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PROLOGO

Esta tesis tiene como fin primordial hacer una compara
cién de las técnicas mis importantés y representativas para la
resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or
den que se obticnen en el cdlculo de reactores quimicos homogé
neos. Por tanto,adicionalmente se realizardn los programas en-
microcomputadora de los céilculos necesarios para resolver di--

chos reactores.

Para realizar adecuadamente la comparacién, se efectua
ri un anfilisis de los resultados obtenidos, asi como de la me-
moria consumida por la mfiquina computadora y finalmente del --
tiempo de proceso necesario para realizar los cdlculos numéri-
cos. De esta manera se obtendriin conclusiones que ayudarfn a -
escoger ¢l tipo de método numérico mis adecuado para cada caso

de reactor,

El trabajo se efectuarf en una microcomputadora marca-
ATAR] modelo 600 XL 1a cual tiene una capacidad de memoria de-
16 kbytes. Esta miquina se seleccion6, por un lado, porque se-
tenia disponibilidad de ella, v por otro lado, porque el lengua
je BASIC cs sencillo y fdcilmente adaptable a otras marcas. A-
demds su costo es bajo, lo cual significa que es mis accesible

a la mayoria de los usuarios de miquinas computadoras.

En suma, el presente trabajo persigue, por un lado, rea
lizar una comparacién de métodos numéricos para la resolucién-
de ccuaciones diferenciales ordinarias de primer orden mediante

el cfilculo de reactores quimicos homogéneos y asi seleccionar -



para cada caso el método mfis eficiente en precisién, memoria -
de computadora y tiempo de proceso, y por otro lado, efectuar-

dichos programas los cuales serdn de utilidad académica.

Los métodos numéricos que se utilizardn no son los Gnji
cos cxistentes ni suponen ser los mis eficientes, sin embargo,
se seleccionardn de acuerdo a que sean los mis rcpresentativos

de los existentes,

Para hacer posible esta tarea, se dard cn primer lugar
una introduccibén a los métodos numéricos, después se analizardn
los correspondientes a la resolucidn de ecuaciones diferencia-
les ordinarias de primer orden. Mis adelante, se utilizarin los
casos de reactores quimicos homogéneos en los que intervienen-
este tipo de ecuaciones y mediante la realizacién de 1os.pro--
gramas de computadora, se¢ obtendrfin los resultados con diferen
tes tamafios de paso (incrementos) y por filtimo sc¢ compararén -
los resultados, se analizarfn los errores de truncamiento y re
dondeo y se darfin conclusiones y rccomendaciones con el fin de
conocer que tipo de método es miis conveniente para cada caso -

de reactor.

Al final sc presentard un apéndice el cual incluye un -
ejemplo numérico de la aplicacién del método de Runge-Kutta de

cuarto orden.



CAPITULO 1
INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS

El objetivo de los métodos numéricos es proporcionar -
técnicas Gtiles para la resolucidén aproximada a modelos matemf
ticos, los cuales usualmente simulan situaciones de la vida --
real. Con frecuencia estos enunciados matemdticos no se pueden
resolver por métodos analfticos, o en algunos casos es posible
que existan soluciones analiticas, pero de tal forma que no --
sean convenientes para su interpretaci6n numérica directa. En-
el primer caso, es necesario obtener alguna aproximacién satis

factoria de modo que sea analizable y pueda resolverse,

La computadora es una herramienta Gtil en la solucién-
de problemas, aunque ¢s necesario mencionar que solamente eje-
cuta una serie de instrucciones y no "resuelve problemas" por-
si sola. No se le puede preguntar iC6mo se resuelve una ecua--
ci6én?, (Qué método usar?, iC6mo se disefin un cdificio?, etc, -
Se necesita especificar una serie de instrucciones para la so-
luci6n de estos problemas. En otras palabras, la computadora -
ofrece una ayuda muy valiosa proporcionande resultados cuanti-
tativos para explorar diferentes alternativas, lo que permite-

seleccionar aquellas que sean mejores.

La computadora es la culminacidén de dispositivos de cfl
culo como el ibaco, regla de céilculo, tablas, nomogramas, calcu

ladoras de escritorio, etc.

Obsérvese sin embargo, que con todos los dispositivos -



antes mencionados no se cambia esencialmente la manera de pro-

ceder para resolver un problema.

La computadora corresponde al grupo de dispositivos au-
tomiticos y requiere un enfoque completamente diferente para la
resolucidén de problemas. Antes de efectuar cualquier cflculo sc
tiene que especificar en su totalidad el proceso de solucién --

del problema.

Los desarrollos mds importantes cn c¢l campo de las com
putadoras han tenido lugar en los Gltimos 35 afios. El desarro-
llo histérico de estas méquinas se inicia con las primeras com
putadoras mecfinicas que fueron inventadas por Pascal y Leibnitz
aunque sc¢ ha aceptado que el principio de las computadoras mo-
dernas se inicid con la midquina analfitica de Babbage en 1833.-
Hollerith patenté cn 1889 las tarjetas perforadas que se¢ usaron

en la mayoria de los sistemas.

La primera computadora digital totalmente clectrbnica-
fué la desarrollada por Eckert y Mauchly en la Universidad de-
Pensylvania en 1946 y se denominé Computadora Automfitica ¢ In-
tegrador Numérico Eléctrico, utilizando bulbos en su mayor par
te, lo que represent§ un adelanto con respecto a la computado-
ra Mark I de Aiken, construida en la Universidad de Harvard en
1944 y que hacia uso de relevadores electromecfinicos en lugar-
de bulbos. Las computadoras actuales son posibles gracias al -
desarrollo de dispositivos de memoria y de que las instruccio-
nes también sc pueden almacenar, de manera que controlan auto-

miticamente la operacién de la miquina. La idea del programa -



almacenado se basa en las investigaciones realizadas por el Dr.

J. Neumann.

En el proceso de solucién de un problema por medio de-

una computadora se rcquieren los siguientes pasos:

Especificacién del problema. Con esto se indica que se de-
be identificar perfectamente el problema y sus limitaciones, -
las variables que intervienen y los resultados descados.

Anflisis. Es la formulacién de la solucién del problema, -
denominada también algoritmo, de manera que sc tenga una serie
de pasos aritméticos que resuclvan cl problema y que sean suscep
tibles de ejecutarse en la computadora. Esto implica el conoci-
miento de los campos de las matemdticas relacionados con el pro
biema y la capacidad de expresar la solucién en términos de ope
raciones aritméticas adecuadas para la computadora.

Programacifn. Este paso consiste en traducir ¢l método de-
anfilisis o algoritmo de solucién, cxpresfindolo como una serie-
detallada de operaciones.

La programacién se considera dividida en dos partes: -
en. la primera la sucesidén de operaciones se presenta en forma-
grifica en un diagrama de bloques o diagrama de flujo, que per
mite dar una idea grifica precisa de lo que sc desea hacer, En
el diagrama de bloques, ya se enuncian operaciones que pueden-
ser mis detalladas. Por el contrario, ¢l diagrama de flujo se-
define como la representacién gréfica que busca una traduccién
directa al lenguaje de programacién de la miquina.

El diagrama de bloques es Gtil en cuanto a la concep--

cién global de un problema del cual puede derivarse el diagra-



ma de flujo, que permite la codificacién de instrucciones que-
la computadora puede ejeccutar., La complejidad del diagrama de-
flujo dependeri de la complejidad 'del problema y el detalle in
cluido. Sin embargo deberd ser posible para alguien difcrente-
al programador seguir ¢l flujo de informacién del diagrama. Es
ta es una cfectiva ayuda para el programador, quicn debe tradu
cir sus funciones principales dentro del programa, y, al mismo
tiempo, es un enlace de comunicacién con otros quicnes esperan
entender lo que realiza el programa. En la segunda parte, que-
se denomina codificacién, el diagrama anterior se traduce a un
lenguaje de programacién accesible a la miquina,

Verificacién. Es la pruecba exhaustiva del programa para e-
liminar todos los errores que tenga, de manera que cfectle to-
do lo que se desea. Los resultados de prucba se comparan con -
soluciones conocidas de problemas ya resucltos.

Documentacibn. Consiste en preparar un instructivo del pro
grama, de manera que cualquier otra persona pucda conocer y uti
lizar el programa. Un programa documentado permite posterior--
mente su revisién con el cobjeto de efectuarle mejoras o cambios
al mismo, ya sea por la persona que desarrolld cl programa o -
por otra personi.

Produccién. Es 1a Gltima etapa cn la que sdélo se proporcio
nan datos de entrada del programa, obteniéndose las soluciones
correspondientes. En gencral se pueden introducir varios grupos
de datos referentes a distintas condiciones del problema o pro-
blemas, produciéndose las respuestas correspondientes sin que -
sea necesaria la intervencidén del operador entre los distintos

grupos de datos.



De lo expuesto anteriormente se puede concluir que es-
necesario un conocimiento del problema y de los campos de las-
matemiticas relacionados con &1, qucé es precisamente el objeto

de los métodos numéricos para computadoras.

La adecuada seleccidén del método de anflisis es muy im
portante en la solucidén de problemus recurriendo al uso de com

putadoras.

Las técnicas numéricas no dan resultados exactos cn el
sentido mateméitico. Puesto que la mayoria de los cfilculos numé
ricos son inexactos, el concepto de error es una caracteristi-
ca importante. El error que se asocia a un valor aproximado se

define como:

Valor real = Valor aproximado : Error

Las cuatro causas de crrores son las siguicentes:

a, Errores ilegitimos, los cuales son el resultado de equi
vocaciones humanas, mecinicas o eléctricas las cuales son impre
decibles.

b, Errores de redondeo, los cuales son la consecuencia de-
utilizar un nlmero especificado como m digitos correctos para-
aproximarse a un nGmero que requicre mis de m digitos para su-
especificacién correcta, por ejemplo, al aproximarse al nGmero
irracional /Z medidnte 1.414. Esos errores sc encuentran pre--
sentes con frecuencia en los datos experimentales en cuyo caso
se les puede denominar errores inherentes, debido ya sea al em

pirismo o al hecho de que la computadora dicta el ndmero de df



gitos. Esos errores pueden resultar especialmente perjudiciales
en campos tales como la inversidn de matrices o la resolucién -
numérica de ecuaciones diferencianles parciales donde el nfimero-
de operaciones algebriicas es extremadamente grande.

¢, Errores de truncamiento, los cuales corresponden al caso
de calcular por ejemplo sen x, cos x, ex, etc., usando series.-
Estas series ticenen un nfimero infinito de elementos, pero evi--
dentemente para calcular su valor sb6lo se puede considerar un -
nGmero finito de ellos. Es el caso de constantes que no pueden-
representarse exactamente, como por cjemplo, los nfimcros » y e,
o fracciones como 1/3, 2/3, etc.

d. Errores heredados, los cuales se presentan debido a erro

res cn etapas previas del algorftmo de computacibn.



CAPITULO 2
TECNICAS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS POR
METODOS NUMERICOS

2.1 Introduccidn.

El comportamiento de muchos. procesos fisicos, particu-
larmente los dependientes del tiempo (transitorios) pueden re-
presentarse por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias.-
Los métodos de resolucién de estas ccuaciones son por tanto de
gran importancia para cientificos e ingenieros. Aunque se cong
ce la solucién analitica de muchas ecuaciones diferenciales im
portantes, un nfimero todavia mayor de cllas, no pueden ser re-
sueltas analiticamente. Afortunadamente pueden cn general encon
trarse la solucifn numérica de estas Gltimas. E1 presente capi-
tulo describe los procedimientos mis importantes de cfilculo nu-

mérico de ecuaciones diferenciales ordinarias,

Los algoritmos numéricos mds comuncs para la solucién-
de una ecuacidn diferencial ordinaria de primer orden con la -
condicibn inicial y(x,) se basan en uno de los dos m€todos si-
guicentes ¢

1. Utilizacién directs o indirecta del desarrolle de Taylor
de la funcibén objeto o solucién y(x).
2, Utilizacién de férmulas abiertas o cerradas de integra-

cidn.
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Los numerosos procedimientos existentes pueden clasifi
carse de una forma aproximada en dos grupos, los llamados de -
paso sencillo y de paso mfiltiple, Los métodos de paso sencillo
calculan el valor yj,y a partir de la ecuacidn diferencial dada
y de informacidn Gnicamente en Xy, €S decir, del valor Y;» MO -
necesitando iterar la solucién. Una solucién en seric de Taylor
proporciona un método fundamental de este tipo. Las técnicas --
pricticas utilizadas de las cuales hay un gran nfimero, incluyen
los métodos de Runge-Kutta. Tienen 1a seria desventaja de que -
es dificil estimar el crror. Los métodos dec paso miltiple requic
ren ademfis valores de y; y/o de f; cn otros (en general varios)
puntos x; fuera del subintervalo de integracién considerado, --
[xi, xi+1]' En algunos casos requieren iteracifn para llegar a-
un valor suficientemente preciso. La mayorfa de los métodos de-

este tipo sc conocen como predictor-corrector,

Una desventaja de los métodos de paso miltiple es que -
en general, al comienzo de la aplicacidn del método se necesi--
tan mfs valores de y; o f; de los conocidos. Normalmente se co-
noce una condicidén inicial, por ejemplo y(xp), siendo desconoci
dos los valores siguientes y(x;), y(xp), etc. Para comenzar de-
be utilizarsc otro método (un método de paso sencillo). Otra --
desventaja que aparcce en los métodos de paso miltiple cs la di
ficultad de cambiar el paso h una vez que ha comenzado el proce
so de céilculo. Por otro lado, como el cambio en la longitud de-
h cn un método de paso sencillo es cquivalente al comienzo del-
proceso, dicho cambio no crea mayores dificultades. Los métodos

de paso miltiple requieren mucho menos célculos para la obten--



cién de una solucién de cxactitud comparable. Al desarrollar -
los métodos numéricos de clilculo apurecerdn clavamente venta--

jas y desventajas de cada grupo de métodos.

Ecuaciones diferenciales de orden N, Sca la ccuacibn di

ferencial ordinaria de orden n la siguicnte:

2 3
Fx,y, &, 4y dy o d_ (z.1)
dx  dx? dx? dxn

Toda ecuacién del tipo (2.1) se denomina de orden n por
que la derivada de mayor orden que aparcce cn ella es de orden-
n, y ordinaria porque sélamente aparccen derivadas totales (no-
aparecen derivadas parciales, o, lo que ecs lo mismo sélamente -
hay una variable independiente x). Toda funcién y(x) que satis-
faga esta eccuacidn, siendo al menos n veces diferenciusble es --
una solucién de la ecuacién. Para obtener una solucién dnica de
1a ecuacién (en general existen muchas funciones y{x) que satis
fagan (2.1)) es necesaria informacidn adicional, es decir, valo
res de y(x) y/o sus derivadas en algunos puntos definidos por -
sus valores de x. Para una ecuacién de orden n, n condiciones co
mo las citadas son en general suficientes para determinar una -
solucibn Gnica de y(x). Si se especifican todas las n condicio-
nes para ¢l mismo valor de x (por ejemplo, x,), el problema se-
denomina problema de valores inicinles. Si en las condiciones -
aparece mis dc un valor de x, cl problema sc¢ denomina de valores

de contorno.

Toda ecuacidén: diferencial de orden n puede ser escrita-

como un sistema de niecuaciones de primer orden definiendo n-




12.

nuevas variables. Considérese por ejemplo la ecuacién de segun
do orden
2
N SR R N (2.2)
dx? dx
siendo p una constante. Definiendo una nueva variable z= dy/dx
"la ecuacién de segundo orden puede escribirse como cl sistema-

de ecuaciones:

dy | z =90

dx

x2 82 4 52 4 (x2 - p2)y =0 (2.3)
dx

Dado que la mayoria de las ccuaciones de orden mayor -
que 1 (o un sistemn de tales ccuaciones) puede escribirse de -
esta manera, sec estudiarf solamente la solucién numérica de las

ecuaciones diferenciales de primer orden.

2.2 Solucién de las ecuaciones diferenciales ordinmarias de pri

mer orden.

Una ecuacibn de primer orden e¢s, por definicién, de la

forma
Fix, vy, 9y =0
dx
o lo que es lo mismo,

Yoo, y) (2.4)
dx
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-Se desen calcular una solucién y(x) que satisfaga simui
tincamente (2.4) y una condicibén inicianl determinada. En gene--
ral es imposible obtener la solucién analitica de y(x). Por el-
contrario, se divide el intervalo la, bJde la variable indepen
diente x en que se desea la solucién en subintervalos o pasos.-
El verdadero valor de la solucién y(x) se aproxima en n+l valo-
res equidistantes de x, (xg, X1, +.., ¥n), de forma que h, la -

longitud del subintervalo o paso, vienc dada por

xi = Xxp + ih, i=0,1, ..., n (2.5)

De esta forma la solucién sc obtendrd tabulada para n+l
valores discretos de x (ver figura 2.1), Esta tabla de valores-
as{ obtenida contienc los valores calculados de una aproximacién

particular a la solucién de la ecuacidn.

Sea y(xi) el valor de la solucién exacta y(x) en el pun
to base xj, y sea al mismo tiempo yi el valor de 1la aproximacién

calculada en el mismo punto, de forma que
yy = v(xg) (2.6)

El valor exacto de la derivada dy/dx en los puntos basec
serii aproximado por el valor f(x;, y;), o en forma abreviada fi

de forma que

fy o= f(xg, yy) & £(x, y(xq)) (2.7
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12 .
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Figura 2.1 “Soluci6én numérica de las ccuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden.
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Si se supone que los cdlculos numéricos necesarios puc
den realizarse sin ningtGn error de redondeo, la diferencia en-
tre el valor calculado y; y el valor cxacto y(xi) es el llama-

do error de discretizacién o de truncamiento:
e = y; - y(xy) (2.8)

El error de truncamiento que aparece en cada uno de los
pasos al integrar numéricamente una ccuacién diferencial suele
llamarse error de truncamiento local. Este error queda determi
nado finicamente por el método de resoluci6én numérico elegido,-
es decir, por la naturaleza de las aproximaciones que componen
dicho método; este tipo de error es totalmente independiente -

de las caracteristicas del equipo de céilculo.

Un tipo de crror esencialmente diferente resulta de las
caracteristicas de la calculadora. En la préctica, los ordenado
res tienen una memoria finita y por lo tanto un tamaiio finito -
para los nGmeros con que trabajan (los equipos de cémputo cien-
tificos tienen normalmente una longitud de palabra fija, es de-
cir, el nGmero de digitos almacenados y retenidos para cualquier
valor calculado es fijo, normalmente de 7 a 12 digitos signifi-
catives), Por lo tanto, cualquier nfimero irracional, o en gene-
ral, cualquier nfincro con mis digitos significativos que los --
que pucden ser almacenados por la mfiquina, que aparczca en una-
serie de ciilculos, debe ser aproximado por un valor "redondeado".
El error correspondiente se denomina error de redondeo, y para-
cada método numérico queda determinado por las caracteristicas-

del cquipo de cémputo con ¢l que se trabaja, por ¢l orden de --
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las operaciones de midquina utilizado al realizar los algorit--
mos, etc. Normalmente puede establecerse una cota superior del
error de truncamiento para un método determinado pecro por otra
parte el error de redondeo cs extrcmadamente complejo y muy di
ficil de predecir. Sin embargo, debido precisamente a esta im-
predecibilidad, los analistas numéricos han logrado cstablecer
una teorfa probabilistica bastante satisfactorja del crror de-
redondeo por medio de la hip6tesis de que cl error obtenido en
un subintervalo al integrar una ecuacién difercncial es una va
riable aleatoria. En lo que sigue s6lo se estudiarin con deta-
lle los errores de truncamiento, es decir, los inherentes a los

clilculos numéricos.

Método del desarrollo de Taylor. Un método de aproximar
la solucidn de la ecuacién (2.4) numéricamente, consiste en ex-
presar la solucién y(x) a partir de un punto inicial x, por me-

dio del desarrollo de Taylor:
y(xy + h) = y(xy) + hf(xy, y(x,))
h? h?
+ ET f'(xq, y(xq)) + ET f'xgy ylxg)) + .. (2.9)
7 En esta ecuacién f'(x, y(x)) indica (d/dx) f(x, y(x)),
f*(x, y(x)} indica (d%/dx?) f(x, y(x)), etc. Si como condicién

inicial se conoce y(x,), puede calcularse f(x,, y(x,)) de la ¢

cuaclién diferencial (2.4)

e or(x, y)
dx
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Para calcular las derivadas de (2.9) de érdenes mayo--
res debe diferenciarse f(x, y) teniendo en cuenta que f es fun

cién de x y y:

df _ of , 2fdy
dx ax aydx (z.10)
El método de paso de un valor de x al siguiente, es de
cir, de x, a xg+h, se deduce del desarrollo de y(x) en xq. De-
forma anfiloga pueden deducirse algoritmos para pasar de x; a -
X 444 = X;+h por medio también del desarrollo de Taylor de y(x)

en xj:

y(xj41 ) = y(x3+ h) = y(x3)} + hf(xy, y(xq)) +

D200 O, yOxg)b , W0k, y(Oa)) , hUET 0kt yixg))
2 3t al

L e g, vy, BT ERCE, vEE))
ny (n+1)y

vae

gen (X4, Xj41) (2.11)

Los algoritmos obtenidos al despreciar el Gltimo térmi
no del miembro derecho de {2.11) y sustituir en el miembro iz-

quierdo de y(xj41) por yi+1 se llaman de orden h". Su error co

hnﬂ

rrespondiente es de orden . E1 error ¢, dec truncamiento lg

cal introducido por una aplicacién simple queda por lo tanto a

cotado por el valor

n+l
< h

le, l«2—y
t (n+ 1)1

donde
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M2 M, y())| max  men (xg, xjpq)  {(2.12)

Desgraciadamente, la diferenciacidn de f(x, y) es en gg¢

neral enormemente complicada. Excepto en el caso mis sencillo,
y{x344) = y(x;) + hf{xg,y(x;)) + O(h?) (2.13)

el desarrollo directo de Taylor de (2.11) no sucle utilizarse-
para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden. La ex-

presidén indica "términos de orden ()".

Dado que en general el Gnico valor conocido de y(x;) es
y(xg) (suponiendo que la condicidén inicial carece de crrores),-
el valor de y(x;) en (2.13) debe sustituirse por y; En este ca-

so el algoritmo toma la forma
Y, = y(x) + hilx , y(x))) (2.14a)
Yieg = vi v hf(xg, y;) = yg +hE; i1 (2.14b)

y sc denomina método de Euler.

2.3 Método de Euler.

Es el método mis sencillo aunque sus limitaciones en la
exactitud de la sclucién no lo hacen aconsejable en la gran par
te de los problemas pricticos. La f6rmula (2.14a) ticne una sen
cilla interpretacién geométrica. La solucibén en el intervalo --
(xg, x;) se supone ser la tangente a y{(x) en x; (ver figura 2.2),
Al aplicar sucesivamente el métode de Buler a intervalos sucesi-

vos, la solucidn numérica resulta ser un poligono cuyos lados -
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Figura 2,2

x0

MEétodo de Euler,

x1
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tienen por pendientes los valores f;, i = 0, 1, 2, ..., n-1

2.4 Métodos de Runge-Kutta.

La solucifn de una ecuacién diferencial por el desarro
1lo directo de Taylor de la funcifn objeto no es en general un
método prictico si se retienen derivadas de orden mayor que 1.
Las siguientes derivadas se complican demasiado excepto ecn ‘los
casos mds sencillos. Por ello no es posible obtener un algorit
mo sencillo, anfilogo al método de Euler, a partir del desarro-
110 de Taylor en cuanto sean precisos términos de error de 6r-

denes elevados.

Afortunadamente es posible deducir algoritmos de paso-
sencillo que incluyen sdlo céiculos de derivadas de primer or-
den, pero que a su vez producen resultados equivalentes en exac
titud a las f6érmulas de Taylor de orden superior. Estos algorit
mos son los llamados Métodos de Runge-Kutta. Las aproximaciones
de segundo, tercer y cuarto orden (es decir, aproximaciones con
exactitud equivalente al desarrollo de Taylor de y(x) que reten
ga términos en h?, h3 y h* respectivamente) requieren cl cfilcu-
lo de f(x, y) en dos, tres y cuatro puntos respectivamente, de-
x en el intervalo xj¢ X ¢ Xj41. Los métodos de orden m, sien-
do m mayor de cuatro, exigen cédlculos de las derivadas en mis -

de m puntos.

Todos los métodos de Runge-Kutta tienen algoritmos de -

la forma

Yy i+1 = yi + hel(xg, yi, h) (2.15)
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En esta expresién, ¢, llamada funci6én incremento, es -
sencillamente una aproximacién de f(x, y) en el intervalo - -
Xg€ X$ X% g, convenientemente elegida. Como la deduccién de -
las f6rmulas de alto orden exige una gran cantidad de &lgebra,
se desarrolla a continuacifn en detalle sdlo ia mis sencilla,-
el algoritmo de segundo orden. La deduccidn de otras férmulas-

es anfiloga,

Sea ¢ una media ponderada de dos valores k y k, de -

la derivada en el intervalo xj ¢ X ¢ Xj4 , €s decir,
¢= ak, + bk, (2.16)
Bl correspondiente algoritmo de Runge-Kutta es

Yis1 = yi + hlak, + bky) Coan

ky = £f(x5, y;)
k; = £(xg+ ph, yi + qhf(xs,yi))
k; = £(xj+ ph, yi + qhk;) (2.18)

siendo p y q unas constantes cuyo valor serd calculade mis adg

lante.
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Desarrollando en primer lugar ¥, en serie de Taylor de
dos variables *, despreciando los términos cuyo exponente h es
mayor que uno:

ky = £(x; + ph, y; + qhf(x;, y;))

kp = £(x1, yi) + phfu(xi, yi)

+

qhf(xyg, y1) fy(x1, y3) + 0(h?) (2.19)
De las expresiones (2.18) y (2.19) resulta (2.17)

Yisg = ¥ * hlaf(x;, yg) ¢ bf(x;, y;)]
*+ h2[bpf (xg, y;) * baflxy, y1) f,(x1, yi)]

+ o(h?) (2.20)

A continuacién se desarrolla la funcién objeto y(x) so

bre x; por medio de la serie de Taylor (2.11):

* Los primeros términos del desarrollo de Taylor de dos varia-

bles son:

f(x+r, y+s) = £{x, y) + rfx(x, y) + sfy(x, y) +
r2F X, ¥)/2 + rsfxy(x, y) + s Eyp(x,¥)/2

voftirl+ Ish?]
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ylxg+h) = y(x;,,) = y(x;) + hilx;, y(x;))
2 5.3
B g, v+ B e, e
21 3t
gen (x5, Xjyq) (2.21)

Utilizando la regla (2.10) de diferenciacién de funcio

nes implicitas 1a derivada f£'(xy, y(x;)) viene dada por
£1Uxg, y(x)) = £.0x;, y(x))
+ Ey(xg, y(x)) £0x5,y(x))

Igualando finalmente potencias de h en (2.20) y (2.21}):

Potencia de h Desarrollo de y{x) Algoritmo de Runge-Kutta
0 ylxy) Yy
1 flxg, v(x;)) (a+b) f£(xg, y;)
2 VHELxg,y(x:)) [bpf, (x5, ¥3)
+ Lylxg, y(x3)) + bafy (%, v3) £0x;, )]

£lxg, y(x1)])

Suponiendo y;= y(x;), e igualando los coeficientes de-
h? se obtendrf para todas las funciones f(x, y) que cumplan --
las condiciones necesarias de diferenciabilidad, a+h = 1, y --

bp = 1/2. Por tanto

a=1-h

pegq= (2.22)
2
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El sistema de tres ecuaciones anterior tiene cuatro in
cbgnitas y, por tanto es indeterminado. Hay una variable, por-
ejemplo b, que puede escojerse arbitrariamente. Los valores --

que suelen tomarse sonb = 1/2 y b = 1,

Caso b = 1/2, a =1/2, p=1, q = 1, La ecuacién (2.17) re

sulta

Yier = Y5 * f[f(xi. yi) *+ £Ox+h, vy ¢ BE(x Ly )]

(2.23) -
que puede escribirse también cn la forma
Yier = Vi ‘% [£Cx30yg) * £(X349 s F141)] (2.24)
donde
Yier = yi + hE(xi, y3) (2.25)

Este algoritmo de paso sencillo (2.24) y (2.25) se co-
noce con el nombre de Método de Euler Mejorado, o Método de --

Heun, y su interpretacién geométrica aparece en la figura 2.3a

En escncia consiste en la aplicacién dos veces sucesi-
vas del método de Euler. En primer lugar sec utiliza la ecuaci6n
(2.25) para predecir ¥i49 , una estimacién previa de yg4y . Es -
decir, ¥i,q es la ordenada en x=xg,; de la recta () que pasa -
por (xi. yi) con pendiente f(x;, y;) = k. A continuacién se -
mejora la estimacién, y;yq, por medio de la ecuacién (2.24); -
la pendiente de la recta (2) utilizada en este caso es la media

ponderada de las aproximaciones de f en ambos extremos del in-
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y
Pendiente: .
- f('.n:ﬁu\\ -
AT Pendiente:
- Y1
. I("Of.iq)
ner \\\ H\;;/,Jn~
A
X%
e B < T—rv—-;u-n
g T * [ 3z "
23 § %) Tiol

Figura 2.3 Métodos de Runge-Kutta de segundo orden.
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tervalo. Obsérvese que como y(x, ,) es desconocido, el verdade

inl
ro valor de la derivada en Xjq0 [ {C FIIN y(xj*i), se aproxima-

por el valor f(Xy,q, ¥;4)-

El algoritmo de Euler de (2.25) puede interpretarse co
mo una ecuacibn predictora de }gii (primera aproximacién de -
Yi+1) mientras que (2.24) pueda considerarse como una ecuacibn
correctora que produce una mejor estimaciﬁn de y;,4 - La ecua--
cién (2.24) puede utilizarse iterativamente para obtener una -

sucesifn de valores corregidos de ¥, .4, igf: R §§3: s veey

?ifi . En este caso, el par de ecuaciones (2.25) y (2.24) re-

sulta en el ma§ sencillo de los llamados Métodos Predictor-Co-

rrector.

Caso b =1, a =0, p=1/2, q =~ 1/2. La ecuacién (2.17) re-

sulta

Y i = ¥y * hE(xy ¢

h -
b Fian ) (2.26)

donde

Vv = Y3 * % flxg vy (2.27)

El algoritmo de paso sencillo de (2.26) y (2.27) se co
noce con el nombre de Método Mejorado del Poligono o Método -
de Euler Modificado, y se ilustra en la figura 2.§b. En este -
caso se utiliza de nuevo dos veces sucesivas el Método de Euler,
Primero sc obticne de (2.27) una aproximacién §i+1/2 en ¢l pun-
to medio x; + h/2. A continuacién (2.26) calcula el valor de --
£(x, y) para x = X, * h/z, y = 7i+1/2’ y utiliza este valor me-

dio de la derivada para la totalidad del intervalo.
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Los métodos de Runge-Kutta de orden mayor se deducen -
de forma andloga. Por ejecmplo, la funcién incremento para el -

método de tercer orden es

¢= aky + bk, + ck,

siendo k,, k k, aproximaciones a la derivada en varios pun-
1 2 3

tos del intervalo de integracién [x;, xj,y]. En este caso se -

tiene
ky = £(x;, y;)
kz = £(x; + ph, y; + phk,),
ks = £(x; + rh, y; + shky + (r-s)hk;)
Los algoritmos de Runge-Kutta de tercer orden vienen -
dados por

Yie1 = ¥i + hlak, + bky + ckg) (2.28)

El cdlculo de las constantes a,b,c,p,r y s se realizan desarro
llando en primer lugar k, y k3 sobre (x;, y;) en serie de Tay-
lor como funci6n de dos variables. A continuacién se desarro--
11a la funcién objeto y(x) en serie de Taylor como anteriormen
te (2.11), y se igualan los coeficicntes de las potencias de h
hasta h3 en las férmulas (2.28) y (2.11) para obtener la férmu
la con error de truncamiento local de orden h%. Los detalles -
son esencialmente los mismos que en ¢l desarrollo de los méto-

dos de segundo orden.
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Aparccen de nuevo menos ecuaciones que incégnitas:
a+b+c=1
bp + cr = 1/2
bp2+ cr2=1/3
cps = 1/6

Dos de las constantes a, b, p, r y s son arbitrarias., Para un-
conjunto de valores elegido por Kutta, el método de tercer or-

den es:
h
Yieg =¥ ¥ g (ky + 4ky + k3)

ky = f(xi, Yi)
kp = f(x; + /2 h, y; + 1/2 hk))

ky = f(xg+h, y; + 2hk; - hky) (2.29)
Todas las f6rmulas de cuarto orden son de la forma
Yier = ¥y * hlaky ¢ bk + cky +dk,) (z.30)

donde k,, k,, k3 y k, son valores aproximados de la derivada -
calculados en el intervalo x; ¢ X Xj43. Se utilizan distin--
tos algoritmos de cuarto orden. Se atribuyc a Kutta el siguien

te:

Yisr = Vg * % (ky + 2k, + 2k3 +k,)

ky = f(xg, yy)
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ky = £(C xy + 1/2 h, y; + 1/2 hky)
kg = E(xg+ 1/2h, y; + 1/2 hky)

ky = £(x; *+ h, y; +hky) (2.31)

2,5 Error de truncamiento, estabilidad y control de la longi-

tud del paso ‘en los algoritmos de Runge-Kutta.

Los algoritmos de Runge-Kutta de orden m de la seccién
anterior han sido obtenidos al igualar (2.15) con el desarro--
llo en serie de la funci6n solucién y(x) hasta los términos de
orden h™ El error de truncamiento local, e, serd por tanto de

la forma

e = k0™ + 0™, (2.32)

donde K depende (en general de forma muy complicada) de f(x, y)

y sus derivadas parciales de orden mayor.

Para una eleccién razonable de la longitud del paso es
necesario una estimacién del error cometido en la integracién-
de cada paso. Por una parte, el intervalo debe ser lo suficien
temente pequefio para obtener la exactitud (si ello es posible);
por otra parte, debe ser suficientemente grande como para poder
reducir en lo posible los errores de redondeco (funcién del nlme
ro de operaciones aritméticas realizadas), y para evitar un n-
mero excesivo de clilculos de derivadas. Esta dltima considera--
ci6n es muy importante, especialmente si la funci6n de la ecua-

cién diferencial es complicada y cada cfilculo del valor de 1la -
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derivada en un punto exige un tiempo de célculo sustancial. En
los métodos de orden m descritos anteriormente, la derivada ha

de calcularse m veces en cada paso de la integracién.

Una forma de resolver cl problema es suponer que los -
errores de truncamiento locales son de la forma Khmfl, con K -
constante, y que el error de truncamiento total que aparece de
1la integracién representa pricticamente la variaci6n en el --
error total para ese paso. En estas condiciones puede estimar-
se el error local de truncamiento integrando entre dos puntos,
por ejemplo: Xp ¥y Xp4q utilizando dos longitudes de paso dis--
tintas h; y h, para el cdlculo de y,41; S€an ype4.4 4 ¥ Yne1,2
las soluciones correspondientes. Suponiendo ahora que la solu-
ci6n "exacta" es y*

n+l
polacién de Richardson como sigue:*

, puede utilizarse la técnica de extra-

1

o
[y - - X = X
Yhet Y ne1,1 Kh, n
w1 .
Yhe1 " Yae,e = Kbz X y X (2.33)
2

Dividiendo la primera de estas ecuaciones por la segunda y dog

pejando y%,; se obtiene

Ynetg - yon2 (b /)" (2.34)
1« (h /hy)

* En lo que sigue n indica un subindice general, y no el punto ba

sefinal como en (2.5)
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Tomando h,=h;/2, la expresibn anterior resulta

Yoy = desdi s Dyt (2.35)
1 -2
y siendo {xyp41 - X5} = hy, las férmulas (2.33) y (2.35) propor
cionan una estimacifn del error de truncamiento local de la so

- 1ucibn y q4q,y on la forma

-

P Kh';"i - 2"'()':1;1 2. - Y1) (3.36)
27 -1

Para el método de Runge-Kutta de cuarto orden, m=4, y-

(2.36) resulta
5 B
ey= Kby - ':% ( Yar1,2 - Yuer,1) (2.37)

Desgraciadamente, la utilizaci6n de (2.36) como proce-
dimiento de control de la longitud del intervalo de integracién
en cada intervalo, hace que el nmero de operaciones a efectuar
triplique aproximidamente al necesario paras un sélo valor de 1a
longitud, h,. Este procedimiento de control puede utilizarse me

nos frecuentemente, por ejemplo cada k pasos.

Otro criterio es el sugerido por Collatz, aplicable al-
método de (2.31), Consiste en el chlculo ded cociente | (k3-ka )/
(k,- k,;)| tras cada paso de integracién. 5i el valor obtenido -
es grande {mayor que unas centenas), debe reducirse el paso. E-

videntemente esto s&lamente es uns guia muy cualitativa, pero -
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tiene la ventaja de que el aumento de operaciones que supone -

es despreciable.

La determinaci6én de una cota para el error propagado-
o acumulado en los algoritmos de Runge-Kutta es muy diffcil. -
Las cotas que aparccen en la literatura son muy conservadoras;
por otra parte, los parémetros necesarios para estimarla rara-
vez son conocidos. En general, si el error de truncamicnto lo-
cal de un método de paso sencillo es O(hm+1). el acumulado se-
rd 0(h™, es decir, la reduccién en el orden de error es simi-

lar a la observada en ¢l método de Euler.

Otro criterio de elecciébn de un algoritmo para la solu
cién de una ecuacién diferencial con unas condiciones inicia--
les dadas es su estabilidad. El término estabilidad es nlg6 am
biguo, y en la literatura aparece con diversos adjetivos (inhe
rente, parcial, reclativa, fuerte, débil, absoluta, etc.) En ge
neral, se dice que una solucién es inestable si los errores in
troducidos en los ciéilculos en un momento determinado (por ejem
plo, de¢ condiciones iniciales erréneas, errores dc truncamicento
locales o errores de redondeo) se propagan en los ciilculos sub

siguientes sin que exista una cota mixima de su valor.

Algunas ecuaciones con determinadas condiciones inicia
les no pueden resolverse por ningun método de integracién de -

pasos sucesivos sin que aparezca inestabilidad.

La inestabilidad inherente se asocia a la ecuacién par

ticular que se resuclve y a la condicién inicial especificada,
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pero no depende en absoluto del algoritmo particular que se¢ u-
tilice para resolverla. Otra forma de inestabilidad, la 1lama-
da inestabilidad parcial depende también de la ecuuacién en --
cuesti6n y de la condici6én inicial, pero asi mismo del método-
de paso sencillo que se utilice para la solucién: esta inesta-
bilidad puede aparecer aunque la ecuacién no sca inestable in-

herente.

2.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Considérese a continuacién la solucién del siguiente -
sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden simulté-

neas, cuyas variables dependientes son y;, yp,» «uuu ¥i
Wew g 0x, v,y Yp0 ees )
dx .

9 . FalXy yys Yau cuen )'n)
dx

.

Uaw £,(x0 Y1 Yar eeen ¥y) (2.38)
X

y cuyas condiciones iniciales, dadas en un mismo punto (x,) son

v (xg) = Y10

y,(xy) = Y2 0

YolX0) = ¥, (2.39)
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La solucifn de este sistema, al menos en principio, no
ofrece mis dificultades que la de una ecuacién de primer orden.
El algoritmo seleccionado se aplica paralelamente a cada una de

las n ecuaciones en cada paso.

Dado que una ecuacién de orden elevado

-1
a"y dy £y d
= F(x, y, & y eeey St (2.40)
ax” 'ax | oae? ' ax®™ ¥

con condiciones iniciales apropiadas

m-1
y{xg), ﬂﬁ&!&l » eeen g—;—%é¥ll
x x

puede siempre ser escrita como un sistema de ecuaciones de pri
mer orden de la forma (2.38) (ver por ejemplo (2.2), (2.3})), -
los métodos numéricos desarrollados en este capftulo pueden --
también ser aplicados a la solucién de ecuaciones diferencia--
les de orden elevado con condiciones iniciales. Los problemas-
de valores iniciales formados por ecuaciones de diferentes 6r-
denes pueden también reducirsc a la forma (2.38) en la mayoria
de los casos. Dependiende de la forma de interdependencia de -
las ecuaciones diferenciales algunas de las derivadas de (2.38)

pueden ser funcién de otras, es decir

gli = £(X, ¥ys Yy eeen Yoo £10 £ oeey £yq
x

£ s oeer £y)

Si pueden ordenarse las ecuaciones de forma que, para-
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todo valor de j, dyj/dx = fj(x,yl,yz,...,yn,fl,fz,...,fj_i), -
siempre podrin aplicarse los esquemas de integracidn de las -
secciones precedentes. Si la ordenacidén en tal forma resulta im
posible, puede calcularse la derivada particular (dyj/dx) que-

no puede ordenarse por medio de la expresién:

dys
Ei; S SN NS PP RN A FEL TRRTNS IR LVPRRTENS L
en la que las derivadas con asterisco deben ya ser conocidas,

o su valor supuesto, en x,. A partir de este punto pucde en ge

neral utilizarse los valores calculados mis recientes.

Para los esquemas de alto orden de Runge-Kutta de sis-
temas de ecuaciones diferenciales es priicticamente imposible -
establecer andlisis de errores. Los mecanismos de control de -
la longitud del paso y las consideraciones sobre estabilidad -
desarrolladas en la seccidén anterior se aplican al caso de sis
temas de ecuaciones sin cambios apreciables. En la prictica se
resuelven las ecuaciones e¢n muchos casos para diferentes valg
res de h y se observa el comportamicnto de las soluciones con-

respecto a la convergencia y a la estabilidad.
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2.7 Métodos de paso mltiple.

Los métodos de paso sencillo de las secciones anterio-

res han aproximado la solucién de la ecuacién de primer orden

d¥ . gx, y)
dx

con la condicién inicial yg= y(xg). La solucién numérica ha --
consistido en la aplicacidén del Método de Euler (2.14) para la
integraci6n sobre una serie de intervalos, obteniéndose sucesi
vamente los valores,
1y

Y1 =Yg oy fodx

y, =y, + 2 g ax

2 170y, 1S

x
i+1
Y =Ygt AKxi f;dx, (z.41)

Para una integracidn sobre k+! intervalos que terminen
en x;.,, esto puede escribirse en la forma

‘ *ie1
Vit = Vi * i, M9 dx (2.42)

In
siendo ¥; (x) una funcién salto con ordenadas f; = f(xy, yj) en
los intervalos scmiabiertos [xj. xju)' j=i-k, ..., i. La inte
gral de (2.42) puede interpretarse como el drea comprendida en

tre los limites x ;. y X;,q que se indica en la figura 2.4.

Parece claro por lo tanto, que la sustituci6én de la fun
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¥ulx)

i
Xi-h Xi-ae)

Figura 2.4 Integracién de paso miltiple.
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cibn 'i('] de (2.42) por un polinomio interpolante ¢(x) que -
pase por los puntos (xj, fj). siendo j préximo a i, pueda lle-

var a algoritmos mfs exactos.

El polinomio interpolante se determina por medio de va
lores de la derivada f(x.j. ¥ ). El nGmero necesario de valores
de fj depende de : a) el orden deseado del polinomio interpo--
lante, y b) la disponibilidad de los valores de f.. Suponiendo
que 1a integracifn ha avaniado hasta el punto base x;, se cono
cen todos los valores de f; para Osjci. En general f;,q4 seré -
desconocido, dado que f es funcién de x y y, y el valor de yj,,
no ha sido calculado todavfa. Todos los métodos corrientes de-
paso nGltiple se describen por la ecuacibn

Yiea ® Yixk * f:i: ¢(x) dx (2.43)

donde «x)-{ajxj. En esta ecuacifn r es ¢l orden de) polino--

aio interpolante.

2.8 F6rmulas abiertas de integracibn.

Como las x; son equidistantes y los valores f;, f;_ 4.,

f son conocidos, ¢(x) viene dado en su forma mis-

fearec ey fi-r
sencilla por la f6rmula de interpolacib6n de Newton basada en -

las diferencias finitas regresivas de x;,

2
¥x; +ah) = £;+ avf; + ala*?) _V_z_fJ_
1

+ a(a*1) (a+2) '—’!!io vee *
3
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v s
Tl

+ 8(@+1) (@42) ... (8¢ re))

donde fi= f(xj, y;), ¥y x = x3 + ok, es decir, a = (x - x¢)/ h.
Para los valores de los puntos base Xi-p» o toma valores ente-
ros -p. Como dx = hda, 1a integral de (Z.43) resulta, en fun-
cién de la variablea,

1

i *e1 - -
Frgok o(x) dx hJ_k $(x, + ah) da
(t 2f

h [fi +aV £, + afasl) iy

ik Y

+ a(a+t) (a+2) v__’_:‘_i + ... +tafasl) (a+2) ...

3
’ v
(o+ r-1) T8 ] do (2.44)
]
Es decir, .

X401 a(x)dx = hfagy + 22 vE; s a2 24 1) BBEL
Jxyx 2 3 2 o

ea? (22, 0, qy V1 Lof 0, 30?, o, gy
4 3! H 2 3

uf 1

KL TR (2.45)

44 -k

Para k-q, 1, 2 y 3, la ecuacibn (2.45) lleva los si--

guientes algoritmos:

k=0
=y h{f .,_ vE .5_. sz _3 V3f
i’ ( i * 3 i * i * 8 i

yiu 12
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« BLogvg . (2.46a)
720
k=1 ’
1
Yien " Ygq ¥ R(RE v OVE; v o9l
el 0 22 gug e Ly (2.46b)
3 20
ke2
- .3 3 g2
Yisg = Vi ¢ RO3E - 20F 4 TV
e 3u3g 0 2oy Ly (2.46¢)
8 80
k=3
Yoy ™ Yo ¢ h(4F, - ave o+ 8 o2¢
417 Via i 1*3 70
covie o Moove o (2.46d)

45

Como indica el frea vayada de la figura 2.5, la ecua--
ci6n (2.46a) es la integracibn aproximada de cualquier funcién
adecuada y(x) que pase por los puntos (x;_ ., fi.n), (Xy_ 4y
fi-ml)' ey (xj_1 . fi-i)’ (xi. fi)‘ El intervalo de integra-
cibn es evidentemente [x;, Xj,q ]. La ecuacién (2.46b) evalGa -
los mismos puntos, pero el intervalo de integracién es - - -

[Xi.1+ Xj44]+ Para las restantes ecuaciones de (2.46) son vfli

das observaciones similares., Toda la informacién necesaria, es

decir, y;, f0x;, y4)y Y39, f(x5.4, ¥4.1) ... etc., es conoci-
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W)t

Integracién abierta de paso mfiltiple.

Figura 2.5
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da, ya que supone que la integracién ha llegado ya a xj.

Obsérvese que para valores impares de k, el coeficien-
te de la k-ésima diferencia regresiva es cero. Por este motivo
las f6rmulas de este tipo mis corrientemente utilizadas son pa
ra valores impares de k, reteniendo sélamente k+1 términos (es
decir, r=k). El término (k+1)-ésimo es nulo en estos casos, de
forma que el polinomio interpolante c¢s en realidad de grado --
r-1 en lugar de grado r como seria de esperar. Por supuesto --
puede retenerse cualquier nfimero de términos. En los casos en-
que la f6érmula termina con el término r+!, es decir, cuando cl

Gltimo término incluye el factor Vrfi/ rl, el error es

1
r%?i afa+l) (a+2) ... (a+r) w(rfi)(z) da

hi
.-k (re1)y

Xk <& < Xip (2.47)

Las f6érmulas abiertas mis importantes de (2.46) son:

k=0, r=3
Yieg ™ ¥y % B(Eg %vfz * ?—z"fs * %vaq)
Re 2w (o (2.48a)
720
k=1, r=1
Yier =¥ g P hO2E 4 OVE)

R =13 g2 (g 0 (2.48b)
3
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k=3, r=3
8 o2 3
- 4f - 4V Sy v
Vie "V gg MO - ave e i 0u )
R4 ps el (g (2.48¢)
a5
k=5, r=5
= - 2 . 3
Yier "Vis* h(6fi 1298, + 1592, - 9vif,
+ 33 Vi« 09%y)
10
R=4 w7 gle) (g, (2.48d)
140

En todos los casos § estd comprendido entre el menor y
el mayor valor de los X4 que aparecen en la férmula. Los térmi
nos de error R de las ecuaciones (2.48) calculados de (2.47),-
son los errores locales de truncamiento para una aplicacién de
la férmula, suponiendo que ¥(x) = £(x, y)}, y que y; = y(x;) vy
fj = f(xj, y(xj)) para los valores de j inclufdos en las férmu
tas, Sin embargo estos términos son sélamente aproximados, ya-
que los valores de Yiv fj, excepto para ya y fy, han sido cal

culados numéricamente y por ello son en general inexactos.

En funcién de los valores de las derivadas fj, en lugar
de sus diferencias regresivas, las f6rmulas abiertas resultan:
k=0, r=3

Yien " Vi ¢+ 'Zl; (556 - S9F, 4376, - 9f )
R = 0(h%) (2.49a)
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k=1, r=1

Yis1 = yi-1 + 2hfg

R = 0(h?) (2.49b)
k=3, r=3

4h

Yien = Yia * 3 (2fy - £4, + 28,,)

R = O(h%) - ‘ (2.49¢)
k=5, =5

Yier = Vi * = (”fi - 14f 3e1.* Zﬁfi_,‘,

S NE g+ NE)

R = 0(h7) (2.49d)

Todas estas f6érmulas incluyen la utilizacibn del poli-
nomio interpolante que pasa por los puntos conocidos (xy, £4)-
(j =i, i-1, i-2, ..., i-r). Por ello el polinomio extrapola -
sobre el intervalo [xj, Xj41 ] ya que la integracién cubre el -
intervalo total [ xj.,, Xj3]. La situacién para el caso k=3, -

r=3 se esquematiza en la figura 2.6.

2.9 Fbrmulas cerradas de integracién.

De 1a expresién general del método de paso mGltiple --
(2.43)

( *i+1
=y + $(x) dx

i ik} x



@(x) ) Extrapolacién en los
intervalos [x;.3,x;-2],
szl
/
\\ ,
\

\ Utilizadgs por ¢
\ polinomio inf
\\ polante

\

o El drea rayada
estd siendo

integrada

Xi-§5 Xi-4 Xi-3 X-2 Xi-} X i«

Figura 2.6 Integracién abierta para el caso k=3, r=3

(ec. 2.49c¢c)

4s.
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puede deducirse de forma anfiloga un conjunto de férmulas cerra

das de integracién, siendo ¢ (x) el polinomio interpolante que-

se ajusta no sblamente a los valores calculados previamente, f;

€14 &-2 , sino también a los valores desconocidos f

ie1° Como

en el caso anterior, el cambio de variables x = xj ¢+ ah resul

ta

1

Yier = Yik * hj_, #(x; +ah) da (2.50)

Sin embargo, ¢(x; +ah) se expresa ahora en funcién de

la diferencia regresiva con base en x;,; en lugar de x; [ver -

(2.44) para comparacibn]:

o bien

Yis1

Yieq

1

7
=Yy th) _k[fiu +(a-1)VE gy + %,ﬂg ¥ 101
, L) () (ar) o3,
31
e B @) ) . (@0re2) 0T Yaa
r!
(2.51)
“ ¥ hlof gy ¢ 0y - ey,

2,9 1 2,a2 1

a - 3) a¥(q— - 3)

+ ._(L_?__ Ve + 4 Z V31
2) 3!

ad . al - 3 N 2) 1
Grr-Fd 7—4 B v e R
, ]
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Para k=0, 1, 3 y 5, la ecuacién (2.52) lleva a las si-

guientes férmulas:

k=0

k=1

k=3

1 1 2
Yigg = Vg b (£5y - 7 "Ein 7 7 Ve

19 oy '
- a2 kg + ) (2.53a)
i1 720 it1

- . 1,2
Yieg * Yy th@F g, - 2f . 5 fin

+*

0V, ;% TEL ) (2.53b)

- _ 20 52
Yien = ¥y h (€, - BV, PRt

.8 14 o4 5
3 v:‘f“1 + ;—;v £ * OV ¢ .00) (2.53¢)

_ 2p . 3
Yaer =V gg * B (6F g0 - TBUE ¢ 2TV 2T,

y 33 ¢s
A A FIUR 1—0— Vg * oeen) (2.53d)
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En estas férmulas la expresifn del error de truncamien

to tras el término que contiene la diferencia de orden r es

P2 jl (@-1) (o) (a+1) (a+2)... (aer-1) ,OvH) (o) 4
-k (r+1)y

X <6 X, (2.54)

. k+2
Si k es impar el coeficiente de v * fi41 se anula. Por
esto las f6rmulas utilizadas més frecuentemente son las de k -
impar, con r = k+2. Tres de las mis importantes de estas f6rmu

las cerradas son:

k=0, r=0
Yieg " ¥y v R, - % Vi - %} LALFVE i} P
R = - %%3 nse™ () (2.550)
kei, r=3
Ve =¥y *h Qg - 29E 00 i Vit 0T
R=- éﬁ nse (g (2.55b)
k=3, ra5

. 20 o2
Yigg " Viyg B (A - BV, ¢ TV,

8 14
- = g3f 4 — ghf )
3 i+1 45 i+l

)
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R=- -5 p7e®)(g (2.55¢)
945

Los términos de error R calculados por (2.54) son los-
errores locales de truncamiento para una aplicacién de las fér
mulas de integracibn, en el supuesto de que ¥ (x) = £(x, y) y -
que y = y(x4) y f4= £(xj, y(x;)) para los valores correspon--
dientes de j. En cada caso § estd comprendido entre el mayor y

el menor de los valores de x; que aparecen en la f6rmula.

En funcibn de los valores de las derivadas fj en lugar

de las diferencias regresivas, las férmulas resultan:

k=0, T=3
ay, + P9, 4 19F, - SE, 4+ £, )
T T Y1t ] 1+ 1 1-1 i-2
R = 0(h%) (2.56a)
k=1, r=3
- N Y R
Yig " Vit Yia i i-1
R = 0(hS5) (2.56b)
k=3, Te5

2h
Yieg = Vig ¢ 0 gy # 3265 ¢ 1284 ¢ 3285+ 765.5)

R = 0(h7) (2.56¢)
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#{x)4
\ Utilizados en
ol potinomio
Interpotante
Eldrea
rayada estd
siendo
integrada
TS Xi-4 Ti-y Xi-g X-1 X ey
Figura 2,7

Integraci6n cerrada para el caso k=1, r=3

{ec. 2,56b)
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2.10 Métodos Predictor-Corrector

Suponiendo que se conozcan los valores iniciales nece-
sarios (en general se utiliza un Método de Runge-Kutta de paso
sencillo para calcular las soluciones aproximadas Y1 Ygr CtC.,
cercanas al valor inicial), las férmulas abiertas de integra--
ci6n de (2.49) son algoritmos eficaces para la solucién paso a
paso de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Por ejemplo, para resolver la ecuacién

¥ . fix, v

dx
dada la condicién inicial y(x.), puede utilizarse uno de los -
métodos de Runge-Kutta de cuarto orden de la seccibn 2.4 para-

" calcular Yis Yz Y3(¥E,, £, fa)' La ecuacibn (2.49d) puede u-
tilizarse para, comenzando con i=3, ir generando en forma expli
cita los valores sucesivos y,, Yoo eevn Yoo Es preferible un mé
todo de Runge-Kutta de cuarto orden para crear los valores ini-
ciales para (2.49c) ya que su error local de truncamiento es de

orden h®, igual que para (2.49c).

Lo f6rmula (2.56b) es una férmula de integracibén cerra
da con error de orden h®. En este caso puede utilizarse un mé-
todo de Runge-Kutta de cuarto orden para calcular y, (yf; ). A -
continuaci6n puede utilizarse la ecuacién (2.56b) comenzando -
con i=1,, para calcular los valores y,, ¥3, ..., ¥,. Desgracia
damente no puede utilizarse (2.56b) para calcular y

149 Girecta

mente ya que f;., = f(x,,, yi*I) en general es desconocido,
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Un método de solucibn consiste en resolver (2.56) por-

i+1,i la aproximacién sucesiva

j de la solucién de (2.56b), la relacién de recurrencia viene-

sustituciones sucesivas. Siendo y

dada por
y = + h [f(x ) ¢+ 4f, + f ]
141,941 Vi * 3 ir10 Vi3 i i-1
j=0,1, ... (2.57)

Por tanto, el procedimiento para la solucién de (2.57)

consiste en suponer un valor para Yi calcular f(x ).

1+1° Yie1,0
}, de

+1,0 ?

deducir Yi,1 de (2.57) calcular de nuevo f(xi+1 . y1+1,1
ducir Yie1,2 de (2.57), etc. Este proceso continfa hasta que -

la sucesién Yisto® Vi y Y., parezca converger, es decir
»

i+1,1 i+1,2
hasta que yi+1,j+1 dificra de yi+1,j en un valor aceptable su-

ficientemente pequefio.

El método de pasc mGltiple cerrado de (2.56b) es mfs -
complicado que el abierto de (2.49c) a causa de los cdlculos -
iterativos (2.57) necesarios en cada paso del algoritmo. Sin -
embargo la férmula abierta no suele utilizarse a menudo por si
sola para la generaci6n de la sucesidén de valores y,, yg, +..,
Yoo Se preficre el método cerrado porque su error de trunca--
miento local es considerablemente menor que para el método a--
bierto, aunque ambas férmulas sean del mismo orden. Esto puede
verse ficilmente comparando los términos de error de (2.48¢) y

(2.55b):
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Error de la férmula abierta (2.49c)

% nsg 4 ce) Een (xi.3, Xi41) (2.58)

Error de la férmula cerrada (2.56b)

. ;—0 hse¢) (5 Fen (x.;, Xy ) (2.59)

Estos términos del error son aplicables estrictamente-
al caso en que y; = y(xi), Yi-g = y(xi4)s «ony y £ = f(xg, yix)).
fog ™ O3
estas cantidades habrfn sido calculadas numéricamente. Por tan

, y(xi_l)). en la mayor parte de los casos rcales

to (2.58) y (2.59) deben tomarse Gnicamente como aproximacio--
nes. Suponiendo que £ (*)(g) = £(4)(E), una hipétesis razonable
para un valor de h suficientemente pequefio, la f6érmula (2.56b)

es mucho mis aproximada que 1la (2.49c).

La comparacidn entre otros métodos abiertos y cerrados
de orden anilogo, por ejemplo, (2.49a) y (2.56a) o (2.49d) y -
(2.56c) indica que las f6rmulas cerradas son en general consi-
derablemente mis exactas que las abiertas. Este resultado no -
es sorprendente, ya que las Gltimas implican una extrapolacién
del polinomio ¢(x) de la ecuacibn (2.43) en el intervalo - -

[xi, xi+1]’ mientras que las cerradas implican interpolacién.

Los métodos cerrados pueden utilizarse por si solos pa
ra calcular aproximaciones a la solucién de ecuaciones diferen

ciales, suponiendo que los valores iniciales necesarios estféin-
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disponibles (o puedan calcularse por un método inicial de paso
sencillo). Como cada interaccién de una férmula cerrada requie
re(por ejemplo (2.57)) el cllculo de la derivada f(xi?l, yi+1,j]
es importante que la convergencia sea muy ripida. El nGmero de
iteraciones necesario para alcanzarla depende de varios facto-
res; los dos sobre los que el programador tiene mis control --

son la hipétesis inicial, Yise ¥ la longitud de paso h.

En la prictica se encuentra que si son necesarios més-
de una o dos iteraciones para convergencia, los métodos de pa
so miiltiple no pueden competir con los de paso sencillo de las
secciones anteriores., Por ejemplo, los métodos de Runge-Kutta-
de cuarto orden requieren de cuatro cfilculos de la derivada en
cada paso, con las ventajas de que s6lamente se necesitan valo
res iniciales en un punto, y que la longitud de paso puede ajus
tarsc en cada paso sin gran dificultad. Por otra parte el méto
do de cuarto orden de (2.57) tiene la desventaja de que no pue
de comenzar por si solo, ya que antes de que pueda aplicarse -
por primera vez se necesitan los valores de la solucién en xp-
y X ademfis, los cambios de longitud de paso resultan bastan-
te complicados. La ventaja principal de (2.57) es que con tan-
s6lo dos evaluaciones de la derivada por paso, f(xg,,, yi,l'ol

y f(x proporciona soluciones de exactitud compara

IRERINTRE
ble a la de un método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Por fortuna ya se conocen algoritmos muy eficaces para
la estimacibn de Yi+1,0 » las férmulas abiertas de ln seccifn -

2.8. El procedimiento mds utilizado es la eleccidén de una fér-

mula abierta y otra cerrada cuyos errores de truncamiento ten-



55.

gan 6rdenes comparables. La férmula abierta se utiliza para pre

decir ¢l valor de y.

ir1,0 Y la cerrada para corregir esta esti-
s

macibén por medio de una serie de cllculos iterativos similares-
a los de (2,57). La férmula abicrta se llama comunmente predic-
tor y la cerrada corrector; los algoritmos que utilizan en la -
forma anterior férmulas abiertas y cerradas se llaman Métodos -
Corrector-Predictor., Tres de los mis corrientemente utilizados-
son los Métodos de Milne de cuarto y sexto orden, y el de cuar-
to orden Adams modificado, también llamado Método de Adams-Moul
ton, que utilizan predictores y correctores ya desarrollados en

las secciones anteriores,

Método de Milne de cuarto orden,

Predictor:
4h
Yieg = Vet (Fp - Fuat 20)

R = 0(h%S) (2.49¢)

Corrector:

h
Yiang " Yo vy (Bggy ¢ 45 ¢ £y
R = O(h%) (2.56b)

Método de Milne de sexto orden.
Predictor:

3h
Vi " Vies * 0 (NF - 14Fgq v 2685,

- 14Fg g + 11£4,)
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R = 0(h") (2.49d)

Corrector:
2h
Ying = ¥y * 00 (MF 0 ¢ 3284 4 1284
+ 32635+ T€43)
R = O(W) (2.56¢)
Adams modificado o M6todo de Adams-Moulton.

Predictor:

Vi = Vit 2—4 (55E; - 59F ;.4 + 37€ 1.5 - 9€4.3)
R = 0(h%) (2.49a)
Corrector;
h
Yia = ¥e* o7 (9fF g, ¢ 19€F; - S5y + fyp)

R = 0(h5) (2.56a)

También se utilizan otros varios métodos predictor-co-
rrector, A continuacién se incluye la relaci6n de los nombres-
comlinmente aceptados para los métodos de integraci6én que utilj

zan las f6érmulas abiertas y cerradas,
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Nombre del Método Proceso operativo

Adams o Adams-Bashforth Utilizaci6n de predictor G

nicamente.

Moulton Utilizacidén iterativa de cg

rrector (inicamente.

Adams modificado Utilizaci6n de predictor se
guido de utilizacibn itera-
tiva del corrector k=0 en -

ambas ecuaciones.

Milne Utilizacién del predictor -
seguida de utilizacibn ite-
rativa del corrector kA0 pa

ra ambas ecuaciones.

2.11 Error de truncamiento. Estabilidad y control de la longi-

tud del paso en los algoritmos de paso mfltiple.

Una de las ventajas de los métodos predictor-corrector
de la seccifn anterior es el que pueda estimarse y corregirse-
el error local de truncamiento, suponiendo que las expresiones
de los errores por ejemplo, (2.58) y (2.59) son aplicables. El
método se comprenderi mejor con un ejemplo. Se considera el mé
todo de Milne de cuarto orden de (2.49c) y (2.56b). Dada la e-
cuacién diferencial dy/dx = f(x, y) una longitud detcrminada -
del paso h y valores iniciales para y;, ¥, Y5, ¥3» fu' fl, f2

y £5 (en general sc da y,, y los valores de y,, y, ¥y ¥, se cal
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culan por medio de un método de Runge-Kutta de cuarto orden),-
el algoritmo procede paso a paso de la siguiente manera, para-

i=3,4,5, ..., (siendo x;= xo + ih):
1. Calcula Yi+1,0 POr medio del predictor (2.49c)
Yis1,0 = Yi-3 * %h (2f3 - £33 + 2f1.2) (2.60)

2, Calcula £(Xi, , Yi+1,o)' y ‘a continuacibn resuelve el co

rrector (2.56b) iterativamente utilizando (2.57)

h
Yisrger = Vi 3 [ECRgeqe Yiaq,5) * 46 * £ ]

la iteracifn en j continfia hasta que se cumpla el criterio de-

convergencia especificado, por ejemplo,

| Hietgea = Viarg | < e (2.61)
Yisl, j+1
donde t es un determinado mlimero muy pequefio. Si (2.61) no con
verge y deben interrumpirse los ciilculos; debe disminuirse la-
longitud de paso y proseguir en la forma que se indica mds ade
lante. Como la eficiencia del método exige que (2.57) converja
muy rdpidamente, h debe ser suficientemente pequefio para que -
el criterio de convergencia (2.6]) sc cumpla en una o como mixi
mo en dos iteraciones. Obs€rvese que la derivada f(Xj4q, Yi41,9)

debe evaluarsc una vez por cada valor de j.
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3, Sea k el nGmero de iteraciones necesario para la solucién

de (2.57). Entonces, en el algoritmo predictor-corrector mis co

mGn, y;,, se iguala a Yitt,k » ¥
nueve valor y,, . En general se
t'(xi,{1 s Yiey ) para cada paso, k

convergencia (2.61), y una para

se¢ calcula f;yy por medio del -
requieren k+1 evaluaciones de -
para satisfacer el criterio de-

calcular £i49 = £(Xg4q, )’i+1,k)

para su utilizacién en los cfilculos siguientes. A continuacidn-

i se incrementa en una unidad, y se repiten los pasos 1,2 y 3 -

para el siguiente paso de la integracidn.

4, El error local de truncamiento utilizando el método de -

Milne para la integracidn sobre

el intervalo [xi , X141 Jpuede-

estimarse suponiendo que son aplicables las expresiones de los

errores (2.58) y (2.59). De hecho son aplicables Gnicamente --

cuando y; a4 Yy g0 f3p» £440 ¥ f; en (2.60) y (2.57) son va-

lores exactos, lo que en la mayoria de los casos ocurre, Sin -

embargo, si estos valores fueran conocidos con exactitud y no-

se introdujeran errores de redondeo, podria escribirse

Y(xg4) < Vim0

een (Xg g0 X549

Y(x444) T yifl,k

Ben(x gy Xpyy)

- 14
45

s M) (g)

(2.62)

N A O]
C e

(2.63)
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Suponiendo que £(")(E) es aproximadamente igual a f(“)(E)
suposici6n razonable ya que h es por hipStesis pequefio y divi-

diendo (2.62) por (2.63)_ sc obtiene
|
yixg) = 2 (28y 30 ¢ * Yie0) (2.64)

El valor aproximado estimado del error de truncamiento

local e, para la ecuacién correctora resulta por tanto

1 s.(8) « .
e, = —h " (B) &2 Ly, ~ Yiero) (2.65)
t 90 29 141,k i+1,0
5. En una modificacién del Método de Milne de cuarto orden-
arriba descrito, se utiliza l1a ecuacién (2.64) para modificar-
la solucibn Y141,k de la ecuacidn correctora; la solucién-apro

ximada en x 4,1 se calcula por la expresitn
1
Ying © 29 (28y500k * Yie0) (2.66)

Esta ecuacién puede escribirse en la forma

28 .
Vi " Vim0 Y g O se1x " Yieto ) F Vg0 * 28e

(2.67)

Suponicndo que el error de truncamicnto local varfa len
tamente de paso a paso, de forma que e, para el intervalo - - -
[xi, X4 JOS aproximadamente igual al del intervalo [xj_1 » xi]

puede modificarse el valor de Yisi.0 calculado por el predictor
\
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(2.60) para obtener un valor inicial mds exacto para la solucién
iterativa de (2.57). Sea y*;,y o este valor mejorado de yju3 o .-
Dado que e, para el intervalo [xi-i’ xi]es segln (2.65), aproxi
madamente (yi,k " Yie )/29, Yiet,0 puede estimarse a partir de -

(2.67) como sigue
* - 28 _
Y10 " Vi g Ui = Vi) (2.68)

La utilizacidn de y*;,; o en lugar de y;, o como valor

inicial de (2.57) no altera el valor resultante de Yisq* ¥ "
,

por tanto es vilido el anilisis precedente. En la mayorfa de --

los casos y* es un valor mids aproximado que el y, de --

i+1,0 i+1,0

(2.60) y el Gnico efecto de (2.68) es la aceleracién de la con-
vergencia de la solucién iterativa de (2.57), y también posible
mente la reduccién del nGmero de evaluaciones necesarias de la-

derivada,

Un método similar puede utilizarse para otros algorit-
mos predictor-corrector de la seccién 2,10, Evidentemente es my
cho més sencillo calcular una estimacién del error local de --
truncamiento para los métodos de paso m@ltiple que para los mé-

todos de Runge-Kutta.

El control de la longitud del pasv es otro asunto total
mente diferente. Bl valor de h debe ser suficientemente pequefio
para satisfacer el criterio de convergencia de la ecuacibn co--
rrectora, preferiblemente lo suficientemente pequefio para garan

tizar la convergencia en una o dos iteraciones, y también sufi-
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cientemente pequeiio para satisfacer cualquier restriccién en -
el modelo del error local de truncamiento por ejemplo (2.65}.-
Por otra parte debe ser suficientemente grande para que los e-
rrores de redondeo y el nmero de evaluaciones necesarias de -
la derivada sean pequefios. Esta Gltima consideracidn es espe--
cialmente importante si la funcién derivada es complicada y ca
da evaluacién requiere una cantidad sustancial de tiempo de --
cilculo. La ventaja principal de los métodos de paso miiltiple,
es decir, el requerir menos evaluaciones de la derivada por pa
so que los métodos de paso sencillo de exactitud comparable,se
pierde al elegir la longitud del paso menor que la estrictamen

te necesaria.

Por fortuna, relaciones tales como (2.61) y (2.65) pro
porcionan informacién suficiente para determinar cudndo debe -
aumentarse o disminuirse el valor de h, Sin cmbargo, el meca--
nismo para llevar a cabo estas modificaciones no es demasiado-
sencillo., La principal dificultad es que al cambiar la longi--
tud del paso no serdn en gencral disponibles los valores ini--

ciales necesarios para las férmulas predictora y correctora.

Supéngase que la integracidén ha alcanzado sin dificul-
tad el punto x; utilizando un valor hy, y que la integracién -
sobre el intervalo [xi, X4 ] tiene problemas de convergencia-
de la férmula correctora (por cjemplo, si se necesitan mis de-
una o dos iteraciones) o 1lleva a un error de truncamiento ma--
yor que el admisible. En este caso un método de soluci6n podria

ser el disminuir h en un cierte valor, y recomenzar la integra-
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ci6én en x; con el nuevo valor de longitud de intervalo h,. Pa-
ra un valor arbitrario de h,, prédcticamente la Gnica forma de-
continuar es la utilizacién de un método de paso sencillo para
el cilculo de los valores iniciales necesarios yj,q , Yi42s ++es
etc,, para la subsiguiente utilizacién del método de paso malti
ple para seguir la integracién. Si el error de truncamiento es-
timado es mucho menor que el exigido y el corrector necesita u-
na o dos iteraciones para convergencia puede utilizarse un méto
do similar excepto que en este caso el nuevo valor h, es mayor-

que h,.

Escogicendo como nuevo valor de longitud del paso, h, el

2
doble del anterior, 2h;, el cambio es relativamente sencillo si
sc ha conservado un nfimero suficiente de valores “viejos" - - -
Yi-1s Yi-2 +++s ¥ £5.9, f42, ..., Solamente es necesario un -
cambio de subindices de forma que el antiguo y; 5 se convierta-

en el nuevo y; ,, el antiguo y; 5 en el nueve y; 5, ctc.

Tomando h, como h,/2, algunos pero no todos los valores
de la solucién y la derivada estarin disponibles. El antiguo --
¥ 4.1 Se convierte en el nueve yj o, el antiguo y;j_p , en el nue-
VO y;_.y » etc. y no estarfin calculados ciertos valores de yj-1 ,-
¥3i-3» etc. Una solucién es el utilizar un métode de paso senci-
1lo para calcular y;_; comenzando con el nuevo y; o, y calcular
Y 3.3 comenzando con el nuevo y;_, i otra solucién, es cl interpg
lar en los valores nuevos disponibles y;, Yi.p s Yjey » «++, 10S-

valores necesarios no disponibles yj.q , Y j-3s «vo.

En la priictica sc cambia el valor de h al doble o a la-
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mitad de su valor, como se ha descrito., Evidentemente los cam-
bios frecuentes de la longitud del intervalo anulardn la prin-
cipal ventaja de los métodos de paso ‘mGltiple, es decir, su ra

pidéz de cdlculo,

Al comienzo de los aftos 50, cuando fueron utilizados -
los equipos de cémputo por primera vez para la solucién de ecua
ciones diferenciales ordinarias, los investigadores descubrie--
ron que para algunas ecuaciones ciertos métodos de paso milti--
ple llevaban errores totales mucho mayores que los esperados a-
partir de los errores locales de truncamiento (utilizando en di
chos estudios ecuaciones cuya solucién analftica era conocida).
Se descubrib también que la disminuci6n de la longitud del paso
repercutfa a menudo en un aumento del error, incluso en casos -
en que se sabia que los errores de redondeo cran insignifican--
tes. En algunos casos 1la solucién numérica no guardaba prictica
mente ninguna relacibén con la solucién exacta de la ecuaci6n a-
resolver. Andlisis posteriores han demostrado que algunos méto-
dos de pdso mGltiple exhiben, bajo ciertas condiciones, grandes
inestabilidades que hacen carecer de todo sentido a la correspon
diente solucién numérica. Estas inestabilidades aparecen incluso
en casos en que la ecuacidn es inherentemente estable y en gene-
ral no pueden eliminarse por medio del ajuste de la longitud del
paso (por tanto la inestabilidad no puede ser una inestabilidad-

parcial).

Los sistemas de ccuaciones diferenciales ordinarias --
(ver seccidn 2.6) pueden resolverse tanto por métodos de paso-

sencillo como miltiple.
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2.12 Otras f6rmulas de integracidn.

Hamming ha estudiado un grupo gencral de férmulas co--

rrectoras de la forma
Yisg = %Y Y 3 Vig * BV
+ h(b_lfi"'l + bO £f; + bl fi.9 ¢+ b2f1-2)
+ 0(h%) (2.69)

que incluye los correctores de los métodos predictor-corrector
de Milne de cuarto orden y de Adams-Moulton. Cinco de las sie-
te constantes de (2.69) pueden eliminarse haciendo que la f{ér-
mula sea exacta para polinomios de grado cuarto o menor, es de
cir, para las funciones y{x) =1, x, x2, x3, x*. Este procedi-
miento suele denominarse método de los coeficientes indetermi-
nados, y de €1 se deducen las siguientes relaciones entre las-

constantes, tomando a; y a, como parimetros:

ag=1-a, -a,

a; = a,

by =1 (9 -ap
(19 + 13a, + 8a,)

by = 1(-5 s 13, +'322,) ¢

2 (2.70)
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La deduccidn de la expresién del término de crror para
(2.69) en caso de que y(x) no sea un polinomio de grado 4 o me

nor es bastante complicada y no se expondrd.

Hamming ha estudiado las caracteristicas de la estabi-
lidad de (2.69), y seleccionado los pardmetros a; y ap de for-
ma que se conSiga una estabilidad mucho mayor que la del méto-
do del corrector de Milne; como contrapartida aumenta algo de-
la magnitud del error de truncamiento. La forma de (2.69) se--
leccionada por Hamming que tiene mejores caracteristicas de es

tabilidad y exactitud es

)
(2.71)

v, . *+ Zh(E . +2f, - f
8 1

9
Yipg *© Py Yi -~ 141 i-1

Suponiendo que y;, ¥ fj y fi-l se conocen exacta--

i-2?

mente, el error local de truncamiento de (2.71} es

or = L nse™ (g
40

fen (Xp.p s Xg4q) (2.72)

El corrector de Hamming puede utilizarse con cualquier
predictor adecuado. El llamado Método Predictor-Corrector de -
Hamming utiliza el predictor de cuarto orden de Milne; suele -
utilizarse la técnica anteriormente descrita para el caso del-
método de cuarto orden de Milne, para modificar los valores de
la solucidn dados por el predictor y el corrector. El algorit-

mo completo eos:
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1. Debe disponerse de los valores iniciales de yy, ¥y, ¥3»
¥3s £g, £y, f, ¥y £;. En general la finica condicién conocida se
rd y , y se utilizard un método de Runge-Kutta de cuarto orden

para obtener y,, y, y y;. Las derivadas fo, f g y f3 pueden

]'
obtenerse de la ecuacidén diferencial dy/dx = f(x, y). A conti-

nuacién se repetirdn los pasos 2 a 6 para i = 3,4, ...
2. La solucidn del predictor y j4q,0 se calcula por medio del
predictor de Milne de cuarto orden, como en (2.60),

+ Zfi-i’ )

Yit1,0

4
" Vi * S RO - £y

3. E1 valor dado del predictor se modifica, suponiendo que-
el error de truncamiento local no cambia excesivamente en in--
tervalos sucesivos, obteniéndose

112
ﬁ = LRk . .
i " Vi Y g, Oig ~ Yip) (2.73)
Esta modificacién es anfiloga a la de (2.68) para ¢l m§
todo de Milne. Para el caso i=3 no se realiza este paso, ya que
no estarfin definidos los valores de los elementos del miembro -
derecho de (2.73). En dicha ecuacidn Yik ©S la solucién de la-

ecuacibén correctora (2.74) precedente.

4, La ccuacibén correctora de Hamming (2.71) se resuclve ite
rativamente por medio del algoritmo de sustituciones sucesivas

siguientes:
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Yingger 7 (0% = Vg # SRIECx, 0 Vi )
+ 2fy - £y0])
520, 1, vouy k-1 (2.74)

El valor inicial de y;yq,4 en el miembro derecho es el
valor Y'i+1,o del paso 3. En teoria se continfia la iteracién -
hasta que se satisfaga un determinado criterio de convergencia
fver por ejemplo (2.61)} En la priictica se aplica s6lamente una
vez el corrector, se elige la longitud de paso de forma que la

convergencia quede garantizada en s6lo una iteracién.

5. A continuacién se utilizan Yit1,k del paso 4 y Yi+1,0 del
paso 2 para estimar el error de truncamiento e, para la ecua--
cién correctora por medio de

£ 9
et = (Yys1,k ~ Yis1,0) (2.75)
121
que se deduce directamente de los errores del predictor (2.62)
y corrector (2.72) respectivamente, por un andlisis similar al

indicado para ¢l método de Milne.

6. El valor final de la solucién y;,, se calcula a continug

cién por

9
Yiet " Vi k " 57 s = Yir,0) (2.76)

que es anfiloga a la ecuaci6n (2.66) para ¢l método de Milne. -

Se calcula la derivada f;,, para este valor final. Si el error
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local de truncamiento estd dentro de los limites de aceptacién,
s¢ avanza ¢l contador una unidad y se repiten los pasos 2 a 6 -
para cl intervalo de integracién siguiente. Si el error deduci-
do en (2.75) es superior al admisible se ajusta la longitud de-

puso y se continfia el proceso de integracién.

Este método de cuarto orden de Hamming es hoy dia uno-

de los métodos de paso miltiple mds populares.

Para la solucién de ecuaciones diferenciales ordina---
rias de primer orden existen muchos otros algoritmos de paso -
sencillo y mGltiple. Milne y Henrici han realizado unos estu--

dios particularmente completos de los métodos de paso mdltiple.

Mis recicentemente Butcher ha desarrollado varios méto-
dos de paso sencillo de &rdenes cinco a siete. Gear y Butcher-
han desarrollado también algunos métodos modificados de paso -
mGltiple de orden cuatro a siete que tienen algunas de las ca-
racteristicas de los métodos de paso sencillo (la derivada se-
evalfia en ¢l intcrior del intervalo de integracién) vy de paso-
mGltiple (se utiliza informacidn obtenido en intervalos prece-
dentes). Waters ha comparado varios de estos métodos con los -
alpgoritmos miis corricntemente utilizados (método de Runge-Kutta
de cuarto orden, etee)} desde el punto de vista de exactitud y-
tiempo de clilculo. Resuelve un sistema de ecuaciones diferen--
ciales ordinarias para el que la cvaluacién de las derivadas -

exige un tiempo de cfilculo relativamente pequedo.
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Para la integracién directa de ecuaciones de orden i-
gual o mayor que dos existe asi mismo una gran variedad de mé-
todos de paso sencillo o mltiple; lus ccuaciones de orden ele
vado no necesitan ser reducidas a otras de primer orden para -
calcular la solucibn numérica. Henrici ha sefalado que las so-
luciones obtenidas por estos métodos directos no son més exac-
tas que las dadas por la reduccitn de la ecuacién a un sistema
de ccuaciones de primer orden y la solucién correspondiente de
dicho sistema. Sin embargo, las ecuaciones de formas especia--
les (por ejemplo, las ccuaciones diferenciales de segundo orden
que no contienen términos en derivada de primer orden), pueden

resolverse directamente con algln ahorro de tiempo de ciilculo.
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CAP1TULO 3
APLICACIONES A LOS BALANCES DE MATERIA Y ERERGIA
EN REACTORES QUIMICOS HOMOGEREOS

3.1 Introduccién.

En e] siguiente capftulo se aplicarin tres de los métp
dos miis representativos para la resolucién de ecuaciones dife-~
renciales ordinarias de primer orden a los diversos casos de -
reactores quimicos homogéncos en los cuales, debido a la natu-
raleza de los balances de materia y en algunos casos de ener-~
gia (casos no isotérmicos) dan por resultado tales ecuaciones.
En algunas ocasiones estas ecuaciones pueden resolverse anali-
ticamente, sin embargo en otras, sc obtiencn ccuaciones comple
joas dificiles o imposibles de resolver por métodos analiticos.

En estos casos s¢ recurre al uso de mftodos numéricos,

Los métodos que se aplicardn serfin los siguientes:
Método de Runge-Kutta de cuarte orden, método de Adams Moulton

de cuarto orden y método de Milne de sexto orden,

Como se pudo observar en el capitulo anterior, el méto
do de Runge-Kutta de cuarto orden es uno de los mis representa
tivos de los métodos de un sdle paso y ademids, ¢l error que se
obtiene es pequefio. El método de Adams Moulton de cuarto orden
es un método multinaso del tipo predictor-corrector, el cual se
obticne mediante la combinacidn de féymulas de integracién a--

biertas y cerradas; el crror que se ohtiene, es del mismo orden
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que el de Runge~Kutta de cuarto orden, por lo que mediante la
comparacién de ambos se podrin obtener conclusiones muy inte-
resantes, Por Gltimo, cl método de Milne de sexto orden es si
milar al anterior sin embargo, el orden de error que sc obtig

ne cs moyor, lo que implica scr un método mis preciso,

En los Gltimos dos casos, los cuales tienen férmulas -
del tipo predictor-corrector no se iterari el corrector debido
a que de csta mancra se podri realizar una mejor comparacibén -
con ¢l método de Runge-Kutta, ya que de otra manera, implicari
un nfimero de jteraciones tal, que originaria un mayor tiempo -
de procesamiento y por tanto obtendrfamos mejores resultados,-
pero a la vez no tendriamos un buen patvén de comparacién .de -

o que es el método en si, osca de sus ecuaciones.

En los métedos multipaso se utilizard el método de Rum
ge-Kutta de cuarto orden para obtener los valores iniciales --

que se requicren para poder “arrancar" el método.

En cada problema considerado, se utilizarfin los tres mé
todos y sec resolverdin con varios tamafios de paso para poder ang
lizar su efecto, Para cada caso se¢ obtendrdn los resultados nu-
méricos, In memoria utilizada y el tiempo de proceso en minutos,
segundos y centésimas de segundo. En base a estos resultados se

podriin analizar los errores de truncamiento y redondeo.

E1 alcance de este trabajo es finicamente dec obtener los
resultados numéricos, por lo que sdlamente sc tomarfin de los e-

jemplos utilizados las ccuaciones diferenciales finales a resol
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ver y no se hard ninglin cdlculo adicional ni deducciones para-
obtener tales ccuaciones, ni el desarrollo del problema o gri-
ficas e incluso, en caso de ser necesario se modificard el pro

blema para ilustrar sélo el cdlculo de un determinado reactor,

3.2 Ejemplos.

Los diferentes casos en los que se encontr§ que se po-
drian resolver ecuaciones diferenciales no analiticamente si-

no sb6lo por métodos numéricos son:

a. Reactor tubular isotérmico

b. Reactor tubular no isotérmico, no adiabditico

¢. Recactor tubular no isotérmico, adiabfitico

d. Reactor semicontinuo con corriente de alimentacién pero
no de producto isotérmico

e. Reactor por lotes no isotérmico, adiabditice

f. Reactor por lotes no isotérmico, no adiabdtico.
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a, REACTOR TUBULAR ISOTERMICO -
Ejemplo 4.6 Smith

En un aniilisis de los datos de Kassell para la deshi-
drogenaci6n en fase de vapor del benceno en un reactor conti-

nuo homogéneo, Hougen y Watson reportaron las reacciones

1. 2C 1, (8) > C,H (8) + Hy(g)
2. Gl (g) + CH o (8) = CgHy, (B) + Hy(g)

y las siguientes ecuaciones de velocidad:

vy o= 14,86 %108 o 2T

PP
2.
(pg? - Rt
moles 1b de benceno que
reaccioné / (hr) (pie?)

-15 200/T
e

r, = 8,67 * 108

p
2 (mrp - &)

moles 1b de trifenilo o dji

fenilo que reacciond / (hr)(pie?)

donde Pyp* presién parcial del benceno, atm.

Pp® presién parcial del difenilo, atm.

p1_= presién parcial del trifenilo, atm,

py = presién parcial del hidrégeno, atm.

T

temperatura, °K
K, sk, = constamtes de equilibrio para las dos rcacciones en

términos de presiones parciales.

Los datos sobre los que estdn basadas las ecuaciones de

velocidad se obtuvieron a una presifn total de 1 atm y a tempe-
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largo.

presibn
benceno
men del

reactor
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de 1265 y 1400 °F, en un tubo de 0.5 plg y 3 pies de -

Se propone disefiar un reactor tubular que opere a una-
de 1 atm y a 1400 °F. Determine la conversién total del
a di y trifenilo como funcién de el cociente del volu-
reactor y la velocidad de alimentacidn. Suponga que el

serd operado isotérmicamente y que no habri otras reac

ciones importantes.

Ecuaciones diferenciales involucradas.

dil 6,23 [(1-x1-xzf LL2KUIXK2) (U/2X14XD) g gy

d(V/F) 0.312 ,
dX2_ . 361 [(1-X1-X2) (1/2X1-X2) - X2 QI/2XeX2)y .
a(v/F) 0.480

Algoritmos.

* Método de Runge-Kutta de cuarto orden

Xt,. = X1i + {K1+2K2+2K3+K4) i H=D{V/F)

i+l

= ol

X2 449 = XZ5 + (M1+2M2+2M3+M4)

o

Kl = B1 (X1 , X2;)
k2 = Fto(x1; « Bl xz e Moy
2

K3 = F1 (X1; + == H , X2

M2
+ == H)
e

K4 = F1 (X1; + K3, X2, + M31)
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M = F2 (X1y, X2)
Mz = F2 (x1; + Ky, xz;

=
=

H)

H, X2, +

M3 = F2 (Xli + i H)

le Nl?: ~
[ Y

M4 = F2 (X1; + T2 H, X244 M3

N[E NIE NI

* Método de Adams Moulton de cuarto orden

Predictor:

X1, = X1, + = (S5F1; - S9F1; , ¢ 37F1;, 9Fl; 5)

X2, = X2, + — (55F2, - S59F2
i i i-

i + 37F2, , - 9F2

1 3

Corrector:

Xigpy = X1j ¢ = (OF1gyy ¢ 19F1y SFI3y « Flyg )

X2y = K2y + o (9F24y + 19F2y - SF2 5 + F24)

* Método de Milne de sexto orden

Predictor:

(1|F1i - 14F|i_1 + ZﬁFii_z - 14F14 3
+ 11K i-4)

X2, = X2

s * -1-; (11F2 i Min-l + 26F2; , - 14F24 4
+ 11in_4)
Corrector:

2H
Xl = X1 pg ¢ 52 (TFlygq + 3261 & 1214 ¢ 32F1 4

+ 7F% i-3)
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X2y = X2 4 g+ f% (TF23yy + 32025 + 12F2 5.9 + 32F2 4

+ 7F24.3)

A continuacién se preséntan los tres programas, donde:
X1(0) = Conversi6n inicial de benceno.
X2(0) = Conversifn inicial de difenilo.
V/E(0) =Cocicnte del volumen del reactor y la velocidad de ali-
mentacién ft3hr/1b mol
D(V/B) = Incremento de V/F
X1(F) = Conversifn final de benceno (equilibrio)

X2(F) = Conversibn final de difenilo (equilibrio)

Este problema se resolverf utilizando los siguientes
datos:
X1(0) =0
X2(0) = 0
V/E = 0
D(V/F) = H = 0.1, 0.01, 0.005, 0,0005 y 0.00001
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f0 REM REACTOR TUBULAR ISOTERMICO

100 FEM METODC DE RUNGE UTTA CE CUARTO ORDEN

110 REM EJEMFLO 9.6 SMITH

LZO NIM w(a)

120 DIM g

BOO FRIMT "X1(O) 43 WZ40) yV/F(0) yDIV/F) 3 XL (F) 4 K2

(F) @

210 INFPUT X1
POKE 1T,

PO PRIMT
ZRD PRINMT "WF®, “yn, nuen
2a0 ERIMNT

2EO PRINT UF, X1, X2

2 I)¥H

00 X4=N2+0.3*M I) %

410 pEXT I

AR KE= L1 4H (3B) %M

A0 HA=K24+M (T) ¥H B
440 GOTUB 1000

SO0 IF XKi>=C1 OR 2,=C2 THEN GOTO 3000

GHBO GOTO D50

LO0O FLl=o.23%( (L -XE=X3) "2~ (0.5%kXK3-KI) ¥ (0.5%K3
+HAY /031D

1100 FZ=Z,. 61X (1 -XKB3-XA) A (0. SHXB-XAF) ~ X4k (0. 5#X
T4 ) /0O, A8

1200 RPETURN

BOOO A=PEEK (Z0) +PEEK (19) k25 +PEEK (18) 553346
BLOO R=A/TSO0

< 20 C=INT R

ABOC D=IMMT I IR-C D %S50)

BaA400 E=INMNT(((B-C)%*a0~D)¥%100)

3SOO0 PRINT

FS6EOO PRIYNMT

BPO0C IF D10 THEMN FRINT "TIEMPO DE PROCESO "3}
Cs”:0"35D3 :GQTO =F00

[IBO0 PRINT "TIEMFO DE PROCESO "3Ci“:"3iDj;

BRPOO0 IF E<10 THEN PRINT ":"3"O";E:GOTO <4100
4000 FPFRINT “1v"3E

QALC0 END




ESTA TESIS MO DFBE
SR DE LA BIBLIOTECA

PO REM REACTOR TUBULAR IZOTERMICO

100
Y]

110
120
130
Lao
150
1e0
170
2n0
=y -
210
215
220
230Q
za0
250

260
270
2e0
jcialal
310
320
B0
e
3ITO
3360

T20
SN0

[EX N

REM METODO DE ADANMS MOULTON DE CUARTO ORDE

FPEM EIEMPLO 4.6 SMITH
nier W4

DIM M(a)
DI 13
DIM K2(4)
nrmM F1.3)
DM F2(58)
1

PRINT "X1(0) ,XK2(0) ,V/F(O) D(V/F) ,X1(F) ,R2¢(

INPUT K1,X2,VUF,H,C1,C2
POKE 18, 0:POKE 19,0:FOKE 20,0

PRIMNT

FRIMT "U/F", "L, oxa
PRINT

PRIMNT UF,XL,»=

PRINT

H1I(O)=XxX1

W20y =2

FOR J=0 TO 2

MIB=HAL T

HKA=X2(T)

FOR I=1 TO 3

GOoOsSUuB 1000 4

+O . .SNK (T) ¥H
+O L DM CL ) HH

+ (3 ¥H
JEARE<RE 3.1

K {4) =F
rcay=F2
UF =UF +H
MLCT+1) =L CT) +HR (K (L) +2HK(2) +2HK (3B) +K (D) ) /

HK2AT 41 ) =KD T)) +HE ML) +2%M2) ¢ 2K MM (3) P (3) ) /

M1 (A)=M1(T41)

WHR2CAY =22 I+ 1)

GOGUER 2000

PRINT UF, X5, Xe&

IF 1(J+1)5>=C1 OR X2(JI+1)>=C2 THEN GOTO 30

FL(T)Y=W (1)
F2(TI =M1(1)
FRINT

NEXT T
HI3I=KL D)
HY=KDD(F)
COsSUB L0nNn
=1 (3)"!"‘1

1(3) +HR (SSKFL(B) -SORFL(2) +32X%F L 0L ~
"(:3)-0H*(55-)H‘"’( ) —SERF2A(2) +37RF2(L) ~




. Inl
vE0
a0
e =]
T30
TR0
1))
200
€1))
EL0
20
B30
240
T[O
2450
70
Pt
OO0
P10
P20
IO
P30
P50
Py
PPO
e80
1 OO0

+%a)
.l:?”'.‘

8a.

><i (Q)=X1(B) +HX(PHFL(I) +LPAF L (3 —SHFL(2) +F1
M2 (A =mM2 () +HN(PAF2(A) +LPHF2I3) ~SRARF2(2) +F2

GOSUR 2000
VF=UF +H
PRINT VR ,%S, X6

IF X1 (3)>mC1 OR X2(49) »=C2 THEN GOTO 3000
XK3B=K1 (1)
PR =N2 49

z

i
[
-~

[SY*E

z

]
-x-a
w4 GLUS

ool
F 0
n
b

GDT’O =20
f‘l =.::.23<)(((1—><3‘-K4)”‘2—(0 IAKI~ KQ)*(O SHX3+

'7'3773. SIA AL =HT-XNAPI XN LD.DHRS - WA ~KAK (0. BHRK3
/7O .q9e)

RETURN

MEw(INT (XL (4)%1L00000)) 7100000

MGt TRIT (L) ¥100000) ) /100000

RETURN

APEER (20) +PEEK (19) #2256 +PEEK(LE) #6333&

B=A/ZT&60Q0

C=1MT CB)

PD=IMT ((E~C) HH50)

E=TNT C((B-C ! %60-D)#100)

FRINT

PRINT

TF D<10O THEN PRINT “TIEMFPO DE PROCESO "j3C
“PDIIGUTO 3200

FPRINT “TIEMPO DE FROCESO “"3C3":"3D;

IfFf E<21Q THEN PRINT "“:"j3 "O"3jE:GOTUO 49100
PRINMT """

END
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PO REM REACTOR TUBULAR ISOTERMICO -
100 REM METODO DE MILME DE SEXNTO ORDEN
110 FEM EJEMPLDO 4.6 SMITH

120 DIM 124

130 DIM M(A
1a0 DIM »1
1SS0 DIM X2
160 DIM F1
170 DIM F2

20O PRIMT “X1(0),X2(0) ,W/F(O) ,D(V/F) ,X1(F), X2«
=y

210 INPUT XL, ,X2,UF, H,C1,C2

TIS POKE 12,0:P0KE 19,0:POKE 20,0

220 PRINT

P3O O FRINT "WU/ZF ", vlLr, na2n
230 PRINT

2T0 PRINT UF, X1, K2

260 PRINT

27 1 (0) =x1
23BO M2(0) =X2
OO FOR I=0 TOA
B0 MB=x1 (T
IRO Ma=X2(T)
[RTO FOR I=1 TO
60 GO3TUB 1000
70 M A(T)Y)=F 4

B

0]

A Ay =FR
A0 YESUR+H
ARO0 HAL(IT41)=XAL(T)+HRX (K (1) 4D2HAK(2) +2RK(3)+K (q) )/

G990 HZU(I4+L)=X2 ' T)+HIX (ML) +2H¥M(2) +2HM(I3) +11 230 ) /

VOO Xy (Hr==31 LT+
TAO YR G)=X2(I+1
SR GOSUB 200
BTIO PRIMT UF, XS, ¥a

SO0 IF MA(I+1)O5=Ci OR HZ2(JI+1) >=C2 THEN GOTO 30

)
bJ

<10 FL(Jy=K<(3
ER20 FOII=M1
AR TRINT

S0 MEXT T
ST XNB=md L (S5
AP0 HKIA=K2(ST)
20 GOSUB 1000

)
1

=XL(O) +3RHX (L
L NI C Ll SRR N N B X
2((C) +3RH® (L

ANF2(1L)) 7

IAF L (S) ~LAXF L) +26%FL (3

<
= LRF2(S) —~1AKRF2(Q) +26RF2(3
+ 1 [e]
&)
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TEO K=K (S5

P GORUIB 1000

TP?0 F1(5)=F12

73O FRIS)=F2

TE ML AE) =KL (D 1 2RI RFL(E) «32HF L (S) +1L2%FL(4)
tRRAXFLUABY +P2RFLI2)Y) /745

BOO N2(E)=K2(Z2) +2HHRA(TARF 2 (&) +32KF2(F) +12RF= (D)
tI2RF2(T)ITPHRF2(2)1r /745

L0 GOSUB 2000

B20 YF=EVE +H

BEO PRINMNT VUF ¥S, o

D0 FPRINT

BTO IF X1(s) >=C1 QR M2(&) >=C2 THEN GOTU 33000
BHO MIT=ML(S)

270 XK4=X2(s)

580 GOSWURB 1000

P00 FOF J=0 TO ©
FIO ML F)I=XNL (T L)
P20 M2(IJr=X2(I+ 1)
P30 F1 (I =mFL(I+1)
LA F2R2R(I)=F22(T+1)
es0o MEXT J

FeEQ FL(S)=F1

P70 FRA(B)=F2

B0 GOTO 20

1000 FL1l=¢ 2838 ((1-XB~X4} “2- (0. FTRAKT-HKIF) #h (0. SKHK3+
X4y /70,31 2)

1100 F2=3 ., 81X ({1 -XE3-3) R (0. SHNI=Q) - XIRK (O . 5KX3
R /0. ag)

1200 RETURN

POQO >’.5=(INT(X1(a)*lUOOOO))ILOOOOO

2500 KOE=(INT (A2 (H)*$10C000)) /7200000

DTROC FETLUIRN

T0OC0 A=FPEEK(20) «FEEK (192) #2586 +PEEK (18) 655346
QLGO B=A/3S00

TPRO0 C=INMNT(RY

SR00 D=INT((B-C) #50)

RAQO0 E=INT(((B-C) ¥S50-D) %100)

3TOO0 PRINT

TAOC PRINT

IS IF R<1C THEN PRINT “"TIEMPC DE PROCESOC "3C
FD; CQROTD 3OO

J[BOD PRINT "TIEMPO DE PROCESO "5Cs": “3Ds

[PNO0 TFE E<C10O THEN FRINT "3 “O0";E:GOTO 4100
A00Q PRIMT ":"iE

2100 EMD
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b. REACTOR TUBULAR NO ISOTERMICO, NO ADIABATICO
Ejemplo 6.2 Carnahan

La pir6lisis del etano en el intervalo de temperaturas
1200 a 1700 °F queda representada en esencia por la siguiente-

reaccibén quimica irreversible y de primer orden

GHg — G, *H,

Etano —» Etileno + Hidr6geno

En un tubo de acero de didmetro interior 4.026 pulgadas
se introduce etano con un caudal de 1800 lb/hora y a una tempe-
ratura de 1200 °F, El horno suministra calor al tubo a razén de
5000 BTU/hora piez(dc superficie interior del tubo).Se supone -
que €éste no conticne obstrucciones internas (p.cj.:catalfticas),
y que pucden despreciarse las cafdas de presién a lo largo del-
eje; la presibn media de los gases en el interior puede tomarse
igual a 30 1b/pulg?. Suponiendo control de caudal en el tubo, -
escribase un programa que calcule la longitud necesaria para pro
ducir descomposicién del 75 por ciento del etano en etileno e --

higrégeno.

En la siguiente tabla se indican las propiedades termo-
dinfmicas necesarias (calores tebricos de formacibn, allg, capa-
'cidndcs calorificas dependientes de la temperatura, cp), y la -
informacién cinética (constante k de la reaccién anterior, fun-

ci6n de la tempreatura}, y las constantes fisicas necesarias,



8u,

Datos de la reaccién de pir6lisis del etano*.

o
AHf a 298 °K cp
(cal/g mol) (cal/g mol °K)

C,H (gas) -20236 3.75+35.7x1073T-10,12x1076 T2
Cll, (gas) 12496 5.25+24.2x10° T-6.88x10 6 T?
H, (gas) 0 7.00- 0.385x10° *T+0.6x10"°F?
Cte de reaccibn: k = 5.764x10'%e-41,310/T (5¢q)"

Pesos atémicos: c=12, H=1

Cte. de los gases: R = 10.73 lb/pulg2 pie 3/ 1b mol °R

AT = Temperatura en °K(Kelvin)

Ecuaciones diferenciales involucradas,

dxi 2.8493x1020 @ 413IV/TK (4 _x3)
Al o } = F1
dL (1+X3) T4

(Xm)
dT _ 87.8337 - DH'JL
dL

=F2

cp
donde:

DH = 1.8 (32732 + 8.5 (Tk-298) - 5.942x10 ° . (Tk?-88804)
1.28x10%  (Tk®-26463592))

+

cp = (1-X3) (3.75 + 35,7x10 3% Tk-10.12x10°% « Tk?)

+ X3 (12.25 + 23.815x10°3% Tk-6,28x1075, Ti?)
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Algoritmos.

* Método de Runge-Kutta de cuarto orden

. H g ' ] e
Xjpy = K1y ¢ 2 (KD + 262 4 2K3 + KO) ; H=al

cr. .l
Tiﬂ = Ti + " (M1 + 2M2 + 2M3 + M4)

K1 = Fl (X1, T

K2 = F1 (X1 o_-n,T.M.Z’.‘.H)

K3 = F1 (X1 #;—ll,T.*':—ZH)

K4 = F1 (X1; + K3l, T+ M3H)

M1 = F2 (X1;, T,)

Ky, p, o Moy
2

MZ = F2 (X1 i

1

M3 = F2 (x1, + K2, T, + M2y
2

M4 = F2 (Xli + K3H, T, + M3H)

i

* Método de Adams Moulton de cuarto orden

Predictor:

= “ [+ - s e - 2
XIiﬂ X]i + ;: (ssrli 59F1i_‘ + 37rli_2 9rli_3)
T i1 Ti + ” (55F2i 59[‘21_l + 37r2i_2 QFZi_S)
Corrector:
S
Xii,1 = in +‘—-

Tis =Ty +‘;—-




86.

* Método de Milne de sexto orden.

Predictor:

M
XUgu = Xigg ¢ BUOTRY - M1 g0 26F15 - 14F5g
+ 11F1i-3)
To,, =T, + 20 (11F2, - 14F2,_, + 26625, - 14F2;
i+l i-5 10 i i-1 i-2 i-3

+ 11F25 4)

Corrector:

Xljpg = X1 5.3 ¢+ %51 (7F14s1 + 32F1§ + 12F14.1 + 32F14-2
+TF5)
T, =T, . + 2 (7R2, + 3252, + 12F2, , + 32F2 ,
TR E I e 1 i 1-1 i-2
+ 7R )

A continuacifn se presentan los tres programas, donde:
X(0) = Conversibn inicial de ectano
T{0) = Temperatura inicial (°F)
L(0) = Longitud inicial del reactor (ft)
DL = Incremento de longitud del reactor (ft)

XF = Conversi6én final de ctano,

Este problema se resolverd utilizando los siguientes
datos:
x(0) = 0
T(0) = 1200
L(0) =0
DL = W = 100, 10, 5, 1 y 0,05
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P RIS REASTOR TUBUL AR NO IGOTERMICA No ALDTABA
Ty

Lo METODO DE RUNGE KUGTTA DE CUARTO ORUEN
140 CIEMPLO &. 2 CarMAtiAM

1220 (DA

A7 DI R
SO0 CRINT Y0 ,TO) L (0> , DL, MF "
DI IMPUT 1, T, L,id,C1

FPOME L3,0:POKE 1%,0:1F0KE 20,0

CRIMT

FETMT g e, wT e

FEL LT

TATE L Ga0

PRmINT LML, T

SRINT

if e}
(’-Cl""l'l 1 QGO
< (T raF
Lad XSS SR Sabe)
MAENL O L TAFCT ) M
FTada=T+O AT Y X4

L.itm, Ta
MitaC Ll THENM GOTO
: SATO Reo
1ODE T=Tadrs1.0
1100 F1=d, 3A920E4+ LONZONE
143 TG

1BLO/TKIK (L -K3) /2 ((

X
Y

-

lzm. B PAZE OB (T
23
1.0l E-OSHTRK"2)
LS TH -5 .212E~-QORTIK"2)

P R R oA

DV APEEIL (L) KIS +PEEMN (1B #6553 a

e

T ROA0 THEN FPRINMNT "TIErP0 DE FPROCESO "3 C
1D GOTO QO
FEOLei T et DT PR OC TS
T AN THEM FRINT v
FOO0Q FRINT Y " E

A L0 BE0n

N YYD
CTONFEIGOTO 4100
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PO REM PEACTOR TUDBULLAR MO ISOTERMICO HO alvTaAapas
TR

fEM METODO DRDE ADAMES MOULTON DE CUARTO ORDE

5 LI S S RS o
AU LA T S P B

DTy ridan

NI wy (A

I Ty

nDrry Fod X
nIim

o CAamnialiag

t

SRIT DL, N
1T .G

POKE 1D, GIRQAME 19,0 PONE Z0,0
PPINY

FEIT vt tien, woTw
EECT I

TeTE+ ¢
T T g
Y T

ol L(EYPHR(SESRFTFL(S) - SPRFLIZ2) +3I7HFL (L) ~
P
TR0 FHEASSERFD(3) - SEAF2(ZV+TIPXFZ2 (L) ~PRF2
(D)

pal Wl
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LMo
=eT g
=R

=3B 2R T L LR HLFAF LS -SHFLIZ2) +F 1
=TT HHR (FRFESAG ) 1 IPAFZ(B) ~IXRF2(2)+FE (L

BOOo

=1
PIMT b, XS, T

ATy Y

THEN GOTD 3OO0

N )
oy T
LR T o

D T

e W

IHLAOMIO¥FEME (- 313100/ THRY X (L-XN3)/ ((

G ASATIZ Q. 0N (TH-2P8) 3. PA42E-03H (T
P REE- Qo (TR T -293838Y2) )

~STIE) X AT QL QL TH=-1.,. 01 2E-0T5#TK " 2)
+ 3. FDLDETH - 2SE -OSK T, "2y

PO = P -DHNITLY SO

ferk, VEAEIN
FTEST (A - al

ST OTMY (L (X LODNTDO0) ) S L00000
FTo=(IMT(TEX L0000 ) /3100000

sETLARN

AEDK (D) »FEEK (L S) IS S PFEERK{ LG ) HaSS3a
Refd/ 3200

C==IWT ()

D=IMT((B-~C)*s50)

EamIT iR CY MEO-D) A LDuy

PR IeT

eeImT

IF D10 THEN PRINT “"TIEHMFO DE FROCESU "3 C
PP TGOTO EIRO0

FEINT "TIEMRPO DE PROCESO "5Ci "1 “jbDs
ITFOESA0 THEN FPRINT " v "O";E£:6G07T0 4100

PRINT "It E
4A00 END
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'_?':;0 e REACTOR TUDBUL AR NG ISOTERMMICO NO ADIAEBA
e

1oy et METODO DE MILME DE SEXRTO ORDEN
10 FEM CHMEL0D <. T CARNMAHAN

nrym
DI
E PTM »
T nTm
X XM $ )
1 DX €
200 f"""[l\l\ (0),.1'(0),L(D).DL.,){F"
10 INMNEUT LT s 1

TSR OHE 1‘3 C""D!-L. LE‘-“O:F‘UI\‘E 20,0

1
3
2RO PRINT
DI OPRINT M, v, e
R4 RINT
AT T T LTS O
BTN OPEINT L, X1, T
T FEIMT
TP ML IOy =M

T-QHT «¥)
ORI~

+0 . ST A
G RN OT ) HH

7ML AT FHAIK L) PO2RKI2D) +28K(3B) +(4) > /

HAE AP OL)) 2P E2) A 2HMITY M) /e

Jy o+
J+1)
+ 1)
[u)
TaTa
Yy r=Ct THEM GOATO 3000
¥
s
<
3
19009
=L
=T
BWEAO) P TIRHR (LA LA(T) -LARFL (4 +26A%AF L (3
) HLAINETL YY) L0
TACY 3TV N ANETDR TN 1 ARFD2(R) TSR D(Z) ~
LAIXED LY & L0 }
[4 )

o
-
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ao ¢ =TT
—I0 = 1
Tao 2
TR g LUZ2)P+2TFVHAE(TRF L (O +32%KF L (S) +1LZ2R%FL1L{3)
LINCIAR 4 £ HELL2) ) A5
D) +AAMK(TRURF2 (G +3S2F2() v L2KF2(3) +3
221y /a9
[ Rl

THENM GOTO 2000

S
J+l)
i
JIri
J*e1)

10(‘\0 TH=TA// 1.3

1100 F1=2.33P0E+1ERHBOREAT (<91 TLO/TKYH (L ~XID) /@
L 43y XTAY

L2000 DH=L . BRLTTI242, LH (TH -V 0. FP3A2E -0 T
< ~C—¥SF{F)4) 4+ . 2RE-06X(TH "3 -20363392))

FAL I BIKAD, THAOLOTBSPATRK-L.OL2E SR TK 2
ED+O0. Q2B LOSKTK -3 DI - DOGR T2

L3727 -DH] PN

Ly

TG - hzO .

3 v —-‘.’1NT(.\1(¢=)'¥1000UO))/LOOOUO

TWR2OQ TE= IMNT (TEFXLOQOOY ¥ 7 70T 100D

OO0 SETTIRN

ARSEEK (20) +PFEEK (1P) X2SS+FEEK(18) X65D3w
1A/ 3500

C=IMT (8)

D=TINT (/' B-C) ¥ Q)

F=INT((R-COASO-D) X1L0Q)

eRINT

FEInT

ITF D210 THERN PRINT "TIEMFRFO DCE PROCEZTJO "iC
D I SOTO 3PO0

PRIMT "TIGMOD DE FIIOCESO "30C5 Y "33

T 2380 THEM PRIMT " "3*0"*302:60TD 4100
PRIMNT 2 v

FND
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c. REACTOR TUBULAR NO ISOTERMICO, ADIABATICO
Ejemplo 6.2 Carnahan. (Suponiendo que no se suministra calor
al tubo)
La pir6lisis del ctano en el intervalo de temperaturas
1200 a 1700 °F queda representada en csencia por la siguiente-

reaccibén quimica irreversible y de primer orden

CZH6 — Czllu + liz

Etano > Etileno * Hidré6geno

En un tubo de acero de didmetro interior 4.02% pulgadas
se introduce etano con un caudal de 1800 lb/hora y a una tempe-
ratura de 1200 °F. Se supone que el tubo no contiene obstruccig
nes internas y que pucden despreciarse las caidas de presién a-
lo largo del eje; la presién media de los gases en el interior-
pucde tomarse igual a 30 lb/pulg? Suponiendo control de caudal-
en el tubo, escribase un programa que calcule la longitud nece-
saria para producir descomposicién del 75 por ciento del ctano

en etileno ¢ hidrégeno.
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Ecuaciones diferenciales involucradas.,

axt | (2.8493x10 20 o AWK oy
dL (1+X3) T4

a9

6
ar _ -ou fdn) o,

dL cp
donde:
DH = 1.8 (32732 + 8.5 (TK-298) - 5.042x10°? (TK2-88804)
+ 1.28x10°° 7k -26463592))

CP = (1-X3) (3.75 + 35.7x10° % TK-10.12x10 ®«TK?)

+ X3 (12.25 + 23.815x10 “¥TK-6.28x10 ®» TK %)

Algoritmos.
* Método de Runge-Kutta de cuarto orden

X1

sop = X1g '6-* (K1 + 2K2 + 2K3 + k4) i Heal

=T U om1 o+ 2M2 + 2M3 + M4)
6

i+

K1 = F1(X1;, T;)

=

K2 = F1(X1, + Mo, T, -
o2

i H)

=

K2
K3 = FI(X1 & 5 B, T, +

=
~

H)

NI

K4 = FLOXD + K3IL T+ M3H)

M1 = F2 (X1, T;)

M2 o+ P2 (x1, + Moy, o1, o« Mgy
L LI
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M3 = F2 (x1; ¢+ X2y, 4 M2y
2

™~

M4 = F2 (Xli + K3H, Ti + M3H)

* Método de Adams Moulton de cuarto orden.
Predictor:

Klggg = X154+ '2’—4 (55F1; - 59F1 3. + 37F14., - 9Flj.3)

H
Tiﬂ a '[‘i + -2—4- (SSFZi - 59F2; y + 37F2;_, - 9F2y.3)
Corrector:
H
Xliﬂ a X1 it 2—4 (QFIFI + 19F1i - SFli_1 + Fli_z)
H .
Tiﬂ = Ti + ; (9F2 i * 19F2 4 - 5F24 4 + F23 5)

* Método de Milne de sexto orden

Predictor:

3H
Xljpy = X g g0 S5 (1FTy - MET o 26F1; 5 - 14F1 5

+ 11F1i_4)
T T, o+ (112, - warz, , + 26F2, , - 14F2
i+ 5" 7 i i-1 i-2 i-3
+ 11F2 i-4)
Corrector:
2H
Xt, =xi,_+2 (9p1, o+ 32F1_ 4 12F1,  + 32R1
i+1 i-3 45 ar i i i-1 i-2

+ TF1 5 4)
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a1, .+ 8 R

Ti+1 i3 s i+l + 32F2i + IZFZi_

+ 32F2 ,
i-

1 2

+ 7F25.3)

A continuacién se presentan los tres programas, donde:
X(0) = Conversién inicial del etano.
T(0) = Temperatura inicinl (°F).
L(0) = Longitud inicial del reactor (ft).
DI. = Incremento de longitud del reactor (ft).

XF = Conversién final de etano.

Este problema se resolverf utilizando los siguientes
datos:
X(0) = 0
T(0) = 0
L{0) = 0
DL = H = 10, 5, 1, 0.5 y 0.01
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S0 RErt REACTOR TUBULAR MO ISOTERMICO ADIABATIC
o

190 REM METODO DE RUNGE KUTTA DE CUARTO ORDEN
110 REM EJEMPLO &.2 CARNAHMALR

L20 DIM K (4)

130 DIM Md)

2OG PRINT "3 (0) ,T(O),
210 INMPUT X1,TF,L,H,C
1S FPOKE 12,0:FOKE 19,0:POKE 20,0
220 PRINT

ABO PRINT "n, vxe, nTn

240 PRINT

2T TSTF+4a0

2EO PRIMT L,%1,TF
240 EPRINT

00 X3=X1

1O TA=TF+360

IBO FOR I=1 TO 3
BSO0 GOSB 1000
BTO K AI) =L

BBO ML) =F2

DO XOA=ML A0 SR (I
W00 TA=T+O.SHM(I)
410 NEXT I

A0 HR=HKL FK (D) X
A30 TA=T+M(3) #H
4490 GOSUB 1000
AS0O K (3) =2

aAs0 Mta)=F2

L(O) , DL, X"
1

) XM
A4

G770 HA=mXL4HB (L) +2HK(Z2) +28K(3) +RK(4)) /s
A0 TaTHiHX (ML) +32XMCT) +2AMCT) M) ) /S
QA0 MS= INMNT (91 )2 /7100000

DOO FTE=T-qs0
TIQ TEHE=LINT(TF*
TRO Ll +hy

SEN PRINT L, XS, T

GO0 TIIE HLrwmCL THERM GOTO 3000

G'3IO GOTO 250

1000 TH=T3d/i.a

1100 FL=2 . 8AP3E+L1EXIOKEKF (—QG1310/TKINK(L-XI) 7/ ¢ (
L+EXNBYATA)

1200 DH=1 ,B8%(S2RPI3Z24+B. SR (TK-298) -35. 74A2QE-03 X (TK"
2-BVBOJ) 41, D2BE~Q0SHR (TK "I ~263535792) )

1300 CPRP=(1-HM2)IHR(D.7540.03ST7HTK-1.012E-0SHTK~2)
AHKBA (L2, 2D+0.023BLESRTK-& .. 2DE~-QL6HXKTK~Z)

140Q FXR=(-DHX{"L) /CT

13500 RPETURN

BOOO A=PEEN(20) +PEEK(LP)IX2TSHS+PEEK (18) #45536
100 B=A/3S&00

RRACO C=INMTI(B)Y

BAQCO D=INT((B-C)Y®HEQ)

TEAQ0Q E=IMT(((B-C) ¥50~-D) %100

I[OCQ0 FPRINT

REON0 PRINT

2700 IF D<10 THEMN PRINMNT "TIEMFPO DE PROCESO "3 C
J":O"3IDS IGOTO 3900

BROOC PEINT "TIEMPRD DE PROCESO "3Ci": "3Ds;

RPOO TF ECID THEN PRIMT "2 "3 ¢%0";E:60T0 4100
QOO0 PRINMT ": 3 E

G100 MDD

(e R I B Nl el afuly




97.

FO REM REACTOR TUBUWW.AR NO ISOTERMICO ADIABATIC

(s
100
N
110
1260
130
1430
150
150
170
200
210
=15

oo

70

REM HMETODOC DE ADAMI MOULTON DE CUARTO ORDE

REM EJEMPLO 4.2 CARNAHAN

DIM K(3)

DIM Mad

DIM M1 ¢a)

DIM T(a)

DIM F1(a)

DIM F2(3)

PRINT “"X(0),T(0),L<(0),DL,xXF"
IMNPUT X1,TF,L,.H,C1

POKE 18,0:F0OKE 19,0:FP0HE 20,0

X3=L T)

Q=T (T )

FOR I=1 TCO &

GOSUR 19000

I )m=mF g

M(I)=F2
KI=RNL(T)+0O.SHIK (1) ¥H
TA=T(IT) 40 5HMCI) HH
NEXT I

I LKL U i (3) ¥H
TRA=T (I ) +P1C2) XH
GosuR 1000

(A R

ey =2

o=t +H

NE(CI+LI=KLAOT) +HR (K (L) +2K (2) +2RK(3) +K(3) )/

TEI+1) T (I 4+HE (ML) +2HMI2) +2HM () +M(A) ) 7 &
ML (@Y=} (T 1)

T(A)=T(I+1)

GOBUB 2000

FRINT L.X5,Te

1= X1(J+1) >=Cl THEN COTO 3000
F1(F)=pa L)

F2(3)=MC4)

RIMNTY

NMEXT I

GOSUR 1000
FL(3)=F1

FR(3)=F2

ML (A)EXLIR) +HE(SSHFL(S) ~SPIXKFL(2) +37HFL (1) -
(oYY sPa

TA=T (I +HE (SSRF2(3) ~SPAFZ(2) +37AF2(1) ~PHF2

24
HR=HL (]



TS0
e (G
m70
;80
TR0
<1
300
Yy /72
s810
s20
B330
RO
2530
RGO
Ll =]
280
00
RLO
Q20
P30
PI0
VO
PEQ
P20
g =1a)
1000
13200
14X3
1200
2-28
L1300
LR
1400
1500
OO0
2LTO
=200
2300
3000
BLOO
AR00
B3RI00
TEOO0
3BOO
Elslelal
2700
t":0
FBOO
BPO0
fadrdale
33100

a8,

TA=T(a)

LUBSUB 1000

FlL(3)=F1

FR(ay=F2

HLLA) =HIUIB) +HK(GHRF L (A) +AFGRFL(3) -SRF 1L (2) +F 1
/24

TUAI=T(2) +HR(PEFZ2 (D) +1PRF2(S) —SHFEFZ2(2) +F2( L
a

GOSUB 2000

L=+

PRINT L, %S, Ta

PRIWT
IF X1
KBy
TI=T(Q
GOsUB
FOR J=
WL (T
TCI) =T
FL (I =

«

Yr=Gt THEM GOTO ZOCO
}

-~~~

MN~X0=~p2

Nkure O
At ~d0

ULraDO

++- i
e ()
-

-~

GOoTOo 720

TK=T4/1.8

F1=2. . G9493E+1O6HTORERXKP (-A13LO0/TKIN (L1 ~-K3) /7 (L
Y XTAY
DPH=1.8¥(IRTA2+B. SR (TK-298) -T, PI2E-O0IH{(TK"
B04) +1 . 2BE-QE R (TK ~B-264£63592))
CPRPa(l~-X3)R(3.7B+0.03TF7%TK~1.,.0Ll2E-~-O0BATK~2)
(12, 2540.023BLSHTK~6,. 28E-O0S KT &)
F2=(-DHYXF1) /CF

RETURN

TEFeT {(4) ~3B0

ME=(IMT (M1 (a4)XL00000)) /100000

ToO=(INT (TNFAIO000L0V 7 ) 7 LGOCGOO

RETUEN

A=PEEK (R0) +*PEEK { AP ) R2SH+PEEK(L3) #5553 6
B=A /3600

CeINMNT(B)

DNEINT((B-C» #50)

E=INMT(({B-C)I¥SC-D) ¥10Q0)

FRINMNT

PRINT

IF D10 THEN PREINT “TIEMFO DE PROCESO "3C
"§1D; : 60TO 3900

PRINMT "TIEMPO DE PROCES0O "35Ct": "jDjs

IF E<10 THEN FRINT ":“"j"O"JE:GOTO 4100
PRINT ":"tE

END
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PO REM REACTOR TUBUW AR NO ISOTERMICO ADIABATIC
[w]

100 REM METODO DE MILME DE SEXTO ORDERN
110 REM ETEMPLO 6.2 CARNAHARN

17 DT
13C i
140 DIM
15502 DI
1302 DIM
170 DIM
200 PRINT 01, T(OI,L CO) , DL, XF*

210 THryT » T L, H,C1

21T POKE IB,O:FOKE 19, 0:FOKE 20,0

220 FRIMT

ZTO PRINT “L", #xn, wTw»

240 PRINT

2945 T=TF+440

250 PRINT L,X1,TF

240 PRINT

270 HW1L(O)Yy=x1

2O T(DOY=T

BOO FOR JIJ=0 TC 4

31O HN3=KL(I)

320 Ta=T (I

35S0 FOR I=1 TO 3

3&0 GOSURB 1000

370 KZ)=F1

IGO0 M(I)=F2

BP0 KB ATy 4O, SR CT) M

A0 TA=T (IJ?+O . SHM (1) A4

420 NEXT I

ATQC NB=RL(T) +K(3) HH

430 TA=T(JI+MM(3) %4

440 GO=UR 10QO0

A[O K(D)=F1L

A0 MIA)=F2

A4T0 L=+

B0 XL (IT+1)1=XL(T)+HIIK L) + 2K KI(2) +2RK(3B) +K () )/

AT
&9

MMN4x%3
N ats
PO RN
r—X&&“I}“‘

)
)
(4

AP0 TUI+II=TAII+HI (ML) +2HM (D) +2RHM(B) +M(F)) /&
|OO K1 (&)=X1 (T+1)

®LO Tl& =T (I+1)

520 GO3TUR 2000

WEO PRINT ., XS, T

GO0 IF %1(J+3)5>=C1 THEN GOTC 3000
ELO FY LTV L3

G20 F2(Ir=M1)

STQ PRINT

&A0 MEXT 3

ST MNB=31 (S

£E80 TA=T(S)

“ 0 GOSUB 1000

ImX L (O)+BAHW CLAIXFL(S) ~LANFL(I) +26RXF L (3
I—LARF L (2)+LLHFL (1)) /10
T30 T(EI=THLO) +3SRNHAX(LIRF2(D) ~LARF2(3) +26KF2(3) -
LAMEF2 (21 +1L1%XF2(1)212/710
FTRAO XM=Y (L)
0 Ta=T(S)
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TAO GOSUEs 1000

Eard I RS I

TE0 F2((a)=F2

TR0 AL (H)=x L (2) +2HHHN (FRAF L (S ) +I22ZHFLS) +12%KF 1L (43)

+TZINFLIBYHTHRFL(2)) 735

BO0O TUE)N=TA2) +ZEZHHH(PHAF2(S) +B2AF2(D) «12¥KF2((4) +3

[RE2(B) +TAF2(2) ) /945

210 GOSUB 2000

T2 L=l +H

DO FPRINMNT

830 PRITNT
IF MAited) »=C21 THEM GOTO =000

M= (=)

TA=T (&)

GOSUR LQ0o

VFOoR Jd=C¢ TO

r

P KD, TE
.

1000 TK=Ta/1.9

1100 FL=2,TA9IEL LOKBOREXRF(—FLILO/TRIRK (L =-XK3) 7/ {(
13 XTa)

1700 DH=L1, K I(IDT7I24B.BSRATH - DPE) ~S. FAILE-O3IH (TR
2-888049) +1 2K QSR (TK "3 -Z26463592))

1RO CPmR L -XB) % (F.7540. 037K TR-1.012E-0S5HTK 27
AHBAN(LI2.25+0.023BLISHTK~6 . 2B8E~-0ONTK~22)

L300 FRu(-DHXF L) 7CHF

1S00 FRETURNM .

ROOQ TiIT=='F (¢3) ~440

TLO0 MBS (INTIXLI (&) #100000)) /7100000

RO TEHNULIMNTATERLOOOCO) ) /100000

RBOO RETURN

ROOD A=PEEIK(20) +PEEK(1P) #2SG+PEEK (18) #53536
3100 E=A/3600

BR2CGO C=INT(5)

3300 D=INT ((B-C)¥&0)

SACO E=INT (L (B-C)¥S0~-D)%100)

B[O PRINT

RAGOC PRINMT

#7000 IF D10 THEN PRINT “TIEMPO DE FROCESO "j3C
T O"IDF :GOTO 3P50

3SERO00C PRINT “TIEMFO DE PROCESO "3C;“":"sDis

3IP0C IF E<10 THEN PRINT ":"j;"O"}E:GOTO 49100
QOO0 PRINT "“:"3jE

4300 END
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d. REACTOR SEMICONTINUO CON CORRIENTE DE ALIMENTACION PERO NO DE
PRODUCTO, ISOTERMICO.

Ejemplo 4.13 Smith

La esterificacién del 4cido acético con alcohol etflico-
se lleva a cabo en un reactor semicontinuo de tanque con agita--
cién a temperatura constante de 106 °C. El alcohol se afade al -
reactor, inicialmente, como una carga de 400 1lb de alcohol etflji
co puro (CpHgOH). Luego se agrega una solucién acuosa de 4cido a
cético 3 una velocidad de 3,92 1b/min durante 120 min. La solu--
cibn contienec 42.6% de ficido en peso. Suponga que la densidad es
constante e igual a 1a del agua,

La reaccién es reversible, y las velocidades especificas

son las sigulentes:

CH3CO0H + C,HOH == CH,C00C,t ; + 11,0

k = 4.76x16" - 1t/(mol g) (min)
k' = 1.63x10" 1t/(mol g) (min)
Calcule la conversi6én de 4icido acético a éster, como fun-
ci6én del tiempo, desde 0 min hasta que se ha afiadido la Gltima --

cantidad de &cido (120 min)

Lcuaciones diferenciales involucradas.

dX1 _ 35.9¢21.3x10°° (1-X1)(8.68-0,0278 X1 T)
aT 6.69 + 0,0655 T

_ 7133107 T X1 (0,125 + 0.0278 X1) _ X1
6.69 + 0.0655 T

-3
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Algoritmos.

* Método de Runge-Kutta de cuarto orden
X1g= Xty g+ Rt v 2k2 + 2K3 4 k&) = F1; HeaT
6

K1 = F1 (T; + X1;)

K2 = F1 (T3 + B, x15 + By
2 2

K3 = F1o(ry + B, xyy o HKZ
2 2

K& = FI (T, + H, X1 + HK3)

* Método de Adams Moulton de cuarto orden.

Predictor:

Xliy = X1+ '2‘—4 (S5F1; - S9F1jy + 37F1;.5 - 9F14.3)

Corrector:

X1 joq = XI5+ '2'—4 (9F1 4,4 + 19F1; - SF15y + Flj.3)

* Método de Milne de sexto orden

Predictor:
3H
XIi,,1 =Xl;5* ;H (llFli - V4F14 4 + 26F13., - 14F13 3
+ 11F14-4)
Corrector:
X1 21

g1 T XDyt SRy ¢ SOF1 ¢ 12 Fly g ¢ 321

+ 7F14.3)
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A continuacifn se presentan los tres programas, donde:
X(0) = Conversién inicial de &cido acético
T(0) = Tiempo inicial (min)
.DT = Incremento de tiempo (min)

T(F) = Tiempo final (min)

Este problema sc resolverd utilizando los siguientes
datos:
X(0) =0
T(0) =0
DT = H =10, 5, 1, 0.1 y 0,001
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P00 REM REACTOR SEMICONTINUG CON CORRIENTE DE A
LIMENTACTON PERGC NO DE PRADUCTO
100 REM METODC DE RUYNGE XNUTTA CUARTO ORDEN
110 REM CIEMPLD 4.13 SMITH
120 DIPY P13
TOO FRINT "M(C) ,T(O), DT, T(F) "
L0 INPUT X1, T,H, TF
RS POKE 13,0:POKE 12,0:FOKE 20,0
220 PRINT
RIO PRINT T, *xn
290 PRINT
250 PRIMT T,X
TEO PRINT
2P0 T T=0 THEM T=1E-:10
FOQ X=X
FLD TA=T
I|O FOR =i TC 3
350 QNSUB 1000
ITO K(1)=FE2Q
JTO NT=KL4O. DR M
300 Ta=T+H/2
240 NEXT I
QDO MBI (B) XM
430 TA=T+H
44940 GOSUB 1000
hC K(gI=F 1
AP0 KL AEE (L) 2RI (R) $2XKEB) +K (D)) /6
390 HMS=(IMT(X1%100000)) /71006000
H1O TmTAH
[HEO FRINT T,XS
400 IF Ti>=TF THEN GOTO 3000
GBO BOTO Z2Za0
100D FiodS _ 9N(2.13E-0A%(1-X3) ¥ (8. 68-0.0278HXNI3N
TA) =T . 1BE-OSANTINKIH (0. L1 25+0. 0278%X3)I ) / (&. 6B +O.
OS[BS RTA) —¥B/ TS
1100 RETURN
BOOD ASFESR(20) +IFEEK (19P) #2S6+FEEK (16) #6555 36
2100 B=A/3S500
IROO C=INT (B)
AROO D=INT((B-C)X50)
TA00 ErINT (( (B--C)X30-D) ¥#100)
2TWOO PRINT
BHEOO PIRINT
P IF DC1O THEN FRINT "TIEMPG DE FROCESO “3C
"§ D3 :GOTO 3900
CEINT “TIEMPO DE PROCESD "1Cs": 3D;
IF E<10 THEN PRINT “:"j "G ";E:S30T0O 3100
PRINT ":"3&
EwDn
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PO FREM REACTOR SEMIGCUNTIRNUG CON CORRIENTE DE A
LIMEMTAZIOCON PERO NGO DE PRODUCTO ISOTERIMICO

300
e

110
A20
1ac
1620
pefaln
210
ol B
220
230
240
250
23S
2aQ
270
=OO
310
HRO
BS0
BBO
BT
S0
J00
al10
20
30
330
A
=0
420
&

SO0
B20
SSO

REFM METODO DE ADAIMS MOULTON DE CUARTO ORDE

RE EJEMPLO 9.13 SHMITH

DI (4

T i1 (-3

DIM F1(3)

ERIMNT "X(0), T(O) , DT, T(F)"
IRPUT X1, T,H,TF

FOKE 13,0:F0OKE 19,0:FORKE 20,0
FPRIMT

FRINT nTn, nxe

PRINT

ERIMNT T,X

TF T=Q THEN T=1& -190

PRINT

1 (O)=xK1

FOR I=0 TO =2

RKB=K L (T)

V=T

FOR I=3 TOQO 3

GOSUR 1000

EOTY mFE L

HI3=HKL1(J+O0, SAK (T ¥H

TA=T 42

HEXKT 1

HKB=HNL (T +K (B XH

TA=T 4
GCOZUE 1000
K (a) =F QL
T=T e

ML AT+ L) mR P AR (K (L) + 2R A2+ 2K (B +K(4)) /
HL1CR)ymhig |
KS=CIMT (XK

1

a )

1 )
PRIMT T,%S
T
)

%1L00000C)) 71400000
IF T oeTF
F1(J)=K(i
PRINT
NMEXKT J
NB=XKL ¢ 3)
Tas=sT
GosuUuB 1000
1L (3)y=F1
LAY =3A LD N (BSTSRFL(3) ~SORFLIZ2) +37%FL1 (L) ~
(ry » 249

HI=2L ()

TR=T 4+

BITEUEB 1000

FL(<)=F1

NMLE(A)I=X1(3B)+HE(PRTTL (A) +LPXFL(3) -SHFL(2)+F1
/724

HS2 (INT(X1L (4)%100C000)) /7100000

T=T ¢+

FRIMT T, XS

FTRIMNT

TE T>=TF THEN GOTO 3000

HO=XL (4)

GOSUR 1000

N GOTO 3000



106,

BT
FLO
Ry
PO
PEO
s L)
3D FralSs, PN (20 LTE-O04%LYL ~03) * (H. bB Q. Q2T OW RS

TA) -7 L L BVE - OSHTHHITK (O, LRE 0. 02VS8RHRI)I )/ (6.0P+0.
DETT T ) -
1 jr'un e

Y HeSSIJea

*TIEFIPO DE FROCESL "3 C

DE FIEOCESO “S5Cit: viDj
FRIMT “:%; 0" E i 4

T b, 1) TH:-’II
E XU T 1“1- nenw g
3Lt @Mn
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WO PO REACTOR CEMLCOSHTINUG COM CORRIENTE DE &
LA T ACTON PEROS MO DE FRODUCTO ISOTERIMLCW

§ Qo
JAD

METODO DE MILNE DE SEATO ORLEN
CISMELO 3,13 SrH1IvH

DY LA

DTH 1L GG

DIV . Ced

FIETIMT 4340, T{O)  DTLTIFY "
LMIPUT 318, T, 14, TF

PO L2, 0 FOKE 19,05 FORKE Z0,d
PRIMNT

PRTAT  err e e

FPRTT

QT T T,

17 Teo THEN TwiE-10

R LT

ROy Ry

O o T s

WL (0

TAeT
FTNE L=t T &
0z Z Lo
ol 4
3 4+, SR CT) KM
/=

TY L IF 0 RS

3D

Sy =y

Tt gl

MU CT 2L el (T 4ANC(R (L AZHITIZ2)Y 2RI ()R )/

. 1)
(S)RLCGOUQBID)Y Y 7 L0000

THIENM GOTO 300w

GOSLE
LS S SO 3 )
RO UL
bl AN L
TAC WIPw i
]
T SGOSUER 1000
bt BN O S TS Bl i 4
TOOC WM ()KL (2 +2HHR (TR LIS »ITATLAND) L2/ F 1 (3
3
?

LU0

AFIADI~LANRFL (R +2aRF LD

Or

TBRRFY (R +TRE
T o

hem (TA2Y €223 ¢
T v'4

LE Jb o S R S IR T Y
[ Al N

DT E P N=TE OTHEN GOUTO OG0
D et L (23}

e ¥E IR Y i

FOVN O 0 YO %
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BN QLA g g

L N g ]
T
TLeSs
T

P R

Tay -, L3E

LS B -

-~

N S ATy

LID SET L)
T AST=DIALOO)

D210 THEN FRIMNT "TIEMFQO DE FROIOCEZO "5 C
PLATO 3900
EOTTIEMR) LEE PROCESGS "3 C; " “30%
EEL10 THENM PRINT "2 " "O"jE:GOTL 3100
e owoe g
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e. REACTOR POR LOTES NO ISOTERMICO, ADIABATICO,

Ejemplo 5.1 Smith
En un estudio de la produccifn de aceites secantes por
medio de la descomposicién de aceite de ricino acetilado, Grum
mitt y Fleming correlacionaron los datos de descomposicién en-

base a una reaccién de primer orden representada como
Aceite de ricino acetilado (1) --»CH,COOH(g) + aceite secante(1)
r = kC

donde r es la velocidad de descomposicién, en gramos de acido -
acético producido por minuto por mililitro, y C es la concentra
ci6n de dcido acético, en gramos por mililitro, equivalente al-
aceite de ricino acetilado. Los datos obtenidos en el intervalo
de tempertaura de 295°a 340°C indicaban una energfa de activa--
cién de 44500 cal/mol g, en concordancia con la siguiente expre
si6n para la constante de velocidad especffica de la recaccibn, k:

In k = -44 500 35,2

RgT

donde T estf en grados Kelvin,

Si un reactor por lotes contiene inicialmente 500 1lb de
aceite de ricino acetilado a 340 °C (densidad 0.90) y la opera-
cibén es adiabdtica, obtener la conversién (fraccibn de aceite -
acetilado que sc descompone) y la temperatura en funcién del --
tiempo. Se estima que el efecto calorifico endotérmico de esta-
reacci6n es 15 000 cal/mol g de vapor de &cido acético. El acei
te acetilado que sc carga al reactor contiene 0.156 g del equiva

lente de &cido acftico por gramo de aceite, esto es, la descompg
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sici6n total de 1 g del aceite produciria 0.156 g de fcido acé
tico. Suponga que el calor especifico de la mezcla reaccionante
l1iquida es constante ¢ igual a 0.6 Btu/(lb) (°F). Suponga tam--
bién que el vapor de ficido acético que se forma sale del reac--

tor a la temperatura de la mezcla reaccionante.

Ecuaci6n diferencial involucrada.

<10 ! )=
a1 (1-X1) o (35.2 - 44 500 7 (1.98(613 - 65(1)))

F1

Algoritmos.

* Método de Runge-Kutta.

Thiy =TT+ B (k1 + 2k2 + 2k3 + K4) : H=aX
6

i
Kt = (X1)

K2 = (X1 + 11/2)
K3 = (X1 + H/2)
K4 = (X1 + H)

* Método de Adams Moulton de cuarto orden,

Predictor:

Thy, =TI+ '-2*7 (S5F1; - S9F1, | + 37F1 , - 9F1 .)
Corrector:

Thigy = T1 + ' (9F1 0 + 19F1, - SF1, BT, )

24



* Método de Milne de sexto orden.

Predictor:
34

Thiar = Thiog + 25 (1IF15 - T4F1 g+ 26F1 3,

- 14F1 5.3 + 11F14.4 )

Corrector:

Tl

+ 32F1 5.5 ¢ 7F13.3)

. g
i % Tl ¢ 30 OF1yyq + 32F15 + 1271

111.

A continuaci6n se presentan los tres programas, donde:

X(0) = Conversi6n inicial de aceitg de ricino acetilado

TI(0) = Tiempo inicial (min)
T(0) = Temperatura inicial (°K)

DX = Incremento de conversifn de aceite de ricinc acetilado.

X{(F) = Conversi6n final de aceite de ricino acetilado

Este problema se resolverf utilizando los siguientes

datos:

X(0) = 0

TI(0) = 0

T(0) = 613

DX =H =~ 0.1, 0,01,0,005, 0.001 y 0.000005
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0 REM REACTOR POR LOTES MO ISOTERMICO ADIABAT
1¢0
100 REM METODO DE RUNGE KUTTA DIiE CUARTO ORDEN
119 REM CEJEMPLO S.1 SMITH (CASQ ADIABATICO)
120 DIM K (3)
200 PRIMT “X(0) ,TI(O) ,T(O) , ,DX,X(F)"
210 INPUT X21,TI,T,H,XF
D1% POKE 18,0:1POKE 19, C:POKE 20,0
. 220 PRINT
230 PRINT "X","TI","T=
240 PRINT
250 PRINT >1,TI,T
250 PRYINT
ZOO0 HIw>L
2T0 FOR I=l TO 3
R0 GOSUB 1000
3ITO K(Iy=F23
3P0 KA=KL+HID
910 WNEXT X
A0 XTmML+H
430 GOSUR 1000
MmO K(A)mF1
470 TISTIHHAI(K (1) +2RKIRI+ZTHR(B) +K(Q)) /e
480 Mim{1e+H
490 T=&13-45#X1E
BZTO TIR=(INT(TI#100000))/1CG0000
SA0 TR=(IMT(T#100CCO) ) /100000
=50 PRINT M1,TIR,TR
400 1IF X1>=XF THEN GOTO 3000
40 GOTO 240
1000 FLmu( i/ ((1-XI)IREXP (33.2-449S500/ (1.95x (6136
LR EIRRER)
1100 RETURN
3000 A-PEEV«ZO)+PEEK(19’u‘56+PEEK(1B)*6553a
3100 B=A /3500
3200 C=INT(B)
2BO0CQ D=INT( (B--C) %50)
TaA00 E=INT(((B-C)#80-D) %100)
VOO PRINT
2600 PRINT
2700 IF P<i10 THEN PRINT "TIEMPO DE PROCESO “3C
3*:0%;D3 :GOTC 3900
3800 PRINT “TIEMPO DE PROCESO “3Ci":"1Ds
2900 IF EC10 THEN FRINT ":*5"0*jE:GOTO <100
4000 PRINT “:I"jE
4107 END



113,

TN REM PEACTOR FPOR LOTES WNO ISOTERMICUO ADIADBAT

Icn
1LOC
1)
110
120
1230
140
Z200
210
21
ZZQ
230
A0
230
a0
=0
200
B30
3BO
BE0
DTO
200
4a10
FTO
4a0
A%0
370
330
&
Al
=oo
=an
| O
T
[Taln}
<L
30
<0
HDOD
BPOo
Do
720
PRE
r=o0
T
agoliel
a0
Edagn
(1))
B0
s10
220
=30
2490
iet-1al
=0
@O0
P10
P3O

[
-~

FEtY METODO DE ADAMS MOULTON DE CUARTO ORLDE

REM EJEMPLO S.1 SMITH (CASO ADIABATICO)
DIM K‘a)

DTM TIQ)

DiK F1(a)

PRINT *X(0),TI(O),T(D), D, X(F)"

IMPUT X1, TI,T,id,~F

POKE A83,0:FPOKE 1%, 0:POKE 20,0

FERLMT

PRINT "W, wpre, ww
EETMT

PEINT W1,TI,T
PETMT

FOR J=0 TO 2

HB=HL

TI(O) =TX

FOR I=1 Ta 3
GasuB 1000

K1) =i 3

HBmL A

NEXT I

MBENL4H

GQSUDB 1000

$ Q) L

TR Y]
TLOIAL)=ETI(I) +HHCK (L) 2R (D) ¢2RKSB) K i4) ) 7

TeHl R -S5THN

TYIA(A) =TI (I+1)

TIR: L IMT(TI (a4 ¥X100000))/41L00000C
TE=(IMT(TRLIOO000D)Y ) /100000
FPRIMT RI,TIR,TR

IF Yidt=XF THEN GOTO 3000
FLiJrms(y)y

OOEUB 1000
FL(D)=F1
TI (A =TI (B) +HR(SSRF L (3) ~SOAFL(2) +37RFL (L) -

X

A A NG

14 :
STI(S) 4 HII(ORFL(A) +1PRFL(3) -SKFL(2) +F1

FHRe=300
hE~f~amll~
. DXL

[ E SVEY
TIF=(INT(TI(4Q)%100000)) /100000
TRe (INT(T#100000)) /100000
FPRINT 1, TIR, TR

PRINT

IF M1>=XF THEM GOTO 3000

GOSUB 1000

FOR J=0 TO 3

TI(II=TICI+L)

FL(T)mFL eI



L2 atw]
3
L2 gadal]

3OO0
mA R
1100
IO

4on0
QLoD
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MEeT Y
103y =L

[OTO TR0
Tl 4 /({1 - NS FEVFITFBD.S-34000/ (1 .23 (Gl S~0

»Y2
PETURN
AEPERIKI2D) $PEEN (LY I RSO+ FEEK(1I8) #u U538

TaA/f Bauo

S INT (B
D=IMT ¢ (B0 X))

IR IMT (IR CIAHO-D) X100
eEINT

PRI

IF NI THEM FRINT "TIZFPO DE PRGCEDLO "3 (¢
PR3 1 GOTQ 25900

FPRIMNT "TIEMPO DE PROCIZO "33 "2";0D%

IF S210 THEN FRINT " "3 "O"3E: GGOTO 4100

ERTHMT e
D
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20 REN REALSTOIER PGOR LOTES NO 1SOFERMICO ALIABAT

METONDO R MILNME RPE SEXRTO ORDEN
» e EJEMRLO S.8 3MITIH (TATO ADIALATICO)
nIbh K43

DI T (&)

DT F L (5

ERIMT “M(0) a TLIO) , TG 4Dk, K(FY "

= TIMELT et TI,T. H,)!" -
padi . TR S w ] S o LS.C':FOKE L%, 0:FOKE 20,0

TR RRINT

23BN CRINT Ot TEIY, T

prcd SRTNMNT

eEIMT NL,T1I, T

PRIMNT

woR Js=0 T 3

WDty

TLE!{O)y=T1

FOFR X=31 TO &

GOSUE L0

I =fF )

AP

NE:(T b 4

WMEERL #Hd

COIUE 1000

AT K id) =L

AT ML iU e

A0 YL L0 42)TE(TY +HR KL +2RIT D) +2Z2HRRCB) 4K (D) )/
&

490 < “ L
TO0 ] I+ 3
L2 <3 TI(L)RLOOODO)Y) /1O0QCOO
TR0 TRy L THT(TA100000) ) /100000
T ML, TIR, TR
LvsRE ThEMN GOTO o000
L)

s.'r\ ITLUTY &
A0 PRIMNT
A0 NENT Y

SGQ N Tm )

BP0 JOsUB L0000

T KL (% =R

TR0 TIXI(SY=TI(O) 3 RHA
P o 1ARITI(2) LLHFL (L))
TTESD WT=3M Y+

Do QOTUR 1000

PO L) =Ty

KFELAS) ~ LARF L (D) +26HFL (3

("*F.I.(co)-t-JZ*FL(.S) +A2AF L ()

Q lOiJ- Y2/ LQ00QO
©Y)/LOO0O00

GOTO Z=QOoO




1000
TWWILD) ) Y Y
Lt L0
TN
FLOO
32O0

200
3P0
SO0
4300
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Flael (1 -3 HERFIB3T.2~43500/ (1. PSH(S13~
e TN

ARMPEE (20 +PEEK (1P #RBS+PEEK (16) #5550
B=A/ 300

CmIMT (D)

D@ INT CIB-C) Hex ()

FaZMT (IR O RHO-D) X200

P LT

PRILT

T 10 THEN FRINYT “TIEMFO DE FROCESO "iG
15T 3POO

LMT CTIEMPO DE FROCESO "3CH“:"5Dj
1 THEN FRIMT "3 "0";E:

PRIMNT " v




£. REACTOR POR LOTES NO ISOTERMICO, NO ADIABATICO.
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Se repite el problema anterior suponicndo que en lugar

de operarse adisbdticamente, se afiade al reactor un flujo cons-

tante de energfa de 3000 Btu/min.

Ecuaciones diferenciales involucradas.

ar_ 1

=

1 oX1) o 5.2- 25007 (198 1)

ar_

= 0.00185 % 3000 x (¥X) . 65 ~ P2
dxt axt

Algoritmos.

* Método de Runge-Kutta
i
TI iﬂ-’“if-‘;(!ﬂ + ZK2 + 2K3 + K4)

T g1 = T; o’;)'-(m + 2MZ + M3 + MA)

Kt = (X1, Ty)

M
Kz-(x‘i ‘;.Ti*-z—-ﬂ)
k3= (x1y o B my o MEyy

2 2
K4 = (X1, + H, T4 + M3H)

M1 = (X)i, Ti)

Mz = (X1 + 2, T; ¢ S

M3 = (X1, )

M4 = ()(li +« H, Ti + M3H)

} = F1

*

H=s X
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* Método de Adams Moulton de cuarto orden.

Predictor:

TI 49 = TI; + *Zid- (S5F1 4 - 59F14.q + 37F13.2
- 9F1;5)

H
T =T + ;; (SSFZi - 59FZ 4 4 + 37F24 5 - 9F24.3)

i+t
Corrector:

H
TH gy =TIy ¢ 5o (OF1 gy ¢ 19F1; - SFI iy + Flyp)

it

T

H
1 ® Ti + -z-; (ngiﬂ + 19FZi - SF2 i-1* F25.2)

* Método de Milne de sexto orden.
Predictor:
TE = Thg + f_'ol (NFL, - VF1, + 26F1, ,
- 14F1 .3 + 11F1 §.9)

= M - - 14F
T Tis* 5, (11F2, - 14F2; | + 26F2; , - 14F2; 3

+ 1F1 )

Corrector:

Tlje = Thyg + % (TF1 44y + 32F); + 12F15.4 + 32F14.;

+ 7F1 1-3)
T =T, .+ M (R2, .« 322, + 12F2, , + 32R2
i+1 i3 35 i+ i i-1 §-2

+ TF24.2)
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A continuacién se presentan los tres programas, donde:
X(0) = Conversi6n inicial de aceite de ricino acetilado.
TI(0) = Tiempo inicial (min)
T(0) = Temperatura inicial (°K)
DX = Incremento de conversi6n de aceite de ricino acetilado.

X{F) = Conversifn final de aceite de ricino acetilado.

Este problema se resolveri utilizando los siguientes
datos:
X(0) = 0
TI (0) = 0
T(0) = 613
PX =H =0.1, 0,01, 0,005, 0,001 y 0,00001
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W REN RRACTOR POl LOTES o ISOTERMICO MO ADIA
EATICOC

Joo R HMETORO NDE RUNGCE HUTTA DE CUARTO JRDEN
110 REM EJEMPLO T.1 SMITH (CASY NO ALDIABATICO,
120 DIFL (<)

{30 DT 13

200

PLILE) ,TTAD) , TED) , D, KFEY
o, T!,T,H,.F
1HLOIMOME 10,0 PORKE DO, 0

FRINT

CRINT Kty TN T

PRINT

FRIMT 2, TI,T

PRI ET

R

TR T

P T=3 T3 3

GOTUD 1000

LYY EE L

l-‘('r Y =T
T=uro, srw

’ s : {DPA2IRKK T+ ()Y e
¥ LORS NS B ] PAZRMAZT)Y vFIII) ) Sy
UG 2 (IWMTATINLOOOO0) ) / LODOO0
TeEar THUT (T 1Y/ LO0OOO

Mottty
T NMT 3,58

»
TF ){;4- HEMN GOTO 3000

GOTMO 3a0
Flart 3 /7 (L -HMI)RENRF (3R, 2944500/ (4 ..28R81T3) ) )
Fomy 2838 -0 EB000RF L ~-5D
'rur-n

TUROY P FEENM (LRI HDSSHPEEN (1 8) X653

Ce=101T A0

VDeIMT (B0 %507

FertTMT((I(R-CY XSO -D) %100

OEeT

erTHT

ITF D0 THENM FRINT "TIEMFO DE FROCESO “j3C
FiDIGOTC BROO

PRIMT "TIEMFO DE PROCESO “"3;Ci”:";;D;

I E<1a THEM FPFRINT "2 "3 "0 ";£8:60TO 49100
ERINT Yo"

=MD
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FRIZACTOR POR LOTES NO ISOTERIMICUO MO ADIA

BATILO

Ly

Q

AN s mtmtetam T
3w
x}

I
30
e
400
310
320
330
gD
<10
A A0
Rl ]
NE0
ds

R0
TON
T
2D
BED
SQ0Q
Lo
&20
“ERN0
G330
L0
R0
"0
bl N
T3
SN
RO
a2
T
R Yl
0

PEM METODO DE ADRAIMS HOULTON DE CUARTO ORDE
EM
DIr
DIt 1M«
DIM TYTI
I T
DI 13
DI FZ2

SIJEMFLO S.1 SMITH (CASO MNO ADIABRTLICO)

THPT
rPONE 19

s Ty by BF
PORE 1%, 0:FOHE 20,0

OV, TIIGC), T (O), DX, 4"
T

FRINT

CESSTNEE B SLINE T
PRTT
PRIMT
TI(O)Y =T
2 0Om
TI(OYaTIL
FOR J=0 TO
TG4=T(J)
FOR XI=t TO
GOsSUE 1000
AT ) =F 2
ML YmFR
M= 4O, S¥H
TA=T (JI>+O. SHMCIT) ¥H

MNEXT I

M 2=l e

TA=T I+ 32) KH

GosSUE 1000

Wiy =i}

iy =2

il

TICIT+L)I=TT () 4HR (R (L) +2HR (D) 2R () +K () )/

W, TL,T

N

Q

JAHK AP (L) 2P (2) +2HIM(T) +11(43) ) /&
+1)
)

«Ta
14En

GOoTO 3000



(1))
Pl sl
Yy yrs2
(ol Ru]
70
730
Ny
RESC
PO
IR0
FAO
20
Q20
PIO
oA
LHO
P EC
cPaQ
°s0
1000
11020
200
2OO0O
PLOO
2200
FOQOC
=3 Ralal
Z200
SROO
TG
DO
TR0
ITO0
it o
jci=faln]
BROOQ
QOO0
< 1360
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TCRA)=TAZ) ¢t HI(PAFZ LA v 1ORF2(I)~-TAIF2(2) +F2 (1
«a
cGaSunD 000

PRIMT 4,55, Ts

T My=MPE THEMN GOTO 3000
TAw:T (%)
GOSUE L0000
Foe 1w=-0 To 3
1

TICA) =TI (IH1)
T(TI)=T (J+1)
FLaldi=mFl(J3+1)
LIy =ER(ITI4L)
NET T
F1(3)r=mFQ

FR(B) =72
GOTOo 2O
FL=(1 /{1 -HN3)REXNF {35, 2-94300/ (1 .28#T4) ) ))
=1, 35BE ~OIXNTOOORF L -~
FETURNM
N2 (IMNTATI () HL1I0000)) 71400000
TEALINT(T () HL1O00000)2 ) /7 100000
FREYURN
ARPEERK (20) +PEEK (1 P) ¥ 2TG+PEEK(18) X85 5a
EsA /a0
Ce=INT (B)
RD=IMT ((B--C) %&0)
ExIMNT (! {IB-C)R&O-D) ¥100)
rEeInT
PRINT
IF D110 THEN PRINT "TIEMFO DE PROCESO i C
*"$1D326GO0TO 3F00
PRIMT "TIEMPO DE PROZESO "sCiv:"sbhs
IF E<10 THEN FRINT "1 "3 "0*;E:0607T0 44100
FRIMT *3"3
=ND
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T RENMNY REACTOR FOR LOTHEGS NG ISOTERMIICOY MO ADLA
EATICO
100 REM METODO DE MILNE DE SEXTO ORDEN
10 RENM EJEMPILLO S, 1 SMITH (CASO NO ADIABATICO)
120 DIt Kta
10 DTM Mea)
130 DI TT (e
s DI T L)
132D DI FL LG
LT DT FR (&)
OO0 FPRIMT YO, TICO) , TLO) DX, F"
QLD TPICUT X, T, T, 0, KT
T FPORKE 13, QI1OKE 19,01 RPAKE 20,0
TR0 PRINY
TRC PRIMT Mt ML e, 0T
SA40 PRTMT
25 FPEINT OV, T, T

3 O PRINT

T(O)Y=T
3 e e

TI(OY=TTY
FOR Jwo TO 9
Ya=T(1?
O T=L T
GOSUB 1000
[YRAE SRS
ML) =2
PN O, SRR
TA=T (T +Q . SKM I K
MEERT X
R e H

T T () ¢
GOBIBR 1000
M3 ) =2
Md) =FR

S e 3 4
TI(I1VETIOTI) +HRCK (L) 2 ZRK (D) 42HK (T +K (D) )/

[0]

fCR ol ]

TAT+LIAT AT A (ML) 22 «ERITI3) +MI(I) ) /&
TYI(S)=TE(I+1)
TUASY =T I+

GOSUR 22000

PRIMT X, M% . Tao

IR MoamERFE THEN GOTO 3000
FriTy=LL)

FQ(Jr=M1141)

PRINT

™MENT I

Ta=T ()

GRSiIE 1000

LSy =R L

Faiw) =F2

TICR) =TI (O 42 HHN LLAIAFTL(F) ~13RFL{Q) ~Z2aRkFl1(3
(2)+11%F1L 1)) /10

THUEY=TAOD7 + 2RMHE (L ELRXEFRI(S) ~LIARNFRQ))+2aKF2 (D) —
PYLLARFD2ULy Yy S LD

(=]
COSUR 100
LS BV S §
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S2HF2U(D) L 12RF2( D) +3

. b

BT
M e
FRINT X %S5, Te
PRIMMT

TE MNhemHE O THEN
Td=rT ()

GOVBLD
o Fe0

SATEG OO0

Y I
-~

‘?’3"‘
a0
e

PALG

- i~
™1

Lrardis]

SR

1000
11Oy
12060
:’,}(:!l:\l_)
TLOO
2000
AQHD
o8 Ba Tul

TRORAAL

AT

P4

-

j-A

~
HHn-vwnaunnqu
3711

v

me ~

QN

"

L -3y HEXMP (3T,

-
pey

THE-OTJUSOOOHFL- &S

-

ABLUU S (L. PBRKTw) ) I

MTITI () %X10005Q0)Y ) /1000CGO

[ o4 ]
LR Sod el N)
S

NTIT LG XLQOODW) ) /1O0CQ00

PTFREN (L ?) N2VS+PEEK I LIE) ¥aUE53a

Dz XI(T
T INT
sEINT
PRIMT
IF D-

3100

€MD

4
3
{

~“C) #HHO0
L-C)XeaQ-DIRLOO;

-~ 70

)
54
<

10 TeHi FRIMT

"TIEMOD HDE FROCESCO

JDICGUTO RTEOO -
FEIMNT "TIEMFO DE FROCED "3Csi"sDs

TFE F210 TiHHEN PRINMT Y93 03 GOTO 41Q0
FPRIGT 2" E

[y



3.3 Explicaci6n de les programas.

Todos los programas estfn estructurados de la misma
manera, por lo que la mayor parte de las instrucciones coin-

ciden en sus respectivas lineas de programa,

Existen unas lineas especiales en los programas, los
cuales son 1la 215, 3000, 3100, 3200, 3300, 3400, 3500, 3600,
3700, 3800, 3900, 4000 y 4100, Estas utilizan localidades de
memoria en las cuales debido a la frecuencia del voltaje (60iiz)
se puede obteqer un reloj de tiempo real, ¢l cual “arranca" al
echarse a andar el programa y que al terminar este, marca el -

tiempo que tardf en efectuarse.

Las demis lineas de los programas son sencillas y no -

realizan ninguna instruccién especial.

Los programas comienzan con la lectura de los datos y
posteriormente realizan los cfilculos necesarios. Finalmente im-
primen los resultados en pantalla, (si se desea que se presen--
ten en impresora basta con cambiar todas las instrucciocnes que

contengan PRINT a LPRINT).

Para obtener la memoria utilizada en cada programa bas-

ta con seguir los siguientes pasos:

1. Antes de meter el programa:
A = FRE (0)
PRINT FRE (0)
El valor que se obtiene es la memoria disponible (13317

es el caso de la ATARI 600 XL)
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2, Una vez que se introdujo el programa y antes de utili-
zarlo:
A = FRE (D)
PRINT FRE (0)

El valor que se obtiene nuevamente, es la memoria dis
ponible. La diferencia entre el valor de paso 1 y el obte

nido en 6ste nos df la memoria utilizada por el programa.
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CAPITULO 4
RESULTADOS OBTENIDOS

En este capftulo se presentan en forma tabular, los -

resultados obtenidos para cada uno de los casos considerados,

asf como la cantidad de memoria consumida por cada uno de los

programas realizados.

a.

b.

Reactor tubular isotérmico.

Reactor tubular no isotermico, no adiabdtico.

Reactor tubular no isotérmico, adiabdtico,

Reactor semicontfnuo con corriente de alimentacién pero no
de producto isotérmico,

Reactor por lotes no isotérmico, adiabético.

Reactor por lotes no isotérmico, no adiabdtico.



a. Reactor tubular isotérmico.

METODO

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

Runge -Kutta
Adams Moulton

Milne

Memoria utilizada por cada programa (Bytes):

V/F

0.5
0.4
0.5

0.44
0.44
0.44

0.43845
0.43845
0.43844

X1

H o=
0.49647
0.51653
0.49647

He=
0.49603
0.49603
0.49603

=
0.496
0.496
0.496

X2

0.1

0.08270
0.07387
0.0827¢

0.005

0.07972
0.07972
0.07972

0.00001
0.07962
0.07962
0.07962

Tiempo
Proceso *

0:08:63
0:06:63
0:09:23

2:32:43
1:50:85
2:02:10

1265:22:51
910:52:76
994:51:54

Runge-Kutta 1,474; Adams Moulton 2,807; Milne 2,906

* min:seg:cent. de seg.

V/F

0.44
0.44
0.44

0.4385
0.4385
0.4385

TAMARO DE PASO = Il = 0.1, 0.01, 0.005, 0.0005 y 0. 0000t

X1 X2

1N =0.01
0.49603 0.07972
0.49603 0.07972
0.49603  0.07972

I = 0,0005
0.496 0.07962
0.496 0.07962
0.496 0.07962

Tiempo
Proceso #

1:16:24
0:56:16
1:02:10

25:20:03
18:12: 21
19:57:00

‘getl



b. Reactor tubular no isotérmico, no adiabdtico

METODO TAMARO DE PASO = If = 100, 10, 5, 1 y 0,05
L X T Tiempo L X T
Proceso *
H = 100 H =10
Runge-Kutta 300 3.19962 -4189, 89655 0:16:16 630 0,75947 1476.44885
Adams Moulton 300 3.19962 -4189.89655 0:16:50 630 0.75910 1477.39079
Milne 300 3.19962 -4189.89655 0:16:50 630 0,75891 1477.57503
H=275 H=1
Runge-Kutta 625 0.75310 1475.02441  11:03:01 623 0,75056 1474.46250
Adams Moulton 625 0.75296 1475.49183 6:25:58 623 0.75053 1474.55617
Milne 625 0.75310 1475.02511 6:44:73 623 0.75053 1474,51330
H = 0.05
Runge-Kutta 622.60 0.75004 1474.3498 1101:29:78

Adams Moulton 622.60 0,75004 1474.3545 628:19:41
Milne 622,05 0.75002 1472,8192 652:43:69

Memoria utilizada por cada programa (Bytes):

Runge-Kutta 1,729; Adams Moulton 2,954; Milne 3,078

*mintseg:cent, de seg.

Tiempo
Proceso *

5:34:28
3:17:38
3:29:83

55:04:78
31:28:95
32:52:96

“621



c. Ractor tubular no isotérmico, adiabdtico.

METODO

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

120
110
60

137
135
137

136.25
136.22
136.25

H =

0.10134

0.10051

0.10173

H o=

0.10010

0.10002

0.10010

0.1
0.1
0.1

H =

TAMARO DE PASO = H » 10, 5, 1, 0,5y 0.01

T

10

1290.81229
1292.62796
1290.91819

1

1291.18572
1291.41436
1291.20098

0.01

1291,42274
1291.4271
1291.42017

Memoria utilizadn por cada programa (Bytes):

Tiempo
proceso ¥

1:05:01
0:41:01
0:30:48

12:19:03
7:00:75
7:27:64

1224:27:56
696:37:14
724:53:73

Runge-Kutta 1,719; Adams Moulton 2,944; Milne 3,068

* min:seg:cent. de seg.

L X T
Ha=3
135 0.10005 1291,58094
135 0.10067 1290.31231
130 0.10026 1291,18314
H o« 0,5
136.5 0.10003 1291,34136
135.5 0.10001 1291.43525

136.5 0.10003

1291.34260

Tiempo
proceso *

2:25:88
1:30:30
1:34:30

24:32:94
13:58:80
14:42:94

‘OEL



d. Reactor semicontinuo con corriente de alimentacién, pero no de producto isotérmico,

METODO

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

Runge-Kutta
Adams Moulton

Milne

120
120
120

120
120
120

120
120
120

TAMARO DE PASO = H = 10, 5, 1, 0.1 y 0,001

X

H =10
0.23801
0.23838
0'23805.

H =1
0.23804
6.23804
0.23804

it = 0,001
0.23804
0.23804
0.23804

Tiempo
Proceso *

0:08:18
0:06:90
0:07:68

1:21:78
1:03:45
1:11:40

1382:35:83
1059:44:23
1188:27:34

Memoria utilizada por cada programa Bytes):

Runge-Kutta 1,260; Adams Moulton 2,040; Milne 2,109

* min:seg:cent. de seg.

T

120
120
120

120
120
120

Ha=35
0.23804
0.23810
0.23804

= 0,1
0.23804
0.23804
0.23804

Tiempo
Proceso *

0:16:39
0:13:20
0:14:81

13:40:66
10:31:93
11:49:26

“TET



¢. Reactor por lotes no isotérmico, adiabético.

METODO TAMARO DE PASO =il = 0.1, 0.01, 0,005, 0.001 y 0,000008
X T1 T Tiempo X Tt T
Proceso *
H=0.1 He=0,0%
Runge-Kutta 0.5 10.86721 580,55 0:04:51 0.5 10,86640 580.5
Adams Moulton 0,5 10.8£305 580.5 0:04:09 0.5 10.86641 580,5
Milne 0.5 10.86721 SBU.S‘ 0:04:69 0.5 10.86640 580.5
il = 0,008 H = 0,001
Runge-Kutta 0.5 10.86064 580.5 1:28:78 0.5 10,8604 580.5
Adams Moulton 0.5 10.8604 580.5 1:08:26 6.5 10,8664 580.5
Milne 0.5 10,8604 580.5 1:14:76 0.5 10.8664 580.5
It = 0.000005
Runge-Kutta 0.5 10.86606 580.5 1507:31:48
Adams Moulton 0.5 10.86006  580.5 1148:35:28
Milne 0.5 10.86032 580.5 1254:09:90

Memoria utilizada por cada programa (Bytes):

Runge-Kutta 1,275; Adams Moulton 2,024; Milne 2,093

* min:seg:cent. de seg.

Tiempo
Proceso

0:44:13
0:34:35
0:37:68

7:23:40
5:38:76
6:10:98

“ZEL



f.Reactor por lotes no isotérmico, no adiabfitico.

METODO TAMARO DE PASO = H = O.I; 0.0t, 0.005, 0.001 y 0.00001
X TI T Tiempo X TI T
Proceso *

H=0.1 H e 0,01
Runge-Kutta 0.5 4.47500 605.33626 0:05:21 0.5 4.47452 605.33364
Adams Moulton 0.5 4.47567 605.34001 0:05:08 0.5 4.47452 605,33364
Milne 0.5 4.47500 605.33626 0:05:64 0.5 4.47452 605.33364

H = 0.005 H = 0,001
Runge-Kutta 0.5 4.47452 605.33364 1:41:58 0.5 4.47450 605.33367
Adams Moulton 0.5 4,47452 605.33364 1:30:00 0.5 4.47450 605,33367
Milne 0.5 4,47520 605.33364 1:41:74 0.5 4.47452 605.33364

il = 0.00001

Runge-Kutta 0.5 4.47230  605.33623 850:14:64
Adams Moulton 0.§ 4.47230 605.33623 746:45:91
Milne 0.5 4.47397 605.33429 846:48:15

Memoria utilizada por cada programa (Bytes):

Runge-Kutta 1,445; Adams Moulton 2,647; Milne 2,778

* min:seg;cent. de seg.

Tiempo
Proceso *

0:50:66
0:45:18
0:51:03

8:27:56
7:27:19
8:27:30

‘EET



CAPITULO 5
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Como se planted dentro de los objetivos de esta tesis,
se compararfn tres parfimetros fundamentales los cuales son:
a. Precisibn de los resultados numéricos
b. Memoria consumida por los programas

c. Tiempo de proceso

En todos los casos se puede observar que al disminuir-
el tamafio de paso se obtienen resultados mis precisos ya que -
el error por truncamiento se hace muy pequefio. Por otro lado,
afin cuando se utilizaron incrementos muy pequefios, no se ob--

servé error por redondeo,

Al utiljzar tamafios de paso grandes, se observé en al-
gunos casos inestabilidad de los métodos predictor-corrector,-
esto debido a que los valores de arranque que se utilizan, ge-
nerados por el método de Runge-Kutta, son imprecisos. La preci
sién ‘es el punto mis importante a considerar cuando se escoge-

un método numérico.

Es muy importante resaltar el hecho de que cualquier e
leccidn, finalmente se hard en base a la complejidad de las e-
cuaciones diferenciales implicadas, las que nos moverfin cada u
no de los parfimetros implicados (tiempo de proceso, memoria u-
tilizada y precisién de resultados), por lo que para cada caso

en particular se deberdn analizar las ccuaciones diferenciales
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implicadas y tomar la decisién de cudl serd el método mis ade-

cuado a aplicar. Por lo tanto, para cada uno de los casos de -

reactores considerados en esta tesis, es posible que el método

que haya resultado mds conveniente en el ejemplo presentado sea
normalmente el mis adecuado, sin embargo, para la naturaleza de
las ecuaciones diferenciales que den por resultado los balances
de materia y cnergia (casos no isotérmicos) y de la velocidad -
de reaccién, es posible que alglin otro método resulte mis apro-
piado de modo que no se debe considerar una ley el hecho de que
equis método resulte el mds adecuado para cierto tipo le reac--

tor.

A continuaci6n, se analizard cada uno de los casos es-
tudiados en esta tesis para obtener cuidl es el método mis ade-

cuado.

Antes de continuar, es importante comentar el hecho de
que adicionalmente a los métodos utilizados, se¢ realizaron “co
rridas'" s6lo con el predictor de Milne de sexto orden dando --
problemas debido bdsicamente al error de truncamiento, lo que-
provocd desviaci6én de la soluci6n introduciendo ligeras pertur
baciones que dieron origen a una pequefia inestabilidad la cual

se eliminb con la parte correctora del algoritmo,

a. Reactor tubular isotérmico.
En este caso, el método mds adecuado es ¢l de Runge-Ku
tta ya que se obtienen resultados ridpidamente, bastante preci-

sos y con poco esfuerzo de programacidn.
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b. Reactor tubular no isotérmico, no adiabédtico.

En base a los resultados obtenidos, se puede observar-
que para obtener resultados precisos es necesario un tamafio de
paso muy pequefio por lo que son preferibles los métodos predic
tor-corrector, ya que aunque exigen programas mfs grandes el -

tiempo de proceso es mucho menor y los resultados mds precisos.

El método de Adams Moulton nos da resultados satisfac-
torios y exige menos memoria y tiempo de proceso por lo que re

sulta ser el mis adecuado.

c. Reactor tubular no isotérmico, adiabdtico.

Para este ejemplo se concluye que ¢l método mis adecua
do fué el de Milne de sexto orden ya que con €1 sec obtuvieron-
resultados bastante precisos (mis que para el método de Adams-
Moulton) y el tiempo de proceso resulta ser bajo con respecto-
al método de Runge-Kutta y ligeramente mfs alto que el de Adams
Moulton; adicionalmente, la memoria consumida por el método se-

leccionado es ligeramente mayor a este f(iltimo.

d. Reactor semicontfnuo con corriente de alimentacifn pero

no de producto isotérmico.

Como se¢ puede observar en los resultados obtenidos, el
método mis adecuado es ¢l de Runge-Kutta ya que requiere un ba
jo tiempo de proceso, escasa memoria y sus resultados son muy-

precisos aGin con tamafios de paso relativamente grandes.
B
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e. Reactor por lotes no isotérmico, adiab&tico.

Al igual que en el caso anterior, el método de Runge-
Kutta resulta ser el mAs adecuado ya que alin a tamafios de paso
relativamente grandes, es bastante preciso, requiere una baja-

cantidad de memoria y el tiempo de proceso es pequefio.

f. Reactor por lotes no isotérmico, no adiabdtico.

Como en el caso adiabdtico, el método de Runge-Kutta -
ofrece las mayores ventajas, tales como precisién, bajo consu-

mo de memoria y un tiempo de proceso muy corto.

En base a lo expuesto, se¢ puede concluir que cl método
més recomendable en la gran mayorfa de los casos es el método-
de Runge-Kutta ya que por un lado, es un método sencillo de un
s6lo paso que arroja resultados suficientemente correctos, re-
quiere un bajo consumo de memoria y el tiempo de proceso es ba
jo, y por otro lado, es bastante estable ademiis de que sus errg

res por truncamiento y redondeo son pequefios.

Por Gltimo, es necesario hacer énfasis en cl hecho de -
que la seleccién de un cierto tipo de método debe de efectuarse
cn base a las expresiones de las ccuaciones diferenciales invo-

lucradas.



APENDICE A
EJEMPLO NUMERICO DEL METODO DE RUNGE - KUTTA DE CUARTO ORDEN.

En este apéndice se muestra un ejemplo numérico de la uti-

lizaci6n del método de Runge-Kutta de cuarto orden,
Las ecuaciones utilizadas son las (2.31)

Ejemplo: Utilizar el método de cuarto orden de Runge-Kutta
con intervalo constante h=0.1 para calcular una solucién aproximada

del problema de valor inicial
y' =y v x = f(x, V) y(0) =1
en el intervalo [0, 1:
gl primer valor se obticne de la siguiente forma:
i=0

"1"%"%“‘1’“‘2‘2“3*“41

kl -f(xo, yo] =0+

K, = flx, + 0,y + DRy oo o Dby s (01X 1)y oy
2 07270y 2 2

‘k3=f(x0+h,y0+}2‘—-}52) =(o+9—2l)+(1+ 0 ’;‘ ) = 1.108

™~

k4 = f(x0 +h, Yo * hk3) = (0 +0.,1) « (1 + 0.1 x 1,1058) = 1.2105

vy = 1 +0.1 (1 + 2x1.1 + 2x1.105 + 1.2\05) a 1.110341
6
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Para el siguiente intervalo se tiene:

i=1

<
~
n
=
+
i

(ky + 2k, + 2ky * k,)

ky = £(x; 5 yq) = (0.1) + 1.110341 = 1.21034

afix, + 0,y e By oo w Oy 4 (g 110341« L1 (12103410,
L 2 2

= 1,320858

ky . £(x, + h, ¥y * Bky ) wo.1 + L1y 4 (1.110341 & QoT (1.320858), .
P T _ 2
= 1.32638

k4 = f(xI‘+ h, yy.¥ hkS) = (0.1 + 0,1) + (1.110341 + 0.1(1.32638)) =

= 1.44298

ki + 2ky + 2k3 *k,‘) -

Yz oY1t g .

1 (1.21034 + 2 x 1.32086 + 2 x 1.32638 + 1.44298 )
6

1.110341 + 0.

= 1,24280

Los siguientes valores se obtienen de la misma manera. Los re-

sultados se muestran en la tabla A.

i
i
|
i
!
!



Tabla A. Solucibn de cuarto orden de Runge-Kutta de la ecuacién y' = y+x con h=0.1

(7, - 7 N

© O W N>

i

1.0

1.11034
1,24280
1.399714
1.58364
1.79744
2,04423
2,32750
2.65107
3.01919
3.43655

1.0

1.21034
1.44280
1.69971
1.98364
2.29744
2.64423
3.02750
3.45107
3.91919

ky

i.1

1.32086
1.56494
1.83470
2.13283
2.46231
2.82644
3.22887
3.67362
4.16515

k3

1.105

1.32638
1.57105
1.84145
2,14028
2,47055
2.83555
3.23894
3.68475
4,17745

Ky

1.2105

1.44298
1.69991
1.98386
2.29767

2.64449

3.02778
3.45139
3.91954
4.43094

Rk + 2k, + 2k + K4)/6

0.110341
0.132463
0.156911
0,183931
0.213792
0.246794
0.283266
0,323574
0.368122
0,417355

0yt
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