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P R O L O G O 

Esta tesis tiene como fin primordial hacer una compar~ 

ci6n de las técnicas más importantes y representativas para la 

resoluci6n de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer ºL 

den que se obtienen en el cálculo de reactores químicos homog~ 

neos. Por tanto,adicionalmente se realizarán los programas en­

microcomputadora de los cálculos necesarios para resolver di-­

chos reactores. 

Para realizar adecuadamente lo comparaci6n, se efectu~ 

rá un análisis de los resultados obtenidos, así como de la me­

moria consumido por la máquina computadora y finalmente del -­

tiempo de proceso necesario para realizar los cálculos numéri­

cos. De esta manera se obtendrán conclusiones que ayudarán a -

escoger el tipo de método numérico más adecuado para cada caso 

de reactor. 

El trabajo se efectuará en una microcomputndora mnrca­

ATARl modelo 600 XL la cual tiene una capacidad de memoria de-

16 kbytes. Esta máquina se seleccionó, por un lado, porque se­

tenía disponibilidad de ella, y por otro lado, porque el lengu~ 

je BASIC es sencillo y fácilmente adaptable a otras marcas. A­

demás su costo es bajo, lo cual significa que es más accesible 

a la mayoría de los usuarios de máquinas computadoras. 

En sumo, el presente trabajo persigue, por un lado, re~ 

lizar una comparaci6n de métodos numéricos para la resolución­

de ecunciones diferenciales ordinarias de primer orden mediante 

el cálculo de reactores químicos homogéneos y así seleccionar -
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para cada caso el método m5s eficiente en precisión, memoria -

de computadora y tiempo de proceso, y por otro lado, efectuar­

dichos programas los cuales serán de utilidad académica. 

Los métodos numéricos que se utiliznrln no son los dn! 

cos existentes ni suponen ser los más eficientes, sin embargo, 

se seleccionarán de acuerdo a que sean los m5s representativos 

de los existentes. 

Para hacer posible esta tarea, se dará en primer lugar 

una introducci6n a los métodos numéricos, después se analizarán 

los correspondientes a la resolución de ecuaciones diferencia­

les ordinarias de primer orden. Mis adelante, se utilizarán los 

casos de reactores quimicos homogéneos en los que intervienen­

este tipo de ecuaciones y mediante la realizaci6n de los pro-­

gramas de computadora, se obtendrán los resultados con difere~ 

tes tamaños de paso (incrementos) y por dltimo se compararán -

los resultados, se analizarán los errores de truncamiento y r~ 

dondeo y se darún conclusiones y recomendaciones con el fin de 

conocer que tipo de método es mús conveniente para cada caso • 

de reactor. 

Al final se presentará un apéndice el cual incluye un -

ejemplo numérico de la aplicación del método de Runge-Kutta de 

cuarto orden. 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS 

El objetivo de los métodos numéricos es proporcionar -

técnicas útiles para la resolución aproximada a modelos matem! 

tices, los cuales usualmente simulan situaciones de la vida -­

real. Con frecuencia estos enunciados matemáticos no se pueden 

resolver por métodos analiticos, o en algunos casos es posible 

que existan soluciones analíticas, pero de tal forma que no -­

sean convenientes para su interpretación numérica directa. En· 

el primer caso, es necesario obtener alguna aproximación sati~ 

factoria de modo que sea analizable y pueda resolverse. 

La computadora es una herramienta útil en la solución­

do problemas, aunque es necesario mencionar que solamente eje­

cuta una serie de instrucciones y no "resuelve problemas" por· 

sr sola. No se le puede preguntar ¿Cómo se resuelve una ecua-­

ción?, lQué método usar?, ¿Cómo se discfia un edificio?, cte. -

Se necesita especificar una serie de instrucciones pura la so­

lución de estos problemas. En otras palabras, la computadora -

ofrece una ayuda muy valiosa proporcionando resultados cuanti­

tativos para explorar diferentes alternativas, lo que permite­

selcccionar aquellas que sean mejores. 

La computadora es la culminación de dispositivos de cál 

culo como el ábaco, regla de cálculo, tablas, nomogramas, cale~ 

!adoras de escritorio, etc. 

Obsérvese sin embargo, que con todos los dispositivos -



antes mencionados no se cambia esencialmente la manera de pro· 

ceder para resolver un problema. 

La computadora corresponde al grupo de dispositivos au­

tomáticos y requiere un enfoque completamente diferente para la 

resoluci6n de problemas. Antes de efectuar cualquier cfilculo se 

tiene que especificar en su totalidad el proceso de solución 

del problema. 

Los desarrollos más importantes en el campo de las co~ 

putndoras han tenido lugar en los Gltimos 35 afias. El desarro­

llo histórico de estas máquinas se inicia con las primeras co~ 

putadoras mecánicas que fueron inventadas por Pascal y Leibnitz 

aunque se ha aceptado que el principio de las computadoras mo­

dernas se inició con la máquina analitica de Babbage en 1833.­

Hollerith patentó en 1889 las tarjetas perforadas que se usaron 

en Ja mayoria de los sistemas. 

La primera computadora digital totalmente electrónica­

fu6 la desarrollada por Eckert y Mauchly en Ja Universidad de­

Pensylvania en 1946 y se denomin6 Computadora Automática e In· 

tegrador Numérico Eléctrico, utilizando bulbos en su mayor par 

te, lo que representó un adelanto con respecto a la computado­

ra Mark 1 de Aiken, construida en la Universidad de llarvard en 

1944 y que hacía uso de relevadores electromecánicos en lugar­

de bulbos. Las computadoras actuales son posibles gracias al -

desarrollo de dispositivos de memoria y de que las instruccio­

nes también se pueden almacenar, de manera que controlan auto­

m5ticamente la operación de In mlquina. La idea del programa -
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almacenado se basa en las investigaciones realizadas por el Dr. 

J. Neumann. 

En el proceso de soluci6n de un problema por medio de­

una computadora se requieren los siguientes pasos: 

Especificación del problema. Con esto se indica que se de­

be identificar perfectamente el problema y sus limitaciones, -

las variables que intervienen y los resultados deseados. 

AnAlisis. Es la formulación de la solución del problema, -

denominada también algoritmo, de manera que se tenga unn serie 

de pasos aritméticos que resuelvan el problema y que sean suscen 

tibies de ejecutarse en la computadora. Esto implica el conoci­

miento de los campos de las matemáticas relacionados con el pro 

blemn y Ja capacidad de expresar In soluci6n en términos de op~ 

raciones aritméticos adecuadas para la computadora. 

Programación. Este paso consiste en traducir el método de­

an4lisis o algoritmo de soluci6n, cxprcsfindolo como una scric­

detallada de operaciones. 

La programación se considera dividida en dos partes: -

en. la primera la sucesión de operaciones se presenta en forma­

gráfica en un diagrama de bloques o diagrama de flujo, que pe~ 

mite dar una idea gráfica precisa de lo que se desea hacer. En 

el diagrama de bloques, yn se enuncian operaciones que pueden­

ser más detalladas. Por el contrario, el diagrama de flujo se­

define como Ja representación gráfica que busca una traducción 

directa al lenguaje de progrnmación de Ja máquina. 

El diagrama de bloques es útil en cuanto a la concep-­

ción global de un problema del cual puede derivarse el diagra-



6. 

ma de flujo, que permite la codificaci6n de instrucciones que­

la computadora puede ejecutar. La complejidad del diagrama de­

flujo dependerá de la complejidad ~el problema y el detalle i! 

cluído. Sin embargo deberá ser posible para alguien diferente­

al programador seguir el flujo de información del diagrama. E~ 

ta es una efectiva ayuda para el programador, quien debe trad! 

cir sus funciones principales dentro del programa, y, al mismo 

tiempo, es un enluce de comunicaci6n con otros quienes esperan 

entender lo que realiza el programa. En Ja segunda parte, que­

se denomina codificación, el diagrama anterior se traduce a un 

lenguaje de programaci6n accesible a la máquina. 

Verificaci6n. Es la prueba exhaustiva del programa para e­

liminar todos los errores que tenga, de manera que efectae to­

do lo que se desea. Los resultados de prueba se comparan con -

soluciones conocidas de problemas ya resueltos. 

Documentaci6n. Consiste en preparar un instructivo del pr!?_ 

grama, de manera que cualquier otra persona pueda conocer y uti 

!izar el programa. Un programa documentado permite posterior-­

mente su revisi6n con el objeto de efectuarle mejoras o cambios 

al mismo, ya sen por la persona que dcsnrroll6 el programa o -

por otra persona. 

Producci6n. Es la Qltima etapa en la que sólo se proporci!?_ 

nan datos de entrada del programa, obteniéndose las soluciones 

correspondientes. En general se pueden introducir varios grupos 

de datos referentes a distintas condiciones del problema o pro­

blemas, produciéndose las respuestas correspondientes sin que -

sea necesaria la intervención del operador entre los distintos 

grupos de datos. 
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De lo expuesto anteriormente se puede concluir que es­

necesario un conocimiento del problema y de los campos de las­

matemáticas relacionados con él, que es precisamente el objeto 

de los métodos numéricos paro computadoras. 

La adecuada selecci6n del método de análisis es muy im 

portante en la soluci6n de problemas recurriendo al uso de com 

putadoras. 

Las t6cnicas num6ricas no dan resultados exactos en el 

sentido matemático. Puesto que lu mayoría de los cálculos num~ 

ricos son inexactos, el concepto de error es una característi­

ca importante. El error que se asocia a un valor aproximado se 

define como: 

Valor real = Valor aproximado ± Error 

Las cuatro causas de errores son lns siguientes: 

u. Errores ilegítimos, los cuales son el resultado de equi 

vocaciones humanas, mecánicas o eléctricas las cuales son impr~ 

decibles. 

b. Errores de redondeo, los cuales son la consecuencia de­

utilizar un nOmero especificado como m dígitos correctos para­

aproximarse a un nOmero que requiere más de m dígitos para su­

especificaci6n correcta, por ejemplo, nl aproximarse al nOmero 

irracional /2-medinnte 1.414. Esos errores se encuentran pre·· 

scntes con frecuencia en los datos experimentales en cuyo caso 

se les puede denominar errores inherentes, debido yo sea al em 

pirismo o al hecho de que ln computadora dicta el nOmero de df 
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gitos. Esos errores pueden resultar especialmente perjudiciales 

en campos tales como la inversi6n de matrices o la resoluci6n -

numérica de ecuaciones diferenciales parciales donde el número­

de operaciones algebr6icas es extremadamente grande. 

c. Errores de truncamiento, los cuales corresponden al caso 

de calcular por ejemplo sen x, cos x, ex, cte., usando series.­

Estas series tienen un número infinito de elementos, pero evi-­

dentemcnte para calcular su valor s6lo se puede considerar un -

número finito de ellos. Es el caso de constantes que no puedcn­

representarse exactamente, como por ejemplo, los números' y e, 

o fracciones como 1/3, 2/3, cte. 

d. Errores heredados, los cuales se presentan debido n err2 

res en etapas previos del algoritmo de computaci6n. 



CAPITULO 2 

TECNICAS DE RESOI.UCION DE ECUACIONES 

DIFERENCIALES ORDINARIAS POR 

METODOS NUMERICOS 

2.1 lntroducci6n. 

9, 

El comportamiento de muchos. procesos fisicos, particu­

larmente los dependientes del tiempo (transitorios) pueden re­

presentarse por medio de ecuaciones diferenciales ordinnrias.­

Los métodos de resolución de estas ecuaciones son por tanto de 

gran importancia para científicos e ingenieros. Aunque se con~ 

ce la soluci6n analitica de muchas ecuaciones diferenciales i~ 

portantes, un namero todavia mayor de ellas, no pueden ser re­

sueltas analíticamente. Afortunadamente pueden en general enco~ 

trarse la solución numérica de estas Oltimas. El presente capí­

tulo describe los procedimientos más importantes de cálculo nu­

mérico de ecuaciones diferenciales ordinarias, 

Los algoritmos numéricos más comunes para la solución­

de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden con la -

condición inicial y(x 0 ) se basan en uno de los dos métodos si­

guientes: 

1, Utilización directa o indirecta del desarrollo de Taylor 

de la funci6n objeto o solución y(x). 

2. Utilización de fórmulas abiertas o cerradas de integra­

ción. 
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Los numerosos procedimientos existentes pueden clnsif! 

curse de una forma aproximada en dos grupos, los llamados de -

paso sencillo y de paso mOltiple, Los métodos de paso sencillo 

calculan el valor Yi+! a partir de In ecuaci6n diferencial dada 

y de información Onicamente en x1 , es decir, del valor Y¡, no -

necesitando iterar la solución. Una solución en serie de Tnylor 

proporciona un método fundamental de este tipo. Lns técnicas -­

prácticas utilizadas de las cuales hny un Rran ndmero, incluyen 

los métodos de Runge-Kutta. Tienen la seria desventaja de que -

es difícil estimar el error. Los métodos de paso mdltiple requi! 

ren además valores de Y¡ y/o de f¡ en otros (en general varios) 

puntos x¡ fuera del subintervalo de integraci6n considerado, 

[xi, x1+1]. En algunos casos requieren iteraci6n para llegar a­

un valor suficientemente preciso. Ln mayoría de los métodos de­

este tipo se conocen como predictor-corrector. 

Una desventaja de Jos métodos de paso mdltiple es que -

en general, al comienzo de la aplicación del método se necesi-­

tnn mis valores de Yi o f¡ de los conocidos. Normalmente se co· 

noce una condici6n inicial, por ejemplo y(x 0 ), siendo desconoc! 

dos los valores siguientes y(x 1), y(x 2 1, etc. Parn comenzar de­

be utilizarse otro método (un método de paso sencillo). Otra 

desventaja que aparece en los métodos de paso mDltiple es la d! 

ficultad de cambiar el paso h una vez que ha comenzado el proc2 

so de cálculo. Por otro lado, como el cambio en la longitud de­

h en un método de paso sencillo es equivalente al comienzo del· 

proceso, dicho cambio no crea mayores dificultades. Los métodos 

de pnso mdltiplc requieren mucho menos cálculos pnra la obten--
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ci6n de una soluci6n de exactitud comparable. Al desarrollar -

los m6todos num6ricos de cálculo npurecer5n claramente venta-­

jas y desventajas de cada grupo de m6todos. 

Ecuaciones diferenciales de orden N. Sen la ecuaci6n d! 

ferencial ordinaria de orden n In siguiente: 

F (x, y, !!x_ 
dx 

i _ _y_ 

dx2 
~ ..... ni= 
d., 3 dx" 

(2. 1) 

Toda ecuación del tipo (2. 1) se denomina de orden n po!_ 

que la derivada de mayor orden que aparece en ella es de orden­

n, y ordinaria porque s6lamente aparecen derivadas totales (no­

aparcccn dcrivad;1s parciales, o, lo que es lo mismo s6lnmentc -

huy unu variable independiente x). Toda función y(xl que satis­

faga esta ecuación, siendo al menos n veces diferenciable es 

una soluci6n do la ecuación. Para obtener una solución dnica de 

la ecuación (en general existen muchas funciones }'(X) que snti!!_ 

fngan (2.1)) es necesaria información adicional, es decir, val! 

res de y(x) y/o sus derivadas en algunos puntos definidos por -

sus valores de x. Para una ecuaci6n de orden n, n condiciones c2 

mo las citadas son en general suficientes para determinar tina 

solución única de y(x). Si se especifican todas las n condicio­

nes para el mismo valor de x (por ejemplo, x0 J, el problema se­

denomina problema de valores iniciales. Si en las condiciones -

aparece más de un valor de x, el problema se denomina de valores 

de contorno. 

Toda ecuación diferencial de orden n puede 5er escritn­

como un sistema de n ecuaciones de primer orden definiendo n-1 



12. 

nuevas variables. Considérese por ejemplo la ecuación de segu~ 

do orden 

x2 6 + x !!Y + (x2 - p2) y 
dx2 dx 

o ( 2. 2) 

siendo p una constante. Definiendo una nueva variable z= dy/dx 

la ecuación de segundo orden puede escribirse como el sistema­

de ecuaciones: 

x2 dz + xz + (x2 - P2 J Y • O 
dx 

( 2. 3) 

Dado que la mayorla de las ecuaciones de orden muyor 

que 1 (o un sistema de tales ecuaciones) puede escribirse de -

esta manera, se cstudlurl solnmentc la solución numérica de las 

ecuncioncs diferencinles de primer orden. 

2.2 Solución de !ns ecuacione• diferenciales ordinarias de prl 

mer orden. 

Una ecuación de primer orden es, por definición, de la 

forma 

F(x, y, !!y_ J = O 
dx 

o lo que es lo mismo, 

!!Y• f(x, yl 
dx 

(2. 4) 
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·Se desea calcular una solución y(xl que sntisfngn simu,l 

tfineamente (2.4) y una condición inicinl determinada. En genc-­

ral es imposible obtener In solución annliticn de y(xl. Por el­

contrario, se divide el intervalo La, b :J de In variable indepe!!. 

diente x en que se desea la soluci6n en subintcrvalos o pasos.­

El verdadero valor de lo solución y(x) se aproxima en n•l valo­

res equidistantes de x, (x 0 , x 1 , ... , xnl, de forma que h, In -

longitud del subintervalo o poso, viene dada por 

h•~ 
n 

y 

Xi • Xo + ih, i • o, 1, ..• , n (2. Sl 

De esta formo la solución se obtendrá tabulada paro n+l 

valores discretos de x (ver figura 2.1). Esta tabla de vnlores­

ast obtenida contiene los valores calculados de una aproximación 

particular a la solución de Ja ecuación. 

Sen y(x¡l el valor de la solución exacta y(xl en el pu!!, 

to base x¡, y sea al mismo tiempo y¡ el valor de In aproximación 

calculada en el mismo punto, de forma que 

( 2. 6 J 

El valor exacto de la derivada dy/dx en los puntos base 

seríi aproximado por e 1 valor f(X¡ , Y¡ J, o en forma abreviada f¡ , 

de forma que 

f ¡ = f (X¡ , Y¡ ) • f (X¡ , Y (X¡)) (2.7) 
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Figuro z. 1 Soluci6n num6rica de las ecuaciones diferenciales 

ordinarias de primer orden, 
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Si se supone que los cftlculos nt1méricos necesarios puc 

den realizarse sin ningdn error de redondeo, Ja diferencia en­

tre el valor calculado Y¡ y el valor exacto y(x1l es el Jlnma­

do error de discretizaci6n o de truncamiento: 

C! • Y¡ · y(x1l (2,8) 

El error de truncamiento que aparece en cada uno de los 

pasos al integrar numéricamente una ecuación diferencial suele 

llamarse error de truncamiento local. Este error queda determ! 

nado dnicnmente por el método de resoluci6n numérico elegido,· 

es decir, por la naturaleza de las aproximaciones que componen 

dicho método; este tipo de error es totalmente independiente · 

de las características del equipo de cálculo. 

Un tipo de error esencialmente diferente resulta de las 

características de Ja caJculadorn. En In práctica, los ordenad2 

res tienen una memoria finita y por lo tanto un tamaílo finito -

para los ndmeros con que trabajan (los equipos de cómputo cien­

tíficos tienen normalmente una longitud de palabra fija, es de­

cir, el ndmero de dígitos almacenados y retenidos para cualquier 

valor calculado es fijo, normalmente de 7 a 12 dígitos signifi· 

cativos). Por lo tanto, cualquier número irracional, o en gene­

ral, cualquier níiml'ro con mfis dígitos significativos que los -­

que pueden ser almacenados por la m5quinn, que aparezca en una­

scric de ciilculos, debe ser aproximado por un valor 11 rcdon<lcado 11
• 

El error correspondiente se denomina error de redondeo, y pnra· 

cada m6todo num6rico queda dctcrmin~1<lo por las caractcristicas­

<lcl cqui¡10 de c6m11uto con el que se trabajn 1 por el orden de --
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las operaciones de máquina utilizado al realizar Jos algorit-­

mos, cte. Normalmente puede cstnblcccrsc una cota superior del 

error de truncamiento parn un método determinado pero por otra 

parte el error de redondeo es extremadamente complejo y muy di 

fÍcil de predecir. Sin embargo, debido precisamente a esta im­

predecibilidad, Jos analistas numéricos han logrado establecer 

una teoría probabilística bastante satisfactoria del error de­

redondeo por medio de la hip6tesis de que el error obtenido en 

un subintcrvalo al integrar una ccuaci6n diferencial es una V! 

riable aleatoria. En lo que sigue s6Jo se estudiarán con deta­

lle los errores de truncamiento, es decir, los inherentes a los 

cálculos numéricos. 

MHodo del desarrollo de Tnylor. Un método de aproximar 

In solución de la ecuaci6n (2.41 numéricamente, consiste en ex­

presar la solución y(x) a partir de un punto inicial x 0 por me­

dio del desarrollo de Taylor: 

y(x 0 + h} • y(x 0} + hf(x 0 , y(x 0)) 

+ !!!_ f'(x 0 , y(x 0 l) + ~ f"(x 0 , y(x 0}) + ... (2.9) 
2! 31 

En esta ecuación f' (x, y(x}) indica (d/dxl f(x, y(x}}, 

f"(x, y(xl) indica (d2/dx 2} f(x, y(x}], etc. Si como condición 

Inicial se conoce y(x 0), puede calcularse f(x 0 , y(x 0}} de la~ 

cunclón diferencial (2.4) 

!!.l'. • f(x, yJ 
dx 
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Para calcular las derivadas de (2,9) de 6rdcnes mayo-­

res debe diferenciarse f(x, y) teniendo en cuenta que fes fu~ 

ci6n de x y y: 

dx ax aydx (2. 10) 

El método de paso de un valor de x al siguiente, es d2 

cir, de x
0 

a x 0 +h, se deduce del desarrollo de y(x) en x 0 • De­

forma andloga pueden deducirse algoritmos para pasar de Xi a -

x i+l • xi +h por medio también del desarrollo de Taylor de y(x) 

en Xi: 

y(xi+l l • y(xi + h) • y(xil + hf(Xi, y(xill + 

h2 f' {Xj 1 )'.'.{Xj) l h3 f"(xi 1 ):'.{Xi)) + h
4

f• "{xi, ):'.(X¡ l) 
21 31 41 

+ 
hºr<n-1> (x¡' ):'.(X¡)) • hºtt r" ¡e .._y_{ill , ... 

n1 (n+ll 1 

(2. 11) 

Los algoritmos obtenidos ni despreciar el último térml 

no del miembro derecho de (2.11) y sustituir en el miembro iz­

quierdo de y(xr+1) por y i+l se ! laman de orden h". Su error c2 

rrespondiente es de orden hntl . El error et de truncamiento 12 

cal introducido por una aplicaci6n simple queda por lo tanto ~ 

cotado por el valor 

donde 

lct l-ti~M 
(n+ 11 ! 

+ 
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M ~ ¡r<nl (n, )'(n)) J max nen (x1 , x;+1 J ( 2. 12) 

Desgraciadamente, la diferenciaci6n de f(x, y) es en g~ 

ncral enormemc11tc complicada. Excepto en el caso mfis sencillo, 

y(xi+l) = y(X¡) + hfCxr ,y(X1 )) + O(h 2J ( 2. 13) 

el desarrollo directo de Taylor de (2.11) no suele utilizarse­

parn resolver ecuaciones diferenciales de primer orden. La ex­

presi6n indica "términos de orden () ". 

Dado que en general el único valor conocido de y(xi) es 

y(x 0 ) (suponiendo que la condición inicial carece de errores),­

el valor de y(x¡J en (2.13) debe sustituirse por Yí• En este ca­

so el algoritmo toma la forma 

y
1 

= y(x
0

) + hf(x
0

, y(x
0
)) (2. 14a) 

Yí+l: Y;+ hf(x¡, y¡)= Yi + hf; il- 1 (2. 14b) 

y se denomina método de Euler. 

2.3 Método de Euler. 

Es el método mús sencillo aunque sus limitaciones en la 

exactitud de la seluci6n no lo hacen aconsejable en la gran PªE 

te de los problemas prácticos. La f6rmula (2.14a) tiene una se~ 

cilla interpretaci6n geométrica. La soluci6n en el intervalo -­

(x0, x 1J se supone ser la tangente a y(x] en x0 (ver figura 2.2). 

Al aplicar sucesivamente el método de Euler a intervalos sucesi­

vos, la soluci6n numéricu resulta ser un polígono cuyos Indos -



y 

---
---

---- Y¡ ------- y(x) 
y(xo) 

y(x¡) 

14----- h -----IM 

xo XJ 

Figuru 2.Z Método de Eulcr. 
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tienen por pendientes los valores fi, 

2.4 Métodos de Runge-Kutta. 

La soluci6n de una ecuaci6n diferencial por el desarr2 

llo directo de Taylor de la funció~ objeto no es en general un 

método práctico si se retienen derivadas de orden mayor que 1. 

Las siguientes derivadas se complican demasiado excepto en ·las 

casos más sencillos. Por ello no es posible obtener un algar!! 

mo sencillo, análogo al método de Euler, a partir del desarro­

llo de Taylor en cuanto sean precisos términos de error de 6r­

denes elevados. 

Afortunadamente es posible deducir algoritmos de paso­

sencillo que incluyen sólo cálculos de derivadas de primer or­

den, pero que a su vez producen resultados equivalentes en exas 

titud a las fórmulas de Taylor de orden superior. Estos algori! 

mos son los 1 lamados Métodos de Runge-Kutta. Las aproximaciones 

de segundo, tercer y cuarto orden (es decir, aproximaciones con 

exactitud equivalente al desarrollo de Taylor de y(x) que rete~ 

ga términos en h2 , h3 y h4 respectivamente) requieren el cálcu­

lo de f(x, yJ en dos, tres y cuatro puntos respectivamente, de­

x en el intervalo x¡ ~ x ~ xi+l. Los métodos de orden m, sien­

do m mayor de cuatro, exigen cálculos de las derivadas en más -

de m puntos. 

Todos los métodos de Runge-Kutta tienen algoritmos de -

la forma 

Y itl " Y i + h~ (Xi , Yi , h) ( 2. 15) 
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En esta expresi6n, *, llamada funci6n incremento, es 

sencillamente una nproximaci6n de f(x, y) en el intervalo 

xi,¡ x ~ x itt convenientemente elegida. Como la deducci6n de -

las f6rmul3S de alto orden exige una gran cantidad de álgebra, 

se desarrolla a continuaci6n en detalle s6lo la más sencilln,­

el algoritmo de segundo orden. La deducción de otras f6rmulas­

es anUoga. 

Sea * una media ponderada de dos valores k1 y 1'i de -

la derivada en el intervalo Xi ~ x " Xi+l, es decir, 

El correspondiente algoritmo de Rungc-Kutta es 

Y itl • Yi + h(ak¡ + bk2) ( 2. 17) 

y 

k¡ • f(x 1 , Yi l 

k2 • f(x1+ ph, Yi + qhf(Xj,yj)) 

k2 • f(x1+ ph, y i + qhk¡) (2. 18) 

siendo p y q unas constantes cuyo valor será calculado más ad~ 

lante. 
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Desarrollando en primer lugar J.-2 en serie de Taylor de 

dos variables •, despreciando los términos cuyo exponente h es 

mayor que uno: 

k2 • f(xi + ph, Yi + qhf(xi, yi)J 

k2 • f(Xi, Yi) + phf,(Xi, Yi) 

+ qhf(x1, Yil fJl(x1, Yil + O(h2 ) (2. 19) 

De las expresiones (2.18) y (2.19) resulta (2.17) 

Yi+l • Y¡ + h[af(x 1 , yi) + bf(xi, Yi J] 

+ h2(bpf,(xi, Yil + bqf(Xi, Yil fy(Xi, YiJ] 

+ O(h 3
) (2.20) 

A continuaci6n se desarrolla la funci6n objeto y(x) s~ 

bre x1 por medio de la serie de Taylor (2.11): 

* Los primeros términos del desarrollo de Tuylor de dos varia­

bles son: 

f(x+r, y+s) • f(x, y) + rf,(x, y] + sfy(x, y) + 

r 2f_.(x, y)/2 + rsfxy(x, y)+ s2 fy¡i(x,y)/2 

+ O [( Ir 1 + Is ll 3] 
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h2 hl 
+ - f' (Xi, y(Xi)J + f"(t, y(t)) 

Z! 3¡ 

(Z. Zl) 

Utilizando la regla (Z.10) de diferenciación de funci~ 

ncs impltcitas la derivada f'(xi, y(xi)l viene dada por 

f' (xi, y(xi) J • f ,(xi, y(xi}) 

+ f yCx1, y(x1)) f(xi ,y(xi)) 

Igualando finalmente potencias de h en (Z.20) y (2.21): 

Potencia de h Desarrollo de y(x) Algoritmo de Runge-Kutta 

o y(x¡) 

f(xi, y(x¡) J 

1 / ¡{f ,(Xi , y (Xi) ) 

+ fy(Xp y(X;)J 

Í(Xi' y(x 1JJ) 

Y¡ 

(a+b) f(Xi, Yi) 

[bpf, (xi, YJ) 

+ bqfy (Xi , Y;) f(X¡ , Yi J) 

Suponiendo Y;" y(x 1J, e igualando Jos coeficientes de­

h2 se obtendrá para todas las funciones f(x, y) que cumplan 

las condiciones necesarias de diferenciabilldnd, a+h • 1, y 

bp • 1/2. Por tanto 

u • - b 

(Z.22) 
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El sistema de tres ecuaciones anterior tiene cuatro i~ 

c6gnitas y, por tanto es indeterminado. llay una variable, por­

ejemplo b, que puede escojerse arbitrariamente. Los valores -­

que suelen tomarse son b • 1/2 y b • 1. 

Caso b • 1/2, a= 1/2, p • 1, q = 1. La ecuacl6n (2.17) rs_ 

sulta 

(2.23) 

que puede escribirse también en la forma 

(2.24) 

donde 

Y i+l " Yi + hf(Xf ,· Yf) (2.25) 

Este algoritmo de paso sencillo (2.24) y (2.25) se ~o­

noce con el nombre de Método de Euler Mejorado, o Método de -­

lleun, y su interpretaci6n geométrica aparece en la figura 2,3a 

En esencia consiste en la aplicación dos veces sucesi­

vas del método de Euler. En primer lugar se utiliza la ecuación 

(2.25) para rredecir Pí+i, una estimación previa de Yi+l. Es -

decir, Yi+l es la ordenada en x•xi+l de la recta CD que pasa -

por (xi' y1 ) con pendiente f(xi• y1 ) • k1, A continuación se -

mejora la estimación, Yitl, por medio de la ecuaclón (2.24); -

la pendiente de la recta (;;) uti !izada en este caso es la media 

ponderada de las aproximaciones de f en ambos extremos del in-
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Pendiente: 

Pendiente: 

'··· 7 ••• 

7, 7, 

--· • <t- + ·-T 

.. l"'I •1t1 " tb'Í •i•I 

Figura 2.3 M6todos de Rungc-Kut:tn de segundo orden. 
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tervalo. Obsérvese que como y(xitl) es desconocido, el verdad~ 

ro valor de la derivada en xiT1 , f[xi+l, y(x itl), se aproxima­

por el valor f[xi+l, Yi+ll' 

El algoritmo de Euler de (2.25) puede interpretarse C.Q. 
_ (1) 

mo una ecuación predictora de Yi+l (primera aproximación de -

Yi+ll mientras que (2.24) pueda considerarse como una ecuación 

correctora que produce una mejor estimaci6n do Yi+l • La ecua-­

ci6n (2.24) puede utilizarse iterativamente para obtener una -
• -(2) - (3) 

sucesi6n de valores corregidos de y i+l, y i+l , Y i+l 

y~:~ . En este caso, el par de ecuaciones (2.25) y (2.24) re­

sulta en el ma§ sencillo de los llamados Métodos Predictor-Co-

rrector. 

Caso b • 1, a• O, p • 1/2, q • 1/2. La ecuaci6n (2.17) re-

sulta 

Y i+l • Yi + hf(x i + h Yi+l/2 (2. 26) 

donde 

Y i+l/2 • Yi • h f(xi, Y i) (2. 27) 

El algoritmo de paso sencillo de (2.26) y (2.27) se C.Q. 

noce con el nombre de Método Mejorado del Poligono o Método -

de Euler Modificado, y se ilustra en la figura 2.3b. En este -

caso se utiliza de nuevo dos veces sucesivas el Método de Euler, 

Primero se obtiene de (2. 27) una nproximaci6n y i+l/2 en el pun­

to medio xi+ h/2. A continuaci6n (2.26) calcula el valor de -­

f(x, y) para x •xi+ h/2, y• yi+l/2 , y utiliza este valor me­

dio de la derivada para la totalidad del intervalo. 
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Los métodos de Runge·Kutta de orden mayor se deducen -

de forma análoga. Por ejemplo, la funci6n incremento para el -

método de tercer orden es 

siendo k 1 , k 2 y ka aproximaciones a Ja derivada en varios pun­

tos del intervalo de integraci6n f!cr• xi+i]· En este caso se -

tiene 

k2 • f(xi + ph, Yi + phki), 

ka • f(xi + rh, Yi + shk2 + (r-s)hk 1 ) 

Los algoritmos de Runge-Kutta de tercer orden vienen • 

dados por 

(2.28) 

El cálculo de las constantes a,b,c,p,r y s se realizan desarr2 

llando en primer lugar k2 y ka sobre (xi, Yil en serie de Tay­

lor como funci6n de dos variables. A continuaci6n se desarro-­

lla la funci6n objeto y(x) en serie de Taylor como anteriorme~ 

te (2.11), y se igualan los coeficientes de las potencias de h 

hasta hª en las f6rmulas (2.28) y (2.11) para obtener la f6rmu 

la con error de truncamiento local de orden h". Los detalles -

son esencialmente Jos mismos que en el desarrollo de los méto· 

dos de segundo orden. 
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Aparecen de nuevo menos ecuaciones que inc6gnitas: 

a+b+c=l 

bp + cr = 1/2 

bp 2 + cr 2 • 1 /3 

cps • 1 /6 

Dos de las constantes a, b, p, r y s son arbitrarias. Para un­

conjunto de valores elegido por Kutta, el método de tercer or­

den es: 

y i+l • y i + !!. (k¡ + 4k2 + k3) 
6 

k¡ • f(Xp y;) 

k2 • f(xi + 1/2 h, yi + 1/2 hk1 l 

(2.291 

Todas las f6rmulas de cuarto orden son de la forma 

Y i+l • Yi + h(ak1 + bk2 + ck3 +dk.,) (2.30) 

donde k 1, k 2, k 3 y k., son valores aproximados de la derivada -

calculados en el intervalo xi ~ x,; xi+l. Se utilizan distin-­

tos algoritmos de cuarto orden. Se atribuye a Kutta el siguie~ 

te: 

Y¡+l •Y·+!!. (k1 + 2k2 + 2k3 +k.,J 
l 6 

k1 • f(x¡, Yi) 
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kz = f( Xi+ 1/2 h, Yi + 1/2 hk1) 

k3 = f(x1 + 1/2 h, yi + 1/2 hk2 ) 

k~ m f(xi + h, Yi +hk 3 ) (Z.31) 

2.5 Error de truncamiento, estabilidad y control de la longi­

tud del paso ·en los algoritmos de Runge-Kutta. 

Los algoritmos de Runge-Kutta de orden m de la secci6n 

anterior han sido obtenidos al igualar (Z.15) con el desarro-­

llo en serie de la funci6n soluci6n y(x) hasta los términos de 

orden hm. El error de truncamiento local, eT será por tanto de 

la forma 

e m Khm+l + O(hm+2 ), 
T 

(Z.32) 

donde K depende (en general de forma muy complicada) de f(x, y) 

y sus derivadas parciales de orden mayor. 

Para una elecci6n razonable de la longitud del paso es 

necesario una estimaci6n del error cometido en la integraci6n­

de cada paso. Por una parte, el intervalo debe ser lo suficie~ 

temente pequefto para obtener la exactitud (si ello es posible); 

por otra parte, debe ser suficientemente grande como para poder 

reducir en lo posible los errores de redondeo (funci6n del nfim~ 

ro de operaciones aritméticas realizadas), y para evitar un nG­

mero excesivo de cálculos de derivadas. Esta Gltima considera--

ci6n es muy importante, especialmente si la funci6n de la ecua­

ci6n diferencial es complicada y cada cálculo del valor de la -
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derivada en un punto exige un tiempo de cálculo sustancial. En 

los métodos de orden m descritos anteriormente, la derivada ha 

de calcularse m veces en cada paso de la integraci6n. 

Una forma de resolver el problema es suponer que los -

errores. de trun~amiento locales son de la forma Khmti, con K 

constante, y que el error de truncamiento total que aparece de 

la integraci6n representa prácticamente la variaci6n en el 

error total para ese paso. En estas condici~ncs puede estimar­

se el error local de truncamiento integrando entre dos puntos, 

por ejemplo: Xn y Xn+1 utilizando dos longitudes de paso dis-­

tintas h 1 y h2 para el cálculo de Ynt1: sean Yn+l,1 , y Ynt1,2 

las soluciones correspondientes. Suponiendo ahora que la solu­

ci6n "exacta" es y
0
*t

1 
, puede utilizarse la técnica de extra­

polaci6n de Richardson como sigue:• 

mtl 
(Xn+t - Xn) 

Y~+l - Y n+l,1 
. Kh1 

h¡ 

mt1 (Xn+1 .. Xn) 
Y~+l - Y ntl,2 . Kh2 (2.33) 

h2 

Dividiendo la primera de estas ecuaciones por la segunda y do~ 

pejando Y~+l se obtiene 

Y~+l 
• Y n+1 1 • Y ntl.2 (h, ll!a )m 

1 • (h1 /h:, )m 
(2.34) 

• En lo que sigue n indica un sub[ndice general, y no el punto bJ!. 

sefinal como en (2.SJ 



Tomando h2•h 1/2, la expresión anterior resulta 

Y*n+1 
Ynt'1 ,1 .. lfl Yn+t ,2' 

1 - 2m 
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(2.35) 

y siendo Cxn+1 - Xnl • h 1 , las fórmulas (Z.33) y (2.35) propor_ 

cionan una estimación del error de truncamiento local de la s2 

. 1uci6n y n+l,! en la forma 

et• Khf
1 zm(y n+l ,2 y ntl 1) 

2" - 1 
(3.36) 

Para el método de Runge-Kutta de cuarto orden, m•4, y­

(2.36) resulto 

s 
et • Kh 1 • ~ ( Yn+1,2 - Ynt1,1 l 

15 
{2.37) 

Desgraciadamente, la utilización de (2.36) como proce­

dimiento de control de la longitud del intervalo de intcgraci6n 

en cado intervalo, hoce que el número de operaciones a efectuar 

triplique nproxim6domente al necesario paru un s6lo valor de la 

longitud, h 1 • Este procedimiento de control puede utilizarse m~ 

nos frecuentemente, por ejemplo cada k pasos. 

Otro criterio es el sugerido por Collatz, aplicable al­

mlltodo de (Z .31 l. Consiste en el c6lculo del cociente 1 (k3 -k2 )/ 

(k 2- k 1) 1 tras cada paso de integración. Si el vnlor obtenido -

es grande {mayor que unas centenas), debe reducirse el pnso. E­

videntemente esto s6lamentc es una guia muy cualitativa, pero -
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tiene la ventaja de que el aumento de operaciones que supone • 

es despreciable. 

La determinaci6n de una cota para el error propagado­

º acumulado en los algoritmos de Runge-Kutta es muy dif{cil. -

Las cotas que aparecen en Ja literatura son muy conservadoras; 

por otra parte, los parámetros necesarios para estimarla rara­

vez son conocidos. En general, si el error de truncamiento lo­

cal de un método de paso sencillo es O(hm+I ), el acumulado se­

rá O(hm), es decir, la reducci6n en el orden de error es simi­

lar a la observada en el método de Euler. 

Otro criterio de elecci6n de un algoritmo para la sol~ 

ci6n de una ecuaci6n diferencial con unas condiciones Inicia--

les dadas es su estabilidad. El término estabilidad es algo ª! 

biguo, y en la literatura aparece con diversos adjetivos (inh~ 

rente, parcial, relativa, fuerte, débil, absoluta, cte.) En ge 

neral, se dice que una soluci6n es inestable si Jos errores i~ 

troducidos en los cálculos en un momento determinado (por eje! 

plo, de condiciones Iniciales err6neas, errores de truncamiento 

locales o errores de redondeo) se propagan en los cálculos su~ 

siguientes sin que exista unn cota máxima de su valor. 

Algunas ecuaciones con determinadas condiciones lnlci~ 

les no pueden resolverse por ningún método de integración de -

pasos sucesivos sin que aparezca inestabilidad. 

La inestabilidad inherente se asocia a la ecuaci6n pa~ 

ticular que se resuelve y a la condición Inicial especificada, 
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pero no depende en absoluto del algoritmo particular que se u­

tilice para resolverla. Otra forma de inestabilidad, Ja llama­

da inestabilidad parcial depende también de la ecuución en 

cuestión y de lo condición inicial, pero asr mismo del método­

de poso sencillo que se utilice para la solución: esta inesta­

bilidad puede aparecer aunque la ecuación no sea inestable in· 

herente. 

2.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Considérese a continuación In solución del siguiente 

sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden simultá­

neas, cuyas variables dependientes son y1 , y2 , ••. , yn: 

!!xi_ • í 1 (x, Y¡' Y2 • .... Yn l 
dx 

!!h. • f 2(x, y I' y 2. .... Yn) 
dx 

(2.38) 

y cuyas condiciones iniciales, dadas en un mismo punto (x 0J son 

Y¡(X 0) • Y1 ,o 

Y2Cxol • Y2 ,o 

(2.39) 
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La soluci6n de este sistema, al menos en principio, no 

ofrece más dificultades que la de una ecuaci6n de primer orden. 

El algoritmo seleccionado se aplica paralelamente a cada una de 

las n ecuaciones en cada paso. 

Dado que una ecuaci6n de orden elevado 

• F(x, y, !!}'.. 
dx 
~ 
dx2 

con condiciones iniciales apropiadas 

y(x 0), !!l'..1hl 
dx 

m-1 

2m=f 1 
dx 

(2.40) 

puede siempre ser escrita como un sistema de ecuaciones de pr! 

mer orden de la forma (2.38) (ver por ejemplo (2.2), (2,3)), -

los métodos numéricos desarrollados en este capitulo pueden -­

tambi6n ser aplicados a la soluci6n de ecuaciones diferencia-­

les de orden elevado con condiciones iniciales. Los problemas­

de valores iniciales formados por ecuaciones de diferentes 6r­

denes pueden tambi~n reducirse a la forma (2.38) en la mayoria 

de los casos. Dependiendo de la forma de interdependencia de -

las ecuaciones diferenciales algunas de las derivadas de (2.38) 

pueden ser funci6n de otras, es decir 

~ • f(x, Y1• Y2• 
dx 

Yn ' f 1' f 2' • • • ' f j-1 ' 

Si pueden ordenarse las ecuaciones de forma que, para-
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todo valor de j, dyj /dx = fj (x,y1 ,y 2 , ••• ,y0 ,f1 ,f2 , ••• ,f j-1l, -

siempre podrán aplicarse los esquemas de integraci6n de las 

secciones precedentes. Si la ordenaci6n en tal forma resulta i~ 

posible, puede calcularse la derivada particular (dyj/dx) que­

no puede ordenarse por medio de In expresi6n: 

en la que las derivadas con asterisco deben ya ser conocidas, 

o su valor supuesto, en x0 • A partir de este punto puede en g~ 

neral utilizarse los valores calculados más recientes. 

Para los esquemas de alto orden de Runge-Kutta de sis­

temas de ecuaciones diferenciales es prácticamente imposible 

establecer análisis de errores. Los mecanismos de control de 

Ja longitud del puso y las consideraciones sobre estabilidad -

desarrolladas en la secci6n anterior se aplican al caso de si! 

temas de ecuaciones sin cambios apreciables. En Ja práctica se 

resuelven las ecuaciones en muchos casos para diferentes val~ 

res de h y se observa el comportamiento de las soluciones con· 

respecto a In convergencia y a la estabilidad. 
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2.7 Métodos de paso m6ltiple. 

Los métodos de paso sencillo de las secciones anterio­

res han aproximado la solución de la ecuaci6n de primer orden 

!:!l:'.. = f(x, y) 
dx 

con la condición inicial Yo" y(x 0 ). La soluci6n numérica ha 

consistido en In aplicación del Método de Euler (2.14) para la 

integración sobre una serie de intervalos, obteniéndose suces! 

vamente los valores, 

\ 
"i+l 

Yi+1"Y1•.xi fidx, C?.41) 

Para una integración sobre k+l intervalos que terminen 

en xitl, esto puede escribirse en la forma 

\ "itl 
Yi+I = y i-k + ; "i-k j¡¡_(X) dx (2.42) 

siendo ~i(xJ una funci6n salto con ordenadas fj • f(xj, Yjl en 

los intervalos semiabiertos [xj, xj+ll' j•i-k, .•• , i. La int~ 

gral de (2.42) puede interpretarse como el área comprendida e! 

tre los 1 imites x i-k y x itl que se indica en la figura 2. 4. 

Parece claro por lo tanto, que la sustitución de In fu! 
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Figura 2.4 Integraci6n de paso mGltiple. 
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ci6n •1Cx) de (2.42) por un polinoaio interpolante t(x) que -

pase por los puntos Cx 1, r1¡, siendo j pr6xiao a i, pueda lle­

var a algoritaos als exactos. 

El polino•io interpolante se determina por aedio de v~ 

lores de la derivada f(xj, Yj ) • El nGaero necesario de valores 

de fj depende de : a) el orden deseado del polinoaio interpo-­

lante, y b) la disponibilidad de los valores de r
1

• Suponiendo 

que la inte1raci6n ha avanzado hasta el punto base xi, se con.!!. 

cen todos los valores de Íj para o, j~ i. En general fi+l serl -

desconocido, dado que f es funci6n de x y y, y el valor de Yi+l 

no ha sido calculado todavla. Todos los ia6todos corrientes de­

paso aGltiple se describen por la ecuaci6n 

í .i+l 
Y i+l • Y i-k • : t(x) dx (2. 43) 

~ •1-k 

donde t(x)• ~ a1x j En esta ecuaci6n r es el orden del polino-­
j=O 

aio interpolante. 

z.a F6raulas abiertas de integraci6n. 

Coao las ~ son equidistantes y los valores fi, Íi-l, 

f 1_2 , ••• , f i-r son conocidos, t(x) viene dado en su foraa ais­

sencilla por la f6raula de interpolaci6n de Newton basada en -

las diferencias finitas regresivas de x¡, 

t(x1 • 11b) . f i + oVfi + 0(11•1) 
92f¡ 

2! 

• 11(11•1) (11•2) ~. + 
31 



+ ª(ª+1) (ª+2) ••• (a+ r-1) v...:'.Ji 
TI 
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donde fi• f(x1, y;), y x • Xi+ ah, es decir, a• (x - x1)/ h. 

Para los valores de los puntos base xi-p, a toma valores ente­

ros -p. Como dx • hda, la integ·ral de (2.43) resulta, en fun­

ci6n de 111 variable a , 

Es decir, 

i "1+1 11 J "i-k 4(x) dx • h J -k Hx 1 + ah) da • 

h Í 1 [f 1 +aVf1 +a(a+1)~ .. -k 21 

+ a (a+I l (a+2) v3 fi • 
31 

+ a(a+1) (a+Z) 

(a+ r-1) !.'.1..1 J da 
TI 

'. "1+1 +(x)dx • b[af1 + !!!_ Vfi + a2 ( !!. • 
J "i-k 2 3 

+ a2 ( a2 - . a + 1) V3fi + a2 !!.3 + 3(12 + 

~ . 
4 l 

4 

. . . ) 

31 2 

1 

-k 

... 

(.2.44) 

l ~ 
2 21 

lli • 3) 
3 

(2. 45) 

Para k·~· 1, 2 y 3, la ecuaci6n (Z.45) lleva los si-­

guientes algoritmos: 
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+ lli Vºfi + ... ) (Z.46a) 
720 

Yi+l . y i-1 + h(Zfi + OVfi + l 92 f i 
3 

l v3r i + 29 v• f i + ... ) 
3 90 

(Z.46b) 

y i+l 
. 

y i-2 + h(3fi • ;!_ Vf + ;!. v2r i 
2 i 

+ ;!. v3r i + rr v•f 1 + ... ) 
8 80 

(Z.46c) 

y i+l • y l-3 + h(4fj - 4 Vf i + ~ V2fj 

+ QV 3fi + .!.! v• f 
1 

+ ... ) 
45 

(Z.46d) 

Como indica el área rayada de la figura z.s, la ecua·· 

ci6n (2.46a) es la integración aproximada de cualquier función 

adecuada HxJ que pase por los puntos (xi-r, f¡.r), (x i-rtl , 

f i-rtl) • Cx1_
1 

, f 1_1J, (xi, fi). El intervalo de integra-

ci6n es evidentemente [xi, xi+l J. La ecuación (2.46b) evalOa 

los mismos puntos, pero el intervalo de integración es 

[x¡.1 , xl+il. Para las restantes ecuaciones de (Z.46) son vtili 

das observaciones similares. Toda la información necesaria, es 

decir, Y¡. f(x¡. Y¡), y 1• 1 , f(x¡. 1 , Y¡.11 ... etc., es conoci-
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L-~~~rJ;--,~-!l~-r-1-~1~~--'r~¡:a¿;""'r~¡+~x 
-r -1 O 1 a 

Figura 2.5 Intcgraci6n abierta de paso mGltiplc. 
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da, ya que supone que la integraci6n ha llegado ya a x1 • 

Obsérvese que para valores impares de k, el coeficien­

te de la k-ésima diferencia regresiva es cero. Por este motivo 

las f6rmulns de este tipo más corrientemente utilizadas son p~ 

ra valores impares de k, reteniendo sólamente k+l términos (es 

decir, r•k). El término (k+l)-ésimo es nulo en estos casos, de 

forma que el polinomio interpolante es en renlidad de grado 

r-1 en lugar de grado r como sería de esperar. Por supuesto 

puede retenerse cualquier número de términos. En los cnsos en­

que In f6rmula termina con el término r+l, es decir, cuando el 

último término incluye el factor Vrf1 / rJ, el error es 

1 
h rt2 ¡ 

' -k 

a(a+I) (a+2) ... (a+r) 
(r+l) 1 

X i-k < t < X i ti 

~ (rt!l (0 da 

(2.47) 

Las fórmulas abiertas más importantes de (2.46) son: 

y
1
.,1 • y

1 
+ h(f

1 
• ! v f + L v2 f + 1 vi fi J 

2 i 12 i 8 

R•lli hsfl4l(t) 
720 

yitl •y i-1 + h( 2fi + OVfl) 

R • ! h 3 f (2) ( t) 
3 

(2.48n) 

(2.48b) 
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yi+l • y i-3 + h( 4fi 

(2.48c) 

k•S, r•S 

y i+i •y i-s • h(6fi - 12vri + 1sv2fi - gvlfi 

• g V
4fi + oV

5fil 
10 

(2.48d) 

En todos los casos ~ está comprendido entre el menor y 

el mayor valor de los xj que aparecen en la f6rmula. Los t6rmi 

nos de error R de las ecuaciones (2.48) calculados de (2.47) ,­

son los errores locales de truncamiento para una nplicaci6n de 

la f6rmula, suponiendo que ~(X) . f(x, y), y que Yj • Y(":¡ l y 

fj • f(xj, y(xj)) para los valores de j inclufdos en Las f6rm!!_ 

las. Sin embargo estos t6rmlnos son s6lamente aproximados, ya-

que los valores de y j y fj, excepto para Yo y f 0 , han sido ca! 

cu lados num6ricamente y por ello son en general Inexactos. 

En funci6n de los valores de las derivadas fj, en lugar 

de sus diferencias regresivas, las f6rmulas abiertas resultan: 

Yi+l • Yi 

R • O(h5 ) 

+ !L (SSf ¡ 
24 

- S9fl-t + 37f 1_2 - 9f¡_3 l 

(2. 49a) 



Y i+l ª Yi-1 + 2hf1 

4h 
Y i+l • Yi-3 + !'"' (2fi - f i-1 + 2f1-2 ) 

y i+l • y i-5 + 3h ( 11 f i - 14f i-1 + 26f i-2 
10 

R • O(h7 ) 

44. 

(2.49b) 

(2.49c) 

(2 .49d) 

Todas estas fórmulas incluyen la utilización del poli­

nomio interpolante que pasa por los puntos conocidos (Xj, fjl· 

(j • i, i-1, i-2, •. , , i-r). Por ello el polinomio extrapola -

sobre el intervalo [xi, Xi+l J ya que la integración cubre el -

intervalo total [ xi-k, x1+1]. La situaci6n para el caso k•3, 

r•3 se esquematiza en la figura 2.6. 

2.9 Fórmulas cerradas de integraci6n. 

De la expresi6n general del método de paso mGltiple --

(2.431 
( Xf+l 

y i 1 • y . k + J Hx) dx + 1- • x¡_k 



Figura 2.6 Intcgraci6n abierta para el caso k•3, r•3 

(ec. 2.49c) 

~5. 
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puede deducirse de forma análoga un conjunto de f6rmulas cerr~ 

das de integraci6n, siendo~ (x) el polinomio interpolante que­

se ajusta no s6lamente a los valores caiculados previamente, fi 

fi-l , fi_2 , sino también a los valores desconocidos f i+l. Como 

en el caso anterior, el cambio de variables x ªxi+ ah rcsu! 

ta 
·! 

Yi+l • Y i-k + h j -k ~(xi + oh) do (2.50) 

Sin embargo, +ex i + oh) se expresa ahora en funci6n de 

la diferencia regresiva con base en xi+l en lugar de xi [ver 

(2.44) para comparaci6n]: 

o bien 

+ (u-1) (u] (o+ll vlri+l 
31 

+ ••• ~¡_u_-~1)'--(~º~l__,(_0_•~1~)~~-(~º-•~r_-~2~) Vrfi+¡]do 

rJ 

( 2. 51) 

Yiu •Y i-k• h(of i+l + o(~ - l)Vf itl 

rF • ~ - t!- o2l 
4! 

l 
... ) 

-k 
(2. 52) 
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Para k•O, 1, 3 y s, ln ecuación (2.52) lleva a las si­

guientes f6rmulas: 

!2-..v•f + ) 720 i+l .•• (2.53a) 

+ o v3fi+l _ _!. v" f + ••• ) 
90 i+l 

(2. 53b) 

y i+l • y i-3 + h (4f !+1 - BVfi+l + f192 f !+1 

~ vlfi+l + * v" f i+l + o vSf!+l + ••• ) (2. 53c) 

(2.53d) 
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En estas f6rmulas la exprcsi6n del error de truncamierr 

to tras el término que contiene la diferencia de orden r es 

hr+2 J 1 
(a-1) (a) (a+l) (a+2) .. , (a+r-1) .,,cr+l) (t) da 

-k (r+ 1) J 

(2.54) 

Si k es impar el coeficiente de vk•
2 

f i+l se anula. Por 

esto las f6rmulas utilizadas m4s frecuentemente son las do k -

impar, con r • k+2. Tres de las m4s importantes de estas f6rm~ 

las cerradas son: 

1 
yi+l • yi + h (fi+l - z Vfi+1 L v2f - Lvlf. ) 

12 i+l 24 i+1 

R • - 1L h5fc 4
> Ccl (2.SSa) 

720 

k•1, r•3 

y i+l • y i-1 + h C2f i+l - 2Vf + l v2f +ovlfi+ll i+l 3 i+1 

R • - Lh5f(4)Ctl (2.SSb) 
90 

k•3, r•S 

Yitl . y i-3 + h ( 4f i+l - 8 Vf i+l + t.Q. v2 f 
3 i+l 

.!!. V 3f i+l +liv•r ¡ 
3 45 i+l 



R • - _B_ h7f(6l¡t] 
945 

49, 

(Z.SSc] 

Los términos de error R calculados por (Z.54) son los­

errores locales de truncamiento para una aplicaci6n de las f6I 

mulas de integraci6n, en el supuesto de que~ (x] • f(x, y) y -

que y• y(xj) y f j • f(xj, y(xi)J para los valores correspon-­

dientes de j. En cada caso t está comprendido entre el mayor y 

el menor de los valores de Xj que aparecen en la f6rmula. 

En funci6n de los valores de las derivadas fj en lugar 

de las diferencias regresivas, las f6rmulas resultan: 

Yi+l " y i + !L ¡gf itl + 19 f i - Sf i-1 + fi-2) 
24 

R • O(h 5] 

Yi+l • Y i-1 + .!!. (f i+l + 4 fi + f i-1) 
3 

R • O(hS) 

R • O(h 7 ) 

(Z.56a) 

(2.56b] 

(2.56c) 



""""-~~t~~~N El ''•I 
rayada en6 
1tendo 
lnte9r1d1 

Figura Z.7 Intcgrnci6n cerradn pnra el caso k•l, r•3 

(ce. Z,S6bJ 

so. 
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Z.10 Métodos Predictor-Corrector 

Suponiendo que se conozcan los valores iniciales nece­

sarios (en general se utiliza un Método de Runge-Kutta de paso 

sencillo para calcular las soluciones aproximadas y
1

, y
2

, etc., 

cercanas al valor inicial), las f6rmulas abiertas de integra-­

ci6n de (Z.49) son algoritmos eficaces para la soluci6n paso a 

paso de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. 

Por ejemplo, para resolver la ecuación 

~ = f(x, y) 
dx 

dada la condición inicial y(x ), puede utilizarse uno de los -

métodos de Runge-Kutta de cuarto orden de la secci6n Z.4 para­

calcular y 1 , y2 , y3 (yf
1

, f
2

, f
3
). La ecuación (Z.49d) puede u­

tilizarse para, comenzando con i=3, ir generando en forma explf 

cita los valores sucesivos y•, y5, .•• , Yn· es preferible un m~ 

todo de Runge-Kutta de cuarto orden para crear los valores ini· 

ciales para (Z.49c) ya que su error local de truncamiento es de 

orden h5 , igual que para (2.49c). 

La f6rmula (2.56b) es una fórmula de integraci6n cerr~ 

da con error de orden h5 • En este caso puede utilizarse un mé­

todo de Runge-Kutta de cuarto orden para calcular y1 (yf1 ). A 

continuaci6n puede utilizarse Ja ecuación (2. 56b) comenzando 

con i= 1,, para calcular los valores y2 , y3 , ••• , Yn. Desgraci~ 

damente no puede utilizarse (2.56b) para calcular yi+l direct~ 

mente ya que fitl • f(xi+l' yi+ll en general es desconocido. 
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Un método de soluci6n consiste en resolver (2.56) por­

sustituciones sucesivas. Siendo y i+l,j la aproximaci6n sucesiva 

j de la soluci6n de (2.56b), la relac'i6n de recurrencia viene­

dada por 

Yi+l,j+l = Yi-1 + ~ (f(x i+l' Y i+l,j J + 4fi + fi-1) 

= o' 1 t ••• (2.57) 

Por tanto, el procedimiento para la soluci6n de (2.57) 

consiste en suponer un valor para Yi+l,O , calcular f(xi+l' yi+l,~), 

deducir Yi+l,l de (2.57) calcular de nuevo f(xi+l, yi+l,1 ), d~ 

ducir Yi+l,2 de (2.57), etc. Este proceso continCia hasta que -

la sucesi6n y itl,O, yi+l,I , y i+l,2 parezca converger, es decir 

hasta que Yi+l,j+l difiera de yi+l,j en un valor aceptable su­

ficientemente pequefio. 

El método de paso mCiltiple cerrado de (2.56b) es más -

complicado que el abierto de (2.49c) a causa de los cálculos -

iterativos (2.57) necesarios en cada paso del algoritmo. Sin -

embargo la f6rmula abierta no suele utilizarse a menudo por si 

sola para ln generaci6n de la sucesi6n de valores y4 , y5 , •.. , 

Yn· Se prefiere el método cerrado porque su error de trunca-­

miento local es considerablemente menor que para el método a-­

bierto, aunque ambas f6rmulas sean del mismo orden. Esto puede 

verse fácilmente comparando los términos de error de (2. 48c) y 

(2.55b): 
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Error de la f6rmula abierta (2.49c) 

(2.58) 

Error de la f6rmula cerrada (2.56b) 

¡¡en (xi-1 • xitl l (2.59) 

Estos términos del error son aplicables estrictamente-

al caso en que Yi • y(x;), y1_1 • y(x 1_1J, •.. ,y f 1 • f(xi, y(x1lJ, 

f i-l • f(x1_1 , y(x1_1 )), en la mayor parte de los casos reales 

estas cantidades habrán sido calculadas numéricamente. Por ta~ 

to (2.58) y (2.59) deben tomarse Onicamente como aproximacio--

nes. Suponiendo que r< 4 >(~) • fC4l¡i;), una hip6tesis razo~able 

para un valor de h suficientemente pequefio, la f6rmula (2.56b) 

es mucho más aproximada que la (2.49c). 

La comparación entre otros métodos abiertos y cerrados 

de orden análogo, por ejemplo, (2.49a) y (2.56a) o (2.49d) y -

(2.56c) indica que las f6rmulas cerradas son en general consi­

derablemente más exactas que las abiertas. Este resultado no -

es sorprendente, ya que las Oltimas implican una extrapolaci6n 

del polinomio ~(x) de la ecuaci6n (2.43) en el intervalo 

[x
1

, x i+l ], mientras que las cerradas implican interpolaci6n. 

Los métodos cerrados pueden utilizarse por sí solos p~ 

ra calcular aproximaciones a la soluci6n de ecuaciones difere~ 

ciales, suponiendo que los valores iniciales necesarios están-
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disponibles (o puedan calcularse por un método inicial de paso 

sencillo). Como cada interacci6n de una fórmula cerrada rcqui2 

rc(por ejemplo (2.57)) el cálculo de Ja derivada f(x it1' Yi+l,j) 

es importante que la convergencia sea muy rlpida. El namero de 

iteraciones necesario para alcanzarla depende de varios facto­

res; los dos sobre los que el programador tiene más control 

son la hip6tesis inicial, y i+I ,o y la longitud de paso h. 

En la práctica se encuentro que si son necesarios m6s· 

de una o dos iteraciones para convcrgcncin, Jos métodos de P! 

so maltiplc no pueden competir con los de puso sencillo de las 

secciones anteriores. Por ejemplo, los métodos de Runge-Kuttn­

de cuarto orden requieren de cuatro cálculos de Ja derivada en 

cada paso, con !ns ventajas de que s61nmcntc se necesitan vnl2 

res iniciales en un punto, y que la longitud de paso puede aju~ 

tarso en cada paso sin gran dificultad. Por otra parte el méto 

do de cuarto orden de (2.57) tiene la desventaja de que no pu2 

de comenzar por sí solo, ya que antes de que pueda aplicarse -

por primera vez se necesitan los valores de la soluci6n en x0 -

y x
1 

; además, los cambios de long! tud de paso rcsul tan bastan­

te complicados. La ventaja principal de (2,57) es que con tan­

s6lo dos evaluaciones de la derivada por paso, f(xlt1 , Y¡+i,o ) 

y f(x 1+1, yitl,l), proporciona soluciones de exactitud compnr! 

ble a Ja de un método de Rungc-Kutta de cuarto orden. 

Por fortuna ya se conocen algoritmos muy eficaces para 

In estimaci6n de Yi+i,o , las f6rmulns abiertas de In secci6n -

2.8. El procedimiento más utilizado es la elección de una f6r-

mula abierto y otra cerrada cuyos errores de truncamiento ten· 
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gan órdenes comparables. La f6rmula abierta se utiliza para pr~ 

decir el valor de yi+l,O y Ja cerrada para corregir esta esti­

mación por medio de una serie de cálculos iterativos similares­

ª los de (2.57), La f6rmula abierta se llama comunmente predic­

tor y la cerrada corrector; los algoritmos que utilizan en la -

forma anterior fórmulas abiertas y cerradas se llaman Métodos -

Corrector-Predictor. Tres de los más corrientemente utilizados-

son los Métodos de Milne de cuarto y sexto orden, y el de cuar­

to orden Adams modificado, también llamado Método de Adams-Moul 

ton, que utilizan predlctores y correctores ya desarrollados en 

las secciones anteriores. 

M6todo de Milne de cuarto orden. 

Predictor: 

R • O(hS) (2.49c) 

Corrector: 

R • O(hS) (2.56b) 

MEtodo de Milne de sexto orden. 

Predictor: 

y i+l • Yi-s + ~ (11fi - 14fi-l + 26fi_2 



R • O(h 7J (2.49d) 

Corrector: 

+ 32f i-2 + 7f i-3) 

R • O(h7 l (2.56c) 

Adams modificado o M6todo de Adams-Moulton. 

Predictor: 

Corrector; 

Y itl • Yi +!L. (SSf i • 59f i-1 + 37f i-2 • 9 fi-3) 
24 

R • O(h5) (2.49a) 

R • O(h5) (2.56aJ 

56. 

También se utilizan otros varios métodos predictor·co· 

rrector, A continuación se incluye la rclacl6n de los nombres· 

comanm~nte aceptados para los métodos de integraci6n que util! 

zan las f6rmulns abiertas y cerradas. 



Nombre del M6todo 

Adams o Adams-Bashforth 

Moulton 

Adams modificado 

Mil ne 

57. 

Proceso operativo 

Utilizaci6n de predictor Q 
nicamente. 

Utilizaci6n iterativa de c2 

rrector Onicamente. 

_Utilizaci6n de predictor s~ 

guido de utilizaci6n itera­

tiva del corrector koO en -

ambas ecuaciones. 

Utilizaci6n del predictor -

seguida de utilizaci6n ite­

rativa del corrector k;o P! 

ra ambas ecuaciones. 

2.11 Error de truncamiento. Estabilidad y control de la longi· 

tud del paso en los algoritmos de paso mOltiple. 

Una de las ventajas de los métodos predictor-corrector 

de la secci6n anterior es el que pueda estimarse y corregirse­

el error local de truncamiento, suponiendo que las expresiones 

de los errores por ejemplo, (2.58) y (2,59) son aplicables. El 

método se comprenderá mejor con un ejemplo. Se considera el m! 

todo de Milne de cuarto orden de (2.49c) y (2.56b). Dada la e­

cuaci6n diferencial dy/dx • f(x, y) una longitud determinada -

del paso h y valores iniciales para y0 , y1 , y2 , y3 , f 0 , f 1, f 2 

y f
3 

(en general se da y 0 , y los valores de~, y2 y y 3 se ca! 
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culan por medio de un método de Runge-Kutta de cuarto orden),­

el algoritmo procede paso a paso de la siguiente manera, para­

i • 3, 4, 5, .. ., (siendo Xi• x0 + ih): 

1. Calcula y i+l,O por medio del predictor (2 .49c) 

Y itl,O • Yi-3 + ! h (2fi - f i-1 + Zf1-2) 
3 

(2.60) 

2. Calcula f(xi+l, y it1,0), y a continuaci6n resuelve el CQ. 

rrector (2.56b) iterativamente utilizando (2.57) 

Yit1,j+1 
h 

"Yi-1 + 3 ff(xitl' Yi+l,j) + 4f1 + fi-1 J 

j • o. 1 t ••• 

la iteraci6n en j continGa hasta que se cumpla el criterio de­

convergencia especificado, por ejemplo, 

Y1t1 ,j•l - y,,, ,j 1 < e 

Yitl, jtl 
(2.61) 

donde e es un determinado mamero muy pequefto, Si (2.61) no co~ 

verge y deben interrumpirse los cálculos; debe disminuirse la­

longitud de paso y proseguir en la forma que se indica más adQ. 

lante. Como la eficiencia del método exige que (2.57) converja 

muy rápidamente, h debe ser suficientemente pequefto para que -

el criterio de convergencia (2.61) se cumpla en una o como máxi 

mo en dos iteraciones. Obsérvese que la derivada f(xi+l, Yi+l,j ) 

debe evaluarse una vez por cada valor de j. 
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3, Sea k el número de iteraciones necesario para la soluci6n 

de (Z.57). Entonces, en el algoritmo predictor-corrector más ca 

mún, y itl se iguala a Yitl,k , y se calcula Íitl por medio del 

nuevo valor yitl. En general se requieren k+l evnluaciones de 

f(xitl, Yi+l) para cada paso, k para satisfacer el criterio de· 

convergencia (Z.61), y una para calcular fitl • f(xi+l• Yitl,k) 

pura su utilizaci6n en los cálculos siguientes. A continuaci6n· 

i se incrementa en una unidad, y se repiten los pasos 1,2 y 3 • 

para el siguiente paso de la integraci6n. 

4. El error Jacal de truncamiento utilizando el m6todo de · 

Milne para Ja integraci6n sobre el intervalo [x1 , Xi+l ]puede· 

estimarse suponiendo que son aplicables las expresiones de los 

errores (Z.58) y (2.59). De hecho son aplicables únicamente -· 

cuando y 1_3 , y1_1 , r1_2 , f 1_1, y f 1 en (Z,60) y (2.57) son va· 

lores exactos, Jo que en la mayoría de Jos casos ocurre. Sin • 

embargo, si estos valores fueran conocidos con exactitud y no· 

se introdujeran errores de redondeo, podría escribirse 

ten (xi-3' xitl) 

ten (xi-1 ,. xi+l) 

• .!i hsé4l (tl 
45 

(Z.62) 

(Z.63) 



60. 

Suponiendo que rC 4> (t) es aproximadamente igual a rC 4> (~) 

suposici6n razonable ya que h es por hipótesis pequeño y divi­

diendo (2.62) por (2.63).se obtiene 

:: L (ZBy i+1,k + y i+l,O) 
29 

(2. 64) 

El valor aproximado estimado del error de truncamiento 

local et para la ecuaci6n correctora resulta por tanto 

_1_ (Yi+l ,k 
29 

" Yi+l,O ) (2.65) 

5. En una modificación del M6todo de Milne de cuarto orden­

arriba descrito, se utiliza la ecuaci6n (2.64) para modificar­

la soluci6n y i+l,k de la ecuación correctora; la soluci6n ·apr.e_ 

ximada en Xi+l se calcula por la expresión 

1 
Y i+l = - (ZSy.+1 k + Yi+l,O) 29 l • 

(2.66) 

Esta ecuaci6n puede escribirse en la forma 

~ ( ) y i+l = y i+l,O + 29 y i+l,k - Yl+l,O 

(2. 67) 

Suponiendo que el error de truncamiento local varía lea 

tnmente de paso a paso, de forma que et para el intervalo -

[xi, x i+l ]es aproximadamente igual al del intervalo [x¡_1 , xi] 

puede modificarse el valor de Yi+l,O calculado por el predictor 
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(2.60) para obtener un valor inicial más exacto para la soluci6n 

iterativa de (2. 5 7) • Sea y• itl,O este valor mejorado de Yi+l,O • -

Dado que et para el intervalo [xi-l., x;Jes según (2. 65)' aprox!_ 

madamente (y i,k - Yi,O )/29, Yi+l,O puede estimarse a partir de -
(2.67) como sigue 

y• itl,O 
28 

e y i+l,O + 
29 

(yi,k - y i,O) (2 .68) 

La utilizaci6n de y•i+l,O en lugar de Yi+l,O como valor 

inicial de (2,57) no nltera el valor resultante de Yi+l,k , y 

por tanto es válido el análisis precedente. En la mayoría de 

los casos y• itl,O es un valor más aproximado que el yi+l,O de 

(2.60) y el único efecto de (2.68) es la aceleraci6n de la con­

vergencia de la soluci6n iterativa de (2.57), y también posibl~ 

mente la reducci6n del número de evaluaciones necesarias de la-

derivada, 

Un método similar puede utilizarse para otros algorit­

mos predictor-corrector de la secci6n 2.10. Evidentemente es m~ 

cho más sencillo calcular una estimaci6n del error local de 

truncamiento para los métodos da paso múltiple que para Jos mé­

todos de Runge-Kutta. 

El control de la longitud del paso es otro asunto total 

mente diferente. El valor de h debe ser suficientemente pequeno 

para satisfacer el criterio de convergencia de la ecuaci6n co-­

rrectora, preferiblemente lo suficientemente pequeno para gara~ 

tizar la convergenciu en una o do& iteraciones, y también sufi-
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cientemente pequeño para satisfacer cualquier restricción en -

el modelo del error local de truncamiento por ejemplo (2.65).­

Por otra parte debe ser suficientemente grande para que los e­

rrores de redondeo y el namero de evaluaciones necesarias de -

la derivada sean pequeños. Esta Gltima consideración es espe-­

cialmente importante si la función derivada es complicada y c~ 

da evaluación requiere una cantidad sustancial de tiempo de 

cálculo. La ventaja principal de los métodos de paso mGltiple, 

es decir, el requerir menos evaluaciones de la derivada por p~ 

so que los métodos de paso sencillo de exactitud comparable,se 

pierde al elegir la longitud del paso menor que la estrictame~ 

te necesaria. 

Por fortuna, relaciones tales como (2.61) y (2.65). pr2 

porcionan información suficiente para determinar cuándo debe -

aumentarse o disminuirse el valor de h. Sin embargo, el mcca-­

nismo para llevar a cabo estas modificaciones no es demasiado­

sencillo. La principal dificultad es que al cambiar la longi-­

tud del paso no serán en general disponibles los valores ini-­

ciales necesarios para las fórmulas predictora y correctora. 

Supóngase que la integración ha alcanzado sin dificul­

tad el punto x1 utilizando un valor h1 , y que la integración -

sobre el intervalo ~i, xitl ] tiene problemas de convergencia­

de Ja fórmula correctora (por ejemplo, si se necesitan más de­

una o dos iteraciones) o lleva a un error de truncamiento ma-­

yor que el admisible. En este caso un método de solución podría 

ser el disminuir h en un cierto valor, y recomenzar la integra-
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ci6n en x1 con el nuevo valor de longitud de intervalo h 2. Pa­

ra un valor arbitrario de h2 , prácticamente la Gnica forma de­

continuar es la utilizaci6n de un método de paso sencillo para 

el cálculo de los valores iniciales necesarios n+l, Yi+2• ••• , 

etc., para la subsiguiente utilización del método de paso malti 

ple para seguir la integración. Si el error de truncamiento es­

timado es mucho menor que el exigido y el corrector necesita u­

na o dos iteraciones para convergencia puede utilizarse un mét~ 

do similar excepto que en este caso el nuevo valor h2 es mayor­

que h 1 • 

Escogiendo como nuevo valor de longitud del paso, h2 el 

doble del anterior, 2h 1, el cambio es relativamente sencillo si 

se ha conservado un namero suficiente de valores "viejos" - -

Yi-1• Yi-2 • ... ,y fi-l• fi_2 , ...• Solnmcntc es necesario un 

cambio de subíndices de forma que el antiguo y1_3 se convierta­

en el nuevo y1_2 , el antiguo y 1_5 en el nuevo y1_3 , cte. 

Tomando h2 como h 1/2, algunos pero no todos los valores 

de la soluci6n y la derivada estarán disponibles. El antiguo -­

Yi-l se convierte en el nuevo Yi-2• el antiguo Yi-2, en el nue­

vo y1_4 , cte. y no estarán calculados ciertos valores de Yi-1 ,­

y 1_3, etc. Una soluci6n es el utilizar un método de paso senci­

llo para calcular y1_1 comenzando con el nuevo Yi-2 , y calcular 

y 1_3 comenzando con el nuevo ~-4 ; otra solución, es el intcrp~ 

lar en los valores nuevos disponibles Yi, Y1.2 , y1_4 , •.• , los­

valores necesarios no disponibles Yi-1 , y i-3, •••. 

En In práctica se cambia el valor de h al doble o a la· 



6~. 

mitad de su valor, como se ha descrito. Evidentemente los cam­

bios frecuentes de la longitud del intervalo anularán la prin­

cipal ventaja de los métodos de paso 'mGltiple, es decir, su r~ 

pidéz de cálculo. 

Al comienzo de los afias SO, cuando fueron utilizados -

los equipos de cómputo por primera vez para la solución de ecu~ 

cienes diferenciales ordinarias, los investigadores descubrie-­

ron que para algunas ecuaciones ciertos métodos de paso mGlti-­

ple llevaban errores totales mucho mayores que los esperados a­

partir de los errores locales de truncamiento (utilizando en di 

chas estudios ecuaciones cuya solución analítica era conocida). 

Se descubrió también que la disminución de la longitud del paso 

repercutía a menudo en un aumento del error, incluso en casos -

en que se sabía que los errores de redondeo eran insignifican-­

tes. En algunos casos la solución numérica no guardaba práctic~ 

mente ninguna relaci6n con la solución exacta de la ecuaci6n a­

resolver. Análisis posteriores han demostrado que algunos méto­

dos de paso mGltiple exhiben, bajo ciertas condiciones, grandes 

inestabilidades que hacen carecer de todo sentido a la correspo~ 

diente solución numérica. Estas inestabilidades aparecen incluso 

en casos en que la ecuación es inherentemente estable y en gene­

ral no pueden eliminarse por medio del ajuste de la longitud del 

paso (por tanto la inestabilidad no puede ser una inestabilidad­

pa rcial). 

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias -­

(ver sección 2,6) pueden resolverse tanto por métodos de paso­

sencillo como mGltiple. 
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2.12 Otras f6rmulas de integración. 

Hamming ha estudiado un grupo general de f6rmulas co-­

rrectoras de la forma 

+ O(h 5) (2.69) 

que incluye los correctores de los métodos predictor-corrector 

de Milne de cuarto orden y de Adams-Moulton. Cinco de las sic-

te constantes de (2.69) pueden eliminarse haciendo que la f6r­

muln sea exacta para polinomios de grado cuarto o menor, es d~ 

cir, para las funciones y(x) = 1, x, x2 x3 , x•. Este procedi­

miento suele denominarse método de los coeficientes indetermi-

nades, y de él se deducen las siguientes relaciones entre las­

constnntes, tomando n 1 y n 2 como parámetros: 

b. 1 = L (9 - a 1¡ 
24 

b 0 = L ( 19 + 13a 1 + Ba 2) 
24 

b¡ = L (-5 + _13a 1 + 32a 2 ) 
24 

b2 = L (1 - 8¡ + Ba 2) 
24 (2. 70) 
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La deducción de la expresión del término de error para 

(2.69) en caso de que y(x) no sea un polinomio de grado 4 o mR 

nor es bastante complicada y no se expondrá. 

Hamming ha estudiado las características de la estabi­

lidad de (2.69), y seleccionado los parámetros a 1 y a 2 de for­

ma que se consiga una estabilidad mucho mayor que la del méto­

do del corrector de Milne; como contrapartida aumenta algo de­

la magnitud del error de truncamiento. La forma de (2.69) se-­

leccionada por Hamming que tiene mejores caructeristicas de e~ 

tabilidad y exactitud es 

+ 2f. 
i f i-1) 

(2. 71) 

Suponiendo que Yr, y i-2, fi y f i-l se conocen exacta-­

mente, el error local de truncamiento de (2.71) es 

(2. 72) 

El corrector de llamming puede utilizarse con cualquier 

predictor adecuado. El llamado Método Predictor-Corrector de -

llamming utiliza el predictor de cuarto orden de Milne; suele -

utilizarse la técnica anteriormente descrita para el caso del­

método de cuarto orden de Milne, para modificar los valores de 

la solución dados por el predictor y el corrector. El algorit-

mo completo es: 
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1. Debe disponerse de los valores iniciales de Yo, y 1 , y2 , 

y 3 , f 0 , f 1 , f 2 y f 3 • En general la única condición conocida s~ 

rá y , y se utilizará un método de Runge-Kuttn de cuarto orden 

para obtener y1 , y2 y y 3 • Las derivadas f
0

, f
1

, f
2 

y f 
3 

pueden 

obtenerse de la ecuación diferencial dy/dx = f(x, y). A conti­

nuación se repetirán los pasos 2 a 6 para i = 3,4, •.• 

2. La solución del predictor y i+l,O se calcula por medio del 

predictor de Milne de cuarto orden, como en (2.60), 

Yi+l,O = Y i-3 + ! h(2f · - f i-1 + 2fi-2 ) 3 1 

3. El valor dado del predictor se modifica, suponiendo que­

el error de truncamiento local no cambia excesivamente en in--

tervalos sucesivos, obteniéndose 

Y" = Y + .J..!l. (y - Y
1
• ,o l i+l,O itl,O 121 i,k 

(2.73) 

Esta modificación es análoga a la de (2.68) para el m~ 

todo de Milne. Para el caso i=3 no se realiza este paso, ya que 

no estarán definidos los valores de los elementos del miembro -

derecho de (2.73), En dicha ecuación Yi,k es la solución de la­

ecuación correctora (2.74) precedente. 

4, La ecuación correctora de Hamming (2.71) se resuelve it~ 

rativamente por medio del algoritmo de sustituciones sucesivas 

siguientes: 
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1 . 
Y it1,j+1 • B C9yi - Yi-2 + 3h(f(xitl • Yi+l,j ) 

+ 2fi - fi-1 ] ) 

;;z o, 1, ••• ' k .. 1 (2.74) 

El valor inicial de Yi+l,j en el miembro derecho es el 

valor y*i+l,O del paso 3. En teoría se continGa Ja iteración -

hasta que se satisfaga un determinado criterio de convergencia 

fver por ejemplo (2.61)]. En Ja práctica se aplica sólamente una 

vez el corrector, se elige Ja longitud de paso de forma que la 

convergencia quede garantizada en s6lo una iteración. 

5. A continuaci6n se utilizan Yi+i,k del paso 4 y Yi+l,O del 

paso 2 para estimar el error de truncamiento et para la ecua-­

ci6n correctora por medio de 

et ~ -
9

- (y i+l,k - Y i+l,O) 
121 

(2.75) 

que se deduce directamente de los errores del prcdictor (2,62) 

y corrector (2.72) respectivamente, por un análisis similar al 

indicado para el método de Milne. 

6. El valor final de Ja soluci6n Yi+l se calcula a continu~ 

ci6n por 

Y1+1 "Y1+1,k - -
9
- (y i+l,k - y i+l,O ) 

121 
(2.76) 

que es anfiloga a la ecuaci6n (2.66) para el método de Milne. -

Se calcula la derivada fi+l para este valor final. Si el error 
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local de truncamiento estl dentro de los limites de aceptaci6n, 

se avanza el cont¡1dor una unidad y se repiten los pasos 2 a 6 -

para el intervalo de integraci6n siguiente. Si el error deduci­

do en (2, 75) es superior al admisible se ajusta Ja longitud de­

puso y se continDa el proceso de integraci6n. 

Este método de cuarto orden de llamming es hoy dla uno­

de Jos métodos de paso mD!tiple mis populares. 

Para Ja soJuci6n de ecuaciones diferenciales ordina--­

rias de primer orden existen muchos otros algoritmos úe paso -

sencillo y mD!tip!e. Milne y llenrici han realizado unos estu-­

dios particularmente completos de los métodos de paso mDltipJe. 

Mrts recientemente Butcher hn desarrollado varios méto­

dos de paso sencillo de 6rdenes cinco a siete. Gear y Butcher­

hnn desarrollado también algunos métodos modificados de paso -

mDltiple de orden cuatro a siete que tienen algunas de las ca­

racterísticas de Jos métodos de paso sencillo (Ja derivada se­

eva!Da en el interior del intervalo de integraci6n) y de paso­

mdltiple (se utiliza informaci6n obtenido en intervalos prece­

dentes]. Waters ha comparado varios de estos métodos con los -

algoritmos mfis corrientemente utilizados (método de Runge-Kutta 

de cuarto orden, et~.] desde el punto de vista de exactitud y­

tiempo de c5Jculo. Resuelve un sistema de ecuaciones diferen-­

ciales ordinarias para el que Ja evnluaci6n de Ja~ derivadas -

exige un tiempo de cllculo relativamente pequeno. 
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Para la integraci6n directa de ecuaciones de orden i­

gual o mayor que dos existe así mismo uno gran variedad de mé­

todos de poso sencillo o mGltiple; las ecuaciones de orden el~ 

vado no necesitan ser reducidos a otras de primer orden para -

calcular la soluci6n numérica. llenrici hn señalado que las so­

luciones obtenidas por estos métodos directos no son más exac­

tas que las dados por la reducci6n de la ecuoci6n a un sistema 

de ecuaciones de primer orden y la soluci6n correspondiente de 

dicho sistema. Sin embargo, las ecuaciones de formas especia-­

les (por ejemplo, las ecuaciones diferenciales de segu~do orden 

que no contienen términos en derivada de primer orden) , pueden 

resolverse directamente con nlgGn ahorro de tiempo de cálculo. 



CAPITULO 3 

APLICACIONES A LOS BALANCES DE MATERIA Y ENERG!A 

liN REACTORES QUIMICOS HOMOGENEOS 

3.1 Introducci6n. 

71. 

En e¡ siguiente capitulo se apl icurán tres de los mét2 

dos más representativos para la resoluci6n de ecuaciones dife· 

rcnciales ordinarias de primer orden a los diversos casos de · 

reactores químicos homogéneos en los cuales, debido n In natu· 

raleza de los balances de materia y en algunos casos de encr·· 

gía (casos no isotérmicos) dan por resultado tales ecuaciones. 

En algunas ocasiones estas ecuaciones pueden resolverse an?li· 

ticnmentc, sin embargo en otras, se obtienen ecuaciones compl2 

jas diflciles o imposibles de resolver por m6todos nnal!ticos. 

En estos casos se recurre ni uso de métodos numéricos. 

Los métodos que se aplicarán serán los siguientes: 

Método de nungc·Kutta de cuarto orden, método de l\dams Moul ton 

de cuarto arden y método de Milne de sexto orden. 

Como se pudo observar en el capitulo anterior, el mét2 

do de Runge·Kutta de cuarto orden es uno de los mús rcprcscnt~ 

tivos de los métodos de un sólo paso y además, el error que se 

obtiene es pequeño. lil método de Adams Moulton de cuarto orden 

es un método multlpaso del tipo predictor·corrector, el cual se 

obtiene mediante la combinación de f6rmulas de integracl6n a·· 

biertas y ccrradns; el error que sc obtiene, es del mismo orden 
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que el de Runge·Kuttn de cuarto orden, por lo que mediante la 

comparación de ambos se podrán obtener conclusiones muy inte· 

resantes. Por último, el método de Nilne de sexto orden es s! 

milar al anterior sin embargo, el orden de error que se obti~ 

ne es mayor, lo que implica ser un método más preciso. 

En los 6ltimos dos casos, los cuales tienen fórmulas 

del tipo predictor-corrector no se iterará el corrector debido 

n que de esta manera se podrá realizar una mejor comparaci6n · 

con e 1 método de Runge·Kutta, ya que de otra manera, implic:1rli 

un número de iteraciones tal, que originaría un mayor tiempo -

de procesamiento y por tanto obtendríamos mejores resultados,· 

pero a la vez no tendríamos un buen pntr6n de comparación .de · 

lo que es el método en si, osen de sus ecuaciones. 

én los métodos multipaso se utiliznrií el método de Rll!), 

ge·Kuttn de cuarto orden para obtener los valores iniciales •• 

que se rl'quicrcn pnrn poder "nrrancar11 el método. 

En cndn problema considerado, se utilizarán los tres m~ 

todos y se resolvcrln con varios tamnftos de paso para poder nn! 

liznr su efecto. Para cada caso se obtendriín los resultados nu· 

m6ricos, In memoria utilizada y el tiempo de proceso en minutos, 

segundos y cent6simns de segundo. En base a estos resultados se 

podrán analizar los errores de truncamiento y redondeo. 

El alcance de este trabajo es 6nicamente de obtener los 

resultados num6rlcos, por lo que s61amente se tomarln de los e· 

jemplos utilizados lns ecuaciones diferenciales finales a reso! 
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ver y no se hará ningfin cálculo adicional ni deducciones para­

obtener tales ecuaciones, ni el desarrollo del problema o grú­

ficns e incluso, en caso de ser necesario se modificará el pr~ 

blema para ilustrar s6lo el cálculo de un determinado reactor. 

3.2 Ejemplos. 

Los diferentes casos en los que se encontró que se po­

drían resolver ecuaciones diferenciales no analíticamente si­

no s6lo por métodos numéricos son: 

a. Reactor tubular isotérmico 

b. Reactor tubular no isotérmico, no adiabático 

c. Reactor tubular no isotérmico, adiabático 

d. Reactor semicontínuo con corriente de alimentación pero 

no de producto isotérmico 

e. Reactor por lotes no isotérmico, ndinháticc 

f. Reactor por lotes no isotérmico, no adioblitico. 
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a. REACTOR TUBULAR ISOTERMICO 

Ejemplo 4.6 Smith 

En un análisis de los datos de Kassell para la dcshi­

drogenaci6n en fase de vapor del benceno en un reactor conti­

nuo homogéneo, llougen y Watson reportaron las reacciones 

1. 2C6116(g) ..-. C12ll1o(g) + H2(g) 

2. C6 116 (g) + C 12H10 (g) ..-. C 18 11 1 ~ (g) + H2 (g) 

y las siguientes ecuaciones de velocidad: 

donde 

6 -15 200/T _ ~ ) 
= 14.96 • 10 e (p8

2 K. 
l 

moles lb de benceno que 

reaccionó / (hr) (piel) 

-15 200/T 1L p .. 
=B.67*10 6 e Cnip0 -:..i.:...:...u¡ 

K2 

P9 
. presión parcial del 

Po" presión parcial del 

PT • presión parcial del 

Pu" presión parcial del 

T • temperatura, ºK 

moles lb de trifenilo o dl 

fenilo que reaccion6 / (hr)(pie3 ) 

benceno, atm . 

difcnilo, atm. 

trifeni lo, ntm. 

hidrógeno, atm. 

K1 ,k 2 constamtes de equilibrio para las dos reacciones en 

términos de presiones parciales. 

Los datos sobre los que están basadas las ecuaciones de 

velocidad se obtuvieron a una presión total de 1 atm y a tempe-
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raturas de 1265 y 1400 ºF, en un tubo de 0.5 plg y 3 pies de -

largo. 

Se propone diseñar un reactor tubular que opere a una-

presi6n de atm y a 1400 ºF. Determine la conversi6n total del 

benceno a di y trifcnilo como función de el cociente del volu­

men del reactor y la velocidad de alimentaci6n. Suponga que el 

reactor será operado isotérmicamente y que no habrá otras reas 

cioncs importantes. 

Ecuaciones diferenciales involucradas. 

~ = 6.23 [c1-x1-x2f 
d(V/F) 

(1/2X1-X2) (1/2X1+X2) ~ • F1 
0.312 

-2.!L 
d(V/F) 

= 3.61 [C1-X1-X2) (1/2X1-X2) - X2 ( 1/ 2Xl+X2)]= F2 
o. 480 

Algoritmos. 

• Método de Runge-Kutta de cuarto orden 

Xl i+1 = Xl i + ~ (K1+2K2+2K3+K4) 

X2 i+1 = X2i + !! (M1+2M2+2M3+M4) 
6 

K1 • Fl (Xli x2i J 

K2 • F1 (X1 i + ll H X2 i + ~ 11) 
2 2 

K3 = Fl (X1i + g H X2 i + ~H) 
2 2 

K4 = Fl (Xli + K31l , X2 i + M311) 

ll=D(V/F) 
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Ml = F2 (Xli, X2i) 

M2 • F2 (Xli + !U. 11, X2 · + ~ H) 
2 1 2 

M3 • F2 (Xli + K2 ll, X2 . + M2 H) 
2 1 2 

M4 • F2 (Xli + Qll, X2 i + M3 H) 
2 2 

* Método de Adams Moulton de cuarto orden 

Predictor: 

Xli+l • Xl i + !.!.... (55F1i - 59F1 i-l + 37F1 1_2 9F1 i-3) 
24 

X2i+1 • X2, + !L (55F2. - 59F2 i-l + 37F2 i-2 - 9F2 i-3) 
1 24 1 

Corrector: 

X1i+1 • Xl i + 
11 

(9F1 i+l + 19F1i ·5F1 i-1 + Fl i-2 ) 
24 

X2i+1 • X2 i + !.!... (9F2 i+l + 19F2i • 5F2 i-l + F2 i-2) 
24 

• Mtitodo de Milne de sexto orden 

Predictor: 

Xl i+l • Xl i-5 + 
311 

(11 Fli • 14F1 i·l + 26F1 i-2 - 14F1 i-3 
10 

+ 11 Fl i- 4 ) 

X2i+l • X2 1_5 + ~~ (11F2 i - 14F2i·l + 26F2i_2 - 14F2i-3 

+ 11 F2 i-4) 

Corrector: 

Xl i+l • Xl i-3 + ~ (7F1 i+l + 32F1 i + 12F1 i-1 + 32F1 i·2 
45 

+ 7F1 i-3) 
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X2 i+l = X2 i-3 + ~ (7F2 i+l + 32F2 i + l 2F2 i-1 + 32F2 i-2 
45 

A continuaci6n se presentan los tres programas, donde: 

Xl(O) = Conversi6n inicial de benceno. 

X2(0) = Conversi6n inicial de difenilo, 

V/F(O) =Cociente del volumen del reactor y la velocidad de ali­

mentaci6n ftlhr/lb mol 

D(V/F) = Incremento de V/F 

Xl(F) • Conversi6n final de benceno (equilibrio) 

X2(F) • Conversi6n final de difenilo (equilibrio) 

Este problema se resolverá utilizando los siguientes 

datos: 

Xl(O) •O 

X2(0) • O 

V/F • O 

D(V/F) • 11 • 0.1, 0,01, 0.005, 0,0005 y 0.00001 
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90 REM REACTOR TUBULAR ISOTERMICO 
l ne• Rr;c•·I METODO DE F~UNGC l<.UT"íA DE CUARTO ORDEN 
110 REM EJEMPLO 4.6 SMITH 
.t '2 O T.l t M 1<'. < 4 > 
l :;.o DI t., !'I ( 4 > 
200 Pl'tINT ").;.1 <C•l .~,Z<Ol ,V/F(Ol ,D<VIF> ,XJ. <F> ,X2 
<F> •• 
210 :tNPUT ~-.:1,~~:Z.VF,,H.C1. 11 C2 
?l~ POKE 1e,o:POKC J.9,0:POKE 20,0 
:-?r!O f"Rit'JT 
230 PRINT "VF","X1" 1 "X2" 
2·~0 PR 1 t .. IT 
250 PRINT VF 1 X1,X2 
~.:;o PRI MT 
30C' }C3=;.r: 1 

3~·=-­
'360 
::::70 
8~0 
''3'?0 
·~(10 

4 J.O 
4~1.) 

•130 
4~0 
4 c:;=r:> 

FOR :t=1 TO 3 
OOSUD .1.000 
I< < J:) =F 1 
M < ! í =F:Z 
:<"ZJ=:)t: .1 +C•. '!i r<·t( ( I: > ·M-H 
X4=X2+0.5*M<I>*H 
ME><:T I 
X~=>·:1•1<<3l*H 
'<4=X2+M <:Jl ·M-H 
GOSUE 1000 
1~<4>=F1 

.. 1,~"<:'' 1"1<4 ~ =F2 
4~0 X1=~1+H*<K<.L>+2*K<2l+2*K<3l+KC4l /6 
480 !''.2=!a:~+H*<M< J.> i·2·Kl·1<2> +2-M·MCS) +M<4> /6 
4 rr:i ~~':':·= (J. HT < ): 1 M- .l. 00000 > > 1J.00000 
50<:"' :><:<..= < I MT ( >:2* J. 00000 l > I J. 00000 
s.••:• vr-~~vF+H 

~80 PRTNT VF,XS,X6 
600 IF XJ.>=C1 OR ~2)=C2 THEN GOTO 3000 
¿.,50 GOTO ::'60 
1000 F1=6.23*< .L-X3-X4>-:z-<0.5*X3-X4l*<0.5*X3 
+ ~<-4 ) / O • 3 .1 2 > 
llOO ~2=3.61•< 1-X3-X4>•<0.5*X3-X41-X4*<0.5*X 
~ ... :i<4>/0.4Bl 
1200 P.ETURN 
3000 A=PEEK<ZOl+PEEKC19>*256+PEEK<J.Bl*65536 
31 •:>0 B=A / 3600 
~:?t='º e r= r '"'T 'E> 
3~0ó. D=Yf•IT< 'B·-C~~·60) 
3400 C=INT< <<E-Cl*60-Dl*J.00l 
3!500 PRINT 
:;1600 PRYNT 
3700 JF 0<10 THEN PRINT "TIEMPO DE PROCESO "I 
c1•:0";01:oaTo z900 
3800 PRINT "TIEMPO DE PROCESO ";C;":";DJ 
9900 IF E<10 THEM PRINT •:";"O";E:GOTO 4100 
4000 PP.l:t .. JT 11

:
11 ;E 

41C•O END 



ESTA TESIS HO DEBE 
SfüR OE LA Bl3ll0l~~A 

90 REM REACTOR TUBULAR ~EOTERMICO 
1~0 REM MCTODO DE ADAME MOULTON DE CUARTO ORUE 

N 
P.GM E.:Ji=:MPLO 4.6 SMITH 
nIM K<4> 
DIM M<4> 
Dl:f-1 ~<114> 
DJ:t-1 X2 (4) 
nTM FI (•q) 

:OT.M F2<4> 

.t t C• 
12.1~ 

1 :00 
l 4l') 
150 
1..-;n 
170 
:?.r:t-0 
Fl" 
210 
21"5 
'220 
2'30 
240 
250 
260 
::?~•:• 
28Q 

PR INT "X 1 <O l , ><2 <O) , V /F <O> , D (V /F > , XJ. < F) , X2 < 

~ºº '3 j_CJ 
320 
850 
::160 
"370 
390 
"'::Jt?O 
4•;lO 
4JO 
~::?n 
.. , ...,c. 

INPUT XJ.,X2,VF,H,CJ.,C2 
POKE 19,0:POKE !9,0:POKE 
PRXtlT 
PRINT "VIF","X1","X2" 
PRIMT 
i=>R:r.MT VF,XL,>~Z 
PRIMT 
!'i-!.1 <CJ) =><.1 
>~2 <O> =>~2 
FOR 3=0 TO 2 
X3-=:>1,J. C J > 
~<4=X2 < 3 > 
FOP 7.=1 TO 3 
OOSUD JOOO 
K<T.>=F.!. 
f"11l' \=F2 
'<8=)(1. <:J l +O. 5·'.'E-K < I > IE·H 
X4=XZ<~>+0.5*M<I>*H 
NE"><T I 
~-'.8=>( J.< 3 > •·k < 31 *H 
~,: '-1 =:..:2 < ;J > • r·1 < 3 > il H 
GOSUE 100•::> 
I< !4) =F J. 
1"1(41 =F2 

20,0 

4•10 
-'l~O 

•l60 
4~0 

480 
6 
'190 
6 
"!100 
'31 o 
~2<":' 
'5'50 

VF=VF+H 
MJ.<3+1l=K1<3l+H*<K<J.>+2*K<2>+2*K<3>+K<4> )/ 

00 

X2<3+1l=XZlJl+H*<M<J.l+Z*M<2>•2*M(3)+M(4))/ 

Xl <4 > =>1.1 ~:J--t-1 > 
}{.2 ( 4 ) ~ >~ 2 ( J + 1. ) 
GOSLIS 2000 
"'Rl'.MT VF,X5,X6 
lF XJ.<3+1>>=Cl OR X2<J+J.l>=C2 THEN GOTO 30 

6 J. O F 1 < .J > =t<: ! .1 > 
620 F21J)=M<l> 
.s:io PRXMT 
t'.40 NEXT ::J 
670 X3=XL (3) 
690 Y4=X:!(3l 
~90 QOSUD 1. (lf''.11') 
":"<":'O !=' !. < 3 l =F 1 
?.\O F'2<S>:c=F2 
720 X1<4>=X1<3>+H*(55*F1<3l-59*F1<2>+37*Fl!ll 
9*F 1 ( O > > / 2 ·'1 
?30 ~2C4>=X2(3l+H•<55*F2<3l-59*F2<2>+37*F2<J.> 
9*F2 <O>> /:!4 



:"'4(") ~<"3=X1 <4> 
':?~O 7"(4t::X2 ~ 4) 
7"'·~0 OOSUD J. Oú0 
770 F 1 ( "I > =F .t 
7•'3'() r-2 ( q' "lO":r::"2 

so. 

'.:"90 ~< ! ( 4 > =Xl (3) •·H·lt- < 9*F1<4>+19-kF l. <3> -5*F J. <2) +F1 
( 1,)) /24 
200 X2<41-X2(21+Hlt-<9*F2C4)+l.9*F2(31-~*F2<2>+F2 
(1))/:24 

8 ). O GOSIJB 20QO 
8''20 VF=VF+H 
880 P~INT VF,XS,X6 
840 F'RIMT 
850 IF X1<41>=C1 OR X2<41)=C2 THEN GOTO 3000 
860 !<3=>< ,_ ( 4) 
g:'?O >'.4=>'.2 < ..:¡ > 
8ro. ·;1 ... ••-·~'-JL ..!.. i_I ~·-1 

QQO roR 3=n TO 3 
9 J o ';~ 1. ( .. l : --x .1 ( 3 + 1 ) 
~~O ~2<.J>=X2(.J+J.) 

9"'.'l('o r~.I <.11~~FJ.1.J·•l. 1 
~40 r-2(.Jl=F2(.J+J.) 
?5c:t ME~~T J 
9é,O.• Fl (3) =FJ. 
97C, S::-2(3>=--1-2 
990 GOTO 720 
1000 FJ.=6.23~ <1-xz-x4>-2-co.3*X3-X4>*<0.5*X3• 
X41/0.3J.:21 
t 1 ni) s:-:;-::~3. 6 t ~ (J. ·-~<3 ··:i.:.-i) ·?<·<O. 5}!~~3-:..~4 J ·-X41(· 'o. S*XS 
+~<4 > /C1 • "f8 > 
J :?•:•e' RETLIP.t..a 
2••C:•<::i >:5~<ItJT(XJ. <4>-N-10000011 /100000 
~1f""\0 ~6='1"'."''Tf''~{-'l)*.100000)) /1.00000 
?::20Q RE"TURN 
300('1 A=PEEk<20l+PEEK!191*256+P~EK<J.81*65536 
:7lton D=A/2600 
~21'.JO C·•lNT ( D) 
~~QO O=XNT< <E-C>*GO> 
~400 E=rNT< <<B-C!*60-Dl*100l 
.8!300 PF!:INT 
'?t'>l:•O F'P.INT 
?700 TF DC10 THEN PRINT "TIEMPO DE PROCESO ";C 
1•:o•;o;:GWTü 3900 
3900 PRINT "TIEMPO DE PROCESO •;c;•:•;o; 
3900 IF EC10 THEN PRINT •:•; "O"•E:GOTO 4100 
~0·:'10 PRI:MT .. : 11 SE 
4100 END 



~ .... :~:-:· '····· ~---'. . ·-¡~-1 
90 Ro;;:l1 REACTOR TtJ:E:ULAR' J:SOTER,l•lJ:CO · ·' j 
100 REM ~ETODO DE MJ:LNE DE SEXTO ORDEN 
lLO REM EJEMPLO <1.6 SMJ:TH ' 
1::>0 DIM 1~14l 
130 DJ:M M1<1) 
1.-.0 DJ:M >~1 <6> 
150 TlJl•1 X2<6l 
160 D?:M F116l 
170 DT.M F2<6l 
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:<'00 PR'INT "Xi <O> ,X2<0> ,VIF<O> ,DIV/Fl ,X1 <F> ,X2< 
Fl" 
210 
í! J !":') 

22C• 
':'?~l:J 

240 
2'50 
260 
270 
2'30 
"?.·oo 
:3 J. o 
320 
:?:!'50 
360 
370 
St':'O 
,;¡;-90 
400 
"110 
420 
·~30 
<l 4•:l 
451:1 
4AO 
o-'1.".'?C:\ 
...ioo 
é 
.:::lt;)O 

6 
!500 
~.10 

52t:'l 
!'5~0 
.!-00 

ºº ~.10 

6-20 
68•') 
6"1('l 

'.[ NPUT ::.i: l • X~ ,, VF ' H, el ' e 2 
POKE 1e.o:POKE L9.0:POKE 20,0 
P~'INT . . 
PR'INT "V/F","X1","X2" 
PRT.MT 
PRXNT ~'F, >.:1, >:!~ 
PRIMT 
X1<0>=X1 
>~2 <O> ~x:z 
r-oR .:J =O TO 4 
>{3-X 1 ( .:J > 
Y.~a::i='>(2 ( .:J) 
FOR J:==1 TO 3 
GOSUU 1000 
1< < t l =F l. 
f•1 < 1 ; ==F:? 
~3=XLl:Jl+O.~*K<:tl*H 
X4-X21.:Jl+0.5*MIJ:l*H 
NEXT J: 
~!8::>< l ' .. "J > -t·f< < 3 > o)(·H 
:«~ = >~ 2 ( .:J > + M < 3 > *H 
GOGU!3 1000 
'" < 4 > =F.t 
Mt4>=F2 
<JF='.'F+H 
H~(:J•1l=X1<.:J>+H*<K<Ll42~K<2l+2*K<3l+K(4l 

X J. < t!,) ~>~ .t (. .J ·t- .t > 
~":? C6 > =X2(:J+1 > 
GOSUB 2000 
PP.Y.MT VF, X5, )f,6 
J:F ~1(J+1l>=C1 OR H21J+1>>=C2 THEN GOTO 30 

F J. <.:J > ~K < 1 > 
F~ (.1') =M < 1 > 
"'RtM·r 
MEXT ::r 

67t:J X3~>{1!5> 
680 X4~X2<5> 
t!,<>('l GOSlJB 1 000 
700 F l 15 > =F J. 
710 F2('5)-F2 
720 X1(6l=XJ.10)+3*H*<11*F115l-J.4•FJ.14l+26*F1<3 
> - 14*F l <::: l + t 1-Y.· !'"l. ( 1 l l .·l. O 
730 X216>-X2!0)~3*H*<11*F2C5l-14*F2<4>+26*F2(3 
1-~4*F212l+11*F2(1ll/10 
740 '.\{8=><1 (6) 



7"$1') X4s:~<2 (6) 
;c"~o <:-n.sun 1 r:too 
770 F J. < " 1 =·F 1 
780 F:2<6>=F2 

8 2. 

~''?() '< 1 < 6 > = ~< 1 1 2 : • 2*H-M· 17·11-F1 ( 6 > + 32*F 1 < 5 > • 12*F 1 < 4) 
•22*F1<3>•?*F112ll/45 
000 X2161=X212>+2*H*l7*F216l+32*F215)+12*F214l 
•~2WF2<3>+7*F2<2ll/45 
810 GOSUE 2000 
t320 •..JF=:VF+H 
8~0 PRYMT VF,V5 0 Y6 
\340 PRJ:NT 
D~O YF X116>>=C1 OR X216>>=C2 THEN GOTO 3000 
860 )(8=r'\~ .l ( 6) 
870 "><4mX2 < 6 > 
seo oosun J.ooo 
900 FOP ~-o TO -
? l CJ j.!, 1 < .:J > =>~ 1 < .:r ... ! ) 
920 XZ<Jl=X2(3+1> 
•"> 'lO F 1 ( :r > =F 1 1 :J ·•· 1 > 
~40 F2<3>~~~<~+~) 
oso ME'.XT :r 
~c!O F1 <S> =FJ. 
970 F2<!5>=F2 
900 GOTO ?20 
1000 Flm6.23*<<1-X3-X4l-2-IO.~MX3-X4l*I0.!5*X3+ 
~<41 I O. 812) 
1100 F2=3. 61* ( ( 1-xo-:·:·~ l * (o. 5*)<:3-:"<"I) -X4·11- (o. 5·11-X3 
•·:...:4 > /C'. 48) 
l 20Q RETLIRN 
~~DO X5=CrNT<X1<6>*100000ll/100000 
~loo X6=<r~T<X2<B>•100000))/10~000 
221;-1.-:i RETUf~N 

~000 A=PrrEKC20l+PEEKC191*256+PEEKC18>*65536 
'3!QO 'Fl=A/3600 
:'1::?00 C=YMT<B' 
3800 D=XNT<<B-C>*60J 
3400 E=YNTll<E-C>*60-Dl*100> 
3:500 PRXNT 
:;i.,;oo PRXNT 
8700 XF D<lO THEN PRXNT "TXEMPO DE PROCESO "IC 
;":O"JDl=~OTO 3900 
3DOO PRYNT "TXEMPO DE PROCESO •¡c;•:"IDI 
8900 TF E<lO THEN PRXNT •:•1 •o•;e:GOTO 4~00 
4000 PRXNT •:•¡E 
,_..100 END 
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b. REACTOR TUBULAR NO ISOTERMICO, NO ADIABATICO 

Ejemplo 6.2 Carnahan 

La pirólisis del etano en el intervalo de temperaturas 

1200 a 1700 ºF queda representada en esencia por la siguiente­

reacción química irreversible y de primer orden 

+ 11 
2 

Etano ~ Etileno + Hidrógeno 

En un tubo de acero de diámetro interior 4,026 pulgadas 

se introduce etano con un caudal de 1800 lb/hora y a una tempe­

ratura de 1200 ºF. El horno suministra calor al tubo a razón de 

5000 BTU/hora pie2 (de superficie interior del tubo).Se supone -

que éste no contiene obstrucciones internas (p.ej.:catal!ticas), 

y que pueden despreciarse las caídas de presión a lo largo del­

eje; la presión media de los gases en el interior puede tomarse 

igual a 30 lb/pulg 2 • Suponiendo control de caudal en el tubo, -

escríbase un programa que calcule la longitud necesaria para pr~ 

ducir descomposición del 75 por ciento del etano en etileno e -­

higrógeno, 

En la siguiente tabla se indican las propiedades termo­

dinámicas necesarias (calores teóricos de formación, tdlr, capa­

cidades caloríficas dependientes de la temperatura, Cp), y la • 

información cinética (constante k de la reacción anterior, fun· 

ción de la tempreatura), y las constantes físicas necesarias, 



Datos de la reacción de pirólisis del etano•. 

611 f a 298 ºK 

(cal/g mol) 

-20236 

cp 

(cal/g mol ºK) 

84. 

12496 

11 2 (gas) o 

5. 25+24. 2x1 o- 3 T-6 .B8x10- 6 'í'2 

7,00- 0.385xl0- 3T+0.6xl0- 6 f 2 

Ctc de reacción: k • 5.764xlo 16 e-41,310/T¡segf 1 

Pesos atómicos: C•12, H•l 

Cte. de los gases: R • 10.73 lb/pulg
2 

pie 
3 

/ lb mol ºR 

*T • Temperatura en ºK(Kelvin) 

Ecuaciones diferenciales involucradas. 

donde: 

ill • (2,8493x10 20 e-41310/TK 

dL (1+X3) T4 

dXl 
~. 87 .8337 - 011Cui:-l 
dL CP 

(1-X3l¡ • Fl 

Dll • 1.8 (32732 + 8.5 (Tk-298) - 5.942x10- 3 (Tk2 -88804) 

+ 1.ZSxl0- 6 (Tk3 -26463592)) 

CI' • [1-X3) (3.75 + 35.7x10 3 ><Tk-10.12x10· 6 ,.Tk 2
) 

+ X3 (12.25 + 23.815x10º 3
1 Tk-6.2Bx10º 6 , Tk2) 



Algoritmos. 

• Método de Runge-Kutta de cuarto orden 

Xl i+l = Xli + !! (Kl + 2K2 + 2K3 + K4) 11•/IL 
6 

T i+l 

Kl . Fl 

K2 • Fl 

K3 • Fl 

K4 • 1'1 

Ml • F2 

M2 • FZ 

M3 • F2 

M4 • F2 

T. + !! (Ml + 2M2 + 2M3 + M4) 
1 6 

(Xli, Ti) 

(Xli + ~ 11, T.+~ fl) 
2 1 2 

(Xli + K2 ll, T. + M2 H) 
2 1 2 

(Xli + K311, Ti+ M311) 

(Xli, Ti) 

(Xli +~H. T · + ~ H) 
2 1 2 

(X\ + K2 ll, T. + M2 11) 
2 1 l 

CX\ + K3H, T i + M311) 

• Método de Adams Moulton de cuarto orden 

Predictor: 

a~. 

Xl i+l = X1
1
. + !!_ (SSFI i - 59F1._1 + 37F1 1_2 - 9F1 i-3 ) 

24 1 

T i+l • Ti + 
1
;

4 
(55F2i - 59F2 i-l + 37F2 i- 2 - 9F2 1_3 ) 

Corrector: 
11 . 

Xl i+l • Xli + 24 (9Fli+l + .• 19F1¡ - SFl i-l + F11_2 ) 

11 . ·. . 
T i+l • T ¡ + .- (9F2i+1 + 19F2i - SFZ i-1 + F21-2) 

24 
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• Método de Milne de sexto orden. 

Predictor: 

X1 i+1 • Xl i-5 + ~ (11Fli - 14F1 i-1 + 26Fli-2 - 14Fli-3 
10 

+ 11F1 i-4) 

T i+l Ti·S + ~: (11 F2i • 14F2 i·l + 26F2 i-2 • 14F2 i-3 

+ 11F2i_4J 

Corrector: 

Xl i+l • Xl i-3 + N (7F1 i+1 + 32F1 i + 12F1 i-1 + 32F1 i-2 
45 

+ 7F1 i-3) 

T i+l 
211 

= T i-3 + 45 (7F2 i+l + 3ZF2 i + 12FZ i·l + 32F2 i·2 

+ 7FZ 
1

_
3

) 

A continuaci6n se presentan los tres programas, donde: 

X(O) • Conversi6n inicial de etano 

T(O) • Temperatura inicial (ºF) 

L(O) • Longitud inicial del reactor (ft) 

DL • Incremento de longitud del reactor (ft) 

XF • Conversi6n final de etano. 

Este problema se resolverá utilizando los siguientes 

datos: 

x(O) • O 

T(O) • 1200 

J,(O) = O 

DL • JI= 100, 10, 5, 1 y O.OS 
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c. REACTOR TUBULAR NO ISOTERMICO, ADIABATICO 

Ejemplo 6.2 Carnahan. (Suponiendo que no se suministra calor 

al tubo] 

La pir61isis del etano en el intervalo de temperaturas 

1200 a 1700 ºF queda representada en esencia por la sig11icntc­

reacci6n química irreversible y de primer orden 

Etano > Etileno 
+ "2 

llidr6geno 

En un tubo de acero de diámetro interior 4.02~ pulgadas 

se introduce etano con un caudal de 1800 lb/hora y a una tempe­

ratura de 1200 "F. Se supone que el tubo no contiene obstrucci!!, 

nes internas y que pueden despreciarse las caldas de presión a­

lo largo del eje; la presi6n media de los gases en el interior­

puede tomarse igual a 30 lb/pulg~ Suponiendo control de caudal­

en el tubo, escríbase un programa que calcule la longitud nece­

saria para producir descomposición del 75 por ciento del etano 

en etlleno e hidrógeno. 



Ecuaciones diferenciales involucradas. 

dXl = (2.8493x10 2 º e - 4l 3 lO/TK (1 X3) ·¡ = Fl 
dL (1+X3) T4 

dT • -Dll rlltl 
F2 

dL CP 

donde: 

Dll • 1.8 (32732 + 8.5 (TK-298) - 5.942x10" 3 (TK2·88804) 

+ 1.28x10-
6 

(TK 
3
-26463592)) 

CP • (1-X3) (3.75 + 35.7x10- 3• TK-10.12x10. 6 •TK2 ) 

+ X3 (12.25 + 23.815x10- 3~TK-6.28x10° 6 , TK 2) 

Algoritmos. 

• Método de Runge-Kutta de cuarto orden 

Xl '+1 • Xl · + !! (Kl + 2K2 + 2K3 + 1<4) 
1 1 6 

T i+l • Ti+ ~ (Ml + 2M2 + 2M3 + M4) 

Kl • Fl (Xli, Ti l 

K2 . Fl (Xl i + .!il 11, T. + ~ 11) 
2 1 2 

K2 MZ 
K3 Fl (Xl . + 2 11, T. + 2111 

1 1 

K4 • Fl (Xl . + K311, T. + M311) 
1 1 

Ml • F2 (Xli, Ti) 

M2 + F2 (Xli + Kl 11, T. + ~11) 
2 1 2 

93, 
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M3 • F2 (Xl i + g H, T· + M2 ll) 
2 l 2 

M4 • F2 (Xli + K3H, Ti+ M3H) 

• Método de Adams Moulton de cuarto orden. 

Predictor: 

Xl ·+1 • Xl • + !!..._ (SSFli • 59F1 i·l + 37F1 i·2 - 9Fli·3) 
1 1 24 

T i+l • Ti + ;- (55F2 i • 59F2i-l + 37F2i·Z • 9F2¡.3) 

Corrector: 

Xl i+l • Xl i + 
1
;

4 
(9Fl i+l + 19F1 i • SFli-l + Fl i- 2) 

T º+l • Ti + !!._ (9F2 ;+l + 19F2 i - SF2 i·l + F21.z) 
l 24 l 

• Método de Milne de sexto orden 

Predictor: 

Xl i+l • Xl i-S + ~~ (11F1¡ • 14F1 i-l + 26F1 i·2 • 14F1 1_3 

T i+l • T 1_5 + ~ (11F2 i • 14F2 i-l + 26F2 1_2 • 141'2 1•3 

Corrector: 

Xl Xl + 21l (7F1 + 32F1 + 121'1 + 321'1 
i+l • i-3 45 i+l i i-1 i-2 
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T • T + ~ (7FZ
1
,+l + 3ZFZ. + 12FZ + 32F2 

i+l i-3 45 l i-1 i-2 

A continuación se presentan los tres programas, donde: 

X(O) • Conversión inicial del etano. 

T(O) •Temperatura inicial (ºF). 

L(O) •Longitud inicial del reactor (ft). 

DI. • Incremento de longitud del reactor (ft). 

XF • Conversi6n final de etano. 

datos: 

X(O) • O 

T(O) • O 

L(O) • O 

Este problema se resolverá utilizando los siguientes 

DL • JI • 1 O, 5, 1 , O. 5 y. O. O 1 
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90 REM REACTOR TUBULAR NO ISOTERMlCO ADIAEATIC 
•:i 
1•'.:10 
1 l.O 
.l20 
1 '.30 
~OC:• 
'2 Jo 
:;:J s 
220 

'240 
2..:1 :~ 
250 
260 
300 
3 lCI 
3'50 
360 
'370 
'390 

REM METODO DE RUNGE KUTTA DE CUARTO ORDEN 
REM EJEMPLO 6.2 CARNAHAN 
OYM !<. (4l 
01.M l"I <4> 
PRXNT "X<o>,T<O>,L<O>,DL,xr· 
INPUT X1,TF,L,H,C1 
PO~E 12,0:POKE 19,0:POKE 20,0 
PRINT 
r"F!I.1,lT "L",. "X"" "T" 
PRINT 
T·;::;TF +"-l~O 
PRIMT L,X1,TF 
"'RJ:NT 
X3-X1 
T4=TF+460 
FOR I=l TO 3 
GOSUB 1000 
I~ ( :t l <=F 1 
M < l > =F:?. 

890 X~-~1+0.S*K<Z>*H 
400 T4=T+0.5*MIJ:>*H 
410 MO::>:T I 
420 Y3=X1•K<3>*H 
430 T4=T+M!3>*H 
4·~0 GOSUB 1000 
..!l50 1<:<4>=F1 
460 M!4l=F2 
470 X1=Xl+H*<Klll+2*K<2l+2*KC3l+N!4))/6 
480 T=T•H*IM111+2*M<2>+~*M<3l+MC4>1/6 
490 :~5,: < l:NT <:~1·~100000) > / 100000 
SOO TF'=T-'l6':l 
':5 J (.' T6= { :I NT ( TF"·~ 1.CIC'00C') ) .•J. OOCt:-it.: 
~~Ct Lv.:L+f·4 
S~n PRINT L,X5,T6 
6nO IP XL>=C1 THEN GOTO 3000 
6'50 GOTO 260 
J.000 Tl,=T411.G 
1100 F1=2.8493E+16*30*EXPC-41310/TK>•<1-X3l/(( 
1+~'3>-M·T4> 
1200 DH=1.8*!32732+B.5*<TK-298>-~.942E-03*<TK• 
2-88804l 6 1.2BE-06*<TK•s-26463592) > 
1300 CP=C1-~3>*!3.75+0.0357*TK-1.012E-05*TK•2) 
4X3•<L2.25+0.0239L5*TK-6.3EE-06*TK•2) 
1400 F2c= (-!ll-1~\I-.!. J /Cf" 
1500 P.ETURN 
3000 ~-~EE~!20>+PEEK!19>*256+PEEK<1B>*65536 
310C> B=A/3600 
82'c•o C=J:f.tT(E) 
3300 D=IMT<<D-Cl*60l 
8dOO E=INT<C<B-C>*60-D!*100) 
3!500 PRJ:NT 
~600 PRJ:NT 
8700 J:F D<10 THEN PRINT "TIEMPO DE PROCE&O "¡C 
1 ,. : O" ; D C : GOTO 39f"'JCI 
3CíJ<:' rR:tMT 11 T:CEt'1r:"O DE PROCESO 11 1C;":"JD; 
~?00 TF E<lO Tt·~Et..a PR:CMT ":"lºO";t=:GOTO 4.100 
4000 PRJ:NT ": "IE 
·~ .l.00 END 



90 
o 
100 
N 
1 Jo 
l:.20 
130 
140 
J Sr:> 
.t 60 
J?O 

~ºº 21<:> 
:z J.S 
2~':' 
230 
?40 
24'3 
2!30 
260 
'2?0 
280 
:3,.,0 
310 
320 
3~0 
360 
3?0 
-~80 
.'?190 
400 
41t:• 
·.i20 
·l"JO 
4,10 

"'-..::::º 
..-~ t':".Jt:• 
a7o 
480 
6 
490 

~ºº 
~!.() 

~'21") 

~'30 
~~O"O 

6J.O 
6?0 
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R~M REACTOR TUBULAR NO ISOTERMlCO ADlABATl:C 

REM METODO DE ADAMS MOULTON DE CUARTO ORDE 

REM EJEMPLO 6.2 CARNAHAN 
DJ:M K<4> 
DTM M<4) 
01:"1 ~:1 ( ·'I) 
Tl'tl-' T < 4 > 
Dl:M F1 <"l> 
Dl:M F2 <"l> 
PR1NT "X10) 0 T(0) 0 LC0> 0 DL 0 XF" 
l:NPUT X1,TF 0 L,H,C1 
F'OKE 1a.o:PC~<E 19,0:F'Ol<C 20.0 
,...r~::i:Nr 

PRif\IT "L"., "Xº• 11 T 11 

PP.J:NT 
T-=TF+.::160 
f=>PJ:NT L.}(.1 11 TF 
PRTNT 
~J.(Ol=Xl 

T<O>=T 
FOR :J=O TO 2 
X3==}~.1 t .1 > 
T<l=TIJ) 
FOR :t=1 TC• 8 
GOSUB 1000 
I< < :t > =F J 
t"I < I l=F2 
X3=~1<J>+O,S*K<I>*H 
T"l=T<J>+0.5*M<Il*H 
NEXT J: 
>•. 3-. ,..\ J ( J > .. ;.. ( ::;:I ) *H 
T4=1'1Jl+l'l<O>-><H 
GOSUB 1000 
t1·. t. 4 :a n:f= 1 

1•1 < ""' > =r2 
•--L+H 
~l(J+l>=X1<J>+H*<Kt1>+2*K<21+2*k<3l+K(4)1/ 

T!J•1>-T<J>+H*<M<1>+2*M<21+2*M<S>+M(41116 
-,.< 1. < 4 l =X 1 ( ..J +J. > 
T<4>=T<J+11 
<:;osua 2000 
PR'l'.N"r L,,X5 11 T6 
IF Xl <J<-11 )·=C.I. 
F 1 < 3 1 ~1~ < l. > 
F'2<J>=M<1> 
P'RIN'1º 
MEXT :r 

THCtl OOTO 3000 

6?0 ~-:3=~1. (3) 
.S'3<:1 T4=T < 3 > 
690 GOSUB 1000 
700 F l < 3 > =F l 
7J.0 F"2<3)z=F:? 
~20 X1<4>=Xl(3l+H*l5S*F1(31-59•F1(2)+37*F1(1)­
.-,.>1f('!""l. <t:•> l /74 
730 T"l=T<3l+H~l55*F2<31-59*F2<21•37*F2<1>-9*F2 
<O>> /24 
?40 ><'.3=Xl <"l) 



7'5•:J T::\=T ( 4) 
7·:.í..: ·:..,u:;;,ws l.C:»OO 
7"70 Fl (4l ~F.1 
'.:"90 F7.(4>=F2 
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790 X1<4l=~lt3>•H•<9*F.1<4>+.19*F1(3)-3*F.1<2>+F.1 
(J. l ) I 24 

SOO Tl4>nTt8l+H*<9*F214>+.19*F2<3>-5*F2<21+F2<.1 
) ) /24 
910 GOSUB 2000 
137-'0 LssL+H 
R30 PRTNT L,X3 0 T6 
84C• PRINT 
850 J:F XJ. t <I) :>=C ! THEI~ OOTO SOOO 
860 !"~3:r:X:t < 4 ~ 

P/O T4=T<4> 
eso GOSUD j,QOO 
900 FOR :J=O TO 3 
~10 Xl<:J•-X113+1> 
020 T<.J>==1 (J+1) 
9'30 Pl<:J>=F.113+1> 
940 F213>~F2(3+11 
9~0 MEXT 3 
960 F11'3>=F.1 
970 F213>-F2 
980 OOTO 720 
1000 TK=T4/1.S 
1100 F1-2.G493E+.16•ao•EXPl-413.10/TK>•<.1-X3)/(( 
l+X3>*T<I) 
1200 DH=.1.B*l32732+B.5*1TK-29BJ-~.942E-03*<TKft 
:7.-P.SS04)+1.2BE-06*1TK-3-264635921> 
1300 CP=<l-X3>*<3.73+0.0337*TK-1.012E-O~*TK-2) 
t·)'.8* < 1 2. 2!5+0. 023913*TK-6. 2SE-Oédl·TI~' :2 1 
1400 F2=<-DH*FJ.l/CP 
1500 RETURN 
?DOO TF=T<~l-460 
21r.o >'.~= < J:NT <X.1141*·.100000> 1 / J.00000 
z200 T6=<~Nr1·rF•1ouuuv1,,100000 
2'300 F:ETURN 
3000 A=PEEKl20>•PEEK!J.9>*256+PEEK<.1a>*6!5336 
3\00 B-A/3600 
:'\:7.00 c-J:MT<B> 
3800 D=INTt<B-Cl*60l 
~aoo E=J:NT(!!B-C>•6D-Dl*J.0Dl 
3500 F'RJ:t-IT 
~600 PRJ:NT 
.?:?'00 IF 0•' 1Q TlllZI.¡ fºí<Jl.jT "T:IEMPO DE PROCESO "JC 
J":O"ID;:GOTO 3900 
"'000 PRXNT "TXEMPO DE PROCESO "J C 1":"1 DI 
~900 IF EC10 THSN PRJ:NT ":"1"0"1E:GOTO 4100 
4000 PRJ:NT "!"IE 
4100 END 
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90 
Q 

100 

REM Rl::ACTC•R TUBLIL.AR NO :ISOTERl.,:ICO AD:CABATXC 

. 110 

1.30 
J 40 
l~•::t 
1r1'0 
1?0 
200 
210 
21'=5 
220 
:220 
240 
245 
250 
260 
270 
260 
'30C• 
310 
37.0 
3'50 
360 
3?0 
3GO 
390 
400 
410 
'1~0 
4:30 
440 
0iso 
4ñO 
4:-:90 

"'ªº "6 

REM M~TODC DE M:CLNE DE SEXTO 
RE~ E7EMPL.O 6.2 CARNAHAN 
DlM K (4) 
DTM M <4l 
Oll'I XJ. 16l 
DlM T (61 
DlM F1.<6l 
tl1M F2<6> 
PR:INT "X<O>,T<Ol,L<Ol,DL.,XF" 
lftr•_JT ;.;1 11 Tf~.L..,.H,CJ. 
POKE 1.8,0:POKE 19,0:POKE 20 0 0 
F•P.J: l'IT 
f)P.J:NT "'-",. 11 X" 11 "T" 
PRINT 
T=TF+460 
PRJ:NT L. 0 X1,TF 
PRIN1" 
lll(Ol-Xl. 
T(Ol=T 
FOR .:J=O TO 4 
X'3-Xl. < :J l 
T4=T<:Jl 
FOR X=l. TO 3 
OOSUD 1000 
K C :C l -Fl 
1•1< X l =F2 
~3=XJ (:Jl+0.'5*K<X>*H 
T4-TC3>+0.5*M<Xl*H 
NEXT l 
X3~>~1 <:J> +K<3>*H 
T4=T<-:Jl+M<3l*H 
005UJI 1000 
KC4l=F1. 
"'1C4 > -F2 
L.=sL-tH 
Xl.13+1.l~Xl. 

ORDEN 

490 TC.:J+ll=TCJ>+H*CM<11+2*M<21+~*MC3l+MC4ll/6 
'500 XJ.<6>=XJ.<7+1l 
'5.!.0 T<6>=T<:J+1> 
e,.'20 GO'S•JE :20Cl0 
~~O PRYNT L,X5,T6 
600 l~ Xl<:J•l.>>=Cl THEN GOTO 3000 
6 .t·O F j ~ 1 \ s::J-r t 3 l 
rE.20 F:2 t J > =-M < 1 > 
630 Pl<:INT 
<!•-"O l-IEXT ..1 
670 >::3=~( 1 ( 5) 
690 T4=T <5> 
6'?0 GOSUB 1.000 
700 F 1 C '5 l =F 1 
710 F21'5>-F2 
7~0 X1<6l•Xl<Ol•:3*H*<1.1*F1.<51-14*F1C4)+26*F1<3 
)-1.4*F1<2l~1.1*Fl<1>1/1.0 
730 T<6l=T<Ol+3*H*<11.*F2<~>-14*F2<4l+26*F2<3l-
14~F2(2l+11*F211l l/1.0 
740 X3=>: 1 < 6 l 
_.,--!'., T~1=T(6) 



7~,t) GOSUB .1 000 
'?'?(") C" J. ( 6) =f.= J. 
7"'90 1=2 <6> =F2 

100. 

790 X1C6l=X1<21+2*H*C7*F1<6)+32*F1<Sl+12*Fll4) 
+32*F1(31+7•Fl(2ll 145 
800 Tl6)=T<2>+2*H*<7*F2(6)+32*F2<51+12*F2<4J+3 
2*F2<3l•7•FZ<2ll/45 
910 OOSUJ3 200f"J 
920 t_==I- +H 
380 PRINT L,X5,T6 
R4n F>RTMT 
BSO IF H1<6)>=C1 THEN GOTO 3000 
'.:r:o!:..O >~'3c:::'i{ 1 < 6 > 
~r-t7,') T•:f=TC6> 
1380 GOSUB 1. C100 
º00 f='OR .;1 '='Ü TO 5 
91 () )~J. ( J) =>.!t. ( :J ·t- 1 J 

9?.0 T(:J>=T!:J•ll 
930 F 1 < J l uF .l. < .J + 1) 
940 F2<ll•F21.J+.I.) 
'"'~O MC><T 3 
9~ 1:- f-·.:' 1 ~ ~: i.sF .1 
9'.?0 r-2 ~ "3 l iuF:.~ 
C':'t:Jf) r ... oTO 7120 
J OOC' T .. <=T4 / ..1. e 
1100 F1=2.8493E~1~*30*EXPl-41310/TK)••1-X3)/ ce 
1 ·• ·~3 1 -J(·T4 > 
l~OO OH•.l..G*l32732+a.s•<TV-29S>-S.942E-03*<TK­
?-98804)+1.28E-06*<TK-3-Z6463592l) 
1300 CP-<l-X3!•<3.7S•o.oas7•T~-1.0.l.2E-05*TK-2) 
•X3~(J2.25+0.02~815*TK-6.20C-06*TK-2> 
1400 F2~<-DH•F1l/CP 
J 500 PE"T"IJRN 
2'=""'.'H:"· Tr-:.=·r < 6, -460 
2100 ~~=!INT!X1(61*100000l)/100000 
~200 T6-<JNT<TF*100000J l/100000 
'280'1 PCTUF:N 
3000 A=PS~IC<20l+PEEK<19>*Z5~+PEEK(18l*~~5S6 
3100 El=A/3600 
32C.O C=1NT<El 
3300 D=INT< <B-Cl*60) 
3400 E=INT<<<D-Cl*60-Dl*100) 
3500 l"'R1NT 
3(.".,•:lC• PRI'.MT 
?700 IF DC10 THEN PR1NT "TIEMPO DE PROCESO "•C 
··~0·1D;:GOTO 8900 
3GOO PRXNT "TIEMPO DE PROCEGO •¡c¡•:•¡D¡ 
3900 lF E<10 THEN PRINT •:•¡"O"JE:GOTO 4100 
4000 PR:tNT ":ºJE 
4 j,OQ END 
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d. REACTOR SEMICONTINUO CON CORRIENTE DE ALIMENTACION PERO NO DE 

PRODUCTO, ISOTERMICO. 

Ejemplo 4. 13 Smi th 

La esterificación del ácido acético con alcohol etílico-

se lleva a cabo en un reactor semicontinuo de tanque con agita·­

ción a temperatura constante de 100 ºC. El alcohol se añade al · 

reactor, inicialmente, como una carga de 400 lb de alcohol et!li.. 

co puro (C 2H 5011) • Luego se agrega una solución acuosa de ácido !!. 

cético a una velocidad de 3.92 lb/min durante 120 min. La solu·· 

ción contiene 42.6\ de ácido en peso. Suponga que la densidad es 

constante e igual a la del agua, 

La reacción es reversible, y las velocidades espccrficas 

son las siguientes: 

Cll3COOI! + C2 11 5011 ~CH3COOC2 11 5 + 112 0 

k • 4.76x10~ lt/(mol g) (min) 

k' e 1.63x10~ lt/(mol g) (min) 

Calcule la conversión de 1cido acético a éster, como fun­

ción del tiempo, desde O min hasta que se ha af\adido la última •• 

cantidad de ácido (120 min) 

Ecuaciones ~ifercnciales involucradas. 

dXl • 35.9(21 .3x10" 5 (1·X1)(8.68-0.0278 Xl T) 

dT 6.69 + 0,0655 T 

7.13xl0-s T Xl (0.125 + 0.0278 Xl) . g 
6.69 + 0.0655 T T 
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Algoritmos. 

• Método de Runge-Kutta de cuarto orden 

Xl i • Xl i-1 + !! (Kl + 2K2 + 2K3 + K4) • Fl H•6T 
6 

Kl • Fl (Ti + Xl¡) 

K2 • Fl (T¡ + !! , Xl i + !:!!.!. ) 
2 

K3 • Fl (1' i + !! Xli + HK2 ) 
2 

K4 • Fl (Ti + H, Xl i + HK3) 

• Método de Adams Moulton de cuarto orden. 

Predictor: 

Xl i+l • Xl i + !!__ (SSFl i - 59F1 i-1 + 37F1 i-2 - 9F1 ¡.3) 
24 

Corrector: 

Xl i+l • Xl i + !!__ (9F1 i+l + 19F1 i - SFli-1 + Fl i-2l 
24 

• Método de Milne de sexto ord'!n 

Predictor: 

Xli+l • Xl i-S + ~ (11F1¡ - 14Fli-1 + 26Fli-2 - 141'1¡.3 
10 

+ 111'11.4) 

Corrector: 

Xli+l • Xl 1_3 + ~ (7Fli+l + 32F1¡ + 12 Fli-1 + 32F11. 2 

+ ?Fl ¡.3) 
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A continuación se presentan los tres programas, donde: 

X(O) = Conversión inicial de ácido acético 

T(O) • Tiempo inicial (min) 

DT • Incremento de tiempo (min) 

T(F) • Tiempo final (min) 

datos: 

X(O) • O 

T(O) • O 

Este problema se resolverá utilizando los siguientes 

DT • 11 • 10, S, 1, 0.1 y 0.001 
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90 REH REACTOR SEM:ICONT:INUO CON CORR:IENTE DE A 
1 .• :U·l'='.MTl',Cl"ON PIZRO NO DE PRODUCTO 
J 00 REM ~IETODO DE R'JNGE ~UTTA CUARTO ORDEI~ 
1.lO RE:f•I O::Z3EMPLO 4. J.3 SM:ITH 
1 '2 O D I. f'1 f< ~ .~J ! 

':':00 f='RXfJT ">(<C•) ,T<O) 91 DT.T<F>" 
'2 Lt:• Xf'IPUT ~(J., T, 1-t, TF 
~15 PO~E 1a.o:POKE J.9,o:POKE 20,0 
:?.20 PR:INT 
230 PRINT "T" 0 "X" 
240 PP.:INT 
250 Pí->.LN.T T, X 
<."60 PRI.NT 
~~O J~ T=O THEN T=1E-J.O 
:30Q X3=Xl 
31 ~~ T4=T 
~~O S:QR .la:l.1 TC• 3 
'.360 OOSUB 1000 
O?O •< < 1 ~ saF .1 
390 ~3=Xl+0.5*K<I>*H 
400 T4=T+H/2 
410 NEXT I 
420 X3=-~!1•f<<3 > *H 
430 T<l-T•·H 
440 OOSL•B J.000 
--l!'!iC• J..: C 4 > =F .1 
470 XJ=X1+H*CKC11+2*~C21~2*K<31+K(4ll/6 
490 X5-CIHT<X1*100000ll/100000 
~51 O Ts:, . .._H 
'350 F'P.IMT T 0 X5 
600 IF T>=TF THEN GOTO 3000 
6'50 GOTO 260 
100~ F1~35.9*<2.13E-04*<1-X3l*C8.6S-0.027B*X3* 
T41-7.13E-05*T4*X3*<D.J.25+0.027B*X3ll/(6.69+0. 
06'5~M·T4 > ->t:S/T4 
t 100 RETURN 
30QO A=P~~kl~Ol•PEEhlL91*2~6+PEEKC16l*65536 
3100 D~A/3600 
3200 C=INT < Bl 
33no D•INT<<B-Cl*601 
3400 E-J:NT<<<D-C>•~O-D>*lOOI 
3~1")1'.> PPJ:NT 
'360t:O F'P. t MT 
~~ºº J:F ocio THEN PRINT •TJ:EMPO DE PROCESO "IC 
&":O"ID;:GOTO 3900 
3~~0 rrrNT "TIEMPO DE PROCESO •;c;":";D; 
3900 IF E<lo THEN PRlNT ":"1"D"1E:GOTO 4ioo 
4C"OO PR'.lNT ": 11

; E 
4 J 00 END 
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90 REM REACTOR SEM:ICONT:INUO CON 
Lil•IE"ITl'V:::rol~ PERO "ICJ DE PR<:IDIJCTO 
JOD REM METODO DE ADAMS MOULTON 
N 

CORRrENTE DE: A 
ISOTERl'IICO 

110 
.\21;) 
1 ·1C• 
1<':0 
:?00 
:;:10 
z 1!3 
:?20 
7.30 
Z40 
?5CJ 
2!35 
';" ... .30 
:2;.""o 
S00 
310 

REM E.JEMPLO 4.13 SMITH 
DJ:M f<'.(4) 
nTl-1 . ;i (•\) 
DIM F 1 <·~) 
-RYNT ·x<o>,T<O>,DT,TIFI" 
1NPUT X.l,T,H,TF 
POKE 18,0•POKE 19,D:POKE 
PR!.NT 
F'RJ.NT "T", "X" 
PRI!~T 

PRJ.NT T,X 
J:F T=D THEN T=1E·l0 
PRXNT 
Y.1(0)=)<1 
FOR 3=0 TO :2 
x:;i-x 11.J1 
r4-= T 
FOR :I=l. -r·o 3 
GOSLJE l.000 
t< < :t l ;z.-iFJ. 
X3=Xl.l.Jl+0,!5*K<:I>*H 
T4=T-t+l/2 
NE)<T I 
:><3,..Xl. <.J l ·•K <31 il·H 
T4C"ll"!"+H 
<rl09UE 1000 
I< 14 > =F l. 

DE CUARTO ORDE 

!20, o 

3!5C• 
860 
370 
3'?0 
400 
410 
420 
•130 
·~40 
·1~0 .. , :."'() 
41?0 
6 
!500 
f:5~0 
!5!50 
600 
t.).'. C• 
630 
640 
6"""0 
6S".' 
.~QO 

?'00 

T:1:T t-H 
X1<~+11•X1CJ>~H*<K<11•2*KC21+2*K<3l+Kl411/ 

>-"1<4>~:>-'.1<.J+l.I 
X~=<:INTCX1<4lil100000ll/l.OOOOO 
PRJ:f'o.IT T.)<!3 
IF T>•TF THEN GOTO 3000 
F J < :J > =t< C l. l 
PRtt .. T 
NEXT .J 
')o~"Zl-X1t3) 
T,.-,._.T 
GOSl_IB 1000 
F1<3>-F.l 

~.'Y,:z\:• >.:1 <4>=~~.1 t,.:;:::¡ ·tHM·t~5*·FJ. (3) -!59*F.1 (:;?) +37*F.1 (.1.> -
lf"·M '- ! < ('I > ) ,• 24 
7'41":\ ~~3==-)~ 1 ( 4) 
7-:!0 T4="T-tH 
7.:00 ·3~EUB 1000 
??O F.l<4>=Fl. 
~dO ~1(4)-Xl.C3>•H*<9*~1C4>+19*F1<3>-5*F1<21+F~ 
( 11 ) /24 

1310 ~(~~ ( INT e Xl e 4) *1000001 ) / l.00000 
020 T=T·~H 
930 PR:INT T,X!5 
':"•>':> PPrNT 
9eo JF T>=TF THEN GOTO 3000 
a6o xs-x1 c4> 
eao GOSUB 1000 



.. ~<·(.• ~'JF , ~ •:1 TfJ :~ 

'?lo ;,.1 .1 : ., :i. i..: ::e .l < J ... .1, 
':0- .-lf • J":"' 1 ( ':t i ~- -~ J. ( ., + .l ) 
?~':' ~.\f::'.}:. T ~1 
?·.'::O f:- l ( Zi) ·=t-:: 1 
,_,,.;..,) \:'o' t.."t :~2u 
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J000 F1-8~.9~•~.1~G-04*11·X3>•IO.ó0-0.0276*~3* 
T4>-7.L~E-05*T4*~~~10.1~~·o.oz78•X~) )/ló.óY+O. 
I') l.:. tt-:: l"· T .. l \ - ': 8 I T •·l 
C J ".~' .. --. r.,"'(';"TIJF':N 

"':; 1. r:1•=' TJ=-:{\ '~~o;;:.Qí~ 

:;; :? <:• '-~' r- :.·. 1 t'~ T ( "E.: ) 
'?."!'' 1: 11:• r 1.=. J:f•IT l 1, O··C l -~(6CJ) 
,:.: .. •<·':• e i.:~ l Ht < < <t. .. e > ·k·C:.t.:J - D > iif·.1. vo > 
:::;~,· •• ;:. r:-1:;-11-1·r 
~-~.'),._, i·•r• l t•J ·r 

.;:=-uc· !.F n-~.11:.1 TH~N f"R.INT ºTlEtlPO t>E: 1:.·r,OC:E~W 11 ;C.:. 
1' ": <"_-." f O f : G'."J TO :~':-'OC.:.I 
."?8r:"Jc1 r>r~ll·t'"'" "T!r.::r.,~=-Q r~!!. r-f:.:occso 11 1c; 0

:·
1 1D; 

~~00 T~ ~<~0 THEN PRIHT •:•¡•o•¡E:GOTO 4100 
4t:•n.-, '""I:: ! r·aT .. : 11 ; E 
•J !.ür'1 G..'.M!l 
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•;oo r-·r:M F!U::A~TOR ~lZt-11COl'-Vf.tNUO COM C~Hi~1EH,~ DE;_ A 
L.fl~E"-ºl"!"ACTC•M rEPO NO nE PF:r.::JPUCT;:• J:SOTERM!<.;l) 
1 ..:.11:• ~(:~··~ f•H::1r.:1!:JQ D~ MI.LNlZ l.HZ ::;.c;...;·,-c1 CJRj,JE.N1 
J .\ r:. t•· f: t·• r: .J r:: ,., F· L O •·l • .1 :..J. C.. t t 1 1· H ' .. ~º 0"!~1 , .. ·'.•1 ~ 
.t --a. C1 'O T M >: 1 < ...!1 > 
' ·~·.o n 1. M r: _ < 6 > 
:~l.)() pr.-. r MT .. ; ; .:. CJ) • ,. <o> ~ 1J T .. T ( F) 11 

-_-:--1c_"\ LMf!"IU"f" ~~1.,T,.H,.TF 

~1~ PQK~ ~e.o:PO~E 19,0:POKC 20,0 
Z'=tJ f='f"~ I NT 
=:::>U Píe~T.hli 1•'f". ••:'" 
7-'l r_, F'> r:· :t f .1·r 
~si:.• t?r.::r 1•cr 7,. ;! 
";':~·:- Ir ~re, T•-:c.:l·I Ti;. 1 J.E · 10 
:i'!'. 1:1 c-.. F~ ,t ... ,T 
':'."'.-,,> •:t t(,:I' n..:.:...-.:J. 
7·1~1) r.·cr~~ J~C'\ TO •t 
.;! 11:1 ~-'!-:''_l'E.·>~ l. ( ..J} 
8~r.·, ,.~=-T 

?'-~'-· 1~1:·,r~ :i: :11 • .1 ·ro ~~ 

-;- .. ;.-:-J GOF-UIZ' l.•JCICI 
3 :-=' ,~, '.· ~ l • 'C"' F \. 
,·:r-:1.1 · 1: ·~~:....<J. < l , •O. ~d<-!< < I ) -t<-H 
-~Q() -r4c::1· ........ ,~ 

'' 1•::0 l-IE'>.;:T .'f. 
4 ~::? () :·! .:-; z.-:.. ~·: 1 ( -: ) .... :. ~ 3 ' )( t--\ 
o..\Ji;t. 1·4--,·. t-4 
-1...l•:• c~o·.;1.1<:1 l C·O('J 
~ir.•.t:• 1, ( ' '' c::F 1 
•I ..,O r~··l··t-H 

.~ 8 l.'.i .'< ! ~ :r i· l. > =.: ~: 1 ( J ~ ,.. t-t·X· ( ~- ·: 1 ~ ·• Z·)IE.t";; { 2 > -t· .;;:-M 1·< < 3) ·t K ( 4 ) ' / 

~:.·:·.r:, :(, l ( •;~) ':.= ~.; 1. ( j -~ J. ) 

':""·::"':' :-~~:-: ~Tf·IT ()..:.1 (ú) +:J.C.00.JO)) 110<.JOVO 
!!~'=' rr.·rMT -r ... ·:~ 
.., ..... 1 !F .,- : ~····r ·rttsN GOTO ::3000 
~·, 1 •:• F 1 { ·r 't ·' t< C .l ' 
-.. :1.-. <"t.· i: 11·r 
.•• &:l •:-1 "'IL )•'.,. ':! 
6".""l.) :.:::Jt-..::i;.:1 (.~Jo 
,:_.G,:1 .... ~1 r. T 
1-::'?'.' OOSL''B j. 1·.·r.•CJ 
?f:'< .... , '"7 1. le:':·) ~F:'.l 
···20 ·-:l. \6) =~-:1 <<Ji .,.....!J*l-l-ft < 1 J.4(-Fl. (3> -14>f'F1 (4) +26·)ii-rl t·.:;,. 
1 ···J. <-1 .,¡ F l. < 2 1 • t l. l( I' . .l. < J. l 1 I 1 C> 
·-:-...ir:. ~~:":1r.:-:.-: l. (e: 1 

?'.:f."I Í ·~ c-. T -4 1-'4 
-:-"c:.-o iCl0$UB .!.CIO~' 
~':"'·:1 F t ( :.1) ..,..F 1 
"';'9C ~< ~ < ~-, l =X 1e.2 1 +2'-l'.·H* <7*F 1~6) ..... :r~*f·' .1. ".;.il ·r 1:.:!.-*P l. (4' 
.. :3!2-t(F"l (3> +:-:O"*F"'l ~ :2)) ,. ... ,!5 
i:;~ l •:• >:~.ro=. ( :r r-t1• I ~ ... .l. ! ~) ..,._ 1 ·~CQCI{;)) ) ,, 1001:-0.:i 
~L1'-~ "T· :- T t·!-4 

f~>·, (1 ps=- J. MT 
r..:Jt;d:") t~ -r >%-1.- ·r•-H;;c:N ('$OTO ::.or.;o 
t".'J-:~n >~:"':M'."~l Ct!»l 
f;.',M•'.1 r,C!SUJ) .1..(')<"';'0;1 
qn1) r~·opi :r :.0-.:.':'"1 TC.:• !!:· 



108. 

,_ ... J. 1:• . .,: 1 ~ .J ,. :..-. ""....'. 1 ( J .. !.. ) 
'? ?'\1:Y ~ l < 3 i --•F .l ( ,J 4· .1 > 
t-;t~Q f·Jf!'.;.~T J 
r-;,.~ C:l r .t. < '3 ; c:F .1 
':"7 ·;::;:('1 r:--tt:WTO -:-~ '.:.':(.) 
! Qt)O r J :-;:?5. 'r )!t.< 2. l.31:::-0-=l·M ( ! -:11:3¡ * Cl,. 6S-O. 02?6*.?:3* 
T•>-7. ~~M-o~•Tq•x3KC0.12~•Q.027B*H31 J/(o.ó~•Q. 
<:•o..;.~"!··\tT.t-1 > -:.·'i;'T4 
.t. 1 r:•<"• r.·r~ TtJf-:t! 
-;"';•)OC' Ar:.r.-r-¡c:'-< <::?e~~ .a. F="t.~Ef·': ! J 7 ~ )lf~~<é' t l'="l::CI•~ ( .l 8 1 *éi~'3;¡J6 
-:; J t')í'J D,.·~ ~ :1'60<~1 

·:·:-:,•:•n C'-= 1 f·t"T < !3' J 
?~00 ~~IN~<<B·Cl*~OJ 

~~0n ~•LNrl!ID-C,•60-Dl~lOQI 
:;:;-;~)í) t~·R I t•l'1' 
·.?-:-: .. 1.,:tC:• PP 1 N l" 
~?c;.10 '1.F t:t.:.10 THE::1'4 PRJ.:f•l1" 11 TIEMi=·C DE .. -:•i<OC.E::.;.Q u¡c 
'":Oº; D f : e, .. 1JTC• 3t;100 
~~º~ rArNr "TIEMPO DR PROC~$0 •¡c¡":"JDI 
:;-9n,_, TF"' ~i:jf) Tl·fEt·I PR.INT 11 : 11 1"o··;~:GnTc;.. ..¡.&.uo 
J.Of)O F"P.:tt·tT '': 0

: E 
·1!•:".Jt") E:tJD 
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e. REACTOR POR LOTES NO ISOTERMJCO, ADJABATICO. 

Ejemplo 5.1 Smith 

En un estudio de la producci6n de aceites secantes por 

medio de la descomposición de aceite de ricino acetilado, Gru~ 

mitt y Fleming correlacionaron los datos de descomposición en­

base a una reacción de primer orden representada como 

Aceite de ricino acetilado (1) "-•CH 3 COOH(g) + aceite secante(l) 

r = kC 

donde r es la velocidad de descomposición, en gramos de acido -

acético producido por minuto por mililitro, y C es ln concentr~ 

ci6n de ácido acético, en gramos por mililitro, equivalente al­

aceite de ricino acetilndo. Los datos obtenidos en el intervalo 

de tempcrtaura de 295°a 340°C indicaban una energía de activa-­

ci6n de 44500 cal/mol g, en concordancia con la siguiente expr~ 

sión para la constante de velocidad específica de la reacción, k: 

ln k = ·44 500 + 35.2 
RgT 

donde T está en grados Kelvin. 

Si un reactor por lotes contiene inicialmente 500 lb de 

aceite de ricino acetilado u 340 ºC (densidad 0.90) y la opera­

ción es adiabática, obtener la conversión (fracción de aceite -

acetilado que se descompone) y la temperatura en función del -­

tiempo. Se estima que el efecto calor!fico endotérmico de esta· 

reacción es 15 000 cal/mol g de vapor de 5cido acético. El ncei 

te acetilado que se carga al reactor contiene 0.156 g del equiv~ 

lente de ácido acético por gramo de aceite, esto es, la descomp2 
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sici6n total de 1 g del aceite produciría 0.156 g de ácido ac~ 

tico. Suponga que el calor específico de la mezcla reaccionante 

líquida es constante e igual a 0.6 Btu/(lb) (ºF). Suponga tam-­

bién que el vapor de ácido acético que se forma sale del reac-· 

tor a la temperatura de la mezcla reaccionante. 

Ecuaci6n diferencial involucrada. 

dTl • ( 1 
dXl (l·XlJ e (35.2 - 44 sao I (1.98(613 - 65(1))) l• Fl 

A 1 gorrtmos. 

* Método de Runge-Kutta. 

TI i+l • TI i + !! (Kl + ZKZ + 2K3 + K4) Jl=~X 
6 

Kl • (Xl) 

KZ • (Xl + 11/2) 

K3 • (Xl + 11/2) 

K4 • (Xl + JI) 

* Método de Adams Moulton de cuarto orden. 

Predictor: 
H TI i+l • TI i + 24 (SSFl i - 59F1 i-l + 37F11_2 - 9F11_3 ) 

Corrector: 

TI i+l • TI¡ + ~4 (9F1 i+l + 19F1 i - SFl i· l + Fl i-Z) 
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* Método de Milne de sexto orden. 

Predictor: 

TI i+l • Tii-5 + 
3

H [11F1 · - 14F1 i-1 + 26F1 i-2 
10 l 

- 14F1 i-3 + 11 Fli-4 ) 

Corrector: 

TI i+l • Tii-3 + ~~. (7F1 i+l + 32F1 i + 12Fli-l 

+ 3ZF1 i-2 + 7Fli-3) 

A continuación se presentan los tres programas, donde: 

X(O) • Conversión inicial de aceite de ricino acetilado 

TI(O) •Tiempo inicial [min) 

T(O) • Temperatura inicial (ºK) 

DX • Incremento de conversión de aceite de ricino acetilado. 

X(F) • Conversión final de aceite de ricino acetilado 

Este problema se resolverá utilizando los siguientes 

datos: 

X(Ol • O 

TI (O) • O 

T(O) • 613 

DX • H r 0.1, 0.01,0,005, 0.001 y 0.000005 
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90 REM REACTOR POR LOTES NO ISOTERHlCO AD~ASAT 
1 c:o 
100 PEM MCTODO DE RUNGE KUTTA D~ CUARTO ORDEN 
110 RFM CJEMPLO 3.1 SMITH CCASO ADlASATICO> 
120 DlM f<'. C41 
200 P~lNT -~co>.TICO>.T<o>.DH.XCF>" 
210 FNPUT X1,Tl,T,H.XF 
~·3 POt<E 1e.o:POKE 19.c:POt<E 20.0 

·220 PRJ:NT 
230 PRlNT "X","Tl",•T• 
240 PP.T.NT 
290 PRINT XS,Tl.T 
2..;o PRJ:NT 
~00 X3..,>!1 
:->~O l"'OR :t•l TO 3 
?60 GOSUB 1000 
370 t<. C l l aF 1 
390 x::i-x1+H.'::! 
411'.'1 NEXT l 
420 X3-><!.+H 
4•"10 OOSUB 1000 
..a~o I< C 4 > -F 1 
4?0 Tl-=TJ:+H*CI: C 1 > +:i:*K l2> +2*K C31 +t< (41) /ó 
41:'10 Xl•:-<1+H 
490 T-~13-63•><1 
~EO TlR-<lNTCTl*100000))/100000 
~~O TR-ClNTCT*100COO>>l100000 
~50 PRINT X1,TIR.TR 
&OQ I~ Xl>•XF THEN GOTO 3000 
6!!!'0 GOTO 2~0 
1000 F1~(1/CC1-X3>*EXPC3Q.2-4~300IC1.9S~Cá13-á 
~*X31 > 1 1 > 
1100 RETURN 
~000 A•PEEKC201+~EEKC19>•2Sá+PEEKC101*6SS3ú 
3100 n~A'3600 
3200 C•l:NT<B> 
3300 D-INTCCB-C>*áO> 
?~00 E•INT<CCB-C>*60-D>*100) 
'3!500 F'RJ:NT 
3600 PRINT 
~?00 ~r DC10 THEN PRINT •TIEMPO DE PROCESO "IC 
1•:0"JDJ:GOTO 3900 
•;)900 PR:::NT •TJEf'tPO DE PROCESO •ac¡ ":"ID• 
3900 lF E<10 THEN PRINT ":•s•o•sE:GOTO ~~ºº 
4000 PR l tlT " : " 1 E: 
4 .t·O·~ Cl .. D 
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'70 P.E'."! RC-"ICTOR 
.t Ce> 

POR LOTES NO ISOTERMLCO AD1ABAT 

l.'")("1 Pr='.M METODO DE ADAM'& MOULTON DE CUARTO CJR:UE 
M 
1 J Q 
l :?O 
1 4CJ 
1 ¿..., 
zoo 
?.10 
2J.5 
~Zt;.' 

:?~":'> 
~40 

2':50 
:?•;o 
~r.Jc~ 

'"3~!0 
330 
3'50 
360 
'3'70 
·~OCt 
_,,\o 

R~M EJEMPLO 5.1 SMITH ICASO AD1ABATlCOI 
Dil'I K"~) 

··~·:o 
-~40 
450 
~71'.I 
·100 
<!> 

'" ''"' "500 
~:=?1-. 

~~('> 

'.3!!i0 
..:cio 
.-; !. Cl 
630 
640 

D:rM Tl: <<tl 
!l1M F1 141 
PR 1: NT 0 :SO: C O> 11 T l' <O> • T <O> , D>~ • >< < F l " 
INPUT H1 1 Tl,T,H,~F 
POKE 1a,o:POKE 19,0:POKC 20,0 
'"t..:T.NT 
PRY.NT ''}-!", "TX" • 11 T'' 
PF!lNT 
PI": Z 1 IT ;-: 1 1 T :I, T 
PFXMT 
FOR :J-o TO 2 
)(3~)( 1 

TX<Ol•T:t 
FOF?. I-=1 TO 3 
GOSUB lvOO 
'' < l > =F J. 
;.(::;l=i:O< J. +H I Z 
"IE:XT X 
>~~ r.:.)( 1. +H 
GOSLID 100'.:> 
t< 14> ~Fl 
.._~tr->~l+H 

T:tt:J·t 11-Tl: 131+H*<K\1>+2*t-:l::!l 1·2*K<31+t(i411/ 

T•·613 - 63*>{ 1 
"T1: <4> ':QTl <3 .. ·1 l 
TJPNIINT<TI:4>*100000))/100000 
TP=<l:NT<T•lOOOOOll/J.00000 
PRIMT :.:1, T IR, TR 
Ir- )~ 1 ) ~~<r- THEN GOTO 3000 
r- 1 ( J l ~K ( 1 ) 
PRI:NT 
NEXT :J 

68'.) >:S:i,'lo{ 1 
•'>90 OC'SUB 1000 
'."00F1('3)=Fl 
720 TT<41•TX<3>+H*<ss•F1<3>-59*F1<21+37*F1<11-
9•F1C0))/24 
7~0 ::·:::>=>!1 +H 
760 0as•-•D !.OC•O 
7""'70 F t ( 4 ) w:tF 1 
':'='90 >":J. •s;)'! 1 +H 
7~0 TTl4l=TX<3>~H*<9*F1<4>+19*F1C31-S*F1<2l+F1 
( 1) ) '# ::?·:\ 
900 T-613-65-ll·Xl 
~10 Tr~-IINT<TX<4>*1000001l/100000 
S20 TR~<ZNT<T*1000001l/100000 
g3o PRINT X1,TIR,TR 
1?40 PRil~T 
G50 I:F Xl>•XF THEN QOTO 3000 
S<:IO (.'10$UD 1000 
900 FOR .:J=O TO 3 
910 TT(:Jl=TI<J+1> 
~30 r.l<Jl-Fl<:J+l) 



'?':0(1 Mr:·:-:'T 1 
e;>;~.':' r..:- J ( 3) =-r-1 
, . .,,~~' GOTO ;:•21:.J 
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JOno eJ~<l/lll-~3>*EXPC3~.z-~~DOO,<i.9S*<ói3-ó 
~-M'><!'3J ~))) 

1 J Qt;1 r::r.TL•f>M 
30('"') , ... ,.,..f')EE~< < :z.:,) l •PEE:~.\ < 1 c;i 1 *256 + P~EI<. < J. a i 'ft·&.l..~:536 
:;: .t 171('> D.:nA / ,::.;6«.:JO 
-.~:!-:•C• ~ :i:-• .! M'f ( Fi > 
~300 O=INTllB-Cl~~OI 
7~00 c~IMTI! •R-CJ*ciO-D•~100' 
::;r~•)O ~p _-.; t"IT 
'?'-:;..~,,-, Pr.:'.I.MT 
,..- •. : • .-:. ! F-' D < ! CI THEt-1 F'f': :¡ i•IT .. T :tCMPO DE P1;:.:,ce;'"'º .• ¡e 
1•:o•¡D;:OOTO 3900 
~nn~ PRINT •TIEMPO DE PROC~~c •¡=;•:•¡u; 
7-tt7f)O .tF"' !=;:•º.1fJ Tttr;r.1 r-~:tNT ":";••c, 11 1E:GOTCJ ..¡.ioo 
.4 f':tr)íl f:•p Y HT " : " ¡ E' 
·" tnt:• f::ND 
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..-.~,-, f~Er~ r.r.Z:A:.:!TC1;· f-'Cf..: LOTES NO 1sore:RM.ICU Aii.IABAT 
T r: Cl 
inr.:i 
.! t (l 

l :O:C' 
140 
l --:i.f

0

l 

::"("':'.,~) 

21 ("J 

~J. '5 
"22(' 

::? ·1 () 
!?!'"~f') 

~C1Ct 

.3':?.0 
3 .":;.(/ 
3' !." fj 
::- ... ·,c'1 
"3?C1 
."1.(lf) 

·11 o 
4·30 

·•·•n 
,_¡~r.:· 

'!!70 
!l-8f) 
.~ 

490 
~·'="Ci 
~::!l.) 

"! :-:0 
~~C) 

·:Tl".•Cl 
.. ~, t (1 

1"'.: ... 1) 

·~ •'lt:'.1 

PEM MCTODO OC MILNU DE SCXTO ORDCN 
PCl·I EJEMl"LO '!'!'. 1 SM!Tl-1 <;:Ase. A.ú:CA}:)ATJ.CO) 
f'TM 1-:~·I) 

DrM T:!. lt.>) 
f'l'I.._ f':'1 (6~ 
~·F t ••JT "~-( <C.'> 11 T 1. {O) , ·r (e,,) , D~·<, ~.\ (F.) •1 

TNPUT ~1,T% 0 T,H,~r 
r:.•of:t:: 1.8,0:FOl<E .L7·,v:PCll\E 20,0 
F"~1NT 

r•RJ:tiT ··~-.: 1•,••,·i 11 , 11 T" 
'="R' :t ~,1·r 
P t:: ! tJ T ~.; 1. , T ::t , T 
p~-<IMT 

1--oR J11-=.(.) TQ 4 
~1i: 8- .. .,= '-! J. 
T'ItCl)••Tl 
F"OF: .Ioi: 1 "T•=" ~ 
OOSIJI; .11.)CtO 
1.:'" < r 1 -~F l 
;.-::::e:::·~ J + H I :.L! 
NEl<T l 
>(,:=,:::a~J. •·H 
0()$ 1 • .IB .1 f"JCtO 
~..: \ •l, =r: 1 
~t~~ 1 ... ~{1 •·H 
: r ! :r + 1 > 12T t e LT > ...... ..e < I< < i > + ~*•·~ \ 2 > + 2*r:. < '3 > +K < ..¡ > ) ~ 

T=é.l::?··ci!!itt--~-t.1 

~· :t C6 >'-"T.!< J -+·l.} 
TTRnClNT<Tt (~l~.!.00000))/100000 
TRYIZNT<T~100000) )/100000 
n~tt'IT :.-:1~Tl:R,,TR 
~~ ~1>•XF ThEN OOTO 3000 
;- 1 l 3 ) uf-: ( 1 ) 
PRlNT 
1•,E:>:T .J 

'40f) >·::;ti:n:}!' 
~!>~Cl •':JOSllD .1000 
--=-'PO fo- .1 C !5 : ~-=~ 1 
~=o ~%161-Tl<O> •3*H*<1l*F113l-14*Fll41+Z6*F1(3 
1 ·· 1 •• ll·F l < 2 ) + .!. 1-11 r-~ 1 < l 1 1 / 1 O 
7Si:'.> : . .::;o .... )(J.+H 
;" ·~r.::1 C 1 Ct'2LIC 1000 
?7'·') r- i. f c."°J) ~r. 1. 
7SO \(171~.~1+H 

""'"'"' T ! l.!·.\ ·"Tt ( 2) •·Z*H·ll- ( ;•.¡¡¡.; 1 (a) ·~z•F l. (:.S) + 12*F J. (4) 
·~~*~ll31+7*Fll~il/4~ 
l~OO T==~113· ·!.>S°*:.':1 
ElO T~R-<lNTITTC6>«10000Q)l/100000 
~"'i::r.t TI.-..= ( Xt•T ( 9!"* 1 •:•0C~óf;t) ) / .lCH.>l.:JOO 
030 PPtNT ~1,TIR 0 TR 
•?·~r:i .,.p lUT 
~-:3'=1 T ~ ~-~ 1 > ... --:<F i l·tGH Go·r o 3<.)0C• 
G8r.' GOSUl? l 000 
9'00 ~a~ _,~o -ro ~ 

'·, J. O ºíº .t ( .. 1 > n:. T I < J" ·• .1 
~~O F~(J>-Fl!J+.1.1 

r?~(I t·tf;:: .. :T :J 



'7 6t..:; f" .!. \ :..:; / =-:F J. 
t.fg1~ GOT•=.I '.:":ZO 
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tOOQ F1-<1/111-X31~EXP<35.2-44500/(1.9G*l613-6 
'5*)f.:3,) 1 ) .': 
t1<:•0 Rr;"T 1JRt·I 
·.Jot:1t'.) .C.:-:rF'EE:I< <:?O) +PE€K <l.~ J ·M ~:?~6 +-PEE!< C J.S) *c.i55~~6 
7-tLO<, ll=l"\/:;:;6i:•o 
3::?•"lO c:T:t:'JhJ,.. <O> 
33QQ D•INTl'6-C>*ci0) 
·?·1-01.:1 f;'r.:J:MT< (<U ·C>·)f·QO··Di.Jfl.Ot:J) 
"':";!"H'.'"H:1 í--.F; :r:.t•ll 
::1;1)0 pf;.•:ti-tT 
~:-:-,:11:1 rr ri.: 11...- THt.:N F't~J r¡,- 1· TJ:t::MF'O DE PROCESO "1 e 
l":O"ID!:GOTO 3900 
~~00 rAENT "TtraMPO DE PROCESO "JCJ":";o¡ 
;3Q(')Q lf~- c:(i•") TH!:;:f>J F·R.IN1' '': 11 1•1 0 11 ;e:GOTO 4.í..00 
..l<)O•:> PRI.l-IT ":"¡e;: 
.;,¡ 101.,:1 r:.:l·JD 
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f. REACTOR POR LOTES NO ISOTERMICO, NO ADIABATICO. 

Se repite el problema anterior suponiendo que en lugar 

de operarse adiabáticamente, se ofiade al reactor un flujo cons­

tante de energía de 3000 Btu/min. 

Ecuaciones diferenciales involucradas. 

!!!._ = ( t ) • FI 
dXI (1-XI) e 35.Z - 44 SOO I (1.98 '!') 

!!!._ • O .00185 t 3000 ~ ¡!!:L.¡ - 65 • F2 
dXI dXI 

Algoritmos. 

• Método de Runge-Kutta 

TI i+t • TI i + ; (KI + ZK2 + ZK3 + K4) ll•<IX 

T i+l • T¡ + !! {M1 + ZMZ + ZM3 + M4) 
6 

Kl • (X1i, T¡) 

KZ • (Xli + !! , Ti + !:!.111¡ 
z 2 

K3 • (XI¡ + !! ' Ti + ~11) 
z 2 

K4 • (XI¡ + 11, Ti+ M311) 

MI • (Xl¡, Ti) 

MZ • (Xl¡ + !! 1 Ti + !:!.!. 11) 
2 2 

M3 • (Xli + !! 
' Ti + ~11) 

2 2 

M4 • {Xli + 11, Ti+ M311) 



• Método de Adnms Moulton de cuarto orden. 

Predictor: 

TI i+1 = TI i + !!... (55F1 i - 59F1i-1 + 37F1 i-2 
24 

- 9F1i_3 ) 

118. 

T i+l = Ti + ~4 (55F2i - 59F2 i-l + 37F2 i-2 - 9F2 i-3) 

Corrector: 

TI "+l = TI. + !!... (9F1 "+l + 19F1i - 5F1 i-l + Fli. 2 ) 
1 1 24 1 

Ti+l •Ti + !!... (9F2i+1 + 19F2i - 5F2 i-1 + F21-2l 
24 

• Método de Milne de sexto orden. 

Predictor: 

TI i+l • Tli_5 + 
311 

(11Fli - 14Fli-l + 26F1 1_2 10 

- 14F1 i-3 + 11 Fl i-4) 

T i+l = T 1_5 + ~: (11F2i - 14F2 1_1 + 26F2 1_2 - 14F2 1_3 

+ 11F1 1_4 J 

Corrector: 

Tli+l • TI i-3 + 211 (7F1 i+l + 32F1i + 12F1 i-1 + 32F1 i-2 
45 

+ 7F1
1
_
3

) 

T i+l = T i-3 + :I~ (7F2i+l + 32F2i + 12F2 i-l + 32F2 1_2 

+ 7F2 i-3) 
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A continuaci6n se presentan los tres programas, donde: 

X(O) = Conversi6n inicial de aceite de ricino acetilado. 

TI(O) =Tiempo inicial (min) 

T(O) • Temperatura inicial (ºK) 

DX • Incremento de conversi6n de aceite de ricino acetilado. 

X(F) = Conversi6n final de aceite de ricino acetilado. 

Este problema se resolverá utilizando los siguientes 

datos: 

X(O) • 

TI (O) • O 

T(O) • 613 

DX • H • 0.1, 0.01, 0.005, 0.001 y 0.00001 
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~(.) F~E.t·'. r::r;:.A'.:TOH FºOP LOTCG 1-H:.• I.GOT~t~t'tlCO r-~o AOXA 
Bl'TlCO 
Je.o PF.M 1-1r~-rono DE RUl~Ot:: ;-:uTT;\ PE c•JARTO ORDt::l-1 
j ltl C<'Et•1 r=:.:r~t~Pl-0 -=;.;. 1 E:t•1'ITH (CA$ü NO l~P1ABATJ.COJ 
J:?C' Dif'' ~~t.r;l) 

t '\ICI P1:1•1 !-1 '.-l) 
~ .... I(.") PP. t. l'·IT •• :.: ( CI > • -r l. ( Q) ~ T { •.J) • D>.:. /(F •I 

ZJO TNPU; ~,TI,T,H,XF 
'.~J. 5 r::..:-1-: C::. ::. ~. 1:1 ": F"Ot<E 1 C?, O: POt-<E. 20, 1,::t 
:?2n r:-n11~iT · 
~:ir:• 'f·t-=:tt-tT "X",, 11 ·r-i:•'•"T'' 
7.<lí.' Pf?INT 
2~4') Pr:!!'M'f ;..:,Tl,T 
:.:!·6';:, r"·F~ l: t·!'t' 

'7') 1.1:. "T4r.:.T 
:;.!1t:• F cq:.• T ~ .\ T ::J 3 
i•r.::-•-' 01:JS:t.:l) l. QOCt 
·~7''=' •:. ! 1 ) .:;f.' 1 
";"'1't-i "1' I') r.::1-:"2 

¡;-:;?¡:1 l!'.Zf=-.:·\oQ • :::)*~•! 

4•}0 T~"'··'i"iC.:.S*l'l\I:O·)l·H 

~ 1 •~• '·IS:::""< T 1 
·"1 '? f':" •,,• ::: ::.-:.; .-..( 1- !-~ 

·-1 ·.11:--.. r.a ·r. ·r 1 '"' , .:i, -lf 1 ' . 
.. 1.11:') (,"oí.1~.:tn \f.IOC 
.J';C1 , .. ~ .. l,=f::.1 
.... , ... ;.~ 1 t (.:.,);_:f.":" :2 
4-:-9'=' T'!..:- 1 '1°'t·•~l·•t'4·:(1) ~::·Jl40:.t':?J.f.:;!:·K-H.<:;>~·h(4)) /C:. 
_, l~·:) T -., ~ + 1-Hc. < !·1 < .1 > •· ::;N( M <:::? > "'2·>'-M < 3 > H•I i 4 > > / "~ 
•1t.7(7¡ ~-(!!j·r. ( J.•·t·r < T!·"!(-lOCtOOO)) / 10000CJ 
-310 Tf'.""-.rf.T.t't"T<T·J(lOt:,\QOOJ) /1CJOOCtO 

'!'ISJ!J pt.•Tt.1·,.. -:-:.~:..:~,.T~ 

,~·o•.) T.r !>~;.~-;-:1- THEN U•OTO 300'-"' 
-: ~t:1 OOT~ ·;::e:;o 
t~•fhl r--' -"\ 1 1 / ( <?. ··>C3> --~:.·.:P < s~. ~~·445001 < i.. va·tt··14 > 1;' 
J10Q F=•1.8~E·03~~000*F1-65 
17-l";•t.1 Rt;.'.TU~·M 

~or.'t:' 0¡$.a ºEF. .. ·: (~a) l pr-.r::t.: ( 1 "~J)-« ~56+PEEI< (l. a) -M·6~e't3U 
:::- J r:•o EtT7f.J. .' .:·:¿_,c•t:• 
"?""?Qt:1 C"r=l!·IT ())' 
"tt--::,i:u.) '.):.-JMT<tB·-Ci°'*ciOi 
?~0D ~~tNTl!(~-Cl~60-Pl*100l 
~º:l':•O r:··r: .r t 1 T 
'°"•'<"•<:• rrtMT 
?~00 l:F D<ID THEN PRINT "TIEMPO DE PROC~SO "IC 
1 "'O"IDJ:GCTC 8~00 
BG0ú ~R!NT "TimMPO DE PROCESO •1c1":"1D¡ 
89~0 1~ C<10 THEN PRINT •:•¡•o•¡E:GOTO 4100 
4000 PRINT •:•;e 
•I 1 r::1r; CMD 
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90 RSl'I P.':':At:Tor..¡ POR LOTE:$ NO ISOTEr~MICO NO AD.IA 
"BATYCO 
1 or:r P~'.;M METODO DE ADAl1C llOUL TON DE CUARTO ORDE 
hj 

110 PEM ~3EMPLO ~.1 SMITH !CASO NO ~DIASHTICOI 
J "21""\ 
l 3•:-
140 

'~º 1 ~,..., 

! ::"1.) 

'21'.)0 
210 
:? 1 '5 
':2:;'0 
230 
::'c.1C1 

'?~O 

:?~O 
"270 
:?~JO 
'Z9() 
::!'.OCr 
8~0 
•::J:1-0 
:';)-!Q 
:=t7n 
,:::J,O 
n9'~ 
40(") 
41 () 
420 
4!10 
•=11110 
-1~0 .,.,..o 

D!M 
DTM 
D:!r-1 
Dl:I'' 
DIM 
Dll" 

,, ( ... , ) 
"1 ¡4; 
'TJ: ~c1) 
T ~ .. ¡ \ 
r J 1 •·l) 
F::?l4) 

P~TNT "XIOJ,TIID>,TIO>,DX,~F" 
INPUT X,TI 0 T 1 H 0 XF 
PO~m 19,0:PO"E 19,0:PO"E 20,0 
r-·PINT 
PR l NT 11 ~-: '' ~ ''TI " 9 "T 11 

PPINT 
•~r:?'T.t·IT ~':• T:t • T 
f'>RINT 
TIO>~T 

~~:::Jn::.X 

TXIO>=TI 
F"OR .:r-o TO 
T..:¡.:::sT < 3 > 
FOR x~.1 TO 
GOS•-'E 1000 
I< ( :r > =F 1 
t•1 < 1 > •nF:Z 
X':'t.=>.: .. O.S*H 
T4-Tl3>+o.~•M<X>*H 
l'IE)<T X 
>:-:?.~,_~·'"H 
T .. 1z:ia:T ( ':! > • .,.M < 3) ·iH·I 
<30SUE 1000 
~( ( '"" .. "':'i f. 1 
t·• ~ 4) =F2 

4~n ~<v-;i:.c+H 

·120 1· 1. < J +J.> =TX < j > • H* < t-; C .1.) +2*K < 21,..2*1..:<31+K<~1 1 -' 

~· 
.. 1r.o10 
"!•<)I~ 

~ \ f') 
52-:­
!'!1"=0 
6CtC 
ó!."t:,1 
6~·7l 
~!'11') 

640 

T(.:J~1>=TIJ>•H•<M<1>•2*M<21+2•M<31+M<411,ó 
TI < 4) cTX < .1 • 11 
T(4>•·T• .. J•1) 
CJ0"31JEJ 2000 
PF'l"JT ::<,X5.T6 
X F' ~( > ">:!" THEM GOTO 3000 
Fl 131~1:!1) 
r:'2 ( .'1) =t·1 ( 1) 
PP. X NT 
ME:>:T 3 

.!r80 T4r:i.iT:3> 
,:;,,91') oosun 1000 
~00 F.1 ( 3) =F 1 
'.?10 r-:&:<S>is.:F::? 
-;-:~<.:> T .I < 4 >"'TI 13 > +Hll- < ':5511-1''" 1<3>-39*·F1<21+37*F.l.1.l.1 -
9*r- .t ( o ~ ·' , 2 c.¡ 
~30 T!q!=TIZl+H41~~-F2<3>-~9*F"2(21+37*F2!.l.I-?* 
f:."?(Ol)/:24 

-!'5<:1 T4=-=T t 4) 
'?,,~,n t:\00:::,LJD 100t:J 



7-::90 F 1 < 4 > =r- J. 
7SO i::-2 ( 4 ~ az·f=~ 

122. 

7qo Tr<4>=TIC3>•H•<9•F114)+19*F11S>-5*F1<2l+F1 
( 1)) 12"1 
800 T<4l=T<2l •H•<9*F2C4l+19*F2!31-~•F2!2l+F2(1 
~ ) / 2"1 
8.!.•j GOSUD '?.:Clt:'tO 
a~O -;.<'"X+'-4 
A"30 PRTNT ~-:,.!>:'!3.T6 
<;:"..i~ -:1 PR X t•IT 
e~i::· :tr )~ :>=><:r: THCtl GOTO 3000 
~~~c:1 

ser:, 
~·;n 

'T'! o 
C72t:) 

9~0 
''.'4t:• 
9~0 
'?6n 

T4 1::T (~) 
GO~';';!_•E .!. OOC• 
r.c1r::· .. 1-i--t;,.• TO 3 
TI. < J > =-r I < J •· .1 > 
T<J'l-T<.J+1) 
F1<J>~F1<3+11 
F2 \ :J} T".:F2 (J.+ J.) 
Nl:::l•:T J 
F 1 e 3l-F1 

r;.-='Q F2 <3> .n::r."Z 
990 GOTO ::-::!O 
1000 F1=<1/IC1-X31*EXPl35.2-44300/11.98*T4>>ll 
1100 F2=J.8~E-03*3000*F1-6~ 
.12(')0 P.r-!TURN 
:;?Ol"JO ':!5~ < rNT <TI < •1 l *1 •:)0000 l l 1100000 
~100 T6-CINT(T!~l*100000ll/100000 
22QC¡ RE1'LIF;f·I 
~000 A~P~EK120l+PEEK<19l*2~6+PEgK(1Gl*65586 
3J.C•O Eu-•A/~~600 

3200 C=J:NT<Hl 
33Q(.;i JJ:.·Y.MT< <B··C>*60) 
=~oo c-J:NTC ( IB-C>*60-Dl*l00) 
?~n1..-1 rR:tMT 
~,..;"Jr:1,;, 1-.fi:J:NT 
;:)7t""JO I.F D~ 10 Tl·IE:N PRJ:NT "TIEl1PO DE PROCESO ·• ¡ C 
¡":O"IDl:GOTO 3900 
3800 PRINT "TXEMPO DE PROCESO "iCl":"IDI 
3~00 YF E<io TH~N PRXNT ":"¡"Q"¡E:~oro ~100 
·:f~)no PRINT u:"; E 
410•:.' t::NV 
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'"•=· r~t:l·l '~CACTO!"! f''OR L.v"fl¡s NO l'.$0TERM.LCO t-10 ADlA 
s.c.·r1co 
J0n RCH METODO ng MIL.NE DE SEXTO ORDEN 
l to l~EM t;;.1E1·1P1-0 S, J. SM:ITH <CASO NO ADJ:ABATJ:CO> 
J. 20 D T. ti I< < •1 > 
1 '711'.1 D T. t1 M < 4 l 
14<? D T M TI < <-, 1 
.t ~,~) D I. t•t T ~ 6 ~ 
J .,;o T.I t: ,., F l < 6 l 
\ 71) !) T 1-1 F 2 C 6 > 
~t:')(.'I 

:"! 11'.:• 
::! i ~..,, 

~':."'Q 

7.1'10 
~~,, 

::.éCJ 
277'() 
:?P.0 
~Qo 

;::ttiO 
:-?:'2t:• 
.3:'5-') 
:"::ISC\ 
3:'.':"Q 
.'390 
;:i;o 
..tC)1=' 
..¡ 1 <:> 
4~1") 

4:~r.> 
·\41.') 
•ISC 
..¡ <'.•D 
4':""'C• 
•l'Zi.• 
~ .. 
•'190 

~ºº ~.to 
'321".'l 
:'!''!'50 
6•:•C' 
6 ~. (j 

62•:> 
'!1~0 
f'!t"'10 
6$f) 
'~''lt.~ 

J:.,PJ:MT ">·!CC•) ,TI (0) ,T ((.)) ,ox,x1::u 
r ,..trlJT ":(' TI ;.. T !'I H' ~...:r= 
PO~E 13,0:POKC 19 0 0:POKE 20,0 
Pf7 IM"( 
r.'RJ:t·'T 11 ~<··. "T::",, HTU 

f:?RThlT 
rRxqT ~:.TI. T 
PRlMT 
TCOl=T 
')!,3-r.:·< 
T:.?.:<O'.'suTY 
FCfR .J•nO TO 4 
T4=T< :t' 
F"Of ..... T=-1 TO S 
oos• ... •n .1 ooct 
t-t: ( l) ~.,, 1 
M< .tl ~~2 
., !Jo~-<+ C, .. ~.f!E H 
T4nTIJ!~O.~•M<l>*H 
Nf:,(T ! 
;...:~-=n'« f'H 
T .... f;;;f T" ( .J ) ... ,., ( 3 ' *H 
G0'3fJD 1000 
v. ( 4) w:=.f:" 1 
M<'-lt•F2 
......... rHf·H 
TJl3+l)•TllJ'l+H•<KC1l+2*KCZ>+2*KCSl+KC4111 

TCJ'•J.l=T\Jl+M*<MC11•Z*Ml2l+2•M<3l+M<~l)/6 
TT.16>=TT.CJ'+1> 
T(ól'""T<.J+i) 
OOSUB :?000 
PP. I f\IT ~: • !':-::~" Tó 
JI"" ,o( ~~>.:F THEM GOTO OOC>CJ 
F J < :S 1 =I< < l l 
r-2 ( 3) _,.., f 1) 
PP.INT 
N!;':>;T J 
T4.-T(~) 

Or:t'2°f.JD 1 000 
7"0•=1 r.:1 {S' .. s::!. 
7"'10 F"~('!'·li=F::? 

~2~ TI(61=T1COl•3•H•t11*F115>-14*Fl141-2b*F11S 
) - 1. 4-V.·"' J. ( z) + 11*"'1 ( 1 ) ) / 1 o 
730 T<6•=T<Ol•~*~•<StKF2<Sl-14*F~l~)426*FZ\3l-
1•*~~<~l•il*F~(Sl l /J.O 
~.·.Je• -.-;:t=:<·• r-. 
"? ~ ri ·r .. 1 n T ~ 6 ' 
::"·.'(,("'\ OOSUB J..OCt'=• 
""."'-t';) ~ 1 ( t".:.' =F 1 
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7'SC'> F ~ < ~:) it:'f.'::-
~~Q Til6>=T1121+Z*M*C7•F116>+32*F11Gl+12*F1141 
+ ::3 '.2-W· F' 1 ( .3 ' ~·? ... F" 1 ( 2 ) ) / tl 5 
200 Tl6!MT(~l•2*H*<7*F~l~l+32~F21~)+12*F21~>•3 
~~~2C81•7+F~<~ll/45 

C:~ 1_ (' '3C•$UH :20C•C 
~~í.l ..,<~~,.;.+H 

8?0 rRTNT x,x5,T6 
·"?•10 F'Rlt·IT 
'350 J:F ~< > mXP 'fHEN GO"fO 8C:l00 
~...,.•:> T4"'T < 6 > 
!-:it~~:.1 <:-t:1s1.J f.l 1 O<-.,t) 
900 ~a~ 1•0 TO 3 
'~!•,:'• Tl ~ ~ > :::=-TT. <3·t 1 > 
r;>;:: 1:1 T < .1 i ·':,$ T < J ;- 1 > 
930 PL<Jl=F1C3~1l 
~40 C~(~)=~=(J•1J 
t;o~c.:.· MC-:/.:.T ~ 

~~ .. ó F' (~)n::~1 
9 .. ,..c,:- F:;;:> < ~) r-=-f"=' 2 
l;'s::;tl:• C4QTO :""':?O 
1aoo Ft=ll/ ((1-X~>•EXP(3~.=-44~0Q/ <1.9S•T~I))) 
11on FZM1.05~-D3*30oo•F1·65 
1 !?.CH) RC ·r L'f:"t.J 
~<::11.:u.1 :~n·-·· ( If·IT ~TI ( 6) ~·100000)) l 10000ü 
~tnn T6•1XNTIT!~l•LOOOOOl)/LOOOOO 
:2':"00 P.F-:Tur.:n 
~C4.tl) A~•Pt.:.S~~ ( :;:Q ,• ·I ~CE:t .. : ( .17 > *256 + PC::E:f< ( .1 S) *6~5.:;J:ci 
~J....,~ f?:-...:.A,'::::!:,oc' 
:·:;.~oo c,· .. ·it·r~ 1.TJ1 
'3'''?f""lt:1 D~:.JMT ( 'll-·C>*GO~ 
?40n ~-?NT<l<n-cl*dO-Dl~IOOI 
~~nr1 •·~IN! 
~,;,-,,~, PP. I MT 
:?7'00 XF D-: lQ 1º1-!EM PHJ:HT "TIErlPO JJE F••~OCESO 'ºJC 
l ":O"JD;:GDTO ~~00 

~noo ~PTNT ·TXEMPO OE PROCESO "JC1":"1D1 
0~•7't:'J yr. F.~"'1C' T\·H:!N PRJ.MT 11 : 11 ;"0"JE:GOTO 4.LQU 
4':"00 Pr.-1 t·aT 11

: "JE 
•11 ()•:• F.:ND 
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3.3 Explicación de les programas. 

Todos los programas están estructurados de la misma 

manera, por lo que la mayor parte de las instrucciones coin­

ciden en sus respectivas lineas de programa. 

Existen unas lineas especiales en los programas, los 

cuales son la 215, 3000, 3100, 3200, 3300, 3400, 3500, 3600, 

3700, 3800, 3900, 4000 y 4100. Estas utilizan localidades de 

memoria en las cuales debido a la frecuencia del voltaje (6011z) 

se puede obtener un reloj de tiempo real, el cual "arranca" al 

echarse a andar el programa y que al terminar este, marca el -

tiempo que tardó en efectuarse. 

Las demás lineas de los programas son sencillas y no -

realizan ninguna instrucci6n especial. 

Los programas comienzan con In lectura de los datos y 

posteriormente realizan los cálculos necesarios. Finalmente im­

primen los resultados en pantalla, (si se desea que se presen-­

ten en impresora basta con cambiar todas las instrucciones que 

contengan PRINT a LPRINT). 

Para obtener la memoria utilizada en cada programa bas­

. ta con seguir los siguientes pasos: 

1. Antes de meter el programa: 

A D FRE (O) 

PRINT FRE (O) 

El valor que se obtiene es la memoria disponible (13317 

es el caso de la ATARI 600 XL) 
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Z. Una vez que se introdujo el programa y antes de utili­

zarlo: 

A ~ FR!l (O) 

PRINT PR!l (O) 

lll v_alor que se obtiene nuevamente, es la memoria di~ 

poniblc. La diferencia entre el valor de paso 1 y el obt!_ 

nido en 6ste nos d6 la memoria utilizada por el programa. 



CAPITULO 4 

RESULTADOS OBTENIDOS 

127. 

En este capítulo se presentan en forma tabular, los -

resultados obtenidos para cada uno de los casos considerados, 

as! como la cantidad de memoria consumida por cada uno de los 

programas realizados. 

a. Reactor tubular isotérmico. 

b. Reactor tubular no isotcrmico, no adiabático. 

c. Reactor tubular no isotérmico, adiabático. 

d. Reactor semicont!nuo con corriente de a limentacl 6n pero no 

dP. prnducto isotérmico, 

e. Reactor por lotes no isotérmico, adiabático. 

f. Reactor por lotes no isotérmico, no adíablitico. 



a. Reactor tubular isot6rmico. 

METO DO TAMARO DE PASO • 11 • 0.1, 0.01, 0,005, 0.0005 y O. 00001 

V/F XI X2 Tiempo V/F Xl X2 

Proceso • 

11 • o·' 11 • o. o 1 

Runge-Kutta o. 5 0.49647 0.08270 0:08:63 0.44 0.49603 0.07972 

Adams Moulton o. 4 0.51653 0.07387 0:06:63 0.44 0.49603 0.07972 

Mil ne o. 5 0.49647 0.08270 0:09:23 0,44 0.49603 o. 07972 

11 • o.oos 11 • o.ooos 
Runge-Kutta o. 44 0.49603 0.07972 2:32:43 0.4385 0,496 0.07962 

Adams Moulton o .44 0.49603 0.07972 1: SO: 85 0.4385 0.496 0,07962 

Milnc o. 44 o. 49603 0.07972 2: 02: 10 o. 4385 0.496 0.07962 

11 • º·ºººº' 
Runge -Kutta 0,43845 0.496 0.07962 1265:22:51 

Adams Moulton 0,43845 0.496 0.07962 910:52:76 

Mil ne 0.43844 0.496 0.07962 994:51:54 

Memoria utilizada por cada programa (Bytes): 

Runge-Kuttn 1,474; Adams MouJton Z,807; Mi!ne 2,906 

• min:seg:ccnt. de seg. 

Tiempo 
Proceso * 

1: 16: 24 

0:56: f(¡ 

1:02:1 o 

25:20:03 

18: 12: 21 

19:57:00 

... 
"' "' 



b. Reactor tUQUlar no isot6rmico, no adiabático 

METO DO TAMAflO DE PASO • 11 • 100, 10, s, 1 y o.os 
L X T Tiempo L X T· Tiempo 

Proceso • Proceso * 

JI • 100 11 • 10 

Runge-Kutta 300 3.19962 -4189. 896SS 0:16: 16 630 o. 7S947 1476.4488S S:34:28 

Adams Moulton 300 3.19962 -4189.896SS 0:16:SO 630 0.7S910 1477.39079 3:17:38 

Mil ne 300 3. 19962 -4189.896SS O: 16: SO 630 0.7SB91 1477.S7S03 3:29:83 

JI • s JI • 1 

Rungc-Kutta 62S 0.7S310 147S.02441 11 :03:01 623 0,7SOS6 1474. 462SO SS:04:78 

Adams Moulton 62S 0.7S296 147S.49183 6:2S:S8 623 o. 7SOS3 1474.SS617 31 :28:9S 

Mil ne 62S 0.7S310 147S.02511 6:44:73 623 o. 7S053 1474.51330 32:S2:96 

JI • o.os 
Runge-Kuttn 622.60 0.7S004 1474.3498 1101 :29:78 

Adams Mou! ton 62Z. 60 0,7S004 1474.3S4S 628:19:41 

Mil ne 622.0S 0.75002 1472.8192 6S2:43:69 

Memoria utilizada por cada programa (Bytes): 

Rungc-Kutta 1, 729; Adams Moulton 2,9S4; Milne 3,078 .... 
N 

•min: seg: cent. de seg. 
'f' 



c, Ractor tubular no isotérmico, adiabático. 

METO DO TAMAfilO DE PASO • 11 • 

L X T Tiempo 
proceso • 

11 • 10 

Runge-Kutta 120 0.10134 1290.81229 1 :OS :01 

Adams Moulton 110 0.10051 1292.62796 o :41: 01 

Mil ne 60 0.10173 1290.91819 0:30:48 

11 • 

Runge-Kuttn 137 º· 10010 1291.18572 12:19:03 

Adnms Moulton 135 0.10002 1291.41436 7:00:75 

Mil ne 137 o. 1001 o 1291.20098 7:27:64 

11 • 0.01 

Runge-Kutta 136.25 0.1 1291.42274 1224:27:56 

Adnms Moulton 136.22 0.1 1291.42711 696:37:14 

Mil ne 136. 25 0.1 1291.42017 724:53:73 

Memoria utili•ado por cada programa (Bytes): 

Runge-Kutta 1,719; Adams Moulton 2,944; Milne 3,068 

• min:seg:cent. de seg. 

10. S, 1, o.s y 0.01 

L X T 

11 • s 
135 0.10005 1291. 58094 

135 o. 10067 1290,31231 

130 0.10026 1291.18314 

11 • o. s 
136.S 0.10003 1291. 34136 

135.S o. 10001 1291.43525 

136.S o. 10003 1291.34260 

Tiempo 
proceso " 

2:25:88 

1: 30: 30 

1: 34: 36 

24:32:94 

13:58:80 

14:42:94 

... 
w 
o 



d. Reactor semicontinuo con corriente de olimentaci6n, pero no de producto isotérmico. 

METO DO 

Runge-Kutta 

Adoms Moulton 

Mil ne 

Runge-Kutto 

Adams Moulton 

Mil ne 

Runge-Kutta 

Adams Moulton 

Mil ne 

T 

120 

120 

120 

120 

120 

120 

120 

120 

120 

TAMARO DE 

X 

11 • 10 

0.23801 

0.23838 

0.23805 

11 • 1 

0.23804 

0.23804 

0.23804 

11 • 0.001 

0.23804 

0.23804 

0.23804 

PASO • 11 • 

Tiempo 
Proceso * 

0:08: 18 

0:06:90 

0:07:68 

1: 21: 78 

1 :03-:45 

1: 11: 40 

1382:35:83 

1059: 44: 23 

1188:27:34 

Memoria utilizada por cada programa Bytes): 

Runge-Kutta 1,260; Adams Moulton 2,040; Milne 2, 109 

• min:seg:cent. de seg. 

10, 5. 1, 0.1 y 0.001 

T X Tiempo 
Proceso * 

11 • 5 

120 0.23804 O: 16: 39 

120 0.23810 O: 13: 20 

120 0.23804 O: 14: 81 

11 • o. 1 

120 0.23804 13:40:66 

120 0.23804 10: 31 :93 

120 0.23804 11: 49: 26 



e. Reactor por lotes no isotérmico, adiabático. 

METO DO TAMARO DE PASO • 11 . o. 1' o .01, o. 005, 0.001 y 0.000005 

TI T Tiempo X TI T Tiempo 
Proceso * Proceso • 

11 • o. 1 11 • o. o 1 

Runge-Kuttn 0.5 10.86721 580,5 0:04:51 0,5 10. 86640 580.5 o: 44: 13 

Adams Moul ton 0.5 10.8S"I05 580.5 0:04:09 0.5 10.86641 580.5 0:34:35 

Mil ne 0.5 10.86721 580.5 0:04:69 0.5 10.86640 580.5 0:37:68 

11 • 0.005 11 • 0.001 

Runge-Kutta 0.5 1o.8(1(14 580.5 1:28:78 0,5 10,86(14 580,5 7:23:40 

Adnms Moul ton 0.5 10.86h4 580,5 1: 08: 26 0,5 10,8664 580.5 5:38:76 

Mil ne o. 5 10. 86<14 580,5 1: 14: 76 0.5 10.8664 580.5 6: 10: 98 

11 • 0.000005 

Runge-Kutta 0.5 1o.86h0(1 580.5 1507:31 :48 

Adams Moulton 0.5 1o.86b(J(I 580,5 1148:35:28 

Mil ne 0.5 10.86h:l2 580.5 1254:09:90 

Memoria utilizada por cada progrnma (Bytes): 

Rungc-Kutta 1'275; Adams Moul ton 2,024; Milne 2,093 w 

"' • min:seg:cent. de seg. 



f.Reactor por ~otcs no isot6rmico, no adiabático. 

METO DO TAMAflO DE PASO• ll • 0.1, 0.01, 0.005, 0,001 y 0.00001 

X TI T Tiempo X TI 1' 
Proceso * 

JI • o. 1 JI • 0.01 

Runge·Kutta 0.5 4.47500 605.33626 0:05:21 o.s 4.47452 605.33364 

Adams Moulton 0.5 4.47567 605.34001 0:05:08 0.5 4.47452 605.3336•1 

Mil ne 0,5 4.47500 605.33626 0:05:64 0.5 4.47452 605.33364 

JI • 0.005 JI • o. 00 1 

Runge·Kutta 0.5 4.47452 605.33364 1: 41 :58 0,5 4.47450 605. 3336 7 

Adams Moulton 0,5 4 .47452 605,33364 1 :30 :00 0.5 4.47450 605,33367 

Mil ne 0,5 4.47520 605,33364 1: 41: 74 o.s 4.47452 605.33364 

JI • 0.00001 

Runge-Kutta 0.5 4.47230 605.33623 850:14:64 

Adnms Moulton 0.5 4.47230 605.33623 746:45:91 

Mil ne 0.5 4.47397 605.33429 846:48: 15 

Memoria util izndn por cada programa (Bytes): 

Runge·Kutta 1 ,445; Adams Moulton 2,647; Milne 2,778 

" min:scg;ccnt. de seg. 

Tiempo 
Proceso " 

o: 50 :66 

o: 45: 18 

O: 51 :03 

8:27:56 

7: 27: 19 

8:27:30 

.... 
w 
w 
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134, 

Como se planteó dentro de los objetivos de esta tosis, 

se compararán tres parámetros fundamentales los cuales son: 

a. Precisi6n de los resultados numéricos 

b. Memoria consumida por los programas 

c. Tiempo de proceso 

En todos los casos se puede observar que al disminuir­

el tamafio de paso se obtienen resultados más precisos ya que -

el error por truncamiento se hace muy pequefio. Por otro lado, 

aan cuando se utilizaron incrementos muy pequefios, no se oh-­

servó error por redondeo. 

Al utilizar tamafios de paso grandes, se observó en al­

gunos casos inestabilidad de los métodos predictor-corrector,­

esto debido a que los valores de arranque que se utilizan, ge­

nerados por el método de Runge-Kutta, son imprecisos. La preci 

si6n es el punto más importante a considerar cuando se escoge­

un método numérico. 

Es muy importante resaltar el hecho de que cualquier ~ 

lección, finalmente se hará en base a ln complejidad de las e­

cuaciones diferenciales implicadas, las que nos moverán cada~ 

no de los parámetros implicados (tiempo de proceso, memoria u­

tilizada y precisión de resultados), por lo que para cada caso 

en particular se deberán analizar las ecuaciones diferenciales 
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implicadas y tomar la decisi6n de cuál será el método más ade­

cuado a aplicar. Por lo tanto, para cada uno de los casos de -

reactores considerados en esta tesis, es posible que el método 

que haya resultado más conveniente en el ejemplo presentado sen 

normalmente el más adecuado, sin embargo, para ln naturaleza de 

las ecuaciones diferenciales que den por resultado los balances 

de materia y energía Censos no isotérmicos) y de la velocidad -

de reacci6n, es posible que algOn otro método resulte más apro­

piado de modo que no se debe considerar unn ley el hecho de que 

equis ml!todo resulte el mlis adecuado para cierto tipo fo reac-­

tor. 

A continuación, se analizará cada uno de los casos es­

tudiados en esta tesis para obtener cuál es el método más ade­

cuado. 

Antes de continuar, es importante comentar el hecho de 

que adicionalmente a los métodos utilizados, se realizaron "e~ 

rridas" sólo con el predictor de Milne de sexto orden dando -­

problemas debido básicamente al error de truncamiento, lo que­

provoc6 desviación de la solución introduciendo ligeras nertur 

baciones que dieron origen a una pequefta inestabilidad la cual 

se eliminó con la parte correctora del algoritmo. 

a. Reactor tubular isotérmico. 

En este caso, el método más adecuado es el de Runge·K!!, 

tta ya que se obtienen resultados rápidamente, bastante prcci· 

sos y con poco esfuerzo de programación. 
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b. Reactor tubular no isotlírmico, no adiabtitico. 

En base a los resultados obtenidos, se puede observar­

que para obtener resultados precisos es necesario un tamafio de 

paso muy pequeño por lo que son preferibles los métodos predi~ 

tor-corrector, ya que aunque exigen programas más grandes el -

tiempo de proceso es mucho menor y los resultados más precisos. 

El método de Adams Moulton nos da resultados satisfac­

torios y exige menos memoria y tiempo de proceso por lo que r~ 

sulta ser el más adecuado. 

c. Reactor tubular no isotérmico, adiablitico. 

Para este ejemplo se concluye que el método más adecu~ 

do fué el de Milne de sexto orden ya que con él se obtuvieron­

resul tados bastante precisos (más que para el método de Adams­

Moulton) y el tiempo de proceso resulta ser bajo con respecto­

al método de Runge-Kutta y ligeramente mtis alto que el de Adams 

Moulton; adicionalmente, la memoria consumida por el método se­

leccionado es ligeramente mayor a este último. 

d. Reactor semicontínuo con corriente de alimentaci6n pero 

no de producto isotérmico. 

Como se puede observar en los resultados obtenidos, el 

método más adecuado es el de Runge-Kutta ya que requiere un b~ 

jo tiempo de proceso, escasa memoria y sus resultados son muy­

precisos aOn con tamafios de paso relativamente grandes. 
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e. Reactor por lotes no isotérmico, adiab§tico. 

Al igual que en el caso anterior, el método de Runge­

Kutta resulta ser el más adecuado ya que aan a tamaños de paso 

relativamente grandes, es bastante preciso, requiere una baja­

cantidad de memoria y el tiempo de proceso es pequeño. 

f, Reactor por lotes no isotérmico, no adiabático, 

Como en el caso adiabático, el método de Runge-Kutta -

ofrece las mayores ventajas, tales como precisi6n, bajo consu­

mo de memoria y un tiempo de proceso muy corto. 

En base a lo expuesto, se puede concluir que el método 

más recomendable en la gran mayoría de los casos es el método· 

de Runge-Kutta ya que por un lado, es un método sencillo de un 

s6lo paso que arroja resultados suficientemente correctos, re­

quiere un bajo consumo de memoria y el tiempo de proceso es b~ 

jo, y por otro lado, es bastante estable además de que sus erre 

res por truncamiento y redondeo son pequeños. 

Por altimo, es necesario hacer énfasis en el hecho de • 

que la selecci6n de un cierto tipo de método debe de efectuarse 

en base a las expresiones de las ecuaciones diferenciales invo· 

lucradas, 
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APENDICE A 

EJEMPLO NUMER!CO DEL METODO DE RUNGE • KUTTA DE CUARTO ORDEN. 

En este apéndice se muestra un ejemplo numérico de la uti· 

lizaci6n del método de Runge·Kutta de cuarto orden. 

Las ecuaciones utilizadas son las (2.31) 

Ejemplo: Utilizar el método de cuarto orden de Runge·Kutta 

con intervalo constante h=0.1 para calcular una soluci6n aproximada 

del problema de valor inicial 

y' • y + X = f (X 0 y) ; y(O) • 1 

en el intervalo e o' (;. 

El primer valor se obtiene de la siguiente forma: 

k 1 • f cx 0 , y 0 l = o + 

k 2 • f(x 0 + ~, Yo + ~klJ • co + º;1 + ( l + (0. 1 X 1)) • 1. l 
2 

= (O+ !!.J.) + (1 + (0.1 X 1.1)¡ • 1.105 
2 

k4. f(Xo +h. Yo+ hk3l. (O+ 0.1) + (1 + 0.1 X 1.105). 1.2105 

(1 + 2x1.1 + Zxl.105 + 1.2105) = i. 11034 1 y1 •1+0.1 
6 
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Para el siguiente intervalo se tiene: 

i=l 

k1 = f(x 1 , y 1l = (0.1) + 1.110341 = 1.21034 

k2 =f(xl + ~' Y1 + ~kll • (0.1 + ~J + (1.110341 + o.1 (1.~10341)) = 

= 1 .320858 

k3 = f(xl + h' Y1 + hk2) •(0.1 +!l..:.!.)+ (1.110341 + o.1 (1.320858)) = 
2 2 2 ' 

• 1 .32638 

k4 = f(x 1 + h, y
1 

+ hk3 J • (0.1 + 0,1) + (1.110341 + 0.1(1.32638)) • 

= 1 .44298 

Y2 ª Y1 + h ( kl + 2k2 + 2~ +k4) = 

a 1.110341 + 0.1 (1.21034 + 2 X 1.32086 + 2 X 1.32638 + 1.44298) 
6 

= 1.24280 

Los siguientes valores se obtienen de la mismo manera. Los re-

sultados se muestran en la tabla A. 



Tabla A. Soluci6n de cuarto orden de Runge-Kutta de la ecuación y' = y+x con h=0.1 

xi yi kl k2 k3 k 4 h(kl + 2k2 + 2k3 + k4)/6 

o o.o l. o 1. o 1.1 1.1 os 1 • 21 os o .110341 

o. 1 1.11034 1. 21034 1 .32086 1.32638 1.44298 0.132463 

0.2 1. 24 280 1.44280 1. S6494 1. S71 os 1 ,69991 0.1 S6911 

0.3 1.39971 1. 69971 1.83470 1. 8414S 1 • 98386 0.183931 

0.4 1. 58364 1 • 98364 2.13283 2.14028 2.29767 0.213792 

0.5 1. 79744 2.29744 2.46231 2.470SS 2.64449 o. 246794 

6 0.6 2.04423 2.64423 2.82644 2.83S5S 3.02778 0,283266 

0.7 2.32750 3.02750 3. 22887 3.23894 3.4S139 0,323574 

8 0.8 2.6S107 3.4S107 3,67362 3.68475 3.91954 0.368122 

9 0.9 3,01919 3.91919 4. 16S 15 4.17745 4.43694 0.4173SS 

10 1. o 3.4365S 

... 
? 
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