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El pri nci 

y sistemático de patrones 

Este trabajo surgiÓ de la 

tenfa de asesoria matemática. 

do usados recientemente en 

tados de otros campos 

se han desarrollado. 

El patrón de distribución es.u~6<d~.losprincipales instrumentos 

de la investigación arqueólogica. PoE~jempJo la distribución de arte­

factos dentrn de un sitio puedé ser usada para ~~finir las localiza-­

ciones de actividades. 

De las pruebas que se mostrarán para el estudio de patrones de -

asentamiento, se señalan los requisitos para su aplicación y algunas 

de sus ventajas y desventajas, como el campo es muy extenso no es po­

sible cubrir todos los aspectos ni considerar todos los problemas 

· asociados . __ . __ . , _; .. /;,-

Una de las formas para t~iJj!~~r, un estudio del patrón de distri­

bución anteriormente, consistÍken'{-{arnterpretación visual. Este ti-
. . . ·-·· . .. 

po de estudio resulta subjetivo y no existe una forma sistemática y -

cuantitativa de probarlo. Surge la necesidad de desarrollar el análi-

sis espacial de datos arqueológicos debido a que se cuenta con grandes 

/ 



de 

de 

so espacial, 

El arqueó 1 ogo i 

de consultar el 

sona que no 

logo 

trones. 



En el segundo y tercer capítulos se presentan algunas pruebas secillas 

para el estudio de patrones de puntos, sus condiciones necesarias, sus desa­

rrollos y los problemas de su 

sintéticos y algunas 

clusiones. 

Un i 



CAPITULO 

ALGUNAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD. 

Una distribución de probabilidad es un modelo matemático. para .]a éffstri­

bución de frecuencia real. En este capítulo veremos ciertas d_istribúcio11es que 

.se utilizarán en los capítulos siguientes. 

Generalmente el conjunto de datos que se puede obtener es sólo una mues­

tra de la población, esta muestra proporciona información sobre la población, 

y a partir de ella se puede obtener una distribución empírica, la cual sugiere 

un tipo de distribución de la población; algunas veces se encuentran varias 

clases de distribuciones empíricas que infieren un modelo general de distribu­

ciones, conocidas como distribuciones de frecuencia teóricas. Estas distribu-

cienes intentan interpretar una distribución real. 

Verenos la distribución binomial, la distribución Poisson, la distribu -

--ción xi cuadrada y la distribución normal; de una fonna superficial intentan-

do que se conozca como se comportan. 
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l. DISTRIBUCION BINOMIAL. 

La distribución binomial es debida-a Santiago Bernoulli ·alrededor del 

año 1700. 

Consideremos un experimento en el cu~l. sus resultados Onicamente pue­

den clasificarse como ocurrencia o no ocurrencia de un detenninado evento 

A; (como por ejemplo la ocurrencia de un águila en el lanzamiento de una 

moneda, o la presencia de un dos al arrojar un dado). Si ocurre el evento 

A le llamarémos éxito y si nb.ocurre fallo; el experimento se repetirá n 

veces, y el número de éxitos que resulten dé las n repeticiones se denotará 

con la letra x. 
' 

Como ejemplo de un experimento de este tipo, considérese el lanzamien-

to de una moneda, supongamos que el éxito sea obtener un águila; si el ex­

perimento se repite dos veces (n=2), x será el namero de águilas que se ob­

tiene de los dos experimentos. El problema es calcular las probabilidades 

de los diferentes valores que toma x y conocer como se distribuyen. 

Primero consideremos los resultados posibles del experimento, que en 

este caso son cuatro y registramos el número de águilas que es el valor que 

toma x; estos datos se muestran en la tabla l. Obsérvese que los valores 

que x puede tomar son: O, 1, 2. 

Tabla 1 

Resultado AA 

Valor· de x 2 

(Aguila= A, Sol= S). 

AS 

1 

SA 

1 

SS 

o 

La probabilidad de obtener uno de los cuatro resultados por ejemplo, 

dos águilas· sería 1/4, ya que se espera que cada uno de los cuatro resulta­

dos ocurra con la misma frecuencia, por lo cual, a cada uno se le asigna la 

. misma probabilidad. Denotamos con P la probabilidad, así que la probabili-
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dad de dos águilas quedaria P(2) = 1/4 la probabilidad de cero águilas se 

denota P(O) = 1/4 . 

Nótese que la probabilidad de obtener un águila está compuesta de dos 

posibles resultados AS y SA, por lo cual, su probabilidad se obtiene suman~ 

do las probabilidades de los resultados de que esta compuesta, y como cada u­

no de ellos ocurre con probabilidad de 1/4 , la probabilidad de un águila se-

ria, 

( ) - 1 1 2 - 1 
p 1 - 4 + 4 = 4 - 2· 

Las probabilidades de los valores que toma x, se presentan en la tabla 2. 

Tabla 2 

X o 1 . 2 

P(x) 1/4 1/2 1/4 

La gráfica de la distribución de x correspondiente a la tabla 2 se 

representa en la figura l. 

X 
o 1 2 

Fig. 1 Distribución para el namero de águilas que se obtiene al lanzar un~ 

moneda dos veces. 

Otro ejemplo de un experimento repetitivo que consideraremos es el lan­

zamiento de un dado, suponiendo como éxito la obtención de un seis; el expe­

rimento se repetirá tres veces (n=3), y x será el número de veces que apa­

rezca un seis, en los tres experimentos; nos interesa conocer la distribu -

ción de x . 



Procediendo como en el ejemplo anterior registramos si ocurre un éxito 

o un fallo, que denotaremos con E y F respectivamente; en los ocho ·resulta­

dos posibles obtenemos los valores de x que se muestran en la tabla 3. 

Resultado 

Valor de x 

Tabla 3 

EEE EEF EFE EFF FEE FEF FFE FFF 

2 

4 

Los valores que x toma son: 0,1,2,3. Nos interesa conocer la probabili­

dad de cada uno de estos valores. Como cada una de las tiradas del dado es 

independiente, la probabilidad de un éxito es 1/6, ya que se desea obtener 

una determinada cara del dado, el cual tiene seis; se espera que cada una de 

las seis caras ocurra con la misma probabilidad. La probabilidad de fallo es 

5/6, que es la suma de las probabilidades de las cinco caras restantes que no 

presentan un éxito; por lo cual, la probabilidad de que ocurran dos éxitos y 

un fallo, la obtenemos multiplicando las probabilidades correspondientes a 

cada uno de ellos, es decir, 

p {EEF) = 1 1 . .§. = (1)2 (i) 6 . 6 6 6 6 

Así también se obtiene la probabilidad de un éxito y dos fallos. 

P{EFF) ~ i . ~ . t = ( t) (t)~ 

La probabilidad de éxito, fallo, éxito quedaría, 

P{EFE) = t . ~ . i = (i)2 (~). 

De esta manera se pueden obtener cada uno de los ocho resultados que se mues-

tran en la tabla 4. 
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Tabla 4 

Resultado EEE EEF EFE FEE EFF FEF FFE FFF 

(i)3 (t) 
2 

(i' (~{%} (i)
2 
(i) (i)( ~) Gl(~)

2 2 3 
probabilidad (i)(i) \i) 

Ahora procederemos a calcular las probabilidades de los valores que to­

ma x: 0,1,2,3. La probabilidad de que x sea igual a 1, consta de tres posi­

bilidades EFF, FEF y FFE; y se obtiene sumando la probabilidad de cada una 

de estas componentes; es decir, 
2 2 2 2 

P(l) = {i)(t) + (i) (t) + (t) ( i) = 3 (t)(~) 

La probabilidad de dos éxitos 

De esta forma se obtienen las probabilidades para los valores de x, los 

cuales se representan en la tabla 5, que proporciona la distribución de x, y 

su gráfica correspondiente se presenta en la fi9ura 2. 

Tabla 5 

X o 1 2 3 

X 

o 1 2 3 
Fig. 2 Distribución para el número de veces que se obtiene un seis al lanzar 

un dado tres veces. 
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En los ejemplos visto.s, el proceso que se utilizó consistió en observar 

los posibles resultados del experimento y se calculó la probabilidad para ca­

da uno de ellos, asociando a cada resultado el valor de la x correspondiente, 

Y para obtener las probabilidades de valores compuestos de x se suman las pro­

babilidades de los resultados de que están compuestos. Estas probabilidades 

dan la distribución de probabilidad de x. 

Como no siempre es fácil realiza~ los cálculos para problemas de este tipo 

es necesaria una formulación general; para ello, considerando el problema en 

general, se tendría un experimento en el cual, los resultados se clasifican 

como éxito o fallo, supóngase que se conoce la probabilidad de obtener un éxi­

to y la correspondiente probabilidad de obtener un fallo, a la primera la de­

signaremos p y a la segunda q; obtendriámos que p+q = 1, de donde q= 1-p. 

El experimento se repite n veces y supongamos que se obtuvieron los re­

sultados de la siguiente manera, x éxitos y n-x fallos; se tendría una suce-

sión así, 

tEE ••• sJFF ••• ~ 
-.ws .~ f 

X n-x 

. Dado que cada experimento es independiente, la probabilidad de obtener 

esta sucesión es, 
_ x n-x ,P: p.p .. ·P·8·q.q ... q1 - P q 

- " '--' ...... -
x n-x 

Si obtuviéramos otra sucesión como la siguiente en donde, primero ocu -

rrieran·dos fallos, x éxitos y los restantes fueran fallos, se tendría: 

FF,EE. d ,FF •. ~ 
~ ~. 

x n-x-z. 

La probabilidad de obtener esta sucesión es la misma que la probab11idad 

de obtener la primera; ya que, 



x n-x 
q.q.,P·P._;: ·P:~= P q 

x n-x-2 

Si obtuviéramos otra sucesión, la probabilidad correspondiente sería 

la misma; por lo tanto, cualquiera que sea la fonna en que este combinada 

la serie que tenga x éxitos y n-x fallos, la probabilidad de obtenerla es 

la misma. 

El número de maneras en que el experimento puede ocurrir, es igual a 

7 

el número de sucesiones diferentes den elementos, en que pueden combi -

narse x letras E y n-x letras F; que es igual a el número de formas dife­

rentes en que se pueden escoger x posiciones de las n disponibles para co­

locar la letra E y las n-x posiciones que restan para colocar la letra F 

para ello existe la fórmula siguiente: 

X n.1. 
en = -x.,...! _,(~n--x_,..)...,..! (1) 

donde n~ se lee n factorial y es el producto de los números 1 hasta n;. co-· 

mo ejemplo, 6~ = 1·2·3·4·5·6; O~ es definido como l. 

Como cada una de las sucesiones representa una de las formas particu­

lares en que puede suceder el experimento, y cada una de ellas tiene la 

misma probabilidad de ocurrir (pXqn-x), entonces la probabilidad de obte­

ner x éxitos se obtiene sumando esta probabilidad tantas veces como suce-
1 

siones existan, que son x! l~-x)! ; por lo tanto se obtiene la fórmula 

siguiente, llamada distribución binomial. 

P(x) n! 
= x! (n-x)! Px qn-x (2) 
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Veremos que utilizando la fórmula (2) es más fácil resolver los proble­

mas anteriores. En el ejemplo del lanzamiento de la moneda, la probabilidad 

de éxito es 1/2 y la probabilidad de fallo es 1/2, o sea p= 1/2 , q= 1/2 y 

n=2; x toma los valores 0,1,2; sustituyendo estos valores en la fónnula (2) 

obtenemos: 

Para x=O 

2! (-21\~ (i)2
-
0 

- 2·1 . 1~ l 
P(O)= O! (2-0) ! ) c. - 1· (2·1Í 4- ¡ 

Para x=l 

. 2! (1)(1)
2
-
1 

1 .. 1 
P(l)-1! (2-1)! 2 I = 2'4~ I 

Para x=2 

P(2)= 2! (l) 2(1)2
-
2 
= l .· 

2! (2-2) 2 2 4 . 

Obsérvese que estas probabilidades son las mismas que obtuvimos antes. 

En el segundo ejemplo, del lanzamiento del dado; la probabilidad de éxi­

to es igual a 1/6 y la probabilidad de fallo es 5/6, o sea, p= 1/6, q= 5/6 

n=3 y x toma los valores 0,1,2,3; sustituyendo estos datos en la fónnula (2) 

obtenemos las siguientes probabilidades. 

Para x=O 

3! (-61)º(-65)3-0 =(-65) 3 P(O)= O! (3-0) ! 

Para x=l 

3! (-61)1(i6)3-1= 3(-61.\(_65)2 P(l)= 1! (3-1) ! J 



Para x=2 
3' (-61)2(_65)3-2= 3(-61)2(_65) P(2)= 2! (3:2) ! 

Para x=3 
3' (-61.)3(-65)3-3 =(-61)3 P(J)=. 3! (3:3) ! 

Estas probabilidades son las mismas que obtuvimos en el segundo ejem-

p1o. 

Propiedades de la Distribución Binomial. 

Dado nuestro conjunto de datos, es útil conocer cuál es el promedio. 

Sup6ngase que se tienen n números y los denotamos por x
1
,'2 , ... ,xn 

siendo x
1 

el primer número y x
0 

el último. El promedio de este corrjunto 

de números que se denota X esta dado por la fórmula: 

(3) 
n .. 

9 

A X se le conoce como la media aritmética o simplemente media; una ex->. ·· 

presión más cómoda para la fónnula anterior, es la siguiente: 
n 
¿ x. - i=, ... 

X= ---
n 

(4) 

donde x.denota el i-ésimo número, ¿ (sigma) es el símbolo de suma y junto 
1 

con los índices i=l e i=n, indican que se sumen todos los números x de 1 

hasta n. 

Si los datos estuvieran en forma de frecuencias, es decir, que los nú-

meros x 1,~····•\ se presentan f 1,f2 , ••• ,fk veces respectivamente, o sea 

con frecuencias f
1 
,f t' . .,fk como en la tabla 6. 

Tabla 6 

X 0 1 2 3 

f 45 23 12 1 
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La obtención de la media con la fónTiula 4 sería muy laboriosa,ya que, 

por ejemplo, el nGmero 1 tendría que ser sumado 23 veces, debido a ello st 

x1 ocurre f1 veces, entonces se puede multiplicar x por el nGmero de frecuen-
1 

cias f ; si así lo hacemos para cada uno de los nGmeros, la media puede ser 
1 

obtenida sumando los productos x por el total de nGmeros -; 

(5) 

en forma 

(6) 

Como en 

el 

Otra medida aritm€tica que se puede obtener es la variación del conjunto 

de datos respecto a su media; se desea obtener una medida de variación que in 7 

dique qué tanto se alejan de su media los datos del conjunto; para 'sto, se 

pueden considerar la diferencia de cada uno de los datos con respecto.a la me-

dia, es decir, 

X - X, X X, .. ;~ X X . 
1 2 n 

Cuando las X. son mayores que X se obtienen nGmeros positivos, mientras 
1 

que si las X. son menores que X se obtendrían nGmeros negativos; pero como só-
1 

lo se desea obtener distancias positivas desde la media, podemos considerar 
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los cuadrados de estas distancias y promediandolos, obtenemos así una medida 

de la variación de un conjunto de números con respecto a su media, que se de-
2 nota s y se llama variancia. 

n 

Si los datos están en forma de frecuencias, la' fórmula ·correspondiente 

es la siguiente: .k 

¿ (x - x) 2 f. 
i=l 1 . 1 

n· 
(8) 

Algunas veces es más útil considerar las fórmulas (7) y (8) teniendo co-

mo divisor n-1 en lugar de n; cuando n es grande el valor que se obtiene de s 

con las dos fórmulas es muy cercano. 

S2= ;!;<~;ci'.Xj 2 
(9) 

> n-.1 

Para datos c 1 as ifi cadós • 

k - 2 
¿ (x.-X) f . 

. 2 i =1 1 1 
5 = n-1 

( 1 o) 

Una forma más fácil para calcular las fórmulas anteriores se obtiene de­

sarrollando el binomio y agrupando los términos,quedando las fórmulas (9) y 

(10) en la forma siguiente. 

Para datos clasificados. 

2· ... s = 

[ 

n . 

1 E 2 - . x. n-1 1=1 1 

[ 

k 2 
. 1 • E X j 
-- 1=1 n-1 

_ Ci:.J ) 

f. 
I ~ X. f.\ 

2

] 

-~ 
1 n 

( 11) 

(12) 
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1 

1 

1 
1 
1 
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1 
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1 

Obtendremos 

la fónnula (12). 
k 

2 
I: x. 

i =1 1 

( ~ x.f)t 
i = 1 1 i) 

n 

s2= 1 (80 - 30.8)= 0.6141 . 81 -1 

Si sacamos la raíz cuadrada positiva de·la vari 

llamado desviación estándar que se denota por s. 

n - 2 
. I: {x¡- ~) 

S= i=l 
n-1 

y para datos clasificados sería: 

k 

I: (x.- -x)2f 
i = 1 1 . i 

. S=.· 
n-1 

12 

{ 14) 

Ahora consideraremos como se puede calcular la media y la variancia p~-

ra una distribución teórica. 

las fónnulas (6) y (7) pueden escribirse de la fonna siguiente: 

k 

X= .I:
1
x.fr 

1= 1-
rr 

k 

s 2 = . I: (X • - X) 2 f i 
1=1 1 -n 

La media y la variancia correspondietes a una distribución de probabili­

dad teórica, las denotaremos con las letras griegas µ~a 2 y las obtenemos -

sustituyendo en las fórmulas anteriores, el cociente ( /n (llamado frecuen­
' cia relativa) correspondiente al valor x por la probabilidad P(x ¡)•por 

tanto, 

k 
k 

µ = ¡~ 1 x¡P(x¡) y 
a2 = .I:

1 
{x.-µ) 2P{x.) 

t= 1 . 1 
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para la segunda fórmula nesarrollando el binomio se obtiene, 

k 
2 2 

0 2 .. E x.p(x.):-µ 
i"' 1 1 1 

Como ejemplo de una aplicación de las fórmulas anteriores, obtendremos 

la media y la variancia de la distribución de la figura 1, en donde los valo­

res posibles de x son x1=0, x2 =1 y x3=2, con sus correspondientes probabili-

dades P(x )=1/4, P(x )=1/2 y P(x )=1/4. 
1 2 . 3 

Es posible realizar cálculos similares con la distribución binomial pa-­

ra obtener la media y la ~ariancia, que pueden emplearse en cualquier proble­

ma de tipo binomial. Debido a que los cálculos son complicados, no se harán, 

únicamente se darán las fórmulas que se obtienen de ellos, que son las si--·· 

guientes: 

µ = np 

0 2= npq 

Como ejemplo de su aplicación, las utilizaremos con los datos de la tabla 

2, en donde n=2, p=l/2 y q=l/2. 

µ = 2(t)=· l 
ª 2

= 2 {Í)(Í) = Í 
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2. DISTRIBUCION POISSON. 

Si en la distribución binomial la probabilidad de éxito.p, en un experi­

mento, es muy pequeña, mientras el número de experimentos n es muy grande, de 

tal forma que np= ~ permanece 

en 

Esta 

bla 5 se 

3, 4, 6, 

su vez se obtiene la distribuci 

'<" • •• «·-····-· 

la dis'tr~bucióri binomial se apro-

valores de n igual.a·· 

1/3, 1/4, 1/6," 1/10 Y.Ú2ó;:.~/ 

Obsérvese que cuando n va creci los valÓré~ obt~~i~· 

dos con la distribución binomial se van aproximando más a los val~;~dd11a . 

distribución Poisson. 

Con los datos de las dos últimas columnas de la tabla 5 se presentan en 

la figura 3 las gráficas de la distribución Poisson y de la distribución bi­

nomial; obsefvese que ésta última se aproxima bastante a la gráfica de la 

distribución Poisson. 



X 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

Binomial 

n=3, p=l/3 

0.296. 
0.444 
0.222 
0.037 

.30 

.20 

. ~10. 

Tabla 5 

o.:ú6 ~/.·.·,C 0.335 

~"::¿fi:;'.> . ~:¿~i 
:0:047 0.053 
0:004 0.008 

--

o l 

0.001 
0.000 

2 

n=lO, p=l/10 

0.34868 
0.38742 
0.19371 
0.05740 
0.01116 
0.00149 
0.00014 
0.00001 

3 

15 

Poi sson 

n=20, p=l/20 >.=np= 1 

0.358485 
o. 377353 
o. 188676 
0.059582 
0.013327 
0.002245 
0.000295 
0.000031 
0.000003 
0.000000 
0.000000 

.6 

0.367879 
0.367879 
0.183940 
0.061313 
0.015328 
0.003066 
o. 000511 
0.000073 
0.000009 
0.000001 
0.000000 

Fig. 3 Gráfica de la distribución Poisson con ;\=l, con línea continua. 
Gráfica de la distribución binomial con n=20, p=l/20, con línea pun­
teada. 
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También para la distribución Poisson se puede calcular la variancia y 

la media de manera similaFcómo-se hizo para el ejemplo de tipo binolllial; 

debido a que los cálculos son· bastante eomplicados; ünicamente considerare­

mos las fórmulas quese obtiene~ a.partir de ellos, que son las siguientes: 

La distribución Poisson es ütil cuando se tiene un gran nümero de ob­

jetos que se encuentran distribuidos ~l azar sobre un área grande; con la 

poisson es posible obtener la probábilidad de encontrar x objetos en una 

subregión del área. 

Definición formal de la distribución Poisson. 

_Un evento S que ocufre en el espacio 

a) Independencia: el nümero de veces.que 

es independiente del nümero de 

:ajéna·, del espacio. 

b) Proporción: el nümero promedio cle'_bsliYf;;~-~'.f~·~·~; ~~~·-·:¿ri{Ja'd de·· espacio es 

una constante, denotada por ~" y nb·i~mbfa''.·•¿oh'~l-·E!sp~cfo. 

c)Falta de Agrupamiento: la probabilidad de que dos o más ocurrencias se den 

simultaneamente, puede suponerse que es cero. Bhattacharyya Y Johnson (1977). 
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Veremos como podemos obtener la serie Po'isson a partir de la distribu-

ción binomial. 

Supóngase que se tiene un área A,; la cual contiene n puntos y es mues­

treada por un cuadrante de área t. 

Consideremos la proporción ~ = r, y la densidad de los puntos que se 

define como la razón del número de puntos entre el área, o sea, .x= * . 
La probabilidad de encontrar un punto en el cuadrante es: 

por lo tanto la probabilidad de no encontrarlo es: 

1·- 1 = q 
r 

utilizando la distribución binomial, 

n! X 
P(x)= x! (n-x)! Px qn-

la probabilidad de no encontrar ningún punto es por lo tanto: 

• ( 1)0 ( l)n-0 ( 1)0 P(o)= o! (~:o)! r 1 - r = 1 - r 

Pero como n=Ax = ~ = axr, entonces sustituyendo se obtiene: 
~ 

( l)n ( - rl)axr 1 - r = i 



Si r es grande, entonces se puede demostrar que: 

donde e = 2.71828, es la base de los logaritmos naturales. 

Por lo tanto, 

( 
1)axr 

1 - r =e-ax 

es la probabilidad de que el cuadrante no contenga puntos. 

La probabilidad de que un cuadrante contenga un punto es: 

· sustituyendo n=axr, 

n n-1 ! ( 1)1 l)n-l 
P(l)= 1 ! n-1 ! r (1 - r 

= n ( 
- _rl)n-1 . t 1 

!. 1 ( 1)" 
= n . • .r ( 1 - ~) 1 - r 

= axr ! · 1 e - ax 
r (1 - }) 
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Consideremos t= --1- 1-
1 - -r 

de la expresión anterior. Si r es muy grande 

entonces l/r se aproxima a O y 1-1/r se aproxima a 1; por lo tanto, t se 

aproxima a 1 y la expresión quedaría: 

ax· e-ax 

que es la probabilidad de que un cuadrante contenga un punto. 

Analogamente la probabilidad de encontrar dos puntos en un cuadrante 



la obtenemos por la binomial. 

·.. n' (1)2( l)n-2 
P(2)= 2! (n:2)! r l - r 

sustituyendo n=axr 

2! ·r2 

· : ax(ax-1/r) 
2! 

1 

:·.·-ax 
e: ... : 

-ax 
e 

Si r crece entonces l/r tiende a O y la expresión· queda: 

M2. 
2! 

-ax e 

que es la probabilidad de que un cuadrante contenga dos puntos. 
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Si mil armen te la probabilidad de que un cuadrante contenga tres puntos, 

puede demostrarse que es igual a: 

(ax) 3 

J! • e 
-ax 

y en general las probabilidades de que un cuadrante contenga O, 1, 2, ••• , n ••• 

etc. puntos están dadas por la serie: 



2 
e. -ax, -ax,~(_a_x~)-e-ax, axe -

2 ! 

(ax~ 3 

3 ! 
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Esta serie es conocida como 1 a ser.i e Poi sson .Y usua llTIE!nt~'E!s expresada 

en la fonna siguiente: 

-
An ->. e .. 
n ! 

donde ;i. =ax es el número promedio de puntos por cuadrante. 

3. DISTRIBUCION XI CUADRADA 

Algunas veces se quiere comparar si una distribución empírica corres -

ponde a una distribución teórica, veamos un ejemplo. 

Considérese el experimento de.arrojar un dado;:sus seis resultados po­

sibles los representamos por seis celdas o casillas;· el experimento se re­

pite 120 veces y las frecuencias observadas las anotamos en las celdas co -

rrespondientes. si el dado no está alterado, entonces la pr~babilidad de 

que salga cada cara es 1/6 y dado que se realiza el experimento 120 veces, 

se espera que aparezca 20 veces cada cara; el problema es determinar si 

las frecuencias observadas son compatibles.con las frecuencias esperadas, 

si suponemos que el dado está .Q.ien hecho, es decir, es homogéneo. 

Los datos se presentan en la tabla 6; º·. e,, denotan frecuencias ob-
1 1 

servadas y esperadas respectivamente. 
'f 

Tabla 6 

1 2 3 4 5 6 

O¡ 16 28 15 10 24 25 

e¡ 20 20 20 20 20 20 
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Necesitamos una forma de comparar las frecuencias observadas con las 

frecuencias esperadas para conocer que tanto difieren, para esto se pueden 

considerar las diferencias de los valores observados con respecto a los v~ 

lores esperados, véase la tabla 7. 

Tabla 7 

º1 e¡ o.-
1 e i 

1 16 20 -4 
2 28 20 8 
3 15 20 -5 
4 10 20 -10 

5 24 20 4 
6 25 20 5 

De la tabla se observa que en algunos casos se tienen diferencias ne­
gativas, pero sólo nos interesan los valores positivos, ya que si se deja-

ran así podrían cancelarse; por lo tanto, se considera el cuadrado de la 

diferencia. Para evitar problemas con las unidades en que se realizan las 

medidas de las frecuencias, se divide el cuadrado de las diferencias por 

la frecuencia esperada, quedando cocientes de la forma: 

2 (o.-e.) 
1 

e. 
1 

Estos cocientes los sumamos para obtener la desviación total y conocer de 

esta manera la medida de la discrepancia entre las frecuencias esperadas 

y las observadas. A esta medida se le llama .xi cuadrada (X2) y queda defi-

nida por la fórmula: 

2 2 2 k 2 
2 foi-ei) (02-e2) (ók-ek) (o;-e;) 

X= + + . . + = . I, 
e¡ e2 ek i=l e; 
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En donde o; y e; denotan las frecuencias observadas y esperadas respecti­

vamente, k denota el número de celdas, N la frecuencia total y se tiene 

que: te~~ to;= N 

Ahora calcularemos el valor de x2 para los datos de la tabla 6~ 
'··-·'·-«•" 

~ « ·;· •. ' '.: .• . 

x2= (16-20)
2 

+ (28-20)
2
_ + (15-'20}~+ (10-20)

2 
+ (24-20)

2
+. (2S~~?)f.ZJ~l2.·3 

20 20 20 20 20 \:'2().c;?{/i' ... 

Podemos observar que si el valor de x2 es cero, entonces existe una con 

cordancia exacta entre los valores observados y los esperados. 
2 . 

Si X es mayor que cero, entonces las frecuencias observadas y espe-

radas no coiciden, y entre mayor sea el valor de x2 más grandes son. las 

discrepancias entre las frecuencias. 

Así x2 da una medida de la correspondencia entre las frecuencias ob­

servadas y las esperadas. 

Ya que se tiene la medida x2 es necesario conocer que tan significa­

tiva es; para ello supongamos que el experimento anterior de lanzar 120 

veces un dado, se repitiera muchas veces con un dado homogéneo; y en cada 

una de ellas se calculara el valor de x2; obtendríamos un conjunto de va­

lores de x2 que podría clasificarse en una tabla de frecuencia relativa 
2 y una gráfica de X . 

Entonces podríamos comparar si el valor que se obtuvo de X2
= 12.3 es 

muy grande con respecto al valor usual de lo.s valores x2 que se obtienen 

en los experimentos con un dado homogéneo. 

Si el porcentaje de experimentos para los cuales x
2 mayor que 12.3 

es muy pequeño por ejemplo, 5% se podría concluir que las frecuencias ob­

servadas no concuerdan con las frecuencias esperadas; lo que implica que 

·: . ·, 

! 

1 
! 

1 
·j 
1 

¡ 

1 
¡ 

1 
i 

1 
l 
i 



23 

\ nuestra suposición no es correcta; y concluiríamos que el dado no es homo-
9 én eo ; --ce~-----~; ___ , :-c'c~~cc'C-'="-~---~~--~-'-- -------~~------- -~--~ __ , ______ _ 

Nos-inte~e~a' saber como es la distribució~ teórica de x2,-a la cual 

se le cono.ce con el nombre de_ distribución x2, que es. el mismo nombre que -
2 se le dá a X , esto crea algo de confusión, por lo cual nótese que se di-

ferencian en su escritura. 

La gráfica de la distribución :Xi cuadrada t:iene la-forma.~fgui~nte: 

Fig. ~Gráfica de la distribución xi cuadrada. 

Una característica de esta distribución es que su forma depende sola­

mente del número de celdas; en la figura 5 se muestran las gráficas de seis 

curvas correspondientes al número de celdas variable de 2 a 7. 

F. 5 D1'stribución xi cuadrada para varios grados de libertad. ig. 
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Obsérvese que en el ejemplo la suma de las seis frecuencias observadas 
- -·--- ---- ----- -- ---=-=-~"--=:o=.=--..:.7"_0----0--=- _ ---·---"==--;;.-o.'"°"""-=-=="7""-=-'--;o-=co __ _ 

en la tabla 6 es igual a 120~ Ja. sexta fr~cuencia, se púede obten~r·a·pfrtir . . - ,. - ,, .. -,..· -... -•, - : 

de las cinco primeras frecuenci~s; A el. ~ú~~t().~ciefr~fu_~.QC:;~s.';{ri~~@h~i~nJ~s .. 

:: :: :::::º n::·::l::~r~~~~f'~~~¡'J:~2~ii~i~i~t~~i\if ~l~¿~li!~f it~i~~i-• 
bución xi cuadrado:·"«~ ... <:./ .. }.··"'·' '.<.Ú¡;.·;·;:,·:/ :•i'·;.··: .··;'',•+:>> 

---/: :-'·~- ;~;t::~if'.~~t;~~\li~~{1?~~f~'.i:~Í~Jt· ~:~~'.:~~T~~):-::i;~· · .. -·~··=" - ~ · <· :.· .'.\_f~~~Y\L~_-_:: ;0~I)J_·L: ·" · 

En ~uestro,:~J~.&~.f·áiir\~~¡i~'.f~~···~}V~'.o\;~~iª~~ ~~ª~~~~di.entes•,· asf .. qÜe.'se ti e­

nen v= 6-1=· .. 5<~r~dbs\de,1i~~.Ft~~J'\·:·!:i·¡.· .. • 
":: -::r: .. :;-.:> ::~?-.~:~?~~·><-·-

' -. ·¡._<--. ·- '. -~. . ' -

La distribución xi cuadt~d~ t'Ue'r11:~ conüna tabla de probabilidades con 

grados de libertad; por eJ~~~lo',·; ~'.}J?~'a1,~r_}9e xic~adrada que se obtiene de 

la tabla co~ el 5% y 5gia¡dás~~a~ íiD~rtad;'·se:busca en la columna .05 y en -

la línea que marca v = 5, el valor C!.ue se obtiene es x2 = 11. l. 

El porcentaje que se escoge como en este caso el '5%, : se· . denomina ni­

vel de significancia; es posible considerar cualquier valor pero, en general 

se seleccionan los niveles de significancia del 1% y 5%. Si se selecciona -

el 5% indica que hay aproximadamente 5 ocaciones en 100 que se rechazaría la 

hipótesis cuando debería ser aceptada, o sea se está con un 95% de confianza 

de que se toma la decisi6n adecuada. En tal caso se dice que la hipótesis -­

ha sido rechazada a nivel de significancia de 0.05, lo que significa que se 

puede cometer error con una probabilidad de O. 05. El nivel de si gnifi canci a · 

se denota con a. 

a 

1 
11, 1 12. 3 

Fig. 6 Gráfica de la distribución xi cuadrada para el problema del dado. 
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En la figura 6 se indica el valor que obtuvimos de x2= 12.3 y el valor 

x2
= ll:l, qult"'coF.ta"-ra"colade"-la- derecha, oe:i ando -de ese lado-el 5% del á 

rea de la distribución. 

Como los valores grandes- de x2 corresponden- a Una. concordancia mala, -

el conjunto de los valores de x2 mayores que lLl .{e·::~~ige•como región críti 
_' ' 'l ·. .·::,> ;.'.'<'.::)'~h~·:;~~·~:.\; .. :·¡···i-~ .. ;-. ::< ~' ~ . . . . i 

ca de la prueba. El valor que obtuvímó.s X'"'=1:12.3,s~¡e_n'cúeii'fra en la región -
.'": -:,·-,: -:·~·¡;.;'\ "" ; 

Debido a que x2 es únicamente u~a aproximaci~~.1~~~~ Ji~tdbucion xi. 

cuadrada; la prueba x2 debe utilizarse sol amente. cuanclri esta' ~pr~;\~aci ón es 

buena. La experiencia y Ja teoría indican que la aproximación es generalmen­

te satisfactoria siempre que las frecuencias esperadas en todas las celdas 

tengan por lo menos un valor igual a 5. 

Si la frecuencia esperada de una celda es menor que 5, esta frecuencia 

se puede sumar con una o más frecuencias de las otras celdas hasta obtener 

la condición necesaria. 

4. DISTRIBUCION NORMAL. 

Una distribución muy usual para los casos en donde los datos consisten 

de medidas, presenta una gráfica parecida a la de la figura 7, en donde se 

muestra la distribución de frecuencia de la altura de 8585 hombres, las me-

didas están en pulgadas. 

Este tipo de gráfica es común de muchas distribuciones empíricas; obsér 

vese que se encuentra un número mayor de datos en el centro de la gráfica que 

en los extremos, presenta una fonna muy similar a la de una campana. 

Si se tomara una muestra mayor y los intervalos se consideraran más pe­

queños, se llegaría a un tipo de gráfica simétrica; que sería la gráfica de 
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1 

57.5 59.5 61.5 63.5 65.5 67.5 69.5 71.5 73.5 75.5 77.5 

Fig. 7 Gráfica de la distribucion de' freC:uencfa':de lél altllra de 
8585 

ría como modelo a las distribuciones 

empíricas. Esta distribución es la distribución Normal y es la distribución 

teórica mas importante en estadística, aparece con mucha frecuencia, además 

muchas de las técnicas utilizadas en estadística aplicada se basan en la -

distribución Normal. Su gráfica es una curva como se muestra en la figura 8. 

El área total bajo la curva es igual a uno. 

Fig. 8 Curva Normal. 
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La media µ se encuentra en el punto de simetría sobre 
·.~·~·~·····~·~··~~.~~~é~~=~~~~~·~·~=~~·~~~~·~· 

eje se ha marcado ~n unidades de o a partir deµ 

bajo la curva más al la de los valores 30 y-3.a, ··· 

Se caracteriza esta distribución porque con 

sible determinar la localización y la forma de la cUrva nonnal, el va.lar µ 

señal a el centro de la curva, en tanto que el valor de o determina la di sper_ 

sión de sus valores, de tal forma que si se tienen dos gráficas con la misma 

media pero, en la segunda gráfica se aumenta el valor de o , la curva se re­

duce en altura, como se muestra en las figuras 9 y 10. 

Fig. 9 Distribución normal conµ= O y o= l. 

Fig. 10 Distribución nonnal conµ= O y o= 3. 

Debido a que la forma de una curva normal queda determinada por su des­

viación estandar, es posible reducir cualquier curva normal a una curva pa­

trón o estandar, por medio de un cambio de variable; y dado que la curva nor_ 

mal más sencilla es la que tiene media O y desviación estandar igual a 1, se 
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que 0.5 - 0.4750 = 0.025 . Esta es el área a la izquierda de -1.96. Observe 

figura 11. c. -~ 

z=O z=l.96 
Fig. 11.c Fig. 11.d 

d) área a la derecha de z=l.96 y a la izquierda de z= -1.96. Véase figura 11.d. 

El área pedida se obtiene restando a el área total dos veces el área entre 

z=O y z=l.96. Queda 1-2(0. 

conocen con el nombre de 

Ahora consideraremos 

tenninar los puntos críticos. 

a) Determinar el valor de z 

En la tabla de la nonnal el valor 0.4750 se localiza a la derecha del 'ren-

glón que empieza por 1.9 y bajo la columna encabezada por 6. Entonces la z 

pedida es igual a 1.96. 

o z -z z 

Fig. 12.b 

b)Determinar el valor z cuando el área en los extremos de la figura 12.b es 

igual a Q,025 

Para obtener el valor deseado observamos que cada extremo en la figura 

tiene un área igual a 0.025. Entonces si a ia ~itad del área Je restamos este 
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valor obtenemos el área 

por lo tanto -z=-1.96~ 

nicamerite hasta 30 grados de ii 
1 a aproximación de F1 sher l/2x2 - V2V-1 > 

con media cero y varianza uno. 

Si consideramos, 

a) Por ejemplo si queremos hallar los valor~s· crfticds de x2 tales que el á­

rea de cada extremo de la figura 13.b, sea 0.025 y con 80 grados de libertad. 

Tenemos que: 

T= 1.96 para una prueba de dos colas con un·nivel de sig­

nificancia del 0.05 (vfiase ejemplo anterior). 

Por lo tanto 

x/= t (-1.96 '+ v2(so)-1) 2
= 56.706135 
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Fig. 13.a 

b) Hallar los.yaJores crítJcos>tales .. quE! el área de cada extremo sea 0.025 
_. :=._···•,':_·,','._·>-·~;-·.:-~¡~;'..o:'··, :. -º.'_._'.e~·: __ ·_.··:·;·.' 

y con 100._·_·g_~~Cfri-_S .... --.d~-~-¡:;_i.fb-~:r;t,:·a~~:p~~~-.~=a·s·:e):.f{tlµ_~~.:~-~~i3·:: b~~:)<; -- ·:-~ 

X 
1 

En este caso tendríamos 

X/=l ( 1.96 + V2(100)-1) 2
= 129.0699 
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La distribución Normal es muy usual en antropología especialmente en -

.antropología física, en donde grupos de datos como estaturas, pesos y medidas 

de algunos músculos se aproximan bastante a un tipo de distribución nonnal. -· 

Consideremos un ejemplo tomado de datos de la antropóloga física Ma. Eugenia 

Villanueva. Se tiene un conjunto de los pesos en kilogramos de un grupo de 

50 niños cuya edad va de 6 años 8 meses a 7 años 8 meses. 

Los datos se muestran en la tabla siguiente: 

17.5 21.5 25.5 29.5 
Fig. 14 Distribución de pesos. 
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Es importante señalar que cuando se utilicen las distribuciones de pr.Q. 

babilidad es necesario observar si se cumplen las condiciones necesarias en 

cada caso, para tener confianza sobre los resultados que se obtengan. 

En los cap1tulossiguientes haremos ~so de estas distribuciones para el 

aná 1 is is de 1 os p~trones • aspaci ~les .. 

Al final del trabajo se dan las tablas correspondientes a cada una de 

las distribuciones que se utilizarán para las pruebas de significancia. 
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CAPITULO 2 

ANALISIS DE PATRONES DE-PUNTOS. 

En este capítulo trataremos con el análisis de patrones de puntos dis­

tribuidos sobre superficies planas, aunque es también aplicable a patrones 

de puntos distribuidos a lo largo de una línea o distribuidos a través de un 

volúmen; por propósitos prácticos se explicará en un espacio bidimensional. 

En un contexto arqueológico estos puntos pueden ser: artefactos de un 

sitio, artefactos dispersos sobre un área o sitios arqueológicos. 

Clark y Evans señalan que "el patrón de distribución de una población 

de puntos es una característica fundamental de ella, pero es un rasgo dis~ 

tintivo que es extremadamente difícil de describir en términos precisos y -

stgnificativos". (Clark y Evans 1952, 445). 

Las distribuciones exhibidas por poblaciones de objetos presentan una 

variedad infinita de patrones; por ejemplo, tres tipos de distribuciones se 

presentan en la figura 1, entre ellas se encuentran una infinidad de distri 

buciones posibles. 
~ 
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a) 

. . . . . . . ·. 
b) .. 

. .. .. 

~· 

c) 

.. . .. 

... . .. 

Fig. 1 a) Puntos regularmente espaciados. 
b) Puntos distribuidos al azar. 
e) Puntos distribuidos en grupos. 

. .. ., .. 
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Existen problemas para encontrar métodos descriptivos adecuados para el 

estudio del patrón de distribución de una población, en general se utilizan 

muestras de la población como fuente de información; ello introduce cierta -

inexactitud y desviación en los datos. 

Los métodos para el análisis de patrones de puntos han sido desarrolla­

dos principalmente en ecología y geografía, en estos campos el estudio de -

· patrones espaciales parte de la suposición de aleatoriedad. Cuando no se - -

tiene forma de predecir un resultado se le denomina aleatorio o al azar. 

Clark y i;;vans definen "en una distribución aleatoria de un conjunto de 

puntos sobre un área dada se supone que todo punto tiene la misma probabili­

dad de ocurrencia sobre cualquier subárea, además que cualquier subárea de -

tamaño específico tiene la misma probabilidad de recibir un punto que cual­

quier otra subárea del mismo tamaño y que el lugar de cada punto no ha sido 

influenciado por ningún otro". (Clark y Evans 1952, 446). 

La.distribución al azar puede utilizarse como una norma y ver la manera 
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Y grado en el cual una distribución empírica se desvía de ella. 

Consideremos la aplicación práctica de la distribución Poisson a distri 

buciones espaciales de puntos, la probabilidad de que un área de tamaño espe 

cificado contenga exactamente x puntos es dada por esta distribución. 

Así para una distribución aleatoria de puntos la probabilidad de que un 

área de tamaño específico seleccionada al azar contenga x puntos esta dada -

por la distribuci6n Poisson, donde 1 es el rrGmero promedio de puntos por el 

área especificada. 

Este proceso teórico podemos utili·zarlo como la norma contra la cual un 

patr6n particular puede ser analizado. 

La experiencia de campo muestra que la mayoría de las poblaciones estu­

diadas no tienen un patrón aleatorio, entonces la desviación de un patrón a­

leatorio puede servir como base de comparación; aunque es difícil medir la -

desviación. 

Los métodos que han sido desarrollados para demostrar la ocurrencia de 

distribuciones no aleatorias, pueden dividirse en métodos de cuadrantes y -

métodos de distancias. 

l. METODOS DE CUADRANTES. 

Para los métodos de cuadrantes el área de estudio es dividida por una 

malla uniforme de cuadrados o rectángulos, aunque es posible utilizar otras 

figuras como triángulos o exágonos. Se registra el número de observaciones 

en cada cuadrante de la malla haciendo una tabla de frecuencias que muestre 

el número observado de cuadrantes que contienen O, 1, 2, .•• , etc. pun-

tos. 
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Si cl patrón es aleatorio el número de cuadrantes conteniendo O, 1, 2, •• 

. , etc. puntos es detenninado por la distribución Poisson. Basandose en esto 

se han ideado pruebas de aleatoriedad que veremos en la secció~ siguiente. 

2. PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE XI CUADRADA. 

Cuando se tiene alguna indicación por medios probabilfsticos o por al­

gún otro medio sobre la distribución de una población es posible ajustarla a 

una distribución teórica. El método generalmente consiste en emplear la media 

de la población o de la muestra y comparar las frecuencias observadas con las 

frecuencias esperadas por medio de una ·prueba de bondad de ajuste xi cuadrada. 

Las frecuencias observadas las obtenemos de los datos de la población y 

las frecuencias esperadas se obtienen a partir de suponer una cierta hipóte­

sis H. Recordemos el ejemplo de la sección 3 del capítulo 1, que consistía en 

el lanzamiento de un dado; el problema era saber si las frecuencias observa­

das concordaban con las frecuencias esperadas si suponíamos la hipótesis de 

que el dado era homogéneo. Se aplicó la prueba xi cuadrada para probar la bon. 

dad de ajuste. Ahora aplicaremos esta prueba en el estudio de un patrón es­

pacial sintético. 

2.1. Aplicación de la prueba xi cuadrada. 

Supóngase que se tiene una población de 50 puntos con un patrón de dis­

tribución como se muestra en la figura 2; lo dividimos con una malla de cua­

drados y contamos el número de cuadrantes que contienen O, 1, 2, ... , etc. 

puntos, obteniendo así las frecuencias observadas; por ejemplo, se encuentran 

40 cuadrantes vacíos, 36 cuadrantes con un punto, etc. las otras frecuencias 

se muestran en la tabla 1; con estos datos calcularémos el promedio de puntos 

por cuadrante. 
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Como hipótesis suponemos que el patrón de distribución es aleatorio 

(aunque no existe una razón lógica para hacer esta suposición sobre cualquier 

otra). 

1 1 • 1 1 
• • le 

1 2 • 1 1 • 1 

• . . . 
3 

. 
3 .. ' . i ¡ • 1 1 

. 
• • • . • . ·1 • 1 1 1 3 

• . 
• • • 1 • 1 1 • 1 1 

• • • • • 1 1 1 1 1 • 1 

• • .. 
1 1 1 1 1 

• • 
3 • 1 1 
• • • • 

1 • • 1 • 1 

Fig. 2 Patrón de distribución sintético. 

Tabla 1 

No. de puntos 
Frecuencia 

por cuadrante 

Xi fi Xfi 

o 40 o 
1 36 36 

2 1 2 

3 4 12 

n= 81 I: xifi= 50 
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Por medio de la distribución Poisson, donde A es el número promedio de 

puntos por cuadrante, podemos obtener las frecuencias esperadas es decir, -

el número de cuadrantes esperados que contienen O, 1, 2, ... , etc. puntos 

si el patrón es aleatorio. 

El valor de la media que.se obtiene es: 

E x. f. 50 _ 
X= 1 1 = -81 - o.6173 

n -A 
Utilizando la distribución Poisson P(x)= lx e~ 

x! 

con la media obtenida A= 0.6173, calculamos el primer término de la serie -
-A -A -0.6173 

Poisson e , se obtiene de la tabla de valores de e que e = 0.5394 

que es la probabilidad de que no halla puntos en un cuadrante, por lo tanto, 

el número esperado de cuadrant.es vacíos lo obtenemos multiplicando esta pro­

babilidad por el número total de cuadrantes, es decir, 81(0.5394)= 43.692, -

las frecuencias esperadas restantes son calculadas como se muestra en la ta-

bla 2. 
. · .. ·--. ·- . 

Para la prueba xi cuadrada ~s~JcJ,sad() que las frecuencias esperadas -

tengan al menos un valor igual a 5,~Q'r'.,d que, para este ejemplo agruparemos 
- . . ,<·_.,': ... ''·' . " 

las frecuencias esperadas eón dóso.~ás puntos, quedando como se muestra en 
.--~- -- - ' '-:~-:~- _. __ ._' - -

- .·':. 

la tabla 3. k 2 

2 2 .;!.(o·- e·) 
Para calcular el valor X se aplicó la fórmula X = 1.=.=l 

1 1 

x2= (40-43.692) 2 + (36-26.9706) 2 
+ (5-10.3374) 2 = 

43.692 26.9706 • 10.3374 

0.3120 + 3.0229 + 2.7558 = 6.0907. 
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No. de puntos 

por cuadrante 

o 

1 

2 

3 

4 

No. de puntos 

por cuadrante 

o 
1 
2 

>2 

Tabla 2 

Número de cuadrant~s 

esperados 

Ble).= 
81(0.5394)= 43.692_ 

81.Ae ).= ·t .. 

(43.692)(0.617)= 26 .• 9706 

8t\2 e >.. _2_! _ = 

81>.. 3 e'·>.. _3_! _ = 

observados 

40 

1 

(8.325)(0.6~7) = 0.856 4 

Número de cuadrantes 
. . . . . .. .... ····· .... o -1\··· .. " i.·, .. ·:· et '·. ºt. t ., ' .. 

43.6920 40 .,.3,6920 0.3120 
26.9706 36 9.0294 3.0229 

8. 3245}10. 3374 5 -5.3374 2.7558 
2.0129 

81 6.0907 
81 

40 
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Para saber si el valor de x2 es significativo recurriremos a la tabla 

de la distribución xi cuadrada, pero antes calcularemos los grados de ·1 i-­

bertad. En la tabla 3 existen dos celdas independientes pero, cuando se u­

tiliza un parámetro de la población, como en nuestro caso la media X para -

calcular las frecuencias esperadas se le' resta al número de celdas indepen­

dientes Y así obtenemos los grados de libertad v= n-1-k, donde k es el nú-­

mero de parámetros de la población utilizados. Para el ejemplo v= 3-1-1= 1 

Y con un nivel de significancia de 0.05 buscamos en la tabla de la distri.,."." 

bución xi cuadrada, obteniendo el valor x2 = 3.84. 

Como 

tra en la 

patrón es 

2 no es 

2.2. 

x~3.84, se encuen.,­

' rechazamos la hipótesis de que el -

de la figura 

Cuando se han obtenido las frecuencias esperadas, antes de aplicar la 

prueba xi cuadrada, debemos verificar si cada uno de los valores esperados 

tiene como valor mínimo 5, si: esta condición no se cumple es necesario combi 

nan·-.los valores esperados menores que 5, de tal fonna que cada celda tenga 

un valor esperado mayor o igual que 5. 

Otra limitación se presenta cuando el valor de la media es bajo y se -

ti ene que agrupa·r a 1 os cuadrantes en ocupados o vacíos. Consideremos un -

ejemplo donde la media X= 0.1543 y con las frecuencias que se muestran en -

la tabla 4. 
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Tabla 4 
· No. de puntos 

por cuadrante 

ó 
1 

2 
> 2 

frecuencia 

277 .67 

42.84 
3.30 

278 

42 
4 

:' :··-·: .. ,··.: ,. 

Obsérvese que en la tercera fila se tiene un valor {rtfe?i61".'i;.s, por 

lo que, es necesario agrupar las frecuencias como se,.m,ü~st_~a.ef la tabla 5. 

Quedando únicamente el número de cuadrantes vacíos y ~cÜp1fct6~·.2 

Tabla 5 

No. de puntos 

por cuadrante 

o 
1 

"--,.-,, .... , .. ·:;·:{_ 
-:.:, 

frecuencia 

e1 O¡ 

277 .67 ..... 278 

42 

Si calculamos 'V= n-1-k= 2.::.1-1= O, venos que no exis.ten grados de liber'.". 

tad para aplicar la prueba xi cuadrada. 

como en este caso no es posible utilizar esta prueba 'entonces es neces2_ 

rio acudir a otras pruebas de aleatoriedad. 
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3. . ... e1m~§.~.D.E~kA~RAZON •. VARIANZA/MtDI .i\-.~··~ .~. = •.. 

"" ·• 

también conocida como coeficiente de dispersión o va-
' ' 

rianza relativa. 

Recuérdese que 

iguales, esto sugiere utili 

medida de desviación de una 

zón es mayor que uno se i 

de la razón es menor que 

Cuando el patrón de di stri 

de la razón (s2 ¡X) este muy 

El valor de la razón 

Si obtenemos 

interesa conocer si esta va~i 

do por un patrón aleatorio. 

La significancia de la 

la unidad se puede 

cho que el índice 
n 2 
l: (x;-X) . 

s2 i=l ' ' ' 
I = - (n-1) = ~------, 

X X 
es la suma de n términos de la forma (o-e) 2/e, 

cias observadas y esperadas respectivamente. 

Esta suma se distribuye aproximadamente como una x2 con n-1 grados de 

libertad, donde n es el número de cuadrantes. 
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Tomando como hipótesis que e 1 patrón es a 1eatori.o 1 1 a probabiJi.dad de 
• • • - -='--o=-"-~-~-~-'.::_~~.=_-;==~=~·==---=- e __ -.--. 

obtener cualquier valor del índice de dispersión puede entonces7se~2:~:~t~nt~ 
• e :_: ••• ;i -~'->';_:·-,.-~ .<;-•' ,. , 

da consultardo la tabla de la distribución xi cuadrada.. ·• > .. ; :;c\:i/;;, 
- ··.·:-~· ~" : .. >··;~\\!,:'.;! ~;:~~~:..:;::¡;- -;· -· 

·::-: ::·.- - : ~~ 

Pielou señala "sin embargo es frecuentemente irracional postular q~e -
un patrón es aleatorio, pueden por lo menos no ~xistir campos particul~res 

para f~vorecer la hipótesis de aleatoriedad sobre cualquier otro patróll im-ª. 

ginable. La razón s2;x no debe ·entonces ser vista como una prueba de cri­

terio sino meramente como un estadístico descriptivo de un patrón de po~la­

ción". (Pielou 1969, 91). 

2_ 
Además considera que si el valor de s/X es muy cercano a uno, no se de-

be inmediatamente concluir que el patrón es aleatorio en el sentido tjue los 

puntos son independientes y el nGmero esperado por cuadrante es el mismo para 

todos los ctiadrantes. Esta conclusión está justificadaGnitamente si existen 

razones apriori para apoyarla como verdadera y si la aplicación dela prueba 

no dá razones para rechazarla. 

3.1. Aplicación de la prueba varianza/media~ 

Ahora aplicaremos la prueba de la razón s2;x al patrón de distribución 

de la figura 2, partiendo de la hipótesis de que es aleatorio. 

La media que se obtuvo fué X= 0.6173. 

Calculamos la varianza con la fórmula 

k 2 v2 
}; f.X~- nA 

i=l 1 1 

k 
t f·(Xi-X) 2 

. 1 l 2 i= = s = -'---':;__-n---=-1- ---n---::-1---
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porque los datos. seencuentrancenfonna de frecuencias, realizamos los cál­

culos como se muestra en la tábla 6. 

Tabla 6 

No de puntos No. de cuadrantes 

or cuadrante 
X , 

1 

o 
1 

2 

3 

sustituyendo 

k 
t f.x~­

i=l 1 1 

observados 

fi 

40 

36 
1 

4 

n= 81 

s2= 45 ·~~59 = 0.5642 

Con la media y la varianza obtenemos el siguiente valor de la razón: 

¿ = 0.5642 
x o.6173 

= 0.9140 

) .. _. ~ ,.·' 

Para probar si el valor de esta razón varía significativamente de la 

unidad, calculamos el índice de dispersión. 
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2 . 
¡,; r(11:1y;--0~9I4o(s~)=---73 .. 12 

Greig-Smith indica que "si la desviación de la distribución aleatoria -

tiende a una distribución regular, el valor del índice de dispersión se jur 

ga significativo si la probabilidad de la tabla de la distribución xi cuadra 

da es inusitadamente grande; es decir, la probabilidad del 95% corresponde 

al 5% para una distribución agrupada y el 99% corresponde al 1%. Si se si 

gue el proceso para un número grande de grados de libertad , se utiliza el 

valor de ~ - V2v-l y se requiere una probabilidad baja para la signifi­

cancia". (Greig-Smith 1964, 63). 

3.2. Limitaciones de la prueba varianza/media. 

Puede ocurrir que la varianza y la media sean iguales y el_ patrón n~ sea 

aleatorio. La razón s2/X deriva de un aspecto particular de la desviación de 

una distribución Poisson, la ocurrencia anormal de una varianza alta o baja.­

Considérese el siguiente caso hipotético de Evans citado por Greig-Smith(1964, 

69): 



1. 

l. 

No. de pu~tos 

por cuadrante 

o 
1 

2 
·3 

4 
5 

, 

o 

47 

37.16 
18.58 
6.19 
l. 55 
0.31 
0.05 

A pesar de la evidencia de no aleatoriedad, la varianza y la media son 

iguales (s2= 1 y X= 1). De la aplicación de la prueba xi cuadrada se obtie­

ne un valor de 63.24 con dos grados de libertad y una probabilidad mucho me­

nor que 0.1 ~. 

Greig-Smith señala que "una combinación de este tipo de distribución -­

regular en general con grupos ocasionales de puntos no es muy común en úna -

vegetación natural y podría en cualquir caso ser reconocida sin la prueba. -

El tipo más común de no-aleatoriedad es la ocurrencia de un número excesivo 

de cuadrantes vacíos y pocos con gran número de puntos". (Greig-Smith 1964, 

70). 
2-Los resultados de la prueba s /X deben ser interpretados con precau-

ción cuando la media es muy baja, que es el mismo cuidado que se tiene que -

tener con la prueba xi cuadrada. El ejemplo enfatiza que en algunos casos -

una de las dos pruebis la xi cuadrada o la s2/X da evidencia de no aleato­

riedad, cuando la otra falla. 



4. PROBLEMAS DE LOS METODOS DE CUADRANTES: -

El principal problema con el 

penden del tamaño del cudrante 

los siguientes ejemplos. 

Se aplicará la prueba 

ahora con una ma Ua de 
3. La hipótesis 

Las frecuencias 

No. de puntos 
por cuadrante 

No. de cuadran­
tes 

No. promedio 
por cuadrante 

8 

1.3889 

Las frecuencias esperadas y el valor de x2 .se muestran en la tabla 9. 

No. de puntos 
por cuadrante 

o 
1 
2 

>2 

Tabla 9 · 

frecuencia 
e o 

8.9767 8 
12.4676 13 

8 · 6564}14 55 15 5.8993 . 
36 36 

x2 

0.1062 
0.0227 
0.0135 
0.1424 

48 
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Se tiene un grado de--libertaay·con-ün;iiTveJ~aeTHfnTtic~cfncfa7cle.'°0705 
; -e• O:=·--~-: -• --

se obtiene el valor x2 = 3.84, como el valor x2= ·0.1424 es m~~Of:~úéel _ob~ 
;~· . 

tenido de la tabla, no se encuentra en la región érfti ca y~~or~1]:',g~'.D,~fa~.E: 

acepta la hipótesis que el patrón es aleatorio. 

,·' 

El resultado obtenido con el cuadrante más pequeño fué que el p'.:itrón 

no es aleatorio, sin embargo con el cuadrante de mayor tamaño se obtie­

ne el resultado contrario; observamos de esta manera que el resultado de la 

prueba de bondad de ajuste xi cuadrada varía dependiendo del tamaño del -

cuadrante utilizado. 

. . 

Fig. 3 Patrón de distribución sintético. 

a) o b) 

a) tamaño del cuadrante utilizado antes. 
b) tamaño de cuadrante utilizado ahora. 
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Eri ggjler:ü~aJ._.cambiar:cel_tama5o.ºdeLcuadrantese altera Ja magnj tud_de~>- ,_ .. 

1 a cua 1 es, pro~ofciC>~~aJ ~~l;télm~ño del cJa~fa~te: 
.. ''" .. ~·1>.'~'.;! .. ·;»:·.·~:!(i/:~;~_ .·.·,··.'·./~\'·'/, 

· __ ,·~: · (· ··~:·.:.~'.-~:,_~·\.·_e:~ · · ·1 ;º;~x-~·-~1-~\Y~ 

Con, ·el usó ~d~~cL1~dr~nt~fTsg'~'h¡'~~i_s~-9;~B~~~~(10~ it~~!JÚ:adc)s se'_ Yen s~rfamerr 
te afectados· por el t~mafío del:;~µft~·t;~h~~;~dPp'f,_a~ BY~:•, el _i'riyes,tig~dcm, debe· -

decidir .cuidadosamente. el tamafí()~;~d~~(f~d:d'Y )sÜj!siUdfo.,'Para Jo "'.'. 
:;:,);'. -

no pu e de derivarse ni ng On'. ¿hffl~10l\{P~r1Jy.a~, ~R~~í~'hlit~áÚco. 

Otro problema con el usOi~~~Í~j{~i~¡f f ;~i1ii~~a.ie1 cuadrante, algu-

cual 

nos autores señalan que ·.su ef~.cto<es·-~~norc,que{,el.deJ,t~mañodel. cu.adrante. -· · 

:::ª::~::0 ; º:t::::::~t1!i~tl~'i~~il~~ii~.~~i~¡¡~t:~t~i~·~t:~~b¿'¡B]~~~i~~};:~· 
tes en forma de rectá1i~m-gs\~a~i~~'a-b:~.:~u;~d-~;c-~~6a~~ir~u-ria ciiil°f.i'l)Llgi2~~"f;g5%~~:na .. 

'. ·. ~~·.' .:~ ~..=.: _ ·~' );·~.:~'.;>· ~; ~~i.'::.·~::'.>:·'.;:~-;t~:'\.:~:Ü:~t~~~; ~.:::~. :¿;~:;<~~~;-~:::.i-.:~·;·: · \~: :::--:~- :::.: .. : !~·-.--:.· \-~:_· .. :·:· ::·-.>:~ :· }>:.'.\:): '·:~ ~-/~~ ~}~\;'~_: .. ::--:~ '.::.:5_'.J~~ /:'. ~-',~:' : .: 
razón varianza/media má.Yo~,c¡ue,u11o_;fa .. éiueLpo<l.füa;iier."cons iderádá _co!Tló_ e\(rnen::;. 

: - . '·_ •:>,.-.'_' .'' :·· t--·~:-~ '~i~t:'.~~~:·;'.;{::~~~.~:~~:~~:~·8J~:~-,-,.~·;,.;,_,-·~:'.:.-_ .. "- · .. .--~-- .. ··- - ._ .. , ; ·- ~. ->.··,,-,_ ·- •. : .:\ ·-~·-:':o· -~. '< - ... _ .. 

ci a de agrupación, más. que de re9úl'a'~idaéfr Al.i:nque ésta puede seruna súua-:-~ 

ción extrema. (Hodder. y Ort.011 l~/J· •. :'~]) ... · 

Otra desventaja señalada pof Pielou es que cuando se realiza el regis­

tro de los cuadrantes en una tabla de frecuencia, no se guarda el registro 

de la posición relativa de los cuadrantes.· 

'"-~~j 
.-1-

, .. 



CAPITULO 3 

ANALISIS AL VECINOMAS CERCANO. 

~<:U -
JI:'-.·§::··.!;:<-_·<··~:::~; 
":\·\:\.::::~(_::_·_~---/~--~ -·:J-:f:~·;:::·,. -,'. :: , .. -:-: -,' :/ ·.-··,»,-, 

Para el aná l i.s i.s· _de}·'.p~~~~~}"·~,~~~.~~~'~mi~~~J~-~L~j_~·"·&d~S·á,sj~~·:j;los .. mét.odos de 
cuadrantes existen los métodós. de dtsta(cias ~n'.•l)~'~cua}es se l!lide Ja di s--

tanci a de un punto a otro; esf~··:;~~Jfi~~n\~~\fi~~~~f~f~;~}~:f~~;aita~\ª§le pa'ra la 

medición de espacio, que evita -e1>ef~.~fo-';Cí~~),~aíll~ij():~e]:,cgaifü~füe;,ya-· 

que no se utilizan cuadrantes; porj~i~·~r.~i~h~·son·¡ná; apfl)pi·~,J~J;J'.Ía~ JJru~b~_s · 
.---~:,:\::~- :_<:~~X .. -~,-": .. _, -,-,-. 

basadas. sobre medidas de di s tan~.~~~:;Ug;~,1,pi:µ~ba i~p~rt~ht;~--~~· ~~6~ohi o'nélda 
·;F_;: ;\<~---,'.-. 

por Clark y Evans (1954) 
;,·-·, -·-,-. 

-~·<;-·;.:~'.. ~, .··' 

l. MEDIDA DE LA DISTANCÜ;/icVEcrNó MAS CERCAtlO DE CLARK y EVANS. 

Uno de los artículos más tempranos en el uso de medidas al vecino más 

cercano para detectar aleatoriedad o no aleatoriedad de un patrón de·~unt6s 

es el de Clark y Evans (1954). En este artículo ellos desarrollan una medida 

sencilla para el estudio de patrones espaciales. 

Se explica la medida para un espacio bidimencional es decir, con rela­

ción a pobl?ciones sobre superficies planas .. Clark y Evans proponen "una me­

dida de la manera y el grado en el cual la distribución de puntos en una po­

blación sobre un área dada, difiere de una distribución aleatoria". (Clark y 

Evans 1954, 446). 
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La medidá básica que se considera es la distancia r de un punto a su -

vecino más cercano sin importar:;lcCdire=<::ciórr;-)e Yegistran"estas"~diStanciasºc " 

utilizando todos los puntos de :la p6bfrC:\órLo ·una muestra de ella y con es"'. 

te conjunto de datos se obti~h~i.f{'~:<li~~t~ll'2iirrredi a al vecino más cercano; -
';_-' ~::,;.-.-~· ., 

También se calcula la di stélnci,a :.m~~~j·~·~i Vecino. más cercano que se e~pera­
ría si e1 patrón es aleatorio. ~~,·r-ii"6Wi!á~~~ta~ dos medidas fa:atis~~Jrida y, 

( .,. º";·. '. '"" l . ::~_·:_ ... -. ··: ,;·, .• _· •. , - .: __ <::::>."0:-.'.:-~,:,0_,·:.-\,• .• '}_: .. ·;~. -· ;>,:- . .. 

. . ; .: . ::·.·.~·.:_:;:j~~-~:":\'.~,p;;.;-~-~,~-~-::~-::::::._.-~~< '.:.: "': -_,,,-; 
la esperada es la medida propuesta·:~át;a'.tmedfr lá d~svi'adiók:6~{~'á1~'áio~ciéd~d 

_, -· . .. ,., ... :-\~ú\(<<. .-. '·;¡<;::_::·-~_:;~:>.· . >~ .• ~\>//}~ _..,.:;:¡ ~~}';\-~}:.'. ~);\_~t~:.: __ .. 

y requiere de una prueba de.sigrljJ;'i'~~~-~~"~.';~"i'i:,:.::;::;:r;j~,*i,;:;;r~'f·\ ''.fafr!/'~~~·~,;;='.1/' 
. ·:· : __ :>':( .'..'.:?; ." . . ;\~~.t~:;~ ~·,: ;. ·:~ '::, (-·:·\.\', :;;· ;.:;:.~ , \"/: ·· 

bl•ci::r:::.¡:;~;:f :,&~t~~f~~{~mJÍ{~~f~i~~Uf lf J~l~~Í~~:~s 
cercano y se .• quiere:ehcohtránla\dj stf1 büc'i ón·Cle; pro6a~ilid~d;2cle} esta di s-

. . - - -- . ' ' .. ·:_:..:. _·'.,' ··:~ .:· ·. :- '·. .: -):..:::·.:.· _·", ·:_·: : ... :~. -' -:··.". '~---·.'. .. :,:·,, :"' - ':,.- . >·-'.> :;:.::.:,.· ... ':::_· .. _,:·~:-:-:·:, -~>.'~-~ .:: > ,·:.,'~:· __ ::.:.~·,_;~·.;·_ '>.::' . . 

tanci a. su désarr¿lld ·5~ b·a~a?enil ~·di ~t1:Vi61J~Jó~ 'Poi~~~ri'i;1~+¿~·~,~d~ para -

una distribución aleatoria de. puntos, la probabilidad de qué un.iré~ de ta­

maño específico seleccionada al azar, contenga x puntos. En los métodos de 

cuadrantes se utiliz6 como área especificada el cuadrante, pero ahora &e 

considerará el sector de un círculo. 

2. DISTRIBUCION DE LA DISTANCIA AL PUNTO MAS CERCANO EN UNA POBLA.:.­

CION DISPERSADA ALEATORIAMENTE. 

Sea un sector de un círculo de radio r fonnado al dividir el círculo -

en k sectores iguales. Si d es la densidad promedio de la distribución en-

tonces, 

es e 1 número promedio de P.Un~9s '.por área. Sustituyendo; ,~ en 1 a di stri buci ón 
-, :. _- .. ;'. 

Poi sson, se obtiene la p~ob~bÜid'ac! de encontrar exactamente x puntos en un 

área arbitraria de Tfr2 unidades. 
-k-
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tenga 

sel 

es la probabilidad que un sector de radi~ ~ 

al menos un punto es decir, que el sector no este vacío .. ; Por lo tanto la fun--

ción es: 

(1) 

Los sigui entes resu.l tádos no¿,e ~:ae~Clsfrarán 'debido" a-que es~necesa ri o u._ -

Diferenciando. la función q) cpn respecto a r, se obtiene la función de 

probabilidad 

• .... 1111111 ............. l \ 

. _, 
2Tírdk _. dr . (2) 



Y el error 

igual a 

donde N es el número de medidas hechas. 

servada, denotada 7a se púede r~pre~ent~r+>. 

y la distancia media esperada si el patrón es aleatorio es: 

1 

La razón 
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es utilizada como la medida del grado en el cual la distribución observada 



se aproxima o desvía de una distribuci 

Para una di stri budón ai eatori a el 

para un patrón regular el~vilor de R 

gado el valor de R~es menor que uno •. 

Bajo condiciqn~s de· máxima agregad 

tos ocupan e1-'.mis~:c,:/iu~ar ; la di 

tanto cero. 

Bajo con<;liciones 

dos 

periferia de la población)· 

distribucióil la 

;. . - ·' '-·~·- -- ,'--
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uno;-

Sea ru la distan~i a constante entre veci.nos más cercanos en está distrj_: 

bución hexagonal. En tal distribución uniforme cada punto se puede demostrar 

que ocupa un área de ru2 v-'J 

2 
2 La densidad de la población es d= ---

ru 2 v-3 

Despejando ru se obti~ne . ;_ V2 ru'.""·...,...---

4¡3 Vd 

Dado que ru es el valor posible más grande de ra' entonces el valor má­

ximo de la razón es: 

. ru r;_J 
R= -- = -

re f3 {k 

este valor es aproximadamente igual a 2.1491 
VT 
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Por lo tanto, el rango del valor de. R va desde o. para U..Da·distrjbució.n 

con máxima ag reg ación, a 2.14=91:¡;~~~~~)i~c-<l7;ttitfü~ti~6i!;7~¡;1;~~,J~i'I&fuité;d~~.==~ ... 

implica que :·fi.}'}K:··r~ ... que es. lo señalado por los .autores. 

3. 
~ ,-.---?'.· -, ~i:i:~- -,-__ ··.··~.¡-~ .. <-·-· '-, ·< 

!{ 

Para verificar si esta medida es confiClblei·.es~J~~c:'i~~f}o probar si el -

valor observado r difiere si gnifi cativamerite~,d~Ú~v~Y6N·~~pe~a~o r . Se pue 
a • _ . ·:<):.•. · · .:rr•.;::\>.(. · ·• ; .• e . -

de probar la significancia por medio de la di~tfib~ci6rí:•;ll9rma1, utilizando -

para la prueba la fórmula siguiente: 

ra - re 
c=-------

ªr: e 

donde c es la variable estandar de la normal, ªr es el error estandar de 
e 

la distancia media al vecino más cercano en una .Población distribuida alea-

toriamente con la misma densida~ que la población observada. 

Para una población de densidad del valor de a- es: 
re 

donde N es el número de medidas de distancias realizadas. 
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El valor de .c. se. busca en Ja .tabJa .de .la .. distY'ibución .normal, cuando el 

valor de N no es pequeño (N;:.100); en cas'o ce que Nsea pequeña es necesario 

utilizar una distrib~ción P.earson·tipod11;':(1a·cual no se ve en este trabajo) 
,: . . . , ' ' •;-"-.-~·· '· • "•e . . .• 

Clark Y Evans comentan que puéde>~cú~rir que en un patrón no aleatorio, 

se obtengan iguales los valores cie ra yre, en' este. caso .la prueba R fall~ 

ría, entonces la prueba de des vi ación se puede reaJi zar por medio de una pru_g_ 

ba· xi cuadrada comparando las di stri buci ones de irecuenci as de las distancias 

observadas y esperadas al la mayoría de las in-

vestigaciones tan sen-

sitiva ). 

4. 

Considirese un pattón 

mm2 como se muestra en la figura l. 

La distancia al 

distancia media 

La densidad 

La media esperada re~.,c;{~~?\t;T'•'X··1 ·. . = 6.3639 

2 .. v;;::a.~· 2 V. 0061 n 

La razón 
.ra · 4:54· 

R= - = = 0.7138 
6.36 

.í ;¡ 
¡• 
·t 
i1 s 
' 'f !, ., 



de donde 

una 

río. 

Buscando este 
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. . 
. ,· 

Fig. 1 Patrón:.de·pistribución sintético. 
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Puede ocurrir que en una di stri buci ón el vecino más cercano de un punto, 

se encuentre fuera del área espécificada, esta distancia debe ser medida y -

tomada en cuenta para los cálculos, pero los puntos que están fuera del área 

especificada no deben utilizarse como centros de medidas. '- , .. -;_>:- ;·,·.-· .: . 

Si dos puntos seleccionados como centros de medición es táX•~á~:~~rc~nos.· 
que cualquier otro punto; en este caso la misma distancia s~'}t¿~~fü·áJ~1f~~6~s ,.· 

~-{;)\\.;y_\¡_~~:,·~ ";·~::i::'._,':;,.~~)::-·;¡.:1 ~:{:;:~r,;_;_;~ 

La deviac-ión de la distancia media esperada:~1A.J~~'ff~~;·~~~;'.l~~~~::ñ~~:~ ú~ 
na distribución aleatoria, se basa en la hi'p.ó{e~ij~t~y;~;.~~;:,-a,·r~á·o2S~~dapor la 

población es infinita. Pero en la prácticaseaif'~~¡'.'.H~~edi~a a poblaciones 

finitas que ocupan áreas 1 iliii ta das .. Cl a.rk yEvans seña 1 an que " ~a presencia 

de una frontera más lejana en la cual, las medidas no.pueden se hechas tende 
. . 

rán a hacer el valor de ra más grande que el que podría ser obtenido si un 

área infinita fuera considerada". (Clark y Evans 1954, 450). 

Por ello se debe seleccionar el área de estudio con cuidado de tal mane-

ra, que el área este situada dentro del área total cubierta por la población 

total. 

·oelimitar el tamaño del área de estudio es una de las principales difi­

cultades; en algunas ocasiones existen fronteras naturales (costas, barrancas, 

etc.), sin embargo frecuentemente se seleccirina la frontera. 

En la prueba el resultado del valor de R está sujeto a que tanto del á­

rea alrededor esta inclufda en el análisis. Obsérvese el'siguiente ejemplo -

de Hodder y Ortori{1976) del efecto de una frontera impuesta, como se muestra 

en la figura 2. El área de estudio es el cuadrado interior, en donde se han 

colocado puntos al azar. 



Fig. 2 El efectdde ~na ffontera impuesta 
sobre un ireade estudio. Hodder y Ortori (1976). 
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El valor de R obtenido fué 1.25 que indica un patrón que tiende a la uniformi­

dad. Si se aHade una banda alrededor con puntos coloc~dos al azar, con la mis­

ma densidad y se calcula nuevamente el valor de R del área central, pero en -

este caso los vecinos cercanos de algunos de los puntos se encuentran en la -

banda. El valor de R obtenido es 1.09 el cual indica un patrón aleatorio. Se 

realizaron tres ensayos más en los cuales, el patrón de puntos en la banda fué 

de nuevo simulado, proporcionaron valore~ de R de 1.05, 1.04. y 1.04~ 

De este ejemplo se puede observar que la presencia de una frontera afecta 

seriamente los resultados del e~tudio. 
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5.1. 

· El segundo problema que señala es la no indepencia de las diferentes -.. 
distancias al vecino más cercano. "Por ejemplo, Pielou (1969, 121) ha demos 

trado que, en una población aleatoria, dos puntos estarán más ceranos entre 

sí que a cualquier tercer punto con probabilidad aproximada de 0.62, y en -

tanto Clark y Evans ~stablecen que 'tales distancias dobles no introducen 

desviación y ambas medidas deben ser usadas en los cálculos', la estructura 

de correlación algo compleja entre las diferentes xi pueden afectar advers~ 

mente la aproximación Normal a la distribución de X, y casi seguramente in~ 

crementará su varianza". (Hodder y Orton 1976, 247). 

Para estudiar este problema se llevó a cabo un experimento Monte Garlo. 

de sus resultados Diggle indica que "la vafianza estimada fu~ consistente-­

mente mayor que el valor 0.0683/n~ supuesto por Clark y Evans, sugiriendo 

que la prueba está expuesta a dar resultados falsamente significativos; el 

elemento de inexactitud así introducido es, sin embargo, de una naturaleza 

comparativamente menor". (Hodder y Orton 1976, 248). 
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- 6. _ESJADISIICO<DE--PIElÜU;--:o 
Oc~~~:~~-,:>;,"·'?~~ 

En 1 a .a;\1~li1!6~ A Yá Ptuél>á W C1 ark·y Eva ni 2úand<Í •e 1 inúmeró de' p un 

::s :::t;:~::~~:::~~:~:;::~~;;~~i~~t,~li:~~li~~b~étf~~~~t1;~~J',:;~ 
algunos autores han 

cionan directamente las 

ción xi cuadrada. Entr~ 

,,:,-~,: L"~ :.:.:;:,':'\, '."'"·:-,¡•.~;;1 

: ···- . . ' 

Pi e 1 ou con~i <lera. 1 a di stallCia descle un punto a 1 eatori o a su vecino más 

cercano y desea encontrar la distribución de probabilidad de esta distancia 
. .. . 

suponiendo que el patrón;de:la población es aleatorio. 

La función de di stri bu'ci ón cons i.derada es: 

E(r)= P(di stancia al ~ecinomás_ ~ercano. menor o. igual_ que r) 

Esta es la probabilidad que un círculo de radio r centrado sobre el -­

punto contenga al menos otro punto, o sea que el círculo no esté vacío. Es­

ta distribución se obtiene de forma similar a como la obtuvimos para un sec 

tor del círculo, sólo que ahora se considera como área específica un círcu­

lo de radio r y se utiliza e->-r en vez de e-1Tr2dk-I para la probabilidad -

que el círculo no contenga otro punto. Entonces la función de distribución 

es: 
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.·. 

donde :i.= 1T d represef1ta ef ri_ú;~rC>Lpromedi o d~ puntos encontrados en un cír-

culo de .racii~-:i,·~rl-~i-á.~~~:·~~/¿~t~di0~. 
. '·' ' ' . . 

Utiliza.nd~ cómo variable el cuadrado de la distancia por ser más sen-

cilla Y conveniente que el uso de la distancia misma, se. tiene sustituy_endo 

w= r2 en la expresión (1) la siguiente función de distribución: 

-'W F(w)= 1 - e " (2) 

Pielou(1969,113) 

el estadfstico siguient~~ 

., . 

donde w=r2 y N es el número de distancias medidas. Esta expresión se distri 

buye como una distribución xi cuadrada con 2N grados de libertad. 

6.1. Aplicación del estadfstico .. 

Se aplicará el estadfstico al patrón de distribución de la figura 1, 

el cual tiene 50 puntos. 

La media del cuadrado de las distancias es: 
N . 
E r~ 

- i=l ] w= = 21.92 
N 

,. = lT d= (3.1416)(0.0061~;):io.019393 

··'-
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Sustituyendo >. 

Se 

nificancia de 0.05 se 

como ~l valor de x1. se 

hipótesis 
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CAPITULO 4 

ALGUNAS APLICACIONES DE LAS PRUEBAS. 

Las pruebas de aleatoriedad xi cuadrada, varianza/media y la de Clark 

y Evans, se han· desarrollado básicamente en ecología y han sido aplicadas -

en problemas de patrones de distribución de vegetación natural. Ejemplos de 

este campo pueden verse en los artículos de Clark y Evans (1954) y Greig-­

Smith (1952,1964). En este capítulo en la primera parte consideraremos unos 

ejemplos sintéticos a los cuales se aplicarán las pruebas, observarémos si 

los resultados obtenidos coincide~~ 

En la segunda parte se mostrarán algunas aplicaciones prácticas de las 

pruebas que se han realizado en arqueología. 

Los arqueólogos se han interesado por la. aplicación de estas pruebas 

en el análisis de patrones de asentamiento. 
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consi det~k~{;)ps ·c~ric6,~~att~h·~¿;@iW?~~~~j_c'q~,,?u~/i~(.·~u~s\r~fr,eh i as·· fi -
· '. . ·',:> f~_:_;,·-.·~·-··~ ·_ -.'·:>;·_;."'.:"~-:,·}:~~·--:":'-~,,;:<··:·;~'~.'.~:~~--~---~ --::'.; ~ .. ~.'::_f·;;:::_~'i:/t:< \::,·?., ':,:--:,:'·:~\'.;'.~ -~-::\_···i::~-}:~i_::~,".·_ -~::,.·'. ·->.r~<-\.',·· !' · • ... : ··- · · .. : · 

guras 1, · 2 ••.. ·3·,···.4;·.···Y!.•5;····· .. a~ .. ·1 os·····cu·a1 e'sé'.se·'aplicélr{:,ras•'.prueoa:s••x·i •.'cuá'drada ,····va·-

ri anza/media, l~ de c1aX Y.·· Eva ns f e1: ;eÚ~~Ah~'.¿:•'d~.Pielo_u. 

Cada uno de los patrones tiene 50 púntosdE,'!nfro de un área cuadrada de 

90x90 mm?. Para las pruebas xi cuadrada y razón varianza/media (s 2/X), el -

área es di vi di da en 81 cuadrantes de lOxlO mm? cada uno. 

Las frecuencias observadas en cada patrón se muetran en la tabla l. 

No. de puntos 
or cuadrante atrón 

º' 
1 
2 
3 

4 
5 

En la aplicación de la 

que se muestran en la tabla 2. 

Patrón 

No. 

64 

2 
4 
6 

Tabla 1 

de cuadrantes 
II III 

45 31 
23 
12 

Tabia 2 

II III IV V 

x2 34.4864 1.3096 34.9sso l0.4045 40.7022 

resultados 
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ti ene e::.:• P:::l~if 0i~J:f f ;¡{n'.S~?d~\P~~~~~,~ry;ag;4tlibertad; se ob­
X2 que. es menor ~~t~~~J.~WJi¡~~í~;~~~~tri~~f f l~í;iel:: ::::::: 1 :e Y -

concl u1 mos que .. es•·un-''patr~n'-~aléatór:i o.'} ri~tahfó'{qiieJ ós Nal ores de X de 

los restantes patr6néé~'é'.:·e~cfr~'RfE~'h,'J~h:t1(~\:f~~~··afr t;ft~c~y resultando en-

. ' . 
. . . . 

• • .. 

. . . 
• • 

. .• . . . . 

F. 1 Patrón de distribución sintético I. 19. 

De la aplicación de la razón varianza/media se obtienen los resulta-. 

dos de la tabla 3. 
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. 

• 
• . 

Fig, 2 Patrón de distribución sintético II . 

. . . 
• • . . . • • . 

• . . . . . . . 
• . . . . 

• . . . . . 
• . . 

• . . 
.1 . 

. . • . . . . . . • . . 1 

Fig. 3 Patrón de distribución sintético III 



F'atrón 

52. 

s2/'f. 
n 

.T 
p 

\) 

puntos crí­
ticos 

Tabla 3 

o. 6173 0.6173 0.6173 0.6173 0;6173 
1.7392 O.ú142 0:2392 0.3642 2.0392 
2.8174 ·0.99¿~; .O. 5899 0;3875' 3.3034. 

81 '\'.'.f11:/<' .. 
81 81 81 

225.39 
ce-·,·~:,:: .. (,-,." 

3c)';9g9 
.. 

47 .. :Í99 79;598 '•.264.27 
_:::,:·;_,-_::· .. .::. . .. 

8.62 :·'0;01< ·-4.74 ;,;2,89 10.38 
baja '.:'.Q,504 baja 0.002 baja 
80 80 80 80 80 

x1=56.7061 y x2=106.1355 con a=0.05 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

Fig. 4 Patrón de distribución sintético IV. 

69 

' 

. " 

., 
1 

~ . ; 

i 
l 
j 
J 

! 
~ 
' l 
' 
i 



70 

no 

valores para los 
. : "··· 

que los patrones III y IV tiei'lden a 
de la razón se encuentra cercano a··1·; ú~fd~dj·y~,é~··t'a<l~';il&;·6, ~í/'v~lÓr cl'e1<. 

índice se encuentra en la región crítica. 

. . . . 

·• • • 

. ·: 

. . 

• 

. . 

. ·~ 

• • .. . . 

~· 

. . 

. . . 

. . . . 

. . . . . 

Fig. 5 Patrón de distribución sintético V. 

Para la aplicación de la prÚeba de Clark y Evans se cuenta con 50 dis­

tancias medibles para cada patrón; se.obtienen los resultados que se mues-

tran en seguida: 



Patrón 

R 

c 

Probabilidad 
de una mayor 
diferencia en­
tre r y r . e a 

__ A= 8100 mm~ 

d= 0.006173 

ver-= o. 078568 

· ºr = 0.471442 e . 

Tabla 4 
''"··' --···' ·'" ' '. ' 

1 · · 11 :! .. ·~~;i;;., 2 .• ~l!;z.·t. _;!f'.v}·'· ·.·:v.· ···· · 
··· •. ''.'.'~ c'.·.;F;·.:._ •· :,;:;·~·~-)·.~.:·. . .-.. ~" . ~':: '· 

227.... ····.>343~;. ·•·•··.·.·•.·· 529'•·"····. ·45Q¡;:c.~.}~ 
.. • .. c •..••. , ••••. ·,-..••.... :.: .: •.····•· ·.;··· 

4. 54' . ···~.'~6: ... 16.~g······ i:.9~;'.)i:. < )·{~4 
··->:':.:-:' ""' 

6.36388 6.36388 6.36388' 6;3?38? 6;36388 

0.71340 1.07796 1.66251- l.-4'i'42~> 0.44627 

3.87695 l. 05458 8. 96204 ¡ 5.6d~49. 3. 52388 

. -

El valor de R para el patrón 11 no se encuentra lejos de la unidad, 

que es el valor esperado para una distribución perfectamente aleatoria y 

la prueba de significancia de la diferencia entre la distancia media es­

perada y la observada da un valor de c=l. 05458 indicando que la mayor de2_ 

viadón de lo esperado del\':! ocurrir 28.914% de las veces únicamente por -

oportunidad. Así que el patrón 11 resulta ser aleatorio. 
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Para el patrón 1, R= 0.7134 y para el patrón V, R= 0.4463 estos valo­

res indican agregación, en tanto que para el patrón 111, R= 1.6625 y para 

el patrón IV, R=l.4192, indican desviación del patrón aleatorio en la direc-

!i 
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ción de regularidad. Ninguno de los valores.de.R esta pr§xJrnQ~AJ,cy enc'~~ª.::~­
da caso la probabilidad de obtener en una di stri buci ón al ea to ria ·de la mis.:. 

ma densidad un valor de e como el observado es menor que . 000002 .. 

En la aplicación del estadístico · il. se obtuv,eron los resultadós -

presentados en la tabla 5 

w 

x2. 

" 
Puntos 

críticos 

l~O · 100 

x1= 73.77152 y x2= 129.0699 con a=0.05 

El valor de X2= 96.538 de el patrón ~I, con un nivel de significancia de 

0.05 para una prueba de dos colas, no se encuentra en la región crítica, -

por lo tanto, aceptamos la hipótesis de aleatoriedad para el patrón II. 

Sin embargo, los valores de r para los patrones I, .III, IV y V (véa-­

se tabla 5) se encuentran en la región crítica y por lo tanto no son aleato 

ríos, tendiendo los patrones I y V en dirección de agregación y los patro­

nes III y IV en dirección de regularidad. 

Con la aplicación de las diferentes pruebas a cada uno de los patrones 

llegamos a conclusiones similares, obsfirvese la tabla 6. 
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2. APLICACION DE LAS 

Las pruebas de 

ra el estudio de patrones 

73 

0.4463 

arqueólogos pa.:. 

. de artefactos dentro de un sitio, 

de patrones de artefactos dispersos sobre un área y patrones de distribución 

de sitios. 

La principal ventaja de las pruebas basadas en métodos de cuadrantes es 

que la información arqueológica es frecuentemente coleccionada en esta for-

ma. 

Por ejemplo Oé\cey(1973) ha utilizado .la prueba de la razón varianza/media 

para el análisis de los patrones de distribución de tres tipos de artefactos 

líticos: raspadores, raspadores carenados y buriles que se encontraron en el 

sitio de 63 m? Sde Divshon del área de Avdat. El sitio fué dividido en 63 

cuadrantes de 1 m~ cada uno, los resultados obtenidos se muestran en la ta--

bla 7. 



n 

1 

P(x~-l~ I) 

Utilizando un nivel de significancia del 0.05, los datos de la tabla 

no apoyan la hipótesis que los patrones de los raspadores y de los buriles 

sean aleatorios, en tanto qu-e el patrón de los raspadores carenados resul­

ta ser aleatorio. 
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Para la distribución de los raspadores carenados Dacey vuelve a aplicar 

la prueba pero, con un cambio de- tamaño del cuadrante, en este caso se -­

consideraron cuadrantes rectangulares de lx3 m.; los datos obtenidos se pre 

sentan en la tabla 8. 

Tabla 8 

x 1.29 

s2 . 2.20 

s2JX L71 

n 

1 

o"'-~_,;;-~': ."'· 

35·.~9 

P(x2 . <I) ---.-9a---­
n-1-



-; . . ' ·'' ~ 

tab 1 a , a prueba-no c~pofa. a 

mente. 

Dacey concluye. "Estas 

cente de que los mapas de los 

nes aleatorios". (Dacey 1973, 324). 

Se han aplicado dos tamaños 

patrones y se han obtenido resultados 
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lCuál de 1 os dos resultados obtenidos para el patrón de 1 os raspadores care­

nados es el más apropiado para el análisis práctico de l~s datos arqueológ! 

cos? 

Thomas(1972, 698-699) ha utiliz~do~la r~ión s2;I 
tribución de ariefactos sobre tin área. 

La prueba de Clark y Evans ha sido utilizada para estudiar las distribu­

ciones de sitios arqueológicos. Por ejemplo, Hodder(1972) la utilizó ·para 

la identificación de un patrón aleatorio en la primera etapa de su estudio 

del asentamiento de los pueblos amurallados del Romano-Británico. 

Del análisis del patrón de distribución de los pueblos amurallados ob-

tuvo los siguientes resultados: 

Tabla 9 

A 367 cm2 

n 25 
d 0.0653 

ra 2.644 

re I.957 

R 1.351 
0.2046 a-r e 
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c 3.352 

Como la muestra es peque~a,utiJ.ti¿~}•·!~.ear¡pntipp,IUy;qbtuvo que la 

::: b:~ i1 ida d de una ma a
1 

yeoat r.0 dr11{0····~Y~~en';c1'i,;via~lie0}r'~¡d,;ee.~JÍ~~;i,i.téf 0;s ~;~69{[!;,~t.:1 ~d.17a ·. 
patrón no es ._ .·• '.<·; •. ··,';) _( . 'J{':~~ii;~:i~·.tÍP~Eti.~D~-~,f~§cJéÍ~Dn 

patrón regular. ··i'~'··B?Y-''-''\,•<'- · / ·····: .•<• ;§ 
, <- , ?/:U~~5:yt ~f f.tf~_:::-'.~.}~T~)/. -/-~ :~~-:} ... : · · 

Hodder seña 1 a que "este resultado indica que' es_taé:lí_s~f~:~-~~Hté\_es· alta-

mente probable que el espacio relativo de los pueblOs.~'ainQf~:Í:Í~~a'd;~(.~n' elá~ 
; :; ·\-_ .:- ::::\:-r:;~-'/ i1{~·;:~'.;;;~t2;s~~t'i'.:_~;-i:[:·~f _.·:;; .',:_. _, ./d . : __ :__ \ ---

rea seleccionada para el análisis no es aleatorio, sinO\sUgietMmás bién -
, ._ .; __ ·-; --· :: .. <·f::~;_}:.:~::~;:,;·2¡_~-~{~}f~-~l~~Lt~~~~~~~)~~:<-'~::l.<< : __ ·:-: -

que existe alguna relación inter-sitio. Aden1~s-,el val_~F~.cié?R\cmJ~stra;que 

es ta re 1 ación ti ende hac 1 a un rechaz~TL;0~.g;~i~~¡l;~/'~~l~~i:~?·f ef rtne" · 
(Hodder 1972, 892). ·. ·. · é• ~ .• ;¡~;• E; , ~X· •'''fe?••• ;;;;, . • ' 

Wha 11 on ( 19]4) ap 1 fea ·•el a::ff~~,W~~~~YJ~1·-H:f~¿G1.;~3.:;~~~!~;g~~can 
de datos arqueoltsgi co~·, sele2é{g~;~;";g·~~;;µo::{~pbs de a-~~~~a~i~~c·;1fri~~~dis-
persados sobre un piso de ocÜ~a~·f¿jy¡• ~;Ótomagdeliano en el Abri Pataud en el 

sureste de Francia. 

La ocupación protomagdeliana fué escavada sobre un área de 12 m.de largo 

por 2~5 o 3 m. de ancho. En esta &rea se registraron de los artefactos del 

tipo (1) 32, del tipo (2) 15, del tipo (3) 20 y del tipo (4) 20. 

los resultados de la aplicación de la prueba de Clark y Evans y del 

estadístico de Pielou para cada uno de los patrones se muestran en la ta­

bla. El número de observaciones originales ha sido reducido por la elimin~ 

ción de objetos que están más cercanos a la frontera del área de estudio -

que a otro objeto, también se eliminan algunos objetos que no tienen vecino. 

Esto se refiere a la eliminación de objetos aislados en las esquinas de un 

¡ 
1 

i 
·1 
! 
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área formada irregulannente de tal fonna que no existe distancia en línea 

recta de e 11 os a otro objeto que no cruce una frontera. El criterio de "no 

vecino" también detecta y elimina objetos que están localizados afuera del 

área de análisis a través de medidas o registrando error. 

Artefacto (1) 

N 24 

A 393249.9 

d .00061 .000028 

ra 28.68 53.34 41.78 46.50 

re 64.00 99.15 94.54 94,54· 

R 0.4481 o .. 5380 0.4419 0.4919 
CJ-re 5.9142 13.3822 11.05 11.05 . 

c -5.973 -3.386 -4. 774 -4.348 

Puntos críticos X1=-l.96 Y X2= 1.96 con a=0.05 
de la normal 

\) 48 20 22 22 

x2 9.917 5.627 4.744 6.45 

Estos puntos pueden eliminarse por el crite~io de la cercanía a una 

frontera, pero el criterio de "no vecino" puede ser útil para la detección 

de errores en las coordenadas. 

En cada caso la media observada de las distancias al vecino más -

cercano es menor que la media de las distancias esperadas. Los cuatro -

patrones resultan ser sig.nifi cativamente agregados usando un nivel de sig­

nifi cancia de 0.05. Whallon observa que " los estadísticos Y!- y las aproxi_ 
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mac~9nes nonnales calculadas de ellos son más conservativasºe.nsu··detección 

de agregación espacial que las de Clark y Evans. En a·lgunas:~ituacicines, los 
',, ,' :_ ' 

primeros podrían indudablemente fallar para rechazar.la hipótesis de alea-

toriedad donde las pruebas de Clark y Evans podrían indi~ar agregaci6ntt. 

(Whallon 1974, 31-33). 



CONCLUSI 

---

En los capítulos precedentes s:~-,h¿h1Yistó;que }as pruebas para 'el 
analisis de patrones de puntos 'So~n··ú~ilesÚn~arqueblogí,a·debidora gue -

::: :~~:~~~:: :::'. d• , i tiº' y ·:rJ~!;1~~!~ºf~~i§,~,;~Mi~rt'~sü~,'.~~ 
e.~,,.., .. ~.,;·' 

Se han señalado algunos problem~i-d~'~1I'~§~n'eac10 
· . ., ·. \-.. -_ ._: ::~ ~<·~:r'.:·.-·.:}~·t.~~;~:._,::~~:;~t%~:;:~;)/~;{:1;'.~~; --~·.:_~ ~:::" :;,_; ~ ,. -. 

bas, destacando que requieren datos_-adecu~d-Os1,pafa''.!sti°·;ú{,\: ..• n·~roblema 

general que se presenta en su aplicáct6n)-~2~-t~yi(si~~~f:'.f%¡~~i\,~~~li~~J~;fi·~/ 
cas que han si do usadas requieren que se~r{~-~26W:'¿iérf~~- ~upo§i;ci Óhes 
sobre los datos, en muchos casos en a~~~,é~l:¿~t~-,.;ó ~s:;~ible esper~; 

~ ' .- "· .. -: 

que las suposiciones necesarias se satisfagan razonablemente. Por ló C:üal 

resulta que las pruebas no pueden ser utilizadas con el rigor posible'. en -

otras disciplina y deben ser observadas con el _cuidado y la pf~~,a'.J¿]~~ L 

que se han indicado en cada caso. 

Quizás una forma satisfactoria de probar la validéz de los patrones 

observados, es colectar datos adicionales, para ver si los nuevos datos -

concuerdan con las tendencias observadas. 
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La aproximación.slitüefivaen el análisis de distribuciones de puntos es 

inadecuada para la inventigación de patrones; lbs métodos vistos permiten 

medir el grado de desviación de la distribución observada de un patrón alea­

torio; las pruebas describen los patrones. en una forma que no sería posible 

subjetivamente. 

Es deseable que los arqueólogos se interesen por las posibilidades que 

ofrecen estas téc·nicas, para coleccionar en lo futuro datos adecuados para -

su aplicación y para contribuir a 1 estudio de 1 as di stri buci ones que se prg_ 

sentan en arqueología. 



TABLA DE LA DISTRIBUCION XI CUADRADA * 
~ ==- ,=----~--='-=.::-=·---,_~-=·-_-o -=- - - ::;=-~-=----"=-= ==----=7 • -7=:- ,-=--=.=- =-=-

·2 

' 3 

·o'r57 
•0201 

·115 
•297 
·554 

•01628 
•0404 
·185. 
·429 
·752 

•00393 
•103 
•352 
'7II 

'0158 ·o642 •148 •455 1'074 1•642 ~·7ó6 .f.841 ':;5:::fr2 '. 6'635. !0'827 
' 2II ·446 •713 1'386 2•408 3·2r9 4'605 '5•!)91 j·824 >9'.210 13·815 

4 
5 1·145 

·584 1 ·oo5 1·424 2·366 3·665 4·642 6·2.51. :¡;s1 5: 9.337 . ll.345 16·266· 
1'064 r·649 2' 195 3'357 4•878 5·989 · 7•.779. 9·.jSS 'i1·66S 13·277 18•467 · 
1'6lo 2'343 3·000 4·351 6·064 7·289 9·236 u:oiC>.;.i3·38s . ;15;086 

. ,. - '--,~- -. •-. . \_.:. 
6 
7 

•872 
1'239 
1·646 
2·088 
2•558 

1·134 
1'564 
2·032 
2·532 
3·059 

1•635 
2·167 
2·733 
3·325 
3·940 

2' 2º4 3•o7o 3•828 5·348 7·231 8•558. w64S•:•r2;sg2;,15;C1J3 }~6:812 w457 
2·833 3·822 4·671 6·346 8·383 
3·49o 4'594 5·527 7·344 9·524 
4·r68 5·380 6·393 8·343 !0'656 
4•865 6·179 7·267 9·342 n·781' 

·:.8 

9 
ro 

II 

12 

13 
14 
15 

16 

3·053 
3·571 
4•107 
4•660 
5·229 

3·609 
4·178 
-1'765 
5·368 
5·985 

4·575 
5·226 
5·892 
6·57r 

· 7·26r 

5·812 
6·408 
7·015 
7·633 

'8•260 

6·614 7·962 
7·255 8·672 
7·906 9•390 
8·567 10·117 
9•237 10·851 

8·897 9·915 
9' 542 10•600 

10· 196 11·293 
10•856 II 0 992 
II•524 12·697 

x2·198 
.12·879 
13·565 
14·256 
14º953 

13'4º9 
14·125 
1.r847 
15'574 
16·306 

II•591 
12•338 
13·091 
13·848 
14·6II 

15·379 
16·151 
16·928 
17•708 
18·493 

1. 32 16•362 l 7'7S3 
.· .·34 · 17•789 r9·275 
. " • 36 19·233 20·783 

· . 38 .. i20'6!)l 22•304 

20·072 
21·664 
23·269 
24·884 
26·509 

5·578 6·989 8·148 10•341 12°899: 
6•3o4 7·807 9·034 tr•340 14'.0II: 
7·042 8·634 9·926 12·340 í5·ix9' 
7·790 9"167 10·821 13·339 lf!·:i22 
8·547 10·307 11·721 ·14·33{ 1}·'322 x9;31I•:2~:3<J(2,f·996 2s:2s9. 

9·312 11·152 12·624 15·33( ia::p·s_.20;16s\:Z3·5:¡'2 26·296 29·6f3 
10·085. 12·00L.13; 531 í6·3.:is: I~:s I{·i i·6.15?2.f·169 ._ 21·581 30·995 
10·865 l 2·857 J.¡ •440 l 7•3j8 20•60( 22:760:. :ÍS;!Í$9·'28·869 32• 346 
Il'651 13·716. 15·352 18·338 21;689 2j·9oó• 27•204 30·144 33·687 
12'443 14·578 16•266 _19·337 22:775 :i5,oj8 28•4u '31:410 35·020 

13·240 15·445 11·182 20·331 23·8s8 26;~11 _. 29:615 32·611 -36·343 
14'.º41 26·314 18·1or 2.l'.137 24·939 27•3or 30·813 33·924 37·659 
14·848 1r187 19·021 22·337 26·018 28·429 32·007 35·172 38·968 
r5·659 18·062 19·9.¡3 23·337 27•096 29·553 33·196 36·415_. 40:.270 
16·473 28·940 20·867 24•.u7 2.8·172 30·675 34·382 3¡'·652 41'566 

17 ·292 
18·II4 
18·939 
19'768 
20·599 

19·820 
20·703 
21. 588 
2 2 '475 
23·364 

21·792 
22·719 
2,i·C..¡7 
24·577 
25·508 

22•27r 25•148 27·373 
23·952 26·938 29·~.¡2 
25•643 28·735 3r•u5 
27·343 30·537 32·992 
29·051 32·3.¡5 34·872 

~5·336 29•246. 31"795 
26·336 30·319 32·912 
27·336 31·391 34·027 
28•336 32·461 35·139 
29·336 33•530 36·250 

31·336 35·665 38·466 
33·336 37'795 40·676 
35·336 39·922 42·879 
31'335 42·045 45•076 
39·335 44·165 47·269 

35•563 38·885 42•856 
;¡6~7'11 .10'113 44·140 
;¡7·916 .p'·337 45·419 
J9•087 4 ~·557 46·693 
40·256 43'773 47·962 

42·585 46·194 50·487 
44·903 48·602 52·995 
47·212 50·999 55·489 
49·513 53·384 57·969 
51 ·805 55·7 59 60·436 R· .. _. / 4º · w164. 23·838 

·42 23·650 25·383 28·144 30·765 3.¡·157 36·755 41·335 46·282 49·456 54·090 58·124 62·892 

U
" .. 44 25·148 26·939 29·787 32·487 35·974 3S·6.p 43·335 48·396 51·639 5ó·36'J tio-.181 65•337 
... 46 26·6n · 28·504 31·439 34·215 · 31·195 40·529 45·335 50·501 53·818 s8·6.p 62·830 67·111 

. . .:8 .·2.8•177 30·080 33·098 35·949 39·621 •12'-Pº 47'335 52·616 55·993 60·907 65·171 70•197 
... :. 51.: . 29•707 31·664 34·764 37·689 41·449 44·313 49'335 54·7i3 58•164 63·167 67·505 72·613 

~
.,: .. ·_.:52 ¡ .11·246 j3·256 36·437 39'433 43·281 46•209 51·335 56·827 60·332 65·422 69·832 75·021 

: . '54 ... ;,2·793 34·856 38·II6 41:183 45•117 48·106 53º335 58•930 62·496 67·673 72·153 77'422 
· .. : 56. · 3.i-J50. 36·464 39·8or 42·937 46·955 50·005 55·335 61·031 64·658 69·919- 74·468 79·815 

: "·.;s6. :.35.913 · 38-:078 41·492 44·696 48·797 51·906 57·335 63·129 66·816 72·160 76·778 82·201 

6 ' 6 88 6 5 6 l 53·809 59·335 65·22" 68·972 74·397 79·082 8 •·580 íf.:: . O', . J7"185, 39' 9.9 43º.I 4 '459 • O'. 4 1 ., 

1· .. 62 39·~6j \ 1·.jn 44 .339· 48·226 52·487 55·714 61'335 67·322 7r·12! 76·630 81·381 86·953 

1, ....... · .. · ... 6:846' '40·~49 .. 4..2·960. 46·595 49·996 .54'336 57·620 63·335 69·416 73·276 78·860 83·675 89·320 

42·240 
44

•
599 4s·3o:s· 5í·17a· 56·tss· 59·521 65·335 11·5os 15·424 81·085 s5'9r,5 91·681 

• 43·838 46·244 50·020 53·548 58·042 61·436' 67·335 73·600 77·571 83·308 88·250 9.¡·037 
t 70 45•442 47·893 51·739 55·329 59·898 63·346 69·334 75·689 79·715 85·527 90·531 96·388 

23'.209 
-·:•'.o_•, 

24•322 
26,125 
27·87i 
29·588 

2.h25 '31·264 
26·217 32·909 
27·688 34;528 
29•1,4r .. c36.'123 ·. 
JO'. 578 · 37_·697 

32·000 . 39'.25.2 
33·409 . 40·790 
34·805 
36·191 
37·566 

38·932 
40·289 
41·638 
42·980 
44·314 

42'jí:2 
43·82'." 
45·315 

46·?97 
48·268 
49· 728 
51·179 
52·620 

45·642 54·052 
46·963 55·.¡76 
48·278 56·893 
49·588 58·302 
50·892 59·703 

53·486 62-487 
56·061 65·24 7 
58·619 67'985 
61·162 70·703 
63·691 73·402 

66·206 
68·710 
71·201 
73·683 
76· 154 

78·616 
81·069 
8J•513 
85·950 
88·379 

90·802 
93·217 
95·626 
98·028 

76·084 
78·7 50 
8i·400 
84·037 
86·661 

89·272 
91·872 
9.1'461 
97·039 
99·607 

102·166 
104·716 
107·258 
109·791 

100•425 112·317 

,. *Tabla tomada de Statistical -Tables de R.A. Fisher y Frank Yates, publ 'i-

cado por Oliver & Boyd, Ltd., Edimbur~o y Londres. p 47 



o.o 
0,1 
0,2 
0.3 

º·" 
0.5 
0,6 
0,7 
0,S 
0,9 

1,0 
l,J 
1 .2 
1,3 
1 ,4 

J ,5 
!,6 
1,7 
J,8 
1,9 

~.o 
2.1 
2,2 
2,3 
2,4 

2,5 
2,6 
2.7 
2,8 
2,9 

3,0 
'1 ... 
3,2 
3.3 
3,4 

... _ .. " 
A.l~EAS 

BAJO LA * ._/Ík 
CYRVA N~RMAL 

or:: o 1t i. 

o 

º·ºººº 0,0~98 
0,0B3 
0,1179 
0,1554 

0.19L5 
0,2:!58' 
0.2530 
o.2:m 
0.3159 

0,3413 
0.3643 
0.38.¡9 
0,4032 
0,4192 

0,4332 
o,,\.í52 
0,4554 
0,<:641 
0,4713 

0,47i2 
0,4f;21 
0,4Siil 
0,4893 
0,4913 

0,4933 
OA953 
0,4%5 
0,4974 

0,.:937 
0/.990 
0,4993 
O,.l'.:95 
0.4'197 

0,<.'040 . 
o,6438 
O.OS . .32 
0,1217 
0,1591 

0,1950 
0.2291 
0,2612 
o.~910 
0.3186 

0,3438 
0,3665 
0,3869 
0,40.19 
0,4207 

. 0,4~45 
0.-1-163 
0,4564 
0.46-19 
0,4719 

0,4778 
0,4826 
0,48lH 
0,4396 
0,49:::0 

0,49~0 

0,4955 
U,4966 
0,4975 
o.~932 

0,4987 
0,4991 
0,4'.19J 
o,.;995 
0..1997 

u 

2 3 G 8 

O,OOóO ll.0120 • 0,0160 
0,(Ji78 0,0517 0,0557 
0.0371 0,0910 0,09·18. 

0,0199 0.0239 0,0219 0,0319) 0,0)59 
0,0596 0,0636 0.0675 . Ó,071•t.~.(ÚJ7S4 :. 

0,1255 0,!293 . 0,1331 
0,162.'i ,0,16().! . 0,1700· 

O,On? 0,101.6 0,1064 hO,i I0.3:'. fr>,1141 .. 

.· ·' ... · .·~:: ~.~~·.·:· .~:l1~~·- ·.:,.~)~~~~~~:·.~~~~füf ~?~~~l~?~•; 

·rn~' \: i1~r~;~~,;i1:iif~f iI~~imr. 
0,1985 0,2019 
0,23.24. 0,2357 
0,2t>l2 0,2673 
0,2939 0,2967 
0,3212 0,3233 

fil~ !:ll!l . ··!.l~!;; :{ltitf t~J~~ll~~1~j:~~! 
~:1~~~ .· ~:~~~ .. ·~:1~!f :' .; i:fü;;· .i~ifs~> ~:~~;f ·~::ifr . g:j~1 
0,4573 OA582 ' 0;4591 · .. ··.•.o:~ .. S9'.~ .•' 0,46QS O 1 '

1 6 0,.:625 0,4ó33. 
0.4ü5G_ o,46Ci:J úi;;:61! 9.··~7.S 0.46S6>. o:~~9J o,.\699 0.4706 
o.<1n6 0.41.;2 :; o,4738: ·• • o,<:N4 ·· o,41so ·a.<11s6 0,4161 o,4161 

g:~i~~ . · ... g:i~~f ;;~:1fü<. 
o.4s6s . o.-1:rn ··o.4875 · 
o.4s9s . o,4901 X il.4904> 

.. o,4922 ·· .•• o.~1925 ·· 0.4927. 
. <"> .• , <. -

0,49·lt . 0,4943" 
0,·1956 " 0,4957 
0,4Y67. . Ó,4968 . 
0,4976. ' 0,49it .. 
o,4m . 0,4983 

0,49S7. Ó,.;98/ . 
o,4991 . o.4991 
0,499·\ 0,4994. 
0,4995 0,49Q6. 
0,4997 o,.:997 

.. 

.·o,4798. 

.c.0,4842. 
; 0,4878 
. 0,4906•' 
·0,4929 

0~4946 
. 0,4960 
. 0,4970 
0,4973 
o, .. ~9S4 

0,4989 
'0,4992 
0,4994 
o,.;·j96 

··. 0,1997' 

" 
o,4so3 •. ·· o.~sos 0,4812 o,.;s11 

,OA.846 0,4350 0,4S54 0,4857 
0.4~31 0,4884 0,4887 0,4890 
0,4909 0,4911 0,4913 0,4916 
0,4931 o,.;932 0,4934 0,4936 

0,4948 0.·1949 0,4951 0,4952 
0,4961 0,4962 0,4963 0,4964 
0,4971 0,4~72 0,4973 0,4974 
0,4979 0,4979 0,4930 0,4981 
0,4985 0,4935 o,.;9Z6 0,49B6 

0,4989 0.4989 0,4990 o.~990 

0,4992 0,4°92 0,4993 0,4993 
0,499.\ 0.4~'95 0,4995 0,4995 
0,4996 O,·i9% 0.4996 0,4997 
0,4tf97 0,4997 0,4997 0,4998 

3,5 0,4998 o..t9?8 . oA?9s"·-· · ·a.-.;~.98~:-~·~ 
0,4993 0,4WJ . 0,4999 .· 

Ó.4993 0,4998 0,4S93 0,•1998 0,4998 
o;.;9<)9 o,4999 0,.1999 0.-1999 o .. :9'19 3,6 0,1.'l·IS 

3.7 o .. ;9~·J 0,.1999 o,4999 o,4999 "· icO,•l'.199 • 0,4999 0,·1%9 0,4999 0.-1999 

81 

3.8 0,4?99 
.. J.9." - . : 0,50'.1') -

U.·1999 0.~99') 0~4999 . 
Q.511C·1- _.(1,.:iú(l(l. . 0,50faJ . 

~--------·--··-~-·-·----

• · • 0:4999 0.4999 o.~~9<> 0,4999 o.~999 

--· -~-:.J: ~:~~-- '05il())- º·=:~~--~~,5;}~--· ~- . -... ~ ~==-
* Tabla tomada del apendice de Estadis~iC:Z~\~e la serie Schaum de Murray 

Y S Piegel, publicados por libros Mc.G~aw-Hill.~P. 343 



o.o 
0,1 
0.2 
0.3 
0,4 

0,5 
0,6: 
0,7 
0.8 
0,9 

.: ''e·: ~ .• . r A •. 

o 

1.0000 0.9900 
0.~04S 0:89~S 
o,.q1~1 o.~106 :: 
0.1.:0:;_ _0.7334 
0,67U3 0,6636 

0,6065. 
0.5458 

.. 
VALORES DE: e·~ *· 

.1 

o.9so2 o.910:~ ó.9t.os 
1 

o.9512 
'0.~~~'69' iJ.SiS( (J:S(,9.¡ _--- O.Sf.Oi 
!J.~o:?.5 '0:¡9.is' o;-;;~1,r, ¡ o.71~$ 
0,7261 0,71R9'' 0.7HS . ; 0,7047. 
0.6;5)0 .<i:6505 0,6+10 i 0,6376 

i 
__ 0;5945 ·- 1 0.57/0 
· o.5319 
0:4~68 -
0.4-104 

6 

Q.9418 
O.S52l 0.84)7 
U.7711 0,7634 
0,6977 0.6907 
0.631J. 0.6250 

0.571 i . 0,5655' 
0,5169 -. 0,5117 
0,4ó 77 - 0.4630 
0.4232 7 0.4190 . -
_o'.3s:i9F~oJ79_i 

8 

9 

__ 0.9139 
o.~2;0 
0.74~3 

9 10 

O 3. 7< 0 o' 13 ·3 •· - O 04979- O 01331 0,00_ 6_ 73;¡ 0,002419 0,000912 0,IYJIJJ35 O,(){¡Ol_ 23 Ó,OOC-0-!S ,. IJ .;., • )_,, .,_;_ • • ·• ·_ • -... 
Now: Parti ~h:~~~j,~¡,~füof;{;¡c &j.~~irnotros \al ore~ d~ i .. empbr li1s leyes de los expc1ncntcs. 

Ejcmpl;: . ,.-J:~ª··= ¡;,'J.rH1J(é··º·ª1 = (0.04'1791t0.61~~1=.0.03081. . _ 
>.'. ,' ..... ' ',-• .. . ' •.•, .\_,. 

"-~---,----.-· ,.:c •. '.''" :"'''-'-"'~-c·'c-. '"-"--:'-.;._ _ __.._ 

* Tabla tomada del apéndice· de Estadistida'd:e:,J;'.~~rie Shaun de; Murray 

y Spiegel, publicada por libros Me. Gr~/~·'~~·4:{{~!P.<348, 
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Greig-Smith,P., 

1964. 

H od de r , 1 . R. ( 197 2) • 

logy, pp. 

Hodder, 1. a 

t .. 

patterns. In Clarke, 

o.L.(ed.), 

don. 



Whal lon,R, (197~). 
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