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"fisicé,'biolégica, an-
ibiiidad de aplicar una

‘ablés bajo estudio; sobre

r
todo en situacliones donde 1a varlable dependlente no.-es Jineal

en rela01on a la variable 1ndepend1ente y, e11stc alguna razén ‘{
para pensar que dicha relacidn ‘es un pollnomlo de un. grado par-
ticular, Como se sabe, los pollnomlos son usadoq con frecucn-.
cia y, en lo que cabe, fheilmente maneaabl,o smn embargo, po-
linomios de alto grado llevan a serlas compllcaclones numerlcas

¥ es dificil su 1nterpreta01on.

Por tanto, se desea que‘un'modglOr

do por medio de una transformacib

particular,

En este trabajo, e presenta una fami

maciones propuesta por Box & Cox}
} :

El primer capitulo presenta la teoria de dlcha famllla, analzé;;M\
del parimetro de transformacion: estimacién, intervalos de con-
fianza y pruebas, El capitulo II, habla de las Ventajas y des~
ventajas de la estadistica presentada en el primer capitulo, ¥y

la comparacidn con otras pruebas, El Gltimo capitulo analiza
detalladamente un ejemplo que servird para ilustrar la teoria
prcaentadé en los dos primeros capitulos; se daran comparacio-

nes (numéricamente) de los diversos criterios expuestos y las .

conclusiones que se derivan de tal ilustraciodn,
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1. INTRODUCCION

Con frecuencia nos encontra imentales que,

i”( y»

E(f) xé

u

Y es un vector columna de n observaciones; X una matriz n x k
de elementos fijos; © un vector columna de k coeficientes de
?egresién ¥y & un vector columna de n errorecs. Nuestro obje-
tivo sera por lo general checar si el modelo que estamos supo-
niendo es adecuado; estimar los valores de los pardmetros (y
‘por tanto las funciones de respuesta) y finalmente obtener me-

didas de precisidn respecto a los estimadores.

Para todo ésto, se suponen tres hipdtesis que idealmente deben

cumplir nuestros datos a analizar:

i) aditividad en el modelo,i,e; simplicidad en la estructura1>
de E(Y)
ii) varianza constante del error
1ii) independencia y normalidad en los errores (y por tanto en

las observaciones).

En la prédctica estas hipdtesis se violan al menos en parte y
se complica nuestro analisis. En tales casos se considera -
prudente utilizar alguna transformacidn en los datos con el

propdsito de aumentar el grado de aproximacidn a las tres pro=-
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Estas transformaciones puedon aplicarse a las variables depen-
dientes,'independientes o anbas, - AQUL daremos mis atencidn al
caso en que la transformacidén es aplicada a las variables depen

dientes.

2, TRANSFORMACION DE LA VARIABLE DEPENDIENTR

.

Box & Cox propusxeron una familia parametrlca de transformaclo—_

nes de Y a Y donde > es un parametro que def;ne un transfor;:

macién particular,

I -1 ~Z 0
(W) ke :
log Y A= 0

una variacidn también analizada por ellos es’

»NEO
» Ea"

I log (Y +7s) A=0
‘La transformaciGn 1.1 es equivalente a la propuesta por Tukey_;“

r

Y A ¥ O

log Y A= 0

y con la ventaja de que es continua en »n-= 0 (esto se verifica
ficilmente obteniendo el 1limite de (Y - 1)/a cuando »— 0).

) p P
Box & Cox suponen gue Y(J es una funcidn monotona de Y para

toda A, 8obre un rango adecuado.

Trabaaando bajo el supuesto de que para algin A desconocido las
observacmones tranasformadas Y (i l,...4n) satisfacen las hipd
tesis antes mencionadas (i,e; son independientes y normalmente

'dis£ribuidas con varianza constante G"y esperanza E(Y(”) = af;
donde a es una matriz de elementos conocidos y 8 un vector de
parametros desconocidos asociados con las observaciones trans-.

formadas), se hace el analisis bajo dos criterios: el enfoque



’“cléstcoi“o9sea;~la“teoria de-mixima-verosimilitud en muestras -
grandes, y el Bayesiéno. El p}iméro lleva a estimar los para-
metros, aproxima pruebas y obtiene intervalos de confianza en
bage a una sz. El segundo propone una distribuéibn prior local
mente uniforme de los parametros © y log G, para obtener una dis

tribucidn posterior de A,

Consideremos primero el enfoque clédsico. Para obtener una fun-
cibdn de densidad de las observaciones originales, se multiplica
la donsidad normal multivariada por el jacobiano de la transfor;
macibn, de tal manefa que en relacidn a las observaciones origi-’

nales la funcidén de verosimilitud es

% (Yta\_ ae),(yb‘\_ ab) J(K;Y‘) 1'3 ‘
. (2w)'¢ exp<f ST i
donde
ayt™
J(;\;Y) =T-I.'L Ef‘:"—‘ i= l'ooo,n

De agui se prosigue a encontrar los estimadores; notandose gue
los estimadoxes mAximo verosimiles de las 6's son los obtenidos

por el método deiminimos cuadrados de la variable dependiente

Y“° Yy que el estimador de G* para una » fija estd dado por

8 (ny = L ta XD S0
. - n “ n

donde si -a es de rango completo
ac = I - a(a'a) a

y S(2) es la suma de cuadrados de los residuales en el anélieis‘
[£)] :

de varianza de Y 7. ®
Se sigue de ésto que el logaritmd de la funcidn de verosimilitud

es, a excepcibén de alguna constante,
Lmax (») = - 3'n log 67 (») + log J(»;Y), ' 1.4

A travéé de la grafica de Lmax (2) contra A se puede encontrar
el valor A que maximiza el logaritgo de la funcién de verosimi- =
litud y obtener una regidén de confianza para A del 100(1-%)'%

a partir de la estadistica.




by

7= Lmax (R) = Lmax '(7\)<%—x:(oc) 1.5

donde V» es el nimero de componentes en A ., Este resultado

- podenmos explicarlo de la siguiente manera: Una hipbtesis nula
sobre » (i,e; Hta= 7\;) se puede probar formando el logaritmo
de la razbdn de verosimilitud valuada en los estimadores miximo
verosimiles de 6 y G' condicionada sobre A =A_,+ Para la hipd
tesis nula, este logaritmo es asintéticamente distribuido como

2
1/2 X con v, grados de libertad.

M -%
Si trabajamos con la variable estandarizada . 2 e Y J " ( con

J = J(»3Y)), obtenemos expresiones semejantes, La ecuacidn -

1.4 se reduce a

Lmax (2) = -‘%- n log Tl(n2) + log J(»3;2)

-%nlog ¢ (n32) L6
270 I ,

L ! :
2% rag® _S('J\;Z)

e
G (n;2) = >

‘ o

con S(»37%) la suma de cuadrados de los residuales de Z . "

[s(z-z) A
.n .

el estimador madximo verosimil de A es obtenido minimizando -

‘Concluyéndose que dado que la funcidn de verosimilitud es

S(»32) con respecto & ™ .

Analicemos ahora el enfoque Bayesiano. La fhncién de densidad

de las observaciones originales P(Y\?x_ 49,G6%) estid dada por l.3.

Si escribimos

» [

S(A) = (Y- 88,0 (T =aB,) =¥ 8™ (n)

A - - \} 4 .
donde 8, = (a'a)'a'Y(x es el estimador por minimos cuadrados de
@ para A fijaj; ¥ = n - rango de aj 8" (2) el estimador usual

de G*! ; entonces la distribucibdn posterior conjunta es

S+ (e BNaale -8,

JONPENEN - 17
o 26® ,

Plogoaly)= (?-“)n ‘?‘f """



Se

donde P(9,log ¢ ,> ) es la distribucién prior conjunta tomada

como el producto de la densidad marginal prior Pn(%) de XN 'y
la distribucidn prior condicional de 0 y log ¢ dado »

P(e, 1bgG]K). Suponiéndola localmente uniforme, i,e; efecti-
vamente uniforme sobre el rango para el cual la verosimilitud es

apreciable
P(6,1l0g 6 12) =P (R)P(G,log G\x)ap (%)g(%). '

La forma de la funcion g(h) se decide suponlendo que sobre el

rango de los datos

) o
Y',.“ kte +R Y-A "“‘li_"‘l"’“"n

De la expresidn 1.8 se deduce que
log G, = log\Ll + log Ga.

péro como log G. (independiente de A) y © son localmente unifor-

mes e independientemente a priori, entonces
P(6,logG\2) & A

donde 2, se escozid como
i . L

x> o
. T Y =VJ(7\;Y)f
-(\"\-\’r\/"
entonces P(0, logG\'?\)O( g(n)X J(x3Y)s Ly por tanto
-(Y\-\r‘f\/ﬂ )
P(0,10gG > )& P (A)T(A5Y) Cor 1,9

Para encontrar la posterior de A , se sustituye 1.9 en l ? Y

Be 1ntegra con respecto a 6 y logl , obteniendo

P(ALY) = K, ‘{’(’:é%-}—;;r P_(x)

donde Ky es una constante independiente de A , que normaliza,




“De” aqul “se’ observa quc lauc‘n*rlb

ciones a la dlotrlbucion es. la que repres nta

el cociente

1.1

; - : v,
-y finalmente se selecciona el valor de A graficando S Z)‘%

‘contra 2 y combindndolo con informacidn a prioriacerca de >
! .

Comparemos ahora las expfesiones 1.6 y 1,11; el logaritmo de la
funcidén de verosimilitud maximizada y el logaritmo de la contri-

bucidn a la distribucidn posterior de A respectivamente

i

Imax (A) = - %-n log {S(%;Z)/n}
Lo(2) = = %'\){]’.‘og {s‘('»\;z)/v‘}

Ambas expresiones son funciones monbdtonas de la suma de cuadras

dos S(7\;Z) y alcanzan su miximo cuando ésta es minimizada. Cla

_ramente se ve que la diferencia bisica es que el ndmero de ob-
servaciones en la primera es sustituido por los grados de liber
tad en la segunda; sin embargo en la préctica, esta pequeiia di-
ferencia no simpre puede ser despreciada ya que

Ve n -~ rango de a rango de a

= i, = 1
n n n

'ue hacen las observa~'

1.71;16

se’ expresa como -




»sea lo suflclentemente gran

',1azones que: llevan a preferir

flclen01a“y pruebaa estadlstlcas"j Proy. Roy. Soc. A, 160).

Box- & Cox analizan un par de ejemplos, donde al hacer la trans-~

formacion se cumplen simultincamente las hipbtesis ideales; consg

: aftlett "Propiedades de Su~ -

truyen intervalos de confianza, pruebas de hipbtesis, densidades’

posteriores, griéficas y finalmente comparan el mejor estimador

de A . Uno de estos ejemplos serd ilustrado en el capitule III,

3. ANALISIS ADICIONAL DE LA TRANSFORMACION

Es necesario tener especial cuidado al aplicar una transforma= -
cidn, pues hipdtesis que ya habian sido logradas pueden ser vio
ladas al transformar los datos; en general, puede suceder que

no se cumplan simultineamente las hipdtesis ideales.

Box & Cox analizan la contribucidn que por separado da cada hi-
pdtesis a la trapsformacion, y es lo que se expondrd a continua

cidn. : -

Este andlisis tiene por objetivo indicarnos tres factores impor-

tantes:

i) qué tan simple se puede usar el modelo?
ii) qué ponderacién puede darse a las consideraciones: aditivi-
dad, homoscedasticidad y normalidad para elegir el valor de
A2
iii) si son necesarias diferentes transformaciones para lograr
los objetivos y por tanto si el valor de A escogido usan-

do el proceso completo, es o no compatible,

En este anadlisis también se consideran dos puntos de vista, uno

via maxima verosimilitud y otro via Bayes.

Se congiderari un modelo general, al cual se podra aplicar o -

eliminar una restriccidn C.
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"Seéﬁ'Lméi (Xj el:iogagifééfﬁétia'§é§6é£hiiitud maxidizada para:

el modelo general y Lmax (A1C) el logaritmo de la verosimili=- -

tud maximizada para el modelo restringido, entonces

Imax (A1C) = Laax (A) + [Lmax (ic) ,-' Imax(x) '}

el término dentro de los corchetes es ‘una estadls
bar la presencia de la restriccibn,. La expr

ser generalizada .
Lmax (A} G, ,C.) = Lmax (%) +{Imax (Al
+lmax (16,60

Equivalentemente, desde el punto de v15ta

dad posterior de X sera

P('A\C) = P(i)’ EI(,%-?—)-

P(C) = E [?(C\%i]'eé qnaféohétante independiente de A gehera;»
1izando : '

P(cly) P(c.d »,C.)
p(C,) P(C,,C.)

PO C,02) = POV 1.15

>P(CL,C.) = Em[?(c1\%,0;ﬂ es una constante independiente de A ,

P(C\N) y P(C.\A,C,) se pueden interpretar como las contribucio-

nes de las restricciones a la funeién P(A\C,,C;).

Etiquetando nuestras restricciones tenemos

A - modelo lineal mds simple; i,e; no interaccidn, no hay térmi-
nos de orden mayor a 1,
2
H - homogeneidad de varianza (6= ... =0x),

N « normalidad.

Veamos primero cuil es la contribucidén que da la restriccidn H,
suponiendo que se cumple normalidad. Para ello suponen Box &

Cox que en k grupos de datos, la varianza y la esperanza son
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constantes ‘'dentro de cada grupo, Si se aplica una transforma-
cién a las variables de tal forma que se dé la normalidad en to
dos los grupos de manera simultinea, entonceg, trabajando con

la variable estandarizada

Imax (AMN) = « %an log {Sw(x;z)/ni}

donde Y n;, = n i S(“ (»32) es la suma de cuadrados de las des-

viaciones, que tiene M = ~ L grados de libertad (V= 1n - k).

Considérese la restriccidén H y supdngase que la transformacidn

s (€3

también induce homoscedasticidad, entonces si ¥ = S5y es la

suma combirada de cuadrados entre grupos

Lmax (AVH,N) = - -21- n log {svg;z)/n}

¥y por tanto s \

B u\ B AN
s 32)/n, *
 8y(x;8)/n 1"

1,16

" Lmax ‘(X\'H;—N)i'i‘-_ﬁb,imax‘ = log

éste es el logaritmo del criterio de Neyman-Pearson para probar
homoscedasticidad (§' = '... =G6n ), (6{=varianza dentro del i-é

simo grupo).

Por tanto

‘.T\'La(x :2)/ lm
Lmax (x\H N) = Lmax (MN) + log L
[ dsvers z)/n}

Pasemos ahora al andlisis Bayesiano.

P(»\ H,N) = kte P(»N) P(G

-kP(A\N) =

. : [ Sy S
donde (kte) = ?\" [P(c,ff - = G“ \')\ N)] C una constante de normali

zacidn y P(»IN) la’i.,ﬂsf; buc;on_pmor para el modelo general (no




“Festringido)

sera-.’

'Cy;uﬁa”COnstante de normalizabién.‘

A 7Div1dlendo 1.18 por 1,17 se puede saber cual eefl

para

’ o ‘g/,-
o T8 n 520 22'

ca( 52 2

:,1;19‘,

| P,(Gl = o;o —Gh\A N) =

haciendq un poco de algebra, se ve que 1l.19 puede expfesarse qg  ‘l'
o =

%% g W,
gv'Ti)iv ois _%%10 <‘3v(2,Z)) zvl g( i:,z))]
. SN YL |
La expresibdn : ,"q

8 (s 6 W 6L 7))
v log (.)sl (:\ !Z)) _Z\)* log‘ (u \()7\ IZ))
e
es la estadistica para probar homogeneidad de varianza, esto es,

el criterio de Bartletty le etiquetaremos como M(x3;32)

Vayamos ahora a la cuestidn mds importante &{Qué tan smmple po=~

demos usar la forma para E(Y™)?.
Usando 1,13

Imax (M A HN) = Imax(MlH,N) +

{Lmax (Al A,H,N) - Lmax (7\\H,N)}

Se puede particionar el pardmetro 6 = (6,,8) tal que 8, = 0 sea

la restriccidén A,

En términos de la variable estandarizada

Lmax (Al @2 =0,8,N) = - -é- n log {svrwz(x;z)/n] ‘



Lmax (a[,10) ‘*'?"%’n' ibé'[Sl;Qcmz)/n] e

donde 3, es la suma de cuadrados de o8 residuales enael modelo
de segundo grado con v, grados de libertad. ‘ S*n,x» '7

de cuadrados de los residuales de un modelo de pfimer orden, -
aqui ), representa los grados de libertad asocladoshbon 6l y v

los asociados con 8, .,

En general

So.e, (mz) =S, (n2) + s;;v' (,\;z)y“ ”_'*ui.ao_' '

donde S, v(\,Z) denota la suma de cuadrados extra de Z para e,

correglda por 9. y tlene\a gradoe de llbertad.

Entonces, si

Sy;v, (N312) /v; -
. F \ Z —-*—*——¢S7#L9
( ) Svr(.\yz V¢
es la estadistic&ypara probar la restriccidn para el modelo mis
simple, y si se usa 1.20
Lmax (N ©,_=0,H,N) = Lmax (A\H,N) +
- -;- n log [1 + %m;z)] . 1,21
L

Puede apreciarse que esta expresids proporciona el andlisis del

criterio completo en dos partes; una tomando el hecho de que el

modelo cumple solo homoscedasticidad y normalidad y la otra con

siderando la restriccidn adicional de aditividad dadas homosce-

dasticidad y normalidad,

Consideremos ahora el enfoque Bayesiano. - De 1,15

P(al ©,=0,H,N) = kte P(3|H,N) P(®,=0[n,H,N) l1.22

donde, como ya habiamos visto,(ktéf:kf [P(61=0|2,H,Nﬂ.
HN

4
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.

Dado que la restriccién A se da, no existen componenteé.bé;g éL.”” ”
en la distribucién prior, as{ que 1.22 viene siendo la distri-

bucidén posterior de  bajo la suposicidn de A. Por tanto

¢
f
i
l

’ f"i(\’(fyx)
P(A| 6, =0,H,N) )]7 g

: Po (A) c"f"vl [s\)f*vl (X; 2
P ; 3 X - s ~-‘;_'\’r,

POIE,N = P, (3) Cy, [s\,f, (a;z,)];-

donde C, .y Yy C,. son constantes que normalizan,

Usando las expresiones anteriores, se tiene que P(ez;O\n;g;N)  ‘ y
puede ser expresada como ‘ L
. e L.
Cu. [se.ii)]” "
Cy,vvy [Sypm(n:2)]

kte L (Verva)

Por tanto -

g L : g
“B(n1 6,20, M)t P M) Se LS OsmT A ;
Cvervy [Svava(nsz)]Tiies) o

50 aqui se deduce que esta expresidn proporciona el anadlisis
de la densidad conjunta en dos partes; una tomando en cuenta ' i
solo la homoscedasticidad y normalidad y la otra expresada por

1.23, en la cual se mide la influencia de la restriccidén aditi-

vidad,

Podemos finalmente comparar los dos enfoques escribiendo 1,23

como
‘ -‘_)': "A-Z(\"-r*'vl‘
cte {s\,v (,\;z)} * {1 v 2 F(;\;Z)} 1.2k
expfesién similar a la correapondiénte en verosimilitud
- % n log {1 + F(,\;z)} 1,25
: e

Vemos que una diferencia basica es el término Svr(n;z) en 1l.24
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““Degde el punto de vista para muestras grandes wh/y,es muy pe$ue o

fio y la variacidén debida al término adicional es despreclablag

~en el limite (en la practica no siempre sucede esto)

Graficando la razén estandar F como una funclon de A

representar el efecto de 1l.24 y 1,25,

Las expresiones 1,24 y 1.25, no siempre llevan a conclﬁsioneal:f'
compatibles, i,e; puede sucedero que dada una N , ésta de un

valor grande para svf();z) pero pequefio para F(X;Z).

Desde el punto de vista Bayesiano la diferencia estriba en que
la razdn F determinada por 1l.25 ¢s5 una funcidbn mondtona de 14
probabilidad fuera del contorno de la distribucidn posterior

que pasa por 8,=0.

Esta teoria es ilustrada con ejemplos y se observa si aporta

mucho o poco el criterio completo a la transformacidn, y se %qg

para con la aportacidn que hace el criterio sin la restriccién
aditividad, : {

L,  ANALISIS DE.EFECTOS DESPUES DE LA TRANSFORMACION

Podemos analizar el efecto que produce la eleccidn de una -
adecuada, i,e; comslderando conocida % se puede justificar el
comportamiento de un andlisis estandar con la variable estgnn
dar Zﬁdcomo si la transformacidén hubiera sido dada de antemano;
y se demostrarid que la Gnica modificacién sera la reduccién de

los grados de libertad de los residuales,

Considérese de nuevo la densidad prior localmente uniforme de
@ yA, entonces la densidad posterior de © se obtendra integran

do la conjunta respecto a A\

B(olT) =fp(e,MY)J,\=fP(eh,Y) P(AlY)dA
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f [(z‘ﬁ Qe) (z‘“ ae):] g

5 j.[vs’(\ z)]

‘Resolvicndo las'lntegrales expandlendo alrededor del maximo de =

P(GIY)

lo@ 1ntegrandos ‘se’ obtiene

R
[(z‘“’ ag) 1 (2™ a0)] v S ka6

[Ves™(332)] "% ©e=Va)

- ' [} - rd [ '
donde el maximo del integrando en el numerador esta cercano a )\ .
tanto como © lo esté a su valor miximo verosimil, y el denomi-

’ s . J
hador lo alcanza en el estimador miximoverosimil de A.

Siendo 1,26 la densidad posterior de 8 para alguna Afija cono-
cida con grados de libertad reducidos en V (nimero de parametros

de transformacidn). \

Expandiendo (z'M-a0) 1 (2" -a0) en'seﬁles:dpgTaylor,altededor'de?\;
S(*'ZV Qe,A) = S(N32) + (A = 2)' (2 =2) 4; Q(e,%) ,+§g(e,a),

donde, b és la matriz de segundas derlvadas de S(\ 7)) con res-
pecto a \ evaluadas en \ . Q(e, \) (e - e,r ta(6 - 6) ¥

d 1 N v = ) 5
ye\)-Ls%- =20 + % 22%na\ , (4= 03 =2 5 gara

ura n moderada, la influencia de g(e ) es tan pequefia que pue-

de despreclarse.

AObteniendo.por fin una distribucidn posterior de, N\

(=) h(a = 3)
o8 (332)

s

P(f\\Y);

de aqui se deduce que

’>:
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" tiene aproximadamente una distribucién posterior t-multivariada,

y
L : A A
(N=AY'b(A =)
\)fs"‘(f\;z) '

una distribucidn posterior F.

Hasta aqui hemos visto la teoria de Box & Cox acerca de la trans
formacidn de variables para'obteuer las tres hipdtesis basicas
de las Que hablamos antes, Podria generalizarse este proceso

y considerar en lugar de un solo parémetrq, un vector de parame
tros de transformacidén y hacer un andlisis multivariado de lo ...

anterior.

También pueden hacerse algunas extensiones a series de tiempo'y

modelos econométricos, como se verd en el proximo capitulo.
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. CAPITULO IT

“ALGUNAS EXTENSIONES AL ANALISIS;

-~ DE TRANSFORMACIONES"

1, . INTRODUCCION

Muchas hanvsido las notas que se han escrito acerca del articu-
lo de Box & Cox: "Un Anidlisis de Transformaciones", En el
presente capitulo se expondrin algunas de ellas, que en su ma~
yoria consistirdn de pruebas de hipdtesis alternativas referen-
tes al pardmetro de transformacibdn; Wentajas y desventajas de
ellas comparadas con la expuesta por Box & Cox; se daran algo-
ritmos para calcular dicho pardmetro; se hablard también de

consistencia, robustés, invarianza, etcétera,
2, UNA PRUEBA ALTERNATIVA

Andrews, propone una prueba para el valor del parametro qué es
"exacta" en el sentido de que la distribucidn nula de la esta-
distica es conocida, de esta prueba se obtienen regiones de con
fianza, y-se estima la potencia de la prueba para predecir la
simetria’ de las inferencias que se derivan de todo este andli-

. sis.

A pesar de que el modelo que se ajusta a Y es no lineal, una
prueba T puede ser derivada para probar la hipdtesis 7 =7, un
valor dado, Esta deduccidn esti basada en expansiones local-
mente lineales de aquellos términos del modelo que son no linea

les (aqui los términos de la expansion, dependeran del valor -
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,det*:Y);‘; :

Supongase que la transformaclén 8se puede aproximar por @>

,’nes lineales alrededor del verdadero valor de 5\(\\), en‘, ,  s

T a0 4 @, - ﬁ) + £i Lo i : il

- ,: AN £
donde la matriz jacobiana J de elementos Zﬂ§§7j depende so )
I P 3

lb de Y y debe ser de alguna-manera modificada para lograr una
prueba simple, de tal manera que los términos de la matriz J

quedarin

DEYJMJ

RIS B POV

donde )3 es uno de los q elementos delLtéctor;dé;pérémetros A

‘, 4

!.'
. a0+ T G- 7\)+g

Por tanto, del modelo

o YNy TR

puede ser construida la prueba para N =N,

Esta estadistica de prueba se desarrolla a partir de la suma de
cuadrados de los residuales de las Yt”; si se diferencia esta
suma de cuadrados respecto a ‘A, se obtendra la suma de produc-

tos de los residuales de Y y de las dérivadas D) YJ“V@)Y

Para formar la prueba 'exacta', los valores observados de Y en J

’

son reemplazados por los estimadores por minimos cuadrados de
Y™ - ata'a) a‘Ym

dando como resultado un vector de derivadas estimadas J .

De aqui que la estadistica de prueba resultante es

Ty = = 2l 2.1
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o e R ;
donde s, es un estimador de la varianza G . d i

Se puede ver que el numerador de 2.1 es el resultado de la regre

L i ms

8i6n de los residuales de un modelo lineal, sobre una cantidad
A A
(a<J ) que depende de Y solo a través de ©, pues los residuales
A
Yy los parametros 6 son independientes; por tanto T, tendri una

“distribucidn exacta F,

Andrews hace notar que la precisidn en las aproximaciones puede

quizé, afectar la eficiencia de la prueba, pero no su exactitud,

A partir de esta prueba Andrews construye intervalos de confian

za para A\ de la forma
o(1) = (A|x(1)»<)

donde o es el tamafio exacto de la pyueba. con un coeficiente de

confianza de 1 -?<a. |

" Andrews compara su prueba "exacta" con la prueba para no aditi-

vidad (similar a la que propone Tukey) con p grados de libertad,
que son seleccionados de tal manera que hagan sensible la prue-
ba a pequeiios cambios en la transformacidn; un grado de libertad

para cada pardmetro de transformacidn independiente.

Esta Gltima prueba se basa en la estadistica F, que se ajusta a
una variable adicional: un vector cuyos elementos son de la for

A A
ma Y;log Xi.

Dado que' F es invariante bajo la multiplicacidén de J por un es-
calar y bajo 15 suma de alguna combinacidn lineal de las colum-
nas de a y J; por medio de alghn artificio es posible escribir
filbg§tcomo (1 + d)log(l + dy). Si d,<1, entonces d@s de es-
perar que las dos pruebas lleven a resultados similares, mien-~

tras que si d;>1, llevaran a resultados bastante diferentes; de

aqui que se concluya que mucha de la informacidn en la prueba {

"exacta" se derive de la suposicidn de aditividad,
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"'Una buena comparacidn entre pruebas, seria la de ver si son o no |
sensibles a datos errdticos (outliers), y Andrews la hace con =

.8u prueba "exacta" y la propuesta por Box & Cox (maxima verosi-:
militud),

La prueba la hace de una manera ilustrativa (se verd en el capi-
tulo III) y concluye que el método de mdxima verosimilitud es
més sensible a las fallas de normalidad, Estas fallas son di-
ficiles de identificar en los datos transformados (usando este

método), pero su efecto serd pequeiio.

2.1 POTENCIA DE LA PRUEBA

Analicemos ahora la potencia de la prueba. Dado que el numera-
dor de la estadistica T, es una TKI no central, la distribucidn
no nula de la estadistica T, serd una F no central; de agui que

la potencia de la prueba serd una funcidn del parametro de no

Eentralidad; asi que este parametro estd dade por

t

| Fr=En-n_)rérarat(n -2 ) 2.2

donde & *es un estimador insesgado de G T,

Entonces el tamaifio del intervalo de confianza. podra ser encon-
trado buscando primero el pardmetro de no centralidad yz, aso=-
ciado a una potencia; después se reemplaza ijor Y en 2.2 y se.

resuelve para (A-ﬁle) para obtener una elipsoide,.

Por tanto la potencia de la prueba estd condicionada a una va-_ .

riable independiente dada,é, cuya distribucidn es conocida,

La desventaja principal del método propuesto por Andrews, es !
que no lleva a un c¢laro resimen grifico de las conclusiones; y
una gran ventaja, que se puede observar durante este desarrollo,

es Que el estimador de A no se pecesitaj otra ventaja, ya men-

eided e e AL

cionada, es que se conoce la distribucidn nula de la estadisti-

ca de prueba,

7
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'3, OTRA PRUEBA DE NORMALIDAD

Atkinson declara que la prueba de Andrews fué construida con Qg
das sus ventajas, pero ignorando el jacobiano de la transforma-
¢idn, y ello llevard a algunas consecuencias, que se daran al
comparar esta prueba con la que propone Atkinson; algunas de
estas comparaciones las hace sobre unos datos, que se verin en
el capitulo ITI,

Ia prueﬁa de Atkinson, como se verd, tiene también la propiedad
de que A no necesita ser estimada. Esta prueba, C(*), se desa
rrolla a puirtir de la funcidn de verosimilitud, diferenciando
respecto a A\ y dividiendo por el error estandar estimado de la

derivada de la matriz de informaciédn.

Esta resulta ser una prueba asintdticamente equivalente a la de
razén de verosimilitud, pero localmedte mas potente; sin embar-
g0 los elementos de la matriz de infbrmacién son muy dificiles
de calcular, y por esta razdn Atkinson se aproxima a C(X) de la

siguiente manera:

Podemos derivar la suma de cuadrados de los residuales de la -
variable estandarizada strespecto a A y reemplazar la matriz
de informacidn correspondiente para esta variable; pues dado

que A es fija, la funcibn de verosimilitud, como se vid en el

primer capitulo, es proporcional a dicha suma de cuadrados, y se

obtiene j o @)
L]
TD = - % a,w ) ) 2.3
2 (2)‘ (2} .
8 W 'a«w
donde wﬂa= ? Z(»/bx; y un estimador de G?A;Z) es s: .

A pesar de que el grado de dificultad para calcular esta prueba
es andlogo al de la prueba '"exacta' de Andrews, que es menor
que el requerido para calcular la prueba razdén de verosimilitud

tiene la desventaja de que es poco exacto el conocimiento de la

LA G R SN

]
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distribucidn nula, pues tanto 7Y como w#'®aparte de no ser inde-
pendientes, tienen distribuciones no centrales. Para elhdir
‘el problema, Atkinson normaliza el numerador de la estadistica

. ’ 1
T, , sin embargo no llegd a una X central.

Finalmente, Atkinson hace una comparacidn entre las pruebas T_,
T, ¥y Ty con un ejenmplo, y concluyd que las pruebas derivadas de
la funcidén de verosimilitud, resultan ser uniformemente mis po-
tentes que la de Andrews; y'da dos razones de estoj una es refi-
riéndose al ejemplo numérico (ver capitulo III), y la otra, debi-

do a que no toma en cuenta el jaccbiano de la transformacidn, de

tal manera que impide el cambio de escala de las observaciones.. .

sobre la transformaciodn,

Una desventaja de la estadistica T, es que no se acerca‘la dis-
tribuciin nula a lanzcentral; pero por otro lado, toda la in-
formacidn estd contenida en la derivada de la funcidn de verosi
militud, lo cual nos ahorra la estimacidn del, parametro 7\ , la
;ual, no aumenta nuestra informacidn.

i

4, PRUEBA DE SIMETRIA

Supongamos que observaciones transformadas (usando l.l) tienen

esperanza dada por el blen conocido modelo
E(Y™) = a0 2.4

con errores distribuidos como una muestra aleatoria de alguna

distribucidn no normal. Nos preguntamos ahora si no existe al
guna A para la cual el modelo (con sus hipdtesis ideales) no se
cumple exactamente; cudl es la precisidn aparente con la cual A
es estimadaj qué tan Gtil serd el valor de )\ que se obtiene del

método,

Draper & Cox muestran que la familia de'transformaciones 1.1 -

puede ser Gtil aidn en situaciones donde la transformacibn de po

|

i
¥
K
¢
1
4
4
H

Tt
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‘tencia no lleva a normalidad exactamente; esto es, el proces
de Box & Cox es robusto para no normalidad, siempré”duésgl~ﬁérf

mino error sea suficientemente simétrico.

Pensemos en que alguna de las dos cosas que siguen pasa: -el =~ .

verdadero valor de A es )\, # O o' si no se satisface el modelo
exactamente para alguna \ , el estimador midximo verosimil de »

converge a3} .

Para cualquiera de estos casos, la condicidn para que el esti-
mador mdximoverosimil de A\; cuando los errores siguen una dis-

tribucidén ro normal, con varianza constante; sea consistente es

que |
g (L) =o -
DA A=2,. . - :

donde L es el logaritho de la funciéﬁ de verosimilitud bajo el

modelo; sea en este caso la funcidn ge verosimilitud de la forama
e e el R
-n log € =~ (26 AY7 - a8) + (A= 1)) logYy
' : L i
ndtese que no se trata de Lmax{(A).

Fijémos ahora las condiciones bajo las cuales se satisface la

ecuacidn 2.5, sin perder de vista.las hipdtesis arriba mencio=

nadas }
: @y - p | ; ()
& -};Zm . aey) (Y 1og Y2 -1 +2ilos Y

Tomando. esperanza, podemos escoger, sin. pérdida de generalidad,

las unidades de medida de Y; tales que
A
E thlog Yi =0 ' 2.6

y ademids como el modelo postulado por Box & Cox supone que para

algina A




o o \ g _{Z lé.&é{sé;‘-»)}E.:y+\5\0f\b\ae(+’)\€.x‘+\\ - ;AéeL;'X
— L = - vET i Al - s

como por hipétesis E(A &) = 0; v(a &) =7\1°G"‘ y EQ\& )f=7\‘;‘/<(f'), ’
se ve que estos momentos (/4(,,:r-ésimo momento central de€;) son
independientes de i. Como se vid en el capitulo I, Y;> 0, asi
que (a®; + ',\"o') ¢ es mucho mayor que unoj por tanto, expandiendo
en series de potencia el logaritmo y haciendo algo de &lgebra,

la expresidn 2.7 quedara

2%L6*

4 N
. -\ .)\"/Alr\ LY
.._—\———z" {chk\ ((-\\{v-x\(\-\?‘nﬁ SL\V-L + A%a &O%(\'\-?\ aae‘:\\
i =1y e 4n 3 (r>2)EN.

Por simplicidad etiquetaremos algunas medidas: y‘:/b(m/(f ’5

°<f‘= 1+22a0;3 fB;=2A,0/x;¥K = A4/ G~ 3; donde podemos reco-
nocer ‘que f3; ss el coeficiente de variacidn de YL-}; efectivamen-
te,« es la éépezlranza de Yl»_-'\; Y es la medida de asimetria de Y,;m
» ¥y K la medida de:kurtosis de Yfa)para toda i. Tomando los dos

primeros términos de la expansidn y simplificando, se tiene

273 I o (L y -t .

como por hipdtesis GLI'-‘- 'y como se cumple 2.6 entonces 2.8 se

reduce a
1 1 1 ’
'TZPE[EWE K/—’f»] =0 2.9

para el primer orden en/SL,Y_'debe ser cero, i,e; el paradmetro
de transformacidn A es consistentemente estimado, siempre que el
término error sea simétrico (Y = 0); para el segundo orden enﬁ;,
la condicién es Y = -é- K)'Z»fsi las f3i se parecen mucho a 2 , que
sera siempre que las aB; sean parecidas, Ahora bien, como -
ﬂ{': (AadL + 1)/(\G) es mucho mayor gue uno, de tal forma que
sea pequeiio, la expansidn de segundo orden también tiene un ni-




2k,

“"yel ‘de simetria bastante bajo, ademds que-el-coeficiente-de kup-

tosis también es bajo.

De aqui se concluye que aln cuando no se logre exactaaente la
nbrmalidad, la aplicacién de la familia 1,1 ayuda al arreglo re-

gular de los datos.

Draper & Cox analizan por diltimo la precisidn, por lo menos apa

rente, del estimador de A, -

Expresando en.series, hasta el segundo orden én g3, el valor ese;

perado de la segunda derivada de L, se obtiene

A -} ) Ft 7 -1

Var(}) = 3"‘/5"( 1-37+ T K)

donde el término en el paréntesis resulta el efecto de no norma
lidadu,

Por lo tanto la precisién con la cual podemos estimar A, depende

en gran parte del coeficiente de variacién de %

P .
Se HETEROSCEDASTICIDAD EN EL ERROR
Zarembka completa la prueba de Draper & Cox para cuando no se

cumple. homoscedasticidad en los errores. Lo que &1 prueba, es

que el parametro A no es robusto bajo heteroscedasticidad.,

Supongamos ahora que la normalidad si se obtiene al aplicar la

transformacidn 1,1 pero que la varianza del error no es constan
te a través de las observaciones, entonces como Y = K = 0, la,;
expresidén 2.8 serad

AL 1

-1 :
Var (‘If-_n) = ﬁﬂ(hé‘ Var(Y;) = Kok

iy

sustituyendo en 2,10
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L) 1 e L
14220 é L

Si G *se obtiene con las observacionés'Y}

dor de 2} ea sesgado en aquella direcqi6h:

za del error tiende a estabilizarse.

Es posible obtener la magnitud de dicho sesgo, a partir de la =
expresidn 2,11, si tan solo se da alguna suposicidn acerca de

la relacidn que hay entre la’ varianza de las Yg ¥y Su esperanzae.
Para éetb, sea h un pardmetro tal que

[var(y; )]y‘q [E(y; )]"‘
entonces la ecuacidn 2,11 seréjgsbf;té’CQmﬁi,;f;‘

dL 1
E&ﬁ")x:\; B EZ&{[E(}L{L‘)‘

y ahora se tendrd que

B e
veRpa ol

por tanto
2(h#a-1)
£ (m.) . n Su{fe(y; ) E(log YOI 2,12
A3 B £:1675) Ik :
, ’ oy . .
expandiendo en series [E(Yi)]IL ; tomando log E(Y;) 2 E{leg¥) y

usando 2.6; 2.12 quedara

- n%if2(h+7 - 1) E{log v & 2(h +A = l)lEa(log gl

Y. [1+2m +3- 1) 8 (1og ¥0)]

donde Z;El(log Y.)/n es la varianza muestral de E(log Y) y -
'Z;Ea(log Y. )/n es el tercer momento que estard muy cercano a
cero 81 E(log Y) es lo suficientemente simétrica; entonces 2.12

quedara
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var[E (log Y)] T T B TR T ——
s+ (b +A- 1)*var[E(log 1)] ' B 4

Ahora, como EEL converge a 5_2235131 y como VarEE(log Y))se ’ :

A d
puede aproximar a Var{log Y) si la varianza de Y es mucho ma~
yor que la varianza del error; entonces, un estimador consis-
tente para Abajo heteroscedasticidad puede darse, si se encuen :

tra una A tal que

d Imax(Q)
d3

Var (log Y) 2,13

- (l -‘A‘— h)n . N
14 (1 -2~ n) Var(log ¥)

Esta A puede obtenerse, igualando la.expresidén 2.13, para h fi-

"Ja, con

(a\
dLmax())q_nY g +g_
di Ym !m A

obtenida a partir de 1.4, y usando 1,1} donde Qc“es el vector
con elementos de la forma : X”YflogY;.
|

6. MAS SOBRE SIMETRIA

Hinkley propone algunas medidas de asimetria; y escoge aquél

valor del parametro que haga Optimas dichas medidas,

Sabemos que si qutiene una distribucibén simétrica, entonces
los quantiles p y {1 - p) equidistarén de la mediana de la po
blacidn, i,e;

&os E‘p -E(H".' o.5

2
donde, como es evidente §msrepresenta la mediana de los datos

transformados y §: y Qigel p-ésimo y (1 -~ p)-ésimo quantil.

‘6.1 UNA RAPIDA ELECCION DE LA TRANSFORMACION DE POTENCIA

Otra medida del grado de asimetria propuesta por Hinkley es
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”E{”:fmedia‘muestral -~ ‘mediana’’
escala muestral

la escala muestral puede ser cualquiera que sea representativaj
las que propone Hinkley son la desviacidn estandar muestral y
el rango interquartil; aclara que esta dltima es mas robusta en

el sentido de eficiencia.

Se puede de esta manera medir X para diferentes valores de A que
estén en el rango (-1, 0, 0,5, 1, 2) y se toma aquella 7\ para -

la cual ¥ se acerca a cero.

Este método es eficiente solo para aquellas muestras que son ho

mogéneas,

Nétess que este método no pide normalidad en los datos transfor
mados, ;* a pesar de gque el método de muestras grandes si pide
normalidad, da una medida mucho mis clara de cudnto se desvian

los datos de las hipdtesis ideales.

7  INVARIANZA

Hay modelos en los cuales no es posible eliminar la constante
aditiva y entonces al usar la familia l.l, llegaremos a proce~

808 que no son invariantes bajo escalas, para\¥ O.

Schlesselman hace notar esta falla de la familia 1.1 en el si-.

guiente dgsarrollo.

Bn términos de la variable estandarizada, se habia visto que

lmax (A) = = -;‘- n log (z‘“"a;z‘” n) .

v
El problema reside en que en aquellos modelos de los que habla-
mos hace un momento, puede alterarse la suma de cuadrados S(%;Z)
al reescalar las observaciones originales; eato es, bajo la re-

% P ) .
escala Y Z-wY ; Y "no va a dar a un término wY s Sino que nos

.iﬁzjiznffé,__.,



28.

sobra un elemento:

W WY -1 _ wY} LA L3
A QA P

N ,
WAF;-\—]:] +-l_:\ (w? = D

= w®e T(w? - 1)

Y

S|

siguendo- el mismo desarrollc vemos que'

@y

1 \J » \‘, S ‘ »
z E,Zm,‘—‘*‘—’ 7 a‘.Z(m+ (sza,3+3"«-9) - : 2.15

- Y .
donde )-es el vector con elementos A'(1 - w?)/ I, considerando

que J% 5 w35, y por tanto

sz'a1'9+9'ar9
YATPWALY

1

La familia de transformaciones 1.1 pi‘ede ser definida de muchas

Laax(2) -*->Iaax(2) = 5 n log <1 + 2,16

maneras, con tal que se den simultdneamente la continuidad en
A= 0y la invarianza bajo escalas. De hecho, la familia 1,1

puede ser considerada como un caso particular de la familia

A A )
r=° A# 0
(AN ’
Y. = 2,17
log (Y/C) A= 0

aqui C es .una constante positiva que estid medida en las mismas
)
_unidades de Y y 2= ¥®V3~.

N, T3
Bajo la misma reescala: C —“>wC, tal que Yf._ .."L-»wlii), entonces
" 8(23;Z) es invariante bajo la escala; y comg Y ;m + sz en-
tonces
' ' a y 2 3!
2™ a 22 a 2 (220 a )+ NVac) 2,18

N,y )
donde el vector cuyos elementos son C /3" se denota como Caw .

rmpi

e b et s el aid S

Lome praat e g

ot P e i ad
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“'Nétese ademds que J. = J. ELl téraino en el paréntesis tanto en

la expresidén 2,16 cono en la 2,17 es cero si la condicidn si-
guiente se cumple: el vector de pardmetros & tiene un parimetro
que representa una media general, con la correspdndiente colum-

na en la matriz a que consiste de unos; entonces todo rengldn

R 1
o columna de a suma cero (l a¢ =0 = arl); y por tanto se lo-

grard la invarianza bajo escala.

Schlesselman, finalmente expone varias familias de transforma-~
ciones que son invariantes bajo escalas y continuas en A= O,
pero tienen la desventaja de ser relativamente dependientes de
los valores de la muestra. Las expresiones se obtienen susti-
tuyendo C en 2,17 por la esperanza muestral (¥); la media geo=~

métrica muestral (Y¥) o la media muestral (Y').

Se puede concluir que si se incluye un término constante al mo-

delo, se lograrid la invarianza de escala
8. TRANSFORI{ACION DE VARIABLES EN SISTEMAS DE ECUACIONES SI-

MULTANEAS

Una vez mis es usada la familia 1,1 por Tintner & Kadekodi; en

el sistema
AT+ E=0 ' . 2419
donde A es una matriz de orden g y Y tendri dimensién n = g + h.
Si se particiona de una manera convgniente el vector Y;
Y
()

donde Y, es un vector de g variables enddgenas y Y, de variables
predeterminadas, y se particiona también A, de forma congruente
a¥Y

‘A = [A, R A,_]

e g g a4

»

O A et LT R
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‘se tendré que 2,19 se puede expresar como
ALY, + A, +& =0 0 o 2420
Aplicando la transformacidén a 2.20 se tiene
AP A yWeg -0 221

ahora Af y A: van a ser las matrices asociadas con las variables
transfogmadas y £%el vector‘de errores después de la transforma-

cion,

Del sistema 2,21 se obtiene la forma reducida
a) o ) -
e Y A e o 2.22
entonces Lmax(A) correspondiente a este sistema es

“% log €(»;Y) + (A= 1) 2 Zlog Yiz+ g 0 loglal s
t .

maximizando por el método de minimos cuadrados, se pueden esta~
blecer intervalos de confianza, y se continla con el proceso de

prueba,

' Si se usa un valor de A en las variables endbégenas distinto al

de las predeterminadas, se dificulta el calculo del procesb,

~gobre todo si el modelo es no lineal,

‘9, UN ANALISIS DE TRANSFORMACIONES PARA SERIES DE TIEMPO ’

'Ansley.WSpivey y Wrobleski usan la familia paiamétrica de trans

-formaciones propuesta por Box & Cox para lograr un proceso ho=

mogeneo y eatacionario en series de tiempo; desarrollan después
de haber llegado a este proceso la funcion de verosimilitud, y

un algoritmo del parimetro A.

En esta seccidn pensaremos que Y = ¥, son observaciones de una

serie de tiempo, Supbngase que YR Yi”, definida por 1.1, si

it ¢ e e i A it A e
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gue un proceso ARIMA (Integrated Autorregresive - Moving - Ave-
rage) de orden (p,d,q) se supone que ¢, sigue las hipdtesis idea
les. Los parametros de este proceso serin los autorregresivos:
¢.,...,¢P y los de promedio movible: 8, y4..,48,;d €5 el término

. constante del modelo '

U( =®- U\.;+...+ ¢9Ué++6“-elia-\-...-9%54-5 ' 2.23

donde Uy =V’ T es la d-ésimi diferencia de Y. Es obvio que
U, forme un proceso ARMA (Autorregresive - Moving - Average) de
_orden (p,q), pues, como ya se me ciond antes, Y formaba un pro-
ceso ARIMA; entonces tomando d observaciones transformadas (Y¢)
fijas y.multiplicando por el jacobiano de la't}ansformacién pa-

ra la d-ésima diferencia; la densidad conjunta de Yéﬂes

=%/
?(Yu\ \'Y:’?... ’ \(:‘:}“ , ¢,e' (S‘G“" ‘A\ - k?.“'al) \M\y‘éx? {-— LS_%#l_‘& J 2-?—“\

donde M es el inverso de la matriz de cbrrelacién de la nueva
serie U, y S(3;U) la suma de cuadrados de los residuales de U:.
Como se puede'noéar, 2.2k es la funcidn de verosimilitud, pues
[H\ esti cercanoc:a uno y puede despreciarse, Por tanto toman-
do logaritmo se tiene '

S(»:0)

. n 2
L @ -3 logC™ - 5ot

+ log J,
Maximizando respecto a los parametros
' IAax(TA) & - % log i(—}i-{-l-)- + log J 2.25'

\
sl estandarizamos U, : Z?

Uy /3™, 2.25 quedard expresada como

Lnax{(\;2,) = K -

n S(;ZY)

5 log 5

y por tanto el estimador miximo verosimil de A seri obtenido ami-
nimizando la suma de cuadrados de los residuales para las varia-

bles estandarizadas,
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10, OTRA EXTENSION DEL ANALISIS DE TRANSFORMACIONES

‘Es iinpoftani:e el poder aplicar mds de una transformacién a un
conjunto de datos, para obtener simult&neamente las hipbdtesis
ideales,

Wood,' supone un parametro A que define una transformacidn; su=-
pone ademas que E(YY) no logra: una forma lineal, asi que propo-
ne otra transformacibn M, aplicada simultineamente con 3}, para

inducir normalidad, Para ésto, definimos
v= £ BE™) 2.26

la transformacidn de la esperanza .de Y™a 1a escala original.

Entonces, paraAy A, fijas, y para la variable normalizada Zn). -

Imax (A, 2)

f

A
-1 1 108 TN AGD)

- —é- n log S(A,232)/n

s AT RN
Wood sujone gque A y A.pertenecen a la familia 1.1, asf ¥ y ¥

tendrin la misma forma.

Si A=2,, el caso se reduce al de Box & Cox, asi pues se consi=-
?era?\;!’;(. . Para hacer pruebas de hipdtesis, simplemente se
aplica 1.13

Lmax(?\,-/\‘) = MBX(X' ;\u) + I‘max(}’ ]A') - Lmax(Z, Al)

+ Imax(i"a') - Imax(a,ﬁ.) .2l27

los dos primeros términos de 2.27 son asintdticamente e inde-

pendientemente distribuidos como una 7(2.

1l. TRANSFORMACION DE VARIABLES INDEPENDIENTES

Box & Tidwell suponen que los errores en las observaciones son
independientes y se acercan a una normal con varianza constante;
asi que sdlo se preocupan por encontrar una transformacidn, pa-
ra 1:educir a su forma mis simple, la funcidn de las variables

~ independientes.

LY
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11,1 PROCESO DE TRANSFORMACION

Supbéngase que se analizan n observaciones Y, yo..,7a y 0 conjun-
tos de condiciones (variables independientes) a,;...,a. donde a;

es un vector columna de dimensidn k.

Supbngase que la respuesta E(Y;) es una funcién de las variables
Ja transformadas o = di{ay 321) (o0 =g e yiRT N7 Ay g aeghin) ¥ d€

los parametros © asociados a las variables transformadas:
TE(T}) = £(=1,0)

Supdngase que'/\ es la primera conjetura acerca del pardmetro Ai

entoncesnl “es el vector con elementos de la forma <« (a;, ,\M).

Si se expande la funcidn de respuesta en series, alrededor del

( . .
paridmetro ];')se tendrd aproximadamente

E(T;) = f(«"’ ) +Z>_‘(2H W) {l%%‘ail} 2,28
- ) ' (] 2(9) 0( 0({1

doﬁde . o

{ar(x,e)} - {Df(*.e)} {‘dew} -
) - P] % VAL )
oA PRI S W Heal?
LN

TAT_\} puede frncilmente calcularse, conociendo la forma de la

transformacidn <. mientras que {3%(-"2—_9) } necesita de un ajuste pre

~ liminar de las observaciones por el método de minimos cuadrados.

Digamos que el ajuste es

Y, = £(«76) .. : 2.29

donde 6 es el estimador de © por minimos cuadrados.

) {o)
Diferenciando la expresién 2.29 respecto a ¢i obtendremos valo=-

EARNIR)) .
res que gse aproximan a{-——-—'—-}; se sustituyen estos valores en
la ecuacidén 2.28 y se resuelve, Una vez obtenido el nuevo va=-

. . (o)
lor de »;se sustituye en el valor de Aij ¥ se vuelve un proceso




""iterativo, hasta obtener un valor del pardmetro de transforma-

cibn cercano al real.

Proponen Box & Tidwell que un método con frecuencia mas conve-

niente para encontrar valores de{égéiﬁﬂ. es calculando las par-

‘(d-‘;\ Pe
tes ortogonales degggﬁgr%. que no son mas que lss residuales
en el modelo; y al ir iterando, se puede observar, que el pro=-

ceso converge en la parte ortogonal.

Pueden construirse, otra vez, intervalos de confianza para los
parametros de la transformacidén, en base a dichas funciones
ortogonaleg y compararse con los obtenidos por el método de -
muestras grandes, Pueden usarse también pruebas de bondad de

ajuste y tener asi un andlisis completo.

12, = LA EXTENSION DE ZELLNER !

{
Hasta aqui hemos visto la transformaJién de la variable depen-

diente, o de la independiente, pero en esta seccidn, veremos la

transformacidén de ambas variables simultineamente.
Zellner considera el modelo

Y = a6 + €
donde a no necesariamente es lineal, ;l igual que Y,

Q)

) )
Supbngase .que se usa una » tal que Yo‘y a” son de la forma 1.1,

'entpnces la funcidn de verosimilitud 1.3 puede escribirse como

1
2at

(21 exp{ - - o) (v - a"‘e)} JaY) 2430

maximizando el logaritmo de la expresidn 2,30 respecto a e,«i y

A tenemos
loax(n) = = % log 6% (2) + (& -vl)E:Llog f;

donde RS ’ :
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0 = Kﬂ a 1&3 Y

y Be sigue el proceso visto en el capitulo I.

Como puede verse son muchas las aplicaciones y variaciones que

8¢ pueden hacer acerca de ld transformacién de variables y es

ademéds una teor{a muy Gtil en 1la practica, aunque a veces difi-
c¢il de usar.

[y
» R
2
-
.
*»
-

L N S R e s e T, »
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.~..: CAPITULO III

WILUSTRAGION DE LA TEORIA"

1. DESCRIPCION DEL EJEMPLO

Se intenta ajustar un modelo lineal a las respuestas obtenidas

de un experimento, que coneistid en lo siguiente: DR

Cuarenta y ocho animales fueron agfupados en doce celdas (cua-
tro animales en cada celda), se les aplicé un veneno y un tra=-
tamiento distinto por celda; en total tres venenos y cuatro
tratamientos, y se midid el tiempo de supervivencia (la unidad
fué 10 horas) después de las aplicaciones. -La tabla 3.l mues-
tra las reapuestas.

!
2., ANALISIS DE 'LOS DATOS -

Una griafica de la desviacidn estandar contra la media, muestra
una marcada tendencia a aumentar, dentro de las celdas, la va-
rianza, en la medida que las medias, también dentro de las cel,

das, crece, La figura 3,1 indica dicha tendencia.

Un anilisis de varianza de los datos originales, muestran una _
posible interaccitdn; ndétese el valor de los cuadrados medios de
p‘le

Es deseable que los efectos de venenos y tratamientos, sea adi-
tivo, asi, si @, - ©_representa el cambio medio en el tiempo

de supervivencia producido por el t-ésimo tratamiento y 6, - 6.
el cambio medio producido por el p-ésimo veneno, se tendria un

modelo de la forma
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Tratamiento
. A B c D
Veneno ) '
0.31 0.82 0.43 0.45
046 0.88 0.63 0.66
0.43 0.72 0.76 0.62
- 0.36 0.92 Otk 0.56
11 0.29 0,61 0.35 1.02
L | 0.40 0.49 04,31 0.71
L 0.23 1,24 0.40 0.38
: 0.22 0.30 0,23 0,30
0,18 0.38 0.24 0.31
0.23 0.29

0.22 \ 0.33

Tiempo de supervivencia de animales.q Unidad 10 horas .~

TABIA 3,2
Tabla de AnAlisis de Varianza para Datos no Transformados

Fuente de Variacién Grados de Libertad Cuadrados
Medios x 1000

Veneno . ' 2 . 516.5
Tratamiento 3 . 307.1
PxT - 6 | o uL.7

- Dentro de Grupos L 36 : 22,2

-
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+ (8, - 0)Q¢+;..+ (8, ~ 9 Yo, + € - 3,1
i . e ’

donde a; toma los valores 1 o O si el i-ésimo animal recibid o
no el t-ésimo tratamiento yo;.toma los valores 1l o O si el i-é-

simo animal recibid o no el p-ésimo veneno.

Es ficil ver que la matriz indicacor a, construida a partir del
modelo 3.1, no es de rango éompleto, por lo que proponen Box é
Cox, omitir los términos (04 - 8 Jay y (85 = 8, )ay.

Se puede escribir el modelo en una forma mas general
E(Y) = o, +Z',t(6t_- 0 )a,+ ZP(G,P- 0, N+ %(QLP- Oe.= 0.5+ 8 ay 3.2 .

y se puede obtener el modelo 3.1 eliminando la (ltima suma de
3.2 que contiene los seis parametros interaccidn independientes
.{no se olvide que sa han eliminado algunos términos para hacer’
de rango completo la matriz indicador, por lo:-que t = 1,2,3 y

p = 1,2); y tan solo quedan seis paréametros funcionalmente adi-
tivos. ' '

3. ESTIMACION DEL PARAMETRO DE TRANSFORMACION

" Como ya se habia visto en la tabla de Anadlisis de Varianza que

hay una posible interaccidn entre veneno y tratamiento, es nece
sario aplicar una transformacidn a los datos para poder ajustar
el modelo 3.1

Box & Cox propusieron la transformacidon de potencia 1.1 y trae-. -
bajaron con la variable estandarizada Zuqque tendra para 2§ O

la expresidn

»_ Y -1

2 A=l

= :

Ahora ya eliminados los términos de interaccidn, la suma de - .
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- ' E(Yl)f‘_’_e.;_—;f(e_;‘;.gt.) a._. : +_ 7' ._‘;V_.‘__’__- :., 7; -

4 (8 = 8)aikeent (8- é)m;+ & 31

donde a,; toma los valores 1 o0 0 si el i-ésimo animal recibié o
no el t-ésimo tratamiento yQ;.toma los valores 1 o O si el i-é-

simo animal recibid o no el p=-ésimo veneno.

Es facil ver que la matriz indicacor a, construida a partir del
modelo 3.1, no es de rangoydompleto, por lo que proponen Box &
Cox, omitir los términos (84 = © Ja, y (85 = 8 Jag.

Se puede escribir el modelo en una forma mAs general
E(Y) = 8, +Z¢(6L'- 8 )a,+ ZF(G.P- 8, Ve + Z;P(elr- B = 0.5+ 0 Jagt 3.2 ]

y 8e puede obtener el modelo 3,1 eliminando la dltima suma de
3.2 que contiene los seis parimetros interaccidén independientes
{no se olvide que se than eliminado algunos términos para hacer
" 'de rango completo la matriz indicador, por lo:que t = 1,2,3 y
p = 1,2); y tan soclo quedan seis parametros funcionalmente adi-
tivos. ' o

3. ESTIMACION DEL PARAMETRO DE TRANSFORMACION

" Como ya me habia visto en la tébla de Andlisis de Varianza que
hay ura posible interaccién entre veneno y tratamiento, es nece--
sario aplicar una transformacidén a los datos para poder ajustar
el modelo 3.1

Box & Cox propusieron la transformacidén de potencia 1.l y tra-. .
bajaron con la variable estandarizada Z(ﬂque tendra para A4 O

la expresidn .




" euadrados S(232) tendrid 42 grados de libertad (recuérdese que

eran seis los parimetros de interaccidnm).

Para diferentes valores de A\ se calcula Lmax(}) y P(A\Y) en un

rango aproximado para A\ de (-2, -1, 0, 0.5, 1, 2).

La expresién para ILmax()\) y P(AlY) (tomando en esta Gltima lo-
garitmo, i,e; usando L,(A)) para este ejemplo son respectiva-
mente .

- 2 108 | s(ni2)/48)

24

- log {s(,\;z)}- + 92,91

-2}

- -‘%": log {s( -,z)/ua} = o.866x10’m{s( 32

Ia figdra 3.2 muestra las curvas Lmax{(>) y P(A\ ¥). Analizando
"esta grafica, se ve que un valor Sptimo para A seria -0.75, gue
se- encuentra en el intervalo (-1.13, =-0,37) obtenido a partir. .

de 1,5 a un nivel de significancia del 5%.

También se puvde apreciar que la distribucién P(A\!Y) se aproxi-
‘ma a una normal éon media -0,75 y varianza 0,048; y.que el 95%
de la poblacidn se encuentra dentro de los limites =1,18.y =0.32 .

-Box & Cox propusieron un valor para A igual a =1 ya que era un
- walor apropiado para medir (podria interpretarse) una tasa de. -

'

mortandad. A

Analizandq la tabla de Andlisis de Varianza bajo la transforma=

cibén reciproca, ise ve que la hipdtesis de normalidad se da mds

cercana con los datos transformados. Compirese con la. tabla

de Andlisis de Varianza para los datos no transformados.

El cuadrado medio dentro de los grupos, se redujo casi en un
tercio y ahora se parece mucho a los cuadrados medios de los

venenos y tratamientos PxT.

De aqui podria concluirse que cuando los datos regresan a su

métrica original, la dispersidn de la distribucidn posterior
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”.TABLA 3.3

Tabla de Andlisis de Varianza para Datos Transformados A= =1
Fuente de Variacién Grados de Libertad Cuadrados
Medios x 1000

Veneno 2 568.,7

‘Tratamiento » . 3 22i.9

PxT . 6 ‘ 805

Dentro de Grupos ' AR 1 7.8
TABLA 3.4

Datos Originales Datos Modificados
(1 valor erratico)

Método de Vergsit?ilitud

75% intervalo de conf, (=0.95, =0,05) (=0.3. 0.05)
estimador maximoverosi- .
@il N\ = =0,75 A= =0.15

Método de Significancia .
75% intervalo dé conf. (-009' 0.05) ("1.2, 0.0)
minimo estimador F° A = =0.5 a=‘-0.5
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‘de los efectos se reduce en un factor de J?“.

Se podria analizar ahora el ejemplo en tres partes, como se
hizo en el capitulo I, de una manera tedrica; usando 1.13,
Supdngase primero que se ha escogido una X tal que se da nor-
malidad en todas las celdas pero no varianza constante ni a-

'difividad; entonces, para cada celda
W= gl+g; 3= 1lyeee,12

donde para la celda j; € es una normal esférica Nw, (0,G;I) ;

n-) = l'..o’l‘l’o

Considérese ahora que se logra la homoscedasticidad; entonces
se usa el criterio de Neyman Pearson (visto en el capitulo 1)
Yy por iltimo, se supondrd aditividad y se usara el criterio de
Bartlett: 1

Imx(%jAyﬁqN) = Imax(?x\N) + ' A
@, o
+ los[ﬂis (ram)/a)* 1 [1 +%:‘F(MZS}

) -35nl
(s (32)/n)t ] 2" 78

Ahora usando 1.1l5 se hard el mismo proceso y se tendré
. P(AALH,N)x P(A\N) P(c =0, .20 N). P(O, =0\ ,H,N).

El anilisis se hard a partir de las figuras 3.3 y 3.4 que. mues-
tran el efecto que tiene el incluir secuencialmente las hipbdte=~ .
sis N, Hy A

Primero '‘se ve a partir de Lmax(AlN) y P(RIN), que es insignifi-
cante la informacidn acerca de A\ que proporciona la normalidad
dentro de las celdas; mientras que, considerando varianza cons=
tante, mejora de una manera conmsiderable la informacién acercé
de D\ ; sin embargo, esta informacidn no mejora mucho vsuponiem’io

un modelo aditivo, lo cual lleva a concluir que la verosimili=-

..tud estd determinada por la .homoscedisticidad.
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Finalmente, se analiza a partir de la curva M(»;Z) en la figura
3¢5 que la restriccién de homoscedasticidad es, en efecto, com-
patible con valores de A en el fango que incluye el valor) = =13
y la curva F(2\;2) ihdica que en e]l mismo rango, los datos son
consistentes con aditividad, Se ve ademés que M(23Z) alcanza

su minimo cercano a A==l

k., LAS PRUEBAS DE ANDREWS Y ATKINSON

Podrfamos ahora aplicar las pruebas T, y T, propuestas por An-
drews y Atkinson respectivamente, y comparar con el anidlisis y
resultados anteriores,

Usando la estadistica T. (2.1) se encuentra una regidn de con-.
fianza parai de (-1,18, 0,40) a un nivel de asignificancia del

5%, este intervalo contiene el valor\= =1, Pero se encuentra
{

Como habfamoa dicho en el capitulo II Andrews investiga qué tan

un valor Optimo para » de =0.5.

sensible a los valores errdticos son los métodos de verosimili-
tud y el "exacto" y encuentra que los estimadores maximoverosi-
miles para el método de verosimilitud se reduce mucho dentro del
75% de los limites de confianza; véase tabla 3.4

Es fécil ver que el estimador maximoverosimil se vid altamente

afectado, mientras que el estimador F-minimo no se vid afectado.
De los intervalos. de confianza, el mas afectado fué el obtenido
por el métﬁdo para nuestras grandes. . Razones por las cuales se

habia concluido, en el capitulo II seccidn 1, que el método de

. yerosimilitud es mis sensible a fallas de normalidad.

La figura 3.6 presenta la potencia de la prueba para diferentes
valores de » ; para probar A= =l. En ella la pendiente de la

curva indica la potencia de la prueba ain tomar en cuenta el ta- ..

mafo.

TSR
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~Atkinson tan solo aplica su prueba a este ejemplo y hace compa-

raciones con las estadisticas anteriores.

La regidn de confianza obtenida a partir de T, e8 (~1.09,0.41)
al mismo nivel de significancia, Haciendo una comparacidn de
loq tres intervalos de confianza obtenidos, el mayor es el ob-

tenido por el método de significancia (de Andrews)

Haciendo la comparacidén a partir de la potencia de las estadis-.
ticas pa}a probar ) =-1, se concluye que las pruebas que se deri
van de la funcidén de verosimilitud, son uniformemente mis po.=
tentes que la prueba exacta (recuérdese capitulo II seccibén 3)
Una de las razones se como se vid en el capitulo II, que la ba-
ja potencia de la esfadistica T. se debe a la omisibén del jaco=
biano; y la otra razdén es que T. esta basada en los valores es-
perados por celda, por tanto no se obtiene informacidn acerca
de la transformacidn; de aqui que la tabla 3.4 muestre gue T.

ea mds robusta que T, , bajo la presedcia de valores erriticos,
Se ‘ OTROS CRITERIOS PARA SELECCIONAR TRANSFORMACIONES

Aplicar el criterio de ﬁinkley, para seleccionar el'paféhetro de
transformacidn, seria de gran utilidad, pues daria un valor a
priori de A que nos acercaria bastante al verdadero valor de A
y ahorraria mucho trabajo, ademas que el valor seleccionado -
bajo este criterio, nos acercaria a la simetria de los datos;

punto esencial para la normalidad.

Aplicaremos entonces 2,14, usando_como‘eecaln muestral, la des-

" viacidnestandar y el rango interéuartil; la tabla 3.5 nos dara

una idea de los resultados,

Puede observarse que el valor de N\ para el cual X es mas cerca- .
no a cero es -l;' ademis de que 5 usando %~ f.or da para 3= -1

el valor mis pequedo, se habia visto que era mis robusto calcu-




Medidas de Agimetria

Media Muestral
Hedigna Muestral
De_ev. Estandar G
Rango Interquartil
Valor de X usando¢

Valor de X usando RI

TABLA 3,5

para Datos Transformados y Escalas
Parimetro de Transformacién N\

-1 0 0.5 1

“1.62  -0,86  -0.66  -0.52
-1.50  =0.92  -0.74%  -0.6
1.18 0.49 0.34 0.25
1.73 0.73 0,48 0,33
-0.10 0.12 0.24 0.32

-0,07 0.08 0.17 0.25

=0.35
~0.42
0,16
0.15
0.4l
0.k




AU

4a,

lar X usando el rango intercuartil como medida de escala, que u

sando la desviacidn estindar. Ademis puede observarse que el
valor de A aqui obtenido, es el mismo que el propuesto por Box

& Cox, y el obtenido a partir de la estadistica Ty o

S
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CONCLUSIONES

Como ha podido verse a lo largo de todo este trabajo, se llega
por lo general a conclusiones similares, aplican&q diversos mé-
todos para probar transformaciones. Estos métodos tienen sus
ventajas y desventajas, y en algunos aspectos unos mejores que
otros. Por ejemplo una gran desventaja del método para mues-
tras grandes, es que los lim;tes de confianza y las pruebas ba-
sados en este método, tienen solo validéz asintdtica (como el
mismo método lo especifica) y el niimero de parimetros debe ser
pequeio comparado con el de observaqiones. Sin embargo las
otras pruebas tedricamente podrin ser mas robustas y mas poten
tes, pero no son aplicables ya sea por dificultad en su calcu-
lo o por ser poco practicas. Otro ejemplo es, el hecho que An
drews hace notar de que el método de mixima verosimilitud puede
ger se@sible a los valores errdaticos; sin embargo, todos los
métodos, razonablemente eficientes, dependen de una manera cri-
tica, de las nbservaciones extremas.

]
En suma, la eleccidén del método a usar dependerd, en gran par-

te, de las ponderaciones que se den a la normalidad Yy a la sim-
plicidad en el mcdelo; de la "interpretabilidad' de uha trans- k
form#cién particilar; del tamafio de la muestra:y, a través de
ésta, la relevancia de las propiedades asintdticas de la fun-
¢idn de verosimiiitud, y finalmente-de los posibles tratamien-
tos de los valores erraticos o extremoé y de otras desviaciones
o fallas de normilidad., . "
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