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INTRODUCCIO.'Il- .AL APL. 

El lenguaje trad~cional usado por las Matemáticas posee muchas deficien-

cías que f:r:ecuentemente acarrean problemas, tales como la falta 
, . cOllllID.iéaciól1 

entre, las personas que se dedican a transmitir y recibir ideasmateWi.ticas. 

EsU fue una de las principales· razones que motivaron a KeIllleth E; Iverson 

a construir ,un nuevo lenguaje matemático que vir:ilera a terplinarcon los graí).­

des defectos que adolecía el lenguaje tradicional. 

Mencionaremos algunos de los más grandes inconvenientes del álgebra tradí­

cíonal: 

1. - La ambiguedad. Esto quizás es uno de los más grandes problemas del álge-
, ' 

bratradicional.Por ejemp19,cuando ténemos la expresion 

c=ab 

ho sabemos si ,ab es una variable por sí misma o síes el producto de a por h., 

Por otro lado, con respecto al signo 1.,.I,ignoramos si se Je ,asigna a e el valor 

del resultado de l~s operaciones de la der~cha,o si simplemente 'se esta 

bleciendo l.U1a .. hipétesis acerca de si.ces igual a abo 

l.-La arbitrariedad para definir variables.fu el álgebra tradicional 

den ,u.c ... "'.Ul. casi arbitraTlamente variables sin seguir l.U1a regl!J. definida. 

ha de' ello es J,a utilización indistinta de letras mayúsculas o 

alfabeto español,griego,hebreo,etc.Existe cierta anarquía.pués cada persona 

adopta de hecho su propia' notación. 

anarquía en la sintaxis.Debido a causas ajenas a nosotros,se nos h~.· 

heredado IlJl¡l sintaxis bastante arbitraria en cuanto al leI~guajematemlitico.Por 

ejempJ,o,si queremos calcular él seno de X,primero se pone 

el argumento 

SEN X 

pero sucede al revés con el factórial 

operador y luego 



X! 

y en el caso del valor absoluto de unllÚmero,éste tiene un símbolo qtle lo 

cede. y otro que lo sigue 

IXI 

4. -Reglas arbitrarias.y confusas en lo referente aprioridades de los opeti!,. 

ddres.Este es. un problema que a menudo causa difieultades,sobre todo cuando. se 

trata de expresionesalgebrliicas muy complicadas. 

Todas . estas fallas son debidas a que este lenguaj e . ha surgido las na-

ées.idades qQese h.an planteado en tocj.a la historia de las Matemáticas ,y lós 

. grandes mat~m¡iticas no' hán preocuPado mucho en. corregir estos errores. 

APL CA Programming Language) es un intento bastante fructífero de terminar 

con tódo5 losvicios.di'll lenguaje tradicional. Vale la pena acla~rqile APL. 

es 'sólamente un lenguaje de programación más,como Algol o Fortran,sino que es 
. . 

1.ll1a redefintción del lenguaje algebrnico que tiene extensiones muy poderosas y 

útiles en la resolución de PIPblemas de variadas índoies . 

. Ai'L tiene. la gran virtud no exigircOffio pre-requisito el conocimiento 

desistemascomputacionale.s para el principiante.AUn sin el auxilio una . 

computado~a,elAPL PUede súbstituir efiCientemente al lengu\lje tradicienal en 

una cátedra de Matemáticas. 

Entrando en materia.un número escalar en APL se define en cualquiera de las 

siguientes. maneras , 

1.-Una sucesión no vacía de dígitos(Q.l,2,3,lf,5.6,7,.B,9). 
. . 

2.-Un carácter ,-. (léase negativo ,que es distinto a la funci6n '-' que Se 

ver~ posteriormente) seguido de una sucesión no vacía de 

3. -Una sucesi6n ded1gitos seguida de un '.' punte) seguido de una 

sucesión de dígitos (al menos un dígito a la derecha. o izquierda del 

4.-lJncarácter '-~ seguido de una de dígitos, seguido de ,un pUnto, 

"''''l';W,UV, qe ~ suc~sión de dígi tes (al menos un d1gi to a la dereeha o izquiér-



da del punto). 

5. - Cualquiera de los casos anteriores seguido de una 'E' ,seguido de Olal-

quiera de los casos anteriores. 

Ejemplos válidos de números escalares son: 

3.1416· 

.5 

0.0 

Una variable enAPL es cualquiera de los siguientes caracteres:;¡1 B C. D E R 

GHIJ L NOP RSTÚV¡;¡xiz/:,4ª-rI.lliif..íif1I.rl.lf.Lid.N. Q 
, 

S.¡ rJ.. 1:: !il.Xr z. A~seguido de Una.sucesión arbitraria deestos.caraeteres o dí: 

gitos(n6tese que unavariable no puede comenzar con unclígito). 
. . 

lJ~ vez hecho eSto ,podemos empezar a es t~dia,r. lasfuriciones p:rimitívaS .que 

son que nos proporciona el sistema APL.~ifere~ciadelAlgebra traqi-

cional,el APL no distingue prioridad .entre sus: o:péraeiones.APL ejecutará sus 

. :fimciones Siguiendo un orden estricto rIe derecha a izquierda.Laúnicamane~ de 
.' e 

. modificar es;te orden es la intrqducei6n de los paréntesis 1 (1 Y f) 'que siguen 

reglas que e~ álgebra tradicional. Siempre se· ejecutará primero una 

encerrada entre un de. paiéntes:is 

sintácticas de parontesis.entollces 

las 

1. -Al re<;:orrerse una expresión de 

sis '(' siempre sera menor o igua~ que ')' 

n.o CUfl'lplirse estrictament~ 

producir1i. un error de sinta-

a derecha.el n.úmerode par&1te:-

2. -Altenninar la expresión.el número total de 8mbas clases de paréntesis 

debecoinddir. 

Las' funciones primi tlvas se dividen en dos grupos pri,ncipales :monádicas 

diádicas. 
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Funciones nonádicas son aquellas que s6lamentetienen. un argumento a su de-
,! . '., 

recha.las funciones diádicas tienen un argumento a su derecha y otro a su iz-

quierda. 

Bnp~zelllos por definir las funciones más elementales ,y que son las llamadal; 

funciones primitivas escalares: 

't '(identidad) en su forma monádica deja a su argumento in~a:riable • 

. 't '(adición) en su forma diádica suma el argunento de la derecha con el de 

la izquierda. 

t7~5 

7.5 

3t8.5 

++5+5 

10·\ 

1_' (simétrico) en. su forlllamonádica nos entrega el inverso apitivodelllú-
.' , ,', , . ;. 

!nero en. c).lestiómAquí hacemos un paréntesis para aclarar que también existe el 

s.imbolo .-, (negativo) que no eS una fúnción sino' que esparte de un. número :j' 

COn .eSo Se hará notar que elnÚlllero es menor o igual que cero .. 
. , '" " 

su forma diádica la función t '(substracción) nos entrega· la rest¡1 te~ 

niendo como minuendo el primer argumento yeamo substraendo el segunq.o. 

6-3.5 

5 

8 

--8-5 

13 
. '. 

'x' (signo) en .su forma IDO.nádica nos entrega slo tres valol'¡;;s,a saber:. 
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1 si el argumento es mayor que cero. 

Q el frgumento eS cero. 

-1 .si el ar~ento es menor que cero. 

1 x t (mul tiplicici6a) en. su fOIma diádica multiplicará el arguménto izquier- i 

do por el derecho. 

15 

1 

'1-' (recíproco) en su monádica nos entrega . invetsomultiplícatillo 

.Nótese que es tm error estafunei6n con argumento 

etl:oc1:ua la divisi6n del argUmento izquierdo(dividendo) entre 

a~umento derecho(divisor) en su forma diádica. También es tm error si élar , 

gWI"""'''V rl"'·rAc·h" tiene valor cero. 

H5 

·0.5 

'l' (piso) en su forma monádica nos entroga el máximo .. entero menor o 
igual que el argumento . 

.. ' L '(mínimo) en Su modalidad diádica nos entrega el menor 

"argumento, derecho e izquierdo. 

entre su 
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! r ' (techo) monádica ,nos proporciona comoresul tado el mínimo entero ~yor o . 

igual que el argúrnento~ 

6 

5 

'r! (máximo)' diádica da como valor el' inayor entre ambos ar~ntos. 

r.s.7 

4 

.fa.vfs.5 

l*'(exponencial) monádicanos entrega el número e(20817281728. o •• ) elevado 

argqmento esp~cificado~ 

'*'(~tenciaci6n) da como valor a,rgumento izquierdo elevado a la pOten-

. cia espedficada: por el argumento dereto .. 

te'{logaritmo natural) monádica es dI logaritmo natural del argUmento (que 
,l' , 

tiene que lIlB:yorque cero J. 

'e' (logai',itmo)en su versión diádica. nos da el logaritmo con basé el). el 

gumento izquierdo del argumento derecho (ambos tiel).en que ser mayores que' ce'foJ. 

1 l' (valor absoluto) monádica eS igual al argumento si este esmayo:r o 

igual que cero y.el simétrico del argumento éste es menor que cero. 

'1 '(residua)es en su fonnad,iádica definida como sigue: 

AI~+ ... 13-( !A)>iLEt!A st MO 

B si A=O B>O 
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y nos da error en cualquier otro caso . 

.s¡ 2 

2 

215 

1 

5.7 

'1 '(factorial) !Aen su forma monádica se define en genera:1como la función 

Gálnma de A+1,y si es entero no negativo,enparticu1ar,c9mo el factorial delá,~-' 

gum~nto A. 

'! '(coeficiente binomial) se define como, 

ME+ +UB)"(!A}x;(B-A) 

'o' veces 3. ~4159 .•. ) en su forma monádica nos da el número PI multiplÜ;!!:. 

do por, Su argumento. 

I:ln ,su forma diádica AOB nos entrega la siguiente: 

A 

o 

2 

4 

5 

resultado 

seno E 

ángulo cuyo seno es B 

coseno de B 

. ángulo cuyo coseno es B 

tangente de B 

. ángulo cuyá tangente es B 

(itE *2}*O.5 

(-1+B*2)*O.5 

seno hiperb61ico de B 



A 

-5 

7 
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resultado 

ángulo cuyo seno hiperbólico es B 

co:¡;eno hiperbólico de B 

ángulo cuyo coseno hiperbólico es B 

tangente hiperbólica de B 

ángulo cuya tangente hiperbólica é~ B • 

'-' (negación) sólo' tiene versiónmonádica y únicaménte puede tener dos argu­

mentos:O ó 1.Sí su arg1.llllentoes o nos entrega 1 y si es 1 nos entrega .0. 
. . 

Las fUnciones '/\ '(conjunción), ! Vi (disyunción), '1'1" (negaei6nd'i 'IaconjuhcióIl)~ 

''1"' (negación de la disyunción). sólamente pueden tener en ambos' argumentos ó· . , . 

y, todas ellas son' diádicas. Los resultadts estándados.por la siguiente itabla: 

A B AAB Av"B AtIB A'o'B 

o: Q O O 1 1 

O 1 O l 1 O 

1 .0 O 1 1 O 

.1 -1 1 1 O O 

Las funciones de relación '<::' (menor), ,,;;, (menor o igual), 1,: I (igual), '2:'.(mayor 

o igual) ,'>'(mayor),';tl(distínto de) son todas ellas diádicas ysó10pueden er­
tregar dos tipos devalares: 

Q si1a relación es falsa, 

1 si la relación es verdadera. 

1 

o 

as5 

1 
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1 

al azar) de gran utilidad poste-riormente en es . . . ~ 

té trabaJo. s,u forma mbnádica nos genera un. entero al azar éntre ·1 y el.erite-

ro Ilosítivo(forsozaménte) que se . .1e da como argtUll.ooto; . 

Hasta ahóta se hall visto Una serie defunciones que aparentemente están def!. 

s610 para escalares.Uha de las grandes virtudes de APL es qu~estasfun:: 
. " ' . " 

~ionés son manejables con otro tipo de estructuras,a saber': 

Vectores,matrices e·hipennatrices. 

Las fu,ciones monádicas' funcionan con cualquier tipo de .estas estructuras,}' 
" . 

10 que hacen es que calculan la función de cada. elemento de la estructuta)gene-. 
• ¡ , , • ' .' " 

rando una estructura de ¡as mismas características en cuanto a dimensiones. 

P 

-3.7 1+.1 5.7 1,.2 

2 6 3.8 o 

LP 

1+ 5 -2 

2 6 3 o 

Las funciones.diádicas operan bajo' las .L!;,.,."'"HI.<::;:> restricciones: 

l.-Un escalar y cualquier estructura. como atgumeJltos. 
. . , 

2.-Dosestructuras de la misma dimensión como argumentos. 

En el primer caso se aplica la función .del escalar con cada uno de 

¡néntos . de' la estructura dando como resultado una estructura de la misma:~ 

si6n~En .el segundo caso' el resultado se obtiene operando los e1ellientos, 

dentes en cuanto a su, posici6n en 3IIIbos arreglos. 



215 3 2 1 

11 O 1 

A 

!j. -7 6 

-5 6 .4 

1+ O 1+ 

8 

6 3 2 

-t¡. 3 1 

1+ 7 9 

A>B 

o O 1 

011 

. O O O 

1 0·00 01vO O 1 1 O O 

1 O 1 1 b 1 

P?-ra representar un VectoreuAPL bastará. poner sus coordenadas .separadas 

por cUf!l1domenos un espacio en blanco entre sí 

60 . ·2 

s¡eriÍ Un vec;:tor dedimensi6n6. 

La representación de vectores y matrices será indirect:a,y su generación, se 

. verá posterionnente •. l 

La función '1' (generador de índices) es de gran ímportancia y sólo acepta 

moargumento· en su forinamonád:i.ca un entéro ÍlO. negativo.El resultado,si se apli 

ca la función t 1 I al escalar N es un vector de N dimensiones con lospriíneros 11 

eriteros(sin incluir al cero) .Sise le ,aplica alesealar o,el resultado es . 

vec,tor . vac~o. 
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l6 

1 3 ti S 6 

lO 

Ot;ra función puportantees lafúnción 'p'(dÍll1ensi6n) que en su fopru¡.monádi-' 

ca nos entrega un veétor de dimensión Nldonde Nes el espacio de laestructilra 

de cual se trata) . Por eJemplo~vector,dimensi6n 1.matriz,dimensi6n 2.jüP€.TIlia-

en el ~5pacio tridimensional,dimensión 3.~tc.Los valores década coordena­

da.son las dimensiones de renglones.columnás~etc. 

P¡S 

5 

-3' 4 1 

.0 2 3' 

pA 

23 

B 

2 5 7 

3 ti 2 

2 O 

2 22 4 

3 l¡ 7 

1 5 6 

L 1 1, 

1 1 ·1 
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.. I 

4 23 

Ensu fonna diádica,la función !p' (reestructuración},es generadora de 

. cualquier tipo de estructura que maneja APL.Suargumento izquierQo debe se! 

un vector con elementos enteros nonega.tivos,cuya dimensión vendrá a ser· el. 

pacio del arreglo(1,vector,Z,matriz,3,hipennatriz en el espacio tridimensi9-

. nal ¡etc. ) . El argumento de la derecha puede ser cualquier estructura algebráica 

y la va a recorre prinéipiando con la última coordenada del espacio (en .e1 ca'" 

so de ntatrices,porejemplo,primero columnas y luego renglones) . 

. El resultado de esta opera~ión vaaser Henado tambioo empezando por la 

tima coo~de~ada del espacio y si no tiene suficientes elementos, regresará otra· 

vez al principio para seguir llenando hasta concluiúPuede tanlbiéndarse el cj! 

so de que haya sobrantes en los elementos de la estructura del argumento dere-
j. 

cho.los ejemplos a continuación ilustrarán mejor esta situación. 

2p;l+t2 

23 

23p14 

4- 1. 2 

2.3 t¡.p23¡n4 

1 23 1+. 

:1 2 3 4 

1 :2 3 4-

1 234-

1 234 

12 34 

·Antes de seguir adelante,debemos definir úna función vital para ·APL,Ya ·qúe. , 
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,<1 traVés <le ella podemos almacenar valores que después podrían usarse.N9s refe-

nmos a. la fun,ción '+- '.(asignación) que sólarnente puede tener fonnadiádica. El 
. \. 

argl,Jlllento de la izquierda debe de ser siempre una variable y el de la derecha 

puede ser lUla variable o .cua1quier expresión de APL válida. Si' a la ·derecha .se 

usa. cualquier variable,ésta debe de estar definida anteriormente. 

A+-2 3P13 

B+-Al5 

C+-O. 5><C+-A lB 

En álgebra tradicional juegan un papel muy importante los slmbo1os L: Y TI.~ 

AP~ es muy fácil manejar este tipo de operaciones que no sólo se restringen ·fl··· 
, ,,' "", 

la suma y la multiplicación ,sino a cualquier tunción'primitiva ,esca.lar diádi'ca.· 
, i ' , 

El nombre de la función es reduccióny se expresa de la siguiente manera: 

flA 

donde f es la tunci6n primitiva escalar diádica que se va a aplicar al argum~nto 

A.Si A es e1~acío .. nosentregará el elemento neutra de la función(sl existe).A 

puede ser cual9.uier estructura numérica. Si es un ~sca1ar,.lodeja.invariartte;·si 

s.étTata de un vector ,aplica la función a cada par de elementos o resultados 

parciales empezando por la derecha 

+/16 

21 

-/.5 

3 

En el caso de matrices se aplica a las colUlilllas,dando un vector 
" ' ~ 

x/I+ 5p1+ \4 

240 360. 480 6(}0 

Siempre el result;¡¡doserá una estructura en una dimensión q.e1 'espacio.más _ 

baja,y siempre se al)lic~:r:á a la última coordenada. del.argumento, 
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S1. en el caso de matrices ohipermatrices se.quiere que la oPe.ra,ciÓn Se 

aelique a la primera cooDfenada del espacio ,en vez del símbolo '/' 

el símbólo lf I • 

x f4 5;p.1 +14 

120 12.0 120 120 120 

pondrá 

En el caso de hipertnatrices,si se quiere que esto se haga en cooro,e~dasÍ!!. 

teriores,entonces se tien~ CjUe.especificar el número de coordenada tomando en 

cuenta que la primera coordenada es la más interna.o sea q~ si 

A-f2 4 6p2 ª 
entónces L/A es equivalente a l/CiJA y LfA. seria 10 mismo que L![3Ji!,.pero en. 

este cásosí tenemos 

A+2 4 6ptlO 

1 :2 3 1+ 5 6 

7 él 9 1.0- 1 2 

3 1+ 5 6 7 B 

9. 10 2 3 1+ 

5 6, 7 íl 9 10 

1 :2 3 1+ 5 6 

7 8. 9. 10 1 2 

:3 1+ 5 6 ,7 S 

l/A 

113 :1: 

51 1 S 

. L/[2]A 

1 2 l' 21 2 

1 2 3 4 1 2: 
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LH 

1 2 3 4. 5 6· 

1 3 .4 1 2 

t.;. 5 6 1 2 

341 231+ 

Nót;¡.e en el vector del .espacio de la matriz que se suprime la coordenada a. 

través de la cual se hizó la operaci6n. 

Cuando se deSea referirse á ciertas coordenadas de un vector' se usan lGS 

cor91útes ~ ( I Y t] I • La fonnada hacer esto' es poner el \ >nombra de! vector, ab:l'Ír 

los corchetes y poner el vector de coordenadas q¡;te· deseruuos extraer .I:rtjnediata:-, 

después se cierran los corchetes. Si 

A+2+15 

A[ 3 

3 5 7 

2] 

.4 

Si ya 

coordenadas'· 

referiIOOs a ¡natrices ó hipennatrices es necesario separarlas 

laSdist~ntasdimens~ones.por 

qu~ el espacio delarregló.Si 

carácter ~;' .SifmlPt'e Aeberáh~ 
. . . 

carácter '1 . va precedi~ó de 

nada o de otto !; I se referirá atorla ladiJnensi6n.SieinpI1" a laizqmetda irán 

. las di:rrrensiones mas exteriores •. Tomemos por ejemplo 

A+2 3 4: 5p17 

A 

1 2 34:5 

6- 7 12 3 

45&7:1: 

231+515 



712 3 1{ 

567 2 

3 l.j. 5 6' 7 

1: 2 3 1{ 5 

6 7 1 2 3 

ti. 56 7 1 

231+ ;) 6 

7 i:1 3 4 

5 6 7 1 2 

3 4 5 6 7-

1 2 345 

6 7 1 2 3· 

l.j. [:; 6 7 1 

:2 34 5 6 

7 1 :2 3 I¡. 

5 6 '1 1 :2 

3 .456 7 

1 2 34 5 

6 7 1.:2 3. 

I¡. 5 6 7 1 

A(2~3;1,¡,;5;¡' 

-16'" 
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!l[2¡2;2;21 

,3 

A[1¡3¡;J 

6 7 1 2 3 

1+ El 7 1 

2 <3 1+ 5 6 

7 1 2 1+ 

;1 ;3,] 

1 2 .3 1+ 

A[;; ,2J 

2 7 5 ,3 

1 6 4 2 

7 :5 3 1 

642 7 

5 3 1 ti 

1+ 2 7 5. 

ahora listos para definir la fUnción '1 "lposición) en: sufOl1lla. diá-

dica 

V18 

El, argumento de la es un vector y el de la derecha CWllqmer 

'estructura;nos "",'1-,...,,,,,, como valor la c09rd~'mada de la prilÍlera a¡>ariciónlde :i,:z" 

quierda a derecha) de 8 en v.Si no aparece ni una sola vez entqncestend~á 

mo: valor 

( ll;)tPV 

La estructura generada del, mismo t~po del argumento a laderetha(ct'iJe 

'no d~, de Ser un escalar) .~ 
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S+-2 3P14 

.8 

123 

l.¡ 1 2 

123 

412 

¡ Una función, diádica de gran importancia para es te trabaj o es la función 

17' (distribución ,al atar) cuyos argumentos son escalares enteros positivos 

nos entrega un vector dimensión A cuyos elementos el;~ogidos ,al 

. del vector lB • Nunca se repetirán elementos en el vector resultado~1(or 19' Cual . ' 

A debe. de ser ¡ Jjleuor o. igual que 

5?6 

.6214.3 

. La función f.' (desa.rrollo) en su foma rnonádica convierte su argtÍm.ento en 

un vector 

.2 O 1 4 

601460 

su fonnadiádíca 1, f {concatenaciónJ enlazados estructuras enU!)a.Si se 

de v~ét()res~lo hace smcondiciones en cuanto a la magnitud.En el, caso 

deespacio$ supt;lriores~es necesario que coincidan. en todas dimensionesJjle-

más interna. 

2.6P9 1 

20 1 Ol O 1 

(3 2p t4), 3 41'-1 4 7 2 1 

1 2 -1 4 '1 2 
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de los poderíosde'APL es que el mismo usuario puede definir 
, , 

funciones propias.Esto se hace mediante el símbolo 'v' (definici6n de funci6n) 

debe anteceder y seguir a cualquier función que sedefina.La.fun­

'clón puede constar dé varios pasos,en cuyo caso se numeraran progresivamente. 

También puede ser sin argurneIl'tos,monadica ? diádica. 

[1J Z+I'¡A 

[2-) V 

se trataría de ,una ,función monadicaque tiene comoargUJllen1;:o A;A· debe 
, . , . 

de ser cualquier estructura nurnérica válida de '.;1PL. Ahora sólo basta conllama.r': 

la, 

1 

MINIMO 676 

1 

.En una. función puede, haber variables locale$,que sruamente . usan dentto 

de .la funci6ny después desaparecen haberse .ejecutadoé.sta. Es tas .variables 

se ponen a 'la derecha de la definici6n O' del argumento 

• paradas por 

, [i] 8+t1A 

c+r lA 

[3J B 

l.' , 

A;~;C 
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Es posible 1-.,."1'1"1',,,-.... el control de illla parte a otra de lafillldón.mediante. 

el símbolo .'+' que evalúa cualquier expre~ión a su derecha y si él paso' obteni.. 

do existe.se·va a otra manera se sale de la función. 

VZ+A NOD B;e 

[1] +2+4xO=B[A 

[2] C+A 

[3] A+B 
/ ~\ 

[4] B+MC 

[ 5] +1 

[5} Z+B 

[ 7] V 

La función MCDc:;alcula elmá;dmocQlIlÚll divisor de dos enterqs siguiendo el 

íügóri too de Euclides . 

Estas son sólo algunas de las características de APL y amedid,aque s~va:ya· 

desar.rollandoel trabajo se harán nuevas definiciones según se~ 
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INTRODUCCION AL METOOO MONTE~ 

de la gente está acostumbrada a que en e:1 momento que surgen 

problemas a análisis numérito,estos son atacqdos con los métodos 

tradicionales conocidos. Todos ellos se refieren a procesos determinísticos,pe~ 

ro llega un momento. en qU,e el problema es tan complicado ,que estos métodos se 
. . 

vuelven ineficientes e inclusive impotentes para dar la solución .. 

Como llJ}.a alternativa,en los años 40 e.n los Estados Unidos. de Norteametica 

se empezó a desarrollar un nuevo método que recibió el nombre de M:mtec~Tlo, 

haciendoalusion a los casinos que se localizan en Europa. 

Pero esta ideé¡ jJ.O era nueva ni mucho menos:el primer caso que registra la 

hlstoriadelas Matemáticas en que se utilizanm8todos estocásticos paTa hacer 

~,a.L'-'Ac.L"" matemáticos es en el afio 1777 .en que Buffondescubrió camino expe-
. . . , 

rÍIDental para" calcular el número real que. es tablece .la proporción entre la lo!!, .. 

gitud diámetro . una . circunferencia y su perímetro. Ese número'es conocido 

comúnmente como 1l.J.159 ••• ). 

únicos instrumentos que usa son una aguja (le longitud DEn y U'1a super-

pintada con líneas """'''.L.'''' a. LÍna distancia entre ellas. 

es lanzáda. N veces 'en)a superficie ,y son contadas las ocasiones 

en q1;1e la aguja interseéta a alguna de lasrectas.Si llamamQs ALFAal.ángulo 

que forma la 

sabremos que 

ALFt.:SOO.5 

5 

con ladireccí6n positiva del sistema de líneas paralelas, 

se encuentra restringidO a las siguientes condiciones: 

Por otTO ladb.si .llamamos ala posición oel .. centro de la aguja con 

tificador A • deberá ,satisfacer las siguientes condiciones: 

AS;D[1J 
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A 

Figura 1. 

Si queremos establecer las condiciones bajo las cuales la agUja Iwinterse~ 

ta ~nin¡wnarecta,estas serán simultáneamenty : 

o <A-o.5xD[21x2oALFA (1) 

D[1]>A+O.5xD[2]x20ALFA (2) . 

Sabemos qué A,al ser aleat;orio,está distribuido uniformemente entre O y 

bnJ y·ALFA también 10 está entre 0-0.5 y 00 . .5. 

Una últíma.condici6n que estableceremos es; 

. D[ l]2!l)[2] 

La probabilidadP de que las condiciones (1) y (2) se satisfagan simultá-
':, i, ' i 

neam~tepuede ser comprendida fácilmente con eLsiguiente diagrarm:t.! 

O.5xDL2J 

e 

O.5><D[2] 

0-0.5.. 00.5 

Jliguri;t .2. 
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La e es aquella en la cual no se interSecta a ninguna línea. 

d del rectángulo es OD[1] ye1 área Ces la diferencia de dos integra-

J~~~. ; 5 5( -O.5xD[2Jx20ALPA)DALPA 

10 cual nos da la integral a calcular 

f~~b~5(D[1]-Dr2]X20ALPA)DALFA 

cuyo resultado es 

C+(ODC1])-2xD[2] 

La probabilidad seyá entonces la superficie de la región dividida 'Ün.tre el: . 

área delrectángulo,o sea 

La probabilidad de que la aguja sí intersecte uná de las líneas será. 

'Osea 

donde el valor de aproximadamente 

donde es el número de ocasiones que la aguj a inté~sectaa alguna recta.·. 

La función definida en APL que hace experimentalmente la simulación de arro-, 

jarla aguja y contarnÚlJ!ero de éxitos,es: 

IlZ+[ij A(;UJA D;A;B 

[1] A+D[1]xC-1+?Np1+N)fN 

[2] B+D[2}"O;5x2o-0. ?NplTN)+N 

NeS un escalar y es el nÚrllerodeveces que se lanzará la aguja • 

. D es un vector de dos dim~s.iones.Su primera coordenada(DE1}} eS 
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ciaentre las rectas y su segunda coordenada(D[2J) es la longitudde la aguja. 

A yE son var.Í.ilbleslocales;ambos son vectores de dimensi,6n N. 

En el paso [1] al vector se le asignan N coordenadas cada una 

toria,distribuída unífoTlllemente en el intervalo 09isD[1J. 

ellas alea-. 

En el paso [2J al vee.tor B se le asignan N coordenadas que son el resultado 

de. calcular el coseno de N números aleatorios distribuídos·unifonnemente :en el 

intervalo (Q-0.5)::;8;'00.5 y mulÚplícaresto por D[2]>t0.5. 
. - ~ , - . 

En el paso [3] se calcula cuantas veces se intersectaron las rectas con: la 

aguja.Bastaque se cumplan cualesquiera de las siguientes dos condiciones: 

D[1J:;;;A+B 

Se unen' estas dos condlcionesmediante la disyunción creando un véctor16gi­

co el cual se reduce con lasuma~lo que nósda el núÍllero de :i,nter:¡;eccioMs,Eso 

se multiplica por la reducción del vector D y 

vo,loque es equivalente atener D[2]tKx.D[1]. 

toma su inverso multiplicati-

Ahorasólamentese multiplica por 2xN para obtener elvaldr aproximado:de 

PI. 

He. aquí !:llgunos ensayos: 

;lOO AGUJA 1 1 

3.50877193 

1000 AGUJA 2 ;1. 

3.134796238 

1000AGUJA 2 1 

3.448275862 

1000 ·AGUJA eS 2 

.3.3B40S475&. 

1000 AGUJA 3 2 

3.0·792991763 



2000 .4(}UJA 3 2 

3 .• 208985l58 

3000 AGU<lA 3 2 

3000 AGUJA 3 2 

3. 

3000 'AGUJA. 3 2 

3.07;39230.77 

3000 AGUJA 3 2 

'3Jó;115264798 

3000 AGUJA 2 :1 

3.128258603. 

3000 AGUJA 2 :1 

JIGUJA.2 1 

. 3.08<3598352 

3000 AGUJA 2 :1 

3.> 01507.5377 . 

3000 AGUJA 2 :1 

3.232758621 

3000:4GWA 2 :1 

099173554 

3000 AGUJA 2 :1 

3.021+193548 

3000 AGUJA :2 :1 

3:080082136 

-25-
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3000 AGUJA 2 1 

3.171247357 

Ca!w se not¡:¡.rá,los valores obtenidos todos oscilan alrededor del valor 

3~1416. 

Los problemas tratados con los métOdos }.1ontecal'lo son 4e dos tipos :I.ps 11~ 

dos probabilísticos y los llamados detenninísticos.dependiendo s~ estlln relaci~ 
~ ,/ ' 

nadas directamente o no con él comportamiento de procesos aleatorios. 
, ' , 

En el caso probabilístico se tr¡;¡.ta principalmente de analizar números aleat~ 

ríos,escogidos de tal manera que simulen los protesos, aleatorios reales deL Pt2. 

Mema o,riginal y nosinfierán la soluci6n aprox~ada. 

A partir de la segunda guerra'mundial los métodosMJJttecarlo han tenido gran 

desarro1,ló y se han aplicado mucho a problemas físicos tale;; como cOlllpOrtamien~ 

to de par:tícu,las.difUsiónde rayos,etc.El objetivo de esta tesis no estra.tar 
"' ,,: ' , , , .,' 

este tipo de problemas,aunque el lector debe de estar enterado de estas aplica~ 

ciones. 

, La manera como Se detenninan 105 resúltados, en general es a traves la 00-

;enración del proceso aleatorio yel cálculo de sus características estadísti-' 

cas*que son ba!;t/mte cercanos a los parámetros requeridos, 

Por ejemplo,el resultado buscado X puede ser láesperanza matemática de 

ta variable aleatoria v;x se podría calcular aproximadamente generando N valo;' 

res cIe.V en foí:ma indépendiente(entonces ¡,- sería un vector dedimensi6:n:-N).lue:r 

gose cal~laría el promedio 

y+tN+IV 

De acuerdo .a la ley de los grandesllÚmeros y esaproximádamente igual a la 

esperanza de V la cUal es x.~Üentras más grande sea lV ,mejor aproxl:fuaci6n se olr 
¡ • 

. tendrá • 

. Los métodos flbntecarlo t~enen sus ventajas y sus desventajas. 



una de las más grandes ventaj as de estos m~todos es s~ facilídadde 

mime jo aím en espacios mul tidímens iona1es ,donde otro tipo de métodos numéricos.' 

se vl¡elven muy complicados • 

Como en cualquier problema referente a métodos numéricos,tainbién el error es 

gran importancia en los métodos M,)ntecaTlo .La maneTa más fáci1,desde pun- . 

to de vistaprobabUlstico,para reducir el error,esaumentar el nÚ!nE;YO de even:,. 

.tos.Esto tiene una gran desventaja Y'esque el número debe aumentarse en una 

proporción 'geométrica para obtener una exactitudmayor. 

otra manera más. eÍectiva de hacerlo es cambiar el problema original porotl'o 

equivalente de' tal manera que el error es re:ducidosensiblemente . Hay, muChos mé.c· 

todos para hacer esto y son conocidos como métodos de reducción de varianza. 

Los.me~odos /vlontecarlo empezaron a usarse en investigación.en los trabajos 

relacionados con la boma. at6mica durante la. segunda guerra múndial.~La.aplica­

·~ión era una simulación directa de lo,? problemas prObabilísticos referentes a 

la difusÍón aleatoria de neutrones en materiales de fisi6n. 

Con el incremento de la velocidad en las computadoras,los métodos de r~dl!1c-. 

ci6n de varianza tiendé!) a Ser menos interesantes,pero no por eso se eliminasu . 

utilidad. 

En 105 últimos años. los métodos t;bntecar10 se han, hecho muy populares porque 

en muchos problemas son los eficientes y en otros los únicos disponibles, 

En 'los siguientes <;apitulos se tratará de una: visi6n de algÚllas aplica-

cionesde métodos M:mtecarlo aprob1ema,s específicos. 
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.. ~UMEROS ALEATORIOS' 

Al plantearse un problema a resolver por medio de los métodos. Móntecarlo, 

. ga un ffiOl)1ento en que se tiene que hecha:r mano de un conjunto de nú¡n~rosaleatq­

rios~que necesaTiamente deben de cumplir con ciertos requisitos mínimos.en cjl?!!. 

to a sus características estadísticas , comO por ejemplo,su uníformidád en. la 

tribución en. cierto interva1o(genera1mente .e1 [O.lJ). 

Muchas veces surge; cierta cOnfusión en cuanto a lo que sigÍüfica nÚlllero ale~ 

torio.Estrictamente hablando,un número aleatorio es el PY9ducto 

aleatorio impredecible para generarlo. 

un proceso' 

Este conceptO estricto podría traer ¡nuchos pro):Jlemas' de ordenpráctico a la 

horade geneTar números aleatorios;pues serían necesarios prácticail1ente tl.r1hÚI)let . 

rO infinito de ellos,debido á que para cada utilización de ellos ~e tendriaqu~ 

generar .unos riuevos. 

los números aleatorios no son generados de esta manera.Existen . 

una serie métodos,que siendo predecibles.nosgeneraíl sucesiones de II.Ú¡neros 

llamados ps.eudo-aleatorios los cuales,una vez· analizadas algunas de sus 

estadísticas ,resulta que se comportan como nÚI)lerosaleatotios geneI'a­

. dos 'por 'procesos completamente aleatorios e impredecibles . 

Es necesario destacar'la pequeña tr~1!pa que se hace íntroduciel1do método 

para generar níimeros que se comporten como' si fuer;m aleatorios. 

Se sacrifica el id.ealismo p",rapoder ganar 

La mayoría de computadoras ,al requ,eridas con números aleatorios 

guen'una 
" "" " 

bien específíca.,generando una sucesión de números pseudo-aleato· . 

A continuaci6nse· expondrán algunos métodos propuestos para la 

sucesiones de números pseudo-aleatorios . 

. lIntes de entrar en mate.riapeunítaseme definir dos nuevas funciones printiti~ . 
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vas diádicas de,APL.F..stas son la función '.1'(decodificación) y 'T'(codifica'" 

ción).Veamos primero la funcion '.1'. 

A.LB 

A Y B son dos vectores de la misma dimensión.o bien A puede . serlUl escalar y 

ÉlUl vector (t8mbién hay eEtensiones·a otras estructuras que de momento no nos 

interesan) . El resultado numérico de esto es la conversión a sistema decimal de· 

B expresado en base numérica po?:ic:ional de los elementos de A •. La .basepuede ser 

constante (un e$.ca1ar) auna mezcla de valores.Algunos ejemplos ilustrarlIDmáS. 

claramente su uso; 

5L¡.2 

3267 

1010 10.154' 2 

10..1$ 2 6 7 

2.111 1 1 0.1 
í 

/ 

Veamos la.funci6n 'T' 

A debe setlUl vectoi: y B lUl escalar. el resultado es la representación de 
- ." ' 

ene1 sistema numérico que tiene como base los elementos del veétor. A,todo esto 

. en un vector •. Ej emplos : 

10 10T28 

2. 8 

10 10T1::157 

3 5.7 

(5p:2 }T1B 

100 1 o 

Una.vez defin:Ldasestas funciones,regresemos a nustros ,métodos para generar .. 

números pseudo-aieatoiios~Elpt:imer método fue propuesto por VanNeumann y lvteho 
• .'. 'i' .;' .',.--



-30-

Tolis y es el llamado métdo de los 'medios cuadrados' • 
I 

El métQdo consiste entamar l.lll nÚlllero:cualquiera dé cuatro dígitos,por ejem-

pIo 4817. 

A 

A 

··232034 

A+-(4pl0)TA 

A 

o 3 4 

A 

205:4 

NóteSe que lo que se ha hepho únü;:amente es elevar el nUmero original al cti~ 

drado yal resultado se han sliP.rimido los priÍneros dós d1gítos y' los últ~os 

dos dígitos obteniendo un nuevo número pseudo-aleatorio.A este número sele.ha~ 

ce mi~o proceso 

A 

4137156 

41371 

A+\4p 10 lTA 

A 

1 3: 71 
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A+l0.J.A 

A 

1371 

,Abreviando. este proceso,l!!- expresión de, APL para obtener un nuevo número. 

pseudo- a,1 ea torio' sería: . 

A":10.L{4Pl0)tLo.OlxA*2 

Creemos unafui¡.cí6n para hacer estE; proceso a la cual llamaremos ALEAPOPJfJl: 

VN·.4LEATOF.IOl ¡lf 

[11 +2xfl;tO 

[2J !JM+l0L(4pl0)TLO.01x M*2 

[3] (N-l) ALEATORIOl :ti 

v, 

,Nes el total d,e números pseudo-aleatorios que queremos nos. generel!!. fun,-' 

'cí6n: Y M eS un entero. de 1+ dígitos que sirve cOJll()partida~ 

. En el paso [1] se pregunta si N es distinto de. cero.En caso afinnativo, Se p':!; 

sa ,al renglón [2},de ],.0 coritra:I;Ío se va al renglón [o},quees equivalente' a: sa~' 

:lirse de la función. 

El paso [2J empiezacon el sÍInbolo'G-' que significa que se va asacar . , 

.exté'riCir un valor numérico,eneste c,asb ,el nuevo valor deM~Aqufse.está 

lando nue,,'P nÚnteiopseudo-aleatorio y en el paso ['3J. ía ,función recurre 

misma conargumeti.'to izquierdo f!1-1(ahora hay que generar números aleatoTlps J 

argumento derecho Meque acaba de mddificada) . 

LaprecursiVidades un concepto importantísimo de APL ,que resuitamíis·ele~an­

" qUe las i t;eracionestl:adídonales de otros léllgU(ij es. Como un breve ejemplo. 

'defmitemos la función que nos calcule el factorial de un número natural 

.• sivamente. 
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VZ+FACTORDJ.L N 

[2JZ+NxFACTORIAL N-1 

[L¡.J Z+1 

. Sabemos que 

por lo tanto: es fácil definir el factorial, 

FACTORIAL 1 

1 

FACTORIAL O 

1 

FACTORIAL 6 

no 
Ahora hagamos algunosej eJ¡lplos 

';., ' 

la función A r,.RJ!,\pnli'rn 

50 ALEATQlrIOl . '+.817 

2Q34 

1371 

8796 

6604 

6128 

5523 

50'35 

3512 
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.1622 

6308 

7908 

5364 

7724 

6601 

5732 

·8558 

2393 

7264 

7656 

6143 

7364 

22St¡. 

2166 

6915 

8172 . 

7815 

742 

5505 

30SQ 

3025 

1S06 

2680 

1'8'24 

3269 

686$ 



1007 

140 

196 

384 

1474 

1726 

9790 

8841. 

2504 

2100 

2900 

4100 

8100 

.221 

488 

2381 

6691 

7694. 

1976 

9045 

8120 

9344 

.310.3 

6286 

5137 

3887 

-.34-

50 ALEATOR101 .1011 
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1087 

1815 

2942 

5553 

9418 

6987 

8181 

9287 

2483· 

1652 

7291 

1585 

1586 

5153 

5534 

6251 

750 

5625 

64-06 

368 

1354 

8333 

4-388 

2545 

4770 

7529 

685.8 
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la30 

609 

3708· 

7492 

1300 

6900 

6100 

, 2100 

l¡:100 

8100 

9361 

1.¡,760 

6576 

2437 

93:89 

1533 

3500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500. 

~3ó-

ALEATORIOl 5739 
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2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2.5.0'0. 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

25M 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2.500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

250'0 

2500 



2500 

2500 

2.500 

2.500 

2500 

2.5DO 

2500 

250.0 
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N~tse cornq en el último caso se repite ihdefinidamente el número 250'0,10 

cual ae~carta a este como algo efectivo para el requerimie:nto de tmifur'; 

nüaad en cuanto a la distribución. 

Otra manera de obtener la sucesión anterior es como sigue: 

,~ .. 4817*2 

A 

23203489 

A+lO.QlxA 

A 

232034 

A+( 2Pl0).TA 

A 

A+l0l.A. 

A 

íS+4E¡17*2. 

B 

2320.3489 



B 

2320 

B 

2 O 

B+10lB 

B 

:2000 

A+A+B 

A 

2034 

La función en APL quédaiia 

. 'ii N- ALEATORI02 M 

GM+( 10J.(2pl0)Tlo. 01.xM*2 )+10OX10J.(2Pl0 )TO. 000lxM*2 . . 

(N':'1) ALEA TORI02 M 

Llamemos a la función.. 

50 ALEATORI02 4817 

203LJ. 

1371 

8796 

3696 

6128 

5523 



3512 

3341 

1622 

6308 

7908 

5364 

7724 

6601 

5732 

8558 

7264 

7656 

6143 

7364 

228L¡ 

2166 

6915 

8172 

7815 

3025 

1506 

2680 

1824-

326S 

-40-
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6.863 

1007 

140 

196 

3B4 

1'+74 

1726 

8441 

.25011 . 

2700 

2900 

4100 

·.8100 

Otro método que se propone y que es muy usatl9 ese1llamado método de con-
, ' ,. . - , ' 

grúencias ; consiste en que 'dado f4. ,un vector tres coordenadas se 

relación de recl1r.sión; 

la funti6n quedádefinida así: 

"IV ·HIJ""LlUILL 

Hagamos algunas J3ruepas. 

50 

2&2475249 

1$22650073 



9849 1+3658 

1144108930 

.J.f7021127Z 

101027544 

1lf57850878 

1458777923 

200723.7709 

1784484492 

114807';187 

16531729 

14354261'2 

1474833169 

1264817709 

199809n57 

181712956,0 

1131570933 

1971J.93099 

1404280278 

893351816 

1505795335 

-42..: 



195489097 

1636807826 

563613512 

101929267 

1580723810 

704877633 

1358580979 

1624379149 

2128236579 

784558821 . 

530511967 

2110010672 

1551901393 

1617819336 

13991.251+85 

15609171+5 

1899891+091 

585640194 

937186357 

161+60.35001 

5 O n.JJ"n..LVnL 

210!l875 

~43-

125.16807.2*42 
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3292950996367 

2600549013203 

4011231339783 

26615207019 . " 

3626900877375 

21+46237628099 

2314494246199 

3438757553115 

3234182562287 

4050587775411 

548123149415 

2544696010315 

1427652489887 

2531+700791715 

178250164887 

291038055355 '. 

1195384830543 

4287568951443 

3782491086791 

2220409160747 

474214893823 

2102257083523 

3297391285239 

3155585122203 

3022000787119 

3916144946035 

1334955521831 



41t¡.1719318{)27 

31434729:54207 

1507979787619 

3779519986007 

1849021562747 

2t¡.29276765g67 

191+386479699 

2308077406855 

26'161>52635115 

4126137567679 

1195754160707 

4333735221943 

757181877083 

2288757902191 

221714552115 

1326039947751 

3027272558027 

17706979843$ 

50 ALEATORIOS 23.16807.10*8 

386561 

8890903 

4490769 

3287687 

75616801 

3.9186423 

1287729 

29617767 

-45-



-46-

812086lt1 

677987lt3 

59371089 

655350lt7 

7306081 

68039863 

649168lt9 

93087527 

lt1013121 

43301783 

9594.1009 

6643207 

52793751 

'14256503 

278'99559 

lt1690087 

58872001 

54056023 

lt3288529 

95636167 

99631841 

915323lt3 

524381;19 

20609lt47 

74017281 

2397463 

55141649, 



58257927 

69932321 

11443383 

·94197809 

6651!-9607 

3061!-0961 

1!-71!-2103 

9068369 

8512487 

97167201 

31!-845523 

1449329 

33334567 

65695041 

33985943· 
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·Hw autores que urE~:t~erEm lá ecuaciónre.cursiva. 

M[3}</4[4] 3J 

10 cuál nos da la funci6n 

. ílN ALEATORI04 M 

[lJ +2xN~0 

[2J \)M[3]+1i1[t¡.] Ilé1 [1]+1 4[2 J xJ4[3] 

[3] (N-1) ALEATORI04 M 

V 

282531598 

42228Q418 

1981071987 
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1290478770 

1639392686 

1057738941 

. '548807870 

371663574 

1667299091 

1929252730 

95103406 

675167623 

238705362 

421622887 

1667366705 

918157581 

1804516521 

1745161862 

603820257 

15468831;;73 

1036917878 

6490364-90 

12869"00666 

1631740874-

1302753477 

1781963123 

647323548 

414771883 

339175768 

1105589987 



1622454014-

1981+803688 

1732151714-

98559l¡.815 

lSS07l¡.271+3 

883705513 

1+41710688 

21.28105533 

729608695 

lt0176884i+ 

8404-31289 

1128784253 

·606458922 

797769741 

13756851.15 

133084,0552 

1395030308 

1+7984959 

1176894637 

17lt3831538 
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El usar multiplicación en el método C011gJ:u:e.nc'lal es lU1 poco .tardado en 

. to a: proceso. Un métooo cortgI'iLlerlci,'il consumasen vez de 

nes es más 

Se esto. mediante la sucesión de Fibonacci,quequeda mejor 

trada la siguiente función: 

'iN ALEli..TORI05 M~Z 

[1] 

. P2] ~k.!(3] 



[3J ,¡[lJ<-¡~![2J 

[4J ,;7[2]+-3 

[5J (N-l) ALEATORIOS ,'1 

1 

2 

3 

5 

8 

13 

21 

34 

55 

89 

144 

233 

377 

61;) 

987 

1597 

2534 

4181 

6765 

1ú946 

,17711 

28&57 

V 

50 ALEATORIOS 0.1.2*44 

~50-
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45358 

75025 

121393 

196418 

317811 

514229 

832040 

1345269 

2178309 

3524578 

5702887 

9227455 

14930352 

24157817 

39088169 

63245986 

102334155 

165580141 

267914296 

43349t¡437 

7014,08 

1134903170 

is363,11903, 

2971215073 

4807526976 

717871+20t¡9 

12586269025 
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20365.011074 

/I¡'ótese COlllQ los números son todo el tiempo crecientes yeso es debido a que 

se escogió 

,4[1]+0 

,~2]+1 

Bagámoslocon otros valores. 

50 ALEATORIOS (2*20). (2*30) .. 2*1+4-

1074790400 

2148532224 

3223322624 

5371854848 

9595177472 

13967032320 

22562209792 

365292.42112 

59091451904 

95620694016 

15471214-5920 

2Sb:n2839936 

1;05044985856 

655377825792 

106042ZH11648 

,1115800637440 

21'76223449088 

449ZQ.2408652'8 

126821+7535616 

1l760271622141.f. 
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1436333113344 

13196604735488 

14632937848832 

10237356539904 

7278108344320 

17515464884224 

7201387184128 

7124556023935 

14326053208064 

3858533187584 

592400351232 

4450933538816 

50433338900i.¡.8 

9494267428864 

1"'537601319912 

61+39682703360 

3395097977856 

9824780681216 

13209878659072 

54i.¡.2473295872 

1060165910528 

65026392Q6t¡.00 

7562805116928 

1406Si.¡.41.f323328 

403&0&3395840 

509321671.f752 

4545385070592" 



5C54706745344 

9600091815~36 

14&S4798561280 
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Aquí ya aparece mejor la situación. 

El sistemaAPL internamente el método de congruencias con nultiplicaclones 

para la f1..Ulción prÍlÍtitiYa 17 1 .En este caso 

M[ 11+16807 • 

M[2]+16807 

·M[3]+-1+2*31 

. Si deseamo$ simular la función selección ~ azar 10 podemos hacermeCliante 

la:siguiente función: 

'íJN ALEATORI06 M.A . 

. [lJ +2xN~0 

[2] A+i\f[3] IM[1]xM[2] 

. (3J 1+M[4-] 

[4] (N.,l) ALEATORI06 M 

. 50 

24 

9 

31 

23 

45 

29 

24 

V 

M[ 4J actúa como el argumento.de la función t? '. 

50 ALEATORI06 16807.16807. (-1+2*31 l. 50 



10 

41 

16 

1¡.3 

43 

38 

4 

28 

30 

41 

13 

I¡. 

20 

10 

8 

11 

31¡. 

50 

29 

17 

,36 

48. 

27 

13 

18 

11 

34 

30 

-55-



50 

30 

22 

18 

23 

4-4 

37 

36 

4-6 

29 

42 

45 

8 

2 

50 

7l+ 

59 

31 

73 

45 

79 

24 

10 

41 

66 

93 
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50 ADEATORI06 16807,16807.Clt2*31),lOQ 



43 

88 

1+ 

28 

30 

41 

13 

4 

70 

10 

61 

31+ 

100 

79 

27 

13 

68 

11 

34 

80 

50 

80 

22 

68 

73 

94 

37 

-57-
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86 

92 

95 

58 

2 

La principal exigencia en cuanto a estos métodos es que nos proporcionen nú-

meros pseudo-aleatorios que se acerquen 10 más a una distribución uni-

Em cierto intervalo.La pmeba que más cOIl1Úrunente se hace con. estos núme-

ros es la llamada' X cuadrada I para que tanto porcentaj e de .error se 

puede esperar si suponemos que estos están distríbtií~os unifo~emente. 

Las funciones ALE~.TORIOl y no las consideramos porque ya vinios que. 

son· en cierto momento. 

Haremos la prueba con los últimos cuatro métodos y con la función monádicá 

'7' de la máquina. 

Primero definiremos la función: que nos entrega IX cuadrada' . 

ZH í( (A -E)*2 )tE+( 1-í A )+pA 

A es n~ vector tal que pA es elnÚffiero de sub- iguales en que 

dividido el intervalo ,y en cada coordenada tiene como valor la canti-

de números aleatorios que cayeron en ese suo-intervalo.E es el Valor espere. . 

do. o sea (1- /11) tpA. El valor proporcionado por esta función es 'Xcuadrada' con 

-1 +pA. grados de libertad. El valor de cofiabílidad. se 

cuadrada con-1+pA. grados de libertad. 

en las tablas 'de 

Para generar el vector A se definieron distintas funciones· dejpelldJLerLdo del 

método. Estas .se t4vieron que hacer. iterativas debido a .escasez de memoria en la 
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computadora en la que fueron probadas(IBM 370-155).Hélas aquí: 

í/N PR3 ¡kI;B 

[1J A+M[4JpO 

[2J A[I1J+AlB+1 t(l'l[ 3]-;-.1[4J )t1+M[2]+Ic1[ 3J lAG 1J x,1[2J]+1 

[3] -+2+2xO=N+N-l 

[1+] A 

í/ 

í/NIPR4 M;B 

[1J A+fi1[ 5]pO 

[2J A(B} .. A[B+!+(i1[4]fic1[ 5] )t1+M[3]+icj[ 4J ¡M[ 1J+M[2]xM[3]]+1 

[3J -+2+2XO =N+N-l 

[4J A 

í/ 

VN PR5 ,,1;Z;B 

[1J A+M[1+JpO 

[2] A[B]+A[B+I t(.4[3J+1'1[4J )t1+Z+M[3J I 14[1]+M[2JJ+l 

[3J M[1]+M[2] 

[1+] M[2]+Z 

[5] -+2+4xO=N+N-l 

[5] A 

í/ 

í/N PR5 ,4;B 

[lJ A+M[5JpO 

[2J A[BJ+A[B+i +C4[4J tM[ 5J) +1+,i,f[ 4J ¡,\fe 2 J+,4[3J ¡d[ 1Jxi\1[ 2J J+1 

[3J -+2+2xO=N+N-l 

[4J A 

í/ 

í/N PR7 M;B 
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[1J 

[2J s .... r {(A[ 1] U[ 2] )f?NpA[ 1] 

3] A[A[2]] .... +/.4[2]:=B 

[5J A 

En todas . las funciones el último elementodel.vector t4 es e1 número de sub­

intervalos quese van 'a considerar. He aquí algunaS pruebas (NCes EÜ nivel ,de 

confiabilidad): 

10000 PR3 16807.16807,C1+2*31).100 

105 91 95 10l.¡. 90 106 102 91 103 101 89 99 99 111 93 106 116 97 

97 97 ·109 103 102 100. 98 104 92 79 95 99 99 ~8 81 105 109 108 85' 

.98 111 89 94 99 10.3 90 102 103 112 101 128 112 83 113 98 93 107 102 112 

102 104 88 89 110 112 91 89 104 100 109 103 82 81 ~7 97 113 103 88 

. 95 126 99 90 100 125 111 93 91 95 81 89 116 98 101 101 109 1:2;2 104 

JIC 

96.26 

56 

10000PR4 16807,16807. CH2*31) .1ClG 

85 112 104 109 109 107 103 90 98 95 91 98 107 104 HS 82 95 91 120 

106 107 87 99 97 108 83 116 95 96 97 103 105 111 94 94 97 101 10Q 104. 

92 93 103 100 108 115 92 92 117 88 104 89 93 90 BS 99 91¡. 

103 99 97 92 114 :1:11 99 103 111 90 90 93 88 110 87 92 95 1(,)3 95 . g8 

107 
";, 

94 113 105 88 126 110 110 101 95 92 89 102 87 87 101 100 108 102 93 

JIC 

83,46 

fl!C*-O.87 
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10000 PRS 0.1.2,(2*44),100 

150 105 102 107 105 113 83 90 96 112 86 89 82115 105. 101 97 107 112 86 

100 118 93 105 102 10D 101 95 98 96 95 106 106 107102 82 109 122 85 

. 1.17 80 90 96 106 99 89 115 108 90 9S 113 113 90 103 98 92 105 103 107 

.91 93 111 95 98 94 94 104 100 97 lDl 92' 93 96 95 9'1 112 90 100 91 

101 102 90 86 100 107 108 88 88 110 100. 99 99 89, 103 95 113 107 100 

JIC 

111.26 

NC+0.19 

10000 PR5 (2*2Q).(2*30),{2*t¡4).100 

11.7 95 107 99 81 107 99 106 98 96 97 104 99 101 90,94 99 11.0 SEr 97 

111 110 113 106 98, 89 104 121 97 84 95100 99 102 101 104 9~ 104 113~g 

110 108 102 lO!> 101 1.05 104 ·86 107, 96 101104 89 108 102 84 100 92 90 

10796 106 97 Ül3 107 87 79 HlO 92 87 100 97 89 lÓ4 91 112 94 103 99 

113· 92 98 96 114 88 87 99 113 .95 {OS 106 107 96 114 1:1,1 97 101 ' 93 100 

JIC 

66.88 

NC+O.99 

.10000 PR6 16807,115807. C1+2*31).100.100 

11\1 101 92 101 89 107 96 99 93 93· 105 94 108 97 106' 111104 99 86 11.7 

121 88 95 109 98' 83 93 103 91 9l> 81 99 98 105 109 93 100 96 il1. 

99. 75 88 98 108 96 93 102 113 ~8 101,103 101 101 87 106 12Q ,92 

103 113 107 110 93 95 102 90 95 117 98 108 87 91.¡ 93 112 9\3 99 92 130 

90 113 76107 102 108 89 114 93 100 .92 108 106 100109 107 117 96 88 98 

JIC 

NC+0.65 

10000 PR7 (-1+2*3~).199 
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91 95 90 106 102 91 105 103 101 89 99 99 111 93 106 116 96 en 

97 9'1 109 103 102 100 98 96 104 92 '19 95 99 99 98 81 105 109 108 85 

98 111 89 94 99 103 90 102 103 112 101 128 112 83 113 98 93 107 102 112 

102 104- 88 89 110 H2 91 89 104 100 109 103 82 81 97 97 11~ lOS 91 88 

9,5 126 99 90 100 96 125 111 93 91 95 81 89 116 98 101 101 109 122 104 
/ 

JIC 

96.26 

NC+0.56 

10000 PR7 100 100 

102 108 108 80 89 93 109 116 101 86 98 112 108 99 109 95' 117 91 105 110 

109 98 107 84 101 94 103 99 98 89 95 110 112 111 94 98 110 lOO, 95 85 

102 108 102 91 87 106 98 101 89 109 98 105 97 103 88 98 98 110 98 

101 106 121 87 '92109 95 98 85 108 102 86 84 102 114 87 101 112 114 108 

93 '93 99 111 87 101 95 96. 100 105 99 118 88.112 .89 93 94 80· 10710'0' 

JIC 

84.68 

NC+O.85 

Obsérvese en PR5 como al vairiar los números iniciales aumenta de numera riot~ 

ble la eonfiabilidad: 

Por Último ,hagamos. una tabla. de losva1otes obtenidos. 

MétoOo ftmción JIC NC 

congo 'x f 10000 16807.16807~(-1+2*31).100 96.26 0~56 

cong. t+, y ,)( I 10000 PR4 563!J.9.16807.16807, Cl+2*31).100 83.46 0.87 

congo '+' 10000 PRS 0,1. (2*44) .100 111.26 0.19 

congo '+ ' 10000 PR5 (2*20),(2*30).(2*44),100 66.88' 0.99' 

, simulación APL 10000 PR6 16807,16807 ,C1+2*31) ,100,100 92. 0.65' 

APL 10.000 PR7 C1+2*31).100 96.26 0.56 

APL 10000 PR7 100 100 84.68 O. 
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El método de congruencias de sumas resultó tener lUla eficiencia sorprendent~ 

mente alta escogiendo los valores. adecuados. El método intrínseco de. la máquina. 

se puede calificar de apenas regular con tendencia a no cumplirla hip6tesis. 
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INTEGRACION. ?tlULTIPLE. 

capít~Io de integl~ción es de interés primordial para todo aquel que' tie­

ne alguna relación con problemas referentes a métodos numéricos. 

En el caso de integrales definidas en el plano conocemos 1.1l1a infinidad de m! 

todos, como por ejempio el de Simpson,el del trapezoide.etc.Estos pueden res)11..; 

tal' muy efectivos y relativamente sencillos cuando se trata de el plano y a1gLl-

nas veces en el espacio de tres dimensiones.Sin embargo,cuandO se pasa a dimen­

siones mayores,éstos se complican de tal manera que resulta punto menos que im­

posible manejar1os.entonces eS cuando entra en acción contada su vall;a el mé~ 

Montecar1o quecomparatlvamente no sufre mayores complicaciones por e1inc~ 

mentó de la dimens Ión del espacio en ,el cual se va a integrar. Otro aSpecto 
\ 

portante es que el tiempo de máquina y la memoria requerida aumentan enpropor-

ci6naritméfica,a diferencia de otros métodos que aumentan en proporci6ngeomé-

, , trica. Esto hace que cualquier computadora de tamaño mediano en po'" 

sibilidad d.e manejarlo más o menos eficienteménte . 

. Entrando más en materia,podemos distingLlir principalmente dos métodos MJnte­

carla de integraci\6n,que son llamados comÚTUnente el método geométrico y elméto 

do crudo. 

Para claridad en el problema,empezaremos a tratarlo para integrales defun-

ciones de R en Rpara extenderlo a fUIlciones deR*N en R.Empezemo$ por el 

métado geométrico: 

Supongamos que existe cierta función F que va de un intervalo en los reales 

con codominio en R continua,ycleseamos calcular su en el intervalo 

V[1 ] s:x s: V[ 2] 

Sabemos también que OsE' X en. todo el intervalo de integración~Sea e una cota . 

s¡.¡perior de F X en el intervalo de integraci6n,con 10 cual formamos el rectán~ 

te. que· ti.ene como vértices los puntQS 



y[:LJ ,o 

V[21,O 

V[2J,C 

V[1].C 

del cual sabemos que su área es 

CxV[2]-V[1] . 
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Una vez considerado esto , generemos N parejas de números aleatorios S tal que, 

pS+- -'>R.2 

y con las condiciones 

yf.1]SS[ ;1]SV[2] 

0s;8[;2]:SC 

Ahora verifiquemos cuantos elementos deS[;2J cumplen la condici6n 

S[ ;2]$F S[ ; 1] 

o sea,en' total son 

NP+-+/S[;2J$F S[;1] 

puntos quecum;plen la condición, con 10 cual el área aproxímada baj o la curva 

quedará expresada .. de la siguiente manera: 

. (NP+N )xcxV[2l-Y[ 1J 

Pasemos ahora al caso del métodocrudo.Otra vez suponemos que F es una fun­

ciónde un intervalo contenido en R y codominio e'n R,cOntinua yse desea.calcu~ 

lal' la integral en.el intervaloV[l]sXsV[Z].La cohdici6n de que F sea mayor o 

igual que cero aqui no es necesaria;tampoco es necesario saber la cota superior 

de la ·función. 

Generemos N números aleatorios S tales que 

pS+- +fI.1 

Ahora tomemos 

T+F S 
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calcula la función en cada elemento del vector colurnna'S),dán4onos como 

un vector renglón T tal que 

pT+ +N 

Un estimador de la integral sería en este caso 

( '"IV )Xi' l1'x V[ 2J -ve 1] 

o sea.la media aritmética de producto de la funci6nevaluada en los pun-

tos aleatorios por la longitud del intervalo. 

,Antes de pasar al caso general en el espacio de N dimensiones ,d.efiniremos 

gunós conceptos nuevos de APL ,que nos servirán para definir las funciones de in 

tegración. 

El producto externo en APL tiene la siguiente sintaxis 

C+A>,.f'B 

donde Ay B son escálares o vectores yf es cualquier función primitiva ese§!:. 

lar diádica. El reSultado Ces una matriz de dimensiones (pA),pB,tal que 

C[I,J]+A[I] f B[J] 

De hecho,se generan talJlas de las distintas funciones primitivas escalares 

diádicas. 

Ejemplos: 

A+16 

B+2+14 

A 

1,2 3 4 56 

B 

3 4- 5 6 

1 1 1 1 

2 2 2 2 



3 3 3.3 

3 .4 44 

3 4 5 5 

3 4 5 6 

Il>: .rA 
3 3 3 4 5 6 

4 4 4 4 5 6 

5 5 5 5 5 6 

6 6 6 6 6 q 

A:>.$B 

1 :l,. 1 1 

1 1 1 1 

1 111 

O 1 1 1 

0.0 1 1 

O O O 1 
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Ahora veamos el concepto de producto interno ,cuya sintaxis general es: 

A f.gB 

donde f y g deben de ser funciones escalares primitivas diádicas.El producto 

interno funciona para las estructuras numéricas que cumplan alguna de las si­

guientes condiciones: 

1.-A escalar y B cualquier estructura. 

2. -A cualquier estructura y B escalar. 

3.-A cualquier. estructura y B cualquier estructura tal que la última dlmen­

si6n.de A coincida con la primerá dimensi6n de B. 

El resultado de esta funci6n es en el caso de escalares o dos v~ctores 

flA 9 B 



-68-

l.:n el caso en que A sea una matriz. y Bun vector o un escalar ,,es el vector C·· 

tal que 

CCI]+-fjA[I;] 9 B 

Si A es un vector o un escalar y B una IDf;ltriz ,será el vector e, tal que 

C[J]+-f/A g3(;J] 

En el caso en que ambas sean matrices ,dará como resultado la matriz. e tal 

que 

. C[I;J] .... f/A[I;] 9 B[;J] 

En otras. palabras ,el resultado se obtiene tomando los vectores de laúltilna 

dimensión de A y de la primera de B,aplicando entre ellos la funcióng y luego 

reduciéndolos mediante lá función f, 

Ejemplos· 

123 

4 5 6 

o 1 

2 

4 5 

16 

1 1 

4 4 

49 

A+-2 3p ,6 

A 

B 

At.xB 

AL. rB 



o O 

1 1 

(Av, >B)A. vAA. <B 
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4<M 

5 6 12 34 

-1<!>A 

6 1 2 345 

If 5 1 

2. 3.4 

1 .2 3 

3 1 2 

14 5 

1+ 2 3 

454 

2 S 3 

121 

1eB 

-1eB 

-2: 1 
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298 

Ahora sÍ: estalilos listos para pasar al caso general de integraciónjcomenzenios 

. nuevamente. ron el· Írtétodo geométrico. Sea F una función continua. que va de t.Uiin- . 

tervalo en R~I con I=odominio en R,y que sea mayor o igual que cero en todos sus 

puntos. Sea V el intervalo en el cual se va a integrar. 

I~O. 5i<p.v 

Las coordenadas impares de V tienen los puntos iniciales de los intervalos .y 

las pares los fina1es.N es 

raro 

número de punt{)saleatorios que se van a corisi,de-

.. GeneramqsN I""adas. de vectores aleatorios que las ponelllOs en la matriz S .Las 

condiciones son: 

pS+.-+N,I 
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ve 1·+2x lI]';;S[ ;] sll[ 2>< 

Calculamos la función F en cada renglón de la matriz S ,lo cual nos da un 

tOT de dimensión N llamado L. 

L+FS 

pE+ .... N 

Sabemps que 

r (L[ 

es lU1acota superior(la mínima) de valores consideTados en esta función. . 

Ahora generamos un vector T de 11 dimensiones tales que 

El área del hipercubo donde están.encerradas las (I+1)-adas de números alea­

torios es 

(S lE )x,x/lI[ 2>< -lI[ -1+2x,I] 

Ahora vemos· éuantos puntos cumplen con la condición 

mediante la expresión 

+(T-5.L 

con lo cual el área aproximada bajo la curva será: 

« i'f2"!sL) fN)x ([lL )xx/lI[ 2>< -lI[ -1 +2x lI] 

Definamos la siguiente función: 

vz~v INTEGRA.L N;I;J;L;A.B 

[1] B+C1"-::l+tI)e(I ,I)p {x+lI[2x 1I] -lI[ -1+2" tI]). (Ix(I+O. 5X p V)-l)pO 

[2J L+F'{ (N ,1)p Vel +2xlI])T( C1+?(N .I.)pA+l)tA .... 10*9)+. xB 

[3] Z:,""{ U/L)x"/J)x(+IL;-,U IL)xC1+?Np,4+1)tA)tN 

V 

paso [1] se definümdo: 

es el espacio en el cual se hace la integración,· 
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J ,que .es el ve~tor que contiene en cada coordenada la longitud de los I inter 

va10s de integración. 

B,que es una matriz que 

pE+- -+I.I 

La diagonal principal de la ma.triz contiene los elementos del vector J,y las 

dernáscomponehtes son cero. 

En el paso [2] ,se genera la matriz de dimensiones (N,I) de números ale~.to­

rios distribu1d.os en el intervalo [O,lJ mediante 1af6nmila 

el +?( N.I)pA+1 )tA+l0*9 

A tiene valor de 10*9 porconsiderársele adecuado en. cuanto a la variabili­

dad y nO repetición de. números a1eatorios.Esto se.multilüica internamente por 

la matriz B 10 cual da como resultado una ~triz de dimensiones (N.I) que silma-, 

da a la matriz 

(N.I)pVC-1+2X 

da una matriz que tiene como característica el tener nÍHneros aleatorios. dis.­

tribuidqs uniformemente en los intenralos de integraci6n. 

Se calcula ahora la funci6n a través de los renglones de esa matriz ,y el va.., 

101' obtenido(tin vector de N coordenadas) se le asigna aL. 

En el paso [3] se genera un vector de N coordénadas distribuidas al azar en 

el intervalo comprendido entre o y r IL.Se verifica cuantos putltos de los 

dos cumplen con la condición 

, L:?:(r IL)xC1+?NcpA+l)tA 

Se saca la proporción de puntos que cumplen la condición(dividiendo la cantl 

dad anterior entre N) y el área ap-¡:oximadabajo cunra será el resultado de 

multiplicar la proporción obtenida por el área del hipercubo que es 

H/L)xx¡.j 

N6.tese que la función F recibe CQ1ll0 argumento una matriz de dtllensiones 
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(N,n y entrega como resultado la evaluación de la función en cada :r:englón de 

la matriz original, todo esto en un vector. de dimensión N. 

Pasando al método crudo,nuevamente tenemos una función continuaF que va de 

un intervalo en R*:r en R. V es el mismo vector que en el caso anterior. La fun­

ción va a evaluar en cada iteración N[1] puntos hasta que el error relativo sea 

menor que N[2J(N[2] es un parámetro que se le da a la función). 

Generamos N[1] I -adas de nUmeras aleatorios en la matriz s.,cumpliendo és.ta 

las mismas condiciones que ~n la función INTEGRAL. Evaluamos la función F en $; 

el vector que nos da como resultada tomul tiplicamos por el hipervolumen d!'ll i!);. 

tervalo 

y tomamos la media aritmética de los valores.A .este valor 10 llamamos VA.Ha­

cemos el mismo proceso con,N[l] puntos más,osea que sacamos la media aritméti­

ca de 2x N[1] puntos y a este valor lo llamarílOs VN.Deseamoshacer este. proceso 

hasta que 

N[2]>1-VNtVA (error relativo). 

Si se cumple la condición entonces VNserá aproximadamente el valor de la in 

tegral. . 

La función APL queda así: 

'V'Z+V i'dONTEN;A;B;I;C;D;L;E;G 

[1] 1+x /B+vt 2x tI] ,.A+VC -1 +2x l1 +0. 5xp V] 

[2] A+( (D+N[1] ).I)pA 

[3J .C++/LxF A+CC1+?B+(N[1].I)pG+1 )HO*9)+. xE+Cl x -1+tI)e(I .I)pB, (IxI -l)pO 

[.4J ->4+N[2J> 11-( (C+C++/LxF M( Cl+?B)tG)+.xE)fD+D+N[lJt[)-CW 

[51 Z+CtD 

v. 

N es un vector de dos coordenadas :N[1] ,el nÚlnerode puntos que se tomah eh 
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ca,da iteración y N[2] ,e1 error relativo pennitido. 

En el paso [lJ,A es el conjunto de valores iniciales de los intervalos,B es 

el conjunto' de longitudes de los intervalos y L es el área del hipercubo, 

En el paso [2J.A se convierte ahora en una matriz de dimensión (N[ lJ.I) que tia 

ne en cada renglón al vector A a'lterior.D va a ser el contador de puntos qUe ya 

se calcularon y tiene como valor inicial N[l]. 

En él paso [3J se la función de dimensión (N[l],I) con valores dis-

tríburdos aleatoriamente en los intervalos (análogo a .la función IllTEGRAL) ,Es­

tos semuitiplican por la longitud del intervalo y luego se surr,an entre sí.' 

En ,el paso,[4] se calcula el valor &"terior de la iteración (CfD) y se saca 

al exterior.Luego'se ca,lcula el nuevo valor.Se computa el error relativo entre 

ambos y si todavía es grande,se regresa nuevamente al paso [lt];de 10 ~ontrario 

pasa al paso [5J que nos entrega el valor aproxiniado de la integral. 

Ahora hagamos, algunos ej emplos de funciones para integrar . Definimos 

n+F X ' 

[1] Z+(+/X)++/Xxlq>X 

v 

Esta fünción pudo haber sido definida de una manera más larga, quizá más ex­

plicita,pero menos elegante,de la sigulente manera: 

VZ+F X 

[1] Z..-X[ ;lJ+X[ ;2J+XC; 3]+(X[ ;l]xX[ .2] )+(X[ ;2Jxx[ ;3])+X[ ;l]xXE ;3J 

V 

O 1 O 1 O 1 INTEGRAL 1000 

2.2679051+93 

O 1 O 1 O 1 INTEGl!.AL 1000 

2.0.83415779 

O 1 O 1 O 1 INTEGRAL 1000 

2.307586723 



o 1 O 1 O 1 INTEGRAL 1000. 

2.2320952.11 

O 1 O 1 O 1 INTEGRAL 1000 

2.2868033·34 

O 1 O 1 O 1 MONTE 1000 .001 

2.219360252 

2.220167359 

O 1.0. 1 O 1 MONTE 1000 .001 

2.293733594 

2.25950.9416 

2.258309999 

O 1 O 1 O 1 MONTE 1000.0.01 

2.256107614. 

2.269010145 

2.26';)507935 

O 10' 1 O 1 ¡vlONTE 1000 .001 

2¡24l¡.527&06 

2.24141Oc776 

2.24280.9497 

O 1 O- 1 O 1 MONTl[: 1000 • .00.1 

2.24151+0911 

2.25230.8281 

2.26í1095947 

2.250043395 

. 2.246259525 

2.2492.49984 

2.248852435 

-:-76-



Definimos otra fUnción. 

'ilZr+'F X 

(1) Z+(+X[;l]*3)x*X[;2)+X[;1] 

'V 

1 4 1 3 INTEGRAL'tooo 

~.4Et778916 

'1 4 1 3 INTEGRAL 1000 

4~~4~9130546 

1 4 1 3 INTEGRAL 1000 

4.814398316 

1 4 1 ,3 INTEGRAL, 1000 

4;646934229 

1 4 1 3 INTEGRAL 1000 

4.095389188 

1 4 1 3 ,ltfONTE 1000 .om 

'4.698217556 

4.680222121 

4.535958861 

4.643584301 

4.648114333 

1 4 1 3 MONTE1QOO .001 

'4.444Q2494 

4.,5081472146 

4. ,1453563061 

4.47079368'2 

4.518753195 

4.526296739 



4.549797693 

4.541700296 

4.500725856 

4.486629422 

4.490671627 

1 '4 1 3 MONTE 1000 .001 

3.839674306 

4.150458803 

4.202434799 

4.458368115 

4.501272956 

4.470541957 

4.444326945 

4.585626542 

4.57289525 

4.535504164 

4.5551LJ.6~71 

LJ..593049935 

4. 5673280t¡.3 

4.59965021 

4.620999274 

4.615'+18254 

4.5969.59624· 

4. 61t¡.555262 

4.607589004 

4.596193213 

4.599151552 . 



1 4 1 3 MONTE 1000 .001 

. 4.;941514lJ.33 

. 1+.756632332 

. "'.703308843 

4.739439853 

4.72617692 

4.623244916 

4.624106647 

1 4 1 3 MONTE 1000 .001 

4.31+0731663 

4.793470912 

4.569352118 

4.515193319 

4.683677563 

4.68146925 

Ahora F será 

'iJZ+F X 
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[1] Z+t(X[;1]*2)x((X[;1]*2)-X[ ;2]*2)*0.5 

'V 

3 5 1 3 INTEGRAL 1000 

0.092236Ü,539 

3 5 1 3 INTEGRAL 1000 

0.09811868767 

3 5 13 INTEGRAL 1000 

0.0869866131+9 

3 5 1 3 INTEGRAL. 1000 

0.0888d!f98753 



5 1 3 INTEGRAL 1000 

0. C8::,96656836 

~ 5 1 3 Jl0NTE 1000 .001 

0.08970812473 

0.Og77123973 

0.0939S090118 

0.09331215767 

0.09329856348 

3 5¡13 MONTE 1000 .001 

0.0967295016/'¡' 

0.09352229061 

0.09360906011 

3 5 1 3 AONTF 1000 .001 

o. 

0.09250111+841 

0.0920124624 

0.09232299036 

0.09230713039 

3 5 1 3 .dONTE laoo .001 

0.08966036.316 

0.09091603355 

Ú. 092654~1157 

09256590303 

5 1 3 "10NTE 1000 .001 

0.09314!Jb2225 

0.09373217481 

0.09352239173 

-80-
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0.092.5562497 

0.09255244359 

vz+P.x 

1 2 2 3 INTEGRAL 1000 

0.08503438246 

1 2 2 3 INTEGRAL 1000 

0.08218782926 

1 2' 2 3 INTEGRAL 1000 

0.08973210228 

1 2 2 a INTEGRAL 1000 

0.08508937231 

1 2' 2 3 INTEaHAL 1QQO 

0.0852l:f044705 

1 2 2 3 ,>10NTI'; 1000 .001 

0.08565707496 

0.0855i3472'94lJ 

0.08505391842 

0.08499404563 

1 2 2 3 ,,10NT8 1000 .001 

0.08548l+17859 

0.Q84398482l+1 

0.08433485892 

1 2' 2 3 ¡10NTE 100.ó .001 

0.0841320127 



1 2 1 1.570796327 1 1. 570796327 

W INTEGRAL 1000 

0,295.561554-5 

W INTEGRAL 1000 

0.2947666943 

W INTEfJRAL 1000 

0.3005075164-

W INTEGRAL 1000 

0.296837624-5 

-82-
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W INTEGRAL lOCO 

0.2945701029 

W ¡IIONTE 1000 .0.01 

0.2947875685 

0.2966540327 

0~2965476l.¡.5 

W MONTE 1000 .001 

0.2920649085 

0.2939432739 

0.2941641365 

W MONTE 1000 •. 001 

0.294427~484 

0.2930739971 

O.292868a467 

W [.10NTEI000 .001 

0.Z9a2296487 

0,2922288611¡. 

O,. 292!¡.991194 

W MonTE 10.00 .001 

0.2952222318 

0.2941+7656.92. 

0;2942291525 

La siguiente funl!i6n.tiene valores negativos.con 10 cual no se Cumple una 

de las condiciones establecidas por .el métodogeométrico.S6lamente se darán 

. ejemplos can el. método' crudo. 

'JZ+F j{ 

[1] Z~(X[ .1J><X[j3]}x20X[;1]XX[;2] 

'1 

._~~_~ __ . ~. ___ .......C--.;...... ______ ~ ________ - ___________ _ 



W+(OO:5),(Ol),(Ol),{02}.0.2 

W 
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1.570796327 3.1~159265~ 3.14159265~ 6.283185307 O 2 

W MONTE 1000 .001 

'-O. ~733622774 

-1.112157323 

-1. 287678006 

-1.470287613 

-1. 579566221 

-1. 425356528 

-1. 377631335 

-1. 500640241 

-1.447327536 

-1.355497143 

-1. 37230694 

-1.387516106 

-1. 34810711 

-1. 33072771 

-1.310185341 

-1.274751043 

-,1.253930723 

1. 268772 847 

-1. 2812981 

-1.253606923 

-1. 20839.2838 

1.19389169 

-1. 22212895 



-1.211456248 

-1.224733895 

-1. 230229861 

-1. 225665198 

-1.189205052 

-1. 208077702 

-1.184162131 

-1.167838805 

-1.133782759 

-1.15552611 

-1.148953411 

-1.15897474 

-1.138208396 

-1.122381313 

""1.12913075 

-1.101534291 

-1.099303859 

-1.086709426 

-1~076606246 

-1'.091159155 

-1.111216456 

-1.113087743 

-1.112743177 

W MONTE 1000 .001 

-2.039952156 

-0.9215549358 

-1.2858:0497 

-85-



1.161249321 

-1. 210494996 

~1.136930959 

-1.201725416 

-1. 096435854 

-1.121018659 

-1. 029246498 

-1.013393488 

-1.066289823 

-1. 092888539 

-1.1776451 

-1.101070484· 

-1.07:1192746 

-1.098777024 

-1.042638661 

068588184 

-1. 078050508 

-1. 063626107 

-:-1.0']5672456 

-1.0'73710152 

-1.0810@llt13 

-1. 

-1.134649251 

-1.143654856 

-1.170162856 

-1.192192143 

-1.19402818~ 

-86-



-1.170378006 

-1. 217613284 

-1.241418259 

-1. 211773308 

-1.195505746 

-1.18:3011059 

-1.2015786~5 

-1.19"7516924 

-1.219213659 

-1. 237478941 

-1. 2671671+28 

-1.258515532 

-1. 272Q08856 

-:1. 276819593 

-1.26642071 

-1.273074294 

-1.25943535 

-1. 243S23:1B4 

-1.240166631 

-1.227129751+ 

'-1.205977204 

-1.2015132 

-1.231153293 

-1 •. 248803521 

253391062 

-1. 26498065 

-1.25561704 
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-1.238:10454 

-1. 254084141 

-1. 242732886 

-1. 233986227 

-1. Lc5,lV'+L.I.~''+ 

. Iv MONTE 1000 • dOl 

-2.2341+18836 

-2.073589874 

1·862723659 

-1. 569610288 

-1. 574:38547 

-1.736654438 

-1. 8066311.41 

-1. 753.929362 

:-1. 636786583 

-1.535869564 

-1. 42354:6373 

-1.4.80391543 

-1.lJ,88480447 

-1. 4528.86633 

-1. 457773924 

-1. 506535626 

-1.S4{í506517 

-1. 5606!t3i392 

-1.467760364 

-1. 421788062 

341834981 

-1. 367733.503 
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-1.301911904 

-1.313049017 

-1.25700181 

-1. 266345116 

-1.242497764 

-1. 204945936 

"':1.185727441 

-1. 17203089 

-1.18986943 

-1:. 226867858 

-1. 2009033 

-1.243410335 

-1.215242541 

-1. 237891502 

-1. 215600721 

-1.23795011 

-1.187968889 

-1.17667673 

-1.177251432 

W MONTE 1000 .001 

-1.;259358531+ 

-1. 48351038 

-1.103573853 

-1.171170029 

-1. 415613961 

-1.338019519 

-1.1797672 

-89-
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-1. 087037616 

-1.120720842 

-1. 008634372 

-0.9740786707 

-1.018321445 

-1.011961091 

-0.9915955525 

-0'09501989829 

-0.9811191757 

-1. 011153024 

-0'.9907424825 

-1.048606507 

-1..052104127 

-1'.059269662 

-1. 086642049 

1'.08353081 

-1 .• 052009106 

-1.058649624 

-1 .. O 772f34088 

-1.06234493 

-1.102013925 

-1'.088383689 

-l. 055017595 

-~. 0.56785969 

-1.064813495 

-1.106870609 

-1.100290544 

-1-017191842 
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-1.087809528 

-1.101507764 

-1.093434956 

-1.0B36893ú8 

-1.10370283· 

-1.089900909 

-1.091566121 

-1.099242/f/f/f 

-1.120592857 

-1.10.9961L¡,08 

-1. 11020/f/fl 

W MONTE 1000 ,001 

-O. 68817780/f8 

-0.9070459759 

-1.17002106 

-1.190654091 

-1.150612576 

-1~26883Bo99 

-1. 2063'7847 

-:1. 226997938 

-1.162187643 

-1. 15/f092536 

-1.150761192 

-1.199464053. 

-1.263692438 

-1. 28181860l¡, 

-1~255753723 
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29242.6861 

-1,275895219 

-1.24718165 

-1.234395191 

-1.219741912 

-1.183971997 

-1. 

-1. 20169407 

-1. 215643362 

-1.195596667 

-1. 208044872 

.19922754.5 

L 

-1.19670935 

1. 

1. 

1.:191874236 

1. 1.761. 72257 
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Como se mencionó antedormente,tamb ien rÍJétddos de reducción qe va7" . 

La 

la cual no fueron íncluídos aquí es que no se refiere~ en 

a procedill1ientos universales. Depende de fundón Ú método a seguir. 

de esta es a ro"'·!-n,]"" que seanmiis geneT~les 

cuanto a su apl icaci6n .. 
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CONCLUSIONES. 

Al llegar a estepunto~las conclusiones las podemos dillictiren dostipos:Las 

. conclusiones· referentes a los metodos lIbntecar.lo y las que conciernen al.len;~ 

J€ APE. •. 

10 que podemos decir con respecto a las primeras eS que no pretendimos en 

tates~hacer un análisis minucioso y estricto de todos los métodos que tienen 

a~go que ver con la generación denÚJlleros aleatorios.La intencióh est;lu,e ell~!:;. 

tor sede .cuenta que muchas veces cuando uno pretende resolver un det.erminado 

.problema referente a análisis numérico ,existe la opción de .recurrir a los mé'to­

dos lIbntecarlo.En general,este tipo de conceptos no están suficientemente 

didosy son rarOS los libros no especializados en el tema que 

por ejemplo,los de ariálisisnuméricoJ •. 

La aplicación de los métodos Montecarlo está ahierta.y sobre todO existeuPQ 

.sibHidades ilimitadas en procesos de simulación,como pór ejemplo',lilOvimiento 

partículas,epidemiología,sist~s ecológicos ,etc. 

En. general,muchos fenómenos naturales se comportqn en forma aleatoria;ya 

través demod.elos estocásticos Se pueden siJllilaralixiliándose en los métodos 

M:lntecarlo ~ 

Pasando .. a las conclusiones referentes aAPL.se hicieron algunas comparaciO-

nes con otros lenguajes de. uso común en programaci6n.Rec\:lrdemos la funCión 

INTEGRA~definida en el capítulo anterior;héla aquí: 

\1Z+V INTEGRAL N¡I¡JóL;A¡B 

. [1J B+Clx-ltlI)a(I .I)p(J .... v¡: 2x t1]-V[-1+2x lI]). (Ix(I+O.5xp v) -:1 )pQ 

[ h.xB 

L3] Z""«f IL)xxiJ)x(t/L?(f /L)xC1+?lllpAt1}tA) .. ¡v 

TallIbiénhabíamos definido la flll1ción· P 



íJZ+F' x 

[1] Z+(+/X)++/Xxl~X 

"J 

Los programas equivalent~ tueran hechos en lbS lengUajes ALGOL,BASIC,FOR· 

TRAN y PL/LA continuación se listan: 

ALGOL 

·BEGru 

FIlEBFBS (KIND=REMJrE) ¡ 

REAL .J[O:2J,V[O: 5] ,C[0:2J,I!O:999]; 

L'U'EGER I;K,N,NF,ALEA¡ 

REAL MAX,AREA; 

REAL PRX:EOORE: F (V'l, V2, V3) , 

. VALUE V1,V2,V3¡ 

REAL V1, V2,V]; 

F: ='il1 +V2+V3+V1 *VZ+V1 *V3+VZ*V3 ¡ 

REA.D (BFBS , /, FOR 1: =0 

FOR 1:=0,1,200 

, J[I] :=V[Z*I-l]-V[2*IJ; 

1 UNTIL 5 00 V[Il,N1ALFA); 

FOR 1: ""O ST,EP 1 ONTIL N-lOO 

BEGIN 

FOR K:=O,l,2 00 

C[K] :=V[2*KJ+.J[Kl*RANiXJM(ALEA); 

LEI]:=F{c[OJ,C[lJ,CLZJ) i 

IF MAX ISS lB] THEN MAX:=LEI] 

END; 

IiDR STEP 1 UNTIL N~l 00-

IF MAX*RANiXJM(ALEA} Lm LEI] TREN NP:=NP+l¡ 

JlJiEA:'-"l; 



:roR k=O, 1, 2 00 

..• AREA:=ARE1I,*J[1J; 

AREA:=AREA'*Mi\X¡ 

WRlTE(BFBS, <:F20 .10> ,NI? ftJ*AREA) 

END. 

BASIC 

100nIM J(3),V{6) ,L(1000) ,e(3) 

200 MAT INPVI' V 

300 lNPUl' N,Al 

400 :.roa 1=1 'ro 3 

500 J(I)=v{2*I)-V(2*I-1) 

600 NEXT 1 

.. 95-

70'0 DEF ffiF (V1, V2(v3)=V¡.¡,V2+V3+Vl *V2+Vl *V3+V2*V3 

800 FOR.!=l 'ro N 

900 :.ron. K=1 'ro 3 

1000 e (K}=V {2*K-1}+J (K) *Rl:;¡D(Al} 

1100 NEXT K 

1200 L{I)=FNF{C(l} ,e(2},e(3» 

1300 IF M1 LT L(I} THEN 1500 

1400 00 'ro 1GaO 

1500 Ml=L (T) 

1600 NEXT 1 

1700 FOR I=1 'lO N . 

. 1800 IF M1 *RND (Al) LE L (I}THI3N 2000 

1900 00 'ID 2100 

2000 N1':=N1+1 

2100 NEXT 1 

2200 .Al=l 



~300 FOR 1=1 Tú 3 

2400 A1=A1*J(I} 

2500NEXT 1 

2600 A1=A1 *M1 

2100 PRINT Nl/N*A1 

2800E\lD 

FILe l=BFBS ,UN1T=RJiM)TE 
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DIMENSION RJ(3} ,V(6) IC (3),RL (1000) 

READ (1, /) (V (I) 11=1,6) IN,A.I.EA. 

rolO 1=1,3 

10 RJ(I)=V(2*I)-V(2*I-l) 

ro 20 I::1,N 

00 30 K=1,3 

30 C(K)=V (2*K-1l +RJ(K) *IW'í!DCM (A.T.EA) 

RI.;(I)=F (C(l},e (2),C (3» 

20IF (RMAX'.LT.RL{I» RMi\X=RL(r) 

00 40 I=1I N 

40 IF (RMAX*Rl\NI:ÓM(AI..EA} .LE.RL(I» Nj?=NI>+1 

AREA=l. 

ro so 1=1,3 

50 AREA.=AREA*RJ(I) 

·ARFA=AREA*RHAX 

WRITE (1,60) FI.OAT(NP) /FlOAT (N) *AREA 

60 ~T(F20.1a) 

S'roP 

EN!) 



EUNCTICN F(Vl, V2, V3) 

F=Vl+V2+V3+Vl *V2+Vl *V3+V2*V3 

RE.'l'URN 

END 

PL/I 
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1E.:!I..1\RE1,K,N,NP,ALFA FIXED{10,O) ,RMAX,AREA,RJ(3) ,V(6),e (3),RL(lOOOl; 

GEl' ;LIST «VeI) 00 1=1 '1'0 6) ,N,ALFA} ¡ 

00 1=1 '1'0 3; 

RJ (I).=V(2:*1)-V (2*1-1) ¡ 

END; 

rp 1=1 '1'0 N; 

00 K=l ro 3; 

e (K) =V (2*K-l).¡ro (K) *RANlXl4 (ALFA) i 

RL (1)=F (e (1) ,e (2) ,e (3) ; 

1F:RMl\K <; RL(1) THEN RMAX=RL(1); 

END; 

00 1=1''1'0 N; 

IF RMAX*~(ALEA) <= RL (1) THEiN NP=N?+1; 

AREA=l¡ 

:00 1=1.'1'0 3; 

AREA=AREA*RJ (I) ; 

END¡ 

PUl'. LIST (N? !N*AREA) ; 

_____ ...;,., __ 4_~ ___ ""'"_,~"'~~,--,~-------.---_~ ____ _ 



-98-

F :POCCEDURE (Vl, V2, V3} ¡ 

~ (V1 +V2+V3+V1 *V2+Vl *V3+V2*V3) ¡ 

&ID F; 

ENDINTEGRAL, 

Es evidente lo compacto que queda la función en APL. yn6tse como no s~ tuvo 

necesidad de iterar ni una sola vez.En cambio,enlos demás lenguajes si se tuvo. 

que recurrir a la iteración. Esto es debido a la gran ven;taja de que APL opera 

con arreglos también.Basic tiene tanibién operaciones COn matrü:es,pero son mUy 

restringidas en comparación con APL. 

En todos los progr~~as,los datos de entrada fueron: 

,1~G.l.0.1,1000.16807 

Pasando a los tiempos de proceso,podemos Ver 10 siguiente: 

Algol,'Basic,f'Ortran y PUl tienen que pasar por un proceso de compilación,y 

APL no,debido a que es un intérprete (Las instrucciones se interpretan una por 

una,generándose en ese momento el código,mientras que el compilador genera de 

Ul1Ji vez todo el código al principio). 

Para saber el tiempo de en ;;PL,hay.un símbolo que es 'r')el cual 

si es "c'"w,uv de detenninadQs enteros a la derecha nOS da diferentes informado" , 

nes sobre datos del sistema;seguida del númer9 21 nos clael tiempo de procesa': 

dor' usado en una sesentavos 

Para calcular el tiempo que se lleva 

guiente funci6n: 

VZ+TIE;JPO ;'J' 

'[1J Z+-60 .60T( T+x21 ) -TP 

[2~ . 

v 

segundo). 

lJl1a función,dennrnos la sí-

El runnero tiene: que estar definido anterionnente. 



Llamamos a la funciónTIE,IPO antes y después de llamar a la función INTEGRAL. 

Y el vector que nos da la segunda vez van' a ser,losminutos,segúndos y centé.si­

. más de segundo empleados en el proceso. 

La f1mciónAPL fue ejecutada en una computadora IBM370/15i5 perteneciente 
. . 

a.I~l de Méxicp S.A •. Los programas en los demás lenguajes ·fueronejec~tados en 

una computadora Burroughs B-6700 perteneciente.al Centro de Servicios de C6mpu":' 

to de la Universidad Naciopal i\utónomá de México, todos ellos .desdeuna teTIn.inal 

remota de pantalla. 

Ahora s! ejecutemos la función 

TT&V1PO 

5241 47 

o 1 o 1 O 1 INTEGRAL 1000 

2.250310443 

TIFJv¡PO 

o 328 

El. programa de 'Algol entregó como resultado 2:2530882204,uSÓ de proéesador 

34 segundos en la compilación y en la ej ecución; el de entregó 

2.2530882204 Y usó 1.20 en compilación y .1.48 enejeeución;Fortrari,diocomo re'"" 

sul moo 2.253882201+ consumiendo 1.23 segundos en compilación y 1,23 en ej eeu:" 

ci9u;fina1mente PL/I !;iacó el resultadó 2.253.0878002 gastando 4: 30 ;;egundos en 

cO!llpil~cióny:L81 en ejecución.La siguíentetabla ilustra mejor la situllción: 

Lenguaje 

ALGOL 

AEL 

B.I\SIC 

FORTRAN 

PL/l 

Tiempo de pro~esadoT 

2.33 

3.28 

2. e8 

2.46 

6.11 

3 

28 

24 

25 



\ 
f 

-lOO~ 

que hacer notar que estos datos referentes a. tiempos de proceso pueden. 
.. . 

561' engaflosos en cuanto a la comparaci6n de dos computadoras completamente dis-

tintas (el procesador de una puede .ser más lento qucel de la otra y yiceversa). 

Aunque es u,'1 poco más tardado el APL (por ser intérprete) .s6lamente necesita 

tres instruq;;iones para realizar lo que otros lenguajes hacen en más de 20. 

verdád.e;ramente lamentable que en la Facultad de Ciencias y en toda I;lUes­

tra Universidad en general no se le haya dado dHusi6nalAPL.No con Elsto esta­

mos diciendo que APL es superior a todos los lenguajes .sinoque tiene susventi!. 

para determinado tipo de problemas como las tienen otros lenguajes en. otro 

t.;lpo de problemas. 

es antes que un lenguaje de programación,un lenguaje algebráJ,. 

ca no a'TIbiguo que muy probablemente es más comprensible que el lenguaje tradi­

álgebra y debería divulgarse más SH uso. 
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