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INT20DUCCION 

EL OBJETIVO DE ESTE T2ABAJO ES PRESENTAR UN ESBOZO TEORICO DE 

DIFERENTES HETODOS DE ESTIMACION PARA PARAKETROS EN MODELOS DE 

REG2ESION NO LINEAL,OCUPANDONOS ESPECIFICAHENTE DE TRES DE 

ESTIMACION PUNTUAL Y OTROS DOS PARA LA ESTIHACION POR REGIONES DE 

CONFIANZA. 

CON EL PROPOSITO DE DAR SUFICIENTE CLARIDAD AL TRABAJO,A LO 

LARGO DEL KISKO,HEMOS TRATADO DE PLANTEAR COMPARACIONES ENTRE LA 

PROBLEMATICA RELATIVA A LOS MODELOS FUNCIONALES LINEALES Y LA QUE 

ES PROPIA A LOS NO LINEALES,ASI cono DETALLAR y JUSTIFICAR 

AQUELLOS PUNTOS QUE CONSIDERAMOS HAS IMPORTANTES.CABE ACLARAR QUE 

NUESTRO TRABAJO FUE ENFOCADO CON HAS ENFASIS A LA ESTIHACION 

·PUNTUAL. 

LA EXPOSICION ESTA COMPUESTA DE NUEVE CAPITULOS,UN APARTADO 

DE CONCLUSIONES Y TRES APENDICES DE APOYO. 

DENTRO DE SUS GENERALIDADES,EL TRABAJO MUESTRA UN CONSTANTE 

REPLANTEAMIENTO DEL MODELO FUNCIONAL,ASI COMO EL DAR POR HECHO QUE 

PARA EFECTOS DE ESTIHACION EL USO DE LA FUNCION DE HINIKOS 

CUADRADOS ES CONVENIENTE. 

EN CUANTO A LA CONSTANTE REDEFINICION DEL MODELO 

FUNCIONAL,DIREMOS QUE FUE CONSIDERADO AS! CONVENIENTE PARA QUE, 

EN CADA CASO,SE EVITASEN CONFUSIONES EN CUANTO A NOTACION Y 

EXPOSICION DE LOS METODOS.POR LO QUE RESPECTA A LA FUNCION DE 

MINUIOS CUADRADOS,EL APENDICE III TRATA EN FORMA SOMERA SOBRE LA 

CONVENIENCIA DE SU USO PARA EFECTOS DE ESTIMACION. 

LOS CAPITULOS 1 Y 2,TIENEN COMO FINALIDAD PRINCIPAL,SITUAR AL 

LECTOR DENTRO DE LA PROBLEMATICA DE ESTIHACION PARAKETRICA DE 

MODELOS DE REGRESION NO LINEAL,MARCANDO LA RAZONES POR LAS QUE ES 

NECESARIO BUSCAR ALTElmATIVAS DISTINTAS O HACER MODIFICACIONES A 

LAS UTILIZADAS PARA EL.CASO LINEAL. 



EN EL CAPITULO 3,SE PRESENTA EL PRIMER HETODO ITERATIVO DE 

E.S'TIMACION PUNTUAL,QUE HACE USO DE LA EXPANSION EN SERIES DE 

TAYLOR HASTA GRADO UNO DEL MODELO FUNCIONAL.AS! MISHO,SE COMENTAN 

PORMENORES DE LA ELECCION DE UN VECTOR INICIAL,CARACTERISTICO DE 

TODOS LOS PROCEDIMIENTOS ITERATIVOS DE ESTIHACION. 

EN EL CUARTO CAPITULO,SE E...o;;'fRUCTURA EN FORHA GENERAL EL 

PLANTEAMIENTO DE LOS "MODELOS ITERATIVOS ACEPTABLES",DANDO UNA 

PRUEBA GENERAL DE CONVERGENCIA PARA TODOS AQUELLOS HETODOS QUE 

PERTENECEN A F.STA FAMILIA. 

AUNQUE EL METODO DEL DESCENSO POR LA PENDIENTE HAXIHA 

FORMA PARTE DE LOS ANTERIORES,ES DETALLADO EN FORMA SEPARADA EN EL 

CAPITULO 5,BUSCANDO DEJAR ANTECEDENTE QUE CUALQUIERA DE LOS 

PROCEDIMIENTOS ITERATIVOS ACEPTABLES PUEDE SURGIR EN FORMA NATURAL 

E INDEPENDIENTE DEL RESTO DE SU CLASE. 

EN EL CAPITULO 6 APARECE EL METODO DE l'fARQUARDT,TAHBIEN 

ITERATIVO ACEPTABLE,QUE DE ALGUNA FORMA MEJORA LOS DOS ANTERIORES. 

LA SEGUNDA PARTE DEL TRABAJO INICIA CON EL CAPITULO 7,MISHO 

QUE PRETENDE CLARIFICAR LA IDEA GEOHETRICA DE LA FUNCION DE 

HINIM().g CUADRADOS, TANTO PARA EL c~o LINEAL COPIO PARA EL NO 

LINEAL,DEJANDO CL~ SUS DIFERENCIAS. 

LOS CAPITUL().g 8 Y 9,FUNDAMENTALHENTE EXPONEN LOS METODOS DE 

ESTIMACION POR REGIONF.S DE CONFIANZA QUE HEMOS SELECCIONADO PARA 

PRESENTAR EN ESTE COHPENDIO;FINALHENTE INCLUIMOS LAS CONCLUSIONES 

SOBRE LO QUE FUE PLASMADO EN LOS NUEVE CAPITULOS. 
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1.- MODELOS FUNCIONALES 

UNA DE LAS SITUACIONES KAS COMUNES EN EL ANALISIS 

ESTADISTICO,ES AQUELLA DONO~ PARA ESTUDIAR UN FENOMENO SE PROPONE 

UN MODELO FUNCIONAL CON UNA VARIABLE RESPUESTA QUE DEPENDE DE 

CIERTAS VARIABLES CONTROLADAS DEFINIDAS O EXPERIMENTALES. 

LA VARIABLE DEPENDIENTE CUNTIFICA LA RESPUF..STA DEL FENOPfENO 

BAJO OBSERVACION Y LAS VARIABLES INDEPENDIENTES REPRESENTAN LOS 

FACT02ES CONTROLABLES QUE INTERVIENEN EN EL KISKO. 

ES INDUDABLE QUE EN CUALQUIER FENOMENO INTERVIENEN UN GRAN 

NUMERO DE FACTORES QUE NO PODEMOS CONTROLAR,POR LO QUE EL MODELO 

FUNCIONAL QUE SE PROPONGA DEBE CONTEMPLAR ESTA SITUACION.EXPLI

CITAMENTE,EL MODELO PUEDE SER REPRESENTADO POR LA SIGUIENTE 

ECUACION CONOCIDA COMO EL MODELO POBLACIONAL: 

C1.1) Y=/<+;9)+& 

DADO QUE NO SE PUEDE TRABAJAR CON TODA LA POBLACION SE ELIJE 

UNA "UESTRA ALEATORIA Y LA ECUACION C1.1) TOMA LA FO~A DE LAS 

SIGUIENTES ECUACIONES CONOCIDAS cono EL MODELO HUEST2AL: 

(1. 2) Yu=/C+u;8)+&u u=t, 2, ... , n 

DONDE tu REPRESENTA UN VECTOR CUYAS COMPONENTES SON FUNCIONES 

DE k VARIABLES CONTROLADAS;8 ES UN VECTOR p-DIKENSIONAL DE 

PA2AMETROS DESCONOCIDOS;/Ctu;8) REPRESENTA APROXIMADAMENTE EL 

EFECTO DEL VECTOR tu SOBRE LA VARIABLE RESPUESTA Yu;&u ES UNA 

VARIABLE ALEATORIA QUE CUANTIFICA EL EFECTO DE LOS FACTORES NO 

CONTROLADOS O BIEN DEL ERROR DE APROXIKACION DE /Ctu;9> A Yu. 

USUALMENTE LA FUNCION /Ctu;9>,PUEDE REPRESENTAR ADECUADAHENTE 

EL EFECTO MENCIONADO SOBRE Yu EN FORMA LINEAL CON RESPECTO A LOS 

PARAPIETROS.EXPRESAHENTE: 

C1.3) Yu=61tj>u1+e2;u2+ ... +6p~up+&u u=1,2 •...• n 

O BIEN,EN FORMA MATRICIAL: 
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-
y, t/111 ~-2 • 

t/121 t;22 E:2 

. X•Ct/>i.j > 

~ij=VALOR QUE TOKA LA j-ESIKA FUNCION DE LAS 

VARIABLES CONTROLADAS EN LA i-ESiltA OBSERVACION 

CUANDO SUPONEKOS ADEKAS QUE LA MATRIZ X TIENE RANGO COMPLETO 

Y QUE L~ VARIABLES cu SON NO CORRELACIONADAS E IDENTICAltENTE 

DISTRIBUIDAS COHO NOIDIALES CON E<eu)=O, YARC&u)=o2 V u,ES 

DECIR: 

C1.5} RANGOCX)=p e ~ aCO,o2
) Cp < n) 

EL ESTIHADOR PARA 8 QUE MINIMIZA LA FUNCION DE HINIMOS 

CUADRADOS: 

Ct.6) S<&>= &Le• ru=t" <Yu-/Ctu;9>> 2 

COINCIDE CON EL ESTIMADOR MAXIHO VEROSIMIL Y ES: 

C1. 7> 

RESULTA RELEVANTE PREGUNTARSE DE <1.5) POR QUE p < n ,LA 

2ESPUESTA NO ES HUY COMPLICADA;SI SUCEDIERA p > n ,Y X TUVIESE 

RANGO COMPLETO,ENTONCES RANGOCX>=n y RANGOCXLX>=n PERO COMO xLx ES 

DE pKp,NO EXISTiiIA cxlx>-1.SI SUCEDIERA QUE p--n,EL MODELO SERIA 

HIPERSENSIBLE. 

CABE SENALAR QUE EXISTEN MODELOS FUNCIONALES QUE SI BIEN EN 

UN PRINCIPIO NO TIENEN UNA EXPRESION LINEAL EN LOS 

PARAHETROS,PUEDEN ADQUIRIRLA MEDIANTE TRANSFORMACIONES 

CONVENIENTES,POR EJEMPLO: 
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u=1,2, ..• ,n 

APLICANDO LOGARITHO NATURAL A AHBOS HIEHBROS DE LA ECUACION SE 

TIENE: 

u=t,2, ...• n 

SI DEFINUIOS: 

Yu.alogCYu> 

TENEHOS: 
, 2 

Yu a6t+&2tu +&u u=l,2, ... ,n 

QUE RESULTA SER UN HODELO LINEAL EN LOS PARAHETROS.A ESTA CLASE DE 

MODELOS FUftCIONALES SE LES CONOCE COMO MODELOS IN?ilNSICAHENTE 

LINEALES. 

AUNQUE EL CAMPO DE LOS MODELOS LINEALES E INTRINSECAMENTE 

LINEALES PUEDE ABARCAR UN GRAN NUMERO DE PROBLEMAS 

PRACTICOS,EXISTEN MUCHAS SITUACIONES EN LAS QUE UN MODELO 

FUNCIONAL NO LINEAL CCONSIDEIO\NDO COMO TAL A UNO QUE NO SEA NI 

LINEAL NI INTRINSEX::AHENTE LINEAL>,SE ADECUA HAS A LA NATURALEZA DE 

LOS DATOS QUE SE POSEEN PARA EL FENOHENO QUE SE ESTA ESTUDIANDO. 

POR EJEHPLO,CUANDO LA VARIABLE RESPUESTA SURGE COMO LA SOLUCION DE 

UNA ECUACION DIFERENCIAL,EL MODELO FUNCIONAL CORRESPONDIENTE 

PODRIA TOffAi LA FORMA: 

/Ctu:8)=61+&.zexpCiu&.J) u=t,2, ... ,n 

O CUANDO SABEl'IOS QUE LA RESPUESTA ES PER.IODICA PERO DESCONOCEMOS 

EL PERIODO,UN MODELO FUNCIONAL PERTINENTE PODRIA SER: 

/Ctu;8)-61+92cosCE4tu)+63SenC64tu) u=1,2, ... ,n 

O BIEN, 

Yu•61+&.zcosCE4tu)+63senCE4tu)+&u u=t, 2, .. ., n 

PARA ESTIMAR LOS PARAHETROS EN ESTE TIPO DE PROBLEHAS 

PODRIAHOS RECURRIR A MINIMIZAR LA FUNCION SC9>,COHO FUE DEFINIDA 

EN C1.6),Y OBTENER EL ESTIMADOR DE MINIHOS CUADRADOS,DE MANERA 

ANALOOA AL CASO LI,NEAL. 
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~ULTA PUES rnTERESANTE,A.NALIZAR LOS PROBLEMAS QUE SE 6 

ENFl!ENTAN PAli PONER EN PRACTICA ~ ltETOOO CUANDO SE PRESENTA UN 

P20BLEltA NO LINEAL. 



2. - MINIMOS CUADRADOS EN EL CASO NO LINEAL 

POR RESULTAR CONVENIENTE PARA LA EXPOSICION QUE DESA

iiOLLAREPfOS, HAREHOS ALGUNOS CAMBIOS A LA NOTACION QUE SE UTILIZA 

EN EL MODELO FUNCIONAL PARA MINIMOS CUADRADOS EN EL CASO LINEAL. 

SUPONGAMOS QUE TENEMOS n OBSERVACIONF.S DE U.N FENOMENO BAJO 

F.STUDIO Y QUE POSTULAMOS UN MODELO MUESTRA!. DE LA SIGUIENTE FORMA: 

(2.1> 

DONDE: 

Yu:a/C'(,u; 8H&u u=t,2 •. -.,n. 

~tu 

~2u 

VECTOR DE k FUNCIONES DE ~ 

VARIABLES CONTROLADAS 

VECT02 DE p P ARAKETR.O:S 

DESCONOCIDOS 

cu ; VARIABLE ALEATORIA NORMAL DISTIBUIDA CON EC&u)-0 

Y VARC&u)=o2 u=t,2, ... ,n Y PARA i~j ,e¡ Y &j SON NO 

CORRELACIONADAS. A .f:u SE LE CONOCE COPIO EL ERR02 

PARA LA u-ESIPIA OBSERVACION. 

CON LAS SUPOSICIONES ANTnI02ES CONCLUUIOS QUE SI: 

.., 
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IGUALANDO A CERO TENEMOS: 9 .. 
. C2.6) I:u=tnCYu-/Cl:u;9)) Cc5/Cl:u;9)/t56d9 = 81 "'O i.=1,2, ... ,p 

DONDE, .. 
Có{C~u;8)/66i. 19 = 8 1 DENOTA EL GRADIENTE DE /C~u;9) .. 

EVALUADO EN 8 e 9 

HASTA AQUI,LA TEORIA DESARROLLADA ES IDENTICA QUE EN EL CASO 

LINEAL,PERO EN ESTE PUNTO CABE HACER LA SIGUIENTE 

OBSERVACION;CUANDO EL MODELO FUNCIONAL ES LINEAL EN LOS 

PARAHETROS,LA EXPRESION DEL GRADIENTE ES HUY SIMPLE DADO QUE NO 

INVOLUCRA FUNCIONES DE 9,POR EJEHPLO,SI: 

/C~;9> = 6l~1+62~2+ ... +9p~p 
ENTONCES: 

(2.7) c5/(~¡8)/66i = ~i. V i.=1,2, ... ,p 

ESTA SITUACION FACILITA EL PROCESO DE ESTIMACION. 

DESAFORTUNADAMENTE NO SUCEDE LO HISHO PARA EL CASO DE 

LOS MODELOS FUNCIONALES NO LINEALES;PENSEKOS POR EJEMPLO EN UNA 

FlJNCION DE ESTE TIPO RELATIVAMENTE SENCILLA COMO LA QUE APARECE 

A CONTINUACION: 

C2.8) /C~> = expC-~> 

~ 6//66 • -6expC~> 

SUSTITUYENDO ESTE RESULTADO EN C2.6>,TENEHOS: 

C2.9> rn=1Yu~u expc-6~u> - r0=1~u expC-2e~u>= O 

ES HUY CLARO EL ALTO GRADO DE DIFICULTAD QUE SE TENDRIA PARA .. 
TiATAR DE DESPEJAR 8 EN LA ECUACION C2.9>.EVIDENTEHENTE,ESTA 

DIFICULTAD SE ACENTUA AUN MAS CUANDO LOS MODELOS FUNCIONALES NO 

LINEALES SON MAS COMPLICADOS E INVOLUCRAN MAS PARAHETROS. 

A ESTO, SE DEBE AÑADIR EL HECHO DE QUE EN EL CASO NO 

LINEAL,LA FUNCION SC8) PUEDE TENER VARIOS KINIMOS LOCALES ADEMAS 

DE UNO O TAMBIEN VARIOS KINIMOS GLOBALES,COHO KAS ADELANTE 

VEREMOS. 

HA SIDO NECESARIO ENTONCES,QUE SE BUSQUEN ALTERNATIVAS PARA 



10 
LA f;STIMACION NO LINEAL DE PARAMETROS,QUE SUPEREN LOS OBSTACULOS 

QUE SE PRESENTAN CUANDO SE TRATA DE APLICAR EL HETODO DE HINIHOS 

CUADRADOS EN FORMA DIRECTA. 

EN EL P~ENTE,EXPONDREMOS TRES METODOS ITERATIVOS QUE PUEDEN 

UTILIZ~E COMO ALTERNATIVAS PARA LA ESTIMACION PUNTUAL DEL VECTOR 

PARAMETRICO 8.NOS REFERIMOS A UN METODO ITERATIVO COMO AQUEL QUE 

SE REPITE TANTAS VECES SEA NECESARIO HA...~A QUE,CON BASE EN ALGUN 

CRITERIO DEFINIDO,SE CONSIDERE QUE LOS RESULTADOS FINALMENTE 

ENCONTRADOS CONVERGEN A UNA SOLUCION O BIEN DIVERGEN. 

ES NECESARIO MENCIONAR QUE ESTOS TRES /'IETODOS TIENEN LA 

CARACTERISTICA DE UTILIZAR UN PUNTO INICIAL 8°,SOBRE CUYA ELECCION 

E IHPORTANCIA,HEHOS CONSIDERADO PERTINENTE TRATAR INMEDIATAMENTE 

DESPUES DE EXPONER EL PRIMERO DE ELLOS. 

LOS METODOS SON: 

-LINEALIZACION 

-DESCENSO POR LA PENDIENTE MAXIMA 

-KETODO DE l'IARQUARDT 



fJ. - ltE'l'\'.11)(.1 l>E l.INEAl.IZACION 11 

E&.'TE ltli11)ll(.1 E&.1'A UASAl.M'.I EN LA EXf'AiiSION EN SEJ:.IES DE TAYL02 

HA.S'TA GIW><.1 IJN<.1 l>E LA F'IJNCION /(~ ¡ 9), PAI.'.TIEN{)(.1 DE UN PUNTO INICIAL 

eº CONVENIENTEltENTE ELEGIDO. 

EL f'Rt'>CEl>IIHENTO ES EL SIGUIENTE: 

SIJf'ONGAltOS QIJE HEltOS ELE<HOO 

UN PUNTO INICIAL eº=rn1°,62°,. .. ,epº),PODEKOS DECIR QUE SI e FSTA 

C!EL.1!ANO A eº. API..'OXIHADMtENTE SUCEDE: 

G:l.D ,/('f.,u;fO =/(~ ... ;e''>+ ¿¡=lP Có/C~u;9)/60i 1e=eº1 (6¡-&¡
0> 

V u=t,2, .. .,n 

OBSERVE."OS QUE EL SEGUNDO KIEKBRO DE LA ECUAC:ION <~~ .1), ES LA 

SERIE DE TAYLOR HASTA GRADO UNO PARA LA FUN<.1ION /<f,u;9) ALREDEDOR 

DE 9°. 

NUEVAllENTE HAkElt<.IS M.<.JIJNOS CAKBIOS A LA NOTACION POI'. ASI 

CONSIDERARLO CONVENIENTE. 

DEFINiltOS: 

G:L2) /uº= ./C'f.,u;9º> 

'3• o .. (6¡-E)¡ º> V u=1.2 ••.•• n 

zº«•= e ó/('f.••; 9)/be¡ 1e=eº1 

.\&'1 /••º ES tl. VALOi! DE LA FIJNCION ./Cl,u;9) 5>1JSl'ITIJYENOO EL 

VALOR DEL VECTOR QUE SE DESEA e-""'J'JffA 9,POR eº,fli. o REPRESENTA LA 

DIFERENCIA ENTRE LA i-ESilfA C(lffPONENTE DEL VECTOR PARAffETRICO POR 

ESTIHAR Y LA CORRESPONDIENTE DEL PREVIAffENTE ELEGIDO.ES IMPORTANTE 

NOTAR QUE EL E:."'TIHA~ (Ji.
0 ,EQUIVALDRIA A ESTIHAR &i .• POR 

Ul..TIH0,2ª¡,. &"~EL VE<.!TOR DE DERIVADAS f'Al'CIALES DE LA FUN<!ION 

/(~u;8) C'.ON RESPECTO A 8 EVALUADO EN eº. 

Al\()~ f.11~> EL ltOl.IELO F1lN<;IONAL QUE ESTAllOS CONSIDERANDO ES: 

u=l, 2, ... , n 

Y DE (3 .1.) TENElfOS: 



C3.U -/0!,u.;8º> • -/C~u;8> + ri.!h Có.(C~u;8)/ó6i f8=8°J C9i-6i º> 12 

u=l, 2 ... ., n 

DE DONDE SUMANDO C3.3) Y <3.4) SE TIENE: 

Yu-/C~u;8º> = Ligt Có.(C~u;8)/69i 19=6º1 C9i-9iº> +~u 

u=t,2, ... ,n 

FINALMENTE,SI EN LA ECUACION ANTERIOR SUSTITUIKOS LO DEFINIDO 

EN C3.2> TENEMOS: 

(3.5) u=t., 2, ... , n 

ECUACION QUE PODEHOS ESCiIBIR EN Ft~A MATRICIAL COMO SIGUE: 

ca. 6> '11'-IF° = N 
DONDE: 

zºp1 zºu z021 
z0 12 z0 22 · ·• -; -~- zºJ>2 - -

OBSERVEllOS QUE LA ECUACION C3.6) ES LINEAL EN EL PARA.METRO 

uf ,DE TAL SUERTE QUE SI LA MATRIZ 'l° ES DE RANGO COKPLETO,EL 

ESTIMADOR DE MINIKOS CUADRADOS <Y KAXIHO VEROSIHIL) PARA uf ES: 

e 3. n ÍB° = e et» l z<> r 1 nr» l nr-ff°> 
ES DECIR,EL VECTOR ÍB° MINIMIZA LA FUNCION: 



C3.8) S'C9) • Luº1C Yu-/C~u;9º> - ¿¡g1 ~tºZtuº >2 13 

CON RESPECTO A ~iº=Oi-Oi 0 i=i.2, ... ,p 

AHORA UIEN,SI ~¡o ES ES ESTIMADOR DE MINIMOS CUADRADOS PARA 

~i,TENEMOS ENTONCES QUE POR EL PRINCIPIO DE INVARIANZA SUCEDE: 

i=t,2 .... ,p 
A 

Y DE LA ECUACION (3. 9) PODEHOS DESPEJAR 6i. EL ESTiffAOOR: DE 8i. 

EN LA PRiffER:A ITERACION. 

DEFINAffOS PARA ESTA PRIHERA ITERACION Oi 1=0i V i=1,2, ... ,p.EL 

SIGUIENTE PASO DEL PROCEDIHIENTO ES REPETIR: EL R:AZONAffIENTO 

HACIENDO QUE LOS ESTIMADORES Oi 1 i•1,2 .... ,p ,SEAN UTILIZADOS EN 

EL PAPEL QUE JUGARON LOS Oi. 0 i=1,2, ... ,p ,Y ASI SUCESIVAffENTE. 

EN NOTACION HATRICIAL,Y DEFINIENDO COffO ej AL ESTIHADOR: 

OBTENIJ.)() PARA 9 EN LA j-ESiffA ITERACION,PODEHOS ESCRIBIR:: 

(3.10) 

DONDE: 

ej = ej -•+~ -• 
= 8j-1+cczi-1>tzi-11-1czi-1>tc'f-wi-•> 

zi-t = CZtuj- 1> Y Ziuj-l ES LA DERIVADA PARCIAL 

DE LA FUNCION /C~;8) CON RESPECTO A Oi 

EVALUADA EN 9i-t Y EN EL u-ESIHO ENSAYO 
u:-j-1 = c¡1i-t,¡2i-1, •.. ,¡ni-t>t y /uj-1 ES LA 

FUNCION /(~;8> EVLUADA EN 8j-t Y EN EL 

u-ESiffO ENSAYO 
ei -1 .. (61 j -1 ,Ehj -1, .. .,epi -1) y 6i. j -1 ES EL 

ESTiffADOR: DEL i-ESiffO PAIWfETRO EN LA 

Cj-1)-ESIHA ITERACION DEL PROCESO 

EL PROCESO DEBE CONTINUAR HASTA QUE LOS ESTIMADO~ 

ENCONTRADOS CONVERJAN A UNA SOLUCION;ESTO ES,HASTA QUE CON BASE A 

UN CRITERIO CONVENIENTEMENTE ELEGIDO,LOS RESULTADOS ITERATIVAffENTE 

OBTENIDOS SE ESTABILICEN. N.R:.DRAPPER: Y H. SHITH C6l,PR:OPONEN 

CONTINUARLO HASTA QUE PARA LAS ITERACIONES SUCESIVAS (j-1) Y j, 

SE TENGA: 



<3.11> 1 (f)(j - 6lj-i}/8d < 6 l=1.2 ..... p 14 

CON 6 > O SUFICIENTEMENTE PEQUENA <POR EJ. 6 = 1 x 10-0 >. 

ES COVENIENTE TAHBIEN,EVALUAR LA FUNCION SC8> EN CADA 

ITERAGION PARA VER SI EFECTIVAffENTE VA DECRECIENDO EN FORMA 

REGULAR A HEDIDA QUE EL PROCESO AVANZA. 

EL KETODO DE LINEALIZACION PUEDE PRESENTAR CIERTAS 

DESVENTAJAS EN ALGUNOS PROBLEMAS ESPECIFICOS.LOS INCONVENIENTES 

PUEDEN SER TALES COMO: 

A> LA CONVERGENCIA PUEDE SER MUY LENTA.ESTO ES,PUEDE SUCEDER 

QUE SEA NECESARIO UN NUMERO HUY GRANDE DE ITERACIONES ANTES QUE 

LOS ESTIPIADORES ENCONTRADOS CONVERJAN,AUN CUANDO EL VALOR DE LA 

FUNCION S(9) DECREZCA CONSISTENTEMENTE. 

8) PUEDE SUCEDER TAHBIEN QUE LOS ESTIMADORES OBTENIDOS EN LAS 

DIFERENTES ITERACIONES PROVOQUEN QUE LOS RESPECTIVOS VALORES DE LA 

FUNCION S(9) OSCILEN CONSIDERABLEMENTE ES DECIR,QUE LOS VALORES DE 

S<9> AUMENTEN Y DISMINUYAN DE MANERA IRREGULAR A HEDIDA QUE EL 

PROCESO AVANZA.NO OBSTANTE LO ANTERIOR LA SOLUCION PODRIA 

E...~ABILIZARSE EVENTUALMENTE. 

C> SEiIA POSIBLE TAHBIEN QUE NO EXISTIERA CONVERGENCIA Y QUE 

LA FUNCION SC9) SE INCREMENTARA ITERACION A ITERACION PARECIENDO 

NO TENE2 COTA. 

DE CUALQUIER FORMA, ES EN HUCHOS CASOS PRACTICOS UN HETODO DE 

ESTIKACION PARAHETRICA P~ MODELOS NO LINEALES CONVENIENTE. 

EN RESUKEN,PODEMOS DECIR QUE EL METODO DE LINEALIZACION PARA 

MODELOS DE REG~ION NO LINEALES TRANSFORMA EL PROBLEMA DE 

ENCONTRAR UN KINIKO DE S<9>,EN UNA SERIE DE PROBLEMAS LINEALES CON 

EL MISMO OBJETIVO,PARTIENDO DE UN VALOR INICIAL eº. 
AH02A BIEN,MIENT~ QUE EN EL CASO LINEAL LAS CURVAS DE NIVEL 

DE LA FUNCION SC9> TIENEN UNA FORMA ELIPTICA,HECHO QUE PERMITE 

APIRllAR QUE $(8) POSEE SOLO UN HINIHO LOCAL Y POR CONSIGUIENTE 

SOLO UN MINIKO GLOBAL,EN EL CASO NO LINEAL ESTAS PUEDEN TENER UNA 

FORMA MUY Ii.REGULAR POR LO QUE PUEDE SUCEDER QUE SC&> TENGA VARIOS 



MINIMOS LOCALES Y TAL VE2 MAS DE UN MINIHO GLOBAL. 

EL HETODO DE LINEALIZACION REEMPLAZA LA FORMA IRREGULAR DE 

LAS CURVAS DE NIVEL DE SCO) EN CURVAS DE NIVEL ELIPTICAS 

CARACTERISTICAS AL CASO LINEAL.POR TRABAJAR CON S'C9>. 

LO QUE PRETENDE ESTE HETODO ES ENCONTRAR EN ALGUN PASO 
A 

ITERATIVO EL VERDADE20 VALOR DE 8 QIJE SEA UN HINIHO GLOBAL DE 

SC9>.RESULTA INTUITIVAMENTE EVIDENTE LA IMPORTANCIA DE UNA 

ELECCION ACERTADA DEL PUNTO eº YA QUE,ENTRE OTRAS COSAS,PODRIA 

ELEGIRSE POR EJEHPLO,UN PUNTO QUE CONDUJERA A UN ffINiffO LOCAL DE 

SC9> QUE DISTASE HUCHO DEL VALOR DEL HINiffO O HINiffOS GLOBALES 

PARA ESTA FUNCION. 
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A CONTINUACION HOSTRAPIOS UNA GRAFICA QUE DESCilBE LO SENALADO 

ANTERIORMENTE CUANDO 9 ~ ce1,62). 

Contorno de S(~) que pasa a 

través de ~o 

ABRIREMOS AQUI UN PARENTE.SIS PARA TRATAR CON KAS DETALLE LA 

IMPORTANCIA QUE TIENE LA ELECCION DEL PUNTO INICIAL eº .ASI COMO DE 

ALGUNAS SUGEiENCIAS PARA OBTENERLO. 

CABE SENALAR QUE CUALQUIER l'fETODO ITERATIVO REQUIERE DE LA 

ELECCION DE UN PUNTO INICIAL, POR TANTO LO QUE SE COMENTE 

SUBSECUENTEKENTE SOBRE EL,SERA VALIDO TANTO PARA EL METODO 

EXPUESTO CON ANTER.IORIDAD COl'fO PARA LOS OTROS DOS DE LOS QUE NOS 

OCUPAREMOS POSTERIORMENTE 



<;Qltt) FUE SENALAOO Q')N ANTí:.f.'.IORIDAD, <.:UANOO SE Tl!ABAJA CON 

' MODELOS NO LINEALES LA FllNCION son PUEDE TENER VARIOS HINIHOS 

UlCALE.S ADEMAS DE UNO O VARIOS KINil'fOS GLOBALES,POR LO QlfE UNA 

F.LEGCION POCO CONVENIENTE DE 9° PODRIA CONOllCIR A UN PUNTO 

~!ACIONARIO NO OESEAilO O BIEN A UNA CONVER\~ENCIA EXC'.ESIVAPfENTE 

LENTA DEL KETOOO. 

SOBl:E <.!Olt<> ELEOII/. eº DRAl'PER Y 51tlTII lól SIJGIEiEN: 

A) SI &'ON T> PMWtETl.1.).S LOS INVOLU<.:IW.l(IS EN EL ltt)DELO, ELEGIR p 

E<!IJACIONES OEL ltOOELO FUNCIONAL liUESTRAL, 51JSI'IT1JYENOO LOS 

RESPECTIVOS VALORES DEL VECTOR: DE VARIARLES CONTROLADA ~ E 

rnNORANOO EL ERROR EN CADA UffA DE ELLAS, POSTEJU ORKENTE, RESOL VER p 

ECUACIONES SJPIULTANEAS PARA 8, 

EVIDENTEMENTE, NO SIEMPRE ES POSIBLE QUE ~"'TA Of'CION TENGA 

EXITO PAtA ()fJTENf:R 8° DADA LA POSIBLE COMPLEJIDAD DE LA.S 

ECUACIONES RESllLTANTES,PERO EN HllC'JfOS CASOS PUEDEN HACERSE 

ltANlf'ULA<~IONRS (.!()NVENIENT~ f'AJ:.A TRATAR DE HACER L<.IS D~JES 

NEGESARIOS. 

D"> EN <;IEJ:.Tf.).S <;A.S.'OS, UNA REVISION UNA DEL ltODELO 

FllN<aONAL SIN CONSI'OEJW:. AL IM..'(I~, PUEDE S'UGERIR UNA TRANS'FORMACION 

Ct>NVElUENTE PAn HA<D UNA E.<.-1'UIACION INICIAL. POR EJEltPLO,SI EL 

MODELO ES Y=6Jexp<-02t>+e,NO CONSIDERANDO AL FRROll: Y APLICANDO log 

EN Al'fOOS MIEMBROS DE LA EGUACION TENDRIMfOS lot;Y=logth-02t.,EL 

PROBLEMA ENTONC'.ES PODRIA SER CONSIDERADO r.ono LINEAL y POilRIMfOS 

OBTENER UN PUNTO CONVENIENTE eº=rnsº,02º> C:OffO VECTOR INICIAL. 

C) PODRIA ELEGIRSE UNA RED DE PllffTOS Elf EL ESPACIO 

PARAPfETRIGO <&-ESPACIO> f EVAUIA2 S<9),LO QUE NOS DA.RIA llNA IDEA 

DE SU 62AFIC'.A f AL ffISKO TIEMPO NOS SllGERIRIA UN VALOR INICIAL 

eº. 
D> PARA UN CA..~ PARTIGULAR,EL VALOR DE eº PODRIA SER 

SUGERIDO POR UN INVF.!:>"'TI<~ADOR CON EXPERIENCIA EN PRORLEPIAS DE 

ESE TIPO. 
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LOS METODOS DEL DESCENSO POR LA PENDIENTE MAXIHA Y EL DE 17 

HARQUA2TDT PERTENECEN A LOS DENOMINADOS "11ETODOS ITERATIVOS 

ACEPTABLES". PARA SU EXPOSICION SEGUIREMOS EL ORDEN DESCRITO EN LA 

INTRODUCCION DE ESTE T~AJO POR LAS li!AZONES AHI MISMO REFERIDAS. 



¿,- PIETODOS ITERATIVOS ACEPTABLF.S 18 

EN ESTE CAPITULO,ESTUDIAREHOS EL F.SQUEPIA GENERAL DE LA 

FAHILIA A LA QUE PERTENECEN LOS ALGORITMOS DEL DESCENSO POR LA 

PENDIENTE KAXIKA Y EL DE KAiQUARDT.LOS KETODOS QUE CONFORKAN ~A 

FAMILIA SON CONOCIDOS BAJO EL TERMINO GENERICO DE "KETOOOS 

ITERATIVOS ACEPTABLES". 

AUNQUE DAl!EKOS UNA PRUEBA DE CONVERGENCIA PARA EL CASO 

OENEiAL DE ESTOS METODOS,EN EL CAPITULO 5 PROPORCIONAMOS UNA QUE 

SE2A EXCLUSIVA PARA EL PROCEDIMIENTO QUE SE DESCRIBE EN EL MISMO, 

Y QUE PERTENECE A LA CLASE DE LOS ITERATIVOS ACEPTABLES. 

LOS 11ETODOS ITERATIVOS ACEPTABLES SON TALES QUE,PARA UNA 

FUNCION OBJETIVO,DIGAHOS SC9>,POSEEN LA PROPIEDAD SIGUIENTE: 

0.1) i =o, l, 2, ..• 

ESTOS PIETOOOS TIENEN ADEKAS EL ESQUEMA SIGUIENTE: 

C&.2> 1.- CON icO,DEBE SUGERIRSE EXTERNAJfENTE AL PIETODO 

UN PUNTO INICIAL eº 
• 2.- SE DETERMINA UNA DIRECCION v~ SEGUN EL 

RESULTADO OBTENIDO EN LA 1-ESIKA ITERACION 

3.- SE DETERMINA UN ESCALAR pi.,TAL QUE EL PASO: 

SEA ACEPTABLE;ESTO F.S,SE TOHA: 

ei •1 = ei. + pi. Vi 

TAL QUE LA DESIGUALDAD <4. D SE CUPIPLA 

'·-SE PRUEBA,CON UN ~ITERIO PREVIAMENTE 

DEFUUOO,SI DEBE DETENERSE EL ALGORITIIO 

CCONVERGENCIA);SI NO,SE SE INCREMENTA i Y SE 

iEGiESA A 2.SI SE HA DETERMINADO CONVERGENCIA SE 

HACE: gi+t =e 
TODOS LOS KETODOS ACEPTABLES DIFIEREN EN LA FORMA EN QUE SON 

DEFINIDOS Vl Y pi • 



AGEf'TADlLIDAD 

CONSil.>EIIBSE LA i-E.<;IKA ITEl:.ACIC>N DE UN PJ.'.OC..'EDIKIENTO DE 

HINIHIZACION.SllPONGASE QUE PARTIENDO DE 8¡ CONTINUAMOS A LO LARGO 

DE UNA DIRECCION v, GENERANDO UN RAYO DEFINIDO C.OHO: 

u .. 3} e<.r1> = et + p>' e P >= o > 
ES EVIDENTE <~IJE A LO 1..AROO DE ESTE RAYO LA. FUNCION OBJETIVO 

VARIA. DE A.<.:UER.00 A U VM!IA.CION DE p EX.GLIJSIVAHENTE, TEflEHOS: 

O. U ti. 11(¡.)} = SC9Cp)) =SC8¡ +pv) 

DERIVANDO CON RESPECTO A p : 

0.5) IJ('fi11)/lip = ({JS/{'8}l {18/óp = ((>S/{A}l >' 

DENOTAREllOA q<8>=t&l'9 , ASI LA a-ESIPfA COMPONENTE DE q(8) 

ES, 6Sl'l& • DENOTAREHOS TAKRIEN qi. = ó...'Vl..61&=ei.. 

TENEKOS ENTONC'.ES: 

<4..6) t 'i.11 = ó('!Jli.11)/ópjp=o = Cqi.)lv 

Y SCfPONDiEffOS QUE qi. ?! O 

ENTONCES,+ '1. 11 ES LA DERIVADA DIRECCIONAL DE S RELATIVA A v 

EN ei.. 

SI + '¡ v ES NE<JATIVA,ENTONCIB S(fO D~CE EN VALOR CUANDO A 

rm-u DE 8i. NOS lto\IDIOS EN DU!ECCION DE >' Y,SI p ES U1'l NUPIEJ.'.O 

POSITIVO SlJFICIENTEHENTE PEQUENO,EL PA...o:ro pv C::\ ACEPTABLE PUES 

SC.8i. +f»') < Sc.8i.). SI POI! EL CONTRARIO, ti '¡ v ES ltAYOR O IGUAL A. 

<.:Ero, ENTONCES NO PUEDE EXISTIR NINGUN VALOR POSITIVO DE p PARA El.. 

QUE (Jl' SEA A<.:EPTADLE. LLAltAREMOS A. v UNA IHIIBCCION ACEPTABLE SI 

~1JC...'EDE QIJE + '¡V < o. 
EL SWIJIENTE ~1JLTADO Pl1>I'O~CIONA UNA CONDICION NECESARIA Y 

SIJFICIENTE PARA QUE UNA DIRECCION >' SEA ACEPTABLE. 

TEOR.EffA 1 

UNA UU!E<.:CION v ES ACEPTABLE SI Y SOLO SI EXISTE U"A 

ltATRIZ POSITIVA DEFINIDA IR TAL QUE: 

¡..· = -lra]i. 

DEHOSTRAGION: 
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~> SUPONGAMOS QUE EXISTE UNA MATRIZ POSITIVA 20 

DEFINIDA TAL QUE v = -~i 
ENTONCES, Cqi.)llliX¡i > O, DE DONDE - Cqi.)llliX¡i. < O 

AHORA BIEN,DE <4.6> SE TIENE: 

t 'i.v = (q¡)lv = CqL)l(-IRqi) = - Cqi)LlliX¡i (O 

::> t 'i.v (O 

POi LO TANTO, v ES ACEPTABLE . 

e) SUPONGAMOS AHORA QUE v ES ACEPTABLE,ENTON~ 

t 'iv (0 O BIEN, Cqi)l V ( O. 

DEPINIKOS: 

ENTONCES, 

IJt¡i = [qi - qiCqi)lqi/Cqi)Lqi - vCv>Lqi./(v)tqil 

= -v 

ASI, 

tlliX¡i = -v 

ADEltAS,UTILIZANDO LA IGUALDAD ANTERIOR Y LA HIPOTESIS, 

(qi.)Lll<t¡i = (qi.)l{-v) = - Cqi)tv >O 

POR TANTO, IR ES POSITIVA DEFINIDA Y -IRqi=v COKO QUERIA 

KOST2.A2SE. 

UN KETODO DE HINIKIZACION EN EL QUE LAS DIRECCIONES SON 

OBTENIDAS SEGUN LO SUGERIDO POR EL TEOREKA 1,ES CONOCIDO COPIO UN 

"KETODO GRADIENTE ACEPTABLE".CUANDO LA l'fATRIZ IR NO ES POSITIVA 

DEFINIDA SE CONOCE SlffPLEPIENTE COMO UN "l'IETODO GRADIENTE". 

LA ECUACION BASICA DE CUALQUIER HETODO GRADIENTE EN LA 

i-ESHIA ITERACION ES: 

u. n ei. + • .. ei -p¡. lliX¡i. 



CONVERGENCIA 21 

CUANDO SE HA SELECCIONADO UN HETODO DE HINIHIZACION,A 

CUALQUIERA. LE GUSTARIA ESTAR EN POSIBILIDAD DE PROBAR QUE CONVERGE 

AL VERDADERO HINIPIO DE LA FUNCION OBJETIVO.DESAFORTUNADAPIENTE,LAS 

PRUEBAS DE CONVERGENCIA REQUIEREN DE CIERTAS SUPOSICIONES SOBRE LA 

NATUiALEZA DE LA FUNCION OBJETIVO CUYA VALIDEZ ES DIFICIL DE 

VERIFICAR. EN UN PROBLEMA DADO.KAS AUN,LA EXISTENCIA DE UNA PRUEBA 

DE CONVERGENCIA NO ES GARANTIA DE UN COKPORTAHIENTO DESEADO EN LA 

PRACTICA.UN KETODO PUEDE CONVERGER EN TEORIA,PERO PARA UN PROBLEMA 

DADO,PUEOE REQUERIR DE UN NUHERO EXAGERADO DE ITERACIONES Y 

CALCULOS ANTFS DE CONVERGER.LOS HETODOS ITERATIVOS ACEPTABLES NO 

SON LA EXCEPCION,SIN EMBARGO PODEMOS DECIR LO SIGUIENTE: 

SI SL DENOTA EL VALOR DE scoi> y SI EN CADA ITERACION 

SELECCIONAMOS UN PUNTO ACEPTABLE,ENTONGES LA SUCESION 

{Si}¡~o =<sº,s1 ,S2
, ••• ,} ES MONOTONA DECRECIENTE.AHORA. BIEN,SI 

LOS VALO~ DE LA FUNCION OBJETIVO POSEEN UNA COTA INFERIOR 

ENTONCES LA SUCESION DEBE CONVERGER A UN LIMITE s«'.SI LA SUCESION 

{8i} .ESTA ACOTADA,ES DECIR EXISTE H>O TAL QUE C9\)t 9 \ < M Vi, 

ENTONCES EXISTE AL MENOS UN PUNTO LIMITE DE LA MISMA.SE SIGUE 

ENTONCES QUE SI S ES CONTINUA SC8~=S00,DONDE 9(/(¡ ES EL PUNTO LIMITE 

DE {8i>.PUEDE SUCEDER QUE LA RAZON DE CONVERGENCIA SEA HUY 

LENTA,DE TAL FORMA QUE PUDIESE PARECER QUE LA SUGESION NO 

CONVERGE. 

UN PUNTO ESTACIONARIO DE LA FUNCION OBJETIVO ES AQUEL 8 TAL 

QUE qC8>=0,ASI,SI 8\ ES ESTACIONARIO qt=O Y DE LA ECUACION (4.7) 

SE DESPRENDE QUE 9i =ei V j>=i. DE LO ANTERIOi SE CONCLUYE QUE LO 

l'IAS QUE PODEHOS PROBAR DE UN HETODO GRADIENTE F.S QUE CONVERGE A 

UN PUNTO ESTACIONARIO QUE BIEN PODRIA SER UN PUNTO SILLA.LA 

CONVERGENCIA AL VERDADEJ!O l'IINUIO PUEDE SER GARANTIZADA SOLO SI 

PUEDE MOSTRARSE QUE LA FUNCION OBJETIVO NO TIENE OTROS PUNTOS 

ESTACIONARIOS.LA ESPERANZA ES QUE POR LO HENOS SE CONVERJA A UN 

KIMIKO LOCAL Y QUE ESTE NO ESTE l'IUY ALEJADO DEL HINIHO O HINIKOS 



GLOBALES. 22 

EL SIGUIENTE TEOREMA FOiMALIZA LO QUE HEMOS COMENTADO EN LOS 

PARRAF'OS ANTERI02ES. 

TEOREff A 2 

SUPONGAMOS QUE SC9) TIENE PRIMERAS DERIVADAS 

OONTIMUAS Y DIFERENCIABLES.SEA sº=SC9°>,Y SEA ID EL CONJUNTO DE 

TODOS LOS PUNTOS 9 TALES QUE SC8) <= sº.DEFINIMOS LA SUCESION DE 

PUNTOS 81 ,92
, ••• POR: 

gi • 1
:::1 gi - pilRiqi 

ASUMIMOS ADEMAS LO SIGUIENTE: 

1.- EXISTE UN NUMERO M TAL QUE NINGUN EIGENVALOR DEL HESSIANO 

ff(8) EXCEDE A M EN VALOR ABSOLUTO V 9 e ID 

2.- TODAS LAS MATRICES IRi. SON POSITIVAS DEFINIDAS Y SUS 

EIGENVALORES CAEN ENTRE DOS NUMEROS POSITIVOS O < ~ < a 

3.- TODOS LOS pi. SON ELEGIDOS DE TAL FORMA QUE: 

KINCT,a µi.) <=pi. <=·µi 

DONDE T ES UNA CONSTANTE POSITIVA,a ES OTRA CONSTANTE QUE 

SATISFACE O<a<1 Y µ¡ ES EL HAS PEQUENO NO NEGATIVO VALOR DE p TAL 

QUE scei.-plRi.qi.) ES UN PUNTO ESTACIONARIO.SC9i.-p1Ri.qi.) COMO FUNCION 

DE p. 

SEA e* UN PUNTO LIMITE DE LA SUCESION {8¡}. ENTONCES e* ES UN 

PUNTO ESTACIONARIO DE S.ES DECIR q* = q<&*> •O 

COMENTARIO: TAL PUNTO LIMITE CNO NECESARIAMENTE UNICOl DEBE 

EXISTIR SI ID ES ACOTADO. 

DEMOSTRACION: 

TENEMOS QUE LA SUCESION <Si. >-CSC8i. » ES MONOTONA 

DECRECIENTE DADA LA CONTINUIDAD DE S,TENEMOS TAHBIEN QUE: 

s* = sce*> <= scei> v i.=1.2 •••• 

SUPONGAMOS QUE 9* NO ES UN PUNTO ESTACIONAJ.'.IO DE S. ENTONCES, 

* llq 11 • a > O 

POR LA CONTINUIDAD DE LA FUNCION q Y DADO QUE e* ES UN PUNTO 

LIMITE,PARA ~=a/2 DEBE EXISTIR no E m TAL QUE: 



1 llq111 11 - llqº~n < a/2 

::. Uq*n -a/2 < llqnºu 

U.8> 

ADEllAS a/2 < 3a ,POR LO QUE: 

Cf .. 9) 

DE C(.8) Y C(.9) CONCLUIMOS QUE 3 no e IN TAL QUE: 

ci.10> a/2 <= uq°ºn <= 2a 

POR LA CONTINUIDAD DE LA fUNCION SC8) Y DADO QUE 8111 ES UN 

PUNTO LINITE,PARA: 

i; • '!IIN i C2-a>aa2 (l2 /256;r21t , a 2(l2 /256r2K , a2{3T/1.6 ~ > O 

EXISTE n1 e IN TAL QUE: 

1 sn• - s* 1 <= g 

((.11> ~ snt <= s*+ ftlN-(C2-a>aa2(l2/256r2ft,a2(l2/256r2H,a2(3T/16~ 

SEA n2 • PIAX -(no,n1 ~ 

<4.12) ~ a/2 (a llqº2 n <= 2a 

s02 <= s* =MIN-(C2-a>aa2(l2/256r2H,a2(l2/256r2H,a2f}T/1.6~ 

CONSIDEREPIOS LA FUNCION: 

((.13) tcp) .. scen2-p 1Rn2 qn2>. 
TENEllOS ENTONCES QUE: 

<4.10 ót/c58lp=o • CóS/68) (68/6p) • -cqn2)l 1Rn2 qn2 
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<4.Hn ~ 6t/6pjp=o .. -cqn2>L 1Rn2 qn2 <• -(J Uqn2112 <• -(ja2/( 

RESULTADO QUE SE SIGUE DEL APENDICE I Y DE ((.12> ÁDEllAS, 

C(.16) O <= 162~/6{'2 1 • IC68/6p)l C62S/6p2> Cc58/6p)j 

<• lf 11 1Rn2qn2 11 2 <• 4a2r2PI 

QUE TAPIBIEN SE SIGUE DEL TEOREMA 1 DEL APENDICE 1 Y 

DE U.12). 

AHORA BIEN,DE C(.15> Y ((.16>,PODEllOS CONCLUIR QUE.: 

YA QUE SEGUN C(.16), 



EltTONCF.S, 

ASI, llt/6p <= C 

Y POR C,.15> SABEMOS QUE C--(3a2/4 CUMPLE ESTA CONDICION,POR 

LO QUE O .17> ES VERDADERA. 

SEA p-µnº,ENTONCES ót/óp=O,Y ASI DE (4..17> OBTENEMOS: 

O <• -(3a2/4 + 4.a2r2Mµn2 

(,,18) ~ f}.116r2M <= µn2 

• af3/16r2M <= aµn2 

INTEGRANDO LA ECUACION C4.17> SE TIENE: 

C4.19> t<.p> <• -(3a2
p/' + 2a2r 2Mp2 + c 

Y COMO tcO> = sn2,SE SIGUE DE C,.19) QUE: 

sn2 <• C , POR LO QUE : 

<,.20) t<p> <= Sn2 - f}a2p/4 + 2a2r2Mp2 

SUPONGA!IOS QUE pn2 HA SIDO ESCOGIDA DE TAL F02KA QUE 

oµn 2 <• pn2 <= µn 2, DADO QUE t<.p> ES MONOTONA DECRECIENTE PARA 

O <= p <• µn 2,TENEMOS DE LA ECUACION C4.20) QUE: 

sn2+1 = tCpn2> <= tcaµn2> <= tCaf3/16r2M> 

<= Sn2 - C(3a2/,)Co¡3/16r2 M> + 2a2r2MC~6r2M> 2 

C4.20> • sn2 - CC2-a>aa2tr/12Br2M 1 

DE Cl..12> OBTENEMOS QUE: 

sn2 <• s* + C2-Waa2(32a56,2Pf 
U..21> 

sn2 - C2-a>o.a2{J2/128r2M <= s* - C2-a>aa2¡J2/256r2M 

UTILIZANDO C4.20) Y C4.21> CONCLUIMOS ENTONCES QUE: 

sn2+s <= s* - C2-a>oa2tr/256r2Pf < S 1 

PUES <S\> ES CRECIENTE 

LA OTRA ALTERNATIVA ES ELEGIR T <= pn2 <= µ" 2 ,PERO CON UN 

RAZONAMIENTO SIHILA2 SE TENDRIA: 

(,,22) Sn2 +1 (e s* - (3a2 T/4 + 2a2r2H T2 

AQUI HABRIA DOS SUBCASOS: 

a) T <= (J/16r2M EN CUYO CASO, 

sn2+t (• S"2 -a2 TC(J/4 - 2r2PfT) 
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(• Sº2 
- a2

T l(J./& - 2r2MC(J./16r2M>J 

• s"2 - a2(h'/8 <• s• - a2{h'l16 < s* 

b) fJ.116r2N <• T <• p02 <• µ" 2 ENTONCES, 
Sn2+1 a t(pº2) (• t<T) (= t{fl/16r2M) 

<• S02 -C(3a2/4)C{J.116r2N> + 2a2r 2 MC(J.116r2M> 2 

• s"2 
- ca2~2/12Br2K> <= s* - Ca2~21256r2M> <s• 

P02 LO TANTO q*-o 

P02 LO TANTO e* ES UN PUNTO FSl'ACIONA2IO DE sce> L.Q.Q.D. 
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5.- PIETODO DEL DESCENSO POR LA PENDIENTE HAXIHA 

LA IDEA DE FSl'E lfETOOO ES TRABAJAR CON LA FUNCION SC8>,E 12 

AVANZANDO HACIA EL VALOR DE 8 QUE LA MINIHICE,EN DIRECCION DEL 

-GR.AD SC8> Y PARTIENDO DE UN PUNTO INICIAL eº. 

DEFINAMOS ENTONCF.S: 

(5.1) 

eº=ca1°,e2°, ... ,epº> ,UN PUNTO EN EL ESPACIO 

PA2AHETRICO rf!' 

l°•CZ1º,z2°, .•. ,Zp) 

CON Ziº= -ACóS/ó6i)l8 = 8° 

DE TAL FOfffA QUE: 

C5.2) z0 = -;\GRADCSC8>> EVALUADO EN 8 = eº 

;\,ES UN FACTOR POSITIVO DE PROPORCIONALIDAD. 

CPOR EJ., A. > O TAL QUE llAl°ll = 1> 

AHORA,PARA DOS VECTORES O Y A EN IR" DEFINAMOS LA FUNCION: 

<5.3> ,et> .. seo +t.A> ; te1R 

EN ESTAS CONDICIONES, 

C5.,) dgCt)ldt • CGli!AD Slo+tAJ• A 

SI CONSIDERAMOS EN LA ECUACION C5.3> A LOS VECTORS eº Y z0 
TENEMOS QUE: 

{5.5) 
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OBSERVEMOS QUE E.Si'A FUNCION g TOMA LOS VALORES DE LA FUNCION 

S A LO LARGO DE SU VECTOR GRADIENTE DESDE EL PUNTO eº 

DERIVANDO LA FUNGION C5.5) CON RESPECTO A t.,OBTENEPIOS: 

rn.6> d,et>idt = CGRAD s1e=eº+tz01 • zO 
Y AL EVALUAR ESTA ECUACION EN t=O RESULTA: 

dr;CO)/dt. .. CGRAD s1eaeº1 • íf' 
= ($/ófü 18=8º,óS/66218=8°, ... ,óS/661>18=8º> • 

• (-;\$/ófh 18=8º, -;\ó.5169218=8°, ... , -;\~/ó6p 18=8º> 

POR LO TANTO: 

C5.7) dcCO>ldt •-A. Li=1P($ló6i 18=&º> 2 <O ,PUES A> O 



ASl,LA DERIVADA DE LA FUNCION gCt> EN t=O ~ULTA SER 

NEGATIVA.ES DECIR.LA FUNCION ES DECRECIENTE EN t-0,LUEGO ENTONCES 

DEBE EXISTIR t > O TAL QUE : 

(5,8) gCt> < gCO> 

GEOKETi.lCAl'IENTE,PARA 8° Y 'if' LA FUNCION gCt> CEiCA DEL CERO 

DEBE TENER UNA GR.AFICA SIMILAR A LA SIGUIENTE: 

Gráfica de la función 

gct>= s ceº+tzº> 

g'(O) 

CON LA t QUE CUKPLE LA CONDICION C5.8>,PODEKOS DEFINIR: 

(5.9) 81 = 8° + t;;tJ 

COKO NUESTRO NUEVO PUNTO PARA COPIENZAR LA ITERACION. 

CABE HACER NOTAR QUE : 

(5.10} 

gCt> < r;<O> 
~ SC8°+t.Z°> = gCt> < gCO> = SC8º> 

~ sceº+t.2°> < sc8º> 

y corto 81 = 8° + t.Z°,SE TIENE: 

sce1> < sceº> 

DE ESTA ftANERA,SIGUIENDO EL PROCESO ITERATIVO OBTENDRIAPIOS 

UNA SUCESION DE PUNTOS eº,e1 
•••• TALES QUE: 

<5.11> scek• 1> < scek> 

Y ASI,BAJO CIERTAS CONDICIONES ADECUADAS ESTA SUCESION 

TENDERIA A UN PUNTO ESTACIONARIO DE LA FUNCION S,ftlSKO QUE 
~ 

TOKARIAKOS COKO 9. 



UNA PREGUNTA RELEVANTE ES: COKO ENCONT~ t > O TAL QUE 

c<t> < gCO> ? A CONTINUACION PROPONDREMOS UN HETODO QUE PUEDE 

RESOLVER ESTA CUESTION. 

LA DETERHINACION DE LA t MENCIONADA PUEDE REALIZARSE POR 

KEDIO DE ENSAYOS,PODEHOS OBSERVAR PRIMERO EL VALOR DE LA 

INTE2SECCION DE g'CO> CON EL EJE DE LAS t'a ,SI ESTE NO SATISFACE 

LA DESIGUALDAD gCt> < gCO> ENTONCES ES DEMASIADO GRANDE,PODEPIOS 

ENTONCES TOMAR LA HITAD DE ESTE VALOR Y OBSERVAR LA RELACION 

gCt>,gCO> Y ASI SUCESIVAMENTE. 

UNA CARACTERISTICA IltPORTANTE DE LO ANTERIOR,ES QUE PODEMOS 

DIBUJ.Ai UN ESBOZO DE LA GRAFICA DE gCt) Y DESPUES DE ALGUNOS 

ENSAYOS NORMALMENTE ES POSIBLE LOCALIZAR UNA t QUE ESTE CERACNA A 

UN ffINIMO DE gCt>. 

EN EL CASO QUE TOl'IARAMOS t PRECISAMENTE LA RAIZ POSITIVA HAS 

PEQUENA DE LA ECUACION g'Ct> = O,EL PROCESO TENDRIA LA SIGUIENTE 

INTERPRETACION GEOMETRICA: 

INICIAMOS EN UN PUNTO 8° Y DETERMINAMOS LA DIRECCION,A PARTIR. 

DE 9°,EN LA CUAL LA FUNCION SC8) DECRECE KAS RAPIDAMENTE,QUE SEGUN 

LA TEORIA DEL CALCULO DIFERENCIAL ESTA DADA POR 

-GRADSC9º>,CONTINUAKOS EN ESA DIRECCION HASTA ENCONTRAR UN PUNTO 

SOBRE LA RECTA eº+t.2° DONDE LA FUNCION sce> TOMA UN 

KINIMO,ENTONCES PARAMOS Y TOMAMOS OTRA DIRECCION DEL METODO DE LA 

PENDIENTE MAXIKA Y CONTINUAMOS. 

ES IMPORTANTE DESTACAR QUE LAS DIRECCIONES DE 'f' Y 'f'+i SON 

ORTOGONALES,LO QUE PUEDE SER MOSTRADO DE LA SIGUIENTE HANERA: 

DEFINIMOS, FCt> = 8k + tzk ; F'Ct) = 'i' 
~ gCt> = S(8k+t'i'> = SCF<t>> = CSoF>Ct> 

~ g'Ctk>= O= CSof)'Ctk) =GRAO SCFCtk)) · i'-
~ o E GRAO sctk• 1>· "z!'-

POR LO TANTO: 

zk i zk• 1 L.Q.Q.D. 



EN CUANTO A LA CONVERGENCIA DE ESTE HETODO,A CONTlriUACION 

PROPONEMOS UNA DEJIOSTRACION DE LA HISHA. 

SUPONGAMOS QUE LA FUNCION SC01,02, ... ,0p) ESTA DEFINIDA Y QUE 

óS/c56~ (~:1,2, ...• pl .SON CONTINUAS EN LOS PUNTOS DE IDº Y EN 

FrCID>,DONDE ID ES UNA REGION.LLAHEMOS CA LA LINEA QUEBRADA QUE 

COMIENZA EN eº EN DIRECCION DE LA PENDIENTE MAXIKA DE DESCENSO 

HASTA FrCID> o BIEN,EL PUNTO 81 DEFINIDO POR LA MINIMA RAIZ t DE : 

''Ct> = O~ SC8°+t.Z°> · ';!' ;SI ESTO ULTIMO SUCEDE,LA DIRECCION DE 

LA PENDIENTE HAXIKA DE DESCENSO DESCIENDE A PARTIR DE 81 HASTA 

ENCONTRAR LA FrCID) O BIEN LA SIGUIENTE APROXIHACION 82 DETERMINADA 

DE l'IANERA ANALOGA Y ASI SUCESIVAl'IENTE. 

LA FUNCION SC8) ES ENTONCES ESTRICTAMENTE DECRECIENTE A LO 

LARGO DE C,EXISTIENDO TRF.s POSIBILIDADES: 

a> EL CAl'llNO e PUEDE IR A LO LARGO DE LA FrCID>, 

b) EL CAl'IINO C PUEDE TERl'IINAR EN UN PUNTO ESTACIONA2.IO DE LA 

FUNCION SC9) ES DECIR,DONDE LA DIRECCION DEL l'IETODO DE LA 

PENDIENTE l'IAXIKA NO EXISTE, 

e) EL PROCESO PODRIA CONTINUAR INDEFINIDAMENTE. 

AHORA BIEN,LA PRIMERA POSIBILIDAD QUEDARIA EXCLUIDA EN EL 

CASO DE QUE seoº> < SC8) y 8 e Fr<ID>.EN CUANTO A LA SEGUNDA 

POSIBILIDAD,ESTA CONSTITUIRIA EL CASO TRIVIAL ES DECIR,CON ESTA 

TENDRIAPIOS QUE EL HETODO CONVEiGE.A CONTINUACION MOSTRAREMOS QUE 

LA TERCERA POSIBILIDAD NO PUEDE DARSE. 

DADO QUE ID ES UN COMPACTO LA SUCESION eº,e1
, ••• TIENE UNA 

SUBSUCESION QUE CONVERGE;SEA 900 UN PUNTO LIMITE DE DICHA 

SUCESION,LO QUE ES CIERTO ES QUE: 

c5.12> sce<X? < scek> k=1, 2, •.• 

VAHOS A DEJIOSTR.42 QUE 900 ES UN PUNTO ESTACIONARIO DE LA 

FUNCION S. 

SUPONGAMOS QUE SUCEDE LO CONTRARIO;DEFINIHOS: 
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s(8) • 11 ORAD $(8) 11 
<5.13) 

z(9) ~ - GRAD S(9)/s(9) 

DADO QUE 800 NO ES UN PUNTO ESTACION.4210 DE S,ENTONCES: 

rn.1u sce<I) > o 

POR LO QUE PODEMOS CONSTRUIR UNA VECINDAD U DE 800 TAL QUE: 

(5.15) 11 GRAD $(9) - GRAD sce<I) 11 < e s(8~ V e E u 
CON, & > O 

COMO CONSECUENCIA DE LA DESIGUALDAD DEL TRIANGULO,OBTENEHOS 

DE (5.15) LO SIGUIENTE: 

1 llGRAD SC8>11 - llORAD SC8~11 1 <= llG~ SC8> - 62AD SC8'°>11 

<5.16} 

ADEHAS: 

< s s(8~ 

lsC8) - sC8'°>1 < & s(8~ 

* llGR SC8)/s(8) - GR SC8'°)/s(8~ 11 = 
• 11 GR SC8> s<8~ - GR SC9~ s{8) 11 / sC9)s(8Ci) = 

• 11 GR SC8) sC8'°> - GR SC9) sC8) + GR SC&> s<&> -

- GR SC&'°) s(9) 11 / sC6)sC&'°> <= 
<= 11 GR SC&> C sC8°1 - sC&> >11 / s<8>sC8~ + 

+ 11 s<&> CGR. SC&> - GR SC6°1 11 / sC&>s<&'°> = 

• 11 GR S<&>ll Is<&~ - s(8) 1 / sC9>sC8'°> + 

+ fsC9) I 11 GR S<e> - GR SC9~11 / sC9>sC8'°> = 

• sC&> fsC8'°> - s<&>f / sC9>sC8~ + 

+ sC8> 11 GR SC9) - GR SC8~ 11 / sC8)s(&Ci) = 

• < tsUl<I) - sC&> 1 + 11 GR SC&> - GR SC8°1 11 }/sC&°? 

AHORA BIEN,POR C5.15> Y C5.16) TENEMOS QUE: 

1sce°? - s<&> 1 + 11 GR sce> - GR se&°? 11 < 2c s<&'°> 

POR LO QUE: 

11 GR. $(8)/sC&> - GR SC9Ci)/s(8'°) 11 < 2c sC8°11sC8°? = 2c 

Y COHO, 11 GR SC9)/sC8) - GR SC&'°>lsC&°?ll = 11 z<&> - zC&°?ll 

= 11 z - z(l)ll 

* USAMOS AQUl GR S PARA. DESIGNAR ORAD S 



CONCLUIMOS QUE V 8 e U SUCEDE: 

C5.17> 11 z - z00 11 < 2c 

POR OTRO LADO,SI 9k e U , 9k+t e U , SUJETO A QUE e SEA 

SUFICIENTEMENTE PEQUENO,PUES DE LO CONTRARIO GRAO SC9k) Y 

scek> ESTARIAN MUY CERCANOS y POR CONSECUENCIA, GRAO S(9k)/s(8k) y 

ORAD scek+i)/s(8k+f) LO ESTARIAN,CONTRADICIENDO ENTONCES LO 

MOSTRADO ANTERIORMENTE,ES DECIR QUE ESTAS DOS ULTIMAS 

DIRECCIONES SON ORTOGONALES. 

CONSIDEREMOS AHORA, UN SECTOR CANONICO /1 DE U CUYO ANGULO DE 

APERTURA SEA TAL QUE: 

(5.18) 

PODEMOS MOSTRAR QUE V 9 e /1 , 

c5.19> sce> < sceoo.> 

POR MEDIO DEL SIGUIENTE RAZONAHIENTO: 

SUPONIENDO QUE SUCEDE LO CONTRARIO A LO ESTIPULADO EN 

C5.19>,EXISTIRIA ENTONCES UNA SUCESION {8n} • 900 CON 8nP'!&oo 

Y SC9n> > SC8°'1 V n, ADEMAS EL VECTOR C9n-90C)/118n-8Q)ll ESTARIA 

CONVERGIENDO A UN VECTOR UNITARIO u0 e f/ , SE TIENE ENTONCES: 

o <= .u. MOl CSC9") - srn<X:)v11en-e0011 = 
= <S C800 + 119n-e0011 C8n-90C)/ll8n-90lll 1 - SC80C)} / 118n-8Q)ll 

::) o <= .u. o o csce00+tuº> - sce<X:) J/t .. GRADu0 sce<X:) 

= GRAO sce<X:) uº 

= -sc&OC)z(J) u0 

Y DADO QUE uºe 11 ENTONCES, z(J) uº > e > O , -s(90C)z"'uº < O 

SE TIENE POR TANTO: 

O <= .U.. ntOl CSC8n)-S(90C)]/IJ8n-800 11 = -s(8~z00 u0 < O 

~o < o f 

POR TANTO: 

srn> < sce<X:) v 9 e /1 
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AHORA BIEN, POl'. LA G()NTINlJIDAD Dl-: LA FIJNGION (GRAD S) PODEMOS 32 

ASEGURAR QUE EXISTE UNA SUBVECINDAD r DE /1 TAL QUE V 9 E r EL 

RAYO F.N LA DIRECCION DE z INTERSECTA A V.PUESTO QUE 900 ES UN PUNTO 

LIMITE EXISTE N e ~ TAL QUE 9Ne r ,DE TAL fORHA QUE EL RAYO EN 

DIRECCION DE zN TIENE UN VECTOR 9ve V ,ADEMAS 9v NO PUEDE IR HAS 

ALLA DE 9N+ 1 ,PUESTO QUE 9N+t~ r .CON TODO ESTO Y DADO QUE LA 

FUNCION S ES MONOTONA DECRECIENTE EN ~ SE SIGUE: 

sc9N+t) < SC9v) < SC9°'> 

DADO QUE SEGUN C5.12) ES NO PUEDE DARSE 

POR LO TANTO: 

sC8°'> = O 

POR LO TANTO: 

800 ES UN PUNTO ESTACIONARIO DES L.Q.Q.D. 

POR OTRO LADO,ESTE METODO TAHBIEN PRESENTA DESVENTAJAS Y LOS 

AUTORES SEÑALAN COMO LA HAS RELEVANTE A LA SIGUIENTE: 

- AUNQUE TEORICAMENTE EL PROCEDIMIENTO CONVERGE,EN LA 

PRACTICA PUEDE SUCEDER QUE LA CONVERGENCIA SEA MUY LENTA.NO 

OBSTANTE QUE EN LAS PRIMERAS ITERACIONES SE OBSERVEN PROGRESOS 

J!APIDOS,EN LAS ITERACIONES POSTERIORES PODRIAN OBSERV~ SOLO 

PEQUENAS REDUCCIONES EN EL VALOR DE LA FUNCION SC8). 



6.- HETODO DE HARQUARDT 33 

BASANDOSE EN LAS VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LOS HETODOS DE 

LINEALIZACION Y DEL DESCENSO POR LA PENDIENTE KAXIHA,MARQUARDT 

HACE UN ANALISIS DEL PROBLEMA DESDE SU FUNDAMENTO. 

REDEFINIENDO COMO VECTOR DE CORRECCION ASOCIADO AL /'IETODO DE 

LINEALIZACION ót,AL DEFINIDO COHO IB EN LA ECUACION (3.6),Y VECTOR 

DE CORRECCION ASOCIADO AL HETODO DEL DESCENSO POR LA PENDIENTE 

HAXIHA óg,AL HENOS GRADIENTE DE LA FUNCION SC8),KARQUARDT SE 

PERCATA DE DOS PUNTOS UfPORTANTES.ASABER: 

a) CUALQUIER HETODO BASADO EN LA KINIHIZACION DE LA FUNCION 

SC8>,DEBERA TENER UN VECTOR ASOCIADO CUYA DIRECCION ESTE DENTRO DE 

UN RANGO coº, 90°1 DEL -GRAD SC9). DE OTRA FORMA, LOS VALORES DE SC8) 

PODRAN TENDER A CRECER l'IAS QUE A REDUCIRSE SOBRE DICHO VECTOR DE 

CORRECCION. 

b) DEBIDO A LA FORMA DE LA SUPERFICIE SC9),ót ESTA A CASI 90° 

DE ég.DE HECHO EN UN GRAN NUMERO DE EXPERI/'IENTOS,l'fARQUARDT 

ENCONTRO QUE EL ANGULO r ENTRE Ól y Óg ERA TAL QUE: aoº < r < 90° 

CON ESTAS OBSERVACIONES,MARQUARDT CONCLUYE QUE CUALQUIER 

HETODO QUE MEJORE TANTO AL DE LINEALIZACION COMO AL DE DESCENSO 

POR LA PENDIENTE HAXHIA, DEDERA TENER. UN VECTOR DE CORRECCION QUE 

DE ALGUNA MANERA INTERPOLE ENTRE ót Y óg. 

ANTES DE EXPLICAR EL ALGORITMO DE KARQUARDT,PLANTEARE/'IOS 

ALGUNOS RESULTADOS QUE CONFORMAN LAS BASES TECNICAS DEL MISMO. 

TEOREMA 1 

SEA ;\. >= O Y SEA iJo UN VECTOR QUE SATISFACE LA 

ECUACION: 

<6.1> cztz + ;\.Dóo = g 

DONDE Z ES LA MATRIZ DEFINIDA COMO EN C3.6) Y, 

g = Cru=t n CYu-./u) ó.fuló6j l j =t. 2, .••• p 

ENTONCES,óo MINIMIZA S'(9) COMO FUE DEFINIDA EN C3.8).LO 





7. Pa9os Anticipados. 

El acreditado podr6 efectuar pagos anticipados de capital durante 
toda la vigencia del credito, ajustandose a Jo siguiente: a) cada pa90 
ar1tícfpado deberá ser cuando mer~ps por el equivalente a 10 erogaciones 
netasJ y b) el pa90 ar1ticipado habrcide efectüarse el d{a en que deba 
pagarse la erogación neta. · 

Todo pago 
crt>d i to. 

e'.-.• -

·• ~;~;S~gu.rcis. 

del 

La institución acreedora podra cobrar mensualmente al acreditado, 
por concepto de los seguros relativos al cr~dito y'a la vivienda de 
que-se trate, intereses en adici6n a los previstos en el punto 5 
anterior, a una tasa máxima del 0.75% anual sobre el saldo insoluto 
de 1 crédito. Esta tasa de interés ad i c i or1al no deberá considerarse 
para determinaci~n de las tasas señaladas en ese punto 5. 

Para Ja resolu:::~o"fl do cualquier consulta relacionada con este 
nuevo regimen, los jr1teresados podrán acudir a la instituci6n de 
cré'dito de su préferepcia o bien escr·ibi,.._ a la ofic:ina de estudios, 
autorizaciones y consultas de Banca Central del Ban~o de Mexico. 

Por ser una vivienda de tipo 4 situada en la ciudad de Queretaro, 
le corresponde la Zona II. El salario mrnimo mensual al 1o. d~ 
febrero de 1984 fue df $ 20,400.00, el fac:tor que se le aplicó de 
1.90, por lo tanto, la renta mensual que pago durante 1985 fue de 
$ 38,760.00. El interés que se le aplicó fue de 1.90, por lo tanto la 
renta mensual que pago durante 1985 fue de$ 38,760.00, el interés que 
se le aplicó en ese año fue del 25 % anual. 

Para el perfodo de 1985 el incremento del salario mínimo fue del 
56 Y.; el 70 % de ese inc:remento es el 39.2 %, por lo tanto la renta 
mensu~l para 1986 fue de $ 53,953.92, el in~erés que se aplicó a la 
deud~ fue del 33.4 %, debido a que el 15 % dei aumento del salario 
mínimo es 8.4 % el cual se sumó al 25 % anterior. 

1 



LO 

RESERVA DE PRIMAS NETAS PERlODICAS DE SEGUROS BASICOS 
***************************************************** 

23 

DE 

EN CÁMB IAR LA COBERTURA DEL SEGURO, POR 

UNA ~·SERIE~~. DE COBERTURAS TEMPOR}\l.ES'A l)ffAN() y PAGAR AL INICIO DE CADA 

PERt~1)6~•.··LÁ~PRIMA •co-RRESPONDJJNTÉ. 1é~1L COB{ªTUCRA-ANÜAD~· ·'-'ASI' üN•'SEGURo--· 
.. ;.~ ·'. _., ' -,··~-~:.~~ t ~::?-:.-~ ,' ·,· '-'~- ·. :~~~- ~_, -,- . 

TEMPóRA.1:A-·10·· ANOS'PODRfA ;sER. susrrTqiriO l?oa:DiEz-eo11ZA.s· riE sEcúíios 

TEMeo~1i:s····· A Jb~;·i~~~;-· ,•Ab~t¡i~1;is\c}JA~·. u~A ,AL ·¡~1610<·.n~ :jbAb~/AN-b 
-:;_;~ -~ · ·~~·\·- · .· ,· ·.,-. L~¿: -~.::.~·~-~:~-· ~:s;:_ 

sucEstvo·~ ·· 



•, 

(VER TABLA NO. 



VENDIDOS 

PAGADA. 

RECARGAR POR EL (1-ÉSIMO 

EXHIBICION DE PRIMAS, DE 

A UNA FECHA.DETERMINADA. 

DE ESTA MANERA, SI T p
1 
~ 

.·'' "· ... 
EN EL P-ESIMO PERIODO CORRESPONDIENTE AL K-ÉSIMO ANO, ENTONCES 

~1 fo L-'f. 

\f -?,o -
1 -l 
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9 l 

HAGAM 

TIPO 

PAGO DE ~ERIODO DE 

EDAD DE EMISION: 25 ANOS~ 

SUMA ASEGURADA: 1,000,000.00 

NUMERO DE ASEGURADOS AL INICIO DEL PLAN: 10,000. 

TABLA DE MORTALIDAD PARA CALCULOS DEL ASSET SHARE: eso 1958~ 

_._ . 

TABLA DE MORTALIDAD PARA CALCULOS DE LA PRIMA NETA: EXPERIENCIA 

MEXICANA 62-67 

INTERES AL CUAL SE REINVIERTE LA RESERVA: 

METODO DE RESERVA MODIFICADO: UN ANO 

GASTOS DE ADQUISICION: 30% 

0% 

GASTOS DE ADMINISTRACION: 10% 



Ci 

X 

X 

X 1000000 X 10000 = 26,898,193.00 

.. 9 5 



EDAD DE EMTSlON p C).. A N 

18 .·. 
is> · 
18 : 
18 .. 
18 > 

18 
18<. 
18 ·•···· 
18 : 

ORO INARTO VlDA 
o.v. 15 ~AGOS LIM. 
6.v. 25 PAGOS LIM. 
O;V~ 40 PAGOS LIM. 
o,y, 50 PAGOS LIM. 
DOTAL 1.5 A'OS 

. DOTAL 30 A' OS 
DOTAL 40 A' OS 
.DOTAL 50 A' OS 

ORDINARIO VIDA 
O. V. 15 PAGOS LIM. 

.... O.V. 25 PAGOS LIM. 
·o.v. 40 PAGOS LIM. 
O.V. SO PAGOS LIM. 
DOTAL 15 A'OS 

··DOTAL 30 A'OS 
DOTAL 40 A' OS 
DOTAL SO A'OS 

PRTMA NE'l'A 

o. 0032199696 
o. 00411294501 
0.0036160723 
0.0032960194 
0.0032397105 
0.0338559472 
o. 0091189908 
o.oos14629d7 
o. 0037200020 

0.0057158037 
0.0076659643 
0.0062893938 
0.0057878452 
0.0057246862 
0.0343941996 
0.0102390346 
o. 006 77 52882 
0.0058464399 

1 1 () 

PUTMA fNIClAL PRTMA RENOV. 

o .00101747 52 .. 
0.0022597865 
0.0011722159 
Q.0008521630 
0.0007958541 
0.0316862835 
0.0066751344 
0.0027024343 
0.0012761456 

o. 0011591056 
0.0031763929 
o .0017327109 
0.0012311623 
0.0011680033 
0.0299046282 
0.0056823517 
0.0022186053 
0.0012897570 

0.0032199708 
0.0047036430 
0.0036160724 
0.0032960195 
0.0032397107 
0.0341301401 
0.0091189909 
Q.0051462908 
0.0037200021 

o. 0062191354 
0.0082364056 
o. 006 7927236 
0.0062911750 
0.0062280160 
Q.0349646409 
0.0107423644 
0.0072786180 
o.0063497697 

---------------------------------------------------------------

45 

. ,·, - . 

ORDINARIO VIDA 0.0140249685 
.o.v.15 PAGOS LIM. 0.0175473837 

i··· ó';y; 25 PAGOS LIM •. · O .0147465075 
.. <o.v. 40 PAGOS LIM. 0.0149703882 

•o ;v. 50 PAGOS LIM .. o. 0140250601 
DOTAL 15 A'OS Q.0372221558 
DOTAL 30 A'OS Q.0158639506 
~DOTAL 40 A'OS 0.0141454531 

DOTAL 50 A'OS 0.0140256075 

PRIMA NÁTURAL 0.0048801665 

,. .''. ' 

0•0031033760. 
o. 0080111806 

.. 0.0050764528 
0.0053003336 

·0.0043550055 
Q.0276859526 
0.0061938959 
Q.0044753984 
Q.0043555529 

0.0151254981 
Q.0187934084 
0.0158586807 
0.0160825614 
o. 0151372333 
0.0384681804 
0.0169761238 
0.0152576263 
0.0151377807 



- :,.·--:.- '_-

3. 4 Algoritmos emple~\dos. 
-=-=--=~~;,--'=-=;~~;~_i- '--~-;-i;;-~=•-=-/~~o=co=.'~~·~=~·i--=--.:_~:_,__~--~=~=-~-- -- --- ~- _ __":__:__~~------- ==-- -= 

--- (i_,_·.--~-o~.·:: ___ '.-=·;' »">,>·\'~.: ----~o=-,_ -., ~-,·~·-;'.~-~~:-.= ,-, .. ---,- ;.._-;\~·.,,·-'o'.--~'·-· -;.o'co ·-

- --, -~-;-----. ~-~-·:·_;;-~e--.;;--,.':,.:,,;;-"-;,""'-,--·-._:.-·' - -=-r; e:-:- - · .. -::--;- -~-- --"=:c,c:_-_ · _';:. ~..'.:,_·--;~~;; - -·---~,--"·r--.-~ . ,. .:~;uj ~; -¡- _,,~o; ·,:~~~~;_-; ;.:o~~-~:_- ~~ ... ~- -~~~~e-~ -·_,:; -

'; ,.-.. .., ·;:-. , ., ~· . • _, _ ~";·:-- .. ;~,·~~ • • .. , ' -. :;e, ',:->;;~_·~ ·-~~-;:. ~,:~:. ··::~-~:~,i'·-~> • ,".<:'. ~<-'-~> ·< .. :'~~~- · :.~J<,:· Ó' , • ·,:i-_ .; : . 
J, - :-~- ·. - -- 1-" -,- ' . ' ' • . ----'~' ----:·:-;' :-

Lo s,·:-::E>.i,:~1t.i.~h~'.~~·;·5-.9~E-1cg.~.,-ª~~~,f ~;~8:~·-.~"e~~ ~"~~~º~~; •. g~g~'-~~~~ ••~:~1~~C,~ón 
de·-~ri prob:l.~rii~:d~· .f].~jó>~ri:~~tl~s.~t~~rt'if:<ie}'J.~º''~~pJ.!ciaífi'éi~ 
ción del método simplex. ~ri···;;~i.JP~~irr1~~'. .a1gOritW1o<s~:·aéscribe 
la solución al sistema ITB = c 8 )q~e ;se é1~ifJ~ p~ih3ipalmente 
para obtener el valor de las '.váflabtes dtiales de' uri problema 

, 'C \ .. \ .·.·.: .... ··.·.···• •.• , B' .•· .· 
de flujo en redes, con.E la 111atriz base :y/_<:)_2 e~ )rector bási-

., '•/,, _.:~~~:'.:_:';'/;:_ .. ,-- . '~;-.. <-<J,~-~:--,~--·~:; 
co de c·ostos .•... ., EL segundo ... algori.t~c.:{~inué.Stra::Ia/soltici6n. :al. ;;· '······ 

-·-,~~~-- ·.-·-'":-:'· .. /''.~:~,--~~~;i:'~:;:_:,:·, ·'.'_~:-,'.','_,: .. -.-: .. ' :;.·.·'- '~~- ,· ·'. "" 

sistema· By =· d,· para obt~.ne'i;±~4i.~~j'.:~~~~~4i;2~rn~:ig: ~117~1:·~~to .... 
--·-=------":_;;_·-::.:.·-

do simplex, y el algoritmo .3.3'inc1i6·a.'ios~pasos que se si-
. -~ - .· . . 

guen en ,el método simplex espi:ciálizado en Redes para alean-

sar la soluci6n 6ptima algoritmos que se 

mencionaron antes. 

_o·_--_-··---------' 
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precios no aumentarlos y mantenerles su valor en el periodo de 

reajuste •. 

El. grafo de proyección r1os evita tc·do éste trabajo ; simplemente 

localicemos el valor requerido a Déficit Financiero y observemos 

los valores de tendencia de los indices para después localizar los 

valores respectivos al periodo anterior; Para obtener los' diferen

-tes valores de forma exácta bastará recurrir a .la tabla de la pá-

-gina 85. 

Observemos t.ambien que el grafo de proyección nos permite ver 

dentro de que valores se encuentran las tendencias de los dife

-rentes indices que • aunqu.e se hubiesen empezado a modificar me-

-di ante reajustes en los precios.éstos tendrlan yá un nivel muy 

alto derivado de la situación en el Déficit Financiero.entonces 

no solo se debe de contemplar la forma más adecuada de incremento 

en los precios.sino de buscar la forma de que los precios no se 

nos disparen tanto , la manera más adecuada serla mediante la im

-plantaci6n de medidas de "Freno" a la inflación para que con és-

-to se inicie un proceso de recuperación económica. 

A continuación se propone una forma intuitiva de realizar un 

reajuste a los valores de los Indices de Precios durante un cierto 

periodo de 1988 en base al comportamiento de los misrnos durante su 

correspondiente periodo inmediato anterior. 



' -, . . ·. ' ... 
II, 2, - TRES AREAS IMPORTANTES. PARA . ~·- GRAP'ICAC~ON·; 

-Defr'- tlJdJ~, le) ante;i¡;r. l~· Z~o;1~· se'en~:;ritra ~;ivicudá en 

v~;i~~ i~~á"s que son: ,: ' •: ' ~'. ... , '.;, }t, ' , , , 
~ w· :, ~ - ~ <::;\<J-~:~ >::;.~-;~.;_ /~--.:;- :-.:'::~ .:,-~:r-- . ; ·, 

a) ¡ L~\ .meniol:'ia de . la P!ln~S:iia. ::· 'que~'.Sd!eterlllina" · .•. d'Üé.1ea 

.• ! c~~a~teres se desple11:at'á~{e~\~i~··;P~~~~·l.11l~ 
b) El conjunto de localida~~~['J.{:~~·();.j_a '.~~~2ri~ • de· los 

ella ~~<elié'uent~~h i~s c6cil.11:6: •. ·J~:{'.1os c&J:Oacteres. En 

¡.-:·, 

El conjunto de localidi;\desJéonocido c~'mC>:~{~L~e~~X:i~/del 
. --~:":!~-' ~-

c) 

color. En est~ Ares e'~ encuentran' lde ~Ódi~da\~•:'~~:{°:'Íos 
·o"·. . ' _:·~-; . •o;c""> ·:::o:(/·),'.' 

coloree de cada una de las localidades de la:pantaÚÉI.. 
~-. ;~~-~i;¡;:,~_: ; -~'.~;;f:_:· . 

Exis.ten .otros con;luntoe de localidades,-. pero· p~ra_ Ei!e<:_tos .de 
~ .. ·:: .. -~·\:;~--~:;:; ;;:,; .·:-.:··· crea~ a:t'Ai'icas éstos son los mlls impot>tantes •. -· 

II;2,1. - LA MEMOR!A DE LA PANTALLA. 

En cualquier 
.. :-:':'-··:.· 

n(¡meros entre el e y el 255, :ora que 2.55 'es'el rrfimero mllximo 

que se puede expresar en ocho bit3. El '~,i,~~;. nOmero puede 
---='---' -·7----------

si~niticar distintas cosas dependiendo 'ele la localidad en 

que se encuentJ:Oe. 

Cada b:,rte representa una pequena At'ea de la pantalla. La 

memoJ:Oia de la pantalla estll constituida por una sucesión de 

mil b:.rtes, es decir, es una hilera de localidades de memoria 

que empieza en el byte 0 :.r termina en el 999, y el 

pJ:Oocesadot' la lee como si fuera una p6.11:ina de un libro. El 

primer b:,rte que es el 0, se .encuentra en la esquina.superiol:' 

izquierda de la pantalla. _ En esa posición se- encuen~~~ - el 



corresponda a dicho punto en el b~te que vamos.a usar como 

ml.lscara,pal:'a operar • 
... ,.:_·-:--· .-:-<·-. :1,:'.','_ 

Para. apai~r ~ el}bi_t 
-·~ _;._fr_.·; >- -o···:·· f 

>;~.~--' /~~~,_-_· _-' 

Este \.rióri;e';~ • ;. io 

primer~ : .icíÍ.ic~lainos el valo:r> 
-··· ·>• ·_7• 

1. e~t~''; e.s,d2 .. 128 ~ lue20 

·-· 
255-128;:.121.< 

Si 

sel:'A: 

ANO 

X X X X 

Si deseamos apa~ar mi.Is de un bit, 

encontral:' el valor decimal de cada uno de 

deseamos apa2ar y posteriormente, la suma de 

la utilizamos como al:'~umento para el ANO. 

Para apa~ar todos los bits sólo tendremos que 

ar~umento del ANO un 0 

localidad que se desee. 

Por ejemplo, la localif1al3; 56320 cont"iehe datos·. teclado 

Y de las palancas-de jue1to.Para J.eer de la palanca de ;lue11;0 

22 
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En 1tl fragmento 8 <verso ~l d1t Parm~nides leltfllDs la prifftf!f"a 
negaciOn de una continuidad de la realidad a trav&s de instancia• 
temporales, de las cuales se rechazan expresamente dos, p1tro a la 
vez un esbozo del concepto de eternidad al afirmarse la 
permanencia de la realidad sustralda a la sucesiOn d1t instancias, 
co~o un pr•s~nte inmOvil: 

- Nunca fue ni serA, puesto que es ahora, todo a la vtn un 
continuo. "C2l 

"El futuro, el pasado y el presente integran el fenOmeno del 
tiempo en la acepcibn mbs cotidiana de ~sta palabra."C3J 

"Al tiempo se le han atribuido aspectos mllgicos de podlH'" y 
de ~l se dice por ejemplo: 'El tiempo es oro•, 'El ti!Hlpo todo lo 
cura•, 'El tiempo vuela', 'No hay tiempo para •.. •, 'El tiempo 
estl IHl nuestra contra•. A Napolebn Bonaparte se atribuye una 
fra!i1t c@!lebre que representa, el enigma, que para el hOlillbrR ll') 

tiempo sigue significando. NapoleOn dijo: 'PregOntt!!flllle sobre 
cualqui1tr tema menos sobre el tiempo'."Cll 

"SupOngase por un momento que en el mundo dejaran de exi~tir 
de repente los relojes, todos los relojes: los de pared, lo• de 
bolsillo, los de pulsera yhastalosde sol.¿Quf! ocurriri• 
entonces? Nadie sabrla la hora; ignorarla cu~ndo tenla que ir A 
l• escuela o al trabajo; la gente concurrirla a todas las tareas 
a horas distintas. Nadie estarla seguro de poder cumplir un 
c0111promiso1 no se sabrla cuhndo deberla partir un barco, despegar 
un aviOn, etc.; en realidad, reinarla el caos. Sin embargo, ol 
~undo as! era en un principio, entonces ello no importaba mucho. 
A nadie le interesaba la hora. No hab1a escuelas a donde ir ni 
tren•• que tornear. Nadie tenla que "llegar a tiempo". No rtxistla 
el tiempo. Por eso, cuando un hombre salla de su caverna, ni ~J 

ni nadie sabla cubndo volverla. Pero, mhs tarde, sintiO la 
necesidad de decir a los suyos cuhndo lo harta y, finalm•nta 
encentro una manera de hacerlo."C4l 

Einstein, nos dice en su teor1a de la relatividad 
routringida qu~ el tiempo es afectado por la velocidad, es decir 
que transcurre mAs lentamente en los sistema~ en movimiento. Hay 
un .ejemplo, que manejan ampliamente los escritores de ciencia 
ficcibn, y que es el siguiente, si un astronauta hiciera un viaJ• 
en una nave espacial a la velocidad de la luz, en un crucero qus 
segOn •l calendario terrestre durara cincuenta aMos, a su r11grrt110 
a la TieY'ra habrla "envejecido" solamente cuarenta y dol!I al'los, 
que s•rla el tiempo transcurrido indicado por el cronometro de 
abordo.C5l 

"La verdad es que el tiempo es un fen0111eno qui!' influyl!' en l!'l 
hombre y en la sociedad y que bien manejado constituye un factor 
de los ~as importantes en la planeaciOn vital y crecimiento de 
las personas, grupos y organizaciones."Ctl 

10 



Nomb;·::.- : Concepto 
del campo: 

Ola Fecha de regiotro o baja 
IAAMMDDl 

: PosiciOn 1 Longitud: Tipo 
De A 

* Serie Es un c:;, .. 1po •: l a:;e: de r.:ursos1-
-(Al'lo ch:l curi>o, # de cur·· 
so,# de lista) * Tipoeqp: * Hvmnt 

1 * Userco-: 
de 
Nombre 
Calle 
Tel 
Dependen-: 

COdigo del tipo dE equipo 
Tipo de registro 

O = Control del 
t = Alta 
2 ::. Baja 

Clave dol usuario 
Nombre del t•suari o 
Oomici lio del usuario 
Teléfono del usuario 

cia 1 Dependencia de la UNAH a 
que pertenece el usuario 

Carrera COdigo de la ocupacibn o 
carrera del us~ario 

Tiempo Tiempo limite de uso de la 
clave 

Tiempgast: Tiempo utilizado de la 
el ave por 

l.OIJ..: APARTAODS. ·• F;.; t.e 
tiitltcora -del sisl.:?ma y el 

14ombre : Concepto 
del cam¡.101 

* Ola Fecha del mensaje CAAHMDO> * l.ogare,;.: _ Pr·oced::m::i a de~l men~aje 

O =: Contr·ol del i;i stema 
88 = Control del servicio 

Espacio para guardar el 
• m!:!n,;;¡\jf:! 

llOJAAr'Am.::ion ... F-;ste· 
n~gi stro} de' i::all1.1 ur.r.i.:le1 l 
reial i ;:an\ en ,c:ciiJ,1- una. de l 
lmj.:1 d01 ¡¡1n1r~t.aütk 



B) DISPOSICIONES PRELIMINARES 

oferta pública la que se haga por al

gún medio de comunicación masiva o a persona inde

terminada para suscribir, enajenar o adquirir títu

los o documentos de los denominados valores. 

La oferta pública de valores y documentos a que se 

refiere la Ley del Mercado de Valores, requerirá 

ser previamente aprobada por la Comisión Nacional 

de Valores. 

2. LOS VAI,ORES 

Son acciones; obligaciones y demás ti-
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Para saber la Ganacia de Capital que ha de 
recibir el accionista, es deduciendo la 
comisión del intermediario la cual está 

·.:ubre de impuesto para el accionista, (que 
se verá más adelante, en el cálculo de 
opéración de compra-venta de Valores de 
Renta Variable), habiendo una tabla de 
comisiones autorizada y expedida por la 
Bolsa Mexicana de Valores, S.A. de c.v . 

. Rendimiento por pago de dividendos: Es el 
dividendo que otorga la empresa alos 

D.2.) Dividendo 

utilidades generadas en un 
y pueden ser en efectivo o en 

Es el reparto que se hace a los accionistas y 

son por las utilidades que tuvo la empresa en un 
ejercicio, esta liquidación a los accionistas 
pueden ser en varias formas, ya sea en dividendo 
e11 efectivo y/o en dividendo en Acciones 
(Capitalización) suscripción, split y canje. 

Dividendo en Efectivo: 

Es la parte que corresponde a un accionista y 

que es liquidado en efectivo por la empresa 
mediante la entrega de un cupón que va adherido 
al titulo, ese dividendo en efectivo va con 
cargo a las utilidades o a la parte de las 
utilidades que se van a repartir. 

84 



ANTERIOR SUCEDE SOBRE LA ESFERA CUYO J!ADIO 11011 ES TAL QUE: 34 

11011 2 
"' 110011 2 

DEMOSTRACION: 

UTILIZAREMOS EL KETODO DE LAGJ!ANGE PARA 

ENCONTRAR EL KINIKO DE LA FUNCION DEFINIDA POR: 

Có.2> uca,>.> = s•ce> + >.<11a11 2 -11ao11 2 > 

HACIENDO, 

= fo=tn CYu-{C~u;9>-n =iPOi.Zi.u1 2 

+ Hlloll2 -llétoll 2 > 
= 11 Y - / -ZíJ 11 2 +1< 11a11 2 

- 11ao11 2 > 

(6. 3) ólJ/601 ,.. óU/602 = . . . ... óU/&?p = o , óU/ó). .. o 
OBTENEMOS: 

óU/601 =O= -2ru=tn CZtuCYu - /C~u;9) - ri=iP OiZiu)J + 2).81 

óU/602 =O = -2ru=tn CZ2uCYu - {C~u¡9) - ri=tp OiZi.u)J + 2A82 

óU/op =O = -2ru=tn fZpuCYu - {C~u;9) - ri=1P OiZiu)J +2).op 

6U/c5A, = O = 11011 2 
- 110011 2 

O BIEN: 

Có.4> o = -cztcy - /> - zlza1 +A.o 

<ó.5> o = 11011 2 
- 11ao11 2 

DE LA ECUACION Có.i>,CONCLUIHOS QUE PARA A DADO LA SOLUCION 

o DEBE SER TAL QUE: 

<6.6> cztz + AI>a = zlcy - 1> = , 
OBSER.VAKOS QUE ESTA ECUACION ES IDENTICA A C6.1>. SE SIGUE 

ENTONCES QUE SOBRE LA ESFERA DE RADIO 11811,CON 11011 2 = 110011 2 UN 

PUNTO ESTACIONARIO ES éto.CONCLUIHOS QUE ES UN KINIMO POR EL HECHO 

DE QUE LA MATJ!IZ czlz +Al) ES POSITIVA DEFINIDA.CON LO ANTERI02 

QUEDA DEMOSTRADO EL TEOREMA. 

TEOREMA 2 



SEA /JO.) LA SOLIJCION DE Có. D PARA UN ;\. 

DADO. ENTONCES, lliJC;\.) 11 2 ES UNA FUNCION CONTINUA DECRECIENTE DE ;\.,TAL 

QUE SI ;\ too ENTONCES lllJ(;\) 11 •O. 

DEMOSTRACION: 

DADO QUE LA MATRIZ zlz ES POSITIVA DEFINIDA 

C~LTADO 2 DEL APENDICE I>, PUEDE SER T~SFORMADA DE LA 

SIGUIENTE MANERA: 

Có.7> ~}tuS =ID , zlz = P:. 

DONDE St$ = I Y ID ES UNA MATRIZ DIAGONAL CUYOS ELEMENTOS SON 

TODOS POSITIVOS,SEGUN EL RESULTADO 3 DEL APENDICE I. 

CON LO ANTEi.'.IOR,Có.1) ADOPTA LA SIGUIENTE EXP2ESION: 

Có. 8> CID +;\DSl 0o = sl r; 

DE DONDE: 

C6.9> iJo = SCID + ;\D- 1 Stg 

DEFINIENDO v = Stg,TENEHOS: 

lloo(;\)112 = [S(ID + ;\l)-1$lg]t [S(ID + u>-lSlg] 

:::: r/ SCID + ;\D - tsl SCID + U> -lsl g 
(6.10) 

= vl [(ID+ U>- 1 12 v 

= l:l =1 p V~ 2 /CD~ + ;\)2 

Y PUFSTO QUE ;\ >= O CONCLUIMOS QUE SI ;\ • Q) , ENTONCES 

110011 2 •O L. Q. Q. D. 

TEOIIBKA 3 

SEA r EL ANGULO ENTRE ao y iJg.ENTONCES, r ES UNA 

FUNGION CONTINUA HONOTONA DECRECIENTE DE ;\,TAL QUE SI ;\ •<XI, 
ENTONCES r • o. DADO QUE iJg ES INDEPENDIENTE DE ;\,SE SIGUE QUE ao 
GIRA HACIA og A HEDIDA QUE ;\ •oo 

DEKOSTRACION: 

OBSERVEMOS PRIMERO QUE: 

Có.11) iJg = 2l ru=ln CYu - /u) 6/u/6/Jj]t j=1.2, ••. ~p 

Y COKO g = tu=tn CYu - /u) f>/u/6/Jj j=1,2; ... p 

TENEMOS QUE : 

(6.12) og = Cg 
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ES DECIR iJg Y g TIENEN LA HISHA DIRECCION,DE DONDE, 36 

COS r = COSC0o,t;),CON LO QUE: 

cos r = Do l g/llooll llg 11 

(6.13) 
= glSCID + ;\.D- 1Sl g /C>,lCCID + lD21-1v>1/2Cglg>u2 

= vl([) + AI>- 1v/Cvl[([) + H>2J-1v>t/2Cglg>t/2 = 

= <rt=1P vt 2/CDt + l>> / crrt=1P vt 21'<Dt + l>211/ 2 <t:lt:> 1 / 2> >o 
DERIVANDO CON RESPECTO A A Y SIMPLIFICANDO SE TIENE: 

(6.14) dCCOS r>r dl = (Li=tPvi 2/CDi+;\.))[Li=tPvi 2/(Di+l> 3J + 

Cri=1Pvi 2/CDi+l>2J3
/ 2cgtg>1/ 2 

- Cri=tPVi. 2/CDi+l> 2l 2 + 

crt=1Pvt2/CDt+A>213/2c,l,>t/2 

LA ECUACION ANTERIOR PUEDE SER REESCRITA cono SIGUE: 

(6.15) dCCOS f)/dl ~ frt=1Pvt 2Y1iJfri=1Pvt 2Y3i] + 

Crt=tPvi 2/CDi+l>2J3/ 2Cili=tPCDi+l> 2J2Cglg) 1/ 2 

- [¿¡, =1Pvi 2T2il + 

Crt=1Pvi 2/CDi+l>2J3/ 2Cili=tPCDi+l>2 J2Cglg) 1/ 2 

DONDE : YH = Ili' =tp <Di ·+.U 

l2i = Ili • =tp CDi •+;\,)2 

Y3i. = Ili. • =t P CDi.' +,u3 

Y EN TODOS LOS CASOS i · p11 i 

EL DENOMINADOR DE Có.15) ES CLARAMENTE POSITIVO,POR LO QUE EL 

SIGNO DE dCCOS f)/dl ESTA DETERMINADO POR EL NUMERADOR. 

NOTEMOS QUE, CY1i>CT3i) = CY2i.) 2 ; EL NUMERADOR PUEDE 

ENTONCES SER ESCRITO cono: 
Có.16) {Li=tP[viClti) 1/ 2J2 ><ri.=tP[viCY3i.) 1/ 2 J2 } -

- <Li = 1 Pe Vi CY1i.) t/2 ][ v~ Cl3i) 1/2 )} 2 

PERO POR LA DEIGUALDAD DE SCHWAR2 C6.16) ES POSITIVO,POR 

TANTO dCCOS f)/dl > O,LUGO COS f ES CRECIENTE Y POR (6.13> 

POSITIVO,ASI o < ecos r> < 1 . CON LO ANTERIOR o < r < Il/2 

CPODRIA SUCEDER TAl'fBIEN QUE: -Il/2 < r < o o BIEN, 3Il/2 < r < 2n, 

PERO ESTOS CASOS NO LOS CONSIDERAMOS PUES LO QUE FINALMENTE NOS 

INTERESA ES QUE 0o Y og DISTEN EN HENOS DE 90°> .AHORA BIEN,CUANDO 



;\ U>, LA MATRIZ <ztz + H> SE VE DOMINADA POR LA DIAGONAL u. ASI, 

SE VE DE Có. D QUE SI ;\ •oo,iJo .,/,\, ES DECIR. EL ANGULO ENTRE iJo Y ' 

TIENDE A CERO. 

POR TODAS LAS OBSERVACIONES ANTERIOR.FS,SE SIGUE QUE f ES UNA 

FUNCION CONTINUA HONOTONA DECRECIENTE DE ;\ TAL QUE SI ;\ •oo ~ r •O, 

QUE ES LO QUE QUERIAHOS MOSTRAR. 

NOTEMOS QUE SI A = o y LA MATRIZ zlz ES DIAGONAL,r = O;SI zlz 
NO ES DIAGONAL, POR LA CONTINUIDAD DE f(A) ~FIRHAHOS QUE , 

o < r < 90º 

HABIENDO EXPUESTO ~'TOS TRES RESULTADOS, TRATAREMOS AHORA 

SOBRE EL ESCALAHIENTO DE LA MATRIZ ztz y LOS VECTORS dt y g. 

DEFINIMOS: 

Có.17> 

Có.18) 

Có.19> 

cztZ>* = CZiu>* = CZiu/lCZii) 1/ 2 1lC2uu> 1/ 2 l> 

,•=e,¡*> = c,t/CZtt> 1/ 2> 
oi* = oiCZii> 1/ 2 

AHORA BIEN, SABEMOS QUE 

1/CZ11>1 / 2 O 

zlz iJt = ' ,POR LO QUE: 

o 
o 1/(222>1 / 2 

Có.20> 

o 
o . . o 1/(2pp)1/2 

VCZu>u2 O 

O i/CZ22> 1/ 2 
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PODEMOS AHORA EXPONER EL ALGORITMO CUYA CONSTRUCCION PARECE 

YA HUY CLAJi'.A CON LAS CONSIDERACIONES SUGERIDAS HASTA AHORA. 

ESPECIFICAMENTE,EN LA j-ESIMA ITERACION DEBE CONSTRUIRSE LA 

ECUACION: 
(ó.22) <A*Ci>+ACj)I>a*Ci> = ,•cj> 

ESTA ULTIMA DEBE RESOLVERSE PARA a*cj> Y,UTILIZAND0(6.19) 

ENCONTWOS aCi > ASI, EL NUEVO VECTOR PAJi'.A ENSAYO SERA: 

(ó.23) 

POR OTRO LADO,ES ESENCIAL ELEGIR ;\cr> TAL QUE: 

C6.2¿> SC8cr+1 >> < scecr>) ,YA QUE EL METODO DE MARQUARDT 

PERTENECE A LOS ITERATIVOS ACEPTABLES. 

DEBE ELEGI~ PUES A.cr> SUFICIENTEMENTE GRANDE PARA QUE 

Có.2¿) SE CUHPLA,A MENOS QUE 9Crl SEA YA UN VALOR ESTACIONARIO 

PARA SC9).0BVIAHENTE SE REQUIERE DE ALGUN ALGORITMO PARA LA 

ELECCION DE DEL VALOR DE A. EN LA r-ESIMA ITERACION.NOSOTROS SOLO 

MENCIONAREMOS QUE MARQUARDT CONSIDERA LO SIGUIENTE: 

TOMANDO AS COMO FUNCION DE ;\,DEFINE ;\co> = 10-2 Y v >O 

CEN SUS EXPERIMENTOS ENCONTRO QUE v=10 ERA UN BUEN CANDIDATO) Y 

CONSIDERANDO ESTAR POR ELEGIR A UN A.cr>, 

i) SI SCA.cr-l>/v) < SCA.cr-l>) ,ENTONCES A.cr>= A.cr-l>/v 

ii) SI SCA.cr-t>/v) >= SC;\cr-l>) ,ENTONCES ;\cr>= ;\cr-tl/vm 

CON 11 IGUAL AL NUMERO DE VECES NECESARIAS PARA QUE C6.20 SE 

CUMPLA. 

EN CUANTO AL KOHENTO EN EL CUAL DECIDIR QUE EL ltETOOO DEBE 

DETENERSE,EL MISMO MARQUARDT OPINA QUE ES EL PASO r-ESIMO TAL QUE: 

(6.25) ¡acr>il /Co+l6icr>p <,; Vj 

CON,POR EJEMPLO, ,; = 10-15 Y o = 10-3 

POR OTRO LADO,AL PERTENECER A LOS HETODOS ITERATIVOS 

ACEPTABLES LA CONVERGENCIA QUEDA PROBADA EN EL TEOREMA 2 DEL 

CAPITULO ¿, 



EN ESTA SECCION ABORDAREMOS DOS CLASES DE ESTIMACION DE 39 

REGIONES DE CONFIANZA.CUANDO SEA NECESARIO,RECURRIREl'IOS A 

RESULTADOS QUE CORRESPONDEN A LA TEORIA QUE PARA ESTE EFECTO,HA 

SIDO DESARROLLADA EN LOS ffODELOS DE REGRESION LINEAL. 

EN LA PRIMERA CLASE,SUPONIENDO NORMALIDAD E INDEPENDENCIA EN 

LA DISTRIBUCION DE LOS ERRORES,DESARROLLAREMOS UNA CONSTRUCCION DE 

REGIONES DE CONFIANZA EXACTAS.EN LA SEGUNDA OBTENDREMOS REGIONES 

DE CONFIANZA APROXUIADAS,PARA LO CUAL ADEMAS DE NORMALIDAD E 

INDEPENDENCIA,SE HACE UNA SUPOSICION EXTRA,QUE ES LA DE LINEALIDAD 

LOCAL DEL MODELO ALREDED02. DE /(~;8>. 

POR CONSIDERARLO CONVENIENTE,ANTES DE LA EXPOSICION DE LOS 

METODOS DAREMOS UN ESBOZO DE LA GEOHETRIA DE MINiffOS 

CUADRADOS, TANTO EN EL CASO LINEAL COMO EN EL CASO NO LINEAL. 

7.- GEOMETRIA DE HINIHOS CUADRADOS 

A> MODELO LINEAL 

CONSIDEREMOS EL MODELO LINEAL: 

C7.A.1> Y= xe +e 

Y SUPONGAMOS QUE EL EXPERIMENTO CONSTA DE n OBSE2.VACIONES. 

EL F.SPACIO MUESTRAL DEFINIDO POR ESTE MODELO,ES UN ESPACIO:. 

n-DIMENSINAL.EL VECTOR DE OBSERVACIONES Y,DEFINE UN VECTOR O~ DEL 

ORIGEN O AL PUNTO Y CON COORDENADAS Y=CY1,Y2, .•. ,Yn).LA MATRIZ X 

TIENE p VECTORES COLUMNA Y CADA UNO CONTIENE n ELEMENTOS.CADA 

j-ESIMO VECTOR DE LA MATRIZ X REPRESENTA LOS n VALORES QUE TOMO LA 

j-ESIMA VARIABLE EXPERIMENTAL DURANTE LA OBSERVACION DEL FENOHENO 

BAJO ESTUDIO.SI SUPONEMOS QUE LAS VARIABLES EXPERIMENTALES SON 

INDEPENDIENTES ENTRE SI,ENTONCES LA MATRIZ X ES DE RANGO COMPLETO 

Y TENEMOS p VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES 0~1,0~2, ... ,0~p, 

QUE DEFINEN UN SUBESPACIO p-DIHENSIONAL LINEAL LLAMADO EL ESPACIO 

DE ESTIHACION,MISHO QUE ESTA CONTENIDO DENTRO DEL ESPACIO 

HUESTRAL.CUALQUIER PUNTO DE ESTE SUBESPACIO PUEDE SER REPRESENTADO 



COPIO EL PUNTO FINAL DE UN VECTOR QIJE ES COHBINACION LINEAL DE LOS 

VECTORES QUE DEFINEN A ESTE SUBESPACIO,ESTO ES,COHBINACION LINEAL 

DE LAS COLUMNAS DE X. 

SUPONGASE QUE EL VECTOR xe DEFINE AL PUNTO T SOBRE EL ESPACIO 

DE ESTIMACION.LA DISTANCIA CUADRADA DEL PUNTO Y AL PUNTO TESTA 

DADA POR: 

<7.A.2> 

EL ESTIMADOR PUNTUAL DE 9 OBTENIDO POR EL CRITERIO DE NINIMOS 
A A A 

GUADIW>OS 8 ES TAL QUE EL PUNTO y = xe SOBRE EL ESPACIO DE 

ESTUtACION TIENE LA PROPIEDAD DE SER EL QUE MENOS DISTA DE Y ENTRE 

TODOS LOS DEl'lAS DE DICHO ESPACIO. 
A 

GEOMETRICAHENTE ENTONCES, Y RESULTA SER EL PIE DE LA 

PERPENDICULAR DE Y AL ESPACIO DE ESTIHACION. 

EN TERHINOS DE VECTORES, 
A A A 

<7.A.3> Y = Y + CY-Y> = Y + e 

DE ESTA ffANERA TENEMOS QUE EL VECTOR Y PUEDE SER DIVIDIDO EN 
A 

DOS COMPONENTES ORTOGONALES A SABER: a> Y,C:ONTENIOO EN EL ESPACIO 

DE ESTIMACION Y b> e,EL VECTOR DE RESIDUALES QUE SE ENCUENTRA EN 

LO QUE SE DENOKINA EL ESPACIO DE ERROR.ESTE ULTIMO ESPACIO ES 

<n-p) DIMENSIONAL Y ESTA CONTENIDO EN EL ESPACIO HUESTRAL. 
A 

PODEMOS KOSTRAR ANALITICAHENTE QUE LOS VECTORES Y y e SON 

ORTOGONALES DE LA SIGUIENTE HANERA: 

<7.A.O yle = cxe>l<Y-Y> 
= cxo>l<Y-Xe> 
a elxly - 8txtxe 
= elcxly - xlxe> 

PERO,COKO FUE SENALADO CON ANTERIORIDAD,SI EL RANGO DE X ES 
A 

COMPLETO EL ESTIMADOR 9 DE 8 OBTENIDO POR MINIHOS CUADRADOS ES TAL 

QUE e = CXLX>-1XLY DE DONDE etcxty - XLXS> = elcxty - XlY> = O , I , 

POR LO QUE, DE LA ECUACION C7.A.4> TENEMOS: 

C7.A.5> Yle =O 
A 

POR LO TANTO, Y~ e L.Q.Q.D. 



NIJEVAKENTE,CONSIDEREMOS T CUALQUIER. PUNTO EN EL ESPACIO DE 41 

ESTIHACION.DADO QUE EL VECTOR yy• ES ORTOGONAL A DICHO 

ESPACIO,POR EL TEOREMA DE PITAGORAS TENEMOS: 

C7.A.6> 

O BIEN, 

C7.A.1> 

ASI, EL CONTORNO SOBRE LE ESPACIO MUESTRAL PARA EL QUE 

S(9) = CONSTANTE,DEBE SER TAL QUE d2CYT.) = SC&>-S<e> =CONSTANTE. 

POR OTRO LADO, DADO QUE: 

(7.A.8) S(9) = CY-X8)l(Y-X8) = yly-29lxly+elxtxe 

ENTONCES: 

c7.A.9> ses> = yly - 2ixly + 8txtx8 

= yly - 8txty - etcxly - xlxe> 
= yty _ itxty 

= yly - 9Lxtx9 
.. LAS ECUACIONES C7. A. 8) Y C7. A. 9> IMPLICAN QUE: 

<7.A.10) SC9) - sce> D 9Lxlxe - 2etxly + itxtxi 

= ce - e>t xtx ce - e> 

POR EL RESULTADO 2 DEL APENDICE I,LA MATRIZ xtx ES POSITIVA 

DEFINIDA,POR LO QUE DE LA ECUACION C7.A.10>,CONCLUIHOS QUE .. .. 
SC&> - SC9) = CONSTANTE,REPRESENTA UN ELIPSOIDE CENTRADO EN xe. 

EN OTRA PALAB2AS, d2<it•) = sce> - sci> = CONSTANTE,CONSISTE 

EN TODOS LOS PUNTOS T=X& EN EL ESPACIO DE ESTIMACION QUE ESTAN .. .. 
SOBRE UN ELIPSOIDE CENTRADO EN y = xe. 

UN EJEMPLO GRAF'ICO PARA n=3 Y p=2 SE PRESENTA A CONTINUACION. 

3 R 

S(9): constante 

2 



fJ) MODELO NO LINEAL 

<~IJAND<.I EL ltOl.IELO FUNCIONAL Pí.ISTIJLADO PARA UN FENOHENO E.S DE 

LA FORMA: 

C7.D.1) Y = /C,¡8) +e 

1¡2 

<.:ON / UNA FIJN<~ION NO LINEAL EN 8 Y TOMAMOS UNA HUE.SiRA DE 

TAHA.NO n, EL ESPA<.:10 MIJE.S.'TI.'.AL SERA UNO n-DIHENSIONAL QUE CONTENGA 

AL VECT<.IR Y. AUNQUE PUEDE HMJLARSE DE UN ESPACIO DE ESTIHACION, FSl'E 

NO E.s.'TARA DEFINIDO POR LOS VECTORES <.:OLIJltNA DE UNA MATRIZ X EN EL 

SENTIDO IJSAl.IO PARA EL <.:A.S'<.1 DE MODELOS LINEALES, Y PUEDE SER 

BASTANTE COMPLEJO. 

SI TENEMOS p PARAltETR<~S INDEPENDIENTES 8 = (81,62, ••• ,8p),EL 

ESPACIO DE E.s.ílltACION DE UN MODELO NO LINEAL, ES UN &1JBESPACIO DEL 

ESPACIO lfUESTRAL QUE C'.ONSISTE EN EL C'.ONJUNTO DE PUNTOS DE LA 

FORMA: 

(7. B. i) {/Ct,1 ¡ff> ,/<.~2 ¡9), ... ,/<~n¡9)} 

l.A 5.1JHA DE CUADRADOS SC.9) SIGUE REPR&SENTANOO LA DISTANCIA 

<.:U ADRADA DEL PUNTO Y • (Y 1 , Y 2. , , , , Y,>) AL PUNTO SOBRE EL ESPACIO 

DE E.s.'TiltACION DEFINID<.I POR 9. DE HmAL FORMA, LA tUNIMIZACION DE 

snn C'.ORRESPONDE A ENC'.ONTRAll: EL PUNTO SOBRE EL ESPACIO DE 

ESTil'IACION QUE MENOS DISTE DE Y. 

LOS CONTORNOS PARA SCQ) = GON~íANTE NO TIENEN LA FORMA DE 

ELIPSOIDE.':>, Y SUELEN FORMAR FIGURAS HUY IRREGULARES. 

LA FIGURA QUE A <..'ONTINUA<.:ION HOSTRAHC.IS,DES<.:t'.IBE IJN EJEMPLO 

CJUE INVOLUCRA nZ:-.1 O'fJ.<::ERVACIONES Y1,Y2,Y:1,TOMADA.S EN ~1,~2 Y ~3 

RESPECTIVAMENTE, Y DOS PARAKETROS 81 Y <h. LAS LINEA.~ CURVEADAS 

INDICAN EL SI5.'TEltA DE <X>ORDENADA.S DE LOS PARAMETROS EN EL ESPACIO 

DE ESTIMACION C)IJE CONSISTE EN TODOS LOS PUNTOS DE LA FORMA: 

<ICl'.;1;81,82>,/Cl'.;2;81,02l,/C~a;,8182)} 

AL VA~IAR f.lt Y th, MATENIENDO FIJOS l'.; 1, ~;2 Y l'.;3. 



3 

1 

LOS RESULTADOS GEOHET2ICOS ANTERIORES NOS SERAN DE GRAN 

UTILIDAD PARA LA COHPRENSION DE LOS HETODOS DE ESTIHACION QUE A 

CONTINUAGION DETALLAREMOS. 
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a.- REGIONES DE CONFIANZA EXACTAS PARA MODELOS DE REGRESION 44 

NO LINEAL 

EL HETODO QUE PRESENTAMOS ESTA BASADO EN LA OBTENCION DE 

REGIONES DE CONFIANZA EXACTAS PARA EL CASO LINEAL;POR LO 

ANTERIOR,COMENZAREHOS POR EXPONER LA FUNDAHENTACION DE ESTAS Y 

POSTERIORHENTE,VIA CIERTOS ARTIFICIOS CONVENIENTES,HAREHOS USO DE 

ELLA PARA OBTENER REGIONES EXACTAS PARA EL CASO NO LINEAL. 

CONSIDEREMOS ENTONCES,NUEVAMENTE UN MODELO DE LA FORMA 

y = xe + &,CON LAS SIGUIENTES SUPOSICIONES: 

RAN<X> ::: p < n 
(8,1) 

LA ECUACION (8.1) IMPLICA QUE 

(8.2) Y ~ Nn CX9,a2I> 

BAJO ESTAS CONDICIONES,EL ESTIMADOR DE HINIKOS CUAD~ Y 

KAXIHO ~OSIMIL DE 9, e = <XtX)- 1 XtY,ES TAL QUE: 

ca.3> 8 ~ Np ce,a2 cxtx>- 1> 

HAREMOS A CONTINUACION UNA SERIE DE DEMOSTRACIONES PARA 

ENCONTRAR UNA REGION DE CONFIANZA PARA 8. 

PODEMOS MOSTRAR QUE: 1. 

C8.4) co - e>t cxtX)/a2 c8 - e> ~~cp) 
PUESTO QUE DE (8.3) SE TIENE, 

<e -9> ~ NpCO.o2 cxtx>-1> 

ADEMAS, 

ccxtX>/a21 ca2cxtx>- 11 = 1 

LUEGO, ccxtX)/o2 1 Co2CXlx>- 1 J ES IDEHPOTENTE y COHO, 

RANCXtX> = RANCX) ::: p 

SE TIENE,POR EL RESULTADO 1 DEL APENDICE II CTOMANDO COHO 

LA MATRIZ ~ DE DICHO RESULTADO A LA MATRIZ xtx>, QUE: 



'l 
[(S - 8)l XlX (Q - 8)]/o2 ,,. ~Cp,A.l 

DONDE , 

POR TANTO: 'l, 

CCe - 8)L XlX (0 - 8)]/o2 ,,. ')(cpl L.Q.Q.D. 

TAHBIEN ES CIERTO QUE: t 
~l ... 2 '\l 

C8.5) CCY - X8> CY - X8)l 1/o ,,.J\cn-pl 

PARA HOSTRARLO,OBSERVEHOS LO SIGUIENTE: 

CCY-XQ)l(Y-XS>11/o2 = CY-xcxLx>- 1xLy1l CY-XCXlX>-txly] 1/o2 

PERO: 

= <CI-XCXtX>- 1XllY>l {lI-XCXLX>- 1XllY> 1/o2 

= cylc1-xcxLx>- 1xL>L c1-xcxLx>- 1xL>Yl 1/o2 

c1-xcxix>-1xL>i = 1-cxcxLx>-1xL>t 

= 1-ccxl>tcxcxtx>-1>L1 

= 1-xccxLx>1- 1xL 

= I-XCXLX>- 1Xl 

DE TAL FORMA QUE: 

ccY-xo>lcy-xo>1 t/o2 = cyLc1-xcxtx>- 1xt>c1-xcxLx>~ 1xl>Yl /o2 

ADEMAS, 

c1-xcxLx>- 1xt>c1-xcxLx>- 1xt> = 1-2xcxLx>-1xL+xcxtx>-1xLx 

cxLu- 1xt 

= 1-2xcxtx>-1xt+xcxlx>- 1xt 

= 1-xcxLu-1xt 

~ c1-xcxtx>- 1xt> ES IDEMPOTENTE,POR LO QUE, 

ccr-xa>tcr-x8>1/a2 = crtcI-xcxtx>-1xt>YJ/02 

POR LOS RESULTADOS ANTERIORES,LA MATRIZ 

c1-xcxtx>-1Xt)/o2 Co2I> ES CL~ENTE IDEMPOTENTE y COMO 

RANCI-XCXtX)- 1Xl> = n-p,UTILIZANDO EL RESULTADO 1 DEL APENDICE II 

TENEMOS QUE: 

CCY-XS>t<Y-XS>J/o2 = CYt<I-X<XtX>- 1Xt>YJ/o2 

,.. 
,,. ~ Cn-p, ;\.l 

CON, 
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POR TANTO: 

= HX8)lcxtn-c.xtnlxcxlu- 1xtxe 1 /202 

= l8lXtX8-8tXtX<XtX)- 1XtX8 1 /202 

= cetxtxe-etxtx&)/202 = o 

~ 
• l ~ , -\r 

lCY-Xff> c.Y-X8)1/<J2 ""A tn-p) 

F.s CONVENIENTE AHORA,REFSCRIBIR <Y-Xá>t<Y-Xe> DE OTRA 

FORl'fA,l'fISJ'fA QUE DETALLAMOS A CONTINllACION: 

(Y-XB>l<Y-Xe> = (Yl-<Xe)l)(Y-XQ) 

POR TANTO, 

= yty - ylxe - etxly + 9txtx8 

= yly - 9txly - &txly + 9txtx8 

• yly - étxly - 9txly + 8txlX<XlX)-1XlY 

= yly - etxly - 8txly + 8txly 

= yly _ fitxly 

= Y1Y - 8tx1xcx1x.,- 1xty 

= yly _ 9txtx8 

rn.6> o-xe>l o-xé> = yly - fitxlxe 

NIJE5'Tkf> SI<~lJIENTE PASO ES ltC>&'TRAR QUE LA VARIABLFS, 

<8.7> tcé - e>t xtx cé -&>1/o2 Y lYtc1-xcxtx>- 1X1Y1/o2 

SON INDEPENDIENTES. 

PAkA ELLO, NOTEMOS C¡lJE EN LA l'RIHEkA DE ELL~ l..A FUENTE DE 
~ 

V ARIACWN &<; 8, POR LO QUE BA.<;,.i A KOSTRAR INDEPElfüENCIA ENTRE 

8 = cxtx.,- 1xty y yln-xc.xtx)- 1Xl)Y. PERO,SEGUN EL RESULTADO 4 

DEL APENDIC'.E II &..~O SUCEDE SI Y SOLO SI: 

o 

o 

o 

CXtX>- 1 Xt <I-X<XLX>- 1Xt> = O 

cxtu -1xt-cxtu -1xtxcx'·x.l-1XL = o 

CXLX>- 1 Xt - CXLX)-JXL =O 

o :: o 
POR LO TANTO, lC.Q - ff>txtx<.e - ff)l/o2 Y 

CYLCI-X<XtX}-JXt)YJ/o2 SON INDEPENDIENTES. 

FINALl'IENTE UTILIZANDO LOS RESULTADOS (8,,),(6.5),(8.6),(8.7), 

IJ6 



Y EL ~J DEL AF'ENDICE Il 1 TENEMOS: 

cJun lc.á - t1> 1 xtxc.a - t1)/YtY-9txtx8 i <n-p)/p .,. F'lp,n-p1 

QUE PUEDE SER UTILIZADA GO/'fO C'.ANTIDAD PIVOTAL PARA ENC'.ONTRAR 

UNA WHCJN DE CONFIANZA PARA 6. 

CON ESTA fJA.<JE, A <.:ONTINIJACION TAI{ATAREKOS DE <.XJN~'TIWIR 

REGIONES DE <.:<>NFIANZA DENOHINADA.S EXACTAS PARA MODELOS NO 

LINEALES. 

f'O.S.'Tlll..AREMt.1S EL MODELO FIJNCH>NAL NO LINEAL <..:OHCJ SIGUE: 

(8.9) y = ~ +~ 
CON, 

Y ,,. VfX!'lY>R C.nxU DE LOS VALO~ OBSEJ.'.VADOS EN 

LA VARIABLE RESPUESTA 

Z "" MATRIZ <nxl> QUE INVOLUC~ TANTO A LAS 

VAUAfJLES <.:t>NU.'<JLADAS C.'OHCJ A LOS 

PM:AMETROS 61>6z > •.. , 0¡, EN FORMA NO 

LINEAL. 

~1JPONDREKOS, RANC.Z) = l < n 

:\. "" VE<.!TOR < hU DE <.:ON5iAN~ D&SCONCJCIDA.S 

e "' VE<.!TOR C.11xU DE EJ:.RfJRIB. 51JPONDREHCJS 

c. ,,. Nn c.o.o2D 

<.:ONSIDEREltOS .\HOU, UNA ltATRIZ D.> (nxp) M!BI~IA C<JN LA UMICA 

J:&S'TRI<X!l<JN DE QUE LA ltATRIZ AllHE:NTADA C.Z ¡ [)) C.nx<l+p)) SEA TAL 

QIJE RANC.Z I O>> = <l +p) < n 

PODEMOS ENTONC.'f:), REEXf'IffiSAR <JJ. 9) DE LA SIGUIENTE FO~A: 

C.8.10) Y = <Z ID>(3 + e 

C'.ON, 

¡Jl = Ut .Ot) = C/)tt ,(l2 t) 

EL ltODELO <JJ.10) ES llN MODELO LINEAL EN /3 Y DADO QUE LA 

ffATRIZ ASOCIADA AL PfISPfO ES DE RANt:W C'.O/'fPLETO SABEMOS, POR LA 

TEORIA DE REGRESION LINEAL, QUE EL ESTIMADOR DE KINIHOS CUADRADOS 

ES TAL QUE: 



j A 

(8.11). {J= 

O BIEN: 

~' .. czlz>-tzly - cz1Z>- 1<Z11D><VQJ)- 1Qfy 

(8.1l) ~2 • (QfQJ)-lQfy 

DONDE, Qf • ID1 <1-Z<Z1Z>- 1Z1
) ; iJ.<~l,~2) 

UTILIZANDO EL RESULTADO C8.8> TENEMOS: 

(8.13) L<il--fJ> 1 CZ!ID> 1C2ilD><i9-fJ> / Y 1 Y-~1 <Z!ID> 1 <Z!ID>~J X 

x Cn-Cp+l)J/Cp+l)J ~ Fcp+l,n-cp+l>> 

ce.14> c~ív1v ~2 / Y1 Y-~1 <ZilD> 1 <Zi1D>~J x 

x [1.-(p+l>/pJ ..,. Fcp,n-Cp+ll> 

LA VA2IABLE C8.13> ES UNA CANTIDAD PIVOTAL A PARTIR DE U 

CUAL OBTENDRIAMOS REGIONES DE CONFIANZA CONJUNTAS PARA 

At,A.2, ••• ,AL ,Eh,62, .•. ,Op. 

DE IGUAL FORMA, LA VARIABLE <8.U> PROPORCIONA.RIA ~GIONES DE 

CONFIANZA PARA 6l,92, ... ,6p UNICAllENTE,EN CASO DE QUE ID NO 

DEPENDIERA DE A. 

HASTA EL rtOl'IENTO,NO HEl'IOS HECHO NINGUNA IIBSTilCCION SOBRE LA 

PlATilZ ID EXCEPTO PEDIR QUE CZ 1 ID> FUE2.A DE RANGO COMPLETO. PODEPIOS 

SIN Ei'IBAi.00 SEi. HAS ESPECIFICOS SOBRE ESTE PUNTO. 

NOTEMOS ANTE TODO QUE SI DESEAMOS SE2. CONSISTENTES CON LAS 

CAiACl'lnlSTICAS DE LAS iEGIONES DE CONFIANZA,SEi.IA iAZONABLE PEDIR 

QUE CUANDO Ot,62, ••. 0p COINCIDIERAN CON SU ESTIMADOR DE MININOS 

CUAD2AOOS,LA VARIABLE C8.10 TOltW EL VALOR DE c:Ei.O.VEAMOS EN 

QUE FORJIA ID DEBERIA ESTAR RELACIONADA CON LAS ECUACIONES DE 

ltINIMOS CUAD2.Al>OS PA2A A Y 8. 

CON UN MODELO cono EL DE (8.9),TENEMOS QUE: 

SC8;A> = <Y-Z\.) 1CY-Zl> ~ Y1Y-2A1ZlY-A1Z1Zl 

= yly_2Y1Z\.-A1Z1Z\. 

DE DONDE LAS ECUACIONES DE HINIHOS CUADRADOS PARA A Y 8 ESTAN 

DADAS P0.2: 

ce.15> -2c21 Y-Z1 ZA.> =o 



(8.16) -2At[(6Zl/ó6l)(Y-Z\.)J •O 49 

LA ECUACION (8.16) PODEMOS REESCRIBIRLA COMO SIGUE: 

CS.17> -21Dt <Y-Z\.> = O 

TENIENDO A IDt COMO UNA MATRIZ DE Cpxn> CON COMPONENTES: 

<8.18) Dtlh = ¿k=tt Ak óCZtkh)/óel l=1,2, ... ,p :h=1,2, .•• ,n 

POR SUPUESTO,SEGUIREMOS PIDIENDO QUE LA MATRIZ DEFINIDA EN 

C8.18) SEA TAL QUE CZ i ID> SEA DE RANGO COMPLETO. 

AH02A BIEN,LA SOLUCION PARA A DE LA ECUACION C8.15) ES: 

<B.19> i = cztz>- 121Y 

SUSTITUYENDO ESTE VALOR EN LA ECUACION <8.17> SE TIENE, 

-21Dtcy-zcztz>-1zty1 =o 

<0.20> ::) -21D1 c1-zcz1 z>-1zt1y so 
ASI,DE LAS ECUACIONES (8.12> Y (8.20) CONCLUIMOS QUE: 

C8.2D -211f Y = O => QfY = O 

POR LO QUE, 

~2 = cllf w- 111h = o 
Y EN CONSECUENCIA LA VARIABLE C8.1U S~ TAHBIEN IGUAL A 

CERO CUANDO 61,92, ... ep COINCIDAN CON LOS ESTIMADORES DE KINIKOS 

CUAD2ADOS,COKO ~ DESEADO. 

AHORA BIEN, ANALIZANDO (8.18) NOS PERCATAMOS QUE SI ID ESTA 

DEFINIDA DE ~A FORKA,ESTA CONTENDRA AL HENOS UN SUBCONJUNTO DE 

{~1,A2, ••• \L} DE MODO QUE (8.14> NO ESTARA LIBRE DE 1.DE CUALQUIER 

FORKA,PARA CIERTOS MODELOS PODEMOS REDEFINIR ID LIBRE DE 1 Y QUE 

POSEA LAS PROPIEDADES HASTA AH02A REQUERIDAS. 

SUPONGAMOS QUE 0l APARECE EN UNA Y SOLO UNA COLUMNA DE Z,O LO 

QUE ES LO KISMO,EN UNO Y SOLO UN RENGLON DE Z1 .EN ESTAS 

CONDICIONES,CADA UNA DE LAS ECUACIONES EN <8.16) INVULUCRARA UN 

SOLO RENOLON DE zt,DIGAHOS EL j-ESIKO Y ASI,DE A APARECERA SOLO 

COMO FACTOR Aj QUE CON UNA DEFINICION CONVENIENTE DE ID,PUEDE SER 

REMOVIDO DE TAL FORMA QUE EL i-ESIMO RENGLON DE IDt PUEDA SER 



TOMADO COPIO: 50 
C óC2tj1)/ó6t,óCZti2>lc56l, ..• ,óC2tjn)/ó6i > 

PARA TENE'R UNA IDEA HAS CLARA DE LO ANTE2102, TOMEMOS COMO 

EJEMPLO EL CASO n:::5, p=2, Y 1=2, ENTONCES: 

e == [::J A = [~:] 
Y, 

Zu 212 

Z21 222 

z .. Z3t 232 

Z4t Z42 

Z5t 252 

SUPONGAJ'fOS QUE LA PRIMERA COLUMNA DE Z SOLO INVOLUCRA AL 

PARAMETRO 81; DE IGUAL FORMA LA SEGUNDA COLUMNA SOLO , INVOLUCIU. AL 

PAJW'IETRO 62 

= [:::: 

r óCZt 11)/661 óCZt 12)/661 

l o o 

~ AlóCzL)/661 = [A1ó<Zt11)/661 AtóCZt12)/661 

Y DE MANERA ANALOGA, 

ALó(zl)/602 = lA2óCZl21)/662 A2Ó(Zl22)/c562 

DEFINIMOS: 

: ..... · 

• • • óCZL 15)/~~ 
... o J 

fA1óCZt11>lc561 A1óCZt12)/661 ... A1óCZL15)/6611 

LA2ó(Zl21)/ó62 A2Ó(Zl22)/662 ..• A2ó(Zl25)/~ 



[l)t = í1/A1 O l CID'>t 

L º 1/AJ 
CON ESTA DEFINICION,ID NO INVOLUCRA AL VECTOR l,ADEHAS 

CZ 1 [()) ES DE RANGO COMPLETO SI CZ ! [()') LO ES, Y LA CONDICION 

{8.1) DE CONSISTENCIA SE SIGUE CUMPLIENDO. 

51 

DE ESTA l'fANERA LA ESTADISTICA CS. U> ESTARA LIBRE DE l Y POR 

CONSECUENCIA SERA UNA CANTIDAD PIVOTAL PARA OBTENER REGIONES DE 

CONFIANZA EXACTAS PARA 9. 

EVIDENTEMENTE, EN UN PROBLEMA PRACTICO LA OBTENCION 

Y,PRINCIPALMENTE LA VISUALIZACION DE REGIONES DE CONFIANZA EXACTAS 

PARA 8 EN UN MODELO DE REGRESION NO LINEAL, RESULTAN SER HUY 

COMPLEJAS.ES POR ELLO QUE SURGE LA NECESIDAD DE OBTENER OTRO TIPO 

DE REGIONES QUE SEAN LO HAS APROXIMADAS POSIBLES A LAS EXACTAS Y 

REDUZCAN LOS PJ?.QBLEltAS QUE ESTAS ULTIMAS PRESENTAN.EXISTEN MODELOS 

FUNCIONALES NO LINEALES QUE SON SUSCEPTIBLES DE UTILIZARSE PARA 

TECNICAS DE OBTENCION DE REGION~ DE CONFIANZA APROXIMADAS. 



9.- REGIONES DE CONFIANZA APROXIMADAS PARA MODELOS 

DE REGRESION NO LINEAL 

EL CONCEPTO "MODERADAMENTE NO LINEAL" LO HANEJAREl10S EN UN 

PRINCIPIO EN FORMA INTUITIVA.POR SUPUESTO QUE EXISTEN TECNICAS 

PARA CUANTIFICAR LA NO LINEALIDAD DE UN MODELO Y CRITERIOS PARA 

SEÑALARLO cono HODE~.ADAHENTE NO LINEAL o NO.HAS ADELANTE 

PRESENTAREMOS UNA DE ESTAS TECNICAS. 

CABE SENALAR SIN EHBARGO,QUE EL CASO DE NO LINEALIDAD 

MODERADA ES MUY COHUN.ESTO ES,EN PROBLEMAS PRACTICOS NORMALMENTE 

SON ELEGIDOS MODELOS FUNCIONALES QUE,SI BIEN SON NO LINEALES,NO 

SON EXTREHADAPfENTE COHPLEJOS,POR LO QUE PUEDEN CONSIDERARSE 

HODERADAHENTE NO LINEALES. 

A CONTINUACION,PLANTEAIIBM.OS LAS SUPOSICIONES DE LAS QUE 

DESPRENDEREMOS LA EXPOSICION DE ESTE CAPITULO. 

(9.1) SEA, Yu = /C~u;8) + eu u=1,2, ... ,n 

{;FUNCION NO LINEAL SOBRE 8 

a> e1 

&2 

e .. . 

en 

b) LOS PARAMETR.OS 61,62, .•• 6p,TIENEN EL MISMO PESO 

DENTO DEL MODELO,CON 8 = (01,62, ... ,ep> 

e> AUNQUE {C~u;8> SON NO LINEALES EN 8,LO SON SOLO 

MODERADAMENTE 

SUPONIENDO ENCONTRARSE CON UN PROBLEMA EN LAS CONDICIONES 

DESCRITAS EN <9.1>,BOX Y COUTIE PUBLICARON UN ARTICULO EN 

1956 EN DONDE ASEGURAN QUE PUEDE MOSTRARSE QUE LA MATRIZ DE 

VARIANZAS Y COVARIANZAS DEL ESTIMADOR DE 8 POR MINIMOS C~RADOS 
~ 

8,EQUIVALE APROXIMADAMENTE CASINTOTICAPfENTE> A UNA MATRIZ Cpxp> 
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W-1o2,DONDE 2W ES LA HATRI2 CON ELEMENTOS DADOS POR: 
(9.2) ci,j=t.2 ..... p> 

DONDE S(9) ES LA FUNCION DE HINIHOS CUADRADOS. 

DE ESTA FORMA, Y TOMANDO cono ESTIHADOR DE o2 A LA FSI'ADISTICA 

S(9)/Cn-p>,TENEHOS QUE LA DESVIACION ESTANDAR DE 0¡ PUEDE SER 

ESTIMADA POR: 
<9.3) ( SCO)/Cn-p> >1/2 e v-1ii >1/2 

DONDE V- 1 ¡¡ ES EL i-ESIHO ELEMENTO DE LA DIAGONAL DE LA 

MATRIZ \\'- 1 • 

ES ASI COHO P20PONEN PARA HUCHAS SITUACIONES PRACTICAS,COHO 

ADECUADO EL USO DE UNA REGION DE C1-a>~ APROXHfADA DE CONFIANZA 

DESCRITA POR LA DESIGUALDAD QUE SIGUE: 

<9.4> 1/2[¿¡:1P ¿j=1P SijC6i.-Od<6i.-Bj)J <= 
A 

<= CSC9) Fcp,n-p> 1-al p/Cn-p) 

ES IHPORTANTE,NOTAR LA ANALOGIA DE LA DESIGUALDAD C9.4> 

CON LA QUE SE OBTIENE PARA EL MISMO FIN EN EL CASO DE LAS REGIONES 

DE CONFIANZA EXACTAS EN MODELOS LINEALES. 

POR OTRO LADO,EXISTEN MUCHOS AUTORES QUE OBTIENEN REGIONES DE 

CONFIANZA APROXIMADAS PARA 9 SUPONIENDO LINEALIDAD LOCAL DE LA 

FUNCION /,BASANDOSE EN LA NO LINEALIDAD MODERADA DE LA MISMA. 

SABEHOS QUE ALREDEDOR DE UN VALOR FIJO 9 ~ eº EL POLINOMIO DE 

TAYLOR DE GRADO UNO PARA /C~;9> ES TAL QUE: 

(9,5) {C~¡9) ~ {(~;&º) + ¿¡:1P (6¡(~;9)/óei f9 = 9°) (6i.-6¡o) 

LA SUPOSICION DE LINEALIDAD IMPLICA QUE,AL HENOS 

LOCALHENTE,EL ESPACIO DE ESTIHACION SEA UN SUBESPACIO 

p-DIMENSIONAL LINEAL DENTRO DEL ESPACIO MUESTRAL,Y QUE LOS 

COMPONENTES DE 9 DEFINAN UN SISTEMA CARTESIANO UNIFOR.KE DE 

COORDENADAS SOBRE DICHA SUPERFICIE.ESTOS SUPUESTOS SON DENOMINADOS 

RESPECTIVAHENTE:SUPOSICION PLANAR Y SUPOSICION DE COORDENADAS 

UNIFORMES. 

BEALE C3l,HACE ESTA SUPOSICION LINEAL LOCAL ALREDEDOR DEL 
A 

ESTIMADOR DE HINIMOS CUADi!ADOS 9 Y DEFINE UNA REGION DEL (1-a)~ 
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1 
APROXIMADA DE CONFIANZA PARA 9,COMO EL CONJUNTO DE 8's TALF.S QUE: 

,, 
C9.6) SC8>-SC8> <= {[1+N9 nCp+2)/Cn-p)p1 

,. 
C C SC6) Fcp,n-~>1-a > p/Cn-p>J> 

DONDE lf8 >= O INDICA LA HEDIDA DE NO LINEALIDAD DEL lfODELO. 

NOTESE QUE C9.6) ES TAHBIEN ffUY SIMILAR A UNA REGION EXACTA 

PARA EL CASO LINEAL. 

DE HECHO,A MEDIDA QUE R9 DISMINUYE C9.6) TIENE UNA EXPRESION 

CADA VEZ MAS PARECIDA A LA DE UNA REGION DF. CONFIANZA EXACTA PW 

UN MODELO LINEAL, LO QUE LE HACE HEREDAR LAS PROPIEDADF.S DE F.STA 

ULTIMA.DE IGUAL FORMA, SI NS AUMENTA EL NUMERO DE PUNTOS QUE 

QUEDAN INCLUIDOS EN LA REGION TAMBIEN AUMENTA, Y POR LO TANTO CADA 

VEZ ES MENOS CONFIABLE. 

RESULTA RELEVANTE PREGUNTARSE COMO OBTENER LA MEDIDA DE NO 

LINEALIDAD N8 PARA UN MODELO FUNCIONAL DADO,O AL MENOS UNA 

ESTIMACION DE ELLA.A CONTINUACION PRESENTAREMOS LA CONSTRUCCION DE 
A 

UNA HEDIDA DE NO LINEALIDAD E.l'IPIRICA QUE DENOTAREMOS POR K9. 

PARA ESTE FIN,NOTEHOS QUE EL POLINOMIO DE TAYLOR DE G2ADO UNO 
,, 

DE 8 PAli / REPRESENTA,ADEMAS DE UNA APROXIKACION LINEAL A LA 

FUNCION,EL PLANO TANGENTE AL ESPACIO DE ESTIKACION EN 
A ,... A A 

PC8> = C /C~1;8),/C~2;8), .. .,/C~n;8> >,DEFINIDO PARAMETRICAl'IENTE. 

DEFINIREMOS TC8) AL PUNTO SOBRE EL PLANO TANGENTE ASOCIADO 

CON EL PUNTO PC8> EN EL ESPACIO DE ESTIKACION,O BIEN,EL PIE DE LA 

PERPENDICULAR DE PCO> AL PLANO. 

V.APIOS A SUPONER QUE TENE./'IOS VALORES DE /C~u;8v) PARA UN 

CONJUNTO DE VECTORES 9v CERCANOS A e CON w=1,2, .•. , W Y 

u=:l, 2, .•. , n. 

UNA OPCION SOBRE LA ELECCION DE ESTOS 8v's ES ESCOGER UN 

SUBCONJUNTO DE LOS VECTORES QUE PARA 8 SE HAYAN OBTENIDO EN UN 
,. 

HETODO ITERATIVO EN LA BUSQUEDA DE 8. 

CONSIDEREMOS AHORA: 
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(9.7) QC9> = rv=tW 11 P<9">-T<9"> 11 2 

= rv=tWru=tn C /C~u;9v) - /C~u;ff) -

- ri=1P ó{C~u;e>/óei 19=8 ce"i-Bi> J2 

QC9) REPRESENTA ENTONCES,LA SUHA DE LAS DISTANCIAS AL 

CUADRADO DE LOS PUNTOS PC8"> SOB~ EL ESPACIO DE ESTIMACION A LOS 

PUNTOS TC9") SOBRE EL PLANO TANGENTE EN Pee>. ESTO PODRIA TOMMIBE 

COMO UNA ESTIMACION A UNA MEDIDA DE NO LINEALIDAD DEL MODELO. 

ES CLARO QUE EL VALOR QC9) DEPENDE TANTO DE UNIDADES COMO DE 

LA CANTIDAD DE PUNTOS PC9v) CONSIDERADOS, POR LO QUE SE HACE 

NECESARIO NORMALIZAR ESTA HEDIDA. 

PARA RESOLVER ESTE PROBLEHA,PODEHOS CONSIDERAR: 

(9.8) rv=1"' 11 P<O"> - PCO> 11 2 

Y TOMAR EL COCIENTE ENTRE (9.7) Y C9.8> COMO SIGUE: 

C9.9) N9 = Crv=1"'11 PC9"} - TC9"> 11 2 l/Crv=tlt'llPC9"> - PCO>ll2 1 

A ESTA CANTIDAD LE LLAHAREHOS HEDIDA EHPIRICA DE NO 

LINEALIDAD. 

EN CUANTO AL VALOR QUE DEBE TOMAR C9.9> PARA SUPONER QUE UNA 

REGION DEL C1-a>~ APROXIMADA DE CONFIANZA SEA CONFIABLE,BEALE 
A 

CONSIDER.A,POR EJEHPLO,QUE N9 DEBE SER TAL QUE: 
A 

(9.10) N9 < 0.01 Fcp,cn-p))1-a 

LA OBTENCION DE REGIONES DE CONFIANZA APROXIMADAS HA LLEGADO 

A SER MUY CONVENCIONAL Y,ADEHAS DE BEALE,HA SIDO SUGERIDA PO~ 

AUTORES cono DRA.PE2 y SMITH [61. 
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AHORA BIEN,ESTE PROCEDIMIENTO TIENE VALIDEZ ASINTOTICA Y 

DESAFORTUNADAMENTE, POR EL COSTO QUE REPRESENTA EFECTUAR UN NUMERO . 

GRANDE DE OBSERVACIONES,LOS MODELOS DE REGRESION NO LINEAL SON 

AJUSTADOS NORMALMENTE CON MUY POCOS DATOS,DE TAL SUERTE QUE ESTA 

VALIDEZ ASINTOTICA PUEDE SER UNA GUIA IRREAL PARA UN CASO 

PiACTICO. 



CONCLUSIONES 

NOS HEMOS OCUPADO EN EL PRESENTE TRABAJO DE LA ESTIMACION 

PARAHETRICA NO LINEAL TANTO PUNTUAL COMO POR REGIONES DE 

CONFIANZA Y ES EVIDENTE QUE A LA PRIMERA HEMOS BRINDADO MAYOR 

ENFASIS FOR/'IAL,PUES EL INTERES DE LA INVESTIGACION SURGIO 

PRECISAMENTE SOBRE ESTE RENGLON. 

POR LAS CARACTERISTICAS QUE PRESENTA EL DESARROLLO DE LOS 

METODOS DE ESTIMACION PUNTUAL AQUI EXPUESTOS,RESULTA MUY CLARO QUE 

EL DE LINEALIZACION ES EL HENOS SOFISTICADO EN CUANTO A LOS 

CALCULOS MATEMATICOS QUE INVOLUCRA.DESAFORTUNADAMENTE Y A PESAR DE 

LA ~ VENTAJA DE TRANSFORMAR EL PROBLEMA DE MINIMIZAR LA FUNCION 

S(8) EN UNA SERIE DE PROBLEMAS LINEALES,PRESENTA UNA GRAN 

DESVENTAJA QUE ES EL NO GARANTIZAR CONVERGENCIA A UN PUNTO 

ESTACIONARIO DE LA FUNCION DE MINIMOS CUADRADOS. 

LOS METODOS ITERATIVOS ACEPTABLES PARECEN RESOLVER ESTE 

PROBLEMA SATISFACTORIAMENTE,AUNQUE CABE RECALCAR QUE LA 

CONVER.GENCIA A UN PUNTO ESTACIONARIO QUE GARANTIZAN,NO IMPLICA QUE 

ESTA SEA A UN KINIMO GLOBAL COMO ES DESEABLE.ES AQUI DONDE RADICA 

PRINCIPALMENTE LA ELECCION ACERTADA DEL PUNTO INICIAL eº.DE 

ELEGIRSE ERRONEAMENTE DICHO VECTOR,LOS RESULTADOS SEGURAMENTE NO 

SERAN SATISFACTORIOS,SEA CUAL SEA EL ffETODO ELEGIDO. 

DENTRO DE ESTA ULTIMA CLASE DE PROCESOS DE ESTIMACION,TAHBIEN 

EXISTEN ALGUNOS QUE SON PREFERIBLES A OTROS, TAL ES EL CASO DEL 

HETODO DEL DESCENSO POR LA PENDIENTE MAXIHA Y EL DE KARQUARDT.EL 

PRIMERO PRESENTA EL INCONVENIENTE QUE CARACTERIZA TAHBIEN AL 

METODO DE LINEALIZACION,Y QUE ES LA LENTITUD EN LA CONVERGENCIA. 

MARQUARDT UTILIZA BASES TECNICAS DEL METODO DE LINEALIZACION 

Y DEL DESCENSO POR LA PENDIENTE MAXIMA,CONSIGUIENDO ENTRE OTRAS 

COSAS ACELERAR LA CONVERGENCIA Y CONSERAVAR LAS CARACTERISTICAS 

FAVORABLES A ESTOS DOS PROCEDIHIENTOS QUE DAN ORIGEN A SU 



HETODO,HACIENDOLO PARECER EL MEJOR DE LOS TRES. 

SIN EMBARGO ES DIFICIL DECIR QUE HETODO ES HAS CONVENIENTE 

UTILIZAR EN CADA PROBLEMA PRACTICO,LA DECISION DEBE SER TOHÁDA POR 

EL INVESTIGADOR ANALIZANDO LAS CARACTERISTICAS ASOCIADAS AL 

PROBLEMA QUE SE LE PRESENTE Y AL COSTO QUE LE .REPRESENTE CADA 

ALTERNATIVA. 

EN CUANTO A LAS REGIONES DE CONFIANZA DIREMOS QUE,A PESAR DE 

QUE EL GRADO DE PRECISION DE LAS EXACTAS ES DE ALGUNA HANERA HAYOR 

AL DE LAS APROXUtADAS,LAS PilMERAS PRESENTAN LA ENORME DESVENTAJA 

DE SER MUY COMPLEJAS EN CUANTO A SU OBTENCION Y 

VISUALIZACION,MIENTRAS QUE LAS SEGUNDAS SURGEN DE UNA MANERA MAS 

NATUIW... 

AUN A PESAR DE QUE LA PRECISION DE LAS REGIONES DE CONFIANZA 

APROXIMADAS DEPENDE DEL GRADO DE NO LINEALIDAD DEL MODELO 

FUNCIONAL QUE EN CADA CASO SE ELIJA,SON MUY UTILIZADAS,PUES POR 

RAZONES OBVIAS LOS MODELOS DE AJUSTE ELEGIDOS PARA MUCHOS 

PROBLEMAS PRACTICOS,AUNQUE NO LINEALES,NO SON EXTREMADAMENTE 

COMPLEJOS. 
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APENDICE I 

1.- SEA !f. UNA 11ATRI2 CUADRADA Y SEAN J;\MZNl, f;\MAXI LOS 

EIGENVALORES DE /f. MINIHO Y HAXIMO EN VALOR ABSOLUTO 

RESPECTIVAKENTE,ENTONCES PARA CUALQUIER VECTOR b SE TIENE: 

a) l;\MINI llbll <= 11/f.bll <= l;\MAXI llbll 

b) !A.MINI llbll2 <= llbtlf.hll <= IA.MAXI llbll 2 

2. - SEA /f. UNA MATRIZ DE nxm CON RANCID = 111 < n ,ENTONCES IJt A\ 

FS POSITIVA DEFINIDA Y ~t FS SEHIPOSITIVA DEFINIDA. 

3.- SEA~ UNA MATRIZ CUADRADA SIHETRICA Y POSITIVA 

DEFINIDA,ENTONCFS: 

~ .. st!I:IS 

CON sts = I y ID UNA MATRIZ DIAGONAL CON ELEMENTOS TODOS POSITIVOS. 

A LA MATRIZ sto:s SE LE CONOCE COMO UNA DESGOMPOSICION 

FSPECTR.AL DE tu 



,, .. ' 
· .. :'u~,, .. ·· .. 

APENDICE II 59 

1.- SI V~ NpC8,r>,ENTONCES: 

vi~v ~ Cp,A) o /fil. ES IDEMPOTENTE 

CON RANCA\> "' p y A = ceL A\8)/2 

2.- SI V~ NpC8,r> 

CUALQUIER SUBCONJUNTO DE s <= p VARIABLES DE V, TIENE UNA 

DIST2IBUCION NORMAL CON EL VECT02 HEDIA Y MAT2IZ DE 

VAR.IANZAS-COVARIANZAS CO'RRESPONDIENTES 

3.- SI V~ cp,A> Y Z ~ Cq> Y SON 

INDEPENDIENTES,ENTONGES: 

U= CV/pJ/CZ/qJ ~ Fcp,q,A> 

4.- SEAN~ Y~ HAT2ICES DE pxp Y qxp RESPECTIVAHENTE,SI 

SI Y ~ NpCµ,o 2 I>,ENTONCES LA F02HA LINEAL IBY ES INDEPENDIENTE DE 

LA F02HA CUAD2ATICA yL~Y,SI 18\\ =O 



Al'ENl>ICE lI 1 

FIJNC!ION DE IUNlMf.1."> C.'UADRADOS 

t;lJAttl.KJ E.')TAIJ.l.ECEttO;"') UN MODELO FIJNCl()NAL PM:A ESTl.llHAR lJN 

FENOHENO.<>ENERAL.HENTE HACEMOS DOS SUPUESTOS FUERTES A SABER: 

D QUE EXISTE UNA. FIJN<!ION C.:ON UN N1JHERO DE .U..'GIJHENTOS, QlJIZA 

N<J flNIT<>,QlJE DETERMINA A UNA VARIABLE l.:ESPUESTA DEL FENOHENO, Y. ES 

DECIR~ 

'í • g<.~¡b) DONDE ~ ES IJN VE<~TOR FINITO DE VARIABLES 

<.:ONTl'<>LAUAS 'í b llN VE<.'TOR,SE<;IJRAHENTE NO FINITO,DE VARIABLES NO 

C'.ONT.IWLADAS. 

lJNA &'tJl't.l.')lt!HIN RSTI:.1J<.!'l'lJkAL, C}HE SE REFIEJ.:E A QIJE LA FIJNCl<JN t 

f'UEUE D&S'f.:Ottf'<JNERSE ADITIVAHENTE EN DOS FUNCIONES,G<Jtto SlCIJE: 

Y = g(f.;h> = ¡a,) + e.<b> 

()'JN ESTA. SlJf'<.ISlGlCJNES, TENEMCJ.~ CJUE PW LA FUNGICJN .( CCJNOCEtlOS 

SIJS M.':GIJHENTOS AUNQUE NO 511 E'Xf'RE.SION NI EL VALOR DE LOS 

PAIWtETk<J.S f)IJE lNVOLlJ<.:J.:A. m~ CAHDIO l.A FUNCION c. ES TOTALMENTE 

ALEATORIA. 

PM:A LA FlJNC;ION .f PUEDE SllGEkU:SE IJNA EXPRESION,QlJE 

NOkttALHEN'fE SE HACE A ~VES DE L<J.<;J DATOS f'kOVENIENTES EN UNA 

HlJESTi.'A ALEAT<>RIA. Y POR LOS J:.ESIJLTA.f>(JS OBTENIDOS EN E.s'TlJDI<>S 

HE<~RCJS ~'t>flJ.:E FENOMENOS Sl!Ul.Af.'.ES AL <JUE TRATAMOS. EN CUANTO A LA 

El.E<.:Clt>N DE SlJS PM'AMETt.·os, J:.ESlJl..TA kAZONADLE HACERLO BUSCANDO QUE 

EL EFECTO lJE LA FIJNCION c.C.b) SEA LO HAS REDUCIDO 

POSIBLE. fJIJSGM!.IA.HCJS PIJF.S QUE r.. :: Y--(C.l.,) FIJESE LO MAS "f'EQUENA" 

POSIBLE. 

l:.Ef.:Ufillfü{c¡.<; <}Uf. l.O C~l)E TENEMOS ES UNA MUESTRA ALEATORIA, ES 

DECIR TF.NF.110S: 

1, :..1. z t ••• , 1\ 

f'Of>I!I.\H().') E~TONGES f'ENSAJ.: f'Ol! E.]EltPLO EN MINHIIZAR 

l. 1 = t "t.:, , f'f.RO W ANTERIO~ NO SEfil A l'lllY CONVENIENTE PUF$ Qlll7.A 

¿, ~ t ''1.:, "' O Y NO.:; UARIA llNA ll>EA ALF.J ADA DE LA l!EALIDAU. 
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OTRA SUGERENCIA SERIA TRABAJAR CON ¿,=tnlci !,PERO RECORDEMOS 

QUE ci SON VARIABLES ALEATORIAS Y QUE EN UN PROCESO DE 

OPTIHIZACION VIA LAS TECNICAS DEL CALCULO DIFERENCIAL,HABRIA QUE 

UTILIZAR DERIVADAS, Y QUE EN EL CASO DEL VALOR ABSOLUTO DE 

VARIABLES ALEATORIAS RESULTA PROBLEHATICO. 

SURGE ENTONCES LA OPCION DE LA FUNCION NORHA,ES DECIR TRATAR 

DE HINIHI2AR (¿i=tnlci l~>t/p.EVIDENTEHENTE p=1 QUEDA 

DESCARTADO,LUEGO ENTONCES Y CON EL PIN DE FACILITAR CALCULOS 

PODEMOS ELEGIR p=2 Y TRABAJAR CON (¿i=tnlci ¡2>1
;

2 O 

EQUIVALENTEHENTE,CON Li=t" ci 2
• 

ES ASI,COMO LA FUNCION SC9) = Li=tn ci 2 DONDE 8 ES EL VECTOR 

DE PARAMETROS QUE INVOLUCRA /,F:S ELEGIDA PARA SER OPTIMIZADA Y 

ESTIMAR EL VALOR DE 8 QUE SEA MAS CONVENIENTE EN EL SENTIDO DE QUE 

Li=tn ci 2 SEA MINIKO. 

A LA FUNCION SC8> SE LE CONOCE COMO FUNCION DE 11INll10S 

CUADRADOS Y ES DE USO UNIVERSAL EN PROCESOS DE ESTIMACION 

PARAKETRICA. 
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