
UNIVERSIDAD llACI OllAL AVTOHOMA DE MEXI CO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

"EL EFECTO CEl~ENKOV COMO UN PROBLEMA DE REACCION DE RADIACION" 

T E S l S 

MEY.ICO, D. F. 

PAí<A OBTEt-.lER EL TITULO DE 

FISICO 

PRESENTA: 

NI RNA VI LLAVICENCIO TORRES 

ABRIL DE 1 988 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
• 

INDICE . 

INTnODUCCION 

CAPITULO I: TRANSFERENCIA DE ENEr<GIA AL INTEFmCCIOMAR UNA 

PARTICULA Cl"1RGADA CON UN MEDIO MATERIAL 

1. 1 lNTRODUCCIDrl 

1. 2 PASO DE UMA PAr·a I CULA C1"1RGADA A TRAVES DE UN MEDIO 

i i i 

DIELECTRICO DE DENSID:",D PEOIJEílA 2 

1 • 3 ENERG I A F'Ef\D IDA F'Oi-;; UN/:\ FART I CULA CARGr.DA AL CHOCAF\ 

CON UN OSCil.t\DOF; r.r;~10t-IICO cr1r-:G!'\ílO 6 

l. 4 EFECTO m: DF.t~SID!\D ni U\ ENEF\Gif) Tr<ANSl7Er<l))A POR UNA 

!'-ARTICULA C¡'.\r<Gí'ID(\ ('¡!_ vrn.rn:::· A TF<IWES DE UN MEDIO MATERIAL 12 

CAP I TUL.O I I : ffECTD CEríFt ll'..OV 

2.1 INTRODLlCCCinN 21 

2.2 RADIACION CERENKOV 21 

2. 3 EXPl;oESION PARA LA RADlACJON CERENl<OV OBTENIM 

A Tí\AVES DE UN flt'.\U\tlCE DE EtJERG IA z:¡ 

CAPITULO I I I: ECUílC. ION DE MOV l MI Emo PARA PART I CULAS CAF'GADAS 

CON ESTRlJCTURíl MOVIEtfüOSE ENi.JN MEDID MATERIAL 

3. 1 INTFmDUCCION 30 

3. 2 r-cU,'.\C ION r.r: MOVIMIENTO F'l'\RA PARTICUL.~ ~ARGAl)A CON 

ESTmJCTUí\r1 MOVIErJDOSE EN EL VACIO 31 

:.) • :~ CCUt.C I m.1 DE MOV [ i't Tarro F'/'\R() UNA. F'Afni CÚU~ CARG11DA 

llOVIEllllll'::;E: A TRi'~NES DE UN MEDID MATERIAL 38 



CAPITULO IV: EL EFECTO CERl::Nl(OV COMO UN PROBLEMA DE 

REACCION DE RAD1ACION 

4. 1 rnrnoouccION 

4.2 PARTICLILA cnRGADA VIA~ANDO CON VELOCIDAD CONSTANTE 

EM EL VfiCIO 

4.3 PARTICULn C~RGAnn VInJANDO CON VELOCIDAD CONSTANTE 

A TRAVES DE UN MEDIO MílTERIAL 

4. 'I r,:nDit')¡CJOt~ CrT~Etll<OV P0.Rf\ DOS DISTRIBUCIONES DE CARGA 

~) CASCARON ESF~RICO 

b ) D l s TR mue ION Ylll(Aliltl 

CONCLUSIONES 

REFEREl~C I AS 

i j 

43 

45 

48 

52 

52 

54 

57 

59 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

INTROOUCCION 

Es bien conc,cido que L•na pilrticula ce1r-gada qlle viaja con 

velocidad constante en el vacio no radia, si la partícula cargada 

se• moviesr; c:on tina velocidad m<1yr,1• que la velocidad de ln lu;'., el 

resultado ~r>i-i<.\ difr?rcmte. Mc:>.turalrnente ningún objeto puede viajar 

a una velocidod mayor que la de la luz en el vacio si su masa en 

repo5o ~s finita • Sin emborgo cuando Ja luz so prop~go en un 

metlio tiene .un,1 vc·l<:>r::i dc1d de· fi:l'.:·t:: d0d.'\ poi- vra .... =c/n {donde n es 

el indice do refracción de dicho medio y depende de la frecuencia 

del~ ondaJ,como n>l es posiblo tnner una part!cula cargada 

viajando a un.> veloc:id:'rl m,:>.yor que la velocidad de la 111z en dicho 

medio, por lo cual en este caso pariremos observar radiación. 

El fenómeno descrito anteriormente fué descubierto en los 

¿1J1c:is treinL:i. y es c:onor:.i.do como ¡:,focto V.:1Vilov-~E~renkov y a la 

r-adiación omitid2 ~e le ! lama radi<\ci6.n Cerc:nkov. 

Asi pu.e~;, nos i ntot-e~,é\ estudiar 1 a. forme:> en 1 a c.ual la 

partic.ula int~rsccicna con el medio y las condiciones bajo las 

cuales hay radiación. 

Cui\ndo una partícula c.:irg2d<1 viRj<>. a través de Lln medio de 

constante dieléctrica e observamos un cambio en su energía y en su 

dirección de movimiento. t~ut?stro princip.:'.l objetivo es la 

obtención de una expresión parR dicho cambio en la energía en 

función de las características del medio. 

En PI capitulo 1 estudiamos el mecanismo mediante el cual 

un.:i p.,rU.r:u.l i1 CJ'.\C? Vi,;>.ja a travé:; de Ltn mi:dio trans·fiere energía. 

En e~,ta pi-im•:r,, p<H-te nos enfocar-emes a estudinr medios de 

dr·li''·i d¿·d ¡11!r:p.1r•f'í.:i., como es. el cc;.so de la':'. 9D.ses, Juego estucti aremos 

c•l c,,,;o t!I\ qu!:.' se ticme un medio muy d-::n~o, pr?ro la p<Jt-tícula 

vi ;1j.'\ r.r .. 11 u11.• vtc·l c•ci d,~¡J f:<1l que• por.lomo~; ~.uponf:'1- que> tic?n':! li\ 

pu~.il1ili.tl-".i do_• ir1l.(:i .. i-'CL11.v1- 0 ci\d,:>. uno de Jo:-, con::'.tit11.ycnte~; clel 
i i i 

' ' 
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medio; con los resultados obtenidos podemos recuperar en el limite 

adecuado los resultados para medios de densidad pequena. 

EstudL:1rr.>mos l11pgo t:l caso en que 1<1 particula cargada viaj<-1 

a trñvés de 1.111 m0dio de densidad grande, ya sea l'n sólido o un 

liquido, e int<~r21c:túa con varios átomos a la vez, de t<1l form<1 que 

desde el punto do vista macroscópico el cambio en la energía de la 

particula es resultado de la polari~aci6n dieléctrica del medio 

debido al paso de ésta. Cn ln parte final de este capítulo, el I • 

presentamos el análisis dt"l problemil desde un punto dQ vista 

macro~cópico, partiendo de las ecuaciones de Maxwell en un medio 

matr:ri<tl. 

Uno voz qu~ hemos estudiado el mecanismo de transferencia de 

energía nos centramos en el capitulo II al rastudio de l~ emisión 

de radiación Crcri:·nkov. Puc·sto qui?, como yv. dijimos, la condición 

par<.1 que t?sta radit1c:ión se presi.-,nte r?s quE? la pat-t!cul<i viaje en 

el medio con v0Jocidad mayor que la de la luz en ese medio 

prcsenta~os también el análisis del caso l?n el que se satisfnce 

esta condición v>c!-lc y llt~garnos a la cólebi-e expresión p.:1r<:1 lfl 

radiación ferenkov. 

En el capitulo IIl, con el fin de obtener las herrilmientas 

necesarias para plantear al efecto ferenkov como un problema de 

reacción da radiación, analizamos primero la ecuación dl? 

reacción do radiación, tanto para el caso en el cual la 

viaja on el vacio , corno para el caso en que viaja con 

arhit~rn-ia a través de un media material. 

pDrt1 c:ul a 

velocidad 

En •?l c:<«pítulo IV, bajo la~; hipótE?sis de quP. ln particllla t~s 

pur1lual y viaj.:i c:on velr:«.:idncfconstc.ntr:, lloo<"mos i'I li\ c:<pre?':.;i6n 

p~r~ 10 r0di2clón ~~r~n~0v ~ ~r"'vés rle l~s ~wpresiones obt~nidas 
C!I\ el L:• 1i1 tulü «11l<'1·i .:i1·. Cnr1 oc, to 1r1c1s;trz;i1;c;~; cp.•r:' rf P.cti.v;imentc· t!l 

iv 
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efecto Cercnkov puede verse como Ltn problema tle reacción el!? 

radi i'lc:ión. 

Como UJl?. pru12b¿1 de validez par,':\ Jos resultados obtr~niclos, !:iP. 

mllestr·.:1 que CL•u.ndo la. purtícul,, SC! m•.1.eve con velocidad constante a 

trav&s d~l vacio no se prQs~nta rAdiación. 

Por último como comrleniento a lo estudia.do, analizamos muy 

brevt.;,iílt:mtl: en form<'.\ cuolit<1tiva, l,¡ radiación Cenmkov emitidi3. por 

dos tipos de distribuciones extensns de carga el cascarón 

esf é1-í co y 1 a di str i bue i ón tipo YL1lu:11·1a. 

V 

~-----·· 
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CAF' I TUL.O · I 

"TRANSFERENCIA DE ENERGIA" 

1 • 1 I NTRODLJCC 1 ON 

Como lnQncionnmos en la introducción general de este trabajo 

nu~~tro obj~tivo es ~studiar el efecto aerr.nkov y la forma en que 

li\ radii.1ci6n Cr:renkov se? emiti:.. P•.1esto que dict1a radiación se 

prr.~,L?nta C:L1.:-1ndo la p:li·U.cula viajé\ a t:ravós de un mc.•dio material, 

os convenit·-nt.r: cc•m<:>n::<>1·· nn.:1li20ndo el problc-m<:1 de 1,:1. interacción 

entre una partícula cargadG y el medio a través del cual viaja con 

velocidad constante. 

Estu.cJL-wemos e-:1 probl e111~• por et«pvs, par ti rl'mos de un modelo 

simple que ir~mos complicando, poco a poco, asi pues la primera 

pC1rt2 de oste cc1pi \:ul o cons'i sti1·á en l1nal izi'lr lo que sucede al 

interaccionar una partícula cargada con un medio de densidad 

pequefta, para esto com~nzarernas anali:ando el caso de la colisión 

entre una par ti cul a c<:1r9t:,da y un r:l ectrór1 para d(~spués generalizar 

trc:1t<'.ndo de: wuLc,ncr Lmi\ •"f:wo::im<·Ción <~ lo que seriil una p<1rtii:ula 

interAccionando cci11 l.rJcJO el medio. Con el fin de h<Ker una mejor 

<1proximación "lo que cc>nstih1iri."I la fJrP.'~.r:ncia de un me>dio como 

.,,,r:gundo paso proc:c1c.Jct-f:rr1os ;3 ,">n<>.l i z,"\r el choquo entre Lma partícula 

cc<r9<:1da y un osc:il1:1rJor ':'rm6nic:o C<'trg.:-ido, para dC?spuós hacer la 

gem21-alización i"I L• CDnsiclr1t·0.ción dol lné'rlio dt~ fo1-rnC1 análoga a 

comn se construye el modelo simple para la constante dieléctrica. 

Ahor1:1 bien el suponer que tenernos medios de densidad 

pcqL•t:fí,) potlc:nn:is cons.idi:,r·J o t'q11.iv.'>lonte <• suponer que nuest.r¿-i. 

partícula viajer1:1 se muove con velocidad pequefia, de tal forma que 

10 e!; posible· int.12r,;c.cioncw individu.:1lmente con cada uno de los 

ccnstituy~ntcs del m~dia. 

Tr·,~cté•ndo dr: ftir-mal i:v.r el t1-;it¿imi.ento ele ln~. primeras 

p~ .. rt.iculc~· vu .:1] 

l<i últ.im>" d1~l c<:1pltulo consideraremos quE? 1<1 

medio como un continuo, po~ lo tanto partiremos de 

J,:,•:, c'cui!.cicmL~~i de M<w.1•1ell en medios n1.c1tc:!ri8les~ tc1n>i'lí1Llo en c:u.~nlu 

'1"'~ nu•:·~;tré\ p:•1"ticuli• viaja'-' un,1 vc.'locill.:>.d mt-mor que la. rJP l.:> Ju;: 
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pn rlir.hr:i m1.-di0 

t In" V1"7 flllr:> t;.-11]:,;mnc; i:>c;b~ ;>nál i c;i e; nhtenr1rr•rnoc; un mnt1P.1 n 

rp•r.> nnc; rtPc;•-ri hP ~·1 m~·cr.>ni smn ;¡ tr¿ivéc; riel 

r~rtiAr.ión fP.rPnkov. 

1. '2 PASn nr: llNA P(1r;·nr::1.11 A r.ARr.;AnA A TRAVFS nF llN Ml;'l)Tíl nF nr-:NSJnAn 

r:·r,¡:i¡ IFtf Pi 

PAra fArilit:ir l;i rnmprpnc;ión rlP Jnc; rnnrPptnc; tmpliri"dnc; 

pror:prlprpmc:>c; r:r>mn rrt rnr•1- f.lé>Sf'.l ;,J élnál i c;i e; r1~ Ja r.nl i c;i ón i:>ntrp 110 

rPlar.lón r.>ntrP P\ 

pi"rt.ir:11J:i,, ln f1t1P l"lf'.l"- f'H-•rmi tirá Pc;f:Ah]PCPI" p) Jnti;>rVA]C'\ rjp Vi")jr.fp?. 

r1e lQc; rr->c;11J t;:1r1ns nbtr~ni (inc;. 

trac;Jadánrloc;n "'" Pl 

rnnstantP 1 ~=rtp. 

]P '! M 

F.n rir?tr=>rmi nr>rln mnmPnto r=>st:'I }1<1rtir.11l" rhnr:::1 r:on 1.1n p~ Pr.tr6n 

? 



Observt-·mo':• que lo vntr2r-ior es cierto cuando consideri.lmos qu.e 

nue~tra partícula cargada choca con un solo electrón atómico, 

sin emlrn.rgo cu¿i,ndo la particula choc.¡1 con todo un conjunto de 

electrones, es de esperarse que la energía total perdida por 

éslu Y"' no se¿1 muy pequei1a sino que tcmga un valo1-

si<Jnificativo , lo C:Ui\l influirá rm su velocidad. De é;,;ta 

forma vemos qrn: el postular que nuestra pa1-ticula seguirá 

moviendose con velocidad constante en el mndio es una 

hipót:::<j.is fnl\Y fl1ertE>,<1 li\ cual podric>r;;os considerar como Ltna 

suposición que nos facilitará la obtonc:ión de resultados o 

bien·padrivmos pensar en la existencia de una fuerzo externa 

que prn-mi te que m1c:stra particul a.. ilt.1nque pi e1-da energi a, 

siga moviandos~ con velocidad constante. 

Así pues al SllponC?r que lR pe1rticL1l,, sn mueve con velocidad 

consti'.nte est«rnos h.:>.ciE'ndo una primera <iprm:imz.ción. 

Puesto que supusimos que esta transferencia de energia es 

pequeffa podernos considerar que el moviente del electrón 

después de la colisión es muy peque8o. 

Considerando lo antC?rior; para el cálculo de la energia 

transferida por lA pnrticula incidente, solo necesitaromas 

calcular el campo eléctrico generado por dicha pArticula C?n la 

posición del electrón, [Hl•::sto que al considerar <:> este en rC?posa 

el C<:\mpo n1é1gr1é>tico no jugi<rá en el cálculo, 

St~oniendo ~un la porticula viaja con una velocidad v, una 

y pasn a un~ distancia b <parámetro do in1pac:ta> 

del olectrón, Dl ~~mpo eléctrico generado por ésta satisfacerá las 

rt?l.:1cione,~: 

r, t aa.b 
( b 2 • -:i' 2". l. ) •1 ... 

¡:~: _ a ta...,t. 
( b? ~ i .'u' t 1 ) :V~ 

( 1) 

y E donotün 1 .::,s. r on\pon1:rltes perpc11d{cul ar, Y- par v.l el''' 
;¡ 

la vDlocidi<rl ~ respactivarnente. Dado qua t'es función imp<1r· 
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<ipL111t<irá en 1<1 dirocr.ión perpendicul<1r a v y tendrá una maQnitud 
,., 

l\p : \ "- E,a )cl-t. : ;¿b~u. .._ L.,, 
de donde es posible establecer que la ene~gi~ transferida al 

elr:ctr·ón será: 

(2) 

Dmio que obtuvi rnos un.?. dependenc i i\ 1 i neal con 

tendn:.>rnos qw~ conforme re:•du;:camos el parámet:ro de i mpac:to 1 a 

transferencia de enrgia será mayor, 

b ~ o, asi pues será necesario 

restl-i cción: "Nt1e:c.t>-oc, cálculos r,ol o 

llegendo a ser infinita cuando 

i m¡iciner , 
sP.ran válidos para 

primera 

valores 

grM)des dc·l fl·'.•rf1n1r~tt-o de impc•.ctc. b". Es por esto q1.w surgP. Jhora 

nuestro intet($ por conocer el valor minimo permitido para b, el 

cual correspcITTdcrá al valor má~imo para la energía transferida, 

dado que dicho valor máximo para la energla transferida 

co1rospondo ~ la eneroia con la cual incide la particula se tendrá 

qui:: Ütnln'"'Zc
2 

/rmv
2 

Pvesto qur~ 1 a má:d 1T1<1. energi a tri'.\n:.fer ida debe obtenerse pa.ra 

colisionas "de frente", es decir b=O, la expresión e::acta para la 

energla transferida deberá ser: 

A Hlo) -= :t ?<<l.~ 
'"'' u1 b i ~ lo' . ) - (3) 

RP.cord<::.>mos que hemos considerado al electrón libre y en 

rr-pmm, lo qu<1 podr.l'.i'.mos vis1..wli::a~ló dicibndo ql10 la colisión fué 

11,u.y ,-ftpít..lü. El ticrnpn sobre, el ci.1,J.l lm·. c.,1nipos san cpreciélble:o, os 

/:.\":-o b!rv (-1{\Cl'.SON 1975). Al1or-<J. bien, si til u.:,mpo qL1c dura ln 

rnlisión ~s arande carnpar~do con el periodo orbital del electrón, 

r.·~;I: t: d;<r <'t ,, 1'J'1n,;-.•; vur:l La:. c·n ,-,u órh i t,1 mi r,ntr-f\s q•_m J <~ pé1rt1 c:ul <1 

p;,--:¡1 l c•nt:w•··ntr:; on c!':ile r:Aso el 

.:uii~1l!<1lil: •. \i: •. '11Lc pcw J.¡y; t:i.Hnpos y por 

c:t1Qctr6n 



tmp;irto, 01 v;ilnr má~imn p;irA b cnrrespnnrlerá A un tiempo rle 

rclis\ón rnmp;irilblr:> r.nn P.J p~rinrlo cirbitA] del P.]Pr:trón) pe; rlP.Cir: 

bmax=rv/w 

< 'o < 
U,) 

(4) 

rv•rtir:11l" vi enP. r:nn 11n;i vpl r:iri rJ;irj r1111y flP.CJllPf'Í"' rinr:lrPm('IS r.m;j Mer;ir 

'lllf? nr.i h11hn tr<>nsfp¡-pnr.i i\ rlr:> P.nnrgi.:i. Ahnr.;i bi P.n P.1 tenr-:>r h>>bmax 

i mpl i r:;iri.;i t<"mhi ón 

i ntr:>rr.ir:r.i ón. 

i ntP.ntn eJPr:trón 

nmvi r:>nrJnsP. r>n 11n nir:di o é'S s11ron<=>r ,-..hor<> qui'! 1 ;i pilrtir:11l" chrx:;i r:nn 

-r.111rhos r:>lr>rtrnn'?s ,-_;tt,i;1rlnc;" rJ\c.tint:"'-' rlist?nr.ir.is rlr:> c;11 r:riminn·. 

r.onsi d<:-•r¡>nrJn '"!"" t;:>n<>mo"< N átri.,.nc. r.nn 7 <:>1 Pr.trnnr:>e; r.<>ri<> 11nn, l<" 

PnPrrJi'l i-r.:>nsfr:r\:i< [)\lr 1;.. p;irtir.111;,, pnr 11nirl«ri rJ<=> +1-e>yr:>r.tr;ri<1 SP. 

pni;:11 r,n ti- :;i rj r>rl ,-. pr.1•- ~ 

dE = ~ dn t.Hb) db :: "ITHJ'Z. ._~/ T" '& rn> 
d.:t. '"' "t 

rlrmc!P r.ln r><; <;J nú<nPro -d"' P.JP.ctrr;nps qttP "vP.rá" ~" p.:u-tir:111¡¡ c-nn un 

pilrámPtrn d"" i_ n•p·":>r:tr:i i::>ntrp- b y b+dt, -y 'R=bn1ax/b111ln"'mrzvo lr...•70z, 

F=.t:.-.. l"r.11¿ir-.i.6n nos 11 r~v,-.. fl l'.'f'."lnsi r_lnr¿>r 11n hPr.hn i.mflr'rt.<>nt"!, 

nr·.tr.·rnr:-.c-; '!""' c-.j rlF;/rj1: ·,.s cii~~l:ihtArlr~ r::r~rr;i, ·~:dstirá un,, ~1_1r;r?.<1 1-ir~ 

ft-r>n,v.ln rl:1rln 1-¡11r> 1,1 pr>t~t:"ir11l.1 C"Pr::il:' p.:>rt:f".! r:IP s11 r}nPr-']1·1 y r;11 

nmvi mi ;.r,tn "-"' vr; -;ifpr.t_;i~lo •. Si est:~ :hr>rhn l n rPl ;,ri nn.:.mns rC'n 1 r• 
c;.•";11nof .. 1 ny rl<" N0¡.1t()q nn" 11 r>V;, ;,, r1Pl1<;<"r 'JI'"' VI?] oi:-i fl.'rl rlP l ,., 
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Pxi:r.rn;:. ;1r.t1.1.:1nrlo snh.rP. P.l J ;i. DP. ;.1r.¡111 r.¡11p el e;1.1pr.mi::>r c¡11P. la 

p;;r~ir.1.11"' SPIJ"i rá ¡;1.1 1:1-.:Jyer.tori i'I r.on \lnil velnr.i rlMi rr.inf'.t.;:int.f'! sPrá. 

1.1n;:i. ¡JrimPril •°'f'rr:l:<im;ic\ón '!IJR e;implifir.i'I n111?strr;ic; r.álr:1.1lnc; y nr:is 

· l 1 r:•v.:1 "' los r·..,o;111 t.;.r:ln:; rP.r¡1.11?r) rlr.is. Podrii'lmnc; ;:i c;u vp;: f!Pns;:.r rm J ;¡ 

P}!i c;i:l?nr.i <> rlP. 11n" f111?r:-::i P::tP.rni' O,llP. ,¡ir:tú" sntirP 1 ;::1 p;=1rt ir:11l ;¡ y 

cl1yn io;fr;>r:t·ro r:rn;c;i stP. l:'n m<>ni:rmpr i'l ést.il mrwi <?nrlns<? r:c:in VP.l nc-i.rl¡;1rl 

r.r.>ne;t ;:int p "' pps;..r r!r.> r.¡• "" v;..y;;>o r:P.r:i i Pndn l?nPr']i ,, • 

nl:1sr:1-vPn1n"', r¡11P. "11.triC]llP. hP.mos r:r:>nsi rlpr<"rlr:i vr;>l nr.j rl-"dP.s 

rel ,<U vi.c-,J· .• ~~' P.1 mp(jj r:i P.S t.An pncn opne-.r¡ (pie fl•.1rJi mf'.I<; Sllflr'ln"'r íjlll? ] i'l 

p<>rt.ic11J<> l:i;.:nP l<J pr.1e;ih.jlir.L'lrl dP. "vr.w" "' r:<>dri 1.1nn rlP. los 

P.1 ert.rnn~<; con J r:i<; c11,,l PS rhnr.;.i. H<:>rnnc; tnm,,.rln Pn r;11pnt a Pn P.l 

r:álr::11lo rlP. (dF.:/rliO snln las r.olisionP.s r:p1p sufre n1.1~str<1 ¡:i¡ii-f:lc:1.1l;::1 

inrirlPntF> rr.in Jos PlPr.trr.inr.s "tómir:ns y nnc; hP.rnnc; nlv)rl;ir!o rlP. loe; 

nú<:J.ens <>tó;r,j r.ns, P.sto sr. rl>->hP A q11e estne; .=i.J spr fl\.=i.si vr:1s i3bsnrl1Pn 

fnllY nnl'."C> C1'1iPr'JÍ<I, pnr J C' (jllP !'>11f111<\Í mnc; í]llP. tnci;> ] él tre>nSf P.rl?nr..i f\ 

clP P.n<?rl]i<i sP. rl,~ a 1 cis <>1 ectrnf'PS. Sin emh.=i..rQn c!Pbe1-r>rnl"'s not.<1r Cl"P. 

l r.>s núcl E'r.is r>tómi r:nc; .=i.1 i:Pnl"!r un;i r:>r<Jr> rn11y <Jrflnrl"'° c;r->rán 1 ne:; 

rm;pnnsi'lblP.s rle J..; rJP.f]p):ión en J:1 tr11yr->l'."t.r.>ri-1 rlP. li'l pr11-t.lc111;;1 

inci<:IPntr:>. lln,•. """7. rnác; nns rrr.1J11n+·i'~ric; rnlT\ri pe; posi.t>Je r.)'11? 

r:onsi rleremns una vpl r.u::i rl;;ir1 r.onc;t;,nt.P 11"r" 1 ,,. ¡i;,rt ir.1.11 ;i vi ;ijprci, 

Ac;i p11C's r:l i111rr:>nr:>r pc:t.0 r:onrlidón rPrrr•'",<>nt." tm".I h'i¡:iót.P.sic; rln 

pl"1ntp;.11nirmt.n 'l"P. nnc; f;:ii:-il\t;i los r:álr.ulnc; f)-"r<> l<> n'1t1?nr:ión flpl 

rps11lti."\rlO rr>f]llPr\rln n bj"'n flr:l<1r111mnc; ¡:ine;tuJ.-.r 1.<1 f:\):Í,,t.P.nC:i." flp llnél 

ful'r7.-1 '"':tr>rn" "f'l i 1'.::\rl:i sohrP. n11estr:. f'r>rtir:ul ;i i nr:i d<?ntP f'\UP h"1rP. 

0,111? é;..t,,. ~<) IJ<l vi flj<11;cl.71 a VPl or.i rlAd crmc-,t¿intr~. 

j • ::. FtJi:-r.1.1 TA rrrm J nA F'QR 1 IN{~ PART T r.1.11 .. A r.l'IRGADA Al r.Hnr.('.IH rnN 1 IN 

nsc110nnR ARMnNJCn CAR8Ann. 
) T 

H<"St<' •=><;tP. .·moníªht.r:i hr,>mns rP;il i :>:'1rlr.> un;i r:onst.n1r:r:i ón 11n rn.r::o 

b11rr1<1 r.le lo r¡uP. ~.r•~1~lAinl:Pr~1:ción P.nt.rr!.li.'lf'·"rtlc11l<> y l'}l m8r1io 

;il cnnsi d81-,,.r r1 P.sto ccim'o 11n r:nnj1.int11 rlo P.l ectronR5 y s1.1¡:mnr?r '1""' 
~""! n h,,y i nt·r.>rar-r:i onr>f• i nrli v; duf.\J •:"'•· r.r•lT1r.'I ¡:.i. !JUi P.r\h• p¿ic-,o nne-, 

í'''"'i""IH.·1""-."·, .;rr>rr. . .,1-nr:•s tm rnrn m.f.i.s i\ 11:1 i rlr<1 1v1i;:1 c;r, i'.:i P.nP. ílr>1 m~rli n 

c:n1 1:_.d rt1.y·,\nrln (• r~~:~t-~ r:nuu) \Hi r.rw1j•uii·n rlr::i nc;r:i 1:1rlC".'lrP~ :lrrnóni r:rv:·, 
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1 

De forma i'lnálogu a como se construye el modelo simple para 

c<w> CJACl<SDN 1975> re¿\lizaremos el i'lnálisis dD la interacción 

entre la partícula que viajo con una velocidad constante y el 

m~dio a través ciPl cual viaja. Consideraremos como primer paso el 

choque entn! un.:>. p;:1r·t1cula cc>rgada incirJc:nte con un el1?ctr6n 

armónicamente ligarlo, para pasteriorm~nte, mediante la 

S\.1p2rposir:ión, he1ce1- ln gonernlización e1l c:asa en cual la 

partícula inlc~acciona con N carg~~. armónicamente liga~as, por 

unidad de vol 11mr:;n, lo qw:· equiv<.llrl1-á f\ consirJer<1r el problema de 

una pari:íc:ul él vi <.•jt'1-a i nter¿1ccionar1do con t>l rnccli o. 

c<:1rg21 Ze 

con una 

este caso 

hicieran en 

Supon9a111D'; quc; sr.~ U ene un.o\ p<"•rti cul u ci\rgada de 

viajando con una velocidad v=cto; esta partícula choca 

carga armonicamente ligada de masa m y carga e. En 

hor·emn;. como c-~r, LlSU~) l 1 a.~.; mi. smé\s supo;.-. i c.i ones que ~»e 

la sección ~nterior: 

• L.a particula Incidente se deflecta solo ligeramente de su 

trayectoria de tal forma que consideraremos que continuará 

con 1.1n<1 veloci <lrttJ cons~.antr~, aunque haya perdida di? energía. 

La r..·1H.:·ruia tr,'.'\nsft?ricla por la p<1rtícula incidE:>nh~ es pequel'í<1 

tal quo el movimiento de la partícula ligada es no 

n1lativL;ti'I r.11.wantr~ la colisión. 

Las ,.,.,;,pJit11des final e inicial delac:arga ligada 

del Grigen O de la. fJerza d~ ligadura son 

cornp¿'r ad as con r:l_ parámc::tro ~de i lllpatto. b. 

alrededor 

pequc:i"ías 

Utilizar-.ern9.s.1 la dcnominmJ11 aproximación di polar según li;i 

cual 1 i'\ variación del campo eléctrico generado por la 

parlíc\\la incidente: r:n ln posición de le:\ p¡¡rtfc:11la lig.':\dé\ 

pt.\r:de; sor despreciarlo ton1.;indo c:PmD valor efec:tivo el mcdidCl 

t.~n P.1 nr i. gen O. 

7 
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i!rmón5. r.FlmPntr>, mi Pntr.1c:; rJ'.IP r l?S l.ln f;¡r.tnr rJP. <it.P.nllM:Í Ón, Pl f"'.1_1,3\ 

5<? r:c:insi rlpr.::i ya '1111? J ;¡ r:Arrp 1 i rji'1rlil ;:il rir.Pl r.>r;>rsP rl<?hi r1n fil c:cimrn 

térmi nr; 

fpropnrr:iona] i! 1~ prim~rA potpnci0 rl~ J;¡ VPlnr.irlArl SP intP.rprpta 

r.Dmn 11nr1 f11r"1-;:<i dísi11;1Hv;, o rlf" .~morl·i.<Jllilmi<>ntf'J ;¡ 1,1 r.11.:iJ SP r1P.hP. 

Ja f)~rdirJAd instantAnP.A dP Pn<?r')f0, 

Asi p11P.s, vpmr:is rp.10 nn c.nl('I l.'1 f.lilrt.ir:11la inr.irlr-mt-"! flF.>rtlerá 

P.nl?rlJÍ<I rlt1r;,nh'l J," c:r:ilisión, c;ino r¡11t; t,;,ml)iÓn JA f1i!rtir:11lé1 l\CJ.:>rle> 

t:rr:1nsfi flr·e 1m.:i ri P.rt."1 f'.:.nl·i cl<irl rlP P.n0n:ii;i. Si C:l)nc;i t;Jpros•~mos t.r:ir1o 

P.1 mP.r.li n <:Qmr:i \In r.rmj1mtn rll? l"!~r:i 1 <1rlor1;>c. Arm6ni r.nc; c:;¡rgi'lrlos 

rll;'bPrr:>moc:; rif"r.i r n111: J.~ PnP.r')ii! ntJc;prvñrli! r:nrrir:> r;;irli M-:i ón nn c;nl n 

f .. rr:iv; P.nr: -lr;> 1 ;¡ r;,rt.ir.111"' i.'lr:i ··nh~ si nD CJllP. ti!mbi ón hi!y unA 

contri b•.•r.i ón rlP.l rPAdi.(). F'0r 1.n fJll"l h;1hrá ri11e hm.,.rsJ? P.n r.11r-mt:n 'lllP. 

c;r.;> trnl.<• di" un efi:i::t:I) r.olP.r.f:í vo '?n dnnrl"! t.t:>di!s l;.s p<1ri:P.r.; 

r.ont.riti11yen. 

Util\"''nrln l" tr;¡ne;:.f11r111~rie1 rle F11t1riP.r nnc; c:;erá pnc;il:llP. lfl 

c;;_mplifir.o=1r.i6n ti"' lr:ic:; r.álr.111.os y Jl<?fJ'lr <1 r:p1P.~ 

((>) 

. '"' . "• ·: 

AE: rH \ J.~.Ed~ 
J..., J '' .. • 

dr:,nd~~, 11 ~~:.; l ~ ri.,nc-,i ri ... ~n rf;:~ ·1n~rr~rii~·~ ·{i~nnrt::u:f~ fH1r 1 .::- i:-A,...1:1·, 1 i 'J;.rL-:t y 

r~ , • ~ 1 
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1 
1 

simplPmP.nte ~~P~(tl61;'-;<tll donde x<tl correspnnde a la 

trayP.r:tori ;¡ spg1.1i d<1 pnr la partir:uln, c:on ln r.ual se tenrlrá r¡1Je: 

,b. E ::: a. r:O~ el l l di: 

Trah;¡janclo siamprP. en P.l er w P.e; posi h \P. 

lleg;.1r a lé\ exp1-ec;,ión: 

AE = ~~'Tt. f°;uiS..tw\€" 
o 

S11st i t.uyendo en Pst:a P.Cll<H:.i ón 

relación: 

ia·•··•eiqiresion <6> 
-'º;-·-·-=------·'.·-> - : -

1 1 P.!) amos a 1 a. 

(7) 

Si r.onsicleramas r¡11e F.<t:: está dadn por lac; er:11ar.iones <t>, 

ilpl i crnrlo 1.:;i tré\nsformacl;.i de Fo11ri P.r tcnrJremoR r¡1.1e: 

lo r¡11e no¡:; r:nnnuce :i. la ~xprP.si ón r.¡11P. nos rroporr.i.rm;¡ 1-'I energi"' 

r.edidci por 11nri p<>ri:ir11li'l carCJ<1<i<> q11e viaj<> con una velocidad v y 

r:hoca r:on un e1er:tr0n ~rmóntr:.:;irnente lig.:;irlo: 

r.111mdo r:onsi rll?r<>mos h<<hmcuc:, f!S decir r¡<< 1 1 a expresión (8) 

se recl1.1r:e a la rF:>l;ición ('2) 1 miPntrAc; r¡•.oe i'll t:nm;¡r h>>hmcuc la 

relación <Al_ pAra Ja energia tr;>nsfprirla rlprae exponencialmente él 

r:P.rn, lo r.¡11~ coinr:ide r:rm Jo <:JllP. h<:1bian1os menr:ionvd'1 en lA sP.cción 

ant.P.ri or de c¡1ie 1 a enPrgic> 1:r.:inr•feri ele\ se ha.cP lCI sufici entement.P. 

peq•~fia r~r~ nC1 con~idRrnrln. 

Ahor-.1 biPn n110sh-o sig•.•i.•:mtP. p<"f;O r.onsi.c;l-irá !'!n aenP.raliz<.>r 

1A m:¡ii-r=sión (Fl) p;:'r" <c>nr.nntT1'W l;i enP.r!)1a i:r-ansfer-irl;i por uni.rl;¡rl 

rie i:r-'.'lyrer:hJ1-\a ror- un:1 p01-ti1:111 ;¡ r:;~r']<Jrli1 qu~ vi.aj;oi a tn.wóc; rle 1.1n 

marlio de C8nst~ntP rlir\rr.tric~ c. 

S11pr:i11u,1mr>s q11r! l. ronr>1nr1'.', N td·ooor>~ par L•ni dad ele val tlmPn y q11e 

9 ' ' 
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rnnrJi l'.1 \tPnrirá 1 A fny-m.:n 

¡ ~i \ ':"b.E;tu)J.\, 

1 \,...:. 

>>brn.:\K AF clr>r-;,.,, ,., l'.'P.r!O, 

= "l ITf\l'Z.-c_'~ 

'" '\/t 

J" 

P.) 

(9) 

r:Jbt:F.>ni do 

;;ntnrior~ent~ n nY.rPrrión ~"' l~ prP"l?nrin rlP un términn Adlr:tonAl 

V
2 

/(.'(".z íjlll? AÚn -'\ 9r;;nril':S VIO'lnri rJrrlr>"< f'r:>rlrá r.'.QJiSi rlPJ""AJ""f;F.' mt1y 

fH?f111P.ñ<"J. Fri'I rJr~ "~·r"'rn.-"p 'l"r; r11rii f'"',Pmnc; ri;>íJrr>snr c>l rpc;11l l:<>dr) clf! 

l<i <:;r:cr:ión ,.,nt,.,rinr p•ll;>c;tn fl'l"' J;i r:nnc;iTt,tr:rión rlr-> r.>Stf' mcirJF>lr; 

simpJifir.:<«lo p • .,,-,~ nl !1"Sn rlP li' prrt:ir:11l;o?.. tTC>vóc:; rl<? 11n mPrlil? 

~"!rvirá f'"r"' tr;rln i·iro i:1'2 mnrfin. 

l ,nc; 

P"'r.fnc;:l:.1mPntr-> r.:rin l r:>s rnc;11] t;>rlr:ie. l'>Y.pe>ri mr>nt;oJ pe; r:11.,nrJl'.1 t:1=:m"!moc; 

f.'ó11-tfr,11],"\<; iPrlrJPr>tl'>"", f><><".;./'f:i<; cr"tml'.1 Jn <:<nn ¡..,or!'ir:t.tl.'.'"'.• ,"Jl·f,, Jront·,')'> Y 

n(1r10ns r'"'"·•rlos. Sin pmt>;>r'Jt:' r:wmcir:> n11<:>str.=> p.•rl:lr:11l ;i i nr.i rlPOt"' "'S 

l i i::;p1·n~ 1·nnt1;i 10 <:.nn rol r>r:trnn<:'s, f'iWtirt•l i'S ,,., fn rá!'.'i rlns, Ptc:. ~ lrl 

8n•-!r1J1·1 !'r.~110-,f;:•ri rl.-i pe; <:.nhr,..c;ti m.:>rl.:> r:nn"'i rli;>r.it>l r->m"'ni·,,.. 

171 ori0,.,n *" e<;h" rl"!<;.;>r,1ti;>ri:ln ~I? <:>nr11pntrA "n r¡••!? p<ir,.,, 

f.>..,rf'irt1l ;,q 1 i <J<•r<is ri<oh.-.rPmn<; nin~i r;lr>r.;.r J ne¡ P.fr-!r\-os r:11ánti r:ns: 

1 fl 



I 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

El probl(;mJ. con liJ. onergi.:i t.r;:.n::;f(:•rida i:;in valoros discrol.os 

so ilusLr.::i c<ilc::.1.11.:i.ndo la enorgia 1,ran::;forida a b==bm .. x la cual 

corrospondorá " l.:i. onergia más poquof'(a 1,ransfi;irida on ol procoso. 

Suponi (mdo \m:' fr·oc1.1<:mci a car act.er f sti ca w de los eloctrones 
o 

ligados 

con v ::c/137, la velocidad de un electrón en ol estado base del 
o 

Hi dr6gé1no. 

So ti Gne quo w
0 

es del ordcm del poLcnci al do í oni zaci ón 

del átomo. Pi'.\ra una part.icula rápida v>>v
0 

por lo q1.10 E>l cambio 

en su energía LiE será monor que la onorgla do ionización. Ya que 

la .;1n8rgia os transferida 0n valorcis discri:•los, la onorg.ia cedida 

por 1 a par t.1 cuL:i no podr ii ser absor bid.<. Podr i amos concl ul r 

entonc~>s quo ol ros1.tlt.t<ck> c-.lásico f<dla on esto caso. Sin ombargo, 

podríamos ostablocor una roconci 1 i ación al tomar una 

interpri;.-1;.aci 6n est.adi sti ca. Si ci:in:.;i dE1r<11nos un gran n(Jmero de 

colision0s ol prom-x:lio do la <'>ne>rgiu t.rv.nsforida es muy paqueffa y 

solo on alg1Jn<1s oc1Jrri:• 1.1na oxcil.ación aproci;d:ilo. 

Veamos ahora lo que :.;ucedo al considorar i;ol principio de 

incr;irt.idt.1mbro, p<1ra lo cual 1.1t.ilizaromos Gl carácter ondulalorio 

do las part..íc1.lli.1.s. El principio de lnciz·rtidumbro nos limitará el 

in"lorvalo de v;üidoz de las s1..1po::.icionos clt\sicas q1.1a hornos hc-1cho. 

La L1«qecloria do la particula incidente podr<.'.t ser deternúnada 

solo c!ontro do un i nlorval_o Ax<f1/p , donct"' p=ymv t>s ol momi;mt.-o do 

ésta. 

AsJ pu.;n; ntJcstra p.::>.rt.icula inc.idont.e no po.;:lrá pasar a 

pa1-álnotros de impacto b(h/p puas nuestros resultados no serian 

válido;,, c;i::; do aqui quo podomos dofi ni r q1Jo nuost.ro part1mo"lro será 

del orden: b;;\tn"=f1/~·mv 

Cuando so tonga que bfül)< 5mtn podremos utilizar 1 a ec1Jaci 6n 

quo r:>bt.uvl mos el <'\slcamc.-nt.o para hE, sin embargo cuando b;fün>b~iin 

la!; 1n.::11Jific<1ciono:; cuánl.ic«s doborán i:lparocor on la oxprc•sión para 

la vn(!l"\]ia lr;:,n::;fc,rid~t. 

11 

-------·· 

1 
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En Gste caso hAbrá de considerarse: 

Obleni er1dnc,;i;.' 1 él f6;m11l 0 de Delhe; 

u. (J) 

La CLlal en el caso en que y-+1 se reduce n: 

dó. : <irrlJ·'"iz.,_'I !" \ ~~"~ ) 
cli ..... ,,~ ~~ ( 11) 

La 1·órn1ula. de i::cthc nos propo1-ciona apox i madarnente el valor 

de l<'I ene¡-gi"' tr<;nsferida por una p;;1rt.!.cula no "muy relativista" 

~m todos 1 os ti pm; dt) rii2di o. De a qui qLte ahora nos interese ver 

1 o que st1r: edc• cuando tenemos par ticul as movi cmdose a velocidad es 

L1lt.rarC?l<1livistc"ls, qLtQ es en esencia lo q11e tenemos en el Efecto 

Cere::nkov. 

1. 4 EFECTO DE DCNSID1ID EN LA ENERGIA TRANSFERIDt'.\ POR UNA 

PARTlCUL.A CARGADA 

Para particul~s ultrarelat.ivistas ol resultado predicho por 

Batha sobrestima atln la energia transferida por la particula 

vL-..jera scil.Jn:- todo en n1l!Llios densos. Esta reducción es conocida 

co1no "Efecto tlc' Dr:·nc;icli:ld". Pc.1r,:1 valores de y muy rJr~~ndes, el 

P<-'t"ámotro b cn:~c:e igu<.1ln1ente, µeir· lo cual, si se tiene u.n medio 

muy denso_, corno les 1~1 c:aso dc, un s61\do o Lln lir¡uido, no podemos 

~.L1.poner c¡u~.· lo p.:irticulD. interacti'1e intlividualmrmte c.on ca.da u.no 

de 1•.:is elcct.n:inc~, y átomos que constituycm ¿\J m~dio, sino que por 

el contrario si b es comparable a bmQx la partícula 

muchi.simos {Üor11¡;;; m1 "11 1:1-ayectoria e interactuará con varios al 

mismo tiompo. Si lo vemos desde el punto de vist~ de momento la 

p.::li-ti cul e' i 1-á t;in 1·ápi do qut' no podrá distingLlir a los 

cons.ti tuyr..nlt?s del mi?d i o sino que lo 0 vcrá•· como un continuo. 

l.,, .. ; á t f..llT~,)~~· ;; f r:c LHlo~; por ~~l paso de 1 f\ part1 r.ul <-' 

p1·c·íl11cit-:111 c.·,mpo:. per·ttwh:1tivo·::; r¡u0 modificarán 1<:1 rospuc·sta del 

r111«litJ ,'.)} p;«:,u ch:~ lt·'·:.l:A, Q'.; dc-~r:ir- l.r• prJlar·iz0.ci6n di.l?léctr·ic:.:1 del 

12 



material altera el camro eléctrico generado por la particula 

en el vacío para convortirse en 

aquc~llo•_-; c¡;ir<1c:tc·1·i~;ticos en un medio. Así pues para el cálculo de 

los c.:1n1r1os produc:itl1Js por- la particulú en el medio será utilizada 

1 a <1pr-o:: i m,,,ci ón <.11:: un medí o macrosc6pi co de constante di el óctri ca 

&. 

Veamos ¿,hora el problema desde un punto de vista más 

form2l pu!."s hé1st.:1 el momP.nto hemos atacado el problema de una 

forn1u rr,u.y simple c¡u.·~· nos hu permitido visuali.za.r lo que sucede él. 

nivel ¡;,icrnscópico, <.>sí pues patiremos de las ecullciones de 

Maxwell en medios materiales. 

( 12) 

No es convenienta sustihlir üqtti lu relación 

(suponiendo que se trata de un medio lineal, homogeneo e 

isotr·ópico), ptn~s esto presE,nt¿1 problemas de c.álclllo debido a la 

dependencia temporal de la constante dieléctrica ya que en la 

der i V<.•.d<J. tempor· al de D hD.br ~ qui: tomcir en cL•ent a di cha dependencia 

quedandonos un término c¡ue, por el momento, es molesto. Ahora bien 

podemos evitar facilmente esta dificcult~d si nos trasladamos al 

espr.11:io de Fourir~r k, w donde D y E están relacionados a través 

de: 

Ob~e1-vemr)s que lé1 dependencia temport1l de t: ha sido transformada 

a una d~pantlencia sobre la frecuencia. 

Ya que lrhbajaremos en el espacio oe Fouri e1- será 

conv;;-11i -:.·nl:c t?::p1«~s,u· tml<'s n1.11?stras ecuac_ionps en este espacio con 

la acl~ración da que para facilitar el cálculo trabajar8mos en la 

nonné1 tL· Co•_1l nmll. 

D,-.•{ in i L'nclo:..., 

r.- u., u ~ ) ~ 
_.,. 

·.~·.i.-tu.d: 
F(\.i.,w) a. · .dk Aw 

f., 
.l.• 

( 13) 
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1 
1 

Terwmm;: 
::O 

É ( i. i.) = - <JCI. - ..!.. !"A 
- ' t' c. dt 

B = VxA l 
Lo que nos conducirá a las ~oluciones para los potenciales 

cluctrom,'tgnél.icos en el ·espacio de Fourier. 

(14) 

Puesto que en la norma de Coulomb podemos considerRr ~=O, el 

campo e16ctrico y el magnótico quedán determinados solo por el 

potoncial 'll'clcwial A<k,w> a través de las ecuaciones: 

Asi pues ll~gQmos finalmente a : 

_, 
E' ( ¡;_, ..., ' = - ~ '" "l ll ~ 'q,, - ...., ' '"t "'1 1 

c.l l ,t 

( 15) 

( 16) 

La v~ntaja de esta relación es que es oxsctn nues no hemos 

mencionado la formft ~xplicita de la distribución de carga, por lo 

qmc> podriamo~, consid¡;>rar una riistrihución de carga arbitraria 

n1oviEndosc <J trovéc; dr.e>l medio con VE.·l oc.idéld ,o,rbi trs.i-i.il. 

Perc., pl1r wl n1or1c.~nto, cori el tibjc•to de cstudi ar el efecto 

Cer12.'nkov no'.; i;,nfoc,'\rPmc¡~; 0n er,¡1ecial 21 ci.>~>o qL•C! no;.; interE!sa y 

qur_, t:·~; el tlt~ uri~• p¿,rtículD ~;u;1tu«l íi1C1vic:ndc:1se con velocidad 

con:c,ti:lntP, ¡i¿·r·i'.'. ln c:u<il }¿1 dr~-,n,;id<:<.d de cilrQ¿\ y 1¿1. de corriente 

qur:di11-frn cJ,;U,x-.. :1 t"1-:,vós d0 t•na ·F•.tnti6n del tn de Di rae, la cual 

s-i111plific:~1 1~nm-m:.ornr•1"1I:;:: lo::; cálculo!;, 

f'I 



F.(~,t) 
(j 7) 

08) 

[li:ll"'tir.1.11 f\ pr->rn r'.r;tl11rJ t;r:np~1n<; 11ni' VP)r.>r:i r.Jnrl C:l".Jf1St.i"ntP ni") SP. tenr:lrá 

ciir:ha ci~r~nrlr.>nr:i;.. 

l.ln" VP.7: fl\IP. hr..•nv1c; r.:nr:nntr;ujr¡ 1 r1 P.Xf.ll"'P.!';i ón [Ji'\l"'<I P.l cAmpo 

<?lér.tri1:n [JnXIUr:irln [1r:>r 1.;i p;;irtir:ul;¡ Vi.i'ljPr<I t.P.nPmos ]OS ~Jpmi:;ntr;:; 

nP.r:P.S~Wio;; fl•'>l-·:1 r.:P.lr.111,'lr ],::>. PnPr-')i'l f"'r¡fljrl;i f'!"I"' ÓSt-'\, 

l .f.\ND()ll ( 1 <;',l.()) 

V<'l l nr- rl"!l 

r'."1m;.>r) E>n r~l [l!lni-11 r)f"'llf).:lrln pnr- 1-'\ f'-"l"'i:if"'\11 'l. F,1 ri'IITTf'Q m;•()nGti ['.Q ílCI 

.,;P r:C'lnsi rlPr<'I p11r->c.t·r.· '11.•<? no rp.:i1 i?.;•rá tr;.h;,jn i>lr:p•nQ snhr<? 1;1 

p.;irtir:-111 ;i. 

l..:inrl<tl.I pi"rt"! rJr~l hPrhn rlr:> r:rinc;i rlpr.:ir- r:p.•P. l ri p.:1rtin11;. se 

mur.>vr-> r.r.1n vl?l 0ri rl;1rl r:nnc;t:;•nt,,,. rl11r-<ntP i·nrln p] t\Pmpl'.', por ,,., 'l\IP 

11n.;> V<:-7. rroJ.c; nf,1•; f'l"P'Jllnl·.<mnS SÍ pc;l:,:1 nn E'S mác; l'JllP lln"I hi flÓt.P.sic; dP. 

p.bJJifli'\ f., '1111' '°''° tjr>[H? 1.lflCI fl\l?r?."\ .. P.\'.t.r.>rnl\ f)llP -<rt(J.:1 "<nhr¡o la 

p:.r- r 1 r.11 l ·'' vi ,, j "''" r> y pernd t.~ r:p 1e·Y'~~;t,~ r:fln·Ü n• 1P. r:r:in c;1.1 mQVi mi r.nt.n .;i 
" ': 

vrol f'r.'\ d:al rr-n~~t:.::lnt-~ ~1.trir.p-1~,·-·.r!~~~;_·e:;;_:,-(>. 

r.:--0.n f'''d"m'""'"- r-1h;..r.;rv.:>r' -.·1-.:iníl.:1• • ·-r<>r-t i;- rlP ) :> rlp 
l. ,,·, .. ,·' ·:·····- ' 

rnnsir\r~r"r !'J'll'? 1,;i ro:>rrlirl,:1 rléeni:irr,¡i;\ h<"r" pl\rt8 rlt=> 1;1 r.:1rtir.11li'1 l'!C\ 

,-,.,., .. , t.<dn rll'."' 11n" f1iro~:-.:1-'11I~ "étÚ<1 'snt:irP Rl J <1, F'orl""rn"c.; j ntr>rpr-Pt,,r-
,,· ' 

pr).- J ,, f•-:irmri "'n r¡ui:: 1;i p1 ;intr><"i fl""" r>f:t"' f11er~;i n., "'" mó.« r¡t•P. 11nri 

fur,1-7.~ rk• ,~111-ninl·\"r·:irrión, Pl.I"""• PS )<'< prr11:111r.1d<'t pi:ir (O!] 

tJrinr?r<HID pnr 11' p:i1·l:ir.:1.1\« nli\;•n:-1, 

l!'i 
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1 
1 
1 
1 
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Est.;i ;.dP..::\ ps la QllP. di:\ fllr:! ;:\ noP.stro int.r>rós por i'naliz.;>r 

P.l efer:tn r::erenkov cornn 1.111 rrohlr~m;¡ rlo r1?1".\r.r:;ón c1P. re1di.;ir.i6n~ ln 

r:1ial SP. verá r.on mC\yor rlF~te1l le r.n P.l r.;_1111 tul n !V. F.:s rlP. E!!SflP.r11rsP. 

puedf..ln SP.r 

reconsi:r11idns ut.ilizanr:Jn 1<1 P-C•1<1ci.6n rlP. mnvimiP.nto clái:;ic:.:\ par.;. 

part.i c11.J a cargarfi1, l ¿¡ i dP.a. 

'11ll:ni nterar.c:i ón. 

Lo'\\ rleducc:\ón rl'" 1.i"nrl;¡u sr. hasi\ P.n rp.1p, l-'1 fur:>r7..c\ q11e i1ctúi\ 

rlonriP E es el campo 

proclucSclCl por Ja 11articul<i r:<>mhie>nrin s11 Vi\Jor en Pl 

r:onvP.rt:irsP. r>n ;¡quP.1 r:.=.r-'lr:tet·i~óti r:n en un merlio. 

vaci o para 

De n11pstrél e}~prt":,ión r<'r·<t E ohs<::>rvernns Cl'lP dich<> fllE>rZi'; al 

sP.r ;¡naliz;irla por r.omnonentes,Lolo serA rlistinta dP. r:r::>rn P.n l~ 

dirc:>cción rte }¿o velncictvct. As1 fllJPS le> ma1Jnituc1 de F SP calcula a 

F = f.;¡; 
'\) 

d1Jnc1P. F. rP.present.A li\ r:nergi;¡ cerlir:la pnr la p.:>rt.lc:11la por 11nidac1 

dP. tr,.,yP.c:tnri .... !Je ci.q1.li r¡1.1P.: 

( 19) 

Por si•nplicid;¡d s11pong.:imns que \;¡ p¡¡rt.ir.11la sP. m11p,ve en 

dirP.cc:i6n x • ~ansJdrranrio la simP.tr1a rl~l 11roblema pascmns 

11ti] Í 7.'3r c:oorrlr.?n.:>rt<lS C i ] Í ndt-i C:ilS, ciP.f in i Pndn i(, v=w y q 3 =k;!+I::~ 

ohteni enrJosr?: 

la 

a 

(20) 

Ve1mo;; ·7'hor<> r> ri; sr:11t.i r .P.) é;\gni,fi c<>rin .rle ei=;tni=; limites de 

i nh?grac:i ón. 1 '' rP.sol 11ci ón riel t..iimp·~'::p~qcl1.(~irln a una di st.anc:i a r 

cJP. J,--. t.rayer:l:orio <ir Ja f1C1rt.íc:1.1J«1q1.1~;e m11evP. ron 1.1na velocidad v 

con•:.i~-.t:p princip.:ilrnrmi:E~ di"! l:érminos r.1.1y0 frf"c:Uenc:i.,,. Vé\ c:orno vfr 

(r2l n~cirrm:o r.hel ti •=n•rn da coJ j sión). Un r:i'lmpri r11r.~dc:! i oni z;w il un 

16 



1 

átomo cuando l.:~ frc•c:uenc:ia de sus componi:mtes ú~('\o donde (.,1
0 

!?S ln 

frecuenciil promedio ~orrespondienta a la mayor1a de los electrones 

en el áto1110. La p;1rt.S.cula interé\c:tuará con muchos átomos si b es 

mayor que lé\ di<;:·tilnci¿1 interatómic:aJ cm sólidos y liquidas estas 

distancias son del orden de las dimension~s atómicas. 

nsi pues en ~stos medios lA condición pera el tratamionto 

macroscópico es v/(v
0

>>a. que rm tór-minos de la velocidad nO!'i 

i.mponc l<.• concli ci ón v>>w
0

as es de::cir que la velocidad de la 

particulA tivn!? que sC?r mayor que la del el~ctrón en su órbitas 

recor-demos ilhora qur: est.:1 condición ya habl<.1 sido impur:st;:i cm el 

tratami~nto ilntorior. 

La. compone11t e· d<:> FoL11- i er del campo cuyo vector de onda es 

ks tr<J.n".mile a un c:lect-ón Jigi>do u11 rnoment.o k. Ahora bien ya que 

kz=q 2
+c.//v

2 ~ si st•¡:>onemos que qz>>wz /v 2 se tendrá que q 2 ~k 2 , el 
o 

momentQ t.ransfcl'ido es v.pro:dmi>.damente qs es decir corno 

anteriorn.c•nte comentcimos c:n la seccion 2 la miJ.yor conl:ribución en 

la tre>nsfen~ncia lle> n1orn1~nlo se encuentra en 1" 

perpendicular a la velocidad de ln partícula viajera. 

dirección 

Ahora bien 

el parámetro d•: imp¿>cto b v¿¡ como el inverso del momento, par lo 

cu.;11 en est<~s úlhn.cts !;;.eccirines del cCip.ítulo lfl condición pat-a 

hacRr el tratamiento macroscópico ser-á impu2sta a través del 

momento d~ l<>. p<•1-ticul<1 incidente. 

Lo '1'-'8 r•rc.:tcndcmos hacer es est<:>.blecet- el intervalo de 

valide;! dt~ nuostt-c.s rr_,sul t<1dos iJhor-a cm términos d?.l momento y 

mostr;.1r que esto es fJqui valr:nte a imponer- condiciones sobre el 

parámetro de io1pé•ctn como hicimos en 1 <1s secciones precedentes. 

El decir que• llq>>a . .:;s tc1tDln1r:nte equiV<•le¡,tc a. pccli.r que 

el p¿1rámr.tro de iíl1p.'1ctD b>>a. En l<>.s sccciom"'' a.ntt!riorcs 1<:1 

i nt t?9r· <1c i 611 ,o;.:; th•cc• ;.;olire el pélr ámet:ro ch: i rnp2.cto tomnndo como 

U.mitr:?J dt? inte•Jt-.:>.ción bmin y ro f"-'·•:>sto que pe>rél b>>hmax la 

t:nr:1·tJi.' tr-,vi'>fc'rid.~1 d<?c<>,e a ce-ro. Ahor8,, la intr~grnción sr? llr;vará 

a c<•L"J ,;()).,1-1_• li1 v.0..1-i«ble q q•.l!~ no-'; dnl.ormin<1 ,"\l mo.~r~nt.n lle ln 

pc11· án.·.:·li rJ bmrn, mi c·n h-il.S', ql•C• ¿>l 11mi t.;~ infc1-ior- q:~o cc1i"i"~~;pondc n 

l."'<l' <ir111l vr~n;o•; '1"'-. c~l intr.1-villo de int.r,~rJrnción es 1:-:·:,1cti1mcmt1~ t~l 

. ' 
17 
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mi.5rnt:i. l,'.I int.,'Jr-"rión "'nbrP. frl"!r11Pnri;1.; P.n P<;tf'! r.ñ<;;IJ P.flHiv<il.rlrf\ l1 

1A int"gr,,.rjón snhrA Pl tjnmpn rlP las rrlmPrA& ~P.rrlnnPs pU'?5 solo. 

h<'hrli:>mns 1ir· <:•pl i rnr 11n;1 trt'>ne;f1:1r¡n;1rl;1 d<> Fr:i1.1ri "'r snbrl"! f'l t.i.i:>fl1[10. 

b.,..:. >'> a. 

RP.lJr-r''!\;¿inflo ., 111.1.;>!';t:r.:1 er::•.1C1r.i Ón P"".'~ ,F é~t.",;i · pt.•P.d"! 
~·.-;·:'. ·:;:·,-::~:-:"':; '::;:::;:.:_::}~~~;-_ ·:. 

·~ .r n~: ;~~~.~~.~·~;] ;~ F:: ('.?,1) 

PrJdl'!rnrJs r:,'.llr.1.1,.3r 1"1 int<?')r<>l ut:ili7.imrln P.1 ll'ét.nrln d<> flOlos snh.rrJ 

w. RP.r:-nrrlr1nr1" fl""' e r~e; t•n número r:f".lmpl P.jo, tomAr".!ninc;; l'.':omo 

c:;llpRrfic:iP. rlP. intt?Q•-ar:ión •.in SP.mir.!rr.:111n rli'! r-"rHn R tronrliencin A 

infinih::i y 11l:ili?'.;wr-•ml')<; 1As rP.lar.innr>c; rlt> f(r<>m"'1·e;-l(ronin1J pélri:> 

cibt Fln<:~r: 

y < 

;: "IITIJ7..i:..<¡ :C..,~ 

f:: W~(o) 
l 

1'1\\)1 .n. 

> inrli r:·'I 1111 ¡irnrni::rli n trJm;¡nrlr:i 
:s..l'l"(.:..)\ 

n"<:..) • :r: ... ...!._ 
~ t:("I,) 

O;id.O\ 1 n fnrrn;i rle n•11';str<1 1?r:11.:1i::i ón t.PnP.mt:le; 

con;;irJ1'r;..r. r.J prim,~r·ri rlP. 1?ll0s es c:11,'.lnrfn 1,, vl'!lr;r:idrirl rl"' 1.<1 

!J"'rtinil-'1 r>G f""'nnr r:¡i•e l-'1 vp,lr:u:~rl;,vi.rlr:!l<'l.:lú~ en n.1 mer:Ho ,:¡ tnwéc:; 

rJr: 1 <:'.\ 1.lJ VÍ-" j '\, f-:1 SPIJl\nrln r.:,'\<)f? r;nrr,,;c;po~d;,.;_ .il tPr>l?I" l-'l l -". f.'Ar"ti r:u 1 ¡:\ 

vi.;,j,,nrJr.1 rrin '-'('lr'lr.idt•d m;¡ynr 'l''f'.'. l.i \l';,,1,.)f'.;r1;::.r1 rl".' 1;, ).11? 1?11 rlir:hr;1 

l!\1'."rli ~l. 

r>mi tn 



'""!J' 1nck1, r111.-. r>s P.n si n;:1d"I ·111enos F.fecto CP.renknv 

ri111:c:-trn c;i g11i r>ntP. r.:1~¡;ii;1_i1 

rlr:mrl~ 

~i:ihn: 

. , .. 
Con si rlPr•~mo_c; qi1P. l fl vP.1 or.i dñd r~t.ti.r:tiS" si3t, ~f i3C:P. 

, ''~:;:;1::, .:,:'' 
1 ['!~' '/ 

tl?. < ..=._ ·,.: ' ¡:_: . ;:· 
E.to) ·:' .. ·:;.cL: 

e<Ol P."> l"' constr>ntP. rli P.1 ér:tri r:<i ri~J. .{IP.íiin '~ W--=o~ 

Pl "'jP ime>gin,,,rin e<(&)) rl<;>r.recf'!rn~l1n~/-1rt~m~~~W:~P. e>t 

to>=O ri e=1 r.::ir;i (&)=í oo. S<> ti P.r1r::! r¡1.11? W(f1) i~s·¡:;¡f;'lln'l 

o;ir"' ' . 

~'ff<I i:¡=O, w=n r.or lo '1''" t;:::O y O:i..>· y:pnr¡J~ 't~nf:;i, (2~) c;P. rl'!rl\IC:P 

f<~o) 0 "llff>,)q_'l 

M•vl.. 
1?3\ 

r.:nnsi rll'!r¡inrln: E.,-:~'-
.:¡_.,, 

di':' '°''=''"'rilo :, ) .:1 teori« rl'C' C"nl i si nnr~c:. 1.:- Pnl?r!Jiñ n1>rrli. rl;:i rnn 

tranc;ferr:nr.\oc; rlP Pf"\Pr!J[;l PntrP r• y ~'+MF' ec;: 
.:i.rr 10 ... ~ d E.' 
~·7 

f~nPrl)iti pei-rli rfr; f?n ~l i nt.erv~ln r?ntrr:o Et y Etrnax ~'";l~: 

.?,!TIJZ<.~ ( x., :i.m"1J':i'
1 

_ ~) 
Vf'\ "·l. t:, c. l. 

.;¡.;.r.'!Je "t' 

. ··\'.,;.:..,.» 
- - , J:~-·. ·.-· .... -, :__ ... . ~ ' 

nt"rl.:1 mác; ni ni:'rlñ. ~mm111;,···'ll.1~,. 1 ri. f6rm1.1l <1 ciP. 

(?4) 

Bi:!thr,>. 

f-l;o.n,r/> ohl"1mi.rl<:1 rfp n11r::vD m1r.>~fr.~'r.r.'t;ii~i.On (t(ll rJllP. nos prr.>pm·r:\rm., 

)¿i í'.•l'.fll'"PSión r·:>rfl );i nnr-rg.1CJ"CPfli(I,,' fll;'lr l.•.!)fr!Nl.{lP l·r,,yN·t0ri,'J. Fr'1 

1·.\·· (•!.;ppt-,~;r-_-,p r!11r.• r-i"Dl""t.·'\.~.'.:\~·-~i\'n~ E\ -r_,c=,~r,' rr"'<=..1tJ i·(~dn r1.1p~ n11f.')~:.trtt 

' 1 
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VP.l O\.i Oi'lrl t,,'.l] '11.H~ J f' l?S rnsi bJ !? "vr-ir" i'I loo;; r.nnf.t i h1yr>ntP.<; rlP.} 

fl1Ptli O. 

l.fn<'I VP.c r¡11P. hf'mo~ ;in;:ílj ?.i'l.do ·i:Je .1,1n<> fr.irm<' f,j rnrl P y clP.<:;r.le un 

flllnt.n Oi:> vi f,l·o !fJ) r:ro!'\CÓfli.r.,o Pl . fl\P.l";¡ni smn di::! t,r,,nsfc>rr->nr:i i'I O<" 

1?nl!'rQiiJ [H•r;i v0J ni:-5.r.l!)rlr-oc; no "rM.i.y rP) f'ti vi f.i·¡¡s" n11Pc;trn si Qll; r:-ntP. 

p;:isn sP.rá :.n,.1 i7.i'r J?l r:i"c:;C'J:l'!n !;!l r,11'1~ 1 ~ fl<'r!:.ir:ul;'I ~P. m11P.vr> r.:on 

vr?lncirl.vl rnr.>yor q11P. lil Vl'>lr:u::id.:\r-J rtP. l;\ l•.•?., lo r¡11P. 1?rp.1ivr.>lr? "' 

Ml·•l 1 ;:;ir !'!l r:¿¡sC'J ~i:i el r:ttnJ !'\P. prr>c:;Pnl;iJ r;.rli ;,r;:i ón r.Pr,,.nkr:iv. 

> ' 
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' 1 

C1iF'ITLILO I I 

"EFECTO CERENKOV" 

7.. 1 INTRODlJCCIOM 

En el capit1.1.lo <:>.nterior nos enfoca.mas l\ anali.zar y construir 

paso a paso el mecanismo por el cual la partícula transfiere 

ene1·gia ,,¡ vii:dar a tr<.1vés de un medio diélectrico. 

Sin embargo solo annlizamos el caso en el cual se tienen 

medios de densidad pequena o bien la partícula se mueve con una 

velocidad m~nor que la velocidad de la lu~ en dicho medio, 

Ya que nuestro propósito es analizar la radiación ferenkov, 

en e-:;te capitulo 0".t•.1.clii1.rEH11os Jo que sucede al cc1n~,icler;:ir que 

nuestra p.:wtic:ula "''e> ml•evc cm1 unB velocidild m¿:1.yor que la 

velocidad de fase da la luz en un medio dieléctrico. 

La primora parte de este capitulo se concretará a continuar 

la última s~cción de nueetro capitulo I, considerando el segundo 

caso, p<1ra el cual m.1e5tra p.:>.rticul i'. s<>.t i sface 1 a cont1i ci6n v>r:lff.',. 

obteniendo ¿1si la m:presión que busc:.:1n1os pare\ la radiación 

Cercnkeiv. 

En la última sección obtendremos esa misma expre~ión a 

tr&vó~ de un camino diferente. 

2. 2 RP1D l í-1C J ON CERENi(OV. 

Continuemos el dcs-.a.r:r-c:.J.1.ci iril ci;i.cl() en la secci on I. 4 y 

-"llrl-IZ.a..~ 

>y; \)l. ; 

-·e= ·-:-o:.:~-

(l. 22) 

Cansidorumos el CRsD en el ctial (a velocidad de la partícula 

~'e<ti!;f:,co la condición: 

21 



F.n R<str> r0sn J ¿¡ funr.i ón "\~- wL ( ~L - .L) 
<. 'll' 

C:P.r ClS, 

w·~o y r:>J ntrr:i Pn P.l 11je. imEllJi.n,;rii:i rn w~i{, t_;il rJ''"' 
Fn Pl i n+erv;>J_o f) j ~ J él P:<¡1rPsi 6n 

wt (~< -;. ) r.i:, n"''J"t i v11 y p.;1r1.1 w >~ t. 1:1rn;i Vél 1 nrPs ¡inc;ii· i vr,ic; ri,,. O 11 ro • 

r:on-fr:irm•.' r¡-> O 1=11 cpro rlF! J;,. pr:1.1¡:1i::i6n Cl.7ll tii:>nrie. i'1 c;pr ¡;. Si ¡; 

es rn11y P"''l' oc;ft-'< rr>rnpélri'lrl,,. c:C'n (1)
0 
~ {):<:: w y <:>htr:>nr;>rnns J.:> Prllr'lr:i 6n 

(l. 24) • f.\hor;. tii Pn si l,'>Xl 1;.i f11nri6n s<il;l 

corre.srnndPrá ;c, veJr:irirhrlr>s 11l+r<>r!=!l;,t.ivic:.tr>c;. 

1.11-¡ l j 7t•nrln "c..,\,1- "lllo.'tJ. rori'""'él~· J Je').:>•- i'I fl""" 
"'"' B;ijn DS~éls r:nn~irlF"r'1rine.c:. 11.1 r:>nPrlJiA pe.rrlidi'I 

(11.1PS 

~ ))(1 

11t1·;ir<;>l ;d-j vi ~>i>" r:r>n un;oi t:r,,nc;fl'>r-Pnri 1.1 rlp o;iner1Ji;,1 r¡1.1P. no PXci:,r.i;,. 

l:.1:SF.1mox S"-r á: 

f<. E,) (J) 

(.\hn1·a hi Pn c;;,1-¡pmns r¡11p pl n(Jrnprci d~ nnrl¿o_ V. y 1 i'I frer..u<=>nr:i « 

df! 11n;. 1:1nrlC1 i:11e !;F! prnr.:>!J" Pn un merJi r:i r:lehP.n P.s-t-;ir rel i'lr.i nnr>rlr.is A 

+revés dn l;i P~f1rr>si6n~ 

ri:>r>l s11pnnierirln '1""' +"'n<=>mr:is 11n mr-orlio isr.itr6pir.r.> y nr,i mC11Jné+ir:n. 

A c;11 Vf''.? nnsr:itrn.::: rr.c>l .;tr:i C1nr1mr:is w y kx A tr.=>vós rJp: 

'ít·v .. 'R.,.,." .. .., 

n;>dn r:!' '"' ¡, >k x rl"'hpr<->1nr:is t_¡onpr: 

'\) >~· C:.':.5:
_,,,;,, h • __ fé: 

Ac;i !J1_1ps !);,>r1.1 r:i•-1~ i;i:'.:f5tf\ :r;lrJifli::i 611 'i" 1,111;,. frpr:t1Pnri" (,, rlP.hPrá 

sr>+ 1 sf ,.r,~r<=-P. q•.11? 1,.. s;;.:1 ~·2,A~ri~·:rJ~,.·, ~, p;:;rtir.:11).; P.Y.r:erJ~ 1,,. vr.c>J nr:j r1;1r:1 

rJ1> ·f-"sr:> rlP. 1 ;ic. cinrli"<S Ft=:.FP.<=-~ -f~;~r:11eni-1;;i 'iln P.f m~rli 6 en r:11<=>.:::ti ón. 

n:ido r¡11¡~ P.n ];> '~r.:1:l;;ir.:fón·''. <l~'2fl e~1~11D~.;;~~ )A Pnr>r'Ji" +r:it;:il 

i:-<>rli rl.:i [lr•"" 1 ,-, p:irtfÍ:11l;i', <=>IÍ J:. c1.1-11f;' ~o ·;>r¡;bt?ri:>rnric; rlP nl vt rlrir 

pn 
J •• • •• • 

P.f,,r:tri rnrnn :.nh?rir.irml?nh~ r:nmP.nt-"mns P.11_1A c;;r>_r:r.i611 1,:-i;. f.\hnrr; nor-. 

i ntPrr><'" r.;il n•l nr- «Ml i1mr--ntf! l_.q1· p;:ir-t·p_ iií'1 l_ .-:i 1?nr>r1Ji'' '1""' "'" 
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1 

1 

radiación ¿orenkov. Esta ennrgia podrá apreciarse como radiación 

par?. <>.r¡i1c-llas frc>ct1.l,ncias w pélra las cualos i:<w> sea real, es 

dr;;r. ir p;;;r- '-' aquel l.-,~; en las cual es. no h<"'y absorción, 

Dl' ilcuenio con .:sto la p.:1rte de l'a ranergia tot<>.l cedida como 

radiación corrospandorá a 

. """ ( 1 1 ) ~ <.¡ dc:t 
el F : - dUJ f;_!:_z )~ w -z ... - ""t. '(" , ) ,{ ~ .. _.., z .. -;... <2> 

donde s1~ suma sobi-c:.• la!'. w para las \.Llal es & Cw) E.fR • Hagamos un 

cambio dL• variable> ciue nos permita simplificar el cálculo. 

Oef i. ni l!nrJo: 

Tcndt"" cn11.i~·.:. 
. z "'V ( 1 1 ) \ d\ d F ::. - clw 'et. ¿ w - - - j -
~ ' c.t '-Ut 1¡ 

que nos lleva a que: 

dF: 11.'(1 -L)w dw 
<;. 1)~(\. 

(3) 

qura es li:\ célebre e:<presión para la radiación Cerenkov si 

consideramos a esta como la perdida de energla observada corno 

radiación debido al paso da una partícula a velocidad constante a 

tr<wós de~ un medio. E<.>l.a rn:pn:::sión difier·e di:! nuC?stra e~:pn;si6n 

Cl.21) t:n que .:1quella consideri'I la energii\ toti'll perdida para 

todo el r .. srec:tr-o r.lr~ fn:cur.·ncit1s y l?n r.!Stc; últirn"1 s.olo consider<,mos 

la qul; L':~3 obst?1-v<1tli>. como r.:idi~\ción. 

la dc·ducc i ón de 

rr·12~;l-l1l.:1rt''l"GS el CL<ilt.inu.::1ción otr.::. d,;:•UL\C:l'.:ión, la rJQ JACfo'.SON ( 1975)' 

pc>r:' ¡,,, :;n::0 raf;_, codidoi poi· Llr\<:1 partir.ula que viaj<1 a velocidad 

ccins.t_.q-,t·.o> ,_. tr·¿1.vt-.•:, dr! un n1ctHo de dt1nr.le !!>n ·obtiene la mism¿i 

;;::pr·•,•.\ió:·i riar« l ¿1 rr;c1it1ción Cerr~nkov. 

> ' 
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?.. ;>; FXF'RF.Sl m.J F'r>RA 1 A r'AD T AGI(IN ¡:;¡:J;•i?Nlf.D\I ílfHFNrnA A TRAVFS nF. l IN 

RN AN~F DF FNFRGIA. 

Tri>b:•)-"ri:>mn~. ('.nn1ri antm·; r:-rmnntp J n. hP.mni; tier.hn <?n PI Psrar:i n 

di? Fo11r;pr i·,t~ rnn lfl ciifr->r-"nrifl ck• q1,1p <>hora rinr comrirlir1M1 

t.r0b;ij.;rrmnc; nn ) ,; nnrmA r:IP. l nrPnt.'.".; r:>n Ja t:'.IJ.;1J. tenrlrr.omn~: 

"(w) L ~~- ~ ~(wl 1 ij;(k,w) "."111" f (\O,w) 
c.! 

tll?. -~ i;twl 1 fo\~ 1 w) = '\11 Jl~,wl . (4) 
~t ~ ' 

El~1w): 
0
•,!.!?. A'ti,w)-:t~~t\;.,w) 

C.. .· - - - e-

r.11nc;.i dPr;inrln " n11P<;t.r,;1 p11rtir.ul.<'I :v; ,'>j<>rfl r••n~tJi\l 

1,in¡o v""1 rx:i dB.rl ;;=r.:t.I'>. 
p (.:i'.,~) : ~a. 'o(~ -.\it) 

j li.,t) " v p (ii.,"' l 

y viaj¡onrln ron 

f.11.IP.StO r¡ll'i' r(i;) pn estF.l Cl\51'.1 SP.rá sjm!'ll811\F>nfe r(t)=~t.. 

Pspar.io rle FrntriPr !'<P tAnrlrá 

Elí..,w) = ~ \. -..l(!~l \J - "- l~n.,..,) 
c. (~) 

reli'lr::ión~ 

<Al 

P;>r.'1 P.1 r.:nm¡innente 

'B~ (w) = ~ ::(..,l).. \.<., l).\,) 
(8) 

~•"r.nrdr>mr:.><> ri11e fln. l.-. sp,r:r:i ón T .• ;>; P.n P.l r;.;-n rlP r.o' i. <>i ón 

r-:>ntn> t•ni'> p;,irt.lr.111 "'''-"'r"'Ji'lrf~ .y •.•n ~1~i;trón.1 i IJArlo .;1rmóni r:Mnl?nf'.~ 

"' 
!::.E = ;2._ 'R.. J ;l:u.>.'.t_lZ.,~. f-,.{w) GuJ 

o . . 
<9) 
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g"'npr;¡J i <·1nrlr:> <>'1nr'1 .-.1 i:-.<>c.n P.n r>l r.0;:11 c;r> ti ene ¡:¡ todo el 11\P.di o: 

1H .. = .:211.. ~ ~i n.. rf w:%¡twl · E."tw) dw ( IOl 

Pta..¡:: -4-t;.¡a.;;:i'wi 
1 

f.1Prn pnr !":liTn 1<>rln t-,:1mhién c;p tiPnP lr1 c;i1J11ienh'! rP.lc>r.ión: 
¡;l.:<.); "f... E: (\U) : ú(W )_:2_ ÍÉ,.(w) 

~ "hl 

l'.Q\•i>l <1ntlo <>mbr1~ "'::rrpc.i nnr.>c; nhtPnrlrP.mns ri11p: 
_cz. ¿~.;_ (w) =-'- l-.<.wl-11Slwl 

j ) 1 "'i 11 tJ 

l.nn lrJ rlli"1 f111PStr<> P.!·(f'Y"PC.ión f'<ll'"i\ li" Pl1P.nJi<' f:ri"nc;·fP.rlfli" J)Or l:\ 

íJ<1rtic1.11 n SP ri=>rJ11r:P. i': j"' 
A Et'o) • .. 1- 'R.. .¡,.,._lw) \E lw)\~ d.uJ 

~11 rJ 
0 

= 

y Y" '1'·'"' 
(dt.) =~lfl.l ~ At.lb) d'o 
d.:: J. 

(~) ~ .i.n ... t~ \7«>)."o- K, (">-"o.)k 0(">.o.)(~tw) - l) d.w 
"'" Tf '\) Jo 

l P. r.11¡.J pe:; r:l'n<Ki rlc> r:nmn 1"' PXf1rr;>c;i ón rJo;:- Fermi 

Ahnr;, l:>i r:>n) <;>c.t.:i r:>nPr']i<" f'Prrli rlP. rr:ir , ,. fl<"rt ir11l é\ r111?r:lP. ser 

r.cil r.111 ;ir:J;, rlr:> 11nt> fnr"'~ rnác; rári rl-"'·. í."l c11l ,:1nr:ln c.i rnrl f!m<?ntP. r.l"'ln 

ny11rl" r1::>1 vrr::i·nr riP Pr:-oynti "'J r>l fl 11jo rlP r>nPr<Ji" '' tri:\Vé"i riP. un 

r.tlinrirn rlr> ri'rlio a Alrr>rlPrlnr rlr.> 1.-. tr<"yr>r.tori<" dP. 1<> p<>rtir.11\R. 

'l""' pir>rrjp 1,-, r-"rtir11l;, in1irlr•nl.r• pr:ir 1mirl;\l:f rjp tiF>mpn rlividirJ;:i 

rntrr> v: !IX ; .l- 4f 
d::... '\} ót 

"" 
- S l.:1.n ~"B~E,c\-1:. 

411' J .. .,, 

Tome>ntin l ;i tri"nc;fnrm<>ri.:.;rfP. _Foí_1ri pr c;nhr~· t; l 1 P.<Ji"mnc. f\: 
- ; .•.. ;_· .. -- 'Ce; -

(::_)::-<'C>.1{,,s e:tw) t:,l..,)d"' 

• 1 



Si 

nhh'!n<>mn<; rlr~ f'\llF'Vf,1 1 <> f6rm11l il 1:.Ú" FP.rmi. As1 f.'1.IP.S o1i'\r.kc:;on c;i 1)111? 1"1 

r:;1min0 d\rr>rt-n y c;in mác:. pri;¡;.1mh111() !';I? Vi\"' r.álr:1.1Jn dP. 1~ PnP.nJii'I 

¡:>P.rr;li¡J;¡ f'Or 10 f''1rl:1r.ll\i'\ inrirli;>nt€" 111Pdi;mtF' Pl r.á]r11ln rll?l V1?r.hor 

Ór> F'nyn ti ni], VPt•mnc:; ;>hor" 11n port:I mác; C:.t:IOr>" l=>St: P rpc;11] t· i'lrli:>, r.11 ;.nrlr.i 

SF;' t. i !?nP (J«I , ">.,?rl;)/v y J '1S f1mr.::i r.inP.c:; tll')$<;;r;>J <;Pr án rP.;\ 11';'5 f1r.1F' 1 í) 

qllP 1;. (tnif'.'C\ !1·"1rf'P r:J? ];\ intPQri\1 (\1) fJl.11'! c;cibrPVÍVirá P.<;\;\ ni'lrt<:> 

i.rn·"''Jinriri;. d•• llc<wl ,.,l:ltPniPndi:ic;P. pl r1;>511Jt"rln rl" Rnhr CT.Rl. Si.n 

emh;..-IJo <' riJ i:;¡c; PrtP.r9!,.,c; J <"!"- ·fl.¡nr:j onec; F:!Psc;Pl ti P.nl?n flf"!)ll!l\Pntn 

C:OIT•pl Pjo, 1 n q11,., rrmt.ri huye ¡>. Ja i.ntegri'l. Y rl.P ('!c;til fnrrn-• r>pi'lr<"rP. 

<;>] r:>fPr:to rlp ílP.nc;irJ;,rJ. 

r..nn 

f''esnlvc>r J;. fórnwl i'I rlP. F<;>rmi PS h<1St.<'1ntP r..nmpl Íri"rln rnr 1.1'.l 

limil:P. ~l., !10!'; 11 ev.;irá i'I 11!1<' 

¡h•r<.1 (141: 

(~ 
p 

J¡; = ?.'<>." 1. 

d""- ~ u.Jp I.i(~) 
°' ""r 

r.nnsi r'Jr>r,-.nrfn P.n r>l rpc;::.111 t.;1rlo .(9) que t.PnP.mos ~1 

( ~~) = ~ "'r1i:r~ (\;~~:~' )- ;;: ] 
P11pc;l-.n r¡11p ec;t,;1 ri::>l ;1c:i 6n f11i? ahteni º"' fli'r;;i vt;>l nri rlndP.c; f"'t:' 

11-.11y ri~Jntivic;i·r>s t?l t?fP.r:tn 0P. dP,nc;irlnrl nn h,:> c;ir:ln r.nnsii:ipr;,tJn. F1 

f;)rtnr dr.> rr:irrPr.ri ón Ó"'hi Mo ;¡ P.c;ti:> Pff."r:tn. p1.1i:>r1P C:.P.r QhtPni rln 

simrlr>mpni;r> 1-p<;d:,-,nrJn P.c;i:;:.,;; rJo<;; úll'.im;ic; P'q:irP"'-irm~c.. Ac;! p11ec, c;i 

r:nnc;jdpr!'mnc; 11' r:nrrpr.1.ión! 
Ji; 

r.ll')nrl;> ~ Cl'.lrrrpc.rnnct.:. .:>l vr11.nr - (ir:>_ ln l?f'\P.l"':)Í A. di;- ] i'I r-"rtir.111 r.I 

inri d<'·ntP, 

r.hrw;_i l)i r:on r¡1.1<;>°tj~ninnrlc;i 2c:in 1~ P,l<f'Y,P.c;i eón ( 10) cpi'lrR 1.i' P.nP.riJi i' · .. , .... : .··: .,,,,_. "-• - . . .. - .,·--. '· , .. ' •· .. 
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. l1í' -).. 
,~c:,i ntóti ¡-;• rl•> J.,.-, f1.ini-i nnps flnt;"\'?l .>:..»1 *" l<vt:.o)-~.t.. a., 

cnmrnrt~minntn rl0 lns crmpnq, 

Sr tnm;, PStP. rnmpnrt'1m1Pntn 

siquiPnt7 rnmrnrt~miPntni 
E, !i.y,I> l --~ ~i~ l' - ,:.,, J 

'-~ r 

E,(w, '.) -->- :!!~ Ji'. 
Vl:(u,) ~t 

-'>.b 
'2-

Vp;>mos .;.hnr" <:1""' ~"r"'rl"" ron P.1 

Pl 

(14) 

t:lli'I 1 

PXpr.>nPnr:i ¡;l ffiPrlt:P ;;i rF•ro por 1 o r:p.1e "f.l"'rtl? rl¡:;. rp.tr> 1;, r;irt:ir1.11 ;¡ r:l'!rl1=> 

rnc;_¡ pnPrQÍA P.t;t;i ns Ahsnrhldr pnr Pl mprlir.>, PS decir para ¡-{nrt:as 

f rt?r•.•enr: i ""' sP. prPc.nnt: 11 rhsnn-: í 6n por l n q1.1P. nn rorJr<?mns nhsP.rv;.11-

r<'lrli "''-i ón. 

Vi.\r'!lnS '"'!''~ X rit1rif1J? c-,~r 

t_inr;1-.\ nr, h,;y t~bc-,nrr'.'ióri .. 

TI 

i mr.i!}i n<"ri o, 

q1 •Pr.lrnrlonoc; 

P."'- ri:>;, l , '?"> 

;_¡ fll 11'! J ,'1 
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(\<;i ;i11F>c; pi1r·• 1111ro> Pi1i·~t:" lo q11"! c;r;> rlPnominél r"'rli<lr:ión 

f.P.,.."'!nkrw ,,. J.,. fr,,r1.1r->nci;:1 w sprá nP.r.P.si'lríci <:Jl.lll' Ji'l velor:jr.i;id rlP. );i 

f1-'lrtir.1.1lri e;""" m••ynr 'l""' l<'l vplnr:iri.:irJ rlr> 1¡; J117 F.>n li!C:-1? mPdin. 

Con t>stn ,,,,..., '111t0 rl<1rá f i n<'l mpnf:P.~ 

JE " laa.)~ \ uJ (1 -+-)Jw 
d:x. i:¿ J (H. 

"'"'' >~~ 
1.r.i r.11:.1 "'" ,,,. "'xrrpc;ión r"'r" lil r;:irH,.r:ión .cJ?ri:>nknv rt""" 

nbt;11vi mr>c; si ']"i pnrl1J Pl móf:r.irlo ri<? l "'"rl"'". 

Un<> rlr> Jr>s r::r>r:ir:tpri,-;tir:;;>c; snl:>n>e..:>1if1nte!'t i;!P. l;i r;ioi;irión 

Ct>renh:-w ,,.'.?', r>l ,f1n1J111 n nn i:>l r11.;d si:> ~"ni+... A rlí.Sf:Anr:j ;¡!;. 1Jr.:in1:fr:><; 

l r,ii;; t::f\n10r;;.:; SP. v11p] vton r:>mrr.is rlr> rl1r:lí ,,r;i ón P.n rlr.>ndi:> 1 <l rli r<>rri ón rll'> 

áng11l r:i rll" emi si 611 

pl1ri1 18 r¿irlii"ríón ~PrPnknv sr>rá• 
*'.\e - - E, 

< - Et 

y en términns rlP JA vPlnrirl:>rl rlr> la r¿irtit:ul .;>: 

c.o...~et.. =-
t 

(!)l<c,...,, 
par<" CJ'.I.(> tPnlJarnoc; 1in ánlJ11l n i'f.'""rt;¡hJ e t,:11 cp1p 9.11 r.:C'le;enn 

A l n J "'r'Jn rlF! ec;tp r¡iri t1.1J n prP.o:-.l'!nt,¡;Hnnc;; r,los e-ami neis (]'"" ne>R 

llev;;in A Je> rl<?rl1wr.ión rlP ¡,.. <':'xrresión p<"r'." l.;1 r<1rli.:ir:i611 CP.rPnkov, 

M1.1pc:;trn 0t1jr;>1:ivo f•.1& rr1nstr11i1· ],;i r!'!l<lr.i6ri r¡11~ rinc::, '"''·'f'rP<;rt ];i 

rmP.r'Ji,, rr"rli r:l<> r-0r un,-. r111-tir11] ;i r:f'r'J"rl'-1 rp.1i:;> i.ni:1;.>rMC:tú>1 r:r.in 11n 

mr-iclin, ¡>l-:•r"nrlo <:>1 ¡:n-nhlPnW ("lpc;rJ<? 1.m p1111,f·f) rli:> Vi!"'t" m¡ic: formal, 

P.nfnr:ánrlonnc; r->n "'1 r:""'º rlP. pArticUl;is q0~ viAjAn R vpJnrirlRrll"S 

11li-r,rr,,,1.,rivíc:.tr>r,, Prr->s<>ntr1mne. rlr:t~ cl."!r:h11::.ci0n1>« rlifPrl'>nlPe. f'"'r"I ]:1 

r,,,prro<:i ón d<> 1.--. r.,rli nri ón C~•rf'>nl'OV,·:,IA: rl1;-_ii1lrr:í ón rlP .1;,rkc=.nn P.'> mác; 

rl.,1·:1 <>n <=.i1 {nrm.'>]ic;rn<:> m0+<?'mát.ir:r:i.·Y. r.álr:111A rtirPr:t;imr>nf:r:> ;i 1-r,--.vés 

rlP r•r:iynt·in0 J;, 1C>nni~ri1;-. r:~rlirf;i prw li'I p;irtiri1l:~ 

Jo f.1"f' nnr.; prnrnrri r-1n-:i un mótr:idn rlí rr.>rt.n rl"" rál r11l ri 

í"'J'•''.'l · .. o,,· ni· inri,.: 1 "'"• i ril"'IS rir·• 1 .'1rÚf,~11; 1 :;, r!nrl!lrri ón rlf' l_,'.lnrlRll ílC"I"' 

ll f•\_ .. ,~\ ;1 pnnc-.;¡.- '1''.:'? nl ;:.,f.-)r.tn f\~rt~·nkn·_t r!f""rit:-• v~r-:,p ("(')lftf) nn rrnh1 fl.m~t 

> 1 
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de n:o.'.\cción de r<1r.liación. Lo cual da pie a nLter,tro capítulo IV 

y,, que:! fH"ulEm1l•.!mos ati\c<ir el p1-obl ema desde el punto de 

vista dt; t•utoi nter cíCc i ón nuestro sí gui ente paso con si st irá en 

m:pn:>s:l1· t~n fonna IJL?neri'\l la ecuación de movimiento de Ltna 

par ti c:u L1 e an;pt.la con ost1·uctL1ra en el vac i o para despuós 

generalizar y ver lo que sucede al considerar qu~ nuestra 

¡rnrticu1« <::.e mu~vc:; il través d~ un medio. 
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f:APHI 11 O J T J: 

" F.Clli'.18Tlli·I DJ7 MnVTMTFNTO F't\RA PARTTr;ttl AS CARGADAS GON F.STRlll-:Tllf<A . .. 

MOVlFt.Jnnsr.: F:N llN MF:OJO MATF::RTAI 11 

3. 1 lNTRnnrwr:r.nN 

f.'.i:;mn vi mqc: i;>n i;-J r.<ipi hilo l;~l.AnÓ<'ll ftéri1 íi-:P. J. A P.Xflresi ón p.;lr;.\ 

] A <;>nnrl]Í.;l f'r:'.-C:fi f!;i f)r.•r 11n1\ fl.;>rt,ir.111. A (lllf' Vi ;ij,-. .'\ Vi;>) n\i rl;irl 

rnne.t;,ntP ;i trnvós rlF.> 11r¡ mi:>rlir.i hi!<.il?ncin l.=1 sig11jpnt:F> c;11pr:isir.ión: 

11 1.;:i <"nP.rrJiA pr:>n:1ili.::\ [1Mr Ji> p;,rf:ir:ll)-'1 vi;ijpr,; pe; ".'•{Ar.t::im<;>ntl? Pl 

t.ri\l:t"ljr:> hr:rr:hr:> nor 1·7' f11r.r~.:i f>I': r:jnrrirlll snhrP 1A f'"rt:tr111:., 

F. E'S <?} c.:impr:> rrt1r:l1 •r j rlr:i rn1- <=>l 1 i1 mi r::m;, 11
• 

Cnmr:i ;:1ntnri r.>r<T\""nt·"' mF>nri on;.m('.ls 1" ('iF>rl11r.ri ó11 rlr; .1;ir;:l(SOn 

v 

,"'11 r.á1r:111o dí:' lé• 1-11rli,-.r:ión Cnrnnknv. Si.n r;rnh-"rlJn pe, li> h:irótf'!'>ic; 

háf,i.r.A <ir;> ] ;i r1"d11rri ón rlr> 1 é'nrl.,11 J <> 'l''"' ni;>!' hM:<=> rnnr.r:>hi r ) ,') i dPa 

rli: rpit:> o:>l mic;llln r<'>c:1.11l:-"lrln f'"r"' i,, P.nP.rQ1A r:Prlirli'I pnr le\ ;i;.rtir:11J¿ 
v 

vi :.1jP.r,, y rinr "nrlr> !1-~rci 1 -:-1 r.;>r:!i r.iri 611 í.:<:>rr:>nkov p11pr:Jp nhtenP.1-s~ i'I 

ti-.;ivéo; rlí"l r.ál r.1!10 rtr-> 1 ;:i l"i;'.1t,'>r:i ón rlP. mc:>vi r>ntQ ¡.i;,r;:i 1.1n;, fl"rt-1r.L•1' 

Fn 

r,-1ri-r.~~ r:-nn ~1 Lin d~ V~¡- 1~-~--_f';":_M~~~ ~n 11n~ fnrrn~ "1f1.~ 'JPnJ?r~] Y qnp 

nor.; rfcirá li' t·ór:riir.-• A <;;P.l]llir~ h,:¡rpmn•; ],'\ rJn.rJ11r;rión rJP. 1;, P<:1t<"r-í6n 

di:; n>nvi mi "'nf·o !>ilr ;\, l.ln~ p~'rtii:-·ii1 .¡l''l:?r1J1>rj.~ -n:u; P'-'tr11r:tl,1r;> fl\('.IV\ P.nrlnf.P. 
,,.'.-º·,-···-:' .. -· --.-,-

~n ,., 1 v;, r. i ., r. rn 11 n :\ vr; 1 nr,5 ~ il rt . v Ct) 

p,rtr: 1·\11" ""' l .i mát:. i.(11r0(t:-"ntP. riP.l 

i n.fri•·rn:ir:-i .5n '!"" rF>r111r>ri niris, h1>rr.,01nr.; 1 n .iliálDíJn !"Plfl f'!l.I'? ;ihnr:. 

r·r)n<'i rJ,--,,-;,1·nrn0s ,, 1 A ¡F•rt:fr.11];. vi rij;inr1r) r¡ tr--"VÓ<; dP 1111 mP.rli r' 

rnnc;t;>nt<> 

f 
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3.2 F::CUACION DE MOVIMIENTO F'ARA F'ARTICULA CARGADA CON ESTRUCTURA 
EN [L VACIO. 

Suponiendo que no~ cncontrnmos en el vii.cio obtendremos lü 

ecuación de movimiento para una partícula cargada cnn estructurA 

sin situarnos en el sistema de referencia en el cual la partícula 

se encw:nl:ra instvntanu¿¡mente en 1-eposo, sino que considerart?mos 

qu.e nos encontr 0<r•c.s en un sistema de 1-efercmciil. CLi1bor<:1toriol 

desde c>l cti.:\l ohé,c·rv<imos i:I 1 a particul .:i moviendose con una 

velocidad arbitraria ~(ti. 

Con si dcrc•11os que tc•nr:mos un.:1 particul t1 con estrllctura dotada 

de una distribución de carga p<J~-;<tl fl 

posicir'.>n del cuntru de? c,3.r9<:•. 

donde rCtl denota la 

Hemos consideraJo dicha distribución tal que: 

J f \ 1 :i. - .¡: (1:.) 1) d .X. " a. 

Suponiendo c¡LW el momento de la partícula es dra origen 

puramente electromagnético y que estra se conserva, la ecuación de 

conservación ele momento so expresa por la ec::L1aci6n: 

el~ • o 
dt 

la cu<1l, en términos df) l ~ fucrza•cÍe l.orentz, quedu d.:\do por: 

J (pE, '.t.·.~ ~~T)d5:-.,. 0 

( 1) 

donclu t.,. y B
1

, denotan los campos ql'ectromagnéti cos tot.:~l es, los 

ctt<il<:·s Eeslán compuestos por.Jos_ campos elec:tromagnótic:os 8}:lernos, 

E.,.in y Beoxt , cm los Cltales la particul'1 so enc11,.,nlrü y por los 

c<1mpor. c,1 eoctron,.::ignéticos ¡wopios , E y 5 , gt?ncr<:>.dos por 
. · Guto auLo 

el LJ mi sm:\. 

r'.11 c:on~ürfo':·r.:~r los c.:•mpo!:. propias .estamos suponí c!ndo que lü 

por·U.cu.la íl\t()ricciciné\ c:onsíuo odsmc¡, e~; decir, cüdil pwüo ele lü 

distribución de r:<1rc;¡a intt~rE1ccio1V1 con lo<; dr~más, De lñ ~cL1.:ir.ión 

-----.. 
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< 1 > tE~nemos: 

j<r"E,..1 t~,.G,,,)d.:<. + )<r~i.+ ~~s ..... \o)d~"º 
F .... .¡."\" 1" ....... •O 

De ilqui qua 1 i"I ra~ón dt! 

pLleda c,scr·ibir·ss· cc•mo: 

d~ la partícula 

(2) 

-
dondn~ como 1111~nci.onamos anteriormente Em1lo y Baulo denotan los 

campos generados por la pBrticula en movimiento. 

P<1ra · evi t,:w cc.rg;,,- mucllos subindir:es consider-aremos 

Baulo:::r) • En el cé'ilcula de 1.:1 ¡;utofu•.?r·z¿, supondremos que la 

particula solo tiene movimiento traslocional y que posee una 

distribución de carga r-19\da. 

Dado que nos encontramos en ol sistema de r~f0rencia del 

labaratrJrio 1•:1 contribución del t:t\fnpo m<tgnG-tico a Faulo deberá 

tomarse en cuenta, a diferencia del tratamiento seguido cuando se 

hace la consideración de que nas encontramos instnntanaamente en 

el sistem~ propio de la particul~ 

Con el fin de facilitar los cálculos es convHniente que 

trabajamos en la norm~ do Coulomb IJIMENEZ, MONTEMAYOR 19831> pues 

aqui los campos electromagnéticos genorados por la partícula están 

dados simplemente (.) tt·avós c!el 

sati sf<ie:iendo l 0s sigui c•ntos n~l¿1ci onc~s: 

'Q t¡i> ( .i"., t) " - 'I 11 f' (;¡:_' lo.) ·- -V -z.¡. • Z• ?a t·. = - .¡-/! J, ( .i:, '- l 

J • J ~ J 
.L J 

. ' . 

potenc i a.l vectorié'.l A, 

(3) 

d.".:..' 

(4) 

D<1da la simplicidfü:l ele lr>s cáli:'ulos en el espAcio de Fourier, 

rc"solvc•rcmas 1;; N;Lwción d"' ·r)~H1d·-·1n11~n:°"'1t~r1ea pilre. ol pc'r.r .. _:1.11 

vectori.::il t.n dicho ~lSpé!c:io y en lo ~;ucr .. •i"vn_ tr.1haj,"lt'1'·f1>ns en ól. 

• 1 
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La ecuación de onda para A en este espacio quedará dada a 

través de la ecuación: 

Cuya 

a~ ÍÍl~_•J T'r( .... i A<. ~ .. 1 -1.) 
;,-1:1 

solución porticular es de la forma: 

í\(ii.,t l-: I\ ~- :..U.\c.\...U:.-~) J ... u\.,t') cH.' 

. .., 
donde· t' ju.eg.:i. C?l papel de un tiempo retardado, Utilizando lü. 

función de Heavieide definida por: 

l - \.').o 

~: ~· 

\.·'-'<o 

podemos escribir la solución el potcnc i .:i.l 

m:tr:ndiendo los limites do integn1ción <1 infinito: 

'""' '" l ~o~lH'l 
-... 

vectorir..l 

(5) 

Ahora bien la densidad de corriente generada por la 

parlicula puede ~scriblrsc como: 

Utiliz.:indo la transformada de Fourier es pasible demostrar que: 

.¡;_.;:wi 
J l l ¡,_ .~) : p lid d.. l .k ~. l \j t\:.'),. ~ 1 

lo q1.1c1 nos condL1cc a que? la solución en lñ norrne1 de Coulomb para el 

potoncial vectorial es la siguiente: _ \"º _,,,.;=wi 
(Ílii.,ll:"iíl J_:~~,l_ :,t...,<.\i.t~-1.·)k><Í.Zit\.'h.\,_] Q. Q)tl::-1:.'lÓ.t 

(6) 

E:<pt·G,,ión c:ue coincidG con los rt?sLtltad_os:dc·FR:'\N<;:A (1978). 

Est~\ c,c.u.:>.ció1·, ror-v,,r;:ntu. la form<1 de? un pótcnc:L;.l retc?.rdacfo doncle 

se f'::hi be un c.on.porti'.mi en to caU!'>t!l. 

IJti l i .. :z.11do 1<1 :•cu.Kiói1 !l}l obtr.nernos: 

N 

E (i~ L \ ,. -.1. :i;\c1;1,1 "_ -:i.n 
1 c.. --·-dl. c.: 

. •i,;H~\ 
l'i.x t;;w.,.,\t"l ;_' . $. l W'>\.d~l\·\'.)Gtl·t.')1 e\.\.' 

~\. 
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Ri;r.nr-r1-'lnrfn f]l lf? la f11nr.i ón dP. HG<wi <;\ rlP. y l-"1 f•mci ón rlP.l ta do Di r;¡c: 

están rP.locton"dAs pnr: 

~ GJ_t::l "" $ b. ) 
J:i. 

- - -"' \ ~ ' - ~ \,..-¡: (l.'l • -
~liO..,t. ¡ = ·"t1T J p(li.) n.x t. .;:i1~J x 'R. 1 e CH.. .. 'e.tt·\.') 0t~·t.' J J-t.' (7) 

• «> 

Oe form~ análoga a cnmrJ ~bttwimos ra~t~ expre~i6n obtenrtrP.mos 
- -

lo component0 de Fourier de B en el e~pacto k: 

pnr lo q11fl suhf;l:ih1yP.nr1o la rP.l<'lci6n (6) llel)areino~ a r¡uP.: 

(8) 

1 o r.:u~l nQs pP.rrni tP. enrcmtr;1r r¡11e lA r:ontrthnr:\6n riel r.:.;mpn · 

P.lér.t.ric:o "-' lci a11tof11P.ri.<> e!;: 

- _. ; 

Mi P.nt.ras q11f! l;:i contr-ihuci óri del cr¡,mpo n\fü:¡nético "-' 1 A <>1.1+oft1er?.a 
, . _ .. "_, ... 

(! S: __ ,__: ·-- ;~."~e __ '·o~'~ii~-~-:-'.:- :~ _. ·.: 
... _ ;1i.. <rtll ~ ;-11.•r) ·: -

J
l.. 5J;;: = -·~rr_!r ~1,0tP..it'L ._v 1T1xtÍOi_é_._-_v-1'<!>1~~\.<•-'-'l0t\·\.'J.l'li..H.' 
c. c. J -__ '' 

·~ -... - (10) 

<l l ) 



Jo r.1.1,«:11' rH,rf".:im~~· pc.!.rrihir r·ntní)! 

F..,.+" -<11; J ti¡(t'll.l\-l'l Jl' + 'l~i j tl.,lt'l~tt-l'l.!1.' 
~ "' t -~~. (<'l\.\-<'(~')l ;. . ~ 

h Cl·l'l:: ~ "-~ .. ,t.j~k.,.\\,.\f(kll u.:.c\l<t-1.') a.. G>n.~-1.·l ó .~ 
<121 

.··.;-· '" -

~ .. \t. -~\;:~ü~1:.l:i:1t.'» 
~lt·l')" E."'"''"-Aj~'\J,,,L'<:)Ri lp ("-) :!.>M'-~ll:.·I:.')«.;. \.< '· 0lt·l:.')ó°'R_ 

~ ;; . 
'';~:· -:. - . 

y fnrm;i · · ohi'.P.n'i rlQ 1 A l"CI lr>r: i Ón 

11n.;1 
·- ·-

O::i'!rg:.i:t" C.-.n r>l rlr,mi ni.n r.l ác..i.rnl ~ ;~bc;Prvl'!mnc. '1"1? e;"! tr"t" rJ"" 11n" 

t. 

i"rhi tr;>ri 'l-

n;id;i l ri <;Pnnr;,1 i rl"rl di? ] ,,-. F:>r-11,:ic:i ón rlP. movi mi r>ntn <:]1.1<? 

r:ibi;1.1vj mr.,.,;, pe; rlr> ""'r•?r.-.,-c:,,, i;1.1r> !'nrl,,.mnr. nhi:Pnr->r 1 oc; rp<=.1.1) t;irlr:>c: Y·"' 

(j:;:) 

Tnm:.flrin c.c.H.l1-L1;.-t') :- 1- .• ,.,.,.:()~) n .. nrlPmnc; 
c..I>.. 

~;..-,hr~ 1·" '; rnr,c.i rlPrf!ndn r:t•-~:~ n1·:;·.,.~tt-C\- n·11ntn rl~ 
' • ·, -- ',. • 1 



Despuó:::-, tle una int1?gración <'.ngular llegamos a que: 

- ~~~"" t • F = - :!,_ ,~ 11 2 ~ 'r~L~>1 c1:t~·> c:::i11..-t.'l r."'c.b.<1:·t.·ic1.11..a\. 
ru,,14., ~ 7t ... . 

( 14) 

donde lwmo~; con si der-ado el desarr-ol lo en serie de Tayl or de ;: (t ') 

al.redech1r do t, con el fi.n de quitarnos los ti.empos retardados y 

solo tr~bnjar con el tiempo t presente. 
~ (.Ir,.'-\.)" 

rt1..·i e I 
... :::u "' 

r-.t1(Jré:o bien hemos cDrlildo la serie hasta p1·imer orden bajo la. 

su.posición de que d.:•do q1.te nstamos en el sistC?ma. en el cual la 

particul.a se encuentra instontaneamentc en reposo v<t> es muy 

pequeHa y el ti~rnpo <t-t'l ~erá pequeHo también, as! pues podemos 
¡ lt • l Y' ltl • .,:: l~' 1) 

apro):imar la c;;.:ponr2m:ia] a.. ".\! 1., es dP.cir nos quedamos 

con una ecuación lineal. 

De nuestra expresión <14l es posible obtener la ecuación 

integrodiferencial de Abraham-Lorentz presentada en el trabajo 

DE LA PEílA, JTMFNEZ nND MONTEMAYOR <1982>. 

de 

Reacomodando 1141: 1: 

F....t.,: - ~ :~-~ l'-Ti~c.~ )~lf'l\\_11"1.o,lMd~t\.-t.'H .... )_:ll'\H' 
( 15) 

Con si dnr.:1ndo: 
3 t c..l\.•\.') l 

tendrernos: 

Al101-a 

llegar a la 

puntu.:11 . 

En nl li1i1it1.? 

por: 

36 

·.es posible 

te de partícula 

ca~ga queda dada 

( 17) 



asi pues haciendo el cambio da variable k'::c\( poclemas reducir 

(17) a 1<1 expresión: 

F c:uHo ~ 

<18) 

F'Llt:5to que::: 

r
0

c.o~\>.'lt.-t!)cl~ .,.1\ bC..~A.') 
.. 

tendrerr.os : 

es decir 

( 19) 

donde hemos identificado mo=C4e2 /3c2 l6<~> recuperando la ecuación 

de movimiento de Abraham-Lorentz para particula cargada con todo y 

sus dificultadc::s: 

La masa elc::ctromsgnética en el limite de partícula puntual 

es divc::rQc;nta. No E·):iste fllerza de frenado para el caso en el CL1al 

se ti.t.en'? :1c•.:lc•t«'"lt:ión const0.nte, etc. 

YB quo recup0ramos todos los resultados conocidos podemos 

decir quG nm~stra e}:rr-•:::si ón par<1 le'\ fuerza de autoi nteracci ón para 

pi'.rliculci con c~.tructur¿1 lleva. él. resL1ltv.dos correctas y pode:moü 

tener Jlgo de:: cnnfianza en ella. La ventaja de la expresión que 

cu.ent a 
l "' 

c:.oni:rillu.ción dr.l C.¿)mpo mc·(jllÓtico y 1;odo C'!S vi.stl1 dt6dr.,~ tin milrco do 

L;1l;m-,:;tcwi o di ~;l: in to ,-, 0r:¡11c:l r.,n el r.ual 1 a pi"rticul ,,,_ se P.ncurmtrci 

i11,:til11\:.111c·e1111L?11tf! en 1-c>po"o lo c1.1,:11 nnc; prC'prn-ciont1rá mayor 

in f orn1;.ic i ón, 

'.7 
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-? ~ ..... ·-· ECUJ'1CIDN DE MO'Jlt11ENTO PARA UNr:'l Pf.'1RTICULA Cf.'1RGr1DA MOl/IENDOSE (\ 

TRt-l'./ES DE UN MEDIO MtlTERH\l.. 

Ahor~ bien un~ va2 que hemos construido la ecuación de 

movími~nto pe<1"il. u.na p2.rticu.Ja c<i.rgi:ld<J con ª"'tructurc:i. vii:'j<:indo .:>. 

U.na velocicli1d Drhitra.ri¿1, v(t.) en tó'l V<J.CÍO, nuestr·o ~;i!JllÍCn\:e pi:lSO 

consistirá c>n CJE•ner;•li2ar nur:st1·,:-, expre5i6n al crmsidor.:>r el 

movimiento d~ l¿l, p<:•rl.iculiJ. dentro dn un m€'dio do cons+.ante 

dit:lc'ctrica e • Dicha e::presi.ón como mencionamos vl inicio de 

este c<1p1tu1u nos pPt-mitit-<1 c:alculélr ltJ flnC?rgL"I cedida por una 

parlicula al viajar dentro de dicho medio, y al hacer las 

t.1.pro:dmvcior1os clr2 pc•rticulu puntu.ill y vc.;locidad const<Jnte podrc~mos 

obtener la L;n C?!:PL't-2d21 ecu.:»::i6n para 1,1 radi<1ci6n CE'r-r'!nkov. 

En eslt: c;~;:n ,,1 calculé11- los campos genet·ados por 1<1 

par·ticula dd>c·rPmo'~ c:onside1-¿¡1- el hecho de que! tcn1Jrncis la 

pn?sanci.,:1 tic:? un merlio. Dichos c&mpos bajo la consideración de qur~ 

la partícula "ve" al modio como un continuo satisfacerán las 

ecu,--..cio118s da Mr•~:w:,11 ¡.rnra medios materialc:;s presrmtadas en las 

ecuaciones (J. 12l 

El des~rrollo que presentaremos es la continuación del que 

presentamos en el capitulo I) solo que ahora analizaremos el caso 

gener-;:"1. Iau<\l que lu hicimos llntes lrabajarenios en el e~1flci.cio de 

Fourier y con la norma de Coulomb p.'.lr.:\ P.vita1- complicaciom:·s en 

1 os c:ál 1:ul ns. 

Considoremos que nuestra particula se mueve con velocidad 

arbitrAria ~Ctl y el medio tiene constante dielectrica & . 

Parla•11os dd result<.do obtenido rm el c:opitulo p.:wa A<k,c1,1) 

•t 

A'<ii:,w):: 7} tk~-~ .. ,..,1] \.:i'ti;wl- wk f'ti,w11 <I.1'1) 
~ ·~· ' 

i"'\hr,r«i ldtcn dr:· J,, ec:u<:ici.ó;1 de·continuidi'í.d ericontrilmos ql\e lé.\s 

compnnentc-:s dr; Fr1uriár de li:>. dc:n~;i cJ¿¡d de c.:irg<1 y de lcJ drmsidad ele 

c:r.1r1 i L'n t.» dFhr.'n t'5t<'.\I- rc>l .-,c:i on.,,.ct,1s e1 ITAYG"3 de 1 <1 i !)Ual d¡1¡J 



lo que no5 11 ova a que la dcponúenci a en w de 1 a clmstantr"' 

dieléctrica puede cscribirsa como 

Sustituyendo las eHpreuiones para Jc~Jw> y ~c[,w> y aplicando 

la trJnsfurmada inversa de FollriE.r sobro w llegamos a que el 

potanci~l v~ctorial en el espacio de Fourler k está d~do por: 

IJ 
.\\¡_. i'l\.')+~wl' _ 

1 
.1 .iw\ 

?í<.k.,tl ::.~ p"'(11.1 ª- tvlt'i - (~(l.''l"-1 l'R.'. ""~-]a.. .i.t.'dw 
~ ~ ' 

(20) 

Y una ve::: que intti'!]ramos nos lleva a quF..• la solución particL1le>r 

para el potencial vectorial en el espacio de Fourier os: 

(21> 

donde t• juega el papel de un tiempo retardado como mencionamos 

ant.eri ormcnte. 

ruusto que en la norm3 de Coulomb se tiene que~ 

en el osp~cio de Fouri~r esto quedá expresado por: 

?.t1'., 1:. \ = -l. ~n~,:,l 
~ ª"" 

Los campos propias 9enarodos por la particula serán: 

(22) 

mientras qua al cRmpo magnético queda expresado por: 

·~H.\.. 1 1.l ~ <P1< pj_!,;_l .........,.~ l\,·l1 ) \:.~ t(1.') <t. Q)L1:.·I:.' \ ~t' 

\

"' . . -ti...t.,lt)-;>.({'1) 

\\_\i .;¡_ 123) 
~~ . 

Almn1 bien c, ... lculemos \<'\ c:ontribuc:ión del campo eléctrico y 

v10•\Jnót.i.c:o n. J D <H•.tofue1:za: 
.l. 

~~ 
.¡h_. C ;"llH:.\l' l} 

lal'lill'hk) ~ .... dtü-·L;) ii ·. G:>n·t'l,Pli.dl' ·v¡ -

. ' 



• ,¡,_ •(HU-<'lCll 

""'' .J!..t•··\'la. E)l1:.-\.1 l el 'R cl'l' "" . 

r.:r1r1J;,1rl;i r<'.ln Pstr11rt11rri r¡11P c;p m11"'vP r.rm v!"l 1711·; r.1-'lrl v (tl 

é\ tr;1vós rl<> 11n nH-~di n rl"' r:nnst-i;intP rli Pl ór.tri r;:i e . 

( ?.4) 

1. "' 

nnc; i mpl j l..::\ 

pilrt iro f] ,, y \\.Hl)(O VPrPmnc; máS ArlP) ;,nh'- Pn l r> l?nPrfjfA r.r->rli. rl-'\ flr.'r 

p) 1.:i. 

Si rnnsirlr:r;,mnc; n11r;r~tr;1 Pr.1.1;,r:ión <tll pn r.:r:impr:inRntP.c; entA 

p11prJP r><;n·> hi rs>-> rrimr:>' 

F ..... t ""ifl J '\Jjl~') \,L~·l') d\..' ~ ~ ~\).._(;_')~(H.' lclt' 
~ '- -~Í:.·(Hlo.)•H.:l) 

\.,(l-\.') = r '·~· '-... i .. "·"'~ 'rtr._~ <.e"'"~'", ... '-'> a. ·0L1r.-l'> .1 3 ~ ,,,!'i, J .... ~ 

, _ ~ . \~en.){ • .:~\..·· lf'.lt\:"°lt'>) 
f(l·\.) - jc •. ~.._C.,¡,. '\J.,..L'-\ \,.J 'J.:_:....-;- ~<..'!:, l\.·\') a.. .. ;·. :.•.·:· .:·.•·· @tl·\.') cl~\t 

h.fr ';¡--,; <'- ._/ .. ·.· 
nP i 'J""°•l fn1·m,.., ,-, r.i:-mn t1i r,i mr:ic;' ·: e.n•··.~.P.r:•-:v<'lr:in nr:is i nt.Prr:>s;:i 

el" r<•r ~ir-111.• p11nl11~11 Pl ,,nó.lDr:JD /:IÍ;\ 1;g: ;;.g;,~·~iór, d<:> mr:ivimiPntr:i rlP 

A~r;ihnm ~ nrPnt7. 
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1 

1 

cuntribllción lfoh'lcla al Célmpo eléctrico podemos qL1cdarnos solo con 

el término: 

(\ Yl\:.)J ... 
-=-"41íj~ G. 

.. -~\i·t."'t~l-'1'H'J)_ 
11.xiitt'h\>.. e.o~<. .... ll:~~) <l. G)(\.·l')H'<l.'ii. 

· .¡¡; -
(26) 

_.,. 

Haciendo un desat-r-ollo en serie de Taylor de r<t') alrededor 

de t, bajo la suposición de que la distancia ~<tJ-~(t') es muy 

pequefía es posible.• aprm:imar el término exponencial ~ l.:\ unidad de 

igual formB a como hicimos en la secci6n anterior en el caso en el 

cual la pa.r-l:icul;:i. se-' mu¡;,ve en el vac:io. 

lleg~mos a la expresión: 

Integra.ndo por partes 

F....:r..:-3:. 1~..!I 
~ c. j ~ ... 1 ¡;'~t\>.ú) \ ... '\. éi.t~J ~\.(.\,. •\il\.')) \il~'l 1 0H.·t:) ......,!:~ l\.·-t') Ó."-'d~ 

v;; 

lo que de nuevo aproximando se reduce a: 

(27) 

Ahora bien esto pu!2d1~ e">cri_birse como: 

r '3 r ~ c. t.- t.'>) o.t t· 1d1-. • 
F~:Y·\1onz""c.'i:: .\ ,-r.; - (28) 

don da: 

asi la ecuac: i 611 

intPQrodiferonciRl dp Abrahé\m-Lorentz con la diferencia de que 

h~~Js cunsidora~o la prcsmnci~ de un medio. C~ando tomamos 6•1 

obtwwmos frl rc~últ.:>.do Y"' conocido y queº p_r:e-sent<1mos en Ja 

t:•u1"c:lón (l6). 

Ahora bien Vfü11r<Oi'> i'.'.C•mo qued,:·wfl la- -f~q11'c'i6n de movimionto de 

f1br;.h;•m Lo.·r-c·nt2 en c:st8 caso. P<:11·ti<:?ndo de C27) podemos oscribir 

tr. .. n.·,ntln r~l 1 í rni t.c~ de· p ;-r· U. r:ul ¿1 puntu.:.l ~ 

"' "' 
'F .... -t. ':-! •• ~ l \ ~-~) f.'"d«l·l·J 01t·t! 1 d l'd" 

arr J <:. Vi 
o _.,, 



D<~do qlw: 

Ó U>:> s.!>: ( t_- t') 

~· '/<; 

Por lo quu pod~mos tomsr 
"' F~ e\ "' - "{ .. 'l. j á.l\.' l 

QJ.)..() - - ---

h<'lcicmdo el cambio de ve1riable>l:'·-=kc/Í& 

0~t.-1..')dt'-ª-- r:.o~h..'<1.-1.•)á.1->.' 
?lid 3 ti e_ l. . 

••o 

pero no ol vi dc:mos rp1e k' lleva implicit<'I una & 

donde si identi fic<:<mos i ,_' ~L") 
<J -¿\. con la me1sa 

, . así pues 

electromagnética 

tendr env:1~> que la e cu ;,c i ón clu. movi rrd en to de Abr o.ham-Lt1r ent;~ en 

pre!;EinciC\ de> un rnodi o qu2c1,, cie1da p01-: 

m._lill..\ • ~ ~ 6:t1:.) 
F ... ,~ ~ (..'-

En este caso la presencia del modio se encuentra implicita en la 

masa electromaonética. 

Uni:\ vc~z q11r.> hemos vi!:1.to lrt forma general de la f>c11aci6n do 

movi mi erd:o p<.n " 11ni\ p<wli cL1l <t c:ar9nda movi endose a t r .:1vós de un 

medio, nuestro siguicmte p.:iso será sustituir léls ap1-oximnciones 

necesarins con el fin de obtener el resultado esperndo para la 

radiación Cc:r-r:nl:ov. 

I\? 
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4. 1 rnmooucc ION 

CAPITULO IV 

COMO UN PROBLEMA EFECTO CERENKOV 

DE í<EACCION. DE .RADlACION " 

En los capitulas I y II presentamos dos métodos para la 

deducción de la exprGsión que nos proporciona la enorg!a radiada 

por una piJ.rt!cL1l<1 que viaja a través de un medio mr1te1-ic:,1. 

El prim~ro de ellos, el de Landau, consistió on suponer que 

la energía racii~da por l,'.\ particula es igual C\l trabi\jo 

realizado poi- una fuer<<" eE sobre la particula, donde E es el. 

campo generado por ella misma. Como mencionamos anteriormente asta 

idea !.:'.llJicre enfocar- al probl<:rnii corno un problC?ma de 1-eacción de 

ri:\d i ación. 

El -:;;eCJ1.1ndo métorlo, C?l de Jacl~son, corripl emt>·ntc:1 el pL1nto de 

vista de L¿1nclc.u y pe1rte de un balance de energii.\, dando la aneq¡ia 

cedida por la p<1rtíc1.1l<:1 viajera será simplemente igual al flujo de 

energía a través de un cilindro de radio a alrededor de la 

trayectoria de la partícula, calculado con i.\yuda del vector de 

Poynlig. LA ~lucción da dicha superficie de integración se debe a 

la sim~tría del problema. 

nsí pues la idea fundamental en estos análisis se sintetiza 

a tnwés tle 1.-.r; siyuicmtes ecu.i}.cfa.n-esf~ 

. - ',, 

1"111~\l ic12in1:>s ~sto5 résúlC:irJos Lltil iz.ando' el co~oc:i do Tr~c1rema 
dL• Pnynl.i rn), qnn ntls tli r:o q1tr~ 1.'I rt\;:ón dn c:ambio r!~ la enerrJ.la 

c~lt;clro111:1un•~lic1 cJ¡~nti-,-.. dl':· circr·t·:i voll1mr:on ~1ás la ener1Ji<1 qua 

' ' 
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• 

flt.1yP i1 f;1",íV1[6 rJn 1,~ "•Uf!r>r{i.r·ii:> rl<=! dirhl") Vr,'l)llmr>n pr.tr t.111idi'lr.1 rlp 

tiPmpr.1 0~; ir:p1,•.J ,,.¡ nni:i:.itjvn r:lr;.1 tri'\bi'ljn rf!.;i_l);o:;•r.lr:> pnr lo~ c:<>mrr.ic; 

snbrP. l ;>. f11~'nt8. F.::-.tn P.~: 

- l J" . e J:.. = ~. rJ J J'c 
- ~-./ ·.=:.-.~i':'~ ): '<,~·-- • ·- -CCi~' ,,- ..:?-· -

riPnr:1t" l ;¡ Pn1?rgi; . ri~l '>s"inkr:1 :~{t;.i:'.t,}cim.i>l)nét i r.:n tot,., 1 

~ 5. ~ áo.. 11;1 1?ríel-01~.~i::P.ctirl<( p'~,.. 1.;i r;;irtir::11J <1 

11nirl;¡rJ rl<"' típmrn. 

Fl métnrln rrPSPnti100 

º~'' :== 

r~r, · .J::f",:~16~, 

rjpJ 

si g1.1r:> Pl r:-r1mi nr:> rli r<?r:to y c;;e v~:~~d·.m'~~ pri;>r1mt:11.1l oc:; ;il r.ál r.11] o dPl 
.::.~·" .-- )_ 

fJ11jn rlP 0nPr1Ji.:i. Ahnrr1 tii.Pn ht':\tpmt:\~ fJ""' sí. PSrribí.mns: 

t'-i. = - ~..,.4 •':\i ~ ~ (?) 
cl.t 

;>.). r.r.imrAl"AI"' i:-nn );i SUr>t:"tc;ir:ión 01'> l,;,nrj.:;11 <;"'! t:"thc;~>rv,; f")11<=> 'l"'°" P"-h'> nl'.1 

mPnci nn11 '1""' "?n P] r:-ál rul r.i rl'ó' 1 i'I 1?nr.>r1J! ;¡ r:Prlj rl;, h.'lbrá f111P. tnm,:irc;I? 

C]llP r•s '.~1 rlP L• pC<r-tfr111.;> vi ;,j.:-.nri0 r:t:"tt! 1111<" v0l r.ii:-i.r!Arl rl'."lnS+<é>nl·p, 

PSl'.C;> h~>rrnÍ no <;r> ,~r;tl] ,, y rr.ir 1 O t,:intr,1 c;i i 911,-,J "mnc; ») tenrP.m.;i r.l<;> 

Pr:>yntí n<J rc:>n ·~J rf''"-'111 t-.v1r:. rlr> l.;,1nr:!;,111 J fl f11prz;;> PY.tPrnA '1'·'"' ;;ir.:túA 

sr:ibrc> L, r-~rtfrool,, y '1º"" "!S l<> r-.fisrnn<;,:ibJP ".?"" se m11pv;\ c::on 

vt:>l 0r:-i rJ."cl r:f'ln"t<>ntr.> r> f.'P""r>r ri.I'? r¡loP.,r;Pd<" p.;.rte di? !"ll PnPr<J1"1 P~ 

pr.-,r:i <;.;,nir;nl-¡ . ., l"c.uto~ YA r¡• •i=> 

~ .. ~~"'-'f ... ~• V :: F""\• •\. '<\~. ·•' j:.....,~ ·• ~ f'a..•o 
F'i IP"'-t n ~llf' n1.1p¡;fÍ_:¿; ~hh·J~t.;iC~>~"\ J <' nhf: sond Ón r.!'3' 1 '1 81(flr8c;i Ófl 

P·?ll"i' lA rro<Ji.-.r.iór• f:..,,~~'!kn\! pri;,s.,,~i·¡orr:>cnoc;• <" )l'.l J,10-98 r.1» i::-s+P 

.. ,,I)» •;:,c;f;...<~,,;".;;11JtAf:ln,.cSP. ohtil?PP 

P'·!!'l"'"'""innr;n; rlr>J r.nrit1.i1r· '.-.í1tPri~r •. 

_- .· -.--··,1. 

rnmr>n·•.,n>mrv; ?11A1 i 7;>11rfr1 1 n r.¡t1<? <z11r;rorJ¡:;, f".1.l<"nrl~'_'.;1;) ·.f.'Artir:11l A vi Aj.-. •'I 

t r tt'l(,·::. d,r. l v:,,.., i J:°' _. rnn v_~l nr_ i rf~~rl ·r:~~nr.:t r.nf_~ J~l~,~~-~: ""f1',..,e;t'-~r i nrfT\Ant ~,. rlf!.'t 
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4. ? Pr.\r<T T CI. 11 t\ rl-Wd~AnA V T A.1 ANnn ti VF.I nr: T l1Af) r.mJRTANTF FtJ FI VAr. l n 

~ "'º 
dt 

r.nmn •.in;, f'l'"l.ll"h"1 rl0 r.t>n<;i c;tpni::i."' fl<"rfl 1 os r>->s11l t.-.t:lnc; '1"" 
pri:>!=.<=·nt,,mr¡e-, Pn •?l r:>riit-11).0 JTT, vr:-:irnn-;; 'l"'? i;-str,• ri:>c;11Jt·;irln í''·'"'º"' 
nht.Pn0rs0"' pRrtir rlr> Pllns tom,:¡nrln l;:1c; hipótr>c;is nP~Rc;Arinc;. Si 

11JL1 f) s11c;t i bd 111nc; v < t) =v r t') =r::nnc;t ;:1nt.P. 

.... . ~¡;_ .:¡, <l·l'l 
f..,.~.-;. "'llt' ) \ 1¡;1,,)(kxv><~ a. <-<>•c.1<.U.·1'.IGtt-~') ó3

kcll' 

.... 
"' 

- "111~ ~ ~ l¡>'lk\lt \i 

.. -~¡;_,.¡¡(~·l.') 

><F.l<;¡j <L .,..._<.h.L\.-\!)E)l~·t') d'lul~' 

no 

Fstn rnnr:-:1.1Pt-cf,., r:on n1.11?str;;\ Fauto 

rP.f1r!?Sr>nt"' 11n" .f11p1·7;1 rJe f1·1;>n;¡rlp rJ<>l:>irl.• ;, J,:c¡ r;11:Jirir.:i.ón Pmit.irlr1 rior 

1,~ r:¿u"'J'' ;irr~J .-.r;,r.i.~ Pst;i f11r>r:>:r1 rlr>hP SPr nul A p,:ir:o1 un movi mi r?nt.o 

l'\hnr<1 hi i:-,n <>s r.:mw~ni 1?nr1? n,111:> si IJ.;>.mnc; ¿.rlpl ;:11"ltp y no nos 

r:nnfo1·mr>mnc; rr:•n ~·°"t'°' 1·pq1.1) t,;.rJp p1.1pc; flt>CTP.mr>" nbtenPr !In n~c;lll t;\rl!J 

fl''" r>« rJP i:irr>n iíl>rinrl·il!V"i<iprri'l Jo q•.18 nCI<\ prr:>pl;lnPíll\I~. 

f'.-"lr11Jr>01nc; ""l tr.°"h-"jOTF><il:iz.,;.rjo 5i:>l:ir<'> J"'1 fli'lrtir:ttlr.i rnr lnt; 
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Tcm~mos ml camhin rlQ vnriAblP 7Ft-t• a inteoremos sobre ~ 

1.1tili::zindo J¿-, e::prP•-.ión e:<pom~nci¿,J par.:\ el cos c.k<t-t"l. DP. est<>. 

forma 11 eg;1r0m1)~. i'\ r¡qr:: 

F- - ";:: - - •"fT ~ \(tl\o.)\t l •/- ( i;_ • .z,¡'1 (. ~. ii) d.~li_ 
o.u..(.0 • V k - r;...+ • \1 - ,. -

l li~-\J ).._ - c.'w.:1 
(5) 

Supondrr:·n1os por simplici<l~d q11e:• li:I pt:\rtíc:uli\ vi.?lji'\ Em ln 

din:·cción x~ ·'•Unque podrie>mr,s torn,'.\r t1na dirección 1:1rbitrarii\ y 

lleg"r al mi~~n r0sultado. Por la simetría del problemn pe>saremos 

a coordenns cilindricas ran donde: 
"' ~. 

F""-1-,,·v,,_en2 \ \ 1f'l"'-11i t_..,~. ~:J"'~.t~a"' J,,.Jb twL-,_<k~J\J 
(6) 

Ahora birm obs'?rVE'mos que kz es una función pnr 

por lo quo ol integr~ndo de Cbl será una función impar sobro w. 

Así pu~s al intograr sobra el intervalo simétrico obtendremos que: 

que erA un n:;s11J t. -:.do i nrnP.rli ato riucs como d~mostramc.s Faulo=O, pero 

obse1-vemos un h·::r:h1:¡ intm-osé1.nt1? y qw~ es la b0se do nu~st.ro 

Si roncribima~ da nuavo nue<::.tra 

(7) • 

obsi::rv.'\rno:~ qi_w cu;.indn vlc>1 ,,<25 dc:r:ir r:L1ando 1<>. VGJor:idad de ln 

p«rtlr:ul:1 e;; "'"'ynr que lú de! lil luz te:ndremos un polo en el eje 

in1¿19in<trio dt!l c,spacio w, lo quo nos llcv.s>. a quf~ la integral &'!'", 

di;:.tinl:« clr:· cH-n. Asl pures, si l<.> ¡;i•rt1cu1a pur~cii2;;e- vi,"'.j-:>r ,:._ 

vt?l oc id ;,cJ 1M1y1Jr qut' l 21 rlr.! 1 a 1 u:-: tendr 1.'>mos qu·:? em í st•: al menos 

i1Ji¡1rhil.1lc· ~\ con-:;idc·rcimos qur: la pe1rt1r:ul;;, tien2 un,:1, mó>SA en 

1·c,p<:'·:'o f í ni t". 1'.\hcw '' bi 0n rr:·cnrdr:mos que r!n un m~di o nademos tf:nc:r 

2 u11:.• p,·.1-iiu•Li VÍ·:>j;.ndo con un·'.· v0J;;·.cíd;-qj cr1•J.yor qu~ lD Y!::lor:id<.v1 

d(• l" 1 t•:'. t·n cli ck1 n1r·dí o, dt~ c•;;l;¡¡ fnrm."\ r1::. d12 t?s>pr.1·¡:.r~.o qu0 si 

1:tH1· 1i.:~ 1 ,1 •.'.1'1'.''• '"!'"·'. lt:. 1 p.:.~rl.lci.1]~, vi.Dj.-, r.r.,n r.1n~ vt:-lnci.d.1cl c.c1r,:."':,turrt:.F.1 

dnniTr:. ,¡,_, 11n <11c:·dio F!l térmínn F,",vv ~-.ei-:. cli~;tintn d'-~ ccr·o, por lc.1 

111, 
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r¡111? sr-i tendrá '11 ¡npnns 11n,~ rnntr\h111:i ón "' Prnd 1$) r>) 

t.érminn rl~llcH. nn L1 •'<n11Jt1l, Pfi rlr->c:ir 1A r>"'rt!r.11JA r-'ldi.;irá. 

n..,, r-~c;i;> m"nf'r<1 nn<:' f11é pr.1<::;ihl.P ·('\bt¡::orii:;i1\ d<? 11n;:i for.fllil nat.1Jr<>l 

1 ;:i r.nndi ri ón snrn: 1.-. vpl nr.i d;:irl • r.t1;1 1.i'I. · p;irt.!cul;:i p.:ir·,,. 'l'Jf> sr, 

prrc;Pnt.r-> R;:irli,,.rión ~Prr->n~ov. 

F'<>rn vol v"mnc; rlr-.> n11pvf) ;:i nUP.C::.tro ·f:áfr:tíl o f!n e>l v;:ir.i r, y 

vp;.i11111s 1 r.• '1' "'' "'"'"'rl0 r.rm 1 ri e.nP.rlJfA ... el P.r.:trnma')nét:; <;:A pl 1P.s l'!fit¿¡ 

t.;mbi ón t:Pntri b1.1yr~ " Prad l"r)fll('\ ·~,,¡. m1mst.r"" PI"\ (?). 

l.ltiJi.:>flnrlri l<is rpl;irínnl?s (TJ.7l . .y <Tl.8> r.¡1u;-· nt:'l!'i propnrrion<.>n l,• 
_,, 

fi:irm;,1 rJ"l rilmrn. r:ril r111,1rr;mnc; 1 A P}<¡:lr..,si órí ¡v1r;1 1" 
-.·-- e 

P.11'?.r.t.rnmAIJnét i r,1 rlr-1 c;i stpm.:. ~ Ji\ c1.1.:iJ rP.s1.1J ta !'."".r: 

W(t)::-3:.. (8) 
T\ 

P•.tP.sto r¡11r> v P.c; r.nnsb,ntt" 1 r< P.nP.rl)ir> P.1 pc:t.rnmr>gnét i r.r1 nn tr:mrirá 

riPpPnrlRnr.i « r1?m¡:ici1-;:i1 1 r:> qtlf? noc; 11 evA r> 'll.lf!: 

(9) 

pnr 1 Cl q11<;> l.JfVl f);irtir11J ;i '1""' vi ej;> ,, VP.J í.'IC:i rl-"rJ C"nnsL1ni·0 Pn nl, 

v¿iri0 nn r<"l\li-1. Ah0r,-. hiP.n '.'\) r,nnsidS"r"'moc; e-1 r.i!<:'\n P.n Pl. rp1i::> v nn 

di sti nt.Q r1"' c<"rri;. f.'ll"ó'S "Í nhsRrv,,.mt:>C\ 1.'J Frnpr!'?si6n pr.ir•.> t.J, ést.:i 

d"pP.nrlP. rl0 t .:i tr~vés rle 1;¡ Vf?lr:ir.jd;¡rJ. 

P.f)l;'nntr«r 1 2' r~r>PrfJi'I y-;-1rli -'lrJi" r('lt" lln;.> fF>F"tir11J •"I r.;:ir<JM),-. 

vr:l r:>r:i rJ:1rl c"n"'t.-.n\:t" " rr.~vóc; de nn mP.rJi r:i dr> r:nn<;.tAnh:> 

47 

f>l;'lr 

Vl?l (")('.' j rJ;ir\ 

rli P.1 ór.i·rj r~ 
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4. 3 PARTICULA CMZGAOA VIAJANDO cm1 VELOCIDAD CONSTf\NTF.: {\ TRAVES DE • 

UN MEDIO MATERIAL. 

F'L1rtamo$ de la ecut1ci6n de movimiento de un<1 pnrticula 

c:cirg<.1d..:i vi<'.>.j,:>ndo en un 1m:·dio mater-ial <III.24>. Suponitmdo que 1¿1 

c<1mpns f;):lr:rnus r.·s: 
co 't. . -

Fn.do·\i~"l!l _P ___ L\l-(\v~l) c.o~~(l·t')CZ.- G)(\,,·l..')~11lc!.\. 
- J l j ""<.\t)\ t. ~ - L ···. ·.. . _\\,_ • .¡j{l•t!) . · 1 

~-<w) -v¡... _. • (11) 

-~ ' 

Do igu<J.l for·ma ,, como lo hicimos C:Llilndo estudiamos nl 

problema. de la po1-U.c1.1lu. 111oviendosc; tm. el _Vil.cio, busc.a.mos eliminar 

la dependo~i~ t~mporal y ha~emos el cambio de variable ~=t-t• e 

int'"grarnos snbn° r¡, ob!:tmiendo as.i: 

F
- - . J lf'l't..)\?..t"t._(.~ • .¡¡¡'j{\¡_·\j) 

..,.le· '\J -: - "l!T' 

t (~.\j )?..i:. - c. ...... ~ j ( 12) 

Podomus suponer qua v apunta en una dirección arbitraria, 

sin end' c>1-go por si mp 1 ir: i dl1d de cálculo y con el fin de poder 

comp:11- ,-n- con lo::. 1-e~.ul ta dos del cnpi tul o I1 supond1·omos qL1C? li'I 

p2'rt.fcula viuji'l <'ert la rlin~c:ci6n x, por lo que dada 1<1 ~;imt~tria clol 

problema utilizamos coordenads cilindricas tomando k • v=w, 

q;i~,k.7.+l·.7. cnml' a!)tcriw-.w,rü.P. hicimos. 
y 7. 

At1m-<1 bien li'l E.·cu¿1r:ion Ct':> presentc:, todavía un razgo que 

le: d.::1 c_;c·1·1-0·1-: ... l i•L«J p•J·:~s c•:irn.-:1 sr: vr:-~ ,'\ún ne• hemos rncmc1on•.1do lzt 

f or tfü'."\ c.-;~ p 1 i L i t-. .. '-l d u 1 ~-i 

pr· 1 ~i: .. t:1 i t.,_. cin L\ 1 F :~r. t cir 

di ·_;trib•Jción dD r..:1r1J.,~· y 
~. ?. 

jp(!:J 1 •• 

m.>nl 1 ene 

r·u•"' _? iJ .-:ue f~1 r,·_.:-;ul ttido CO!l t~l flUC' l"IC'JS intc:re~.;.t CCHTl(.".l:":\ri'.lr 

i:~ E·l Je L'n~ c~rg~ ptlntt_,~1 Dn ~~te caso ~iabrur~os de sustit«Jir 
..... .• . ..... , . rl/7. 
p\1·:)-·,_:.· i..-ll1 ¡,;_, ,_,l ,·jd.1.T1d1) q1,,1 1.·: Lll f..":~ .. ~·r·1 C):.,o: 

r < , ,.. . :._·, , ~ .. :. e.;: - ii ~ i 
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(13) 

Sin cn1lwr1Jo ··i r:o1níJBr••n1os con L:1 et:üación !2) vt?mos que este no es 

el único tér1nino q11e h.:;y que considerar an el i:ál culo dr~ la 

enc•rgí <1 c:c:di ele> pc:o>- l <, pc-rtlcula, hl'lbrá entonces que:? ver quG ~.L1cede 

con la razón do cambio do la enar~ia electromagnética 

El cálculo de la energía electromagnética tot~l lo haremos 

utilizando los campos qua obtuvimos en el capitulo IJ1: 

:t.J~ pt\,)l~~~"· ~1 <.~· .¡; )1. t'_t..,) ,!.~~ 
w U:)~\"llÍÍ ----------

\. <.'\t.1 - ..,te_t"'I J L ... 
Dado que la velocidad es constante, W no tiene 

tecnpora.l teni cndeir<f?. entonces qw:;: 

(14) 

dependi:ncia 

1 o c:L1.:<.l cn c:~_;(?IK i" es 1 « suposi e i ón básica en el resul t¿1da de 

Landau y con e;sto mos.tr<1mos LW1a ve7. más que lé.1 fuc•r;::a ~~xterna 

necesaria para que la partícula vinje a velocidad constante aunque 

radie es pri~cis<1mro:nte 17aulo, HE!n1os demosb-ado que el término de la 

energiü clet:tt-orna9nL'.itic..:i. en esto ca.so muy esp~cial, en el cual le 

velor:id<:\d as cnf1':.1:e.nt:e, no contribuye en el cálculo de f'rad Sin 

v=v<t> 
podríamos asignarle una den~ndecia temporal a l~ y entonc~s el 

A;;i pu.tes ll~·g<rn1os iina.lnv:mte a qu.e: 
"" 1. 

P."t.1 ,,_ ~:: ji' \ _'.:'_'L______ \ ,, • :: 1 <l~ ó "' 
irt j c...l·\1}· .. 1,..\lt'- \_ 

-<O • 

<15) 

Estc:o1 cr:u<>.ci ón fWP:-cmtB 1 i\ mi smi'I fL~rm<1 fLmci nnal que l <1 ec:1.1aci6n 

(6) r:,;;Jvo '1'"~ .~tiori\ t.c•nomos c~·:plic:ih:.mrmtr~ lé.1 prescmr:ia del media 

il i:r.-w(.>;, de .. lA r:onst<mtc~ dic:·léctrica r.. Sr)bra decir que recob1·amos 

dicli,1 r"c.u.-.. :i'~'ll i.um;\ndu •;:im¡1l•:1r.·.'·ntr) .o;·"i. 

E:::-.lr~ n::,L1l t<1do e;·<~ ftH1J¿,1f¡1·,rot:<:d (;n nw:·sti-o:.; ctll c:ul o:, f.Jl.IC:"'.· a 

> 1 

1¡9 



rlifr>r<;nCiA 1.IP] r.;ic:.n r>n Pl r,1.1;11 1;1 í'<'rt.fr:ul.:; V\.'.\j;:t Pn P.) .Vl.lr:\11 

n11pc;tr;1 r.:<prP 0 •i ón ;1hr1rn llQ !'",(? <in11J.;¡, ror J 0 (\1.11'! tpndrP(llC\<; fjl.lt:> J.¡¡ 

í'ilr 1 ir11J il 1-.~r}i :tri\ r>(Jn y Clli'\llrln Vi'ly<l il. VI?) nCÍ.rlilrl C'Qn<;t<1ntP r.nn J ;¡ 
. . 

únirri r<'>e,h-irr:ión rll? 'l"P v rl0>bP.rá!';P.r.-.rri;;iyr:ir quP. r: i:>n P!"I" 011?din. 

pnr 1 n '1""' nsrr>r,"mne, 'l""' rli r:h.:; r;¡rJÍ.:u:i 6n· ... lA. .·rmrl;imn!" i r1f:>nt.i fi r:r.ir 

con 1;i rnrli:trión ~PrPnknv. 

Ahnr;i hi Pn Pra<l rPflrPSf?ntA J;;. t.~·<>nSfPr~nf'.'i;¡ dP. 

] ,:> r":;rtfr:IJJ '" [1f1Y- llni r!,');l rjp i·j Pfll~n,· rJF,/nt', V• 1 (') n11p . . ~_\_' ... ;. . .' : -· ,· ·~-' -.. :. . 
r:-nrn¡:>.:;rrir r.>e,tr> rpe,11Jt:;:1rlr:i r:r:m Al ~IJt.~·nidr:i~n 1?LCripit.11lo 1, í.J""' P.!'> 

lil tr.,.ns·f<;>rrmr:i;i rl"' <'?n(>r0,Íil f"·;r;11njci~r:I clP )·~ngit1,1rl, pnr l.n r.]lll? pnr 

tom;:inrJO! 

nl"Jt.pn~mn~! 

.. 2. = la. 

dE : .!.. ele·. 
d.:... V dt 

... , . 
J J ~l ~L~~(~\ 

-a. o 

R<>c:;11l t.;:ii:ln 'l"P rr.>i rir:i rJp r:nn 1" pr11;ir.i ón 1. ?n 

( 1 (.,) 

P.nrrlJii' trP.nsf Pri rl-'1 pnr 1m,,. pr.irt.ir11l <1 vi rijrinrlo r.r.>n Vl"l nri rl.;rl 

rnn~t;1nt<>" trrivós ciP. un mr>rlin mRt:Prin1 rlr-> r:-nnst.?nt.P rliPlórtrir:n 

1.111 r: i'"1i. nn 

i 911.">l PS il 1 Qc-, r]llí? pr<?sPnt.?mQS l'.'!n t:1 C:?í'Í t11l n l l y l'?S pr;r l"StD 'lllP. 

pn r>st.P r.::i¡:iih•lr, nr;s b;ic;tA r.011 llPQi'r A 1<" P.1<pr1=>sión (11,). 

n,: p..._¡.,, fnrm.'> V1;>mnc; '11.1~ 1 ;i f;,ifli 'AGi Óll Í:P.rPnl!!:W p11prlP VPrSi;> 

l:í_1rt1i; l.H1 f'Y-~1!1 J l?'l\'1 rJp rp;,rr:.i 6n (ip r¿,f:ii . .-.r.i Ón ~ f.11.IPc; p.:;rt i l?flrlr:J rlp 1 rl 

r~n 111'\ mPrli n y 

r11rii:wi r:i nnr'c:. rl.,, Vl')l nr)rjrtr!~~gn~t"AtP;'.~.cflf'dif.ql.; r11nti.1ril 11 r.;grimr:>c; " 

tr;-.vós rl<:> 11n h«l ;onr:r:> rlf> PnPr:']i~ ::i.;.1.;.;•.,;v,'pr~·s(Ón, prP.c:;Pntrid"' ""n 1 ns 
.}:. 

t f?''. tí)<;. . . _-. ·.:~·."~~::.::'.: ... ,::~.<::·····;. 

h<ir-:r>r .hi nr.""'piP.>Pri ~\i!'? ~l-" ;; ri~fl rlP. 

;¡.~ 11n:i f1"rt.ir-11L, inmi:•r5;• Pn11n m~rtiJ fl;.~tl;>~1~l ~Ítmhi <J en el sPntidn 

do 'l"" '•hnr" nl r.;•mrn rr-nrl11r:i t.lr:i rrir.:.J . .o>;. pJ:.>r'tipil_.; fllll? i ntrorM-:tú.'> 

r:nn r-11.• n>i«111.• «n rmr11Pntr;-. mnrlifir:;:.flQ pn~ 1n'prr>c;Prir:ifl rlPl n1prl\n. 



(1;,i ¡1ur~·.; t.:l 1ncd) o vi cene? D. 1·osul tor l"' mcdi 0c\r.i1· cm el rroci;~,a de 

<1111:0;1-,t,:-r.-.r:ción. Y r:m C!S+.n. c<1so volvemos.-. n~cnlccir qui? li'I C?nr.!rgia 

obs 1 ~v2J~ como radiación no pu~dc considcrorse corno una perdida 

solo pn1- pv.rtc di'.? l<". p,;rtícula. viD,jcra sino qu.e hil.y qué' con:.;idcrar 

qur. Pl me-di o t"mbién cont1-i.buyr.?, tr;:d:1mdo;;e de 

e: o 1 t:•c: l i \1(). 

un e.f C'cto 

ll2mos visto que nuestra hipót~sis d'? qu12 L1 r<1di.xi6n 

CerGnknv puede ser cstudiadn como tm problema de reacción de 

re.di <"ción l?rf.I con·ect~. l .. os cálci1los a lo li11·go de esb:: capitulo 

se h~n rui'llizado con5id0r<1ndo que tenemos a partic:ul '' 

movi~ndosr. con velocid3d constante, sin emb;1rgo corno un 

complomonto a lo estudiado present~remos a continuación el 

reSLllt.a¡Jo que; ·-;r; obtienr: cuando so ccm~.jrJm·a "' la particu1.=i 

rnovien~os~ con velocidad arbitraria a trnvós d~l modio mat~rial. 

De lC1 ecuación para la energía electromagnótica (14) 

observamos que ésta depend~rá del tiempo debido a la dependQncin 

temporal de v, de esta forma el término dPldt c:ontrib11irá 

)( ~'-'l>.0..'-l'\ ...... 5,!cJ~-~·) 
r..~-.,.., _\I<{.~;¡:; .. , 

'\>':..\, ~\.') 

.¡)": \i l\") 

El tér-111inc.:o f'"mJtc> v e::n este caso qll.ed;:i d¿ido par: 
"' 

1'.lt'I :-.-c,,·<'-l\') 

\\t1.:•¡ = <-l\l·<'ll.''l 

J \ 
? ·i._. lH\'·i'l~l l 

F.,..~. ·\Í =·1n 
1 ,i"l~ 1 l.¡; l\' » lil•l - C ~ ·iitu)(h_.;;tt'l)] <•• ~~ (l·\' l ~· 0 lH.' l A ~ll.J \.': :~...,.\ • :¡; 
~ ~ 

Por lo q05 la e~presión p~ra la energía total radiada por la 

pM·ticula C<l vi11j::w con una veloc:id<>d c:i-bitr;;ri;, <:1 través clcl 

modio material quc;d6 dada por: 

q:i,_ 1 - 'F - l.i. l -· <~J.~L ··" - ..... \.•'\) d\:. 

t.r.mpor2l de l () 

, "11 •( i d: rl • fT.,- "1 rnorr,vrt1: o nr:- :-. 1 \ 11d t..~ r"<'mei>» <• _.el ec i !"' qtm o.ste es uno 

de· 11.1·.- ~·,lq·,tc_1~:. de· 11·_•:. C\\t11(") :.:~1 p;:.dr-1.:\ pat-t.ir p.:-r:a \111 1:rt,b0.jn 

pr_,(. ~·i:-·r· 1 •1r _. rtnnrl1:- :1n,,1 ·i ,. ····•:.l1·-; r·1 mov1 r11i onto CJ\!nerc'l put?s es sin c1uc1,:-t 



Si. r;~;<.:- fij.:<n·o:. r,n 10 r.x¡-ir'.:~,ión obi:.~nid;i pAr<I la energ1<1 

i:-J 1.-·<: ~.ro0t:"Jr.,~I: i •:.re rh:,c1·v11r.1i:;s quQ. c1.1¿ncio ""~-. tiene v::.c:tt>, est.J no 

t\o.11(Jt-á ci•:·pr'-·ild··nr.iil \:>:c'mporal ii-1dr,pr2nrlienteíl1ente de l« forma de la 

di'.;tribución de ca1"gi'\, ;:isi pues dl>l/dt="O y la expre'3ión p;.;r<1 li1 

energiA radiadn solo tonrlrá ln contrib~ción debida al tór·mi no 

Cc·mo un r.or11pl •.:ment.ci «. Jo r¡11<:> hemos desc!'rrol l.<J.do a Jo 1 argo 

de e~.te c.;1.pítiüo an¿\l.izl•rcmos d;:;, una forma c:ualitativ« lo que 

radi5.ci ón Cercnlmv r.:ua.ndo se tom.:m dos 

distt·ibucionr?s de c:a.rg;) distinta:; 8 la dn partíc1.1la puntll<''ll. 

4.4 RADIACION C[REt~l·~O\I Pt"iRA DOS DlSTRTDl.ICJ.ONES DE Cf\¡:;'.GA 

Hasta el momento hemos trabaj<1do con el caso de particul<1 

puntu,11 y obt11vimos lt1 e:{prC?:;ión parn la rM1i.;dón CE~renkov, 11:1 

Clti\l pr·esent0 ci;c:rtas c.,iracter1stica$ defi.ni.rl.J.s. Dé> la forma en 

qu.P planh~,:.rn~1•,; r:l problcrr1<i. no:; e'.:", posible nnE>li::vr rliferr.ntes 

distribucicnGs do c~rga y ver c:uale5 1 C\S propiedades 

ffi,?ítCionc•.rJi.\S SC•n )rdor.>rc:ntP.S i-•.l r:,ocJ:~lO df'e pe1rtir:ll] ;\ ¡->11n·t:11al. 

F'UE•c!L; n:-:.11Jt<11· qt1f? ,,.1 cnnsirler<1r otras di:-,t.ribur.:ion::s dP. 

Cflt"CJ<.• 11n¿1 ve·:-'. Cjllf-' <o:·!:' calculr: 1.:i radiación Prnitidu si: obteng.:i unA 

c;w.::•cLc.ri~•licil qw' nos prTmiti:I hacer alg1ma estim<c1r:ión dt?l 

de la partícula carge1da. 

c:~sc<1rón c:sfórico y una distribución tipo Yuk<1wa 1 por 1 o tanto 

YC\mos D obtrn0r Ja r<Jdinción ~eronkov con ellas. Esto puede darnos 

,, l r..~.c,c,".nrn 1 r:<::rr.n r ro r.~: Ci".'";:Gf\ 

Como rdmP.r ej2rnplo cr:insideremos un có.sce1rón esfót·ic:o, en 

r:".'.l:c· c:,1,;n i:r'nrlrarnns un;, di.'.;\Tib11i::i.6n dn c<:1rg::1 d<1d,1 por: 

f ( !:<::- ;::<_tll) -~-- SC\5:-~l-1.11-0.) 
'I 11 >'\i. 

<17) 



VRnido trabajando, osta oxpresión toma la forma: 

p('"-l"~\i.~--
t~rt)~l.t \,,,o.. 

(10) 

observemm-; que en CJl l i mi tf? en el cual a-.o obtcmemoc:; d1? nuevo 

nuestro r~sultado para porticulo puntual, par lo que la 

con1parac'l6n con el resultado obtenido en dicho caso será inmedü>.ta. 

Sustituyamos r;stn rt~sul ta do en 1 r>. ecuación q 2) , 1" cual 

nos proporcionará la energia cedida por esta distribución de cargn 

al vi aj er a vr:l oc i d<"d c:onst"lnte i1 través de un medio de c:onstante 

dieléctrica & : 

-: - -"ilfi<.1. ) ~'li."(,,t .. wtlt...,J-'k 
fou~o •"V:.--- ----

U ... l1)0C\,'- ~1. \.<.w'--c..t\\'1 (19) 

H;u·emos el cfd Clll o de· form:1 <'<náloga a como se des1:1rrnl 16 en el 

capitulo I p0rn p0rticula puntual, notando que en esto caso 

nu.GJstr·a u;q:il-c·s.ión pn'sent.:_1. el mismo polo ,pero },J. forma funcional 

do la C>:·:pref.·ión se vr~ t.\ft?Cl:i:\da por la forma dP. lR distribur.ión de 

carga. Esto nos conducirá o obtener un resultada diferente para la 

~is~ón :ltcJ1 :~~l,~~:ó}~':, -~~)lc:1l¿mjd¡:~ p~~.~;\º:~ ~~ó~¿1mo~,T<>.:, ,. 
F ... +o'V :' ~ ___ ¿, ___ 1_~--''':. '1"i - Ti" --------

q' w ~t\ : l . O.\\:<. lw'(~- .. !., )•<L1 
o ~.-° \. '\ '_:'j: j ~ '"' V" ' 

(..L Ót.f.),, f"'.\ 

L < ) ~ (,_()) 
w. t 7 .. -~.. . ' 

la cual, on el limite de partJculR puntual a~o.se roduce al 

resultado conocido. 

Cumo nHó'1Ki.011"lmos ant.eriorm1~ntC? en este caso este último 

tórmino 0s la única contribución a ln expresión de la radiación 

feren~cv, pues cu2ndo tcnemo5 el ca~a de velocidad constante el 

término d0 ln onorgia elnctromagnética en 12> me anula, pues ésta 

no dcpcnd::;:· del ti Dinpo i ncJe¡rnndürntemente del tipo de di str :i buci ón 

\leomos üho1·¡i. un 1·,cr.ho i.rrt~;rc,,,:"nt8 qu;:> surge dirf"ci:¿i.T,ento de 

nl•»~,t.ro•,, cl1lcu.lo<: .. i~n,JlicPrW">S lo qu·~ sucede con el cono r.en:mkov. 

S.Jh•·11··1.,r. í.}!t·:~ el ;.~·:r:\or Ü'!.; onrf.tt. y lD f1-el:U~~nci.;,1, ch: LlnrJ and~ que ~~r::• 

lffu1w.1JL1 " l.i-~.vif>s de un medio r:;;tfm rr:,lacionado'5 a tr<wés dG: 
h. "" •;,>:"';! 

'-

r.·:
.._1 .. "' 



I 

1 
1 
1 

don do: 

En nuestros cálculos surumlmos por simplicidad que la 

partícula se mueve con v~locidad constante a lo largo del eje x, 

par la que lo frecuencia de la componente de Fourier del campo 

está. r•:?l aci anad<'1. con la componente :< del vector de ande por: 

w: k,..v 

Si est¿, compnncntc- es ur10 ond<\ que se prnp<:;ga 1 i bremente c;st ª'· da:-. 

últimas rel2cicnes deb&n ser consistc;ntes. Si llamamos Se nl 

ángulo qL•t:; fcwmi"ln l« d\rec:r:i6n de movimiento de la pat-ticul<1 y li' 

dirección de emisión tendremos que: 

l:t.: .. ~ \:¡ c.o~G 
lo qu~ nos conduce a: 

t.o!.Sc:..:: ~ 
\'\'lf 

donde $e . es el denomlr.uclo ángulo Cerenlmv y nos limi.ta Ja 

direcci6n de <:misión tle r<:tdiación a un cono de ángLtlo vertical 2Gc 

(Cono C12r enkov) . 
V 

Yu. qwO! c::s;t¿, dr:tlucc1<.'.in del. cann Cerenlt.nv E'·s independiente de 

11' di\;t1"ibL1Ci6n de• Ci•r'CJél que tomemO~¡f<l réf;:l.t:ion entrr-:> Ol ángulo 

de emis\ón de li\ rndi2~lón y la velocidad de la particula será 

indepcmrli•mtP. rle la distribución de c:<1rga que d1:sc:ribr:o <'l la 

p.;rticul<1. 

Hemos visto que e1 tomar una distribuci6n de c1:11-gil distint<'.' 

a la pu1d.u::1l no ,'\·f-ect.a la dirección de omisión del« rGr:!'\ación sin 

embBrgu este; Z\ÍF'Ct:élrá 1<1 m:presión p;,ra dE/cl>:, obviümr.mtc- haría 

falta estim~r ln magnitu~ de esto cambio y determinor a partir de 

q1..1•2 r«:•.tlio 1-C'<:t.IJl¿i, signi-fic,itivo. 

V1?e1mos ;_\hora Lln ejl?mplo mti.s: 

blDI5T~IBUCION YUKAWA DE CARGA. 

Ahora bimi calculcmo~ lo que sucede cuando nuestra densi.dad 

de• c:~·r-•j,·•. tir;-..-.. : l;; 'foi"in"l rJ1,, un<1 di<:.d:r .. ibllr.:ión Y11b:w1a. 

Aqu1 tr:ndn:mos q1.1~ 1 ;:>, tl10?n'3i tJ,¡d di'? CM'<Ju si:e nnc:L11!!nt1-á _ datl<1 por: 

"'1'· - .. _ .... _:l_~J?_\.: __ 5:_~~-=.:'-~!_!_J (2l.) 
\ ,;: ",-: ll.l \ 

' ' 

1 



lo cual en el wspacio da Fourier toma lo formo: 

·'-..- ,' 

Si sustituimos esta. expresión .en rtL1estra ecunción ( 12> 

a q1.1e: . "" 
.P , . :; - ~ 1',..,J :o - "l rr ~ n..u,b y - --

l:ur) ~ 

(' l [\l':.L~·i;ll) ttt_ . .¡;1.¡~i._ 
J (tt+1>.:l-)1. t (\;..\i)'"- .. ~R,l.] . ..., (23> 

Si corr1p<Jra.n1os esta. e:<presión con le que obtuvimos cm la 

sección anterior en el caso de p~rticula puntual observamos que 

ten8mos la presencia de un polo más, polo que nos da una nueva 

contribución a la energia radiada quo hablamos calculado. 

H~ciendo los cálculo~ d0 forma a~áloga a como procedimos en el 

(24) 

De esto expresión observamoG al igual que en ~l ejemplo 

ant12r-ior-, q11e 1 ct mci.gni tu.d de l <1 radii\Ci ón se verá ,:1fectada al tomar 

una distrib11ción de carg.ó\ distinta de la di:: partic:ul<:1 punlL1al. 

Sin embélrao como mrncionamos anteriorm~nte el ángulo de emisión de 

la radiación ser' el mismo que en el caso de part!cula puntual 

pues este t:'.> i ndF;pr:·nLli E.>ntc• de la distribución de cwrgi\ que 

tomemos. 

Nuestrc•.s e:qirT:~.iones (20) y (24l que nos proporc:ion<i.n la 

magnitud de la radi?ción emitidn por la distribución de carga 

pu12dun ';c•r- c:«lc:ulC<d'<S para ll1.?g.:1r al result.:Hlo fin.011 tom<1ndD 

di Vl!r·s.-is •'tlt·o:: i m.:ic i onrés, y.:1 sea sustituyendo 1,~ e;: presión de e 

p¿iy¡-, fn:·cur>1-.ciC1~; !Jr"t)ndes cofl'O hicimo!~ en el ci\µítulc.• I~ o 

cor1sl de1·<1n1Jo a est<:1 t•n<1 c:c•nstante, etc. 

Sin E'mboiny.1 en c:ste r11omento el res1.1l tmlo re levanto es 

CQn:,,idrT<•r 0, 1.•r.1 el cono Ct.~renkov no Sr? vr.rá <"fec·t,;do prw la form.;. 

de 10 cli<.;tr·ibuci6n de c<irga, mient.r.:1s .qur" l.i 01t.<gnitud de l<:< 

r·;1oJi <1ción [,,,.,~11kov ,·,j. t=:\;l:l.> 11r:ctiü nos ·pP.rmi tirá) u1v1 ve;: qui:? 

ho1y.:i111C1!:· rr,.,tlitlo lt\ r-«1di"'c:i611 Cen:o·nknv, rh:;,c:ir algci sob1-e t•l t;}m.'lfío 

> 1 



' 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

(\ l.0 L:irgn d·~· 1.'ste e<.qHtu.l1:i hr>tN1S CLIIT1plido con nuestro 

objr,u vo y s11 h,:1 d•~mosti'«"'HJo q\11? el 1:fecto Cerenkov p1.1ecJo sr1r 

E.'Stud"i<HJ'' como un p1·r,hlt?1na de re;:,r:ción dn radinci6n. Por ott""u 

p?rte hc,mo,, hc:t:ho un bc1L,nc r~ coi-roe: to dD tmE!rgi" y encC!ntr amos 

que, E·n e~_;t.c, c;1c-,o, t.udi.< L'.\ pt)l~nciC\ Slllninistrad« a lé{ p<.1r-ticula 

pr.11- lo;:; c;~rn¡H1s E:'~ cedi rJ.:; con.o 1-adinc:ión. 

Por ot1·;. p:w·l:p <•n<>.1 i;:c.mos 1:1 c:.:,so en q11e ·la partícula 

pu11tual y unt:onl:r<•mo•;, en do'.; casos particulares, que 

no 

al 

es 

cono 

¿~r~nkov es ind~pendiente do la distribuci~n da carga, mientras 

quD la rarJ·; 2.c:ión Cei·t;-nkov p1-esE?nt:a Lina corrección. 



CONCLUSIONES 

Es bir.m conocido que nl efe,cto Cerenkov sn presenta cuando 

una p.::11-tlculé\ c.:11-g.;d.:1 viaja i:m lln mer.lio dieléctrico con v1,,lm:id.:.1d 

mayor que la velocidad de la luz en dicho medio. EHisten en la 

literstur~ varias formas de atacar este problema, por lo que 

nuestro primer paso fué hacer una breve revisión de Jos trabajos 

al re;,pr.>cto clre Li>nd,<u y J?t:k!:':.onJ tr¡:;b11jos r¡un, r.orno me>stram<:.'s, son 

Cl)n\pl Qílté'nt.11-i Cl'.'>. 

t:?focl:o 

~eren~ov pu~do plontears~ como un probloma de reacción de 

racliación, pues C?StC? cálcula la energia radi:1rla por la p.:11-ticula a 

través del trabajo hecho par la fuerza e[ ejercida sobre la 

p¿¡rticul a prn- el C<'Olpo que ó:c.ta mismD. produce. Tornando el valor 

del campt.:l pe:'rturb211jo por el di el&ctrico en el punto ocupado por la 

particul ,.,., 

Entre las hipótesis básicas qua se consideran para atacar 

este p1-oblem<1 rlest<1c<1 la de S\1poner que la p¡i1-t!cula en ausi::~ncia 

de fuer<: <\S P.:< ter-n.-=-~ vi 21j<1 con vel c>ci rL'.\d c:onst<1ntfJ R pr?scir do que 

radi<i p?rtc rle SLI i:>nt?1-9I i'\. Este hecho fllé el que más nos 

sorprendió y [1rl~L1CUpÓ pues-to que viola lA cnnse1-vAci ón de 1 CI· 

consideramos, coma una 

primP.r,.,. i>pro::imi'•ción, i'\ esti'\ suposición como Ltn<> hipótesis que nos 

permilir·á si11•plifict•1- los cálcL1lo"' p:o>.1-a lr.1 tlted11cción do l.;, 

m:prr,sión p<w<:1 li\ rmerg!a tt-ansferida poi- la p21-t1cula, Sin 

embN'IJO, clt1 un,:i íorm<1 mas ío1-m,~.1, most.1-a.rno~> medi. c:•nte c:J. tec,re:m;:. clr: 

Pnynt.i1·PJ q1.1;:- ¡111t::: .. ~~r-t\ pr·~r:ic:1.1p.:·r:i.ón ci-.\ {t1n-1.:-1.(i.=1 y qt.18 si 1.) 

p::1t"t.lcul;1 r,1df.:• df.'lv'! e:~i~tir· r1ecec;-.<1ri;.,.-n,,ntf:' un<>. íuc·1-za ce:-:tf'.'!i-11.=< qtJf~ 

c:,cl(J·_·: :~.u:.u i:..• ~_:1.1,-, o d1·.: lc,1 cc .. 1t1--•rio no poch-á mnvc:·1-r;G- con v.:4 1oc-idi1d 

c.:c1¡·,~-1L~r1~ (:. t"l::í ¡.1.JG~:; l :J r.-at·-~r1ci~ sumlni-::;tr:,rJ~-:i. por di.rh{":t. f1_1i;:or~C1 

snb1-[, : 0 p:1r·tfci11., sr:· l".1-;-,nsf\lrm<>. <?n r"cli oc:ión. 

r·•''"?.t•) '·l'"'' 111.1c "'.i:n:> i nt;:,rés r0di cii:-:ihc>. \-'li at.i:>c;;.r rl ¡i1-obl <::rr1::1 

de.> l ,,, r.-,.Ji ;,._;i 61-1 fi;rc;nLov c:o1rir:i lln probl!"·n·,~· do r-e¡_~cción de ¡-¿>rjj <.u:iór1 
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Pr:iynri íl•], rnnc;trilOJf1'' t:jll'? rlP f·!l l r1 p111~rjr, r.>btf>n~rsr>. r¡111> hily rnrli.M:ión 

r.-11:in~in 1 :i r.;•r<J" vi ;1ji' r:l'.'n V81 nri rJMi r:nni;,;t:;:int.i:> y F>ntnni:Pc; SP 

rrl?sr>nt;, P1 P·fo>r.tr:i Í:rorr,>nkr:iv. fin;¡ r.lr;>; '1'\.~ '}.Í.OP;\S 

flnrlrf,'• "'<"l)llÍi"C.P rlr> r;c.tp tr;>l;.:1jn P.!; i;:>f' e'c;.t11rlin 

i nml;.'rji i<tr>"• 'P"" 

dr>l ml'.'lvi. rni r>nt n 

;..-!)itr;win r.lP """ f'"rtfr:11Jr1 r:<"rgAr:l;i rl0ntrn dP. 11n m"!rlir:i m.:1h=>ri<il, 

f>•Jf?<; 1 :.e. "'"rrPc,i nnr>s '1'"'' h,,rnnc; nhtP.ni dn no sr.in rn11y tri"n"<f1·'>r<:>nt¡:.c;. 

lln hPr:hn C1"''' rJo;b,., r01se>l t;,rs1=1 PC\ r¡1.1p l"' r"1rli rir:i ón !'Jl.IP. e;,, 

nh>.,r-irv., nr> snln rrnviPn"' r.lP 1.;. prirt.inll" vi."4jprA o;ino q11P h·:>brá di'! 

r.onsi rJ,-.1-;w«r? n"''"'""ri ,.m.,nt<> ·:>l rn<>di n, p11!"<:: l r:>s rnnc;t.i h1yr->ntP.s rl"' 

PS!:r> "irJfl ;,ff'>rt;irln'~ !'Dr P.] r:-;:irnp!"' º"' 1.=1 f1"rtir11l,1 y r:rmtrih11irán " 

li'I rciMi:wiór;. f\c-i p11rc; rv:i pnrlr->mr:-•s c:nnc;irlPrAr <1 1"1 rc>di;1r:i6n r.nmr:i 

l\fl rrnr:tJ«<n í nrJi vj ril,1¡¡] sínn~ 

1 
1 
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