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P ROLQGO 

El presente trubajo tiene como objetivo dcter~inar las 

condiciones de cstabi.lidad para un plilsma en equilibrio, 

dentro del mu reo d<:> la teoría magnetohidrodin(u:iica, dadil la 

i.mportancin de las inc~;tabilidades de los plasma::; en difcrcn 

tes fcn6monos que ocurren en nuestro sistc~~1 solar. 

El estudio comienza µlcntcando las condiciones bajo 

las cn.ulc:::; lu. materia se consid·.~ra pia~3mí1, asf como los pu

):tlmetros y caractcris tico !~; m,1~. importantes de un p 1 asma, e~!: 

fr\tizdndor~c (~l com~)ortonícnto colectivo que solo presentan 

los plasmas. 

Basfindose en lo anterior, se elabora un capítulo en el 

que se de~;arrolla el modelo magnetohü1rodin.'.\mico a partir 

de la mecánic¿¡ de: fluidos y <l<: 1..1~ l(::'.J't_':; qllt~ gobícrnJ.n ol 

clectromagnetü;1;;c:; clásico, haciendo Gnfa~;is en las condicio 

nes bajo las cu;üec; di.cho modelo es v:ilido. En ese: capítu

lo se incluye un<:t breve c1iscus.i.ón ck la~> ccuaci.oncs ele Max-

well. 

El tercer c<:tpítulo lo constituye un estudio del cquili:_ 

brío magnetohidrodinámico, estableciendo lo que se conoce 

como ecuaciones maqnctost5tiCiil>. 

Por dltimo, en el capitulo cuntrn, se estudia la esta

bilidad de un plasma para p•3rturbaciones infinitamente pe._ 

queñas, dentro de este marco se analiza la energía del plaE_ 

ma dando como resultado lo que se conoce como principio de 
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energía, a partir del cual se puede establecer una condición 

Buficientc de estabilidad en t6rm1nos de la energía poten-

cial, así corno el cálculo de dicha energía a partir de la 

confiquraci6n inicial. 
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E11tcndcmo~1 por plasma un qas ioni::ado en un estado de 

cuasineutralidad oldctrica, el comportru~icnto del cual cst5 

non. 

El plasrn~ es cuasincutro, e~; decir, 

ca no lo ... ~-;. Esto se loar~ ~i cualquier conccnlraci6n 12 

cal de carga~; o pot:cnc1al c;~tc-rno .i nt t·(;itlucido en el s.i.stc•md 

mar lil dc11sidnd de io11cs icrual a lri <lc11~;itiaJ de elcctron~s, 

El comportamiento colccLiv0 ~e doh0 n auo ol movimicn-

to no depende c;olamcntc de condiciones locales, sino t~:imhí6n 

del e!.;tudo del pli:u;m.:i en regiones rernotws, es to debido a que 

la fuerza de Coulomb entre particula~• carqadé1::; 0s de Iarc¡o 

alcance. 

El t6:rr..ino plnsm¡¡ fu0 introducido por 'l'onk y Langmuir 

en 1928 para describir una colccci6n de particulas cargadas. 

Al estado de plnsmn se lo conoce' t.:imbién como "cuarto esta-

do de 1.:i materia" y surge de 1a idea de t·I. Crooks',. que al 

agregar calor a un s61iclo, sufre una transici.ón de fase a 

• Crooks dió ente nombre al medio ionizado en la descarga eléctrica en 
un gt1s .. 
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un estado gaseoso y ni se agrega aún más energ!a a un gas, 

ésta se emplea en la ionizilci6n de alguno t1c sus átomos. A 

una temperaturet superior et 10 5 ºK la "1ayoda d0 lu muterin 

existe ·en un estado ioni.zado, es este cuarto estado al c¡ue 

ce el aas y si la 2c:1si~~J es sufic~entcmcntc baja pnra que 

El Rol y ln~.1 e::~trollzi:.:; :.;e encur.:nlr.Jn 1:-J !-~Ufic.icntcmcnt.~ 

mente c~1 lien tes ~arn crtt ar cn:;i por completo ioniza dos, lo 

verso e!it6 en cn~ado de ~jlasma. En la ~~icrr3, debido a s\t ba 

atm6sfcra ccrcanil, no existen plasmas naturales, n excepci6n 

de los pla~mas t0mporales tor8ados por lo!; rcl~111µagos y los 

bargo en la ion6sfc::ra existe plasr:w creo.do por la fotoioniza 

ción y mtis afuera, los ani ll.os de radiación de la •rierra 

(anillos de .Vun Allen) consisten de eluctrones y protones 

atrapados en el carnpo magnético de b 'l'icrra. En realidad se 

ha observado qua todo el espacio alrededor de la Tierra has-

ta la magnetopausa (límite entro el campo magn6tico terres-

tre y el medio inteq>lanetario) esU\ lleno de un plas111a sufi 

cientemcnte dihiído de orotoncs y electrones, TI través del 

medio interplanetario fluye plasma proveniente del ol llama 
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do "viento solar". Es importante scralar que el viento solilr, 

a pesar de ser un qils r..uy diluído, con apro:.:ir:;zi,:arcntc 10 

part cffiJ il la altura de la orbi.t:l Tcrrc~;trc, micdc ser consid::_ 

-··~-------·-----------., 

Em:r:c;r;, !JE 1o:nu .. CTON (cV) 

l! idróqcno 13.G 

lle 1 io 24.6 

Litio 5. 4 

Ne6n 21.6 

Cesio 3.9 

Arg6n 15.7 

Mercurio 10. 4 

~!olécul.:: de l!idr6qc•no 15.4 

Molécula de Nitrógeno 15.8 

~li tr6qcno 14. 5 

Oxígeno 13. 5 

Fierro 7. 8 

Sodio 5. 1 

Ti\!3LI\ I. Energía c1e ionización de algunos elementos. 
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La invastigaci6n en plasmas no s6lo sa ha oriantado a 

la mcj or cowprcn~ i6:1 de los p l a~;r~1tls naturales, ta1~bi6n ha es 

t,Jdo rcla.ciunn<la con [)ODiblc::; :?pli.ca(~inncs tccno.l.óqicas, Pª!:: 

ticularmentc: la :u~~i.én tcnr-.onuc.tc.:u· ccntrol.:i.d.1, i::isf como lu 

ductivülatl eléctxi.cd del orden de la :;:ít:ad Je, ciu m!iximo va 

lor posible'. y con un .t ':~ de ioni;·.:1cíón lll cond~1cti.vidad es cu 

toncas útil anali~ar tcóric<ii:«::ite C'l comportamiento de un 

gas totalmcn tl} ioni ~:ado, e 1 cu a l. tiene: L:.i vcntaj a de ser mt°iS 

simplo. Este trnb~jo se er1foc~ ~1 c~:~o de ioni~ación total. 

El estudio de la cs~iliilidad de un µlasma c3 importante, 

porque de los s1~3tcma;.; na.Lu1dli..::s qu12 invclucr.:1n p1t\srnn, sol~ 

mente do UíJU6llo~; cuyus co11figurat:ior1cs se311 c~;tablos, se es 

pera quo sc•l:ln pu rmancn tes. l'~dcrná:; mucho;:; de los fenómenos 

que ocurran en el Sol y en las ma9natósfcras planetarias es

tán asociados con inestabilidades de los plasmas involucra 
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doa. 

Algunos ejemplos en los plasmas espaciales incluyen 

inestabilidades que producen onda~; no lGrraica::; y distrib~ 

ci6n de partículas on lds !·~-..i.~;¡~ct:;.sfcr.~': y el rr.edi.o inter

planetario y radinci611 I\o t0r:::ic~ de les pla~ctns y de la 

corona solar, inc:t;ti1bilidatk.:~:~ .involucr.:;, 0:1~L~ en et.cctou 1..le 

propaqaci6n no lincn.l en la icn6~;fc·.r.:."'., e .i.n::Jt..:lbi. lidadcs 

que dan lugar n la <liSJ?Crsi.6~ y accler~ci6t1 de partículas 

r~pidas en plns1~~1~; asl:rofiGicos. 

Para el scil 0:1 particttl<lr, so !1a1l st¡gcrido difcrcn-

tes proccsof; ele incst«1lJilidndc~1 co;;-.o r:~ccanisrnos de: acclc 

raci6n do los r~yos c6sDiC0!1 sol~rus, prod~cto do lns r~ 

fagas solarc.:s ._ 

La. prob<ibi lidacl dc que una confiqur:ición en "'iu ~li 

brio de un pl,1~,111:\ ~~cz¡ estable L'~·J tí-;U~:· !Jc:.1t.:e:-:n / de· .. 1h.f .la 

necesidad de un cr1tl:.i:1u \.1 .. : ..:::~;~..::~::.'. J.i(1.~1ll (lllL~ p0rml tu de ter 

minar si. un oquiJ.ibrio es estable o inc~-;tüblc. E~:1tc cri·

tcrio se obtiene a parlir de lo que se conoce co~o m6to

do de la energía. En este trabajo se desarrolla dicho m6 

todo, a partir de la tcorí¿¡ rnagnetohidrodin~imica. 

Cnilnclo se h;1c2 u;;o de ;:ilr¡(m resultado no tlosarrolla

do en cslo trabajo, se h<icc referencia al aulor que lo 

trata en la form<i m5s clara; par2 lrnt<imicntos alternati

vos con~;llltnr la llí.blioqrilf'.Li. 
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CAPITULO 

I:ESCR!PC!ON GErlERAL f>E Uil PLASMA, 

En este capitulo :.e di;;cuten lo'; parámetros as! como las ca 

r.actcristicas m5:.; Ü\¡Kn:tantct> d(' un [Jlasma en equilibrio térmico. 

1.- Plnsr:iu. en oouiJil)rio tr3rnJc.::;. ---------

luwe11 i..li.:.>ti:iDuici;.1;j lJni.fori;~encnb.·:: .. Si V t~S un volumen cúbico 

unitario, entor~cc:.; h¿1J' ~~ !l·.; 
111 

particulas por ludo en el cu 

bo V. Si d co J.a distanciil media entre una partfcula y su -

vecino m:!::; cercano, entonces 

(n 0 l/i -l)d - l 

de ahi 

Si na es muy grande, i,e, 

ne 11
' >> 1 

entonces 

d - no- 113 (1.0) 

el plasma puede ser trntado c11sicarncntc si la onda as~ 

ciada de De Broglic de la p¿¡rtfcula tiene una longitud ·\ m~ 

cho menor que el espacio entre partículas vecinas¡ es decir, 
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de acuerdo con (1.0) 

(1.1) 

Las aprox1~acioncs ccrcan~s de un gas de particulas 

coulombianas con onergL1 dn.:!tica r.wdia Ec, estfin dados por 

lo quu ~u cu110cc c=~c <listancia crftic~ o l0nqitud de Landau 

'~L 
Zc~ 

(l. 2) 
-¡:;~ 

s1 se cumplo que 

Au ,;...;: f.L (l. 3) 

entonces se puede despreciar la dcgcncraci6n en los estados do 

de dcsprecia1 cu~l~~ic~ ~~cc~n c115ntico y trata~ al plasma cl5 

sicarnentc. 

(1.4) 

es la velocidad de le. luz: 

Si se cur.1plen J.¡¡s condicionl:S anterion~s, el pL1sma pu::_ 

de ser tr~tadc clfisicillncr1ta 1 y puede ~studiarsc utilizando 

la cstadísU.cu do :-lax\>1011-lloltzmiln. 

unido.u ck volumen, con veloci_d¡ides entre \i y í5 -t ai.\ de un 

plasmo. en equilibrio t6anico, entonces, de acuerdo con la es 

tadistica de Maxwcll-Dolt:man 

~m est11dio dí~ lDo fenómeno~; cuánticot; y los fenómenos relnt~vistus;. 
se puede consultar: 1~. Bi; iscr, Conceptos de rís i.cil 1'~odc:r:na. México, 1981 ~ 

t·!C Graw-H.ill. 
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u 
11 exp - ff!l- (1.5) 

con u!; 1 mu2 
2 + encrg!a potencial 

T5 es la tc~pcr~1tura de las partfc\llils J¿ especie S y k 

es la constante de Doltzrnan. 

Integrando 11.5) podemos encontrar que la energfa ciné-

tica promedio es: 

3 
2 kT (1.6) 

Como Ec ~, T est<1n rclacioadas por (1,6) es común cncon-

trar en libros sobre plasrnas la temperatura en unidades de 

l ev l 11 GOO ºK 

Es import;:mtc mcncion.:.r (¡uc un pla::;m,~ puede: tener va_ 

rias temperaturas al rni~;rno ticrnpo. En oc¿wi.oncs los iones y 

los electrones tienen dü;tribucionc~; de Maxwell con difcren-

tes tempcrziturt.:.::; {'1'
1 

y 'l'e, rcspcc:tivarnent:e}. Esto sucede 

cuu.nJo l;¡ ri1::6n ele coJ.i,;ioncs (:ntre iones o entre electrones 

tonccs Cilda csp1.,cl.é' u:¡Ui c11 su ¡n·upio equilibrio t6rmico. 

2.- Parfimetros y Caractcrfsticas <le un Plusm¡1 

2.1. Longitud de Dcby~. 

En fa introducción definirnos un plasma por dos caracte-



11 

risticas, efectos colectivos debidos a la interacción elcc_ 

tromagnética y cuasincutralidad cl6ctrica. Es por tanto de 

inter6s dctex:rninar la di::;t.z--¡nc fa a la cuo.1 ~;e ex ti.ende o 1 crun 

po c16ctrico de una partícula del plasma anl~s de que su 

efecto scu <lnUl..}JO r.:;0.:.~ 1~~~~ pti.rt'lculw.s de car(_JCt opuo:.;ta que 

se cncu~ntran en la vecind~d. Dicho potencial satiBface la 

ecuación de Poisson (Rcitz, 1984) 

donde la densidad de carga Pcl est~ dada por 

Pe 1 - en 
() 

+ zcn.i 

En coordenadas c:-,,C'~J..l...:; .. -..:: (1. 7) t.ieno la forma 

(l. 7) 

Dado el potencial ,;,, la ecuación ,(l. 5) tiene la forma 

A cxp [
- .i mu' + Z~e.¡,1· 

k'rs 

lnteg.rando f
6 

sobre Ü 

n s 

De (l.B) y suponiendo que Ti 

(l. 8) 

T 
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Utiliz<méb la condici6n de cua,;incut:rnlidad 

r º"' c•vp(- W2:6·1'·:·1] 4 ;;ene o cxp (E"f1.l - h 

. ~ ' 

De (1.2) y (1.6) se deduce que para distancias 

Podemos dc~>a::rollar los exponentes y climina1· los tér-

minos de orden superior 

(l. 9) 

Definiendo la lonqitud de Dcbye como 

) 1/2 

"º ·' [-·--~'!'.. ____ ¡ 
- e 1 (l+Z·) 4nnú 0 J (1.10) 

(1.9) torna la forma 

(1.11) 
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Donde,el potencial 

e exp (- .,!..) 
r "o 

(1.12) 

llamado potencinl de Dcbye, es solución de (1.11). 

i l decae Le· (-J)· .,,. --o- H.·•· ]" .• ~' e n "" .( ~ 1 }.p . , ~ .:-. r)· t c.~' ._o (t ..... u , tJ se 
"D 

le conoce co 

mo diHtancia de .:J!)Hnt~1lla111icnto~ Poc.1(::::-,o:; co~l~'ii.dcriJ.r nntonccs 

que unn partfcu1.J. c21.rqu\1a :::n un r~l.l1::;r:1~1 .i.n\:1__·rac:.:i:..)nd ~10J.0 cun. 

partículas que ~e cncu0ntr3n ~ t111a ~i!;t~nci~ 1~011or c¡uc una 

longi.tud <k DdJyc; se dice que cst:i:.~ partículzw :;e encuentran 

dent:ro de una csfora de Dcbyc illrcdcdor de l<t particula car-

qadc1. 

2. 2 Partimetro de Pl<tsma 

Para que el plasmil cxh1.ba erectos colectivos debido a 

la intcr¡¡cción clcctromagn6tica, la lonaitud de Dcbye debe 

ser mSs grande que la distancia entre partículas. De acuerdo 

con (l. O) tenemos un plasm.:i si 

(1.13) 

Definiendo el parámetro de plasma 1\ como 

(1.14) 
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la condici6n (l.13) es equivalente a 

f. » l (1.15) 

Es decir qu0 rl par5mctro de plasma es proporcional al 

número de pm:ticulus c:n uni.l esfera de Dcbye (con j " consta!! 

te de proporcionalidad) y la condici6n 11.15) establece que 

un pln.smn tic,ne un qr.Jn nÚ;:¡0r-0 de partícuJ.a.:.i en una o~;fcru. 

du l\:bye. 

Algunos autores ~lcfinan 01 p~r5mctro de plasma como A- 1 

2.3 Cuasincutralídad cl6ctricn 

1)0 ncur: rdo cc:n lo anterior si se 1ntr0Li.u\..:l.:. u:--. pct~nri fl l 

externo o se fuerza una conccnt=aci6n de cargas en el plasma, 

su efecto scr5 anulado a una distancia - ~D' por lo que la 

condici6n de cuasineutralidad exige yu0 

(1.16) 

si l es la dimensi6n caracter!stica del plasma. 

Poi: otro lado, la fuerza de re:::tauración de cuasineutra 

lidad es enonr.c, ya que cualquier de~;baL:rncc entre las car 

gas positivas y negativas conducen a campos el6ctricos muy 

intenso;;. i\sí por ejemplo, el ci:lmpo cl6ctr.i.co en una región 

de plasma con ré!di.o i9ual a 1 cm. y dcnsid¡id n '·' " 10 1 3 ~ cm'' 
debido a una desviación del U de la neutralidad es 
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cm 
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este campo produce una acc:lc::aci6r. - 10 2 0 E!.;! , de mimara que 
S' 

el desbalanca es rSpidamantc ncutrnlizado oor transferencia 

de olectronc:1. 

Est0 efecto no::; J.lcv;:i a otra c::iractcrü;tica .i.r'.lportantc de 

un plasm.:i; debido n .ln incrc.tu los electrones oscíl.:irtín alr:;. 

dcdor dü ln rcqiGn de carqa inicicd .. Por ~,~ irnplicid.:::td consJdQ. 

rección pcrpcndicuJ ar a li1 frontcr.'.1 de dich,1 rC'qión, cto tul 

excc~o d:~ carga~-; po::;ilf\:as. Dobi.do a !'.>U gran masu el movimicn 

to de los ionc~ CG dnsprcciado por el momento. Así el campo 

eléctrico es: 

Entonces la ecuaci6n dr~ movimiento de los electrones en 

el interior dol plasma es 

reordenando 
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o 

que es ln ecuaci6n del oscilador arrn6nico. 

Es decir que les electrcnes oscilan con una frecuencia 

angular dada por 

(l. 17} 

llamad¡;¡ frecuencia clcct rónica de p lasm<:1. 

Si ahoru t.ornan~os en t;Ut.:!Llü e:l ;:-:J\'ir:;iento de los iones 

encontramos que (:~;to;, osciL:m con un;, frccuencin llam;;ida frc 

cuencia i6nica de pla;,ma 

(l. lB) 

A partir de (1.17) y (1.18) definimos la frec'.lencia de 

plasma (;\ P como* 

2 2 

'" p - "' pn 

2.5 Frecuencia Ciclotr6nica 

2 
- ll'pc (1.19) 

Otro partimctro importante de un plasmé\ es la frecuencia 

ciclotr6nic'1 ~. que es la frecuencia a 1<:1 que giran los ele~ 

trenes de un pla:;m¡:¡ cuando éste se encuentra en un campo mas_ 

nGtico constante. La ecuación de movimiento de un electr6n 



+ 
en un campo magnético D constante es (Reitz, 1984}: 

~<lixfü 

cuyas solucionc!i, si éx, 67 , é:: son vectores unitarios en 

las direcciones X, Y, Z y tomando~= B0z, son 

il<tl 

i: <tl rv + u tú + U¡ (C~ ... scnr! t + Ó cos:d:) l l ¿ lf ,., y 

17 

El electrón se mueve con una ve loe i<.lad u 1 : a lo largo 

dicular al campo en un c!rculo con rctdiu Ju giro rL (radio 

de Larmor) J¡¡do por 

y una frecuencia de giro 6 ciclotr6nica 

e!.l 
mee 

2.6 Clasificación de los Plasmas 

(l. 20) 

Utilizando los parámetros discutidos con anterioridad, 

podemos clasificar los plasmas como sigue: 
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1) Partículas .individuales, no plasma (no hay efectos colee-

ti vos) 

"º < 

o 

a) No hay recombinación si 

b) t~o hay inter<J,cci6n entre partículas si 

o 

donde >-e es el ca1u.no libre rr•.edio Pilr·'l colisiones. 

2) Plasm~ (efectos colectivos) 

o 

y 

a) sin colisiones (plasma diluido) si 
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b) Con colisiones (plasma denso) 

a) Isotr6pico (muy denso) 

íl < ·( \} 

con v frecuencia <le colisiones. Esto debido a que las 

colisiones fn~cuente::; dur.:inte un período de giro dcstru 

yen lae anisotropfas. 

fl) l\ni.sot.rópico 

n ¡. \' 

En la 'l'abla 2 se dan los valores de estos par.imetros P!! 

ra algunos plusmas conocidos. 



--
n, (cm - l) '!' ( ºK) 

1 
;\ >0 (cm) i (cm) ), (cm) 1\, (hz) 

Plasma Intergalfict:i.co 10_, lo 3 JxlO~ 7xl0" 10 1 l 10 l) 2xl0 2 

Plaslíia Inl,:rn.stl,lar 1 10" 3xlO' 7xlo' 10 lb 1.3x10 1' 6x10" 

Plasma Interplanetario 10 1 10 5 10 8 10.' 10 1 l l.3x10 12 6x10~ 

Ion6sfcra lor· 10 3 10" 0.2 10° 1. 3x10" 6.xlO 7 

Corona solar 10" 10" 3;<10° 7 101 l l.3xlü 10 6x10 7 

Q-Plusma 10" 10,, 1 10" 0,2 10 2 l. 3x10 r, GxlO 8 
1 

Q-Plusma denso 1011 10" 10 1 2xl0- 3 10 2 1.3x10- 3 2x10 10 

Plasma caliente denso 10 l 2 lüé 3xl0 5 7xl0-, 10 1 l. 3 6x10 1 0 

Plasmc1 de fusión 10 ¡ ¡; 10" Jxl0 6 7x10 
-4 10 3 1.3xlO" 6xl0 12 

1 
Interior cst<1lar 10 74 10 8 

1 

10 6 10-¡, 10 1 1 1.3x10- 2 6x10 1 r. 

Encina Blanca 103 o 10" i 30 7xlü- 1 1 1010 10-· 6x10 1 9 

i 1012 6xl0 22 
Estrella de neutrones 103 7 io:· 1 

1 7xl0 1 7 7x10- 7 10 9 

Mercurio Hquido 10 1 J 10:· 
! 
! 10- 7 10-1 e 10 1. 3xl0-i 5 10 l (, 

Tabla 2. Parámetros característicos de plasmas t!picos. 

B(G) v (hz) 

10- 8 10- G 

10-'' 6x10-" 

10-· 10- 3 

10- 1 10" 

10-" 0.6 

10' 10; 

10 3 3x10 1 

10 4 3x10 9 

10' 5x10 6 

10 6 5x1011 

10 5 5x1019 

101 2 5x10 4 

10 3 10 1 5 

,·¡ (hz) 

2x1O- 1 

20 

2xl0 3 3 

2xl0 6 

2xl0 3 

2x10' 

2xlü 10 

2xl0 11 

2x10 11 

2x10 1 3 

2x10 12 

2x10 1' 

2xlü 10 

IV 
o 

1 

¡ 
1 

1 
1 

1 

i 

' 
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CAPITULO Ir 

DESCRIPCtorl Ml\GNETOHlDílODINAM!Cfl DE UN PLASMA 

El propósito de este capítulo es el <le establecer el 

conjunto do c;cuacioncs que qobier1vm el. movimiento <le un pla::_ 

ma, res.ultt1Jv d1.: l.:.;~" 1<·;,-c:~ físi<'.".r1 de conserv~1ción de musa, 

momento y cncr9L1. 

Existen bfisicamentc 2 maneras de derivar las ecuaciones 

de movimicn to de un f1 nido en gencc-.:il. Uno dr' es tos métodos 

ataca el problema G¿sdc un punto dn vista <le partícula, es 

decir., este m6tod.o considcril el O u:í.do co:.:10 un conjunto de 

parU'.culas cuyo movimiento es gobcrnallo por lc;s leyes de la 

Cin~mir.i.. Los ft!n6lllcnos r;;v.cro~;c:6pico~; ~;e !JrcdicC!n del compo_E 

tamicnto Üúl fluidG t~ pnrtii.~ de l.:i t\t::c~tnic.i ~, 13 b'.!orfn. éic 

probabi U.dad. 

El m6todo altcrn.:itivo que ~>e usa paril <lerivilr l.:is ecua

ciones que qobici:r::m el P'Ovimíc;nto rle un fluido usu t:l con 

ccpto de flnit:o contfnuo. 

En la aproxirnaciGn de contínuo, las partícula:; indivi_ 

duales son ignoradas, suponiendo el fluido como materia con

tínua. En Cildn punto del fuic1o continuo se; '.;upone que huy un 

finico valor de la vclocid~J, prcsifin, densidad, ctc6tera, 

llamad<:is Vilr.iablc:; de canipo. Se considc,ra entonces que la ma 

tcri.a continua ob0tlece las lcyu:c. de conservilciún de masa, mo 

mento y energíil, que ti:ae como resultado un conjunto de ecua 
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ciones diferenciales que gobiernan a las variables de campo. 

La aprox.i.maci6n del continuo requiere que el cnmlno li-

bre medio de las partículas sea muy peq1Jcño, col11parado con 

la lonqiluu cilractorísticn del fkico, Le. 

"e << l'. (2 .1) 

De esta manera podemos tomar promedios de particulas e~ 

mo un punto e ignorar la estructura molecular del fluido. 

La aproximación de un solo f1 uido requiere udemtis que 

'l' (2. 2) 

1. ECUACIONES DE Ml\XWELL. 

El comportamiento electromagnético se describe a par_ 

tir de las ecuaciones de Max• ... ·cll. S.i J denota la densidad de 

corriente, las ecuaciones de l·!axwcll tienen lél forma (Reitz, 1984): 

V 
-> 1 :ii3 

X E e rc (2. 3) 

V 
+ tl ~ ... 

X B 1:-J (2.4) 

V -· o B (2 .5) 

_,_ 

V E 4'fl"Pel (2 .6) 

i a"f' El término e~ no aoarece en la ecuación (2.4) debido 

a que éste es despreciable. Obsérvese que de acuerdo con 
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(2. 3) 

(2.7) 

si t es el tiempo caractcríst·!co ñc variación del cdr>po. Así 

! 13E/ e rr ---·-- [3. lJ' t e 

Podemos interpretar el t:Gniino t como una velocidad ca

racteríst:i.ca de vnr.iaci6n. E ltonc:u;_; de :.cuonfo con la condi-

ci6n (1.4) 
1 ¡a i:: ¡ _ 
e at: ¡v\' ·----.. :- - "'" 1 « 1 
j V X ii i CJ 

Lo que significa que el sistema e;;.¡H~rimcnt;i cambios nmy 

pequeños dur<inte el t.i0m);O que le tom.:i a la l.u:: atravesarlo. 

Es decir que <.:.;1übi,):; :::z: 0 1 •'."l"·<do elcctrodin5mico de una re-

gi6n del sistcn:J., é>On radiado~; a cualqllier ot.;:a rcqión ciu;i 

instantáncJ.mentc en la escala de tier..po t, y Poclcmos no tomJ.r 

en cuenta la radiaciGn cloctroma~n6tica. 

Se debe notnr 'JllC al despreciar la corriente c1c dcspla-

znmiento, la ecu::icHin (2.6) se: utili:a s6lo raril determinar 

Pcl a partir del campo vectorial obtenido a pJ.rtir del res-

to dl" las ecu<:ic iones. Mti::; aún, el .i :Ji: :: o hecho de que e ~f im-

plica que, u pesür de la <lifc!:0nciQ de mns~ ~e los electro 

nes y los iones, nmlJOS puDdcn !'(:9uir la::; vzu:iu.ciones en el 

Cilmpo, conservándose la condición de cuusineutralidad, y en-
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ton ces 

Í'el"' O (2. B) 

De la ecuación (2.2) se sique que la ecuaci6n de conti-

nuidad de la carga tiene la forma 

div - o (2. 9) 

Este resultado se obtiene tambiGn utilizando (2.B). 

La ley <le o~.m pürd un Gistcr::.:t de rc!:crcncin qne locRl-

mente se mueve con el fluido en el punto en cuesti6n, tiene 

la forma (Jackson, 19G5) 

ji "' aii (2.10) 

donde o es la conductividad el6ctrica. En el caso no relati-

vista, para un sistema de referencia en reposo, si V es la -

velocidad del fluido para este sistema 

¡;;1 t + v 
B e ;: (2.11} 

;ji J 

por tanto de (2. 10) 

-> ·> v i)) J o(E + e X (2 .12) 

la contribución a la corriente dada por el término Pel V, de-

bido al flujo de la carga, no aparece en (2.12) debido a que· 
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6sto es muy pequeño • 

Usando (2.4), (2,6) y (2.7) 

1 p ivJ Jvj JV·E! V 
l ¡ r~ 1 

~!....- t .. rv¡' < < 1 
!:fl e i'J ií 1 

e ií3i (E) ;: 
" '· 

lo que demuestra que o~ 1 V as desprcciJble. A partir de la 

condición de cuus1neur.rdliU<..td (:::'.. 8}, :.:e llet:¡t; 21 ni.smo resul 

tado. Por tanto (2.121 es ln for~n adecuado de la ley de Ohm* 

Si sustituimos E do (2.12) y j de (2.4) en (2.3) obtcnc 

mos que 

+ " X (V ;.: B) (2 .13) 

que !.:JG Có;1:.CC! C':'!".":0 (:\~nación de inducci6n. 

La razón de los tt;rminoc de l::t pi1rt"' derecha de (2.13) 

os, bajo un ~n~Ji~i~ dirncnsio11al 

fíl X (V :-: iJJ 1 V ¡i31 1 4.,-or.v 
e" ¡v (l V;.:G) 1 e' .lnl e' 
41r X o q :;e,_: 1 • 

Definirnos el núrnc,ro mnqn6tico de Reynolds por 

(2 .14) 

n -~, -j> 

•se puede dcrr.ostrai; que_ 1~ corriente Hall ºíl de la forma \>~. J x B enton
ces pura pla!]mas i.r;otrop1cos p.:irn los que V << l esta corriente es des
preciable (C'.1p, 197G). 
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Cuando 

(2 .15) 

.. V B··¡ el campo cl6ctrico efectivo !E + C X es muy pequeño com-

1 
... 1 ¡v .. 1 

parado con E1 o con ~ x n¡ y por tanto de (2.4) y 12.12) 

v - e:-: n (2.16) 

y (2.13) toma la forma 

r¡ X (V X Bl (2.17) 

Las ecuaciones (2.16) y (2.17) gobiernan la inducci6n 

de un conductor pcrfocto, para _el qt:c 

(2 .18) 

que es u11 ca:;o muy frecuente en los nlasmas espaci.ales. 

La ecuación ( 2. 16) :i.mpli ca que E es siempre perpendicu

lar tanto a V como a U; además el hecho que 

.., 
implicü que se cumple (2.18), de tal manera de J ei:; finito y 

diferente de cero. 

Concluimos estn sección señalando que la fuerza electro 



~~gnótica o de Lorentz es 

~ -~ 3 ~ 
l: P.,¡ E + C x B 

pero d1) acuerdo con {2.4), (2.G) y (2.7) 

~ .. ;7'~ 
¡r,1\'xíl¡ jB¡ 

t¡E¡ 
-- ., lr -e~¡) l "' < i 
ctlol 

27 

por t::mto <>] tf·nnino o,., E es despreciable y la fuerza de Lo 

rentz e!; (Heit~., 1984) .. 
l> ~X B (2.19) 

Cabe seíi;:üar que utili::ando (2. 8) , f tiene la foi:mél 

(2.19). 

2. ECtJACIONES MJID. 

2.1. Ecuaci6n de continuidad. 

Suponiendo que en el plnsma no ocurren reacciones nuclea 

res, ni ioniznci6n o recombinación, entonces el principio de 

conservación c'lt~ masa establece que el cmnb.i.o en el tiempo de 

la dcnsid:::d de m·1sn r> de un elemento de volumen, es igual al 

flujo de masa a través de la superficie del elemento de volu 

men, 6sto es: 

o (2. 20) 
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La ecuación (2.20) cxprcna no sólo la conservación de 

la masa, dado que es una ecuación diferencial p~rcial, si-

no que al campo de velocidades ~ es cor1t1nuo. Es por 6sto 

que (2.20) se conoce co'"o •:,ctwción ck cont:inuid.1d. 

El pr ir::ci pio de cons1..::::·1dG i(in del :ac~:~ento es un¿¡ aplica-

ci611 de 1.a 2a. ley ~e r:,:wto11 al r:;ovimicntc de tln el0mcnto de 

to. Las fucr~2~; cxtcrr10s sobre 01 cle:~0r1to se dividen an 

y la fucr~o. de Lorentí~, y fucr:¿:u; ele :;upcrficic que son la 

fuerza debidil a l.:i vrt.:::.1i.Gn y 1L1 dc:b.::.do. 2. los c:~:ucrzos visco 

sos. Esto es 

tlv J 
Pat "' + pg + e " !.l + (2.21) 

donde~ff~cs el tensor do esfuerzos. 

Podemos reescribir (2.21) en la forma 

p(v ·,;¡ v -~ -1--· 
B + V • ll (2. 22) 

Para plasmas isotr6picos se ha demostrado experimental-

mente que, al igual que lus fluidos neutros, se comportan co 

rno un fluido Ncwtoniano*, para el cual 

* Un fluldo newton.iano so pu•:odcJ dJfinir cono aquel fluido para el cual 
rris dependo lineillJrcnte del gradiente de velocidad, entonres (2,22) y 
(2.23) se obtienen sin la condición do isotropfo (h-u1dau, 1959). 
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(2.23) 

dando P es la presión t:cim:din.'.'.mcu.. 
..... 

Al tensor T se le conoce co-

mo tensor de esfuerz.os corto.ntes y cst.'.i dildo por 

T i j" )1 

-., ) 
y . ".J' i ; ¡ ,_ Tx.-1 
k !'\,) 

+ µ'óiJ (2. 24) 

u es el coeficiente de viacoaidild dinárnicn del plasma y µ' 

es el coeficiente de viscosi~1d de volumen. 

Como rusultado rh~l rr:ovil::icnto d,11 fuiclo, en general la 

prcsi6n mcc:.Jnica iJ c:G difurc·ntc de l~-:t presión term0Ji1Himica 

P. Podemos calcular P a partir de (2,23) y (2.24) 

' entonces 

- p 

- p 

'(! .:. 2 ... 
3 :.. 

- P + p'diV V 

n 
"kk 

(2. 25) 

Si el plasma es un gas monoat6míco, la presión mecánica 

es igual a la prcsi6n termodinámica. De acuerdo con (2.25) 

¡1' o ( 2. 26) 

Para plasmas poliat6micos µ' es en general muy peque5a, 

por lo que la condición (2.26) es en general una buena apro-

ximaci6n. 
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Sustituyendo (2.23), (2.24) y (2.26) en (2.22), obtone-

mos 

:iv tv···'.:lv·· P0t + ' 
·• 

·t '1 ;\ - "'P + ·r :·:g C X u , 

que se co11ccc co~o ccU¿!Ci6r1 de r:avicr-Stokos. 

~ v<v·Vl 

(2.27) 

na:jo un .Jntil.isi::i c:ir.~ension.11, la ra~:6n de la inercia y 

los efectos viscosos e:) (2.27), ~i oc y ::e ~cproscntar1 valo-

res caractcrrsticos. de l~ dcn~idad ~' el cocíicienle ·de visco 

sidad <li11~1~ica rcspcctivmncntc, ser~ 

i iV 
l P¡ t 
--11-
11• 1 ;_ .' 

V 
Oc t 
·--v-
Pc .i.? 

dcfj.nimos el número c.11...: R(:yn.olJs Re en fo!."rta antiloga a Rm, 

asr 

es una medida de la importancia relativa del tdrmino viscoso 

en (2.27); cuando 

(2. 28) 

el tdrmino viscoso es despreciable, i,c. 

11 ::; o 
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y (2.27) toma la forma 

J -+ ... 
- 7P + f X B + pg (2.29) 

2.3 Ecuaci6n <le Estado 

tJ¡¡ clc:~~ 12nLu de flui.do no f•stá, on general en reposo y 

por tanto nunca cstfi en equilibrio tc:~odi~Srnico; unn teorfa 

de continuo debiera contQncr la tc:orí .. 1 tcrsrxti.n~:~icu. irrc:ver 

sí.blf: de no cquill.bri.o co::-.o pdrt...,; dt.:: :.;u~; ecui1cí.onc~~ 1Jin6.111.ic:is. 

ncs de; po~;icíón (r:.n .. :r;j.Gn, th:nsidad, etc.) cumplen (:Xactnmcntc: 

brio termodinámico. 

Si ~~ es la razón de producción de c.:ilor de un elemento 

de volumen y S su r2ntrop:la, se cumple que (Callen, 19GO) 

dQ 
dt 

'l' dS 
dt 

(2.30) 

donde, en un sistema que se mueve con el elemento de volumen 

*La hipótesi~ del cauili.bi:io tenn0t.1inf"u:üco local da lugai: u resultados que 
concuerdan bien con. lo:.; expcri!nc~n tos cu.:uido lil c:.;c.n la. de tiempo da lus 
variaciones de los par!tmat.ro:.; d'.~l fluido e;_; mll'.z' grunJc comp:-1.rada con el 
tiempo de relajación térmica <le J41s p<.lrtículus individuulc~ del contínuo, 
y cuando la~3 dimensiones del flui<lo ~on c3ru.ntlc:~ comp;:¡:ratla~ con la.a micr9.. 
cscalaG, {cnmino libre tncdio, c:tc.). Esto se: cumple paro. lar.; inestabili

dades rnacroscópicl:.W. 
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(2. 31) 

tlul es la raz6n de producci6n do calor, debido a las fuerzas 

de fricci6n; J i':• es el calor prod11cido Por el culcntamicn 

·• to Joule; c•l V<:Ctui: ·:e¡ di:-.:no~:.::. r:l flujo Ó'} c.1l0r por. conduc 

La ley de condl1cci6n de calor <le fouricr cstilhlcce que 

(Callen, 1%0) 

·• q - cV'i' (2. 32) 

con r.: conductividiléJ térmica. 

Si se cumplen las condiciones (2.15) y 12,28) entonces, 

utilizando (2.31) y (2.32), r1Cescribimos (2,30) en la forme 

T as 
D'l' 

Podemos c1es11rroll ;1r el térrni.no dS 
dt 

dS 
Cft [ ~ s 1 

;)'l' J 
p 

d'l' + r~s) dP 
dt l;¡p DT 

T 

(2. 33) 

Uti.lizando las rclu.ci.oncs de Maxwell podernos escribir 

(Landau, 1958) 

dS rCp d'l' + ["s 1 dP 
Ot"" 1~- dt '.JPj,l' dt (2. 34) 

donde Cp es el calor especifico u prcsi6n const11nte por uni-

dad de masa. sustituyendo (2,34) en (2.33) 
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s~ !'.!'.!'. + (.§.1 dP 
p 'r dt íll'JT dt (2. 35) 

de un <:rnálü>is cUrnonsional, si Ccp es un valor catacter!sti-

co de Cp, ohtencn:o~; que 

e l 
Pe Ct> t 

:: .,, 
), 

definiendo al nGrnero de r6clet. 

r " e (2.36) 

entonces Pe er; uno. r;~c~dida ele L1 m•wn.i.tud del calor producido 

por conducci6n, respecto al calor por transporte colectivo. 

D0 t~1l ÍOrl!~CT, que ln conducciGn Ge C.Jlor cr, despl.1.:!\.:..lúblc :::-e~ 

pecto al transporte convcctivo si. 

r,, >> i (?.. 37) 

Si se cumple (2.37), de (2.35) y (2.34), obtenemos que 

dS 
dt o (2. 38} 

es decir, la entropía se conserva y el movimiento es adiabá-

tico. 

Una consecuencia de (2.38) se obtiene a partir de la re 

laci6n: 
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entonces 

[
10 ) dP + [E--r:} as 
)PI s dt J s; p at 

34 

(2. 39) 

utilizando lns relaciones de Maxwell (Landau, 1958) 

'-· e r í.3 Pl 
cvlJr.'j' 

(2. 40) 

donde Cv es el c;ilor específico a volumen constante, por uni 

y -

Utili;;ando (2.40), (2.39) tiene la forma 

(2 ,41) 

Si además el plasma cumple con 1& ecuaci6n de estado 

del gas ideal (ver Apéndice Al • 

p pH'.l' (2.42) 

encontramos, después de evaluar [~-&JT a partir de (2.42} 

que 
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Sustituyendo en (2.41) y reordenando obtenemos 

(2. 43) 

Con los resultados anteriores clcfinir..os un plasmn ideal 

como aquel cuyo comportQ::liPnt.o estt.i dct:cr~7'in0do por lus ocu~ 

cionos (2.17), (2.'.'0i, (2.29) y {2.·13); csll: conjunto d0 ecua 

ciones !Je conoce COi\'.O ectE1ci.onc·~:, nHD i.detll. 

Un plasml!. ::_;e put.;dc aproxir:~Q.r por l;u:; ee:t:.ZleLoncs MHD 

idc.:il si cur.,pk con lac; cm1d.i.cio1w'~ {2.Ei), (2.2fll, (2,37) y 

(2.42), adcm6s <le la~ condicione~ p~1ra ~cr tratado clásica 

monte y como contínuo. 
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CAPITULO I 11 

EQUlll!3R!O MHD 

En la tcor.í.-1 l·:llD, cquilib~·io s.ianifica el balance coro 

~leto de fuerzas. 

Debido a qi.¡e una ir:c'.;tab.: lidad es la tendencia n aleja.~ 

de dicho erJnilibrio. Ccnt..rure1;-.os nuestra u.tcnc.i..{)n en estados 

en los que t~:ito lil vclociditci de flujo V, como la ucQlcra 

ci6n del fluido, av 
~) t 

, Don cero¡ e~~ dc~cir, en los que 

cxi~~tc un balan<.::t! entre Ja fuerza d~-:: Lo1·1::!nt;:, el qr.:idicntc 

za de grovcdad) .. Ln.s ccULl.]ionc~J que gobiornan el i..:Gtado de 

equilibrio de un plasr..a se conocen co;;;o ecuaciones magnetoh.:!:_ 

drosttí.ticas 6 mac¡netosUitic;1s (ecuaciones MllS). 

l. Ecuaciones Magnetostáticas. 

Las ecuaciones brisicas del equilibrio de un plasma se 
() 

obtienen a pa:::ti.::: de (2.4) y (2.5) y (2.29), tomando cit =O 

y V = O, es decir 

J -> 
(3 .1) VP e X Fl + pg 

... 4¡; -· (3. 2) V X B cJ 
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y V • B o (3. 3) 

j • 
El término e X B de (3.1) lo podeMOS descor.iponer en dos 

términos utilizando (3.2) 

j 
B 

1 (\1 !3l 3 e X F X X 

J .. 1 ¡n V) í3 l vB 7 (3. 4) e :< B ~ - üii 

n2 
El término u¡: se n.socia qcncrn.J.rr,entc con una presión lla 

mada presión r.iagn6tic,:i. Con este! i.dca, poder.os definir la pr!:_ 

si6n total p' co~o la sur.ia de la presión cin6tica y ln. pre 

si6n magnGtica, i.c. 

P
• l o 

- p + mr 13-

Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.1) 

VP' 

-· Si g O (3.1) se reduce a 

\1P 

6 en la forma (3.6) 

VP' 

J
-+ + 

Í3 C X 

l ca 4ii 
El producto esca.lar cie 

_, 
B . V'P = o 

-+ 
V)B 

!""' ..,\ 
\.>. ,, 

-+ 
..... i.... ... ~ A~ 

(3 .5) 

(3.6) 

(3. 7) 

(3.8) 

( 3. 9) 
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'i con J es .. 
J ' VP = O (3 .10) 

De ( 3. 9) y ( 3. 10 l se sigue que el campo mi.lgnéti.co y la 

dcnsiJad de ccrricntc son siempre perpendiculares al qradie~ 

te de prc~.iór., ~~1 ""\W.l a r;n u-cz P~"; normi:il a las superficies 

iiiobí1rictl~: {supcrfici(:S c~ondo. p -.:: etc); entonces no hoy lf-

neas de cnmpo mngn~tico o llnc~s de corriente que crucen al-

gnna superficie i::oLi~r.ic..l, i' l,~:::; ::::pc!~ficic:_: tt:obü1:·icas son 

tarnbiéin ~~ 1..!r;erfici 1"~·l r·::~'}!!;;t.ic;i:~ y ::~unr'.rficics Lk2 cQrricntc:. 

J -~ 
En general f x 13 t10 t~s constnntc en 1~ 1~cdid~ que VP no lo 

cs. A pc~nr de que J 1 ~ estfir1 0n la rai!~m~ superficie, sólo 

pueden ser pilrnlolos en regiones en las que 01 qradicnte de 

gar a una expresión do la corriente pcrpcn~icular a íl 

e fi'" B x VP 

Por tanto, no e:üstcn corrientes perpendiculares en au-

sencia de un gradiente de presión. 

Cuando las ll'.neas de campo magnético son rectas y para-

lelas, entonces el término d0l l~rlo derecho de (3.8) es cero 

y 

VP' o (3.11) 

o bien 

P' cte (3.12) 
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f 
1 Esto es, de (3,5) 

etc (3.!3) 

si a es una constante qu<; incluye el término S:< entonces 

- p (3.14) 

La ccuaci6n (3.14) establece que para sistemas en cqui-

librio r.111r¡netoi;tfttico que cu.mpl0n con ( 3 .11) , las reqioncs 

de bnja presión cint:; ti cw. son rcqioncs con ca:úpc r:i:!fJn~tico in 

ten~o .. 

Este hecho se ha utilizado para explicar la relativa os 

de campos magn[ticou rcli1tiv~~c11t0 int0nnon, por tanto, de 

acuerdo con (3.14) pil.l:ú c:::t:<c· •'n cquilibr.io mccfinico, debe 

estar a una presión mr'is bo.ja ':/ por tanto, ¡1 nna tcmperutura 

rclati vament:c infcri.or. 

Las ecuaciones (3.1) ó {3. 7), (3.2) y (3.3) establecen 

las condiciones de equilibrio. Sin embargo para configuraci~ 

nes indcponoicn tc}3 de <Ü 1ncnos urw coordenada, es posible r~ 

cbcir las ectwcionc~; de cquiHbr.io a 11na ecu<1ci6n diferencial 

parcial de unu i.nc6r¡nJtn, introduciendo una función de flujo 

magn6tico ~. En las secciones siguientes encontraremos dicha 

ecu<J.ción para el caso de un cilindro roete (simotrfa cilfn 

drica) y un toroide con simctrí.a axial. 



1 

40 

2. Equilibrio de un Sistema con Simctr{a Cilfndrica. 

Tom1mdo c.l eje 7. a lo larqo del eje del cilii1dro, cnton 

c~s se cumplo que 

de la ccuaci6n (3.3) 

1 
j z o (3.15) 

{3.16) 

La ecuaci6n (3.lG) implica que existo una función~ tal 

que 

Bx + 
:31;) 
fy (3 .17) 

y 

n,. - ~ ~) 

rx (3.18) 

donde dada la simetría 

ljJ (X, Y) {3.19) 

La función ~· generalmente se asocia con el flujo maqné-

tico. 

Utilizando ( 3. 17) y ( 3. 18) , si Xi es un vector unitario 

a lo largo del eje Xi. 

(3. 20) 
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sustituyendo (3.20) en (3. 2). 

J 1 V ·• 1 ¡;J n,, , 3 Dz ~ 
' "' - "' X B 417 In·" x - TXY - 'l' .;,z ¡ (3.21) e IT 

A partir de (3.20) y (3.21) podemos evaluar 

;j n 1 
1 [n .. ~) !1,. v:>1;. ~:~~ 1 ::: Ín., 3&. ti;~~: ti) ,. 

e X - 471 ;¡ ;;: + + + y 
1 '· '· ·"! \ u óY ílY 

(3. 22) 

pero de <1cuerdo con (3. 7) y (J. 15) 

(3. 23) 

entonces, da acuerdo con (3.19) 

y 

j 
X, y (3.24) 

Sustituyendo (3.23) y (3,24) en (3.22) 

(3. 25) 

definiendo 

(3. 26) 

1 
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j .. 1 e X B "' E f (';·) '.'1;1 

o bien 

J I3 - 1 ,., ( f f dt¡.) e X 4Ti ' 
y de ( 3. 7) 

i;p \'(- 1 1 
f d1~1} E j 

de dor.de 

p - 1 
J f ª~' + ct;e ;¡-;; 

o bien 

dP =: - 1 
f (3.27) dt:• F 

Sustituyendo el Villor de f, (3.26) en {3.27) 

dP 
d.;: 

n2.1,\ . '" (3.28} 

Si se cspcci fican las funcioncei P (1)') y nz ( ;•) (se pueden 

estab leccr arbi t~·,irin::1"r,Lc) , ~· I :1s condiciones de fronteril 

para ~, entonces s0 resuelve (3.28) par¡¡ ¿; y con este resul 

tado r;e calcula Í:Í t:tili::ando (3.17) y (3.18). 

3. Esiuilibrio de im Si.stcma con Simetría A,:ial. 

La ccuaciór: pare, 'i' qu¡' dcter~üna el equilibrio <le un to 

roidc con simetrfa a:-:.inl, se obtiene con un proceso similar 

al seguido para simetría cilindrica. 

Utilizando coordenadas cilíndricas (X, ~, Z) y tomando 
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el eje Z en coincidencia con la línea central del toroide, 

entonces 

o (3.29) 

Evaluando ( 3. 3 l) mediante (3. 2'l l 1 obtenemos que 

éir (r Br) o (3.30) 

Entonces existe un potencial vectorial ~(r, Zl tal que 

Br - l. 8 ·t (3.31) r ai 

ªz 
1 d')1 (3,32) r- ar 

Debido a que se cumple (3.29) podemos escribir la comp~ 

nente axial del campo magnético, en términos de una función 

de (r, Z). Definimos x(r, Z) como 

};_ "(r Z) r A ' 
(3. 33) 

Utilizando (3.31), (3.32) y (3.33) podemos escribir B 

como 

y de (3,2) 

J 
[
- 1 JX ~ r JZ r 

(3. 34) 

(3. 35) 
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donde se hizo uso del operador 

(3. 36) 

Entonces haciendo uso de (J.35) y (3.34) calculamos 

j • 
)( Í3 e . 

( ~)( ª~' ','1· 
+ "---'- + '· *'~·j l: 1 ''o2 Tzw. (3. 37) 

Ya que P es independiente de <;:, í'P no tiene componente 

•· Entonces de (3.7) y (3.37) 

lo que implica que 

X (3.39) 

de donde r, Z (3.40) 

Sustituyendo (3.38) y (3.40) en (3.37) 

(3.41) 

definiendo 

(J.42) 

entonces 
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j ~ 1 
e X B - 4~ir' 

f (~:)\'~¡ 

o bien 
~ 

J 
X ñ - 1 V(f f e 411r' 

y de acuerdo con (3.7) 

\'P 

de donde 

e( 1 ff<l'1 -111-- . :Y'j 
l 4~; r:' 

derivando respecto a 1;1 

dP 1 
d,:1 :.; - 41¡ r 2 f 

Sustituyendo (3.42) en (J.43) 

l 
411 r' 

d;·) 

(3.43} 

(3. 44) 

Asi la solución general de (3.44), para funciones arbi-

trarias X(Y) y P{~), da la solución m6s general de (3.7) pa-

ra el caso de simctrfa axial. 
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CAPITULO IV 

INESTABIL!flAílES F.tl UN PU\SMf, MHD, 

En el capftulo anterior se anal1z6 la ~slrucLura del 

equilibrio m.:i.~rncto~t:.:ltico. Deterr::inu.r si dicho equilibrio es 

estable o incstal)]c, e~ i~iµortilntc tanto er1 nplicQCiones tcc 

nol6gicns corno ea z1:.ftrofJ::.;ic.:~. 

del equilibrio al rcnli3ar un 

toras, entonces i; x ¿ es c0ro, <lsÍ corno el flujo r1ormal del 

vector de Poyntinq í~ · (l~ ;: Ú), e;; c:i.;c.ir L1 radiaci,ón elcc 

Existen much~;.::; t-JiLu2c.Lo:1c:s lle intc:rl!s en los cuales 

los efectos do la difusión son despreciables durante la evo-

lución del desplazamiento, Ullil voz iniciado. Si esto sucede, 

no se pierde onerg!u erl forma de calor, y 

• !'.:.::'!:.;:. :::::-:.d.!. ::5-6!~ nn <•<> nf~Ce!;aria oura plasma5 :·[fil, ya que la radiación 
es despreciable. 
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k + w etc (4 .1) 

donde k es la enurg'L:i. cin6t:i.ca del sistema y la cnergia po_ 

tcncial W es la !;ur¡-;a ele: la cncrgl'.a intcr.nu I del volumen 

magn6tico e11 la r0giGn de \'acfc) ,V alr0dcdor de V (y dc11tro 

del contenedor si Cstc existe) M. E~ decir 

W - I + Q + M + ~ ( 4. 2) 

En o~uilibrio la cner9~a cin~tica inicial es cero, por 

tanto de (~.ll poJ~~º" escribir 

él onde 6 denota incrcr\cn to. 

Mds adeL.rnL<., dcrcostrc:rcm::is que, en el rr.odclo MilD iuo.:ll, 
- ~ ~r . ~ 

tiW solo depende de t,, t do11do t, (:·~·}) e~; el despLJ.zami.cnto del 

fluido que está situado en R0 en el estado de equilibrio (m&s 

adelante so define Z con pr~cisi6n). La estructura del cqui-

librio aparece en la función ~w(/), pero 6sta no depende de 

la razón de dcformaci6n, ~Glo dc¡,cnd0 de vnlorl!S instantfineos 

-· de t. Podemos escribir 

- 6W(f,) (4. 3) 



48 

Ee ilustrativo rovisJr la grlfica de 6W como funci6n de 

?, en fo~na nn~loga a corno se grafica la cncrgia potencial 

de un t:ampo dr• fuer:~a!:; con~;crvativo en i:\cc:'.ínica elemental. 

Existen v~rias posibilidades del valor de 6W. Si 6W > O 

~o (ver Fiq. ll, c~:is-

¡.• 
·•l / y que contiene solo 

un extremo de 'W. Si despla:amos el sistema de ( ~ O con una 

Figura 1 

cncrgf.a cin6tica k0 e E1 se mantcndr~ oscilando alrededor de 

t = O. En la prácticil, la disipación "ventualmente convcrti. 

r~ k~ en calor y el sistema regresará al estado de mínima 

energf.a C¿ "' Ü). Entonces decimos que el Eistcmil eG CStilblc 

pura todus lil~; perturbacioncc; con energía menor que E1 • 

Si 6U < O para alguna f I O para todil vecindad de t = O 

(ver Pig. 2) entonc.:>D no importa que tan pequeño (y positivo) 

- óWlll puede ;;ar, el sistema siempre se alejarfi de l = O. 



La encrg!a cinGtica del movimiento ser~ K E - 6W 

n 

l:'ic;ura 2. 

y mientras ~W continúe decrccicnao, la cncrgfa c1n6tica se 

incrcmcntar4, lo que puede resultar en la dispcrsi6n total 
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cilaci6n en cualquier pozo potencial (rcpc's,.,ntudo por B en 

Fi9. 2) r 01 si1;tci11J. o~;cilar~ en torno ~1 B sin cesar .. En lu 

pr~cti-CLl la. di;-·ii.p,:tción acu.bar.:'! por convertir ld tih.;;:'~~J. E - ()W 

en calor, dejando <tl si[;tc¡¡:,1 en B. En ninguno ck los dos ca-

sos se regresa al astado <le cqi1ilii)!~io i11icial 

tanto decimos que el sfstcm~ es .i.nc~.;tabl12. 

= o, y por 

Por supuesto los casos tratados anteriormente no agotan 

todas .la.s pu~iil.Ji.lid,:clc.s. Por (\jernplo, un sistema puede ser 

estable para perturbaciones de cncrgfa menores que un cierto 

valor, digamos E1 , pero inestables respecto a pcrturbucioncs 

de mayor energfa. Es el caso esquematizado en la Fig. 2, si 

por ejemplo, la energía es E .. , el sistemi1 rebasará el máximo 
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en A y entonces el sistema ya no regrc:sa a t, " O. Sin embar 

go, en este trabajo definimos la estabilidad sólo con rcspoE 

to a pcrturbacianc~ infi11itcsi~alc~: 

Dccimon que el siLltcm~ (~!; 0stablc si pnra toda t en una 

dad infinitesimal de ~ ~ o, para que ~W <O. 

En la siguiente ~occi611 se denoslr~rd quo la condición 

sobro jW, Jct1~rmin~ la co:1clici6n de f~~t~hi.11.dad del sistema 

1.1 Ecuación d0 modos 

Debido a la natural~~ª infinitesimal de la p0rturbaci6n, 

los término:.> cu,1dr<>dos de l<.1!> ecuaciones de movimiento puc-

dan ser dcs¡1recinJos, d~~do lugar i1 lo que se conoce como 

ecuacior1cs l.inc¿lrizad¿1s M!llJ. Llna caractcr1stic~ cie lct~ ~cua 

cienes lineariz~:das es q~1e cu0lquicr perturbación puode ser 

forma Gnica, por l~s conc!icior1cs Je equilibrio y de frontera, 

indepcndi.cntcrncnto de 1,1 poi:turb'1ci6n cscoc¡ida. 

Denotemos lt1s c~nt:id~1<los c11 CC!Uilihrio con subíndice 

11 0 11
, y las cantidades pc~tt1rbildas con u11 subí11dicc 11 1 11

• Las 

ecuaciones lincilri:wdas son,uUli::ando (2,17), (2.20), (2.29), 

(2.43) y (3.J.) 

a~. (- ~ """Jt = V X V1 X Bo) (4. 4) 
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- V l • Vp o - por¡ (4. 5) 

(4. 6) 

y 

- (V¡ • V) P¡; - yP 0 \1 • V (4.7) 

Consi.dcrando l<.1 perturbación t o<o I t), vector de des 

plazamicnto, de tal forma 

x1 ·• (4, 8) ~. + Xc 

y 

v 1 
aF, (4. 9) dt 

el dcspla~amiento da un elemento de fluido de su posición 

inicial. En coordcr1adaD Eulcrianas, ~. curactcriza el flujo 

de un punto. El Cilmpo V(:ctor.i.al ~- er;t[i bfon dcfi.nido en am 

bos sistemas y la .Ji:f:crencia. ci: 1.~1 intel:prt.:tación no c.s rele 

vante, ya que se t~~t~ do pcrturbacionc~ 01:bitr~rinmcnte pe-

qucñas. 

Integrando las ccuact0nc:s para el campo rnct1JI1~t.ico, la 

densidad y la presión perturbados, (4.•I), (·LS) y (4,7), uti 

lizanc.lo (4.9) 

B1 'l x ({ x Bo) (4.10) 
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(4.11) 

- (~ • tlPa - YPaV • l (4 .12) 

las constantes de integración se eli~inan si la perturbación 

con unu pelota en la cirn~¡ de unt~ c0l)nll con ,-1.lquna Vf~locidad 

sar nunca por la e irnJ.. E;_; :-:.o se lo~rra con la~ condicioncri ini 

cialcs: 

(! (' (" dt t, h, 0)) f o 
-~ ~ .. 
B¡ (X, 0) o 

-· f.' 1 (~:, 0) o 

P¡ (X, 0) o (4 .13) 

Como mencionamos anteriormente, es posible determinar 

el campo r~agnético, la dcnsiuad y Ll presión del sistema PªE 

turbado, Y por tanto la cnorg!a asociada,a partir del conoci 

miento de t y de la configuración inicial. Para el caso li-

ncal esto se lo•;r0 mediuntc L~,!; ecuaciones (4.10), {4.11) y 

(4.12). 

Sustituyendo (tl.10), (4.11) y (4.12) en (4.6); utilizan 
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' 

-
'.)3 

do (2,4) y (4.9), obtancrnoo la ecuación do movimiento en tér 

minos del vector d·.: dc::;pL:i::~~miento. 

( .. ·• J ... \'x('Jx U>:no)) xno 

·• ... 
g'!~j •t)I}~ 

( 4. 14) 

" Las condicione¡¡ de front0r:! son,F finito en cu<:ilqui.cr 

punto y, suponiendo paredes irnpermcuibles t · íl "' O en la fron 

tera. 

F (~) :::c ~0'1""º cc~;;o operador de fuerzas ( 4 .14) corno 

·~ ··~ 

ecu¿1ción de modo!:;. En el .. :J;)(•ndice D fje (.h.:r:~uc;,t.rJ qua l'(~ i 0¡;, 

l!ermi ti ano. 

P"r" 1m equilibrio particular lle 1 h y Po so conocen y 

por tanto se pueden evaluar { a partir de (4.14). 

De la ccu¡¡ci6n {<l.11) tenemos que 

Las funciones propias (K qc f.((,) esUin dadas por 

ya que F es el Hcrmitiano el valor prop.i.o K es real; (Nieto, 1978); 

r 

r 
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cr.tonces 

Int.:;grando rcsp,•cto al tiempo 

(4 .15} 

y 

(4.16) 

entonces 

(xJ F<~ ¡x¡ l (4.17) 

1-.;.s; f!.!~~j nnPs; r.. se l lam:ln modos normales . 
.... 

est~ble y corrcsrJon<la ~l un~ oscilación y ~~ O co1·i:espondc 

w· >O pai:a todo K, o.rovocando que los modos normales oscilen. 
K -

1.2 !-IGtodo de la cncr~L~2 

La energía cinétic.:i K Je un elemento de volumen es 

1 

K ~ jcl3X ~lo i :¡(]' 
pt ( 4 .18) 
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entonces 

Corno F es l!ermitiilno (vl:r apéndice E) podemos escribir 

de ah:í: 

o 

Haciendo uso de ( ·1 • 3) 

a (¡1w1 (u'X r1 ( ';'" r(Zll ~-
... - 2 ~,--[ 

,. 

1 

integrando ) 

( d 3 X t:\·l 
1 ~ rd) 2 

J 

Mul tipliciln(i.o ( 4 .17) por ( e .integrando 

o~ rd 3 Xp 0 1;~ 
J 

r 

1 ' ., -· .. "' - j d' xr · F (e J 

oW 
K 

'K 'K 

(4 .19) 

(4.20) 
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despejando "'K 

(4. 21) 
r 
1 d' X' ;; z 
J ' o 

El numerador de la parte derecha de (4.21) siempre es 

positivo. Para un csta<lu u~~dLl~ ~~ ~s ~io~itivc y por tanto 

., 
En general cu¡Jlquicr perturbación F, la podemos expresar 

como combinuci6n lincul de "i¡.; ¿¡5 i 

(4. 22) 

~vv~ ~K cc~stentPR reales. Entonces (4,20) se puede escribir 

omo 

f .... 2 ·tJJ óW + \d 3 X(/. º·1~ F,,..l tI f(J WJf)o 

J K J 

de ah! 

óW ¡ d'X ¡ ¿ w2 .... ~ 
:: r<K (.(J p o ~J t,K 

K J 
J 

·• So sigue del carácter llem.i tiuno de F que las funciones 

propia.s correspondientes a valores propios diferC?ntes son or 
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tonormales. Las funciones propias degeneradas pueden ser ºE. 

tonormalizades en la forma usual*. Así la condici6n de orto 

normalidad establece que 

-r 1;J él:J -,)( 

y 

/a'x t'iW }: Po a~ ;.:K [,~ (4. 2 3) 
;: 

donde Pv a~ ~~ es positivo pnra cualquier i;. Ya qnc si 

W~ > O para toda K, entonces el ~quilibrio ~s estable, y do 
> (4.23) esto corresponda a óW > o. Si existe alguna ¿1 para 

la que <uf < O podemos elegir una perturbación 1,' tal que 

y e11Loncc:.: ce "11'.'Ue:r<lo con (4.15) el sistcm¿¡ será inestable 

si es perturbado por (•, y L1C (~.23) ,q.¡ ·• O si. utiliz,1mos 

!•. Con esto dcmo~'5trnr.:os que t:W e!'~, scqún se afírrn6 con Cln-

tcrioridad, un d.tscrinünantc é!C c:.;tabilidnd, de Ll.l forma 

Hcsulta clilro de (1 • .14) y (•i. 20: qt:2 el wilor 61'7 dcpe!:!_ 

de exclusivamente t1e /. y de la confi.gur.J.ción ini.cial !lel 

sistema (Gsto es, de los valores do las variables de campo 

Q&.Listema en equilibrio). 

* 1·1étodo do ortunormalizüciÓn de Grmnr.l-Schmidth (tliuto, l97Dl. 
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1. 3 Cálculo de éW 

Algunas Coffiplicacioncs aparecen si el plasma tiene una 

frontera defin.idil, es decir, ef; un sistema pltJ.smu-vacío; 

corrospo11dicr~tc al fluido, ~· Jcriv~r lns cc)rldicionon de fro~ 
_, 

toral inealJzu~~=- ~!; convcnicnto dcfi~ir t!l vector Q como 

{4. 24) 

-· de (2.17) ce simic que Q es d :::~mbio ón en el campo rnagn§_ 

tico siguiendo el movimiento del fluido ~cscrilo por Z. 
Utilizando (4.24) escribimos explícitamente [4.20) 

6W 1 rd'vr · ['"((c·")P 2 J .. ' ' ., y " 

+/, (\!xrlo) xQ-gV • nJI 
,) 

(4. 25) 

Se integra ::;obre ül total de volúrnen ocupado por el 

plnsma no perturbado. Haciendo uso de la::; siguientes ident;!;_ 

dades. 

CQ 
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+V • t((t · V)Po + yPo 'l • ~) (4. 26) 

(4. 27) 

- (V x Bo) (f, X Q) (4. 28) 

(4. 25) torna la forrnn 

óW 1 Id'>: [l <.22 + 1 (V ªº l "'2 ifii 4ii )( 

-· -· -:1 + 'i'Po (V • (,)" + r, q V • ºº''j 

i )a'x 1 • [:f.c i( x ñ,J x Q + ( ( [, • V¡; o + yp o V • ~] 
(4. 29) 

lado derecho do (4.29), suponiendo que S es la superficie de 

la interfase entre el µlasmn y el vac!o, con d~ elemento de 

área tenemos que 

r r . - '" o~ , 26W - 1 d " .,-:;- ., 
J ..... 

-k(vxílnl 

+ t ' gV Poi!] 

- jas . [:f.c 1{ X ª·' X Q + "' . VP, + yPo ' • <] "·'°' 
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A la contribución a 5¡.¡ de la integral de volumen del 

plasma, la denotamos como 'Wr os decir 

l r !o 1 fiGJ lt Q) ~)t 6W 2 Iª :\ l 4;: 
+ 41 (':· >~ X + (V . VPo p 

J 

·• g V • 
~ .. -1 

~¡ Q [,; (4 ,31) 
~ 

A partir <le l~s ecu~cionus de frontera podemos transfor 

mar la i.ntegrar de i,upc'rficie de (•\.JO). 

Para llevar a c~bc dicha tran~;forffi¿1ci611, i1ucesit~mos de 

granda respecto al tic~io, desde t = O la relación 

dii ) ll 
+ V 2t ·:·N'. \'13 (4,32) 

SP obtiene que 

s(x, tl - n, cx
5

, oi V)Bo + Q ( 4. 33) 

donde se ha hecho uso de las ecuaciones (2.17) y (4.9), x s 

denota la localización de un elemento de pL1srna sitU<"1do en 

la superficie EO !)erturbadn (posición del elemento de plasma 

en el equilibrio) y }: su posición <en la sup<:idi.cie perturba-

da. De la ecuación adiabatica (2.43) y la ecuación de conti-

nuidad (2.20) 

dP r," ·v• dt "' - yP (4. 34) 
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Integrando respecto al ti.err.po desde t O, y usando 

(4.9) 

P(X, t) - Pe {Xs, O) ( 4. 35) 

Par~ 12 parte Je vacf0 se tienen ecuaciones si;~il~trcs, 

.... ·~ •\. 

donde D se reemplaza por Bv y Q por 6¿v· De la ecuación 

(3.13) se sigue que, ya que Pv = O (presión en el vac!o) 

(4.36) 

Sustituimos (.J,J3) y (4.35) en (4.36) para 1<1 frontera 

perturbada. Dado que lu perturbaci6n es muy pcqucfia podemos 

hacer uso de (4. 36) para el estado perturbado, entonces 

-· 
- yPoV • l + 8

" 16 + (f,".')DoJ .j;¡ 

·• 
D'.:) X Q r..11..:! la integral de superficie de 

(4.30) se puede desarrollar como la diferencia de productos 

punto; de la ecuación (3.9) se sigue que fi, • dS = O, enton-

ces 

jds 
í 

. 1 1t ¡jo) Q 1 <ls {(Üo Q) { 4. 38) :fil X X ;¡-;¡-
j 

De (4.37) y (4.38) la integ;;al de superficie de (4.30) 

toma la forma 

j .. [ 1 dS • 4rr . t] 
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(f, ·• 1 ·• :± 
'."lBn - T".'." Bov • óuv ... , 

Haciendo uso de la identidad 

·• B ¡f. 

la integral de superficie toma la forma 

.. 
~· ~ -if · ósv] (4.40) 

DaJ.o qtw ('1.36) es v[ilid¡¡ para toda la frontera, la comp~ 
n~ 

nente t,mg..::•::i:d C'.' \' (P; + ~) debe ::;er conl:Lnuw.. 
º' 

Poi: tanto, 

solamente se conservan las componentes normales y (4,40) se 

puGdc escribir co1:\o 

J

' -• -> lr., 
dS • z. E, 

f .• rs 
n; 

\1 (Po + 81:) - E, 
B'.v ·• 

\
7 ~ - Bov • 6 i\,J 

4T 

·• 
.... Bov l~Bv r, --4-:: __ _ (4 .41) 

A partir de cstQ rosultado definimos 

rdS • (.E, 

J , 

az 
~) 2 [V(P + º)] Q 8ií (4.42) 
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Queda por transformar la segunda intearal del lado dere 

cho de (4.41). En el vac1o el desoL:izamíento de la frontera 

cambíél el cil::ipo maqn0tico pur '3!.lv, y un Cilmpo el0ctríco ner¡uE_ 

ño óEv C!l qencrado por inducción. La componen te L1~:! J c;nn:·)o P 10c 

tricu que se mueve con el plasmn, debo sc~r contíntia a trnv6s 

(2.11) a 
·> .. 

n x(ótv +~A fiavl = n x (Í~ + ~ X j3,) ( 4. 4 3) 

Ento ya que el campo el~ctri~o en el vélcío en el equili

brio es coro (~av = 0). Utilizando (2.16) el lado derecho de 

(4.43) es cero y por tanto 

~ 

- n ( 4. 44) 

Dcsarrollélndo el triple producto vectorial de (4 .44) y 

haciendo uso de la concli ciÜ!l el" frontera n . i3 = o obtenemos 

que 

n x óEv 1 ( Íí e ( 4. 4 5) 

Introducimos el vector potencial óA, p<ira generar el 

c<.1111po en el vacío de primer orden 

·> 
'V X 6A ónv (4. 46) 

y de (2. 3) 
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(4. 47) 

donde se ha adoptado la norma du Coulomb, (Jackson, 19G5) y 

Sustituyendo, jtmto con (•1. 4G) en el último miembro del 

lado derecho de (4.~l) 

i3 ,,v · .siív 
--:¡-:;--- 0A) • (\' X óA) 

Apl icune10 el t.c·oremn de Gaus~; 

f r 
1 1 1 

'fii (ds /o c.i\¡ (\7 " ,1!\¡ ¡¡-;: lc]J~ V l oi\ X ('{' 

J 

(4. 48) 

X óAl] 
(<l. 49) 

Donde se cstü i.ntco,rn.ndo ~;obre l;:i región de v;.icío. El 

signo cambii1 en ('l. ·19), ya que as' élpunta hucia afuera del 

plasma y hacia adentro del vacío. Se est5 suponiendo que, o 

el vacío se extiende a infinito o este termina en un;:i pared 

conductora donde la componente tangencial del campo cl6ctri-

co y o"f.. son cero. Ob~;6rvc::;c que 

cv x liAl • (V x .si\1 - af.. • v x cv x aAi 

(4. 50) 



Como en el vacío no hay corriente 

7 X {\ X o/Í) o (4. 51) 

l\ partir de (4.50), (4.51) y (4.46), (4.19) tor.l¿¡ la 

forrnü 

(4. 52) 

Definiendo ówv a partir de (4.52) como 

r 'lv 
¡Q "" 1 • 

lB:,., 

T (4. 53) 

) 

Ciill co::ic una :.;urn<• ,¡,_, l~1s contribuciones de 1,1 región de pla;:: 

rna, la rcc;i6n de vil.cío y la frontera, de l::i:.; ecuaciones (4.29), 

(4.31), ('l.42) y (4.53) 

(4 .54) 

El primer término en •lWp es el cambio en la encrqía mag_ 

n6tica, el segundo es el trnbajo realizado en contra de las 

fuerzas magnfiticas no balanceadas on el plasma, los dos Gl-

timos términos representan el cambio en la encrg(a interna 

del fluido, debido a fuerzas no ma<rnéticas presentes. 

La integral de superficie ~W5 representa el trabajo rea 
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lizado contra la corriente de supe::ficie por los dc;1plnza_ 

mier.t.oH de la frontera debidos a !,. La componente: d() vac!o 

éWv es el cambio en lu cncrgSil rnC\c¡né ti ca en lzi región de va 

cío. 

El mismo re¡~t1ltado se obtiene c~}C\1lando cxplícitamen-

cncrgi~ de l~ r<~gi6rl Jn pl~~~n, vnc~o y frontera. 

unu inc.:stabi.1.i.c':;:d dcLicL: n 1t1 corri.cr--.te:, el :::cc:nJ:1do t6rmino 

b~s por la cont~ibuciGn dr· t6r~inos 11e0~tivo~ n ~W, el ter-

El último término en jW C's un.:: il\t.cq1.·o.1 de: sup:..~rficit.; .:-:;obre 

la j,nterfacc entre c.l plt1!~:~2 y el vc.1c"lo y puede estabilizar 

o ciescstnbil:iz,:-\r, t1cp0:-¡diendo de L:1 confi0u~·aci.ó!; dol campo 

y de la perturbación. 

Dudo que y t1pwrecc, ~;olai:;.cntc corno un término po~1i ti vo 

de 6Wp cnco11tramos que ol sistema e~; n5s csta!Jlc si y es 

grande. Par.:, un plasma l.ncomr,rcnr.iblc (y ·• '··) encontramos el 

caso m&s cst¿~Jlc para la misma confiquraci5n; cuando la pre-

si6n es indcpendicn te d<~l volúmcn (y ·· O ) tenemos el caso 
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m.'.í.s inestable. Consecuentemente, p;:ir.:i demostrar la inestabi-

lidad de un sistema, es sufi.c.i.ent.c dunosti:ar la i.nestabili-

dad del mismo para el C350 de pl~~;m~ inconprcsiblc. 

tema. inJ'c.ial estf\ en cquilib!.~:_o, lo:: tZ~::r:1ino.s de primer or-

ticarncntc. 

La incst~bilidnd d0 un sistc~n e!; f~cil de probnr, a 

pcrturbnci6n on c:l sistc:::u. - normcil::~ontc !.iC c~;cor~;e dichu pe,;: 

turbaci6n por inJpccción - y t7iODtra;~ quC' hz~c(~ dc·crccer la 

cil de pro¡,a¡:, "''·' • r". ~~ 
t 1 .l.. 11 ".,! ~ .... 

tl!rbaci6n dn 1.u.rF~r a un v:1lor nc0nt..ivo de ~rh'. Esto .·10 logra 

: h , .•• ·~ -

;:-_.t..11...;._ ..... _ .. 

La ecu~'1ci6n d0 modo::. pcrrni te tamt,,it:~n invc :·~ t.iqar e 1 movi.-

miento del sistcrn~ en unil vccit1dnd del cc1uilibrio. Tiene la 

ventaja de que se puede c3lcular el valor de ~· de forma in 

mediata, y por tanto, se obtiene de forma directa la fre 

cucnci:::. de or;cilac.~ón, o la razón di...: crc~ci.micnto de la ines 

tQbilid~d. E~~ clnro qu0 el rcsulta0o q\1c se olJt:cnqa s6lo es 

v5lido mientras Lll.qan sicr12o v~ilicla~ las ecuaciones lincnli 

zadas, es decir, mi011tra~ Jou i:Grminos no linc~lcs de lns 

ecuaciones ~mD sc.:in despreciables. La ecuación de modos es 

M!iiitWiiiZi 
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en general mucho m&s dificil de resolver que el c&lculo de 

óW, pot· tilnto, en la :)r5ctica n}sulta mejor utilizar el mó 

L0ao de la energía. 

I:n la siguic11tc sccci6n, establecemos las condiciones 

2. Inc•!'Jt"bilidz!d c!í:~ u;¡ u1a:..>ma co;1iindtio liLLt;;. .\·_, tuc::::a:--; 
----------·~-----·---·, 

Vamo!~ u estucl~ar el c~so ,~e un pla~m3 e~ u11 c~mpo nag-

nótico libre de fuer:~as cncoi·r~dc por parcJ8s ríqidns co11 

fuerzzu:;, ya que ur: ~:~iste;;:~1 libn." de fw:1·z,1s ti.ende· a expu.n-

dirsc). Suponcn~s qt1c 01 plasmn llcn~ to<io <~1 CS!J~cicl Jel 

ble eligJ1.:nc10 "f ~.: O, lo cu;.1.1, Ltdc:::~ús !:>irnpl 1.f.ic.:.1 la expresión 

para 6~b· Dado que el plasn~ cstfi libre de fuerzas, VP =O 

entonces de (3.1) se sigue que 3 y ii son paralelos y (3.2) 

se puede esc~:ibir como 

(4. 55) 

Restringiremos el análisis para el caso de campos para 



.los que e; es constante. Entonces de (4. 31) 

ó\'I 

( 
rfu ld¡X IQ 2 + CIBo • (t X Q) j 

J 

Definiendo 
_.¡.. -~ '7 

R ~ C X Be 

y de (4.24) podcmo~; reescribir (4.56) en la forma 

W B~ j d'X 1 {V x i\)' - "R • IV x fü 1 

~ 
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(4.56) 

(4. 57) 

(4. SB) 

Es claro, n partir de la dcfinici6n de R, que &W dcpcn-

de solo de ~ a trilV6s <le R, por tanto, es suficic11tc minimi-

zar con rccpccto ~ ~- De ~csclt~ ~laro que ~inntras 

para toda ( existe unn ~. solo los ca~pos ~ perpendiculares 

a ii pueden Ller unndos, i.c. 

Da o 

Una condición de normaliz uci6n pura t {o Rl es 

1 
- 1l1i nR · (v x "Ri cte 

(4. 59) 

(.4.60) 

-· Esta condición representa una constricción para R. 

Siguiendo las reglas del c5lculo variacional, multipl! 

carnes ( 4. 60) por una constante indeterminada t. y la .·1unamos 
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a (4.58). l\sí en lugar de minimizar óW, minimizumos 

I rd ix r ('' i ' . L • 

J 

f 
ld'XL 
J 

(4.61) 

I ticr:e un extremo (mtn:i;;io o mínimoi donde! L SilLisfagil 

la ecuación de Eulcr 

donde 

y 

(4. 62) 

(4. 63) 

Calculando cada téirr.:ino p¡:¡ra la componente X 

3L 
óR, . 

.... , X 

;JL 

()R x,z 

( 4. 64) 

o ( 4 .65) 

- 2{~ X~)" + (A + l)nRz 
¡, 

(4 ,66) 

(4. 67) 

- 2tv x IV x RlJx + L\ + llrdV x Rlx 

(4. 68) 

Ecuaciones similares se obtienen para las otras dos com 

ponentes. Por tanto la ccu¡¡ci6n de Eulcr tiene la forma 
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\' X (V X fll ·• (>. + 1) a V X R (4.69) 

El valor de~ que satisfaga (4,69) y normalizado de 

acuerdo con (4.60) minimiza (o maximiza) 6W. Para obtener 

los valores correspondientes do ~w calculamos (4.58). 

IL3.ciendo uso de .lti identidad 

{V ;, í'i¡ • ( '7 ,, fü R• V:.:(?xfü v· [cv x fü xn] 

( 4. 70) 

y de la ecuación (4.69) podernos expresar el término 

aR · (V x Rl ~ [(\' x Kl' + v·ICv x fü x Ri] (4.711 .;+i 

Sustituyendo en (4.58) pnra el valor cxtrc~o de 6W, de 

notado 6Wcx' obtenemos 

1 1 

8TI m 
·• f J . ·• •• 

(': x !{): - ¡ct X v·¡ (VxH)xl<I (4.72) 8ñ '\+1 

J 

la segunda integral del lado derecho de (4.72~ pcL el teorc 

m11 de diverqencin, puede ser escrita como 

dS • (';':.: íl) x H (4. 73) 

+ 
En la pared 1 y B0 son tanq~nciales, entonces R es nor 

mal a la superficie y por tanto (4.73) es cero. Así utilizan 



do J.J. defínici6n de l~ 

i ) jr d ix Q' 
V:: hl (4. 74) 

Haciendo uso de ('1.2,íl y (4.57) expresamos (4.69) como 

o + l)Q (4. 75) 

los valores A de (4.74) se determinan como los valores pro-

píos de ( 4. 7 5) . 

El valor de óW,,,: contiene el r~ínimo ab,;oluto de 6\·J. De 

(4.74) obscrvn~o~ qu0 6~1ox es 11egativo solamente si existe 

tal valor propio, la ccnfinurociGn e~; cc:t¡¡bll» 

El problema de• c~Gt11bi lidocl r;e ha reducido a encontrar 

los valores prop10E de un opcruüor, l!CUdclún {·i. /S). E!:lLd 

ec1rnci6n e:;, por ~;upucsto, m:is simple <}UC la ecuación de mo 

vimiento. 

3. Inestabilidad de ~ruskal-Schwarzchild. 

Entre las inestabilidades m5s importantes, se encuentra 

el anftl.ogo magnetohidrodinfimico de la ineé;tabili.clad de Ray -
leigh-Taylor, la cual ocurre cuando un fluido denso es sopo E_ 

ta do contra la gravedud por otro de menor densidad, el sis te 
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mil esti.i en equilibrio, ya que l:~ L;·):.'.a q\ic <h.:tú:i sobre el fluido superior 

cstS balanceado por la prcsi6n del fluido de la parte baja. 

Este equilibrio os incst<lLlc, puc~ cuJndo el fluido i11feríor 

intercambia lugar con el fluido denso, la cnorqfa potencial 

contrn. de la gr'1vcd~1d !JOr un c0::,~::o rn~ru~(~tico, co110 por ejem-

bre de ino:;t¿1bili.dad de Kru::;knl-Scb:.:irzchild. 

1)2 las ccuaci oncs ( ,:, 1•1), ( 4. 17) y ( 4. 2 4) podemos es 

cribir que 

\~~ p o 
... 1 Q) .. 
f, - l/P¡ + -;r:; ( í' X l( De 

' 

+ 1 (V 4ii X Bo) X Q + e'i g \1 {p o [,) (4. 76) 

donde ~X, ey y ez sot~ vGctorc~ unit~rios en las direccionAs 

X, y y z, respectivamente. Suponiendo flujo incompresible 

y 

o o o o o i3 

Fig. 3. Perturbación de un plasma suspendido en un campo 
magnético. 
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(4. 77) 

Entonces Pi en (4.76) es, de acuerdo con (4.14) 

P: (4. 78) 

Toma~os el campo magnético a lo larqo de Z, entonces 

(ver Fig. 31 

(4. 79) 

Suponernos que lns ecuaciones de cquil i bi-io dependen 59_ 

lamente de Y, y tomareos en cuenta solo las perturbaciones 

que no varían a lo l.1rgo del ca::ipo m.:tqnftico, entonces 

o 

Evaluando 6 encontramos que 

entonces 

(v x Q) x Be + (v x Bol x Q - li (Bo · Q) 

Sustituyendo en (4.76) 

V(P 1 +-
4
1 B0 n i:\1 - ey g (~ V) P 

o 

(4. 80) 

(4. 81) 

(4. 82) 

(4. 83) 
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Dado que las condiciones a lo largo de la frontera en-

trc el pli\sma y el cnsnpo son ic:ualc5 p~ra todo p~nto, es de 

to en X para c;:da punttJ de (!tcúo '~Jl~. 

De ahl'., la ccuac:i.ón ( 4. 83) , en COr.lponcntes, toma la 

íorm¡:¡ 

y 

1 ·• 
iK (P 1 + ir;i Do 

0) - q 
~ dp,, 
"'"· ""':iV , ..... 

(4. 84) 

(4. 85) 

Despejando el término 1mtr.e paréntesis de (4. 84) y sus 

tituyendo "'n (4. 85) 

de la ecuGci6n (4.77) se sigue que 

~t E:x = 
JX 

(4. 86) 

(4. 87) 

Entonces se puede eliminar ~x de (4.86) derivando res-

pecto a X y usando (4.87), ésto es 
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iKoow 2 E;y L; 
U' V llii - ik9f;y ªº" iK ¡y )y dY 

o bien 

K1 (llr, 
d·-- .·> a .r.v l + . '\. ( P n (4. 88) w g dY '·Y (J ;¡y ;iy 

paracfo del vacio por unu hoja de corriente en Y = O. Es ele-

cir 

d~;=roó(Yl 
dY (4. 89) 

dilo donde 6 (Y) es la delta de Kronccker. Paru Y > O , dY O y 

(4.88) tiene la forma 

cuya solución es 

r •,y 

(4.90) 

(4 .91) 

la cunl no diverge, como era de esperarse, cuando Y ., "'• 

Utilizando (4. 89) se puede integrar (t,.88) atrnvés de 

lu frontera, es decir, en el intervalo - L ~: y ~e con 

e ·• O, de u.hí 

- "', 1» o K sy (<1. 93) 

de donde se obtiene la relaci6n de dispersión 

- Kg (4,94) 
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la cual, como se esperaba, da luanr n soluciones inestableR 

para cuillquicr nú:r.cro de ondn l;, de hecho k Pmy ar ande co 

rresponde a un crecimiccto mayor de la inestabilidad • 

• ~· 

f.· 
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CONCLUSIONES --.. -------
Una de las c,1r;:icte:::!:sticas mfis importantes que dístin-

gucn a los pl.J5f:'.ZlS, e>s la gran var,iedo.d de :i.ncstabiiidades 

descrito pe:~ Ja~; ec\:,:u:.:!.onc:_; (2.17), (~'..20) ,. (::.29) y (2.'13). 

energfa potcr:.ci.::.l, con 1.1J cui:ll el ~3i.~_;tcr:1a tiendo u. ülejur-

se del c:quilibri.o. D.i.cho rJL::ipla'"~ªI11i.ento L'!Jlti definJdo por 

(4 ,8) y (4, l)). 

minos no line;1lt.::_; d~-~ la~-; ccuelci.ones z,lllD :..;on despreciables 

y entonces el moviinienlo del 11la~1n¿L qu0da gobernado por la 

ecuación dif:crcncial '-'Il '. ('l. l•l) cuyas solucionuo; solo de-

penden de las condiciones de equilibrio y de los valores a 

la frontera. 



El cnrticter Hcrrnitiilno <fol opcr.:::ior F (4.14), da lugar 

a funciones propino del tipo (4.15) donde i~ evolución de 

con frcc~;cncii::. 

resolviendo la ecuaci6:1 de n1cJcs {4.J.·l) hncicr1do uso Je 

(4.15) ¡ u~;;to pcn~;ile obtener L~l val.o!: do r.: y d('ter;:linar si 

frccucr1cia de oscili1ci6~ o 1,: r~zón de c~~cimiento, ruspcc-

tivamcntc. Cc:no ejc:r;plc: de 1.:1 upl.ic\::1clc)n Je C~it.C método se 

resolvió el problc::~a de la í.nc~stt.lbil idnd r..k~ l~ru~:J:l\l-SchHarzs 

zón de crecimi.cnto du2il r·or (.J,9.:). E'l c~;tc r:6todo hay que 

1 resolver una ccu¿~ción di.[c:rcncia.l cie segundo urden, lo quo 

en general es b~st;lntr> cnr~pli.cn~o, 1not·iv0 po1· 01 cual se 

desarrolló un m6todo altcrnutivo, el m(todo do la cncrgfa, 

que es relativa1r,cntc m(ls s.i.mplc, pe:ro no da información so 

brc w. 

En este método se cnlculn cxpltcitumcntc ó~ltl lo 

ble o inestable, lo que co~rcspondo a oW ~ O y ~W < O, re! 

pcctivamcntc. El problema se reduce a calcular la integral 

(4. 20). 

Es conveniente separar la ecuación (4.20), asi se ob-
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tuvo la contribución al ca~bio en la cnergfa potenci~l por 

la regi6n de plas~a, la frontera entre el plasma y el va 

cfo 1 y la regi6n do v~cfo, ccUílCi6n (4.5 11}. 

El térmi.no ~¡;P e" un;1 intco~n:d de volu~:en sobre el 

de un tC.rrnino nt:9t::tivo ü ¿·,1: el sl;c1undo tC·rr.':ino en el .intc 

el último t6rw1.no ptlt:: .. lc (~;12- .!t:·~~:r ,"'. n1~,-f i.ni.~stübilidad Ol"iCJ~ 

nada por la 9rl1v~:d:td, El té1nino :,v;v es urL:~ ii1tt.:qr-.1l de vo

lumen sobre la rc9i6n de vacío del c.::unpa pcrturbJ.dQ y es 

q i PtnfJrc es tabi.li;.;cttlora. El t6rr:1.ino . \·J. e::) t.H13 intc9ral de 

puede estabilizar o di:-:;;c:stabilizl,1r, d~pcndicrido th.~ lLJ. confi 

guraci6n <le ci1mpo y ele la pcr\:urbiic.i.6;1. 

Co:no ·( ap.-:;rc.:cc so1.tt!w.:nt1! como un tGr.-i:tino positivo en 

6Wpr cncontrn1;1os c1ue el sistema l~S mSs cstGblu si ) es qra~ 

de. Cuando la presión es indcpcndi~ntc del volumen (y ~ O) 

tenemos el caso rn{ts inestable. Un p.L:.1:.;1:1a incor;~presible 

(y ~ m) da lugar al menos a tanta es\:i>bilidnd como uno com

presible, en lJ. misma CüHfilJlll'CÁC.:!.6;-: e po·c tonto para demos 

trar lu i1¡cstabilidaJ de un slstcm~t, 0s ~uficie11tc demos 

trar la inestabilidad suponiendo flujo incomp1·esible, lo 

que además simplifica los ddculos. 
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Como ejemplo de b utílizaci6n del m6todo de la cncr 

gía se anali~:6 el Ca!..-:o de u:i r\l.asnu confinado libre du fuer 

), de (:l. 75) ta} que - l ,\ '· o. 

particular .irnr,urtancia, ya que en el d.l!;c~~ <l0 dispositivos 

r:ipJ.c!os de, )¡:¡;:; inc'fitabilida(!t:s i.ndcs;u"1Lles. 

En la. tcorí;1 :HU) ~3olar y en otr .. 1s .:!plicac.ionc-s aGtrofí 

:;ic.:::.: d.#~ 1 :-1 t·Pnt·í.¿:t !·UiD, t.:!_ estudio de la.s inc-;~taLili.dudcs 

juega un pap<.:l ldll'-_/ iL¡ ... c::t..:-.:·:+:r:~ .~n 1.1 ~.-ic::cripciün ~· L'.l ~n:íli-

La inct:;t,1L:i. l idad d~· l~rtLJ:a.l-~cl·fr;::u:L.:sch i ld, dc:~;cri tu en 

el Cap'.lt:.ulo 1\.1, St.! u:;.::i 1.ur:. t.'>:;1lic.~!t ~\1;;1crosos EcnGJi'¡onos 

plo en lu i.onó~jfcru dt·: la ticrr.::1; 1~1 c~;truct:u:rilci6n de la 

nube de bario pt:cdc cL:u: lugu1· a unn .i.nc";t;ibi lid.::d del tj.po 

Kruskal··SciHvar~:;~chlld debido a L1 dus;:cclcrnción lle la nube, 

dc:;cni.~gu~:; c:e bari.o c:ne !~on .inyPcti::11:tz15 a travé~:; dcJ ccimDo rrnqn6tico. 

Existen bj.sicamcntc clos r1cco.ni~ir:h)S que dlln luqüx a incs 

tabilidadc!> t·\l!ü en llll cilinúro circular. Los 9rc1úicmtcs de 

presión junto con la curvatm·a de las líneas do cmnpo magné-
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tico dan oriqcn a la llamada inestabilidad de intercambio, 

li! cual provoca que una p;irte del pl¡¡s;:;a triltc de interca~ 

b.iar lugar con otra parte, est:J en qcncr:tl asociw.da con al 

terrestre. El ~;cqundo t.i.pu e~, inc::;t~1bil.i.d,:1d 1 o; i{;i:'.J.da [h>r 

una corri.L:ntc p~!.!.'tllcl.J. ¿t} c:~;:;po r:·.d\Jn'~~ti.co, ~·.e ccnocQ corao 

incslab.ili.G.2.d dr< Lorc~::dur"J: ~:i ~!t!c··;;i:lr; :~e tum,-¡ en Cl11-1 nl:u la 

rcs.istividi:.1d dü l pL1:.:.::-¡,11 ;.;e l~ncucnt.r:.:.l qu,.· t::>tc• tipo d~~ 1ncs 

tubilidad pt~rmitc ii. la.s lín1_:i1:·. cH: ca;·::!)O 1~~1.~j:1(::_.i_co ro¡1:per-se 

y rcco11cctarsc, !01·::~~1~Jc i~l~s ~iíl0nGticL1~i. E~tí~ niodelo de 

res. 

Una i.ncstabiJ.idiJ.d ¡:.iucdc ~-;e.r generada en lo.. inti..:i: [¡:S~ 

1.~ntre do;~ nH~dios con mo\1 ir.1i0n t.o rclzd:.i vo. Es l:.J. í nestabili-

dad roci.be el nombrQ de iI1cstabi1idCtd de i:clvin-H(:lrnholtz; 

en particuLlr ocurrL~ cuando Pn dinn ...... v t'.•.: pl~:.;an c.:; inyectado 

dcntru do t::: pL:~~ao,1 r.~stGciuncn·:it-,;, Ls i:1esL:.1bilidad deshace 

al d1orro v c:o:1vicrb~ lü cncr0í.-1 ci.nl~t:.ica en energfn de turb~ 

lcncio.. U10xT\.)!-; c~:.1:cc:t~~cu1.~n"\"'::i r~c~ obsC'rvan en algunus fuentes 

astrofísicas como son los Cuasarcs, los nuclcos ga15cti_ 

cos y el objeto ~stclar SS433, 
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Las inestabilidades mencionadas son sólo una peque~a 

parte de la c11otrne variedad de incst~bilid~dcs qt:e se pre

sentan en los plas~as nstrofí!;icos, y que d~:1 lugQ= a una 

gr~n cantidad de fc116~cnos físicos. De al1! s0 deriva la i~ 

portancia del ent11dio ~e las incst~bilida,Ies 0n plas1las. 



fH 

A P E N D I C E A 

EcuActóN r:E EsTADO 

En l~ ta!~l~ 2 se oLscrva que para los plasmas conoci-

dos 1 la dcnsid~d tlc r;~~tic~las va de 

mus csp.:1cinlc.'.:: ha~.it.J. M 10 3 (, l")a!.~t~. 
Cl~' · 

se definci; a lo Llrqo del 

condiciones de cqui li!JJ:io 
.1 
'íT ,, O) se cstnbl~ 

Ln tcrmodin5mic;:i cstadistica puedo expresar todas las 

propi,;J;:¡dcs de un !~i cd:c'ma en equilibrio por lo. ll;:ir:ada fun 

ci6n de partición ,, . 

El plasma en equilibrio ~umplc con la ccuaci6n de 

Maxwell - l3oltzman 

ne 



Donde nr es el nfünoro de pürticulas con cncrc1ía total 

El (cin6tica + potencial). Ln null!plicidad [o ~eso) esta 

<lado por g¿ y es icu3l al na~0ro de estados que tienen la 

Tenemos la consta1:te de norrnali;::aci6n 

e "- N 
z 

Esto define la funci6n de partición Z 

z (!\. 1) 

(A.1) eq Pn nc~siones llamado surna sobre los estados. De 

acuerdo con l.:i es tadís tic J. tc::r::odin::in:ica 1 l.:i ecuación térmi 

ca de estado de un sistema descrito por (A.11 est~ dada por 

p k'r C-'--#,~1 
¡! . ~ 

(A.2) 

donde V es el volunen del sü>terr.¿L :1 ura un q;:i.s monoatórüco 

mU 2 

perfecto (partícul;:i.s puntu:ilcs) , g
5 

"' 1 y la eneroía E
5

'-' z 

z fa 'uid 3!L ... 
) 



donde ya que E
5
es independiente de la posición 

ademús 

1 ) ·; l ";~ 
1d X1c ~.;-. •• 

J 
( ' - ·> - ' •• ¡u C:1C!T,,. .. 

J 

z = r ¡ li 
1 • o 

z 

p nl:T 

, t: 
4 ''U:· d U j 

8& 

(1\. 3) 

Si al gas es poliat6mico o si ocurren reacciones quí-

micas, la cc\1aci6n de estado se vttclvc rnSs complicada. 

l\qu5. estamof-: sin e:i.bnrqo, t;1<ls int ·~resadas en la modi-

ficaci6n do la ocuaci6n do estado cuando se toma en cuenta 

la interacc16n clectrcst~ticn entre las p~r~!~ulns del. pla~ 

mn. 

El Cilmbio en el potoncinl dcbiclo a la:; inter<Jccionos 

es justamente la diferencia ~ entre el potencial de Dcbye 

(,¡,
0 

= % (~Xp - r!\ly el potencial Coulombiano (~· .'.:). Pa
r 



ra /, 0 muy pequeño <-p se puede expandir, asi 

- z s 

por partícula de especie S • 

87 

(A.4) 

La eneroía electrost5tica de un sistema de partículas 

está dadil por 

u 1 
I 2 qs ~s (A.5 
5 

Sustituyendo (A.;!} 

1 e' -u - 2 Zn 
\u 

(A.6) 

donde I n zi 
~ f, 

z:; ~ 

n 
(A. 7) 

y 
,, 

11 n .. i 
L ;,l 

(A. 8) 

3 

Reemplazando (1 + Z1 )n
00 

por Y Z~n~ en la ecuación 
$ 

(1.10) obtenemos ln cxpresi6n de la lonoitud do Dcbye para 

varias especies, así podC'mos escribir (A, 6) con;o 

u 1 f:T 
87 )7 

''D 

(A.9) 

Integrando sobre el volumen de plasma obtenemos Z y 

sustituyendo en (l. ll obtenemos 

p n kT - 1 kT 
4ii' >.6 (A.10) 
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De acuerdo con ( 1.15) la modif.icación en ln prcsi6n es 

muy pequeña, por ta:ito podemos describir termodinámicamen-

te a los plas~a5 cono gns idc~l, mientras la r~z6n de la 

energí<1 clcct:ro~;tS.ticw respecto n lu Qr.crqL:i t~rnica se~ 

' l ~ 

¿ c: ... 4~·(Z) ~·n 

--}:-;-¡::---·- '.!' >/; 
(A.11) 

entonces lil rnodificnciGn de prcsi6n puc¿c ser despreciada 

para bajar dcns~dade~ y alta~ temperaturas (cu=ndo 6 << 1). 

Dndo que en un c~~¡~o ~~t,¡11Gtico i10 ~ltcra la energía 

de la pilrtícuL1 1 ,, ne e:; tilter¿-¡da y ,_;ntonce:_; no !lay modif.:!:_ 

caci6n por presión m=gn~tica en la ecuación de estado. 

DefJn:i.cndo la cor.st..ir.t:e riel qas a purtir de l¿t matid m 

de las partículas 

R 

tenemos que 

p 

k 
m 

pR'l' 

(J\.12) 

(A.13) 
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J\PENDICE B 

MERME TIC !DAD DEL ÜPERADOR DE FUERZAS 

• .¡.. -~ 

En este (1péndicc s<? dcrnucstril que F(¿) es llermitiano. 

·• 
!ntroducimo~; un vector de dcspla:::.:unientt: 11 r ur~ \"cctcr. dt~ 

potencial ~e ~110 satisfacen la~; ~iGt\2s ccnclicioncs de fron-

tera de ·t, y (f.. dl.0>cntidai; en el C:1p~tulo lV. rs decir que de 

{4. 4 8) 

<n (B .1) 

en la frontera del plasrnil y el vacio. 

F (~) es !lerrni tinno !;i cumple con 

en. 2¡ 

Sustituyendo (4.14) en el lado derecho de (B.2) y reo! 

donando tenemos que 

- Ja•xn F¡(¡ " f a•x[yP, ¡v · ;¡,,, · ti + tv • ~><f. · vPol 

+-A ('1 X (Í) X Boll •· ('ll< !! X Bol} 

1 iñ X('l X Bo)) '1X ¡f, X Bol] - ifii 

. I·· . ·> [i,; Bop n<t x Bop) - yPo 'l·t - ( f, • '1Po) J (B. 3) 11 



9ú 

donde se ha hecho uso del teoH;;;i.; de Gauss. 

Bop denota el campo magnético en el interior del pla~ 

ma. 

Analicen:os pr.i!itero L.1 intcc;::-.J.l c\(l volumen en (I3. 3). 
_. 

la contribución de n 1 1 = ~8: al segundo y cuarto ~(rmino 

en la integral es 

tV 
.... (t 1 ·• X(? 0 v ) ) • vx(l i3o l n,l V Po) - F l1111 X X 

- <! V Po) <u e Vü) + o.V Po . ~x<Z X ªº i 

La integral de volumen se transforma en una integral 

de superficie, la cual es cero, debido a la condición de 

frontera n · ñ11 =O. Expresemos t y~ en términos de los 

tres vectores 5u, VXBa y~ i VPo/j?P 0 j, esto es 

+ 
11 

+ 
+ n1Bo 

(B.4) 

(B.5) 
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.. 
Como la contribución de 11 1 1 es cero, solo la contribu 

ci6n de n1 se tomará en cuenta, así 

l ei]' xevxBol) - 4¡¡ '!x(C, xBo) 

- nd¡; x ev x Bo)) '('7t;1 :e \'Pcl 

•<;"(,¡) - '
12 (e x(V XBo)J• 4:1 

De acuer.cl.o con lo anterior, tenemos que 

<vñ 1> et • 'ilPo) - 4~ eii• X ev X Bo)l • \1 X et){ Bol 
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e) e-: ;;, (~ x cv x ii;) > <<e V)Bo - (Do· \l)~) 

(!l,6) 

Esta ecuación es si~dtrica con respecto a 

Por tunto c3uud~1 dc:~c.st:r:G.do que lu. inteqrnl de volutiOO 

de {i3, 3) ' y llt 

t~hora ccnr;idercz~cs iü i.11Lcgral ac su9crfície de (B. 3); 

de u.cueroo con (!3. lJ 1 er:c~x ... !.:.t~,_:u::c~s que 

rds " J l1J ¡j O V 
<Ti x 5c) • í' x óA 

ld'x. '" x •él · 1v x ''' - ,e . v x 1v x ,;t,, 

I ' Id')(,, (V X¡('¡ • (V K ,,, (B. 7) 

En la frontera entre el plasma y el vacío, la presión 



93, 

total debe ser continua, por tanto 

1 + 
+ 4ñ (B::ip .. 

1 .• ·f. ~<¡o ~~ 

;f:- BQv•(B,v+(~·V)Bnv 

(B. 8) 

Usnntlo esta condición y (Up7), l~ i11tcg~~l de supc~fi-

cic de (B.3) puede :;cr rcduc.i.da <l 

Bov fi1v 
as [r'l ----;¡;¡-- + n. 

l. 

fa~ B~.•.- J 
1 DV · 1 j_T-=.- - T:.. - Po ; 

( a'x .. 
J . 

dS n¡ 

Por tanto, la i.ntcgr.:il. (13, 3) se n~ducc n 

+ I···· ,, X '"' • (V X ,., 

2 

n1~1fñ (~ - i; - (B.9) 

-~ . + 
(B,9) es simétrico l;on respecto a 

ple {B.2) y F(~) es Hermitiano. 

~ y n, por tanto se curo-
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