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" INTRODUCCION




Existe una disciplina relativamende veciente de
las ciencias Bio‘étjicns {lamada Neuromelria. Esla fieve
tomo ob‘sdivo la evaluacion de la maduracion del
Sistema Nevvioso y de sv in%eqridad anotdmica
fumcional a dvavés  del andlisis cuanlitodivo de Pa
actividad eléctrico cerebral . Uva de los Jorwas de
re%'ss'\ro de 2$4a adivi&ac\ eléclvica es el elecjtroen-
ce&a\oqmma (E.E.@)

Es cowocido que a uw Pmiev\%e se le indica co-
mo estudio un electvocordiograma cuvando ha«j sospe -
cha de uvo aleracion ca\raiac_a ; asi waismo, Si se °
sospecha que uw individuo dieve una aleracion nev-
voléqica , uno de los estudios que se le indica es un
E.EG. Awbos estudios counsislen en uwm cOujuMo de
grcﬂicas continuas del volaie en duncion del 4iem.
po y ew tales casos por vegla general , el especia-
lista” hoce un andlisis cualitativo por s peccign
visual de las c}rﬂ'\cas y da uw dim}no’s%ico basan-
dose ent sy exper‘sewc‘sa.

Sin desprecior en lo absoluto vn andlisis cva-
lidadivo de! E.E.&,en este frabajo Pr65+0m05 afen-
cion a wn andlisis cvanditative ™ del wmiswmo , pues las
cavacterislicas que resulian de infeves sow cierfas
tramslormaciones de las voriables que se oblienen del
‘reti’\s’(ro del E.E.G. conocidas cowo "Fo‘l&wcias rela-
tivas”. Tambien debewos aclarar que los SU}dos es-
+ua‘mdos ne sown Puc\en*es, $tno Uwn %rupo de niROS
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proveniendes de dos escvelas de ja zona de Tatacala
y de una escvelo de Toluca, seleccionados por fe-
ner yn 2xamen Fedi&*rir_o,wewo\ég\co Y psiguid-

trico normal , asi cowmo uu coeficiente de m{elisen-
cia normaol.

Adewos de las variables e)edroewcefa(oaroﬁfs‘cas
‘polencia velodive” se obtuvieron otras variables (vo
du;\ruwce&a\oqré.?\cus) relativas a los antecedentes
b\o\éq‘\cog de viesqo, a las cavacleristicas socio-
economicn s ls socioculluvales , asi como o las cavac-
teristicas Pe&agdgims de los individuos , por ejem-
p\o : ‘antecedentes  del par{o' ‘estado de la viviendo
\S‘evohmc_\o'“ de lo lectoeserilura' .

Uno de los objdivos de este er‘oajo es anali-
Zar, en C0so c\é que ex\s%v\, las velocioves livxeu!es
evive los variables e‘edvoewce%logvﬂicus y las va-
riables wo e\edroewce%\orjvdjéims. Por ejemplo, seria
deseable averiguar si existie alquua velacion lineal
ewlre las vaviobles e\ec{roewce%alotjré‘gicas Covres pov
dievdes ol hewmisferio cevebrval izquiexdo y la eva.-
lvacion de la lectoescrifura.

Fn este +va\m}o consideramos quulos denowe-
nos que estudiawmos se les puede asociar cierdo grodo
de incerhidumbre Y adewds Creewos que para Uw me.
:\or avialisis de la informacion debewos cousiderar
que tienen covacker multivariado. Por eslos wolives pro.
ronemos vlilizar a.\gum {éenica estadistica de Awmg-

isis Muldivari ado.
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pc.ro Acbic{o al Poco Conoc'\w\ie.n‘{o sokre, el pro-
blewa § a las mbHiloles esFecu{aciones de los exper-
+05,l1 tomando tambien en cvewta que las variables
mclvidas ew el estudio no tienen ninguna distri bu-
cidn conocido y que wo hmj v esquema de wuestreo
que Permﬁa hacer inferencias, propovemos vlilizar
al&una $eenica del Andlisis Explom‘\orio dg Dados .

Debemos hacer wolar que todas [os variables
no e,\e_c"troewce-ga]ogv&%icas Sow cuo.lﬂajcivas - nowmi-
nales w ovdivales - y que sus ca%egor{o.s Son ea-
(‘.\mje.wkes Y exhavstivas i por &]emplo, la variable
‘estado de la vivienda' se clasifica como ‘bueno,
‘requlay’ y ‘malo’, y la variable ‘evaluacion de la
lectoescritura’ se clasifica en ‘buena’, 've vlar’, ‘ma-
la’ y ‘pésima’ de acverdo cowm ciertos cr'\?erios que
se explican ew el capitulo I un individuo cuoliuie-
ro perfenece & una, y sélo a una, de los cole-
orias de la variable ‘estado de la vivienda’ y o
Uva, 4 solo a una , de las cateqorias de la vawia-
ble ‘evaluacigw de la \edoescr'\i V

Suponaamos, por P,j?.mplo , que Qquerewos dar
una cavacterizacion pe&agégica (de acverdo a la eva-
lunc.'\o'w dQ ‘Q ‘ecl(oesu'\*uro? Q Par‘h‘r o\e l& mrac-l'e-
rizocion elec_l\roevxcehloar& ica del hewisferio i2quier-
do, ewn esie caso podria pensarse ew el uso del Ang-
lisie Discriminante (A.D.) como la, técnica wmas ade-

'
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cvada; pues cada individuo . caraclevizado poe ciertas va-
viables electroencedalo 3rd§icas , puede perfewecer a uno,
Ljsé‘o a uwno, de los "qrupos’ detevmivades por la va-
riable ‘evalvacion de la lecdoescridura . Sin embarqo,
serin absurdo intentor explicar la variable ‘estado de
la viviendd a par‘hr de cavaclerisiicas electvoence-
‘;u\o%vd}'\cus , por es0 en este caso wno sivve el A.D
Empoca podr{o.w\os, vtilizomdo A.D, dav uuta covac.
ferizaciown e\gc4roavxcefa\oc3vdfica a partic de la vo-
riable ‘evaluacicw de la lecdoescrifura wi de ni nguaa
olra variable wno aledroence-?o.\oc}vdﬂ?ico\.

Por 1o fando, para avalizar las pos’uues rela-
cioves lineales enlre vaviables wo e\edroewce%‘ogvd-
Keas 4 vaviables e\ec\voewce{u\ogvdiiaas , propone-
wmos ol vso del Analisis de Correlacion Candnica
(ac.cy, Yo que pvede verse cowo uwa t}emrodi-m-
cidw del A.D. con la vewlaja de gue es simédrico,
es decir, o se tiene un conjunto de variables expli-
cativas Yy ofro de vaviables respuesta, sino que vn
c,ov\judo de voviables Fvede explicar al otro fawlo
owo a la iwversa .

Asi , nwuestro seguwdo ob}divo es exphmr en
que consisie el A.C.C., descrito por Hotelling ew 1936
-for Pr'wv\ua vew , dando una 'W\Jter‘ore'hc'\én geome’~
rica de fos resvitados u\(}ebvo‘\cos obtenidos . .

En e Capi{ulo T de este ‘}mbajo, hace wmos un
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CAPITULO I

Anédlisis del problema bioldgico



En este capitulo exponemos el problema biold-
ico haciendo una breve explicacion de la oblencidn
3@_ los dodos e,ledroenc_e.;a\ogrd?icos para poc{er en-

- tender el origen de lds variables que ellos generan,
ast como dando deliniciones wnecesavias para lo.
comprension del Prob\emo..'r&mbiév\ cowientare mos
fos }upos de variables wo eledroence%lot}rd«?icas ve
constiduimos y explicarewmos lo que motive o hacer

este estudio.

Como Yo di_’simos en la '\w‘}ro&ucc_\o'vx,sé\o Pres‘[a-
temos alencign o una de las dos Jorwmas de regis*}ro
de lo aclividad elecivica cevebral @ el E.E.G. , que es
el YQ(]RS‘\TO de la adividu& e\éc’mcu cerebm! esPon-
fovea . Este veqistro se pue&a hacer en fonias regio-
nes de la cabezo como se guiera, pero ew esle caso
solo se hizo en las |4 Zowas Que mos‘&mmos en la
%vd.\cicu. i,\} que PO& convenio se dewotam como aparecen
vepresentadas ahi; las lelvas F,7,C,P 4 O si wi ficom
'%vﬁo.\',"lempoml', ‘ceniral’, 'parietal’ occipifal respecjﬁ-
vowmente . El rec]'\s‘\ro se hace colocdwdole al wmdividuo
wn elecirodo evi coda uwo de estas zonas, esfos elec-
frodos caplan senales eldedricas y fas conducen al elec.
froewcedalo m‘?o,que es e aFanﬂo disenado para ampli-
$icar estas “semales u dibuiar una qrafica de cada senal;
estas %rd.-?icous son Juncicnes confinvas de la ampli-
fud (wicrovolds) con vespedo al 4'\empo (m‘\‘(seguv\dos)_

) Gigtewa 10-20 de Tasper (1a58)  citado por Harmony, T, 1984,




GRAFICA 4 {sopv ,.I_;;a_,
ES’}Qs seho.\es e\écjtricas exisien desde que QI iwclividvo
nace y dejan de ewilivse cuamdo muere, por eso uwa prequn-
o que Po&v'mvms hacernes es ic-}"é ivtervalos de ‘HemPo
debewos escoqer? Hoy dos cowsideraciones gue fememos que
towmar en cventa para dar respuesh a esda Presud’a:
1) Se necesita que todos los estudios se hagau
en condiciones experimentales similares, pues es conocido
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que el E.£.6. varia en el ‘Ham':o esFow';dneamen-{e si ocy-
rren, cambios en el wivel de vigxlin. No es posible descar
for todos los estimulos que Pueden provocar cambios en

el E.6.6., pero s las condiciones experimentales son simi.
lares esperamos  que prodvacan cambios siwilaces en to.
dos los individves, Adewas , a jvicio del ExpeHo que rea.
liza el estudio, fodas las wmediciones son tomadas siv

ariefaclos |, entendiendo por arlefacte 4oda semal que

no es de origen cerebral (movimienwdos wmusculares, ocula-
res,e*c.)

2) No imPoHo. en qué ivstanle comiencen a fomar
se los regis‘\ros siempre y cuande se tomen varios infer-
valos no magores de 12 segunc{cs y que en tolal sumen
mas de 60 5e3xmcios.m

Tomando en Cer{a es{as ¢onsidevaciomes,105 in-
ves*i%m{ores que reqis%rwow fos dofos de este 4mbajo
fomaven 24 intervalos de 256 583«1\4&05 coda wvo,lo
que resvlla en un Holal de 614y sequndos (25¢ no es
un nOmero arbitravio , 256 = 2° ‘oerm‘a%e magor eficien-
cia en los calculos de la compuhdara).

Los datos oblenidos corrisponden al E.€.G, pero
nosotros no 1rabajames direciamente con las varia-
bles e‘edroev\cega\o%rﬁims rt’.c}idmc{as , Sino con cier
fas Yransiorraciones de ellas que se conocen Como " po-
tencia relativa’. A conlinvacion explicoumos como se ob-

@ Ei E‘E.G, +ow«a&a Emi‘o as*as v‘es%rlcc\owes Puu\e Ser L‘.Msic{ero.-
do como un proceso aleatovio estacionaria. (Harmontﬂ-T,H‘l‘J)

T



*ienew estos variables . .

Una vez que se tiewen las Sv&%cas que consti-
'huym ol E.E.G., se covsidevan solawmewnle los valoves de
aplitud cada 10 m\\isegunc\os y o eslos se les apli-
ca uno subvutine de c_ompwlac_“o'v\m
tiene o “Qspec{ro de polencias”, es deciv, wna gré-
Yica de lo Po*e\ncm en Juncidn de la {vecuencia como
se wwesiva ew la gvrif}ica 2. El v.spec(ro de Poievxcias
indorma sobre la distribucion pramedio de la PO'{evxc.ia
de o senal” ‘respec:\o a la {vecvencia. Por e}emplo,
dovante o suweno el E.E.& consiste fundamentalwmente
wm ondas  de gran po*emiq ew bajos dvecvendcias
(de 05 Hz o 3.5 Hi) pues la eeial varia wuy lewtomen-
te ; miewdvas que en el caso de uw individuo despier.
to en reposo cow los ojos cervados , el EE.G. dieve
OV\AQS de gvow Po*awc‘m en (‘rec_uevxc'\o.s veecivas o

10 hertz (ver grdsiu\ 3).

con lo cual se ob-

‘PO%QV\CJQ

(microvolte?) ‘

o5 50 frecuencia

(Hz)

(ﬂAlgoﬁ“mo R&F'n{o de Fourier o Transformada RdeJq de Fourier (F. F.YD
(NeGillewm y Auinon,1d81). :

-} -



p ® py. @
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(A) es o QSFO.C‘('YO de Po‘av\c‘ms corves pom{ienh a uwa regiow
posierior de vn sujeto normal despierto en reposo com los
ojos cerrados.

(B) es e\ espectro de polemcias en cvalguier region duvante una
fase de! sueho lowmada sueno lewlo ; fambien pvedz verse ew iu-
dividuos con lesidn, pevo silo em olguwias vegioves.

GRAFICA 3.

El andlisis que se le hizo o vesiros dotos se lla-
wma Awalisis de Bonda Ancha, porque ew ol espedro de
po%endc\s se deferminan cuodro iwntervalos ew el ¢je de
los dbscisas que defiven cualro dveas o bawdas bajo
la curva de la 'PO"QV\C\Q. Las bandas se llowan &6 «,
B y comprenden el drea bajo lo curva de lo potencia
ev los ivdervalos de frecvencia [o5,3.5), [35.3.5),
[?.5, IZ.S) Y (125, 1) respeclﬁv«xwxen{q. Estos inderva.
los wo sow arbitrarios; originalmewnte se de tinieron
de acverdo con la velacion gque los es‘peda\ishs ob-
sevvavow que teniav cow aspedos funcionales (si el -
dividvo eslaba despierto o dorwmido, si enia vna le-
Siow 0 V\O}(q) (ver cjrdficu 4) .

Entonces devewmos un especjwo de Po*ewcias
para coda uva de las (4 reqiones de lo cobesa,
en cada uno de ellos tevewmos 4 bawndas; por lo tan.

() Posteriormevite se dewostrs estadisticamente que en relacion com
aﬁptc\os Juncionales, los bandas obiewidas covwciden con los
bandas clasicamende definidas. (Havmowny,T.,1934)

-2
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40,po&amos obtever 56 variables que (lamawos “pohn-
cia absoluta” y deivimos a conlivvacign .

Po{euda

(A)

05 3.5 2?5 1.5 %0 {recuencia
BRA¥ICA 4. (2)

Defiicion : Por polencia absoluta de una banda K en una
regisn C; enlevdewos la 'mJ«eSml de la potew-
cio cow respedo a la fvecvewcia en la region
Ce R definida ewn el ivntervalo en que 25"(,’\ de.

fivida la bownda M.

Por e)emp\o, supongamos que se quiere caleular la
Po*ewcio absoluta de la” bonde J en la region Fi.
Lawmewos B, (4) ol espectro de Po*ewcius de F7 (lo
denolawos asi para vesallor que la Fo*ewc‘m es fyn-
ciew de la frecvencia) 4 recordewios que la bawda 4

esta definida en el infervale [o5,3.5) ewlonces
3.5

PAy = g R, ) df

0.5

Cowmo devewos un amp\i-?icudor de senales para
~ coda vo_ti\o'vx Y ellos Puedw establecer peque&ms dide -

-
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rencias en las vaviables "Pohwciq absolola , nosotros 1ro-
\oa‘sc,we\mos con las “polencias relalivas® poro evitae
ve los dafos sean depew&iev\hs do las diferencias en-

tve \os ow\\o\ihw&o ves.

Definicion : La po’(evxciu relodiva de vwa banda A en
una reg\o'n Cp es la pdenc'\o. absolu:m de
lo banda M en la region Ci dividida porla
suma de oo Fo\em‘ms dbsolutas de todus
las bandas ewn lo reg'\évx C,.

Por Q')emp\o, la Pomm celativa de la banda §

en la vegion = poc\emos exprasor\a como:
PALR

/

st

p'RA,FJ =

En dolal vawos o lener 56 variables de Po{enc\a
veladiva, M de cada \oo.w&a , Sin em‘oargo solo trabaja-
rewos con H2 de ellas : las coweepom&ienhs o las em.
doo 8,0 4 & Descartamos las variables de po*emia
relative corves‘)ov\&iedes o uno de las bandas povr-
que lo. \oohncio celodiva de cvalguier bawndo en una
reg\év\ Cx ?ue&e obienerse o \ijﬁr de la Po*evxda
relotiva de las bowndas cestontes en lo wismo Ve
'\o'vx,\ﬂu que PRy, + PRoG + PRy, + PRAC = 1
oro %o&m re%'\o'v\ Ci ) en Par*'\cu\ur‘ decidimos des-

cartar las de la bands A poryue ohros estudios han de-

- — e s




W\os*m&o gve sow es*as [Qs Que suc\rem menos mmbios
cvande hay alferaciones de las funcioves cevebrales
(esbdio:. de Malovsek 4 Petersén ;, Harmowy, 1994)

Es conecido gque para el dptimo desavrollo del
cerebro y de los {uvciones mentales es impresc\ndi»
ble una adecvada estimulacion sewsorial y una ade-
wada estimulacien de la achividad del lenguaje en
el momento OPorhmo ; hay estudios que dewwesiranm
ve s en deterwminadas etopas de la vida del wido wo
s¢ le da la estimulacion adecvado, aumenta el riesgo
de que sea uw individvo con dano cavebra{(f)gvpone-
mos Qque fal estimvlacion estd relacionada cow {ac-
{ores socioles Y cHovrales |, de ahi vuvestro inderds en
conocer si existe u\sdv\ Jﬂpo de velacion ewire las varia-
bles e\edroemce%\ogrd{\cas (Pofev\c\‘as re\ovhvus) Yy las
variables que se velieven o anlecedewdes sociocu({uro.
les que describimos a continuacion descj(osados en
cw\u}or(as:

ESCOLARIDAD D€ LA MADRE , cuyos caxegorius son-
- ovalfabeta
- estudio hasta 3° de primaria
- esdudio hasta &° de primaria
- educacion media (secumdo.r‘m 0 4écnica)
- edycacion superior

ESCOLARIDAD DEL PADRE (iquales ca#egor{os que escolaridad
de la madve ).

& Cravioto, T, 4 Avviela, R, , 1982,
-5




OCUPACION DR LA MADRE
- ama de casa
- trabajadora eventval
- trabajadora fija
- trnlbajadore calificada
- pro?e.sioms{a

O0CUPACION DEL PADRE
- desempleado
- ‘h’ﬁ‘oo.juclo'- Qvew‘uo\
- +mbujodor Fiio »
- ’rm&m:\ador cahhcndo
- on?es\ovx‘xs{u

Es%ns cvatvo variables #uerov\ covnsideradas or-
dinales por los especialistas . Nofese gue ew las varia.
bles de escolavidad , las co&egorias son exc(ugen'}es y
exhaustivas | sin embarge en las vaviables de ocvpa-
¢idn no son excluyentes , pues por ejemplo la madve
puede ser ama de casa y drabajadova eventval, pero
en este caso fue clasificada cowo +mba}adom even-
fval | pues siewmpre que Uu ivdividvo podia ser clasi-
ficado en mds de uwa co\’regoria en las variables de
ocu‘)o.c‘\én, se le asigno la caJ(e}or’\a "mas alta” svu-
Fov\‘\ev\do que el ordew estoblecido es ascendende, y
ast hacewmos a eslas co.*egor(as exdu:jemjres.

Las s‘\Su\eMes variables corres ponden a los au-

-ib~



fecedentes socioecongmicos :

INGRESD PERRCAPITA (ev\ % &e sulario m(v\i\mo)
- [0%, 254
- [25%, 50%)
- [50%, 100%)
- 100% ¢ wmds de 100%

ESTADO DE LA VIVIENDA
- LU‘V\O
- recjd‘m‘
- malo
Las calregor(ms de esta variable fuerow defiwidas
de acverdo a :
- exisdewcia de los servicios de aqua, lue (jc{renaje.
- existencio de re'?n‘gemdo:-' es*u%a de qas y ra-
dio o felevision.
-si la casa estd cimentads o wo.
- si el nido compw"e 0 Vo SU cavaa.
~ 51 las habitaciones uvlilizadas como dormﬂov‘no,
+ienen uso exclusive como dovmitorio o wo.
- ventilacion deterwivada por el nowero de ven-
tanas en velacidn ol nowero de habifaciowes

Hmj W\bH'\p\es 4mﬂoujos (Ve\usco . ma) que ndican
ve los awtecedendes ‘oio\o’g'\cos jue mencionamos & Con-
fivvacion , aumenton el riesqe de gue el individuo fen-
qa 0 biew dano cerebvol con alievociownes clinicas neu-

-13 -



.?

voléqicas (ev\ nuestea muestra no Mo.\& niros con eslas cavac.
kr'\shms 0 ‘o‘\ev\ *ras*orwos en el -?uv\c'\ovmm‘\evﬁo cere.
bral cowo los que se Pue&en observar en individuos com
frastorno e ol anendluje 5 por lo dowlo es de wvcho
intevés comocer &1 la presencia de anlecedentes biolé-
1]

variables elec roeme@a\ocjr&?icas. Los awtecedewtes bio-
l6gicos los resummivics en 4 variables , cada una de
las cuales diewe vavias cadegorias.

qicos de r'\asio or ella miswoa , tiewe electos en las

ANTECEDENTES DE PREPARTO: QOV\ los ‘oro‘o\emas que Puc(o
hober tewido la wadve duranle el embarazo y se su-
pone que pueden hober ofectado al hijo. Los clasidfi-
cowmos de acverdo a lus 5’\3u\en%es cnﬂe3or(as~.

- sin anlecedentes

- deswulvicion de la wadve

- deshidratacion de la wadve

- awmevaza de aborto

- drovmakiswos de la wadve

- Use de favwacos

- wmadre aRosa

ANTECEDENTES PERINATALES : Estos antecedentes som los que
PUdO \na‘oer su-ﬁr\&o &'\rec‘\a«mew*e el nise 2w e,\ wowen-
{0 del pm%oe inmediolamente después . Las Ctﬂetjor;us
son las sigu'\en"es:

- 5in Qn%ece&en*es qu}nah!es

- anoxio



- convulsiones

- fetericia

- necesitd incubadora

- bajo peso al nacer

- Premo&wo

- hipeemaduro
ANTECEDENTES DEL PARTO : Se redieven o las condiciones
ewbave ocurrio el parto.fas co.*egor\'us son:

- normal

- no kospﬂa\ar'\o

- Pé\vico

- por cesarea

- aplicacion de %rceps

- Par{o con anesiesia %evxe_ro.\.

- Par{o Fro\onga&o

ANTECEDENTES DE PosTPARTO : e vefiere a los problemas
que Pudo haber denido el wino duranie su v\&a,exc&p-
fvondo la m‘upu evinatal | hasta o wmomewlo en que
se le hiwo el es*uc‘f‘«o. Los clasificomos en las siquien-
fes categorias :

~ 5in omh.ce&ew‘es

- desnutricidn

- deshidradacidn severa
- travma craneoencefalico con Pérdi&a de conoc.ivniemﬂ;

- convelsiones
- ficbres allos sostenidas

i~



- tndermedades plnsﬂuiu, virales o respice.
torias que necesitaran hos pidalinacion.

Las variables de anlecedeniss bioldgicos som
erhavstivas, pues tw caso de wo prtunh«r ninsu'a an.
lecedente de viesqo, ol individvo se clasifica en la e
hsorh ‘sin awtecedenies’ en cada caso. Siv embnrao.as.’
descrilas, sus cateqorias no sow excluyentes ; para fener
m cov\‘juvdo de m?egor(os’ o.xc\uosen%es en coda variable,
constevimos nyevas ca“egorias en las que se conside-
vaba la presewcia de dos o wds viesqos , pero com es-
to vveva clasificacion aumentd notablemente o nomers
de cnhsovins. Por Q}'Q\m‘o\o, st habia al wenes uwm nino
que fuviera como antecedewtes perivm%.hs "prewaturo
) ‘b&jo peso al nacer’ | construimos yna woeva co&esm
via ‘Pvema-ium \5 \oujo peso al nacee’ ? tonsidera-
mos que el wino Feriewec{a a esta Ullima y no per.
fenecia a ninguna olea , inclvidas las dos primeras,

A los V\ewogisiélo%os les interesa covocer losve.
lacidwes enive las variables eledroence%logrﬂims

los aniecedewntes bio\éqicos ewn qenem\ , pues Comsi-
Zemn gue la indormacion sobre awntecedentes biold-
gicos es oy Po\are cvando se comsideva uwm solo
ipo de awlecedentes . Pebido a gue Ctrear vuevas varia.
bles pava vesuwie 1oda o informacidw sobre los an-
fecedewnies b‘xo\ég'\cos resulta en was variables gue nime.
vo de individvos y debido fambicn a limitaciones de
los pagueles estadisticos (no encontramos um paguete
que tuvieva 'tmp\emewﬁado A.C.C. Sewerahzado),

-y
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decidimos comsuller a dos es‘oecididn pars que, ave-
Liande las 4 variables de antecedewies | dievan un
disgnéstico global para cada individuo ; o esta varia.
ble le llamawos:

Awteceocutes sesun Exeertos 4 lo clasificamos em:
~ norwal (sin riesqo)
-ril.sS« menos qmvu
- riuaos qraves
- riugos muy graves

Estas vaviables que codemp\an los awfecedewdes
bio\ég\ms fueron oblewidas por medio de ewcuestas o
\os Fo.Ast ‘3 Qs"os Cowles*&hnn de acuerdo con (a QUE
vecovdabbaw ; ademds ew ocasiones las wadees sobiaw,
por ejemplo, que & wvino ol wacer due \oues*\o 2n iucy-
badora, pero no conocian el wotivo . Poc estas razoues
creemos que estos vaviables, medidas de este wodo,
no son wuy confiables .

Existen dambicw antecedentes en la litevotu-
w acerco de las difecencias e\ec’woeme%loqrﬂicas
endve los ninos cow frastorno de aPrev\dimJe \j|os Wi-
A0S siwn dvastorno de uprendiiu]e (Tokn Y cols. , 19%3}.
Tomando esto en cventa, supowemos que la evalvaciow
de la lectoescvitura oblewida wedionte vm c.onjuwlo
de Pme\oas pe&o«tjéaicas (H'\V\o)osq y Rocha ,13¢5) que
se les aplicaron a los winos, vede estar relociowada
wn las vaviables electroence a\oqrol?icms. [a variable



EVALUACION DE LA LECTOESCRITURA |, se clasifics ew:

- l)oev\o, : conoc'\m\e»ﬂos de acverdo a sV e&ad
y grado escolar.

-\"egulour-. ligero.s deficiencias ew ln lectoes.
crifuea que amevitan agu&n de los
pa&res.

~ wala : deficiencias que hacew necesaria
uno. atencion especial del wmes"roj
los padres.

- pésima . deficiencias severas que hacen
necesaria edvcacion espec.'ml'\aada.

TOmM\Ao en cuenta que en dlvos trabajos se ha en-
controdo que con resisjtros blpo\nres del E.£.6, (no es
nvestro caso§ (a po*evxcia reladiva diene cambios sijn‘\'g'\-
cativos de acverdo o la edod (Hm'mong,(%q),‘o prime.
Yo gue COMonbavnos es gue en V\UES‘{YO ecﬂuclio las va-
riables electroencefalograticas no estdn relacionadas
linealmewte con la eda , por lo cval no las considera.
mos como funciones de la edad en este trabajo.

Hasta aqu} contamos con un grupo de 42 vario-
bles e\ec{rcewce%\ogréﬁcos “potencia relativa obleni-
das a po‘r*ir del E.E.&. Nos interesa awalizar las po-
sibles velaciones lineales endre estas variables y ca-
da vno de las s'\gulew}es variables:

~escolavridad de la wadre - escolavidad del pa&re
-ocupacion de la wadre - ocupacion del padre

- salario P“Cip'\*& - estade de la vivienda

- antecedewtes seﬁu'vx experkos - evaluacion Ae la lec.*oescrl‘}um,
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Para ello vlilizamos el A:C.C., téenica del And-
lisis Exploratorio de Dotos. El A.C.C wos permite es-
{udiar las velaciones liveales endre dos '(5ruPos" de
vaviables , que se difevencian por la waduvaleza de
sus vaviables. Nédese que las co:legov(as de cada
una de las vaviables wo e\edrnme%«hy&#mas se
difevencian por su walvuraleza de las cergor{os
de las dewds variables wo eledroewce%logvéﬁ-
cas ; por este molivo o cada una de estas varia-
bles la comsidevamos como uw “grupo” de vaviables
Cuyos elewmentos sow pveciﬁu\mevﬁe las cdegorius
delo vaviable oriqival ;esios qrupos de variables
o e\edrmvxce%lot}rd\ticas estan descritos en la
fobla L. las nvevas vaviables que \n%egmv\ los
qrupes sown variables binavias tales gue: si Y es
vna de estas variables en el grupo Y, entonces

y=|4 sid individuo pertenece a fa cdegor'm y

0 si wo

Vor olro lado, debido o goe el nimevo de varia-
bles e\ec%romce%\ogvﬁicas es yavy grande eu vela-
ciow con el niwero de individvos {161, wo podemos
considevar ev uw awdlisis a dodas estas variables
simultaneamende | por ello, los espec&uhs%us dedi-
meron 4 sdoconju»dos o "grupos’ de vaviables elec-
‘!voev\ce?m\oquhcas que a sy wodo de ver dienen sew-
tido & la hova de m{e\rprehr los vesuliados (obla 2)
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GRUPOS DE VARIABLES NO ELECTROENCEFALOGRAFICAS

NOMBRE DEL GRUPO

VARIABLES QUE INTEGRAN AL GRUPO

tscslaridad de la madre’ analfabela, . . ., educacion superior.
‘escolaridad del padre’ analfabeto, . . . .educaciou superior,
‘ocupocién de lo madre’ ama de cosa ,1.eventual, . .., profesionisia.
" ocupocion del padee desempleado, . eventual, - .., profesionisia.

‘salario percdpita’

[0%,25%), (25%,50%) , [50%,100%),100% & més

‘estada de la viviewda!'

bueno, regular, malo.

‘anfecedendes segin experlos’ |normal, ritsgos wenos graves, graves,muy qraves

‘evoluaciowm de la lecloescridura] - ~ buena, regular, mala, pesima.

TABLA 4

GRUPOS DE VARIABLES ELECTROENCEFALOGRAFICAS

NOMBRE DEL GRUPO

YARIABLES QUE INTEGRAN AL GRVUPOD

HEMISFERIO 1RQUIERDO

RDCI, ROFY, RDFIL, RDTH, ROPL, RDOY, RPTIP,
RTCH, RTFI, RTFIL, RTTL, RTPI, RTO1, RTTIP,
RACL, RAFL, RAFIL, RATI, RAPI, RADL, RATIP,

HEMISFERIO DERECHO

ROCD, RDFD, ROFDL, RDTD, RDPP,RPOD, RDTDP,
RTCD, RTFD, RTFDL, RITD, R1PD, RTOD, RTTDP
RACD, RAFD,RAFDL, RATD, RAPD, RAOD, RATDP,

REGION ANTER|OR

RDCI,RDCD, RDFI,ROED, RDFIL,RDFDL, RDTI, ROTD,
RTCH, RTCD,RTFY, RTFD, RTFIL, RIFDL, RTTY, RTTD,
RACL, RACD, RAFL,RAFP, RAFIL, RAFDL, RATI, RATD,

REGION POSTERIOR

RDPY, RDPD, RPOI, RDOD, RDTIP, RDTDP,
RTP1, RTPD, RTOI, RTOP, RTTIP, RTTDP,
RAPI, RAPD,RAO!, RADD, RATIP, RATDP.

TABLA 2 . Esla nveva nomencladura de las variables se aclava a

continvacion
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P.RY,p3

RUCHL = PRy ¢, ROPI =

ROCD = PRy ¢y ROPD = PR §,py
ROFY = P-Ré,Fa RDOL = PR § o4
ROFD = PR §,¢y RDOP = PR §, 02
RUFIL = PR §, 9 ROTIP = PR§ 15
RDFDL = PR §,Fg ROTDP = PRy 7¢

ROTY = P.Ry 13
RPTD = PRy 1y

Esta wveva nomenclatura se hizo necesaria para devo-
dar a las vaviables a\edroence%logrﬂicas en o covnpv‘fa»
dora. Lo primeva Jetva 'R’ es de ‘potencia relativa, la
seguvx&o letra indica la banda (‘0" por &, 'T’ por © -
'Woper « ), la cvarda letra indica si o regisw es
'wquierdm (‘1') ¢ derecha ('p') ;la ol v olras letvas
indicaw la vegion, sin especificor si es izquierda o de.
recho . Evtonces Rét‘.l = RRu,Cs Y asi cow las otvas

El programa  que vlili zawmos para hacer el andli-
sis @5 CANCORR del 5psS .

Nétese gue en cada uwo de los grvpos de variables
no electroencedologrédicas , vna vaviable cvalquiera queda
exp\icada pov las dewmés variables del miswo grupo, ya
que pava coda individuo lo suma de las observaciowes
en uw qrupo es 1. Enlonces pode\mos descorlav en cada
qrupo o vno variable. Considevewmos por ej‘ew\p\o,(a va.
riable ‘evaluacidn de la lectoescridura y que en ella des-
cartawmos a la Cocfegor(a ‘wala , enlonces tenemos uwn

-25-



Prupo ‘evalvacion de la lectoescridura que incluge
as variables ‘buena’ ‘regular' , ‘mala y ‘pésima’;
si en esle qrupo asignamos a uw individvo ceros
en las 3 variables, ‘queda claro que el individuo
esta. clasificado en la cateqoria 'mala’.

Ewn cada uno de las “corridas” del progra-
ma CANCORR del 5PsS consideramos unw 3rvpo
de la tabla 1 (descar{qwdo vna variable) y un
grupo de la tabla 2 . Debe notarse que las varia-
les de um qrupo  sow ca’tegor{as de owa variable
nominal § goe las del olro” grupo sow variables
continvas ; este problema oparece resvelto ew la

tesis de Saporta, @. (1935)
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"CAPITULO II

Andlisis de Correlacién Candnica
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1.1.- CONSIDERACIONES  PREVIAS

Supow awmos que en uw con}\m'l’o de A individuos
observamos “n cavacleristicas o variables®  esta
informacion podemos resumirio en uva walviz rec-
fonqular de orden N xw ,en donde N >n, como
fo 6'\3uiew\a:

w" w oo w""
Wy Wpoooeoocowp :
" 2 ‘n
We Wy oo - - Wy

donde w,{’ rewesan"u la observacion COr\resPonAien-
fe o la {-esima coractevistica en el i-e5imo indi-
viduo.Es{sa madriz recibe o nowbre de ‘wmadviz de
dotos individuos x variables'.

El obietivo del A.C.C es encontvar las mejo-
ves velociones lineales (ew el senfido de la corvéla-
cign) entre dos con"\vvx{os de variables de nodura-
leza. diferente obsevvadas sobre un miswmo con}uw-

(‘BC\&sicamen"e el AC.L. supone que estas varviobles son
continuas ; sin ew\\mrgo _ sl tevewos uw grupo de variables
cowdinvas 4 otvo grupo de variables binarias Pue&e dewmos-
{rarse deﬂae un puw}o de vieta was gewem\ (Amilisis
Cangwico Fumciomal , Lancaster, H.0., 1a53) que el A.C.C. es
el 6g§\w\o en el sentido de que maximiza la correlacion

(quor“o. ,G., 138,
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{0 de w individvos i por lo que , &1 nos inlevesa ew-
covdrar que’ relaciones lineales existen ewdve las
variables elecivoencedaloqraficas del hemisferio

cevelboval izguierdo y las “vaviables de evaluvacion
de la lectoescritura , por ejemplo, podemos tomar
"o W tal que c.ovx‘rev\%u la infovmacion velotiva

o tales vaviables. ‘

As‘,a{cudu individuo lo podemos represen -
{ar como uwn puw\o en R" y o cada caracteristica
la podewos represe_vxhr cowo un puwlo en RN,
obienievdo una "wube de individuos” em R"y uwa
"wobe de coracleristicas” en RN . Entonces,los
veclores
Wy (w;,....,w{‘) Azl .., N

g owh= w0y e,

son V?_C‘\OW_?) en [o. vwbe de mdividuos ‘j en la ny.
be de caracteristicas resPedivaw\eMe.

A conlinvacion dawos alquwas defiviciones
necesarios  pava el desarrollo “de wuestro traba-

'JO.
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Dedinicion 1: La media de la j-és\ma« variable
la dewnotawos por
. N .
-3 _ W o
W ’_/:712:—7 * poYEL

Asi, el veclor de los valores wedios
queda expresado como

0= (@, 0, ..., 0"

Dedinicion 2 : Denolowmos o la covaviavza ewtve la
-€éstma y la k-ésima variable por:
N
V= K -k
Sik =4 ;2-:.(%’ - @) (w - %)
o la vavianza de la j-esima ve-
rioble por: ’

S; = i(wj - (:)332

L
N
Debe V\o*arse que en estas de#'«vﬁciovxes he-
wmos cownsiderado que {odos los individuos tfienen
la wmisma '\W\\oor{c«v\clo., y por ello le asignamos
a cada wmdividuo el wmiswo ‘peso" P. (P20,
%Pﬁ 1Y) ; en olras palabras o=t Yis1,..., N

A
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Defivicion 3 - La walriz de varianzas y COVAriaNZOS
es uwa matviz cuadvada (wxw) dela

;Ormut —_—
E- Sn o S\V\

R= Sia Szz - San

S'lh S.ZV\ ot S:\

Notese que R es una wmalriz siméivica.

Sin Pérc\'\do de 3emmlido&, 5upondvemos que las
vaviables estdw c_evn‘}mdo\s-, es decir, que estdn represen.
{adas en wn sistema de coordewondas cuyo cewtro coin.
cide com ol veclor de valores wedios (o centro de gra-
vedod) @@= (&',...,0") . En olros palabras, st Z es
lo modviz de dotos cenirada corvespondiente o la wa.
tviz de dotos W, o suma de los elewenios de cada
columno de Z es i()uo.\ a cero. El elemento Zde 2
represevia lo observacidn de la j-dsima variable con-
fvodo ew ol i-ésimo iwdividuo, es deciv, zj: =(w3- L‘)j)
Ewtonces los delinmiciones anleviores grve(ian expre-
sados como -

il=0 ’V‘J:\,z,...,n

N .

Sjk:.-/lv— Z: lel Z: ) ]’k L2000
ASy

: < 2 .

S opE R e
i
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Supovxtjamos que el cov\_',uu{o de las n vaviables o
Podemos expresar como la uniow de dos conjuutos de
variables Ai&renc‘mo\os Por* la naturaleza de sus ele-
mendos . Sean las primeras p vaviables las corres-

"pov\o\\'em’(es o uwno de estos cou}un*os q las q voyia-
bles vestawles fas Correspov\diavﬁes ol atro conjunio
(n=p+q) . En oivas Pa\abms, 5Upovgamos gue se tie-
wew dos "qrupos” o submalvrices con P 4 g varia-
bles resloecirwumevﬁe, observadas sobve un miswo
cowlun{o de N individuos . En wuestro Qj?.wxplo,lo.s

vaviables de uw qrupo .pueden corresponc(ev o las va.
riables electroencefa ogv&#‘\cas de!  hewisferio '|zquievdu

‘leo\s 9 vaciobles del ot geupe, o las variables de
evolvacion de la lectoescritura | ambas centradas .

A estas wodrices que ,‘ZL*QV‘EMOS'QI Porhcionar
la watriz Z, las denotamos por X (N%p) y Y (v xq)

z[x v]

Es%o es egu‘wa\ew\e a Porhc‘xomr a coda vec\lor
1, = (2,...,2") en dos subvectores Xx; de lo«sf
voviables de uw gevpo y 4, de las g variables del

-

obvo 3rupo , 5 decir Z; Puede ¢seribirse como

_2;:(51,513 para toda i=1,...,N
wn &on&e.

-X-A‘ (xi) )xﬁ = (Zi,...,hP)

-(é"- (‘5:, |L5,Lq = (?'f“; ;zA“)



Evndonces:

e i
Sl2 Sll S!P : S\,p-“ . SIV\
512 S: Szp : Sl,pn Sin
. | .
. , |
R S Sp S 1ompu: Spn
O P e m -
Sn,Pn Sz,pn s SP,PH : S:,, R SPH,'\“«
Suprr Supua- - Sppia) Spupa - Seam
. . : b :
S!w 51“ SPn : SFN,V\ 5:

Po&emos escri‘:ir\« como -

en donde la walriz R, de orden (prp) es la matriz
de covavianzas de X, o wmalriz Ryz de orden (409)
¢s lo malviz de covarianzas de Y y la wadviz
Riz = Ry de orden  (pxg) es la wadriz de covarian.
zas ewive X y Y.
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For olro lado feviewnos que lo wmatriz R podemos

exPresar\a como:

R=1L 2%
N N N
Z(m) Zaz oy
Az i Az
N X N 2 LA
2
Z Zl % Z (zx ) . Z £ i‘P
ist im Axy
ad . N .2 N . P 2
R=L |2 #mz2f 2 z'%f 2. (z)
N in =y iw
ZZ' ipn iZFZP"
i . A=t A : i)
N N
\ L 2 n
Z 2 2] DI Z'Zfix
A31 dwy it
p— I
XX 1 XY
R (=t
Y X ; Y'Y
POT lO +QV\+0.‘
Ry =4 XX
RIZ:#Y\Y
Riaz=4 XY

~34 -

I N
1S fa
I iz

—— . - -

N
28

— . . - aa]

Ast

- (0



Una fovwa de mmdevimr a los indiv;‘duos don
vespecto a la naturaleza de las variobles de X es
wediante una combinacion lineal de los vectores
columna de la mairiz X ; ‘asimiswo, una combina-
cion liveal de los veclores columna de la wmatwiz ¥
es una forma de cavaclerizar a los individuos <cown
vespecto a la natuvaleza de las variables del grupo
Y. .

Ev wnuestvo ejemplo, una cavacierizacion elec-
Aroencelalogvafica ‘del hewisfevio izguierdo pava
todos los individuos podemos darla & {raves de:

U= (u(nl Ry, - - - ,U«(N)Y = XQ }Q-‘:(Q‘)“‘)Q'P)\

en donde la i-esima componente del veclor u:
Wy = )+ - rapxf = x; a

¢s la caraclevizaciow a\edvowce%loqrh@ica del hewmis-
fevio izquiecdo para el i-ésiwo individvo cown resper.
{o al vector de coedicientes a

Andlosaw\ew\e, wa covacterizacion de dodos los
wdividvos cow respedo a las variables de ¥, gueen
wuestvo e)‘qmp\o serton las vaviables del grvpo ‘eva-
lvacion de la lectoeseritura’ | podewos darla o frovés

de y=7b ) §=(b.,...,bg3‘

Ue\oe no*arsa QVQ de es-‘as con«b‘\vxac\owes {'\neq.
les existew vwa indinidad , es decir, existe vv nowmero

Y.



‘wv%'w\‘\’xo de vecloves & Y b ve Wos Perm\{evx ca-
rocierizar, Eor medio de una combinacion lineal,
o los individvos covt respedo o la noduralezo de
las variobles de los %vupos X oy Y vespective:
menlie.

A cada uve de los vaviables de 2 la poc\e-
mos Considerar como WV veckor ew RN, ewlonces
cvalesquiera dos combinaciones lineales de ellas
wy ¥ fombien sow vectores en RN ; adewds *

y sov cevdvadas ya qUe las voriobles de Z
500 cevx*m&us.VewxosJ(mremos este resuHac{o 56-
lo pora U, pues lo dewosiracion pore y es ana-

logo-.

Demos'\mc'\évx :

Dewostrar que ¥ & cendrada , es equt-
ch\evxjce o &evv\os*mr que SV wmedia s cevo.
N

N N ,
L3 oun = L Z“\"‘k*'“-*Z“?";
N Azl N A=t ATt
a‘(_‘- ixl‘)Jf U “P(-Li"xp)
N & N =
-1

=Q,% +....* QP'iP

i\

=Q.i‘»....+0~‘,§.?

i

0 pues -1'3:0 ’?‘3=\,...,n

L.Q.G.D.
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Sean VY, c R y Y, ¢ RY los suLesPac_‘los ge-
nerados por las variables (0 vecloves columna) de X
y de ¥ respectivamenie. Entonces, cualquier combi-
nacidw liveal de las variables de X perltewnece al

“subes patio Yy y cwalguier combinacion lineal de las

Z\es de Y pertenece al subes pacio Yy .

ue R 3. u=Xa geIRP}

varia

}

P4

{
e vemis 1ovh ber]

dos combinaciones lineales tales

Sean woy v
y VE Yy . Llamewios & al c'xvu)u{o for.

que ue Y,
mado entre Wy v,

Como Y y Yy son Subespados , ambos can‘hmgw
ol vector 0 ,estoes, 0 ¢ ¥ Ny . Las combinaciones
lineales que devnotoamos por U, = X0, y Y -_-Yga ,
por lo tawdo Pev%ev\ecevx a ¥ NYy y se conocen
como la solucion drivial del A.c.c. ; pava ellas se sa.
tisfoce & =0
' Consideremos enfonces w,v #0

GRAFICA 5



Nos devesa analizar qué tam “Purecio(os" son
estos dos subespocios | en o seatido de evcowtrar pa-
ve}us de veclores 4oy ¥ que minimicen el c'xvnau-
lo & ,‘&S‘io s Qqu‘\vMenJ&e a encowntrar pou‘ejus de vee.
fores w § ¥ gue waximicew la covvelacion , pues,

cowmo dewostiramos a continvacion

Y‘(U-V = C0s €&

- -

dowde r(u,v) ¢ la covvelocion entve u y .

Pewrosdracidun

Y'(Q V\)t‘ COV(E‘M\;
[var(g) var (y)]"”
~ 2
pero  var (u) = — Z Uy = & Wu
43)
avxd\ogumew\e
- \
var (v = L ¥y
- ' .
4 cov(4,¥) = L 7 uy Vay = L Wy
A=)
Por lo tanto
rem LY 4y RS Y,
AY 7 - \ v N
[ewpvul [ww ve]™ o ugfe

L.Q.Q.0,

A eslas parejas de vectores u y ¥ se les congee
como variables cavowvicas .
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En el cupﬂm\o I &ec‘\&‘\\mos &escur\m- o los vario-
bles el&c.‘\\’OQVlte'QOt\ogfdgitas de Poxevlcia re\oén‘vc; corves-
ﬁow&'\ew\es s lo banda By & cada grupe de varia-
les w0 e\ee&row\cew'\u\og\ﬁxicas (‘!’a\o\a L) descurl.aw\os Uno
'.vo.r\a‘a\e,,&e‘o\&o a que ew awbos casos , las vaviables
descaviados pue&m obteverse como fynciownes de las
restontes variables de su grupo- Notese que con ¢slo, los
columnas de cada vupe SO comjuv\{os de vectoves li-
nealmewte '\V\AQPQWE\QHQS  por lo tawdo cualesquiera W
Yvices de dolos % y Y 3o de rango completo @

En este ‘halynjo considevamos  9ue Xy Yy sown de

ranqo comp\do s deciv:

rango (x)=p rango (v) =4
Entonces
D‘m Wx = P ‘D;\M \"y = (_1

Ademas , st X (N*pY Y Y (nxq) sov de vowgo
cowfv\p\e’to XXy Yy sow matvices no s’\vuju\aves (feore-
wma A

A con ivwac'\év\,cew\mwxos aveskra afencion eu la bos-
Ue&u de lo 9r‘wmero Poxe'}cx de varlah\es Yy v QVE wi-
nimizon el dvtcsu\o &y wo sow las soluciones '}r'w‘no«les.ves.
vds buscarewos las k-1 pareja® res“.awjr?_s (k: m{n!lp,q})
Fslas K porejas de variobles las Lomawos ales que res
Y%QW\QV\ e ovden decrecievm‘re los “Fovec\dos” entre Xj\/;
?se\:uscavx dales gue llg,gz,_..,gK} y Qg,y,',...,yk}

ormen 0ases oclovovmales de x4y TespEdivamev\'}e.

R AL SRy
(M Si range (K)ap o rong (ry£q ver Lebart, Horineav 4 WarwicK (1284)
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.2.-OBTENCION DE LAS VARIABLES Y
LAS CORRELACIONES  CANONICAS.

(UN PUNTO DE VISTA GEOMETRICO)

El roblema consiste en enCchJtmr los vec‘}ores
“y v Toles que ©= & (u,y) sea winimo.

“=Xa v=Yb

e

La amp\i‘(u& del dvu}u\o & no depende de la lon-

2'1%& o norma de los vectores w ¢ v ; por lo fan-
0, pava efectos de uvﬁcic\ad, les Twmponemos la ves-

triccion de que sean fales que
full=fy)=1

Veke mo‘iorse gue es*fo imp!ica que:

Wy = ¥y =4

Cons'\cl\eremos en P\-imer 1uqur los casos extremos :
1) wx = wY

En este caso los conjuwhs de variables som equi-
valevdes en o senlido de que la informacion condeni-
do en las vaviables de X es idewlico a la informadon
contenida en las variables de Y, es c{ec‘w, awbos con-
wndos de voviobles estdw explicando el wismo fens-
mevo ; en Yol caso existen dos cowbinaciones lineales
distintos de las driviales tales que €=0, a saber, cua-
\esav'\era dos veclores '|3uu\es u y v sofisfacen 620
(0 cos®=r{u vy=14).

~ 4o



)=t s {ue RY S (u,vh=0 Yred)

(ver dedinicidn 10 del upévs&icz)

Fn este caso 105 conjumbos de variables som "lo
wmenos Pareddos" Posib\e en el sentido de que o exis-
te ninguwa velacion lineal enive las variables de X y
las vaviables de Y. De acverde a la definicion de com-
p\ew\ev\% or%ogov\nl,wu\guiev pareja de vectoves u gy,
l,le”(,( 4 ye‘l»y,sahs%;en €= 4R, es decir cos© =
V‘(!,!} =0.

Notese que en el caso ¢ la interseccion de los
su\oespo.dqs es uno de ellos , wienivas gue ew el coso 2)
la indevseccion de los subespacios ¥ 4 Yy es Owica-
wente el veclor cevo.

En euero«\ no e c{owl es%os cos0s ex‘{remos.Cow-
s&c\emmos que "{x £ by y que V,( F "{',f' ,en'lomes
10} ¢ Wnty 4y KA es distinda de % g de W,

Enconlrar parejas de variobles u 4 ¥ wo trivia-
les dales gque © sea mivimo es eauim\ew\e a encontror.
las fales que cos® (¥, v) sea maximo .

Supon amos U conocido .

El vegor de ¥, "més cercano” a u esla
ontiecc'so'vx Or‘\ogovmi de u sobre Yy, a la cual de-
nolamos por B (u)

Sea v colineal a Py(&(,) ,ew’omces existe AeR
fal que

Bwy=dy oo 0

.



An&\oso.men*e,lu proyeccidn or'\ogonu\ de v sobre

'Th ' Aewo“a&a POr Px (!\ ; sa-‘is&‘ac,e-.

Px (Y =« U pare o\guvm HER v 0

Nétese que es equivalewle wmaximizar cos (4, ¥)
iue moxiwizar  cos (4, Py(w)) o cos (Pa(yy,¥) debi-
o a que ol dwaulo entre dos vectores no depende de
lo worma de los veclores.

-
1

y lhu
N
“'\
H \\kl

: Ty
GRAFICA 6

= >
5 3
u 9
1< ¥
'
>

Para obtener el valor de X basta resolver la si-
%u‘mw\e gevacion

(‘m,g)'—‘-O
pero (hy,xy = {u-Ay,¥p = {u,vh-24y,¥)
={w, vy - M

-'.<b\"_\{>=0 & l=-“ﬁ%=<g'! (5)

An&\ogomen*e obtenemos:

a s S s L0,y ()

POY' lo '*O.V\*O
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Sean &=R(wy § ¥=R()
entonces las ecvaciones () y (#) pode\mos escribirlos
como:
FR R (3)
T R )
Haqamos wn Pmén’ces\s para enconlvar las matri-
ces Ay Az asociadas a las iransiormaciones lineales
Ry R respedivamew\e. Es decir, buscamos A, y Az ta-
les que:

<> &>
(1}

"

1= 1<

A
A

"

Ay
A

1< IS

2

Cowo es colineal a v, ewlonces:

<> F> <> &

=cy = ¢Yp para alguna reR-- - (10)

Por definicion
{a-8,yy= (a-0Yx=0
Cowo cada una de las columnas ¢ de Y (j=1,-9)
esta en o\ subespacio Ty, st satisface en particular:
(S’ay ﬂ-‘ =0 "Y‘}H,...,q
Enlonces
wyb = &y

Por lo tonto

!\\/ - /CL‘Y""""""""'(“)
Sustitogendo (8) en (3) fenemos:
WY = U-b\y\y................(\2)

pevo Y es de rango comp\do,en’rov\ces Y'Y es"\v\ver{‘ible
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or lo tants Po&emos multiplicar (120 a la derecha por
YY", de dowde
LY (YY'=ab
Por lo tanto:
ch= (YY) Y4

Evionces:
Yo« Y (VY'Y y

es deciv: '

Q=y(nY' Yy oo (.;)
Por lo towto: ‘

A= Y (Y'Y : (14)
Avxd\oguw\ev\‘\e pue&e oblewnevse que:

Y= x (xy'x'y oo 09)
de donde

A= X (X)X o (16)

Demos'\mvew\os que A, Y A, sown matrices sime-
tricas idempoievdes  por lo dawde Py y Py sow ope-
radores de Pro«jv.ce'\én odogoml en ¥y oy Yy ves pecti-
vawente .

PEMOS*YQC\{:\A‘.

N[y D s (Lo T v e s A

S0 A es simetrica
AA = [Y(Y\Y)-I ‘/\] EY (Y‘YY' Y\] =y (Y‘Y)-‘ M (%I y

=y (Y)Y = Ay
oo Ay s idempetenie
re
L.a.G.D,




A

Recovdewos que %7 Ag 0y V=AY, pev

cowo
(‘_05 6 - (‘;‘,Y>

y  Nulls el =4, evtonces
fw it Nedl

cos &= (¥, ¥

En (5) obtuviwos gue Y=L, ¥
POV lo '\on)toz

l=¢co590

Sus'\‘\]tutiw&o este VEsuHado e (3) Yy (3 vesu\*\d-.

:A‘\_&gcose!.....‘.--..(|?)

<> >

1A:!=COSOB G e e e .....<13)

Qeciresm\&o o la bosgueda de lo priwmera po-
vejo 4y v, PYO\iEQ‘\Q\MOS or‘\o'}ovxalmev\-\e a G oya

4 sobve Yx oy b resPec\'nvawsew\e _es deciv, hago-

wmos B&Y 4 P (3 - Esto es equivulew)re a wulli-
licar o lo iiqviero\u por Ay y A 0 las ecuaciowes

Yy U vespec\ivamev\h:

A

A, & = Az Cos@ ¥ = cose(A, !): cos @ (cos?® u)

= Cos' & U
pero A, Q= AzAY
Evtowces oblenewos:
Az A B = cos’ O U ()
y uwd\ognw\m*e:
A Ay y=cos @Y (20)
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Al Pm‘szc“'w % sobre ’h q v soLre. Vy ,bse sa-
hstoce que. ' E ,

P, (Qy = X u para alguvm MiER

Y para o\auvm MieR

QRAFICA

pero M, = My = cos? &
Sea M= cos’e
“endowces 04 M ¢ 4

y las ecvaciones (ia) y (20) pueden escribivse
como: '

ArAjus Ay (@
Aldgys MY (22)

Nolese que w y v som los cigemvectores de
las watvices Az A y AAy respzc.'hvamenh,asociou
dos ambes al eiqewvalor M.

Pora encowivar el valor de pM, debemos re-
solver lo ecvaciow -

!Alk, - M Ii = 0 (vu definicion de cismvalo'v)

la solucion de esta ecuacidw no es Gwieq



‘\Mj k valoves de M que la sahisfacen.
Sean Moy, Ay los eigenva(ores de A A,
(6 de A;4,) ovdewados en forma decreciewte . En-
fonces la primera parejo de variobles canémicas
TWoy ¥ sow los eigewvedores de Az A, y de AA;
vespectivamente | corvespondientes al eigenvalor
Mi,que es el wmayor. Las siguientes parejos de
vaviables W) ¢ v, (4+2,..., k) son los eigenvec-
doces de Ay A, y A A rcspedivnmevde, Correspown-
dienies a los e\smvolores M, ooy Mi

En eslo seccion hemos obdenido las variables
candnicas basdndonos en el eriterio de que estas de.
ben ser tales que Winiwicew el émgvlo e. Enla
voximo seccidéw harewos un desavrollo siwmilar
gnsdv\donos ew loa wmoaximizacion de la corvelacion
enire ellas. Awbos criferios son equivalentes (pp.39)
pero desde el punto de vista fedvico se presenia
wo diferewcia : geoméhkmmew*e i siguiera wos
tvestionamos la exislewcio de uw dngule wminime,
sin embnvgo a\zjebm\mw\eule no es taw obvia
la extslencia del maximo de la {fuucion de corre.

laciow .

Bro fivalizar wolese que 3] mayor eigznva'ov
M. es ol coseno coadrado del memor dngulo entre una
paveja de vaviables candnicas 3 eguivalenhmew*e
¢s lo wayor corvelacion ol cuadrado entve las variables

&tX\gdeY.
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x.3- 0BTENCION DE LAS VARIABLES
Y LAS CORRELACIONES CANONICAS.

(un PUNTO DE VISTA ALGEBRAICD)

£l Prouema de OHewcio'n de las variables ca-
_nduicas lo dividimos en dos parfes : obfencion de

la Primeru Purejo« de variables canduicas LloHEM-
con de las k-1 resfandes parejas de variables ca-
ndnicas .

Pava o Aratomiento de este proHema comsi -
deramos que las columnas de ¥ son linealmente in.
depemdieai&s y gue las columnas de Y son lineal
wende iwdependieuies . ewfouces por (A.13), X'x

Y'Y son wvertibles ; por lo fantfo Ry= Lt xx y
Zzz= i Y'y sow inverdibles.

Ir.3.]. - OBTENCION DE LA PRIMERA
PARETA PDE VARIABLES CANONICAS.

Podemos Plovr}ear ol praHema como fo bis-

Qveda de las combivaciones [ineales

=Xa y v=zVb .- ..()

ev doude 8y b debew ser dales que maximicen
la corvelacion entre 4y y.

La correlacion ewtre w y v expresada oo
funcion de 4 y b, la podewos oblener sustifvyends
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3 2) - N
(3) en (2) . L (@ XYh)
[ (2 x%e) 7 (2YYEY ]
.l

Sus"‘i"'w‘enéo (1) resv lta.:

2 Ryb
r= cee o (2Y)

[(2Rya) (B Ry b)]"

Debido o que los coeficientes de correlacion
50n indepen&ienies de la escala de las variables, a
los vectores a y b les imponewmos la restriccion
de que sean Tales que u y v tengan varianza
unifaria, es decir:

var (4) = @ Ryg =4 e (29)

VO.P(_V‘)‘—' -b\RIZ,b_ = i~-.-.. e e s e (26)
Tomando en cuenta estas vestricciones, o ewa-
citn (24) queda expresadu como:
r=a@Rpb - (39)
Llamewmos 'F(g,!g} a la fowcion que queremos
maximizar suvieta a las restricciones (25) 4 (20) que

escribicemos tambien como Junciones de (g,b).As(
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e Prob\emo. se veduce a encontrar a y b toles
que Waximicen la corvelacion

4(9,_;2): A Rpb o (29)
: 5u]efm a las restricciones:

q9,(2,%)= q, (a.,l..,ap,b.,...,b,\ zaRya-4=0--(29)
q,(2,0)= 9, (8, 0p. by, o, be) = bR b-4=0..(30)

En primer lugar dewostraremos que la funcion
{',suiefm a g, 4 g, alcanza un maximo.

Demostvocion :

C0mo { es una {uncion bilineal (ver nota 4
‘en & apendice) entonces + &5 una funcidn continva
(por deorewma A.4) , ademas ! es de valor real; por
lo Yawto, st fomamos en cventa el teorema A.2, el
problewa se veduce a demosiraw gque el svbcon-
}un*o de Dom (1) defevrminado por las restriccio-
nes es un compacto , es decir, que es cerrado Y
acotado (Teorema de Heine - Borel )

Sean Ty y Ty +ransformaciones linea.

les tales que:

T.:RI— RY3. Ty : R¥I— R 3.
2~ Xa - b—Yb

S nos #i]aw\os o \as resjrricc'\ones
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ZRig = FXXa = §Xaf'=4

BRab< 8778 = [¥bP=4
resy o hve:

[ Xaf = & Vo] =&
Detinimos

- { ceRY ¥ fel= W} cerrado en RV
Entonces la ima})en inversa de )‘2 bajo Tx
que denotamos por A = {g. e RF 3. fxa -=r~‘}

la iwmsm inversa de ¢ ba‘lo Ty gue
jeno‘hmos por 3= { be R? 3. ﬂYbn:W}
son cerrados en RP y en R3 resped‘wa-
 mente,

Por otro lado 1enemos que Tx y Ty son trans-
%orchiov\es imizchvus porque o
Tx(ey= Xa =0 => a=0 pues los vectores co-
[umwa de la malviz X son
linealmende indeptndiew’es.
De manera am’xloga

Ty(e)=Yb=0 = b=0

Por 1o fando | por el teorema A.3, concluimos
que Fm,m; >0 3

I Te@ = IXa]| > m fo)  Vaer?
ETy [ =0Yel > ma b VheR?
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pero como | Xa| = | Vbl = 7 si ecAybeB

ew}onces

Ib] £ e The®

Con esto Quec{a demostrado que A ‘j B son
acotados , y como tambiew sow cervados

AxB={(2.0)eR" 5 ach » be B}

es un compqc}o en RN

Notese que AxB ¢ Dom({) es un com aclo en
RrY y como 4 es contivva de valor reo\,evﬁonces

existe un punte de AxT en donde 4 alcanza el
m&ximo.sujda o las restricciones; sea (a,b) esle

FUV\*O .

Como se -}iev\ev\ dos restricciones Yy sabewmos
que 4 Suje*q a ellas alcanza un wmaximo en (g,b)
ap\‘\cu\mos lo c}evxem\ieacidw del +eorema Ay, con
lo que vesvlta ‘que existen escalaves A y « tales

qve:
Vi, by = 1 Vg, (a,k) + « Vg, (a,B) . -.(30)
donde A y o son vnuHiPhcoc(ores de /.oﬂmmie.

Por lo danlo, debewnos encentrar b, Ay

que so‘\‘isht}an (‘DV)
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RP,COY‘AQW\OS g\) e

Hapy= 8 R ®
=b, (“(5\,9““'- .4+ 0pSp. P8 4. . ¥ ‘og(a‘Sm-s-. A Qp Sen)
q‘(g.‘g\= g Rua-3 |
=0\(0‘9?+.-.+°L95\.‘,)+ a,(af:,g aﬁ:m,.* ap S,?\ 4. .-
. .*0.99;) -4

.. .+a?(a\5‘9+.

(Q‘yb\= ERII—- -4
1 .. B:SP“'“\ +\71 Lb\spu,?n"’ bIS;Q1+ Lot \!Qspn,n 4

- +bq(b\sw|’“+ R bis:) - &-

e_w\o;s lo analogia de los 14 ¢min0s de 3,4 %
i 'n&icuéos en (av):

V-‘Lg’b\ “\dn ! ' 3“9, ds
= (b\st,?n *\3%5\“ y b‘SP'F“&.. ﬁbQSP“)
aSpnt apSe.prt) L, 3 Om* + 0pSpn
Vie,®) = (b R., ¢ N (32)
6 \ 6 é}_‘_
Vg (@.9)* (S dse rro )
= (2‘1‘5?*2“15'1* £20p5ip) ,2&5.94' 20,5 az%s’n
0,.-°
()
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An&\ogaw\ev\% se calevlo:
C e e (34)

Vau(e0) = 2 (0, BRa)
Susjn‘\mse.m&o (32), (3 4 (34) en (3) ob’rewevﬁos:
UQ\ RLA,E:R\Q: 2 (2 Ry 9}+ 20‘(9,\2‘?21\

& (E_»‘R]; @Ry = (ng‘\'&“ ) R2) (39)

es L‘ JfO\MQW\O.‘) en

\0.‘5 COMPDV\P.v‘\lf
sistema de

5'\ '\csua\amos
obtenewmos UM

cwenta l0s restricciones,
eLuaCioned de wazecoaciones y v 'mcéqm"as-.
bRy, - 22 gRe= Qe (36)
a Ry - 20&5 R = Qe T (3%)
cRua=4"" .....,,.....(33)
b Rpb=4" (39)

Né*ese que Ru = R\u Y R )

sistema de ecURLioNes anierior €5 equwo.\ew\e o

s'\qu'\en*e:
Rk - 2} Rua =0 () (49)
Q:1§ -2 Rub=0@y T (40
aR,a=4 (42)
b Ryb = UREPEETEEE R (43)

L5y




Esle sistewo tiene solucion- pres Ry Raq son
m&’:r\ces no 5\n30‘ares

Mu \hp\mm«do a la izquierda (#0) por ' y
(#1) por b resulia

..mzb-Z\QR“g: Y T
BRya -20 b Riub=0 oo {45)
'ﬁsus'm‘“je“‘;" (42) en (44) y (43) en (45) obtenemos.
ARab =2k 20 e (4E)
L PN (0

Pevo Rib € R, por to tanto:
(93 le b)\ = 9.~‘R|2 b

‘:}ER:-IQ = Q‘R‘zb--......(q{)
ls si sustitvimos (18) en (49) resulia que :
l > G I ("q)

MQHip\imn&o a la izquierda (40) por Ry R}’
\jsus‘\i’w%e\n&o (43} en () oblenemos:

R:zg—ZkRzzb=9......._..,,_,(50)
RaRi Ryb -2 Rha=0-- - (sv)
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Lo ecvocion (%0) po&emos escribirla como:

Rl\zg =2 ARb oo ... (59
Sushtugendo (s2) en (5) resulta:
- (Ry Rit Ry - 44 Ra) b = Qe
gue es egu'\volevﬁe o la ecvacion
(R RLRiR) b = b 53
con p=24

Gea B= Ry Ry Ry Ri

Notese gue existen By bdo gue sadis facen
QS*Q ecuocio'n, uesto qUe. -P alcanza un maximo SU-
]da a las resfricc'\ones; por lo fawlo b es uwn eigen
yec‘\or de lo wodriz By A oes el eigenvalm co-
rresyono\\ew\e al enaenvec'fw b.

Como lo matviz B es vnd modriz cvadva-

da (a*q), 0 lo mds va a femer 9 eigenvo.lmes

distintos de cero. |
Hociendo un pvoceciim\enjro awdloao a par-
hir de la ecvacion (24 podemos obteuer la ecvacion

(R\—l‘ Riz Rax Qn\z) a = Ba (34)

No es necesario L\chr esn‘o po.ro. oHenep

Cd=f,a 4 boque maximicen 4, pues X Y b se ob-
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~ dienen divectomente de (£3) g o puede oblewerse sus.
hhuswo\o b y A en (42).Sin ew\burso Podemos ob-
servar que la wodeiz A = (RY Rz R3: R);) &s una ma-
triz wadvoda (pxpY, por lo fanto va o tener a lo
mas P &igevxvainres disdinios de cero. Enlonces
A% c}e‘.«eml , &} niwevo de eiqenva\ores o\ishvﬁas de
cevo es, a lo wds, k= win {P,q} :

[o forma habidval de vesolver la ecuacion (%3)

es colewlawdo las vaices de la ecvacion

' , Rz-z' R;z Ry’ R - /3:1: ‘ =0
en donde el detevmivante se comoce como el polino.
wio caracteristico de la madriz Ry Ry R Rz,
Nétese que intentando obtener la primera paveja

devariables candnicas , hewos \\egao\o a uva ecvacion

que wos permide obtener fodas las parejas de va-

riables camonicas. Asi | el punle siquienle no serd la

obtencion de las vestamtes parejas, sino

1.3.2.- CARACTERIZACION DE LOS EIGEN-
VALORES DE B Y SUS EIGENVECTORES.

Como las columnas de X (wxp) sou livealmende -
Aepau&iedes Y las coluwmnas de Y (nxg) sown livieal me.
f 1ndependiendes, por el feorewa (a.5) fewemos gue
R“=_Ilv. XX y Rz = 7‘V_Y‘Y sow watrices ?osi'hvas
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definidas (P.d.) . Adewmds R, y Rzz son simétricas,
entonces (ver wote 2 en ol apéwndice) podemos afir.
mar que existen walvices P (pxp) 4y Q(q¢q) in-
verdibles y sméiricas tales que:

PP=R, 4 QQ = Raa
Asi
B= R, Ra Ri' Ry = (QQY'RY (PPY'R,, - - (59)
A= Ri' Rz Ry R = (PP)" Ry (QQY'Riy - (39
Si wultiplicamos B & la izguierda por Q y
a la devecha por Q™' oblenemos la matriz
N,= Q'R P" PR, Q"'

‘ 4 o muHiFlicamos a la walriz A a la i2-
qu'\exc\a por 1% Yy a la devecha por P, obtenemos
o watviz

N, = P" R‘z Q" Q™ R:,, p-

Sea K=P'R,Q"
Ewlonces
N, = KK Y N, = K'K
Como K (pra) 4 K'(3xp) . por teorewma (A.6)

{enewos que Niy Ny fieven los WMiswos e\gev\valores
distintos de cero; ademds por el feorema (A7) vesul-
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Yo que Ay N fienew idewnticos -eigenvu\b'res; asi CowMo

By N, . Por lo tonto A, BN Y N, Tienew los wiswos

eioenvalores disindos de cevo, Y 1odos ellos son PO
sikivos porgue p 20 ¥ per

Gea K € nuwere de Q'\(}vau\oves distintos de

| exo, evlowees  po¥ (A.%\ Kk = rango (K)  Pero cowo P

Q sow wotrices Wo s\w%u\aras , por (A-9) fewnewos

gue Yovge (K = ronge (Ri2)

Resum'\en&o lenewmos gque
" K = rango (K\ = yango (Rn\

Seom \os e'\t&mvu\ores , OV&Ev\a&os en Qorwm decre-

(b’.‘>/bf>...>/51>o
Lo Aesco‘mpos‘\c\dm ew valoves Sivxsu\o.r% de K
(A.u\ Pvzde estvibirse COWO

K=V DV’
dowde Uy vV, de orden prk Y ax K rzspec.’t'wumev\h,

gon watrices de coluwnas ovtonormales , & Po&icu\ur
los columnas de U s0m los e‘u}ev\vec’(oms estondariza-

dos de Ni* KKy las coluwnoas de V sow los eigew
yectoves es‘\o.m&o.r\mc\os do Np= K'K. La wadriz D es
s wokriz &m%om\ ow elementos ?os'u'\'wos , wads alw,
los olewmenios de lo dm%ovm\ de D son las raices

wwodvados, de los %igenvu\oves e K'K.
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Por lo fanto-
K = («,,...,xk) D (..., nY

&Onc{e LFRUI (x-t,...,k) son los eiaev\vedores estau.
dorizados de Ny N, respectivamende y

D= dag (7, .. G57)

Si los /5; son distintos |os eigenvectores sow Gui.
s en cvanto al siquo, pues los escogewos de wodo
que los vaices cuoamclas en D sean Pos'divas.

Adewass N, y Nz son SiMé+ricos, por lo fauio
(A.lo) Sus eigenvedoves Sown or'}onormales. Asi .

O(Idjfégj )‘: )‘j=(hj
donde &J- e la Dela de Kromecker

é.i] = { 1 s j"j

) 0 si wo.

Los tigenvectores de A y B som los veclores
QL = P"a; 3 b‘-. = Q" ”A (i:l',__' k)

Vemostvacion: (sélo para 8; , la de b, es andlo’a\)
Kecordewmos gve N« PAP' o equi valendewen.
fe A= PN, P. Ewdowces -

Agi2pia; & P'apg, =pa;
Sush{uﬂmdo a; = Po; obienewmos .

PN BP 2 prpeiy,

1
@ M= pla 1.0.0.p,
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Por lo fanto los eicjevxvecjrores Qi , b; soluciones

de nuestro Problem& son Or%ogona\es.

. Definicion 4 : 4) los veclores &y b,; sov Hamados

los 1-¢simos veclores canonicos.

?) Las combinaciones lineales Ui = Xa;
y Y= Yb: se conocen como las i-ési-
mas vaviables coanonicas.

) f. = a7 recibe el nombre de i-ésimo
coeficiente de cerrelacion. cavonica ew-
tre u; y Yi '

Notese que:

n

'
R
[}
o—
*-

9\1- Qu Q; = & i
N Y
bi R by = &0 = 4y

- corr (Wi, “i)

[}
(1

tory (‘_/A , !j)

Debemos nofar la analoc};a entre las ecvacioves

(22) y (53) .

En (22) tenemos que -
AA v = My
Sus’ti*vxﬂev\do Ay A oblenewos -
[y(roy' y] [x ()" Xl ¥ =AMy
Por otvo lado, en (53) tenmewos
2 R Ry R, b= 0

22

~ol=



Sush*u%endo (0 en (53Y y wultiplicando a la
itquierda por ¥ resylda

Y N () L (X N (0 L (XN b =AYb
Pero ¥ =Yh 5 por lo tanto,
PO YTy ] v - gy

Enjfouces, el mayor ci%envalor M ‘/.’:,z es el cua-
drado de lo covrelacign entre Yy ¥ ¢ el coseno
cvadrado del wewor dwaulo tre o Y ¥ 5y Ay
es la corvelacion cuadroda” ewtee Y y ¥y 6 el coseno
cvadvodo del wmevior dwsulo etve Wy 4 vy

(1+2,..., k 5 min | P.e} )

Por oltimo  mostvramos que si U y v Sowm gwa
areja de variables camownicas, cada uva de las va.
riables es colineal con la proyeccion de la otva,

Dewmostracion:

De (40} y (s0) obtenewos que
Qs 7‘5— [_RI.I‘ Ru bl
b= 7'5" LR‘:; Rl‘l 9-]
MuH'\p\imnAo estas ecvaciones a la izqu‘\erda

por X Y Yy respec*iv&mev\*e y Sus{i'}uu‘ewdo () re-
sulla -
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Xa =& x(XxY' XY
Yb =4 (7Y Y Xa

0 eauimlevx%emev\%z ,
U= B

ye 5 B W
, L.a.a.0.
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CAPITULO III

Discusidn de Resulitados
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La siame.n-‘e tablo muestra las covrelaciones ca-

nonicos de la primera y de fa se%&mdo« pareja de va-

riables canonicos ew todos los awnalisis e.#ec{)uac(os.
X HEMISFERIO | HEMISFERID REGION REGION

Y 1IZANERDO DERECKO ANTERIOR POSTERIOR
ESCOLARIDAD €.54 Q.50 0.54 0.46
DE LA HADRE 0.41 0.%6 0.44% 0.40
ESCOLARIDAD 0.54 0.50 0.50 0.51
DEL PADRE 0.43 0.36 0.45 0.49
OCUPACION 0.54 0.Hb 0.56 0.45
DE LA MADRE 0.39 0.41 0.41 0.34
0CUPACIOn 0.47 0.43 0.45 0.45
DEL PADRE 0.40 0.3% 0.39 0.34
SALARIO 0.43 0.3y 0.51 0.33
PERCAPITA 0.40 0.351 0.42 0.30
£STADO DE LA 0.4% 0.4z 0.4y 0.43
VIVIENDA 0.42 0.34 0.42 0.38%
ANTECEDENTES|  0-50 0.40 0.51 040,
SEGQUN EXPERTOS 0.33 0.32 0.43 0.3
EVALACION DE LA| 032 % 0.64 031 « 0.53
LECTOESLRITURA 0.51 0.44 0.50 0.43

TABLA 3

TR represe_n*o. a los grupos de variables eledroewce-falogr&-
ficos 4 Y a los grupos de variables no electroencetalo-

gr&Q icas
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Como una covvelacidw canbwica woyor esld aso-
ciada a uwa wayor relacidn lineal enlre los qrupos
de variables covrespon&iemjms, cevniramos wuestra aten.
cion en los A.c.c. enlre los grupos

" 'HEMISFERIO 1ZGUIERDOD' y VEVALUACION DE LA LECTOESCRITURA
‘ReaioN ANTERIOR' Y YEVALUACION PE LA LECIOESCRITURA

En lo tobla 3 aparecen marcadas con aste-
viscos las P"imer‘a-s correlo.c.\ones cavonicas encom-
trados ew ambos awdlisis.

Lo. fabla 4 woestra [os vesuliados obtenidos en
el Ac.c. electvado ewlre los Grupos HEMISFERIO IZQUIER-
DO y 'EVALUACION DE LA LECTOESCRITURA'. En la coluwna de-
notada por [ aparecen las vaviables del grpo ‘e-
MISFERIO (ZQUIERDO' ‘j en la colpmno\ deviotada por 13'
aparecen las varviables del QUUED EVALUACION PE LA
LECTOESCRITURA' donde L4 corresponde a una evaluacion
buewna , L2 corresPonAe o uno evaluacioun regular, L3
c,orres?om:\e a una evalvacion wola Y LH CorresFon-
de o una evaluacign Fe’.sima. (ver Pdgma 22} . Deno-
{‘omos Por W, Y Vi Q la Pr‘\mem Po.re'a de vowiaHes
cononicas (W cavrespowc\e al grupo c{Je las variables
electroencedaloardicas del hemisferio cerebral i2quierdo
y ¥ al geupo (?e evalvacion de la \QC‘OQSCN‘(UV‘Q)S de-
no‘hxw\os po¥ Uy y Y, a la seauvx&a pare'a de vcwiala(es
canonicas (U, corresponde al grupo de las variables elec-
'&ro&vxce%\cgrﬁ\cas del hemisferio izgu\erclo y vz al grupo de

- 66~



Aot (i, 8,0 (v;,g’)

evalvacion de | ecme:cxr\um}
devictan 12 cowe\o.c\ov\ ondre | voviable omgma\
- }\ o 33 -4 gV vespec_l\'\m vnr\u\a\a conowico ~ w,
o Yi

an (A) \"e\o\-ec,en’\amos los

En lo %V&Q'\co g
J\) y e (B)

xl\ r‘(u")-

0res ox‘denc\dos (T(_‘,
revveeew\amos los pares ordemo&cs (r (Y i, v (%4 ))
Esta codico €5 odil en la m\evpm{uc\ow de los
resv\\ados gue wostrawmos &1 lo dobla H.
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5j '_5_3 e, x) e (%, 4 \‘(‘.‘:.?S).) \‘(Yz."_jj)

ROC! ~0.0% 0.15

ROFI - 0.13 0.20

ROFIL ~ 0.28 oHL B

--| ROTY - 0.05 0.45 #

ROPY 0.09 -on

ROOY ~ 0.4 - 0.21

ROTIP 0.1% 0.0%

RTC - 046 » 0.03

RTF) - 0337 & 0.13

RIFIL - 0.2 - 0.20

RTTI -~ 0.31 » - 0.01

RTA - 044 » 0.06

RTOI ~ 045 oo

RTTIP -~ 041 ® | - 002

RAC{ 0.38 ¢ | | - o3

RAFI 043 # | | ~ 030

RAFIL 0.45 o |~ 023

RATH 0.2} ’ - 0.24

RAP) 0.23 - 0.01

RAO| 035 | 0.05

RATIP 0.12 | - 0.02
L1 09 1w - 0.2
L2 - 032 » - 059 »
L3 = 0.26 0.95 »
LY - 016 - 0.05

TABLA 4 'HEMISFERIO I1ZQUIERDO' 3‘eanuAcmu PE LA LECTOESCRITURA
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RPFIL I
ROFL
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g‘vox X & RAFIL
RAFY
.ir
Y
13, R
1
(@) -+ - .
Li
®
L2
"f

UIERDO Y 'EVALUACION VE LA Lgcxo_ESCltxuau
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En la Yabla 4, las corvelacignes was impor*an*es
entve una variable ori%\v\a\ u la variable cawndnica co-
rrespov\dien*e, aparecen mavcados con asderiscos .

Los covrelaciones ewire la priwera variable co-
nonica Wi y cado una de las variables de potencia
relativa ew la bowda & o las consideramos impor-
fanles (evx la qrafice Podemcs ver gue, cont respedo
ol eje de las ciscisqé, las encowlroamos concentradas
alvededor del cero); mieviras que con respecto a los
variables de Fo*ev\ciu velodiva en la bondo €, las co-
rrelaciones de W, son altas y vegativas (en lo geafi-
ca, con respecto al eje de las abscisas, sow las que
se encveviivan wds o la izquie\rdu) exceplo la correla-
cion ewtve U,y RTFIL que es Y\QSQ‘“VQ pevo wo la
considevamos importante . Los correlaciones de 4, con
resgedo a las variables de lo banda « sow siempre
positivas (en la Swﬂ‘\m se evcventran ewn el primero

cvarte cvadrante) y cowsidevamos gue son impor-
?cm’«es las corvelaciones endre W, 4 las variables
RACY, RAFL, RAFIL Y RAOL . Es*o wnos svaie_re que wmeno-
ves valoves de las variobles de la banda € mayo-
res valoves de las variables de la banda o« (en par-
tevlar RACH, RAFI, RAFIL y RAOL) apareniewente esidn
velacionados a mayores valores de W .

Por otve lado, la corvelacion enire la priwmero,
vavioble candnica i Y la vaviable L4 es muy a\’ra\j
posihvo (em la ngicu se localiza a la exirema dere.
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cha con respedo al eje de las abscisqs) y la corve.
lacion entre Vi g L2 es alia Y ne_cjo&ivo. (ew la grc'\-
fica se localiza o la ‘taguier&m con respedo al a0
de las abscisas). Entowces Fuecle pensarse gue
“una evalvaciow 'buena’ en las pruebas pedagéq'«-
cas de fectoescritura aparevxjtemevtlxe estd. asocia-
da a wu moayor valor de v, y que vna evalua-

cidw ‘regu\ur' Qparevx%men\e esta asociada a un
mevor valor de v

Estas in‘hr?rdueiones sugieven que oparen-

dewente uno evalvacion de lo (ectoeseridura 'buena
FW.AQ es"mr relodovmc\a con un aumewnlo ew los

valores de lo polencia relativa ew la banda « (en
particolar RACt, RAFL, RAFIL y RAOL) y una diswi-
wucion en los valores de la po‘lemia relativa en
lo bande € , Con respedo a uwna evalvacion ‘veﬂu-
lmr'.O eguivc\\ew\emen*e, que wna evaluacion ‘re-
vlar' Fue&e estoe velacionada con vna diswinu-
cion de los valoves de las variables en la banda
x y vn aumento de los valoves de las variables
en lo Bomc\m ©, con resFedo a una evalvacion

‘buena’ .

Analizamos ftambien lo que ocurre Con ves-
pedo a la seguv\c\o. pareja de variables candwicas,

aunque con wmucha mmjor Precauddn pues la co-
vrelacion candwnica es bastande wmas bmja.

-F|=



Las unicas corvelaciones que cowsiAQmmos im-
porlantes son la correlacion endve Us y ROFIL y la
corvelacion ewire U, y RoTi (en lo Swi‘:‘\'ca puede
obsevvarse que, con respecto al eje de las ordewadas,

~gon los Unicas que wio esfan concentradas alvede-

dor del cero), ambas posif'ivas (2n el sequudo cuadran-
{e de la %rd{‘ica\, “esto wnos hace pe.nsar: que us au-
menio en los valeres de esias variables oudiara

estar asociado a un incremento en loe volores de
Us .

Por otva Po.r\e, observamos uno correlacion
alio. vxegu-\im ewtre L2 y Y2 oy una covvelacion
oMo positiva enfre 43 4 v, lo cual sugiere que
una evaluvaciown de la lectoescrituva “mald puede
esior asociada a valores yno.yores de Va y que.
una evaluacion 'regular' puede estar asociada a
menoves valores de v

Awbos ivx‘\erpvejmciowes nos llevan a pensar
que uva evalvacion de o lectoescrifuva '‘mala’
PUQ&?. estar velacionada cow mayores valores de
ROFIL 4 ROTL gue vwa evaluacion ‘recjular',g vice.
versa: que uva evaluaciow ‘ragu!o.w' Puede estar aso-
cia&a o menores volores de RDEIL 4y RDPTI que
wa evalvacion 'mala’. Siw embargo esto debemos
considerarlo con wuchas reservas Fues [a correla-
cidn candnica ewnfre U, y Y2 1o es muy alfa.
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Si tratawmos de iw-learar' la ?n"érpr'e*acioia gue

lf\e_\mos f.l.ado con respedo | la primem pare]a cfe

variobles cavewicas y la in‘f(’.v‘pre'{acio’w que hemoas
dado con respecto o la sequuda parejo. de varia-
bles candnicas Fodemos Fe;zsar que Iigeras defi-
cievicias ew la lec'loescx':%u‘ra aParlamle»ﬂemle es+dn
relacionadas com uvna disminvcion ewn los valores
de lo banda o (en parficolar RACH, RAFI, RAFIL
RAOL) y com un aumento en los valores de
?& banda & (quizas, exce;ﬂa RTFIL) con respec-
t0 o un buen rendimicnio ev las prvebas de
ledoescriJrura; pero que S es*fas def
mMos qm(/es (e_va|vacio'n 'molu') puo‘iemn eslar re-
locionadas con uw aumem‘o de ®rpTI 4 RPFI (varia-
bles de lo banda &) con respecto a deficiencias

ligems.

iciencias Son

A conlinvacidn mostrames en la tabla 5, Jos
resvliados oblenidos en el A.c.c. efectuado a los
grupos ‘REGION ANTERIOR' y 'EVALUACION DE LA LEC-
T0e5¢rITURA' . La nolaciow viilizada en la fabla 5
es ov\d(oga a lo vtilizada en la fabla 4.

Pam una me_]or Compvews'ldw de la discusio'n
puede ser Uhil la grafica 9.

33



xi 4 Drue, 8 e (e, 88) | (e, ) | e (v, gy
ROCI 0.13 0.18
RDCD - 0.15 0.08
RDF! 0.22 0.49
ROFD 0.10 0.0t
ROFIL 0.31 » 0.25
. RDFDL 0.12 - 0.06
RDT! 0.16 0.45 #
RDTD - 0.3 - 0.0%
RTCY 0.41 = | = 0.08
RTCD 0.3 w | - 512
RTFI 00 & | - 000 T
RTFD 0.55 » Yy
RTFIL 0.23 - 03
RTFOL 0.54 ¢ [ 0.0
RTTI 0.36 # - 015
RTTD 0.43 % 0.12
RACL - 0.42 ¢ - 0.0%
RACD - 0.26 ~ 0.00
RAF - 0.49 % - 0.1y
RAFD - 0.51 % - 0.03
RAFL -0 5 % - 0.06
RAFOL - 0. 43 & - 0.04
RAT - 0.23 - 0.20
RATD - 0.2l ~0.02
L4 ~D,93 & 0.06
L2 043 = - 0.7
L3 0.54 0.69 %
Ly 0.19 0.26

TABLA § ‘REGION ANTERIOR' y

‘EVALUACION PE LA LECTOESCRITURA'

TR
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Tomando en cvewla las correlaciones wmas v
por‘hw&es con respecfco a U, se pueo{e observar
que RDFIL tiewe unoa correlacion pos‘\hva,al iaual
ve todas las variobles de la banda ¢, a excep-
tiow de RTFIL que es PosiJriva, pero vo la consi-
devawos muy correlacionada con Ui (notese que
e la gvd‘?ica 9 (a) todas estas vaviables se lo-
colizan” en el primero o en el cvarto cvadrante)
Todas las vaviables de la banda « esfdn corre
lacionadas ne9o+ivamen+e con U (se localizan
en el tercer cvadrante ), pero consideramos vids
impodom’res las correlaciones entre U, y las va-
rinbles RACI, RAFI, RAFD, RAFIL y RAFDL. £slo po.
dewmos ‘:m(er]oral.arlo como que Un Wayor valor
de u esta relacionado aparendemenle” con valo-
ves wmagoves de las vaviables de la bonda &
(quizds RTFIL es -uva excepcion ) , menores valores
de las variables de lo bawnda « (en po«r'}icular
RAC\, RAFI, RAFD, RAFIL y RAFDL) y un valor ma
yor de RDFIL. _

Por otro lode, 51 fomomos en cventa las co-
vrelaciones wds ‘nm‘oor*o\m[es con respedo a ¥,
observamos que ¥, y L4 +ieview uva correlacion
neqodiva allisima , ¥i y L2 dieven una covrela-
cion Fos\‘:ivo y %y L3 dieven uva corvelacion
osifiva mds alta iue iy Lz (enla 3rd-fica (8),
con respecio al eje de las “abscisas, L4 estd en

~J6-



la exirema izquierc{a 4 szj 13 estan moy a la de-
YEC‘AQ}. Fsto nos hace pensar que L1 e€sld aso-
ciado a wmenores valores de v que L2 4 L3, y
3ue L2L5 L3 eslaw asociadas a wiayores valores
e _\fi.

Cowo la correlacion enfre Uy y ¥ lo. conside-
rawmos }mponlaw{'e, las iw%erprehc‘:omes anferiores
nos sugieren Que UM evaluacion de fecloeserijura
‘buena’” esta asociada aparew*femen\‘e con  mayores
valores de o (en Pav*'fr'cu{o.r RAC!, RAFI, RAFD,
RAFIL y RAFPLY , menores valores de 6 ¢ menor
valor dae} RDFIL gue una evaluacion ‘regular' ¢ 'ma-
Lot . mientros que uva evaluacion 'resufar' o 'mala
esta asociada aparen{emenfe con menores valores
de o, mayores valores de © (guizas excep{o R‘TF!L)
i)uvz valor’ magor de RDFIL que una evalvacion
‘puena. . -

Las covrelaciones ewive las variables eleciro-
ence‘(a‘ogvd'hc_as Y Y no som impor{am*es , can
excepcidn de RDTI, corvelacionada positivamente
(ev la 3rd{ica (a) se encuenfra hacia arriba,Po-
sitiva con respecto al ¢je de las ordenadas). Fs.
1o wos hace pensar gque” RpTI puede estar aso-
ciada a un valor mayor de U,.

Mienlvas que, cow vespedo a Vi se obser-
vaw correlaciones importantes entre v, y L2, gue
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s neaa“i\m Y enire Y1y L3, gue es Pos‘r{im (en l
‘gr&fica L2 se encvendra por debajo y 13 Jor
arriba del cero, que con res peclo al gje de las or.
denadas clavr un sewhclo wegoﬁim y posrlivo res -
‘pechvamem‘e.}. Esio sugiere” que L2 puede estar
asociada a disminuvciones en Y24 L3 0 auwe utos
e vy .

Awmbos resuliados nos llevan a creer que
wia evaluacioun ‘vegular' en lecloeserifura Pudiem
esfar relacionada ™ com disminveion de los valores
de ROTI com respem’o a una evalvacion ‘wala’ y
viceversa . Este resulfodo debe dowarse cown wds
reservas que el del ondlisis de o primera pareja
de variables candnicas pues lo correlacion cand-
nico de esta sesunda parejo. de variables es bos.
fonte wmenoe,

Si unimos awbas iwferprex‘adones, eslas nos
su;'\eren gue una evalvacidn ‘buena’ aparenfemende
estd asociada a pO‘kncias relativas mayores de la
banda & (eu PaHicu!or RACI, RAFI, RAFD, RAFIL y RAFDL),
mevores en la banda © (a excepcidn guiza’s,dz RTFIL)
y wenor polencia relativa de RPFIL, con respecto
a uva evalvacidu ‘regular’ o ‘mala’ . Tambien nos
suaieren que uva evalvacidn ‘wala’ pud:‘em es{ar
re?acionajo. ton wtmjores valoves de RDTI que Una

evalvacion 'veqular'. Sin 2mbar30 no es claro si la
evalvacion 'reaulm-' o la evalvocion 'mala’ esfau

-13
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asociadas cada uua de ellas con avmendos o dis.
minveiones de «, & ¢ RDFIL con respecto a la ofra.

Haciendo un audlisis comparafive de ambas
“cervidas" wos ivclivamos a pénsar que los resul-
fados obtewidos son prddicamenk equivalen.}es. En
el ACC de la regio'm anfevior no Queda claro si los
aumewnlos de ¢ ¢ las diswivivciones de « ¢ el au-
mewto de RDFIL respecto @ una evalvacidn ‘buend,
Puciiemn es*qr asociados a una evalvacion 'reﬂu!ar‘
o ‘mala’; sin embargo, en el A.c.C. del hemisterio
izg}uierdo. aParem'}emen{e la evalvacidn 'regu!nr' es -
faba ascciada a avwendos de © 4 disminucioves
de respedo o la evalvacion ‘'buena’, y la eva-
lvacicu 'mala’ estaba asociade a un aumento de
RPFLL respedo a [a evalvacion ‘rejular'.

Por lo fanto, consideramos que al parecer ,
wo evalvacion “mds alta” (de deficiencias 1i9eras a
sin deficiencias) esta relacionada cont um aumendo
ew los valores de las variables electroencefalogrd ficas
de la banda « (en par-licu(ar RACI, RAFI y RAFIL gue
se vepilen en ambes andlisis, y RAoi, RaFp ¢ RAFDL)

una diswinveion en los valores de las variables de
Hl banda © (guim’s excepfo RTFIL pues ew ambes and.
lisis la corvelacidn entre RTFIL y Y noes impor’fanfe);
miev\‘}ms gue via QVafuacio'u de deficieucias gue ame-
riton atencion espec‘«ai del wmaestro glcs padres
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apovece re‘ac‘lonoc{a aparew‘%emeﬂe can uv auwmeén-
o ewn o valor de los vaviables RpTI y RDFIL con
respecto @ los valores de estas vavia los cuande

Los resuHaclos oHdeos en los o.nc'x[isis C{E la
varioble ovalvacion de la lec,\oescrijtum’ co'mc‘ucten
con lo descrito en lo literature sobve @l estudio
de ninos COV dificuHades en la lec‘loescrHura.

, Alquwos estudios neuropsicolégicos del desa-
No\\o (RUHQF, M., l%b) haw (iemosh”c\ o que en los
ninos Con desarvollo normal [os hemisterios Cere
bra\es se van esPe‘cia izamc(o c{ifevencidnc[ow caaa
ez mas @ las regiones anatdmicas que S¢ relacio-
nan con fuwnciones del femjucxje Yy 'lodos los Proce-
905 de om'ﬂisis cle s’:mbo(os =14 éca’izan en € he-
m‘\s%vio ‘tzquierc{o, vnievﬂras que las reqiowes ana-
'{6W\ic0$ que 5e ve‘&ciov\o.vt con 1Pumc'|ovles visaespa-
ciales gcons&rucc'.éw de rompecabezas solucion de
loberiwdos, ete.) 5¢ localizan en o hemisderio de-
echo. En pav-hculor (Lurie, A R.,1982) las regio-
nes Jroutales iiguiev&as e velactonan cow los as-
Pec\os motoves del lenquaje hablado © escrifo,
bs deciv, cow ol hablar o o| escribir; Y &V el
avea mexpom\ izquierda ce vealiza ol andlisis del
lenqua.je , O 920+ la comprensién de lo que se na a,

lo que e escucha, 0 que S@ lee o lo que e escribe.
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Por estos molnvos )
mos Hama lo. ofenciown
nicas enire los qrupos
%a\oqrd%ims Y lo pvaluacion de
hauvow cido wau o altas en
vior que en la p
nas fronlales Y jewporales
reaion cm\e(\ory y en \ ‘nem‘\s%r'\o izquies o que
en @ devecho. ‘

Por 0iva ‘mr%e
oo de las p

(\escr'\\)‘\eron vo\
s Ge la hownda
nos vxorma\es ) Re‘ou*, wexler 4 Spro

o voloves Mmayores ns potencias relodi-
ndo © &V el \nemis%uio '|zqu'\er o en
ge @u Mivos normoles Y Tohn
ge una gron muesira
aPrendizaje se caral-

noves Jde o{ewcia
Q los ninos

OSJYQF'IOP

Gimmons (\‘1‘-133

covx\mr
vas de la ba
NiNos C\‘\s\éx\cos

cols. (\%3\ ev
hosjromo de

\ée ninos Cov
~ levizaba pOf oner valores me
reladiva ewn o banda o co" vespecto
c\e &prew iaale. -
ividod 6 6 una dis-

5N %ro«s’como
de la ac
s CO0SQS St -

Un '\v\cvew\evxj(o
i ‘dao{ o, 0 avnba
de iwn-
tsco\s,ma),

pinucion d )
muH&vxeamev\h sov covmsiciemdos 5iqnos
madurez ¢ de lesion cevebral (Velasw,M.
or lo fonto, ol hallazge do estos signos € la re-
hevmisferio iiguierdo se pue-

%’\o'\n anderior Y &% el

- r——ss



e .h'iﬁhrpw"ﬂr como una alferacion funcional de es.

~ tos vegiones, debida posiblemente o inmadurer,
Qe explicacia las alferaciones conducivales obser.
“vadas en los wines con dificuliades en la lecto
'esc.ri‘}vro.. :

Un incremendo en los valores de la banda §
en ol EE.G es covsidevado coma un signo, no de
inwaduver, sing de lesion cerebral (Velasco, M.y
cols., 1933) . Esto ha sido descrifo para pacien-
fes con adasia Froduckdu por infarfos o fumares
cevebrales  en os cvales esfan presentes sindo-
mos weuroldqicos biew definidos come la dificul-
jod en la Comprevsion del fengva'e. £l ‘m”aago
de que uw incremento de [os va{wes de RDTI o
ROFiL pudiera estar asociade a una evalvacion
‘mala’ de lo lectoescrifura Puede inferprefarse
como una lesidn en estas regiones gue implicaria
serias dificullades eu el andlgis:s del len vaje
hablade o escrifo. En nuesiva muestra , los nivos
seleccionados no Presew}aron evidemcias elinicas
gue re“ejamn algdw trasdorno neurofégica,-ac{eé
mds, cualgquier résulado en este sentido dijimos
ve o fomariamas com veservas ; no obstante
veda la duda de si el siguo elec%roencefologrd-
?ico RPTI & RDFIL alfa corres onde exclusiva -
menje a uwa lesiok o si puec[;. presen'farse en
wa aleracion qrave de la lecioeseritura aso-
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“tiada a inmodures sin presencid de lesion . Ac-
Hualmende a los nines de la muesira se les es-
fon haciendo estudios de +omogrwf.’a wmpu'fan‘-
zada de cabeza ( Ferndnder - Bovzas, A ; comuni-
cacidn personal ) gue podrian ayudar a aclarar

esh duda .
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En esde ape'wiice Pvesw*amos alguvms de las
definiciones que vlilicawos en e Cop.’-lulo IC de este
'*mh}o 4 los feoremas mas impor+an4es que Usamos
ev ol wismo caPHulo.Todos los {eorewmas aparecen
dewostvados en esde apéndice ; en la recopilacion g

~« en la dewosivacion de alquvos de ellos recurrimas a
Bartle , 1992 ; Friedberq, 1982; Mardia, 1979 y Marsden,
1976. A continvacion iamos un indice de las dedini-
cionds .

1) orden de umo wairiv.

2) moteiz simédrica,

3) conjunto lineal mente inc(ependienfe.

«) rango de una matrie.

5) matrie o singular o invertible.

¢) walriz or*oaonal.

3) pro&udo inlerior.

%) worma de un vector.

9) vector uwitario, vectores or*ogovxa\es, suhconjuvdo
or*ogom\ , SU‘ocoujuvﬁo ortonormal.

(0) comp\emew% oHogom‘ .

1) watriz Poa‘r’nva detinida y ’w«o.*lriz pas\hva se-
widedinida .

i) eigmvec{w y a‘ugev\va(or

|3> forma bilineal.

w) fumeisu inyectiva.

5) cou}uw‘\o cevvado

|6) coujwdo compac*o.

1) matriz idempo‘fevde.
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Definizion 4:

Dﬂ\nic\bvz 2

Dedinicion 3¢

i vna molnit rgc{nnSVhir A tiene ndlas
y P columnas , decimos que A & de ovden

nep.
A s una watviz simedrica si A=A,
Ua su\non'ju“‘\o S+ { !.....,h} de uwm es-

0c10 vecdovial V €5 liuo\mtw]t inde-
Pcu&\uh st

_o.,x,o...a QnXq *0 'm«phca a.n...-h'O.

Dedimicion 4 -

Tebinicion 5

Delinicion 6 -

El rango de una wotriz A (nvp) 3¢ de-
fine cowmo o wmaximo nowers de filas
(o columnas) lineolmewle inde pm&iewhs
wm A

- Lo walriz cvadvada A @s no s‘msuluo

‘mver‘ib\e Si ex’ue“e una wadviz B (thuica}
que sodisface

AB=BA*T
Ja wolriz B, de iguo.\ orden que A, seco-
noce como o iwversa de A y se dewota
por Al

Una makria cvodvrada A oS or%aona\ s
AR =T

-9b-



T;:j,W‘m%‘""’,“ 3 . Sea V um espacio vecdorial sobre R.Un

Dedinicion 8¢

vc'&\n‘\c'aéu q.

produdo interigr en V &8 una Luncion
que asigua & cada por de veclores x,
y ew V oun escalar en R, repusev«"u&o
como {x,4) . tal que para todo x,4,2
T Y 4oda ¢ en R se fiene que:

(:ut,ts) z Q“-‘j) + (!,\1)

{ex, 4y = ¢ (x4

{x9Y = L4,%7

(x,x) >0 S x+0

Sea V un espacio con Pro&udo interior.
Para xeV delinimos la worma (o low.

S‘\‘\uc\) de «x wediante
fx] = {0

Sea. V v espacio cow Pro&udo wievior.
Un vector x ew V s un veclor unitario
si Ixj=1 - Los vectores x y T Somor-
toqonales si {x,2)=0. U Sv\)comjun“o
S deVes or*oqom\ si cualquier por de
elemendos distindos de S som or*o&om\es,
Finalmente , un subconjunlo S de Vs or-

tonorwmal si S es Or*oaonn\ y esid {orma.
do Jwicomente de veclores vmilavios. '

Y




_ Delivicion 10+ Sea V um espacio - con- produd‘o inlerior
y sea S un szconjuHo de V. Dediwi-
mos o St cowmo el (.ou\JUV\“o de {odos
aguellos veclores de V ‘que son ovtogo-
nales o 4odos los vectores de S; eslo
es . St :{er Yoo dx,yS=0 “v‘ojeS}.
A S* seie llama complemento odogo-

nal de S.

Defimcion 1t : Una wodeiz simédrica A es llamada
: 'Eosi{wa definida (sewidefinidaY),si la
orma cuadradica Q= S Ax es posi-
tiva definida (semidefinida) | es decic,

Qxy >0 (Qy »0) para toda x

distinta de cero.

NOTA: " :
Uvm mmc:ler'\tac.\o'n de uno. Ma‘lv’nz POS'&*‘W& de.

fivida (semidedinido) es que fodos sus eigevalores

sean positivos (wo weqadives).

Veeiv\\c“én 12+ st A es una wotriz de orden nxn,yn
elemento no nulo x se dewowina eigen-
veckor de A, si exisle uw escalar 27dl
que Ax = Ax . Al escalar X se le llama
:iaev\va\or correspondien*e al eigenvec. .

© tor X

NOTA:
Los eiqemvaloves son los valoves de A gue safisfacen la

ecvacion (A-u'l:o . F| eigenveetor asociads a dederminada 2

es ¢l vector x40 fal que” Ax-1T =0
-99-



Dedivicion 13: Sea V un espacio vectorial en un campo
F. Una fumcion H que va del con]un%o
VXV de paves ordevados de veclores
en Vo F,se lloma forma biliveal en
V si H es lineal en cada variable cuan-
do la otra variable se wmantiene 'fijo.,
esto es s1

H(o,v.,u;, y) = o H (%, 4) ¢ H(h"ﬂ para
toda x,, %3,y €V y aeF.

H(x' q,;s‘qch) = Q “ (x'g.)+ “(!,lh) PQTQ
teda x,4,4;, €V y aceF,

- Definicion 1. Sea { una duncién con dominio D(:) en
= A .Ge dice que { es ‘umjediva si
;(a)-zf(a‘) 'mF\ic,a asa 'Vn,&e A,

NOTA:

Si § es liveal $y=f@) @ {a-ay=0

entonces lo cowdicidw de iwyectividad pve&e es.

cribirse como .

'F(a.) =0 'nmp\ico. a=0 ’V‘ae A.

vo.'("inicién 15 Se dice que v coujuvﬂo Fenw RPes
cervado en RP cuando su com plemento
B(F) = RP\ F es abierlo en RP, es deciv,
si para cada pun*o x€ B (F) existe uwm né.
mero real r>0 tal gue todo punto y en RP
que satisfoce [x-yfl < v tambien pe.r"ene-

ce ol con]vn*o ﬁ(F)

-89



Definicion 16:

De‘hwiciév\ 13:

Se dice que un coujunjm K es cowtpado
st siempre gue estd cowdenido ew la unidn
de uva coleccidn ~¥- { Gu} de cOujuvHos
abiertos fambien esid cowlemido en lo
unidn de.aigdw nimere fivito de conjun-

fos en Y.

Se dice gue una watriz cvadvada A es
idempo’mwk si AA=A.
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NoTp 4: f(g,h =@ Ry b es una forma bilineal.

CNIO"\ racign

SVFowsaMov P<g , Sin Pcrc‘ &a de gemrnhdac‘

Seom
. a :(a.‘...,ar,o,...,o)..,
\ .
B = (by,..., b, bpu,..,ba)“!
S‘,r' * LI ) S"Fq

>

=
1

Spi - -« Spp

o..... ©

0--. .. .0

L —
~ Nodese que @R b = &R, b
Detivimos ‘f RYxRY — R 3.
Tan = 2 R
eoF(«dod by « D@ by + Fia by Yoo, eR?
F@ abob) @) T(a6) ¥bb e R
Sean a, 8, ¢ R c\m|esqmem
"(“&*QI,h\ (x4 &Y Rlz ]
& Rab

« a8y + $(a,p)

1)

= 0(90 Rozh +
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3 Teovewma A.4 :Toda funcion biliveal es continva.

Po.ru. Atwos“mr esle '}eorema necesi'lomos e(

siguiew\! resvliado:

Teorema A.4.4: St $(xy) de R¥xRYem R

vna Jorma bilineal . Ewlonces enisie M>o tal
que [Hgy] & MAxfjsl  pore toda x4 € R
Dewmostrocion: :

Sea d(ryy= KRy 4 sea 2= Ry , entonces:
el = [#Ry| = [0a] & Il lz] raeR

pera fzil = ARy
Poc debivicion (R = mdx ARl
Evlowces: g#o sl

uauz% Yyer? , y4o.

o lal 4 nmingl YyeRYudo

~ es deciv, existe M >0 fal gue
fall & MRyl ¥ye RY,y¥o

Por lo fonto existe M >0 tol gue

Il ¢ tilizl 8Bl o,

-a2-




Ve w os“ rOCIOW

Sea }:R¥x RY — R uwa Juncicw biliveal

Sea €>0 , EcR. y sea (a,b) € RY xRY .
Debemos Probo.r que existe A(n)o 4al que
st Jloy) - (B) ) < A(e) , endownces

Ffm -ty < ¢

Considenmos o‘os cases :

¥ caso. ado y béo

Né&ese; que

gy - fam | = oy - bl ety - Fa byl
=1 Fx, 4-b) + $(x-a,b)] ,_
o LOPEOS H(a,g-by+f (x-a,b) *4@-'5-%)"{
=[4(x-a, y-b) + § (x-a,b) + $(a,4-bY]
€0, g0+ [§ oo, )] ¢ H 04

Por lo tawlo , por el resultado A.1.4. devemos que:

[0y - $ (o) | € Mol furbel « N fx-a] o + M Jaffa-b]

para alsuno. M>0
e by min | b ik | 2 oo

Como [x-af ¢ (-, 4-b) = 1 (+9) -0 < 'é(f) |
Ryl € [ (ny) - (0 BY ] < ey
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CV\"QM‘.&S g

Moyl < Moo ¢ M < &

Mol bl 4 k) & € Husugfm“-

£
)
M flall f1y- bl ¢ M flafl dcey € M {lal 3_5@‘ £
Por lo 'kcm&o-.

H(x,q\ —-‘(n,b)ﬁ <. .§.+£5_4. _65_ = £

d :
Zcaso: a=0 ¢ b=o

Gin pe’r&ida de genewfn(i&o.& Suponqamos Q=0

) 4) Sibso .
Sea é(g,—m{f;: zu((hn} . "(l'%'(o'h)”‘é@.,
EV\;O“CQS .

Hovwy-fewl = {Hooy-vy+ 4 by
S RIOTR R RICY
pere [ly-bll € Y&, 4-B) = [l (s - (o) < deey
g fx] el £ S
ey - Sy < NE ¢ KA LI pare dlgone M0
£M§;+uuwIL_ = &
o L]

JSib=o
Sea Jg\ r_ fal que "(‘.%) Il < é(”
Ewtonces emsh M>o fal gue:
BHeny- Syl = el € HElsl < H™= ¢
L.a.Q.p.
-4y '



- Jeorema A.2 : Teorema del valor mdximo y minimo

‘ ‘ Sea K < Dom (%) compodo en R” y sea
§ funcion comtimva de valor real. Evton-
ces exisien _puw\Os X'y %, en K tales

QUG.'.
‘F(x") = sup{f(x) ¥ xe K}

;(Xc\ = inf {4(:\ 3. xe K}
Demosiracion: (Bartle, pp- 130)

En lo dewostracion vtilizaremos , sin devaosivar, el
siguie»«h
Teorewo (CONSERVACON  VE conpacrpap) : Gi K& Domlf)

es compacto Y § es comtinva en K

enfonces 4(x) es compacto,
Dado que K es compacto en RP, del feorema an-
lerior se deduce que §(xy estd acolada en R.
Sean H=$UP{(K) y  (%a) vve sucesicw en K fal

We o M-l neN

Por ¢l teorema de Bolzano - Wererstrass ,alsmn
SU\)suusio’u (*Wtﬂ cowverge a Uw liwide e K.
Dado que } es condinva en x*, se debe fener

$ory = biw (F(xm0))) = M-

La demostracicw de la existencia de Xq es andlo%a,
) La.a.p

Corolario A.2.1: Sea § vna funcion de Von(ﬂQRP a R
y sea K & Pom () compacto . Si 4 es continua
en K, tasten puwios x* 4 Xu en K fales

-5 -



ve

. “‘G(X')“ = SUP{“&(")“ 3. xeK}
1ol = fnd { Il 3 xe X}

Teorema A.3: Sea +:RP— RN uwa fumcion lined,eﬁon-
ces { es imjediva sl y solo i exisie m>o
tal que '

[Feal 2w fix] pora foda xe R,

Q&moy\rodo'u : (Bar\'\cl, PP 1)
* SuFoucSuwsos que {es 'mmiedlva y sea
5= {xa RP 3. [xji=4Y) . Por el corolario A.2.1,
existe x, €5 fal que Mxyll=m= 'm-ch\f(‘\“d-ch} .
Dodo que § e 'lvnjed‘wo, m= | {xall >0
Por lo fawto
Pwl.zm>o pare fodo x€65.

Ahora, st W€ RP ,udo, entouces n..‘b-u-i €S -”por
la linealidad de § se tiewne:

i el = [ >

por lo que se dedvce que [+ ] 2 m [ ulf YueRP
(ya que ol vesultado es tvivial para w=0).

(&) Supowgamos [l 3 m Ixl pora toda x& RP.
Si "(x.\ . g(x.\ se tiene:
0= {40 ey = ($n-x)f 2 m | %= %2l )
que implica X, = %z

Por lo tanto, § es 'wnju_h va .
LaQa.vp.

-q%-




Teorema A4:Sean fUCR"—R y g:UCIR"aR

funciones svaves dadas. Sea x €U fal
que J(xy= ¢ 4 sea S el conjunte mivel
de g con valor ¢. (recordar que esde es
el cowjuw{o de Puw‘os xe R" con g(,,yca).
5upon3qvnos V9w #0. Si 45, que de-
nota 4 res*vinglda a S, tiene un wmdxi-
Mo 0 UA minimo en X, , enfownces existe

AeR 4l que : )
V‘r(x.) = X V9
Tewostracidn: (Marsden, p.p. 111)

Recordemos que el espacio -}omgevc‘e a Senx,
se define como el espacio ortogoval a V9(xy.
Esta definicion comsideva gue si c(t) es uma.
‘fmgw\oﬁa ew S 4 ¢ {0) = Xo ,ev\'}onces c‘(o)
es un veddor 'fansew"e a S en X ; pero

d - -
frsley = e =

\5adew\ds por la regla de la cadena,
f; 9 (c(¢)) L.:o = V90 - €0y

evﬂomes

Vg(m . c‘(o) =0 ; €&s o{ec'm, C'(0) €5 or*oaovml
o Tg0uy. |
S\ 15 diene vn maximo en Xo, endonces ;(c(i))
tewdvd , con certeza uw mhxiwmo en ts0. Por
cdlevlo de vma variable

(®) ol simbole V denota al gro&ien‘h.

-q3-



aé{‘ {(c'(“) L:: .o

De agui, por la regla de la cadena

0= ﬁ— 'f(c(ﬂ) 1{=°= V-f(x.,) - c)(o)

As{, V‘f(u} s Ferpend'\cular a la ‘fangede de
cada curva ew S y tambiew es perpendicular

al espacio ’m.vssewh de S ew xo . Tk agui, co-
mo o es pacio Perpu&icuhv a este es pacio
fangente es unidimensional, T4(wy y 7900)
son Fam\elos, Cowmo Vg(x.) # 0, se sique Que
V{(x.) es LW vm':H'i‘olo de Vg y ; esto es-
Existe e R tal que :

Viwy = X V90

L.q.q.p.
 GENERALIZACION DEL TEOREMA A.H :
Si una superticie 5 estd defivida por k

res*ricc'\ones
gl ("l) -0.,‘“) s C|

gk(ﬁu, ...,X.‘j = Cy
Y si § d{ene um Méximo o Uw Minimo ew
X €5 ) exisien comstawntes l., Ve kk ta.
les que:

VHx = A, V&(;u} bt d V(jk(""
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* Teovewma A5 :Sv A es una malriz nxm de vango m<n,
|  enonces AR e positiva defiwida.
Dewostvroacidn:
Por defiwicidw A A €3 ?os'\-';ivo dedinida st ‘isélo
st Qy= XAAx >0 pore toda x#0
Pevo
Quy= KAAx = 1Axl* 30
Supowgawmas Qxy =0 , ewlonces
UA!|= o = A_X. 20
Sean N(A)= ige R™ ). Ax= o}

-y MR el subes pacio vectorial gemerado por
las columnas de A (notese que

rawngo (A) = dim M (A) )

Como
diw N(a) + dim M (&) = m
endonees

diwm N(ay=* m - dim M(a) = m-mm}o(A\:o
Por lo tanto

Axx0 » X=0 -ICONTRAWCC\OM!

x40 por k'\PHuis

S QEy= S RAE >0

C. AR es Pos‘r\'\vn dediwida .
L.0.a.9.
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NOTA 2

Teorewa: Sea A una wadriz real de pxp. Ewnlonces
A es siméirica st y solo sv A es ov'}ogo-
nalmewnde equivalenle a una madeiz real

diaqov\u\.
ngosf[&c%hw :
() Para uma walriz veal siméirica exisle A base or-
{onormal para FP formada por eijenvedoiés de A,
Por lo tamte A'es similar a una.mair'\z diusonal D.
Wilizando otvo resvitade que wo demos{mremm,
lo walviz C , tuyas colummnas som los vectores de
/5 es 1l que
p=Ccac
Pevo como lag coluwmnas de C sou uwa base orfo.
novmal para FP, se inhiere que C es or*osovml
SoAes ov'\ogondmev\*e equivalewle a D.
(4) Sea CACL' una watriz diaﬂowo.l, ewlonces
CAC = (cac’y = ca'c
pero C orlogonal, por lo tawte C'=c”'; 0s!:
CAC' = CAC
de donde
A= R, es decir, A es simétrica.
L.a.a.p,
Esto sicjv\'\cicn que si A (prp) es S’l\me"(rico, existe C,
madviz or*ogov\a\, tal que :

P=CAC es una malriz diagona.\.
D Pue&c escribivse como

D=diog (6,...,F)
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Si adewds A es Pos;-lwa de Finida (& >0 Yis,. ,p)

POAQVMOS d&&‘v\\r

D% = ding ((F,.... (%)
y A" = cop%e
Sea Pz=cph( . En""owces:
PP = (co”c‘)(cv”c‘); (co) (crc)(phc)=coc=4

Cac porgue Ces Or‘\ogonal.

Tgorevnq At Para dos watrices A (nwep) y B (pxw), los

eigev\valores de AB y BA som isuo(es.

Eemos*mc“ on;

Udilizaremos el 5‘\3uuu“e resoHado-

l::, :",} = [Au] [Azz - Az A0 A | |
= | Aas| [Au = A Axk Azi| oo

Notemos que las 5iguien4es ma-lrices son semejan'fes;

(lfa)
AL, -)A ‘:m ]
B XIJ [ U:p

ruldipli uu&o las ¢Himas

;::.‘:::.‘,“:;::i:.,‘“:z X peslimmes por &
Por lD “’(m“o
-In -A -1I, -A
l B | | B T

~{oV~



pero por vesullodo (x) tewemos gque

-I. A -1
d 4 ‘Iy\ AI 4 B “I“ A
5 1T, [-In| {ATp + B(-Ia) A
AT, -Al ) .
1 o x| T EelITATae A (ze) "]
= |48 - A L,]
Por lo tanto

|BA-2Tp| = |AB- A Ll

Por definicicn M#0 es ei«leuvalor de BA si y sclo s
[BA -2 IF‘ = 0 , pere esto ocurve sf Y sélo si
AB- )T 0 sy sélo si A40 es eigqenvalor de 4B
" y b
£.0.0.D.

Teorema A.3: los eiﬁe\nva‘ores de A son idéwnlices a
os eigewvalores de CAC™, Ciwnvertible.

EQW\OS“ rociown

Sea P = CAC' - AT
A es eigenvu\or de CAC! si Y séle si ‘P] =0
Como C es invertible, C#0 . Por lo tawta tene-
Wos gue
[pl =0 si y sélo s ‘C"HP[ |C{ =0
pero lC"HPHCl = lC,"PC‘ = ‘A-XI‘ =0 s\ Y
s6lo si X es eiqenvalor deA.
-102- Laa.p.



Teorema A.%: Po.m cuan\)ier ma{n”z"A ’
‘rango (A) = rango (A'A) = rango (an")

Demostracion :
Defivimos N (a)= {1 ¢ RP 3. A5=o} el espacio nulo
de A, |
M (a) el subespacio generado por las
colummnas de A.
Dewostravemos : 4y, dim M(a) = dim M (A'A)
i) dim M(a) = dim M (AR
A) Sea X € N(a) , entonces Ax =0
pero Axz0 = AAX=0 B x& N(AA)
Sea X EN (A‘A) , ewfonces A'A XxX=0
pero AAx=0 = XAAx=fAx|*=0 & Ax=o
-. » % & N (a)
Por 1o tande
xe N(Aa) & xe N(a)
es deciv:
N(AY = N (AA)
Nélese gue el wimero de colummas de A'A es
P, iqual al wiwero de columvas de A.
Evtonces, como dim N(A) + dim M(A) = p
Y dim N(Aa)+ dim M(A8) = p
resulto:
dim M(a) = dim M (AA)
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i) Priwero nolese gue,.,lq di weusiow del subes-
acio (3ev\em&o por las dilas o columnas
de A es \Suml o la damensiown del subes-
pocio Semem&o por las Hlos o coluwmnos
de A, es deciv:
dim M(A) = dim M (A) , 0 W ofvas
pa\a‘oms |
rawgo (A) = Yawge (A
Pov lo tawlc es equ'\m\em’\e dewostrar i)
qul de\mos*ra.r g
dim M(A) = QiwH(ARY
E\ onced\mien‘\o es andlogo al de 1),
aungue wotese que el nmiwmero de colum-
nos de A 4 AN & WMo En esle caso
Ny =|se R" Rx=0}
N(ARY = {gem“ 3. ARy =0}

‘ie\ resulado o pscribimos come:

dim M(A) ¥ dim N(A) = n
L.0.Q.9.

Teorewa A-4: Ceo A una moteiz de ovden nxp. Sy

B (nxn) 4 ¢ (prp) oM wmatrices wo
s\v\gu\ores, enlownces
rawgqo (BAC\ = ranqo (AY

-~ |04 -




Demostvacidu :

Pedinimos N(A)={aeﬁ2r > A;_:o}
N(ea)= {5€RP-§- BA x =o}
N (8ay = {re R™ 5. (BAY x =o}
N(BACY = {ge R" 3. (BACY & = o}

Vewostvaremos: 1) 5 e N(ay si y selo 51 xe N(BA)
L) % eN(BaAY st y solosi x € N(oacy

Ay xeN@A) & Ax =0
> BA XL =0 & k& N(BA)
X N(ea) & BAx:=0
D P'BAx = Ax =0 & X EN(Q)

W) xeN(8aY' & AB'x=o0
> CAB =0 & xe N(sac
XeN(BACY' & CAR x=0
DA x=AB =04 xeN(BA

Ve L) *enemos N(a) = N(GA) 4 Como A Y gA
fieven el wiswmo wiwere de coluwwas, teunewmos:
dim M(ay = dim M (BA)
és deciv,
rawngo () = raugo (BAY
Te u) tevemos M(BAY = N(Bac) , por lo Yonto:
rango (BAY' = rango (BACY
Pero rango (BAY = rango (BA) . y rango (BACY = rango(BAC)
Por lo fanto:

rango (A) = rauqo (sAc) L.0.0.p.
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Teorewma A.10: Teorewma de Ia o(escom‘POsicio'u espec'fral:
Una matviz simétrica A (pxp) pvede es-
ceribivse Cowo

A=T A = Z & Ry ¥y
dowde A es owa walriz diagoml de

los eiqewvalores 3 de A y [ es uua
matriz odogonal cuyas columvas Y1)
sow eiqenvectores estandavizados.

Dewosiracion: (Mavdia
Supou%a'Mos que podemos encontrar vecloves avdo-
norwales Yoy, oo, Yoy dales que A¥n =) Yy pe-
Yo qlguwa: ) €R. Enlouces:
) \ Ay s dej
?‘(n" Foy= Y Yty s o Lj)
0 'wn \o xovmo .ma'\r'\ciu\

™Al = A
Mv\hp\icun&o o la '\zgu'\u&o. 4 a la derecha por

Ty ™ respectivamende | oblemewos

A=A

Por A3, A y A fienew los mismos eiﬁenvalores,
entonces los ei%euw\ores de A son los elementos de

la diaﬁowu\ de N

Por lo fowte, debewos ewcowtrar una base or-
donorwal de ei(ymvec’tores.

~i06~



Nédese que si X+ Ay son eigeuvqlores distindos
cou Qi(jevwedores X\ 4 respectivamente , ewlonces

AXy = SAy = wAx = X ¥
por lo tanlo g‘x:o . Ast, para vwa mainiz simédvica,
los ergqemvectores ccrrespoml\eﬂes o distintos eigeu-
valares sow or%c&ov\a\es une a otro

Supowgamos que \mg Kk eingalores distintos
de A cow sus corvespondi entes eigenespacios H,.., Hi

de dimensiowes Copoe ., e o Sea
X
Y Z\f'j
i=

Como Q'\%Q\Aespudos Ai#evev\hs sow odogomles,
exisle un co\n‘juv&o octovormal de vecloves e,..., e,
loles que los vecloves d&\f\o*a'&os

J-1

Zrl*'l,...,z(\a
A=t

in
forwom uva base para Hj .
Towmande an cuenta el s‘\%vieujte
Teovema: Sea li n Ei(jwv&\or de A (pxp\,my\
eigevespacie H de dimensiodn r. Si K
dewoto la wultiplicidad de X ,entounces
. 14ré k.,
r} e wenor o iqual gque fa wolliplicidad de su eigen-
valor cowespwcl‘\ev\*e. Ewlonces , reordenauds los Rigew-
valoves A; si es wnecesario, supowqawmos

Ae}.”'kjel ,i.:|,...,"‘
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Y rsp . S '\o&os los Q‘ng@uva\oree sSow dishnjtos, r=p
4 en tal coso hacewos Kuyees . Mostramos a cowdi-
wvacidw Qque lo. sttvacion < p l{evc\ a uva contradic-
C\0w .

Siv pév&i&x de gewem\'\dad SUPOMQAWOs  que Yodos
los Q\ciwvu\ores de A sow posi bives (s‘\ wo {uera ast
po&ew&os sustituiv A por A+ 4 I para u\gum ®, pues
Ay Aval +ieven los wiswos ei%ev\vu\oresj. Sea

v
B=A- Z A oe; el
Aey
Entounces

Y ¢
Yroza B = tvaza A - Z A (ed ey = Z_ Av >0

ix AT r4y
Yo que r<p . Ewnlonces B diewe ol wewos un e'\ae»wo{.

lor diskinto de 0 , ldwese © . Sea X#o un eiq evvec-
Yor corvespondiente. Ast, para 14 ¢v,

oex- 8= [ 1¢ - Zh(geerfxso
por lo tonto § 2 Son or*osov\a\es LIS
Por lo tento ‘
gr=Bx=(A- Zheel)x = Ax- Z h(edn)en= Ay
Yy res fombien uw e\gevwedor de A.
Asi e=), pav a\cxuvm i, u X es vva cowbiva.

ciow lineal de alguwa & lo cval contradice la ortogo-

V\o.\'\&u& entre X Y e;
L.Q-0.D.
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Teorema A.n: Teorema de descomposiciocn del valor siu-
gu\ar: '
Si A es uwa W\o"&riz (vum dg rango ¥, ew-
fonces A pvede escribicse como

A= ULV

downde Unery y V(pxr) sown mateices de
columnas ortonovwmales (Vu=vy=1I.)
y Les uwa motriz diagonal con elemen-
fos positivos

Dewostracion: (H"Aié.
Como A'A es uva malriz sivmblrica de rongo r, Pode-
wos usar ‘el Teorema Ao y escribir:
, Aa< VAV
donde V(pxe) s una watviz de columnas ortonormales
de eigewvedores‘ de A'A y A= diug (M, .0 &) com-
tiewe los eigevalores distintos de ceve.
Todos fos ) son positives porgque
L2 vy AAVOY = JAve It >0, va) es lai-ésima

Sea v colymna de V
1 B
l;=)‘; i=l,...,v
Sea

L= deg (t.,,,, )
Ve{i'\\ﬁ\0$ U(hxr\ Por
@y = A vy TR
Ewtonces
Ry o= 1 vy B8 vy = b I Vg vy 2| E 02

)*‘j
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Ast U fawbitn es una makeiz de colummas arlo.
novwales.

Culguier veclor xe RP (pxt) puede eseribirse co-
™o

N Xz 2 & V@ay + 4

dowde ye N(ay, el espacio wulo de A . Nglese que
Nz N(AAY es el eigewespacio de A'A pava el eigen-
valor cevo, por lo tamlo y s orlogomal a los eigen.
vectores V(4) '

Gea ¢ el veelor (1svy cou 1 ewn la i-€sina
componente y 0 en las dewas . Entonces:

ULV'k s 5 au UL & ¢ 0

T ol Mgy 40
ZahAvay + Ay = Ax

L]

3

Como Yo ecuacion se satisface para {oda xe RP’

Ev&o nees

ULY ) = A
L.Q.Q4.9.

NOTA: Los columnas de U son eiqewvec“o\res de AQ
los columunas de V sow e‘\%ev\vedores de A4,
Adewds , por At , los eigeuva\ores de AR Y
AA sow los wiswaos

“{{0~



Teorewa A.12: Sea V uw espacio veclorial con producto
Interior y sea T un operadw lineal en
V. Ewlonces T es una proyeccidu ov to-
govm\ sty solo si T2=T=T*

Deh«os)tvac'\c'm :

Para dewostrar esie deorewa vhilizawmos el

siqu\eu\%e

Teovewa: Sv.f.\ V uwu espc\c“o wWown pro&vdo v
fevior de diwmension fiwita y sea
T un opevador li veal en V. Enton-
ces exisie um opemdor livieal Uwi-
co T* en V tal gque

(Tm,t5> =%, Ty ) Vx,\jcv,
Seom N(T\:{! ER™ 3. TL!)W} .
M(TVHGR“ 3. T(ﬂmj}

(®) TPewostrarewos 1) T2 =T
M) T = TY

V= R"

1) Sea xeR"
evlonces T(x) € M) = WL _
Por definicion T:V—=>V e uva procjecc‘uo'u 50
bre Wy s1 exsle Wz ol que Wi @ Wz = Vv
LICARE! YyeW . Por \o tante

T(TW) = T
ST T

==



i) G\ T e une proyeccion - Oﬂogowa\, por
&ehw\c’\oh

V: M@ @ NO Y M(ry* = N

donde
Myt = rey & Yme RO mix)
Geaw %,4 €V , ewtouces
Xz %v X2 ye 4t 4
"h‘heNC"\

dowde x4, € M
Por lo tawlo '

45)1’(3\) = 4&4’!1‘ ‘i\’ = (‘\:“t)* (‘I,‘S\)

* (“:‘!|>

= {40 94D

b ("'o‘h)‘ ("!;‘h>
* (‘h‘h>

(2, T\ = (T, 4Y

.As\:
(s, T ° PRI IR

Por \o towto:
T=T*

£,4 eV

1) T es una promﬁec_c‘\o'n
W Tes ortogowal.

TT (x Ty @ T (t—T(n\\-'o
por finealidod

(<) vew\osxmvem 0%

A\ Geo %€V 9.

Sea Y = «-Tey € NOY- Ewlownces
%= 3+T(n con YENO, T € MG

Cea 2ENM N MY,
existe yev tol que 2° T(4)

coo=T(y =TT (N = T(y) = ¥
Pov o tawdo V=HM © N
-2~
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‘“3 Sean x€ M(m , e N(TY . Endouces:
xe T(2)y = Ty , y asi:
{xuy = ATy, 40 = {8, Ty = {x,0p =0
Por lo fante  xe Nyt
de dowde se tiene M(1) ¢ N(TM)*
Sea ye N(1y* . Debewos dewmostrar gue
y e M(T) , esto es, que T(4y= Y
Ahora Gien,
By -Teoy = 49-T(9), §-TH)D
= {4, 4-TOH Y - AT, 4-T9))
Como !—T(\_;_\ €N( y YeNM
S ERICIDER-
Pero tombien {T(yy, Q‘T(‘D>

=4 T (4 -Te) )
=4, T(y-TY) D = {y,0):=0
por_\o tanto 4-T(4y =0, esto es
4= T(4) € MM

'M(T\ = N(T)-L
L.Q.4.D.

NOTA: Este teovewa puede endendevse de la s\guiewk foma:
“Sea V uwm espacio de dimewsion n cow produco iw-
-h.v’xor, sea A (nwxn) vwa watviz Y sea T sv opera.-
dor lineal asociado ew V. Ewtonces T es uva pro-
yeccion or*\ogovw.\ si 4 s0losi A es Simétrica e
‘\devvxpo’(ewk"
-iy-



Teorema A.13: A (nun) tiewe ivversa s¢ y sdlo si
' rango (A} = v

TPew ostracidw ;

«) Sea A (wwn) 4al que vanqo (A) = w
ewtonces el nowmeve de columwas [ineal-
wmente ivuclepeuolieu{es de A es n ,de
dovde [A] # 0
oA taveviible .

(») Su ongawmos A (nxn) fal que exisle vna
M&fﬁz A-‘(u:n\ I, AA=AA =T,
Notese que  rango (Tw) = rango (M) = n
Sean N(A) = {5el\?“v’1- Ax=o

Yy N(a'a)= {}C R™ &y A'Ax --o}

xeN(r) ssi Ax=o0
S A"Ax=0 ssi  x¢&N(A¥A)
XEN(A*R) ssi A"Ax=0
> AA'Ax=0 Ssi X € N(A)
5o N(AY = N (A" A\
Cowmo A y A'A ticnen awmbas v colummas
diw M(a) = dim M (A-'A)

" ranqo (A) = rawge (A'A) = W
L.a.0.p,
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Teovewa Au: Si A es uwa. ma"‘rr’i‘z"(mp\ ) 4w, de
rongo p; eutonces AA es iuvertible
Dewnostrocidu -

AA es de orden (prp)
Por Aa3 tevewos que A A es ivvertible st
%sé\o st rongo (May=p
pero
vango (AAY = vawgo (A) por A%
Covango (ATAY = p
Por 1o tantoe "

AA twvertible LoD,
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