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'PIE~ACION 

Mucho se ha hal>lado ya acerca de la necesidad de transformar .. 
el esquema tradicional de ensefianza de las matematicas, que se 

reduce a presentarle al estudiante un listado de axiomas, 

dentro de un sistema deft ni et ones, 

impeca:hle que 

teoremas 

excluye 

y ejercicios 

todo error, y deja en el estudiante la 
r ~ 

vi R ion de qne e 1 desarrollo de la~; matemat. i cas es im proceso 

1iTll'a1, cont. i n1111 y ascendente. 

.. 
Afortunadamente, cada vez somos mas los estudiantes, 

ayudantes y profesores de la Facultad de Ciencias (y de otras 

instituciones) que hacemos a un lado la idea de que el ~nfasis de 

la ensefianza debe estar en la acumulacibn de conocimientos, o en 

el amontonamiento de hechos, y nos esforzamos porque la ense~a .. 
de las matematicas invite a reflexionar sobre el crecimiento del 

conocimiento mismo; porque el estudiante intente comprender por - - .. .. - -que una teor1a matemática se desarrollo, por que tomo la forma 

que tiene, etc. 

.. 
Es indudable la utilidad de la historia de las matematicas 

para quienes hacen suya esta concepcibn de la ensefianza. A trav~s 

de la historia resulta sencillo mostrar al estudiante que la 

matem~tica no es una teorta acabada, sino que est~ en permanente 

construccibn; que cada uno de sus resultados o conceptos ha sido 

produ~to del trabajo humano; del trabajo desarrollado durante 

afios por hombres que intuyeron, pero dudaron; que utilizaron un .. 
resultado aunque todavla no lo supieran demostrar; que aprobaron 

o cuestionaron, que generalizaron y particularizaron; que, en 

fin, argumentaron y contraargumentaron. 

Por lo dem~s. al estudiar el surgimiento y desarrollo de un 

concepto se pueden detectar los puntos claves o dificiles de su 

contenido. 
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.. 
Pot< Qllo, con este mOdesto ensayo qu1steramos contribuir a 

ampliar e1 material de apoyo Úttl para quienes dan clases Oe .. 
calculo y estan interesados en hacerlo con base en un enfoque 

.. -como el que hemos mencionado. Si ademas de cuhrtr el tramite que .. 
representa la elaboracibn de una tests, este traba.jo aporta algo 

a quienes encauzan sus esfuerzos hacia el mejoramiento de la 

ensef\anza de las mat.em~ttcas, habrá valido la pena el ttempo que 
-se le ded 1 co. 

.. .. 
Por t1ltimo --de acuerdo con la trac:ttcHm- qu1ero dejar 

con~tan("".ia de mis agradecimientos: 

A I.uis Rrtsefio, por sus orientaciones y sugerencias, por todos .. .. 
los libros que me presto, y tambien por sus regafios . .. 
A Ra~ael porque sin su valiosa colal:loracion, este trabajo no 

"' tendr\ a dibujos. 
.. -A mts papas por su exigencia sistemattca --durante afias-- de 

que me titulara, por su apoyo en general y particularmente por 

prestarme la PC en la que este trabajo ~ue escrito. 

A mis amigos Sonia, Salvador y Leticia por ayudarme con una serie 

de compromisos que se vieron temporalmente abandonados por mi . .. 
A Martín, por su permanente actitud solidaria. 

GCL. 
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1 1. 

1 I . EL CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES POR LOS C IE:NTIF ICOS GRIEGOS: 

METODO DE EXHAUCION· 

1 .. 
Aunque en la epoca de los grand.es matematicos griegos no se .. .. 

tenia una detinicibn gener~l de conceptos como los de longitud, 

1 area y volumen, el signiticado de estas cantidades se conocia 

ituitivamente y se manejaban partiendo de un entendimiento t~cito 
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.. 
de ellas. Este manejo era enteramente geometrico, pero a .. 
diferencia de la geometria de hoy que da la medida de estas .. .. 
cantidades mediante un nilmero, en la antigued.ad esa medida se 

daba indirectamente, ya tuera por equivalencia de una figura con .. .. 
otra que ya conocían, o a traves de una proporcibn de la que .. .. .. 
conocían 3 terminas. As~, por ejemplo, la pregunta ¿que e.s el .. .. .. 
área de w1 circulo? no tenia sentido para los gebmet.ra.s griegos; .. .. .. 
en camhi o, ¿cual es la razb.11 e.nt.re el a.rea de do.s c;irculos? era .. .. 
una pregunta valida y su respuesta podia expresarse en terminas .. 
geometricos de esta forma: "la mi.sma que la de lo.s cuadrados .. .. 
con.st.ruido.s .sa.hre los diamet.ro.s de e.sos circulas". 

.. .. .. 
La matematica griega en el periodo de la escuela p1tagbrica .. .. 

babia sido esencialmente una matematica discreta. Pero con el 

descubrimiento de las magnitudes inconmensurables y el intento .. .. .. 
de calcular longitudes, areas y volilmenes de tiguras curvilíneas, .. 
aparecio ante los sabios griegos la necesidad de los procesos .. 
infinitos. Sin embargo, el rigor del pensamiento griego excluyo 

de las demostraciones lo «infinitamente pequeJ)a», sustituyendo 
-este tipo de ideas por un metodo genial con el que trataron los .. .. .. 

problemas de nuestro calculo integral: el metodo de exhaucibn. 

-Este metodo, desarrollado inicialmente por Eudoxo, nos 

resulta hoy muy familiar porqtlP. se :basa en un razonamiento 
.. 

analogo al que usamos actualmente para de~inir la integral .. 
definida. Primero, se construye una sucesibn P

1
, P

2
, P

3
, .•. de 

.. 
polígonos que van llenando o «e..xliausta.rxla» la superficie S cuya .. 
área se quiere conocer. Lo rundamental de este primer paso 

-consiste en mostrar que la di~erencia entre el área de S y la de .. 
un poligono inscrito P n se puede hacer ta.r1 pequeña como .se .. 

· qui era, tomando n suticientemente grand.e. Despues se demuestra 
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2. 

... 
una igualdad que invol~cra al area buscada, utilizanio para ello 

... ... 
el metodo de reduc1-::Jbn al absurdo. 

En el primer paso, Eudoxo usa un principio que corresponde 

al actual postulado de continuidad, mientras que el segundo viene .. .. 
a ser una especie de traduccion geometrica de nuestro paso al .. 
limite. 

.. ... .. 
Eudoxo uso el metodo de exhauc i on para trabajar con 

.. .. 
voliunenes de esferas, conos, prismas y piramides,ademas de usarlo 

.. .. 
con áreas de circulas, proposiciones que hoy conocemos gracias a 

... 
que Euclides las incluyo en el libro XII de sus Ele.me11tos. .. .. 
Posteriormente Arquímedes consagro casi toda su ol:lra a este tipo 

de problemas (gran parte de la cual se conoce actualmente en su - .,. - -forma original), pero el combino el rigor del metodo de exhaucibn .. 
con ciertos procedimientos «heuristicos~ que le facilitaron el 

desclibrimiento de nuevos resultados. Estos procedimientos ~que .. 
carecian del rigor suficiente para que Arquimedes les diera el .. . 
titulo de "demostracionu-- se eXPonen claramente en su texto 

... 
conocido como ªEl metodoN, descubierto apenas a principios de 

este siglo. 

... .. .. 
En el, Arquimed.es utiliza una analogia entre situaciones .. .. 

físicas y situaciones geometricas para aplicar su famosa ley de 
- - - -la pala.nea al calculo de áreas y voltunenes. Según esta ley, si se .. 

coloca una partícula de masa m, a una distancia d 1 del punto de 

apoyo de una palanca, y otra de masa m
2 

a una distancia d2 tomada 
-hacia el otro lado del punto de apoyo, la palanca estar a en 

equilibrio cuando se .. .. 
Arquimedes considera a las superficies como formadas por lineas y 

.. -
a los voliunenes por planos; encuentra una relacion de equilibrio 

entre, por ejemplo, dos rectas que se toman cada una en una 
.. -

superficie distinta y supone que la misma relacibn es valida para .. 
las superficies completas. Esta relacion de equilibrio entre 

superficies se expresa a traves de una igualdad que involucra al 
-area buscada. 

... .. .. 
De hecho, Arquímedes utilizo un concepto análogo al de los 
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indivisibles de WJa ~igura< 1 > que muchos siglos despu~s se usar;a 
.. 

para resolver ciertos problemas del calculo integral. El uso de .. 
este procedimiento le permitió enfrentar una de las mas fuertes .. .. 
limitantes que presenta el metodo de exhaucibn: que siendo un .. .. 
metodo de demostración 

descubrimiento y su 

irreprochable, no .. 
aplicación requiere 

.. 
es un metodo 

necesariamente 

de 

del 

1 ·conocimiento previo del resultado que se va a demostrar. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Sin embargo, para considerar v~lido un resultado, AFquf medes .. .. .. 
se remitia a una demostración formal usando el metodo de . .. 
exhaución, por lo que su trabajo no deja nada que desear desde el 

.. 
punto de vista· del rigor. Todavia en el siglo XVII cuando los .. .. 
matematicos mas escrupulosos querian dejar fuera de dudas un 

.. .. 
resultado, daban de. el una demostraci bn par reducc:i bn al absurdo .. 
al estilo de Arqll1medes. 

.. .. 
Asi pues, para iniciar esta breve viaibn histbrica del .. . 

desarrollo de la integral hablaremos en este capitulo del trabajo .. .. 
de Eudoxo en torno al a.rea de los circulas y veremos algunos .. .. .. 
ejemplos del trabajo de Arquimedes en áreas y vol'Íllllenes. 

1 1 EUDOXO. EL METODO DE EXHAUCION. 

1 .. 
Eudoxo (408-355 aC) aporto tres grandes contribuciones para .. .. 

1 
el desarrollo de las matematicas: una definición, un principio y .. .. 
un metodo. La definicibn, se refiere a las proporciones. La .. .. .. 

1 
concepcibn Pitagorica de las proporciones babia sido el 

1 . . 
(1) Una forma de calcular areas y volumenes ampliamente •~tendida . 
durante 1rl •r gl o XVI 1, como 1.Htremo• en el •i gui entft capitulo, •• 

1 
. 

ba•o •n concebir a 
. 

un num•ro . 
infinito de lineas 
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4. 

- .. resultado de la identificació~ entre magnitudes geometricas y 
- -números enter-os. Por ejemplo, dos lineas eran una a la otra, como 

- -la razon entre el nilmero de unidades que cabía en cada una de 

ellas. El descubrimiento de la inconmensurabilidad de algunas 
-lineas respecto a otras, ohligo a dejar de lado esta idea pues no 

-podia·adquirir el carácter general de una definicibn. 

.. .. 
Eud.oxo propuso una definición que evito estas dificultades .. 

al no requerir que dos de los elementos de una proporción fueran .. .. 
números, sino trabajar con cuatro magnitudes geometricas. .. 
Euclides la transmitió de la siguiente forma: .. 

11 se di ce que' cuat..ro ma!}Xli tude..s es tan en la .mis.ma praparci o.n. 
la primera a la .segunda y la tercera a la cuarta, cuando si .. 
se toman cualesquiera equimultipla.s de la primera y la .. 
tercera y cuale.squi era equimill tiplo.s de la segimda y la .. 
cuarta, los primeros equimultiplos ~armados exceden, sruJ .. 
iguales o son me.nore..s que los .segundos equimul ti pl as 

respectivamente tomados e.JJ el orde.n corre.spandiente" t3l . 

... 
Es decir, a:h = c:d si dados cual esqui era dos enteros 

positivos m y n, se cumple que 

na > mb y ne > md .. 
o na = mh y ne = md .. 
o na < mh y ne < md 

Para las razones corrientes conmensurables, la segunda de .. 
estas 3 explicaciones seria suficiente. Pero la esencia de esta 

-teoría de proporciones radica en la primera y la tercera, porque .. 
la segunda nunca es valida para los inconmensurables. La .. .. .. 
definicibn de proporciones asi establecida involucra solo 

cantidades geom~tricas y mbltiplos enteros de ellas. 

Cuando la razon no es expresable como cociente de. dos 

enteros, 

como 11' 

nosotros la .. 
o e. Aunque .. 

sustituimos 

Eudoxo no 

.. .. .. 
por un solo número o simholo 

lo 
, .. 

hacia como no~otros, si 

consideraba a la razón de dos cantidades inconmensurables como un .. 
número, lo que apuntaba el camino correcto para trabajar con este 

tipo de magnitudes. 

.; .. -
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s. 

El principio propuesto por Eudoxo --que es sustento del 

m~todo de exhaucibn--, tue tratado por Arqurmedes como postulado 

y es usual que se le vincule mas con el nombre de este ultimo que .. 
con el de Eudoxo. Dice asi .. 

"T.race11se dos mag.i2i tudes distintas. Si de la ma.s grande de 

ellas se ..sustrae WJa mag:lli tlld mas grande que su mitad, y de 

esta se .vuelve a quitar w1a mag.ili tud maym~ que .su mitad; y .. 
si este proceso .se repite continuame.nte, quedai~a 'f i.12almente 

w1a mag.i1i tud que .se.ra meJ1ar que la mas peque.fía de ·las dos 

mag.i2i tude.s tJ~azada.s u [ 3l . 

Es decir:· sean M
0 

y e: las dos magnitudes trazadas 

inicialmente, si construimos cantidades M
1

, M
2

, M
3

, •• tales que: 

1/2 M
0 < M1 < Mo 

1/2 M1 < M2 < M1 

1/2 M
2 < M3 < M

2 
, etc, 

entonces existe n tal que M,, < E. 

.. .. .. 
El metodo propuesto por Eudoxo para el calculo de areas y .. .. 

voltJmenes tambien muestra un abandono de las concepciones 
- - - -numéricas como habiamos notado en su detinicion de proporcibn. .. .. .. 

Para traba~ar con el area del circulo, Eudoxo recurrio a una idea .. .. 
que hahia sido desarrollada tiempo antes por otros matematicos: .. .. 
inscribir en el circulo un poligono regular e ir duplicando .. 
sucesivamente el número de lados buscando, aparentemente, .. 
« e.xha us tar» su área. Usa el principio que antes mencionamos para .. .. 
concluir que siempre existe un polígono cuya area ditiere de la .. 
del circulo en menos que una cantidad tijada de antemano (lo .. .. .. 
mismo podia hacerse con poligonos circunscr 1 tos). Des pues .. 
demuest~a que se cumple una proporcibn que involucra las areas de 

.. 
dos circulas de la siguiente torma: supone que las dos razones no 

son iguales, pero tomando cualquiera de las dos desigualdades .. 
posibles en este caso llega a una contradiccibn, por lo que 

concluye que deben ser iguales. 

.. .. 
Generalizando esta idea, Eudoxo desarrollo un metodo .. 

riguroso para tratar problemas de a.reas y volilmenes encerrados en 

figuras curvilfneas. 
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6. 

.. .. .. 
Veamos como aplico este metodo en el teorema que aparece .. 

como proposicibn 2 del libro XIX de Los Eleme.ntos de Euclides. Su .. 
demostracion requiere de un resultado que se encuentra en la .. .. 
proposi ci tm 1 libro. Esta presentacion de las .. 
proposiciones 

del mismo 

mencionadas se hara usando terminologia moderna 
.. 

para facilitar su comprension, tratando siempre de no falsear la 

idea original·. 

PROPOSICION 1: Dos poligonos semeJa.rJte.s< 2 ) lnscri tos en .. .. 
circulas stlll WJO al otro como el cuadrado de las diamet.ros .. 
de los circulas. [141 

.. 
Considerando como un hecho conocido que las a.reas de 

polfgonos semejantes ·estfui en la misma razbn que los cuadrados de . 
cualesquiera dos lados correspondientes, sera suficiente mostrar . 
que una pareja de lados correspondientes estan en la misma razon 

.. 
que los diametros. 

.. 
Tomemos los poligonos semejantes A

1
B

1
C

1
D

1
E

1 
y A

2
B

2
C

2
D

2
E

2 

inscritos en los circulas correspondientes a, y (!
2 

(fig. 1), los . 
cuales tienen como diametros B

1
Q

1 
y B

2
Q

2 
respectivamente . .. 

los angulas B
1
A

1
E

1 
y B

2
A

2
E

2 
son iguales, y los lados . Entonces, 

que los determinan proporcionales, ya que, por hipotesis, los 
.. 

poligonos son semejantes. 

.. 
Por lo tanto, AB

1
A

1
E

1 
~ AB

2
A

2
E

2
• Fijandonos ahora en otro .. .. 

par de angulas interiores, la semejanza de los triangulas nos 

garantiza que 

.. 
Taml:>ien sucede que 

y 

. 
d~finici~n:"Figura• . 

JI. A1 E 1 B1 = ~A 1 Q 1 B 1 
~ A2E2B2 =if.A2Q2B2 

ti•n•n •us ángulos corr•spondi•ntes igual•& y los lados alr•dedor . 
d• ••tos ángulos, proporcional••" l1~J. 
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por s·er inscritos y subtender los mismos arcos. Por lo tanto 

4- A1 Q 1 
B

1 
= 4 A

2
Q

2
B

2 

y como los 'fuigu1os B
1
A

1
Q

1 
y B

2
A

2
Q

2 
son rectos, llegamos a quE! 

AA
1

Q
1
E

1 
~ AA

2
Q

2
E

2 

... 
De aqui que: 

.. 
con lo que concluye esta demostración. 

81 

:figura 1. 

... ... 

7. 

Proposicion 2: Do.s círculos son WJO .al otro cCUZJa las 
... 

cuadrados de sus dlametros t14l 

... 
Haremos la demostracion en dos pasos. En el primero, se 

... . 
demuestra que el área del circulo puede ser «exl1austada» por .. .. 
medio de las á.reas de poligonos regulares de 2" lados inscritos 

... . 
en ellos, y en el se_gundo se utiliza el metodo de reduccibn al 

absurdo para llegar al resultado final. 

Inscribamos el cuadrado A
1
B

1
C

1
D

1 
en el c;rculo ~ 1 (fig 2-a). 

... .. 
El á.rea de este cuadrado es mayor que la mitad del area del .. 
circulo porque si se trazan tangentes al mismo por los puntos A

1
, 

... 
B1 , e, y D1 formando un cuadrado circunscrito, el a.rea del 

cuadrado A
1
B

1
C

1
D

1 
es exactamente la mitad del circunscrito. Para 

verificar que esto es asf, llamemos l, al lado del cuadrado 
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8, 

inscrito y J 2 al del cuadrado circunscrito¡ por el teorema-de 

Pit~goras 

Cl.;/2)2 + C/2/2)2 = ¡,ª 
de donde se concluye que 

.. ... 
Y como el circulo es menor que el cuadrado circunscrito, llegamos .. 
a que el inscrito tiene que tener un a.rea mayor que la mitad del .. 
circulo. 

··- ·, 

figura 2. 

.. 

F 

J E 

G 
(b) 

H 

Ahora consideremos el octágono regular que se obtiene 

bisectando los arcos A,B,, B,c,, C1D1 y D1 A
1 

en los puntos E, F, 

G y H respectivamente (~ig 2-b). Demostraremos que del exceso de - - - -area del circulo respecto al cuadrado, el octagono abarca mas de 
1 

la mitad. 

.. 
El área del sector circular A,EB

1 
es menor que el a.rea del .. .. , 

rectangulo A,IJB,. Se puede veri~icar tacilmente que el triangulo .. 
A

1
EB

1 
incluye exactamente la mitad del area del rectángulo .. 

A
1 

IJB
1

, y como el sector circular ti ene un área menor que este .. .. 
rectangulo, llegamos a que el octágono regular abarca mas de la .. 
mitad del a.rea del setor. Si continuamos este proceso bisectando 

, 
cada vez los nuevos arcos, el llamado postulado de Arquímedes .. .. 
nos garantiza que la diterencia entre el area del circulo y la 

del poligono regular de 2n lados, 
I 

puede hacerse menor que 

cualquier cantidad previamente dada tomando 11 suticientemente 

1111 n ' 
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grande. 

.. 
¡ara terminar la demostracibn consideremos que los dos 

crrculos tienen fu.eas a t y ª2 respectivamente, y designemos sus .. 
diametros por d, y d

2
. Supongamos que: 

2 2 a, / 0 2 < d, /d2 •••••••••••••••••••••• e 1) 

·entonces, existe algi.Ín crrculo con fu.ea ª3 tal que Cl2> ª3 que 

satisface que: 

q 2 2 . 
t I Q3 = d

1 
/d

2 
•••••••••••••••••••••• ( 2) 

Por lo demostrado en el paso anter 1 or podemos encontrar un 

polfgo~o regular de 2m lados inscrito en el cfrculo de fu.ea C/
2

, 

tal que s~ ~ea fJ satisfaga: 

a3 < -P < 02 · · ............. : ......... e 3) 

Consideremos otro polfgono regular de 2m lados, con ~ea TJ,, 
inscrito en el circulo de i:Ú-ea a 1; ~tonces, 

garantiza que 

"P t / :p = d, 2 /d2 2 

.. 
la proposicibn 1 nos 

y dado que se cumple la igualdad (2), obtenemos: 

P, i 'P = q, i ~. 
Como sabemos que '?

1 
< q t, llegamos a que '? < Q

3
, lo que .. .. 

contradice.la relacibn (3). Por lo tanto, la expresion (1) es. 
.. 

falsa.· Analogamente se demuestra que tambien es falsa la .. 
relacibn: 

e;¡ 2 2 
t / Q2 > dt /d2 .. 

con lo que queda demostrada la proporción 2. 
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2 ARQUIMEDES. UN METODO PAB.A EL DESCUBRIMIENTO Y OTRO PARA LA 
DEMOST.RACION'. 

.. .. .. 
En manos de Arquímedes (287-212 aC), el metodo de eXhaucibn . 

que se había usado para demostrar unos cuantos teoremas, se .. . 
transformo en un poderosos instrumento para calcular muchísimas . .. 
cuadraturas y cul:>aturas (es decir, areas y volilmenes), y para 

determinar centros de gravedad. 

Su trabajo en este terreno fue un evidente progreso respecto .. .. .. 
a lo que habían logrado sus antecesores, pues no solo perfecciono .. 
resultados ya conocidos sino que trabajo con figuras que no 

- - - -habían sido estudiadas. Se conocía ya la razbn entre el area de 
.. - - .. 

dos circulas; Arquímedes trabajo la equivalencia entre el area de .. .. .. 
un circulo y la de un triangulo que tenia por altura el radio y 

por base la circunferencia rectificada. Y para rectificar la .. 
circunferencia se baso en el estudio de una espiral que hoy lleva .. 
su nombre. Lo mismo ocurre con respecto a la esfera: se conocia 

la.razbn entre los volfunenes de dos esferas; 
.. .. 

Arquímedes trabajo .. . 
con · cascos es:fericos y extendib sus investigaciones para abarcar .. .. 
tambien areas y centros de gravedad. 

.. .. 
En la cuadratura de la parabola, Arquimedes penetra a un 

terreno totalmente virgen, lo mismo que en sus estudios sobre las 

razones de figuras comprendidas entre dos espirales sucesivas. .. .. .. 
·· Tampoco hablan sido trabajadas las relaciones que el descuhrio 

entre segmentos de esfera, de paraboloides, elipsoides e .. 
hiperboloides de revolucibn, y el cono . 

··Todas 

trasciende 

.. 
estas · areas .. 

la geometría 

mediante . los recursos 

conocimientos algebraicos; 

.. 
y volilmenes, 

elemental, se .. 
del calculo 

recursos y .. 

la mayoría de las cuales 

estudian actualmente 

y sobre la 

conocimientos 

base 

que 

de 

los 

griegos ignoraban. En la matematica griega es posible descubrir 

identidades y transformaciones algebraicas que hoy se realizan 

con letras y entre polinomios, pero se encuentran ocultas tras un 
.. 

ropaje geometrico, como veremos mas adelante. 
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.. .. .. 
Ya habiamos mencionado que el metodo de exhaucion requeria . 

del conocimiento previo de los resultados,así que durante mucho 
#' - .. -

tiempo quedo abierta la pregunta: ¿como conocía Arquimedes los 

resultados 

En 1906, 

manuscrito 

de las cuadraturas y culJaturas que luego demostraba?. 

He1berg, historiador de la ctencia, descullrib un 
que contenía una escritura superior y d~..lJajo de ella .. .. .. 

.otra mas antigua que no habia sido raspada sino solamente lavada. 
.. - .. 

Esta ultima era obra de Arquímedes y contenia, entre otros .. 
escritos, "El Netodou. 

-Se trata de una carta dirigida por Arquímedes a su amigo .. 
Eratóstenes, en· la que le manifiesta que ha creido conveniente .. .. 
exponerle "la partJ cularJdad de WJ .metodo segiln el cual te será' 

.. -
posible captar ciertas <.-:ue..stnme..s .mate..ma ti c:as por .medios .. .. 
.mecá.J1i cos", pero agregando poco despues 11 que la investigaci h11 

.. .. .. 
J1echa por este metodu no lmpli ca ve.rdadera de.mostracl bn", y solo 

.. 
da w c:i erta apari e.ncia de verdad" [1J. La clave del metodo radica 

en la idea de que las tiguras planas se componen de sus cuerdas y .. 
los solidos de sus secciones, idea que no se deduce de postulados 

matematicos, ni tampoco es fruto de un experimento ya que el 

proceso es inexperimentable. Sin embargo, 

Arqu[medes llega a resultados correctos. 

. -

- .. a través de el 

La explicación a esto hay que buscarla en el hecho de que 
.. - -Arquimedes uso este metodo para determinar lo que hoy encontramos -por medio de integrales de~inidas, es decir, usando limites de 

-sumas cuyos sumandos son producto de dos :factores: la :función 

integrando y un incremento o di~erencial. Ahora bien, el -resultado de la integracion depende exclusivamente de la :forma y -propiedades de la tuncion integrando mientras que el otro factor 

esta destinado a mantener la homogeneidad permitiendo la 
.. - -aplicacion del limite. Es pues explicable que Arquímedes al 

despreciar en absoluto la homogeneidad y atender exclusivamente a 
.. -las propiedades de lo que hoy seria una :funcibn, logre resultados 

correctos~ 

-Analizaremos tres aspectos del trabajo de Arquimedes: 1) la -cuadratura de la paral::lola, 2) el volumen de una esfera y el de un 
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12. 

.. .. 
casco es:ferico, y 3) la espiral de Arquimedes. En el primero .. 
h~caremos contrastar el resultado «heuristico~ con la 

.. -
demostracibn formal; en el siguiente, la bi.tsqueda consiste en 

mostrar las ecuaciones modernas que se ocultan tras las - -formulaciones de Arquimedes; y en el ultimo, nos interesa -resaltar la semejanza con nuestra actual definicion de integral 

·definida. 

-1. - La cuadratura de la para.Do la .. 
Arquimedes le llama se.gme.nto de una curva convexa a una .. -region acotada por una linea recta y una porcibn de la curva .. 

(:tig. 3). En el caso de un segmento para.bbli co de hase AC (fig. -4), el punto B de la curva que se encuentra mas lejos de la base .. 
se ·llama vertice del segmento, y la distancia de B a AC es la .. . .. .. 
altura. Arquimedes demostro que el area del segmento para.bblico 

- -es igual a cuatro tercios del a.rea del triangulo ABC. 

:figura 3. 

B 
e 

-----7 .- -

A 
:figura 4. 

.. 
Primero veremos como llego a este resultado usando la .. .. .. 

tecnica que desarrolla en El metodo. Despues, de las dos 
-demostraciones que da de el en su tratado Cuadratura de la .. .. 

Pa.rahola, analizaremos aquí la primera. 

'111 1 ~ 1 1 "'11 ·, 
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·~ 

:Area de W1 segmenta parabbli co: 

Sea A.Be W1 segme.11to comprendido entre la recta AC y la .. .. .. 
para:hola ABC; dividase AC por la mitad e.n D y trar:ense la 

1 .. ecta DBE, paralela al di i.imetro< 3 >, y las rectas AB y BC. 

(:f ig 5) Digo que el segmento ABC' es cuatro tercios del .. 
tr J angulo ABC. [1 J 

Como se ve en la .. 
segmento paral:>o li co 

:figura, 

en el 

CF es una 

punto e 
recta tangente al 

AF, OM y DE son .. 
perpendiculares a la hase del segmento parahblico; D es el punto 

medio de AC; y la distancia de K a e es igual que la de K a H. 

T F 

H 

AO D e 
figura S. 

Sea o un punto arbitrario en la hase AC y levantemos sobre .. 
el una perpendicular a dicha base. Esta perpendicular intersecta 

.. .. 
al triángulo AFC en MO, y al segmento parabolice en OP. La idea 

.. 
de Arquimedes consiste en considerar a la recta CH como una .. 
palanca con punto de apoyo en K y buscar una relaci bn de .. 
equilibrio entre las cuerdas que :forman el triangulo AFC (tipo .. 
OM) y las que:forman el segmento parabblico (como OP) suponiendo 

. 
(~) Le llama áiametro, a lo ~u• actualmente conocemos como eje de . 
lo ,,arabolo. 

I~' " ' 
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14. 

,. ,. 
para ello que estas i1ltimns son t.rñ::sl.ñdndas al otro extremo de la 

,. 
palanca. Luego supone· que es va lid.a la misma relaci tm de .. .. 
equi lilJrio entre las areas del segmento paralJblico y del 

.. .. .. 
triangulo AFC y, por ultimo, comparar las areas de los triangulas 

AFC y ABC para llegar al resultado. Veamos como lo :tiace. 

,. 
Arquimedes usa un lema (que demuestra en Cuadrat~a de la .. .. 

Pari3.hllla), seg'iln el cual se cumple que 

OM:OP = CA:Ao< 4 > 

Por otro lado, la semejanza de los tri~los AKC y ONC 

garantiza que 

CA:CO = CK:CN ::> CA:(CA-CO):CK:(CK-CN) ::) CA:AO = CK:KN 
-y como por hipotesis CK=KH , llegamos a: . 

OM:OP = KH:KN ::> OM·KN = OP·KH 

Luego traslada el segmento OP al otro extremo de la palanca 

colocando su punto medio (que coin~ide con su cent.ro de gravedad) 
,. .. 

en H y llamando TG al segment.o trasladado. Así, la ult.ima .. 
ecuacibn se transtorma en: 

OM·KN = TG·KH 

2 2 
Por •• tien• oc :Pa =so:sa. La 

••mejanza de lo• triangulo~ ocs y QIB (ver Fig. de esta nota) 
2 2 

implica ~U• BO!BQ=BC:BJ, dfl donde OC :oo =BC:B/. . . 
ONC !:/ DBC tambien son triongulos 

2 2 2 2 2 2 
Llegando a BC :sN =sc:BJ, BC :BN :OC :DO , 

2 
BN =Bl•BC::) sc:BN=BN:BI 

::) (BC+BN):(BN+Bl)=sc:SN 

::) NC:NJ:Sc:BN 

::) NO:NP=oc:oo 

::) oa:oo=oN:OP . 
D••pues, en el lema s, demu•stra 9u•: 

. 
.semejantes, a.si 

O Sfla 
N 

D C 
(v*r l'i 9 5 del texto) 

ON=NM y OQ:OC::) OM:ON : ac:ao. Por otro lado, sab•mos ~ue DN:OP = 
ao:ao, 

dond• •• concluy• ~ue PM:OP = oc:ao. 
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Pero N es el centro de gravedad de OM (ya que CK pasa por .. 
los puntos medios de todas las rectas del triangulo AFC paralelas .. .. 
a AF). De modo que esta ultima ecuacibn puede entenderse como una 

igualdad entre momentos (un momento es el producto del peso por" 

la longitud del brazo de la palanca). De esta forma, la ley de la 
-palanca descubierta por P.l propio Arquímedes, nos garantiza que 

-la palanca esta en equilibrio si mantenemos en su posicion 

original a OM y trasladamos OP coloc::andC> su centro de gravedad en 

H. 

-Esto se cumple para todas las posiciones de O sobre AC. 
.. - .. 

Arquímedes pasa de aquí a la ecuacibn de momentos entre las areas .. 
al suponer que la igualdad que es valida para las cuerdas .. 
constituyentes, sigue siendolo para las ~iguras completas. Así .. 
concluye que el triangulo AFC en su posicibn original equilibra .. 
al segmento parabblico trasladado de tal ~arma que su centro de 

gravedad quede en H. Para formular la ecuación que corresponde a 
-esta conclusibn hay que recordar que el centro de gravedad del .. 

triangulo ACF esta sobre la recta KC a un tercio de la distancia 

de K a C, por lo que: 

a (seg parab) KH = ClCAFC) (1/3)KC 

y como KH = KC, llegamos a: 

a (seg parab) = (1/3) C\(AFC) 

.. .. 
Es decir, el ar ea del segmento parahol1 co ABC es 1/3 del 

,,,. - - , 
area del triangulo AFC, o 4/3 del area del triangulo ABC. 

.. .. 
En la demostracibn formal de esta propos i e i bn, .. .. .. 

Arquímedes aplica el metodo de exhaucibn de la siguiente forma: 
.. .. -

inscribe dentro del segmento parabblico, un triangulo de área A 
.. 

que tenga la misma base y el mismo vertice que el segmento; .. 
luego, tomando cada uno de los lados de este primer triángulo .. 
como bases, inscribe otros dos triángulos en forma similar. 

-Continuando este proceso obtiene una serie de polígonos de un .. 
número cada vez mayor de lados, como se muestra en la figura 6. 

.. .. .. 
Arquímedes demuestra que el area del n-esimo de estos .. .. 

pol1gonos esta dada por la serie 

1 "''' 
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A(1 + 1/4 + 1/42 + ... + 1/4"- 1 ) ••.•••••.•.•.• (4) .. .. 
donde A es el area del primer triangulo inscrito. De aqui pasa a 

.. 
encontrar la suma de los primeros n terminas y le agrega un 

residuo usando la igualdad: 

A(1 + 1/4 + 1/4
2 + ... + 1/4"- 1 + (1/3)(114"- 1 )) = (4/3)A .... (S) 

figura 6. 

.. .. 
Conforme el n'i.lmero de terminas crece, la serie va • 11enando 11 a 

(4/3)A en el sentido griego de que el residuo (1/3)(1/4"- 1 )A se .. .. 
puede hace~ tan pequefio como se desee. Por ultimo, Arqu1medes .. .. 
demuestra que el área del segmento para.bblico debe ser igual a 

(4/3)A, de la siguiente manera: 

.. 
Si no fuera igual, seria mayor o menor que (4/3)A. Llamemos 

al ·~rea del segmento paral>blico cA y sea K=(4/3)A. Supongamos 
-inicialmente que e.A > K. Inscribiendo triangulas dentro del .. .. 

segmento como se expli cb ante.s, llegara el momento en que la 
.. 

diferencia entre el área del segmento parabolice y la del 

polfgono inscrito sea menor que .A - K, es decir: 

cA - At1 + 1/4 + 1/42 + ... 1/4N- 1 J < cA - K 
2 N-1 V 

~ At1 + 1/4 + 1/4 + ... + 1/4 l > ~ = (4/3)A 

lo cual contradice la igualdad (5). Supongamos ahora que cA < K. 
.. - .. 

Si construimos areas a traves de ir dividiendo entre 4 el área de 

A, es decir 

A, (1/4)A, (1/4
2

)A, . 
llegara el momento en que, para alguna N, 
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pero 

~---cT=""-==---=-~=--=-- ~-- -

< (1/4N- 1 )A 

< K -
:) A[1 + 1/4 + 1/4

2 + .. ~ + 1¡4N- 1 l > oA .. .. 
lo que contradice la a:f1rmac1bn de que (4) es el area de un - .. poiligono inscrito en el segmento paral:>blico. 

.. 
2. - El volume.n de ur1a es:fe.ra y el de un casco es:fer i ca. 

- ~ - o . En la proposi ci bn 2 de El metc:Jda, Arqui.medes compara el 

volumen de una esfera con el del cilindro circular recto que la 

circusncribe y tambi~n con' el volumen de un cono circunscrito en 

uno de sus hemis:ferios. Para ello, considera a la es:fera como .. 
engendrada por un circulo que gira, al cono lo construye haciendo 

.. .. 
girar un triangulo y al ci lind.ro por la rotacibn de un .. 
rectangulo. 

.. ' .. 
Analogamente, en la proposicibn 7 compara el volumen de un .. 

segmento esferico de una base (o casco) con el del cono.que tiene 

la misma hase y la misma al ttlra qne el segmento. 

En los dos casos, analizaremos primero el razonamiento de .. .. 
Arquimedes usando los recursos que nos l:lrinda la geometria .. .. .. 
·analitica, para compararlo después .con la :forma en que el .. 
encentro estos resultados. 

1 Volume.n de la es:fera 

Tc:1da e.s:fera es cua t.ro vec·e.s ma}•or que el cru10 cuya ha.se sea 

1 "' "' el circulo maximo de la es:fe.ra y cuya altura sea igual al 

radio de la es'fe.ra; a su vez. el el ll1Jd.ro CU}'a .hase .sea el 

1 
.. .. .. 

circulo maxJmo de la es'fe.ra y cuya al tura sea el qi áJIJetJ·o de 
.. 

la es:fe.ra, se.ra igual a vez y media la es:fe.ra. [1J 

1 Para generar la esfera, vamos a girar alrededor del eje X un 
"' 

1 
circulo de radio a tangente al eje Y en el origen, cuya ecuacibn 

es: 
R 2 e 

(x - a) .¡. y = a , d 
. 2 2 es ec1r, x + y = 2ax ... .•.... (6) 

1 
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-El area de cada una de las secciones transversales de la 

esfera as{ obtenida, est~ dada por 'J1'y
2 

. (ver fig 7). -Analogamente, girando la recta y~ generamos un cono cuyas 
.. 2 

secciones transversales variables tienen por area 11'X • 

.. 
La ecuacibn (6) puede entonces reescribirse ccmo sigue: 

irx.2 + 'l'l'Y2 = 11'2ax 

Buscando una int.erpretacibn equivalente para el miembro de la 

derecha de esta igualdad, podemos pensar en hacer girar la recta 

Y=..?a alrededor del eje X pñra obtener un ci li.ndro cuyas secciones 
.. 2 -

transversales tienen por area 11'(2a) . Para que la ecuacibn .. 
incluya esta area, bastara escribirla de la siguiente forma 

:¡! 2 2 
2a(irx + 1IY) = irx(2a) .................. (7) 

' \ 
\ 

/ 

'figura 7. 

/ 

I 
1 

\ 
\ 

- .. .. 

\ 
\ 

/ 

Esta ecuacion involucra las areas de 3 circulas que son la .. .. .. 
interseccion del mismo plano con los 3 solidos de revolucibn. El 

.. 
plano es perpendicular al eje X y esta a una distancia x del 

origen. El cono y el cilindro tiene la misma base de radio 2a .. .. 
(1.ig. e) y su altura comiln tamlJien tiene longitud 2a. En la 

:figura 8 las llaves sefialan las 3 secciones circulares. .. .. .. 
los la ecuacibn Arquimedes imagina que 3 circulas que aparecen en 

1 pueden ser separados y colocados en una balanza (eje X) cuya cufia 

se localiza en el origen. En el lado derecho de la palanca (a una 

1 
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.. 
distancia xdel origen) deja a la seccibn circular del cilindro . .. 
Los otros dos círculos son trasladados al punto H de abscisa -2a, 

.. 
colgandolos con su centro vertical bajo H como suspendidos por .. 
una cuerda. Entonces interpreta la ecuacibn (7) como una igualdad 

I' ,J_ .. 

entre momentos que nos garantiza que la :balanza estará en 

equili:brio al colocarse lo~ discos como antes indicamos. 

o 
N 

'figura 8. 

20 
X 

.. - ~ -Arquimedes pasa de aquí a la ecuación entre volilmenes .. 
utilizando la expresión para el volumen del cono debida a 

.. 
Democrito: 

r 1 
2 2 

2alV + C~(2a) ·2al/31 = a~(2a) 2a. 

L J 

de donde se obtiene: 

.. .. 
Comparemos esta construccibn con la :forma en que Arquímedes .. 

la plantea. Segün se ve en la :figura 9, AC=AS+SC, por lo que 

AC·AS = (AS + SC) ·AS = (AS)
2 + SC·AS, 

.. 
y por la propiedad de la medía geomet.rica sabemos· que:t 

se ·AS = (S0)
2

, 

y como AS=SQ, llegamos a 

CA ·AS = (SQ) 
2 + (SO) 

2 
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[Esta igualdad es equivalente a la ecuacibn x 2 +y2 = 2ax, ya que 

CA=2a', x:::;AS:SQ, y=SOl . 

.. 
Tomando en cuenta que por construccion de las "figuras se 

cumple HA=CA=MS y SQ=AS, resulta que 

HA:AS = CA:AS = MS:SQ = (MS)
2

:(MS·SQ), 

lo que nos lleva a concluir que 

HA:AS = (MS)
2

: (OS
2 + SQ

2
) .. 

que es una r~laci bn entre los cuadrados de los radios ··de los 
' 

discos equivalente a 
2 2 2 

2a/x = (2a) /(x + y ) .. 
de donde, simplemente multiplicando por ~ se llega a la relación .. .. 
entre las áreas de esos circulas que antes expresamos en la .. 
ecuacion (7). 

G N F --....---... 

figura 9. 

- - - -Arquimedes escribe esa relación entre ár~as asi: 

HA:AS = (circ. en el cilind.ro):[(circ. en la esxera) + 
+ (circ. en el cono)l. 

Es decir, la seccibn circular del cilindro, permaneciendo en su .. 
lugar, equilibrara a las otras dos secciones colocadas de tal 

forma que su centro de gravedad quede en H. Y asi, "lleJJados" con .. .. 
tales circulas, el cilindro (cuyo centro de gravedad esta en K) .. 
equilibrara a la esfera y el cono colocados de :forma que su .. .. 
centro de gravedad este en H. En la terminologia que usa .. 
Arquimedes 

HA:AK = cilindro:(esfera +cono AEF) 
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y como HA=2·AK, esta igualdad equivale a 

cilindro = 2(esfera + cono AEF) 

por lo tanto 

3(cono AEF) = 2(esfera + cono AEF) 

21. 

pero el cono AEF es igual al doble de la esfera ABCD, y es 
-taml:lien 8 veces el cono ABD, tenemos que 

8(cono ABD) = 2(esfera) 

y considerando que el cilindro VZ equivale a 6 veces el cono ABD, 

llegamos finalmente a la doble igualdad 

esfera ABCD = 4·(cono ABD) = (2/3)·(cilindro VZ). 

,. 
Valumen de UJJ se~e.nto es:fer1c:o 

Cualqui e.r segn11:mto dP. es'fe.ra t.1 e.nP. mm re.sper:to al tnuw de 

la misma .ha.se y al tura, la misma .razb11 que la .suma del 

radio de la es:ft:>ra y la al tura del sP.gmeJ1t.o compl e.meJ1tar 1 o 

ti e.r1e cc.m re.spe.1.-:tn a la al tura del se91111:-".llt.o t70111pl e.meJ1ta1"i o. t11 

:figura 10. 

.. 
Llamemos le a al radio de la es:fera, 11 a la al tura del 

-segmento es:fer i co, V al volumen de d.1 cho segmento y e al volumen 

del cono que tiene la misma base y la misma altura que el 
,. 

segmento esferico (fig. 10). Bu.seamos la razbn entre Vy c. 

El radio de la base del cono que est~ dentro del segmento 

esf~rico est~ dado por la imagen de x=J1 bajo la ecuacibn de la 
2 2 

circunferencia x + y = 2ax, es decir: 
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2 
Y·= .. 

por lo que el volumen de este cono sera 

e = tire 2a11-h
2 

)11J /3 

.. 

... 

Para encontrar V, Arquímedes usa la 

momentos que en el ejemplo anterior (~ig 11), .. 

22. 

misma igualdad de 

es decir, construye 

una ecuacion de equilibrio entre 3 tipos de secciones circulares: .. .. .. 
1) una seccion que pertenece al segmento es~erico, 2) una seccibn 

que pertenece al cono generado al girar la recta y = x, y 3) una .. 
seccion que pertenece al cilindro generado al girar la recta .. .. 
y=2a. Así obtiene la ecuacion: 

2 2 2 
2a('ll'X + iry ) = 11'( 2a) x, 

donde O<x<h. 

'figura 11. 

.. .. 
Para pasar de esta ecuacion a la relacibn entre los 

.. .. .. 
volilmenes de los solidos, solo hay que tomar en cuenta que el .. .. .. 
centro de gravedad del cilindro estara en h/2. Así se llegaría a: 

2aCV + (~h2 h)/3J = (h/2)11'(2a)
2

h 

que se reduce a 
2 V = 1l'h (3a - h)/3 

.. .. 
De aqui que la razbn buscada sea: 

VI e = ( 3a - h) I ( 2a - h) = e a + 2a -h) I ( 2a - h) . 

1 donde 2a - h es la altura del segmento complementario. 

1 
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.. 
Comparemos ahora con la :forma en que Arquimedes encuentra .. 

este resultado en El .metodo. En la figura 12 se muestran 

las superficies planas que al girar generan: 1) un cilindro (IL) 

cuya base tiene radio GL, 2) un cono (AEF) cuya hase tiene radio .. 
GF, 3) un segmento esferico AGB cuya hase tiene radio GB, y 4) 

otro cono ADB con la misma hase y altura que el segmento 

es:ferico. 

.N L 

I M K 

:figura 12. 

CZ es igual al radio de la esfera, es decir, CZ=(1/2)AC. 

Ademas, X es el punto medio de AG y Y esta a 1/3 de la distancia 

de G a A. 

.. .. 
Como ya habíamos visto, el circulo de diametro MN .. .. 

equi lihrará, respecto al punto de apoyo A, a los dos circulas de 

diametro PO y RQ colocados de tal forma que su centro de gravedad 
.. .. 

este en H; por lo que, segiln Arquímedes, se tiene: 

(cilindro): ((cono AEF)+(seg esf ADB)l = HA:AX. 

pero 
2 2 

HA:AX =HA :(AX·HA) =HA :(AY·AX + YC·AX) .. 
por lo que ·1a.rela~ibn anterior puede escribirse comot 

2 
(cilindro): [(cono AEF)+(seg esf ADB)l =HA :(AY·AX + YC·AX) ... (8) 

Ahora vamos a buscar expresiones adecuadas para el cuadrado 

de los radios de cada una de las secciones circularest .. 
1) para el radi.o de la hase del segmento esferico y del cono ABD 
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.. 
usamos la propiedad de la media geomet.rica y llegamos a 

AG·GC = GB
2 

Cque es equivalente a la igualdad 2 2 y =2ah-h 

GC=2a-1J, GB=Yl . 

2) el de la hase del cono AEF opuede obtenerse de .. 
expresi on: 

AG
2 = AG(3GY) 3 AG·GY = GF

2 

y puesto que 

AG:AX = AY:G'f = 2:1, es decir, AG·G'f = AX·AY 

podemos expresar el cuadrado de este radio como: 

AG
2 = GF

2 = 3 AX·AY. 

ya 

la 

que AG=JJ, 

siguiente 

3) en cuanto al radio de la hase del c~lindro tenemos que: 

AC
2 = 'HA

2 = GL
2 

Para llegar a comparar el volumen del cono ABD con el del .. .. .. 
segmento esfericb, Arqu1medes hace la siguiente comparacion 

previa. 

Como e·l ~rea de la' hase es proporcional al cuadrado del radio y 

tanto el cono AEF como el cilindro 11 tienen la misma altura, se 

infiere que: 
2 2 2 

(cilindro):(cono AEF) =HA :(1/3 AG) =HA :AX·AY. - -y esta ultima igualdad, usando la expresibn (8), nos conduce a la .. 
ecu.."lc 1 bn: 

(cilindro):(seg esf ABD) = AFf:(YC·AX) 

Ahora hien, con el mismo argumento que antes, podemos 

igualdad: afirmar que se .cumple la 

(cilindro):(cono ABD) = HA
2
:(1/3 BG

2
) = 

2 

. 2 
'HA :(1/3 BG·GC) = 

= 'HA : (YG·GC) 

por lo tan~o, llegamos a 

(seg esf ABD): (cono ABD) = (YC·AX):(YG·GC). 

Por 

que la 

.. 
ultimo, 

... 
razbn 

tenemos 

entre 

que 

estos 

vo1;imenes coincida con GZ:GC para ello, sabemos que 

AG = 2AX = AY + YG = 3YG 

de donde concluimos que AX = (3/2)YG 

y, YC = YG + GC = (1/3)AG + GC 

verificar 

dos 
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.. .. 
usando estas dos igualdades, Arquímedes encuentra una expresion 

equivalente a AX·YC 

AX·YC = (1/3 AG + GC)YG = (1/3)AG· (3/2)YG + GC· (3/2)YG- = 

.. 

= (1/2 AG + 3/2 GC)YG = [(1/2)(AG + 
= (1/2 AC + CG)YG = GZ·YG 

y asi llega finalmente a que 

(seg esf ABD): (cono ABD) = GZ:.GC • 

.. 
3. - La espiral de Arquímedes. 

- - - -·La geometri.a griega teni..a un caracter esencialmente estatico 

del:lido, fundamentalmfmt.e, al p¡=¡pel tan limi t.ado que en ella 

jugaban los conceptos de movimiento y variabilidad. Solo :fueron 

estudiados en detalle los casos de mov~miento uni:forme --tanto .. .. 
recti l''l neo, como circular-·- y es en terminas de ellos que .. 
Arqui.medes de:fine su :famosa espiral. (:fig. 13). 

Si pe.rmanec:Jendo :fiJo w10 de lo.s e.xt.re.mos de w1a recta, .. 
esta gira st'lhre w1 plano can velocidad WJJ:forme hasta v,11ve.r .. .. 
a la posicibn i11icial y.si WJpunta, tambie.11 can velocidad 

w11 :forme, re.corre al mismo tJ empo la recta que gii'a a .. 
partir del extremo :fiJo, este punto de.scrl.hirá w1a espiral. 

.. 
(definicion 1 del libro Sahre la.s '·espirale.s). C15J 

figura 13. 

.. 
Actualmente, es fácil describir esta curva usando 

coordenadas polares. Sea w la rapidez angular constante de .. 
·rotacibn de la linea, y v la rapidez constante con la que se 
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.. 
mueve el punto a lo largo de la linea. Entonces las coordenadas 

polares del punto en movimiento al instante t, son r=vt y 0=wt. .. .. 
Asi que la ecuacibn polar de la espiral es r = (v/w)e . 

.. 
Las ult.imas proposiciones de Sabre las esp.1rale.s estan .. .. .. 

dedicadas al calculo de a.reas. Por ejemplo, Arquimedes prueba que .. .. .. 
el área de la region S acotada por la espiral de una revolucion y 

por el segmento de recta que une su punto inicial con su punto .. .. 
final, es 1/3 del area del circulo con centro en el punto inicial 

y que pasa por el punto final de la espiral (fig. 14). Es decir, 

el fu.ea de S es igual a (1/3)~(2~a) 2 • M~s adelante, determina .. .. 
tambien el área de un sector de esta misma figura S. 

:figura 14. 

-Las demostraciones son, ai.Jn hoy, bastante laboriosas; y esto .. .. .. 
se ve incrementado por el lenguaje geometrico que uso Arquimedes 

para desarrollarlas. Sin embargo, para mostrar la notal>le .. 
similitud de sus demostraciones con la de:finicibn moderna de 

1 integral, veremos uno de los resultados parciales de los que hace 

uso. 

1 
1 
1 
1 

.. 
Proposi ci bn: Al área compreJJdida por un arco de espJJ~a1 de .. 
la prJme.ra revoluc::J bn y la.s rectas que wie.rJ .sus e.xtJ'eJllos cnu 

eJ orJge.n, se le puede c:_/rc:un.sr:ri.bir w1a :fJgura :tru~mada pru~ 

sectores r:11~c:ulares e Jnscril>JJ~Je otJ~a de tal mrn.1o que el 

e..xceso de la :f J gura· cirr:imsc:rJ ta snhre la insr:r 1 ta se.:i me.nor .. 
que WJ área dada. [15] 
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:figura 15. 

Sea BG un arco de la espiral que tiene por origen al punto - - ,. A. DibiJjese el circulo con centro en A de radio AB y tracen.se las -rectas AB y AG como se indica en la :figura 15. Procedase ahora a 

bisectar el iÚiguro BAG, h~gase lo mismo con su mitad y asi 
,. 

sucesivamente hasta tener un sector BAW menor que el area dada. A 
- ' traves de este proceso se han construido sectores limitados por -los radios AG, AP, AQ y AR. Ahora, tracen.se arcos de 

circunferecia con cada uno de estos radios de tal 'forma que cada 
,. 

uno de los arcos abarque a dos sectores contiguos. Y se tendran 

entonces dos 'figuras 'formadas por sectores circulares semejantes, 
,. 

una de las cuales esta circunscrita y la otra inscrita en el area 

limitada por el arco BG de la espiral y las rectas AG y AB. 

El sector ARV es igual al ARF, el AQU al AQE y el OPT al 

OPD, de modo que cada sector de la 'figura inscri t.a es igual a uno 
,. 

de los sectores de la circunscrita que tiene un lado com\Jn. De 

modo que al restar el área de la 'figura inscrita al de la 
- -circunscrita solo quedara la diferencia entre el sector ABW y el 

AGS. La diferencia entre estas dos a.reas es menor que la del - ,. 
sector ABW que, por construccion, es menor que el área dada. Asi 

-queda demostrado lo que se establece en la proposicion. 
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11. LOS METODOS DEL CAi.CULO JNTEGllAL AMTERIOR.ES A NEWTON Y 

LEIBNIZ EN EL SIGLO XVII l. 

Con el derruml:le del :feudalismo y el surgimiento y posterior .. 
consolidacion del capitalismo, en paises como Alemania, Francia, 

Holanda, Inglaterra e Italia entre otros, se abrieron grandes .. 
perspectivas de utilizacion de los descUbrimientos en la medida 

.. 
en que contrihuian al perfeccionamiento de las tecnicas de .. . 
produccion y ~e los medios para producir. Estas condiciones 

:favorecieron el surgimiento, hacia :f.tnales del siglo XVI, de una .. 
corriente de cienti:ficos que se preocupaban.mas por encontrar 

.. .. 
resultados practicas que por el rigor de una demostracibn 

.. .. .. 
clasica. Tal caracteristica estaba presente a principios del 

siglo XVII. 

.. 
En la primera mitad del ~iglo XVII surgieron muchos metodos .. 

para resolver prohlemas de calculo di :ferenci al e integral, pero .. 
casi todos estaban vinculados a la resoluci bn de· un prohlema 

particular. Incluso se pueden.encontrar ejemplos que cuando se .. 
traducen al len.guaje matematico moderno, muestran que la 

diferenciacibn y la integracibn son procedimientos mutuamente 

inversos, pero son ejemplos. que se re:fi eren 

especf :ficos y no a teorias generales. 

.. .. 

a prol:llemas 

Ademas, los matematicos de esta epoca se expresaban en el .. 
lenguaje ordinario sin ninguna notacion especial, lo que 

dificultaha el llegar a formular con exactitud las posibles 

relaciones entre los problemas de los que se ocupaban. Por 

ejemplo, el resultado que actualmente expresamos por: 

[ x" dx = a"., /n+1. 

o .. 
donde n es un entero distinto de -~. ellos no podian expresarlo .. 
en una forma tan simple, sino que tenian que referirse a las 

·~reas comprendidas bajo par~olas especiales. La terminolog{a que 
.. 

uti 11 zahan no les 1mpedi a ver cone:x:i ones tales como · la que hay .. .. 
entre la r.ect1:f1 caci bn de la parabola y la cuadratura de la 

.. .. 
hiperhola, o hien la relacion de ciertos problemas inversos de 
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tangentes con cuadraturas, pero si pudo haber obstaculizado su 

ca.mino hacia un entendimiento mas pro1undo del signi~icado de 

estas relaciones. 

-Los diversos metodos de cuadraturas desarrollados durante el 

pi!riodo de 1630 a 1660, estañan liasados de una manera natural en 
"' la concepcion de un firea como una suma infinitesimal, aunque los 

"' "' mat.ematicos diferían en la manera de enfocar los problemas que 
"' planteaba este concepto. Es verdad que carecian de nociones y 

"' definiciones generales, pero al ensayar sus metodos en multitud 
"' "' de casos particulares, los matematicos de esta epoca hicieron 

surgir, y contribuyeron a desarrollar, las ideas que iban a ser 

adoptadas mas tarde por Newton y Leibniz para abrirle paso al 
-calculo diferencial e integral moderno. 

"' Los primeros· trabajos de esta epoca tenian todavía un 
- "' "' marcado caracter geometrico --heredado de la matematica griega--

pero conforme fue transcurriendo el siglo el papel del algebra 
"' - "' empezo a sobresalir dejando atras a la geometría. Despues de los 

"' "' trabajos de Descartes, Fermat y Wallis, el · algehra mostrb que 
"' "' -podia ser una metodologia muy util aun en el estudio de problemas 

"' geometricos. 

-·En este capitulo analizaremos el desarrollo del concepto de 

integral en los trabajos de Cavalieri, Torricelli, Pascal, Fermat 

y Wallis pues, aunque hubo otras muchas contribuciones 

importantes, las 

desarrollo que tuvo 

del siglo XVII. 

suyas nos han parecido representativas del 

este concepto durante las.primeras 6 "' de cadas 

"' -El trabajo de Cavalieri, aunque polemice, ejercía una 
-notable influencia en los metodos desarrollados posteriormente 

"' - "' para calcular areas y volUIDenes. Parti o de consic1erar que un 
-solido estaba compuesto por una intinidad de superficies que 

"' quedaban determinadas al intersectarlo con un plano mbvil, y, -analogamente, que una superficie estaba formada por infinidad de 

-l~neas paralelas equidistantes. En ambos casos, a las partes 
-constitutivas las llamo los Jnd1vis1bles de la tigura. Su metodo 
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- .. .. 
para determinar a.reas y vol(lmenes 

indivisibles de una figura 

consistio 

con los 

en comparar los 

correspondientes 

indivisibles de otra ~igura ya conocida que tuviera la misma - ... .. 
altura que la anterior. Usando este metodo, encontro el area bajo 

la curva y = x" para varios valores de 11 • 

.. 
Torricelli desarrollo, con notal>le perspicacia, el mismo 

-tipo de ideas para determinar el volumen de un solido infinito, 

usando para ello 

Cavalíeri siempre 

indivisibles en forma 
-hal:>ian sido planos). 

de cilindro (los de 

El procedimiento que 
-·empleo consiste en mostrar que cada una de las infinitas 

superfic1es c1lindr1cas que «conforman» a un hiperboloide de 
.. -revolucibn, tiene la misma area qne uno de los planos que .. ... 

.«componen~ a un solido 'finito; para concluir de esto que el -volumen de los dos solidos es el mismo. 

-Durante las dos o tres decadas que siguieron a la 

pul:>licacibn del primer libro de Cavalieri sohre sus indivisibles, 
-diversos matematicos desarrollaron demostraciones mas o menos 

... -rigurosas de la Tbrmula que aquel hal>ia encontrado para calcular 
-el area bajo la curva y= x", donde n es un entero positivo. 

-Cad~ una de estas demostraciones enfrento de diferente manera lo 

que hoy conocemos como: 

lim 1"+ 2"+ ... + k" = 1 
n-)CO kn+t n+1 

... 
involucrando a las sumas de las n-esimas potencias de los 

primeros k naturales para reemplazar los argumentos intuitivos de - .... 
Cavalieri en terminos de sus indivisibles geometricos. 

... ... 
Pascal desarrollo lID metodo para encontrar sumas de .. ... 

potencias de los n\J.meros de una progresibn geometrica y uso este 
... 

resultado para determinar areas de :figuras curvi li.neas. Un punto 
... ... 

esencial en la demostracibn de Pascal fue el hecho de que omitib 
.. 

a. los terminas de menor orden, aunque no como resultado de una 
.. -

teoria fundamentada matematicamente (como sucede cuando aplicamos 
... 

un limite), sino de un aparente traslado de los indivisibles 
... ... 

geometr1cos de Cavalieri al terreno de la aritmetica. En su .. . 
trabajo, encontramos también un ingenioso metodo equivalente a 
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... 
lo que 'actualmente conocemos como integración por partes, para .. 
ciertos casos particulares, y el calculo de la integral de senn~ 

para algunos valores de 11. 

.. .. 
Fermat, por su part~. dio una demostracion para la integral 

de X1 cuando 11 es un :fraccionario bastante di :ferente a las que .. 
mene 1 onamos anteriormente. Uso, para ello, rectángulos 

.. 
circunscritos a una hiperhola, contruidos de :forma tal que sus 
.. - 4/& -

areas formaban una progresion geometrica. Despues, manejando la .. .. .. 
razón entre el área de un rectángulo y su sucesor y hasandose en .. .. .. 
sus estUdios acerca de series geometricas, encentro el área 

buscada. 

.. .. 
En la misma dirección, el trabajo de Wallis en integracion .. .. 

aritmetica se baso en un manejo virtuoso de cierta relación entre 
.. 

las sumas de dos series, relación que actualmente resumimos en la .. 
expres1 cm: 

lim 
m-)co 

::: 1 

(m+1 )m77 n+1 .. .. 
Wallis muestra que el numerador de la e:xpresibn entre parentesis .. 
corresponde al el area bajo un segmento de para:bola, y el .. 
denominador al área del paralelogramo circunscrito,y concluye de .. .. 
ahi la expresión para la ~ntegral de :X'. 

.. 
Un problema di:ficil de establecer con claridad en el trabajo 
.. .. 

matematico de esta epoca, es el re:ferente a las prioridades en 

los descubrimientos, ya que, por un lado, a multitud de .. 
··matemati cos se les planteaban el mismo tipo de problemas .. .. 
el otro, la organización del mundo cienti:f1co era 

.. 

y, por 

ailn muy 

limitada lo que en muchos casos se traduc!a en que cada quien 
.. 

tenia un ·conocimiento imperfecto del trabajo de otros. Por .. .. 
·esta razbn, advertimos que es posible que los metodos de los que 

hablaremos puedan haber siclo descubiertos por otros cienti:ficos 
.. .. 

ademas de los que aqui se mencionan. 
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- - -Bonaventura Cavalieri (1598-1647), calculo a.reas y vol'ÍlJllenes 

- -de figuras geometricas mediante la comparacibn entre secciones de 

una :figura conocida y secciones de la que se pretende calcular. - -Su metodo geometrico, que recoge las ideas de Galileo y de otros 
-de sus antecesores, muestra una actitud mas abierta ante los 

-procesos infinitos que la que asumieron los cient1ficos griegos. 

Publicb su m~todo por primera vez en 1635 en su libro GeometJ'ia 

iJJdivisihi lil:ms ccmtinuorum nova quadam ratiru1e promnti.'I (al que 
-nos re:feriremos como Geomet.ria de los indi visih.le.s), y lo 

- -desarrollo posteriormente en Seis. eJe.rci ci os geome t.r i co.s 
-(.:E:x"e.rci ta ti 011es geomet.ri cae sex) aparee ido doce afias mas tarde. 

-Cava 1 ter i con e i b i b a una snperf i e: i e como compuesta por un 

n'ilmero infinito de lineas paralelas equidistantes y a -sol ido un 

como :formado por planos paralelos equidistantes. A estos 
-elementos lns llamo lo.'! indivisillles de la supP.rficie o del 

volumen corre!-3pond i ente. A pesar de qi.1P. rer.onnc: in que el nümP.ro -de dichos elementos dell1a ser indP.finidamente ar-ande, no se 

detuvo a reflexionar sohre la naturaleza del infinito. En su 

metodo el infinito es usado como una riocibn auxiliar; no aparece 
-en sus argumentos porque en cada paso centra su atencion en la 

- -comparacion entre los indivisibles de dos :figuras, mas que en el 
-total de indivisibles contenidos en una sola área o volumen. La - ,. - "'" proposicion que aún hoy se conoce en geometría solida como el -tenre.ma de Cavalleri, es caracter1stica de su razonamiento: 

Si las areas de las .secci011es corre.spandi e.11te.s de dos 

- -sol idos que ti e.ne.n la mi.s.ma al t.ura estLu1 en la misma razi.m 
-en cada al tura intermedia , e.nt011ce.s lo.s voltime.11e.s de lo.s 

- - -cueJ'po.~ si.1lidos t.'!stán ta.mbie.n tm esa razb.11. [11l 

-De manera analoga se establece el principio para el caso de 

las :figuras planas, lo qi.1e ilust.rñmos en la siguiente :figura 16. 

Si GH = IJ indepEmdient.emente de la pn:~ir.ion de la paralela l, 
-las ~reas de las dos :fi~1ras cotnniden. 

- -As1 pues, el metndn usado por Cavalieri com~ist.e en comparar 
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.. 
loa indivisibles de una :figura cuya a.rea o volumen se oono~~, ~on 

lo~ correspondientes 1ndiv1s1~les de otra :figura. Lo que nosotros .. 
con la herramienta act.ual del calculo di :ferencial e integral .. 
hariamos integrando :ftmciones, Cavalier! lo hace usando 

expresiones como: . 
«<Wues lineae)> (ol) = <<todas la.':t lineas,,~ (tl,l 

C E 

A B o 
:figura 16. 

.. .. 
En su Geometría de los indivisible..s encontré> un equivalente .. 

a la exprersitm: 

f x"dx = 
o n + 1 

para valores positivos de n hasta el n:-:9. CavaliP.ri en:fatizo que .. .. 
su mP.todo pndia generalizarse para todos los valores de n, pero .. .. 
solo dio demostraciones completas basta n=4, .hasandolas en vario.':! 

lemas que son equivalentes a casos particulares del Teorema .. 
Binomial, como veremos mas adelante. 

Sus postulados jugaron un papel importante en el desarrollo 

de . los metodos infinitesimales durante el periodo 1636-1655 . 
.. 

Durante este periodo, los matemáticos Torr i cel 11, Fermat, 

Roherval, Pascal, y Wallis llegaron, todos mas o menos .. 
independientemente y por met.odos di versos, a este resul t.ado .. 
:fundamental y lo extendieron a nilmeros negativos, :fraccionarios, 

y aun a valores irracionales de n. 
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-·La falta de una fundamentacibn rigurosa, hizo que el -me todo de los indivisibles fuera duramente criticado. 

su contra, Cavalieri Respondiendo a algunos de los ataques en 
- -presento una ingeniosa comparacibn de los indivisibles de una -superficie con los hilos de un pedazo de tela, y los de un solido 

- -con las paginas de un libro. Pero en la geometria de las -superficies y los solidos los indivisibles eran un nilmero 
-infinito y careci.an de grosor, sin embargo, podían ser comparados 

- -entre si. como en el caso de la tela o el libro segiln el argumento 

mencionado. 

- -El historiador Alexandre Koyre, desprende del analisis de su 
-obra que la ju.":'!t i f i cae 1 bn que da Cava 1 i er i de su met odo nn .o:ie 

basa en el ar~¡nmento r.le qne 11n snl idn P.sta formado por un ni:unP.ro 

infinito d.e plan?.S y lmR snpP.rfiriP. pnr el mismo numero de 
-l'lneas, sino en que P.stns planos y lineas snraen al intersec1.ar 

al solido o la superfir,ie con un plñno mr:wil. [101 

-Pasemos ahora a ver la forma en que aplico su metodo para 

encontrar el ~ea debajo de la curva xn, para distintos valores 

den. 

-Para n = 1 • Cavalieri demuestra que «todas las lineas~ de 
-un paralelogramo ACDF son a «todas las 1 ineas» de cualquiera de 

-los dos triangulos ACF o CDF, como 2 es a 1. Es decir, que el -ar ea del paralelogramo es el doble del ar ea de cada uno de los -triangulas que lo forman. 

figura 17. 
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.. 
·El razonamiento que usa para demostra esta proposición 

consiste en tomar dos rectas paralelas a AF (fig. 17) , digamos 

NE y BG, de tal 'forma qne HE = BM y NH MG. Usando nuestra .. .. 
notacibn tendríamos que, l'li HE= x NH ~ y , AF ~ a , entonces 

X +y = a 
.. 

y tomando «todas las li.nefls» paralelas NE , desde AF hasta CD , 

se tiene que 

Ex + Ey = Ea 

Pero a cada NH corresponde una y solo una MG y, como HE = BM se 

llega a( 

Ex: = Ey 

de donde 

Ex: = (1/2) Ea 

.. .. .. 
Aqui, Ex ~~ el area del triangulo FCD y Ea es el area del .. 

paralelogramo. Para establecer un simil con nuestra integral 
.. 

podemo~ introducir el factor Ax (incremento de x) en la ultima .. 
expresión, y tendremos: 

Ex:Ax = (1/2) EaAx 

= (1/2) aEAx 

= (j./2) a a 

= (1/2) ñ
2 

.. .. 
asi, cuando AC = CD , t.endremos la relar:ion qne hoy, escribimos 

como: 

~X dx = (1/2)a
2 

o 

.. 2 
Para la integración de x , Cavalieri introdujo los cuadrados 

de segmentos. Si en vez de tomar los segmentos del paralelogramo 

como vimos arriba, tomamos los cuadrados construidos sobre ellos 

en forma perpendicular al plano en el que se encuentra la figura, 
.. 

obtenemos lo que Cavalieri denomino «todos los cuadrados» del 

paralelogramo. Veamos como utiliza este concepto. 

.. 
Usando la misma notación que antes, tenemos qne 

X +y = a, .. .. 
fi.jP.monos ahnra en el area de los cuadrados correspondientes a 
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-las lineas NE y AF; tenemos que: 

(X + y)Z : a2 

y sumando «todos los cuadrados» sobre los segmentos paralelos NE, 

desde AF hasta CD, tenemos 

E(x + y)
2 = Ea

2 

o bien 

Ex
2 + 2Exy + Ey

2 = Ea
2 

y puesto que, por los mismos ar!,JUDJentos mencionados en el caso 

anter i 1)r, se cumple que 

entonces 

e 

figura 18. 

-Por otra part.e, para encontrar la expresi on Exy, Cava U er i 

procede como sjgne. Considera (:fi!;J. l8) 

entonces 

y como por 

entonces Ez
2 

X ~ (1/2)ñ - Z y = (1/2)a + Z 

Exy = EC(1/2)a - zl[(1/2)a 

= EC(1/4)a
2 

- z 2
l 

= (1/4)Ea
2 

- Ez
2 

semejanza de trifuigulos se tiene que. Ez - c114)Ex, 
2 -= (1/4)Ex . Asi que la igualdad 

2Ex
2 

+ 2Exy = Ea
2 

se tran.qforma en 

Ex
2 + 2 [ ( 1/4) Ea 

2 
- ( 1/4) Dl l :: Ea 

2 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

de la cual se obtiene 

Dc
2 

:-:- (1 / 3) Ea 
2 

.. 
De nuevo, agregando el ~actor óx obtendriamos: 

'F:K2 Ax = (1/3)Ea
2 Ax 

2 = (1/3)a EAx 
2 = (1/3)a a 

= (1/3)a 3 

lo que corresponde con nuestra integral: 

~x2dx ~ (1/3)a
3 

o 

.. 
· Veamos ahora el. caso en qne 11 = 4 como lo· demostro .. .. 

Cavalieri en Seis e.)eJ'cit-:ios genmetrir:o.s. La proposición 21 dice 

To<.'to.s lL1s cubos d~1 paral~lngramn AD ('fig 1.7?) sn11 el 
.. 

cni:tdr11pln (1e trn1os los cuho.s de c;ua111u1era de los t.rúmgulo.s 

ACF e> .FI>C. [1 Sl 

Es decir, Ea3 = 4Ex3 = 4Ey3 
. El razonamiento de Cavalieri 

para demostrar la primera de estas dos igualdades es asi: puesto 

que 

(X + Y) 3 

2 
(X + y) X 

2 
(X + y) . 

2 
X 

como en los casos anteriores, se pueden sumar cuhos y cuadrados .. 
para todas las lineas obteniendo: 

E(x+y) 3 

E(x+y) x
2 

2 
E(x+y) . 

Ex2 

Por otra parte, recordemos que 

Dc
2 = 1/3 Ea

2 
y E(x + y)

2 = 
por lo que 

.. 
y de ahi obtenemos: 

luego, como 

E(x+y) 3 

E(x+y) 3 

2 
E(x+y) :x 

3 

1 

I:(x+y)3 
2 

-= 3 E(x+y) X 
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y 

se tiene la igualdad 

3Ex3 + 3Eyx
2 

y puesto que 

= 

se tiene que 

de lo que llegamos a 
2 2 = 3Exy C= 3Ex y). 

Finalmente: 

I:a3 = E(x + y) 3 

= I:x3 + 3Ex2y + 3Exy2 + Ey3 

·- 4I:x3 = 4Ey::.j 

Este resultado, igual que en los casos anteriores, ·es .. 
equivalente a la expresibn: 

dx = 1/4 a 4 

.. .. .. 
Cavalieri t.ambien uso su metndo para calcular otro tipo de .. .. 

areas y · voltunenes como .<:le mne.<:ltrñ P.n lñs sigui entes dos .. 
proposiciones del mismo lihrn:SeJ.s e.)e.rcic:io.s geomt."!tricos. 

.. 
Proposicion 23: .Eu z.u1 paralelogramo BD cc.m h:'lse C.D, .. 
dihtI)amos una linea paralela a C.D, digamos EF, y la diagonal 

AC que intersec:ta a EF e.11 G. Entonces DA: AF = (CD o EF): FG . .. 
La linea AC J"'ecibe el nombre de primera di ag,mal. Luego 

construimos el pimto H sollre EF de tal :forma que .DA
2

: AY = 
.. 

EF: FH , y asi .sn11re todas la..s pai"'alelas a CD de ma11era que 
.. 

te.idas las lineas c:omo e.sta .'E:ll tL".rmi11e.11 en ima ctzrva CHA. E11 

f'arma .~imJ li:ir constr11Jm11s lUJ&.=i cizrva CIA dt11Jde DA 3 : A~ = 
EF:.F'I, w1a curva CLA tal que DA 4 :AF4 = EF:FL, etc. A C'JIA la 

llamamos .segi111tta dii.::¡!Tonal, a CJA tt=>J"'c:e.ra , a CLA cuarta .. 
etc. Ana 1 ogilll1e.11 t '~ 11."'lmamo.s a AGL".D el prim«=>r espacl o 
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diagonal del paralelogramo BD , a la :figura AHC.:D el segundo 

espacio , a AJ('.D el tercero , a ALC.D el cuarto, etc 

Entru1ces, yo a:firmo que el paralelogramo BD es el doble del .. 
primer espacio el tJ'iple del segundo , el <.-:ua<.truple del 

te.rce.ro, etc. [ 1 Sl 

B A 

.~. e o 

figura 19. 

.. .. 
Veamos la demos trae ion con la notacibn actual ('fig. 19). 

Sean CD = a, DA = h, AF = Z, FG =X, FH = x 1, FI = Xa1 FL = .. 
x3, y p = Ea = ar ea del paralelogramo. 

.. .. 
Ya hahia sido demostrado en una proposicion anterior que el .. 

área del paralelogramo BD es el doble del primer espacio ACD. Es 

decir: P = Ea = 2Ex. 

.. .. .. 
Segi.J.n las hipbtesis de la proposicion, se tiene que 

"'-2 /Z2 I ...... = a >:, .. 
y por semejanza de triangnlos sabemns que 

h2 /z2 = az /x2 

por lo que obtenemos 

A
2 

/X
2 = A/X1 

y sumando t.ndos los lndtvi~i:tiles rie la ficrura AHC llP.gamos a 

a
2 

/F:x
2 = a/l:Y.1 

.. 
Como segi.J.n una proposicibn anterior se cumple que 

Ex
2 = 1/3 Ea

2 = 1/3 aP 

concluimos que 
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o p - 3I:x - 1 

es decir, el paralelogramo BD es 3 veces el espacio AHC. 

Del mismo modo se mnestra qt1e 1 

igualdad es 

como se cumplen 

a 3 /x3 = a/x2 y Ex3 = 1/4 Ea3 = 1/4 a
2

P 

las 

entonces dehe cumplirse que P = 4 Ex2 . Es decir, el paralelogramo -BD es cuatro veces el espacio AICD. Y asi sucesivamente . 

.. 
La proposicion 24 a'firma que: -Cmux'll'l tUJ paralelt.igramo y WJa para.hola que tl e1Je.n la miSllla 

base y los mismos eJes., .son gll'ados alrededL'lr de la .hase , .. 
el ci llnd.ro que .se o.hti e.ne del pa1'alelogramo es al .solido .. 
gene.rada por la para.hola , c•two .15 e.s a. 8. t15l 

-Para analizar su demostracibn usaremos la misma 'figura 15 y -la notacibn empleada arriba agregando las siguientes igualdades: 

GE = y 

.. 
Es evidente que la curva CHA es un arco para.bbli co con .. .. 

vert. t.ce en A. Sea AB el eje y hagamos la rotación alrededor de la 

base BC. De esta 'formñ· estaremns oh'3ervando la mitad de un 

segmento parabblic:o inscrito en un pnra lelogramo, de donde al 

girar se genera la mitad de un segmento de paraboloide dentro del 

cilindro correspondiente. Probaremos que el cilindro es a la 

mitad del segmento del paraboloide (o que el doble del cilindro 

es a todo el segmento del paraboloide), como ·15 es a 8 . 

.. 
Empecemos, como en la proposicibn anterior, 

proporciones siguientes: 

.. 
asi·es que 

a: x
1 

2 2 
=a :x 

a 2 : X 1 2 = a 4 : XLI 

con las 

.. 
Ahora, usando lo que acabamos de demostrar en la proposición 

anterior, tenemos: 

Ea 
2 . Eax1 . Ea Ex1 3:1 15:5 . = = = 

Pero 

Eax
1 = E(x

1 + Y 1 )x 1 -· E>C 2 
1 + Ex

1
y

1 
5/15 Ea 2 = 
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y como tenemos que 
~ 2 oro. .. 2 "ª : LJ¡,,t = 

concluimos que 

y 

Ex 2 
t 

Extyt 

= 7/15 Ea2 
o Ey 2 

t = 8/15 Ea
2

. 

.. .. .. 

41. 

As1 llegamos a que el solido generado por BD es al solido 

generado 

8. 

2 2 por AHCB como I:a es a Ey
1 

, y por t.anto, como 15 es a 

.. 
Pero no t.ndo resnl tñha tan '.hi en ~on e 1 met.odo de los 

indivisibles, como puede verse en el si crtli entP. ejemplo tomado. de 

una· carta de Cavalie~i a su amigo Torricelli. 

A 

'f 1 crura 20. 

.. .. 
Tomese 1m triangulo no-isbselP..s ABC, dP. altura AD (fig . .. 

20). DihlljP.se en el, una recta arhitrnria PQ pñralela a BC, y .. 
tracen.se PR y QS paralelas a AD. 

.. 
Como se ve, siempre PR = QS, de donde, segi.ln la teoria de .. 

los indivisibles, llegariamos a E PR = E QS 1 donde E PR es el .. .. .. 
ar ea del triangulo ABO y E QS es el área del triángulo ACD. Sin .. .. 
embargo, las áreas de estos dos triangulas no son iguales. 

.. 
Cavalieri resuelve esta paradoja considerando a las lineas 

PR y QS como hebras de hilo. Si AB = 2AC y si AC contiene 100 
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puntos, entonces AB c:ont.if:me 200 y rP.snl ta que hay 100 hebras en 

ADC contra 200 r1e ADB. Pero al hñr.er esto, Cavalieri est.a 
-cambiando sus indtvisihles de una dimensi on por in:ftn1t.estmales 

-de dos dimensiones, paso que no siguib consistentemente. 

.. 
2 Torricelli: el volumen de un solido infinita. 

El hecho de que Cavalieri diera tan poca importancia a la .. 
exigencia de rigor matematico, hizo que los geometras fueran .. .. 
cautelosos en aceptar el metodo de los indivisibles como valido 

en demostraciones, aunque si lo usaban en investigaciones 

preliminares. Evangelista Torricelli (1608-1647), un amigo de - .. 
Cavaliert y discJ.pulo de Galileo, contribuyo con su traba.jo a 

aclarar este ele~r-nto de duda. 

Torri r.:elli comprendi o lñs ventajas y las desventajas del . . 
met.or1o d.e los 1nd.tvisibles. No se s.entia satisfecho con las .. 
demostra~ iones hechas med 1 ante es t. e met.ndo, as i que acost.umhraba 

-sustituirlas por pruehas a la manera de Arquimedes; pero .. 
desarrollo las ideas expresadas por cavalieri en forma muy 

s1gn1:ficativa rebasando al propio Cavalieri en la :flexibilidad y . .. 
perspicacia con que u.so el metodo de los indivisibles. 

Uno de . 
satis:faccion 

los 

fue 

resultados novedosos que le produjo gran .. 
la determinacion, en 1641, del volumen de un .. .. 

sólido de longitud inrinita que se obtiene al. girar una porcion 
.. - -de una hiperbola equilatera alrededor de una de sus asintotas. 

.. -
La demostración que da Torricelli de esta proposicion hace uso de - .. 
indivisibles cilindricos, mientras que los de Cavalieri habJ.an 

sido invariablemente planos. 

- -Como hemos visto, Cavaliert hallia t=mnnciado en termtnologia .. 
geometr 1 ca, lo que puede ser cnnt;!iderado el primer teorema 

generñl del calculo tntearRl: 

~"dx = a"''1cn+il 

o 
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para ·todos los valores naturales de n. Torricelli da una 
.. .. 

demostración de que esta igualdad sigue siendo valida cuando 11 es 

un racional distinto de -1, que es puramente geometrica y .. .. 
empleando el metodo de exhaucion. Dada una hiperhola DC, 

Torricelli demuestra que "el c:uadrilatt=>.rn EDCF e.sal Th..'7BG como la 

potencia de BA es a l;.~ potemc:ia di:i A.E" [151. (:fig. 21). 

e B 

-----------+--IÚ 

A 

:figura 21. 

Para probarlo utiliza :figuras inscritas y circunscritas y .. 
aplica una proposicibn que le garantiza que estas :figuras pueden .. .. 
diferir en menos que un area dada. Despues a:firma que aplicando 

el mismo razonamiento se pued.P. llegar a la misma ·conclusibn para 
.. 

el CASO de la parflholñ. Este resultado es P.q111valente a la .. .. .. 
a:f t rmaci on anali. t t ca de que si la ecuaci nn de la r.nrva 

= k, entonces la razbn entre.las areas EDCF y DCGB es 
.. .. 

determinacion de esta razbn es, en un . sentido .. 

es x!"yn 

n/m . La 

general, 

equivalente a la evaluación de lo que nosotros ahora escribimos 

como : 

.. 
Veamos ahora la forma en que Torricelli calculo una integral 

de rango infinito. La idea es la siguiente: 

.. .. .. 
Gírese la hiperhola alrededor de BA y sea ED la linea 

horizontal fija (:fig. 22). ACGH es un cilindro circular cuya 
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.. 
altura es AC y el diametro de su base es AH (el doble de la .. .. 
distancia de A a la hiperbola). Torricelli mostro que para .. .. 
cualquier pos1cion de la 11nea NL paralela a ED, el cilindro de .. .. .. 
altura NO y diametro 10 tiene un area lateral igual al area de la .. 
seccibn transversal IM del cilindro ACGH. Pero las superf'icies de .. .. 
cilindros como NLIO conforman el volumen del solido de revolucibn .. .. .. 
con longitud inf'init.a; analogamente las a.reas de los ci.rculos de 

-diametro IM constituyeru el volumen del cilindro ACGH, por lo que 

los vol1.lmenes coinciden. Para llegar a este resultado se basa en 
.. 

una serie de lemas que veremos a continuacibn, usando el lenguaje .. 
y la notacibn actuales pero respetando el razonamiento de 

Torr 1cel11 . 

8 

H M ú 

figura 22. 

.. - .. 
.1. Consit1erese w1a l1Jperl>ola cuyas asintotas AB y AC forma11 

-un ru1911lo recto. Si giramos la :figura alrededo1~ del eJe AB 
.. 

::form;=tmos lo que llaware.mn.s zm $i.1J1dn J1ipe.rl>i.1li c:o a911do de 
.. 

. lfmgit.ud .in:f.i11ita t=m Ja <1.ireccitin dt'! B. Es e.Jaro que dP.lltJ~o .. 
c!L'! la .h.ipE>.rl1ola que gP.nern .=1.l sólido e.sta.11 camt.e1lido.s .. 
rer:tiu1911lo.s que at.r;.=tv1 <'!Si:UJ el eJL'! AB como DE.FG. Bost1mgo que 

-w1 recti=u1gz1lo a.si ge.m~rado es 1gual al c:uadral'l o de .. 
cualqulei~a de los se.mleJes de la hlpe.rl>ola. [15l 

-Dibujemos el semieje AH desde el centro A de la hipérbola, 
- - .. 

el cual bisectara al angulo BAC (:fig 23). De aqu~ que e 1 

'11 
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45. 

- -rectangulo AIHC resulte ser un cuadrado (por ser un rectangulo en 
-el que los an!JU.los son bisectados por las diagonales). Usando el 

- -t.eorema de Pi tagnras es fi-lci 1 ver qne el cuadrado del semi eje .. 
resulta ser el doble t1.el F.lrea dP.l r::nadrado AIHC: 

Y dado 
-la notacion .. 

las are as de 

que se 

AJf = AI
2 + uf = 2 AI

2 

8 

O A G C 
:figura 23. 

-trata de una hi perl:lo la 

moderna, :xy = k r.:on k --.. 

-cuya ecnacion 

constante 
' 

se 

los rectangnlos AH y AF coinciden. Por lo 

es, con 

tiene que 

tanto, el 
-cuadrado del semieje es igual al doble del área del rectángulo 

- -AF, es decir, es igual al area del rectangulo DF 

.. 
2. Todos los cilindros inscritos dentro de W1 solido - .. 
hiper.l>olico agudo y cm:istruidt.i.s alrededor del eJe ct.wim, .. 
tie.11en la mi.sma ..super:ficie (consJderandt.1 ésta .sJn incluir a 

las hases). r1s1 

-Consideremos al solido agudo con eje AB y tomemos dentro 
-de el dos Cilindros arbitrarios, CDEF y GHLI, construidos 

alrededor del 
-rectangulos CE y 

eje 

GL 

AB (:fig. 24). Ya vimos 

tienen la misma super:ficie por 
- .. -

que 

lo 

los 

que 

los cilindros tambien cumpliran esta condic1on. Para llegar 
- -a esta conclusion Torricelli se :nasa en que tal proposicion 

-fne ~emost.rar.la por Arqui.medes en De.1 c11ad1~ado }' P.l ci lJ11d.ro. 
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46. 

C ú A I F 

. i' i oiu-a 24 . 

.. 
Con nuestra notacion, suponiendo que los puntos E y L 

tienen coordenadas (x y ) 
1 1 1 .es .. 

facil ver que si :x:
1
y

1 
= x

2
y

2 
entonces las a.reas laterales de 

los cilindros son igllales: 211'X
1
y

1 
= 2Tl'X

2
y

2 

.. .. 
3. Sea ABI.."': WJ si.1llda JJiper.hi.1lit":O con eJe DB, druJde D es el .. 
ce.ntro de la 1Jipei"'l:>ol;..:¡ y DF tul semi eJe. EIJtruJt":t~s. la 

super:fic:le (sin las bases) de cua11¡uier clliixtro iJJSr:r1to c>.n .. .. 
el .sblldo alrededor del e.je B, es igual al área de la 

clrcw1:tere11cia con centro e.11 D y de radia lgual al se.mi eJe 

DF. [151 

I H 

ú O L C 

figura 25. 
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47. 

.. .. 2 
El area del rectan!]l1lo GH es tgual a DF (:fig. 25), es 

decir: (GL) (LH) = 2(DL) (Lll) = (DF)
2 

, por lo que la superficie .. .. .. 
cilíndrica (sin las hases) es igual al area del circulo completo .. 
que incluye al semicirculo AEFG. 

.. 
Con nuestra notacibn: la superficie lateral del cilindro· es 

2 
·21YXY = 1lT 

.. .. 
que es el área del circulo de radio r 

.. 

.. .. 
Teorema. [1.n si1lJdo hiperbbli co agudo t2e lmJgi tUd 111:t'J11J ta, 

c.':'artado por un plano perpe.nd.1 cular a su eJe, Junto. con el 

ci 11.ndro de la mi.sma base, es igual al cilindro recto cuya .. 
base es el 'dc.1hle del .se.mi eJe de la hiper bola, y cuya al tura .. 
es igual al radio de la hase del solido 11ipeJ"'.holl ca agudci. 

" .. .. Tomemos una hiperbola cuyas asintotas AB y AC forman un 

angulo recto (fig. 26). Desde un p1mt o arbitrario D de la .. 
htperllola dibujamos una re~ta DC parñlela al e.je AB y ot.ra DE 

paralela a AC. Al girar la figura alrededor de AB se forma el 
.. .. 

solido hiperllbli co agudo EBD junto con el cilindro FEDC que tiene 

la misma base. Extendamos BA hasta H de tal forma que AH sea .. 
igual a 2(AJ). Con el rectangulo HC podemos generar un cilindro .. 
de altura AC de tal forma que el diámetro de su hase es AH. 

B 

H---'---IG 
M 

figllra 26. 
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48. 

Sobre la recta AC seleccionemos un punto arbitrario I y .. .. 
~ormemos la superficie cilindrica ONLl ir..scrita dentro del solido .. .. .. 
h1per·bo11 co. Formemos tamb1 en el circulo IM dentro del ci 11ndro 

ACGH paralelo a la base AH. 

De acuerdo con los resultados anteriores tenemos que la 

superficie lateral del cilindro generado por ONLI es igual al - - - -area del circulo IM, y esto siempre sera verdad, no importa cual .. .. 
sea el punto I. De aqui que todas las superficies cilindricas .. .. 
Juntas,, es decir el solido agudo EBD mas el et Undro FEDC .. .. 
colocado en su base, seran iguales a todos los circulos juntos, 

es decir al c111rulro ACGH. 

.. .. 
Despues de llegar hasta aqu1 siguiendo el razonamiento 

mostrado, Torricelli hace una demostracibn del resultado obtenido 

usando 11 el método de los antiguos". 

3 PASCAL: INT.EGRACION POR PARTES Y DE LA FUNCION SENO. 

.. 
Blaise Pascal (1623-62) se intereso principalmente en dos 

aspectos de 

Alrededor de 

.. 
la matemati ca: .. 

1653, inicio 

.. .. .. 
geometria y teoria de números. .. .. 

la aplicacion de la teoria de los .. .. 
in~initesimales a su trabajo sobre el triangulo aritmético, y 

.. 
como consecuencia de ello, al siguiente afio demostro el teorema .. .. 
de la integral de xn usando un razonamiento que no solo se derivo - .. .. 
de las proposiciones geometricas clásicas, sino también de una 

forma especial de analizar el tri~ngulo aritm~tico (fig 27). 

.. 
El primer renglbn (o columna), puede considerarse como .. .. 

formado por unidades o puntos. Los nUmeros del segundo renglon 

son las sumas de los del primero y pueden considerarse como sumas 

de puntos, es decir, como lineas. Los ntlmeros del tercer renglbn, 

que son las sumas de los del segundo, pueden considerarse como 

sumas de l~neas, es decir, como trifuigulos. An~logamente, los del 
~ .. -

cuarto representan pirámides. Aqui termina la intuicibn .. .. 
geomet.rica, pero uno puede continuar por analogia. 
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49. 

4 10 

f.igura 27. 

Pascal desarrollb un m~todo.geom~trico con el cual se 
.. 

pod~a .. 
encontrar la suma no sblo de potencias enteras de los primeros N .. 
naturales, sino tambien de potencias (del mismo grado) de enteros 

.. .. 
de una progresibn aritmetica. Este metodo se resume en la .. 
ecuacibn: 

n+tc,dE(n) + n+1c2d2Ecn-t> + ... + n+tcnd"E<t> = 

= (a + Nd)n+t - an+I - Ndn+1 

.. 
donde a es el primer termino de la progresion, d .. .. .. es la 

diferencia comün, N es el nümero de terminas, n es el grado .. .. 
el nümero de lñ (i+1)-esima columna y del de la potencia n+tc . , . • 

(n-i+2)-~simo renglbn del tri~ngnlo de Pascal, y E(j) la suma de .. .. .. 
las J-esimas potencias de los terminas de la progresion. 

Como Pascal 

familiarizado con 

.. 
sefialo, resultaba 

la doctrina de 

obvio para 

los indivisibles .. .. 

cualquiera 

que este 

resultado podia ser aplicado en la determinacibn de areas .. .. 
curvi lineas. Por ejemplo, para encontrar el area bajo la curva 

yd' , la superficie buscada puede ser considerada como la suma 

de las 11-esimas potencias de las abscisas escogidas en una 
.. .. .. 

progresión aritmetica (cuyo primer termino es cero y en la que la .. .. 
diferencia comunes la unidad), de las cuales en este caso habra 

,. , - , 
un nümero infinito. Mas aun, Pascal considero que un solo punto .. .. 
agregado a una llnea no le suma ninguna longitud; ni la adicibn 
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so. 

-de una 11nea causa algtma diferencia en el area de una 
-superficie, debido a que el primero es un indivisible del ultimo. 

O, hablando aritméticamente, las raí ces no figuran en una razón 

de cuadrados, ni los cuadrados en una razon de culJos, y a.si -sucesivamente. por tanto, transformo la regla mencionada arriba 

en: 

(n+1)E(n) = bn+t 

llamando a la mayor abscisa b y considerando - como ceros 

terminas de menor orden. En un .sentido general, ' esto es 

equivalente a la expresion: 

J:"<il< = 
o 

El p1mto E'!"8nc i .=t 1 Pn la 

ñe los términos de ffi(•nor d.1men.sibn. Este m~tod•:> parece haber 

aparecido en los tr.::lbajo.s de Roberval y Pascal como resultado d•2 

- - -la asociacion del indivisible 'de la geometr1a con la aritmetica y 

- -la teoría de nlimeros. La intuicibn geometrica de los indivisibles 

- -de menor dimension, los condujo a ju.3t.ificar en la aritmetica el 
·-desprecio de ciertos terminas de menor grado. Pascal fue mas 

-lejos al comparar los indivisibles de la geometr1a con el cer•::i dt~ 

-la ari tmeti ca. 

- -Hacia el final de sn prodnccion matematica, Pas.cal parece 

haber modificado su ptmto de vista respecto a los 

infinitesimales. En canexi on .con pri:iblemas tales com'o .. los de ·.su 
- ':-_ -- --' -·=:~""-"'"-';.'---~-· -'_o"---:_- ~~- ·.O;.-.:..=·:' - --;::,,_-_--, 

t.rdtachi de 1 os seJws de m1 cu.Jtin.v1te. de:. tz¡1 (':JI'C~l o ele .1~59, USR 

el lenguaje de los infini tesin}ales ii~bl~}g,º~t~k:I.ª'
0

>:f~~S;~~~;~z\·• :tÓ~~tS 
las ordenadas"; pero añád.e · qne m10. no de.be temer;·a•hacer'l~sto 

(;'··-<;.-.);>/ .,:, .. :·:,>,··- .-:.:' -,: ~:-~:_;,; ~'·\· 

pnrqne. lo qnf\ realm1?:nte significa es 1a;?;.S\i.Jiífrc;•'d~;.·.·feb-t:i~11cruios 
'1rnit.rariamente pequeños. r.n sns i.Ílttmas demo~1:§'adtbn~-~·i11~é~icas 
Pascal se esforzb 1rnr evitar argmnentos baa~d.ci~'~:~~.B~''"'c~:f) ;d¿'~15t~~i cí 

de cantidades infinitamente pequeñas. 

Pascal miraba hacia lo in:f ini tamente grande y la 
~ 

infinitamente pequeño con misterio - a lgq que la naturaleza hal:n a 

brinclado al hombre no para entenderlo, sino para ad.mirarlo-. Su 
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51. 

=--==-·-=---=- --,---=---'- ----=--===----=,- o;-o--=-- '·=~ -'-=---- -- - --=-= - -- --=--=-=- -.:---=--=---=--=- _-_-,, __ 

trabajo surg1 o. en con?:~i on con la '~ic:-:.Jat;e5,r:19- ge mmH:.ros 
- - ·-_ ·-- .-- ._, __ - . -... · ·, ·_ -. . . ' - -· ... '; - __ -:· ~-:.-_· ·-~-.. _. · . .. -·_-,·:_,,. . ·. ·:· - ·' :-.---_ ·.·' ' '>. - . ; 

gi?ometr-1R clasica. Los nuevo!; proced.i11H0ntos:anal1ticn~ t.l~ F'er:.mát 

y DetH~r1rte.~ • -rio· : :fo• • C~Úsnron int l"foJi, ··• ~t1~t}iuy~nd1~.fos•·pb}-}.m~a 
; -,'.::::,··'. •' ,·,-, _,.h,, :,::~·=;/_ .:._~ ___ __ ·- - - -- ---e--· -;:.-·,,:r ~ 

fi'1C i l 1 rl."ld fiot . .:\~:le gn lá .manipula(- i Ón dá:• '].as\ tfansf orfuar:,i2'l1ss; 
g-eom8t.r- i C:~1.$; d:'. ~:A~,{ '.·~ay;,s dé ella$, Pt\3c~i,;'r'81.'atft1nÓ >las· ~l-~1if1~2'dc • 

. ftgi1ras·~-t~:··~~·t.ilibr.fa··· de· lmmerM1 .. con. ;i?t.99~~-Íllª!?: d\~ . .C:á~rM·~~r.fa} 
si nt.;u '?~-·?21;e_;rn«iS:1i.itna.es c.onti m1as y ~nii6Yi,ci n11.h1~-rosw1 re~i1tt~~c.t:; 
dBl c,i1cdl.ci: fp.:t.~&ral, · 1.mo ~duÍvai~nfe a ia i~Ü~~~~6.~}6.n 
por par{~~·t:'. / " . 

;:··--: , .. -_-_,-' __ -_, 
--~~ -- _,, < '": 

Paá6m6s a'.ve;~ ~lgtmo# ·~j.emplos. q1? sü•{rab~J~·~elacf·(i1{~.io eón 

i nt c~r E1cf§~°l:,_,~Lff,-1'€~~In6lo_~í~!·i~1~--- h~.9 ~P~,SS~a].''• ;t.:~~-11?:~~,~~1i~*:i:~~t1t,it.~_0 · .·· 
geo.m0t.r i co;> ,po'r >éJ~mplo;·~ .<:1.1.:indci h;:'lblr1rx d.~( (•í:C"ir1::t•,;r¡;~i:ff[ 0.t f(G .·;;?. 

;,~-:.,·:i:--:: . . -,,_,· ' .,- - _,. ·. -

rc:>fi0r1":! 1n ti1irner_0sino 'tm :.,.,,.,.mf:n ... :i•jo._r~r:ta·,•Lfci?.mj_~srn~-j~'-~~j.i.~é•:-J. __ ,, ~-:,>: -~~;_;_-. i,_~o-'. .... ~,-i•~ 1J ---"e-;\.•.',_,: • · 

con los; ; ·~'i.e11'&~;,c._ .qui? no 2on vara ;,f :~li:;:6',,e;. '.~i ~1j~\;l1·;9-'".~; ~'Íi1.c1 
s P. gm e nt •:is ¡:fe n'J e ta ; •.. . · . J -"~" . /e , ;;, ·y;. >~~ .;. :t_:_ •. ;.!'.'.'•··.···.···· 

. ''.·}:~->·: :·-~ .--. . . . \-;J '.;: .. :,. .···_:.<:. - .... , . , ... ~\-:·.~r --·- , . ( .. --~ ,.,"-, ><_,:;;' ··~ 1>(;-~-' , *';' ·~;;;\ c;' .. ;\)::· · .. ~~-- ,·. ''i>·,":_,<·:-~-

En j;~~~;~f-~;p'.osi ci bn 1 de su tr;1_t.~ú~1~,~~~~.l~~·1~_lj;•}!}j]lf;:¡:~';~i.;~~i(,~;.;.·· v~.;~¿11 
demuestr~ un resultado eqni val ente a.:n~1e.Stfa·~,;r~~~ü1á: · 

[
"en t dt ~ ~~~,~;~r;º~>i~'"' 

·-.: 

ce;. 

Para ello, dado un punt.o D.so:bre ·la c;jr·cunfl?.renc1a (fig 

28-b), le llama seno del ~ngul~ :oAh:ip a fa .sE\gmentt) Dl, es ·~10.·~ir, 
a lo que nosotros identffiGá1~os C:ori i::1 ~e1~. ~; ci.1ando el rR=:iJ i:-i de 

la circunferencia es i:1. 

- , ,-~~s·;=_:__ 

;<-~--- ·,.~-: 
Pr op osi ci 611 L • i~l ~~u,.fia dt? ·. im 

. ,-·,_.:_e>_'·-, . '· ; . -·,, 

m1adr~mt,~,, ?~~~ /Jt1~=r.há .Z.:l pi.::rc:i ~;n de> 1;1 ,1;:.;1~~~-: entre .]¡¡::; ;;e,;in_:;; 

Consideremos una cuadrante de 

- -et rcunferl".!nci a (fig 28·-b) y d.ivii1.amo3la en tm m.imero tni'1ntto ·!e 

p.:ir·tes usando los puntos extremos D. 
' 

r.i1 torios lo~ punto.e;; D (fig. 28-b), los D. I,. 
1 t 

l Wr?ini:i tJ ···· l t1 senos 

- -tcm\)".::>nte DE~, Pascal construye triangulos recti1ngnlo.::..; E1KE7 c-nyc-1::; 

hi pot l'.".1111.S<l!:\ son los s1:!gme11t os r: 1 E~. 
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S 'J ¡;:. 

B 

:figura 28. 

.. 
Ahora bien, como los triangulos DIA y EtKE

2 
son ·semejates, 

se cumple que: 

AD por lo qne EtE2 ·DI = AD·E
2

K. 

·"' AD·RtR 2 . 

= AB·R 1R 2 • 

De donde concluye quP. t.od11s los r.nñdr i lñt.f~ros :formados por 

los SP.nos DI y sus t.angentes E
1 

E
2 

son i gt1ales a todos los .. 
cuadrilateros formados por los segmentos de base RtR

2 
y el radio .. 

AB. Pero cada tangente EiEi+t es igual a cada arco DiDi+t· As! 

que la suma de senos multiplicados por los pequefios arcos, es 

igual a la distancia AO multiplicada por el radio . 

.. 
Con nuestra notación, si y=DI, a=AB, As=EE, Ax=RR, lo que 

Pascal obtuvo es la igualdad: 

yAs = aAx. .. 
Con~iderando a As y Ax como indivisibles y sumandolos, llega al 

resultado equivalente a 

Manej;;md.n lA.s r.nordf!narias r.ada pnnto sobre la 
.. 

circnnferenr:in en t~rminos de senos y cnsenns, obtenemos 

la igualdad para la 1nteGral de .:¡ S.P.Jl'.f. 
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53. 

·Pascal afS.ade la sigui ente nota: "no debe causar .Stlrpre.sa el 

que diga que tod .. "'i.S las distancias R;R; +-i .SL.111 iguales a AO, 

la ml.smo que cada tangemte E;E; + 1 
es igual a c:ada peque.ño 

arco D;D;+i' y.::¡ que es bi f?.11 sabido que, a1.mque estas 
-igualdades no se cumple.i1 p;."1ra un .11i1me.ro :f in.i to t'ie .i;Hnn.s, soJJ 

sin e.mh-:¡rgn verl1i.'fl1 c11a1Jdn el 11iune.rn es .il1:f1.ni tn; porque 

entrmc:e.s la .'31.lnli.'f de tnrt.:.i.S las tangt~.nte..s 1 gual e.s E,. E,- +-
1 

d t :f i PrP. dt=i.l aren t=i.nt.t=iro .EID, n l'ft'~ 1.=i Sllma de t.rn:io.'i'i l o.s a.rcns 

i911ale!11 'D;.D,. +- 1 , P.11 ml'!nn.o;; qm=i una cant:idñd ddda; ;.u1¿ilf>gdme.11te 

.la .suma dP. las R,-R¡ + 1 re.spm-:to de.l .st=1g1m~nt.o en t. ero AO" . 

[1 Sl 

- -Ahora veamos como trabajo la integracibn por partes. Para 

ello, Pascal considera una :figura trilineal (formada por dos ejes 

ortogonales y unp. curva convexa) ABC, con "ordenadas al eje" DF 

y 11 ordenadas a la base" EG, donde los p1mtos E dividen a la base 

en segmentos iguales y los puntos D hacen lo mismo con el eje 

('fig. 29).' 

B K 

R ____ I 

A 

'figura 29. 

A los segmentos GR les llama contraordenadas y construye una -figura adjunta trazando la linea BK paralela a CA y una curva 

arbitraria que une a los puntos A y K. 

- -Proposicii:m. La .sunu1 de los rer:ti·mg1.1los so.hre FD y DO (es 

decir, acot.1dos pnr carta ordc.=>.11.:u1.1 de la tri li11e."'ll y la 
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ordenada corre.spondi e.nte de la :figura adJtu1ta), es igual a 
-la suma de las áreas AR! (que. .son porci tmes de la <.idJz.u1ta 

entre cada w1a de las cnnti~atu~denadas y el pWJto 'fi.11al A,l. 

[151 

-Para demostrarlo, Pascal construye un solido de la siguiente 

'forma: 

.. e.n todos los pz.mto.s de ABC se leva11ta11 pe.rpe.Jld.i cula.res 
- -a .su pla110 'formando im sólido pris.mat1co i11i'111i to c011 ABC 

como .hi'tse. Se rota la i'igz.u-a BAOK alrededor del e.Je AB J1a.st;.;¡ -z.ma po.si c:it111 perpe.ndi c:ular dl plano de ABL':'. Y, t' i11almente, 

-la b..'ise AC .se lev,:=111t~1 paralela i.i si mi.swa dt'! tal -:fo.rma 11ue. 

el punt(.1 A ~;empre R9.~e t?Jl L'!l c1:m~or110 de .RAOK J1a.st,-;¡ que 

.11ega a B. Z . .:'t partt'! dt'!Z si11ido pri.sm,'=lt.icn c:ort.iido por lLi 

super:fic:iP. desc:rtta l:'f>r l.:'t .l'111HL'i CA cm mnvimi<"nto, serii t.'!.l 
- -sol ulo r:onsider~do at¡ni. " [1 Sl, c. :f i !J. 30) 

:r i crura 30. 

- -Es dAcir, Pas~al r:onst.rnryb nn snUdo r.nyo vnlumen es lo que 

nosotros exprP.sñmos n.~and.n: 

[ f (X}9'(X) dx 

o 
"' en el caso en que las super~icies esten acotadas por las 

funciones f(x), g(x) y por los ejes. 
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SS. 

- . - ,,. 
La demostracion continua con la introducción de dos tipos de 

planos perpendiculares al plano de ABC. El primero de ellos pasa .. 
por cada ordP.nada FD ( int.e.rsectando al .<:!.olido en los rect.angulos 

FD·DO), y P.l sP.91mdo P.S nn plRnn priralelo al de la "figura adjunta 
-BAOK girada, pasando por lé'ls ordenadas GE ( est.ns int.ersect.an al 

.. 
sol M.o en secc1 nnes EGI •, s 1m1 larP.s al RrP.a ARI) . 

-"Abara concluye Pascal - Pl"Ki.ra ve.r.se que la .suma de las .. 
secciane..s hechas par cada tipa de plano, e.s igual al .solido, 

y son consecuE>nte.me.nte iguales i.ma a la otra (de.bidl., a que 

las infinitas partes AE, EX, etc de la base stm iguales 

e.nt.re ellas y a las partes AD, DD, etc del e.Je). " 

Es dedir: E (FD·DO) =E EGI'. 

Si tomamos AB=a, AC=b, AD=X'=f(yJ y DO=z=g(x,l (siendo 

- -las dos funciones monbtonas), la relacibn anterior corresponde a 

r::x)g(x)dx = [ [r:::)dt J dy, 

~-o o -cuya solnr:inn se obtiene mediñnt.e integracibn por partes. Como 

:t( .. 't)=O, tenemos: 

[ f(K)g(x)dx = I [[ 
r [ , .. ,,..) 

- g(t)dt J f' (X)<iK = J • J g(t)dt] 

o o o o 

dy 

En el caso en que g(x) =x. resulta que: 

í .xy dX = Jª !_dy. 
Jo o 2 
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4o FERMAT. INTECiRACION USANDO PROGRESIONES GEOMETRICAS. 

.. .. 
Fermat di o una demostraci on para la integral de x", con .11 

fraccionario, distinta a las que hemos visto hasta ahora (muy 

probablemente antes que las que ya mencionamos). En ella se 

encuentran al~os aspectos esenciales de la definicibn actual de 

integral. Sin embargo, este procedimiento fue para el --como para 

-sus contemporaneos-- simplemente la forma de encontrar una 

cuarJrat11ra, es decir, la respnesta a una c11estthn genm~trica 
-especi'fi~a. 

- .. -En cuanto a la relar.:inn P.ntre creometria y alg.ehra, el y 

Descartes desarrollaron, cada uno independ1 entemente del otro, .. .. 
una geomet.r'J.a analitica cuyo sustento fundamental era que a cada -curva se le asociaba una ecuacibn·en la que esta.l:lan implicadas 

todas las propiedades de la curva. 

Aunque nin~o de los trabajos de Fermat fueron pu:blicados 

1 durante su vida, diversos historiadores coinciden en que fue el 

primero en aplicar este nuevo punto de vista a los problemas del 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.. 
analisis infinitesimal popularizados por Kepler y Cavalieri. Para .. .. 
Fermat, los simbolos involucrados en una ecuacion representaban 

constantes 

segmentos de 

indeterminadas a 

recta de longitud 

.. 
las que podia asociarseles .. 

indet.erminada;asi que era .. 
congruente con tal punto de v)st.a la identificacion entre los 

""' - - -infinitesimales geomf?tricos que habian venido nsandose y los 
-ntunerns infin.itesimales r.:nrrP.spnndt P.ntes. 

"' El surgimiento de los in:fini t.P.simales nnmericos esta - "' relacionado con ciertos problemas que Fermat considero. Se :fijo .. 
en el hecho de que en tUl problema que en general tenia dos 

- -soluciones, el max1mo y el minimo daban una sola solucibn. Por .. 
ejemplo, si una 11nea de longitud a es dividida por un punto P en 

dos partes de longitudes X y a-x hay en general dos 
"' .. 

posiciones de P para las que el area del re et.angulo 'formado por 
.. .. 

los segmentos es la misma. Sin embargo para el are a maxima hay 
"' una sola posicibn, el punto medio. 
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57. 

.. 
Part 1 end.o de este her.ha, Fermé'}t. se l'la.~o en un problema 

,. ,. 
planterido por Diofanto pt=ira :formnlñr un mP.t.odo que permitia 

determinar m~ximos y m{nimns de la siguiente :forma: sea A el i:Ú-ea 

del rectan~lo :formado por x y a-x 

A = x(a - x) 

Si en vez de la distancia x 1 se marcara la distancia x+E, ... el. 
. ,. .. 
area seria: 

A= (X+ E)(a - X - E) 

.. ,. 
Para el ar ea maxima los dos valores seran el mismo y los 

segmentos X y x+E debP.n coincidir por lo que Fermat iguala 

·lOS dos valores de A y luego considera que E se anula, llegando -asi al resultado X = a/2. 

,. ,. -
Aunque no "faltaron las cri.ticr:ts, el metotlo encentro lmena - ,. -aceptacibn entre los matP.m~ti~n~ y.FerrnAt empezh a aplicarlo en 

,. 
la determinacibn de tan~entP.s y dP. r.entros de .gravedad, con 

algunas modi:ficacionF!s. Por r.i erto qne la determinaci on del 
,. 

centro de gravedad de un seumento paral1olico usualmente se babia 

hecho a hase de consideraciones basadas en sumas, pero Fermat lo 
- - -hizo a traves de este metodo de maximos y minimos. 

,. -
Ya antes de 1644 Fermat hal:lla dado una demostracibn de la -integral de x", con n entero, y había encontrado cuadraturas, 

y centros de gravedad de "par~olasu de grado ~raccionario: am.yn -= l>"·X1'. El procedimiento que uso :fue tomar sobre uno de los 

ejes una serie de intervalos de tal forma· que al construir sol:>re 
- -ellos los recta~los correspondientes, las areas de estos 

- - -~armaran una progresion geometrica infinita cuya suma podia ser 

determinada siempre que no se tratara de la familia de la 
,. 

hiperholas y = 1/x. 

, ,. 
Tambien utilizo este mismo tipo de razonñrniento para reducir 

- -un problema de rectificacion de unf\ r.urvñ, cnestion que involucra 
-tangent·es, a un problema de r.nadrat.nrns. E.e.! de~ ir, Fermat no solo - ,. 

desé'lrro l lh buenos metndos p;:l.rñ enr.nntrar tangE-mt.es y cuadratl'U'as, 
- -sino que ademas relaciono estos dos problemas y probablemente 

- -conocib su caracter mtituament.e inverso. 
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se. 

Vamos a reproducir los argumentos de Fermat, usando la 

notacibn ac=t.l.Jéi}, _P§l!'~ calcular el fu-ea bajo una hfp~rl:>ola de la 

"forma: 

y x" = k , k constante , n = 2, 3, 4 ... 

-Fermat dividia el eje 

G, en intervalos GH, HO, OM, 

( a=AG), de tal 

a 
-· 
x, 

y por lo tanto 

B 

-
:forma qne: 

~!. 
x2 

.. X =. 
··-~. -
x3 

= ~5'-x1. = 
x3-x2 

-- -
AL-~-1...J_-L-L-1---1.--1--L::::~·=-
,__a--1G H O M ..... 
-----x,---1 
1----Xc----< 

f i !:Jllrfl 31 . 

- .. Sol:>re los intervalos :formados construia 'los rectangulos 

circunscritos 

R.= l:>(x -a) donde b=GE 
1 ' 1 

Rr = Yr_ 1 (xr-xr_ 1 ) , r=2, 3 ... 

de las axpresi enes anteriores se sigue que: 

R, b(x
1 
-a) x1 Tx1 -a) j X ""a n-1 

xn-t 1 x1 -
:--::- cx.-x,) ;: 

- .. 
R2 Y

1 
(x

2
-x

1
) a"'x an-1 a 

1 

.. 
porque, de acuerdo a la eleccion de lñ serie de puntos en el eje: 
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R,.+t 

-

X "a t 

a"x 
1 

59: 

x,;_1 

a 

lo cual signi:fica que los rect.ang-ulos circunsa::ritos estan en - .. 
progresion geometrica de razon a/xn-t. 

Fermat ut.i lizaba la expresii:m: 

v-u = o: 

11 S-·(Y 

para determinar la snma S dP. tmñ progres i bn g1eom¡;trfG~ '>Ctlyo 
·~·.'.. ;_;,.':.._,.· ... 

pr i rnP.r t P.rm i nn f!S rr. y r:nyri razhn f?s 11/v ( n< ,¡) . Plflr' ro 'tánio~;:~{ si 

ln:o; rP.ct.ñn911lnH R, 1 
x -A = l'l(x -a) -n.=.!. . . --·-.!..-·- . ~-

a S-l1(x
1 
-a) 

que es igual a tener: 

.. 

X -a 
t . 

S-b(X
1 
-a) 

Fermat suponia entonces que los intervalos x\
1 
-a, x

2
-x, etc, 

eran casi iguales y lo sn:ficientemente pequeños ciomo para llegar 
,. ,. . 

a la concl.usibn de que el miembro de la izquierda en la ultima 

expresi on, era igual a n-1 . Por otra parte, como' los intervalos .. ,. 1 son pequeños, concluia que S-b(x
1
-a) podía consideJrarse igual al 

- ,. .. ,. 
are a s. Asi, la ultima expresibn quedaba tr ans 'f or1mada en 

1 
1 
1 
1 
1 

llegand.o asi a la 

s 

n-1 = :ha = AG·GE 

s s 
cuadratura ñusr.ada: 

-· (ha)/ (n-1) = k/Cnn-I (n-1) l 
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5 LA INTEORACION NUMERICA DE WALLIS. 

.. .. 
A :partir de 1.650, lo~ mP.todos anr:tlit.icos emp~aron a recihir 

... - ,,,. ,,. 
mas atencion y ñ remplazar ñ los mP.tndos creometrims hasados en - .. 
los eser i tos de los anti guns mat.P.mat i cns gr i eg-os. Esto se debi b .. - .. 
en parte, a la aceptacibn, dentro de la geometr1a, de los metodos .. 
algebraicos de Descartes y Fermat. La mayor:Ía de los resultados 

.. .. . 
basados en un metod.o de integracion ar i tnet i ca, fueron 

.. .. 
conseguidos por John Wallis (1616-1703), un matenatico y teólogo .. 
ingles. 

.. 
Wallis fue mas alla que Fermat. y Descartes ,fil realizar un .. 

esfuerzo por liberar a la aritmetica complettamente de las 

representaciones geom~tricas. Wallis no se preocu¡b demasiado por .. .. .. 
el rigor matematico y hasb muchos de sus resultadlos en analog1as .. .. 
y en lo que hoy llamamos induce! bn incompleta, •ruando esta no 

.. 
hahia sido rigurosamente fundamentada. 

- .. 
Al parer.er, la lectura, en 1650, del metOllío geometr i co de 

los ind.ivisihles de CavRlieri como lo explira:ba Torricelli, .. 
influencio not.ahl ement. e sn trabajo. Part i endlo del trahajo 

.. 
puramente geometrico de Cavalieri, Wallis introdnrce una fuerte .. .. 
aritmetizacibn y, al ~inal, ahstrae de la ¡eometria de los .. .. .. 
indivisibles la nocion aritmetica de limite. 

.. .. 
La :forma en que Wallis hace la t.ran.si ci on de la geometria a - ... -

la aritmetica, se ve claramente en su demostraciém:de que el area .. 
de un triangulo es la mitad de la base por la altllI'a. Adopta el 

principio de que una ~igura plana puede ser "tOnsiderada como .. .. 
~armada por un ni.lmero in~inito de lineas paralelaa, o por un .. 
n'ilmero infinito de paralelogramos cuya altura es igual, misma que .. .. 
en cada caso sera 1/oo, es decir, una parte al1cuota infinitamente 

pequefia de la altura de la ~igura. Para Wallis, pues, 1/m 

representa una cantidad in:fini tamente pequeña o nm cuM1ta; y un 

paralel agramo cuya al t.ura es in:f ini tament e pegJefia o cero, es 
.. 

entonces "apenas una lineaw, pero qne ti ene grosor. 
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'61. 

# 

Las áreas de estos paralelogramos paralelos a la base del - .. .. 
triárigulo, forman una progresion aritmetica que se inicia con .. 
cero si se toman desde el vertice hasta la hase. Wallis usa la .. .. 
regla de que la suma de una progresion as1 es el producto del 

.. .. -
primer termino por la mitad del nilmero de terminas, dado que "no 

hay ni ngnna causa para di :ferenci ar e.ntre un número finito y uno 

infinitow. Si la altura y la hase del triangulo son A y B .. 
respect i vament.e, el del illt.imo paralelogramo de la .. .. .. 
proaresihn es (AB)(i/o)). El area r:le tndn el triángulo es entonces 

(AB)(1/oo) (ro/2), o, AB/2.. Wallis aplica argumentos si mi lares a 

numerosas cuadraturas y cubaturas que involucran cilindros, .. 
conos y secciones canicas. 

En su tratado La arit.m~ica de los 111:finito.s («aritJ:ui.Jet1c:a 

l11:fini tm'l.mn>), demuestra un teorema equivalente a 

•• 

J
ª_..n 

x dx = a"• 1 /(n+1). 

o .. 
extendiendolo por lo menos a todos los racionales excepto -1. .. .. 
Para llegar a esta conclusibn, Wallis se basa en su intuicibn, 

realmente asombrosa, acerca de las relaciones entre las sumas 

diferentes series. Observa primero las cantid.ades: 

0+1 

·1+1 

1 

2 

0+1+2 

2+2+2 
.. 

1 

2 

0+1+2+3 

3+3+3+3 

1 

2 

de 

y del hecho de que la rñzon es 1/2 pñrñ cualquier nilmero :finito 
.. 

de terminas, concluye qne lo mismn rle..be pasar para un nilmero 

infinito. Po,steriormente, nota que en las igualdades 

0+1 

1+1 

1+1 

3 6 

0+1+4 

4+4+4 .. .. 

1+ 1 0+1+4+9. 1+ .t. 

3 12 9+9+9+9 - 3 18 

a mayor nilmero de terminos,estas cantidades se acercan mas a la 
.. .. .. 

razon aproximada 1/3; es decir, siempre hay un n'ilmero de terminas 

suficientemente 

sumas di-fiera 

grande 

de 1/3 

para garantizar 

menos que una 

que la razbn entre las 

cantid~d previamente 

establecida. Siguiendo este procedimi ente hasta el in:f ini to, 
.. . 

dif'erencia "tendera a desaparecer completamente". As1 que . .. .. 
razón para un nú.mero infinito de terminas es 1/3. 

la 

la 

De una manera similar, Wallis observa que las razones 
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.. 
analogas para las pote~cias 3, 4, 5, etc, son 1/4, 1/5, 1/6, etc. - .. 
Despues concluye que la regla es valida para todas las potencias, 

racionales e irracionales (excepto -1). 

.. 
Con hase en esto, Wallis derivo la integral de Cavalieri de .. 

una forma original, para despues sumergirse en un remolino de .. .. .. 
metodos numericos, de donde llego~ nuevamente conducido por su .. 
intuicibn - a establecer un producto infinito para 11' que hoy 

lleva su nombre. 

.. .. 
Para analizar un ejemplo de integracibn numerica de Wallis, 

empecemos por ver su razonamiento en un caso particular. Como 

mencionamos arriba, Wñll1s anñlizñ el r!or.iente entre dos series 

1 inft~itas, part.iP.ndo dP. lñ 1)b,c;t=>rvñr.inn del mismo cociente pero 

para diversn."l r.asos finitnf5. Por ~Jempln, parñ estudiar lñ razbn 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

entre la suma de los r.ubn.'3 dG tma prnuresibn ar1tmetica (digamos 

1,2,3,4, etc) y la suma de cantidades iguales al mayor de estos 

cubos, observa que~ 

o + 1 = 1 2 1 + !· -
1 + 1 = 2 4 4 4 

o + 1 + 8 = 9 3 1 + 1, 

e + 8 + 8 = 24 8 4 8 

o + 1 + 8 + 27 = 36 4 1 + ....!· -
27 + 27 + 27 + 27 = 108 12 4 12 

o + 1 + 8 + 27 + 64 = 100 5 1 + 1, 

64 + 64 + 64 + 64 + 64 = 320 16 4 16 

o + 1 + 8 + 27 + 64 + 125 = 225 6 - 1 + 1. -
125 + 125 + 125 + 125 +125 + 125 :: 750 20 4 20 

~ .. 
y asi sur.f!.'3ivament.e. l.a raznn o:ht.1=mid.a siemprP. es mayor que 1/4 , 

- .. pero P.l e:x:r.edent.P. .der:rece conforme el niunern de termi nos aumenta 

siendo 1, !• 1, 1, 1, etc 

4 8 12 16 20 

es decir, el excedente es igual a: 
.. .. -

1/(4 veces el ntlrnero de terminas después del O) .. .. .. 
por lo que es 'fac11 determinar cuantos terminas se necesitan para 

que el excedente sea menor que un cierto valor dado de antemano. 
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63. 

.. .. 
Con base en esta observaci bn Walis conluyo la validez de <10 

que nosotros denotamos por: 

m 

E 13 

Um i ~o 1 . .. 
-4"•·--··· 

m->m (m+1 )n/1 4 

.. .. 
Tambien analizo el caso en el que la serie del numerador .. .. 

esta ~ormada por los clibos de una progresibn aritmetica distinta 
.. .. 

de los naturales, y llego a la conclusibn de que el excedente a .. 
1/4 al obtener la razon correspondiente es igual a: 

... - ,,. -
raíz c'i.lhi~~-~~_!_P_E.!mer !!:rmino despu~_s del O .. .. .. 

4 (raiz cilbica del mayor termino del numerador) .. 
Utilizo este resultado para encontrar el area debajo de la .. .. 

parabola c'i.lbica en un int.Prvalo (O,a) , de la .siguiente forma: .. .. 
Sea AO (fig. 32-a) una rama de la paral1ola cU.bica contenida en el .. 
paralelogramo TD. El area que bnscamo.q esta dada por AOD y su 

complemento es ATO. Las rectas DO ('fig 32-b), son iguales a las .. .. 
AT y son las raicP.s cü.bicas de las distanr.1as denotadas por AD o 

las representadas por TO. 

A T T .... T 
.-::~~ ....... ~-,.~~--~ 

D t---~ 

D 

D o o o 

'figura 32. 

.. 
Wallis con.~idera a la figura ATO como formada por un ntlmero 

infinito de rectas TO, que vienen siendo los ctibos de las .. 
distancias AT. Y como las AT :forman tma proaresibn aritmetica, la .. 
:f 1 gnrñ ATO r:orrP.~ponder i a r.on la serie del nnmerador de la 

-exprP.~tbn qnP. ar.abamos de ver. DP. igual :forma considera al 
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paralelogramo ATOD como "formado por el mismo nilmero 

rectas pero todas iguales a la mayor de las 
- -

infiní to 

TO, lo 

corresponderia con el denominador de la expresibn analizada. 

- -

64. 

de 

que 

Asi 

es como llega a la conclusion de que el area ATO es al -paralelogramo, como 1 es a 4. Por lo tanto, el area AOD debajo 
- -del segmento de la parabola ct:ibica, es al paralelogramo como 3 es 

a 4, que es. el resultado que se buscaba. 

-Despues de analizar nna serie de casns particulares, Wallis -conluye qne, en genP.ral, (nsand.n nnestra terminologia): 

lim 
~-)O> 

é :: o .. _.! .............. ~ ... -:.(1) 

(m+1)nf n+1 

-para n entero distinto de -1; y encontro la cuadratura de las 

curvas y.= x" al dividir el intervalo (O,a) en puntos 

de la "forma ( ilm)a (ver "fig 33) y sumand.o para obtener: 

e 

E x" 

e 

Eb 
.v::o 

= lim 
m-)00 

·- lim 
m- )<X> 

m 

E i" 
i =o -· ---· 

(1I1+1 )m71 

1 es decir, 

n+1 

·= 

1 

n+1 ·· 

-Para extender el dominio de valores de n en la formula (1) 
-hasta incluir por lo menos todos los n\lmeros racionales excepto - -el -1, Wallis observo que si los nilmeros 

m" • m" • ... m" 
- - -es tan en proaresibn geometrica (donde n,, n2, nr son enteros 

no negativos), entonces 
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m+t 

E nl1 

i =o 

m 

E i" 
i =o 

.. .. -

65. 

1 J = 

·estaran en progresión aritmetica. 

figura 33 . 

.. 
Ademas, del hecho de que para q en los naturales se tiene 

que: 

mº, m•lq., m2 lq. 
' 

m' 
.. . 

estan en progresión geometrica, 
.. -

1, 1 + 1/q, 1 + 2/q, 2 estan en progresibn ar!tmetlca, y que .. .. - -los terminas primero y ultimo de esta ultima sucesibn son los 

inversos de los valores del miembro de la derecha en (1) para n=O 
-y n=1, Wallis obtenia que: 

1 im 
m-)ro 

i=o 1 

m l + p/q 

E mP/q 

i '!"o 

.. .. 
A Wallis no le cabía duda de que esta relacibn se verificaba 
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. 66. 

- -para todo p/q ~ o decla incluso que era valida para 

irracionales como 3~. Y como consideraba extendido el concepto de 

potencia para incluir exponentes negativos, a:firma.ba que la . . . 
expresi on (2) era valida tamhi en para el los, excepto para -1. En 

:forma análoga a lo q1.1f! vimos 1=mt es, usaba esta expres ion para 

encontrar la raz~n ent.rP. P.l area hajn nna ctrrva y -· .Jé'/9 y el 
.. . -

rectangnlo que la r. i rr:nnsr.r ihP.. Tñml:1i en det erminb las razones 
-entre 1 n.s volürnen~:~ ohtenido.q por airñr e1'!tas· areas alrededor de 

un eje, y los ci lind.ro.s r.ircu.qncri tos. 
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111. LA INTEGRAL EN LO~ 'IRABA.JOS DE NEWTON Y DE LEIBNIZ. 

-El calculo, como todos los grandes 
- -matemattcas, se construyb gracias al trabajo de 

avances 

muchos 

67. 

en las 

hombres 

que durante afias fueron aportando su contribucibn poca a poco, y 
-que, como hemos visto en los capltulos anteriores, condujeron su 

desarrollo desde las demostraciones de los antiguos griegos hasta .. .. 
los metodos heurísticos desarrollados en la primera mitad del 

siglo XVII. 

procedimientos dP-sarrol lñd.os por algunos de los .. , 
matf!mat i cos que antecedí eron a la epnca qne nos ocupa, eran ya 

r 

bastante parecidos a los que se encuentran en el calculo actual, 
.. 

aunque no habian logrado trascender a los problemas particulares 

que les dieron origen. Sin embargo el trabajo realizado por todos 
.. 

ellos permitib que para la segLmia mitad de aquel siglo, las 

condiciones estuvieran sufic.ientemente maduras para que alguien -organizara los puntos de vista, metodos y descubrimientos 
-involucrados en el análisis 1n:fini tesimal, y se constituyera todo - .. un aparato algor1tm1co que brindara metodos generales para el 

tratamiento de curvas y trayectorias, tanto en lo relacionado con 

tangentes como en cuadraturas. 

Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz culminaron 

es t. e proceso, por lo que .'ilP. acostnmbra llamarlos "l<J.'::I 
.. 

descuhr Jdnres del ca.l c:11.Zo". PP.se ñ qne sus trñl.1.:i.jos di :f i erP.n 

bastante en las ideñs y el est 1 lo, ñmbos snpi eran retomar lns 

conocimientos desarrnllados por .'illlS prP-decesores para dar un uran 

paso hacia adelante invent.ñndo, en forma independ. i ente uno del 
-otro, metodos de procedimiento generales que contienen mucho de 

-lo que hoy consideramos esencial en el calculo. 

- -Tales metodos fueron necesarios para el desarrollo lbgico de 

las concepciones de derivada e integral. Sin embargo, Newton y 
-Leibniz no llegaron a las definiciones fundamentales del calculo 

- -de nuestros di.as. Para que estas nociones basicas fueran 
~ 

rigurosamente elaboradas tuvieron que pasar todavla dos siglos de .. 
es~uerzos en esta dirección. 
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A fina'les del ."lig-lo XVII, surgi o 1ma de.sagradable disputa 
-sobre la prioridad en los descubrimientos. Mucho-- tiempo despues 

-logro aclararse que Newton lo tuvo primero (en 1665-1666, 
-mientras que Leibniz en 1673-1676), pero Leilmiz lo publico 

primero e:ru:l periodo de 1684-1686, mientras que los trabajos de 

Newton fueron publicadas en e 1 periodo de 1 704-1736. Ambos 

concoc1an una buena cant.idad de traba.jos de sus antecesor-es, asi. 

que las formulaciones a las que lleg-aron fueron, probablemente, 

el resultado de una influencia anterior comiln, mas que una 
-coincidencia reci.proca. 

-Gracias a los tra.l)ajo de Newton y de Leibniz, el calculo 
~ ~ , , 

de.jo de ser un apend.tce y ext.ensii1n de l~ aeometria crrie9a para 

transformarse en nna mnt er i a ind.epr~nii i ent ~. La nntac1on 
-al!J~brair:a y las tP.cni8RS n."!ñdñs pnr P.lln~~. nn .c;oln llrindarnn nna 

- - -h@rrAmienta m~S AfiCñZ QllR lH crenmetrln, sinn tnmbi~n permiti~rnn 

tratnr mur:hos prahlemAB difArRntes, genm~trir.os y f~stcns, r.nn la 
-misma tecnica. 

- ,. 
Durante el siglo que s1guio a su destibrimiento, el calculo -se desarrollo de una forma impresionante, a pesar de que su 

,. -
~undamentacibn era a11n muy insegura. Esto hizo posible un 

-tratamiento matemático de campos muy extensos de las ciencias 
,. 

naturales. En este desarrollo posterior, el tipo de calculo 

leibniziano utilizando diferenciales e integrales, avanzo muy 
,. 

rapidamente, sobre todo a traves de los trabajos de los hermanos 
- -Bernoulli, Euler y otros matemat1cos del continente. El calculo 

~luxional de Newton tuvo tm desarrollo menos espectacular en los 
-trabajos de Taylor, Maclaurin y otros matematicos ingleses. 

Los conceptos fnnd11mentall"!S q11e Newton incorporo al 
,. 

de¡:i,arrollo del r.alr.nln :fm=!rC'ln lñs t'lux-imws o velocidndes de 
,. 

variacion, qt.lP. r.arre.'!pnnden r.nn m1est.rr:is •ierivadas; los mmm~nt.os 

que son macrnitndes infinit.~s1mnles CfllP. pne1jen identificarse cnn 

las actuales diferenciales; y fim=ilmente, las primeras y i1lt.i1u;.'fs 
,. 

razones con gran parecido a lo que hoy llamamos li.mite. 

,. 
Newton escribió varias versiones de sus desctibrimientos en 
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- -el campo del calculo infinitesimal: en octu:bre de 1666 resumia 
~ 

sus hallazgos en un manuscrito sobre -.fluxiones; en 1669 escribió 

el tratado sobre series in-.finitas'titnlndo "A11¿'1Ji.s1s por media de 
~ -

ec~uac:Jone.s t~on im .ni1mePo i.ll':fi11i to de term1.11n.s., (De a11alysi per 
-aeqnatinr1e~"!:·mune.ro tt~r1ni11.~ruw ilr:fi111t •. =is) que circulo entre los 

mi P.mhro.s de lñ Royal Sor. i P.ty; dP. l 671 rlntr1. nn tratado 11 Metrnto de. 

:f' 1 mcl nne.s y .st".r.t t"!S i nt'.i nrt as., O:lt~ t.hcx11.z.s t' 1 ux.i om.l111 et .st=".r i errnn 

i11t'iru tarum,l y aproximñdñment.e en 1676 e.scribib su cuadraturas t1e 

curvas (De 1v.1at"tratnra cnrvarnm). Todos ellos :fueron publicados 

de 1704 en adelante. 

~ -
Para el desarrollo de su nuevo calculo, Leibniz se inspiro 

en sus primeros trabajos sobre sucesiones de sumas y diferencias - ~ de ni.uneros. Partierid.o del caracter inverso entre la suma y la 

diferencia en el caso di.ser et o, Leibniz 

para determinar .sumñs y 

desarrollo 

diferencias . -
un 

de proceclimiento 

in:fini tesimales, operaciones a traves de las cuale~ se obtenian 

cuadraturas y tangentes respectivamente. 

Contemplando la sucesibn infinita de valores de una variable .. 
x, denoto la diferencia P.ntre a.ns valores sucesivos por d.x. 

Sumando ta-le8 difP.renci.=is, npP.rar.inn qtlP. denotaba por 

-obtenia la variable completa x. Es decir: 

I dx=X. 

Partiendo de estas ideas, Leibniz obtuvo una serie de 
-resul tactos correctos usanclo un procedimiento algor i tmi co mas 

sencillo que el de Newton. Sus primeras publicaciones sobre el 
-tema, aparecieron en la revista cientl f i ca alemana .. 

E:rudltorwu en dos breves articulas publicados en 1684 y 1686. - .. Posteriormente, en esta y otras revistas aparecieron articulas en 
- -los que Leibnj z sigui b desarrollnnrlo m.1 calculo y presentando una 

-i;3er1P. de aplicacir.mes. Hablaremos tambien en estP. cnpitnln de las 
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primeras contribuciones hechas a ~inales del siglo por los - . matematicos suizos James y John Bernoulli al tipo de calculo 

leibniziano, en lo que se refiere al desarrollo de la integral. 

Tanto Newton como Leibniz trataron con cantidades variables; 

pero Newton las consideraba como varla.mft1 eJJ el t1e.mpl1, mientras . . 
Leibniz las consideraba mas bien como rec:orr.ieJldo w1a .suc:e..s1i.111 de . 
valores in:f 1111 tame.nte pr·ox.imn.s. Para Newton el objeto de la - . integracibn era J1alla.r la cantidad de la 1:zue prove.nia z.ma :flm<ii.m 

dada, es decir, lo que ahora llamamos obtener la antiderivada o . . 
integral indefinida de lmñ fnncinn dada. Pnr ello, en .su versión . . 
del cF\l~ulo, el ·ar.tnal tenrP.ma fnn•iamental del calculo era una . . 
r::nn~lns1on inmP.diata y t.riViñl d.e lñ d1~:f1nir.on de 1ntearal. 

Leibniz por sn pñr-te, ve1ñ a la intecrral como la suma de 

todos los valores de una mRgnitnd, o li.3 .SllWi'i de rect.~Ul!:}lll os 

i.J1:fi11itamente a11g-ostos; es decir, la manejaba en el sentido de lo 

que hoy llamamos integral de'finida. El teorema fundamental, por - . ello, era para el una consecuencia de la relación inversa que -hay entre la operación de sumar y la de tomar diferencias. Sin 

embargo, los hermanos Bernoulli reinterpretaron la integral de 
- -Leibniz como la inversa de la diferenciacion, así que durante 

todo el siglo XVIII el famoso teorema fue una consecuencia . 
inmediata de la definicibn de integral. 

Tanto Newton como Leibniz trabajaron con ca11 t. i dad es 

i11:fi11i ti.'lme.nte pequeñas y ambos eran concientes de las . . 
dificultades lbgicas inherentes a su uso. Newton trato de evitar . . 
estas dificultades mndtfir.ani:'.lo la 'fnnr.lamentacion de su calculo . 
por mP.d 1 n de las pr t1u~r;=ts ~· t1l tJma.i::: razrme.s, annque las mane.ji) 

-con r.tP.rta y nn llea-n satisfacer los 
-requerimientos del riaor matemattro. 

-Este hecho provoco que, junto al espectacular desarrollo del - . calculo que hemos mencionado arriba, surgieran tam.bien una serie 
- -de criticas muy 'fuertes contra las teor1as de ambos, las que . 

fueron algunas veces acompañadas de intentos de funrlamentacibn 

por otros caminos pues lo que resultaba incuestionable era que 
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aplicando las reglas de proced1miento elaboradas por Newt.on y 

Leibniz se ll.P.gal'la,·en mucho~ casnR, A result.ados correctos. 

1 LA INTEGRAL EN EL TRABAJO DE NEWTON. 

.. 
Newt.on de.scubrio que los desarrollos en series; de potencias .. .. 

ofrec\an varias ventajas: en primer lugar, permi tiam aplicar a un 
.. 

dominio mucho mas amplio de curvas ciertas reglas y algoritmos .. 
que solo estaban definidas, en principio, pa1ra ecuaciones 

.. 
sencillas; por ejemplo, la relacion 

J 
xn+t 

X1 dx :-: ----: 

11+.t .. 
que para entonces era hien conoc.irla, pnd1a aplicars;e en aquellos 

.. 
r:Ft.~ns en los qne, a trn"'F.!S de un dP.Sñrrnllo en serü.e, la er:nac.1iJn .. ,. 
de una curva «~omplir.ñdñ:t- sP. red.t1r.\ñ ñ una Sllmft\ de terminos 

formadr);g por nnñ const;:mte y lIDR pnt.fmcia dP. lñ vmriable (aunque 

estos fueran un nümern infinito). En seGtmdo lugar, los .. ... 
desarrollos en serie stlministraban tm meted.o farci 1 y uniforme .. .. 
para aproximar o simplificar formulas despreciando los term1n.os . 
de or~.en superior, procedimiento que Newton utilizo con gran .. .. ,. 
virtuosismo en la aplicacion de sus metodos 1II1atemat1cos al .. 
tratamiento de problemas f1sicos. 

.. 
As\ por ejemplo, para integrar 

entre .1:11-x y obtuvo 

ª2 
Y= 

2 a X 

b b
2 

teniendo esta serie infinita, 
.. 

a· t. erm 1 no, o:tit. en i endo 
2 a X 

2 2 
R X 

---- + 

2 2 a X 

+ 
:p3 

.. 
encontrb 

a2x3 

3]"'13 

2 .. 2 
y = a / (b-1~x), d ividib a 

2 x3 a 

+ .. ,. 
b4 
.. . 

el ar ea in t e!,9'r ando termino 

2 x"' a 

f ... 
4b4 
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Newton estaba convencido de que, para •cualquier uso - -practico, era st11'iciente con tomar los primeros teriminos de esta 

serie. De la misma :forma , para integrar 

y= 1/(1+x2
), uso el desarrollo binomial para escrJf:bir 

y = 1 - x2 + x 4 
- x 6 + :xª -

- - - -e integro t.e!'mino por termino. Pero noto que si 
. 2 • 

1/(x +1), ent.onr.es el desarrnl.lo llinominl que obt.ernia era 

Y = x-2 - x-4 + x-6 - x-a • 
,. - - ,,. 

. p,ara despne.~ 1ntecrr<"r termi}1fl . a tP.rminn. Sefialb entonces que 

·.cuando x F.lrn sn'fici~ntem~nti'o! peqi1efin .~H d1~ll'ln nsr.sr· el primero 1le 

. est.as desarrollos, y r.11ñn1io t=~ra (JT'ñnde, ~l ."3~!)1.md.o. 

~ 

En el De. a11alysi, donde e>..'Pltca y utiliza estois metodos de 

desarrollo en serie, Newton empieza por mencionar la regla para 

. ohteneir la integral de X", con m racional, regla que jugo un 

1 papel importante tanto en el descubrimiento de .estos metodos, 

como en sus diversas ñplicaciones. En ese mismo tratado da un 
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-metodo general (d.el cual se deriva la regla anterioir) para hallar 
-la relacion entre la cuadrñtnra de una curva y su ordenada. 

-Explica su met.odo mediante un ejemplo, sin emibargo, en la 

- -explicacion queda claro su caracter general. 

-·x- - - - -1- - o--• 
:figura 34. 

. Sea z, en la :figura 34, el area hajo la curva 1desde O hasta 
- -x, es decir, el area ABC. Newton considero un incr1emento en x al 

.. -
·.que llamo 1uome.11tn de x y lo denoto por o=BD. Sea 'V--Dó tal que .. . . 

area BCED = ov. Supongamos, por ejemplo, que se tra·ta de la curva 
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para· la r.:nal 

es decir, 

z2 = (4.l9)x3, 

considerando los ,incrementos se tiene 

de donde 

2 
(z+ov) = 

z 2 + 2.ZOV + l.,2 V ·- (4/9) [,,él + 3x2 
O + 3X0

2 
.fl- o3 J. 

Sustituyendo z
2 por (4/'J)x\ simplificando y dividtendo los dos 

miembros de la expresii:ln resultante por o, nos qtlC:~da: 

2.?.V + ov2 = (4/9) t3:l" + 3xo + o2 
J. 

Al tomar el incremf'nto n-,.BD "'i11:fi1Ji t •. wrmte. p~que.iió" ¿~~j~e 
;_ ."'._. ·.,.:_·./: ,·(-':,"<.' 

qllP. a.es~J?~~~tti{~~; 
.. 

hace igual a y y los t~rruinns 
-~.',-. --,-~'~"-~- ,- ---

rPsult.ando qnP.: 
; . 

2 ?.}' 7.:: ( 4 l 3) x2 

y snstitnyendo el valnr dP. 7r. ."le n:tittP.nP. 

Y ::- xlt" 

Evidentemente este mismo procedimiento se puede aplicar a .. .. .. 
cualquier función polinómica en la que z este de~inida en 

t~rminos de 
.. .. .. 

x. Asi Newton mostrb que el area puede ser obtenida .. 
invirtiendo el proceso de encontrar una razon de cambio. Usando .. .. .. 
este metodo, encontrb el a.rea bajo muchas curvas ca1leccionandolas 

.. 
en largas lista (las primeras tablas de integrales) y resolvió 

otros problemas que pueden formularse. en terminas die sumatorias. 

.. 
Mi entras que lñs cuadraturas o a.reas hab1 an .sido obtenidas 

~ 

ant.erinrmente usando la .suma de infinitesimales u otros metodos 

equivalentes, es der.:ir, mediante lo que ahora1 llamamos la 
.. 

integral definida, NP.wton aqni rlP.terminh primi":ro la razon de 
.. .. .. 

r..=tmbto dP.l arPa, y dP..c;pnP.s, dt"! P.lla llP-Q'i'1 ñl fireñ 1misma mediante 
.. .. 

lo qne ahnra lli'tmñr1nmn.s lñ intP.crr·;:s] indefinida de inna funci bn. 

.. 
Varios mat.emat.ico.s antP.riores ñ Newton c•onocian esta .. .. 

relacion inversa, pero el fne el primero en dar un~ procedimiento 

aplicable en forma general para obtener razomes de ca.mbi o -instantaneas y para invertirlas cuando los problemas involucraban 
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.. 
sumatorias (mejor dicho, limites de sumas). Antes de esto, la .. 
tendencia babia sido en sentido opuesto: reducir problemas a la 

.. 
determinacion de cuadraturas, siempre que fuera posible. 

.. .. 
En su mi:-todn de :flll'rinnes y .sP.ries in:finitc.'ts considero a 

las variñhles r.nmo crenerRdas pnr P.l movimient.o continuo de .. .. .. 
punt.ns, l i.neas y planns mtis qne r.nmn 1mñ lUli on estat.i ca de .. .. 
elementos infinitesimales. Aqtll llamo :f.lllf>JltH a tmñ cantidad que . . .. .. 
variaba con respecto al t.iempn, y :flll';{".1i111 a su razon de cambio o .. 
velocidad. Denoto por :k y Í-' a las :fluxiones de las fluentes x y 

,,,. ti • " 

y. La fluxión de x es x, 
.. 

etc. La fluente de la cual x es fluxión 
1 .. u 

es x, la :fluente de esta ultima es x. etc. 

En este trabajo, Newton expu.iso con mayor claridad el 
.. .. 

problema :ftmdamental del calculo: d.acla una relac1on entre dos .. 
:fluentes, enco;n.trar la relacinn entre sus fluxiones; e .. 
inversamente, dñda una re1ac1on entre dos fluxiones, ll~gar a la .. 
corres~ond.iente relacibn entre las 'fluentes. 

~ara atacar este segundo aspecto del problema, Newton .. .. .. 
considero varios tipos de relación: 1) cuando estan presentes 

. 
X, . 

y y tma de las dos :fluentes, 
. 

2) cuando estan presentes xy 
. . 

X, y, . . . 
y, 3) ~uando estan presentes .~ y, z y las tres flnent.es 

cnrrespond1ente~. El primer ttpn P.S P.l mf.\:; sencillo y, en - .. 
notaci on mnderna, con.c;1 ste en resolvf!r la ecuac 1 /'in di 'ferenci al 

dy 

-· :f(x,1 

dx 

- - ·=-Del segundo tipo de relacibn, resolvió la ecuacion 
, 

y 
2 

- ::: 1 - 3X + y +X + X}' 

X .. 
mediante un proceso de aproximaciones sucesivas; empezo con . 

y 

: 1 - 3x + x
2 

• 
X .. . 

como una primera aproximac1on, ohtnvo y como una if:uncibn de x, 
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.. 
introdujo este valor de y en el lado derecho de la ecuación .. .. .. 
original, y continuo el proceso. Aqtü Newton descr1llib lo .. Cit1E!,. .. 
estaba haciendo, pero no lo Jt1Sti:f1co . 

.. 
Del tercer tipo, trabajo la ecuacion 2x. - • + •·. - _ .. -i o·z yx:: . 

.. 2 . • 
Supuso una relac1 bn entre x y y, por ejemplo x = y , as1 que x = 
2}ry. Entonces, la ecnac1on original se transformb en 4W - z 
yy2 = O, de donde obtuvo qne 2y/ ~· (y/3) = z. 

Mediante la idea de considerar cant1•1ades que se mueven en .. 
el t.i~mpn, NP.w~nn pen~aha ~ie podr~a rP.snlver las dificultades de 

.. 
fnndamP.ntn~inn ~le lP. plantealiñ P.] n.<30 de las cantidades 

; rr:f; ni tamPntP. pP11ueñ1=t s, lñ$ c11al1~.'3 snn t;:m peqnefias que se les 

pne•te í.lespreciar y, sin ernharao nh•1iament~ no son nulas ya que se .. 
requiere poder d.i.vidir entre ellñs. A pesar de ello, el metodo de 

.. 
fluxiones que uso Newton en este caso no es mas riguroso ni ti ene 

una diferencia esencial con el metodo que utilizo en su De 

a11alysJ. 

.. 
En su tercer escrito sobre calculo, Cuadratura de curvas, .. 

Newton declara haber abandonado el metodo de los infinitesimales . .. 
Ahora para determinar por ejemplo la :fluxibn de X", reemplaza x 

por x+n, desarrolla (x+o)m y re.sta x"1, para obtener, como antes, 
.. 

el cambio en X" que corresponde al cambio o en x. Despues de 

esto, Newton "forma la razbn entre el cambfo en x y el cambio en 

.'11', es decir, 

1 a mxn- 1 + m( m-1) / 2. <.1;111-e + '· .. 

y en esta razbn hñce tender n a cero, para o:titener 

1 
,. ~ ----. - -:_ ---, 

a ln qbe l lamñ la ul t i111a raztm dt~ incrt".Jllt'!JJt.t.,s e 1¡1yd1Je.scente.s 

r.ler.tr, qne se desvanP.r.~n n t. i endcm a n.nnlar.~~), ti tambi ~n, .. 
primera .raztm de dlsm.i1n1r:i nne.s /li.=t1-:.J m1tes. 

(es 

la 

Es por medio de estas concepciones que Newton llega a estar .. .. 
muy cerca de lo que se1·1a una fundamentacibn del calculo basada .. 
en el concepto de limite . 

.. 
En 1687 se publico el primer libro de Newton que involucraba 

í 
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.. - -su CR l.~lllo: Prinr.ipi·n . .,; Matt?.maticos dt'! l.:.'I Fillosofi.:.'I de la 

n.:itnr.-:i.lP.z.-:¡ ( pll; lnsnph ia1'! na tur1.i.l; s pri nr: i pi•'f mñ t.J>-,u;-.ma t; c ... "t), del 

cnal $P. t'l ice qnP. P..s la mP.jnr mnP.str-a rlP. lR s.i11t.1:,.s1s ne.wt011i.:.u1a 

- -pnP.s P.n P.l ln!JT'a int.P.l)rar P.n 1ma ,<;nla t.eoriR las pirimeras lf~yes 

-matematicas qne a.~scriben el movimiento r.eleste dad.as por l<epler, 

con las leyes del movimiento terrestre dadas por Galileo 
.. -

aux111andose para ello tanto de la noc1bn de prim1eras y ultimas 

razones, como de la de in:fini t.esimal. 

VeñmoF\ ahora algunos lemas y corolarios que pr-,esenta Newton 
-en la seccibn 1 del libro I de sus Principia [15.il referido~ al 

concepto de integral. 

1 Lf'MA .1 

Ca.nt idal'J.e.s y raznm~:.:; ch'! c·.:t11tll1.:-l<1U..!.~, li.ls GUdle.s tUJ c:ua1•i111 er 1 t.iempo t'J11Jt11 ,~mwergen i'I sPr iglldlt=i.s, y •'IJJtHs t1t.'l' que ti!l t.ie.mpn 

t'i na 1 ice se apro;J.(im.:in una a 1&.'I ntra e.n mP.nns .que c:milq1.11 er 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

d.t i'er1:a.nc: i a darta, Pnt onr:e.s :ti .na .lmentt~ ~~cm i gii.:¡ l 1;~s. 

DEHOSTRACION: Si usted ni P.(Ja esto, ."lnponaa ent.nnce:s que al final 
-son d.i:ferentes, y .sea D su 'illtima dif~rencia. Lnecro1 entonces no 

-podrían aproximarse en menos que D, lo que •contradice la .. 
suposicion. 

Gracias a este lema, Newton puede liberarse de la necesidad .. .. 
de aquella doble reduccibn al absurdo con la que :se concluia la .. .. .. 
clasica demost.racibn por exhaucibn. 

LE™ J 
-s J e11 cual qu J er :f 191.Iri..'I Aa cE, c'1t:att .. .rmJ1maa po;r las l 11Jea.s 

rectas Aa, cE y la curva ac-E, St" 111Scr i.be.J1 1,.-:w.1lq¡:11i e.r 11i..Hner1J de .. 
para.1t2 .1ogra.mn~~ aJi, Be, Cd, ... cm1 .hi.'ISes J911ales AB, ..&":. l':D, .•• y 

l ad OF Rl>, Ce, I>d, ... p."tral<..~los al 

p;.'lra.le.1ngramns aK1>1, lilcm, r.Hm, ... 

l...id o Aa de ],a :f i ym·a .v 1 os 

son c:ompl1..:atddos; ·e.ntcmc:es, .si 

l;.:i.s i.'111Chllras dt'! los p,:;¡ralelogramns v.u1 di.smi111zyt'!l1ido y su nium:arn 
-.se aumenta i.n ini'inltrnn, d.i~¡o •v11~ J,-:¡_<:f ultimi.'f.s r.a.m.111es de 1&.'I 

t'.1g1Zr<i lnsc:r.i ta AK.bl.c:MdD, la t'Jg1wa c:Jrc1msc:rJ t.;:i A.,;¡lhmcndnE y li.i .. -:f.I gnri.i r.rzrv J 1 ·1.n1"il Aa.btxlE', tt=>JJttrán wia con ot.J·....i, razones de 
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77. 

J gualt1i.it1. 

DEMOSTRACION: La diferencia de las figuras inscritas y 

circnnscri tas es la suma de los paralelogramos Kl, Lm, Mn, Do; 

esto es, (d.e la igualdad de su.~ liases), el rectangulo sobre una . 
de sus ba~es Kb y la suma de sus al turas Aa, formara el rectangulo - ,. 
ABla. Pero este rectangi.110, puesto que su anchnra aij3 disminuye JJJ 

.1.n:fi.nit11m, se h<H::P. mAnnr quP. n1alqniP.r P.Spa•~in 1iad!.n. Y por lo 

t¡;mt.n (por P.l l.P.ma l) lñc; fiai1rR~ insrritñs ~' circunscritas se 
~ 

har:fm finalmP-nte tgn.'l1e,c;, y mas ann, lí't fi!]111ra cnrvill.nea 

t nt errned 1 a se hace f 1 na lmPnt e i gnal a. cada nna de aiqne l las dos. 

A B F e D E 

'f' i gura 35. 

I.EMA .TJ 1 - ~ r . .:.'fs. t1l ttmas r;.izt111es, sn11 tñDLhi i'>.11 razo11t~s di'! JJ 911;..'fld;.id c:mi.111.'lo 1 .Za,.:; .hi.'fses AB, El.'":, CD, ... de lns p.=1r.:tle.lngrauw.s 1w ..sea.r1 igw.'lle.s, y 

tndas dtmJrmy¡_=m i.n int'ini tum. 

1 
1 
1 
1 
1 

DEMOSTRACION: .. 
Suponiendo que (:fig 35) AF es igual a la anchura mas grande, 

.. 
y completando el paralelogramo FAa:f, este paralelogramo sera mas 

grande que la di:ferencia de las figuras inscritas y 

circun..c;crt tas. Pero puesto que su base AF d.i sm1nuye i11 .i11f 1111 tum, 
.. .. 

sera menor que cualquier rectangulo dado. 

COROLARIO J 

De 
.. 

a qui 
,. 

que la t1l tima suma de e..stos ,paraleli1g-ramo.s 
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.. "' 
evanesc.":PJJtes c.":c.11.ncidiJ"a c.UJ tod.:.-lS partf.'!s c·m1 l.:.'i ~igura cu.rvili-!_1ea. 

COROLARIO 11 
"' .. 

Mas aun, la :figura rectilinea c0J1Jp1·e.i1dida de.baJc.l 

cuerdas de lo.~ arcos evane.sce.i1tes ah, be, ..... ' al :1Úía1 .. 
cnJ11cic.'le11 c·o11 la :fJgiu"a curviline.a. 

COROLARIO .711 .. 
Asimismo la :figura recti li11e.:.:=t circwJScri ta c0B1preJ:idida sc.wre 

las t<.'i.11ge.i1tes a los mi.s.nms arcos. 

COROl.J\R TO 1 V .. . .. 
Y por lc.1 ta11to, t?sa.s illtimas :fig11r•1s (dsi cnmo .su pe.i·imet .. ró 

,. . ·-
ac:F.) no -~nn .re.ct.i li1'JP~1s, su l.lmi t.e t=!S l..-1 :f191zrn crn·v1 lí1Jed. 

2 LA INTEGRAi, EN EL TRABAJO DE LEIBNIZ. 

.. 
A dixerencia de Newton, Leibniz se reafirmo en el uso de las 

concepciones infinitesimales --a pesar de mantener serias dudas .. .. .. 
sobre su justificacton lbgica-- debido, sobre todo, al exito 

"' .. 
operacional de su metodo diferencial. Incluso en algiln momento, .. .. 
intentb demostrar que utilizando las diferenciales como s1mbolos 

.. 
posihlt?.me.nte si11 sl911l:flcado, y aplicando las reglas del calculo, .. 
se llegarla a resultados correctos. 

.. .. 
Los articulas de Leibniz sobre calculo :fueron publicados a 

partir de 1684; pero existen nnos mélnu.~critos consistentes en 
, , 

cientos de pagtnñs r::on nntRf; cp.rn :fm'!rnn hP.cl1as pnr el a partir de 

1673 y qne nn :fueron pnblicrsdri1=3 dnr<=mte su vida. Por ser 

solamente notas, son con:fnsris pue~ sn.11..ñn de un trema a otro y .. 
contienen una notacibn que fue cambiando conforme iba .. 
modificándose el propio pensamiento de Leibniz. A pesar de ello, .. 
ilustran con bastante claridad como :fue el proceso de .. .. 
razonamiento a traves del cual Leibniz arribo a las nociones 
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.. .. 
ftmt.1amentale.'! a.e su verston del calcnlo dt:ferencia'l. e tntearal. 

.. 
Un antecedente importante para su trabajo sobre calculo, es .. 

la tesis que escriMo en 1666, El artP. t1e las cnmhi1J.-=tcilmes (Df! 

1 arte combinatoria), en la que consideraba sncesi ones de n\lrnerns y 

1 
1 
1 
1 
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'formaba las correspondientes sucesiones de sus primeras 

diferenr.ias, segundñs diferenc:iñs y diff!rencias de orden mayor . .. 
Por ejemplo, pñrñ la ~11r.P..<;3inn de cm-idrad.os 

º· 1, 4, 9, 16, 25, 36, 

las pr1rnPras di:ferenr.ias snn 

1, 3, 

y las segundas diferencias 

2, 2, 

.. 
I.eibniz noto que se anulaban las segundas diferericías:de .. .. .. 

la sucesi en de nümeros naturales, las terceras de :n.a sucésibri 

-cuadrad.os, las cuartas de la sucesi bn de cubos, etc. 

.. 
En estos estUi:l.ios sobre sucesiones numericas a

1
, a

2
, a

3
, 

y SUSJ!µc.esiones de primeras diferencias b 1 = a 2 - ª•• b 2 = a 3 -

h = a - a .. , ... se dib cuenta de que se cumpl{a la relacibn 
3 4 ... 

h, + b2 + b:3 + + b = a -- a 
n n+t TI 

de 

~ 

lo que significaba que las ,gnces i ones de diferencias pnd ian .. .. 
sumarse :fá.ci lmente y qllP., en ~] r.aso de qne la sures ion original 

empezara con O, la snma de las primRras diferen~ias seria el 
.. ~ .. -
ultimo dP. los terrninos qne SP. tnmn en la snr.esinn. 

Es t. os descuhr i mi entos le :fueron rle gran ut i 1 idet•i para 
.. 

resolver el problema que le planteo Hnygens en 1673, consistente 

en encontrar la suma 

1/1 + 1/3 + 1/6 + 1/10 + 1/15 + ... .. 
donde los denominadores son los llamados "nilmeros trian9ulare.'3 11

; .. .. 
r(r+1)/2. Descubría que los terminas de la serie pueden 

1 expresarse como las diferencias de una sucesibn, ya que: 

2 = 2 - 2 • 
~~~- ~ 

1 r (r+1) r r+1 
"' de donde llego a 

1 
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n 

Err(r+1)/2l = 2 - 2/(n+1) 
r=1 

y la suma que buscaba era entonces 2. 

.. 

80, 

Con base en estas ideas estndt b t.odo un sistema de sucest ones .. .. 
de snmas y d11'erencias, que resumio en el trifuigulo armonico 

(fig. 36), en el que los renglones contienPn las sucesiones de .. .. .. 
di1'erencias de la sucesion del primer renglbn. F.l n-esimo .. .. 
elemento de cada renglbn es la suma de los elementos del renglbp .. .. 
siguiente a partir del n-esimo, y es tambien la diferencia entre .. 
los elemento n y n+1 del renglbn anterior. 

1/1 .1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 

1/2 1/6 1/12 1/20 1/30 1/42 

1/3 1/12 1/30 1/60 1/105 

1/4 1/20 1/60 1/140 

1/5 1/30 1/105 

1/6 1/42 

1/7 

figura 36. 

.. ... ... 
As~ fue como Leibniz llego a la conclusion de que formar las 

sucesiones de sumas y las sucesiones de diferencias eran .. .. 
operaciones inversas, y aplico este tipo de ideas al calculo .. 
tomaBio, como se muestra en la figura 34, una sucesibn donde los .. 
elementos eran las ordenadas equidistantes yde una función . .. 
Inicialmente pensó a las abscisas x como representando el orden .. .. 
de· los terminas de la sucesión. la suma de las ordenadas da una .. 
aproximacibn a la cuadratura de la curva, y la diferencia entre .. .. 
dos ordenadas sucesivas (a la que despues llamo dy) resultaba 

ser, aproximadamente, la pendiente de la tangente 

correspondiente. 
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81. 

La cantidad dx , a la que ~recuentemente llamaba a , era 

siempre 1 porque representaba la diferencia entre 2 naturales 

sucesivos; pero cuanto mas pequefia fuera esta unidad, mejor seria -la aprox1macibn. Leibniz dedujo de esto que si la unidad pudiera -ser tomada in~lnitame.r.te pequeña, estas aproximaciones se harían 

exactas. 

~igura 37. 

-En sus notas del 25 de octubre de 1675, Leilmiz uso la -terminología de Cavalieri: -«amnia llnae»- = 011111. = «todas las linea.s» 

-y en vez de dyusb la letra 1 para concluir que 

011111. l = y 

puesto que Olll1J. 1 es la suma de las primeras diferencias de una 

sucesibn que empieza con O (~ig 37), por lo que es igual al 

-ultimo termino. 
l e · 

tigura 38. 
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82. 

... . 
Para encontrar a que era igual omn. yl, Leilmi z penso en - - - -términos de la funci bn y.::;X. El a.rea del triangulo ABC (:f ig. 38), 

es la suma de todas las yl (para 1 «Pequefii tas:.c.) y es tambi iin 
2 

y /2. 

... 
El siguiente paso era hacer la transicion d,e las series 

dtscretas al caso en el que dy y dx fueran incrementos 
... 

arhit.rarios de una funcibn y de x. 

F.l manuscrito del 29 de octtibre de 1675, Leihrniz lo inicia 

con 

amn. yl = amn. o.mn. l l/a 
... 

lo cual se cumple porque la sola y es omn_ 1 (las lineas - ... superiores se usan como los parentesis actuales). La notación 
- -1.la, que introduce un elemento de confu.s1 on, es ·rusada aqui. con 

- - -las intención de preservar dimensiones (despues hablaremos mas 
-sobre esto). y como ya babi.amos visto que 

2 
y 12 = omn. yl 

se concluye que 

y 2 
/2 = C111111. 011111. l 1.la 

. ... 
Es decir, usando nuestra notación lo que aqui se establece 

es que 

Otro teorema del mismo tipo, que Leibniz ·deriva 'de un 
... 

argumento geometr1co, es: 

omn. xl = x omn.1 - omn. o.mn.l .... ........... (3) 

donde, como antes, l es la diferencia de valores entre dos 
... ... 

terminas sucesivos de la sucesibn de ordenadas y y x indica el 

nlimero de t~rminos. En nuestra notacibn esta igualdad es 
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·.·.! 

"' En la ecuación (3) Leil:>niz sustituye 1 por xy 
2 omn. x = x omn.x - omn. omn.x; 

y como afirma que 
2 omn.x es x 12. llega a que 

2 2 2 omn .. x = x-x .12 - omn. (x .12). 
"' "' "' Trasponiendo 

:finalmente 

el ultimo termino de esta expresion, obtiene 

o.mn. x 2 = x--:¡.13. 

Es en este manuscrito del 29 de octubre en donde Leibniz 
"' decide sustituir amn. por el si.ml>olo 

I -surgido del alargamiento de una s de "sumaN; despues de lo cual 
"' "' transcribe las :formulas que babia deducido antes al nuevo 

simbolismo, stlbrayando que estas reglas se aplican a los casos en 
"' "' •que la razon de las di:fe.renc:Jas de los te.rminos a los te.rminos 

mismos es me.r1ar que c:ualquie.r cantidad dada" [6J, es decir, a las 

series cuyas diferencias son infinitamente pequeñas. 

- ,. ,. -Mas adelante aparece tambi en la introducct on del sinibolo 
"' actual de diferencial, d . En un principio el caracter inverso de 

las dos operaciones lo relacionb con un aumento o disminucibn en - ~ ~ -la dimension; asi, el area al ser di:ferenciada dl.ebi.a dar una 
"' longitud. Para resaltar este hecho usb el si.mholo x/d en vez de 

"' - "' dx. Despues llego a la conclusion de que la integral y la 
"' di:ferencial no alteraban la dimension. 

Para 1680 la dx era ya claramente la di~erencial entre 
"' ·abscisas como la manejamos actualmente, lo mismo la dy, y deci.a 

" ... a110ra estos dx y dy se toman coma in:fini tame.nte 

peque.:ño.s, o .se entiende que los dos punt1.1s de la curva 
"' e.stán separados por lUla distancia que es menar que 

cualqule..r lar:igl tud dada_• [9J 
-Entonces, para obtener el area debajo de la curva (~ig. 39) toma 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

84. 

.. 
la suma de los rectánglllos inscritos y dice que elimina los .. 
trtangulos restantes porque son infinitamente pequeños comparados .. 
con los rectangulos. 

:figura 39. 

Ya establecidas las ideas de diferencial y 1de •suma• para .. 
los modelos continuos, Leibniz los aplica para obtener una serie 

de resultados como los siguientes: 

LONGITUD DE CURVA. Dada una curva Y=:f(xJI, construye el .. . 
triangulo di:ferencial tomando un incremento dx en ].a variable x y 

encontrando el incremento correspondiente en la ven.ria.ble y (fig, .. 
40-a); ds es el incremento ini'ini tesimal sobre lJ..a grá::fi ca de 

Y=:f(x). Como Leibniz consideraba que el arco infiniltesimal AB era .. 
indistinguible de la cuerda AB, resultaba que el tF.iangulo curvo .. .. .. 
tambien era indistinguible del triangulo rectangUJ.lo formado con 

esta eue1·üa (f i.g 40-b). Asf que aplicaba el teorema de ? ft.:Ía-oras 

para concluir que 

de donde obtuvo 

ds = ~ dx
2 

.. 

2 2 2 
ds = dX + dy 

2¡ 
+ dy \I 2

1 
= ~1 + (dy,ldx) 

Esta relaci bn nos da la longitud del el!:emento de arco .. .. 
infinitesimal en terminas de las diferenciales dx Y:' dy. Asi pues, .. 
la longitud de la curva sera la •suma• de todos; estos arcos 

infinitesimales, es decir: 
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X 
(a) 

SUPERFICIE 

x+dx 

figura 40. 

DE REVOLUCION. 
. 

Considerese mna 

dx 
(b) 

85 .. 

superficie . ·' 
generada por la rotaci cm de la curva y=:f(x) alredfedordel e1Je X, 

. . 
como se muestra en la figura 41-a. Tbmese en ella·. un anillo cuyo 

espesor infinitesimal sea ds. Si este anillo se extendiera, . . 
quedaria como un rectangulo de lados ds y 21Yy (ftig 41-b) por lo .. .. 
cual el elemento diferencial de area sera 

\I 2 I 
dA = 21ry ds = 21l'Y ~ 1 +( dy,ld.J0 dx .. 

y, finalmente, sumando estas areas infinitesimales se obtiene el - "" " .. area total del solido de la superficie de revoluciron: 

A = J 21ry~ 1+(dx/dy)
21 

dx 

ds 

2 fry 

( ll) figura 41. Cb) 

dy 
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86. 

3 LAS LECCIONES SOBRE INI".EGRACION' DE JOHN BEBN'OUILLI 

Los hermanos Bernoulli, James (o Jakob) y John (o Jobarm), .. 
estudiaron los articulas publicados por Leibniz en el Acta 

Erud.Jtum, y a parti~ de 1690 ellos mismos empezaron a escribir - .. . "" articulas en esta y otras revistas sobre calculo. Ademas de sus 

propias aportaciones al tema, los Bernoulli hicieron mucho por 

popularizar las ideas de Leibniz a pesar de que aquellos primeros .. 
articulas resultaron ser para ellos "un t:>ni9111a, mas que UrJa .. 
e.xpl J caci tm• . 

.. .. 
De los dos hermanos, John tenia mas imaginacion y .. .. 

originalidad,pero James era mucho mas critico por lo que mantuvo 

un.punto de vista mas cuidadoso ~rente a los planteamientos de 

Leibniz sobre los infinitesimales. 

Am:bos sostuvieron una correspondencia constante con Leibniz, .. .. 
Huygens y entre ellos mismos, ademas de con otr'os matemáticos .. 
contemporaneos. Todos estos hom:bres trabajaron sobre muchos .. 
problemas comunes sugeridos en cartas o planteados como desafios. .. 
Como muchos de sus resultados eran tambien comunicados por carta, 

el asunto de la prioridad se vuelve muy complicado y se oscurece .. .. 
a1ln mas debido a la peculiaridad de las relaciones establecidas 

entre ellos. Al parecer, John no dudaba en hacer un uso poco 

escrupulosos de los resultados que le llegaban para presentarse 

como su descubridor, por lo que tuvo serias disputas con su .. .. .. 
hermano y con otros maternaticos de la epoca. Se dice tambien que .. 
el propio John ~ue objeto de un plagio por par~e del marques de .. -
L'Hop1tal quien publico un libro titulado Al1áilisis de los 

JDfiidt"ésimos para el entendimiento .de las ii11eas curvas basado, .. 
al menos parcialmente, en las lecciones que John le habia dado .. 
sobre el calculo diTerencial . 

.. 
En 1742 John publico en sus obras completas, las lecciones .. .. 

que le babia dado a L ... Hopi tal sobre el metodo de las integrales .. 
mas de 50 años despues de haberlas escrito. Estas lecciones 

pueden considerarse como un buen resumen de las jdeas vigentes 

alrededor de 1700 acerca de las integrales y su uso en la 
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.. 
resolución de problema~. 

Bernoulli comienza definiendo la integral como la inversa de .. 
la diferencial, concepción que como ya hemos mencionado antes, 

difiere de la de Leibniz. Afirma que la integral de axPdx es .. .. .. x!'.,.' . a.l(p+1) y da varios metodos practi cos para el calculo de .. .. 
integrales, entre los que se encuentra el metodo de sustitucion .. 
que viene explicado a traves de ejemplos como el siguiente. 

Supongamos que se plde hallar la integral de 

(ax+xx)dx (a+x). 

SustJ tuyt""..ndo a+x=Y abte.i1e.mos x=w-a • y asi dx=2.Yt1Y , y 

en la cai1tldad total 

(ax+xx,l ·dx a+x = 2yE' ·dY - 2ay1.1 -dy. .. .. 
Y ahora es :faci 1 ya integrar esta e.xpresi tm; su integral es 

(2.17)y7 -(2.15)r y, .sustituyf?.ndo de nuevo y por su valor, 

tenemos qne la integral l:lu.scada e.s ( 2.17) (x+a) 3 x+a 

- ( 2.15)a(x+a)
2 

x+a. r6J 

.. 
Bernoulli pasa a explicar a continuacion que el uso - ,,. .. -

principal del calculo integral esta en la determinacion de áreas; .. 
para ello hay que considerar dicha area como dividida en partes .. 
infinitamente pequeñas (ya sean franjas, triangulas o .. 
cuadrilateros en general como en la figura 42). 

figura 42. 
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88. 

.Estas partes son entonces las diferenciales de dichas areas .. 
y lo que tenemos que hacer es hallar su expresiorn •por medio de 

letras determinadas y una tmi c:a cantidad indetterminada•, es .. 
decir.. una expresi on de la forma :f(u) -du donde u es una variable. .. 
El area buscada es entonces igual a la integral 

I :P(U) ·dU 

.. 
Bernoulli plantea como otra aplicación de 

problema de determinar una curva a partir 

propiedad de sus tang-entes. Esta propiedad tiene .. 
bajo la forma de una ecuacion en la que 

la integral, el 

de conocer una 

q¡ue expresarse 

ímtervi enen las .. 
dif'erenciales y debe determinarse la ecuacion de la1 curva usando .. 
integrales, es decir, se trata de resolver una ecuación .. .. 
diferencial. A esto el le llama ".metodo inverso de las ta11gentesª 

y el primer ejemplo que pone es el siguiente. 

IE 

e 
:figura 43. 

Se pide determinar que tipo de curva AB (Íi9. ·43) es aquella 

cuya ordE».nada BD es siempre media proporc:i anal e.ntre un 

segmento dado E y la subtangeJ1te C.D. es ·decir, tal que 

E: BD~: C.D. Sea E=a, AD~, RD:y, luego CD:yyt: a 

abtene.mos la ecuac:i i.m 

ydx = yy-dy,,la , o hi en, adx = yay;r, 

e lntegra1xlo ambos mi emhros 110s. qi1eda que 

ax = (1.12)YY , es decir, ?.ax = yy 

de donde 
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.. 
lt, que .11t,s de.muestra que la curva AB bu .. i::rt-:ada e..s la para:bola 

de pariÍmet.ro=2a. C6J 

Eh las 
.. 

lecciones siguientes dedica mucha atencibn al .. .. 
problema 

manejable. 

de como traúucir los datos en una ecuacibn diferencial 

Resuelve, entre .. 
. recti:ficacion de curvas 

otras 

tales 

cosas, problemas sobre 

como cicloides, espirales .. .. 
logar1tmicas y la catenaria (ver la proxima seccion), y el 

problema sobre de la forma de las velas de un barco hinchadas por 

el vi ent.o. 

1 4 DOS DE LOS PROBLEMAS FAMOSOS A FINALES DEL SIGLO. 

1 
1 
1 

.. 
En esta seccibn veremos, aunque sea de una manera 

superficial, dos problemas famosos que fueron discutidos por .. .. .. 
varios de los matematicos destacados de la epoca, y cuya solucion .. .. 
se hizo posible gracias al uso de los nuevos metodos del calculo 

diferencial e integral. 

1 EL PROBLEMA DE LA CATENARIA 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Si se toma una cadena, o un cable perfectamente ~lexible, y .. 
se le sujeta de dos puntos fijos, la curva que se formara entre 

dichos puntos recibe el nombre de catenaria. Galileo pensaba que .. 
se trataba simplemeente de una parabola, pero en 1646 Huygens .. 
demostrb que esto no era verdad dejando abierto el problema de 

averiguar la forma real de la curva. En 1690 James Bernoulli .. .. 
publico en el Acta erudltorum un desa~io a los matematicos para 

resolver este problema y un afio mas tarde Leibniz, John Bernoulli 

y Huygens enviaron sus soluciones. De ellos, Leibniz y Bernoulli .. 
aplicaron el nuevo calculo y Huygens, con gran virtuosismo, .. .. .. .. 
logro la solucibn correcta usando los clasicos metodos de la .. 
matematica inYinitesimal. 

.. 
Haremos un breve resumen de la solución dada por John 

Bernoulli. Sea AB en la figura 44, un arco de catenaria. 
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(ll) 
p 

( b) 

figura 44. 

Supongamos que el peso P del arco AB, se concentra en el punto E 

y se le sostiene por medio de dos cuerdas sin masa AE y BE que 

son tangentes a la curva en A y en B respectivamnete. Usando .. .. 
razonamientos mecanicos Bernoulli encontrb que las fuerzas F

0 
y 

F 
1 

que son necesarias para mantener e 1 arco AB de 1a cadena en su -posicion de equilibrio, son iguales (en valmr absoluto y 
-direccibn) a las que se requieren para mantener em equilibrio al 

peso P del mismo arco en las condicones que desitribimos antes. - .. Ademas, la fuerza F
0 

en B no depende de la elecciOm. del punto A, 

por lo que podemos tomarla como constante, F
0

=a. Partiendo de 

que la cadena tiene densidad uniforme, el peso P puede tomarse 

igual a la longitud s de la cadena desde A hasta B, y entonces, .. 
la ley de la composición de fuerzas nos d~ 

P:F0 = s:a = dx:dy, .. 
asi que 

dY a 

- = 
dx s .. 

qne es la ecuacion diferencial de la curva . 

.. 
El problema para resolver esta ecuacibn radica:s en que xy y .. .. 

aparecen implícitamente en la longitud de arcni s. Despues de 

varias manipulaciones ingeniosas, Bernoulli consigue llegar a la 
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-ecuacion diterencial 

adx 

dy = 
2 2 

(X -a ) 
Aunque no sigamos paso -comprobar que las dos ultimas 

a paso su 

ecuaciones 

razonamiento, es f~cil 

son equivalentes; a 

partir de la segunda tenemos: 

-

2 a 

2 2 
X -a 

de donde por integracion 

.. 

.xr1x 

~ 2 21 X -a 

:xdx 

+ i dx = . 
\f 2 2 1 {X -a) 

dx 

dy 

Despues sustituye x por x+a para trasladar el orige:n.~a B 

o'.bten1 endo que dy es: 

dy = adX 

~x2 +2ax 1 

.. -, 
En esta ultima ecuación las variables ya estan separadas por 

-lo que la solución se obtiene integrando 

Y=I 
adx 

- -En aquel entonces, Bernoulli ann no canoc~a la forma analitica 

del logaritmo como para resolver esta integral en la forma que - - .. nosotros lo hariamos ahora, asi que en lugar de ello, dio varias .. 
interpretaciones geometricas de esta integral. Usando una serie .. .. 
de transformaciones que no veremos aqui encentro que ademas de 

-representar el area bajo la curva 

z = a 

~;} +2a.x' .. .. .. 
es el área bajo una cierta hiperbola y tam.bien la longitud de 

-arco de cierta parabola. 
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EL PROBLnfA DE LA BRAQUISTOCRONA 

Considerese el movimiento de una partícula material.entre .. 
dos puntos arbitrarios A y B, bajo la acción de la gravedad y sin 

resistencia del aire. El tiempo Toe del :o·ecorrido depende-!'°c;_ 

exclusivamerite de la forma de la trayectoria « descrita por la .. 
part~cula (tig 45). 

A 

B 

figura 45. 

.. .. 
Braquistocrona significa «curva de tiempo m)nimO'b y el .. 

problema de determinarla fue hecho püblico por John Bernoulli en 

el Acta de junio de 1696. Un afio mas tarde se publicaron las 

respuestas recibidas de los hermanos Bernoulli, 

Leibniz Y.Newton. 

.. 

L'Hopital, 

John lo resuelve por analog~a: redUjo este problema al de la 

refraccibn de un rayo de luz en un medio en el que la densidad, y 

por tanto el rnd.ice de refraccibn, es funcibn .fui1camente de 1a 

altura. 

figura 46. .. 
Leibniz y James, consideraron en primer lugar la posicibn de 

dos segmentos rectilineos consecutivos P y Q (fig. 46), tales que 
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.. -entre ellos T« es minimo. Este es un problema de minimos. que .. 
depen1.e de una variable y por lo tanto es facil de resolver . .. 
Extendiendo esta idea a tres segmentos rectilineos y tomand.olos .. 
infinitamente pequefS.os, consiguieron hallar la ecuación 

diferencial para la curva y la resol vi eran. 

-Descubrieron a.si -igual lo hizo John- que la .. 
braquistocrona es una cicloide que tiene una tangente vertical en .. .. 
A. Newton por su parte llego también a la misma conclusión. 

.. 
Como continuacion de este problema, James Bernoulli propuso .. 

otros del mismo tipo, 'llamados problemas isoperimetricos, que .. 
consistia en encontrar ciertas curvas cuya longitud estaba 

determinada de antemano. Todos estos problemas son significativos .. 
porque su estudio fue conduciendo a la formacion,. en el siglo .. .. 
XVIII, de una nueva rama de las matematicas: el calculo de 

variaciones. 

... 
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IV. EL CALCULO UfI'EGRAL DEL SIGLO XVIII 

Aunque en el siglo XVIII no surgieron , como habla sucedido .. 
en el siglo anterior, nuevos metodos y concep1xrs ~undamentales .. 
para el desarrollo del calculo diferencial e integral, los .. .. 
matematicos de esta epoca explotaron la potenrialidad que los 

- - +-,,. 
met.odos recten descubiertos habi.an mostrado tener· El empleo .. .. .. 
virtuoso de la tecni ca durante este per 1 odo di o lugar al .. .. 
surgimiento y desarrollo de lo que serian Das ramas mas .. 
importantes del analisis: series inf ini ta:s, ecuaciones 

di~erenciales ordinarias y parciales, geometri"a di:ferencial y .. 
calculo de variaciones. 

- ,,, - "' Quiza mas que ningtm otro siglo, en ate, el trabajo .. .. 
matematico estuvo directamente inspirado en prohla:mas físicos. La .. .. .. 
observacion directa de algunos fenomenos mmanicos simples 

sugirieron problemas tales como el . de la forDR: de una viga .. 
elástica sometida a tensiones y el de la cuerdavillrante. Otros .. .. 
artificios tecnicos mas complicados sugirieron ~l estudio del .. 
movimiento del pendulo, la trayectoria de losnt"oyectiles y el .. .. .. 
movimiento del agua a traves de tubos. La astrononua requeria que 

el estudio del movimiento de los cuerpos celestl!s fuera tratado - - - -en forma ststematica, y asi se hizo: la mecanicaiidopto la forma 

matem~tica que hoy conocemos. En hidrodinfunica, .fflleron problemas .. 
centrales el estudio de la salida de un fluido a traves de una 

abertura en el recipiente que lo contiene, w el problema de .. 
determinar la desviacion que la superficie de lattierra presenta 

respecto a una esfera perfecta. 

.. .. .. 
Por otro lado, la propia matematica tmü>ien proponía .. 

problemas a resolver como la generalizacibn ~ determinadas 

ecuaciones 

integrales .. 
eUpticas). 

.. 
diferenciales y la clasificacion de GBlgunos tipos de 

no elementales (por ejemplo, Das integrales 

Gracias a los esfuerzos de hombr·es comD James y John 

Bernoulli, Daniel Bernoulli (hijo de John), D'Alenbert, Clairaut, 

Euler y Lagrange, en.tre otros, durante este siglo los antiguos 
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.. .. 
metodos geométricos llegaron a transformarse. totalmente 

m~todos analf ticos y se fueron unificando al presentarse .. .. .. 
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en 

las 

leyes basicas por medio de formulas matematicas, particularmente 

en forma de ecuaciones di :ferenciales. En particular, Leonard -Euler (1707-1783) Jugo un papel muy importante en la .. .. .. 
restructuracion del calculo de Leibniz tra.nsformand.olo, de una .. 
serie de matados disconexos, en un cuerpo de conocimientos .. 
matematicos razonablemente organizado. La productividad 

.. "' 
matematica de Euler fue impresionante no solo por. la gran .. .. .. 
cantidad de libros y artículos que escribió, sino tambien por la .. . 
amplitud de los campos que abarco. Sus tres grandes tratados .. .. 
sobre el calculo le dieron una forma global, organizando lo en 

torno al estudio de las :funciones en lugar de las cantidades .. .. 
geométricas o curvas que habían sido el eje anterior. Estos .. .. 
tratados son: Introduccion al analisis de los infinitos 

(I11troductio an analysin infinitorz.ll11) .. 
sohre el calculo di fereJJcia"l 

d J :f:ferenti alis), y Textos sahre 

en 2 
~ 

volumenes, 

( Jnsti tuti ones .. 
el calculo ,, 

(InstitutJone.s calculi Jntegralis) en 3 volumenes. 

.. 

Textos 

calculi 

integral 

El concepto de 

ubicado dentro de este 

integral manejado en esta epoca del:>e ser 

planteamiento esencialmente algebraico de 

los distt'ntos 
.. 

conceptos del calculo. En la primera mitad del .. .. 
siglo, una :funcion :f(x) era un cierto tipo de ecuaci cm .. .. 
posiblemente, incluso, con un numero infinito de terminas, y el .. .. 
problema de la integración era el de determinar una ~uncibn 

primitiva F(x) que tuviera como derivada la f(x), o bien, de una .. .. 
manera mas general, el problema de hallar la solucion de una .. .. 
ecuacion diferencial. El hecho de que la integración tuviera que 

ver cqn el c~lcuto de ~reas, se consideraba lo mfuJ natural, y a .. 
veces los matematicos aproximaban el valor de una integral .. .. 
calculando el área de una figura poligonal. Pero el calculo de 

fu.eas no representaba mas que una aplicacibn particular de una .. 
operacibn esencialmente algebraica con un campo de aplicabilidad .. 
mucho mas general (el de las funciones consideradas 

algehraicamente). 

... -La polemica acerca del tipo de funciones que pod\an ser 

... 
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~o l11t"'!1 on de una ecuacion di~erencial .parcial. surgida de la 
"' "' representacton anaHttca del movimiento de •1a cuerda vJ.hrBJJte•, 

"' termino por demostrar la necesidad de ampliar el concepto de 
"' ... funcion incorporando aquellas cuya regla de correspondencia no 

- -pod~a expresarse mediante tma sola formula. La controversia 
... ... 

sol>re este famoso problema, condujo tamhi en a la discusi on .. 
acerca de la posibilidad de representar tma función •arbitraria» 

- -(mas adelante hablaremos de lo que se entend.ia por esto) sobre un .. .. 
cierto intervalo, por medio de una serie trigonométrica, cuestion 

"' que solo pudo ser resuelta adecuadamente en el siglo posterior, 

trabajo de hombres como Fourier. Junto a esta gracias al 
- - ... extensión del concepto de funcion, surgió --en el siglo XIX-- la 

"' -pregunta de ¿que es entonces la integral de una :funcitm cuya 
... ... 

regla de correspondencia no esta dada por una formula? 

Posteriormente veremos que para resolver los problemas que . 
estas generalizaciones requer~an, era necesario retomar una - - - -vision geometrica de conceptos como los de funcitm e integración. 

-En este capitulo hablaremos del desarrollo que tuvo el concepto 

de integral durante el siglo XVIII, daremos algunos ejemplos del 
-papel que jugo la integral en el desarrollo de ramas como. la de 

las ecuaciones diferenciales, y revisaremos los puntos de 
"" polemi ca surgidos en torno al problema de la cuerda vibrante. 

1 PROBLEMAS ECONTRADOS 

IHT.EGRACION. 

DESARROLLAR 

"" 

LAS TECHICAS DE 

Partimos pues de que todos los matemáticos del siglo XVIII 

trataron a la integral como la inversa de la di :ferencial o de la 
.. "" ... 

derivada. El trabajo sobre las tecnicas de integracion se inicio 
... ... 

con bastante intensidad desde el siglo anterior (vease la seccion -3 del capitulo III) y con~orme se 7ue desarrollando, condUjo a 
-nuevos problemas como el del manejo de los números complejos y su -relacion con los logaritmos. 
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Para evaluar la integral • J::.:; ...... ••··········:·~~~c. 
.James Bernoulli hal>ia usado el cambio de variable 

X = a-ll-t
2 

b2+t2 
,. 

transforman.tola en una integral de la forma 

. . f ::< 
cuya soluciones una funcion logar1tmica. En 1702 Jobn .Bernoulli - ... publico la observacion de que 

2 a a 

[ 1 1j 
-+-
a+x a-

1 = 
2 2 .a -x 2 

... 
con lo que quedaba claro que la integral (1) podia obtenerse 

... ,. 
directamente. Despues de esto, empezo a usarse con mucha 

... 
frecuencia el metodo de las fracciones parciales para obtener la -integral de una funcion racional que tuviera por denominador un -polinomio de grado n con coeficientes reales. (Leibniz babia 

deducido el mismo m~todo en forma independiente). 

En la correspondencia entre Leibniz y John Bernoulli, el 
,. 

metodo fue aplicado a la integral 

J~. +:+e 
Como los factores lineales de ax

2 + hx + e pod(an ser complejos, 
-las fracciones parciales podían conducir a integrar expresiones 

... 
del tipo dx/(~.x-H.'l) donde al menos d era un nUmero complejo. - - - .-Aunque aun prevalecía cierta confusión acerca de los nilmeros 

complejos, nadie parece haber titubeado al integrar de esta 
,. 

forma. Leibniz, por ejemplo, afirmaba que la presencia de nUmeros 

complejos no afectaba en absoluto. Sin embargo, al avanzar en el 
... ... 

manejo de ellos surgio la siguiente polemica. 

- ... John Bernoulli afirmo que asi como 



1 
1 
1 
1 
1 
·1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

se transformaba en 

a dt. 

2bt .. 
cuando se le aplicaba la sustttucion 

la di"ferencial 

se transf armaba en 

.. 
por la sustituctbn 

z = b(t-1) 

t+1 

cit 
~ 2bt 

z = 'J=1' b( t-1) . 

t + 1 .. 

98. 

y que, por tanto, la expresibn (2) era la dUi'erencial del .. .. .. 
logaritmo de un número imaginario, afirmacion •que levanto una 

-~uerte discusibn acerca de la naturaleza de los logaritmos de .. 
numeras negativos y complejos. 

.. 
En un art~ culo de 1712 y en su intercambHo de cartas con 

John Bernoulli durante los añ.os 1712-13, Leibniz ;afirmb que el 

logaritmo de un nfunero negativo no exist(a mientra:1s que Bernoulli 
.. 1 .. 

crei.a demostrar que debía ser un real. Leibniz ;argumentaba que .. .. 
los logaritmos positivos eran usados para n\lmeros 1mas grandes que .. .. 
1 y los negativos para numeras entre o y 1, por lm que no podi an .. 
existir logaritmos de numeras negativos. BernoullH por su parte, 

argumentaba que como 

d(-X) - ax .......•..••......... ( 3) 

-X X 
. .. 

entonces log(-x) = log(x), y como log(1) = O, taml:nien log(-1) =O .. .. 
a lo que Leibniz respondía que la igualdad d( Jogx,ll = dx/x solo se 

.. -
val~a para valores positivos de x. Durante 1727-311 la polemica .. 
se traslado a la correspondencia entre Euler y Johln Bernoulli sin 
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que ninguno 

consistente 

de 

de 

los 

sus 

dos diera una 

a:f i rmac 1 ones. 

.. 
argumentac ii 'On 

Fue hasta jj,747 

correcta 

cuando .. .. .. 
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y 

la 

discusion avanzo hacia resultados precisos. Eu1er afirmo que .. 
d(logx) = dx.lx era valida para xpositivos y negativos, pero .. .. .. 
agrego que Bernoulli hal:>ia olvidado que lo que .se ,podía concluir .. 
de la igualdad (3) era que log(-x) y lag(x) rdiferian en una .. 
constante que debía ser log(-.1) dado que log-(-x} = lag(-1 ·X) = .. .. .. 
log(-1) + log(x). Euler ademas, decia que la a1irmacion de que .. .. .. 
Jog(-1) = O requería una demostración que Bern©ulli no había .. 
dado. Partiendo de este tipo de ideas, Euler respondib a los .. 
diversos argumentos de Leibniz y Bernoulli y¡ encentro una .. .. 
relacion correcta entre los logaritmos y los números complejos y 

negativos. 

Con el desarrollo de las integrales de funciIDnes racionales, .. .. 
tambien surgieron otro tipo de discusiones vincuUadas al algebra .. .. 
de polinomios. En 1702 John Bernoulli afirmo que lia integral de .. .. 
una :funcion racional no tenia porque involucirar ninguna otra .. .. .. 
fWlcibn trascendente que no :fuera trigonometrica o logarítmica. 

.. .. -
Se entendia por funcion trascendente aquella que puede .. 
describirse mediante una serie infinita, y por ftlilllcion racional .. .. 
aquella en la que a la variable se le aplican solo las cuatro .. .. .. 
operaciones elementales, asi que estas ultimas fll!lllciones podian 

tener como denominador un polinomio en x de grado n con .. 
coeficientes reales. Por ello, lo correcto de, la afirmacion .. .. 
dependia de si cualquier polinomio de este tipo pod.ia o no 

expresarse como producto de polinomios de primer y segundo grado 

con coe:ficientes reales 

-Ese mismo afio, Leibniz respondib que esto no era posible y 

-dl o como ejemplo el polinomio x'"' + a"' , sefi.alandcn que 

x4 + a 4 = (x2 - a 2 '[=11 ) (x2 + a 2 'fI1 ) 
= (x+a~'f-11 1 )(x-a~ R 1 )(x+a~-~::f1 1 )(x-a~ -f=111 

) • .. .. .. 
El decía que en ningún caso la multiplicacion •de dos de estos -cuatro factores daba por resultado un factor cuadratico. Sin 

embargo, en 1719 un so:brino de James.y John Berrnoulú, NicoliÍs, 
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... 
mostro que 
~ ~ 2 2 2 x + a = (a + x ) -

2 2 2 2 2 2 
2a x = (a + x +ax 2 )(a + x - ax 2 ) 

... ... 

lo que garantizaba que la funcitm J.J(a"+ X°') podia integrarse 
... ... 

por fracciones parciales en terminas de funciones logaritmicas y 

trigonom~tricas. Si Leibniz hubiera sido capaz de escribir las 

rar ces cuadradas de '1=11 y de - 'f=T"1 como n1Ímeros complejos 
... ... 

ordinarios, hallria llegado a la misma conclusion. 

1 2 LAS INTEGRALES EL IPTICAS. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Las integrales de funciones irracionales (es decir, 
... 

funciones que involucran ratees aplicadas sobre la variable) 
... 

babi an empezado a encontrur.::.L' Cl\Il. mucha '.frP.~11P.nc1 ,=\. F.n 1694 

Jamep-, HP.rnm1t1 i estaba trabajado el problema de. la 'forma de una 
... 

varilla elastica cuanio se aplican sobre de ella ciertas fuerzas, 

por ejemplo, en sus puntos extremos. Para un conjunto particular 
... ... 

de condiciones, encontro que la ecuacion de la curva estaba dada 

por 

dy = 2 
(X +ab) c!x' 

~a" -(xi? +ah) 21 
.. 

ecuacibn que 

elementales. 

no pudo 

Tambifui en 

integrar en 

con 

terminas de funciones 
... 

conexión ese trabajo, James .. 
introdujo la •1e.mniscata•, (fig. 47) cuya ecuación en coordenadas 

rectangulares es (x
2 

+y
2 

)
2 = a

2 
(x

2 
-y

2
) , y en coordenadas polares 

2 2 es y = a cos28 . Tratando de encontrar la longitud de esta curva, .. ... 

desde el vertice hasta un punto arbitrario, Bernoulli llego a la 

integral 

s =Jr a
2 

dr 
~a4 -r4 ' o .. .. .. 

y le parecio que tampoco podria resolverla en terminas de 

funciones elementales. 
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... 
Por otro lado, en el siglo XVII se intento rectificar la 

2 2 2 R .. 
elipse (x /a )+(y lb )=1 , cuya longitud de arco tenia especial 

... 
importancia para la astronomia, llegandose al problema de evaluar 

la integral 

s = aft (1-k
2

t
2

) dt 

0~e1-t
2 , e 1-k2 t 2

) 

dome k=(a
2 
-b

2 J.la 2 
y t:::K/a. 

figura 47. 

... 
El problema de encontrar el periodo de un pendulo simple 

condujo a la integral 

... 
Tambien se encontraron integrales irracionales de este tipo, .. 

al buscar la longitud de arco de una hiperbola, de las ~unciones .. ... 
trigonometricas y de otras curvas. Los ejemplos que basta aqui .. 
hemos mencionado se conocían ya alrededor de 1700, pero 

integrales de 

el siglo XVIII. 

este tipo siguieron surgiendo a lo largo de todo 

Por ejemplo, Euler obtuvo, en una parte del .. .. 
apendice de su libro sobre calculo de variaciones (1744) en la .. .. 
que hablaba sobre problemas de elastica, la ecuacion 
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R 
dy = ( «+{Jx+yx ) dx t, 

~~~+ («+{Jx+yx2 )2 

-con et ertas constantes a, 04 {J, y y que no de1tal lare.mos aqui. 

Como sus predecesores, Euler recurrib a las seL"'ies para obtener 

resultados flsicos sin integrar directamente esta expresibn. 

A la clase de integrales que incluye los ejemplos - .. anteriores, se le conoce como integrales eUptii1cas pues se tomo -como representativa de ellas a la integral que sunrgib al tratar 

de encontrar la longitud. de arco de una eU·ipse. ,f\unque los - .. matematicos del siglo XVIII no lo sabían con seguridad, estas .. 
integrales no pueden evaluarse en terminrns de funciones .. 
algebraicas, circulares, logaritmicas o exponencil.ales. 

.. .. 
Para trabajar con ellas, los matemati cos de la epoca usaron 

el hecho de que aunque la integral directa de una de estas .. 
funciones irraci anales no podia obtenerse; lit\._j<.1 ciertas 

.. -condiciones ~\ p,1C1; a obtenerse una integral all:gebrai ca para la .. .. 
suma o la diferencia de dos arcos de la funcion en cuestión. Es .. ,. 
decir, inicialmente se encontro que la ecuacibn dUferencial 

'f(X) dx = -:f(y) dy 

donde I :f(x)dx es 1lJla tune l iin lo!Jar Í tml ca o 1lJla ttr 1!Jonom<itr1 ca 

inversa, tiene como integral una 'funcibn algeblr'.aica en tiirminos -de x y y .. En 1698, John Bernoul 1 i babi a emoontrado que la 

di 'ferencia entre dos arcos de la parhl>ola C)bbi ca y~~ podta -integrarse i'aci lmente, resultado que encontrb ac<:::identalmente. Se 
... 

planteo entonces el problema general de encontrar arcos de .. 
parabolas, elipses e hiperbolas de mayor ordem, cuya suma o .. .. 
di :ferencia pudiera escribirse mediante una ecuacilibn recti linea. Y - .. 
a~irmb, sin demostrarlo, que esto se cumplia plara las curvas 

... 
parabolicas de la forma amyP=b"XI" con m+p::;n+q .. 

.. 
otro matematico poco conocido, Count Giulio Carla de' Toschi 

di Fagnano (1682-1766), trabajb en este problema a partir de 1714 
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encontrando una serie de resultados importantes. muy laborioso~, 

acerca de la longitud de arco de elipses, hipfu.holas y la 
, -

lemniscata. Alrededor de 1750, Euler retomo el trabajo de - .. 
Fagnano y aporto sus propias contribuciones. Pero quiza el 

el -trabajo definitivo sobre las integrales elipticas, fue 

realizado por Adrien-Marie Legend.re 

resultado fue mostrar que la integral 

.. J P(x) 

R(x) 

dX 

(1752-1833) cuyo principal .. 
elipti ca general 

donde P(x) es una funcion racional de x y R(x) es un polinomio 

de cuarto grado, puede ser reducida a tres tipos de integral 

J 1-x2 dx1-12 x 2 

I dx 

( ) 1 
2 

1-1
2

x
2 

x-a -x 

- .. a las que llamo integrales el~pticas de primero, segundo y tercer .. .. 
tipo respectivamente.Tamhien demostró que, mediante 

transformaciones, estas integrales pueden reducirse a 

formas: 

F(k,9) = I~ d9 
2 2 

0 1-k sen 9 

O<k<1 

E(k, ~) = I 1-k
2 
sen

2 ~ d~ , O<k<1 

TJ(n, k, ~) 

= J:(1+nsen2 Q:~1-k2 sen2 Q O<k<1 

ciertas 

las tres 

donde n es cualquier constante. De esta forma se puede ver que 

los valores de las integrales desde Q=O basta Q::'fl"/2 se repiten, 

pero en el orden inverso, desde Q=1'f/2 basta ~=11'. 
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La importancia del trallaJo de Legendre radiaa en que obtuvo -gran cantidad de interencias acerca de las integrales elipticas -con base en el trabajo de sus predecesores, y organizo el . 
material que hasta entonces se babia trabajado salre el tema. Sin . 
embargo, los matemat t cos t.uvi eron que esperar hasta que se - . desarrollo una teoría sobre funciones complejas, para tener la 

herramineta necesaria para invertir estas :func 1 ones e las . 
integrales elipticas indefinidas). Fueron Abel yJacobi quienes 

lo lograron en la primera mitad del siglo XIX. 

D~ l~ualquier i'ormi=l, l.:l~ 1ntegrales el1pticaE indefinidas se 
~ . 

incorporaron al calculo· integral desde esta epoca siem\o 

consideradas como nuevas funciones trascendentes. 

3 SURGIMIENTO DE LA RAMA DE LAS ECUACIONES DIFEREJCIALES 

.. 
La necesidad de usar el calculo para renlver problemas . . 

flsicos, condujo a los matematicos del siglo XVIm a construir .. 
una nueva rama de las matematicas: la de las ecuaciones . 
diferenciales ordinarias y parciales. Despues de haberlas usado 

en una gran cantidad de problemas, hacia mediadm del siglo, la . . 
solucibn de tales ecuaciones se trato como un finen si mismo y 

... . .. 
se le dio el caracter de disciplina independiente del calculo a . 
la teoria relacionada con la forma de encontrar :isas soluciones. 

Los primeros tral:>aJos en ecuaciones difer,inciales fueron 

realizados al final del siglo anterior por hombres como Newton, .. 
Leibniz, Huygens, los Bernoulli, etc (en el capi1mlo anterior se 

... 
mencionan diversos ejemplos). Durante la epoca qi:e nos ocupa, de .. 
hecho, la forma mas general y mas frecuente 11:! utilizar la 

... 
integral fue en la solucibn de este tipo de e:niaciones.Veamos 

algunos ejemplos. 
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· En 1694 Leibniz 

encontrar la curva o 

y Jolln Bernoulli introdUjeron el problema de 

~am111a de curvas que corta a una familia de - -curvas en un angulo dado. La solucion de este problema resultaba 

importante para determinar la 

cuando estos se mueven en un medio 

trayectoria de ~os rayos de luz 

no uniforme. En 1698 John .. 
obtuvo la ecuacion di~erencial de las trayectorias ortogonales a .. 
una :familia particular de curvas, y la resolvio. Por su parte, .. .. 
Leibniz trabajo en el mismo problema de la siguiente manera: tomo 

2 .. .. 
y = 2hx , donde b es el para.metro de la fami Ua: de aqul se 

desprende que 

-tomo entonces 

~ .. -y sustituyo este valor 

.. 

y dy = b, 

dx 

b = -y dx, 

dy -en la ecuaci cm 
Ye = -?xy cfx, 

dy 

original para obtener 

ecuación di~erencial que representa el comportamiento de las 
- 2 2 2 .. trayectorias ortogonales. La solucHm es a - x = y /2. Asi, .. - .. 

aunque resolvio un caso particular, concibió el método y el 

problema generales. 

En 1717, un estudiante de James Bernoulli dio la siguiente 

regla para el problema de las trayectorias ortogonales: 

si F(x, y, e) = o es la :familia de curvas dada, entonces 

y• = -F 
-"9: 

Fii 
donde F~ y FY son las derivadas parciales de F y las trayectorias 

ortogonales tienen p~iente 

~· 
F_.. .. -por lo que concluyo que la ecuación dt~erencial crdinaria de las 

trayectorias ortogonales a F(x, y, e) era 

F dx = F dy _ _ 11 .r _. 

Resolvto esta ecuacttm para e, sustituyo su valor en la ecuaci6n 
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- -original F(.•:, y, c)=O y resolvio la ecuacion diferenc!al que le - .. resulto. Este es, en realidad, el metodo de Leibniz expuesto en .. 
una 'forma general. Antes de esto (en 1716), Newton ha1>1a .. 
encontrado ya un metodo general para las trayectorias 

.. - -ortogonales, y hab1a mostrando ademas como encontrar las curvas .. 
que cortan a una :fami Ua dada en un angulo constante y en un 
.. -angulo que varia con cada curva de la familia dada de acuerdo l:uu 

una ley conocida. 

-En 1128 Eu ier empezo a considerar ecuaciones de segundo 

orden surgidas en sus trabajos sobre mecÁni ca (particularmente en .. 
torno al movimiento de un pemulo en un medio resistente, y 

acerca del efecto de la res1stenc1a del aire sobre los 

proyectiles). En una parte de su traba.Jo con estas ecuaciones, 

considerb una clase de ellas que tenlan la car~cterf stica de que -pod1an reducirse a ecuaciones de primer orden mediante tm cambio 

de variable. Por ejemplo, tom6 la ecuacibn 

ax"'d.xP = y'1dy"-2d2y 

que escrita en forma de derivadas es 

[~~-2d2y - ax"' ...................• (4) 

ttxJ dx2 - Y' 
-Euler uso entonces las variables t y v dadas por las ecuaciones 

y = e"t(v) , x = e«11 
•••••••••••••••••• (5) .. 

donde « es una constante por determinar, introduciendo as1 la - .. :fl.mcion exponencial que jugar1a \lll papel importante en la 

- -resolucion de ecuaciones diferenciales no solo de segundo orden, -sino taml:>ien de orden superior. Las ecuaciones (5), pueden 
.. -considerarse como ecuaciones parametricas para x y y en terminas .. 

de v. As1 que se pueden calcular las derivadas 

dy y d
2y 

dx dX
2 

y por sustitucibn en la ecuacibn (4) obtener una -ecuacibn de - -segundo orden en t como :funcion de v. Euler :fijo ex de forma tal 

que se eliminara el factor exponencial, la variable vno vuelve a - .. aparecer expl1citamente. Por último, aplicando una nueva 

transformac i bn, 
. 

digamos z = dv/dt, reduce la ecuacibn de segundo 
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o~en a tma de primer orden. 

- -Con este tral>a.Jo, se inicio el estudio stst~atico de las 

ecuaciones de se~o orden. La idea de reducir ecuaciones de 

segundo orden a ecuaciones de primer orden --que sert:l un •'todo 

importante en el tratamiento de las ecuaciones de orden 
.. -superior-- 1ue considerada tambten al introducir la ecuacibn .. .. 

no-lineal conocida como •ecuacion de Riccati•, cuya forma general 

es: 
1 

dy = a 0 (x) + a, (X)Y + a
2
(x)y ............... (6) 

dx - .. Dicha ecuacion adquirio importancia cuando fue introducida 

por Count Riccati (1676-1754) para ayudar a resolver ecuaciones 

diferenciales de segundo orden. Considerando curvas cuyos radios .. .. .. 
de curvatura dependian solo de las ordenadas, Riccati llego a la .. 
ecuacion 

.. 
y usando cambios de variable la transformo en 

1! 
X" dq = du +u 

dx dx q 

que es de primer orden. supuso entonces que q era una potencia de .. 
x, digamos, .K', y llego a la forma 

du + uR = n ,¡n+n-• 

.. .. -
y mostro como resolver esta ecuacibn para valores especiales de .. .. 
n, por el metodo de separacion de variables. 

.. .. 
En 1760, Euler considero la ecuacion de Riccati en la forma: 

dz + ZR = aX' 

dx 

-y mostrb que si se conoce una integral particular v, entonces .. 
aplicar la trans'formacton 

lr :;. V + U •I 
,,. , .,,. .,. -

conduce a una ecuacibn lineal. Tambten llego a la conclusibn de 
que si se conocen dos integrales particulares es posible reducir 
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1 el problema de resolver la ecuaclbn original, a un problema de 

cuadraturas. D'Alambert fue el primero en considerar la forma 
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.. 
qeneral (6) y llamerle •ecuacion de Riccati•. 

El desarrollo de las ecuaciones diferenciales ordinarias .. .. 
durante el siglo, abarco tambien el tratamiento de ecuaciones .. .. .. 
lineales de n-esimo orden --homogeneas y no-homogeneas-, 

ecnactones no 1i neal eg C\e orden stipe.r 1 or, y sistemas de 

ecuaciones diferenciales . 

En cuanto a las ecuaciones diferenciales parciales, sus .. 
or~genes se vinculan al estudio del mismo tipo de problemas .. 
f~sicos que condujeron a las ecuaciones diferenciales ordinarias, 

pero tratados con mayor profundidad al comprender mejor los .. .. 
principios f~sicos que sustentaban los fenomenos. .. 
desplazamiento de una cuerda vibrante había 

Por ejemplo, el 

sido estudiado .. .. 
por separado como una funcion del tiempo y como una funcion de 

la distancia de un punto sobre la cuerda a uno de los extremos. .. 
El estudio del desplazamiento como una :tuncion de ambas variables 

y los intentos por abarcar todos .. 
condujeron a una ecuacion diferencial .. 
cap~tulo analizaremos detalladamente .. 
importante no solo desde el punto de 

los posibles movimientos, 

parcial. En el siguiente 

este ejemplo que resulta 

vista del papel de las .. 
ecuaciones diferenciales parciales, sino por la discusion en .. .. 
torno al concepto de functon a que dio lugar. 

4o EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRAHTE 

.. 
Una cuerda uniformemente elástica con sus dos extremos fijos 

en los puntos A y B, entre los cuales media mia distancia 1, es 
... 

sometida a una pequefla vihracion vertical. Pensemos en un 

sistema de coordenadas colocado de tal forma que la recta AB este 

en la parte positiva del eje X, y el eje Y sea una recta 
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-ortogonal a AB que pasa por A. Consideremos tambUm que, 
.. 

inipialmente, la cuerda se estira hasta quedar tensa, posicibn .. 
que describiremos mediante la funcion Y=~(x). Se trata, primero, - .. de encontrar una ecuacion que describa el movimiento, y despues, 

"" .. resolvientola, encontrar tma expresion explicita para este 

movimiento. 

.. 
En 1727, John Bernoul li trabajo en este problema 

consideramo a la cuerda como ~armada por n masas iguales y 

distribuidas uni :formemente, unidas por cuerdas sin peso; .. "" .. 
ana 1 izando la :fuerza de la k-es i ma masa llego a una ecuacion 

1 

diferencial de segundo orden que involucraba al desplazamiento 
"" .. 

sufrido por la k-esima masa, y•, como una :funcibn del tiempo t . .. 
Jean le Rorx'l D' Alambert (171 7-83) publi et> en 1747 un trabajo 

sobre el t.ema en el que consideraba al desplazamiento de la 

cuerda en cada punto como una variable tanto de la distancia x 
"" .. 

como del tiempo t, llego por primera vez a la ecuacion parcial - .. correcta, la llamada •ecuacitm de onda, y la resolvía. En 1748 - .. -Euler publico su version sobre la solucion del problema, llegando 

al mismo resultado que D'Alambert. Las deducciones de D'Alambert 

y Euler :fueron obtenidas analizando un trozo infinitesimal de la 

cuerda. 

Veamos la estructura general del planteamiento que condujo a .. 
la ecuacion de onda. Se parte de las siguientes suposiciones: 

1) las pequefi.as vibraciones imprimen a la cuerda un movimiento 

hacia arriba y hacia abajo (no se consideraban otro tipo de 
"" "" movimientos); esto es, el punto Cx0,~(x0)l se movera tmicamente 

sobre la recta X--X
0

, . 

.. -2) la tension T tiene magnitud constante y su direccion coincide 

con la de la recta tangente en cada punto de la cuerda, y .. 
3) la cuerda es homogenea y su densidad de masa en cada punto 

"" esta dada por m=111(x). 

Una 

cualquier 

vez que 

punto 

.. 
se inician las vibraciones, la posicibn de 

- "" sobre la cuerda dependera, ademas de la abscisa 
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"" x, del tiempo t; por lo que el desplazamiento estara descrito por 
... 

una funci on Y=Y(X. t). 

Consideremos un elemento tn1in1tes1mal de la cuerda 

1 (fig.48), cuya longitud sea dx. Como m{x) es la densidad de la 

cuerda, entonces m(x)dx es la masa del elemento infinitesimal. 
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Usando la segunda ley de Newton encontramos que la :fuerza 
,. 

transversal F=F(x) que actúa sobre el elemento di:ferencial es 

F = lm(x)dx1 ·e/ y/( dtR )1 

l'rlQllQ a.c•l•raciÓn 

·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·l·- ; 
T dlTsein 9) : · 

I ·-·Ur·- . 

'figura 48. 

.. 
Por otra parte, como la tension es tangente a la cuerda, .. .. 

entonces, si 9=9C-"' es el angulo de inclinacion de la tangente .. 
respecto al eje X, la componenete y de T sera T senB(x) . Y como 

la tensibn es la 'IÍnica fuerza que acttÍa sobre la cuerda, se tiene 

que la :fuerza transversal F es la di:ferencial de T sen8 en los 

valores extremos del elemento dx, por lo que 

d(t .sen9) = JBdx /y. 
dte 

Finalmente, dado que se supuso que las vibraciones son pequefias, 

8 es pequeflo y sene = tanB, y como la derivada parcial de y .. 
respecto a x es la tangente de e, entonces la ecuacion anterior 

se trans~orma en: 
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d (T ~~ ) = llldx J' y , 
ali .Jt' .. 

y de aht 

d(T:) /y 
-------- = 111-----. 

dx .Jt
2 

Pero como la derivada parcial de y con respecto .. 
depende tambien de t, se tiene que 

J(TJy/Jx) 

--------- = m-----
<fx Jt' 

y como Ty m son constantes, llegamos a 

T /y = IB ~y 
dx

2 
ót

2 

111. 

a x en realidad 

Para llegar a la ecuaci 6n de onda, tomamos a= \J T/lll
1 

y 

obtenemos 

/y = a2 /y .................... (7) 

Jt
2 

óx
2 

.. 
ecuacion que describe el movimiento de la cuerda vibrante. 

.. 
Como la cuerda esta ':fija en los plDltos x=O y x=l, la .. 

solucion debe satisfacer las condiciones frontera: 

y(t. 0):0, y(t, 1):0 

.. 
CUando t=O la cuerda esta en reposo y su forma queda 

descrit.a por Y=1'(x), lo que significa que cada partícula empieza 

con una velocidad inicial igual a O . Estas condiciones iniciales .. 
expresadas matematicamente, son: 

y(O, X) = ~(X), dy(O,x) = O 

Jt - .. 
y tambi~ deben ser satisfechas por la solucion. 

.. 
No reproduciremos aqu~ los detalles de la forma en que 
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1 .. .. .. 
D'Alambert llego a la conclusibn de que la solucion de la 

1 
.. .. .. 

ecuacion (7) debla ser la suma de una funcion de at+x y de una 

de at-x, llegando asr a la expresibn 

1 
y(t,x) = (1.12) ~(x+at) + (1.12) ,(x-at) .......... . (8) .. .. 

La condicion y(t,0)=0. para toda t, conduce la expresibn (8) a 

( 1/2) ~(at) + ( 1/2)'f(Bt) = 0 

1 Como at+x es siempre igual a at • para alguna t •, tenemos que para 
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cualesqut era x y t 

~(X+at) = -ff(X+at) .. 
Por, otro lado, la condtcibn y(t, 1)=0, para toda t, conduce a 

(1/2)~(at+l)) = (1/2)/f(at-1); .. 
lo que muestra que ~ debe ser peri Mi ca en at+l con periodo 21. .. .. 
La expresion (8), bajo la condicion 

dy(O, X) = O 

dt 

junto con el hecho de que 9=-ff, conduce a que: 

9' (X) = ~·(-X); 
integrando, esto se transforma en 

9(X,"I = ~(-X), .. 
por lo que ~ es una funcion impar de x. Usando esta propiedad y .. 
aplicando a la expresión (2) el hecho de que 9=-ff, se llega a 

y(O, X) = 9(X,), 

por lo que 

~(X) = ~(X) para 0<.J« 1 

En resumen, la solucibn a la ecuacibn (7) est~ dada por 

y(t, x) = (1.12)9(ax+t) - (J/2)~(ax-t) .. 
dome 9 es impar y period.ica como mencionamos antes, y tiene la 

car~cteri'stica de ser igual a :f(x) para x entre O y 1. entre o y .. .. 
1. Asi que para cada ~hay solo una solucibn. 

Como D'Alambert pensaba a las funciones como expresiones .. 
analíticas fomadas por procesos algebraicos, entonces si dos de .. .. 
esas funciones coincidian en una vecindad de x, deberían 

coincidir para todo valor de x. Por lo que supuso que ~=9 y por .. 
lo tanto, que :f deb~a ser impar y pertodtca. Ftnatmente, como 
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.. .. .. 
y(t,x) tenia que satis~acer la ecuacion diferencial, concluyo que .. 
debía ser dos veces diferenciable. Pero y(O, x)=~(x) por lo que .. .. 
tambien ~(X) debla ser dos veces diferenciable. 

1 .,. 
1dea muy \·diferente sobre ·que fllllclones .. 

podlan admitirse para describir la curva inicial y, por lo tanto, .. 
como soluciones de la ecuacion diferencial parcial. A diferencia 

- -de D'Alambert, el argumento que tales funciones no necesariamente -tenían derivada en cada punto del intervalo CO, 11, sino que .. .. .. 
podi an tener •picos•. La razon para buscar esta extensi bn rad.1 ca 

- .. - .. 
en un argumento fls i co: Euler decía que la functon posicibn .. 
inicial debla incluir el caso en que el movimiento se iniciara .. 
dando mi tiron a la cuerda, como cuamo se tafie la cuerda de un -vioUn o de cualquier otro instrumento musical. Pero tales .. .. 
funciones no podian describirse totalmente con una sola formula .. .. .. 
analítica. Euler las concebía como descritas por varias formulas, .. .. 
cada una de las cuales describia un .. 
terminaba Justo dome otra formula 

pedazo 

empezaba. 

de 

Es 

la curva y 

decir, se 

treataba de funciones continuas pero no diferenciables en todos -sus puntos (ftg. 49'). Sin embargo, el les llamaba f\lllclones 

«discantinua.s» o «arbi t.rarlas» para distinguirlas de las que .. 
entonces se conocían como «continua~. las que ahora llamamos 

di ferenci ables. 

ac:tua.l: continua. actual:dw•cont4nua. 

figura 49. 
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... ,. 
Con esta idea de tratar de describir una situacton 'fisica 

que no quedaba contemplada mediante las funciones que hasta 
... .. 

entonces se manejaban, Euler rebaso una teoria de funciones que, .. ... 

en buena medida, se babia consolidado y se habia visto 

enriquecida 

conciencia 

gracias 

de que 

... 
a su propio trabajo; y lo hacia con 

... ... 
tal extenston ahria una gran promesa para el 

... ... 

desarrollo posterior del anal1s1s, pues en 1763 le escribib a .. 
n• A lambert: • cansid~rar estas :fWJci anes que no es tan sujetas a 

ninguna ley de continuidad, nos abre un campo enteramente nuevo .. ... ... 

para el anaJJsJs• C71. La nueva teoria de funciones requería un 

cierto regreso a 

estaban haciendo 
.. 

.. 
la geometría, pues las necesidades que la .. ... 

surgir tenían que ver con construir una teoria 

de formas, mas que una de expresiones algebraicas. 

Al intentar responder el argumento de que las 'funciones .. ... 
debian ser dos veces dtferenciables para satisfacer la ecuacion 

... 
parcial, Euler exibio otro punto de discrepancia con D'Alambert: .. 
su tratamiento del continuo de los reales: Euler era un 

... ... ... 

infinitesimalista, asi que ignoro la objecibn de D'Alambert 

invocando a los infinitesimales, argumentando que como las 
... .. ... 

vibraciones eran pequefias, lo serian tambiet.i. los angulas en las 
... ... 

•esqutnas•, y asi, la curva diferiría solo infinitesimalmente de .. ... .. 
una «Continua». Y aqui concluyo la primera parte de la polemi ca, 

sin que ninguno de los participantes se convenciera de los 

argumentos del otro. 

... 
La controversia entro en una nueva etapa cuando Daniel 

BernoulU, partiendo del hecho de que una cuerda vibrante emite -una frecuencia 'fundamental y una serie de armonicas de orden 
... .. 

superior, afirmo que pueden existir muchas formas de vibracion .. ... 
simultaneamente (la cuerda puede responder a la superposicion de .. .. ... 
todas las formas posibles de v1hracton) y concluyo que la funcion 

~era expresable mediante una serte de la 'forma: 

':f(X,l :::: a 1 sen(1YX.l l) + a 
2 

sep( 2tr.x/ 1} · .. a :J SeJJ( 3Jr.x/ 1) + ......• , (fl) 

porque hay siil'1 c'I entes const~'ltes ª" para que se ajuste a 

cualquier C\ll'Va en el intervalo ro, 11. Desde un punto de vista 
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- .. puramente matematico, esta aftrmactbn equivale a decir que 

cualquier curva puede ser representada, en un intervalo de .. 
valores ~e x, mediante una serte trtgonometrica. Sin embargo, 

Bernoullt no inclu{a t~rmtnos en t, reduciendo asi la efectividad - - - ,,. de su afirmacttm, y tampoco ofrec~a ningún medio matemattco para .. 
calcular los coefic1entes en la expresibn (9). 

.. .. 
La hipotesis de Bernoulli fue rechazada por matematicos como .. 

D'Alaml>ert, Euler y el Joven Lagrange. Euler se apresuro a 

publicar su respuesta cuestionando la generalidad de las -:funciones que pod~an expresarse por medio de (9) pues consideral>a .. .. 
que toda función expresada mediante suma de senos ten~a que ser 

.,. - - -impar y per1Mica. Mas tarde presento la 'funcibn que era igual a .. 
cero en una parte del intervalo (que corresponder~a a una .. .. 
estimulacion inicial solo sobre el resto de la cuerda) como .. .. 
incapaz de tal representacion trigonometrica por la naturaleza -no-senoidal de esa parte. Euler reconoc1a el hecho de que al .. 
tener un ntunero infinito de coeficientes indeterminados, la .. 
expreston (9) alcanzaba cierta generalidad, pero con..~tdera.ba que 

la periodicidad y la imparidad del seno eran propiedades .. .. 
restrictivas. No contemplo que al tratarse de la representacion .. 

, de una funcion restringida al intervalo ro, 11, la periodicidad no 

afectaba pues lo que sucediera fuera de ese intervalo resultaba 

intrascendente para el problema de la cuerda vibrante, y la .. 
expresion (9) tiene periodicidad 1. Lo mismo puede argumentarse -respecto al caracter impar de (9) que se manifiesta en el .. 
comportamiento de la funcionen (-eo,O). 
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V. LA TEOR IA DE I:NTIGRAC I O'N DE R IEMAHN. 

.. 
Alrededor de 1800 los matematicos empezaron a preocuparse .. 

por la ambiguedad existente en una serie de conceptos y por .. 
hipotesis y afirmaciones que sin haller sido demostradas fueron .. .. .. .. 
incorporl:lniose al cuerpo del analisis matematico. Se conocian, 

,,. 
por ejemplo, diversos conceptos de funcibn que no dejaban nada .. 
claro acerca de lo que realemente era una functon; el uso de las 

series sin considerar la convergencia o divergencia, produjo 

paradojas y desacuerdos; la controversia acerca de la 
,,. ,,. 

representacion de funciones mediante series tri gonometr i cas, .. 
t ntrodujo mayor confus ion; y, por supuesto, las nociones .. 
fundamentales de integral y derivada, nunca habian sido definidas 

propiamente. Todas estas dificultades finalmente condUjeron a una .. .. .. 
tnsatisfaccion con el estado de la lbgica del analisis. 

.. 
Varios matematicos resolvieron concentrar sus esfuerzos para .. 

poner orden en este caos. Los lideres de lo que usualmente se .. .. 
llama el movimiento critico, decidieron reconstruir el analisis 

,,. .. 
sobre la base de los conceptos aritmeticos. El analisis riguroso 

,,. 
empezb con los trabajos de Bolzano, Canchy, Abel, Dirichlet y, .. 
mas tarde, Weierstrass, entre otros. 

.. 
Como parte de este tnteres creciente por solidificar los .. ,,. 

fundamentos del analisis, durante el siglo XIX se desarrollo una .. ,,. 
reformulacion de conceptos como los de función, continuidad e .. 
integrabilidad sentándose las bases fundamentales para el 

surgimienll\'ld~ lus teorf~r. ~P. 1nt.egracrotl modernas. 

-El trabajo de Fourier acerca de la representacion de 

- -'funciones mediante series tr1gonometr1cas, fortaleció los -argumentos que se ven1an desarrollando desde el siglo anterior en .. .. 
relacion a la necesidad de ampliar el concepto de funcion .. .. 
rebasando los estrechos margenes que imponia el tener que 

representarlas mediante mia sola expresibn analitica. A pesar de .. 
ello, en los hechos la extensión que hizo del concepto de 
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- - - -1unctbn sblo alcanzb a las funciones descritas mediante un número 

finito de expresiones anal)ttcas. Aun as), para darle un sentido .. 
claro a la integral de este nuevo tipo de :funciones, retomb la 

... ... 

tnterpretacion de la integral como area. 

.. 
Cauchy por su parte, contribuyo a este trabajo colectivo 

popularizando el concepto actual de continuidad, lo que 
-representaba lUl cambio respecto a como se venia manejando este .. 

concepto a partir de la polemica en torno a la cuerda vibrante, y .. 
estableciendo por primera vez una definicion precisa de la .. .. .. 
integral de una functon continua en terminos de limite de una 

suma. Sin embargo, estas definiciones no signi :f 1 caron un 

rompimiento de golpe con las viejas ideas, sino que iniciaban .. .. 
apenas el proceso que llevaria hasta la aceptacion plena de los 

conceptos actuales. 

... 
Para llegar a ello resultaba necesario que los matematicos 

se en~rentaran con ejemplos concretos de funciones completamente 
... .. 

libres de formulas analiticas y profundamente discontinuas. .. .. .. 
Dirtchlet avanzo en esta direccion y abrio la pregunta acerca de 

si era posible definir la integral de este tipo de :funciones. 
... .. .. 

Ademas, dio una brillante demostracion sobre lo que es hacer .. 
analisis rigurosamente al encontrar condiciones suficientes para 

la convergencia de las series de Fourier. 

... .. .. 
La teoria de integracton de Riemann se derivo de la de 

Cauchy 

cumplir 

problema 

... .. 
debilitando lo mas posible las condiciones que del>ia .. .. 
una :funcion para ser integrable, retomamo asi el .. 

que Dirichlet babia dejado abierto. Esto :fue posible .. 
reemplazar:do la exigencia planteada por Cauchy de que la funcibn .. .. .. 
:fuera continua, por la condicibn mas dehil de que las sumas de 

.. -Cauchy temieran hacia un Umite tmico cuando la norma de la 
.. - .. 

partictbn se :fuera hacia cero. Riemann dio ademas un ejemplo de - - .. 
una :funcion integrable que ten~a un ni1mero infinito de .. 
discontinuidades en un intervalo 'finito, lo que le valib que su .. .. 
teor~a fuera considerada por los matemattcos hasta de varias 
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-calculo :fue 

mostraron las 

limitaciones de la teor~a de Rtemann y sentaron las bases para el 
.. -surgimiento de una teor~a mas general, capaz de resolver estos 

problemas. Dos fueron las fuentes principales de problemas en 

1 torno a las funciones R1emann-1ntegrables: (1) el descU])l"tmtento 

de funciones cuyas derivadas, a pesar de ser acotadas, no eran 
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-integrables; y (2) la construcción de ejemplos que pusieron en .. 
tela de juicio la hipbtesis manejada sin restricciones por .. 
matematicos como Fourier, de que la integral de una suma infinita 

de funciones era igual a la suma infinita de las integrales de 

las funciones. Estos ejemplos y el trabajo de diversos .. .. 
matematicos en torno a la teor~a de conjuntos y sus medidas, .. 
fueron los instrumentos prtnctpales que Lebesgue encontró, a .. 
principios del siglo XX, para desarrollar la generalizacton 

necesaria de la integrabilidad de Riemann, la llamada integral de 

Lebesgue. 

.. .. 
Hablaremos, por ultimo, del camino que stguio el desarrollo .. 

de esta generalización de la integral y la integral>ilidad, sin 

pretender con ello dar una idea medianamente completa sobre este .. .. .. 
tema, sino meramente dejar sentado en que d1recc1on se dio el 

desarrollo posterior a R1emann. 

1 LAS .FUNCIOMES ARBITRARIAS Y SU REPRESDiTACIOH EN SERIES 

11UGOMOMETRICAS·, SEGUN FOURIER. 

.. 
En 1807 Joseph Fourier presento a la Academia de Ciencias de .. .. 

Par~s un trabajo sobre la conducción del calor en el que .. 
reafirmaba la hipótesis de Bernoulli acerca de la posibilidad de 

una representacibn en serie trigonom~trica para cualquier func16n 
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- -(acotada) en un intervalo Rabia uttltzado la tecntca de .. 
separacHm Oe variable.s para resolver ciertos problemas que se le .. .. 
presentaron al estudiar la transmision del calor en los solidos, .. .. .. 
y se encontrb con que la validez del metodo dependt a de la 

.. .. 
htpotests de que 

de 

-funcibn «arbi trar i a:. 'f'(x) pudiera .. 
representarse esa 'forma. Annque seguramente sa.bla lo poco .. .. 
popular que babia resultado esta hipotests cuando fue presentada -por primera vez, tenla la certeza de haber encontrado razones -matemat1cas suficientemente fuertes para Justt-ftcarla. Este -traba.Jo sobre la conducclbn del calor no fue publicado y sus -ideas acerca de la representacibn de 1unciones en series 
trtgonom~tricas aparecieron por primera vez impresas en su Tearia 

anal'Í ti ca del calar (Tbear i,; analytJque de la c:haleur) en 1822. 

.. 
Veamos primero, como maneja Fourier el concepto de funcion. - - .. La definicibn que da es aún mas general que la surgida en la .. 

dtscuston sobre la cuerda vibrante: 

.. .. 
•Er.J general, la 'f'WJcion 'f'(x) representa una .sucesJon de 

valares u ordenadas cada una de la.s cuales es arbitraria. 

Como la abscisa x reclhe una in:/' inidad de valares. hay un .. 
ntmiero Jgual de ordenadas f(x) y todas el las tl ene valares .. 
numer i cos concretos, ya sean positivos, negatJ vos o nulos. -No suponemos que estas ordenadas e..sten su.Jetas a una ley 

-camtm a todas el las; se sucede.n unas a ot.ras de una mane.ra 

arbitrarla y cada l111S de ellas viene dada como sJ 'f'uera una 

cantidad aislada. • r6J 

-De hecho, e&ta ~s una defin1c1~n l"UY parecida a la que 

~aamos actualmente, pero todos los ejemplos de funciones 

arbitrarias que Fourier da en su libro son 1unciones formadas por -un numero finito de piezas continuas: es decir, curvas suaves -excepto, qui za, en un numero 'finito (y pequefio) de pmit os . Por .. -otro lado, el mismo estaba sosteniemo que toda funcion era 
- -expresable mediante una serie, que es ta.mbien una expr es ion .. 

anal~ ti ca, annque infinita. De cualquier 'forma, el trabajo de 
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.. .. .. 
Fourter sacudib la concepcibn de funcion manejada generalmente 

durante el siglo anterior, y por ende, la de sus propiedades. La .. 
pregunta natural era entonces ¿que dabe entenderse realmente por .. 
functbn, conttnutdad, dtferenctabtltdad, integrabtltdad, etc? 

.. 
Volviendo al problema de las series de Fourter, la forma mas .. .. 

general de su propos1cton es la siguiente: cualquier functon 

(acotada) ~definida en (-a,a) puede ser expresada en la forma 

()O 

1'(K) = ( 1 /P)a
0 

+ E lar, c:o.s(nllxla) + bn St!-.n(n!Tx/a)J ••• ••. ( 1) 

n=t 

donde los coeficientes estan dados por 

ª" = (1/a) [~o<? cos(nllx/a) dx, 

bn = (1/a) [ "0<.l sen(nllx/a) dx . 

-a 

.. .. 
Fourier reconocia la necesidad de dar una justtficacton .. .. .. 

matematica para fundamentar su htpotesis y no solo basarla en un .. .. .. 
principio fistco como lo babia hecho Bernoulli. Para ello, dio 

dos tipos de argumentaciones. En las dos buscaba demostrar que 

para una funcibn ~ definida sobre el intervalo (-a,a), la .. .. 
ecuacion (1) podta resolverse, es decir, era posible encontrar 

los valores de los coeficientes a
0

, a,, a
2

, ••• 1>
0

, l>,, b
2

, ••• -cuestton que consideraba suftctente para garantizar la validez de .. .. 
la representacton en serte trigonometrica. 

.. 
En la primera demostracion Fourier tuvo que suponer que ':l(x) .. 

podia desarrollarse mediante una serie de potencias en x, y .. .. 
despues, mediante mantpulactbn no .. 
ntlmero infinito de ecuaciones -

rigurosa 

con 1D'1 

que involucraba .. 
ntlmero infinito 

un 
de 

incognitas, logro determinar los coeficientes. En la segunda 
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.. .. 
prueba, retomo una tdea que ya babia stdo usada .. 
Lagrange para series trtgonometrlcas -finitas. Para calcular .. 
e.Jemplo a

0 
en (1), Fourter considero 

f~x) dx = L1/2)a0 dx + 

~ Jº [ ª• CCIS(n1TX.la) + bn 
.,,: , 

-a -y como las integrales sobre un intervalo asi en 

intervienen senos y cosenos son siempre nulas, 

a -o - 1 Jª : -:f(x) 

-o 

dx. 

-llego a 

121. 

por 

por 

En este razonamiento Follf'ier da por hecho que la integral de una 

suma infinita es igual a la suma infinita de las integrales, - , , 
hipótesis que basta entonces nadie babia encontrado razón para 

- , cnesti onar. De una manera análoga llego a las expresiones ya 
, 

mencionadas para an y h" (primero multiplico los dos lados de la - -ecuaci on ( 1) por c:os(nJTx) o por sert(nnx), para despues 

\nt.&9'1"'arlos). 

, , 
Resumienio: la demostracibn suponia, primero, la existencia - .. de la representacion (1) para cualquier tuncion (presúmiblemente 

acotada), una bipbtesis que no es v~lida cuando al concepto de 
,. 

tuncion se le permite una generalidad total, de acuerdo con el 

punto de vista actual. Pero aun dando por hecho la validez de 
,. ,. ,. 

( 1) 1 Fourier involucro todavia dos suposiciones mas, que .. 
representaron una fuerte restriccion a la generalidad de su 

planteamiento: .. 
(a) que la funcion 'f y sus productos con st?n(n11x) y con cos(n11x) 

t.i enen integral, y - - ,,. -(b) que es valida la integracion termino a termino para el caso 

infinito. 
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,. 
Fourier reconocto ·la falta de significado para la integral 

definida de una 1lll'lcibn arbitraria 
,. 

Mientras la integracibn 

fue concebida principalmente como la inversa de la 
,. . ,. 

diferenciacion, el proceso de integrar una i'uncion equivalia a 

encontrar una primitiva, y la integral definida era simplemente 
,. ,. . 

la diferencia de las tmagenes de los l~mites de integracion . ,. 
segi.1n esa funcibn primitiva. Sin embargo, la existencia de una 

primitiva no resultaba obvia cuando la funcibn era arbitraria. 
,. ,. 

Tal vez pensando en esto, Fourier regreso a la concepcibn de la . 
integral como a.rea. 

Bajo esta idea, la existencia de la integral indefinida de . . 
una :funcion f(x) estaba basada en la existencia del area del 

conjunto de ordenadas, es decir, se trataba de una definicibn 
,. 

orientada desde un punto de vista geometrico de acuerdo con las 
,. ,. 

bases geometricas de la concepcion de Euler-Fourier de funcion 
,. . 

arbitraria. Sin eml>argo, el a.rea como cantidad no estaba atln 
,. 

definida. En el desarrollo historico del concepto de integral, el . . . 
problema de clarificar y extender la nocibn de area ocupo un 

lugar 'fundamenta 1. 

,. 
As~ pues, objetivamente, el trabajo de Fourier sobre las 

series trigonométricas con sus coeficientes definidos por medio . . 
de integrales , dejo planteado un problema: ¿como se puede 

. . 
dat 1 ni r J :f (X,ldx como un a.rea, cuando 'f es una :funci on arbitraria? 

2 LA C<»tCEPCION DE CAUCHY SOBRE LA I:N'n:GRAL. 

. 
La distincion entre continuidad y discontinuidad, como ahora 

la conocemos, :fue surgiendo gradualmente. Al parecer, el primer 

estudio cuidadoso acerca de las propiedades de las funciones, fue .. 
iniciado por Bernhard Bolzano (1781-1848) quien en 1817 dio una 
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... 
deftnicton esencialmente igual a la actual de los conceptos de 

... -funcicn y continuidad, pero su trabajo pasb inadvertido durante 

medio siglo. 

,. 
No sucedio lo mismo con el trabajo de Augustin-Louis Cauchy 

... 
(1789-1857) quien no solo planteo el concepto moderno de - .. .. 
continuidad, sino que ademas dtb por primera vez una def1n1cibn 

precisa de la integral como llmite de una suma. En su libro Curso - -de anal1s1s (COW'S d • a.nalyse) (1821) escribib que si :f(X) es -una funcibn univalente que toma valores finitos para toda X 

entre a y b, - .. -• . . . la :funcibn :f(X) será, e.nt.re los limí tes asignados para 
"' Ja variable x, una :funcittn continua de Ja variable si, para 

-cada valor de x Jntermed.i o entre estos dos limites, el valar .. 
numf:lr1co de Ja dJ:ferencJa :f(X+a:)-:f(X) dJSJ111~ye 

Jnde:flnJdamente con el de •" ... • C:6'J 

, -.caracteriza tambien a una funcion discontinua dicierx1o que 

:f(x) es discontinua en x
0 

si no es continua en cada intervalo 

alrededor de x
0

• 

-Dos afios mas tarde, en su Resume.n de las 1~cc1ones dadas en -la Escuela PolJtec.nJc:a Royale sahre cá1L"'1Jlo Jn:fJnJtesJ.mal, define .. 
la integral definida de una funcion continua como sigue: Toma 

... 
:f(X) continua para x en Ca, bl, y considera una parti cHm de este 

intervalo 

a = x 0 ( X 1 < X 2 < • . • ( Xn-r < X,, = b 

y la suma de Cauchy 

n 

S = E(X¡ -X¡ -t) :f(X). 

i = t 

... ,. 
usando la continuidad de :f(x) ~con mas precislon, la continuidad 

,. 
uni1orme de 7(x)-- demostro que para cualesquiera dos particiones 

P y P', las correspondientes sumas S y S' difieren en 

una cantidad arbitrariamente pequefS.a con tal de que las 

longitudes de los subintervalos Cx1 _,,x1 1 en las dos particiones 
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sean lo suficientemente pequefias.Asi pues, •el valar de s 
.. -

te..r111Jnará o.hvJ amente par ser cClllSta.11te . .. Este 1 iml te se denomlna 

Ja JntP.graJ dA~JnJda•. 

-Una de las principales ventajas de esta deftnicion, desde el -punto de vista de Cauchy, era que le permit\a demostrar en forma 

general la existencia de integrales o funciones primitivas para . .. 
pasar, despues, a estudiar sus propiedades. Para una funcion .. .. 
':f continua entre a 

definida por 

y b, Cauchy considero la funcion F(x) 

F(K) : I :I'. 
Q 

Como 

- F(x)---1[~ --
------- ~ ':f(X+C".h), 

h h " 

para alguna lcl<1 

.. - .. F no solo es continua sino también diferenctable. Cauchy demostro 

por primera vez los siguientes resultados, conocidos como las .. 
t.res partes del Teorema Fundamental del Calculo: 

Teorema I. Fes tma i'unctbn primitiva de f; esto es P= ':f . . 
Teorema II. Toda 'functon primitiva de ':f debe ser de la forma 

[:I' + e, .. 
donde e denota una constante; esto es, si Ges una funcion 

con derivada continua G'1, entonces 

[G', : G(X)-G(a). 

-El siguiente, fue un Teorema que uso Cauchy para probar el 

Teorema II. .. 
Teorema I I I. Si G es una funct on tal que G' (x)=O para toda -x en r a, .hl , entonces G(x) permanece constante ah~ . 

.. -Despues, Cauchy trato las integrales impropias como lo .. 
hacemos actualmente, tanto en el caso en el que las tmagenes de 
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. . 
la :runcion tienden a CD en algU.n punto X del intervalo de .. 
integra.et on, como el caso en el que el propio intervalo de .. 
integracion tiende a oo Por ejemplo, cuamo :f presentaba una 

discontinuidad en x=c 1 en la que el valor de :f(x,l pod{a estar .. 
acotado o no, Cauchy definio: 

r':l(X,l dx = ltm r~;x,l dx + lim I:f(X) dx 
€-)O J-)O 

a a c=d .. 
siempre que estos Umites existieran. 

.. 
Las definiciones de funcion continua e integr~l definida 

dadas por Cauchy pueden ~p11carse, sin modificaciones, a la .. .. 
dei'inicion moderna de funcion (una correspondencia x->:f(x) entre .. .. 
dos ntlmeros), puesto que estan libres de cualquier referencia a - - .. .. una expresibn analitica que este determinando a la funcibn. Pero .. .. 
al parecer el propio Cauchy no a~optb una nocibn tan general. Es .. .. 
cierto que su deftnictbn de funcion elimina toda referencia a una .. .. .. 
expresi on anaH ti ca: afirma que y es una funci bn de x si x y y 

estan relacionadas de tal manera que un valor particular de x .. 
determina el valor de y. Pero despues pasa a clasificar las .. .. .. .. 
'funciones en expHcitas e implicitas y define estas ultimas como .. .. .. 
aquellas en las que la relacibn entre xy y esta dada por una .. 
ecuacitm que no ha sido resuelta algebraicamente. Esto muestra .. .. 
que evidentemente Cauchy aun tendia a considerar las funciones .. 
como ecuaciones, tendencia que tambten se muestra en otros de sus 

trabajos. 

F.l tipo de funciones discontinuas trabajadas por Cauchy y .. 
varios de sus contemporaneos, llegaron a ser funciones con un .. 
numero finito de discontinuidades de salto o discontinuidades .. .. .. 
infinitas, pero no mas que eso. Por lo demas Cauchy comprendib .. 
que su caracter1zac1bn de integral definida era perfectamente .. 
aplicable a estos casos, como ya habtamos sefialado. 

El llegar a concebir plenamente a las funciones continuas 

como las entendemos hoy, :fue todo un proceso. A lo largo del 
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-siglo XIX la nocion de continuidad fue explorada y los -matematicos aprendieron mucho acerca de ella, algunas veces, 

produciendo resultados que les resultaban asombrosos a ellos 
-mismos. Por ejemplo, el matemattco :trances Gaston Darboux - - .. (1842-1917) --d.e quien hablaremos despues-- dio una functon 

que tomaba todos los v&lores intermedios entre dos valores dados 

pasando desde x=a hasta x--lJ, pero que no era continua. Esto 
-mostraba que una propiedad basica de las funciones continuas, no 

era suficiente para garantizar la continuidad. Se trata de la 
-'functon 

{

sc:a.n (J /x,l para .JO!fO 

Y= 

O para x=O 

que recorre todos los valores entre cualquier valor negativo de x 
y cualquier otro positivo, y no es continua en ~o. 

3 LA CONTJUB~ION DE DIRICHLET. 

- -Para la nocion de funcion discontinua manejada por Cauchy y - -Fourier, la definicion de integral dada por Cauchy resolvia 

enteramente el problema del significado de los coeficientes a y n 

b" de Fourier. Sin embargo, Peter Gustav Lejeune-Dirichlet 
.. -(1805-59) llamo la atencion hacia la existencia de funciones que - .. tenian un nilmero infinito de puntos de discontinuidad dentro de -un intervalo finito, y con ello, replanteo el problema de 

extender el concepto de integral hasta abarcar este tipo de 

funciones. 

En 1829, Dirichlet publicb en su artrcu10 •sabre la 
-convergencl a de las series tr J gonome tr J cas, la primera 

... 
dE'!mostracion rigurosa acerca de las condiciones generales bajo .. 
las cuales la serie de Fourier de una functon 'f(X) converge .. .. 
precisamente a ';/(X,l. su metodo se baso en calcular directamente 
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... 
la n-esima suma parcial de la serte de Fourter y luego investigar .. 
que sucede cuando n tierXl.e a infinito. Por medio de la identidad .. 
trtgonometrica 

n 
sen (112) (n+l) u 

I: cos· ru = 
· r=-n 
, '• , 

- :·>>. ~->-,'.:.:>·,>,:;·:-".·:, ·,/:.: -;<\ :_.;;_ 

trans:formo la n~esimaYsuma· parc:tal 
:.-. _,-\\~ •• :7;~,:~·.} ¡:v>- - -_ti~'-.' t::~. 

··.·· .· > } ~e '';¡; •,'.~,'·.·.':.·.·. -. . --,;~: <;·;~? .--; . 'º -.~· ~ .:-::::--'·:· .· ',---: • , 

S~ (X) ::((1/2:) a~ if E e a,.. cos kx ~ b 4 

[ 

senl(112)(2n+J}(x-t)J 

Sn(X) = (1/Il) :f(t)---------

n senf(112)(x-t)J 

que es una integral de la forma que ahora se conoce como 

•integral de Dtrtchlet•: 

[ :f(U) 

o 

SE'n lDU 

---du ...................... (3) 

sen u 

.. 
Dirichlet anal izb el comportamiento de este tipo de 

integrales manejando rigurosamente el siguient.e razonamiento .. ... 

tnt.utttvo: La osc1 lacton de sen mu sugtere una part1c1bn del 

intervalo CO,hl en sul>tntervalos Co,w/ml, rw/m,2w/m1, tales 

que sobre cada uno de ellos sen ll1U tiene un solo signo. Si :f(x) .. 
decrece monotonamente hacia cero, entonces la integral se .. .. 
descompondra en una serie·· de a.reas de signos alternativamente 

positivos y negativos y de valores absolutos decrecientes , por 

lo tanto, (por el criterio de las series alternantes) converge 

cuando n tiende a oo • Cuando u=O el integrando se convierte en 

O/O, pero hacie!Xl.o v=111u Dirichlet demuestra que la integral (3) 

tiende a 

~(O) [sen v dv ' 

o V 

... 
b ....of(O) ' 

2 
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... 
asi que concluye que 

ltm If(u) stan .111u du = :f(O) . .. ·• ... ·• ..•..... (4) 

m- )CD se.JJ u 2 
o 

Buscando estalllecer las condiciones para la convergencia .. .. 
Dtrtchlet encontro que como esta igualdad es válida cuando f(x) .. 
decrece monotonamente siendo positiva en (O,h) o cuando es .. .. 
constante y positiva, lo sera tambien cuando f(x) cambia de signo 

dentro del intervalo o es negativa, ya que entonces se puede 

aplicar la igualdad a las 'funct ones c+f(x) y e: para un valor de et 

suficientemente grande como para que la suma sea positiva sobre .. .. 
el tntervalo (0,h), y se restan despues los resultados. También .. .. 
comprobo que todo su razonamiento era igualmente válido si se 

tomaba el intervalo (O,g) con O<g<h, en vez de (O,h); entonces, 

restando a la integral (4) la misma integral pero evaluada sobre 
.. 

(0,g), se llega a la conclusion de que la integral de Dirichlet .. 
es igual a cero sobre (g,h). Por último, si :f(x) es discontinua - - - -en g b en h o en ambos, vio que la demostracion no se alteraba si .. 
se utilizaban los limites laterales :f(g+O) y :f(h-0) en vez de 

:f(g) y f'(h). 

.. .. 
Dirichlet aplico estos resultados al analisis del 

comportamiento de la integral (2) .cuando n crece. Para ello, 
... ... 

supuso que :f tenia un número ~inito de dicontinuidades o valores 

extremos ubicados en los puntos d
1

, d
2

, d
3

, ••• d~, y descompuso 

el intervalo C-11',Wl en subtntervalos C-11',d
1
l, Cd

1
,d

2
l, ... Cd",xl, 

Cx,dn+tl, ... Cd~ 1 Wl. Ol>servanio que al intervalo CO,hl de u en la 

integral (4) le corresponde el subtntervalo rx,dn+tl de t en la 

integral (2), se ve que cuando n->~ este stlb1ntervalo contribuye 

al valor de S (x) con 
n 

(1/11') (11'/2)'1'(x+o) = (1/2) f(x+O,l 
... 

Análogamente (d ,x) contribuye con 
n 

( 1/2) ':f(x-0,l . .. 
Los demas subtntervalos de C-11',Wl contribuyen con cero al valor 

... ... ... 
l~mite de la n-estma suma por la espec1~1cacion hecha para el 
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caso del intervalo Cg,hJ. Por lo tanto Dtrtchlet concluye que la 

serte de Fourter converge a 

( 1 /2) r :f(x+o) + :f(x-O)l 

en el caso en el que :f cumple las siguientes condiciones: 

a):f(x) es univalente y acotada, -b):f(x) es continua por pedazos, es decir, tiene un número ~inito 

de discontinn1dades en el intervalo cerrado, 
-c)f'(x) es moni..ll1.1J:1u por pedazos, l"!P. l"1~clr, tiene un numero finito 

de puntos extremos en el intervalo cerrado. 

.. 
La importancia de esta demostracibn radica en que, a la vez - .. 

que mostraba el rigor con el que debia hacerse el analisis - .. matematico, se proponta la tarea de buscar comiciones .. 
suficientes cada vez mas generales para la convergencia de las .. .. .. 
series de Fourter. Concluyb este arttculo con una a~irmacton que .. .. .. 
resulto ser especialmente profettca al dar l.lll ejemplo de functon -que no sattsfacta sus condiciones: 

• :f(x) e.s una constante dete.r.minac'la e cuando Ja variable toma 

un valor racional, e igual a otra constante d cr:tar..do el .. ., 
valor c'le e.sta varia.ble es irracional. La :fimci éU1 asi 

de:finida ti t?.ne valores :!Jni tos y dett?.rminados para todo 

valor de x. y sin e.llibargo no es posible sustituirla e.n Ja 

SP.rie lde FourJe.rl, en vista 

Jntegrales que aparecen en dJ~.ha 

sJgnJ:flcado en e.ste caso.• C6l 

de que las di:fe.rentes 

serle plerden todo su 

.. -Dirichlet creta que el caso de las 'funciones con un número -tnfini to (!.e ptmtos de discontinuidad o de prmtos extremos, pocHa - - ,. -reducirse al caso que el ha:b~a considerado. La única condicion - -necesaria, declaro, es que la ~uncion tenga tma integral .. 
definida. Propuso como una cond1c1on suficiente para esto, en el 

caso de funciones acotadas, que 

• ... sl a y b denotan dos cantidades arbJ t.rarJas lncluJdas 

e.ntre -11' y 1Y, sl empre sea posible encontrar otras cantidade.s -r y s entre a y b que este.n sn:licientemente cerca cOJ110 para .. 
que. la ::l'lmcibn se .111antenga continua e.n el Jnte.rvalo de 
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... .. 
En termtnolog1a moderna, la condición de Dirichlet es que el 

... 
conjunto D de puntos de discontinuidad de la ~uncion sea •denso .. 
en ninguna parte•. Sin embargo, en esta ocasion D1r1chlet no .. .. .. 
justifico su afirmación pues, una prueba lucida •requJere 

algunos detalles conectaélns con los prJnclpJos :funda.me.ntales del 
.. 

analisis infinitesimal que seran presentados en otra nota ... •. La .. .. .. 
nota prometida nunca llego asi que no hay ningún documento que 

.. 
aclare la forma en que Dirichlet pensb, si es que lo hizo, la 

posibt lidad de extender el concept.o de integral para abarcar 
... 

~unciones con un núme.ro in~1n1to de d1scont1nuidades. 

.. .. 
AS1 pues, tenemos que con Dirichlet se inicio la .. 

diferenciacion entre las ~unciones continuas y las ~tmciones .. 
integrables, ademas de que en su trabajo encontramos por primera 

... ... 
vez una verdadera concepcion general de 1uncion que no necesitaba 

estar definida por una o varias ecuaciones, ni tampoco ser 

representada por una curva dibujada o dibujable en el plano. 

'/.LA TEORIA DE INTECiRACIO:N DE RIEMAN:N. 

.. 
El problema de la integra'.bilidad de funciones con un número .. 

tnftnito de discontinuidades que Dir1chlet babia dejado sin 

resolver, ~ue retomado por Bernhard Rtemann (1826-66), quien .. 
babia hecho su doctorado en 1651 en la universidad de Gotinga. 

Para poder dar clases en esta universidad era necesario presentar 

una 1nvesttgact6n como «examen de admisibn:t>. Riemann escogib como 

tema para ella el problema de la representattbtdad de ~unciones 

.. -mediante series trigonbmetricas; y duranmte la preparacion de la 
... - .. 

memoria en cuestión, recibio el est~mulo y la ayuda de Dirichlet . 
... 

La memoria ~ue presentada en 1854 con el titulo de •sohre el 

- -desarrollo de una :tuncJan mediante s~rJe.s t.rJgonOJBetrJcas•. 
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La primera parte consiste en una historia del tema en la .. .. 
que, despues de discutir las contribuciones que aporto Diricblet, 

Rtemann sefiala que es razonable admitir que •1as funciones no .. 
cUl>Jertas por el anaJJsJs de DJrJr.hJet. no ocurre.n e.n la 

naturaleza•, a pesar de lo cual, presenta dos razones que lo .. 
condujeron a considerar funciones mas generales. Primero porque, 

como sostuvo el propio Dirichlet • es te t e.m:.1 esta muy .. 
estrecha.me.nte relacionado con Jos principios del cálculo .. 
Jn~JnJtesimaJ y puede ayzXJar a aportar mayor claridad y precision .. 
a estos principios•. Y en segundo lugar porque "la aplicación de .. 
las serles élP. Four.tflr no se limita a las investigaciones ~i.sicas: .. .. 
ahora ~stan sJe.ndo aplicadas cnn exito e.n lm dominio de las 

,. - - ,. 
matematJcas puras, Ja teoría de los ntlme.ros. y aqr.11 aquellas .. 
~unclnnes cuya representahilidad mediante serle~ trigonomet.ricas 

no ~ne investigada por Dirichlet parecen ser de JmportancJa•. ra1 

.. 
Rtemann inicia su propia investtgacion con la pregunta que .. .. 

Dirtchlet dejo sin resolver: ¿en que casos es integrable una .. 
funcion?. Dado que interpretaba el significado de la .. 
tntegrabilidad en terminos de las sumas de Cauchy, la pregunta es .. 
en realidad ¿bajo que condiciones estas sumas tienden a un valor .. .. .. 
único cuando la norma de la partición tiende a cero? Afirmo que - .. esto quedaba garantizado si y solo si se cumple la condicibn: 

(R 1 ) llm (D 1 ó 1 + D2 ó 1 + D3 d 3 + ... + D.,,Jn) = O. 
IPl-lo 

donde d 1 denota la longitud de los suhintervalos de [a,bl . .. 
~ormados por la particibn P, y 0 1 denota la oscilacion de f(x) .. 
en el J-estmo sUbintervalo (sup f(x) - ln'f f(x) para las x del 

subintervalo). 

.. .. .. 
Despues, demostro que esta condicibn de integrabilidad puede 

... 
ser reemplazada por otra equivalente pero 1ormulada en terminas 

... 
de que los saltos que tenga la funcibn que sean mayores que una 

cota dada, puedan encerrar en sUbintervalos de longitud pequef1a. 

La idea es la siguiente: Para 'Wl nbmero fijo d sea A = A(d) el 
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-maxtmo de todas las + D ó ,, " 
correspondientes a las particiones de norma menor o igual que d; 

entonces, ~ e~ integrable si A converge a cero cuando d tiende a -cero. Si <Y>O es otra cantidad dada para cualquier particttm P de 

norma menor o igual que d, define s = s(P,<Y) como la suma de las .. 
d¡ para las cuales D¡ es mas grande que <Y. La contrtbuctbn de 

estos intervalos a la suma total 

D, .:J, + D2&2 + ... + D,,Jn -es, al menos, <Ys; asi que 

C1S ~ D 1 .:J1 + D2 J 2 + ... + Dndn ~ 11, y s < ll/O' - -As1 que, como hablamos visto que cuando -:r es integrable A -converge a cero al acercarse d a cero, lo mismo sucedera con s; 

esto es 

-CorrespandJnedo a cada par de ntimeros posi tJvos e y o-.. 
~xJste un nllmt?ro positivo d tal que sJ P E'.S cualqul er -particibn de norma mt?nor o igual que d. entonces S(P, o) 

es menor o 1ua1 que e. t:e'J 

.. - -'Rtemann mostro que (R
2

) es tambten una condtcion suficiente 

para la tntegrabilidad de f: si f satisface (R
2
), dados €>()., u>O - -existe un d>O que satisface (R

2
); as1, para toda particiém P cuya 

nosma sea menor que d, 

D
1
J, + D

2
J

2 
+ ... + Dndn 5 Ds + s(b-a) 5 DE + o-(b-a), -donde Ddenota la oscilacion de -:r sobre Ca,bl. entonces se sigue 

(R,) porque E y u pueden ser tomadas arbitrariasmente pequeffas. 

- -As1, Riemann esta:blecio el concepto de integrabilidad sin - -ninguna consideracion relativa a la continuidad de la funcion, .. 
aunque pronto se descubrio que la tntegrabilidad de Riemann .. -encerraba ciertas propiedades de continuidad. Tambien sefialb que - -la clase de funciones integrables inclu~a funciones con un nilmero 

infinito de discontinuidades dentro de un intervalo. Y •ya que -estas -:runci Cllles no han sido t01Dadas en cansJderacJ an hasta abara. -gera conve.nlente came.nzar con im eJemplo concreto•. El notable 
-ejemplo que dio fue el siguiente. 
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.. 
Denotemos por (x) a la diferencia entre x y el entero mas .. 

cercar10, y sea (x) =0 cuam.o x este exactamente e la mitad entre 

dos enteros, es decir, cuando x = 1/2, -1/2, 3/2, -3/2, 5/2, 

Entonces, tenemos que -1/2 < (X) < 1/2 para toda x. Riemann .. 
definio f(x) como 

2 
f(X) = (X) + (2X) /4 + (3x) /9 + ... + (nx) /n + ... 

~,(><)= (x) 

"IJ . . . 1) 

figura 50. 

.. 

v., ... 

~.l (X):( 2x) 
T 

Esta funcion (ver fig.50) es discontinua en cualquier punto 

de la forma x=m/2n cuando m y 2n son primos relativos. Para .. 
estos valores de x, los limites por la derecha y por la izquierda 

de :f son: 

:f(x+O) = f(x) - (1/2n
2

) C1 + (1/9) + (1/25) + ... J 

= :f(x) - U
2

/(16n
2

) 

:f(x-0) = :f(x) + (1/2n
2

) C1 + (1/9) +(1/25) + ... l 

= :f(x) + n2
/(16n

2
) 

As\ que el salto de la funcibn en cada uno de estos puntos es de 
2 2 .. n /(8n ), y :f resulta ser discontinua en un n'Íllllero infinito de 

puntos dentro de cualquier intervalo, por peque~o que sea (:f es .. 
discontinua en un subconjunto denso de los números reales). Sin .. .. 
embargo es integrable porque para cada <nO hay solo un ntlmero 
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finito de puntos en los cuales el salto es mayor que ~. 

Este trabajo de Riemann fue pu:bltcado por primera vez en .. 
1868, poco despues de su muerte prematura. La generalidad sin 

precedentes de su punto de vista y el sorprendente ejemplo de .. .. .. 
functon integrable que presento impresiono fuertemente a los .. .. .. 
matemattcos. Asi, Bois Reymom opinaba que Riemann babia logrado 

extender el concepto de integral a sus posibilidades extremas; su .. .. .. 
condicion de integrabilidad parecia ser la mas general que se .. .. 
podia imaginar. La medida de la generalidad venia expresada en el .. 
ejemplo mencionado. Parecia imposible imaginarse de una manera .. .. 
mas general la integrabilidad y la integral de una funcion 

acotada, ya que si las sumas de Cauchy-Riemann no tienden a un .. .. 
valor único, no parece que tenga mucho sentido hablar de un area 

<1eterminada por sus ordenadas. El planteamiento de Cauchy y .. 
Rtemann se basaba en una tradtcton que se remontaba hasta .. 
Arqui med es. 

.. 
Esta fue la actitud que prevalecib durante el siglo XIX .. .. 

hacia la teoria de integracion de Riemann. Sin embargo, fueron 

surgiendo una serie de descubrimientos que revelan ser1 o~ . .. 
defectos de la teoria de Riemann y acabaron demostrando que, a .. 
pesar de las apariencias, la con11c1on de integrabilidad de 

Riemann no era Jo su:flclentemente general. 

5 LOS DEFECTOS DE LA Ufl'EGRAL DE R IEMAJIDf. 

.. 
Con el desarrollo del calculo, y como producto de ese -enfoque crH.ico prevaleciente dtll"ante el siglo XIX que 

- -mencionamos en la tntroduccton a este cap~tulo, se fueron 

haciendo evidente ciertas limitaciones de la .. 
integracion de Riemann. Surgieron .. 
mostraban que esta definicion de 

ejemplos de 

integrabi lidad 

-teoria de 

funciones que 

no era tan 
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general como se hubiera deseado, aunque sus descubridores no .. 
pretentteran con ello cuestionar la teoría de Riemann. 

Una fuente dP. di~tcultades se relaciona con lo que hemos 

llamado el Teorema Fundamental JI, debido a Gaston Darboux .. 
( 184?-1917), que a'ft rma que s 1 nna 1unc1 t>n 'f ti ene una derivada 

-:!" acotada e integrahlP. P.n P.l sentido de Riemann en el intervalo 

ra,hl, entonces para todo xen ese intervalo se cumple 

[:ro (t) dt= f(x)-:f(a), 

Q .. 
Pero fueron encontradas funciones que tenían derivadas acotadas .. 
que no eran integrables en el sentido de Riemann, asi que este .. 
teorema carecía de sentido para tales funciones. Este resultado 

r 

hahia sido demostrado por Cauchy pero para el caso de derivadas .. .. 
continuas, de acuerdo con su teoría de integracitm. La .. 
generalizacibn de Darboux representaba un triunfo significativo 

del punto de vista de Riemann porque demostraba que eran .. 
suficientes sus condiciones de integrabilidad, mucho mas débiles, .. 
para establecer este importante resultado del calculo. 

.. .. 
Ul isse D1ni, (1845-1918), observo una 1mplicacHm de este .. .. 

teorema que escribio en su libro Fl.mdamt?nto.s de la teoría de 

funciones de variable real (1878): si f tiene la propiedad de que 

en cada intervalo, por qequefio que sea, existen puntos t tales 

que 'f' ( t) = O , entonces o b1 en 'f es constante o ':!' no es 

integrable en el sentido de Riemann. El teorema de Darboux 

implicaba que s1 'f' es una funcibn acotada e integrable y cumple 

la corx11cibn sefialada, entonces debe ser constante, ya que en las 

sumas de Cauchy-Riemann podemos tomar siempre los t 1 en los que 

se anula ·'f' : 

y por lo tanto 

n 
S : E -;r• ( t ¡ ) ·. (X¡ -x ¡ _ t ) = O 

i = 1 
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J' -r' (t) dx = 0 = :l(X) - :l(a), 

a 

de donde ':!(x,l=-J-(a) para todo x en Ca, bl . 

... 
Dint intuia sin embargo, que era muy probable que existieran 

funciones que tuvieran la propiedad mencionada y no fueran .. 
constantes, de manera que no seria integrable. Y .. 
efectivamente, Vito Volterra (1860-1940) construyo un ejemplo que .. 
confirmaba esta conjetura. Es decir, dio un ejemplo de una 

.. -funcion f no constante, cuya derivada :r esta acotada y se anula .. .. 
en un conjtmto denso de ptmtos. El mismo formulo la observaci on 

... 
dP. qnP. su ejemplo de ~uncion demostraba que, en algunos casos por .. .. 
lo menos, el enfoque de la tntegracion vta anttdertvactacion era 

.. - .. 
mas general que el del a.rea, que esa f' tenia una antiderivada f~ .. 
por lo que podria tomarse su integral sobre ra,bl como f(a)-f(b). .. .. 
Volterra no intentaba criticar la teoria de 1ntegracibn nP. .. .. .. 
Riemann, asi que se apresuro a afíadir que esta era superior al 
-metodo de la antiderivada, ya que al menos daba condiciones .. 

necesarias y suficientes para que una funcion fuera integrable. 

Surgieron otros ejemplos del tipo anunciado por Dini durante 

el resto del siglo XIX. Mencionaremos el construido por el sueco .. .. -
T. Broden (1857-1931) porque utiliza la misma tecnica que babia 

-ideado Rtemann para la construccibn del ejemplo que ilustra la - - - -generalidad de su teoria de integracton. Broden observo que la 

gr~ftca de ~(x)= x' 13 sobre el intervalo r-1,11, tiene una 

tangente vertical· en x=O, ~'(O)::>CD ~· es ~inita para los - .. los demas valores de x. Tomo tan} tm subconjunto denso de r-1,11 .. 
y const.ruyo 'f sobre r -1, 11 dei' 1 ni da por 

) ,,3 e )''3 e )''3 ':f = (x-a · + x-a~ + . . . + x-a + ... 
----~---- L---- ----!Z,;----

2 2 2 2" .. 
que cumple con que f' can) = O> para toda n, por lo que su gra~i ca 

tiene tangentes verticales en un conjtnlto denso de plllltos. 

.. ... 
Por otro lado, es tac11 ver que la 'funcibn es 
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estrictamente creciente porque lo es '); es decir, cada uno de los -sumarx'l os d P. ':f es estr 1 et amente cree t ente. As i pues, :f t 1 ene una 

t nversa cont tnua g = :f_, def t ni da sobre ra, bl =r f(-1), :f( 1) l, que - .. tiene la caracteristtca geometrica é.."ie tener tangente~ verticales 

en un conjunto denso de puntos, los puntos b =i"(a ). Luego 
n " 

{

1/'f' (X) donde Y=:f(x), y ~ b,, b 2 , b 3 , 

g' (y) = 
o para y = b,, b 2 , b

3
, .. .. 

Ademas, una sencilla comprobacion basta para ver que -r se .. 
mantiene ~uera de una vecindad del cero para x en C-1, 11. Asi que 

~ esta acotada, se anula en un conjunto denso de prmtos, (bn J, 

y no es constante. 

-Broden no menciona nada acerca de las limitaciones del 

concepto de integral de Riemann al describir este ejemplo como un 
.. -caso particular de toc:'.la una clase de 'funciones análogas. Para el, .. .. 

asi como para otros que construyeron mas ejemplos de curvas con 

la propiedad de tener un conjunto densamente distribuido de .. 
tangentes horizontales, estos ejemplos segu~an el camino iniciado .. .. 
por Weierstrass para la tnvest.igacton de funciones, quien dto un 

.. -ejemplo de una 'funcion continua no dtferenciable y cuestiono el 
"' que se confiara en la intuicton para establecer los principios -~uniamentales del análisis. 

.. 
Para nosotros, que tenemos la ventaja de conocer la teoria 

... 
de integracion de Lebesgue, estos ejemplos ponen de relieve el 

que la integrabtlidad en el sentido de Riemann no se conserva en .. .. 
los procesos de limite, pues la derivada de una ~uncton se .. 
obtiene a partir de ella mediante un proceso de limite. Otra - .. -manifestacion del mismo hecho esta relacionada con la hipotesis .. 
que Fourier habia dado por hecho en su trabajo sobre - - .. representacibn en serie trigonometrica de una ~uncion, de que la 

integral de una suma infinita es igual a la suma tn~inita de 

integrales; es decir, de hecho estaba suponiendo que 
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IO im:f.,,(X)} dx = l im J1'~ (x) dx .............. (S) 
11-)m n-)oo 

a a 

.. .. .. 
Cauchy babia dado una demostracion de esta aftrmactbn .. 

suponiemo que las :f eran continuas, pero su demostracton era 
" .. 

incorrecta porque no logro distinguir entre su tdea de 

continuidad y la convergencia uniforme o no uniforme. Se di ce .. .. 
que Weierstrass demostró que la igualdad (S) es valida siempre 

que se suponga que la convergencia es uniforme. Este mismo .. .. 
resultado lo demostro Darboux en 1875 dando ademas un sencillo 

ejemplo que demuestra que la igualdad (5) no necesariamente se .. .. 
cumple si la serte no converge uniformemente: tomo la suces1on de 

funciones 

.. 
y defintt> 

.. 
As~ pues, 

pero 

luego 

:f = 
11 

2 2 2 2n x exp( -n x ) , para 

:f(X) = l im :fn (X) = 0 
n-lco 

J 1'(X) 

Q 

dx =o, 

[
/.· ... [ ]b 
. . 2 2 

.• :f.,,(x) dx = -exp(-n x ) = 

Q Q 

0 ~ X ~ 1 

2 1 - e.JQ)( -n ) , 

llm [ 1'.(x) dx = 1 ,,; o. 

.. .. .. 
Darboux apunto que la sucesibn :f no convergia uniformemente en 

" ro,11 hacierx'lo notar que :f ( 1 /n) =2n/e .,, pero esto lo que .. .. 
realmente demuestra es que la sucesion no esta uniformemente .. .. .. 
acotada, que es una condtcion mas debil que la de la convergencia .. 
unt'forme. Stn embargo, ni Darboux nt otros matemattcoas 

' 
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.. -contemporaneos se dieron cuenta que se podia garantizar la 
... 

validez de (5) bajo condiciones mas generales. 

.. -Diez afios mas tarde, Cesare Arzela (1847-1912) descuhrio que .. 
el que la serie estuviera uniformemente acotada era la con\tcton .. 
esencial. Es decir, Darboux babia demostrado que si :f"(x) 

converge uniformemente a :f(X) sobre Ca,bl, y si las f (X) son 
" .. - .. 

Rtemann-int.egrables, entonces tambien lo es :f(x). Arzela encontro 

que la igualdad (5) SP. verifica suponiendo que las :f y la :f son ,., .. 
'Riemann-integrables y que l;aa 7 cuat.ii.ln uniformement~ aoot~diua. 

n .. .. 
Asi pues, dada una suceston de funciones integrables :f ,., .. .. 
r.onvergente y uniformemente acotada, la \J.nica condtcton que hay 

.. -que afia~tr para que se cumpla (5) es que la functon limite sea 
Rtemann-integrable. 

-Rene Batre (1874-1932) dio, en 1889, un ejemplo en el que la - - - -funcion limite no es Riemann-integral>le: definio una sucesion de 

funciones :f,.,(x) en el C0,11 dada por 

f 
si x=p/q con p y q primos relativos y q5n 

:fn (X) = -o para los demas valores en ro, 11 -Cada :f~ es cero excepto en un n'ilmero finito de puntos, por lo que -todas son integrables. Como lf (X)l~1. estan uniformemente n .. 
acotadas . Se puede verificar facilmente que existe 

:f(x) = lim :fn (X) 
,., - )a> 

para todo x en C0,11, y que se tiene que :f(x)=1 si x es racional 
,,. .. 

y ~(x)=O st x es irracional. Por lo tanto la funcion limite no es 

integrable en el sentido de Riemann. 

.. 
Baire, como los demas, no hizo ninguna referencia a las - .. ,,. 

limitaciones de la teoria de integracion de Riemann cuando dio su 

ejemplo puesto que nadie consideraba entonces que el que tal 
.. -

~uncion limite no ~uera integrable, representara un grave -inconveniente. Sin anibargo, hacia 1inales del siglo XIX la teoria 

de tntegractbn de Riemann habta sido re~ormulada en -terminas de 
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.. -con.juntos y sus medidas, reformulacion que abrto nuevas -perspe.cttvas y, en ultima tnst.ancta, hizo surgir la idea de que 
-era post b 1 e una nueva ge.nera 11 za c i tm muy natura 1 . 

6 HACIA UNA FORMULACION DE LA IN'IEGRAL BASADA EN LA 'I'EORIA DE 

LA MEDIDA. 

En 1892 Camile Jordan (1838-1922) introdujo la primera .. 
teoria de la medida, en la que contemplaba definiciones como las 

siguientes: .. 
supongamos que s denota un conjunto acotado de numeras reales 

-contenido en ra,bl. Y tomemos una particion Pde Ca,bl formada 

por los intervalos 1,. 1
2

, In. Entonces se definen dos 

n1Ímeros c.(S) y e (S) llamados respectivamente contenido interior 
1 ~ .. 

y contenido exterior de S, a t.raves de 

C¡ (S) = SllP 
p 

y e (S) = in:f • p 

donde l(I~) representa la longitud del intervalo I~. En otras 

pala.bras, el contenido interior de S se obtiene consideran1o, 
.. 

para cada partición P, aquellos intervalos que es ten 

completamente contenidos en S, mientras que el contenido exterior 

se obtiene considerando a los intervalos que contienen puntos de 

S. Claramente se tiene 

U I~ 
1.,cs 

s u I~, y por tanto, E JCJ~) s c¡(S) s e .es) s E l(I-'t) 

~s~ ~s ~s~ 

El conjunto s se llama ~rardan-111e.dible si e¡ (S)=c.,(S) y en 

este caso su contenido se denota por c(S). Estas nociones, .. .. 
sugirieron dos nuevas caracterizaciones de la condicion de 

tntegrabilidad de Rtemann. La primera esta basada en el punto. de 
.. .. -

vista geometrico de la integral de una ~uncion en terMinos del 
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.. .. 
ar ea acotada por su grá:f 1 ca. Para ':f definida y acotada sobre el 

intervalo Ca, bl, s denota el conjunto de puntos en el plano .. 
acotados por la graf 1 ca de f, las rectas x=a, X=b, y el eje X. .. 
Entonces ':f es Ri emann-int.egrahle si y solo si el conjunto S es 

.. Jordan-medthle, y 

f 11'1 = c(S) ' 

o I
b ... --

.f c(S+) - c(S-) ............ (6) 

o ... 
donde s+ y s- denotan las partes de s que estan arriba y ahajo 

del eje X respect.tvament.e. 

.,. 
La segun~~ ~ñ.ractertzacion de la condicton de 1ntegrab111dad 

de Riemarm parte de definir las integrales in~erior y superior, 

1 de la siguiente forma. Sean 
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n 
L(P) = 

n 

U(P~l 

lt= 1 

= 

.. 
donde a=x0<x1 <x~< ... <xn::;b denota una parttcton de ra,hl, y m~ y .. 
M~ son el inf imo y el supremo del conjunto de valores ':f(x) pai:a x 
en rx~_ 1 ,x~J. Entonces las integrales inferior y superior serán: 

sup L(P} inf U(P,l 
o 

.. 
y se dice que ':fes Riemann-tntegrable si y sblo si 

-o. o. 

.. 
La introduccit>n del concepto de can.)r.mto medJble indUjo a .. .. 

Jordan a presentar la siguiente variacion de esta caracterizactbn 
.. -de la integral. Considerense las smnas, mas generales 

n n 

U= E M,,c(E1') .....••.••••.. (7) 

~=t 
l. 
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" donde los E,_ son conjuntos ajenos y medibles tales que Ca,bl::U É~ 
~=1 

Igual que antes, se define entonces la integral inferior como el 

sup de los reales L y la integral superior como el in:f de las U. 

.. 
Estas dos caracterizaciones hicieron posible ver que una 

generaltzacibn del concepto de medida y medibilidad conductria a 
.. 

una generalizacitm del de integral e tntegrabilidad. En otras 

palabras, supongamos que N denota una clase de conjuntos medibles 

que contiene a los conjuntos Jordan-medibles, y supongamos que se 

define tma medida m(E) para todo conjunto E de H que coincide con 

c(E) cuando E es Jordan-medtble. Entonces la primera de estas .. 
caracterizaciones de las funciones Riemann-integrables, (6), .. 
sugiere que el concepto de integrabtltdad podrla extenderse a .. 
cualquier i'uncibn 'f cuyo correspondiente conjunto E pertenezca a .. 
U. La integral de :f quedarla dE'!finida ent.onces, por 

Ib J: = 
.1. m(E+) -JU(E-) . 

a. 

.. .. 
An.B.logamente, la segunda caracterización, la igualdad (7), 

sugiere derinir integrales inrerior y superior respecto a M, 

y 
-a 

1 como el sup de las L* y el in'f de las rr donde las sumas son 

1 
1 
1 
1 
1 

.,, 
L * = I: mlf 111( EA,) 

~=t 

y 

donde ahora E,_ pertenece a M. Ent.onces 

' .. 
y podrla decirse que 'f es integrable si 
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Claramente, estas dos car~cterizaciones, basadas en una .. 
ampliación del concepto de med tht ltdad, re.presentan una 

-generaltzacibn de la integral de Riemann. Cuando N denota la 

clase de los conjrmtos Le.he.sgue-medibles, las definiciones 

corresponden a la integral de Le.be.sgue para fw1cJones acotadas. 

.. 
Fue esencialmente a traves de este tipo de consideraciones 

.. -que Lebesgue llego a obtener su generalizacibn de la integral, .. .. 
cuyo desarrollo histbrico requeriria un trabajo por separado . .. 
Dejemos simplemente anotado el hecho de que la teoria de .. 
tntegracion de Lebesgue, surgida a principios del siglo XX, .. .. 
resolvió los problemas que se habían presentado previamente en la .. 
teoría de Riemann, con base, por supuesto, en una serte de .. 
contribuciones desarrolladas por diversos matemáticos antes de su 

trabajo. Espec~ficamente, las definiciones, teoremas y ejemplos .. 
que emanaron del trabajo de estos matemattcos, hrirXlaron a .. 
Lebesgue dos instrument.os fundamentales para la :fundamentacion de 

- .. su t.eor~a: un desarrollo pleno de un punto de vista teorico sohre .. 
la medida, y una serte de problemas teortcos que :fueron .. 
descubiertos dentro del contexto de la definicion de integral de .. 
Riemann (algunos de ellos ~ueron mencionados en la seccion 

anterior). 
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