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Introducci6n. 

Un método i.:.;:u:.J. en lr.s r.:atemútic:.ts, es la clc.sific2.ci6n 

de objetos con detennin~das car~cterísticns; en esta tesis se 

ofrece al lector unn forma de clasificar, mediante ciertas clo.ses 

de equivalcncig, lns funciones de clase 
o.o Jn ~ e de fl\ en lh, e::i -

base a tres conceptof: fundamente.les: Deter:ninaci6n, Codir:Jem.:ión_ 

e Ida<ü Jc.cobin.no, 102 cue.les e::;tán definidos en términos de la -
... 

expansión en Serie de Ta~rlor que po::oeen loe gérmenes, cienfü1 es -

to::: t~.J.timos clnses de eq\Uvulcneia ce funciones, Como resultado-

de esta claaifico.ci6n ~e obtienen lns catástrofes elementales, es 

tas son cierto tipo de Cingularidades de funciones suaves de /~n 
x IÍ{ en 1/.\ llrunadas desdobles. 

Los de.sdobles de ulgunos gérmenes l)Olinomiales, entre -

otro~ : x3, x4 , x5 1 x6 , x2Y + y4 , le ~ugirieron a Renó Thom -

que para r-::= 4 las catástrofes elementales podrían ser fini ta.me3 

te clasificado.a; estu co!ljetura la hizo por el ario de 1963. 

La clasificación local ele funciones de clase C °"de /~ 
en /~ no ofrece clificul tad alguna, como puede apreciarse en le. -

primera parte del ci>.Jiítulo I· 

En tanto que la clasificación de górmenes de funciones­

. de l~n en /~P ( p ::: 2) de gérmenes fini tamente determ.inadoa se re 

duccn n simpleo proyeccionec; 1::. prueb::. de cek. :J.scveración ~ireci 

sa de lo;:i conct:>_-·tos 1Jue oe introducen en c1 ca1)ítulo I, Y de :·.1-C"¿ 

nos otros resulte.dos a.dicionu1es; este será el tcm['. a dcsarro:1.:i..rr 

en el capítu:i..o II. 
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de /~n en /~ tiene cli::ien.:;í6:i. infíni k., 
............ h, 

c2 n:"cc I ... : J ·:!·:.::.·: f'1..' r:::;:tr 

las funciones U eérnwncs y 1 ['. tr::J.VéG ele l:..!. det:;J'!ÜU::;.r.~i·í,~, CO]_ 

sider;:.r a és·~os en 01 c:.n<J.cio ü:~ K-jctr., el et;:'.!. tic:·:,_, ··:l:::e:n-

si6n finita, lo¡:;rando con ello hacer 1::. cll:\~:1..:·;_c .c1.ó:~ •:: •.n -

espo.cio de dimensión finita en vez de h:i.ccrlo (~:1 L;.n.o ,: : d~;nen 

si6n infinita. Bste será el objetivo lle le. sc;;L:!'l~:¡,_-, r'.l'~·"' .JC!l-· 

ca~!tulo I y ,lo~ csuítulos III y IV. 

ci6n de r:;6r.:icncs • .::st.; tcorc:nc. uroporcio:1é::. un: .. cv:1:!i.::: .~ ! n·'.)Ce 

surit:. y unn suficiente pnrn snbcr cu .. müo u11 ::t~:r-:1~:: '.·; :·;:-::~t::-

ci6n finita, la cleter:.ün::ición de un gcr::ien cli::;nli!1v:í.C:;;\ <::1 rlos­

unifü{Jes es menor o igu . .'.l oue l" codím0n:::i6n üc c:icho ;":'-':::·:!len, 

cío U.e 7-jet::; ciu codL:cnsi6n r.wt1or o í;:u :l r:uc cinco, y:: '~uc-

loti 7-jet:.; ue coui1::ensi6::1 m~wor o ir.u~.l 'lU'J ueí~; for.n<.n. una 

varied;w cerr:.ii .. ~J-'.:0or:tica :E e:1 e'.. c's,):·.cio uc 7-j·~ts,il 

Luet;o, L!. cl,.:..•i.'..'ic~·.cL6:t .u~ ::.·1-.rc-cc 1)11 c:L c:.:.)ítt.1 1.o IV i,,c ob-­

tiene de L. 11.·.rüción inc~ueíci:·. ;:ior b. 'JOli.i!~e:isióu 0:.1 J7-6. 

:C:l cariitu10 VI estudia los dcudoble~;, .lo::: cu,'.Lcs re 

mo:nento .en r.ue fue ::JL~:itec.fü! no exictL. sui'icícntc hcrrc•;r.ien-

te ca.pítulo es el '-'ll'J :1~c~1.i.r·:. l:c. s1:is'teYJ.cí2. tlo u:1 iso::iorf'iE:r.o 
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~_,t: ·- ·~¡¡·c···o· ................. ,:¡p p-(\....,,•"'r'• 
- - - -···· .. l,.o.... .. .... • J .... ._.-

ci6n de ,;eierstrnss (hech'.l 11or l/W.L,:;rc;.r1_:;c en 19G5) 0ue a su vez-

es una conoccuenci:~ del Teorem~: de División Po.Linomüll; lt' so.:.u 

ci6n L\ ecte úl tiHto :;:~oulc::w., ~,ara ci. C:.!.::'O co.:Füe jo, yrl ere. co:10 

cid1'L u finales del sic~lo p:.;.su.uo. 

Finu.lmente, ~l cnnítv. ~o VII cul::iin:''. con lr!. clo.sifici:i.-

ci6n de cf.>.·dctrofes elcC<1ent:.~Le::; rme corrc:.::·,oiu1en o. los [;érmcnes 

de codL10nsi6n menor- o i,:;tl::.l c:uc cinco. P--r:: eon.::.c·~lür este ou-

jetivo se tm·-:.li:~¡ir{'..ll C}:ci.usiv:.i.rr.cntc lo:· clorcrlobl•;s univcrr;o.ler.: -

con r ~1::~r-:'•..rrar~ro.s, C:ondc r ..:::. '5 ' ya ··u.J de c:.::tc ti 1)0 Ch~ det:do -
ble e es ')Ot;ii.Jl1J eon~truir co.; ; ~~ ~~::f:nc~.: -~e e;.~ t.'_=.; t ro:~"'ct:; de li:t. --
cla~ific~ción Je esto~ dltioo~ so obtienen la~ aneo c~t:strofeD 

elemcnt~~lei:: mcncionc"d~i.:.: éE fln~l rJ0 1. cv.:iítulo VII. 

L:.1. ma;ror 11.trtc de cate trro.b::.jo c::,tá bnsado en l:i revi 

;¡:cnt .. LL e.le Coüimcnsió:1 .1e:101· o i ';ttal nu::i cinco; rcvü:ión h::iclrn 

:C:J. re::;to 

cr: .. ·~- ··,r:i. 1.i•.~.:-

Tesis diricida por: Dr. Alberto Le6n Kunhner Sch~ur, 
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rr~t·i0n"e "f.r:t" c":"'tu 1 0, r;r· :1rr'.". 1-. rl•:·ifir:·c1<'1n lorril cie .• o::: 

func:ionrr: r:r; r~~.u· ,.,"°'ron do~':i:'lio :I' contri.'10--i"io en el co:-:-'.1:-

Clasificac:i ón Local de F\J.nci ones de Clasn. C~ cte Íi( en ÍÍ( 

re~;s '.°:e Tz:·"-::, -~f.rC· t•:>C<' "': c:1 ·.:ne: vecir."'f:r1 e.e:. cero se tiel~'· 
+ ..... :(;:)(•) ):11 + ••• ,:::in yfrc'!i·~o :e 

f ( :: ) = : ( "\ ) + _,.' ( 1) ;.: 

lj nT 
• 

¡;ei:eT2'..ic'r·; -::r.·r; r:;,:·!0nerr:0 ·t;,e- f(•)=J, :·s ~~e .si f(J){'J al cla-

r.ifico:r lF L:::ci.i:?: f-f{1), -:ue eYif.ente·~c·nte o.:e 2r-..1:'cn en ccrJ, a-..i 

ton~tiN"'>?r.te ::e "!'.'ter~ cl~:s:fiNo'.'1~0 n lf fur.cih: .r, CE- cecir, ti 

'· 
-:- :·:··- ~~j fierer· --::-r un di feor.orfi r:~s ~ 

K, e".':tcr.ces (r-f("'~o cp 

( f - f ( 'l )) o ~ = :~ o ~ - f ( 1 ) e ~ = f o <¡, - f ( 1 ) a e a r :.::f que 

+ vl: e.s deri:r fe~ f(1) 

pe:r-o 

sipnificn c.-..:e f ·· f(') .. -r· c:.fieren entre si ryor un rJifeo·~-:r-

:is!;!O. 

,, 



ci6n f no se <iru~ri en erro .. f("')=1 entonr(':, c:: .. ::~tP im 11ú·;--r· 
/ 1. \ 

naturn1}: con las :Jjruirnte~ r2rr-cterístirei: f 1 "'(1)-:/= .1 

f(n)('.))=1 "/ n ¿_ k: en cons···cuencio, rir:;r3 tod::i :~ en una Yee!': 

cinoaa del cero sr ticnn 

.¡ ••• f(n)(1) ._.r: 
+ 

r. 1 
' 

rl 
• hl i 

• 

¡:-: f(t) i22- .. ( '· +1 ' : · .. ··'(!)X .¡ ••• + ••• 
l· I ... ~--.J., 1 . .. -. r: / . 

le en coro y~ ~ue 

:::·~0rr-: 

(X v"3 (X) SI 5>0 
c.:'º '1 e? (J.) - 1 1< 

\2)1 l~;;/1r,L VC\..1ndcH4 J~t -
X. \f-j (X) 5¡ jLO 

fo función cp defini c1a de e~ta ¡r-:;ncre es rl e clase e"'° 
"lorque es e1 ryrn-~ l' r 7o r10 ., :'\1n ci or: P ~: r'le el:-' roe c...o adenf.e, t:1-:r '- , 
el Teore:::e de le F':mci 6n Jriyersn e:d ste 1~r-~ ·vecinrl?.c1 a lrer:fH]<'.'r 

".'<:1 rrro ,., .. · - r·", ~ es ¡;n difeo-:<'.'r"':.:-:·· (~ 10cé:l, ~:a nue 

~~ 0 ~! g(:x.) + X.~ j'(:c) (::. 3tx))?._-I 

() r 
en consrcuer:ci ei, ~ (o) ::. V<-~-5t_o_)_:f_o_ 

; con si :'ére~:e la co•r. ·;osici 6n .... o i> c:::to e;._, 

) 

,~ 
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:l-. + ·~:.:!':i·-r·r :-.. 1oc:.l::i·~:Ll,•; 

las fur:cior.::s ,;e clase C
00 

de v<.ric~i1~- ~· v··iorcs reales se rodu-
ce e: 

e 

en lo constette ~~e !e o~tiene al ev~!uer lo función en cero, 

,... 
\. 
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Determinación de Gérmenes de PunC'ion~s de Clase C de \1(.. en ti\.. 

Definición 

Jee é'°(l:,Q) el conjunto de :unciorie~· e""° der.: en'.:, ::-2_:­

de r ;: ('. son vsrie~?rles c-D. Si .. E r V si les funcio:'e~ 
f ~ertenecer. 8 c""(r,' ), entonc-es se die~· "ue f e::i e":tival.r:-::". 

e s: en x, simb6lic8";er.te f.::: f' en x. si ex~ ste una ver.i.nr!:1r' •· 

de x en E tal oue las restric-ciones en ~icha vecindad de le: 

funciones f :: ¡; cdnd~0:.: esto es f/J: = r/::. 

to rs>z~n, únic8•r.e~·;tc r·e e:·:'.ü~c lr trr:!'lr::'.tiYi'':é:. 

Su")6nrase rue f, r :: h son f;:ncio::c::: en C"'(i.~ 1 '.;.) t:::l 

oue f:=. f! en Y- y e=: h en x, entonC'r.'S "Jnr de:'inici6:J existen •:e-
g/N,.,= b/,. ; si::: 

Cl·r.dndes r " N de X -- 'l " 2 . 

N= N/l n2 
entonces N 

em'bfls son vecindades de 

tr l<?s oue 

resulta ser una vecindad 

X• Como Ne: N
1 " !\ e¡; 2 

•' 

f/N = g/!1 y f",/N = 11/r., -por 1.o tanto f/N= h/li. 

c. .l.•2 

de x, ya que 

entonces 

~s decir, f::: h en x. 

Notación. "Bl germen de f en x" serd la clase de equivalenc~a 
de f en x y se denotar¿ corr.o [f Jx · 

1.0(1) 

Generalr.1ente se escribir¿ [f] en vez "le [f J l., si es qu;; 

esto no da lu,,.er a confud 6n. 
nuestro inter~s r;s invr:,stirar los rér!l'enes de f•.mciones CE 

U: en Q, en conde J.'. es un subco::;;~,~~·' :::Herto de Ít('fl y C.. su·:-

conjunto ~ de ahí ~ue estaríamos tr8bµjrn~o en: un subconju~to 

de 

\ 

1.0(2) 
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Prono si ci6n 1.1 

:JeD E el conjunto de rnrrncneu en cero ó~ funcione: 
n e .,l.:> de 'í\ln en íi(_ • Entonces, En es un \í\ -esn2 cio VP.Ctori ~· l Ó<· 

dimensi6n infinita; más aún, E es un anillo conmutativo c~::i l. n 

3s cecir, -Zn es unr: íK_-:Hr:enr:::. 

Demostrad6n. r.a sur:ia, multi·ilicacirSl" y la r.iulti1licsción x1r 

e¡;c2laren estrfo inC:nciiJas ')tmtualr:entP nor la estruct.urr. c1e \K.. 
Como se Eue~tr~ R continuacid~: 

Senn [: J lr] c10s c:ér:wni::s en 3n entonces c1efinin~::: 

l.- [rj + [ [. J [r+r] 

2.- [r] [rj ::: [r.0] 
1.1(1) 

3.- \f c>l- E íK_ cK- [f .J - rf J -

3stes tres o~cr2riones est~n biRn ~nfinides nues uon ~~aenc~ 
dientes ae los renre~ententes elefiilos. 3n efecto, su~6n[ase ~ue: 
f y f' son dos re'lrcisententes ele [r] y e y g' repreoen-:::n-

tes dG [g J ; coT.o f, f', e, g' nerteneccn a C..o ( ÍI(, Ít() €::iton 

ces f+[
1 

f
1
+f, 1

1 
f,¡;

1 
f'. f.',cx.f::e><-1 f ~en funcioneDQUe -:er-

;"llore bien, cor.10 f y f' ::ion e qui VP len'. e r; en cero, e:-_ ton-
::

1 
d0l cero tal c~9 

ces ~or dcfi~ici6n si existe una v2cindrd 
o<.. f(): )= o<.f' (;.:) \j }: E i7l <:lStO 

f/i:
1

= f'/1:
1

, lu€~O rntonr.es 

es 3- ¡ [-- -f] ::: [ e>(_t 11
] 

1 
o seo._ .,.(_DJ = ~ [f J V P<- ~ ííZ. 

\)e o.."'; 1 vQ. [_o<-(} E [Y\ . 

f' cor:10 rn el 'J:frr'.:fo anterior y óU')6::;_ 
f " J 

.~2sr ruc t: y r' son e11uivalentes en c:E!TO, entonces d e:.:i:::-:e 



1 
1 
1 

' 

~~----------------·~ 
Í( 

V x e N2 • Como nntes, se1J 

.. 
" eE un8 vecinded ~el cero y aüe~{~ 

N c.J·:') , de conde 
'- 't/ x E- H tcne!r.of; 

f(x)= f' (x) y g(x)= e.' (x) 

f(x)+ e(x)= f'(x)+ c'(x) y f(x). f'(x)= f'(x). e'(x) 't/x E 1:. 
:Sn consccu"r.ci::i: ( r +r) /:: = ( r' + ~') h-

t. ,, .I• ~/ ( f [". ) / ¡, = ( f' f',, ) /.' 

l.- [f+c] [rr + gJ 
~ [Le] G'. e] < .-

r.-..., i () t::n to [f + r] ,, [f . &] E 3 •' n 

El ccr~on rn cero de ln función id~ntica~ente cero, es __ 

e::..-'~-, er·n: ~;~ntr, 'e<": F·::: el nct:tro ;)'.?l'E. ln ;:·ulti ~·lir(!Ci'Sn ~, 

- [r].., [-rJ nor 3 rle 1.1(1). L3 existP.nciD ílel inverso r.iulti;li 

cativo de cuobuier r-er·nen [rJ E "Sn' pera el cuDl f(O) =/:.o, 
se justifica en la nrueba d1>l Teorema 1.3 (v~ase just:iffr?.ci6:: 
de 1.3(2). 

Las pro~ie_dades ~~ra la nulti0lirnci6n y adición entoncec 

están inducidas ountualmente oor la estructura de Íi¿ . Además :le­

be observarse que [r J + [gJ y [r J. [g J están definidas en la 

intersección de las vecindades donde f y g están definidas, en 

consecuencia, En en verdea es una Íl(-álrebre. 

Ahora b:ien, oere mostr~r run visto como Íi(-esnaci:> 

vectorial es de dimensión infinita basta con exhibir la indenEn-

dencia lineal de un conjunto infinito de vectores en E • Pare n 
ello considérense lof· férmenes en cero de las sL--uientes funci ·:>-

Ql'l .x · 2x s·-
ne s de \I'- a íi( : e 1 

, e 1 
, • • • , e ..... , ( s E NJ ) • Este conjunte ~t 

tá for~ado nor vectores nro~ios de ! con valores pron:ios a~s­
n 

tintos entre sí bajo el operodor lineal. 
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(v0r 1Pfinjci~n en l.?(~). 

::n r.fecto, tr8bf'jCn'1o con renre:-irnt:rntes de los !"'6rmrrnr:-

tenemos: _'\ ( s.x.,) 5;;__ "' 
CJ e.. -:: -;e. '-) cJ r. S"J..1l - [ s:kol 

--.,,--- - ~Le. _J - S e_ _J 
c..i :(1 c>X1 

., · L(,_·-·1l e"' es \,ec1r L J _ ~n vector oro,io con v2lor pro~io ~ de 

t t 1 
. ... [ x,1 L 2::, l r, i;,;J 

consecucn er.1r.n- e e_ conJun ~o e ..J 1 L.: ~ , • • • , ~ 
oÁ, 

es ur. ¿-

conjunto ir:fj Yli to r1P vectores 1: ne2l~n,,:-itr 1n 1Sr. ienci r.ntes conte:·.i-

do en 3 , Far l~ trnto, lr di~ensi6n de E es infinitE. 
n ~ 

Observación 
A fin de intro~ucir le noción de cc~aosici6n de p~rmene:, 

es neces21io exten4~r el cnnrR~to de r~r~~n~t ~e funcionen 

C ..o Cí! íK.'T'\ o íK.p . 

Definición "° l'J'l1 0P 
Si f es una fu.nci6n C de 111...., en 111.,... entonces 

f= ( fl ' ... 
f en cero como: 

1.1(2) 

-...;s clr.ro ~ue la vecim'JS(1 H(n) en 19 cual [rJ cst~ i:'e­

finida, Cfo lP intersecd6n r:l n F2 n ' ... ' n Np ::oncls ;;i ES 

·J.nc v:c~_y'~":' r:cl cr:ro el1 l8 cl;nl '[fi] 

:i"'l , ... , p. 

Je aquí r;ue rlos funciones ¡; y 

ser6n eouiv0lentes en cero sí ~ ~ólo sf 

cero ~8r8 i"l , •.. ,p. 

E. 
., 
!Jn 

" , e"°'º')) af'' ,¡ er.1.JDS en \i\1...t ,,..., 

c. equivBlente con h. sn 
1 l 



Corolario l.;'.J 

Sea Z(, . '. El ccnj~1nto óe e;ér:n·'nes en cero de iuncio11" 
41 J ' I 

e"° de ~ a ~ entonces ~( ) es un ÍK -enoacio vectori2:. de 
n,p 

dioenoi6n infinita. 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
.1 

1 
1 
1 
1 

Demcstrnci ~~ 

L<;s onerr.cicn·:;s oue h8ccn a 3( ' un esoacio vectori::l n, n, -

están ind ucid~s coordenada a coordenado oor las operaciones ~~ 
E , el cuol yH sehe~~s cue es espacio vectorial. (ver 1.1(1) er. 

n 
la pruec~ 6e riro....,osici~n l.l) 

Por éste ra~'.':n ú;1icr··1fnte n0s limi t;.;rer..os r exhi1i:!.r ur. i::.-~ 

1:1or:'i s::o er.tre 
x .•• x En (p-factores: 

Tal isor.lorfisno está darlo nor la fuuci6n cue osocic 

donde f= (f1 , ... , fp). 

Linealidad: 

[rJ+[ft;J = ([r
1

} , ... , [rnJ> + c[r.1) , ... ,[gr]>= 
-= <ff1J+ fg1J ,.-.. , [rpl + [eºl> = ([r1+ g1l , ... , [f:/ gJ)= 

[f+gJ 
3i s E'ÍI( en~Or!CPS ::.([r) d[::11 , ... , [rpj> 

= (s[rl] , ... , :::[iJ)= <Gr1l 1··· 1 [sfpj)-=[sf]. 

::!sto -:-irueba la line2lic1nd. 
!.!lora el núcleo c:onst::i exclusi va~:e:1te 11el r:era1cn en ct-"o 

~e le función id6ntica~rnte ceTo; en efecto, si: 

í [r J [.r ]) ~ ["] en " c~.._o :1;:l). lj ca \ l 1•••1 i!J J Ü(r!,~)) ,..>C 

que [r.l= [oJ 
l 

i ..,l, ••• , p. Por lo tanto, nueBtH1 fur.ci6n es in:vect:'.. Vi::I, 

también es ~u;.ira:vecti va :·a r¡ue: 

11 rrJ E ~' , V L· \ n' ;) J 

.(' O<(J ( ";i)" () \ 
- i E (! \k_ ' \('-... J 

se tiene 

i=l , •.• ' p " " 
f ) 

1 ••• ' µ 

~----------------~ 



1 
1 
i· 
1 

~u.e; ~ ( r:' . , ) 
C[JQ::l i.,;r:o (~ ~! 

, . 
" 

10:.1 ]J 

[rJ . ;Je ~:.: 

:~11 ; ..••• :: '\
1 

(p-friC"larr~:).~;f!<.n i:·:o::cr:;'o:... C·_· 

f;1<.:torr:s en r:-1 nrof.ucto e:-: r·Lf:,.i: t1•J e:> r.c ~::-

mens16n infinit¡; f1SÍ mismo lo es E(n,n)" lo eme completfl la DT'-'"­

ba. 

Definición 
Si [r':] t: ?.( , y [11jc:: ~ ,, entonces se defint:: 

n ,n ! ,q, . 
le cr.r:¡•10Ei cié:-1 'fl ~r· toR ¡-érc~1 •nP.G c0: '.' 

1.2(1) 

~=t~ cv~~o~iri~n e~ln tirre sentido pera ecuéllos r(rme~~E 

011 cero [e] tr·l riue ¡(1)-,'). 

Observación 

[h o cJ e3 

h é e"°(~'~) entonces 

El11n,n) y;;ir;ue ¡;e:C"""(ÍÍ(,~ 
le COll 1osid Ón j¡ o{' E- Co-0 ( íí(1

1 ~), 

La com1osici6n Gr r6rmancs es inde1eneicnte de le elccri~~ 
ae ~.os rrprc.:cnt2nt"s. En efecto, h::h' en O y g;:;:g' en O, er:.ton­

ces existen vecinn2aes 1\1 :-' l'.2 clel o en \K'ty u( respectivernei~tc 
tal (lue h(:/)= h'(;;) \:/;;e 1\ y ¡;(x)= r;'(x) Vx E I-:2 • Aho-

ra bien, r. :J r' !:on rontfnuns nues 8mbas s0n funciones e--; en 

consecuenci:-i, existe una vec:lnd::c1 ¡.;del O en íKn tel ~ue Nc...N 2 y 

r.;(:d= r,' (y:) E: il
1 

1/ x €:- 1: y r(N) e N1 , f.'(!:) c.1:1 , además :-ior 

hi'?ótesis r.(-1)= g'(1)::.'.)<=-N
1

• Por otra narte, h y h' coinciden 

en N
1

; luego V xG:N se tiene h(r,(x))= h(c'(x)) .~. 
[iiogJ=&'og~ 

Definición 

Para todo germen [fJ E E0 
y V i=l , ••. , n, def; nimos el 

operodor é) como: 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1.2(2) 

eler.ir los renresentrintes. ~sto es, si f y r. son equivalente~ 
Nuevamente es tri aefi nici6n es inr:e :Jendi Pnte de la forma c.' 

en cero entonces oor defi ni ci6n e:d ste unci vecindad I\ en la cu0 -_ 

f y p: coincirlen y nor tnntc: 

df en dichn vecin~~d, 1u<::ro entonce:. 

Ahora b:i en 
r.B un rermen t:n ~.,,. ~1z 

E 
.>C t Qn '.':) ' e , 1\\. , 11'-, 

que 

' ... ~ n. 

Esto nos nermite ¡311Jjc¡~r el onerrr:10r 
ri los eler:ientoE r!e 

()f..' 
4't-'- 1 1 J.... ld _, ';1n~2s veces como o c.eseer:ios ~· "·'.lr cons1f'· ien.,e cxnres2r a e-

n 
riv::ida de cuolr:ui0r oré'.en Cie un r:er..en 

es un entero no ne-

neclP s; ezto es, 

f0 ti"º v i==l , ... ' 

1.-
...... +o<. n 

,_o 

I .,,.¿ 1 ~ o< 1 
I 1.2(3) 

2.- o-<-/=tX. I <><. 
• l' r' 

ti(, .,... e><.1 .~n 
\\(1) 

3.- Para toclfl X en ): = J:l • ...• . .. X E: 

~'°"' 
n 

cic.x, ()11 
4.- () ' ... , ( 

() x"-- ()-x~· 
() Xn~ 

Entonces la c'\erivede de orden \ ~ \ del ecrmen [í]<= En' se 

ex-presa como: 



1 

1 

1.2(4) . .. . 

Observación 
Lss definiciones Rnterior~s muestran de -uc manera se pue­

den extender los conce;itos y resulta<los ~ue son •:rllidos pare fun­

ciones CoD a s'frr.:·~nes ·=n el ~'ni.llo :-: ·,· a los f,'5r::ianes en el es-n · 
pacio vectorial 3( ) •. \si -;or ej~:TJolo: C'.l:rndo se di~::i que un ger-

n,? 
mcn ~ ·~S C"°, en rerilir~od nos estAre·~os refiriendo a que cunles-

~ui.era ~e sus re~resentantes es e"'°. 1.2(5) 

!lefini. ci6n 
~i A es un e~illo c~nnutativo con 1 entonces un i~aal ~en 1 

(~as inclusi0nes en sentí.lo ~stricto). 

Jefinición 

'::'..r.me un único iC.eal ::;~:ximal. 

Teorema 1.3 
, .:,s un c>nillo 10cal cuyo ideal mn::i.t1al, al cual ~enot:ire:nos 
:1 

7.'.n, r:st~ formsr1o "lor i.os rP.rr:1P.IlP.S en cero Oe C'lttellcs funciones 13n 

C"""(lit', íi<.._) r:ue se rnulen en cero. 

Demostración 

:>robarerr.Js las r\os siruientes afirm3ci.ones: 

t 

·.:n = ~~ [f] E \ I f(1 )-:'1 J P.S un irleal ~r. sil 
1.3(1) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 .... 
,~-

1 

1.3(21 

Justificación de 1.3(1).- \s cl~ro aue el ~ermen en cero de 

la función idénticar.icnte cero uertenece a r:11. 
[r] ~ l'n =/ f(·l)=O y 

lue,c:o 

Af1ore su~6nrose ~ue 

entonces [-1] = -
S-c'.1oncr qrC; [:j ; 

[r J también pertenece e J:-
.- .., U·\ e: ; :~ entonces ft'l ):e'.) 

ce c:ow1e 
en con~;ecuencie. 

-f(0)=0 

y t1'. (' ~ - ,. 

en I.·n, esto "?ruebe que In es un sub¡::ru"lo aditivo 

ver ~u<:: 
'.!'! e::-. un ic1i::<'l, consic1 {rrnsc [h-~ E En 

[r .!'»J es ::'.:ir cefinición [r} . (1;} 
[f]. [rJE :n. el' con~·-.. entonces 

Justifieri~n 1.~~, l.3(2).- f<>r::. c;:llibir l::i ~~~·xi·~::liC.sd ele :.n 

b'"'star{ con r:'Ostrr qüe (J.'.:1 { ccn~·t~ n:·:clufivnr.vnt.e GP. unideues. 

Bn efecto, su'.)6nt8Se !':UC r<~ 1 t'.n entonces f('.1):/=0 pero 

cc:10 f € C.,.c. ( íí<:', R) f es difcrenci8ble y nor tente f es cont!-

nue, entonces ex~cts ~nP vecindo~ ~de O tal ~ue V x EN, 

f(x)f O. Consid~re~c 0l crr'71f'U de f en N, nor con:;t:rucción éste f.er­

men es Cistinto r~ erro en K, razón ~o:r ¡e cual podernos conaiderer 

el ~ermen ac le ~~nci6n f-l= l/f, lA cuel est6 definiélB en la ~is 
no vedº'"' l'., ;' "°" tdnto [r] . [ f-l J es el gnrnnn de ln fUnni6: 

cons ts nt€ 1. Lo que aruc br- que el gpr1:ien r1 e f es nno unidad 
1 

esto 

es, (l'n )e contiFme solrmente unic'l<.:iaPs: por lo tanto, r.:n es maxi~~al 

en 3 . 
!l l'::iciil~·d: Suu6n'.""r,~·.e rue i.'.n y L:.'1 1 son ideciles moxil!lales de 

1·n =t [r1•30 1 f(O)=oj ya que arn-
Kostrsrer.'.Of' "Uf' r:n=J.:n'. 3n efecto, 

bos son ideeles y en p~rticul~r son subes9ecios vec~orieles enton-



ce::i al menos contienen t 1 r;eré:f'.'n en cer0 de la funcj6n idénticc.-

:r:<:nte C<':ro. 

Af irr·1r·1:10G .,ue rn' no contiene uni c'J:.1<ies, ¡mee cir: lo cor1 LTC'­

rio si [r] 6 J.'.n' fuese unn unidad tend,..famos que [r] . (e]= [1] 

pare alp,ún [P:J E: En. Esto nos conduciría a concluir que el idee:!. 

f':ener;;do DOr 7.l corr1rm [r J, e1 cm:l r..st.¡~ contenid·• en r:n', coin­

cié'c ccn el cnil~.o :::r_: r:ue cl.'.~r;c-:;iente contradice la hiMtesifo .:-

~,~ ~uc rn 1 P!3 1;in;.;imel. Por consiruiP~·-

te rn' no contiene unirlrr1es, lucro entonces i.'n' e l'n -:1 por lo tvr,-

to rn=J.:n' . 

Teorema 1.4 

Sea U uri ::uhron,'vnto r.'0:'..cr"to ele Íl(n r,ue contiene al orír:ei:, 

s: fes 1:n;1 func:!.i'..1 "t: c"""'(U, ííZ) entoi:ces c:-::.sten n-func:or,r:::; 

c
1 

, ••. , f,n i::nC..o(::,ÍI(), n,uc s2tü;f:~r.0:• 

11 

f{::) -f(1)=c Z, Xi Cj(;:) 
..i =. I 

V X E: u 1.4(1) 

donde :·:1 c~~ J.;, :¡yoyuri(Sn t1c R G:1 ífZ Que Fis0cia (x
1 

, ••• , :.r. / =~:i.. 

Demostración 

Consic'b use lD funci611 g: [o, i] :;.. U definida como 

g(t,x)= f(t.x) esta funcj6n es e~, :mee es composici6n de fun­

c:i :1es c..o, entonces 0cri ve.indo con res :iecto a t y aplicando la 

regl8 Je la carlen::; ~;(;: tiene: 

r::' ( t, )'.)"' :: 1 ( tJ:) ~t x) = (-illis~ , ... , é) f _ ( tx )\ :~ 
ut º x, axY] Ji 

é) f: e { xJ 
o-;(. 

). 

= 



f(x) -f(1)= r(~ 1 x) 

11 Y1 

= :;i_ 
o ;_: 1 

Ahorv, u',ili7.0nco 18 l:in"alic!nd c~e le int.e¡:ral y factori­

zsndo ~i ~e cuP no es junci6n de t obtene~nEY 

Y1 

f ( ): J -f ()) == ~ :•:i 
_{.=I r o 

Jf ( { ~) 
CSx· -' 

c::ir.:o: 
For dlti~o dcf!n~~~ 

r·;: ÍI( n_\7 ÍI( 

( t:--.) d t i=l , •.• , n 

'Ss cloro '·ue 
Jf (ol dt 

o:c 
Co:;.'.) f e::' e""", 

c;ue l!.i sea C..o. ?or 1o 

_c"""?> ..... f __ tm:.bi6r. e E C..c, lo r,ue c;rr!:.'ntizf· 

()J...{ 
tente f(x) -f(1)= 

o 



l 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Corolario l. 5 ·~l ir:,._::l J:n cnti§ fillltr;:11MÜ<~ renerLltJO n0r 10L c,érí:!Cl!eb t;;:". 

cero te :<

1 

,. .• , Xn donde xi ce la pro:,,cci 6n i-ési mo 6 e íR." e o íR • 

Demostración V r: ttr -v ííz. 
En virtud del Teorema 1.4 tenemos 

2-
se tiene f(:;:) -f{})= ¿:...Xi g5(:~:. #.{: t 

Pero e i el corroen Oo f oortenece o.:I idOOl rn (ver l. J (l;, 

entonces f(:l):::O r''.e ehí que f(;:)~ ±xi c;i(x\ es decir, .< 
1.5(1) 

es el gerrJend de la pro:vecciél: 

i-ésir:ir· ce 
".IOT o 

Noteci6n 
Simplific3LlOS la not8ci6n de la siguiente manera 

3o 3n' f,'
0 

J"n, ademdó, O lOó f,érmenos de E0 los denotoremOO COO 

iac let T8 s r,ri ee" (las más usuo leo se rolM )"' , 7 , jJ. , \) , $ , 1' 1 
use<emoo indistintamente '1 ,¡,;bOlo (xJ y x1 P"' representor el 

c,ermen on cero de la pro,ecoi6n de \K''- en fK que as_oeia • 
( :-:

1 

, ••• , x ) --O >. y no• lic.itsremos a trabe jsr con re ore"'º''"-

n 1 
tes L1e los g~r¡¡1enes cu0nc10 el c2so lo amerite. 

1.5(2) 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.. 1 

Corolario 1..6 
El i;:-?~l l e:.:ti ¡::cner<,f',0 ~Jor 108 r1~r~1c111~::c· t.ti cPro w: '· 

forma 

~1· 

[r}[)::-J .. :[x;'J don(1e<-<-""'._(><-::_ , •.. ,d-L): 

• , , + e:>'!.. = k. En consecuencia r{ e::. un ideal fini taoent~ 
n 

r:ener::: do. 

De:r.ost.,..a ci 6n 
ne ecuerdo nl Corol:::.rio 1.5 noc'\cnos ele,..ir co~"º P'eneracore~ 

,,. del ir~er?l J.'.'"· 8 los ')roñ~~ctos re k-('.ener::ifo,..es de r ;¡ en consecuen-

cia es f.r. 18 forn::: Y.; • ••• • .. ; • J,11orr: :..~ien Vi .,.1 , •.• , n se~ 
-1 ~l: 

o<--i el nú~ 0 ro rle f¡;ctores x. que aoerecE'!1 en lá E;::-::ire~i6n enter-ior. 
1 -

Lue{'O entonces, co;no el anillo 'S es con:;;¡_¡tativo se t:iene qu<.: 

""' .....,... 
.- 1 '·' n- •-· == x

1 
• ... • x .. -, y clPranH'l~tc ~ + + ...<. - ,_ 

'Ssto si ~-ni fi e?. r:ue X. • • •' • 
11 

µertnn~ce rl ideal cenerado 

nor los gérnenes de 18 fon:·.:::i: x<><- o 

Qbserv~ ci. c'n 

!
,k+l 

1.6(1) 

I, 1.·_2 ·,;? :J ••• :J 11 

La justificación de P.stn afirmeci~n es inr.1ec1iat2, yr-i que 

1 
, .l 1.kÜ .l l f os renerR~orcs ,,e ; son ue a oTma: 

[ P] c0•\ •[f'"l x = x
1

j • ... x
11 

j donde 

{j == k+l. Co:r:o k ~ l entonces e):iste tltl ínc1ice i en­

n Q 1 + ... + 

tre 1 :; n 
pnra el cu2l () i ? 1, luer0 entonces, 

el multiín~1ce que satisface· 

O<( • 
j 

'1 • i:,onue e r. 



~l + ••• + ="~ = k; 
n 

por lo tanto 
:-:::i clnro au8 

Pro no si ci 6n 1 • 7 

v 
]Jertrm0ce lr~ iaenl !~·. 

k +1 
Un germen 7 estd en V - si, s6'o si, 

-~"") (o)=O \j multiínóico ,,¿__ tel oue 

Demostración 
:ior l. ( ( l) 

ces, 

1 (1)=" 

1 ,,,,.. 1 :::: :: • 

donde 
e,,..;:, entonces ele 1:-o 

asa 

Ahora bien 

~, ¡,,(.I 

::: _() 

()x"'-

son teles c:ue 

entor, 

Uner.li-

1.7(1) 

Donde los mul tínc1ices y 
n) ( <?<.. 'l ) es el coeficiente mul-

o .:: Y· ¿_ <=><'.· (i=1 y 
- ~ - ... ' ... ' 

tinomial que denrné!e de o<'.. ':1 ;{ . Por otro parte, 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
rl 

'r/-l.:.l¡···1Y1 
1 

í 
i_ _; 1 ) • • ·• I Y1 

) 

Por consi,":lliente si 1o1- I 

SI 

::_ k entonces 

::'\ 1 (' J (3 
1/ (o) u , x (o)-= O 
(!3 u y__ó 

Recí".'.lrocarr.entc, CCl~C'l 7 E e= to8as sus parciales de 

cuBlQuier orden existen y ~on cont{~uas, luego, nademos anroxi~Rr 
al e;ermcn, ~ medif.'nte su ex:innci ~n en 3erj es ne 'Taylor en unr 

vecina.za clel cero ele lri sir:nir:nte rn<1n<::TD: 

"",~ 1 _..=.,.u_!]__ 
()~ Luer.o si 

tal que ( d- / ~ k entonces 

\ 
~ l d!C+.' 

'(\e<-<2 ().... ¡aea...\ n 

i- z. 1.7(3) 

~ 

\.,.L.l::. 1:::..+ 1 

(0)=0 

1.7(3) 

para todo 1nul tiínd ice o<:::.. 

se transforma en 

1.7(4) 



" . 
COTOla-riO } ,8 

i;r, r•"''cn '1 aü ,unlo E eeté en l -
cul ti {n<li ce .,L.. ne norme k, \ .,._ 1 " 

r--" - si , 5,, !.. o ~::.. . 

l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

j0\ 
~ 

para tocic 
(O )=:O 

~l ;'• "" '·." •• r<n ti e• l• e non si rcui entes efi ,-roo ci ones' 

i.- un , •• mcn '1 oertcnec• el ¡ne• l ,{ o i. ,,é lo si. toñe' 

su• o•••¡el•S ne ornen men•• o \cu•l oue k-1 •• onul•U en e••'• 

uemostrad (-n 

e:r.is-

"Je l 'J 2 se :.irue C\ue l( 
te un ::.ul ti indice ~ de oorf.Iª k, 

1 o<. I == k, para el cual 

de norma menor o ir;usl que k-1· 

ooservaci6n 
entonces ~ ()x. 

J-Si 

o 

1.B(l) 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

~ r t n L 1.·.k-1 1 · l. t a j l "" e ce o, l ' >.m" "ª que o as sus perc a es de 

orilr~n menor o i1'ur:l r,ur k ::.e nnulün en cPrO, consectJenternente "t'"-

dns lAs parcia los de orden m~·nor o i0lal que k-1 üel rermcn: 

se anulan en cero, lo que significe 
:i. -:l ' ••• ' n 

~egún el Teorema l. 7 oue 

Observaci6n 1.8(2) 
Si un ic1eol ~ del anillo 'E esto generado por 

también son 
A_ , , .. , fts : entonces ), jl 1 , .•• , ls fas 
geberadores del mismo ideal siempre y cuando las 

unidades. 

) • sean 
Á 

'En efecto, sea ~E: (f, 1· •• 1J-l.s J entonces 

\ = 7, ¡J., ,. · · • ~' f s Y como ) _;, no ro i"l , .. ., s es una unidad 

entoncos ~ , u¡, n.' ) ~. )!. L + ••• + ( q, º·s ) . ;i., Ms 
de donde } E (A 

1
,lÁ

1 
,. • • / ).5 ;J.s) y en consecuencio 

(;1
1 

, • ••' ;J.s / (. (/.., ¡)-, , .. ·, )., ;1,) la otro contenci6n es 

inmedir>te. 

\ 
.! 

.-,, 
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Teorema i.o 

l.--~~-
M 1c.+1 

n.- l 
,..tt<-+' 

Demostración 

es un anillo locRl cuyo ideal maxirnel e~ 
H t<-t- i 

es un 'lR-esoBcio vectorial de dimensión finita. 

1.9(1) 

1.- El cociente 
___ t.. __ ~ es un anillo conmutativo con uno 

11r.:+' 

2.-

3.- __....0_ 
H t<-+' 

es un ideal del anillo 
J-{i<-+1 

es el único icleE•l maximal de 

es un f\(-es:laci o vectorivl 
4.- f 

rtic.+1 

5.-1 [x~J + ¡,lc+l f __ t. -...- / o<_ = (e:>< 1 

H'c.+I 
' ... , y 

\. 

O °"· ,,¿ 1 + •• " .<'. n ~ k ~ 
del ÍIC.-espacio vectorinl 

·éste conjunto es una base finita 

f{ ¡c.+ 1 

roen const2nte si c><.l + ••• + 

ficado de x<>4 en 3 de 1.2(3) para 

• Aq u.í [x~·_} es el ger-

...<. =0 (véase el signi­
n 

o<.l +.' .+ -=-<n f O)' 

Le justific?.ción de éstas 5 acevcraciones es suficiente pa­

ra probar el Teorema 1.9 ele le si~uiente manera: 
De 1, 2, -y 3 se deduce 0ue f!.. es un ¡millo local y 

HfC.H 

que su único i<3esl rnaxirJ8l es ¡-,{ , lo que prueba I, mien­
µ. ic.+1 

tr<>s ~ue de 4 y 5 se conclu~·e que (. es un í7( -espacio 
H 1ct1 

vectorial de dimensi6n finita. 

1 
1 

J 

1 
1 
1 
~~~--------------------111111111111111 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
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Justific<1c:i6n de 1 en l.')(l): De lv Pr0Ds3c:i6n :;_,1 y 

Corolario l.G i:;e sebr: r1ur,:.: es un finillo cor.r:·.:!t~".ivn e·;.: i.;.¡. 

k+l que L; es un iílcr:l de :;;; cooo f,l coc·icntc de~ t:!1 r:nillo entre ur:c 

de sus ideales resulte ser un anillo, se sebr que, el cocientf 

t._ también es un 01:i llo conmutAti vo con uno, que tiene a la::: 

H'~t-1 
clases: [o J + r.:k+l ~· [1 J + r~+l como elementos neutros o&-

rala adicidn y la Gulti~licHción res~ectivbc~nte. 

Justificación de 2 en 1.?(1).-

ich:sl del snillo 
/.{ \Ct- 1 

observac!6n beche en 1.C(l) =e 

e:qúí que: e (tol18s son contenciones pro~i~~ · 

Hic.t-1 
(. 

M1<-+1 

es clDro que [o J + 
_k.;l 

l.. ~·ertenece a M .. ~.:·10ra bien, :::ec 
¡.,{ lc.t 1 

'.-.;.l 'l + !.:·· · ct:elquier ele:~cnto r1e f!.... y consic'lárenst; 
M IC.t-1 

11 ,..k+l 
r'1. + 1.l 

, .. 1: "1·1 
'" éios clases t:n 

a efinici6n ae tiene que: 

( ~ + ¡,¡k+l) ( fl1 + ¡,:1'~1) 

. J:+l . .k+l 
( »1 + !.. ) + ( µ 2 + !.¡ ) 

En cor~.secucnci~, los close·s 

( 11 ,, ) r.·.k+l 
/-"1 + /"-2 + pertenecen e 

.k+l 1 Jl..1 + J,, 

()J. 1 + fl 2) + r!= +1 

.k+l 
+ l.. 'j' 

:i·a c;,ue )11 
¡-{ \< . .'t 1 

y 

1.9(2) 

pertenecen a J,:, entonces )J 1 + )J. 2 y 1A tembién pertenecen 

t< ~. Por consir,uiente, ( 1 + !,.k+l)( )J 1 + L~c+l) J 

1 l .k+l 1 l .k+l) . 1 
( /V· 1 + L ) + ( ~ 2 + L pertenecen a --'/4'---,.... 

M¡<.tl 

, esto sig-

.nifica que -~r{_,___ 

~' 
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i. 

Justificnción de 3 en l.')(1).- Pora !)robar c¡ue el idenl 

M os r.:.0xi;~,a1 ;: único cor.. e~ ti:: ¡,Jro )ied8d, :C:;st3 ob::ierva r 
H ~t-J 

~ue cualquier ide8l de diotinto de s~to cnillo cociente 
µ i<:t 1 

eotá conteni~ o en , ~aro ello concidérese el S~imorfis-

110 Canónico j: :: 
f-1 ~t-1 

fol <]Ue Í¡_¿_ , 'lntonctJs 
- l • 

j -(1) es un· ideal 
f! ¡<.ti H¡c.1-1 

1lel anillo lncol s :/: : ,, _-.or con::;i·.·cti.•?r:te e::;té contenido en 

algún ide&l :n«zi::sl :·ero, 1.'. es d ·Jnir·1 ieeiil :.~n:·:i::ial de E, luero 
-l • . . l 

entonces, j (I)CLí, :•Jr lo tonto, J(.\- )(I) está contenir'lo en 

j )í) lo riue eo.ui v:ile a ,::ecir i::_ue el L -:: 1 Í ectá contenido en el 

.·.deel M ¿_ , esto signifi-
H. \(-l-\ j--(HI 

ca (1ue H 
J-l. IU-1 

' l ( ) ' :~ + 1 ¡.. • uustific2cion de 4 :1 5 en .') J. .- ,,'. es un suut:S')f!ClO 

vectorial de 3, ~e aonde ·~s •.:n ;;,S'.")Pcio vectorial, (ver 
fil~H 

Proposición 1.1 y Corolario 1.6), cuyos ele~8ntos est~n rener2dos 

0or los .:'onomíos 

r.enerudores de 
j-1 ¡c..t-1 

~ = ( o<...l ' • • • ' ex. n ) 

.~e ;:;redo :nenor o ir;uol ri.ue %; e~1 ,:ecir, 
'.•+l 

::·'n de lo for:1:a x<><- + 1~ donde 

e><( 
1 

+ ••• + o< n ~ k. ;n :;imbolo 

l si ~, +. • • .. o<~ .• O. -:n efecto 1 e· ,_1e 

:uede e:xr>reearae de acuerdo ol Teoremr, de T::iylor como: 

7 (O) + 71 +- ••• + ?k +}J.. 

' 

los 

1.9(3) 
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donde 7 i = 2... 7~ 
.....::: 1-41 = i X ' 

y 

d-

1~ i * (o) i=l , ••• , k fl E ~/:+l 

o< I o<.. 

, 

(v~r 1.2(3), l.7(3) y 1.7(4). 

Considérese el e~i~orfisco canónico entre los es?acios 

vectori:>les j'..:: ;;; --O r.ue ,r.:ermen ( de 3 

µ¡¿+1 

le clase + );. ' 1 
.~(+l f; i obi5 l i c2 ·:·en te 

- (} L)~+l 
- ( + j 

o :;ien 

j:'::(~)= jk(~ (;~+ /=(71) + ••• + {(~k) +/(A) 

=1(0)+~1+ ... +~k+;z --= 
• 1to) + ~ 7.,,_ x~ t ... + ~ Y(_,_ x~ tfa 

¡...._\::I \~I ::r-.. 
= 1(0'> + ~ ~-"-. r +- ••. + ~ 1,,L... x.:.< t-JJ 

t.< 1 :. 1 \...:. -1: K 

Cbsérvcse aue"f 

ya que 
,,.k+l 
¡ •• y 1)c+l es el núcleo de j. 

1.9(4) 

1n l~ s igualdades anteriores he~os utilizado la asocia­

ti vidad, conrnutatividad y distributividad de la adición y la mul 

ti?licaci6n as! como la linealidad del enioorfismo de espacios 

vectoriales j. Resumiendo, cada elemento 
se pue-

~e expresar como: 

1
;: () f-¿_ 

{o .,,¿_ 
1...tl::I 

+ ... t ~ ?o< • 
l<><l::: K 

3s decir, los oonomios x""" de grado menor o igual a k 

generan a E/uk+l como Ít( -es [)Bcio vectorial y el número to-

como se ryrueba en el Lema 3.2 del 

Ca "J!tulo 3. 

( n+k) / 

n/ k I . , 

¡.q 
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1 

1 
1 
1 
1 
1 

~¡ k+l 
ror lo tanto ~ r.! es un 

K-espacio vectorial de di-

mecsi6n finit~, rnds edn, una bAse de éste es?Bcio vectorinl está 

co::-.sti tuídn '.)or: 

.,~ ..... r;r.+1 :;.., = X + 11 
() :: I .,.< 1 .=. k. donde 

~n efecto, en el párrafo anterior mostrauos que las .;;:~ 
generan a B/ul·:+l, única:::iento resta 9or de:nostrar la inrle ;1cndoncia 

liceal. Para este efecto su:16nP.::rne a_ue Z,_ ~..<. X"' .:. O 
do-::de .,<.._ recorre torios los ::-.ultiíndiccs distintos tal q_ue 

~ k y t;.,,..:. 6 Ít( , esto es equivalente a que 

C...:. X-< E J--\ ~t-I 

r.~ostrarer;iOS :;ue C..<,. =0 
y de la linealidad 

~e las definiciones de x-< , 

Je ésta dlti~e se tiene oue: 

(véa::;e 1.7(::). 

~~r consi~uiente, si \';í\~k, rJOT" l. 7 ( 1) tenemos 

o = rJ. 'I ( :§: ~ x"'" )(o) = i J C2. 

u~' 
( 

Por lo tanto e;,-= o 

o .::.. l )' \ L k, es decir, -
son linealmente independientes 

en B/!,f+l . 
o 

:rotación 
Llnmaremos /:·= E/~;;k+l , ~ k = 11'./~.f +l 

y / al homomor-

f:!..:;mo r:ue va de s -{J s;.~+l. 
1.9(5) 
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I;efinici6n 

sea ~ un gormon en E Y 1o + 11 "· • + ?t< 
el germen 

riue se obtiene del desarrollo en Serie de Taylor de 1 
co~siderado hasta orden k, entonces 

en cero, 

1.9(6) 

se define como el k-j~t en cero üel germen 1 · 1o es la 5orte eonstonte de 1 en tonto '"º 1.J 
es el Een~en que contiene a todos los monomios de grado j que a-

Serie de Taylor de 1 en cero, 

?arecen en el desarrollo de 

j = 1 , ... ' k. Es decir, 

~s= 
ci'~\ "'- J. -9(7) 

z - 2 (:)) J._ 

,,,..... () )__"'-
~ l . 

dc:'lde ~= ( o<.l ' ... , o<.n) y 1~1= j. 

1.9(8) 

Observa ci6n 

le J se le conoce como el es1acio de k-jets y resulta ser 

isomorfo al anillo de los polinomios en n-variables con coeficien 

tes en ÍÍ( de grado menor o igual que k. En efecto, de la line!!. 

lidad de j 1\ de los apartados i.9(1'f), 1.9(6) y 1.9(7) y las oper!!_ 

c:.ones descritas en 1.9(2) podemos establecer un homomorfismo de · 

la siguiente manera: X é: íiC.. n 

¿:nde P
0
(x) es el polinomio constante 

:J.C:nio homogéneo de grado j cu:;os coeficicntAB estón determinados 

;:)r las parciales de ~ de orden j evaluadas en cero (como se 

Y) ( O ) y P . ( x ) es el poli l J . -

:~dica en 1.9(7). 
-;:3 claro riue, jlc( ~ ) _. 'l si, sólo si1 /( 7 )=0 

. ' 61 t~c + l ( ) ,e s o ai '1 e ... consulte Pro oo<ioi.ln l. 7 , ademo o, 

\ 

\ 
1 



jk (~0 (x) + 'i (x) + ••• + Pk(xB) " P0 (x) + P1 (x) + ... + Pk(x) 

(v.fase 1.0(1). :::sto significa que el homomorfismo que acabamos 

de describir es un isomorfismo. 
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Sea G el subconjunto de E( ) riue consta de los gérmenes n,n 
en cero de difeomorfismos locales que mandan cero en cero. 

Con la composición G resulta ser un erupo cuyo elemento 

neutro es el germen de la identidad en Ít(n (luef,o G es no vado). 

G es cerrado con respecto a la comDosición. En efecto, la 

cori:posici6n de difeomorfismos es nuevamente un difeomorfismo, lue-

go si ~ y ~ son dos elementos de G, entonces, 

6"1 °i'l.e. G ya r¡ue 6", o 'l;;i. ~0. o 3;.] 
donde gl y e2 son representantes cualesquiera de ti J t~ 
respectivamente (ver Definición en 1.5). De ésta misma definición 

se deduce que la com9ocición sea asociotiva. Por otra parte, coda 

. germen de G es ¡ior definición el germen de un difeomorfismo, por 
-1 lo tanto, el germen de g será su inverso. ~n el párrafo anterior 

he::os demostrado el sir:;uiente Teorema. 

:eorema 1.10 

:n conjunto de gérmenes de difeomorfismos de 

que se anulan en cero, al cual denotemos como G, resulta ser un 

~TU.JO bajo la com:Josici6n. 

ITOTA: Haciendo una analogía al caso de los representantes de gér­

menes, basta considerar a11uellos difeomorfismos de 'íR._11 
que es­

tén definidos en una vecindad de cero, es decir, G consta de gér­

menes de difeomorfismos locales r!ue se anuléln en cero. Simbólica-

mente: 

G .¿y ~ E / O= {g] , donde g es un difeomorfismo 

G(O)=O j 
local 

(n,n) 

en íi(n y 
1.10( l) 

Jefinici6n 1.10(2) . 

'.;eéln ~ y S 
~ Y ~ son "equivalentes por la derecha", simbólicamente: 

r,ér:nnnes 'en 13, entonces, se dico que 
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.Ji e:·.iste un t:':r:c.en "( en el gruJo G :~ue satisf:Jce ! ::.1°0' 
La <lefinicidn 2nt~rior esteblece un~ rcl~cidn de equiv8len-

cia en E. Dn efecto: 

en tone es 1 íV 1 
ent;ncC's !lor defird \:tSn 

1.- Reflexibidad; co::io ~ == 7 °I 

2.- 3imetr!a. Supóc.:;ese r;:ie 1 rv S 
exi.ste t ~1 G tal -ue ~ = So 'J :)ero '( E G en-

tonces 't E: G .·, 70 ~-1::: (~ 0 Y)º 0-1:: 

~ 0 (t o t _, ) _ ~ o T ~ ~ : • ~ "-' Y( 

3,- Transitivided. Si ~ r0 ~ j S entonces 

existen 'f¡, Y:i. E G toles que ( -= ~ 
S == ./l º/:i.. = ec. 2. 

Compon1endo ec. 2 con y, obtrrner.ios: 

~ <.:> '61 :. y o '/2. o 'i/i y al sustituir •5sta ecu:::ci.6n en ec. 1 

·Jbt-en0:nos ~ -=-P.º';/'2.. o~1 • 
~or~o '¡/

1 
y "J:i. E- G entonces J"-:i.. o "/ 1 6 G , • 

ec. 1 

::Jefinici6n 
La accidn del gru~o ee difeornorfismos G sobre el anillo Z 

i:id·.1ce en é·ste últii:10 u::a partición; como :;n.tC"de ver~rn, los elemen­

~os de .ésta partición resultan ser las clases de equivaleacia dada 

¿or la definición anterior. 

LlaJ1aremos a la "órbi té! ª" ·;<J jo G'' (brevemente, la 

°';-·~Tbi ta de 1 ) a la ch1se tle eq ui v:J '-..:rncic:. ciefinida [lor la relc.~ 

ci6::i. anterior y la c1enota:i.os por ( ~ G). "':'n C.ccir: , ~., 

(7 , G) · t_s E ·/ ~" 7 o t para ü lt;lln c;e rn~en (&G] 1.10(3) 

entonces ci, s6lo si ( ? ' G) 
( l , G). 

5 
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Definici~n 

::ii ~ y S pe>ri•:1H:.c•·r. ;.l <inillo '?. cntoncui; se .::.i.< .. •• 

~ y 1 "'". k~c·odv,·l~·"~'· ''""'""<'''"""'' ¡ ? ~ r ,. 
tienen el mismo K-Jet; c3 oec1r, 

r.i, n6lo ~i, 
.k( ) J"k( f ) 
J 1 = 5 

1.10(4) 

Observación 

La rel:Jci6n 118 t-equiv,:li:-r.cia resultn ser uno relación ::.e E:•-

c.ui vnlenciei, 18 demostr3ci ón es im1·:,dir.-. to ::;i se hace uso aE: l<:.: 

pro'lied&des reflexivéls, si:nétrica y trnnsitivu de la igur:ló&t1 : 

de la aefinici6n de k-cqui vale!1t:i<.:. 

Definición 

'.le dice cue u11 [;c,rinen 1 
"k-C.eter;dr.ro•Jo" s'i dado cualr,uier otro ccrmen 

que pertenece &l anillo E e~ 

S de E que zee 

k-e~~ivale~te con 1 
cier~clle cor. 7 . 

3i;:!:.i6li e;r; :~en te: 

se tiene que es Equivalente por l~ 

7 E: "Z es "k-detcr.ninnco" si 

t::il r:;ue 1 ~, ~ i:;;plicG que 
1.10(5) 

Observación 

si ~ es k-c1cter::¡jn.·da entouces 

1 es i-deter.11in·::da Vi~ k. ~~n efGct.o, ses 17 k-de:':'r-

r,1ineca :i· snr6nc;e2E aue 7 é'!:J ~ i ~ k. Por definición 

entonces jk( ? ) = /< S ) 

Es clPI'O que 

ji ( 1 ) = }< ~ ) 

~-~~ " C:O~lO 

" 

o bien, 

e::: k-(ieterinin[:do entonces 
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V i .>l~. ,,.. 
Pot lo tr,nto 

De acuerdo e la definici6n anterior y a la observación 

preceaente es posible clasificar 8 los gérmenes del anillo ~ 
en clases de equiv&lencia segQn sean o no k-determinsdos, ~stE 
c1asificP.ci6n nos sugiere introducir el concepto de "gérmenes 

finitamente determinados", el cual formularemos en la siguiente. 

Definición. Un ¡:;ermen '1. U.el anillo E i::e dice que es fini t&­

mente deteroina<lo si es k-(ieterrnineco pPra alr,unc k E fl.-) 

De aqu:I'. er: adelante el concepto "deter¡:¡in8ci6n de un c,;ermen" 

seré aplicado cxclusivam~nte a lo~ g6~nenes cue sccn finitamente 

determin8dos. Por la i.mportanciri de éste conce>?to lo enunciamos 

en las sieuientes. 

Definición 

La deter:n:i nación de:. 1 serc5 el mínimo de los k é: 

pe-ra el cual rr sen k-deterrninad2, lo ~ue escribimos como 

cet 

Observación 

Si 
son k-eouivalentes entonces 

En efecto, por el Tcorernr• de T8ylor ponemos escribir 

1.10(6) 
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son los gérmenes que se de.·criben en 1.9(7), en tnnto qur: 

A7 y .»-¡ son gármenos que ?ertenecen el ;aeol !Ck+l (l. 7( e ; , 

Fer consiguiente, si 7 rJY ~ entonces por definición se t:..~ne 
que jk( 7 ) = jk( ~ ) donde 

jk ( 7 ) . 7 o + r¡ 1 + ... + 7 k y t ( ~ ) . ~ o + s l + ... + ~" 
De donde 1 - ~ • ::( 1) + ~~ - (J'( $ ) + ft5)" 

= _j ( 7 ) - j ( ~ ) + ft1 - p( = 
,k+l ..$ 

=! P7 - flt E: i .. 

~ ,k+l ) 
es decir ( -

5 
f: r.. • 

~-------------



1 
Lema 1.11 

El espacio de k-jets en cero de gérmenes en E( )' al cu:.-1 n,p 

denotamos como J~n,p) , es un espacio vectorial de dimensi6n fini 

ta, 

Demostración 

Por el Corolario 1.2 se .tien·:: que E( ) es isomorfo n 
n,p 

E x ••• x E (:p-factores) luego el k-jet en cero de un germen en 

E( ) está inívocamente determinado Por los k-jets en cero de n,p . 
p gérmenes de E; esto esteblece un iso:::orfisrno entre 

J
k Jk k k l!_ 
( ) 

y x ... x J (p fectores). Pero J =· ~- es un 
n, p 11 

espacio vectorial de dimen;;i6n fini te, sepún se establece en r: 
del Teorema 1.9; por lo tLntn Jk ta~bién rc~ulto ser ~n es-

(n, ;-- ) 
pecio vectorial de eimenni6n finita. 

o 

Notación 1.11(1) 

Si cf = ( J
1 

, ••. , cfp) pertenece al espacio vectorial 

E( )' entonces el k-jet en cero del gern.en e) será 
n,p ) 

(jk( cf
1

) , ... , jk( cJp) que por brevednd lo denotarerros corr.o 

jk( c5 ). 



Proposición 1.12 

'· !Ji G,_ 

ÍH• ·;r j ·)~; 

e:; 

dt: 

el conjunto 0c k-jcts e11 c• .. ro ce r.érr:unc:. u·_· .. 1 -

011 n 11\. oue LJ(; nnul::;n en el otír:en, entonces ~-· 

es un grupo ele Lie de dimensi6n finitr, 

Demostración 

Paro master que 
);: 

G es un eruoo de Lie de dimensión finitc, 

probaremos las 4 si{-'"Uientes aseveraciones: 

1.- Gk es una varied~d de dimensión finita 1.12(1) 

2.- Gl: tiene estructura de grupo 

3.- Lo Operaci6n que h•1cn· de Gk un · t f ió ~ ~ grupo vis a como ut:.~ n 

es 
]· 

4 .- La función de 1 grupo G · en si mismo que asocia a c2 :iE. 

elemento su inverso en el [;rupo, es e-<> 

JustificP.ci6n de 1 en 1.12(1).- h'n primer término mcstra-, 
remos que G~ estd conteni~o en un espacio vectorial de dimensión 

finita y después mostraremos que Gk es un conjunto abierto r: e di­

cho espacio vectorial. Gk está contenido en 

~. li' ¿r · (n-fnctores) donde x .. . x es el ideal IJlBXi 
i-

ma l de J" (ver 1.9(5) y Teorema 1.9). En efecto, los eleme~tos 

de Gk son los k-jets en coro :1e gérnenes de difeomorfismos e:n 

'ÍI((] y por consicuiente de 5érrnenes en E(n,n) que se an·.:.lan 

en cero, luego entonces, el Lema 1.11 nos r,arantiza que Gk e-st~ 
contenido en un eapGcio vectorial de dimensi6n finita, conc~ete-

mente en íl k J k (f x ••• x (n-factores), esta conten:ión 

eE prouin, ya que el k-jet del GCr~cn conatante cero no per~e­

nece a Gk. 

J.hora se do a Gk la topología re la ti va de subconjunt: s 
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en Jk x ... x 
k 

:¡ probaremos que G es un subcon~u!!. 

to abierto de ~l. 

3sto lo h3rc~os de 

COii:O 

n1sncra: 
k , si haceLlOS uso de la 

nnteci6n dode en 1.11(1) poee~os expresar 

l'!k 

=f 
'· 

cr j'" ( "<l ) E- Jl: 
(n, n) 

1.12(2) 

Luego si j!{ ( Yo ) Gk pertenece a entonces al consider~r la mn-

dada por el Jacobi<ino de jk( ~o ) cvcluado 
tríz ·~ ele n X n l·-fo 

es no singular ya que to es 

0¡ !11 

;-: ~.ercen de un Cifeorr.orfismo en lf-..... 

;·v •. Óo en cero, se tiene QUC 
y ~or consiguiente el 

determinante de ~sta rr.atríz Jacobiona evaluaco en cero es difere!!. 

te de cero. 
~ero el conjunto de matrices no singulores de n x n es 

:::"::ierto en el espacio de J..rntrices ele n x n; de ahí que existe 
que consta ex-

v.na vecindad de radio ~ centrada en iiia;, 
clusivamente de matrices invertibles, entonces si 

jk ( ~ ) difie-

;:-e <le 
j::( fo ) en r::enos r¡ue g en pci rticular tendremos q_ue la 

l j:c( V ) · · f' · l t l' 1 1 jk( Y0 ) ae 
0 

~1 iere ae a par e inea ce Oc 
Y' rte lineal está en 
en menos que ~ lo cual equivale a sfin.:er que !.!y 

la vecindad de radio ~ centrada an I.l Íc 
J?or lo tcnto i.'.

1

y 0.s invertible. Je 1ioncle se infiere que 
. ~ 

j-( ~ ) pertenece el conj~nto G-. 
-;:or lo tanto G'" es ctn cunjunto a·.::iierto de un espacio vecto­

rial de dimensión finita y en consecuencia resulta ser una vnrie-

::OTA 
C<Hi CGntro 

.. ~.••X (n-factores) 
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1 

-
Ju::tifiC':'CÍ•~:1 r~, 2 i?:: 1.12(1) - G-- es un ,,l•':·o b:-jo :!.. 

Sif,1.til·n~e oper,,:ci0n !-•cr;o j'"( f
1

), f"( (::_)E:- v :.:e lle:fi;-1, 

Est& operaci6n tiene sen~ido ya que si 

pertenecen & G entonces 

ji'( ?j
1 

D Y
2

) é G
1
:. Esta ccfiniciói:, es inüe_oen<Tiente {(: 

los representantes como se muestro a continuación: 

1.12(3) 

jl:( ~ 
1 

o j
2

) solamente involucr2 ueri vndas parcic.les de 01-

den menor o ioial que k c:e los gérr.irmes f 
1 

y '( 
2 

en-

\} ) • • c1 - ( J.k ( - íl cf ) ó 2 co1nc1 .ira cou (.Ji o 2 

quellos gén:.enes 

/e 01) = jk( Y1) ' " 

cf, y e;-;:_ de G que svtir,f~'f,2.:1 
/e cf) = /e Y2). 

La asociativid2d ~0 18 pperaci6n definida en 1.12(2) se 

sigue de la correspondii:,nte ¡wn• 12 co!:~;:·o~·ici0n de c6r.::;cnes c. 

el cru:io G. El ne~tro de Gk es el k-jet cie 1:.- identidsd I<l e:t 

•a ' i · k ( \/ ) l · - t • r.~c · E( ) • ,._ m: • .:.:::;, t; J ó es CU''' quier eJ.e::en o ue u en\,on-
n,n ,_ 

1 
. 

ces j'"( '/- ) , que también perténece o GK es el inverrn de 

lct) 'JEi r¿ue /e r). /e 'J-1
) "'le yo,Y-1

) = 

= jk(Ia) y jk( ~,,-1) • jk( 6") = jk( t-1 o y ) = l(Id) y 

co~o el inverso es dnico podemos escribir: 

1.12(4) 

J, .. 
Por lo ten to G • es un grupo. 



l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
'I 

Juotificación de 3 en 1.12(1).- A fin de mostrar que l• funció• 

que asoci• O"d• par de k-jcts l< t ) . jk{ ¿; ) el k-jd 

j k { '( o cf ) es C ~, será suficiente ''u o< r que en cada coordec> da 

~st• función depende pOlinomi•l•ente de l•• derivad•• parcial•• en 

cero de orden ~ k de los g~rroenes "Íi 

y cfj donde 

cfn). En efecto, 

i = ( Y 
1 

' • • • ' (( n) Y CÍ = ( cf 1 ' • • • 1 

sean 'i y J elementos del grupo G, entonces de Lll (1) y i.12(<) 

•e tiene que jk{ '/ )= (jk{ '/ 1 l '."" ¡'{ )f nl) ' 

J'¡ J )= ( jk¡ cf 
1

) , "., ;' { cf n)) ambos pertenecen al gruoo Gk, 

Ahor<' del isomorfismo que existe entre / y el anillo de po­

linomios de grado k en n-variables, se tiene que pars i, j=l , ••• , n 

l.12C5J 

donde l•• sumas recorren todo• lo• multiíndices de orden mayor que ~to{~. 

cero y menor o igual que k y e(.-;,_ 
1 

..J...L-..IU'-(c'l ¡.,.1_\ -l .,,..¿! ()-:é , 

' ~ _L iJ J:j. (o) 
J ""'-.' é):C 

1 
1 
1 
1 
1-

y en virtud del isomorfiomo mencionado anteriormente y las expre­

siones dadas en i.12(5) se tiene que jk{ ¡{i o Jl coincide con el 

k-jet de 
1.12(61 

o'-

0.. · Á 

Es claro que l• expresión dada por 1.12(6) depende polino-

mial.mente de lo• coeficiente• li'i y b~j V i, j=l , .. ., n. Por 

con~iguiente, la funcj6n que a~ocia 
J"¡ '() . J'< c5) ----" J't fo,f) es e~. 

,I 
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Juetificeción de 4 en 1.12(1).-
La fDnción que asocia a ceda ele-

mento de G 
polinomio cuyos coeficientes dependen racionalmente de los coe:icier. 

te8 que determinan al k-,i~t del dominio (ver i.12(5)). En efecto, si 

su inverso en el misr.io grupo en cada coordenadE>, es u1. 

~ b~. 
,,.,_ las coordenadas i j 

son 
y 

z. o- ""' ª1 • :X 
y 

X 

,,.._ 

de jk( t) y jk( y-1) respectivamente, como se propone en l.12(5), 

entonces (37 
une función racional en las variables 

¡: 

es 
b •• 

l. 

j 
La justificación de esta aseveración se hace por inducciór. 

sobre le norma de o<. ¡ antes de entrar pro oiamente a la argumentación 

inductiva, se hace necesaria la siguiente discusión. 
Pare. cualquier y' en g se tiene o.ue jk( ?/ ) . /< Ó -l) 

e8 el k-jet de la identidad, esto es, 

J
.k( v ) • J.k( v'-1) = ( ) O o xl ' ••• , xn 

1.12(7) 

Los t~rminos en r oue a parecen en la coordenada i del 

j
k ( i ) . J' k ( y -1 ) ( ) k-jet de 

0 
como se propone en 1.12 6 se obtie-

nen de la siGUiente manera: 

JP/ 

l "ir 
l • h=l 

donde 1 r 1 ¿_ \""'-/ 
1.12(8).· 

1~·1 Z ,.. ( = e;;-(- 1 ¿ h(G ) L. n y el subíndice h((J ) se deter-
h=l '-'h ' - \ - \ 

mina de la siguiente manera: 

Si ~ = ( ~l , ... ' y 

entonces pare· r~l , ••• , n 

:Paso .L..- 1( ~ ) = ••• = ~ j ( 0 ) = j. Si 

1.12(9] 



1 

1 

entonces h( ~ ) queda completamente definida. 

Paso 2.- Si 0j ¿ 1 ~.) l entonces considéres• 
( ' 

15 = ¡nin ( r j ~r t o para j ¿_ r L. n J y defína:se 

= s, si (3j•1)(0)= 

~j + ~s = I~ 1 entonces h( ~ ) está deterrr.inado para toda 

h ~ I ~ 1 ; de no ser as!, repítase el Paso 2 con las modificaciones 

propias del caso tantas veces como sea necesario hasta que quede co~ 

pletamcnte deterninada h(0 ) . 

Primer naso !1..e. Inducción.-

me uno, se tiene r,ue la noma de (3 
dada en 1.12(3) adopta la forma 

donde 

Para todo multifodice o<.. de nor 

tambi~n es uno y la expresi6b 

y son lo::: 

multiíndices que tienen uno y las coordenadas j y h respectiv~ 

mente y cero en sus demás coordenadns; además, 1( /!;j) = j (véase 

1.12(9 ). 

Simplificando notación en la expresión anterior, escribiendo 

ª·. 1J 
y b. en vez de 

Jn 

tiene que el coeficiente de 

y bcin 
1 ( SJ ) respecti var.;cnte se 

en la coordenada i del k-jet 

tiene la for.r.a 

n 
¿_ 
j=l 

1.12(10) 

Extrayendo el cocfici~nte de x en cada una de las coordenadas 

del k-jet de /( '{) • jk( ~-l) /'- susti tu:vénñolos en la expresión 

dada en 1.12(7) se obtiene el sir,uicute sistemc de n-ecuaciones con 

con las n-inc6r,nitas 

.1 



1 

j 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
'I 
1 

cfi.B==rf donde es el vector col~::mP 

(blh , ••• , bnh) y 

en la coordenada h. 

es el vector colur.:na unitario que tier:• " 

Como cJ{ representa la parte lineal del k-jet de '( y 

, entonces se ti~ 't' es el ,germen de un difeomorfismo de 

ne que .la matrí:> cfl es invertible, en consecuencia, el sist~­
ma en 1.12(10) tiene la siguiente solución única B= cA-1 • Et 

por consiguiente, el coeficiente b.~ ea un polinomio en la~ 
jih 

variables ªij ya que _(-1) Det(Ah.il__ __ 
bjh = donde 

Det(A) 

ee el menor de la rnatríz A ~ue se obtiene al eliminar el rer.­

glón h y la columna j por lo tanto para todo multiíndice .::>.:. 

de norma uno y para todo j=l , ••. , n se tiene que depen-

de racionalmente de los coeficientes que determinan a la part~ 

li d j k ( V ) d i d \} d d neal e 0 , es ec r, e a
1 

on e 

_gg_. ™ Tnducti vo: Supóngase inductivamente oue paré 

todo multiíndice ~ de norma menor r¡ue k y para toda 

j=l ' ... ' n se tiene oue los coeficientes b"". dependen racio-
J 

nalmente de la:!! a~ 
i 

donde 1() ¡ ¿__ k. 

A continuación se demuestra flUe si la norma de <><:. e5 k 

entonces 1t también es una función racional en las variables 
j 

a(!, ,en efecto, en loa términos que contienen al factor x-'- en el 
i 

k-jet de jk( '7/ ) • jk( Ó-l) cor.:o se propone en 1.12(6) para 

/.,,L..\~ k , se les puede clasificar en lee 2 fonnas siguiente~: 

ªe 
.,.._ ..<. i01 = l.- • bl( ) . X si 1 

i r3 

~ 
\ 

2.- a~ cfh (~ si 1 sir) L. k. 
i h=l bh( ~ ) . X 

Como existen n-multiíndic~s ~ de norma uno, se tie~e 

~---------.... ..._ 



que el coeficiente de x<- en cada una de lae n-coordenadas d~ 

k-jet de jk( 6,.. ) • jk( y-l) es de la fonr.e 

¿_ &· 
ªÍ 

.,,... 
• bl( + (suma finita de términoe de la forma 

¡ ¡. 
(; 

& j) j~I 

'~ 1 
l.12 11 

ar;, íl bJÍ, 
(3 ) ir \ ~ 1) i h=l h( 

como \ chi \ ¿_ \ c::>l 1 y l...<.I ¿_ k entonces 

~I 
ti b&i 

h=l r.( p ) también es una función racional dependiente de las 

variables ·~ a~ ya que descuerdo a nuestra hipótesis de inducción, 

cada coeficiente lo es, por lo tanto, la suma contenid• 

en el paréntesis es a su vez una función racional en las variables 

l 
i el cual se denotará como -:P"'" 

i 
. 

<-< ª&5 ..<.. 
Escriba se ahora ªij y b. en ve~. de y 

b1( 8,j) J l. 

a fin de expresar a1 coeficiente de r ' el cual es cero, ya que 

lol. I es estrictamente mayor que uno, en la forma 

;¿ -'- ..,¿_ 
aij • b -P , si se ext:aen los n-coeficientes de x .... en el . j=l j i 

k-jet de jk( i ) . l( y-l) y compariíndolos con la expresión da­

da en 1.12(7) se obtiene el sistema Ji B = P donde JI= aij 

B; y P eon los vectores columna 

respectivamente. Este ee nuevamente un sistema de 

con n-inc6gnitae el cual tiene la solución única 

(P.,.,_ p-:. ) 
1 ''' ·' n 

n-ecuaciones 
cf) -1 

B = • p ' 

ya que cfl ee invertible (compárese con 1.12(9), 1.12(10) y 

1.12(11)), Por lo tanto, para todo multiíndice ~ de norma k, 

o;- también es una función racional en las variables a~ • 



Proposici6n 1.13 

Se~:n c6rmunes en E. Si es k-determini - , 

entonce e: 
17 7 

y 

de 

I.- Si 7 es k-equivalente con 

mineci6n del r,ermen 

implica la k-dete~-

II.- Si 

ces 

7 ~ es equivalente por la derecha con 

) es k-determinodo. 

en <·Oll-

Demostración de I. 

por 

7 
12 

Sup6ne;a ée oue i es k-equi va lente con p 
Por dcmostr8r r,ue ~ es equivalente por la derecha ce~ ,J.-1. 

Si l r\5 y , de nuestro hip6te.:::is sabemos que 7 ~ j 
le tnindtiviccíl de ~ se tiene q1_ie 7 f"!J_,J.J... Pe::-o 

es k-deter1r.in·' d2 entoncr;s 7 í'-1 S y ? ·"--')A , 2:1ora 

pro~iedad transitiva de equivalente nor la derecha se tiene 

r;_ue S f'J fa. Por consip:'-licnte, S es !:-determinado. 

Demostración de II. 

:Je lo k-ceter;::inoci 6n del ¡;;ermen 7 ·-:1 de la equivalencia 

-por la derecha de los c-ér:nenes Y( y S se concluye que el 

~ taDbién es k-determinr.do; en efecto, 

1 A..J J _) J = 7º'ó' rora alr,Lhl ({E: G, en consec-.rnn-

e;ernen 

cic, /( 5 ) == jk( ?ºf ), eo decir, J ~ 7°·'{ lue 

[O, si l rJS )Á entOOC'eS por tr~:>n~:itiddad Se tiene que 

?ºf r-Sp. do cr.i.:..í qu0 

;;:. ( 1 o (; • /( ó-1) 

l(7) = /(_fAoJ'-1) 

1 ~?' oy-1 . 

o equivalenteme~te, 

(v~aee 1.12(2), en otras palabras, 

Ahora, de le k-determineci6n de 7 se 



l~i r:uc rv· 1 0--1)-A o i-1 y •;or tr<.>nr:itivid~cl :;e obt:.··:it 

1rJ_,M. ? r--J µ (.J -¡-' 
nuevamente ~cr tr~~sitivi~2d re conclu~e 

portin:os de le hi nótesis Y'{ rJ 5. 
cu.e s r-J r y é. '.:'.Uf; 

o 

Definición 
:l..13(1) 

en 

-;>or: 

Sea 7 un germen del anillo E y ~xi~ un sistema de coordenadas 

~ entonces el ideel Jn _cobiano de t? al cual deno~amos 

.6. ( q 
"() (/ 

) ' es 

, ••• 1 

el ideal 

~2 
c)x.., 

de E generado por 

] 
Cbservaci 6n 

El ideal Jacobieno del ~ermen ~ 

diente del cambio de coorden~d~s. 

6 ( 7 ) es iné!el)en-

1.13 ( 2) 

En efecto, sean !J. X y 6:1 los idea les de E ge:.1c:ra-

dos por 

u~ BJj 
i=l , ... , n 

y respectiva mente j=l n 

d 1._• 

, ... , 
;.(. 

en~onces 

Si Y es 

(ºf 

el Ger~en del difeomorfismo que manda x. e~ y. l l 

es un germen en E y por la regla de la caeena 

se tiene 

i=l , ••• , n ~-~X; 
cJ-1:1 ¿) ).\. ;.{. 0:.\ 

y r)x~ es un germen 

~ V j • Por lo tanto 

'"" Como (.) q 
c}:c: 

en E entonces <)q 

é)jj 
E 6.x 



nlica 
-1 t E G 

~ " 7 O f 1 CO:Jü 

y de acuerdo a lo dn~ostreción anterior. 

G ~ -· ~Y e 6.x. 
Par& l& otra contención ser; 

~ <5 o ó'-1) c. b.c ~ ) pero esto es equivalente a decir 

que /j, e 7 ) e 6c '( º 'f ) ya r,ue oor construcci6:-i 

5 
º r' º 1 º 'ó º '( - , = 7 en consecuencia f::.,. e ÍJ-y. 

Por lo tanto 6x= 6 \' es decir, el ideal Jac.:·-

biano es independiente del cambio de coordenrdas. 
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Pronosici6n 1.14 

~ (} ~r.; ... ea ~ un p:eri;ocn :,e _ entonces 

constante de B se tiene: 

priru tOOO 0(:; .l. t.O.:I'llit:J. 

1.- El ideal Jacobicno de 
coincide con el ideal Jacobia-

no de 1 +A es decir, 

11.- ~ es k-determinado 

k-determinado. 

si, sólo si, e::. 

constante que asocia o c8d2 x er. íit , el TC8l A 
'Demostración. P8rte I: Como _Á es el rerrr.Pn ne la función 

entonces 

= o y de la linealidad del ouerPdor se tiene 

c)-x-i: 
+ --2l!J__ . L"J.ego 

é);l 
entonces los generadores del ideal Jacobi&P.o de 1 + A son los 

mismos que los gener2dores del ideal Jacobiono de 7 . Por lo tan 

to 6 ( ~ + ;\ } = 6 ( 1 ) · 

Parte II .- ¡;ostra remos que todo germen constonte ;t en E sa-

tisfacc: 

1.- ~ 
A.) 

5 
~ ) ~ + ) rV i +-). 

2.- ( ~ s 
/;:::=-) 1 + J "61+) 

Luep:o, verifiCé'r l8 k-:~ctcr'.1i.nc-ci6n prors t:l cen1e:·1 7 
~:er6 equiv:.il;:ntc vcrlfic<irln prrP el Cd'men 1 + A . f..s:í ,;or 

ejem'"º' ti 7 e o ,_,,e tono«>" do ? VJ + í\ ~ ~ en tone os 

··~T 2.- 1. """ t - A y ,, lo k-\ietenc.><.C e Ju e.e { " 

si¡:~o+c,~;" ~ ~ ~ _ ?or 
10

y usrr.d::i l~ ... -
3

.s; co::icluye c_ue 
~ /\ · ~ i S :.- t2nto ~ ¡\ es k-C.eterr.iinedo. 

~1 recí~roco es Rndlogo. 
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r~ra completar la prueba de le parte II, únicamente nos re~ 
ti! por ju:·._tific2r lns nfirw_iciones heclH-•S en 1 y 2. Pt:ira é:.;:o ol·­

sérvese riue todo gr.rm<m eonstcnte A r,:-:tisfece: 

Luec,o entonces, si: 

( A-) s 
~/1=-sºt 
.t..= ~+A~~ 0 y+-A 0 t 
..!:;:=;> 7 +A =-0 t A)º){ 

4 > 1 + .A r-J S + ) 

7 rS s 
¿-'> 1'~(1) ~ J" L 5) 
~/ j '~ ( 7) t) :: j ic: ( S ) + ~ 
~/ j~l1)t-f~( )_ ).:: jKl~)+j'~{, 
.!;:::=-) j K ( 1( t ) ) ::_ 3 I< ( s t A) 

¿;:=) ( 7 + ) ) r-5 ~ + ) 

J>or lo tanto, las afirm?cioncs hechas en 1 Y 2 son verdaderEISo 

o 
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Corolario 1.15 

Sef:. 1 elemento de E y .)Á = ~ - Y{_ (O) _)J. é: lú ~·e 
que fo se a ule en cero. Entonces ~ es k-dete:rmineda si, s6lo si 

..)-l es k-determineaa. 

Demostraci6n 

En efecto, al considerar el germen constantf 

o<.= - Y( (O) 6 fl( se tiene fa = 'f( +o<.. y por la Propo-

sici6n 1.14 tenemoo ~ es k-detcrminadD si, s6lo si 

~ - ~ ()) es k-detenn:inado. 

Observaci6n.- En virtud del Corolario 1.15, de aquí en adelante 

sólo consideraremos aquéllos gérmenes que pertenecen al ideal 

maximal U. Ya que estamos interesados en conocer bajo que con-

diciones un eermen es finitamente determinado. 

o 

1.15(1) 
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Para enuncier ~l result8do más i!:i'lortante ne t'!ste capítulo, 

rc~~~rirnos de 2 resultados más y una observación, a los cuales es­

t~r9~os eludiendo en el )re::icnte y capítulos poste~iores. 

P:::::-oposici6n 1.16 

. Sea A el conjunto de e;~rmcnes en (O, t 0 ) de funciones en 

coLJ ( <\l( n+l, R). óntonces A es un anillo lo col cuyo ideal maximal 

cA consta de todos los e;trm~nes que se anul:m en (O, t 0 ). 

La demostrnci6n es análoga a ln que s~ hizo para demostrar 

nue 3 es un anillo '_ocDl, Teorema 1.3. 
n 

la proyección I': Í!(n X 'Íl(----0 'íí(n 
,roduce un monomorfis-

-:io P.¡;: del anillo c1e g6r:::r;m~s ~ en el enillo A, de la sif'.1.liente 
::1 

:'urr:'.8 lr.;cnte el ¡.;crmen ~e fo P donüe f es cual-

Pr-::onosición 1.17 
3i f E C..a( l!Z\ 'ÍR.._ 5 ) y f('.))=J entonces f induce un 

f"' • "' --V E uefinido como 
...... 3 t 

r~: 7) = 7 O [r] , más et1n f.- resulta ser un hornomorfisr:io 

\t( -álgebras. 
::::n ef.ecto, 1( o [f] tiene ::ientii4o pues en realidad: 

'1/ o f =[e o f J 'onde r:, es un repre:o<:ntrinte ile ? Y 

.~ E 1.. '3 1<:cir, 3 E- e:"""' ( íR_ f1, ÍI() :¡ cono 

de 
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f ~ --:,""" ( w._t' \K s) cntonc0s g o f E:- e"'° ( \\(._t' íR) de ::ihí 

c:uc ::..n clase de g o f coincida con 

M ;',t. 

~sta definici6n no da~enJe del rapr0oentente el~gi~o, ~n 
, /•• ;1· (:;:1toncco ll/ ¡¡ = f, ·¡ 

algi.:..:::a vecindad H :".e .1.,nde 

h/:: o f -= e/H o f , germen es 

en '=' 
3 

.. \hora bien, serm a " J 

entonces ¡nr dr;finici6n: 

~JD f: .. \. -Q .J 
. .. 

;.:a :to~.\O::'O r 11 s ::o 

si '· E. A 
.. .. 

.. ... 

.r(n) E TI 

un D-m6c1ulo y hace de :.: un A-1~6dulo. 
Guendo •l es un anillo local con ideol moximal 

f( cfl ) • ¡;¡, 
lo entenderemoa como 

:tr. 

.; 

, en-

o 

~os concc?tos anteriores nos permiten hacer las dos aseve­

r::ic:'.. .)aes sicuientes: 
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1.170' 

Si i.· es un módulo nntonce:.J df;notará 21 

mismo conjun~o y,; 
pero visto coiao un 'S

3 
:r.ódulo con lo e:::-cruc:-

turu inducido por el ho:nor.1orfismo r"' . 1.17\2) 
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El ·reorema 1.19 en el orinc:ip¡_il re.sult:Jdo oe éste cnpítulo 

el cual nos exprese alvinas relaciones existentes entre los i<lea­

les de ::: :1 g6nnenes de E rtue COw k-de LerI:1in3tlO:J. Sl ln prue­

ba ¿e dste teorema se tece uso de una versión ~articular del 

LeEa de I~kayama el cual enunci~mos y demootrnremos porque aludi­

roffios a 61 en ocesiones posteriores. 

SUblema.- Si A es un anillo local y su ideal rnaximal entonces 

1 +) es una unidad V ) E Jl. 

~ Demostración: Col!lo ) E cA entonces - ) E- Jl luego 

al sUponer que 1 +;? E: cil :!.m!>licaría i+.A -) =lé-c4, 
;foto nos coduciría r1 concluír que A = cf.l que claramente con-

trac:ice la maximali:h1d del illeal c.J1 , luego entonces 

l+A E: A-c.fl 

.\hora considérese el ideal del anillo A generado por 

l .;- A ; <!e.l párrofo nnterior se oü:i.le r.ue .(_1 +A) no está 

con-:enirlo en el i(:eal :-!:a:-:imsl cJl y cor.lo el anillo A tiene llll 

único ideal rna.üi:1al se ~;irue t1c im>edioto r;ue el ideal geneH1co 

.ior 1 + ,:::\ coincirJe con el nnillo A 1J9l'ü; por hi!JÓte:o;is, A es un 

:.inillo con 1 entonces necesurinruente debe existir un elemento 

/U. en A que satisface (1 + /\ ) _;,l 1 por lo tanto 1 + ;l 
;s una unidad para todo ). en cJI • 

o 

,,1 
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L~ma de Nakayama i.18 

Jean N

1 

y H
2 

A-m6c1ulos (posiblemente contonic1os en al­

¡;ún A-m6<1ulo oás 3ronde), Si A es un onillo locol y JI su ideal 

max~oal y si ~l estd finitomente Generado sobre A entonces la 

con -:;ensi6n 
if.:plica que 

Demostraci6n 

caso es'9ecial: 
Primeramente se piuestra el lerr.a paro el caso especial en 

que N

2 

• O y en consecuencia ;:1 <- JI l11 ic;plicará n1•0. 

~n efecto, el ri.ue N
1 

sea fini tar.1onte generado sobre A 

nos ;,Jermite eler,ir un··conjunto míni:::o de Generadores, digamos 

m

1 

,. .. , •r • Luego •1, 1\ <: cfi N1 entonces oodemos expresar 

cae.a elemento ;'.;l de N1 en la forma 

e><. r.i ( 'l·:c • 1) • 
r r 

Caso L-
T = 1 (única posibilidad) 

Si r~l ésto significa que el A-m6dulo está generado por 

;m sólo elemento, a seber m1 :1 "i • ""'- m1 con ""- G cfJ 
?ntonces (1 - ~ ) m

1 
= O. De acuerdo al sublema anterior se tie­

ne que (1 - o<. ) es una unidad, luego entonces al multipli'car la 
-1 

ic;"slded anterior oor (1 - ""-- ) oe obtiene m1 ·O ósto ,rueba 

· .. ~ m=íl ,, nor tanto M=O. 



1 

1 

1 
1 

Caso 2.-

r ::::> 1 (irr:pooible) 

Si r > 1 entonces r - 1 ~ 1 y 9or (Be. 1) se tiene: 

rn = r ~lr rnl +. • .+ 
e><.. ir E: cfi De aquí 

que ( 1 - =<- ) rr¡_. rr • 
<:::><. lr ml -1'.· • '+ =-<.. ( r-1) r mr-1 • 

Pero por el sublerua anterior 1 - ex.. es una unidad} 
rr 

luego (1 - e><.. )-1 
rr 

pertenece al anillo A, esto implica que 

m ~l ml + ••• + 0r-l 
m ( ~c, 2), donde 

r r-1 

~i = (1 - ex. )-1 
o<. ir 

i=l , ... , r-1. 
rr 

Esto contradice a la hir16tesis supuesta, es decir, que 

m
1 

, ••• , mr era un conjunto mínimo de generadores. 

Por lo tanto, r ;.>l no es posible. 

Caso General.- Con les hi n6tesis formuladas en el Lema de 

~8k8~Brna es nosible rioncluír: 

1.- (M
1 

+ u
2
)/ r•ry es un A-módulo finitamente eenerado. 

2 .- (l.1
2 

+ Jl I•\ )/ r.1
2 

coincide con JI [tr\+ 1.12 )/ r.J 

La veracidad de éstas dos aseveraciones es suficiente para 

probar el caso geheral, el procedimiento es el siguiente: 

Como l'.
1 

C !.';
2 

+ J1 M
1 

entonces M
1 

+ ~12 e n2 + cf/ M1 ; f6rmese 

'.'!hora el cociente de A-módulos, en la see;unda de entas contencio-

~'~. dividiRn<lo co~a miembro Rntre M" e fin de obtener 
¿ 



l 
i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
·I 
1 

Luego, en vi r tur1 Ce l-cs aseveraciones 1 y 2 se oatL:ne que 

el .:..-r.16ilulo finitamente '::")ne ro do 
( ,. + :.'.2 )/ u2 nstá contenido en 
··1 

y debido al caso es ~rncial se conclttye que 

cfl DI·'1 + ;.12 )/ u2] 
·• • a

2

/ ~. e• el A-módul• idénticamente cero que eleramente im-

plica l\ C !.:
2 

; siendo ésta la conclusión del Ler.1a de Nokayaroa. 

Con la justificación de 1 y 2 se da por concluída la de­

mostración del caso general y al mismo tiempo del Lema de Naka-

yama. La suma y el cociente de Am6dulos es nuevamente un A-mó­

dulo de ahí que el cociente L\ + M/ 1.12 sea también un A-módu­

lo, su estructura como A-módulo está inducida por la que posée 

la suma de A-módulo t.•1 + M2 , esto es, 
V ) E A y 

ml 

\j m E 1;1 

A . <rn + !.12) 

' ... ' m es 
s 

tonces + 112) 

se tiene 

un conjuntond de 
generadores de ?.\ sobre A en-

, ... , (m + :112) 
será un conjunto de generadores 

s (ml 

A-módulo " + M/ M2 ; justificándose así la aseveración hecha 

del ""1 

en l. 

Ahora bien, por ser cJi 
un ideal de A se tiene que los 

son de la forma A (m + M2) 

elementos de 
pero ésta expresión coincide 

donde que claramente pertenece al cociente 
~on ( ). m + M2) 

( cfi M
1 

+ M2 )/ M2 
esto es 

para exhibir la otra eonteneión, hágase la misma argumentación 

en sentido inverso, esto justifica la afirmación hecha en 2. 



Teorema .L.l.9 TEOREMA DE MATHER 

Sea 1 
/;:. = h, ( ~ ) el 

un germen que pertenece al ideal maximal 

ideal Jacobiano de , entonces: 

y 

I entonces el genr.en 7 es 

k-determinado. 

II Si es k-deteI"IT.inado entonces 

Como la demostración de este teorema es muy extensa re­

sulta indispensable para su mejor comprensión intercalar 

en el desarrollo de ésta, una proposición y 4 lemas en la 

primera parte y un lema más en la segunda. 

nemostración •. !:í!..W .i: Nuestro objetivo es demostrar que 
.Jc+l C "2 A de la hipótesis ~·· m u '() es k-determinada partiendo 

l es decir, que V germen ~ en E que sea k-equivalente con 

~ implir¡ue que 7 sea equivalente por la derecha con ~ 
La idea de la demostración es ir modificando continuamente el ger­

men 1 , a travéz de una homotopía, en el germen ~ , suponiendo 

".;Ue r-J::; ~ , 
J 

germen en l O 1 Sea q? , el '/- íi( de una función de 

íl(' ){ ~ en í(( definida corno sigus: 

d) (x, t) = (1-t) 1 (x) + t ~ (x) 
~ 

't/xE:íf( Y 

V t <: ~. 

Considérese la restricción de ~a lK1 'f. ~ t ~ y 

dendtesela como cp~ , esto es V X E 1rt 

rfé(x) = p (x, t) ' de esta definición se sigue r¡ue 

para t=O cpº = n (x) y en t=l ~' = S (x) ya 
( 



_\ 

] 

que 

~ (x, O) = (1-0) 

5J? (x, 1) (1-1) 

7 (x) + O 

(( (o) + 1 

~ (x) = y 

~ 
(x) 

La siguiente proposición nos muestra una familia de g~rme-

( y ~ nes de difeomorfismos con los cuales se prueba que 

son equivalentes por la derecha. 

Pronosición 1.20 

Si t 
o 

es un m1mero fijo en [O, l] 
, entonces exi~~e 

\1 t 't-t en cr definida 
una familia de difeomorfismos 

en 

una vecindad de t
0 

tal que: 

.I ~ ~ es la identidad 

.ll cj>eo'Qt:;:Jt., 

La proposición 1.20 implica que 7 equivalente con S • 
En efecto, la compacidad del intervalo f:o, l] nos permite cu­

brirlo con un número finito de vecindades como las pide la propo- ... 
es una vecindad 

sici6n 1.20¡ digamos: , • •• ' N s 
donde 

se sigue 

además de acuerdo a la 
t 

centrada en t. i=O , ... ' s y 
1 

De la conexidad del intervalo [o, l] 

n i=O , ••• , s-1 

proposición 1.20 en cada vecindad Ni tenemos una familia 'J;_ en G' , 

1ri Nj_+l ::f ~ 

tal que 



De aqui que si t E Ni n Ni+l 
entonces en 9articu-

t E que de acuerdo a 2.- se 

lar t é Ni y Ni+l 

cp t ~ 
pt:_. 

:::. ( ...+I L ~ ) 
sigue: cj} t cp'-i. ,(3) O ~+I • . . I 

¡ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 . 
1 
1 
1 
1 

o ~~ = .. 

Pero Í.·{: f. G luego ( Y ~r1 "'= G en consecuencia 

.... 
< Yi )-1 la ecuación (3) 

podemos componer por la derecha con 

<ji" ~ t; 
0 

( f i ¡-1 • sustituyendo ésta ecuación 

( 

11. ( r/,é1 t -1) y t rkl:._;_+1 
en 4

1 
se obtiene 'r o (' '( 1 ) o i+l = T 

para obtener: es 

decir, ~t; o t -f t,., donde Y.: -(y;' )-
1 

o r~t 
1 t t G 

( \lt i )-1 E G. 

que c aramen e per enece a yo que 0 Y 

vt1 O E G. i=O , ••• , a-1. r./.. tlt-1 

es equivalemte a '-f ,..-/, f::o 

Luego entonces por transitividad se tiene 'f1 es equi-
rl) t-, va lente por la derecha con 'r equivalen te por la derecha ••• ~ 

Por lo tanto 

quivalente por la derecha con cp-ts . 
Y como t ·O y t •l por (1) se tiene 7 • ~· 

equivalente con ° cf-' • ~ s esto es, r¡ equivalen te por la de-

recha con S . Formalmente el difeomorfis~o iÍ <= G que 

exhibe la equivalencia por la derecha entre Y( y ~ ea una 

compoaici6n finita de difeomorfismos '( • 'Ío o '6, o · • • o ¡{
5
•
1 

donde Yt • ( '{~ ¡-1 
0 

'/ i+l • Probando así que (} ea 

k-determinado. ( 

Los 4 lemas siguientes garantizan la existencia de una fa-

milia de difeomorfismos Yt E G como lo pide la propo-

sición 1.20, lo que concluirá la prueba de ~ste resultado. 



----------------------~-

1, 

1 

1 
1 
1 
1 
1 . 
1 
1 
1 
1 

~ .1: 

Pare todo 

punto ( o, t ) o 
tal que para todo 

satisfacen las 3 

~ l' (x, 

JU l' (O, 

JU p (T" 

t
0 

i::::- [O, l] existe un ~ermen T' nen el 

de una función que pertenece a C"'° ( ÍI( Y.. íÍ( , 

(x, t) en una vecindad pequeña de (O, t 0 ) 

pro'!)iedades siguientes: 

t 0 ) = X 

t) = o 

( x, t), t) = p (x, t 0 ) 

La condición establecida en el inciso e del Lema 1 es 

equivalente a la siguiente: 

Y'l 

e') ¿_ 
1::.1 

~ l: 

Para todo t
0 

€ ~ tal 

un germen ~ en el punto (O, t 0) 

e""°( Ttln'j. ~ , 1?_11
) que satisface: 

que O L t 0 ~ 1 

de una función en 

-ª.) \ (O, t 0 ) = O 

~ Pare todo punto (x, t) en una vecindad de (O, t 0) 

se tiene: 

se 

existe 



1 

l 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Lema .4J 
La contención r.f +l e:: 1i ~ implica ~+l ( M

2 
_(}_ 

donde Q es el ideal del anillo A generado por.: 

i=l , •.• , n y A denota el anillo de 

g~rmenes en (O, t 0 ) de funciones en 

(ver proposición 1.16). 

Recu~rdese que .SQ = ( 1-t) 1 + t ~ 
a sumiendo qúe ~ ~ S 

_].! Lem? 4 implica J!l ~ como sigue: 

ci Por la linealidad de 
se tiene 

y que estamos 

() {: 

G1-•) ~ • , ~ J . - 1 . 5 . 

'f) ~ -~ 
y por ser { ) 

tiene qµe 
2 

~ - 1 
llk+l C M ..{)_ luego 

entonces de la observación 1.10(6) se 
. .k+l E- ?ir- y por el Lema 4 se sigue que 

entonces ~$ = ( $ - 7 ) E: K2 _Q_ 

de ah! que 
wj E-~L 

é2P- = l. ,)Áj 
u-t " 1-=' 

Wj donde fl j E:- ·u.2 y 

0~ 
() X.· -t 

pero ~L es el ideal generado por 

(i=l , ••• , n) entonces 

donde aij son g~rmenes en A , de aquí que 

gf ~ t »lt ª"j ~~)e f t )13 (ª";' ~1;;) 
Ahora sea J~ = -i fa j aij i=l , ••• , n 

j-=' 



Í:.. as! definido es un germen en el anillo A, ya que aij ES A 

Y _,Llj es P'( Aj ) que es un elemento del ideal maximal de A 

(v~ase 1.17(1)). En consecuencia al sustituir 1~ en la expre-

8i6n anterior se obtiene 

de donde 

satisfaci~ndose as! el inciso e del Lema 3. 

Ahora bien, por c.onstrucci6n, J;_ es un germen de A. Por 

lo tanto, si hacemos S = ( ~l , ••• , ~ n) se consigue un 

germen en (O, t 0 ) de funciones en e~( rir 'f. 'ií( , ~n) 
tal que ~ (O, t 0 )=0 ya que s~(x, t)= - z µJ (x). aij (x, t) 

y como ..v.j é M2 entonces A). J (O) = O, consecuente-

mente J_.l.(0,t)=-? .Á-L-j (O).aij(O,t)=O i=l, ••• ,n. 

Formalm~nte Áj (x) = ( ~ j " P)(x, t) donde P. es la 

proyección ÍI( -¡. )/(--0 'ÍÍ(r¡ (ver observaci6n 1.17(1)). Por lo 

tanto ~ (O, t) = O que satisface el inciso d del Lema 3 com-

-pletando as:! la prueba del Lema 3. 

Imnlicsci6n M lru! ~ l. y 2. a. mu:tix W 1.ema .3. 

Como i es diferenciable, el teorema de existencia y uni­

cidad de ·Ecuaciones Diferenciables Ordinarias nos garantiza la exi~ 

tencta de una soluci6n -r' (x, t) de la ecuación diferencial. 

~~ f ..::: ~ ( T' , t) que pasa por x en el tiempo t 0 esto el!!I, 

T"'(x, t 0 ) = x que corresponde al inciso a del Lema l. 

Del ,inciso d tenemos t (O, t) = O lo que implica que 
el sistema ~ . 



\"(O, t) =O V :::: ~ ( T' , t) tiene como solución 

para toda t en una vecind•d de, ta• sotiofociéndo•e as! el inci­

so b del Lema l. 
Ahora en el inciso e, considérese x = i-- (x, t) de la 

ecuaci6n ~ .:::. ~ ( T' , t) se obtiene el sistema 

_C>n t ~ () t -= S ;_ donde = ( S 1 , •.. , 

entonces al sus-

¡ 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

tituif en el inciso e se tiene: 
Z.. ~ex.~!:')• 5: l:x,t) + ~Lx,t) ~ 
). () °J:l c..rt 

- f *(T'-(>,t.),t} ~(.A,t) t ~ (f"Lx,t),t)~o 

ecuación que corresponde al inciso c' del Lema 2. 
Ahora bien, como S es un germen en (O, t 0 ) de funciones 

en C ~ ( í\t ' 'íil.. , 'ii('.' l , en tonceo T' re sult• tambUn ser un t•! 

men en (a, tal de fUnci on" en e"' ( íí('.' ~ 'ífl , ít l que sa ti efe cen, 

•~• ya vimoe, el inciso a y b del Lema 1 y el inci•• el del ~~ 2. 
A fin de completar la prueba del Lema l queda por demostrar 

que la condición dada por el inciso e' es equivalente a l• condlci6n 

dada en c. En efecto si 

entonce• por l• regla de l• cadena esto es equivalente a decir que 

Esto significa que como funci dn de t i!i ( T'- ( x, t l , t) 
.;, una runcidn conetante en un• vecindad de (a, tal Ec ( 'íi2." ~ 'ÍÍ( l 
Y l• nieta º'ra conocer dich• constante no• la proporciona el inciso • 

i' (x, •al = x 1/ (x, tal en un• vecindad de (a, tal• 



1 

l 
1 

1 

1 

--------------------------~ 
toma el valor constan­

\/ (x, t) en 

una vecindad de 

Por lo tanto el inciso c, (x, t), t) 
se satisface. 

Recíprocamente c implica c' 

Para obtener c': 

Basta diferenciar con respecto a t y utilizar la regla de 

la cadena en el miembro izquierdo de la igualdad del inciso c. Ob­

s~rvese que en el miembro derecijo de la misma igualdad 

ya que i1> ( x, t 0 ) no de pende de la variable t complc.tando 

así la equivalencia entre c y c' • 

..L..!:Jl.i .l implica Proposición -~ 

t 
En efecto, definase )" en una vecindad del cero en 

':)Yl -e ( ) ·..,-;. ) ;¡<..__ , Ó x = / (x, t nuestro objetivo es de mostrar (1·,;;:; 

V t en una vecindad pequeña de t
0

, el conjunto ~ y-t ~ ea 

una tamilia de gérmenes de difeomorrismos en e°""( Rn, 'íK11
) qun 

se anulan en cero. 

Como 'fí_ es la restricción de T' en íK y. t en-

toncee if. resulta ser un germen en cero que satisface 

';f-c (o) = O• 1 pues por definición Ót (O) coincide con 

T' (O, t) y estto es igual a cero por el inciso b del Lema 1. 

Por el inciso a del mismi lema se tiene que: 
vt"o et ~{ n Ó (x) = x es decir O º es el germen de la identidad en 

satisfaci~ndose así I de la proposición 1.20, por 

···n~ ~ue ~ (T' (x, t), t) = í} (x, t 0 ) 
..-;-;-) 11 

una vecindad del cero en 11<.. , esto es, 

<j:/º '(t: cp ~ 

el inciso c se 

V x en 



1 

' 1 
1 
1 
1 
. 1 
1 
1 
1 
1. 
·1 · 

1 
·1 
1 

que corresponde a rr de la proposición 1.20. 

Finalmente sea F: [o, i] --v E( ) la funci6n que 

asocia t -O '{t , F definida de es~;nmanera satisface 

F( t
0

) = y-to que ea el gennen de la identidad en ÍÍ2.n segt1n el 

inciso a del Lema l. 

Ahora bien, el conjunto de difeomorfismos en Ít(
11 

de clase ce.o 
que se anulan en cero el!! abierto en el espacio de fUnciones 

C ...o( 'Íl(YI, 'íi(1 ) pues corresponden al mapeo de rango máximo (la jus­

tificaci6n de esta afirmaci6n es andloga a la hecha en la Proposi-
yt'o 

ci6n 1.12); eato nos pennite considerar una vecindad N en o 
completamPnte contenida en difeomorfismos que se anulan en G, esto 

v'to es, la vecindad N consta exclusivam~nte de difeomorfismos, ya que o 
como ya dijimos, es la identidad en íR.n 
continuidad de la función F se sigue que 

luego-entonces, de la 

F-1(N) es un abierto en 

11( que con tiene a t 0 • 

Por lo tanto, existe S / O tal que 

V ( G' e ) F(t) = yt t ~ t
0 

- 0 , t 0 + ú:> se tiene que 0 es 

el germen de algún difeomorfismo en e"""'( 'í/( 11 
, íi(n) • 

Por lo tanto '/t é G implicando as:! la Proposicidn 

1.20 a partir del Lema l. 

Demostraci dn d.tl Lema .A 

Completando así la :!uficiencia de la k-determinaci0 .... 

Por ser p ::: (1-t) 1 + t s 
o~erador 

X; 

2>ª'5 =(1-t) d7 
o X< 2xx.:. 

se tiene 

+ f: 

y por la linealidad del 

Como 

entonce!! 

estamos suponiendo que 7 es k-equivaleate con 1 , S -7 E: Mk+l por 1.10( 6) y por la observaci<Sn 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

hecha en 1.8(1) se tiene que 

Ahora considerando a t como el germen constante del anillo A 
V (x, t) en una vecindad de 

que asocia (x, t) ~~ t 

(O, t
0

) se obtiene que 

dq 
0 

() ij2 _-{ _]¿_ ( l - 7) ("'kn«j~) 
2l :(;. ~ ox. > \::o :x; 

.s:'1 + AJf recuérdese que ~-
que a su vez estd contenido en 

es el ideal generado por: 

, ... ' 

Por lo tanto 
ea un elemento de Q_ + A.¡. 

V i=l , ••• , n, lo que stgnifica que 

1.20(1) ;_ 

Por otra parte si cJ1 denota al .ideal maximal del anillo 

local A esto es cfl consta de todos los g~rmenes de A que se anulan en 

(O, t
0

). Entonces 

AM e J1 
1.20(2) 

Formalmente AM es AP~(K) (ver Proposici6n 1.16 y 1.17(1). 

Ahora bien, por hip6teais ¡+1 e M
2 LI ' entonces vía el 

homomorfismo P.¡r. A • ;:+l c. AM2 ¡j y por 120(1) se tiene que 



_.. ......... ------------~~ / 
,~ 

1 

1 
1 
1 
1 

AM2 Li c. u12(_Q_ + A?if) = M2 (A Q_) + AJc+2 = r,.2_{2_ + (AM) ~+l'- ii.Q. + 

C)1 ~ • Esta dltima contenci6n por 1.20(2). + e,· _Jc+l 

Luego entonces ~+l C. M2 .el+ JI Mk+l y por 1.20(2) 

se obtiene 

c. M2 _Cl + JI (AM) lif+l 
1.20(3) 

Aplicamos el Lema 1.18 (Nakayama) para el. anillo A el ideal 

uq · y lol!I A-mddulol!I Ni y N2 definidos como sigue. 

~ e cual est~e ~in tamente genera o por os mono-
Nl

. • ._Jc+l 1 A # i d 1 

mio~ de los gérmenes de las xi de grado k+l (C~rolar{o 1.5) y 

If
2 

= M2 _Q; entonce e sustituyendo N1 y N'2 en 1.20(3) y ob-

servando que cf? = cfl A \lbtenemos 

Ahora aplicamos el Lema de Nakayama para obtener lfi c::..w2 

esto es 
que en particular implica 

_;:+i e:.. ?A2 n ' ya que en este caso ~+l es un ideal en ~l anillo 

A vía el homomorfismo P*. Por lo ·tanto A~+l = Jlk+l. 

An~lop;amente M2 _(l es un ideal en el anillo A. 

Concluyendo de esta manera la prueba del Lema 4 ;· ·' ::r.:c 

tiemno la prueba del inciso 1 del Teorema 1.19. 

o 
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l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1' 

Pruebe p.e1 inciso ,g del TeoreT!'n )._J9 

Ah b l
.k+l ¡· j 

ora se•:prue a que 11 e .. '.-1 
tiene como condici6~ 

necesaria la k-determinaci6n del germen ¡· ; considérese el maper. 
f<- + 1 .k+2 

natural que manda al ideal maximal M a = M/ M mediant~ 
jk+l,-estoes, Y 7t: M 7-=--vl+l( 1 ). 

Sea P•t ic• /1 
Q•Í iE~l1 

es k-equi valen te con 

es equivalente con J 
1 ~ ) -
~ 

es decir, Q = ( 7 , G) es la órbita de r¡ bajo el grupo G 

(v~ase 1.10(3))¡ si suponemos que 7 es k-determinado entonces 

por definici6n 1 k-equi va lente con S en consecuenci2 

~ equivalente con 5 de donde V f ~ P se tiene 

~ ~ Q , luego entonces, P C Q. Por lo tanto 

1.20(4) 

7 + Jt+l 

En efecto V ~ É P se 

é 7 + Llk+l ya que 17· ~, I i - 1 é ~+l de acue:Ja.o a 1.10(6). 

P e 7 + ?.f+l 

P coincide con 

Por lo tanto 

Recíprocamente: t t: 7 +Ji¡1t+l Sea 
entonces 

para 

fa E Mk+l entonces 

• .f-c 1 +p. ) • Jk( 7 ) + Jk( ,V. ) • Jk( f( ) ya que 

= O por el Teorema 1.7 esto significa ~ue '? ~ 3 
1 é P de donde 1 + Mk+l é r. Por lo tonto P• ? + ¡/<+

1
, 

alguna 

esto es 

~----------.......... 
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Sea g = jk+l( q ) 
la linealidad de1 howo~orfis~o 

entonces de la,ieuald8d anterior y 
,k+l 
J se obtiene 

j k + 1 ( p) = l + 1 ( t( + Mk + 1 ) .,,, / + 1 ( 7 ) + j k + 1 ( ~ + 1 ) . 

Luego entonces el espacio tangente a jk+l(P) en f al 

cual denotamos como T't (jk+l(P)) no es otra cosa que 

j k+l(_Jc+l) -'1 + jk+l(Mk+l) í fil ya que ~ es un espacio af n de 

j k+1c--k+1 > 1 i . ó Y- e cua es un espacio vectorial de dimensi n finita 

(Teorema 1.9). 

En virtud de la Proposición 1.10, Gk+l es un grupo de 

Lie de dimensión finita, entonces la órbita de ~ bajo Gk+l 

resulte ser una variedad; además el homomorfismo jk+l preserva 

lee órbitas. En efecto, si 1 o r E:- Q entonces de la defini-

ci6n hecha en 1.12(3) se tiene que 

jk+l( 7 0 '{ ) = jk+l( ? ) . jk+l( '( ) = 1 . jk+l( d-1 ) E- ( 1 , Gk+l 

esto ee jk+l(Q) e ( -;J , Gk+l), la otra contención es inmediata 

(consulte 1.12(2) y 1.12(3). Por lo tanto 

G) = ( 

El que '-;! , Gk+l) sea una variedad de dimensión finita 

nos garantiza la existencia del plano tangente ~ en jk+l ( ~) 
el cual satisface: 

~.Lll 

T (jk+l(Q) = jk+l(!l /J.) 
~ 
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_Jr+l c. M A 
Implicación de· 10 contención Jil L\ 

a partir del Lema 1,21. 

Por 1.19(1) se tiene jk+l(P) e jk+l(Q) , entonce~ 

·r ;! (jk+l ( P) ) C T' _1 ljk'1 ( Q)) lU'"º ontonc" ol Loma 1.21 

implicaría que jk+l('Mk+l) c. jk+l(M 6.) ye que por 1.19(2) 

--¡-\¡ ( k+l( )) k+l( k+l) ~ j P = j M , en consecuencia 

( ,.r<+l + kor{jkü)) C ( M ¡\, + kor( jk+l 0 = M .Ll + .!'+
2 

y como 

( .,k+l C.. (Mk+l "' ker( jk+l )) se concluye que 

'f.'!k+l e_ M _6 + ?f +2. 

Aplicando ahora el Lema d~ Na~ayama a esta áltime contención, 

considerando al anillo E como A, al ideal c.f1 como el ideal maxi­

mal M (v~ase Proposición 1.16) y e los E-módulos N1 y N2 dados 

el cual es finitamente generado (C~rolario 1.6) y _ _k+l 
por N

1 
= ?C 

se obtiene J=+l C. },l .6. , probando as! el inciso 2 del 

Teorema 1.19. 

Pruebe del. .km.B Lll 
Como íK:" tiene estructura de grupo aditivo, pues se trata 

de un espacio vectorial, se tiene que cada germen '{ é G se 

puede expresar como Id. + d donde Id. es el germen de la 

identidad y cf es el germen en cero de alguna función 

e'"°( ~1, tj°j('.1). Esto es "f Cx) x + cf (x) es claro que 

J(o) =o pues 'f E G (y por tanto O= f (0)=0 + J(o)). 

~ = Id. + e) 
Ahora uniremos al germen de Id. con el germen 

mediante una curva continua de g~rmenes 
definidos de la 

siguiente manera: 
Vt o.=:.t~1 

-t y; = Id. + t d 
v' y en t=l 0 

, en parti­

coincide 
cular en t=O óºcoincide con Id. 
con O , en ambos casos se trata de g~rmenes de difeomorfismos, 
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ee decir, de elementos de G; por otra parte, loe difeomor!iemos 

forman un conjunto abierto en el espacio de funciones e~· (la 

justificación de este hecho es l!ni;io¡::;o fJ le cue se hizo en Prq o-

Sición 1.12) razón por la cual podemos escor.er uno vecindad U 

la identidad es decir, de ?/e completamente contenida en G y 

una t
0 

:> O que depende de U tal que '(/t c. U siempre y 

cuando -t
0 

¿_ t S t
0 

y como U c. G entonces yt es ur. 

germen en G. rás aún 

_¡.- "\/f:. ~ pertenece a una curva contenida en G que pase 

por la identidad en el tiempo t=O 

en tanto que 

ll.-
Y} o y-t ( 

0 
pertenece a una curve contenida en Q que 

1 en el tiempo t=O pasa por el germen 

esto es claro, ya que si -t
0 

L t ¿__ t
0 

entonces 

la derecha con t7 o '( t 

Q, además 7º"6º= 1 o 
de donde es equivalente por 

·é:. 7 ºY G 

Id. 
Por ¡o tanto 

II J
.k+l( 

De . I y se eir,ue que 
jk+l(Q) 

curva que está contenida en 

1 = jk+l( 1( ) en el tiem;Jo 

7 .'.l '{'- ) pertenece a una 

y riue pasa por 

t=O. 

Ahora bien la tangente a la curva en t=O esta dada por 

-it- (jk+l( '?o ("t) J en cero, el sieuiente resultado nos 

t t 
.jk+l('l A). 

muestra que esta anF,ente per enece a 11 • .L..\ 

Sublena 

pertenece a ) . 

de 

7 
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Demostrnri i<n 

"'""-'~\ . 'C 'J :X: ( 7 o r ) .. por defini oi 6'• el gormen en ee ro " 

Q'""'' (fo ,') donde f y .' son represententes de '7 y ;¡--< 
o -:;:'" t respectivamente. Corno f 0 g es unn función C...o entonces 

--22--(~I (_fo3t)\~~(~(fº~(:J\ 
()-f: 2> )é ') o X" ;:')-é ') 

luego de la lineali~ad del ,operador U y observando que el 
()-t: 

conjunto de m~ltiíndices ~ de norma 

obtiene que: 

Por otra p8rte, de la definición <le 

cr = ( J1 ' ... , J n) es un ge:nr.en en 

L k+l es finito, se 

1.21(1) 

v-c 
0 

se sigue que 

E( ) que se anula 
n,n 

en cero, esto nos permite calcular -a- ( 1 (Id, + t cf ) ) en cero 

(la manera de hacerlo es haciendo uso de la regla de la caden2 

en fo (Id. + td) como se hi:--o en el párrafo anterior, aquí d en 

el represente~te de e) ) a fin de obtener 

' 1 o t-t) .§_ *· __el__ ( (Id. + t e)) . cJ: y 

é)-t 
~ 

1.: 1 

evaluendo en t='.l se tiene: 

1.21(22 
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l 
1 
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1 
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Tlc 1.21(1) ;/ 1.21(2) ne conclu.'•e ':ll" 

que claramente ec un elemento de pues 

y cor: o ya vimos /j, .( (O) O en ton-

Continuando con la prueba del Lema 1.21 

Con el sublema anterior hemos mostrado que la taneente a 

la curva jk+l( Q o {t ) en jk+l(c_) la cual esta dada por 

~ ( J"'1 ( 7 ºf-C V h~o qu• por definici6n perte-

nece a T'g cl+1 ((:)); también es un elemento de l+1 cr.: 1:. ). 

l'.ás aún, cualquier tangente en el T ~ jk+l(Q) procede de una 

curva en jk+l(Q) lo que significa que también proviene de una 

curva en Gk+l y en consecuencia de una curva en G que empieza 

en la identidad ya que 

jk+l(Q) = ( ~ , Gk+l) 

Q = ( ? , G) entonces 
{ 

por lo tanto cuando CJ varía en G obte-

nemas todas las curvas cuyas tangentes generan a 

T 5 ( jk+\Q)) de ahí que 

Por otra parte, dado 1 en }.~ {j se puede 

~ "}, 2J ~ ax_¡ JJ donde 0 € M 

i.210 L 

escribir 



Jl , ... , rÍ ) entonces 
'- n 

Ahora considérese 

es un eermen en E(n,n) que se anula en cero yLJ que 

tS: J.:. Además c5 determina una curva en G definida como 

....,/ é 
O = Id. + t e> 1.21( 4) entes 

las contenciones 1.21(3) y 1.21(4) justifican la igualdad propues­

ta en el Lema 1.21. o 



--------
Corolario l. 22 

Un eerncn es finitamente determinado si y solo si, 

c4{ ?) para alguna k E 

Demostraci6n 

7 finitamente determinado implica en particular que '? 
es k-determinádo para alguna k <=- JU y por el inciso II del 

Teorema 1.19 se tiene Mk+l C. M b, ( 1 
uk+l e M Í}. ( 7 ) c. /J. ( 1 

y en consecuencia 

Recíprocamente. Si Jr. 
multiplicando esta contenci6n 

e_ fj ( 17 ) para alguna 

por 1M2 obtenemos: 

Mk+2 c. M2 /::. ( 1 ) y por I del Teorema 1.19 implica que 

~ es (k+l) - determinada y por tanto finitamente dete:nninada. 

El Corolario anterior no menciona con precisi6n cual es la 

determinaci6n de 

Corolario 1. 23 

Si 7 
2 

M - M ) 7 es 1-determinado 

IlemQ!üraci6n 

Si 7 t 2 existe alguna ~t 1- M M - M ) 

J q_ 1a1 esto es o para alguna i=l , •.• • n. 

() )( 

o 
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(consulte Corolario 1.8) por lo tanto !J ( r¡ ) coincide con e~ 

anillo E, pues entre ·sus generedores b0y una uniáua a sEib~ .. 

y en consecuencia por I del Teorema 1.19 

o X; 
resulta ser 1-determinada. 

o 

Obseryaci6n 
1.23(1) 

'De ahora en adelante el análisis de la k-determinaci6n, pa­
íí(_n, íR.. , se hace exclu-oD 

ra g~:rmenes en cero de funciones en C 
2 

1ivamente en g~rmenee pertenecientes al ideal M , 

1.23 señala que los gérmenes que están en M-ti
2 

pues el Corolario 

tienen determina-

ci6n uno y por el Cor olario l.l5 la determinaci6n de 1il.n germen Y7 1 
coincide con la determinación del germen 7- 1 (O), es claro 

•iue este '6.ltimo eermen pertenece al ideal maximal M (véase obser­

~aci6n 1.15(1). Sin embargo debido a la importancia del siguiente 

~r:vi'ema, ,como una excepción, se hará caso omiso de esta observa­

ci6n a fin de no restarle generalidad al mismo. 

A diferencia del Teorema de 1:.ather, el siguiente resultado 

proporciona una condición necesaria y suficiente pare la k-detet'IIline.e 

ci6n. Al final de este capítulo se dan un par de contraejemplos que 

muestren que las condiciones I y II del Teorema 1.19 no son rever­

sibles; completando de esta manera el estudio de le k-determinaci6n 

de gérmenes en el anillo local E. 
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Te o reir a ..L1! ( Stefan) 

Sea 1 
es k-determinado 

todo germen ).A. 

un r,ermen en el anillo, lo col E, entonces (i 

•i y 'º'º si, r"+l e r !', ( 7 + _µ.) pÍro 

perteneciente al ideal r.Jc+l. 

1 ~emostraci6n. Necesidad: Sea ~ e ?,;1<:+l entonces de lf 

·· 1 Proposición l. 7 se tiene que jk( fl ) = O en consecuencia 

le 7 + _µ. l • h 1 l + {e ft l • l< '1 l , " decir, 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
.1 
1 
1 
1 
1 
1 

f1 + ).)- r!:.J 1 pero por hipótesis 7 es k-determinado, 

en~onces en base a la Proposición 1.14(1) se infiere que 

(/ + ,))- también es k-deterrninado y de ecuerdo al 

l.~9(II) se concluye que rif+lc. ?~ ÍJ ( 7+ fl.). 

Teorema 

Suficiencia: De la contención 
se demostrará r~ b, ( ~ +;A- ) vft l' r.:1<+1 

germen () es k-determinado esto es, se probará que todo 

} en~ que sea k-equivalem.te con 7 también es equi­

valente por la derecha con Y7 nótese que 1 ~ f entonces 

Mk+l C. 

que el 

germen 

e .k+l ·L .) s- 7 €: M (véase 1.10(6)), de ahí que 

i • 7 + ,u_ para alguna ,,M t ,,.+l 

Definase ahora el germen 

función e"'° de in ) R ª ~ 

p en ~ O ~ ~ <iÍ( de una 

de la siguiente manera: 

~ (x, t) = (1-t) 1 (x) + t ~ (x) 
esta manera resulta ser un germen del anillo local A (Proposición 

__.~_,_· -"f"--- = ~ - 7 , se tiene que 

definida de 

1.16) que satisface 

Jt+l 
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Si t en 'íi(_ , aea ~t la reatricci6n de cJ) en íK"; t , 

esto es f-t.(x) = g) (x, t). 'Es claro que qf es un germer. 

en el anillo E que satisface 
l"c 1)' l = tc .1 l ya ~u• l•c f l = l•c 1 l + J h 5 l -

- j ( 7 ) } = j ( 1 ) + t (O) ya que por hh,6teai' 

jk( 1 l, = jk( i ) y t es constante. Luego entonces, de nues­

tra hip6teois inicial se ti eme que Jf+l e r.: /J. ( ~ t), luego 

¡/'•1 c. • A c cf/l + if•2 
W 

Ahora bién, si ta es un número fijo entonces 

~ cf/=0 (x) coincide con ~@-(x, t 0), de aquí 

a J..J. ~ 
que 

)(x) 

_'(?fD (x, ta) -
o X; 

( x, t) 

Esto significa que ~(x) = ~ iJl (x, t
0

) = ~ ([S (x, t) + (ta- t )/_¡)_( ~ - (} )( 
()J.¡ ;:(.¡ ~ \CJ;(.¡ ' 1 J. 

pertenezca al ideal <CJ f J M 1 • rf- 1 , considerando a : 
...-., -1. n+ n+ 
o ..u: 

t - t

0 

como un germen en el anillo A que claramente ae anula en 

t

0 

y recordando que ~X ( 1 -7 ) E Ji.' puede aer conaide-

rado como un germen en el anillo A (ver 1.17(1)) y por tanto 

cono un elemento en el ideal '~+l , por conaiguiente CJ e{>"' o :::L' 

pertenece al ideal 
/\ fF, Jt+l 

L1 ( ~ ) + Lf~+l 
, luego entonces, 

Sustituyendo 3 en 2 y considerando a cada uno de los ideales 

como un ideal en el anillo A, se obtiene la siguiente contenci6n: 
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¡f+l(A) e ?.'. f:; ( q/c) A + 1f+2 (A} C M ( /J. ( m ) + A~:i) (A) + 

+ Mk+2(A) e ?t. /J. ( q) ) A + 1.~+2 A es decir, 

~+l{A) e M í:J. ( ~ ) A + Lf+2(A} • Utilizando el Lema de Nakayama 

1.18 se obtiene que 

Mk+l~A) e i: 6 ( 
con l;rincidn y de 

gJ ) A = J.'.A /J. ( fI,; ) ; finalmente de esta t11 tima 

(2) se obtiene que 2> {[; pertenece el ideal 
¿){: 

, luego entonces, ciill _ P f 
o-E:- -,; 2;-, J -t 

donde S.i. G MA e cf? (recuérdese que cfl es el ideal 

maximal de A el cual esta formado por los girmenes que se anulan 

en (O, t 0 )). En consecuencia -=- = { J1 , ••• , f n) es 

un germen en el punto 
C ce ( 'íK._YJ Y, íK. 

1 
Íi(n ) 

(O, t 0 ) de alguna función en 

-=- (o, t) = o que satisface y 

para todo punto (x, t) en una vecindad de (O, t 0 ) se tiene que 

~ - ~ (X +) "()tJ} (X. t-) + q (J1 5-;¡ .s _¡_ J d 'X.J. ¡ e) t 

Este es precisamante el postulado del Lema 3 que aparece en 

la demostración del Teorema 1.19 {I), el cual garantiza la existe!!_ 

cia de un germen T' en {O, t 0 ) V to (!; (o, 1) del 

anillo A (ver Lema 1 en demostración del Teorema de Mather) que 

satisface: 

..al /' (x, t 0 ) = x 

Jt) T' (o, t) :: o 

..Q.) SP(-r'(x, t) t) = cJ; (x, t
0

) 

Con este germen T' se construye una familia de difeo-

morfismos t Y en G para t en una vecindad de t 0 con las 

siguientes propiedades: 
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~~------------..... ....._ 
I 

II 
(ver Proposición 1.20) 

Finalmente, de la compacidad y conexidad del intervalo (O, 1) 

es posible elegir un nillnero finito de difeomorfismos, cuya composi-

cidn nos exhibe la equivalencia por le derecha de los g~"'•mes ? 
y 5 'concluyendo ••! la k-determinaci6n del germen '? , 

La justificación de estos ~ltimos argumentos estd conte­

nida, con todos sus detalles, en la demostración del T~ 
Teorema 1.19 (i). 

.12efj nfoión 

germen ~ en E con respecto a un siste-

xi ~ íi(_h se define como el mínimo 

o 

La esencia de un 

ma fijo de coordenadas 

de los naturales k para 

las coordenadas xi , lo 
el cual el k-jet de ~ contiene a todas 

que denotaremos como Es( 7 ). /., <'/(¡ 
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_Q_orolari.Q. 1.:1) 
La determin•ción de 1 e• mayor o i¡(U•l que l• esencia de 

con respecto a aualq~er sistema de coordenadSB• Si~Óllcamen-
q 
te 

det( 1 ) ;::: E8 ( 1 ) 

Supóngaae ·que 7 e• finitamente determinada, esto es, 

existe k " 1\-} tol que det( 1 ) • k ; si k L E
8

( 7 
entone•• por definición existe a1gun• xi i=l , ••• , n tal que 

~111ostraci6n 

xi </- jk( 1 ) . Consid~rese el germen j = jk( 1 ) entonces 
{:, ( ~ ) no contiene a potencia a1gun• de xi y por lo tanto 

tampoco contiene a ninguna potencia del ideal maximal M, esto sig­

nifica por una parte que i no puede ser finitamente determinado 

1 

(v~ase Corolario 1.22) pero por otra se tiene que r¡ es k-equi­

valente con jk( q ) y por construcción jk( 1 ) coincide con J 
en consecuencia por transitividad se tiene 7 k-equivalente 
con i y de acuerdo a la Propoaición 1.13 se obtiene que el 

ge:rmen ~ ea k-determinado, por lo tanto, suponer que l• determi-1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

nación de <¡ es menor que la esencia de ~ nos conduce a una 

contradicci6n. 

Para conclUÍr este capítulo damos do• contraejemplo• que 

muestren que las condicione• I y II del Teorema l.19 no son rever-

sibles. 

o 
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Ejemplo 1.-

Para n=l el anillo E = E1 consta de los génnenes er; 

cero de funciones de fl(-11 íí(_ de funciones C"'° y M ea el 

ideal generado por el germen de x. 
dado por 

k+l 
= X 

Sea 't¡ el germen de E1 

entonces /J. = A ( 7 ) es el 
ideal generado por 

k 
(k+l) X 

que es por definici6n O 1 y como el Jacobiano es in-

()X. 
dependiente de un cambio de coordenadas, en este caso dado por 

h. ( ? \<'.. 

x--o~ X 

está generado por 

implica 

(ver 1.13(2)) se tiene que 

xk Consecuentemente 
Jf que a su vez 

y 
y de acuerdo a I del 

Teorema 1.19 se tiene que 
~ es (k+l) determinado. 

k+l 
Ahora bien 

I 

En efecto ( 1 ) 

( k+l) / ., 

( k+l-s) j 

k+l) I • 

k-s 
X si 

si 

( ~ •1 

ds ( ~ ) In 
o si B~ k 1 

entonces = 
i 

C)x5 (k+l) / si s= k+l j 

~;., si s ~ k 

J de donde jª( 7 ) = 
si s= k+l 
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luego entonces, k+l es el menor de los naturales con la propiedad 

x • Por lo tantc 
d J.k+l( 1 ) e que 

contiene 0 la variable 

Es( 1 ) = k+l. 

Hasta aquí hemos demostrado que E5 ( ~7 ) = k+: 

ift+l C. M D y 7 es k+l-determinado y sin embargo tJ no 

es k-determinado ya que si as! fuera tendríamos por una part~ 
det( 7 ) "° k y por la otra, de acuerdo el Corolario 1.24 se 

tendría que B 
8 

( 7 ) = de t ( 1 ) que conduciría e la contra-

dicción k+l .::_ k luego entonces la condición II del Teorema 1.19 

no es reversible? es decir, Jt+l c.:. M .6 no basta para garan-

tizar que 7 sea k-determinada. 

Ejemnlo 2 .-
E = E consta de los gérmenes de funciones 

2 Para n=2 
1/(:i.-o 7i(_ e"""'. El ideal ~ está generado por los g~nne-

""ª x, Y y consecuentemente "1
2 

= ¿ x2
, xy, y

2

) 

Sea 
+ xy3 entonces el.ideal Jacobiano 

3 2 xy (v~ase observa-
de 1 está generado por x

2 
+ y

3 
y por 

ci6n 1.8(2)). 

ll.2 ~ 2 2 2 3 xy2) 
Ahora (x ' xy, y )(x + y 

g1 
= x4 + x2y3 j2 = x3/ 

[ = x3y+ X y4 
)3 

54 
/y3 

e 2~ 2 + y5 J 6 = xy4 
<. =X y 
j 5 
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Sea 

En esta exorezi6n sustituimos los valores de). 
l 

como se indica 

en 1, 2, ••• 7 para obtener los generadores de é. 

1.-

2.-

3 .-

4 .-

Para 1, 2 y 3 considérese 

y 

y 

y 

y 

2 -x 

-xy 

2 
-y 

:A.= o 
l 

/l.= o 
l 

A.= o i 

entonces 

entonces 

entonces 

entonces 

entonces 

entonces 

' t 6 J ::: X 

f 4 2 
_) ::: X y 

e 
_) = x3y3 

S = x2y4 

( 5 j = xy . 

1.- ). =y 
5 

y y /l l , ~2: ) 3' ).6 ~ o 

Por lo tanto, 

d~l Teorema 1.19 que 7 

entonces 
( 6 J ::: y • 

que a su vez implica por I 

es 5-determinada, 

Ahora bien si la ecuaci6n: 

:; 
y = 

1 2 2 5 /\
5

(x, y)(x y +y ) + 
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1 
1 
1-
1 
1 
1 

.1 
1 
1 
1 
1 

tuviese solución para ciertos gérmenes 

del anillo E entonces nl Aplicar los operadores 
'\ -"'"' 

.......__ <¡ 
C) 

o~-
1gua1dad anterior y evaluando en cero, a la 

se llegaría a la siguiente contradicción: en el primer caer 

).
5

(o, O)= 1 y en el segundo í/
5

(o, O)= O es clarci 

que ambas situaciones no pueden ocurrir simultáneamente. 

Como puede spreciarse el sistema planteado por la ecuación 

y5 = )1 s 1 + ••• + )6 16 no tiene solución, en otras 

palabras, I.~5 no está contenido en M2~ • No obstante se demos-

trará que el 7~ 
x3 x:y3 4-determinada germen + es 
3 

y en consecuencia la condición I del Teorema 1.19 tampoco es rever-

si ble. 

Para mostrar que la determinación de 7 es 4, obs~rvese 

= x3 / 3 + xy3 es que la esencia de V} es 4 ya que j4( 1 
el menor de los jeta ~e 7 que 

por una parte el uno-jet de 

1 no contiene monomios 

) = x3/3 solo contiene a 

ya que 

j3( 1 
POT' .ü Corolario l. 25 det( '? 

contiene a las variables x, y 

1 Y el 2-jet de Y( son cero, 

de grado ¿_ 2 ; en tanto que 

la variable x, luego entonces 

3 4. 
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De acuerdo al Teorema 1.24 ( Stefan) el gennen 1 será 

4-determinado siempre y cuando el ideal L:5 est~ conteniao en el 

Producto J,'. fj ( 7 + ft ) para cualquier germen jJ. 

equivalentemente por el Lema de Nakeyama 1.18 

en L o 

!l5 e M 4 ( 7 + _)}- ) + é 

Del Corolario 1.6 se sabe que los generadores de M
5 

son : 

x5, x4y, x3y 2, x2y3, -xy4 , y5 luego para exhibir que 

M5 C.. 1l LI ( 7 + _)).. ) + é, será suficiente expresar cada genera-

dor de J.:5 en la forma: 2J ,\ ( '\ ) · 
-;:i, ("' ! ( 1 t y))+ J..,_ (J ax (1 +p. l/ f.3 .x !;./1 f¡.1Y * 

./- ) y ( J ~ (_ 1 +-JA)) +- ¡) (V f. f{ 6J ) donde \} pert.enece 

al,ideal M6 o bien 

1.25(2) 
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~( 

Con el fin de expresar todos 
los generadores de M

5
, con 

excepción de y5 , como se propone en 1.25(2), sustitúyanse los 

valores de f1• ) 2' )3, 74' :A y v en dicha 
5 

expresión como se muP. stre en la siguiente tnbla. 

. \ A? . )3 )~ v' 

-:xf 1.. o o 
4 -1'(:1_~ -J ;)AJ 

X 
-X é) ;( ()j 1.2501 

:x.'íJ :( J o o -A:j -Xj (:c9::- -j ~) ax aj 

-x.3 J2. 12 o '2. o -:; -j~(j_~ -J ~) 
x~f3 o o o X 

" é)A. é>j 
- :;(_ C)p. 

"l.,/' o o o J J aj 
-J~-ey-

• Todos los eler.ientos '.ie la sexta columna pertenecen al ideal 

M6, pues por hipótesis ¿l E- M
5 

·entonces 

y 
pertenecen al ideal M

4 
y en cada caso 

y/o 
tienen como factor un monomio 

de ~rado 7,.. 2. 

Para obtener y5 en la expresión dada en 1.25(2) será su-

ficiente determinar los valores de ) l' ) 2, ~3' /l4 Y \]' 

'.::-iicamP.nte para los 7 casos siguirmtes: 



1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

o 

ft =· O , x5 , x4y , x3y2 , x2y3 , xy 4 , y5 , esto es posible ya 

que cualquier otro elemento de u5 es expresable en tárminos de estos. 

Las ?•!ecuaciones para calcular y
5 se obtienen de la siguiente 

manera: 

o 

o 

o 

() 

J 
J 

-1 

-1 

-1 

-l 

-l 

-/ 

-1 

1.25 ( 4J 
o () 

-j--;(. <¡j .z. 

o -</:l6j -Sx.3:/' 

o 

C) 

GUe~o entonces de 1.25(2), 1.25(3) y 1.25(4) y aplicando el 

~eme de Nakayama en 1.25(1) se concluye que el ideal M
5 

efectivamen­

te este contenido en el producto M ~ (J. +A ) V;-t E M
6 

y por el Teorema 1.24 se tiene que el ge en ? = x
3 
/3 + xy

3 
es 

1 •I I<" (' J' .' ~-determinado. ,. ~ ..1 . 
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C A P I T U L Q_ 2 

Determinaci6n de gérmenes de funciones de 
n 

Í1( en 
p 

,~ . 

En este capitulo ee estudia la determinación de gérmenes de funci.e, 
h p 

nea en COI ( q, /~ ) (ver 1.0 (2) ), donde p es estrictamente mayor -

que uno. El teorema 2.3 proporcione un criterio anélitico para le deter­

m1naci6n finita de gérmenes en el íi1- espacio vectorial E(n,p) (véase -

coralario 1.2) pero visto como E - módulo; en tanto que el teorema 2.4 -n 

afirme que le determinación finita de gérmenes en E( ) únicamente se -n,p 
obtiene una sola clase de equivalencia, ésta corresponde a la órbita del-

germen en cero de la proyección de Í~n en qP , de éato último ae dee 

prende que no existen gérmenes finitamente determinados en E(n,p) si n 

es menor que p , aunque debe acotarse que si se admite la equivalencia 

par le derecha y por la izquierda en las definiciones dadas en los apert,!! 

das 1.10 (2) v 1.10 (5) entonces la situación es distinta. 

Se advierte el lector que en este capitulo se utilizará la note --

ción 1ntroducica en el capitulo 1. 

E(n,p) admite una estructura de En-módulo ya que visto como /~­
especia vectorial E(n,p)es isomorfo a En x ••• x En (p-factores) Y En 

además de ser un espacio vectorial es un anillo (véase proposición 1.1 Y 

corolario 1.2) • 

Luego entonces, el En- submódulo M(n,p) del módulo E(n,p) es --

por def1nici6n M x ••• x M (p-factorea) (véase corolario 1.5) n n 

2.a c1> 
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' 1 
1 
1 
1 
1 
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-------------~ 

Todo germen t( • ( rz.1 , ••• , tz P ) de E( ) induce un morfismo n,p 
de En - •6dulos 1 '?. E(n,n) ---P E(n,p) de la siguiente manera: 

V f E E( ) definase 71? ( ~) • ~ a e ~ 1> 
) n,n \. ) A.:I d~· ) 

(
n d n ';)J... ~) 

ea decir 7 h ( t ) • ~ ~ ( ~ 1) , • • • • ~ ~ < 1 > 
( ) A..-1 ti X,¿_ ) ..t: I e) X.i. 

2.a <2> 

'?~ es claramente un morflsmo de En- módulos. 

Observaci6n. 

Obsérvese que ?'~ (E(n,n)) está contenido en 

~ ( ~ 1> x •• •X 11 ( q p) 2.0 (3) 

11 

~{~i) ye que ~ pertenece el ideal Jacobiano. 
.<.: 1 d t,l. 

/j, e ~J> J•1 , ... , P• 

Con la ayude de loa morf ismos 7~ y recordando que le deter•ina -

c16n de un germen ea independiente del valor que éste tenga en cero (v6a­

sa 1,15 (1) es posible reformular la versión algebráica del teorema de --

Mather 1.19 pare gérmenes en el E - módulo E( ) como sigue. n n,p 

Teorema 2.1 

Un germen n que pertenece ,al E - m6dulo E( ) y se anule en --t n n,p 

cero es finitamente determinado si, y eolo si, la imágen de E(n,n) bajo-

7 ~ contiene el ideal 
k _Je k 

M(n,p)ª K~ x ••• x Hn 

M~n,p) para algún número natural K donde -----­

(p-factorea). 

La demostración de éste teorema involucra loa argumentos que se -­

utilizaron en la pruebe del teorema 1.19 y el corolario 1.22¡ únicamente-

hay que hacer las adaptaciones correspondientes a gérmenes en E 
(n,p)º 
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Como una alternativa a la formulación algebráica para la K- de­

terminación de g6rmenes dada por el teorema anterior¡ a continuac16n se­

da un criterio análitica de la misma, para ella se requiere considerar e 

E y E como m6dulos con variable compleja de la siguiente manera: n Cn,p) 

Sea ~ {! la complificación del germen a! q 1 esto es ~ es el-

germen que tiene la misma regla de correspondencia que el germen ~ ,s§. 

lo que a diferencia de éste Última ~ ~ utiliza variables complejas y to­

ma valorea en los números complejos. 

Ae{ por ejemplo, si ~ es un germen en 

teda 1.12 (5) se tiene que las coordenadas 1 

son de le rorme. 

E( ) entonces del apar 
n P -

de i ( ~ ) , jk ( ~ <I! ) 

donde 10<.I ¿ k,d:: E il\ y XE ÍK_h y 

donde 
11 

U) E C 2.1 ( 1) 

Nuestro interés es investigar le determinación finita de gérmenes 

en E(n,p) y éste ea posible conocerla el analizar loa K-jets de dichos 

gérmenes (consulte la proposici6n 1.13)¡ ésto nos permite hacer el en&l.!, 

sis de la determinaci6n finita de gérmenes en un espacio de funciones --

ansliticaa, más aún, por 2.1 (1) y el lema 1.11 en un espacio de funcio­

nes polinomiales, las cueles tienen en cada coordenada un polinomio en -

n-variables oe grado menor ó igual que K. 

De ahi que puede suponerse sin pérdida de 
n 

el germen de alguna función enali tics de ~ en 

~ 
generalidad que 1 
{'. p • 

es 

En estas condiciones el se consideren exclusivamente e los gérme-

nea ce funciones analíticas entonces los En-módulos E(n,n) V E(n,p) _ 

se transformen en los En-m6dulos E(n,n) y E(n,p) respectivamente, ea 

decir E
0 

• E(n,n) v E(n,p) constan exclusivamente de lee complifica -



cianea de todos loa gérmenes anel!ticoe que pertenecen a E , E( ) y n n,n 

E(n,p) respectivamente. 

Ahora considérese el conjunto de eingularidadea de un germen ~ 
t.!! 

y den6tesele como :f_ ( ~ il'.! ) ea decir, 

2.1 (2) 4:! [ 11 ( ~ )• l E «:! /rang 

:f. ( 7 if! ) es un conjunto anéli tico. En efecto, si e E 2f. ( ~ d1 ) 

entonces O¡ ( ~4'.) es una matriz de p.n que tiene rango menor que p , 

ésto significa que el determinante de cualquier menor de p x p de la -

matriz D,. ( 1?11! ) t t i t d ~ l es cero y como ea oa de erm nen ea son sumas e pro -

duetos de funciones anal!ticas, entonces, en cada una de ellos se eetén­

coneiderando los ceros de funciones anal!ticaa~ 

Obebvese que si n es menor que p entonces ff:. ( ~<2.) coinc.!. 

111n 
de con ~ , éste caso es de poco interés, ya que todo punto del do•1 -

nio es una singularidad. 
2. 1 ( 3) 

Lema 2.2 

Sea 7 un germen en el E -m6dulo E( ) entonces las dos afir-n n,p 

maciones siguientes son equivalentes. 

a) 711 ( E( )) .::> ~( ) ~ n,n n,p 

Demostraci6n 

(a) => (b) 

5up6ngase que existe un elemento e L.. ( n ~ ) .1 J en ..::: 'l y que ~ r O 

entonce~ existe 1 € f 1 , ••• , n} tal que ii f. D. Considérese ---

P1 : <1! ~ lf! dada por Pi (w) UJ • w UJ ( UJ ) • 1' V • 1••••,u..Jn 
h 

E d] • 



p 
See aj el vector de~ que tiene una en la coordenada j y cero 

en sus demás coordenadas entonces [< P~) • ej j=1 , ••• , p} es un can -

junto de gérmenes linealmente independientes que generan un subespacio --­

p-dimensional de (~C! ( E~n,n)) ye que claramente cada germen P~ • ej 

pertenece al submódulo Mk y por hipótesis, ésto última esté condenido 
{n,p) 

en la imágen de E~n,n) bajo 7~4!. • 

Esto es equivalente a afirmar que el subespacio p-dimensianal gen,! 

k ik 
I{!. 

rsaa por li • e1 ' ... 1 
. e está contenida en la imagen de O~ ~ 

i p 
p 

le cual tiene dimensión menor que p en <r ya que se está asumiendo que-

le derivada en i de 1C tiene rango estrictamente menar que p , por CO!l 

siguiente, ésta última contención es imposible¡ consecuentemente l na -­

puede ser distinto de cera. Por lo tanta, :?:. { ~~) esta contenido en lª1· 
nota: Le contención H'Cn,p) e 71(_ ( E{n,n» implica le contención 

( M~ )k 
(n,p) e T{ < E~n,n» • 

(b) > {a) 

Caso 1: .2: ( 1( ) .. Ji 

En este caso necesariamente n ~ p pues de lo contrario de la ob-

servación 2.1 (3) t d L ¿ ( h<!.) .on e se en r.i..a que ..:::: ( • "- Como Z. ( 'l ) es 

vacio entonces no existe singularidad alguna, ésto significa que en parti-

cular el caro es un punto regular de y por el Teorema de la Sumer--

alón se tiene que localmente 
" p es una proyección de <C en ('. 

ahi que le imagen de baja ?i< 
~ 

necesariamente contenga a 

de­

M ~ 
(n,p) 

el? 
pues H{ ) se proyecta en n,n M(n,p) baja 



Caso 2 .z ( ~~ ) • o • 

Sea e.Ar' una submatr1z de P•P de la matriz 
-!! 

D 
0 

( ~ ) , esto es 

contiene p-columnes de la forma 

-
ü ~p ~,(_ = Y'\ 

como: 

( ºo ( ~ll ) < 
~ \.U ... 1 cA y { (o) • o 2.2 ( 1) 

rang p ) entonces 

desarrollando a la sub me tr1z cA Y con respecto al rengl6n j se tiene que 

1 Jh·I= I 0 ~~ . 1 cArCj,s)\ 2.2 (2) 

s;: 1 <.'iwLs 

donde 1 ~ i ~n •~Y (j,s) 
ea la eubmatriz de cA y de tamaño 

s 

( p-1) • ( p-1) que se obtiene al cancelar el renglón j y la columna s 

de cAY • ir 
~ 

En consecuencia, al sustituir en 2.2 (2) ~ por~ 
O W,ts ~ WJ.s 

se obtiene una submatriz de p.p con dos renglones iguales s saber , el re!!. 

glón j y el rengl6n h si 
h " j 

, entonces 

p ~ 

~ úl(h 1 Jlr (3,s)'I =o 
2.2 (3) 

l ~E l\:!.n¡icflr'Kll=~¡ de 2.2 (1) se sigue que --

0 E Zr \Ir esto significa que Z. (~e ) C ílr f. y , para exhibir la­

otre contención considérese i!: E íl r f. I' entonces / ~y le l.): O \¡ly 

s:1 ow.._5 

Considl!rese f_y- • 

i. E z. ( h~ ) en consecuencia n / - L '(),¡: • n L f l l y Z::y - L. 'l • • r Zy = lº) 

luego entonces D l! ( ~<! ) 
tiene rango menor que p por consiguiente --

nota: Y recorre un conjunto de indices cuya cardinalidad es equivalente -
, h2 

al numero total de menores de p x p que posee la matriz 0 0 ( l ). 
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Ahore bien, considérese el germen de le proyecci6n en la coordenede 

n· l de e en ~ ' es decir' pi ( ().)) • uJ;_ ' como el polinomio pi se anule 

en cero, entonces por el Teorema de los ceros de Hilbert, se tiene que pe-
ki Ki el polinomio Pi pertenece el ideal 

• j. • 

re cierto número natural 
generado por todos los determinantes de loe meno1·ee cA '( de p x p de la-

n 
Sea K • 1f.. 

Ki entonces pare todo multiindi-
matriz 0

0 
( ~4! ) 

ce o< • ( .x1 1 

.i..:I de norma K ee tiene que el polinomio homg, 

o(. 

(véase 3 en 1.2 (3) ) también perten~ 
géneo • w"'' u.> 1 

ce al ideal J. ya que no ee posible que ocurra °'). < I<;. \1_ y el mismo 

n 

tiempo ?.. 
A..:.I 

o<l=K:. 
W "' • jfy _}lr • 1 c.R '( 1 donde /U.y es un polinomio en n-variables; 

sustituyendo lcflrl como ee propone en 2.2 (2) ee tiene que 

p 2.2 (4) 
O( 

w z 
s.: l 

Como 1 ~· i ~ n entonces en virtud de les leyes asociativa, --

conmutativa y distributiva válidas en el anillo de loe polinomios de n-va­

rieblee ea posible factorizar en la expresión anterior, aquellos gérmenes-

que tengan como factor común 

4! 

~~· _J... pera i • 1 , ••• , n y agruparlos en 

Ü W.L 
n-au111es a fin de expresar s UJ o<. en la forma 

r1 
4! 

( ~;J w O(. :: ~ Ci73 donde ~i • z /itrl JL. 1 
,(.: 1 () UJ;.. 

,.. (3,s) (j,s) 

es un germen en Eil! • 

¡
5

.: J... 2.2 <s> 

n 

Considérese el germen ~ • <~1····•~n) del 

<!. Ef!. E -m6dulo , entonces de le definici6n 2.0 (2) ee tiene que 

n (n,n) 

?'n 'i:! ( ~) : i 
l ) .<.=I 

2.2 (6) 



Yl 

donde ej es el vector columna{' que tiene uno en le coordenec: j y 

cero en sue dem~s cooroenades. 

Pera verif1cer esta igualdad sustituye h por j en 2.2 (5) , 

agrúpese éste suma como ee indice en 2.2 (4) y epliqueee la igualc:ed de-

de en 2. 2 (3) para obtener 

n JI(~ ( JL) = [:~ .51 
h: J1 ~ 
h IJ .. L:I Úw· SI 

;... 

Por consiguiente, de 2.2 (6) se concluye que la imégen de E 
~ 

(n,n) 

be jo 77c contiene a ( Me )k ye que los generadores de éste úl-(n,p) 

tb10 ideal son de la forma w<>< ( e j). Esto equivale e decir qu: 

Mk está contenido en -r'n 
(n,p) l ( E( ) ) • n,n 

D 
Teorema 2.3 

Un germen ~ que pertenece el módulo E(n,p) sobre el anillo E
0 

es finitamente determinado si, y solo ei, el conjunto de singularidades­
~ 

del germen 7 ea vacio ó únicamente consta del cero, es decir, 

nota; Este teorema es válido pera toda p ~ 1 y pare toe a n := p 

(véase le justificación de la segunda de estas afirmacio -

nes en la prueba del lema 2. 2 (caso 1 de b .::::::> e. ) • 

La demostración del teorema 2.3 es una aplicación directa del teB_ 

rema 2.1 y del lema 2.2. 

El siguiente resultado afirme que los únicos gérmenes que son fi­

nitsmente determinados en el módulo E(n,p) sobre el anillo En pera -­

p::: 2 pertenecen a ls Órbita del germen en cero de la proyección de -­

í/in en /~P , es más, también asegure que la determinación de é::tos ---



---------------------
Teorema 2.4 

Sea 7 un germen en el módulo E.(n,p) y p ~ 2 entonces 17 es 

' rinitemente determinado si y solo e!, n ~ es equivalente por le derecha 

con el germen de un epimorfismo de ií\ en Ít\P • 

Demostración. 

Suficiencia: Si 7 es equivalente por la derecha con un epimor-
;-;)11 íi'>r 

fiemo p ! 1\ en 11 \ entonces por defin1c16n ? .. .P o r para el--

gún 0 f u ( véaee 1. 10 ( 1) y 1. 10 (02) ) ¡ luego entonces, le deriva-

óa en cero de ~ es un epimorfismo ya que 0
0 

( r ) es un ieomorfiemo­

y 0
0 

( P ) coinc:ioe con ,? por consiguiente el teorema de submereión, 

afirme que localmente P difiere por un difeomorfismo en el dominio del 

germen de la proyección 'TI en el primer factor de íl( x /~h-f en ii\P. 
Ahora bien, cualquier germen ~(n,p) que satisfaga 

evidentemente satisface Do ( ~ ) • Do ( ~ ) y 

mismo argumento anterior, se tiene que el ger~en 
¡¡-

le derecha con el germen /1 y por trensitivided 

en consecuencia por el 

J es equivalente por 

también es equivalente por le derecha con el germen 7 
de ~ es uno, por lo tanto, ~ que le determinación 

, ~ato eignifice-

ea fin1temente --

determinado. 

Necesidad: Se mostraré que un germen es equivalente por le dere-
ii) 11 . ";';') p 

t:ha con el germen de un epimorfismo de 1,\ en 11\ si el germen es fin,! 

tamente determinado. Procédsse en la siguiente forme: en virtud del te,g, 

rema 2.3, un germen es finitemente determinado si, y solo si, 

esté contenido en , en esta contención existen dos-

posibilidades 



1.- ( t7 d'. ) , t • p • 

2.- ( 114:\ r i 
l ' - (ºj 

[En embae caeos necesariamente n 2 p (véase obeerveción 2.1 (J) J 

De la primera de estas posibilidades se sigue la conclusi6n del --

t E f t :' < n~ > eoreme. n e ec o, como ::::_ l ee vacío entonces el germen . ~~ 

no posee singularidad alguna, es decir, en todo punto del dominio la de-­
~ 

rivade de ~ es un ep1morfismo, en particular, el cero es un punto re-
it 

gular de f(_ y por el teorema de sumersión se tiene que localmente el -

germen ~<t difiere del germen de un epimorfismo de ~ n en ( P por un­

difeomorfismo en el dominio; esto significa que el germen ~ ea equivale!!. 

te por la derecha con el germen de un epimorfismo de IÍ\n en íi\P ye que 

~ coincide con la restricción de ~~ en parte imaginaria idénticeme!!. 

te cero. 

Con respecto a la segunda posibilidad la situación es la siguiente: 

Si se supone que z ( ~~ ) • to J entonces por una parte ee tie­

ne que la dimensión de Z ( '1._<! ) , considerada ésta como variedad elge-­

bréice, es idénticamente cero; y por otra parte es posible expresar a ---

Z:. e ~e > como le imágen inversa de una variedad algebréica de codi-

mensi6n menor ó igual que n- (p-1) bajo una función analítica que prese.t 

va esta desigualdad en la codimensión del dominio. Es decir, en éste ca-
. ~ 

so la codimensi6n de ~ (~) tendría que ser menor ó igual que 

n- (p-1) 6 equivalentemente 

ya que por hipótesis p ;:;: 2. 

Como ambas situaciones no ocurren simultáneamente entonces 

¿ ( ~C!. ) .. fo J es imposible. 
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l.: 

E.n el e1gu1ente párrafo se muestra que 
{! 

~ ( ~ ) ea la i•ágen -

inversa de una variedad algebrá1ca bajo una función analitice como se ac~ 

be de proponer. 

Sea S(p,n) el espacio vectorial de todas las matrices de p x n 

sobre el campo de loa números complejos y considérese a Se el eubespe-­

cio vectorial de S(p,n) que consta de todas las matrices de rqngc e , 

entonces, en virtud del teorema de rango constante ae tiene que s e es -

una subvsriedad diferenciable de s( ) de codimensi6n p,n (n-c) Cp-c).(Pr,2_ 

posici6n 5.3 Gap. II (G~G .• ). Mas aún el conjunto de matrices de rango 

!:_ p-1 es un conjunto algebráico ya que está dado por los ceros de todos-

los menores de p x p • 

P-1 

Ahora bien, el conjunto S "' l.fc:o S resulta ser un conjunto c 
elgebráico de codimenai6n igual a n- (p-1) en 5( )' pues es una uni6n p,n 
finita de variedades diferenciablea, cuya cod1mens16n mínima ea n- (p-1) 

t(IPXn S 
como S( ) es isomorfo a IL entonces resulte que puede ser p,n 

considerado como un conjunto elgebráico de codimensi6n n- (p-1) en 
~ Px n 

ll 

. Ahora considérese la funci6n f 7~ : (: -1> S(p,n) definida de la-

aiguiente manera V l E ~n 

e 
C:omo 1 es una func16n analítica, entonces, así misma lo ea la 

funci6n f~~ (consulte el párrafo previo a 2.1 (2) ). 

Además f ~ ~ 

• fo} 
versa de 5 bajo ~~~ 

(o) está en 5 ya que se partió del supuesto 

entonces rang ( ü 
o 

es por definición 

e ( 1 ) ) ..:::. p. La imágen in-
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( " / e ( z <! (' ronc; ( Dz ( ( ) ~ p-1 

conjunto coincide con ~ ( v{ 
l 

cod ~-7 e ( s) = cod (.? ( -rt ) ) 
= n-( u-1) 

uor consiguiente dim = 

Bstc 

1uero entonces 

D 
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Capítulo 3 

Codirnn:tsión 

El concepto "oodimemsión de un germen" es de vit91 

importancia en l::i. claqificación de gérmenes de funciones de cla-
,... <X :-:J h -:JI 

ses 1..- de 11\ en 1 l • La relación que existe entre la codi-

mensi6n y la deter~inación de un germen se exhibe en la Proposi­

ción 3.1, de esta relación y el corolario 1, 25 se infiere aue ·la 

deter~inación de lll1 germen finit!'llllente deter~in~do está acotada­
inferiormente por su esencia y sup~riormentr: por su codimensi6n­

más 2 unidades. Y utili~ando la codi~snsi6n de gérmenes el espa­
cio vectorial K- jeta, 9e prueba en el corolario J.6 que el eapa 
cio Mf M"' 11 es expreaable como la anión de un conjunto algebrai: 
co con ung, unión finita que. consta de diferenci'.'ls de variedades­

algebraicas, en tanto que el teorema J.7 se dice cuál ea la codi 

me.nsi6n de las órbitas bajo el grupo K- jete de difeomorfismos -
Z /./•ti t 1 

en M¡ 1v1 recuerJese que solo se consideran 3. "l.quelloa gérmenes 
que ,pertenecen al ide91 M

2 
pues en virtud del Corolario 1.2), 

los gérmenes que pertenecen a M- M
2 

se sabe que son 1- determi­

nados •. 

En este y los capítulos posteriores se seguir' utili--

zando la notsción dada en el capítulo 1, 



Definición 

La codimens16n de un germen 

M2 se define como la dimensión del lÍ\_ 
11_ que pertenece a.l ideal 

espacio vectorial M/!:,. (~) 

La cual se denotará. 00110 ood ( 17 ) , es decir, 
\. 

cod ( 1 ) = dim ( M//J. l ~) 
_por brevedad se escribirá M / /.), en vez M //::,. ( ~ ) 

3.~(1_) 

que h ,, "'\z Esta. definici6n tiene sentido ya le 1v entonces 

...... I", E M V; . }? (.) y,,.._ ,t.:::l, ••• ,l. 
"ci X.L 

y en consecuencia 

~ .¿_ () /( 
;) )'., 

? ••• ;) 1( ->e M (véase. l.13 Ci)) 
' a Xn 

Así pues al considerar a M y a. /J. como tí\ eapa..c;os -­

vectoriales se tiene que M / 6. resulta ser un iR. espacio ves_ 

torial que puade tener dim~nsi6n finita. 6 infinita, en consecueD 

cía, la codimensi6n puede ser finita 6 infinita. 

En ca.so de que el germen re pertene-zca a la. diterenoia 

M-M2 se define a. la codimensi6n de ~ como cero, ya que en la -

demostraci6n del Corolario 1. 23, se muestra que el ideal fi ( ~) 
coincide con el anillo f . 

Observase que si 1 es equivalente por la derecha con 

S (consulte 1·.19(2)) entonces de la observaci6n 1.13 (2) se -­

infiere /j { ~) = /J ( 3 ) por consiguiante, de a,c1,1.erdo a la defi­

nición 3.0 (1) que se concluye que ood ( ? )= cod ( 3 ) 
3.02 

La siguiente Vroposici6n establece una relación entre­

la codiruensi6n y la deter.:ainaci6n de un germen 7 . 



Propo1i~ión ).i 

Sea ~ tm germsn perteneciente al ideal M2 entonoaa, la 

codi•ensi6n de ~ y la determinaci6n de ~ ambas son !in.itas o -

ambas son intini tas. Rn el primer caso, la determ1naci6n de ~ ,­

disminuida en 2 unidades no excede a l'l codimensi6n de ~ • Simb6-

lic a.'llen te: 

1.- det ( lt_) es finit'l s1,y sólo si, cod ( ~) es 

finita. y clet ( 1() -2 ~ cod ( 1() • 

2.- det (~)es infinita 3i, y sólo ai, cod ( ~) es -

infinita. 

Demostr'.lción 

Sea IJ E. M2 entonces 
t 

De aquí que Ll ( l(.) e M se escribirá !J. en vez de f1 {~) si - · 

es qua ésto no se :Presta a. nineu.na con!o.s16n. Entonces qi:l.e /J.c M · 

en la observación hecha en 1.6.1 se tiene que M:>M2 .:> M3_, ••• Ms 

\f s t. N. y al considerar la. estructura da ÍI\ - espn.~ios 7eotoria-­

les que tienen Ll 1 N\, ... M5 
se obtiene una sucesi6n desce=.diente -

da subespacios vectoriales de M de la siguiente m~sra: 

3 .1.C..1) 

Existen 2 alternativas en 3.1 (1) 

1.- La sucesión se vuelve estacionaria esto es, existe 

S ~ N tal que M9
-

1 + /1 = M9 + /1 

2,- La sucesi6n jamás es estacionaria es decir, 

\Í s f. N M3 +/J. e M5
-

1+ ~ 

C!ls o 1 

En el caso de 1 se _probará que c11ando la slloeei6n 3.1(1) 

se vuelve estacionaria, entonces, el germen ~ resulta ser de detex 
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minaci6n finita esto a su vez implicará que la oodirnenai6n sea 

finita. 

En efecto, si la sucesión J.1(1) es estacionaria 

entonces es posible hacer la siguiente consideración 

Sea K = min ( S 6 fj-/ / Ms + !:. = Mª-1 + D. ) 
).1(2) 

entonces Mk-ic Mk-1 + ll * Mk+ /J. y aplicando el lema. de Nakayama-

1.18 para M = Mk-1, ~ = f1 ,Jl= M, R = E. se obtiene Mk-1 e /J. 
3.1(3) 

De aquí que al multiplicar por M2 esta contensi6n se 

obtiene Mk+ 1 e M2 /1 ; esto a su vez implica según el teorema-

1.19 inciso 1 que el germen es K- determinado dond~ K es un -

número natural y como det ( ~) K se tiene que la determina -­

ci6n de ~ es finita. 

Ahora bien Mk-l e /1 implica la éxistencia de un epi-

morfismo ( M / Mk-1 )-----<!> ( M / ~) 

Esto significa que la determinación r« //J. es menor­

º igual que la dimensión da M / Mk-1 y de acuerdo al Teorema -

1.9 M / Mk-1 es un subespacio vectorial de E/ ~k-1 el cual es 

de dimensión finita y por lo tanto la codimensi6n da ~ es U-

ni ta. 

Recí9rocamente, si la codimensi6n de ~ es finita -

entonces l~ sucesi6n dad~ por 3.1(1) no puede ser un de9censo-

estricto ya que 

_M_ - .M .. ±.:'.l .., rv\ + D. ) • . • :::> 
~ - !J. J /l 

y en consecuencia 

dim <-7?-> = dim ( M A/:,.2. dim 

dim ( n¡9 + LJ 
) 2!- o 

/::; 

rv{' f- D. :J • • • ) 
/j, 

2 
( M +t. ) 2:: ... z 

/J. 
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l! 

dim(I.:5-l + l / /::,, 
ut' + " cuc..ndo _w _ u. 

= dim(l.:5 + {J. / fJ. ) • Bsto sucede :;icmµrc ·.• 

lo aue e:uiv~le n decir auc: 

/J,. 
3.1(4) 

<· -.L 
I .<>-.. + 

torn.J..'1d'.)SC ,-_sí l~: sucesi6:1 3.l(l) est.::.cionari¡_;,. 
Siguiendo la ;:üs:::·-~. ar[<umcnt.~ci6n hcch2. en el riárro.fo 

y de ucucrclo ~.l 

es fini tw!lentc 

Corolario l. 22 SC tiene GUC el germen 

d et er;nin-:·.0.0. 
Ahora bien, ~~r.::. µrob:x 2ue det( ~ )-2 ~ cod( ~ ) 

considfreee l<= oin t s ~ i'\J / Ms-l + 8 = ¡,¡

8 

+ {:;} 

entonces ó.el '16.rr:.:.fo .. ntcrior se tiene nue: 

dct( ~ ) = l: 
y in suc eci6n ) .1 ( 1) oc u_o <icscenoo eotri cto ,. uc contiene 

k-2 contencioneci propia~, es decir, 

Iils + D. c. 1,s-1 + /::,. 

111
s + b, = 1.~s-1 + /1 p:.ra s;::: k 

311tonces nor 3.1(3) se tiene 
~ sto wuestr'' cuc en J. l( 1) heY k-2 contenciones propias y 

en consecuencia se tiene l~ siguiente sucesión: 

cod( ~ ) = dim~) 
b. 

= o 

l ~' " 
:::> dim ( M + f>. _) > ... ? dim ( M + JJ. ) = O 

{!. /J. 
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i o . ue conuuce L lr. úerJl ::u lli .e: cod( ~ ) 2 l~-2 es decir, 

cou( ~ } :::: éictt I(_ } -2 

C~:.SO 2 

La sucesi6n d:tdct uor 3. l( 1) no es estrici,,n:::i.ria, en éste 

e e.so lus considcr~1cionec: 

datermin::.ci6n d;~ ~ es fini t:::. y coc1i:n2ndón de ~ 
es finitc. so:i. _;m_1osiblcs; nucs en "'.:nb •. ~ :::i tu:·.cioncs, se llega_: 

ríe. a contr:!decir el c•.r:-.ci;cr no est.•.cionario ele i·-. sucesión 

" 
Tl1 + /1 :::> i.:c: + Íl J 

) 
S A 

Iii + D 

Por ejemplo, si l;•. dct::r .. in?..ción de ~ fuese finita, 

entonces en virtud del Corolu_rio 1.22, se tendrfr, 

de donde 
Ml~ e ti ".)~.r..:.. t.llr.ún k E:. w 

li :: I(t + ~ = ¡,1k+l + 11 Yi:. 'lUC 
Mk+ l e hl.lc e !::. 

y nuev.:.mcntc se estr~riL!. c:n .. lizc:.ndo c:l c<::.:so unterior. 

f,uec;o, necesaria.mente hc·.y oue pc1rtir de la hipótesis 

determinación de ~ es infinita y como en 3.1(1) se tiene una 
sucesión infinita no cstncio11:::i.rü. de subef;n,~cios vectoriales a 

s::!ber 

) . . . ) 
y por ser una sucesión estricta de epimorfis;nos, se tiene: 

dim ( M5 + b. ) > 
uim ( t-'\s-t

1 
.¡ /1 ) > 

b. 
Esto nos conduce a lo. nif,Uicnte sucesión infinito.: 

~ fl2 A 

c od( I(_ ) :: tlim e ~ ) ::> dim ( 1v1 ~[J. 



i1uec;0 em;onc:s:.;, L codir:ien:.;ión cit 1( es infini t:.;., Por 

lo t~nto, ci ec cler~~ ~G cir-;;( ~ )(.;,, infinlt<:. 

cociimcn:-..i6n fü, 1( e:: ini'ini1;:_. 

~hora, si 1- co~i~.:n~ión dC' n es infinit~, entonces 
' del mismo pó.rré~fo _.nterior, se conclu:.rc ::uc l~- detcnninn.ci6n de 

1( no :r.iued~ ser fini te-. Por lo t~Tl-i;o, codi::lcnsi6n de I(_ 
es infinita si y sólo si, dctcr.:::.inc:ci6n de ~ es infi:ütn.. 

Concluyendo c.:~í 1:- de:no:.:tr:.ci·~!1 de lr~ Proposición J.l. 

o 

I .. 

\\a 
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Ses. 11 :: Q+P 
\. 

un germen fini "···" .11t!: detcrmin:~do, 
.:• 

donde = i==l 

y P es Un ;olinomio ·:iuc ·1crtcat:cc al ideal 
~~_:, ... nue den ende 

x,,o + 1 ' ••• ' y'n 
entonces 

exclusivame:1te de l:.s v::.:.rL·.blc:J 

l aS deter.ninc.ciones cie 1( y P son i'.;"J.-:1es, y le. cocli-

mensi6n de 1(. coincide co:1 1<- codim 1;:isió:1 de P. Iíi~s 2.ún, 
si det( ~. ) es infini t:o l co!1clusi6:i sif:'U.C siendo la mis::.:.. 

Der::os :r;...eiGn 

Por hipótc .. is, l' es U..'1 OJOlinornio ruc dc
1

rnnde exclusiv.:-

:rn ente ele l¿s v.:.1·i ble<: :>:,.,., +l , • , • , ::r11 entonce e su ide::.l 

Jacobi:mo 

' ... ' 
Luego i::ntonces, e·!.. id;~,1 Jc.cobiano de Y(_ ¡j = ~ ( \(_ ) 

estl gcner~cio por: 

t ••• ' 
ú p l 
<l X n / 

= /1Q+!Jp=J{¡r+ tJ. p 

3. 2(:.) 

donde !(, r es el i de :.1 gencrLdO 1JOT ( Xl 1
, • • 

1 
X,/' 

(ver oos.::rv.~ción i.8(2)). 

Bs cl.él'O ue ci "A = n-¡ entonces 

M = ¡¡j.!' + r· C-,'.'UÍ J,i i\ denot~1 :?.l ideL'.l genere.do por 

'''"). 
1 

X 
/1 +l ' ... ' :}:n por e onei gui. ente: 

1 



l•. = r.: ··' + 1· y 
.. 

Í\ r.: ? = o j. 2( 2) .... """'\ ... p 
,A. 

rn6.s .... ·~-"1 

f<+: 

r1:+1 1·+ 1 I:1Hl z ,.k+l-i ,.i 3.2(3) 
t.L .~ + Li" - 1~ e c. i=O ... 

·'" 
... 

), 

d. 3.2(1) y 3.~~2) se tiene ~e 

M = M/> .¡. M-. ncro ( Q) -6 /J. ( Q) /J. ( F) + 

e oincifü. ::0:1 •, o lueco t: :n 0:1c e::. ~ cstl contenido 

e~1 el núcleo de'- eryi;;::;rfiL.:o ca.:'1.~:üco cc !.: en!.:/ Ll De 

do:ic1c res:.:~ i; .. ":.1c ·Los -e;ncr. ,~o¡·cs d: óst:: cs:-i::cio vectorircl 

so:1 L:s cl~'ses de ~;olino.dos, ·u::. cic"rnnden Ú.'1icamcnte de lae 

V2.ri:::.bl es 

locd J ;i_ y /J. (I') c. r: ;i. , entonces se EÍJ''..lC de in-

medic>.to ue r.:/6. (.l-'); :'.JO!' co:1si,- Late:, 

e od( r¿ ) = dim(i.;/ b. coi:1ciC.e con cocl(P) = c.1im(Ll1-/l'i (P)). 

Bn est ... s condicio::Jcs, se deduce de l:'. Pro::iosici6n 3.1 

': uc: 
det( ~ ) ..:::: ~ es e"uiv~lcntc e cod( 1() ~ ~ 

E:-i ~ .:_:o ~:· Ut~ ~. -t( t7 ) .- '": =-~1:~·:...::._ ·:; ., rJ:: :.-:-. ::,_!_:·~!1':. 

P ro!JOfÜCi·.'i:-.. : .. ,_, s•: -:~ic:-:·J ·.1~= ::J.''.( ~ ) --·10 cai:1-:::iJ,; co::-i 

coJ(?), se.:;-5.:: S'~ :c:_b.·. c1e :n'oÜ i·, k~~1bió1: es in::'i:üt2., 

e on las hipóte:.:is inici:::c'.Lc;:;, 



y l' finii.'.:~:! 11~: :."(···" .r-1.'..:: 
En efecto, h:·Ci(.;n(io u: u d< J. 'f1!01·,1;1:·. de ti'tcf:.,n l.·;.:, 

.. ~ ti ene · ~u '. ~ ~., :..· ... : r( = '.i-1.r CL: J:-d·. t· ·:::-~ i. /.~, 
:: .l :' . ', .. , · .:. , r}:+ :i. e L /'::. ( n -t· ))._) "v1 

.. .UJ t;. ;.:l:+-;.. c:1 P~'rti-
, - \. 

c-..¡1'.'.r ,J .,..l0 6. ,,,(+J. (vt..,,.,. : "( ,.., · .. _ V ). ¡,. ;::t .• ··' .. .,. c. - ¡ ¡ • 

:<JC; 3.?.( 1 .)
1 

~.::1.~;) ;,r ), 2(3) se sigue auc 

r.í.;;.i -:· :.1:~. :'.e :.: f 11 ( 11. -; . ...<...L;¡_) + ;.: ~( !J + b,. U + ..v..,J.)) e 
e r.:,. < b. ( rt +M;i_) + ;.:?. ) ~;-· ,· 

+ :.!) ó (":) +-W;\)\c e:.:,,-;. ::;t li (:' .; . ....u.;;l) 

Tlí (il ( f(+.))...I) +··)e;; : en con2eci..~.:1!.c:·~:. 

;,¡ )_ = J 

~eorc3~ l.24, se tiene que el polinesio P ec 
J 1: >- uic+( n \ ,.,. 1 0"~ ,. •.l.,"::!,}'), ~ V .. - u - \.. i ' .. .... . .... --- ' ... ~ 

k-determinndo 

t1:t( ~ ). 

det( ~ ) ~ dct(?) , que junto con 18. dcsicti.~.lck.d 2...T'ltcrior 

no::i ~~:::·o :1: .. '.C. la igualar d aciJc~·.•.i: ., n fJ: 11c l', c1ct( ~ ) = a.0-:(?) 

De l
" «p· 4 -1 , ,, ( det( 17 ) ¿ ,,,.,.e("')) e-· v·•1•·1 ··'

1
"1"·· 

>.w \.A·• -;,_JI...· .-'.l· · '\_ - U..,. \J-. •-' . .,_U.,'-•""- • 

oi el ger,ne1J. l( e~ i:-Je:·~.,:.;;;;:L1 .. ~~o. V :: 2 do·~(:?) o eo_uiY"-
r·!:+l / 

i. e:J,tmnento, yior :.::. Tr.o:i.-:;:.1-. l .• 24 c1 itlc· .1.. •·· a:"'·: c.:;:yf; ::-:..'. ,\ 

idc: .1 

i.: b, ( ri. + ..u_. ) 

:.1~=·• 1 e 1.1 ti ( '1. + ...u.... ) si ;.11:+l e u /1 ( '1. +AL ) + ¡,:?-.:+
2 



I~k+l / ""-\, = <-...Y. E. l1Í : 1c.(.1 = ]~+l > • 
únieamente resta nor verificar auc xo<.. ricrtcnece a lo. sumo. 

pr,ra todo mul tiíndice: 

o<'...= ( c.<l , ••• , =<n) 

contensi6n 

de norma k+l a fin de obtener 1:: 

mk+l e r.: Íl ( n + ..LL ) nor supuesto 

det(P) ~ l=. 
Obs6rv'3se "Ue '-i 1: ~ det( I') cntonc·::s k > 2 

y[\ cue P E I'.1_; y en coneccucncü'. 

Corolario l. 25 se iri.i'.'icru ue: 

2 <. E"' (J.J) :S. dct( :!..-') "- l~ .., ~'.: 

rt = Q+:E' = Z ~ ( X ) ;:: ;r . 1 '-. . J 
1=.- l l 

' ... , " ) '"n ' 
es un nolino1:iio r:uc 

varinblus xl ' ... ' X.A :.ntonce:::: 

0 Q = o \/ j t .. 1 nue 

<l 't 1 

y 
~ p =0 \} i tal que 

'dX.L 

entonces el iclcc'.l Jr•.cobi::no uc le: sumo. 

está gencr~:do rior: 

no dc'1cnde de las 

,.,:::> ..::::. j .e:::.. 11 

l <º - 1 ~!'° 
I 

Y) + LG ( u_, E. ¡,¡k+l) ! 
l.... / / 

+ /L.L ) ,::; .e::: 
1 

! 

j ~ 3>=4f 
j~~ 



l~i:=/-')+ , . 
/ 

..e::: j ~ ~ /,L, ~ r.:k+l 
/ ,/ , 

3.2(4) 

Ahora bie:~ el iden.l I1:k+l puecie cx:rires::'.rsc en l.: 
rm::: 

"¡·.·_.k+l 1.1:+, .. k+l = \·.• - + L.::{ éiondc ITk+l 1 • • 1 • '.? es e :i.üea_ ge111;raao 
.;or: / 

<..xcx E I.: tr::l oue }<>< 1 = lc+l 
...... 
p~lra i ::::=/'>y :.:lrl 

i ~ 1 
ideal genorudo por 

t~.1 ~HC: /o< j = J:+l 

Lueco Lntoncos, CU .. ·.lo Ui é.':!.' 

puede cxprcs~·.rsc e;:-; 1 .. ion:1r 

o< i = e: V i ::::/;> 
3 •. 2(5) 

r.' --"l"W'¡10-n 
l....' - ---· ...... cLl ide::_l r.:lc+l 

;~ cor.tin-c.:~ci6n se prueba c,ue los g.::ner:· dores del ideal 

rril:+l se cncuentr::.n en el iue:~l 

Caso 1 

fil nono::li o pertenece c;.l ióe::\l 

i :=:. ~ 
1,.,k+ l 
~ 
' 

; como 

entonces 



1 

1 
1 

. , •• /3 CO.:ÜC lf 1 :::: l:-~ . y l ¿_ ,. 
u n -

··~ 
,_. .. 

.: 1 

Bn l::;t(; C< ~-O co:...o o q- f ¿ " ='·i y [\i :j:. o 
- ~i 

0 ),'._{_ 
se tiene oue 

entonces del ~~n:::r .t~do 3.2(4) 

yf / 2".l - X () ,Ll. y,/ / 2" 
«i 

..... 
s 1 

dX ,,L Y.<><.:::: X~ (2a. X. + 
- 1 1 

e; ... µ 1..::::. • ~;;) + rr:1(+2 yo. aue 
_1 

.J: E. r.: 
E. lo. ·::/ .l·s ,, , 

I ~ .. --
1. 

uertencce 
cn-;;onc.::: el procl~1cto 

c.l ide~:l 
.. 2:: el cu~l cst~ contc~ido en el idc~l 

Po!.' lo t<.!.nto 
l consulte 1.6(1) y l.Ü(l)). 

1 
-

J 

1
. ~ .Jc+2 .,_ y+ A e. 

3.2(6} 

l
,k+l 
•l 

c::.so 2 

El :tono::li o 
c:::so s-:: es-';;!. :::u o:ücné:o r.u: e:.. no 1.inoc:üo P es 1:-determinc.do, 

e~tonces ~or el Tcorc~~ de stcfan 1.24, se infiere ~ue 
. .lc+l 
l.t}.. 

en cons ecuenci2. 

l.lc+l 
":l. 

si /.f' 
e ~-~ ;\ D. ( p +.A.¡.. ) 1 ,),l..¡_ 

E. :f;+l entonces 
/ 



_/n 
o< .. :-:- - 0 

( . --.. = .. :l i +,JA.;i_ ) 5 + 

j' t= r" +l 1. j' t 

<l X~ 
__..,.,n 

+ ~ ¡J ::t 0 (_J~-º - ,)A,~,, ) 5 = 
J,t:::/ +l "ú X j 

I j '-.; 

~n 

= ¿__ ~ (}' +fa-?. +..A-¡> ) J j' t= /~ +l 
.. ~ .¡.. j,t 

u 

~x· 

.:!::-
j 

.e::_ d /.Á.,? 

5 j 't= !' +l 
...... j' t " 'ó .X. j 

1~~ p:::-i:::cr:-. sur;1. ""f' : . . _:-e ce e.u el r:i c::1bro cicrecho de 

ésto. i[Udü:.d ch-.r._.::1:.:nt'-' -o:rtC;:1ecC: 2.1 i~ccc:!._ I.í;i._ ~ (P + __,µ... ) , 

en tu.nto ·:1u·~ Le :,c:-,_rnll. :_·_-:.:.'.. c:v e:1cu~'.1tra. en el. id•'é'.l r(~+l 

"UC 0 . .L.l.J ::: jo< j ';) ex ~~) co:i.ticne o.l f::cctor 
:r 

( ,. 
= k+l 

.. 
J Xj (>Xj 

'" po.rc- : .l ::'."_'1:.l i ..::... /' ".lUCS j /' _n y )l._ .o E rJc+l. 

'"".:; 
I 

~ . 

3.2(7) 

De los :-.~Lrtc.~dos 3.2(4) o. 3.2(7), se infiere nue cual­

quier ccne:r~-.c1or d-1 icliL.l :.:::+l i1crtcnccc r;;. l:. ~-umo. 

l:i /),, ( i'{ + _))...) + ¡;¡k+ 2 V,.t.t. E d;:+l 

Mk+l e E h. ( 1(. + __;..~ ) + ¡,;lc+l 

'1or lo tc..--ito 

y d : 1lic~.'-r el Lema. de 

N:-':'-·~·-·.:::::: 1.18, se conclu:,re ·ue Lllc+l e r: A ( 1( +,,u_) 
f;sto SÍ[o1L'icc:., de •. cuerdo :_:.l ':feorcnL. de Stef~'.Il 1.24, cue el 

c:cr"1e:i. 1( '~s lc-deter:!!in:•do. o 

\,?' 



Lr. cü.: cn;:i6:1 e.el IÍ\-i.;s'1 .. cio vcctoric.l E/ 
,J:+l 
"· 

dim(LV 1.:1c+i) = (n +Je)¡ 

n¡ l:¡ 

::;e h~.ce ;1or inc.1ucci6::i sobr .. ; el núJcro n+l~ • Si 

n+lc=O entonce:: n=íJ ? 1:=0 ; c:i ~:tbos ce.sor; se está an. li­

z¡;nC.o l:'. C.i:;;cnsi6n ci.cl íJ\-::::"1 ... cio vectorinl dado \10! el co­

c ie:ite cie un :.:üllo ioc'l entre s:.l idc,.l m:.:.,:i.:::~l. r·or con­

si[ .. '.ic:1te, el ::ie::bro iz·uic:::::::i de L~ Í'!LF.ldr.d d~«d:c. e.1 e} 

1 e::-.:. 3. 3 es 1 , e:1 i::nto ~ue si n=<l. entonce e: 

( (l + l:) 
, .. 

= .. , = 1 y si l<=Ü eni:oncec 

'·· .. , ··¡ O¡ 

(n + ..2.1.L = _..Ej_ = 1 11or lo. t~·nto lL a.sevcr;.•.ci6!! hcch:1
• 

n¡ 0¡ ··¡ 

::iup6nc<:..:::c inclucti V~'J:;·:nte ~ue :n:.rr. todo :ri:-.r ele: nwneror; 
se sa-

n:..tur .. lcs s :: t t:·~1os · ue 

tisf.;:.c0 le i:::;-ce:.ll'~·.c'i 

o:::.s+ t:"E:.n+ k-1 

C.i:-.i( Ls / rt+l = ( s + t) i j.3(1) 
j~s 

o¡ t¡ 

l.- Reculrdcsc : uc 
. ., es el anillo cic G0r;nenes en 
.us 

el oríc;en de fu."lciorn!~· rue pertenecen '"" 
e""- ( ¡'j\ 5 , J~) (consulte 1.0(2)) y oue J,! 5 

et: E"U il..--:.l r.::::dr::.:.l (ver Tcorcr::c l.;.) 

2.- ·" cc::tini;. ci6n sr- üc:Ul!~ ti<:. . u:., L i~··u: .lcb.d 
s+t=n+l< 

i !: 
i. 
!' 
i 

l. 
1 
i 
1 

l 
¡ 



j 

J 

.L..;1 d1;cto 1 por e:i '.i:t:o1·1.:r: ... l.J :_(; 
.i o~.. c:en crt ·.c0-

res del c:__:,__e;io v:..c·.;c_ L.l . .:__ .:. 
: o mr· X<>< 

donde ""' .... o< 
X = "l ' 1 • • •' 

En est:·.s condicio:;cr: 

l.-
.... o,: - ... e-.... 
....... - ... ~, 

o bi cr. 

~.-

,.l:+l ... 
y fo< 1 = o< 1 + ••• + c.x n ..::. 1: 

puede expresé>.rsc en un::., y 

• 

..... 

O< =Ü r. 

siempre y cuunoo 

los subesry2cioc ~e 

fCUer&.do: -:'.:'J!' lu. C} '. .LC::'.: Ü<:. lé.S X O<. uel tipo l y X<.>< de~ 

tipo 2 re:...'iceti v: . .i:::n·.;¡, 

.:.:s cl: .. ro r;ur: 
"· J .. 
n-:!. 

e~: iso;::orfo ¡,l espacio vcctoriPl 

i· r ::m 

dim ( Jn-l ) 

dim 

e~ i~:o ... orfo '· 
,_ 

3n/ ,.,. 
·"n 

= cim( r:n-1 ) y 
,.!\+l 
'''n-1 

= c'.ir:i 

y en eonsecuenci: 

Y por l::'t hi:::iotesiL' c~e inclucci6n yr. s2.bernos que 

din e En-1 ) (Yi-l+KJf 
= y 

,.:,+l (,, - 1) ! /( ! 
,,; n-t 

di:r: (-{2l_) = 
0-'1_ + l: - i) I 

• 
... Y1 I (1<-1 ).' ... n 

¡; 
1< 
·I 
I· ,, 
¡: 



J 

y co o , n 
'n-1 

-,. 
..,., .. = v· l.1 .'-uU.'l''er: di·,.,.. ~n ~ - • ~ 

= 1' ::-1)+ 

1

t 
1

_) ,·'+ ( n+k-1) / = ( n+l:-l) .'. ( 1- + ..... !.J 
~I n .' (J;.-t)f (r.-1)¡(¡:;_-•)/ """'E n 

= {n+'.:-1- ) ! 
L D-1) .' ( l:-lJ.' 

vt:::iíic ;icio. e :-.. i 

V I< n E :'+­
' 

n+'.: = 
( n 1· ', I • +.~ ,1 ' 

n / J.:/ 

i :-u~.lc.::c: ) • : ( l) m:rt:. s + t == n + l: 

.. hor' cc:::tr:::.o;;: nue::.tra atención en n0uellos r:crmencs de 

o 
... 2 
'·· 

r:ue tier1t:!: co'.~:i_r..ensi6n menor o ic;ur-.1 nUe e , aonce e es un húmero -

nc:tur:...l r.:e~10:!" o i[UD.l l::-2 • fin de cctablecer •. l[V.!létS re.1.r~ciones e!1 

el cs~1,_cio (;e ,_ j:::ts .. I · e:1tre esi:;c conju.'1tO :r el conjunto cie cer-

mane~ ele cotli~cnsi6n m~yor ~ue C. 

Pd': conGcf'UÍr este objetivo con~·iC.Crese lo!.i si[.Uicntes con--

j U.l'ltO~ 

~ V( 
::2 / ~ e) 1'c == E cod ) = 

_í)_c l11 
") e) E:: - '- I coc1 ~ )- ¿__ 

= 
¿ == f ~ E 

., .. 2 / cod '1 ) :::::: 0 ¡ .. 

< 

Tc 
,., 

... f i,· le ll~~~·:r~~~ el e estr· _i:o c1 e f'-C 3.3 (2) 

ODS.:;h:V .. CIOl': 
'l 

¡,:'- es lec wü6n e.jena el" cu~ e- estrc.tos esto es 

M~=Tc u Ti u . . . u ~ lJ. . u lo< 
3.3 (3) 

1~. rt
0 
•• 6n :iuc juf. ';;ificé. est: .• ::;sever::ci6n Be r.'!_)oy:: c:1 el hecho 

e:: e · uc l. coc":.irnc;1si6n óc un cer::1en es únic:< .• 

• 1 J n• ~11 ··2 ~11: Considereé e e 10::.0;:1o:r:i:1mro : ,,_ 
dona e l:c = 1.:2 / ¡,~~+ 1 

3.3 (4) 



en 

n ccc sr.ri :. 

.. im 
"-' 

(•C T'c r Z 1 S2_ b 1
jO 11 

c. e 

L úc .w~~tr:.ció:i. üe::!. ·reorc:n~; 3. 5 ce h:.;cc 

~-~- cicui.e:1te cii scu:::i 6n. 
1r r de lt. d["Uiente 

Defin. et un invariante 7 ( ~ ) 11::.r::c 

este e' e 
'V 

tl bc.j o (/ 
m¡_mcr::.:. 

esto e,, 
rv-1 ::; ) c:1tonccs l( pertenece ~-1 idc:J.l ¡¡- c:1 conr:ccuen 

el ióe~.l '._'cne;r·~ (o e::: tone c. e· itlt·c·l '. .. ern:r: cio '":O!' las n~·.rci:Ues de 

1(. E 11 

ci: 

~i.;.!. D. es un sullcspucio vecto 

rit.l de; .. : lue~·:o e;n-Lonce:::: et- uc.~inc. 

3.3 (5) 

~n efecto, se¡ '?' u:1 [~ermcn en 

entonces 11_ - l\_). E. 

~L 
0 .X.).. 

y en consecuencia 

= 
,,le + ... 

.. ::+l 
L 

'\. ,,., 1 
u (, 
0 x;.. 

'· 
E 

~.:. 

E.. 8 + r.:k '\/ i = 1, • • • , (( . 

uro1ó1c10H~ :.~ i , <.<': 6. c./1
1 

+MI< o bien 
donde 6. 1 

/j + lf.lc e b. l 
lls ci ci:fü• t:l r .. i :::: o ~.r·o e ceui c:1 e J. r.::-.::o:i:~"T:i en to c.n t e::icr me di~ 

¡1' ( ~ r':; obtie:H: 11' .... ~: e /j + r·"- ,, •.• t"'. s con + ; .. ~·. ~ . ...:. . .., -
l 

11' .J: de '.'"\.ti eme K M 
:::; + ... = ..k 

/J.+ .. A' .. + 

te la cu::: ti tuci6n ele 1( :ior 
/\ ,, 

t encioncs i:::,üic~n u + : :" 

di·o ( ~);:::; ·- .1+ . dim ( -/j,~+ .;;...., __ -) 



ú úcuienv; 

.J l . coC;i;~i..; .. ·1=-.l6:1 ut.. u:1 
'""--' 

r; o~,jo // vu~¡.:.._ .. ~.·;;,_ 

L::....·.... ·, ..... 

, . ..,.,. ... ,c., n ,:0·1··c 
\, -- '"" .... ~ .._ . _,._ 

-v-1 
Si C! ~ C ~ k-2 y 1(. é. 11 (a) cr..-;;oncec 

I 1 ( í3) ¿_ e 

][ 7 ( 3) :::> e 

En este caso ( ( l) y cod 

DE!:.O STRACIOr; 

i;;::-ilic2 co d ( '1 } = ( ( z) 

:::i :r só .. :; ::i cod ( 1() :;::> e 

( l/) nuc::lc::1 ser c'i±crcnte.:. 
\ 

I Considerose lu 

/\ '· J· '1 

::.;uccsión 

u + t:" e !J. + ~: ·- ·- e e fi + .. 
.. .:.. e ¡j + :.: = '.: 

í~st·~ sucer.:i6n G.c 11\ c.sl~~cio., vcc-;;o:-i:-.lcs tiene cu·.~ndo mns k-1 canten 

.~:lc:i:ices :.~ co:-i::truir la sir.:uiente sucesión de e:Ji:nj?r 
T • ':' ~ 

fis:no.s: --~-----{a. •1. ------(1 ••• --t"' __.,. J.,i 

/¡ • -~>..-.... A . 
L>+ L.\+ :.:- /j + 1 •• 

= o 

0= dim ( ... 
Li + 

\.::.. cií~ ( ··· 
6 + ··'-

) ~ ... dim ( 
1
·' )= 

A+ :.: " 
( Z) 

y .::::·i co:·isc·c.\ .:::;i:.: :.: / /j_ + e:.· ü:o :.orfo a L / /::,_ + ;.:8 

p Ol' 

·ue contE::1iio e:: /::,, (dpse lu 2.r 

.:;u.::ie:nt ci6:-i hech .. '. en 3.1 (3) y 3,1 (<); 'JOr J.o t<:;to /J.= Í1 ::8 y co-

,;ntonccs /J. = !J + ll:: ( conrnl te obzerve.ció:; l. 6 ( 1) ) de 

~- :ui .U5 = --- /J + .l: 

e-'- clt.:Cil' CO:.'. = 

Po::- lo t:-mto .:lio (_"· __ ) = dim 

ÍJ 
(::) ¿ e 

( ) 
¡\~ 

D.+ .. 

" ,, 

\i' :¡ 
,¡ 
:1 

" 



...___. ___ -
+ DOT 

con:.i,:-:iücntc r.lim (_'"_J ~ cii::i ____ ) e_:.;· .;cir cod Cl?Jz((~)>C 
ÍJ. /j + 

Jtccínroc~:.:::cntc ~:e.~ un ~uc s:i.ticf::r~. cod 

( ~ ) :> C p:irr• e ::= l~-2 entonce::; d ( ( ::;) fuese menor o iprnl oue 

C e:..;-i;o noc conducirL. :10r l cJ.e len:. 3.,; :·! ·u;; 7 (ti)= cod ( ~) '.lUC 

clu.r::unen'te se con-i;r:;\one con nuectr .. hin6-i;c.i~ inici··1 coti (~):>C 

Luego en'tonceL; neces:,ri<.lli2:1te 7 ( n) > 8 • 

i·Jó'tc;c 'U·.! ·: ·,c::::.r ÓL) :·u:: ( ( ri) de:n;:ire es fini te. 1::. 

codi!:!cnsi6n (~) ·u:;,,, ·uc no lo :.:e~ 

c b. ..--(> --.....---

[), + ·-· 

::;: éiim 
~ LJ.+ ... .... i .. 

pero 

.. 
( •'• ) = 
M" 

(:im ( E )-1= ~.1.5..:-~2) 
M K • .,., } ( 1<- 1) ! 

3.1+ (:i.) 

corwiüt:1·::.1· u:, L'-:c.:;:::n 1( ::ue :10 }.r.1 · 0 f'i.ni t;:c;:ientc cletcr;nin:·.d::> y o.l 

cplic~~r L:. pro9osici6n 3.1 se concluye · uc cod ( 7 ) e::: infini tr. 

o 



T BOHEI.1A 3. 5 

i. ' 

~I u~ e ::: Je-¿ entonce:. el ecpacio 

e :::iresarse co.:10 L. unión ..:.jcnu. r1' 

i· .. e. 
de );:- jete r = / , •.• T puede 

/( 

= _{\.!- U :f y en 
C. Ctl 

K 
este co.so ¿ 

c..+ 1 

rccul t~~ r.:cr un .. v:.riecLJ re:ü r·.l(tebr(,icn cerr<.::.d;., 

nm.IOSTRACIOi: 

Co:no Jr: ::2- I:: es u.ri e•Jimorfiemo cntonceo n~r:'. tod~· 
rl ~ Ii: c::istc 1( ·,; .:.:..: t:.l me 1t ( '() = :; : co:no ( ( Z ) es ún.i 

e::·. (consulte ;,. 3 ( 5)) :: e :!:. L-2 entonces c::istcn do.: uor.:ibi:'..id.-. -

:ror ··u0 e 

e o :i ( '( ) = 

infiere ::uc 

( ( ¿ ) 

'TI ( 7) = 

3n el ::;c::undo c'.:c.;o (:el lcrn: . .:; • ,¡ inci :.:o l l :..:e c:.c. uce :"UC coc1 ( '() > C 

y ele lo~' '.'.p~.rt:i.do:c 3,3 (2) y 3.J (4) s' concluye '.1UC C:Jí(1) = Z 

~e encucntr\. en )!_ fin:tL:ente co.:w 1 intcrs¡;·cci6!1 flt<.. con 
C~I c. 

.:f e' v:.ci. ( C'.):~r.:ultc 2 .• 3, (2) :r _:.~: (1;) ) se co::-icluye "UC 
c+I 1~ 

1.• -- /ji~ .1 .::!_ 
12. unión r· .J-L v c .. :·.J-'en: .• U:üc .::i.::·1~c nos re[t::t por de-c C.-t 1 

ro ostr'"'.T' 

.. / llk 
I 

clim ( j. ) = 
---¡; 

ll + ; .'· 

ü.im ( ~.: ) - dio -,.-
,.. .k 

(L.1 + .. ) o e~uiv .lcntc.:icnte 
.,,..![ 

( /j + !... 
LÜ!Il = dir!~ (_!1

_
1 _) - dL1 !1. ( ___ _ 

1 • 

.6+ .. 
8:.0C~Íb:.i..i! V ( /..¡ ) C!1 ve:;; ürJ t1i•li cf:.+ --- e.1tonccc. l:. ir:u~.~·.do.d 

= ( n + K - 1) .' _ I - (( z; ) 

Y1 I U::.-1 )/ 



j ( _ ; <:_ Ú2_°t:_ 1~ - I ) .1 

finici6n 

,,.., ·' t ,, - f ·, • 

.. 11or. bi -:.:~ lOr I I ci e. 
/ 

~ =z ,. T ~: , • ( '7 ) -, ( - "' - ~ co:. ./ 

e:.. e uiv:.li::nte '· ¿2f: I .. /""l( 

co:..:o .3.5 (l, 

e:n 1.:0~1c e:~~; 

---~ 

V ;:- •• 

3.5. (1) .. 
.ie:n:. ,.,: te tiene · uc .;::_· ce Dor de 

- ('t-1 - -

e, Z. = '71 (?) S nero cr.-;;c conju.'1to -

)?C, C!!.::-;-; J =[~cr 1=¡c(L.).::::m]"º".,.,, 

c:mti:1i.¡ .. ció:i :..e ~:•..:..:.ostr::r. · ~ts éste úl ti: .. o co::1jU..'1to es _ 

un .. Y.~c'iLci: ~ .1~cby'ic .. !''-! ... ::!. :! ·1or .Lo t~...n-;;o ·;uc ¿ 1
<. es :-o.lr::.:bráic~:... 

. 
ri .l u¡, · = j 

:.:o 

e~? 

c);:i 

¡.~ ' ,, 
~· 
c::i 

d.c;. i6<:.:l .!.J + 

•. ·. oe..:..·_:_ 
( , .t. l .::or": 

xf, 

...... :+._ 

C~I 

CO_j}O un é.:uue:..n::.cio vccto-

co:..:o ¿ E I .. caton-

J. J.:-1 c:1 
,; 

consc --

J.5.(2) 

Diui 'Or ;.";efinició:i. ~ = /J (?) e[; e!. ilJcc.l cene­

i = :-.. , • • • , :i ; üe 2.hÍ '.~UE LI + '_:: :::e;· c::i.. :::ubespa-

2!'.t."' 

-
c:..l ~ :: ¡: (--'-'· ~: C[·C.: Blc,:.cnto ---·--c..) ::i 

.:c:r'...: 

ó'. c:·c~ .. ce:= (vi..::...'.S._::_1)/ 

vil (K- 1) I 
, 1 



-.. 
i ~- .~. l G ~~ .1 •. !H>.! 0 i 1"-Ji} i: r 1 C 

(; ::i:_, 

r, ~ [. / · 
...,-1· ..--- r.-. · \,' UU'l' •· 
A. = . .:..._ u.<J J . •'. 

.... :.:. 1 

\)· (.;, l'1l0 
J 

-. :. ~'-º 
• r(- 1 

.J CU. 02 ::e:: ::.cncion: e:: en c:l ~1f.rr::. 

fo W1tcrio1. 

i;l ~iruiente n:::.::.o CE co::!:ider::-.r l:•. m::.triz de n ;: s dada 
t 

:J or CLj j cu:.'o ~·s:. :·c.6n j con·c~'.-::ionCie L lu. coorc~cnadhL del vec-

CJz 1/con re<.1ec-co ::-.12.br.se ti,, ... '~ , e~. éiecir, uor 
C)Á~ 

l ~.::- coor-c~enz.c:o: r> :ln. \·rctorP.Z. "U.:-. rcncrUI e1- cubes-.:iacio vectori-

:<::. jj + 

= dim 
I' 

LJ + ~1UC e::. -

(, 

..7 ( _ ) 0:1toncct r<:.n::-· ( C'j ) == C- ( z ) • 

~. 5. 

óe ~icho nolino2~0 
¡.:;. 

::? = 
c+i 

(;!1 1 

) •. 

(li<:-I"/CI( ..'.: 

. · 1 e! VéTL.:.> C: i j 

li:-io::io con v~.ri..i:l1:t, O.e úolld·.· ·:~~:;c";"iY2.rr.ente 

l i c.C.._.~: 1' c. - .2. 

es nor no ' . ·-
C2 1.\11~. v:...-.-

o 

,,, .¡ 
\ 

I· 
1 
1 
1 
! ¡ 
1 

!! 
¡ 
1 
1 

1 
[¡ 
¡¡ 
1: q 
!i 
i¡ ,, 
¡¡ 
lt 
!l 
" !. 1¡¡ 
:¡¡ 
" '! 
1 

:1 
:! 
d[ 

!I! 
¡¡, 

!I 

11 
¡1 

1 

1 
11 ¡¡ 
11 
11 
1 il ¡¡ 
JI 
•I 

li 
11 
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COHOLJ,RIO J.6 

aj en:..;. I
1
: = T; I<. u -;-:'" u 

••• U T'"'u ....;- p:.r~ todo e .:= K-2, m:::::.. -
JI: .. .( ~-:., 

ec decir -r' r.. et: wir. diferencii: de dos -
C' 

J'Or c.' '11corei:.c. 3,5 se tiene l· _(}/<. < ~ que r = u """- par• , .. 
C-+' '· _QK .,.:::--K r-- = u ~~ e::: 

e ::!. i·:-:: • Luc _::o si e= ;:-2 e:n:o:lCe:c 

unión :~.j en~ .. 

( 2) Eni:oncc;;; en 

·' 

un::. --

[) '<-,.<) e co:i:;ul te 

"" I~-~Jco:1stü te 

K-_ ~o:ibilid'..des. 

_f} K. = q¡- ( 
.:.-;t 

/ CJ:é ( 7 ) 

co~i~~n:ión cero CL: d::cir: 

¿ '7 é _._ · ¡ e; o :l ( ·? ) = o } •---:--\ 

= ~ ) 
~ .. 2 h 

c.. '2 .:.l. o: e 

) ? <F' . :' / e oc: ( 1 ) 
"-

= l ? 
5 

uno es decir.: 

.. ' ' 
C:.C coC.iE::::n.sió:i l~-2 eL d(.:cir: 

!:lente c. u 1. c:i _ erenci:c 

'.t' corcx 

. 
l 01' .!.O t __ •n;o I .. = -r ¡~ 

ü 
:.; ... u 

••. u 
11K 

1 ::-2 u -.:::: k. ---k-i 

y 

o 

,1' ~ 
1 
1 
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I'• 
/. .,......_ () 

,i:: 1 

,., 
.. .. ¿; CL. - e -- ,,,,_ ¿<..;_ 

;..-_1 / ó ,.(_~ ,, 
-?.'~--.. (> .. ~· a.e - v.'. r ~ -- ( 

= 
".;.. 1 -, 

e> >-..:. 

3.8 (1) 

1:. en cero y :po: co:-¡-:i:':.iL:·.;º t~:..-:noco é:c :c:rnl. en u.·r vecind:.c1 del ce-

ro. ::.: . .: tL."ic. ~ ~st:. ::LeV"l''..CiÓn l:: :::t· oi:.:::crv· r ~u.~ /f. € ?.: iw•Jli 
/·"' ·-

-~ 

C ) = ÍJ •• ;:_,__ L c.;_::::::-.. '":~c::. :.in~;l C.c ~;.l:< -·- ti~.!!1C r~uc 

i fo e ;:i~.tc c.l 
¡' i 
/ i/ c.i I= ·:J{~.B (2) s:l~OJ:CCé :: (O)= 

..) 

? (J • 

cr.J..~ 

~----- j= Ü ':!O:: c0r.:::ip.:.ie:nte el c::m::io vcctorir-.1 X 

e1:. un '.1'J..-:to -,ueu~ \'or:::e locLL:i·~~tc co:no un·. :..:ol~: coordcn~.fü: .. 

( o. tr~vé: ~-~e: ·J.n c,c::bio de cooY-::c:1 cii.'.2 vn el do:::iinio) , entonces 

medi:.:nte el oiguier.tc cc:;bio cie coordé:n .d'.:S: 

( "1 '• • •' xn) 

(comp::..re con 3.8(2)) se tiene 8Ue el cr81po X :riuede vérsele 

1 oc~·.lmente c:,:::o l~. coorden:cdr: C> 
Dj, 

.hhor.a, de 3. otl) se tic:·,e r,ue 
-.., ,,,.., 
0( eo el germen 

iC.lntic~-=~nte ce~·o er: tod:: u.::i8. ve:cind::d üel or!.ccn: ésto sig-

nific~ ~ue el ~~:~en () 
( 

Por consic.:.ic:::ts el J.:-jct de 1¡ (consulte 1.9(3) y 

l. 9( 4)) t:..::pocc depe:i.de de lec v: ü~.bl e y1 ; y de ~-tcuerdo a 



Corol:.rio l.!~, 

(' 
( 

del Corol:~!"iO l. e:), E'. infie.r-l· ut: c1et( 17 ) -:;: E .. ( f7) ;.' •.. 1 

ae ·lr.. Pronosici6n : .• , Ee conc1.u:1c . \.lC 1:. coci.i".cnc:i6n de (' 

es infinit~: és~o nos conduce n contrndecir nuestr~ hin6_ 
e:::: consecu·.:::ciL, l'' t esii: init:i~l 

e oüi:ncnGi0n 

cod( 

din~ { 

Y')L~ 
( 
L1 )¿_n es in:porüble, ~orlo t::•.nto 

/1;1 L1 

dim ( h ) = n. · 
t1 J.; 

o 
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1 
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' 

e A p l ·r u L o lV 

c1asificaci6n 

Este capitulo está dedicado a complotar lu cln:üficación -

sugerida en el Capitulo J, p11en el cél:-10 rrwticular en el que 

codimensi6n menor 6 i¡_;•Jal que 5 y ¡:or · ,.n~.o é~e c;,tará trabajnndo­

en el ospado de 1-jets I 1 = M 2 
/ M' cucó tl cratlo como IÍ\ -enpac! 

o vectorial. 

can de la proposición 11. 5 en adelante, ... ro -:;1:n to que el Teorema --

1os conceptos que aparecen en el dingrama 4.1 se justifi--

1+.2, el corolario 'l.J y el •reorcma 1-1. 1+ re)·1eionhn la tcoria desa-

rrollada en el Capitulo J, con la cL:dric<;ci6ri rs~'umida en dichQ 

diagrama. por esta rm:ón, puclle resulta:- :.:-:1:1\'ct•iente empezar la-;.-

lectura de este Capitulo a partir de la 1 ro1·ouición '~· 5 hasta 1 a-

proposición 4.17 para continuar con el diagrama-4.1 y concluir --

con el Teorema 4.4. 

El siguiente es un breve repeso de los conceptos y defini­

ciones que estaremos utilizando a lo largo de este capitulo y que 

se mencionan en el capitulo 1 y J. 

E denota el anillo local de g8rmeneo en cero de funcio -

nes de claoe C = con dominio íl\' y con trHdominio q y M a -

su ideal maximnl. 

G es el grupo de gérmenes de difeomorfiomos en íif que -

mandan cero en cero. 



.. /' 
i:t l.? • 

3i t( ;<; w; c;•:r~wn en el ·ideal M 
2 

entonces /:,,, denota u -

ou idc11l Jacor:i ·,:io y <.:od ( 1() cli.m M 
-6 

E M' / cod ( ~ l : e] 
E M

2
/ e od ( ~ J :: e] 

Zc : [ '( E: M'/ e od ( J'(J :;. c. ] 
entonces Tc1 

1 
11J.;.1 

7 
z.: serán las imágenes de 1', ~, Ze 

en el espacio de 7-jcts I 
1 

-- __!!_%. _ 
1i1ª 

+ 

2:;::·~·c·1rr,t,,r el. ·1)i.~~1.'r'..:.·. t..l 

:;:i.::-::i:'icC' ''UQ l:<. 6rbit:.c esV. en ?!_,
1 

(consulte 3.3(4))! 

:~s l" órbita r~cl ¡Solino;üo z b·.,jo el gr11no G
7 

c.-~· Cecir (z, G7 ) (conrnlte 3.6(1) y •rcorema 3.7) 

~on 2 :r.J."bitnD flistinGr:o 
( . ., 

.··. - '1 r> • .¡ A) y'- + ·r· - e { · \ ·-1 + • • · X~ - X~·ri -. • .- X~ J 
(co~~ult~ t.G(2)) 

1::. p· !.<.!:in' cod c~·crit~c en lr~ n:::rtc superior 

iz-~r~.ic:.-·r.:;;. :.:'~ re:·icrc a 12. cocli.:.cnsi6n del es­

tr~to en 17 (consulte 3.0(1) y 3.3(3)) 

L?c n 1: br:..:. cod escri t<1 en leo. p: .rte inferior clerecha 

~e n:.í'i e: re a la co dimcnsí 611 di:l e strf!tO C'.1 J7 

Lc.s CUS~-'IDi~S son lan 6rbi tas nue contienen exclu-

1:n v~·.::::~nte una. v:;ri·,blc csccncinl., la cual se iden 

tific~ri con l~ v~rinblc x {condulte 4.3(8), 

4 .12 ( 4 ) 1 4 • 12 ( 5) y 4 • 1.3 ( 6) ), 

Lns 6rbi tl'.s U!iff:JlT,ICA'·.;·:S son ::wuellas c,ue tienen 

eX.2.Ct<'Jn':nte 2 vari::blcs escencir·.lcs x, y. 

(consulte 4,1'7(11) y 4.17(12)), 



\~\ 
Cl~siticaci6n de Orbitas en los espacios 

.+ -

¡4 - ¡3 

;!:. 

¡3 - ¡2 

o 4J. 
& Qn ( !-.~orDc 6rbit1~s de sin¡;ul8.rid2.des estables 4.8 (2)) 

&& Orbi tu Hegular 4. 5 ( 4) 



1 

1 

1 
1 

En el 0~1pacio de 7-jets I 7 = M
2 

/ M.
8 

si no excluyen los 
l 

gérmenes que pertenecen u :f_,, , entonces hay exactamcu-te 16n-7 ór 
/ 1 • 

bitas bajo el grupo tlo 7--jetu tle di.fcorno"·fju?nos 12 

Coroln.rio '~· J 

Si O :'.: c ¿ 5 entnnccs el subconjunto de I 7 que consta 
l 

de todos los gérmenes de codimcnsión C , es decir, Tc" , es una -

subvar;edad de r7 de codimensión c. 

El espacio de 7-jets r7 es la unión ajena tle 6 subvarieda­

des de I 7 de codimcnsión menor que 6 con el conjunto de 7-je.ts -

que corresponden a ¿;0rr1'enes de couiuJt:nsi6n r:-.-::.yor 6 igual que 6. 

Simbólicamente 
7 ·-r,l T.' u 1 u :¡. I = o V 1 ••• U-Ts f" 

C= 1 , ••• , 5 se tiene que Tc' 
unión ajena y para toda 

codimensión e en 17. 

Demostración 4-.2 

es de 

Lo único que hay que hacer es sumar las órbitas que apare--

con en el diagrama 4-.1. Estas son 

n + órbitas que corresponden a las singularidades esta---

bles, cada una de estns órbitas consta de los gérmenes de rango n 

e índice n- u donde O:::: ú :=, n (consulte 4.8 (2)). 



11. ~. 2 

a los c1w les se lea dcnomi.narf.i CUf;pideo, cada una de cstu~J 7n órhi-

tas contiene excl11Biv;·1r:1cntc gl~I'ln,;nes de indica n··1- u donde 

n-1(con;;ulte1~.12 (11·) y L~.12 (5)), 

11. 2. J 

8 (n-1) órbitas que corrc~1ponden a los ¡;órmcncs de rango 

n-2, a los cunlcn se les de:iornirwrá UM:~rLIC/tJ,;.;S, cri.da una de estas-

6rbitas contiene cxcluLiivrnrH:!lte i:;é':nlcn·~:J •le fntli.cc n-2- u donde -

O=:- u~ n - 2., swnando los numeres que npnrcccn en 4.2.1., ---

4,2.2 y '~.2.J obtenemos el nw:iero deseado de órbitas, a saber ----

16n - 7 • o 

Demostra~l6n Corolario 4.3 y Teorema 4.4 

En virtud del corolario J. 6, 17 es igual a la unión disjun-

ta 
:::¡ ~ 1 -r; u ... u 1s uz::~. Luego I1-z!: i;:1 UT.~U 

u Is::¡ 

1P. 

Por el teorema 1+.2 se tiene que lQi es la unión de un número 

finito de órbitas, adcm~s, pura toda e= O, 1 , ••• , 5 y gracias al-

teorema J. 7 sabemos que cada una de estas 6rbi tas es una subvarie-­

dad de 17 de codimensión e • 

D 



,;~31a unión rlc un 111" .. ;,:o finito rl0 nar . -
tes, cada ima do codimensi.ón rn:i.yor o i.¡_;ual ¡1uc 6. 

La juotificación de cntn ascvorución c:;t:í impl!.ci turnen l;e 

canten.ida en los on11nciados de Propouici6n '~.11 , 101r1a L~.15 y P1·0-

poaición 1~.17. 



D~.t'ini.c.1 Gn 

Se •Uce que un ¡;en:icn ~ <lel idoal J.! es rc¡_;ular si ln -­

parte lineal del germen ll_ es diotinta de cero, esto es, si 

f O (v6~8o 1.9 (4)). /~. t+ ( 1 ) 

Lri dcfinicion anterior t2.rnbi6n pnedo forrnulnrsc en estos --

términos. 

i 

Un gormen ~ es rc¡;ulnr si y cólo d., existe nlguna 

, ••• , n tal que --~-L co) jo . 
0 Xi 

De esta definición se sigue inmediatamente que el germen de 

la proycccion xi : -i~n --1.--~ es re¿;ular. 

Proposici6n 4.5 

La j_mágen inversa de ~ - f O 1 bajo .el epimorfismo canónico 

j: M _,_, ~, coincide con la órbita de los gérmenes regtllares. 

Dernostraci6n 

Para_ probar esta proposición, únicamente hay que. justificar 

las dos igualdades siguientes: 

1.- ~ - to l "r í EE / j ( ~ ) I o) 
2. - Si 7 es un germen regular entonces t¡.. 5 ( 1) 

( ~ , 6 ) " u E E / j <J ) f oJ 
La primera de estas igualdades es inmediata, ya que j { J) 

es distinta de cero, si y s6lo sí, j ( j ) E ~ - [o 1 y esto úl­

timo ocurre siernpre y cuando el germen i pertenezca a 

j-1 ( ~· - fo 1 ) . 

I~ 



; car-.o i'• .,. n ¡ "' '· lf i ci»' l n . · .; uc.ó n ir; c ''"'"' , • u pón¡;<r" q ,., e 

) E ( ~, 0) c.nt0ncoo có•d-C 't E 0 / ) = 1( O fi 
i'( "9 rcoular y '{ en d óere•cn de nn dif•""'°'·fi"''º, entc>nces 

j (1() f O Y j ( ~) f O , por connlóuinnte, 

j ( í ) " j ( 7 o Y ) " J ( 1¡) • j (Y ) ¡, O (';Cace 1 • \0 (2) , 

I~ • 5 (2) 1.10 (J) y J en 1.12 (1) 1 por lo tunto 

( ~, b ) e u " d j ( j ) ! o] 
rara exhibir ln otrn contención nupóngnse •t"º ~ f í aon 

gérmeneo roculnrcoo Se probnrá que ~ en equivalente por H der! 

j cha con 
En efecto, como ~ co regul•« cntoncC' para alguna 

i ~ n _)j_ f O ; hüciendo uno del •¡eoro<'ª de la Fun 

<l K· ci6• 1mpli cita," se obtiene que, 1 oonl"'" te , e 1 germen 7 difiero 

del germen de la proyección '1 • ·,~n ---'' ÍJ\ por un difoomoríi•-

011. O trf\S 
palabro.s ~ N x:- • 

Análoga.mente, p~ 
/.-

proyecciones -
mo en el dominio, 

re. alguna. j L n se verifico. f rJ xj i como las 

-
xi y X· 

<lifier·en entre si por un clifcomorfismo (el difeomor--

. J fismo que permuta cxcluoi"'"°"'' la coordenada i por la coorde­

nada j en íi) n ) en tone e a po•· tr ans i ti v ided se 

~ rJ l esto signif iCU que l í E E/J (}) f o) 
Bata c~tención y la dad• en o.5 (2), justifi••• 

dnd que aparece en 4.5 (1) • 

e (~,0) 
la segunda igual 

o 



De lr:i 1'-"n: c:d ci t'>n L~. 5 :3e int'.iero que el con~tmto rle todo3 -

llos c;érrnenc8 q1.ic no ticaen :1in0ular'idad nl¡;1m1. 1 dicho de otra mn-

nera, no non sin~ulnridadcs. 

es 

os 

nccuérde:;c que i K "' 

J,os espacios vectoriales ~1- y ~ x I 7 uon isomorfos 

En efecto, de acuerdo al Teorema 

el íi\ -cspricio vcctorinl generado pol' 

de la forma xo1. donde 1 ¿_ 1 <X 1 !S 

1.9 

las 

7 

1~. 5 (J) 

t . (\.~= .1L ae icne que ~ 

M8 
clnaes de los monomi-

(consulte 5 en 1.9(1)). 

Si V y U) aon los subenpacios de f Gcnerndo por las clases de-

los monomios de la forma donde 1 y X<><. donde 

.¿, ?, rc:>pectiv:;urtL'Hte, entonces r es la sumn -

directa de V + W ndcmñ.s V en ürnmorfo a ~ 
isomorfo a I 7 = M2 por conoiguiente f -;r 
r I 7 • X 

M y U) es -

T 
es isomorfo a 

De esta observación y la Proposici6n 4.5 se infiere que 

es la órbita de los gérmenes regulares en-

4. 5( 4) 

Luego entonces, en O X 6 equivalentemente en I 7 se 

encuentran las llamadas Orbitas Irregulares, éstas corresponden a 

aquéllos gérmenes que pertenecen nl ideal M2 ; la clasificación-

de estas órbitas irregulares en el espacio de 
7 7-jets I será el-

to:.'lr.t n tr}_t,,r en lo nuc rc:3t:. de octc cr·.:iítulo. 



... l . . 1 ·• 2 
JJn (;CI'ifi\!fi ae. 1C1CU .. h. 1 

ent,mt:c:1 :.;e clefi ne P.l ron 

go de 11 ro.ng ( ~ ) , ccn:io el rango de la matriz (ai j) , donde 

7 ) . 
11·. 5 ( 5) 

Obsérvese que 1- tiene n::;ociRda una matriz simétrica 

/~. 5 ( 6) 
de n JC n • 

En efecto, el ge rnH:n 1 ce de 

luogo entonces LL (o) ::: 
02 ~ 

d X,¿ t3 d Xj X;_ 

clase "'° e (véase 1.2(5)), 

(o) por consiguiente 

ªij 
:: ªji . 

Obsérvese que el rango de jk ( ~ ) 
coincide con el rango-

de ~ para todo germen del idenl M2 y para toda K mayor ó igual 

4.5 (7) 
q_ue 2 7 

ya que j2 ( ~ ) = j2 ( jk ( ~) 

De la definición anterior se· sigue que O L.. rang ( ~) .= n. 

proposición 1+, 6 

Sea 
k . 

y j ( ~ )=t+P' su k-jet , -Y( un germen del ideal M
2 

( ~) es una forma cuadrática y p' es un elemento de -

es el ran~o del r;ermen '( entonces jk ( ~ ) es equiva--
donde t = 
M'.3 ¡ si f 

j2 

lente por la derecha con 

( JC2
1 

) + ••• + ( x2 ) _ x2 _ u ((+ 1 

de grado mayor d igual que 3. 

- x2 + p donde p es un polinomio -
!' 



Co:;co ,o ,31; el r:ineo r1c ln lí!~l trü: :::·cr:i .,,1_:1 a l.'l fo1'1'1a cuadrá 
' 

tic a Q. , pues por definición rang ( )? ) := P (v.fo:rn lt-, 5 (5)), en 
1 \ 1 -

tonccs el '.Ccorr,rna r\c ~~ylv•~:;tt!l' nfirn:a 11ne cxiulc i.m 11 carnb:l.o Ji.noal 
-:->" 

de coorc:l.tmada:.1 11 en f 1\... el cnal es t1'1 d:!<1o por im difeomorf:J.r3mo '( 

que satbfacc: 

< -::_ 
J:r 

X2 -
i 

!' 

% 
j: !í+ 1 

x2 
j '+.6(1) 

Sea p::: p' o 0 , corno 'tí :induce un cambio li11eal de coorde 

nadaa en el doillinio entonces p también ;~:;ul ta :;or un elornento en.-

por consiguiente 
(í 

el'¡;ermcn 
,o 

jk ( ~ ) o '( ::: :f_ X2 _ -< x2 + P i . ..-:-.- , J. 
j: r¡ ;.J 

está en la órbita del ge_;: 
k J.. :1 

men j ( ~ ) (ver 1.10 (2) y 1.10 (J)), es decir, jk ( ~) es cq_u);_ 

valente por la derecha con x2 + ••• + 
1 X

2 2 2 
(f - ~+1 - ... - ~ + p 

o 

mente 

Sea Qf " l 't E M
2 

- MJ / raag ~ " !' ] ¡ 

Si Q ::: f r E M
2 

- ¡,~J / o :::. rnng T _::: . n 1 -~n~onces alar~ 
Q= Q

0 
U • , • U Qn (unión ajena}; corno Q es el Íi{ -espacio 

vectorial de todas_las formas cuadráticas cuyas coordenadas están-

determinadas por los coeficientes ªij donde 1 ~ i ~ j ~ n, (v~.!! 

se observación 1-1-.5 (6), entonces d_im (~)= }2 n (n+1) por consigui!n 

te Q es isomorfo a 12::: M2 por lo tanto de acuerdo a la ob-

servaci6n 4.5 (7) 

I 2__ uh -- " Qf !'::.o·-· 

-:;;-· 
t . M se 1ene que 

(unión ajena) donde 

\ ;{1 



Definh:i.Ón 

''"ª 0vC /' 

c;errnen de un difeomorfÜ'.,:10 q_uo :mti:Jfacc 
G'""" /' 

2i:_ x2 
j 

0a el 

entonces-
(x

1 
, ••• , x)"' :Z. x

2
i 

ll A'.:: 1 

~-
1 

i.nd ( T) , uc define 
< t º r ) j ::.\Ítl 

r;omo el n(u:icro natural 
el indice de 

!'-\t. 1~. 6 (J) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

El tcorcrm üe :;yl ves ter nr,et.;urn 'lne la dori.rüción d0 rrrngo e 

indice de una forr:ia cnudeútica es indepcndien te de un cambio lineal 
J¡.. 6 (1¡.) 

de coordenadas. 

En efecto, si rung <q.)=¡' 
entonces por el Teorema de -

Sylvester exi:3te r E G tal ctue 

v 
:f 
L:I 

) --

2 ( 1 1-I 1 

xi ' X = Clr o ó ) o ( o o o ) V r E 6 . 

y ind ( o ) = 
por lo tanto rnne o 

r;:¡' 
sea Q,, 

el uubconjunto de Q ~ que consta de todas las -
I 

r 

formas cuadr6ticns de indice ~-
¡-- es decir, 
J 1 

"1 Qf ::: {Q f. Q ;' /ind <t) :::. /"""? -
6 bien 

f 
I 

Qlj' :::: [Q E. 12 /rang ( f) =r, ind ( ~) = ,_/) - v} 
f 

l¡.. 6 (5) 

por consiguiente 
4.6(6) 

u~ 
'J.:. o 

(unión ajena) 

Lema 4.7 

El conjunto de formas cuadráticas de rango ( e índice f-\J 

del grupo de 2-jets de 
ú 

difeomorfismos 

es una órbita bajo la acción 
, es decir Qf = ( T , 64 ) donde 

que se anulan en cero 1 

T E 



0ca i un clmncm to de 
1 

quier forma cuaar6tica q! en 

entonces por definici6n cual-

tiene r;1n1:30 r = rnng ( f) e 

indice f - \Je: i.nd ( 0() (vén~rn 1¡,6 (5)). Liwgo entonces, de 

la definición 11.G (J) y J.a propos:i.ción 1¡,G :oc tiene que c:dstcn 

gérmenes de i:1ornorfinrno3 y y y' que natinfacon 
p 

x? - :f x2 y 
l J.:::. q-+ 1 

i X 1 ' • • • 

x1 , ••• , x? /' X~ <:: 
l 

¿ __ 
l 

).::•;-ti 

en consecuencia r' = <1- 0
'() 

pertenece 

Qv e 

a la órbi tu de 1- bajo 

, ento significa que t' 
por consi¡;;uicnto 

f 
para J.a otra contención considérese//- ' f ( 1' <:i

2 

~ E Q~ entonces para alguna Ó E G se tiene que 

(o , 
T 

) 

donde 

t'=~º~· 
De la Proposición 4.6 y la obscrv~ci6n 4.6 (4) se tiene que 

rang < r,) rang (1-oy-) = r:mg ( 1- ) = ,o e 
I 

ind < r) ind ( r o r ) l.nd ( 1- ) = f' - cr 
en consecuencia 1-' E 

'V consiguiente Qf , por 

( ~, (.} ) e Qr¡- verificándose asi la igualdad propuesta-
f 

en el lema L~, 7 • 



El conjunto de f'or:~as cuadráticn:J de run¡jo /:::i 1rn una 

rnbvariodo.d de 1
2 

de codirnefüiión U? ( n- /l ) ( n- f' +1 ) • 

Demontrac:i6n 

De '~.6 (6) Ge thme que Qf' 

.~ 

v 
Q !' , el Lema -

L~. 7 afirma qne cada co:nponcnte Q/, es una órbi tu bajo el grupo 

G ·, en con8ecucncia Q 
¡? resulta ser una eubvaricdad de 

Para saber cual es su codimonsión proc6dnse de la siguiente 

. manera: 

Toda forma cun1lr(itica )- de r:11150 ,., puede expresarse de -

acuerdo nl apartado 4.6 (1) en la forma 

~ = 

ción 

de n x n 

I' 

x? 
1 

¿ 
,.¿ 
,{.:;;-+1 

x? 
1 y de acuerdo a la observa --

ne tiene que la rnn(tr~?. g-)socinda 1le 

que tiene ln forma 
0 0 

donde 

T es una matriz-

es la matriz-

d{agonal de f x .o que satiufnce 

= si 

si 1.::: i<~ 
V+~~'~) 

Sea N una vecindad de r en 1
2

, entonces toda rorma eua 

drática T' que pertenezca a la intersección N n .Qf 

asociada una matriz eimétrica de n x n de la forma (A 
Bt 

tiene -

~) 
donde A es una matriz simétrica de f x / cuya determinantc­

es distinto de coro ya que ra11g ( T • ) = /.: ahora bien A es una 

matriz no singular entonces (A-l ·.. 1 o ) también resulta 
- Bt (A- ) I 

ser una matriz no singulat' donde I es la matriz identidad de ---



( n- ¡ ) ( n- ¡-' ) J c:Ol:iO d. l'';:1,;o ,¡,~ nna i:;;: ! t· l~I no 0él <tl tc¡·a nl 

!!1111.tir·lh:ar1n. r>or un:-i mr1Lr:f·.\ inv1~rti1'1.c entonce::: se t:iene qth? 

rn.ng (~t ~) :-:: r:mG c-1 º) -Bt(A'-1) I ( :. :) = 

(: A-1 B 

B) -- 1~ anr; 
C-Bt A- 1 

Por consi~uiente, para que el rango de q-' :Jea f es ne 

t -1 í cosario y rrnfici.)ntc que e - B A B uea la 1iiat:c :,.; idéntica--

mente cero ó equivalentemente C Esto oignifica --

que toda forma cuadr~ticn que pcrt~~c~ca a N n Q~ 
asocinda una mntríz simótrica de n x n de ln forma 

B) 

tiene-

Como puede observarse cada una de óstas matrices queda·-­

un:!vocnmcnte determinada por las entradas de las matrices A y B. 

Por consiguiente, la codirnensión tle Q ¡? en r2 coincide con 

la dimensión del espacio vectorial de todas las matrices simétri-

cas de ( n- f n- f por lo tanto 

( n- /' + 1) • 
I o 

Gracias a la Proposición 4.8 ya es posible hacer la clasi­

ficuci6n de un nuevo conjunto de &órmcnes en el espacio de 7-jets 

¡7 ; estos son prccisnmontc las g6rmcncs de rango n los cuales-

tienen codirncnsión cero y dcterrnin::ición 2. 

, ,¡ 
,~ . 



'l 1 

Del Lema 4.7, Ja Proposición 4.8 y del npnrtndo 4.6 (6) -

17 
se tiene que Q X .. J; !'8 el cual ccnj 1 .. mto abi•;rto en n lt1 1¡ u:~ un 

puede cxpr:!:J3rsc co:no un11 urüón finita <le órbi tns, r..:ada una de -

ellas de codimenaión coro, es dncir, 

l~,8 (2) 

A las n+1 órbitns del miembro derecho de esta igualdad se 

les denominará 11 6rbi tas ele slr:;;ulnridn:lc::; estnblcs
11

• Jm cBtas -

órbitas se encuentran preci:J;_uncntc o.qucllos ¡;érmrones que se estu 

dian en la Teoria de Morse, los cuales por ser de rango máximo -

son 2-determi.nados y tienen codirnensión cero, ya que el iueal --

Jacobiano de nn ¡;er:nen tle rango n coincide con el ideal maxi--

mal M, de ahi 11) 2 6 ~ f ºJ (consulte Teo-
que = M y -

fl -
rema 1.9 y Definición J.O ( 1 ) ) • 

Obsérvese que Q X MJ / M
8 

n 
coincide exactamente con 

(consulte J.J (2) y J.J (J)). 

Ahora se anali~an aquéllos ¡;érrncnes de I 
7 

que pertenecen 

a la unión u;;; 
neccn a Qn X M3 

X MJ / M8 ya que los gérmenes que pert!:, 

ya han sido clasificados. 

supónga::;e q_uc ~ es un Germen de rango ¡; < n y de acu­

erdo a la proposición 4.6 se h~n elc~ido coordenadas apropiadas-

jk 

X1 1 • • • 1 1n con las cuales el germen ( 7 ) adopta la --

(J r'. 
forma <:: X~ ~ Xt + p' donde p' es un polino--

...... _ 
1.::1 

1 .. L: G' ti 



En cutno condicionr.?3 l'l cla:;ific::ición de ¡;fa·menes de rango 

donde n-1 y de codimnnai6n ~ 5 ae obtiene-

•l 1 la informlCión que ::;e extrnc al nnali;~ar las variables 

)(f'+
1 1 

••• , Xn a l~::; cunle3 :;e lofJ denoninurá 11 Vnriab.lcs Ese!: 

cinlen" ¡ cota no::'.cnclatura ql<üd::i ph;nrnuentc justificada en el -
~I 

siguiente tcorci:ia, el cn:ü proporciona un cri torio para rctlucir -

el número de vnrinblc:J de un germen 1\nl idonl M
2

• 

l{lt. 



:Jea 

parn toclo nú:.11~1·0 na tur:ü 

M2 que sati3facc: 

clel ideal M2 de rmiGO !' < n, entonces -­

K -~ 2 cxi:3te un gcnncn J en el ideal -

r.- 1( ee• Cll ll i V'Ür:~, t.c por la derecha con J . "'' ,_,- 1 II.- jk ( j ) ~ p donde ~ 
~ 2 2 

·- + ·- <:_ xi - xj, ·-l.:1 j:(J+I 

p es un polinomio que dependo Q:{clu~ü v2monte de lns 

variables escncinlcs 

y J ¡;rad (p) ~ k. 

Dernostración 

La dcmostrnci6n se hace por inducci1~n nobre el número natu-

ral k . En cf<:>cto, de la Proposición Li, 6 se tiene que el 2-jet -

de ~ 
es equivalen te por la derechn con la forma cuadrática 

lj 
'(2 -

/" 2 r :Z ti:-
·- 4.9 (1 r = . i xj 

,¿ :: 1 j= v+1 
(véase 4.6 ( 1 ) ) ' verifi cñndose asi la conclusión del te ore-

ma para el caso k = 2. 

Supóngase inductivamente que para todo número natural S 

tal que 2 <- 5 ¿: K - 1 existo un germen f en el ideal M2 
-

J 
.s (J)=~+P que satisface ~ 

f\..J y J ( X ' ... ' ~) ¡:'4-1 

donde J ..::::: gr ad (p) =: s y 9- como en L~. 9 ( 1 ) . 
En particular pura G= k-1 se tiene que en el espacio de --

k-jcts, Ik : l ( J ) .k-1 ( J ) )K 
donde :: J + 

J. : ~ O( 

J~ a 4.9 (2) 
.X 

1 e<./= I< 



(con:; u He ü)'" !,."hu 1.?. (J) 1 1. ') ( G) y 1. 9 ('/)). 

/] 

/"' 2 j t=-,:r +1 ~Jj + p' ( ·::L t, , • • • ,.j,, )+ k(Jj,, • • • 'jn) 
'/ lf. 9 (J) 

U.onde J ~ Grad (p') ~ lz ·1 y es el polinomio ho1noe6nco de 

srado k dcucrito anterioi~entc. 

Ahora a::;óc:i.cne en una sola cuma aquéllos términos de f 1( que 

satisfagan 

donde 

De Lf.9 (2) y lf.9 ('f) se tiene qw cada una do éstns sumas es 

·-· ,0·1 '.nomio el~ grado K que depende oxc] .<nivruncnte de las variables 

" . • • ' ~ n ·j . J 
'n la forma 

adcmús, cada uno de es ton polinomios puedo expr! 

2':h Pi :ü 1 -< i ¿_ rr ó bien -
. Jj .; -~ j si iT + 1 ¿_ j :5 f' dontlc pi ( Pj) es un P.!?, 

liuullliO de r;rado k-1 que depen1le cxclu:Jivrnncntc de las variables -

:Ji ''"'~n 
ahora el polinomio P" 

I' ¿ 
¿_ 2 

j=Cf+1 
; claramente-)k-

P" es un polinomio de grado k que depende exclusivamente de las va 

ria bles ... 1 -j n 
por consiguiente. 

f 

~i pi ( ~ i ... ,j n ) - .z: 
2 ~j pj 1 j= v +1 

(1j'''''":Jn) +l'" (~~J1+1''''':Ín) 1f. 9 ( 5) 



j::-:::f+11•"''/' 

h = 1 , ••• , n 80 verifica 

( 
_j-2J._ (o) =; o) 

0 j n 

ú ri 
·-· .. -·-----...-

~ j n 

yn. que (---·-~~-) 

un polinomio homo~ónco do grado K-2 y como K 7 2 nntonceo 

K - 2 ?'O ; por con::iiGuie:ttc 

si 

análogamente 
si 

si 

i 

i 

j 

j 

:} 
: :J 

es 

LUego entonces es posible efectuar el oi~uicnte cambio dc­
h 

coordenadas en Íi( : 

+ 

para i ..:::. /' 

si 1 :'.:: i ::::. /:t. 
si /' + 1 ~ i ~ n J 

se tiene que 

+ ri 

entonces 

en consecuencia 



2 11. ') ( G) 

K ' 
ya que 

es un polinomio de grado C'.Jtrictnmr~ntc m11yo1' que 

pues por hipóteGiB K > 2 entonces 

:;1wti tuyendo /~. 9 ( 5) y /~. 9 (6) en /¡. 9 (J) ~>e obtiene que 

(j ~ 

2 + 
jk ( 5 )~ ~ ji :;;;;_ ( j) 

jn 
) 

[~ - ·j j t· P' ... 
jo~v+1 ](' + 1 ' ' 

r ¿ 
~ 2 ji pi 2 '~b pj P" ( ~f' 1-1 '~n ) 

+ - • ...---=--- + = 

i=1 J"' ·F +1 ' ... 

f 
,.. 

~ / ( 2 ) 
¿: jk ( X~ ) 

= xi - ..--::.. + 1) ( XI'+ 1 xn ) 

i=1 j:: IJ 1-1 J 
1 ... ' 

donde p = P' + P" por lo tnnto el K~jct de J 
coincide con ol -

4.9(7) 

) 
+ ••• + 

v2 - x2 - • • • - x2 + P ( x 
"-V ¡+1 ~+1 

k-jet de 

x2 
1 

verificándose a:1i el sigu.lcn te paso lrnluoti vo. 

' • • • , xn 

nota 1.¡., 9 (8) La función q_ue asigna a cada germen ~ del -

ideal M2 el polinomio P ( X?+ 
1 

, • • • , Xn) , como lo propone el -

Teorema de Reducción 4.9, cstA bien definida. 

La justificación de esta aseveración está cxplicitamente con 

tenida en la prueba del Teorema 4.9. Por consiguiente, la cl~sifi--
caci6n de g~rmenes fini tmnentc determinados de rango f' <- n que -­

pertenecen al ideal m2 es equivalente a clasificar polinomios que 

dependen excllrnivarnente de las variables eac11ciales X 1 , , •• , X • ;o+ n 



1 

1 
1 
1 
1 

·rodo c.-:n¡¡1;n 1( 'luc pertenece al i.c1'.·_:'ll JA
2 

" ··' '·" i ·-.1 ' i ·-

os cq ui val ente 
I' 

{~\ xj ,./{. do!! 

P
or la derecha con un /J'cr:¡¡rm. d'' 1 '\ f<H'r

1

·1 '5;. l .. 

2 

dH f1 es el ran;,:;o <le l( y /li.. cD un ¡r,er;:i<;n <1 1.l<~ pertenece al itlcnl 

MJ que depende cxcluniv~uc1l:nte üc l:rn vaciablc:.i c::;<~n,1i.r1leo· 

X jJ +1 , • • • ' Xn 

Esta forin1üación del 'rcorm:w. de Hedueci.6n 11. 9 no ;¡e utili-

interesado en ln. dcmoatrución üc óatc reoultado conoulte 



CoroJ.:,¡·~o .'i. iO 

Sea n •1ue pcrten,;cc~ al i(lcal -

ni 7 CfJ fini. k~i:icntc dctcnnin:.Hlo entonr;,~s i? es equivale~ 
r; ;.J ( 

1 l J ...-::: x2 ·- ;......~ x2 1) ( x x ) .. por a e é)I'i)C la con .,.,.._ -- ~ -L:1 i j= i +1 . j /'+1'""' n 

donde p en un polino:.1io 1'1.c gr:·,·!o mayor ó igunl que J que perten~ 

1 . l 1 ,.J ce a. ir ea ul • 

Dcmo;>tración 

Dol corolnrlo 1.25 se infiere que 2 ~es 

yn que por hipótesis 7 E M
2 

entonces j
0 

( 7) = 

( 1} := det ( 7 ) 
jsÍ ( 17) = o. 
1. l 

Del 'rcorcr!!a de Hcclucción '~. 9 se de1lucc que V K 2: det ( 7) 
J y existe f E M2 tnl rtUC ? (\._) 

jk j ) = ~+ p ( ~ .... +1 
, ... , 

(Í /' 
..;:;: x2 ~ X~ y q i~ i j='""v-- + 1 J 

X ) donde 
n 

Como ? es finitnmcnte determinado y 

ces de la Proposición 1.1J ne infiere que el 

k .:=.: det C? ) enfon­

germen J es equiva-

k-jet, es decir, J rv 't + p • lente por la derecha con su 

Ahora, de la Propiedad 'rranuitiva de la Relación ,,,..-...._; se -

concluye que ~ es equivalente por 

(Í !" 
~ 2 :2- .2 
. 1 X. - . =-1 Xj + p 
1= l J=-;\J+ 

la derecha con 

( xf'+1 , ••• , 

o 



l: --­i::: 1 

propor.;icl6n 1¡., 11 

x2 
'j 

(con:.:ulte 11 .• n (2) ) • 

!)Cfl 7 un <:c1·1:lell del ldonl !/ de rango f'' BÍ /' ¿ n - J 

entonces la ci)dii3en~iión de 1 es mayor 6 .igual tiue 6 • 

Demostración 

no es finitamente determinado, entoncca 
Si el germen 

de la proposición J, 1 ne tiene riuc la codimcn:Jión de 1 es finita, 

en consecuf.:)ncia cod 6. 

Supónease que el ¡jer:nen ~ es fini t<1mcnte determinado , -

entonces 1 es k-c1eten:d.i1<~llo pnra nlcún número natural k ,-

como ~. ~ jk ( 1() entonces 

rema de Heducción ~;9 se tiene 

)( AJ 

.k 
que J 

.k ( J 

( 7) 
~ ) luee;o ,del Teo-

' 
q + p donde· 

v ~ 
q 

-- ~ x2. - .e::... x2 y p es un polinomio que depende-

i:::1 1 j:::IJ+ j 

exclusivmnente de las variables esenciales de grado mayor 6 igual 

que J y menor 6 igual que k ; por hip6teaü1, rang ( ~ )==¡ ;::= n-J 

entonces n-/' _::: J , por consi[:;uiente ,}!? (n-p) (n-p+1) !'.: 6 lue 

go entonces será suficiente eon mo:;trar c.it~e 

cod ( ~ ) 
>' }~(n-p)(n-p+1). 

En efecto, rccu6rdcae que el idenl generado por 

p+ 1 ' • • • ' 
es isomorfo al ideal maximal M'J. 

del anillo local donrle 
(consulte Teorema -



dim 
= _Ll±.J;_LL - 1 " .{ f. + ?,__J_L1..1: __ U--=-L 

'A 1 2 2 

lj.. 11 ( 1 ) 

por hipótesis grad (p) > J entonces --º.J_ pertenece 
ú xi 

J 
al ideal f11 Á 

M~ lUCBO entonces mediante un isomor 

O P gene -
fiGmo ~-xn 

' . .. . ' se tiene que lao clanes de 

ran al Ít\ -espacio vcc torial 
en con:;ccuencia 

11-.11 (2) 
dim 

Ahora bien e ~ p + M~ entonces 
p 

como M.:l 

;/Jp):;.:: 

/ /J. p + 

dim ( !~ ~ / /j p + M~) _!J-.11 (J) 

M~ ou isomorfo a !~a / M1 _ entonces 
11 J / '.3 

.-u.p+Mí\ M?. 

dim ( M ~ / /j p + M~ ) ,~ dim ( Mí\ / M~ ) - dim (/J. p+ _M~ / M~ ) 

ne 11-.11 (1), i1-.11 (2) y 11-.11 (J) se tiene que 

cod ( p) = dim ( M~ / /J p ) > dirn ( M~ / ~ P + M~ = 

= ('71+2) Cíl+1 )-2-A= 

2 

= ( ?. + 2 ) ( íl + 1 ) -2 ( íl + 1 

2 
= 

=12 j\ (í\+1 pero por definición 



?. = n - p cntoncC's cod (p) . .=!. X (11-p) (n-p+l) por lo tanto dd 

Corolario 3. 2 se tiene CT1le: cod ( rt ) == cod ( p) en corrnccuencin 

cod (}() _.? ~ (n-p) (n-p-1-l). 

[J 

Grncifla al TeoréJll'l. de Reducción 4.9 y n la Propoaici6n 4.11,. 

únicamente lrny que enfocor nuestra ntcnci6n en aauellos 

de rango n-1 y raneo n-2 que p•)rtenl.!ce al espacio de 

ya aue oue por una pnrte nnu~llos r_;6rfflencs de ran¡;o M 

gérmenes -

7 -jeta 17, 
7 de I ya 

se estudiaron en el apartado 4,8 (2) y por otrf\ parte, los germenesC' 

6 U { (_~"\ 3 / 8 que pertenece a ln uni n 
l5=f ~ n--3 ~ x M M tiene codimen-

si6n mayor 6 igunl que 6 ; y de acuerdo a la Proposici6n 4. 8 ésta 

uni6n es una subvariedrd de codirnenci6n 7 6 en I 

de ~bonsideradR como un eu'oespacio de codimenci6n 
7 

y por tanto pue-

6 en 17 

por consiguiente, t'i.11icPrn.mte nuedn por investigar aquellos gérme-­

nes de r7 cue pertenecen n 

a los gérmenes aue-

pertenecen al primero de esto a conjutos, es decir, a los oue tie_. · 

nen rPngo n-1 se les conoce como CUSPIDES ; en tanto que a los-

que tienen rango n-2 se les denomina UMBILICALES. 

4.11(4) 



1 es c 1:-.;ui v~·.l cnt '3 por L: r:.orr,ch;~ con tl.ll c>:rnd:n de lu 

~ 
11- I 

2 ,.,._;; .2 k 
~ xi 

.r.- ).j + X rionde 3 ...::: l< -~ 7 
1=1 j== o- +l n 

Dcmoatre:.ci6n 

Por hip6 te:: is r;:ne( 1 ) = n-1 y cod( '?) .¿_ 6 t enton-

ces de la J?1'opouici6n 3.1 y c1e1 CorolLcrio 11.10, se infiere r:ue el 

germen 7 es equivrüc:nte rior la dc.:r·cchr:. con un Germen de la for 

ma: 
n-1 

~ 2 ±.- 2 () 
ff;-1 ~i - j:: v-+1 Y j + !J Yn 

donde 

r.16.s rtún, la detcrnd.n: ción del ::;e:r:rton 1 coincide con la 

esccncir:. del ¡gur.>c1:. Y( o er¿uivé,.lcnt<::mGnte con lr. escancia del 

polinomio P (consulte Corólario 1.25). Bn eLc:to, si 

k = E
5

{ 7) = E
8

( p) entonc~s 

P(yn) = ~y~ + ••• + 8Jcf- O Si 

~ 2 
q = ..,.._ 

Yi i=l 

n-1 z._ 2 
j= c7'+1 y j 

entonces el iclerü Jacobüino de 

k 
q + 81c Yn 

Z':1 ' ... ' Yn-l y;-l) (consulte observación l. 8( 2)'·y 

definición rn..13(1)). 
11 Corolario 1. 6 P.firm::. n_ue el ideal f/ll-::-l está generado 

i:ror:· . f y d- <S .M tnl aue /~ 1 = k-1 J 
rador y ··pertenece c.l ideal 



1 
1 ~l , ... , Yn-1 

• .::-1_ 
,, l1 

,) '• . u.e 

n-1} 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

. o 
~., :.:i l :~1 r:;.tnt:. i:c:l 

Y· ... y c<..i ~ pt:.rn. ' t ... t 

e>'- 1 l~' n 

V y 
= y~-1 :Ji o<.i = o i = 1 ' ... ' n-1 

En conscor1cncia el ideal !1(-l rJst{~ coiüenido en el ideo.l 

A k ,, l '' " ,. 
í.j(q + 21c y~) lucco ,:,ntonces i\1'"+ C f'ii~U (q + ªk y~) y de 

acuerdo o.l 'i'eor"::1:::,. 1.19 I r.e tic:ne : ue el c:c.:11r.en q + P1c y~~ 

Ahorc:. c:..:ü:i'.:;ucr~c 1_8. Pro:iosici6n 1.13 n los gGnnenes q y 

q + 81c 1n p:•_ro. concluir r;ue el gcnncn 1 es k-dctcnnino.clo, ésto 

significa que clct( '? ) :::. k = E
5
(P). r 0 r otro. pr,rte, del Corola 

rio l. 25 se infiere (,uc l~ = es( l?) ~ act( f( pues 

V :: ¿_ 1~ -por lo ü11to 

det ( 1 ) = E5 (P) 
4.12(1) 

·siguiente cembio de coorden2.fü'.S en '}(.,, : 
Ahora bien 

entonces es posible efectuar el 

• 

men 

De (:ste c:.>mbio de coordenadas y la k-determinnci6n del ge_!: 

() se deduce •_ue el germen 17. es. equivalente por la derecha 

( .k k q + ;{~ o q - Y-u [~\J11•;ue c~ebe ac:vcrtirse (JUC p_q1bos con 



CL:..$0 

( ..... 

"1. 

y 

Co:::o 

1: 
'--~ - : ... n 

(v0r l.10(2) y 1.10(3)). 

7 { 
.¡. Je 

o , ::: q - -~n 

entoncos de J.a Obé.~crvaci6:J. l.13(2), se ti(;ne r¡u 

7 coincide con 

las clases de aer~n w12 base del 

vedorial 

cod ( l~ - 2 

el idenl Jacobinno de 

en consecuencia 

4.12( 2) 

Como cod( 7) <'. 6 entonces 3~k~7 por lo 
tanto 

í k Si k es impar 3:- r¡-1 xn 

1 AJ x? - --- X~ ?._ .::.2- +( i=l 1 j=u+l J 
+ .¡: si k es par n --

'"-/./1J..( 3) 

o 

,~ 



I· 

, . 

TJt~. Pl'8!)0Dici 15n -.~t ::·ir>r y 1.0~ :¡TJ·:·~ ... ·.t ,;-);_~ !;. l.?(l), fi. l?( .~) y 

lt.12(3) 1 h".C1;n ~1or;i":;l13 L. cl:·:::i.·;·;,c·:ci6n ,]e r!::·.~; .. ·11·s r1r- 1~oí]i:rr.·:o··:i.·h 
, , ' . 1 ,., ~ .,, · 1 ¡ '2 .; J ~ ,. ' .•.. •. .. menor .--:ue b ~, ::-e.n,jo ~1-: ::;~e : .. 1(r·~;:n1_·C·.)!1 '··· -· • 1 ..... ·'· 1. .. c .. -~ ...,1:--.···· _1.. .. nlJe 

.m~-.n era 

CIJ:3PIDES cod( ~) dct( 1) 
x3 1 3 
x4 2 4 

n-1 /, 

4 •• T 2 _ _,._ 

2 .--:;- 2 

( x5 
X. e=::.-

xj + 3 5 1 -j= Ü+l 
x6 4 6 

-x6 4 6 
X7 5 7 

4.12(4) 

Por consiguiente si 1 es LJ.n cúspidé de codimcnsi6n < 6 

e índice n-1-0- entonces 1 p<0rtcncce, a un2. y sólo una, de 
las 7 6rbi tas sit:,ruie:rltes: 

(q + x3, G) 1 (q + x4 , G) 1 (q - x4, G) , (q + x5, G) , 

( q + x
6

, G) , (o. - x
6 , G) , {a + x 7, G) donde 

e- n-1 
2. 2 ¿ _2 

q = i=l xi - j=u+l :>.j por lo tanto 

en el esp2.cio de 7 j ets I 7 existen 7n · 6rbi tas que 

contienen a todos los cúBpides de codimcnsión me-
nor ':'UC 6 

4.12( 5) 

Ya que por definición, el índice de un cúspide var1a entre 

o y n-1 y par2 cada uno de óstos índices existen 7 6rbi tas dis-

tintas (consulte definición 4.6(3), obscrvo.ci6n 4.6(4) y ln igual 
dnd 4. 6(_~)}. 



r:mro n- l l¡':; coti"L::c::1:>i6n :;:·.yor o i1:~i.:él ''Ut: 6 es una uuov:·1·i eürtd 

de r7 de coaim0nsi6d 6. 

Sea ';'/ el subcG~'".eio 

clases de los Inonor.iios x~ , 

en·tonc0s 

v>•ctorial de j·11
3í ,.8 

lil ccneru.do por lns 
,A ,.5 b 7 dio(·;;) 5 .. !l ' ··n ' xn xn co:no = 

W es iso3orfo a 1~.l3(l) 

Si V es el com:)lemcnto ortogo!rnl de 11 en lil3/ M
8 

entonces o enui val entemen te 

4,13(2) 

íi'.hora bien, el conjunto de c1~spidc3 de I 7 esti cont_enido en 

Q X r.13/ rn8 (V Q l X V X ¡·¡ o er·uival0ntcmcnte en la unión 
n-1 n-

(conoulte 4.6(6) y 4.13(2)). 

En consecuencia, loo ele:men rns I 7 oue corresponden a eénne-

nes de r<:n¡go n-1 e índice CT , pueden cxprcSL~rse medümte un 

ca.rabio de coorden:c.d:!s e'.1 la for;:iu: 

v n-' 
--; ') ~ 2 

V \" donde ---- y".> 
....... _ 

q + + 1 q_ = i=l - j= {) +l X. 
1 J 

V <:V y Vl E- w 

4.13(3) 

,-;,. 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

(co;¡::nitc !;,i1(l,) y J,c:~t-" '.'{). ·;,t l. t..:~ r.o!i•:i.cionc·:·; ::l. ,,.,1.ic:·.r 

".'1- ir·~o.r'c::;1:, •.':: :::c·.:· .. :·~r:i.1.,, ".9 y 1.:. ob:.,· .. v ción !Hc:1·: en ;,,g(.,), 
lOS f.6r;nC.n

1
cS rle r:cn[.O 11-1 C ÍlllÜCC Ú- ::·~ o'ut.ir:n:; unr.:. ftuci6n 

V X ·;¡ ----P .1 
polinornir.l 

Q ( v + w) = ~ ( v) + w 
4. J. 3(/f) 

La ju:::tific;,ci6n de éc:t ·. ·.scverición cst{, contenida en el 

argumento ··ue r;;:c utili:1,6 p .. r1 cie;;·,oc'c::--·~r el Tco1·cma de Reducción 

Jüiora bien, si j? ( 1 ) es un gerJLcn '~ue pcrtc,1ece a 

Qrr x M3/ 1118 , entonces de 4.13(3) ::;e tiene nue 
n-1 

ª· + V + VI j iuc¡;o u0l Tcorcmr.:. de Reducción l',~9 y le. 
/) rrrr··ntº ,.~ o , c .... t ... ,~ i .ú<.l.n 

ln existencia de 

maner::. en (·UC '; 

en el idcr:-:1 !l~ 0UC se .. ti.sf~ .. cc 
un c;cr::.en s 
lrV s y j7(j)=r:+()(v)+w 

Como Y[ ·V ~ entonces /j, ( 1 ) = ÍJ ( 1 ) (ver lol3( 2)). 

·por consi¡;i.ü,mte, cod( 1~ ) = coci( -~ j . y de ::.cuerdo al Corola-

rio 3. 2 se ti0ne (:ue la conimc!1Ei6n oc S coinci-de con la codi-
rnensi6n de e ( v) + \"I por lo t<mto cou( Y() == cod( 6) (V) + VI). 

_ Luego entonces, coa( 7) ) 6 ni y sólo si, .. _ 
cod( e (V) + \'i) / 6 ; 6sto últi::cO ocurre sicffi>Jl'C y c•;,;:-ndo la clr1se 

de e ( v) + w coinciüe con lr.:. cl~' .. 38 (tCl c:;l'O sn '1;/ LI ( f) ( v) + w). 

- (j ( v) en o trE-.S p~ .. L.brr.:.s 
Esto equivale<:: afirm~:r 'ue 

w = 
de 

e ( v) + '{,' = o t es decir, 
(v, w) pert,·nece a la gráfica 

es un ho:i1ornor:ismo entre vari caa'... -e entonces como - (} 

des diferenciablcs se tir::ne c:ue: 

Ili. - e es una subv~,ri edu.d de V X 'i/ de codimensión 5 = dim( w) 
4.13( 5) 



conjunto 

~ ( é ¡,
2 

/ r'n30( 1 == n-1 y 
ood( '( ) ;, 6 ] 

fo :!'l!l:l u.n h2.Z fi br::-.do so 1Jre 
Q n-1 

de col1i1.1cnsión 1.mo rn 

úJ.ti.!'.l'.l tiene cod.Ur.,_msi6n 5 en --·-- --~ . 

2 '2 3 I == hi / ti• 

3 
co-g fibra i::~e , ~é:t'-' 

V x il e:= lli/ lil (ver l¡.13(5)); 

tit.:ne codimensi6n 6 c:n i
1 

== i;~~:¡ 1P 

l 
1 
1 
1 
1 
1 
l\I 



1 

1 

1 

1 

I· 

1 

1 

l. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

de I? 

X n-1 " •' 

Cl .~ific ci5~ de G·, !.- •• J e: :i :. i.!' .... , . ·-" 

~!l ~-º ':"",.~C l .. ~;~·t2. e~':· 6c-1·1.. c: 1 ·1.ft~j10 f:c c1(~:.:if2.c. :-1 lo::; :~:tr:~~cncn 

t ,• .. ¡·)¡ .,::i c;ue 1ier··0:1•Jcen a '·'n- 2 .1. ,, 1 •• 

A fia de oiupl ific:-,r l::i. notuci6n, susti túyanse ir~s varinblcs 

~ por 11 x 11 ~' "Y" rc;J¡:.ccti Vé;;nsnte; con 6:.:te C'.~mbio de 

coorden:·c1::D 1 ce co;no G(;bc uur intcrprc·bdo el d'L:1~·:i'~c-:l:J. ~ .• l 9:.cra 

cltisifiC2.r u:;1bilir;r:lcf;¡ C!1 t:.;:to ·~Uc en ln cl¡::::ificnc:t6n de cúspi­

des, debe intcr::irctr<r:Jc en el 1ü~i1no c1Lu~r;,n::~ 4.1 rcem9lo.z:·ndo x 

~.13(0) 

Por brevcd2.d, a loe g6nnenes co:-i singulr:rid'.!Ci.es umbilicales 

10s deno:Ili!lare:noé1 simplemente 1.U:lbilic~~lcs. 
) 

Sea t( un i.;enr,on en !C de r:;nc,o n-2 , '~ntonce::-,del Teorema 

~~s::::cci~ ~9i se t~"'" ~~; F;:c Qa: ~"";,~nJ (¡e~ ~:_:ue ;c-p 
es ipi.polino:üo homogéneo cúbico nue éicr.wncle e::clusivc:,.mcntc de las 

vari.ables escencinles y 

El Lema 4.14 no.s asee.ir~. l'UC sol:1::,·ntc t::::istcn 5 órbitas 

a lc.s cuc.les uucdc uc1·tcncccr el cc:c-;nen 7 o e~lJ.i v~:lcnterncnte el 

germen Q + P.= j3( -i ) en el esp·:·.cio üe 3 jcts ¡,:3¡ ¡"r¡4 

il ef;pacio vectoriG.l rü3 / M4, es iso::wrfo c,l subcspucio del 

e.nillo oc factórizaci6n (inicr: f[[x, yJ constr: de todos 

los polinomios homog6neos de cr~do 3 en 2 vari?bles, os decir, 

m~/ r-4 '.:::: ¿ clx3 + y2 ') < 
•12 c2. y+ e 3XY~ + c 4y~ donde 

ci é R..' i = 1, 2, 3, 4 J ~ .13(7) 

Este sul;espéteio vectorial de 1Í( [x, Y J clc~rwnente 

es isor.1orfo a f¿" si S(; consider~'- el isomorfismo 

~-,: 
1 L. 



Coso 

::.:uD L,ctorc:.' il'!'CC~J.ciulN; de :--r:r!o .:.<:nor o i.'-,Ll ·:uo 3 :·;c!1 '.l'.lli­

no;r;ios, c:nton.ce~ c·tür··. \Oli!lO~::i.o !1(.~:·1oc6:1co de 1 ~r[!.i:.10 3 en 2 v:~l·in-

blc" C'' t'r:cir c··t1 ·· cl.:!mc:nto tic ·· 3 / ,,4 ·_,_•ucrle c:-:1i1·e:;nrGe 1 e11 
• o.; ' o.J ~ . ' • ~':. 1: .. 2 ¡1. 2 - -

:::-··:-r··una·y sólo una, de las 5 formas ::ii¡::;i.üentes:· 
Antes de enunciar y dercor.;tr-o.:r e::; te rc::.,ü t::do, es necesario 

h8_cer las sir;fu.icntes con::;ió.cr:~1c.ioncs: 

cero 

( 2.lX + 
(n1 x + 

(°1_X + 
( n3X + 

bly)3 

bl y) 2 ( 8.2X + b2y) 

bly)(2.2~ + b¿Y)(~3x2+ b3y) 
b,y)(ax + bxy + cy ) _, 

4.13( 8) 

y 2 b 2 r.x + xy + c~r son irreducibles en 

íiZ [x, y] ªix + biy y ªj:;: + bjy linealmente in de-

pendiente i f j y t;.i 1 b. cj ' 
!l 1 b 

' 
c ,:;. r¡z 

l. 

i = 1, 2, 3 j = 1, 2, 3, 4, 

2 . 2 Q 
Como ax + bxy + cy es irreducible en /l . ...._[x, yJ 

en r[!_ C.x, y] pueds expresc.rse en la forma 

( o<.._x + {J y)( ?f x + e) y) donde o<. , (3 ., ¡ y cJ 
son nÚ!n.eros complejos ; como ~, b, e son resles, entonces 

neces;::.riamente '/ = ;;;:¡_ y c.f =¡s por lo tanto: 

ax2 + bxy + e/ = ( =ZX + f y)(~x +'(S y) 4.13(9) 

Para saber -.a cual de las 5 forme.s enumere.das en 4.13(8) 

pero 

. 3 2 2 3 
pertenece al polinomio c1x + c 2x y + c 3xy + c4y calcúlense 



1 

1 
1 
1 

e .... .3 + e ~·2 . 
1 .. ·" + c .. x + et.. 

_'¡ 
O entoncc1; 

-- 1.- j raices i GTtl.C.~l es a cero 

2.- 3 raicos re:.>.lcs iu;u:ücs 

3.- 3 i·2.ic¿s :""Cal es con un:,, re·:··H.:::tid9. 

4.- 3 réiC(>3 r1.::.·~1 es di3tint·~B 

5.- 2 r:dCG8 corr.;)lCjr·s y un;i. rC'.Ü 

pF.ra Ct!dU una de ·cst<.:s 5 poc:ibilid<:•.des el polinomio será de la 

forma 

O, (~x + b1y) 3 , {~Y..+ b1 y)
2 

(a2x + b 2y), 

{a
1

x + b1y)(a2x + b2y)(c.3x + b
3
y) y 

b,y) 
.) 

rcspccti V<.'.lllente 

El conjunto de :--"ices Clc Cé:m: polino::lio en el :millo 

fÍ(. [ x, yJ de la form::: L'-i x + bi y corresponden a una 
~-recta en Í(-:i.. que ll<~Sc. ·!}or el orí~;~·n :i:·r:·l. clo rü vector 

(b
1 

, .:.oa
1
)· neciprocrn-:Hnte, c~:da vector no nu..lo en ;?¿-< 

genera una rectu aue pasa por el origen, J.r>. cu2.l re~.ul te. ser el 

conjunto de ro.ices de tin polinomio :i:rreciuciole en el anillo 

f¿ [x, yJ de 12. fori .... "lc: aix + t 1y , por consiguiente: 

L0 a :polinomios irreducibles a1x + biy y 

ajx + bjy son linec,lmcnte inde~Jcndicntes en 

K[x, Yl siempre y cu2ndo los vectores 

(ai ' bi) y 
pendientes en 

(a. , b.) 
J ,, J 

son linealmente inde~ 

y¡¿_~ 
4.13(10) 

En efecto, obsérvese aue bi f O o bj ~ O 
lo contrario se rnrnlaría la indepenciencic. liner.ü en 

pues de 

Í(0, Y.J 



1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y en 

bj(ai:r. + biy) - bi(o.{ + bjy) 

ocurre siempre y cu:mdo/ é\ 
ªj 

:i' 

y Ct·X + b.y :;0!1 
J J 

:r. fo .~sto 

o er:ui Vl'lcntemon'te 

son lincnlmtntc in~opendiontcs en 

cualquier par de polino:nios irreducibles del conjunto t "J. X + t
1
y., a

2
x + b 2Y , a3x + t 3y 3 es Unealnonto 

indept:ndien'te en C [x 1 y] 1 Si y GÓlO si 1 los de 

tenninantes 

son distintos de cero 
y 

-· 4.13(11) 

En este c:::.so (2.i , bi) (C-·;í , bj) son line:'.lmente indepcg 

·dientes en.. rf!__:i_ , i f j , 1 ~ i ~ 3 y 1 ~ j ~ 3 

Obsfrvese '.':Ue si a
1 

:a
2 

b
1 

y b 2 son números coJ,plejos 

que satisfacen 

im( b
1

) f O entonces e:i. polinomio 
2 ~ 2 

al 81_ X + ( ª¿._ bl + ~ bl) xy + bl 
0
1 y 

(véase 4.13(9)). En consecuencia si 

1 es entonces 

k1 = -fc2 o eQUi val¡;ntemente 

k3 = i.t pc. .. ra cierto número 

es irreducible en 'Í([x, iJ 
a

3 
y b

3 
son números rea-

k2 = - kl y 

real t 
4,13(12) 

-1 . 
' ¡ . \ , ........ '. 

' 



1· - ''2 

k3 = /:: ~ I =/ ~ ~~ r " "' -"" "' = 

= ~ bl - ( 81. bl ) = ~li ( i;:i ( ''1. 1\ ) ) 
Por brevedad nscribiremos k

3 
= i,t donde 

t = 2 im ( 81. -~ ) ~ f( 

si 

Observaci 6n 

Si ªi y bi son números reales /1 i = 1, 2 1 3 
entonces lo. .asever>.\Ci6n hecha en 4.13(11) sigue siendo válida, 

en 6stc ca8o, i f j entonces lQs p~rejas aix + biy 

ªl + bjy y (ai ; bi) , (aj , bj) son linealmente indepen-

dientes en 1f..Jx, y J y f(<- respecti vumente 

4.13(13) 

El &rUPO de me.trices invertibles en el campo de los 

numeres reales, el cu~l se denota como Gl(2, ~) 
induce un~ e.cci6neen f2. </ 

4.13(14) 

En efr;cto, si P{x, y) - 3 2 2 c Y3 - c1x + c2x y + C3Y.Y + 4 

A= (: :) A E:- Gl( 2 1 'RJ entonces 



A. ;i(:-:, y)= P(J,(::, :r)) '-" :'( :: + b;: e'"+:]~') 
3 , 

·- ('\ l { . ~: t ~;y) e¿ ( ,., :-: + :~y)(. ( e y: + rl;r) + 

+ e J ( u: + by) ( e Y. + óy) 
2 + e~ ( ex + c1y) 3 

r-;J-:/., 

ComiJ A inr:hce en ¡/<_ un c:c:bio linc:1l de coordcn:~th~s, 
entonces :p(A(x, ;y)) lic:r:v.~rnr.ntc ec ·J.n ~iol_inoi.:üo ho:~.og[:1·'.)0 lle 

gr2.do 3. Ahor:>. bie:1 ;c,i A cr; la r:··.tríz iC.enüú•·d, Cen1'onccs cle.ra 

mente A. p(:·:, y) = :1(:·:, y) y }! AB <=: Ul.(2, '¡!~) ::e ti;nc 

(AB). p(x, y)= p((AB)(x, y))= p(A(n)(:·:, ;¡))por o~rz, p~n·to 

A • (B. p(x, y)):::: A. p(E(x, y)) ".: p(A(;1)(:-:, y)) 

por consigi.ür:ntc 

(AB) • p(x, y)= 1'. (B. p(x, y)) por lo t:n1to _·Gl ( 2, 1<, ) 
induce unn. acción en ¡,¡~/ M~ y como !i.~ / M~ 

"- L. 
es i:oomorfo a :J(' 

.1 or el iso!norfo r:ue ::;;oci:i <1 c:,d1~ po l ino;nio 

3 ') ? 3 
p(x, y) = c1x + c'¿x~y + c 3xy- + c,~Y el p1mto 

( c
1 

, c
2 

, c
3 

, c
4

) de ff("' entonces Gl( 2 1 f( ) induce una 

acción en 7it'; obs6rvc.se nue ~st--. <!Cción asocia ul polinomio: 

A • p(x, y) 
2 

e" ( ~'-X + by) (ex + dy) + ,_ = Cl ( 8.X + by) 3 + 

+ e 3 ( u.x + by)( ex 
2 - 3 

·1- dy ) + e 
4 

( c x + dy ) 

el punto 

cla3 + º2ª2º + º3ªº2 + º4º3 

+ c
3
(2ucd + bc 2 ) + 3c 4c

2
d 

+ c
3
(ad2 + 2bcd) + 3c 4cd

2 

e a3 
4 

4.1.3(15) 

3c
1

a 2b + c2(2nbc + a 2d) + 

3c1 ab2 + c2 (b2c + 2abd) + 

3 ? 2 c1 b + c2b-d + c
3
bd + 

4.13(16) 

.•:¡ 
;¡ 1 

\'~·1 

· .. ,~,,,='::,¡ 
1 

1 

1 ' :, 

1 



...... 



Lema 4.14 

En 
11> 't 
)t-... existen 5 6rbitl:.~; bajo el crn8o 

con.o 'Í(.'I eo isomorfo <tl csp<,cio vectorial de po1-inor.üoo ho:n,9_ 

·g6neos de ái-ú10 · 3 en 2 v<.!rh.blcs, entonces cada l1unto de ')(_Y 

ce ec;iuivdcnte, 3 uno y s61o uno, de lo<:; 5 polinomios siguien 

tes: 

l.- El polino;:Jio. idéntic:;_rnt..ntc Cé'ro, cuyc.. 6rbits:. es 

de dimensión cero y coc1imensi6n 4 

2.- x 3 ecrmcn unbilic2.l cirr:bólico, cuya 6rbi to. es de 

dimensión 2 y de codi~ensión 2 
3.- x2y t;e:nnen rnnbilicrtl p<·:rc~b6lico, cuya órbita es 

de dimensión 3 y de codimensi6n 1 

4.- x3- xy2 germen umbilical elíptico, cuya órbita 

es de dimensión 4 y cotlimensión cero 

5.- x3 + y3 g0rrr.en umbilic:·.l hiperbólico, cuya órbita 

es de dimLnsi6n 4 y codim~nsi6n cero 

Demostración 

Como f¿[x, y J 
entonces cBda polinomio 

puede Cl'flrcsarse, salvo 

formas siguientes:. 

es un mlillo de factori2aci6n única, 

p( x, y) homogéneo de grado 3 en fC.[x; ·y) 
constantes, en una y sólo una de las 5 

1.- El polinomio idéntico.mente cero 

2.- ( a
1 

x + b1y-) 3 donde a1 x + biY 1 O 

3.- (~x + b1y) 2(a.2x + b2y) donde 

4.-

a
1

x + b
1

y y a2x + b2y son linc~lmente 

independientes en íKJ!., yJ 
(°1_ X+ b1y)(~:2x + b2y)( a3X + b3y) donde 

aix + biy y ajx + b.y· son linealmente 
J 

independientes en f((x, Y_] Si l~ic(jS.3 

... 



• 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

5.-

i:trer.iuciblc en 12..[x, YJ C'.1 h, C (: 'íí?.._ 

( ~ / k ( 2i_ X - bl y ) + bl / k ( e1 X + bl y ) ) 3 ;: 

= ( l / k{:·~ + bi):;: + 1 / k(-e1 b1 + b1 <1_)y) 3 = 

= (kx / k)3 = x 3 por lo t~nto (u
1

x + b
1

y) 3 

es equivnlcntc por 18. dcr2ch2, con el polinomio x3. 

Caso 3 

independientes en f( [x, y J entonces el determinante 

es distinto de cero y la matriz 

pertenece al grupo GL(2, 'R..) por 

es un cambio lineal de coordenadas en fíZ que satisface 



b, :r) + 

= (1/ k 3(2:1_ b2 n~~b1 )x + ·-:·:·~,-:-.:':-o::::-,_:,~,,~_!: 
+ 1/ k3(-é\ b1 + b1a1 )y) 2(1/ k

3
(a

2
b

2
- b

2
a

2
)x + 

+ 1/ k3(-a2bl + ª1b2)y) = 

= (l~3:/ 1::)2 (k3/ k3) = x2y 

2 
por lo ts.nto (8J_X + b1y) (22x + b2y) es eguiwüc·nte por la derecha 
e on el _iolinomio x2y 

Caso 4 

Si 1 ~ i .( j ~3 

entonces los polinomios 8 a
1

x + biy y ~Oll 

linealmPnte independientes en ·-:. 
l<-.[x, y J y de acuerdo al 

apartado 4.13(13), se tiene que los determinantes k
1

, k
2 

y 

k3 son distintos de cero, en c·onsecuencia la matr!z e, k2 - b kl ) R.) 1 
pertenece al ~rupo GL(2, ya que 

-a2 k2 ª1 kl 

t b2 - k bl ;- r-"; l 

- kl k2 "' k1 1 k2 r k
3 

1 Q 
-k ª2 kl ª1 -•2 ª1 2 

por consi~uiente 

(u, v) --P(b
2
k

2
u - b1k

1
v , -n 2k2u + a

1
k

1
v) (u' 1 v') 



resulta ser lln 
('_' •'/ 

crn~hio 1 j ne? l. de <'O•crrl<>n<•d'< s Pn /!(' qu" 

ce: 

a.u' + b.v' 
l. l. 

entonces para i=l, 2, 3 se obtiene respectiv"m~nte que 

a) a u' 1 
+ b v' 1 (alb2 ª2b1) k 2u k 2k

3
u 

b) a u' + b v' (n2b2 - 3 2 bl) k
1

v -- k
1

k
3
v 

2 2 

e) a u' + b v' = (a3b2 - ª2b3) k 2u + (alb3 - ª3b1) klv 
3 3 

= -k1k
2
u - k 2k

1
v = -k1k 2 (u + V) 

4 .14 ( 1) 

Sea k .¡ o entonces 1' motr!z (: _ .. ) induce el 

·coordenadas (x, J) ---¡.'? ( k + k k k ) = (u, V) en·· 
X y X y 

por consiguiente la composici6n 

(x, y) -D (u, v) ---V (u' , v') está definida por 

= 

cambio 

9(~ 

el producto tl' ·"~( kk) cuyo detern1inliinte es 

-a2k2 º1k k-k 

-2k
2 

kl k2 k3 / o 4,14(2) 

En consecuencia (x, y) ----V (u' , v') resulta ser 
oz 

un cambio lineal de coordP.nadas en /~ 

De los incisos (a), (b) y (e) la sustituci6n de 

u = k + k 
X y 

V = k - k 
X y 

y haciendo 

de 



a 1 (~\u' +b
1
v')(n

2
u' +b

2
v')(a

3
u• +b

3
v•) = 

:."': ·~·"':"" •"-::·~ ' 

(k k
2 

k
3

)(x + y)(k k
1 

k
3
(x-y))(-2k k

1 
k

2
) x = 

~ -2k}(k
1 

k
2 

k 3 / x(x ~y )(x-y) = x(x +y + x - y) = 

== x3 - xy2 

por lo tonto (a
1

x + b
1
y)(a

2
x + b

2
y)(n

3
x + b

3
y) es equivale1\to 

3 2 por la derecho con el polinomio x - xy 

Caso 5 

La primP.r:::i parte es análoi!;a al Caso 4 con las siguien­

tes consideraciones: 

y a bC-fÍ( 3 , 3 

entonces 

Como a
1

x + bi~ y ajx + bl son linealmente inde-

pendientes en t:!. [x, yJ pa ri¡ i .¡ j 
' ent~mces los de ter-

minan tes kl ' k2 y k3 son distintos de cero ' pero 

k
1 

= -k2 o equivalentemente 

donde t f- ~ (consulte 4.13(11) y 4.13(12)). 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y i(blkl + b2k2) = i(blkl - blkl)'"" 

== i 2.:(2 im (b k ))= -2(im(b k )) é: íT( 1 1 1 1 

onálot";amente 

adem~s los determinnntes 

i ¡ k ik /= -2ik2 

k - ik 

son distintos de cero, si k J O 

l'or consieuieute, si se susti tu:ve el producto de matrices 

que aparece en 4.1~(2) por el producto siRuiente 

4,14(3} 

.0:<.. 
se obtiene el sieuiente cambio lineal de coordenadas An ]', 

ªi (-k(blkl - b
2
k 2 ) U + ik( blkl + b 2k 2 ) V) + 

+ bi(k0a
1
k

1 
- a/

2
) u - ik(a 1k 1 + a 2k 2 )v) = 

= k(k1(albi - aibl) + k2(aib2 - ª2bi)u) + 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

eatonces p:irs 

a u' + b v' 
1 1 

a u' 
2 

+ b v' = 
2 

ic:l,2,3 oe obtiene respectivamente 

u - iv) 

a u' 
3 

+ b
3 
v' = -2k k 1 k 2 u 

Luego entonces si k = -1/ ~-1---;;k 3 )2\ entonces 

(a u' + b V' )( 9. 'U 1 + b V, )(a u, ~ b V' ) "' (u + i V ) (u - i V)( 2u) = 
1 l 2 2 3 3 

2 2 3 2 2u(u t v ) = 2(u + uv ) es decir 

(ax2 + bxy + cy2 )(a
3

x + b
3
y) f'J 2(u3 + uv

2
) o equivalentemente 

(au' )2 + bu'v' + c(v' )
2 

(a
3
u' + b3v') ~ 2(u

3 
+ uv

2
) 
4 .14 ( 4 ) 

Obs6rvese que k E ~ -k k t:::- 1í( 
1 1 

2 . 2 2 'ÍÍ) 
y k 3 = ( i. t ) = -t 6 11 \ (consulte 4,13(11) y 4,13(12)) 

Ahora efectúese en 1í(~ el si~iente c~mbio lineal de 

coordenadas (u, v) ----ll (u, VT v ) pnr~ obtener: 

2(u3 + u/) 
rv 

2
( 3 ( 11:-

3 
2)) ~( 3 ."l ?2) 

· U + U J 1, V , = ¿ U + '.JUV 

' 2 2 ~ 2 
( 2U.. + 3 (U V - U V) + jUV 

3 2 2 3 ( u + ju ·v + )uv + v ) + 

( 
3 ' 2 ' 2 3) ( )3 ( )3 + U - .)U V + .)UV - V '~ U + V + U - V 

El r.iembro clero cho de ésto igutüdod sugiere el último 

cambio lineal de coordenadas que hay que efectuar en fí(,~ 



p<•r:l obtener lo equivalc,ncir1 r·c•r la derecha de los polino¡r,los 

(ax 
2 

bxy e/) (a 
3

x + b3y) x3 3 11ste c::>r.ibio + + y + y es 

(u, v) --tJ (u + v, u - v) "' ( x, y) 

Bosta el moi:rnnto se ha den:ostrado que 

(o, GL(2, ~)) 3 G J,( 2, '.Í( ) ) , 2 
GL(2, ¡·()) , (x ' (x Y, 

' 
(x3._ 2 G T,( 2. 'RJ) ( x3 + v3 G T,( 2, ·«_)) el mfoiero xy , y " , es 

total de 6rbitas que se obtienen en 1.1~ / l'4 
''2 

Al considerar l~ acci6n del-. c;rupo GL(2, Í() en 

M~ / M: la dimensi6n de cada una de éstas drbitas est~ dada 

por la diferencia: 

donde 

dim( GI,(2, f(_)) - dit.1(H (2, K)) 
p 

p es un representante de la 6rbita y H (2, f\) 
p 

4,14(5) 

es el estabilizíldor de p , es decir, el subgruno de GL(2, Y() 
que consta de todss las matrices A <=- GL(2, R,) tales que 

A • p = p 

H (2, fi() 
p 

; por brevedad se escribirá H 
p 

en. vez de 

'',·• 
.··.~ 

\Y. 



C~lculo do Estnbi li;-adoreu de los Polinomios 

O X
3 2 3 2 3 3 

, , X y 1 X - X.y y X t y 

Caso 1 

Si p es el polinomio idénticflmen te cero, entonces 

}! A é GL(2, Í() se tiene A • :) = O por co1rniguiente 

H = GL(2, K )¡ luego entonces la dimcirnión de la órbita del p 
polinomio id~nticr~nnte cero coincide con 

dim( GL(2, Y\) ) - dim H
0
= 4 - 4 = O 

Caso 2 

Si 1'.)(Y., y) = x3 y A ={o :) C'' unA matríz invertible " 

natisface A • p(x, Y) = x3 entonces de 4.13(15) y 4.13(16) 
se obtienen las 4 ecuaciones si¡:uientes: 

ª3 = 1 
? 

)a'""b = ;') 

3ab
2 

= o 
b3 = (') 

que evidentemente tienen la solución Q=l y b=O por consi-

guiente: 

H 3 
X ) A é GL( 2, ~ ) / A = (: : ) 

en consecuencia dim( H 3) = 2 
X 

por lo tanto la dimensión de 

la drbita del polinnmio x3 es 4 - 2 = 2 

en 4,14(5 ). 

según se propone 

que 



Caso 3 

Si p(x, y) 
2 

:r. y y A ,..,(~ b) 
c d 

es una r.atríz invertible que 

satisfnce 
2 

A , p(x, y) = x y entonces de 4.13(15) y 

4.13(16) so obtienen las 4 ecuodonee sie-ilientes: 

1 
2 

ec. "' e 
ec. 2 2nbc 

ec. 3 b
2

c 

ec. 4 b2d 

ec. 2 --fJ a I O 

ec. 1 ---0 c = O 

Sustituyendo 

si y s6lo si, d 

ec. 4-l> b = o 
por lo tanto 

= o 
2 

+ o d 

+ 2abd 

= o 

pues 

C=Ü 

1/ a 
2 

ya que 

1 

= o 

a(2bc + ad) 1 entonces 

en ec. 2 se obtiene a
2

d = 1 

es decir a / o finalrr.ente, 

d f o b=c=O d = 1/ a 
2 

y 

~ H 2 = 
( xy 

A E GL( 2, R. ) 

luego entonces (dim H 2 = 1) por lo tanto de acuerdo a 
X y 

4.14(5) se tiene que lo din1ensi6rlieln 6rbite del polinomio 
2 

x y es 4 - 1 = 3 

Caso 4 

Si p(x, y) = x3 - xy
2 entonces procediendo como en 

los casos 2 y 3, se obtienen los 4 ecuaciones siguientes: 



I_ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

:~:-~ .. 

l ª3 
2 

1 ec. - :i.c ··-

2 
2 2 

ec. 3a b - 2:icd - be o 

ec. 3 3n.b
2 - 11d

2 - 2bcd -1 
.. , .. .,.-,_, __ .... 

.. - .... ··~"·~ ,.,,--.-·., 
b3 bd

2 
ec. 4 - = o 

de :ir:. 1 y ec. 4 se infiere que (a I O y lil + c /10) y 

l-= 3(n+c)(n-c) y ( b " O o b :!: d O) y a que 

o = b( (b+d )(b-d) ) 

ec.3 

O d= + 1 e:.: Y 

2 
--o -ad 

2 
-1 ¿==..>ad = 

4-..14 (6) 

En efecto, 
l(ec. 3')¿_.--,)ad .¡.O 

entonces ec. 2 -V c=O en consecuencia de ec • l y 

ec. 3' se concluye a-:1 y d= .± 1 b 1 o y 

b = d (b=- -d) -/ a = -1/2 

C= 3/2 (e= -3/2) y b=d= ;t 1/2 
(b= -d + 1/2 

4.14(7) 

En efecto, como b=d( (b= -d) y b / O entonces al 

fectorizar b en la ec. 2 se obtiene: 

3a2 - 2ec - c2 :: a2 - c 2 + 2a (a-c) = (a-e )(a+c+2a) = 

2 2 2 2 = 0(3e + 2ac - c = a - c + 2a(a+c )= (n+c )(a-c+2a) = 

= O) ¿ - )> 3a + e = O (ja-e = O ) y~ que a ! c .¡. O 

en consecuencia c = -3a (c=3a) (ec. 2') sustituyendo 

éste valor de e en ec. 1 y ec. 3 se obtiene 



----------------------

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

l ª3 
2 3 -l/?. .,, - ac -- -Sa a = y 

2 -4b2 (-l) 8ab e: ·-
b

2
(3a 2(-.)a)) 

·-1 ;: - a -
2 

b2(3a 2( 3a) 
2 -4b

2
) 

;: - a + ·- 3ab b 

= 1/4 
b = :: 1/2 

de ec. 21 se obtione 
e~ 3/2(c ~ -3/2) ~·or consit:ui·:nte 

de :i.14(&) "J Ll4~7) re 'infiere l".UC 

Hx3_,; ~~ ~) .( ~ -~) .(~: : ),t: _;J, (~ -~:r~ ~) 
en GT,(2, ÍÍ(._) es cero, 

y coPO la deffiPnni6n de H 3 2 - X -xy 

8ntonces de ocuerdo a 4.14(5) se tiene que la dimensión de 
3 2 

la órbita del polinomio x -xy es 4. 

Caso 5 

Si ( ) 3 + y3 entonces procediendo com~ en 
p X, .Y = X 

el Caso 4
1 

se obtienen las 4 ecuaciones siguientes: 

ec, 1 ª3 + 03 = 1 
2 2 

ec. 2 3(a b + e d) = o 
2 2 

ec. 3 3 (ab + cd ) o 

ec. 4 b3 + d3 = l 

A --(ªe bd _\. 
Recu~rdese que } es una metr!z invertible e~ 

tonces ad - be f O luego 



1 
1 
1 

/ 
2 2 

1 3 (a • o e. 3 - b • r· e • 2 ) .., ne d - be d .·: e r1 ( 2 d - be ) o 

Ri y s61o si, cd~O , co~o od - be J O entonces 

C=O y d=O no ocurren si1nul t:1rH!'1mP11te, en consecuencia 

o d:::O, 

Si c~o entonces ecuaciones 1, 2 y 4 i~plican 

res'!)ecti vamen te a=l , b=O y d~l en tanto que a~o 

entonces ecuaciones 4, 3 y 1 implican respectivamente· 

b=l , a=O y c=l. Po1· consiguiente, el est:Jbilizador de 

x3 + y3 consta exclusivamente de las motrices 

y pot lo tanto, de acuerdo a 4,14(5) 

se tiene que la dimensi6n de la órbita del polinomio 

x3 + y 3 es 4 ya que dim( H 3 3)= O 
X +y 

o 



- .. , 

;:>cr:.n r(:;.:, y) 'J :::(::, y) po!.ino::dos con tt·n.ünos óc ,:;r:.do 

ffi[lj'Ol' O igu:-.l '.il..Hl' Jr-2 ,e;~ (X 1 y) ----<> ( U 1 V ) r.:s m1 Có·.:nbio 

·de coorden2.das en íí(.1- donde u :::: X-r( X, ~r) ... 
Sf y-s( x, y) r( Xt y) 1:-1_-i i-1 V k 4 V ::: ·:,r - {;J. :?ci X y -~ 

entonces el !1o1inorr.io r(u, v) pncüc e:·:·n-cr:·ti.rs e en lr. forme. 

r( x, y) + t( x, ;';r) donde t con ti en e cxcl usi vr:mcntc a terminas 

con monomios de ¿:rntlo ef;tr·ict;_;m.::ntc m:;yor ~ 1 ue k • 

Bn efecto, r( u, v) es por defi:1ici6n z °'i (x _ r)lc-l-i (y _ s)i-1 
i=l 

Los fac·torcs (X _ r)k-1-i 

contienen a un SWIJ[·ndo ele l~·. forma 

xlc-1-i y i-1 y rcspc cti vamcnte 

y (y _ s)i-1 

en consecuencia, el 

polinomio r( u, v) puede cxpres~:rsc en la fonnn 

r(x, y) + t(x, y). Los términos c,ue "pe.rocen en lcl polinomio 

t(x, ·y) contienen productos de potencias de x, y, r y s : 

por :'.connic;ui(;nte, el gr'é.dO de ~ste f<,ctor es m::i.yor o igual 

que 1 + 1 + k - 2 + k - 2 = 2k - 2 > k por lo tanto 

jk ( t( x, y) ) = o. 

. ----~ 



......... ..---------------~ 
Se:" P(1:, y) un polinomio 0n el :nillo de f,_cbri::::·ci6n 

_______ u'ro' C" _____ r¡,_) [>-., '.'J ,. k · l 4 ______ . _ _ - t'\ • E>l. es ;r.:-yor o l[iJ.c·. ~:ue y 

~~=-~~-~•.:jk:_:l(';-)·~ x2y entonces exioten 2 por>ibilidades: 

F-
1 
I_ 

1 
1 
1 
l. 
1 
1 

t."1. nolinomio P es cnuiv:.lcnte por li'.i dcrcch2. con el 

1
-. . 2 + k -

po inomio x y _ y 

o 
P es equiv:ücnte por la derecha con un polinomio P' 

y jk(P~·) = r_2y 

Demostr;;.ci6n 

Por hipótesis, jk-1(P) = x
2

y 
entonces el polinomio 

P ( x, y) es de la forme!: 

¡:::-/ 
x 2y + uxk + f!,

1 
ªi ;.i~-i y1 + b/ + ( thminos que contienen 

monomios de grado estrictrn!lente mayor cue k) 4.15(1) 

Sea ( ) /2 
1:.-1-i i-1 

r x, y = 1 i=l ªi x y Como k~ 4 . 
entonces r = r(x, y) resul ti1 ser tm polinomio de erado 

k - 2 ?- 2 que sr,tisfnce 

(O) = O en consecuencia 

(x, y) ---0 (x - r , y - axk-
2

) = (u, v) 

a:<. 
resulta ser un co.mbiO ele coordenndas en #::. 

CJ.J:L (O) = 
é) Jl 

(O) = l y ~..bL- (O) 

J 

4~15( 2) 

= {i)v 
ch: .. 

(O) =0 ~ 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

ob·ticne un )<)li.no:::i0 P' en l:,s v:,ri«.blct; 

cquivulcntc por l:~érccha con el ~olin6mio 
si¡;:uicntc m;,11erc.: 

:r. '¡'y 

P definido ele ln 

1c- í 
'1 ) 2 k ;?_ rt. uk-ivi + b "k .L ( t ,,r"""l. no".-p \ Y.

1 

Y ::: U V + f'.U + i:::l .. 
1 

V- .- t: .m , < ue 

contienen monomios de grrcdo cstri.ct<.!lllente mayor 0ue k) 

Corno r es un polinomio homo¡;6nco de 3r<:ct10 1c-2 

entonces: 

1 
)2 ( k-2) 2 2 k ( - Ilc) \ x-r y-ux:- = x Y- xyr-P..X moo 

( :>:...r) (y-ax1c- 2) (r+s) = xyr (mod Ik) 
k k k 

(x-r)1c::: xk + ;=-1 r + .••• + 
r ::: x (mod I ) 

análogamente 

( 
k-2 )k k ( d 1k) y - a.x:- = y mo 

Por consiQ.1.iente, de lo. 

observc.ci6n 4.14( 8) se deduce que 

P'(x, y) = (x-r) 2 (y-axk-
2

) +· a(x-r)
1
' + 

+ 2(x-r)(y-ax1c-2)( r(x, y) + s(x, y) ) + 

+ b(y-axlc-Z)k + (términos 'lue contienen monomios de 

grado estrictamente mayor one le) ::: 

::: iy - 2xyr + bl + ( ténninos 0ue contienen mono-

mios de grc.do estrictruncntc muyor r:ue k) 

por lo tanto, P' ( x, y) = x2y + bylc + ( tfrminos que contienen 

monomios de grado cstrictnmente mayor que k); y de acuerdo a 



los :·.p·rt::dos 11. l.~( 1
.), 4.1-5( <!) y I¡, l ~~( 3) ~;e r:c:Lcc rue: 

el nolinomio P es enuiv:,1.cnte uor 1:. dercchn con el 
• r¡ • k 

polinomio·--·-P'(x,-y) = x'-y-+ by· + (ténninos·_{]ue con-·-

tienen mono11üos de er·<~do estrict::uncnte m:cyor l;ue k) 

4.15(4) 

En concccucncia, si b=O entonces p rJ p' y 

k 2 
j "( p 1 ) = X y• 

Si b f O entonces 

esta cnuivulcncia se obtiene 

al efectuar el sigui0:1te cr-mbio de coordc;m,das 

(x, y) --'O ( X/ ful ~'lbT Y ) pero 

es lc-detcrmin:·,ao, sccún se muestra en 4.16(1); 

y del Corolario 4.10 sis deduce oue /(p') es equivalente 
. 2 + k 

por la derecha con el polino . .iio x y - y • 

. Finalmente, de l;.15(3) se.concluye que el polinomio p 

es equivalente por la derecha. con el polinomio 

x2y :!: l. 

o 



l.- ? ,.-...) ! 

1. !'..) "; 

":"' ...... ~ 
- J 

r¡ :'"'"' :;.-;;:-. ::::'.! •", - -

\ 

r' } = ..!. 
i 

.. , 
polin~=ia p(x, y) = x~y + 

td. e1J1. ~,;fi ter~: 

l.-

2.-

') .J.-

p rJ ./-y + y4 

+ y5 
p rJx?.y 

rJ.Jy + 1- ¡.- ~ 6 
p - . ,.... si~mpre y cuando el 

polinomio p se~ finitG.!Ilente dctennin~ao, en e~ 
so contrario, .del corolario 3.2 se deduce que 
el gennen 1 == Q + :P -no es fini tamente dete_!'. 

minado y por tanto pertenece a la variedad reul 

nlgebrúica ¿" (,, 

Ahora bien, el ideal Jacobiri.no de ./y + yk est6. ge-

nerado pol' 

2xy 
1 

x + lc(y'-1)) < 2 J es decir 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Pro~osici6n 4.16 

donde o ~ Q 2 . n- ' 
].l(X, y) = x2y + ( t6rminOS '.lUe cÓÍÚfeÍÚ!n"f:}o~oinfos·'·c1e"g~Í~aa.o·· '""'''e-.~c.,.,_.~:~ 
cstrictuncn te muyor 'uc 3), cntonc·JS hny 3 posi bilidadcs: 

Sea Y(=o.+P 

x2y + 
~ 

1.- ? rJ q + 
..,. en éste ce .. so cod( 1 ) 4 

- y 
= 

2.- '( f\..) q + x2y :t y5 en 6ste cr.so cod( 1 ) = 5 

3.- 7 pertenece u la variedad re<>.l rücebr:1tico. ¿_1 
{, 

Demostración 

El Lema. ilr,15 r~firma riue el polinomio, p(x, y) = ·x.2y + 
+ (términos que contienen a los monomios de era.do estrictamente 

mayor que 3) satisfacen, una y sólo una, de las 3 posibilidades 

siguientes: 

1. - p rJ x2y + y 4 

2.- p AJx2y + y5 

3 
- 1 2 + Je k ~ 6 . sie.mn_. re y cm.ando el 

.- p rv X Y - Y . 1 :;..-
polinomio p sea finito.mente determinado, en e~ 
so contrario,. del Corolario 3. 2 se deduce que 

el germen 1 = q + p no es finitamente deter 

minado y por tanto pertenece a la variedad real 

algebráica z: 
Ahora bien, el ideal Jacobiano de 

nerado por 

es decir 

.. 2y + yk 
¡. -

está ge-



Ob:::6rvr:::::c: ':uc 
!J+ 2 :-: 

·¡ 
xl~ + 

s t 
X y 

1:-l+s y ncrtcnecen al 

T.:n efecto, 

s t s-l t-l xy=x y xy y 

J S 1 lr+" 1 e 2 J 1 

Y 
e+ - -- -1/k xy·· ~- - 1 / 1 ,..,( x · + ·,,. • e- -) . xy + ... , ,: J _ ... :y • por consiguiente 

¡j (x2y + (-) ¿,.G+2 "' t k+s-1 ? + i:/-1/ ::) ,. 
' 

X y ' 
y -

' 
x- -

l/s~l y Vt ~l 
Esto sicnific:J. :ue (U2 )1c+l e (M2 ) 2 /}:, ( x2y 2: /) y 

de acuerdo nl Teorema 1.19 II se tiene que 

el .polinomio x2y ~ ":i).'- es k-detcrminL'.dO 4.16(1) 

Ahora bien, del Corol~'rio 3. 2 se infiere que la codime,g 

si6n de ·q coincide con la codimen~:i6n de x
2

y ± yk , en con-

a ecuenc:li.a si i E r.i2 entonces 

en 

por 

ya 

l= jlc( J ) './-- U.onde {.,(. (: ¡-.k+l y la. clo.se de 
/ '·2 

el esp:lcio vectorial !" / ti ( ): 2 ± yk) está &encr,~fü¡ .. ,., y 
(.. 

clases de los mono:.üos ,. x2 y 
k-2 

las .. , ' ' ... ' . y 

x2 k-1 !.l ') + :l) Ade:rró.s 
éjUe + y E (:Cy - . 

¡::-:¿_ 

si ~x + a
2
x2 + j~l a2+j yj =O (mod 6(x

2
y ± yk)) 

entonces neceso.ri~omcnte a.= O 
J. 

}l i=l , ••• , k 

4.16(2) 

Para justificar 6st~ as0ver~ci6n, 

operadores 2_ , ;v·i... , _B_ , ... , 
a~ @x2. 85 

busta aplicar los 

~ 
:·. 



( 2 
( X 1 X 1 y t .... , 

.es decir 
2 ,, 

cod(i:;+ x y: y'·) = ]( 

1.- Si k=4 

2.- 1:==5 

/·-2 $ es un~~ b··.sc de 

entonces 

entonces 7 rJri + 

y 

y 

cod( 1 )= 4 

cod( 7 )= 5 

3.- Si k ~ 6 entonces el ge:rmen 1 ;:·crtcnece 

a la vc.riedad real :•.lgcbr(:ica _¿f. -, 

(consulte 3.3(2) y Teorema 3.4). 

o 

. 't" 

,'..'.~: 

.'~ 



P:o_a::ici6n :,17 

? = q_ + p donde ri E Q · n-2 y 

P(x, y)= x3 + (thrnino;-qt~~-~o~tie~-~;1 o. los ;n~·~;;1·;s---d~-C~~clo 
estrict,;.:::icntc m:i.yo1• ·.uc 3) entonces 

1.-
o 

c.- t.1. ee:rmen 

,,<-¡. 
2-(, 

Demostrr:.ci6n 

y cod( 7 ) = 5 

7 pcrtc1;ece a la 

Coi.'lO P( x, y) = x3 + ( t6rr:linos qtL· conücnen a los monomios 

de grado rr:.<~yor o it-unl f!UC 4) entonces el polinomio P es de la 

forma: 

P(x, y) 
3 4 -, 22 ~ 

= x + a
0 

x + ~ x-y + n2x y + a3xyJ + 

+ a
4
y4 + ( t6rminos oue contienen a los monomios 

de· erado estrict2mcnte mayor· cue 4) 
4.17(1) 

Supóngase que a
4 

f O entonces al efectuar el siguien-

te c2J11bio lineal de coordenafü0.s (x, y) ~ (x, v) donde 

v = ax + y y u = <'-/ 4a
4 

, se tiene :::uc el polinomio P 

puede expresi:;.rse en la.forma: 

P(x, y) = x3 + 3x2r (x, v) + aáv4 + _( t(,rminos o.uc contienen 
a los monomios de ~rado eatrictamente mRyor riue 4) donde 

2 _, 2 
r(x, v) = b0x + ~xv + b2v 

bo = l/3(a
0 

- a~ + a2a
2 

+ a4
&4) , b1= l/3(a1- 2o.a2 + 4a3a4) 

y b
2 

= 1/3 a2 - 2a
2

a4 



1 

1 

1 
1 
1 

1 •) 

:-:..) + :,x'· r + :-,- ('2 + lJ ·- -,. 3 + :· -) 1, ( · - ·1 ·' I t,) ~ ~· -· "'ª J.... ··'· \...6. 

y 
entonces :ü cfr:cti.iar en t,.17(2) el ::;Lr_1i.icntc c:.'::tbio de coor-
dcn::::.das (x, v) ---{)(u, bv} donde u·::: x+r···-:··1-· r- - como·:c.-:·:::: ... :::'~":o·ci".·~ 

se pro11onc en 4H7( 2) y b = 1/ VTD:;T se tiene riue 

u3 + a v4 + ( t~nninos ';ne conti(;nen a los :;wnoir.ios ele 
4 ¡;r-ado cstrict;:;¡;ir;11te !n:iyor nue 4) es C'<tüv:,lc:nte !JOr 

12.. dcr.;chc. con u3 ± v4 + ( término:'.3 r~ue contienen a los 

monomios ele erado. cstrictPsnente mayor que 4} 
4.170) 

Como u3 ± v4 es equivalente por 12. derecha con 

:r.:3 ~ y4 y como éste füti:no es 4 determinado (consulte 4.17(9)) 

entonces de t,.17(2) y ~.17(3), se tiene que 

j4( p} es ea_ui vulente por le. derech~" con x
3 

:t v
4 

por lo tanto 

1.- El [:erl!len 1 es eaui ve.lente por l:::i. derecha con 

q + x3 + ,,4 de 2.cuerdo al Corolr.<.rio 3.2, 
J 

cod( 7 ) = cod( ~:3 :!: y4) y cor:10 cod( x3 ± y4) :;: 5 

se[Ún se muestr'' en el q:is.rto.do 4.17( 9) entonces 

cod( 1 ) == 5 
Eri CL'.SO de que a

4 
=O entonces 4.17(1) se tr;msforma en 

}Cp) x3 + "'-d:4 + 
3 

== 
n:i_x y + 

x2 2 ª2· y + ª3XY3 = 

x( 2 ªox3 + 
.., 2 2 + ª3Y3) 

:::: X + º1.x y + ª2XY 
4.17(4) 

Obsérvese que el germen x
2 + a0x

3 + ~x2y + a2xy
2 

+ a 3y3 

tiene rMgo uno y pertenece al ideal hl~ , entonces si se aplica 



el 'fcorc::::-: d 1: .:c6\;.cci6n 1;.~1 , ::>e olrtie111:· '.1.11 1;«T::icn 

nue sati::.i\..ce:: 

::±!-..:-·e'~:~'"': c:'-'('x2"~· i<o}:3 + ul x2y + c.2xi + a 3Y3} º i ::: ~ .) 

1 

I· 

1 

1 
1 
1-
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y 
? 3 x- + by 4,17(5) 

De 4.17(4) y 4.17(5) se infiere ~ue 

. j 4(p) r0 x3 + bxy3 por consiguiC:l1"te jt'( p) rV x3 
si b==O 

en éste ce.so, cod(p) = cod( 1 ) = "'° y 

j4(p) AJ x3 + xy3 si 

3 Vb' ~ en 6~ te C'~so 

muestr.a posterior-rnu1te 

bfO Absorbiendo b en y 

cod( r'/ ) = cod( x3 + :>.."Y3) = 6 
en 4.17(10), en ~'.lnbos c;;,sos. 

mcdil~nte 

2.-
El germen ( pertenece a~ la vuriefü•.d real 

algebrHca -< r 
/-....{, 

o 



1 
1 Sub lema 4 .l'/(6) 

iOG·-;·;:,·l1•1l;iTO·S----x-~.¿_-C]OrldÓ . /e-<. 1 :: k Y 

C<~:ier~·:1 nl espacio veütoriíll 1,J ..ó ( ~1 )¡ 

en connecuenci&, 13 codimen3i6n de 17 coincide con el ndmero 

de vectores linenlm~nte independientes de rlichn3 clases. 

Demostración 

Por hipótesis k = det( '7 ) , entonces del 

1.19( II) se tiene que 1:k+l e ¡,; !::. ( ~7 ) , como 

Teorema 

1' 4 ( '? ) e b. ( >7 entonce3 t.k+l e !:;, ( 17 ) 
,.k+l 

por 

consir.uiente, si /"- G " r.ntonces la clase de_..,<-<.. 

r.·/ Li ( 7 )(. coincide con lo clase del cero en el espncio 

Ahora bien, todo rerrnen S 
l = le .J > +7 

en l1 puede expresRrse en 

donde /L e, r.k+l ; la forma 

~ nor consiguiente, la clase de 

jk( ~ ) en M/ /'J 

coincide con la clAse de 

1-<I ~ K 1 ) y corr.o 

(consulte 1,9(6) y 01.9(7)), 

l< j ) "' ~"(__ a-< x-<: 

'Entonces le clase de los ~mono-

mios x""" generan al fR.. -espacio vectorial N./ r-. ( 7 ); 
el número de vectores li~e:<imente indep~mdientes de ~stas 

clases es la·dimensi6n de 

si6n de 7 . 
, es decir, la codimen-



y 

En cf ecto 

entonces 

3 2 2 3 A ') 4 x y , x y , xy , y · / = M2 

De 2.cuerdo r:l Tcor0mu 1.19 1 el ccrmen x 3 + y 3 tiene 

determinación menor o iQ.lal r.uc 3. Por el Corol~!rio 1.25 

es(x3 + y3) = 3 ~ det(x 3 + y3) de óonde lé: detcrminuci6n es 
exacta.mente 3. 

· Ahora bien, del Sttblcmn 4.17(6) se __ ticnc. que una base de. 

M
2 

/ 6 ( x3 + y3) está form~:clr: por las clanes de los monomios 

x, y, xy, por lo knto, cod(x3 + y 3) = 3 

3 2 cod( x - xy ) = 3 y 3 ~ 
det( x - -x::.r ) = 3 4.17(8) 

en efecto 

,6cx3 - xy2) = <2.x2 - Y2' 2xy) = (3x2 - y2, X"J) 
como 

x4 = 1/ 3 x2 ( 3x2 .- y2) + 1/3 xy(xy) ,. 

x 3y = x2 (xy) 

xy3 = y2(xy) 

entonces 

y 

2 2 x y = xy(xy) 

Y4 = -Y2 (3x2 - y2) + 3xy (xy) 



y de ncucrdo·~-l- 1.PrJorcmw·l.l9(T}y-~!l-Corolario 1.25 se-tiene:_:"'' ···-

cue es(x3 - :·:y2) = 3::= det():3 - x/~) == 3 por lo te.nto 

det(x3 - xy2) = 3 
Ahorc:., U.el Sublema 1,.17(6) r:;e tiene r:ue un conjunto de 

gcner:·.dorcs de rn2 / }j ( x3 - ;:y
2

) est~ formado por lus clases 

2 . "2 3 ') '.O 3 de ;~, y, x , ).y, ., x , x~y, xy~, y 

mente indepcndi,::ntc:.:J en r,¡ 2 / LJ (xJ - xy 2 ) 

de 6stos, los line<~l 

ú:nic2.:1:cntc D6n 120 

clases de 2 
X1 y, X 

En efecto 

entonces 

por lo t:mto 

y 

:> < 4 X ' 

Del Teorema 1.19 y el Corolario 1.25 1 se tiene gue 

4.17(9) 

det(x3 :!: y4) = 4 del Sublcma 4.1'7( 6) y procediendo como 

en los apartados 4.17(7) y 4.17(8), se tiene que una base de 

M . / L) (x3 ± y4) cs-tá. form2d2. por 12.s clases de los monomios 
2: 2 2 3 A 

x, y, xy, xy , y pir lo t<mto cod(x: ~ yr) = 5 

y 4.17(10) 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 -

1.-1.é;.t('.",3 ·. )'.yj)-= •·. ' 1 . . - .. '~ c3C .:un ;;e r:::¡')::c.ra en e 

+ "3 
J 

[lhorn 

Por consicuicntc, del Sublcmr.i 1,,17(6) se tiene cuc leiS 
2 2 2 clases de ,:, y, xy, x, y , x y for:n·,.n lJ.n"- b:J:.JC de 

NOTA: 
La independencia liner>.l en 4.17( 7) - 4.17(10) 1 

se prueb:::. tiiguicndo U!l procedilílicnto ~mftlogo 
al hecho en tr.16(2). 

Del Lema 4.14 y de 
lris Pro)OLlicioncs 4.16 y 4.17, se 

de codimcnsi6n 
deduce que si '1 es un gcnien de rango n-2 

menor o igual r;ue 5 cluc pertenece rü ideal 11
2 

1 rJ q + 

donde 

u 
q = :;;[_ i=l 

Y1-.:2. 

2 ~ 
xi- j=u+l 

__ cod( t ) 
3 

3 

4 

4 

5 

5 

5 

5 

entonces: 

det( 1 ) 
3 

3 

4 

4 

5 

5 

4 

4 

4.11( 11) 

. _:¡ 



1 

1 . 

í:n conscc~;c.:..ci~·", to .. !o '~·:,~Ii;;~e:-i en I 7 de r:·!L:_;o n-2 

e indice n-2- (f- de cocii: ... ;i::ión ~;cnor ue 6, ;:icrtcncce, 

<>. u·1rc y :::6lo nn:-,, de l~1s 3 órbi t;;n :3i1:11.icntc:~: 

Codimen::::i6n en 17 
OJIBITAS (ver Teorema. 3.7) 

+ :-:3 + y3 G7 3 

Q + x3 + 2 G7 xy 3 

Q + x2y + Y4 
' 

G7 4 

Q + x2y - y4 
' 

G7 4 

Q + x2y + y5 7 
' G 5 

+ x2y _ y5 
' 

G7 5 

; + x3 + y4 G7 5 

·~ + x3 /; 
y' G7 5 

4.17(12)-=-

Como el indice vnria entre cero y n-2 , entonces en I7 

tenemos 8(n-l) 6rbi tas c1ue corresponden a los gérmenes de ran 

go n-2 y codimcnsi6n raenor o i,sual que 5. 

' .. _,.. 



Preparar.i~n. En la dcmnslrar:tñn de ésto Tr.nrema !H.! 11'i.li7a Pl. Tp., 

rema de Divisiñn, r¡ue a su Vf:? no rfp·'11cc d0l Tr."1rPmél de DlvisVin 



....... -----------
e,_.,, 

en una vecindnd del cer0 que s~tisfnce rlfn) ~ n, (ntnncrA n~ra 
cuillquior funci.rÍn (: í2 I> '.f-(n .. ,J fi2 que sea e·""' en 11na vrci.nrlod 

del cern, existen funcinnes 

en una vccinrh1d drl cero tali'.'S riue: 

1 ,- E cnlnci.de cnn fJD + R en uria vecinr!."lrl rlel cero 

2.- R(t,x) = 
t,í)n. 

una vecinrlnd riel erro en '~ 

es C..., en 

Consi.rlérese el pnl tnnmi.o Pk: {! x e"" .-o {! 

pk<z,'A' 

k= , ' 2' 

Po (7.' ). ) -

En pnrtlcular r.;i. 
t<. 

r•rinde 

5 .1 ( ?) 

pk ( t' )_ ) ::: tk + ?--,1:. I 

nn roli.nnmio Pk rlefini.rlo de ost.a mnnera satisface las 2 

siguientes iri11nl rL'lrles: 

rlnnrle ' ... , 
5,1(:3) 



¡<. 

A~ " (z-1J) .2 Pi_, 
A~ l 

;-1 . 
~l" ( ;, , ... , 

k: 1 1 t I 
,A i-1) 

(n efr.ct.o 

) 
,, ' 

k + ZP k-1 7. /l 

k-i.-1 
z 

r;. 1 ( ~) 

) f l.r.: = 

x,,c),, ... , l ) /'- k-1 

verificánnnse así S,1(3). 

ihnra se dr>murs+ra S.1(1\) pnr lnducci.nn s.,f1re K. Para k-:1 

el miomhro izqtd.ernn de 5.1 (tl) es 

P1 ( z I •) ) - p, (\JI :;'{ ) = ( z + )., ) - ( \J + )., ' Z-IJ 

y el miP.mhro derecho es: 

1-i n 
t.J : ( Z -IJ) p íl ( Z 1 ;¡ ) W : ( Z -IJ) 

(z-w) ( z, >. 
Po ( z, ) ' ::::- 1 

Supnnriase inducti.v:'lmrnte que 
K-1 

pk-1 (z, ).1) - pk-1 (w, )/ ) -= (z-w) :::? pi-1 (z, 
..i:: 1 

al multiplicar par w esta i~unldad se nh+lnne 

1 , K-1 

wP k-
1 

( z 
1 

) ) - tJP k-1 ( 1,1, ). ) = ( z -w) .. :? P i-1 ( z 
1 

,, = 1 . 

al simar en esta il]Wilrhd rl f<'lr:lnr 
( z -IJ) p k-1 ( z I ) 1 ) 1 B l 

miemhro drrnchn dr l~ mi~ma sP transfnrrnJ nn: 



K-1 ; - J 

(z-1J)( ;:f. r. 
1 

ít, , ;l 
_.·:= I i-

K 
( Z-IJ) ;2_ 

). ~, 

k-1 - ; 
IJ + 

~-/ 

;l k-i 
IJ 

· f:o es p r l' e is 'l •1w n t. o r 1 .,, ir. m 11 r n d n r r. r. h1 rl o S , 1 ( 1 ) ; e'"' 'n n 1 n que 

en el micmbrn izq11ier~., ne .,1i• 1e110: 

: ( ,Ak + zpk-1 (z, ¡.' ' - ( 

: f'l k ( Z, ;l ) - 1\ ( t.I t /l ) 

1 k + p /\ IJ k-1 
) ) ) 

IJ t /t :: 

en el últ.tmn paso rio P.'>tils triu1lrhc1P.S SP n¡il ir.rí 5,1(3), crimn 

~ste es el miP.mhrn izri11lerdn de c;,1 (1\) pn'•1nces 1fot.a lmialrlild rs 

v6lida para tndn m'imero .,,,+.,pil k; verif!c::~nrin~e de 6'!"- ~a rni!-r.ra 

la igualdari prnpu~sta e., 5.1 (~). 



Ton rema 'i,2 (n:nritr·1~ 1)1'" rir11T~ inri r1n¡ r '"'MT 11.) 

del cern, entnnces oxiston funcinnns n y R 

que son e<> o n un i1 \1 o e in r1 il d rl o l r. p r () ~ i1 l es 'l 1 Jll : 

1.- E(t,'J() = 'l(t,x, A ) Pk (~, ). ) + R(t,x,) ) 

y cad'3 

f2n 

también 

rlnnrle 

?. • - R( t.' x' ). ) 
K 

= :E. 
,{ .: I 

ri os f11nciñn e""' on tJna vecindnd dol cer1 en 

X 'ííZ"- Mfis at~n, si. [ 9 e,,+,ricos . FJS , -vriluada 

las funclnnos n y R se pueden eleri;r >Y( -v" 1 uarlils. 

N6tese que si [ os K -vaJ uar!a 11'1tn.,ces la riart.e ima-

glnaria do E(t,x) es nula, y ha!lbirfo c.,nsirlpr11r 1í.,ic"011P"'t.e las 

rnr+.es re'l]r?S rle 11(t,x, ,A ) y R(t,x, ~ ' y rnloncPS r.n el 

miembrn derochn rle h ocuac;ón 1 rp} TcrirPmél s.? tr.ndríani..,s Sll"laS V 

prnductos de numerns reales. 

El Teorema de División Pnlinnmial 5,? imrlica el Teorema de 

División 5.1 

En efecto, por hirót.eris D y E snn funcinnes C.,¿, en 

una vecindad r:lol coro en :;{ x ÍÍ2
11 

, La nbservaci~n proce-

d~nte y el Tenroma 5,?. garantizan la existericia de funci..,nes C~ 

taJ r!S que: 

.. i 

i 
1 



1 
1 
1 

K k-i 
:l ( t t J(' ). :: 2. \íJ ( )(, /\ t y 

¡) )=1 

K k-i 
RE ( t, )( t f ) -· .:¿ \11 ( )i, ) ) t 

_,i;I 

En primr.r 111nar se pruclia '1llP. l ll runc tñn 

d'o cero en una vecindad del coro y la f11riciñn 

odgen de 

En ofectn do 5.2(1) se tiene que: 

5.?(1) 

n
0 

es dtstlnt.a 

R se anula en el 
D 

5.2(?.) 

o(t,o) = ri
0 

(t,o, ) ) Pk (t, ) ) + R
0 

(t,n, ). ) S.'?(3) 

entonces para ) ·- O so tiene 

o(t,o) = ºo (t,(l,n)tk + ~ r (t,o)tk-i 
,¡;; I l, D 

ya que 

k 
Pk (t,O) = t (cn.,sulte 5.1(1)). 

ílhora bien, por hipóte:;is D(t,O) = d(t)tk cnn 

d'(O) f O, pnr cnnsi.g11iente al sust.itutr oRt.e vnlnr eri la ig1Jalc:'ad 

~nterinr se nbtione 

( ' k + I<. k-i 11
0 

t,n,n1t .z rtD (o,n)t 
), = I 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

ne que ri.D ro,o) :: o Vi·-,, ... , k y 

d(t) = ~o (t,o,n) c,.,m., o
0 

(o,o,o) = d(n) :/: o r~n 1.,nr,pr, nnr 

continuidad se tiene que 11 funci~n ri 0 es rlistlnta de cero en 

una veclndnd del or{gen, justiflc~n~nse ns{ la nscvrr"cl~n hrchn 

en s.2(2). 
El sl~lUiente prlso r.s aril tc:ir r>l Tri.,rr.ma do la FuncirSn 

Imnl{cita a la funci~n ~uc a~ncia: 

(x, ) ) --P ( l"1D (x, ). ) , ... ' En 5,,(2) 

sa prob6 que (o,o) ----D (n, ... , º'. 
~r 

iD (o) 

as una matriz inverti~le. En eftctn, sea 

ontoncas en alguna vecinrlad del criro se •ipne 

[
-tk + 

d(t)tk= o(t,O)= r¡ 0 (t.,n, ) ) • 

1( \ !<-i + :;2 Si( /' )t 
_¡ : 1 

nI derivar 6stn igualdad con respecto a 

~:O se nbtlcne: 

(1 = ~no 
(t,O,D)tk--\- ( ) k-j 

~ 
ri

0 
t,n,o t 

~ 

(cnmnare con s.?(3)). 

~j y evaluar en 

K d Si 
(0)/-1 :Z.. + é)). ,(:: 1 j 

5,2(4) 



es 
':'\ (t,o,o) + u sj 

-'""\---:--- ( o ) 
C) tj 

- ri
0 

(o,n,o). 

k-1 
t ' 

n equ tvn l rn t?.incn te 

En tant .... r¡11e si i 

que j ent,nco5 el cncficlnnte rle 
k-i 

t os coro 1 ns decir 

V i / j 5.2(5) 

En efecto, la primera do estas aso0or~c{,nos so deduce al 

igualar t6rminns semejnntos en 5.2(4) •• 

La segunda asnvarnci.~n hecha en 5.2(5) es una cnnsecuehcia 

de lns 2 her.hns ~i.miinntes: 

1.- ºo (t,n,o):: 11
0 

(o,o,o) -t- tG (n,n,o) 

2.- Rnlíquose el porri~~r 
d¡.:-,~ a la i.mrnldad 

~----. 
C) {: K--<. 

5.2(4) y eval~ese en t~o nnra k-i <. k-j 

De 5.2(5) se infiere que ( 
es una mritr{z tr:lr:ino11lnr infer:.nr cuyo rleter111inaJ:.e es el producto 

d'e los elernrmtns de la rliagn.-,'ll rwincin1l, es rlE>cir, 



1 

1 
1 
1 

I 
\ ,~ 

J 
(- (n,n,o)) k. 

CJ ~;_ 
--() -)-¡·---(n) = n 

1) C"'1ln 

n·~--~~ .... ~<'~ ""•"~'-

1J
0 

(o,o,o) f o SP.rJtÍn SP. m11P.~ l r·' r.n 5, 2(?.) 1 ent'l~•rPR 

O • En estas cnndiclnnrs el Tenrcma de 

la Funci~n ImplÍcita aseriura la existencia dP. fu ... ci.,nP.S e"'° 

a) 

i=1 , ••. , k que sati.sf::icen: 

r.
0 

(x, G (l(') =0 
.1 

(3 (O) =íl •.1nnde t) = < e, ,.... " ) 5 "( ) CI k .~ 6 

(v~ase 5,2(2)), ~nn 5,2(fi) í!S nnsi~le PYor·s~r a l~s fU'1C{nnrs 

IT (t.,x) = n
0 

(t,x, (} (Y.)) y p(t,l(): Pk (t, fJ (x)) 5,2(7) 

entnnces rle~r.ués ele !'ustitu{r 5.2(7) en la prhiera de las ecuaci"l-

nes que aparecen en 5.2(1) y aplicar el inciso a de 5,2(6' se obtiene 

:: O (t.,x) 

es decir 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

D(t,x~ 

e nrnn '1 Y íl
0 

coincir1nn nn nl 

en 11na veci.nrlad del cero nsto per<~i tn, al mnnns 1.,c::iJmp.,ta, 

despejar a r(t,x) en 5,2(9) rle l;:i ~i.ri1iicnl.o mn~rra: 

( ) 
D (t,Y) 

p t, )( ::: 

!l (t,Y.) 

Sustituyenrlo éste valnr r>n la ~r>!.l1111rla i.gu<>l rlad en s. ?.(1) y -· ¡j 

aplicando 5.2(6)(a) en 5,2(7) se nhtlene: 

5.2(9) o(+,x~ + R ( t,Y, 
F'. ----·------

F'innlmente sea 

e (x)) y fil ( t' )(' ::: --· ··----

6ste cocin.,te tiene sentirlo en uníl vaclndad dnl erro, entonces 

5,2(9) se +ransfnrma en 

E(t,x)::: 11 (t.,-,c) D (t,x)+R (t;,l<) d.,.,de 



~ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

R (t,l(' = 

Cnncluvondn n~[ la ;mnltcnc\An rlol Tanrcm~ rlr Olvia\~n 
5,1 a pDrt~r del Tonrema do Oiv\siAn Pnlinnml~l. 

mns antes demostrar el Lema 5.1 que es unn gcncr~JtznctAn de la 

f6rmula de Cnuchy. 

Sea G: f!. _ __.t, (! 
G:: u+ iv 

u,v: 

Si z = X+ iy , ent..,nces 

va que 
)( -: , /?. (z + z) 

y -: 1/?.i (z - z) 

es "" caTI'hio de cnnr~cn~..las. Similarmente 

CJ v --ª ~ 
Por cnnsigu\cnte 



1 
1 

\ 

i é)G ----
é)-¡_ 

5.?.(11) 

86 . d . é) . ) 
0 ~ ::-l.· ax.- r11+111' _ a-:;(.u...+ .<Y == 

= ) ;)~ i· ;_ z Q:i_ _ 2> JA _ ;_ d V _ 
ax C)x_ é)-j- . ~ -

~;~~ -~~)-(~11-~~)­
-(-F)(~; ~ ~~) = 

::.. ;._{¡(~-~V~ 1- ;(~ -1- °CJV~-:: 
\\é)~ CJ3). é)~ -z¡;_)) 

::: 2 ,¿ ~ (, 
e) 2 

. ···~~ 



'iea f: (!_ --·-V 

cirSn rle ÍÍ(-i.-v ?Zz • 

U= interlnr do '( 

v! U'l<l f11 .... r;; r~n 

Si y ü9 

+ 1 
2.1rJ. 

11na 

C""" c·""'""'S{rf1rOd:J c·irn'l fu~-

cu rv<.'l cnrr nda simnle y 

MnT/I: Si f es hnlnmni·fa ent.,,ncris 0 E . =º a'i y la ecuaci~n 

anterinr se rerluce a la cnnnctda f~rmüla rle Cauchy rara 

integrales. 

Demnstración 

r!je" w co L' ""'"""' el m< "l J •-wV'' é Y 1 
existe y P.S mavnr que cero, fllJPS z --{I 1 z-w 1 es una 

función rinsitiva de un cnmrrnr.tn ){ n 

O .C. & .:::: mln ¡ 1 z-wl / z e Y 1 íí2 Sr.a 

Cnnsidérese ~~U - V, d'lnde V es la vecindad cen+rnrla 

en w y rarH,, e . Si es la frnntera de Ug entnnces 

dnnde de'lnta la fr,.,ntera de V 

S.3(1) 



1 

1 

1 

.D -

r~5 r 1 

Pri "& n1H"~ .,,,r 11 n;i ~,n r J f! 

f1111ciñn 

) G(7.) ~z :: r ( G dv + iG rl\J ) 

ie. )'~ 

pnr el Tenrema de Green nstn es ir¡ual a 

por S.2(11) esto cnlncide con 

fim1lmrnt.e, nnr 5.2(1?) rstn n~ ir¡unl a 

por ln t.ant.n ;il sustiti1i.r G 1/ 8~ 
----~----·-

v a·'l icar S.3(1) 

a =z 
se tiene que 

s igu inn te: 



1 

l. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

z - tJ + & fl 

nsto tmoli.ca que: 2c;í 

);,,,, 1~:¡ (w +&/ª)Jo~ í 1:f {w )Je'; f {w) [ Je o :i.'if;f {w) 

(},-ilO o o 

U cnnfnrme 
t\Pnrle a cPrn Ícn~sultn rl n~rrafn nrPvln a 

s.:s-(1)~. 

P11r otra nar+e _g_f ___ es in+!'nrnhle en U y U~ 
s~ 

pues pnr hi.n<Ít.rsls f es e".° 
y 

tifo , ésta tíPtma asP11er<1ci<Ín se j11s 1·lficnrti al fi.nal dP pda 

demostración. i:nmn el prnduc+n dP fw1f'i"n8S \n+nnra'i]rs rs nueva-

mP.nte una función i.ntor¡ra'il1r, en+nncP.s o<; nnsi.1-ile anl icar Pl 1 hi 

te en la ecuaci~n S.'3(?) cw1nrio G ti_p.-.dP R cnrn 11ara -.htPrier: 

nor lo tanto 



o 

P.ira prnbnr Que f f 
-v_ 

dz .A dz OllÍSte, 

.:z-w 

será sufici~nte prnrrir n1Je f f l 
dz-" dz 

y 

existe, ya que ns hnlnrnnrfo en u~ 

-t - \)) 
y· por tanto i.ntegrahle (véase 5.3(1)). 

En priMer lwF~r nhsén1ese que si 

z = (a + x) + i (b + y) entnnces dz ..11 dz = - 2 i dx /\ dy 

ya que la derivnda dn una constante ns cnrn (cnmnore con s.2(12)> 

Ahora blen, cqda nln~onto dn V puede nYoresarse en la 

forma z = w + t y 

o ,¿ t ¿ e, - on cnnsecurmcia 

J. = ---· .z - /.,() 
__ J ___ = --~=t~!_ = ( ¿o> !J_: ; S·~ GJ j 

--t. e .,,: e c. ) 

como el determinante de la matr{z ~ue induce el cambln de cnnrde-

n·adas t cns & + i t sr.n e ----P ( t cns e , t sen f) 

es t) entnnces 



1 

1 
1 
1 

cJ-zAJ2.:: 

Como el enoono y el '""º onn intogNbloo en [o, 2 'ir] 
J_ es tntegrable en V. 

entonces se concluye que --·2 -w 



1 

1 
1 
1 
1 
1 

Demos t. r:ic irÍn 

C"...o en uria vecindad rlel cero (} y R de {' ;( íl2 11 
X e~ o... e 

t l • t "jÍ)<.. X 'ÍÍ)n X cuyas rest.rlcc nnflS n cnnJ•m n ,~, 11( 

cen lns roquisii'ns que se rldnn nn la cnnclusHn dr>l Tn.,rPmi1 de 

Dlvisi6n Pnllnnmlal, ns dnci.r: 

E(t,x) = Q(t,.,,, /- ) Pk (t, ~ ) + f'l(t,Y, ) ) v 

k k-i 
R(t,x, /. ) = 2!__ r 1 (x, } )t 

../; I 

V X 6 y 

Para conscqqi;y este nbjr+ivn es nrct>!':nri.1 evtr.ndPr a la 

funcirÍn E en·una función r : (! X íí2" X (_'/:: .--P {! de cla~P 

de esta ext.onsiñn E . La exislenciil r!e E 

adelante en el Ln~a de (Ytonsi~n ~e ~lre~hrro (Lnma s.n); nnr 

consiguiente, en la rrlmera rnrte de asta dnmnstracirÍn dnicamrnte 

se construirán las funcinnos n y R con las carncter{stica~ ano~ 

tadas anteriormente asumiendo la existencia de la funclrÍn E • 

As! pues, suprÍnqase que 

es una funcit'in C "° on un;i vocindad rlnl cern que satisface: 

E(t,x, ).. ) -= E(t,x) 

s. 3 ('.3) 

Si al fi.iar (v,).. )éJÍ2nX {!K.. 

E(z) , r(z) V p ( z' i-1 . 
cnn la si.n11i.rnte rc>nl"l r!p 



1 

1 

pnndencia: 

((z) = E(z,lC, /- ) V 
p. 

1
<z,., P. 

1
(z, j 

1..- t- /' 

del apilrtad'1 5.1 (<1) sn ..,bti.enn riue 

i 

s.3(5) 

Para justificar 6sta igualdad escrl~nse 

en la f orina 
V con el OU'!Cilio de 5.1(~) 

elCpr6sese a ~ ( t) COlllO 

:z - uJ 
i 

r (w) l< 

~-· ( "2) 
k-..1. 

~ w + 
:z - w ..{.: I 

Ahora hi.cn, por tina norte E es de clase e""° y nnr otra 1 

siempre es posible encnnt..-ar una ctJrva '( (cnmri se nrnpnne en la· 

~-,: 

· .. 

'" 

~~---------------------~ 



P(z) = Pk (7., ). ). [ntnnci~s rln-optJE~s rlP npltcar el Lema <;,3 ~ ln 

fu,.,ción E(z)~ (rz,l(, A ) ne Hcnn qun V 1.1 e IJ .. lo;_~( 'O,J.-. 

Al sustituir en esta cxrresiAn 
i -----z ·- uJ 

en S.3(5) y aplicar ]os prnrierla~es lineales rlc la lntenral se ~~ 

s.3(6) 



Escrl'1<rne nhnr<J 

5,3(7) 

Entnnces de 5.~(~), 5,3(6) y 5,3(7) se infiere que 

y de 5,3(3) se deduce nue 

E(t,x) = í!(t.,x, ') )Pk(+, A ) + R(t.,v, ) 

V .<.)11 
X G //(. v V 7'.:: e,:_ 

El- Tenrema rle Divisi~n Pnllnnmial querl~rá c~mnletarnPnte 

dernostrado una vez que se pruebe la dtfprerir:ial-it l triad de cuel-

quier· orden rle la:3 funcinnes Q y R , pnra olla es indisoensahle 

probar que las int.earales que aparecen en 5,3(7) están ~ien defini-

das y hacen de n y R. 
. 1 funcinnns e"'° • La primera de n~tas in-

teqrales que aparece en arn~as f11ricinnes O y R1 estará 'ii.en de-



::;o cncucntrnn snl1T e la curva T' , p;irFi 'nd~ 

rlad del nrígen de 

Rouch e ( v é "s B 

p ( z k • 
). ) ,,,, 

O'\ 1_!n;) \/f'I ... i ,,_ 

quo posron cooflcicntns ccrr:n"ns lPs cnrrn3nnndPn ru{crs cPrcn~a~. 

tar, es que el lnterlnr rlo T" , u 

Pk; por esta rnzAn y dPhirln a que lns intPqrandns r.st6n Acrita-

dos se req11iore qt':io las ¡iarci.illcs do c·«1lqui.F!r nrr
1
Pn do la ftl"Cl~" 

se anulen r.ri lns r:crris r'r.l r10linomio Pk y tam'"'lén 

cuando la parte imaginaria de z sna irl~nticnmP"le cern. 

tizar que las funcione~ n y íl nstán binn rlrfintdas y sean funcirines 

Este será el tema a desarrnll ar en lns ~ rPs11l tadns stnu' pnt.Ps. 

µc/1111 n .s:( 
tr,,/nr/v ¡:F 

r.f 
.:]·) 

l\ntns rlr> nn+rar on méil.Pria darrmnS la nn1·acl-Í,, que se em-

pleará on lns lemas sloulnntas: 

si ol-
es un rnulti(ndice de n cnnrrienadcis, es rloctr 

o<-= ( cx...
1 

, ••• , t:X n) dnnde 

entnnces : 



¡,< \ 

.-< 
-¡:_ 

::.. ... ....¿ 1 }- ,__..¿_ :< f-. t e<. () ,:.,.¿_ I : '-<'-, 

o( ,.::<, '-'--< ,.., 
X, • X " X 'n = -<. . ' . (]: {.> r1 X E 

:: 

doZ 1 -!- . • . f. =< n 

~- . ,,:; ,-.<:¡_---:::::·-;; 
o ::C ' cJ i.?. · · · cJ X1,., 

Sea R el cnnjuntn de multi[ndlcrs 

( o<-1 , .. •, e{ k) donde 

/ e-,,<_ \.') 
I 

,.( n 
// . 

de la fnrma 

Este cnnjunt.n es equivnlPnt.e al nrnd1Jctn r:<1r'C'sinnn rlo 1,,s natura-

les k veces y como os un prnductn finito do cnnjunh1s riurnorahles, 

entonces R as{ minmn os nurnernhlo y 

por tanto existe una blvecci~n u : R ---t }lJ que 

asocia-a cada multi[ndlce 

() ( cX. lueon enlnnces la exnresi~ri sig-
o.o 

nificará en roa]ldarl :;::[ 
(¡-{.,l.\= o 

5.3(q) 

Recuérdese así mismn que 1/ E 
n 

los anillns de riórmr>nes en cern de func\.,nes C = que "ª" de 

y 

respectivamPnt.e (ver Cn...,{tt1ln 1). Pnr 1íl ti.mn 



[ 
n {[ v1 ,. •. , v,JJ rlo...,nl;ir;1 P.l il~i 1 ln rlr srri.r~ fnrnnl P!" 

cnn cnnf1clrnlns en rl ani.lln 
[ , r· s d P r ' r 1 "~ r l f'..., ,-. ..., • ., !'i d f"' 

n 

9'1n dn la fnrma 

dnnde ns un q1~rmen rle 

o<.= ( o<..1 , ••• , =<. k' 

E n 

-<; ----o<.. 
'(, J.,¿__ 

e--< / 

V €.= 
R.;:. 

" 



La función 

nnillo E la ~rnrle forrnal 
asocia a cada qnrmon ? dol n ·r k 

efe poto ne tas :< 7~ -~~ es l tnr.a l y suprayect.i.va donde 

d.. ,;.,<_/ . 
/'>< 1 

() (x) : é) Q ( X, o\ 
(.,¿_ --;) f'- ) esto rs 

= =< 
1 

=<.. ) 
k 

V 
, ' •• t 

Demos trae irÍn 

E es el conjunto de g~rmrnos de funclonrs e"" en 

n + k 

una vecindad rlnl cero de 
Entonces nara todo 

multi!ndice e-<. o<'._:(o<.1 ) •" • • o<.. k la rP.stricci~n de 

)1 X X C) nl conjunto 

ani.llo lncol E rr 
y como las parciales de 

orit.nnces la serie for•~al de pntenci.as ¿; 
o< 

única dnr1de 

es un germen dP.l 

7 son únicas, 

7<>< _L 
""" J 

PS 

. 



l 
1 
1 
1 
1 

anillo locnl F.: 
n ·r k 

bien definida. 

l\hnra, !?1 qua Q 

la linealtrlad del nncrarlnr 

En efoc t.n, s t ? y ~ snn o/:rmt~ncs da 

r y s son realen entnncen: 

G (TQ f s ~) = ~ ( s ¡.,</::.O 

+ 

nhora, el siguiente paso es probar que 
oD 

yectiva, para ello most.rarer;ins que si ::f. ¡,,i 1 =o 

os r.ualquier elr~mr.ntn dPl anil'lo 

nn el ani.1 lo E 
n+k 

E 
n+ k 

y 

es sunra-

entnncP.S f•l(iste 



1 
1 
~( ___ ~:::··· 1 ~"X O 

,-><_,-;) . ·~.·\. . 

1 
1 

' 
ílfirmnmns quo existo 

rápido a ~ y una funcfi'in 

en una vecindad dul cero cnn las cuaJns es r,sible definir al 
germen 

7 en 11 fnrma 

•-.O 

1?..( (x.) _j_~ ?(x, ~) ,,-
-::. ¿__ 

Jo(, 1 : C> -<¡ r?ª«J) 
5.4(1) 

anillo 

Con las car~c~rr(s•fca~ ílnntarlns en S.~(1). 

Para todo mul ti Índico 

e!!janse representantes 
e 

u e 

esto 

Q/) 
ic. 

sier.inro 

representante 

cm rosifile, Yil 

, ... , ~ ) 
k 

cnn ~npnrte cnmnacto 

que si ['!><. (!S cualquier ntrn de ?~ ont..,•1cps 'l l cnrisirforar 
fo<. = g <>(. . donde 

f1inc iñn e~ rfo o r¡ 
g es una 9 

íi2 sati~facp: 
/e ----------., Que 

f 
Si 1 X 1 <: 

1/2 t g ( )() = 

o si 1 )( 1 > 

entnncen pnr cr111s t.r1icc lñn 
fo<. y º'"'- . g cnincirfon en Ia veclndnd do rílrl in 1 /2 Con con trn en el nr,ígen y f,,¿ (x) :: u si ) X 1 ~ 1 . 



- - --

~ 
'r 

n k. R e--" Sea í /C.. L> 1 jr);:) f· 11,c l•)q qu¡¡ :~ ;:i ,. l s f" e o 

si I y I ¿ 1 /? r (y) = ~o ~ ''"·''•T!.I.,,. ...... , 

si I yl > 5.4 (?) ..... 

Sea ..J.A.. un númorn estrict.f,rnr.nto maynr que y V la 

uocinrlad rle rarlin con centrn Rn el nrínen dP 

entonces para c11alqt1if!r sucesl~n que crrce suficiente-· 

mente ránldo a ~ existe "" mtilt.l.hdlr.e que saHs-

face _}).<-<.. -?-/LJ.. 

por cons ig11 i nn t.e: 

rnra tndu 

1.- ta funciñn l se cnmrinrta en V cnmn la 

funcl~n cnnstante unn, 

2.- Si Ya es un punto fijn en ent.nn-

ces f<J'-oe. Yo = o naru cnsi t.ndn t.~r-

mino rle la sucrsl~n evcen~n oara un 

número finitn de ellns. 

En efect.n, cnmo __,))- ;:, ent.nnces 

5. 11 (3) 

J_ ¿ luego si y nertenece a V ent.11nces 

J.._;J- 2.. 

y 1 ¿; 1 /2 rnr consinuiente f (y) . = 1 Jf y 6 V 



Cninn [ .)L.-.1. } 

un multi{ndico y ta 1 que 1~ 1 ~ 1 r) r· n tnr-,r:rin 

).L..: 1 y rJ \ :> 

satisfaci~ndnse a:d liJs cnndici.rinf'S 1 y? d;1.t;1s en :i.11(3). 

Ahora bien, la funci~n f,.( __ lJ~~- y 

.-( I . 
son C .,o en una vnclnrlad drl cern, r.n+,,nr.r.s l'l nrnrluctn 

f.,.. (x) r ( /!.-l. .,z V ) tamhi6n reRultan Sf'r una fun-

,,< I . 
ctñn ~ en una VflCindad dPl cr.rn: ~nr cn'1si011i.rnte 1"1 nrnrluc+ . ., 

es una funci6n diferenciable. en una vectnrtarl rlel erro para tndn 

par de multtíndlces 

'd = ( i 1 , ••• , 

Sea 

'f e y 

en consecuP.nti.a 

A~ 

esto significa que 

p=< r1'"'' pn) y 

y k ) 

si 

en+nnces ? ..J.. "!f::/ 0 

1 j 1 
¿ fl..l L _j_ - _;_..--- :z 
~Pr 

f ( .fl.z y) = VY ~ \J '( 



y \'nra t.r1(fa •A t•ll '1ue \c./... j ~ \ J" 1 
ri(')r ln ''1n to 

5.~(S) 

111 evaluar rntn ~uma nn 11=0 
se ti.ene que 

ya que de 1 .7(?' se infiere que en v~n 

Por lo tanto, de 6sta ~ltima eYpresi~n y la dad en s.~(11) 

5.11(6) --------· 



dlic to 
"'-r vZ (.,) __ y __ .. _ f ( _/J..,/, V) 

..< 1 

exlste en U ~ V, 

entoncell pat'<l todn par de mul 1.i {ndices ' ... , 
1/ '/ :: ( lÍ 1 '¿ \t. ) , ••• t tl.c>ne srntirio dt>f; ,, 1 r: 

1r 1 
c)líl e, ~ ,,.o ~ f.~ ) z ~-(X ------- ··- ) ,l(..< é) 'j 1 -' ! ( ¿ 1) 

) .,,.< I = D 
é) xP 'i • .1 (7) 

Luooo, si ne prueba que cadn 1111<1 ··'e óstas f:nrirs co..,verge 

uniformemente en una vecindad compacta del nr{aen, enlnncns se 

concluiría que la serie 

del cern y en c11nsnc111~ncl.a difr>ronciabln t1~rnii">n a t.Pr"'Í"'n, nst" 

es: 

5 ,4 (R) 



y tfo 5,'1(6) se nhtentlrfo: 

= 
= o 

"'° :2. 
/..l./;; o 

f r {:x) 

Poi."" consiqui.llnte, al traducir rr:t.ns tíl t.irnns re~ol +arfris al 

lenguaje de· g6rmonos se cnnclulr{a quo ol qPrmon definidn en s.~(1) 

en efecto resulta ser un nlemnntn rlnl anillo E crin las 
n f k 

caracter{sticas ah{ anotarlas. 

Luogo entnncos la dem,,straci.~n de 5,4 qu darti cnncl11{da 

úna vez que :Je dernues t.re la cnnvergencia uni. frirmo de la serie rlefi-

nid'a em S,4(7), 

Cnnvernencia u,,ifnrme de la serio dada en 5,d(?) 

En primor luqar nbs~rvnso Que nara tndn nuntri fijo 

( Xo ' Y(J) en u X V la serie 

"° fo<(XoJ ;¿ 
)<>< 1 =O es una suma finita, 

.,.(_ ! 

?rn5,t1(3)), 

ya que Pl factor 

casi todo término de 

( ( /-l< Yo) es trJñnticamM+e 

la sucos i.~n ¿_/-{.,1,. J ( crinsul t.c 

cero rara 

!\hora para i·nda =<.. :: ( e< 1 • • • • • D<. k ) def{n i"e la 



f11nc lr~n 
)¡( 

___ J ./- - f ( ,)l..t.. V ) 

.,,J. I . 
Es clarn r¡un nl prorluc+n 

pS C "° pn IJ'18 

cualqutnr cnniun+n cnrnnnctn ~ 1111e c,...ntrnna ;il .,r{r¡pn y que r:;t.6 

cnntenidn en lJ x IJ. 

Como lris c.,n.Juntns 

· · 1 ~ n) 
1 

)/ :: ( Y1 1 • • • 1 '/ IC) 
y·5Gf0l 

~ 0 = (~ 1 
'. 

\~l+\~l~S 

~ cf, (_el; . . . , J.) +ol icr\ 

snn fin\tnS 

y pnra tnrln riulHhrlir:e 

~~~ 1 
o<..= ( c-<..1 , ... , """< k) dr! la i;im1if'rite milnPra: 

V 



---------------------~-

H "'- = .,,;~~ ~ s_,_ • só 

s : J • .<.\ 1 IJ\ ¿ s 

nhsérvesP. qáe sl s 

es monnr n ici1rnl que 
t"' p:1 •a 1-rirln m11l ti <"'rli.c::r 

o/_::: ( o<._1 ' ... ' 

Luego si. \ cr 1 ¿ \ ....< \ 

V '6 :: ( 't 
1 

, • • •, ~ k ) y en crinsrc11r~ci.a Mc:f _::: fil..<. 

Por cnnsiguiPnte V (v, v) en una veci."'rlad del crrn 

y para cual qull!r rnr rle mul ti. ínrHcns f = (~1 , ... , P n) 

~ = ( t 
1 

, ••• , y k ) se t.i.rne 



Corno f Q(.. (Y) 

e< I . 
__ J ___ ~·~ (.,,) h ,,z (y) 

/~..z 

1-L .. 

.?-. /~-</:: l(J/ t-Jyl 
s~/p/1-/y/ 

¡o< 1 ~ 1~1 -1- I J- I 

'i.d(11) 

colnci.dP C:"ln 

pai-a tnrln mul ti {nr:!lce r...¿ lj 

}/ (x, y) en una VP.ci.nd;:id rlel "·•, pnt.,nres la~ ser{pr; 

rlef=nidas en S.d(7) arlnptnn la fnrma 

.,JJ 
¿ z_ 

/J../= o 
j 

5,4(1?.) 

Para r-rnhilr la convPrciP.ncia u.,i.fnrme de la pri.mr.ra r•e e!'\tas 

series, ser~ suficir>nte rrnf.iar r¡ue rara r:•rnlqulE>r rar rle roul ti ~n-

d'ices f = ( p 1 , ••• , f n )/=(Jl1·····Yk), 
la senunda de e~tns snries cnnvr.roe ah~nlu•nrnnnte, es dnctr, se 

prnbarií que la sr>rio 

¡ \l~I :JI~/ I 
C) f.1. C./ h.,(_ 
---{x) -~l~) 
e) y_r e) j ~ . 

es converr¡r.>nta V (.,, y) C'n unn \/f'C \.,dé!rl del cr.rn. 



1 

1 
1. 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
.1 
1 
1 

a fin rln nhlpqpj' 

+-

La primera sumn que nrarrr.e en am~n~ ~inmhrn~ •r:le ~~to drsi-

en el análisis do Ja C'1nVPrnenr.in 11n i fnrnie r:le 1 n ''POI! da sc>ri P rli:irla 

on 5,4(1'.?), 

Pnr cnnsiqt1il'ntn, si se nru,.,ha r¡ue la ... i>rie 

/..<. I :: I ~ 1 + I 6' 1 + 1 

mismo tiem"n se es+nr~ rirnbandn r¡ut> la serie 

Esto se cnnslmrn rlefi...,i.endn a la st1r:Psi,., [fa"'-1 de 

Ia siguinnte manera: 



.. ---------------~ 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

t? 
(¡) 

cntnnces b8sta p8dlr quo parD tndn multl{ndlr.~ 
,..;_:.,.( -és !."'n 

J-1,,¿ 
t • • • , e<.. ) k 

~ /'~ l '"" 
5.t1(13) 

-----· 
de la sucesifir> 

pLJ 

~ 
._-é_ 

/,,L/ :: o 

t-1..t. sea con-
Para cnnse~uir que ln serie 

1-l . .1.. 
para tridn 

verqente, pues pnr rlrflniclAn 

mul tl {ndlce 

sP.rie 

~ 

0 f <-. ...... _ 

¡.,¿_ 1 ;. o 

(y) tlj~ ( IJ ) ___ J_ r ./ª,,l. 
~/ 

una vecindad ~el cern. Cnncluvend• os{ ln rlr"'~strncl~n del 

en 

Teorema de ílnrel. 



.......... --------------~ 
1 

t-: 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

········sea 

vecindad del cnrn en 
l2 h , f t : ;;z h ------v f( 

F: ;;2nx R .-P R 

que es C"-0 on una vecinrlad rlr>l cr.ro quri sati.sfnco: 

(x, o) ::: 

Dem'ls t. rae i.An 

Sea 
o1 r:rnrmon d,.. l'l 

úefinici~n en 1.0(1)), 

pert.enece 111 ani.lln rlo r-;eri.r>'3 f.,rw1les 

anillo lncal En..¡- 1 
que sati.sf11ce 

~)-z 
2J {;_ 1 ~", º 
V i :: n, 1 , ••• 

n 
F: _ Í( '/. í( ---O ,R 

entnncos existo uno vrc•nrlarl riel carn en 

f 
i 

i-= o, 1 , ... 

7 en el 

? 
¡Í( , en 



1 
1 
I,.~ .. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

F 

)¡;.¡ 

/~, e . F 
2J ~t/· '/. o 

fi }! i = (1, 1 , ns drcl.r, 

~t.ll 
c.. F -·< )(' O) = f i ( )() 

(;) t; 
p,ri 1ir1fl vec lndnd 

d'el odqen de fÍ(. º. 

o 

Una funci~n F con los caracter{stlcns anntnrlns nnt~ririr-

mente, soq~ri se mue~trn e~ la prueba drl Tnnremn S.~, ps de 

];:i fnrma: 

f" (x, t) = 

en la func\,;n e -
, la 

cual permit.e flUC? la fu•ir:\tÍn Í SPB Co-0 en una v11cinrlar1 

dl!l cern en r;2 h X 

S.4(13)). 
5,5(1) 



c1111n 

i -' {12,, • S. l "" !luma CrilnC llf3 Cl)n //1 g y h ~'011 f\f''r.i.>nP~ C' rfe 

d'l? que para trir!n mul ti. {ndi.co 

cri i. "C i. rlr•n 

en V n IJ • 

Ji{)/ 
¡r.i 1 (' 3 " x. E- V J F (XJ 

.. -(x) ../.).~ 

- 0 :z" y p ~ (f, -
~ C) lí3/ 

1 •• ,. J 

Y¡ [x) fa.A. ::( e;- w 
~ )'._P 

Demnstraci.<Ín 

funcirin1~s, dlnarn,.,s h, es i.dén~lcl'lmr>,.,tCl rrrn: yn qoo !'i F1 rs la 

furiciñn QUP. ext.lr.nde a (~1-h) v crrn, rnhnr.e~ al rlofini.r 

so r.ncnntrur{a la OYlstenr.la d~seadA nAra g v h. 

En efecto, g-h y la funci<Ín ld~~ticAmcrite cerri snn fun-

cinnes C,,.a en una vec i.ndarl del. cero Ji( 11 
nur.s "f'lr h in<Í to-

sis g v h ln snn y nnr onde su diferencia tam~ién lri rs. 

luegn si f1 

~n) 



L .. ., .. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

X. (.-

X e- U) 
o 

entnncea ~l considerar la 
h y nornvechnr lo 

linPnlirlnd dol nperorlnr 

sistema de coorrlnnnrlas x1 , ••• , xn de mndn qur lns sub-

espncins V y Y est6n cnrnctrrlznrlns nnr las cnnrl\c(.,neP 

X1 -: • • • = X j :0 y X - - X 0 j+, -· .. - k ,-: resriec~l11a-

---;)n 
€- f/<. / y = ( o , ... , 
( x, ' ... ' )( ' o j 

, ... , 
1 

! 
:! 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

íí,1 j 
i• ( 

E= (v
1 

,. .. , 1/ ' V j 
\JO: ( ºj t 

vnrl;ihlcs en R:J V #2n·j. re!.; ore t. i.va 1nl~'~ to,. PT1 ~ -....nr:rn 

V= E #2h I )(:: (O , ... , o' u) d.,nc1e u é R ··i J ~ )( 

¿ 0'1 
(V, o o, '•. •' "n' y < 121} !J= )( ~ JK. I )(: , ... , uk 

~ 
+ 1 

un)~ .. y vn IJ= )( <: 
,--, f) 
;+'(_ I x.., (O , • .. ' n, uk + 1 

, ... , 

5.6(1) 

Ahora bien, para todo mul t l {ndtce e<.. dn la f.,rrna 

e~ , ••• , o<.. j , O , ... ,O) defrnn"n ln f11rir.t~n: 

V= a Y. 

g..{ (u) 

s{mbrilri 

, , ... 

Entonces 

~ g"'- : d<inr!e 

o< 1 , ... , ~ j , 

cesi~n de funclnno5 

hip~tcsls la funcl~n 

c,..,rnn 11' rr:-itricciJíri al cn'111l"tº 
:) I"'/ 

__ C/ __ j __ . es dr.r.lr 

é) J.._ 
u é: '/;( n·j el 

i:iucrn t.o riue 

5.6(?) 

O , • , ., O) 1 rer-11lta sr>r ll"ª su-

C.....,. en una vect..,rJad cfol cern, 111rns nnr 

Cl es e'"". 

j 

~···· I}' 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

r·lut~v:Jmrnt.o 1;.is cn;·,;;lr!r.r'1ct·•f1P7' !1P1: 1"1:; '"' 'i,1\(1) V S,¡j(?), 

se ti o no 11110 nY t~; t.e un'1 ;;u1:r:-; l-ín 2 _,/t.._ } r;·:e r. r1~i:e ~w fiel rn-

te:nenta rórilrlo n ~:i y \J.iél fu11cifin e.,..., ' r : ¡íC:Í ·----1> ;;;( 

que O;'Jfi.lnti_znn li'! e:1i:,tenr:Í<1 rln l!n:l f11nr.ir'in C ''° P.11 Ul"O VC-

cindad rlrl cero en 
.,.o 

r"') >1 ,-:J #<... ----.. --t> /(. de fi.., i rln cn1rp1 

'l 
¡:- (y, u) = ¿ 

/..i. I ~o 

N. /_ 
_,J. ___ f 

,/.. 1 

( /l{,,(. ) y 1 ) g ""- ( ll)) 

. 
Cnf!1n f" ns 

1 t"'t r n) "-(! ti.Hnr.: 

= 

cnincldr. cnn 
~)I J'I 

e) ~ ó1 

es el par de mul ti {ndtces 

Yr = Pi 

cr = º 
i 

(- ~ lcfl 
e 
C) ftcr 

que sa t.isfocen 

y 

( _,))-..1. y) g<>< (u)) 

5.6(3) 

) dnnde yvJ 

Vi > j 

1 
1 
l 



:é'::<~ ~~ (-i~--

' 1 
Obs6rvese que l~ funcinn 

~últl~a cnlnclde con 

...o 
ya que por hipóte5ls g es C; por ln +~ntn 

!l, 6 ( t1) 

es onr definlcinn 

PPrn 6sta 

5,6(5) 



L. 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

r ( _,),l..< V) 

de ;i~{ riue 

y':: o ] 

't) -=/= ó 

(cnrisultn 5.<1(1\)); pnr cnn'.li.rrnlonto, rle 1.7(1) so infiere que on 

(~)-.-< I -
' 

~l 3'~ ~,.!_ . 'I· ~~ V· _,< (_- [ l 1 Y1 J 
/V-

.A, -- Á - ;;)J )' - o<./ 

é) ./'.A Y;?~ ro. ... a. o.l ~ri.1 R. ;_ / 

.Á. ~ [1, Y'I J 
Por ln t;iritn, riel S.6(S) v 5.li(6) se tlrhe QUP P.n una 

vecindad dPl cern la sorie darlo nn 5,6(4) ns rlP lo fnrma 

5,6(7) 

~· ir ' 
1 

.. 
' 

. _,.:._-.,,:.: ... .:.. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
·1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

t. lene x:: ( ,, , n , ••• , n , uk + 1 ' ... , u ) • 
n 

s.6(3) o equtvnlrninmnntn 5,6(7) on 

x= (v, n , ••• , o u 
k + , ... ' u ) 

n 

.)). 
I< f J 

l .. •) .t-Ln) 

Pero, por hlnrHnsis las f1'1rcla]('S rlr cu:-ilri11i.rr .,rrlrn rle 

ras func lnnr~ e; ~l y h~O coi.ne i dnn en V íl IJ y c..-,rnn 11n ou.,tn 

de 1a fnrma (O , •• , , O u k + 1 , ... , u ) 
n 

IJ n IJ entrinCPS éste f.1c'nr r!; 

~
lf3/ 

-~-..:..F __ ('i) = o si 

CJ :{P 

x e :l t 6 en \J, 

(o, u) (v6:it.e 5,6(1'). 

c.,mo 0) 1 rl '~ .<. SP.9_.,lllil rn y-:0 on ra todo 

-~~jy- .-< I 

mul ti fod i.ce y.-.+- ~ y 
di'// ( :<r'jco1.1 
J~~ o< I 

' ,>f'f 

si Y = e.X- ( C''" s ult.e 1 , 7 (?) y 5, ·~ ( fi)), 
Entonces al ev'11uar l;i srrir rinda P.n 5,fi(7) en u., nuntn 

de cnro on rlir:ha •;f'ri.c, rs rl quP. crirrrsrpnde al m11l i·i {.,di.ce 

y = cÁ 
1 

es rlrr:i.r 



o oquiualnntemunte 

(o, u) 

{consulte el pdrrafn previo a 5.G(A}), 

Por ln tanto, lns o,rclalns dn cunlqulPr ,r~rn de la9 

funcinnes r y g cnlnci~en en el ~uhesn,cio 

\f:Oxli(n-1 

es una func i~n C"" en 11na vecindad 

del cero y X es un campo vectorial nn cnn C!'1eflcient.f'S 

complejos, entonces ln funci~o: 

1 



Yl __ r>__t X- (f) /, r: r r. i c- if' ri:su1 t11 ~~ f' r .. 
/.-

,i; 1 -~ :e \_¡ 

nucvamnnte Un'1 funr.ir)n, de 
on 

¡ll... Pl1 {! r:: .,..-:> rm urHl 

cindod rlnl cnro; en r.nnsi:t:uPncl•l cm nnsi.hlc dofinlr o 

k + , 
X (f) cnmo JI k-: 1, ?., ••• 

o 
a cnno el npcr'ldnr lrlontirlad 1 rs rlPdr, X (f) :: f 

ObservaciAn 

Todo campn vec b1r.lal 
Yl 

¿_; 
...::.__ 

A..: I 

vn-

y 

5,6(n) 

con coeficientes c.,mplr.jos, pu11cfo SPr cnnsiderarlr! c11r-in un carnno 

VFictorial en de la si.c11Jinnto manera: 

Si 
es una func ihn e ..o 

en una vecindad~ del erro, entonces: 

X (r) = 5,6(9) 



·----------------------~~-

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 

r.nrol<lrio 5. 7 

e'"" dcftntda en 

una vcclndnd rlnl cern rlo 

en J(.,, con conficiPnh!!" crir:irilcjns, nn1rnr.ns rlliste una fun-

C'" en una vect.,chd riel r:crri 
ci~n F: f2 X ,'/2 11 

----.J (_7 

que satisface: 

a) ln res 1 rice i.~n de F nn O x i( n en incide crin la 

func iñn f 

En una vrcinrlad clnl 11ríoen do íi( 1( f2n las 
b) 

derivndns narctnlrs de cunlciuirr .,rr'cn rle los funclo-

nes 

junto 

Demostraci~n 

_Qi F 
a -t. 

o ')( Jí2Jj 

y X (t) cnlnctdrn rn el cnn-

De las hip~tcsis del Cnrnlnrio 5.7 y del anartndri S.6(~), 

se!:!_ed11ce que pnra toda k= íl, 1, ••• 
la funci~n 

·' os 
c-.o en 11na vncindad del cero, en 

consncucncta existen funci~nns y 

en una vecindad del cnr., que satisfacen: 

de 
~ 

' e 



~~~-------------------------·~ 1 
1 
1 

5.7(1) 

Obs~rvnne que si k~O ontnncrs f= g + ih (crinsulte 

5. 6(9). Como lno '"'°' '""''' ¡ ok ~ y ~ \ ? '"t. lo-

fncon l;rn hin111·.Ps{s dnl Cnrnlnriri 5 .s, en• riricr;; ln C'lrir.Ju~ Hn 

efe! mismo afir:.,::1 c¡uo P.Yist.Hri furici,.,nrs G v 11 de Í( X fí2n Qn R 
C .A en una vecirid11d rlf'l crrn criri la slntderi~u rr.,oi.1Hlé!d: 

E'ri una vec :nd'ld dnl cr.rn y flé'II'il tnrJa k-:: n, 1, ••• se 

tiene que: 

y 

coinciden cnn 
S.7(2) 

Si se rleflne la furici~n 

COMO f= G + iH 

en una voclndnd dol crrn y do 5.7(1) v 5.7(?) se infi.rre que 

f(IJ, x) = G(íl, x) + ill(íl, x) = g(y) + ih(v): f(x): vrrifidn-

dose as{ el {ncisn a del Cnrrilarin 5.7. 

Cnmn F"(t, x) es e"'° 

k y rara t.ndn multiíridice 

tiene: 

crit.,.,ces nnro +ndn ritÍmr>rn nat11ral 

t1 =.( (J r ~- 1 , ••• , se 

{\ 

1 



1 . . . 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

~da~6s la res+rtcciÓ.., r.n 

Pnr cnnsinutn..,tn 

,-;; n 
0 X '¡I( 

c1mdición d:Jda en 5.7(?) exrre"nnd.., a F c..,rno G+ iH y a 



ya r¡uo 

(crtns111te S,G(9)) y los nporndrtros 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

o 

(n virtud dHl innrnrirfi!lMO qun oYtst.e entre 

es poslble dar los rlos vorst,nos stgulnntns rlnl Cnrnlarl~ 1~tnrior. 

Primera 
drl Cnr6larln 5,7 

Sen H: X X 
l' /~-1 ------V 

una func i.~n 

c...<> en "nª vcc tnrla d df!l c1?rn, 5Í X ns ll f1 r;0•'1P'1 VPC t.n r in l pn 

{! .X 
?(i) ;( 

{' Jc.-1 cnn cn1~ficir·.,tn~ 
cnm'lejos, pn ~ n1ic11s 

el< is te funcVin G: l7 X 
Oh X t(__li<. ([' 

u ria 
/<.._ ----V 

a) r,(z, Y-, X·, O)" H(z, 1< 1 
)' 

La:; dnrivrirlil~ rarctalrs dn c11alquler nrrlen de la~ 
b) 

y X (G) cntnciden eo el 
func icines 

··. 

conjunto 

¿C ~,'1-, A'1 µ)/.M. =O 

~ E- e , x E 12", "J.' G e ;:-1
, _µ. .:: e / 

t7(3) 



1 

1 
1 

,1., 1 Cnr111.1ri.·, S,7 

e .n 

r.nn cnefi.r::l•"'i e5 r;rir'\Pl e.i·1~1, nn'•1ri1·ns 

r,)n 1:,. 
exist.e una funr.irÍn C .-0 F: (! X k .X (! .......... v (J 

quo satisfar:e: 

e) F / Tm z::íl crilncirle c11·i l::i fonclrÍ" H P.l c0nju'1to 

~(;;,,,;.)/L. 'ºº )e<'~,, e, :uK"] 
d) Las derlvnrlnn parciales rle las funclnnes 

X (F) en ;_..,e iclen en 

C) ~ 

z( f:¡ A¡ 'Ji) /?>-i 
5.7(A) 

par~ demnstrar el Cnr•1larln 5.7. La rlPmnstracirÍn de s.7(4) es 

La dcmrist.rnci.rÍn rle s.7(3) r.s a.,álnqn a l;i qur se hizo 

En arnbos 

del Cnrolnriri 5.7 
l 

ca:;11s cnmn X o 

2~u 1 

y la nrt~rra versi.~n rlel mismn. 
una combina e lrÍn 

H es 

elegir una sucesi~n 
que crnco sufici.Pntcmrnte ráoidn 

f 
F y G, munc\.,nnrlns en 5.7(3) y 5,7(4), nuedan ser rleftnidas en la 

fnrmn: 

·'"" _,_ 
fa i _,,lU. j}j.(-<) ----

~ . 

1, 

F(z, x, /l' , u)= 2._ 
,i.':o . / 

.). . 
X (H(z, x, 

·5.1(5) 
(cn~pRre cnn 5.5(1)). 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

':}Y/ 
'ir.a [: :;{_I x ÍK --·D {! 

ci..,dná ónl cern, [ntnncr~s r"1tstr Wlil funr.i."Ín 

do1 cero, to1 011c> ci1nlquiPr 1111rit11 (!!,Y,).) r.n rli.r.hn vc>c:l"dad 

i;i:itisface: 

1 .- ( (s, l(' ,\) :: ( (s, x) s 

V ) é t[IK. v lns parclalns de cunlaulur nrrlen 

de la funci.nn 
......, " 
C) é. Se anulnn en 1'1S CnnJ11~_;1 

- ()e-
+ns 

2,- [ (z, x, A ) / Im z::O] 

j, - ¿ ( Z 1 X 1 A ) / flk ( Z 1 ) ) :: 0 J 

Demost.rac iñn 

ta pruobn de nst.o Lema 5[1 har.1 nnr i.nducctoín S'1bro el cirado 

del polinomio Pk dertnldn en 5,1(1); en el nrirner pa50 de in-

ducci6n, so prohnr~ quo una anlicacinn del Cnrnlorin 5,7 es sufi-

ciente para garantizar la existencia do una funcl~n E cnn las 

caracter{sti.cas anotados en la cnnclu3inn de ~icho Lema. Haciendo 

uno dul siouient.e rn~;o induct.ivo, SP. rlcduco la existencia de una 

funci.1'ín f, ciin la ayuda dP 1ht.a se crinstruye ntra funci"Ín G, 

ambas C..a en una V!)l~ lnrfad del CL'rO en (! X Íi2ti X 

para finalmrnte, al aplicar el Cnr"lnrln S,6 a estas dns furic{~nrs 

se nbtongo una f11nc l•Íli 'r Gnn lac; prnnlodaclrs ncdirlnf' r>n el tema 

d'e ~1 lrembcrg, 



n !.' { r u e~ , n r 11 •_; r~ r va d f? Ju ~1 t l f i. e ar f~ :; ta ;.l ·~ í' v,' r ;i e i '~ n '11 (~ 3 

ride1nnte, nu;i-Í•1na<:e qur? ,,.,¡.;tp,, fu.,r.i.'1•11>3 F' v r. : (' x fl' >< l!~--'J é! 

quo !'1011 L "°"' Cn 11ritl VnC: nr!ud rlpl CPrO qua !:11 t. i_s filr.1•11: 

1') 

las f1111c i.rine" f" y G c•il.•1r: lrfo~ un Pl c11n juntn 

¿ (z, x,).) / 1\ (z, ,A) =O~ 

21) 

31) La3 dcrivachn rwrcinlr>s de cualqule>r rirrlrn de la 

fur1ci~n ;:)• F 

( ~-y-
( (z, x, ) ) / Tm 

4 1) Si H es la rnn trice l~n do f" nn 

~ ( z, ll, ;\. ) / pk (z,) ) = o l crntrinc('S 

las deri11ada~ narc;;iles rle cunlquler nrnfln de la 

funcl~n · ;;) JI se anulan r.n r>l C'1njuntn 

d ~ 

). '' J!k-} ~ (z, "t -X ) / 
......... r1c. cJ , 

(z, ;\ ) = o 
d e 

., 
¡ ··, 

51) Las dC'riv~dos rurclalns rln lo funci.~n 

se anulan en el conjunto 

~ (,, " ). l I "' (,, ~ l " o 1 
5.A(1) 



exislüncia rle unn f11"·~i·~" ( '1 IH? 1~x + lenrle l n 

V 2 es t n h 1 e r: id a~; en 

En nfectn, ·~eiln lJ :: rk (z, ;¡ ) y 

ontnnces la funr::i:;n r¡uf! il!'-.ncl.a (z, /lJ, 
tiene ranrin k -1- 1 c~n {! X (_' ¡,-_¡ X. (_J 

;\ ) 
k 

funr.: i-Ín E que 

P.l le¡¡¡n 5. 1). 

) I =: ( i\ 1 , ... , X 

-----'D (.,, )1)' u) 

(ln ma tr{z Jncn-

!rl 

con ui10!.l en la rl iar¡rl'1al nr !.ne i.ral); nhs{!rve~e que f>c. hi f11nr irÍn rs 

casi In identidad eMr:epto en la Óltlma cnnrrlnnnrlo, nnr ln que nnra 

obtener su Jnr.nhiann b<1st.a calculur: 

j = 1, ?, ••• , k 

de la siguiente mnnera: 

on t.nnces e)µ. 
)_ k-1 

--~--(O) :: 

a~ 

........ 
~ 0) K--i _c2fl- = (zk} 

I< 

( fj K·) 
~~· CJ f.. + -~ • -e ..(. :: :e 

,{ .: 1 2';l· j j 
J 

entnnces 

r2L/ ~ o si j=1 ••• '.' k-1 J 
= 

( ~ 1-j :¿ ;:D 
si j = k 

y-~~ 



qua cnn o"lAs nucvAs cnorrlenarlAS 

el c11njuntn ¿ (z, A) / Pk (z, A) ·· O I 
dado pnr la cnndicl~n u = O 

~ 
) 

I Sea \f = ( 7.,. )(, íl , u) I Tm z::O 

\J = l (z, )(, A' u) / u = o J rlnnde z, u 

)( G. íí(n 
V )'E (!K-1 

' en1·.nnces V y \J se 

transver~Almentn en e X í2º X 
(! k.-1 

/.. {! 

tr+IJ= e ¡. <j(_n X {! i:.-I X {} 

está 

5.R(?) 

y 

E {} 

lntC'rsectan 

r.s decir 

l V() LU -::. 

= ~ ( ~, x, )', »-)/ r~ 2 ~o 1 ·-''-=º] 
Cnmn V n \J C'St~ c-intenirlri f'n \,1, rn'nncr.s de 1' y 5 1 C'n 

5 0 A(1) 50" deduce Q\JO lns rrnrclil}C'S cfo cunlqui.F'r -irrlrn dP las 

funciones F y G coi.ncirlon en V n \J, 

Con la avuda del tsnmnrfi.smn qun existe en•re 
·';f> .f!. K fQ. f r'I 

/}, )< Jít X el<·f 'I (! J -"'-
es posible aplicar el Cnr-ilar in 5. 6 a lns funcl.,nP.s F y G on Iris 

subespaci.ris V y U nara nhtP.nP.r una funcl'n e~ en una vecindad 

del cero, 

cuyas derivadas parciales de cualquier nrrl~n cnlnclden cnn: 



V 

Si se cnnslrlern a E 

y se escrihe il z c·imn 

(?. ') on 5".n(1' se 1lcrluce '111 !! 

f' (s, x, ~ = E (s, x) 1/ 

E (s, x, ). ' = f. (s, x) 

Lema de ~lromherg. 

cnmn 

'l= s + 
E ( s 1 

5.íl(3) 

G en Pl suhn~~ncln U 1 

(z, Y, A
1

, u) / wO] · 
s.0(11) 

e íí2" X 
(! k. 

qn.1 func Hn dr X e--rJ 

lt en tnncf'!': rf e s.ri(3) 1/ 

V f ). ) = r (s, Y1 /l V 

[líl l"" ~rons i. t.lvi.rlnrl sr C""r:luvr. que 

''uevameri+e rnr t.ransit.ivi.rfad Sf' cnnclu11e (rle 5.11(3) y 3
1 

e 

s·.n(1)' (s.n(?), 5. f1 ( il) y 5' en s.n(1)) que 1ns dcri.vildas 
en y 

pnrclales:!_e la func ir~n _éJZ se an111an pn ln~ cnn.iun~ris 

~ 
8 ?:. 

(z, x, )_ I Im z=O 1 y nn el cnn,j11rit.n 

~ (z, )( 1 ) ) I p ) z' >- o ~ ri~srrc t t vamr" te. Ver l fic~n-
k 

dnse así las rro~tcd~rles ?. V 3 rlPl lemíl 5.ri. 

Pnr ln t.antn la f11nctlin E es uria evt.ensi.~n dr la f11ncl~n 

E cnn lns requisitns que eviqe el lema de Ext.ensi.Cn de ~lremhPrg. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Primer pnsn ~e inducclAn 

Si k::O entnnces P0 (z, ?. ) = 

pnr cnnst~ulcnta 

(cnns11lte s.1 (?)) 

el cnn,1unt.o 
,A ) :: o ] PS vac:{,, 

s.n(s) 

En ó:::tc c<isn sr> requiere l'ilr un"I funr.l.!i., 

E f. 
o" ? X 'f <. ___ ____¡;¡ t. e""" en una 11ec l.,r•nrl rfrl cerri que ~atts-

, . - E (s, i<) = E (s, x) s E- R 

SP ariulnri r.n el cri.-.;witri 

C> ~ 
~ (z, x) / Im z,,(1 ~ 

Cnn rcsrectn a la rrnrtednd 3 rlel lemn s.n, nn hay nnrla 

que veriflr.ar dohldn a la cn.,slrlernc•~., hr>rhn en s.n(s). 



ÍC X íí(. •;:)'1 I 
X #e ----0 ( 

de f..! .9=< 
on 1<.... q1rn n~n~ta a z~ s + it C'1n la 

¡iarnja (t, s). 

5oa z- s + it y cnnsid6rPso a 

rinl en 1'R. .1- R n 

)(' y In func.l.-ín E saHsfur:en lns hlnritnsis del Cnrri1ari'1 5,7: 

por cnnsiqulnnt.a, oxis+n urio fu,-,ci<Ín 

E C ""° rri uria VnCi.'1-

dad dol cor,., qur> s;itlsfélr.a: 

1.- E (o, s, x)-: E (s, x) 

rl (, y Á 2J 2 e -----
" ·t Cis e• 

r (s t- it ' x) ! t=o ~ s.n(6) 

f'lbsérvl!se qtíe las cri.,di.ci..,nrs \1) en 'i,A(6) v 1 del Lema 

S.íl srin las mismos, en cririsrc11enr:ia, 1'irii.romr.,~e q11erl:i n,.,r vr>rifi-

car que los r.:nndici...,nes ('>) nn 5.n(G' v ? del LP.ma 5,1\ s.,,, r.qui-

valentns, [n pfnctn, en 'i,')(11) so i11sti.fir:.-í lA i.rlrn .. irlarl 

?i _'J l_ 
d =¿ 

- . -·~ .. ,,,,.-,~"'~ 
-.-.:..~ 



'\ -
('>) f, ---··_.,¿ ____ _ 

e> s 

~ (s + it, :<) / ~' :: 11 l 
cnnjunto ~ ( 7., X) / T10 7. 

C>l 
a{: 

I' 1 

:: n]. 
r11al 

Pnr 

fl!l P'i u i vn l P" ·l·c al 

111 t :i f"'i t,,. las rlr>rl\/il-

se 

anulan en P] cnnjun•~ ¡ (z, x) / Irn z .., íl 

Vorif{c~ndnsn as( la c"ndic{~n ? dnl Lemn do ~ircmhPrg; 

ésto cnricluve el nrimer ¡i::ir;n dr. Tnrlllcc i.~n. 

nrrlr.n k-1 , V 1 = n , ' .. ' k-1 e Y i.slr> una f11ncl~n 

que satisf;:ice: 

1,- Ei (n, ~,)\'=E (s, x) 

11 ~ (!; 

Las riarci.ales de c11<1lquiP.r ,.,rrlr>n rfo la funci~n 

se anulan en lns cnnjuri•ns 

2.-

:L-

~ ( z, 

~ ( z, 
'i. fl ( 7) 



['><is trnc la de 1 1'1 Ftinc {qnps F v r, 

tnnd.a r!e ln f11n<: ifin r. 

) E {_' K.-1 

-l:rilnsf,,rrna. rm 

5. fJ ( ri) 

donde P es f!l poli.nnrnio Pk rlPflnidn Pn 5.1 (1 ). 

[n nfect.o, rJl plnnn t.nnopnte él In crirt.a f!n lris cn1~nle}1s 

(z, l t ' u) ~ está oo,,crnrln nnr 

n' .•• , o -=J_ = (n, 1 , n n) 
e)~, 

, ... , , ... , 
O) fo 1 , CJ = , ... , o, 1) 

é>~,(Á 
(n, n , ... , n, 

entnnccs el Jaco~i'1no de 6s+n cn~~in de C'lnrrlenndils, anllcadn a 

será 

_E)P (n, n, .•• ,0 1 ):: 

8~ 



_..... ....... ------------~ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
• 

1 
1. 
1 

t 

1 r) n 
r.:f...Xlt __ ;< 

¡: . 1 e x t! ---J e 

1 ' • -
tas p:irci;:ilr.s de r:nolrpti<'I' nrrlrn dr. 1o~ func;_,...nps 

nl r-inj11n1.n 

lJ -: o J 
5

1 
.- Las parr.iales r!n cu::1lri11ter .,rden rle lo funci•fo 

( ~ +-ª p ·- . -{)=_\ (r.) "" "'"'" '" ,, 
Ge o :e (_J.,J..l ) 

c11njunto ~ (z, .,,, ).1, u)/ u - o} 
(compare cnn 5.íl(1) y S.O(?)). 

Una mnnnra rla nbtnnPr una funr.l~n G cnn rsto~ nrnnle~:idPS 

es la siguie,...te. Consid6rPso X el camoo vectorial dadn nnr 

'----- 5' ~ ;;) ~ la rcstr{r.cl~., do C) y t>ea 11 F on u-,O, 

·~-e di e 
entonces H :resulta snr una fu...,cl~n cd--' c>'l u11a vecindod del cP.rCJ 

Rhnra, si aplicamos la primera vnrsi~n rlel loma 5.7 a H y 

X (ver S.7(3)), obtendremns una funci~n G e<><> que satisf:ice: 

a) G ( z, Y, ).' , n) = H ( z, .,. , ).' ) 

lj 
X (G / u-0) cntnctden nn el 

cnnju., t.n ~ (,, '• ).', u) / u•O 1 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

5' son cqtJiV'llent.e'.1. 

(z, x, ).' 
1 

u) ns ·'nctr, r1H111erl,,,.,~, rln tJ!''l f1111r.l~n 
F: ~ i<. fít1 :>\ f!. t:.- I ;<. {}_ ------"J i/.._7 que ~;pa C .-a 

2' .- F (s' x, )..' , u) :::: E (s, x) s é j,( , )( é 
J2n 

X (: 
{! K.-1 u e- <!.! . 

3' .- L;ia pnrct;ilns rln cucilquter ordnn de l" func i..Sn 

se nnuln~ en el c6!"1junto 

e) e 
~ ( z 1 'I, /L1 

) / Tin 

Si H = F / u-=0 
ant~nces ln5 pnrci'11es de cual-

4' .-
se nnulnn en d 

quir1· nrdPn (fo 

el conj111i tri t 
Por hlpótests de tnducclrín extst.e 1inn funclnn 

[ 
f<-1 

dul coro tal que: 

que es e'"° en t1!"ln vecindad 



1 ) [ 
k-1 

r·•) ¿((t / ~p ;:inuln" en lrin c..,j11nh1ii ---'~---:.:""...:---- ... 
C) ·e 

~ (z, x, }..) / T1n z::OJ 

3 ) ~ ( z ' X ' )..' ) I p k-1 ( z , )' ) =: o } 

que anocia con 
l ¡l 
;t rlonde 

)' = ( ~ 1 , ) ?. , .... 
) k-1) y )" "(_A, ___&_ 

/(--' 1(- :2. . 

es table ce un isnmnrflsmn r.n e " íít' ~ e r.:-1 

' ... , >-,"-) 

que asocia a (z, >1, )..'} crin (z, x, ,)_
11

), Estn --os ncrmtt.e non-

cnmn una func{nn H en lns cnnrrlcri~rlas 

E 
k-1 

de H, de la ~;i9ulC'nte mnnpra. H P.S uria funcinn c.J;> en IJ'11l 

,n ;l. r;¡in ;< etc-/ . __ ,., ,(} vecindnd rlPl cnrn que va rle ~ IC ~ ~ 

tal que: 

I) 

II) 

( 
V f J 1)} -- ( } H s, ' ¡\. [ s, X s , )( 

)te; {! k.- I 

las dcr lvarlas rri rci.1lP.s de cualq1JlPr nrrlrri rlr la 

furicirÍn 0.f!___ 
02 

x, Í\ 11
') / frn 



I TI) 
( J JI l // ¿ (7., ''•/') /1\_1 (z, A) 

"'"'e-'··· .. · A fin de npllcnr ln n1~c¡111irla vtirsi•Ín dol Cornl'ltlri 5.7 

al carnno voct.nrial X = (- ·-··{,)·:.~---\- f _\;)__ y a la 
e~ r . ) e,; ·:e 

función ff1 crrn:;irJérnSP. a t<'.~bl tÍl tf.-..11 C·1'~<1 una f1inc l.-1'1 C V.O 

pt1ro en lna varinblcs (z, Y1 /l
1

) que difiero dn 1n nn 1 1~rinr 11nr·. 

función 

c) 

d) 

f ( z, '1 1 ").
1

, u) t.nl quo 

las func inncs f y H cni.nclde· r 11 l'l c--rnju., tn 

¿ ( z, 'X, 
'A¡, u) / Im z,,Q y 

Las derivadas rl o cunlqu ter 

C) ¡:- / Im z~o 
_CI;::;\¡.-~-... --

y 

cnlnclde" en el cnnjunto 

¿ (z, x, ).', u) / Irn z,.Q 

u:O] 
nrrlen de la fu.., e l.;n 

X (r) / Im z~n 

y 

(cnnsulte s.?(~)). 

Dol inci.sn e y I so l:if!na q11e ln funci.rÍn f' os una ex-

tensi~n de la función E, nntisfncl~~d~sr ns{ ?'en S.íl(1). De 

S.8(A) so infiere que el inclsn d y 3' en s.q(1) snn equlvulrntes. 

y· como 

P11r Úl timn, de ITI so t.icrie que rn u-,Q f' coincide C'1n H 

k(p (z, ,l)) 
k-1 A 

p(-1 
k-1 4 

= kz t .""::-;-
...<· 

:: 

:: 

K A.< = 

( \ 1\) z, k !'-



verific6ndn~e n3{ A' an 5.íl(1)~ 

JustifiCRCi~.., rle 1 1 f'n 5,íl(;l).-

Como H es 1n res'rlr.ci-ín de r y G en rl c.,.,fon+r¡ 

f ( z , 1( , )

1 

• u, / lJ" º I 
el campo vectnrinl X y de !ns 'lp'lrtndns S.7(1)-5.?(S) se tle.,e 

que para tndri ntÍin~rn n'l'11r:il .1 

~y r.n inc irle., C'ln X 1 (H) 

¿ (r, x, J', 

V 1, j E t0 y 

y ó = ( ~ 1 , ... ' y k-1' 



e o 1 YJ c.1 J 'kL e D ·(\ 

::. 

1 t.amhi.Ón es vnrr!arlr~ro. 

1 . 
1 
~~--------------------··--



1 
l. 

1: 



l 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

En en tJ n ;) n l 11 n l n r. n 1 e 11 v n l. 14 r. n l f'\ :i Y i '" :1 l p s 

Teorrn~a 1.:r). 

M 
n 

Si f~ j( 5 __.-l' f<'é ps u...,n ftt"Cl~,., r:,..,_, P.., ""º 11r.clnrlarl 

dnl cr.rn r.nn f(íl) ::íl r."t..,ncC'g f i.ndur.e 1•" hrimnf"lnrl"tsmn rle 

anll lrJS 
f ... : Et --17 

S.fl(9) 
[ 

s 
rlr. f ln tdn e~,,,,, 

f* ( '() :: 1º f 

Sea f : ~ ~--~ O 

8-móduln, ent,,nces S.fl(10) 

En efnr.tn, nl " E 

6ste prorluctn t\pno spnflrln Víl que 
f(a) é '1 V r~ es 1Jn 

8-móciuln (la .1unt.ificaci~n 1~s nnál·,na a la herha en la Prn·1nsi-

ani 11nS 
5,fl(11) 

p* 



'H 

rnism11 crinj11nt.ri í~ pnrr') vi.n+11 c~r.,., ,,,, 

nstructura Ln~uct~~ rnr al hnmn~nrfismn n• 
5.íl(1?) 

(cnnsulte 1,17(?), 

'i' 



Supñnr,nse quo :. 

E n+s 

?.- M / p~ (!\) 111 e!'l un H!3fF1clri vP.d.nrlnl rfe di.rnen­

ni.~,, fi,,i.tn s.,f,rP. fi(. 

Demnstracir1n 

So hace en dns nnsns: 

·puso 1 : 

las nrnvocci.,nes snhre fí( y rrsnf'c ti. V:'J..,on ~e 

5.9(1) 

cnsn l't1. ser~ IJ.., Es+ 1 
,.,r)rf111 n fi..-l t;¡m.:.,+e np"rrnrln. , .. 

~10 r>~:rri-,, 

he n=n1 
ent.,nces M / p* (M ) fil f'S ll" fí( -p•;rrnc i.n vrc-

g 



f'1 / fl-c. (M ) f'1 
9 

~ ~ , h? ' ••• t ~ ] orit~"r.e~ h1 ' ... ' h q 

~iencr<in n r~ C""'" Ef;+ 
1

-••,1Írl11ln. 5.9(?) 

En efectn, 11na ~' nl 

E __.--0 E s -s + 1 

pero f~ y N :;r1n Es+ 
1

-mndul.,s,nrn!-1.,s ftnltm~r"~n ne"rr0rtris V 

I\+ 
1 

es el 1.dnnl !11rJYimri] dl'l ;iriilln l•iral Es+ 1 1 en~nr1res riel 

Lema de l\1akayaf!1a 1 .1 B se c·vicluye riue l~=N. 

Ohnro h ion C''"" ~ h 1 , h.?. , ••• , ~ l es 11.,;:i \1a!"e de 

MI p* c~s) M entrincos cualq11irr nlnrnrn+n del !11Aduln M nuerle 

expres~rsn en la fnrmn 

~ 
~ = oj z_ 

3 ~ 1 

b ~ 
1- aj .z_ 

3: 1 

b= l aj 

j'"" 1 

h.1 + 

>/-
~j = 4 

"- n.i f1j 

L..:--

hj ~ n* ( r~ ) M 
s 

VL...J hj 
=<-j p*(M ) 

s 

s.9(3) 

ti 

' 



5,9(1) 

y bi 

y por 

'-~j -~ p J ( 17 j 

e~Jto implica r¡uo 

) " ·7 j o p 

? j(O)c:O ¡10L· lo tnnto 

c,Zj (t, O) - O 

Ahora uicn, el gen:.on dtlt ln proyccd6n t definido en 

pertenece :11 nn1 llo E 
n+l 1 como M es un E 

1 
módulo 

s+ 

portcncce a M entonces tbi é M JI 1,.,1, 2 , ... , q 

5,9(3) ser tiene quo 

5,9(5) 

Consid~rese la motríz de q x q 

A tI - ( :lij ) - (O<. ij ) 5,9(6) 

entonces existe unn mntr!z B de q x q tal que BA= (det A) I 

En efecto sea f el polinomio característico de A, en­

tonces !(A) = O esto implica que: 

Aq + C Aq-l 
q-1 

+,,,+ C1A +DI= O donde D = det A en-

tonces ( dot A ) ( q-1 I = - A +,,,+ 

DI = BA 5,9(7) 

Si b denota al vector columna (b1 , ••• , bq) 



(bi co1r.o en 5.')(2)): t~ n ~un ¡~ f! B (10 '). 9 ( 6) ._"i:C (],~duce r¡uo Ab 03 

ol vector cero, PU''ª 1: ,·¡ \1H i.l,i{l \11; :: ~l:J c:oo1·rl'~:"'d'l~l I~ n rlo ln fonna 

1-_ 

tbi -j€ ( ªij + c<ij ) bj 

farngo do 5 .9(c7) so deduce qua 

D!b = B ( Ab ) = b (O) "' O en consecuencia mt. -= O ésto 

significa que DE l s+ 
os un ldcal del mli 1.1.o Es+l , en 

consocucncia el cociente E / D" en un 3111110. 
's+l ~'n+l 

Aflrmnmos que r.: tionc i.ms c:itr!tctura do 

Ea+l / DF.s+l u16dulo fi.nitnm1'nta c:;encr:1do. En efecto, si 

es su clase en el cociente 

E / DE entonces tlcfinlr:ioa e-< m = ,,.<: m 
s+l s+l 

donde 

m M • Este producto cotd blcn defini~o ya que si 

.::.<. m = entonces ,;;:::'( - A E DE ( ·- s+l 
, ( o< - p )m=O 

de donde 

Esto producto induce en M una estruct'ura de m6dulo 

sobre el anillo y como M os finitamente gene-

redo sobre Es+l , entonces ~ tnmbién os finltomente eenorado 

como E
3

+
1 

/ DEs+l m6dulo. ns hecho, el conjtmto de genera-

dores en ambos casos ~s el mi3mo. 

Al restringir el polinomio característico de la rnatríz 

A l ' 0 X Q ' 1 li a conJunto r', se ·or:msforma en e po. nomio caree-

terístico de la mntrfz 

~ij (t, O)= O 

tI - (aij) 

(vea 5.9~4)). 

ya que 



---------------....................... .. 
C'! fJ H«~ te C ( r~ 1· je: o (~ 1; ~, I - ( <l •• ) 

l J 
; ~n 

f(t) t<J. c
1

t ca ~ • •• + ¡. D ·" det (A) on-

toncns n/,,') 
le...;< o nJnulto sor un p0linomio m~nico de or-

;\horo birm ( t' o) q¡ quo oo diferente 

de cero, lo que sit~nifico que D no unn funci,fo k-rc~lar pora 

k ~ q 1 ésto nos pcrmi te exprc:3or a D como :iit,rtte: 

D('t,O)C= d(t) tk dond~ d(O) f O y tan"to como D 
í/2_ .H-J son funciones c-~on unau·vecindnd del coro en 

res pecti vo1nrn te. 

Por dltimo mostraremos que está 

finitamente generado sobre el anillo E s Etl efecto, sea 

e ~ Es+l ' como e os C'"° de acuerdo con e 1 Teorema de Di visi6n 

5 .1, tenerr.os 

rr1 G Es , entonces al considerar sus clases en el anillo 

o 

DQ E. DE l 
s+ 

E
8 

módulo. 

= 

se tiene 

t.- J 

QD + ..--:::,. 
ri ti ..--_ 

-<·;;. {) 

esto significa 

generan a 

t-1 

= ...-:- r. ti 
C:::-

.i:::.o 
1 

ya que 

E / DE s+l s+l como un 

r\··· 
~. 

'< 



M / D~ 1 mddu-
,J t·l ~!+. 

mente generC1do sobre g , ontonc•Jfl por tron:;i ti viJ:i<l.'.. no ticmo - fJ 

que M es fini. tamcnte ¡;;cncr::ido corno 

Paso 2 

Factorícose ln proyocci6n 

f<' i:1ód11lo. 's 

como composici6n ele n-proyecciones de la sicuionte manera pa-

ro 1=1, 2 , ••• , n , consid~reoe 
~-;):; ;J> ,.¡' i / "i) ~ 

pi+ l /;(_ X )'"-.. -·-·-· --v fe_ ):' 
. 

J'( .< 

la cor.iposici6n Pi +l o ••• o 1'
11 

es la 

proyección (le Í/(5 r. .R..h ---<--::> ;(S ~ f21. 

B':l consecuenciíl de 5.8(11) se t:l.eno quo 

el homomorfismo de nnilloa 
.y 

(Pi+l º •.• º Pn) : Es+i ------fJ Es+n 

ésto es 

5,9(8) 

induce sobre 1t. una estructura de Es +i módulo 

5 .9(9) 

coincide con la comnosici6n ~e ho~omorfismos 
P ~ P·1·il. i +2 o l +. 

'"•·'•''~ 
---- - ·~-.~.:..:~.;;: 



1 
1 
1 
1 

~'\ 1•f•'('+0 ''Í t? r,:rf,-ti,(•C• '11 f·r¡il.11) '' r;;·¡~·'.rJ(!l~fl .4• • .. ' . , ,....; ,· .. • ( .. ., ·~!j +-i 

P 
1

( 17) -, '?o P. e~; un .i_:l.'r»nen !lel r:nillo i +l 1. i·l. '~3 +i +l 

(conoulte 5,8(11)), 
, - .. , ~ "·"' ' 

Lunco, tiene :'r:nt1.rlo 11.1 co1:1ponici6n 

Pi+/( ? ) o P1 +2 , 153to j Ttificn lns 11ii:;uicntos igunldades: 

(pi +1 o pi +2 ) ;"( ( r¡ ) .. ? o ( p"l tl o pi +2) ::: 

= ( 7 o pi +l ) o pi +2 :.: 

Pi+2 I'( 7() Pi-+-1) "'Pi+2-r(p.i+l.t(( 7 )) "' 
-:: (pi +2 ~o pi+ 11>(' ) ( 1 ) 

Si se hace i=O entonces en 5.q~8) se obtiene la proyoc-
,...) ~ ~j) () r,;y:; 
/( x J<.. ·----+? Jk. corno la composicilSn de c16n orieinal n· .. 

todas las proyecciones, ésto es, p-= P
1 

º··· o 

5 ·9.l9) se tio11e que el homomorfismo p·"' == (P
1 

o 

induce sobre Y.una estructui·ci de F.
3 

rnó<lulo. 

Pn y de 

o p )~ 
n 

Por lo t~nto, dnicamnnte queda por dcmo9trar que Mes 
finitamente ~encrndo sobre el onillo B

3 La demostración 
se hoce por inducción decreciente sobre n-i , es decir, 

/! i= o, 1 , ••• , n ne probnr~ que T:! os un m6dulo finitarnen-
te generado sobre el anillo E 

s+n-i' 

En efecto, pera i=O la hipótesis uno ~el Teorema 5,9 

afirma que 11'. es un rn6dulo finitnmente e:enen<lo sobre el anillo 

Es+n' 

Ahora sup6neese inductivamente que U es un 



---------------------

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

el cocirntc 

M es un 
pTocédHSe do la ::i1.t;uicnto wnnera: 

O'bs8rv1~se en prin11;r 1uc•r que el howornorfismo 

Pi+li': E~1 ;i ....----e E:J+.l.+l l.1H1uce i:obrc J.: 1:nn r::otntcturo de 

E ;11órb1o (v6"so 5,9(9)). 
sti 

homomorf:i.mr.o 
P 4 c3td cont~nida en el ideal moximal 

j +l 

N: 
a+j +l 

]lj~0,1 simb6licnr:lente: 

Ahora de 5.9(10) se tiene que el homomorfismo c¡¡-1 
~ ) j( 

puede factori?.nrse 1m la fon::n Pi-1-l- o(P1 o··• o P1 

Ldeeo nl aplicar i·wvnces 5 ,9( ll) se tiene que 

(P

1 

o ... o Pi)~ (l.:
5

) c. !Js+i y :ü ;;iplicar el ho111omorfismo 

P lf' en Ambos lndos r1e ésta contenc:i.6n, s e concluye que 

i+l 
(Pi+l~ o (Pl o• •• o Pi)-ll )(Ii'.s q/~(?lis) c. pi+/ (tls+i) 

por consiguiente, el E
8 

módulo &p (M 3 )M está contenido 

en el Es+i módulo Pi+l,-'(?;
3

,i)M. Por lo tanto, el 

fíl_-espacio vectorial :M / t/(>J(M 8 W se proyecta sobre el 

K - espacio vectorial TI'. / Pi+l ·1' ( lls+i ) M ,ésto signi-



f{cn Q':1c la 1Ji.::1:_~nni.Sn lle,~,;\:!) tHtL;o 1?:J r:'.cnor o 11_.u:1l que la 

tlimens ión del p !'5 me ro, p 1) ro la tl k•-' n ,, i ,~n 11 e r,\ / 1¡;--'I( h' )~'. es 
B 

fini_tn p0r ;11¡;1Hr:ni~1 d.1 ii«~1;, l_(.n; 11:•'¿:0 n;;;ultil .-p¡ri ·r. 

• M / Pi+l-<"(U 3 +i )M et3 un ít(_-c~.ipncio V\~ctorial do llimensi6n 

fini tn. 

rn6dulo finitumento gene-

rado, M / p ,y(?.' . )},' 
i +l :J +1 

en un cnµneio vectorial do dimcnsi6n_ 

finito y U también e~ un E
9

+i módulo vía el homo~orfismo pi .. +l 

Estas non r~ecianmnnto lns htp6tosis que no requieren 

para aplicar el peso uno; despuds de hacerlo, es posible con-

sider;H a M como un ~ m6dulo finitumantc L·,~nerndo, dsto "s +1 

completo el patio inductivn, os{ corno la µruebri_el Teorema, 

ya que para i=O ~5e obtiene 13 conr.lu~.1.t6n del '.reo rema 5 ,9. 



f'::ü·3 ln fGn:u 1.nci1~n (1cl Corolflrio 5. l.D, con~1id1fronne 

los 5 hr~6t0~i3 R\v1icntas: 

A es un F.s m6dulo fini tnr.1ento q;enorodo 
1.-

2.- D en un E m6dulo 
n+s 

e es un E m6dulo fini t:o.1,1en te e;oncrr:do 

n. +3 3.-

A. -...o e ea un homomorfismo de grupo~ 

5.- ~ B ---o C 
es un E

11
+

3 
homomorfi:.imo de m6dulos 

5.9(12) 

Definición 

Sea v<..: A --17 C un homomorfi~mo de ¡:;rupos, A y C 

como en 1 y 3 do 5,9(12), si p : ,R_nx /l(
5 

___ ___..J.> _R·
5 

es la proyecci6n so1n·e el segundo factor, entonces se dice que 

P
.,p • E ---t1 "' es un homomorfismo n1ezclado de tipo finito 

• s ... 3+n 

o una rnozclB si 

y a A 5,9(13) 

Esta definición puede sintetizorse con el sit:,ruien-te 

diagrama conmut3-tivo: 



---------------------~~-

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

A 

l 
E s 

./ v-·-- e 
---·--·-·-· ·--·· .. -···-D 

1 
·------!? En+s 

Por •oconsie;uiente, o<- es un homomorfi mno mezclado 

solJre p -í" siempre y cur.iníl.o el dingrflma anterior r:ir.:<13 conmuta-

tivo, en otras polnbres, 

e;)_ ( 1 a ) "' 1' ;.< ( ( ) o<.. (a) 

~----------.......... 



) 

Corolnl'io 5 .10 

Cnn las hipdteHiB fo~~ulod33 8n 5.B(ll) y 5.9(12), su-

e-· c><..(A) + ~ (B) +p ... (M:J) e 
C = d-(A) + p (D). 

y que 

Demostració~, 

Probaremos que 

el m6dulo C'= C / p (B) estd finitemente eenerado sobro 

E n +s 5 .1 O ( 1) 

C' / p'°' {M
8

) C' es un espacio vectorial c'le dimensión fin!_ 

ta 5.10(2) 

entonces por el Teor0mn de Prcper3ci6n 5 .9, se deducird 

.que el mddulo C' estd finiternonte gencra<lo aobre el anillo 

E ; la conclusión final será una consecuencia del Lema de 
s 

Nakayama. 

Justificación de 5.10{1) 

De2y5on5.9(12) se tiene que ~(B) esun 

subm6dulo de C entoncos el cociente C / p (D) es un 

E m6dulo. 
n+s 



SeA ¡?: C ·- iJ C' : C / () (íl} el ··:;obo1·fl~1r,10 can6-

nico1 ento;1,~0;1 l\or ln id. · 1 6tü~i?J 3 on 5,9(12) e:ci:-;itnn l<-e1.-;-

ffoto si{91ificu que 

como un En+~ rn6dulo ; ju::itificr>iHlo nni'. la n::;evcrnci(fo he­

cha en 5,10(1). 

Ahora de 5 .8(11) se "tiene que nl hornomorficl:no 

p '* • E ~ E induce una e~itrncturn sobre C' de 
• s n+s 

E
8 

m6dulo (denotaremos a C' con la estructuro de g3 módulo 

como C' (véase 5,8(12)) 1 entonces 

p)¡I (U ) C' en isomorfo con ¡,~ C' s n-
5.10(3) 

Por hip6to[1is 

como r es un homoinorfimno de E m6dulos entonces 
11H:l 

.( (C) ::: ( (~(A) +f (B) + p_,,.(Jí
8

) e)= 

( (~(A)) + ¡?( r: ( B)) + f ( p 4 {11. 8 ) C ) = 

r (o<. (A)) +p1"(Ms) f(C) ::: 

-- f (v<..(I\)} + p V (U ) C' s 

. ' ... 

. 1 



1 

1 

1 

1 

( Ci j (/'.lF!r:!ll 8 

vectori.~1. 

C' I }.! r.' 
~1 

Bn con:rncucnclA, tl'l 5.1·1(3) ~n t:l.1:i:e ·~1w 

C' / p °' (M) C' tPr'.l1i1fo i;;i U\\ cnp)'cin vt,ctod2l rlri c1iP.e11-· 

sión finitA, 6:1·~2 lHli.:~ri f,:;.::vr~r~:cir~n y 1.:1 '.1F:c·l1•! en 5.10(1), 

sati:if::crrn l s hip6te::ls 0(~1. •r.;ol'f:;•\B •fa rrep:- ¡•:•ci6n. Por lo 

tanto, C' e~J un 

Finalmente, es po~iblc Aplicar el L·cn de Nnkaynma 

1.18 a la igu::ildod 5.1n(i1) 

f ( ~ (A ) ) y 9_' 

generado, pA~n obtener 

ramos en 6sta icualdAd u 

C' ·· ( ( r.::><_ (~)) ; pe1·0 ni considc-

C' cor~o ¡.~ m6dulo tenernos 
n+s 

e, = ,;.<.._(A)) ' es decir, e I (3 (B) 'O! f (<><(A)) 

como ( B) es el núnloo de 1 epimorfismo r entonce e 

( e = ~ (A) ) mod f (B) 
por lo tanto 

C = ~ (A ) + (3 ( B) • 
-.. -: :;[~ 



Sea f : 

cindad del cero tal. que f(0)-,0 

m6dulo finitnmr!ntc r;01rnríldo, entonces lnn sit~ui.::nten condi-

cionos ~on oquivel~ntes: 

a) M os un Rt m6rlulo finitemente eenerado 

b) M / f ~(Mt)M o~ un eapocio vnctorial do d!menoidn 

finita 

Demostraci6n 

a -') b 

En primer 1.uenr obs6rvese que todo germen 

llo local Et puede expro::rnrse en la fonna 

del ani-

1 (o) + ( f( - ? (o ) ) 

te del 1~ermen 17 f)l1 el 

donñe 1 (O) es 01n p3 rte constan-

or[ecn, yr~n consecuencia 

11 - ? ( IJ ) ~ !f.t • 

Por otr11 perte, M es un Et módulo finitamente genera­

do, entonces existe un conjunto finito de generadores 

, ... ' talM3 

de expresarse cm la formn 

m é u i 111 
o bien 

que cualquier 
f' ,,.,;; 
~ 
. -1 

--< -

elemento de m pue-

el onde ?1 6 Et 

71 -7 i (O) )mi • 



1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 
1 

n M co:no l¡ ',\ J,' .• ,,(_ 
•,lt ¡t,V 

.r? 
f 1 

t-'l 
-.. --~--

! .¡j (1'""t::) t1 
(con3ulte 5.8(9)) nntoncaa cado elemento del cociente 

puec1o expro:Jfl r!>C en lB forr~o 

renil te ser 1m 

:l"' que 

por lo tnnto 
t-1 

-/-'1'(t1(;;) 

'Á( -e:>pncl o vr.c to ria l de dill:Pn~iión finita. 

b ::::) a 

Como cualquier función de í/(5 
en 1( t: puede expre-

3arse corno lo com-posici6n de una inmersi6n de f/(
5 

en //2 s -x, .. ÍÍ2't: 

see-uida de hi p1'oyccci6n !!.obr~ <!l se{r,undo factor, ento11cca será 

sufici1:mte dnr•ostrar lo r;enernL.:ncll~n rlcl Teorema 5,9 pal·a in-

mersiones, ya que el problemn psr1 uroyocrionos nos lo rcRuel-

ve el Teornr.i:J 5 ,9. L\\e'2'.o cnt<-'nce!'l, i1nicAmente probnremos que 

K es un E~+t m6dulo finitnmento eenerndo y que 

M / p.f (Mt) M c3 un csp3cio vectorial de dimensi6n finita para 

concluír que 
M e3 un ~Et m6tlulo finitamente generado. 

Sen 
/')5 ,...) 5 J2 (: F: ¡¡Je. ·-- --<:> //L t la inmersi6n de f 

definida como P( x) = ( x, f ( x)) es a e ci r 

F = Id x f 
5vll(Ü 



en 

Jcl caro, yo ~uo por 
r)'.i 
~ t~1 1il~n 1.o cs. 

i' - p o p· 5.11(2) 

Ahora bien de 5 .8(9) se tiene r¡uo el lrnmomorfismo lo 

anilloB anclo por 

F ~ ( 1( ) == 1 o F == ? O ( Id x f ) 5.11(3) 

induce sobro M una eBtrucb.trn do F.
8 

i-t P11.h!ulo, Luo,~o, pFJra 

proba'!' que con ósta er.;tnictura M es un m6clulo fini tomente gene-

'!'Ada 
1 

co11r1idércse el homo:1orfim110 P ;J, g ------v E s . fl 3 +t 
dondo 

~ es la proyecci6n de lit X Í/(é en í/{5 sobre el prime't' 
3 

factor (consulte 5.8(11)) y obGdrveso 9 que 

P/( -~ ) "' 1 o P
3 

e::.1 un f}"r010n i!el anillo 

entonces de 5.11(3) se tiene que 

x f) = j o Id = j 
5·.-11(4) 

(ésto prueba que F? es un eplmorfismo) 

Por conslr.;uionte si l u1 , ••• , 

junto de ~encrodorcs del rn6dulo M sobre el 

es un con-

anlllo E
8 

entonces 

~·-·' ·..,:1 •• 
___ ;• . .:.:.·.;.:..:..~; ....• '...;~ 



lt / 1" l ( p 1 ( ;.i ~) ) ii -: l! / i' /. ( P 1,) J.t n1J un 

1( -e:;pacio Vt~ctori(ll •le (1:,-,i:::i:l.Í•:Ín l.t1litd, •1l ._:1:al C:J i:-:iot:~oi' 

fo [JOg1fo 5,11(5) al c0cfrnto 1.' / pl(lít)!.l; c~n <'-:1u:1•~cu•;ncln, 

é8to últJr.io tnrnbi\~ll l'"':ml.tn ner un fZ --e~ip;ieio -·:nftorial <le 

dimensi6n flnltn, 
Por lo l;·~nto, corno :;e nfir-1';ur6 e11 un nrinclr.>io, eB 

pouible upliccir el Tcon•;Hl de Prepar8clón 5,9 nl E m15c1ulo lJ +t 

}{_ finitG!ncnte t;ene-,·ndo y nl 1?~ -r'J~l\Ylf;lo v:'ct0rial c1o di1;.cm-

si6n finita 

Et rn6du1o fini tnmP.nte r;cnerndo, 

o 



(3 ( B) 

( ( p i""(l.') C) p ;"(:;) ( (C} ·~ /
1 (1.:) G' 

{)iirnte G'" r('···'-(A) +p.¡•(!.'.) C' 

r C' como E
11 

m6(lulo vín •d. hi\iJ'.Oii'Orfi~·:no p , tl1? 

obtiene: 

+ M C' 5.10(4) 
3 

Por hip6tesie, A es un E ~6tlulo finitnmento uonerado 
~ u 

(consulto 1 en 5.9(12)) r•ntoncn:.i nl coci•:1ltc C' / M C' 
- n-

un E r-.6dulo fj ni t3•'1ent.n · :'.t"}"!l~.cr:.100. Lo:J ¿~Pnr:rndore8 ile A, 
3 

neron a p (..,...,(A)) y 1~~;tofl 1Hti.;:'.0~1 1-~r:1v:~rnn a 

C' ( mod !.' C' ) por cor.:ii01 i ·nte 

<"8-u, 

ü-

un conjunto finito Jn e;e1\0r:1dore:J 

1!sJponiht•;_ :lseJ.eccionor 

G. ) del E módulo 
l __ •. t::: 1 s 

C' / M C' con el cual puedo exnr~1::J!lrse a c<ldn el•~monto de 
:'l-

C' / 1! r.' en i_a fornn: 3;. 

r,:6dulo M C' s-

..,.. 
)~ 

e e:; ?1 ~O) º1 + 
/-'.', 

= .e:::_ . ¿:._ 

¿-- 1 
..(:.1 

/ ~ 

donde 7~ M y e' ~ C' 
8 

es un elemento de }; C' 
:J-· 

y 

e ::: 4 f(' (O)Ci módnlo 
...... _ 1 

donde (}. tSE 
( 1 8 

como 

claramente 

entonces 

'! e, i'·s-



'~ 
K 

f 
,, 

"'/ l? ·f { P s" ( _s z m. <.:. i)) )'.Ji <:::.::. i. l 
_,l;I .i -~' 

(el miembro i:--.quicrr1o corno E módulo y el miombro <1cr<:lCho 
El 

como g t ;:;ótlulo) :¡;or lo t~1nto 1l en un R t nr5dulo :fini tamen-o+ 9+ 

te r~enerndo. 

Por otrn p:-irto: 

el ho;1;omorfi:5;::o l!' ~ entablece un :!.somorfismo 

entre el i\ n:ó1lulo p -1-"(!\)l! y ol 

8 tmódulo p-l:'(p·~(r.:t.))M 
~ ¡. 5.11(5) 

En efecto, de 5,G(9) :r 5.8(11) se infiere que loo 

homomorrisraon t"' y p:\ ir,c1ucrn :;obre ll u;•n o::itructurn de 

1\ m6dulo. 

,.,;. ( ll, ) '' ll ... o D 
.t' / / • 

secuenci11, 

entonces 

es un 6~Tncn de 1. idee.l Ms+t • En con-

F~(p>l.~./l )) == (/p.op) o (Id x f) /L\of "f.f(/) es 

u11 t~ennen en el ideal mnxhwl U8 deb:i.clo a que por hip6te:3is la 

función f se anula en el orí¡:;en; por c:onsi,'!'.uicnte, 

p :t' (?rt) es 1 rJOmorfo A 

5.11{6) 

6ato justifica 5,11(5), 
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1 
1 

Cl\P'fTllLíl IJT 

' nprr-nf'''f'J~ q lf () 

1\ dt.-

cnnr:nplriS rlr. !Ju~rhb}P.!' \1r,1.Vl'f'"·1ll'!' v !")p:;r'·,lllpe Is,-n-•rr•,'.1. 
? ., 

í'1' ':": í•1 !ifl r: 1r1S-
n 

hle ce k-tr~nsv!'rsnl. 

···.1· 





~ 

l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

r. 

7 
" ( ~ t 1 f 0<. Yl " }.(¡).,... -· ~iJ 

r p~r~mO rn3 S1 : H n r( --

:O cnn la propi.!lrl·'rl 1ie 11uo f I íi2" y, o 
6.11(1) 

e• un element" Mel an\l l n Me aér•e
0

e• En.¡- r , c•tn _., un 

ge rmao en '"" Me una fund ~n en C ~ ( ff(" < fÍ(y , íÍ( ] 
6.0(?) 

, 

Si 1 es cualquier rip··mrn rlo E strr1prc evts'P" dr~r'~ ., 

bleS de 1 ' 
pnr oiemnln: 

r(x, y) = 1 ( )l 1 P"ra tndn ( )l' y~ é 
íí2YI /( fí<y 

Oesdnble Triv\nl rlel aormon 17 
• Un drsdnhle nn trlv\nl ~el 

germen 1 



'( p·1rlr!"' ,s r:.,~ .. •; tr11 ir 1<1 ,,, 'r.-

cuvns 0hjnt0~ srr~n J,,s rles~nhlc~ 

Sean (s, q) v (r, f) rlesdnhlr>s rle 7 

( QJ , cp , 0 ) : (s, e¡) ---O (r, f) es !1,,11 tr>rria efe 0f.rme-

nes en cero 
Qfl C)S c;Jn ('i)Y (j5 : //(_ >( //( ----V //( X //c.., 

r¡ ue na t.is f;ic en 

1 • - 1?/fi(h es la irle" t.lrla d en í2h 
,:. o 

?. • - Pr o p = ~ o p dnnrle r y p Sn" los s r s 

3·. - 9 = r º cp + e º Ps 

En re'1l lr4ad p J .,, es f> 1 onr"'r., rfe la lriclü-
/12_ )( o 

sirÍn n;itural rfP. 'íi(' ---,-0 JRn X. fí2>- l'JUf' f'l'lr hrrvecfMf dlrrm,,~ l'Jllr 

es la irlf'nt.irhd en í/2n • 



1 
1 

Hay un rinrfl.~mn lrl1)nt.ir!ad p1ril c1di'l "lhjrt'l dP l;i c:ih~nn­

rfa de desdnlJ]nS rle 1 y lA r.n1~nr1sicl~" de lns nir1rfl!im'1S r:Jp la 

cntegcirfa es nUOVil"l""t IJ'' mnrfls111n tle di.chil c;i
1
r>cnr(fl, 

6.1(1) 

En pfec•ri, nn la Defirilci~n G.1 h;icrmns flj "' Id. en 

tj2" t: íi(l', ~ .,, i r1, p'n 7í(d' ~ 

por cons t.rucc ir~n ~ { 12(1 y, o 
(Propir.dnd 1'. 

r = r o q5 + o º P.,... 

Prir Jr¡ ~~n·., P1 ,,...,rfi!'lni'1 ( <;fi , cp , O ) : (r, f)-0 (r,f) 

es en verrlad el mnrfis111n idn"t\d1d drl ..,hjrt., (r, f), 

'i ean (r, f) 
' 

( s t q) V ( t' h) decrlrif1] r-s de 7 V 

s 8, ' ( t, h) ----t> (~, ri) V - 1 

4) ~ ~ 2) ( !l' Cl) ·--4) (r, f) ,1,,5 m..,r fts"l,S, 

Cl"''nnCP.5 

(~ Cl ~ 1 <PO i 1 ( g? Di f-t 1)): (t 1 h) ~ (r, f) 

es uoi mnrfi.Sfl'lll de la cat11q11r{a dr> rfc"rlnfil r5 rlr. 7 6, 1 (?.) 



Sntisfaci6nrhse ;is{ la prrinierhrf 1 rfo G.1. 

Pnr ntra par•~, pnr rlnflrilc{~n 

'7) 5 !'."")y !/e ___ ,;> /<.. 

'R"C.--b 12y 

Jl --b 'J2 11 
X f2 i' 

V rJ? /Í2>J ,.: O 

V 

pt snn lns prnVPCC: i ""'í'S P" \o t rla s nrir la dnft~tr:i~ .... h .1, pnt.,n-

coa se t. lene rnr hi rirítr:i'U riue p o - - Íº p(.-
s -

y p o p: ? o Ps rfo 11q11 r ri 11e 
r 

Pr o cj) o 
~ 

(P r o m) o ( ~ o r ) º -=-- = - :: ., 
s -

:: cjJ o (P o :::. ) :: ~ o ( i o Pt) " s 

= ( rp o ! ) 
o '\ 

Pnr hlnÓ~P~is r-11 +if'"!' 'HH' h - no :=:::__ 'f b¡ o Pt 

y ci = f º c;f; + l z 0 f>s P s º :==- ;;. J º Pt:-
Lueqo nn•nnces 

h :: q o =- f- g 1 o Pt; ~ ( f o sP + ~ ~ o pti J o ::- f- fs,, o~ :: 

- f 0 cli 0 ~r-e"'+- o -::-- f- t º Pt- ~ - -s - I 

= fo ( cF o =) J- ~ Q e ( f o rt-) + t' o pt- .::: 

::. f 0 { <i D ~) t-{ ( f: ~ Ó J) f ~) 0 p~ 



1 
1 
1 

~-------------..... 
h ::: f "'( iP o ::.:: + ( 1° o f 

(o ?. s 

Definic l~n 

Se dice riuo uri de"d.-,hlp (r, f) rfo 'l" nrrrnr" 7 
ns univnrs'll st r'<1r11 c11i1lqut,..r .-,tr,, rlp~;r!.-,hlr (e:, a) d11 

te uri mnrfi~:mo 

(r, r) • 

Definición 

( _:_ ' 1 
( e]; -o - ' 

&) 

fr, f) ---ti (!=:, o) 

para el rlnsrtri~lo (r, f) y 

tril que: 

P"l E ,, 

6 .1 (3) 

6.1 (11) 

( ::- o <J5 ' j o r ' (e) o~ r t, ,, e~ el mnrft~,,,., irlpntidad 

pllra nl desdn~lo (s, º'· 

que r=s v que 

J = ~ -1 y 

'>Jºi.; 



1 
1 
1 

- </· -1 í ) U ~ ·/•U 
; '"'lf' r~., rlrl 

Fo ) • 

Parn vorlficar ~stn osrvrrnct~n hnsto real tznr lns r.,rnp'1-

su 

'ioa 
un nrrmr" rn rl trlrnl 

y 

k-jet. 

( l : !11 --:o M I f'lk + 1 

n.,r 

Sea e t"lnera rn e 

defirdciAn "' é fí2n ' 

r.,., la ron la dP 

r!of {nfl'\0 l fl fu.,c i.~n 

!1bservact6n 
En virt.11rl del r:nrnJnrln 1 .15, 7J(e) y ln funciAn w(o) 

que nsocia i< _---1> e(1J /- x) - r(u) +tnnrn cirirrrnr~rs cu11ns 

6.1(6) 



----·{J M 
n 

cu1,1a IJ 

de 

)( ~ ( (tJ 7- X' - 1 (1,1) 6,1(7) 

en i ric ide 

con P.1 C)PfMP.n 7 on w ~ rJ. 

~,, la primera pnrtP. rle la Prnpri~lri~., 6.2 se pruobn que 

no liay amlii~lledarl .1Jr¡uria en ln dP.firilci!iri rlr>l r¡rrmrn r¡r7 

6,1(~} 

De f{.,ase // C7""· /( ? 

5cn jk la provAcrl~., u~unl que llrva al ldenl m~v{mal 

M en el c~pacin rle k-jetR. 

ral 6.1(9) 



L. 

Sgn 7 
fo1 ~--'!] 

un C]Prmdn 

y A. 
el ldenl Jncnhlann rlal ~ermen 

I.- la prnl..,,..onci·~n ,,,1+11r.,l •1rd Prrrnr"I 1 

1T.-

IIT ,-

y su k-jrt p5f~" un[v..,r:"fmrnlp rlrªrrml~nrlns 

c¡r 7 y 

i rs r!rci r ln dPfi."ir.i~ri dr. 

'11 }:: 1 e 5 i "tl p n f1 n di. r ,.; te de 1 ~ s 

rlr:l •Jf! rme.., f? 

( l _E4_ i::1 , •• , , n ) 

( C>Xj 5 

h 'l j n 1 a r! fl f i V "l rf 1 d P. 9;;'&?' P n O 1 '1 f f r (! n 1 

t~s+o r1-p'1cin v;~rtn-i.:11 PS trn~svrrl~nl ,...,, 

t¡;-'K 7 (''> r:l nr mp,, de IJ'1 r~r:-i ·!n rlr. 

:¡¿n , '1) al rsnilr:' ~ .-Jp 1:- i1· •s Jk 



DemnstnclrÍn 

clélso de 1 
<1lriunn vrclnrhd U rfol r.ern P." 

r.] )¡ 

//( 

dnd V dnl nr {onn Cnnt¡>n i r!"I '", 1J 11110 ~;n t ir, rnce: 

si x é V 

e(w 1- x) = fl 1 (w ·/- x) ln c11al siqntfica q11<' rn rllr.hn vrci...,d<id 

V, y(e) cnlnctrle cnn w(e 1 ). 

Pnr ]r¡ t"lnln lfl '"11nrlrin J11 e~-(ÓJ 11ie.., dnfi.nidfl 

y en rnnsecui>ncl'1 t'1mlilén ln n!1tfi 9~K. 1 , n11"" t:f:~e 1Htt.,,,, 

es pnr dPflnlclrÍ•, j"-077 (vtín~n li,1(fl)), 

cia 
x ~ _J;_ (n ( cu + x. - n ( w )) 

CJu;_¡ ( ( 

':J o(= ( .><( 1 t ••• ' =< ) (ver 6,1(7)), Este ne r·qr>.., c..,i.n-n· 

cJ ( ,,, 
') e i.do cnn () 1 

( lJ V<l que ? ( lJ) "º ow.~ C) -¡_"-

dnor.nde de la V él r Í '1 !, l P."')( cn'Tin 7 es e""' (ver 1.?(5)) 

ent.nnces ]a rxprrs{rÍn 9..,térinr c 1 i..,cide r..,., 



ide,11 ¿ :;e ri1rndo P.lOl"P~nr P'l ln •,, rrnil 

() é)1 
11 é)'? n 

L %. et.: /- e; (j>_j_ Jo.., Je. ¿_ " 
. c.. , .. / .. l.< 

;, :: I ()i..~ ;. = 1 ()~ .i.: 1 ()'.(_J. 

E 
n vis t.n cnm•i un 

La otra c11nt.tmciiÍri es nhvia, ya 'lUI' si r es u..., real y 

JA- es un gprrnen de M nn•,,nces 

_i¿j __ ,. 
__j2_t]._ Li r t /A-

nPr~e.,rrl' a 

é) 1-:. ():e 

r:'nr ln +an+n Í':i = f(A .¡.. H}:, 
V ··or.,vech""'d" 

la 1 lrrnalidnd de jk tpncrt1~"' riue 

6.? (3) 

ílhnra do 6.2(2) se tiene que 

cicle crin la imá~en de íl<.l) haj., la dr>ri.vGrln f'h rPro dn 

rK. 1 va '1 IJl'.l .1 rn '"1 n ~; rstinciri~ vrctriri.nles tie.,en l .,s 

m isrnns qP.ner:irlrir1rn; lueo,, en•.,,,ces P.1 fl 1 il.,,, ta"º"., te (?'1 z de 

la i.,,&qen rle 1( IJaj.., la rlf'riv·11ia (H'I Cl'f'l de <¡(I< ( 
t.r<1nsversal a l<r1 6 rn j k ( A ). 

PS 

1 

\\ ' 
'? : 



una inmers!~., 1.,rAl, 

•E~ 

:· .. lr, TI, 

y· M( 6 ) 

(c.,ns11lt.e TMrnma 1,19); de ah{ que 

\J ÍJ / ,.,k +- 1 • 

L.) --- 1/ 

de acuerrln al lemA 3.A d lm ( /J / fY1 !::, ) :: n , 

Pnr ntril oirto r· 6,?(3) s ... tiPn[> <JllC 

) ·1-- jk(f11 /j ), l\rlw~<'i.,, p.-, 1'1 rlP,,,.,strad"Ín 

d~ II se prnh~ 0ue f( ji<( b, (} l(i" /':, ) =O en+.,.,c(IS 

j /( ( 6) 

j':.(Hb) 
:: 

Íi( -1 K ( ~) t j. k. ( H f:i) 
__ .J ____ ,_ ·-- -----·---·-

f;:( }-( ~) 



I' ~l r1 f 

e!'l decir, 
r-- /<. () 
'¡/ ( 

n ( í;( , n) 

' . r.1 -~" '· '1'1 V 

1 ~ 1 lncnl y es lJn enc::i 1e de 

o 



¡ 

J 

1 
1 
1 

Sea (r, r) u., rlw:rhhlr> d" ? (en P" t1~ rdrraf.,, 7 
pur?dn ser cu0lriutrr orr·npn rir>l ;inilln [n). 

Cnnstr!1hcs11 (.,. 1 

r:onrden1rl11s en fit1 

'J fÍ{'r' 

un represnntont.o ria f r>ntn•,CP'l [1'1ra '•Hfa j,,,1 , ••• , r. 

De nh{ que teng:'I srn' i.dn ha 11lnr del r¡Prn1r.n rlP. lil fu.,r tñ.,: 

6,?(4) 

Pnr cnns+ruc:c: i,ñn 

ideal mavini;,1 M vistn ~~te ~}ti.~11 r.,ni~ un 1Í( ~e!'oacln 
v11ctnriill se tlr:>nP. que 

pacin vectnrial de M al r.:1111 den,.,+.r1'11•1s r..,.,,., \/f. 

6.3 



1 
1 

cnns t.rucc ili". 

anillo E ) v fiea: 

cero áe la funclnn r¡ue ;isiqna a C')ri;:i 1.1, v en ~/2n X íi2Y 

el k-jot en cero rlrl Qnrme" 

e¡¡ r f ( LI , y )( l< ) : f ( W -f- )( 1 V) - f ( IJ 1 y ) 
6.3(1) 

'p f (w, y) port.r.nncn '11 idral m:ivim"l fll ). En rdTil!'l 

r 

palabras: 

f :: jk O TI f 111 nermen F ~!' lr. rlr.n11mlnn 
r • 

6,3(?) 

La restriccirÍn en r¡¡z )( o del gcr1nPI" 
r¡-- f 

r 

cnincide ron cr1 V 

F (n, O) 
6.3(3) 

[n t!frctn, rnmn (r, f) rs 11" defirl"llile rle 7 enhncr>s 



1 

1 

1 
1 
1 

ddl cnrn 

~11 r ( o){x) r LJ f = 
f ( 1J + X , íl ) - f ( 1,1 1 0 ) -: ~ ( IJ f X ) - , 1 ( l.I) " 

::: 7' 1 (1.1) 

(cnnsult.e ñ.1 (7)). f\\.-nri'l rln fí.'.I(?) sr t~ftpre riuo 

F(O, n) = jk o !j( rf(íl, O): nnr r>l ~rn11111rn•n ;inll'rínr, (.!'tP 

611lnn germen cnlncldn crin 

fin;ilment.P de !i. 1 (7) sr r:ri~cl11VP que 

jk ( 'il~( (O))= l( ~ ). Jost.ific~"rln~I' ns{ la il"<'\!erac\~n 

hacha on 6.~(3). 

K 

F(u, y) = :[_ 
\"'-1 =' 

./ <~1, y)) ¡ 

(cnnsuJ te 1.9(3~ -1 .9(7)). 

la fnrma 

Observación 

La derivada de 

é) F 

tJºº 
= J' ( é) ( qr'? 1) 

é) IJJ~ 
E>())..:. 

é) F \w,U = ji< (dj(f)) V 
o~~ 

X.::o 

i;:1 

_'J..-< 

.-< I . 

y 

'• • •' n 
y 

-



V j=1 , ... , r 
6.3('1) 

das r:le 

; nnr 6,3(3) 

l~I ~ k , entnnces de 6,1 (9) y 6,3(~) "e r:nnr.luye que 

é)F 
é)w.,¡, 

_a_~ 1 
oj.j w:::O 

y))) f xoo ' c.,m., 1~~ dPrtva-

das parci.111115 Cf1'1mt1téln
1 

pues (r, f) e5 C .,O (vpr 6,Q(?)) 



)( ----() l l m 
-é -'Jo 

= lim 
{-VD 

= é) f 

t 

t 

('.', o)-· é) f_ (O, O) 

Oji 

cuencia, do 6.?.(-1) y ñ.3 sr. dnduco 11110 

t . 

en cnnsr-

2; ¡-t'/ 
-··-"--( d ( f)) 

CJx" .1 

Pnr Jn lnntn dr 11,~(?~ V 6,3(11) r,p r.-,nrluvr f'1UP 

Definició., 

Se dlco ~uo un rlosdnble (r, f) drl germen 

es k-tr~nsvnrsal si ln prolnnnoci~n k-jet do (f, f) es 

tra,.,sversal '3 lA ñrfiitn do z lnjn rl nrurri dr k-j!'ts 

de difeomnrfiornns en el o~pactn rlo k-jrts, .• 

Esto eo:: 

= 



Observacirh 

D(r) = D(jk V) ) 
(x, n) ~ 

eRt~ determinadn nnr 

6.3(7) 

hecha en 6.3(5) se nhtlene la slnulrnte: 



lln de5dn~1le (r, f) rl r 11" i:irrrnrn 1 G M? es 

r.-.n 7- + ~lk .¡..., 

k-t.rannvnrsal si V s..; h si M en i."r ldP ¿ vr 
es11r1ct., . donde 6 es el idP."l J'1cn 11 i'l11n rle 1 V vr r. l 

, 

VP.ctorial doflnidn rn 6.3. 

Demostrncinn 

Por 6.3(3) y la nhservactMn hP.ch" rn 6.3(5) so tlrne que 

r, ( ª«, n) r 
.• 

Ahora, en el r>snnctn de k-irts (Jk , eF. rledr, lris grrme-

seg6n ln establece Pl LnmA 1.?1. 

Simn,;1 icn1M'nt.e 

En virtud de la PrnnnsiriM~ 6,2, ~stns ~ns rsnacinF tan­

gentes s<in t.ransversnlr.s en jk( /J ) , es rlPcir: 

T
2
(z, Gk) t T (o ( /rK 7 )( íiC ) ) :: 

z 

= T J1«rri b. ) f- T 2 (0 ( l i:: ? ( r¡¡(" ) ) = 
z 

= 
jk ( 6 ) = T 6.11 (1) 

z 



Tz (º(o, y) r (o x 'íiln)) r--- Tz ( o0 dj(r)( 'R_n )) 
en c:nn!ll'Curnclri Tz (Vf) C'iinr:idr r,1n rl nl'lhn \anrirnie en z 

efe ln rlertvnda ria r en la t'irer.r l'~" do y 
. 6.11 (2) 

Por cnnslqulonte, u~ dn~dnhln (r, f) ser~ k-trnnsvrr~~l 

si el grrmrn r es t.rn~svrrsql a ln ~r~ita (z, Gk) nn el OSPA-

cio de k-jrt.s. [stn es , si 

= T z ( Jk ) 

Pnr cnnsi~uirnte (r,f) eR k-tr~nsversnl, slP~ore y cunnrlri 

f( -r.spa-

cins vectnrialcs, ~st~ sucodn s{ v n~], si 



Cnrnlílri.n li,5 

7 
C!l k-l r.1n~Vf' r~nl V (e' f) oi< is te 11n de~ dnh 1 e fl u c 

dnnd~ e es In cod{man9l~n de 7 

Cnmn 7 

cnd( 1 ) = dim( M / A ) = e (\IPf 3,0(1)), 

cnt.,nccs ns cnsihlr clPnlr 
, 

e orr11pP.p~ e., rl ldPill rllqum.,s 

u1 ''''' ~e 

fnrmen u.,a bnse rle 6~te n~pncln vcct.,rial. Oef{"o~e 

f (x, y) = 7 (x) 

es un desr1nbln rlc 7 
e~ rl~r., qur f 

f(x, O) = 7 (x) 

j=1 , ••• , (! • 

E>f I é)"-1_¡ -
J J ~n x o 

, 
81.1,.,: 

vn nne 

_cu_¡ 
C> J.j o 

o 



genernn al 

¡L k / o 
y cn1:1n 

V 
se tlene QUA M es lqunl a 

k > o. 

Vcrtfic~nrl~nP an[ la afirmn~l~n hecha e~ rl Cnrnlnrln 

6.5. 

D 



r;on ~ 

rfe u.., rir>r.,,!l" 

la Prnpnsicl~" ~.~ ar lieno 

f:::. i- V -/- f'1k -f- 1 
f 

1.19(II) se tlnnn 

ln t"nt.n 

El íf?... -espnc tri vrictnrial rt1/ /J está nri.,rir;>rlri n..,r ln~ 

mnrfi9mo que llevR el lrfenl ~nYiMnl ~ e.., el criclr..,te 

MI b 6.5(?) 

1 

1 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
-

Ms [ n+ 
1~'1n5 t .. , de '•'1Uf'l ln!1 nP r'~r .... P5 rlr l :inl.11,., 

5 

E 
n +- !'111!' Sil "nu l :i•i 1'"1 rl nje 

fí('t) . 
3 

f,,5(3) 

Demos trae i'1n 

se puedr cxpresnr 

V 

sAbO"lnS flUl' M rst~ or>nr>r;-inri n~i r l "~. vj ' 
ln - r:11;-il Pf. !i~ 

s 

anulan el 
, de 9s Prir 1'1 1 :in+,.,, si 1 r.n nr1ar.n !<.... 

es un 

gerinen del <in\lln E + 
t.1~nrlrnrnris QUP: 

n s 
s 

~ 1° ? ¡, Pj jj Je J,,Jt 

i ( 
0

) 7 l'"• o) º ft 
1 

_,u j (o) ':){ (o) ? ( :l, o) o O · 7 ( "-• 
0

) = O 

'r/ X G 'ií(h 

p-,ra 111nstrar la .,t.ra c11nt.r•'Ci~.,, ,.,.,sirlPrese 11" r:rrn<"' 7 
en rl °'nil1n E + 11ur c,p, ;in11lr pn rl rje íR.. , 

n s 
entnnces pnr r>l Tn.,rerin f11,-,rla01r>n1·.ril dr>1 Ci1]c11l1 trnrlrPm'i!' r¡ur: 

~ ( Y. ' y) - o '.'.: 1 ( :< ' 1/) - 17 ( )( , o ) 



S
I 5 

< ¿-_ 

o j-= 1 

Pnr 1 lncril i.rJ;'ld ést" F!.-; lm1ñl 

s 1 5 
~ 5. ~(ll, ij (ll, y) ¿__ 

Yj t 'I) z 
{=·' 

dt :: "j 

o CIJj 
j-= 1 

dnnd'e j j (y' y) = l'-ªª- (v, t y) rlt. 

o djj' 

j .i 
E n t s 

V j=1 
V 

' •.• , s 

'lj' sj s 

~ = .f_ 
{:I 

que es ln 

o 

1 



Observactr1in 

6.5(6) 

E ~ m rÍ ' 1 111 n 1 i 'i !'.'e !" n t 
s 

nr.,rrnrl.,rrR ~e A r.,., ].,s 

en rlr>c ir, V n .:; 

" r-< ts h.,n o6rmP'"'t~!1 tÍ" lr.,~ 

~ 1 ' ... ' 1t P.n f" 1 ,.. ... q 1 ... E r¡ lJ !" '".1+tc;f'-rpn: s 

a = ( 1 ª1 + •.. + (t ªt rinr C'1., ~ Í fllJ Í. "" h'!: 

a= ( '( 1 , ... , 
6.5(5) 



1 

l 
1 

1 
1 
1 

( I]' tíl') de r: l 3 SP. 
e-'' . Sl 1\ f''> ll" E + 1 

-mArou1 o lthrr, 
r 

nn r +·, vnri'1hlns f\ .. ,;_ t Y"P"tf! ric'"P rnrlri 'I e ~r-; U'"' 

~: r ·f· 1
-mórtul n, PI' tnnr.rs 1 " 

'"11nr tA., o-1.... : A ---f) e 

,; -/-

sn'1re P'' 
6.5(6) 

(consulte la rlr.fi.ntclA.., S.9(13)1. 

En r,fpCt"', si (V' Z) ,. (V 1 V ' y ' ... , r' 

( '(' , Z'' = (V' ' ... ' V' z 1) ~~nn 1 R'3 cn'1rdr..,~r1 3S dl' 

1 r 

fl V 131 y '·' é E 
T' + 1 

P'"' ... ..,'""rpe 1 :'IS ,.,.,r,~r"Arlns 

de 1" f,\l!nB \Ja 
.,. ;¡I !)r1n 

1 IJ(Y, Z) +(Y', Z') =(\JY', (•,JZ) +(Y', Z') = (IJV +-V', IJZ+Z
1

) 

1 
1 
1 
• 

rioNle •JY = (1JY1 

.. . ~.: . 

' ... , 
1 

tJVl') 
r 

lt1rHJri 



_C) f!..._ (IJY ·/-Y') 1- !.J7. +- 7.' 
é) j 

- @_~~-- 1,;y + (-) «S Y' + 
d'.:l -·(0~--

+ '·' z -1- z ' = 1.1 ( _é) (_ y r -1- z) +-
CJ ~ 

+ _C)s__ y t + 7. 1 : IJ e-<_ (o ) + o<, (a 1 ) 

3j 

En las dos úl t ir.ns in11nlrl··rlen, Cn'l5 id6ro:H! a IJ C'l•nn 

un aormen dol ~nillo 

esto es, e;:.>( (t,la) = p,. (u) <-><. (a) 

p·ll (\J) = IJ o p 



(r, f) 1/ (r, t]) e ''11'' '"SO prnJ"<FH' pn ln defi ici~n 

6,1(4). 

Si 

ent.nncr>s l!l sí.mh!lln p 
significa quo el nor~e~ 

f(" x O os decir 

íí(n '< 

>< fi(Y 
J 

se anula 

(x, n) " 

íR. y ----O fí2 TI 

ÍR.n X [O J --O ¡R~ 
f?', 1 íl ftbro.. 

o Vx E- 'íí(n 

6.5(7) 

o 



Demnstraciñn 

cl~n enunciad., y dr~"'"s 1 rnrln e.., r.1 C11p{lu1.., V. 

Deffn~sP. "'"'ª hnm.,t...,riía Et. e..,•re l..,s C'Pf"lr.,P:O f 11 g 

Et = (1 - t) f + tg 

P"r hirihte"'is,. 

t i nl que o ~ t. ~ 1 

Secuc nc1·n t.1'nrni•1S 11ri.:i f;¡r;iilia (r Et) dn rl l bl , u c~cn. es 

. ' 1 

6.6(1) 

pn c•1n-

(n tJ11 nn-

"' .., 



lema 

Si ta es 
# 

11'1 numcrri f i i '1 en [ n, 1] cnl"l(\rP l:'lrA 

t rida t e., olgu.,a vccinr!fld de tg o'< t,. te> un iflnm 1· tir,mri 

( 1>t, 1t, ~t) : ( r, Eta ) ---11 ( r' Et 

El Lemn 1 implica a 1'1 fJr.,p.,sicHri fi,6 

En efrc~n, la rnmp,,~id"rl v cnnexirlcid de [n, 1] no!" 

permite selcccinnnr , ... ' t ., [o, 1] 

'• • •' Nn 

f=O , ••• , n de la siqufrntc ~·.,era: 

11 

L. ••• L t = n 
y i~O ~\ ? [n, i] 

[o, 1 J 5" ti.Pne q11P. 

t G N
1

_
1 

íl ~'¡ de-



~ :;1rnnrfi:>;io 

'cp,l ~ 

Lema 2 

. ,<. 1 . t (; _l .:: e l 

t • 
r' [ \ ) 

-" ÍI?.. n X JÍt 0 ) 

rp: 12.y X Q_ 
1 

0 X Í/( ·----0 .~?y X (] 

':/ e, : íí(Y X /í<. / Q X íl?. - -V fe., Q 

1 ) 

f/¿'1 f. JI( i- v 

(f,(:,) . o 



3) e 11 l ,.... r ; '~,, r .., n 

E (Y ' , v 1 , t ) + r5, ( '-' , t ' = E ( Y , v , t n) rh "ti e 

q/cx, v) = g¿ (-,," 1.' - (..-', "') 

Deduccinn dP.l Lnma 1 a riartir r'rl LPmR 2 

Pílrn •,,d.'I té[", ~J 

<}t;= cl)¡,, 
f¡( ;( Í/(y X é 

cj> t ~ 1' ! 1i(y 1' t 

snn lns riérmcn1~c: r.n 1.
11 

rlr. l<'l" t~nn+id.1r!r" P"' /i(n X /72'" 'j f('r 

rospocti_v.1mr>ni n. 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
• 

r•
1 

(rl" N?' 

---{/ <Ji e ( t. 

tnda t i: ( t,, - cf , tn + cf 

e i.nn nuc 

7 
_-(: 't 

o ~ -1- fo o p y' 

prnpiednrles 1, ? v 3 

que ( ~i:' ¡/J-t, &t' 

fu~-

__ :i¡ 

r·-,i~~rf""'"" o~rn 



1 
1 
1 
1 
1 
• 

Lema 3 

se la ecuaci.rÍ" 3' ª"' la cnnclusHri r.lel "1i.smn f1"r ll'I :"l(JllÍP.rit.e 

ecuaci.rÍn 

(1 

4) z_ 
; =- 1 

Una manera de cnmnr..,bar que la ecuac\rÍ" 4 del Lema 3 

puede reemolazar la ec11actrÍ
1
n '.5 del Lema ?. es 1n ~i.011\Pnte: 

Al derivar la ec11act•~n '.5 C"'M re~nrct" a t y uttltzan-

dn la regla de la cnrle.-,a en el mtemhr.., izquierd.-, de rli.rha l-

guald~d se obtiene: 



en tantl"J que el miembr,, rlr.rr.cho de l~ m1$1T!il lc1i;il rhrl C!'; irlé.,-

ticamr>nte cnrn; Y" que E(,.., y, t.0 ) e<; 11na f1rci~., quP nn de-

pende de la vartahle t • Por lri tAnt., 

o 

~rita en fnrma vec•nrlal. 

Ahnra deduc{m,,s la ecuaci~n 3 nartiP,,~n de la Pcuacl~n 

4. Si la ecuaciñn 4 es cir.rt.a, entn.,ces t.P'10"1.,s: 

o ~stn sngniflca qur la 

{J-f:. o ;:;., 1 Qi:: 
función e '±' -r- (i> es cnnstnntr en +oda una VPcindnd 

Pnr lo tanto, para descubrir rl11cha c.,.,~tante basta eva-

luar ~sta funcl~n r>n el puritr¡ (n, t.
0

) y C'lm'l 

-t:t> & - o 
-(:-

~ :: Id. en y 

del lema 2) se •if!ne que: 

E ( {]? (x, y, t.º) ' to J + C, (y, to) = E(x, y, 

t: ~ 
11of ln t.ant., Et o?§ 1-f!, =Etº que es la ecua-

ciñn 3 del Lema 2. 



1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
• 

'l : (fR'h~fR"x fR, íi2°"º 'f. í/?..) a 
fR(') , o) 

y ( f(v f. d(, o xr?.. ) a ( fR_y' O) y de 

l : < 'Ry"' R o xR) a (fí(_, O) que !'at tsfarP" 

n é) l 
S) ~ (ll, v, t) • X (v, y, t) + 

Á=' 8"-L· 
y ~~ é)l 

+ ¿_ (x' 11, t) V(y, t.)+-

&jj /::.• 
8-t 

+ z (y, t) = o 

para toda v, "' t en u,.,a vP.ct"d:irl de (o, t 0) 

Reescrihl~,.,s 5 en fnrma vPctnrial cnmo: 

_CJ f. x+ 
8 ¿: y+ 8~ + l o = 

C> X dj 8rt 

la ecuactiin 

(Y., y, t) +-

;. . '\. * 

6.6(3) 



tenCÍ.l'I y !Jnlr.idnrJ l"'nS i:¡rir.JnJlzn lfl rvlstnncln rfe r:ril11c-lnnr!> 

~nicas: . 

(x' , y') = f[> (,.., y, t) y 

d~ ecunc{onrs rlifcronciales 

v' = cp (v, t) r!P. 1..,s :c;ist.ernns 

_e)~ = X ()t' , y' , t) y 

C)-t: 

f),'.) 1 
=V (y', t) crin cnndic1.-.ncs {..,:cb1l1~s )( :: )I' y 

C>-t 

y = y' en t = t 0 respect i vam ""te. 

6.6(6) 

Def{nl'lse al nrrmrn {t 

s.. /l, (y, tl • ( z ( rp (y,,) • ·) ,, 

entonces por el Tenrnm~ tundnmrnt~l drl C~lculri se tirne que 

(y, t) = z (y' , t) - z (o, t) = z (y• , t) pues 

por hipÓtosis n] i:JPTITlPn l SB ~nU]A Pn o )( fi( 

por sus v:ilnrn:c; crirre!lpnnrlit>ntps t"!'ll~nrln en c11unta que: 

(vrr 6.6(<1)). 

•l.", 

.·, 
' 



.:i_.~(x' 'y', t). xi (x', v', t) + . "'( '· -< /'-~ 

+ ~ C)l__ (v' , v' , ti • yj (v' ' t) ~- __ .i)_ é_(x~ v' ") + 
j ~ dé , . '~ 

+ z (y' ' 

= .:::: ¿ 

t) = 

_.>,..é).=.....;f..:;..._{ul f yf f t' _s;J:X.Í_ ( t)-f-Q::J'• ~ ' • ()(- x, y, . 
-{ 

+=z (x' 1 y' , t) • . , 
j 

(yt 1 y 1 t t) + ( \1, t) o 

Esta corresnriridr> a la rcu"Ci'~" 4 dr>l lrmn 3 o pqul-

2. Para el J n nbsPrvr>~r. ri11e Pn t = t,, )(' = )( y 

y' y en+rinr.PS 

(x', O)= ?P (x, n, to)= (x, o) y Y' = cp (Y, to) = Y 

í-'or lo t':lnto cnlncldr>n rnn las 

y ndern~s 

es docir 

d~sn us! la prnpierl~d 1 drol lrma 2 • 



Y" (n, t1 = o 

5.6(4) en l~ fi~ra 

en unn voclridnd rlP 

se r,rJncluve n11e 

P P !". 11 ., rrJ-
r 

= y' = p {y' , y') = r 

X (v' , n, t) =O 

e~, , n) :: <D (y, n, t.) 

tn 1/ cr1nri (j5 ( ... , 11 ' tn) 

ª5 t: (v, n' = 'i( 

y 

rinr'1 "ridfl 

:: ( )t' n) 

t 

• ,, ..... l 



servncinnes hochns nn 6.5(~), G.s(s) y 6,5(~) • 

. Lema 5 

Con las 5 hlp~tesis dadas on 6,6(5), sr tie"e Que el 

módulo e puede oY.presarso en ln fnrmn 

Prueba del Lema 4 a partir del Lem~ 5 

Con las 5 hipñtesis del Lr~a 5 os pnsihlr nolicnr el 

Corolario S.10 a la lgualdnd 

e = ..<. (~) -1- f (8) +- plli(Mr f- 1) e n:-irn nhtnnr>r 

e = ~ (~) i~ p (11) cnmo e-<'. V f Snn hnmnmnrf t~m..,s 

de módulns, nn"-nnr:t:'S: 

=!"! o<...(n"t+.M 
r · r 

6,6(6) 

obsérvese que A, 13 V C ti e.., en estructuras dr E -in~rlulns r 

inducidos pnr las nrnveccinnes de 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

p-1 1 n y 

piril '1 y c. 

Ahora de 6.6(1) sn tlnne que: 

E= (1-t) f+ tg 

( recufrdese que f y fJ 

[ntnnces el nnrmnn 
cninclrle c11n la dlfe-

é)-t. 

rencla g - f . 

Ahnra J<1n testrlcci11.,es do f V g pn 

coinciden en" rl onrmrn 1 
se anula en 

f!.' x O x <¡/( ; ':I en virt11c1 del Su!,lema 

6.5('3) se i.,fiere q1ie el ciermen 

Por la hip6tnsis ?, C es un En ~ r + 1 -m~duln y 

nst.<5 c11ntnriirh r., el irfoal 

siguiente E l'l C r 
V nrir 6.6(6) 

C> B:. E- ~ ( M A +-r ( 1'11 íl ) . 
f)'é 

r r 

[n cnn5ecuenc i.n, e:~ist.r!n 
. 

QPf'~PnPS 

)( = x, , ... ' X ) nn M B V un [)iH do CJt~rmrnes 
., r 

V = ( v1 , ••• , Y r y Z nn que ó-at.tsfarpn: 

~------------------~ 



1 

1 
1 

(:) e. := '0 ¿: _CLS_ X ·1-

() t 2> J( 

(cnn~HJ1 to hlnMusts 1, /j 

-º~--é)j 

y 5 pn 

y 1- z 

fi.fi(S)). 

X
1
• é M E r n 

(ver hipnt.P.sis ti v 5 e,., t<;. 6(5)) v rle 1c:11Hrl., "l Suhlenia 

V i=1 , ••• , n 

se ª"ula en la f i~ra 

r v' z) 

hra íl x ÍÍ( yn 111e 

' pnr ln tcintn, lns orrr.,,.,~,.,., l( , y .y z ~atls-

f&cen ]as hir~tesls y la cnnclusl~., ~Pl lpma IJ. 

Prueba del lema 5 v P.n cnnsec11P·1cia dr. la Prnrnsici.~n 6.6 

De las 5 h trñtes is dPl LP.Ma 5 (vrr fi.fi(S)) se 

infiere que ..""-. ( ~' +p ("1) t- p• (\'\ + 1 ) e e:: e va 

que carla IJ"n dt> l -.s StJm:'lnr:l.-,s ri>t<1 c.,.,1 ,.,..,; rl., .. ,., c. 

snbre el 11.-,tllo ~ n + r t 1 



¡ 

1 

1: 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

ciente prnfinr que pn ra tnrln rlr;1n1in 1 n 
riel mnrluln e 

existe un plnmcnlo 
~ on C que ~aH.~fnce: 

a) p é =<.(11) +-p (B) 

b) 
pertenPCC! a pll-(f\ ./-- 1) C 

Del \nctsn a v b ~P. cn~cluvr que rl arr"""n 

=fa+ 
='-- (•1 +r (ol + p•(•, +- 1 l e , ¡,+" ,tn°tf\ca ou• ,¡ 

módulo C est~ c.,ntr.nirlii rn ~ (11' +p (n) -!- nll(Mr7- 1 )C 

por 1 o tant.o 



L 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

s f i (x' V, (x, y, t) = z: 
.)::1 

dnnde ~ í 
G E 7- r f 1 n 

V t E [fl, i] 

nhs6rvese que el ~er~rn 1 
ción c1el germen E en 1i2n X n X tn 

t) c1 

f1UPS f V O 

dnbles ~nl nermrn '7 
V prir deft.,i_ci./;n 

E = r + t (g - n 

6.6(7) 

6.5(f\) 

snn des-



{ ( ' ···-- ( ) ) v, :: _::.. v, 11, t 0 
pnt.,n-

ces de 6.6(7) V (i, 6(R) ~e t l_pnf' ri11c 'enria nrrn1r" 

1 

l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Sea 

-r 
-/-- :.:;_ D (Etº) V.~ -f- 5 

3.:1 .1 -' 

yj , 5 é: ~ 
€ E n 

y (x, y, t) :: 

Si se def\ne ~1 nrrmP" z(x,v , t) cnmn 

ent.rincPS la 

V+ Z 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.· .'r-· 

1 

(crin;,111 IP 3 v 5 en 6,6(5)) ln c:uf'll 

' vn riue E 

-t o 

doble de 1 \J 

-fa 
P ... ' ..,,n-

se a.,ulnn en 

se cnncluve nue 1 f'I •' t fr rrrir ia 

ce al i.deal 
fl1 E , pnr ln tnn!·n 
r+1nt-r+-1 

-)A E p~(l"!r + 1 )c. 

Esto cnncluye la de~nstrncl~" drl LeMa 5 v nl ml~rnn 

tiemno la prueb~ de ln Prnrnnlct~~ 6.5. 

tJ --------· 



Prnpnsictón 6.7 

1 

Demos trae tli., 

? (r, h') v (r, h'') 

talos riue: 

1. - h' 0 h y h' 1 
,,..._ h (vrr fi,!i(7)) 

2.- [ dj(h')J = [dj(f) J y 

[ dj(h")] = Ldj(q)J V j::1 •••• , r 

6.7(1) 

d'romns que (r, f~ is.,m.,rfri a (r, n). En pfnrtn, n,.,r htn~tp.-

pAra +oda j ; rntnnces da 6.5(1' 1 6.5(?) y la Prnn.,~trl~n 



h' ' '--:::::- n 

virhd 

•'rmstrucc ióri dri uri desdoblo k-+ransv,,rsril (r, h) del qrrmen 

u1 , ••• , ºe E: fil de ~rirln q11r> !"US clnsrs 

vect.riri Al 

d'e 7 
v:i 1"111r. fl"T h inñ tP" is la 

dntermi~nciñ~ rln 
(TP.nrrrna '.3.1). 

Sea h: ÍÍ(n x fí<.C!..x fí(r-c. --O fR. 

h (X 1 V, IJ) :: 
e. 

+ :i_ vJ. uj ( v) = 7 + 
;}:: 1 

u 

V • U 

7 

6.7(?.) 

Las variables , ... ' 



1 
1 
1 
1 
1 
l 
t 

h': Yícr1 '( rR y --O 1K.. 

( (_]), (p , g ) : (r, h') _ _., (r, h) 

do la siquirntc ~anPrn: 

, 6.5(1) y 6.!i(?.) se tiPne <jue: 

dj(n é ¡ti V 

[dj(f)J 
C! 

:: .¿_ ;i js 
S::I 

[ u
5 
J rlrinde a is & ÍÍ( 

)11' que M f 6 = ( [u1 ,. • •, uc]) . 
6. 7(3) 

t d1 ( f, J , ... . 
[ u1 J , .. .. 

6.7(<1) 

A resulta sr>r unn ~c-itríz rle r v e de rn"'C]" 

e,, dim (.·1 / tJ ) (r. ........ sul+f' 6.7(3)), 

Cnns{d~rrse ahnra a unn ma•r'z B de r Y r-c tnl 

que sus r-c cnlumnas iuntri en" lns e rrilum~ns de A fnr-

men una base de fÍ( 'y , 
Si RB denntn a la matr{t de 

r· x r fnrmnrl;i en" J ;:is e cnlurnnns rle A v 1 a!' r-c c.-,l 11cn·'AS dr 

. $ 



6,7(5) 

Defínansa· 1 ns gP.rmr>nr.s ?P ' ~ , h' de la 

s igulnnh m:inora: 

p (y) :: ( vA 
' 

vil ) 

(f> (x, v) = ( x, yA , va ) 

h' = h o d5 Es t.n PS h' (v, v) :: 7.< ... H· y11-'-I. 
" 

( r.n!Tlfl!1 re Cn" 6,7(2)) X é .Rh , V G f<Y(t::, 

' 
11 C<"ll'!>O en 6. 7 (.1) y u r.nmn p~ 6, 7 (?) 

6,7(6) 

!:htnnces el mnrfismn (Id. X cp , p , o):(i:,h')-o(r,h) 

dado pnr (l(, y) -r> (x, vA , vR ) -1:1 ( ( (v) -f. yllu) 

En e"rcto rd. X ~ 

1 ,,f: 

- i.: 
:_,, 

,.'~:· 

'.,-.~ ... ,-



(i ( 
1R.fl /( ó l el 

\,
1 

- i1 º p +o 

nn finir. i Ám 6, 1 • ~dP.M:ÍS PJ ·o.,rfi!:JMl1 O) 
tinne un invnrsn, f1LJPS tnn~n Q? 

singular (cnnsultd 6.7(5)) ' nn•,~r.ns de fi,7(6) se tlenp 

que el OPr1~Pn 

Por lo 1anln si es l'l irivPr!'ri dn cp 

será ( 
V ri,-1 Irl. , 't' J, _, ) 

I , n 

(Id. )( ~ ' c¡f ' o) entnnces el i"vdrsn dnl Mrirf isma 

cnndicl~., un., prn[l11p· t'l pn 6,7(1). 

Un ic0110rn t" que::h P''r .i us ti f i en r l::i ª"'l'Vf'r'"lrt-Ín !-rrhn ;1 

e 11 ? dP 6.7(1) es r' Pe i. r [ d/h') J = [ dj(f)J 
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l 
1 
" 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

En 

oondri 

h'' '?:' h 

si .1 
¿, r: ] 

!;l .1 / r: 

c. 
:: ~ a. 

JS 
5.= 1 

n' ' ( v , v) = ~ (") t- yCu 

(¡<;\".P. r.~50 P.1 l"""'"rfl<i•~n 
~rr~ 

4) ( '!) = (ye 1 
vD) rlnndl? ( r. 1 D) 

g) = 1d. )( <P 
p!" ll''ª rnntr{z nn 



1 

1 

1 

1 
1 
1 

Propos ic l~n 6,0 

511pAn!J'l5Cl riue 7 
trimnntn detr.rrninnrln. Si 

1 íl" .. ""'cr.s (r, f) en 

(r, f) íl!l •J" rlnsrhblr u~iv<'r!'nl rlr 

k :;> o 

y la corlimr.nsi.~n rir.l f11'rrnr., 1 e~ mrnnr n launl q11e r • 

Demostr<\C i.An 

50'1 e = cnd( 1 ) y (e, fl) Pl rlrsrJnhl r dr. 1 
qun l:l'lt"a"'Hzn nl Cnr61ilrl., 6.5, r.1 c-1Ji1l ~:1hr>rM" que PS k-tra~ 
versal pn!'íl +nrla k / O • Pnr dr fl.~i.c i..,., dr> 1ri.vrr"nl irlnrl 

e:dst.e un mnrfi.smn ( CJ? , qi , & ) : (e, o) ---fJ (r, f) 

q11r. "ns píl-rmi tr l'''t:'!~r":1f nJ. rr"~f'" a r.~,.,., f o p + fl, 
0 

Pe:. 
6. "1 ( 1 ) 

(prorir:nhrl 3 de ln rfofi.,iri..-Í., r;,q v a 

l > funr. l..,"' 

(P n O e]? ' p r 

cj? (ln ln r~~ma 

o W ) " (P,, o p , 

o 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y c11mn 

La tf'unc iAn 

se deduce quo: 

r I .... '1(2. . /( o 

7 
6.~(3) 

6.~(4) 



1 

1 

1 
1 

+ ¿ (ili- -- c)f / '\ ~cpn j 
t,:: I é) jh 1ít X<) -uj~ O ) é) ~J O 

Rncuérrlr.se riue p = ( <J? 1 '• • •' d) n) ' 

( cP1 , ... , cpr) (crvi:>ulte 6,íl(2)), 

Cnmn se est.á sun.,nie.,th riue rl aPr•non 7 pert.e­

nece "1 ideal M? y Cl1<'\<"1 r os IJ., tfpsdri'1} e de 7 ,. en­

torices de 6,B(3) se tiMe riur.: 
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1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

,_ {).f_ / 
c0X· -l o -

n\ 
1 

V j = 1 ' ••• ' t' 'i(] 1 Í.l•'•l' fllJO 

n 

-~2-1-~ é)(Di 
..,... 

- C)fL 1 
d j ( f) ~ ::: :Z_ 

.¡..::!__dh(f) 

e)-;(;_ 
--aj-:- 00 

h :1 é) '31' o 
l=' . j /le f. o 

. , 
f~'.lflff~S l''ri, 

(~ (j). 
---<--·-~ 
2'j. _/ ·J 

L~ = 

(n t,;1ntn 'lUC Ja 'iCll'l"¡J-, '."Ul1:1 Sf' pnrur" t [il rn Vf 

pu11S .i)!b_ (n) e R 
()~j-

lul'gn pn+nnC,,5 vq (! ~~ t·;; c~"t.rntr1n en A + vf 

y p..,r ¡.t;int.o /j t V (''." 1 ~ , ~~ntP~ido rn )J + vf pero 

g 
en+.,~ras rnr la Prnnn-

b +- \/f. 

¡:or ni.ra ~:irt.e (~ ~ r 10 r" '1\lf' h t- vr c. M y;i riue 

t. c. !'1 ':/ vf c. ¡.i . Pnr ln lanto M :: b t- V f . V de 

sfll para h1dn \< 7 o. 

'llJl'l [ d1 ( n J , "OJ [d1.( f) J r)C"f'fª" '11 

vr,ct.ririal rn / f::, r.-,•n :d.9°1ific"1 riuc 



( \'\ / /\, 

o 

lJ'1 (''~ rn f' ~t ,, ., r1 <I '1 i 11 n ( \' ( r' F) U" 
n 

desóobi.!! do (f: íit' y 
r¡¿ y, o ---\1 ,{( n). '.)p 

f1 \ ~., :.1 , , ., ~ .. ., rJqt;] n trt-Ji;l ·le (;' f) r: ,., "' d 
dice '1'-'? (r 1- d, 

,..·'),,. 
(x, y,il~ (- ,/<._ X fi, R ( 5) 

e) ' '/. o 
6. f1 ( fi) 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

un rlesrlnhlt! 

1 U" "º'"º" '"' el ido·'l •
7

" M~ , (,, f) 

rle 1 V (r r P
1 

q) 11., rlf'srlnlilP. trtvi."l do 

6.íl(7) 

entn ... cos: 

I1 .-

(r+-d,CJ'· 

Justifi.caci.M., de I 

Sea \l el <:J"r111cn de la i.ncllJS \Mn .-,a tural de 

i t~ t~ tn ('5, n(v) :: ("' fl) 1/ 
91?..y - 11 'íi?..y íí( d 

111!1 r¡rrmr'np:; di'.' , :'15 nrnyPr:ri.n-

cnnsidérenso P, p 
' 

p 
·!- d r r 

nos defir'li0'1S rfo líl "i.gu i p- ~!' (T\~ripf() 

P(y, w) = y p ( ... , \1) = y p + d(t, v, 1,1) = (v, \,1) 

r 
r 

para toda (Y. , v, \J' 
<E. 1Rn ~ j,{' r. ¡¡>l1 

ri,_ 

entnncPS ]ns 
Id x P Trl :< íl 

(x, y, w) .-v ('1, v) --·-:V (ll, v, O) rP!'\1Pcttvarnente, 
fR..n Y O 

'li2f] (1). 

.·j, 



~~------------............... ~ 
1 V 

1 
1 
1 

p 
r + d ( Id xfJ (x' y)) -

:: 

v) = y " P (v, ~1) -. 

j-d (x, V1 tJ)) 
Pr + d (><, 1/1 n) :: (y, O) 

Q(y)"ri{p . r (x, y)) 
p;ira todo ( )(' \J' IJ) E íi(,, ,..2 y 

JI )( M X íi?J 
L'S rlrci.r 

(2) p o Id X p = p C> p 
r rt-d Y 

P d o ( Id x a ) ::: íl C) Pr r 1-

y 

:;: 

Ahora hlnn, rnr ser (r ~ d, n) U" ~r~d.,hle trlvinl de 

f" se tle.,e que g(x, y, w) = f(.,,, v) 

d'e'lloS expres;ir a g eri t.C:rmi""f; •'r> f y 

g (x, v, w) = f (Id X p (:,,' \/' w) )t-o :: f (V, v) y 

f"(x, y) = g (Id )1 n (y 1 v)) fo :: q(v, v, n) [llJP!'; "º 11nr-
t.icular g ( )(' v, n) = f (Y.' v) 

' 
f. r 1'1 !'lg~ifi_c¡.¡ que: 

(:r) g - f I:> (Id x P)-/- O y f :: g o (Id Y fl) f- O 

'O,·, • 



Tenrorl'fl 6.9 

Sr.a 7 
? 

un cirrmen de M f{ril tnmr•it dr' rrmi:'"Ul'l 

sup~rignsn que (r, f) y (r, g) sn,... rf e ~ ch': 1 r· !' u•iivPrr.alt?s 
"! 

de 7 
Demostración 

Si (r, f) v (r, g) snri desd11hles u.,ivnr-;nlpr-: de 'V( 
enl·nnces ln Prnnnsi.ciñ., 6.0 nris nse~11r;-s que s.,., k-transvPr-

salrs V k > o 
tests de la Prnrosicln" 6.7 1 la n•ra hlnn+rsi~ rlr la ~tsma 

prnposicin" tnmhi~., ·se sntl~fncn ya que 7 

tal que 

la Prnpnsicin., G.7 se sntisfncrn, ln c'1~cluri~- drseadn es 

que (r, f) y (r, g) snri i~-n'~"rfns. 

o 

11?-.I 
1 ' 



l 
1 
1 
l. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Tcorem¡, G.1íl 

Si 1. e- 1'12 

co·;·uh dcsdnblo (r, f) rlc ~l r.r.r<~ u"i11f'r~nl sl 11 s~l., sl 

(r, f) es k-t.ransversnl. 

DomostrnciAn 

La implicnc\~n hncia la drrechn es prectsamPnte la 

PrnposiciA.., 6,R, 

Suficiencia 

sal de (/ 
rlonda {s, g) es cunlriui P r r1esrl..,hl P~· rlr 1 

Comn 1 e• """'°'"te dctermlnndn, cnl nncc• la <ndi 

1 es finit.O , por la Prnrn!";tci<Í.., 3.1 sea 

) , c0inri se hizo en el Cnrnlnri.n 6,5, elí.io""º 

ge..,erndore~ del fK-e!'flOci.'1 vrr:t"rial f"I. / {j 

I
C¡Y '1 

•,• r
1
¡í1 

5 
v /C)/ (! __ :v r;/) //(. , ''- , //C. //f..... c.,m., si_cue: 

.roe ns i'5n de 

e :: cod ( 1 
u, ' ,.. .. ' uc 

deffoase h 

h(x, v, v) :: g(Y, y) 

<! 
t-.z'. VJ•uj(v), 

J=' 
Por cnnstrucd~n [dj(h) J j::1 , ... , e 

ron al Íl(-1?sp0cln VPctriri.al f1I / h dn ar¡u{ r¡11e 

gene-



1 
1 
1 

i·1 - /~ 1· vh ' l)!l dt•ci.r, (.,, 1- r, h) f':> i>f) de~·.d·1'1lo r'o 17 
k-l.r;ins11orsnl do .1c:1;1~rdn a 1·1•; :•p.1r':'dw; :í,'i(1) y r.,r;(?), 

11 v d ' ! ,, 1 ,. " 'l 11 e 

s+·ci-d=r-1-d' 

corf1. ílecuérrleso quo 

Sea (s 1- e r d, h 1 ) U'°l ¡Jer,dohle trivi::i.l rle (s..¡. e, h) 

con d corilrnles rfo:~r:n"ect;irJrJS y (r t- d' , f') ll" desdoble 

trivial ele (r, f) co., d' crnt.rnlr¡; iinscri"Pct:idns, P"r II 

del Sublema 6.8(7) ::i."'h"s rlnsdri 11lrs 1 rivi.nlrs sn., k-Lra.,svcr-

sales ya quo (s T- e, h) y (r, r) snri k-trnnsverr-alf's y nl 

nplicar la Prnposici~~ 6,7 a 6stns dcsdohlrs +rivl~lrs ohte-

nomos un lsnmarfismn cntrr rllns, PUPS :imbns sn~ dcsd.-,hlPs 

k-transvnr~;n les k· ¿ det( ? ) , Er. drctn 

( s -/- e +- d , h ' ) -----v ( s +- d 1 
, f ' ) 

rnos un mnrfismo (!;, i;i) ---V (r, f). 

(Id' x º 1 
n, o) (s, n) ..-----V (~ f-

(!d Y. íl2 rJ?. O} (s t e' h) 
___ \;¡ 

<~ t-

( Q.3 , <P , g, ) : (s f- e+ a, h 1) ---V ( r +-

(Id' x p , Pr , O) : (r + d' , f 1) --D (r, 
r 

n
2 

5'111 !ns -~pfr~P.riP!'> rJP. dando o1 y 

ohvias y Pr ol grrme~ rle lH nrnyecrl~n 

e, h) 

e +- rl, h 1) 

d' , fl) 

f) 



lo cunl nos muerd.ra 11m e·, r>fpr: • n ( r, f) P5 11" d!!sd"ble 

univcrsnl de. ll 

o 



Ten reina (j. 11 

Si 1 os 11n qermu•' 

ontnnc1!S 7 tiene 11n dr.~dr¡l1lo U•1ivnrsnl (e, f) dnndo C 

es la codirnen:;ir~n dr. Y( 
nima para la cunl uxiste tnl drndrihlr u~lvcrsal. 

Demostraciñri 

(e, f) el cunl Ps k-+rn"svrrsnl lf k '> O ; Pn narti-

cular, ¡rnra toda k m'11tnr n inu::iJ. nuD l"l rlrtrrini·,nci·~ de Y'( 
, puos n"r hin~tnsis 

virtud del Tenrena 6,10 (e, f) es 11n deo-dnhlc 11·,i11rrs;il 

efe 7 
ílhnra hien, al il"l{rar ln rrnn"sici~· 6.íl vr111ns que 

? 
ces r ¿. c e:; decir c 

cual existe t;il deschble u--lv1'r:::nl rfol n11 rrnr., 7 

o 
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CAPITULO Vll GERMENES DE CATASTROFES 

El pr6posito de éste Capítulo, es clasificar los gérme 

nes de catástrofes que corresponden a gérmenes del ideal M2 de 

codimensión menor o igual que cinco y rangos n-1 y n-2. Con el -

Teorema 6.11 se prueb3 que para obtener ésta clasificación, es -

decir, las once catástrofes elementales mencionadas en el Corol! 

rio 7.10 1 basta analizar los desdobles universales con r pará­

metros, donde r es menor o igual que cin~o que corresponden a­

gérmenes de codimensi6n menor o igual que cinco; ya que de éste-

tipo de desdobles, se construyen los denominados "Gérmenes de C! 

tástrofes". Como es costumbre en éste Capítulo, sólo se conside­

rán gérmenes que pertenecrn al ideal M2 y los resultados harán -

alusión solamente a gérmenes finitamente determinados y en const 

cuencia de codimensión finita. 

Las Proposiciones 7.1 y 7.2, proporcionan un criterio­

para calcular gérmenes de catástrofes. 

La Proposición 7.3; el Corolario 7.4 así como las Pro­

posiciones 7.5 y 7.6 establecen una relaci6n de equivalencia en­

tre gérmenes de catástrofes que corresponden a desdobles de un -

germen fijo. 

La Proposición 7.7 se encarga de extender el concepto­

de relación de equivalencia a gérmenes que son equivalentes per­

la derecha. 

El Teorema 7.8 asegura la unicidad de la clase de equi 

valencia de gérmenes de catástrofes. 

Los Corolarios 7.9 y 7.10 formalizan el concepto de __ 
catistrofe elemental. 



Se.in ·S y T s11hc.,.., jun 1,,~ rle Rn 
X 

'Ry , si p 

os U'"I punto de íK" X ~y ont.,nces 58 d t r: e q11e s es 
' 

equivalente en el pu ... t.o p si flX ir, te 11nn VPCÍ">d?ld N rle p 

que cnincide rnn la l"tersecci.;n S n T , es drr:ir , 

tJ=snr. 
7.0(1) 

tSta definiclrÍn eshhlece unn relaci-Ín fle rquiVl'llí>"CÍI! 

entre lns suhcn.,jun+,.,s de 'Íi(n X 'íí(Y" pn cnda ounlo P• 

A la clase ~e equlvalp..,cia se le denn~ina "El gr>r~P ... ro p de 

suhcnnjuntn de 1R..h x q(Y " 

La justific~c1.;~ os an~l.,ga a la que se hizn ª" rl apar 

tado 1.0(1). 

Sea 

gase que (r, f) es U" desdnhle rle 7 , és tn es f / r¡¡(" X 
0 

= 1 

dnnáe --l7 ( fR ' O) (c~rsul te 

defhicinn 6.1 y apridarlri 6.S(?H. 

ino el suhcnnjuntn de 'íi(n x f( Y que c.,nsta de aquell.,s pun.:. 

tns p~ra ]ns cu~les: 

" -= __Q_f_ = ••• = o 
() :Í:i_ 



DefiniclMn 

Sean ·S y T s11hc-,·,jun' ns rl11 Rn 
X í(y , si. p 

es U'"l punt11 de ~r- X ~y ent.1.,ces se di.re q11e s es 

er¡uivalento on el pu.,t.ri p si existe 11nQ VPC i"dild N rf e p 

que cnincide rnn la i1tersncci<Ín S 0 T , es dr>cir , 

1\1 = 5 n T, 

7.0(1) 

("5ta definiciiÍn 8St'11:Jlece UnO relaci<Ín rle PqUi.VFlll"'"Cia 

entre lns subc11....,ju,,l11s de 'i2.n x 'íí(Y en r.nda nuf\fo p. 

A la clase ~e equivalr.,cia se le donn~i.,a "El grr~e" en p dr 

subcnnjunt.n de f¿h x 'rí(" "• 

La justific~ct<i~ es an~ln9a a la que ~e hiz-, P..., E'l apaL 

ta do 1.0(1). 

Sea ri
2 

• Sup<Í!! 

gase que (r, f) es U" desdnhle rle 7 f l 'lí(" )C o = 1 
donde f': ( f(" X )Í(y 

1 
0) --D ( fí( , O} 

singularida~ps de f 

mn el suhcnnjuntn de íi(ri x íR.. Y que crinsta de aquell-,s pun• 

tns p~ra ]ns runlns: 

o 

-',' 
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1 

1 
l. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Mr = ( (x, 

l i = 

y) t! 'Í(n )1 

1 , ••• , n 

Observación 

Mf es no vacío nues el menns cnntiene al crrn, le 

rez~n de ~ste afirmaciAn es qóe Pl nermen 

M2 y por cnnstqui""te: 

7 oertenecr e 

y ~ste germen est~ en el ide~l maximal M de rlnnde se des-

prende que 

(o) = o 

donde e es un representnnte de 

De la drfinici~" 7,0(1) se deduce ~ue la rlase de equi-

valencia de Mf cninci.do cnn P.l c"rijl1n~ .... de stngularlrarles rle 

f en el nr!8on a la cuAl denntamns ~cn~n Mf es rlecir 
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''.' 1 

"'r ~ ( ')(' V) é 
fí2.,, ')( ~, I _EJ.L _ (., v) .., n 

"X . ' CJ .¿ 

i = 1 '• • • ' n J 7.0(2) 

ti0nen il] cero V pnr ser nmhns represr.,ta.,teR rle f re t\rne 

gu\ente: 

cnincirlen 81 en dicha veclndarl 

e) X; 

Estn sinniflc~ que r7 y ~~ 

se de equivalencia. 

P.1 germen cfl t.~ R t rnfe rl e un des rln'' 1 e ( r, f) a 1 run 1 de.,., ta-

S"¡;!!! ( r, f) un desdn\ilP rlr ti" arrmf'I"\ 

1 

se rlrfine rn~n el orrmen en cern de x­f 
mns crw10 Xf 

dnnde X7 

//Cn ~ x 
íi(n X 

es la cn~pnsici~n de la ;nclusi~,, de 

ÍÍ(Y seriuida de lfl prn11r.ccirÍn ,,i1+11ral 

QY V-, ~ es u~ 

tan ti" de f. 

!'17 en 

de 

represen-

7.0(3) 



"- 6 p o i "f r 

e i In t,,cl us iñ,, de 

nos rle gérrir;nes 

r 
r 

o i 

f"­
f en X tj(Y , y r.ri t.ñrmi-

7. o (4) 

»uevamcnte Xf es l"rlerienrli.,...,...t.e dt> la elrcr:ión drl 

reprcsC?ntJint.P. dr. f riues rlr la" ri 1 1gr.rvñrin"P~ previñs Fe 

tiene que ~f r.st~ blrn rlcfinidn y cnmn rl rrrri r~ un Plc­

mento de Mf +lene sentidri definir el prrmen ,....., r:rrn de X7 • 
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Propns lcirÍn 7 .1 

Cnnsidórese 

e la cndimens\~n de 
Y( , (r., f) , r.l cu~l es univrrc'1l 1'11 riur. f'lf p$ rli.-

feom11rfn a 

d'e f es dr.c1 r )(' f 

je de ( Re. , !J ) 

rnsultn ~Pr rl nnrmP~ rn r.Pr., ~r un enra-

';¡(e, o). 

Demostraci.6n 

Por hipcH.esis e = Ct'ld ( 7 ) = rllm ( !'1 /A ) , 

entnnces es pnsihlP. selecrinnar e gPrmP'"'B~ en el tdP.:>l 

ma)(tmal ~, ClllJaS clf\!=PS en r·1 /~ fnr"1Pn una DIH~e rle 

éste espaci.n ver.tnrinl , sean 11 1 , ••• , lle t<'llP!" 9f.r"'11nP.s , 

es más , puedP. supnrirrse drsde un Prl '"'C in l'1 O\l!.': 

~---------------
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1 

1 
1 
1 
1 

un mnnnmln de qrndo mayor 11 igual 

que 2 si 

·3 
6sto se debe a que 1 p!'rt.r·1 rce a M entonce~ '"º ideel 

Jacnbinnn e~tá c11ritw,tdn rn M
2
··., en C'1"secuenri.a cvi~~c>n 

y e~\t . .,~ !'nn preclF< 
n elemc.,tos en M que no pertonrcc>n a /J. 
samente los g~rmenns de l~~ prnvecr 1 n~r~ x1 , ••• , xn , si 

acaso n fuc::;e mr,,nr que e entn"ces 1.,c!av(a pued"" ~c>lcc­

cinnarse c-n g~rmr,..,cs, pcrn ahnrn r" rl idrnl M
7 

ol cual 

(consulte Cornlarin 1 ,6) que juntn cnn lns n nntcri"rcs 

vist.11 (>r.te r11m" 
serán lns ge.,r.radnre::; de r: mnd /j, 

1R., -es-

pacio vectnrial. 

de la sigu le,., te 

r(x,y):: 

<! 

n (v) t 2. yj uj(x). 
~ J=' 7.1(2) 

Mannra 

f IR" X o 

c:,..,[-ci.dr c:nn 1 
ser un desdnhlc de 

~sto es, f rcsul ta 7 a e 

como cod( 1 ) e::; fi;iita, 

det( 1 ) turihi/:·1 es finita. 

entonces la Pr,,pnsiri!.n 3,1 afirma 

Pnr cnnstrucci~n, el ide-
que 



¡ 

1 

1 
1 
1 
1 
.1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

'11 f-1 puerlr c1•Ht!~;·Hc°C I'" 1:> f~r:11" cJ + Vf · 

(c110sul\.c 6.5(1), 6.5(7) y 7,1(1)). 

De la Prnpncici.~,, 6.4 !\C ¡_.,fjyrr flUP. el rlf'~dnblc 

cluyo que (e, f) es un de~dnble u~lurrs~l rlrl grrmcn 7 . 

l\hnra hírn f'lf 
es pnr dcf\n\c\~n el c6njunto de pun-

tas en íR.." x íi(ª 
on donrie 

V i = 1 , •••• n. 

Por7.1(1) y?.1(?) !'O He,,rque 

__ C>f e) 
l'l 

C! 

= ( 1 -1- ? V. xj f- ~ V LI j ) 

-é)X.l 

= 

8 -.{¡ 
d = 1 

J j; n+1 j 

.sJJ_ 
e -~:-J-

= + y i. +- ¿; V. ¿ __ 
J 

C> 1.1 
j=- ,., .. Q-:í.1. 

o 
Ent,.,nctis 

e 
+ ~ vj 

j= n+ 1 

e 

= ·- 3~--( x) - 2_ V j YJ3j_ 
e>:(¡ j= ,,.,, ax-' 

7, 1 (3) 
1:::1 ' • • • ' n 



Si. ::.r r.r·f i~P ,, 1 ~l fl r ·r¡ P.rt ~ r: •1.~.(, 

Jl 
e 

:: -º-7- - < yj d .A.t. V i.=1 .--__ l , ... ' n 

é) -X.;_ j ~ n 7·1 é)X· .{. 

rur.11] 1 ;i Sl'f ti" pnl; nn·~tn pn l;is 

vnri.oblos ()( X Y V ) • '.'' rJn 7 .1 (3) 1 , ••• , n ' n + 1 , ••• , -e ' v •· 

se deduce riue 

ln cual end 

rern l;i CJrnfico rk \ os u•·a voried;irl rr1raj,.,da de 

dirner>si~n e :: n + c-n nrir t.nn+n rs rlifpon1orfa il R_<!. 

De la definlci~n 7,íl(3) y 7,n(h) sn c~ncluvP que nl 

j2c en 

o 



7, 1 (") 

!1lrn6rvesc que nl c.,rijtl'Yto de f:i~ri!J1uridnd~s í•1f nn 

:~.ier.ipre ros11l t.a r;cr u"'' vriri.eririg · 

Pnr o jP.ror1 n d ri :::1 y 7 ( )') = y.5 / 5 eri t'1nr.:rs 

el Jacnh inrn de 1 ('~. 1 ~ íJP..,rrc1rln pnr 

8 (xi;) " rlr.r. ir A ( 7 ) < )(~) 
é)x. 

= )( es :: 

S' 

En l;i primPrn rnrt.e r'r.l Can{ti!lo 1 v I'"' el Pjr.·~111., 1 

f!S 5, 

os de la fnrma 

Sin emh;irgn ~t f (y' v) = 5 I 3 
X -- y.,, a 

5 3 

po~nr de sor un rlr.:;dn _ble r'el 11Pr1irn 7 ' 
( 1 , f) (10 rs 

decit la Prornslci~.., 6.4, la r.:ual rstnblrce q&e el idrRl mavi-

rnal cntncido cn•i L1 f- vf -¡.. ¡;¡k t- 1 quB en rl i;;asn 

k ~ 5 t..nr~~ ~,~ ri CUC"1 f<J /j <(X 4 ) y en que :: y 



1 

1 
1 
1 
1 
1-
1 

< 
Cf' n í'i ::. 

qur. es inuu: 

[ (<, v' <' 

:• ! ' . : , ;. ,.. . r ., ' 
• J ¡ • 

~ ' 
·- ~' 1 t_J ' ll f :j. 1 ~¡ [' 

<., ") .. 
. ' . / -· 

/ :1) /3'-.. r 
<...... 'f 1- <--.._>'. // + :-

f'•_.,.. e:-~ ti rJr.rrT 1to fl~f 

)( 

X 

r· 
"i 

' ·• 

' 

? 
- vx 

:: íl 

- / : ( )( ~ y) :: ;. 

)(::.0 n 

oued•~ Pxnrc::.:.!! ~.f'. r,.,..,,, 

V 

/¡\ 
i 
1 

ini111J rl11d -: 1 

'.'· 
)( - y " c. 

X 

7.1 (5) 



~----------------------·~ 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Y( (x) X?. ?. = 1 ·f- ••• -¡- xcr 

ílrevrimnn ~e 1 = o t- p 

p = p (x 
fi·I I • • • I X ) 

n 

? ?. 
P(xr11 , .•• ) ti')) X - ... - xf +-

cr~r 

íl " ::> ?:. ?. = < x. - 2 xj ~.- l .... t.:.1 rr-11 

y el f1 r;Hh del p·1l i.nn1~io p 

es m<1yrir n i '.11Ji1, '1111'.! 3 

7,1 (6) 

pnra cn,..strui.r 11·• dosr:l,,hlc 11rii11Pr:>al r!e un ar!rrr1cn (c.,,~,, P.l 

que se dcscribn Pn 7.1 (6)) a o;irf ir r'c un de~d,1!111' 11·,ivPricnl 

del rnlinnmi~ nP, ~ste ~lt;m'l rs f~cil dr cnlculnr si se arili.ca 

la Prnposici~n 7,1, 

Snn iguales m~duln un difrn~rirfismn. [stn n'ls su~iere la exis-

tr••fPs, la cual r.e fnrmilli.Zil rn el Terirema 7,A, 

.J 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Propnsict/in 7.2 

Sea 2 C:: 2 
'lt - ..---=:.. )(j j : ó+-1 

i.f1t1;il ~\JP 3 dnnde 
q(x, , ••• , 

y p 

' ... ' 
ex-

)( 
n 

7 
ln• •••••''"' r v o •"" l•• ·••·•••"' •••''• •r •·•·•''' 

cnn '/. g 

Demnst.raci.Ari 

rlr.1 qr.reir" 

q • n ·~ P (n V P onnn •• 7,1(6)); lu•U• do lo 

k-transvrrsnl del pn1lon~lo P. 

M :: ¡.1 -/• 
f 

dnndc ·M !' = 

, ... , "n/ 7,2(1) 



1 

1 

1 
1 
l. 
1 
1 
1 
1 
1 

fil) = Í'::. (P) + 'lr + M~ t 
1 

Yffl I'''' 
'¡/ 

" 
[n C''"~'rr:11cnc Í.·'1 ['n 1 'l tml'llr-·d 

entonce~ 
,,k -/- 1 • 1}. V" 'lllP ~pnun ln p~.10-

~1./ .¡... 1 c. l'1 /. 6 (P) c. /J (P) 

7.?(?)' 

~ ? 
Y{()(' = ~ )( 

\ . ' .[-;; i 
~ ?. +·. p ( ) ?- X j J y f1·1 1 • • • 1 y n 

j;ií+I 

pl i.rle1l Jnr.n'' tc··'n de 7 C~1+.(t cirnrr"rh p..,r 

_d~-
± 211 ~i :; sr 

= 
s 

cY'J...5 _d_f_ si s -:>( 
CJ-X.s 

por consigulcnte 

/j (o) + 6 (P1 = <( x1 , .. •, xf / + 

.. ···-3f-)= 
= r~ 

f 
1- b (P) 

Es rlrclr 



-t- A (P) 

Pnr o t.rn ¡n r l.tJ !f11[J1 ten 

= n/íK..Ylxo 
+ 

f 11("1', = 

o 

= o + p ·- 7 
ya que pnr hi11r~lcis; f cr. 'J" rlr.f,rln'·1 f' r1o P; lucn., p., ~rinccs 

g rcsul ta ser 1111 fürnrlnhlc do 7 
Q 

v1 , ••• , vr j=1 , .•• , r 

En C"""'~ ecuenc ia 

ya que 

j:1 , ••• , r 
7.2(4) 

Da 7,2(1) , 7,2(2) y 7,2(3) !'\e dPduco <ue 

fil = ~-e ~ ) -t- \! f y ci l e us ti_ t.u i. r vf 11"'r V $P. 
g 

f ic~ra que rn - Í') ( 1 ) +V - h ( 17 ) -t- V -t- Mk i- 1 
fJ e¡ 

in-

(1J1~r 7,?.(4) y 11fi•:erv,1ci~n 1.6(1)). 



...... . . ~ r·r 1 1p·\'i.11 t l, 

, ... , ) = C- + 
¿--, -

_¡ ~ 1 

:/ i )( 

f 
i ::1 1 ••• '( 

Cnrnn f P'i u~ df'~·rlri\Jlr> •'rl ¡v1li.no:~i., P(x f-t-1 

i :nri1 i.r:a 

' ... ' X ) ,, 
entr1ncc'i f í'S inderr~ndi.r~"\f' •1P la;, v;Jri.i''lf'S x1 J • • • I 

df_ =o p.-, ra 1 ~ i 

e~) -J_. 
- Á 

p;ira 1 ~ i ~ r 
ll?S SP.2,"t1lnn P.n . 1 ns fltJ"tns 

(n ' ... ' n 
' 

X ' ... ' y 

r-1-' ., 

puntos rln la fnrrnri 

rl e 

' 

~;)r¡ e_ X íi(y 

v, ' ... ' vr ) 

+ 

dr 

?x. 
l 

lri f'-.rma 

rn ~'1n l'l íJllP 

[s ~.a se an1iln rn rl r;"njuntn rle 

y
1 

, , •• , yr) t11lps que 

r~ r • 

De la {ntersccr:l~n de lns rlns cnnjuhtns dcscri''lS ante-

rl··rrnente, 'iP. si.nue qui? lf'IS pun+ns rlc Mq snn de la fnrrna 

(a, ••. , o 1 ••• , x,, tal f'" que 



HS ol nr fqf'n du 

rh'1dP if 

de r.• 
f 1/ 

R X 

(cnnsulte 7.íl(4)). 

\11 '• •' VT 
i"'l:• r~ P''~·r f!" i1 r.i : ' i., ·=in-

f 
pe 

í) X '" ( 1• 1 c1· t'•1 •le '1 'I í'1f 
f 

) . Y pn c:,~ 1 t""r1:11r·"'ri~, rl nr~r~r· ... 1fP 

e i CJ 

'·' rn 
g 

íí(Y 

,-¡,; n -,o x 
tt\ / 

7.2(t;) 

o 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
l. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

Propn5i.ci6n 7.3 

Scrin (s' g' IJ ( r' r' rln5 rll' :-,rl ·~h l 11 s ele un IJ<' rmen 7 
I 

y supón~pse 
ri u e e Y ir, t.1' ll., rr;·~ r f 1 !~1ori 

:( CI> ~ & ' : ( s t º' -----17 ( r' r) e~ 1 11·-,c-: es Pl 

' ' 
'1 

1;nnjuntn r1o <; ir>rp11 :1 r td.1cles de g en l.· .. c \.de r qn i.1 l''·~nrn 

.>es decir, 

g es el 
"pull ¡,-,r:k" 

~ v cj> 

M 
~) --t 

r~•I 

g 

f 

\ xg l '<r 

r;¡;S p 'R.y' 
11( ----

~ 

Domos trae t6n 

De l~ rlcfiriir t~~ 6.1 !~o i,,fi.ere que ~1 
( iJ;i , 4' , & 1 '"' o0 "º'"'"º ""'" (s; g) Y (e, f) 

en tnricos: 



"zi~.:: .. , ) s , ¡:._ x Pe.... oe der..:: 

1.- 9) (x, .')) • X 

~ (P
8

(x, y))= 

(p (y) ~---D <:f¿ (Pn oc:p 1 ~)oP3 ) 

3.- r,(x, y) f( p (x, y))+ g (PJx, y)) 
" 

( íR" , íR.. .. ) 

7.3(1) 

Si se fija "y" en íí( 5 entonces ~ (y) y 

f,, (y) son constantes nn fí2..Y y ff( respecti vemente. 

Como ~ I y¡cn ~ () 
coincide con la identidad en Rl'l 

entonces p::ira toda "y" suficiénter.1cnte pr6xima al origen de 

fÍ( 5 
se tiene por continuidnd <¡uc: 



l 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
ll 

-- j p / e == e P. . ,,.-")'1 j 
11 <... " 

local en fÍ(n , por con1'1c.lir:rite ln deri vnda do y/ nrnu1, 

ta ser un isomorfis~o. 7,3(2) 

rlel Lema 2 de la 

(cc • .1sulte la derlucci6n 
del Lcn~n 1 a partir 

Proposici6n 6.6). 
f () Q!jJ y l= fo dl + ~ (y) 

Bn con::;ecuencia 
de clase c.,D do fR.r¡ en Í( 

resu1 tan ser e6n.1c1\co do funcionr:s 

. ésto sie;nifica que , 
D (¿') ( :x: = D(f)( (pj (x)) D ( Sj¿j) (x). Poro 

D( Q?J) es un isomorfis\l',O (ver 7,3(2)) , entonces: 

_aj_ (x, y) 

():C .. 

( éJ¿J (X)) = _é) F 
e)~ ...l.. 

O si y s6lo si 

cp (x, y))= O 

(compare con 7.3(1)). 
Por lo tanto de la definici6n dada en 7.0(2) se tiene 

que un punto (x, y) se encuentra en la variedad !lg aiem-

pre y cuando 

ea decir: 

cp (x, y) 
pertenezca a la variedad Mf , 

o bien Mg = ~ -l(Mf) 
7.3{3) 



Do ln Jefinici~n íl~dn ~n 7,0(3) por~ los g~1~rnnu cut~! 
trofcs de f y g ae obtinnen los Jos diocrr=~3 si~uiPntnR: 

e ig son los ¡;6ruir.nes de las inclusiones de 

en :í(IJ x fí25 y )/t x íi2Y respcctivnmcntie. 

Finalmente al combinar 7,3(1) y 7,3(3) con dstos dos 

diagramas, se obtienen los dos d:logramas conmutativos siguien-

tes: 

--~r/--) ----17 ¡¿v 



cp-1 
( !if 

cÍ) 
Mf 

---··-··----·----~ 

l ~ l ~ 
r¡¡¿s ~ 

'Ry 

7.3(4) 

La coninutRtividad del diagrema 7,3(1), nos garantiza 

la conmutatividnd de ~eto3 dos rliegrnmos, Concluyendo así la 

prueba de la Proposici6n 7,3. 

;\ ' 
.,,~ 

o 



1 

1 

1 
1 

. .,/' 

Dofinición 

Uf' d irnr.n-

Sl 
r,innr.s 

F
1 

---V re.; y 

PS 

y 

¡.1 z, f"' 
'í 

ii> 1 

l ), l }~ 
[·1 

~1' 

2 
?. 

(?.. 

oS drJC i_r }~o l -· ( o ).., 
7.3(S) 

1 ~ 

Es clnrn que 6~ta es una relaci.'1n de eoui.vcile..,cta. 



l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

?-1 y 

},! y ,,, 
1 "·1 

obtener: 

por lo tonto 

7, t', 
1 

l
., 
Ll 

es equiv9lcntc con 

V l -1 
~ A 2 

La !lirr·~trín se Bic11c c!el hocho de que 

son c•fr11:enes c1e cEfeomorfi srr.os que hncen conmuta ti-

nartiendo de la hip6t~ 
vo ol siguiente dia&rarno (por supuesto 

sis de que ('¡ e qui vo lente 72 ) 

Y.2 
?~ H' 2 

\)~' l }~' 
Ml 

M' 
1 

c, 

es decir 11 o ). ~l ) -1 
o ( 2 = 2 

por lo tanto <2 eqnivnlcnte 71 

Para justificar la transi ti vidart sup6ngase que 



l 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-( ~<pli vnlrnt.c "t2 irJpl i.cr1 

1 

·; '( --- D /{ --(2 73 
o ·- (2 

y e·-1uiv8lente 

2 1 
1 

o 
b "' 

). 
4 

implicn ). 3 12 C3 

Y de acuerdo a la dcfinici6n tcnflrnoo lOS clos diogrn­

mas conmutativos siguier1tcs: 

'L\ 
7., 

-i9 

~ J, 

r.2 --i:> 

('l, 

Mi 

l }, 
lil' 2 

,., 
'"'2 

Dadn ia comnutn _tivid3d de 6stos dos diagramas, ob­

tenemos el siguiente diagrama: 



1 

1 
1 
1 
1 

'"'1 

(_ Mi 1 
... --"!> 

l 1, o¡_, t ~o l2. 

M3 
w.3 

-¿ 
3 

Esto significa que ( 
1 

equivalente 

verificdndose así la transitividnd. 

tJ 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Corolnrio 7 ,4 

Sen 

dobles (r, g) 
cf·cf· 
y (r, f) 

8 ) un isomorfismo entre dos des­

de un eer:nen 1{_ (: 11
2 

fini tomen-

te clcterminado , entonces sus G~rrnencn da cat1fatrofcs 

X 
f5 

aon · oquivalentos , es decir, 

Demostraci 6n 

Como son variedades e"° , ambos de 

dimensidn finita, entonces de la Proposici6n 7,3 se deduce 

y 

1 que el niguinnte dineroma es conmutativo 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

M 
g 

fi()' 

_______ __,.., 

X 
g 

--l-t-11 
(compare con 7,3(4)) 

'Por hi p(5tesis ( {f , 1 , 
es un difúomorfisrno entonces ~ y 

Í ): (r, g) --O (r, f) 

f son ¡;érmenes de difeo-

morfismos; por consiguier.\'te, de acuerdo a la definici6n antoriíOr 

se tiene que los g6rmenes catástrofe de f y g 

tes. Esto es Xf O Q? :: f o Xg 

son equivalen-

D 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Sen 

y (r, g) 

'!, "" ¡;e noon fin Hr"m en te <l ''to re>"'° do , si ( r, f ) 

non c1os uc~1doblcs nni ·:erarilon t1c un t;d·.Hcl\ 1 
y X,, UOl\ 

l') 

eq\li val~ntes. 

UcmoBtrnci6n 

Las hip6tesio qüe poseen al gonr.cn f{ y los d;;sdobles 

(r, r) y (r, g) nos prnüten aplicc.r al '1eo>'<>•ª 6.9 para 

obtener un iso100rfinmo 
(¿[?,cpr t,) 

entre 3mbos dos-

do'bleo universales. 
Ahora el Corolario 7 .4 ee oncare.n do e;:hí 1)il' lB equivu-

loncia entre 
X • 

r, 

tJ 
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l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Proposici6n 7 .6 

Se• í( "" "'"'"'" flnit""nto dotormlnG<lo. Sup6ng•"' 

qua ( r, f) y ( s, ") aon dos d ""'° blen un! ve ron''" de 17 
f y g 

s / r Si X g difieren por un producto; ~sto es 

/¡
Q S-'<' 

donc1c Id: r11....._ ---b íí(, s- •' 

es equivalente Xf X Id 

Deroostraci6n 

seo 

el germen dado por 

( X 1 y ' VI ) (_- ¡(' ~ ,í(' X (¡( vr· f: 
porn todoa 

f' (x, y, w) ::: f(x, y) 
f' definido de dsta manera es un desdoble trivial de f con 

s-r controles desconectados. 
Ahora, por hip6tenis (r, f) es univers1.ü entonces 

(s, f') también resulte sel' un desdoble universal segi.ín oe 

l!luestr& en el SublerM~ 6.8(7). J,urgo entonces tenemos dos cies­

dobleB universales do ({ con i¡i;unl núJ1cro <le purú1etros, a 

saber (s, f') y (s, g); en consecuencia de la Proposici6n 

7.5 se tiene que 

7,5(1) 
es equivalente 

Por otra parte 

s)~' (x, y, w) "' o 
@11 

f'(x, y, w) = f(x, y) implica 

si y s6lo si -º2.J_ (x, y) = O 

0-u 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

En o t ¡·,:. il •
1 f-21!""'1)1'"1B ( x, y) <-: Ji f !li y ::i6lo si 

(x, w) 
r~·Y 

.., 

y, i:: vr, pnrn toda ·:1 <::. '- . F.'.ito u if,il i f1. ca 

= Mf :.t 
'R_~-·(' . B~-rtn \Hti. .. 10 iu,u;.\lMid induce el 
¡, . que }f¡f' 

sieuiente diegromn cm~~utativo: 

( 

-r' lrl l·S 

v.f, 
.t-C.:: Jlf X __ -0 

\ xf, l xr X 
Ids-r 

<(j(_S 
]~JS" 

D 
12 y A r¡(_s·-Y 

Luet~º entonces do 7.0(3) y 7.0(4) se infiere que: 

( :x:, y, w) E }/ f' si y sólo si xf, (x, y, w)= (y, VI) :: 

:: xr ( x, y) , \V ) esto es Gi y sdlo si 

(x, VI) G '!.Ir 
1?_>·Y) Por consiguiente 

y, X /{ . 
xf, Xf 

s-r 
= X Id • 

, segi1n se 
X equivelente Xf' 

g 

muestra en 7 .6 ~ l) ¡ Pntonccs por tron~Jiti vic1ad 

Finalmi:nto como se concluye que 

X es equivalente a xf X Ids-r 
F. 

o 
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1 
1 
1 
1 
1 

Proposición 7. 7 

Sea '"'( un eermon fi.nitor,wnte det<:n:.·;.ii1H1'lo, c.upón¡;,nnc que 

ol germen Y( es equivalente por 1n rlf:1·ocha [\ un eer111cn r( . 
Si (r, f) y (r, f') non dos dei>doblos univer:iole;::i de Y( y 

)11 rcspccti vnmPnte, entonces ~!1.is g1fr~ncnos de en t~hitrofea 
son cqulvolci~tcs. 

Demostroci6n 

El que 1 sen e qui vo lente por lo derecho con 7 J 

significa que existe ({e- G ( G os el t~rupo e6r:nenea de 
C)l1 r)fl ) ( difoomorfisn!OS de //::_ en //<.. que so anulnn en cero consulte 

1.10(1) y i.10(2)) tal.que 

do finase (x, Y) 

es ·decir G = r o ( '{ X Idr) 

fJ 1 •• 

{!,( x, 

v7 o ¡¡ .rnra todo 

y~'"" f( Y ~x), y) 

por brevedad escribiremos Id 

en vez de Idr. 
En consecuencia, la 1c;i.ialdnd finterior se tronsfonna en 

G = fo ( -{ x Id ; drr, ~sta igueldBd se obtiene el ,.~1ig·u1cmte 

morfismo entre los desdobles (r, g) y (r, f) 

y X Id , Id , o 

Como y os el e;orrnon de un difeornorfismo do ¡¿n en íi( n 

se tiene que y-1 tnmbi6n pertenece a G . En consccuen-

cia 'f X Id y i-1 X Id :oon cén1enes ele difeomor-

fi smos de ;zn X 7T2.-( 0~1 ~JÍ mi StJO. 

Esto non ~'r~nti~a cue: 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

( o' x :: ·1 , r r1 , :) ) : ( r, e) ---- lJ ( r 1 f) 

7.7(1) 

Ahorn, por nl Corolario 7,4 se deduce que los G~rme-

.nRs cat6strofe de f y g 
Ml1 oqnivalente:J, es decir, 

~X 
g 

7.7(2) 

Ahora bien (r, f) ea por hip6tesis un desdoble de 

Yl' y como 

g ~/o 
g(x, O) 

V{ equivalente 

( -¡ x Id) entonces 

= f( y (x) O)== 1( ( Y<x)) = 
= 1_ o f (x) ,~ t¡'(x) 

por lo derecha con 

Esto significa que ( r, e) es im desdoble del ~ermen 7 1 

y como (r, f) es un desdoble universal, entonces por el isomor~ 
fismo dodo en 7.7(1) se infiere que (r, g) resulta ner un des-

doble universal del germen 
Ahora en virtud de la l'r0110~.:icít1n 7 .5 se dcrlnce que Xg 

1'. 
f') desdobles 

es equival(mto a xf' l)UCS ( r, g) y ( r, non 

universales de ~--l' . Pero X oquivolente xf negún se 
g 

muestra Cll 7,7(2). 
Luego entonc-•s por trmrni t:i. vi dad se concluye que Xf ca 

e qui va len te con Xf, 

tJ 



'fcorcrn:.:i 7 .8 

;;ea '7 un {\IJ/li°Jnll c;n M
2 

rlc tlctr;r.--dn:ición finita y xf 

su gornen de cnt<fo trofn 1 rmtoncos l;:i cln :;13 de ;.;r¡ni vn lcnc:la rle 

xf tfoicnmentc de¡i<jndc do la clrino de c•¡uiv,"llencin <1cl gen:wn 

Y( . l.'t~s n1Jn, ónta cl.r,se 1~::itó \rn{voc:>:i;ente .:ktcnün:1d<1 DIH' 

l::Js cooruenadns c:;c1:nc-ln les de I? . 

Demostr0ci6n 

En virtud del Teorema 6,11 se infiere que: 

el cernen r7 tiene un cle:;doble '.lll J. ·rnrss l, 

(e, f) don<lc e = cod ( ? ) es el mínimo 

ndrnero de pnr~metros posible 

Lt:c¿;o r;i f i.r;iin 1 al rc•nf~O '1e 

el Corol2rio 4.10 se tiene que: 

7.8(1) 

V( •?S equivnlontc ~)or la derecha ;-i1 t:"Hmen 

7'-= Q + P donrlc 
,, 2 2 2 X p li ''"' ):

1 
+ ••• + xrr - xcrf.t- ••• - f y es un po -

noMio de erado mayor o it~al que 3 que dep~nde ex-

c1univam0nte de las variables I • • • ' 

7.8(2} 
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y cr.;:-,o el H•::il J<Jcohir,no de Y? <'O :ind0rcn·~ic1tc de un 

c::;::bio do c:)nnL·n::rln:J •·n J12º (1·:01rnulte 1.13(2)) 1 t~ntoa-

ces do la definic:i1í11 ((;;¡la f•n 3,;1(1) ~;e obl:il·ne riue 

cod( 17 ) "' cod( 1( 1
) e 7.8(3} 

De la Proposición 1.13 ao doducc quo el GBtmcn Q + P 

tiene detcrminnción flni.ta, rn?.s rn!n, 131 Corol~1do 3,2 ::ifin111 

que dot(Q+P) = dot(P) y cod(Q+P) cod(P) =e 

Ln Propo:iici6n 7 .2 afir.11a que Xf, coincide con x6 , 

donde (e, f') oB un dcr;c1oblo uni verVia l de vi 1 , 

f 1 := Q+g' y (e, g') tJ:J un 1lecidoble univcrsnl del 

po linor.;io P 
7.8(4) 

Como (c,f) y (e, f 1 ) son desdoble:i u11iversales de 

(/ y 7' respectivarM.'nte (conrmlte 7.8(1), 7.8(2) y 7,8(4), 

entonces lo Proposici6n 7 :¡ se encero• do ezhi bir la cqui valen­

cia entre los ~én1~c.1es catástrofon de f y f' es decir 

versal 

Si r==c 

Xf es úqui va lente n Xf' == Xg' 7,8(5) 

Ahora bien, si ( r, g) es cun l.quicr otro dusdoble uni-

r ~c. de í{ , entonces del Tcorc~1a 6 .ll se tione que 

X es equivalente a 
g 1 la l'ropo:dcji'in 7.5 r·::ee;t<r3 0_llC 

xf , en tnnto que 51 r > e por la Propoaici6n 7.6 
• . :i.···C ., 
Xf x Id • ~,n m:ibos casos, ee ticne que X es 00.uivPl0nte a 

g 
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7,8(6) 

dan-ita la clase de oquiva­

ontoucen do 7 ,8( l) t\ 7 ,8(6) 
Luo¡;o entonces si. [ Xr] 

1.encia del ,¡_;en.nen catJ~3tr0fc de :r., 

:H! tiene que [ Xf J coi·1\\:ido con 
do cquivalencin dnl gen1cn cat~At•ofo de f ca indcp~rtdicnte de 

la monera on ql•C se e~;c:o;~i6 nl GCl'i'ií:T\ r( . 1){! 7.8(1) [\ 7.8(4) 

se sir;ua clnl'ntaente <J.UO la cla.1;0 do equív;i.l•~ncin del gc1·~1on 
cat~fatrofe do f está cmívocflt.1'°'nte determinadr1 po1· l~Hl coorde­

[
X , ·1 ..::s llcci·r la cl<rne 

g -

cr;concia lcs c1cl gcc:;cn }'? , es docir 

, 
••• , x • concluyendo 8HÍ ln c1omostroci6n del Teorema 

n' 

no das 

Y. f -1·1 

7.8. 

.tl 



0bGorvaci6n 7.8(7) 

Existe tm:l fun1:i6n 11ue va de las •)rbitos de ,:~1.frwmcs do 

corlbir)nsir)n finita n l:·u3 cln~'ºª ct.1 •.'q1d.v:1]1,ncinn de t;<~n1cmes 

de .:it(Jtrofcs <k <l,;:;.Jobl1.·.J un:i_v,;r3aJ.ea, r;uc [1:;i.c1w n cnda 61·­

bitn la clnne de .;qn l \":1lr;11e:tn rlí:l Gern:cn c:1 t.:fotr0fo cJo ·( dondo 

(r, f··) es t:n dc:.>do'blc un:tvl:r:~nl de Hn 1:1.r!.;ionto de ln 6 hito. 

Esta función a3tJ bien d'finidn ya que si 1 es u~uivRleti 

te por ln rlorochn con ~ ca·t1~ncc3 de 1.10( :? ) y 1.1.0( 3) ne 

tiene riuo ( l( , G)-= ( ~, G). 1'~;i:J 11th1 1 exi~1te un elemento 

en la órbita da 1 de la fonna >'(; Q+P el cunl poseu 

un desdoble universal (e, f 1
) con las cnractor!Bticas dcscri-

tas en 7.8(?.). 

Ahora bien, ni (r, f) es U!l c1o:;dohlc nnivcr:.:::11 del ger-

men 1 
lente con 

entonces do 7,8(6) se infiere que (x, f) es cquiva­

(x, f') y por consic:uienta, el c;nr.:i•)ll cntñstrofe do 

f es un reprcscntuntc dd /_-_ Xf' -·l Por lo tnnto, 

[ xf] ·- [ xr 'l J 
Plrwlmcnte C080 l~ xf • .J está unívocamente deterlllinada 

por las coordem1d8s e:ocenci:i lo:> del (;ern~en ? , r>eo.fo se mue~ 

tra en el Teorema 7,8, entonces la fundón 

( 1 , G) --....P r xf,J esto' ..... bien rlofinida donde 1 
equt va len te Q+P y (e, f' ) es un de:!doble universal de 

Q+P (consulte 7.8(1) a 7.8(4)). 

• 1 

·' 

1 

1 



Obsorv:::.ci6n '(,8(3) 

Si P os un polino~io en M3 que dep0nde ex6lusivnmento 

de las variables 0sc··ncirilr.s x.11_1 , ••• , xn entonc0s 

+P y ·-P 1fot0niJ.n:1n el 1ni:.ir10 conjtinto 110 d.11gulnrid::l(lea !!.r 

y por con~iguinntc r)l nif:''º ,:;•:1·:•:1.•n c::ii;(.::;trofe xf (f es un 

desdoble del polinomio P ). 

En ofocto, ~Jea (r, f) \111 deé;doble univcr::;nl do 7 
entonces por definlci6n 

f l'ÍÍt1 ~o coincide con P y 

-f / coincide con ··P 
fíZ,, 'A o 

Además si 

Por lo tanto al conjunto de sineulnridedes de t 

coincide con el conjunto de ~1inr~ulflrid11des de -f y e11 conse­

cuencia sus g'r:71enes do cntáatrofes son los 1df:mos. 



Corolnrio 7,9 

Exi9ten aolnuente 11 cln009 do equivul~ncin en nl conjunto 

de gér11enes .-],) c::it:fatrofen que connrqJon<len n 1.1esdoblnn de 5ér­

mencs del iJcal ~ 2 do codimcn~idn senor o iBu~l quo 5 y mayor o 

iguri l que uno. 

Dem0ntrnci6n 

Sen ? un gc:nnen de co!1imen:.ii6n e donde 

entonces de lo PrQpoílici6n ).1, 30 infiere GUO el 

l.~cs5 

gorr.wn J{ 
es finit:imcnta detc:oii.nndo: :r cl:;l. Corol::.rio t\.10 1 r;c deduce 

que 1'( es oquiv8len·1.? por ln •lcr1~eha con un t/?r:icn do la for-

ma Q+P , Q y P <'nno en 7,13(2). ·í1or conni,t;uiento del Teo-

rama 7,8, Jo concluye que si (r, f) C:3 :.<n desdoble de '? 
entonces la clnse de eqnivalt:ncia de (x, f) est~ unívocnmen-

te detcroin"tlfl !·.0r l.ns cooriien:1tius e,;c•~nei<ileu tlvl ¡:;,1r;;¡2n 17 
Lue.so, si cxi:.;tim rnÍ¡J <le dos coo·cdu~ndr.o úfJcencinles de 

1 , 6sto es, si el ri:in¡:;o •1c 7 t;s ,,,._,nc1· o it,11al quo n-3, 

entonces en virtud d~ la rro:,o:d.ción 1.11, :rn tir:no rine la 

codimensión de 

).> 

() 
( 

es mr.yor o :i.gunl qne 6 y po1• tanto 

Luego entonces ésta con~1tideraci6n t:stá fuera de lugar 

pues contrndico l'.Uciot.rn hi pót.e::; i~J odcinul !1 saber 

cod ( 17 ) ~ 5. Por lo trn1 to o 1 rn~1;;i: ro <fo coordenadas escon­

ci:::i les debe :ier u:onor o igunl qnc :?.. 1'~ntonces si so ·~ione una 

sola coordenada cscencinl, do ln Prooosici6u 4.1.2 y la oboerva­

ci6n 7,8(8), ~:ic cli.:c1ucc que loo ¡:;érir.aucs ele codirnrmsi6n menoi.• o 
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. 1 5 " 2 . - . t d . l igua que en .n que proporcion:m <lla int.'ls clasea e eqr.11v<> en-

e ia son: 

5 
1 X ' '/.';1(1) 

En tanto que si ae tiensn üos coordenadas escenciql~s -

entonces de la Propoai~ión 4,14 y de la Proposición 4.17, se in-­

fiere que los gér:ne.nes de codimer.sión menor o igual que 5 en M2 

que proporcion·3.n ;érmen,;s de catistrofes no equivalentes son 

7.9(2) 

Bl número total de é3tas cb.3es de equivalencis es 1.1. 

Sólo resta por justificar porque sA sustituye en ésta -

lista al germen x3 + xy 2 por el germen x3 + y3 (Proposici6n 4.14) 

y el porqué se excl·.iyen de la mismq, a los gérmenea x 2y - y4 y al­

germen x3 - y4 • lss razones son las siguientes: 

Se 3. p ( x, y) = 2 
.X y + y4 entonces 

( p (x,-y) (x 2 - = - (-y) ) + ( -y)4 = x2y - y4 

Pero si p (X' y) = :< 3 + y4 entonces 

- P (-x, y) ( (-x)3 4 x3 y4 = + y· = -
Final~ente en el párrafo po3terior al apartado 4.14 se­

probó que 2 (x3 + x2y ) es equivalente por la derecha con x3+ y3; 

por consiguiente x3 + y3 , x2y + y4 y x3 + y4 son equivalen --

tes por la derecha a los gérmenes x3 + xy 2 



.. 2 ,¡ 3 .¡ 
'·:f·-.Y .V .X -:r 

Definición 

Se dice que ln c lnse de equi ve lencia de un germen de 

catástrofe X 
f 

os \ma cat(istrofe elemental si [ xf_J es 

D 

una de lo a 11 clnscs de oquivalencia cnumcrad8s en los apar­

tndos 7,9(1) y 7,9(2) del Corol~rio 7,9, 

7,9(3) 
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Coro la r1 o 'f. 10 

Son l? un t;er!'lcn fini.tnwmte cleto1·rninado :.;i (r, f) 

us un llor.Hloble uni v•:rsnl do '? y 1· ~ '.j entonces la 

close de üqui.vohrnc1.n 11<11 ¡;•ni;;en cot6ntrofo de f, [ºxfJ e5 

unn cntdstrofe olc~antnl. 

Dcmoi>trnci6n 

Por 01 Corol.nrio 4.10, so tiene que 7 en {!quivnlcnte 

por le derecha el germen Q+P dondo Q es una cua~rdtica 
,, 

( 
y P c)S Ull poli-

. "3 ,, 
que depende de lns primnrnu 

nomio perteneciente nl i<lcnl 

escenciales x/
1
_

1 
, ... , x11 

1 
'ºM"lltt? 7.n(2)). 

Sen e'= cod.(?) ""'cod(Q1P) ""corl (P) (consulte 

Corolario 3. 2). L:1 F1'0]1M~ici.Sn 6 .S nfirmn que r ¿ e en-
r /. 5 , luego entonces 

tonces e ~ 5 
por ol Corolnrio 7.9

1 
Pes uno do las ll g61ffiencs que se enumo­

rnn en los ap3rtat1os 7,9(1) y 'f,<J(2). 
Si se aplica la rro,:odd•Sn 7.1 ::il poU.1;or,;io P se ob-

tieno un ilocdoble uni.verssl (e, e;) rlr,l polino;:;io 'P ; y de la 

dafinici6n 7,9(3), se deduce que le clnse de equivalencia del 

gcrrnon cot'otr1)fe de g r1~sulta ;:1er cmn c;'."t<hitrofe elcu.entol. 

Use se la Pro:oodci6n 7 .2 pa rn coiwtruír un desdoble universal 

(e, f') dol (.(fn1on 7 f' " Q+f, • 

Entnnccs e 1 ¡-~en;cn cntústrofc ele f' 
coincide con 

el ger.,1011 catástrofe de g y c~n virtud ele la Proposición 7 .6 



J(.1
r ·e 

80 infiere ('¡'-l'i Xf C:J ·~'[lli'IO l c:n '.1 Xf' X i /:Jto 

~3i{',nlfica '1ll·? •·l r;•::J;:·•:·n c:1t·J1JtrüfC do f 1 Xf pertGllt':Ct? :l. 

ln Ch1::;c r.'.: •::r¡aiv:tl.r:r.1.:i:1 <lcl ¡~;:;-;:r:n CDt;!ucrofc do g 1 G:J de-

ca una cet~strofe elemental. 

l] 
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