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Introduccién,

Un método uzu~) en les Hatemdticas, es la clazificacidn
de objetos con determinzdas caracteri{sticas; en estc tesis se -
ofrece al lector unz forma de clasificar, mediante cicrtas clases

oo n p
de equivalencia, lnsvfunciones de clase € de ﬁ? en /R en -
base a tres concevtoc Tundamentaoles: Determinacidn, Codimensidn_
e Ideal Jecobiono, log cuasles estédn definidos en términos de la -
expansién en Serie de Teylor que voseen los vérﬁénes, siendo es -
toc ¥ltimos clases de equivalencia de funciones. Como resultado-
de esta clasificuacidén se obtienen las catéstrolfes elementeles, es
~tas son cierto tipo de gingularidades de funciones suaves de ﬂ{r

\4
x I\ en /R 1lemadas desdobles.

Los desdobles de ulgunos gérmenes polinomiales, entre -

6 X%y + v4 , le sugirieron a René Thom -

otrog : x3, X4 ’ X5 y £
que para r < 4 las catdstrofes elementoles podrian ser finitamen

te clusificadas; esta conjeture la hizo por el aro de 1963.

R

s 5 . o
La clasificacidén loczl de funciones de clase C = de IR
en /M no ofrece dificultad alpunz, como puedc apreciarse en 1la -

primera parte del canftulo I-

En tanto que la clasificscidn de gérmenes de funciones-

n P
- de /a en /R_ (p 2 2) de gérmenes finitamente determinados se re

a

ducen o simnles proyeccioneg; 1a pruebz de est:o aseveracidén nreci

£

sa de 1os concentos oue se introducen cen el cavnitulo I, y de «lg:
nos otros resultcdos adicionales; este serd el teme a desarroller

en el capitulo II.




Como el esnucio veetorial de Fuaciones de clow: ¢

~
o,

n
de ﬁ? en /ﬂ tiene dimensidn infinitu, cs nrecity Srunal:

las Tuaciones a géruenes y, @« través de 1z deterainzelin, con
siderar a éstos en el essacio G2 K-jeis, ol cusai tiosne Jiman—
sibn finita, logrando con ello hucer Lo clazific-cidn wo wy -
espacio de dimensidn finita en vez de hacerlo ¢n wno U dinen
sidn infinita, gste serd el objetivo dec iz segunds parra del-
canitulo I vy loc capitﬁlos 111 ¥y IV.

Bl recuvtudo mids imnortonte del caxiiaic 1 oz debe-
a Mfather auien dig una versida algebraica ourn Lu debermina -

cién de zériencs. sste feorems vrovorcions uni condicisn nace

saric y una suficiente paro saber cuando un serucst oo
mente determinzdo; cs=te resultzdo se utiliza en 2l confeel
ITI pure demostrar aue Hore atusllos gérmenes de dobesainn —~-
cidén finita, la deteraminacidén de wun geraen disminuidn en dos-
unid:zdes es menor o igu:l oue lu codimensidn de cicho guruen,
de =h{ oue solwsente se wunalicen eoucllos sérmeaes en 2i esng
cio de T-jetu de codixcncidn meaor o iyl aue cinco, ¥ sue—
los T-jetu de codimensiéﬁ gayor o itgucl ~ue seis formn una -

ebraica = en el esonclo de 7—jets,J7 .

variedad cerrad.. &l
Luego, Lo clzuificueidn ue zaorece va o cardtuio IV we ob--

tiene de lo worticidn inducid:s sor 1o codiwmensidn ea J1-x,

21 canitulo VI estudiz los desdobley, los cucles re
sultn de vitel imsortonei. en la dermostracidn de 1 coajetu~
ro. de Rend Phom, dsto fue probida nios who tarde, aes en él
moxento en cue fue pliatecdn no exicti.. suiiciente herrwmrien—
to matesdtica para hocerie. 21 reculivdo mds imsortunie de eg

te capitulo ez el aue azemurs 1o enistenciz de ua isomorfismo




eatrc dog devdoblsz truensvercclews par

resualtido fue nacesariz unn versida €

cidn de ielerstrass (hechz nor Molgrange en 1965) cue a su vez-
es una consccuenci: del Yeorem: de pivisidn Polinomiaol; 1lao 801
cién o ecte dltimo nroblesa, nara el czco comnlejo, ya ere cono
cidu a finales del siglo pusado,.

Pinulamente, el canitulo VII culmines con 1la clasifice-
cién de catfctrofes elementules nue correc~onden o loe mérmenes
de codiuensidn menor o igu:l cue cinco. Poru comcequir este ob-
jetivo se unmlixqfﬁn exciusivuamente lor dendobles universales -
con r worimeiros, donde r < 35, yu ~ur de este tiwo de desqé

bleg ez »osible conutruir lo. ;fruenes wo cat’strofery de la -

clavificacidn de cstor dltimos sc obtieanen low once cotlstrofes
elementules mencion:dos’ 2t fincl del canitulo VII.
Lo mayor parte de este trobijo entd bassdo en 1la revi

8idn e un rtfculy lei1x1in?y 2WAasificacisn Az Oatistrofes ol

s

rent.le. de Codimensida scnor o i-ual au2 cincoj reviuidn hoche
en 197% mor Christorher Zeeman y Devid Troimun, escrito origi -
ncl del orinero 4. 2110s.

oy, . e

¥l resto 7. V.drlorroceldn fnetoaldn e woho terdic, oo
Aty o e Lo uwigoe Aoy micun an Lo hioida e Ui,
Armello. »ociihe o cus ma esvres ont o et alas-

$0: biizsn de Alsebra, GAlculo en Varinon Varicbles y Tonolonia

-4 3 R . e m el A Vs w3V v cr cepn peret s dema m
Liferencicl  uc ooui oo osrecLntiai, so o CJomaulil ) oLE Goiuclin L

en cade uno de los conituloc en donue oo nechs.rio.

‘Pesis diricida por: Dr. Alberto Ledn Kushner Schnur,
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TETERITUACTIC

71 comneentn neterzinacidr de n&ymenes surge oe 1o relzceidr

e
Pidhediatiatin e

oue exitte entre gnuetiso funcionen twe tienen en comdn ung. SET-

te finite" de su expercidén en Uerie fde Tewler v difierer entre ¢

nor ur Aifenmoriisme o ¢l dominio, 178 ~drmenes son clgEss fg E-

v el conjunts e €rtoc tiene unk eSITUC-

puiwolercis It foncin

Luro G oo ein virtoriclooe Sfognptfn o indivife, g oeln, L u
gril o leeot (Fronzeicidn LY oy Teorens “.50 oo trever e 1 T
Taecidr de ervivolencito cue sroiorciong & "verte finitot e v o

aanmed &y or Sevie & Te-lor, es vositle vedueir ~fymevor 8 or=len

pa vy rmen: eTien DRTEO0L cerisvecen o oun erinein vectorinl e
Attt tinite (Teovens 1,00,
“aie gord el ovjetivo de¢ 1z oriuers verte del "zafzilo -

en tanto ~ue la werunic aerte, estd dedicece @ 1o forzulreidn Lz

uetas - <
3 eriteriow slrehrdicog, ccn T0E cunlec es dogivle goher cue FEr-
merec son finitenente Arterincdos, dichos resultedes setdn con-
tenicdos en: Teoreid 1.19 (Qenremz de iather); Torelaric 1.2z ¥
el Tecrew: .04 (Teovei fe Ttefrnl.

=0 n . st
o e 62 en &Zpe>s el tenc ¢ QesETTOLLIY o8 el riruterie cunltu-




vl Ge o enublrry nranincrnte o1 desarritlo del tewmn2 ous coO-
rreconnfe » dcie cnnftule, cor werd Ya elerificrceidn local de Lac
funciones 46 CILEC " con dominie v contriinririo en el conrur~

tp Ade 1as rumerss redlec.

Clesificacién local de Funciones de Clase £ de ﬂz\ en ﬁzi

.
1o elrgf ficreidn fe funciones de ¢lose 05 clvededor 25 CF

ro con valercs -« overistle rezl, 1O ofrece dificulted alrunc, Tues
gaicamente £o TeruieTE SPUAT COTD PO 10 exvancidn en Serie de

Trelnr f¢ Slenze funefones slrefeday Al

wea Ay v e Te ey iioc TouedismEr UG Z "
b LR N -3 s A e -
s 8L fia fe oan o inpuilce de le fore v - A ners Ci-

arto nitero nepiursl L v al~une conctente C : ~ dor otrz w@mrie. -~

e
w
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grueilzs funciones CuUE evmncifn er Serie de T2:10

caro, & foton fltingo ose tee eornce coun Funcionge Flanso,

fegerrullo 6. Sirie Co Towlap er coro SE 1EE cinrifice de ie zi-

cviente nunevlio:

ses Sl -—%'ﬂz cv~ fureidn de clece o*Pie gc.erdo 81 len-

renz fo Tovinr, DETL tade Y oen une vecirfed del cero se tiew-
f(x)= (") S D B ve. f(n)(w) y' o+ ..., cin oérdils Ze
11 n/
. .

T
1), ~ue evifentenente se arule en ceord, 21

tonéticevent
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for(n) ¢+ w7 A{fierer ~or un difeom

Y. .
cignificn que f v f(N) » T difieren entre i mor un difeowcr-




shora bien, £i la exnencidn en Gerie de Toyvlor de 1A fune
cidr f no e oruls en cero v f(")=7 entoncee ez’ ste un TIVREES o
AT

R (e D E I B

v n £ k i oen consrcuencic, nara todz X en una veed

natursl K con 1las siruisntec cerrcoterfestices
T
1l )(0)=’>

cindad del cero se tiene

(%)= f(k)(f))_,'{ii (}H)( ) f}+1 4 .. 4 f(n)(ﬁ) i_ t ..
) ¥l f o

obsérvese ~ue, 1z funcidn £ e e elpnes 07 - 2lerés, no s= on
Y
f(ul(q)¢:\,.

Definzre riars 10 funedin ¢ : R—O I/R e lo siruiente

18 &n coro vo rue

nEners:

(x V‘\S(l) S g2o0

en @la;;ncL ucunduJ da{ [gfa)

9‘) (1) = < \(—5 =

51 <0

(25

Lo funcién ¢ defini de esta rinere es de clase C
-L al

N od
norque es el »ra” e 2 Tunciones de clsse €77, adends, uvor

el Teorera de le Funcién Invarsa existe ure vecindzd slrededer

f¢l cern e Tm e 5[) es un difeomerfisvo lncel, va nue

-1
_g_iz:_: S‘{g@ + xt 9'(x) Igtx)»r‘

en consecuercio, % (o) -

; considérese 1s comoosicidn f{"‘o (77/)

(.‘{k o (f)) (x)= < (2 g(>2)>T'<)r\ = -‘fk<i’ {:(12)> =2 KJ:E(-‘I)= NEYED

Jo)#o

ecto ez,

E




[HAHS IS TN N G ST PR = T o ?S

Teetivatenta 5 Dol PRSI EE N R Toctinuty oo ur
Cifooriorfices oy aj Londnicr oy o tento, 17 clacificreidgn ¢

nee

o

1o

1 e . ~ e
inciones

de 1z Tors~ ( -

constente nue e g

CDO

de varicble v vilgres reales se redu-

ieran nor yn A3 feomorfisno de un
P2ra o1s%n ndmero natursl K, donde ¢

igne al evzluzr 1o funcidn en cero,




n e
Determinacién de Gérmenes de Funcionas de Clase ¢ de \IQ er AN

pefinicidén

.
]

~ . . : > o . N
Seg ¢o(r,Q) el conjunto de cuncijoner € de M en T, T2V
de I’ v C =on yariederdes C°. Si € v v ei les funcioner =T

¢ nue f eco eruivalon

0

g vertenecen @ ¢e(1," ), entonces €€ A1
g & en I gimbdlicamente f=g 20 X si existe une veeindnd
dge x en Xk ta21 aque 185 rectricecicnes en aichas vecindad de lac

funciones f V¥ £ coinniden: esto €S £/1 = /0.

-
o]
-
€3
o
oy
C~
3
2
s}
»
1

Lz dafinicién entevinr noc aroonareiond
cuivslencic en ¢(r,%). Tn afecto, 1® reflexivicecr v & cirme®

son un’ commee et irmedicte de 1g Aefinirtin cnterior, 70T £:7

ta rezfn, $nicarente € evhiihe 1€ fyaneitivifiod,
Suobnrase cue Iy £F y scon funcionet en o, n)  tel

x, entonceg J0T definicibn exwisten ve-

i
ja g
4]
3

eue f=gen ¥ ¥ c

cindades Ny ¥ I, de x teles aue f/1~:1= g/lIl y g/l-32= h/xo; set

N= le\ﬂg entonces N resulte ser un@ vqcindad de X, ye gue

emhas son vecindades de x. Como Rc< N1 v K<k entonces

o 2
/% =g/f ¥ g/X = n/E, vor 10 tento f/B= n/N. s decir, f= h en X.

Notecién. "El germen de £ en x" serd la clazse de equivalencia
1.9(1)

de fenx Y 5€ denotzré como [h]x'

Generaluente £e eseribiré [f] en vez e [f]}\, si es qus

esto no 4z lurer o confucidn.

Iiuestro interés es investirar 10s gérirenes de funcioneg 2e

. . ; n ;
¥ en 3, €0 donde I. es un subecon i ut? ~vierto de 'ﬁl y € suz-

e . .
conjunte TFL de ahi cue gsteriemos trabsjendo en: un subcon jurto
de

C"’(T\T,R{): fe ﬁl"-—*ﬂ’\?lf es 7 1.0(2)

1 . e
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Pronosicién 1.1

Ses En ¢l conjunto de rérincney en cero Ge funcionel

g° de r\m\ enR . Entonces, En es un \/& ~especio vectori=1 6«

dimensién infinite;: mds aun, En es un enillo conmutativo c- 1.

Zs decir, En es una R—élgebra.

Demostracién. 12 sung, multiolicacidn v 1g multioslicacién nor

escalares estdn inducides suntuslmente MOT 1a estructure de :l2 .
Como se¢ wuectirs @ continuzcidn:

Seen [“] (_{] dog rpéruesnes en ":.r‘ entonces definim:c:
. §

[ - ) - [
2.- [f] . [g] [i‘.g] | 1.1(2)
3= \q/oc_é . o«[}]:[o’-)q

]

wstes tres onersciones ectén bien anfinides nuss son indenc

e los renrecentantes elegidos. In efecto, sunéngese Tue:

dientes @
£ y f' son dos reﬁresententes de [fl vy & 3 g' representini-
tes de [gl s como T, T'y ¢! verteneccn 8 C”(mn, 1) eanton

ces T+g, T+ gy T.& . gyt ved €0 runciones cue ~8r-

tenecen @ C"D(T\ZT: W \/c-‘\ e .

£’ son equivelenias en cero, enion-

shore bhien, couo f v

ces NoT defTinicidu gi ewiste uneé vecinged Iil del cero tel cu2

f/}fl= f'/I-Zl, Juesc entonees o< f(x)= ot (%) \V/ € Ty esto

o 5y [~ =[f1] & sen =[1]= <[] Y= T
Be o CZUQ Eoés-] e En-

Concidérense £ y 7 como fu el vérrzfo anterior y =undn

¢! son equivelentes en cero, entonces ef exies-e

~pgp fue g Y

- —_——— s




|
Nz(ﬁ) tel que g(x)= g’ (%) Vi e N,. Como antes, ses
' N= Nlﬂ NQ, Sebemnss tue I ef una vecinded el cerc y adem?:
' Nch v I\‘QI\:E , de dovnde \7/ ¥ € I teneros
' T(x)=s £7(x) 3 g(x)= g’ (x) b’x € N. Lueso entonces

fedeald= 0100+ 67(0) y £1(x) . elx)= £ (x) . g (x) Vi er,

| moeonsceucrelu: (£46)/5 = (£14 0y (fe)/h = (P )

Lor consicuisnts
l.- £f+g] = [I"+ gj
ﬁ o GZ)

Pzr G tonto [f + g] v [? . é] € 3.

.I
na
m
L
4

Tl geraen en cero de le furcidn idénticamente cero, es <’

neutye msre 10 2220i4n en tontna fue 21 rormen en cero e 1a Fone

(93

ci&y eonsinnte urr en o1 neutro 22rvz la multi vlicoeidn ¥

[}J [-f] mor 3 de 1.1(1). La existencis del inverso multi=li
c2tivo de cuclouier rernen [%] € B,y vere el cuzl f£(D) # 9,
se justifica en le nrueba del Teorems 1.3 (véase justificecidr
de 1.3(2).

Las pronie_dades nera la multinlicacién y adicidn entornces
estén inducidas ountualmente vor ls estructura de ﬂz‘. Adends de-
be observarse que [ﬁ] [éj [}:] [g} estdn definidas en 12
interseccidn de 1as vecindades donde f y g estén definidas, en

consecuencia, En en verdad es una ’Ti-élrebre.

Ahora bien, vera mostrer cue jn visto como 'Wl—esnacio
vectorisl es de dimensidn infinita basta con exhibir 1a indenen-
dencie linesl de un conjunto infinito de vectores en En. Parc
ello considérense los gérmenes en cero de las siruientes funciow
nes de TRrei ﬂ{: exi, egx‘, eee , 2R (s € N ). Iste conjunte es
té foramsdo vor vectores vronios de En con valores pronios dfs-

tintos entre sf bajo el opercdor linesl.




S —

~
PN

69 ¢ T —D 7 (ver Definicidén en 1.2
O X,

2Zn efecto, trabejonio con reprerentantes de los rérmene”

tenemos: -
O - s = &[] = 5[]
|

~

o X

es decir [f”“t] es un vector pronio con velor pronie I de C-
. . OX
. N b <3 [3p
consecuentemente el conjunco e 1 le y cee [f es urn &
conjunto infinito de vectores linezlmente indesencéientes conteri-

do en En Por 1o tonto, 1@ dimeneidn de T €S8 infinite.

Observacién

L fin de introfucir la nocidn de comnosicidén de rérnenec,

s necesario extender el concento de gfrmenas Ae funciones

e
m 4
¢ e Wa .

Definicién
n P
54 f es una funcidn C°° de W en ﬂi entonces

10 fp) y se define el rermen 6e T en cero COmO:

[£]- ([£1) [le ey [fp}) 1.1(2)

g cloro fue la vecinded N(") en lz cusl [fj] est? fe-
rinida, es l¢ interseccidn Klﬂ Nz/] yeees () B donde I, cs
une v:civﬂ“f'ﬁel cero en 1l cudl [f{] & Eq cetd definide

Py
i=l ,...y D.
. n

D¢ 2quf fue dog funciones & ¥ n embos en CT2{fly K.
serdn eouivolentes en Ccero sf{ v s6lo sT g, equivalente con hj en

cero nera 1=l ,..., P




Corolario 1.2

Ses E(, . el cenjunto de gérnones en CeTo de fuancions
i

v
‘s e

n £
c™ ge R a R entonces

dimensidr infinita.

es un ﬂz —-esnecio vectoriel de

O]

(nrp)

Demestracién

ss operscicnss cue hacen @ 3 g un espacio vectorizl

(ni
estdn ind ucides coordenzéa 2 coordenadd DOT las overaciones I¢

En , el cusl ¥# sahamne cue es espacio vectorial. (ver 1.1(1) en

la pruete de pronosgicidnm 1.1)
Por éste ra~fn unicenente nos 1imitoremos ¢ exhibir ur irZ

norfisso entre E voOou, X 5 X...x I (p—factores)
(n,n) n n n

Tzl isomorfismo pstd dado nor la funcidn cue asocic

(ffll, L2, ffp]) —_— [f] donde = (£ yeees Tl

Linealided:
[£)+[e] = ([, Ve [ D+ () Vo L=
([fl-} L—g—) vy [f-) EP-]) (Ef + g{l REEY) [f?‘*' gp‘}\):
[f+g-l
5i s e entonces s([f) = S([fll R [fgl) =
(s[fi] Yooy s[}?})= ([;f{] pee ey [gfp])f [éfl'

Isto oruebs 13 lineelidad.

I

H

thore el nidcleo concta exclusiveneute del reTmen en cero0

12 funcidn jdénticanrnte cevo; en efecto, si:

([5,1 .0 [, D= [2) en B, ) osto teodice aue [z])= [o]
- EE

2n nn i=l,.00y Do Tor lo tanto, nuestra furcién es inyectiva,
-
+tampién es cuprayective ra que:
o @ T
\/[flé S0y S° tiene f€ C (R, Q) =i sdélo =i,
n,

pe o (R, RY sl P f= (1., T




[ AR

Igto cigrifics rue ([fll gavey [f,’]) — [f:l . De ou?

“ue 3 NG I —fnclore s Yoseen lroncrion, Co
(n,~) ° n n (g1 wn ironcrion. Co
coda uro e los p o foctores en £l producto ceriesiluu &b do Tl-
mensién infinite as{ mismo lo e¢s E(n ) Lo cue complete la orue-—

y ! .

be .

nNefinicién
54 [,r] & ?'(n,qf» v [h}é ‘;\i:q' I\ entonces =e define:

1g ceomancicién e e tos Férmones ot

)_/h] o E*J = [hc('j j 1.2(1}

2ctn comnonicidn edlo tirre centido para 2quéllos plfrmevas

en cere [{jj £l aue (7)=7.

Observacidn
[ho g_} ex un germen en Fl“ gy P G ge 0 \"Zn,fﬁ)
P 1]
L e ¢ w, K\K) entonces le comiosicidn nef & C( ﬁl‘, TKP).

1a comnosicidn de gérnencs es indenendicnte de l2 eleceidu
se ‘os represcniantes. En efecte, h=h’ en 0 y g=g' en 0, enton-
ces existen vecindzdes ]-(1 v 1-32 del O en \’[ﬁy R" respectivansntc
tel cue h(y)=n'(v) Vve LA c(x)= g' (%) Vz e X,. Aho-
ra bien, £ V¥ p! con contlnuas nues ambas con funciones C™; en
consecuenciz, existe una vecingzd K del O en l’lzn tal nue Nc.Nz y
p(x)= @ (x) € iy Vxen 3 eE)eky, g (i) ek, adends oor
ninétesis g(I)= g'(0)=D €N . Por otra parte, h y h’ coinciden

td

en Nyi luego ¥ xel  se tiene h(g(x))= h(g'(x)> .o

B o) -free]

Definicidn
Para todo germen [f_] € En y Vi=1 govey Ny definimos el
operedor a : En —0 En como :

o %

19
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Nuevamente esto gefinicién es infenendiente de 1a forma &+

elerir l0S renresentaontes. veto es, si f ¥ £ gon equivalenters

en cero entonces noTr gefinicidn existe una vecindad K en la cut™

f vy F coinciden ¥ nOY tonte:

A

r\\\

E> f - g en dichs vecindad, 1uero entonecel
~ 1-
oL ol

D ' N

)4 ) e
a % o) X-

3

'\
Ahore bien fg £ g un rermen €0 3, ve que
~ T
O A
e D" ~ ot n .
£ e (W, ). Of e ¢ (R W VI P
e O '
Tgto nos permite anliceT el onercdor a los elementos qe
O %

W +4onias veces como lo deseenos wonoT consir iente eyoreser lz de-
riveds de cunlouier orfen de un germen Ae ?n en térnino de Sus Ae—

rivrdas parcinles: €9 deciT; oe® ot un muitiirvcice con n-coorie— B

nedzs; esto €5, el = (o<1 goe oSt } dende o< es un entero no ne-
, n i

gativo V 321 yaeey Mo “endtore

P L Gk

n
. o< [ =% [ /
2om T o 1.2(3)
~N ot oty n
3,- Pare toda X en IRq ¥o= %y vee® f:” X e ﬂ?\

fo<l o< y
4.~ b = ( 2 PR D \D'l
ox~ X O X,

{

Entoncec 12 deriveds de orden | oz | del germen [fjeiEn, se

expresa como:

4___——




a >(T S Gk (%5 1.2(4)

Cbservacidn
Iag definiciones anteriores muestran de ~“ue manera se pue-
den extender los conceptes ¥ resultados cue son vdlidos pare fun-
ciones C°° a sérmones 2n el 2nillo En + 2 los gérmenes en el es-

pacio vectorisl =

(n,9)" isf 9or ejemplo: Cumndo Se diga que un ger-

|

men Q 23 0°°, en realidod nos estareTos refiriendo a8 que cuales—

auiers Ae sus reoresentantes es C7 . 1.2(5)
Definicién

31 A es un anillo connutativo con 1 entonces un ideal L es A
ag maximel i UF A ¥ no exisie ainmin ideol I telrue pHEEILINY

a5 inclusiones en sentido estricto).

Definicidn

Taenl es un Anilla eonc WP 0T a1l cual

Taoanill

w3

-2

:ape un fnico icdeal soximal.

Teorema 1.3

7, 5g un ¢nillo 1scal cuyo ideal meximel, al cual lenotoremnos

T, estd formado nor los ~érmenes en cero (e znuelles funciones en

n 1
C°°(RFL,'EL) rue s_e fnulen en cero.

Demostracién

Probaremos las dos gizuientes afirmaciones:

'

{
3
/

\
-~

m o= [f] G ?q £(1)=0 { es un ideal de K5 1.3(1)

n

i




#

¥n es meximtl ¥ 8F &nico can 4ste pronieded 1.3(2}

Justificecién ge 1.3(1).- us clero que el germen en cero d¢
1z funcidn idénticanmente €°TO vertenece & kn.

Ahors sunéngase cue [}] e tn = £(7)=0 ¥ ~-£(0)=0
luego entonces [;f] = - [f] tombién pertenece © Ir

Syvoner que fl v [@1 < ., entonces £{1)=0 Yy IGBENS
e conie (£4:3 (")=" en connecuencia [}+§] = [fj + LEJ ee
en I'n, esto sruebs que I'n es un subgruno sditivo de En.

Payc ver "ug v €8 un jdecl, concidérense [h} & En N

o

[f} € 1n entonces L}.gl cs vor definicidn [fl . [ﬁ} pers

(f.n)'N)= (). w(0)= 3,0(0)=0 V. [f] . L}L €', en Comues

cuereiz In ef romToEn LA WL PECR I enitls
Justificreifn an 1.3(2).- Fore exhibir 18 aoyimolidsd de B
. . 2\C , . .
pretars con postrrT G2 (1m) copel” cxelusivanrntie Ge unidades.
tn efecto, sunénrase cue Efl 4. In entonces f(-’.‘)T,‘:O pero
. o n N .y
core £ €C (ﬂz, W) f es diferencieble y oT tento f es contf-

nus, entonc?s enicte uwnf vecindad K de 0 tel gue Vxer,

Considérece ¢l pgermen de T en K, vor construccidn éste ger-

nen €8 Aigtinto 6= caro ent N, razén nor }e cual podemos considerar

. -1 . .

el germen G2 1¢ funcidn I 0T 1/f, 18 cugl esté definide en la ni8
-1” .

na vecingz& I, ¥ oor tanto [,] . [f es el germen de 1la Tuncidn

conctante 1. Lo que nruebs que el gerinen de f es wnd unidad, esto

2

es, (Yn)c contiene solemente unidades: por Jo tento, kn es maxiwel

Unicided: Sundnrose UL imy ln’ son ideales meximales de

£ donde:
n

M=y [T €3 9)="
In [ 1 n I £(2) g
Kostreremos “ue Im=ln’. &n efecto, 1 (] ¥n' ;# qﬁ ye que 8m-

tos son ideales ¥ €n pﬂrticuler son subesnzcios vechorizles enton-

<

————
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ces al menos contienen ¢_1 perwen en cerc de 1s funciédn idénticu-
mente CETo.

Af irmewos nue In' no contiene unidndes, vues de 1o COMLTe-
rio si [f] & In’ fuese uns unidad tendrfamos que Cf] . [g] = [ﬁ]
vare alegdn (p‘] & En. Esto nos conduciria a2 concluir que el idec2
egenerado vor =1 gernen [f , €1 cuel estd contenido en ln’, coin-
cife con el cnillo T : rue clarmmente coniradice la hifétesis -
nicicl, a saher I.Tn"'#}]r we o mue I'n” es nmaxinel. Por consiruie:-
te I'n’ no contiene unidedes, luego enionces ¥n' < In y por lo torn-

4

to  In=ln’'.

Teorema 1.4

n
Sea U un cubeoniunto ehicrio ée HZ suc contiene al oricei,

£

r
gi f e unn funeifn o T7O(U, M) entonces cxisten n-funciorer
t

A\
Ey geees O OO0 c-2(t, Wy, n

>
4]
I

y)
() -1(0)= = x5 glx) Vx evu 1.4(1)
Azt
n .
donde xy ec 1& ororeccidn de lf(l Gl R gue asocia (3;l yoery EnJ Sy
Demostracidén

Consicdérese 1z funcidn g [O,l:] x» U definida como
g(t,x)= f(t.x) esta funcién es €™, »ues es composicidén de fun-
¢iaes C=2, enlonces derivendc con resnecto a t 3 aplicendo ls

regls Je la cedens se tienc:

e (%)= 77 (1) _%i.z_jf_} . __Q_f_ﬁé_?(_) Ot (£

ox O X,

2 _OF %) .
‘é 5%




De gourrdn =1 Teorend Fundemental del C#lculo
1 [~
$Y AYo= ) £ (tn) X Et =
(4]

{-.)(4“""

iy —£(M)= c(a¥) —o(ny) = 5
(¢}

=ji Z Of {fx> %3 4

e oxXs
néo 12 1jnasiidad de le integral ¥ factora-

ihore, utilisng
zando i ve ocue LO ec juncién de T obtenemoc”

,\

£49 ‘ﬁz " “<

g f(fu} ..

\|

Tor dltize definese

A
gi(x) = ————ézlf————— (tx) at §21 ye.ey D
rw(")—j {( ) at = C}f(o) gldt= aﬂo}
S b O

Zg clero "ue
, lo nue gorentiz®

Couo T es G5, E)E tanbién es C°
oOX n

a ¢™°. Por 1o tanto (%) ~f(7)= a gi(x) %3 -
L=

O

gue gi Se€t
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Corolario 1.9

=y jée otdn potd finitamente goneralo ot los pérmenes en

- ‘ 1 —
donde Xy es 1= proveccién i-ésima e ﬂZ: en ”Ku

cero (e q pecc *n

Demostracién

o1
En virtud del Teorems 1.4 tenemosS b[ T ﬁ2~ —N ﬁl
13

e tiene T(%) ()= Z ™ s (0

~ 3 el gernen CC ¢ pertenece oj i1desl I'n (ver 1.3(1,

Pero

(7)=0 de chi que ) = % gi (), es decir,

P

[fl = /L% [il[rl_] 1.5(1)

donde | &4 e & v X4 es el ﬁermend de 1a proyeccién
1 11 1
n . s :
j-geine (e TQ_cn ﬂz~. Por 1o tento Im esté £initemente penerTels

T e D)

entonces {

Kotecién
Simplific2os 18 notecidn de 1a sipuicnte panersd
“n ¥F= In, ademds, @ 10% pérmenes de En 10s denotaremos con
1gg letres criegss (125 més usunles serdn: 3/, rz 'y A Vo g , QS)
uge v emos indistintamnnte el simbolo [X;] AR n2 12 representar el
i .

o de 18 proyeccion de TR? en IR aue gs_ocia
emos @ trabe jar con representsn=

germen &0 cer

(xl foret xn) —p % ¥ noe limitar

tes de 108 gérmenes cugndo el c&so 10 amerite.
1.5(2)



Corolario 1.6

El ilerl 1" ectd generafo vOT lon Férmcnus en CeTO gz 17

forma [f‘_] [ﬂl‘ [ “'j donde e« = (< ,...,D/_l) v
1 * e = k. En consecuencia Hﬁ ec un ideal finitamente
penere o,

Demost*acién

elerir cono reneradore:t

se ecusrdo al Corolcrio 1.5 nodenos

A
del jifenl I 2 los nroductos de k—ﬂenPTSPOTe

de 1"y en consecuen—

cia ec de 1@ forma ¥; * oo ® T, thore bien b[i=1 yeesy D ST
"1 *1e
sotores ¥, que aparecen €N ia

el nimervo de factores X

! i

Iuego entonces, €oOm0 el anillo Z es conmutativo s€ tjene Qqu2

oGy Oy
Y. # .e00 A I I v clevanmente ol da et =T 1.
i i 1 n 1 n
1 b
¢ 7 pert-nece a1 ideel reneTado

gsto sirmifice "ue PN P
4 ‘.

5% donde o<1 toaet X T .

por los gérmenes de le forma:

Observeciﬁn

2 1-72 Dese D I

Le auqtlllcecaén de esid afirmecifn es inmediate, Y@

k41
108 renerafores de Y son de la formd:

E}Jﬂ: [\(13 o0 [xi"] donde Q= ((—51 yores @n) v

@].+...+ ﬂn-= x+1. Como ¥ 21 entonees syviste vn Indice i en-—

tre 1 y n pere el cuegl (5. > 1, luefe entonces,

[}?~]= [%i][%*:] Aonde =< €F el pultifniice que

sstisfoce:

expresidn znterior.

el Vi e N 1.6(1)




91

wg claro QuE 741 deeat o-’\n - k: por 1o tanto

(3 . - s 1
Z): ]: [xj] L’OLJ pertencce 16 idenl 17,

Provosicién 1.7
k41, .
Un germen 7 estd en ¥ ci, sélo si, VZ(“-):"

o<} e a -
multifndice o4, tel cue |t | = i
(O>:O
<
Demostracién
e 4l
Sel un gersen en I HoT 1.0(1) c. entor
ces, (z 0)=n. Por €l corolerio l.ty (7 g. ’7(3 X"
y ¥ & '
v e €

donde (3: ((51 yeees (311)’ (jl T (5n= k4l

¢. Como )?(5 v }:p con C° entonces (¢ 1z

ged del oneTrTaT

1ines i~

o se tiene que

)X
et - :’ ot
SR IEGAPR PO (R

o,
oxX oX
Ahors bien

|

Y son teles cue

s multindices
el coeficiente mul-

Donde 1o
b, u) Y (e Y ) es

0eY; = =<, (1= ,

nde de o< ¥ 5/ . Por otra parie,

4inomial aque dene



(s

alo&‘

Tuero si —-————-——j—-— (n)=0 para todo multiind
RS

tal que lokf < k entonces 1.7(3) se tresnsforma en

e} =

hec@ 0.\ [AQO\-\ HK+_‘

I C)(Xl (1>( e L. B, ! I(s—a’ .y < J -
. - VA ) . | - R Az AL
|31¥ B ¥ (g, 9. - L
o s .X“ >(—7)‘ ﬁa‘& olsuno. i 1zlyre W g
)< o j

Iuego entonces

al?f' 0 @.’ st Y -=@ 1.7(2°
——7 X (°> = ' '
OX o si YAE
Por consiruiente si let| < x entonces
1ot PoRrd!
> '7 (0) = é_B' =3 b,<o¢b/> Q ? (0> - X (0> o
5 19( \ a x“~) ‘ a
Rec{procamente, como fZe c® todas sus parciales de
cuzlaquier orden existen y =on contimucs, 1uefo, nodemos avroximar
al germen’ Vz mediznte su ex»>necifn en Series de Taylor en un
vecindad del cero de 1a sipuiente manera:
EX .
) X .z e g
-z L&_GEZ/(O) — +\§.l HQ,(L:L} = 1.703)
' ot = 1K

jce ol

(z: ZKH ‘?94 (=) L X d}ua cl&r&m@n{’e ﬁ)er‘} 1.7(4)







Fn efecto, € Kk*l jmnlica que todas sus parciales de

orden menor O jrunl nue k g€ anulen en €eTro, consecuentemnente 0=

das 1las parciales de orden menorT O irusl que k-1 Gel germen:

01 =1 yeeey D
DRV 5

segin el Teoreme 1.7 due

se snulan en cero, lo gque significe

2,

Observacién 1.8(2)

51 un ideosl del anillo ® estd generado DOT

)11 ey Mg entonces Ay e A )*S también son

geheradores del mismo ideal siempre vy cuendo las Ri sean

unidades.

tn efecto, sed E € <%}‘I"‘;)A5:7 entonces
E :l?‘}xl,.-~,‘?s)is y €omo ]j_ para 1=l geees g es una unidsd
entonces g= (Q,/),) . )‘,U‘ teoot (QS/XS). )5 Joe
de donde E c <:X,JA\ pet 7L5)15:7 y en consecuencis
<:fl(v’°“))l5;) C<:)’;L,.-w',1>)l€> . ls otra contencién es

inmediate.




Teorema 1.9

1.~ <€ es un anillo local cuvo idesal maximel er f4
HKH : HK?-‘
II.- éi es un Tﬂi-espacio vectorial de dimensién finita.
e
Demostracién 1.9(1)
1.- E1 cociénte éz es un anillo conmutativo con uno
Hm-\
2.- r4 es un ideal del anillo
e+l -__5;___
r4r }{K+)
3.~ }4 es el dnico ideel maximal de é
4.- es un ﬂz-esnacjo vectorisl
HKH i
k+l
5 J:f‘]*’r‘ & g &z(‘xl yeasy =X )y
ot | n
L H
0 €,cxil P Lk 4ste conjunto es una base finite
del ﬁz-espacio vectorinl £ . hgui [x"‘_]s es el ger-
(cf-l

men constante l:ltx si o<y teeet <y -0 (vésse el signi-

ficado de 3™ en 3 de 1.2(3) para =%y beoat o<y 7:’- 0).

Le justificacidn de éstes 5 aceveraciones es suficiente Da=

re prober cl Peoremz 1.9 de 18 gsipuiente manera:

De 1, 2, ¥ 3 s€ deduce fue éf es un anillo local y L

JH{ e ¥
gue su unico {deal maxinmal es f4 , lo que pruebas I, mien- :
Mt ‘
= . ‘
tras cue de 4 Y 5 ge concluve que g es un ﬁz -gspacio |
F{k+l :

vectorisl de dimensién finitla.

—




e : aE N I BN IR B BB B EE = E

-

Justificeeidn de 1 en 1.9(1): De ls Prosacicidn .1y d¢
Corolerio 1.6 se¢ sabe aue % es un snlllo corputovive coor i
que mk"l es un idecl de I como €l cociente de un znillo entre urng
de sus idesles resulte ser un znillo, se sebe que, el cociente

{ también es un anillo conmutativo con uno, gque tiene a 1les
H{Lf' K4l
K+ Jo+1
clases: EO] + I \ [lj + 1T como elementos neutros pa-

ra 1s adicién y la nultio-licacidn resvectivemente.

Justificacidn de 2 en 1.0(1).- )’f eS8 Tealuante uu
. H.cH
idezl del snille E . TOrfectivomente, el Teovexnt 1.2 v da 1%
A HicHT ;
observacifn neche en 1.0(1) ze tiene que, " € E 7 T
eqif oue ff( ¢ £ (todes son contenciones provies -
Hk_rl H\c“
Jo+1 .- .
es cloro qgue [’)3 + 1 vertenecce a P{ . inora bien, ce2
Hict!
Y+l
\/l+ o cuzlquier elemento de é y considérense
chH

Y+l NI .
/lkl + I N ,LL, 4 0 dos clases en ﬂ , ENTONCES DOT

€ ,,(KH

d efinicidn se tiene gue:

(p s (s FY 2 gu ey
( 1 . 1 1.9(2)
(4, + ) 4 (M, + iy - (Mg + M)+ il

r’k"A'l y

i3

En consecuenciz, las clases

(e
(//\1 . Az) + 15 pertenccen e Hﬂm‘ y& cue ,ul ¥ /Uz

pertenecen & I, entonces AL, + ,UZ ¥ 4 tembién pertenecen
24 7 +1
s V. Por consiguiente, (}? + 1.'.1’11)( ,Ul + 1) v

(/{)1 A L (,M? + 1Y pertenecen a M o esto sig-
. ) Hm

nifica que E( es un idee¢l de f .
H}u—‘ MKH




Justificacidn de .3 en 1.9(1).~ Pora srobar que el ideal
tﬁ es maximal y dnico con estz proriedad, “asts observar

H et

nue cuslauier idesl de fi Jistinto de fote znillo cociente
M[C‘f\
25t4 conteni? o an F4 , nara ello considérese el Zpimorfis-
H(_f-'
1no Candnico j: T —9 £ v sutdngase ~ue 1 s un ideal de
HKH
£ : -1, s
tal que I 7é £ , entonces J (I) es un ideal
MF-‘H Hl(f-l

£ contenido en

Il
cr
@
L]
I
o

del onillo locel 3 #1 Ty cor consisule

algin idesl moxizsl rero, N es el dnir

entoncas, j"l(i)cg@ aor 1o tanto,_j(i {

.jfm) lo nue equivale 2 fecir que el ic~21 I estd contenido en el

Ldeel F4 »ra cudleuicr {de2l f , £sto signifi-
I }4p+;

ca que M es el nico idesl w wl del znillo é ; .
e f{(Cf

deal naximal de E, luego
)

estd contenido en

4l .
SJustificzeidn de 4 3y 5 en 1.5(3).- ¥ o8 un cubesnecio

vectorial de 3, 7e¢ donde £ es un ssneeio vectorial, (ver

H]L+‘

Pronosicidn 1.1 vy Corolerio 1.£), cuyos eleasntos esztédn senersdos

20or los ronomios =, Jde srzdo amenor o ifual que k3 es Jecir, los
- )
LK+
reneradares de E con de la forma  x°° # 1 donde

HFE

o = (0(1 g ey m!l o °<1 Foent o<nf..ku 21 simholo

U1 s oL, Heaar o< .= 0. "m efeecto, cida ? é T

2
o
Q
o
]
o

f
+

nrecarse de acuerdo 2l Teoremn de Toylor como:

00 v 0y s T+ M 1.9(3)

\

\



ol D
@4= 1 SN 121 ,..., X /(,{C‘““l
(0)
=< | é) x>
(ver 1.2(3), 1.7(3) y 1.7(4).

ronsidérese 21 enimorfisno cendaico entre los egnacios

",
vectorinles 13—y éf cue 2eo0cis a c2da germen de =
P e —rraraunt o8y
flp+l '
Y+l . -
ls clase (Z + 17T, sinbdiicerente

‘_-'\k()? EE PR P ?) - 7[ 1.9(4)
Utilizando 1l lirnealiZaad de_jk en 1.9(3) tenemos:
Q= 550 ) + 7 'rg1> e ) ¢ ST -

Y’lza)+ql s ,1+/L,\

1

—

={z(o)+é Q,,\)C‘ : +é'?,41 £
jxt=1 . \4|-K _

TNEEZE Lt X .t 2 »?,4-144-)1
L= \-:f:\’\

Cvsérvese cue?
[63 va aue U €1 'k+l v Vk+1 ec el micleo de j.
Tn lz_8S 1pualdadps anteriores hemos utilizado la asocia-
tividad, conmutativided ¥ digtributividad de 12 gdicidén y la mul
tiolicacién as{ como la lineslidad del evimorfismo de esvacios
vectoriales j. Resumiendo, cada elemento i? & E/Mk+1 se pue-—
Ae expresar como:
> : v
rz (2 Y2°4 ~ $..-71 fg} QL<

ldl‘l

~<

23 decir, los monomios %= de grado menor O igual a k
generan a E/Mk+1 como ﬁ2~~espacio vectorial y el nimero to-
in1 A~ ~ctng os (nsk) J como se nrueba en el Lema 3.2 del

faoftulo 3. n/ k!

. 4




=

Por lo tanto E/r.1k+l es un R-espacio vectorizl de di-

mersién Tinita, mds edn, una base de dste espacio vectorial estd

cor.stituida vor:

g oel=l 2k,

Y+
x = x + N donde

“n efecto, en el pérrafo anterior mostramos aue 1las €«

1

v
L+ : $
gereran @ BN, ostrar la indesendencls

¥Ynicsnente resta 20T den

N =

lireal. Para este efecto sunéngzise cue g e X 20
oG

donde o< TECOITEC todos los ~ultifndices distintos tal que

0< |<¢| £ x y T éﬂz , ssto es equivalente 3 que

2' Q_( 1—<é HKf-"

o
|l &k
fostraremos tue C_¢=0 VDL
- Y
Je las definiciones de <, y de 1la linealicad

oxr

Je €sta dltime se tiene cue:

P S

( 2 X . (véase 1.702).
(3) = _

=sy consiruiente, si \}{\ < k, noT 1.7(1) tenemos

S ANPRR SCR AT
ps

Por lo tanfo CX =0 Va/ t21 que
0= L Yl £ x, es decir, v~ son linealmen

en B/yKFL .

te independientes

g

Ylotacidn

Llamaremos Jt= B/uk+1l 9){ = Nkl oy j* a8l homomor—

£2-mo cue va de R —p B/t 1.9(5)
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Tefinicidn

Se?d YZ un germen en By ﬂ%+~ Ql S ?K. el germen

aue se ohtiene del desarrollo en seric de Taylor de q en CeToy

cornsiderado hasta orien ¥, entonces

jk(?’Z)= /(O+ QI Feoet ?I(

jet en cero del germen .
en tonto que V25

1.9(6)

se define como el k-~
QL as la sorte constante de
e 8 todos los monomi

e Serie de Taylor de VZ en Cero,

es el geruen gue contien o8 de grado j que a-

sarecen en el desarrollo d

j o=l geeey Ko Bg decir,

|
- = DT e X 3-9(1)

oA
-~  ox =1

dende o4 7 (o¢q seeet °<n) y <= 3.

Cbhservacidn 1.9(8)

k : .
J* se le conoce como el esnBclo de k-jets V¥ resulta ser

s zomorfo al anillo de 108 polinomios en n-variables conl coeficien

tes en ﬁa de grado menor o igual que k. En efecto, de 1a lineg

1idad de jk, de los apartados 1.9(4), 1.9(6) ¥ 1.9(7) y les operi

cioneg descritas en 1.9(2) podemos estavlecer un nomomorfismo de

12 siguiente manera:
% n
it V() —’PD(:{) + Pl(h) P Pk(x) ¥ & le

a-nde Po(x) es el polinomio constante YZ(O) ¥ Pj(x) es el poll

~caio homogéneo de grado J cuyos coeficientes estdn determinados

zar las parciales de YZ de orden J evaluadas en cero (como 8€
irdica en 1.9(7).
- K
- claro aue, § (

1-
y—*9 5i, 06lo siy j"('? )=0
2: sélo si (z & HK+1 (consulte Proroaicidn 1.7), adema$,

L S




J.k <1§O(x) + Pl(x) Fouot Pk(i}i) = Po(x) + Pl(x) Feuot Pk(X)

(vfase 1.0(1). Zsto significa que el homomorfismo que acabamos

de describir es un isomorfismo.

ey
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Sea G el subconjunto de E(n,n) que consta de los gérmenes
en cero de difeomorfismos locales que mandan cero en cero.

Con la composicidn G resulta ser un grupo cuyo elemento
neutro es el germen de la identidad en ﬁzn (luego G es no vacfo).

G es cerrado con respecto a la comnosicidén. En efecto, la
composicidn de difeomorfismos es nuevamente un difeomorfismo, lue-
go si 3{ y E; son dos elementos de G, entonces,

MOXQEG ya que X,O Xa‘:ﬂ,"ﬁj\]
donde gl y 52 son representantes cualesquiera de bf 3 3;\
respectivamente (ver Definicidn en 1.5). De éste misma definicidn
se deduce que 1l composicidn sea asociativa. Por otra varte, cads
. germen de G es vor definicidn el germen de un difeomorfismo, por
lo tanto, el germen de g—l serd su inverso. 3In el vdrrafo anterior

nezos demostrado el sifuiente Teorema.

Zeorema 1.10
n n
21 conjunto de gérmenes de difeomorfismos de iﬂi en T&l
que se anulon en cero, 21 cual denotamos como G, resulta ser un
grujo bajo la comvosicién.
IIOTA: Haciendo una analogfa al casso de los revresentantes de gér-
menes, basgta cousidersr anuellos difeomorfismos de ﬂZﬁ que es-
tén definidos en una vecindad de cero, es decir, G consta de gér-
nmenes de difeomorfismos locales nue se snulsn en cero., Simbélica-

mente:

C= = 1ifeomorfismo local
G X € E(n,n) /h/ [g} , donde g es un difeomo I

o mn y 6(0)=0 1.10(1)

Definicidn 1.10(2) -

Cean Yz Y gérmenes ‘en 3, entonces, se dice que
Vz y '§ 80N Wequivalentes por la derecha", simbélicamente: rszIE

:



—

3i existe uan gormen X en el gruoo G sue satisface §1 ?ob/

La definicidn ani=rior establece un2 relzeién de equivalen-

ciz en Z. Bn efecto:
1.- Reflexibidad; como Y(: YZO.L entonces VZN (Z

9.~ S5imetrfa. Supdngese nue nJ § entonces vor definividn

te b/é:‘(} tzl ~ue V’Z g y MmTO \({ & G en-
tonces X eG ', r(o <§ X) X-‘

_E(b/ X“'> go :g;.g Y(

~
3.- Tremsitivided. 5i ~ § S entonces

e}.iaten YI' 3/2 e G tsles que YZ = % o X‘ = ec. 1
[ /LL Xj\ = @C. .

) . -
Ceomponiendo ec. 2 con Y, sbtenemnos:
go b/l = OXZ © ' y 2l sustituir $sta ecuccidn en ec. 1

2btznemo Yz = 0 Xz Y
Conio Xl N X ¢ G enionces b/ b/léG) o Qf\-))l

exi

t

Definicidn

1a accidn del gruvo de difeow orfismos & sobre el anillo =

induce en éste ultimo uwns particidn; como suecde verse, los elemen—

tos de .&sta particién resultan ser las clases de equivalencia dada

sor la definicidén anterior.

Tlamaremos a la "érbita de 2o G (orevemente, 1la

S-froita de ) a la cluse de equivalzencia Gefinida por la relce

cida anterior y la denotamos oor (Yz , &). 35 cecir:

entonces rz /\Jg ci, sélo si (? , G) = ( § y G).

14

(}? y G) = é € d/§ = 705/ para elgin germen <}/csCr 1.10(3)




e

Definicidn

51 !z ¥ § perionecer +1 »nillo ¥ cntoncus 8C Siee

Yz N son k—cquivilenues,
{ticnen el mismo kx-jet; es decir,

< si, s6lo wi, 3'( rz) = 3¢ § )

77

Observacién

o

—- 1e relocidn de keequivaliencia resulta
cuivalencia, 1a demostiracidn esg
proniedades reflexives, sindtrica ¥y

ge 1a definicién de Y-cquivalencis.

Definicidn

e dice cue un germen
dado cuzlquier otro germen g de B

".—determinado” si

yr—enujvalente con r’(

derccue con .
Simbdlicamentes

VZ ’ g implieca gque V2 ~'

tel que

s

Observacién

s clero que si Q cs k-determincdés entonces
es i-determin=de V

iz
pineca y supdngese aue Y

ji(l? ) = ji( E } entonces jk( Q ) = jk( § ) o bien,

Q/\B% ¥ ¢omo I?

ec k-Geternincdo entonces ?7 ~J

“ijenmenics Yg L {) ol

que

?e % es "k-deterainado’ si l-/j G I
1

i =2 k. Por gefinicién

1.10(4)

ser und relacién e e-
inmsdizte si se hace uso de lo:

tronsitive de la iguslaad [

que pericnece 51 znillo © ecs

seeg

se tiene que —S es equivelente por 1=z

3

.10(5)

%. %n efccio, sed ¥ k-deter—

QO




Pot 1o tenio r( es i-determinade Vi >k

erdo & la definicidn anterior y & 12 observacidn

enes del anillo &

De gcu

cedente es posible clasificer & 108 gérm

pre
o no k—determinados, éstc

en clases de equivalencia sefin se3n

clesificecién nos sugiere jntroducir el concepto de nrérmenes .

{initemente determinados”, el cual formularemos en 1a siguientc.

pefinicién. Un germen YZ jel anillo 2 s¢ dice que es finiteé-
mente deterninaco si es k-dGeterminedo pera algune K e NI .

pe equi ev adclante el concedto ndeterminacién de un germen"

exclusivamente o los ghrmeneg Gue seon finitemente

serd eplicedo
4a de 6éste concento 1o enunciamos

determinedos. Por le imporianc

en las siguienies.

pefinicidén

cerd el minimo de los k € NJ

La determinacién de
pera el cual l? sea k—determinade,

det ? = k.
Y

10 gue escribimos como

Observacién

Si ?7 y son k-ecuivalentes entonces

g+l 1.10(6)

fn cfecto, DPOT el Teoremd de Tovlor podemos escribir




————'
?:7o+71 +'“+7K FMa
;~§+ é +A downde Qo'go'?j' /EJ

AF

-

que se de. eriben en 1. 9(7), en tento que

gon los gérmenes
rtenecen 8l jdeal K Yol (1.7(- v,

n Y AL, son gérmenes que D€
/\5’ % entonces DOT definicidén se tiene
gue j(Q)-—a(g)donue

7= o * Py e - §O+ §A_+---+§k
— De donde Y(— = ,rz) */“n ( §)+/u§>=
- Jfen) )(§>+/LL,[ e

s
= /uq /ué € e
Jetl b}

es decir VZ - é e I

Por consigui ente, si




Lems 1.11
El espacio de k-jets en cero de gérmenes en E(n,p)’ 81 cuwl
denotamos como J%n,p) y es un espacio vectorial de dimensién fini
ta.

Demostracién

- Por el Corolerio 1.2 se tienz que E(n o) es isomorfo o

?
E X...x E (p~factores) luego el k-jet en cero de un germen en

E
(n,
p gérmenes de E; esto esteblece un isomorfismo entre

) estd anfvocamente determinado por los k-jets en cero de

z k k
Jk y Jy X...x J (v fectores). Pero J = — 77l s un
(n,7) Y L
espacio vectorisl de dimensiér finite, semin 8¢ establece en I
k .
del Teoremz 1.9; por lo tinto J(n ) terbién recults ser un es-
| IS

pacio vectoriel de 2imensidn finita.

0

Notecién 1.11(1)
si of = ( C]i Yoo ey Cj;) vertenece al espacio vectorial
E(n )? entonces el k-~jet en cero del gerzen CS- serd
2
(jk( cyi) yovey jk( CS£)> que por brevedad lo denotaremros como

Fd).




Provosicién 1.12

1
. . N N -
51 G7 es €l conjuntio de k-jets en coro de cérrence G- Qi-

—~——

. . n )
10 nv §: oo de ﬁﬁi aue sc¢ anulen en el origen, entonces =

es un grupo de Lie de dimensién finits V}:.

Demostracién

Para moster que G es un gruvo de Lie de dimensién finitz, -

probaremos las 4 siguientes sseveraciocnes:

l1.- G" es una variedad de dimensidn finitsa 1.12(1)

2.- G tiene estructurs de grupo

3.- Lz operecidén que huce de Gk un grupo viste como furzién
es C°

4,- La funcién del grupo Gk en si mismo que asocias a e¢z3

elemento su inverso en el grupo, es C™°

Justificacién de 1 en 1.12(1).- BEn primer término mc strea-
)
£ . . . o .
remos cue G estd contenido en un espscio vectorial de dimensidn
s k - . .
finite y despuéds mostraremos que ¢ es un conjunto abierto ce di-

. . k .
cho espacio vectorial. G estd contenido en

&ﬁlc XeaoX Ca’k (n—foctorec) donde 0ﬁ k es el ideal mexi
ral de Jk (ver 1.9(5) y Teorema 1.9). %n efecto, los elemertos
Ge Gk son los k-jets en cero de gérmenes de difeomorfismos en

n .
ﬁﬁi Yy nor consiguiente de gérmenes en E que se an:lan

(n,n)
en cero, luego entonces, el Lema 1.11 nos garzntiza que Gk estd

contenido en un espzcio vectorial de dimensidn finite, concreta-
k k . .

nonte en XewoX (n—factores), esta conten-idén

es provia, ya cue el ¥-jet del germen constante cero no per-e-

nece a G .

Lhora Be do 2 Gk la topslogia relativa ce subconjunt:s




e

Al
X k k
en LeooX y probaremos que G¢" es un subconjun

to sbierto de é1.
2gto 1o herenos de 18 sipguiente nznera:
s k k .
towo G ¢ } Neeok , £1 hacewog uso de la

nntacidén dada en 1.11(1) podenos expresar
r.k .'r\'.( ) J}: .
=) 1Y) € Tam [y € F 1.12(2)

1
Luego Si j'{( }g ) pertenece 2 C-k entonces 2l considerar la ma-

en cero, e viene cue ITX) e¢s no singular ya que 3{) es

y nor conciguiente el

triz “Xo de n x n dada por el Jacobiano de jk( Xo) aveluado

5 1]
1 percen de un LlfGOU‘OI‘Il“H‘O en R

determinante de ésta retriz Jacobiona evaluaco en cero es diferen

W

te de cero.
=aro el conjunto da matrices no singulares de nxn es

atierto en el gspacio de watrices de n X N3 de anf que existe

vna vecindad de radio g centrada en Iuax que consta ex-

cluoivamen'be de matrices invertibtles, entonces si 3 £ a/) difie-
rticular tgndrcmos que la

re de 3"( )é ) en menos aue g en p2

serte linsal de j “( b/) ijifiere de la parte lineal de ;] o b’ )

enn menos que g) 10 cuzl equivale 2 sTirmer que hTY estd en

1a vecindad de radio f; centrada an Iy
s inwertible. Je ionde se infiere que -~

%
J"( Y ) pertenece al conatho G

2or lo tanto G es un cunjunto anierto de un espacio vecto-

Dor lo tanio i Y

réal de dimensién finita y en consecuencia results ser una varie-

»-3 gde dinensidn sinitc.

T0TA
- wynein®ad 40 raaio g

© 4 z-dipéncinsunl ede ooes 1Ia dinmenaidn de

con ceatro en jU( Xo ) ¢z un cu-

.

T LeeeX Jk (n—fac’cores)
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Justifiercidn 65 2 e 1.12(1) .- T es un R b jo

situicnte operscidn pera ), J ( &/ = G" ve Gefin-

1

I Lt BR

J(Xl).a(xz)—a(ylo Xi’) 1.12(3)

Ests operscidén tiene seniido ya que ti - k& v 3/:
pertenecen & G entonces ?{1 o b/c & G. De eud au:

jﬁ( BG' o XC) € Gk. Esta definicidn es indevendiente ¢

“

loc revresentantes como se muesirs a continuacidn:

jL( 'Xl o) 2/ ) solamente involucra derivades parcizlec de or-—

den menor o igual que k c¢e los géruenes B/l )/2 en—
tonces jk( XG' o 3/2) coincidird con jk( Cj; ocj;) pers -
qguellos géruenes C}? (j’ de G gue sctisfegen
FOSD =0y v g =Y.

1z asociativided fe 12 pperacidn definide en 1.12(2) =¢
sigue de 18 correspondiante pern le conpoticidn de géricnes e..
el gruno G. E1 neutro de Gk ¢s el k~jet de 1c identidad I¢ en
ot ) Adehuu, si J y ) es curlauier e-e"cnto de G‘c eniol-

(n'n 1.
ceg 3¢ B/ ), aue también pertenece a G es el 1nver=o de

Foydyya e )Y TH = yoy™
S oy Foyh L F oy =Sy ey = e

coro €l inverso es Unico polemos escribir:

;jk( -b/-l) - jk( Y )"1 1.12(4)>

1=
Por lc tento G es un grupo.
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Justificacién de 3 en 1,12(1).- A £in de mostrar que 18 funciém

que asocise csds par de y-jets jk( Y ) ;jk(cj) el k-ijet

jk( }{ ocf ) es ¢, serd guficiente prover que en ce8de coordenzae

écta funcién depende pblinomialmente de las derivadas parciales en

cero de orden 2 ¥ de los gérmenes )/i y Ja. donée
X:( )/1,..., b/n) y Cf=( ()/1,..., ()/n). En efecto,

sean y J elementos gel grupo G, entonces de 1.11(1) 1.12(2)
k k e
ae tiene cue h] (Y )= (j ( 3’1) ,\..., i ( b/n)> N

jk(()/ )= (jk( ()/1) yood jk( Jn)> ambos pertenecen gl gruco Gk.

Anore del {somorfismo que existe entre Jk y el anillo ée PO~

1inomios de grado k en n-variables, S€ tiene gue para i, §=1 geeer n

AL Jely)= £ by i

donde 128 sumas recorren todos los pultifndices de orden mayor que
!
cero y menor © jgual que Xy o= ! 5) Y :

<\ ( 21 E)jff (C>
f;.-___'__ D{J(o) ’

—_——

j Tl Of

3
1
]
l |
1
1

e Fy) .5 F(y od ) (ak( Yo d ) e F(Yped)
l

i

1

1

i

8

y en virtud del i somorfismo pencionado pnteriormente ¥ las expre-~

siones dasdas en 1.12(5) se tiene que jk( Xi o ¢J) coincide con el

k-jet de
e [ A 5
é & lar £ bj RS 1.12(6)

Es claro que 1ls expresién dads PpoT 1.12(6) depende polino-

mialmente de 1los coeficientes 5; y bj ' V 1,321 geeer n. Yor

consiguiente, 12 funcidn cue asocia
ob

jk(}{).jk(cj) Bt h/ocf) es C -



Justificscién de 4 en 1.12(1).- 1= fancién que asocia a cada ele-
mento de G gu inverso en el mismo grupo en cadu coordenada, €S un
polinbmio cuyos coeficientes dependen racionalmente de 1los coeficier
tes que determinan al k-iet del dominio (ver 1.12(5)). En efecxo, si

£ 8 - <~y 7 £ ﬁ; . x~° son las coordenadas 1 v
- —~
de jk( X ) ¥y jk( )/—1) respectivemente, como se propone en 1.12(5),

o

entonces Cf es una funcién racional en las variables & -

jif:] justificacidn de esta aseveracién se hace por induccidrn
sobre le normd de ©< 3 antes de entrar propiamente a la argumentacién

inductive, se hace necesaria la siguiente discusién.

Para cualquier Yen g se tiene oue jk( Y - jk( 5'—1)
es el k-jet de 18 jdentidad, esto €8,

X X -1

Y ) -3 (y )= (Xq 5eves x,) 1.12

1os términos en ¥~ nque sparecen en la coordenada i del

k-jet de jk(‘{ ) . jk( 5’-1) como se propone en 1.12(6) se obtie-

nen de la aiguiente manera:

W
i v . xvh donde (G | = o] 1.12{82]ff

i ;=1 h((})

1t
fél cf; =<, 1% n@)=mn 9 el subfndice h(@ ) se deter-

mina de la siguiente manerd:

si (}=((51,..., ($n) y j=minér /@r:/r og 1.12

para  T=1 yeecy n entonces

R S IO R DR B, =18l

4_______-----II-Ill-.ll...lllll.
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entonces h(@ ) queda completamente definida.

Zeso 2.- st By < | ( entonces considéres:
u=mingr/ (br j: 0 para j4r_<_n3 y definase
CBy+V(E )= =Cfy+ BEI=s st
(33 + (3, =l€5l entonces h( [} ) estd determinado para tode

h < I(ﬁl s de no ser asi, repitase el Paso 2 con las modificaciones
propias del ceso tantas veces como sea necesario hasta que quede con

pletamente determinada h(@ ).

Primer paso de Induccién.- Para todo multifndice =< de nor
me uno, se tiene sue la norma de (3 tembién es une y la expresidn .0

dada en 1.12(3) adopta 12 forms

agij . %‘_‘( 55 ) donde (; = gj N =K = 8h son losc

multifndices gque tienen uno y las coordenadas j y h respectiveg

mente y cero en sus demds coordenadas: ademds, 1( 53‘) = j (véase
1.12(9).

Simplificendo notacidén en la expresién anterior, escribiendo

a, . Y b. en vez de §5 v bc"‘ respectivanente se
ij jn i 1 85 )

s ‘
tiene zue el coeficiente de mf’h =X en la coordenzda i del k-jet
de ;jk( X ) . jk( X_l) tiene 1la forme

n
=2
3%y O 1.12(1

Extrayendo el coeficiente de x, en cada una de las coordenadas
del k-jet de jk( }5/) . jk( b/—l) y sustituvéndolos en le expresién
dada en 1.12(7) se obtiene el siguicnte sistemz de n—ecuaciones con

con les n-incdgnitas b b

lh gy nh
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OQ, B = Eh donde CH = (aij) s B es el vector columne
(blh peery bnh) ¥ Eh es el vector columna unitario que tiers °

en la coordenada h.

Como C}{ representa 1la parte lineal del k-~jet de X/ y
2{ es el germen de un difeomorfismo de @zw y entonces se tie
ne oue la metrir d? es invertible, en consecuencia, el siste~
ma en 1.12(10) tiene lg siguiente solucidén ¥nica B= cf)-l. Et
por consiguiente, el coeficiente b, es un polinomio en las
(1)1 Det(Anj) donde & .
Det{4) N

es el menor de la matrfz A nue se obtiene al eliminar el rer-

variables aij ya que bjh

glé6n h y la columnz j por lo tanto para todo multifndice =2
de norma uno y para tode j=1 ,..., n se tiene gue Y, depen-
v

de racionslmente de los coeficientes que determinsn & la parts

linesl de jk( Y )}, es decir, de ai donde l@\ = 1.

20. paso Inductivo: Supbéngase inductivamente oaue parz
todo multiindice o< de norms menor que k y para toda

j=1 ,..., n se tiene cue los coeficientes ﬁ; dependen racio-

nalmente de les ag donde f@} < k.

A continuacidén se demuestra nue si la norms de =< es Xk

entonces 63 también es una funcidn racional en las variables

ag sen efecto, en los términos que contienen al factor X~ en el
k-jet de jk( Y ). jk( 3’_1) coro se propone en 1.12(6) para

|o4) = x , se les puede clasificer en las 2 formas siguientes:

1.- aﬁi . e;-( A ) . x& Bi ]@): l
G} h f s’
R Ch b <
2.- & T, v o y o X si 1 4!(5} < k.

Como existen n-multiindices (5 de norma uno, se tiene




que el coeficiente de £ en cads una de las n-coordenadas de
k-jet de jk( Y. jk( y"1> es de la formz

& o=
= af . b + (suma finita de términos de la forma
5:! 1 &j)
18 -
8 1T’ h
como \CIA\ < \94 i v ];4 l Lk entonces
ﬁl J . .
voou" también es una funcién racional dependiente de las
h=1 "L( () : -
variables a’ ya que deacuerdo 2 nuestra hipbtesis de induccién,

i

éada coeficiente ﬁﬂk ﬁ ) lo es, por lo tanto, la suma contenids

en el paréntesis es a su vez una funcidn racional en las variables

ai el cuel se denotard como —f; .
Escrid hora a ) - de & v
scribase anor 1j v j en ver g y 1( 8,3)

a fin de expresar sl coeficiente de < , ¢1 cual es cero, ya que
'°¢ ' es estrictamente mayor que uno, en 1ls forma

ol ol
j=1 aij . bJ -Pi
k-jet de §°(Y ) . i 'X_l) y compardndolos con 1a expresién da—

da en 1.12(7) se obtiéne el sistema cﬂ B =P donde CH = aij ;

N\S

, 8i se extraen los n-coeficientes de x° en el .

G

o
By P son los vectores columna (B, ,..., By ) y (P

T reees r;‘)
respectivamente. Este es nuevamente un sistema de n~ecuaciones

con n-incégnitas el cual tiene la solucién vnica B = A1y R
ya& que CQ es invertible (compérese con 1.12(9), 1.12(10)} y
1.12(11)). Por lo tanto, para todo multifndice =< de norma k,

e

5‘ también es una funcién racional en las variables ai .

J




Proposicidén 1.13

Sewn }’( N S gérmenes en E. Si ? es k~determine .

entoncec:

I.- 54 es k-egquivalente con é implica la k-dete r-
mingcidn del germen .
II.- Si \? es equivalente por la dereche con % enion-

ces % es k-determinodo.

Demostracién de I.

Supdngage aque é es k-equivalente con AL
Por demostrar cue E es eguivalente por la derecha ccn s
5i g f\*://UL , de nuesira hipndtecis sabemos que 7/\*.9;
y ver le transitivided de K se tiene que /\5/)& . Pero
‘? es k-determin:de entonces /\—’g y NS gL, 20T
de le propniedad transitive de equivalente vor la derecha se tiene

aue § /\J/(,L . Por consiguiente, § es k-determinado.

Demostracidn de II.

Ne la k-determinacidn del germen y de la equivelencia
por la derecha de los gérmenes i’z y § se concluye que el

gernen i también es k—-determincdo; en efecto,

?ME o) j :70{ para alguin b/é G, en consecuen—
cie, jk(§ ) = jk( ?cb/ ), es decir, K 703/ ;i lue
£o, =i g r\‘f)/b\ entonces por troncitividad se tiene que
‘?OB//_\(S/U“ de zoul que
2 \(203/) . b’—l) = 3“(/@) . jk( X_') 0 equivalentemerte,
jk( v? ) = jk( Mo X") (véase 1.12(2), en oiras pelsbres,

)/Z f\"‘J/Us oY“' . thorz, de le k-determinecién de 7 se
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) -1

cirue cun ~~— /u‘ © B/ v onor trencitivided ce obtione
-1

Cue l’( Ik —o nue ¢l rimante /(J~ ) JA o X

nuevamente Bor trorsitivicded £e concluye cue § /“»{/Lk y& Jue

partimos de le hindteszis YZ ~JS E.

Definicidén 21.13(1)
Sea un germen del anillo E ¥ é xgg un sistema de coordensdas
n
en ﬂz_ entonces el ideel Jn_cobieno de q al cual denotamos
Dor: A ((? ), es el idezl de E generado poT
‘*\
DN yerer O
’\
C)X, axh
Cbservacién
¥] idezl Jacobieno del germen F? A ( Q ) es indeven—
1.13(2)

diente del cambio de coordencdos.

%n efecto, sgean ZXx ¥ [& v los ideales de E gencréa-

dos nor
i=l ;.00 D

é?;% ¥ é;)éf' respectivamente 551 ,..., n
4
3

5i B/ es el germen del difeomorfismo que manda Xy er y,

regla de 1la cacena

enionces 03/ es un germen en E y por la

se tiene

sz _ 5 =1 ..o Df\) L O X
) 4

en £ entonces g‘kg € [&x b/a . Por lo tantd



—

Ny < Ax.
Pars la oira contencidén sect § = ?OX , cono x'c— i
anmostrecidn cnterior,

1!

-1
plica X ¢ G v de acucrdo a 12

A (S o X") C A( i ) opero esto es equivelente 2 decir

que A(y’( ) C A( (Z fa) b/ ) ya cue oor construccién
E oX"‘._ 70 \((o b/“' = y? en consecuencie Nx < Ny,
Por lo tanto Ax = A v es decir, el ideal Jaco-

biano es independiente del cembio de coordencdas.

A

.




Pronosicién 1.14
Ses un permen de I entonces pary 1000 A Ger purmel

constante de © se tiene:

I.- F1 ideal Jacobieno de coincide con el ideal Jacobia-
no de Q R es decir, A((Z) A((Z+ )).
I1.- es k-determinedo si, sélo si, \/Z + R es

k-determinado.

Demostracién. Parte I: Como ) es el pormen de le funcidén

. n
constonte que asocid @ caeda ¥ en ﬁl , el real 2 entonces

\\
D A .0 y de la lineslided del overedor </ se tiene
axA OXe

C> ((l ,/\) C){\) + 32 oY/, . Luego
O o O ORXL
entonces los generadores del ideal Jacobieno de + R son log

mismos que los gene

to A(rz+/\>= AC:

redores del ideal Jacobisno de Q . Por lo ten

Parte II.—~ lostraremos que todo germen constante 2 en E s8-

tisface:

1._QN§4—:—>Y(+Z{N§+)
2.-?/\'&§ ;:>r(+]r\‘>§+l

Luego, verificer 1z k-feterninveidn pere ¢ Then t?

el ¢
equive lente verifiesrla pere el purmen Q } . Asi nor

entonces

serd
ejemvlo: i VZ os k-deierminzdo ¥

20T C.- ,\J'g 1 y de 1o k-"étermi!;(nc;én de ? ze

.,1g~uc (ue vy usands 1,- sg¢ concluye cue

+ /\J nor lo tanto Vz ) es k-determinado.

=1 reci “TOCO ¢E Pn‘logo.
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Turo completar 12 prueba de 19 parte II, ¥nicemente nos Teg
10g efirmaciones heches en 1 ¥ 2, Pura éui0 O~

stente )\ soticface:

Y-3(a) Voeen

te por juu_tificer

sérvese que todo germen con

1= Ao ¥ Yye@ 4
.4::7 7:%0}{ <;>ﬁ‘c('?>:j&(§> |
,4—_—>Q+)-_§oy+)oy =5 ﬁ'"(7>*1=j“(§>+?t

, L= YZ + A =<§ +}> oy 4;:)':3‘&(75{_3‘“0):jt&)*jk(h
=2 TZ+A r\J§ + A Y jK(Vh))“‘ j'c(g f/\)

@P(Qﬂ)r@ § +A

Por 1lo tento, 1es sfirmzciones heches en 1 ¥ o son verdaderas.

0
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Corolario 1.15

Sed YL elemento de E ¥ M = - YZ(O) M e x

que _AA Be & uls en cero. Entonces Y? es k-determinada si, s6lo ei

A es k-determineda.

Demostracién

#n efecto, al considerar al germen consiante

e~ = - V? (0) & ﬂz se tiene AL = Q.+=*~ y por la Propo-

sicién 1.14 tenemos Q es k-determinada si, sélo si

Vz - Y (9) es k-delerminado.

Observacién.— En virtud del Corolario 1.15, de aqui en sdelante
sélo consideraremos aquéllos gérmenes quse pertenecen al jdeel
neximal M. Ya que cetamos interesados en conocer bajo que con-

-diciones un germen es finiteamente determinado.

O

1.15(1)




Para enuncisr 2l resultado mds imnortante dc dste cop{tulo,

regzarinos de 2 resultzdos mds y una observacién, a los cuales es-

t3rempos sludiendo en el presente ¥ capftulos posteriores.

Proposicién 1.16

Sea A el conjunto de gérmenes en (o, to) de funciones en

¢ (4 n+1’ (l\l). antonces A es un anillo 1ocel cuyo ideal maximal

(ﬂ consta de todos los8 gérmenes que Se anulan en (0, to).

Ia demostracibén es andloga a 1la que 58 nizo para demostirar

oue En es un anillo oecal, Teoremd 1.3.

1a proveccién T: Rn X (\(Z———O ﬂzn +roduce un monomorfis—

3 P* del anillo de gérmenes 3, en el enillo A, de la siguiente

P"(Q)= YZOP

Tormclmente o es el germen ie foP donde I es cugl-

merera:

SRR o resrasentante s rz .

Provosicidn 1.17

1 fe ¢ K\Kt, RS) y £(9)=) entonces f induce un

“~-omoriismo de znilloe ™: B, — By definido como
o

ﬂz-élg;ebras.

“n efecto, ‘2 o [f] tione sentido pues en realided:
[g o f] “onde g es un representante de y

o f =
¢ 3. 55 lseir, € a7 ﬂls, W)  como

¥ g .
£ ) = o [f] , mds aln ¥ results cer un nomomorfisao de

D)

>
M)

~
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“ T\lt, r\Rs) entonces g o f e ¢ (\—Lt, KIR) de ohf

cue -3 clese de gof coincida con
* -
(e} [f} = f ( ) 53 L.
v
2g+ta definicidn no d=nende del reprasentante elzgilo, y@

nue i h oes otro razprenentante e YZ satonees /o= g/l nara

alguza vecinded 1 Z2e Tonde

n/rof = =g/li of egto iwnlica [h o i‘] [_{g o i]
Ahora bien, sedn a ¥ b & '11 v rz. g zérmenss

en =_ , entonces p°T dafinicidn:
Yof + (b Jof =

E %ozf])
2[3\(‘5 [+])=

y. Dor lo tento 1 es un

L]
«
—
o)
—3
+
(=2
wyr
e
i
~~
[#)
f\"_')
-
—~D o
T
o
-
1
)
—~—

—

it

©
\_/0
™

(o]
L__J

e ol
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o
o
&)
3
)
*
—
wrr
S
i B
—~ :
T
P
wr
—~3
—
S
~

nome morfismo Ae anillos 7 oo \ 71.ebros.

ag £ A —P 32 Ul jonomoriisny o2 saiilos ¥« A0

~~=fiulo  antone:s = iane indacifo Wan Soroehura e §7uloa,
A octer sioe € A ¥4 e n sl producto 2w &8 defive oo
(s, @ . Tste droducto sione sentifo, yi TR f(a) €3 7
» ez un B-médulo y hace de 11 un A-médulo.

fuando a4 €s un spnillo local con jdeal waximal cﬁ , en-—

tances CAM 1o entenderemoa cOmMoO (A ). 1.

T0s conceptos anteriores nos perniten necer las dos aseve—

roe?ones siguientes:

Jea P: mn X “‘Ls —9 ﬂs 1~ proyeceiln aatural

Ctea el cemundo factor ontonces P -induee un. un aorarfismo A2

tnil oo P ‘3‘, —D —:'lf' (]r)!]g ST
3 N+ .




=

I"((Z)-v QO? Y, rze",; 1700

i ¥ esun B médulo entonces Cﬁ% denotard 2l

o

Tl

mismo conjunic N pero visto como ui 3 aé3ulc con ls estruc-
'

[ #}

tura inducido por el homomoriismo ¥ . 1.17(2)

w




El Teorema 1.19 esc el vrincipal resultado de éste capftulo
el cual nos expresz alrunss relaciones existentes entre los idea-
les de T y gérmenes de T nue soa kx-deierminados. %1 la prue-
ba Ze éste teorema se heoce uso de una versida particular del
Lera de lakayema el cual enuncismos y demostraremos porque aludi-

remos a &1 en ocesiones posteriores,

Sublema.~ Si A es un anillo local y Cﬂ su idesl maicimal entonces

1 +) es una unidad V ) € rf}

- Demostracién: Como ) € U[’ entonces —-) & ﬂ luego
al suponer que 1 +) [ o[? implicarfa 1 + ) - ) = 1 eo@,
£8t0 nos coducirfa a conclufr que A = cﬁ , que claramente con-

tracdice 1la maximalidad del ideal Cﬂ , luego entonces

1+ € a-A .

Anora considérese el ideal del anillo A generado por

1+ ) s del ndrrafo anterior se sicue cue <l +A> no esté
conzenido en el ideal maximal CH 7 como el a2nillo A tiene un
Unico ideal maxiwal ge sisue de inmedizto que el ideal generado
r2or 1 0+ A coincide con el anillo A par0; por niosdtesis, A es un
2nillo con 1 entonces necesariamente debe existir un elemento

AL en A que sstisface (1 + A ) Ak =1 por lo tento 1 + A
25 una unidad para todo A en df .



="

Lema de Nakayama 1.18

Jean “l y H2 A-pédulos (posiblemente contenidos en al-

gin A-médulo ads grande). 3i A es un anillo local ¥y aﬁ su ideal

maximal y si Nl estd finitaomente generado sobre A entonces ila

consensién
N ¢ H 613 1 i qu . ¢ N,
I ., + ﬂl igmplice que “l L2

Demostracién

Caso eapecial:

Primeramente S€ muestra el lemd para el caso especial en
que N2 =0 y en congecuencia Hl < dq Nl jnplicard N1=O.

wn efecto, el que Nl sea finitanente generado sobre A

nog permite clerir unconjunto minizo de generaﬁores, digamos

My geeey m. Tuego 8%, Hl C.cf? Nl entonces v0denos expresar

coda elemento = de N en la forma

1
5= oL, I we. .
3 LMy Feeet o< By (e 1)

- L

faso l.~
r =1 (dnica posibilidad)

o

3y r=l ésto significa que el A-médulo estd generédo porT

un sélo elemento, @ saber my m = o< My con =% €

mmtonces (1 - % ) my = 0. De acuerdo al sublemad anterior se tie~

ne que (1 -e¢ ) es una unidad, luego entonces al multiplicar la

o< )‘l e obticne mq=0 ¢sto prueba

igualdad anterior 70T (1 -

sv2 m=0 ¥y DOT tsnto M=0.

{



Caso 2.~

r > 1 (imoosidble)

3i r>1 entonces r -12=21 y oor (Re. 1) se tiene:

m,o= 2%y Ty Fosot o<, . M, con <y e;cf? . De aquf
que (1 -~ cx_rr) MM, m < My feort S<(19)r m_q-
Pero por el sublema anterior 1 - &<, es una unidadjy
luego (1 - C*er)_l vertenece al anillo A, esto implica dque
m, = G].ml oaot Br—l mo_ (%c.2), donde
@ i = (1 - c>arr)_ o<y 1=1 ye0e, T-1.

Esto contradice a la hinétesis supucsta, es decir, que

m1 yoooyg mr era un conjunto minimo de generadores.

Por lo tanto, r >1 mno es posible.

Caso General.- Con les hindtesis formuladas en el Lema de

“akavama es nosible concluir:

1l.- (M1 + 1)/ 1", es un A-mééulo Tinitemente generado.
& -

2.~ (m2 + Cﬂ r-.«l)/ M, coincide con CH [(r.tl+ 1.12)/ 1\72]

1a veracidad de éstas dos ageveraciones es guficiente para

probar el caso geheral, el proceéimiento es el giguiente:

c cr (<l ;
omo I, CI, + A My entonces M, + w, < i, + C})Ml ; férmese

anora el cociente de A-médulos, en 1a sepunda de estas contencio=

~q, dividiendo cada miembro entre M, a fin de obtener
<

G, + 1)/ B, < (m, + A )/ M,
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Iuego, en virtud dés 178 ageveraciones 1y 2 se obtisne aue

1l A-médulo finitamente canerado (3.'l + 7.72)/ MQ nstd contenido en

cﬁ I}Ml + 11,/ Hé:] y debido al caso especial se concluye que

W, Hz/ M, es el A-médulo jdénticamente cero que cleramente im-

plica u1<: I, ; siendo gstae 1@ conclusién del Lemé de Mokayama.
Con la justificacién de 1y 2 se da por conclufda 1@ de-

mostracién del caso general ¥ al mismo tiempo del Lema de Naka-

yama.
1a suma y el cociente de Amédulos es nuevamente un A-mé-

dulo de ahi que el cociente Ml + m2/ M2 gea también un A-médu-

lo, Su estructura como A-médulo estd inducida poT 1la que posée
1a suma de A-médulo ¥y ¥ P esto es, V[ jl €Ay
\f m € }.';1 ge tiene
;\ . (m + Iﬂz) = ( ;\m + Mz). Por consiguiente, si

My yeeer mg es un conjuntord de meneradores de Ml sobre A en-

tonces (ml + mz) gt (ms + Mz) serd un conjunto de generadores

del A-médulo Ny * Me/ M, 3 justificéndose as{ la ageveracién hechd

en 1.
Ahora bien, pOT ser OQ un ideal de A se tiene que los

clementos de A (my, + mz)/ M, son de la forme Alm + Mz)
donde )\ € cﬁ? y m€ ml pero ésta oxpresién coincide

son ( A * M,) aque claramente pertenece 2l cociente

(A + u,)/ My esto es oA (M ¥ u,)/ My < (1, * A w)/ v,
gumentacién

para exhibir la otra contencién, ndigase 1@ misma ar

en sentido inverso, esto justifica la afirmacién hecha en 2.




ZTeoremg 1.19 TEQREMA DE MATHER

a un germen que pertenece al ideal maximal M ¥y

Se
A = A ( rz ) ‘el ideal Jacobiano de VZ , entonces:

I Si Mk+1 C MZA entonces el germen 7 es

k-determinado.

II  si 7 es k~deterrinado entonces uett c MO

HOTA: Como la demostracidn de este teorema &3 muy extensa re-
sulta indispensable para su mejor comprensién intercalar
en el desarrollo de ésta, una proposicién y 4 lemas en la

primera parte y un lema mds en la segunda.

Demoatracidén. Parte I: Nuestro objetivo es demostrar que
Y) es k-determinada partiendo de la hipdtesis et c g A
es decir, que \/ germen é en B que sea k-equivalente con
implique que sea equivelente por la derecha con § .
Ia idea de la demostracién es ir modificando continuamente el ger-

nen | , 8 travéz de una homotopia, en el germen § , suponiendo

. aue /\B&,
J

Sea @ , ¢1 germen en gO% X KIR de una funcién de

Rr‘ )3 Tla en T(L definida como sigue:

P 2 0) = @-0) N 2 f ) Vxe @ v
Vit e L.

n
Considérese la restriccidén de @ a T{z X ét g y
denétesela como ¢t , esto es \7/ x € ’ﬂzn‘

¢'€(x) = @ (x, t) , de esta definicién se sigue que
]
=0

gb = V(7 (x) y en t=1 §b'= g(x) ya

para




(x) y
(x)

(1~0) (x) +0 g (x)
(1-1) (0) +1 % (x)

1)

que
¢ (= 0
@ (x, 1)

i
3

i
(Ve o o

La siguiente proposicién nos muestra una familia de gérme-

nes de difeomorfismos con 108 cuales se prueba que YZ y §

son equivalentes por la derecha.

Provosicidn 1.20

51 to es un ndmero fijo en [TO, 1] , entonces existe
una familia de difeomorfismos ‘Xt'en ¢ definida V t en

i una vecindad de to tal que:

: =S
} I ‘X es la identidad
t € t
l nogrey 7y
»| La proposicidn 1.20 implica que equivalente con § .
En efecto, la compacided del intervalo ’ #] nos permite cu-

-l brirlo con un nimero finito de vecindades como las pide la provo- . %

sicién 1.20; digamos: N, Nigeees Ny donde N, €3 una vecindad '

‘ €
provosicién 1.20 en cada vecindad Ni tenemos una familia bﬂ en G,
A

l centrada en t, 1=0 , .04y 8 y 0= t, &£ t, < oo d B 1.
~! De 1a conexidad del intervalo [:o,,i] se sigue
- "y N Ny :,i' 95 31=0 , .00y S-1 ademds de acuerdo 8 12

tal nue C ke

!— L—
v
6
ot
° S
e(i
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De aqui que si ¥ € Ni n Ni+l entonces en varticu-

jar t ¢ Ng y ~t € Nin que de acuerdo a 2.— S€

sigue: c - € PRI
oy = ¢ (3 gbéo&x-(f )

Pero bi ¢ G luego (\(i en consecuencia

podemos componer por la derecha con (\@/i -1 15 ecuacién (3)

para obtener:

en (4) se obtiene (g[f:'o( Yi > o Yi+1 B %"@m o
l decir, 95@'0 YA - %)fﬁ'l donde K (Y >_\ YA ’

-1

4 & by -1
g{) = o ( Yi . Sustituyendo gsta ecuacidn

I . que claramente pertenece 2 g ys aue ( Yi e G ¥
\{" € G. '

I Por 1o tanto ho es equivalente 2 C#(:“' 1=0 yeecr s—l;

I Iuego entonces por transitividad ge tiene gl) ° es equi-
valente por 1a derecha con (pt' equivalente por la derechg s+ &

I quivalente pOT 1a derechs con s .

o Y como £,=0 'y t,=l  oT (1) se tiene Vz =§b°

I equivalente con SIS = egto es, ? equivalente por 1la de-
recha con . Formalmente e1 difeomorfismo Xé G que

I exhibe 18 equivalencia por 18 derechs entre sfz % es una
composicién finita de difeomorfismos X .0 h/S‘l

l donde Y— ( b/i )/ i+ . Probando asi que ? s
k-determinado.

i

los 4 lemas siguientes garantizan la existencia de una fa-

milia de djfeomorfismos ¢ G como 10 pide 18 propo-

gicién 1.20, lo que concluird 1a prueba de gste resultado.

: :
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Lema 1:
Para todo t €& [0, 1] existe un germen T en el
punto ( O, to) de una funcién que pertenece A C""(/NZ'\ x 1/1( , l’(zn)
tal que para todo (x, ) en una vecindad pequefia de (0, to) se

satisfacen las 3 propiedades siguientes:
a)  TM(x, ty) =x
_b_) T (01 t) =0

<) @ (T‘ (x, t), t} = E_ﬁ (x, tg)

Lema 2:

Ta condicién establecida en el ineciso ¢ del Lema 1 es

equivalents a la siguiente:

n ™ _EE
m 2 08 ey O OB (s ¢y ¢ )20
a=t 57({' < C ) >—-(_.:)f-—(1‘é\>+‘?)—_‘€‘< (l\foéj
Lema 3:
Para todo t, & ‘lf(l tal que 0 £ %, < 1 existe
un germen en el punto (O, to) de una funcién en

c( (\Rn* e /\Q“) que satisface:

4a) % (0, ty) =0

) Para todo punto (x, t) en una vecindad de (O, to)

gse tiene:

A=

4
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Lema 4:
Ta contencién Mk+1 < h12A implica Mk+l C MQQ
donde ) es el ideal del anillo A generado pors

a izl ,..ey, 1 Y A denota el anillo de
o A;
n n
gérmenes en (o, to) de funciones en ¢”7( T\l * \r(l y lfll)
(ver proposicidn 1.16).

Recuérdese que @ = (1—1;) Yz + t % y que estamos
asumiendo que Tz /\KJ§

El Lemz 4 jmplica 8l Lema 3 como sigue:

Por 1a 1inealidad de E) gse tiene

o<t
%§= o) E(l—t)fz+t(§]=-t?+§=§—7

ot

y por ser V’( ~Y % entonces de 1la observacidn 1.10(6) se

tiene que - & Mk+l y_por el Lema 4 sé sigue que

el ¢ ¥2 ) 7 1uego entonces CD@=( § - *? ) & @)
o€

de ah{ que Qﬁ- = ém_ /"(j wj  donde My € M2 N

=
ot =1
Wy el) pero Q_j es el ideal generadd por

~ "
C)@ (,l) — é_ CL/L' ] g,_———-
== (i=1 yee0r n) entonces j= ;
o X J A X
donde aij son gérmenes en A, de aquf que

\ . 0 . . ! a@-
DU f—"@>;é =4 (“*/ BER

> 4 A J oX; < 7

n
Ahora se8 _§l= -2 /Mj aij i=1 ,eeey 1




30
éi asf definido es un germen en e} anillo A, ya que aij € A
y Mj es P¥( ,ud' ) que es un elemento del ideal maximal de A
(véase 1.17(1)). En consecuencia al sustituir ,E": en la expre-

8ién anterior se obtiene

§§=*2§5<i\)j§_

“ o X

de donde B @ E CJ @
ot

satisfaciéndose as{ el inciso e del Lema 3.
Ahora bien, vor cpnstmccidn, éi es un germen de A, Por
lo tento, si hacemos § = ( El yeeey % ,) s consigue un
germen en (0, t,) de funciones en  C={ "% G, )
tal que g (O,‘ to)=0 ya que L(x, t)= - 2’“{] (x). aij (x, t)
y como ,o(j E M entonces ,u," {0) = 0, consecuente-

mente }L (0, 8) == 2w (0. 813 (0, 1) =0 1,y .

Formalmente 4 (x) = (/"Lj o P)(x, t) donde P es la
proyeccién 'l/[an * ‘T/Z —p 'ﬁa” (ver observacién 1.17(1)). Por lo
tanto (0, t) = 0 que satisface el inciso 4 del Lema 3} com-

-Pletando as{ la ’pruet‘:a del Lema 3,

Imolicscidn de los Lemes 1y 2 a partir del Lema 3

Como § es diferenciable, al teorema de existencia y uni-
cidad de Ecuaciones Diferenciables Ordinarias nos garantiza la exis
tencta de una solucién T (x, t) de 1a ecuacién diferencial.

™~
‘Cc%%l‘: é (1N, t) que pasa por x en el tiempo t, esto es,
™ (x, to) = X que corresponde al inciso a del Lema 1.

Del ,inciso 4 tenemos ‘S(O, t) = 0 lo que implica que
el sistema



I —

;%§¥?— - { (T, t) tiene como solucién T (0, t) =0

para toda t en una vecindad de, tgy gatisfaciéndose as{ el inci-

3o b del Lema 1.

Ahora en &1 inciso & considérese X = T (% t) de le
R
ecuacidn ~£2—’—‘ = (TN, 8) se obtiene el sistemd
.
A -~
l S5t E;. donde = ( %1 yeoos % n) entonces 8l sus-
gituir en el inciso e se tiene:

12 %%uxc)v E; (x> * %%z/tx.f) =

2 28 (ros )220+ 2 frue)”

ecuacién gue corresponde al inciso c' del Lem8 2.

Ahora bien, como es un germen en (o, to) de funciones

en ¢ 1@?* W, W), entonces T\ resulta tapbién ser un ger

men en (0, to) de funciones en ¢ ( TET XTR\ ) 12?) que satisfacen,

como ya vimos, el inciso 8 7Y v del Lema 1yel incise ¢! jel Lema 2.

A fin de completer 1a prueba del Lem
c' es equivalente a la condicidn

a 1 queda poT demostraT

que 1a condicién dada poT el inciso

.t

entonces PoT 1a regla de la cadend esto €8 equivalente a decir que

2 (e (r ), 0) =0
ot

gsto significe que como funcién de t éﬁ <ir\(x, t) £>
indad de (0, tg) € (RN )

proporciona el inciso 2

dads en ¢. En efecto oi

|

l

i

|

1

1

1
I z —&L(T‘u\t>,t>',%z\*’,(x,t)+%_§ (7 1)) =C
1

1

1

1

i

|

&8 ung funcidén constante en una vec

v 1a pista vAra conocer dicha constante nos 1@

™ (%, to) = x k/ (x, to) _en una vecindad de (0, to),




esto implica que C;B (x, t), t) toma el valor constan-
te @ (T\ (xy t5), ¢ @ (x, tq) V(x, t) en
una vecindad de (O to

Por 1o tanto el inciso c, @ (T‘ (x, t), t> = @ (x, to)
se satisface.

Recfprocamente ¢ implica c'

Para obtener c':

Basta diferencisr con respecto a t y utilizar la regla de
la cadena en el miembro izquierdo de la igualdad del inciso ¢. Ob-

sérveae que en el miembro dereclio de ls misma igualdad
:—@— <) /UR“X“QA) =0
ot (

ya que @ (x, to) no depende de la variable t complctando

asf la equivelencia entre cy c°.

Lema 1 implics Proposicidn 1.20

€
efecto, definase )/ en una vecindad del cero en
fz X (x) = T (x, t) nuestro objetivo es de mostrsar gus
€
V t en una vecindad pequeiia de t., el conjunto \( 63
0 =2 n n
una familia de gérmenes de difeomorfismos en C™ ( 7", ) qua
Se anulan en cero.
< ™ 7 '
Como )~ es la restriccidn de en I Xt en-
fonces )’t resulta ser un germen en cero que satisface
€ <
Y~ (0) = 0; pues por definicién ¥ (0)  coincide con
T (0, t) y esteo es igual a cero por el inciso b del Lems 1.

Por el inciso a del mismi lema se tiene que: ) n
ﬁ(x) = X es decir b’-t° es el germen de la identidad en /(/2
satisfaciéndose as{ I de la proposicidén 1.20, por el inciso c se
“ane nue E (T\ (x, t), t) = @ (xy tg) V x en

n
una vecindad del cero en ﬂz y esto es,

(pfo Yt - g)fo




que corresponde a II de la proposicién 1.20.
Finalmente sea P: [0 1] —D E( n) la funcidn que
agocta ¢t —0 X , ¥ definida de ests maners satisface
F(to) = X‘tc que es el germen de 1a identidad en /¢ Segin el

inciso a del Lema 1.

Ahora bien, el conjunto de difeomorfismos en Rh de clase C°

que se anulan en cero es sabierto en el espacio de funciones

c( lrlin, K" ) pues corresponden al mapeo de rango mdximo (la jus-
tificacidn de esta afirmacién es sndloga a la hecha en 1a Proposi-
cién 1.12); esto nos permite considerar una vecindad N en B’
completamente contenida en difeomorfismos que se anulan en G, esto
es, la vecindsd N consta exclusivemente de difeomorfismos, ya que b/
como ya dijimos, es 1a identidsd en 7[2” luego-—entonces, de 18
continuidad de la funcidén F se sigue que F—l(N) #3 un abierto en

(Il-& que contiene a to.

Por lo tanto, existe g 7 0 tal que
€
Vte(to-—@,t0+fg) se tiene que F(t) =Y es
el germen de algin difeomorfismo en C( 7", W)
Por 1o tanto b/f € G implicando as{ la Proposicidn

1.20 a partir del Lema 1.

Demoatracién del Lema 4
Completando as{ la suficiencia de la k~determinacil..,
Por ser § = (1-t) + 1t § y por la lineaiidad del

overador E) se tiene
) Oy

(1-t) © D
3L«

Como estamos suponiendo que 7 a3 k-equivalemte con ’
entonces ( é -VZ ) e MY 55r'1.10(6) y por 1a observacidn
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i

o

hheché en 1.8(1) se tiene que & \g - )? ) € Hk

OXd
Ahors considerando a t como el germen constente del anille A
que @socia (x, t) ot v (x, t) en una vecindad de

(o, to) se obtiene que

aq o v,a_‘ - an\f"e‘@ <,C>,@- 7 + A H"
_::57iz-; 725%%} -+ 251: (\g '?> Q o X
f;:L + Amk recuérdese que _S:iD_

que 3 3u Vvez estd contenido en

es el ideal generado DPOT:

E) il axn

Por lo tanto EE) @ es un elemento de £:1_+ Amk
O XL

\/ {=1 ,..., B, lo que significa que

A C_glmmk .20(1

Por otra parte si cf? denota al ideal paximal del anillo

ta de todos 103 gérmenes de A que Se anulan en

loecal A esto es c}? cons

(o, to). Entonces

Amccﬂ 1.20(2)

AP“(I) (ver Proposicién 1.16 ¥ 1.17(1).

Formalmente AN es
Mk+1 d Mzzﬁ , entonces via el

Ahora bien, por hipdtesis

nomomorfismo p¥ A . M£+1 C AMZZX y por 120(1) se tieune que

1

,;__-_
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S
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a2 A o ad(Cl+ ) = (4 Oy + a2 - w2+ (an) o wl 0+

+ J'; Mk+1 . Esta dltima contencién por 1.20(2).
Luego entonces IV sl W)+ (}) w1y por 1.20(2)

se obtiene

¢ @ C) v A oam et 1.20

Aplicamos el Lema 1.18 (Nakayama) para el. anillo A el idesl
c/q' y los A-médulos N"l y N'2 definidos como sigue.

N'l » Amk+1 el cual estds finitamente generado por 103 mono-

mios de los gérmenes ds las x, de grado k+l (Cerolario 1.5) ¥

Na = Hzﬂ; entonces sustituyendo N1 y N, en 1.20(13) y ob-

servando que JQ = CﬁA obtenemos N’l < N’2 + cﬁ Nl'

Ahora aplicamos el Lema de Nakayama para obtener N'-l < N2

esto es A . M‘”l C M2 _Q que en particular implica

Hk+1 c MZ_Q y ya que en ests caso Mk+1 es un ideal en g_,l anillo
A vwia el homomorfismo Pt . Por lo tantd Allk+1 = Mku. )
Andlogamente MZQ ey un ideal en el anillo A.

Concluyendo de esta manera 1la prueba del Tema 4 ¥ 4 onme

tiempo la prueba del jncise 1 del Teorema 1.19.




—

Pruebs del inciso 2 del Teorema 1.19
k+1

Anora secpruebs que I o Wb tiene como condicid:
neceseria la k-determinacién del germen ), ; considérese el mapec
naturel gque manda 8l ideal meximel M a o =M/ N'k+2 mediante
jk+1, ‘esto es, " 7 e ¥ ? ————-valHl( 7 ).

Sea P =E § e M /7 es k-equivalente con g S

Q =5 § ¢ ¥ / IZ es equivalente con é g

es decir, Q= ( , G) es la érbits de bajo el grupo G
(véase 1.10(3)); si suponemos que VZ es Z—determinado entonces
por definicién VZ k-equivalente con § en consecuencie
VZ equivalente con é de donde V é e P se tiene
g ¢ Q , luego entonces, P C Q. Por lo tento

#1 ) ¢ #1Q) 1,20

P coincide con 3 + 1.1k+1

§e’1’ se tiene §=<7+(§-?)>;

/\lf; entonces

En efecto
K41

€ V’( + N ye que l
i— ? (s Mk+l de Bcue

Pcn T

o8al. 10(6) por lo tanto

Rec{procamente:

Sea §é '2 a5 entonces g = 7 + A pera
alguna A € Mk+l entonces
7 +M)=Jk(Q)+J(/U\) J(Q)yaque

Jk(/& } = 0 por el Teorema 1.7 esto significa que }7 /\J§

esto es § e P de donde l’g + Mk+1

(=)
=~
—~
~
fl

¢ P. Por lo tanto P= ? + N +1.

——————————————




k+1
Sez gf = j * ( Q ) entonces de la,igualdad anterior y

1z linealidad del homomorfisrmo jk+1 se obtiene

jk+l(P) - jk+1( (Z + Mk+1) - jk+1( Y? ) jk+l(mk+l).

‘Luego entonces el espacio tengente a jk+1(P) en Z? al

.k+1(P)

cual denotsmos como Tg, h] no es otra cosa que

Jk+1(mk+l) ya que ;? + Jk+1(Mk+l) e3 un espacio afin de

jk+l(mk+l) el cusl es un espacio vectorial de dimensién finita

(Teorema 1.9).

Ty <:ik+l(P)3 = R 1.20(5)

En virtud de la Proposicién 1.10, Gk+1 es un grupo de

Iie de dimensién finita, entonces la Srbite de E? bajo Gk+1

results ser une variedad; ademds el homomorfismo jk+1 preserva

las érbitas. En efecto, si Y? o X’e—Q entonces de la defini-
cién heche en 1.12(3) se tiene que -
X k+1 e+l _ !

FU Doy =Ny Y- Py e, &
k+l ) k+1 g

esto es § (Q) < ( gf , G ), la otra contencién es inmediata

(consulte 1.12(2) y 1.12(3). Por lo tanto

Jk+l(q) - jk+1( L 6) = ( , Gk+1).

El que ( 2? ’ Gk+1) sea una variedad de dimensién finita
nos garantiza la existencia del plano tangente 2? en jk+1(Q)

el cusl satisface:

Léme: 1,21

7
4 (3



Implicacién de- 18 contencidn Mk+1 < M A a pertir del Lems 1.21.
Por 1.19(1) se tiene jk”'(P)\C jk+l(Q) , entonces
T'\g (jk+1(P)> - T?’ (jkﬂ(Q) > luego entonces el Lemz 1.2l
implicaria que jk+1(Mk+1) < 3k+1(m ) ye que por 1.19(2)
—T\g jk+1(P)>= jk+l(h1k+l) , en consecuencisa
(lﬁkﬂ + ker(jk+1)> C <M A+ ker(jk+l)> =M A + yE+? y como

Mk+1 C (L".k+1 + ker(jk+1 )> se concluye que
R TS
Aplicando ashora el Lema de Nakayama a esta dltime contencién,

considerando al anillo E como A, 38l ideal como el ideal maxi-

mel M (vésse Proposicién 1.16) vy a los E-médulos N,y N, dados

por Nl = Mk+l el cual es finitamente generado (Cérolario 1.6) 3y

NZ = ¥A se obtiene Mk+l ¢ MA , probando as{ el inciso 2 del

Teorema 1.19.

Prueba del Lems 1,21

=y

n
Como KIR tiene estructura de grupo aditivo, pues se trata

de un espacio vectorial, se tiene gque cada germen Y E€ G se

puede expresar como Id. + or donde Id. es el germen de 1z

identided ¥y C)/ es el germen en ceTo de alguna funcidn

¢~ (“Zn, ﬂzn). Esto es Y(x) = x + cf (x) es claro que .
J(O) = 0 pues Yé ¢ (y por tento O = B/(O)=0 + J(O)). _

Ahora uniremos 8l germen de Id. con el germen X = I1d. +d
mediente una curva continua de gérmenes Xt definidos de 1a

siguiente manere:
€
Y& o0£t£1l X=Id.+tJ,enparti-
]
cular en t=0 b/ocoincide con Id. y en t=1 b/ coincide

con b/ , en ambos casos Se trata de gérmenes de difeomorfismos,




es decir, de elementos de G; por otra perte, los difeomorfismos

formen un conjunto apierto en el espacio de funciones ¢ (1=
justificacién de este hecho es snéloga & le cue S€ hi»o en Prejo-
Sicién 1.12) razén por la cual podemos €8CORET ung vecindad U de
1a identidad es decir, de Xc completamente contenida en G ¥

una > 0 que depende de U tal que Xt < U siempre ¥

t
0
cuando -t £t £ty y como U ¢ G entonces Yt es ur

germen en G. ¥ds aun

€
I.- \‘/ pertenece 8 una curve contenida en G que pase

por la identided en el tiempo t=0
en tanto que

€ )
II.- '7 OB pertenece 8 una Curva contenida en Q que

pasa por el germen 7 en el tiempo 1=0

. €
esto es claro, ya que Sl -to Lt 4 1:O entonces a/ e G

de donde ¥ es equivalente por 1a derecha con FV/° B/t

Por lo tanto 7 oyté Q, ademds 70X°= i? o Id, =

K+l

De Iy II se sigue que Jk 2 3/{’ ) pertenece & une
jk+1

curva que estd contenida en (¢) y nue pess por

';S = 3k+1( '27 ) en el tiempo t=0.
Ahora bien l1a tangente 8 1a curve en t=0 esta dade por

'O% (jkﬂ( I/Z o) J/f)> en cero, el siguiente resultado nos

LK41
nuestra que ests tangente pertenece & 4 (N A ).

Sublen2

-—&‘)"‘ jk+1( )Z oX{:) pertenece 8 jk+1(}.', A ).

o<t

ESTA TEMS WD MEBE
SR BE o wiudTECA

—————————




Demostracifn
-\la‘*l
</ ( (? X )} ec por definicidn el gexmen en cero ds
x*
éﬁ‘*‘ (f o gt) donde £ ¥ gt son represententes de ’? 3/
respeg%13£;ente. Como f o gt es uns funcidn ¢~ entonces
(Al l"‘
D (2D () R )
o€
luego de la linealided del ,operador ;> y observando gque el
Rl
conjunto de naltifndices =< de normea £ k+1 es finito, se
obtiene que:
(g R
() 5)
.l(+|( b/)/Z <2 a>( 7 /
é)é’ ? é)é Py
(<1 L
g <\ € X- =
- 5 L —Q—’(VOY ‘7 1.21(1)
,u‘tz——l ot \ o x* o &)
Ile e 4 o
- _D_Z.<_D___()7ob/(> o X j“‘ (,703() ;
| = px \ot o ¢/
‘ 0

.

Por otra parte, de 12 definicidn de Xt' gse sigue que

cof = ( Cj}_,..., CJFn) es un germen en B/ .y QUE se anula

en cero, esto nos pernlte celcular

(vz b/ —aa—(?(Id.wJ)B en cero

(18 meners de nhacerlo es haciendo uso de la regles de la cadens

en fol(ld. + td) como se hiro en el parrafo anterior, aquf d es

el representante de Cf') g fin de obtener

'7°?ff)= %%,(Id.+tcf).c)f y

evaluendo en t= 9 se tiene:

3 ey g R




A
De 1.21(1) ¥y 1.21(2) se concluve rur
B o9 U

'l\.H ciK+] 9 , Gl
(7o¥)) 4" 2 g
A=l &
que cleramnnte ec un elemento de J k+l (r A ) pues

]2 A v como y3 vimos A" (0) = 0 enton-
a X

ces A e L.
Continuande con le prueba del Lema 1.21

Con el sublems anterior hemos mostredo que 18 t2ngente 2

)
la curva 1”1 02{ j“l(Q) le cual esta dada por
é%— <jk+l( !7 OX 9/ que por definicién perte-
€t=-0
-
nece 2 / (jk+1(':)); también es un elemento de k+l(h. ).

I'ds sdn, cuslauier tangente en el T,g jk+l(Q) procede de una
curva en  §57H(Q) 1o que significe que también proviene de una

k+1

curva en G y en consecuencisa de una curva en G dque empieza

en la identided ya que Q = ( 7 , G) entonces

k+-‘l(Q) = { ﬁ ¢¥*1) por 1o tento cuendo < verfa en G obte—
nemos todas las curvas cuyas tangentes generan a
ng (;**1(Q)) de snf que

Ty (3‘“1(Q~)> ¢ o 1.21(3)

Por otra parte, dado é en M A se puede escribir

§=£-@——Q—J:¢ donde

&5

&N
A= aX,L



I —
S {;

Cf= ( CT& oo Cf’n) entonces

que se anuls en cero y#® que
a en G definida como

Anors considéresc

-
w
¢) es un germen en E(nn)
cfi e L. Ademds determina una curv
€
Y = 1d. + 1 d

j“HEA)CTg(j“HM)

antes '

1.21(4)

Por lo tanto

ustifican la igualdad proDues—

1as contenciones 1.21(3) ¥ 1.21(4) §

ta en el lLem2 1.21.

=3




Corolario 1.22

Un germen Y e3 finitamente determinado si y solo si,

vk C_A( 7 ) para alguna k € N

Demostracién

finitamente determinado implice en particular que
es k-determindgdo pars alguna k & N ¥y por el inciso II del
Peorema 1.19 se tiene M}Hl < M A ( } vy en consecuencia
B cw A ) CA(HZ)
VAN ’7 ) pera alguna k & AJ
multiplicendo esta coniencidn por ’M2 obtenemos:
yk+2 < Mz A ( ) y por I del Teorems 1.19 implica que
\7 es (k+1) ~ determinada y por tanto finitamente determinada,

Rec{procsmente. Si

0

Bl Corolario anter:'ior no menciona con precisién cual es la

determinecidn de 02 .

Corolerio 1.23

Si 7 & M—M?' g 7 es 1~determinado

Demostracidn

51 »7 ¢ M-u == existe algune S 7 % ¥
N

o X

esto es (D ’? :IE 0 para alguns i=1 ,..., n.
‘ a p.& 0



(consulte Corolario 1.8) por lo tanto jﬂ ( r7 ) coincide con el

anillo E, pues entre -sus generzdores hay una unidaa a sube~

gg !2 y en consecuencia por I del Teorema 1.19 IZ)

0 X;

resulta ser 1-determinada.

o

Observacidn . 1.23(1)

'De shora en adelante el andlisis de 18 k-determinacién, pa-
ra gérmenes en cero de funciones en ¢ ﬁzn, WZ , se hace exclu-
" sivamente en gérmenes pertenecientes al ideal M2, pues el Corolario
1.23 sefiala que los gérmenes que estdn en M—Nz tienen determina-
cién uno y por el Cor olario 1.15 1a determinacidén de un germen ¥
coincide con la determinacién del germen - (0), es claro {
{ue este dltimo germen pertenece 8l ideal maximal M (véase obser—
wacidén 1.15(1). Sin embargo debido & la importencia del siguiente
tevrema, ,COmo una excepcidn, se herd caso omiso de esta observa—

cién a fin de no restarle generalidad al mismo.

A diferencia del Teorems de kather, el siguiente resultado

proporciona unsa condicién necesaria y suficiente pars la k-determinae

cién. Al final de este capftulo se dan un par de contraejemplos que
muestran que las condiciones Iy II del Teorema 1.19 no son rever-
sibles; completando de esta manera el estudio de 1e k-determinacién .

de gérmenes en el anillo local E.




Teorera _1.24 (Stefen)

Sea l[ un gerinen en

si y solo si,

el anillo,locsl E, entonces 17

o A + M) pare
X+1

es k-determinsdo
perteneciente al ideal L

todo germen A

o+l entonces de 1l¢

p;mg;jragjén. Necesidad: Sea A e N

Proposicién 1.7 se tiene que jk(_;x ) =0 en consecuenciza

3¢ +/4L)=jk(t7)+jk(/d)=jk( ;7),esdecir,
ﬁz + AA ~Y {Z es k-determinado,

onces en base 8 18 Proposicién 1.14
y de scuerdo a8l Teoreme

peTo por hipbftesis
(1) 'se infiere que

en
también es k-determinado

+ Ak
o A 7+ ).

1.19(II) se concluye que

Suficiencia: De 18 contencidn
X+l
se demostraré

W A (v] L) \V’/uk € X
que el germen Q: es k-determinado esto es, se probard que todo
germen en E que sed k-equivalente con tombién es equi-

valente por la derecha con nétese que y? r\E/§ entonces

C
S - Q? ¢ Ek+1 (véase 1.10(6)), de ahi que

b /LL e M}{+1

Definase shora el germen @ en % OE X 7{2 de una
n A
¢ ae ﬂz ¥ ‘ﬁi a (El de 1z siguiente manera:

dg definida de
(Proposicién

£ ?7 + AL para alguna

funcién

Dt 01 = o) T 1)+ 8 fo

esta manera results ser un germen del anillo local A

1.16) que satisface E‘} @ - g - , se tiene que
) 57
___a_@__ e ¥ 1)
ot ‘
‘ , :

Cne )
)
S?




5i t en ﬂz , BeB C}')é la restriccién de @ en ﬂlnx t ,
esto es ¢>(x) = CD (%, t). Es claro que qf: es un germer
en el anillo E que gsgtigface
n“((ﬁ)q“(fg) o que O =g FCE D -

¥ ).> - 5 17 ) +t (0) ye que Por nip6tesis

jk( )= jk( € ) y t es8 constente. luego entonces, de nues-
tra hipétesis injcial se tieme que Nk+l c b AL 96 ), luego

s (I.b{-) L pere (2)

Ahora bién, si to es un nuimero fijo -entonces

.eO
;;llél_(x) coincide con —;ngéf(x, to) , de aquf que
) | O X

.

o0 _ 90 _ (bm 4) O ;
51 (%, %) (x, t) = (g t)"@’{;‘(@ 7)(x>

e

QIC/

Esto significa que

ﬁi——(x) = a% (x, tg) = %(E(x £) + (84~ t)(OL(E 7)

oli
pertenezca al ideel ’ considerando @

t - to como un germen en el anillo A que claramente 8¢ anula en

to y recordando que ( - ) € NF puede ser conside-

X
rado como un germen en el anillo A (ver 1. 17(1)) y por tanto

como un elemento en el ideal hn+1 , por consiguiente

R

. +1
pertenece 2l jdesl AN @5 ) + ﬁﬁ+1 , luego entonces,

£
ACg e Ak w

Sustituyendo 3 en 2y congiderando 2 cada uno de 1oz ideales
como un idesl en el anillo A, se obtiene la siguiente contencién:

- —




R N Tl EE IR O O BN OGN B B B O e .

| Sy
te +
) er A (O A P ¢ m(A ( d) uﬁ})m R

+ 105200 c ¥ ACD )4+ 15 4 es decir,

Mk+1(A) c XA ( gii YA+ Mk+2(A) . Utilizando el Lema de Nakayams
1.18 se obtiene que

Mk+l(ﬁ) VAN CE!) A=E¥A A ( g; ) ; finalmente de esta dltima

contencién y de (2) se obtiens que pertenece al ideal

<
¥a A ( @ ) + luego entonces, E)QS - 2 .ii:\;

o€ Tizm M oXz
dongde _§i ¢ KA C(j? (recuérdese gque CJ? es el ideal
maximal de A el cual esta formado por los gérmenes que se anulan

en (0, to)). En consecuencia = .§1 yoooy ffn) es

un germen en 21 punte (O, to) de alguna funcién en
C*°( %qu %, ") que satisface = (0, t) =0 y
para todo punto (x, t) en una vecindad de (O, to) se tiene gue

no_ oD o
< £, ) S SR

Este es precisammhte el postulado del Lems 3 que aparece en
la demostracién del Teorema 1.19 (I), el cusl garantiza la existen
cia de un germen T en (0, to) V t, € (0, 1) del
anillo A (ver Lema 1 en demostracién del Teorema de Mather) que

satisface:
2a) T (x, tg) = x
..b.) T\(O, t):O

<) @(T\(x, t),t>= D (x, t,)

Con este germen ™ se conatruye una familia de dfifeo~
morfismos ’Xt en G para t en una vecindad de t, con las

siguientes propiededes:



B
it
I Y°= 1a.
4T AT ¥
II q) o] z’ =Y (ver Proposicidn 1.20)
Finalmente,

de la compacidag Y conexidad del intervalo (0, 1)
e8 posible elegir un nimero finito de difeomorfismos, cuya composi-

cién nos exhibe 1a equivalencia por 1= derecha de 1os

gérmemes ?7
y ‘concluyendo as{ la k-determinacién del germen ?7 .
NOTA: La justificacidn de estos dltimos argumentos estd conte-
nida, con todos sus detalles, en 1a demostracién del T~

Teorema 1.19 (1),

Definieién | |

La esencia de un germen
. n
ma fijo de coordenadas X, € 'EZ

de los naturales k para el cual el k-
las coordenadas x

67 en E con respecto a un siste-

se define como el mninimo

Jet de contiene a todas
i » 10 que denotaremos como ES(J7 ). }.j <7<,




Corolario 1.25

1a determinacién de es mayor © jgual que 1a esencig de

con respecto @ cuslquier gigtema de coordenadas. gimbélicamen—

te det(r’Z)ZES(Q)

Demostra n

Supéngase'que es finitemente getermineds,
existe K € N ral que det( y=k ;s K < Bl 7 )

entonces PoT definicién existe alguna xi

). Considérese el germen % = jk( )  entonces
) no contiene 8 potencia algunad de Xy y poT 10 tanto

tampoco contiene & ninguna potencia del ideal maximal 3, esto sig-

nifice por ung parte que no puede ser finitamente determinado

(véase Corolario 1.22) pero por otra se tiene que
X
(

Y, es k-equi-

valente con jk( ) y por construccidn 3 ) coincide con §

en coﬁsecuencia por transitividad ge tiene k—equivalente
con y de acuerdo B8 la Proposicién 1.13 se obtiene Que el
germen % es k-determinado, por 10 tanto, guponer que la determi-

nacién de (z es menoT que 18 esencia de Vz nos conduce @ una

contradiccidn.

Pare conclﬁ{r este capitulo damos d4os contraejemplos que

muestran que 188 condiciones 1y I gel Teoremd 1.19 no gon rever—

sibles.




Ejemplo 1.~

para n=1 el anillo E = El consta de los gérmenes er
cero de funciones de ﬁ&-»vﬁz de funciones g° y K esel
ideal generado por el germen de x.

Sea V? el germen de E, dado por VZ (x) = xk+1

entonces A= A ( ? ) es el ideal generado poT (k+1) xk

que es por definicién a EZ y como el Jacobiano es in-
™
o X

dependiente de un cambio de coordenadas, en este caso dado poTr

K
x —p VE£L© X (ver 1.13(2)) se tiene que A ( Tz

estd generado por xk. Consecuentemente A = que & su vez

2
jmplica e v A y ¥ e wA y de scuerdo a I del
Peorema 1.19 se tiene que 7 es (k+1) determinado.

/
( x+1) ’/ . xk—s i
s
En efecto a ( )7 ) = ( k4l-s) ./
o=
( k+1)./ si
aS 0 si 8 &
entonces ( Q ) -
(k+1)/ si s= k+l
o 0 si g < k
de donde j(? ) =
xk+l si s= k+1

. l Ahora bien Es( I? ) = k+l




luego entonces, K+l es el menor de los naturales con la bropiedad

de que jk+1( !’Z ) contiene 8 12 variable x . Yor 10 tante
E( Dz ) = k4.

Hasts aquf hemos demostrado que E( 'f? ) o= kil

L con D y es k+l-determinado ¥ sin embargo r7 no
es k-determinado ya dque «i asf{ fuers tendrfamos poT una parteé
det( ) £ k y por 12 otra, de acuerdo al Corolario 1.24 se

tendria que Es( ) < det ( VZ ) que conducirfa a 12 contra-

diccién k+#1 < k luego entonces 12 condicién IT del Teoremd 1.19
no es reversibley €3 decir, hu'k+1 .1 A no basta para garan-

tizar que 7 ses k-determinada.

Ejemplo 2.~

Para n=2 E? = E consta de los gérmenes de funciones

- 2
K e K ¢°>. El ideel ¥ estd generado por 108 gérme-
: 2 2 2
neg X, ¥y Y consecuentemente N = X, XYy ¥ .

3
Sea O’Z - —F o+ Xy3 entonces el ideal Jacobiano
3

. 2
de estd generado POT x2 + y3 y por XY (véase observa-

cién 1.8(2)).

2 2 2., 2 2
anora XS A = (x°, xy, ¥y )Mx +y3,xy)

4 .23 G N (.3 4
X'+ Xy = X7y ’ = Xyt XY ’
gl S 52




- £
Sea é—( Al gl + 12 §2 Foeat 16 )().
En ests exnresién sustituimos los valores de )i como se indics
én 1, 2, ... 7 para obtener los geheradores de M6.
Para 1, 2 y 3 considérese 12 = /13= /_15 = /—(6 =0,
l.- 11= xz ¥ )4= -):2 entonces \t = x6
.‘ ¢
2o 21= xy y }4= -Xy entonces 3 = xSy
3.~ ’)1= y2 Y )4= —y2 entonces f = x4y2
A ) < 33 .
4 .- =V y A= 0 if 2 entonces 5 = x7y°
5 .= )4: y y /’li-.- 0 i# 4 entonces § = xzy4
{ 5
6. ;16= y ¥ ;ki= 0 i:rL 6 entonces = xy° -
To= ,AS-—. y Yy }4= -1 y Rli 22; )39 )6 = 0
(
entonces 5 = y6.
6 2 ,
Por lo tanto, ¥r<C oM A que & su vez implica por I
dnl Teorema 1.19 gue 7 es 5-determinada,
Ahora bien si la ecuacidn:
2
y’= )\l(x, y)(xte 2%y o A lx, y) y? 4 23(x, y)(y + ) +

+ )4(x, y) x2y3 4 )S(X, V)PP w0y s ;\6(’(’ y) =yt




“que la esencia de Vg es 4 ya que j4(
e

N T N W O E O e e

tuviese solucién para ciertos gérmenes :}1, ;22 .. ;16
3
del anillo E entonces 21 aplicar los operadores é\ Al
Y =
~N 9 oM

a la igualdad anterior y evaluando en cero,

)
Oy* )x*

se llegar{e a la siguiente contradiccidén: en el primer casr

;%5(0, 0) =1 y en el segundo :35(0, 0) =0 es claroc

gue ambas situsciones no pueden ocurrir simultdneamente.

Como puede apreciarse el sisteme planteado por la ecuacidn

y5 = :1 oot :1 no tiene solucidn, en otras
1 1 6 6
palabras, M5 no estd contenido en MQZS » No obstante se demos-
3
trord que el germen ﬁ? = N xy3 es  4-determinada
3

y en consecuencia la condicién I del Teorema 1.19 tsmpoco es rever—

€ible.

= x3/ 3+ xy3 es

que contiene a las variables x, y ’

Para mostrar que la determinacidn de ?7 es 4, obsérvese

el menor de los jets

Tes  por una parte el uno~jet de y el 2~jet de 77 son cero,
¥y& que no contiene monomios de grado < 2 ; en tento que
j3( ) = x3/3 solo contiene a la variable x, luego entonces

por 31 Corolsrio 1.25  det( :7 ) 2 4.

o}




i
De acuerdo 2l Teorema 1,24 (Stefen) el germen serd

4-determinado siempre ¥ cuando el ideal Lis esté contenico en el

Producto I A ( + /A) para cualquier germen 44 en L. o

equivalentemente por el Lema de Nakeyama 1.18

m5<_-raA(v7+/u)+ms Y ¢ ¥ 1.25(1)

Del Corolario 1.6 se sabe gque los generadores de M5 son &

xs, x4y, x3y2, X y3, xy4 y5 luego para exhibir que

<'_ r A ( + M )+ Mé, serd suficiente expresar cada genera-=

dor de 1 en la forma:

e F Sy o) dole B0

4 )‘l (3 Saj_ (?7‘—/&)) + U (\/e /~{6>; dénde \} pertenece

al ,ideal M6 o bien

A () e (5 #y9) 0 (x3y2) # |
+ Ay xj3>+] (I_é/i)f )2y< + ._1425.(_2_).

s 731(&“ )‘/j %’L—) +

- I 0
Puesto que M A ;771-/&)_ X _,O_xf—x a}:

g2y m3lenge g3l ryBey e

R T et et
J




r todos los generadores de ms, con

excepcién de ys, como Se propone en 1.25(2), sustitdyanse los

')11 )2! ;139 ;{4! )5 Y \} en dicha

Con el fin de expresa

valores de

expresién como se muestrs en la siguiente tabla.

2
© o - 1.2

[ —Z c)),k “j%

x° x2

xvj £y o o -y “Ij< 3"5&

7y 2 o o —y* £ I

VA, R ( é&
X

A X A A v
)
)

Xy 0 o o
~ -4 C)ﬂ”
2yt 0 o o y EX]

UL aLL

NOTA: Todos los elementos’ha]ﬂ sexta columna pertenecen al ideal

M6, pues por hipétesis L€ MS ‘entonces

pertenecen al ideal M4 y en cada caso

_\/ "\\ ’
5< °f
EN
;3 y/o o tienen como factor un monomio
3 Cf

de grado 7 2.

en la expresién dada en 1.25(2) serd su-

N, Ay A v

/1' 12)

Para obtener ys

ficiente determinar los valores de

<nicamente para los 7 casos siguientes:

P




AL =0, x‘5 ' x4y ' x3y2 ’ x2y3 ’ xy4 ’ ys , esto es posible ya
l que cualquier otro elemento de Ms es expresable en términos de estos.
las Trecuaciones para calcular y‘3 ae obtienen de la siguiente

. manera:

l A )l 21 /23 ]‘/ ) =
j°  ° -

5

1c °©

a2
[

C

G

x

—

kY ™~
\_C” Qu
w >
o
<t
., e
- > - X
i
C
)
o
p N
A
JR O}
Y
N
Y

e
-
C

~2
o
S
(S
|
!
|
P\
g
AN
<=
Y

Tuego entonces de 1.25(2), 1.25(3) ¥ 1.25(4) y aplicando el

Lema de Nakayama en 1.25(1) se concluye que el ideal M5 efectivamen-

6
ts este contenido en el producto M A ( + ) \7//,( e M
y por el Teorema 1.24 se tiene que el germen 7 = x3/3 + xy3 e
4=-determinado. a5 ('f,‘




CARPITUL O 2

n P
Determinacibn de gérmenes ce funciones de i?i en f;t .

En este ﬁfpituln se estudia la determinacidn de gérmenes de funclig
nes en G ( ﬁz.jqp) (ver 1.0 (2) ), donde g es estrictemente mayor -~
que uno. E1 teorema 2.3 proparcions un criterio anélitico para ls deter-
minacibén Finita de gérmenes en el ﬁz— espscio vectorisl E(n,p) (véase -
corolario 1.2) pero visto como En- midulo; en tento gue el tearema 2.4 -
afirma que le determinacidn Finlte de gérmenes en E(n.p) lnicemente se -
obtiene una sola clese de equivalencis, ésts corresponde e la Grbita del-
germen en cero de la proyeccién de ﬁin en ﬁip , de ésto Oltimo se des --

prende que no existen gérmenes finitemente determinados en E(n ) st n
1)

28 menor que p , sunque debe acoterse que si se admite ls equivalencia -°

por la derecha y por la izguierds en las definicionea dades en los aparta

gos 1.10 (2) vy 1.10 (5) entonces la situacidn es distinte.

Se advlierte al lector que en este cepitulo se utilizaré le nota --
cldn introducide en el capitula 1. .

E(n ) agmite una estructura de En-mﬁdulo ya que visto como i;i'
1]
especio vectorisl E(n’p)es isgmorfo 8 En ReooX En {p-factores) y En

ademés de ser un espacio vectarisl es un enillo (véese proposicidn 1.1 vy
corolerio 1.2) .
Luego entonces, el E - subimbdula ”(n,p) del mddulo E(n,p) g8 =~

por definicifn M X...x M, (p-factores) (véase corolario 1.5)

2.0 (1



Toda germen 17 = ( I, ,..., f(p ) de E p) induce un morfismo
’

de En- mbdulas "(,,t : E(n,n) -—D E(n,p) de 18 sigulente manera:

\"4 ; € E(n,n) def{nase 7!6 <§) = én ~—a-J?._. (§1)

A=t dxg 2.0 (2)

es decir 7!2 (§) -(é.l -%%(%1) ....,&%’ g’l: (§1))

77 es cleramente un morfiemo de E - mbdulos.

Observacién,
Obsérvese que 70'( (E(n n)) esth contenido en
L

A My xeex 8 R 2.0 (3)

n .
ya que = d 4 (} ) pertenece al idesl Jacobisna.
A=t X,

1
A (QJ) J=1  yeee, Do

Con la ayuda de laos morfismos 702 y recardends gque la determine -
cién de un germen es independiente del velor que éste tenga en cero (vie-
s 1,15 (1) es posible reformuler la versidn slgebréice del teorema de --

Mather 1.19 pare gérmenes en el En- mbdulo E(n 0) como sigue.
’

Tearema 2.1

Un germen Q que pertenece sl En- modulo E(n,p) y se anuls en ~-
cero es finitemente determinado si, y solo si, ls imégen de E(n n bejo-
14

—("t contiene sl ideal M%n.p) para algin ndmero natural ¥ dondg =--ew-

k

h {p~-factores).

k
M(ﬂ,p)- Hﬁ XeouX M

La demostracidn de éste teorems invalucra las argumentas que se =~

utilizeron en le pruebe del teorems 1.19 y el corolsria 1.22; dnicamente-

hay que hacer las adeptaciones correspondientes s gérmenes en E( )
n,p



i I N N O W A R e .

Como una slternative a ls formulacién slgebréica pera la K- de-
termineciin de gfrmenes dads par el teorems anterior; e continuacibn se-
da un criterio snélitico de la misma, pars ello se requiere cansiderer s

E y E como médulos con variable camplejs de la siguiente manera:

n (n,p)

Sea QQ ls complificacién del germen /] , estoes R ¢ s el-
germen que tliene 1ls misma regls de correspondencia que el germen Q 88
1o que a diferencia de éste Gltima ?zﬂ utiliza variables complejes y to-
ma valares en los nameras complejos.

As{ por ejempla, si Q es un germen en £ entonces del apsr
{(n,p)

¢
tedo 1.12 (5) se tiene que las coordensdss 4 de jk ( Q ), Jk { Q_ )

son de la forma.

h
£ a7« X~ donge el £ k,d" el y X&iR y

£ of W donde W € " 2.1 (1
= 4

Nueatro interés 2s investiger la determinacidn finits de gérmenes
en E(n,p) y €ats es posible conscerls &l enslizar los K-jets de dichos
gérmenes (conaulte la propusicién 1.13); ésta nos permite hacer el enfli
sis de la determinacién finita de gérmenes en un espascioc de funclones --
analiticas, més adn, por 2.1 (1) y el lema 1.11 en un especio de funcio-

nes polinomisles, les cusles tienen en cade coordenada un polinomio en -

n-variables de grado menor & igual que A.

¢
De ah{ gque puede suponerse ein pérdids de generalidad que 'z es

, n .
el germen de aslguna funcidn snalitica de € en € .

En estas condiciones si se consideran exclusivemente B los gérme-

nes ge funciones snalitices entonces los En-mﬁdulns E(n,n) y E(n.p) -

se trensforman en los En-médulos E(n,n) y E(n,p) respectivamente, es

jvamente de las complifica -
decir En . E(n.n) ¥ E(n.p) constan exclusiv n



ciones de todos los gérmenes enaliticos gue pertenecen a E, E(n a Y
’

E(n,p) resgpectivamente.

Ahare considérese el conjunto de singuleridedes de un germen ’lm

Iy
y dendtesele como = (}2 ) es decir,

4 (Yzc)-{ie(ﬁn/rang (DI(Q£)< p} 2.1 (2)

=« fzc ) es un conjunto enélitico. En efecto, 81 £ € £« Q@)
entonces D: (?m) es une matriz de p.n que tiene rengo menor gque P,
&sto significa que el determinente de cuslquier menor de p X p de la -
matriz D, ( "ZQ ) es cero y como estos determinantes son sumas de pra -
ductos de funciones analitices, entonces, en ceda ung de ellos se estén-

considerendo los ceros de funciones analiticas.

€
Obsérvese que si n es menor que p entonces s (T{ ) coinci
n
de con € , éste caso es de poco interés, ya que todo punto del domi -

nio es una singularidad. 2.1 (3)

Lema 2.2

Sea fz un germen en el En-mﬁduln E(n ) entonces las dos afir-
’

maciones sigulentes son equivalentes.
a) 7’( ( E(n.n)) > an,p)

w £ (e (o
Demostracién '

(a) => ()

Supfngase gque existe un elementoc Z en = ( Yf ) yque % ,‘ 0
entnnce: exiaste 1 € {1 peoey n} tal que ii. ;‘ 0. Considérese ---
Pl :n@ ~—+ € deda por Py (W) = W, Vwa (W 4reee,Wp )

e € .




e

p

Sea aJ gl vectar de € que tiene uno en la coordeneda J y cero
en sus demfs coordenadas entonces {( P'; ) . eJ 321 yeee, p.} es un con -
junto de gérmenes linealmente independientes que generan un subespacio ---~
- ly ¢ k
p-dimensional de TQ ( E(n'n)) ya que claremente ceda germen F‘1 . eJ
pertensce 8l submodulo H'(‘n o Y par hipdtesis, ésto Gltimo esté condenido

L
c

en la imégen de E 4 naja Ty(d! .

Esto es equivelente a sfirmar gue el subespacio p-dimensional gene

Kk k e
raug por Z; . Bq 4 e s Zy .8 esth contenido en la imegen de D*?
[

la cual tiene dimensién menor que p en € ya que se estd msumiendo que-
la deriveda en Z de 'zc tiene rango estrictamente menor que P, par con
sigulente, ésta Gltima contencién es imposible; consecuentemente 2 nO --

¢
puede ser distinto de cero. Por lo tento, £ ( Y( ) esta contenido en iut.

note: La contencién M)Zn,p)c Yy( ( E(n.n)) implice la contencifin

¢ K 4 ¢
C Mg e T CEgn)
(b) => (&)

Caso 13 & ( l’zq) = f

En este caso necessriamente n > p pues de lo contraric de la ob-
servaclién 2.1 (3) se tendria gque £ (’ZQ) =c" . Como % (TLQ) es
vacio entonces no existe singulerided slgune, ésto significe que en parti-
cular el cero es un punto regular de ,,(c y por el Teorema de la Sumer--

¢ n
3ién se tiene que localmente V( es una proyeccién de C en ('P de-

ahi que la im ¢ ¢
agen de E(n,n) bajo Yr(‘i necesariamente cantenga a M(n,p)

e
¢ ‘
pues M(n,n) se proyecta en M(n,p) baja 7?9 .




—

Caso 2:2(}’(&)-0.
g
Sea cﬂv una submatriz de p.p de l8 matriz 0O ( \z ) , esto es

CﬂY cantiene p-columnas de la forma

M
bw;_
OMe
dwi
n(l’la Y< \)LJ entonces l\‘ﬁvl (p) =0

UQY con regpecto 8l renglon ] se tiene que

lﬁ,l'. = 4 como?

rang ( D 2.2 (1)

desarrollando e la submatriz

lcﬂr\zsg_ _%_[é__.\oﬂr(\j,s)‘ 2.2 (2)

' Q/qy (3,8 es la submatriz de QAY de tamaiio

glén 3 y la columna 5

donde 1 £ is 4n

¢ p=1 o (p=1) quese obtiene el cencelar el ren

de UQY . e
Q

r en 2.2 (2) QE_L par _‘B_QL
dw

s duwgg
s igusles 8 saber , el ren

En consecuencia, 8l sustitul

se obtiene una submatriz de p.p cON dos renglone

glan J yel renglon h si h# 3§ , entonces
P [
2 M LArsYl=o 2.2 (3)
sz ast n
Considérese £, = {i e € /lQArI(Z):%; de 2.2 (1) se sigue que --
c

0€ £, \/, esto significa que £ (V( ye 1y £, , pera exhibir la-
otra contencién considérese & € \, £ entonces , (yqy ‘(Z\:o \v

a
luego entonces Dz ( IZ ) tiene rango menor que p paor consiguiente --

2€ £ (0’(@) en consecuencie (], £, = 2)’(& . mr %, = {o}

note: Y recorre un conjunto de {indices cuya cardinalidad es equivalente -

) bl
al nOmero total de menores de p x p Que posee la matriz D (’( ).
]




yeccién en 18 coordenadse

Ahora bien, considérese el germen de la pro

n
{ de C en €, s declir, (w) - w; , como el polinomio Py s€ anula

en cero, entonces por el Teorema de los Cereos de Hilbert, se tiene que pa-

ra cierto namero neturael 141 el polinomio F‘l1 pertenece al idesel ‘Q, ’

generago por todos los determinentes de los menares QA de px p de la-

e n

matrfz D  ( rz y . sea K= £ B entonces paera todo multiindi-
Lz

ce o ® (&< see o<y )  de norme Kk se tiene que el polinomio homd

génea W= u):“ . . u)?" (véase 3 en 1.2 (3) ) tembién perteng

PR ]

ce al ideal aq' ya que no es posible que ocurra 0<'L< K ‘v:_ y al mismo

tiempo é "‘:“x':K.'.
- é_ /L{Y - Cﬂr | dande UL, €8 uR polinomio en n-variables;

austituyendu 'CAy, como ee propone en 2,2 (2) se tiene que

ooz £ sl

=1
bw,l_s
Como 1 & 1% < pn entonces 0 virtud de les leyes asoclativa, ==

conmutetive y distributive valides en el anillo de lo8 polinomios de n-ve-

risbles es posible factorizer en la expresion anterior, squellos gérmenes-

que tengan como factor comdn

B .
Y(d para L= 1, ecs s DY agrupsrlos en

bwL
n-sumas a fin de expresar 8 w enle forma
= n :
Wz £ A () conae fi - 2 T PN
ATt Quy v (1,3) (J'S()
es un germen en Ef‘ . As= A 2.2 (3)

Considérese el germen g = ( g. pesey §n ) del
¢ ¢
E“-médulu E(n,n) , entonces de la definicibn 2.0 (2) se tiene que

Q(?)’ n }_ZQ__ (%L): w ™ (ej-) 2.2 (6)

\ Azl bbUL



n
donde ey es el vector columna (¢ que tiere uno en la coordenac: § vy

cero en sus demas cooroenedas.

Pere verificer este iguslded sustituye h por J en 2.2 (5) , -
sgrupese ésta suma como se indice en 2.2 (4) y epliquese la iguslcad da-

de en 2.2 (3) para obtener

g B‘Zﬁ (g)_ w™ 5.1' h:{j
L2l Juy * o si h?—‘j

Q
Por consiguiente, de 2.2 (6) se concluye que la imégen de E(" n)
’

[N k
bsjo 'TQC contiene 8 M(n,p)) ye que los generedores de éste (l-

J

E(n,n

timo idesl son de le forme (xfx (e). Esto equivale 8 decir quszs ——

3
M(n.p) esté contenido en 77? ( y) .

L]

Teorems 2.3

Un germen que pertenece sl médulo E sobre el enillo E
(n,p) . n
gs finitemente determinado si, y solo si, el conjunto de singuleridades-

@ ,
del germen Iz es vacio 6 (nicsmente conste del cero, es decir,

¢
£ () < {o} ,
nota: Este teorema es vdlido pera tode p> 1 y pare tocs n>p

(véase la justificecidén de la segunda de estes afirmacio -

nes en la prueba del lema 2.2 (ceso 1de b —>e ).

Le demostrecién del teorema 2.3 es una aplicecifin directa del tea

rema 2.1 y del lems 2.2.

£1 siguiente resultsdo afirma que los dnicos gérmenes gque son fi-
nitemente determinados en el mddulo E(n,p) sobre el anillo En para --
p= 2 pertenecen a la 6rbita del germen en cero de la proyecci6n de -=-

n P
ﬁ‘ en ﬁ\ , B8 mhs, tembién msegures que ls determinscidn de éstog ===



Teorema 2.h

See un germe 1 mod Pad ?
Iz germen en el modulo E‘(n,p) y p 22 entonces i( €8
finitemente determinado e{ y solo sf, I? es equivalente por le derechs

n P
con el germen de un epimorfisma de .'—R en R .

Demostracion.
Suficiencis: &1 es eguivaelente por le derecha con un epimor-
n f
fismo p - m en ”R entonces por definicidn ’? =/ 0 y pers el--

gén ¥ € v (véese 1.10 (1) y 1.10 (02) ); luega entonces, le derive-
e en cero de ,z es un epimorfismo ye que Du (¥ ) es un isomarfisma-
v Du (/) coincioe con F  por consiguiente el teoreme de submersidn,
sfirme que locslmente l’ difiere por un difeomorfismo en el dominig del

P h- [
germen de le proyeccidn ‘T en el primer factor de ﬁ\ X IR P en R .

Ahorae bien, cuelgquier germen ; de E‘(n,p) que setisfaga
J1 (yz ) = J1 ( } ) evidentemente setisface 0o ( tz ) = Do ( ; oy
en consecuencia por el mismo arqumento enterior, se tiene que el germen
es equivelente por la dereche con el germen ‘W y por transitividad
tembién es equivelente por le derecha con el germen '( , ésto significa-
que la determinecidn de ? es uno, por lo tento, !( es finitemente --

determinada.

Necesided: Se mostraré gque un germen es equivelente por le dere-
whe con el germen de un epimorfismo de an 4en Rp sl el germen es fini
tamente determinedo. Procédese en le sigulente forms: en virtud del teg
rema 2.3, un germen '2 es finitemente determinsdo si, y solo sf,
= ( l’(@) esté contenido en {0} , en este contencidn existen dos-

posibhilidedes

\0




- £ <QC>- g
.

2.~ = (fZQ) - {oj

[En embos cesos neceserismente n = p  (véese observecidn 2.1 (3)]

Pe le primers de esiss posibllidades se sigue la conclusién del -~
teorema., En efecta, como é ( lze) es vacio entonces el germen ) 'Z@
no posee singulerided elguns, es decir, en todo punto del dominio le de--
rivads de Izm es un epimorfismo, en perticulsar, el cero es un punto re-
gular de f’(e' y por el teorems de sumersién se tiene gue localmente el -
germen Y{Q difiere del germen de un epimorfismo de ¢" enC’ por un-
difeomorfismo en el dominio; esto significe que el germen fz es equivelen
te por le derecha con el germen de un epimorfismo de IRn en |/ P ya que

Y( coincide con le restriccidn de 'Ze en perte imegineria idénticemen

te cero.

Con respecto a le segundae posibilided la situscidn es ls siguliente:

54 se supone que 2 (!‘ZQ }m iu} entonces por una parte se tle-
ne que la dimensidn de Z <« Y(q ), considerada ésts como variedsd alge--
bréics, es idénticemente cero; y por otre parte es posible expresar @ ---

£ ( VZC ) como la imAgen inveres de una varieded elgebréice de codi-

mensi6n menor 6 igusl que n- (p-1) bajo una funcifn enal{tica que preser
va este deslguelded en ls codimensidn del daminio. Es decir, en éste ca-
80 l.a codimensifn de £ (PZQ) tendrie que ser menor & igusl que

n- (p-1) 6 equivelentemente
dim (é ( 'za)): n - cod (é (?c)) >n-ntp-l=p-1=)
ya que por hipftesis p > 2.

Como ambes situsciones no ocurren simulténesmente entonces

s ( fzc ) = io} es imposible,



10!

1y
En el siguiente pbrrafo se muestrs que 35 ( fz ) es la imégen -

inversa de une veriedad algebrfiica bajo une funcidn snalitice camo se sce

be de propaner.

Sea S(p n el espacio vectorial de todas les metrices de p x n
’

sabre el cempo de loe nimeros complejos y considérese @ Sc el subespp~-
clo vectorial de S(p n) GQue consta de todes las matrices de rgnge ¢ ,
?

entonces, en virtud del tearems de rango constante se tiene que Sc es -

una subveriedad diferenclable de § de cadimensién (n-c) (p-c).(Prg

p,n)
posicién 5.3 Cap. II (G.G. ). Maes aln el conjunto de metrices de rengo

< p~1 es un conjunto aljebréaica ye gue esté dado por los ceros de todos- -
los menores de p x p .

]

Ahors blen, el conjunto § = 5 resulta ser un conjunto

cxo c

algebréico de codimensién igusl &8 n- (p-1) en S(p ) PuEs es una unibn
?

finita de veriedades diferencisbles, cuys codimensifin minime es n- (p-1)

pxn
coma S es isomorfo o C entonces resulta que S puede ser

(p,n)
coneiderado como un conjunto elgebraico de cadimensi6n n- (p-1) en

PXn
C .

n
.Ahora considérese la funcién /ﬂ ¢:C —bg definids de la-
7 (p,n)

: n
siguiente maners VvV oze C

/0?(’ (Z'):(}_Zi_ (2))
dwj

¢
Camo gs uns funcidn anelitica, entonces, as{ mismo lo es la

funcifn f;zm (consulte el pérrefo previoc a 2.1 (2) ).
Ademés f?@ (o) est§ en S5 y& gue se pertid del supuesto

Q
s ( '? ) = {o} entonces rang ( b, (?(’) J < p. Le imégen in-

verse de S bajo /?@ es par definicidn

.



conjunto coincidc con < | 25 . luero entonces
- = = '
coa [P0 (30 = o0 (,;< ) < (n- (p—1)><p-(p—1)\=
¥ = ;
( 2
= n-(p-1)
gor consiguiente gim = = ( }?"? ) > p-l




(&S}

Capitulo

Codimensidn

El concepto “oodimensaidén de un germen" es de vital -—-
importancia en la clasificacién de gérmenes de funciones de cla-
sea C™ de IR en (0 . La relacién gue existe entre la codi-
mengién y la deterninacién de un germen ge exhibe en la Proposi-
cién 3.1, de esta relacibén y el corolario 1,25 se infiere queila
deterpinacidén de un germen finitamente determinado estia acotada-
inferiormente por su essncia y superiormente por gsu codimsngién-
mds 2 unidades. Y utilisando la codimsngidn de gérmenes el eapa-
cio vectorial K- jets, se prueba en el corolario 3.6 que el eaps
cio M;/Mk“ ea expreaable como la unién de un conjunto algebrai-
¢o con una unidn finita que consta de diferencias de variedades-
alzebraicas, en tanto que el teorema 3.7 se dica cual ea la codi
mengidén de las 6rbitas bajo el grupo K- jets de difsomorfismos -
8n )di/N¢*' recuériese que 96lo se congideran a aguellos gérmenss
gue pertenecen al ideal M puss en virtud del Corolario 1.23,
los gérmenes gue pertenscen a M-M" ge aabe qus son 1- determi-

nados.

En este y loa capitulos posteriores se ssguird utili--
zando la notacién dada en el capitulo 1.




Definicidn

La codimensién de un germen }’( que psrtensce al ideal
M2 ge define como la dimensidn del lR espacio vectorial M/A(VZ\
La cual se denotari camo ocod ( lz ), es decir,
cod ( '2 )=dim(M/AUZ) )
por brevedad gse escribira M /A envez M /A ( Q )
3.001)

Esta definicidén tiene sentido ya que YZE N\L entonces
2N _eM VAL A=t..,h
d X4

y en consecuencia

A< QR bl"‘, .>(M(VGGSQ 13¢1))

d X d Xn

Aai pues al considerar a M y a A como IR eapacios --

vectoriales se tiene que M /0 resulta ser un /R eapacio veg

torial que puede tener dimensidn finite & infinita, en consecuen

cia, la codimensién puede ser finita 6 infinita,

En caso de que el germen l’( pertensezca a la diferencia
M-M2 ge define a la codimensién de TZ como cero, ya gue en la -
demostracién del Corolario 1.23, se muestra que el ideal A (YZ)

coincide con el anillo £ .

Observese que 3si '2 83 equivalente por la derecha con
S (consulte 1.10(2)) entonces de la observacién 1.13 (2) se -Q
infisre A (re) = A (3) por consiguiente, de scuerdo a la defi-
nicién 3.0 (1) que se conclaye gue cod VZ y= cod ( § )
3.02
La siguiente Proposicién establece una relacidn entre-

la codimenaién y la deterainacién de un germen rz .




' W

Proposizién 3.9

Sea Q un germen pertenscisnte al idaal M2 entonces, la
'codine_nsién de YZ y la determinacidn de ’Z anbas son finitas 6 -
ambas son infinitas. Bn el primer caso, la determinacién de Q -
disminuida en 2 unidade3a no excede a la codimensién da Y(’ . Simbé-
licamente:
1.~ dat (Q) es finita si,y sélo ai, cod (IZ) es
finite y det (Q) ~2< cod (R) . :
2,~ det (rz) ea infinita ai, y sdlo ai, cod (fz) €3 -
infinita. '
Demostracién
Sea }ze M2 entonces ;
De aqui que A (!’a) ¢ M ; se sscribirg A en vez e A (.Z) sl -
63 que 63to no se presta a ninguna confusidén. EBntonces gae Ae M
en la observacidn hecha en 1.6.1 3e tisne que M:Mza M33 T
Vse N.  al considerar la estructura de H—\\~ espacios veotoriu—ﬁ ..
les qus tienen A, M,... M5 se obtiens una sucesidn descendiente -

de subespacios vectorialss de M de la siguiente manera:

M=t 4+A>5 % +Ad...0 ¥4 A 8 =1,2, ... ,
3101
Bxisten 2 alternativas en 3.1 (1)
1.~ La sucesidn se vuelve esatacionaria eato es, existe
SE N tal que M3 Te A =% 4 A
2.~ La sucesién jamds es estacionaria es decir,
Vaen u:Ac ¥ A

Caso 1

BEn el caso de 1 se probard gue cuando la suceciédn 3.1(1)

e vualve estacionaria, entonces, el germen fz resulta ser de deter



minacién finita esto a su vez implicard que la codimenaién sesa
finita,

Bn efecto, si la sucesidn 3.1(1) es estacionarig —--
entonces es posible hacer la siguiente considsracién

Sea K=min (S5¢ M/ ¥ 4+ A = ¥l A
3.1(2)

entonces M5~ Te uE=TL A o ufy A y aplicando el lema de Nakayama-

1,18 para M = Mk"1, =A,f= M, A = € se obtiene Mk'1c[\
! (3)
3.1(3

De agui gque al multiplicar por M2 esta contensién ae
obtiene Mk'” < M2 A ; esto a su vez implica segiin el teorema-
1.19 inciso 1 que sl germen e3 K- determinado donds K es un -
ndmare natural y como det (IZ) X se tiene que la dsterming —-

eibén de f( es finita,

Ahora bien nk=1 ¢ A implica la éxistencin de un epi- a

morfismo ( M / i WS (¥ /A)

BEsto significa que la determinacién ¥ / A es menor-

! y de acuardo al Teorema -

a3 un subegpacio vectorial de € / L‘Ik'1 el cual es

o igual gque la dimensién de M / k=
1.9 8 7w’
de dimengibn finita y por lo tanto ls codimensién de YZ es fi-~
nita,

Recinrocamente, si la codimensién de Q es finita -
entonces la sucesidén dada por 3.1(1) no puede ser un descenso-

egtricto ya que
2 i
M_ - M+A S Mt A~ .5 lf\_s.i_A_.g...j

AT A A A

¥ en congecuencisa

2
dim (-%l) = dim ( M[;'Aa dim ( MA’A) = ez
dim ( .ﬁﬁ.té._)?. 0

A




PrLUy

ohi uwe neces

sim@S e A /AT

s-l

jor nindiesie P couim:nmi&n ace

cucndo EA +
A A

sornln

wrevio - o
Corolerio 1.

determinudo.

goge el 1& cucesidn 3.1(1)

$iguiendo la miszt argumentacién hecha

; \ . Rai!
.1(3), se tiene g T C A v

ricawnte Gibe awietir CLanle S
aim(i® + A/A ) Bsto
A = h&si A 1o aue eruivale

o

est;cionaria

57 se tiene Gue el germen Q es

Ahores biens nors probil aue

k= min {u e/ Pt o+ A= o+ A}

considérese

entonces agel

y 12 sucesi

k-2 contencioaes propias,

A B
e +A = Ms’l +A pira S

det( Q y =k

det( Q );é <

nérrefo -pnierior S€ giene QuE

6n 3.1(1) e= un descento estricto

es deciry

LA pore 0= 5 <Xy

\Y

gsto muestre ~pe cn 3,1(1) hey -

en consecuenci

gue & suV

cod(T( ) = dim(__%__) - dim(MzzA )>

—_2

o se tiene 1z sigul

e A Vs

ves D

A

o7 implict

k

2 contencion

Q ps Tinita, ©F

e R/ tul nue

cuccde sicmprc

o decir oauc:

3.1(4)

en el nérrafo
de acucrdo Ll

finitamente

we contiene:

Xl ph=A

antonces POT 3,1(3) se ticne B

es propias ¥

ente sucesidn:

1, A _ 0

A

e

- dim(MK-‘-L A

):o



e conauce & i gesisuld~c  cod( f'{ ) = k-2 es decir,

10

cod(? ) = aetl ra ) =2

Cuso 2
La sucesidn dzda nor 3.1(1) no es estocionaria, en bste
caso 1us consideraciones:

inito ¥ codimensién de q

[¢]
)

determinacibn du PL e

.n cmbo.e situncioncd, se llega—

0]
©

sinite son imposiblosy nue

es
ric & contradecir ¢l co.ricier 1o eot.cionario des 1n sucesiédn

M+ Ao B+ A eee wae A ..

por ejemplo, &1 1 detor.inacién de Q fuese finita,

entonces €n virtud del Corolurio 1.22, s8¢ tendric

ml“‘ c A pore 2lgin ke M de donde
< X+ K+ X
A:Iﬂl+A=ml+A ya nue M cm}‘cA
Yy puevemente 5¢ cgserie en.lizondo ¢l cuso wnterior.

uego, necesarizmente hoy aue partir de 1a hipétesis
ijnfinita y como cn 3,1(1) se tiene una

determinacibn de Q es
stocionaric de gubesniic1ios vectoriales &

sucesién infinita no ¢
saber

2 A
M ) + A b) ese D f\/\ +A A ) ere

sucesibn estricia de epimorfismos, S€ tienes

o ¥ seW

y por ser una
3 . 541

dim ( M” 4 A‘) ~ dim (_r{\_____L_é___) >

siguicnte sucesién infinitas

Bsto nos conduce & la

2

cod( ) = dim __ﬁl\___ = dim M
N (5 ) ( R 5

A )> cee > dim(f‘/\s + A)>""‘f‘"



©
- - . N - 9] : . .
Luego €ntoaccl, 1o codimencibn do I( es infinite, Por
lo tunto, Si es cierss Ao ac( Q Yoo infinite  implice

codaimencibén de Q ec infinitw.

Ahora, si 1o codimungién de Q. ¢s infinitz, sntonces
del mismo pirrazfo .nterior, se ceacluve cuc 1. determinacibén de
L no pued:z ser finitc, Por 1o tanto, codimensién de lz
es infinite si y s6lo ci, deterzinacidn de Q es infinita.

Concluyendo cof 1o Genoctricidn de la Proposicidn J.1.

O




) exclusivamente de 1vs verisbled x%,+l yened

12s determinaciones ae Iz y P

gorolario Se 2

sez 7 = 0P un germen finitom.nte determinado,
< ge’
£

donde Q(xl goorsy x{o ) = 5._—:1 )q y Qg & ,’R y al?/ 0

1

w® oue devendc

y P es un nolinomio nue nartenece al ideal

t S
Xn entonceas

son imunles, ¥V 1l codi-

mensién de 1 coincide con l& codimensibén de P. M4s ala,
si det( Q ) et infinite Y conclusién sicue siendo la misZz.

Demoe il cibn

Por nindteiis, P oes w polinomio ~ue denende exclusivi—

b sntonces su idezl

mente de 1&S vori bleo Tyttt m

Jeacobiano A o ectl goner.Go por:

> P oo )
Bxpu B Xn

Tuepd €ntonces, el idsel de ~cobiano de Q_ A

estd generao POTE

il

A

xl’ao.,>-/g, bp gooey bp =AQ+AP=I‘&/0+AP
D Xppl dXn
r 3.2(2)
donde L £ es el idscl generado DOT (% yeees xfa)
(ver obsaTV.: .cibn 1.8(2)).
Be cluoro “ue ol :\ = N- /o v~entonccs

M=lip, + ks aoud Moy danota vl 1de' gunergdo por

"




K+:
Jral k41 = k+l-i i
7\ c I < 1i=0 i o .. -}‘ 3.2(3)

i

d. 2,2(1) ¥y 3.212) ct tiene uc

M o= Me & Ma sero A (q)
4 A () + A (F;

iuerso vntonce:r L @ esté contenido

coincide zon I

LN

nimorficio canfaico ¢e Menl/ A . De

o ©

en el nfcleo det
donde rTestit. “u2 Log ~ener..dores dz fste esnacio vectorial
son los clases de wolinomios, ~uz denenden Unicamente de lag

aricbles X 41 peees B

)

3

-
3
.

del enillo

Pero Iip  es isozorio ol iden
locul Y N A () c IS85Y , entonces se giguc de in-
medioto we /A (¥) 3 »or coasiz imnte,
cod(lz ) = dim(li/ A ) coincidle con cod(P) = dim(liy /A (P)).

BEn esi.c condicioacs, se deduce de 1z Pronosicién 3.1

det( n ) < o< es eruivalente & cod( Q ) =« o<

y como fetr Wlwdi colieide con coa(Z) , s¢ conolws: tue
detzraincidn Jo T ovimbidn o Iindwi.

Bneoze o TEHD bz 5, 42 17 mioan
Provosicids 3.7, s tiena an 33 ) R1]
cod(?), sezir sz acuba de »Hrov T, tatbién es

Pere cop oo Lo OLtoonoontia 307 Jolots

crniase cusd . por verdlic.os 1o igunldud  dey(

con las hipétesis dnicicles, ?

W




v P finitomuss doeoraliooo

En cfceto, hocicendo wio Aol Peoroms de Stelim L.,
2o otienc vue o0 riil 1 = MF oG h=dviornl Lol
G, e Aln )V e R on porgi-

am
culnr \7/./U~J-’\é I.i";“ (veauoe 2.2(2)5.

e .
o, .
.

il

Be 3.2(n), 3.207) o 3.002)  se sigue que
z,z-/i*'l ey A (N ) 4 il AL+ AT v c
C Hp (A (N +dy ) +ig Yy LT
+ g A (2 Ve ciins iy A (D= atin )

A +ap)=An+AE vy) =i+ A (P aaly) ¥

N (A ( h s ) o) . en conseculnci.

-kl Al e .
.u?:) + I“Z ¢ lip + 15 A (P ""’U’A) como
Iio iy =9 catone .o nocIi T IR U

e
e

1.:3{1 € g A (2 A Varg € iy v oolicaado el

peorent 1,24, se tiene cue ¢l polinomio P es k-—-determinado

¥ ko= aet( R, o8 lesim, (M) = dssl ).

En el .sigaiente plirrafo ce demoutlnxt we
det( l'z ) < det(?) , que junto con 1a desiguclded anterior

1nos nrodnc: la igualdid descudi, & giber, act( b)) = d=245(2)

Do 1o derioa 1ate det( }’( ) £ det(?) es verdoder:

04 ¢l gernicn !Z o5 =dctinininslo . ‘V/ i _>,1 Llf".;(? 0 esuivi-

oo TR o2yt contonll

1 amtemente, nor ol Teoraan 1,24 ¢ id
o L idenl

T A an) Voo e o

B Lemr de irleyims 1,08 vfirms wl

2l e A (N ra) st Sle i A (R sAL) + per2




y ¢l Coroinrio 1,6 estubluce ue

k : ~
It +1 = b4 2 Mo ol = x4t - For consipuiente,

dnivamente resta nor verificar aue x° nertenece & 1a suma
MA(N +4-)+ e para todo multiindice
Sl = (B e, o< ) de norma k+1 =a fin de obtener lc

contensidn

i+l cli A( h\ +l) Yo e okl : ©vor supuesto
partiendo de 1z hindtesis  det(P) = 1.

Obsérvegse ~ue Li . = det(®) cntonces k> 2 g
yo oue P e 11- y en consecucnciea jg( ») =0 ¥y nor el

Corolario 1l.25 se inlicre uc
2

< E (¥) = dey(¥) = k . Por hinbtesis,

L=er , =F e (u) v
P(}:/, LIS xn) , es un nolinomio cuc ne dencnde de las
variables Ry geesy Ko wntonces
3 Q@ =0 YV §  tac j <
= j <l otue L < § = n
. 4
DX
v > P v ;
=0 i tal cue 1 =<3 <P
XL '
entonces el idecl Jecobizno de la suma Q + AU (/u, e 1Ly,

e¢stéd generado por:

Y (M e ) D (M) 1=iz 4jér>=
<bx/; T Xz L a

=2 (N +m) 15i_<_>+ > ('+/W)/D<js>=<\%[
<BX,L rL / <ij z / $
= (g 4+ ) T2 i<, +<b (p+uw ) o < j5>



N0 coniigui nte

AN sw) =D
N

(r+uw ) 1

+ I \/B (0 +u );p
AN . '
bxj
. . RISS .
Ahorz bien el ideal R+ pueae
e
e Jr+l K41 - .
il gkl ke donde ¥t
= A4 i
20X Va
™ e I tel que e = kel oy
~ ; . v+l
para olgune i _5/,> Yooy es
v
e
< e 1 el que =z oy e,
- i
Luego ¢ntonces, cuslouier cirmen

puede expresorse o Lo forme
AL =, o+ L dondc/&b = NlHl
. M A 7 Yz
A continuocidén se prueba cue los
1 se encuentren en el idecl K A
Caso 1
1 monomio x ° pertenece ol ia
k>2 vy o< =1 nore lguns

puede expresorse en lo formi:
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L
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3.2(4)

EXIresarse en le

L es el ideal gencrado

o< =1

¢l idezl gencrodo vor

3..2(5)

Jetd

k41

It 2

genersdores del ideal

Vl ) & Mk+1
eal kI‘.’fJ'l 3 como
i " entonces x°¢




::ﬂ €o..ac 1[31 = k=3 Y 1«8 En .

En {ste creo CO-0 Vg Ao H ¥ u.w.;éO
d Xk )

eptonces del anor..tado 3,2(4) se tiene aue

v = x, (2a; %+ O M
= 1 1

pertencce & L& SUmE

e (ees) Lciepd> +uE g yeoue

O XA

-1 LA .

x‘é' e I D M & o N g € i
D XA
enionc.s €l nrcGucto %, d_u }:'5 ik pertencce
d XL
21 . . . K4p

21 iderd e el ocull actd conteaido en el idecl I."‘”a
( consulie 1.6(1) ¥ 1.8(1)). Por lo tunto

G I CE D R N, e e i :
4 S / A
‘ X i

3.2(6)

Czso 2

s Wl g
v & pert.nece ol ideul M‘;\ . Pn tste

) monoxnio
o1 molinoaoio T eS r-determinado,

¢os0 S gstl cu amicnGo ouz
entonces NOT el Teoreml de stefan 1.24, se infiere ~ue

e . ..k'f"l 3

I“ifﬂ c ua A(F +A1) y 4y € ey , en consecuencis
Vo4

si M, € If‘;‘ cntonces
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Lo primers sume e Ln.rece ed ¢l pieabro derecho de
gstu iruwlded clercmonte oerienece el iceal 1y A (P +.4 ),

. - . . A 4+l
en Tento ous 1o selwadh Al £e encuentro en el ideal I\’L+

¥ oruae Q2 =fee| Kkt > (x7 %x) contiene 21 fmctor
D X4 d X4

. P R T : . - . \'J‘:‘*'l,

i are olounn i < » "Juec = oy A7 € I\/‘, H

por consi~uicate:

Ll RN r el )
(% cmA@en) s 3 e KAL)+ T

De los wonrtados 3.2(4) & 3.2(7), se infiere ocue cual-
quier genercdor d.l ide:l I.Z“+1 pertenece & 1 cuma

11”1 nor lo fanto

i A (N L)+ 1+ \‘//LL E 1
Y oA ( R+ )+ il y vl colicer el Lemo de
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Nelzoyomn 1.18, se concluye "ue ! cim AR+~ )
toto sigaificz, de ccuerco -1 Teorem:. de Stefon 1,24, cue el
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Lo dizensién el f{_bu cio vectorizl E/ I e

aim(b/ ) = _(n+ X

Democsir.cidn

se hrnce TOT induccidn sobr: el nftmero n+k . St
n+k=0 entoncec n=u ¥ =0 § o1 oabos cosos se estd an. li-
zento 1o Gizensiba deliT\—:Sﬁécio veéetorial dado wor el co-
ciente ae un walllo 1ocrd entre gu ideul mexiazl, Tor con-

siriiente, el iz-uierds do lo jourldnd dudu e ol

Lemo 3.3 ec 1o, en t-nto ~ue i n=0, entoncec:

) - N 1: . . .
R =1 v oi k=0 entonces
e

0; I i

(n+ 0); = n; =1 ; mor lo. tcnte lo aseveraciédn hechn
ny VUi e
en €L Lo L.l o verdrders. para el CLs0 n+k=0.
Supbnocee in nauetivaminte ~ue nora todo por G€ numeros
notur.les € Ut ta1co rue O£ s4 ten+t k-1 se Si-

ticface 1o isuwlcud

ain o / I“-t"-H = (S + t)i _)-.)(l)

1.~ Recufrdcsc rue L, es ¢l snillo de gérnenes en
el origen de funcione:t cue pertenccen &
¢ = ( ,’Rs’ 'R ) (comsulte 1.0(2)) y oue I
e eu iGe:) moxinsd (ver eorcm: 1.2

0,. a ccntinuicién £e Gemucrtre ur 1o iswlded
3,3(1) se sctief.co DLIT el coso  S+t=ntk
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i
gonde  %X%= X"V yeeny x;n yolecl = % Heeed =, =k
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1o x™= S e, xo o, cicoore cu.nge  =<.=0
o bien
<1 Lox Nt 3 nno
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e B
S =

. Jead
1os subesnucios ¢e B/ M= J
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¥ del tivol y X del

genersdos BOT 1re clrses G les

tipo 2 resmectiviiznii.
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I Y por 1la hinotesis Ce induccidn ye scbemos cue
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noTi. CLAtIEnios nuesirs atencién en.acuellos germenes de 1.
sue tienen cocimensibn menor o igurl ‘wue C , donce C es un humero -
paturiel menor o ifuel k-2 o fin de establecer .lrunas relnciones en

el esmicio ¢ I jete v 17 entre este conjunto y ¢l conjunto de gfer-

meoneo Ge cocimensidn msyor sue C.

p.pr: conseguir ecte objetivo convicerese los sifuicntes con—-

junto: ‘ :
T = 4n e P/ cod‘(f;ylk) - c}
L. - {q e 2/ oot '(f"k‘z"') = o}
2(: {Qez.:z/ coc‘:k(}’L) zc}

! ”
—Q cr le 1l.mord cl ¢ estri_io de MT . 3.3 (2)

| 0BS:KV.CION
2 .
¢ es le unién ejena 4z cur c- estretos ecto €s

l H‘mu?u...uru...un
3.3 (3)

] Ls re-én ouc jussifice. ectn nseverncidn se opoyz on el hecho
‘ ¢e -uc Lo codimensidn ce un ceraen es unicoo.

~ C % .
Considercse el hozomoriismo Iy 2 —1"  Gonde 17 = L’;z/ e+l
3.3 (4)
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O fin owe ooiliwr 1. dedostri.cidn Ger Teorem: 3.5 =e hace

necescrii. Lo sifuiente discus ibén.
Defin. ce un inverimnte T(s)mre o€l

manerc, —1lijesc uvn Leraen hk nu. este cn li imogen inverse de 2 bejoll

-1
i"l € Il ( ) cnatonces }’l pertencce o1 jgenl 17 cny conmecuen

jdevl cengrodo mOT 1ng e reinles de

ci: ¢l ide:l rencrifo cntonce. o
Q cca rocoecto Lo Xg eovn contenido en el ideal maximol Iy visto

como IR cgpoclos v vectoriaie: oo fient Tus A ez un =zubespacio vecto
ricl de . lueszo catonces ce Qqeling

(s) = ¢ic - _ \
( A+ s/ 3.3 (5)

-

indevencicnte del gormen I elecido

fermen €l I.Ig tul oue W(lf):ﬁ(\’l):

742 . .
[ORNA coto w o fu veco iznlice auve

~

T (4 ) asi definido et

-

]
n efecto, =ew 12 wi
entonces l’{- }’U €

2 - d -
QXL D XA

y en consecuencis _b__g_ c Al . Y 1=, . ’Q
S : .
K .
donae A o= A ( Ach + M o vien

A+ Il. C A

Ireiendo ¢l

) probindose il

A%

~icT o TYoceLd enl ¢l Troonamiento entericr median

. ! 4 i .
te 1z custituecién de Q noxr iz' ce obtienc A st e A+ csbis con -
" I M

oA X e crud ove Y '
+

A+ o7

tenciones iznlicon A+

y mox Lo iato dim A—-————v— > = dim (—[—y—-—'—"‘"‘)

wuzs no Lezpeade del rearesen ——

e: necly Z ( 3 ) cetl vl

t.oate eleziao,
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EL egipuiente tew nor dice nue relucién exigte entre { (E)
7 L. cotlmeacidn cu oun feraen l'l conue l’)c L e licten inverss ae
. ’\./ ’ .. - B
sz pujo I { conculue 303 (7))
Loia e
-1 )
51 0=(C = k-2 el (&) cntonces

1Tz =c
I7( >c

En este caso ( (£) v cod (1) vueden
\

imnlica cod (\]

o

sd.3 il cod

v

Ser

DELOSTRACIO!

I Conciderecse

) [
(n) = ¢

fifcrentecz,

(2)

i -
A+ cA+ i ¢ oo chAy c A+ =
Bet: sucecibén de I\ cshncio: vectorizles tienc cunndo mes k-1 conten
ciones npronicg:r sLnionc w1 construlr la sifuiente sucesidn de enimor
-~ T - o —
fismos: S —tp ettt ey e L. =0
A+ o L+ 5 AT + i
6 ogutiens
0= dim ( - N\edin ( )5 cer 2 dim( b )= 7 (2)
g -2 K
A + u A -+ A.+ I
Luzro entonces 1o wnics mouibilidnd es tue alguno de estos
e oimorfismor se. us ironoriicmo, yu rue estrumos susoniando T (2= ¢
v, - \ s : .- - ot . . .S
v ¢ = k=0 4m oconscca.ucinll /A 4 ez icoworfo & Il /A + L
R =1 .5 -
por coneigaiente A = A 4 2° ozye diTn £ £k
‘ s o .. 8=l -
Lsto eifmifics que 1577 esta contenido en A (sfguse la er
. <'°
~uaentocida heche ea 3.1 (2) ¥ 3.1 (4); wor lo ssnto A=A S v co-

mno e <X ¢ntonces A = AT H nculte observacidn 1
ooulofue - = - Por 1o tonto dim (0 ) =
Yo
A Av [\
= ? (:) _4_.' C ’




1I T (=) = Ccowo A+ " 5 [ envonces /b—2 /A * nor

conciruiense dim ( - ) = dia (. ) wi dueelr cod ('?)2'{(;)>C

A B A+ .Zt

Reciprocmncnic e . rz W ~oricen en 10 sue satisfapn cod

("2)> ¢ pnaru ¢ £ k-2 cntonces ol T (=) fuesc menor o igual cue
¢ csto nog conduciri:i mor I de lem. J.4 @ "ue 7 ()= cod (YZ) aue
clurmmente e contruone con nuestr. hindte.ic iniei~l cod (Q)>C
Luego entonces necesurizmanie T(s)>C .

aétese ~us ¢osconr de rus () ciempre cs finite 1o
codimensidn (!’z) ‘usa.s cuc no lo coo

zn efecto 7 ¢ A+ &7 entoncer —

pe whi ocue din =y = odim | . )

)= cim (&€ )-1= MJ:::J.Z/
Mr M~ w} (K").’
3-[3: (;‘.)

seto muestre ~ue (( = ) «lemire oo finiten, ahora basto

pero Ge. Lléi 3. 3. BL coomace nuc dim

consider=r Wu HOTEln "2 ~ye no 1o e finitasente determinedo y al

aplicar 1z proposicién 3.1 se concluye -ue cod ( r? ) ce infinite

]




T BORENA 3.5

i z AL

- ey

oI U=¢ =i~z cnvoncer ¢l espacio de k- jete I™ = 1% / 17 »puede
, ; . K
exnresurse coxo l.. unibn wjens Ik = -—n—: U= y en este caso é_“
ST <+ [£
reoults cer un- voriedod recl o _'{tebréicu cerratis,

DENMOSTRACION

V.
<.

Como ,IT: JT———+ 1" es un evimoriismo cntonces parn todn
4 e 15 oriste i? S 51 aue a( "(3) = 4 tcomo T( Z) es tni
cz (consulte 3,3 (3)) v & £ -2 entonces conisten do: nmocibilidr -
dec  (( 4 ) we menor o imuzl ~ue © 67T ( 4 ) es estrictamente me
ror ~uc (3 ea ¢l nrimer cuso del lexr 3.4 incico I oo deauee nue
cod (‘2) = 7( 4 ) = € v de loo canrtedos .3 (2) vy 3.3 (4) sc
infierc cue < ( v’Z) = { 4 ) nertenccc o =L

3n el scrundo caso Gel lem: 3.4 incivo 11 ce decuce cue cod ('?)>c

y de lou ppurtados 3.3 (2) y 3.3 (4) so concluye sue ‘T/'('?) =

e . . K
ce encuentr. con cﬁ- finelasente cozio 1. interseecidn Qc con
A
s

== e voeiw (consulte 3.3, (Z2) r os.3 (4) ) sc concluye nue
v
L+. i C)K 5 . . . .
1o unidn I = - s, ¢o ongent. . Unlehuiente nos restn por de-
. K5 . - ol .
mosiror “ue = ¢ce unn vordednd clrebrficr cerrigo.
G X] .
Obcérveie ~ue - Iav =/ iuenlicn
IR - N 4
A+ A+ 7 /e

.
Wi

the I
Gim ( “ ) =adim ( * ) - din (A+ ) o e~uiv.lentencnte
—_— — R P

A+
sim (A% ) = aie (M ) - aia (
A:A: N A+ “:.‘.

gscriimee G0 ( o) en ves ae dim (A+ ) eatonccr 1 iguslidod

R

)

cnterior -dont: 1. fora. g ( 4 )= (n+ k"')" — =0 %)
N Lic=1)/
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(GO Geve Sesed U0 oo 0 i ) Mo eonci;adont. (i 'T( + )20 wntonces
g - z nt i~ /.) Do L= o= o
T« Jo<C (ntk L 3.5. (1)

W20 Lien mor IT de’ Llemn .8 ze ticnc sue e nor de |

Ve
finicidn }2 €1 / cod '?) > G, Z ’7"('? vero esic conjunto -

\
eL e ulvilenze & ZZt A y > j? ;JCI YT (s)e m}con i
K ‘ -
Luero cnvonces == esté cirseterineds vor 3 € I/ o (4)em

continuncidn te duzostrar’ -uc dete Gltiro conjunto es
. — " - . - < .
un. viricass lcebriic. rerl ¥ nor lo tinso tue £ ec cleocbrédica.

siors conridéreie o I = " Co20 un =uvecpreio vecto-

ri il e 27 o= B cei . crn.olo veetori ol et rmeneoredo vwor o ——
~ -
cl e & Lol moasmiocs Ui trado lxior o ifall otue Do cilboli
———— AP i
20 T wonus 4 S JelE R conrulns Muorens 1.9 ) om0 4 € I entone
- C o - . ;
csL L= 2 b=y Be R luers eatoncer UE . ik-1ca consc ——

ad

— . "~ P
- ol = = o X7 oate #
-_— {

rodo o £ i = L, ..., n o de ehf tue A4 0T cer @) cubespa
: . s s H I
B -
i
e ~ T .
cio vectiori.l de j"*‘ cenercTe vor S uF (tui:occdr elezento
~Ys
P
- - 2 a - ) ~
del iderd A+ 1T e 2o I oforma = _Mn f * ph don’ /4(’
<z .k

1, ) i , .
LU0 onienc . mor .7 (£) y oraensndo 1o zmwldifniicer [3
de oo onere L ondoono et l odo et o = (M- l)/( DOnEuI -

vid (K-:)/
d 4
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NEC W Do ol ) .. o wiune cue port o tole multilmdics ¢ norie meyor o

Ji

.. oy . = S / . /-
101 2 I L D« B B O S W N - ¢ YT B S 151 LU V. C.oouno
~ i Y “ __?/_T_ X' = ‘_:_’ a&j j j
L/ 0 ’L -t -
~ ot
. E . . . . . .
txoio. roncrewiorer M o 4 cos . oorien menciom ¢ oen ¢l nérre

fo wznterior,

Ll Liruiente nzio es congigdercr 1o meatriz de n x ¢ dada

i3
o
)

’ .
( CZL’" ) cuyo ren-lén -4 corresnonde & lut coorcenadas del vecw j

N " - / . . 4

tor C/7 y'con rezvecio o 1z bose l{, e 4 Vg , ec decir, vor :
cr X
“~

lnar coordenaéss = 10l vectore: ~uz senerzn el subesvacio vectori-

o X A+ o .

- : . - é \ < A
Por concimmienve rong | 67 Y = die (&«

} cue e -

' ..

) .

Luero entonces O 4 )< ™M ( ver definicidn de wvn en --

QS

mor .elinieida  J7 ( . ) eatoncer rens ij ) = G (

3¢5, (2) ©i v eblo i , dim (A+. “)emei y sb6lo ei, runc (C:ﬁ' )=

wocdlo Ll touui Lo: menorer Le

I
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(&}

. % VOr
A —
o,
5
Qo
L]
jah
(3]
3
i3
S
2
o
=
I~
:
—t
§

. Ry

€ wi condicidn clrcbriice - i

ot

SUs WM L0 Criul o0 EGTL-BE CAIIEILD

yioovme taozenor e orien muyer ¢ iturl o Tue L corresnends ooun deter

sin.ntey y ol €eto ef corloentonces ge £rTila considerendo loo ceros

Por consisuddentce = =
C+

N~
s
o
1
\\
N
[€N)
A
3
(S
2
i

¢.r.Cuerizudl por polinomios sn 1 viriitle C‘i s « nETO €8, DOT VO
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. .. .- Nl 3
inozio. con vuriciles, de Gonde :rvciivemente = CL ount. vi-

yicled re.l lrebr’ic. cn ¢l espacio wvectorizl DT,




COROLARIO 3.6

: Sh K . . . i
ejenc I = TV TG L. U T\ Uz ovore todo ¢ = K-2, mfc -}

/
aun

veriecedes ol ebrdic:. .

DENOSTRACION

~ by
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2or

Yor

wl eegpicio de k- jote I pusee eipreserse como 1o unidn

1.

(3 [3 K
ZT‘ = <3 - :q

¢

K=t ’
ec c‘xeclr R e unc diferencis de dos -
<

Ci

i k —k
Yor ¢l Teoream. 3.5 ee tiene cue I = —Cl U <=2 Dy e

<t c+t
1. K
- - . - e " LS
o Lue{to £1 C= =z envonce: d = —Q U é €2 uns -
K-2 K-t

K
Anorz, nor dciinicidn AKZR_;- ar ( —(Qm,—z) (con:ulcc
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8

P \ . - - 4. CO o
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& Ny o -

M ¥ coa () 2 cs ;é

I3 ~K

. K - \
L0 tuato [ = . - =
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mente e ur. dilerencin G2 fes voriocd: oo lsebriicns e weuerdo 21

Teorer 3.3.
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<0 T.oatoe It = ]0 U eae U e_n /_.__k ; .
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Sew f’z wl occran oo 7 Ao colivennida ¢ donde

V-
0 £ ¢ = -2 entonce: 1r &rbit: de 3 ‘(7’("?) , (4,67 ) ec

—

uni subviried.s de I de codirmenciédn ¢ .
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¢ 01 OTreé DPArte oo lems 1.1 oZiroo cus ¢l mlono toncente- k
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. o ;( i OFa ,
conjunto ¢ n veevore: iinc Yoents cesoncientes, Luceso entonces —-
cigten n nlnoro recleos al, cee oy Oy, no todo. curo, toles rue

14 ~
/‘f o - )'Z’ = 0 v ( lod vA )

x.

X

“.
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eevo nisniole . w = . 'y //; C,"? = 0
Az Sy oA TR
(RN “ X
i z o 2
=g ! < o
- oA
st~ { -y "). - ‘
- ¥ -— — 3 - B Y
— '( e g - el ! .._.Cj_.'_(,. = 0 3.8 (1)
P E‘) AL .
Por oIy Ut i . ot ono se ank
1- on cerc v por comsinuid~d frmnoco ve maul. en unn vecindid del ce-

oonpeverseidn wss otCery' r ~use /11 € 7 immli
ey —

—_~

ce //ui( ¢ ) =0 ¥ G in smdencels linuel G (7-’ zv tienc nue
- o Ly
eyxiste i menoo wn. iocoen i o< i< on B locur i ;70
. 7
e 4 et A s g s o et
oo fo=zin p il f J‘{’3.8 (2) entonce: i (0) =
-
= = (- () e AT
* L -~ R . ) .
2uss ) o) F 0 »oxr conzigulente el cumno vectorisl X
C‘)Ij :
no oC coul. Lo Wl DUWNTO M OCOLO U0Go crmoo veciorizl rue no se znule -

travéz Cc

(

1oculmente como un'. soln coorden..de

-

un cazbio de coordn G en el dominio) , entonces

medicnte el siguiente cuamblo de coorden due:

(xl 1evey Xn)

( compzre con 3
1occlmente como 1o coordenuén

Ahora,

idéniiczmunte

ol
c

nificc cue
Por
1.9(4))

tzzpoce de

—p (yl yeouy }rn‘) A014e

se tiene oue ¢l crmpo X onuede vérsele

)
o4,

oue

o7
oY
cero er tods une vecindnd del orfgen;
de lz verichble

de 2.6(1) se ticn 5 el germen

ésto sig-
N

ec indemendicenie

consiguicnte ¢l k-Jct de 7 (consulte 1.9(3) ¥
pende de 1o vericble yq 5 Y de =wcuerdo &



1z a finicidrn acauw en i phrrefo previo . Corolinrio 1,75,

ce tiene nue 1 esconcic del gerwen fo R infTinite, 02C

N

S

1

~

del Coroluric l.e5, ¢ infiere uc et{(1) ) 7B, )
de :lc Proposicidn .3 ce conciuye "ue 1o ‘coc"aimen:;iér‘l dc r(f’
es infinite: écto nos conguecc & centradecir nuestro hiné.
tesis iniciel cod( i?) ) L0 en consecuvsncic, 1o
codizensidn dim ( )4 n es impouitle, por lo tznto
M4

dim( I ):n.

\



c A P 1 ¢ U L O 1v

Clasificacién

Este eapitulo catd dedicado a completar la clasificacion ~
sugerida en el Capitulo 3. Fara ol caso porticular en el gque -~
K=1. LEeto e3, s¢ hari la clasificacibn purs aanellos gérmenes de
codimensién menor 0 igsual que 5 y por Do se estard trabajando~

. . 3 2, .5 . . W)
en el espaclo de T-jets I =H /U conpideradc como H\ ~gapaci

0 vectoriale

Los conceptos que aparecen en ¢l diagrana 4.1 se justifi--

can de la Proposicién 4,5 en adelanie, - sunio gue @l Teorema -=
.2, €l corolario 4.3 Y el Teorema 4% relucionan la teoria desa-
rrollada €n el Capitulo 3, con la clasificueldn recumida en dicho
diagrama. POT esta razin, pucde resultar conveniente empezar la -

1ectura de ¢ste Capitulo a8 partir de la troposlicion .5 hasta 1 a-

proposicidn 4,17 para continuar con el diagrana 4.1°¥ concluir ~-

con el Tcorcma 4, b,

gl siguiente es un breve repaso de los conceplos ¥ defini-
ciones gque estaremos utilizando a 1o 1argo de este capitulo y que

ge mencionan &n el capitulo 1 ¥ 3.

B denota el anillo jocal de gérmenes en cero de funcio -
n

nes de clase ¢ con dominio ﬁK y contradominio My ¥ a-

su ideal maximal.

0
G es el grupo de gérmenes de difeomorfismos en iTi que -

manden cero cn cero.




mor{ie1:08 gue o

54 Q e

qu idenl Jacoblan

(R

P 0

§
{

it

Mg

1

1
entonces [o

en el espacio de

Indicrcicnty

pzal
@

+

-1 rupo de T-jets de pgérmencs de Jifeo -

3 N e
SLo Lo i D e

2
un permen en el -ideal Mo entonces A denota a -~

|

oy cod (3Z ) = dim N

e M/ cod ()

e M/ cod (<
¢ M/ cod (n) >C} ‘

we s éic ser4n las imdgenes de ‘E\,ILE, Z. 7

7-jets I' = _ M _

18

tntoraretar el Dingrons 440
Giomifics ~ue la orbite ests on ‘g{: (consulte 3,3(4);
28 1z 6rbita 1 1 folinomio z bujo el grupo G7
es Cecir (%, G ) {conuvulte 3,6(1) y Teorema 3.7)
Tndic. “we lag érbitas con signo + y con =igno -

son ¢ drbitas distintes
f
N 2 2
y ﬁd" Foaet X = X mree= X
\ ? v Gl Ve
(consultc £,06(2))

Lo priebrz  cod ecserite en 1z narte superior
i . refiere oo la codizensidn del es-
(consuite 3.0(1) y 3.3(3))

Zoul

% p l:prz cod escrite en la porte inferior derecha
ce refiere a la codimensidn del estrato ea J

Las CUSFIDES son las érbites que contlenen exclu-
civimonte una variable esceneial, la cuasl se iden
tificaréd con la varinble x fcongulte 4,3(8),
4.12(4), 4.12(5) y 4.13(6)),

Las 6rbites UMBINICATHES son acuellas cue tilenen
exuctamnnte 2 varicsbles escencicles %, y.
(consulte 4,17(11) y 4.17(12)).




\u\’

clzsificacibén de Orbitas en los espacios

ge 7 dots 11 =22/ y dT=u/ub

& QO ( tforse Srbites de ginguicridades estables 4.8 (2))
&&  Orbita Regular 4.5 (4)

B it ke g kA




[

i

fupdngase que Yyt se tiene hecha ¥ Justitiooda 1a alnwivicacion  —--
|

presentada v sl dicoroan ey sritonoed pOoLindd srunginr y desos =

trar los 3 rroulindoa gignivntes:

Teorema 4.2
5 e s ke T _ 2 Bt S T
En el espaclo de 7-jets I' = H / u° si so excluyen los
1
< entonces hay exactamente 16n~7 6L

gérmenes que pertenceen a Zm, o

7
bitas bajo el grupo de T-jets de difeomorfismos G .

corolario % 3

gi 0 £ ¢ < 5 entonces el subconjunto de 1! que consta
. . 3
de todos los gérmencs de codimensidén C , €8 decir, TQ , s una -

subvar:edad de I7 de codimension C.

Peorena .4

El espacio de 1-jets I7 es la unién ajena de 6 subvarieda-
des de I7 de codimengidén menor que 6 con el conjunto de T-jets -
que corresponden a gérmenes de codimensibn mayor 6 igual que 6.

Simbélicamente I7= T\: U T:} U... UT}} U 2:
3

para todg C= 1 yesey 5 se tiene gque F];\ es de ~- .

codimension C en 17. -

unién ajena Y

pemostracién 4,2

cer es sumar las 6rcitas que apare-=

Lo unico que hay que ha

.

cen en el diagramd 4,1. Estas son ¢

4,2.1

n + 1 6rbitas gue corresponden a 1as singularidades esta~---

bles, cada una de estns Srbitas consta de los gérmenes de rango n

e {ndice n- 0 donde 02«GC < n (consulte 4.8 (2))

. ,




h.r,2

Tn orbitas gue coveesponden a los glimenes de rango n-l , -

a los cusles se les denominard cuspides, cada una de estes 7Tn orbi-

tag contienc exclusivamente gérmcnes de indica n-1- ¢ donde ——-
O

0 <0 < n-1 (consulte 4.12 (#) y 4.12 (5)).
1"‘02'3

8 (n-1) orbitas que corresponden a loa gérmcnes de rango -—-
n-2, a los cuales se les denominard UMUILICALES, cada una de estas—
érbitas contienc cxclusivamcrnte gérncnes de {ndice n-2- ¢  donde -

0«0 <n-2 Sunando los nGmeros gue aparecen en 4,2.1 ———
<N = . 1 o

4,2.,2 y #.2.3 obtenemos el numero deseado de 6rbitas, a saber -—-—-

1611—7.

Demostracién Corolario 4.3 y Teorema 4.4

En virtud del corolario 3.6, I7 es igual a la unién disjun-

ta T‘:q V.. U TS U féq tuege T ~%,: T;?U'I“,JU
LU

Por el teorema 4.2 se tlene que 'ﬁ;;es la unién de un numero
finito de 6rbitas, ademas, para toda c= 0, 1 yeesy 5 y gracias al-
teorema 3.7 sabemos que cada una de estas 6rbitas es una subvarie--

dad de 17 de codimensién C .

]




NoLeLe aun rueebra elasificacion dada por el dingrema el -

1
tambien nog dice qie f;c a5 la union de un ni..uo finito de par

tes, caia nna de codimension mayor O igual que b
La justificacibn de cota aseveracion cuth jmplfcitomente ~=
contenida c¢n 108 anunciados de proposicién 5,11, loma 4,15 y Pro-

poaicion ne1T.




Derinicidn

Se dice que un germen Q del ideal M ec8 regular si la -~~~
parte lincal del germen IZ es digtinta de cero, csto es, si

j1 ( 7 Y £ 0 (vease 1.9 (4)). hot (1)

ILa definicion anterior tambien puecdo formularse en estos --

términos.

Un gormen lz es regular sl y colo st, existe alguna

£=1,00,n tal gque _OR (o) fo.
VXL

De esta definicién se sigue inmediatamente que el germen de

~n
la proycccion X ot ﬂi'“——b]a es regular.

Proposicién 4.5

La imdgen inversa de & - {O} bajo .el epimorfismo canédnico
je M —® 9;, coincide con la drbita de los gérmenes regulares.

Demostracién

Para probar esta proposicién, ‘nicamente hay gque. justificar
las dos igualdades siguientes:

- - o} {ge 5/30%) #0}

2.~ 51 es un germen regular entonces 4.5(1)

(n,6) = §e B/ 3 (g) 7{‘0}

La primera de estas igualdades es inmediata, ya que j (%)

es distinta de cero, si y slo si, (3 e 9] - {o} y esto il-

timo ocurre siempre y cuando el germen pertenezca a

5 (%, - {o} ) .




TATE ;}n::‘ui,ficrn‘ 1a v cunda i,L;‘.nl_d:-.d, Sapnpesnt que
¢ ( ) antonets exiaste \66 (D/]z - 0 X ; coro
’ )
P es repulal y )’ es oL germen de un difuumori‘iszao, entonces

3 (%) 740 y i (}Z) 40, por consi(;uirentc,
3 ( y =3 (QOB’ )y = 4§ (}Z) < 3 (Y ;0 (nase 1.10 (2) »

1.10 (N Y 3 cn 1.12 (1), por 1o tanto

Uf(,fo)c gér:/J(g);!o} 1.5 (2)

para gxnipir 18 otra contencién supdngAse que Q f gon
gérmenes regularede Se probnré que )Z e8 cquiValenbe por 12 dere
cha con .

fn efecto, como ) os reguldT entonces para alguna

4 £ n b? 4 0 3 naciendo ugso del Teorend de 1a Fan -
R S

A X;
cibn Implicita,":;e obtiene ques 1ocnlnente, el germell iz difiere

del germel de la proyeccibn X ¢ ] "“"'—PIR por un aifeomorfis=

mo en el dominio, ¢ otras palabras Q ~ X o Anélogamente, ra

ra alguné j&en se yerifica %y ; como las proyeccionea -

Xy Y %3 difieren entre si PoT un dife'omorfismo (el difeomor—~
figmo Que permuta cxclnsiv:amcnte la soordenada g por 1a coorde-
nada 3 en T’\ ) entonces poT transitividad ge concluye que -
Q/\J esto significd que c ®/3 (é) # 0} C (Yz,(o) .

gsta contencién y 1a dada en 5.5 (2)9 justifican la gegunda jgual

dad que aparcce ©n a5 (1) o

O



LLS

je 1a Tenrosteién 4.5 se intiere que el conjunto de todog -~ -

los ghraenes yesulares del ddeal 1 consta precisanente de agque -

1los gérmenes gque no tlenen singulacidad alguna, dicho de otra ma-

nera, no son singularidades.

Recuérdese que %K = M__ Y Ik: Mz

Mk+ 1 Mk+ 1

Observacidn

7

gon isomorfos

4,5(3)

}
Los cspacios vectoriales % y 0{' x I

. 1
£n efecto, de acuerdo al Teorema 1.9 use tiene que %: M
8
M
es el }R-—(’.Spﬂcio vectorial generado por las clases de los monomi-

os de 1a forma X donde 1 < 19 1= 7 (consulte 5 en 1.9(1)).

Si V yw son los subespacios de 8} generado por las clases de-

o
los monomios de la forma X donde 11 =1y x°° donde
: 1
2 <« 10 1 < 7, respectivamente, cntonces es la suma -
. [
directa de V + w ademds V es isomorfo a %' = My Wes-
2
7 2 + M
isomorfo a I'= __H por consiguiente {A( es isomorfo a

1 MB

%‘ X 17.
De esta observacién y la Proposicidn 4.5 se infiere que

!
( %& - {0} ) x I7 es la 6rbita de los gérmenes regulares en-

%}_ 4,5(4)

Luego entonces, en 0 x 17 8 equivalentemente en I7 se
encuentran las llamadas Orbitas Irrvegulares, éstas corresponden a
aquéllos gérmenes que pertenccen al ideal M2 ; la clasificacidn-

de estas 6rbitas irregulares en el espacio de 7-jets I7 sera el-

tema a trotur en lo cue Yvestr de este conitulo,




nefinteidn

. .. 2 .
sea nn person del idenl W entonces se define el ran
3 ’

go de h1 rang ( ) , como el ranyo de la matriz (a; , donde
*3

( ay ) es la nptris asociada a la forma cuadrdtica c]. = 3'2 ( V( B
i \

J
7.5 (5)
Qbsérvese gue (f_ ticne csociada una matriz simétrica
A= (7 Y de nxno. %,5(6)
J
#n efecto, el germen cs de clase c % (vease 1.2(5))y
2 2
luego entonces d (o) = 3R __ (o) por consigulente
aij = anl .
Obsérvese que el Tango de jk ( ) coincide con el rango-

de }z para todo germen del ideanl M2 y para toda K mayor 6 igual
. i .2 Xk '
que 2, yaque 30 () =3 (&) 4.5 (1)

De la definiciodn anterior se sigue que 0 = rang (}() < n.

proposicidn 4,6

Sea Y( un germen del ideal M2 N jk (Q):%\Lp' su k-jet , -
donde q. = 3'2 (12) es una forma cuadratica y p' es un elemento de =~
w ; i f es el rango del germen }Z entonces jk ( Y( ) es equiva-~
lente por la derecha con

2 2 .2 42 _
( x5 Y teaet xb_) )b‘” xf + p donde p es un polinomio

de grado mayor d igual que 3.

®




"o, Ve d /A
Desioatrneion

Cono 2 e el rango de la matrls acceindn a la forma cuadrd
tica ?— , pues por definicidn rang ( )’z ) = /,;f’ (viase 4.5 (5)), en
tonces el Teorema de Sylvester afirma que existe un Yecumblo lineal

n
de coordenudns® en IR el cunl estd dodo por un difcomorfismo b/

que satisface:

M =
St

i
M\ ~

- x§ 4,6(1)
' Jz

[aadki¥]

(3’-‘01’) ( Xy aeensX)) =

Y

>
(%]

Sea p= p' o B/ y como y induce un canblo lineal de coorde

nadas en cl dominio entonces p también xsulta ser un elemento en-

3

M por consiguiente el’germen

X C 2 Z 2

j 0 = < X5 - = X5 + esti en 1la Srbita del ger
A Y() 14 =L iTrw ite 6eL

men jk ( }Z) (ver 1.10 (2) y 1.10 (3)), es decir, jk (YZ) es equi

2+...+X2-2 m...~X2+p.

valente por la derecha cgn X1 - )&H C

(3
2

_Mj/rang%:ﬁ} ;

Sea Q, = {c% € M
I
/o< mng% < n} entonces clara

Sl Q: ?_E MZ—-M
mente Q= Q, U... U Q, (unién ajena); como Q es el !R -espacio

3

vectorial de todas las formas cuadrdticas cuyas coordenadas estédn-

determinadas por los coeficientes Ay 5 donde 1< 1i<j<n, (véa
se observacidn 4.5 (6), cntonces dim (C\ir).—. ¥ n (n+1) por consiguien
te Q es isomorfo a I2= _—_M2 _~ por lo tanto de aéuerdo a la ob~-
servacién 4,5 (7) se ticne Mque ’ v

122 U; =t Q/, (unidn ajena) donde Q,p = %é I2/rang (% )=/0} .

4.6 (2)



pefinicidn

forma cuadrdlica 421 , si ¥ c¢3 cl

sea  p el rango de unh

germen de un difeomorficmo que satisface

) G 7~ ”
( o ) ( X, yaeer X ) = 2 X?' - = Y7 entonces-
1 n i z B
Lzt =
se define como el némero natural =

el iIndice de cg., ind (g{,) ,

P v.
4.6 (3)




—————7

§
|

QbsorVaciGn

£l teorcna de Lylvester agegura que la definicion de Tango e

ente de un canbio lineal

no6 (&)

{ndice de wnd forma cuadratica ©8 independl

de coordenadas.

£n efecto, gi rang ( % ) = /a entonces por el Teoxrema de -~

sylvester existe Y € G otal que
oo,
[o} = X: -
% Y L= + 42T+

por 1o tanto rang (O ) =

My

2, X = (Qfo y') o (b"?ix)w% 6. '»

T

y ind ( © ) =

Ses &; el subconjunto de Q », Qque consta de todas las -

formas cuadréticas de indice 2~ — ;- , es decir,

PURID RN Jind (¢) =7~V 6 bien
4 ’ ! /

Q; = {Q ¢ 17 /rang (%) =p ind (%) = 7 _V} K
4.6 (5)

t

Por consiguiente

I 'S : P

Qyp = U 0 Q (unién ajena) 4.6(6)
4 7-o £

Tema 4.7

El conjunto de formas cuadraticas de rango /o e 1ndice/9"v~

es una srbita tajo la acciodn del grupo de 2-jets de difeomorfismos

2
( , es decir QG- = (g, 6" ) donde
r o

que se anulan en cero

v
%_ € Qf .




Demos b racidn

o
Vi
7

Sea gz un clemento de Q

. ¢4 )
quier forma cuadratica % en Q,

v

entonces por definicidén cual-

tiene vango o = rang (?—) e

ind ( %_)

la definicién 4.6 (3) y la proposicion 4.6 se tiene que cxlsten —-

YV Y

indice £ T = (véase 4.6 (5)). Lucgo entonces, de

gérmenes de isomorfismos que satisfacen :

v o0 c 2

(go ¥y ) (X, e X)es 2 - = X ¥
% L n é:| ; 4iy+l Z
(o yv' ) (A yeeny X)) = = K- = XS
?‘ X 1 n iy i e i

en consecuencia %_' = (%_o Y) o 8/'«1 , esto significa queQ}'
62

pertenece a la 6rbita de g. dajo

g

; por consiguicente

v 2
Q C (av 67 )
4 T
para la otra contencién considérese g ' € (%4 G ) donde

%. € Q;

A

De la Proposicién 4.6 y la observacién 4.6 (4) se tiene que

2
¢ntonces para alguna Z’ € G se tiene que

rang (%.') = rang (k%_o X-) = rang  ( ?_) =
ind (%Q:ind(q_oY):ind (%)z/a_(r
en consecuencia %.' & d; , por consiguilente

2 o
(gr &) C Q,

en el lema 4.7.

verificandose asi la igualdad propuesta-




Proposicidn 4.8

¥l conjunto de formas cuadrdticas de rango /;) 28 UNa  —ee-

2

subvaricdad de I de codimensién ¥ ( n~ p )« n= 2 41 ) .

Demostracidn

o o
De 4.6 (6) se tiene que Qp = W; = 0 Q/, y el Lema -

4.7 afirma que cada componente @ es una orbita bajo el grupo
q Y grup

G 3 en consecuencia Qﬂ resulta ser una subvariedad de 12.

Para saber cual es su codimensién procédase de 1a siguiente

- manera:

Toda forma cuadratica <% de rango . puede expresarse de -

K

acuerdo al apartado 4.6 (1) en la forma

G A

% = = X? - é; X? y de acucrdo a la observa —-

Az R Y *
cién 4.5 (6) se tiene que la matriz asociada de ?, es una matriz-

0
de nxn que tiene la forma o o/ .donde  E  es la matriz-
diagonal de P X 2 que satisface
1 si 1< 1<l _
¢i,i = -1 si § + 1< i%p

Sea N una vecindad de ?, en 12, entonces toda forma cua
drdtica %_' que pertenezca a la interseccién N ()-QP tiene -
asociada una matr{z simétrica de n x n de la forma ( A B

Bt ¢
donde A es una matriz simétrica de P X P cuwa determinanté-

es distinto de cero ya que rang (%} ) = /a ahora bien A e3 una

A-1 - o también resulta --

matriz no singular entonces -1
-t (A 1

ser una matriz no singular donde I es la matriz identidad de ———

[ R —




( n- o Y ( n- 5 ) y vomo el rango de wna metrlz no se wltera al
{

ymltiplicnrla por wna mabriv invertihle entonces se tiene gue

A3 A~ 0 A B
rang " = rang t, . -1 % =
B ¢ ~BA") 1 B c
I A B
= rang -
0 c-B% A~ B

Por consiguiente, para que el rango de 4. ' sea /a es ne
cesario y suficionte que C - Bt ATT B sea la matrfz idéntica--
mente cero ¢ equivalentemente C = Bt A~! B . IBsto gignifica --
que toda forma cuadrditica que perteneszca a N N Qp tiene-~

asociada una matrfz simétrica de n x n de la forma

Como puede observarse cada una de éstas matrices queda:—-
unfvocamente determinada por las entradas de las matrices A y B.
Por consiguiente, la codimensién de Q/Q en 12 coincide con
1la dimensién del espaclo vectorial de fodas las matrices siméiri-

cas de ( n- £ ) (n-p ) por lo tanto

cod ( Q/T Y= ¥ n- » Yy |« n- o +1),

]

Gracias a la Proposicidén 4.8 ya es posible hacer la clasi-
ficacién de un nuevo conjunto de gérmenes en el espacio de T7-jets
I7 ; estos son precisamente los gérmenes de rango n  los cuales-

tienen codimensién cero y determinacién 2,

At




En efocto, 1T oy ioonerfo a 17 XM 12, del apnrtudo

4,6 (2) se itlene que

17 . X/ 8 L;L:(’) 0 13/ 18 4.8(1)
'

Del Tema A.7, 14 proposlcién 4.8 y del apartado 4.6 (6) -
ge tiene que Qn X MB/ MB ¢s un cenjunto abierto en I7 'él cual
puede exprusarse como una unién finita de 6rbitas, cada una de -
ellas de codimensidn cero, o8 dneir,

w37.8 L R Gy w3 B
Q, X ¥ /= OLL__O o, X H /M , 4,8(2)

A las n+1 6rbitas del miembro derscho de esta igualdad se
les denominard “érbitas de sinzularidades estables®, En eotas -
érbitas se encuentran precismaente agucllos gérmenes gque Sse estu
dian en la Teoria de Morse, los cuales por ser de rango maximo -
gon 2-determinados ¥ tienen codimensién cero, ya que el ideal -
Jacobiano de un germen de rango n coincide con el ideal maxi--
mal M, de ahi que W = G Ay Moo= {o} (consulte Teo-
rema 1.9 y Definicién 3.0 (1)), ‘A

Obsérvese que Q, X 1’ / 8 coincide exactamente con 'Tz?
(consulte 3.3 (2) y'3.3 (3).

Ahora se analizan aquellos gérmenes de I7 que pertenecen
a la unién U?;: Qp X e / e ya que los gérmenés que perte

necen a Q X 1w / 8  ya han sido clasificados.

supéngase que Y es un germen de rango p < 1 y de acu-

erdo a la Proposicién 4,6 se han elegido coordenadas apropiadas-

X1‘, eee 3 X con las cuales el germen jk ( Q ) adopta la -=

, 0 A .

forma ZE Xi - ;é; xi + P v donde p' ¢s un polino--
L=l AzGH _




s
o
=
[3+3
on
kpd
o}
s}
~
<
Lo
Ca
{ =
-
—
[t
=
o

3 dAppeadicnte de los variables -

En cstas condiciones la clasificacion de gérmenes de rango
2 donde 1% p< n-1 y de codimensién < 5 oe obtiene-
1y 1la informacidén que se extrae al analizar las varlables

Kypq 1 ocee X, a 1ns cunles se les denoninard "Variables Esen

eiales" ; esba nomenclatura queda plennmente justificada en el -
3’;

giguiente teorena, el cual proporciona un criterio para reducir -

el ntwero de variables de un germen del idsal HZ. ’

4.9 3>




toorena de Heduceidn 4.9

Sea Q un germen del ideal M2 de rango p < n, entonces ~-
para todo nimero natural X > 2 existe un germen § en el ideal -

M2 que satisflace:

I.- }2 es oquivalente por la derecha con § .

T s
- 35 (6 = g+p donte g=- = 2 - = X,
R TR

p es un polinomio que depende exclusivemonte de las

variables esenciales

IN

X, grad (p) = k.

o1 y eoe 3 X Y 3

n

Denostracidn

La demostracién se hace por induccion sobre el numero natu-
ral kX . En cfecto, de la Proposicién 4.6 se tiene que el 2~jet -
de ? es cquivalente por la derecha con la forma cuadrdtica

T, 7 2 .
% = ’2 X - 2 X5 . 4.9 (1)
Lz Jz 0+
(véase 4.6 (1)), verificdndose asi la conclusién del teore-

ma para el caso k = 2.

Supéngase inductivamente que para todo nimero natural S

tal que 2 = § < K -1 existe un germen § en el ideal 4°

que satisface Yl Y] §~ y i(¢) = $.+ p ( §p+1 yeers X))
donde 3 £ grad (p) = s ¥y %. como en 4.9 (1) .

En particular para s= k-1 se tiene que en el espacio de ==

k-jets, iE jk ( § } = jk_1 ( 5 Y o+ § donde
K

= at oy - 4.9 (2)
l;?;: K tj o




(conuulie apichalos 1.2 (3, 1.9 {6) y 1.2 (1)),

Aplicando la Wipdtesia de induccidn se obticne que

x S 2
J (3) = it /‘j, - = J*J_'* P'(ﬁ ;H‘)j )+ (’jw-voﬂn
i=1 L j= 7 4105 bt
‘ 4.9 (3)
donde 3 < grad (p') < k-1 y es el polinomio homogéneo de --

grado k descrito anteriovmente,

Ahora aséeiese en una sola cumd aquéllos términos de ){ que

: : K
satisfagan

(=& oL o< n .
,Lj:,(j"'.,.';\j donde 1 £ i £ p ¥y = 1
!
. n
L 4.9 (4)
De 4.9 (2) y 4.9 (#) se ticene que cada una de estas sumas es
i c01inomio de grado K que depende excl inivamente de las variables

i

,/j a ) ademas, cada uno de estos polinomios puede expre
nla forma 24; Py st 1 =1 T ¢ bvien

) i v = ] -

; Jj Pj si i+l 2§ =p donde Py ( Pj) es un po

1linoamio de grado k-1 que depende exclusivamente de las variables -

Aji y sus ,_Aj»n (/jj s ""’,‘jn)'

Definase ahora cl polinomio P" como "
VJ /7
2 'j P - /é 2 }j P ; claramente-
J=a +1 J i !
P" es un pollnomlo de grado k% que depende exclusivamente de las va
riables «jﬁ” g see gy ’j n s por consiguiente.

~ : £
X~ ézljipi ()j_i"“')jn)-% 2‘:’3 PJ

(»Jj,... ) P (Mg e Hq) w90




thora Bion pora bala P2l vee v ) (para todsa
ARG AR BRI 7 Yy y para toda

o= 1y wse 5 noBE verifica D P@_ (0) =0

d 4 q
( )Py (o) = o) yaoque N1 (_”_u,.j’.n;._) s
0 4y b Yn :

un polinomio homogineo de grado -2 y como ¥ 72 cntonces

K~ 2203 por consiguicnte

B(‘ji* Pil (o) - 1 si 1 = h
B 0 3l i = h

Yn
analogamente B( /jj t Py \_(o) = N st 3§ = h
B jll 0 ai j = h

Luego cntonces €38 yosible efectuar cl siruiente cambio de-
i 5 4

coordenadas en ﬁ( :

CHyqoomes Hn ) g Py e ot Yy veeer )

.o+ Py si 1 < i -
X = tjl 1 4 entonces

es decir

iN

141 gl o415 120

para 1 = o~ se tiene que

2 2 2 .
X{ = <j T 2 ,ﬂ 5 Py | + Py en consecuencia




W

SR EU 2 45 fi 5.9(6)

ya que Pg es un polinomio de grado cstrictamente mayor gue K ,

pues por hipttesis K > 2 entonces 2K -2 > K o

gugtituyendo 4.9 (5) ¥ n,9 (6) en 4.9 (3) se obtienec que

0 2
.k <= 2 <= 2 R
J (S)-“- 10k Wiy PR P 45 +F (’:7/,04-1 pores ’ljn) *

52 Z

+ j‘ji 21.:1 Pi - j:‘/_':l‘;.'{‘1 2 /’:JJ Pj + P" (/:Jfol1 ’ LA ”‘jn) =
éé -k 2 éz .k 2 .

=i;_”13(X:l)-jfbrﬂa(Xj)+1°(xf,+1,...,xn)

donde p = P' + P' por 10 tanto el E-jet de } coincide con el -

x-jet de 4,9(7)
2 2 2 2 ' -
X1 + see t xﬁ‘— X\‘_+1 - ees X + P ( Xﬂ""“ g ee e Xn) o

verificéndose asi el gigulente paso inductivo.

Hota 4.9 (8) : La funcién que asigna a cada germen del - ;;
ideal M° el polinomio P (Xpq v oo X,) » como lo propone el -

Teorema de Reduccion 4,9, estd bien definida.

La justificacion de esta ascveracion estd GXpiicitamente con
tenida en la prucba del Teorvecma #.9. Por consiguiente, la clasifi-~
cacién de gérmenes finitamente determinados de rango /a<i n que ~-
pertenecen al ideal M2 es cquivalente a clasificar polinomios que

dependen exclusivamente de las variables eseuciales %ﬁ+1 y see s Xy




21 Teorena de e 1o 1,0 pnide sopeyitl Lunrse de
gigniente manerad
Todo grrmen ’Z que pertenece al ideal
' o
len de la foriaa = %7 = y2
wen de 14 e o RS Ty M
T € < < A i :]A1 j

por 12 derechn con un et

de p es el rango de lz y 4 cg un gernen g
M3 que depende exclusivamente de las vacriables apenaeinles

Xﬂ‘1 g ov* 2 Xn .

Esta formulucién del Teoroma de Reduccién 4.9 no 9

por esta razdn, s¢ o

sa en estas notas,
te resultado consulte

.

intercsado &n la demostracion de &s

Ta e

Mz ¢s equivalente

l>/L don

ne pertencced al ideal

e utili-

ugicre al 1actor que esté-




Coroluiio 4,10

Sea l? un germen de rango o< noque pertencee a) ideal -
2 o
(&

1" 3 sl g finitamente determinado entonces 7 eg equivalen
r 2
= 2 e 2
22 r la deracha con 73 ;- = X5 v+ P X . ] -
por la deracha Foxc g5 G (X pqreees %)

donde p w5 un polinomio de pro 1o mayor & ipual que 3 que perteng

ce al ideal 2.'13.

Demos tracidn

Del corolario 1.25 se infiere que 2 < es (?) < det (}?)

ya que por hipétesis YZG 122 entonces J rz) = ;1" (I ) = o.

Del Teorema de Reducecién 4.9 sc deduce gue Y K = det (}'?)

existe E c Mz tal que li) U § y
jk { }) = q.+ P X, 0 eee s Xn) donde
[

<l

a= &5 X - 3 FHF Xy 3= emdlp) =k

Como 7 es finitamente determinado y k = det ()Z) enton- -

ces de la Proposicién 1.13 se infiere que el germen f es equiva=-

lente por la derccha con su k-jet, es decir, EN ?+ [

Anora, de la Propiedad Transitiva de la Relacién ~o se -

concluye gque IZ es equivalente por la derecha con

C A
= 2. = 2 .p (x X))
i=1 i j= 0+ h| 2 n




+

$1 Cevolnrio &5 Coripr botbidnoes yhlide poara goraulies dg -

rango nooy e este ciso, ol geried f? perteacce 4 1a brtita

¢ n
= .2 =

- - 2 ) s i al
T X §oT 7 1 X5 (consulte 4.8 (2) )

proposicidn 411

. : 2 .
Sea yz un germen del ijdeal M° de rango 2 si »# <n-3

entonces la codimensitn de )z e mayor ¢ igual que 6 .

Demostracidn

51 el germen fz no es finitamente determinado, entonces
de la Proposicién 3.1 se tiene que 1a codimensién de 'z es finita,

en consecuencia cod ( V( )y = 6.

Supbngase que el gernen )Z es finitamente determinado , -
entonces es wedoterminado para algin nimero natural k ,-

¢omo f(/\'(/ jk ()8) entonces IZ S jk ( 'z ) , luego ,del Teo-

rema dé(_}’neduccién ;9 se tiene gue jk (yz) = q+ p donde
G A
< 2 = 2 -
qa= = Xi - j=(¢"+ 1 Xj y p esun polinomio que depende~

exclusivamente de 1as variables esenciales de grado mayor § igual
que 3 Yy menor 6 igual que Xk j poOT hipétesis, vang (Iz)=/§n~3
entonces n- 2 = 3 , por consiguiente, (n-p) (n-p+1) Z 6 lue

go entonces serd suficicnte con mostrar que
cod(rz) => }é(n—p)(n—p+1).

En efecto, recuérdese que el ideal generado por

<X prl * ot , Xn> es isomorfo al ideal maximal M,l

del anillo local I‘,z donde rl =n-P {consulte Teoremd -




1.3 y aparladio 3.2 (2)). Entonces por el Tema 3.3 se tiene que ==

¥7 /

an (M, W) :_(_2”?:*)*_!__—1-:(5{.«2)('}{L1)~2
2
4,11 (1) ;

por hipétesis grad (p) = 3 entonces h) P pertenece
b & :

al ideal MB,/L \3/“ € £ juego cntonces mediante un isomoxr
figmo se tiene que las clases de 6“13” y eee D P gene -
0 XPH 0 *n o

ran al [ -espacio vectorial A + 3.13 M3 3 en consecuencia
p 2 2

aim  ( A o * m?,l / m% y = A n.11 (2)
Ahora bien A p C A pt Mi entonces
. s 3 -
dim ( MQ\ / A . y = aim ( o / A p ¥ MR) a1 (3)
como Mﬂ / A _ MB;\ gg isomorfo a Mo [/ 1:132 entonces

_Ap + m% / m%
wm (uy /e ) Gy /) —em W /W)
De .11 (1), #.11 (2) ¥y &0 (3) se tiene que
cod ( P) =dim(M;1 / Ap) > dim (MQ/AP+1§2 )y =

(A+2)(A+1)=-2_2
2

il
t

—_
~

(2-*-2)(7(+1)~2(2+
2

)

i

% A (A+ 1) ;5 pero por definicidn




Q. =n - p entonces cod (p)_.z 4 (n-p) (n-p+l) por lo tanto del
Corolaric 3,2 ge tiene oue cod ()z) = cod (p) en congecunencin

cod ()Z)_ii A (n-p) (n-prl).

I

Gracias al Teorema de Reduccidén 4.9 y a la Proposicidn 4,11,
finicamente hey aque enfocar nuestra atencidn en aquellos gérmenes -

de rango n-l y rango n-2 que pertencce al espacio de 7 -jets I7,

ya oue oue por una parte anufllos gérmenes de rango M de 17 ya
se estudiaron en el apartado 4.8 (2) y por otra parte, log germenesc

. (e
que pertenece a la unidn 1£/p ;E -3 Q. x M3 / M8 tiene codimen—

8ién mayor § igunrl que 6 ; y de acuerdo’a la Proposicién 4.8 &sta

unibn es una subvarieded de codimencidén 6 en I7 ¥y por tanto pue-
7

de;ﬁonsider&da como un subespacio de codimencidn 6 en I

s P

por consiguiente, nicrmente oueda por investigar aguellos gérme--

7

nes de I cue pertenccen a

8 8 .
x M3 /M ba Qn—? x M3/ M ; & los gérmenes oue-

Qn--1 )
pertenecen al primero de estos conjutos, es decir, a los oue tie--
nen rengo n-l1 se les conoce como CUSPIDES ; en tanto que a losg-

que tienen rangoe n-2 se les denomina UMBILICALES,
4.11(4)




ae Codtmenntin £

un covaen dctoidend ¢ de codimencién estrictomin-

te menor cue 6 , ©i el rengo e r’(’ es n-1 entonces el germen
\f(> es enuivelente por 1= derccha con ua gurmen ae 1a fommnt

o n-t

e 2 = 2 k .

S XD - T »: b X donde “ Xk £

i=1 i j=o+L T n 3 217

Por hindte:is rang 0? ) = n-l y cod( V?) < 6 , enton-
ces de 1a Proposicién 3,1 y del Corolario 4,10, s¢ infiere rue el
germen ? es eguivalunte por la derecha con un germen de la for

ma:
n-1
0“ -
-~ 2 = 2, Tona 2 erngd
R Ol TS roo(y,) donae 3 < grad(p)

whs abGn, 12 deterainccidn del germen y) coincide con la
escencla del germen (? o esuivalentemente con 1a cscencia del
polinomio P (consulte Cordlario 1.25). ©En efvcto, 81

k ‘Es(p) gntonces

1]
=
@)
—~
1l

P(yn) = oy Faaet ak.;é 0 . S i
z oz
qQ = {f— yi :l=¢0::11 y2 entonces el idenl Jacobiano de

q+ & Yy oo A (o + 2 y}r{l) estd generado vor

<yl yeesr Ypo1 yl;;"1> (consulte observacidn 1.8(2)y

gefinicién 1m.13(1)).
Kl Corolario 1,6 afirma aue el 1deal M5 esth gencrado

por
‘ gyaL € M tal que e | = k=1 5 pero claramente cada gene

rador ¥ -~ pertencce al ideal

(o2




[

o )
<:.,r1 peeey ¥Ypo1 0 N /\, vioooae

1. o yin s e 2 1 vera nlgunt 1=l n-1
P Ii o In - <y 72 pera wlgunt 1EL oy oeey BT
v k-1
C . _ }/ P :
Ya 31 ogi-o i =L yeeey n-1
o . .
En consconencia el jdeal W 1 .ot4 contenido en el ideal
% . s 2 X
A(q + By yn) luego cnbonces N vl C Ml Ao + A 37’;) y de

acuerdo al Teoren 1,19 I se tiene zue el gemnen 4 + oy ylé
es k-determinzdo.

ihora onliguese a2 Pronosicién 1.13 2 loe glimenes a ¥
qQ + 2 ylg pera conclulr que el geumten )? es k-determinado, ésto

significa que act( 17 y< ko= ES(P). Por otra parte, del Corola

pio 1.25 se infiere que k= es( )7) < ded( Q ) pues
js( '? ) =0 }/ c L ¥ por lo tento
aet (1) = B (®) 4.12(1)

Ahora bien g, # 0 entonces es posible efectuar el

‘siguiente cembio de coordenadas en fan : .- 'Y
(yi si l1«£1i<£n-l
3

—lakl—"\:yn si i=n

pe &ste cembio de coordenndus y la k—determinacién del ger
men r{ , se deduce ‘ue el germen ;7, es. equivalente por la derecha

: k a - 3
con q + ,ér»l N q - %, aunue Gebe acvertirse gue umbos

3




ceno Lo ateon drbite sl ¥ oes imoor , wues en bote
. Lok . .
CiLs0 G o+ i yooa -5y JIlTherde wair a0r ¢l aifeonoriismo
( Xy eens Ky oy =W, Y (ver 1.29(2) ¥ 1.10(3)),
1
+ K
Co:o o/ =g F :a.’n pars +Llgdna

yeo o

entonces de la observicidén 1,13(2), se tiene nu

i? coincide con
he
< 1

-2
Xy overes %

vectorial 1/ A ( »’2) es

’l.i’ )-

lus clases de

s decir

cod ( Q):k—Z

Como  cod( VZ) < 6 entonces
tanto

k
n-1 xn
= 2

j=0~:-;1 xj +

i+

=

j
el ! x‘ﬁ l) en consacuencia

serfn unz base del /7< ~espacio

el ideal Jacobiazno de

4,12(2)

N

k<17 por lo

si

si




o
La Proposicidn snt wior y lou anarnt e A2(0), ane(2) y
4,12(3), hecin vosible 1w elrsificucidn de clraeans Qe codiren~idn
menor cue 6 y rengp n-l nuc nrvbonecon 1 idor m2 de = cigsionte
mrnera
e CUSPIDES cod( v’( ) det( rz)
%3 1 3
x4 2 4
E: :tj -x4 2 4
)Y e L o=y T XS 1
{Z izl % T30 Xy % y6 3 >
X 4 6
—x6 4 6
x! 5 7
4,12(4)
Por consiguiente si ¢s vn cuspide de codimensién < 6
e {ndice n-1-.0 entonces Q nertencee, 2 unz y sélo una, de
las 7 6rbitas siguicnies:
A £ . : 3
(q + x3y G) ' (qa + Xy G) ’ (Q - X4, G) y (g + X)y G‘) ’
(g + x6, G), (a - x6, G), {a+ >:7,(}) donde
o n-! :
= = 2 ;
= Z x° = s a
Q=55 % - joo+l %3 nor lo tanto -
en el espacio de 7 jets I7 existen Tn Srbitas gue . v
contienen a todos los cdspides de codimensién me-
nor sue 6 4.12(5)

Ya que por definicibn, el fndice de un cspide varia entre
0y n-l y para cada uno de ¢stos {ndices existen 7 érbitas dis-
tintas (consulte definicidén 4.6(3), observoeibn 4,6(4) y 1a igual
dad 4.6(6)).




Proposicifn 4,13

et 3 A
scio de T Jets Ge
n.l ¢ codinonsién w.yor o ipguzl ~ue 6 es una subvioriedad

rango
de 17 de codimensidn 6

BLosubeonjun Lo

i

Demostracidn
generado por las

¢l subesnoeio vecto
Z como dim(W) = 5

Sea W

clugec de los monomios X , £,

enionces
-
W es isomorfo a ?2 4,13(1)
3 8
si V es el complemento ortogonal de W en M7/ M
entonces IV/ W= V@Y o ecuivalentemente

1;-13/ 1.18 o~y ox 4,13(2)

el conjunto de ctsnides de 17 eaté contenido en

Shora bien,
o ecuvivalentemente en la unidn

.3 N o - 9
nlxm/w g, x Ve
U;ﬁ-% ¥ xVaxu  (consulte £,6(6) ¥ (2)).

T que corresnonden a gérme-

¥n consccuencia, los elomentcos I
nes de renge n-1 e Iindice J , pueden cxpresarse nediante un

smbio de coordencdas en la formas
-1
n
donde = 3 = x2 I v w &V
n E RS SN ) - <
ond CESET N T §=041 7 v V€ y

q +V+ ¥
4,13(3)




L

(conourie z,0(4) v Liemee 1) m boEnn
al feorami VI Ly 0,0y dmoobEeo

g n-1 e fndice ¢

de engo

G

los gémains
polinominl . Vox oy —

@ (v+ W= G (v) + w

La justificacién de éote wsevers

argumento ~ue = atilizé p.rz AGAOSTIEY

4'9.

o
o

ahora bien,

N
a(f(
manerz en cue S€ define la

un gersmen g en el ideal

rlr\Jg y 37 %)

funcidn

e
iR que

a4+ B V) +

YL

Como o\ entonces
‘por consiguiente, cod( ) = coa(

rio 3.2 se tiene cue 1a codimencidn ae

mencién de O(v) + w
_ Luepgo cutonCes,
cod( O (v) + W) 2 6
de G (v) + W coinciae con
gsto equivale @
w= - p(v) enotres pulobres
de - 9 -6

des gifereacinbles se {iene fues

cod( )y 2 6

1l clas
Q(v) +

afirmer cuae

entonces couo es un

es una subvoriedad de V X v/ de

m-@-

“ge B

.cibn esth contenidn en el

i j7( Q ) es un germen Jue pertencce a

di;l x M3/ M8 , entonces de 4,13(3) se
y=a+ Ve juego del Tcorem

ey Y oer
soVLS

[
por lo tanto

; tzto ultimo ocurre siemnre y €

& del csro en W/ ACO (V) + W)

(vy W)

compiciones ol aalicor
eidn heeht on 4.9(5),
putinne una fuacion

e~

Lticfoce

4,13(4)

el Teorcmn de Reducecidn

ticne nue

de Reduccidn 4;9'y le

I3

, gerentisan 1o existencia de
Fal

wce

W

) =A(§ ) (ver 1.13(2)).

y de ccuerdo 2l Corole-

coincide con la codi-
cod( YZ) cod( @ (v) + W)’ f

oi y s6lo si,

-rndo la cluse

0 es decir,
pertenece a la grafica

“ Y (] /
emo entre varieda-

v

nonomor?

dim(w)
4.,13(5)

codimensibén 5 =




Por consi imad o

conjunto
<< ((c b / renzol 1) ) = n-1 ¥ codl YW() Z 6
12.2 flbr'-do sobre Q1 de com'ﬂmnxén uno n
-
M3 con Fibra ieg ? Asta NLLALNG tiene codimunsién 5 en
nor L0 ganto el hed fibrado

( ver /*.1*(9))
T.'] = m“/ 1

tiene codimensién 6 n

i



CL sific cida de §%vs-aes con 2iorot ol Con gonilie tos
¥n 1o nue vectaz éo bete eronfivlo ge claxificon Yos slrmenes
o
de 17 que pertenccen o O 5 % L./ i

£ fin de siuplificar 1& notdvlén, suotltuvanse las viriables

Xgop ¥ X, Dpor "M oy Ny respectivomente; con fete cumbio de

coordenduis, eos como debe ser interpretazdo el dinsromz 4.1 nara
clusificer wnbilicales; en {rato aue cn la clueificacibdn de clisni-
des, debe interpretarse en el wmismo diacremz 4.1 reemplozendo X

por X . £.13(0)

Por brevedszd, a loc gérmenes con singularidades umbilicales
los denominaremos simplemente unabilicales,
-2 s .
Sea V? vn germen en kT de rongo n-2 , entoncesdel Teorenma
—_

N : o 8
de Reduccidn 4,9, se ticene q. existe un gerien C§ en LI que sg-
"1\1

‘tisfuce I’Z/x)-g v Y= Q4+ P QGQH" y P
. S 4
es un.polinomio homogéneo clbice cue Gepende exclusivamente de las
varisbles escencioles X=X 4 ¥V Y=

E) Lema 4.14 nos asesurc ocue solimente ecxisten 5 érbitas
a les cucles puede pertenccer el germen 7 o ecvivolentemente el
germen Q4+ P = 3( E ) en el espucio de 3 jot MB/ m4

Bl espacio vectorial m‘/ w es isomworfo &l subespacio del

anillo de factorizacidn dnico ﬁl[&, yj nue consta de todos
los polinomios homogéneos de grodo 3 en 2 varizbles, es decir,

3, 4 3 2 2 LI

Me/ I, f__\jéclm O RTY + CXYT 4 Ciy donde

g € Ry i=12 3¢ 4,13(7)
e - -~ 72 -
Este subespucio vectorial de K [xy y] cioremente

es isomorfo a ZZV si s¢ considers el isomoriismo

3 2 ) B
(Clk +02Xy+_c3>_y + 0433) — (Cl s 02 ,c3 ,c4)



’A\ - " 3 N ~ . . A .
Cono i, v esvn eaille de s oetarienceidn dnicn y

cua Tretores irreducibles de srido smemor o iiucl tue 3 son noli-
nomios, erntoncer ¢nds nolinomio Womorfnoo dec roao 3 oen 2 vorla-
vles , cs deeir, codn ¢lemento de K vucde expresarse, en

~una-y sélo wma, dGe las 5 Tormas siguientesy

intes de enuneciar y demouirar este rezultazdo, es necesario

hecer las sighientec consideraciones;

3 2 - 32
o X7 4 CpxTY + C3XYT 4 C4y7 = cere ;
(2% + byy)
1 1 2
(alx + bly) (2p% + bzy)
(ay% + bly)(a?; + byy)(agX + byy)
(a.x + bzy)(ax + bxy + ¢y”)

3
4.,13(8)
Donde a;X + b;¥ ¥ ox® + bxy + cy2 son irreducibles en

RI[x vyl » =x+by ¥y a3k by linealmente inde-

nendiente 1A J ¥ ai,b.,cj,a,‘o,cGR
i=1, 2, 3 j=1, 2, 3 4

Como ax2 + bbcy + cy2 es irreducible en 7’2[}:, yj nexro
en ( Ex, y:] puede expresarse en la forma
(7&X+ﬁy)( a/x+cfy) donde—o(,.[j-,b/ycj—
son némeros complejos ; como &, b, ¢ SOn rezles, entonces
necesariamente Y= & y (j-=/j por lo tanto:

ax? 4 bxy + oy’ = (o + BY)(S x5 Y) 4.13(9)

Para saber.a cual de las 5 formzs enumeradas en 4,13(8)
pertenece &l polinomio clx3 + c2x2y + 03xy2 + c4y3 calcilense




,ﬁ

.3 W o
Cy®7 4 ¢ 4+ c.X 4+ ¢, = 0 entonces
- . ‘

"1.- 3 raices igueles a cero

24~ 3 raices reales igunles

3= 3 reices reales con unt revetida
4,- 3 roices resles distintos

5.~ 2 raices commlejes y una real

"pera cwzda wna decestas § poszibilidades el polinomio serd de la
forme
2
0, (zx+ bly)3 » {297+ 0,¥)7 (2% + byy)

(alx + bly)(azx + bzy)(a3x + bjy) y

N /3 y)I( &~ %+ /§ y)agx ¢ b.y) respectivemente

El conjunto de r-ices de cudz polinomio en el anillo
- 2&3 [x, Yj de la forma 2% + b;y corrceponden a una
“recta en ?Zq aue pusz por cl orfgen nsrrlelo al vector
(bi ’ sai)- Reciprocemente, cuda vector no nulo en 232
geners una recta oue pasda por el orfgen, le cusl resulta ser el
conjunto de reices de un polinomio frreducivle en el anillo
R (% ¥] de lz forma  &;X + bjy , por consiguicnte:

Los polinomios irreducibles a,x + byy y

ajx + bjy son lineclmente indenendientes en

?Qi[k, y | siempre y cuamndo los vectores
(ay » B3) ¥ (a. , bj) son linezlmente inde-

2
“~

At

pendientes en
4.13(10)

En efecto, obsérvese sue by £ 0 o bj # 0 pues de
lo contrario se anularfa lz indevendenciaz lineal en 72[}, y]



2
v en S tuego snonces X+ 00 Y

<

son
§ amLen

lineslmente inacnondintes O3

bj(aix + biy) - bi(ajx + 'cjy) = (g bj - oy bi) w £ 0 Est0

o enuival entencnte

on RS

o

ocurre siemprc y cuondo | & b.
* 1 1 75 0

a. b.

J

(ai s bi) ¥ (aj ' bj) son linenlmente infenendiontes

anfilogrmente:

Cualouier par de polinomios jrreducibles del conjunto

X+ by¥ . ayx + boY a3x + bzy g es linealmente

independiente en Q [}:, y] , si y sblo si, los de

a, b a, ©
terminantes Ky =} 2 72 , K, = 3 73
23 3 B
ay bl
y 1{3 = son distintos de CETO
a P2
. 4,13(11)

Fn este ceso (25 » bi)(a-j- , bj) son linezlmente indepen .. -

‘d@ientes en. Q‘_IK, it 3, 1€ 4143 ¥ 1£5%£3

Obsérvese cue si 2y % bl y b, son mﬁmeros complejos
que satisfacen 85 E’l y by = 'El , im(aq) A0 o

im(bl) # 0 entonces el polinémio
gy 'a'l < & (2,151 + ?}lbl) xy + leS1 y2 es irreducible en 72[3:, g

(véase 4.13(9)). En consecuencia si 23 ¥ b,

1es entonces

son ndmeros rea-

i

ky = =Ky © eguivalentemente ¥y = - L

1.t pera cierto ntmero real t

i

k3
4,13(12)




"

En efzcto
. - 2y b.f_, _ Y By ) a ‘o3 ~ ;—
17/, a s oy [T T2
ay by ERLY B
N L R N A T
3 - a b - '; ':D‘ - 1 1 - ‘1 bl -
2 2 i e |
= ay T)l— (2 _‘51) =21 (ia (o bl))
Por brevedad cscribiremos k, = i.t donde

3=

t=2im(81.ﬁl)é'/7<

Observacibn

Si a; y by son ndmeros reales ;/i =1, 2, 3
entonces laz.aseveracién hecha en 4.13(11) sigue siendo v4lida,
en &ste camo, i £ J entonces las parejas a; X + biy ’

B g% + by ¥ (a; , b;) (aj ; bj) son linealmente indepen-

dientes en 72[3{, yj y }722 respectivumente

4.13(13)

El grupo de matrices invertibles en el campo de los
numeros realcs, el cuzl se denota como  GL(2, /7{)
. . <

induce una sccidbneen ,72

4.13(14)

En efecto, si P(x, y) = clx3 + c2x2y + c3>:y2 + c4y3

a .b ' P
si A= s A e G2, Q) entonces
¢



Aowoo(zy ¥) o= oe(a(en ¥)) = o+ by, ex o+ Ay) =
I N3 ] . N2 -
= oo (e wy) e (e by)” (ex 4 dy) #+

. .
+ o cq(ox + by)(ex + dy)” + c (e + ay)°

Comg A induce en 2/,(Zflun canbio linenl de coordenndes,
entonces o(Aa(x, y)) nuev.mente ec un 0linowmio homoginco de
grodo 3., Ahora bien =i A oo la metriz idenvidéed, eatonces clera
mente A, p(x, y) = o(x, y) ¥ }/ AB & (G1(2, ﬁa\) ce tiene

(AB) . »(%, ¥) = p({aB) %, y¥)) = p(A(3)(x, ¥)) vor oira porte

Ao (B.oop(xy y)) =4, p(B(x, ¥)) = p(a(B)(x, ¥))

por consiguicnte

(AB) o p(%y ¥) = a4 (B, p(x, ¥)) 9vpor lo tmnto .GL(2, ia )

induce una accién en Mg/ Mg ¥y como Mg / Mg es isomorfo a jzﬁ
sor el isomorfo sue ngocin o cnde polinomio

3

2 2
p(X, ¥) = cg%7 + ¢ X7y + cxy” + C,¢y3 el punto

(ey o Chy Cy c4) de ﬁzq entonces G1{2, 72 } induce una

accién en %Zq; obstrvese oue 4st: nceldn asocia al polinomio:

A . pg?, v) cl(ax + by)” + cz(ax + by)2 {ex + ady) +

+ c3(ax + by)(cx + dy)2 + c4(cx + dy)3
4,1.3(15)

el punto

a3 2 - 3 2 2
¢ a” + cpatc + CyacT 4+ g e, 3¢,270 + cz(zabc + a“d) +

+ 03(2acd + bc2) + 30402d , 301ab2 + Cy (b2c + 2abd) +

2
+ c3(ad2 + 2bcd) + 3c4cd2 R clb3 + e btd 4+ c3bd2 +

3
c,d 4,13(16)

&




y, 1 oo A v T -
puare juotificsr .t seeverceib6m boste des aroilir 1o

5) y wuocinr términos seacjaates,

i
expresién dudn en 4,203(1




T
[}

“ptheos de grado 3 en 2 varicbles, entonces cuda punto de ®

ec equivulente, @ uno y sélo uno, de los 5 polinomios siguien

=
A
Lema 4.14

ki e
- .3 - . J
wn M exicten 5 drbites bajo ol gruno gL(2, Q) y
cono 727 es isomorfo 1 ecpacio vectorial de polinomioSs homo

y T ek

tes:

1.- El polinomio. idénticumente cero, cuya drbitz es
de dimensidén cero y codimensidn 4

2= x3 germen unbilicel simbélico, cuya érbhite es de
dimensién 2 y de codimensién 2

3,- x2y germen umbilical perebblico, cuya érbita es
de dimensidén 3 y de codimensidn 1

4y x- xy2 germen umbilical eliptico, cuya érbita

de dimensién 4 y codimensién cero

S5¢= X7+ y3 germen umbilicil hiperbélice, cuya Srpvite
es de dimensién 4 y codimensién cero

Demostracidn

Como Z&i[x, y] s un anillo de factorizacién tnica,
entonces cada polinomio p(x, y) homogéneo de grado 3 en ﬁi[ki'yj i
puede expresarse, szlvo constentes, en una y s6lo una de las 5
formas siguientes:.

1.~ El polinomio idénticamente cero

P (alx + bly)3 donde a;X + by 20

e (alx + bly)z(azx + bzy) donde

a)x + by oy gy b2y son linezlmente

independientes en ﬂﬂ?, y]
4,- (alx + bly)(uzx + bEY)(a3K + b3y) donde

ajx + by ¥y agx + b,y son linealmente

independientes en jl[&, X] si 1<£ic3j<3




A

P AR R cy‘)(:—.szc + by} ande
) P 2
X4+ by A0y ot o4 Luy + oy® es
s - *
. S » ; 7
irreducible cn /&\[x, y\\) @y b, ¢ &/

(al / k(alx - bly) + bl / k(alx + bly))3 =

A
(17 %o+ o) + 1/ k(oo + blnl)y)3 =

i

(kx / k)3 = x3 vor lo tento (alx + bly)3

es eguivalcente por 1a derechs con el polinomio x3.

Como ayx + bly Yy 25X + b2y son linealmente
independientes en 72 [x, y:] entonces el determinante

L

k3 = =2b, - a2b1 es distinto de cero y la matriz
8 B

A} -
b/ Xy - b/ Xy
vertencce al grupo GL(2, Zz) por

-2/ k3 2/ kg /

’

consiguiente  (x, y) —& (( box ~ bly)/ LI (-azx + aly)/ k3)

es un cambio lineal de coordenadas en ﬂa gue satisface



¢

Yo . 1 SEP, 20, . .
a/ 113(b2x - .31)‘) + "1/ r.:j(—-\,,..*. ¥ '1y)) (‘1‘;/ 3'.3(‘.32.-. ~ bl,,') +

+ ba/ k3(~aax + nly) =

it
H

(1/ k3(a1b2 agbl)x +

S a bt o e

+

# 1/ J3(=2 0+ by ) 1) A1/ ky(a,by,m byay)x +

+ 1/ k3(~aebl + 2,b,)y) =

= (x e} r) = 32
= U/ 3907 O/ k) = oy

por lo tznto (alx + bly)z(agx + be) es equivalente por la derecha
con el »olinomio x2y

Caso 4

: . T
51 1£i <j €3 yai,bi,aj,bjé/Q

entonces los polinomios @ aix‘+ biy v a.x + be son

J

linealmente indevendientes en /CZ}, y:] y de ;;uerdo al

apartado 4.13(13), se tiene que los determinsntes ky o Xk,

'k, son distintos de cero, en consecuencia 18 matr{z -

3
b2 k, =~ ‘bl kl ..
pertenece al gruvo GI(2, f{) va que
-82 k2 al kl .
kp Dy -k Dy % = by
k, =a k. a i kl k2 ~a 8 i kl ' k2 ’ k3 70
2 T2 1 "1 2 1

por consiguiente

- - - ' ’
(u, v) _,p(bekzu blklv y mBKu alklv) (u' , v')




~ -1

) : . . A 3
results ser un cimbio line»1 de coordenndng en /A que vatiafa

ce:

v) =

o
=
+
o’
e
<
]

= 2 (bykou = byl v) + by (a kou Ak

e M L L e e eSS

(a;b, - azbi) ku + (albi - aibl) kv

entonces pira i=1, 2, 3 se obtiene respezectivamonte que

a)alu' + 0,V (alb2_92b1)ku=}cku

2 253

* ' . - -
b) au’ + b, = (azb2 32b1) klv ,clk3v

c) a3uv + b3v = (a3b2 - 92b3) k2u + (alb3 - 83bl) klv =

= =kpkou = kpk v o= -k ¥, (u + v) =
4.14(1) w0
k k
Sea k # 0 entonces la matrfz [ . induce el cambio de

-coordenadas (X, )\) — (ky +k, , k - kv) = (u, v) en- /722 —

B

por consiguiente la composicidn

(x, y) —P (u, v) —* (u' , v') estd definida por

b2k2 - bk \/ kK
el producto cuyo determinsnte es
—32152 nlk k~k
‘ 2
-2k Ky Ky Ky 0 4.14(2)

Fn consecuencia (%, y) — (u’ , v') resulta ser
un cambio lineal de coordenadas en Ra
De los incisos (a), (b) y (ec) 1la sustitucidén de

=k +k% v=k -k haciendo
u y ) x ¥ y




3 s e

- ( )\
: =1 ¥ k se obtiaene que
/ 2 k] Z 3 1an¢ ue

=

. ? L 4 ? 1} & =
a ‘flu .+ blv )(a2u + bzv )(31” b3v )

-~

(k k, k3)(x +y )0 kg ko (x=y))(=2k k k,) x =

13
~2x3(k; ¥ k3)2 x(x +y)x-y) = x(x +y + x=y) =

1

e

2
x3 ~ Xy .
vor lo tante (a

i

Xt bly)(aex + b2y)(n3x + b3y) es equivalente
3 2

por la derechs con el polinomio x7 = xy

Caso 5

Ia primera parte es andloga al Caso 4 con las siguien-~
tes considersciones:

8, by € a7 a, = 51 , b, =0b y o8y b3 ¢ i?

entonces (ax2 + bxy + cy2)(a3x + b3y) =
= (alx + bly)(azx + bey)(a3x + b3y) (consulte-4,13(9)).

Como a,x + biy y a.,x + b,y son linealmente inde-

i . J J
pendientes en c [%, x] para i #j , entonces los deter-

minentes kl ’ k2 vy k son distintos de cero , pero

3

k, = :i o equivalentemente k2 = Q;i y k3 = it

donde  t € #C_  (consulte 4.13(11) y 4.13(12)).

Tucgo entonces byky = byk, = by, + BF) = 2 re(b,k;) € V74



An#logamente

. /Z . - -
- c = - =
8,k 2k, 7y (b, + bzkg) i (b olkl)

T2 12a(2 i (b ))= ~2(im(b ¥k, )) e 1 mf§

5 - . € K
andlogamente i(alk1 + 12k2) -

ademds los determinaontes

. k ik

2
=¥, Ky ¥y = klkz(it) , i = =21k
¥ - ik

bk, = ik

a5k, 83K

gon distintos de cero, si kK £0

Por consiguiente, ai se susgtituye el vroducto de matrices

gue aparece en 4.14(2) por cl producto siguiente »

. b2k2 - blkl k¥ ik i —k(blkl - b2k2) 1k(b1k1 + bzkz)
—a2k2 alkl k-ik k(alk1 - a2k2 - ik(alk1 + azka)
4.14(3)

. R
se obtiene el siguiente combio lineal de coordenadas en jz

’ 1y = (- ’ = :
(u, v) —> @,V ) = (~k(byky bzkz) u + ik(bky * bzkz) v,

k(alk1 - azkz) u - ik(alk1 + azkz) v ) que sstisface

+

91(-k(b1k1 - b2k2) u 1k( blkl + bzkz) v) +

+

bi(k(:alk1 - a2k2) u - ik(alkl + azkz)v) =

i

k(kq(ayby = aibl) + kylagby = azbi)u) +




+ak(k (a by = APV ky(agb, = a0 V)

entonces pars 1t =1, 2, 3 se obtiene respectivemente

[} L
alu + blv

' ' . - - A
a,u + bzv k kl k3 (u - 1v)

k k, k3 (u + iv)

’ |
a3u + b3v 2k kl k2 u

3 A
Iuego entonces si k = -1 (kl K, k3) entonces

(alu' + blv')(a"z'u’ + bzv’)(a3u' v b3v’) = (u +iv)(u = iv)(2u) =

3

= ?,u(u2 t v2) = 2(u”’ + uvz) es decir

2 2
(ax2 + hxy + cy )(a3x + b3y) o~ 2(\13 + uv’) o equivalentemente

(au’ )2 +ou'v' o+ eV’ )2 (aSu’ P ov) X 2(u3 + uvz)

3
4.14(4)

Obsérvese nue k € /7< ye gque kl k2 = _kl -k‘l & W(

v k§ C(1.4)2 = -t% € R (comsulte 4.13(11) ¥ 4.13(12))

Ahora efectdese en /7&2 el sirsuiente cambio lineal de

coordenadas (u, v} —3 (u, 53 v ) para obtener:

2(u3 +uv2) g 2(u3 +u \,’\3— vz)) = 2(\13 +~3u\;r ) =

i

(2\13 + 3(u2v - ugv) + 3uv2 + (v3 - v3)) =

( w 3uav + 3\1\/2 + v3) +

i

-

+ (u" - 3\12v + 3uv2 - v3) = (u + v)3 + (- ‘.r)3

El riembro deracho de &sta igusldad sugiere el Ultimo
cambio lineal de coordensdas que hay que efectuar en K?‘




[

para obtener ls equivalencia rnor la derecha de los polinomios

(ax2 + bxy + cyz)(a3x +boy) ¥y 13 + y3 éste cambio es

3

(uy V) 1 (u +‘ v, u “V) - (X, y)

Hasta el momento se ha demostrado que

(0, 61z, R)) , (3, enie, Ry, (=%, iz, ),

(x3~— Xyz, GL(2. fl)) y (x3 + y3, Gr(2, 72)) es el nlmero

total de 6rbitas que se obtienen en Mg / Mg

Al considerar la accidn del’ grupo GIL(2, Zi) on
Eg / Mg la dimensidén de cada una de 4stas drbitas estd dada

por la diferencia:

am( ¢1(2, R)) - ain(i (2, ) 4.14(5)

donde p es un representante de la érbita y Hp(2, /{)

es el estabilizador de p , es decir, el subgruvo de GL(2, ﬁz)
que consta de todas las matrices A & GL(2, ﬁl) tales que
A . p=7p ; por brevedad se escribird HD\ en Qez de

H (2, R) '




Célculo de %stabiliradores de los Polinomios

2 2
0, x39 XY, x3—xy y x3+y3

Caso 1 S et 8 Y eae s

Si p es el polinomio idénticamente cero, entonces
}/ A € GL(2, ﬁa) se tiene A , 9 =0 por consigulente
Hp: GL(Q,ﬁa )i luego entonces la dimensidn de 1la Srbita del

polinomio idénticemonte cero coincide con

dim( 6L(2, ) ) - dim Hy= 4 -4 =0
Caso 2
3 b
Si o(x, y) =x" y A= e d es una matr{z invertible aque

3 entonces de 4.13(15) y 4.13(16)

se obtienen las 4 ecusciones sipguientes: -

satisface A, p(x, y) = x

83=l

2
3a b
3ab2

b3 =0

i
3y

i
fo)

que evidentemente tienen la solucién &=l y b=0 por consi-

1 0 R
H3 =3 A € 61(2, ) /A: ; c, d& /.

c

guiente:

en consecuencia dim( Hx3) = 2 vor lo tanto la dimensidn de

1a 4rbita del polinnmio x°  es 4 -2 =2 segin £e propone
en 4,14(5).




Caso 3
5 a b
Si opl%, ¥y) =xy y A= es una patriz invertidble que
oA e de b e - . . c d
2
satisface ALoplx, y) =x"y entonces de 4.13(15) y

4,13(16) se obtienen las 4 ccusciones siguientes:

2

ec. 1 ac=20

ec. 2 2abe + ngd =
ec. 3 bzc + 2abd = O
ec. 4 b2d =0

ec. 2 —» a £ 0 pues a(2bc +ad) = 1 - entonces
ec. 1 —% ¢ =0
Sustituyendo ¢=0 en ec. 2 se obtiene a2d =1
si y s6lo si, d =1/ a2 es decir d A 0 ; finalmente,
ec. 4 —¥ b =0 yaoue 40 Db=c=0 y a4 =1/ a2

por lo tanto

a O
H?2 = A€ GL(2,72) // A= 2>-F
xy 0 1/a

luego entonces (dim szy = 1) por lo tanto de acuerdo =
4.14(5) se tiene que la dimensiéridela 6rbite del polinomio
2

xyesé4d-1=13

Caso 4

$i plx, y) = x3 - xy2 entonces procediendo como en

los casos 2 y 3, se obtienen las 4 ecuaciones siguientes:



ec. 1 a° - act = 1
2 ” 2
ec. 2 3a b - 2acd - Dbe = 0

ec. 3 Babz - ndz - ‘2bcd = -1

P it 2

ec. 4 b5 - bd° =0

. ge wr. 1 y ec. 4 se infiere oue (a 0 y a Te £10)y

(b =0 o P 1dq=0) ya que 1= a(a+e)(a-c) ¥
0 = b( (b+a)(v-d) )

b=0 _::) a=1 , c:_:o y d:_- i 1 4._14(6)

—1é:)ad2=
1(ec. 3') £L==>ad £ 0

En efecto, e¢.3 _—.—p =—ad

i

entonces ec. 2 —V c=0 en consecuencia de ec. 1y
ec. 3' se concluye a=1 y d= | b # 0 y
b=4 (b=-d) =—p 8= -1/2

e= 3/2 (c= =3/2) y =d= /2 (b= -d == 1/2
4 4.14(7)

Fn efecto, como b=di (b= -d) y b #0 entonces 3l

'factorizar b en la ec. 2 se obtiene:

332 - 2a8c - 02 = 32 - c2 +2a (a=c) = (a-c)(a+c+2a) =

2

0(3a2 + 2ac - c2 a - 02 + 2a(a+c)= (a+c)(a—c+2a) =

"
]

0(3a-c = 0) ya que @ redo

i
i}

0) L==>3 +¢

en consecuencia c = -32 (c=3a) (ec. 2*)  sustituyendo

&ste valor de ¢ en ec. 1 y ec. 3 se obtiene




1= a3 - ec2 = -8a° a = ~1/2 v
-1 = b2(3n - a - 2(-3a)) = 8ﬂb2 = —4‘02(—1) =

= b2(3a ~a + 2(3a) = Sabé = ~4b2) bd =

= 1/4 b = F1/2 "
de cc. 2' se obtieme € = 3/2(c = ~3/2) 3 por consicuiante

de 4.14(6) ¥ £,14\7) re infiere rue

H 2
x3-xy No 1

10 10 o k- “h kY [ /a
) L o) (&R %, Ve )\ T

. - A «
y cono 1a gemensidn de Hx3—xv2 en GL(Z2, Mz) es Cero,

entonces de pcuerdo 8 4.14(5) se tiene aque 13 dimensidn de

12 érbits del polinomio x3—xy2 es 4.

Caso 5 —

3 3

Si p(x,ky) =x +Y entonces procediendo_como_en

el Caso 4, se obtienen las 4 ecuasciones sigulentes:

3,321

gc, 1 a” + ¢ =

ec. 2 3(32b + czd) =0
2
ec. 3 3(ab2 +cd ) =0
ec. 4 b3 + d3 =1
a b
Recuérdese que A = es una matriz invertible en
c d
tonces ag - bec #0 : luego




;
- 2 2
1/3(s . ec. 3 -1 . cc, 2) = 2acd” - be“d = cdfad - be) = O

i ¥ sdlo 81, ¢d=0, como ad - be £ 0O entonces

c=0 y d4=0 no ocurren sinultdneamente, en consecuencia

e 2 8 e L Nk g

. bd 70::0 o d:O . T R AN I T e ey
Si ¢=0 entonces ecuaciones 1, 2 y 4 iwplicen
resnectivamente a=l , b=0 y d=1 ; en tanto que d=0
entonces ecuzciones 4, 3y 1 implican resncctivomente
b=l , a=0 y c=1. Por consiguiente, el estabilizador de
-x3 + y3 consta exclusivamente de las matirices
1 0 0 1
y pot lo tanto, de acuerdo a 4.14(s5)
0 1 1 0

ge tiene que la dimensién de la drbita del polinomio

4 y3 es 4 ya que dim{ i3, y3)= 0



Qbroav ¢l fn

Seen r(xy y) vy =(x, ¥) polinomios con tlrminos de grudo

ayor o igusl cue k-2 3 s (x, y) o——r ('u, v) es un cumbio
“de -coordenadas en: . gk < ('on(’%l U= Xer(x, ¥y) ¢y i
) P el i1
voey-s(x, y) vy or(x y) = ey x ¥ Frzid

i
entonces ¢l nolinomio r(u, v) pucde exwrecarse en 1z forme
r(x, y) + t(%, ) donde % contiene exclusivemenie a ttrminos
con monomios de grado estrictimente muyor cue Xk .

#n efecto, r(u, v) es por definicién

k- r i -
/{} g (% - r)l' Loy - 8)t 1

i=1
L | 3
Los factores (x - )11 (y - s)i-1
contienen a un suaendo de lu forma
xk-1-1 y yl"l respectivamente ; en consecuencia, el

polinonio r{u, v) pucde exprescrse en la forma

r(x, y) + (%, y). Los términos cue aparccen en lel polinomio

t(x, y) contienen productos de potencias de X, y, r y s

por kxconsiguiente, el grzdo de bste frzctor es mayor o igual - -
gue 1 +1+k-2+k-2=2k-22% por lo tanto

¥ (4%, y) ) = o,



gi

¢

sec. P(x, y) un polinomio ¢n el snillo de rrootorizecibn

ﬁirix, i] , ©5i k es mryor o jpocl cue 40y

BT 2 i | ) ) .
= XY entonces existen 2 pOSlblllO&dGS:

¥ polinomio P cs5 enuiv:lente por 1a derccha con el

. . 2 k
polinomio X7¥ Ty
0
P es eguivalinte por 1la der

Y :ik(P’:) = %%y

echa con un polinomio P!

Demostrzcidn
' i sis Je-1 _ .2 . )
Por hipbtesis, 3 H(p) = x°y  entonces el polinomio
p(x, y) es de la forma:
K-l
X%y + ax® + ey

l:
monomios de grado estrictanente mayor cue k) 4.15(1)

L yi + byk + (términos que contienen

sea (X, y) = 1/2 i=1 % xk“l'i yi’l . Como k= 4 .

entonces v = r(x, y) resulta ser un polinomio de grado

¥ -27%22 cu satisface

(D'T’ (0) = (Q — (0)=0 en consecuencia
O % 2

(%, y) —2 (x =T ¥ - a2y = (u, v) 4.15(2)

Py
resulta ser un cambio de coordenadas en K

Du (0)= Qv (0)=1 7 %&_(0)= Yv_ (o) =0.
0« oy 9 0% |




[ e

A oomlicur fute s rbio de cosyoenidrt on £.15(1), ce
&6

P? en les varicbles Y nue

obtiene uai solinomio
aotingmio P gefinido de le

cauivalentie por lrdérecha con el

siguiente monexras

=1
2 k = -i_ i .
pr(%, y) =u v+ o + {23 2y A 4 v + (términos cue

os de gredo cotrictumente muyor ~ue k)

4,15(3)

contienen monomi

Como Y €S un polinomio homogbneo de grado %2

entonces:

2 {
(x-1)? (y-ar"?) = (Py-2xyr-ax’ (nod )

(x=1) (y-axk‘Q) (r+8) = XyT (mod Ik) ,
(x4¥{=£{+f“1r Fraee * ﬁ::fCUmdfﬁ
© an&logomente

(y - ax.k"e)k =y (mod 1¥) . Por consiguicnte, de la

'observa0i6n44.14(8) se deduce que

PI(xX, ¥) = (x—r)2 (y—axk—z)'+"a(x—r)k +
o plar) (y-a D), y) 4 s0n ¥) )4
+ b(y—axk"z)k + (términos que conticpen monomios de
grado estrictemente mayor oue k) =

= x2y - 2XyT + byk + (términos aue contienen mono-

mios de grado estrictemente mayor fue k)

por lo tanto, P(xy ¥) = xCy + byk + (ttrminos aue contlenen

monomios de grado estrictamente mayor que k) y de acuerdo a




los =prricdos 4.05(0), 4,15(2) y 4.15(3) e dedace rue:

el polinomio P es enuivn:lcenie por 1:i derecha con el
k

~== polinomio—-P!(x, y) = X“y-+ by + (téminos.aue con--- -

tienen monomios de grado estrictzmente mayor cue k)

4,15(4)

En concecucncia, si  b=0 entonces p Jp' ¥y
X 2,
it(p’) = x%y.

Si b # 0 entonces

k 2 k . . .
xzy + by Nd xy ¥ y esta ecuivalencia se obitiene
al efectuar el siguiente cembio de coordenndas

(x, y) —> ( x/ VTBET » VIl v ) vero

2 k

xy ¥y es k-determinndo, segln se mucsira en 4.16(1);

y del Corolario 4,10 se¢ deduce que jk(p’) ¢s equivalente
por la derecha con el volino.io x2y b y{.
.Finalmente, de 4,15(3) se concluye gque el polinomio p

¢s equivalente por la derecha con el polinomio

XY =Y » - - -




+ 4 PP
eptrlosils
- .
e OKJ:+;:;:;},
, ' 2 =
Zam (ZrJ“‘f'f_;r:-'/
b f] a5l RSPt R =
neanatracibn

,
-
[l
™~
~
:\
o
o
O

noa T UE

pipnileatess

Ahora

nerado por

<<?xy ' xZ

 ne nononios 48 & i
sptinfucen, UAZ ¥ sblo unz, 4 las 3 posibilidadas
pfv"f-vi'/*
. .
onJzy t ys
P rhszy + jk , k2 6  siempre ¥ chando €l

sea sinitamente determinado, €n ca
,del Corolario 3,2 se deduce queé
g +4 p noes finitamente detexr

ala variedad real

polinomio D
ap contrario,
el germen Y? =
minado ¥y ROT ganto pertenece

algebréice 252

vien, el jdeal Jacobimno de x2y ut yk' esth ge-

es decir

+ k(yk’l):>




Proposicibn 4,16

Sea = q +* donde g € Q
Y? PEr - Qn-2 !

catrictumente mayor ae 3), cntonc:as hay 3 posibilidades:

3 2
Lo~ ? ~g+xyty en dste caso cod(f? ) = 4
2.~ /2/\) q + x2y + y’ en éste coso cod( 7 ) =5
a la variedad real algebriica gfz

3.~ rz pertenece

Demostracién

5l Lema 4.15 afirma nue el polinomio plx, ¥) = x2y + .
+ (términos auc contienen a 108 mopnomios de £ra
mayor que 3) satisfacen, una y sélo ung,

giguientes:
1.- prVY x2y ¥ y4
, -
Do P AASXY u y5

3.- P /xlxay z ylc , kZ g - siempre ¥ chendo el

polinomio P sea finitamente determinado, en C2

s0 contrario,.del Corolario 3,2 se deduce gque

el germen '? =q+ p no es finitamente detexr

minzgdo ¥y POT tanto DEY
. ?
algebrdice Z,

+ _k

Ahora bien, el ideal Jacobiano de x2y Zy esth ge-

nerado por

<:?xy ' x° + k(yk”l):> es decir

! 2 . Ry ..‘, e g s 2 e A PP RONRSIeYS
p(k, y) = X7y + (térmlnos nue contienen moqomiOS'de“grado s

tenece & la variedad real

sl

do estrictamente
de las 3 posibilidades




A( ):2;; + yk ) = <:l:;;,' , 5 oy ‘"1> \
Obcbrvooe mue =78 ' xsyt N k‘l"’S pertenceen al
. ideal A(V/& ¥ ¥sz1 oy Kt 21 . Tnefecto,
Xs+2 - 2 + ‘yy_]) T x = v 2 %y , xuyt ”S-l yt—l xy. ¥

2 =1 L
F oy ") Por consiguicente

i S i s
yl+s 1. 1/]r },J s xy o+ /% y%(x‘ iy
z 542 s % Ters_1 2 .

A ():25( i .‘)}’) 2 <X + s X y . ¥ +S , x i ):y] 1>

Ys21 y Kt 21

Bsto significa ue (Mg)k}rl e (M;_,)2 A(xzy t yk) y

de acuerdo al Teorema 1,19 II se ticne cue

1,polinomio x2y + 3){ es k—determinado 4,16(1)

[}
-

Ahora bien, del Corolario 3,2 se 1nfiere que 1a codimen

sibén de V’Z coincide con la codimensién de y + y , en con-
secuencia si g € M, entonces
X - e+l -
= i ) + donde M €15 y la clase de
en el espacio vectorial }.22/ A (}: vy x yk) esti generzda

2 k.2
y

por las clases de los monomios X, X7 4 ¥ yeeey

x2+Y16A’yif . Adenbs

ya que
. . +
si aX + X + = a2+j = 0 (mod A(x yZy))
entonces necescriemente  a,= 0 1'/ i=1 ;,...; k
4,16(2)

Para justificar éstn ascverzcidn, basta aplicar los

operadores 5) , (DJ‘, 'a gosoy A a la
ox  Ox* Oy 39“"1




iguzldnd anverior y evaluer en corp, vor Lo tanto,

; e . 2 z
%, X N A z g ec unn buse de M/ A=y y\’)

. 2 ¥ .
_es decir cod(x v.2 %) = k.. .o ewivelentemente

o Sy e o § R

1
cod(a+ xoy £ ¥°) =% . Por consigicnte

I+

1.- Si k=4 cntonces v’Zm'c + x2y y4 ¥ COd(V()=4

y oy cod(n =5

Rl

Si k=5 entoneces ? ASa o+ x5y

14

N
-
i

3o~ i k26 entonces €l gormen nergenece

a la veriedad real olgebréica ;?
=

(consulte 3,3(2) y Teorcma 3.4).




can N . . .
sen ? =o+0p donde €0 o, ¥

P(X, ¥) = %> + (términos que contiencn o los monomios de grado
estrictemente mayor "us 3) entonces

lem !?fuq P * y‘,’ y cod( *7) =5

2= El germen '? pertenece a la variedsd real algebriica
/

?
e

Demostracibn
Como P(x, ¥y) = X + (términos que convicnen a los monomios
de grado mayor O igual que 4) entonces el polinomio P es de la

forma:

4 3 2,2 3 o
a, X Xy anx XY :
I T A A S A -

3
P(x, ¥) = ¥
+ a4y4 + (términos cue conticnen & los monomios
de grado estrictemente mayor cue 4)

4.17(1)

Supbngase que 2y # 0 entonces a2l efectuar el siguien-
te cembio lineal de coordenades (%, y) —2 (x, v) donde
veax+y ¥y &= ay/ 4a4 , se tiene zue el polinomio P
puede expreserse en la.forma:

P(x, ¥) = X+ 3r (z, v) + aAv4 + (ttrminos ocue contienen
a los monomios de grado ectrictamente mayor nue 4) donde
r(x, v) = bx" + ByxVv 4+ b ve

Ty o* bl 5 ’

by = 1/3(ay - &gy + agag + 9-4a4) s by= 1/3(2- 222, + 4.a3a4)

2
y b,=1/3ay - 2aa



Cono (i, v) £l oun polironio honogineo e sredo 2

. ;,) . r Y . ‘
y (‘*T)J = %0 4 aXT PR S I C 354 (0 I7)

cntonces &l efeciuar en 4.17(2) ¢ sirviente cnmbio de coor—
denzdas (%, V) —P (v, bv) donde U= X+TTTOyT I COMOT
e propone en £i12) ¥y b= 1/ (f}oﬁ|‘se tiene nue

u3 + a/v + {términos ~ue contiecnen a los monomios de
grado estricta amente u&yor acue 4) es enuivelente por
1 dersche con 3 + v + (términos cue contienen & los
monomios dée grado. estrictemente mayor cue 4)

4,17(3)

4

Como u3 Ty es coguivalente por 1la derccha con

3 + 4 y como écte Wltimo es 4 determinado (consulte 4.17(9))
entonceu de 4.,17(2) ¥ 4.17(3), se tiene que

4

j4(p) es esuivalente por 1a derecho con x3 + v* por lo tanto

.- El germen YZ es equivelente por 1o derccha con
q + x3 ¥ y4 s de ﬂcuerdo 21 Corolarioc 3.2,
cod(f7 ) = cod("3 y ) y como cod(x3 ¥ y4) =

. segtn se wuestre on el epartado 4.17(9) entonces
Er ceso de que a, .= 0 e¢ntonces 4.17(1) se transforma en

2.2
% 4 aox4 + a1x3y + aXy o+ a3xy3 =
3)

4.17(4)

il

*(»)

i

%( 2 4 aox3 + alxzy + agxy2 + 2y

Obsérvese que el germen x° 4 aox3 + alxzy + agxya + a3y3

tiene rango uno y pertenece al ideal Mg , entonces si se aplica




i i e P T 5 2 P 3 /
b U S i 2, %Y 2. =
) ( + &y 1 Y o+ 2%y + _)y ) e ) g

i

[oN

(),

el Teorcmi df i seeifn 4.0, se obtiene Wi carmen § en M3

aue satinfnce:

¥ 33(g)=x2+by3
4.17(5)

De 4.17(4) y 4.27(3) se infiere nue

jA(p)/«J x3 + bxy3 nor consigulente j4(p) nJ x3 si =0 3

en bste caso, cod(p) = COd('? ) =0 y

3 os1 vAO spsorbiende Db en Yy medisnte

54(p) x4 XY
3 bl
Vb , en tatc cooo cod( ) = cod(x” + xy3) = 6 segin se

muestra posteriormcnte en 4.17(10), cn amnbhos cas0S.

2.~ Bl germen pertencce a’ la variedad real

algebréica 2517
e




Sublema 4,17(6)

si f( 65 un Seraen ficit-nente deteraintdo, catonces

Tis 6lrees de los vonanios X< donde < | < x y
k = det( I7 ) genersn al espacio vecétorial %/ A ( r?
en consecuencia, 12 codimenaidn de i? coincide con el minero

de vectores linealmente independientes de dichas clases,

Demostracién

Por hivétesis k = det( '7 ) , entonces del Teonrema

1.19(IT) se tiene que "-kﬂ < MA( '? s como
Y A ( /7 »7 entonces e ( !7 ) vor
congipuiente, si /(,L & K k+1 entonces la clase de s

coincide con la clase del cero en el eapacio ¥/ A ( 7 .

Ahora bien, todo germen § en I puede expresarse en

la forfa § = 55 j )+ donde ey

vor consiguisnte, la clase de coincide con 1a clase de
k g . 14 = < x=<:
3™ ) en M/ A ( V? )y como 3% f ) e 4T ox

(consulte 1,9(6) y 01.9(7)). 'Entonces la clase de los kmono-

mios x< generan al }2 —-espacio vectorial /A ( 7 )

(

el ndmero de vectores linealmente independientes de éstes

clases es la'dimensidn de Y/ A , es decir, 12 codimen-

sién de YZ .




codlsd + y7) =3y aes(EW P TTT S (e

entonces

Mg A3 i y3) = <x2 y XY, y2><X2 , ¥ > >

D<x4yx3nyY2’xy31y'> =Mg

De scuerdo #l Teorecma 1,19, el germen x3 + y3 tiene

determinacidén menor o igual nsue 3. Por el Corolurio 1,25
2 bl
es(x3 + y3) = 3 £det(x” + y’) de Gonde lz determinacién es
exactamente 3. .
Ahora bien, del Sublemz 4,17(6) se_tien: que una base de

My /'éX(xa + y3) estd formada por las clases de 1os monomios

X, ¥y Xy, por lo tento, cod(xj + y3) =3

2) = 3 N det(x'} - Xyz) =3 4-17(8)

cod(x3 - Xy

en efecto

N I B AT ),
cono

x4 = 1/3 x2 (3x2,— y2) + 1/3 xy(zy)

2 2
%3y % (xy) y XY

xys = yo(xy) ¥ y© = -y2 (3% - yz) + 3xy (zy)

entonces

t

xy(xy)

1]
i




e
i R
LWV

A(:‘- I <L >< :4),/7 >
o) < s YT -l"'>

y d¢ acuerdo 'l feorema-1,18(T}) yrel-Corolario 1,25 -8e-tienet i o *

cue es(x3 - :':yg) = 32 det(x” - xy°) = 3 por lo tanto

de't(x3 - >:y2) =3
ihora, del Sublema 4 17(L) se tiene nue un conjunto de
genercdores de My, /A (.( -~ ) est‘ foimndo por las clases

2 2 3 2
de Wy Yy X, XY, ¥y X7, x Y, >J s y3 ¢ de éstos, los linenl
mente independientes en I, /A(‘.“ - Xy ) fnicemente son las
2
clases de %, ¥, X% por lo tznto cod(x - ):y2)=3

cod(x? + vh) =5 y det(x> £ yh) = 4 4,17(9)

En cfecto ZX(;:3 + y4) = <3x2 , 4y3> =<:<2, y37

entonces FRE :;: A ST

Mi A(x3 * y4) = <x2, XY, y2> <>:2, y3>

4 2 2 4
2 <x , x3y, X y2, x y3, Xy, y5> D I-‘Ig

Del Teorema 1;19 y el Corolario 1,25, se tiene que

det(x3 ki y4) = 4 ; del Sublema 4,17(6) y procediendo como
en los apartados 4,17(7) y 4.17(8), se tiene oue una base de
Mz /A(x3 + y4) est4 formade por las clases de los monomios
X, ¥y XYy X, ¥ wr lo tanto cod(x3 b Y4) =5

cod(x3 + xy3) = 6 Y det(x3 + xy3)

i

4 4,17(10)



Fn eivcloy act(n” + xy7)= 4 seodn se masuira en el

¢ jemplo 2 del genftvio rnertado 1,25(5) ¢ wnhora

o o
A (x + XY = <7.::“ + Lr , oy > < > X
N y So 9

1‘”

k y
{
(9]
9
™
o+
-
Las

Por consiguicnte, GOL ‘)ublcm‘ 4,17(6) se tient cue 1as
. 2
clases de ¥, Ty By X y y % y formzn vna base de

M, /A(}:3 + :<y3) toto significa nue cod(:»: + xy") =6

WOTA: La indcpendencia linecol en A7) - 4,17(10),
se pruebz gipuiendo un procedimiento anfhlogo

al hecho en 4.16(2).

pel Lema 414 Y de las Pronosiciones 4,16 y .17, S€

deduce que sl Y? es un geracn de rango -2 de codimensién

2
menor ©O igual cue 5 aque pertenece 1 idcal M entonces: -

cod( 1) aet( 1] ) |

AJ O+ >y 3 3
| Xy ey 4 o

] <%y - v 4 4

X7y + y5 5 5

w2y - ¥ 5 5

>+ gt 5 i

% - y4 5 4

4,27(11)
G n-2
donde q = ‘{{:1 x? - jj%:'+l " xg € Qn_2



a uie y 26lo una, de los § Srbitus siguientes:

tenemos

g0

Lh concecuencin, todo rmerpen en 17 Qe rengo  n-?

Codimencsibdn en T

indice n-2- ¢~ de coGiscncidn menor -ue 6, nertencca,

i T e e v e

7

ORBITAS (ver Teorema 3.7)

RS I y3 . al ) 3
QO+ > 4 xy2 . ol ) 3
0+ x°y + yh ¢l ) 4
Q+ x%y -yt ¢l ) 4
QY 4y, 6) 5

+ x2y - y5 ) ol ) 5
4 x3 ¥y, G7 ) 5
14 % - y4 ) ¢l ) 5

Como el {ndice varia entre cero y n-2 ,

n-2 y codimensién menor o igual que 5,

4,17(12)

entonces en I

7

8(n-1) 6rbitas cue corresponden a los gérmenes de ran




CAnTT™Mn y
TERDEMY NE PRELRACTIAN

F1 primeipal resultadn de este cap{tuln, ps el Trorema de
Preparacidn. En la demnstracidn de dste Tearema se u'iliza el Tea
rema de Divisidn, que a su vez se dence del Tearema de Divisidn
Pnlinamial, dste Gltimn se demuestra can la aynda e ura cornera
1izacidn al Tenvrema de Cauchv, en tan*ns que Tas tres cnrnlarios

del Tearema e Anrel ju~tn car el Lena de Fvieneiin dn Miremherg

se utilizan para camnlet~r la rdemnstracidn drl te-rema e NDivi-
sidn. Para finalizar éste canitula, se da una reneralizaci‘n del

Tenrema de Prep~racidn as{ cnama un cnralarin del misnn,




e ————

Tenremd 5.1 ( Trnanen OF NUAGAGLER

Sea D@ Y Xv//Qn—’O ,?2 una funcian C™ en unr? vecindad
del cero tal que: plt,0V = f!(f‘tk, dande d 05 10d funcisn €°°
an una vecindad del cero que satisface dln) £ n, Fntances nara
cualquier funciAn F R A R" v aue sca £ en una yrcindod

del cern, existen funcinnes n, R s Zganyyz amhas C~

en und vecindad del cero tales ques
1,~ FE cnincide con np+R en una vac indad del cero
- k-
2.- R(t’ﬂ = .(d: l‘i(x)t 1 dnndle T3 eS8 c=° en

. mn
una vac indad del cero en /3 .

ronsidérese el pnlinnmio Pyt L f'(_-«o L dofinidn

de la sigriente ma~era, si 2z € e y ;( e PF gntnncas
3 KA
Pk(Z,l\. =zk+;_i A2 dnnde ):( )\l,...,.)\,:)
A=)
k‘: 1' 2, aes 501(0
rg (7 Yy =1 5.1(7)

£n particular 54 z=t v ),; snan reales, entances
P (¢ A):tk+ z M gt
in polinnmio Py definido de esta mannra satisface 1as 2

siguientes {nualdardes:

P (z, }\/ = )k 1+ zpk_.‘(Z, )’) donde ;(" ( 21 yer o )k-1)

5.1(3)
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-1
Pk (Z, A) - pk (hl, A\ B (Z-\.]) :,f_ ['Ji--1 (Z, /’1 )uk-{

Az

PeY ‘
Kz 1, 2y ooo P I G PR A ) 5.1(4)

u
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£n efecto P (7, A)

1]
N
—~

it
x
4
™~
e
=
—
~N
N
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verificdndnse as{ 5.,1(3),

\hnra se demuestra 5,1(4) por induccidn snhre K. Para k=1

el miemhro jzquierdn de 5.1(4) es
Pq (zy ‘A =Py (u, A) = (z+ A) - (wt PURREIE LA

y el miembro derecho eS.

K »
W) 2 voultt n
(Z U) fl_. pi"1 (Z, R N} = (Z-l.l\ Pn (z' R )\J = (Z—‘J’
ya que por defiricinn Py (z, \Y = 1

SupAnnase inductivamente que
) ) k-1 izl
Preat (z, A ) - Pry (w, X ) = (z-w} ;E: Py_1 (zy, A )w

£z

k=1-1

al multiplicar poar W esta inualdad se nhtiene

) ) k-1 R
upk_1 (z, ] ) = uPy 4 (wy, A ) = (z-v) ;E Py (z, X )uk—i

<=}
1]
al simar en esta igualdad el factor (z~m)Pk_1(z, ,1 ), el

miemhpn derechn de la mismd s@ transfarmy en:




. ot 4
(_Z-u)( < pi_1 (z, ;1 Yoy i + o0, (7, 2') -
4zl K=
K il "
= (z-w) 272 Py, tzy, A VYu

A=

‘tn es precisamente el miemhro dnreebn de 5.1(4); e~ ‘*antn que
en al miemhbrn izquierdn se nh*iene:

) ]
(Z-U‘) Pk_1 (Z, A )'f‘ lka_,' (z, R,\ - |J|’Vk~1 (1,1, ) A

u

)
ZPk_1 (Z, H’\ - Upk_1 (h', } Y -

)
(Rk + sz_1 (.Zl ) \ - ( /‘l + (,;Pk-1 ( u, ))) =

k

P2y A =P (u, A)

en 8l Gltimn paso de estas igualdades se aplicd  5.1(3), enwn
Cgste 8s el miemhrn izauierde de 5.1(4) en*ances fsta {onaldad es
vdlida para tndn nlimero natural k: verificdndnse de és‘*a ma-era

la fgualdad propuesta en 5.1(4).




Tentema 5.2  (TENRE®A DF DTYTSIAN nnp1romrag)

h
Sea F: ?2 x W —o ¢ una funcidn €™ en una vecin-ad
del cern, entnnces existen funcinnes 0 y R 5? x ﬂ?nx Jra ¢

que son C™= en una vocintad del cero tales nue:

1.~ Elt,x) = 2(t,», A ) Py (t, A )+ R(t;xf) )
dnnde

?." R(tpxy ) ) = s ri (-Y" 2 ) tk—i
A

UM

y cada r, es funcidn €™ en una vecindad del cern en

>N K -
}? x K . MAs afin, si £ os ;? ~valuada entnances
tamhién las funcimrnes N y R se puerden elenir Q? -y~ lyadas,
NMitese nque si £ es ﬁ2~va]uada antnnces la parte ima-

ginaria de E(t,r) es nula, y bastarfa considerar dnic»mente las

prrtes reales da N(t,x, A ) v R(t,v, A Y y entonces ei el

miembrn derachn de 12 ecuacién 1 rfepl Tenrema 5,7 tendriamas sumas y

prnductos de numerns reales.

£l Teorema de Divisidn Pelinnmial 5.7 implica el Teorema de

DivisiAn 5.1

En efecto, por hipdtecris Dy E snn funcinnes C“° en

n
una vecindad del cero en 22 X Z? . La observacifdn prece-
dente y el Tenrema 5.2 garantizan la existencia de funci-nes (*°

QD ’ RD v e v Rp tales que:

'




n Yk n v £~ ”E Pk + RF An~dp
W e, X )= Zor (e AT .
) ' ‘ ,(':T 0 VAN v
K . k-1
Re (t,%, 2 ) = Z s (x, ) Yyt o 5.2(1)
qz

fn primer lroar se prueha fue 13 “uncidn OD es distinta

de cero en una vecindad del cero y la funcidn RD se anrula en el

n K
nrigen de 2? x 7. 5,2(2)

£n afectn de 5.2(1) se tiene que:

. n(t,0) = . (t,0, )P, (£, A )+ R (£,0, X ) §.2(3)

entonces para ,R = 0 se tiene

- Cay 4K K i
D(t,0) = 0 (¢,0,Mt" + =
L=

k-
iD(,)

va que
’

k
Pk (t,0) = t (consulte 5.1(1)).
k
fhora bien, por hipdtesis D(t,0) = d(t)t ean

d(n) 45 0, por consiguiente al sustituir este valnr en la igualded

anterinr se nbticne

» Kk K .
At Ln (6,0, = 1 (0,0
A=z
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Al iqualar cnef

ne que

r -
0 fn,0) = 0

dgit) = (0,0

" (t,0,0) com 04

continuidad se tiene que 12 func

una vecindad del or{gen,
en 5.2(2).

£l siquiente paso es aplic

Implfcita a la funpcidn aue asncia:

A

—p

(x, ;l y —P® (/r

(0,0) (0

se probd que

A continuacidn se demuetr

es una matriz invertihle. En efet

antonces en Algund vecindad del ¢

d(t)tk= plt,0)=10

K % -
£ si x0T
{21

A=

+

A1 derivar ést

X =0

- Dn,
1’5

se nhtiene:

teiontps en Anta Gltima

justificdndase as{ la aseveracidn hecha

ar Pl Tenrema do la Funcidn

A, [:gk n

a iqualdad con regpecto a

k
(t,0,00t" + 0, (t,0,

faunl 'ad se ahtie-

¥

’ o K v
,0) = d(0) B “patances nor
idn QD eca distinta de cero en

A ;> . Fn 5.2(2)

e eey OY
a nue E;) r
iD
(0
o Ay
oy ses si (A (0, 1) =
orn se ‘iene ‘

A\

Al

N

{

tk—{:} T

{cnmpare con 5.2(3)).

A

A

y ev~luar en

o st
1257;;‘(0)t

5.2(4)

k-1

. 2

n)tk”j
Azl




k-9
De dsta igualdad se concloye ane el coeficiente de t °

D
=N - »
&8 0 n (th,O) b Sj o enquivalentamente

2.
o
—-—%%;~f¢;-— (Q} = - QD (0,0,0). En tants que si 1 es m~yor
A
k-1
que § entances el coeficiente de t es cero , ns decir

_OS
D) Iy

(nY=0 V 1 > 5;2(5)

£n efecto, la primera de estas aseveracinnes se deduce al

igualar términns semejantes en 5,2(4)..

La segunda aseveracidn hecha en 5.2(5) es una cnnsecuehcia

de las 2 hechns sinuientes:
- 0 (t,n,0)= a0, (0,0,0) + tc (n,n,0)
.. et
2.- Apl{quese el pera--r E> a la inualdad

ST

5,2(4) y evalidese en t=0 para k-1 < k-3

De 5.2(5) se infiere que E> S

es una matrfz triananlar inferior cuyvo determinrate es el producto

da las elemantns de la diagnnal principal, es decir,

s




C
) DL “
,,_.ca__i;.«--m> ( - m.m) o
i

(0,0,0)7& 0 sepadn se mues!'t en 5,2(2), entances

—~—~———~——~—(n)/// qé . FEn estas cnndicinnes el Tenrcma de

1a Funcidén Implf{cita asequra 1a existencia de fu-~cinnes £=°

n K
G;i: 22 — (2 i=1 ,..., k que satisfacen:

a) T (x, (1) =0
b)) @ (n)=n Jdande 9 = ( @ 1 reeen 9 k) 5.,2(6)

(véase 5.2(2)}. Can 5,2(6) es nnsihle expr-sar a 1=s funcinnes

QD y Fk gn la fnrma:
T o(hx) =0y (hx, @00 v POH= Py (3, O (V) - s.2(7)

entonces de-pués de sustituf{r 5.2(7) en 'a primera de las ecuacin-
nes gque aparecen en 5,2(1) y aplicar el inciso a de 5.2(6) se nbtiene
nD(t,x, G (=) Pk(t, 67(x1)4-RD (t,x, O ()Y = 0(t,%) Pl+,x)=

= D (t,x)

es decir




Dlt,x) = Ae,d p o (4,)

—

Comn 7y D caincidnn en el nriren, entonces nueva-

D

int crntinuidad r 5.2(7) se tiene y n -
mente por chntiny y nnr o [ 7, e irne que (?,x\.% 0

an una vecindad del cero asto permite, al means lncalmente,

despajar a P(t,x) en 5,2(9) de 1a simmiente ma~era:

éﬁf

5,2{)

Pt = 2107
n (t,x)
Sustituyendo éste valar en la coonnda iguatdad en §,2(1) vy = 4

aplicandn 5.2(6)(a) en 5.,2(7) se nbtiene:

£ (t,x) = 0o (4%, OGN r (N R (4, G () =

ne (t,x, 0 (xV)
: P ol+,x)+ RF ( t,v, 9 (~Y)

N (+,x)

Finalmente sea

ne (t,x, g (+))

() = O 000 v R -

E (f,v\

fste cnciente tienre santi

5,2(9) se transforma en

E(t,x) =0 (t,%x) D (£,x)+R (+,x) dande

5.2(9)

Ag en una vecindad del crro, entances




—-———f

P

- K
R (t,x) = = r. (x) tk‘{
SRR TR

A
Cnncluvendn as{ 1a imnlicacidn dal Tanrem? d4n Divisisn

5,1 a portir del Tonrena do Divigidn pPalinominle

p fin de drmanstrar el Tearema de Davisidn Palinamial noces’ ta-
mng antes demostrar gl Lema 5,% que es und gnnnrﬂlizactﬁn de la

fgrmula de Cauchy.

Sea Gt g —+ ﬂ , 6= ut+iv 3

U,V {—> R

Si z=x+ 1y, antnnces

ya fque g = 1/2 (z 4+ Z) y = 1/74 éz -7)

es '!n camhio de cnnrdenﬂﬂas. gimilarmente

Dy OV OX ov. 94 ‘—_.’;(,&,VWL; oV __
<

e T by o—
55 ok oz 9% oz 2

Por cnnsiguiente

S s =




2w Q6 .1 26 . 96 |
Oz OX DY 5.2(11)
y D6 26 . 9
) 1A = (ut i) - a
X 8'3 X A 5;;(,&+1V>:

iy e a

( >(DJ 7Lc>i>

- DV aM
(33( ()3 AL[O é)\/»

= 2,{ aC’)
OF

Az/\&‘?:—ixdxx\dj

8* Ja{, ec‘[‘o :

d=Ad? =(dx+id@ (4~ J»c*sj)
:A)(/\Ai - dx A - Ac\d +,¢(JA3/{A>L 7’-4(}3 ,(o\j

:_,cdx/\aj-,icbc A(lj
- -2 ld "Aﬁ




lLema 5.3

N - N
".ea fs 0 —v & una fu-gidn L7 ec-~r-siderada comn fy-a
cidn de //2 ——P 72 « Si Y €3 nna curva cerr ada simnla v

U= interinr de X entances tara ‘ada oW & se *iene:

/(w>=-f’/.—— _,.Eldz +J~—~S %—é—

294 z2-W

Y

\d ?Acii

MATA: 91 f es halnmarfa entances ..QL =0 y la ecuacidn

0%
anterinr se reduce a la conncida fArmérla de Cauchy para

intearales,

Demnstraciin

F{jese u en !l entances el min IZ-—L}}/Z € \b/}

existe vy es maynr que cern, purs 2 | z-u | £s una

funcidn pnsitiva de un compactn X a 7/2 . Sea

g < go<min | z-ul/ 2z é}/z

Cansidérese u = U -V, dinde YV es la vecindad cent*rora

en W y radin 8 . 51 X@ es la frantera de Ug entnnces

\Q - Y U c, duwnde C, denntala frontera de

¢ 5;3(1)




. -
la fungisn Gfz) - (N es 7 oen z nups nar cna narte

-u)

fes C7y nar ntra 1/2-1.; es halamarfa on ﬁg

funcidn DCO _ eaincida con _‘(D/““
K]

de ab{ que 1a

— o

(.

Par cansiavie~te si G- u+iv entanres

YG(z)r‘z-:gﬂ (Gdv + G 7y )
b Y

por el Tenrema fde Green estn es ioual a

gf @QEL - 26\ dxady

:u*& ox @"5 /

por 5.2(11) estn cnincide can

SS 2 86 AIAA‘j

finalmente, pnr 5.2(17) estn s iqunl a

<~ Bc\ij\t. = g@fiéz 207
u& U

por 1o tanto al sustituir G vy __‘8_6 ___ vy a-licar 5.3(1)
Z

Sl

&2/\&2‘&4 ?>A 57(?>A2 S’;(_?) d=
Y C

Fstas Gltimas jgualdades san cansecue~cia del hechon

siguiente:

5:3(2)



X& =Y 0 Og a_'s/o \mf'l(& g ) g‘ ; %\ ) g
Y, 1% v
- i0

Ahara bien, si se p~ramp*riza z- w ¥ g 2 ae nhtiene:

pues par hinAtesis £ es C7°

Par ntrn ladn .l_, _ tamnidgn es intenrahle eon n oy

z2-wW

257 .
S e . .
Y—g—(—-)«‘h:g AF(UJ+(%€(G>AO
¢, T 0
&
astn implica que! 25
. 4 z ; A
Lo (5 (w8290 ] ap )02, EEE /
Ahnra bien, la medida de ﬁ& se anrnxima a 1a mgdida e i
U confarme g. tirnde a cern (cansulte el ndrrafo onrevin a E
‘ par ntra parte ___.@,E_-,_ ps intearahle en U y U&
0?2 :

U& , ésta (1*ima aseveraciAn se justificard a) final de fcta

demostracidn., fnmn el praductn de funci~nes intenrahles es nueva-

mente unad funcidn inteqrahlec, antnnces es nnsihle aplicar el 1i{mi

te en la gcuacidn 5.3(?) cuande g tirndr A corn para o~htener:

e —

zZ-W

\

OFf ¢
'gf(—é)o\g/\fjéz iil%&z“i‘iﬁ%(u))
Y

por lo tanto



Para prnhar que

5? ——-—-—i—:—»- dz A d7 existe,
U z-W

serd suficiente prnbar aue ST 4 dz A d7
2 - w
exiate, ya que i es hnlomnrfa en U, }f/ &>0
2-Ww

y por tanto integrable (véase 5.3(1)).

En primer lugar nhsérvese que si
z =z (a+x)+1 (b+vy) entonces dZ/\d'z'='-21 dx A dy
ya que la derivada de una constante es cern  (cnmnore con 5,2(12))
Ahora bien, «ade elemento de VU puede eroresarse en la
forma z=u+te»"9 dande 0% O € 29 v

0 £t 2 £ en cnnsecuencia

L = 4 - @_V‘.@ - 205 8- Sen 8
2-w -+ e,t@ t ¢

como el determinante de la matr{z nue induce el cambin de cnnrde-

nadas t cos 6) + it sen (9 P (t cos 9 s, t sen (9

es t) entnnces

=Tl



<=

N
1
!
g
>
VJ——
ny
Y

VA
OL./)i
O
g/?S
n
!
(".'1\ :
\
|
A

rables en [o, 2‘#]

es {nteqrable en V.

o el cossno VY el seno son inteq

oncluye que

entonces Se c
2-w




NDemas tracidn

Para prnahar el Teatema 8,2 sp mos*t-r4 nue evicten fu~ci-nes
¢ en iina vecindad del cera Ty R de aox /72n X (jK o
cuyas restriccinnes al cnnjunto 7 x 7/2" x % eatisfa-
cen lns requisitns que se piden pn la cn_nc]usi.—ﬁn del Te~rema de

pivisién Polinnmial, es decir:

E(t,x) = 0(t,%, } ) Pk (t, ) )+ a(t,v, A ) v

Y ore K,

Aoy A = 2w O JOET
=1

Vox e ¥ v ¥ Ae 0"

i

A

>

fara consgquiy este abjetivo es necesarin eviender a la

fumcidn € en-una funcidn T . @ X /72" x ¢ —b ¢ de clase
¢ para pnsterintmrnte canstruir 1as funci-nps N v R a nartir
de esta extensidn T . La existencia de T s~ justificars més
adelante en el Lema de Evtensisn de Mirem-era (Lema 5.4)3 n.;r
consiguiente, en la primera parte de psta demastracidn dnicamrnte
se canstruirdn las funciones @1y R con las caracter{stica~ ano-
tadas anterinrmente asumiendo la existencia de la funcidn E .
as{ pues, Supdnqase que £ O x //2n x ¢F —» @

es una funcibn € “ en una vaecindad del cern que satisface:

—L:(.t,x, A Y = E(t,%) }/t £ //? ) V ¥ € /?n
y Y X e F 5.3(3)
§¢ a1 fijar (v, A Ve /72n x 0F se nhtienen funrianes

£(z) , p(z) v Pi 1{2\ can la simuiente reola de cnrrr’-",'“"’“




1=

pandencia:

S2) = Bz X ) 0 P03 P, XN v pa(2) P 2

5.3(a)
del apartadn 5,1(4) se nbtienn que

K k -A

IR X0 £ L lnw
7 - W (z-w) ¢(2) A= ¢ (?)

5.3(5)

para justifiecar 4sta iqualdad escrihase 1
2z -w

. en la forma P (?3 L
z-w Pl

y can el auxilio de 5.1(4)

exprésese a ? {‘Zx como

z2-W

Ahpra hien, nor und narte £ es de clase €> y nnr otra

siempre es posible encnntrar uyna curvad B/ {enmn se nrapnne en la’




e

r—?_z):

demastracidn del Lewa n.3)  que rn eanienga ceros

p(z) = pk (7, /1 Yo
Tz)= Elz,x, )

Fntonees después de aplicor el Lemd 5,3 a la
se tiene que \y/ w o€ Uw tnt( Y)

furcidn

N & (2) fm” )

é(dﬁ-zqa g"ETG“AE +1€a u_/,l%; Az,adz
2

A1 sustituir en esta expresinn _élu“~ cnmn se nrannne
z- W

en 5.3(5) y aplicar 1as propiedades lineales de la intearal se ~b

tiene:

N RN OB éf ¢ () E-l(ZBw“'*'BAMAE _
25 W( mzz W@ 4 OF O
AL (2)

l () __dz+ jg(é o\z/\c\> pw) +
E< RIS Szgxizw\

> gwk FSJB E}EA,',(ELA?AA%w

2(’7“/{ j;’ ™ (2) u

5:3(6)




fscrihase ahnra

IRPINE T

- (IU)X;1> -~m: ( (E Q)VK(Z 13 1L(3(u)PK(2 1\
=]

4 (1\))

;?

éji_x':IB P -1 2 ;1> A = A J

t n QK.(

5.3(7)

Entonces de 5.3(4), 5.3(6) y 5,3(7) se infiere que

E(uyt, A ) = 00y, A) P lu, A )+ Ry, ) Y oeu

y de 5.3(3) se deduce nue

Eleyx) = 2(t,, A (5, A ) + R(t,v, 3) Y ore®,

Vi e ®™ v VYV he "

£l. Tenrema de Divisidn Pnlinnomial quedard campletamente

demnstrado una vez que se pruebse la diferencinshilidad de cual-
quier orden de las funcinnes 0 y R, para ello es indispensahle
probar que las intearales que aparecen en 5.3(7) estdn “ien defini-
das y hacen de 0y R.1 funcinnes C*° , La primera de estas in-

teqrales que aparece on amhas funcinnes 0y Ri estard hien de-
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finida siempra v cunndn 1ns cerns del pnlianmin pk(z' 1 Y an

se encuantren snhre la curva T, para !'nida ) gn una verine
1< '

~dad del nrfgen de C ¢ una curva ¢on et 'es caracter (sticas

sjienpre e3 pnsible escngerla qracias al Cnrnlarin del Tenrema de

fouche (véase (¥ Y, el cual mencinna Que para nnlinaming

que poaseen coeficientes cercanns les cnrresnanden ra{res corca~as,

gstas (ltlmas arcdenarlas adpepadanente, Lo que nn es nasihle evi-

tar, es que el interint de T , U coantenna cerns del Anlin~min

Py ¢ por esta razén y dohido a gue 1lns integrandns ps t4n apnta-

dns se requiere Ade 1as parciales de cralquier arcen de 1a fu-cidn

se anulen en los cerns del nolinomin P,V tamhién

)
o) Z

cuando la parte imaginaria de 2z sca jdénticamenie cern.

Como veremas mds adelante, fsta serd sufici-~te para garan-

tizar que las funcinnes N y R nstin bien definidas y sean funcinnes

oD

C™ o

Fstes serd el tema 2 desarrnllar en 1ns 4 resul tadns siouientes.

Gedren a1 iy
dertlarre I
P &
i’ 4 57
Antes de entrar on materia daremns 13 natacidn que se em-

pleard en lng lemas siouientes:

51 << es un wultifndice de n cnnrdenadas, es decir
ot = Gy reees o< n) dnnde e = 0,1, 7y see

entonces |

(*) TMMAQ /’/ﬂ/:d/e’n o 30!/7:.(10#:/:/?4 Ana/ysfs,

<




141 ot F. .. FeXn
Q- _ O
E;I ail 312 "'ain

Sea A el coanjunta de multi{ndices = de la fnrma

( g peerr X k) dande el { °s.un entpra nn necativa,

Fste ennjuntn es equivalente al prnaductn cartesiann de las natura-

Jes k veces y como es un producta finito de canjuntns numarahles,

entonces A as{ mismo es numerable v

por tanto existe una biveccidn G+ A — NJ que
asocia-a cada multiindice =< ur Gnicn ~dmern ~at-ral
o)
g (=< ) lucan entnnces la expresidn = sig-
2 <=0
nificard en realidad ==
() =0
5.3(9)

Recuérdese asi mismn que En + K v En denntan

10s anillns de nérmenes en cern de funcinnes € °° que van de

nite N
7() ———D 7/() v R — R

respectivamente (ver Car{tuln 1), Par (ltimn

K



[

En [[ Yy oae Uk\]/] donntatd el a~illn de sprirs fnrmales

cnn copficirntes en el anilln l»fn , #5 docirp 11 plpmrntas dpe

.En [[;1 RN VJ snn de la forma = ’,_,\ j _
, - ey

K
dnnde /(24 es un germen de En ’ vy € ,468 v

>l = (‘><1 geey o<k\ 5.3(0)




Toarema 5.4 (r. nnreL)

La funcidn (j : En 4k =D En } [y1 yeoey Vk]]que” .

asocia a cada gormen ? dol anillo En vk 1a serie formal
I

de potencias = 7 j es lingal y suprayectiva donde
T

{Z = o“ﬁ} gatn e9 ?_/\(75) %j? (I OB
C)J ﬁZ“x§a}

oL = ( kK
: e ) we R w e R
pemnstraciin
€ es el conjunto de gérmenes de funcinnes C°° en
nt k
()Yl ALY :
una vecindad del cero de KX R o r . Entonces para tndo
i = [~ 4
multtindice e =4 ( 1 gesoy ol K ) 1a I'P.Sf.l‘iCCi""n de
! n
a (Z al conjunto /72 X O es un germen dal
anillo lncal En‘ y comn las parciales de Q snn Gnicas,
antances 1a serie formal de pontencias = 7 < 3]
=

Grnica donde
lxl

?IB —/(xa),?c{e £
C)j




,)?)

Por lo toanto 1a funclidn que astana 0 cnada cerren 17 del ~aih
ol
anillo local E 1a serle < ) 4 potd
nkk S St
o< o !

bien definida.

9 sen lineal es vnd canasecunncia de

Q!

1a 1inealidad del nperador 2/

k8

Ahora, ol que

£n efocto, gt ? y son afrmenes de
nt K

r y s so° reales entonces:

fthora, el siquiente paso eS probar que 19 g3 supra-
ol <
1lo mostraremns que st = Q&L ,2,/
A )

yectiva, para e

alquier elemantn del anillo € [z’y]:l entances existe

2 anill -
un gqernon )? an el anillo En Que antisface:

)Jl:o

@as u



5__7; = '24 Pare {Mo w-nu/‘/*\n'ndue
‘j o

R xo

o( ;("’{l )en "’<1c

/’

e crece suficihﬂfemvnte

(,’ : /7<7 K ——p /? c-°

1 cero gnn las cyalng 25 pasihle definiy ay
germen IZ en 13 foppa

répido a o Y unma funcidn

8n una vecindad de

' Afirmamos que existe E‘/I‘Lv( } q

—< 5,4(1)

7(1' 3> :/5;:0 }2( (=) 9 /f-ﬂ//a«jj

Justificaciﬁn de 1a evistoncia de

anille £

"N germen ?7 en pl
€on 1as caragt
n+k

Pristicas anntadns en 5,4(1),

Para todg multi{ndipg o= =<y

antes f. de gl

en la vreindad

’icl' O< k )
elf{janse Tepresent

Ve ®

esto siennre €8 posihle,

cnn qunr te comnagtn

de radino yng Con centro en ey nriaen,

va que sy

Oae. s coualquier ntrq
Tepresentante do ?L entanges a1 Cnnsiderar fr = 9 o g
n
donde g o5 yna funcidn ¢ 4o 7 — 22 que satisfage;
1 si I x1 < 1/2
glx) = ,
0 si I x] = 1
entonces pnr Canstruccidn f. YV o . g Cninciden en
Ia vecindad de radin /2 con ¢

antrn en g} OTfgen v -
si Jx) > 1.

ch (X) =0




K »
Sea f: / - v /Q una Foneidn C° que satisface
1 31 L yl=1/?
(’ (y) =
0 si [yl 21

Sea A un ndmern estrictamente mayny que ¥ 1la
3 y

K
voeindad de radin 1 con centro en el ar{gen de //2
2
entonces para cralquier sucesidn g/udj que crece suficlente-
mente rdpida a <@ pxiste un multif{~dice e que satis-
: . . o<
face . 7//LL para tnda o< tal nue ]Kl > | ol

por consiguinnta:

1, La funcidn f se comnarta en V cnmn la
funcidn constante unn.

' K
2. 51 VU es un punto fijo en 74 entan-

ces f (/LL°< VD ) = 0 para casi tndo tér-

mino de la sucesidn 5/119( z evcen*n nara un

nimero finitn de ellns,
5.4(3)

En efectn, como A > 1 entnnces

L .
2p 2

f vyl £ 1/2 par consiguiente f(y)-=1 }/y e U

luego si v nertenece a v entnnces

. 9‘9;' )




2
Coamn g/Lanz 05 una sucesidn creciente, rntancrs eviste
un multi{adice X tal que l“" I Z l X, ratnaces
/(_L‘( l yU\ > 1 por cnnsinuiente /’ (//,(,< yn)=0

satisfacidndose as{ las condicinnes 1 y 2 dadas en 5,4(3),

2
4y ==

Ahora bien, la funcidn fe A v /)( oY)
< |
son £ en una vecindad del cern, entances el nrnductn

ol
. (x) Z ]D( e v) tambidén resultan ser una fune

<L
cidn C° en una vecindad del cern: -nr cnasianiente el nrnducta
[N B
DL </ 4l~/0Cu463

N e
oxf oy :

es uyna funcidn diferenciable. en ura vecindad del crro para tndn

par de multifindices P: ( 34 veees F" Y

V= Oy een Y, )

Sea Vy = yéiek/lvl< L si
2y

y € VX y lv{lf \ Y\ entnnees /bl‘,{ S/Lx

en consecusntia

o Lyl gAML 2 Ly

esto significa que /J( M y) = V y

M
=4
o




[ e

y para toda X tal tue {54 BN S , anr 1n

VY-t .
e (j)’_____,;'_._ . \ oy X-.- L= -
--——(‘D /jy-—« (f) ())‘-1- fh - 'n. ‘ . 5,/1(:1)

por otra parte de 1,7(1) se tiene que
ly-ol

] ‘
\Tl i @.‘«_( >C> fo//w 5:
f(/u«f% e T Oy % |
" g YT
- (4 ) Yo "
1o <f "J IS x—cf/’/)* 35
5,4(5)

Al evaluar esta ~uma an v=0 se tiene que
fy - |
al\’) CX a 53
(Dd ﬂ:D C :j j
ya que de 1,7(?) se infiere que en y=0
chfl fj"‘ ;o = d
== ) e 4
Dy’ \ T S y=e o e 7

por lo tanto, de gsta (ltima expresifny 1a dad en 5.4(a)

ae tiene que ‘
| an ¥ =°%

CDIXI oL Ny / =
Y /”(”L o s YH
5,4(6)

.

H]




Cona las dertuadas parciales de rualquier atden del nra-
U« Vv,

2
ducto 7. (%) __;yw__ o { U V) existe eon
A ! ( '/I

entonces para todn par de multi{ndices F = {3 XY {3 )
n

y Y = ( X1 peees X y ) tiene sentido  definir:

Ip Y ,L
o', a' |
/J

2 /"‘( — ')(/Lbz 3
¥ | - 7

}"'<1:D axp \J ! ";..A(")

Lueno, si se prueba que cada una e Gstas serles converge
- ’ o

gniformemente en una vecindad compacta del nr{qgen, enlnnces se

concluirfa que 1a serie

od A
Z 7[,,4 (1\) :?7 ()O,u,ﬁ es de clase C° en una vecindad

del cero y en cansecurncia diferenciable térmian a términn, estn

es: \@l &‘Xl > )
D[Sz K ”, plres)

le l.»?l—

D Lo

&XP (&,
) \b’l .,L
- 2 D r/dw\p

141=0 'C)“ 1(3 }; < | 5.4(8)




fn particular st
vy do 5,4(5)

e Ssta Ml1tima evnresidn
38 abtendrfac:

ts
O

J

i

:zx%c Ah\f}? 37 pluss) = Fy(x)

Por consiquiente, al traducir fstns Gltimns rerylt+adng al

lenguaje de’ gérmenes se cancluir{a que el germen definida en 5.4(1)
en efactn resulta ser un elementn del anilla

E cnn las
n+ k
caracter{sticas ah{ anatadas,

Luego entances la demnstracidn de 5,4 qu dard cranclufda

una vez que se demuestre la convergencla unifarme de la serie dafi-
nida em 5,4(7),

Convernencia unifarme de la serie dada en 5,4(7)

En primer lugar nhsérvese que nara tnda nuntn fijo

(xg» vg) en Usx V 1a serie

2 f|x 33

J120

(,Ll< fj ) es una suma finita,

/a(/cuyn)

ya que el factor

rs idénticampnte cero para

casi todo términn de la sucesidn 3 _uly ? (ennsulte 2 en 5,4(3))

fthora para #tnda ol = ( oc¢ 1 1000y < ) defirice 1a




funcién  h:  AC P W de 1a afeuipste mAnrTal

s
ho (v) = U Y {p( e v)

oL |

’

rs clara que el praductn  f h ps C° en una

oLy ol
yecindad del cern, futa siarmifica que <us$ deriyndas narciales de
cualauier nrden eyisten, snn cantinuas v nor cansiounirnte pstdn
acntadas en cualauier vecindad camnacta cantpnida en U ¥ v.
Par 1n tanto, el suprema de cada una de astng funciones existe en
cualquier cnniunta enmpactn ¥ nue contenna al arfqen y que eaté

contenido én U % Y.

Comn 1lns canjuntns

6 (p. o B ye (¥ Ye) tl g
\@H\rlés V'wm% y
S: (o o ) fal gue o] < |41 L_<=(oz,,...,»4,<§

snn Finitns (cnnsulte 5,3(m)).
Fntances s nnsible definir las sucesianes E S . E y
3\N=* } para todn niimero natural s y nara tadn multifndice
= (o<

gy < K ) de 12 sianiente maneTa:




—
: l‘” Vvl

T G O L TP PSP

! ax Dy s

,,y“\/ p, ((3. ) -,(ﬂ n\ , \/ Y- (X, beoe s 3’,:> %a»’ gue

PRI s € m

H-—L = Wv‘A)(ig’(» Sd” \/ J-‘(C)/) ,-."; Cf}<> %al ?UQ.

IJ\AS s = ]
5;%(0)

fAmhns méximns evisten, nues el canjunta de multifndires de

nprma mennrt N {qual que s es finitn nAra tadn nidmpra nataral 8.

Mhsérvese qbe s1 8 es mennr que t entnncn® See

gs mennT 0 igual que t_ navd tadn multifndice

ol = (g yueny oy ) 5,4(10)

Luege si \d"‘ 4\«4\ an*AnCReS ‘Jb’ ‘ < lodyl

V Y = ( Y yoevey ) vy en cansecun~cia i < M
1 k d =

for consiocuiente V (v, v) en una vecindad del cern

y para cualguier par de multiinfices G = (5 Y p ),
n

X: ( X TR Yk) se tirne



5 ,
C) 2 . H{ 3 S o0 }*] < ){3/ 7’")" AG);JQ
e [ XY e Z szlpl + Y|
p IR [ = o

b mapvtbacey

He s 1=l >lpl #1¥]

5;5(11)

' oL,
Como P_. (») ‘2 /9 (//LL4 y ) cnincide con
< |

4 7 (x) ho {v) para tndo multi{ndice ooy

e

Ll (x, v} en una vecindad del -~ 1, mntances las series

dafinidas en 5.4(7) adoptan 1a forma

z <) held) Y

> 0/“
131 1yl
s o 9k () S by ( ,
E T O P gy )
Y X C ﬁ .4(12)

Para prahar la converoencia uniferme de la primera rle estas

series, serd suficiente nrnhar que para cualquier par de multiin-

dices /}= (/51 pecey /Sn) v Y=( X1 se00y yk)v

la sequnda de e=tas series convuerae ahsnlutamente, es decir, se

18] LY
A 3 c)m
S Y ——”—~—~—-( )

Jtl=o ~ é;) :{ Ci> j

probard que la serie

(%)

es cnnvgrqgnte V (‘l, y) an una vecindad del (..‘.ﬂrﬂ.



fara camseanir oshe shiptivn anl{nunae a cada symanda de
J ’
fsta Gltima serie, 1a wrprosifte dadaen 5.4(11) a fin de abigney

las dns :uma" siauinatns:

.Tl-.' I T e W

[ 1¥/
l ;JY, -__)_'_ a L (D 1’7,L +
2o i [t )
J41=0 N oK
'ﬁ/ w/
© < Joltly O B
i BWE"M S ‘5> /S~)/~/~f ).I;S:f_ + = %:
)Iﬂ+ﬂﬂ X j «)ss Ha Hk%hwhl

-

La primera suma que aparece en amhae migmbhras de fsta desi-
qualdad tierc un ndmern Finita de sumandns, 1ns cnales nn influven
en el andlisis de 12 cnnypraencia uanifarme de la ceou da serie daca

on 5.4(12),

Par cnnsiguiente, si se nrurha que la serie

o2
/ /L//..L . & 4 N
PEad gs conyeroants, en*nnces al

1

i

1

1

l ol =lplrivl #1 A

l mismo tiemrn se estard prabando que 1a serie
1 | - alﬂl DM 44
. & Tl
1

1

1

|

P (uey)

Dyz’
canverae ahsnlutamente (cnmpare con 5.4(7Y y 5.4(12)).

Fstn se cansinue defi~iendn a la sucesifin g/du_g de

la sigquiente mancra:

N




2
Sea é' g uni sucpesiin de AmeTns asitiyna €N 1a

RICE
2

canverae A &

e

. 2

propiedad de que 1n srrie = &
-0

entances basta pedic qua pard tndo multif{ndice

o ~ésimn
He

(?L = (")(1 govcay C<k ) al "("l‘m'\ﬂﬂ

de la sucesiin /,L,( g apa maynr qNe »

DA
5.4(13)
“ M
. <
para cnnsenuir gue 1a serie = sea con-
"'j’l Q0 /LL"L
vergente, pues por definicidn  _ fﬁ< < g para todn
e L b
Al

multifndice o< ¢ por l1n tantn 1la nrimera sprie que anarece

en 5.4(12) converae unifarmenente y de 5,4(7) se concluve que 1a

serie

o0 oL
2 o ptiawyy BT
locl =0 ‘7("

una vecindad dpl ceTrne. Cancluvend” asi la r{mns?rncﬁn del

Tearema de fAnrel.




—

l fnrnlario 5.5 [ E. ey )
I.ff'l'f s Ged } f'i'g"urm suresidn da funcinnes £ en uyna
n h /")
vecindad del cern en 72 y Fyt ,Z(/Z e A

pagn tnda { . Entances existe una funcifin F 1(72

'”X/Q.,_t:,f

i :
que es C an und veeindad del cero que satisface:

.
-

) F |
) F o, 0) =y () Yo o1=0,1, .

e

o)

Demns tracisn

Sea '2 a1l nermen dr 1A funcidn fi (crnsulte

: . e 4
definicidn en 1,0(1)), eninnces 1a serie = 7 .ZL
P 4- e e

¢ de acuerdn al Trorend de flarel, eviste no aermen 7 en el

anillo lncal En+1 que satisface

j}-
C 2 enircide £an ) orrmen 7,
A
o)

t
/

n
Fi. 72 X /r’z __ . JC  es mn representante del arrmen /7

K"« o

=0, 7, ¢o0 nar cansinnirnte, si

entnnces existe und vpcindad del cers en /72" X /7& , en

I partencce al anillo de series formales /;a <En, t




e

1a cual 1 foncidn F oos oD y la fune idn

JA]
— C> F o cnincide con 1A funcifn

£y }/ 1= 0,1, <« es drcir,

(£l
———%—{‘_"F;’"‘—“'()‘p nY = fy (x) V v en una veclndad
LA

n
del orfqen de /72 .

mente, seqiin se mupatra e~ la prueha del Tenrema 5,4, es de

13 farma:
R N O I o (9< My v) donde P

es 1a funcidn ¢ defirida en 5.,407) v éﬂ,g es una

sycesiAn que crece sufici-ntempnte rdnide a =0 , la

cual permite que 12 fyncidn F sea £>° en una vecindad

n
del cern en ‘/72 X ,78 (compare cnn 5,4(9) v
5.4(13)). 5:5(1)

I ' ina funcidn F con las carscter{sticas anntadas anterinr-




faralarin 5.6

~h
-
Sean YV v Y suberpacias wectariales de le cuya
n o e . . o
suma cnincide coan ?? o SL gyh san fuscisnes C7de
eoyn .
/? en ﬂa en una vecndard fdel cern, can la varticularidad

de que para tadn multiindice f} = f} 1 ey /3 ) las
n

funcinnrs \ﬂ’

13/
_._WC}.- ...ﬂ.w"_. v — a, B h = cninciden
o x* o X°

’ 5 R R
en V () M. Fatances existe una Tyncidn F de 2K ——0O K

C°® @n una vecindad del cern tal nque:

18] )
F (1) A IF

= (V4

O el Voslprrp)

Damns tracidn

Sin nérdida de arnernlidad se puyede sunaner qgue una de las

funcinnas, dinamas h, es idénticamente rern: ya que si Fy es la
funcidn que extiende a (g-h) vy cern, patances al definir
F= Fy + h se encnntrarfa la evistencia deseada nara g v h,

En efectn, g-h y la funcidn idé-~ticamente cern snn fun-
cinnes €°° en una vecindad del cero en %2" nues nar hindte-
sis gy h 1o san y por ende su diferencia famH{én 1n es,

Luegn si Fy  es la funcidn C™ que =atisface:




entances al considerar 12 funcidn  Fs F1 4+ h y aoravechar lo

1inralidad del aperarnr

o x® X |
8l 1l (sl \
SO o' Dy ot xeV
— (XY T N E IR ¥
- 1 ox xF s |
el
o * ,@JL_ (x) At x € w
o x°
Como VUV + W= ﬁ?n entnnees es pasible elegir un
sistema de coordenarias Xe geees X de mndn gque lns sub-

18]
D'

gspacins V v

X

mente, es fdrecir,

0x RTI = x e R/~

V=

g T

n
x € i

(j() > .“,._f%_ (3() + “Eijéizr (7(> 2

(Dlpl 3 se nhtiena:

o ¥

@ml a]r;l.

W estén caracterizadns nor las candicinnes

=0 = -
Y xjﬁ'1 Teeem X =0 resnectiva-

N

{U ooy D, Y_i+1 geeey xn)‘g

/ x = (x1 grs ey xj, 0 ,...5 0, Ky o4 1000 an}




h Ny A L
rfamn ///2 T j‘//gj X /}’8 J patanges sl
£ = (y1 goeey \/j\ v e ( Uj _*_1 yer ey un ) dengtan a 1a%
variahles en //KEj v /q/znj resoechivamente, ralinees

V= 5){ € }Zh / x= (0 ,...,0, u) dande u € ,;awjj

OI‘ .
U= §x e MK/ x= (v, O 4oeey Oy Uk+1 geevsy un, yé.ll?.j
y VU= g X & 2;8” /%= (0,00, Oy U pq s Un)g

5.6(1)

Ahora bien, para tode multi{ndice o< do la farma

( "<1 seory 1><_j y 0 yeesy ) deffnase la funcidng
s
Qe ¢ /72 b v 72 camn la restriceidn al confuntn
. '\locl
V= 0 » /78"'3 de la funcidn _C/J g es deeir
~

w,‘,d/ ) ‘J'(
9. (v) = . luL (0, ), u e 7/2 LA ) |
{ a J
s{mbnln = dehe internretarse chma
o<y 24
y f a0’ Y H puesto que o | = -
1 : =0 Vi > 3
. 5,6(?)
Entonces
} 9, @ donde  ag recn-ra tndns las multii{ndices de la farma
( "<1 peecy X i N yeeey O)z resylta ser una su-
cesidn de funcinnes £ @n una vecindad del cern, nues ner
hipdtesis la funcidn a es c”.




Muevampnto 1as coraidaracianes hochas eo

se tiene que evisle und asueesidn é/““( E

y usa funcidn c, / : I e ,'478

temente répido o -

que oarantizan la evistennia dae nna funcidn 0 °

cindad del cero en /'72n
=
Foly, u) = &2
l£]1 20 ¢<!

Camo F es

F:((&1,...,P

S.4(1) v 5.4(07),

gun crone suficien-

an ura ve~

N

Fo 90 0 A definida coma

. 2
( Wﬁ_;__ () ( /(-(x } y’ ) a4 .. (U))

P entrnces nara tada multifndice

) =e tiene:

|
&'p (97

(pf -
) F_ - =
o xf

fhara de 5.6(1)

~1Y]
cnincide con O)

x” =</

se tiene que el perarar

F (/Lg y) s ) (U))

,5:6(3)

|
al(ﬁ
C

MT.J(T
1
8}

dnnde

) y¥

es el par de multi{ndices

Yi© (31 Vi

of =0 Vi <

y v of
o) ¥

que satisfacen

Vi>y,




Par 1n tantn

3 ¥l /

a
A

Obsérvess que la funcidn

..

))Jl )’“"

c;) el <// (£> j

‘ultisa cnincide con

o = .
»\ D J 0x R

ya que por hipdtesis q

/>|efl
Py -

5,6(3)

)

[e3:]

C}.
puede evnrecarse en 1o farma -
\\
- :> Vvl ;/
=3 ” (” (ete ) ()”9& (M
Jt) =0 S / //
J .

s:é(a)

es onr definicidn

e gtk Do e

perrn ésta

5:6(5)




[
Ahara hien, enoma yecindad del cern, 1a furcidn :
f) ( Al v} sa cannarta cama la funcidn canstante uen,
~ de ahf que ) , |

R
S plaan) =

@fy‘ 6 sl Y'FO

(cnnsulte 5.4(4))5 por consioutente, de 1,7{1) se infiere que en

$sta misma vecin-ad 'j\*(] .
ANy RS ML i
’Q’)_/ (%) (a /‘LLu( tj) = ’(;“ ¥ /.-(I ) =
O9r\ " J '
DWI . LY € Ve /16[""]

Ak
,:j’( L;</

(J&YO, c}(adnt‘\. /Z /! 5'6 6)

Lelnn]

Par 1n tantn, de 5.6(5) v 5.6(6) se tirhe que en una

O o Yo

vecindad del cern 1la serie dada eon 5,6(4) es de la forma

Dm ycf(

57"

o B3| S
2 i fe)fo Ol
Tl 1Y @jY < &g"‘ a o n-5
<2 -~ O %
5.6(7)



I-nr:eu P

Por 1n tantn, sl x pertereee 2 Y potarees de 5.6(1) se
v = n s .
tiene L (‘/, gecey 0 ’ Uk 1 goe oy U“), [_quq a1 auvaluar

5.6(3) o equivalentemanta 5,6{(7) en

x= (v, 0 5000y 0 Uk y1ortt Un) se tiene que cada symin-

do de dicha serie cantiens 'n factnr de la farma

—

1]
Qe & o’(ﬂ(o""’o"dkﬂ ""/«“nB =
Aj e

|

@\(5
: i —————— P o . e ® j/Lﬂ\
AR (O’ O et VE A
X
pera, por hipdtesis 1as parciales de cualquier arden de
Tas funcinnes gy hZ0 coinciden en V N Wy camn un punto

de 1a farma (0,000 0, Uk Log ot Yy ) pertenece a

v (1 W entances gdste fac'nr es cera, NANT cansianiente,

16l
¥ (x) =0 si x opstd en W,
o) xP

fhnra si ¥ cotf en V entancrs x rs de 1a farma
14

(0, v) (véase S.6(1)).

Cnmo (’) l”
&) 6*’ {
Y
multifndice Y =+ Ly (3 gd \(0)=1
@ﬁy < |

seanula en y=0 oara todo

ke
~

st \( = o< (cnnsulte 1.7(7) y S.J(ﬁ)).
fntonces al evaluar la serie dada eon 5.6(7) en un nuntae

da 1la fnrma 2= (0, u) se tienn que a1l dnicn sum~ndo distinto
da cero on dicha grrie, es rl nue carrean-nde al multi{ndice

}{ = o4, es decir




S/~ |
@le/ J (f> (& '*> C Y\ D]C{/{‘j)
SEY au SOy oA (o

o equivalentemunte

CDIMF
(0, u)
o xP

—

|nl
&*———3* (n, u)

(consulte el pdrrafo previn a 5.6(4)).

Por la tanto, las n-rciales de cpalquier nrren de las

funcinmes Fy g cninciden en el ~ubeso-~cio

v=10¢x //Ianwj‘

. /2 n .
si f: w¢ —P ¢’ es una funcidn £ en una vecindad
del cero y ¥ es un cappo vectnrial en ZE” con cneficientes

complejns, entonces la funcidn:g



" .,
- ~
x (f) = P « -(?\’~F-~- Ci ¢ { resulia ser
) I
-t 'S O
. "
nuevannnte una funcidng de jle on O, €7 enuna ve-

cindad del ceros on canspeurncin es nnsible definir n

k o+ 1 L
X (f) como x (x° (fF)) )/ k=1, 2, «us v
0 ) :
a X cone el qperadnr idnntidad, 3 anir, XU (f) = f
5.6(n)
Observacifn

n a n
Todo campo vectnrial X = £ Cy __ en ;E
Az @(L

con coeficientes cnmpledes, puede ser cnnsideradn cama un camno

. Hhtl .
vactorial en 7C de la siguiente manera:

N
5i F: /(X //(7 — es una funcidn €7

en una vecindad~ del cero, entances:

n
X (FY = =_ ¢

i a F . S.E(Q)



e

Cornlario 5.7 .

”
Sea’ F:“‘Z?wvf““o ¢ una funcidn ¢ definida en

n
una vecindad del cero de ]@ , si X es un candn vectnrinl

n . .
en }2 con coneficientes cannlejng, eninnces pxiste una fun-

cifdn Fs 72 X }2“ ————— 2¢ 5 C7 enuna yeeindad el cern

i
o
o
..

nque satisfa

. # /en . .
a) Lo restriceinn de Fen 02 4 caincide con la

funciin f
- ( n
b) En una vecindad del nriaen de R« 7 las

derivadas parcinles de cualquirr nreen de las funcio-~

D F
nes O y X (F) cninciden en el con-
DR
n
junto 0 x ZB
Demostracidn

De las hipdtesis del Cnralarin 5.7 y del anartadn 5.6(R),

sededuce que para toda k= 0, 1y «-- 1a funcifn

n
x¥ (f) : Z@ 6 (7 ., ©8 c-® en una vecindad del cero, en

cnnsecuencia existen funcinnes 0§, Y hk de 22" en ;2 ) c”

en una vecindad del cern guse satisfacen:




&
¥

) .
K (f) = 0, + ih, 5.7(1)

Ben s e

Obsérvese nue si k<0 cntanees  Fs gt ih  (crnsulte
5.6(9), ~Como las sucesinnes § N g y hk 5 antis-

facen las hindtesis del Coralarin 5.5, en'nnces la ganelysin
. n [ =
del mismo afirna que evisten funci~nes G v H de ;2 x 72" en N

C™ en una vecindad del cern can la stauiente prapiedads:

En una vecindad del cern Y para toda k=0, 1, ,,, sp

tiene que:

256 s O

S S P Dt* [o « @n

coinciden cnan 9 v hk resnectivamente 5,7(2)

Si se define 1a funcisn  F: W x R7 5 o7
cama F= G + {H  entnnces F  resulta ser una furcidn =

en una vecindad del cern y de 5,7(1) v 5,7(?) se inficre que
F(m, %) = 6(0, x) + in(n, x) = a(v) + ih{+)= f(x): verificdn-

dase as{ el incisn a del Cnrnlarin 5.7

Comn F(t, x) es C=° entnnces para tndn ninern natnral
k vy para tndo multifndice Kg =‘( (3 { teeey f}n ) se

tiene:




K |0l 1ol K
of [OF ) = Sl Jok

e e et
a (' A o 1t (,\/ P o) €

0« ?zn

fAderda la restriccidn en

QM [ ROk,

:;i”‘/— EEL_/; aoxnuJQ on ‘23 ﬁ <
oxt Lot AP\ It [, @

por cansiquirnte

L(;L OF _
ot (ox \ot T
Ox//?

_ " [aF [oF
=l o (ot \ ot

K+l

O

—

b racI

£n nl (iltimn nasa de é-tns idratidades se anlicéd la

condicidn dada en 5,7(2) excrecandn 3 f gmo G+ iH y @8

K
¢ (F)  comn gyt ihy (eansulte 5.7(1)).



¥

Par ntra parte

K
(Da%.«_. ( x (F)) enincide con X <~_@wL> va que

n
=

X=z2 0 (D (cnnsulte 5.6(9)) y las nperadnres
=1l )
A C I’i
i

...._.:..Q).. y e (;) . canmytan nor Cr’”sifjlli("‘"te
¢ DE?:

i

=35 (% ?‘””W

ox K"

(6
= o (Y(QL> / =
37((3 SéK O x @"

I
ey
| =
TN

=</
/‘\
e
=N A

~ t
o ~——
,\\Q .

N —
i
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%
Y

par 1o tan'o 1a ﬂsr’vr-mcir'm hecha en el incisa b drl
?

Carnlaria 5.7 tanhién os yprdaderd,

zZK
fn virtud del i{gnmarfismo  que aviste entre /Q y (J)t

gs pousible dar las dos versinnes siquientes del Cnrnlarlo snterint,

Primera yersidn del Caralorin 5.7

n <-
e ¢ X 2" X o’ o O una funcidn

Sea

c~” en 'nd yecindad del cern, 4i X es un campn gectarinal en

(X '72" X 7 <! can coeficirntes cam-lejns, entances

. h
gxiste una funcidn g: X 27 X ¢ ———D Vi

e . .
que ©6s C en ynad vegindad del cern y Aue satisface:?

a) 6z, % 3, 0) = Rz % A )

p) Las derivadas rarcialrs de cunlguier nrden de las . *

funcinnes a C) oy x (6) eninciden eh el
o)A '
conjunto
. - " 7 <) .
§(2/X|1’/J~*)/ _ ZG@'XCE::ZG{) /"'Lc("
AL 20 .7(3)




s

Senunda versidn fel Carnlacin 5.7

o A M) e . > . e .-
Sea Wi #C X 4o X ¢ /7 ura Tuncisn C

“en una vecindad del cern y X un canna vecinrial en
n " . I3
ZZ A Z? X (}k cnan cneficientes cample jns, en'nances
L
existe una funcidn € o Fy A Rx R 0

que satisfare:

¢) F/ Imz=0 cnlncide gan la funcid~ H el conjunto

i(-’glx\}ls/rm Z2z0 )(. Q')’;l > ¢ Q«;,xe'){)n}

d) Las derivadas parciales de las funcinnes

éD F v x (F) cninciden en

RE

Qe ¢t zel, X Za

5:7(&)

La dennstracidn de 5.7(3) es andlaga a la que se hizo x¥
para demastrar el Cornlarin 5.7, La demastracidr de 5.7(4) es
una combinacidn del Corélaria 5.7 v 13 nrimera versidn del mismn.

i
mr X o H es

- .
En amhns casas C entnnces es nnsible B

cn
glegir und sucesifn é’}ii E que crece suficirntomente rédnidn

"

a D y una funcidn f9 de manera que 1ns fun~ci-nes
FyG, mencinnadas en 5,7(3) v 5,7(4), vuedan ser definidas en la

forma:

.
L — A

Flz, % X W)z Z A, AN P Ja1)
A4 -0 /L.‘/ . -
’.9.3‘(55 ‘

(cnnpare can 5.5(1)).



vk

Lema 5,0 (DF EXTEMSINN DE MTRESIERN)

- y]
Spa 2? X 2(? 0 ¢7  una funcidn €% en ura ve-
cindad del cern, Fntances existe una funcidn
e n
£ C] X ?2 X L’K ) ﬂ que es £ en una vecindad

del cern, tal aue cunliuirr punta (a, v, X ) en dicha vecl~dad

satisface:

[ ]

1, (3, %, A Vo= £ (s, %) 5 € ?2 , R & 2"

v A e VA v las parciales de cualquier arden

. ~N 5
de la funcidn _ o) € se anylan en las eanfun
oz

tns

2,- g (zy, ¥, AY / In 1:0}
5. - $ 021 /0 (20 < 0]

Demostracidn

ta prucha de dste Lema se hard par induccidn snhre el arado
del pnlinomnfo Pk definidn en 5.,1(1)1 en el nrimer paso de in=-
duccidn, se érohnré nue una anlicacidn del Cornlarin 5,7 es sufi-
ciente para garantizar la existencia de una funcifn E con las
caracter{st{gas anotadas en la conclusidn de Micho Lema, Hacienda
usn del sioulente pase inductivo, se deduce la existencia de una
funcifn F, con la ayuda de ésta se construye ntra funcién G,
ambas C*® en una vecindad del cero en C X ﬁ?h X (?K,
para finalmeate, al aplicar el Cnralarin 5,6 a estas dos funcinnes

se nbtenga una funcidn ¥ c£oan las propiedades nedidas en el Lema

de Miremberg.



|

KA

W

: :

Asf{ pues, a rteserva de Justificar data asevoracifn wds

. . o K s !

adelante, supdanase que evisten fuscinnes Fy 63 O X Yo x ¢ i
qua son C*? en una vecindad del cero que satisfacen: !

1) Las de {vadas parciales de sualguier nrden de

las funcinnes F y § colncide~ en el conjuntn

§(z" X,),)/[Jk (z:;\)=0z

21) La furcidn F o5 una extensidn de la funcidn €
3) Las derivadas narciales de cualquier nrden de la !
funcifn (D F se anulan en el caniuntn o

Z

§ (z, xp L) / Im 2:0}
41) S{ H es la restriccidn de F  en
E (z, Xy )\) / pk (Z, /1 ) = 0} entances

las derivadas rmarciales de cunlgquler nrden de la

funcidn- CD A se anulan en el canjunta o

St

2(7-’ Xy A’) / __C_?)._E'E__.. (z, ;1,) = 0 l’é d},k-' ‘
0 z ~

T

51) Las derivnadas parciales de la funcidn __‘aé

o z

se anulan en el conjunto

(29":])/‘7;((2,1):0}

5:8(1)




S

Cnn dste rar de funcinnes F oy 6 es sosible nrahar la

gxistencia de una funcidn £ que extionde la furcidn £ que

waoeoo pOSEE las condicianes 1 v 2 establecidas on el Lomn Se ﬂ, e e revan
En afectn, sean U = (z, 1) v R - /\ . )\ )_N
fem\
antances la funciin qué asncia  (z, ﬂ. /X ) —0 (2, ) , u)
tiene ranan k + 1 on X {J re! &’ (12 matr{z Jncn-

hiana de f#sta funcidn, resulta ser ue~a matr{z tria~oular inferinr
can unas en la diaganal principal); ehsérvese que é<ta funcidn es
casi Ia identidad excepto en la ltima conrdenarda, par 1n que nara

ohtener su Jacnbiann hasta calcular:

D,U\ ’ a,(_k ’ J=1,7, «04y k en  2:=0
& 2 C)}j

de la siguiente manera:

" K- K- K . At
It = 2 (2 y =z 2 /\,ZB:ICZ +i(:‘<"4)l2 Z
D= O 4 -
entonces ___Q)-U‘ (0) = lk .
oz B

0 )
)3
Q&
-‘.
.“7\-
: [Q)
T
S0
<\
nJ
'
"
~J
N

entnnces

) ] :
Dlj' 2.6 ’ ot y=x




e, -

Esta camhin de coapdenadas st dads nar un difenmarfismn
lncal y aplicandn el Tenrema de la Funcide Tnverea se nuyede dactre

que con e~tas nuevas cancdenndasg P R SRR “f‘:

(
el canjuntn g (z, A) / Pk (=, R) = 0 E pstd

dado pnr 1a cnndicidn u = O 5,A(?)

. )
‘ Sea V:E(z,-x,}l,u)/l’m z:Dz y
)
u:é(z,x,l,u)/uzn)} dande 2, u € O ,
X € /72'1 vy e o' , entnnces V y Y se intersectan

k-1
transversalmente en ¢ X " x C x ‘ es decir

v+u= C =z ?an[’,(-lx[j y VoW s
= (2.1, ’)'/M>/I‘m 220 MO

. Comn UV A1 W pstd cnntenidn en W, en*nnces de 1Y y 5 en
5.8{(1) sev deduce gue las parciales de cualquier arden de las
funciones F y G cninciden en V N W,

Con la ayuda del {samarfismn quer existe en‘re

C)(/72hx @7}(—'7((? j 2«’3K+2+n
es posible aplicar el Cnrnlarin 5.6 a las funcinnes F y 6 en 1ns
sybespacing V y U rara nhtener una funcidn € en una vecindad
del cero, E: GXQHX@K—’Xﬁ —

cuyas derivadas parciales de cualquier arden cninciden cnn:



Taa derivadys pareintles de Fooea el aybpenanio

). .
ea decir, vo el eanjun’n é (2, v, A, u) /1In

1as derivadas parciales de 6 en pl subesnacin W,

1]
es doeir, en el conjunto {z, », A, u) / Uvﬂ‘}

5,.8(4)
™ ] 72n)< L’Ke/n ¢
S{ se considera a E coma una funcinn do £ X/
y se escrihe a z comn 4= g + Lt entances de 5,8(3) v

(2% en 5.8(1) se deduce aue £ (s, v, A YaF (s, v, A ) v
F (s, %, A)

E(sval‘

Lema de Miremherg.

£ (s, x) y por transitividad se cancluve que

i

r (s, x) ; satisfaciéndace as{ lo rinniedad 1-del o

tygyamente poar transitividad se cancluve (de 5,n(3) v 3
en S5.8(10Y vy (5.m(2), S.(4) y 5' en 5,0(1)) que 'as derivadas

parcialesde la funcidn _gD<f se anulan en las canjuntns

C &
§ (z, %, A Y/ Im 2=0 ? y en el eanjuntn

E {z, %, ] Y / pk Yz, )\ ) =0 % respectivamente, Verificdn-

dnse as{ las propiedades 2 v 3 del Lema 5.1,

Por 1n tantn la funcidn E  es una eviensifn de la funciin

E con lns requisitns que evige el Lema de Extensitn de Miremherg.



[ —

ia duwnsiraniﬁn de fetn Lema se dard nar canclitfda ana

vez que ae prunhe 10 pxistoncia de 1ns fiyncfaners Fuv G, navad

elln, resulto {ndlspancatle arahar 18 valtidez de 1a arcume~tacidn

{nductiva snhre el orada del nnlinamin pk,

fn el nrimer paso de induccidn, comn s verd mda adelante,

resulta innecesaria 1a presancia de 1as funeianes F v G

primer pasn de tnduccidn

§{ k=0 entnnces Py (z, ) ) = 1 (cnnsulte 5,1(?))

pnr cnnsinuicnte

el conjunto (z, AY/ Py (z, A Y =0 es vacin
5.0(5)

. fn 6ste casn se requicre gle una funcisn
- i B
£ £ X /K —P e C en una vecindad del cern que catis~
faqa:

.. _ n
1e-  E (s, x) = E (s, % s e K Cxe R

2. Las narcialas de cualquier arden de 18 furcidn

E) é se anylan en el canjuntn

0=z
3(2, x) / Im zzng

dad 3 del Lema 5,8, nn hay n~ara

Cnan respectn a 1a pronic

que verificar dohido a 1la gansideraciAn hecha en 5,n(5).




R

MATA: E punde ser considerada: cann yna fysrida de

> “> 7 2
/& X VA VA & en virtud del {samorfisun

2 s
da ¢ on Af que asmcia a 2= 8 T it ¢on la

'parnja (+, s),

Sea z= 3 + it y cansidérese a X cnmn 0l campn vectaw:{

rial en 7 x p¢"  defi~ida mar X = i o entances

X y la funcidn E satisfacen los hipdtesis del Cnrnlarin 5,7:

por cnnsiguiente, existe una furcidn

e W ox 7 x R ——o ¢ €C ™ en ura vecin-

dad del cern nue satisfarce:
1.- E(n, 5, ») = E (s, %)
2.~ Las parciales de cualguier ~rden de 1as fyncinnes— —-

v A £> - cninciden en el cnnjuntn
oS

g (S + it , %) / t:Og 5;;3(6)

tile))
(—;\ F‘ql

Nhsérvese que las candicinnes (1) en 5,A(6) v 1 del Lems
5.0 snn 138s mismas, en cnnsccuencia, fdnicamente queda nar verifi-
car que las condicinres (?) en 5.0(6) y ? del Lema 5.8 s-n pqui-

valentes., Fn efecta, en 5.72(11) se justificd 1a iden+idad

21 E\ é — 4 é) € - 6> & pat cansigniente del

PRNENION. -+ ACESUR e

o 2 O ot

i




(7Y en 5.008) ge deduce Aur 1as parciales e eoalaaier arden de

~N = L
Ia diferoncioa { 0J &£ - (3(@ sp anulan en pl e junta

o s o€
2 (s + it, x) / £ =10 )] pl cual rs enuivalente al

conjunto E (zy x)Y / Tn 2z = ﬂ}. Par ln taata, las deriva-
das parciales de cualquier ~rrten de 1a funcidn ____w_._é; se
z

anulan an o1 canjuntn 5 {(z, ) / Im 2z = nj .

YerificAndnse as{ la candicidn 2 del Lema deo Miremberg:

ésto enncluve el primer pase de Induceidn,

SupAnaase inductivamente que el Lema ha sifda nrnharn hacta

nrden k-1, estn oS V{ =0 ,eee, k-1 eviste una funcidn

- h A o
£g: € x B % L7 -—2 €7 enuna vecindad del corn

nue satisface:

1..~ Ei(n,!,)\\=5(s,x) s € % ,_Yffeho
'Re L"Lj B
Las parciales de cualquier arden de la funcidn (D 84'
oz

se anulan en lns conjuntns

?.;‘- E (z, x, ) ) /Tlp f2,= 0\}
3"- E(z,x,})/Pi(z,ﬂ)wﬂf

5;ﬂ(7)




[ENEO——

que la funcidn F existe y posteriaormente se Justifica la evis-

Existencia de 1is Funclanes F oy 6

P deﬁnq¥1"r5 11 nvistencia de 1a funcidn 6 synaniendn

tencia de la funcidn F,

[} k=1
En las cnordenadas  (z, } , u) 2 € & , /z & (1

u € ¢/ i 0l aperadnr (‘\/___._ se transfarma, en
Oz :
o + o P Y g 5.08(8)
CQ Z 69'2 Q/}A

donde P es el polinomio P definidn en 5.1(1).
En efectn, el plann tanaernte a 1a carta en las camnnlejns
estd aeneradn onr

(z, X'y v)
Q0 e ) «é) ;

az_ % seeey 0) 4uuuy

‘jfl_ ,...,ﬂ,1,ﬁ) (,..., n, 1)
A oy

entnnces el Jacohiano de éste camhin de cnnrdenndas, anlicadn a

(‘2 seré
Rk: “
1, n,n,.'."—“@"—e-— =(1’ﬂ""' n)+—.@_—f_(ni n"-opo)/>$j
02 e |
-, 0f [/ 9

o) 2

peu




e

yte, entances oan onta

;,’

o

6{ sypanpess que 12 funcidn F 0%

cnorrdenacdas necps itanns una funcisn Gt

“ffffw:qUQHSHtisf“Qaﬁlv"“'m'

17 - {as parciales de roalquierr arden  de las funginre

Fyé6 cninciden on el canjunto
)
} (z, o Ay u) /u=0 E

5% .= tas parciales de cualaquier nrden de 1a furcidn

5

px R x ¢

s

E> .¥__iZlJ3‘“_ . N‘gQ“_ﬁ () se anulan en rl

02 o2 Qi
canjunto é (z, ¥, ]j, w) /u - O:}

(compare can 5.0(1) v 5.8(2)).

Una manera dg obteoner und funcisn 6 cnn rotas nrnnicdades

es la siguiente. Considérese X el camno vectorial dadn nar

- ;) ? c/ y sea M 12 restriccidn do Foen u=0,
t;i'E C§ Z

. . . E=a) z
entonces H resulta ser una funrcidn C on una vecindad del cera

fAhnra, si aplicamns la primera varsidn del Lema 5.7 a H

x (ver 5.7(3)), obtendremns una funcifn G 2 gue satisface:

) ’
a) 6 (z, v» )., n) = H (z, %, X))
b) Las parciales de cunlquier nrden de 1as funcinnes

—__£S>CS__ Ju=0 y X (¢ / u-0) coinciden en el
O K

canjunto § (z, %, 1‘, u) / u=0 }

v

4?/




—

A1 Flnal o énia demgntean idn o nn prahard que 12 Funcidn

¢ asatisface el incion 1 do n,a(1Y, pues porn heerla rennlta

{ndisponsable saher cond putA definida ln_f'u'u:i.('m_ Fe .

Por otra parte, de q.0(8) so deduce que nl-inciso by

59 s0n gquival entes,

NMara se prueha 1a pxistencia de F eon canrdpnatdas
}
(z, * ) N uw) es tecir, requerinas doouna fuecisn

F: O % )/?n X (_1(‘[ x 0 —2 {,7 que sea C

sininntes praniedades:

pd

en una vee indad del cero con 145

av - F (s, %y A, u)=¢E (s, x) s e X ,xe¢€ 2"
, )) e 4—7(*) , U < ¢,

50 Las parctales de cunlquier ordan de 1 funcidn

.-

@ F se anulan en el chnjunto

P
Oz
5(2, w,;\’) / Im Zfﬂg

4 gy H=F /ud antonces 1as parcinles de cual-

e N] =

quier arden de la funcian CD"H se anulan en da
oz

i ) B () 20e0, N €T

b7
-

- (2h K-l 7 B
Ek1 . O XX (4 e—p ¢’ quees C en yna vecindad

del cero tal que:

l por hipdtesis de inducclin existe und funcidn



3

7) Las sarclales de corlauler orvden do la fuecidn

L -.“_S., 1.
c) 5
g (z, %, ;L) / Im 2’.:0}

Q((zv Ry X ) / pk~1 (212’) = U}

Si considonvamns u=0 ontances o)l camhio de canrdenadas

se anulan en las crjuntns

) SRk
que asocia 1 con 1 dande

Y- O A A0 e [ A e e

k-1 K-2 - /

oh <~
establece un fsamorfisma ean ¢ x K 4 OF

que asocla a (z, x, x) cnn (z, x, /\”). Estn ~ns permits nen-

sar a Ek 1 como ura fumrcidn H en las cnardenndas
n . : .
(z, x, )\ )y reescrivpir laa proniedades de Ek—‘l en términng

de H, de la sigulente mamera, H eas uca funcidn C*® en una
n -1
verindad del cern que va de € X R & OF —

tal que:

1) H(s,x,l'))=5(s,xj sG//rg) ,x@,‘/2",
)f)e [,x-l

Las dertivadas parcinles de cualgquier nrden de la

funcidn aH __ se anulan en lns co~juntns
Dz
fot
: )
Ir) (z, x,A") / In z=oz




T

1) g Gy ey XY 70 (2 A7) = gj

oo A Fin de aplicar la segunda versidn del Cornlacia 5.7 o v veme

PN\

al campo vectorial X = - Qs Yy a la
e —~—
o 7 c)c
funcidn M, cansidfrese a fsta Gltima comn una foune tdn ¢ '

3!
pero en laa variables (z, ¥y A ) que difiere de la anterinr nar:
un difecomncfisnn, entances con e~tas coardenndas abterenns una

i
funcidn F ( z, x, A', u) tal que

¢) Las funcinnes F y H cnincide en el conjunta
}
é (z, x, ); uYy / Im z=0 vy u:(]}

d) Las decrivadas de cualquier nrden de la furcidn

E) F / Im z=0 vy % (F) / Im 2z=0

o/ 2

coincliden en el conjunto

§ (z, x,:l’, u) / In z2-0 vy u=0 }

(cansulte 5,7(4)).

Del fncisn ¢ y T se tieme que la funcidn F es una ex-
tensign de la funcidn €, satisfaciéndnse as{ ?2' en 5,A(1). De
5,8(R) se infiere que el incisn d y 3' en 5.9(1) son equivalentes.

Por dltimn, de III se tiene que en u=0 F coincide can H

Yy cong «-
k-1 P
kz + =

;
as!

_ @___ z + %:4 K A _Q)__ 2 te-4
D 2 izt k-4 DR
SOLAIPR

o 2

fed—t

K/l,(2 s

k (P _q (2, X))

~

"

i




Por 1a tan'a 1o parcinles de cuslgoiee ordea do 12 Fune

clifn (")__/‘/‘N__ g anulan en 0l conjuynto

72 =

é(z, « V) /) B (z, t X'y = o

verificéndnse aaf 4' en 5,8(1),

Justificanidan de 1' oo 5,8(0).-

Comor H es la res*riccidn de F y G en el caniuntg

)
% (z, x,) , uY / u=0 g prtanees del mada on gue se definid
el campo vectorial X y de las apartadns 5,7(1)-5,7(5) se tiene

que para tndo ndmarn natoral

J J |
a F y D 6 cainciden ¢nn 7\"1(H1 an el canjunta
C) a9 'C) ad

{z, x, )', uY / u=0

D .
Camag F v 6§ son C en uyna vecint~d del cern, en'naces

VLJGNJ , )/@:(_(31,...,Fn) v
y X: (X1 yeresy X‘(“'\ ae tiene que:

o



g

dadta en 1Y de 5.0(1)

respectivamente. Par 1a tantn, 17 cnndicisn

tambidn es verdadera,




5.0, as{ comn 12 Arueha :

Fatn complnta 1A nrusha Anl Lroa ,

dal Tearuma e Divisian Palinanial, purs 1as cansiderarinees
1

posterinres a 5,5(7) as{ 1n estahlecen,




I ————

FPotnsns 00 prandicinmen dp ponneine v Agpanstrac el princinnl

3 tes reonrdarenns Alaganns oone

cpsultada de gute Cap{tula, pero
etp pranAastio.

A

ceptna que nng avudnrﬂn a carsrouir &
" (dn"5ﬁl‘é“

£ g3 un anilln 1meal cuvn idenl ma¥imal ©s

Teorema 1.3).

g3 »E . >
sy 1 K 0 K es uyna fu-cisn . an nnn vecindad

dol cern €0 F(n)=0 prntances T induce v hamamnrfiisnn de

anillns f* Et [N v 2 defirtda oo
£* (»Z ) = r? o f 5,A(9)
mhe avn ¥ resulta ser un hamnmnr fismn de ;2_-6109Hras

(cansulte prannsicisn 1.7

Gea f : N—Y 8 un hnmamacfismo de a~illns v moun

m tiene {nducida und estructura de

5.,0(10)

g-mfduln, entances

f.mddulos.

£n afncto, st 7 e n, mel definimns am= £(a)m ,

gste productn tipna sentidn va que fla) € 3 ¥ M es un

. G-mdduln (1a justificacién es andl-oca a la hecha en 12 Prannsi-.-

cifn 1,17V,

n o . i
Sea D ¢ f? x ,/25,,———9 ;25 1a praveccinn gnbre

gl seaqundn factar, entances D {nduce un hamamnrfisan de

anillns p* ¢ Es ——p En + s dnnde

p* ( rZ ) = ;7 o N

5;n(11)

{ennsulte 1.47(1)).




91 M es un Ff”‘ - Al e, entanees denatard al
misma ¢canjunta M pera vista gnanoun f_-mddula  can la

¥

. eatructura inducida pnr el hameanrfismn p* ' L
o , 5.08(12)

(ennsulte 1.17(?),




)
hS

Tenrema 5,9  (DE PREPARACTAM)

SUPANGASE QUO .. i s e e

1.~ M es un mbduln Finitamr~te aererada sare el

arillo  E +s

2,~ M/ p* (Ms) M es un espacin vectnrial de dimen-

5i4n finita snhre ﬁe,

ronelusidn: M es un mddulo finitamente qe~erata s~hre ol arilla

£ge

Demnstracidn

Se hace an dns nasns:

‘Paso 1

o ,
Segan t: f@x f()s——a}ﬁ v P1: /2 X /785 D /25

. o LIS .
las prayeccinres snhre 7 v resnectivanente

5,9(1)

fn primer lucar se prnhard el Tearema nara n=t, e~ cuyn
. ecasg M. serd un Es+1 mAduln finitamante oe~eradn. 57 se escri-

he p=p, entnnces m/ p* (NS) M ps yn /2 -espacio vee-



e

torial de Afmiaes idn Fimitay con Leonae Lindte-is npaharenns qUe 4]

es un Es--mrﬂduln finitamonte apeprada,

Cangiddrene una hane da n/ p* (MS) m

b,' ’ h?. yoo s E.‘l } prlneres Dy seecs hq

neneran A M cnnmn iyt .
n Ti 2 Es+1 Aduln

£n efectn, sea M el £ —méddiln  op-eradn ant

s+ 1

bys by seres b . Camn n* ¢ E — ea un hamamnrfismn .

q s s+
de anillos, entnnces n* (l"lq) < .“‘q_‘_.‘ , fntn implica aue
me N+ Mg M vya que por hinAteais M = M+ p* (ms) m

pero MV N son Es+ 1—mr'vdnlf\ﬁ,ﬂmhn5 finitamente aerprardas VY
'ms+-1~ es el ideal mavimnl del anilln 1neal B 4q o gntances del

Lema de Nakayama 1,18 se cnncluye aue =N,
Ahora bien cnmo § h1, h.2 yos et E)El E es una hace de

m / p* (ms) M entances cualquirr elomentn del mAdula M nuede

gxpresarse en la farma

¢ 7
b= = 8l hi = zZ  ajhi gstn significa fue
j:l .!_l
i .
b- = ajhi e »¥ (I‘\s) n en cnnsecuyencia
j:l

b= gaj hi+ %I oaq bi dande aj € /72 v “<j € p*(m )
- . s

5,9(3)




Tsto e e, =pt (V) )= ¥) . o para 3lgin
Jp(/z;) 73 P '

VY j ¢ H@ esto imnlica aue v?J(n):o por lo tanto

(t, D) = O 5.9(4)

Allora bilen, el gerwen de la proyeccidn t detfinido en
5.9(1) pertenece al anillo E_., , como Moes un B o nédulo

y by pertenece a M entonces tb, < M }/i=1, 2 ,e00y @

y por 5.9(3) sertiene que

15 )bj 5.9(5)

Considdrese 1la matriz de q x q

A:tI-(aij)»-(cxij) 5.9(6)

entonces existe una matr{z B de q¢ x q tal aue BA= (det A) I
Bn efecto sea f el polinomio caracter{stico de A, en-

tonces f{A) = 0 esto implica que:

Aq‘+ Cq-l Aq"1 Foeet ClA + DI =0 donde D = det A en-

tonces (det A ) I = = (Aq~1 oot ClI) A = BA o bien

DI = BA 5.9(7)

$¢ b denota al vector columna (b1 pareg bq)



s

(bi como cn 5.9(2))s entonens de 5.9(6) xo deduce que  Ab  es
8l vector cero, pued oinds Wil de rus coordonaday es de 1a Torna
tb, - <& ( a
i j‘:l

Inogo de 5.9{7) se deduce que

+ ¢<fi )b

ij b B

. DIb =B ( Ab ) = b (0) =0 ; en consccuencia DM = 0 ésteo
significa que DES+1 es un ldeal del anillo Es+1 , €N
consacucncia el cociente B ., / D, es un anillo.

Afirmomos que ¥ tiene una estructura  de

B a / DE ,, médulo finitemento senerado, En efecto, si

2 ¢ B, = @s su clase en el coclente
gtl y

P

% s 1 : ed M=
Es+l / DEg,q entonces defininos =< m < m donde

m M . Eate producto estd bien definido ya que si
el m o= {3_ m  entonces 5&,—/3 & DE_,, » ( e - f% Ym=0
de donde e m = (3 m

Este producto induce en M una estructura de mddulo
sobre el anillo Es+1 / DES+1 y como M es finitamente gene-
rado sobre Es+1 , entonces K también es Tfinltamente generado

como By / D, médulo. De hecho, el conjunto de genera-
5-

dores en ambos casos es el miswmo.

Al restringzir el polinomio caracter{stico de la matriz
A a2l conjunto }Zi x 0 se tronsforma en el polinomio cérac-

terfstico de la mutriz tI ~ (aij) va que

=< 4y (b 0) =0 (vea 5.944)).




AL desorynllne varoenores ue tlone T2 @l solivonio

crreeterfatico da 8 G (a,J) sugde exvcesiras en la fore
L
1 q
P(t) = ¢ tooat Cotow Cy coso D o= det {A) ene
tonces D/, resultis sor un polinomio ménico de or-
< xQ

“denq v
' ~ P
Ahora bien wﬂﬁlL”D_ (t, 0) = q;i que ca diferente

)£ #

de cero, lo que significa que D ea unn funcidn k-regular para

k £ q , ésto nos permite expresar a D como nigue:

D{%,0)C= d(t) tk donde  d(0) §£ 0 y tanto .d como D
gon funciones C™ en unas-vecinded del cero en 7%1 y S

respectivamente.

DE eatd

Por dltimo mostraremos que LI / 54l

finitamente generado sohre el anillo Es . En efecto, sea
e & Es+

como @ e3 C™ de ancuerdo con el Teorema de Divisidn

1!
5.1, tenemos |
.
- -5 -
e = QD +4:i5 riti ; donde Q « Es+1 Yy

fri € Es » entonces al considerar sug clages en el anillo

Es+1 / DEs+1

se tiene
et c-1
e =QD + = p = = r e ya que
R ek T
< A=
DQ & DEs+l esto significa
39 ’ 3£ verey ),  &eneran a ES+1 / DE;,, como un

Es médulo.




Sintesiza-do tencmng que
1

it 5 un ¥ e nddu-
~ g3 um 341 / gl
‘ 1o finitasents Lenersdo y R

e es um nédulo finito.
rl:‘} +1 / 541 t

“umente generado sobre B,y entonces por transitividads ga tieno.
Que M es finitamente g

generado como R mddnlo.
[=)

Pasgo 2

C
como composicién de n-proyecciones de la siguiente maners pa-
ra i=1, 2 ,..., n

or >n , s
Factorfcese la proyeccidn p: /e £ 7 — 5%?

, ()Oﬂfiidé]ﬂes@ ]
P> Y s L
Pipgt ox RV opsy, A

ésto es
Pia (xg ey Xga101) = (g

yeeey X,

. entonce
gri) s

la composicién Pi*l ° ... Py

<
n s 4
proyeccidn de > ¢ H7 —v AT ;;?*

[p>]

4 la

5.9(8)

Zn conseeuencis de 5.8(11) se tlene que

el homomorfismo de anillosg

E 4
(Pi+1 0 ... © Pn) :E:Hi —_— Es+n
induce sobre K una estructura de Es+i médulo

5.9(9)

Obsérvese que el homomorfisto (Pi+1 o 1’1*2)"‘lr

coincide con 1a composicidn de homomorfismog

PiveTo Pia¥ - 5+9(10)




Iefecto, sf '7 Terbencce al ppilig 8 L1 fnttnces
BEL

7 ) = 1 o p g o 5o e 7 . i)
Pi+1 ( ? ) 2 ) liﬂl 25 un geeaen del snilla 1101
(consulte 5,8(11)),

Tuego, tiene sentido 1n compogicidn

¥ J ~ 4 KRN o1 e - .
Pi+1 ( 7 ) o Pi+2 v €3t0 § stifica 1ag siguientas igualdades;

(P o Byp) 7 P loiger, -
(70 Pif'l) (98] Pi+2 =2
Fraa T YYO Pia) = P1+2%(Pi+11(l7 ) )
T PiaTo Byt ")

i’

1]

51 se hace 1=0 entonces en 5.948) so obtiene la proyec-

ey N axn G
cidén original p: /I x K etz 0 como la composicidn de

todas 1as proyecciones, ésto €8, p = P1 iy © Pn y de

5.9{9) sa tiene que el homomorfismo p¥ = (P, o.., 0 Pn)*

1
induce sobre ¥ una estructura de ES médulo,

Por lo tsnto dnicamente queda por demostrar que M es
’

finiterente generodo 30bre el enillo Eq . la demostracidn

Se hace por induccidn decreciente sohre n~i y e8 decir,

b/ i= 0,1 ,..., n se probard que M os un médulo finitamen-

- anillo B .
te generado sobrs el anillo g +u-i

En efecto, vpera 1=0 1a hipétesis uno del Teorema 5.9
afirma gue ¥ es un médulo finitamente generado sobre el anillo

E
am* :
Ahora supéngase inductivemente que ¥ es un Es*i+1 mddu#s

FpE




IIIIlIIlIIIllI.ll.llll.l..l....--IIIIII----_______*

10 finitemonia gonorsido y Gue 05 a “ip Pl o 0t O P

11

- ) .
el coclente M /4 (Rq)M o un I (_~especio vectorinl de

dipensién Tintta . Con dates hipdtesis sevdcscavpqunr fue

Mesun B4 nédulo rinttamente generado; porad conscguifld,

procdédase de la siguicnte waneras
Ohadrvaese en priwer lupar que el houomorfismo

Pi+1R: Eséi ]2 En+i+. induce sobre 1L una eustructura de
B4y addulo (véese 5.9(2)).

I$

Tor otro 1ndo, la wdeen del ideal K"+j vajo el
2

homomorfisaro Pj+1# estd contenida en el ideal maximal

.. /. , ,
ks+j+1 Vij=0,1... , simbdlicamente:

¥ :
Py ( %y, ) © ¥y 5.9(11)

. 7 Lo
Ahora de 5.9(10) ge tiene que el homomorfismo {;‘ i

:’()(P 0 see O Pi) .

puede factorizarse on la forma Py 1

ldego nl aplicar {-veces 5.9(11) se tiene que
oy Yo .
(P1 0 oss O Pi) (hs) = y al aplicar el homomerfismo

P1+1* on ombos lndos de ésta contencidén, 8 ¢ concluye que

% ¥ e g *
(Pi+1 o(Pl 0 ses© Pi) )(hs = (Ms) < P1+1 (Ms+i) )

por consiguiente, el E, médulo %r’(ms)m estd contenido
en el E . médulo Py f (B, % - Por lo tanto, el
@Q_wespacio vectorial M/ ﬁ/’(MS)H se proyecta sobre el

WZ‘— espacio veectorisal WM / Pi+1f#( LS Y M ,ésto signi-




f1en gie la dinensidn de 4ate Wltivo es wenor o fjunl que la
dirensidn del primero, pevo la dlmensidn de I /LJATNS)M 0y
finita por hlpdtoais de 1udne Lduy Tungo resulta aun Y
oM/ Pi+1¥(u3+i)m ea un szespacio vectorial deo dimensidn
finita.

Sintetizando, % ¢ un

B4 fédulo Tinitemento gene- _

rado, M / P1+1‘y(Nqu)M ey un capacio vectorinl de dimensién.
finita y ¥ tembién o3 un Es+i médulo via el honomorfismo P1+1¥
Estas ason precisamente los hipdtesis quo se requieren f

para aplicar el paso uno; después de hacerlo, es posible con-

8iderar a M como un Es+i nédulo finitamente generado, dato

completa el paso inductive, asi como 1a pruebeadel Teorena,

ya que pera i=0 se obiticne la conclusidn del Taorema 5.9.




las 5 hindtscis sigalenteg:

N s s
como en 1y 3 de 5.9(12), si p ¢ Kox T &
es la proyeccién sobre ¢l aerundo factor, entonces ge dice que

p*: Es —b B

Para la forrulacidn del Corolario H.19, congidéronse

S et

1.- A es un Eg médulo finitage;témgehofédb‘
2,- Desun B 4 mddulo

3,- Cesun En+s m4dulo f£initswente generido
4o- oLt AT ¢ ez un hogomorfismo de grunos
5= ﬁ : B—2C es un En+s homomorfismo de médulos

5.9(12)

Definicién

gea &t A7 ¢ un homomorfismo de grupos, Ay C

Eg4n es un homomor{ismo mezclado de tipo finito

o una mezcls si < ( Y? a) = p*(l? ) o4 (a) pord 17 ¢ B,

a A
5.9(13)

Esta definicién pucde sintetizarse con el siguiente

diagrama conmutativo:



Por <consiguiente, <. as un homomorfismo mezclado

y cuondo el diagrona anterior sea conmuta-

\

gobre p?¥ siempre

tivo, en otras polabrag,

ouqawp“(?)oqa)




Covolario 5.10

Con las hindtesis formuladas en 5.8(1) ¥ 5.9(12), su-
péngase que el wddulo ¢ satinfsce »la 1zualdnd
0 = @< (A) + F (B) + p"(Mu) C entonces
€ = o= (A) + P (B).

Demostracidy,

Probaremos que

el médulo C'=C / (3 (B) estd finitamente generado sobre

E s 5,10(1)

¢/ pi*(ms) ¢' es un espacio vectorial de dimensién fini
ta 5.10(2)

entonces por el Teorema de Preperacidn 5.9, se deducird
.que el médulo C’ eatd finitemonte generado sobre el anillo
ES ¢ 1la conclusidn fins1 serd una consecuencie del Lema de
Nakayama .

Justificacidén de 5.10(1)

De 2y 5 en 5.9(12) se tiene que /3(B) es un
submédulo de C entonces el cociente c/ p (B) es un

E médulo.
n+s




Sea sy 0 v 2 C/ % (B) el opimorfismo cand-

nico, entonces por la ni_néiczis 3 en 5.9(12) axigten ¥X-ole-

wentos Oy seeey e, C tales que cnda elemenio del mddu-

lo ¢ tienc unm expresidn de 18 forna;

K
=
C = 2. f' Ci donde . < B enn consccuencin
i A A nts

porp( 2 fas)- Al )= Z fo e

PER

édsto significs que /?(Cl) gaans /?(Ck) generom a €’

como un En+s médulo § justificando as? 1la sseveracidn he-

cha en 5.10(1).

Ahora de 5.8(11) se tiene que el homomorfidmo

p‘*: EB — En+s induce una estructura sobre €' de

Ea médﬁlo (denotarenos a ¢' con la estructura de Es médulo

como C' (véase 5.8(12)) , entonces

p*(Ms) ¢! es isomorfo con qu' 5.10(3)

Por hipdtesis C = o {A) + (3 (8) +p* (ms) cC v

como /0 es un homomorfiswo de B ., médulos entonces

il

£ )+ 3B+ 27 (7g) O ) =
f(o«(!\)) ays (8)) + 2 (¥ (k) C ) =
P (2 (1)) + 7 (i) () =

7©

i

.

[0 (o< (a)) + p# () ¢’




[ ———

2 Ci} 61?3)7’!'1"7!'(1 a C' / M: ! eamo un /‘:Z —- :‘«""Cil)

vectorial.
_ tn conzecuencia, an 5.17(3) ce tiene oue
e # 1 taEbid ; 4R e antayial de” o e
Ter /oy (MB) ¢ wrbidn o3 un esprelo vectorisl dd dinen~ 7
eign finita, fdntz filing asavercceidn y 1o hechn oq 5,10(1),
satisfocen 1.5 hipdtesis gel Teorema de Treprrreidn. Por lo

tanto ¢! ps un B wmdiulo £initauente genartdo.
! — a t,

Finalmente, e8 posible aplicar el L-na de Nekaynma

1.18 8 la iguoldad 5.10(4) C’ 2 f’(tx(i\_)) +# ¥ C' ya que

(0 (=< (A)) y G son A, wddutos, Gste vltine finitamente 59

- generado, para obtener ¢! = [O ( =< (A)) ; pero si conside~

ramos en éata iguslded & ¢’ como B .. nédulo tenemos
¢! = (0( =< (A)) , es decir, O© /[5 (B) :/p(rx(;x))

como P (B). es el mivleo del epimorfismo f’ entonces

(C =< (A) ) mod (3(]3) por lo tanto

¢ = ol (A) 4 é (8) .

” - ! § 4
T A ol gine 393, 5¢ caceTn pithe fo pitg 297y 2

por ereer de ¢ 7,"/7#/615La




Teoroma 5,11

‘ S A
N . oD
Sea I VA et //2 upa Tuncidén C £n ouna vee

e et T,

cindad del cero tal aque f(0)=0 3 nmupdngaue gque M es un Es
médulo finitmmente pgenerndo, entonces lug siguiontes condi-

clones son equivalentes:

a) ¥ es un Et nédulo finitamente generado

b) w/ ¢ a‘(}!Ft)r-r'. a3 un espacio vectorial de dimensién

finita
Demostracidén
a =/ b

Tr primer lugar obsérvese que todo germen )7 del ani-

1lo.local Et pusde expresarse en la forma

(0) + ( ',Z - ’7 (0)) donde 7 (0) es cla parte constan-

te del geymen )? en el orfren, yren consecuencia

‘/Z - "Z(o) & v, .

Por otra parte, M es un Et mddulo finitsmente genere-

do, entonces existe un conjunto finito de generadoves

é My reeey mpz talea que cualquier elemento de m pue-

/’0 );)
de expresarse en 1a forma = i my donde 1 & Et
<z=!
£y £
m, ¢ M o bien /‘/7 Zi(o) mg + .(11 ( 71 _7 i(0))!11i .
oL A2



5

&N
Tar conaipuiente, =i we considera a M como un Et w—~
— . ¢
dule con la cniructura Taducida por el homomor{ismo L
. Il
(consulte 5.8(9)) entonces cada olewmento del cociente ‘o

MCHLE

puede expresarse ¢n la foruws

(’
/
=z ¢ Qi(o) é mi)? ya que

Q=

g? ( (?1 - ]? i(O)) ¢ fﬂl(Mt) por lo tanto

f{

resulta ser un 72\—eﬂpﬂcio vechkorial de dirensién finita.

p =4

5 ?f

Como cuslquier funcidén de AQ_ en 4¢  puede expre-

} S 725 - 756
sarse como la composicidn de una inmersidn de 77 en V4 x e
sepuide de 1a proyeccidn sobre o1 sepundo factor, entonces serd
auficiente demostrar 18 genernlignciﬁn del Tcorema 5.9 para in-
mersiones, ya que el problema par? provecciones nos 1o resuel-
ve el Teorema 5.9. Tmexo entoncen, inicamente probaremos que

¥ es un Es+t médulo finitamente yenarndo y que

M/ p‘y(Mt) ¥ es un espacio vecterial de dimensién finita para

conclufr que M ea un fEt médulo finitasmente generado.

s 7S ; ¢
Sea F:?z b JC X T 1a inmersién de f

definida como F(x) = (%, f(x)) cs decir

F=1Id xf 5,11(1)




. e >3
1a funcidn P devinidn de fedn prnard eS ¢ enouan veclne
dnd del eera, yo que por hipitenis £ ag €7y la tdentidad
~5 o, ’ P e o 2€
en /2 ta:hifn lo es. Oboérvese que sl P 707 Kk WS e s

25 1n proyeccidn sobre nl aspundo factor antoncest T

f =poF 5.11(2)

Anora bien de 5.8(9) =ze tiene que el homomorfismo e

anilloy P Bty —f R dado por

PY )’8)= 70}3‘: "ZO( a x £) 5.11(3)

induce sobre ¥ una estructurs de Bt m$dule. Iuego, para

probar que con ésta estructura ¥ es un mddulo finitomente gene-

rado, considérese el homonorfiswo PSJ: By -0 E3+t donde

7y s 5 € T35
'Ps es 1a proyeccilén de ﬁa x ¢ en Akz sobre el primer

factor {consulte 5.8(11)) y obadrveses que
% - - e -
Ps { g ) = é o P, es un germon del onillo B, . l{j{( B,

entonces de 5.11(3) se tiene que

F"(psﬁ( § ) = ( ioPa)o(Id X f)=}oId=f

5'0'11 ( 4‘ )
(ésto prueba que F ¥ g un epimorfismo)

Por consiguiente si g Ml peeey Mk_} s un con-

junto de genevadores del médulo M sobre el anillo Es entonces




Panlnente, do 1a hipdtesiao dnda en el fnetzo b de 5.11(8)

sg tlene que v/ w P p{ (Y )yn=1/ft ’(“ ) I es un
U
?2\ —ezpacio vectorial de divconidn Tinilts, ol cnal ea Lfgowed UL

fo sopin 5,11(%) al enciente ®»/p *(h W en cousecusncia,
Este Yliimo tambidn resulta ser wn j}\ neﬂpacio voetorial de
dimensidn fintin.

Por lo tanto, como se aseguced en un wrineinio, es
posible aplicar cl Teoreaa Ae Preparacidn 5.9 al Eu+t mddulo
¥ finitswente 5enerndo v al ?2\~espncio voetorial de dimwen—
sién finita K / p¥ (&, i parva conclufr que M s un

Et médulo finitemente generndo,

e

I

/7074}'__ /() /,7()7/_,”, 29£, S o’ﬂruﬂ,);{f#ye’;f?;t’ A/”ﬁ '?‘73];?56’.

/ﬂ/ trroe 9€ e XA fﬁ/(}(’ @ -




Tues sor ana oopke caoafeles Te [’ ne car definiciin

(} (B) y wor 1o niya, de 5.00(%) te dlene nue

) [‘( P '”.Q'(Lfs) C) = p ""V(t.'u) (-‘ () = p"( (L',:;) ¢! 3 mor consl-

fuiente gr = P (=(A) o+ p”(_h’.ﬂ) c’ y al considerar a
¢* como Es aédulo via ol howoworfismo pf, de 5,10{3) e

ohtiene:

¢ = [)( e< (A) + M, ¢ 5.10(4)

Por hipstesis, A es un R, nédnlo Tinitamente generado

(consulte 1 en 5.9(12)) entonens el cociente ¢’/ uc'  es

Py

un Es rddulo finitamente - ogencrado, Loa zeneradores de A, ge-
nersn a f? (e« (A)) y €stos dltiwos genzran 4
C* ( mod ¥,C’ ) por corsiguicunte es posible Aseleccionnr

~ I
un conjunto finito do generadores Cij del Eg médulo

Py

cr / M_Sc' con el cunl puede exprosarse a cada elemento de

¢ / ¥ .0’ en la forma:

C = = 71‘01 ndédulo MS_C_’ donde 73’. S Es como -

'?i = )?i (0) + ( Oi - Qi (0)) claramenvte

}71 - 73‘. (0) € M, entonces

- -

. = )\ L 5 - ’

C = -—.ei o).cir‘_{:?i V(i(o)ci+»’(c
/L: Calins

donda ’?c— Mooy ¢! ¢ ¢ . Como ¥ i - Vzi (O)Ci +VZc’ |
/
es un elemento de }.'S_I_’ y qim) & /) " entonces

¢ = éQi (0)Cy mddulo P.ISQ_' , 6ato signifiea que las |




i ‘5.11(4) o tiene que cunlenter eleceato do M opueds ayprosaye

coocn o In Tovan

K : €, A ' DR
= § i T E Py ( § 1))y
i e .

(el miembro izaquierdo como Ea médulo y el mienbro dersvcho
como En+t nédulo) por Lo tanto X o un Es+t uddulo Tinitamen-
te penevado,

Por ctra parte:

ol homonorfisno E‘ycstablece un isomorfismo
entre el Et mddulo p w(Mt)M v vl

\ . Ay L p
bg»t‘”édulo P*(p (Lt))h 5.11(5)

En efecto, de 5.8(9) v 5.8(11) se infiere que los
*
homomorfismes v p* inducen sodbre M una estructurz de

Et médulo.

Ivego si P pertencce al ideal Ht entonces

* - , o : : -
P (/}k )-i/%L oD es un gernen del ideel M . . En con
secuencia, .
ETR L i

L = L = Lo = y
P (p (//. D= (Mep)o (1a x f)= ot =£7( u) es
un germen en el idesl maximal Fs debido a gue por hipdtesis 1a
funcidén £ sc anula en el orfgen; por consiguiente,

p¥(¥,) ez {somorfo a
{

F¥(p ) ) = £ V(Nt) 5.11(6)

&nto justifica 5.11(5),




capToLn y1

DESNNALES

fn 1l presente capf{tula e ostuydian aquell-s nbrmeces que

"
/4
parterecen @ 1~5 Anillas En+_e cuuns rratriceia~rs en ﬂ? X O

eningidan cnnoun gerasn dardn del anilla de g papnpe En . A it

chas ghrmenes 1ns 11amarnang desdahies de unocremen fiin de En.
i.a Of!F{ﬁiCi"V" G.1(1‘\ v (\.1(/3) o nermite :”‘l"\(!llri[‘ 18
canceptng de Nesdnbles Hefurrenles v Apsrnhlpe Igamarfas,
pPara adrme~ns que poptonpern Al ideal o= (F a0 CNSw

truyye nirn nornee dpaani ndn #Ppalanaaciic Tatneal del Grrapn',

cuva k-jet es transurranl a la indoes de M A e el oespacin de

k-jots dande i dernts pl idenl mayimal e En v Z\ ol ideal

Jacnhinnn diol qeinEne, Nighe antmen petd suficienteno-te nidvimn
a pup’ brn oermaen arlutnal, Sienda date el ahjeriva de 1a Pronn-

sigidn 6.2,

Cam 1a noneralizacids da dete enncenta @ dnsdatles, se

tatroduce 12 nnciAn de dosdabhles k-tranauercales. Lla Prannsicitn
f.4 nns nropareinana on critoria nara determisar crandn un deedn-
hle o8 k~transversal,
fn tanta quo el Carnlarin 6,5 nns asraatiza la avistencia
de desdables k~transyersalos nara aérmenes da dptpratnacisin T1-
nitag dsta sord 1a hipstesis en tndns las reanltades subseryentes.
La Prapnsicisn 6.0 gatahlpce que *nidn dosdahlae universal
o5 Wetransverzal v al minmn &iamnnvp&opﬁrciﬁna,uﬁa gnta inforing
para el adrern de nardeetens del dpadehlng las candicinnds hafs

&
1as cuales dns dandahles ana Lsnenrfas ans 1a8 nr-nsreinnan 14

*——----Illlllllllllllllllll-ll




Pranasiciie 4,7 v 2Y Trarpen 6,0,

La equivaleccia do de lfr\’ﬂ.ﬂ u fuornal vy desdante k-transs
versal la exhihe el Tearegma 6,30,

Finalmente, 13 teosis del filtimn respltada da dete canflu-
1o es 1a existescia do un Jesdoble unbvereal can el minima nfinnra
posihle de nardmetras, a saher el cdmarn que corresnaede A 1a cnrd

dimensisn del geraen do ouetra hindrecin griniol,




Definiciﬁn

[

yn german en carn do und Fyncldn en

Sea
> 52"' ﬂz ) pntnnces dirpmna que (r, f) es un da-dnble de Y?
, r pardmetrnd st f: 22Y‘X 5QT'K47 70 es N permpn €0
-n con 13 prnpied“d de aue f/ _ cninctre con (2
n"xo o
6.0(1)
La notncién £ ZQ” L3 72Y-/ww0 ﬁ? que estarents
usandn 8 1n largo de é-te gan{ uln faprmolmente stanrifica ave f
petn P2, UN

rrenes £
nd T

es un plemant~ dpl anillo de aé
a funcifén en ¢ (ﬂznx 7 7)) :
6.0(?)

en cero de un

germen
Usualmentn diremns que (r, f) es unm desdale de
nmit{endn 1a frase "enn T nnrémp*ros", pues cosn1=t reiterativn.
'
nbservaciﬁn
Si f? es cualquier qe "men de E“ siempre evigten desdn
bles de |? , Dot eiemnlo:
h v
F(X, y) = rz (X\, para tnda (x, y\ [ /72 X /?

’ 4 13 - I3
cnn (=t"s cnrac!erts"cns ap le denfminrf

A oun desi~hle
, Un desdnbl

a1l del germen '? g an reivial el

pesdnble Trivi

germen fz a un D
(1) 1 (») »

3 restriccinne

arimptro es el sinuientes

n
g(x, ) = ata tode (%, e /72 X /72
claranente 1a £ ya &7 72” X O

eninciden €07 a1 prrmen YZ .

s e




51 fijamas a1l verman f padomss en~stryie 1 cate-
goria de desdehlns de l’z cuvas ~hintas serdn 1ns desdnhles

de f( y 1ns morfismas entre 1ns ahietns se definen crmn siones

Definicidn 6,1

Sean (s, a) v (r, f) desdahles de !? s U~ marfisma

entre 1as nhjetas (r, £} v (s, n) al cual Arantarease pamn
( o, (]5 y» &) 2 (s, g) —> (r, f)er una terna de gérme-

ngs en celo

@:/78’1& /725--—-—«7 "5 R (/b: R0 7O 57/725”“”/78

que satisfacen

- N
1.~ / n es la fdentidad en /2
N SB /72 K O
24 Pr o @ = (}S 0 Ds dande Pr y PS sne 1lns
N Y
qérmﬂnes de las prnvprc{mns de /72X /72?——" ///?,

x //2 — // respectivamente,

3.- g=fo@+ 800

En realidad gS/ ., es e 1 aerann de la incla-
' x o
sifn natural de 72" 2" x fr Aue por hrevedad diremas que

es la identidad en 2",




Ohsnrvicidn
Hay un morfismn ttentidad para cada objetn de 1a crtean-

rfa de desdohles de ? y la cnmonsicid~ de 1ns marfis~ns de la

categorfa es nucvament 00 marfisnn de dicha cateasria,
6.1(1)

£~ afectn, con 1a Definicifn 6.1 hacemns Sﬁ = Id. en
N Y ¥
72 ¥ /72 ’ ¢ = 1d. en v g el grrmen canstnnte cerny,
n
par construccifn (I) gs 1a identid-d en /78

/dznxo

(Prapiedad 1).

7.'- P, © b (x, V) =y P = @(”r(*. ,v))

satisfaciéndnse arn{ 1a pranied-d 2 v clarame~te:

f:fo@wto o ©r

Par 1n *"n'n pl marfismn (@ , (f) , 0): (r, f)—> (r,f)
es en verdad el marfisma ide~tidad del ~hjetn (r, ).

Sean (r, f) , (s, a) v (t, h) desdnbles de f? v
(t‘.§.&1\=<t,h> > (s, a) v

( Sﬁ , (?) , 52) . (s, @) —no0 (r, f) das matfismns,

en‘ances

(@oz, ¢°§ ’( g?°§ f‘g1)\:(f,h)————-—l>(r,f)

as un marfismn de la cateanria de desdnhlrs e }7 .
6.1(2)

fn rfoctn, nar definicisn




o pfocta par dofinicidn:

- - A A > LAY "
T R R e R I P Rk R

; — n 5t 7" v
de aquf que 1a camposicidn gﬁ o - 1/72 X IO —> /? x 7

tenga sentidn, Dehidn A que :///?"Ko v 575/,72’7 %< 0

N

eninciden cnn 1n identidad en  j- s ‘ienp nue la camrnsi-
cidn (ﬁ o 3/23,,)(0 tambidn crincide cnn 1a identidnd en 7/2" ,
satisfacidndnse as{ la prnpiedad 1 de F£,1,

far ntra parte, par definicidn g ;7/2'6 —_— >
v ¢ : g

T
¢ °£ P (e /?Y tiene sentidny adamds, si Pr ’ F’g v

oovr
o JC gntances 1a camnnsicidn

p ann 1as proveccinnes erioidas nnr 12 defi~{cit~ 6.1, entan-

t
ces se tiene par hinAtesis nue Py o = = f 3 Pt

y Pf.0© @: ¢\ ) P_-, de aqui{ nue

pro(_ﬁoz (P odro = s (pop)eT =
@ o (psoz\=¢o (fopﬂ:
( 95 ° § Yo Pt

aatisfaciénrdnse as{ 1a proniedad 2 de 6.1,

f

Par hindtesia sa tipme nue  h - 00 = +8, o P':
Luego en*nnces
T or g, ot s > — .2 of =
h=qo:—{-é'ctk(}ogﬁ+éz°a>°;+£/°t*
:F°‘13°Z+8::<*‘Z Ozf-gloﬁ::

- fo(d)‘oz)4,ng(§0P{.>+gl o P s
- )(o(qioz) %[(c‘?z"f)*@' o %
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Far 1n tantn 1a prapiedad 3 tamhida se sat{gfaen Grinn

deseaha '!r«mns*mrﬁn, ns decir,

h:rﬂj?o’.i\v‘('c",?o{ +(§1)opt

’ Definicidn

Se dice nue un decdnhle (r, f) de uyn aeTman (L] En
€8 universal si para coalquinrr ntpn desdabte (e, ) de exis.
te un marfisme ( @ , (ﬁ v &) del deedanie (s, 0) al desdhlp
(ry £, 6.1(3)
Definicidn

Un morfismn ( @ , ¢ s &) ratre fhg deedahles de uyn
germen ’? (s, @) y (r, £V s» dice que pe b~ {samarfigma

5 tiere un inversa, 5.1(”

Es decir, si axiste n mAarfiemn

(=, 6, e o

b (s, a) tal que:

(@ o =, Ci) °§ y (€ © § E )Y e b1 MmATfiemn fdp-'{dng
Para el desdahle (r, f) y

(= o . § 075 ,(Jo¢ FE N e a1 marfisma {dentidad

para el desdnhle (s, o,

Mitase, que an detn drfinicidn se requierre necpaari

amente

que  r=s y que C_ﬁ y -, ¢ , j SEAN dfrmenns de difpna

mnrfismns, S{ hacnrmns = - @'1 , ‘§< = ?5'1 v
d: & o) (ﬁ -1 pntances gl marficmn g




OB 7 g o p ) morfaen TOTE el
qorfismn ( d§ ’ ¢)' g Y. 6;1(5)

para verificar fata aseyeracidn hasta realizar 1as CAmpa=

sicinnes cnrrnwpnndinnfps e 1a farmd deeerita nnT 1a pvpresisn

6.1(2); tomandn al drsdnhle (t, h) cnmn el apsdanle (1) ).

PROLF"GﬂCT“N DE UM GER™EM

Sed Q yn arrmen £0 p1 -ideal M’ v L= jk( Y? ) su

k-jet.

+.
(jk e L / m¥ ! ag un hamamarfismn antre tdrales

maximalns)(véﬂse tenremsd 1.9V apartado 1.9(5)).
Sea @€ cualauier rnnrpfnﬂ‘ﬂntp de 1~ clAase e V? s DOT

n r n
e C U ﬁZ , ”2 \ pntences 2 anera £n €
n
g 10 eiquir-te manpra:  DATA todn w & ﬂz '

dof{nase 12 fyncinn w (e @ ﬂz ——D 92 cnan 12 reald de

definiciﬁn

por rraslncidn d

cnrresnnndpnc{n que asncia § —3 e {w + ).

~
Ahgérvese aue 12 ar4fica de 17 funeian G(e) es la mismd

qrifica que 1a de la funcifn € pern trasladnda del nrioe~ al

pun+n (bl, e(u‘).

ﬂbservacién

£n virtnd del rarnlarin 1.15, Y(e) v 18 funcidn wle)

que asncia x —P elu x) - e(y) tilenen qnermenes cuvas

parciales qoeneran Al mismn ideal Jacahinnn Y gl unn de fo478

pérmenes es k-determinrdn, ramhién 1n rs el atrn, ..
6.1(6)

—



Par canstruccidn, la aecnunda de Setng fusei-mre 5p arnla
an carn, de  ah{ Aue sy anrmen correspandieontp se encueatre on pl
{laal mavimal M,

n
Nendtese camn 9@ 1a funcid~ de /78 —_— L M

n

cuya regla de correseacdrncia asncin a cada w o el geemen en cern

de u(n).}

i I
Luean para tada uw en A se 'iene aue Y4 '? (1)

X

denntard el nermen e mn ran la renla de earreena-drncias

X S ‘? (usxY - fZ (w) 6.1(7)

De ésta definici®n se deduce que ( G ? ) cnincide

con el germen 7 en w = 0,

Fn la primera parte de 1a Propnsicidn 6,2 se prueha que

no hay ambiqledard alguna en la definicifn del qrrmen 5/\’7

"1 germen 97’? In 1lamaremas  "la prala~nacifn natural
del qermen f'[ " :
6.1(A)
c—K
Def{nase // 7 camo
_k
o ?:gko‘}/\'? (3 e m—om uk7™T

Sea jk la proveccid~ usual que lleva al jdeal maximal

M en el espacin de k~jets.

‘/7#{ l1a denamina-emns "el k-jet de la praloanacidn natnd

ral deYl v, '5.1(9)




Propnsicid~ 6.7

k

te .
Sca 7 un germdn  k-datermicoada del ideal N?
0 om .

pr/ Tz (Y A

el ideal Jacnhiann del germen Yg , Pinneps

I.- La praloargacidte ~atural el orrmen Y?
y su k-jet estin unfuncamente detormioadng

pnr el ermea os decic 1o definicidn de

‘37’47 y kv? es indepe~dirnte de 1-s

representantes del nocmen 1’7

IT.- jk 594___ =1 Jeeey n gr~eran al
OX:

n

gspacin taras~te pn 7 de 12 infren de /Q
. oD

hajn la derivady de //',,‘«\:Iz en ol aricen,

fste p-pacin vacrtn-inl es iransverecal rn

jk( A Y a 1a iwdaen de !’"A bajna jk

I11,- (/7”":7 es ol an men de un e-orafe de

( ./72" , N) al espaci~ de kejets Jk




Demostracidn

I1,~ Supdneace qua e y e' san das reprerpntantpe de 1a
clase de (( , Batnneps nar definicidn a y g'  rafngiden pn
3 h
calnuna vecindad U del cern en //2 (vénee 1.n(1)Y,
Luenn, st w estd en Ul entances existe unad vecina
dad V del nr{ann cantenida en IJ que satislace:
si x ¢ V entnnces % 4- w & U, par cansiauiente,
eflw +x) = 8' (u++ %) 1n cual sianifica que on dicha vecindad
v, m(e) gaincide cnn wle').
Far 1o tanta la fuaridn 9/\)7 er‘(\’.ln “Yiegn definida

. ok *
v en coansecuencia tamhidn la esté V] ’7 y Durs Ssta Gltimn

@8 poar definicidn j"loq*? (véase A.1(0)),

17.~- En primer lunar nhsérvese que patd tada w  en una

1<
veeindad del ariaer, el aermen a o - )
. . r P 4 ((‘D

wi | Ox

es fpor definicif~ el aerdn que tiene la reala de coarrespa~den-

RSO

cia X el D ?(LOfX“ ?(LUB d-nde X & /7en

w

y o = (.><1 yreey o n) (ver 6,1(7)), Este pnerarn cnin-

<1
cide cnn CD o Z (w X3 va que 7 (w) no
Qu. O X

oD
depende de la varishlesx ;3 comn 7 es C (ver 1.2(5)) .

entnnces l1a expresidn antarinr c-oincide ran



-
o
Afiroamas nue Gate //2 woonacin vectnrial es trancunraal
k K .
a {1 A Y oen (A Y . On oofrctn, cuslaoier aermen del

tdenl A se puede espvesar rn T fnarma

n 2 o 2
200 =y E w9 Jeade
S AP RN F AN

T RCRPIPEES PR
Entances A < /K/ZA + HA dande WBA es A

vistn cnma un ///a ~suhespacin vectarial de En.

La atra cantencidn es obvia, ya aue si r es un real y

jJ\ gs un germen de M en’nncos

r a rz__ +)J\ ___iC_)”_q__ nertenrce a A
oL O xi

Far 1n tantno A = /?ZA * HA v "nrﬁverhﬂﬁdn

1a !'nealidad de A tenemae que

KA Y= 5O RA v+ gk Ay = R GHCA Y+ KM A )

6.7 (3)
' ?
Mhara de 6.2(2) se tiene que 7 CA Y eain-
0
cide cnn 1a imdqen de ;/2 haj~ la derivada ch cero de
W"K ? , vya qua amins esnpacins vectariales tie~en 1ns

mismns ganeradares; luean en’nnces el nlann tanarnte en z de
c 2 s . %K
la imdgen de 1 haja la derivnda en cern de ? es

transversal a jk(f" A en Jk( A,

\
,,)\

o




) ~d
117.- Myostra nhjetiva ps doanctenr gue '// /Z tipnp

rangn mdximn v caaclufr, rar pl Tearema de [»mersi{f~, gue es

una irmersidn 1neal,

Para crnacer el ranan de (/7"’( Yetn saher cual ec la
o omnsidn de 1a deriv-da de (}TK anlicada a 7/20 LEn '
Jooir, la dimensidn de /f/a jk( A DY vaque e 711, A
y m(A) san *ransversales en  I%.

Par hipdtuesis /Z es k-deterei~nda pntances
m¥ + c m A ¢ A (crnsulte Toarema 1.19); de ah{ que

tenga sentidn ransiderar lns recicntas

Par una narte __é____ s A[ fjf_*_/_ = __j,_!i_(__Al_ \
AE = THAJReT TR A)

de acuerdn al Lema 3.8 dim( A /m A Y = .

for ntra parte d- 6.2(3) sr tiene aue
jk( A= ‘/72 jk( A )+ jk(m A ). Adewds, en 1a demastracidna

de II se prohd aue /72 jk( A ) N jk(l"‘ A ) =D entances

j’C(A> Rj&(ﬁ)jj'K(HIQ = R4 )
EETS) JR(HA)

i1




., DTN ¢ :

flnr 1n tantn 1a dinpasise e //Z ] ( A ) "8 N !
~ek ' i 3

ps decir, 7/ /P en de ranan mivina y nar fanta uea {omersisn

¢ n . 1 $
1 a1 1ncal y 25 un encaie de { ”E , n) al eroacin e k-jrts.

fancluvenda as{ 1a demastracisn de 11T v del Lema F.2.




I ——

o

Sea {r, ) un dosdahle de /Z {en Bote nfrrafa, ?
purde ser cualnuirr acrmen del anilln En).

Considérese (vy 4000y x ) v (vyyeee, v) sistemas de

n —
conrdenadas en /72 v /(/‘2\? respoctivamente, Si f es

un representants de £ entonces  para ‘ada J=1 ,..., T,

n 14
@ 7C : ?2 X /72 e /72 es yra funcidn de clace C°
et '

De ah{ que tenqga sentidn hahlar del germen de la funcidn:

a f - a 1[ al cual denatamns camn

L

aﬁj’ ﬁ?_nx O C)jj 1)

dj,(f). 6..?(4)

PAar ennstruccidn di(f) £6s un aprmen mye perre~ere al
jdeal mavimal M vistn dcte ltima rAams yn /72 -espacin
vectarial se tiene que d, (fY ,eue, dr(f‘) peapra un subes-
pacin vectnrial de M al cunl denntamns comn \lf..

6.3



Prnlmmfmif'm k-int dr nn decdnhle

Hn prncndiminn*n anflann al u'tilizad- en la definicisn dr

nag permite h-crr 17 siguier~te

k-jet de nun arrmen,
2

gpa {r, £} un desdnhte de unogermen I? & M

a cualquier grrmen del

prnlnnqac{ﬁn

canstruccifn,
(sta misma canstruccidn puede hacerse nar

n Y
fa (R xR ) el aermen en

n
cern de 1a funcidn que asignra a cada u, ¥y en X 4l

W‘rf (4, v} dn-des

anillo E )} vy sead

el k-jet en cero drl germen

T £, )0) = b ) - F (uy v) 6.3(1)

{ %—’rf (v, y) pertennce a1 ideal mavimnl M ). En ntras

palabras:

F = jk o} (W‘rf . Al germen F se le denamina

"ia prolannacidn k-jet del desdable  (r, f)".

fircvemente, 1la prolanoarisn k-jet de (r, £y,

6,3(?)
La restriccidn en Qz v 0 del germen qh‘rf
cnincide con C/T/Z v
= Z 6.3(3)

r(n.m=j“<rz>-

£n efectn, ramo (r, f) es un desdahle de VZV entances




de 6.3(1) v 6.1(7) =e tirne ane para ‘nda wooonoued secindnd

gdl cnro

Wdrf (u, 0)(x) = flut %, ny - flu, 0) = ’z (u~fx}-‘? () =

if’? ()

Arara de 6.3(?) se inflere que

u

it

(cansulte 6.,1(7)).

F(o, 0) = jk o W’rf(n, 0): par el Aaraumento anterinr, érte

G1timn germen cnincide cnn jk ( GT’fz(n)).
Finalmente de 6,1(7) se ca~cluve gque ‘

jk ( QT‘Q (1)) = jk('z )., Justifichndase as{ 1a
hecha on 6.3(3),

arnrveracidn

n1 desnrrnllar la exprrsidn dada en 6.3(2) se tiere:

-

K o<
~
Flu, v) = £ a <CI‘T-' x_f' {u, V)) X
Ok X=0 </
6.3(a)
(ennsul te 1.9(3}-1.9(7)).
Fntnances las funcinnes canrdrnndas del aermen F san de
|
1a forma g?l
?r‘ rf s onr Cﬂﬂsiﬂuipnteg
RS 40

Observacidn

La derivada de F en el arigen e

QF N EORTIR y
O wl, \3—_(5 O wi '

std detrrminada por

un

"

jk (dj(f)) ’ V 1:1 geeeyp N \

——————RR

_OF
29.35 w=0




V J=1 4aeey T 6:3(5)

gn efectn, de £,3(4) se tiene nue las fyncinnes cnntrdena-

dés de Czlr san de 1a farma
’ @LUJ_ 'tj:O

& [
- G f (v, 0) s nar 6,3(3)
@wu; al" i O ‘

X =
&~te qermen es g) __%i (}T?(u) , €oma
w; x*

Xz0

|#1 £ k , entnnces de 6.1(9) y 6.3(4) =e conrluye que

il

C)U.).;u :j =0 Wy

Myevamente de 6,3(4) se tienec que 138 funcianrs gnnrdena-

OF ~ o (TE.

das del germen (W E tipnen la nrma
©3j [w=o0
~ )""
(% .__C___;—- ‘ﬁ"rf’ (n, v) , cama l=s deriva-
o

Oni

das parcinles cnamutan, pues (r, f) es c e (ver 6.0(?))

x=0

entnnces éste aermen raincide con

~H D
__Q_I- —_— <‘|T‘rf (0, v} i pern
O % 6533' X=0

__a—- <C|rrf (o, v) es nar definicidn
OY

=
-



lin

ﬁ;{(oyéjj>~93f{om>
P e R 2

t

Por 6.3(1) ésta 1{mite asigra a cnda

% -wwogi% f(1’£3i>;_/&%é}i>if(110>’ %{O’OJ

t

e Pty -0 Loy ffe ﬁj)‘f/"/"L
L-v0 t-v0
¢ S

t
] —7§?ji—“‘ (v, D) =~ —~§g—£*- (n, 0) ; en cnnsv;
H 09,

cuencia, de 6,2(4) y 6.3 se deduce aue
o [

2|
— a_f (0, y)) ~ ﬂ
Ox é)jj ( > Yo

é§;22~(dj(F))

Par T1n tanta de 6,3(2Y v 6,3(A) =p rrocluve aue
OF SEELCRI M

w =0

Definicidn

Se dice que un desdnble (r, f) del germen

0w
@s ketransversal si la prolangacidn k-jet de (f, f) es

transversal 2 la drhita de 2z

hajn el orupn de k-Jets
de difeomnrfismns en el espacin rde k-jets,

6.3(6)
Estn e=s:



T, <o(r)n ( /K/ZHX?ZV)> T, (2 ) w T, (1)

Observacidn

D(F) = D(Jk ) D (F)/ darde
(s 1) ? 7o)
Dy(F) (1103 estd determinadn nnp * o dj(f)
J=1 jeeey 1 Y dj(f) camn se definid rn 6,3 .5.3(7)

De ésta drfinicidn, 1a dada en 6.3 v 1a abservaci4n

hecha en 6,3(5) se nbtiene 1a siouientes




Prapnaicidn 6.4

[

In desdnhle (r, f) de un grrmen ¢ n es

k-transyersal si y sAla st M cninrlde con ,A + Vf - Nkf‘1.

. donde A es el ideal Jagahinea de (z v Ve el espaAcin

vectorisl dofinidn en 6.3,

' Demastracién

Por 6.3(3) v 1a nhservacidn hecha en 6.3(5) se tiene que

Tz (D(X, n)F (/72” xDl‘)\>= Tz Dﬂ (/T/KQ(IQZV\) .

fhara, en cl pepacin de k-fets (Jk , es decir, 1ns gfrme~
nes mAdulo Nk 1) el espacin tange~te de 1a Arbitn de z hajn
1
1a accifn de k-jets de Aifeamarfismas cnincide can im A )

segdn 1o estableee el Lema 1,21,

§imhdlicamente Tz(z, Gk) = Tz ( jk(N A))

En virtud de Ja Propnsicidn 6.2, Latns dns espacine tan-

gentes snn transversales en jk( A ), es decir:

)

Tz, 6V T, (o (TR )>
P A Y T (T 712")) .

11}

T, FOAD | 6;/1(1)



Ahnra hien, par 6,3 v 13 ahaeruaeids 6,3(5) ae ticne que

. " ~ —~0
T, (o(n, RRACER )) =, (g aytne R™)
en consecurncia Tz (Vf) cnircide ran el nlahn tangeote an 2z

de la derivada de F en la direcridn de vy )
© 6.4(2)

Por consiguiente, un desdnble (r, ) serd k-transversal
si sl germen F es transversal a la Arhita (z, Gk) en el espa-

cin de k~jets, Estn es , si
n
T, (z, 6°) + Tz<o(r(72x//’”)3 = Tz(Jk)
5{ aplica-n= 6,4(1) y 6,4(?) a ésta evpre 150 =p tienp
(A FT, v =T, (30
r z f D 4

Par cnnsifuiente (r,f) es k-transversal, sienore y cuandd v

k 1 . ‘3

A F Vg generen a M nddula A + chmo /Z -espa- N
cins vectnriales, ésta sucede si y s3Y-~ si

ak 71

A+ ve + =

Esto cnncluve la dennstracidn de la Propnsicidn 6,4,




Cornlarin 6.5
\,
Sea un german finitameate determi-adn, entances
axiste un desdohle (c, f) que es k-transversal - 1'/ K> 0

dande € es la codimensidn de 7 .

Demnstracisn

Camn 7 es un arrme~ do determiracidn finita as{
mismn lnes su codimensidn, seadn 1o afirma la Pronaosicis~ 3.1
por definicine, cnd(fz Yedim(M/ A ) =c¢c {ver 3.0(1)),
entnnces os nnsible eleair ¢ afraenes en el ideal M digamns

Uy seesr Yp de mnd~ que sus imdaeaps en rl cacie-te m/A

formen una base de éste sapacle vectarial, Def{~ase

o /78)1 X ?Zc —P /73 cnmn siques

¢ :
< .
£ (x, y) = ? (x) 7"7/:' ¥y Uy (v : es clarn que f
es un descnble de ¢an c© pardmetras, va aue
h
f(x, 0} = '?(x\ }/ ¥ € 7/2

Ademds pnr canstruceidn _&_7[-« cri~cide can
ﬁ A Yy;

3=1 400, € mAs arfin:

UJ-

d'j.(f) = (‘z)c . - _.@_f_..
atjj. ®" xo ajj 0



(5

tamhidn raincide can ”j , [etances pav 5,3 vy nl e qur 8

gligier~n 1n5 gfrmenns My e tienp oue d‘](f) pov oy dc(f)
generan al ﬂl —espacin vecinrial m/ A gs decir
M=A+ Vf' y cnno Mk+1 < n )Z ®w > 0
ge tione que M es tgual a AR Ve 4 X v v
en virtud de 1a Prposicidn 6.4, detn sucede 3l v c41~ si el

desdnble (c, f) o5 k-transyersal V k > 0

VerificAndnse as{ la afirmacidn bacha en 1 Carnlarin

645,



Nbservacidn

".gay’z uyn aqermen k-detarminade, nA desdohle (r, £

de yn nermen 'z 08 ketrancunrsal =i v ef1a oi M= A+ v

6.5(1)

En efprctn, €m0 (r, £ ) es k-transvereal, gn'~~rees de

1a Prapnsicif~ £.4 se tiena

m = A'f‘ fo‘mk+1

Ahnra, comn 7 es k-dntermi~ada, ent-nces del Tearema
-f-
119011 se tlene  M< T Tom A A ¢ de éstas das

cantencinnes se concluve aue m= A+ Ve

£1 reci{praca es famediata va aue

i“k.{~ 1 ¢ mo= A+ Vf {crnrulte herryariin 1,601)). Par

in tantn .
M = A+ \l,r.JrN“f1

£n ntras palabras, 1a Ahseryacian 6,5(1) afirma que:

F1 ﬂz ~gspacin vectarial m/A estd acnerada pnr los
imfgancs co Ins aérmenes d1(f) yeeey dr(f) haja el eni

marfismn que lleva el ideal mavimal M en el cncirnte

m/ A . ‘ 6:5(9)




Suhlemd
Ns F.n+ o cansta de aquellns aér-r~es del anilln
h
En-f 5 que se anulan en el nje ﬂz . A
6.5(3)

Demnstraciﬁn

Sea i un qermpn en al ideal mavimal ms del ani-

110 de ghrmenes Es pntnrces i se puede exPresar
S
é ’uj ljj drande My ps n ae men del anilla E_ ¥
S -
es rl onrmen da 1a j-ésina prnvnrri‘n de ”2 =0 K :

i

Del Canftuln 1, caneretanente del Carnlorin 1.5, y2

pstA genprada onr las Vj , la- cuales se

5
ﬂ) par 1n tantn, si 7 es un

sabemns que Ns

anylan an el nriae~ de [ .

grTmen del anilla E_ L tandremns ques

E(o‘)r](x,o) =j%l,uj () 47 () ) (1,0):07 (%

v x el

p-ra mnstrar 1a ~tra cnntnwci‘ﬂ, en~sidérese un nermen ?7

h
en rl Anille En v s nue <e anule en 1 eje WZ ’

antnnces pnr rl Te~rend Findamental drl CAlculn trndremas ques

(l(y., y) - 0= (Z (¢, v) - ’7 (%, 0) = y.._%%« (v, ty) dt

(o]



por la reola de 1a cadena f-12 peprraian eatecide oA

S
P
— »A———fl—— (v, + Y Vi dt

Poar 1i{nealidad éstn es innal

z
. Vj (X t ‘l) dt = Vj §j (X, V)

j_l
Ej (o y S aﬁ—— (v, t y) dt

SN

dnnde
Claramnrnte g . gs un qermen del anilln E
nt+ s
vy € m, y §21 yeeey 8 9 Fninnees
>
" = 2 @s u~ arrmen que oertenece a M E
YZ j;l yJ g h| s i s
e despaha demestrar.

. que es 1n que 5




£ nrv;‘l\“\ﬂ :ﬁ«ﬁrrnrn retr 4 o imard, » 113 camntrneet S

Y

una mozela (defi~i4a »n 0] pirrafn rrevin Al Cornlaria 5,10)

que ons permiticd eru-~ciar el Uema 53 can el cual enreluyiremns
Ia dennstracidn de 1a Prapnsicid~ 6,6, Para canaequir fete nb

Jetiva requerirenns de 1a3s des sinule-taes nhooryacinoes,

Dbservacidn

Lada elenmentn de un nidylna 1ihre A pn t variahlpes
finitamente nenerada sahee el Anilln £ tiene u-a pu-
3

pregidn (v{ca en tdrminns do sus coardenndne

6:5(4)

En efectn, comn A as un Eq- m37n1n 1ihre on ¢
variables, entnnces evisten t  qrneradares dg A ran las

cualis es pnsihle evpresar en farma Geiea  eada plpaenta de A,

es decir, V a € N existen bt abrmenes G-icas
’2 1 reeey sz en rl Aanilln E_ ayn ~atisf-rpn;
a = 'z 7 24 t...t ’zf a, PAT cansinnie-te;

es pnsihle evpresar a cada clementn de A e~ la Farmn;

a=( t’( 1 reees fzt) o 6.5(5)




(=~

Ohservac iAn

Sea £ ian A ﬂan X ﬂa B ?8 yn aermen en

(1, tn) do clase C7 . S1 A esun £, +.1—m6dulo 1ibre,

an 1 +1 variables finitamente qencrndn Y C es un

——p C

.

v ot 1-mﬁr'Mn, eptances 19 cyne LAn o A

fafinida ror 10 s{guiente renla de rarresnasdencin

o (2) = '"é%Lé—— YT (dande v =(Yy seeer Yp) o
J
'“Yj" 4 € B3 v a =(Y, 7) raosulte 6.5(5))

rasulta ser tinmanarfisnn dl de nddulas § mAs adn, es und mrzcla

snhre P* '
6.5(6)

(consulte 12 definicidn 5.9(13)).

£n nfecta, si (Y, 7Y = (Yg yeeey Yr) y
(yr , 2') = (YD yueer YL s ") «snn 1as cnnrdenras de
4 s r
pntancpe 128 caatrir~adas

a y a' v WoE Er 21 ,

de 1= suwd ya + af 500

w(y, 2) +o(yr o, 27) =) , (7)Y + (Y ;r)=wa+vu\n+20

dands uy = (WY, peees UY;) 1ue9n¢bn*n§c951

~(Ja *+ a') es por definicidn

i




R |
n

2

a g‘ [LTARN BT | 4= 117 ' -~ i
.-...9—-—-»——« (‘uY { { ) { ]/ ‘}' Z = (’i}_‘(_’ — UY A‘__ ~a~é———— "f! +
d N é)y

U __éggi__ [
( 5 vf-z>+

+ o0& Yt 47t =y e<(a) f=<(a')
83 :

+ wz+4 7

i

£n 1as dos (ltimas fouald-des, cansidérese a W cown

un qermen del anillo E;‘ a1 via el hamamarfismn B*

esto es, < (Wa) = p* (1) o< (a) , reculrdece gue

p* (W) =Wop .




£n 1a dpenetracidne de la Propasicids 6,6 se hoce

alusidn de la sinulente antacidn:

£l stmhaln f = g (16a-e f isnmarfna a g) sigri-
fica que existe un isamnrfismn en‘re lns “tesdnbles

(r, f} v {r, q) comv rse propane en 1a defi icisn

6.1(4).
5i gb es un grrae~ de /72n\< f/Z"Yﬂ—v f/zn

PR xR, R xfof-—oR)o0
se anrula en la fihro.

@(X,ﬂ):ﬂ VXG‘RH

gntnnces el sfimhnln

significa que el qormen SB

n
R x 0 as decir

6.5(7)




Proposicids 6.6

sean (r, f) v (r, q) dne “esdnbled k-transversales e
un germen y St en Ladntermivrada y gL 1o {~Aarnpe
ag(t) v dyfa) ([1,()] v [d{m]) teetden o Pl

WZ -espacin vectarial m/ A ) }/ §21 ey T

entnnces lns desdahles (r, £) v (v, @) s&n~ is~asrfas,

Demnstracifn

La demnstracid~ de 1 Prannsicisn F,6 se hace en 5 Lemar
, en 1a primera parte hasta o1 lLemn A ae pna cania de 1a que se
hizo e~ la prueha del Tratema 1,19, £n tanta gue ra <y narte Fia
ral, para prnbar el Lemn 5, se wtilizard el Tearema op Pfenrra-
cidn enunciadn v demnstradn en ol Cap{tul~ V.,

Deffn~se una hamatania £b entre 1ns céraenes f v g

de la siquiente marera:
. . .
P2 (1 - t) T+ ta 6.6(1)

Par hipdtesis,, [de(f)] = ['dj(q):] gntnnces

pot 1inealidad tendremns:

ae ] = e Ldj(f)] + ot [djmj ] dj(f)]

. t
y de acuerda cnn 6.5(1) v £,6(?) satpmne que el cepmen £ es
k~-transversal para ‘ada t tal que 0<t <1 3+ en con-

secuencia tenemns una fanilia (r, Et) de desdnbles  (a un pa-




N 4
rmotra t Y ketransyppenles g ranretan Al ceraen foent el

aeynen g .
£1 ciguiente Lemd nns mys'ra que - tn pr syficir te nora

que 1ns desdnbles (¢, ) y (r, g) scan isamsrfos

Lema 1

Si tp es "0 ntimern fiin en [.ﬂ, 1] antanece  ara

tnda t en algura vacindad de tg pxiste un isom riismn

(B, ¢, 8 (n ) e )

£l Lema 1 implica a la Prapnsicifin F.6

£n efocta, la rampasid-d v conextidad de [ﬂ, 1] nas
permite seleccinnar  tny by ,eeey t, aflmerar Fn [0, {] ‘
y Moo Mo yeeey N vecindades cnh centrn en ‘ti para ‘

120 ,ee.y n de 18 siquirnte mangras
1 4 ’ !

Gty <ty Loow £t =1 Y Yo My 200 1]

De la ca~axidad del intervrln [0, 1] sr tiene que

L () Ni %ﬁ qﬁ , luean entances el Lema 1 nas aseaura Y

1a existencia de isamarfismns para tnda te N, N v, de-

finida~ de la siouiente monera:



et - & - L
(r, Eti_1) .A(.:;;:,i.j“,.L(?.f.{)_; (r, r_*v) ((J)C’ (/)t/,(‘; >p (v, EH‘)

Camn 1A cranasicidn de isamarficmeg es nipuame~te un i

{samarfismn se tirne aque el a-rfismn:

: /: _' ,. L3 ' i
. EP ’ ¢L1 6L) : (ry Ef\'ﬂl) ey {1, Ct‘ ) ps un
tiamorfisme  dande < . c . . -
. ,L' . r A . 'A. - E,L . ',ﬁ__‘ : ¢
@ R Q‘) , q’_) = { o ¢) ) 6 J & ©
{consulte 6.1(2)). Patr ¥n *-nin 1aa doadnbler {(r, f) v (v, g)

snr isnanrfas por efecta deoyan campasicit~ de n iso-

“Ytan

wart o Tmas,

Lema 2
Feiston qarmones na (N, t,)
$: R xR xR0 — R x Ko
b R x R, 0 x R —— o 77 x Q
y 8=/78Yx,/73,ox/'/2——*7?3,0

nue satiasfacen 145 tres eandicinaps cinuirntes:

€, ¢
1) QS y (/) © saincifdea can las sidentidades en

rd
adpmde

’ /f,/a" ¥ ,’/&) Y )/EY respectivemente ,

LN
22 -
é:J - (~)
o4 £ an vna urciedad de 1.0 ,

\?J’,,x



.
{L’ N Frinrmide mas Ta detratidyd e
Hc ¥ O

///‘2)’7' g.::)c v ¢)C ot tan ras 13 praveceidn de
R xRyen JRCY  ectnes

Py Q-St' ¢t°

t x S
3) Eto g_) 7"50 Pr catreidn ean Etn e odecir

E("' y vt b ) + g (‘-'y *-) = £ ("9 \ry "n‘) dande

B xa )= D ey, )= )

Deduccisdn del Lema 1 2 partir el Lemna 2

". “] gnnaidéresce

-~

*Q
W
\
~
-(
o
s

b g/ﬁ*xt

Factraremns aue ol mar ficmn

A o t
ERATNANEN IR
fismn al nue alude el Lema 1.

M -
£n ofectn, la proanicednd 1 nas dice aue @ v ¢ °©

snn lns gérmenns an  tn de lac than+idades e~ 7 X /@Y y 1744

—p f[r, EH pe p)] i8sn-AT -

respoctivancnte.

’ » N . - ]
thnra hicn, comn el eanjunin A difeamarfinmes €

'l n
es ahiprtn en rl ersprein de tngismes C0F (//2 X /7-2)«, /72 X ]Zr)




155 e

puen coarreananden A panean e TR mAvinn {ybhne v dernn’ ro-

cidn el Lean 1,19),

Fntances aviste una vocirdad 5'1 de Id. oo 7/2n X ﬁZY

(N7 de 1a Id. en /(/2') que consta G~igamenic e difeam~riien-

mos v asnciada a dicha veciadad eyisten oK ( Cf?\
tal que 1las {mdornes inrvrrsas de F'1 (de N?\. thajn la fu--

i —”"“ogz;t(t I sét)
+Jy )

cidn continua que asncia

t

canticre 21 fmtprualn ahierTtn {1, ~ cﬁ y

((tg- Sy tg T/ "N

Sea (‘_r = min C(,' s Cr,) ? s patanrces 02N

tnda t ¢ ( ty - cf y tg T <) se tipene onT canstruc-

- Vf C
cidn nue i y ¢> spn P vealidad odrmenec de di-

feamnrfismns, En ghnspcurncia, al repscrihir 1arn nraniedardes

o € T pt
2 v 3 en términns de .(; ' ¢ v & oteceansi

&'t = Td en (/[Zn Pv O@t: féto PY

4 )
"k o

) gl gte @ BT

i é&stns porrecnanden 8 1ae

propiedardes 1, 2y 3 dela definicidn 6.1 gue ~ng AreOUTAN 3}

que ( @t, ﬂi’tv 8'&\ ps un marfismn v comn @)é ' ¢ ¢ snn

afrmenes de difpamnrfizmns, pntances dichn marfismn ps en TPA-

1idad un {anrarfismag campletandn asi la nrueha del Lema 1,



Lema 3

Cnhm las mismas hipdtesis del Lemd 2 pucde reemnlazar-

gl mismn p-r la afquiente

se la pcyaciA~ T an la corclusidn de

’

ecuacidn

0 Z ’a’gf(j SN _,%:_(.-—(?(.j,’é)'F

‘ , Una manera de camnrnhar que 1a ecuacisn 4 del Lema 3

puede reemnlazar 12 écuacign 3 del Lema 2 €S 12 =sioniente?

n1 derivar le ecuacidn 3 o respectn a t oy utilizan-
dn la regla de 1a cadena en £l miemhrn izauirrdn de dirha i-

qualdad se obtienes

aé AL +) - a)(’ ag 1 al
St ’&“‘“'3’*>’L55"(X'5't>5%<5@+

D&
/87: (ot 3+ (J'f> 6.6(?)



R —————— |

en tantn que el miembrn derecho de 13 misma icualdod es 1dé--
ticamnnte caro; ya que E{x, v, to) es una fu~cidn que nn de-
pende de la variable t , Por 1ln tantn

"%‘%8—‘ (x, ¥, tn) = D

La ecurcidn 6.6{?) rarrespnnde a 1a  ecuacidn 4) es-
crita en farma vec*nrial,

Rhara deducimns la ecuacidn 3 partiendn de 1a pcuacidn

4, Si la ecuacidn 4 es cierta, entances teromns:

¢
€t t
_T(Da‘é—- (€0 @ + 6 ) — o é=tn sngnifica que 1la

¢ *
funcidn f o @ + (g es constante en tnda una vecindnd
del nunta (0, tg)e

Par 1o tante, para descubrir dncha cnnetante basta eva-

luar ésta furcifn en vl punta (N, tn) v camn

+ n €, >
ﬂ_'D = Id, en 72 v g = a (par 1a proniedad 1 ‘

del Lema 2) se *iene que

£ (@ (X, Vs tn) » t0> +g (V! tﬂ) = E(X, Vy 'fo) = Efa(yﬁ y)

t €, .
Pof 1n tantn E© @ +8 = Et° que es la ecua~

cidn 3 del Lema 2,




Lema 4

fxisten 3 qfrmenes en (o, tn)

x;(WTVWzm;R.ﬁ?voxﬁz)a (R, 0

v:(ﬂ*zﬁ,oxﬂ)a(ﬂ*. 0) vy de

72 (7% 2,0 KY a ﬂil , 0) aue catisfacen 12 ecuacidn

N
52 & oy xCiu T
s O A

Y
+.é' %g’——. (X, Vg t) Y(Vv t)+ ag- (y‘: Vs t) +
1:! "jj @t

4z (v, t) = 0

para‘todd v, Vy t enund yecindad de (0, tn)

)

Reescribimns 5 en farma vectnrial comos

DE x+ DL v+ BE 4 z-0 P f
D% 3 oc | =
6.6(3) ‘



A

Prunha de que el Loma 4 implica f) Lama 3

Comn X y Y sn~ difere~ciables, el Toorema de Evis- ooy
tencia y Unicidnd rns garantiza la evistencia da =alucinnrs
Gn{cas: |
(x* , y') = QS (¢, v, t) v ' = (¢) (v, t) de 1~s sistemns
dr ecuacinres diferencisles _@,J_(_’__ =X (x' , y', t) v

OR

o j‘ =Y (y' , t) con candici-~nes infciales x = x' 'y

y=y" en ¢t = tU respectivamernte,

6."6.(6)

Def{nase al arrmen g de 'a sioirrte mnneras

' t
Sea & (v, 1) = f 4 (?S (v,s) , s> ds

entonces por el Tearema Fundamrntal del C4lculn se tierne que

-——(g—:ég-—(y,t):Z(y',t)-Z(G,t)=Z(y',t) pues
por hipdtesis nl germen Z se anula en 0 x /72

Fn la ecuacidn 5 sustitdya-e )(,l ’ Yj v 2
par sus valnres cnrrespandiéntes tamandn en cuenta que:

~l ’
O Y
(*1 X t) = Xi (x' A t) (VPT Goﬁ(d)).
NOAS -




fhtrninndn as{s

é—%-g_'_- (x* , y* , t) . X{ (xt , v', t) + . ‘
+ é ——Tﬁ"—‘ (v v (V' ] t) {— ..(.’.3.__.._.(!’ v ﬁ)+
6 , t

+ z (y' , t) =
.2 "é‘;"‘“(" ’ ’ t) . %’"?:4“ ("1 Yy t)+

Y
+2 C’DAJJ ( r Vs t) . \’Z““ (y!

oXd ) ' + @(8 v _
+ Cr)_e ( y V' t) .(“..: —:é_— (v, t) =

Fsta correspande a la ecurcif~ 4 del Lema 3 o equi-
yalentemente a le ecnaridn 3 del Lema 2¢  onr ranslouiente,

Gnicament resta nar verificar lae praniedades 1 y 2 del Lemwa

7. Para ella nbséruese ane en t = t, , x'= X y

v entnnces

y'

I

(x0 , 0= D (x, 0, toy = (4, 0) v y'=¢(y. tg) =y
€y <+ :
For 1o tanto QS v Q/) ° cninciden cnn las

n
{dentidades on ja v ZZY' resnrctivamente y ademés

s
&fo(\!) = g (y, ’(0‘; = S‘ﬁol (Sb(y, s) , s) ds - 0

Lo .
es decir é; ® @s la funcidn idénticamr~te cern, verificén-

diose asi la propied-d 1 del Lema 2 .,



thnara hien de 6,6{A) sa *icne Tur si Pr pe 13 nrn-

vecciAn nue aparece en 1a D efi~icidn .1 entn-cen:

(i )= B s e (B0

Finalmente comn € (x* , N, t) =0 v

vy (n, tY =0 3 entonces al restrinnir el sistema dadn e

n
6.6(4) en 1a fihra e nx 7 me abtiene la so-
lucifn constante («* , 0) = D G, 0, 1) para *nda t
en una vacindad de to oy conn QS (~, N, tn) = (x, N)
«
se noncluye nue gﬁ (v, MY = x .

Satisfaciéndnse as{ 1a Praniedad ? del Lend 2 vy al

miamp tiempo 12 {nplicaciin del Lemd 3 a partir del Lema 4.




Para justificar é=tas aceuver cianrs, ¢ansulte 13° nh-

servacinnes hechas en 6,5(4), 6,5(5) v 6.5(6).

. Lema §
Con las 5 hipAtesis dadas on 6,6(5), se tiere que el
mSduln C  puede expresarse en la farma

=< (1) +~(3 (B) + p*(m ) c.

r+ !

Prueba del Lema 4 a par*ir del Lema )

Con 1as 5 hipStesis del Lema 5 es pnsible aolicar el
Cornlario 5.10 8 la igualdnd

€

< (1) 4—@ (r) +‘D'(mr ~ 1) C nara ahtener

c

9< ('\) ‘4"(5 (Vi) y  COMO oLy F san hnamAamarficmnsg

de mddulns, en*nnces:

me = m () G(q) = =< (0A) +(3 (mA,B)

6.6(6)

para arrihar al miemhro derecha de ésta (ltima igualdad

ohsérvese que A, 8 y C tienen estructuras de Er~m4du1ns

inducidas pnr 1as nraveccinnes de




RYx R —o R

7 y C.

pra

Ahnra de 6.6(1) sn

es un

= (1-t) f+ 19

(recuérdese nue f vy 0

'7 < E:r\)'

Entnnces el oceraen

rencia g=-f

Ahpra 1as testricciones de T v g en

cnincider con el aermen

se anula en

6.5(3)

Mp e Evpr +1°

Por la hipdtesis

My e 2 + 1 +1
siquiente E> &

o ¢
_—§2_§L~ ¢ < ( mra )

Ot

WZ’x 0 x We H

g8 infiere gue el cermen é =

?, Ces ur

estd cnntanidn en pl ideal

prra Ay ;}2,11 /RY b /72 i/ /’/?y

tirne nue:

qurmen del anillo En 1 + 1

o

enincide con la dife-

san desdnbler del nermen

o) &
ot

WZ"x a

o &
DEEE

rz , €N £ prur~cia,

vy en virtud del Sublema

pertenpce A

o€

€ Lr # 1-m6duln y 2

M Ar gnn-
rvﬂ

v nar 6.6(6)

+(5 ( m 8 Y,

fn consccuencia, pxisten gfitmeoes

[}

X=(X1 ,o-v,x ) an

V:(V1 ger ey Yr) v

MrB y un par de gérmenes

Z en mrn que satisfaren:




o __gilgi__ = —jzlig—-_ X + ~»§2J§_- Yy 42
ot DRS &Y

(consulta hindtesis 3, 4 y § ‘en 6,6(5)).

Esta ns jusiame~te la acunctian 5 del Lema 4, Ahnra
- M B es equivale~te a deci L & om
X €7 r qui ecir nue X\ "rEn FR
[

(ver hipAtesis & y 5 en 6.6(5)) v de acnerdn al Suhlema

6.5(3) se cnncluve nue X{ se anyla en ﬁznx 0 v ﬁa

b/ 1=1 yeeep 0 par 1a tantn el oeprmen X tamhidn

n
ge arula en la fihra 22 vy 0,

Andlnnamente, las afrmenes (v, Z) sc ~~ulan en 1a fis

hra 0 x ?2 va e Yj v 7 perte-eren a) suhesnacin

vmrfr £ 1 , nor la tantn, 1ns gérmeree X , Y .y 2 catis-

fueen 1as hipdtesis y 13 cnnclustdn cdel Lema 4,

prueba del Lema 5 vy en cansecurncia de la Prapnsicitn 6.6

De 1as 5 hipdfesis del Lema 5 {ver 6.6(5}) se
infiere que () 4-(3 (a) + n*(ﬂr " 1) CecC va

que cada una de 1-s symandns estd contenida en C,

Par hipdtesis € es un miduln finitamente ae-erada

sabre el anillo Eh br 10 entances aviste ur canjuntn




nnaibhle ev-

finitn. de nenpradnres €2 £ goe 1= cunles e

presar en farma Unica 3 cada plementn de Ai{cha mAduIng por

cnnsiquiphte, las cnnrdenndas can resnecta a dirhn canjuntn
de generadnres determinin a cada elpmento del ~dduln €
luenn entnances, pAra axhihir la ~fra cnntensifn sord sufil-

ciente prahar que para tndn plementn = del ndduln C

axiste un elemento /L)k an C que satisface:

a) M e =< (n) 1“(3 (8)

BY =~ - /QL pertencce 2 p*(\‘"r ~ 1) c

pel incisn a2V y me cn-~cluye que el gprmPR

- = ))\ + = -/U\ perterece A 1a sumd

<. (M) -}-P (rY + p"(F‘r - 1) ¢ 3 fstn sin~ifica ue el

mdduln C psth contenida en < (M -}-(S (n) + n#(mr+1)c

por lo tanto c = =< (M +(5 (n) 4~ pu(mr +1) I




Ju‘stifi(:ﬂci"m derl incisn 2

Camn C P8 finttanpnte peneTatn, patancpe pyisten

s geﬂeradnrns en el ~Aduln ¢ can 1as cunle 05 pasihle

—

erpresar 8 gnda elempnta = @7 1a farmal
— =
= (xy Vo t) = < i (xy ¥y t) Ci
A=l
dande gi & En PR 6.6(7)

fn 12 ahservacifn 6.5(1) se mnatra nue el oermen

e ftt (g - ) es k-transversal {cn~sulte 6.6(1))
K¢ € ,[ﬂ, 1] antnnces de §.5(7) se tirne Que

n o= A+ vpe de ronde

n

e = At Vet T 74 6.6(R)

n

Mhsdrvese que el qermen YZ cnincide con ja restric-

n
cifin del germen E en WZ x 0 x ty pues f v a 577 des-

dahles el qareen )7 v pnr definiciAn

c=rttg-"f

- — s




—'—'—7

- t
« 1 + at (v\, = - (‘/, n, ﬂ) pntan-~
A+ Py
fnr (.‘\“Ah!ll note ¥
6 7 ( gl(R} 5 ] a rraen nue-
( ) }ieoan OU ‘o da o m {
v 5e . QUIC
( ) y.
ces de 6. i

| ’ farmas
Ju expresarse en 1a fn

|

|l
—_

. 2 o) ¥, + S dnnde
5—%% oy ¥y
=1 X,L j

En

6'6(-)
4 ¢ %
J j L S

o]
4]
o
=
<
<
\
WIS
&)
»_«\m
-+
»
<
<
=z
‘i.

+
M4

4

.
) Q/Q)
@'m

<.
t\
Q)
&t

1

n Z2{x cnmn
St define "1 orrme (xyy » t)
g4 se de?vine

g3 13
Py a (“’ ‘l’ tU j 1y n 1 Pl'\")’\ [z3:]

. 2 y . £ :
EX{)[BL\III anter .| '\ T tiaenn la yYma

/ﬂ Q — %+ _,,@..8..— y +12 grtn sioni-

&)L &Y

| ! (n, tq) = Y
i pomde Xy (x0 0y ) = R O vy (0, ) = Yy




fica qud el arrnea /L,L prrbtrmere A 12 Tumd

o< (AY F {2} {(cnnsulte 3y 5 en 6.6(5)) 1n cual

justifica 1a aseveracidn hecha en el incisn 2.

e para justificar ol {ncisn b, nhsdruece ~ue 1a re-tric-

n
cign en ,(VZ x 0 x t, de /LL cnircide con

g = = , ya nue E esun des-

T w el X o

doble de r? v Yy de efo  es par definicidn

D E” L 2er

aﬁj' TK”X (@) @(jj (O,D)

S

(consulte 6.3 v 6£.6(2)), Por cansianiente = -/(A
3 :
se anulan en 1a fibra /78 % ((UE * gt.n% ¢+ luenn pminn-

ces del Suhlema 6.5(3) y da 1ns pouAcinnes 6.6(7) v 6,6(9)

ce al ideal Nr +1En 41 1 ! pnr 1n tantn

Y.

. *(m
— ép('“1'4-1

fstn concluve la demns+rnqif’m del Lema S v al mismn

tiempo 1a prueba de la Prapasicific 6.6

l se concluye aue 1a diferencia E $ - /L&i pertene-




Propnsicidn 6.7

SypAnoase que el apraen 77 es k-de'prminadn. Si
(ry )y (ry, g} snn desdahles o ﬁ? k-trancynrenles

en'nncnos rstns dehen de ser isamarfas,

Demos tracidn

v

Vamns a cnnstruir un desdable {r, h) del oeraen ?7
y prohar aue existen dendnhles ra 77 (r, R*Y v (r, ht)

tales que:

1)
o
<

htt > h (ver 6.5(7))

[dj(f)] v
[dj(q\] ¥ §=1 ,, r

>s.7(1)

1e~- h?

2';'- [dj(h')]
[aj(h'-)]

1

1}

Luegn pntances, en virtud e 1a Nrapnsiciin 6,6 ten-
dremns que (r, f) isnmnrfa a (r, a). En efrctn, par hindte~
sis (r, f) es k-transversal y como [jdj(F)] = [dj(h'i]
para toda j j entonces de 5.5(1\ ’ 505(7) y la Prannsicifn

6,6 s tiene nue (r, h) es k-transyersal y onr cansiguirnte




0 

Y
£ = ht', Andlnnamenie htt "> g 3 lurnn nar trigmaiti-
vidad fo Rt T h ZhE g rs dectr FOZ N,

gnstruccidn de un desdoble k-+ransurrsal (r, h) del qermen y’Z

f1{jarse u

g 2eeer Yg e M de ~ndn nue

[U‘I] goevy [Uc] farmern nna hase del

vectnrial m/A

=ys rlanrs

7/2 ~psnacin

, recufrdece aue C es 12 gadimensidn

de ’? ’ ardends C &L =

va nue n~r hinAte=is 1la

determi~acidn de VZ os finita (Tearema 3.1)

a .
Sea he /72n % /72 % ///aT

© o R

§
un germen definidn de 1a sicuiente manerai

h(x,u,u):'?fx)-r‘-f:_v.u v) = '?+ Va.u
. AR .
J

Uy ‘ e
(g seves vc) uo= :
e .
6.7(2)
Las variahles w = Wy seves ¥ las llamatemns
w:I~C

"coordenadas descanectad-s e cnntrnl" , de ellas hahlaremns
cnn més detalle en el pdrrafa nque precrde al Tearema 6.



n
hnra r:|'\r)\r=.?r||"r'\*"‘. unoaeroen h': ﬁZ X /78Y o }72

y un {snmnarfisnn ( (}3 ’ (ﬁ , & Y« (r, he) —s (r, W)
de la siquipnte maneral
Pnor hipétesis (r, T} en k-transversal entances de 6.3

6.5(1) y 6.5(2) se tirne aque:

dj(r) e n v m= A+ Ve on cunsecuencia

[dj(f):] = 5%_ Ay, [Us] innde g & /73

=1

ya quev M/ A =<[u1 ,...,uJ),

6-:7(3)

Sea N = (ajc) 1a matriz asnciada de 17s clases

{d1(f\] geeey }\Jdr(f')] cnn respectn a la base
[u1] N [ch

3:7(4)

A resulta ser yna ~atriz de r v ¢ de ranqn

e =dim (0 /A ) (enosulte 6.7(3)),

Cansidérese ahara a una wa'r‘z B de r v r-c tal

que sus I-C cnlumrnas juntn cn~ 1as ¢ rnlum~as de A for-

men una bagse de /72)/, 534 AB dennta a la matrit de

r x r formada con las ¢ columnas fe Ay las r-c cnlumnas de




1 enatn~ces por cnoatruceifn

A9 resuylia ser u~a ma'r{z nn =i~gular

6.,7(5)

Def{nansa: lns glérmenrs f@ ' # , h' de la

siguinnte manera:

¢(y)=(vA.vﬂ)
D (x, v) = ( x, vA, v8)

ht = he®  Estaes h' (v, y) = M) 4y

Al

(camprre can 6.7(2))  x ¢ BT, vy e RME,

.

, A camo en 6,7(4) y u camn e~ 6,7(2)
6.7(6)

Ebtonces el marfisma (Id., x SA y 75 ' D):(r,h‘)——o(;-,h\
dado prr (%, v) —D (», vA , vB ) —( ‘? {(v) + vhu) :

es claramer~tr un isnnnrfismn.

tn e“rcto (Zj = Td. % ¢ entancessy




) o i
/@nxo = Td e e

P Z(id xg)eR =P =0 o
W =hed +o

Satisfariéndnne as{ 1as tres nropiedadre dr Th
Dafinicidm 6,1, Ademfs o] ~nrfigmg  ( QS , qb , o)
tiene un invrrsn, pues tantn @ Camn ¢ gan a1
vertibles. Para ella hasta ahservar gie la matr{z A3 es nn
sinqular (cansultd 6.7(5)) , en*snees de 6.7(6) se tiene

que el nermen estahlece tn isnmorfismn en

R R x RTE

Por lo tanin si 96-1 es el inversa de 96
gntances el invdrsn  dal marfisme  (Id,  x 56 ) ¢ , 0)
serd  (Id. «x ?A -1 . 5Z’ o s N) 3 satisfacifndase as{ la

gnndicidn  una prapue-ta en 6,7(1),

Unicanmente qued? par justificar la aceveracid~ kerha o
en ? de 6.7(1) es fecir [dj(h'.‘J = [dj(f)j

£n primer dunar nhsdrveee e Ar 6,3 y 6,7(7) en

tigne que




”j(y\ a1 " é. [
d,(hY =
j( )
0 st {2 c
antorces de 6.6(6) Vv A3 sr dpduce que

dj(h') = dy ( 'z +oytu ) = 4y (vhu)

hnra ONT dpf{ﬁicﬁﬁn
,Q_- = >
3 ‘(y!\u) = f_ v, . (R w) ) (x) = nju(y) - = f’jg"g(ﬂ
jj /L:l
es rl vectar que r"rrpnnnndp

dnnde Ay al rvnnXém { e 1a

matriz R Par 1n ¥7

[dj(wﬂ L2 oay, |V (] = [oy0)]

s=i

~ta de 6,7(3) =@ cnnrluve Que

Una cnrs?rucciéﬂ senejante N8 ~prapercinnd pl aprmen

es 12 matriz asnciandd o @

l:d1(q3jx gears [ﬁr(n\il cnn respectn @
[‘H 3 yeeed [ UC-X (cnmpaTte con 6.7(8)).

£n fate CARO a1 {snmnrfisnn arTA éﬁ = 1d. % 96
4) (y) = (VC ] VD‘ dﬂﬁlie (Cg D) ps une 'V\?\fr{z no

6.7(3) - 6.7(6)).

donde
sinqular (crmpate €70

Can 6sto tnrraniernta ramtidn P8 pesitle drm~gtrar aUE

pet = bV [dj(‘*"ﬁl . [dj(q)] EER K

Chncluveﬂdn da &-ta nanerd 12 dpmngt racisn de 1a Prann-

|



aicidn G.7.

proposicifn 6.8

sypdngase que l? ea un arrmen del anilln £, firi-

gy {(r, f) es un desdahle u~ivereal de

tadn «k 20

tamnnte determinadn,

Y? antances (r, T} es k-trarsvertal para

y la codimensidfn drl nrrmen YZ es monnr n lounl gue T .

Demnstrac idn

Sen e = cod( Yz y y (e, a) el desdnhle de 17

gue garantiza el Coralarin 6.5, el cual rahpmne que PS8 k-tramg :
:

¥k > 0, Por drfi~iciA~ de y~iversalidad

(@,¢,&):(C,U) "‘"'—"D(rvf)
Foé_5+8°Pc.

versal para +nda

gexiste un marfismn

+mitp pepmpear Al apvoes @ £ome

que nns pe
6.9(1)
(prapiedad 3 de 12 Hofiniridn 6,1 v 9
12 funcifn (:ﬁ an 1a farma
(pnoé’pr O@}:(pnogﬁ,?[,opc) ‘
6.8(?)




IIIIIIIIIIIIIIIIIIIlllllllllllllllllIIIIIIIIIIIIIIII---_*

Far 1a prapiedad 1 ode f,1 s tirne et

ff o i) n cnincife can 1n firngtidn F
/ﬁa X o r’R"‘. T R

y comn F oes un desdnhle de Yz prtances

(1o @ g ) =T

6.9(3)
La funcifn 8 o Pc es indepe~diente de 1la
n
variahle x en ﬁz‘ s PN cnnsiguir~tes
g° b _ ~geo| =0
" x © o
6.A(a)

fhora si se utiliza 1a ti-~calidad del nperad-T EZ)
@jj
1a renla de la cadena, en’ncrs de 6.8(1) - 6.0(4)

as{ comn

se deduce gquel




N

ay(a) = aj,\ -_g/g,
C")ﬁ ‘Z”XO JJ \o

= CD [
(fo t &erP.) - 3 °
._5__5 @ c I”nx T(foif& P )/ =

(el N (k0 8L

' —aaj? <(goeq>;*zn co “(g“”m/oﬁ ) o
L oped /D e® 9B |,
iz < g;( Y5 ),Q"xc) (%i—— "557)0>+

(_@ff@ oD(faL/ »__ Bﬂ/‘ OF

o) . T AL *
o4y, ®3d ? “"CDﬁ‘X"“fo &)yjﬂo

0

+
M4

« N

" 0 ajj Wznxo FEENGY 5 R (:)jj >
+ﬁ(g/ ~of / D¢y
= WA P xe ajh o C)ﬁd' 0

Recuérdese que @: ( @1 preny ®n) ,
( d)1 gevey (ﬁr) {cansulte 6.8(2)),

Cona se estd suparienda que el aermen perte-
nece al ideal n’ y cnmn Fes un desdnhle de }7 ,, en=

tances de 6.,8(3) se tirne nue:



.
1

0
O/
\H i
~e
=]
&)
-
<

for 1o tanto V y = 1 Jesey T ap Lipne quo

n ’ i ‘ -
IR ANOLS FolL P2 a0
T o% Oy |Rree 9 o

(&

fn £5t0 g1t ien evprasiing 1a primeya Sumd peripoece

al ideal [& = ZS ( (2 Y wya aue ’jz>}jéi‘

QY (RN =0

~ del anille £ .

es un gPr“e n

fn tantn AuR 13 apauyeds cuRd 5P papye~tra ro Uf

puns _,_@LQ J (n) ¢ 1
Yy

Luegn entnnces Vq antd contenidn en A + \lf.

y por rtanto A + \!g petd ¢« ~ntpaidn o0 A+ Vg pero

(c, q) es p-transyversal nord ¥ >0 : entnornces Por la Proon-

aicidn 6.4 v 17 nhseruncisn 6.5(1) v 6.5(7) se cneluve aue

.M o= A + \In y o Fanspcte~cin " pstd canten~ida en
A ‘}_ Vf.
For ntra narte es clar~ e A 1+ \lf_ c. M yn nue

ANem y Y &®, Porln tanta M= Do ¥ de

rin a la Prrmqsir.i"‘.r‘ 6,4 £) ec Ketransyerd

cue se 'iene nue {(r,

sal para inda v 7 0.

nbservaridn 6.5(1) v 6.5(?) se tlene
o
)

qua [61(”} pered )/dr(f)] qenrran 2l " -espacin

vectorial ™ /A fota siagnificn nue

sypyannnto, de 1a

"—""""""'-"'.'....llll.Ill.IIIIIIIIIIIIIIIIIIII




PaERd \
and( ’(. ave (W /SN 0 <
meclyvenda asl 1 prarha die 1a Prensioifn 9,8,
Definician
% gn pepeps on el Aanilla £ v {r, F) u~
n

dasdoble de t? (f: 7/2ny ‘;'EY, g -3 /ya , M, Se

dwe”=H4—m(ﬂrau“?wmwn1nwﬂ'm(r.ﬂ can d

LN

iyas denmancctadan, siooaly, vy w) = f{v, ¢Y pira tndn

ﬁ;R(s)

fitsapync 14n
g glaen que sl (r - d, n) s un desdable trivial de

Fy fzt2Gltico 25 un dnardahle de 7 , anta~cee el prinern

e
toawhifh 2s un dendahle e 12 va aue
a n cnincide nn £
C n
!/’:Z ¥ 0 Qelx o

6.9(6)

tys dns hechns siguin~tes san unad carcacuroria inma-

diata d2 15 definictd~ anterinr..



(ry

Syhlema

?

?
cea yn Aermpn en pl 'lr{pal Mm =M , (r, f')
n

uyn desdoble de Y? v (r + d, q) un desdahle trivinl de

f) con d cantrnles descnnectndns, -
6.0(7)

entnncass

.- (r, £) os un desd-hlie u-~iversal del arrmen
Y? ai v s541n =i (r +d, a) tamsién es

yn desdable universal de 17 .

11.- 5¢ (r, fF) es k-transurr=al as{ mignn 1n es

(r + dy 9.

3ustificacién de I

Sga N el geormen de 1a inclusidn ~atural de

WZY”’$ WZY X ?2 d / fatn B9, aly) = (v, n) vy

cansidérense P, Py Prond 1ns afrmeces de 178 proyeccin-

nos definidns de la oiguie-te maneTa

Py, w) =y ’ Pr(v, vy =y pr
\.67/2'\7471”7&/72“

" para tada (%, vy ¥
n
e ode 1IN {drntidad en ﬁz

Luagn si 1d. es el ofrm

gntnnces 1ns gfpnnans  1d % p e Td x 0 que asncinn

v (2, v} -7 (%, Vv, o) respectivamente,

n :
restrircirlns en ﬂe x 0 am-

(%y ¥ w)
tienen 12 prnpicﬁwd aue 0l

eon 18 identidad en WZ“ ().

hns eninciden




tienen 1n propiedsd qus A restrinaiclas pn v 1 ame

. . . -1
bns catoziden can 1a {dentidag on 78 (1)

P (Id x P (v, v, u)}

Pr+d(ldx0 (, .v)>=f’r+d(><, v, 0) = (y, 0) =
=D(y)=0(l’r (X..v))

i

Py y) =y« 0 (v, u) =

P(Pr ey Gy u)) y

n ~Y
para tode (%, v, w) ¢ ﬁz x 1 Za?d es decir

(2) PrﬁIde:PoPr'_d y

pr{_do(rdxa)u‘vopr

Ahora bien, par ser (r + d, a) un fesdable trivial de
f se tiene que g(x, v, w) = F(Y, v) i fnr cnsiquier~te on-
damas expresar 8 g en términns A y f on términ~ge

de g de 1a siadiente nrnpra:

g(x, v, w) = F(Id x P(x, v, u)>+0 = v, v) v
f(x, y) =g ( Id x n(’; V)> to = Q(V; v, 0) NUeS PR AL
ticular glx, v, N) = (¥, y) y Frin sig-ifica que:

() og=rfo(dxp)+ 0 y f=go(ldy)~op

Estas sanm las tres arapirdades de la definiridn 6,1

que nns asequran la epvistencia de lns siouienters marfirang;




J}J

Tenrema 6,9

i 2 . .
Sea ’7 un germen de M finitament de'erminrda
y supAngase que (r, )y (r, g) sa- derdntles universales

de ,2 . Emtnnces ambns desdahles dehen <er isamarfas,

Demostracidén

st (r, f) v (r, q) son desdnahles u~iversalen de 717
entnnces 1a Prannsicid~ 6,8 nns nAseaura que sa° k-rransﬁpr-
salers ;Z ¥k >0 y nsa  cnrreson~de a una de las hipd
tesis de la Proposicid~ 6,7 § la n'ra hindtesis de 12 misma
praposiciéna tamhidn ~se satisface ya nue 5? es fi~itamen-
te doternin=do. Significa -ue existo alouna k < NJ
tal que VZ rs kedetrrminade 3 cowa amharn hipAtesis de
1a Proposicidn 6,7 se satisfacen, 1an canclucid- deseada es :
que (r, f) vy (r, g) son isnmnrfas,

Concluyendn as{ 1 dem~straridn del Tdarema 6.9,



Tenrena 6,10

51 « N?" es un garmen k—drterminrdn entnn-

caituh desdnble (v, £) de "( seté y~iverenl ai v sAln si

(r, f) €5 k-transversale

Damos gracidn

La implic:\cir’m hncia la derrechs es precisamente 1a

proposicidn 6P

guficiercia
dusdnhles k-1 rancuprel

Mastraremas que et (r, f) es ur

sa)l de q , existe u” marfismn que VA de (s, oy —7 (r,fy

donda (s, q) es cualaquirr dpsdables de }7 .

Comn 7 es finitamente determinadn, entances la cndi

nensidn de VZ gs finita , par la Prapns tcidn 3.1 sea
e = cod ( O } , cnmn 5€ hizn en el Cnrnlarin 6.9, @lijan~se
gencradnres del R—-e!‘-nacin vpei~rial © /A

U1 prery UC

7 3 1
deff{nase h 3 172 ¥ e » /72 P /72 camn sioue:

¢
h(’tv Vs V) = g()’., V) +‘£ Vj Uj(").

j:l

For cnnstrucrzi%n [dj(h)] j=1 geees © aene~
ran 2l l/lz-uspacin gectarial P JVAN de aqui nue




(g

mo= Nt Vh , o5 decir, (5 t-¢, W) en on desdable e 7?

ketransversal de acuerda a las epartndas 5,5(1) y 6.5(2),
fonaidére o enierns d v df talee nue

st+ec+d=r+d" , unn de fstns enteras hien padria =er

corn. Recuérdese que ¢ £ T (ver Prapnsicidn 6.7)

Sea (s 1~ ¢ + d, h') un desdable frivial e (s + ¢, h)
con d contrnles desconectndns y (r + d', 1) un desdoble
trivial de (r, £) rcon d' cnntrales desconectadns, por 11
del Sublema 5,8(7) amhas desdnhles triviales snn k-transver-
sales ya que (s 1 ¢, n) v (r, ) son k-transversales y al
aplicar la Proposicidn 6.7 a dstns desdohles triviates obte-
nemng  un isomorfismn entre pllas, pues ambns 500 desdnables

k-transversales Vo 2 detl 7 Y. Es decir;
(57(1) ’ g ) e (s +¢c + d, h') ——© (s +d* , £1)

finalmente, cnmpn~ipndn 1ns siquirntes mnrfismns nhtendre-

mos un marfismo (s, 0) ——D {r, T).

(1d x 04 5 Uy 0 : (s, 0} —— (=tc, ")

(1d 2 U, » Uy 0) ¢+ (st e, h) o (s tect+d,ht)
(@»fﬁ , &) :(stect+ d hty —v (c+d', ")

(1d x pr,pr,o) c (r+dt, £1) —o(r, )

dnnde ﬂ1 v ﬂZ aan 1lns ‘gétmenes de las inclusinres

~Y Y
ohvias y P_ el grrmer de 1a proyeccidn : (/lz % /72('( —0 R




flemns canstrifda un marfisae entre (s, o) v (r, T)

10 cual nos nuestra que en efec'n (r, ) o5 u~ desdnble

universal de Y( .




Teoroma 6,11

gntances “tiene un desdable universal (¢, ) donde ¢

51 YZ as Un germen  on N? ficitanente determi-ndn,
es la codimensidr de Y? . Mis aln, ésta es la dimensid - nf

nima para 12 cual existe tnal desdable yniverszal.

- .o

Demonstracidn

Por el Coaralarin 6,5 sa“omns quecexiste u~ desdahle
(c, f) el cunl es k-transversal ¥« S 0 : en parti-

cular, para tnda k wayor n ioual aue 1a determi~acid de ﬁ7

y pues nor hindtesis V? gs finitamente determi-nde y en

virtud del Tenrema 6,10 (¢, f) es un decdable universal

¢ 17 .

Ahora hien, al anlicar 12 Propnsicid~ 6.8 vemns que

si (r, g} es cualquier ntrn drsdaile universal da V? entnn
ces r 2 c¢ esdecir ¢ es la dimensids mi~ima para la

cual existe tal desdnble u-~iverzal del aermen Q? .




CAPITULO VII GERMENES DE CATASTROFES

El préposito de éste Capitulo, es clasificar los gérmeg
nes de catdstrofes que corresponden a gérmenes del ideal MZ de =
codimensidén menor o igual que cinco y rangos n-%1 y n-2, Con el -
Teorema 6.11 se pruebz que para obtener ésta clasificacidn, es -
decir, las once catastrofes elementales mencionadas en el Corolg
rio 7.10, basta analizar los desdobles universales con r paré-
metros, donde r es menor o igual que cinco gue correspondsn a-
gérmenes de codimensidn menor o igual gque cinco; ya gue de éste-
tipo de desdobles, se construyen los denominados "Gérmenes de Ca
tdstrofes", Como €3 costumbre en date Capitulo, sblo se conside-
ran gérmenes que pertenecen al ideal M€ y los resultados hardn -
alusidén solamente a gérmenes finitamente determinados y en consg

cuencia de codimensidn finita.

Las Proposiciones 7.1 y 7.2, proporcionan un criterio-

para calcular gérmenes de catdstrofes,

La Proposicidén 7.3; el Corolario 7.4 asi como las Pro-
posiciones 7.5 y 7.6 establecen una relacién de equivalencia en-
tre gérmenes de catdstrofes gue corresponden a desdobles de un -

germen fijo.

La Proposicién 7.7 se encarga de extender el concepto-
de relacién de equivalencia a gérmenes que son equivalentes por-

la derecha.

El Teorema 7.8 asegura la unicidad de la clase de equi

valencia de gérmenes de catdstrofes.

Los Corolarios 7.9 y 7.10 formalizan el concepto de --
catdstrofe elemental,

8




Dofinictdn

Sean S y T suhcanjuning de ?en x }/’ev_,_, si p -

23 un puntn de %n x QQY entynces se dice que S es o .

equivalente en el puntn p si existe 1na vecindad N de p
que coincide rnn la {~terscccidn SN T , es decir ,
N=SnT, .

7.0(1)

Esta definicidn estahlece una relacisdn de equivalrncia
n
entre lns subcnnjuntns de ,fd? X /7?Y en cada nunto pe
A la clase -'e equlvalencia se le denamina "El grrme~ eq p de

suhcnnjuntn de 7]2" x WZ.Y ",

La justificecif~ es andlnga a la que se hiza en el apar

tado 1 90(1 ) .

. 2 )
Sea l’( un germen que pertenece al ideal M° , Supdp

gase que (r, f) es u~ desdnhle de r( , 6str es F/n - ,?
W xo

dande f: ( Rnx I(IEY sy 0 — (R , 0) {en-sulte
definicidn 6,1 v apartadn 6.5(7)Y).

Si f es un representante de f enfnnces al ocermen de

singularidades de f al rual denntamns M= 1n drfi~ims com

mo el subcnnjuntn de PR x ,’/zY que consta de aquellns pun4
tns p-~ra 1ns cuales:

OFf - Of .. Of =0
@ X, a;(l O X

i




Definicidn

Sean S y T suhecrnjuning de ;ien X ievi s st p
es un puntn de %2” x Z?Y entances se dice que S es
equivalente en el puntn p si existe una vecindad N de o]
que conincide ran 1a {nterseccidn SN T , esdecir ,
N=SNnT, .

7.0(1)

Esta definicifAn establece una relacidn de equivalrncia ;i
entre lns subcanjuntas de 22n X Z&?f en cada nuato p. i -Q
A la clase “e equivalencia se le denamina "E1 grrme~ en p de :
subcnnjuntn de ﬁ?ﬁ x WZY "

La justific-ciA~ es anfdlnga a la que =e hiza en el apar

tado 1.,0(1),

Sea V? un germe~ gue perienece al ideal m? « Supén

gase que (r, f) es ur desdnhle de Yz , 85tn es f/ = 77
R° xo

donde f: ( R"x R, 0 — (R ,0) (crsulte
definicifn 6,1 y apartadn 6,5(7)3.

5i f es un representante cde f entances al oermen de

sirgularidades de f al rual denntamns F? 11 drfi~ims com

mo el subcnnjuntn de ﬁan X Wa” que consta de aquellns puna

tns prra 1ns cuales:

DF - OF -0 DF oo
o X, O %z OFe




Simbdlicardnte:

—

Mg = (x, v) € 'Qn ¥ ﬂ{/%’— (v, y)=0
C .

1=1 ,...,n “

Observacidn

. NF es no vac{n nues al menns cnntiene al cern, 18

razédn de édsta afirmacidn es qhe el cermen ? pertenece 8

M2 y por cansigquie-tes

oOf cnincide £n ,_@_Zg
o4 %znx (o} ED X2

y &ste germen estd en ol ideal maximal M de dande se des-

nrende que

l donde e es un representante de I’Z .

De 1la drfinicidn 7.0(1) se deduce que 1a clase de egui-

yalencia de 'M? cnincide cnn al canjnntn de siﬂgular%ﬂades de
Nf es decir

f en el nripgen 2 1a cual denntamos =omn

- ———————




m (X, V\ =4 /Qn ¥ QY _‘.@./j— — (v V) - N
oX:

7;0(2)

para justificar feta aseverrcidn coneidérease

T y ? dns reprnsantaufp: de f que mandan 0 —V o,

f

amhns represcntantes de f re tiene

de la nhser\/ﬂc{r'\n anterinr se tie~e Que f"-?: v M cn=-

l tignen al cern Vv pnr ser

t 4 y Ff coinciden en alouna vrcindad del rero. pPar consi-

guiente:
I ~ 22 ; cninciden E;)f en dicha vecindad
o Xs Xz
I ~ Esto sinnifica que Mg V W% pertenecen a la mism? rls
I se de equivalnncia. ,
g

pefinicifn

-

Sea r, f) un desdahle de u~ aermen Yz € n?

el germen catdstrnfe de un decdanle (r, ) al cual dennta-

ce define coma el aermen en CRIN de X§

donde Xy es 1a compnsicidn de 1a inclusién de Mg en
”2” X Wa)/ senuida de 1a praveccisn natural de
ﬁef x 77 gn el factor ﬂay v T es u~ represen-

tante de f. . 7.0(3)

l mas comn Xf ’

- —cee




Simhdlicamente:

X-f"' & F’r o i dnnde Pr es 1a praveccidin de /78\’
e i la inclusiin de Mz en 72” X %?Y , vV on tfrmi-

nas de gérmenes

) o
KeeP_ ot mg —b R 7.0(4)

Nuevamente Xf es indepe~dirnte de la eleccidn del
representante de F . pues de las nhservarinnes previas ce
tiene que Nf estd bien defiridn y comn rl crra es un ele-

mento de Nf t{gne sentidn defTinir el arrmen on cern de X?



Propnsicidn 7.1

y sea

Cansidérese 7 un germen en el ideal m

c la codimensidn  de (? entances eviste un dredabhle de
M pe tli-

fz ’ (c, £)y , el cunl es yriversal tal nue P

feomnrfn 23 72“ y en rcnﬁsecunncia pl nermen crtfatrafe

;1ta nepr el nermen pn cern f'eoun enca-

de f es decir Xf rHst

( RSy 0) A ¢ R 0

je de

pemostracién

c = cad ( rz ) = dim (m / A )

npe en el ide~l

Por hipftesis

entnncds es pasihle saleccinnar € gérme

maximal M cuyas clases en n/ A farmon una hase de

eey Yo tales ofirmenes

gste espacio yertarial , sean Uy s

es nds puede supnnerse desde un prircinin oues




e

sl 1 £ 4

in
3

*3
uj(x) =

un mannmin de grado mayoer 0 igual

que 2 si nd J<c

7.1(1)

gstp se debe a que I’Z pertenece 2 .NS entonces su ideal

' 2.
Jacnbinnn estd cantenidn en M., en cnnsecupnria evisten

n elementos en M que no pertenrcen @ A y estas =an precis

si

samente los gfrmeres de 1as proyecrinnrs X peeey % '
n

acasno n fuese menar que ¢ entonces tndav{a puedrn sclec-

cinnarse c-n gfrmenes, pere ahnra rn el ideal n? el cual

" estd generadn por 1ns mn~nmins hamngénens de aradn 2

(consulte Cornlarin 1.6) que junta can 1ns n anterinres

serédn 1ns generadnres de ™ mnd A vistn fste camn 7/2 -pS-

pacio vec tnrial,

pefinase - f: 7/2")( /72('..,-9/72 de 1a siguiente

manera e

£ (x, v) = () + Z v, U0
THr

7.1(2)

Claramente f/i/E” ‘o c~i~cide cnn 7 ’

4stn es, f resulta ser un dendnhle de 7 a ¢ pardmetrnss

coma cod( r{ } es finita , entnnces 12 Prapasicifn 3.1 afirma

que det( rz ) tamhifn es finita., Por candtruccifn, el ide-

-  ————————EEE




al # puede gynrusALae ©° 1a farmn Cf + Uf,

(cnrsulte 6.5(1) 6.5(2) v 7.4{(1)).
De la propncician 6.4 se infiern Qué gl desdnble

(e, £) es ktransversals finanlnrnte del Tenrema 6.10; ©€ cnn-

cluye que (c, f) es vn desdohle u~iversnl drl germen f? .

Ahara hien Me o5 par defiricisn el canjunto de pun-

n
tns en % Rt e donde __é?_f;_‘ ne n-ule

V £ 21 se009 M

por 7T.100) Y 7.1(2) re tlene que

"
&

of = BT SR

’ c .

=____a_ g +Yi = Y ’C,DA§
AL 3= RS

fntnnces 6)4 = 0 si y s31n si

._iiz_il_ + ¥yt ;;i Yj .__92;i4i- = 6

tsto sigrifica ques

Nf gstd determinadn pOT nl cnnjuntn
¢

(x, v) € 7w !Yi - - ,—3’2——@) N -.5‘,. ! "’a'ﬁé‘ -
DES 77" OXe ;

1=1 XERE] n 7'1(3)




({

Si eyl d"'ri"‘l? :'i] {.]pr-r}gn § TRt}

4
- 99 - 2y 2m Ve
toTow 4t -

entnncas e 7.1(1) se infirre que el cerren

§=

variables

( { g rere § n) rasulta ser un pnlinanin ea las

(x1 reees X gn 1 1 ‘!C) oy de 7.1(3)
es icamnrfo a la grdfica del germen

se deduce que Mg

. n /)(."r) .
1a cual estf enntenida en %2 K %?n = ﬁen x ﬂaq
es ura variedad encajnda de

1a gqradfica de

Parn
pntr tanta s difromorfa a 7@

dimensidn € = n + C-nN
I3 + 7

De la definrici®n
£, XF

que manda cern an cern.

7,0(3) y 7.0(4) se concluve que el

germen catdstrnfe de resulta ser un encrje de

B en ZEQ




Nbservacifn 7.1(4)

Nhsérvese que el eanjunto de si~amlaridndes »f"'f nn
~

‘niompre rasulta ser una variednd:

Por efempln si n=1 'y YZ (») = XS/ 5 entances

el Jacnhiarn de fz eatd geanrradn par

5 Ox

- ——a———(xq)=x/i es r‘n-cir A(?)= <x4>

fn la primera parte del fao{tulo 1 v e~ el rjemnla 1

qae estd ol final del mismn,re prabd que la determipacidn del

germen b’( es 5,

fAhara, u~ desdnhle u-~iver=al comn el que pide 7.1

-
as de 1a fnrma x’/ 5+ yix + y?x?+ y3x3 . En #ste casn

ya sahemns que f”f ¢s ura varirdad de dimensifi-~ 3,

Sin emhargn si Flry, v) = ! x5 ,_ - WZS a

5 3

pesar de ser un desdn_ble “el aeraen 7 , (1, f} nors

un desdahle universal , vn que si getp furce el casn onr el Teo
rema 6.10 se tendria nue (1, f) te~drfa que ser k-transver-
sal para *nda k 2 5, pern fisto rns randuciria a co~tra-
decif 1a Propnsicid~ 6.4, la cual establece gde el ideal mavi-

Kk
nal coircide cnn N F Vf + f‘ik L que u#n rl gasn

4
k 2 5 y tamandn en cuenta nque A = <x > y



1

-
Ve s <: v ;> (CROSIE R cnee £,7% o Tuio o umh SE rrec
A g .
cr o= <'/ w> < ) S+ tonaldad =

es impnsible de 1nANTAT .

Ahara hien, ti. ec'd decrrito v EQ-E n

‘ 3%

'.A

. 4 ? 2
que es ianusl S O y) = °
si vy sAln i x = 0 fnocuwn ceL” x=0 n R o.
far ln tanio ﬂf puedn pxDrEsZIen €A7N
% 2
A Y
(X, v, € //Q x=0 U (X, v, A -y = n
\
. . D= .
Cetas dns cnnjuntns oo %\\ renresentan t1o0gc LETR

y una pdruhﬂld aque se jafprenctan oooun nu~in cama se mierFr

en Ja Ti~nura 7,108, Pra fnin rart . mno e una varied: .
]

\%
]

7;1(5)




—

Recudrdare mue nracics alsa Frapneicin 4.6 v al Teagrpema
de Reduccddn 4.9, "ada grrnen de rangn /o e {ndice ¢

(3 Q?
que pertenrce al ideal M puede expresaree en la forma

2 2 .
VZ(x) Kk eeet %L - X, + P(xﬂ,,...,In>
Orevemente V? =0+ P n = x? - f; X’ ’

" i T J

!
o=

i

P =P (x PRIy xn) y el aradn del palinnnia P

es maynr o ingual que 3

7.1(8)

£l siquie~te resultadn ans properciora un criterin
para corstruir un dngdnhle universal de un cermen  (camn el
que se deseribe en 7.1(6)) a oariir v un decdable u~iversal
del polimomin oP, éste Gltimn es ficil de caleular si se anlica
la Propasicidn~ 7,1, Este misma resiltada, tamhidn ang diceq
que Yns conjuntas de si~gularidades de ambos terdables universa
1es sn~ isomnrfns y en cnnsecuencia sus adrmenes catdstrafgn
son iguales mddula ur difenmnrfisma, Fate nas sugiere la exis-
tencia de u~a relacid~ de equivalencia erire afrmenes de ca*de-

trnfes, la cual sa frrmaliza en el Tenrema 7.8,



. — —

Proposiciae 7.2

Sea rzz qtp m gernen finitamen'e de'erminnda

Z 7
dnnde Q(X1 yeery Vf)) = ?T‘L X?i' ad ‘-/_j-:— X?i y p
A = J-v +1

a5 un pnliunmin de aradn payor n inual Sue 3 que denernde exX-

c1us‘vnmrnte Je 1as yariables nscuarin]ns K .o wee X
/afl ' ’ n

sy (r, £} es un desdnhle universal drl pﬂli“nmin

Py 9°% a+ f gntances (r, g) resplta onr un dasdahle

uniwersal dpl aermrcen 'Y 1ns afrrenes catﬂs*rnfvs de

1ns desdahles fyqsn 1as minmns, Mo decit, Xf cnincide

X
con g

Demnstracién

F1 CArnlarin 7,9, afirma Aue 12 dn*nrM*"artén del po-

1inamin p es finita puns @2t caincide €70 1a dn?ﬂrmin*rién

del qermen Q = N4 P (d y P cnma ©0 7.1(6)); luean de la

propasicifn 5.0 se infiere aU7 (z, T cesulta ser ue desdable

k-transuursal del pnlinnmio P.

fhora, del apartado 3,2(7) se tipne que el {dral maxi-~

mat M puede axpresaree °7 1a Fared?

me fp + My dande Mp = Q1 ooy x/,>

, " =<XF'+' yoood ’n7

7,2(1)



Par canciounic~te, de la Prepnacicttn 6.4 e cefuce que

"

depende evelusivanente de 1as v-riables Xpti reee? i

= A(p) + Yo mﬁ 1 ( pern el anli=nnin P

pntonces Apc " Y. £n canspoucncia oo 13 {auald-d

|
anterinc sC puede cancelnr n"‘/\ =1 ya que comdn 1n ecio-
hlecido e~ pl Tearcmd 1.19 11

{‘17\‘( +1 . LN AP <« A (P) & por ln tantn

my = INGERE 7;?(?)'

Por hipAte-ist

\’z(x} :

el idenl Jacnhiznn de YZ gntd grnerpadn poT

? L2 4y tan
X3 - ;:_’FH X +7 P (*P'H yeres rn) pntanres

)

+ I:. o
a i} = 2y ei S 5/)
5% .
N si ] 7/’
28
por cansiquiente .

A( "Z)': A(O) +A(P\,=<X‘ geeey '(f>+
° -

= n o+ D (r) {campare coo apartadn 3,2(1))




A ( Vz ) = "’f + A (p) 7:?(3)

Par otra parte aq =1 + f tmplica g/ =
R™ %o
= ﬂ/ " + f / =
[ ” -
Kowo w Ty o

i
o
-+
k>
il

—_~3

va qua pnr hipdieis. f es un desdn’le de P; luean entnnces

g resulta ser un desdable de )? cnn 1 pardmetras.  Adends

93 = 7"\1({') + af = @F pues O ps
dy, Oy oY By

infdependiente de 1as variabled Vg seser Vo J=1 ,.euy 1

Fn conrecuencia

Ve enincide can Vg va que dj(f') = dj(g)

=1 goee . -
! Pt 7.2(4)

(consulte 6.2(4) v 6.3).
pe 7,2(1) , 7.2/2) y 7.2(3) se deduce ~ue
m= A( fz Y+ Ve 5oy Al sustituir Voo opor ng ;‘.-e_1in—
3 D w M = +Vv. +M
fiere que M A(Q'+Vq A(\’?)i‘q
K x=z0 (ver 7.2(4) y nheervacifn 1.6(1)).



Finalma~te, de 1a Dropasi 140 6.6 oy el Tenvemn 6,10

se cnncluye que {r, oY rs v~ deadasle ynjvrrsal del arraen

vz,

f)
Thara “ien, Q(x.' yevey x/, ) = ét xi ianlica
Az
._*D: Q“= M ?X{ i=1 1"~’f
N -
oIy

Camn T es uyn daecrdably el palipowmin p("lpﬂ presy xn)

gntances T es indepeedinste dp las varinales Ky peees x/,

en consecuencia (D£___ =0 pra 141 5/0
o Li
por lo tanin &9 = ,..@.S)'M_ 1 @JE___ = T ooy
ONY O AL o A
para 1£ 1 £ [’ . nrhsfrve~e que éciae narcia-

les seanuvlan en .1ns puntnas de 2" % Y de la farma

(T yeeny My % yeves Xoow Vg oweees Vo ) en *antn nue

51 i 7/3

—\Q: 3__ = E)E . sta se anula ro el conjuntn de
O A o Ak

puntas de la forma

(X1 preey XF ’ Yf;.’.' geocey xn » y1 goeey yr) tales que

XF+I gerey XI’\ y Vg oaeees Vr 4 mf\ .
De la interscccidn de 1ns dos nnknjuh‘f‘ns descritns ante~
ri~rmente, se sicue que 1ns punfﬁS rig Mq‘ san de la fnrma

(0 yeeey O 4 % X Yy ,...,vr) tale<s que

/’rl’...’ "



@

. %

xf’*’ peeer Koo My e V. pargtpanrns Wf ¢ fetn cin-
nifieca que ™ crincide ron Nz ", (¢l coen de 0 v D

a f £
es ol nrfgen de ?af Je Y an ganepgneacia, el arreea e
1a irclusian de Nq en 72 P WQY' rsingide ron pl arroen
; (

drn la inclusiin da Mo oen 72)17ﬂ ® QQ) Aungre Tormalmen-

te amhas néraenes tienen

dificulted Aloima yy que

sidn c =

Par 1n +tanta el gsrnen crtdstrafa de

men catdstrafe de 19

(coansulte 7.0(4}).

damipioe distintas; ér'oc no afrece

r an

|r N "g

—an vartedades de dimrna

det ( (Z Y, sealn 1a oatahlece 10 Propasicidn 7,1,

f c~i-cide cn el ger-

éstn oSt

- = pF o -~
ERNE (0~ i, )= FLo i,

iq gn=~ 1ns afrmeecs de 170 inclusin=es
2 7 ¥
,”g ~n //72 /’ X /‘78 y

?2‘/ respectivomente,

7.2(%)



|

Prnpnsic{ﬁn 7.3

coan (s, 9 Y (r, f) a3 qusdablas de un GEENED Q?

v supfngase QU8 erinte un ey finmo

,K d> ’ (# , & ) : (So 0) == (r, T) gntances nl

sanjunta o Rinqulnridndus de 9 cotmcide a7 1a p=doen

 werss drl canjuntn de oirqulavidades de © baje gﬁ
. " -1 " R g} 1
es declly ™ = b} (nr) y c! Appoapn tRAn r~fp de

*oull hack” del neormen cntdctonfle de f bhaljn

g s el
q? v q) s gstn sionifica aut pl =icuiente dinarmma

+

es cnﬂmu*atiVn:

Demnstracién

De la dafinirid~ 641 50 infiere;gtghsi‘ .

( éb ’ ¢) , & ) psoun marfisan P;tré7i($; Q} y1(T; f§:

gntnncess



Pora toda (¥, ¥) en wia veeindad del cero en
S <
7/&' x R’ se tieve:

1.- H (x, ) = x

20 P (P Cx y)) = (R (%, ¥)) =
2 ()ﬁ (y) ——— (:[) (Pn o(:f) ,5[)01’3)
3wl ¥) = oD () + 8 (R (x, ¥))

(}72“,;7&*) ¢
e,

v ¢ 4
i

7.3(1)

Si se fija

"y"  en ///Zs entonces 75(31)
& (y)

son constantes en //?Y y ,?2 respectivanmente,

Como gb/ coincide con la identidad en 72"
"k o

entonces psra tode

y

"y* suficidntemente préxima al origen de
,/72S se tiene por continuidad que:



q)j = (js - e nl geymen de un Gifreonorfismo
> B re
e x Y

n ) R 7.3
local en WZ , por consiguiente 1n darivada de d} resul

ta sar v {gomorfismno.

7.3(2)

(ccasulte la deduccién del Lema 1 @ partir del Lema 2 de la

Proposicién 6.6)
En consecnencia {fo d}ﬁ y gy= fo i)d + g) (y)

resulten ser GEYMENee de funciones de clase ¢ de A7 enld

s dato significa que

b (&) (x =D gl (x)) D ( ) (x) . Pero
D( CEB) @3 un isomorfiswo (ver 7.3(2)) , entonces:

o jj (x) = E>SL__ (x, y)=0 =81y sélo si

Of (G- AF (P xy)) =0
o X OX

(compare con 7.3(1)).

Por 1o’tanto de la definicibn dada en 7.0(2) se tiene

gque un punto (x, y) se encuentra en 1a variedad Hg siem-

pre y cusndo Q§ (x, ¥) poertenezca 2 1a variedsd Mg

es decir:

¢y

(P (.Mg) = U, o bien M =
7.3(3)




Da la definicidn dnda en 7.0(3) para los géruenes cotdg

trofes de { y & 9ae obticuen 198 dou dilagrezss siguientes:

e 3o R % RN x RT Es Hy

93 P{
i’ o

e 1 son los gérmenes de las inclusiones de

donde if

3
l-'.g y Mg en ' x gy " x oY  respectivamente.
Finalmente 8l combinar 7.3(1) y 7.3(3) con éstos dos
diagramas, se obtienen Jos dos disgramas conmutativos siguien-
tes:
M QP H
g 'l t
% X




Ny o
(b ( L ) __wmmf%imwunumwo Mg

*3 I

WZS » ?ZY

7.3(4)

Ia commnutativided del disgrema 7.3(1), nos garantiza

1a conmutatividad de dstos dos diegramas, Concluyendo asf{ 1a

pruecba de le Proposicién 7.3.




fan 1a oinuirnte dafiniciin vy el Caralarin 7.4 =&r
introdyce vod relaciidn de cauivntnncia pard gérarmee de  ca-
thstrafoes Ane nertenecen A decdahiles de uyn gernes fijn v

e tengan el mtnmn atmers de parfartras,

Dofinicién
Sean My ny o M,y Wé yariedades C°°  de dimon-
sinnes P1 y Fios F; v P; respec tlvapente o 5t
R Il o ! . JES—— 59
T, T v T, :om, v 1y
san gfrnenes e clace C 2 entnsces 90 Mer que '21 08
pquivalente @ (7 5% v shln si evisten afreraes de
difeomny T ismns :l1 v :l7 que hacen cnnmutativa

al sigufentn dircrands

|

|

1
'X
..:E

2 -
es decir P)x,\ o \(l = Zo o X 7.3(‘5)

£s clarn que fata es una relacidn de equivalencia. -
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Paya erxhibir 1a reflaxividad boste considerar a

1 coino los plruencd e
1 2
rescectivanente Y haeeT (

' 3
¥y ¥ 1
obtener:
! Z 1!
1 s P 1
Ay by
v
'3 s ?
hl D L.L

7

TG. e3 equivalente con

por lo tanto

La simetrla se gigue del hecho

v -1 gon gérmenes de dife
2 8

vo oal siguiente dimgrard (

sis de que 7?1 »75 )

equivalente

¥a . M
;{4
{
?
] >
<

es decir

7, AT = A

\z; equivalente ' \Zl

por lo tento

de que

o\(z

5 lan idountidades en

\( naTa
2 &

-

2

A

omorfismos que hacen conmuteti-

por supucsto partiendo de la nipdte

para justificar la transitividad supdngase due




‘Zl squivalente (2 implien
12 e Cl = (2 0/11 y 22 cquivalente 73

implica 23 o 72 = ZB o .)4

Y de acuerdo 8 la definicibn tennemos 108 doa dlagré-

mas conmutativos gigulentes:

L ¢

Ml ...—-_____,.L.._——-——-—-—-W 1

A Ya

1

¥ o ? 5
2

Z r?

MZ 2 ln2

s h

" !

Dada 18 copmuta _tividad de éstos dos diegramas, ob-

tenemos el siguiente diagrama:



(
M]_ ‘ . Y, Ml
r)5°}J }q o ks
x'
iy - S
Z3

£ato significa que \Zl equivalente | ‘ZS

verificdndose as{ la transitivided.




Corolario T.4

Sea ( (p , o, &) un isomorfismo entre dos des-
2
dobles (r, g) y (r, f) de un gernen Yz ¢ M- finitamen-—
te determinado , entonces sus gérmenes de catdstrofes Xr y

X@ son ~.equivalentes , es deeir, Xg © gb =2 ?) o Xg

Demostracidn

Como M, y M son variedades C*© , ambos de

3
dimensién finita, eantonces de la Proposicién 7.3 se deduce

que el siguiente diagrema es conmutativo

" b w2

(compare con 7.3(4))
‘Por hipdtesis ( ﬂg , ﬁf , £):(r, ) ——D (r, £)
es un difeomorfismo entences qi.y ?6 son gérneneg de difeo-

morfismos; por consiguiente, de acuerdo a 1a definicién anterior
se tiene que los gérmenes catdstrofe de fy & Son equivalen-

tes. Esto es Xf D(} = Clb s} J(g




?roponicién 7.5

pernen finitoment? dnterninado, at (r, )

Sca un
copsales de un gerach V?

adnhles wni-

y (r, g) oon dos dc
eptonces tus gérmenes de cotdstrofes Xf y X son
1&)
gquivalentes.
l Ucmoatracién
gormen y) y los desdobles

igs qbe poseen al

1as hipdtes
rinlten aplicar

{r, g) mos P

al Teoromd 6.9 pard

(r, £) ¥
obtener un ysonnrfiomo ( éb R (% , &) entre ambos des-
dobles universales.

Athora €l Corolario 7.4 se oncarsd as ernidir 18 eguive-
lencia entre X X .




proposicidén 7.6

Sea un gersen finitamente doterminado. Supdngase

que (1, ) vy (s, «) son dos desdables aniversales de V?

eatonces 108 ghrmenes catdstrofes de fyg

54 8 7Y
difieren por un producto; dsto ¢3 XF e8 equivalcnte Xf x Id
PR i :
4 s / s
onde 1d 4 —D ﬁfi v

Demostracién

g S o
2 7& wql P //?. al germen dado por

Sen

£ (x, ¥, W) = (x,
§1  definido de ésta moners es un desdodble trivial de f com

y) para todds (x, ¥y ®) € 20 17 x R;«

g-T controles desconectedos.

Ahore, DPOT hipdtesis (r, ) ©8 universal entonces

(s, ') gambién resulta Se¥ un desdoble universsl segin 88
nuestra en ¢l gubleng 6.8(7)., Tuego entonces tenemos dog des-

dobles universules de ¥V con igual pdmero e parfnatros, a

ssber (8, ) v (8 g) 3 en consecuencia de 1a Proposicidn

7.5 se tiene que

Xg es equivalente Xpy 7.6(1)

Por otra parte £ (x, ¥, V) = £(x, y) implic2

—gglii (x, y, W) =0 si y sélo si _éQJ;_ (x, y) =0
oL O«



(x, ¥, W) € Mo para toda w7

que Mf,
sipguiente diagrenn conmutativo:

ai y sélo si

En otrad spalnbras (%, }I) & }’;f
>

-

5.7 P
Y, FRato gigalfica

= Mg X 7T . Eeta @ltina igualdnd induce el

niSs

”f’ jfr-‘(;\ )‘!f x

xf', Xp X 1a>"
v .
/(/Z'S J"*JS ) 72‘!’ 72‘5'**’

Inego entonces o 7.0(3) ¥ 7.0(4) se infiere due:
( (x, yo W) € Yp si y sélo si Xf,(x, y, w)= (¥, w) =

= (X (%, ¥) » ¥ ) esto es sl ¥ adlo si

(x, y, W) & Mg ¥ ﬁzf.v). Por consiguiente

Xpp = Xp X 1a®°T.

Finalments como Xg cquivalente Xer 0 gegin se
muestra en 7.6\1); entonces por transitividad se concluye que
XF es equivalente 8 Xp X Ids—r
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Proposicidn 7.7

Sea un germen finttamcente deterninedo, supéngase que
el germen Y? es equivalente por 1a derccha a un germen YZ’.
st (r, £) y (r, £') son dos deadoblos universales de V? y

)’(' respectivamente, ontonces gug gérmenes de cotdetrofes

{xf y Xf, son equlvalentes.

DPemostracién
J
El que sea equivalente por 1a derecha con f?
significa que existe H’G G { G es el grupo gérmenes de

¥
difeomorfisnos de ﬂ?’ en 70" que o anulan en cero) {consulte
[}

1.10(1) y 1.10(2))  talaue 1 = }/Z o)y .Para todo
= £ B/ tX)s y)

¢=tol Y x 14¥) & por brevedad escribiremos 1d

n ~
(x, y) e 1" x 7. doffnase alx, ¥

es decir
T
en vez de Id .
Tn comsecuencia, 1la igualdad snterior se transforma en

G = fof }( x Ida : de ésta igualdsd se obtiene el «aiguiente

morfismo entre los desdobles (v, )y (1) f)

(Yx Ia, Id, 0)

n n
Como }/ es el gormen de un difeomorfismo de ZZ, en WZ
se tiene que )/'_1 {ambién pertenece 8 ¢ . Ean consecuen-—
cia 7{ x Id ¥ }{"1 < 14 con gérnenes de difeomor—

fismos de 7o WZ?/ on af misno.

Esto nos errontize cues



oy x sy 0me) — d
03 un ivomoriiono
u an 7.7(1)

Ahova, por el corolario 7.4 se deduce que los gdrme-

nes catdstrofe de £y & fon sguivalentas, o3 decir,

X, X 7.7(2)

Ahora bien (r, f) es por hipdtesis un desdoble de
y equivalente por 18 derccha con V]' y cowmo
g=t0 (7Y x Ia) gntonces
glx, 0) = £ Yy (x) , 0) = V) { Y(x)) =
oY) ' (x)

i

Esto significa qus (r,g) e nn desdoble del germen )7’
y como (r, f) es un desdoble universal, enbtonces por 2l isomors
fismo dado en 7.7(1) se infiere que (r, &) resulta ser un des=
doble universal del gevmen Yz’,
Ahora en virtud de 1a Dravosicifn 7.5 sec deduce que Xg
os equivalente & X DuCS (r, g) y (ry £') son desdobles
universales de vz’. pero X, squivalente Xp segin se

ruestra en 7.7(2).
Inego entonc=8 pOT {rangitividad se concluye que Xf e8

equivzlente con Xf,



Tooremd 7.8

. 2 . y
Hea 07 un germen en N de detcrminacidn Tinits y Xf

su garaen de catdstrofe, entonces l1a cluse de equivalencla de
Xf S$nicamente depende de la clese de cquivalencie del geracn

. Ids a¥n, dsta clase eatd unfvocamente determinada vor

lag coordenadas ecuconciales de ?) .

Demostracidn
En virtud del Teovema 6,11 se inficre que:

el germen () tiene un desdoble universal,
(c, £) donde ¢ = cod { (7 ) es el nfnimo

ndnero de pardmetrog posible

7.8(1)

Twego i fO igal al rango e }/? , entonces por

¢l Corolario 4.10 se tiene que:

ﬁ) o5 equivalente vor la derecha al germen

I?': Q9 + P donde
" 2 2 2 \
§ o= 11 Fovot X" ﬁr;,“"'" X y P es un poli~

nonio de grado wayor o iguasl que 3 que depsnde ax—

clusivamente de las  variables xf,, peeny Xy

7.8(2)



y como el ideal Jacobinno de Y7 oo indercndiente de un
~~ 1}
cambio de coordonndas mn %2 (ronsulte 1,13(2)) , enton-

ces de le definicidn dzda en 3,7{1) se obliene aue

cod( V? ) = cod( V?') = ¢ 7.8(3)

De la Proposicidén 1.13 se doduce que el peymen Q + P
tiene determinncién finita, més min, el Corolario 3.2 afirna
que  det(Q+P) = det(P) y  cod(Q+P) = cod(P) = ¢

La Proposicidén 7.2 afirma que Xf, coincide con Xg,

donde (c, £') o3 un desdoble universal de Vz',
£'= Q4g' y (¢, g') es un desdodle universal del

polinonio P
7.8(4)

Como (c,f) y (c, ') son desdobles universales de
YZ y ' respectivamente (consulte 7.8(1), 7.8(2) vy 7.8(4),
entonces la Proposicidén 7.7 se encargs de erhibir la equivalen-

cia entre 1los gérmcies catdstrofes de fy f' es decir

Xf es equivalente n Xé, = Xg, 7.8(5)

Ahora bien, si (r, g) es cualquier otro dposdoble uni-
versal de , entonces del Teorema 6.11 se tiene que r = C.
S{ r=e¢ , la Proposicién 7.5 ccegura que Xg cs equivalente a-
Xf , en tanto aue si v > ¢ entoness por la Proposicién 7.6
e .

ge ticne que Xg 5 cquiveleonte 2 Xf ¥ Id . Bn ombos cssos,



e
e

reeiendo umo de 7.3(5) v oin pvopindnd tranaitiva oe tiene que

X 7.8(6)

Xg aquiva leate X.r ’ 125 4

Iango entonces gl [‘Xf'] denata la clase de equiva-

1ancia del goraen catdstrofe de ¥, cutouces de 7.8(1) o 7.8(8)

se tiene que}:Xfi} coijeide con [~Xq, ] ¢5 decir la clase
B -~
{ndepaendionte de

geraen catdstrofe de £ o8
escorié al peraen ry . e 7.8(1) a 7.8(4)  f

que 1la clase do equivalﬁncin del germen

de equivalencin del
1a menera &n que Se

sa siguo claramente

estd unfvocan~ute determinsde por 128 coovrde~

catdstrofe de T
7 .

germen | , e¢s dcelr

ostracidén del Teorema

nodas escenciales del

xlpr yorer XS coneluyendo asl la dem

7.8.



Obosrvaeidn  7.8(7)

Existe una funeidn que va de las Srbitas de gdrmcnes de
codimonsidn finitn n Ing clases da cquivalencias de géinones
de catdastrofes do denlobles universales, nue astigna a canda G-
bita la eclage de oquivalouncia del germen cotdstrofe de ¢ donde
(r, =) es vn desdodle univerzzl de un elenento de la & hita,

Egta funcidn estd bien d-Tinida ya qﬁc 81 ¥} es equivalea
te por la deracha con § catences de 1,10(2) y 1.10(3) se
tiene que (1) , @) = ( , &), Hds ndn, existe un elemento
en la 6rbvita de ) de la forma '?' = Q+P el cual poseca
un desdoble universal (e, ') con las caracterfsticos descri-
tas en 7.8(2).

Ahora bien, si (r, ) es un deudoble universal del gor-
men ) entonces de 7.8(6) se infiere gue (x, ) es equiva-
lente con (x, ') y por consiguiente, cl goraen catdstrofe de

f es un representante da l' Xf, ] . Por lo tanto,

[xr‘] - [ % | i

Pinalmente como Xf’} astd un{vocamente determinada
por las coordensdas escenciales del germen (7 , Begin se mues

tra en el Teorema 7.8, entonces la funcidn
( "(7 , 6} ——P Z Xf,\j astd. blen definida donde V(’
equivalente  Q+P f (e, ') es un dezdoble universal de

Q+?  (consulte 7.8(1) 2 7.8(4)).




Observacidén  1.8(3)

Si P as un polinomio en M3 que depende exclusivamento

de les variables cse-ncinles X yeesy ¥, cntonces

41
+P y ~-P deterninan el wismo conjunto de sinpularidades ¥g
y por consiguiente ¢l niswo germen catdsirofle Xf (f es un
dzadeble del polinomio P ).

Bn efecto, seca (r, £) un desdoble universal de ’?

entonces por definicidn 'f/ coincide con P y
oon
w0
- coincide con P
n
7o
o~ f
Ademds si C)ﬁl* (€, y) = 0 implica = élﬁwjx, ¥y )=0
O oy

Por lo tanto al conjunto de sinpularidedes de f
coincide con el conjunto de zingularidades de ~-f y en conse-

cuencia sus g’rmenes de catdatrofes son los wismos.




Corolario 7.9

Existen solamente 11 clages de equivalencia en el conjunto

de gérmenes Jdo catdsirefen que corresponden a desdobles de gbr-
. 2 R

menes del ideal ¥° do codimensidn menor o igual que 5 y mayor-o

igual que uno.

Dernstracidn

Sea v? un germen de codimensién ¢ dende 1= ¢ =5
entonces de la Praponicidn 3.1, =zo infierc que el germon 1?
es Tinitsments determinados y del Corolario 4.10, se deduce
que l? ¢s equivalente por la derscha con un gernen de la for-
ma Q+ , Qy P cono en 7.3(2).  Por consigulente del Teo~
rema 7.8, ze concluye que st (r, ) es un desdoble de
entonces la clase de cquivalencia de (=, ) estd univocamen-
te determinsdn ror las coordensdas escenclalew del gorwmen ’7 .
Tvego, si oxisten wds de dos cnordenadag eacencliales de
, ésto es, i el rango de 7 05 woncr 0 Lgual quo n~3,
entonces en virtud de la Prouvonsicidn 4.11, ne tiena que 1a
codimension de ) es mayor o igual ane 6 y por tanto
cod( (Z Y>> 5.
Luego entonces ésta constderacidn estd fuera de lugar
pues contradico muecstra nipdtesis original a saber
cod ( V) ) £ 5. Por lo tanto el ndrero de coordenadas escen-
ciales debe ser wmenor o igual que 2. Tatonces si se flene una
sola coordenada escencial, de 1o Provosicién 4.12 y 1la obssrva-

cidn 7.8(8), se deduce que lo3 gérmenesy de codinensidn msenor o




. 2 . e .
igual que 5 en M” que proporcionan diatintas clasea de egnivalen-
cia son:

3 4 5 6 7

x>, x7, x? , x°y X Tea(1)
BEn tanto qus gi 3e tiensn dos coordensdas escencinles -
entonces de la Propoasiecidn 4,14 y de la Proposicidn 4.17, se in--

. . . . 2 . 2
fiere que los gérmenes de codimensidn menor o igual que 5 en M

que proporcionan zérmens3 de catistrofes no equivalentes son ¢

3 2 .3

x” + xy°%, x 4 3 4 2

2 2 5 2
-xyt, xSy vy, eyt Xy ey, <y -y
7.9(2)

5

Bl ndimeroc total de €atas clz=ges de eqguivalencia es 11,

S6lo resta por justificar porgque 3e sustituye en dsta -

3 3

lista al germen x° + xyg por el garmen x- + y3 (Proposicidn 4.14)

4

¥y el porqué se excluyen de la misma a los gérmenes x2y -y y al-
germsn x3 - y4 . Las razones son lz2s siguientes:

Sea P (x, y) = x2y + y4 entonces

S0P (=) )= - () ) w ()t ey -yt

Pero ai P (x, y) = <+ y4 entonces

_P("xsy):"((‘X)3+y4)=x3-y4

Finalmente en el parrafo posterior al apartado 4.14 se-

probé que 2 (x3 + x°y ) es equivalente por la derecha con x3+ y3;
por consiguiente x3 + y3 y x2y + y4 y x3 + y4 son equivalen --
3

tes por la derecha a los gérmenes x° + xy° ,



2 4 3 4 .
Wy -y 0y X -y . Y a2 acuervdo a la Droposicida 7.7
dos fandebles waiversalea de dstos gdrmenes genersn gfimenes

de catdotrofes cguivalintes,

Definicidn

Se dice que la clase de equivalencia ds un german de

cetdstrofe Xf as una catdstrofe clemental si [:Xft] es

una de la_s 11 clages de squivalencia enumeradas en 1oS apar-

tados 7.9(1) y 7.9(2) del Corolario 7.9.
7.9(3)



e

Corolario T.10

Sea 1? un germen finitamente detoraninado si {r, f)

¢s un dasdoble universal de r Y rsh entonces 1a

G

c¢lose de squiveleancia dal germen catdatrofe de T, [iji] a5

unn catdstroln alemental.

pemostracidn

Por 8l Corolario 4.10, so tiene que es equivalente

por 1la jderecha al gernen Q+wp donde Q =8 una cueaprdtica
nue depende de 1ag primeras [’ variablas y P gsun poli~-
nonmio perteneciente al idenl N3 depeadticate de 1as variables
escenciales X o) srcer i ¢ sonsulte 7.8(2)).

sea ¢ = codf Yy ) = cod(Q+P) = cod (P) {eonsulte

Corolario 3.2). Lo Proposicidn 6.8 afirmd que r 2 ¢ N
tonces c & 5 ya que a »u Ve r 4 5, luego entonces

por ol Corolario 7.9, P ecs uno de loa 11 gpérmenes gue g4 enume=

ran en los apartados 7.9(1) ¥ 7.9(2).
51 se aplica 1ls Proposicidn 7.1 al polinomio P se Ob~

tiene un desdoble aniversal (¢, g) del polinowio P 5 ¥ de 1la

definicidn 7.9(3), ge deduce que 1a clase de cquivaleucia del

germen cat‘strofe de & rpsulta aer und extdstrofe elewental.

Usese 1la Pronosicidén 7.2 pera conatruir un dezdoble universal

(c, £') del gernon f? £ o= Qg .

Enteuces el germen catdstrofe de e coincide con

el germen catdstrofe de & ¥ sn virtud de 12 Proposicién 7.6




29 Infiere qun Xf Gy anulvalonta Y., x TId

glgnifica au2 ol gorven calistvofe do 1, Xf
la clage - couivilencin dal geraen cotdstrofe

eir, [Xf ] es vna eatdstrofe elemental,

ree
s dato

porlenece a

de g, <3 de-

L]



———i“

"\AQN%*
b DR
Bibliografia.

1.~ Bierstone gdward.~ AR Tntroduction to Singulari-

ties Smoqth runctions.

2,.- Vlarner Frank.~ Toundation Differentiable sanil --

folds cund 1icgrouns.

germann Gordon.= stability of Unfoldings.-Lel

thematics némero 393«

3o~ Ni0S

ture notes in Mo

4.~ Zcemln Be Coo= cotastrophe Theory.-Selccted Pa--

pers 1972 - 197 501 - 561

7.~ PL3in2




	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Determinación
	Capítulo 2. Determinación de Gérmenes de Funciones de 
	Capítulo 3. Codimensión
	Capítulo 4. Clasificación
	Capítulo 5. Teorema de Preparación
	Capítulo 6. Desdobles
	Capítulo 7 Gérmenes de Cátastrofes
	Bibliografía 



