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P R O L O G O 

D. Go Higman presenta, en su artículo int:i tulado 11 ModÚ1As . 

with a Group of Operators''t una serie de siete equivalencias que --

caracterizan a los G-.fL-módulos M que son sumandos directos de un -

G-J\.-rn6dulo H del cual son submÓrlulos de. tal manera que M, conside- .. 

rada como s-A-m6dulo, es un sumando directo de H consideri.'ldo de -~ f 

igual forma (en donde S es un subgrupo de Índice finito del grupo - : 

G, y J"l.. un conjunto cualquiera). 

La demostraci6n de tales equivalencias, junto con algunas 

aplicaciones, son presentadas en el capítulo 2 de este trabajo, en 

la forma en que lo hace el autor del artículo. Posteriormente des.§_ 

rrollamos algunos puntos generales sobre Algebra Hornol6gica Relati-

va,t para sacar conclusiones en un caso particular (capítulos 3 y 4) •• · 

Con esto hacemos ver, en el capítulo 5, que nuestro· caso particular 

coincide con el de Higman, y lo que hemos hecho es encuadrarlo en 

. un contexto más amplio. Salvo la condici6n (e) del Teorema 1 del -

articulo, que parece ser s6lo un paso de transici6n en la demostra-

ción, todas las condiciones quedarán, pues, enunciadas en el contex 

to categorial a lo largo del rapítulo 3. 

= ::: -

Aprovecho para agradecer lo que signific6 para mi forma--

ci6n haber recibido la ayuda del Dr. Emilio Lluis, y para la conse

cusi6n de este trabajo y la clarificaci6n de muchas ideas la del Dr. 

Hu~berto Cárdenas. Ojalá que ellos, ~is profesores y, quizá sobre 

todo, mis compañeros puedan llegar a comprender lo que significa p~ 

ra mí contar con su amistad. 
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mente, ~.i. •·· ... e;,, dck cie~ '!.\»nc,:;,J del ii.cljunto, sobre todo para ac.la-:-

' 
1 il ; 

ji 

;e¿ !)¡.,, 1'".r<:::q:_· ·L:·. 1 (}') litld. clase de monomórfismos dE· ::·. ·.\ 

:<¡..:• ... ·\ ~ !.Jn r' ·.·· :1 r-1 ::1e rlt7' .:· i 1,·1t.)l f i.~111CD de ú • 

. · S-proyectlvos. 
( 

P( E:,) denotará a 

Sea 8 otra c:.J.tegod.a, F': A _., i3 y 'r: B .....,. A. dos functo-,-. 

res. C{: T --1 i": oC
1 
denotará que el functor 'l' es adjunto izquierdo:... 

de F. 

Se dir~ que eJ ftinctor F es fiel si F(f}=F(g) implic~ ~~ 
que f=g, con f y q mor.fismos de~. 

Teorema del A~~: 

Sean .A: y B dos cateqorLrn, fo': .A-+ By 'I': B - il. dos func 

toresi y E una clase de epimorfismos de ~ tales qu~: 
( 

i) O{: '1' ·-< F: 0{~ 1 

ii) f' es fiel. 

iii) t es proyectivamente perfecta. 

Entonces: 



a}. F~1 (.é) es un21 clase proyectivamente per:fecta de 

morfismos de I:, en donde_ f.sF""1 c ~) si·i sólo si F(f)E- é • 

. b) P(F-1 ( é)) está constituida por los objetos .T(B) 

sus sumandos directos para todo Be P( é) .. 

_,-,; .·' 
' . 

. ) 
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P R E S E N T A C I O N D E L . A R T I C U L O 

' "MODULOS . CON UN GRUPO .·. DE .-OP ERl>DORES" 

(de D.G. Higman) 

1. Sea .G un grupo., Llamaremos G-módulo a un grupo M sobre 

el cual opera G, es decir, que para toda g,g 1 ,g 2 .;;:G, m, m1 , m
2

Ei. M, 

si G es multiplicativo y M aditivo, tenemos: 

i) está definido un elemento gm e M. 

ii) g(mt + m2) 9m1 + gm2. 

iii) ( g ·1 + g 2) rn ·- g1m + g2m. 

iv) 1m ;: m, en donde 1 es el elemento id.§ntico de G. 

Sea .I1 un conjunto. Llamaremos G-~módulo a un G-módu-

lo M sobre el cual opera ..O , es decir, que para toda '-'-'E .,f.)_, m '"M,..:: · 

g E' G, .. 
i) está definido un elemento mu.i E: M. 

ii) g(mw) = (gm)<..u. 

2. Sea s un subgrupo de indice finito de G. Llamar~mos -

M al G-.D..-módulo M considerado como s-Jl-módulo~ 
s 

Sea R == { g 1 ,9 21 ... ,g11 
\ un conjunto de representantes i~ 

quierdos de G sobre s, tal que Rf'\ S = {1}= (9 11. 

Induciremos un G-:fl-módulo NG a partir de un S-.Jl.-módulo 

N, mediante sumas fo1·males, de la§i.guiente manera: 

G { 1r1 1 i) N = Í: g. 0 n. / g. E: R, ni E: N , 
!: l 1 J. J. 

con la operación + definida por 

ii) [. g . • n. + [ g . • n ! = L g
1
. • ( n

1
. +n

1
! ) 

1 1 1 • 1 

\ 



y la. operación por G y ..n.. definida por lo sigLiiente: 

La multiplicación por g E G define una permutación 

el conjunto de indices cfo los eieufentos de R, es decir 7 

con k "" 1:: ( i), 9¡ <'. H, s, E .S. . . . ( X: 

Así., def:Lnimo::> 

Por otra parte, para w E .íl, definimos 

iv) ··.< \ g. "n. )w = r g. •n.\A.J 
L._l. l. l. 1. 

. ) 

C. en 

,. ' . . . ~' ' f, 

Desde luego, esta construcci6n es independiente de· las§_ 1 

lecci6n de representantes, pues si R' = lgl,g~, •• ,g~l es otro cori~ 
GI i•' 

junto de representantes, y Llamamos N al G..,,Q-tnódulo inducido me- · 
~ G' 

diante él, el G-.11.-homornorfismo h: N1.:i- N inducido por la corre~. 

pendencia gi¡.-o, g ! res.u 1 ta isomorfismoº 
. l. 

3. LI;;M,\ J. La función 

~ : M __,_ (M )G 
s s 

9efinida.por 

('Cm) t" -1 
== L. g. •g. rn 

. l. l 

es un G-J'2.-monomorfismo. Además, (Im ~) s es un sumando . directo de• 

(M )G • 
s s 

Obviamente, ~ es un 12-homomorfismo~ Ahora 1 . si g e G, -

rn G M, dada que si 

gg. = gks. 
l. l. ' 

tenemos 

f ·'. 
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podemos comprobar que 

~ . ...:1 ..... . -1 r -1 
g(('Cm).) = g..?;gí•gi m"" ¿gk•sigi m = gk•gk: gm = (3Cgm) 

Es decir, (3 es, efectivamente, un G-.12-homomorfismo. 

,;hora bien: sea m f.: M tal que ~(m) "" O. í:~eto quiere d·e 

cir.que 

-1 gi m~ O para toda g1 i=: Ro 

En particular, 1m = m = O, y··-~ es un G~..!l-monomorfismó. 

Consideremos ahora al .. 0 .. --submódulo M' de todos los ele -

mentos de (M
5

)G en los cuales m1 = O. Demostraremos que 

(M5 )~ = (Imf1)
5 

©M': 

i) Puesto que si s e S, sg1 gksi' 

s[gi•mi= Lgk•simi 

Par.a gk=1, analicemos s 1m1 : 

SÍ e es 1~2ermutaci6n definida por s, vemos que . 
sg.

1 
=- s1 = 1s = g'ls, es decir, 1:::(1)=1 1 y estd nos. impld:, 

ca que, si sg 1 = 1si, 91 ""-i. 

Por tanto, si m1.,,o, s 1m1=o, y s Lgi "flli E: M
1

• 

Es decir, Mr es un S..Jl.-:submÓdulo. 

escribir 

con g . • m E Im f3 , en donde 
l. . \ 

m=m 1 y mj_ =mi -m. 

iii} Sea L gi •mi€ Im~ nM'. Entonces, 

Í. gi •mi == ~(m), 

es decir, 

O sea.1 

1 

1 
l 



g.m.•m para toda i • 
. l l. 

Como en particular m1 m0 7 m=O, y 

L'g
1

·m
1 

= (3(0) =O.:; (M
5

)G. 

4. LEMA 1'. La fui1ci6n 

(M )G ._M 
s 

def:i,;.[iida po:r;: 

~'< ¿ 9i "mi) ¿. q.m. 
- J. l 

es un G-.Jl-eeirnorfismo. 
. G 

(Ms)s. 

(Ker~\ es un sumando directo de 

. ' Obviamente, ~ es un Jl~homomorfisino. Ahora, si g e. G, -

\- . G 
L g

1
·rn

1 
E. (M

5
) , 

gL3C[g.•m.) = 
\ l l. 

gr g.m. ::: l:._gg.m. = lgks .. m. = 
1 l ·.• l l 11 

~·crgk·simi) = p'<g[giºmi)' 

y ~· es un G..J1.-homomorfismo. 

Ahora bien, para cualquier me. M, podemos dar 1•m E: (M
5

).G 

tal que ~· O•m) = 1m "' m. 

Es decir, es un G-il.-epimorfismo. 

Consideremos ahora al Il-submódulO M+ de todos los elemeg : 

tos de la forma 1•m, con m E: M~ 

i) Puesto que, sis €S, m éM, s1=1s; 

s(1•m):::1•sm, 

y M+ es un s-.11-submódulo. 

ii) Sea [g .• m.E(M )G. Podemos escribir 
1 1 s 

L9· •m. = L g. •m! + l•m, 
1 1 1 ]. 

con 1•m e .M+ y Lg1 .mi E Ker ~' , si 
1 

m r girni' m1=m1-:-m, mi= mi para .toda i>1. 
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Entonces, .., 
(!>'< [ 9 i ·'!nj_) = ¿ gimj_ "" ml- I 9imi '·~ f gimi = o. 

1 -t 
iii) Sea 1•mt::KerpnM. 

Entonces, ~ 1(1•m) ~ m = O (•). 

5. Sea M un G-=:-fl.-m6dulo, S un subgrupo de G de Índice fi 
nitoo Entonces, 

TEOREMA 1. ~as siguie~ condiciones son equivalen~ 

(a) Para todo G-.1l.-m6dulo K, si M §ffe_ un G-d)..-submódulo -

-
de K tal que Ms es un sumando directo de K , entonces M es un su-- -

- s ---
mando directo de K. 

(b) La Im~ 

en el lema '.:.). 

es un sumando directo de (M )G 
s ( ~ definida 

(c) Existe un sumando directo M+ '".:: M ~ (Ms)G. 

(d) Existe un S-.Jl.-endomórfismo Cl( ~ M ~b.l 9\1~ 

"i. g. •a< g:-1 = 1 e¡-, el anillo de endomot·fismos de Mo 
J. l. 

·rEOREMA 1'. Las siguientes condiciones se imQlican rnutu~ 

mente, y son eguivalentes a las condiciones del Teorema 1: 

(a' ) Para cada G-.[l.-m6dulo K 1 si M+ es un G·.Jl.:-submódulo, 

~ K tal que M -:::: K/M+ X M; es un sumando directo de K
5

, entonces -

M+ es un sumando directo de K. 

(b') fil Ker~ 1 
es un sumando direct~ de CM

5
)G (~1 ~n1 

da en el lema 1 1 ). 

(•) El autor hace notar aqul que otra construcción isomorfa a NG 
. SE:")._ logra mediaü Le funciones de G en N con ciertas car'ªcted.sticas. 
'·Nosotros trataremos el caso más adelante. 

1. 
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Demostración del Teorema 1~ 

l) (a) .i,mplica (b): 

Dado el lema 1, (b) es un caso particular de (a), si hi-

cernos K "" CM ) G, M Im ~. s í 

2) (b) implica (e): 

Puesto que 0 es monomot'fismo 1 podemos hacer M+ = Im~ r.:.M 

3) (e) implica (d): 

Sea Lg. ·rn. i; fM )G 
i 1.~·s • 

i) Sea v: (M )G..- (M )G definida por 
o s s 

·~(tg 1 •mi) =; 1•m1 

Entonces, 

A) Sist:S, sg
1
:gks

1
, y 

O ( 5 ¿ g i ·mi ) ~ ( l. gk • 5 i mi) 

"'sid [o. •m. ). 
'11 ~ 1 J. 

G 
Por lo tanto, ~E. End

5
((M

5
) ). 

B) Sean gi, g j E. R tales que 

-1 
gj gi = gksi con gk=1. 

Entonces, 

gi = gjgk5 i 

Y por tanto, 

s 1 =1 1 y 

g1 =gj' es decit, i=f. 

1.•sm1. := sJ1~m ) ; . 1 

-1 C) De lo anterior se desprende que, si gj g1 =gks1 , 

-1 ~ l 
gjygj (, g1 ·m1 l - gj~( ~gk•s1m1 ) = ~j(1•mj) = gj•mj 

de forma que 

Es decir, 

.i 
' 

. ' 

i 
f 
l 

• :; .. ,, f. 
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ii) Pór 1 a condición (e), existe un G-,.n.-endomorfismo 

)"- de (M
5

) G tal que l~ =M+ y )!n :: n para toda n e: M+. 

Sea !?( el S-..n..-endornorfismo de M.¡. Jnducido por el S . ...Jl.-e,n 

G 
domorfismo /''o/' de (M

5
) • Entonces, si n '- M+, 

-1 ~ -1 
n 'l t gi gi J4<n) = t.. gy-'~fgi (n) 

Dado que M+ ~ M, (e) implica (d), 

4) (d) implica (a): 

Supóngase que M •~s un G-.IL-subrnódulo de un G-..n...-m6dulo K ; 
( 

tal que M
5 

e"" un sumando directo de K
5

• 

( .. ) 
endomorfismo () de l< tal que Im f~ M , y 

En tone es ex is te U\l S-..12:-! 
• 

d"(m) = m para toda -- · 
! 

m G M. Debemos demostrar que que (d) implica la •O!xistencia de -

un G....rt-endomorfisrno t de K con las mismas propiedades. 

1 .1 

t:"' r giti:\f c¡i cumple con lo requ-ericlo, ' 

sí°' es el s-..n..·-endornorí'ismo de la cond1c.i6n (d): 

i) Puesto que lf: I< _..., M y O(: M- M son' S-.!l-homomorfis. • - ' 
rnos, Cl(cr': K - M es un S-.n-1·10momorfifimo. 

o sea, 

Además, si g ¡¡.G, q. f.. R 7 J. 

-1 -1 
sigi =gk g. Entonces, 

-1 -1 -1 
ggiotf.fgÍ :: gkSiot(fgi "' gk"'ld"Sigi 

Por tanto, si u€ K, 

'<' -1 -'1 
gt:(u) ""gc. gictf.f(gi u)= t gkc.:a(gk gu) == r(gu), 

y ?: .. es un G-..n.-endornorfismo cuya ima.gen está contenida en Mo. 

ii) Dado que f restringido a M es la identidad, si MEM, 

( •) De_hecho, el autor sólo expllcita esto 1 pero evid.entemente 
la propiedad que sigue de inmediato implica que Ini (f = M~ 
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Z:(m). 

Demostración del Teorema 1': 

·l) (a•) implica (b' ): 

Dado el lema 1' 1 (b') es un caso particular de {a'), 

puesto que otra redacci6h de (a') es: 

La sucesi6n siguiente es exacta. (1er Teorema de Isomor~-

fismo): 

+ f O ,_,. M _..... K -·M __.O , 

y la sucesi6n siguiente se escinde: 
f • 

O -M+ ~K -M -o. 
s s s 

Con esto, haciendo M+ = Ker {31 , K (M )G, queda el caso s .· ·. . . 
particular de 

1 G a1 
M O - KerR- -- (M ) ~ _...,O \- s s 

como sucesi6n exacta, y 

- (M )G 
' o - (Ker ~')s -~Ms -o s s 

como sucesi6n que se escinde. 

2) (b') implica (e) del Teorema 1: 

La sucesión que se escinde 

1 )G e/ 
O - Ker et ___,,. ( ~s -1.-+ M - O 

implica la existencia de un sumando directo de (M )G isomorfo a s 

M. 

Sabemos que (c) implica (d). Demostraremos por último. -

que 

3) (d) implica (a'): 

Sup6ngase (d), y sea M+ un G-..n...-.subm6dulo de un G-.12.-m6-

dulo K tal que M ~ K/M+ y K
5 M; © N. Entonces existe un -

i 
( 
i. 

·I 
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S-.JL~,endomorfismo 11" de K tal que cf(M+) 

da n E;N,¡ 

O y <i'{n) - n para .to-

i) Pues to que 

M t::t K /M+ -:::'N, s s s . 

el S-..JL··t'.!ndomorfismo oi: de la condición (d) induce un S"-..!l.."'.'endo-

morfismo de N, que también llamaremos O\, y tal que, si u €;K 1 -

¿ gi"~crgi1 <u) =o ü, la clase de equivalencia de u módulo M+ (•) 

"' -1 ii) Consideremos t:~ ~gio:cr·gi : 

A) An~logamente al paso 4.i de la demostración del Te 

orema 1, e es un G;;.....n.-endomorfismo, de K. 

B) Sea v G M-1. E tonces, gi~n:M+ 

"'" -1 t:. ( V ) = c. g i <'\ d"( g i V ) = Ü • 

iii) Cons iderernos ( 1 - <=) G. E:nd8 ( K) : 

Ji. ) P ar a m l! M i ( '1 •·· ::: ) ( rn ) "" ñi - ro ,_., O • 

+ B ) par a V ~ M ' ( 1 ·- ¡;; ) (V ) ~' V 

Es decirt M+ es sumando directo de K. 

60 OBSE!WACIONES: 

o, y 

(1) La condici6n (d) del Teorema 1 es independient~ de -

la selecci6n de representantes izquierdos, pues si« es cualfu--
. 1 1 1 

quier S-endomorfismo de M, (g
1

,g21 •• ,gn} un conjtmto de repr~ 

sentan~es izquierdos distinto de I, 
1 

91 = gksk ' 
, 

y asi, 

(*) Como se ve, el autor est~ de hecho identificando M con K/M+ 
mediante el isomorfismo. Lo haremos támbi~n, ya en nuestta ex~ 
plicitaci6n de la demostraci6n, en el punto .(iii A}. 
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Más aún: si 1t 1,f'), •• ,f \ es un con}unto de representa_ri ~ .::· . n 
-·1 tes derechos, f. 
j_ 

(g. ~ g':"'l = 
J. l 

es un representante izquierdo, y 

-'.1 r f 1 tX t 1 

(2) Una prueba directa de que (d) implica (b) ~·. usando S.2, i 

lamente la primera parte del lema 1, es la siguiente: 

Supongamos (d). (3.: M - (M
5 

)G es un monomorfismo, con - ' 

Entonces, el hecho de que el .JL.-homomo.rfis-

definido por 

un G-...n..-homomorfismo se sigue de que, si ggi'"gksi' 

o¡+( 2 9k~simi) = L 9 k °"(si mi) "' 

t gksi o<.(mi) = ! g oi(mi) "'g«t( !gi.mi) •. 

Por (d), +" .-1 1 o{+~(rn) =e{ (.gi .gi m = í gi O( (gi m) = m, es de-

cir, o<'+~= 1., lo cual implica que 

(M
8

)G e Im~ i';t> Ker o<-t-

F¡cilmente se encuentra una prueba directa similar de -

que (d) implica (b'), considerando 0(1(: M ~ (M )G definida por_ . s 
. )( ) ( -1 . 
~ (m = ! g .• e< g. mJ. 

J. 1. 
Claramente, Cl(x es un G-.1'2..-homomorfis;...-

mo, y 

Entonces, tenemos que 

(M
5

)G = Ker (l1 © Im o<~ 

-·1 
L9·°'(g. m> 

J. l 
m. 

Cabe hacer notar que, en caso de que~ sea un G-..0:.-auto-

+ ' , .¡. 1 morfismo de lit, o{= e<~ , y as1 Kero<"' Ker (3 .. 
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(3) Aplicando la última nota de la observaci6n anterior,

si en particular la multiplicación por n=[G:S], el índice de S 

en G, define un automorfismo en M, entonces la condici6n (d) es 

satisfecha í.)Or el inverso de este automorfismo, pues 7 como obvi~ 

mente es un G-.!1..-automorfismo, 

¡ g.n-1g71 (m) "' r n-1 <g .. g"."1 ) (m) = 
. 1 1 1 i 

-1 n nm = m. 

Entonces se cumple la nota mencionada, y tenemos el si 

guiente 

COROLARIO: Si la multiplice+ción por [G:S1 define un auto-

morfismo del G-.11-rnÓdulo M, entonces M tiene la propiedad (a) .1 

Im f <!> Ker fi 1 
• 

7. Sea G un grupo finito, F un campo de característica .. 

p. Usaremos ahora el término G-P-n16dulo para aquellos módulos -

que corresponden a representaciones de G por matrices con coefi-

cientes en F 7 es decir, que son.G-F-m6dul6s en el sentido de las 

secciones precedentes, y adern&s son espacios vectoriales de di--

mensión finita sobre F. 

Sup6ngase que el subgrupo e· .;:; de G contiene un p-subgr~ 

pode Sylow de G~ Entonces, dado que el indice de S en Ges pr! 

mo relativo a p, la rnul tiplicación por ( G: s1 define un automor--

fisrno en todo módulo {espacio vectorial) sobre F, y por tanto en 

tpdo G-F-módulo. Así, por la observación (3), tenemos: 

TEOREMA 2o §l. S coptiene un e-subgrupo de Sylow de G 1 t2 

do G-F-módulo M tiene las siguientes Eropiedades: 



- .·· .· . ·. 

(a) fil M es un G-F-submódlllo de un. G-F ... m6dulo K, M es un 

sumando directg de K si y sólo siM
5 

es un sumando.directo de·~ 

. K º s 
G · t . . · 

.(b) (M
5

) = Im {le Ker (l 1 en donde r es el G-F-monornorfi.§_ 

rno definido en el lema 1, X (11 el G-F-epimorfismo definido en el 

lema 1 1 • 

:f· •. : 

1 
'i 

1, 

't.· 

\ 
1 

. ·~ 

'" ( 

t 
j 

\ 
. . ~ . 
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3 
D E S A R R O L L O GENER1\L D E LA 

'rEORIA 

1. En este capitulo, como dijimos en la introducci6n, -

desarrollaremos un aspecto general del comportamiehto que sosti~ 

nen tres functores con ciertas características. Posteriormente 

aplicaremos esta teoría a tres functores particulares. 

Mencionaremos primero una serie de propiedades, que est,2 

rán siempre presentes a lo largo del capitulo: 

Sean~ y H dos.categorías, F un functor de X en ~' T y H 

dos functores de 8 en A. 

Supóngase que 

. i) T es adjunto izquierdo de }., ' es decir, f: T --t 

ii) p es adjunto izquierdo de H, es decir, c:S ~ F --. 

iii) H es isomorfo a T con un isomorfismo 1 natural. 

iv) Si M es un objeto de K, 

p un monomorfismo de M en HFM, y 

g.' ~ un epimorfismo de TFM en M, 

el siguiente diagrama conmuta:(~) 

Hom (F'M,FM) rS 

:r' l ...... ...... 
...... 

' \) 
Hom (TFM,M) ...... 

' l ...... 
(~,1) ..... 

Hom (HFM,M) ( ~l 1 )_ 

Hom (M,HFM) 

l 0,tt> 
Hom (M 1 TFM) 

-.. -.. 1 ( 1 ¡ ~I) 
~ Hon'f' (M ,M) 

(*)Sea f~M -N, g: P -M, h: N -P. Llamamii!os 
Hom (P,f) o bien (1,f) a la aplicación g i-- fg, y 
Hom (f,P) o bien (f,1) a la aplicación hl-4"hf. 

~I 
F: ?: 
¡.¡:e:;-• 
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~ .... 
Con estos prt8StlpÍ.~~estos, demostraremos los siguientes ---

tres teoremas~ 
' 

2. ·rr:;ORE:MA: F~div:i.de 1 y F(Im~) es suma.ndo directo de .. \ 

FHFM. 

a) Para demostrar que F f di vide, .considérese el di agra-

ma 

Hom (FM,F.M) 
J-' 

Hom (M,HFM) 

(F~1 1) 1 /(/ r qr, 1) 

Hom F'HFM, FM) ó -1 
Hom (HFM,HFM) 

Dado que 

tenemos que 
_, 

é (ii) 1 \ = FM• 

Entonces, 
·' _, - .f 

ó ( é' 1 ) ( 1HFM) = ó (1HFM f-' ) = t{ (~ ) = 

y, por la naturalidad de 6, 

¿-' 
(1HFM) es tal que 

ó,..1( ·1HFM) (F~, 1) = 1FM' 

es decir, 

¡ 
j 

¡ 

_, -
ó (1HFM)F' ~ = 1FW 

b) Dado lo anterior, FHFM = F(Imf) e Ker(é-
1
(1HFM)1. 

1 
3o TEOREMA: F ~1 divide, :t. F(I<er~) es un sumando directo 

~ .FTFM. 

a) Para demostrar que F~1 divide, considérese el diagra-

ma 
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Hom ( ·rFM ;rFM) ~ Hom (FM,FTFM) 

( 1, !-'') 1 , /// 1 ( 1,F131) 

Hom 'rf,M,M) x Hom (FM, F'M) 

Tenemos: 

~or la naturalidad de ), 

JC1TFM) es tal que 

( 'I, F~') ( 1TFM) "' 1FM' 

es decir, 

b) Dado lo anterior, FTF'M 

4. 1'EOREMA: Las siguientes tres condiciones son eouiva--

lentes: 

i) ~divide. 

ii) ~ 1 divideo 

iii) Existe un endomorfismo tX de FM tal que V (Oi) = 1M, -

con ,la ª2..licación ¡,.> definida por la com12osJ.ción en el diagr;~m2.... 

conmutativo exeuesto en el primer pirrafo. 

1) Que ~divide quiere decir que existe un morfismo ---

~*: HFM --- N tal que ~11'~ = 1M' lo cual es decir que la aplics.

ción Horn(~,M) asocia a ~~con 1M. 

2) Dado que ~ y ; son biyecciones 1 ~ .... proviene de un mor

fismo de Hom(TFM,M), que a su vez tiene imagen inversa e< en ---

Hom(FM,FM). Es decir, le anterior (punto 1) resulta equivalen

te a afirmar que existe o\ G. Hom(FM,FM) tal que 

q¡, 1 > < 1r1 
, 1 l J <"' > = \) < <>-1.) = · 1w 

3) Por la conmutatividad del diagrama, esto resulta lo -

-~ 

l. '. ~ 

¡' 

1_ 

; ', 

' 
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mismo que el he~ho de que 

(1,~1 )(1,'.¡)c.f(O() - 1M 

Lo cual es deci.r que r/ divide pues, si llamarnos 

~~~ (1,r¡)6(m), 

1 
(!.~es tal que 

1 1 n' •1 

O ,n. ) a '" r ~ == \"" \~ \ ~ 

e inversamen ti:.', dado que 'l y <l son biyecciones. 

A la aplicación v le llamarnos 1a ~ de un morfismo. 

Supóngas~; ahora que, además de 1 as propiedades enuncia--' 

das en el p~rrafo 1 1 tenernos que 

v) Fes fiel, es decir, que si f 1 y f 2 son morfismo~, --

So Sea "YYl 1 la clase de los monornorfismos de B que divi--
1 

Desde luego, VY1 es ihyectivamente per 

- • 1 . 
fecta, todos los objetos de B san inyectivos relativos aMr y~· 

tenemos el siguiente 

LEMA: Q_~~ ~ divide es ~uj.va).énte. a d~ci_r gue¿ M 

es inxectivo relativo a m. 
1) Supongamos que M es inyectivo relativo a VVL, Por 

aplicación directu de la def.i.nici.ón, existe ~*': HFM - M tal ...-

que (!-"' ~"' \VI' C\):no se observ:a en el diagrama siguiente: 

O - M + .. i-lfi'í 

1M\M/($Ar 

Ss decir, ~di.vide. 

2) Supongamos ahora que ~ divide. 

. '· 

~ . 
r 
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Dada ~a propiedad (v) y las especificaciones puestas al_ 

principio de este p&rrafo, se cumplen lDs hip6tesis del Teorema~

del Adjunto (Dual)¡ y t~:nemos que FM.s I(wl). Entonces, 

H ( FM ) E I ( F-1 ( h'\1 
) ) = I OV\ ) • 

Puesto.que p divide, Mes sumado directo de HFM, y, por 

el mismo teorema, M PE I( m ). 

e.' Sea ahora e la clase de los epimorfismos de ~ que -
. -1 1 , 

di~iden. St;>a !=!."-·et)€ A.. Desde luego, é es proyectivamente 

. - ~ perfecta, todos los otJjetos de B son proyectivos relativos· a e, Y. 

teriemos el siguiente 

1 
LE:HA: ~_g~e ~ divide es equivalente a decir gue M -

es proyectivo relativo a t. 
Como se ve, este lema es el dual del anterior, y la demos 

traci6n enteramente similar: 

1) Supongamos que M es proyectivo relativo a é. Por ..;_ 

a~licaci6n directa de la definici6n, existe ~' morfisrno de M en -
r • 

TFM tal que ~ fi<"= 1M, como se observa en el diagrarn.<L~íguien te: 

3' M 
y~r-1 

TFM -o M --i. O 

. Es decir, .~ 1 
di vide. 

1 
2) Supongamos que ~ divide o 

Dado que se cumplen las hip6tesis del Teorema del Adjun

to, tenemos que FM e P ( [! 1
) 7 

lo cual implica que 

TPM EO:P(F- 1 Cl!: 1
)) i? e e ) . 

' ',f 
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7 º Cor{ lo anterior, queda demostrado: el principal teo1:~-. 

ma de nuestro estudio, que enunciamos a cont.inuaci6n: 

'rEOREMA: Las siguientes tres eropiedades son egui'1.ral e..n-;..; .· 

tes. (bajo l<J.s hipótes.is del capítulo): 

i) M es inyectivo relativo a 111. 
ii) M es proyectivo.selativo a E. 

iii) Existe un rnorfismo « Hom(FM,FM) tal gue v (~·) = lM• · 

La demostraci6n es corolarial, uniendo el fesultado del ~ 

párrafo 4 con los de los p&rrafos 5 y 6. 

l 
1 
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L O S F U N C T O R E S F , T '} H •7 

1o Para aplicar la teoría desarrollada en el capítulo 

anterior, definiremos ~res functores y dos morfismos particulares. 

Comenzaremos por precisar las categorias en que trabajar~ 

mos. 

LEMA: La clase de todos los G-módulos, (") Jl!rlto con los 

G-'-homomorfismos 1 forma una Cates9rla. 

Llamaremos GR a esta categoría. 

2a Sea G un grupo, s un subgrupo de fridice finito n en G. 

Qe.:Un.is_i§.n: Llamaremos P al functor que asocia a cada G

móduJ.o M el S-módulo que resulta de "olvidar" la actuación de G .en 

M y considerar sólo J.a de s, y análogamente con los G-homomOrf:i.smoso 

Qe.fin_is;.i§..n: Llamaremos T al functor que asocia a cada S-·

módulo N el G·-mÓdulo definido en el cap:í.tulo 2 como NG. Si h es un 

rnorfisrno de Hom(N,N 1
), 'l'h queda definido, si X9iºnie TN, por 

Th ( E g .• n . ) = ~ g .• h ( n . ) º 
ll L.J. l 

.Q.efi!!.is_i§,n: Llamaremos H al functor que asocia a cada s~ 

módi..tlo N el G-módúlo inducido por las funciones de G en N y tales -

que, si gGG, S!:-S, fEHN, entonces f(sg) = sf(g) •. 

La operación por G queda definida como sigue: sean gi, -

(*.) Para la definici6n de G-módulo, v&ase el capitulo 2 (G es un -
grupo). 

;,; 

• 1 

1 

¡ 
' 



g 2 E G, f G HN; de Unimos 

g1f(g2) ·~ f(g2g1). 

Además, si he:Horn(N,N'), Hhquedadefinido, sif~HN, pó.t': 

Hh( f) == hL 

Definici,;_ón: Llamaremos ~ al morfismo de Hom(M,HFM) defini. 

do por 

~(m) = fm' 

en donde mEM, y f · G -FM es tal qUe, si geG, ·rn· 

f (g) e gm. 
rn 

Definici6n: Llamaremos 
1 . 

~ al morfismo de Hom(TFM~M) defi-~ 

nido como sigue:' sea ¿g1 .m1 ·~TF'M. Entonces, 

I . ( " ) 
~ (¿' g:Lqmi) "' ¿: gimi • 

En los siguientes párrafos comprobaremos que se cumplen .:.. 

los presupuestos del capítulo anterior. 

3. TEOREMA: El functor T es adjunto izguierdo de~, ~ª

-' ~' ; : T ·- .F: ~. 

Tenemos que demostrar qPe 1 si M e.s un objeto de GM' N -

un objeto de ~' existe una biyecci6n natural s 

5: Hom(TN,M) -'I> Hom(N 1 FM). 

1) Consid~rese la composici6n $ 

N .Jl.... TN _!2..,. N • 

Es decir, si h eHom(TN,M), 

(*) Es decir,~· es esencialmente el mismo del capítulo 2 (2.4).· 



~- -~; •• , w _.__ .... 

j'(h) = 0"~( 1o:i.) • 

Explícitamente 1 si nf:N, 

j°h(n) "'h(1·n). 

~h es un S-homomorfismo, pues si n i«N, s Es, 

Jh(sn) = h(1.sn) = h(s(1.n)) ~ sh(1•n) = Sfh(n). 

2) Consid&rese ahora la composici6n 
'['hÍ f 

TN _;,_-+> TFM + M 

E:s decir, si h' eHom(N,FM), 

s-' < h • > = ¡i' 'l'h, • 

Explícitamente, 

f1h'(Lgi.ni) =~''rh'( rgi.ni) =~'~gi.h'<ni) "° 

= ¿ gih' (ni). 

. l 

fh' es un G-homorno1·fisrno, pues si ge G, gg
1

=gks 1 , y 

~ ~ 
~ h'.(g[ gi .ni) =~ h' ( r 9k.sini) ¿ gkh'(s1.º1> "" 

:;: ¿ 91 s.h' (n .. ) .::: r gg.:h' (ni)- :;:: 
K l 1 i 

g lq.h'(n.) = g)~1 h 1 <t. g.•n.). 
. J. l l 1 

3) I::fectivarnente, 

i) Sea h€ Hom('l1N,N), ¡ giºni E TN. l~ntonces~ 

r g.'jh(n.) = r. g.h<t~n.) = ¡: h(g· ,.;ri,) 
1 l l . 1. . . 1. J. 

h( .t g .• n. ). 
l 1 

Es decir, 

!!! e-' 
'$ ~ = 1 Hom ( ·rN , M) 

ii) Sea h' E:Hom(N,r,111), ni;;N. Entonces, 
../ _, 

! j h ' ( n ) = j h ' ( 1 • n) = 1h ' ( n ) = h ' ( n) • 

Es decir, 

C'"'• 

.:i ' = 1Botn (N, FM) 

·¡. 

l 

.! 
1 
1 

! 
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4) Demostrarerrios ahora que 

·los diagramas sigu-ientes conínui::an: 

Sean M y M' dos objetos de Gfii. 

Sean N y N' dos objetos. de ii· 
i ) Hom ( TN, M ) 

(Tl,1)1 

i ... 
-------- Hom(N,FM). 

Hom(TN' ,M) ~"'."" J 

t (l, '.J.) 

" Hom ( N ' , FM ) 

·e~ donde lEHom(N,N'), y 

ii) Hom(TN,M) 

(1,1')[' 

Hom('l'N,M 1 ) 

en donde l' G Hom(M' ,M). 

-----'--" Hom (N' FM) . J . ( 1, Tl 1 ) 

Hom (N~J:'M '.) ' 

Sea h ~ ~iom(TN,M). Tenemos que: ·. •. . .• • ...•. · .· · .. 

i) HomO,FM)fh = HomCl,FM)\\.{1oi) = h( 1.1n' = h(1~(ill) == 

= h(t•li) = hTHhi) xdfhTl =jH,o~C}'l,~)'.h• > 

ii) Hom(N,Tl' )lh= l'h(1.i) "'1 (TN,L' )h. 

4 .. TEOREMA: El functor Fes· adjunto izquierdo.de H, 
·r .... , 

decir, o: F - H:.ó • 

Tenemos que demostrar que, si.Mes un objeto dei1, N un· 

objeto de 
5

M, existe una biyecci6n natural 

l: P.~)m( FM,N) - Hom (M 1HN). 

Corisid,rese la cornposici6n 

M·~ HFM .J!b_ HN. 

Esto es, si h vHom(FM,N), ·.·. 

Ó (h) = Hh~ 

·Exolicitamr.:mh=> "'~ - , .. 



Óh(m) = Hh? (rri) = 

Entonces; 

Hhf 
m 

hf m· 

1) cf h es un G-homomorfismo, pues si ,m ~ M, g G G, 

óh(gm) = Hh~(gm) = Hhfgm' 

y. si g' e G, 

Óh ( gm) ( g' ) "' Hh f . { g * ) Hh ( g 1 gm) = Hhf ( g 1 g) "' 
gm . lTI 

HÍ1gfm(g 1
) - gHhfm(g') = gHh ~(m)(gH 

góh(m)(g 1 ). 

ES decir, 

J h (gm) gcíh(m). 

2).ó es inyectiva, pues slh1 , h 2 E Hom(F.M,N) tales qµe 

ó Ch
1

) = ó Ch
2

), para toda g lío G, m E: M, 

.y 

o sea, 

Y· 

Hh 1 ~ (in) = lll1 2 ~ (rn), 

Hh
2

f ( g), 
m 

h 
1 

(gin) = h 2 ( gm) " 

Por tanto, si en pa~ticular g=1~ 

3)15 es suprayectiva, pues si·h't::Hom(M,HN), mi;M, llame-. 

mos h'(m) = fm: G - N • 

. Obsérvese que t por ser h' G-homomorfismc.., 

. .. . gm 
h' (gm) = f 

Consideremos un morfismo h .: HOm ( PM; N) tal que 



·~ . 

.._ -... · . ·~ ... . .. - '•· --~ -····-, · ... 

Entonces, paratodam~M, 9<:G, 

óh(m)(gJ ."' Hh~ (m)(g) "'Hhfm(g) ·"' h(gm) 

g fm ( 1) = fm ( g ) "' h' ( m) ( g) • 

f'o.r tanto 1 

Óh= h' ~ 

Es decir, J e~ biyectiva. 
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il) DL-:mo:3tL'ciren'o~; aho.ca que rS es natural, es deci:r., que -

los ~iagramas siguientes conmutan: 

Sean M, jV) 1 dos objeto~; de r-M• .> 

Sean N, N' do~; obj<:tos de M. 

i) Sea 1 e Horn<N,N' "\ 
I 

d" Hom ( FM' N) _._ __ ___ 

¡ 
( 1, l)t 
Hom ( FM, N') ___ _L ___ _.,, 

ii) Sea 1' Hom(M' ,M) 

; .. <L ... ·-1> 

( ·.~ ., ' ,, ' 1 
.. J. ' i) i 

Hom(f'M' ,N) 

s 

1-fom (JVJ, HN) l (1.t!U). 

Hom ( M' HN 1 
) : 

Hom!'l,HN) 

l(J',11. 
Hom ( M ' , HN_ ) 

Sea h ¡¡;, Hom ( FM, N). Tenemos ,iue: 

i) é!om ( i'l, IH )óh = Hom trl, H l) :lh '(i "' !-ll Hh ~ 

=Ó lh "'ó Horn(FM 1 l)h. 

ii ) Hom ( 1 1 , HN ).! h Horn(L' ,HN)'ihf 

Por otra parte, 

iHom(Fl',N)h = 6hF1 1 = H(hFl')~ = hFl'~ 

Ahora: si. m' e M' , g ia. G, 

lh ~ = H(];h)~ 

h~l'(m')(g) = hfl'(m)(g) h(ql'(m)) = hl'(gm') 
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-· 
- hl' flll' ( g) -· hFl ' .~ ( m 1 

) ( g). 

r-, :- .'~'; 
.). 

5 .. 'l'El'REMA: El functor H es isomorfo al functor. T con. un 

isomorfismo ~ naturaJ.. 

Sea N un objeto de s M. 

Sec.. ~ : HN - TN definida por 

"' . ( -1 ~ (f) ;, .t.. gi•f gi ), 

con fGHN, g. G I (véase el capítulo 1). 
J. 

•.renemos que:. 

1) ~ es isomorfismo, pues 

i) Si g G G, ggi .,, gksi' en donde k"' e{i), la perrnuta 

ci6n en los indices definida por g. Así, 

g 

y '· 

-1 -1 
gk g = 5 i 9 i · 

Tenemos entonces que 

g ."\ ( f) 

ii) ~ es monomoi.·fismo, pues si f.E HN y es tal que v¡ (f)=O, 

o sea, l g
1

·fCgi1 > = O, esto implica-que f(gi~l = O, para toda -
-1 -1 g
1 

" I , sistema de representantes dérechos, y entonces, 

f ': o. 

iii) tt es epimorfismo: 

Sea 'g1 ·n1 .,'fN. 
-1 Definamos f t:HN tal que f(gi ) - ~'i' es decir, para toda_. 

-1 
gi · E G, 



.:....- -- ' -··-· ... · .. 

Entonces, 

2) Demoi:;trarernri5 ahora que ~· es natural, .es decir, que;..; 

el siguiente diagrama cornnutd: 

Sean N, N' objetos de iL Sea h ~Hom(N,N' ). Sea f E l-lNo 

HN __ __......_ '.l'N 

Hh I 1 Th 

HN 1 -.....:...-----'-- 'rN ' 

Tenemos que 
-·1 

'rh•\ I g i º f < g i ) "' 

= ~ Hhf. 

... -1) "" c..q.qhf(g . 
. J.. J. 

Hom ( FM, l?M) __ j ___ Hom\1'i~llfI.-;) 

~-' 1 
Hom(TFM,M) 

(ti' 1) l 
Hom(HFM,M) 

' .. , ' l (-1 ' r¡ ) 
' \) 
', HomlM,'rl''M) 

' ' ' 1 ( ·1, ~·) 
... l ' 

--- Hom(M 1 MJ · 
(~' 1) 

!: g. ·Hhf(g':°1 ) = 
1. l. 

Sea ht:-Hom(PM,M). Sea mf.M$ Tenemos que: 

Hom(M,~1 Hlom(M,'1) ó (h) ~1~Hh~(m) "' ~ 1 '\ h:f m ~' ~' l'gi • h.fm( 9f'.
1

) -

1 .. ' ·-·1) = ~ 'I'h " Cl i º t. m \ ':! i - ·ooo fi
1 

'l't1 'j f :O ,- ·m 

~''rh~ ~(m) ,., 

HoIIi(~, ·1 )Horn (~, :1) '3'-'o:). 

ExplÍcitamehtei la norm~ de h queda: 

V(h)(m) :::~1lgi·hfm(gi1 > = I. gihlgl.l)(m}º 

, .; 
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A esta norma concreta es .usual· denotarla por N. 

pues, 

N ( !l) -- "'"" -1 ¡.. g .• hq. 
:L • J. 

7a L8MA: F es fiela 

(Trivial)" 

1 
Consj deremos a. la clase m de los S.,¡.monomoifismo$ que A!. 

vicien. Entonces, 

i) Todo 0b jeto de M G Y<YY\1). s 

il) YV\1 es inyectivarnente pt~rfecta. 

1 . ' 
Consideremos también a la clase e de los S-epimórfismos 

qüe dividen. Entonces, 

i) 'rodo obítc>to de~ M!:P(~ 1 ). s 

ii) é / es proyec ti vamente perfecta. 

Con esto, podemos enunciar en 
:) 

concretti i.,;;s teoremas del_ 

capítulo anted or-, ap.licados •=n particular a los elementos. del pr~ 

sente. Sn este caso, 

- \'Y\ e::; la clase de los G~mo:r10morfismos que, como s-mon2 

morfisnos, dividen. 

- e es la clase de los G-epimorfismos que, como S-epi--

morfismos, dividen. 
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/\ p L .I e A e I o N A L AR'.rICULO D E 

H I G M A N 

Solamente nos resta hacer ver el paraJ.e:i.ismo entre los C.2, 

pitulos 2 y 4, es decir, entre los resultados del articulo presen--. 

tacto y las conclusiones particulares de la teoria desarrollada. 

Corno se ve, el functor F. "!::: precisamente la asociaci6n -

del m6dulo M con el m6dulo M
5

, y el functor T es la inducci6n de G

m6dulos a partir de S-m6dulos utilizada en el capitulo 2. 

El iso~orfismo con el functor H nos hace ver que práctic~ 

menté seguirnos hablando de lo mismo. 

Claramente, por tanto, podí:>.rnos considerar corno ".iguales"-

al monomor.fismo ~: M ( M )G l f. 
5 

y a. monornor. ismo ¡i : .M .;........,,.. HfM , -

por medio de dicho isomorfismo. Ya hicimos notar, también, el mis-

mo tipo de "iqualdad" entre los epimorficmos denominados incluso --

con la misma letra 
.1 

y ~1 : 'I'FM -- M .. 

Desde luego, en 3.2 y 3.3, yé aplicados en la concreción_ 

d~l capitulo 4, est&n demostrodos los !erras 2.3 y 2.4 1 base de la -

demostraci6n de los teoremas principales del articulo (2.5). Sin -

embargo, el capítulo 4 llega a la demostración misma de los teore,-

mas. Para ver esto, basta recordar que el hecho de que un módulo -

sea sumando diiecto de otro es equivalente a la existencia de una -

sucesi6n que se escinda, er: la cual los sumandos del módulo interm~ 

dio son la imagen del primero bajo el monomorfismo y la imagen del_ 

segundo bajo el divisor (monomorfismo también) del epimorfismo dado. . , 



Consideremos la condición (a) de 2a5: ·"Para todo G-..li..'"".m.2 

dulo K, si M es un G-..JL-subn1ódulo de K tal que M
5 

es un sumando d_i 

recto de K
5

, ent6nces Mes un sumando directo de K". 

Podemos olvidacnos, desde luego, de la operación del COf! 

junto ,íL 7 dado que el autor la considera sólo en viste.s a futur:os_ 

resul b~dos' mr1s a.l lf:t del enunciado de los dos teoremas en cuestión. 

11 T1~aduciend~" 1 a. condición enunciada, tenemos una suce--

ción exacta 

o M L K -~ ...... M' _,. o (A)' 

la cual (o und i::;omorfa), si como S-suces.ión se escinde, se escinde 

como G-sucesi6n. 

Recordemo:; élhor a .la propiedad ( i) de 3. 7: "Sl G-módulo M 

es inyectivo relativo a YY\, la clase de G~monomorfisrnos que, corno_ 

5-monomorfismos, di virlr:?n" º 

Ahora bien~ ;;i Ó en 1i:1 ;sucesión (i\) es un i;,;lemento .de m, 
o sea, si como S-monomorfismo divide, la S-sucesi6n se escinde, 

divide como C·-m0nomo1:fismo, y la (;·-sucesión se escinde. Salvo :Ls.9_ 

morfismos, hemos repetido la condición 2.S(a)~ 

Dualmente tenemos la equivalencia entre (a') de 2.5 y 

( ii l de 3. 7: 

2.S (a'): 11 F·ara c¿1da G-.11.-módu.lo i\, si M+ es un G-..O..-sul,2 

, / + ·t· modulo de I< tal que M <::: K ¡.; y T\ es un sumando directo de I<
5

, entorr 

C:es M+ es un sumando directo de K". 

3. 7(ii): "01 G-módulo M es Drovectivo re.lativo a 1:, la 

clase de G-epimorfisrnos que, como .:i-epimorfisrnos, dividen". 

(a•) quiere decir que existe una sucesi6n exacta 
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(B), 

J.a cual (o una isomorfa) 1 si como s-sucesi6n .se escinde;- se ese in.;..; 

de como G-sucesi6n. 

Otra forma de dec:ix lo anterior: e E. ~ y M P( e:). 

Por otra parte, la condición 2.5(d) es precisamente la -

propiedad 3.7(iii). 

Del mismo modo, puesto que el teorema 3~4 nos indica que 

' lo anterior es equivalente a que ~ y 0 dividan, tenemos los puntos · 

2.5(b) y ;~.S(b') exrresados en 3.4(:i.) y 3.4(ii) respectivamente, . ..,. 

ya quei en 9articular, 

O --• M ~.¡.. (M~)G ,, --..... Ker (3 -i- O 

y 

se escinden. 

De esta manera, hemos llegado a la c0nclusi6n de nuestro 

trabajo, al der:iostrar en una visión m5.s qeneral clel áJgebra homol.§ 

~ica los teoremas 1 y 1' del artículo presentado. 
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