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vV ROLOGO.

" De G, {igman @resenta,len sﬁ articulo intitﬁlado;"Mbéhles%
with é Group of Qperatbrs", una serie de éiéte eQuivaiénciaé quei%-i‘
caracterizan a los G-fL-médulos M que son sumandos directos de un wEi
GeN-mbdulo H del cual.son‘éubmédulos de tal manera Que"M; cdnsidé»ﬁ'
:ado como S=JfL-mdédulo, es un sumando diregto dé H cohsidefado;de';%; 
iqual forma (en donde S es un subgrupo de indice finité del gfupé,;é ’

G, y JL un conjunto cualquiera).

La demostfacién de tales éQuivalencias; junto con aI§unas
‘aplicaciones; son pfeséntadas en el cépitulo é de estéftrabajg; en’
la fofma en gue lo hace el autor delyarticulo., Posteriormeﬁte desg,§
rrollamos algunos puntos generales sobre Algebna Homolégiéa Relati-
va, para sacar conclusiones en.un cééo particular (capitulos 3;y 4);3
Con esto hacemos ver, en el capitula.s,vque nueStro;caso»particular
coincide con el dé Higman, y,io cue -hemos hecho es encuadrérlokeﬂ -
~un contexto mas. amplio. Salvomia condicién (¢) del Teorema 1 del o
artitulo, que parece ser sdlo un paso de transicién en la demoétrae
 cién, todas las condiciones qUedarén, pues, ehunciédas‘en el‘contezif

" to categorial a lo largo del capitulo 3.

Aprovecho para agradecervlo que éiqnificé para mi forma=~. .
cidén haeber recibido la ayuda del Dr. Emilio Liuis,.y para la conée;
- cﬁsién de este trabajo 'y la‘clarificéciéh de muchas ideas ia,de;‘Dr.‘
| Humberto CArdenas. Ojaié que ellos, mis prdfésoreé y,:quiZQISObre; L

‘tode, mis compafieros puedan llegar a comprender lo que significa pgy;

ra wi contar con su amistad.
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gnwntn_mbwciuhglemoé Cdndo gue 10 uqamos eyp11c1t:

sMeT e e L e A des Lesingre indd dtl hdx1nLo, sobre todo para ac1a~

see e caregerio, M Gna Llaap de monomorflsmos dc

LI(M) denctard s 1a ese delobjetos de A gue s ean Jn"ectlvo: relcj

U tivos - a WL‘ur‘nqsinvecﬁivds,

Cime e w?aﬁe‘né,wQEQULfiSmos:de 3., P( E) denotara '

ola clase de vvteios ge X que

1N provectivos relatxvos a E

”E—prb%?étivosi“

Sea B otra ”wlnqoxau, Fi B e B oy Tt B oo A dos functome

"reS: q B r'q "denotard que el functor 7 es,adjuhtbtiZQQiéfdb;

Se dirk que el fonctor F es. Fi
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Jque f=g, con £ Y g morfismos de'&.

Teorema del Adijunto:

Sean & vy B dos cateq0r1a< ‘F:_A»a*'E Y 1: B — K doq func

’toreu, y E una clase de epimurfismos de B tales que.‘
, ¢ ; L '
1) el T o Py o
ii) F es fiel.

iii) &€ es proyect:vaante perfecta.

Entonces.







PRESENTACTIO N DE I ART ‘I'—C’— ULo

'ﬂMODULOS CON UN CRUPO Dh OPnRADORES"

“(de D. G.}ngman)

».:1.;Sea.G un qrupog‘ Llamaremoa G—modulo a‘un grupo M sobreiéfa

elféual opera G, es dec1r, que para toda g,91,92 <G, .m, Mgy M ZEWM,:}

' 'si Ges multlplluatlvo Y M aditivo, tenemos: AR “':_~ SR T

el

i) egta definido un elemento gm eM,

‘ii)vg(m +;m2) = gmy + gmse

.‘iii\)’(t‘}1 + ge)m.= g m + g2m; ’ o :
iv) 1m = m, en donde 1 es el elemento idéntic6 dé'¢;
:Sea'fl un conjﬁnto,_ Llama:embs'Gniﬁédeuld:alﬁnkG~m5dd;§f‘z,-' 
bld.M sobre el cual_opera.fl;veé decir, quélpafa tbda:vJéfl,‘mkéM;;g'
‘gng,' : ; : S S :
i) estld definido un elemento muysm.

ii) glmw) = (gm)ua,

2. Sea S un subqrupo de 1nd1ce finito .de b.' Llamafémo; ;er?,
: MS al Gﬁﬂlnmodulo M conblderado como Qﬁfl~modu10»v

‘Sea R = {91’g2""’gn§ un conjunﬁo de'representanﬁestigf'
quierdos de G sobre S, tal que RN'S £i1}=191}.

- ; S R
Induciremos un G-()-mddulo N’ a partir de un S=(L-médulo

N, medlante sumas formales, do 1aqngu1ente manera' o
1) NG={Zg / g€ R, iew},

con la operacién + definida por

ii) = ggtng + > = = ) gl°(n +n Yy

ny




':‘y lafbpéraci6nfpof‘G bel.définidé1pbr 1o”§igﬁieh£e:‘ 3

La multipllcac1on pOL qesb aeflne uua pnrmutacion

s el Conjunto de. indlr&a dc los elementos de R,

es deCLr,

499, ='gksj; con k ~_C(1),

Asi, definimos

»iii) g(£fqi?ni)'= ngkasin.

Por otra parte, para w e L)L, definimos.

) (T agnws Dopmgw

Desde luego, esta construccidn es *ndepeﬁdiéntéﬂdeflagsgfﬂ

w‘{(31392"*7(_] } eé‘6£f5 Céﬁ;

;leCCién-de,representantes, pues si R!

;al G,Q;modulo 1nduc1do me~v~: g

' “junto de represe 1tanteu, y llamamos NG’

O : S PSR Ne
diante &1, el G=(l-homomorfismo h:

1nduc1do por 1a corresg

. "pondencia g,—+ g} resulta isomorfismo,

3. LEMA. 1. La funcidn
B: M (m )°
~.definida por

i =1
(Aim) = Z'givgi m

‘es un G=(Q=monomorfismo. Ademds, (Im‘@)q

. 3G
k(Ms)s

" es_un sumando directo.de '

Obvzamenhz @ es un. fl~homomorrlsmo. Ahoza, si g EG, §~v'-

nch dado que si
994 é gksi’

tenemos

- -1
g = gksigi

-1 -
gk gir= Sigii




‘jp‘ro‘d;—:gmos"cémp;pb"a.:: que ; , : e
, - g((b(mm a gqu*gzlm =5 gk°s q m ng gm 5 @(gm)
M:ﬁs‘dec:}‘r,@ e#, efectivame’nte, un G-_Q‘-hbomo‘mcrfismé_.1_ l
. Ahora bien: sea m ‘6 M tal que (5(m}=0. | L.SAtO quiere de —-
“girbéue ‘ ‘ | ‘ ‘ -
- g'.l”jm:‘ 0 para} toda g‘ie R : ; ’ |
“En particular, im = m = 0, y- ¢ es un G»Q*monomurflbmo. |
_Consmeremou ahora al. f).-submodulo M' de todés lo.; elé l—
: mentos de »(MS-}G en los cuales m1 é 0. Demostraremo., que
“§MS>§ - ump YATE

1’ .
L
ol
8
£
i
o

i) »Pu'esto q\ie si se€s, sgi' = gks'i,

s&gyemy = Lgrsymy

Para gk='l; analicemos “s.m;:
B . o Sl z es lapermutac1on deflnlda por s, vemos que '
sg.l = g1 = 1s = 9,5, es dec,.r, ?:('1) 1y y esto nos 1mpli

caque, si sg, = 1sy, g;=1.

11

Por tanto, si m1=0, 5,Mm -O v 549, omieM .
Es decir, M' es un el .aubmodulo.

i%) Sea gjemy @ (Dls)G. P‘o‘demosb escribir
Togemg = Lggem + 2gyemy el
con g emi €M', y gj"m&Im @, en donde .

e L ]
.m—m,l ¥ mi m, =M. | |
iii) Sea L gy m, € Im@ NM*. Entonces, .
Zg m; = @lm), v

es decir,

0. sea,




g m;=m 'gara tod§ La ; Sy
CQmQ:éQ particular mi@O;, m:O;LYfiTQf!*

'Efgi-mi = $(0) = OAG(MS)G.

4, LEMA 1'. La funcidn -

=

i ]

deflnlda por

G(Zqi"m )= Lgymy

k:eskun'G«Il—epimorfisma,"Ademés;'(xer@)gyes ﬁn5sUhandoldiféc€6fdéj}:1j'“
S NG ~ ‘ L PR A TR
'SMS)S
Obv1amente, @ es un Jl"hﬂmomorflsmo, ﬁAhbfé;ZSilé’EG;ff Ti"
,kXCHfmié(M )¢ e e ek
g(Zg»m) =g2gnm = Z%,mFg‘ng"fgb f :_  £“
quk'slm ) P‘ng mdy
Y @ es un G.fL—homomorflsmo, i : S
5 Ahora blen, para LUdquLPE n\eM, podemoo daz 1'm E(M )G"; ""’
Ctalague E(Im) s dmoemoo

Es dec1r, es un Gqfl—epimorfismo.

Consideremos ahora. al.ﬂr°ubmodulo M de todos 10a elemen :'

tos ‘de- la forma 1-m,'con m(EMw upmostrdremoc que (M ) «(Keré) @M
‘ i) Puesto que, si s €S, méM, sl= 1s,'

S(1°m)=1esm,
‘jy'M+,es un S-{)l-submddulo.
ii) Sea Z:g.-m. 6(M')G.v‘PodemQSfescribih 

Zg.om. La. jomy o+ dem,

con l-me My Zg .m} € Ker @ si

m =_ngimi, m,=m, -, mi='mi para tqdé 1515 “




;7; o

- Entoncesy’’

@l(i g;myy = zqimi = m,- z gymg ?gimi = 0.

L )
1ii) Sea lem €Kerp nM’, "

, o S
Entonces, ((lem). = m = 0 e

5., Sea M un G;flrmédulo, S un subgrupo de G de indice fi’

nito.  Entonces,

TEOREMA 1.  Las slguientes condiciones son equivalentes:

(a) Para todo G—Jlrmédulo‘K 51 M es un Gnilrsubmodulo -

'gg~K tal. que Ms es. un sumando directo de K ~entonces M €5 un Sue- -

i
‘mando directo de K. , S TR
, : SRR

(b) La Im(s es un sumando directo de (MS)G Cp g_efinida

en el lema 1).

(c) Existe un sumando directo MY =M de (M 36,

(@) EYl%te un Swjl~endomorrlsmo, & de M tal g

 ’i_gi-a(g_1 = 1 eri el anillo de endomorfismos de Ma

i

TEOREMA 11, Las siguientes condiciones se implicanymutug;f@

" mente, y son equivalentes a las condiciones del Teorema 1i

(a') Para cada G={l-mbdulo K, si u* es un‘anL;submédulo

‘ + + s : ; o
de K tal gue M = K/M X;Ms es un sumando directo de’Ks,_eptoncgs -

M' es un sumando directo de K.

(b') E1 Ker(ﬁS es_un_sumando dlLecLo de (M ) (@1‘defin1

da en el lema 1').

_Z } Bl autor hace notar agui que otra construccidén isomorfa a N
. se;_ logra medianie funciones de G en N con ciertas caracterxstlcag.
f”Nosotros trataremos el casoc mas adelante,



.

Demoqtracién-del Teoremavit'

1) (a) 1mpllca ib):

do el lema 1, (b) es un. déso‘parkicuiab,de fa);3si‘ﬁé¥ o
)(7

S

- ’( = { M =
cemos | (1g g oM ‘Ln§.

2) (b)) implica (c):
- Puesto que @ es mOnomorfismo, podemos haCer_Mf ;“imgftﬁﬂ f""“’*

3i {(¢) implica (d):

Sea Xgi-mi & (MS)G.

i
!

i) Sea' e (M D s (MS)' definida por s
{

y(Eg, »m)%--iwm1
'” rnLonccs,'. L ";; e :g;1i}fl: S

j;vA) i se»s;'gg zgkri, v B i T
E 5(52 95 -m Vo= K(X gk-° [y ) Q‘jféﬁi_%zé(;;@iiji> 
| = QK(ZQ ~wl)
 Por lo.tanto, y e End ((M_) €y,

‘-EJ'Sean 9 gj € R talés que -

D T S NP B S T

9; = 984 .con gk#i?

Entonces,

g‘i' = gjgksi: = gjsi
© ¥ por tanto,
B
952955 es decir, i=j.
. C) De lo anterior se déSprende que, si g}igi=gksi,'
9595 (2 9p7my) = 93§k ggsymy) = gyllamy) = .gyem

.de forma gue

il

: -1 c R '; E
Y_gjxgj (Z‘gi mi), Egj ;mj "Zgi m
Es decir, |

g
29597 = 1 )©




:-"'9" ‘

>

il) Por 1a cond1c1on (c), existe un Gﬁfunendomorflsmo »i,x"
/y de (M ) tal que 15A~M y /an Z'n para toda nE:Mf.V
Sea X el qefl~endom0Lflsmo de M* inducido por el{SﬁfL;égi

D

domoxfismo/gxyu de (M, ), Entonceés, si neéM¥, » ‘
. ~ ) wl, ' . _.1 '

_/Eg gn /A(n) = Zgj/’ﬁ’/'“gi (n) = Xgicx 95 (n)

Dado que M' = M, (¢) implica (d)s LT

4) (d) implica (a): ‘
supdngase que M es un G-Jdl-s ubmodulo de un G«JL—médulo K¢
. i
tal que Ms e« un sumando directo de KS. hntonces ex1ste un Sqﬂﬁ
g ) B ® {
endomorfismo & de K tal gue mnrQDﬁ ), y d{m) = m_paraztoda *w;
mé'M. ‘Debemos demostrar que que (d) implica la existencia de )

un -GN -endomorfismo T de K con las mismas propiedades.

gy B -1 : o i :
Verificaremos que &= % gfﬁﬁgi cumple con lo requerido,

si & es el S~M-endomorfismo de la condicdién (d):

i) Puesto que 0f K ~e My &: Miwr M son‘S«Jl-homomorfigf

mos, &@: K =M es un S—(L-homonorfismo.

Ademds, si g &G, g, €R, gg{agrsi, y ok tanto s, -uk gg.,
B BN A

: =1 -1 o
'? sea, ?igi =gy Y- ;ntonces,

~1 « -1 - - fj. - ‘ -'1
9Ty T GBSy = ANy T GREge g

Por ‘tanto, si ue€k,
’ 1 L S
| gelu) = g% g,a0(g; u) = %L gadlg “qu) = £(qu), |
y T es un G~fi-endomorfismo cuya imagen esté contenida‘envmg

vii) Dado que ¢ restringido a M es la identidad, 'si MeM;

(*) Dehecho, el autor sble explicita esto, pero evidentemente ~
la propiedad que sigue de inmediato implica que Im = M,



94 e My y

w=Tg;algym) = £ ga0(gym) = z(m).

Demostracidén del Teorema 17:

1) (av) implica (b'):

Dado el lema 1', (b') es un caso particula:-de'(a'),i/f~;1f“"

puesto que otra redaccidn de (a') es:

La sucesidn siguiente es exacta,(‘ler Teorema de Isomor;—

fismo):
' £

0 wer MY e K e M e O

y la sucesidn siguiente se escinde:

fS
s 5

0 e M

4

Con esto, haciendo M™ = Kerpr‘,zx = (M#)?,‘dheﬁabel»cqso_lf‘

j p§rticu1ar de
'
0 e Ker(&’»——wv (MS)G --(l—-'«»MS et )
como sucesidn exacta, y C S
0 — (Ker ¢) (M) %—«-M -0
~como>sucesi6n que se escinde.
2) (b') implica (c)‘del Teorema 1 -
La suceSLOn gque s& esc1nde
Omr(er(s -«--«(M) —{5—«;1«1%0 v »
‘1mp11ca la existencia de un sumando dlrecto de (M )G 1somorfo a
M.
 ; Sabemos que {c) implica (d). Demostraremos pdr ﬁltimo_~
:que | _ , - :
| | 3) (d) implica (at'): ’
,Suééngase (d), y sea N* un GﬁﬂL~sﬁbm6dulo de un GeJl-m6~

dulo K tal que M = k/m* Y K =‘M; @ N. Entonces existe 'pn]~




- g~

)

S-r.-endomorfismo ¢ de K tal que &(M*) = 0 y ¢(h) £:h para to-

daheN:
“i) Puesto que

MoK /MmN, &
s s’ s T : : :

el S=sri-endomorfismo «de la condicidn. (d) induce un. S=fL-endo-

morfismo de N, que también llamaremos &, y tal que, si uekK, -

. E ‘ _., - . N : » ' o
b3 gfmfgi%(u) = u, la clase de equivalencia de u'médulo;M%'(1);

R ST R |
ii) Consideremos . &= Zgiwcgi :

“A) Andlogamente al paso 4.i de la demostracién del Te

‘oreméal, € es un Ge-endomorfismo, de K.
B) sea veM'., E tonces, gZiiéM+,~ W(ggiv)v='0,‘y
7 e{v) = Z,giﬂwfgi v) = 0O«
iidl) Consideremos (1 ~ &) &E nd (K)
_A) Para mé€M, (1« z){m) =@ - @ = 0.

'B) Pa:a veM', (1 we)lv) =v

o s + . :
Es decir, M es sumando directo de K.

6., OBSERVACIONES:

(1) La condicién (d) del Tecorema 1 es ihdependienté‘dé'-‘

la seleccidn de representantes ilzquierdos; pues si & es cuals--

S ’ A T ‘ : : :
~quisr . S-endomorfismo de M, fgi,gj;..,gh} un conjunto de repre. .

sentantes izquierdos distinto de - I,

t
gi = gksk 9

y asi,

(*) Como se ve, el autor esti de hecho identificando M con K/M T n
mediante el isomorfismc. Lo haremos. también, va-en nueqtra ex-j_“

" plicitacién de la demostracidn, en el’ punto (111 A).



S G
};qksk«(gksk) L Lgysesy
S B | -1
LSS ey = 2 g9y

e
e - : S
Qe :
}J. -
' i
Fixy
]

,.‘17 77 .
gk'_'_' =00

i

’

~Més abn: si {fl’fz’ ..‘,fn’; es un conjunto de representarn -

tes ‘derechos, f;l es ‘un representante iqulierdo, y

w1l oy =1
Tgj2gy = 2w Ey

(‘2) Una prueba directa de que (a) implica ‘(b»)"‘, usando sgf

lamente la primera parte del lema 1, . es la siguiente:

Supongamos (d)s @ : M~ (MS)G es un monom’brfismo,l'cdn" w
@ (m) = & gri-g;ln1c Entonces, el hecho de que el .(x.»homomo'rfis~
mo &t (Mr)(’

un GedL ~homomorfismo se sigue de que, =i ggi=gksi,’
* % a2 + = - bS]
a((gigi mi) = (ngwsimi) ‘Z gkoﬂ(simi)

= Z.gksio((mi) = T g o:’(mi) = gat’("Z-g'ivami)‘v..v

por (d), ul*(}(m) = o(*'tgi‘.g;lm = ¥ gi_w(gglm,) = m, es de-

i rc:bir,v('*(iz 1, lo cual implica que
i (M )% = Img @ Ker

FPhcilmente se enbc;uentra una prueba directa'similar de -~
qué ((;i)} implica (b'), coh»sider.:ando oy W ﬁ,(MS)G.d‘efihirda' por._
& *(m)- .'—“.:E gy &(g'i-lm}g Claramente, =X es un G~.(L~hom6mb_:'fi§45
mo, y . . |

(s'o("(m) = @’( 2 gy (gzlm)) = 7 g; (g;im) - m.

Bnty‘onces, vtene'mos que

(MS)G = Ker (3'®Im o ¥ ‘

Cabe hacer notar que, en caso de gue E{ sga‘ un G‘e_(l;~autde,

morfismo de fM, o= o(@’ , vy asi Kero{*a Ker @'.

—e M definido por &M ¥ gi'm‘i') = 2 gl o( (m?i) es_

‘ “'1.'2.:7" -



. hod WV g

G

(3 Apllcando la ultlma nota de la observac16n anterlor,

,si en partlcular la multlplirac1on por =[G ; el indlce de S

en G, define un automorfismo en M, entonces la condic1on (d) ’es‘

mente @s un G~1L~automorf1 SMO,

~ -1 -1 R T
glgin gi (@) = Zn (gigi J{m) = n “nm = m.

Entonces se cumple la nota mencionada, y tenemos el si w- -

guilente

 COROLARIO: Si 1a multiplicacidn por. [6:5] define un:auto_

‘morfismo del G- -mbdulo M, entonces M tiene la propiedad (a) ~=

del Teorema 1, y (MS)G_= In@ @ Ker g'.

7. Sea G un grupe finito, F un campo de caracteristica -

. ps Usaremos ahora el término G~-F-mbdulo para aquellos médulds -

gue. corresponden a representaciones de G por matrices con coefi-

‘mo relativo a p, la multiplicacidn por {G:8] define un automor--

cientes en F, es decir, que son G-F-mbdulds en el sentido. de las

secciones precedentes, y ademas son espacios'vectoriales de di~-

mensidn finita sobre F.

Supdngase que el subgrupo S de G contiene un p~subgrg

po-de Sylow de G. Entonces, dado que. el indice de S.en G esipri

"t fismo en todo médulo (espacio vectorial) sobre F, y por tanto en

tpdo GeF-mbdulo. asi, por la observacidn (3}, tenemos:

TEOREMA 2. Si S contiene un p-subgrupe de Sylow de G, tg'

do G~F-mbdulo M tiene las siguiehtes propiedédés:

TUBLITTECS CENTRAD
.?

: o v
e /.:%f Time

) satlsfechd por el inverso de esLe automorflsmo, pues, como obvia"

RUUSNCUNR P MR TN




-

(a) b:. M s un G~F—submodulo de un G-—E‘-médulo K M es ur . S b

‘ sumando directq de K si y solo ':i M es:un sumando dlrecto de -f o

,»Kso ' ’ | S 3 " - ,

{b)- (M ) = Im GG) Ker (-’n en donde @ es el G F-mcnomori‘ls S

.mo defJ.nido Ln el lema 1, 1 (5 el G-F-—epimorfismo definido en el'

1ema 1"




Case

DESARROLLO GENERAL DE LA

TEORIA

1. En este caplLulo, como dl)lmos en la. 1ntroducc10n,
" desarrollaremos un. agpecto general del comportamiento que sostie
nen. tres functores con cmertab caractezlstlcas.; Posterlo:mente‘f‘

‘aplicarembs esta teoria a tres functores particulareé.

Mencionaremos primero una serie de propledades, que esta
‘,rén siempre presentes.a 10 largo de1 capltulo:

Sean A y B dos.categorias, F un functor de A en B, T y ka
dos functores de E en A.

Supbdngase que

i) T es adjunto izquierdo de F, .es decir,’ §: T - F: §

ii) F es adjunto izquierdo de H, es .decir, &3 F ~= HiG

- 1ii) H es isomorfo a T con un isomorfismo n natural;f
iv) Si M es un objeto de &,

@ un monomorfismo. de M en HFM, ¥y

! ‘ . VAT :
# un epimorfismo de TFM en M,

,eI:Siguienﬁe diagrama conmuta;(*)
Hom  (FM,FM) 2 e Hom (M,HFM)
] ~ ‘ ’ -
3 1 S " 1 (1,)
. ~ .
Hom (TFM,M) ~ o Hom (M, TEM)
: S~
(n, 1 | _ ~ol ] ae
e
“Hom (HFM, M) 1) » Hom™ (M,M)

Y 5ea F: W == N, g: P —» M, h: N P, Llamam#os
Hom (P,f) o blen (1,f) a la aplicacidn g — £q, Y
"Hom (£,P) o bien {f,1) a la aplicacidén h '+ hf,



 ma

. Con estos presupuestos, demostraremos los siguientes —w-=

 tres tecremas:

2, TEOREMA: Fdivide, y F(Im@) es .sumando directo.de ~~
. . LI Wi aernatemns el E - Camn
L S e S Y : v
FHFM.

a) Paba;demostrar que E‘ﬁ di?ide,,considébéSe eildidgfaf3"f

. -t :

Hom (FM FM) o e Hom. (M;HFM)

(F@,l) T N T (9,1)
‘ Hom FHFM JFM) e Hom (HFM HFM)

1Dado que
tenemos gque
- - ’-| .
Entonces,

e SRR |

CHD ) = U ) =6 R =1y
"y, por la naturalldad de €, ‘ e

$ (1 y) es tal que

HF

N )(Fe,l) =1

HFM FM?

es decir,

e

P B = 1

-t
é'niﬁFN M

"

b) Dado lo anterior, FHFM F(Img) G)Ker[& (1HFM 1.

3. TEOREMA: F G divide, y F(Ker&) es . un sumando directo
de FTFM. ‘
aj Para demostrah que F@ d1v1de, cons;derese el diagra—“‘f

ma



 Hom ('TFM,TFM) - Hom (FM FTFM)

<1,(;‘) 1 . 2 1 (1 Fg)
Hom TFM,M) ' : F SRS Hom (FM, M)
Tenemos: o

B (1,0 (L) =5y “g@ p(lm 1) = gy

Por la naturalidad de %,
g(lTFM) es tal que
. ot _
’ (1,1’(3) (1TEM) = 1FM’
‘es décir,
F g(l = 1

rEm’ FM*

b) Dado lo 3nter10r, FTP1 = Im[F(lTFM)] €3F(Keq3).‘

‘4, TEOREMA: Las siguientées tres condic¢iones son ' equiva--

: lentes:
i) @ divide.
11) @'.divideo

M,

iii) Existe un endomorfismo of de FM tal gue V(a) L

con. la -aplicacibn v definida por la compogicidn en elrdiagrama

. conmutativo expuestc en el primer parrafo.

1) Que @ divide quiere decir gue existe un morfismo --w=—-’

@%: HFM -~ M tal que @;@: 1M, lo cual‘gs Qecir_que la'ép}icaw
cibén Hom(§,M) asocia a f con 1y

2) Dado que Ry § son blyecc1ones, ﬁ?prov1ene de un. mor~

flsmo ‘de Hom(TFM,M), que a su vez tlene imagen inversa o en ——=

V Hom(FM;FM)e Es decir, lc anterior (punto 1) resulta equivalen-

te a afirmar que existe & « Hom(FM,FM) tal que

(B, 1) & (o) = ¥ (o) =" Iy-

3) Por la conmutatividad del diagrama, esto reSulta 10 =. .

1
£
[
]
By



mismo que el hetho de qué
L N (T TR

(1, (1,040 = 1y |
LO cual es deczr que G leJde puee,‘51 llamamos‘
b= (1,6 (o), -

pyes tal que
P L
(1,p0 8, =0 8= 1,

e inversamente, dado que 7 y. < son biyecciones.

A la aplicacibén. ¥ le llamamos la Norma de un morfismo.

Supéngase ahora gue; ademis de las propiedades enunciam-— .00

das en el phrrafo 1, tenemos que
v) F es fiel, es decir, que si £,y £, son mdrfismos;*_Q
,F‘fl) = p(fg) 1mp11;a f1=f2,

5. . Sea YW ia claae de los nonomorrlsmos ‘de B que divie-

“.den. Sea Hi 1(M) eA4 Desde 1uego,VH es 1nye¢t1vamente pe£'  

‘fecta, todos los objetos de B son inyectivos relativos al, y =

tenemos el siguiente

LEMA: Decir que‘ ﬁ divide es equivalente a decir gue ,Mf.,"

es Jnyectlvo relativo a M.

1) Supongamos que M es 1nyect1vo rclatlvo a Wﬂ Por - = “ '

aplicacibn directa de la definicidn, existe ‘Eﬁ HFM e’ M.talvweé;'

que F@"’: 1M,'como se observa en el dlagrama siguiente:

0 ..__‘,xv b M

/m,

- Bs decir, @ divide.

2) . supongamnos ahora que.§ divide,

18-



Dada ‘la propiedad (v) y las espec:.flcaczones puestau al
priricipio'rié este pdrrafo, se cumplen las’ hlpotegls del Teorema«‘~-—

del L\d]unto (Dual) "y tenemos que FMé I(W\'),. Entonces,‘

i

weem) € TETLom)) = T,
Puesto. que (3 divide, M es sumade directo de HFM, y, por_

el fnis}mo teorema, M sT(M).

6, Sea ahora f" la clase de los eplmov"fl.,mos de B que’_-?.“
j'd‘j'_‘%’;iaen,' SeaA f: (&“ )€ A, ‘Desde luego, 5 28 .proyectlvamente -
‘perfncfa, todos los ob;e{“os de B son proyectlvos relatlvos a E v

~ tenemoo el olguxenie : . ’ . L TR i

LEMA: Decir que § divide es egu:walente a decir qtl@ M "--r ]

'es proyectlvo relatlvo a £,
Como se ve, este lema es el. dual del anterlor, y la demOS
',trac16n enteramente similar: S _ ; “ : o .
1) Supongamos que M es proyectivo relatlvo a E. Por =i
baﬁlicacién directa de la definicién, existé g, "_mOJ_“f"J’_SmQ de M en o

. _ SR v
"TFM tal gue %f’; 1M’ como se. obgerva en: el dlarrama /__uulen\.e.

L ,
. ? " 1M

TFM o M 3 O
: Es decir, (é‘ divide.

2y 'SLipOlngérros que Fl divi de;‘. ’

Dado que se cumplen lao hlpoteﬂ.s del Teorema del Adjun-
to, Lenemos que FMeB(E&), ‘ | k
g lo cual implica qu‘e

M € B(FTL(&')) = BCE Y.




v‘”.'parlafo 4 con los de los pérrdfos Sy 6.

To Con Io anter1or, queda deuostrado el principal teo;

~?ma de nuestro EJtUle, ‘gue enunciamos a’ contlnuacién,~

“

TEOREMA: Las s;guxcnteg tres propledades'¢on equ1va1en~»

‘,fes (bajo las h*note is del cap*tulo)

i) Mes JDYGLthO relatlvo a .

11) M es proyectlvo relativo a',é?'

iid) Existe'unymcrfismo ot Hom(FM,FM) tal gue-:f‘(¢) §f;ﬁ¢?

La dpmoutrac¢on es corolariaL, uniendo el resultadq;délﬁgff




LeS FUNCTORES F, T y H 5 "

1le Para aplicar 1a Leorla desarrolldda en el Cdpltulo 72

: anterior, derlnlremOb tres functores y dos morfismos partlculareQ.‘

- Comenzaremos por precisar lasycategorias en que trébajaré B

L MOS.

]

LEMA: La clase de todos los G-médulds,( ) junto con los =

—homomorflsmov, forma una Categoria.

- Llamaremos éﬁ a’esta categoria.

2, Sea G un grupo, 5 un subgrupo de ifdice Ffinito n én'GQ*‘”

Deflnlcion' Llamaremos F al functor que asocxa a cada G-[

v "

- modu]o M el S-mbdulo que resulta de- ”olv*dar" 1la actuac1on de G en

»M y considerar sélo la . de S, vy analogamente con los Q»homomorfismOoo

Definigidén: Llamaremos T al func tor que asocia a cada S—-.
G

: médulo N el G«médulo definido en el capitulo»2'como:m « Sihes un}

morfismo de Hom(N,N'), Th queda definido, si Zgjenie ™, por
Th (Egioni) = Z ginh(ni)u

Definicidn: Llamaremos H al functor que asocia_a'cada.sf.

mbédulo N el G-mbédilo inducido por las funciones de G en N y tales -

que, si gé&G, se&S, feHN, entonces f(sg) = sf(g).

La operacidn por G queda definida como sigue: sean:gi;v; S

(*) ‘Para la definicién de G-mbédulo, véase el capitulo 2 (G es un =

grupo’l .
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~Q2'5C fGHN deflnimos

f( ,)‘5 f(gzg ),

v.AdeméS, sih eHom(N,N'),,thqueandéfinido;‘siff eHw;>pérj
Hh(f) = hf. ' | ' :
Definicidn: Llama:‘emés '(3 al nior‘fismo, de HOM(M‘,HFM) ;défi‘fn;‘{':"'

: do por '

(5 (m) =‘ fm’ ’ ‘ » v

",en donde meM, y f : G —s FM es tal que, si g &G,
fm(g} = gma »

: Defini’cién: Llamaremos‘ (3 al morflsmo de Hom(TFM M) defi-:f{-
nldo como iguf-':’ sea Zgi.m GT}:M. Bntonces,

@(Zgiam ) Zgimi(‘).

En 105 S:Lguz entes parrafos cumprobaremos oue 99 cumplen -—'.

1os presupueL fos del capltulo anternor.

3, TEOREMA: El functor T es adjunto izquierdo de F, es..

L
Bl

o
s
4
f!
4
it

. N ) - _t
. dercir, g T «— F: &,
Tenemos que demostrar que, 'si M es un objeto de
‘uﬁ bbjefo de;qﬁ, existe una biyeccidn natural
§: Hom(TN,M) Hom(N,FM).

’ 1) ConSLderese la composicidn’ :.;
1i h
e rm—

TN s W g

N -

Es decir, si h ¢Hom(TN,M},

(") Es decir, (3' es esencialmente el mismo del’?'c'épitulbf ‘2.‘(,12..4:1")."‘.



g_‘v(r{)' - el i"é»;';)i.k?,
Explicitameﬁﬁe; si neN,
CEhin < h(len).
§h es un S—homomor 1’mo, pues ﬁi;h‘émg,se,s,;' s e
gh(sn).% h(lesn) = h(s(1:n)) - -shm.n)‘»'='§;h"("n__)’;f_“ L
Sy s

?) (OﬂoldPEEbC ahord 1a comp051c30n Y

™ »ﬂilw TFM w?..«. M

(RO

s declr, ‘si h! eHOm(N;PM),
ot o

- §'(h') = ' The

vExrllgltamen{e,

i

g hr(x 93 i) (&'Th’('}:vgi‘;ni)v = (;' Zgy.h" (‘ﬁi R g

i

E'g.h‘.(n.,)°

; ,:lli-‘"" S
% h! es un :~homomoxflsmo, pueo si- qe G, gq *gk 4 vy

§ h'(gZ g 1y ) § h (3 q),b ng) o= gkh (sin ) =  lifu

B

Z gpssh'(ng ) Z qg ht (ni)

i

g;fgin'(ni) g? h’(i 9 ~n ), 

. 3) Efectivamente,

.'i)_‘Sea‘ he Hom(TH,N), ¥ g. e ru, i..ntonc,es. _ .
 §§%h(Z gs-n = Z'gi?h(ni)’ Z.g H(?on ) —'Zih(g -n )

s deéir;
el
39 = Lyom(rn,m)
ii) 3ea h' € Hom(N,FM), néN. Entonces, e
§¥h1(n) = $7h (1en) = () = ht(m.

Es decir,

“ "g.l'_ 1 .
r.*:'v’* Hom (N, FM)




4) Demostraremos ahora que 5 es natural,' es dec":‘
’ .'itf.los diagramas olgu‘lentes conmutan.‘ e
: Sean M Y M", dos objeto‘s* de‘yk 'ﬁ- ,
'v’ Snan N y N' dos cbjetos de M.

1) Hom(TN My —._--i--.-v Hom(N m)

m 1)1 a, 1

Hom(’l‘N' M) -m-«-»--g---—-v Hom(N',E‘M)

,‘en donde lSHom(N N'), :

’- ii) Hom(TN M) --—-——-g----—-u- Hom(N FM)
(1, 1')[ | | (1 Tl >
§

Hom(TN l"”) i d Hom(N FM )

vi'ien donde l' eHom(Vf',N).

Sea h eHom(’I‘N M) Tenemos que.

Hom(l Fm)hm.l) h( 1 i)lf‘

“%

i) Hom(l FM)‘;’h

h

h(l 14) th(l.n.) m?th'r

: _L:L)Hom(N,TJ_: )§h~ 11h(1.1) = g (TN 1: )h. . '

4o TEOREMA 51 functor P es adJunto 1zqulerdo de H*‘J; |

,fjde'c'ir','f“ & 3 F oo H 6
’I‘enemos que demostrar que, S,L " es un obJeto de M',._N"-‘.ijn
‘.‘objeto dei M, exmte una- bn.yeccz_on natural e
8 P‘)m(E‘M N) —-—q-Hom(M HN). '
Consmderese 1a compos1 c:Lon
’ “Hh - ’

o coew HRL L

'l -1

Esto €s, 51 h eI-Iom(FM N),

cf(h) = Hh(s

- ~ A ey P ‘. - -



‘Entoncesy

S 1) J'h es un G-homomorfismo, pues. si meM, ge (‘5:,

ysigeG

5(h1) c§ (hy), para toda g e G m e M

o sea, s

’ bv"r‘r_xq‘s.-‘h"(r_r_\')”

- Obsérvese gue, por ser h' G-homomorfisme,

h(m) = €M (1)

: Jh(-gm) gc’h(m). :

 Hh @ (m) = Hh, § (n),
'Hhiff“':(g',) = Hhme(g) y
, hi('gm), Vxlhz (gn‘]')ov | '

.:hifm);=.hé(m),

Jh(gm) ,Hh?é'(gm) = thgfn’

d’h(gm)(g')

i

i

thgm<g{) Hh(é*gm)': Hhf (g g) ¥,~"“V

thf'(d')

Wil :
i

gHht, (g ) th p(m)(g’) ~5ﬂf

4

th(m)(g ).__,

Es dec1r,

2)4 es Lnyectlva, pueavsj h“l’ h2€liom(FM,N) tales que-- ke

Por tanto, si en par’ticul‘ar gl "

3)d es suprayéctiva; pues si h'e Hd)my(r»M,:HN')‘,' e b?,""ilame'-éj\:r._ e

= £7: G ——o N.

hi(gm) = £9" = gh'(m) = gf".

Consideremos Qn'mbrfismo h e HOM(FM,N) tal que S




~los diagramas siguientes conmutan:

FRaN

©Sh(m)(g) = M () (g) = HRE (g) = m(gm) = €971 =
S .gfm(1>"%7fm£9>_; h'(m)(§>g, ' 73 b

7 9ék taﬁtoz TR TR e .

' $h:_hi‘

'_iEs de¢ir, J~é$ biyectiva;:
k'“d)vDemoﬁtga:emos ahota_quéiJ'és>naQQEéi,

es decirx, que -

,ﬁ.‘ .

Sean F; M' dos objetos de b

"Sean N, N' dos objetos de Sﬁ,

L i) Sea 1 e Hom(N,N')

o }‘iom‘(l"‘M‘, N mw»éwm»v HOm’(M',HN‘)‘ o
1;/(1;1)L’ PRI »,l7<1591)

o Hom(FM,N'>,“wwmé;«;».ﬁomcm,ﬂmv)’;:

©ii) Sea 1f Hom(M',M)

Hom (£, §N) g w%’HOﬂMQHN)';

(e1,10 ] 'lm«_,qq

CHOM(EM Y, ) oo S Hom (M HNY

© Sea h e dom(FM,N). Tenemos aus:

B

1) Hom(M,H1)6h = Hom(M,H1)uhf = Hikng = 1hf= H(IN) F=

=d 1lh =96 Hom{FM;1)h.

i

Cid) Hom(1',HR)Sh = Hom(1!,J)rn§ »Hh@l”::hgl’ ~

Por otra parte,

It

SHom(F1',N)h = §hFl' = H(hF1')@ = hFl'g

“Ahora: si m'gM', geG,

B

h'311KM')(9) = hfll(m)(g) = h{glt{m)) fhlf(gﬁ5)bé;~ 




o~
i

B T O?RNA Bl functor H- ea Lsomorfo al functor T con. un'

k Lsomorflsmo Q naturd1

" Sea N -un objeto de R

Sea. Wz HN w—s TN definida pcrw'
‘ e '

‘ A’I(f) = & giff(gi Yy ‘ -

con feHN, g, 6T (véase el capitulo 1).

Tenemos que:

1) n es 1somorflsmo, puec

1) Si g€G, gg; = g Sy, en donde k é.f<i)»:lafP¢?@“féffﬁ'”

_cibn enlos indices definida por g. As;,~

L -
g - _gksigi"

R e =:sig;1« -
. Téhemosventonces que - _ B : P
q(f) =gy it = % gkos*f’(g“l) 3 gkef(s ath =
=z gkuf(gk g) =& g}\vgf(qk n(af). :
i1) N es monomorfasmo, pues si: f eHN y es tal que q(f) 0
Vk‘ad séa, T g -f(g ) = O; esto impllca que. f(g = 0 Ddra toda »'ﬁ

”gzlé I 1, sistema de representantes derechos,:y entou¢es,
T CE = 0. '
iii)q es. epimorfismo:
Definamos £ &HN tal que f(ézl) ey es décir, paréjtd?q;!‘

v =]
giﬂé G,

%
[/
=

2

m1y L eeamlomly =l =1y
£(gy ™) = f(sj 95 ) = 8y f(gj )



Entonces;

‘ Ly ;:”;1‘; o
ﬂ(z) - ; Sivlﬂe' )= Zq..ni

5
4

2) Demostraramas ahora qua q es nakural -decir,~qhé~?
el 51gulent¢ diagrama. conmute:

o

Sean N, N'  objetos de éﬁg Sea h ¢Hom(N,N'), Sea £ &HNo

HN . oo emrtenmts (TN

1 S ’

HN "~+—~;_«----» TN

Hh

-Tenemoq que

R

Thy = Thyfg; af(g 1 = 2 goeneih) = T oggemns(grh =

it

WHhE.

6., TEOREMA: sl siguiente diagrama conmuta:
Hom ( FM, ) meeremeee oo oo {1, HE) R
-t - ) L
‘ g l N : (l,ﬂ) AR R AT
1 ey | ; . e
Hom (TFM, M) A Hom{M, 'I‘FM) }
R . N~
) ‘ ~ :
Syt N xl F)
" Hom(HFM,M)

wwm~~q-Hom(M M)

(&,

" Sea heHom(FM,M). Sea méM.  Tenemos qup

Hom(M (!)Hom(M,q)d(h =@V\Hh(¢(m1' (ithj (lfg,fhr (@.,;)

it

g Th g oty ‘) >‘F‘rhqf = 5’.jf;f3= ;f.gsxf

it

'Thq@(m) &

Xl

om(ﬁ 1)hom&q,l)§ (h)«

"Explicitamehte; la norma de h queda:

Vi) (m) =z g -nf, (o7 g,




A esta norma concreta es usual denotarla por N.  Queda,~

pues,

-

'N(h) Zg ~hf~;

7. LFM v: F es fiel.

(Trivial).

,ConsjderemOS’a la clase W\ de 1os S=monomorfismos que di
viden. bnton;eb,
l) Todo objcto de MCI(W\).,

i' )‘Wﬂ es LnyectJvamentc pprfecta.-

Consideremos también a la clase & de los S-epimorfismos:
que dividen. Entonces,
‘ Sy e i o=l
i) Todo objeto de MebP(€).
Pl B .

1i) €'es provectivamente perfecta;

Ty Lo
xas teoremas del*

Con esto, podemos enunciar en concrétb-

©capftulo anterior, aplicados en’pqrflcular a qu clementos de] pre‘ B
‘sente. ©n este caso,
-~ M es la clase de los G-monomorfismos que,; como S~mono = '

;morflonos, dividen.
E es la clase de 10s G*eplmorrlsmoq que, como s-gpl~”g‘

“morfismos, u1v1den.




';A P L T ca CION AL ARTICULO DE

"{I(;F]AN

‘Solamente nos resta hacer ver el para]exlsmc entre los a

' ~30—

‘pitulos‘2 Y 4, es decir, entre los resultados del artlculo presenun@ Hfj.;

Lado y las COnClUSlOnGb partluuldres de la teorla desarrollada,:

Como se vif pl functor F.es;precisamente la asociécién'e
‘»del modulo M con el mbdulo M g e el Iunctor T es la 1nducc1on de G

modulos.a partir de S-médulos utilizada en el apntulo 2.

Bl dsomorfismo con el functor H nos hace ver que:précticg"

“mente seguimos hablando de lo mismo.

Claramente, por tanto, podemos considerar como "1guales"~

al monomoxrfismo F: M ~«w’(MS) y al monomorflsmo M -m'HFM, -

‘poﬁ medio de dicho iéomorfismo, Ya hicimos thar, también, el mis%
‘ mé tipo de "igualdad" entre los epimorfismbs~dendminados incluso -e'
con la misma letra gE(NS)G — My GE‘TFM ij'i¢‘

Desde luego, en 3.2 vy 3.3, va aplicados en la ccncrecién;
del capitulo 4, estén demostrados los lemas 2.3 vy 2.4, base de la -
demos tracidn de los téoremas principales del articulo (2.5). Sih"m
embargo, el capitulo 4 llega a la demostracldn mis@a de los teoré—»l
‘mas. Para ver esto, basta’ recordar que'el hecho de que un.médulo_~
sea suhando directo de otro es equivaleﬁté a la existengiajde_una -
suéesién que se escinda, en la cual los sumandos del médulo‘inﬁermg_

le son la imagen del primero bajo el monomorfismo y la imagen del__

segundo bajo el divisor (monomorfismo también) del epimorfismo dado;;




-31=

Consideremos la condicién (a) de 2.5: "Para todo G=fl-md
dulo Ky si M es un GwJL~submédulorde K tal quermé,esAun,sumandoﬂdi

cto de K, entonces M es un. sumando directo de X',

o

Podemos olvidarnos, desde luego, de la operacidn del con,
junto (., dado que el autor la considera sdlo en vistas a futuros_

resultados, mis alli del enunciado de los dos teoremas en cuestidna..

ﬁTraduciendQ” la conaicién énpnciada, tenemos‘Una~sUCéf~
“eidn exacta
0 o M Tk “Eamr 0 S o (A),
ﬁ?la cual (o una isomorfa) si como Sesﬂcesién‘sevescinde, SeIESCindé 
como Gmbuc sibn. | ‘ | k,
Recordemos ahora’ la propiedad (i)'dé 3;7; uEl7GFm6du1o M‘
':es inyective relativo a MM}, la clase de’G#méndmoffiSmO§ que, éme;
'—munomorflgmug, dividen®, R
S Ahora bien: si ¢ en la sucesidn fA) s un eieﬁenfo,dé'ﬂﬂ,
¢ sea; 51 como S~monomorfismo divide, la 3-suces i se escinde,
divide como G»monomo;fismc, v la GmsucésiénfSe eséindeq ,Salvoyisgk

morfismos, hemos repetido la condicidn.2.5(a).

Dualmente tenemos 1a_equiva]encia‘eﬁtre (a')bde 2e5 %y
(11) de 3.7: | |

2.5 (at): "Fara‘CQQa G;lemédulé K, Si:M%_és‘uﬁﬂg;JiﬁsuQ ,
fméduld de Klfal gue Mt:K/M+'y_M;'es'un’sumando directo de”Ké£ entégy
’cés'M+‘es un sumando directo de K',

3.7(ii)s "Bl G;médulo M es provectivo rela tivo a EP
élése de G-epimorfismos gue, como Z—eplmorfismos, dividen".

{a') quiere decir que existe una sucesién exacta




0 e b Lok Eamomo oy,

la cual (o una isomorfa),‘si'como:sﬁsucesiéh se escinde, se escin-

.

~ de como G-sucesidn.

_Otra forma de decir lo anterior: ¢ & € y M B¢ €.

“Por otra parte, la condicibn 2.5(d) es precisamente la - '

propiedad 3.7(iii).
Del mismo maodo, puesto que el teorema 3 4 nos 1nd1ca que Sy
lo anterior es equivalente a gue 9 ¥ @ dividan, tenemos los Dun%os_

2.5(b) y 2.5 b') exore o&dOo en 3.4(i) y 4.4(11) respectlvamente,lF

yva.que; en particular,

0 o M Lo (1 9® e Ker B~ 0

0 m»xm:(sm-a m} -§L~Mm~o

4'e asc1ndcn.

»>

‘De esta manera, hemos llegado a la conclusidn de nuestro
trabajo, al demestrar en una visién mis qeneral dal &lgebra homold

gica los teoremas 1 y 1' del articulo presentado.
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