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- INTRODUCCION

- Uno de los mds famosos problema s en.la Teorfa de Nﬁfnéx.'_oé egel
llamado 'prOblema ‘de Waring, y es el u.igui“eﬁte:‘

'Dado un entero. fijo k %2, encdnt;af;un_naturai g (qUe d*z}:ende o

" .de k), tal que-cada 'n - se puede expresar, por 1o menos en unaforma, o T

de la sigulente manera:

S
nEap kA ke dag

_don‘deb : By seeey By "‘éo‘n gnte‘x{f;véa‘)né, nfef‘ga.tiv‘oé, nonecesdriamentedlsun-
:to>é.b.“ S

La »SOiﬁéiSn a gsté ﬁrahle:ﬁé fue “(iadé.“‘pqr Hllbert, ungiglo deqpués.
y fue ,1!;:‘,t‘riﬁnfp més par’a:vel ’anéuli’sibé, qﬁé .pax“é. 1a. 'te,q;"i'a"‘de‘ nﬁmeros,a\m- T
: Qﬁ;,'Hilb‘e’vrt‘soldz delﬁc;st;'G ‘la eXiB‘tke;ntv:‘ikz‘x,de t‘:vil: s‘;o.luciann'v. : Esconocitloque

para resolver el problema’dé Waring es necesario conocer el numero de. '

- " goluciones de-la congruencia -

CxEpytalmo0  (mod. pEefsl)
“‘Ahora bie'n,’.‘és‘ste nimero se puede poner en funcién del nimero de. sbm;io‘-v

"nes de




L o a las que ’llé;inaremos perfodos,,.siendo R# 1 una raiz pVi

v .1.+,get+!;2ge§‘+h Sm

' ‘dbnde’ “, 0€t, =zgf-l, 0gk, hige._'e 1 y g “es wa raiz prlmxtxva
L de p
- Estos nimeros se pueden calcular, como lo haremos, para s

e=2,3, 4,5

© Para esto introduwimos las siguientes sumas

=1 et‘-ka

piésima’

'de 1a umdad, y con esto llegamos 41 sigulente resultado

e-l

r(mnmk j_“_o (k, h)qm+h+fsk

3 donde (k,h) és la c'qnsltan‘te ciciotémiea defimda enelcapft\zlo I y

‘se ,déﬁné en el capftulo IL
‘ '_»Posteriormente se llega a la Biguiéﬁte igu_aldad: 5
eml

g;) (kh)- f«-sk

muy importante para resolver nuestro probléma.f



. Paralos casos e =3, 4,5 eanecesario obtener mis relacio-

nes, y para esto.introducimos la funcion-de Jacobi -

Fla) 2y o« “RE

S t.:vo‘n‘ “ d(#l una ‘r'ai'z de.ff"pr"l‘ 2l yei R(m,n) Sedeflneco 0

m n

R () e
| F( pm “)

con fﬁunaraszrlmlnva .’e;ésirria‘ de la umdad, sellegaaqUe
con m. y n rodivisibles por e. Ademds  R(m;n) -est en funci
las k’c‘ohéta;‘;‘tés, 'ciclvubtémi'cas:-.k
: , F’inaiﬁ'icﬁte, ‘se ve el tedréxfh?de _\Ta,é‘obi en el que sedemuestra un

. propiedad de la funcién de Jacobi.




 CAPITULO I

El prdblema principal del presnnte trabago as eﬂconf:rar el numero :

de soluciones de la siguxente ecuacmn
ke almo0 (mo‘d.f)j o

'd'onvd’éf P es un nr1mo de la forma p-=ef4]1 con. 1<e<p..1 ‘
‘Nota-' El'cago ¢ =1 e trivial. -
Tratﬁrfefhos en primer lugar la ecuacion mds gene ral S
T e RN
(1) , Z c,x B d ,(mod. 'p)k, p =’g£+l.

. i=l T D BT
_ Veremos que el namero de 'so'flucio'ne_s de -,ésta‘\cohgjr}éncjg_-és‘tafen :

. funcion del nimero de conjuntos de valores zl;jzz., ...v_;’,.zll_»“'“

0,...,f=1 que satisfacen

‘ n e'zi—!-'éxi.. S T AL
{2) }: g =4d (modp) L

i=]

','"-""dotidbe : g es una ram pr1m1t1va de p y
Con mayor preciaion tenemos el s1gu1ent:e teoremaﬂ ‘

TEOREMA 1. _Sl nmguna.' c:1 es d1v1s1ble por el pr1mo p A ef+1,"-"{'};

.. el niimero de soluciones TRRRYE todos primosa  p,. ’de :

» Z [ x -"*d (mod “p)
g i




o i’iffq'memo‘s_ﬁna s'olucién (xl', i .»,jxn),-- de f(‘c X ) (mod p) v

s es e veces el numero de conjuntas de valores zl,.'..,zz , ~escogldos’
de 0,1,...,f=1, . que satisfacen
n '.ez,+va§_" : e
A O ~;' o
" donde ;g es una rafz primitiva de P y (mod p)

' Demostracion.

Seag f(xl, ¥ ’xn) a écle-d S

n ey +a

g(vv---vv)"zg -

iy xi:}:ko;(iﬂ,' ...,n). Para cada x ,,kt'eqem_os S

oy ST R T g »»pi.i'
X=g (mod. p) con 0%y €p=2, yaque ggheeesg @ '

. .. . . . e L ’ >
forma un sistema reducido de residuos modulo: p. -

Consideremos (yl, ey yn) détéif'mi_ixéda-pbif’,'j' (xi“’ cerx

n- .a + ey o . a e}y‘,:’. g ; S
Zl_ g E;g ‘1 g EZ y - d-O (mod p)
w.1= AR - 1= ) =1 b SN

. (y‘»l‘,"..-y._', yn) es una soluc:“u,Sr‘; de 13("1? R 'yx")'.  I o

. .-Entonces el nimero de solucionee de ' f -es igual al ninero de =




:solucionea (y T Ly ) tomadaa modulo (p-l) de’ g

Ahora, sea (yl, e ,y ) una solucion de g -

 Para cada vy se tiene:
Y;=f51if+zi,' 0§z €f-1 vy ‘~0‘~Sq3‘

;y n a +ez |
a=y gt

i=1.y s ‘1:1

I N

[+1-3
3
-
o
aQ
ils

J.oye o eds0 (modp) (M

S 'cédé. (Y Ve ey ) determma una solucmn (z 3z ) de (

(zl, vein® ) es una solucmn de (*), tenemcs'

ezi-F a, e(q f+z)+a ' S T e
- g " : (mod p) do‘nd_e, 08q geal

i

" Hay. e ~pbsi5ilidadeé ‘para' q1 S

= :(zl', Voo ) determina e solucmnes de g(yl. R ,y )
Por lo tanto se tiene que el numero de solucmnes f(x. fe ,x )

es . &  veces el numero de conjuntos de valores Byyeess zn esc:ogldos

;entre_ -0 y ka-_l que satisfacen

n ez+a ' : '
Z:g o “d (rmod. p)

1=1



. donde 0 $h Se-l, 0Szgfal

T CQROLARIO El'i;;ﬁrhefb deﬁélu‘cidnés'pi}imﬁs a ‘p= eH—l de
P y®=1 (mod. p)

- e8 e’ veces el nimero de conjuntos.de valores:” zx..'.'.' + % escopidos

de 0, .., fal '_qvue' satisfacen

g Mg P =1 (mod p)

~En.este caso ‘n =2, 1:.‘=g 1o ypox lo tanto a, ‘=‘.0’. ji"='1,2._f

E jAl;_lq,ra; brcé_ll,ﬂr_vic‘iel“émosk ",‘N 5 1+ et +k ‘con 0"-1. <f_1 Y
0€k et | e | | |
8t N*" (mod. “f’)",ré_’““,"“éf’s‘ N o ('?55&;'.1‘“??"9?35 Una P°tenma de

e ».+g°t“° g% (mod. p =efl)

m

e

DEFINIGION: Para I y h fijas, sea (k1) el nimerods

: ."c:;)nj'untqs”"t.ié.::v‘a’lores‘ de ’t' v"y z, _ca‘daf \;nltliill'esbal_cb'gid:b‘s"f_d“e' 0,1, . . ':f-;';l‘
i ‘ éafa bl‘ové‘_'cualel's (3) eAs,v»a'.Ali‘ida. ” o LR
A (k, h) seble 1lama kcoxrlsvta,ﬁtercic\lyét"slr:r.ii"c;x.
‘VSi“’im‘:remeﬁtam,os..,’ k- _6. : h poxunm(xltxplode ey (k h) no se_t

altera,



TEOREMA g kpa’;'-a'.:_k'” , yh escogidos entre 0 1, vea ,e-l

o Ia. congruencxa

W =y (mod preray

:tlene e 'actamente-'- ‘

) e’ (k h) solucmnes ot hq“O y k:ﬁO sxf : espar

2 »1 f ‘es nnpar. -': k
oy e+’e'.2(k, ) spluc‘iqnes.fg‘i;” h o y }cq& o sv’i" foespar, ikde/z
j Si‘i Tf es Vimpiau"'.é si h:;'=0 y k ::0 ' f ‘é'x-:{ par,k =e/2 31 S

Iv es 1mpar.

: i’ii)\f 2e+ €’ (k h) : soluéicﬁnes #i h =0 y k ?‘Oi:fﬁif‘ fespa.r,kne/z

g I es 1mp_a.xf. '

Demostracion -

" Por elteorema. antevr:io'r,-» ) (4) ‘tiene : ez(k,h) f":,‘sfql_‘;czgnga.élm{és
‘;a p
1) Sl hq':O ¥ k#—O »si; £ es par, »"‘k‘aé/é/Zv/ i fesxmpar B
Las soluc:onea (x,y) ‘con x,‘u 1) ‘satiéfa:it:en:i R
1= (med
g =y o {moduipy oo

e iR i:_,e ind,g vy (mod. ef) :



k e‘h .

. que es una contradiccién, ya que 0 h§e-l

;... mnotiene soluciones con x 30

| Las, ‘S‘bluci‘sn@é con _y z 0 é?_ti‘af:ac'ehi ‘
=0 (modp)

Kz medop)

. x=g% .paraalguna s falque OSEEpa2

o kwdpel)y oo
L eg =g ?‘P )_' . (mod. p).

:-es> Vk"-Q;! ’.*1 -
g =g a(P 1)

B

(ot p) f

mes Tkebh(et) H(em

Si f es par, entonces e'v"'k,, 16‘quevm‘)“.pﬁ_e'd‘e'ser"i}i‘x'es

s £ fies[i‘mpar, entonces . es pary por io '@ngdv- ‘?/2“'-',1(:1.” 7

1° quev_imﬁiica que k= e/2, ciue.nor'es posible Pu‘eé k# e/Z 31f

es impar.
! (4) no tiene soluciones con- y = 0.

I 2



‘, por 1o .ta"n't‘d, {4). tiene ez(k.h) ‘goluciones en :ésktej_cas,b.
H) 81 h=0 y k#0 i f espar, kfef2 si f esimpar.
e Sl (x,y) es solucidn tal que x = 0, se tiene

h e
gy

o

1

e

ye (xﬁod. 7}
Péi'Q'_la"»cdngruencia 1=y (mod. ) :ti‘e'ne: e sdlpc:i‘c'meé.” Lo

- ',",',‘_;(4)2"tietié' e :sqlﬁcioxles con- x'= 0.

Si (x.y) es talique" v= o entonces B ik e feﬂparc'»
Rt i e R

; b‘Avhéra,' ‘si' ‘h#f) Ty k £ 0 31 : fes par,. k -6/2 51 fes
1mpa.r xi‘q tiéﬁe; 'solu;’iybohqs cbg | x = 0 ;~"y'a qué eXh : e

. :Si' y =0 tﬁmplé' la _c.‘ondicién'c‘l}e ’qﬁe S k=0 si B f :es;_p{:“t‘r_ y

k= e‘/?v‘ﬂ_’i 3 es‘im'pa.tri.‘

| o tie:ng e+ ez(k,h) »soylbﬁcyi_ém'ais. o

',,i"i’iv).i' aw i 'y s 51 niv e k v o/2 sl fes!mparuene
| e sfoiu'ciones con x=0 y e soluclonescon ¥ =0 e

" tiene ' 2e+ ez(k, h)  soluciones,

S geed.

- TEOREMA 3, Cuando f ‘es par, 1é.'cozv1gr_ug'néiév

(5) k= g (mod prefdl)



@

tién’éyel mismo nﬁméro de soltciones que (4).
Cuando‘ f esimpar, el niimero de ;,;.nl'.uc.iones es N~ ez(k,h+%e) :
si h#le ki¥le; o#N si htle, krde & h=lte kile; 2ein

sl hsk =%e

. ‘Demostracion.

Slf ‘é's"par,“éXis'te ‘we Z tal.ﬁue' ordéw = 2g POI‘:qﬁé":

Cpom L= Ze f/Z v ordp, gf_/z = 2e

L 2e
Cw

TN

el e

1o (mod.fp)ﬂ' g 3

yoWE fmea)

“Entonces’

oo lkgx Eagy =g owy =g (wy) o (mod.p)

il

e x 2 g (wy) . (qu.‘ p)

'21+g

‘Esta ultima congruencia tiene el mismo numero de-soluciones gue

(5) -y ademz{s yeé‘ de-la forma (4)

;. tiene el mismo nimero de soluciones que’ {4}.~

81 £ es impar, tenemos:

14g x° = ng'y  (mod. p)




%(P'l) h~-e+e(-§-'2t.1.)_‘.v h"ae z(f“"l)e
& =g S Fe s

(mod p)
* (5) es cquivalente a
k. e

el (2‘”" " <mod 0

y esta congruenaa es de la forma (4)
Utllizando el feorema (2) tenemoa que si h -3 e;‘: 0\y k;{: : ‘e”;"“

e tonces tlene z'e (k,h --—g_e) gs_olucmn_es; i h:f:z e- y k age 6 i

y k#l : tiene",éaa'N ‘éoh‘iéiones; i h = k=% : tmne

Ze+ N éblutione’é.‘ o

S ATEOREMA‘ 4: Si f eb impar, el nimero de. soluc‘iqﬁeé de o

4320 (mediprefsl)

i es ‘e (0,%e). Si f espar, tiene el mismo nimero de soluciones que (2). .
. Derriostracidn,

: "‘_l_‘e"f fal
1+x° = g y.ﬂE e/z 2( )v) (mod P)

i £ es impar tiene e ((),,2 €) soluciones',‘ por el teorema '2‘. L

S B f es par t1ene F'l mismo nimero de aolucmnes que (2)



. CAPITYLO I

Caso e =2

Hemos visto en el capftulo anterior que el numero de soluciones de
las congruencias que se dan, estd en funcidn de las constantes ciclotémicas = -
o Kh)e
. -“Es conveniente, por lo tanto, obtener relaciones que nos permitan. -

“de una‘manera relativamente ficil, encontrar éstas e~ ‘constantes ciclo~ .~
©témicas,’

. Para esto introduciremos la siguiente definicién:.

Sea ' g - una rafz primitiva de un'primo p, 'e undivisor de ‘. .

' p..l y R#1 una rafz 'chalqui'éra"de %P -1 = 0.
. DEFINICION: A las sumas |
f-1- ,,et-}-yk A

B O D W

@m0 el
te0 PR e A
.Se"iesgl'larﬁa Eefi‘odns.

. Ejemplo: pe5, e=2 £=2g=3

t=0 _ o te0




n‘“* R,+.R9_=R+R RS R v =R3+kRZ7~.R“_-i-‘R;ﬁ Sl
R TEPL LIS SR (RN F T
Los perfodos son: V‘O'-'R.‘-R vy ﬂl « R+ R,
_‘Ahora, conslderemos ~ Y\O V\k

£~1 es £1 - et+k f-l f-.l es'

B=0 ; 't=0 O ’» ‘8=0 t:

e(t-s) +k

e

= _Para una s .fija pb:dgmbs.sﬁstit\ii‘r' ,t‘ 'por t+ s, _ dohdé t

‘»,yk,f'var{a tntre 0. 1_. .,.y.",ff-—l, (i.e. t corre sobre un axstema completo de

reéiduba moduid £},

(7) : *q Ylk Z Rg B N don,de S = 1-{ ' et+k o

"501

: lo/Sea :NE‘O (mdd; p)e

| Se vtie";'n"e que O et +kg e(f-l) e-l' ='ef - 1 2p - Z SRR

0ot 4+ k€ pe2

o 81 ;‘éfi}-k .<';T(P"'1)' ‘ enfonées _,Z(iat-i»' k) (pﬁ.l’ S

Cplet+i) ' ! o bk
2(e‘~t+k)"l (mod. p) ya que ge, _ (mod. p)

= ord g p-l 2(et+k) gue. es una contra.chccmnv

oL et +‘.k,>/ 1(p-1)-



st et+ k> 3 (p-1) exvzt(')t;cet‘a»j :

o "‘%(y-l)'get-i'-k( pal

p-1 < 2(et +K) < 2(p-1)

0 ’<__2"(et _+Ak)'.’_._(yr‘,;..1)f<‘xip_;1,‘ ;

e R et o)

(mod‘p) : S
= et g Gl - ) .
lo cua1 ’:C{‘,B;i”mposi‘b‘lbeg. .

‘ et+k i_«"lg‘(p-i)’.
’. 51f J:es’*par‘.' vi‘»sve' tge‘ﬁe T
bk gremelkokomian
i et+k= ¢ /z f:>e/z\ k=’>k '=’ e/z=>t= 1/2“_1)

. DEFINICION:

=1 si fj es pary k = 0 . 6  51 i es1mpa1- y k:e/Z ‘

= 0, en los casos restantes.

&7 Por lo tanto, N=0 (mod. p) ‘es valida pa;ra.'éxaétz}imerité"v sk

‘.‘v'al‘orés de t, yla correspondiente parte de (7) es’ fal‘ S




C ‘Zo / Sea %0 mod p) P"of (3), efrfz;el -c'{xbx"t»ul-o. 1

: ,N-1+‘gf k z-ge"*.h. « (0¢ h€oxl, 085 &Eal)

5 't y =z son valoms ﬁ_yos que satlsfacen (3), la. correspon~ -i_ B
: _“d:ente parte de- (7) as 1! |

f..l es - “f=l es ez+h o fel e(s 4’,.'5)%}1’;_‘{-1 : :eé}h 3 SRR
N7 RE N s R_g R Loay rE: =N RE S 4 e

82U =

”y'\o E.(k h)vlh+fs 3 (kv0e~).)

e
‘ Ahora, reemplacemos 'R por' ng. . Entonces Yh

IR "'v1erte en Ylk-&- o en ol cual debemoq reducir el mdice de N
1 1>0‘ é.
e~l

(10) v\m ‘qm+k Z; (k n) rl +h+ fs e

S la 'éCuacié'n_ Perfodo.

R

' Los e perfodos (6) contienen sin repeticiéna 'R,R,...
2 opal T
R+R +.. 4R =l

e 15‘&—\(\04» Yh'* o "HL'?: 0



e en 8 I,Vll, ooy Y,lé-‘-l'. (Setoma Y\O como ccnsf;é»nté).' o

: 7,‘:PO!' (9)
‘fl Yh « OW\ +fs S 1)*1 +. +(1‘¢‘;1)\'1é;1" -

| ‘(\d'ﬂzz' (z o’)m+.fs;+(2,almi+ ';' ' '+(é,e;,1me;1 o

.. Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneas".

o om Srst [(1 1 - no]q oy +,(.1g_e-fi)xk(;_1é o

.._,-....--.-u....-..-.'--._..---..-..---...._-'——..—..— .....

TR (1 o) ¥ fs, - (1,1)..\()' - = (Le=D)Y]. e z(] i
oy “ o U B

.v f(e_l,o)q0+fére.1 . (“v","lr1)}(‘11——.-:({:-1‘,?‘..1)-“6' .

es la ecuacidn periodo que. satisface cada ‘Ylk {k =0,..4, e'-el)._ :




lo/ Sea f S par.

‘Congruencias auxiliares.

' DEFINICION: , denotar:emo‘s'p‘o'r {k h} al numaro de conJuﬁ.'. :
tos de valorés t 'y 'z escogidos de : O,l,v...', ful: quc sahsfacen P

o RS N ; R

»(12) 14+ ¢° St g thoy {mod. p)
{k.h} {h k} ./ nose altcra si mcrementdmos h 'y k por m(xltiploa
, 'Of;ra propiédad es que g-k, s {k h} po,rqﬁél multlplican-

- _‘.dyo,' (12) ‘por ‘g"et"k' _se tiene

o uetuk
8

+1 by e(z~t)'+ (h§1<).§0

~modp)
L ‘y como -t : y : z-.‘tk determinan ﬁgxiéam;éxite'a Sty z (moci 1) enton-
ces ,{-k h-k] {k h} - (13)

Aliora procedere,mos a exprcsar {k, h} ’, en termiﬂOS de (1 J)

Cpel=ef= 2eff2., P e /2
R et+k __ ezt h’ V elzwf/2)4h. o k
Cldg D Eeg = gler )  bmod. p)

‘ (14) {k h} (k h\ si- { es.par.



'. 7",‘kUnal‘cox‘méCuencia_in'rr‘iediata"es‘,,qu;e'!pa'ra“ f par ‘ ‘”‘(k,vh) =(h, k) :

20,/ ‘Sea { impar.

L, etk I TEEL R PN P STk
Coag T -ge“h“ o/2f e ’g,e:(’z+1‘/’£(’f.:’1}+‘(h&,l/2e)__(m_od P

_ Y fj

@8 [kn}os ‘(k,,h{.%,e) sif es impar.

,’Dév‘ {kuh} {h k} ; (13 (14) 'y (15) deduc@os que
' (16) (k,vl'x)by=ﬂ(h‘,k),‘ (e;%k», h-.k): ‘(!'c,.h)k bai--‘ fespar "
"';1.:») ~(k'h), =, (Mjée, H%)(ekhk ')-};(‘k‘,‘h)« - »f e“mpar i
Para (16) r'ei\'ernbs*' S ey
(k h) -{k, } = {..}1;.‘11.;#} = (-k. » «k) & (e-k, : -k) »
: y,.p;,:r;}“(‘xj),tenenio'si: | | sy

. “

CGem s [ih-def s {hede] = nad w--kﬁ-}? sbideide)

v.(e‘qk}.hfk) a (wk, 1;.1;) = {.k hak = ae} {k h - } (k'lﬁ)" :, h

Por (14) y (15) los sistemas (16) y (17) son permutados cuan-  ”3' i

_do (k h) coz:responde;a (k, h+ e) (18)




Relaciéﬁééf lihéales."‘ N

La ‘guma . (7) c_onvti‘élne’ '“ffz potencia.s de R Ea

. En’ (9) é_l“n\'xx?xv\efrp r.leipb)olten‘c;as, de R. (mcluyendo a 1) e8 . o

‘ E 3. 1
k, h) f 4 f s

o Z, o) - b

. casgerl

oprakl

S per(i9) tenemos 3 (kW ri-e ke01
e EESRR R h= L e ARSI

SRTVENES

- Si; f e‘s-p‘ax";i :

E:k¢®+@#ﬁ*é:inﬁ¥@n€fﬁf:?*”

S On(WVWMQﬁ;MWARanmwmrﬂf”“

81 f ’e's,imypa_r: ;




O R P R R

a1y
(0,0) = (1, 1) = {1, 0) = 1/2(e-1), (0,1) = 1/2(e¥) .
por (14) y (i5). | |
1 ' ler‘ltoﬁcea‘para, cada ~f, lag (i,,j) 1est}5’n deter’rrikmakvizis‘ipo‘ft
Tipm Zf-l- 1. R
La' ecuécién pe‘rfodo (11) es: G

1+‘q | 1 o

: '?f?ﬁ _(1i-°> "'0 (1 1) vz

(1+n;)[(1 1) \q] [fs-\«(l omo] o
(1 1) "q -\(1 l)q \Q -is ..(1 o)q =0

e . Pero. o (1': 1)‘*. (1, _0) (ena}nbos Casas: f iy.‘pg‘l‘vr e lmpar) e

Y12+ _‘(‘(0+ ffs}l-:\—‘ (1 1)‘ = 0

. q2+v\+C =0 : ‘do%’lde ' . C . _{31 ,, (1,1) ‘v

c= ~1/4 {pel) si f espary c=1/4 (p+1) si £ esimpar..

Cuando e23, {16) = {19) no determinan las é}onstantesﬂg’:iqlotéi’ni- -

cas:' (k,h), pero pueden ser suplementadas por relaciones obtenidas por




la siguiente teoria avanzada:

o T P L L e

e<l eal

»gmmﬂz;;kmn et

Para uua h ﬁja podemos 1eemp1a7ar ‘por- J-h Por (17)";'-“

n y utihzando que H‘ Vlo + V{ : tg_ne'mosz
*%@ﬁﬂﬂf%%wv“w%%v@wv

:.ﬂ:., »'v.’.,‘: : » ,_f: b:_‘.-f SO
: - ,'.e£vsvk. f+sk (eff].)_sk psk -

. C-l




. CAPITULO I

- C&'iié‘q' e=3

. Funcione s'*;:ie Tacobi,

 Sea’ n{#-l : cﬁalquiei ra;fzv_dc xp"l =lip =ef -’rl

Sea

S
L) R Zﬁ « " rE
k?ﬂ :

una raiz prmntwa de x :-y-l»._‘ PR

Cvdnsi,d»errémo:s elyprbducktov I‘(fb ) F( [% )

,Fm)mwyzﬁv1zpqL :Fj




g fomando t = +k donde k. corre ‘sobre ',un':,’siétémﬁlédrﬁﬁl’etb?de'.r'e‘é‘ii-.a‘ :

,[duoa modulo K tenemps._.

CRETIRET -3 ™ 0T e

e wem rm 1’(;,9,"?“3‘,%; e

10 / Sea mes -n,_. dondo ‘:1; ‘ﬁo es un i;lﬁlw\fiplob»‘d

Cesl

Entonces Mk Z(; th3+k pS f

426) }:; Bk g

‘Rec orrla.ndo la dehmcion de’ V,ék‘ y notando 'q\;e sif : es ,il_;rirpa”ir?‘,"i;‘

e/Z

i

!
o
B

" ‘entonces. e es pal‘}' ﬁ




CERDFCET =) pT PRI EZP pey fip"k
. T E D "2 e
el
T nk nf
e
! =0 k _'

(2D F(PME(R™ + ()™ b, n nodivieible por e
- '?.Ab_."/"_'Sgan n,m y ‘m}n no divieibles por . o

R e

) ‘Po‘r {10) con m reemplazada’por j y(26) = i

=0

e-‘l 7 | é“r . = ' eﬂl
LN amen)ig 5125 aman)i STachyn o
S Sn, iy S B,
i: (m+n)3 (e, 1) (i +n\3£3 - "1 (m+n)3“¢i<k h) '
o Bt B £ B
=f i p(n1+ll) " O

J"O

v‘ . Mk = Nl(

L R T b T



o :N}' ~ es’el producto de” B

h—‘

: F(V,ern): P (m +n)1‘+ h, j{il | ;16 ﬂ'(m+")}‘(k e e

e T | el nk f Ceb nk;. m+ n
EET (R | ;;p gp G .

’ F(Pm+n) VF{F‘m-\w»n)  ’ .E(Pmi-n)

[¢]
o

-

M

P

.nk-“ E.(m%-n)h (k h)"“ R(m,n)

TR
o

S ¢ e X 3 n
E(p

(28) !Em‘! (: @—J %a(bnk ;D p -(m+ n)h(1 h) i (m)

Ahora, trataremos de encontrar el camino mds corto parala gba i
s tencmn de: (m.n)

Por (16) v, (17) de 1a segunda relacmn tenemoq. s

(e‘-j;h) =,(j,j+h)' '




: La be\\"rte‘de ’ (2’8)' dada:pork" ke e.,j' b»c'on i 1 s
B ?_. By (i j+h) :

. Reemplazando ol fndice h por hej oblenemos

e". en s '_ _.‘ L | S E --: ’ enl ,: "‘_ ‘ ; | e
: pn( J)gp"(m +n)(h”3)(j,ji+h)=fbne‘?,'n‘];)'2,'(m Xl)hp(ln+n)j(J'J+h~J) ‘.

eul

© P m] “ :V~(m+n)h ( }l)

'/Ahor'a,. si‘- i‘,('.e/z débémos 'combinaf'lss‘fo"'c‘on'elv ﬁﬁ?YQO_.téi’hﬁhd B
i ‘_de. R dado por k**—' 1

: e/2 '_Si e ’ es "éail';‘ E= 1/2(0-»1) 61 eesimpar
.g:;’#ﬁtonéqs E
@) Rl Zmr’“ “J‘Za ﬁ"‘”"'“’hm h>+?; "““"“”‘(o W o ee

_impar,

Pofo’ﬁara ek~ par, (29) es vaha 3! reemplazamos en el termino 5

v dado 1501‘. i J=E, ij+§5 por me 81f"‘,'km§n‘(mg<‘i." 2) y:pq'blv'jqero gl

v-mz# 1 {mod. 2).




Por (27) y (28) tenamos' o

= R(m»n) F(p LF(ﬁs“) .. 'R(nm,-;l)u F(p‘m) Fm
o : e ;

donde R{«men) se deduce de R.(m,n) reemplazahdo ﬁpor' (5 R

Rﬁnﬂﬂ Rb¢»-m- r( B B(e )rwa““)fxa“b e e

mbn g {myen o tn o
) pepttren) (mm_p

= (3‘3} “R{m,n) R{~m, -n) ap st muno .y m+n  no san diviaiblee por p.

F(p

i p, 3£+‘1v'”:.y f tiene gue}eqr» :p'a‘r“.,__
.?:Por ) - | T |
' funumgmn.»wun=mh;¢m v@lwua
,. L‘ntonces lag 9 (i.)) se reducena (o 0), (o 1) (0 a) (1 2)
Tmrm>v<m o ,.jff_
| (0, o)+(o D4 (0,2) 2 £ =1 /1 0)+(1 1) +(1 2): "v £
"“"(32) (0,0)+ (0,1) 4+ 0. 2)~f ST 1)+(0 a)-m 2)— i

P unaraiz cubxca de 1.

30 2 -1

‘ P - 1 , p : p ‘3 ‘_5 | f_ 1+P+f52= 0

~ Por (29) para e 1mpar‘

“R(1,1) = Z (F'J+ (B‘J) : 'o_,fbj oGy 4y (’o v .(o,v],.a)‘_,



“..R(;.;l‘)'jﬁ:*a'ﬁ Z‘o e, B x:) B o

?ga(l 0)+ zp'l (1, 1)+z {3“3 (1, z)+(o 0):,. (5(0 1)+ ea (o z) |
21,0 1p? (1 1)+ 2(1, 2)+(0,0)4 B0, 1)+ pl (0.2) G

i

uf :

z{s(o 1)+2(3 (1, 1)+z(1 1)+(0 o)+ {a(u N+ gs (0 2)

'u I

3(3(0 1)+(0 0)+ 2(L, 2)+ (S (2(1 4o, 2))

ﬂ‘

3;3(0 1)+(0 0}+2(1 2)+( ! -_(fs) (2(1 1)+(o z))
:ﬁﬁ(o D4(0.0)42(1,2) - (146 ) (3 (0.2)
3(5(0, 1)+(ov, 0)+‘z(1_,z) . 3(0,_2),,.3 p(o,_Z) o

H

n

E (0, o) -,F 2(1, 2) -3 {0, 2)-p3 p;'[, (o’.‘1) ; (o‘,»z)] PR
S R(l 1) = N+3 f‘aM N z (o 0)+z(1 2; »3(0 z) 3 v-(o 1) -(oz)
e : Palfd cnc,ontrmr R( 1 ul) blsta sushtmr p por {3 en R(l 1)
CUR(1, -1) = NES3 {S'l'M_':k N+3»§1_-2M'
gk Por (30) se tiene : : ‘

R(1L,1) R(-1, -1) = p '

“De’ (32) ‘multiplicando la primera ecuacién por 2.y léksé'gundé“.;}‘)b_i‘k’f':f‘ Y S

" restando se tiene ' :
BARSOVRCA CEMTERY
R




o 2("57(")1'*2(5‘ i)+2(0> 2) -Z(f- ) 

) z(o 0) 3(0 1) -3(0 z) 5(1 z) PR 3£ 2= -(p+1)

t L: ZN ;',3M

S L

(0 0)+4(1 2) ~6(0 z) 6(0 2) -3(0 1)-\-3(0 z)

2 (0, 0) ~3(0 1) «3(0, 2) -5(1 2)+9(1 2)

'n- :

- 3f -2 49(1,2)

L= -l

‘(33) 4p 2 18 +27M2 ‘LEII (mod. 3)

R 1 -(¢4)~9 (1 2) -<p+1+L,f 9(0 0) -”p‘-'S’-%—‘:L

f:La segunda igua’dad en (34) s'e' obtiené Vd‘e la'rrianéfa sxguiente R
‘ ’\‘unlphcando las ecuacmnes (32) por 9 y restando

(o 0)+9(0 1) +9(0 1) ~9£~9

‘-9(0 1) 9(0 2) —9(1 21»- ~9f

9(0 0) -9(1 2)~-9 o

. 9(0, 0)~~9+9(12)“p+1+L 9 p~:8‘L LR

"L 9(o, o):'p 8+L

i Ahora. en (32) muihphcando la %egunda ecuacmn pm 9 ‘
""9(0 0+ 9(0 2)+ 9(1,2) = 9f = 3(> -1

C9(0,1) =36 - 1) =9(0.2) =9(1,2)

‘  {18(0 1) 3p - 3+9(o 1) - 9(0, 2) 9(1 z)

3p - 3+9((0,—1) - (0,2)) - (p 1 I-:) g _

i1

3p~3+9M p-l-L



asenraedinaem
o Analo gamé:‘nkt’e B

(o z)-3(, ) 9(0 1)-9(1 z)

18(0 2) z 3(p - 1)+9(o 2) - 9(0 1) - 9(1 2)

‘;1’8‘(0,-2) ':ép‘ .,_‘ 4 <L ;’ éMy

“ A‘HAemo'a ob'ie:nijdq‘g

(3 ,ia'(q, 1) = 2p - 4L ;9»&;?‘- : 1"8'(1(),"2'); gszpy 4-1“91\4 s

,;‘_;_;T:Qé;‘;{&ﬁ{ por (31) todas Ias : 9(1','3") emtan expresadns en terminos de p, L P =

"';y M.., Por la teorfa de formas cuadratmas bmanas, "Lz y MZ entan e
N /‘umcamente determmadas po1 (33) El signo: de L ha sxdo escog1do de

A ;-_‘.tal manera quc (33) sea valida Pero el 51gn0 de M depende de la »

: —_ra_lz_pnmxtllva g empledda.

_Tegrema 5! 5i 1, s, A son todos primosa. p>2. "

(36) r asyP A (mod P)

'tieno P N somcmneu, donde - N = +1 ‘810 Fs es’un residi_ld cuaw :

,drétmo y N— «1 i »«rsv‘ no es ur res1duo cuadratlco. s




‘Demostracion

. Puesto que .vlka;c‘,on'g‘rﬁgn(;ia ’k’vno se alte ija 8i 1nu1tiplié,a;ﬁi¢a‘ 4,1',\ ~s._ ¥ BN

‘ A " por ¢l mismo entero primoa - p, €8 szuficvi:énté pfdﬁéf el‘ytéo’rem para

C Azl porquer

st 8.4l (mod. p) entonces o
CBrxf s Bey=@Amal (modp)

S :T;Elyynﬁmero de aolﬁciénéé de (36) - a8 igual al nimero. de "sVolu‘Ci‘oyﬁ’é’s“ydé'hé‘;‘ivta e

v oultima comgruedicia,

Cr PyeyEa1 fmodip)

ldralz-ey?sty?,  esst o (mod, p)

7‘Por‘>>1.c\y tanto basta probar que

.,'> .4— —l .‘ - " ’ 2 : ; " k 5 »' - .
237y I+rxe tyz " {mod, p)

 tiene p - N soluciones, donde N2 1 51 rt esun residuo cﬁ‘a_‘d’riti‘col -
, df‘ Py N=al si kr,t 1no cs un residuo cua‘dr&tico’de,pkf P}l‘lés’fo

‘que g no es un residuo cuadritico de  p, entonces hay cuatro posibi=’

: iidades: :



1).r2t3l, 2 rel, g, ; rag trl, 4) r =t s g

. porque:

et
11
154
<
I
™
1
]

Ty,

i}

ol h.k‘k) 1’ '.‘éntonces ‘
’i)hﬁzm+1f k:2k'+l‘
’ v (37)‘ es équiValen'te'”a S
1+gm ?'g@“ ﬂ2 \ﬁmu~m‘

ii) h 2u k=2Kk 'y (37) es Oquivalente R

i

.

;1+(a %2 (" y? -wwd«w :

ity b= '2 h' k-:?.KH : "y (37) es kequi‘vallént‘é a
1+(a X) g@ )2 (mod. p).. -

iv) h 22 + 1, k= 22k (37) LY ssquiva.lente a

1+gcg 'x e cg" e (mod »)

Entonces pol teorema ? Cdp(tula I, con Ch 2, al numem e}e ﬂoluciane

cuando. f o8 mpaT es:

1t
L=
i1
[

L 244(0,0) six

i1
o
»
1t
i}

4(0,1)  si ot
4#“36) g!r:g.¢§i 
+ﬁ1n sir=£=g_'
Cﬁando £ 'eg parel numerﬁ de: s‘olucmnesv es.

4+ 40,0) st oret=1




2+ 4(0 1)
2 +4(1 o)

A1, 0

‘Pero por. (20) para -

3 “ (1,1) v=- (1' 0) a (0, 1:)

el r

8i v

>
o
-

si

.v‘pO.l'" (21). par f. irn‘pz;r'v,

0.0 (1) = (1,0) = 17208 2 )

" Entonces el nimero de soluciones de (37) es

2 + 4(1/z(f - 1)) .

401 /Z(f

‘4 +4(1/z(f - 1))

i ‘.,.,72 +4(1/2(£ : 1))

13
-

E
R

f par.

T if2

P+I'

 4+4(1/2£-; 1) ¢ f.'

 2 + 4(1/2 f) =

2 +4(1/2f

4(1/2 f)

p+1
P"‘-l

- p - '1‘.

p-’r‘l",

p-l‘

1

el

si

i

811

t cg

sYze-1

(6'.[6)"?‘

- i/eey




r"‘t‘—' 1o sraite g LTt ‘es un residuo cuddritico de p. .

Cormgy :.‘tf-"_l,,_*‘r'- Ly b= ot “no es un residuo cuadrz_iticd dve'vp.

T (37) 'iﬂene T po 1 éoluciénes 8i rt s un _res:idud cuadrafiid@ dé}i,ﬂ

"y . p4l  soluciomes si rt noes un residuc cuadratico de . po -

" Teorema 6 La congruencia
Lo 8 Payd=l (mod.p)
tlene pae2+L soluciones. 2 es uxi‘r‘_e_éiduob cﬁbmo de " p(.—:)Lespar y .

2

' 'e_nténcég ' p- t24 27 m ' tiehe,,éblﬁﬁ:‘ién‘;" R

"Démostracion

Fe _ s En Tel' cz.ipftul‘o_mivbiﬁ}bé qu"ef'fj 9(112)"(13*1)}’9(0‘ 0)"‘ |

L peBHL
o (38)" ‘ti‘e_‘ne P -'-’:8 + L aolucioneé_pijimasi'a: P
Ahobra,. en caso de qué 2 gea un residuo ‘c:ﬁb_i,ck.g)‘ »de ; p, 1'a.‘ecjua'- I
_clién 2y'35‘1» (mod. p) tiene 3 sovl-ﬁcib‘nesl puesto que - ‘{3-3 2 k(m’od."p)': N -
tiéhe 8 olucidn y -entorices

: (xy)3§1 (mod. p) tieue‘ 3 §Q1u¢i§1§¢5

B (38) tiehe 9 soluciones con %= Y} (rnbd.-p).




Las soluciones primas-a p . con x’%y3 (mod, p) caen encon~

- juntos de 2 X3 x3 . elementos (se loman en cuenta también las soluciones =

y ‘vl‘jérnviu‘ta‘da_t;); '
p .8 »L-=-9 (xﬁoq;‘_‘;s) y Les pa.r E
L Sl ,Zrl'v_no ‘es Qn 1e Bviduok cﬁbic\o de p,
8 p-8+ ?“-ao | (mod 113‘) y';’Li cf; 1m?ar e
: Ademés (38) tviérn(;: 6 soluci@hes con an 6 yEO
& ‘_(isj:tiez;e 5w 2 + L ’so_’mcic')vz;ggs{
Sﬂwﬁenel éa’pfﬁlé III, para e 3 q‘u’e"ﬁ‘

4p= L2427 M2

o4 !vLZY—‘F 27,1\‘/[2‘ ' ‘}.rc,omq'f-;_, 4!1_,2 i

cv'eriton”cke‘s: c2iM

o

: =) 427 (M
P (_2’,) .’_(2)

e
s

212427 m? tiens s‘éluﬁié‘r’;"‘_' &



| CAPITULO IV '

- v‘Caso',ef"-"‘} ‘

L 5 P =4 f+1, . p4= 1’ pz .n‘u 1) : @3= ~ﬁ , b p() : @25 _1 o

5 '_‘1;;'01",“,(29) G

R(m n}"/« (/3 "(3’”) Z @(m*“)h G h.“' z @"(m‘n)h(Oh),Eze/Z

TR . J=l 1 =Q
R =Y (el ) ST PR Gy ah(om)
g

R(l 1) 2 2[5[(1 0)+ {;“2 {1, 1)+ p,"* (1 z)+15 =6 (1 3)]

+p [(2 o>+ a’z 2. m ﬁ"‘* @ z>+ 9'6 (2 3)]

*‘“’*P""“"1>+P"“<°2>+P"“°3> Lo
| R(l D= 0.0)- (0 )FE2 =9 -2, 94 (20) - @ 2)+(? 3y

+z{5[(1 0)~ 1, 1)+(1 2) -.(1 3)]

L para ff Ear:

(h, k) (k h) yole-khak) = (kD)



(1 3) = (1 z) (2, 1)- (z 3) (1 3)— (o 3)= (1 1)

" "..(39) BROURYURY

(2.2)=(0,2)= (a,oj : "

o 1:?’55,(19) o

| (0, 0) (0, 1)+(0 z)+(o 3)u£~1 |

.(o 1)+(o,;;)+z‘(1,z) =L

    L3; k "(0,2).;.'(1,2)" ‘:fl/glfi

5 Ll “Lg- Ly (0,040, D+ 0.2)+(0.3) - (0.1) (0-‘3): - 2(1,!?* (02) v

. - (1,2) =-1/2£ = 1

3(1 2) = (0, 0)+1/2f+1 R

L L1~ zLa - 2Ly (0, 0)§-(0 1)+(0,2) %(0 3) < 2(0, 1) - z(o, 3) 4(1 z)

- 2{0, 2)-.2(1 2y = Zf-l

(0, o)-(o 1) « (0, 2).(0 3)-6(1 Z)--Zf—l |
R(l 1) : (o 0) - (0, 1)+ (0,2) - (0, 3) - (2. o)+(z 1) - (2 2)+ (z 3+ o
= 2pl, - (L) -0
2(0,0) = (0,1) - (0,2) - (. z)+ 2(1, 2)+ ap[u o) . (o 3)]

7 :'?_1‘{('15:1)'=‘.§x'+2‘Py, Cx=2f+41-8(1, 2), = (0,1) -(0.3)

R(-L, -1)= -x - 2 By

~ypor (30)

R 1) R(=1, ~1) b

ey




o Y p=x+4y yxml (xﬁod 4). - (42)~

,”Aq‘ur x
la derecha de (42) pero
- cambio de la rafz primitiva g,

“Ahora tenemaos:

z(o 0)z-fn 2+2(o 0)+f+z ‘

»(00)--f.2+6(1 2) :

}16(0 0)..- 8f~k16+48(1 2)"4f+1

‘ 1,6‘(0,0)- p -1l - 12f - 4+48(1 2)
f _'16'(:0,‘,10)- p-11-6x '

e Por I..2 tenemos

(o 1)+(o 3)+2(1 2) = f

1

solo tiene un valor, gue esta determinadc por ln congruencm de

Y puede tenar dos valores, que dependen dal

. 12f - 15+4e(1 z)

p - 11 . 6(2f+1,. 8(1 2))7'

{0, \1) =¥ -2(1 2) . (o, 3)

n

= 2(0,2) - (o 3)

2(0, 1)‘—‘ 3(0: 2)+ (0, 1)

2 (1/2: - (1, 7)) - (o. 3)

. ‘(o,’"s) ’}

16(0 1) w 16(0 2)+ 8((0 1) - (0, 3))

.16(0 1) = h+8y,

- (03) o i 3 (0,_1‘)k

': = 16(0, 2)




 16(1 2) = 16(1, 2)+4f+2 41-25p4l- 2(2f+2 .m z)) el

203 20,2 - 0,100 3)- 20. 2~ «o - o 3)) e
"16(0 3) -16(0 z) - 8((0 1) (0 3)) |
16(0,3) *h - 8y |

- }16(1 z) p+ 1 - 2x
"‘,P§r1L3 ténemos:

(o 2) I/Zf- {1, ?.)

- 16(0 2) 8£-16(1 2)+4f+2+4£-z=4£-2+2(2f+1' |
15(0 2 p-3+2x s

v

 7.'.‘ ‘h = p-3+2x

Por lo tanto tenemos.

: .16(0 0)"p-11«6x

160, 1)-p-- 3+:z.x+8_y e

 ,16(0 2zp-342x B (4?5;‘5',

16(0,3) p-342x- 8y

16(1,2)= p+l~2x ‘

Para { impar:

’ Por (17) tenemos:



(k'h) he1/ze, k‘*'1/?”3) (k.h)'(e kl-lc) e
,(°°)=(22) (2.0) .
=13y
C0,3)= (1,2) L
L0 s (28 @11

R

Da‘ '{19)_ se obtienen 1as siguientes exp'reai“o’n’es: R

__L' :‘ (0 0)+(0 1)+(0 2)+(0 3) =f

SN U FUCHORE V2SS

CROD0.0-0) 09-09-@OrEY @)Y

B +2(3 [(1 0)-(1 1)+(1 2)-(1 3)]

i R(l 1) = - (o o) . (o 1+ (0, 2) . (o 3)+z(1 o)-\-a (3 [(o 3)~- (o 1)]

: -11+sz +2 L

2 '3

2": B ) l (o 1),.\.(0 3)_‘_, 2(1 0) ;f (45) v:.

_ .:-;(9»'0) - (0, 1) - (d, 2) - (0,3) +2(0, 1) + 2(0,3) {4(_1,‘5)'.» 2.(00)+2(10):

| - f42f41n1
(0 0)+(0 1)-(0 2)+ (0, 3)+ 6(1, 0)=2f-1

(0,034 {0, 1) - (0,2) + (0,3) - 2(1,0) E 261 -3(1 0

|  _(4‘6)' R(L1): - x4+ 20y, = =2f-1~ 8(;,0), y #(6,13')».’,'.‘,((')»; 1) R



“Entonces (42)k es vilida, c& decir: .
p x2+ 4’y"2', ~ xs 1 {mod. 4) -
".‘""_Tbodas las (i, ) ‘estin determinadas y eatdn dadas en'tél""lﬁi@bﬂde'i‘f
Yoy

(‘6'2)# £ (0, 3)"7- (0, 0) ~ (o 1) |

(o z)-f-f+2(1 0) -(o 0)

2(1 0) - {0, 0) 3(1 0)-(1 0) ..(o o) 3(1 o)— 1/2({- 1)

‘,’16(0,‘2)= 48(1, 0) - 8£+8 4£4-2 - 12f+6+48(1 o)

vll

p+1-6(2f-1..8(1o)) / SR

)I

:,,_16(0 2) p+l-bx

7 - 2(0, 0)~f-1-2(1 0y

v ;;16(0,0)‘ 81 - 8 16(1 0)~ Z(Zf “1lm 8(1 0))+ 4f - (m Zx-\-pv; 7’1
16(0,0) 5 p = TH2Zx
21, 0)= £ -1 - 2(0,0)

16(1, 0)

IR § B

8.8-16(0,00=8f«8(pe?+2r e

2(p - 5) mp+7 - 2x

p-3=-2x
16{1,0)=p =3 = 2x
(0,12 £ (0,3) « 2(2,0)

o 2(0, 1)= £- (0,3)4(0,1) -'",2,(1,“; 0)



,/7: .

o 16(0,1)=Bf-8y - 16(1,0) 2p =2 -prIelxaBy

16(0,1) = p4 142x - By

o _’Lz(‘O»VJ) == (0,1)+(0,3) - 2‘(1)»0,) H

,"1’6(0', 3)= 8¢ -16(1,0) +‘feky

.16(0.3)’# 8¢« 16(1.'0)4 8y ?

16(0,3) = p+1+2x 48y
T

16(0,1) = py 142k -8y (47)

16(0,2) = p 4l bk '

16(0,3) = paldzakly




- CAPITULO V

Caso. e=j5: o

Cpesenty g mnoco e
e Por(lé) se tlene
Cem b ( Rty
. - (0,1)_¥=  (1;6‘)‘ ’;‘(4“, 4) . G
o 2 S0 6, S)"

.(0 3)~(2 z) (3 o

e  ;'; (o, 4)- (1 1) @ 0)' . -
':‘ (1 2)- (2, 1) (1 4) ~(3 4) (4, 3) (4 1)

| \‘_'.(1 3y = {2; 3): (2, 4) ~(3 2) @, 1) (4 z)
3 Entoncea lias ‘25 (i, 3) se redugen a:
0 0 02, 03, 08, (2 Ly

De (19) " t:e‘ne’mos:v _

| (o o)+(o )+ (0, 2)+(o 3)+(o DERSSE
| _(49) RURICREE I P REEE
(0,2)+(0,3)+(1,2) 2(1,3)2 £




e Por (29) se tiene

e a2z (0.4) - (0,042(0.2) - 203

Si P es una raiz quinta primitiva de Ia unidad entonces
R ~,(50)~ Pt piip2apa :6
COR(EY 7]‘ 2] f_ R (g.h)+2~?’"2h
| R(i 1) = 2(5 {(1 0)+ (o (1 1) 4 @,"4(1 2)+ p b, 3)+ (5"8(1 4)] i
+z . [z 0+ pz 1)+ @'4(2 24 ‘3'”"(2 34 (5'8(2 4)]
0,0+ §72(0,2) ¥ 740, 2+  ~(0.3) 4 p"s(o 1)
T2.p (L o)+2p (1, 1)+z‘32(1 2) -2(1 3)(p+‘3 4.‘5 "P’ )
zp’Q, 4)+2{52(2 4) - 2(2, 1)(P+\?s +p +\>a4) +
28%(2, 2)+2gs{a 3)+2 pt (2,4) - {© 0)(p+p +p +f=
| +;s3(0 D+ R0, 2+ p‘*(o 3)+ \32(0 9
R s apaaptraspliaget N

‘ﬂn (o 2) - (0 o),g-z(o 1) - 2{1, a)

8y T (0,1) - (0,0) 42(0,3) = 2(1,3) e

:"a z (o 3) - {0, 0) +2(0, 4y - 2(1 2)

':"R(-l -1)»- a4{‘+ 13 ‘5 ..g.az s‘,\ & al":
Por (30) tnemeos ;
p = R(l 1) R( 1, =1 |
S alpad4afpafe(prpt ) B (p? 4 p )
' ; Donde ‘B~a,1a2+a233+a3 . —-al as}-cx a4+a1 atlf.-"' : ’
: , Reemplazando B+ {54 por -1 -[52 - ﬁ} y haciendo notar que (50) ©s )

irreducible, se tiene:



P . :a?..}.

o
a2+a3+a,~B-((2~ Méx)(B C)'

Sy (ﬁ’» +P)) (-0 0

T 1:'.\'

SR S o
>3

2

B=cC

2. 2.2 S
a - a A - A = : .
GragefoB . Brc 62

2

I 2 2 ‘
- p‘e Ayda e ke 1/2 (B‘—i— C)

. 161’,:'16’(& ?-V a %.J,«—a §+ai) ~8(B+C) 4

’ ~dondév"-x =‘a1+-

'(0 o)

(0 0)

e o .
lbpf__xz‘-}fa»(‘a peRg - a,d a4)?+1op +10.G% -

A ;

‘az+a3+a4» Frageay, G"ﬁcl"aé B

- (o 2)4 21, z) - z(o 1)+ (0, o) « (o 4)+2(1 3) - z(o 2)

- (0, 1)+2(1 3) - a(o 3)+(o o) (0 3) +z(1 z) - z(o 4)

i ‘x T w30, 1) - 3(0,2) - 3(0, 3) 3(0 4)+4(o o) 4(1 2)+1(1 3)

. x-,-3f

v' 7(0}0):

+3+7(o 0)+ 4(1 2)+4(1, 3)

- 78 - 74 21(1, 2)+21(1, 3

Tx3 4 10f - 4 425(1, 2)4 25(1,3)

) "al -az-a 3+a

= {0,2) - (o 0)+2(0,1) » 2(1 z) - (o 4)+(o 0) w z(o z)v
+2(1 3) - (o, 1)+(o 0) = 2(0 3)+2(1 3+ (0 3) - (o o)

+2(0,4) - 2(1,2)




.u.

- (o 2)- (0 3)+(o 4-)+(0 1) 4(1 2 +4(1 3)

- £+ (L 2) % 21, 3)+f - 2(1 2) - (1 3) .»4(1 z)+ 4(1 3)

- 5(1 2)+5(1 3)

Vit

axaz - §3+1é4 "5 [,(1’.3) f«(l;‘Z)]‘ :

v"F~="(o ’4 - (o o)+z(0 2) - 2(1, z) .._(o 1)+(0 o) - 2(0 3)+2(1 3)
>*A_‘F~=2[(0 z)-(o3)] [(o 1)-04)] e R
_    (54)‘ L x 25 [(1, z)+(1,»3)] W10f « 4 al - a& . 3‘3""*" -5W : f

ws (1, 3) - (1, 2) =

Feou-v, Grudze ua(0,2)-(0,3), ve(0])-(04)

. Entonces se tiene:

(65) - 16p = xZ450ud4 50vE 4125 wP ¥ x=l (mod. 8).

Sea D,;GZ+4FG P2

1

D = (a1 - ag) 4oy - a3) (o ‘-a4>-<a2-a3)

1

‘a,?-’f- ay - a2+a. 42 (al a2+a2 3+ a3 a4) - Z(a a3+ az a4+al a4)
+2a a2+2a3 44~2a1 a3~2a2a4 N ‘ '
Z(a +a4) - (a.2+ a3)

, - (al+a4) - (a2+a3)

L esxw E(aybagaaztay) () -ag - a3tay)




’-al-}-Za a4+a--a2~2a2a3 ‘.7;13

- 5 X W= (&l+ 14) - (az+a3)2

i DR e b xw

114

- 25xw=5D z 2F 4G4 42 P4 G) (+F+20) « (-F+2G)2

(3]

- 25 (w4 4uv - vz)

xw = vE aduva u; S i(56)

v Por (49) y el valor de' X Be ﬁghe’j

(o 1)+(o 2)+ (0, 3)+(o 4 + 3(1, z)+3(1 3) z 2fjf'
| fu1~(00)+3(1 2y 4 3(1, 3)nz,.'
| (0.0 - 3(1, 2) - 31, 3)+£+-1 0
   15(0 0)=3 [25(1,2) + 2501, 3):[ - ZSf .25
| zs(o 0z 3(x + 1074 4) 2525
25(0 0) = 3x4+300412 - 15f - 25

v(57’) ‘{:' : 25(0, o) Ip - 14+3x

.~ “Teorema: La congruencia

I\i

(58) x + (mod. p =55 +41)

tiene p - 4+3x sollucioneys.




:b’bémostra‘ciiévﬁ:

Pt;r el c‘or‘olvari;o dél *."evor.enj‘a fi, cavxp{tullorl,i'(SE)“ txenc
25(0, 0) =p- 14 43x soluc‘iones’ brimés‘?. P |

. ,A'demés tiene 5 soluciones cdh ‘_x =0 v_y 5 éélﬁéionés ’con".“_.:i L
(58) »tiver‘xe‘ p - d43x j soldcionga.

- Por (53) y de la definicién de w en (54), obtenemos: . -

4

§a1‘41-a2+a-\-az+a+a;- a | |
' :él “ 3y wandea a1+ 22y +a +-2a aéi‘:ﬂ':

S Bwwex+2G

da; 35w - x +2G

43.2" 4',34 al - az - A, +a1+a2+a ‘-t‘ al

Vi

a,l"' aZ - +a4+a +a +a +n4+2a ..zal e

5w-x-2G

4a2=5w-‘-x~2‘G ‘
< 'Anéldgamen‘té obtenemos -

day T .5wax42F

4ag <. Swwxw2F

Entonces




D 5wex42G

; : . .

fi'az‘:;Sw-kx ~2G S
R o {59)
4a3:-§w.x+2F ': :

o By teswexeer

Tébremé‘: ‘Hay ex‘a;:témng"nte 8 soluciones entéxfaé Simult;’{nré\aé de- (55) v oy
(56) si (xg':l,h v, w) ‘o5 una solucién‘v »taém’Bi'éri (x, =u, =v; w) y . |
(X, -k v,rl‘{v..u.k = w)  son ’éo‘luci’ohe‘s}; Las 4 re;*sbt‘ak.Jy'xt;a'sr se qbtitez}en,de‘_kefs'tég;
: ¢émbiando todos los sigr‘m‘s, | |

- Demostracidn

Puesto que 5 'es un residuo cvadritico. de un prim'b v pE5g 4—‘1! i

entonces la congruencia

B
[,
(%24

(mod."p)

) ; .. Ll ) I8d
~tiene-solucidn.

Esto lo afirmamos por el aiguiente}ébfé_{nj: E
Cada: p# q {p y g primos) puede ser émicamente representado enla

forma pT4gkta donde O0<ad4q y a=1 (mod. 4) Para cada -

primo impar fijo g, las soluciones de la ecuacion (q/p) = 1 son exacta=’
.. mente los primos 'p'ékq' tal'que la: correspondiente a ‘es un residuo -

cuadritico de q, es decir, (q/p).: (a/q). Los nlmeros a tales que

0¢ac 4q, 2a=1 (mod. 4) y (a/q) = 1 estin dados por los minimos re~

s-iduos;positix’fos {mod. 4q) de los nimeros 12, 3%, 0., {q - 2)2.




. En este caso .q 35 ¥ queremos. ver que para un primo. p de la

férmé. p: 5 41, 5 es m'xr_,résidﬁb'ctrbla,drético,de TP

. Entonces ‘5 es un residuo cuadratico de primos de la forma -

20k*1, 20kto,

" Vamos a ver que p es dealguna de éstas formas. -

‘Sabe:m()s Que f es par, }f = 2 £

p =521 :‘I‘Ofl'+1 R i

‘ 1) Supbngamos que  f'= Z".‘f"'v‘

u’

Cprlo@fhel=208 41

Cig)stopEa 1

Cp 1020k )41 = 2000411 2 20(00 4 1) - 9

P 2 5f 4] es dela forma ~ 20k+ 1. G de la férniq,

.’0 B ‘¢s’un residuo cuadriticode p = 5f+1
8 y porlo tanto  62=5 (mod. p)- tiene dos S'Othqiqnea;»
De- (55) tenemos:

| "(.545‘) 50(u +vz)5 - x2 - 125w2 (mod, p).

: En (56} despejado V2 Luf oy elevando al cuad;jé.do:v ) o

{v% m'ixz)va = (xwiduv)?
v4+u4 = (xW+4uv)z+2u2’ ve

2500(v¥4 u?) = 2500(xw 4+ 4uv)2+ 50002 v¥

206ky




e

‘En (55‘)‘ elevando al cuadraa‘o obtenemos =
© 2500(ut +v ) (x +125 w)? - 2500u? v2
Otk 4—125“/2)z - 500002 v "2500(*{\v+4uv)2+ SOOOu o2

| (x +125wd)2 = 2500(xw+4uv)2+10000u2 v2 o

(% - 125 w?-) = 2500 x2 wi 420 000 xwu v 40 000u?~ 2y 500x2 wZ

4100001 2 -

(o 125 WZ)Z 2000%% w +20 000 wuv 450 oooﬁz ve

Ly multiplicando por 8= {mod.. p)

s%(x% = 125 w)2 210000 x2 w4 100 000 x wiiv 4250 000 u? v

52(x2— 125 Q?)Zﬁlo 000{xw+-5 u‘y)a‘ -

g V:Pa.‘ra;. ﬁna. s adgcuadé

: ?_(éo) ’s‘(le . 125 w.2)=51oo(xw,.~x-5u'v) S

{1;}3013, m"ultiplicando (55')  por 50 ,' ) V(6O)"p:c'rr 71'0‘,y_ sumando ’

' ’zsoo(u .}.v )+1000xw +5000u v~ 5o(y2+ 1zsw3)+ 105(;{?‘ - 125 wz)

(61)  2500(u+ v)%s - 1000 5w ~ 50(50(x? +1a5w?)+1os(A - 125w2\ '

Sea "r un entero tal que ordp r. = 5.  Este existe jra que si g es una

raiz primitiva de p, entonces gp"l-z:;l {mod. p)

.
’ g5f= (H°=1 (mod. p).

4

B ‘ rig ..1; " (mod. p)
Ex .: ]



Sea a’'®

altb =(r —r)+(r ~r).-r -2+1Z+r-2+r
r+rz+r +r «4= ~5
a%p b2z w5 {mod. p)

43,02 .,

2 . . C
a -,bZEs . (mOd- Pl B % wt e er

2:..1'—%1‘4-1’ ..1)""‘(-1»214- 2)2
: 9+4(r+r 4 —P-r"l):’sS
sl s (mod. p)
b2 (r4 - ) (r3 R LA -3'1’44-1"3 5 5 &

abms ‘(m.éd‘ p)

 Definimos m %~ 22 «4b, _t=4‘a'.72b7'

m® = (22 4b)° —.4a +16ab+16b2=-'10( 2-\—b2)+165 -6(a
=~ 50 +165 -~ 682 . 504108

E].OS- 50

%5 (4 - 2b)% 2 1602 - 16ab 44622 10(a?4+ b?) - 165 +6(a>

e 50 = 16§ 468 = = 105 - 50

2= . 105 - 50

, 3 i
pa bzlsr‘ ’~,2+r2 O A r4§.. r +r3+‘r2 «rmg

=14 4 tyarg 423 8+4r |




mt T (2a+4b)(4a . Zb) :-saz.n 12ab+8b2-_-- a(a «b%) wl2ab

—--BS-IZS‘--ZOS

mt - 208

Hemos ‘obtenido

(62)’, ng, 105 - 50, tzgn 108 50, mt=.-208 (mo-d‘j}p‘) s o

. (61) Se. pucde escribir de 1a sigumntc manera;
{50 (u-t-v)} = (mx+ SSt\xr)Z {mod. p) : R

(v61)" eé el cuadrado de | L

(63) - 50 7(1‘1+ iz mx455tw (moa. p).

L6 de ia congruencia_kqueb resuité de ‘évata,v Acatﬁbiando los S_igﬁb»é dc

Esté cam}rﬁvo del;ve;n;os tomaxrlo con cuidado én‘yelyféofa;‘ha.ﬁ |
 Sea sk it4m, 2Lzt-m

: . 'Entf;ncéé (63) ‘es la éuma de.

| (64.)v 50u = kx45sLw  y S0vE. Lx;_é 31;_‘“;; =

E1 producto de  (64) concuequ con' (60) porque::

1500 uv s (o 458 Lw) (.uLx'+5 s kw)
::-ka +5$xw(k -~‘L2+ 25 sakLw

cy 2 .
pero kL=« 55 y 'k -L:-ZOs

Entonces

?.500 uv=ss xz-s— 58 xfw(v‘éZO S)+‘1 25(-55’) w2 SR




k sigue:

' Reemplazemos . r ‘por  x

<5 s(x;‘; 125«;2)5 ZSOOuv?P 500xw..‘

' s(xg TIIZS‘WZ)'E 100{xw + Fuv) (mod p) i

‘e 2 2 e
: alw\-—bl"’.":'- 50, a‘l -b‘1§‘~ 85 al hi= f/ﬂ’

1
by = 4‘3:1‘~'2b1.‘féb+2'a": -m

50 v B ty x"+-5'sm1.w, :{mod. ‘p)..

C2kpTtbmg T emdt 2L

ES.S(&Z « 125 wz) ~ 100 az‘xw

I

La ambigtiedad en la d@tarn1i“félci6n de u Y" v es eliminada como .

2 y W por =w, entonces:

B B P mde e

by (e)de (B2 it sl

m]‘tl e mt

1 N
:2le ! tl -mgF - {mt) = - Z»kiy

,501‘1"«.;:'- Lx-e—'Szakl w, 50"5"151""“"545'1’1”?

' Entonces k, L, 5, u, v correspondena L, «k, =~ 8, =V, U V'J{GP?peCtij'

‘vamente. De aqui, (64) se sigue para la'solucion dada o para la nueva so-



lucidn (x4:= v, uy = w) _. de (55) y;"'k(56).

Sean (x, u, v, w) y (xl. 1Yy wl) ‘solu';é:i_{)né,s’;ct;vél'é_é_‘é‘tlfx,é‘fé.ﬁ"‘b

- (55), (56) ¥ (64)

.Evidentementa ’

xx1+50uu144 50vv,+ 125 §vw1'§Q “(Yﬁod- P) ‘

b Por,(SS)' 'se‘tiene
(16p)z = (x2+50u +sov +125w2) (x1+50u +50v1+125w1) v
(lép) = Al +50(au1~ x u) -+50(xv - % v) + 125(\w -x w)

: +2500(uv ~ay v) +6250(uw - w) +6250(uw1 .u w)

+6250(uw1‘- v w)

AS16p |
(epfza’® . {mod. 25)
= 6pfzA’ (mod. 25)
A Por '(55).,1, XEW, | X mW, o »(}‘nodﬂ'k 2)

3 -,-_> A espary porlo tanto A e‘ssde. lé’:foz.'ma Az2np i

20 : .
4n” pP=n® B 4nz 6 (mod. 25)

2nz *16, nzs5jt1 vy jmt3 (mod. 5)

AZlép



L TR R
X '}{ X X X b4
1 1 1;

Caeox =x? - porque
16p 2 x4 50 0%k 50024 125 w2
C16p = 1450w 45042 (125 WP
Tz o 2T T
" X . “‘ X .
PR 2 .2 2
-162p « 1,,\_50“12’_*_50 XL+125&
7 2" 2 2
: o X xy *y i
S xmpleprsdesouiasoviiaswd sep
s :
..‘.‘ x?:xz

y',pdrﬂlo tanto o

2 -2 2.

1 - ul " BT Vvﬁ , W :‘:wg’

Esto pi‘ueba ¢l teorema 8.

Ahora, escojamosuna de las ‘8 .»s’dliibciongsbde.',(Sij) v (56)

Entonces las tres ecuaciones lineales (49) v las cuatro ecuaciones lineales =

en  (54) cuyos miembros de la izquierda son x; w, u, y v determinan

Gnicamente  {0,h), h=0, 1,..., 4, (1,2)y(1,3) yporlo tanto qu}eda‘n“‘_ e

[Onicamente determinadas las 25 constantes ciclotomicas. Esto resuelve |

el problema ciclotémicoe para e =5,




‘qué »165. E perfodos son:

CAPITULO VI

‘Subdivision de Perfodos y Teorema de Jacobi -

e S.ubdiv.isiéh de Perfodos

Se,? ‘d', (,ualquier d1V1sor de ey E k=,'e/c':1: I

V.EntOntgs p-lzef:= AT f

""G,Re‘ex'npié;zando ey f por Ly df respectivamente [(en (1), vémos =

dfal Et+k‘ R S
RE k=01, BT

(24
gt

o _Lb‘s"‘vvaloreé i d+3 TR (f - ]) d+3 det vdan' 1’0.3“ téikz‘ni:‘iosidé- i
en (1‘ porque :

s 'nk.ﬂ‘ﬂ

CEjvk E(d4 )4k O E(eDda) vk (BitR)

E+(EJ+1<) : '(f..l)e‘-{.:(E;j..;_k)i,‘

.y estos son precisamente los términos de nl + )E .




 EnténcesTee Heme L i
Sl el

" "'-;",[*o'mef ' ‘d‘l'('Zy;‘.,;Eﬁto‘née'sb‘ PR Y

g (‘q +n«L‘) qk""rlk‘qnh)

WOQk k(k h)q ko, o+ Z;) (kl E +H)v\ E +H ",

de aqu{ poaenlos Oth‘ene;r vlo \(lk ® memplazando k p(‘)r k+E, : o

Vl V{kn: ‘§‘k+*‘3 h)‘f'( ”'Y(k-%E, ~+Hm:- )

", ‘Similarmente, “por (7) themos
R : T S e R
; - fs + (k, v fs + k h) E e B

: Vh le +ioo K ey QE +h L “E%—h L

-1

+ (k £ u’i)r\H




' ‘;Reﬁmpli\'?-aﬁdb. m- por k .y ok por E -k en (7), ‘cbtenemos; -

qk,qE ‘.fs‘”E“k-‘.ﬁ%* (- WY,

En la pr mera suma tomemos k+h I E4H; obtenemos:

© En las'segunda y tercera sumas, tome k+h'TH. En el Gltimo caso debemios
k'f‘qilita‘r 2E “de los fndices de \’(

. Cornbinando tememas:

Para

".k+kh"—"~'H i | |

h =0 tememos H =k -ypara - h T E -1 = Ky H'—’E-l :

CHTk

S B 1k S EH{E?.I s

RTEx To KRk

.‘1

(]

o
1 .

(E - k. E+H _k)leH

2R

=
E TN
[
e
o=
™

SochR 2Bk

sEed

(E -k, H '-k)\’{'H




‘Pa:ra:k‘ 'hvy'-'»Z"E";-'-k- » ¥ CThE2Rwl v_’tener”no,s réspecﬁygme_ht_ttaf
" k¥ZE-k=H y k+2ZE«1:H
i'zE?-Hk e f Atk

S Eal Sk

Z;(E k, I—I L)\QH*’Z (‘E‘ k Huk)‘(\

’ E-‘l'

g._-

T (E Xk, E ‘H - k) *}:'?;;
g; EH \'\m

B . " E-l N o " N . : '-‘_ ‘ . 8 :l ) f B
+Z (E ﬂ»k. Hw k) “" Ly
1 EnthCES N

Y Tate oS, ais }}fﬁ( b, ; (o E40 ey
E.1

S e, hW\ﬁ% (or B By

h=0




> Bk, R KN
| _._Z;h_ Bk h=NN,

" 3:'2f's'k+fs ’

+E+££E—k
e [(k h)+(k +E, h)+(k B+h)+(1~: k h k)]\qh

& Z,::O [(k E+h)+(k+1z:, 134 h)+(k,h)+(E ~1<- E+h k)]\(l E+h

BN

- Peropor (14) y (15) se tiene que

elnensGEy

. (E k h - k) (E } k, E+h } k) (e _(E.,k_), E+h~k _‘E_k )): :- :

- ,T(E+k, h)

f,YQ Yk" Z»fsk‘-l-:f‘s:k_*_,f“\' 8

+ 2 (Kh) A (k+E R+ (5 ERR) (B -k, h WPV




k, h-xl)
i ton +‘(k +fs h)+(k E+,§)+(E k 1)}q,‘ N

1‘.

';b-‘

Y Y, T 205 ki +

To k k’+>4‘ Bk Z (k ) (‘Qh*‘%m
Y Yk-Zfs +isy ”k.‘. Zj( ()

~donde (I, h)y, = (K, h)}’-y—(kv{-E',h)rﬁ-(k.E+h)+(E ;1';, hek)

Cper (14 y (1)

ERULIERORFECR: AR r

Tifreg paf;
(1: 0) = (o, E)
(o, O)E = (0,0)+3(0,E) :'é'i' foempar
81 £ es inapar.

: . (k' h) Z (h’%F/?. 'k ;{—’e/é (e -k, h < k) z (k h)
(e/Z 0) (e/2, ¢) = : (e/2, e/?.) = (o 0) '
(o 0)g _-v(o 0)+z(e/2 0)+(0 e/Z)

v(O, O)E-V 3(0,0)+(0,E) si £  esimpar.

En (22) para e*2E, m=2M, tome j = J+E e‘;hlos'términoéfcovrri'.




: J =VI-E1"“"' 2 Eol

’I‘gnemc,s' o

. Ahora, = B = [ es una raiz K -gsima de la unidad,:. -

a ¢'(B 1a funcmn obtumda d@ 1—-( Pm) en (?2) alfr ern

: 71r e 'por' E, P por B Y n, Dor
' Entonces - F( p ZM) = d) (BT |
", ;Apiicz‘xndo (26) también para, 43, o‘b‘tcn‘Em‘os:

,>R.‘(2 T, Zs)é = { R(x, Sv)E “con b rc;tn,iplaz‘;;défpor ﬁ g} ”




' "",:_v‘.»"k_Parya una i ﬁjét, el coe'ﬁcientel de..of en’ F(o() F(»o( )i ‘e's;”'a T

A

f"I‘eo;ema'de-Jadbbi. 3 S1 : gmgz ‘ (mod. p), la funcidn (23) tiene la pro- ;

piedad siguiente:
C(65) 9= F(x?) = 2T Flet) Fle o)
i Dé‘rﬁostracién
S

= ;f(q) gt o(vi,Rgi

. 1-0'

p-2 p-2

: I‘(o() l"(-'OQ) ?:0 9(1 Rg i‘ (_ RgJ 0 § 0( ‘ (-a()] Rg RgJ :

F("() 1?(..’5()‘ :g g (.,'.1).]0(1 4+ R_g"fj,g}
1
f:'f(ae) Zv (D RS com empttiig

.. 8ste es-el coeficiénté de o Ami ohel segindo miembro de

(65).

Si i  es impar, la suma  (66) es cero, puesto qve jRT oy

j#1i-J dan lugar al mismo valor de c. modulo p., mientras que uno - = =



‘ es,vim'gair y el otro es par, -

Sea. i par, iTat = .
. 2 N . N v"
F(O( ) - Nde Rg
) k2 .
. El coeficiente de v?‘n+2 en . F(«1) F(o(vz) es

' o gt t +(p= Nt
S F(-1) (RE +R£4m+ a(p 1)) 2F(=1) (RE +‘R,~gmfﬁ

k ’v“égusandio que: g EIZ (mod. p) el coeficiente es:

v: e Cpe2 .

f‘n:__"(67) g(l g“%%‘%uk RES -2
l/ Sea f Jit {mod. %(p-l)). Entohééa ‘J;éi’n'J:'spfn-‘vé.lyor‘e‘s de j que g

‘gon mcongruentes modulo (p-l)i pérque B k

gi- JwmieJ  entonces Z_lJEi T2t (mbd{(p = 1)) e

= J=t (mod. 2(p~1)), * 10 cual no puede se‘r.‘

.%  Jei-J sonincongruentes (mod. (p=1l)), dejan'dqfa. la mis':ne“t” : ¢

'en - (66), v el coeficiente de- R® es Z(ml)'xl |

El término RS aparcce en la primera suma de (67) ‘pgira : i

g =g "J(g - )2 porgue




g (- g) = g2y gl 2yt

okt ier
e r2gse iy

Y en la segunda suma a_.pa»‘rece para gklérg"‘r(g‘t-i; gJ)Z,.

En ;ada caso g Yy g sonambos residugs cuadraticos de . ¥
- 'p- 6 noloson, deagui "k ®J  (mod. 2).

Ent(l)ncea‘el coefic‘iente de’ RS en (67) ‘es 2(...1)J

2/  Sea J=mt (mod. 3(p-1).
N Carmay -~ {moa. (P"I))
= g?JE‘th - (mod. p)

T4t

gty

it

'(mosl- .p? e

; . Sk
2g =g T EJ,:—:-C

. CEZgJEIﬁth: .
t

Coe=Ryg (mod. p) o S

Ahora, so0lo una de las dos sumas. (67) nos: da‘un término R,

~el.segundo cuando gk~ 4¢g' y el primero cuando »’gk‘- “ad. '

k

En ambos casos. g 4 gJ‘ (mod.. p), deaqui  k J -(mod. 2).

Entonces (--;l)J es el coeficiente de R®  en vaml':os’» (66) y-(67). - . T



g

Falta considerar e,xpoxﬁenféé ’¢ que no aparecen en (66) N
Sea z = 8

Enton‘cé‘sv g +v-z =¢ (misd. 'p) no tiene raiz . =z,

-+ €% =4g"  noes residuocuadriticode. p,

"De aqui pard una de las congruenciasg’

e e 2g =—_'_gk,‘ c-\—‘ZgL;—_.:kgk - (mod. p)

“ola solucidn gk' es un residuo y para la otra no.

Entonces  x® aparece en una de las sumas, (67 con el coeficiens

te 41 yenlaotra con‘ei coeficiente =1 y por 1ot«mtose an/ulvaﬁ‘.j; o
" Hemos demostrado que (66) y (67) tiene los 1niamo’s._cove'_ﬁciie'xi't?évs
“de R% ‘para cada | c. '

S ‘Queda demos_tiddb {65).
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