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TNTRODUC CION. 

' ' 

Uno de los más famosos problemas en Ja Teori'a de NÚrne~oa es el 

llamado problema de Waring, y es el o.iguiente: 
¡·-·. 

Dado un entero fijo k ~Z, encontrar un natural s (que depende 

. de k), tal que· cada .n se puede expr(!sar,· por .lo menos en una forma; . 

de ·la a iguiente manera: 

donde a 1 , ... , a
8 

son enteros.no negativos, no necesariamente dietin• 

tos. 

La solución a este problema fue ~lada ~or Hilbert, un siglo después,. 

,. ; .· 1 ,,. '· . .•• ¿// : • 

y fue .1.~n triUnfo mas p;;,ra el analisia que .para la teó.na de ·muneros; a1l.11.o 

que Hilbert solo demostró la existencia de tal solución~ Es conocitlo'que 

: ·. ,# : . . :. 

para resolver el problema de Waring es necesario conocer el numero de .. 

soluciones. a~\ la congrutincia 

(mod. p : e f:-:~ 1) 
; ... 

Ahora bien, éste número se puede poner en función del nÚme ro de solucio~ 

·nea de 



! ·+·· e t+k · e z -\.h g . ::;g .• 

dónde O~t. z~f· 1, O~k, h$ií~.- .l y g es tria raizprimitiva 

de p.· 

Estos números se pueden calcular, como lo haremos, para 

e ~ 2, 3, 4, 5 

Para esto fotrodu:::imos las siguientes ewnas 

f-1 

"lk. :: ~ f=o 

. a las quellamaremos pedodos, aierido R f l una>raiz p:dxn~tiva .p.:.ésima 

de la unidad, y con ésto llegamos al siguiente re~ultado:, 

donde (k, h) es la constante ciclotÓmica definida en elcap{tulo I y sk 

se define en e 1 ca pít-ulo II. 

Posteriormente se llega.a la siguiente igualdad: 

e-1 
~ (k, h) : f ;.. ªk 

muy importante para resolver nuestro problema.· 



Para los casos ·e" 3, 4,_5 
"'.Y 

es necesario "obtener más rela~io."· 

nes, y para esto introducimos la .función de Jacobi 

p..:2 k 
F{c():: ~ o(k Rg 

~-

con - ti( # 1 una raiz de xP·l "' 1 y si R(m, n) se define corri.o .. 

R(m, n) = F(@rn) F( f.ln) 

F( ~m+ n) 

. . . 

con J~ una raiz prímitfva .e-ésima de la unidad, se llega a que.· 

R(m, n) R(~m; .;n) :: p 

con m y n ro divisibles por e. Además R(m;~} está~n!UriciÓ1i~e· 
·las constantes ciclotÓmicas; 

Finalmente se .ve el teorem;i de Jacobi en _el qm 

propiedad de la función de Jacobi. 



--. ' . 

CAPITULO I 

El pre1blema principal del pres~nte trabajo os 

de.soluciones de la siguiente ecuación: 

{mod. p} 

donde p es un n:rimo de la forma p-= ef + l con 1 < e < p .. l. 

Nota: El caso é = 1 es trivial. 

Trataremos en primer lugar la ecuación más general: 

(1r 
n 

,L_ e, x~;::. d (mod. p), 
i=l 1 l 

p" ef+I. 

Veremos que el número de soluciones. de esta cohg;ruincia 

íunc.iÓn del número de conjuntos de valores· z
1
, z

2
, ••• , zn 

O, •• , , f - l que satisfacen 

n 
(?.) [ (rnod. p) 

i =l 
a' 

donde g es una ra{z primitiva de p y ci::g i (mod, p).; 

Con ma¡or precisión tenemos el siguiente teorema: . . . . . 

TEOREMA l. Si ninguna ci es divisible por el primo p = 'effl, 

' ' 

el número de sÓluciones x
1
, ••• ""n todos primos a p, de 

n ¿_ (mod. p) 
-i=l 



es en veces .. el ~Úmero de conjuntos de v~lores 

·de O, 1, ••• , f .1, que satisfacen 

n ez +a 
~ g i i=a 
,t.;r 

(mod. p) 

ª· 
donde g ea tina raíz primitiva de p y ci:,:.g 1 (mod. p). 

Demostración. 

n 
Sean f(x, ... ,x ) Q L_c.x~ - d 

l n i•l l l . 

ir ey.+ ªi 
g(y ..... y ) = 2 g .l. - ª 

.1 n . i=l 

: --. ~ 

Tomemos una solucion (x , , , • , x } de f(x
1
, ... ,xn) (mod. P.) .Y . l ·n 

Y. ' 
x = g 1 (mod; p) con. O~ y,~ p .. 2, ya que 
i- 1 • 

forma un sistema reducido de residuos módulo· p; 

Consideremos (Y 
1
, ••• , yn) determinada por · (x1 ~ • ~. • x

11
) 

n.· . ai+ ey, n . a. ey, . .n . · v t a-'C"' .. i 1 ~. e . . ¿_ g • =¿_ g g .. d:?¿_ c,y • d=:O 
·Í=l i=l 'i:l l.f 

(mod. p) .·· 

Entonces el número de soluciones de f es igual al nmneró de 

.¡. 
·._ .:. 



solucione El - <r¡;., , , y n) ·.tomadas mÓd\tlo (p-1) de g. 

Ahora, sea (y
1
, o.. ,yn) una solución de g. 

Para cada se tiene: 

y:= q.f+z.' 
l l l 

O~z.s:;f-1 
1 

y 

.n a.+ey. n a.+e(q.í+z,) n a+ez· 
-'{;' l 1 d - ~ 1 l l "' i i . O :::: . g · . - = ¿_ g - - d ; L g -. d 

. i.= - i=l ., i=l 

• ;,, cada 

,. . . n ez.+a. Lg i· -
1 

- d1EO, (mod. p) 
i=l 

(*) 

(y .... y ) 
1 n 

determina una solución (z
1
,; •• , z ) .n 

(niod. p) 

de (*): 

Si (z1, .•• , zn) -. es una ~olución de (*), t~nemos: _ 

eii.+a. e(qf+z.)+a. 
1 l i• l l 

g '5 g (mod, p) 

Hay e posibilidades para qi --

donde O:{q < e-1 -. ·- 'i "".' - . 

(z
1
, ••• , zn) determina 

n 
e. soluciones dé g(y

1 
..... ,yn). 

Po'r lo tanto se tiene que el nú:mero .de soludoneá f(x,.,,, xl!) 

es en veces el nú:mero de conjuntos de valores zl~ •••• zn escógid.os • 

entre O y f -1 que satisfacen 

n ez.+a. 
Í:. g 

1 1
=:d (mod. p) 

i=l 



COROLARIO: 
; . 

El.numero ele aolut:icines primas a p ::r ef+l .de. 

(mod. p) 

es e 2 veces el nÚme1·0 de conjuntos de valorns 

de O, •••• , f;.l que satisfacen 

g 
ez ez 

l+g 2 ::1 

a. 
En este caso n = Z, 1:= g 1 

(mcid. p) 

y porlo tanto a. = O, i :: 1, 2. 
l 

A,hora, consideremos N = l+get+k, con Ot;;.t~f•l y 

Si· N=/E.O (mod. p),. entonces N 

la raí'z primitiva g: 

(3) 1 .1 et+k ez+h .-.-g :=g . (mod. p=· e.í+l) 
...... 

. donde O ~h ~e-1, O:¡; z <S f-1. 

DEFINICION: Para k y . h fijas, sea (k, h) 

conjuntos de valores de t y z, cada uno: escogidos de O;l, •• ,, f~l, 

para los cuales (3) es válida. 

A (k, h) se le llama constante ciclotómica. 

Si incrementamos k · ó h por ~n múltiplo de e, {k,h). no se 

altera. 

/,'' 

' 
j ., 



n-

TEOIµi;MA 2. Para k y h escogidos entre ~~l, .•• , e.:01, , · 

la congruencia 

(4) l+ 
~ e h e 

g. X = g y (mod. p "ef+l) · 

. tiene exa.ctamente: 
' . ' 

i) e
2

(k, h) soluciones si h-#, O y k-+ ,O si f és pa:~ , ·. 1 K"f:e/2 · 

si I es impar, 

ii) e+ e 2(k, h) soluciones si h :: O y k :f; O si f es par, ík -4e/2 

si f esimpar.Ósi h:/:-0 y k~O si.J espar, k=.e/Z·si 

I es impar. 

iii} ie + e2(k,h) .soluciones si h no. y k ·"o si f es p(lr, 

si f es impar. 

Demcis.traciÓn 
. ' 

Por el teorema anterior, (4} ti~ne e
2
(k,h) S!)lucÍoiies primas 

a p. 

i) ·Si h..:f.O y k;f-0 si f espar, k:/:e/2 si f esimpar. 

Las soluciones (x, y) con x " O satisfacen: 

h e 
lEg y 

-h e 
g ;:y 

(mod. p) 

{mod. p) 

-h;:; e ind. y (mod. ef) 
g 



> 

que esuna contradicción, ya qué O<li~e-1 

. . no. tiene soluciones con x • O 

Las soluciones con . y :: o satisfacen: 

" l+ k e . .. g X. $U (mod. p) 

(mod. p) 

~;;.g·s'.paraalguria a.talque OS•s:Sp•2 

(mod, p) 

{mod, p) 

-es=: k +t{p-1) (mod'. ef) 

~es = k+Í(<Jf) +(ef)m 

u-

Si f es par, entonces e 1 k,. lo que no puede ser ·pues 

o.<k ~e - 1. 

Si. f es impar, entonces e es par y por lo tanto e/Zt k; 

lo que implica que k = e/2, que no es posible pues k t. e/2.: si. f 

es impa.r. 

. . (4) no tiene soluciones con y ::: O. 



Por lo tanto, (4) tiene z 
e (k, h) soluciones en éste. caso. 

ii) Si h" O y k:f. O si f es par, k -:f-e/Z si í es impar. 

Si {x, y) ei; solución tal que x " O, se tiene 

1- h e e ::::g y :;y (mod. p} 

Pero la congruencia 1:: ye {mod. p) tiene e soluciones. 

{4) tiene e soluciones con x · = O. 

Si (.X:,y) entonces e\ k si f 
. . ..... 

es par o · es tal· que y "' º· 
e/Z ,. k si f es impar. 

Ahora, si h-4'-0 ·Y. k =O si f es par, k • e/2 si í es 

impar no tiene soluciones con x = o. ya que e X h. 

Si y = O cumple la condición de que k = O si f es par y 

.k = e/Z si f es impar. 

tiene 
2 

e+ e (k, h) soluciones. 

iií) Si h = O y k = O si í es par, k = e/2 si f ·es impar ti.ene. 

e soluciones con x = O y e soluciones con y d o; 

tiene 2e + e 2(k, h) soluciones. 

q.e~d. 

TEOREMA 3. Cuando f es par, la congruencia 

(5) 
k e he 

l+ g X = wg y (mod, p = ef + l} 



tiene el mismo núm.e1·0 de sohicioriea que (4). 

Cuando f es impar, el número de ~oluciones ea 
2 .. · 

N•e (k,h+Íe) 

si h"k"te. 

Entonces 

Demostración. 

Si f ea par, existe wi;: Z. talque ord w = 2e porque 
p 

p .. 1 = 2e I/2 y 

y 

·· 2e 
1 w =. 

f/Z 
ord g • 2e 

p .. 

(mod. p) 

(mod~ p) 

k e h e· . h e e . gh{w· ·y· )·.e lfg X S .. g y ;: g W y = {mod. p) 

h e. 
- g (wy) (mod. p) 

Esta Última congruencia tiene el mismo número de soluciones que 

{5) y además es de la foi·ma (4). 

tiene el mismo número de soluciones que (4). 

Si f es impar, t~ncmos: 

h e 
~g y (mod. p) 

8 •. 



li .· h . !(p-1) h-í'e +e( fil)...:. h- ! e· Í(f+l}e 
.. g E. g g = g = g g (mod; p) 

.. (5) es equivalehte a 

{tnod. p) 

y esta congruencia es de la forma (4) . 

. tJtilizando el teorema (2) tenemo.s que si h • te :F O )Y k"' Í en .. 

tone es· 'tiene N = e2
(k,h '± Íe) soluciones¡ si h#!e ·y k., !e .. 

o 

.h=!e,. y k'f:íe tiene e+N soluciones; si hak=íe tiene 

·Ze+N soluciones. 

TEOREMA 4: Si f es impar, el número de soluciones de 

e e 
l+ x +y.;:: O (mod. p "eí+ 1) 

•, 

. -:, ~ 

·es e2(o,!e). Si f es par, tiene el mismo número de soluciones que (2)~ 

Demostración. 

'l 'í . 1 ( } e e . z e e e/2 z í-1 . e 
1 + x -:. -Y =. g y : g (g y) {mod. p) 

si f es impar tiene soluciones, por el teorema 2• 

Si f es par tiene el mismó número de soluciones que (2). 



CAPITULO ll 

Caso e "' 2 

1-Iemós visto en el capítulo anforior que el número de soluclónes de 

las congruencias que se dan, est~ ~n fun~iÓn de las constantes ciclotÓmiC:as 

(k,h). 

Es conveniente, por lo tanto, obtener relaciones que nos ,permitan 

de una manera relativamente, fácil, encontrar éstas 
z 

e , constantes ciclo• 

tómicas.' 

Para esto introduciremos la siguiente clefíniciÓn: 

Sea g una ra(z primitiva ele un primo p, e un divisor de 

, p-1, y R =/:-1 una raiz cualquiera de . xp ~ 1 ,. O, 

DEFINICION: A las sumas 

(6) 
f-l et+k 

V\ - L Rg 
. \k t-0 

se lesllarria periodos. 

Ejemplo: p " 5, e = 2; f "' Z; g = 3 



.. 9 4 
~· =R+R. =R-tR 
"\o . 

' 3 27 3 .. 2 
Vl =R+R "R..\'R 
'.\¡ . 

Los p!'lr{odos son: \ = R+ R4 
y 

Ahora, consideremos ~ V\k : 

f~l es f-1 et+k f~l f .. l es ( ·) k 
. ~ g ~ g ·~ ..,._fu_.· Rg (1·'- ge t .. s .+.) 
~oV\k=L-.R L.,_R "".L." '. 

s=O t=O s=O 

Para uria . s fija podemos sustituir . t por t+s 1 donde t 

var!a entre o;i. ...• 1 .. 1 (i. e. t corre :sobre un sistema .completo ,ele .. 

residuos módulo í). 

(7) N dolide 

lo./ Sea N:.O {mod. p). 

Se tiene que O~ et +k ~ e(f-1} e .. l: ef .. 1 = p _- t 

Q$.et+k~ p;.2 

Si ·et+ k < t{p-1) entonces Z(et+ k) <..J.>.;.1 

z(et+k) 
g . =.l 

et+k' 
g ::: -1 (i:nod. p) (mod. p) ya que 

~ ord g • p-1 ~ 2(et + k) que es una contradicción 
p . 

et +k ~ !{p-1). 



Si etf k> 1 (l>-1) entonces 

p-1 < 2{et + k) < 2(p-1) 

O< Z(et tk)•(p .. l)< p~l 

·. Pero Z(et + k)-(p~l) _ Z(et + k) •(p-1) . . . · 
g . · = g g ':. 1 (mocl. p) 

.. !> ordp g = p-1 ( 2(et+k) - (p-1) 

lo cual es imposible·. 

~·. et+.k" Í(p-1). 

Si · f es par, se tiene 

et+ k = í/2 e==t e 1 k-:)k" o =)t: í/2. 

Si .· f es impar, se tiene 

DEFINICION: 

(8) {

sk = l si f. es par y k =O 

sk. = O en los casos restantes. 

Ó si f esimpar y .k.;. e/z .· 

F'or lo tanto, N: O (mod. p) es válida para e.xactameJ1te sk 

valores de t, y la correspondiente parte de {7} es fa· , · 
k 

. ' 
' 



'.' _, . 
Zo. Í Sea l'l~O (mod. p). Por (3), en el capitulo 1 

N
. 1 +. et+ k . e z + h •. g . :;;;g 

Si t y z son valores fijos que satisfacen·. (3), la cofreapon.o 

diet1te parte de (7) es: · 

e-1 
(9) : • Y\ Y\; = ~ (k, h)Ylh+ f s 
· .. · ·· 0 K b:O ·~ k 

(k " O, . •., ~•l) 

m 
Ahora,· reemplacemos R por Rg • Entonces Y\k 

vierte en "\k+m' en'elci:ialdebemo~ reducir el Índice de' '1 
lo e. 

e-1 

"' . " (10) Y1 Vl =~ (k,h)\1 . h+fs • 
· \m ·1m+k fi:u · ~m+. · .· k 

... 

La ecuación Período. 

Los 
2 . p•l 

e periodos (6) .contienen sin repetición a R, R , .•. , R 

Z P"'l 
R+ R + ... +R = - l 

1 + Yl.o + Y\1 + · · .+fl.1 :: 0 



',, 

- Por_ {9) 

V'l Y'h = (l. o}'ifl + f s + (1.1) Yl + ... +(l. e·-1)V1 . ' lo o 1 · ~ l · \ e-1 
• 

---~-------------------------------------

Y1_ V\ " (e-l, O)ffl + f s .
1 

+ (e-1. l) O +: .•. + (e-1, e.ol)Yl 
·\0'\e-1, "lo e- . \1 . "\e-1 

- . 
: ' .. 

Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lin~ales hol:n.ogénea~ 

en 1, ft~; ... , V"le-1' (Se toma Y\.o c:omo ccnstante). 

- (l,0)"1 +fs + ql,l) .'()] V1 + ... +(l,e-l)Vl_- ___ ., O 
. 'lo 1 e 'lo 'll - .- '\e-1 

-------------~---------~--~-----~------

-(~~l,q'1_0 +rs 0 .. 1+{e-l,l)'fl1+ ... + [Ce-1,e ... 1) .. _'f{o}~Te"'l= O 

l_+ Yk 1 

(11) 
(1, O) r¡

0 
+ fs 1 

(1, l}• V1 - - - (1,e .. l)Vl 
\Q · 'le.il 

- - - ... - - - ' - - - - - - - - .. - - - - - .... - - - - - - - - - - ... - ..... > 

(e-1, O) Vl +fa 1 'lO e• 

es la ecuación periodo que satisface cada Vi (k "O, ••• , e .. l) • . - . l]c 

"o -

- ' ,_ 



15. 

Congruencias auxiliares. 

DEFINICION: denotaremos por { k, h} al número de corijl,lll.o · 

tos de valores t y z escogidos de O, l, •.• , f·l que satisfacen 

(l Z) ·
1
+·et+k ez+h_

0 g + g ::: (mod. p) 

no se altct•a si incr.ementamos h y k por mÚltipfos. 

dé e; 

Otra propiedad es que porque multiplicán~ 

do (12) por .. et-k g se tiene 

{mod. p) 

y como -t y z .. t determinan Únicamente a t y z (mod. f} eriton• . 

ces {-k, h-k} = {k,h} - (13). 

Ah1>ra procederemos a expresar lk,h}·· en términos de. (i;j). 

·" 

lo./ Sea f par. 

p':'l 
p-1 = ef = Zeí/2 , 

2 
" e f/Z 

gª ~/z ::: - t {mod. p) 

et+k _ ez+h _ e(z+I/Z)th {m.od. ·p) 
l+g =-g :=g 

(14) {k,h}•(k,h} si í espar. 



':\ 

Una co~aecuencia inmediata e.e que para í , par (k, h) = (h, k). 

Zo. / Sea . f impar. 

. 1 

1 _1 g~. t +k=--gez+h.=_ge/2 f ge.z +h,. ge(z+l/. Z(f-1,}+(h.+l/2 e) 
r- (mod. p) 

(15) (k,h} ;: (k,h+le) si f es impar. 

De {k, h J "{h; k} , (13),(14) y (15) deducimos que 

(16) (k, h) = (h, k), (e .. k, h-k) = (!,, h) ai f es. par. 

(17) (k,h) "'(h+Íe, k+Íe), (e-k, h-k) ::(k,h) si í ea impar 

Para (16) tenemos: 

· (k, h) = [k, h J " { -k, h.,;k J ;, ( ".'l<• h·k) = (e-k, h-k) · 

y para (17) tenemos: 

(k,h) = {k,h-!eJ a { k,h+íeJ "fh+Íe; kJ" (h+j; e, k+Íe) 

:Por (14) 1 (15), ios s~stemas (16) v (11) son permutados cua.n~ 

do (k,h) co:responde,a '(k, h +te) - cm. 

.16 •.. 



Relaciones lineales. 

La suma (7) contíe.ne 
2 . 

f potencias de R. 

En (9} el nÚme.ro de po
1
tendas de .R (incluyendo a l ) es 

. . 
(19). 

c-1 
~ (k,h)í+f s .t;o . k 

· e~l . . . .. 2 ·. L (k,h)í+fs •.f. 
h=O k •· 

(k, h) .. f .. s 
k 

.ca'so e·;;.·.z .. 

· (ZO) 

p = 2f+l 

· Por (19) tenemos .. 
Si f es par 

1 
y (k,h) :: f .. s •t-;;o . k 

k = 0;1 

(n, o)+ (0;1) = f •. 1, (1,0) + (1,1) ~f. 

(1, l) = (1, O} = (O, 1) = í/2,. {O, O} ::i 1/2 f-1 l'ºr (14) y (15). 

Si f es impar. 

· 1 
¡ 

., ¡ 

l 



'' /. 

(21) 

(O, o)+ (O, l) = I (1, O}+(l,l):: f M 1 

(O, O)" {1, l) = (1, O) = l/2(f .. l), (0,1) " l/Z(f+l) 

por (14) y (15). 

Entonces para cada f, las (i, J) están determinadas por 

P"2f+l. 

La ecuación perfodo (11) es: 

i+ 'f"lo 

. !s+(l,O) 
l o · (r, l) .. '1 

o 

(1+ Y\ )[. (1', 1) "1(1 ··] . - [ f s + (1, O) v1 ) ... O . o · · \o · 1 ' lo 

(l. l) • ~o+ (1, 1) "lo -~~ • is
1 

-(1. o) "lo : o 

Pero-~ (1, l)',. (l. O) (en ambos casos: f par e inipa,r:}~ 

2 
Y) + Yl -\- f 8. + (1, 1) :: o 
' \O 'lO 1 

2 _'f\ +Y\+ e ::: O donde e ~ í s - (1, 1) 
1 . 

e = • l/4 (p.;.1) si f es par y e " 1/4 (p + 1) si í es impar. 

-Cuando e? 3, {16) - (19) no clete1·minan las constantes ciclotÓmi~ 

cas (k, h), pero pueden ser suplementadas por re ladones obtenidas por 

.. ·-" 

.1 

.l 
1 

l 



la 'siguiente teor{a avan~acla: 

e~l 

Por (10) Vl vl =L(k,h)Vl Hs 
·1J'\j+k h"O. '\J+h k 

.J?ara una h fija podemos reemplazar por . j-~h. Por (17) 

y utilizando que l+ V1
0
+ a o•+ V\eNl = o tenemos: 

ef s • f +s = (ef + l)s • f = p s. ·.~ f 
k k . k . ·. k 

e .. l 
. (22) )v1Yl =ps -f 

t<J-'\j'lj+k k 
(k = o, l, ... , f-1) 



CAPITULO Hl 

Caso e·= 3 

Funéiones de Jacobi. 

Sea cualquier raí'zde 
p .. l 

X . " }, p: ef ,\;l. Sea. 

(23) 

Sea . r>. una raíz pr~mitiva de 
, ' : ...... ~, . 

Consideremos en (23) -1.(.).In . , 
V\ - ,... y k " et+ J y de la élefü\iciÓn 

de~perfodo Vl_ k tenemos: 

( 
< ').· (.~t+j) e-.1.·.· .. 1J_-.. l __ (et+j) 

~m et_+-.J. Rg .. ~E·~i.nJyJ}g ·. ~ 
.. .. . J•O··· t;:(1 .· 

A 

e-1 · · 
\-- ffiJ 
=LJ~ Y( 

j· o j 

· Consideremos el producto F(~ m) F( f 11
) 

e-1 e-:1 · · 

,(. m) . ( . n) 'e"' mj VI ~ . nt · .. F (3 F p = L ~ .1 . · (Y (\ t 
j=O J t= 

. ·. 1 

l 
.l. ·· ..•.. ¡ 
1 

1 
¡ 

, 1 ·· 

¡ 
, l 

l 
1 



tomando t = J+ k donde k corre .sobre un: s.istema conipleto de resi!"' · 

duos módulo· e, tenen1os: 

e-l e-1.. . . (' k) .· e-1.e~l 
.. L /..:.:.. (!> .t3 't j V1j + k ~ L · · 
~ ~ mJ n J + V'l · ~ ~· 

k=O. j:O · k=O j= 

e-l ·. =2= ~nk M 
k=O k 

e-1 · 
~· " )·- \3 (m + n)jY{j Y1j.· k 
' J=t> 

lo./ Sea m""= - n, donde 
' .. '. ""'···¡ " 

a no es un mulhplo el.e e. 

Entonces 

(26) ' 
e..,l · 
~·~nk 
Fo 

o 

Recordando la definición de s y notando que si f es impar 
k 

n.. e/Z -.• _ l. ·entonces e es par. y 1~ 

'1 
f 

·--; 



(27) F( ~ 11)F( r.i •11) " ( .. 1)nf p , n no divisible poi· e• 

· Zo./ Sean n, ni y m + n no divisibles por e 

.Sea 
e -i ( . . ' e-1 

Nk =V~ m+ n,j ) (k,h) ·<l ·.+ .. h 
f.;lr t;o J 

Poi· {10) con m reemplazada por j y (26) · 

.. 

M •N =~ í>i(m+n)jVl,V'l, - ~ (),(m+n)j ~(k,h)V't• .. ·.'· 
k k t;o1- 'IJ'lJ+k foo1· t='tJ. .J+H 

•E p.(m+ n)j (~ (k, h)fl. + f s ) -~¡?>(m+ n)j ~ {k;h)J1 .· 
j=O ~ · J+h k JSu fl;o · j.\- h 

M¡ ::N ( k 

1. 
! 

·¡ 

! 
·' 1 



N · es el producto de" 
k 

. F(~m+ n) = ~ ~ (m +n).i+ h \1 y ~::: _· ~-(m. + n)h(k.h) = Q 
. . j=O H h fu 

.• ' .. 
""". · ... - .. _fue· • __ l. (l,.·_nk .M_ 1 ·· e-1 1 ... . ,~ ~-~_n\F_(f->m+ n). Q) 

F( !=' · ) F{ ~ n) ·-- e= · { ti _fu_"---"------

e ... 1 . k. e-1 ( · 
= 2::' !1n Y- ~- m+n)h (k,h)=: R(m,n} 

ko;O t=O 

·czs) F(\? m)F( \l~ 
· n1+11 

F( ("?> ) 

Ahora, trataremos de enconfrar el camino más corto para la ob_• 

·' .¡ 
; 
¡ .
¡ 

"';·. 

tenciÓn de·. R(m, n). · i 

·Por (16} y (1!7) de la segunda relación tenemos:· 

(e-j,h); (j,J+h) 

..... __ ,,. .... ··'; ·~' 



La parte de (28) dada por k 1:1 e~j con j ~ l es 

rn(e .. j) ~ ~-(m n)h (j,j+h) 
h""S"O 

R~emplazando el Índice h por h .. j obtenemos 
• 

(?, ~(o .. j) ~f.> .. (m+ n)(h .. j) (j,ii·+ h). =rone~-nj E p.¡·(m n)hp,. {m+n)j(j,j+h·j) 
fu h=O i-

e-i 
".\3 mj fu ·f.> .. (m+n)h (j;h) 

Ahora, si . j < e/2 debemos combina~ .esto con el núev'o té:d:nino. 

de R, dado por k = j. 

Sea E = e/2 si e es par, E = 1/2 (o.,;l} si e es impar. 

Entonces 

ai e .es 

impar. 

Pero para e par, (29) es vália si reemplazamos en el.térmh10 

. dado por j=:E, ~mj+ ~nj por p.mE si· m=.n (mod; 2) y por cero si 

m .,,,_ n (mocl. 2). 

¡·,. 



Por (27) y (28) teneni.os : 

R(m,n):: F(@m) F~ , 

F(~ m+ n) 

R( .. m, -n) • F{ (ti •tn) .·· F( ·p, •n) 

· F( p -(m + n)) . 

donde R(~mrn) se deduce de R(m, n) reemplazando \-i por ~ -l 

( in+ n) e· -(m+. n)) F P., F p 
m+n 

(-1) p 

(30) R(ni, n) R(-m, •n) :i ·p si m, n y m+ n no son diviaiblea por p. 

Caso e :: 3 

. pu 3f+l y f tiene que ser par •. 

· Por (16) 

(31) (l. O) : (0, 1) :: (2, 2), (1, l) 11 {O, 2) :1 (2, O) y . (2, 1) :i .(1,2} 

Entonces las 9 (i, j) se reducen a (O, O), (O, 1), (d, 2), (1, 2) 

Por (19) .·y {29) 

(o, o)+ (o, 1).+(o, 2): r .1 (1, o)+{l, 1) + (hZ}: f 
' ··' 

(32) (O,O}+(o,l)+(o,2)::f-l, (O,l)+(0,2)f{l,2):: f 

. {?> una raiz cúbica de 1. 

3 
rs • 1. 

. 2 
l+ I' + ~· :: o 

Por (29) para e impar 

.~ · . 2 ;..Zh . . 2 -2h 

R(I,1) = ·t-i· {~J+ ~J) &.o f.>· (j,h)+~~-o f-> (O,h). 

'L 

r· __ 

. 1 ... 



i; 

.L -2h . 2 . 
R(l,1): 2f') f.i .· (l,h}+ Y ~·-zh{O,h) 

fl:"b M 

R(l, l) : 2 i-' t (1, O)+ ~-2 (1, I)+ ¡; -4 (1, zil + (O, O)+ ~ - 2 (o, 1) + ~ -4 (o, 2) 

= 2 ~ (1, o)+ 2 f.> -1 ( 1 f 1) t 2 ~ - 3 (1, 2) +(O, O)+ {!>(O, 1) + fJ2 .(o1 2) 

; z f!>{l,o)+ 1\1>
2

(1,1)+.2(1,2)+(0,o).;. ~(o, I)+ ~ 2 (0,2) 

:: 2 ~(O, l)+ 2 ~ 2 (1, l)+ 2(1, l)+(o,o)+ ~(O, 1)+ ~ 2 (O,Z) 

· : 3 ~(O, 1) +(O, O)+ 2(1, 2} + ~z (Z(l; 1)-\-(0, 2)) 

: 3 pi (o 1 1) + (o' o) + 2 {l, 2) + (-1 - f-i ) ( 2 ( 1, 1) + (o. 2)) 

: ~ fi (o, I)+ (o. o)+ 2(1. 2) - (l+f.> ) (3 {o. 2)) 

. : 3f-i.(o,1)+{0,0)+2(1,2)-3(0,2)-.3r.i(o,2) 

= (0,0)-1-2(1,z) - 3 (0,2)+3 ~[(0,1) - (o,zfl 

R(l, 1):: N+3 ~M, N: (O, O)t 2(1, 2) • 3(0, 2), M:: (O, l) -(0,2). 

Para encontrar R(-1 1 -1) basta sustituir f¡ por 
1 .. 

f.>- en R(l,1) 

R(·•l, -1) •.N+31\-l M: N+3 ¡1 2 M 

Por (30) se tiene 

R( 1, l) R(-1 , -1) : p 

4p = 4 (N+3 ~ M) (Nt 3 ~ 2 
M) :: (2N • 3M)

2+ 27M2 

De (32) multiplicando la primera ecuación por 2 y la segunda por 5 y 

.restando se tiene 

l· 

·.-! 

J 
i . 

. · l 



Z(O, 0)+2(0, 1) 4-2(0, 2) = Z(f..:.1) 

. -5(0, l) - 5(0, 2) -5{1, Z) : -5 f 

z(o, o) .. 3(o, 1) -3(o, 2) • 5(1, z) m .. 3f. z = -(p+ l) 

L: 2N -3M = 2 (O, O) +4(1, 2) - 6(0, Z) .. 6(0, 2) • 3(0,1)+ 3(0, 2) 

= 2 (0,0) -3(0,1) -3(0,2) ·5(1,2) +9(1,2) 

= - 3f - 2 +9( 1, 2) 

L:: 9(1,2)-(p+l) 

2 2 (33) 4p : I.i -+ 27 M , L" 1 (mod. 3) 

{34) 9(1,2.)=p+l+L, 9(0,0)= .p-84-L 

· La segunda igt1aldad en (34) se obtiene de la manera siguiente: 

?vl:u:!:::iplicatido .las ecuaciolies (32} por 9 y restal'ldo 

9(0, O) +9(0, 1) + 9(0, 1) = 9 í -9 

-9(0,1} -9(o',z) -9(L2)=-9f 

9(0, O) - 9( l. 2) :: - 9 

9(0,o):: -9+9(1,2) ::p+l.+L:..9:::¡>.;8+L 

9(0, O) :: p - 8 + L 

Áhqra' er¡. (32) multiplicando lá so giinda ecuación por 9 

9(0, 1)+ 9(0, 2)+ 9(1,2) = 9f"' 3(p - l) 

9(0, l} = 3(p. - 1) - 9(0, 2) - 9(1, 2) 

18(0,1):: 3p - 3_+9{0,1) -9(0,2) -9(1.2) 

: 3 p - 3 + 9 ({0,-1) .. \O, 2)) • (p 1 L) 

:3p·3+9M-p-1-L 



.za. 

· Analogamenfe 

9(0, Z)' = 3(p "1) • 9(0, 1) • 9(1, 2.) 

lS(O, Z) : 3(p • l)H(O, 2) • 9(0, 1) .;. ,?(1, 2} 

18(0, 2) : z p M 4 ... L Q 9 M 

. Hemos obtenido 

(35) iS{O,l) = Zp q 4 ~ L 9M1 18(0,2) = Zp • 4 ·.L ~ 9M 

:.- .·. 
,---~De aquipor (31)· tódas las· 9(f,j) están expresadas en i:érminosdé.p, L 

y M •. Por la teoría de forn1as cuadrá.ticas binarias, . M·z y ' 

\Ínica:mlfhte determinadas po1· (33). El signo de · L ha sido escogido d~ .. 

tal manera que (33) nea valida. Pero el signo de M depemde de la 

raiz primitiva g · empleada. 

Teorema 5: Si r, s, A s.on todosprimos a. p) 2 

(36) 2 s 2 " A rx+ y: ...... (mod. p) 

tiene p - N soluciones, donde N :+1 si - r 5 es un residuo cua-

drático y si ~rs no es un residuo cuadrático. 



29. 

Demosh•aciÓn 

P~esto que la congruencia no se altera si multiplicamos . r, s y 

A por el mismo entero primo a p, ea suficiente probar el teorema para . ' ' . . 

A: - 1. porque: 

Si (mod. p) entonces 

(mod. p). 

El número de soluciones de (36) es igual al número de solucion~s de e~ta.. 

Última congruencia . 

. 2 . 2 
r x +sy;::-1 (mod. •P) 

(:inod~ p) 

Por lo tanto basta proba.r que 

{37) 
2 . 2 

I+rxi=ty · (mod, p) 

tiene p • N soluciones, donde N : 1 si rt es un residuo cuadrático. 

de p; y N ::: • 1 si rt no e.s un '.t'esidúo cuadrático de p. Puesto 

que g no es un residuo cuadrático de p, entonces hay cuatro posibi· 

lid.acles: 



1) r : t::: l, 2) r 11 1, r.··., g, 3) r :: g, t ~ l, 4)r=t=n" 
. "' 

porque: 

h t - k r:g, -g O~h~p .. 2 

si h, k > l entonces 

i)h=2h'+l, k=Zk'+ 1 

y (37) es equivalente a 

l+ g(gh'. x)Z 7; g (gk' y)Z (mo<l. p) 

ii) h: 2 h 1
, k = 2 k' y (37) es equivalente a 

{mod. p) 

iii) h: Z }¡.', k ::?.'R+l y (37) es equivalente a. 

. h' z - . k' z 
1 + {¡¡ x) ~ g(g y) (mod. p) 

· iv) h :: 2 h' + 1, k ~. 2 k' y (37) ce equivalente a 

·.'. h' 2 .. k' z 
1 + g(g x) !! · (g y) (inod. p) 

Entonces por teorema z. CupÚulo I, con a :.2,. al ní'.Ítné~o de tiqluciontHí 

C1.lttndo f os hnpa.'r cm: 

2+4(0, O) ·si r : t : l 

4(0, 1) si r: l, t :: g 

4 + 4(1, o) si r :: g, t ::: 1 

z +4(1;1) si r ::: t = g 

Cuando f es par el nfunero de 'Soluciones es: 

4 + 4(0, O) si r = t : 1 

. 1 
j 

.! 

. '' 1 

t. 
,¡ ... 

i' 
1 



.. , 

2+4(0,l} 

2 t 4( 1, O) 

4(1, 1) 

si 

si 

si 

r 

r 

r 

= 1, 

"' g, 

= t' = 

Pero po1· (20) para f par 

f " g 

t :: 1 

g 

(1, I) .= (1, O) .. (o, I): f/2 (o. o) " 1/~f -1 

por (21), par f impar 

(O, O)= (l, l) .. (1, O)• l/Z{f ~ 1) (O,J) • l/2(f4-l). 

Entonces el número de soluciones de (37) es 

2 + 4{1/2(f ._ 1)) :. p - l 

.· 4(1/Z{f 1)) =.p + 1 

4 + 4(1/Z(f - J)) : p + l 

2 + 4( l/2(Í - 1)) = p - 1 

4 + 4(1/2 f - 1) "· f •. 1 

2 + 4( 1/2 f) = p + 1 

z + 4(1/2 f) = p ·\-1 

4(1/2 f) : p ~ 1 

si r " t =, l 

si r :: 1, t :: g , 

si r::g,·t.=l 

si r "' t :: g 

F.i r :: t :: 1 

si r : 1, t :: l 

si r : g, t = 1 

si r " t "' g 

f hnpar 

f par 



r" t = 
,. 

t" rt es .un residuo cuadrático de p. o l' • g 
';~. 

r • g, t :::. l J . r·· 1, t .. g l' t no es un residuo cuadrático de J>. 

(37) tiene p ~ l soluciones si r t es un residuo cuadrátic() de p 

y p + 1 soluciones si r.t no es un residuo cuadrático de . p. 

Teorema 6: La congruéncia 

(38) x 3 + y 3 ~ l (m,od. p) 

tiene p•.2+L soluciones. ZesunresiduocÚbi.code· :P<=>L es.pary 

entonces p" t 2+ Z7 m 2 tiene solución; · 

Demostración 

. . 

En .el c~pitulo ill vi111os que Li:· 9(1; Z) "' (p+l) y 9(0; O) .:. 

P. a+t. 

{38) tiene p .. 8 ~ L soluciones. p1·in1as a p. 

Ahora, en caso de que 2 sea un residuo cÚbi.co de p, la eéua-

ciÓn Zy3 :;1 (mod. p} tie.ne 3 soluciones puesto que x 3 : 2 (mod. p) 

tiene solución)' entonces 

(x y)3 = l (mod. p) tiene 3 solucfones 

•. (38) tiene 9 soluciones con 3 3 x =:y (mod. · p). 



Las soluciones primas-a p con x.3:j: y3 (mod. p) caen en cim .. 

jun~os .de 2 x 3 l< 3 elementos (se toman en cuenta también las soluciones 

permutadas); 

p-8+L::9 (mod, 18) y Les par, 

Si 2 ·. no es µn l'esiduo cúbico de p, 

.p-8·+-L:O (mod. 18) y L es impar 

Además (38) tiene 6 soluciones con x;;:: O y;;; O .(moct p) 

(38) tiene p - 2 + L soluciones. 

'~fo vló en el cap(tulo m. para e .. 3 que. 

4p ... L2+z7M2 

4 1 L 2 +27 M 2 y como 4 IL2 

entonces z I M 

p = t 2 -t 27 m2 tiene solución; 

. ' ··~ 

" . ' 
1 
j 

. .¡ 



34. 

CAPITULO IV 

Caso e : 4 

... ·;:'' 

:Por (29) 

E .. e .. l e-1 
R(m,nj»:2_. (pmJ+ ~ nJ) Z p;·(m+fl)h(j,h)+- L. p~(m n)h,(O,h),E=e/2 

j=1 (3 h=O h=O 

. ' : . 

R(l.1} " 2 f!> [ (1, O)+ f-i •2 (l, l)t r.> • 4 (1, 2)+ f.> o.6 (1, 3ü 

+ 1-'2 [~2, o)+ ~ ~z (z, 1)+ f.> •4 (2, 2)+ ~ • 6 (2;3)] 

+(o, O)+\} "2 (O, l)+ pi ~4 (O, 2}+ p. -6 (o, 3) 

R(1,1) =(o.o) - (o,i)+-u):~r:;-\o-;37 -\2,0)+(2,1) -(2,2)+(2,3) 

+Zfl [(1,0).; {l,1)+(1,2} -(1,3)] 

Para f 12ar; 

(h, k) : (k, h} . y (e - k, h - k) = (k, h) 

! 

. ¡ 
' 



(1, 3) = (1, 2)= (2, 1) .. (2, 3) • (1, 3)= (O; 3)-:: (l. 1) 

. (39) (1, O} :: (O, 1) 

(2,2)n (0,2)= (2,0) 

Por (19) 

Ll: (O, O)+ (0, l}+(o, 2} +(o. 3) .. í - 1 

Lz: (o, i)+ (o, z) +z(I. 2) :: í (40) 

L 3 : (0,2)+(1,2) = 1/2 í 

L 1 - L 2 - L3 : (o.0)+(0,1)-t(o,2)+(0,3) M (0,1) - (o,3)- 2(1,2)..; (Ó,z) 

- ( 1, 2) <J.-1/2 í .. 1 

3(1,2} = (0,D)+l/2f+l 

L 1 .. 2Lz " 2L3 : (O, O)+ (O, 1)+ (o, 2) -t(O, 3) .. 2(0, l) " 2(0, 3) ~- 4(1, Zf · 

* 2(0, 2) ~ 2(1, 2) e • 2f - 1 

(o, o) - (o, 1) ~· (o, 2) - (o, 3) " 6(1, 2) = - .z f - 1 · 

R(Ll) =(o, o) - (o, 1)+(0,2) - (o, 3) - (2.0)+(2, l)·- (2, z)+ (2, 3)+ 

2 ¡.i[ (1,0) - (.l, l}+ (1,2) - (l, 3)] 

: {o, o) - ((1, 1) - (o, 2) - (o, 2) + 2(1. 2)+ 2 ~[ (1, o) • (o, 3)] 

R(l,l)=. x+zpy, · x= Zí+l - 8(1,2), y= (0,1) -(0,3) (41) 

R(-1, -1) = -x - 2 l)y 

y po¡· (30) 

R( 1, 1) R(-1, -1) " p 

' 



. . 2 . 2 
, , p = x + 4y , x:: 1 (mod. 4) (42) 

Aqu(, x solo tiene uh yalor, que está detertniliado por ln cbngruencia de .· 

la derec}la de (42), pero y puede tener dos valores, que dependen del 

cambio de la ra!z primitiva g. 

Ahora tenem0s: 

2(0, O):. í .. 2+2(0, O}+f +z 

2(0, O)= M f - 2+6(1, Z) 

16(0, O)=- - 8 f ~ 16 + 48(1, 2):: 4í-:+ l • 12f :- 15+48(1, 2) 

1.6(0,0)= p -·11 - 12! - 4+48(1,Z):p ~ ll -6(ZI+l- 8(1,2}) 

16(Q,O): p- ll - 6x 

Por Lz tenemos 

(O,l)+(0,3)+2(1,2) :f 

(o, I) : r. 2(1, 2) - (0,3) 

:: 2 (l/Zí - (1, 2))- (O, 3) 

= 2(0, z) - (o, 3) 

z(o, I)= 2(0, z)+ (o, I) .. (o, 3) 

16(0, l) ,. 16(0, 2)+ 8{(0, 1) .. (O, 3)} 

16(0, l):: h +By, h :: 16(0, 2) 

. (0,3)= í- 2(1,2) - (0,l) 



2(o, 3)• 2(0, 2) .. (o, 1) +(o, 3)· z(o, 2.) •. ~.((o, 1) "(o, 3)) 

16(0, 3): 16(0, 2) M 8({0, 1) - (o, 3)) 

16{0, 3) "h - 8 y 

16(1,2)" 16(1,2)+4f+2 "4f - z., p+I-' 2(2f+2 ·~1,2)} 

16(1,· 2) " p + l - 2 X 

Por L3 tenemos: 

(O, 2):: l/Ú .;. (1, 2) 

16(0; 2): 8f .. 16(1, 2}+ 4f + 2+ 4f,.. 2 a4J .. 2 +Z(Zf+l - 8(1, 2)) 

16(0, 2): p • 3 + 2 X 

••. h=p-3+2x 

Por lo. tanto tenemos: 

16(0, O):= p - u M .6 X 

16(0,1): p- 3+Zx+8y 

16(0, Z) :: p - 3 + 2 x (43} 

16(0, 3) :t p - 3 + 2 X - 8 y 

16(1, 2) = p + 1 - 2 X 

Para f impar: 

Por (17) tenemos: 



(k,h)=(h+l/2e, k+l/2e), (k,h):(e -k, h-k) 

(O, O) = (2, 2) = (Z, O) 

{O, 1) = {L 3) 

(o, 3)" (1, 2) 
(44) 

(L, O)= (Z, 3) "(2, 1): {l, l) 

De (19) se obtienen las siguientes expresiones: 

L} : (0, O)+ (o, l)+ (O, 2) +(o, 3) = í 

L f • 
2' 

L I' 3 . 

(O, 1) +(O, 3)+ 2(1, O) : í (45) 

{O, O}+ (1, O) : l/2(f. l) 

R{l, 1) :: (o, O).~ {o, 1) (O, Z) - (-0, 3) - (2, O)+ (G, 1) .. (2, 2) +(2, 3} 

+z f!i[ (1,0) - (1,1)+(1,2) - (1,3)] 

R(1, l) .= - (o, o) - (o, i)+ (o, 2) - (o, 3)+ z(i. o)+ 2 .f?i. (co. 3) .. (o, 1)1 · 

• (o;o) p (0,1) - (0,2) - {o,3) +z(o, 1}+2(0,3)+4(1,o).r2{0,0)+2(1,o}:: 

af+Zf+f-1 

(o, O)+(o, 1) - (o, 2}+ (O, 3)+ 6(1, O) = Zf - 1 

(O, o)+ (o, 1) - (O, 2) + (0, 3) - 2(1, O) :: 2f - l - 8(1, O) 

(46) R(l, 1): - x+ 2 ~y, x "Zf - 1 "8{1,0), y m(0,3) w (0, l) 

38;. 



. Entonces (42) es válida, es decir:. 

p=x2+4y2, x;;;;l (mod.4) 

Todas las (i, j) están determinadas y están dadas en términos de p, x. 

y y. 

(o, 2) = r - (o, 3} - (o, o) - (o, i) 

(o, 2) = f - .r +2(1, O} - (o, O} 

::: 2 (1,0) - (o,O}= 3(1,0) -(1,0) M (o,o)=3(1,o) - i/z(r .. 1) 

16(0, 2}: 48(1. O). 8í+8: 4f+2 • 1Zf+6+48(1, O) .. 

= p +1" 6(2f - 1 - 8(1,0)) 

16(0, 2)" p + 1 - (,X 

2(0,Q)=f- }n 2(1,0) 

16(0, O):: 8 f -. 8 • 16(1, O)= 2(2 f • 1 .. B(l> O))+ 4f ~ 6., 2 x+·p ~ .7. 

16(0,0} = p • 7+Zx 

2(1. O)" f - 1 - 2(0, O) 

16(1, O): 8f - 8 - 16(0, O):: 8f. - 8 .. (p • 7+2::} 

= Z(p - 5) M p + 7 - 2 X 

16(1,0)= p ~ 3 - Zx 

(o, 1) = r - (o, 3). 2(1,0). 

Z(O, 1) = f. (O, 3)+ (O, 1) - 2(1, O) 



16(0; 1): 8í - By.; 16(1, O)• 2p. 2 ~ p+3+ix - (!y 

16(0, l) ~ p+ 1 +zx - By 

2(0, 3) =r" (o, l)+(o, 3) • 2(1, o) 

16(0,3)= 8f • 16(1,0)+Sy 

16(0,3)• Sí- 16(1,0)+By 

16(0, 3) = p.+l +2x+8y 

16(0, O)= p - 7+2x 

16(0, l). P+ l + 2 X - 8 y {47). 

16(0; 2):: p + 1 - 6 x 

16(0.~)= p+l+Zx+ay 

.40. 



\••' 

CAPITULO V 

Caso e" 5 

p = 5 f + l y f par. 

Por (16) se tiene: 

(k, h) = {h, k) y (e • k, h w k)= (k, h) 

(O, 1): (l, O) :: (4, 4) 

(Cl, 2): (2; O)= (3, 3) 

(O,·~}:: (2, 2): (3, O) 

. (014) = (l, 1).:: (4, O) 

(48) 

(1, 2):: (2, 1}:: (l,4} = {3,4) .. (4, 3)":: (4, 1} 

(1, 3)::: (2, 3): (2, 4) "(3, 2)= (3, 1):: (4, 2) 

Entonces las 25 (i, j) se reducen a: 

·(o,o), (0,1), (0,2). (0,3), (0,4), (1'2)• (l •. 3) 

De (19) tenemos: 

(O,O)+{O,l)+(o,2)+(0,3)+(0,4): f~ l. 

(49) (0,1}+(0,4)+2(1,2}+(1,3):f 

(o,2)+(0,3)+(1,2) +2(1,3)= f 

41 .. ·. 

· .. ~¡ 



"··· ; 

:i 

4Z. 

Si ri es una raiz quinta pl'imitiva de la unidad entonces 

Por (29) ae tiene 
~ . 4 2h ...L -2.h ·. 

R(l.l}= i._Zf.> 3 L p..· (j,h)+L~ {O.Ji 
J':""l h::O h:O 

R(l,l): zpi t<1,o}+ ~ .. 2(1,1)+ ~N4(1,2)+ r.i- 6
(1,3)+r.i.;·8(1,4)} 

+z f.>
2 ({z.o)+ r-i·2c2.1)+ ~-4(2,z)+ \.>'"6(z,3)+ r.i'"8(z,4)) 

+(o, o)+ f.J-z(o, l) t ~ -4(o, z)+ {!! -6(o,3) + ~ .. a(o, 4) 

:: z \?' (1, o)+ 2 ¡.i 4(1, 1) -f. 2 I' 2(1, z) .. 2(1,3) { ~ + ~z + f-' 3 + l?>. 4) 

zp 3(1,4)+z~ 2(z,4) - z(z,1) {~+~ 2+~ 3+\'-> 4) + 

z{l3(z. 2)+ 2 f>(Z, 3)+2 f-'4(z,4) - (O, O) <r-i+ P> 2 + f-13 '.T ~4) 

+~3 (0,1) +~(o, z}+ ~ 4(o,3)+ ~ 2(o,4) 

2 j . 4 
R(l,1) o ª1\-'+ªz \~ + ª3.f.> + ª4~ 

á¡" (O, 2) - (O, 0)+'2(0, 1) ~ 2(1, 2) 

ª2 = (O, 4) - {O, O) +z(o, 2) e 2(1. 3) 

a
3 

: (O, 1) • (o, 0)+2(0, 3) ~ 2(1, 3) 

a
4

: (0,3) - {O,O)tZ(0,4) - 2(1,2.) 

. - . ·- 2 3 . 4 
R(-1, -1) - ª4 ~+ ª3 f.> .+ ªz ~ t ª1f-' 

Por {30) tnemeos: 

p:: R(l, l) R(-1, -1) 

(51) 

p ~ ay+a~+af+ai+C~+\!;4) B+(~2 
4- r.>

3
) C 

Donde B: ªl ª2+ ª2 a3+ ª3 ª4• C : ªl ª3·\.- ª2 ª4+ª1 ª4 

Reemplazando p.+ p.. 4 por -1 - f.> 2 - ~ 3 
y haciendo notar que {50) es 

irreducible, se tiene: 



(S3) 

2 2. 2 . 2 . 2 3 . . . 
p~ ª1+ªz+ª3+ª4 -B-((0 +.rs )(B-C) 

y ( f2 2 + f?l 3) ( B - C) ·~ O 

=;::> B=c 

Bi: e (52) 

X ={0,0) - (0,2)+2(1,Z) - 2(0, l)+(o,O) a (0,4)+2{1,3)-.2(0,2} 

+(o, o) .. (o. 1) +2(1, 3) - 2(0, 3)+ (o, O) .. (o, 3) +2(1, 2} - z(o,4) 

X: "'3(0,l) - 3(0,2) - 3(0,3) • 3(0,4)+4(0,0)+<!(l,2)+'1(1;3) 

X:: "3f+3+7{0,0)+4(1, 2).\·4(1,3) 

7{0,0) ': - 7f- 7+21(1,2)-\--21(1,3) 

x:: - io r - 4 +zs(1, 2)+ 2s(1, 3) 

ªl •a z -a 3+ a 4 "(0,Z) - (0,0)+2(0,l) • 2(1,2) - (0,4)+(0,0) - 2(0,Z) 

+2(1, 3) - (o, 1) +(o, o) w 2(0, 3)+2(1, 3)+ (o, 3) • (o,o) · 

+Z(0,4) - 2(1,2) 



: - (0,2)- (0,3)+(0,4)+(0,1) -4(1,2)+4{1~3) 

= - f+(l,2)+2(1,3)+f - 2(1,2) -(1,3) .. 4(1,2)+4{1,3) . 

. :: - 5(1, 2) +5(1, 3) 

F = {O, 4) - (o, O)+ Z(O, 2) - 2(1, 3) - (o, 1) +(o. O) .. Z(O, 3}+2(1, 3) 

F " z [(o, 2) - (o, 3)] ~ [(o, 1) - (o, 4}] 

{54) x=zs [<1.2)+(1,3)] .;;1of .. ·4, ª1 "ª2"ª3+a:4=5w, 

w= (1,3) -(1,2) 

F = 21.J - v, G:: u +-2 v; u ... (o, 2) ¡.,(o, 3), V:: (ó, l) N (0,4) 

Entonces se tiene: 

Sea D: G2+4FG w F2 

D :: (á1 - a4)\4(a 2 "a3) (al~ a 4) - {a2 • a3) 2 

:: a¡-. ai - a;+a~+z (a1 ª2+ª2 ª3+ª3 a4) - 2(al a3+az a4+ª1 a4) 

+ 2al ªz+ Za3 ª4 - Za1 ª3 - Zaz ª4 

: (al+ a4)2 - (az+ ª3)2 

D : (a1+a4) 2 
ª (a 2+a3)2 



:) 

: af+za 1 a4+a! - a~" 2a2 a3 - ai 

- 5 xw= (a1+a4)2 - (a 2+a3)2 

o: -5xw 

- 25xw= 5D:: (2F+o)2+4(2F+G) ( .. F+ZG) .. (-F+za)Z 

: 25 (112+ 4 uv - v2) 

(56) 

Por (49) y el valor de x se tiene 

{O, 1)+ (O, 2) 4 (O, 3) +{O, 4) +· 3(1, Z) + 3(1, 3) :: 2f 

í D l .. (0,0) + 3(1,Z) +3(1,3} .. 2.f 

(O, O) - 3(1, 2) .. 3(J;3)+f +1 : O 

15(0, O) : 3 [ 25(1, 2) + 25(1,- 3ll - 25 f -25 

25(0,0)·= 3(x+l0f+4) .,.25f - 25. 

25(0,0) = 3x+30f+l2 -15f-~ 25 

(57) 25(0,0)=p-14+3x 

Teoren1a: La congruencia 

(58) (mod. p "5f +l) 

tiene p - 4 +3 x soluciones. 



l. 

. , . 
Demostracion: 

Por el corolario del teorema 1, capÚulo I, (58) tiene 

25(o; ci) = p .. 14 + 3 x soluciones primas a p. 

ya O 

Además tiene 5 soluciones con x e O y 5 soh1ciones con· 

(58) tiene p .. 4 + 3 x aoluciones. 

Por (53) y de la. definición de w en (54). obtenemos: 

4 ª1: 4 ª1 - ªz+a4+ ª2+a3+ ª4 • 2 ª4 

: ªl w ª2 - ª3+-a4+ ª1+ªz+ª3+ª4+ 2'ª1" 2ª4 

: 5 w - X +2 G 

4 a 1 : 5 w - x +2 G 

4 ª2: 'tª4 ª1 - ª2 - ª3+ ª1+ª2+ª3 ~ 2 ª1 

: ª1 - ª2 - ª3+a4+a1+ª2+ª3+ª4+za4 - 2 ª1 

: 5 w ... ·x - ZG 

4 ª2 = 5 w - X - z G 

Análogamente obtenemos 

Entonces 

.4 ªz - - s w - x. +z F 

4a3 :.sw .. x-2F 

46 •.. 

··.; 



47. 

4a 1 : Sw- x-1-ZG 

: .4 a 2 s w - x " 2 o 
(59) 

Teorema: Hay exactai1'1.epte 8 soluciones enteras simultáneas de (55) y 

(56). Si (x:, u, v, w) es .una solución también (x, -u, •V, w) y 

{x, t v, f-U, • w) son soluciones, Las 4 restantes se obtienen: de estas 4 

cambiando todos los signos. 

Demostración 

Puesto que 5 es un residuo cuadrático de un primo p : 5 í +l, 

entonces la congruencia 

{mod. p) 

tiene solución. 

Esto lo afirmamos por el siguiente _!~E:::?-: 

Cada p # q {p y q primos) puede ser tmícamente l"epresentado en la 

forma p·: 4qk=.a donde O <a <4q y a:: 1 (mod. 4). Para cada 

primo impar fijo q, las soluciones de la ecuación (q/p) ::: 1 son exacta-

mente los primos p 1:q tal que la corre.f!pondiente a es un residuo 

cuadrático de q, es decir, (q/p) : (a/q). Los n\uneros a fales que 

·O (a ( 4 q, a;: J (mod. 4) y (a/q) :: 1 están dados por los mínimos re-

siduos positivos (mod. 4 q) de los números 2 2 2 l , 3 t , , • I {q - 2) • 

/ ,.: 



48; .. 

En este caso q .:: 5 y queremós. ver que para un primo p de la 

forma p : 5 f+ 1, 5 ea <m residuo cuadrático de p. 

Entonces 5 es. un residuo cuadrático de primos de la .forma 

20k"'!. 1, 20kt9. 

Vamos a ver. que p es de alguna de éstas formas; 

Sabemos que f es par, f ::. 2 f' 

p = 5(2f')+l = lOf'+l 

i) Supongamos que f 1 = 2 f 11 

P = io(zí"H-1 = 201 11 + i 
H) Si f' : 2 í'' 1 

p: 10(2f"-l-1)-\-l = 2Qf<:+.11: 20(í11 +1) ~ 9 

p:: 5f+l es de la forma 20k+l Ó de la forma 20kf9 

5 es un residuo cuadrático de p = 5 f+ 1 

y po1· lo tanto s 2 s; 5 (mod. p) tiene dos sohlciones. 

De (55) tenemos: 

(55') 50(u2+vZ):- xZ. 125w2 {mod. p) 

En (56) despejado v2 - u 2 y elevando al cuadrado: 

(v2 ~ uZ)2 :: ( xwt4uv) 2 

. v4 +u4 = (xw+4uv) 2+zu2 v 2 

2 2500(v4+ u4 ):: 2500(xw+4ttv)2+ 5QQQu2 V 

'· 
' 

¡. 



.·. 

·En (55') elevando al cuadrado obtenemos 

2soo(u4+v4):(x2 +~zsw2)2 - 250ou2 v2 

(x2
+125w2)2 - 5000u2 v

2
:2500(xw+4uv)2+ 5000u2 v2 

(x2 +125 w2)2:: 2500(x w + 4 u v)Z+ 1 O 000 u2 v2 

49. 

(x2 - 125 w2)2: 2500 x2 \Vz+ 20 OOOxw u V +40 ooouZ v2 .. 500 x2 wZ
+ lO ooodv' 

(x2 - 125w2)2 :-.zooox2 w2 +zoooOxwuv+soooou2 v2 

y multiplicando por s 2 :5 {mo<l. p) 

s 2(x2 - 125w2)2 :::;10000x2 w2+ lOOOOOxwuv +250000u2 vz 

s 2(x2 • 125w2)2 =10000(xw+5uv)2 

Para una . s adecuada 

(60) s(x2 ~ 125w2)slOO(xw+5uv) 

Ahora, multiplicando (55') por 50 , (60) por 10.y sumando 

2500{u2+v2) + 1000 x w +sooo u v: w 50(x2+ 125 w2)+ lOS(x2 • 125 w2) 

{61) 2500(u+ v) 2=:. 1000 x w. 50(50(x2 +125 w 2) +IOS{x2 ~ 125 w 2) 

Sea r un entero tal que or<l r = 5. Este existe ya que si g es una 
p 

raíz primitiva de p, .entonces gP• 1 :=1 (mod. p) 

g5 f: (gf)S=_l ( d ) mo, p. 

4 

b (mod. p) 



Sea - 4 a-r -r, b=r 3 "r 2 

a
2+ b 2

::: (r
4 

- r)
2+ (r3 

- r
2

)
2s r 3 

·- z+ r 2+ r - Z +r4 

=:.r+ r
2+ r 3+ r 4 - 4E • 5 

{mod. p) 

s
2

: (-r4 +r
3
+r2 -ii:::(-1"'21·4 - Zr2)2:=i+ 4r4+4r+4r3+ 8+4r2 

9+ 4(r +r2 + r 3+ r 4): 5 

2 
s = 5 {mod. p) 

aba a ·(m.od. p) 

Definimos m:: - Za - 4b, t = 4a. Zb 

:,. 50 +16S ~ 6S: - 50+105 

m 2 ;::10S'-50 

t
2

: (4a .o Zb) 2 : 16a2·16ab+4b2 ::10(a2+b2) .. 16S+6(~z. h2) 

- 50 • 165 +65':. lOS - 50 

t
2a - ios - 50 

; ·' 
.. ·' 



sL 

1~1t: - (2a+4b)(4a ... Zb) =-aa2 .. 1zab+Bb2 : ... 8(a2 ~ bz) .. tzab 

=..: as - 12s :: - zos 

m t:; - 205 

Hemos obtenido 

(61) Se puede escribir de la siguiente manera: 

(mod. p) 

(61) es el cuadrado de 

(63) - 50 {u+ v),:= mx+5Stw (mod. p) 

Ó de la congruencia que resulta de ésta, cambiando los signos de u y v. 

Eate cambio debemos tomarlo con cuidado en el teorerna. 

Sea ak: t +m, 2L:::t-m 

Entonces (63) es la suna de 

(64) 50u:Sk.xt5sLw y 50vll!vLx+5skw 

El p1·oducto de (64) concuerda con (60) porque: 

isoo u vs (kx +5 s Lw) (-Lx.\-5 s kw) 

;;.,kLx2+5sxw(k
2

- L 2 +zss2 kLw 

pero kLE- 5 s y 
2 2_ 

k - L = • 20s 

Entonces 

2.500u vE 5 s x 2+ 5sx\v(.;;zos)+125(-5S)w2 

-,'.:. -

.¡. 



·? 

sigue: 

:Ss(x2 .. 125w2) - 100 a
2

xw 

5 a(xZ ·- 125 w2):::: 2500u v+ 500 xw 

s(x2 - . 1Z5w2) E lOO(xw + 5 u v) (mod. p) 

52. 

La ambigiiedad en la determinación de u y v es eliminada conio 

Reemplazernos r por y w 

- ( 2)4 z - 3 2 - b a 1 - r - r - r - r -

b1 :. (r2}3 • (r.2)2 "r_- r4 ;¡ - a 

m 1 = - za 1 - 4b 1 = - 2b +- 4a: t 

t 1 :4a1 -2b1 :'.4b+za: -m 

t =-rri 
1 

m
1 

t : ~ mt 
. l 

por .;w, 

50 (u+v);:~ t 1 x+5sm1 w {mod. p) 

2 k 1 :: t
1 
+ m 1 : - m1· t : 2 L 

2L
1 

:: t
1 

- m
1 

:: - (m+ t) : - Z k 

entonces: 

Entonces k, L, s, u, v corresponden a L, - k, - s, - v, u respecti'"'. 

vamente. De 
,,. 

aqu1, (64) se sigue para la solución. dada o ~ara la nueva so-



,, 

53. 

l~ciÓn (x1 .., v, u, - w} de (55) y (56). 

Sean (x, u, v, w) y (x1 , u 1, v
1

, w
1
) soluciones cuüesquiera .·· 

de (55), (56). Y (64) 

.Evidentemente. 

(mod. p} 

Sea A:: lxx1+50uu + 50vv +l25ww j . .. 1 l . 1 

Por (55) se tiene 

(16p)2 = (x2+5ou2+5ov2+I25w2) (xi+souy+sovj+12swy) · 

(16p)
2 = A2 +so(xu 1 ~ x 1u) 2;.so(xv - x

1 
v)

2+ 125(xw
1 

• x
1 
wf 

2 . 2 . . . 2 + 2500(u v 1 ~. u 1 
v) + 6250(u w 

1 
- u

1 
w) + 6250(uw1 .. u

1 
w) : 

+6250(uw1 - v
1

w) 2 

A= 16 p 

2. . 2 
(16p} :;A 

~ 6p2:;;.A2 

{lnod. 25) 

(mod. 25) · 

(mod, 2.) 

'=9 A es par y por lo tanto A es de. la forma A=. 2np 

2 2 .2 2 
4n p ::A -:=)4n:::6 (mod. 25) 

(mod. 5) 

A:: 16 p 



XU ~X l\: 0 , .. ., VW "V W: Ú 
l 1 l 1 

2 2 
(55)::;>-x ="} s l 

x.2 :: xz 
l 

16p 

7 

porque 

16p •. 

y por .lo tanto 

L v. ~ 

Esto prueba el t.eorema 8. 

(mod. 5), x:FO j<x
1 

2 
V¡ ' 

2 2 
w = w 1 , 

Ahora, escojamos una de las 8 solticiones de {55) y (56) 

Entonces las tres ecuaciones lineales (49) y las cuatro ecuadones lineales 

en (54) cuyos lnicmbros de la izquierda son x, w, u, y v determinan 

Únicamente (o, h), h : O, 1 , ... , 4, (1, 2) y (1, 3) y por lo tanto quedan 

Únicamente determinadas las 25 constanter; ciclot,)micas. Esto resuelve 

el problema cicl.otÓmico para e "'5. 

5.4. 



CAPITULO VI 

Suhdivisi6n de Períodos y Teorema de .Tacobi 

Subdivisión de Perfodos 

Sea d cualquierdivisor de e y E = e/d 

Entonces p - 1: ef: dEí 

.E..:....!...= d f 
E 

Reemplaza11do e y f por E y df respectivamente (en (l); vemos 

que lo.s E períodos son: 

y : 
k 

(k :: O, 1 , .••• , E .. "1) 

Los valores j, d+j , •.• , (í d 1) <l+j de t dan los términos de· 

. Vl en (1) porque 
'lk+jE 

E((f"l)d+j)+k (Ejtk) .. 
Rg_ :: Rg . ·, 

E+(EJ+ k} 
Rg 

:J. 1.' 

(.f~l)e+(Ej..\-k) 
Rg . . . . 

y estos son precisamente los téi;minos de 'd1 · . · . 
· · • \k +JE 



s6: 

Entónces se tiene 

Tome .d.= Z. Entonces e: 2E y 

E-1 E~ l 
\11.· ·.·.·Y{.k" ) 

0 
(k,h)1· + f:s + ~··· . (kl E +H)~.,,.. +·H· .. 

'·fo . h - h k u • . ·' .\ r.; · · ' . - .· ,{]. ... ': 

·.' .. ,, 
d.e aqu1 podemos obterte.r V'lo V{.k+E 

reemplazando k pol' k+E .· 

E~l E~l . . · ... · 

V1 '() . : V (k +E, h)yt + 2=. (k +E, 'E+H)Y\ +i-1 +rs k+. E 
'\º':1..k+E M h H::-0 . . ·· E. . . 

Similarmente, por (7) tnemos 

e-1 . E·l 
'{\., V1 .·. : Is k + ) (k, h) V1 E + h : f S +;[ . (k, h}n . h 
·~I~.·\E+k · li=o ·\ . ·. k 11.-0 '\E~ 

E-1 
+ ~ (k, E··Hi)'{'\ 

H-0 . \I! 
" . ~ 



Reernplii.za11do m por k y k por E - k en (7), ootenemos:. 

e~l 

Vlk~E :.fa E;.kt (:~ (E - k, h)Y'\k +h 

ZE-1-k µ-k ~1 
ís E_ k+ 2: . (E - k, h)'flk+h +/_. . +)~ 

h - E-k h - O h:;'!1;-k 

Enlaprrnerasuma tomemos k+h=E+H; obtenemos: 

E-1 
~(E .. k, E+H .. k)V1,. H 
~ "\E+ 

En.las:seg\inda y tercera surnaf!, tome k+h:: H.·En eLÚltímo caso ciebemos 

quitar ZE de los Índices de Y"t• 

Combinando te inemos: 

E·-l•k z (E - k, h)"\k+h' ' 
h :: o 

Para h = O tenemos H = k y para 

E - 1 > (E~ k, H - k )Y{ 
H: k · H 

h :: E - - k, H"'.:: E -· i · 



Para h : 2 E .• k y h .:: 2 E - 1 tenemos respectivamente 

k+2 E - k = H y k +2 E .. 1 : H 

"l +k 2E'-Hk 

í?: ~E (E .. k, H - k) (\ H :: ~ (E 8 k,. H .. k).V\ H.· :· 1f;-o -~ 

y stunando 

· E·l . . k w l . 

. ~ {E. k, H - k)Yl + 2._ .• {E· k, H.~ k)Y\ .·· : 
.··í:r:"k ·1H H - O . H 

E-1 

?:: ~ (E .. k, H • k) '\ H 

E-1 
Yl 'f'). : í s E k + L (EN k, E. H ... k)Y\E+ H 
• \k'\E " H:O 

E-1 
+ ~ {E Q k, H - k)Vl 

H:o .. \ H 

· Entonces 

E-1 E·l 
y y : 2fs. +rs . +rs + -S- (k,h)Y'h +~ (k, E+h)Y\.:E+h 

o k k ·. k-1-E E·k ~ .. É=Q 

E-1 ' E-1 

2=: {k +E, h)Y\h + Lh·--O (k +E, E +h)'flE + h 
h: o . 



E;..f E~l ~l fu (k,h) Y\E+ h ?:o (k, E +h)Y(h fu (E - k, E+h - k}l'l Eth 

E-1 
. · .•. ~(E ... k, h;. k)f\h 
M 

:zf sk+fsk+E+fs 
E-k 

. . ' ~ 

E-1 . . ·. · .. •. ... .· . ~;-º r (k. E+ h} +(k+ E, E+h) + (k,h)+(.E - k, E+h .. kRn ·É+h. . 

Pero por (14} y (15) se tiene que 

(e M k, h O k) "' (:K, h) 

(k+E, Ei-h) =(e - (k+E), E-1-h. (E+k)) =(e -k - e/2, h ~ k):: 

. (E - k, h - k) (E - k, E+h - k):: (e - (E - k), E+h - k- (E - k )) :: 

( E+k, h) 

Y Y
1 

: Zfsk+fsk. ·E. +fs k 
o e . +• E-

E-1 +I: (k,h)+(k+E,h)+(k,E+h}-l-(E-k,h-kÜVJ . 
h =o . h. 



.·) 

E~l 

. L ··.((k, h)+ (k +E1 h)+(k, E+h) +(E R k~ h - k)lVl 
h=o · · U·1 h+E 

E .. l 
Y. 0 Yk: 2 f sk+ f s k E+ fa. + } (k, h) V . + . E .. k ~ · El h 

.dónde · (k,h)E:: (k,h)+(k+E1h)+(k,E+h)+(E ~k, h·k) 

Poi· (14) y (15) . 

t (O, O)E : (O, O) +(E, O , E)+ (E, O) 

. Si f es par. 

(E, O) :::. (O, E) 

(O, O)E: (O, O) +3(0, E) si f .. ·· es par 

Si f es impar, 

(k, h) : (h+E/Z, k +e/2), (e - k, h - k) :: (k, h) 

·. (e/Z, O): (e/2, e) : (e/2, e/2) : (O; O) 

(O,O)E. = (o, O)+ 2(e/2, O) +(o, e/2). 

(O, O)E = 3(0! O)+ (O, E) si f es impar. 

En (22) para e :: 2 E, m : 2 M, tome j :1 J t E en los ·términos con 



j=E 1 , .•. ,2E-·l 

Tenemos: 

2.E"l . EMl . 2E-i 
F( ~2M) :: -~-.• ~ ZMjvi . : -~ f?' ZMj ~. + '.) ~ ZMj . 

j~ J .1 - o J JiE . riJ 

E .. l E .. l . 
: 2.~ 1~ 2Mj'r1.+Lfl.2M(j +-E) VlJ·+· E : 

J :; V 'l J j = 0 I'.' ' \. . 

E-1 . E.,..I : L r}Mi n.+ ~- ZMj .... 
·j : O i; . 'lJ ~O P' V\J +E 

E .. 1 E .. 1 .. ,- .. 

::: L.- ri2Mj ( Yl .+ Vl. ) :; .Y-. (l.2Mjy, 
. - O . . ' \J ' \J + E ?;..,0 F' . j · 
J - J -

Ahora, B = ~ 2 
es llna i·aiz E -ésima .de la unidad, 

. ' ... ' 

Sea <P (Bm) la función obtenida de· F( !-'m) en (22) al reempl~ · 

zar e por E, r por B y Y\ por Y. 

' . ~ .· 

Aplicando (26) también para p , obtenemos: 

R(2 r, 2 s)e :: f R(r, s)E con ~ reemplazada. por .. ri· z 1 



·. - :":"..::~:.-.- ., 

Teorema <le Jacobi. - Si gm:! 2 (mo<l. p), Ja íunci~n (23) tiene la pro"'. 
.) 

piedad ·siguiente: 

Demostración 

p-2 . i 
. F( c.( ) : L o( 1 Rg 

i:: o 

Para una fija, el coeficiente de o( i en F(o{) F(~ O() es: ·. 

(66) con 

éste es el coeficiente de o\ Zm+i .en el segmdo miembro de 

(65). 

Si es impar, la suma (66) es cero, puesto qm j : J y 

j :: i - J dan lugar al inismo valor de e módulo p. , ·mientras que tmo ¡·. 



·'J;. '--- -·:. ~ '.:. .. ' ···.~· , '.:" - . 

es impar y el otro es par. 

Sea par, i :· 2 t 

2m+2t 
El ccieiiciente .de o< en F(-1) F(o< 2) es 

ó usando que (mod. p) el coeficiente es: 

lY .Sea .r:f:.t (mod.Í(p·l)). Entonces Jei-J s.onvaloresde que 

se.in incongruentes modulo (p .. l) porque 

si J;:;i .. J entonces ZJ;¡¡¡i :zt (mod, (p .;. 1)) · 

> Jst (mod. Í(p-1)). 16 cual no puede ser. 

, • Je i - J son incongruentes (mod. (p .. l)), dejando a la misma c 

en (66), y el coeficiente de Re es 2( .. 1f; 

El término Re apar·~ce en la primera suma de (67) para 

k -j, t: J)2' g :::g g -g porque 



J{ en la segunda suma aparece para 

En cada caso 
k 

g y 
J 

g son ambos residuo.a cuadráticos de 

p ó no lo son, de aqui k aJ (mod. 2). 

Entonces el coeficiente de Re en {67) es 2( .. 1/ 

. 2-/ Sea J::;: t (mod. {-(p~l)). 

ZJ::: 2 L (mod. (p- 1)) 

=> g2J:;g2 t {mod. p) 

Tenemos 

gJ:, ±g 

ZJ i 
g == g 

gJ ==:gi-J 

t (mod. 

2 J i-J J g:=g +g:;c 

c:Zg3:::f2gt 

p) 

(mocl. p) 

Ahora, solo una ele lás dos sumas (67) nos da un ténnino Re, 

el segu11do cuando gk 4 gt y el primero cuando gk -4 { 

En an-ibos casos k 
g 4 l (mod. p), de aqu{ k J (mod. 2). 

Entonces (-l)J es el coeficiente de Re en ambos (66) y (67). 



'6,5. 

Falta consi4erai· exponentes f que. 110 aparecen en. (66). 

S a z :: j e g 

Entonces Zt ,g__ + z ::;c. · (nf..>d. p) no tiene raiz z. 
z 

no e S re si duo cuadrático de p; 

· De aquí para una de las congruencias 

+_ k t k 
c - Zg '::,g , e+ Z g := g (mod. p) 

la solución k g es un residuo y para la otra no. 

Entonces XC aparece en una de las sumas, (67') Conél Coefiden• 

te +l y en la otra con \1 coeficiente - 1 y por lotanfo se amil.an. 

- ' ' 

Hemos demostrado que (66) y (67) tiene los mismos .coeficientes 

de Re 'para cada c. 

Queda deinos.trado {65). 
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