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INTRODUCCION 

En el presente trabajo se desarrollan los temas "Espectros de Ani

llos", "Soportes de Módulos" y algunas nociones de "Módulos Pro

yectivos de Tipo Finito", basándonos para ello, en la exposición -

que de esos tópicos se hace en el segundo cap!tulo del libro 

"Alg~bre Commutative" de N. Bourbaki. 

Se ha procurado en primer lugar, presentar los temas en la forma 

más clara pC'lsible, para lo que se han detallado, las demostraciones 

de los resultados que en los mismos aparecen; y para hacer más rá

pido el análisis de este estudio se incluyeron individualmente, cuan

do ésto fué posible, en el lugar apropiado, los fundamentos necesa

rios para la elaboración de dichas demostraciones. 

En segundo lugar, se ha tenido como finalidad allegarse el material 

necesario para la demostración de un teorema de Jean-Pierre Serre 

que aparece en las notas del Séminaire P. DUBREIL, MrL. DUBREIL

JACOTIN et C. PISOT. MODULES PROJECTIFS ET ESPACES FI

BRES A FIBRE VECTORIELLE par Jean-Pierre SERRE y que asien

ta lo siguiente: 

• 
"Si A es un anillo conmutativo, neteriano y con unitario tal que su -
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espectro primo X es conexo, entonces, todo A-módulo proyecti

vo P es la suma directa de un A-módulo libre y de un A-módulo -

proyectivo de rango menor O igual que la dimensión de n 11 

En lo que respecta a la notación, se ha tomado en este trabajo la -

misma que se utiliza en el libro y en las notas ya mencionados, a 

excepción de que el localizado de un A-módulo M con respecto a -

una parte multiplicativa S de A, se denota aquí por Ms y en el li

bro, por s-IM. 

Para finalizar, agradezco las facilidades que me han brindado el -

Instituto de Matemáticas de la Universidad Nacional Autónoma de -

México y el Instituto Nacional de Ía Investigación Científica. Así-

mismo quiero hacer presente mi profundo reconocimiento por la va

liosa ayuda que para la preparación de este traba.jo me prestaron - -

gentilmente los señores doctores Roberto Vázquez García, Félix Re

cillas Juárez, muy especialmente, los señores doctores Humberto -

Cárdenas Trigos y Em.ilio Lluis Riera; bajo cuya dirección realicé -

la presente té sis. 
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I. -E S P A C I O S IRREDUCIBLES 

Definición l . l . Un espacio topológico X es irreducible si la in

tersección de los miembros de cada familia finita de conjuntos 

abiertos de X, distintos del vacío, es no vacía. 

Se sigue de la definición que todo espacio irreducible es distinto 

del vacío; ya que si X es un espacio irreducible, la intersección 

de los elementos de la familia vacía de conjuntos abiertos de X, -

distintos del vacío, es no vacía, y dicha intersección es igual a -

X. 

Daremos una segunda definición. 

Definición 1. 2. Un espacio topológico X es irreducible, si X es -

no vacía y la intersección de cualesquiera dos conjuntos abiertos -

de X, no vacíos, es no vacía. 

La equivalencia de las dos definiciones se obtiene haciendo uso de 

la afirmación que precede a la segunda definición y aplicando el -

proceso de inducción . 

Observamos que pedir que un espacio topológico X satisfaga la se

gunda condición de la definición 1 . 2 es equivalente a exigir que en 

dicho espacio la unión de cualesquiera dos conjuntos cerrados dis-



tintos de X sea también distinta de X. 

Por lo tanto, la definición 1.2 puede enunciarse de la siguiente -

manera: 

Definición l . 3 . Un espacio topológico X es irreducible si es no va

cío, y la unión de cualquier par de conjuntos cerrados distintos de 

X, es distinta de X. 

La siguien~e proposición nos permitirá caracterizar en otras for

mas a los espacios irreducibles . 

Proposición 1 .1 . Sea X un espacio topológico no vacío . Las con

diciones siguientes son equivalentes: 

a) X es irreducible. 

b) Todo conjunto abierto no vacío de X es denso en X. 

e) Todo conjunto abierto de X es conexo. 

Equivalencia de a) y b) . Sean U y V dos conjuntos abiertos de X, 

no vacíos. Entonces 

unvr/~ 

tanto cuando es válido a) como cuando lo es b) 

Y que esta intersección sea distinta del vacío para toda pareja. U, V, 

de abiertos no vacíos, i..m.plica que U es denso en X, y que X es irre-
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ducible. 

c) implica a) (se demostrará que la negación de a) implica la ne-· 

gación de c) ) . Supongamos que X no es irreducible; es decir, -

existen dos conjuntos abiertos U 1 , Uz de X, tales que 

U¡,¡. (;¡j 
-.---

Entonces el conjunto abier.to u1\u \u2 , de X no e13 conexo, puesto 

que es la unión de dos abiertos ajenos y no vacíos. 

a) implica c) {se demostrará que la negación de c) implica la ne

gación de a) ) . Sea U un abierto de X, no vacfo y no conexo; o sea, 

existen dos abiertos U 1 , U z de U tales que 

U • u1 U Uz u 1 n Uz • <;IS u 1 ¡. <;IS uz ¡. 9S 

Los abiertos U¡ y Uz son también abiertos de X debido a que U es 

abierto de X . 

Por lo tanto, como son abiertos no vacíos de X, y su intersección 

es vacía, X no es irreducible. 

Definición 1.4. Un conjunto E de un espacio topológico X, es irre

ducible, si con la topología relativa, el subespacio E es irreduci-

ble. 

Es decir, E es irreducible; si E es disinto del vacío y 
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para toda pareja UE , VE de abiertos de E distintos del vacío 

uEnvE,'<;6 

Debido a que se considera la topología relativa, se sigue que para 

cualesquiera dos conjuntos abiertos U'E y V'E de E, existen 

abiertos U' y V' de X tales que 

U'E - u• n E V'E· V' n E 

Así si U'E, V'E y U'E n V'E son no vacíos se tiene que U' , V' 

y U' n V' son no vacíos e intersectan a E. 

Recíprocamente, si U'y V' son no va.cíos, y tanto ellos como 

U' n V' intersectan a E, entonces U'E y V'E son no vacíos y se 

intersectan. 

Por todo lo anterior, podemos afirmar que un conjunto E de un es

pacio topológico X es irreducible si y sólo si para toda pareja de -

abiertos U, V de X que intersecten a E , se tiene que 

unvnE,'<;IS 

Con base en esta condición necesaria y suficiente, podemos formu

lar la siguiente: 

un conjunto E de un espacio topológico X es irreducible si y sólo si 

para cualesquiera dos conjuntos cerrados F, G de X tales que 
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E e Fu G se tiene que E· e F o bien E e G. 

Necesidad.· Sean F, G dos cerrados de X tales que ECFU G. 

Existen abiertos U V de X tales que 

F• X - U G•X-V 

por lo tanto 

E e (K - u~ u (K - V) - X - (U n V ) 

de donde 

En un V• (¡j 

Así, puesto que, E es irreducible, 

E n U • (¡j o bien E n V• <;6 

es decir 

E e X - U • F o bien E e X - V • G 

Suficiencia (por reducción al absurdo). Supongamos que no es -

irreducible, por consiguiente existen U, V abiertos de X tales que 

u n E" 9S V n E./ 9S y u n V n E• 9S 

De donde, podemos asegurar que existen dos cerrados F y G, 

de X tales que 

(K - F) n.E,' c;6 (X - G) n E,' 9S 

E n (X - F) n (X - G) - <;6 

La igualdad implica que E e F u G y las dos printeras desigualda:. 
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des implican a su vez que E r/.. F y E r/.. G. Lo que contradice a la 

hipótesis. 

Este Último resultado es un caso particular de la siguiente afirma-

ción: 

Un conjunto E de un espacio_ topológico X es irreducible, si y sólo 

si para toda familia I_Fil· l""i,¡;;n de conjuntos cerrados de X tal 

que E e Ü Fi , existe un índice i para el cual E e Fi 
l= 1 

La demostración de este resultado se puede realizar por induc- -

ción sobren, y en nuestro caso lo tenemos ya probado para 

n =z . 

Antes de enunciar la siguiente proposición demostraremos el re

sultado auxiliar que a continuación se expresa. 

Sea E un subconjunto del espacio topológico X~ un conjunto abierto 

U de X intersecta a E si y sólo si U intersecta a Y. 

E• E u B {E) por lo tanto, 

u n E• {U n E) u (U n B (E) ) 

Necesidad. Si Un E,¡.~ claramente U n E,' ~ 

Suficiencia. Si U n E ,f, ~ entonces U n E,' ~ o bien 

U n B (E),/ <)S 

Supongamos que 
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U n 8 (E),' c¡j 

es decir, existe p, X tal que 

y por ser U abierto se sigue que U es vecindad de p, por lo tanto 

por la definición de 8 (E) tenemos que 

Proposición l . 2. Para que un conjunto E de un espacio topológico 

X, sea irreducible, es necesario y suficiente que E lo sea. 

Por el resultado anterior, tenemos que para toda pareja de abier-

tos U, V de X 

a) un E,'c¡j V n E,' c¡j <=> b) un E,/, c¡j v n E, c¡j 

c} U n V n E,; c¡j <=> d) un V n E, c¡j 

Necesidad. Si E es irreducible, entonces 

b} => a) => c) => d) 

por lo tanto, E es irreducible. 

Suficiencia. Si E es irreducible, entonces 

,,.a) ) => b => d) => e) 

por lo tanto, E es irreducible. 

Proposición l . 3. Todo conjunto abierto no vacío U_, de un espacio 

topológico irreducible X, . es irreducible. 
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En virtud de la proposición l .1, bastará probar que todo abierto 

no vacío V de U es denso en U. 

Sea W cualquiera otro abierto no vacío de U. Puesto que U es -

abierto en X, también lo son V y W. Y ya que X es irreducible -

se sigue de la proposición l . 2 que 

vnw.¡.(/, 

por consiguiente V es denso en U. 

Proposición l .4. Sea I UalaEA una cubierta abierta no vacía de un 

espacio topológico X, tal que sus miembros satisfacen que 

para toda pareja de Índices (iz , f3) . Si los con

juntos Uª son irreducibles, el espacio X también lo es 

Esta proposición también será demostrada empleando la proposi

ción l .1, haciendo ver que todo conjunto abierto no vacío V de X 

es denso en X. 

es una cubierta de X existe, al menos, un Índi-

ce y E A . tal que 

V n Uy .¡. (/, 

de donde, por la proposición 1 .1, V n Uy es denso en Uy . O sea 

vnu nw.¡.(/, a 

pará todo abierto W no vacío de Uª 
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Consideremos W = Uª n U Y el cual.~ no vacío por hipótesis, en

tonces 

por lo tanto 

El Índice a es cualquiera de los que pertenecen a A; por consi-

guiente, esta desigualdad es válida para toda atA 

Corno Uª es irreducible para toda a E A V n Uª es denso en Ua -

para todo a E A 

Consideremos ahora cualquier abierto no vacío U de X. entonces 

U n Ua /. <i para alguna a E A 

Y por lo expuesto anterio.rrnente, concluírnos que 

(V n uª ) n u n uª ¡, Q$ 

así 

V n U n Uª .¡, QS lo que implica que V n U -/, QS, de donde 

V es denso en X. 

· Proposición 1 . 5. La imagen continúa de un conjunto irreducible, -

es un conjunto irreducible. 

Sean f:X Y y E e X, la función continúa y el conjunto irredu-

cible considerados . 

Sean U, V dos conjuntos abiertos- no vacíos de- Y, tales que 

- 9 -



u n í (E)"' 9S V ,n í (E) i, 9S 

Por ser í continua, entonces, r 1(U) y C 1(V) son abiertos.de X. 

Y por las condiciones sobre U y V, se sigue que 

por consiguiente, 

f-l(u) n r-l(v) n E= f-l(u n v) n E,' 9J 

de donde 

f (r- 1(u n V)) n í(E) ,' 9$ 

Y ya que f(f-l(u n V} n f(E) e U n V n f(E), concluímos que f(E) 

es irreducible. 

Definición 1.5 . Toda parte irreducible máxima de un espacio topo

lógico X, es una componente irn.ducible de dicho espacio. 

Proposición l .6. Sea X un espacio topológico . Toda parte irredu

cible de dicho espacio está contenida en una componente irreducible 

del mismo. Y la familia de componentes irreducibles de X es una 

cubierta cerrada de X. 

Se demostrará que el conjunto ·~ , formado por todas las partes -

irreducibles de X, está inductivamente ordenado '.)Or la relación de 

inclusión . 

Claramente ~ está parcialmente ordenado. 
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Sea ~ una parte de ~ totalmente ordenada .. Demostraremos que 

posee una cota superior, a saber E = ú I F/F~I 

De la definición de E se sigue que es cota superior de ft . Sólo -

nos resta probar que E pertenece a ~ . 

Para ello consideremos dos conjuntos U, V abiertos de X, tales --

que 

Entonces existen en Fu y·F V tales que 

u n Fu -H~ v n Fv ¡. <t, 

Y ya que~ está totalmente ordenado entonces Fu e Fv o bien, 

Fv e Fu· 

Sea 

u si Fv e Fu 

v si Fu c.Fv 

entonces 

u n F ¡. c¡j_ y V n F .¡. c¡j 

Y puesto que F es irreducible, entonces 

un vn F/.c¡j 

de donde 

unvn E;c¡j 
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Así, E es irreducible y ~ está inductivamente ordenado. 

El lema de Zorn nos asegura entonces que ~ ·posee al menos un -

elemento máximo . Resultado que implica la primera parte de la 

proposición. 

Sea p E X. 1 p I es una parte irreducible de X; por lo tanto, existe 

una componente irreducible de X, que lo contiene. De donde X·es 

la unión de sus componentes irreducibles. 

Por Último, sea Puna componente irreducible de X. Entonces 

P e P y P es irreducible (por la proposición l . 2) . Por con si- -

guiente, P = P . 

Corolario l .1. Toda componente conexa de un espacio topológico 

X, es la unión de componentes i:.:reducibles. 

Sea C cualquier componente conexa de X, para toda p E C, conside

remos la.componente irreducible Pp que lo contiene. 

P es un subespacio conexo de X por la proposición l. l , de donde 
p 

p f pp e e para todo PE c. Así 

e e p~Cpp e e por lo que P~CPP = C 

Proposición l. 7. Sean X un espacio topológico, 1 Pi I l" i <: n 

una cubierta cerrada de X, en donde Pi es irreducible para toda -

l ~ i..,; n . Entonces las componentes irreducibles de X son los ele-
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mentos máximos de la familia I Pi 1 1 ..;; i.( ~ 

'- n 
Sea E cualquier conjunto de X, entonces E e i !;' ¡ Pi 

Si E es irreducibl~, se sigue de la definición de conjunto irreduci• 

ble , que E e Pi para alguna i . 

Así, las componentes de X serán aquellos miembros máximos de -

la familia IPil l"i-<n. 

Corolario 1 . z . Sea 1 Q. 1 1 / . / la familia de componentes -
l. ,.. i.,.. n 

irreducibles distintas, dElsubespacio E de X. Entonces la familia 

1 q I ¡ < i~ n 

tintas de E . 

es la familia de las componentes irreducibles dis-

En virtud de la proposición anterior, bastará probar : a) la familia 

1 Qi 1 1 ~ i" n es una cubierta cerrada de E , en donde cada Qi 

es irreducible en E y b) Qi r/. Qj para i .¡. j . 
n 

Fbr la proposición 1.6 E = i!;ll ~. así 

- n -
E = i,\;l l Qi , lo que implica que Q i C E para 1 -( i <; n, de donde 

-E 
~ = Qi n E = ~ para toda i, 

.con lo que se prueba que I Q i 1 1 ..,. i" n es una cubierta cerrada de 

E. 

Demostraremos ahora que cada Qi es irreducible en E 

Sean u¡- y V-ir- dos abiertos de E tales que 
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Existen entonces abiertos U, V de X tales que 

Así, puesto que 

u n E n E n Qi /. 9S· y v n E n E n Q i ,¡, 9S 

tenemos 

y ya que Un E y V n E son abiertos de E, concluímos que 

u n v n E n Qi ¡. 9S 

por lo tanto 

lo que signüica que cada Qi es irreducible en E 

Por la proposición 1. 2 Qi será irreducible en E para 1 ~ i~ n. 
E 

Pero Qi = Q i n E= Qi, así Qi 1-i::; i ~ n son irreducibles en E 

Por último ya que Qi es componente irreducible para cada 

1 ~ i ~ n tenemos que 

de donde se sigue 

Q ltOj para i /. j 

Nota. Supongamos que X tiene un número finito de componentes -

irreducibles distintas Xi (1 ~ i ,( n ); entonces Ui = X- j };' i Xj 

es abierto en X y denso en Xi ; además las Ui (1~ i~ n) son 
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abiertos no vacíos de X, irreducibles, ajenos dos a dos y su ---

unión es un conjunto denso en X. 

Probarem.os en prim.er lugar, que Ui ¡.i ~ , para toda i ~En efecto 

supongam.os que u1 = ~. para alguna i, .entonces Xi e j ~i Xj por 

lo tanto los abiertos 

X-k Uj ;Ü Xj y X-Xk' k' 1 i 
F 

son tales que 
xi n {X-k ~ j I i xj ) n {X-Xk') = c;í 

Así, por ser Xi irreducible se concluye que 

es decir, 

X· C k U · . · XJ· o bien Xi e Xk' 
l ¡.1J f-1 

Si X¡ e Xk• hem.os llegado a una contradicción ya que Xi es com.-

ponente irreducible y por lo tanto, es un elemento m.áxim.o en el -

conjunto de partes irreducibles de X . 

Si X¡ e k¡.i Y 1nXj , entonces podem.os llegar a la misma contradic

. ción, repitiendo el proceso anterior. 

Se probará ahora que Ui es un conjunto denso en Xi. Esta afirma

ción se sigue del hecho de que Ui e Xi para toda i • Ya que enton

ces, Ui n Xi = Ui y por consiguiente la proposición l .1 nos pro- -

- 15 -



porciona el resultado deseado. Es decir, para cada i se tendrá 

_Xi -
ui - ui n xi -xi 

por lo que 

de donde se sigue por la proposición l .-2 que Ui es un conjunto -

irreducible para toda i. 

Además debido a que Ui •X-. U XJ· y UkC: Xk se tendrá que 
J,*i 

Por Último, 

n 

ui n uk .c¡j para i ¡'k . 

n 
u 

i• l 
U·• l 

n 

u 
i- l 

n 

Así, U 
i. l 

Ui es denso en X. 

Proposición l. 8. Sea U un conjunto abierto del espacio topológico 

X. Y sea f la función que asocia el conjunto V de X a cada sub

conjunto V de U. Entonces f es una biyección del conjunto de par--

tes irreducibles de U, cerradas en U, sobre el conjunto de partes 

irreducibles de X, cerradas en X, que intersectan a U; y esta fun

ción restringida a las componentes irreducibles de U, es una biyec

ción de este conjunto en el de componentes irreducibles de X que -

intersectan a U. 

Sea V un conjunto irreducible y cer-rado de U, demostraremos que -

- 16 -



el conjunto f (V)• V, es irreducible en X e- i.nte--rsecta.. a U. 

Por ser V cerrado en U se tiene que, 
. u 

V •V '"'vnu. 
De donde se sigue que V intersecta a U y que V es irreducible en 

X. 

Por la proposición l .Z concluúnos que V es irreducible en X. 

Consideremos ahora la función g definida para cada subconjunto Z 

de X, en la forma siguient'e: 

g (Z) • Z "U 

Sea Z una parte cerrada irreducible de X y tal que Z (\ U~ c;2S 

Probaremos que Z (\ U es un conjunto cerrado e irreducible de U. 

Por la proposición 1 • 3. Z íl U es irreducible en Z, ya que es un 

abierto no vacío de dicho subespacio·, y aplicando la proposición -

1.1. se tendrá que z. fl U es denso en Z. 

De la primera afirmación se sigue que Z n U es irreducible en U; 

y de la segunda se· obtiene la siguiente igualdad. 

de donde 

z 
Z • _Z_,,(l_U_ • z1fü O Z 

u 
Z• Z /1 U, así Z (\ U• Z n Un U• z"ñ'u' 

es decir, Z /l U es un conjunto cerrado de U. 

Para terminar la prim.era parte de la proposición., dem.ostraremoa 
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que g es la función inversa de la función f. 

En efecto, sea V un conjunto cerrado e irreducible de U, y Z un -

conjunto cerrado, e irreducible de X, tal que Z () U J c;¡S • Enton-

ces, 
u 

g f cv> • g cv> • v n u • v • v 
f g (Z) • f (Z R. U) • Z n U• Z 

Por lo que f es una biyección entre los conjuntos mencionados. 

*- -Sea Pu una componente irreducible de U, entonces f (Pu)• Pu . 

Pu, es por lo expuesto anteriormente un conjunto irreducible y -

cerrado del espacio X. Así sólo nos falta probar que es un ele--

mento máximo en la clase dé todos los conjuntos irreducibles de -

X. 

Supongamos que existe un conjunto irreducible P de X tal que 

entonces 

g ( P u ) C g ( P). 

o sea 

Así, Pu no sería componente irreducible de U, en contradicción a 

la hipótesis. Por consiguiente, tal P debe coincidir con Pu • 
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Consideremos ahora una componente irreducible· P de X que inter" 

* secte a U, entonces g-{P) • P n U es, un conjunto irreducible y --

cerrado de U. 

Supongamos que P n U no es una componente irreducible de U , -

existe entonces un conjunto irreducible Pu de U tal que 

P ft U CPU 

en especial podemos considerar que PU es la componente irreduci

ble que contiene a p n u. 

Así, P. f (P n U} Cf (Pu)• Pu, y Pu es un conjunto irreduci--

ble del espacio X, de donde, P no es un elemento máximo en la -

clase de los conjuntos irreducibles de X. Lo cual contradice la -

hipótesis • 

* TYT son restricciones de f y galas clases de las componentes irre
ducibles de U y de las componentes irreducibles de X que inter
sectan a U; respectivamente. 
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II. E S P A C I O S * TOPOLOGICOS 

NE T E RIA NO S. 

Definición 2 .1. Un espacio topológico X es neteriano si toda fa

milia, no vacía,de conjuntos cerrados de X, ordenados por la re-

!ación de inclusión, posee un elemento mínimo. 

Sea F • f A/ A cerrado de X f una familia no vacía de conjuntos -

cerrados de X, y definamos la siguiente familia F 1 de conjuntos 

abiertos de X, F' • f BA /BA X-A, A• F} . Ya que Fes no -

vacía, F' no es vacía. 

Análogamente, consideremos G • l C/C abierto de xJ una fami

lia no vacía de conjuntos abiertos ~e X, y definamos la familia G' 

de conjuntos cerrados de X, G' • toe /De 

cha familia es también no vacía. 

X-C, C • G} , di--

Supongamos que F posee un elemento núnimo (es decir existe 

A• F, tal que si A 1 e, F y A' C A, entonces A• A' ) 1 entonces 

F 1 posee un elemento máximo. 

En efecto, dicho elemento máximo es el abierto BA correspondien

te al elemento mínimo A, puesto que si BA' • F' es tal que 

BA C:: BA, - 1 , 1 entonces X-A - X-A , y'as1 A ::» A por lo que 

* Término aceptado en el trabajo "Functores Hemiexactos" realizado 
por los doctores Humberto Cárdenas y Roberto Vá.zquez García. 
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A • A' y por consiguiente B A• B A 1 

Análogamente, si G posee un elemento máximo (es decir existe -

e 1 1 1) C t G tal que si C C y C e G, entonces C• C , entonces -

G' tiene un elemento mínimo. 

Sea C el elemento máximo de G; entonces De es el elemento mí

nimo de G', porque si suponemos que existe De, en G 1 tal que -

De ::,De' , resulta que X-C' C X-C, o sea Ce; C', lo que impli

ca que e - e' y por lo tanto De - De• 

De estos dos hechos se sigue que un espacio topológico X es nete

riano si y sólo si toda familia no vacía de conjuntos abiertos de -

X, ordenad.a por la relación de inclusión, posee un elemento máxi-

mo. 

Asimismo, de la definición se concluye que un espacio topológico 

X es neteriano si y sólo si toda cadena descendente de conjuntos -

cerrados de X, es estacionaria. 

De la condición necesaria y suficiente sefta.lada con anteriorida.d,

se puede definir un espacio topológico neteriano X, como aquel en 

el que toda cadena ascendente de conjuntos abiertos, es estaciona-

ria. 

La siguiente proposición afirma que la propiedad de q_ue un espa.-

cio topológico sea neteriano es hereditaria. 
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Proposición Z, l. Todo subeEÍpacio de un espacio topológico nete

riano, es neteriano. 

Sean X un espacio neteriano y A un subespacio de X. 

Sea 
F 1:, Fz::, ... 

Una cadena descendente de conjuntos cerrados. de A; es decir de -

conjuntos tales que 

Fi • Fi O A i • 1, Z, •• , 

Dichos conjuntos nos definen la cadena descendente 

F 1 ::> Fz:::, 

de conjuntos cerrados de X • 

Así, existe un índice t para· el cual 

Ft •Ft + l .. • • • 

de donde 

Ft• Ft+¡• '.'' 

o sea la cadena original es estacionaria, y por lo tanto A es nete--

riana. 

Proposición Z ,Z, Un espacio topológico ~ es neteriano, si existe 

una cubierta finita {Ai) i, 1 de X, tal que cada subespa.cio Ai -

de X es neteriano. 

Sea 
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G 1 .::::>Gz:::, ••• 

una cadena descendente de conjuntos cerrados de X. 

Entonces para cada i E I queda determinada la siguiente cadena -

descendente 

de conjuntos cerrados de ~ 

Ya que cada subespacio Ai es neteriano, se tiene que para toda -

i E I existe un índice ti tai que 

Siendo I un conjunto finito podemos determinar el elemento máxi

mo del conjunto· / ti /i 61 J , sea t dicho elemento • 

.Entonces 

Gt O Ai • Gt + l O Ai • ... · para toda ie 1 

Además por ser I Ail i , 1 cubierta de X, tenemos 

Gj • i ~ ¡ (Gj n~ ) . j • l, 2, 

Así 

Gt - i V 1 ( Gt n Ai ) • i ~I ( Gt + l íl Ai ) - . • . 

O sea 

Gtª Gt + l ,. · · • 

Por lo que X es un espacio neteriano. 

Lema 2. l. Todo espacio topológico neteriano X, es compacto • 

- 23 -



Sea lui} i• I una cubierta abierta de X. Y consideremos la -

familia F • ( i ~ ¡' U/ I' C: I I' finito} , cuyos elementos son -

uniones finitas de conjuntos de_ la cubierta. Esta familia F es no -

vacía; por lo tanto, F posee un elemento máximo V. 

De la definición de elemento máximo, se sigue 

Así 

O sea 

V U Ui • V para toda i • I 

U (V U Ui } • V 
i 6 I 

V U X •V y V •X 

Es decir, X es compacto. 

Proposición 2. 3. Un espacio topológico X es neteriano si y sólo si 

todo conjunto abierto de X es compacto. 

La necesidad se sigue de la proposición Z .1 y del lema 2 .1. 

Supongamos que todo conjunto abierto de un espacio topológico X, 

es compacto. Y consideremos una cadena ascendente 

de conjuntos abiertos de X. 

Sea V• U Un , entonces V es un abierto de X, y de la hipótesis 

tenemos que existe una subfamilia finita ., 1 que cubre a V. 
n_ 

Y ya que f Unf n !: 1 está totalmente ordenada , concluímos que -
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existe un índice n 0 tal que V • Un , de donde 
o 

Uno • Uno + 1 • • . . 

Por lo que X es neteriano. 

Lema Z.Z. (Principio de inducción neteriana ) • Sea E un conjunto 

ordenado, en el que todo subconjunto no vacío, posee un elemento -

mínimo. Sea F un subconjunto de E con la siguiente propiedad: si 

a e, E es tal que xc a imp~ca xe F, entonces a• F. Entonces 

F •E. 

Supongamos F E; entonces E-F,' </, , así E-F posee un elemento 

mínimo b. 

Así, si x• E y :xcb t~nemos que xe, F; de donde bf, F, lo que -

contradice el hecho de que b 6 E-F. 

Por consiguiente, 

E-F• </,,osea F• E. 

Proposición Z .4. El conjunto de componentes irreducibles de un -

espacio topológico X, es finito, si X es un espacio neteriano. 

Sean E la f~ilia de conjuntos cerrados de X, ordenada por la re

lación de inclusión, y F la familia de uniones de tm nwnero finito 

de conjuntos cerrados irreducibles de X. 

Mostraremos que E y F satisfacen las condiciones del lem.a ante-

rior. 
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Todo conjunto no vacío de E posee un elemento mínimo, por ser -

X nete riano . 

F C: E, por ·ser los elementos de F uniones finitas de conjuntos -

cerrados. 

Además, si Y •E es tal que Y17 Y implica Y'• F, entonces -

y •F. 
En efecto, si Y es irreducible Y• F. 

Y si Y no es irreducible, existen dos cerrados Y1 y Y2 conte

nidos propiamente en Y tales que Y 1 U Y 2 •Y. Así Y¡ 6 F y 

Y 2 6 F, y de la definición de F se sigue entonces que Y• F . 

Por lo que el lema 2.2 nos asegura que E• F . Por consiguiente, 

X es igual a la unión de un número finito de cerrados irreducibles. 

Entonces la proposición se obtiene de la número l. 7 . 

De la proposición anterior y del corolario 1 .1 , tenemos : · 

Corolario 2 .1. El número de componentes conexas de un espacio 

neteriano, es finito. 

Definición 2 .2. Sean X un espacio topológico neteriano, y Y un -

subespacio cerrado de X. Si Y es irreducible la altura de Y (que -

se denotará por ht (Y) ) , es el supremo (finito o infinito) de los en-

teros n tales que, existe una cadena Y• YnC ••• C Y0 de sub-
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conJuntos cerrados e irreducibles de X, tales que Yi ,I Yi + 1 

Si Y no es irreducible ht(Y) es el ínfimo de los ht(Y'), donde y' -

pertenece a la familia de subespa.cios cerrados irreducibles de Y. 

ht(~) ... oo 

Definición Z. 3. Sean X un espacio topológico neteriano y F la fa

milia de todos los subespacios cerrados de X. La dimensión de X 

es el supremo de los ht(Y) con Y en F . 

Proposición Z.5. Si Y y y' son dos_ subespacios cerrados de un .. -

espacio neteriano X, tales que Y C: Y1 • Entonces ht(Y) ? ht(Y 1) • 

Si Y• y' la proposición es obvia. Así demostraremoA la proposi

ción en el caso en que Y está contenida ~ropiél;_mente. en Y1 • 

i} Supongamos que Y y Y' son conjuntos irreducibles de X. 

Sean 

Fy • {n tZ./Y • YnC ... e Y0 Yi'Í Yi + 1 , Yi cerrado -

irreducible de X j 

Fy' • 1 n .0./Y'"' Y~ C ••• <:Y~ Y~ l. y'i + 1 Y¡ cerrado 

irreducible o:ie xf 

Cada cadena 

1 
••. C:. Yo 

de cerrados irreducibles de X, tales que Y¡ ,lyi + 1 nos determina 

la cadena • 
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y.v·.1c:y.y' -Ye: Y 1-Y ,,e::,., .cY .Y 
"11 n n · n- n- .r. o o 

de cerrados irreducibles de X, tales que Yi,' Yi+ 1 . 

O sea sin• F 1 entonces n + le F, por lo que: sup ~ n + 1 .,.n, pa

ra cac;la n • F' , Así sup F~ aup F', es decir ht (Y)~ ht(Y). 

ii) Supongamos que Y no es irreducible y que Y' es un conjunto irre.:. 

ducible de X. 

Sea Gy • l Z cY/Z cerrado irreducible de yJ . 

Si Z• Gy, entonces Z es un cerrado irreducible de X, y puesto que 

Z C:YC Y, se sigue de i) que ht (Z)~h~(Y 1
) para toda ZEF. 

As( 

ht(Y) • inf f ht(Z)/z f ,Gy) ~ ht(Y 1 
). 

iii).Supongamos que Y es un conjunto irreducible de X y que. Y' no ... 

lo es. 

Ya que Y C. Y, Y es un cerrado irreducible de Y'; por lo tanto, 

ht(Y): inf {ht(Z 1)/Z 1 cerrado irreducible de y'f· 
es decir, 

ht(Y )-=ht(Y 1) 

iv) Supongamos que Y ·y Y1 no son conjuntos irreducibles de X. 

Sea Gy • l Z/Z cerrado irreducible de Y/. 

Todo z• Gy es .cerrado irreducible de X, tal que Z C:Y C y' 

de iii) se sigue entonces que 
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ht(Z)? ht(Y 1
) para toda Z •Gy 

Por lo tanto, 

ht(Y) • inf f ht(Z)/Z 6 a,J ~ ht(Y1
) 

Proposié:icSn Z.6. Sean X un espacio topolcSgico neteriano, Yun sub

espacio cerrado de X y <ty 1~ familia de todas las componentes -

irreducibles de Y. Entonces ht(Y) •inf f ht(Cy)/CyE <tyJ • 

mínimo f ht(Cy)/Cy• Cy f 
Si Y es un conjunto irreducible de X la proposicicSn es inmediata, -

ya que entonces la única componente irreducible de Y, es Y misma. 

Supongamos ahora que Y no es irreducible de X .. De la proposicicSn 

1. 6 concluúnos que toda componente irreducible de Y es cerrado -

en X, por lo que 

ht(Cy)!!': ht(Y) para toda Cye Cy 

As{ 

Por otro lado, de las proposiciones 2.. 1, 2.. 4 y 1. 6 se sigue que cty 

es un conjunto finito, y Y • U Cy . Por lo tanto, todo con-
Cy 6 ~y 

junto cerrado e irreducible y' de 'Y esti contenido en algún Cy de 

Entonces por la propoaicicSn 2. .5 
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ht(Y') ~ ht( Cy) para alguna Cy '° ~y 

Por consiguiente, 

ht(Y') ~ inf f ht(Cy)/Cy (r «:yJ para todo conjunto cerra

do e irreducible Y' de Y 

De donde 

ht(Y) • inf f ht(Y 1)/Y 1C: Y cerrado irreducible J > 

Por lo tanto, 

Además, 

., . 
"' nununo 

debido a que <ty es un conjunto finito. 

En 1-a siguiente proposici6n <ty y ·<ty• denotar.Ín a las clases de ' 

1 
todas tas componentes irreducibles de Y y Y , respectivamente. 

Proposici6n 2.. 7. Sean Y y Y' dos subespacios cerrado& de un espa

cio tópol6gico neteriano X. Si Y Cy' y ht(Y) .ht(Y') ,. r(entero), -

entonces existen Cy~ <ty y Cy• •<ty, , tales que Cy,. Cy, y 11 

i) Supongamos que Y y _Y son conjuntos irreducibles de X. Entonces 

Sean 
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F y • 1 n/Y =- Y0 C Yn- ¡C .•. C Y0 Yd' Yi +l Yi cerrado irre

ducible de X f 
Fy• • {n/Y 1 = Y n C y'n_ 1c::;..cy'0 y'i /y'i + 1 y'i cerrado irreduci-

ble de X J 
Supongamos que Y 17 Y. Puesto que sup F y'= r, debe existir una 

cadena 

y' y'C e ' • r · · · Yo 

de cerrados irreducibles de X y distintos. 

Ya que si as{ no fuera, r-1 ser{a el supremo de F y' , en contradic

ci6n con la hipótesis. 

Por lo tanto, dicha cacl.ena existe y determina la siguiente 

donde cada Y. es un cerrado irreducible de X, y Y. r Y·+ 1 1 1 1 

Por lo que, sup Fy~ r + l > r, contra la hipótesis de que ht(Y) = r 

As{, Y• y', y de 1.a hipótesis ht(Y) "'ht({') = r. 

ii) Sean .Y un conjunto irreducible de X y Y un subconjunto no irre

ducible de X . Entonces, «:y • fy 1 

Las proposiciones 2 1 , 2 .4 , l. 6 y la definición de conjunto -

irreducible , nos aseguran la existencia de <=y•• l:y' tal que 

yc:c'y• 

De donde, r •ht(Y)!: ht(_C'y•) 
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:Pero r• min I ht(Cy•)/cy• a::y~ •ht(Y'>, así: 

r • ht(Y) • ht(C'y•) 

Y ya que Y Y. <=y• son cerrados irreducibles de X, se sigue de i) -

que 

1 
y •Cy• 

iii) Si Y es un conjunto no irreducible de X y Y 1 un conjunto irredu

cible de X. Entonces, (;y' • ( y'\ . 

Sea c'y f. C::y , tal que ht( e' y)• nún { ht(Cy)/Cy6' «;y$ • r 

De donde 

ht(C 1y) ªht(Y'), C 1yC.YC:: Y' 

Y tanto C1y como Y son oonjuntos cerrados irreducibles de X. 

De i) .se sigue 

e' • y' 
y 

iv) Sean Y y Y1 conjuntos cerrados no irreducibles de X. 

Sea c'y• min f ht(C'y)/C'y • «:y\ • r ·. Así 

ht(c'y ) • ~t(Y 1) • r y c'y <:: Y C: Y' 

1 1 1 
Por consiguiente, por. ii) , existe Cy'E G:y• , tal que Cy • Cy• 
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III.E S PE C T RO PRIMO DE UN ANILLO. 

Todos los anillos considerados en este y los siguientes capüulos, 

serán supuestos coD.lllutativos y con elemento unitario. 

Sean A un anillo, X el conjunto de tbdos los ideales primos de A y 

(P(A) ya'(X) las clases (ordenadas por la relaci6n de inclusi6n) 

de todos los conjuntos de A y de X respectivamente. 

a) El funtor V 

Consideremos la funci6n v: lf>(A) -)cP(x), que asocia a cada sub-

conjunto M de A el subconjunto V (M) de X, consistente de todos --

los ideales primos de A que contienen a M. 

Esta funci6n V es decreciente, ya que si M • CP(A), N• O'(A) y 

N C::: M, entonces todo ideal de A que contiene a M, contiene a N. 

Y por consiguiente, V(M) C:: V(N) . 

Puede verificarse de lo expuesto anteriormente, que si considera

mos a (i)(A) y (P(x) como categori'as , en donde los morfismos 1 

entre sus elementos están definidos en la forma siguiente: 

Para B E <P(A) y e ~ CP{A) 

Mor {B, C) • iB, C (inclusi6n de ·B en C) si Be C 

Mor (B, C) ~ </> si B/;. C 
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Para YE (P(x) y z E <P(x) 

Mor (Y, Z) • i z {inclusi6n de Y en Z) si Y C Z Y, 

Mor (Y, Z) • SD si Y'Í- Z 

la funci6n V es entonces un funtor contravariante de la categoría 

@(A) en la categoría <P(x) 

Sea ME lP(A), entonces M y el ideal (?generado por M tienen la -

misma imagen bajo V. 

En efecto, M C (k y todo ideal de A que contiene a M contiene a 

. As{, 

V(M) .v(Ct) 

De la misma manera, si (les un ideal y r{(:t) es su raíz, en-

tonces 

V( (l') • V(r ( Ct,) ) 

A partir de la definici6n de los conjuntos V {M), con Me-. c?(A), se 

tienen las siguientes igualdades. 

3. 1) i ) V(O) • X ii) V(M) ªSD <•> •A, donde es el ideal gene-

rado por M . 

3. Z) V( U Mi)"' V( ~Mi)= (\ V(M.) 
iEl iEI i•I 1 

para toda familia ( Mil de subconjuntos de A. 
ie I 

3. 3) v{~(l b ) = v(a,~)·= v(Q¡) U v( ~) 

para toda pareja de ideales -~y )ci de A. 
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La fórmula 3. 1) i) es inmediata al igual que la suficiencia de 3. 1 

ii) y la primera igualdad de 3. Z). Para probar la necesidad de -

3.1 ) ii) basta tener en cuenta que todo ideal de A distinto de A -

está contenido en un ideal primo 

Consideremos ahora un ideal primo p tal que p E (1 V(~). en-
i • I 

tonces ~ e p para toda i ~ l. Así, 

es decir 

Inversamente 

por consiguiente, 

por lo tanto, 

de donde 

(l V(Mi) CV( \J ~) 
i~l iEI 

Mi C U ~ para toda i • I 
i El 

V(M¡ ) :,i V( U Mi) para toda i • I 
i E- I 

(\ V{Mi) -::>v( Ü Mi ) 
i *I i U 

V( Ü Mi ) • V( ¿ Mi ) • f'l V(~ ) 
i~ I i •I i ~I 
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Por Último; sean (l:; y h dos ideales de A. Entonces, 

y todo ideal primo de A q:ue contiene al producto contiene a su vez a 

alguno de ellos, y asía su intersecci6n. Por lo que 

V(Ct~ )• V(Q: 0 ~) y V(Q:. }J) Cv(Q.) U V (~) 

Además si un ideal de A contiene a 

de donde 

V(Q. }:J):::> v(a,> Vv(~) 

es decir, 

o entonces contiene a 

V((t~)- v(a" b }• v((t} Uv(~) 

De las f6rmulas anteriores se concluye que la familia de conjun-

tos V(M} de X es cerrada bajo uniones finitas e intersecciones ar

bitrarias . Por lo que X puede &er considerada como espacio topo-

16gico, definiendo en él la topología que tiene por conjuntos cerra-

dos a los conjuntos de la forma V{M) con M 6 ~A), topología que -

recibe el nombre de topología de Zariski . 

Definici6n 3. l. Sea A un anillo. El espectro primo de A, denotado 

por Spec(A), es el conjunto X de todos los ideales primos de A, con 

la topología de Zariski. 

Definici6n 3. 2. El subespacio .n de Spec {A) , llamado espectro -

máximo de A, es el subespacio formado por todos los ideales' --
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máximos de A. 

De la primera definición obtenemos que Spec (A}• 9$ si y sólo si 

A• O. 

Sean A un anillo y X su espectro primo, para cada f • A definamos 

el conjunto X[• <J>(x) como aquel subconjunto de X consistente de 

todos los ideales primos de A que no contienen a f, e:3 decir, 

X[• :<:-V(f) 

Por lo que para toda f •A, Xf es un conjunto abierto de X. 

La familia Jxff f• A es una base de la topología. de X. 

En efecto sean U un abierto de X y g ~U, existe entonces un cerra-

do V( M) tal que 

Por otra parte, 

U•X-V(M) 

M-·U { fl 
f4M 

La fórmula 3,2. nos afirma que, 

V(M} • V( U I d ) • {l V {f) 
U•M fE-M 

.por lo que, 

U =X- fl V (i') • LJ (X-V(i')') • 
fE-M f'-M 

Entonces 
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g ~ Xf e::. U para alguna f e: M 

es decir, { X{i ft: A es una base de la topología de X. 

De la definición de estos conjuntos y de las fórmulas 3 .1-3 .3 se -

siguen las igualdades 

3. 5) i) X0 = </> ii) Xf-= U=~ f es un elemento invertible de A _ 

3. 6) Xfg .. Xf /l Xg para toda pareja f, g de elementos de A. 

3. 5) i) es inmediata. 

3. 5) ii) X-V(í) • X.C=>V (í) • </J.¿e)ÍA• A <~>fes invertible. 

3,6)(fA) (gA)=(fg) A, así V( (fA} (gA)) :V( (fg) A) 

Por la fórmula 3 • 3 

V( (fA) (gA) ) • V (fA) LJ V (gA) . 

de donde 

X- (V (fA) U V (gA) ) • X-V ( (fg)A) 

por lo que, 

X-V (f A )n X-V (gA) • X-V ((fg) A) 

O sea, 

Xf fl Xg •Xfg 

b} El fw:ia:tor ':J, 
Sean A un anillo, X el conjunto de todos los ideales primos de A, -

y(/'(X) y F las clases (ordenadas por la relación de inclusión) 
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de todos los subconjuntos de X y de todos los ideales·de A respec-

tivamente. 

Sea ~: ~(X)~F la función que asocia el ideal :)'( Y) • 

{l Í p/p ~ Y/ de A a cada subconjunto Y de X. 

Esta función es también decreciente. Ya que 

~(Y)• íl {p/p 6 Y f C () (p/p •Y'/ para toda pareja Y, y' 

de subconjuntos de A, tales que y' C Y. 

Es decir, 

~(Y) C;)'(Y') si Y'C:. Y. 

Considerando a @(x) como categoría en la forma ya expuesta, y F 

como sulx:ategoría de la categoría <J'(A). La función ~resulta -

ser un funtor contravariante, de @(X) en F. 

De la definición de~ se siguen 

3.7) !}'(c;J)= A 

3 • s> .a,< u YJ. > - n < y\ > 
..\.•L _ ,l•L " 

Sea Y= \ml siendo m un ideal máximo de A. Entonces,</> CY, · 

así ~(~::> ~( m )• m 

Como J'(<;t) es un ideal y mes rnáxirno~ concluúnos que 

Dem.ostraremos ahora la igualdad 3 . 8 ) • 
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y 

(\:!(Y ) • 11 ((1 [ P/P e Y, J ,. (\ { p/p t: Y para alguna _;t~ LJ 
A.fá.L A~ L A 

O sea 

Sean A un anillo, ~ un ideal de A y Y un subconjunto de X• Spec(A) 

Proposición 3 .1. ::)"( Y) ~s un ideal dE: A, tal que r ( J'( Y) ) " 

J(Y) . 

r{J(Y) )• n r p/pE X, P:>~(Y)I ::j(Y) -n {p/p'é-Y1 

Por consiguiente, 

'::/ ( Y) C p pa r a todo p a Y 

de donde 

r( ~( Y) ) e ..'.J" ( Y) 

Además, 

Z( Y) C: r(4( Y) ) 

Por lo tanto, 

r(:'Y ( Y) ) • !7 ( Y) 

Pr·.:>posición 3. 2.. ::f ( V (('.t) ) es igual a la ra{z de (t y V(~ ( Y) ) 

es la cerradura de Y en X. 
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~(V ( Q:) ) • /\ \p/p • V( et)] • (\ h/P'- X, p::, Q,} y 

r(Q:)= 0[p/pEX, p::,Q} 

Por lo tanto, 

~ ( V ( ~} ) .. r( (l) 

para t>robar que V ( :)"(Y) } = Y, demostraremos que 

V( J'( Y) } es el mínimo conjunto cerrado de X que contiene a Y. 

Claramente 

YC V(~(Y) ) 

Sea M.;. CP(A) tal que YC: V{M), o sea Me p para todo p( Y. En-

tonces 

Me::: J"(Y) 

de donde 

V( M} ,::, V( .J\ Y) ) 

Por lo tanto, 

V( j'(Y) ) • y 

De estas proposiciones se obtiene 

Proposición 3. 3 • Sean J y V las restricciones de 3" y V a las 

clases de los conjuntos cerrados de X y de los ideales de A que -

coinciden con su raíz, respectivamente. Entonces V ~d (X) y 

J" V a id (A) • 

Sea Y un conjunto cerrado de X. J ( Y) • J" ( Y) es un ideal que - -
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coincide con su rafa. 

V~ Y) - VJ"(Y) • y • y 

Así, 

v O" •id<J>(x) 

.?or otra parte, sea a un ideal de A tal que ú· r( (L) . V ((l-) • 

V((k), es entonces un conjunto cerrado de X. 

S V( (".¡) • ~V{ (¡ ) • r ( (t) • 

De donde 

Es decir ~es una biyecci6n de la clase de los conjuntos cerrados 

de X en la clase de los ideales de A que coinciden con su raíz. Y 

análogamente , es una biyección de este último conjunto en el pri-

mero. 

Corolario 3 .1. Sea l Y¡ l,,\.6- L una familia de conjuntos cerrados 

de X, entonces la raíz de la suma de los ideales .J ( Y,. ) , es el - --

ideal· 3"( · () Y_ J • 
A•L ¡... 

Sea F • / (t C: A/ r( O,) .. ~ Ct" ':' ~( Y,\) para toda A • L f 
De la proposición 3. l., ~( n Y ) es un ideal de A, igual a su --

. A•L ,t 
raíz, Y además , 

.Ji''( Y, ) C .'J"( ('\ Y ) 
· A A,6' L 

por ser .,J"' decreciente. 
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Hechos de los que se concluye que 

j(nY... )•F 
~L.Á 

Por otro lado, supongamos que existe ~ en F tal que 

~ e J'( r.Lyl ) 
Por estar (?0 en F tenemos 

V{~)c: V(:)'(YA) ) para toda ~ ~ L 

De la proposición 3 .2 , se sigue 

YA • ). ::>V(~ para toda l e L 

Por lo tantn, 

Entonces 

~~LYA ) e :)"(v( ~) ) 

Y de la proposición 3 . 2 

4" ( V ( ~ ) • r( e;) 
Además, ya que ~ en F, sabemos que 

Por consigui~nte, 

r(~)· ~ 

4( n Y, )C: ~ 
A_t-L" 

Es decir, el ideal ,:J'(.i~ ) es el elemento mínim.o de la familia 

F. 

El ideal r( Z: J1( Y\ ) 

,\eL I\ 

) fo F, de lo que resulta, 
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Además, 

Y, por lo tanto, 

O sea, 

) e:: ~( (\ y\ ) 
,\eLI\ 

r(E (Y..) )Cr(J'(n¡l 
11,E..L ). '1_EL 

Corolario 3. Z. Sean O, y ,P dos ideales de A. Las condiciones 

siguientes son equivalentes. 

i) r( p) C:r((:t) 

ii) ~ Cr(~) 

iii) V( Cl:) C:. V(~) 

i) implica ii) • Sabernos que be r( p) , por lo que si se cumple -

i) tendremos que }, C r(O:) . 

ii) implica iii). Si b C r(O,), entonces V(r{(U ) e: V( .b). Y ya 

que V ( r (il) ) .. V((:h), se satisface ii). 

iii) implica i) . Si V( a) e:: V(p), entonces, 

:'.l'(v <b> ) e J"(v (fr) ) 

Así por la proposición 3. Z. 

0-(v(O,.) ) •r((i) y ~(V(})) ) • r<b> · 
O sea, 



r( h> cr((l.) 

Corolario 3 • 3 • Sea \ f \ 1 una familia de elementos de A. 
A.A.e 1 

todo g • A XgC U Xf,. si y sólo si existe un ent.ero positivo 
,\E: .L Á 

que gn pertenece al ideal Q- generado por los elementos fA 

xg e: () xfl <•>V(g) • V(gA) ::> íl v(f, ) • V(Q.) 
.l.~L l'o A.EL I\ 

Y por el corolario anterior 

V(gA)=> V(0,) ¿,.>gAC:r(().) 

Por último, 

gA C: r( Q) <•'> existe un entero positivo n tal que 

Para 

n tal 

Como caso especial de este corolario podemos afirmar que una fa-

milia { fll 1 L de elementos de A, es tal que X .x1• U Xf si y -
~· Á~L A 

sólo si la familia l fXAe L genera al ideal A. 

Corolario 3. 4. Sean f y g elementos de A. Xr • Xg si y sólo si 

existen dos enteros positivos m. y n tales que fffl• gA y gn• fA. 

El corolario resulta de aplicar dos veces el corolario anterior, -

una a la familia [ g I y al elemento f y otra al elemento g y a la 

familia r f l . 

Corolario 3. 5. Sea f • A. Para que el abierto Xf sea igual al va

cío es necesario y suficiente que f sea nilpotente. 
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Para demostrar el corolario es suficiente aplicar el corolario an-

terior, teniendo en cuenta que X0 •9 . 

Corolario 3. 6. Sea pe X• Spec(~. El subconjunto f p f de X -

es cerrado en X, si y sólo si pes un ideal máximo de A. 

Probaremos que ~ • V{p). 

Por la proposición 3. 2 

V{ J"( \ Pj ) ) • lP( 

pero 

V( J1 Jp ( } ) • V{ p) 

Así 

V{p} • ~ 

Claramente, p .V(p) si y sólo si p es un ideal máximo de A. 

Resultado del que se sigue el corolario. 

Corolario 3. 7. Si A es un anillo neteriano, entonces X • Spec {A) 

es un espacio neteriano • 

Consideremos una cadena descendente 

V{M1) ~ V{Mz) :> 

de conjuntos cerrados de X. 

Sean (l;• ~· los ideales generados por M1 , Mz, • . . res-

pectivamente. 
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Puesto que V(~) • V( Cti) para i • 1 , 2, . • • tendremos la cade-

na descendente, 

V( ~) :> V(~) :> 

Por el corolario 3. 2 esta cadena determina la cadena ascendente 

r( ~) C: r( ~C: 

de ideales de A. 

Entonces, puesto que A es un anillo neteriano , existe un índice 

t para el cual 

r( Ct) • r( t'l- ) • . . . 
t ""t+1 

Y aplicando nuevamente el corolario 3. 2 , tendremos 

V( frJ • V( llt)1 • ... 

es decir, 

V( Mi) • V( Mt; + l) • · • • 

O sea, X es un espacio topológico neteriano. 

Pruposición 3 .4. Sea f E-A. El conjunto abierto Xf es compacto. 

Supongamos que existe una familia i U iAE ie abiertos de X tal 

que 

Por consiguiente, para todo x • Xf existe UÁ tal que x • U Á. . Y ya 

que la familia f x8' g ~ A es una base de la topología de X, para -

cada X" º.l. existe xg.,l tal que X 4i xgA. e u A 
Por lo que · 
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xf e::).~ x~f::~t:\. 
Entonces sólo es necesario demostrar, que existe una subfamilia 

finita l g , 1 de la familia 
;\. ...,\.r.' 

Xf C. A..~LiX.gA 

, tal que 

Lo que implicará que Xf es compacto, ya que entonces 

xf c.,,\~ /). 
Por el corolario 3. 3 la relación Xf C. V X implica que existe -A(:L g.,l 
un entero positivo n tal que en pertenece al ideal generado por la -

familia i g;} AEL , y así f1l pertenece al ideal generado por una 

subfamilia finita { g l 
A.1)..- L'C L 

Por el mismo corolario se sigue que 

De la igualdad X• x 1 , concluímos que 

Corolario 3 .8, El espectro primo de cualquier anillo es compacto. 

Proposición 3 .5. Sean A, A 1 dos anillos , X• Spec {A), X 1 • Spec (A') 

y h un homomorfismo de A en A 1 • La función asociada .al homomor

fismo h, ªh: p 1 ~h-l(p1) de X 1 en X es continua. 

Sea M r.@{A}. 

{ªh)- 1 {V{M) )•{ p 1 •X1/ªh(p 1)•V{M) ( • /p 1 E-X1/h-l(p 1)-::,M} 

Entonces, 
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de donde, ªh es continua. 

Si S es una parte multiplicativa de un anillo A. Denotaremos ¡i.l lo

calizado del ani:llo A. con respecto a S por A 5 , hg será el homo-

morfismo canónico de A en As , y X' , x 5 serán el Spec (As) y 

el subconjunto ~ P• X/p ("\ S • ~ ! de X • Spec(A), respectivamer ·· 

te. 

Lema 3 .1. Sea r' e, As . Existe f, A tal que X'f' • X'(f/I) . 

Ya que í'~A5 , existen f •A y se, S, tales que í'• (f/s) . Entonces 

f~ (f/1)-(1/s) 

De la fórmula 3 .6 tent:mos 

1 1 1 

Xf' • X(f/1) (\ X( 1/s) 

Además, ya que se A (l S, se sigue que (1/s) es un elemento inver-

tible de AS • Por consiguiente, la fórmula 3 .1 ii) nos asegura -

, 
que 

1 1 

x(l/s).. X 

por lo que 

1 1 

~·- X(f/1) 

Lema 3.Z. Sea (f/1) un elemento de A~ • Un ideal primo p' de 

As .pertenece a X(f/l) si ·y sólo 'si ªhs (p') pertenece a Xf 
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El lema anterior es equivalente a la. siguiente afirmación: 

Un elemento (f/1) pertenece a p 1 si y sólo si f pertenece a ªhs (p1) • 

-1 1 
hs (p) • 

Y esta Última afirmación se sigue inmediatamente de la definición 

del homomorfismo hs . 

Lema 3.3. Si p 1 es un ideal primo de As, entonces· ªhs (p 1) • 

h- 1(p') perteneceaxS. Yaúnmás, ªhs(X 1)• xS 

Demostraremos: 

i) si (l: es un ideal de A entonces l:t;- íl S • </J si y sólo si ~AS • 

ii) si p es un ideal primo de A, entonces p n S • </J si y sólo si 

-1 
p • hs (hs (p}As) 

iii} h51 {p 1)E xS para todo p'e X 1 • 

iv) ªhs (X 1
) • xS 

i) Supongamos que xe Q;f\ S; entonces (1/x) •As y, por lo tanto, 

1 • As . Es decir, <}-As •As 

Inversamente, supongamos que ~ As• As . Entonces, 

(1/l)•a(a'/s) conaE (}:(a'/s)E As. Asíexistet•Stalque 

ts • taa 1 • 

Por consiguiente, como ts, ES y taa ·~ ();·, se concluye que 
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s íl et- </J 

ii) supongamos que p n S. </J y h51 ( hg (p) As)<f- p. 

Entonces p C A~S y existe a e, ~ tal que 

a• p y hg (a) e h5(p)A~ 

• Ea decir, existen q e p, a e A y s 6 S tales que 

( a/1) • q (a'/s). 

Por lo tanto, existe t ~ S, tal que • tsa • tqa 

Asf ya que pCA-5 y a 4 p, se tiene que af A-S, por lo que 

a E-S. 

Y tsa es entonces un elemento de S • 

Y debido a que q 6 p tenernos tqa' e p. 

Por lo que 

P ns/. 9S 

Contradiciendo la hipótesis . Así, 

si p • X y p (\ S• <)S entonces, h51 (h5 (p)A.g)c: p. 

"'f ya que 

pChs1 ( hg (p) )C h51 (hg (p)As) 

se sigue 

-1 
p • hg (h5 (p) Ag ) 

-1 ) Inversamente, si p" X y p ·hs (h5 (p) A5 

Entonces si p /\ S/. <)S concluúnos por i) que 
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Por consiguiente , 

contradiciendo la hipótesis de que pes ideal primo de A. 

1 1 -1 ') fil) sea p ~ X , ento.n::as hs (p • 

Supongamos que h51 (p') ;:xs, así 

Siguiéndose de i) y ti) que 

1 ( • l 1 
P • hs hs (p ) )• As - 1( ') hs P As -As 

lo que contradice la hipótesis de que p'•x' • 

1 1 -1 1 ' s 
Por lo tanto, hs ( p ) /l S • </> ; es decir, hs (p ) • X para todo 

1 1 
p&X • 

iv) sea P6- XS y consideremos el ideal primo hs (p) As• pAS de As· 

-1 
Por ti) p • hs ( hs{p) As ) ; por lo tanto, ªhs es supraye<:tiva. O -

sea ªhs {X') • x 5 • 

Proposición 3 .6. La función ªhs es un homeomorfismo del es

pectro prim.o x' en el subespacio xS de X • 

La cont~uidad de la función se afirma en la proposición 3 • 5, en - -

tanto que la función es suprayectiva en virtud del lema 3 .3. 

Demostraremos que ªhs es una función· i) inyectiva , y ti) abierta. 

i) supongamos que p X' y p' X' son tales que 
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Por los lemas 3.1 y 3.2 tenemos que para todo f'. (f/s)~' 

1 

•Xf' 

Es decir, í'•p si y sólo si í'E-p'. De donde J;> •p'. 

ii) bastará con demostrar que la imagen de todo abierto básico de 

x' es un conjunto abierto de xS . 

Sea entonces Xr' uno.de tales conjuntos abiertos, con f 1.(f/s) , 

f€AyseS. 

Por el lema 3 .1 

Del·lema 3 .2 

O sea 

es decir, ªhs {Xf•) es un abierto de xS. 

Proposición 3 • 7 ~ Sea A un anillo • Para que un subconjunto Y de 

Spec {A) sea irreducible es necesario y suficiente que el ideal 

'l{Y) • p sea primo. 

Como resultado auxiliar demostraremos que para todo elemento 

f 6 A, el afirmar que f E- p es equivalente a asegurar que YC V {f). 
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En efecto, 

1 1 
f • p 4'•~ f ~p para todo p ~ Y 

f E-P 1 para todo p'• Y ¿= ~ p' ~ Y es tal que p'~V(f) , 

o sea, si YC:: V(f). 

Supongamos que Y es irreducible y sean f 4i A y gfi A tales que -

fg 'p. 

Por el resultado anterior tendremos 

Y e v'(fg) • V(,'.) UV(g) . 

Por consiguiente de la caracterización de los conjuntos irreduci-

bles, dada en el Capítulo I, se sigue que 

YC V(f) o YC: V (g) 

.Pu& .i.u que, 

Por lo tanto, p es un ideal primo de A 

Supongamos ahora que pes un ideal primo de A. Entonces, 

p.:,( (pJ) 

Por la proposición 3. Z 

Como f p 1 es un conjunto que solo consta de un punto, f p l es -

irreducible. Y la proposición Z .1 nos asegura entonces que 

W también lo es • 
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Debido a lo cual, Y es un conjunto irreducible , y la misma pro

posición 2. 1 nos oonduce a la afirmación requerida. 

Corolario 3 .9. Sea A un anillo . X• Spec {A) es irreducible si 

y sólo si el cociente de A con respecto a su nilradical R es un -

anillo entero. 

Si X es irreducible, .3'{X) es un ideal primo. Y ya qu~ ..J(X). 

~(V{O)), conclu!mos que, ~(X) • r{O) • R. 

De donde el nilradical Res un ideal primo y así A/R es un anillo -

entero . 

Inversamente, si A/Res un anillo entero, .::-Í(X) .Res un ideal -

primo; es decir, X es un conjunto irreducible. 

En for.rxia más general, podemos afirmar que 

Corolario 3 .1 O. Un conjunto cerrado M de X• Spec {A) es irre

ducible si y sólo si M •V {p), donde p • Spec {A). 

Si M e.s;un conjunto cerrado e irreducible de X, tenemos por la -

propoaición- anterior que 

'::)1M) • p para pe Spec (A) 

Y por la propo.sición 3. 2 

M .. ir •V (~(M) ) • V(p) para pe Spec (A) 

Supongamos ahora CBJ,e M • V(p) con p e Spec (A). Entonces 
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:J'(V(p) ) • r (p) • p con p ~ Spec (A) 

Y la proposición anterior nos asegura en este caso que M • V(p} -

es un conjunto irreducible de X. 

El corolario anterior se puede enunciar como sigue: 

V restringida a la subclase de {P(A) constituída por todos los idea-

les primos de A, es una biyección sobre la clase de conjuntos ce-

rrados e irreducibles de X. 

Como resu!tado inmediato del corolario anterior, tenemos 

Corolario 3 .11 . Toda componente irreducible de X es de la for-

ma V (p), donde p • Spec (A). 

Corolario 3 .12. Las componentes irreducibles de un conjunto ce

rrado Y de X son los conjuntos V(p), siendo p un elemento máxi-

""" mo del conjunto de ideales primos de A que contienen a ...f ( Y) . 

Toda componente irreducible de Y, es un conjunto cerrado e irre -

d.ucible de X, por lo que las componentes irreducibles de Y, serán 

aquellos elementos má.xi.m.os de la fam.ilia 

F • [ V(p)/V(p) C Y, pe Spec (A) f 
Claramente, 

V(p) C Y si y sólo si p =:,~(Y) 

Entonces, 
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F • t V(p)/p ::>.:J"( Y), pe- Spec(A) Í 

Afirmamos que los elementos máximos de F son los conjuntos 

V(p) donde pes un elemento mínimo de la familia 

F.! { p/p :::>~(Y), p ~Spec (A) J 
En efecto, si p es un elemento mínimo de F', entonces siempre -

que V(p) C V(p') para algún p' & F~ se tendrá 

P• .3"(V (p)) =:> 3"(V(p 1) ) • p 1 

Por lo que 

P?P 
1 

Y por consiguiente, 

p .p' y V(p) • V(p') 

Es decir, V(p) es un elemento máximo de F 

Recíprocamente sea V (p) un elemento máximo de F, y supongamos 

que 

, , F' p Cp y p~ 

Entonces, 

V(p') ::> V(p) 

por lo que 

V(p') • V(p) y p'. p 

es decir, p 1 es un elemento máximo de F 1 

Corolario 3 .13. Si A es un anillo neteriano el conjunto de ideales 
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primos mínimos de A es finito. 

De la proposición 3. 7. se tiene que X = Spec (A) es neteriano, 

por lo que la, proposición Z .4 nos afirma que X sólo tiene un núme

ro finito de componentes irreducibles • 

Por el corolario anterior, las componentes irreducibles de X se

rán los oonjuntos V(p), donde p es un elemento m!nimo de la fa

milia F • ~ p/p:::, ~(X), p ~ Spec (A)Í. Y F• l p/p-:::> ,f"(V( O))• r{ O) 

p '=' Spec (A)/. 

O sea, F• { p/p~ Spec (A) J • X. 

Y como el conjunto de componentes irreducibles es finito, sólo pue

de existir un número finito de elementos mínimos de esta familia. 

Lema 3.4. Si e, f son dos idempotentes de un anillo A, tales que 

r{ eA) • r(f~, entonces e • f. 

Ya que 

e ~ r(eA) • r{fA) y f~ r(fA) = r(eA), 

existen dos enteros no negativos m y n tales que, 

eme- fA y flle eA 

Por otro lado, em. e y :en. f, por ser e y f idempotentes. 

Existen entonces, dos elementos .x, y del anillo A, tales que 

e• xf y f • ye 

Por lo qut·, 
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ef - xf2a xf. e. ef • yeZ. ye • f 

Así, e• f 

Proposición 3. 8 • Sean A un anillo , I un conjunto finito, E la 

clase de familias ortogonales 

tintos de cero, y tales que 

l ei/ i E ¡de idempotentes de A dis-r -
i~I ei • l, P la clase de todas las 

particiones abiertas f UJ i 6 ¡ dé x. S~ec (A) y S la clase de -

las '"familias f (ti ( iE-1 de ideales de A distintos de A, y tales -

que A• EB~ 
i~I 

i) sea (J" la función que asocia la familia (Í ( { ei J i E 1 ) • 

1Aed ii¡de ideales de A a cada elemento \ei{ i• 1 de E. Di-

cha función es una biyección cie E en S. 

ii) sea L./ la función que asocia la familia W ( Í eif i • I ) • 

(V ( A ( 1 - ei ) ) ) i ~ I de conjuntos cerrados de X, a cada ele--

mento ) eiJ i ~ I de E. Dicha función es una biyecéión de E en 

P. 

i) demostrar.emos: ªi} C((E) e S, bi ) Cf'es inyectiva , y ci )(fes 

suprayectiva. 

ªi) sea f eif i E.I un elemento de la ,clase E¡ entonces, 

(T' ( lei( i ~ I ) • (Aei hE.I Y A• i~I Ae1, ya. que i~Iei • 1 

Supongamos, ahora, que O• [ ªi ei. 
i ~I 
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Para cada ei é f ei Í i 6 ¡ 

a· e?• a· e· • O 

se tendrá entonces que ei l; ªi e¡ • 
i~I · 

l l l l • 

O sea, A• EB Aei para todo elem.ento i eif i • I de E. Por 
i& I 

lo que (f(E) C S. 

bi) supongamos que { ed i (: ¡ y fe¡/ . i 411 son el~entos de E 

tales que, d ( Je il i e,¡ ) • o'( i eJ i ~ I ) • 

Por consiguiente, para cada ei de leif iE ¡ existe ej en 

f e{Í i e I tal que, A ei • . Aej 

Por lo que, r(Aei )=- r(Ae'j)• 

Siguiendose del lema anterior la igualdad ei • e'j. 

Por lo tanto, 

JeiJ i El • 

Ci) sea fO:.i ~ i ~l un elem.ento de S; es decir A• ~ ~i 
.i(: I 

Lo que implica que existen ei e- lb i E-1 tales ~e l• L ei 

Si if j, entonces, 

Y para toda j • I, se tendrá 

eJ· • ej L, ei • E ej ei • ef 
i6I i6l 

O sea que l ed i 'I es una familia ortogonal de idem.potentes de 

A, tales que 

1 - 1: E\• ei lo para todo i • r 
i E-1 
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Por lo tanto f eiJ i f: ¡ • E 

Además , Aei C a. para cada i E- 1. 
1 

Por otro lado, ya que l • ¿ ei tenemos que 

Sea xi.e: Ct . ; entonces, 
1 

i4il 

xi • l:, ªi ei ,· con ªi E- A para toda i E 1 

Puesto que 
i 6 I 
a. e· e: h- para toda i E 1, y A • ~ 

1 1 v..i 
i• I 

O para todo íñdice j ría i, y Xi = ªi ei 

Por lo que, aicAei . 

Así 

Oi-,• Aei para cada i • 1 

Q se sigue 
i 

Es d·ecir, la familia { (l; t 
i .)i, I 

es la imagen del elemento 

ii) Se probará : ~i ) w( E) C P, b ii ) "'-'es inyectiva y cii ) (Jes 

suprayectiva. 

ªii ) sea [ eJ i ~I un elemento de E. , Denotaremos por Yi -

al conjunto cerrado V (A(l-ei) ) para cada i E:I • 

Si i -í, j, entonces , 

Así, 

laA(l-ei )+ A(l-ej) 
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Por consiguiente, si i/a j 
• 

Yi O Yj • V(A(l-ed ) "V{A(l-ej) ) •V(A), o sea 

Yi (\ Yj • 9 

Además , por la fórmula 3. l se tiene 

U Yi • V( Tf A(l-e¡)) 

i*I i~I 
Y puesto que, 

rr < 1-ei > • 1- E ei • o 
il:-1 iC.! 

se tiene que 

Los dos hechos implican que tYJ i El es una partición de X. 

Así sólo nos falta probar que cada Y i es un conjunto abierto de X, 

lo cual se concluye a partir de que I es finito y de que 

ya que entonces 

X• U Yi Yi /\ Yj • ') 
ier 

Yi • X- U Yj para cada i, 1 
i ,'j 

Es decir, cada Yi es el complemento de un conjunto cerrado, a ., 

saber U Y~ . 
' .. 

i ;, j 
Por lo tanto, l.)( E) C. P . 

bii ) supongamos que f ei f i E ¡ Y 1 e¡f i~ ¡ son dos elemen-

tos. de E, tales que, U( leJ i •I )• U( le\\ i• ¡ ) . 
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Entonces, para cada ei & l eif i ~ I existe e 'j ír (e\/ i E I 

talque, V(A(l-e¡) ) .. v(A(l-e'j).). Loqueequivale,porel 

corolario 3.2, a r(~(l-ei) )• r(A(l-e'j) ). 

1 
Y ya que tanto 1-ei, como 1-ej son idempotentes, el lema 3 .4 es 

aplicable. Por lo que 

1-ei • l-e 1j, ei •e1j 

Es decir, feif i•I .. {e'J iE I 

cii ) sea fui I iE- I un elemento de P. Para cada i• I, defina

mos el conjunto cerrado y abierto siguiente: 

Puesto que, Ui y Zi son conjuntos cerrados, existen dos idea

les Q\y }::, i de A tales que. 

Zi • V( K).) 
l. 

Además, Ui (l Zi. ~. lo que implica 

V( a-i + A ) • V( Ot> (\ V( P) • ~ 
Es decir, O::,:.+ P.• Á. 

l. l. 

De lo que resulta , que existen ªi ~ (k-1 y bi 6 )::, i' tales que 

Demostraremos: c 'ii) Ui • V(A.af ), Zi • V(Ab¡ ), siendo p un 

entero positivo tal que (ai bi )P• O, c"ii) A •AafG;Abp 

1 

c ii ) sabemos que , 
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V( O) • X y X • U i U Zi • V( ~ b:t) 
Del corolario 3. 2 tenemos entonces, Cti j:)i cr( O), lo que implica 

que existe un entero positivo p tal que 

Por otro lado, 

Entonces, 

(ai bi )p. O, es decir a.f. 'rf • O. 

y P.=>Abi 
l 

Ui • V(~) c:;v(Aai) y Zi ª v(p) C. V(Abi) 
1 1 

Y ya que Aaf C Aai , Abt C. Ab1 , concluúnos que 

Ui • V(~) C:V(Aai ) C: V(Aat) y Z¡ • V( q>c:. V{Abi) CV(Abip) 

Además, sea. q un ideal primo de A tal que, Aa/ C:. q, entonces 

al e:. q, por lo que ªi e q. Así Aa1 e, q . 

Análogamente , si q • V( Abi P ) , entonces q • V( Abi ) 

Es decir, 

V{Aat ) C V(~ y V(Abt ) e:. V(Abi) 

Resumiendo : 

Por lo que, 

V(Aaip + Abip) •V(AaiP) 0V(AbiP). V(Aai) nv(Abi )• 

V(Aai + Abi) • V( 1). ~ 

Por consiguiente, si q EV(Aat) entonces, q4 Ui • 
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Ya que si supone.rnos que q e X - Ui • Z¡ , resulta que 

q •V(Ab¡_}, y asi'.' q e V{.Aa.j_P } f) V(Ab? ) , lo que contradice la -

igualdad anterior • 

En forma análoga, pode.rnos concluír que V(Ab/ ) e:: Zi . 

" cii } ade.rná.s, puesto que V{AaiP + Ab/ ) •~,tenemos 

.Aa.j_p n Abip • A 

por lo que, existenx1 eA, xz•A tales que l -x 1 ~P+ x 2 bip 

Por otra parte, supongam.os que 

Entonces existen y 1 E A, Yz € A tales que, x ~ Y¡ ªip + Yz biP 

Por lo tanto, 

x•XX¡ aiP + XXz biP• yz xl a? biP+ Y¡ xz ~p bipa() 

Es decir, A• Aat '9Abi p . 

Por ser d' biyectiva para cada Ui • V(Aat ) y su complemento 

Zi • V{Abip } 1 existen dos idempotentes fi y ei de A tales que 

Af. • Aa.P, Ae. • Ab.P , l •e.+ f. 
l l l l l l 

Considere.rn~s la fa.rnilia ortogonal ( ei \ i • 1 de idempotentes de 

A, que están determinados en esa forma. 

Si i ¡. j, entonces. 

o sea, 
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r( O) • V( Ae¡_ e j ) 

Y debido a que ei ej es un idempotente de A, se sigue del lema 

3.4 que ei ej .. O para i/ j. 

Es decir, la familia \ eJ i" 1 es una familia ortogonal de ídem

potentes de A, tales que, 

ei , O para toda i • 1, Ui • V(Afi) .. V{A( 1-ei) ) para cada i E I 

As{ sólo nos falta probar que L ei • l 
i u 

Sea e • E 
i .. l 

ei el cual es claramente un idempotente de A y 

ei e = ei para toda i • l. 

O sea, ei • Ae. Por lo que, 

V{Ae) CV(Aei) • Zi para toda i f I 

De lo que resulta, 

Pero, (\ 
iEl 

V(Ae}C:: n Zi 
i • l 

Zi • ~ . Por lo tanto, 

V(Ae) • ~ •V(Al} 

Siguiéndose entonces del lema 3 .4 la igualdad e• l. 

As{, lJ es suprayectiva. 

Corolario 3 .14 • Sea A un anillo. Para que X • Spec ( A) sea conexo 

es necesario y suficiente que los únicos idempotentes de A sean l y O. 

Supongamos que existe un idempotente e de A tal que e./ O y e-, 1, 

entonces, 1-e es también un idempotente de A, y distinto de O y de 1. 
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Tenemos as{, que \e,1-e\ es una familia ortogonal de idempo

tentes de A, distintos de. cero y tales que e+ ( 1-e)• 1 . 

La proposición anterior nos asegura en este caso, que V(Ae) es un 

conjunto abierto de X. 

Y por el lema 3. 4 tenemos que 

V(Ae) / X y V(Ae) ,-' ~ 

Por lo que existe un conjunto cerrado y abierto de X distinto de X 

y del vacfo; por lo tanto, X no ser{a conexo. 

Inversamente, supongamos que X no es conexo. Existen entonces, 

U 1 y U z abiertos de X tales que 

X•U¡ u Uz ,U¡{l Uz• o y U¡7l X,U1,'' ~ 

Por la proposición anterior, existe una familia ortogonal de idem

potentes, distintos de cero, de A \e 1 , e 2 J tales que 

de A. 

O, 1 y O no serían los únicos idempotentes 
1 

Corolario 3 .15 . Si A es un anillo entero, entonces X- Spec (A) es 

conexo. 

Supongamos que existe a A tal que 
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Entonces 1-a • O y a( 1-a) •O. Así a es un divisor de O, contra

diciendo la hipótesis de que A es un anillo entero. 

Por consiguiente, los únicos idempotentes de A son 1 y O. Siguien

do se del corolario anterior que X• Spec ( A) es conexo . 

• Corolario 3. 16. Si A es un anillo local, X• Spec ( A) es conexo. 

Sea m el ideal máximo de A. Y supongamos que e es un idempo-

tente distinto de O y de l: 

Entonces, e ( 1-e) ,. O, así tanto e como ( 1-e) no son elementos 

invertibles de A, y por consiguiente, Ae .¡. A y A( f-e) ,/ A. 

Y ya que todo ideal de un anillo A distinto de A, está contenido en -

algún ideal máximo, tenemos 

AeC m y A{ 1-e) C: m 

Así, 

1 •e+( 1-e)Cm es decir, A• m. 

Lo que coaradice la hipótesis de que m es un ideal máximo de A. 

De donde los únicos idempotentes de A son en este caso O y 1 

y el corolario se sigue entonces del corolario 3 .14 

Corolario 3 .1 7. Sea A un anillo . Para todo pe- X • Spec (A) x',

Spec (Ap ) es conexo. 

En virtud del corolario anterior, sólo es necesario demostrar que 
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el anillo Ap es un anillo local para todo p E X. Y para ello has-

ta aplicar la proposición 3. 6 . 

1 
En efecto, si q • Spec (Ap } , por la proposición antes mencio-

nada se tiene 

h~l (q'} (\(A-p) • </, 

es decir, 

-1 
hp ( q' } e:. p 

Entonces, 

O sea todo ideal primo de Ap está contenido en el ideal primo 

p Ap , por lo que pAP es el único ideal máximo de Ap • Lo que 

significa que Ap es un anillo local. 
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IV. S O P O R T E D E U N M O D U L O • 

Tanto en este como en el siguiente capítulo, se supondrá, que los 

homomorfismos de anillos considerados, transforman al, elemento 

unitario en el elemento unitario. Y por comodidad llamaremos 

simplemente homomorfismos a los módulo-homomorfismos. -

Definición 4. l • Sean A un anillo y M un A - módulo. El soporte 

de M, es el aubconjunto Supp (M) de Spec (A), constituido por to

dos los ideales primos p de A, para los cuales Mp r O. 

Lema 4 .1 • Sean A un anillo, M un A - móduio y para todo m•Q 

~: M -4~ el homomcrfismo canónico . El homomorfismo -

h : M ~ rr M que asocia a cada X •. M el elemento hm (x) 
mtQm 

de T( ~, es inyectivo. 
m6-íl 

Sea x un elemento del kernel de h,. es decir, x es tal que ~ (x) • O 

para todo m.n. 

que ~x· O. 

Entonces para cada mt'- n existe t • A-m tal -m 

Así si F denota a la familia formada por dichos elementos, se ten-

drá FC:: Ann ( f xf ) • Esto implica que el ideal Ann ( (:xf ) no -

está contenido en ningún ideal máximo de A, y por lo tanto 
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Ann( (xJ ) • A, lo que equivale a afirmar que x. O 

Por consiguiente, ker(h) • O, o sea h es un homomorfismo inyecti-

vo. 

Proposici6n 4.1. Sean A un anillo y M un A m6dulo. Enton

ces Supp (M)• ~ si y sólo si M.O • 

Supongamos que Supp (M). ~. entonces para todo ideal máximo -

m de A, M • O • Por consiguiente, Tí M • O. Por lo que, ··-m mc,n m 

M • O en virtud del lema anterior. 

Inversamente, si M .o, claramente tendremos que M • O para p 

todo p E Spec (A). Es decir, Supp (M) • ~ . 

Proposici6n . 2. Sea (); un ideal de un anillo A. Entonces 

V(ª) • Supp (A/a). 

Sea p4r Spec (A), tal que p \ V{('t), entonces Q: i= p, y por el lema 

3. 3 i) concluúnos que (l A • A 
p p 

Además ya que la sucesi6n 

es exacta , y puesto que A es un A módulo plano • La sucesión 

es exacta. 

Por consiguiente, 
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Así por la primera afirmación tenemos que {A/a)p • O. Es de

cir, Spec {A)-V((t) C:: Spec (A)-Supp (A/a), lo que equivale a que 

v((t)::, Supp (A/(t) . 

Inversamente si p • V((t), entonces, (J:. íl (A-p) • ($ , por lo que -

el lema 3. 3 i) nos asegura que Q: • A r A . p p 

Por lo tanto, 

O./ Ap· /~Ap ., (A/(t)p 

De donde, p f Supp (A/(t). por lo tanto V ((t) e Supp (A/Q:) . 

Entonces, V(~)• Supp (A/(t). 

Proposición 4, 3 • Sean A un anillo , M rm A-m6dulo y N un sub

módulo de M. Entonces, 

Supp (M) • Supp {N) ij Supp(M/N) 

Ya que la sucesión 

O~N -+M-,.M/N-'> O 

es exacta, y puesto que A es un A-módulo plano para todo p Spec(A) 
p 

conclu!inos que la sucesión 

O ~~ M _,. (M/N) -+ O 
p p p 

es exacta •. 

As!, .si Mp • O, entonces, Np • O y (M/N)p • O. O aea 

Spec (A)-Supp (M)C: Spec(A)-(Supp_(N) l/Supp (M/N)), por lo que. 
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Supp (M}::::, Supp(N} U Supp(M/N}. 

Inversamente, si tanto Np como (M/N}p son iguales a O, se si

gue de la exactitud de la sucesión anterior, que M '"' O . Es decir, . p 

Spec(A) -Supp(M) ::::, Spec(A)-( Supp (N} U Supp (M/N) ) , por lo que , 

Supp (M) CSupp (N) Usupp (M/N). 

Por lo tanto, 

Supp (M) •Supp (N) U Supp (M/N). 

Proposición 4.4. Sean A un anillo y M un A-módulo • Si Mes • 

la suma de una familia IN 1 de sub-módulos de M. Enton- • i i ~ I 

ces, 

Supp(M)• U 
iE 1 

Para todo PE Spec{A) y toda 

Supp (Ni) 
~)) 

i« I sea ():1 el-¾ -módulo generado 

-Jp) 
Entonces, si M,. L Ni tendremos que Mp.. [ a 

i•I .,(p) i~I i 
Así, ~ :/ O si y sólo si (.('1 ,/O para alguna i ti I 

Y ~,.(P) O . 'l . (N ) ..l. O 
1 ""' Í 'f Sl y SO O 81 i P' , 

O sea, para que Mp "Í- O es necesario y suficiente que (Ni )p Í O pa-

ra alguna i e 1~ 

Por lo que, 

Supp (M) • U Supp (Ni ) 
i •I 
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Corolario 4.2. • Sean A un anillo, M un A-módulo, lmJ 1.r 

un sistema de generadores de M y (t1 el anulador de m¡ . En-

tonces, 

Supp (M) • U V ( <l'~). 
i El ~ 

Sea fi : A---lAmi para cada i ~ I el epimorfismo tal que, 

f ¡(a) • ami , entonces ker (f d • Oi_. Por lo tanto, 

A/~- Ami para cada i ~ l. 

De la proposición 4 .1 obtenemos , 

Así, 

V(~)• Supp (A/ Cli} para cada i E I 

V ( (t) • Supp (Am1 ) para toda i 6-1 
i 

Y como M• ¿ Ami , se sigue de la proposición anterior que 

Es decir, 

i 61 
Supp (M) • U 

i E 1 

Supp (M). U 
i & I 

Supp (Am.) 
l 

V{~) 

Proposición 4. 5. Sean A un anillo , M un A-módulo de tipo finito 

su anulador. Entonces, 

Supp (M) • v(a,) 

Sea {mil i • I la familia de generadores de M. Y para cada mi 

sea a su anulador. 

Claramente, 
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n 
a . n a 

i • l 
Por lo que, 

Por la fórmula 3 • 3 concluúnos que , 

V ((:t )• i"Oiv ((t) . 
Y por el corolario anterior 

De donde 

V ,(.t )• Supp (M) 

Corolario 4. 3. Sean A un anillo , y M un A-módulo de tipo finito. 

Un elemento a de A pertenece a la intersección de los ideales -

primos de Supp (M) si y s_ólo si existe un entero positivo k tal que -

ak M.o . 

Sea ('.t el anulador de M, entonces por la proposición anterior 

Supp (M} • V ((t) 

Por consiguiente, 

I\ fp/p Supp (M) f • :J(V ((t ) ) 

Así de la proposición 3 .Z , se sigue 

~(V ((t } )• r ((l:.) 

Por lo tanto, un elemento a de A es tal que 

a • (l ( p/p Supp (M) J si y sólo si a ~ r ( (t ) . 
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Es decir, que para que un elemento a del anillo A pertenezca a la 

intersección de los ideales de Supp (M) es necesario y suficiente -

que exista un entero positivo k tal que a k 6' a . 

De donde se sigue el corolario . 

Corolario 4. 4. Sean A un anillo neteriano, M un A-módulo de tipo 

finito y (t wi ideal de A: Para que Supp (M) C v(a) es necesa

rio y suficiente que exista un entero positivo k tal que ak M. • O • 

Sea J:l el anulador de M. Por la proposición 4. 5 tenemos en·

ton~es que Supp (M) • V ( b) . 
Por otra parte, ya que A es un anillo neteriano conclu!mos que -

d-es un ideal de tipo finito. Sea entonces ¾xiJ Íf:· 1 la familia de 

generadores de a. 
Supongamos que Supp (M) C: V( a). El corolario 3 .2 nos asegura 

en este caso que a C: r( ):¡). Por lo tanto, para cada xi existe -

un enter9 positivo hi tal que Yfi • b . 
Sea h• max {hi • ~/hi ~ O, X¡h¡~,b}. 

l~i~ 
Probaremos que el entero positivo k nh es tal que ak C h 
es decir, que ak M •O • 

En efecto; sea x un elemento de_ (): , entonces x es una suma fi-

. nh h 
nita de productos de la forma Tíª· con a. E- v.. . 

. l J J 
J• 
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n 
Y P';lesto que ªJª i~ ªij xi, ªij e- A l~i~n l~j~nh , x resulta -

ser una suma finita ~n donde cada término es de la forma 

axfl .•• ~n con a6' O;y 

Demostraremos que para cada uno de estos productos existe un -

fu.dice i tal que xfiE-(ly l~i~n. Por lo que x pertenecerá a 

Supongamos que para uno de esos pr·oductos ki ~ h-1 para ~C:n • 

Entonces, .tl ki~ n (h- l)<nh • 
1 n 

Hecho que contradice el que L ki. nh • 
i =l· 

Por lo_tanto, para cada producto axfl .. ~ existe tal fu.dice. 

Por consiguiente, (t M• O • 

Inversamente, supongamos que existe un entero positivo k tal que 

(l M • O • Entonces, (t e:· b y puesto que para todo elemento -

x Ce el elemento x pertenece al ideal O; , se sigue que 

Q.cr(b) . 

Y el corolario 3. Z nos afirma entonces que 

Supp (M) • V(~) e V((l;) 

Lema 4.Z. Sean A un anillo, Q: un ideal contenido en el radical 

de A y M un A-m6dulo de tipo finito. Si (l: M• M, entonces , -

M •O. 

Sea { x 1. J 1,.. cun conjunto de generadores de M. _1_n 

Puesto que c2"M • M, conclu!znos que 
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Entonces, 

Probaremos que l-a1 es un elemento invertible del anillo A. 

En efecto, supongamos que 1-a 1 no es un elemento invertible de 

A, Entonces el ideal ( l -a 1 ) A es distinto de A, por consiguien

te, existe mf n talque(l-a¡) AC.m . Por lo que 1-a 1'im 

Y ya que (l C: m para todo m• f2 , entonces ª1 6' m 

Es decir, l •(l-a1 ) +a1 E- m. Contradiciendo el hecho de que 

m es un ideal máximo de A. 

Por lo tanto, l-a1 es un elemento invertible de A, o sea existe 

b¡ e A tal que ( l -a1 ) b¡ • 1 • 

Así, 

Por lo que M está generado por los elementos x 2 , ••. , xn. 

Por lo tanto si repetimos el proceso podemos concluír que M está 

generado por un s6lo elemento, a saber el O . De donde M. O. 

Lema 4. 3 • Sean A un anillo local , m su ideal máximo y M un -

A-m6dulo de tipo finito. Si A/m®M• O entonces M • O . 
A 

Ya que A/m®A M • M/mM, la 
0

hip6tesis implica que M • mM. 

Y el lema se sigue entonces del anterior. . . . 
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Lema. 4.4. Sean A un anillo entero, y E y F dos A-módulos 

libres , de tipo finito. Entonces, x ~y• O x e-E y •F, implica 

x•O o bien y=O , 

Sean 1 <J' las bases de E y F respeetivam.ente, 
- ~m 

Para toda x , E y ye F tendremos 

x= .'[ ªi xiy y= .~ bj yj 
1 =l J~ 

Supongamos que, X e y ... o • Entonces' 

O ., .f ªi xi (JI. [hj Yj • .'B _[ ªi xi ~ bj Yj ) =. ~ ( .f '1. bj xi ® Yj ) 
l~l J•.i J=li-1 J½ 1-l 

Por consiguiente,. f ªi bj xi = O para l ~ j ~ m. 
1 =l 

Y ya que, lxi\ l< i~s una base del A-módulo E se tiene 
- -n 

b O l <· ¡<·< ªi j - para _ 1 ~ n, _ J _ m 

Supongamos que x= O , entonces, existe i 0 tal que ªira,,¡ O, 

1 <· < _10 _ n. 

Y debido a que A es un anillo entero y a. b ... O para 1~ j :;m, -
lo J 

concluúnos que bj.. O para 1 ~ j ~ m. 

Es decir, y• O. 

De la misma manera se puede demostrar que si Y'¡. O entonces x_• O. 

Lema 4.5, Sean B un anillo local, E y F dos B-~ódulos de tipo 

finito. SiEy F son distintos de O, entonces E@ F,/0. 
B 

Sea m el ideal máximo de B y denotemos 

B/m. 
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Del lema 4. 3 , y de las hipótesis sobre E y F se concluye que 

k ®E,'O y k @F,' O. 
B B 

Y ya que k es un campo y k @aE y k®_aF son k-módulos libres 

se sigue del lema anterior que 

{k &:'IE) ®- {k@F) ,' O 
~ k 1l 

Por otra parte, puesto que el producto tensorial es conmutativo,-

tenemos que 

(k (8' E) @ ( k @F) ~ ( E~ k) ~ (k@ F) 
B k i3 B k B 

Y de la asociatividad del producto tensorial se sigue 

(E@.k)® {k@F)~ (E@(k@(k@ F) ) ) 
B k B B k B 

Así, 

O,' {k ® E) ~ {k ~ F) "=' E~ ( ( k® k )@ F ) 'I' F.@ (Ic@ F ) 
:S k B B k B B B 

Y, 

o, F.@(~ F)• (1® F)® E~ k@ (F@ E) 
B B B B B B 

Por consiguiente, 

O f, k@ (F® E)':' k~ {E ®F) 
B B B B 

De donde, 

~ 4. 6 • Sean A un anillo, S una. parte multiplicativa de A y M 

un A-módulo • 

i) si Mes de tipo finito M5 es wi A5 -módulo de tipo finito. 
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ii} si Mes de presentación finita, entonces M 5 _ es un A5 -módulo 

de presentación finita. 

El lema se obtiene haciendo uso de los sig~ientes resultados· 

·a } si l°t'\l es una familia de submódulos del A-módulo.M tal que 

M es la suma de dicha familia, entonces_para toda parte multiplica

tiva S de A, se tiene que el As -módulo MS es la suma de la fami-
. s 

lia { Ct _} , dt>nde cada O. es el As -módulo generado por hM (N } 

b} para toda familia {MiJ i • I de A,-módulos y toda parte multi-

plicativa S de A existe un isomorfismo canónico de ~ 

en ( 6) Mi }5 • 
i E-1 

. i6 I 

Proposición 4. 6. Sean A un anillo y. M y N do11 A-módulos de 

tipo finito. Entonces, 

Supp (M@ N) • Supp (M} /l Supp (N} 
.l 

Por el lema anterior, Mp y Np son Ap -módulos de tipo finito -

para todo p • Spec {A), y por el corolario 3 .1 7 el anillo Ap es un 

ani.llo local para todo p • Spec (A} • 

Supongamos que p •Supp ( M} n Supp (N), es decir p es tal que 

Se sigue entonces del lema 4.5 que Mp® Np /. O 
J. 

Además, 
p 
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Entonces, 

O ,j (M~ {Ap® Ap '@ N) ~~- (A@ N) 
A ~ A A P.A. 

Por consiguiente , 

O ,'(M@ N)® Ap • (~ N)p 
.A A . A 

es decir, PE- Supp (M@ N). 
A 

Inversa.mente, si p • Supp (M® N), entonces , 
A 

M @ Np '::°(M® N)p ,j O 
p A A 

p_J . 
Por lo que, Mp r O y Nj, ¡. O. 

Es decir, F • Supp (M) O Supp (N). As!, 

Supp (M@A N) .Supp (M) n Supp (N) 

Corolario 4.5. Sean A un anillo, h el anulador del A-módulo de 

tipo finito M. Entonces, para todo ideal O: de A se tiene 

~upp.(M/(,"'tM )= V (0) 0 V(b) 

Sabemos que, M/(kM • M ®1,A/ (k y as_r, por ser M y A/ Ct mó

dulos de tipo finito se obtiene de la proposición anterior la igualdad 

Supp(M/QM) •Supp (M) /1 Supp(A/(l:) 

As!, la afirmación se sigue de las proposici_ones 4.2 y 4.5 

Lema 4.7. Sean A y B dos a¡üllos locales , P aA ~ B .un homo-

morfism.o local y E un A-módulo de tipo finito. Si E ,J O enton

ces -E~B,J O. 

- .sz -



Sean m y n los ideales máximos de A y B respectivamente. De

notemos por k al campo residual A/m y consideremos a B como 

un A-módulo, al través del homomorfismo P. 

Sabemos que, B li) k~ B/mB, mB• P (m)B y que P (~)C: n . 
A 

Por consiguiente, 

mB •P(m) BC nB/ B 

de donde, B/mB /, O. 

Así, puesto que 

(E®B)® k7¡@_ (!3® k) :i-E@ (~ (E@ k) ) 
A A J A A -'1c A 

se tiene que, 

(E® B)@ k~(E@ k)@ (B@ k) 
J. A A k A 

Y ya que E es un A-módulo de tipo finito se sigue del lema 4.3 que 

E® k,' o. 
A 

Entonces, debido al lema 4.4 

(E@ k)@ (B® k)~ O 
A k A 

Así, ( E® B)IOI k ¡, O • Lo que implica que 
A IOIA 

E® B f'O 
A 

Proposición 4. 7. Sean A y B dos anillos y q,: A 4 B un homo

morfismo. Entonces, para todo A-módulo M, 

Supp (M@A B)C" <f lsupp (M)) 

Y si M es de tipo finito, los dos conjuntos son iguales • 
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Sean qt, Supp (M@ B) y p • q,-ig) . Entonces, 
A 

o I <M®A B)q - <M@A B) ~Bq "a' M® A Bq 

Y ya que (/>(p) -<j,</i\q) Cq, existe un homomorfismo 

que h~e conmutativo 

A )B 

al siguiente diasrama: 

hpi ~ h~ 
p q 

Entonces, Bq puede ser considerado como¾ -~ódulo al tra

vés del homomorfismo (/,4 y (M@A¾ )Q\ Bq ":: M~ ABq 
p 

Por consiguiente, Mp@ A Bq ,/ O • Y así, Mp ,/ O • 
p 

Es decir, pe Supp (M) 

De donde, 
-1 ª4l (g) =</)(q) • P• Supp (M) 

Quedando probada la contensión • 

Para probar la segunda afirmació~. demostraremos que </)q 

es un homomorfismo local para todo q € Spec (A) • 

Sea q e Spec (A), entonces, 

~ (pAP ) • fJ ~ (hp (p)Ap )C. </>q (hp (p} 

• (h~ ( (p}· ) ) Bq C h 1q(q) Bq • qBq 

) B • q 

Por otra parte, el lema 4.6 nos afirma que~ es un A -módup 

lo de tipo finito para todo p E Spec (A) • 

Por todo lo cual, si qE- ª<f,-.1 (Supp (M) } , el lema anterior nos -
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permite afirmar_ que Mp®-\, B4 -.J O. 

Y puesto que, 

MP®A Bq ':o (MS/ )q 
p 

conclu!mos que (M(8 .&.B)4 .,¡ O • Y por lo tanto, 

4• Supp (M ® B) 
.A 

Por lo que si M es de tipo finito se tiene la i¡ualdad de,eada . 

• 
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V. M O D U L O S P R O Y .E C T I V O S D E 

TIPO FIN I T O. 

LOCALIZACION CON RESPECTO A UN ELEMENTO. 

Sea A un anillo, Para cada elemento f de A, sea Sf la parte mul

tiplicativa de A, consistente de todos los elementos de la forma fn, 

con n en el conjunto de los enteros no negativos. 

Definición 5 1 • El anillo As , es el localizado del anillo A con 
f 

respecto al el~mento f de A . 

A este anillo se le denotará por Af , 

Definición 5 .2. Sea A un anillo • El localizado de un A-módulo M 

con respecto a un elemento f de A, es el Ar -módulo Msf 

A dicho módulo se le denotará por Mf . 

Proposición 5 .1 . Sean A un anillo y M un A-módulo. Si fes un 

elemento nilpotente de A, entonces, Mf • O. Y si f es un elemento 

invertible del anillo A, entonces , Mf se identüica canónicamente -

con M. 

Supongamos que existe un entero positivo k tal que ~ • O. Y sea 

x .un elemento de M • 
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Entonces, existen me, M y fn • Sf tales que x • {m/f1; • 

Y ya que, f<- f Sf y f<'m •O, se sigue que x• O. 

Por lo que, Mf • O, 

Supongamos ahora, que f es un elemento invertible del anillo A, es. 

decir, existe g • A tal que fg • l , 

Sea hÍví el homomorfismo canónico de M en Mf 

Demostraremos que, hfM es en este caso un isomorfismo 

Sea x un elemento de Mf , o sea existen m ~ M y fne, Sf tales que , 

x • {m/fn) 

Entonces, 

Por lo tanto, hfM es suprayectiva. 

Por otro lado, supongam.os que el elemento m Mes tal que 

f 
h M {m) .. O • 

Entonces, (m/1) • O, es decir existe fl• Sf tal que f1 m • O. 

Así, gnfnm • O. 

Y ya que, gn fl- • l , concluúnos que m• O • 

P . . hf . t" or consiguiente, M es 111yec 1va. 

Proposición 5. 2 • Sean f y g dos elementos de un anillo A . Afg 

se identüica canónicamente con (Af \g/l) 

Sea hf el homomorfismo canónico de A en Af • 
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Puesto que, lit (Sg) • S{g/ffarte multiplicativa de A generada por 

g/1), existe un único isomorfismo j tal que el siguiente diagrama 

A ~'1 Af 
hf_l_ j -!, 

isxfg-'-' ( Af } (g/1) 

es conmutativo 

Corolario 5, l , Sean f y g dos elementos de un anillo A , M y N 

dos A-módulos y u : M -> N un homomorfismo. Entonces 

Mfg se identifica canónicamente con (Mf )(g/lf Ufg • u & lAfg 

donde u 4D lAfg: Mfg _,Nfg , con (uf )(g/1)-u lD 1(Af}(g/l) 

don~e u ® 1('>..±'>(gjif Mf \g/1)~ (Nf )(g/1} 

Sabemos que, Mfg = M€)A Afg y (Mf )(g/l) Mí® ~Af )(g/1) 

Así, 

(Mr )(g/1) = Mf © (Af )(g,1) ~(M ® Af) 0 (Ar )(g,1) • 
Af A Af 

M@A(A/i!JJ.r(Af )(~~~A (Af )(Wl) 

Y debido a la proposición anterior, 

M®Á (Af )(g/l)~M~ A(fg} Mfg 

Es decir, (Mf) (g/~ ~ Mfg 

Y la segunda afirmación del corolario se sigue entonces imnedia-

tamente, 

Proposición 5. 3. Sean f un elemento de un anillo A y 

hf: A~ Af el homomorfismo canónico. La función 
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hf Spec (Ar) 4 Spec (A) , es un homeomorfismo de Spec(Af 1 

sobre el subespacio abierto Xf de Spec (A) 

La proposición es un caso particular de la núm.ero 3. 6 , Ya que 

el subespacio XS es en este caso el subespacio abierto Xf • 

Lema 5. l . Sean A un anillo , M y N dos A-módulos y 

u: M ~ N un homomorfismo . Si R • ker (u) y Q • coker (u), -

entonces para toda parte multiplicativa S de A Rs • ker (us ) y 

Os •coker (us ) . 

En efecto, ya que las sucesiones 

son exactas, y puesto que, As es un A-módulo plano,. tenemos que 

las sucesiones 

son exactas. 

o ~Rs --+Ms ~ Ns 

Ms ~ Ns_;s Os--=, o 

Por lo que, Rs • ker (Ug ) y coker (us ) • ker (vs ) 

Pero, ker(vs )• Os • 

Así, coker (us )• Os • 

En las siguientes dos proposiciones A denotal'.á a un anillo, M y N 

serán dos A-módulos y, u : M ~ N un homomorfismo. 
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Proposición 5 .4. Sea p un ideal primo de A. Si 

Up • u8 lAMP 4 Np es suprayectivo y N es de tipo finito, 
p 

entonces existe f • A-p tal que el -homomorfismo 

uf • u ~ 1Á¡v1-f ~ Nf es suprayectivo. 

Puesto que N es de tipo finito, el A-módulo coker (u) • N/u(M) • Q 

también es de tipo finito. Y ya que up es suprayectivo , tenemos -

que Qp • O. 

Ahora,-bien, el localizado de un A!.módulo M 1de tipo finito con -

respecto a una parte multiplicativa s: es igual a O, si y sólo si -

1 1 r 
existe un elemento s e S tal que s M .. o. 

Por lo tanto, existe f •A-p tal que, fQ .o, yas{Qf. O. Es de-

cir, uf es un homomorfismo suprayectivo. 

Proposición 5. 5. Sea p un ideal primo de A. Si M y N son de -

tipo finito y de presentación finita respectivamente y 

up : Mp -4 Np es biyectivo, existe entonces f 6 A-p tal que el ho

momorfismo Uf: Mf ~Nf es biyectivo. 

Ya que todo módulo de presentación finita es de tipo finito., la pro-

' posición anterior nos asegura la existencia de un elemento f e-A-p 

• 
tal que Uf' : Mí' ~ Nf' es suprayectivo. 

Entonces, si R denota al kernel de u, la siguiente sucesión 
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es exacta, 

Además, en virtud de las hipótesi~ sobre M y N concluúnos que 

Mf' y Nf' son Af1 -módulos de tipo finito y de presentación finita 

respectivamente. 

As{, el que la sucesión sea exacta implica que Rt'es un Af' -módu-

lo de tipo finito. 
1 

Por otra parte, si hÍt es el homomorfismo canónico de .R en Rf' 

entonces (Rf• )pAf' • ( Rf' ·>ti((p)' Y ya que f 1 E- A-p tenemos que 

Sf• (A-p) • ( A-p) . Por consiguiente, existe un isomorfismo k que 

identüica canónicamente a Rp con ( Rf' )pAf' , a saber el que ha

ce conmutativo al siguiente diagrama: 

Y puesto que, Rp = O, resulta que { Rf' )pAf' • O. Y como hab{a- -

mos hecho notar, esto será posible si y sólo si existe 

f 1 E- A -pA , tal que fi Rf' • O. 

Es decir, existen f 11 e, 
,n . 

A-p y f • Sf• tales que 

f1 • ( f 11 /f'n ) y ( f' 1 /f ,n ) !¼' • O , 

Por otra parte, debido a que f' es invertible en Rf', se tendrá que· -

f'n es también invertible en I¼' , por consigui~nte, 

( f 11 /1) Rf' • 0, 
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Y ya que, }¼ 1 es de tipo finito y (í" /1) e S 1(í'1/'~se sigue de la ra

zón ya -expuesta que, ( a¡• )(f'¡~ • O, 

Así, por el corolario 5 .1 , ( Rf 1í" ) • O. 

Definamos f • í' f" . 

Entonces, ff A-p y R .. O . 

Además, 

ar • ar· í" .. ( ar• >u·r~ y ar· - 0 . 

Por lo que , Or • O 

De donde, f es el elemento deseado. 

Corolario 5.2. Sean M un A-módulo de presentación finita y p un 

ideal primo de A. Si Mp es un Ap -módulo libre de rango n, exis

te f •A-p tal que Mf es un Af -módulo libre de rango n . 

Sea lx\f 1 e. e una base del Ap -módulo Mp . Entonces existen 
- 1_ n 

dos familias {x·l 1 •. e y 1 sif 1 ~ i ~n de elementos de M y -1 _1_n 

de A-p respectivamente, tales que x 1¡ • (xi /si) 

Puesto que cada elemento de la familia {si\ 1 ~ i ~ nes invertible -

en Ap , se concluye que la familia {xi /1 f 1 ~i ~nea también una 

base del A -módulo libre N 
p p 

Sea u: An --> M el homomorfismo definido como u( e¡ ) • xi 

l~ i~ n , donde fe,} 1 < i e es la base canónica de A n . 1 _ _n 
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Además, debido a que A n y M son A-módulos de tipo finito y - -

presentación finita respectivamente, tenemos por el lema 4. 6 que 

los Ap -módulos (An )p y ~ son de tipo finito y de presenta

ción finita respectivamente. 

De la proposición anterior, -a-ancluúnos entonces que existe 

f f: A-p tal que el homomorfismo Uf :An ~ ~-· -~ M®, Af • Mf 
~ A 

es bi yectivo. 

Es decir, Mr es un Af -módulo libre del mismo rango del 

Af -módulo (An )f , o sea de rango n . 

Proposición 5 .6. Sean A un anillo y (fil i •¡una familia finita -

de generadores de A. El anillo 

A"-módulo fielmente plano . 

B "'JT 
i E-1 

es entonces un 

Puesto que cada Ar es un A-módulo plano , así también lo es -
i 

B. 

Por otra parte, sea p • Spec(A) • 

Por el comentario que se hizo después del corolario 3.3 sabe--

mos que p • Xf. para alguna i 6 1 . Es decir, existe fi tal que 
1 

Por lo tanto, p (\ Sf. • <J • Lo que implica Pf. • PAr. ,J Ar. 
1 1 1 1 

Así, 

pB e pAf. )( rr Af. e: B 
. 1 ,pi J ., 

- 93 -



Es decir, pB /. B para todo · p ~ Spec(A) . En especial mB ,/ B -pa

ra todo mt n . 
Proposición 5. 7. Sean A un anillo y l fil i 4 1 una familia fi

nita de generadores de A. Entonces, 

i) un A-módulo M es de tipo finito si y sólo si para toda it I el 

Af. -módulo Mf. es de tipo finito. 
1 1 

ii) para que un A-módulo M sea de presentación finita es necesa-

rio y suficiente que para todo i f I el Af. -módulo Mf. sea de 
1 1 

present.tción finita. 

Las primeras afirmaciones de ambos incisos se siguen del lema 

4.6. Por otra parte, seanB• 7T Af. y N• tr Mf .. 
i+I 1 id! 1 

i) supongamos que para cada i ~ I el Af. -módulo Mf. es de tipo 
1 1 

finito. Entonces debido a que I es finito el B-módulo N es de -

tipo finito 

Además, N• M ~'i. IT Af .• M® B. 
iE-I 1 A 

Y ya que B es un A-módulo fielmente plano , tenemos que M es un 

A-módulo de tipo finito. 

ii) supongamos que para cada i'fo I el Af. -módulo Mf. es de pre-
1 1 

sentación finita. Entonces, Mf. es un Af. módulo de tipo finito -
1 1 

para toda i e: I , as{ por el inciso anterior M es de tipo finito. Es 

decir, existe un eni:ero positivo n tal que la sucesión 
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es exacta. 

Por consiguiente, si R •ker(u) la sucesión .,, 

es exacta. 

Y por el lema 5 .1 tendremos que para cada i I la sucesión 

es exacta. 

Así, debidc> a que Mf. es de presentación finita y Af. 
1 1 

es de ti-
., 

po finito para toda i E- I se concluye que Rf. es un Af. -módulo -
1 . \ 

de tipo finito para toda i E I • 

Por lo tanto el inciso anterior. nos. asegura que Res ~ A-módulo -

de tipo finito. O sea, existe un entero positivo m tal que la suce--

sión 

e'S exacta. 

De donde, la sucesión 

es exacta. 

Y puesto que, Am. y An son A-módulos libres de tipo finito, M 

resulta ser un A-módulo de presentación finita. 
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Lema 5 , 2 . Sean A \Ul anillo, M y N dos A-módulos y 

u: M --) N \Ul homomorfismo. Si um: Mm~ Nm es biyectivo -

para todo m~ n ' entonces u es biyectivo . 

i) (u es inyectiva) . Supongamos que el elemento x de M es tal que 

u (x) • 0 , Entonces um (x/1) • u (x)/1 • 0 para todo mE n ; y ya 

que Um es inyectivo para todo ideal máximo m de A, se sigue que 

x/1 •O en Mm para todo mEfl . Es decir, hm{x) • O para todo 

ideal máximo . . 

Por lo tanto, x •O (ver demostración del lema 4 .1) . 

ii) (u es suprayectiva) , Sea nE- N, entonces para cada m• {l, 

existen x' ~M y· t'm• A-m tales que, (u {x 1 )/t'rJ )= ,tfl . Por 

IIL (" ) 11 1-COnsiguiente, existe t m .. A-m tal que u tnfnx • tm tm n . 

n 11 1 Para cada me! , sean x. tm x Y t 11 t'•t mmm' 

tm E A-m para cada men y u {x) • tmn, 

entonces, x e-M y 

Sea~ el .subconjunto de A formado por tales elementos tm. 

Resultará entonces que E- no está contenido en ningún ideal máxi.-n 

mo de A . Por lo tanto, el ideal generado por ~ es el ideal A. 

Así, existe \Ula familia finita de elementos de E 

tal que f é\ tm. • l, donde ªi e A para 1~ i,!-n , 
i. 1 1 

De donde, -; .. ~ ªi tm.ñ 
il,.l l 

Y ya que, t ñ. u (xd con Xi e-M para l .!°i~ n, tenemos que -
mi 

n .. f_ ªi u (Xi); o sea ñ• u <.t ªi xi) . 
i "' 1 l- 1 
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Por lo tanto, como f ªi xi•M,- concluúnos que para cada 
i - 1 

ñ • N existe x • M, tal que u (x)• ñ. 

CARAC TERIZACION LOCAL DE LOS MODULOS PROYECTIVOS 

DE TIPO FINITO . 

Definición S. 3. Sea A un anillo , Un A -módulo P es proyectivo 

de tipo finito si es sumando directo de un A-módulo libre de tipo 

finito . 

Teorema 5, l. Sean A un anillo y P un A-módulo • Las propieda-

des siguientes son equivalentes. 

a) P es un módulo proyectivo de tipo finito 

b) P es un módulo de presentación finita y paTa todo m~ fl , P es m 

un A -módulo libre. m 

c) P es un módulo de tipo finito y P P es un Ap -módulo libre para 

todo p • Spec (A) . Y si r p es el rango de P p , entonces la fun

ción P--) r de Spec (A) en los enteros, es localmente constante p 

d) existe una familia finita· (fil i ~ 1 de generadores de A, tal --

que para toda i • I, el Af. -módulo Pf. es libre de tipo finito • 
l l 

e} para todo ideal máxiino m de A, existe f eA-m tal que, Pf 

es un Af -módulo libre de tipo finito . 

a) implica b) , Por ser P proyectivo de. tipo fi:lito, Pes sumando 
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directo de un A-módulo libre de tipo finito L • Por consiguiente, 

la sucesión 

es exacta. 

u 
L~P__,O 

Sea R • ker (u) , entonces Res sumando directo de L , es decir, 

existe un A-módulo R1tal que R @a1 • L. Entonces, R ,r I¡R 1 

debido a lo cual Res de tipo finito. 

Así, existe un entero positivo n tal que la sucesión 

n 
A -~R -~O 

es exacta. 

Por consiguiente, la sucesión 

n 
A -'> L-=,,P ~ O 

' e• exacta • 

Concluímos entonces, que P ~s un A-mcSdulo de presentación finita 

Por lo tanto_, para todo m E- íl P es un A -módulo de presenta-
m m 

ción~ finita (Lema 4. 6 ) • 

Por otra parte, ya que existe un A-módulo P tal que, L • PE9P1 

tendremos que 

L®. A ~ (PIQ A )@ (P~A ) • 
A m -'01 m \ó/Am 

P EB P 1 para todo 
m m 

m~n. 
Y debido a que L es libre tenemos q~e- L ~ A es un A -módulo 

Am m 

libre para todo mE n 
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Por todo lo cual P m es un Am -módulo proyectivo de presentación 

finita. 

Y ya que, Am es un anillo local para todo m•,íl (ver demostra

ción del corolario 3. 7 ) , se sigue que P m es ij.bre • 

b) implica e) 

e) implica d) 

Se sigue inmediatamente del corolario 5. 2 . 

Sea E el conjunto de elementos f del anillo A, tales 

que, Pf es un Af -módulo libre de tipo finito . 

Debido a que para cada m-tíl , existe fE-(A-m) (\ E, concluímos 

que E no ouede estar contenido en ningún ideal máximo de A. 

Por consiguiente, el ideal generado por E es el anillo A; es decir, 

existe una familia finita 
n 

ff1.J 1 4 • < de elementos de E tales que, _1_n 

1 • L ªi fi' ªi ~ A. 
rl 

Por lo tanto, lf.J 1 <. < . genera al anillo A, y Pf. es un -1 _1_n 1 

Af. -módulo libre de tipo finito para 1~ i:! n . 
1 

d) implica c) • De la proposición 5. 7 i) tenemos que P es un m6-

dulo de tipo finito 

Por otro lado, por corolario 3. 3 para cada p E Spec(A) existe un 

índice i '1 tal que, p •Xf. 
1 

Por consiguiente, 

p • (Pf ) A 
p i p fi 

(ver demostración de la proposición 5 .4) 

Así, el rango de P 
p 

es igual al rango de Pf. , y ya que este es 
1 

finito también lo es el de P p 
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Y para todo PE- Xfi la función p ~ rp es constante. Es decir, 

dicha función es localmente constante. 

d} implica a} . Consideremos el anillo B = 1T Af. y el B-módu-
i E- l 1 

lo M• fr Pf. 
i (:, I 1 

En virtud de las hipótesis, para cada i ~ I existe un entero positivo 

Sean .. max 
i • I 

{n.l 
1 

, y definamos para cada ioE- I el Af. módulo li-
1 

bre de tipo finito L 1. = A nf 
i 

Entonces, cada Pf. es sumando directo del correspondiente 
1 

Ar. -módulo L. 
l. 1 

. Por consiguiente, L • 1l' Li es un B-módulo -
iEl 

libre de tipo finito y M es sumando directo de L. 

Es decir,. M es un B-módulo proyectivo de tipo finito. Y ya que B 

es un A-módulo fielmente plano, concluúnos que Pes un A-módulo 

proyectivo de tipo finito. 

e} implica e}. Sea m un ideal máximo de A y supongamos que rm•n 

Sea tx.} 1 e . ,e una has e del A -módulo P m , entone es 1 _ 1_n m 

para l ~ i ~n tenemos que x. • { p. /t. } con p1. 4í- P y t 1, , A-m ; 
1 1 l · 

y ya que ( ti /1) ~~ para l ~i ~ n, el conjunto f p1 /1 J 

es también una base de Pm . 

n • 
Sea entonces { eJ 1 -:: i~lft base canónica del A-módulo A y con-. 

n . 
sideremos el homomorfismo u: A ~ P tal que u ( ei ) • Pi para 

l ~i~ n • 
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Y para todo pe, Xf¡ la función p ~ rp es constante. E·s decir, 

dicha función es localmente constante. 

d) implica a) . Consideremos el anillo B • ÍÍ Af. y el B-módu-
i E-1 1 

lo M• Tí Pf. 
i ~ I 1 

En. virtud de las hipótesis, para cada i ~ I existe un entero positivo 

l P Ani 
n1 ta que f. "' f. 

l l 

Sea·n ... max fnil 
i ~ I 

, y definamos para cada i ~ I el Af. módulo li-
1 

bre de tipo finito Li 

Entonces, cada Pf. 
l 

es sumando directo del correspondiente 

Af i -módulo Li Por consiguiente, L • 1T' L¡ es un B-módulo -
iel 

libre de tipo finito y M es sumando directo de L. 

Es decir,. Mes un B-módulo proyectivo de tipo finito. Y ya que B 

es un A-módulo fiel mente plano, concluímos que P es un A-módulo 

proyectivo de tipo finito. 

c) implica e). Sea m un ideal máximo de A y supongamos que rm=n 

Sea lx.J 1 e ·-e una base del A -módulo Pm, entonces 
1 _ i_n m 

para 1 ~ i ~n tenemos que x. • ( p. /t. ) con p. ~ P y t 1, • A-m ; 
l l l l 

y ya que ( ti /1) "~ para 1 ~ i ~ n, el conjunto f Pf /1 J 

es también una base de Pm • 

n 
Sea entonces { eJ 1 ~ i~lft base canónica del A-módulo A y con-. 

sideremos el homomorfismo u: An ~ P tal que u ( ei) • Pi para 

l ~i~ n • 
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Así, tenemos que up : A~ -4Pp es suprayectivo ; y ya que Pes 

1 

de tipo finito, se_ sigue de la proposición 5 .4 que existe f ~ A-m 

tal que '¼' : A¡_'ft ~ Pf,. es suprayectivo • 

Sean g' e A y Q • coker (u) , por el lema 5. l concluúnos que 

coker (Uf'g' ) • Or'g' • (Of' )(g'/l) · 

Y debido a que Of' = O, se tiene que coker ( uf' g' ) • O •. Es decir, 

para todo elemento g' f,A el homomorfismo '¼' g' 

es suprayectivo . 

n 
A, ,4P,' 

f g f g 

Por otra parte, c) nos afirma la existencia de una vecindad Vm 

de m tal que si p 4r V entonces. r • n. y puesto ~ue rx I 
m p g g•A 

es una base de la topología de. Spec ( A) , existe g ttA tal que 

m •Xg e Vm. Por lo tanto, ge A-m, y para todo pE. Xgel rango 

rp es igual a n . 

1 
Definamos f •f g • Entonces, f E"A-m y uf es un homomorfismo 

suprayectivo~ Además, si p• Xf, se sigue de la fórmula 3.6 que 

. n 
p·•Xg, es decir, rp • n. Por lo tanto,_~ :Ap--+ Pp es un -

homomorfismo suprayectivo, y P p y A; son Ap -módulos libres 

del mismo rango para todo p • Xf 

morfismo para todo p • Xr . 

Por consiguiente, up es un i&o-

-1 
Por otra parte, si q es un ideal primo de Af y p • hf ( q) , entonces 

. se identifica con u ( ver -p 

demostración de la proposición 5 .5). De donde, (u¡ }q_ es biyectivo 
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y en especial ( uf >m• es biyectivo para todo ideal máximo m 1de 

Af ; as{, del lema 5 . 2 se concluye que Uf es bi yectivo, lo que -

implica que Pf es libr~ de rango n . 

Corolario 5.3 . Sean P un A-módulo proyectivo de tipo finito y 

m un entero positivo tal que para toda familia 1xJ 1~ i ~nde ele

mentos de P, existe una familia [ail 1 ~ i~nde elementos de A, -

no todos divisores de o' y para los cuales r ªi xi - o . Enton-
i- l 

ces, para todo p • Spec (A) , se tiene que rp < m. 

Sean Pt- Spec (A) y r • rp . Sea I Yjl 1~ j ~'P1ª base del 

A -módulo libre P p p 

Existen familias { x'jJ 1 ~ j -::,¡ lsJ 1 ~ j ~ rde elementos de P y 

de A-p respectivamente, tales que, 

Sea s * fr s . Entonces, 

Y·• (x'. /s.) para l~ j~r. 
J J J 

i• l 

y3 .• (xj s/s. s). (x1
3. 'fr si /s) para l~ j~r. 

J .... 
1r J 

Definamos x. • x'. Tf E\ para l~ j :: r • Entonces, yj • (xj / s ) don-
J Ju: j 

de x. • P 
J 

Sea r 1tal que l ~ r' ~r, y consideremos la familia (x} 1~ . < ,de 
- J _r 

elementos de P. 

Para toda familia { ajl l e . < • de elementos de A tales que 
-J-r . 

1 

f a. X· •0 , 
·"1'1 . J J 
J 1 

es decir, 'f' 
j ~l 

1 

tendremos entonces gue T" 
j'-1 
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Así, (aj /1) • O para 1 :: j ~r' . Por lo que, existe una familia 

h·l J l~j_!:r'deelementos deA-p talesque_tj.ªj •O para 

l ~j ~r' • O sea, todos. los elementos de la familia lajl l!!j~ r' 

son divisores de O. 

Por consiguiente, m no puede ser menor o igual que r. 

Corolario 5 .4. Todo módulo plano de presentación finita es pro--

yectivo. 

Sean A un anillo y P un A-módulo plano de presentación finita. 

Entonces, para todo mE n , P m es un~ -módulo plano y de -

presentación finita (lema 4.6) 

Y ya que ~ es un anillo local, Pm resulta ser un Am -módulo 

libre. 

Por lo tanto, el teorema 5. 1 nos as egl,lra que P es un A-módulo 

proyectivo de tipo finito . 

RANGO DE LOS.MODULOS PROYECTIVOS. 

Definición 5 .4. Sea P un A-módulo proyectivo de tipo finito . Pa

ra todo p. ~Spec (A), el rango del ¾ -módulo libre Pp es llama

do el rango de P en p. Y se le denotará por rgp (P). 

Proposición 5 .8. Sean A un anillo y·p un A-módulo proyectivo -

de tipo finito. La función f:Spec (A) ~ Z, _que asocia el entero -
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rgp (P) a cada p E Spec(A) , es continua • 

Sean p •Spec(A) y Vf(p) cualquier vecindad en Z de f (p) . Por 

el teorema 5 .1 (a) implica c) ) , se sigue la existencia de una ve

cindad V p en X de p, tal que, para todo q 4r V p el entero 

r~ (P) • f (q) es igual al entero rgp (P) • f (p) . 

Por lo tanto, f (VP) e Vf(p) • O sea, fes continua para toda -

p E Spec (A). 

Corolario 5. 5 • Sean A un anillo y P un· A-módulo proyectivo 

de tipo finito. Si X • Spec (A) es conexo, entonces, f: X~ Z es 

constante . 

Ya que la imagen continua de un espacio conexo es conexa , se tie

ne que f (X) es un subespecio conexo de Z. 

Por otra parte, supongamos que existen p y q en Spec (A) tales ~ue 

f (p) fÍ (q) • 

que, (f(p)} 

Entonces, lf (p)) ¡. <,4 Y k (p)l .¡ f (X). Y puesto 

es un conjunto cerrado y abierto de f (X) para todo -

p 6- Spec (A), concluúnos que f (X) no es un subespacio conexo de Z¡ 

lo que contradice nuestra primera afirmación • 

Por lo tanto, f (p)• f (q) para todo p y q de Spec (A) , 

Corolario 5. 6. Sean A un anillo y P un A-módulo proyectivo de -

tipo finito. Si p y q están en la misma componente conexa de 
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Spec (A}, entonces, rg (P) .. rg (P). 
p q 

Corolario 5. 7. Sea A un anillo entero o un anillo local , Enton-

ces, para todo A-módulo proyectivo P la función f: Spec (A) ~ Z 

es constante. 

El corolario se sigue de los corolarios 3. 5, 3 .6 y 5. 5 . 

Definición 5. 5 . Sean n un entero no negativo y P un A-módulo -

proyectivo de tipo finito . El entero n es el rango de P si 

rgp (P) = n para todo p E-Spec (A) . 

Haremos ver que si existe un entero no negativo n tal que 

rgp (P) = n para todo p ~ Spec (A), entonces ese entero es único. 

Sean A un anillo y P un A-módulo proyectivo de tipo finito . Para 

todo p ~ Spec (A} el ~ -módulo Pp e~ libre de tipo finito~ por con

siguiente, el Ap -módulo P p ~ •. (Ap /pAp } es libre de tipo finito 
p 

y el rango de dicho módulo es igual al rango de P p . 

Por otra parte, (Pp /pPP) ';pp @_i.pAP /pAP) para todo p6 Spec(~. 

Y debido a que p~ es el ideal máximo de Ap , tenemos que 

Pp /pPP ee un espacio vectorial sobre el campo Ap /pAP para ca

da p e Spec· (A) • 

Así, 

rango ( P ® ('\. /pA ) r P /pP 
PA P Pi. P P 

p 
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Concluímos entonces que, 

rgp (P) • [ Pp /p!Pp Ap /pAp 1 
; 

para todo p f: Spec(A) 

Por consiguiente, si existe n tal que rgp 

p fSpec (A) , entonces n • [ P /pP p p 

p 6 Spec (A). 

( P) • n para todo 

Ap /pAP] para todo -

Y ya que para cada p (a Spec (A) el entero[ Pp /pPP : Ap /pAP i 
está determinado de manera única, se sigue que n es Único. Y a 

dicho entero se le denota ·por rg (P}. 

Teorema 5. 2, Sean P un A-módulo y n un entero no negativo, 

Las propiedades siguientes son equivalentes 

a} P es proyectivo de tipo finito. 

b} P es de tipo finito y para todo m~ fl el Am -módulo Pm es li

bre de ran~ n. 

c) P es de tipo finito y para todo ideal p • Spec (A) el Ap -módulo 

Pp es libre de rango n . 

d) Para todo ideal mefl , existe f E A-m tal que el Af -módulo 

Pf es libre de rango n , 

a) equivale · a c) , Se sigue del teorema 5 .1 y de la definición -

5.5. 

b} implica c). Sean Pe Spec (A) y m el ideal defital que pC m. 

Además, sea l:x¡I 1 !:i ~ una base de Pm, entonces como ya 
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hemos observado, podemos suponer que xi • (pi /1) con Pi E: P pa

ra 1 ~ i~n . Sea entonces, u: An ~ P el homomorfismo tal 

que, u ( ei ) • Pi 

canónica de An 

1 !: i ~ n , donde leiJ l.:' i~ n es la base -

Así, um : An ~ P es biyectivo . 
m . m 

Por otra parte, si S • (A-p) , T= (A-m) y T' • (Am -pAm), en-

tonces, ST •S . De donde, existe un isomorfismo j de As en 

{AT )(T'; a saber aquel que hace conmutativo al siguiente diagra-

ma 

AT T' 
h 

.(, AT 

(AT )T, 

Por lo que , Ap p = (P ) A 
p. m p m 

y 

u : An --+ P se identifica canónicamente con p p . p 
n 

(um)pA : {Am)pA ~ (P m) pA 
m m m 

Por lo tanto, como um es biyectivo, {um)~ también lo es ; lo 

que implica que up es un homomorfismo biyectivo. Es decir, Pp 

es libre de rango n • 

c) implica d) • Por teorema 5, l, para cada me n existe f • A-m 

tal que, Pf es un Af -módulo libre de tipo finito. 

Para cada m ~ n consideremos tal elemento f . 

Como ya se ha observado Pm. , por consiguiente, -
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puede deducirse la implicación en forma análoga a la resolución 

del inciso anterior. 

d} implica b} • Por el teorema 5, l d} implica que P es un A-mo

dulo de presentación finita, y por lo tanto, de tipo finito , 

Por otro lado, para cada m4if1 existe f(: A-m tal que Pf es li

bre de rango n y {Pf )mA = P , de donde P es de rango -
f m m 

n. 

Proposición 5. 9 , Sean A un anillo y E y F dos A-módulos pro-

yectivos de tipo finito. Entonces, E F es un A-módulo p:royec -

tivo de tipo finito y rg {E @F} = rg (E) · 
p A p 

rg (F} para to_do 
p 

p E- Spec {A} 

Ya que E es proyectivo de tipo finito, existen dos A-módulos M· y 

E' , siendo M libre de tipo finito, tales_ que M = E @ E 1 • 

Análogamente, existen N y F 1, siendo N libre de tipo finito, tales 

que N = FE9 F 1 
•. 

Entonces, 

M ®N ~(E @F}~(E~ F 1 }@(E1 6?>F}EB(E1@F1
) 

A A ~ ~ A 

Y debido a que M 0.N es un A-módulo libre que tiene por base 
Á 

1 <. < ¡< . < . d - 1 _ni, __ J _ n; s 1en o 

y 1Y}. 1~ j ~n las bases de M y N respectivamente, se sigue que 

E eAF es un A-módulo proyectivo de tipo finito. 
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Además, si p • Spec {A) , entonces, 

{E@ F)@ Ap ~ Ap@ {E (8!F)~ .Ep@ F 
A A A :A A 

Ep ~\ F ~E/!)~ {Ap©A F) .. Ep @Ap Fp 

Así, el rango del Ap -módulo libre 

del Ap -módulo Ep @A Fp . Y, 
p 

{E®AF)p es igual al rango -

O sea, 

rango {Ep @A F p ) .. rango {Ep ) · rango {I-'p ) 

p 

En adelante, A denotará a un anillo conmutativo, con unitario y 

neteriano. Y P será un A-módulo proyectivo de tipo finito. 

Sea m un ideal máximo de A, P {m) denotará al A/m-módulo 

P/mP. Y para todo s • P, s {m) será la imagen canónica de s en 

P {m}. 

Oefinición 5.6. Los elementos s 1 , , sh de P, son lineal-

mente independientes en ~. n . si los elementos si {m) ·son li-

nealmente independientes en el espacio vectorial P(m) 

Lema 5. 3. Sean m 1 , . , , , ~ elementos de n , dos a dos -

distintos y sean vi E- P {mi) 1~ i~ n . Entonces existe un ele

mento s P tal que s {m¡) • vi para 1~ i ~n. 
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SeaCJ:i =ff m~ ,entonces no existe ningún ideal máximo de. A que con-
i r' j " 

tenga a todas lasC(1 ; ya que los únicos ideales P,rimos que pue- -

den contener al producto ()ti , son aquellos que pertenecen a dicho 

producto, es decir, · los ideales m 1 , ... , mi-l , mi 1 , ... , mn 

y para cada uno de estos existeC( j tal que qj 'Í, mj i ,/ j . Por lo 

que, ta = A. Así existen e.eQ 
i • 1 i 1 i 

1~ i ~n tales que t. ei •l 
i- 1 

elijamos si e p tal que Por otra parttl, para cada 1 :! i!" n 

Si (mi l - vi ; y sea s = r ei si . 
i~l 

Entonces, 

Probaremos que, 

En efecto, ei E CX. T'rmjC mj para toda ir' j, es decir, 
1 i/ j 

ei ( mj ) • O; y T • l ( mi ) = f ej ( m¡ ) • ei ( mi ) 
j =-1 

Por lo tanto, s ( mj ~ • si ( mi ) = vi para 1 :!i~ n . 

Lema 5 .4. Sean R un anillo, M un R-módulo libre de tipo finito y 

{b} l,:!j ~s una base de M. Sea m,(l . Los elementos de la -

familia lm • t "' b j son linealmente independientes 
i . 1 '-"ij j l~i,!"n 

J• 
en· m si y sólo si la matriz de n x s ( C:Xi J es de rango n . 

., 

Para 1 :! i~n tenemos que 

s-_ 
pi .. pi + mM = t N . b j + mM = ¿ (X ~ j 

j - 1 -"1 J j-1 iJ 
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Por consiguiente, cada Pi está representada ·por los coeficientes 

( -ex- ' ... ,.rv ) l~i ... n 
i í ""is -

Por lo tanto, p 1 , Pz, , p n son linealmente independientes 

si y sólo si el rango de ( CXd '"n • 

Lema 5. 5. Si s-1 , . . . , sh son elementos de P, el conjunto 

F formado por las x• n tales que S} ' •••• sh son linealmen

te dependientes en x, es cerrado én R . 
Existen dos A-módulos L y Q tales que L .. P $o siendo L li

bre de tipo finito. 

Sea lfj} 1~ j ~r una base de L. Entonces,. 

s ... t ex f. 1 ~i ~ h 
l ¡-¡ ij J 

Para cada x.n, _el lema anterior nos asegura que -el rango de la 

matriz de h x s 

cada submatriz 

( ~ ) es menor que h . Por consiguiente, 
ij 

de h x h A de ( (Xi1' se tiene que 

para 

det (A);; O (mod x}; o sea, para cada submatriz A de nx n de 

( rv ) debe tenerse que det (A) ~ x . 
~ij 

Sean A 1 , ••• , At todas las submatrices de .n x n de 

( ex ) . entonces ' si el' es el ideal generado por la familia 
ij 

\det ( Ak) l , 4 , claramente se concluye que Gt C x si y sól _k _ t 

lo si x E F. De donde, F = V (Ü) . 
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Lema 5 .6 . Sean R un anillo y M ::> N ::> F R-módulos . Si F 

es sumando directo de M, entonces, F es suma.ndo directo de N 

En efecto, se tiene que, existe un R-módulo F tal que 

Entonces, 
1 1 

para cada n (: N existen f" F y f & F tales q-ae, 

1 
n= f + f . Y ya que , N ::> F, se sigue que n-f • N; por consiguien-

te, f' e, N. 

Así, N • F+ (F1 
(\ N} . Y por otra parte, 

F (\ ( F 1 n N) e:. F n F 1 ~ o 

Por lo que, N • F~(F' /)N) 

Lema 5. 7. Sea s E P. Para que la aplicación a~ as de A en 

P identifique a A con un.factor directo de P, es nece,sario y sufi

ciente que s (x) ,; O para todo x~ fl.. 
Necesidad 

1 
Por hipótesis existe un A-módulo P tal que, 

P •As P: además, supongamos que s (x) .. O para alguna 

x • n . Entonces, S= t xi Pi xi ~ x, Pi ~ P para 1-~ i ~ n 
i- l 

1 1 - 1 

Por lo tanto, s = f: xi (ai s + p ¡) con aiE-A y pi• P 
i = 1 

Por lo que s = f- Xi ªi s , y así ( 1- f X¡ ªi} s .. O • 
i!"! i:l 

Y debido a que la aplicación es biyectiva concluímos: que 

n 
1. I: xi ªi ; lo que contradice la hipótesis de que x es un ideal -

i= 1 
máximo de A. 
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Suficiencia . Por ser P proyectivo de_ tipo finito existen F A-m6-

. 1 

dulo libre de tipo finito y P A-módulo, tales que, _F • P EB P , 

Sea lu.l 
1 l ~i~n 

una base de F. 
1 

Entonces, ui • Pi + p i con 

Pi E P y P\ • P' para l !: i ~ n . Por -lo que, 

s = ,f1 Cf. ui =.t (X pi+ f 0: p 1i con()(i ~A para l~i ~n, 
i':-1 1 1 .. 1 i i=l i 

Y en virtud de que la expresión de un elemento de F en términos 

de los elementos de P y P 1, es única se tiene que s. .¡:¡. /'V. pi , 
i~l'°!"'"l. 

y ya que. s (x) f,-XP para todo X~ a . concluúnos_que el ideal 

generado por los (Xi es el anillo A. Debido a lo cual, existen -

l ~i ~n tales que . f1 c:x-/J 
i "- 1 i 

.1 . 

Consideremos un elemento v • P y tomemos el A-módulo 

Av E9F, el cual es un A-módulo libre de tipo finito que tiene por 

base a la siguiente familia: {v, u 1 , , .. , ~J 

Probaremos que 

una base dé Av@ F. 

En efecto, supongamos que 

... '~ -pv 
n 

a, (u· - () v) + ªn + ¡v • O con ªi ~ A 
i i Pi 

Entonces, 

O 1 ¿. ~ 
de donde, ªi • para _ 1 _n 

Es decir, dicha familia es libre • 

- 113 -

'v} es también -

1~ i !'n 

a. n.o 
lj,Jli 



Por otro lado, six~ Av@F, entonces, 

x• av + f• av +ita.~. ui con ªi, _A 1~ i~n 

Y puesto que cada ui • /Ji v + ( ui -/Ji v), se sigue que, 

x •av + t adAv +(ui -pv).) •(a+ t &in ) v + f'- (ui - 11v) 
. 1 i . 1 f!i ·Y1 ~i 1 1 1 · 

O sea, .la familia . {u 1 -fJ, v, ••. ., un -flnv, v/ genera al 

A-m6dulo Av ~F. 

Se demostrará ahora que la familia 

es otra base de AvE9 F. 

fu¡ -p1 v, • • •, Un -/J. V, p f 
n 

En primer término, demostraremos que dicha fami;lia es libre , 

Supo~gamos que, 

,/¡ ªi (ui -piv)+ ªn+l p• O con a¡ • A para toda i. 
i.S-1 · 
Entonces, 

~ ai ( Uj_ - /)_ v) ~ ~ + 1 p ., . lo ªi ( Uj_ -/Ji V ) + 8.n+ j , ¡1- Cti Ui • 0 • 
ii,, /JJ. 1"'"1 -+ 1~ · 
De donde, 

.. r, ( ¾ + -ªn + 1 ~) Uj_ + . f; - ªi pi v ~ O • 
1• 1 . 1.• 1 
Por lo tanto, de la afirmaci6n anterior se tiene que 

-a. + a + ,..,, • O 
1 n 1-1 

f .::•L~n y .¡... a p 
i:, i i 

Así,. ªi·ª ~ªn+lCXi 1 -i~n • 

Por consiguiente, 

• o • 

ª • ª 1 t- n • 1i --ªi P1 • º . n+l n+ . ~l . 
1 1 

P 1 O l e .. _ 
or o que, a.• -a ¡Cl • ,·. _1 _n. 

1 . n+ J. 
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Es decir, la familia es libre, 

Por otra parte, v• .f,· -~(ui - ,4 v) + p y ·Uj •/J j v + Uj -/Jj v 
1.1 

De la segunda igualdá.d y por la expresi6n de v se tiene que 

Uj • n ( ~ - {"I (~ - /J. v) ... p} + ~· -p V 
µj i&-1 -,_ i J j 

De donde, 

u.· E 
J . J. 

1'"J 
-ctJJj (11j -Av) +,O/+ (- CI./Jj + 1) (11j -/J/) 

Debido a esta. igualdad y a la primera de que H hizo menci6n H 

conc~~ye · que la familia ·lur p ,V, . , , , Un - .pnv, pf genera al 

·A-m6dulo Av€PF• G. 

Por io que, Av fP F •Ap_ 
1 1 · 

A, A ea el A-m6dulo eenerado por· 

la familia ~ -fJ1v l~i~n 

Por lo tanto, Ap es sumando directo de G y como G:>F :)Ap, se 

sigue del lema anterior. que Ap es sumando directo de F. 

Teorema 5 .3 r · Sean F un conjunto cerrado de Jl , X 1, • • ', Xn 

elementos de F, distintos dos a dos y Vi• P (xd , Sean además, 

~l , • • • , sh _elementos de P ·, y linealmente independientes para 

todo x~.íl.. -F. Si existe un entero no negativo k tal que 

h + k ~rix ( P} para todo x • Q , entone-es existen • ~ P y W1 conjunto 

cerrado F 1 . deÍ2 , tales que : 

i) s (x¡) • vi 1 ~i ~n· • · 

ii) s 1 , ••• , sh y s son linealménte independiente, en todo 
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xefl-(F U F 1J 

iii) ht (F1}.? k 

Dado que A e.s un anillo neteriano, .ri.. es un espacio neteriano ( coro

lario 3. 7 y proposición 2 .1 ) , así todo subespacio de (2 es nete-

1".iano ( proposición 2 .• 1) 

El teorema será probado por inducción sobre k 

Si k :, O; escojamos F' • f2 y s ~ P el elemento cuya existencia 

nos afirma el lema S . 3 • 

Entonces, 

i)s(x.).v. l<i4n. 
1 1 - -

ii) s 1 , ••• , sh y s son linealmente independiente.a en todo -

XE fl - F 1 ; por vacuidad, 

iiiJ ht <n> ?' o ya que la altura de todo cerrado es mayor o igual 

que O • 

Supongamos que existe k~ 1 tal que, h +k~ rix (P) para todo 

xe, f2. Entonces, h + {k-1) < h+ k ,gx (P} para todo xef2.. 

Por las hipótesis de indu_cción existen entonces u• P y G cerra

do de .Q , tales que, 

i ) u (x. } • v. 1 ~ i ~n • 
1 1 

ii ' ) s 1 , • • • , ªh y u son linealm.ente independientes en todo -

xef2.-(FUG). 
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iii '.) ht ( G) ~ k-1 • 

Sea L el conj~to de ·ideales máximos de A para los cuales . 

s1 , ... , sh y u son linealmente dependientes • Claramente· 

L CF U G. 

Por la proposici6n ·Z .4 L s6lo tiene un número finito de componen

tes irreducibles; así si G 1 es la uni6n de las componentes irredu

cibles ( las cuales son conjuntos cerrados por la proposici6n 1,6) 

1 
de L que no están contenidas en F, entonces G e_s un conjunto c~ 

rrado de L. Por otra parte, se sigue del lema 5. 5 que L es un - -

·.- 1 

conjunto cerrado de .(2 , por consiguiente , G es un conjunto c~ 

rrado de a 
Por la caracterizaci6n de los conjuntos irreclucibles tenemos que -

toda componente irredu~ible de L que no está contenida en F, está 

contenida en G.; por consiguiente, G 1 C: G , 

Y ya que .t, es la uni6n de sus componéntes irreducibles ( proposi- -
( 

1 
<:ión 1.6) se tie_ne que LC: FU·G- • 

En virtud de estos resultados podemos afirmar que G1 es un cerra

do den- tal·que: 

·· ') 11 sl •••.• ªh y u son linealmente independientes en todo -

x:.n -(F ud, 
Ya que si nf2 -(FO G 1

), entonces, x4rn -L • 
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iii") ht (a')~ k-1 • 

Puesto que G ::> G', la proposición 2. 5 nos asegura que la condi-

ción iii ") se satisface. 

Entonces, por la proposición 2 .6 toda componente irre4ucible de 
' . 

G 1
( las cuales serán, por la proposición 1. 7 ,·.a.3:gunas de las que -

forman a la unión G') tiene altura mayor o igual que k-1 • Si todas 

ellas tienen altura mayor que k-1, se sigue de la misma proposi-

ción que ht (G1
} ~k; por lo que el teorema quedarfa demostrado 

Supongamos as{ que ~o todas las componentés irreducibles de G' 

1 1 
tienen altura mayor que k-1 y s~an G 1, .•• , G mlas compqnen-

tes irreducibles de G' tales que ht (G~) • k-1 para l.! «~m . 

Para cada a escojamos un ideal máximo yCl tal que 

y E- G' - (FU UG' ) .• Entonces, ya que para toda o. Ya. j: F, 
a « pi« . 

se tiene por una de las hipótesis del teorema que !os elementos 

son linealmente independientes en P( y ) para 
ex 

toda CX. 
1 

Y puesto que, y Ci G C L para toda ex. , entonces, por 
ex 

la definición de L, concluúnos que u (y ) es combinación lineal 
ex 

de los elementos si (y~) para cada l ~ a; ~ m , 

Por otra parte, h e h + k ~ rgY. ( P) para toda ~ , por lo tanto, pa
a. 

ra cada l~CX.~ m, existe un elemento wO-.f: P(ya.), tal que 

. . . ' sh ( y<l.) y wQ. son linealmente independientes en 
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Consideremos el conjunto cerrado FU G 1 y lo.a elementos 

x 1 , , , xn , Y¡ , , , , , Ym pertenecientes a esa uni6n , y 

los h + 1 elementos s·1 , • , • , ªh , u de P • Adem,s, para cada 

xi e acojamos vi E- P ( xi ) igual a. O y para cada l ~ ex ~m sea 

va • P ( Yo. ) igual a wcr. • 

Mostraremos que estos elementos y el ente.ro k-1 satisfacen las hi

p6tesis del teorema, 

En efecto; X¡ txj. si i ,/ j~ por hipótesis; Xi,/ Ycc para toda pare

ja (í, a:.), ya que xi• F y lt f F y finalmente ~ ~ ) si 

~ ,/ , , puesto que ">éx," G~ y ) 1, G~ si«,~ p 
Ahora bien, si xi n -(FU G 1) se sigue de ii 1) que 

s 1 , •• , , sh y u son linealmente independientes en P(x) 

Y por último, ( h+ 1) +. (k-1) • h +k:rgx (P) para tod~ X e n 
Así, por la hipótesis de inducción existen t G P y un cerrado H de 

íltales que : 

111 

i_ .) t(xi) • O, 1 :!i! n 

•• 11 '> 
11 s 1 • • • • ' sh • u 

t (y: )• "tx 1~ ac ~m • . oc 

y t son linealmente independientes en 

todo X. ri -(Fu G1 V H) . 

iii 111) ht (H)~k-1 • 

Sea L I el conjunto cerrado defl. ., que consta de· los ideales máxi-

mos de A, para los cualés s1 , • • • , sb , u, t son lineahnente -

- 119 -



dependientes • 'Entonces, L C: FU G I U H. 

Sea H 1 la unión de las componentes irreducibles de L 1 que no están 

contenidas ·en F U G 1 
; entonces,· por las mismas razones dadas pa

ra G 1 , se tiene que H 1 es un conjunto cerrado de .f2 tal que: 

••ÍV) 11 s,1 , ••• , sh , u y t son linealmente independientes en:i:o-

do X6 n-(F UG 1 UH1 ) 

Entonces, existen componentes irreducibles de.H1 que tienen altura 

igual a k-1 , o bien u y H 1 satisfacen las condicione~ i) , ii ) , iiil 

(este último hecho se puede observar de manera análoga a como Stl 

hizo para G'}. 

Si la primera posibilidad se realiza, consideremos las componen-

tes irreducibles H 1 1, . • . , H' r de H'- qué tienen altura igual a 

k-1 . 

Para cada l~~ ~ r, sea 7pt:: i -(F V G1 Up~,H~): Entonces, 

para todo /J se tiene que s 1 (z,.S), ... , sh (zp) y u (j9 ) , son 

linealmente independientes en F'(zft } , ya que , /3 I (F UG1)'(ii 1
) ) 

y t(zp ) es combinación lineal de los elementos s 1 (¡J ) , · • •, sh (;' ) 

1 . 
y u() } , por ser_ 7p, elemento de L . Así, para cada l ~, ~ r 

existe A/ fo A() } tal que :· 

t (j, } • \, u (z,8 ) mod (s 1 (z,B), ... , sh (/3 )) 
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Aplicando el lema 5 .3 al A-módulo A y a.los elementos 

x¡ ' . • • • xn • Y¡ ' . • ' ' Ym • z¡ • . 

-1 • vi 6 P(x¡) l:' i:"n, O .vcx fr P (Y"') !,:e' ex~ m y 

A¡JI ) f: P(z,.8 ) , 1 ~ J ~ r, concluúnos que existe un elemento 

f EA tal que: 

iv) f(x¡),. -1 l::' i ,, f (ycr.). O l ~« ~ m y f(z.o),. j. paTa 
/,1 . /J 

Definamos.a. t-fu, entonces, s~ P. 

Por otro lado, si K es el conjunto cerrado que consiste de todos -

los ideales máximos de A para los cuales s 1 , ... , sh y s son 

linealmente dependientes, entonces, KC F U G' U H 1 Y por las 

mismas razones dadas anteriormente, si (Kyl r 
l"t 

es la fami-

lia de componentes irreducibles de K que no están contenidas en -

F' entonces., r es un conjunto finito y si F 1
• v~r KT , entonces, 

1 f2 1 1 1 F es un conjunto cerrado de tal que, F C: G V H y KC F UF 1
• 

Probaremos que F 1 y s satisfacen las condiciones i), ii), ~ii). 

Por ii 111) y iv) se tiene que 

s(x¡) • u(xi} l!: i~n 

Así, de i ') se sigue 

i)s(X¡)•vi l~i~n 
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Sea x e, íl •(F V F 1
), entonces, xE fl._ K. Así, ·de la definici6n 

de K conclut'tnos 

ii) s¡ , . . • , sh y s son linealmen:te independientes en todo 

~• .íl. -(F UF). 

Probaremos que toda componente iri-educible de F '(que por la pro

posición l. 7 será alguna de las ~-) . tiene altura mayor o igual 

que k, lo que implicará 

iii) ht (F')~ k 

Ya que ht (F')~k-1, entonces, ht(Kf )~ k.:.l para toda f 6r. 

Supongamos que ht (K 'r. ) = k.-1 para alguna r0 ~ r ~tonces -
o 

puesto que Krc, C. F 1 tenemos que Kt C:: G' U H'. 

Así, la proposición 2. 7 nos asegura que K"' es alguna de las com-
. 'º 

ponentes irreducibles de G1 V H 1 
, las cuales por las observacio- -

nes hechas anteriormente, son de la forma G~ o 1) 
a) Supongamos que K"" • G 1 'para alguna ex . Entonces 

• o ex 

Kr: y por consiguiente, tenemos 
o 

s{ y ce.) • t( y CL } - f ( Y« } u ( y CC. ) ,. wct 

y debido a que s 1 ( y Clt ) , , • • , sh ( yQt ) y w« son linealmente -

independientes, se contradice la definición de K • 

b) Supongamos que K l'oª H' para alguna_p .-p 
. Entonces, z ~ 

) 
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y 

·-... Por lo que, 

s( p ) I!: J..-, u( :,S ) - Á /J u( zp ) mod ( s 1 ( 7;s ), , , . , sh ( 7' ) ) 
por iv) Así, 

s(zf>)~Omod.(s1() ), •••. ,sh (/3)) 

Lo que .contra.dice la definición de K • 

Por consiguiente, ht (K lf) ,.. k-1, para toda r E- r . Por lo tanto, 

ht (F1) ~k • 

Teorema ~ .4. Sea A un anillo tal que su espectro primo ~s conexo. 

Todo A-módulo proyectivo P es la suma directa de un A-módulo li

bre y de un A-módulo proyectivo de rango menor igual ·que la di-

mensión de Jl , 
El teorema será demostrado por inducción sobre el rango r de P. 

Sir •O claramente se s~tisface el teorema. 

Supongamos que r:: 1, entonces, a) r=: dim.f2 o bien b} r.:::,, dimfl.. 

a) si r ! dim f2 , entonces podemos tomar al A-módulo O y al 

A-módulo proyectivo P como los A-módu~os que satisfacen el teo-

rema. 

b) si r.,.. dim Jl . Aplicamos el teore~a anterior al conjunto cerra

do F • c;6 , tomando h • O y k • r • 
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Así, existen s fo P y un conjunto cerrado F 1 de .O. tales que: 

ii) s (x)/ O para toda xE-f2-F~ 

1 
iij.) ht (F )~r • 

En virtud de la hipótesis iii) no puede darse a menos que F'. (7$ , 

Por lo tanto, s (x) • O para todo X6 .íl. . 
Por consiguiente, el lema 5. 7 nos asegura que P se identifica 

con la suma directa de A y de un A-módulo proyectivo P 1• 

. 1 
Ya que el rango de P es r-1 , se sigue de la hipótesis de induc-

ción que P 1 
• L@P" donde L es un A-módulo libre y P 11 es 

un A-módulo proyectivo de rango menor o igual que la dimensión 

den. 
Concluímos así, que P• A@LeP11 

Claramente .A@L es un A-módulo libre, _por lo que el teorema 

ha quedado demostrado. 
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