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INTRODUCCION

En el presente trabajo se desarrollan los temas '"Espectros de Ani-
llos", '"Soportes de Médulos" y algunas nociones de '"Médulos Pro-
yectivos de Tipo Finito', basindonos para ello, en la exposicién --
que de esos tdpicos se hace en el segundo capitulo del libro -----

"Algébre Commutative' de N. Bourbaki.

Se ha procurado en primer lugar, presentar los temas en la forma
miés clara posible, para lo que se han detallado las demostraciones
de los resultados que en los mismos aparecen; y para hacer mis r4-
pido el anélisis de este estudio se incluyeron individualmente, cuan-
do ésto fué posible, en el lugar apropiado, los fundamentos necesa-

rios para la elaboracidén de dichas demostraciones.

En segundo lugar, se ha tenido como finalidad allegarse el material
necesario para la demostracién de un teorema de Jean-Pierre Serre
que aparece en las notas del Séminaire P. DUBREIL, M~L.DUBREIL-
JACOTIN et C. PISOT. MODULES PROQJECTIFS ET ESPACES FI-
BRES A FIBRE VECTORIELLE par Jean-Pierre SERRE y que asien-

ta lo siguiente:
»

"Si A es un anillo conmutativo, neteriano y con unitario tal que su -
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espectro primo X es conexo, entonces, todo A-médulo proyecti-
vo P es la suma directa de un A-médulo libre y de un A-médulo -

proyectivo de rango menor o igual que la dimensién de Q ",

En lo que respecta a la notacién, se ha tomado en este trabajo la -
misma que se utiliza en el libro y en las notas ya mencionados, a

excepcién de que el localizado de un A-médulo M con respectoa -
una parte multiplicativa S de A, se denota aqui por Mg yenelli-

bro, por s-IMm.

Para finalizar, agradezco las facilidades que me han brindado el -
Instituto de Ma.temé.tic:-;s de la Universidad Nacional Auténoma de -
México y el Instituto Nacional de la Investigacién Cientifica. Asi--
mismo quiero hacer presente mi profundo reconocimiento por la va-
liosa ayuda que para la preparacién de este trabajo me prestaron --
gentilmente los sefiores doctores Roberto Vizquez Garcia, Félix Re-
c;illas Juirez, muy especialmente, los sefiores doctores Humberto -
C4rdenas Trigos y Emilio Lluis Riera; bajo cuya direccién realicé -

la presente tésis.
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I.-ESPACIOS IRREDUCIBLES

Definicién 1.1. Un espacio topolégico X es irreducible si la in-
terseccién de los miembros de cada familia finita de conjuntos -

abiertos de X, distintos del vacio, es no vacia.

Se sigue de la definicién que todo espacio irreducible es distinto -
del vacio; ya que si X es un espacio irreducible, la interseccién

de los elementos de la familia vacia de conjuntos abiertos de X, -
distintos del vacio, es no vacia, y dicha interseccién es iguala -

X.

Daremos una segunda definicién.
Definicién 1.2. Un espacio topoldgico X es irreducible, si X es -
no vacia y la interseccién de cualesquiera dos conjuntos abiertos -

de X, no vacios, es no vacia.

La equivalencia de las dos definiciones se obtiene haciendo uso de
la afirmacidén que precede a la segunda definicién y aplicando el --

proceso de induccién .

Observamos que pedir que un espacio topolégico X satisfaga la se-

gunda condicién de la definicién 1.2 es equivalente a exigir que en

N

dicho espacio la unién de cualesquiera dos conjuntos cerrados dis-



tintos de X sea también distinta de X.

Por lo tanto, la definicién 1.2 puede enunciarse de la siguiente -
manera:

Definicién 1.3. Un espacio topolégico X es irreducible si es no va-
cio, y la unién de cualquier par de conjuntos cerrados distintos de

X, es distinta de X.

La siguiente proposicién nos permitird caracterizar en otras for-
mas a los espacios irreducibles.

Proposicién 1.1. Sea X un espacio topolégico no vacio . Las con-
diciones siguientes son equivalentes:

a) X es irreducible.

b) Todo conjunto abierto no vacio de X es denso en X.

c) Todo conjunto abierto de X es conexo.

Equivalencia de a) y b) . Sean U y V dos conjuntos abiertos de X,
no vacios. Entonces
unvy g

tanto cuando es vilido a) como cuando lo es b) .

Y que esta interseccién sea distinta del vacio para tod= pareja U,V,

de abiertos no vacios, implica que U es denso en X, y que X es irre-



ducible .

c) implica a) (se demostrari que la negacién de a) implica la ne-
gacién de c) ). Supongamos que X no es irreducible; es decir, -

existen dos conjuntos abiertos U, , U, de X, tales que

U, ¢ & Up ¢ y UnU =9

.r’——

Entonces el conjunto abierto UI\U igUZ » de X no es conexo, puesto

que es la unién de dos abiertos ajenos y no vacios.

a) implica ¢) (se demostrarid que la negacién de c) implica la ne-

gacién de a) ). Sea U un abierto de X, no vacio y no conexo; o sea,
existen dos abiertos U,, U, de U tales que

U=UjuU; U NU2=@ U 4@ U2/

Los abiertos U] y U, son también abiertos de X debido a que U es

abierto de X .

Por lo tanto, como son abiertos no vacios de X, y su interseccién

es vacia, X no es irreducible.

Definicién 1.4. Un conjunto E de un espacio topolégico X, es irre-
ducible, si con la topologia relativa, el subespacio E es irreduci-

ble.

Es decir, E es irreducible; si E es disinto del vacio y



para toda pareja Ug , Vi de abiertos de E distintos del vacio

Ug N VEFg@

Debido a que se considera la fopolog{a. relativa, se sigue que para
cualesquiera dos conjuntos abiertos U'p y V'p de E, existen --
abiertos U' y V' de X tales que

Ug=U'NE Vig=V'N E

AsisiU'p, V'g v U'E N V'p son no vacios se tiene que U' , V!
y U' N V! son no vacios e intersectan a E.

Reciprocamente, si U'y V' son no vacios, y tanto ellos como

U'N V! intersectan a E, entonces U'gp y V'E son no vacios y se

intersectan.

Por todo lo anterior, podemos afirmar que un conjunto E de un es-
pacio topoldgico X es irreducible si y sélo si para toda pareja de -
abiertos U, V de X que intersecten a E, se tiene que

UnVNnEYQ

Con base en esta condicién necesaria y suficiente, podemos formu-
lar la siguiente:
un conjunto E de un espacio topolégico X es irreducible si y sdlo si

para cualesquiera dos conjuntos cerrados F, G de X tales que

- 4 -



ECFU G setieneque ECF obienE cG.

Necesidad. Sean F, G dos cerrados de X tales que ECFuUG.
Existen abiertos U V de X tales que

F=X-U G=eX-V
por lo tanto

ECX-UUK -V)aX-(UNV)
de donde

ENUN Va @

Asfi, puesto que, E es irreducible,

ENU=@ obien EN Ve ¢
es decir

EcCX-U=F obien ECX-V=sG

Suficiencia (por reduccién al absurdo). Supongamos que no es --

irreducible, por consiguiente existen U, V abiertos de X tales que
UNEF@P VNEFPG y UNVNE=G

De donde, podemos asegurar que existen dos cerrados F y G,

de X tales que

X-F)NE{@ (X-G)NEfd

En(X-F)n(X-G)~¢
La igualdad implica que E C F U G y las dos primeras desigualda-
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des implican a suvez que E¢ZF y E£G. Lo que contradice a la

hipdtesis.

Este Gltimo resultado es un caso particular de la siguiente afirma-
cién:

Un conjunto E de un espacio topolégico X es irreducible, si y sélo
si para toda familia llFil‘ l<i¢n de conjuntos cerrados de X tal
que E C E‘ F; , existe un indice i para el cual E C F;

La demostracién de este resultado se puede realizar por induc--
cidén sobre n, y en nuestro caso lo tenemos ya probado para - -

n=2.

Aaqtes de enunciar la siguiente proposicién demostraremos el re-
sultado auxiliar que a continuacién se expresa.
Sea E un subconjunto del espacio topolégico X; un conjunto abierto
U de X intersecta a E si y sblo si U intersecta a E .

E=E U5 (E) por lo tanto,

UNE= (UNE)U (U N&(E) )

Necesidad. Si UN E¢¥ @ claramente UNE ¥ ¢ .
Suficiencia. Si UN E ¥ ¢ entonces UN EY @ o bien

U ns(E)FQ

Supongamos que



Uns(EFQ
es decir, existe pe X tal que
PeU y pes (E)
y por ser U abierto se sigue que U es vecindad de p, por lo tanto

por la definicién de & (E) tenemos que

UNn E¥g

Proposicién 1.2. Para que un conjunto E de un espacio topoiégico
X, sea irreducibl’e, es necesario y suficiente que E lo sea.
Por el resultado anterior, tenemos que para toda pareja de abier-
tos U, Vde X
a) UNEFf@ VNEf@G <=>b)UNEF Q@G VNEY ¢
c) UNVNE4 @ <=> dJUNVNEY @
Necesidad. Si E es irreducible, entonces
b) => a) => ¢) => d)
por lo tanto, E es irreducible.
Suficiencia. Si E es irreducible, entonces
a) => b) =>d) => c)

por lo tanto, E es irreducible.

Proposicién 1.3. Todo conjunto abierto no vacio U, de un espacio

topoldgico irreducible X, es irreducible.

-7 -



En virtud de la proposicién 1.1, bastari probar que todo abierto
no vacio V de U es denso en U.
Sea W cualquiera otro abierto no vacio de U. Puesto que Ues --
abierto en X, también lo son Vy W. Y ya que X es irreducible -
se sigue de la proposicién 1.2 que

VNW#+g

por consiguiente V es denso en U.

Proposicién 1.4. Sea [U,} ,, una cubierta abierta no vacia de un
espacio topolégico X, tal que sus miembros satisfacen que
u n Uﬁ 4 @ para toda pareja de indices (a ,8) . Si los con-
juntos U, son irreducibles, el espacio X también lo es .
Esta proposicién también serid demostrada empleando la proposi-
cién 1.1, ha.ciendq ver que todo conjunto abierto no vacio V de X
es denso en X.
Ya que an la‘ N es una cubierta de X existe, al menos, un indi-
ce y ¢ A.tal que
vonu, 4 ¢
de donde, por la proposicién 1.1, V N U'y es denso en Uy . Osea
VAU, nWig

para todo abierto W no vacio de U,



Consideremos W =U, N Uy el cual es no vacio por hipétesis, en-
tonces
vnuy, Nu ¢¢g
por lo tanto
vnuy, ¢+ ¢
El indice :a es cualquiera de los que pertenecen a A; por consi--
guiente, esta desigualdad es vdlida para toda acA .
Como U, es irreducible para toda aeA VN U, es denso en U, -
para todo ac¢A
Consideremos ahora cualquier abierto no vacio U de X, entonces
UNU, # ¢ para alguna aeA
Y por lo expuesto anteriormente, concluimos que
(VNU, )nunu, £ ¢
asi
VN UNU, #@ loque implica que V N U # @, de donde

\'A es denso en X.

‘Proposicién 1.5. La imagen continia de un conjunto irreducible, -
es un conjunto irreducible.

Sean f:X -+ Y y E c X, la funcién continua y el conjunto irredu-
cible considerados.

Sean U,V dos conjuntos a.'bi'ertos no vacios de Y, tales que
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UN{(E)4¢ VN {(E)4Q
Por ser f continua , entonces, f-1(U) y f'l(V) son abiertos de X.
Y por las condiciones sobre Uy V, se sigue que
£ U) ¢ @ £1(V) 1@, £1(U) NE4 G yil(V) nELG
por consiguiente,

=1 (U) N -1 (V) NE=f-l(Un V) nE+g
de donde
£ U N V)N LE) 4@

Y ya que £(f~1(U N V) n £E) < U N VN £(E), concluimos que f(E)

es irreducible.

Definicién 1.5 . Toda parte irreducible mdxima de un espacio topo-

16gico X, es una componente irreducible de dicho espacio.

Proposicién 1.6. Sea X un espacio topolégico . Toda parte irredu-
cible de dicho espacio estid contenida en una componente irreducible
del mismo. Y la familia de componentes irreducibles de X es una
cubierta cerrada de X.

Se demostrard que el conjunto ¥ , formado por todas las partes -
irreducibles de X, estd inductivamente ordenado por la relacién de
inclusién .

Claramente § estd parcialmente ordenado.
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Sea @ una parte de J totalmente ordenada. Demostraremos que
posee una cota superior, a saber E = U{ F/F «¢}
Dela defin'icic'm de E se sigue que es cota supefior de € . Sélo -
nos resta probar que E pertenece a Q .
Para ello consideremos dos conjuntos U,V abiertos de X, tales --
que

UNE+@ VN E+¢@
Entonces existen en Fy y'Fy, tales que

UNnFy+@ VN Fy+@

Y ya que € estid totalmente ordenado entonces Fyy C Fy o bien,

Fy Cc Fy-
Sea
usiFy c Fy
F
v 8i Fy C Fy
entonces

UNF+@ y Vn F+@
Y puesto que F es irreducible, entonces
Un Vn F+¢@
de donde

UnvVn E«¢

-11.-



Asi, E es irreducible y 9§ estd inductivamente ordenado.

El lema de Zorn nos asegura entonces que J posee al menos un -
elemento midximo . Resultado que implica la primera parte de la
proposicién.

Sea pe X.lp!l es una parte irreducible de X; por lo tanto, existe
una componente irreducible de X, que lo contiene. De donde X es
la unién de sus componentes irreducibles.

Por ltimo, sea P una componente irreducible de X. Entonces
PC P yP esirreducible (por la proposicién 1.2). Por consi--

guiente, P =P .

Corolario 1.1. Toda componente conexa de un espacio topolégico
X, es la unién de componentes iz reducibles.
Sea C cualquier componente conexa de X, para toda pe C, conside-

remos la componente irreducible P_ que lo contiene.

p
Pp es un subespacio conexo de X por la proposicién 1.1 , de donde

pe P, C Cparatodope C. Asi

Ccc pté’CPp C C por lo que pycpp =C

Proposicién 1.7. Sean X un espacio topoldgico, [ Pj1 ) i cp
una cubierta cerrada de X, en donde P; es irreducible para toda -

1<i<n . Entonces las componentes irreducibles de X son los ele-
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mentos miximos de la familia | P; | 1<i<n -
<

Sea E cualquier conjunto de X, entonces E C P.

1 1

ce

i
Si E es irreducible, se sigue de la definicién de conjunto irreduci-
ble, que E C P; para alguna i .

Asf, las componentes de X serdn aquellos miembros miximos de -

la familia (P} ci¢n

Corolario 1.2. Sea | Qil la familia de componentes -

l1gig<n
irreducibles distintas, ded subespacio E de X. Entonces la familia
{ ql l<i<n ©% la familia de las componentes irreducibles dis-
tintas de E .
En virtud de la proposicién anterior, bastard probar : a) la familia
{ Fi‘ 1< i<n €8 una cubierta cerrada de E, en donde cada Q_1
es irreducible en E y b) 6; ¢ Q_J parai #j .
n

Por la proposicién 1.6 E = U, Q;, asf
E - ig’l 61 ,» lo que implica que Ei c E para 1< i< n, de donde

E{E= 6-; n E_= E para toda i,

.con lo que se prueba que { Ei‘ es una cubierta cerrada de

1gign

E .

Demostraremos ahora que cada Q; es irreducible en E .

Sean U~ y Vg dos abiertos de E tales que

Ug- "Qi#4g vg "Qi#4g

- 13 -



Existen entonces abiertos U,V de X tales que
Up- N Q-=UNENQ VvgpNQ-VNEnNQ
Asi, puesto que
UNENENQ#@F y VI EN EN Q0
tenemos
UNENQ #@ y VN EN Q;+¢
yyaque UNn E y VN E son abiertos de E, concluimos que
UNVNENQ ¢
por lo tanto
UNVNENQ-UgnVE nQ+9?
lo que significa que cada Q; es irreducible enE
Por la proposicién 1.2 Q; serd irreducible en E para l<ig n.
Pero 61' Ei 6'; nNE = 6;, asi Q; 1<i<n son irreducibles en E
Por dltimo ya que Q_1 es componente irreducible para cada
l1<i<n tenemos que
Qi=Q—inE Yy Qi¢ Q; para i#]
de donde se sigue
6‘¢6§ para i#j
Nota. Supongamos que X tiene un niimero finito de componentes -
irreducibles distintas Xi (1 <ign); entonces U; = X- j¥i xj

es abierto en X y denso en X; ; ademds las U; (lgign) son ---

- 14 -



abiertos no vacios de X, irreducibles, ajenos dos a dos y su ---

unién es un conjunto denso en X.

Probaremos en primer lugar, que U; # @ , para toda i .En efecto
supongamos que U" = @, para alguna i, entonces X; ¢ j :Zji Xj por
lo tanto los abiertos

X Uj L1 % vy XX K4
F

son tales que
x;n (X-k:zj £i%5) 0 (X-Xg') =@

Asi, por ser X; irreducible se concluye que
LN (X-r LY, X)) = N (X-X ') -

XN (Xog 45 4i%) =8 o X k') -
es decir,

Xickgj*_i)(j o bien X; C Xy!'
Si X; € Xj' hemos llegado a una contradiccién ya que Xi es com-
ponente irreducible y por lo tanto, es un elemento mdximo en el -
conjunto de partes irreducibles de X .
Si X; c Y, .X. , entonces podemos llegar a la misma contradic-

k£ £i% g

. .’ . 3 .
cion, repitiendo el proceso anterior.

Se probard ahora que U; es un conjunto denso en Xj . Esta afirma-
cién se sigue del hecho de que U; < X; paratodai . Ya que enton-

ces, U; N X; =U; y por consiguiente la proposicién 1.1 nos pro--
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porciona el resultado deseado. Es decir, para cada i se tendrd
X;
T =TI NX =X
por lo que
TI;- X; paralfi<n
de donde se sigue por la proposicién 1.2 que U; es un conjunto -
irreducible para toda i.

Ademds debido a que U; -X-J;}ixj y UxC X, setendrd que

Ui N Ux =@ para ifk.

Por Gltimo,
n n ___ n
UV U= U U; = U X=X
i= ] is 1 im ]

n
Asf, U U; es denso en X.
i=s]

Proposicién 1.8. Sea U un conjunto abierto del espacio topolégico
X. Y sea f la funcidén que asocia el conjunto V de X a cada sub-
conjunto V de U. Entonces f es una biyeccién del conjunto de par--
tes .irreducibles de U, cerradas en U, sobre el conjunto de partes
irreducibles de X, cerradas en X, que intersectan a U; y esta fun-
cién restringida a las componentes irreducibles de U, es una biyec-
cidén de este conjunto en el de componentes irreducibles de X que -
intersectan a U.

Sea V un conjunto irreducible y cerrado de U, demostraremos que -
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el conjunto f (V)= V, es irreducible en X e intersecta a U.
Por ser V f:erra.do en U se tiene que,
vV =V U= vV Nnu.
De donde se sigue que V intersectaa U y que V es irreducible en
X.
Por la proposicién 1.2 concluimos que V_ es irreducible en X.
Consideremos ahora la funcién g definida para cada subconjunto Z
de X, en la forma siguienfe:
g(z) =zAU
Sea Z una parte cerrada irreduciblede X y talque Z (JU¥ @
Probaremos que Z ] U es un conjunto cerrado e irreducible de U.
Por la proposicién 1.3. Z [} U es irreducible en Z, ya que es un
abierto no vacio de dicho subespacio, y aplicando la p#oposi;cién -
1.1. se tendrd que Z.A U es denso en Z.
De la primera afirmacién se sigue que Z (\ U es irreducible en U;
y de la segunda se obtiene la siguiente igualdad.
2-ZAT - ZATA z
de donde
u
Z= m, asi ZN U= Z—nUnU'm
es decir, Z n U es un conjunto cerrado de U.

Para terminar la primera parte de la proposicién, demostraremos
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que g es la funcién inversa de la funcién f.
En efecto, sea V un conjunto cerrado e irreducible de U, y Z un -
conjunto cerrado, e irreducible de X, tal que Z /) Uf @ . Enton-
ces,
- _U
gf(V)=g(M=V N U=V av
fg(z)=f ZAUV=ZA U=2

Por lo que f es una biyeccién entre los conjuntos mencionados.

Sea Py una componente irreducible de U, entonces* ?(PU)-?U .
FU' es por lo expuesto anteriormente un conjunto irreducible y --
cerrado del espacio X. As{ sélo nos falta probar que es un ele---
mento miximo en la clase dé todos los conjuntos irreducibles de -
X.

Supongamos que existe un conjunto irreducible P de X tal que

Py <P
entonces
g (Fu)<€ & (P),
o sea

Py =PylUCPNUCP
Asf, Py no serfa componente irreducible de U, en contradiccién a

la hipétesis. Por consiguiente, tal P debe coincidir con FU .
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Consideremos ahora una componente irreducible P de X que inter-

secte a U, ‘entonce:?'(P)- PN U es, un conjunto irreducible y --

cerrado de U.

Supongamos que Pl U no es una componente irreducible de U , -

existe entonces un conjunto irreducible Py; de U tal que
PAlucpy

en especial podemos considerar que PU es la componente irreduci-

ble que contiene a P \ U.’

Asi, P« f (P n U) cf (Py)= FU , Y FI-J es un conjunto irreduci--

ble del espacio X, de donde, P no es un elemento miximo en la --

clase de los conjuntos irreducibles de X. Lo cual contradice la -

hipétesis .

* T yg son restricciones de f y g a las clases de las componentes irre-
ducibles de U y de las componentes irreducibles de X que inter-
sectan a U; respectivamente.
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*
IOIO. ESPACIOS TOPOLOGICOS

NETERIANOS.

Definicién 2.1. Un espacio topoldgico X es neteriano si toda fa-
milia, no vacia,de conjuntos cerrados de X, ordenados por la re-
lacién de inclusién, posee un elemento minimo.

Sea F = fA/A cerrado de X‘ una familia no vacia de conjuntos -
cerrados de X, y definamos la siguiente familia F' de conjuntos
abiertos de X, F' = §B, /BA X-A, Ae¢ F}. YaqueF esno-
vacia, F' no es vacia.

Anilogamente, consideremos G = IC/C abierto de X; una fami-
lia no vacfa de conjuntos abiertos ie X, y definamos la familia G'
de conjuntos cerrados de X, G = iDC/DC X-C, C & G} , di--
cha familia es también no vacia.

Supongamos que F posee un elemento minimo (es decir existe --

A eF, talquesiA'e F y A' &€ A, entonces A= A'), entonces

F' posee un elemento méximo.
En efecto, dicho elemento médximo es el abierto BA correspondien-
te al elemento minimo A, puesto que si By' @ F' es tal que

By < B, entonces X-A < X-A', yasi A'DaA por lo que

* Término aceptado en el trabajo ""Functores Hemiexactos' realizado
por los doctores Humberto C4rdenas y Roberto Vizquez Garcia.
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A = A’ ypor consiguiente B,= B,' .

Anilogamente, si G posee un elemento ma’.xirpo (es decir existe -
C €G tal cllue sicC€c' y C'e G, entonces C= C'), entonces -
G' tiene un elemento minimo.

Sea C el elemento miximo de G; entonces DC. es el elemento mi-
nimo de G', porque si suponemos que existe DC' en G' tal que --
D DD¢' , resulta que X-C' € X-C, o sea C& C', lo que impli-

]
ca que C=C’ y por lo tanto Dg =D

De estos dos hechos se sigue que un espacio topolégico X es nete-
riano si y sélo si toda familia no vacia de conjuntos abiertos de -
X, ordenada por la relacién de inclusién, posee un elemento mixi-
mo.

Asgimismo, de la definicidn se concluye que un espacio topolégico
X es neteriano si y sélo si toda cadena descendente de conjuntos -
cerrados dg X, es estacionaria.

De la condicién necesaria y suficiente sefialada con anterioridad,-
se puede definir un espacio topolégico neteriano X, como aquel en
el que toda cadena ascendente de conjuntos abiertos, es estaciona-
ria.

La siguiente proposicién afirma que la propiedad d; que un espa--

cio topoldgico sea neteriano es hereditaria.
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Proposicién 2.1. Todo subespacio de un espacio topoldgico nete-
riano, es neteriano.
Sean X un espacio neteriano y A un subespacio de X.

Sea
Fl’szs' . .

Una cadena descendente de conjuntos cerrados de A; es decir de -
conjuntos tales que
F=F0A i=1,2,...
Dichos conjuntos nos definen la cadena descendente
F1= F20...
de conjuntos cerrados de X .
Asfi, existe un indice t para el cual
Ft -Ft i l" o« o o
de donde
Ft. Ft* l- o. .« .
o sea la cadena original es estacionaria, y por lo tanto A es nete--

riana.

Proeosicién 2.2. Un espacio topolégico X es neteriano, si existe
una cubierta finita {A;} ;¢ de X, tal que cada subespacio A; -
de X es neteriano.

Sea
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G, 2G;>. ..
una cadena .descendente de conjuntos cerrados de X.
Entonces para cada i I queda determinada la siguiente cadena -
descendente

Glf\ Ay DG N AS ...
de conjuntos cerrados de A;
Ya que cada subespacio A; es neteriano, se tiene que para toda -
i el existe un indicet; tal que

Ge, 0 A =Gy, N A= ..
Siendo I un conjunto finito podemos determinar el elemento mé.xi-
mo del conjunto {t;/iel], seat dicho elemento.
Entonces

Ge() Ai =Gt+1 NAj=. .. paratodaiel
Ademis por ser {A;] ; ¢1 cubierta de X, tenemos

Gj - i!I (Gj N4 ) 'j =1,2, ...
Gt = 191 (Gt 0Ai)'i!I(Gt+ 1NAL)=. ..
O sea
G Ge+1=- - -

Por lo que X es un espacio neteriano.

Lema 2.1. Todo espacio topolégico neteriano X, es compacto .
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Sea iUi} je Uuna cubierta abierta de X. Y consideremos la -

familia F = f 191' Ui/ I'er 1 fin.i.to} , cuyos elementos son --
uniones finitas de conjuntos de la cubierta. Esta familia F es no -
vacia; por lo tanto, F posee un elemento miximo V.

De la definicién de elemento miximo, se sigue

VU U; =V paratodaiel

U wvuuy)=v
iel
O sea

VUX =Vvy V =X

Es decir, X es compacto.

Proposicién 2.3. Un espacio topolégico X es neteriano si y sélo si
todo conjunto abierto de X es compacto.
La necesidad se sigue de la propogicién 2.1 y del lema 2.1.
Supongamos que todo conjunto abierto de un espacio topolégico X,
es compacto. Y consideremos una cadena ascendente
Ulc.'. Uc ...

de conjuntos abiertos de X.
Seava U U, , entonces V es un abierto de X, y de la hipétesis

>
tenemos I;.:elexiste una subfamilia finita §U_} n®= | Que cubrea V.

Y ya que {Un} n»] estd totalmente ordenada , concluimos que -
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existe un indice n

o talque V= Uno , de donde

UnOIUn°+1-. o

Por lo que X es neteriano.

Lema 2.2. (Principio de induccién neteriana ). Sea E un conjunto
ordenado, en el que todo subconjunto no vacio, posee un elemento -
minimo. Sea F un subconjunto de E con la siguiente propiedad: si

a ¢E es tal que x<a implica xe F, entox;ces a€&F. Entonces --
F=E.

Supongamos F E; entonces E-F¢ ¢ , asi E-F posee un elemento
minimo b.

Asi, si x¢ E y x=b te:nemos que x€ F; de donde bg F, lo que -

contradice el hecho de que b & E-F.

Por consiguiente,

E-F=@ , 0osea F=E.

Progosicién 2.4. El conjunto de componentes irreducibles de un -
espacio topolégico X, es finito, si X es un espacio neteriano.

Sean E la familia de conjuntos cerrados de X, ordenadé. por la re-
lacién de inclusién, y F la familia de uniones de un nimero finito
de conjuntos cerrados irreducibles de X.

Mostraremos que E y F satisfacen las condiciones del lema ante-

rior.
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Todo conjunto no vacio de E posee un elemento mfnimo, por ser -
X neteriano.

FCQE, por ser los elementos de F uniones finitas de conjuntos -
cerrados.

Ademis, si YEE es tal que Y'? Y implica Y'€¢ F, entonces -
YEF.

En efecto, 8i Y es irreducible Y& F.

Y s8i Y no es irreducible, existen dos cerrados Y, y Y, conte-
nidos propiamente en Y tales que Y, V) Y, =Y. Asi Y)€F y --
Y, € F, y de la definicién de F se sigue entonces que Y& F .
Por lo que el lema 2.2 nos asegura que E =F . Por consiguiente,

X es igual a la unién de un nimero finito de cerrados irreducibles.

Entonces la proposicidén se obtiene de la nimero 1.7 .

De la proposicidn anterior y del corolario 1.1 , tenemos :
Corolario 2.1. El nimero de componentes conexas de un espacio

neteriano, es finito.

Definicién 2.2. Sean X un espacio topolégico neteriano, y Y un --
subespacio cerrado de X. Si Y es irreducible la altura de Y (que -
se denotard por ht(Y) ), es el supremo (finito o infinito) de los en-

teros n tales que, existe una cadena Y= Y Q& .. .Q Y, de sub-
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conjuntos cerrados e irreducibles de X, tales que Yi/ Y, o
Si Y no es irreducible ht(Y) es el infimo de los ht(Y'), donde Y' -

pertenece a la familia de subespacios cerrados irreducibles de Y.
ht(f)=oc0

Definicién 2.3. Sean X un espacio topoldgico neteriano y F la fa-
milia de todos los subespacios cerrados de X. La dimensién de X

es el supremo de los ht(Y) con Yen F .

Proposicion 2.5. Si Yy Y' son dos' subespacios cerrados de un --
espacio neteriano X, tales que Y €Y'. Entonces ht(Y) > ht(Y') .
Si Y= Y'la proposicién es obvia. 4Asf demostraremos la proposi-
cidn en el caso en que Y estd contenida [‘:ropia.mente'en Y'.

i) Supongamos que Y y Y' son conjuntos irreducibles de X.

Sean
Fy= [neZ/Y=YpoC . ..c Yo Yif Yi+1 , Yicerrado -
irreducible de X §
Fy'= {nez/Y'-Y,c ... c¥Y, Y{;{Y’if | Yi cerrado
irreducible de X}
Cada cadena

1 1 t t
Y= Yn < Yn-l e . & YO
de cerrados irreducibles de X, tales que Yi' /Y; + | nos determina

la cadena .
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Y=Y  CYY =Y ¥ jaY .. .CY Y,
de cerrados irreducibles de X, tales que Yi;‘ Y., -
O sea 8i n6 F' entonces n + 1 € F, por lo que: sup FZ n+ 1l =n, pa-
ra cadan@F' . Asi sup FZ sup F', es decir ht (v)2 ht(Y).
ii) Supongamos que Y no es irreducible y que Y'es un conjunto irre-
ducible de X.
Sea Gy = { ZCY/Z cerrado irreducible de Y} .
Si Z€ Gy, entonces Z es un cerrado irreducible de X, y puesto que
zcyYcCy, se sigue de i) que ht (Z)ﬁhﬂ;(Y') paratoda Z€F .
Asi
ht(Y) = inf §ht(Z)/Z ngl = ne(Y").
iii) Supongamos que Y es un conjunto irreducible de X y que.Y' no -
lo éé.
Yaque Y cY‘, Y es un cerrado irreducible de Y'; por lo tanto,
ht(Y)Z inf {ht(Z')/Z' cerrado irreducible de Y'f’
es decir,
ht(Y)=ht(Y"')
iv) Supongamos que Y.y Y' no son conjuntos irreducibles de X.
Sea Gy = {Z/Z cerrado irreducible de Y}
Todo Z & GY es cerrado irreducible de X, talque Z&Y C Y'

de iii) se sigue entonces que
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ht(Z)2Z ht(Y') para toda Z €Gy
Por lo tanto,

nt(Y) =inf §ht(Z)/Z € G} = he(Y)

Proposicién 2.6. Sean X un espacio topolégicc neteriano, Y un sub-
espacio cerrado de X y €y la familia de todas las componentes --
irreducibles de Y. Entonces ht(Y) =inf §ht(Cy)/Cy€ C,§ =
minimo fht(CY)/ch CY f

Si Y es un conjunto irreducible de X la proposicién es inmediata, -
ya que entonces la dnica componente irreducible de Y, es Y misma.
Supongamos ahora que Y no es irreducible de X. De la proposicién
1.6 concluimos que toda componente irreducible de Y es cerrado -
en X, por lo que

ht(Cy )Z ht(Y) paratoda Cy € Cy
Asf

inf {ht(Cy)/Cy € Cy} 2 ht(Y)
Por otro lado, de las proposiciones 2.1, 2.4y 1.6 se sigue que d:Y

es un conjunto finito, y Y = U CY . Por lo tanto, todo con--
€
CY CY
junto cerrado e irreducible Y' de Y est{ contenido en algén Cy de
Cy

Entonces por la proposicién 2.5
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ht(Y')Z ht(Cy) para alguna Cy€ ¢y
Por consiguiente,
ht(Y') = inf {ht(cY)/CY € CY! para todo conjunto cerra-
do e irreducible Y' de Y .
De donde
ht(Y) = inf § ht(Y')/Y'C Y cerrado irreducible J =
inf iht(cY)/cYe Cy§
Por lo tanto,
ht(Y) - inf fht(C,)/C € €
Ademis,
inf {ht(Cy)/Cye €} - minimo {ht(Cy)/C @ T

debido a que ¢Y es un conjunto finito.

En la siguiente proposicién Cy v CTy! denotardn a las clases de '
todas las componentes irreducibles de Y y Y' , respectivamente.
Proposicién 2.7. Sean Y y Y' dos subespacios cerrados de un espa-
cio topolégico neteriano X. Si Y Y'y ht(Y) =ht(Y') = r(entero), -
3 = "
entonces existen CYG CY y CYI GCYc , tales que CY CYI y
ht(CY) ‘=ht(CY.)' r.
i) Supongamos que Y y Y son conjuntos irreducibles de X. Entonces
¢, ={v}y ey = {¥]

Sean
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Fy =in/Y=Y, €Y, 1€ ...C Y, Y;#Y; ;1 Y; cerrado irre-
ducible de X §
Fy'= fn/Y' = Y'n S Y, &Y, Y;#Y;,1 Yj cerrado irreduci--
ble de X }
Supongamos que Y'? Y. Puesto que sup ,FY' = r, debe existir una

cadena

Y-YE& .. <Y,
de cerrados irreducibles <ie X y distintos.
Ya que si asi no fuera, r-1 seria el supremo de Fy' , en contradic-
cién con la hipétesis.
Por lo tanto, dicha cadena existe y determina la siguiente

Y=Y, , €YY =YY< ... CY, .Y,
donde cada Yi es un cerrado irreducible de X, y Yif Yie 1
Por loque, sup FyZ r+ 1>r, contra la hiptesis de que ht(Y) = r
Asf, Y2 Y, y de 'a hipétesis ht(Y) =ht{') = r.
ii) Sean Y un conjunto irreducible de X y Y un subconjunto no irre-
ducible de X . Entonces, ¢Y - fY;
Las proposiciones 2 1, 2.4, 1.6 yla definicién de conjunto ~--
irreducible , nos asegu_ran la existencia de dy.c CY' tal que

Y<Cly

De donde, r =ht(Y)% ht('C'Yl‘)

- 31 -



Pero r= min fht(CYl)/CY‘ d‘.Y-l'ht(Y'), asi:

rm= ht(Y) = ht(Clyl)
Yyaque Yy C‘Y' son cerrados irreducibles de X, se sigue de i) -
que

Y -C'Yl
iii) Si Y es un conjunto no irreducible de X y Y' un conjunto irredu-
cible de X. Entonces, CYl ={yl .
{ ! :

Sea Cy € Cy , tal que ht(C'y)= min {ht(cY)/cYe cYS = r
De donde

t ] 1

ht(Cy) =nt(y'), CyEYQ Y

y tanto C'Y como Y son oonjuntos cerrados irreducibles de X.

De i) se sigue

iv) Sean Y y Y conjuntos cerrados no irreducibles de X.
U . . -
Sea Cy= min { ht(C'Y)/C'Y QCY} = r . Asi
] ] J t
= = < <
ht('CY ) ht(Y ) ry CY Y Y

Por consiguiente, por ii) , existe C'Y'e CY' , tal que C'Y- C'Y|
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II.ESPECTRO PRIMO DE UN ANILLO.

Todos los anillos considerados en este y los siguientes capitulos,

serdn supuestos conmutativos y con elemento unitario.

Sean A un anillo, X el conjunto de todos los ideales primos de Ay
p(A) yP(X) las clases (ordenadas por la relacién de inclusién )

de todos los conjuntos de A y de X respectivamente.

a) El1 funtor V

Consideremos la funcién V: @(A) -—)@(X), que asocia a cada sub--
conjunto M de A el subconjunto V (M) de X, consistente de todos --
los ideales primos de A que contienen a M.

Esta funcién V es decreciente, ya que si M € @(A), Ne P(A) y
N& M, entonces todo ideal de A que contiene a M, contiene a N.

Y por consiguiente, V(M) < V(N) .

Puede verificarse de lo expuesto anteriormente, que si considera-
mos a P(A) y P(X) como categorias , en donde los morfismos *
entre sus elementos est4dn definidos en la forma siguiente:

Para B€ P(a) y ce_G-"‘(A)

Mor (B, C) = iB,C (inclusién de Ben C) si B& C

Mor (B, C) =9 si Bﬁ C
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Para Y€ @(X) y Z€ @(X)
Mor (Y, Z)= iy, z (inclusiénde Yen Z) si YC Z
Mor (Y, Z)= @ si Y& Z
la funcién V es entonces un funtor contravariante de la categoria
@(A) en la categoria G)(X)
Sea M € @(A), entonces M y el ideal (Jgenerado por M tienen la --
misma i.maéen bajo V.
En efecto, MC () y todo ideal de A que contiene a M contiene a
Asf,

V(M) =V(&)
De la misma manera, si (X €8 un ideal y r(a) es su raiz, en--
tonces

V() = V(r (@) )
A partir de la definicién de los conjuntos V (M), con M & @(A), se
tienen las siguientes igualdades.
3.1)i) v(0) =X ii) V(M) =@ ¢=> =A, donde es el ideal gene-
rado por M .

3.2) V(U Mj)= v Zmy)= O v(my)
iel i€l 161

para toda familia { Mi! i de subconjuntos de A.

el
3.3 V(N R) -V - vig) v

para toda pareja de ideales ‘o.y b"de A.
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La férmula 3.1) i) es inmediata al igual que la suficiencia de 3.1
ii) y la primera igualdad de 3.2). Para probar la necesidad de -
3.1) ii) basta tener en cuenta que todo ideal de A distinto de A -
esti contenido en un ideal primo

Consideremos ahora un ideal primo p tal que p € n V(M), en--
i€l

tonces M; < p para toda i€l. As{,

U.MiCp
i€l
es decir
Nviv)ev(V M)
iel i€l
Inversamente

M; € (.G’IM.1 para todaiel
1

por consiguiente,

V(M; )2 V(U M;) para todaiel
i€l

por lo tanto,

Nvivg)ov(V M)
i€l iel

de donde

V(U M)=v(Z M) = Nvpy)
ié I ie] iel
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Por dltimo; sean (By }3 dos ideales de A. Entonces,
y todo ideal primo de A que contiene al producto contiene a su veza
alguno cie ellos, y asi’a su interseccién. Por lo que
viceh)= Vianh) v Vie k) V(@) LV (h)
Adem4s si un ideal de A contienea o entonces contiene a
de donde

viaR2vie) Uvih)

es decir,

vk - VN )= vie) Uviy)

De las f6rmulas anteriores se concluye que la familia de conjun--
tos V(M) de X es cerrada bajo uniones finitas e intersecciones ar-
bitrarias . Por lo que X puede ser considerada como espacio topo-
18gico, definiendo en €1 la topologia que tiene por conjuntos cerra--
dos a los conjuntos de la forma V(M) con M € ﬂA), topologia que -

recibe el nombre de topologia de Zariski .

Definicién 3.1. Sea A un anillo. El espectro primo de A, denotado
por Spec(A), es el conjunto X de todos los ideales primos de A, con

la topologia de Zariski.

Definicién 3.2. EIl subespacio Qde Spec (A) , llamado espectro -

mé&ximo de A, es el subespacio formado por todos los ideales' --
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maiximos de A.
De la primera definicién obtenemos que Spec (A) = @ si y sdlo si

A=0.

Sean A un anillo y X su espectro primo, para cada f ¢ A definamos
el conjunto X; € G’(X) como aquel subconjunto de X consistente de
todos los ideales primos de A que no contienen a f, es decir,

Xg= X-V(f)
Por lo que para toda f €A, X¢ es un conjunto abierto de X.
La familia } X fg A 8 una base de la topologia de X.
En efecto sean U un abierto de X y g € U, existe entonces un cerra-
do V(M) tal que

U=X-V(M)

Por otra parte,

M=-0 ¢}
f &M

La fé6rmula 3.2 nos afirma que,

vim=wv( U isd)y=0 vy
fe M feM

por lo que,

vex- N v@=-U xvisy- U x

feM feM feM

Entonces
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g €¢Xf <U paraalguna f&M

es decir, {Xd fe A ©s una base de la topologia de X.

De la definicién de estos conjuntos y de las f6rmﬁ1as 3.1-3.3 se -
siguen las igualdades

3.5)i) X, =@ ii) Xg=X«=>f es un elemento invertible de A .
3.6) Xig= an Xg para toda pareja f, g de elementos de A.

3.5) i) es inmediata.

3.5) ii) X-V(f) = X<=>V (f) = @L=>fA= A ¢->f es invertible.

3.6) (£4) (gA) = (ig) A, asi V ((£4) (gA)) = V( (fg) A) .

Por la férmula 3.3

V( (£A) (gA) ) = V (£A) U V (g4).

de donde

X- (V (£8) YV (gA) )= X-V ( (fg)4)
por lo que,

X-V (£ A)N\ X-V (gA) = X-V ((fg) A)
O sea,

Xs N Xg = Xgg

b) El fumtor -f -
Sean A un anillo, X el conjunto de todos los ideales primos de A, -

y@(X) y F las clases (ordenadas por la relacién de inclusién )

- 38 -



de todos los subconjuntos de X y de todos los ideales-de A respec-

tivamente.

Sea : @(X)—-bF la funcién que asocia el ideal _y(Y) -
N§ p/peYfde A acada subconjunto Y de X.
Esta funcién es también decreciente. Ya que
:r ()= (N {p/peY J< N{p/p €Y'} para toda pareja Y, Y'
de subconjuntos de A, tales que Y' CY.
Es decir,

Jy) €Y(y') si Y.

Considerando a @(X) como categoria en la forma ya expuesta, y F
como subcategoria de la categoria G’(A) . La funcién resulta -

ser un funtor contravariante, de (o (X) en F.

De la definicién de Y se siguen
3.7 (@)=4A
3.8 Oxr )= N (v
) ;}’(l‘l‘} ) ACL( \ )
Sea Y= §m} siendo m un ideal mdximo de A. Entonces, @ CY, -

asf Y(AD Y( m )= m

Como 3’(¢) es un ideal y m es miximo, concluimos que

W)= A

Demostraremos ahora la igualdad 3.8).
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3(UY/{ ) =N {p/peY para alguna A€l ;
| Rel
y

NJ(x )-f](l'l{p/psY } - N {p/PeY paraalguna A€ L}
el ,16‘1.

O sea

b (,\ELY )= (IQ'IYl

Sean A un anillo, (¥ un ideal de A y Y un subconjunto de X = Spec(A)
Proposicién 3.1. J(Y) es un ideal de A, tal que r (J(¥) ) =
Fy .
(J(N )= n {e/ee X, p2FM.FW -0 Le/pev]
Por consiguiente,

J(Y) Sp paratodo pe Y
de donde

(M ) eJ (W
Ademis,

I ex(Fv )

Por lo tanto,

(YY) )T (Y

Proposicién 3.2. _J(V(Q) ) esigual a la rafz de Gy v )

es la cerradura de Y en X.
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T(V(X) ) =N §o/pe VR ]} =N fp/pe X, p> O f y
&)= (\§p/peX, p3 (1}
Por lo tanto,
I(v(@) )= ()
para probar que V(J(Y) )= Y, demostraremos que
V(J(Y) ) es el minimo conjunto cerrado de X que contiene a Y.
Claramente
Ye v(I(y) )
Sea M = (P(A) tal que Y& V(M), o sea M p para todope Y. En-
tonces
M < J(Y)
de donde
V(M2 v(3Y) )
Por lo tanto,

V(F(Y) )Y

De estas proposiciones se obtiene

Proposicién 3.3 . Sean 5}’ V las restricciones de ¥ y V a las
clases de los conjuntos cerrados de X y de los ideales de A que --
coinciden con su raiz, respectivamente. Entonces VJ‘:d (X)) Y
TV=id (a)-

Sea Y un conjunto cerrado de X. J(Y) = J(Y) es un ideal que --
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coincide con su raiz.
VIV VIHY T =Y

Asf{,

V T-idp(x
Por otra parte, sea ()} un ideal de A tal que (= r((}) . V) -
V((k), es entonces un conjunto cerrado de X.

TV IV - £ (@) -

De donde

TV - idpa)
Es decir q7es una biyeccién de la clase de los conjuntos cerrados
de X en la clase de los ideales de A que coinciden con su rafz. Y
anfilogamente ¥ es una biyeccién de este Gltimo conjunto en el pri-

mero.

Corolario 3.1. Sea 1Y, } una familia de conjuntos cerrados

A Ae L

de X, entonces la raiz de la suma de los ideales Y ), esel---

ideal J%( n Y.

Sea F = {QcA/r(g,) @ @ >3Y,)paratoda X el |

A

De la proposicién 3.1., o ( A Y ) es un ideal de A, iguala su ---
N RGL
rafz. Y ademis,

iy, yed(ny )
A el

por ser 3decreciente.
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Hechos de los que se concluye que
TF(NY )eF
o
Por otro lado, supongamos que existe ao en F tal que

&cT(ny,)
el

Por estar Qo en F tenemos

V(Q)C- V(:T(Yl) ) para toda Ael
De la proposicién 3.2 , se sigue

Y =Y DV((@) para toda lel

A A

Por lo tanto,

e L).:,V(w

Entonces

7‘,{‘ Y, e V() )
gLA
Y de la proposicién 3.2

TV (R )=x(GCy
Ademis, ya que q en F, sabemos que

(&) - (&

Por consiguiente,

'Ir(/\ﬂ R ¢ 4

&L

Es decir, el ideal J( ﬂ& ) es el elemento minimo de la familia
e

F.

El ideal r( E J(Y ) )e&F, delo que resulta,

Jer A
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T Y Y,
(L (Y,) )ci‘f(’{éﬂ)

A
Ademis, Al
E(Y )e 0 ¥y)
Ast
Y, por lo tanto,
x( (W) ey (nYy ) )= (ﬂ )
O sea,
x( Y ) )= J(nY )
lezfr 3’/1&1'/1

Corolario 3.2. Sean (J, y [0 dos ideales de A. Las condiciones
siguientes son equivalentes.
) =) ==(Q)
ii) ) (@)
iii) V(Q) < V(R)
i) implica ii). Sabemos que bc r(})), por lo que si se cumple -
i) tendremos que b.c r((X) .
ii) implica iii). Si | & (), entonces V(x({}) ) VI h. vya
que V(r (Q)) =V((®), se satisface ii).
iii) implica i) . Si V() < V(J}), entonces,
v e FVR )
Asf por la proposicién.3.2.
FVQ) ) == v IV ) - =y

O sea,



#\y) ()

Corolario 3.3. Sea 1 f).!/\ una familia de elementos de A. Para
€ u

todo ge¢ A ch U Xi si y sblo si existe un entero positivo n tal

que gt pertenece al ideal G generado por los elementos f

A’

Xg c).(‘Jfo).<->v(g) - V(gA) o f]V(fA )= V(Q))
Y por el corolario anterior
V(gA) o V((}) <>gacr((})

Por Gltimo,

gAC r(&) <=> existe un entero positivo n tal que
ghe a' .
Como caso especial de este corolario podemos afirmar que una fa-
milia § £ l,l L de elementos de A, es tal que X =X = v Xf siy-

,{e
sblo si la familia { fA},\e L Benera al ideal A,

Corolario 3.4. Seanf y g elementos de A. Xs = Xg si y sdélo si
existen dos enteros positivos m y n tales que fP¢gA y gle fA.
El corolario resulta de aplicar dos veces el corolario anterior, -
una a la familia [gf y al elementof y otra al elemento gyala

familia {f] .

Corolario 3.5. Sea f&€ A. Para que el abierto X; sea igual al va-

cfo es necesario y suficiente que f sea nilpotente.
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Para demostrar el corolario es suficiente aplicar el corolario an-

terior, teniendo en cuenta que Xo -¢ .

Corolario 3.6. Sea p e X= Spec(A). El subconjunto {p¢ de X -
es cerrado en X, si y sdlo si p es un ideal miximo de A.
Probaremos que {_p{—- V(p).

Por la proposicién 3.2

v(X(ysf ) )= ¥pf

pero

V(U ipl) ) =V(p

v(p) = Tpf
Claramente, p =V(p) si y sdlo si p es un ideal miximo de A.

Resultado del que se sigue el corolario.

Corolario 3.7. Si A es un anillo neteriano, entonces X = Spec (A)
es un espacio neteriano .
Consideremas una cadena descendente
VM) 2D V(M2)2 . ..
de conjuntos cerrados de X.
Sean af %, « + + los ideales generados por M;, M5, . . . res-

pectivamente.



Puesto que V(M;) = V( Cb:.) parai= 1,2, .. . tendremos la cade-

na descendente ,

V(a') 9"(02):" ..

Por el corolario 3.2 esta cadena determina la cadena ascendente
Qe (e - - .

de ideales de A.

Entonces, puesto que A es un anillo neteriano , e;dsté un indice

t para el cual

r((}t)-r( at)1-. ..

Y aplicando nuevamente el corolario 3.2 , tendremos

V(()t) VO -

es decir,

V(M) = V(Mg y )= - -

O sea, X es un espacio topolégico neteriano.

ProEosicién 3.4. Sea f €A. El conjunto abierto X, es compacto.

Supongamos que existe una familia { UA

he
que Xfﬁk:éll .

Por consiguiente, para todo x @ X; existe U)~ tal que x ¢ U)\ . Yya

%e abiertos de X tal

que la familia Ix l

S gea €8uDd base de la topologia de X, para -

)Y

cada x¢ Ul existe Xg tal que xGXg'{ C U

Por lo que
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Entonces sdlo es necesario demostrar, que existe una subfamilia

finita §g §  delafamilia {g

A ,l &L l}/\e L

, tal que

Lo que implicari que X; es compacto, ya que entonces
xicU U
,\e L /\
Por el corolario 3.3 la relacién Xf c./\eLxg implica que existe -
un entero positivo n tal que f* pertenece al ideal generado por la -

familia { g y asi f pertenece al ideal generado por una

).} Al
subfamilia finita { g).‘,le Le L

Por el mismo corolario se sigue que

< X
xf /LGL'gA

De la igualdad X= X, , concluimos que

Corolario 3.8. EIl espectro primo de cualquier anillo es compacto.

Proposicidn 3.5. Sean A, A' dos anillos , X = Spec (A), X'= Spec(A')
y h un homomorfismo de A en A' . La funcién asociada al hgmomor-
fismo h, 2h: p'_)h'l(p') de X' en X es continua.

sea M ¢(P(a).

(3071 (v )= p'e X'/20(p) ev(M) § = {p' ex/n-1(pY) DM}

Entonces,



@n)"1(V(M) )= fp' ex/p'DhM} = V(a(M) )

de donde, 2h es continua.

Si S es una parte multiplicativa de un anillo A. Denotaremos gl lo-
calizado del anillo A, con respecto a S por As » hg seré el homo--
morfismo canénico de A en Ag, y X', XS serén el Spec (Ag) y
el subconjunto } pe X/p NS= P! de X =Spec(A), respectivamer -

te.

Lema 3.1. Seaf € Ag . Existe f¢Atal que X'p= X'(g/))

Ya que f'GAS , existenf A y se S, tales que f'= (f/s) . Entonces
f=(£/1)-(1/s) .

De la férmula 3.6 tenc<mos

Xg = X(g/1y N X(1/6)

Adem&s, yaque s6€ A S, se sigue que (1/s) es un elemento inver-

tible de AS . Por consiguiente, la férmula 3.1 ii) nos asegura -
que
X, X'
(1/8) "
por lo que

Xg'= X(1/1)

Lema 3.2. Sea (f/1) un elemento de Ag . Un ideal primo p de

Ag pert'enece.a x(f/l) si -y sélo si ahs (p') pertenece a X .
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El lema anterior es equivalente a la siguiente afirmacién:

Un elemento (£/1) pertenece a p' siy sdlo si f pertenece a 2hg (p") =
-1, ,

hs (p") .

Y esta Gltima afirmacién se sigue inmediatamente de la definicién

del homomorfismo hs .

Lema 3.3. Sip' esunideal primo de Ag, entonces - hg (p') =
h~1(p') pertenece a XS . Y atin mis, 2hg(X)= XS
Demostraremos:

i) si (X es un ideal de A entonces (' () S= & si y sélo si QAg =
As

ii) si p es un ideal primo de A, entonces p n S=¢ siysdlo si

p =hg' (hs (p)Ag

iii) hg (p') € XS para todo p'€ X'.

iv) ®hg (Xx")= XS

i) Supongamos que x€ {L'N S; entonces (1/%) ¢Ag vy, por lo tanto,
1 & Ag . Es decir, QAg =Ag

Inversamente, supongamos que (X Ag= Ag . Entonces,

(1/1) =a (a'/s) conae &(a'/s)e Ag . Asf existe t® S tal que --
ts = taa' .

Por consiguiente, como ts €S y taa'e a-', se concluye que
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s @=¢
ii) supongamos que p(1 S =@ y hél ( bhg(p) AS)¢ P
Entonces pC A-S y existe ae€ A tal que
aep y hg(a) englplAg
Es decir, existfan qep,a € A y s&S tales que
( a/1)=q(a'/e).
Por lo tanto, existe té S, tal que tsa=tqa'
Asi yaque pCA-S y a ’ P, se tiene que a* A-S, por lo que
a €S.
Y tsa es entonces un elementodeS .
Y debido a que qg p tenemos tqa' e p.
Por lo que
PNSAS

Contradiciendo la hipdtesis . Asfi,
sip «X y p (|S=¢ entonces, hél (hs (PAY < p-
Y ya que

pehg! (bs(p) )€ b (b (p)Ag
se sigue |

p=bs (bs(p) Ag)

Inversamente, sipe X y p 'hél (hg (p) Ag)
Entonces si p f}) S/ @ concluimos por i) que

hs (P)As' PAg= Ag
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Por consiguiente,
p=hs' (ag=a
contradiciendo la hipdtesis de que p es ideal primo de A.
iii) sea p'e X', entomes hgl (" -
Supongamos que h;l (p") *XS, asi
h5'(p) Nsé @
Siguiéndose de i) y ii) que
p' =hg(h3’ (p') )= ag b5 (p) Ag=4s
lo que contradice la hipétesis de que p'e¢X' .
Por lo tanto, hgl( p')NS=@; esdecir, h;l (p')of x5 para todo
peX'.
iv) sea pe x5 y consideremos el ideal primo hg (p) Ag= pAg de Ag-
Por ii) p= h;l (hg(pP) Ag) : por lo tanto, aI:xs es suprayectiva. O -

sea 2hg (x" -x5,

Proposicién 3.6. La funcidén a'hs es un homeomorfismo del es-
pectro primo X' en el subespacio XS dex .

La continuidad de la funcién se afirma en la proposicién 3.5, en --
tanto que la funcién es suprayectiva en virtud del lema 3.3.
Demostraremos que ahs es una funcién 'i) inyectiva , y ii) abierta.

i) supongamos que p X' y p' X' son tales que
b{p) = *b(p)
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Por los lemas 3.1 y 3.2 tenemos.que para todo f= (f/a)&A'
1 ’ ' a, '

P Xy <> P#X(;/) &> *hip) b X
a 1 a ' ' ' t !

hgp)«‘xf <=7 “hp) & X; £=> P’ €X(¢/)) =X¢
Es decir, f'¢p si y sélo si f'€ép. De donde p=p'.
ii) bastarid con demostrar que la imagen de todo abierto bisico de
X'es un conjunto abierto de xS,
Sea entonces X}' uno. de tales conjuntos abiertos, con f'= (£/s) ,
feAysesS.

a ] a ] ] t

Xet) = h e X
B(Xs') f s (P )/p'e X}
Por el lema 3.1
3hg (Xg1)= $2ng(p' )/p' ¢ x('f/l)}
Del‘lema 3.2
2hg (Xgrk I2ng(p' )/ 2hg(p')e X; ¥
O sea
. .
ahS(Xf')- Xs N ah(x' ) = Xg n xS

es decir, a'hs (X;l) es un abierto de X5 .

Proposicién 3.7. Sea A un anillo . Para que un subconjunto Y de
Spec (A) sea irreducible es necesario y suficiente que el ideal
-:r(Y) = p sea primo.

Como 1.-esu1tado auxiliar demostraremos que para todo eleménto --

feA, el afirmar que f&p es equivalente a asegurar que YC V ().
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En efecto,
fep «4=>f ep'para todo p'e Y
f ep' paratodo p'¢e Y 4=3> p' €Y es talque p'eV({)
o sea, si Y& V().
Supongamos que Y es irreducible y sean f¢ A y ge A tales que -
fg 6P -
Por el resultado anterior tendremos
Y < V(fg) = V() UV(g).
Por consiguiente de la caracterizacidén de los conjuntos irreduci--
bles, dada en el Capitulo I , se sigue que
YC V() o Y& V(g
Por io que,
f€eép o ge P
Por lo tanto, p es un ideal primo de A
Supongamos ahora que p es un.i.deal primo de A. Entonces,
p=J(ip})
Por la proposicién 3.2
T=vip) = V(I {04 ) )iy
Como f{pl es un conjunto que solo consta de un punto, § p{ es -

irreducible. Y la proposicién 2.1 nos asegura entonces que

sp! también lo es .
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Debido a lo cual, Y es un conjunto irreducible, y la misma pro-

posicién 2.1 nos oonduce a la afirmacién requerida.

Corolario 3.9. Sea A un anillo . X = Spec (A) es irreducible si
y sblo si el cociente de A con respecto a su nilradical R es un -
anillo entero.

Si X es irreducible, J'(X) es un ideal primo. Y ya que 3'(}() -
(V(0)), conclufmos que, <J(X) =r(0) =R.

De donde el nilradical R es un ideal primo y asf A/R es un anillo -
entero

Inversamente, si A/R es un anillo entero, :f(X) <R es un ideal --
primo; es decir, X es un conjuntc irreducible.

En forma més general, podemos afirmar que

Corolario 3.10. Un conjunto cerrado M de X = Spec (A) es irre-
ducible si y sblo si M =V (p), donde pe Spec (4).
Si M esiun conjunto cerrado e irreducible de X, tenemos por la -
proposicién. anterior que
JTM) =p para pe Spec (A)
Y por la proposicién 3.2
M <M =V (J(M) ) =V(p) para pe Spec (A)

Supongamos ahora que M « V(p) con p ¢ Spec (A). Entonces
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J(V(p) )= r (p) = p con p & Spec (A)
Y la proposicion anterior nos asegura en este caso que M™ V(p) -

es un conjunto irreducible de X.

El corolario anterior se puede enunciar como sigue:
V restringida a la subclase de @(A) constituida por todos los idea-
les primos de A, es una biyeccién sobre la clase de conjuntos ce-

rrados e irreducibles de X.

Como resu’tado inmediato del corolario anterior, tenemos
Corolario 3.11. Toda componente irreducible de X es de la for-

ma V (p), donde pe Spec (4).

Corolario 3.12. Las componentes irreducibles de un conjunto ce-
rrado Y de X son los conjuntos V(p), siendo p un elemento mixi-
mo del conjunto de ideales primos de A que contienen a ?(Y’)
Toda componente irreducible de Y, es un conjunto cerrado e irre -
ducible de X, por lo que las componentes irreducibles de Y, serén
aquellos elementos miximos de la familia

F= [V(p)/V(p) €Y, peSpec(A) }
Claramente,

V(p) €Y siysélosi poY(Y)

Entonces,
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F= {V(p)/p DY), peSpec(a) §
Afirmamos que los elementos miximos de F son los conjuntos
V(p) donde p es un elemento minimo de la familia
= { p/p 2 (), p eSpec (4)}
En efecto, si p es un elemento minimo de F', entonces siempre -
que V(p) € V(p') para algin p'e F! se tendrd
P 3(V(R)) > J(V(p) )ap'

Por lo que

PP
Y por consiguiente,
p=p'y V(p) =V(p)
Es decir, V(p) es un elemento méximo de F .
Reciprocamente sea V (p) un elemento méximo de F, y supongamos
que
pcp y peF
Entonces,
V(p") = V(p)
por lo que
V(p') = V(p) v p'ap

es decir, p' es un elemento méximo de F'

Corolario 3.13. Si A es un anillo neteriano el conjunto de ideales
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primos minimos de A es finito.

De la proposicién 3.7. se tiene que X = Spec (A) és neteriano,
por lo que la proposicién 2.4 nos afirma que X sélo tiene un niime-
ro finito de componentes irreducibles .

Por el corolario anterior, las componentes irreducibles de X se-
rén los oonjuntos V(p), donde p es un elemento minimo de la fa-
milia F = {p/p > J(X), peSpec (A} Y F={ p/p o> FV(0)= =(0)
p € Spec (A)f

O sea, F= { p/pe Spec (A)§ = X.

Y como el conjunto de componentes irreducibles es finito, sélo pue-

de existir un nimero finito de elementos minimos de esta familia.

Lema 3.4. Sie, f sondos idempotentes de un anillo A, tales que
r(eA) = r(fA), entonces e = f.
Ya que

e e¢r(eA) = r(fA) y fe r(fA) = r(eA),
existen dos enteros no negativos m y n tales que,

eMe fA y ffe eA
Por otro lado, e ae y fPa f, por ser e y f idempotentes.
Existen entonces, dos elementos.x, y del anillo A, tales que

e=xf y faye

Por lo qu=,
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ef-xf2=xf=e, ef-yezﬁye-f ,

Asi, e=f

Proposicién 3.8. Sean A un anillo, I un conjunto finito, E la
clase de familias ortogonales | ei! i §Ide idempotentes de A dis-
tintos de cero, y tales que iere; = 1, .P la clase de todas las
particiones abiertas {Uii i€l de X = Spec (A) y Slaclase de -

las familias § (T ;{ ey de ideales de A distintos de A, y tales -

que A= @Q‘

iel
i) sea ( la funcién que asocia la familia g’ ( {eif i€l ) -
’Aei! i ¢1 de ideales de A a cada elemento {ei‘ iel de E. Di--
cha funcién es una biyeccién de E en S.
ii) sea L/ 1a funcién que asocia la familia W ( fe;} je1 ) =

(V(A(l-eij) ))ieI  de conjuntos cerrados de X, a cada ele--

mento ye ;.1 de E. Dicha funcién es una biyec¢ién de E en
P.
i) demostraremos: a; YT(E) < S, by )T es inyectiva , y c; )0 es
suprayectiva.
aj) sea ieif i eI un elemento de la clase E; entonces,
T lef jer) =(Aej )ier v A= iEI Aey, ya que ize:rei-l
Supongamos, ahora, que 0= : aj ej.

iel
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Para cada e €. f eif iel 8e tendri entonces que e; E aje =
i€l

2

ajei™ ajeji= 0

O sea, A=™ @ Aej para todo elemento ‘eif iel de E. Por
iel
lo que J(E)C S.

b; ) supongamos que {gil iel Y {e{{ ie] Son elementos de E
tales que, (f ( e ;e1 ) = J( {e{l iel )-
Por consiguiente, para cada 'ei de ieif je] existe ej en
felf i 1 tal que, Aej = Ae]
Por lo que, r (Ae; )= r(Ae'j) .
Siguiendose del lema anterior la igualdad e; = e'j.
Por lo tanto,
Jeif ier = feil jer
ci) sea {(hilierun elemento de S; es decir A= @ ai
iel
Lo que implica que existen e;e (I: i€l tales que l= E e

iel
Siif j», entonces,

€e; ej em naj = 0
Y para toda j €I, se tendrd

ej = €j E ei'E eje= ef
i€l iel
O sea que iqis i €1 es una familia ortogonal de idempotentes de

A, tales que
1=) g e 70 paratodoi®l

iel
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Por lo tanto fe;} ;¢1 ¢ E
Ademis, Ae; € (}, paracadai€l.
i

Por otro lado, ya que 1= Z €;
- i€l
A = E Aei
iel
Sea x; & a ; entonces,
) i

tenemos que

x; = L aje; ,cona; €A paratoda i€l

iel
Puesto que a; e; < ¢1 paratoda i€l, y A= @ Q se sigue
ie 1 1
que aj e; = 0 para todo indice Jgl, v %= aj€;.

Por lo que, aic Ae; .
Asi
O’.P Ae; paracadaiel
Es decir, la familia {ai fi oI es la imagen del elemento

{eif ier de S, bajo o.

ii) Se probari :. aj; JW(E) € P, by; )Wes inyectiva y cj; )l/es
suprayectiva.

a;; ) sea {ei} i eI un elemento de E. , Denotaremos por Yj -
al conjunto cerrado V (A(l-e;) ) paracada iel.

Siijf j, entonces,

L= loe; + & (1-ej) y l-ej + ej(l-ej) & All-e; )+ A(l-¢;)

Asfi,

le A(l-e; )+ All-ej)
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Por consiguiente, si i)‘j

Yi N Yj= V(A(l-¢5) ) NV(A(l-ej) ) =V(A), osea
Y, NYj- ¢

Ademis, por la férmula 3.1 se tiene

VY =V(TT A(l-es))
iel i€l
Y puesto que,

M(l-ej)=1-F & =0

i€l iel
se tiene que

Uy; =v(0) =X
i€l

Los dos hechos implican que IYi} i €] €8s una particién de X.
Asi sblo nos falta probar que cada Y; es un conjunto abierto de X,

lo cual se concluye a partir de que I es finito y de que

X- UY; Y;nY=9
iel
ya que entonces .
Yi= X- UY; paracadaiél
i4j

Es decir, cada Y; es el complemento de un conjunto cerrado, a -
saber U Yy .

i#j
Por lo fanto, LXE) &< P.

b;; ) supongamos que tfe;} je1 V¥ fei} i1 son dos elemen-

tos. de E, tales que, LU fe;} ;1) WI( $e'i} i1 ) -
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Entonces, paracadaej € § e;§ j¢1 existee'j€ fe' ie1
tal que, V(A(1l-e;) )= V( A(l-e'j). ) . Lo que equivale, por el
corolario 3.2 , a r(A(l-e;) )= r(A(l-e'j) ).
Y ya que tanto l-e; , como -l-e'j son idempotentes, el lema 3.4 es
aplicable. Por lo que
l-e; = l-e'j, ej = e'.j

Es decir, fe;f ;1 = fe'd ie1 -
cjj ) sea f{U;}l je1 un elemento de P. Para cadai® I, defina-
mos el conjunto cerrado y abierto siguiente:

Z;= X-Uj .
Puesto que, U; y Z; son conjuntos cerrados, existen dos idea-
les afiy bide A tales que.

Ui = V() zi= V(R)
Ademis, Ui [} Zi - ¢, lo que implica

vig+R) =V AVR) -9
Es decir, &i + bi’ A.
De lo que resulta , que existen a; € Qiy b; & hi’ tales que

aj; ¥ bj= 1
Demostraremos: c'ii) U; = v(aaP ), z; - V(Abf ), siendo p un
entero positivo tal que (a; b, )P= 0, ') A 'Aa?@Abf’

1
c jj ) sabemos que,
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V(0= X y X =U; U z;a V(@& h)

Del corolario 3.2 tenemos entonces, a b < r(0), lo que implica
‘ i’

que existe un entero positivo p tal que

(a; bi)p. 0, es deciraP . yP =« 0.
Por otro lado,

(& Daa; y ) >ab

i i

Entonces,

Ut VIQR) SV(Aa) v Zis V(bi)CV(Abi)
p

Y ya que Aa;] & Aaj, Al:ip € Ab; , concluimos que
Ui = V(QY) ©V(Aa; ) € V(4a;® ) vy 2; = W bl)c V(ab; ) < V(AbP )
Ademds, sea q un ideal primo de A ial que, AaiP & q, entonces
af @ q, porloquea; gq. AsiAa; ¢ q.
Anilogamente, si q ¢ V(Ab;P ), entonces qe V(Ab; )
Es decir,
v(aa,P ) €V (aa) y V(abP) ev(ab,)

Resumiendo :
U; CV(Aa;)= V(Aa;P) y Z; € V(Ab; ) = V(ADb;P )
Por lo que,
V(Aa;P + Ab;P ) =Vv(Aa;P ) O V(AbP ) . V(Aa;) MNV(AD;)-

V(Aa; +Ab;) =V(1)a &

Por consiguiente, si q eV(A.aip ) entonces, qe U; .
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Ya que si suponemos queqe€ X - U; = Z; , resulta que

q €V(Ab; ), y asi q€ V(Aa;P ) 1 V(AbP ), 1o que contradice la
igualdad anterior.
En forma aniloga, podemos concluir que V(Abip Yez,; .
c: ) ademis, puesto que V(AaP + Abip )= @ , tenemos

AP N AbP - A
por lo que, existenx) eA, x, € A tales que 1 =x; ajP+ x, b;P
Por otra parte, supongamos que

x € Aa;P () apP

Entonces existen y, ¢ A, ¥, € A tales que, x =y, a;P+ Y2 b;P
Por lo tanto,
x=xx a;P + xx;, biP= yp x 3P bP+ y; x; a;P b; B0
Es decir, A=AaP@apP .
Por ser dbiyectin para cada U; = V(A.a.ip ) ¥y su complemento

z, = V'(Abip ), existen dos idempotentes f; y S

; de A tales que

Af = AaP | Ae; = AbP | l=e;+ £ y e f =0
Consideremos la familia ortogonal fe; { j ey de idempotentes de
A, que estin determinados en esa forma.
Siig j, entonces,
V(0)= X =2, Uzj = V(Ae; ) UV(Ae;)

o sea,

- 65 -



1‘(0) -V(Ae.‘_ eJ)
Y debido a que e; ej; esun idempotente de A, se sigue del lema
3.4 que € ej = 0 para i;‘j.
Es decir, la familia {ei! ie] ©S una familia ortogonal de idem-
potentes de A, tales que,
e; ¥ Oparatoda i € I, U;= V(Af;)= V(A(l-e;) ) para cada i€ I
As{ sblo nos falta probar que 2 ej =1
iel
Sea e = Z e; el cual es claramente un idempotente de A y
iel
ej e =e; paratodaiel.
O sea, e; € Ae. Por lo que,

1

V(Ae) CV(Ae, ) =Z;

j paratodaiel

De lo que resulta,
viaee Nz,
i€lL
Pero, 0N Z; =@ . Por lo tanto,
iel
V(Ae) =@ =V(Al)

Siguiéndose entonces del lema 3.4 la igualdades=s 1.

Asf, W/ es suprayectiva.

Corolario 3.14 . Sea A un anillo. Para que X = Spec (A) sea conexo
es necesario y suficiente que los Gnicos idempotentes de A sean 1 y 0.
Supongamos que existe un idempotente e de A tal que ef O yef 1, --

entonces, l-e es también un idempotente de A, y distinto de 0 y de 1.
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Tenemos asi, que {e,l-el es una familia ortogonal de idempo-
tentes de A, distintos de cero y tales que e+ (l-e)= 1.
La proposicién anterior nos asegura en este caso, que V(Ae) es un
conjunto abierto de X.
Y por el lema 3.4 tenemos que

V(Ae) ¥ X y  V(Ae); @
Por lo que existe un conjunto cerrado y abierto de X distinto de X

y del vacio; por lo tanto, X no seria conexo.

Inversaments, supongamos que X no es conexo. Existen entonces,
U, v U2 abiertos de X tales que

X=U, VU, ,UyN U, =0y Uj¥ X, U;¥ &
Por la proposicién anterior, existe una familia ortogonal de idem-
potentes, distintos de cero, de A ‘el , ez} tales que

l=e +e y U

1 2 = V(A(l-e )} U, = V(A(l-e,))

1

Comoe;s C vy ez/ 0, 1 y 0 no serian los inicos idempotentes
1

de A.

Corolario 3.15. Si A es un anillo entero, entonces X= Spec (A) es
conexo.

Supongamos que existe a A tal que

a.z-a., a 0 y agl
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Entonces 1-a=0 y a(l-a) =0. Asia es un divisor de 0, contra-
diciendo la hipétesis de que A es un anillo entero.

Por consiguiente, los Ginicos idempotentes de A son 1 y 0. Siguien-
dose del corolario anterior que X = Spec ( A) es conexo.

Corolario 3.16. Si A es un anillo local, X'- Spec ( A) es conexo.
Sea m el ideal méximo de A‘. Y supongamos que e es un idempo--
tente distinto de 0 y de 1,
Entonces, e (1-e) = 0, asi tanto e como (l-e) no son elementos
invertibles de A, y por consiguiente, Ae ¥A y A(l-e) ¥ A.
Y ya que todo ideal de un anillo A distinto de A, esti contenido en -
algin ideal miximo, tenemos

AeCm y A(l-e)C m
Asi, l

1l =e+(1-e)Cm es decir, A=m.
Lo que cofradice la hipétesis de que m es un ideal miximo de A.

De donde los inicos idempotentes de A son en este caso 0y 1

y el corolario se sigue entonces del corolario 3.14

Corolario 3.17. Sea A unanillo . Para todo pe X =Spec(A) X's
Spec (Ap ) es conexo.

En virtud del corolario anterior, sdlo es necesario demostrar que
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el anillo Ap es un anillo 'locgl para todo pe X. Y para ello bas-
ta aplicar la proposicién 3.6 .
En efecto, si q' € Spec (Ap ), por la proposicién antes mencio-
nada se tiene

by' (q') N(A-p = &

es decir,

° !
by (d')<p
Entonces,
[}

-1 1
q= q'Ap =hp (hp (a) ) Ape by (P) Ap = PA,

O sea todo ideal primo de A_ esti contenido en el ideal primo

P
pAp , por lo que pAp es el Gnico ideal méximo de AP . Lo que --
significa que A_ es un anillo local.

P
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IVv. SOPORTE DE UN MODULO.

‘Tanto en este como en el siguiente capitulo, se supondri, que los
homomorfismos de anillos considerados, transforman al elemento
unitario en el elemento unitario. Y por comodidad llamaremos --

simplemente homomorfismos a los médulo-homomorfismos .-

Definicién 4.1. Sean A un anillo y M un A - médulo. El soporte
de M, es el subconjunto Supp (M) de Spec (A), constituido por to-

dos los ideales primos p de A, para los cuales M 0.

pr
Lema 4.1. Sean A un anillo, M un A -médulo y para todo mbﬂ
h: M——)Ivlm el homomocrfismo canénico . El homomorfismo -
h: M —TT M_. que asocia a cada x ¢.M el elemento hm(x)

m .

de T _M,_,, es inyectivo.

me
Sea x un elemento del kernel de h, es decir, x es tal que h.m(x)-O
para todo m(Q . Entonces para cada me Q existe tm" A-m tal -
que t. x= 0.
Asi si F denota a la familia formada por dichos elementos, se ten-

drd FC Ann( {x} ). Esto implica que el ideal Ann( {4 ) no -

esti contenido en ningin ideal miximo de A, y por lo tanto
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Ann( {x} ) = A, lo que equivale a afirmar que xa= 0
Por consiguiente, ker(h) = 0, o sea h es un homomorfismo inyecti-

vVO.

Proposicién 4.1. Sean A unanillo y M un A médulo. Enton-

ces Supp (M)= ¢ siysdlosi Ma=0 .

Supongamos que Supp (M) = @, entonces para todo ideal méximo -

m de A, Mm = 0 . Por consiguiente , g Mm- 0. Por lo que,
me

M =0 en virtud del lema anterior.
Inversamente, si M =0, claramente tendremos que Mp' 0 para

todo p e Spec (A). Es decir, Supp (M) =@ .

ProEosicién .2. Sea (X un ideal de un anillo A. Entonces
V(@) =supp (A/QX) -
Sea pe Spec (A), tal que pk.V(a) , entonces (} 94 P, Y por el lema
3.3 i) concluimos que (T Ap - Ap
Ademds ya que la sucesidn
0 wuy2—>A—A/(L—50
es exacta, y puesto que A es un A mddulo plano . La sucesién
0 —-a»atxp-_-p A—> (A/a:)p—» 0
es exacta.

Por consiguiente,
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A, /0 - (A/Q),
Asf por la primera afirmacién tenemos que (A/( )p = 0. Es de-
cir, Spec tA)-V(a )< Spec (A)-Supp (A/Q), lo que equivale a que
V(®) D supp (4/Q) .
Inversamente si pe V(a) , entonces, G, n (A-p) = &, por lo que -
el lema 3.3 i) nos asegura que ¢ = Ap ¥ Ap .
Por lo tanto,

0f Ay /BAL - (A/(),
De donde, p ¢ Supp (A/(X). por lo tanto V ((X) € Supp (A/Q) .

Entonces, V(%) = Supp (A/Q).

Proposicién 4.3 . Sean A un anillo , M un A-médulo y N un sub-
moédulo de M. Entonces,
Supp (M) = Supp (N) (J Supp(M/N)
Ya que la sucesién
”o—sN —>M-=>M/N—0
es exacta, y puesto que Ap es un A-médulo plano para todo p Spec(A)
concluitnos que la sucesién
0N M~ cm/N)p—’ 0
es exacta..
Asf, .ai My = 0, entonces, N, = 0 y (M/N)p = 0. O sea

Spec (A)-Supp (M) < Spec(A)-(Supp (N) USupp (M/N) ), por lo que.
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Supp (M) 2 Supp(N) ) Supp(M/N).
Inversamente, sitanto N, como (M/N)p son iguales a 0, se si-

gue de la exactitud de la sucesidén anterior, que Mp = 0 . Es decir,
Spec(A) -Supp(M) D Spec(A) -(Supp (N) U Supp (M/N) ), por lo que ,
Supp (M) < Supp (N) U Supp (M/N).

Por lo tanto,

Supp (M) =Supp (N){J Supp (M/N).

Proposicién 4.4. Sean A un anillo y M un A-mbdulo . Si Mes -
la suma de una familia iNJ ie1 de sub-mddulos de M. Enton--
ces,

Supp(M) = v Supp (N; )
iel 1)
Para todo peé Spec(A) ytoda i€l sea ai el Ap -médulo generado

por hy (Nj ).
- (p)
Entonces, si M = Z Ni tendremos que Mp= Z a
iel p) per 1
Asi, M, ¥ 0siy sblo si ; #0 para alguna i 61

Y, a(f)r 0 siy sblo si (N; )P# 0.
O sea, para que M, # 0 es necesario y suficiente que (N; )p ¥ 0 pa-
ra alguna i €I.

Por lo que,

supp (M)= U  Supp (N;)
ie]
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Corolario 4.2 . Sean A un anillo, M un A-médulo, ‘mi;id.’
un sistema de generadores de M y a:l el anulador de m; . En--

tonces,

- Supp (M) = U V(Chi).
ie€l
Sea f; : A~ 7Am; para cada i ¢I el epimorfismo tal que,
f;(a) = am; , entonces ker (f;) = 0_1 Por lo tanto,
A/q- Am; para cada i e¢I.

De la proposicién 4.1 obtenemos ,

V( ai) = Supp (A/ ai) para cada i €I

V() = Supp (Ami) para toda i €I
i
Y como M= Z Am; , se sigue de la proposicién anterior que
ie6l
Supp (M)= U Supp (Am, )
i€l
Es decir,

Supp (M)a U V( &1)

iel
Proposicién 4.5. Sean A un anillo, M un A-mddulo de tipo finito
su anulador. Entonces,
Supp (M) = V((L)
Sea {mij i el la familia de generadores de M. Y para cada m;

sea a su anulador.

Claramente,
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Por lo que,

V(@) -v(:hQ)
Por la férmula 3.3 concluimos que,
v(Q)- OV (@)
Y por el corolario anterior
supp (M) 0, V(@)
De donde
Vi@ )- supp (M)
Corolario 4.3. Sean A un anillo, y M un A-médulo de tipo finito.
Un elemento a de A pertenece a la interseccién de los ideales --
primos de Supp (M) si y sdlo si existe un entero positivo k tal que -
ak Ma=0.
Sea a el anulador de M, entonces por la proposicién anterior
Supp (M) = V()
Por consiguiente,
A §p/p Supp (M)} - FH(V(R) )
Asi de la proposicién 3.2 , se sigue
FV(E) )= (()

Por lo tanto, un elemento a de A es tal que

aen {p/p Supp (M) } siysélosiaer ().
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Es decir, que para que un elemento a del anilio A pertenezca a la

interseccién de los ideales de Supp (M) es necesario y suficiente -
. crs k

que exista un entero positivo k tal que a" @ a .

Y, ak ¢ a si y sélo si ak M= 0

De donde se sigue el corolario .

Corolario 4.4. Sean A un anillo neteriano, M un A-mddulo de tipo
finito y (I un ideal de A. Para que Supp (M) < V() es necesa-
rio y suficiente que exista un entero positivo k _ta.l que ak M. =0 . .
Sea h el anulador de M. Por la proposicién 4.5 tenemos en-
tonces que Supp (M) = V(b) .
Por otra parte, ya que A es un anillo neteriano concluimos que -
@ es un ideal de tipo finito. Sea entonces {xil ie1l? familia de
generadores de a.
Supongamos que Supp(M) < V(a ). El corolario 3.2 nos asegura
en este caso que a < b) . Por lo tanto, para cada x; existe -
un entero positivo h; tal que ’ihi" b .
Sea h=max (hi€ Z/b; = 0, xep}.

1ZiZn
Probaremos que el entero positivo k nh es tal que a.k c b ,
es decir, que a* M=0. '

En efecto, sea x un elemento de a , entonces x es una suma fi-

o nh
nita de productos de la forma n'aj con a.j € (I .
j=1
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n
Y puesto que a;= > i X, 2ij € A 1%i€n 1=j<nh, x resulta -
ser una.suma finita en donde cada término es de la forma

ax]fl « o %n conae Cy ﬁki= nh
i=1
Demostraremos que para cada uno de estos productos existe un -
fndice i tal que x.}fi ey 1=i%n . Por lo que x perteneceri a .

Supongamos que para uno de esos productos k; = h-1 para 1=i€n .

Entonces, t kif n (h-1)<nh .
i*1

1
i=l Xk
Por lo tanto, para cada producto axjl . . . xl.;n existe tal indice.

Hecho que contradice el que f k:=nh .

Por consiguiente, a M= 0 .

Inversamente, supongamos que exist e un entero positivo k tal que
a M=0 . Entonces, Q < h Yy puesto que para todo elemento -
x ael elemento x pertenece al ideal a_ , 8e sigue que

a Cr(b) .

Y el corolario 3.2 nos afirma entonces que

supp (M) = v (}3) € V(D)

Lema 42 Sean A un anillo, & un ideal contenido en 91 radical
de A y M un A-méddulo de tipo finito. Si (t M= M, entonces , -
M =0.

Sea {xi} 1=j=<yn conjunto de generadores de M.

Puesto que Q‘M =M, conclufmos que

- 77 -



x)=ayx)*tazx+ .. .+ ax ,a,€
Entonces,

(1-a;) %)= ap;%x; + . . ctag X
Probaremos que 1-a; es un elemento invertible del anillo A.
En efecto, supongamos que l-a; no es un elemento invertible de
A. Entonces el ideal (l-al) A es distinto de A, por consiguien-
te, existe m ¢ Q tal que (1-a;) ACm . Porlo que Faf€m .
Y ya que a < m para todo mén » entonces a; €m
Es decir, 1 -(l-al) +a; e m . Contradiciendo el hecho de que
m es un ideal miximo de A.

Por lo tanto, l-a; es un elemento invertible de A, o sea existe -

Asi,
(-a;) byx) = x) =bjazx;+ ... +bja x , bja;e T
Por lo que M esti generado por los elementos Xgs o o vy Xpo

Por lo tanto si repetimos el proceso podemos conclufr que M estd

generado por un sdlo elemento, a saber el 0 . De donde M« 0.

Lema 4.3. Sean A un anillo local , m su ideal miximo y M un -
A-médulo de tipo finito. Si A/m®AM- 0 entonces M=0 .
Ya que A/m@AM = M/mM, la hipétesis implica que M= mM.

Y el lema se sigue entonces del anterior.
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Lema 4.4. Sean A un anillo entero, y E y F dos A-médulos
libres , de tipo finito. Entonces, x @ y=0 xeE y eF, implica

x=0 o bien y=0.

Sean [x} 1<i<}, iyj} lfj<1rar'15 bases de Ey F respectivamente.

Paratoda x¢E y yeF tendremos

n
x= a. x.y y= ib.y.
i7i
i i 77
Supongamos que, x@ y= 0 . Entonces,

Oanaixi@ S Y. = fa-x.ﬂb-y-)-_-&( a b.x; ®V;)
. . J . 171 J 7] ) . J J
1._21 J-f:b J Ji}i~l ) j= 121

Por consiguiente, il a; bj x; =0 para 1%j=<m.

i=

Y ya que, Ix} i< j<os una base del A-mbdulo E se tiene

a, bj" Oparal=i<n, 15jZm

Supongamos que x= 0 , entonces, existe io tal que aj ,( 0,
(e}

1:'10.‘. n.

Y debido a que A es un anillo entero y a; bj = Opara 1= j <m, -
o
concluimos que bju 0 para 1€j<m.

Es decir, y= 0.

De la misma manera se puede demostrar que si y# 0 entonces x= 0.

Lema 4.5. Sean B un anillo local, E y F dos B-médulos de tipo
finito. Si Ey F son distintos de 0, entonces E®BF7{ 0.

Sea m el ideal midximo de B y denotemos por k al campo residual -

TS NACGRAT

B/m.
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Del lema 4.3 , y de las hipbtesis sobre E y F se concluye que
kQEA0 y kx QF# 0.

B B
Y ya que k es un campo y k ®BE y k®BF son k-médulos libres

se sigue del lema anterior que

k QE)Q k@) 0
k B
Por otra parte, puesto que el producto tensorial es conmutativo,-

tenemos que
«®ER(xQH=(EQW R AF)
B k B B k B
Y de la asociatividad del producto tensorial se sigue
(EQNE (x@FT(EQK® (x@F) ) )
k B B 'k B
Asi,
k )
o x @E)Q (< @F) TES( (K@ k )@BF)7E®B(1<®BF)
Y,
0FEQ (M F)- (P PNY E¥ Y (FQ E)
Por consiguiente,
0#kQ (F® E)T Q) (EQRF)
3 B B B

De donde,

E@BF,IO

Lema 4.6. Sean A un anillo, S una parte multiplicativa de A y M
un A-médulo .

i) si M es de tipo finito Mg es un Ag -médulo de tipo finito.
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ii) si M es de presentacidn finita, entonces Mg es un Ag -médulo
de presentacién finita.

El lema se obtiene haciendo uso de los siguientes resultados

a ) si {N} es una familia de submédulos del A-médulo. M tal que
M es la suma de dicha familia, ;ntoncee.pa.ra. toda parte multiplica-
tiva S de A, se tiene que el Ag -médulo Mg es la suma de la fami-
lia {a } , donde cada (Y es el Ag -médulo generado por hi (N )
b) para toda familia {M,} ; <14 A-mbdulos y toda parte multi-

plicativa S de A existe un isomorfismo candnico de @ (M;)s

‘iel
en( @ Mi)s .
iel

Proposicién 4.6. Sean A un anillo y M y N dos A-mbédulos de
tipo finito. Entonces,

Supp (M@ N) = Supp (M) N Supp (N)
A

Por el lema anterior, Mp y Np son A_ -moddulos de tipo finito -

P
para todo p ¢ Spec (A), y por el corolario 3.17 el anillo Ap es un
anillo local para todo p ¢ Spec '(A) .

Supongamos que p ¢Supp (M)  Supp (N), es decir p es tal que
M, Yoy N,# 0.

Se sigue entonces del lema 4.5 que MPQ‘pr 0

P
Ademds,

FM® N, (MO A, )0 (N® AT MO 4 (40 ™
A A 4, 4 A. A, A
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Entonces,
0FM® (A ® a N) *MR). (A N
) p‘pp)@A) MY (4® N
Por consiguiente,
0 (MK N ap = (MR N),
A A A
es decir, p e Supp (M® N).
A
Inversamente, si p € Supp (M@AN), entonces ,
M = 0
P®ap N, T(ME) M), f
Por lo que, M, 0y Ni, FO.
Es decir, r ¢ Supp (M) N} Supp (N). Asfi,

Supp (M®A N) =Supp (M) N\ Supp (N)

Corolario 4.5. Sean A un anillo, b el anulador del A-médulo de
tipo finito M. Entonces, para todo ideal a de A se tiene

supp' (M/(EM)= V((X) NVIQ)
Sabemos que, M/(QM = M &A/ vy a.s.{, por ser My A/ (} mé-

dulos de tipo finito se obtiene de la proposicion anterior la igualdad

Supp(M/ (M) =Supp (M) N Supp(A/()

Asi, la afirmacidn se sigue de las proposiciones 4.2 y 4.5

Lema 4.7. Sean A y B dos a.gillos locales ,pr,—)B un homo-

morfismo local y E un A-médulo de tipo finito. Si E ¥ 0 enton-

ces -EQB/ 0.
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Sean m y n los ideales mdximos de A y B respectivamente. De-
notemos por k al campo residual A/m ¥ consideremos a B como
un A-médulo, al través del homomorfismo pP.
Sabemos que, B@A.k'; B/mB, mB= 0 (m)B yque O (m)cn .
Por consiguiente,
mB =0(m) BC nBf¥ B
de donde, B/mB# 0.
Asi, puesto que
(EQ B, «=EF, (), K = 5 (R (3 ¥ )
A A A A A A
se tiene que,
(E® B)® (ERQ N® (BR K
A ®A ®A Qk ®L
Y ya que E es un A-mddulo de tipo finito se sigue del lema 4.3 que
B kfo.
A
Entonces, debido al lema 4.4
(EQ 0@ (BE), K7 0
A k A
Asi, ( B) k70 . Lo que implica que
50,70,

EQ® B #0
A

Proposicién 4.7. Sean Ay B dos anillos y ¢: A—)B un homo-

morfismo. E_ntonces, para todo A-médulo M,

supp (ME) B)c G Lserp (M)

Y si M es de tipo finito, los dos conjuntos son iguales .



Sean qe Supp (M® B) yp = ¢.(1q) . Entonces,
) A -
04 (M), B)q - (MR, B) @;Bq * MD), B,
Y ya que ¢(p) -¢¢-1(q) < q, existe un homomorfismo

%: A—>B que ha$e conmutativo al siguiente diagrama:

AT
hpAl Q_Q% bq
P q

Entonces, B,:l puede ser considerado como Ap -médulo al tra-
vés del homomorfismo ¢q y (M®A‘A‘p_ )Qqu 1 M@ 1Bq
Por consiguiente, MPQAPBQ #0. Yas{, Mp;( 0.
Es decir, p€ Supp (M)
De donde,
"B (@ P - pe sopp (M

Quedando probada la contensién .
Para probar la segunda afirmacién, demostraremos que ¢q
es un homoemorfismo local para todo q € Spec (4).
Sea q¢ Spec (A), entonces,

Pea,)- . (b, DA )= P (B, (B) ) B
= (hg ( () ) ) Bgc b'q(qd) By = aBq
Por otra parte, el lema 4.6 nos afirma que M, esun Ap -médu-
lo de tipo finito para todo p €Spec(A).

Por todo lo cual, si q€ a¢-_1 (Supp(M) ) , el lema anterior nos -
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permite afirmar que Mp® Bq ¥0.
Y puesto que,
P, ~
Mp@;p Bq ¥ MBp)q
concluimos que (M@ AB)q ¥ 0. Y por lo tanto,
9« Supp (M @AB)

Por lo que si M es de tipo finito se tiene la igualdad deseada.



V. MODULOS PROYECTIVOS DE

TIPO FINITO.

LOCALIZACION CON RESPECTO A UN ELEMENTO.
Sea A un anillo. Para cada elemento f de A, sea Sf la parte mul-
tiplicativa de A, consistente de todos los elementos de la forma T,

con n en el conjunto de los enteros no negativos.

Definicién 5 1. El anillo Asf , es el localizado del anillo A con
respecto al elemento £ de A ,

A este anillo se le denotari por A .

Definicién 5.2. Sea A un anillo . El localizado de un A-médulo M
con respecto a un elemento f de A, es el Ag -médulo MSf .

A dicho mddulo se le denotari por Mg .

Proposicion 5.1 . Sean A un anillo y M un A-médulo. Sif es un

elemento nilpotente de A, entonces, My = 0. Y sif es un ele.mento
invertible del anillo A, entonces, Mg se identifica canénicamente -
con M.

Supongamos que existe un entero positivo k tal que fk = 0. Y sea

x un elementode M .
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Entonces, existenme M y f* ¢ S¢ tales que x -(m/fn) .
Y ya que, fk € S¢ vy fkm =0, se sigue que x= 0.
Por lo que, Mf = 0.
Supongan"xos ahora, que f es un elemento invertible del anillo A, es
decir, existe ge A tal que fg=1.
Sea hf\,l el homomorfismo candnico de M en M, .
Demostraremos que, th es en este caso un isomorfismo .
Sea x un elemento de Mg , o sea existen me M y f"e Sf tales que ,
x = (m/f®) .
Entonces,
x= (m/f") = (mg"/1) y hfy (mg®)= (mg®/1)= x.
Por lo tanto, th es suprayectiva.
Por otro lado, supongamos que el elemento m M es tal que
by (m) =0 .
Entonces, /)= 0, es decir existe f ¢ S¢ tal que ma0.
Asf, g?f"m 0.
Y ya que, gnt‘n- 1, concluimos que ma= 0.

Por consiguiente, th es inyectiva.

Proposicién 5.2. Sean fy g dos elementos de un anillo A . Agg
se identifica candénicamente con (A )(g/l)

Sea hf el homomorfismo canénice de A en Af .
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Puestq que, he (Sg) - S(' g /I()parte multiplicativa de A generada por

g/1), existe un inico isomorfismo j tal que el siguiente diagrama

A .Eiv Ag
) .
gkfgL" ($Af ) (g/1)

es conmutativo

Corolario 5.1. Sean f y g dos elementos de un anillo A, My N
dqs A-mbdulos y u: M —>» N un homomorfismo. Entonces
Mgq | se identifica candnicamente con (M, )(g/ly ufg = u @ lAfg
dondeu ® lAfg: Mfg —,’Nfg , con (uf )(g/l)-u ® I(A'i)(g/l)
donde u @ 1‘A‘ﬂ(g/.l)(Mf )(g/l)—’ Ns )(g/1)
Sabemos que , Mfg = M@AAfg y (Mg )(g/ly Mf@A(Af )(g/l)
Asf, f
(Mg gy =Mt B, (Ar gy "M B, A) @, (Ar)gpy -
MO (AR, (ag), &) TMB, (A5)
Y debido a la proposicién anterior,

MQ, (A1 )(g/l)'M® (tg) g
Es decir, (Mf )(yl)s g

Y la segunda afirmacién del corolario se sigue entonces inmedia-

M,

tamente.
Proposicién 5.3. Sean f un elemento de un anillo Ay

he: A—> As el homomorfismo candnico. La funcién
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hf : Spec (Af) —> Spec (A) , es un homeomorfismo de Spec(Agf]
sobre el subespacio abierto Xf de Spec (A)
La proposicién es un caso particular de la nimero 3.6 . Ya que

el subespacio XS es en este caso el subespacio abierto X¢ .

Lema 5.1. Sean A unanillo , My N dos A-médulos 'y

u: M= N un homomorfismo . Si R = ker (u) y Q =coker (u), -
entonces para toda parte multiplicativa S de A Rg = ker (uS )y

Qg =coker (ug ).

En efecto, ya que las sucesiones

0 - R—> M-4>N
M—$ N3 Qo 0
son exactas, y puesto que, As es un A-médulo plano, tenemos que
las sucesiones
0 3Rg — Mg —§ Ng
Mg —§ Ng—35Q5 50
son exactas.
Por lo que, Rg™ ker (ug ) y coker (ug )= ker (vg)
Pero, ker(vg )= Qg .

Asf, coker (ug )= Qg .

En las siguientes dos proposiciones A denotard a un anillo, My N

serdn dos A-médulos y, u: M —» N un homomorfismo.
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Proposicién 5.4. Sea p un ideal primo de A. Si

up = u—é IAPI)\/IP e Np es suprayectivo y N es de tipo finito, -
entonces existe fe A-p tal que el homomorfismo

ug =u aylAfNIf —>» Nf es suprayectivo.

Puesto que N es de tipo finito, el A-médulo coker (u) = N/u(M) =Q

también es de tipo finito. Y ya que u_ es suprayectivo, tenemos -

P
que Qp = O,
Ahora bien, el localizado de un A-médulo M'de tipo finito con -
respecto a una parte multiplicativa S', es iguala 0, si y sélo si -
existe un elemento s' €S'tal que 8 M=0.

Por lo tanto, existe f ¢A-p tal que, fQ u0, yasiQf = 0. Es de-

cir, u; es un homomorfismo suprayectivo.

Proposiciéon 5.5. Sea p un ideal primo de A. SiMy N son de -
tipo finito y de presentacién finita respectivamente y

up - Mp _>’Np es biyectivo, existe entonces fe A-p tal que el ho-
momorfismo uf: Mgy —» N¢ es biyectivo.

Ya que todo médulo de presentacién finita es de tipo finito, la pro-
posicién anterior nos asegura la existencia de un elemento f'le A-p
tal que ugr @ Mg! - Nf"es_ suprayectivo.

Entonces, si R denota al kernel de u, la siguiente sucesién

0 —y Re'—y My'—5N¢' 250
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es exacta.

Adem4s, en virtud de las hiptesis sobre M y N conclufmos que
M¢'y Ng' son Agt -mddulos de tipo finito y de presentacién finita
respectivamente.

Asf, el que la sucesidn sea exacta implica que Ry'es un Ag' -mébdu-
lo de tipo finito.

Por otra parte, si hg es el homomorfismo canénico de R en R¢'
entonces (Rg! )pAf' = ( Rf'i)hf;(p)' Y ya que f'€ A-p tenemos que
S¢t (A-p) = (A-p) . Por consiguiente, existe un isomorfismo k que

identifica canénicamente a R_ con (an )

P , a saber el que ha-

pA¢'

ce conmutativo al siguiente diagrama:

- t - | {; - -
Y puesto que, R.p =0, resulta que ( Ry )pAf' 0. Y como habia
mos hecho notar, esto serd posible si y sdlo si existe
flé A -pA |, tal que fin. =0,
Es decir, existen f'e A-p vy £ [ ] Sfl tales que

t mn

f1= (" /™) y (£ /T )Ry =0,
Por otra parte, debido a que f' es invertible en Rf' , se tendré que -
f'ngs también invertible en R¢' , por consiguiente,

(£" /)Ry =o.
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Y ya que, Rf' es de tipo finito y (f” /1) € S'( f,,/l)sae sigue de la ra-
z6n ya expuesta que, ( Ry )(f'yl) =0,
Asi, por el corolario 5.1 , (Rg'4'' ) = 0.
Definamos f«f f" .
Entonces, fé A-p y R= 0.
Ademis,
Q = Qg = (O )gyy v ' = 0.
Por lo que, Q¢ = 0.

De donde, f es el elemento deseado.

Corolario 5.2. Sean M un A-moddulo de presentacién finita y p un
ideal primo de A. Si MP es un Ap -mddulo libre de rango n, exis-
te f € A-p tal que My es un A -mddulo libre de rangon .

Sea {x'i} ] << una base del A

<n p -mo@ulo M

p° Entonces existen

dos familias  {xj{ 1=i<nY §%if 1 <j=p de elementos deMy -
de A-p respectivamente, tales que x} =(x;/s;) 1Z5iZn .
Puesto que cada elemento de la familia {s;§ ;= ;< es invertible -
en AP , Se concluye que la familia {xi /1t 1 <i =pes también una
base del Ap -médulo libre Np

Sea u: A" —3 M el homomorfismo definido como u(ei) =X

1=iZn , donde fe;} (< <9 1abase candnica de A",

Entonces, u® 1: An@A A, S M ®1AP =M , es biyectiva.
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Ademis, debido a que A™ y M son A-médulos de tipo finito y --
presentacidn finita respectivamente, tenemos por el _lema. 4.6 que
los Ap -médulos (A" )p y M, son de tipo finito y de presenta-
cidn finita respectivamente.
De la proposicién anterior, vancluimos entonces que gxiste
f eA-p tal que el homomorfiamo ug AP ®AAf—> M®A Ag=Mg
es biyectivo.
Es decir, My es un A; -mddulo libre del mismo rango del
A; -médulo (AR ), , o sea de rangon .
Proposicién 5.6. Sean A unanillo y {fj] ¢ ] una familia finita -
de generadores de A. El anillo B = [{ Ag es entonces un
iel

A-médulo fielmente plano .
Puesto que cada Afi es un A-médulo plano , asi ta.rfxbién lo es -
B.
Por otra parte, sea pe Spec(A) .
Por el comentario que se hizo después del corolario 3.3 sabe--
mos que p eXfi para alguna i€l . Es decir, existe f; tal que
f¢p .
Por lo tanto, p f| Sfi =@ . Lo que implica pfi = pAfi ¥ Afi
Asi, .

pBCpar X MAs o8B

¥i
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Es decir, pB #B para todo 'p eSpec(A). En especial mBy¥ B pa-

ra todo men .

Proposicién 5.7. Sean A un anillo y { fii una familia fi-

iel
nita de generadores de A. Entonces,
i) un A-médulo M es de tipo finito si y sdlo si para toda i& I el
A.fi -médulo Mfi es de tipo finito.
ii) para que un A-médulo M sea de presentacién finita es necesa-
rio y suficiente que para todo i€I el A; -mddulo Mfi sea de --
i
present®cién finita.
Las primeras afirmaciones de ambos incisos se siguen del lema
4.6. Por otra parte, sean Ba IT Ag y N= o Mg .
ier 1 ier 1!
i) supongamos que para cada i€ I el Af -mddulo M; es de tipo
i i
finito. Entonces debido a que I es finito el B-mddulo N es de -
tipo finito
Ademés, N= M@, 1T A, - M@AB.
ier 1
Y ya que B es un A-médulo fielmente plano , tenemos que M es un
A-méddulo de tipo finito.

ii) supongamos que para cada i€l el A.fi -médulo Mfi es de pre-

sentacién finita. Entonces, M, esun A médulo de tipo finito -
i i

para toda iel, asi por el inciso anterior M es de tipo finito. Es

decir, existe un eniero positivo .n tal que la sucesién
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A" B M=o
es exacta.
Por consiguiente, si R =ker(u) la sucesién ,
0—>R— A" L5M—50
es exacta.
Y por el lema 5.1 tendremos que para cadai I la sucesién’

S AT MM 0

£
es exacta.
Asf, debide a que Mfi es de presentacién finita y A?i es de ti-
po finitc; para toda i€l se concluye que Rfi es un‘Afi -médulo -
de tipo finito para toda iel .
Por lo tanto el inciso anterior nos asegura que R es un A-médulo -
de tipo finito. O sea, existe un entero positivo m tal que la suce--
sién

A™ —3R—0
es exacta.
De dgnde, la sucesidén

AT S A3 M —50
es exacta.

Y puesto que, AT y A" son A-médulos libres de tipo finito, M

resulta ser un A-médulo de presentacién finita.
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Lema 5.2. Sean A un anillo, My N dos A-médulos y

u: M N un homomorfismo. Si u Mm — Nmes biyectivo -

para todo meQ , entonces u es biyectivo .

i) (u es inyectiva) . Supongamos que el elemento x de M es tal que
u(x) = 0. Entonces up,(x/1)= u(x)/1=0 para todo men iy vya
que up, es inyectivo para todo ideal midximo m de A, se sigue que

x/1 =0 en Mm para todo meﬂ . Es decir, h (x) =0 para todo

ideal méximo. .

Por lo tanto, x =0 (ver demostracién del lema 4.1) .

ii) (u es suprayectiva) . SeaT € N, entonces para cada mé Q, --
existen x'eM y t'_ € A-m tales que, (u (x' )/t' ) )=7/1 . Por --

consiguiente, existe t';né A-m tal que u(t;mx )= t;’xt;ni_‘

Para cada mén , Sean X m t;lx' y t'r'ntl'_ﬁt entonces, xeéM y

m'’

tm € A-m para cada men’ y u(x) =t 7 .
Sea Ez el subconjunto de A formado por tales elementos tp, .
Resultari entonces que E- no esti contenido en ningiln ideal méxi-

mo de A . Por lo tanto, el ideal generado por Ex es el ideal A.

Asf, existe una familia finita {t de elementos de E

mi} 1%i<n

. i m;
i®1 1

De donde, n=. i . a; tmi'ﬁ
i
Yyaque,t Ta-u (x;) con x; eM para 1ZiZn, tenemos que -
i
Ts{ a; u(x;); o sea E-u(g a; x;) .
i*1

i=1

tal que i a t = 1, donde a; ¢ A para 1€ i=n.
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Por lo tanto, como t . 3y x &M, concluimos que para cada
i®l

n €N existe x € M, tal que u (x)= T.

CARACTERIZACION LOCAL DE LOS MODULOS PROYECTIVOS

DE TIPO FINITO .

Definicién 5.3. Sea A un anillo . Un A -méddulo P es proyectivo

de tipo finito si es sumando directo de un A-méddulo libre de tipo

finito .

Teorema 5.1. Sean A un anillo y Pun A-médulo . Las propieda-
des siguientes son equivalentes.

a) P es un médulo proyectivo de tipo finito .

b) P es un médulo de presentacién finita y para todo mé Q » P es
un Am -médulo libre.

c) P es un mébdulo de tipo finito y P_ es un Ap -médulo libre para

P

todo p @ Spec (A) . Ysir_ esel rango de PP , entonces la fun-

P
cién p —) rp de Spec (A) en los enteros, es localmente constante
d) existe una familia finita’ {f§ ;o ; de generadores de A, tal --
que para toda iel, el Afi -mbdulo Pfi es libre de tipo finito .

e) para todo ideal miximo m de A, existe f € A-m tal que, P

es un Ay -mddulo libre de tipo finito .

a) implica b) . Por ser P proyectivo de tipo finito, P es sumando
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directo de un A-médulo libre de tipo finito L. . Por consiguiente,

la sucesién

es exacta.
Sea R™ ker (u) , entonces R es sumando directo de L. , es decir,
existe un A-médulo Rjtal que R @RI = L. Entonces, R¥L/R,
debido a lo cual R es de tipo finito.
Asi, existe un entero positivo n tal que la sucesién

A" —3 R —50
es exacta.
Por consiguiente, la sucesién

A"y L3P _50
es exacta . ’
Concluimos entonces, que P es un A-mddulo de presentacién finita
Por lo tanto, para todo mé& Q Pm es un Am -médulo de presenta-
cién finita (Lema 4.6) .
Por otra parte, ya que existe un A -mddulo P tal que, L= P@P'
tendremos que |

L@, A_= (PQ A_ ) (P '®f‘m) -P_ @P'l;n para todo

mef] .
Y debido a que L es libre tenemos que L ®‘Am es un Am -médulo

libre para todo me Q .
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Por todo lo cual P esun A | -médulo proyectivo de presentacién
finita .

Y ya que, Am es un anillo local para todo m(-Q (ver demostra-
cién del corolario 3.7) , se sigue que P, eslibre .

b) implica e) . Se sigue inmediatamente del corolario 5.2 .

e) ifnplica d) . Sea E el conjunto de elementos f del anillo A, tales
que, Py esunAg -médulo libre de tipo finito .

Debido a que para cada m{ﬂ , existe f&(A-m) (\E, concluimos
que E no puede estar contenido en ningiln ideal médximo de A.
Por consiguiente, el ideal generado por E es el anillo A; es decir,

existe una familia finita {fi} 1 de elementos de E tales que,

iSn
n
ltz a; f;,a; € A,
i
rl
Por lo tanto, ifis ] <j-<p genera alanillo A,y P; es un -
iz i

A, -médulo libre de tipo finito para 15iZn .

£

d) implica c) . De la proposicién 5.7 i) tenemos que P es un mé-
dulo de tipo finito .

Por otro lado, por corolario 3.3 para cada p€ Spec(A) existe un
fndice i €1 tallque, P C-Xfi . Por consiguiente,

P
Asi, el rango de Pp es igual al rango de Pfi » Y Ya que este es

P = (Pf )pA (ver demostracién de la proposicién 5.4) .
i f;

finito también lo es el de Pp .
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Y para todo pe xfi. la funcién p — r, es constante. Es decir,
dicha funcidén es localmente constante.
d) implica a) . Consideremos el anillo B= n A; y el B-mbdu-
ier 1
loM= T P, =P@B.
£.
iel 1 A
En virtud de las hipétesis, para cada i €I existe un entero positivo
nj tal que Py ,A?i .
i i
Sean = max (ni‘ » ¥ definamos para cada i€1I el A; mébdulo li-
i6l i
bre de tipo finito L; = A,
i
Entonces, cada Pf' es sumando directo del correspondiente
i

Ag,-médulo L; . Por consiguiente, L .if;rlLi es un B-médulo -
libre de tipo finito y M es sumando directo de L.

Es decir,. M es un B-mddulo proyectivo de tipo finito. Y ya que B
es un A-médulo fiel mente plano, concluimos que P es un A-médulo

proyectivo de tipo finito.

c) implica e). Sea m un ideal méximo de A'y supongamos que r_ =n

Sea ‘xi} | <j<pund base del A -médulo P , entonces

para 1 i =n tenemos que x = ( P; /ti) conp; ¢P y t;6 A-m

y ya qut;. (ti /1) €A para 1 Si=n, el conjunto fpi- /1 §

es también una base de P, .

Sea entonces {ei; 1= ;<lg base candnica del A-mddulo An ); con-.
sideremos el homomorfismo u: A" 3 Ptal queu (e;) =p; para

1=iZn .
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Y para todo pe xfi la funcién p —) r, es constante. Es decir,
dicha funcién es localmente constante.
d) implica a) . Consideremos el anillo B= n Af y el B-médu-
i€l

loM= IT Py =PB.

iel A
En virtud de las hipétesis, para cada i €I existe un entero positivo
nj tal que P =A7L,

f; f;
Sea'n = max {nil , y definamos para cada i€1I el A; médulo li-
iel
n

bre de tipo finito L; = Ag
i

Entonces, cada Pf. es sumando directo del correspondiente
i

Ap,-médulo L; . Por consiguiente, L ..'II;C'IL-1 es un B-médulo -
libre de tipo finito y M es sumando directo de L.

Es decir,. M es un B-médulo proyectiﬁo de tipo finito. Y ya que B
es un A-médulo fielmente plano, concluimos que P es un A-méddulo
proyectivo de tipo finito.

c) implica e). Sea m un ideal ma’.‘ximo de Ay supongamos que r . =n
Sea ‘xi} ] <j<nund base del A__ -médulo P_ , entonces

para 1 =i <n tenemos que x, = (pi /ti) conp; «P y t; 6 A-m;

y ya que. (ti /1) €A para 1 Si=n, el conjunto {pi- /1 §

es también una base de P

Sea entonces {eif 1= i slg base canbnica del A-médulo An y con-.

sideremos el homomorfismo u: AP —> P tal que u ( e; ) = P; i:ara

1%iZ%n .
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Asi, tenemos que u, : A; —-)Pp es suprayectivo ; y ya que P es
!

de tipo finito, se sigue de la proposicién 5.4 que existe f € A-m

tal que ugt :qu -> PI" es suprayectivo .

Sean g' € Ay Q= coker (u) , por el lema 5.1 concluimos que

1 = LI . ] N

coker (u'g! ) = Q'g" = (A gip) -

Y debido a que Q¢! = 0, se tiene que coker (uf'g' )= 0. Es decir,

para todo elemento g' €A el homomorfismo uf'gt : A?. 1 =3 Pf. '
g g

es suprayectivo .

Por otra parte, c¢) nos afirma la existencia de una vecindad Vi

de m tal que sip GVm entonces, rP = n. Y puesto que ngf geA

es una base de la topologia de Spec ( A) , existe g €A tal que

m (-Xg < V;n . Por lo tanto, g ¢ A-m, y para todo p€ Xgel rango

T, es igualan .

Definamos f{ =f g . Entonces, f€A-m y u, es un homomorfismo

suprayectivo, Ademds, si p€ X; , se sigue de la férmula 3.6 que

. ’ . n -
P .xg , es decir, rp =n. Por lo tanto,. “‘p .Ap —_ Pp es un
homomorfismo suprayectivo, y Pp y A; son Ap -médulos libres

del mismo rango para todo pe€X; . Por consiguiente, u, es un iso-
morfismo para todo p e X .
-1
Por otra parte, si q es un ideal primo de Af yp= l:f (q) , entonces
n n
A = A P = P | . identifica conu_ (ver -
( f)q P’ ( f)q P Y(uf)q se 1den P(

demostracién de la proposicién 5.5). De donde, (ug), es biyectivo
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y en especial (u; )mn es biyectivo para todo ideal miximo m'de
Af ; asi, del lemg 5.2 se concluye que u; es biyectivo, lo que -
implica que Ps es libre de rango n .

Corolario 5.3 . Sean P un A-médulo proyectivo de tipo finito y
m un entero positivo tal que para toda familia - §x;} ;< _‘.nde ele-
mentos de P, existe una familia {a;t 1= ifnde elementos de A, -

: X.=» 0 . Enton-

no todos divisores de 0, y para los cuales Ta; Xy

i=1
ces, para todo p ¢Spec (A), se tiene que rp< m.

Sean pe Spec (A) y r= T, - Sea tyjf 1= j<yna base del
A_ -mbddulo libre P_ .
P P
. <13 1 -
Existen familias {x j' 1=j =y !s} 1< _<_rde elementos de Py
de A-p respectivamente, tales que, v = (x'J /sj) para 1= j=<r.

Sea s =

1

s . Entonces,
1

T
v = (x'J s/sj 8) m (x'J;r s; /s) para 1Sj=r .
1)
Definamos x, -x'j 1,7 gpara 15 j=r . Entonces, vj = (xj /s ) don-
irj
de xj eP .

Sea r'tal que 1=r'=r, y consideremos la familia ‘{le 1= <1.nde

elementos de P.

Para toda familia [aj} 1‘j‘r' de elementos de A tales que
[}

t .
i a; x; =0 , tendremos entonces gque t (a.j /1) (x.i /8)=0,
in 1

j
1
es decir, (a; /1) y; =0.
J-Zl J J
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Asf, (aj /1) =0 paral <j=r'. Por lo que, existe una familia
it <j<p'de elementos de A-p tales que t; a; = 0 para
1<j=<r'. Osea, todos los elementos de la familia fajt 1<je r'

son divisores de 0.

Por consiguiente, m no puede ser menor o igual que r.

Corolario 5.4. Todo médulo plano de presentacidn finita es pro--
yectivo.

Sean A un anillo y P un A-mbddulo plano de presentacién finita.
Entonces, para todo meQ v Ppoesun A -médulo plano y de -
presentacién finita (lema 4.6 ) .

Y ya que A, es un anillo local, P, resulta ser un A, -médulo
libre.

Por lo ’tanto, el teorema 5.1 nos asegura que P es un A-médulo

proyectivo de tipo finito .

RANGO DE LOS.MODULOS PROYECTIVOS . »

Definicién 5.4. Sea P un A-médulo proyectivo de tipo finito . Pa-
ra todo p €Spec (A), el rango del Ap -médulo libre Pp es llama-

do el rango de P en p. Y se le denotard por e, (P).

Proposicién 5.8. Sean A un anillo y P un A-méddulo proyectivo -

de tipo finito. La funcién f:Spec (A) —2 Z, que asocia el entero -
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rgp (P) a cada p e Spec(A) , es continua .

Sean p €Spec(4d) y Vi(p) cualquier vecindad en Z de f(p) . Por
el teorema 5.1 (a) implica c) ), se sigue la existencia de una ve-
cindad Vp en X de p, tal que, para todo q GVP el entero --
rgq (P) = f (q) es igual al entero g, (P) =£f(p) .

Por lo tanto, f(VP ) € Vf(p) . O sea, fescontinua para toda -

p € Spec (A).

Corolario 5.5 . Sean A un anillo y P un- A-méddulo proyectivo
de tipo finito. Si X =Spec (A) es conexo, entonces, f: X -—) Z es
constante .

Ya que la imagen continua de un espacio conexo es conexa, se tie-
ne que f (X) es un subespecio conéxo de Z.

Por otra parte, supongamos que existen p y q en Spec (A) tales que
f(p) #£(qQ) . Entonces, {f(p)} 4 &y ¥} o £(X). Y puesto
que, [f(p)} es un conjunto cerrado y abierto de f (X) para todo -
P € Spec (A), concluimos que £ (X) no es un subespacio conexo de Z;
lo que contradice nuestra primera afirmacién .

Por lo tanto, f (p)= f(q) paratodo p y q de Spec (4) .

Corolario 5.6. Sean A un anillo y P un A-médulo proyectivo de -

tipo finito. Si p y q estin en la misma componente conexa de
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Spec (A), entonces, rg, (P)= T8, (P).

Corolario 5.7. Sea A un anillo entero o un anillo local . Enton-
ces, para todo A-mddulo proyectivo P la funcién f: Spec (A) —3 Z
es constante.

El corolario se sigue de los corolarios 3.5, 3.6 y 5.5 .

Definicién 5.5 . Sean n un entero no negativo y P un A-médulo -
proyectivo de tipo finito . El entero n es el rango de P si

g, (P)=n para todo p eSpec (A) .

Haremos ver que si existe un entero no negativo n tal que

gp (P) =n para todo p € Spec (A), entonces ese entero es dnico.
Sean A un anillo y P un A-médﬁlo proyectivo de tipo finito . Para
todo p € Spec {A) el Ay -médulo P, es libre de tipo finito; por con

siguiente, el A

-médulo P ®(A /PA_ ) es libre de tipo finito
P P 4. P P

y el rango de dicho médulo es igual al rango de Pp .
Por otra parte, (P, /pP. ) TP_ & A_ /pA_ ) para todo pé& Spec(4).
P P P =ap P P

Y debido a que pAp es el ideal midximo de A_ , tenemos que

P
Pp /pPp es un espacio vectorial sobre el campo Ap /pAp para ca-
da p e Spec-(4) .

Asi,

rango (Pp®apﬁp /paL) -[ P, /PP, 1 Al /pAp]
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Concluimos entonces que,
rgp (P) -[ P, /pPp : Ap /p.Ap ] para todo p e Spec(4)
Por consiguiente, si existe n tal que g, (P) = n para todo
p €Spec (A) , entonces n « [Pp /pPp : Ap /pAp] para todo -
p ¢ Spec (A).
[ 1
Y ya que para cada p & Spec (A) el enterot Pp -/pPP : Ap /pAP é

estd determinado de manera dnica, se sigue que n es Gnico. Ya

dicho entero se le denota ‘por rg (P).

Teorema 5.2, Sean P un A-mbdulo y n un entero no negativo.
Las propiedades siguientes son equivalentes ,

a) P es proyectivo de tipo finito.

b) P es de tipo finito y para todo mé () el A_ -médulo P_ es li-
bre de rangg n.

c) P es de tipo finito y para todo ideal p €Spec (A) el Ap -mddulo
Pp es libre de rango n .

di Para todo ideal meﬂ , existe f€ A-m tal que el A; -médulo
Py esilibre de rangon .

a) equivale ‘a c) . Se sigue del teorema 5.1 y de la definicién -
5.5.

b) implica c). Sean pe Spec (A) y m el ideal defltal que p& m.

Ademds, sea f{x} | =; <, una base de P,,, entonces como ya
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hemos observado, podemos suponer que x; = (p; /1) con p; € P pa-
ra 1 <i<n . Sea entonces, u: A" —3 P el homomorfismo tal

1 = <

que, u(e; ) = p; i=Zn, donde le;] j«j<, eslabase-

canénica de A"
Asfi, o Anm —> Pm es biyectivo .
Por otra parte, si S = (A-p) , T=(A-m) y T'= (A -PA_)), enr
tonces, ST =S . De donde, existe un isomorfismo j de Ag en
(A )(T'; a saber aquel que hace conmutativo al siguiente diagra-
ma T
ha

AT 1

hST hi
A Ar
Ag Agpls (AT)T
Por loque, A_ =(A_ ) = (P y
P “mpA Py ' m)pAm

up : Ag — P P se identifica canénicamente con
n

(u_.) : (A_) — (P)

m pAm m pAm m pAm
Por lo tanto, como u_  es biyectivo, (um) A también 1o es ; lo
que implica que up, esun homomorfismo biyectivo. Es decir, Pp
es libre de rango n .
c) implica d) . Por teorema 5.1, para cada me Q existe f € A-m
tal que, P; es un Af -médulo libre de tipo finito.

Para cada mé€ Q consideremos tal elemento f .

Como ya se ha observado P_ . (Py) qf , por consiguiente, -
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puede deducirse la implicacién en forma aniloga a la resolucién
del inciso anterior.

d) implica b). Por el teorema 5.1 d) implica que P es un A-mo-
dulo de presentacidén finita, y por lo tanto, de tipo finito.

Por otro lado, para cada mGQ existe f&é A-m tal que P; es li-
bre de rango n y (P¢ )mAf = P_, dedonde Pm es de rango -

n.

Proposicién 5.9. Sean Aunanillo y E y F dos A-médulos pro-
yectivos de tipo finito. Entonces, E F es un A-mbddulo proyec-
tivo de tipo finito y rgp {E ®F)= rgp (E) - rgp (F) para todo

p € Spec (A) A

Ya que E es proyectivo de tipo finito, existen dos A-médulos M'y
E', siendo M libre de tipo finito, tales que M= E (P E'.
Anélogaxhente, existen N y F', siendo N libre de tipo finito, tales
que N =F® F..

Entonces,

M QN X(E ®AF)e(EQF' )P (EQNB(E'QF)

Y debido a que M 8‘3\1 es un A-médulo libre que tiene por base

a {"1 6Yj§ , 15i Sm, 1= j=n; siendo  Ix§ )< i<m
y' fy} 1= j=n las bases de M y N respectivamente, se sigue que

E @AF es un A-médulo proyectivo de tipo finito.
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Ademids, si p € Spec (A) , entonces,
EQRF. - (EQ ® a_~a (EQF= E F
(EQF) - (EQ N a4, * 2 Q (EQFH: E,Q,
y
> = E_
E, ®A F Ep@Ap (Ap®A F) = By ®Ap Fo
Asi, el rango del Ay -médulo libre (E®AF)P es igual al rango -
del A, -médulo E, @APFP .Y,

rango (Ep X Fp ) = rango (Ep ) rango (I"p )

A
O sea, P

rep (EQF) =rg, (B g, (F)

En adelante, A denotari a un anillo conmutativo, con unitario y
neteriano. Y P serd un A-médulo proyectivo de tipo finito.

Sea m un ideal méximo de A, P (m) denotari al A/m-médulo
P/mP. Y paratodo s ¢P, s (m) serd la imagen canénica de s en

P (m).

Definicién 5.6. Los elementoss; , ... , s, de P, son lineal-
xﬁente independientes en me ﬂ , si los elementos s; (m) 'son li--

nealmente independientes en el espacio vectorial P(m) .

Lema 5.3. Sean m;, ... ,my, elementos de Q , dos a dps =
distintos y sean v; € P(m;) 15iZn . Entonces existe un ele-

mento s P tal que s (my )= v; para 12iZn.
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SeaC(i =1;{rm.j yentonces no existe ningiin ideal miximo de A que con-
17)
tenga a todas 1as(:(:l ; ya que los dnicos ideales primos que pue--

den contener al producto &i , son aquellos que pertenecen a dicho

producto, es decir, - los ideales myp,...,Mmj_ ) ,MmMj |, .., My

y para cada uno de estos existe(Q( tal que q ¢ m;j igj . Porlo
i

que, QX = A. Asf existen eieai 1=iZn tales que "E;e. =]
11 i='l
Por otra parte, para cada 1ZiS n elijamos s; € p tal que
si (m;) =v;;ysea s= i: e; s -
i=l
Entonces, para cada m. se tiene que

s(mj)-i);l e (m;) s; (m;)

Probaremos que,

0 si if]j
ej (mj)=)_

1 sii=j
En efecto, e; € 0‘1 ﬁ’mjc m; para toda iy j, es decir,

S , ifj
e (mj) =0y T=1(m)= £ e(mi) aei (mi)
j=1

Por lo tanto, s(mj) =s; (m;) =v; para 1 ZiZn .

Lema 5.4. Sean R un anillo, M un R-médulo libre de tipo finito y
‘b} 1 - 3

j<s una base de M. Sea m’éQ . Los elementos de la -

familia {m- i ad J} |=i<n SR linealmente independientes

en m siy sdlo 51 la. matriz de nxs ( q ) es de rango n.

Para 1 <i=n tenemos que

P, = P +mM=j§laijbj+mM = Z ;:
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Por consiguiente, cada P; estd representada por los coeficientes

., . ... ) 1%
(o, a,) =7
Por lo ta.nl:o,'[?1 ,?2, e e, 'p'n son linealmente independientes

si y sblo si el rango de ( 613 =n .

Lema 5.5. Si ) y e e e s, son elemerftos de P, el conjunto

F formado por las xon tales que s}, ..., s, sonlinealmen-
te dependientes en x, es cerrado en Q .

Existen dos A-médulos L y Q tales que L= P@Q siendo L li-
bre de tipo finito.

Sea {fj] 15 9, una base de L. Entonces,.

8, = f. 1 Si%h
1 121 aij j
Para cada xQQ , el lema anterior nos asegura que el rango de la

matriz de hx s ( (¢ ) es menor queh . Por consiguiente, ﬁara
: i} X
i . x A — .
cada submatriz de hxh de ( ai),i' se tiene que

det (A) =0 (mod x); o sea, para cada submatriz A de nx n de

(aij) debe tenerse que det (A) € x .

Sean Al e e e, At todas las submatriceg de nxn de

—— . (4
(@ ), entonces, si @ es el ideal generado por la familia
i3
fdet (Ak')z 1 <k <t ° claramente se concluye que QC x si y 8&

lo si x € F. De donde, F=V(&) .
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Lema 5.6 . Sean R un anillo y MDNsF R-mbdulos . Si F
es sumando directo de M, entonces, F es sumando directo de N
En efecto, se tiene que, existe un R-médulo F tal que
M= FEPF' .
Entonces, para cada n €N existen feF y f'e F'tales que,
n=f+f. Y ya que, N 2 F, se sigue que n-fe& N; por consiguien-
te, f'e N.
Asi, N=F+ (F'AN) . Y por otra parte,

FaA(FANS FaF' =0

Por lo que, N=F@(F'NN)

Lema 5.7. Sea se€ P. Para que la aplicacién a—>»as de A en
P identifique a A con un factor directo de P, es necesario y sufi-
ciente que s (x) #0 para todo xe Q .

Necesidad . Por hipdtesis existe un A-médulo P'tal que,

P=As P, adem&is, supongamos que s (x)= 0 para alguna
xGQ. Entonces, s= Zn: X, p; % €x,p; € P para IZi%n.

il
Por lo tanto, s= §& x; (a; s+ p'i) con a;&A y p'i(- P'.

i=1
Por lo que s = ixi a;s, yasi (1- i xa;)8=0.
i= iz
Y debido a que la aplicacién es biyectiva concluimos que
le ﬁ x; a; ; lo que contradice la hipétesis de que x es un ideal -

i=1
maximo de A.
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Suficiencia . Por ser P proyectivo de tipo finito existen F A-mé-
dulo libre de tipo finito y P A-mbdulo, tales que, F= P @P .
Sea fuif | =iy Um@ base de F. Entonces, hi = p; +p'i con
€ Py p';eP para }-‘- i€n . Porlo que,
] <. <
s=£ u =P X P +y X P conX;€Apara1lliZn.
'i_.1C(i ! ifq it i={1 i
Y en virtud de que la expresién de un elemento de F en términos
1 L. .
de los elementos de Py P, es Ginica se tiene que S a igl alpi .
Y ya que, s (x) ¢xP para todo x& Q , concluimos que el ideal
generado por los ai es el anillo A. Debido a lo cual, existen -
A 1<i<ntales que & =1 .
Piet 1223 4 if.lo‘pi
Consideremos un elemento v ¢P y tomemos el A-mbdulo
Av @F, el cual es un A-méddulo libre de tipo finito que tiene por
base a la siguiente familia: [v, Uy, o ooy unl
Probaremos que Qul -pv P -ﬂv , v] es también -
1 n
una base de Av'@ F.
En efecto, supongamos que

<<
a.i(ui -Biv) +apn+ |v=0 con a; € A 1Z5iZn

i='1
Entonces,

2 a;uj+ (an"'l_-ilaiﬁi)v =0

iw] i

de donde, a; = 0 para 1=i=n vy a’n"'l',f;l aipi.o
i

Es decir, dicha familia es libre .
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Por otro lado, si x € Av@F, entonces,

xmav+f=ay+ &ai u;con a; ¢ A 1=2i<p,
; i
Y puesto que cada u; = v +(u; - se sigue

puesto q i /31 (u; ﬁiV), e sigue que,

x-av+t a; (v +(ug - v),)-(a"'zai )v*t(ui- v)

L, 0 4 LEf vy el

O sea, la familia . {ul-Av, NP -~Av, v] genera al

A-médulo Av @F.

Se demostraré ahora qué la familia [ul -ﬂ V, ¢« oy, upn -p v, pf
1 n

es otra base de AP F.

En primer término, demostraremos que dicha familia es libre .

Supoﬁgamos que,

n
&1
Entonces,

12 a; (uy -ﬂlv) +ap+) p-itlai (v -ﬂiv)-o- an-:l igio‘l,“i = 0.

De donde,

a; (ui -piv +ta, 1P= 0 con a; € Apara toda i.

.iif;l (3'1 *ansel O) W *ig;l -3 v

Por lo tanto, de la afirmacién anterior se tiene que
- " < '
G ta Qg 0 I'=iZn yig a'ipi -0 .
P - - -r; -
Asi, a; .an+1ai 1Ziln .
Por consiguiente,

2 .17 %n,l lthﬁ .i# .-aipi-o .

- - - .1<€i=<n ,
Por lo que, a; §n+la1 0,.1<€i*n

- 114 -



Es decir, la familia es libre.

Por otra parte, v= Q. - (uj-Av)+p v u= v +uy -ffv
i):_1 oglui- A % Ay y -4
De la segunda igualddd y por la expresién de v se tiene que

i= 0 (¢ -Qly -pMv)+p+y -0~
57 B0 Gt R -2
De donde,

am L -qﬂ (5 -Av) + pp+(- ﬁ+1)( -4 v)

Tidj A AT AL E ’dd
Debido a esta igualdad y a la primera de que se hizo mencién se
concluye ‘que la familia '(urp Vi o o0, Uy -pv, pl genera al
, _ 1 n
A-médulo Av@F- G.

Por lo que, A v @ F=Ap A' A'es el A-médulo generado por’
la familia i =NV < - .

vy pi 1<i =n
Por-lo tanto, Ap es sumando directo de G y como GDF DAp, se

sigue del lema anterior que Ap es sumando directo ‘de F,

Teorema 5.3. Sean F un conjunto cerrado de .Q ' X1y e 0 ooy Xp
elementos de F, distintos dos a dos y v; & P (x;) . Sean ademis,
815+« oy By glementos~de P, y linealmente independientes pard
todo xen -F. Si existe un entero no negati'vo k tal que

h+ k Srgx (P) para todo xGQ , entonces existen s € P y un conjunto
cerrado F';deQ , tales que :

i) s(x;)= v; 1€i%n .-

i) #;, . . ., 8, y & son linealmente independientes en todo
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xe(l-(FUF"

iii) ht (F') 2k

Dado que A es un anillo neteriano,rz es un espacio neteriano (coro-
larico 3.7 y prqposici6n 2.1) , as{ todo subespacio deQ es nete-
riano ( proposicién 2.1) .

El teorema serd probado por induccién sobre k .

Sik = 0, escojamos F' -n y s&@ P el elemento cuya existencia
nos afirma el lema 5.3,

Entonces N

)s(x;)av; l<iZn.

ii) 8] s + e+ +» Sy, Y s son linealmente i.ndependiente‘s en todo -
xXe€ Q -F' ; por vacui&ad,

iii) ht (Q) ZT0 ya que la altura de todo cerrado es mayor o igual
que 0 .

Supongamos que existe kZ 1 tal que, h +k=rg, (P) para todo

xe Q . Entonces, h+(k-1)<h+ k =rg  (P) para todo er .

Por las hipdtesis de ind-u.ccién existen entonces ue¢ Py G cerra-
do deQ , tales que,

iYu (x)-v 1=i=n .

ii ) S} » -+ s 8 Yy u son linealmente independientes en todo -

xefl - (F UG).
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iii') ht (G) T k-1.

Sea L el conjunto de-ideales m&ximos de A para los cuales .

8]+ + ¢+« 8 y U son linealmente dependientes . Claramente’
L<cFUG.

Por la proposicién 2.4 L sblo tiene un nimero finito de componen-
tes irreducibles; as{ si G' es la unibn de las componentes irredu-
cibles (las cuales son conjuntos cerrados por la proposicién 1.6)
de L que no estin contenidas en F, entonces G', es un conjunto ce-
rrado de L. Por otra parte, se 'sigue del lema 5.5 que L es un --
conjunto cerrado de Q , iSor consiguiente , G esun conjunto ce-
rrado de Q

Por la caracterizacién de los conjuntos irreduciblés tenemos que -
toda compopente irreducible de L que no estd contenida en F, estd
contenida en G., por consiguiente, e G.

Y ya que L es la unién de sus componentes irreducibles (proposi--
c.;én 1.6) se tiene que L& FUG .

En vii'tud de estos resultados podemos afirmar que G' es un cerra-
do de ﬁ'tal'que:

ii ') 8 » - -8 Yy u son linealmente independientes en todo -.
xe{l - (F UG)

Ya que si er (F U G'), entonces, xé.n. -L.
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iii") ht (G') 2 k-1 .

Puesto que G D G', la proposicién.2.5 nos asegura que la condi-
cién iii") se satisface.

Entonces, por la proposicién 2.6 toda componente irreducible de
G'( las cuales serdn, por la proposicién 1 -7,.algunas de las que --
formaﬁ a la unién G') tiene a.ltqra. mayor o igual que k-1 . Si todas
ellas tienen altura mayor que k-1, se sigue de la misma proposi--
cién que ht (G') Zk; por lo que el teorema quedarfa demostrado
Supongamos asi que no todas las componentes irreducibles de G'
tienen altura mayor que k-1 y sean Gfl, C e ey G'm las componen-
tes irreducibles de G' tales que ht (G'“) = k-1 para 1% &=pm ,
Para cada & escojamos un ideal miximo Y tal que

Y ] G'a -(FU gg' ) . Entonces, ya que para toda & yo_* F,
se tiene por una d: las hipbtesis del teorema que los elementos

8; (y«) 1 $i <h son linealmente independientes en P(YOR) para
toda & . Y puesto que, y“G G' C L para toda ox. , entonces, por
la definicién de L, concluimos que u (y“) es combinacién lineal
de los elementos s; (y“) ‘para cada 1€ m .

Por otra parfe, h<h +k= rgya (P) para toda & , por lo tanto, pa-
ra cada €& < m, existe un elemento w & P(yc), tal que

8 (ya), .« -, 8 (Vg ) ¥ Wgq son linealmente independientes en

P (Yd)'
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Consideremos el conjunto cerrado F U G' y los elementos
Xjps oo o0 Xpo Yl_’ o s ey ympertenecientes a esa u.ni6n ' Y
losh +1 elementos 6;, . . ., 8, ,ude P, Ademés, para cada
X; escojamos v, € P (xi) iguala 0 y para cada 1¥ &X «m sea
Y ¢ Py, ) igual a wy .
Mostraremos que estos elementos y el entero k-1 satisfacen las hi-
potesis del teorema.
En efecto, x; ,{-xj, si i4j; por hipStesis; x; y Yy Para toda pare-
ja (i,&), ya que xi'G Fy a* F vy finalmente ') ,(% si

1 . '
(- 3 p » Puesto que y, € ‘GQ y %‘ Gq_ siqy P .
Ahora bien, six¢ ] - (FU G') se sigue de ii") que
8)» ++ e, 8, y u son linealmente independientes en P(x)
Y por dltimo, (h+ 1)+ (k-1)= h+k=rg (P) para todo x & §U
Asf, por la hipétesis de induccién existen t ¢ P y un cerrado H de

Qtales que :

") tx;) =0, 1=i%n ty )= g 1S =m .

iif”) 8], ++ +, 685 , U y t sonlinealmente independientes en

todo xe [Q<(FUG"UH) .

iii'"") bt (H)Z k-1 .

Sea L' el conjunto cerrado den + que consta de los ideales mﬁxi--

mos de A, para los cuales s, , . . . , sh , u, t son linealmente -
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dependientes . Entonces, L& FU G" U H.
Sea H'la unién de las componentes irreducibles de L' que no estin
contenidas ‘en F UG' ; entonces, por las mismas razones dadas pa-

ra G'_, se tiene que H' es un conjunto cerrado de n tal que:

iiiV) 8)» « -+ Sy ,u y tsonlinealmente independientes en io-
do x¢ Q (FUc'UH") .

iiilV) bt (H") ® k-1 .

Entonces, existen componentes irreducibles de H' que tienen altura
igual a k-1, o bienu y H' satisfacen las condiciones i), ii), iii)
(este Gltimo hecho se puede observar de manera andloga a como se
hizo para G').

Si la primera posiBilida_.d se realiza, consideremos las componen--
tes irreducibles H'l, RN H'r de H' que tienen alturé. igua.l a

k-1 .

Para cada 1.‘.# < r, sea zpe l-% «(FVG'V 2;1')‘) Entonces,
para todo ‘g se tiene que sl(z/6 Yo + o -4 8 (zﬂ) y u('z/3 ), son
linealmente independientes en P(zﬁ ), ya que , ? é (F Vg"(ii"))
y f(zP ) es combi.naciéﬁ lineal de los elementos 51(78 ) T 8, ('zd )
y u (ZP ), por ser Z'B elemento de L' . Asf, para cada 15/6 <r
existe )slﬂ € A(zp ) tal que ¢

z )™ ) u(z, Ymod (s (zn)s - - - » 8 (2o ))
Heg)* oy ) mod o (5y) . (op
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Aplicando el lema 5.3 al A-médulo A y a los elementos

Xl o e Xn s V1s o o s Vmos 2] 5 ¢ o o, Zp;

-l =v; e P(x;) lfifn,o.vaep(‘yu) 1IT&@x<m vy
A}Bi‘ ;56 € .P(zﬁ ), 1S4 =r, concluimos que existe un elemento

f € A tal que:

\J
iv) £(x)=-1 1=i=n, f(yg)=0 l1%a=m yf(z,). A para

A
lfﬁ:"r‘.

Definamos.s « t-fu, entonces, s¢ P.

Por otro lado, si K es el conjunto cerrado que consiste de todos -
los ideales médximos de A para los cuales S;» -« +,8 Yy 8 son
linealmente dependientes, entonces, KC F UG'UH' . Y por las
mismas razones dadas anteriormente, si [K.\,} es la fami-

vel
lia de componentes irreducibles de K qﬁe no estin contenidas en -
. .. . 1
F, entonces, F es un conjunto finito y si F -Ygr KT , entonces,

F'es un conjunto cerrado deQ tal que, F'€ C-' U‘H' y KCEFV F'.

Probaremos que F' y s satisfacen las condiciones i), ii), iii).
Por ii'"') y iv) se tiene que

a(x ) =ulx;) 1=i=n
Asf, de i') se sigue

)s(x;) =v; 1=i=<n
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Sea x ¢ n ~«(F V F') , entonces, xe€ R- K. As{i, de la definicién

de K conclufmos

iij)s}, ... ,8, y s son linealmente independientes en todo

xe (| -(F UF).

Probaremos que toda componente irreducible de F '(que_ por la pro-
posicién 1.7 ser4 alguna de las IS‘) . tiene altura mayor o igual
que k, lo que implicari

iii) ht (F')> k

Ya que ht (F')>k-1, entonces, ht (Kp )= k-1 para toda Vel .

Supongamos que ht (K ) = k-1 para alguna 3'05 l" Entonces -

)

(]

puesto que K?o < F' tenemos que K‘;C c'VH.
Asi, la proposicién 2.7 nos asegura que Kro es alguna de las com-
ponentes irreducibles de G' UH', las cuales por las observacio- -
nes hechas é.nteriormente, son de la forma G:x. o I-/Ié
a) Supongamos que Kro = G:x para alguna &« . Entonces
Yo € Kro y por consiguiente, tenemos

(Vo) = g ) (v ) ulyg) = vy
y debido a que s, (ya), « e+, B (YQ) Y Wq son linealmente -
independientes, se contradice la definicién de K.
b) Supongamos que K‘.o. I-‘Ié para algu.nap . Entoncé_s, z € Kro
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s(z, )=t(z, )-f(z, ) u(z
| 2g) = tag )t (2g) u(2)
™ Por lo que,
s(z, ) ., u(z )-Xu(z )md(;(z Yy o« o5 8 (2p))
p) 2hp g Spp) et "A

Asi, por iv)

s(z 0mod (8i(zg )5 « « .., 8, (2

Lo que .contradice la definicién de K .

Por consiguiente, ht (Kr) > k-1, para toda §e r . Por lo tanto,

ht (F') 2k .

Teorema 5.4. Sea A un anillo tal que su espectro primo es conexo.
Todo A-médulo proyectivo P es la suma directa de un A-médulo li-
bre y de un A-médulo proyectivo de rango menor igual ‘que la di--
mensién de ﬂ .

El teorema seri demostrado por induccién sobre el rango r de P.
Si r =0 claramente se satisface el teorema.

Supongamos que r =1, entonces, a) r< dunn o bien b) r> dim.Q.
a) sir f(:lim n , entonces podemos tomar al A-médulo 0 y al
A-médulo proyectivo P como los A-mddulos que satisfacen el teo-
rema.

b) si r >dim ﬂ . Aplicamos ell_tveorem,a. anterior al conjunto cerra-

do F = ¢, tomandoh . 0 yk=r.
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Asi, existen se P y un conjunto cerrado F' de n tales que:

ii) s (x)# 0 para toda xéQ’-F'.

iij) ht (F')>r .

En virtud de la hipdtesis iii) no puede darse a menos que F'a 3.
Por lo tanto, s (x) =0 para todo xe ﬂ .

Por consiguiente, el lema 5.7 nos asegura que P se identifica
con la suma directa de A y de un A-mddulo proyectivo P

Ya que el rango de P' es r-1, se sigue de la hipétesis de induc-
cién que P' -L@P P'" donde L es un A-médulo libre y P es
un A-mdédulo proyectivo de rango menor o igual que la dimensién
de Q :

Concluimos asi, que P= AL @P" .

Claramente A@L es un A-médulo libre, por lo que el teorema

ha quedado demostrado.
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