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·. f l, ~l1ili:fo~ót'2Í~· ' 
: l t,'. ~ 

' ' ·, : '"~ . "· :. ,/.. .. . :·, , ~ ;:. 
'todo só crit.tfc!:br{~m 1<f.>c6togó:t~fo··do los·espncios p.l .. 

J • :f . . 

Hef'.<.mmcfa: Rourko ;¡. f:ir:.mlerao~: t:nJ~ .. 

:;ion, X un O!Jp::icio topolo:.gico. Un !t\;ilQ en X es u11a fl:11ciÓn 

oolitinun 1: .31 __ ... .., X cl:intlo sl os la cr.d'erct de tlimonsibri l. 

·Un ia.zo ce llaoa dm~J,q, si 1 .. 0s lnyr1ctiv:··. 

Un.·~ D cm X 0:1 ln. imaGon !(.6) d0 .uno. función con.t:lnu::i 
~f 

, \' llo do$onorcdu :f:4 .. -"'> X .iJiondo A .un <lil:tpl-ajo de d:lmenaiÓn 2. D fJf) 
i( ·. 

llaliHl ¡ilrie1Q,ni ·si f no.es inyoctiv:i. 
. ·.; 

llu t.urcilmente el mismo cli;:;co D puede ,3er la :unagr.;n d" vnrinc 

ftmcionos con tinun s. Uosotroz estamos . i11t0res.:\clos on mocli.fi.c.:i r 
1. •• • . 

el dfaco .D .;}; el'.lto lo hacemos de'. dos manora:o. · Unas v0co,<J. cumbi.:1n 
' ' . . .,,. .. ', ,,.'.' . 

do· la funcfon, m1n·~;1üon<10 l'.1 :i.rnagen igua.1 1 pero u1tür:::ndo nl-

gun:is do sus pro~)icdades que proceden rle la funcio'ii pz.rticular 
~ 

( cortfis 'do Dehn). Otra:; voces c:..:mbiaremos la imagen; co_rao 3e 
" 

ve en .. ocas:i:ohes es conven*~nte ha.bb.r _ele un diéco (D,,f); enten­

diendo· por ttal el C:.i3co D y una de~ern:l.nadn. funció'n f:h---=> D. 

I.emn. d.e Dehn 

\ ' Sea u uua v2riednQ_dq. diinensió'n 3 •. COmJ;aCk y cori fron-tera 

110 v::id:a (~o naces'iri~men·~~ c~ne;<;a~ ;d bi·ientrlble¿ y ªª" D un dis; 

co en iJ ·kl ~ue DMM=~D es ia' imB~'.Jj'~n· de cu!. fa.:f·a sÚole no cr:.ntra.Í­

ble Rn ·J i.!¡ entoncAs <;l;:ir;te un di3co D' no Gingi¿hr taJ. que 1!1'11JM= 

JD':gD• 

tin _dira~o.1singular q~~ c.um1ila 1as hipo'tesis del lemr,,, de Dehn se 
'·, 1 . . . . 

lle.mara- un disco de Dehn. 

' ,, 



¡' 

-d~.·),; 
. . . ·¡i·. 

Tbto t•.::;i:·r:i:: .fue cnttnÚ~;.lc. y ·f.aJ :i:ilen ~9 ;·robndo :¡ior fk:hn ll) 
: • .. , ; ¡ : 

en l:?iO. I'ara;:~·!'.;..-::~opoulos ¡¡:ro~o copx··,ctnm.on,t·J ol ·~eoror12. en 1p57 

rú. Viq1alcy:dnl·:opo..!loc. ~c.ibÍa:. :P~~b:idJ<~ocó d~t.ec 11.l t:eonlilm dol ia...:. 

~o [5.l ó inr.1e,1l.·ité;li'.cntc ~:l l•n:d' (le D9hn probó el taor,1i:u:. d0 l~. od ... 

f'.'!''.o 11,:i;jo id','Ót.11~:1:> rr.;;~rj.ctivM, 'h"h..i'.if1c::id :J S;1a_;1iro proh~ron 'JIJte 
(. . , .. · 

tll tlrno tC'o·.cer:):.t cm1 to<l ,. i:;cnorslidnd. oo.1fi.rm~ndo 1.ina :·1001.J•:::cha el e Fox 

fm:;,tli ·~ovowJ rr:fero11~;e '.11 u:io do ~:;1lic'loio11cs cu1iriontea doblor:r •. 

C. t. . ( I'] , .,..,· "¡ i~' •l 1 ·' ,. 1 nl J . "' " Al ~~ · ov.illingi!l u reunía r.n umi r.:.olt: c .• , o.o .e citl o _e.1 •. r,e; . ,..,o J ,. 

"··· d~ Dchn,. Whitohe:id (ffl y W~lltlhi:u~·B~ [ 7] 2'!''.)fj8!1bron di•1r1::·cns gene-

ma t::-nto 'en dime11;1i1m(l;:; t'lltrin cono an tlinenciÓn 3, Qo::o ~Ju.stituycudo 

' un dürno ¡ior tU1'.' :rnpcrfic.ic cie g·n¡cro arbit1"·rio .. 
" ~ . . ·- - - -

En 1<> r;itcrant~ a este ,t_:::~gb~-J6a se e:::~-:ondr1??-, en lé:.S i:rimer:~c 

dor; soccionec, rur.,u.lt::clos refn·ent0:~ :i po::iic:i.Ó.vi. rio:-mal. El;. ic-,g :.nc­

cioncn 51 617 y G se vor:n lns ::iport:iciono.:> t1uc diC Joh¡¡n;:;on. {21, 

r,a prueba. flUO diÓ Pcpakyrfol~oroulos ne discutir~. con rl0bll0 0n la::: 

3ecciones 9 y 10. Y 11or tÍl timo 0:::i la ::iec ·= iÓn 11 s0 
,, 

e:Qondr<i la rle-



; .T.~) -3- .• ... 
'' ")/. 

I :'·.. ·, "' .''cí, 

· \ 2 Dismlnuc!on del con;junto füf ,¡j,nfiíi1:' dd des r1e D. 

··;·: Sin sf,D) in~ disuo d~ii:.Qe11~:c~~~e~f~o en !•i, }~n. estfl··Bt;c!JiÓr( 

se probaru 'Jlle sl conj!.lnto de' a111'j~tiíud.dades de J) puede ser dfa.: 

:Úinuldo por rncdl.o rJe iáotop!.~$ ~en.· 11·• P.rim~~-o s0 prob.'lr"~'l 'c-csul-
¡ · .. ,. . ' :'.! ~· . ' ' . 

b loo para el caso f•i•'R .. µo!• med,io <1,~ trie..2gulaoir)nes y rnov5.rnien-
,.' ,, ' •• ~ '< ,_. 

tos de\vertices; •.aer;undo, cctbrL!'em~~. D.pó~' rr:edio de c:trh=> flli M 

y aplica-ce:non inductiv:irr.enfo loo r~ai.ilta:los de R
1 

a caún carta, 
:•', 

Definicioner~ .-
' , ,, 

1.- Una funcion continu~ 

Fi X~I .:---• Y~l 
nreserV<'I ni.V1'leG si 

1''(.x, t)cYx:t pa2a c1\da t'1 

2.- Una i~rnto11Í:t de Y e.'l un homemor.i .. orfismo 

H:Y;:I -----~ YxI 
au e preserva ni ve 1 es y tal que H0 =:id. A H1 lo lléi:n.tremon el ho­

rneomorf.i smo fine.l de la footopL.:i.. Decimos qtH:· !L1 es isoto'pica 

n L~ identida1i. 
I 

3,- Unr • .tsotopi::i tle X en Y €.S un"' inmersion c11.1e prer3ervA. nlvFJles 

l~:XxI. -----)< YY.1 , 
Decimos oue P

0 
y F1 son isotopic~s. 

·4 .- Una isotopÍo.. c!P~~1 fi ,h '.<:1 su'bcon.'nnto úc..x si F /UxI= F xid lUxI. 
. ., ' t) ' . 

5.- Una isotonÍa F tiene so·:1orte en .. F _sL? í'i ja X-U. 

r~coe que F es mod V si F fija a v~ 

6.- Sea Y un esr:·acio métrico. Una homotopfa 

' "' Tr:mbien rlJ.- . 

f:Xxl --"'.-:JI' Y es _una [..::horn15topÍ2 si par<i ce.da 

(x,~)•XxI, d(f(x,o),t(x,t)) 
Una· isotop.L1 :E':X.xI ___ ...., YxI es l1:1a C-isotr:roÍa sil;::_ composición 

HF:X¿;l ---~Y es .:.ina (-,ho:;iotopía. 

J',- El conjunto de sb.::;uh:•irl::ldes de una función nntinuél 

,· ... ' 



'·"· 
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·' 

·,·.;..~1-. 

¡/. 
, .,, .. ·~;¡ ;. ": ·. ~ .. : .,; ' . . 

.·:i:::Y..--"'.-~ Y áenocrido.po:r:: s(.t)cX, .estJ..,de.fínido como 
'...el~~/ X X, 'fff·if(:-:);l'~ f.:·' >.} ·. ''..' ·,,·. ;., .. ' e 
·•.. . . Sea [:(f)"'f(s:. fiionde·i_f} 1~Yx/'i 'x, Jff f(x)~i f . . ·.' 
. A lon p•.rnto:J t:n l., {f) i6n\~~;<.itur~6s :e_~htos.rárn;.i, en ll.(f) . .E!,llltO~ 

doble~:, eniJ (f) .P.untos'_-t;delfia, etc •.. ·:' 
l'odeniou dcsco•nponer S(f) ~n im:1 :unitfn-.~jenr-t S(f).,V s~ (f). 

,.~ ~' .. 

. ·. Pro¡ioaic!dn 2.1_.. Seen B", C~ bolas y h.,, ht:B'" ----"'> e" homeomor­

finmos. loa cual ea coir:cí'1en en ln. :i.·ron-l::era il"', entoncea \,, h.L son 

. isat6picos en el.' ambiente mocl 3"'. 
~"!!..:. Podemos tomar !=J":::c"'::I" y construir el homeorr.orfismo 

H: I" iI como sigue 

H. =h.,, H.,.=hL, H;i~xl={h. /I~xid)',,' 
Ser:t x=(O, Y:Jt:I~xl y tomemos -

' H(x)=x y H/I"xl la definirnos corno la extensi~n ,, 
conica desde x. 

"· ./ / 

¡,,/ ·~ . ,./ "~ 
;......; ____ -'-_ __, . : . . . " . " _..___ ______ __.¡ 

~~, 
. '~ .... ; . . ·_:. 

Prouosicio'n 2.2 Sea (f,,D) un disco de Dehn en R.¡. 

· existe ~un par (f' ;n 1 ) que cctmple: ' 

Sntonces · 

. . 

i) Dada(? O existe una [ -isotopía H con scrporte compacto la cual 

termina en h_¿ R¡r ___ .; R3 con h.s..(D)=D'. 

ii) DimS(f' H 1. 

iii) Dim S¿(f')=O para 1~2. 

·~ 
Se:i K una t:'iangulacüí'n de D y suponf5amos. que v, ·, ..• vs son 

Jos vértices de K conteni_ dos en ]d D y v , ••• v.., los vértices con Jr1 - , · -

tenidos en D-Bd Coi Para cada veÍ·tice v.· con s+1::-hn tomemos trn" 

vecindad compacta ~!.; tal que stV.; c.N; y defin8.mos un é/t homeomo.r. 

fismo con t=n-(s+1)' moviendo v~un poco y. extrndiéndo linealmente 
, ' . . '' " . , 

·. 1 a su estrella. Hemos reern-p~i;1zr1do v.; por un nuevo vertice a.l cual 
·:; i llamanim~s w¡, ·y lo escogeremos de tal modo que se cumplan las co.0_ 

;,&;¡,i'.~\;s:.;s~~i\i'.ii:J,~!,.\:] D!J{'.~;;;;;;;;JI~§7~3-7;;·);,i'~~:~]..r~'.;¡'.'~'-'?~::'~'.":~·;'&H%1.c_... . 
• • 1 • • • • • • ··~ 1¿. ;~:/·~'.'.~~-;~a~·:;~~;~~~~r~?{:~wi;~1~5-:t~~~~~~)ff#f~jts;p~rfü®-
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~··~:: 

i.i,'\:f 
. ,·,: 

\: ·· ·' t ;).pXi;iovirriierito lineal q1¡te l1enwt-i 'definido es' la. identidad fue-
/U· · ' : ra .de !t: y po.r la TJro?ooici.y'n 4.1

1 

•• es e}" final de una, iso'topfa ll.; .·. 

llorJl;!¡t ,.¡ ,,,·:· .• ~on ~op9rt~ en clÑ , la }Cuul JHJclerncs ~~t0nccl· por mediO cir. la' Jde• 

•.~.:,, .. ~.~.·.~.··.· ti dad ~ ' · 1 ., 
.~ Sea f': Ll.--°" n la funt.üon sirn91icia.1 cuyos valorf!s en los 

:r véi·tices. son vol ••• '~ ,. .. ~ ... , •• ,Ol;l._ y r;ea !i 1 :::f 1 (ll). 3olarr.ente falta 
proba~ qu·e (r 1 ,D 1 ),cum:plen Úis <;'OndlCJ.ones i},i.~),i.ii). 
Pnra' démost:t'ar i) tomemos. l~ .Í.a6topÍa . 

H: R1 xI -~-!> ff" ::d definida como 
H(x,t),,f,t:·n¡(v ,t) .·doncle x=f..i...:;.:. y AC.(0,1; ••• ,n) 

. ''"' ' ,.,.A . 
(H~~id si i&(O, ... s) 
. .. § H(x,t):::(x,t) para uR~:..n 

~ . . ; . ., ·. ' ... · . ' . . . . '. ' ' ... "; './ 
Es obvio ct,ue H es u11a E -isotopia 
ii )Se sigue de la cQndlóión(a). 
iiÍ) :~e.: ~i17,t1e ·de 1~. ci~ndici6n })) .' 

.• •'•1. '. 

' 1 
1' ,­

.... , 
.1 

) 
,.,·-1 

! . ~ -~:Kt 
Pig. 2 .1 



'.· 

,¡i.t(;'f!,: 

·'·-·· 
1 }_ 

··~ º. • , 

.i:ligi.tif!lÍt.<J fW 
• ,. . ·~. ! . . 

. -~.;:~¡.:~·.·.'> .... '·.· .. '. :·. 
· 1\r: .. n'.nos1oidh· 2:~ 

. ..-.. ""~ .... 
'>co .d.º: Delrn e;n1, 

neo. 1) 111).iii} .. 

.- ,_, ... ,; ::. J' ... .,>. ': ,. ·: :.. 'l . ', 

•tna eenerali z:id .. ori':da¿:;l'a pr,oposi el Ón . 2, 1 •• · 
' , . . ·.: ..... ;< >·( .. , ::;; .. '~:~:1).f~( ~·A?::~,~·~':,~ : : • - , ._ . 

sel) J.: liri;i. vrtdedl!l,ifa'i¡Jím'e!lsi6'n .. ;·t·N~n YD 
c·:Jtor¡i:ea cixli1te·{'f·~.;~fl:·q·~1e.cumpl~ fas. cónd.foio-

.. ' ,.,_. ' . ' . '··' 

~:!' . ,.";,·., \ ' 

lli2!.E.' Se<1 B. 1-::t>, ••. , t unn cubior-t¡;-¡ 'de D consJstetit•J ·ic bolas 
l . . t:· . .. ' . . . · .. 

de 
1
tUrnenBiÓfl; tres,· sea Dr~Q. DflB 1 • En.'j:oncés D ... "'D. 

¡, i '. . . . , • , .•.o ..., . .. ,, ' ¡, 
'··. J¡q dernostracion se ri;;r:::· 0:t por induccicm• .. 

Para i,;,O tene~1os D,.....,,D()lJ,J.,. Sea U üna vecindad de Bo horncomorfa a 
'-' . • . \.1 . . J 

·.:'RJ ,(u";'~u un c~l?.nr). Aplic:.1~do la propo0~GiÓn 2.·1 a D0 .'í U queda 
demostrado. el pr5.rner pwo. 

Suvon3;1mo'o nue la l:üyiÓtr.s i.s · f~s v '"rd;iiJerR pnr:>, 1'-1 •.. Corno ri;¡ te:J 
... . 7 

tomemos !.!na vecirid~c~ U c1e T.lr homeomorfa a R.J y sea A==Díl!<r. 

Escogomos 1 .:Por ~t.mlicoiéb, una é../2 isotopia fIJ de r.: r¡Lte ll<~ve a 

· D ~n Ft1,(:¡:>). y t::il que· !q Ü)c.U. -Apliq1¡ei:10s ej . .result2.rlo anterior 

a. iq (A) y obtenemos UM &/2 isotópfa )! 11 de U y una par1!lja 

(.i:;,Hl'H{(A)) que cumple hs propiedades .U.) y íil). E:r.tr~ndarnos 

a t cor medio de la identidad. Comoonieridb las 1os iMoto·! s - ' - -~(,, ,,·¡)8. 

obtenemos el resultado füweado. 
. :.;u ,. 1-• 

·· T!'Ansvers:üidac1 • ..; Suponv.rnos qtrn tene¡nos un disco '.tue cumple 
• • . .,, • . ' . ~ : •. • 1 . ' • ' • ; • 

las· condiciones de 1a proposlcion ant(l:dór y en el que J.os ptwtos 

iiobles''y. trtples localmente ~e vedn c~;¡¡o intersección de planos 
: , ·'~ ' ' ; : '' • • • , ' _·.' ~ ,I_ ' ' ' 1 , • ' L • • ' 

de dimenniow2 como so muestra. en le.s .. figuras 2. 2a ~;/ b~ A esta 
, l > • ' • ': • 

. . <'p::opied1ed ~.~.le llama· tr~ii;~~rs:üi.~~~.: · La definición ez la si-
gui.ente:· '•·• 

; D0

eci!nos que f i x--~ y es. tr;:i.nsversá en el punto do ble (o tri­

< ple) YtY si existen lliperpJ.anos: Ap. U~i . 2~1~ 3 cine ric;san por~l 
o y dimA-.==2, una vecin:'Íad N.de'.ien Yy una inmersión i1:N--~rt.:J :i 

éon h(y)~0 y tal qtte hf lleva a ~n~ ~eCi~dadd~ xj F1~y) en una ,.. 

veci¿dad del O en Aj. 

Proposicion 2.4 Sea D un disco de ~ehn bontenido en M~ 

existe (f', D') con TI y D' i sot~nicos y• f' tr~nsvers~ en los 

to~ dobles y triples. 
• ! 1 

' .. :·· 





,;, .;.8-

S~!rl V um;.\.ve\:iwird de y tal qu6· :J~Y".". 3·;at:c · 7anios y ~ ir clos 
nuevos.,puntos ü;v(fjen,yi y y'• ·le tai. manera que a~ extn,.,.lcr e•·-·· 

:.. ' : - . ' '. :·.'..~ ',:'. . -. .• • ..!,. ~·.. . ;;) • 

te movimi.enb H sty no se int.ródúzcan "ni.11;~vas si.n3ulnridadeis;. 
I'or la ~1rOi)~Jsi 11i on 2. 1 ea te.;ko~lmi~Y~ to es ,fr f .i l'l"!1 do una '.Go- ·.· . 

, " . .· . . .· ,:.. ·r .. : .,,·, . ·-' . . . ; 

top1é\ con so¡:ort~ ocl:npucto •. :,?rocedleitdo de ip; 1w1 rr:anertl p.'lra 

loa puntos trJ. ~1li::r3 f!!J loa ·üh~ies f. no sea t~·ansverso obtene­

mos an disco D'::f 1 (6) tal que :tr cumple tr:in.sversa1idad y una 

isotop{a de M ~ue lleva .a Den D'. 

que d ees t'l m2.nr;re. hemos oliminado puntos do !.:les y tri-

ples aisléu1os o S':a que los pt;ntos. dobles tr;?.ns·¡eru:~:!en se encucr:­

trrin fonnrmdo cLtr·v":s dobles lrrn cua1 e8 :mede!1 :;er Rbll:lrt<:rn o ce­

~·:r.·ada.o y 1ns puntos trip1P'1 tni.nsversales t=:Gt;tn en 1a intersec­
cion de dich:.i.s curv;w. 

Ahora sar.ongnmos 11ue t~~nemo::i un punto rama P"D• ior defi­
ni.ciÓn p ea un pnnto no singuJ.m·, pero toda vt~c.Lnd'ld de p con­

tiene puntos singuh.res. Un :p:.1.n to rama resul t;;.rá s.::;:r. el extré­

mo de un arco doble como se mue~tra en la ficura 2.4. ~n ~unto 

rama se reconoce por lo siguiente: Si se torna una pequc;a esfe­
ra S con centro en -;i, la int.ersecciaÍ1 de e'sta con D será tma cur 

va no singular, 

En general si ter.emos ... un punto X&D y tomarnos una 2-esI'era 

S con centro en x y. llama1nos L a DnS se pueden pret-;entar las si­

tuaciones siguiente:3: 

1) L .es una cur".ra no singular o L es una sola curva sinr;ular, en 
el primero de 1.os c<.sos x es un -¡)Unto no singular (J!'i1:; 2. :;a)y en 

el segundo un punto rama. , .· 
·'. ' , ·~ 

2) 1 está:·fornw.da por l:;i union de dos curvas sini?;tüaresr.qe se in-

tersectan entre si. En este caso x es un ÚÚnto dohle (Fig. 2.5b) 

. 3) L esta formada por 3 curv'as no .singulares ajenas entre SÍ. 

4) '!arias curvas singul~res .las cu?..les se intersectan entre si. 

Por medio de movimientos lineales como los q~e se.ha~ lleva~ 
do acatio antzc:·:.·i.,.,:rmente e1 caso 2) se p'.wde redncir al caso 1) 

'obteniendo ~ e?~onc~s un disco isot;?iCo a: ori~inal. Del 

· mismo modo el caso 3} (Jig 2.5c) ~n el cual x ~s ~n pun~d tri­

ple se puede reducir al caso 2) ~por lb tant~ al caso 1). 

Por medio de foducció'n y el caso. 3) el caso g~ner;<cl o sea 4) es 
réducido al caso 1) desa~areciendo de esa manera los puntos de 

.fJfi> ;>a!'a n)3 (Ver fig. 2.5d) .y siemvre el nue·rn d.isco cp<e obten-
.·.. ·"1. ..... ,,,,. . 
·gam'Js sera .iso copico a D. 
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Uti l.i.::·'tHlri •:;)sto S1 timo y los. r .3Ul t<1rlos ·:-: 1.as nro·ioa:Lcioo. 

~es . .:int.:ri.orc:1 :•..: oo~cluye l¿ ~iguicnte vr.oponicif'1:. .. . .. 

Pron'>n!.ci6!". '.!..5 Dado un :11 s co <le Dr·l~n contenido r.n l,T 

"' PXÜltP- un 

{f',:J') 
,. 

JJt·1r bl (: ·'J :1 ] ~lS uni.cas >ilriguláridades e:i D' ~;0r rl:itlcs 

lJ.neas traiwver:;;üe:;, puntos tri ple:·; tr'lniwnr1.iales y :"::1t0s r;¡,mcJ., 

Un d.lsco con l<in ·:::i.r;,•.cter:!.ntic:':S anteriorns ·"" :Lic:r~ 1:·.;e t:st~ 
e!l 1Josi ci<.1r: w.irl'létl. Podemos s1.tponer que cualq:üer disco D conteni-: 

do en M est~ en poslcion ~ormal •. 

/ t 3. Hedeucdon •le. Q.tl 121.rnto rama. 

Cortes de Dehn.-

·bnda la tra~sversnlidad de lns singµlarida1es en un disco D. , . ' , . 
e~ oosicion normal, no bastan movi~ientos isoto~icos u~ra elimi-". ~ , . ' , - ' 

narl:rn y por lo t:1.nto sera neces:.ffio apl ica1• o l.;rol-i :;.et::l'lós. 

El r:iétodo.qtie usnre!!ios se denomina ••cortes de Dehn''lo cual con­

siste en cambiar las sinc,üari<b:1es transversale:..: rior um~s de ti­
])O tangencial. "Sste c2,;u-oio altera 1as propieda'.los de f._¡.,, __ .., J 

. pero no la i:n:it;Gn f (/> >. 
Un corte de ~ehn a le: larga de un segmanto ab contr:nido en· 

··,una curva dotle de D consiste en lo.si;:;uiente: 

'Su!JoflgttViOS que ?. 1 b'ua 11 b''=~·'(ab). Observe:nos o_ue ab esta'." en la 

fJ:'.onte1·a de ct;:-;,_"'.;rci pequeños rect~n;;alos x,y, ~. w y a 1 b 1'-f-
1
(xuy) 

y a''b''c.f-
1(zU·11). 'Al corta· xvyy zuw.a. lo l::i.rgo de ab, !-:e-

mos cortado {' ( xuy) y :!"-· ( zVw). obt.eniendo en 1urs::1r de a 'b 1 y a 1•b 1 1 

cuat:r·o segmentos c 1cf"'(x), d' 'c.f-
1

(y~, c 11c.f"'(w) y d 1c..C'(z) lps 

cuales identificaremos de '1.l:;un~ de las sigüient,es :n:rneras: 

i) e' c:::n d' y d 11 ccn e''. (:S'i!J,:. 3.22.) 

·. ii) c' con e•' y a. 1 cnn d' 1 • (?i¿ 3;2c) 

Al a}1lic0~l' f. o::>:'cene:r:os un r:.uevo disco en el caaJ. 2.2 .. transy::;rséüi-



Pig}' ;5.1a 

,¡·'' 

Fig, 3.1b 

.··~··· ·.· -~~--. 
7---..,.--

; . ~ 

': .. ¡ \:··; 

~~i~iJ0~i':d1ii&\J~;11,rr:a12;~tn i7ttt~i?:v1~1t~~?;lnt;:;7r:w:.~~,;i;i:0'~::;i;;;,;:·· · ,_ · ·· · · · · · · . '·· .. ·.~·. 



:,);L12J..,·· 
. ' ¡,, ' : ~ ·. 

' ''\ r ~~p~r1.:ta:n;13 ¡1 E:.~) u~ ,l'.~~~g :i~l1m.ft.:··:t P· ~Bª \in'l pe,q ¡; "~::i.' .~.;~fá­
· ·•1,ra con cent::".6 er. o¡:.~e:o.tonéefi.:cz,,~o:O'é~ ;.una cu:rvn cerrad.':i '10 airnp1e~ 
·,:_..~1('·~·. ,;,, ,'. ',·;' .; .º ' ... _,' ..... "•:·;, ·~'.; ':·.\>'..J.·~·:;.-,.,;,' . .''.:~~~.•'\' ;'. ~~ :l, '· ' F 

' .··:· :;·,'El :rnrnéro d". singulé.fi:liúfoa {le r;·,eá ·1a multin!ic.i.d·d de l:!: ~ 
)<~· ..... ·, (·) \ .... + ·'.¡~\(¡: •¡:; 1,:~ ,~~l ' 

se.~deno,~a,m !) •• , ·1 1 'i•. ::. ,. . .,· 
! - ' . \ ·"1 1; . ' ·";,~t:' ·,: ' .. · .. : .. ', ;: '' ::>'t' ,.\. ::, . 

. ... Supo:ip;a:1:no 11.ue in(¡)):,1. , .¡Torrie:iws B :una boln de di:neuJi5n 3 con 

:·, :' cm1lr~ én p~ 'Hllri;a1101 Ün'bó;~b gna,;,erny;1.~&e ~ri ri ':l. tér·mir1c\en un 
. pu~t'o:!J\: n, 9om~ &~':r~Jesh;f¡ ;en ia fig;!fi,'j,..} e id,entliic:uern~s 

óP .:non .. OC¡ •.. Obtene:iio:ii ~n ~J~~rb ·,ü seo Di d .. cual no est:! en po~i­
'" .clÓn ·torm~ll pero. apllc~uh!o '1.os :!'esl.ii :~do!:! d·~· la Sr':cniÓn <1ritorior 

. obtene~6~· {~n ~uevo dÍGco D1 .' kn ]JO~d5i) nortnal y que 61mple Jl:is 

~i~uientis condiciones: 
'' 1) ~(p' );.1 

/·' 

i1) Er~ ;ez de p .obtene:f!on dos pu_;1tos p''1 y p' 1 ~ tales qne m(p' 1)( 

·~(p) ~· ~(p' 1 ')<m(p) :('fer Flg:) .• f) . 
.. 1ú) u1 •. e"1.una anrorciw.cion.de n. . ... 
. Propi~c~~1~o i) y il), 'son ~b~iaa;, pa.ra"c1emostrar i ii ). 'tomertiqs Ac.B 

1 \" ~.. , •• >.~. ,:.¡· . • '· . ! .• ; ¡ ! 

lln.éono con vertlce en, p y que C()nte!'i¡;a a P' r~n su interior. 

Sea A 1 otrci cono con intA~A 1 • Tou~emos. la horr.otopia que contrae 

a A e.l punto p y e:x::tendárn'bsla linealmente ~ A'-A. ele t8.1 manHr?.. 

que en la. BdM ·se;~ . .iX:'ideh'tÍ:daLi~ . :Ef.t~1~dam~~ la hom0topfa ~· -~odo 
.·:· · M }ior meáfo· ·.lle la· iti~~ti¡1il4 §~'~6i ¿1lé?~"probado q11~; ~) '"~ ~~a 'cid:}.· 

formación d~ D'.· Tomando la' homotopía: inversa y compr'n t~;\100 don 
. ' . . . . . 

· .. la laotopía de 

:ApHcan~o 

,·el ,siguientei 

D 1 a 'D 11 obtenemos el r.esul tarlo der1eado. 

eh~ia'mo procesó 2. p' '.}11 ' '. ~ ••• 1 etc. ; se ·1demi.wstr'" 
.' '" > . ·~ J "'. ; 

.. ; 
'\• 

Lei~a 30:1'. Dado un disco J) .€n~"'posici~n' normal· e:d~te un diiorno Dó 

err.po~icicfn nórrr{~1 'é1 cu~J. ·~~ dbt~nid{por>def6i·macio;1 deD y en . 

.• el;1.~~ t~do.~ ·. mt~ ~uri'tos, r~~~ ,:ii~~,~~¡m~t~t9,h6'fc1d(; 1. 

Para finalizar esta seccion · nrocederemos a eliminar 1mntoa 

rama cuya lnUl ÜpÚbldád S~~' 1 • .· S~pongam9s.:que tenei!IOS. una CU:C-
" . . . . ·l ' . . .: '",' ;·, .• :;.."' '"-< '· ~ .... ' : ', ; . ' •'. 

· va doble 2 D cuyos extremó$ finales' son .'puntos rama p y e con 

.· ..•. m(p)"'m(e)=1. Si¿ b~nti.:me p1lntos triples (Ve~· J<'íg: 3.S) ern~ie-
.. . . . '. ·. ,·. . ,, ·: ~ ' -· ,-. ;· ·-
cernos a cort::i.r por uno de los .extremos ·a lo largo de -4. y paremos 

' ha~ta que ~1e haya cortado a través d~ ~odos los "puntos tr.iples · 

identifiquec¡:cs co:r,o se muestra en la Fig. 3.6. 

Una v~z elinúnados los 'Puntos triples sigue habienrlo una 

doble ¿"r- con p~ntos rama p' y e reS"!.J. Enipec·emos otro cor_-
¡'',.:.' :·1.' 

·,.J»", 

,¡ 

.. '-~ '. ·. 

:-.. 



·,:;, 

.... ,. 

cort~ ~n 

:'', 

···: 1 

.. ~ 

-r 

¡ 
,, 

. 
, I /.. 
¡•.· .. ;. ''\ .. _-,_ 

}•4. 

\ 
\ 

\',-

I 

\' 

\ 
\ 

1
. ~~.,,ri é.::.v.nv:~::.::..1o;..:t. ;~~ ~.~;/~.:~ i :¿J~ · ~~~1{;:'.:Y·"·~!· .~ ;'« t;ii\·:\•~ ~;., '..:i,'1·f .,·.~::.,.q,_';:¡_ :<""~~.:-.~1<.\'>'.:, ~!, 1::.: .:-.¡,;_;~;~;., > : ' , · .. .- -

~i.~~,~:rií:i'.i·Hi1;%~,fri~\;:i~:¿~f.'iff;'~á .. ~;.J1\\'W:~:;;;'.,;.,1';,~¡"d:h,;;D,: ·: i¡ií \ehf· .. .... · 

\, \!•. corte en.D 

;, 

1P 

Fig. 3.5 



'" ;: 

~,14..;.' 
~ .. • :· ' .. . '· ~: . .>· 

.te u lo. lnrg'.) d,: J.. 1 continuuaifolo;~lla:'ta e. OV:ene·nos e:: itro 2.r:.. 

cv~ h• t~· (2J 1 , ('2 er;ll(V~r hff;~'?3nF; '1dentifiq1drnos ~ 1 con 

/.> 1 y Y2 con (3~~ y obtendreÍno& rloi:l supe~.f.Loiea, una de H11as sin ::: 
frontr.ra y 1fl otJ:a un .. dl::ic·o :p• con :1,enoa punto:'. ram:i ~:t.;:: D. 

'/;'º ·.··· / ' ' ' ' 

y, ' '' .·' (?;. ' 

Pig. 

Re~i ti eod él 

\f.. '' ' 
el mismo proce;;o n:ira 'todos los :;un-tos 1•c¡·r."' ile ti , 

obtener1oe un :) isco TI"· en posiclon _normal tal eme B1L'JX·=Bd'D :1 D~ 

no tiene ount0s r~toca. O sea hemos den1ostr~1o 01 si~ttJ.nnte 

r 
Lem,q 3.2 DGdo >.m disco de Dehn en ponicion D'Jc':TI''l ") é;[}.s-t1~ un 

·disco D'* con BdD=BdJJ~· y b.l nue :rns Ún.icas slngu1ar~.•.h.des sor. 

curvas dobles y puntos triples. 

Un di::;,;o 'ple este en posicicfn normal y aue n:} :~sri;,~, :)1w~.:os 
rama se llar:12.l''1. c::nÓnico~ 

f 4 Eliminac:'..on de curvas dobles .aue no se cortan a 0.i ·üs·~8.s 

.. 
Sea (f,D) Cl.!í dí"so de :Dehn car.~1nico en una )-'1<1ri:da:: '.·!. 

; ,· '. 

I~n esta sec:~i:.n }ffOcederemos a e1i'minar })Or medio de c:)i''t<::s' 

<curv.;:.s de.bles ere D 'JUe no ten~a.n 1;u.n~os tripl<?s. Como porhi- · 

p".Íte1Ü8 3dD es sir:1~1le dichas curvas S'.Jn cerradas. 

Con3ic!ere"e una orient;:;.ci:rn .para A y 19, orie::t:;.ci ;n 1.ndu-

·ten dos p0sibilidqrles: 

i)(
1Cn tiene '~os co:npJr:e!ltes J 1 y J 2 • 

ii) f" 1(J) eS ~OrJSX."l. 

~n 01 caso :l.) tenemos dos Jiscas D1 , 

El ·cris:J i) se' .(}ivi9.e .en nos :.ii1) n1n:q2=ef,· -:l 
D~ con 3dD·=J .• 

t:. J. ' J.' 

ib) DFint n2 • 

.. .:·:;:·,,::; 

ri;c;j¿c:}&,i~fuí~li'.i~~:~rnJ~!~f vi~*i!iqZ%~}::¡;:¿g:~0~i1~tt~itst'~t~r;q;;:;i~·;·'''.~·'··· .. 



....... 
:; .. ·, 

' .•' 

-) 5-

9' . l 

~;o~o ~ 1 é:·~ h(,:n:.:ito;;icnm~.::·t~··.nir:.·_q j' .f/LT·¡·~:.s ~i:· :!':.-:r:é~;r~.i;r~··~s;.;(~:, 
' - ' •. - .··: 1 • • " . • • 

entonces la tr:iy•.":torJa dtHICl'it:t poi·. J. l:t ::o!~'.;"'.:r;.:)1c:i. ·1 O y :T;oi· 

"1,o tnnt6 prccf.'rv-~t 0ri i~nt:tclo~. -!~ñt'oncCr.; .i) n:: do. t~~ntn ·,·n·. v.;~~,:. 

ó;:tdos orí ,-;:ntablet.; cor:10 t:o O"!'.if:nt;r:1bi.es. 

Sn el c;;iü·o :tt) J ·~:e ohti.~~r1e de i 1ent.ifi1.::1r :·:r:t..: P"':.~·:·_:'? 1--!~.te 

p1.i:·:trJs' rle Ll.!1~!. :;~la ·.:u?~v:. r;A:::·r;\.~·1 ~:Lrnple. Se?.'.:' :¡r~.'.'."! vr';'~~i·: ::~!J t1 <'-,., 
¡:;ul:n- d.e J. en:··'.; ·:oc:-il::icnte '.i' ":'' 110m:~o:r1cl'f<.1. a B'-xI ;¡'!'/'\:;a 1,-, 

. . . " .· .. , . ' 
intt~r;:~c·ce.t:J~! r.1f:' -lo:; z;lnn~Js i:~n B~xr (Plg r .... ¡)" C!o:ri.:-1 J P:J ('E'!.''r:'~t,'i;_t 

diebnm'.ls lrfo:'.tifi(::E' B2x~'1\ oon B;::d1 j. lnv'~'·'ti;-:;:-0.r";!lO l1r: !1U'U"Jn-

te~r forrEfH3 ~n nue f.~e ¡n1e•1e J.}t::\~:::!r :: c~-1bo· di.ch;}. Íde~·1r;j_·('i.c".Ci6r: !ie 

t.gl t;lri'1.e1''3 tlUe D(rr rC~.tJ.te f;{!r },·;, irn:.;,:~i~n b;"tJD .!.." (ie Llnt: V!·~eind .. ;..~f 

dF:. f" t,i), '!e11os nti<: escenci"."l1r1cn'e h:,_y :L;s: 1.m.:-i '~0 <::l.,n::; J.a :;.•.1e - . _. 
br:l con •:le ,'l l;.)_· 01J1~:1 l.·.: (~·,e· iík~1 !.ifi Cct t) ! ~ 

.... 
segmento C.">n bd y 

irlenti f.icn bd - -ar~ ()'.Jrt y bd ::: ()JI en. 

'." J 
. 1 

... ...... · ... ... ... . .. .. - ..... - , 

3 Fig. 4.2 

S>?a ~un trie:~ro oricnta:~o r~n T y transyior"t::nosJ.:; 8.. lo l;ir 
. ~ # 

'!;O de J de 4 tal :1~::inera. 01-le ltcontinu.e sier;ipre ~;obrró J y l~, ')I'}en-

·· taci~D inducida r:•;r e1 triedro en cada hoja se2_ la :'d .. smr'. o~;,r-; ne .i.r!, 

d .. d J\ ;;' -"-. n~e~ n T'~C.¡J. "" . "' Y: Pl r1·~ey• .-.~, 0 1::. Í "'e dnce es.e'-' ..... n~o.•_."' e..,_,_"-· '~r qu .. e,, __ ."? .... - ,,,,.J ... -º- _e, n-
ti.fi cr:.ci 0n ~01·esGrv e .. la ori en t:?.ci ·;~ n en D p8~0 ce:nhi ·~1. la c1 e '1"! y en 

- ~ 

el seGundo la orientacio~ de D es cam~iada. Como ~ es ori~nt~ble 
· éFJte Últiiílo e:1EJ no ::-...::.? r1·u.e~1e \:!.::·.r y ·ade-:nB.s se tre:lE:· 'lUt::- i :L) sÓlc 

f ':"o::·)s.'. ~i:Jn ,1, 1 D=:tio un disco de Ili:!hn ca:10'~1ico (f, D) 1 f:;d.s".;e ot'r''.l 

dico (f',D') sin cur~aa cerrad~s Gimples. 

~· 
óaso ia) -· Supor:gqmos que ,T es una curva doble r.n D con f> (.T) =J1(i J

2 



~ .J 1. J 2"'~. Hagamos un ).ax.t-;o. de J conrn se rnUet tra en 
ltt flg;ua 4. 3 i. •· Dearlu!)s d~ !4¡\9ef los dos tipos de idelltHica­
ciones Una de elJ.aa·· c~~re~pbrid~ a ¡¡Ji. cus'<)o BingulHr ('Fig. 4.4a) 

' . ' . ', : ' '. . .. . ' J,:,_ ·.~ ':. ' ~ /. ; ... ; . . . 

Y 18: otra da.:como resultadó Url toró. COlllO,•S€ lnlHJBtra _ii)n 1H ?lg •. 
. . . : ·~ : '• ~~- ' , .. ·,' ' . '. "' ,. ', ( . 

' .. ~· 

· .. ···es····_··.·.··· __ .· 

' -. . . 

·' . . ·.·.·.:-.···,~ .... ··. \.· ·V2 ··~.··.· 

". ··:: :.· .. · .. _··.· .. · ·· .. ··~~'.····· .. ·.·.··. 
- . . . . . 

Fig. Fig. 4.4b 

ib) Co:;;o en e1 caso ar:tei:·ior hacemos 

so1ar.:eilte oUe ahora al identific1.t' de las dos rrarier::.s :o·:.t8!'1e.mos 

a y b) 



.. 
<r·····A·.·.: ,'. '. ·, '. : 
"1· ..• ·.>· .. · ... · .. 

. . · .... :······-.·...,.., ·i...' ._· !' -C· . 0 "' 

Fig, 4.6a 

Caso H): Supong~~mos que J es 

da s:i.r::ple · J'. Al cortar t1 lo 
tes de D, A y A. 1 (Fig. ;L 7). 

,·~~· 
'--··--·~J 

~~-_:.;,, 

. -~ 

"'( ---;z 
:... ______ ...--

}'lg. 4.6b 

la imagen de una sol.'l cu'.!:'111. cerrq­

.largo de. J obtt 1er.ws du~: componen'." ·. " . . . o 
Se2.:: .:!':A'--..,.A'unn rotacion de 18') •· 

en scr.tido pos1tivo, identifiauense BdA' con (BdA-:Bd ) y apliqae­

se f. Es> claro qu.e, f es compatlb1,e con. le. identific'1.Ciein, ·y que 
de esta 1r!anera la." curva singular 4kea.parece. . . 

: 1 •,· 

a ue en·· los tres casos ·Bcll)=BrlD; •. 



I ~,·: 

Sea (f, :J) un. disco de :Oehn cianonido ca.r~nte dé curva.a dobles ... ·· · 

y l1.::i.;i18:r,os J=-J 1\J,J
2 

•• .. VJn t;.lniatema d~ cL;rv~w t1oble~i lle D. J::xfo-

t(.: entonces f:.b ---.J? D tnl que: 

::i) J,·, ;-ireiin~gen dr: J esta fon~:~r.h' por un s.iste;rF:i decur·v s (n1 ne­

c:ct1<1rL11'.;~nte ~ü:r.ploo) H==H.lv .••• VH 11 y f ,identifica E1 con ;¡,j (purile.!2, 
do~Ber imj). . 

b) Si drm curvas do H se ooctnn lo h;:icrm tr.:lnsvers,ürnen'. ~' y e:i ..... / 

puntos d1b1Ps 1 1ue deJisnaremos con ~etras may~ecLll~s. 
e) Sobre cnda aurv~ Je H h~y al necios un ~unto doble. 
ri) En consccuPncLi lrt ~"r·2i?::(~en de un pnn •:o tri. p].(,; .!' de; D r:on~1,... 
ta d r~ t·c:n pun ;;~.s I'' , I", }i"' en /J., La.'3 .ide ntifi c:>,c iorit':> de 1nn 
curvas dP. E rm lri.s cE·rca11.Í2,f; dc.; P' ,P 11 y P"' eat~·n ¡.;nger~das en 

1a fig. 5. ·¡ 

Jhmar err.ms aL:u.;rama rle J oh:in f;on 2 un d :í.sco 6 con nri 8 istem2. de 
curvo::s H=H1 •••• Hn • q_ue Cl)lllplen las condiciones <>.) ••• ·~) etii;üe­

tadas del modo Óugerido por la Pig 5. 1. Los, puntos a, b, h, j ,;. ,.(3 

· se llaman adyacentes. Curvas para1elás 

-pm1tos adyacentes se llaman vecinales,·· 

vas J.)Unteada.s son vecinqles ~ 

'/ . ' 
'•-' 

a H oue p~s~~ p0r los 
En la fig, 5.2 l~s cui-

., 

/ 

L f · · · e: ...... · t' · .._ +. { .. _.J·.1.' .r:~ .. · '.'.·.e· "n . .. ·. a .. igur"" :J;;; !'los mues ra un::i p8.rue -- _,, "" 

.·.' ...• 



' .~ 

. { 

e 
,( 

' ;,_.' 

...... ; 

;~~·>t:.i~ ~~--~-;· '"º···· ·;3.:.' 
·: . .''' ; ·, : .¡n• ... 

1 
' ' . ~ 

e~ ··•·· /> 
.· .... ·.)(, /p··.· ·.·. 
'·/ . '<. l' ',· '.f 

:. ·,~ 

p .. ··x,··.·····. ·· ... · .•.. ··.· .. ·· '. µ .• 

.: ' ..... ' ' 

. : . . ' . . 
• '. ·. . ou-: 

• 1 • • 

' .. ' . . 

' :.¡ .· . ·. . : 
/. . ' ' .,q 

. ' .. . 

-1-}_)-H-¡: ~j ___ ._J,y~-• 
a o 1a ·~·,.:r. n 

: f : fi 
~ ." ' 

'l'.ig. !·3 

/ 

.Un. diagrama de Joh:rnson r.ue co~.Yesponcle A. un .disc'.) sir;gúlar 
una variedqd se 11awa reaü,.,able • · 

·' 
/ 

Dehri ·cre:r~ que au te.Or~ma- ~ra ~al~o ·~;·:i~~1~1A c1_1.{ ün JiR,:i;;'r.~r:r!!?··-/~~ 
·cual no'.se le puerlen quitar.las sin~le .. ridades, ·¡;aro <hh?.oson r1e­

mostró :que ese r1i8.gram<J. r.o era i·ealiz~blP..· Sn l"- fi?, 11.~2 .. S.4 :!los.­

el diagr3ma q11e di6 Dehn .com'.l ':iosit.::.e: contp.e;]c.plo .a.: lema . 
• ·. ': :'. i,_ 

... : 



• ·,i '\ . .'· : ~ 

:-21- ' . 
'F,'n este ejem;); o 1. :w sin~UÜlt·idiídeB :no se. pu~íleri :remov.•=:r· 1 or me:-.. ' ,·. ' 

. dlo de cortes de Dehn; Empezemos lI!f:. corte por uno fte 10f' bucles> 
por oje:n¡!}o por r1_ que contieriá !il4,;r nl 5 (Ver ~'igr1 $.'.:•é.t y b). 

Des!1ues del corte a Í ef~r::tuam~~ las :diai:in tas identificRciones 
. . , 

nttnca obtendre~r1os un disco sinr,ular sino 1o que obteudre:·,os :-;era 

un toro. 

j 
··. _,/.' 

' . d' . 
?ig. 'j,5b 

. . I '. I 6 .Posi bílid;c.d <le Re,~lizaciotJ de un .diaf<!''>.!0'); ae. Johanso;, 

· Sea (.6.,f,D) un riisco de Dehn can6rür,o. 

Definicion.- Entender¡;i•no:; V'.)l' 1wa hojl'L ')í la ir:i{¡3e:, '!r-: ¡; 11~:. ve.cin-' ·. 

r!0'1 ·regalar 1; en Ade tin circuí to cerr".uokcontenido sn 6. ¡ue puede 

ser ne simple. fa1 im~c;en de k se ilarna {ü~.a ¡}e l<;t ':":<)"• · / },,, de-

nota:re;nos 1ior)j(A). Esta curva preeerva la ori-ent~::!iÓn '.1.:e í·1 pne:': 
'.·. . L".·e ., 

es contra.e vlole en h. 
... 

Una indicatriz. :T{$, t} est~ formada é;Or un circulo n·ie::'t':c<fo 

~ sobre D con cent.ro en J 1 y tina .flecha ten D con su or·L'en en r;j, 

cs.nt:!.'o de ~. tal aue: 

a) el C'2c-.tro de f_-1(~) y el origen de f~ 1( f) son. distintos• 

.b) La '.)Unt3 de .f
01

( f) esta en Uni:! cül:'1ra vecinal 
e) Si. el o::.•i¡::e:: de f"1(1') es un punto doble entonces 18. nunta es 

un -~_unto ndyac6n te. 

Trans~~~~e Je unq indicq~riz a lo largo de un~ hoja. Sea una 
.indicatriz J(6,t) con el drculo s~;br'e la hoja~, tr.s~srort::;.mos 
1:1 inn.i.-::rür:i.r. n·l:c l:c.r«o de 1:! cu:;indo J.o hace:r.os de medo n_ue 

~ nó snlr:;a de Ad, recor".-i.endo 'todo el circuito j:! (A). El CP!it!'o · · 

;(·'. (ó}recorre clrcui to k.:A; y el origen r1(t) re­

junto c::in k se identificrtri p;;.ra dar· 

.;··:· 
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·~- '· /. Fig 6.2b. 
. :: f .: ' ,: •f:. ' ..•. , ,· :. . .. ·.. . ' ' .· 
El' ·tr11nsporte de una indfoe.trü;; definé nna relacinri de eoui-

, '; -,. J' ·!·· -, , ·, '1f,.•_ t · ~·::.•'·· ;: : ~·,~· r·.'.,,·.>¡: .. ~·:~.·.f"·~·\/,,':• .. , .. :'·· :.- . ~ ·. '..:· . : '• 
valericj,a eri el conjnritq R de puntos> ady~centes del siguiente rr.o-

, : :: .-_." ';, . ,, ..... ·.·,-;~'-. \ '.I •·:.· ; -·. •• :·~·.·i ~-~ .:~:~_,._.-:·.;;<~}. :: . - i :' . ' 
. do: do~1 pµritos.ia¡l:/aceut¡¡á·,1;iori'':·eouívalér'1tes· sf y ,solo .. si hay; .upa 

' - ' . . . . . ' . . . ._. ·l~ f . ·:, •. ;¡' ( , --~· . . . \· .... ' ," • . . ' :·, ' . . \. . ' . . ' . 

··. :·hoja.?d y ,una indi'catriz ~{¡g,"r ),i,sol:Í:re J:•lal ~ue al t!'ausporta.r a 
' lo l~go ·,A~'.l:f~ · 1~· p~nÚ de ('(t)·~ p~~a· por e~os 1icis nuntos ádya-

. cen~e~. :·:·:'~io'tese ~ue 'do~ punto¿' ádya6~nt~s cdri Úlis1~a denciminacl~n 
son c:iaramente equivalentes~ · 

;··PÓr .. e;jemplo en la figura 
• 1 

mientras que en la figura 5.5 

6. 2 :hay dos clases de eQtJ.i·¡ stlencia 
' •. . . .. .· . . . / 

(el contraejemplo de mum) habra s2 
, lo tina. Sn ejemplos más compliijos· podení~s distine;uir más. de dos 

' .. -· _,;_, . . 

clases • 

. Unicamer:te hay que verificar la propiedad trunsi ti va y para 

.ªn? bast~a demc.strar que la un+in de' h9,jas o~e,. resuÚe º;'n~xa, és 
una hoja.; ·como la uniÓn .. es conexa, entonces ser::t la im8.gen ~e 
~'~Cihdades reg~la~es de curvas ·'.~e~r.ad~~. del rliagrama quG ~~e cortan 

·-:r~~: .J.. 

·,:_,. 
·::/ 
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Fig 6.? 
Las cla;:;es son[1,1+,5,B,l,12):: [2,3;fi,7,1'J,11) 

~ l ..., ,..., r°; .: 1• ¡I , . -·-·Teoi .. nna 6.1 .;n(.~ 1-on._,_.c~on n·eceSr~rie. :r>st:ti'_ir~·i-:::nte.".::1ara !:·JJ.f. un 

.· __ d~gr:1ma ·see~ ::'eaJJ_t.8.ble .es que ';ne.. c:~Ft·2·1;- n·'J c·~·ntEr1r'.::.:. y)1~t!'!~r)0 R.d­

yacªrites op~est0s. 
1~ e ce~ i·~l.2~d ! 8.U!>OflgP:'.:108 q Ue haya ,iJU:l ~OS 2.rlj~:~;>.:;n ~~~;G O íH.l;~~atOS, ;~ y b 

~en una rrisr~a cl~se, e~to11ces uor ~e1inicion~·~xiste una indic~~ri~ 
,T(t, 1) ta.1 que al tr8.nsportarla a lo lar::;c d':: ?d la yiunt~ de f pa- ·· ' 

s:=:. ;:;cr f(::t) :; f(b), esto Sii~:1:Lficc, que f V'.wlvs rsvr.:~t11a E c 1.la1. · 

Si.:tfic.-i~·r:ci .. ~ S~l-;:>C;~lg:ti11os q~_1e,.unc.. cls:Se ~ .. 1c1 cqr:-t1s~1e });1ntos a.d;:race~1-. 

~es o~ues~oB~ :.Jo qu·J ~;e .':-;uie:::."e d-s::noG~!.'~1r_ eS ~iue t:::{is·t~: ,J._!1&'. 3-v:J.-, 
t;ied ~.::. :; 12;:_· la: c~;.i}: ·~1;-Jd.emss ,:.~.u.~11e~~r;ir ~ ·i .. é~15..~·:!?.:1.~·c E:., ~.:..2.¡.~r~~~il~=-· 

Se ~:rc1ce·.~:.::1 ... ( t•. ~-=·ns:.~":J.tr C..ic!1i::-.. "(?.Ti~~.j~1cl j':'l" ~.:edi 1J '.le u~ .:;.::~JJ~i t-
:1·--i"I•• . ~:- - ·~ 

de l~ fis~~q 6.2. 

L~s c~1rv·c:!s v1;e:.D2.lt?s a las ctlr'll:;i.s d.e _H d~~.tlc1.e:!'1 ~\·. 

refti_3n~s ~~Y,Z que son cie~~~it~s:.qomo ~i~ue:. 
X son visc.in·:l<:tdes ·do. los pnntos d<? 
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I • 
socqion ile H. 

2) rer~tones dcble~·Y,'.,veclnd,,;den ele trozos de 1~!,irv:w de H com-··· 

r1rendid::;s rm t.ri:> !;Jni;s nd~cen te~.· co~secllti vo:J. 

3) re;,;iones sim!Jlf!s z ... b.-X•f(. 

La fronter? <le estas r~ci)nes. es 
nL)n de 1'1:" r: 1.trvns 'U'r::ir1;1l e:J, 

ip;ual 

.3e~·dl xl l~l nroducto c1•2 A con e1. ini/!T.:'Val.o .I=C-1, (! , ento!1c-:a 

A C...Ax,'.)\. BnAxI tr:nrl1·ff:'.)S +.~nnbiJn lil::J re;~Lnes IX,IY y IZ q_ue 

~-#~;~:, corresponden rcspE:ctiva::,entr: R Xxl,:!xl y ZxI. A.}::.¡_ tnr>l dF!:l xI 

la 1larn;tre:!:os.6 1 r a L\ b2.Sf'!Á "• A 1»3 ;,1ro;:'<: ·i(l:1 1 s de IX,IY y 
IZ 12n l 'l tap8 LlG l.'l.P1 1.n:?.J.'P.ffiOG X',"! 1 ,Y z 1 rr:a:). y :1 }·aB ::;.·oyecc:io-

noa t~n la base. X'1 ,? 11 y 7'" !··~!S~J. At>Í !~ls:~~) 1·: .. :i'\·;_c•:;i:103 1.i~' ,IY~ y 

12' 'l las r'.~.~;5.0ne2 romprer:ri.id.is entre X J X1, Y y Y', ,, .• 7,1 
(J ./ .:.J , 

J. 1X 11 , !Y" y 1zr1 ··! .latl ré~:ione:_.; cO[L pr 1~Jn~iidnn 12~·1t:!:'~ X ·.Y Xº'· Y y 

Y11 , Z Y· Z", A C-<id.a punto x en la intersecci[r: de dos curv~,.q de 

~íle con•espcnd<>~~·an ailo!'a 6 plintos ar1y:-1ce~1tes: 1.1.:s 4 µu!'ltos ad­

yacentes cJ~p~c~didos enb.m~a dos nuevos pu~tos qdyacE~tes si­

tuados uno en t>. 1 y otro en A" resp. f. estos dos. Q1.11nos a!.l~r:.cen­

tes. 1 es asic;na.r<o'~º~ los s!11bolos ne fal t2oan, a::;f nor ej wnplo e::·: 

.el die.grame. que estamos cons3.rlerancla a Hl 11u0ito. o·ie tlf:ne como 

.puntos adyacentes e~ 6 el 11,12,1 y 2 se le a~re~~r: el 3 y 10. 
l'ara deter:::inar oue Óc1:;to r1éb:: est:u· en Á 1.Y cc1::~. er. .ó" lo r;ue 

"' ~ . se hara sera reunir :mntos de 1::. :nL:ima cl'!.Sr:' en l'l rr.i.s::a su-,,er,-
·· rlcic tauao ll;:i.se. En el diav,rama de la fi;?;. 6.2 la c~;we[1,4 
5¡8,9,12.) VJe.tar~ en la ta;Ja y la clase C2,3,6,7,10,11l t?n h ba­

se. · :?a:ra distinguirlos a' los puntos de la t.<;!~ia les 8.si f¡naremos, 

* y a las de la base *~. 

Extende:r:emos f a A xI de tal manera .qtle las regiones J..A e 

IY se identifio_uen entre si como se indica a cor:tin;¡aci~n: 
a,) En las re,siones tri;iles puntos a-J.}r::i.centss con :;:is;na denorr:í­

.narion se irlentifican entre si lo mismo q:iP. l::is Cill''i'ls aayacen­

tes _comnre11didas e11tre dichtis plintos. Ent'.J:lC":S si IX' ,iX 1 ' e 

IX"' s::in re¡:;io?:2,3 ~riples con P'éX 1 ,:.i."' 1167.",P"'é.X 111 y f(P')= 

f(P")=f(.? 111 
), IX' ,::i.X 11 ,IX"' se ider:tifice~'1 cor":o se :riuestra, en la 

fit,;l!'?. 6. 3,. 
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b) Er. ]<ii: re:::i'Hi'JS ·iob1e~:; IY 1;i. identi.f'.icacl.~n :;e hnce df1. si-

Tomemos una '~ 1 tr1n;c vcci:.al Vi '.111!' unn a l(iS ;rnn1,os ªi y 

!)rOJPC1.: i 1.J~-H.~G Y!(. A ' y V ~ 1 l A" l<:~:.; dt:n:.min~~rr:::nos ;:~::t..~ y 
¡ l. ·'- J. \J 

donde a~* y a~•• sen los puntos 8dyacentes cerca ac ~J·. 
e ~ 

en.1' y A" resn. :~n la f.L[;ura 6. fl, 'l es 1a cu·::;•;a '!ll.ll LlrlG a í i cw: 

6. Entonces 1í 1 es deno!r,ina.dOJ. (11)1* y V" (11)(n·; :.:::s :n:srr.écS ca~· 

vas p•.)rlrían hqberse clenomi.m!dO 64·* y 63·** rewp. ps~·o ;::n·" evi t'1r 

nmbi~;·üed;ides si .. una curva ·esta o:tien.tada rle ªí ::t ª;¡ 
respeci.:.l.v:".S scran den::i•r;inn.cl:rn aiff~ y ªiªs*'" rc:'lp. 

(12)1"' 

lt.t::1 (!urv ~:.!;:; 

L::i curva ::i.
1
. a-;* se iden-tificar':i. con la curva a.,a1 ,; a ·C.;*"' 

" el , 1 ,._ 
(dependiendo de que clase nertenezca ªi). Ext~DdaI!ios a la fron-

.te:H1 de IY de t;;.l "::-:~-:10 que 8u::··\:8s cofl :-nistr:~~ dr:~Dclr:jin~ci~o°= se :.<1e:i­

iifiquen. 35~1 DUPde hqcersQ l'C~que dos cualesq~ler~. ~ristas que 

r,st;in r-:.)b:·e '.m.1 :;ÜSr'ia car<: .. ~e borde er.: IY 1;asan -por puntos ~d:¡a­

cc·ntes o~Y.1estos y tier.sif-1 a::·Jci,~_das dos 8.rist2..s c-on igual IJT'..~"!t~-

lns c·_¡_r·i.~:s se ide~1tifica~ del sir;).lien:te m:1{!0: 54* ~\;n 45·*, 61~·* 

· ... con 41>", 63** con 36~·* y 53'*~· con 35*. 'Al €:<-;;cnd•ir est'~, identi­
i~Jn ·::~1 int. de ·1as ret;.icne·s IY estas se iden-'~~~Lf.ic:::.n d.e 'd 1)8 , 

!?ú sl- caso :-:i.::;.~~ 

:,:. 
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o) I,as l'efíiones si.:nÍiÍes no ;;e idf,ntific'l¡;¡. 

Llame1nos V al espacio obtenido mc·dian':c 1.7.:; id0ntif!C.'1Clones 

a),b) y e), y sen F:iixI--1' V 1.::c 11roy!.:cciÓ' 1vü1:2•1. Es iTr.eii".­

to q· .. ~e V l~~:: Uíl3. )-v2~rieriad co::ip::lc"·~.'J. :_a cu:::.l vtu2.le ~.1er o ·i1u9(iF 11.0 

ser· orientable segifn que las idcntificac:í.ane::i a) 1 b.) y e) preser­

ven o no la orient;;iciOÍ1. IJa BU.V= F(lados l::iter-a.les de xI) U 
F(regiones Z' y Z'') ya que tanto X' ,l 11 como Y',1'' se identifi­

can con regiones en el intAxI. 3e tiene entonces que BdDCBdV y 

q.e intDcln~V. Con esto queda demostrada la se:;ünd'l .pA.rtP. del 

teorema. 
Nó'tes.e que V es una vecind"l.d regular de D y qúe por. lo tan­

to D es un retracto por de:ormacion de Y • 

.; . J 7 Reduccion al caso en que M s•;a orienta'.:i:'.e ,. 

Sea D un C.isco singtüar en uca 3-variedad 11; 3• H el f.ia~e..:n:.J. 
" . asociado 1 el. Consideremos una. vecindad V dt- D como la que se 

ccnstruyo"en l; ::E<:c::L~1 &.:1te:·i.:.::· (1/=?(4xI) 'l::ir:::lc .• es un inter­

valo de. 100¡;in1d [ } • Go:'io rw:nc s vis to V :,ur.;de ser orientab2.e o 
: . ~ .. 

no, e:i esh. secc:.on vere~os que s1 el le:;;a ele Dehn se C'l:'lple pára 

. las variedades or'.ent"1.Dles tarr.bien se cum[úe r}".r'l las r,u.e ;:o lo 

son. Par.?. est-:. 8e procede~~á a construir ur.a V'?..riedad U orienta.ble 

·.·con la pronierh.c de so:;r unr-i cub.'..ert?. doble de V y en Ia cual hal;lrá 

un .disco D:+ cr,1n menos sin~1ü:::.:ridades ciue D. 
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Sea J \rn;> c•.irv.~ dobl~.e~ D.~/d,.;'.~' la, ''.ljru:; riue ;Je int:er:.: 

f!ectart en J,. ent:·rnces ~oÚ;e J: te;1e~oJ·.,_aos ind i.catri.c(~s como se.)' 
. , . . · ·· ·· ~.> ·, · : ;/,: :1 ,: :·v.-~: ::·;.' . ,-. __ , "_:_ ·. ::-· ·'.·-

' · muestr'!!.1.rn la fig. 1.1, la iudicatrJ.z en la.cual ol;círculo >:ie· :•,· 
encue!'l tn fJO bre)¿ y ei!;a (¡ 11"1 úl C {1:CU1o' 'Ge ene U en t~ril 80 br ~'Jd 1 , •· • .. 

'. \ ,, .. . . ~ - . . '. '. ', ;; .. · 
Definid·:;n.- Una 'curvr¡ Ge ll1i:na n¡jr.·:;J.u«.l. si ':\l rot:·u· tl'•'> de las' 
dos hój.1a 91/' 1~11 Bün tido contr.a:cio al: de las mani::cJJ1i?s 1el 're-

1oj, laa dos i:1dicat:dc1:s eofocU.en. ·Una cur vn f:G sr:cu:1dqria si 

.las dos:lndic~trices no coinciden. (Jer fiRB· 7.2a y. b) 

Fi'; 7.21 curva princ:iiia~. 

Fig 'l ,2b 

·· S~a P un puntó triple en D; en P coinci·'en tres hcjas, cada 

uni:i con:. una indicatriz de. or.i•2n-';;8.cüfo; ~~xam~.nando come coinciden 
estas Últirmas en T'. yemJs otÍe solo hny:,dos e~ ::1~:: . . . .. 

~)~o~~s l~s indicat~ic~s coinciden; 
2)dos coin_c.iden y una no, 
En el primer casD el punto. es llama:lo _princi :,al y en e1 segundo . 

s-=cund¡:¡.río (fi¡,s. 7 .3 a y b) 

}'ig •.. 7. 31) 

· ....... . 
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I'ronouicion_7.1 Por urt pttntci :;i::~r.d.pal ¡iás::i.n tres curv-s prln-:- , 

Ci"!)::\JÓu Y ¡;0r U!l~1 seeurnhrio 2. curvas ":"sec1md~rias ·y una princ-f-. 

na1. 

Sj P es prl_Q 

ci ¡m1, <.'nkrncc13 1.e.s .indlc:.1 trice<> ,~e l;is trAs ho,jas coinciden y p0r 

lo tanto 1~1~.1• c~.¡t·v--1s res¡;cctl ve::-..J ::;on :' .. rinc.ir.18.lc .. ~ Si ? rs ::~ncun-

d;:¡r•io entonces 11 indicc-1~riz rl'! >.tw1 ·1e las ho.>s, di!~:imcs');f no 
' . id 'L , 1 ' . -u' •.J'' 1 ... "l.11 V "l.JÚ11'\J co:nc. e con . n üe ;·,s nr.>,JRS.r;¡ ,'/¡;;¡, por. o cari•;o.v/1 (]y ,1,.• t1L'BOn 

curvas Decundqri<':.S 1 rnit,ritr'tS 'J'Jel:f!?)l'és cur1·a :~rinci~1~11. 

Su·Jonr.;arnos ;,;r· t2.,ms~Jor~;•'"!OS un'" indic•:i.t'.'.'iZ 'l l:: larft.o de 

una C!.irva :n.,.inci;:1-~J. de i_~;:?..J. Jf.~lr:·~'r.~1 t~:~e ~ er~té .1')bre'A2', y· al ·tle-

fFir r>. un mrn to :\':)CLllldari o contintt'J.:".l•Js ·a l:·i ln.·go rle un::i curv~ 

ser.un!hr!.R ne t;al ;n3nera r;ue ~ sal te =~ la hoj;; ;&1 insuciu:rh en 

é:-ii:.a la misrna orientaci~n que f d"!s:!e A , entonces 1' se revi,'!rte, 

o se>a ·~Lle L1s curvns sccundari=i,s c:1mb~L'l!l l<:i oriei<t:c:cion r:é V. 

Pronos~~i6n 7.2. Si V es no crientable e~tonces en D hny curVA3 

.. princip;ües y curvas sr~cundari'1S, 

~ Por la pro;.1osici\)n 7 .1 r~odo ;:unt·'.J trip·::.e· es =ttl'''"~zc..do por 

al :~e:-ios uno cuc::va princi ·J2l. sr. eol.:tmcnt"" hnbi era c•;r'>''.!S prin­

cí pales 1 en D no habrJa ci:t•ctlitos q1.1e cR.mbi~r,..,n 1'1 orientación 

Je V ~r por Jo tanto en esta tfl t.ima t;:rn¡;oco dt:birlo a oue D e:; un. 

retr;'.cto de 'l, per:i esto impli::::Q.l'[a que V ea. or:ientable lo cual 

e:' unr. cor:.t.radicciÓn. 

Definicton. - Un subconjunto H' de H es un suodh'<rama rlé- .. H si l.<:.:'.· 

curvas C'>ntenid:~s en el form'ln un di::lgr;:,¡m;:i .• 

De la prouosicion 4.1 se sisu~ que el subconjunto H' de cur~ 

va~i principales es un subdi.acrama de H. 

Sea R=F(IX) ,S=F(IY), y T=E'(IZ) 1 e!1tor:ces '! e:3 l:= .. ur.i{h t'le lao 

. regiones R,S y T. Las regiJnes S so:: vecind2ies de.curvas iobles 
en lss c'..lalec; se íntersectn:1 C'JS hoj'ts. Si l~J. cu;::-va es si::cum1e.r:l~ 

tomemJs dos co~iae 3 1 y 5 1 1 ho~eomorfa~ a S y cRda un8. ie las co­

uie~ contenietdo una de laE hojas corno se muestra en la fig. 7.4. · 
L.-1s -regiones R son i.~~ci:·1da.des' de ,puntos triples P. ·Si 1; es SA8Un­

dario tomemos dos copias R' y R'' de t8.l m:rnera que R' contenga 

a la hoja cuya indicatriz no coincide y R'' las d~~ hojas res~~n­
Pi3. 7.5. 
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. R' 

R" 
Fig. 7,5 

511 
Fig. 7 .tt 

, I 1 

Sea U= union ajen;;i, c1e recilones S,T,r-i igual que en '! solo que 

si R contiene un punto ::ecu:id'.ria to:nnr1:rn R1VR" y si S contiene 

una,, curva secundari3. tomamos ::; 'US" ·• Es f:l°cil ..,,,,J: o'ue '! es una 

, }-variedad compacta or.lenfabL; e:i la cual hay un disco (f' ,D') 
' ' 

el cu;;il ti 0 ne -.~oc; '>do el "Ubr<iar-ra"·'.'l •.,rt '1 P , .• ,~~· .. ,"' ''ri 1Ínip2l<>"' . • ,.,._. ' t. ... ;;:, ,... ""' .,) • •• r:1 !. . \, ._ .. .. ·!- ,.,, ~· ~ -~ ,...~._, . ~J .. ,., . ··- ._ ..J JJ 

y, aue U cubre doblemente .. cier-;;a:> pa:rtes :de V conHfl. rnenttficacion 

.p:U--~.V que cu:nple: p(S'VS 11 ),,,s, :p(R'tJR 11 ),,;R, p(T)=T, p(S)=S y 
' ' ' . " ' ' . 
-p.(F.)"".R. Se tie::re tambien c¡i1e :P(D' )=D; 

Supon,~·::.mos que el~ lema de De'!1t1 sé cc;mple pa::a las VTI'iedades 

orient~bJ:es, e:itonce.3 a partí:- de D' }Jor :riedio de cortes 'de Denn 

obteue:nos un disco D¡¡. no sing~llar contetüdo ei U. 3:itonces l:;;,, 

proyeC'ci.on p(D~-) sera" U!': ,disc 1 en V en e:i. e:;.::¡'., 
,, ' 

h~bran des~rare-

cido las curvas pri!1cipRles Y con Bd(p(J~})=Bd(D). For 1R proub­

sicL:":-: 7. 1 todos los puntos trií:les ta:nbien h;:;,b!':{n desaparecido 

"q'.ledando en p(D*) t{::icamente curvas Secundarias cer:c"lrlE:.s y sin 

_singul2ridades ias cualea se eli~inan psr me~io de cortes quedan­

do entonces un disco .D*'*· no singule.r contenido e!1 V y con ?dD·lH-= 

Y . 



;,;;..;o_-
/. '' ' 

3ntonce3 ha qt1edado 1e~ostX'.ad~ '11 sig't.i~·,r;e lern;:,: •·· 
. <': . ' , . 

Lemi"-t 7. ·1 S.i. el lemn.,de Dehn es v.alido para ,las vari.cdaúes 
•.'., ' 

bleo ta:nb:l.en lo es pnré.\ las <tll\!.! no lo aon. 

I 

~ 1J Realiz::-ici1n de un di::igrruna Je Jo!ianaon en un::i v:tricdnrl orlen:. 
tab1e. 

Sea (f ,D) un disco de D€ho. 1;::uv(rd.co y !l el diar,rrvna de ,Tolnn­
. son. asociado a él. C0rno se vi·{ en~ 6 los puntos ady<iccr: teB de H 

son clasificados en c:;1ses .:e cquiva·lrrnci:.l (;e e.cuerdo A.1 niP;ui.en­

te princi.pio: 

r1) Des· ountnB ady~W!.~ntcs son e ~c:ival·.~nt.rls si :• sol'.) si e:üatc 'J!'l" 

hojak! '/ urrn indicatriz J( t.'J, t). sobre .r de tal r:.anera oue al tr'lnf<' 

porta:r.1.;1 l'l lo 1'tl'f{O C!~ ');J r'(fl toca a n y b • 

. · .C:n vez d·:i J.a indlcatriz J((lí,f )~'consideraremos un tri12rlro 

:orientado cfclic~·e~telFig 8.11 de tRl manera que: 

i) Una flechc1 r i (en 1a figura 1' i = t,) deSC'ltlSC sohro ~· y }~l pun­

ta de la.~ otras flechan1 ·¡ • i k esté eD curvas v0cin·:i.:.;, 

ii) El origen de r'(fj\)''y f"''(h)i) sea dife.c·0D.tP.. 

·. iii) Si el oriecn de las tres flech?..s (1escansa 11:;br<:: un 'nmto tr¿_ 
ple, ~ntonoes r"'('f i ), f"

1

(1'.j) y r''(1k) tocan a ,,untos ;:icly;:icentes. 

iV) f ií;jik ind<.lZCé'l~ las ffii~:nas orientaciones ()lle f ries<if: llenlas 

~hojas respectivas. 
. . .. :;_----------

.. -e (). 
..... -

Fig. 8.1 

3\'v ~·· . 
··.~·· 

2 
e {'' (1 ) 

2. 

·El transporte de un triedro orientado a lo largo de ana tra-. 

, yectoriá compuesta de tramos de curva~ dobles se hace de tal ma­

nera que f1 sigc. siempre e:, la r.íisma trayectoria, au.nq11e puede 

'··.ca.rib. in.· r d. e sent.ido., pero f' 1 . d · f 1 ·¡ · 
. ;¡1 k ine en girar siern11re <)Ue i j k. 

··.·,.; ; .. •:: ~ '. ·~ : ;" '.' .. '· '· 

1'"'(1 ., ) 
·' 

. .¡ 
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siwrn cumpl.lemlo i),ii),ii.i) y iv). 
, 

:íote!J"; C1 ;e Ri M ('.f;l r¡ri•rnt::i.ble. 

entonces todas 1. :rn tr~yector,i;,; cerradr.rn 1iretvrv an orü':, t«!C í on y 

.el triedt;o vuelve a su posición inicial de •.'loa ".'.!Ouo~ podbles: 

n) y b) co~10 se :111.1.entra en ú:m f:.r;ui·, . .:;'8.2a y b. AnaH::"!ndc las 

dem~s ¡iosibllidndea vemoH come. SI" r.¡¡¡,cstra en las fi13ur,.-«i <~.2· e ,d 

f,1 oue el triedro no cumple 1~ condicion iv) o la cum~1e pero l~ 
orlentr:ciÓn ilel .trierlro "fl i:<;v~rtl1e. co:r;o ~ie ·::rn~n.n1 en las fir;s 

B.2 e .y h lo cual eo ~oeible s~lo si aupon~mJo que~ no es orlen~ 
table. 

3 

,,;.-.----· 
.- . d) 

f) 



. :;;· 

8.2h 

El hecho de .ouc el trie:lr·> se con n:=ls 1ib'"r-. ' 

tad,, ~l0ól permite lntrodncir Ot'.'O c:rit,eriO par.1 C}as.i.fic::tr puntofJ 

ady;:wentes :; de e3ta :~anera N:i'!''J.)KLr VéJ.rias c·l,.1s0s ;l~' .::~quivnlcnci.a 

·en un;t 801:?. J'l;;imada clns~i 'íI'Ue.i::. 31 c;rlte!r:i· ~9.el Si{'.~lÍPl'ite: 

Dos punto3 a.dyacentea 'r.c y 'b son eql.i.lval·~~teo !;i y so J. o si 

b) Existe nna trayectoria .cerrr.d2. y un trLed.i.·o ori0ntado r1e tal . •., . . 

·· '.llanera qne al tr::insportar e:::te por la t.r3:¡er::tcr:is., a y b son alean_ 

zados ',JO!' a1 ,=r,trn;J ¡Je I::w .flec!l't:.; f-
1(f j), f"

1
( tk). C'~ar.::i.:r.rnte lo an-, 

terior es un;:i cLrne de e~ttival•~ncia. 

Cero] é•rio 
,"lYPuntos ·equivalentes. se;:,U:n. el .criterio p,) lo sigt.<rw s.ienrlo con . : . . 

el criterio b) 
_ 2) Entonces la3 viejas clases. ue agrup?..n en clases. g.:·uos::s . 

.N'otese que los puntos Z., r-. de la. i'iiura 8.3a son equívalen­

tes lo misillo que,;(. ,'j. : 3stú, aiplific:t que el 1rnnto v.::cirio s.itu::ido 

" l?~ izquierda (:resp. derecrn) de·~ e;:i H' es sq«ivüle!'ltP. al :pun-. 

to situa:lo a la derecha (resp. izquierda) de ah en H'' (Ve; fir;. 

8.3b) L 

;.;:' 

b 

. \--. 1 

- -~·~ --~· '·.··. \.· · .. > V . ..,. 

' ' ' 2 o . 

a 

a b 

.P-~g. 8. 3a H" 
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:Prc1pl>siclon 8.1 · Una con1Ll.citn neciesarla y sunci(n1te p':lca que un , 

diap;rama H fle~ r'2'1.Hzabh "ri lln:1 ·Variedacl or5.<::r1t~1)1e N es oue 'Pun-
.. • 1 ,. . . • .•. 

t1s ády;::ic"'ntefi o¡;ueston nri ;1ertenf?zcr~n ~l. una misma clase ¡:;r1.tesri .. 

D~m. -. 
~lHcesid~d: La necésJdw! r1.~sult.<1 'i(·l hecho de que Vi e'i or.Lent,tbl·'.'! 

.y uue pnr l·:i té1nto el trl,!dro or.ient'.'i:lo sÓ1.o r·ui:de re,~.r·en-rr n su 

· posición inlci;¡J de l:J. :n¡rner:, a) Ó b) y en r-u?:b'Js c•rnos niru;una de 

las flechas toca puntos Ndyace~tes opuestos. 
Suficiencia: L::i re:.üizaciÓ?1 del diagrama se Ltce cornr, E·n f G te­

ni.endo cuichido de agrupar las c1?.seEi antif;uas <}Lle 'Jstr/n en irna. rnH1 

mR'clase gruesq en la tn7a (o e~ }q hase). Solamente ~~ce falta 

demostrar r¡Uf~ M es orieritiible; como D es un rctr1.cto \Jor· deforma-' 

ci0n de ¡.;J es suficient•" demostre.r que en .J n0 hay tr:;_yector.i. as 

CPr'C'\ilr~s que c~unbien orie11tacici'n , esto es, en D no h;¡_y cu.rv;os 

secund;i.rias. Supongamos que existi.ern u:i=i curva SE~cund.:ri'!. J en 

D, entonces en J hay un punto tri:ile secund2.río :P y un~r cur'Ya 

principalloue cruza a J en P. Al transportar ~1 triedro .a 1o 

1.ar~o ñe .r de tal rnnnera que al lle.P;'1r a P sisa a lo l::,.:r;r,o :le la 

curva <Jrincind f"'(f;j) y f"'(i1) tocan pu1lto3 :.d:ncentes opuestos 

como se mues t:>:a en la. figura 8.4 pe:r:o esto contr3.diee la hipote­

sis y por 1o tanto D no tiene curvas secunfüi:d.as y ¡:l•)r lo tqnto 

N e~ orientable. 

b ,. . 
,¿{ __ _,__ 
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(p4 (D)0:',·t~ .fl,(M
1

) 

P.,~.(Pt~Hl "~ • ; . l o 

11,(D) .;:,. · if,(v) 

. lo t~nto co~exo. , . ' - .. 
Por la proposlcion ~:1.nte:rtor_ y 'JI he.::!10 o:vc lT, (V) seq dif0rente 

de o existe una trnnafo:r.·rnación cubriente -z:, bl auc D
1
1\l"

1
(D 1)1 rJ. ' 

. Entonces n1nzin1) consiste de un nllmero fíni tr; de c1U'v_~s cerradas 
y.'?.que pt=p. Si T1 es unade die.ha::: curvas, ·.;!J\toric''S .,, 1(T 1) es 

una curva doble en D ya que pt('1' 1 )=n('fj. Por J.o tc~nt~ T1,-,r 1(.J)' 

donde Jg;H-H'. Por lo tanto ae tiene la defli":tt<.lfad.d(D. }<d(D). 
. .. 1 -. 

De lo anterior ce concluye el lem;cq 

"·Lema Q.1 Sl V es simpl~mente conexa, entonces d(D 1 )~d(D) y 

d(D1)<d(:Íl) si V no lo es. 

" 

M1 :::> V :::> D1 . 1 ~ 

Pi~ J~. 
r .. : ::> V :::> D<E: 

f1 -A 

f 6.. 

•r 
':r1 

v. 
V '1Wl:-1' .~ .. 

m- ~m-1 

··.Vm'." 2~ A. xl 

V; 

v1/' "'
7

1 
V ._.__..:._. I . _.- .. - . .1 Y. -

-p 

se llar!1a una~ sobre D y se construye como si~tte~ 

-.-__ ,_El d.i.a¡'1:_!.'.2ili'.l, l7l es Ull?i tor.::e elei.1e.:1tal sobre nm· (_v m c.1 r':m· 1 " ,,. . ·¡ . .. . - . . . - - r .u- . - 'ra2 -:t m:= ; • 
Por el ler:1a·9.-..-1. d(D)~d(D1 )fd(D2)L •• 7 .. 0 y por lo tq,r:ito exis~e r. ~y~­

. 18 C\lA.l d(Di-1)~d(D) si 'i<n y d(lJj}=d(Dr;) par-a y,n y 1.•:Jr lo 

. 'r ,\ 
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t~rnto V
11 

r s , . .i.1nL ieÍi te (.'!Onexa :'e:.~o 
. /· )"' 

l tor!"~.·;~. 

.~l nu .. ;ero ·n-1 :1-. 

L•?ma ~1.2 .J.i ·¡ 1·'a ·.rna ~?-·::>.riP-:lP.-i é>i''lp~.ementf~ c::Hi8Xh, en~.onces 'las· 

c:r:>:rPc-•n(:'n ':.r:a ::1' B:1V 1:10r:. o:of':~·::-lS ·:ic di:·:en:J.i.Ón ':.s. , . . 
~ !l 1(V'.=0 rior ::t:iotesis. ?e::· ']u,· i\kr! !1'(7),,,'..1. l'or 1:-'\ 'lnn}i-

dnd de P:>jnc•-,!:'é' H,('/,~V)~H 1 (V) y ~K·· lr; tan:::.: i{TÜ ,·.!O. :Fin:-:.1-
" , 

"ente ~:ll con~~der~i.r. l.q. suoesio1~ e.x.:-H: ' .. a :)¿!·ra (V, ~.'t) 

;¡2("/,a1r) --- --> H1 (¡)'!) .....,Jl,JO-T :11 ( '/,;, ·n 
J ~ ; 

s.c tiene; cue iL(~'.'):tl, Por lJ tantc· l::w , .. O!':'•:in';::ti}:J 1 . . • • de V t.ien :r! 

~&rl~r'') O .. t1·c Jo tn.nto son 1=~ui':~.t•r!~:; -~.te di.;~'.t.::-.~~.i{fn ~~ .. 

e:.J.brj_ entes t ·<le. 
~ 

t~ '."0 V 8.Cl.O • 

l:"?r.J'~ ·:i. 3 31 'JJn,j :!1to id.:; "T;rarisfor~'''1cio:H::J 
ferentes ,·.e · y. q .e cumplen -Z-' ( Dn)(ID,/ o! ";; 
De..!!!.:.. Corr:o 71,(Vn-l );J d entonces éxiste 'Z·/J, 

neX'J exlstel tal aue Z.(D)nrin,.; r;f. 

Co1r·o p-' (D ) t:-> co-
n n-1 . 

Como D 1 es canónico y ;1_ .::tnl:i ::?.ción cubtiET,te, e:noLces n- · n · 
z~'(D )flD . ~·Jnst:l ~e; Ull n~ruero finito :e CU!'V'j,S. Se"> T' '.lhi:!. .de e].";_;,~;. n .·. :i. . · . · 

Entonces l ( T 1 )=T 1 1 es una curvo:. cer· 0.rl?. 8 im~,1.e. eri l. { D ) nn V 
:. · · · n n • 

·u · n · :.· q (T')=-=q (T' 1_). ::.lJ.memos T~- al con;' irito de cnt"nrn T', T" en JJ 

tales q:ie T11 =2.(1''} con l é • Es :\:·~u vf:r 0'..1.e Tn es U:'l d.iagr0.-. 

m~.de Joh~nson'y 1n-l su realizaci~., y pcr la tanto existe un 

r.o~i<')01":0rf}.s:no Gn::':i--:----> 8n-1 Ce" 1yatib.le con l:;-¡ y f~;-.1' 

S~a·7 un punto trivle en Dn_f. y P',F" y I"' sus imqgenes in­

versas bajo qn. ::'~ntonces P 1tcS"l)T', P"'T''/lL', }!11 c:-L~(1S', Si<í, 

'?,:-,A. son 'cra:'lsfor~wiones cubr.'..en'te::: d:?.:.es ,';~1e.6(S')=S", Z.(J:')=T", 
"'"(''·),_T." ;<.nt~·1c·,,..,,·:..,.('='')="" 7(~:11)="'" .,y. ""'""'~=D' ·y TJO.,.. lo +~n-:-o. /""-..LJ -.;.J .• 41 ·JI'-''-'"-" .. - ,.,.. .... I .l. V\ ... , J.. k .._ ... U{;l.••J'• 

o''). 7-C,." )=.?', Este' ou.i ere deci:r qul~ d''J..Z. =id.. Puede suceó.er nus 

T 'fJ"' .. ·•1.__1 .J i1 ,.,-,ie P''T'(l'1' 11 entonc"'s '""='~'' v ''='í'' ·'' "·.'J __ r l'i t,.,~,+o '..¡.; :J •:. - .._ t .~ ./.' ._. ,J.. ' V .., V - 1 ; ! -\ r_~. _, 

·z..· i.:c. J... 11ueile suc·eder ta:r:bien 0ue '.:'=S'=L' y T"=S"=:," C'.ln 16 eu<:.".C 

se ":.'..'3ne ,~ue !.~=1. Por lo t::;nto tene::.os el si¡:.:uie.r.te lema: 

LemR g,;; Si existen T' y 'I'" T:-i conZ(T')=Tir y TinT 11 /d.enton­

exish:m L' .Y 1 11 · co:1 7'Í._".ú 1 ~=L" y?- -;.z-~ 
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I,e:~n· .:1.5 s··.'.,}'J':"'.~'l::'O'. q:w d(D )"''y d(. ;.)) J ;,· ·ne e··;,..¡._, ... ·r 1 . y "'"*" ----'-. - . n ,. · i-1 · , 1·~'•i.,. "'.'.-; .- ... ·•. · · 

Tn con 1: .: T'-----· T1i y.ord0n 2 <;;'('.. · E!1toncc-r~ exi.n~;en JJ' .'T l''t: · .. 

Tn sir:1ple:; cer•'·1d·;s y ,';!.jena:' c::t.re r; !.. 

.. ~ SurJ0n1:":,1on ·.:~uu T'nT"I rj, ;entonce:> i1or d i.P.~!?- r;,1¡ e:üf;ti:n.1' 

y 1" y?..."' ·z:-1: Si i, 1 1,u.¡ rj, e:it•)nccél yu ent:i c!r.::r:o:.; tt" r>1 r.1 ln'T'.a.• 
. . ... l.. -.,,c.·''\ l.),.. . . 

Si no, ant•·nc.Ps exi:::en L) Y 1,.y con f..,..,)."' c.. • ,Si 1~ ílL\1 '~:~en-' 

trrn C'JS yn r1a t~. Si. no, continuamos. Supon~,1~1·.'s :¡u<;< :-;cr.:os o btf~ni-
. ~-,(·1.l~t..,.. I 

do J, 1 y L" con'N.,=L • Si !1~()I1""'/ Y'él est·i, ~;i l..'{11" f d "'ntor. 
rn m r.¡. . Dl '1.·'l'"'""•1/~--·1 ;n ;1~ -

C(;::; extstc:o I,l~•I , 1Jm'.; 1 e:on/.-..¡,,,1(,...,.,1. , etc. Sí ~·;·;::>o~HJ~~os 

:¡u0 nunca '-'<l:noo ,.~ oltener .. ILch?.~'~ cur-rts, c0:'.;o '.'.'~1 es finl.to ,;r;b~n 

L;~ =L ~, 1;=·I~~' .~i 'r<.G. ·:~n toncec 

I 

~ 10 Deinost'.'-"!Ci.on clf.?1 ler~;c de Dehn ne.r'.l l:v varte:hde;; ::n·.it;:1tabl":c;. 

80.:-t ~f,D) un c!i~J0. 1:1 ""}!:7 Dehn c~u1Gn:_co cü~jtenJdo ~:n 1;.nz·. 3-"'1::..::·:~-· 

\~·:::] M or-i.e :t·!.b1.c c.:~ EílD='] y .::;c~t 7 ur -i. vec~~;!<le.~~ re~~ul:1r de :S. 

l<0;na n.1 ·Si ~r 1 (::>),,o, e;1tonc(?S exiG~':? D*q,¡ no sln;;ulRr ·· con 

BdD*==C. 
·~ 3i :-r.

1
(D)=:!, er,'.:onces V es si1:-pl:0mente con•"X'J~ P·'~' el lürna 

9. ·2 .lag C()!!!~) 1):~enteG 1Je s~~·7 s::.n i3t;f(;rri;:; de dimP.nSion 2. Go:~·:. ~>Or 
I I . 

r~J_ potesis Cc.BdV'' (?:-:toncas .. e cstc::1ra ·er. !J~a (~8fC.:'8. y :)o!' _1 'J t:.1.:. ~ .... ,) BD 

L·ont~ra ,¡,,, t;,n disc',) :io sing'.llar D' e 3dV el cu<il er3t:=Í for:::°'. :l.o ror 

1?(z;-) dig~r::ós (rl:Jn.<:e zo '28 lr.i. rc:~~ion 31·r..!>1e ·~e 6. .CJ.~le ·~~:r:t.~e;:e ·~;. e).~ 

y:or ~ü¡;llna;' de las F(Zl) y P(Zl) (do»ie Zi co:rrenponden tambien a 

·re.o;iones simnles Í'·(1,~ .,n) y una pec~u;ña b~ntb. f(I'), o sea 

D'= :P(Z' )U F(Z~ )V F{Z" ) F(I') · 
o ~A . Of"&. 6~6 

·donde A y 3 son subconjuntos de (1, ••• ,n). 

Af:irmnmos que no e:dste i par'l la c.nal F(Zl) y F(Zi 11 ) e;;';é'n en])', 

· Su9on.,;a:::os ene }'(Z~ ) y ·p( Z'!,.,) estf1 .en D'; sea ? la 3-,vn:riedad 

• cpe _se obtiene 1Jep.nd.o ':lola.s 1e dime:: >iSn 3 a T:d'!. :Sntonces P es 

slrfq::o.i~~~:-:~e:~ t;.;:; ccd:~:\2-. ·~;· o.!."1ae V ·1'.:i :.;s y ·~·. ;demqs e:1_t0nces -:.om~r ·.-u.n "18:-
. ., . , 

zo K que cruze ,, '.:::::'::.ves de ZJ. , z,,,)' z;:_ ":; c0ns.i:1.e:!'.'s?."' t:l nu!lie?.'o de 

enlaces. de K ;r e en :?, lk(K,c); Cor:io e'ste es independ.ients di=: la 

q~¡e se t~)~e se t"ien.::: qt .. le 
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i~t(K,C)~lk(K,~)~int(K,~') 

donde int en ~.el nt!:.1cro de interseccion~s de J: en P. I'c:·o lnt.(r.,.D):;: > 
·1 > ·mod 2 e int(K ,D~ )=.fJc:mcit;t 2 y -por 10 tanto l:J.· i~uald~.rl ,:e··~(r·r.l~a ~. ·:. 

t':·:: :1na contradicci 1n y p~r l!) t;.,t;to 

Se::t D*=F(z:-)11 F(Z,..)V }'(Z
8

) • 
; l ~~ ~'~ . . 

entonces D4 es un disco n~ oinGular por la aflrmacion ant~rior y 

Su;ior.1~amos a!::Jr~1 que H1 (D)¡I rJ, Construy;~rno;.; una torre sobre 

De.V rk al t\.lra n, f:.itoncea tenerr:on nrr''n un dL :o SÍllf;uLtr. 

Snpon11amos '!'1~ d(Dn))O, como Vn es ¡-1im;1>::nent<:~ conr'xa, por el 

lema 10.1 se signe que que existe D1~ con d(n;;)=\1 1 o sea D' es r10 

singular. Consideremos Dn-Dn 1 :r cJnsider,"mo;; t;:r.-,bicn 1:1;; co:n;xi­

nentes de (ti- las curvas correr;)onclientes ;ü '.iié:g,rn.ma \.)y l'!.a­

~emos W
0 

la ccrr~dura de la co~ponen~e que contiene a Z
0

• Como 

podemos suponer que en Dn no hay curvas simplns cer.rnd2.s :1 a;je­

naR entre si (si las h~y las eliminanos), entonceo en f {W ) iebe . n o 
.:xistir ui. pmto ~:::iple P, entonces .P~Dn-J~ po.r lo t;:i;'lt.o d0J.x)= 

. d(p1 ,, .1J 0 (D~ )<d(p1., •Pn)(Dn)=d(D). . . 

Strponga::i1s aue d(Dn)=O. Sntont;ea d(D
0

_ 1 f7o. 
: Le1n 10. 2 Exist.en curvas T' y T 11¡¡'fn .las cuales son simple::: Cé!'l'fl.-

das y ajenas entre s!. · · · 
~· :Ss sólo nece<::ario demoGtrar q,ue exis.i;e z. transforr,::~c>.i.":n .cu­

brielite .ccn O!'den t =.0 Y <tTJlicundo eJ. lema 9," O':tendrs"',os el !'e-

. 311ltado dcse1do. Pero parr.< esto neoesi te.re;o;· J.os sigu:Lcr:tec r'.os 

lemas: 
Lema. 10.3 Si <t1 !:;enea una de las componentes de BdYn_ 1 po es uúa 

.esfera, entonces E:üste 7.f:ttr~nsfor:nadon · cubrj_erite con orclen f.. ="" · 
. ·.y ..,.(D )nn. 1 cJ .• . ~. n & . . 
: Dem. Sea~ :íí1(vn_ 1 ) ~--~ :r1(vn_ 1) .el homonor±'iGmo natur:ü y 
,t:e ---~ 7T1(Vn-1) el iaor,iorfis;no ent:re el conjunto de transfo:r­

; rr.aciones .cubrientt'S de Pn ·y '!i1(V
0

_ 1). Como al !!1enos una ".le .l:::.s 

corr:'.)bnentes rJ.e BdYn-· no es una 2::-es::era, en~onces Tor j 1(v?1_) / 
· H

1 
(V n'" 

1
) • · Sea ('/~TI ( Tor H

1 
(V n.- 1 ))=Ac.. 0 · • · Como p~ 1 

(Dn_ 1) es 

conexo y es igual a 
:: ., ( J . ) =fU 'A ( D )] V {j; O' (jJ . )j . . . · ·. 

· . !l n- 1. a• 11 n "~a r, . 
entonces exi~te!i AéA y tr6. e tales que A. (Jn) ()o' (D

0
)f. 9Í·. 

se 2. Z _,,í\-d, Bntonces. Z (Dn)l)Dn:' 0. va:~s ~demostrar ciuc orden 

· .-:-z. =·c0. S~tpons-Ftm::is .:1ue ?:."";.:1, entonces il.. Ú: =1 lo cuar impJ-ica rme 

Cf~ (~''rí)":"=;O y r,ior lo hnto 

·' 



' 1 ' 

· • ;..m <//(''>.} +· · ·: f/J,{tr ) ~~o·> , 

·per .. o'fA.._.P·)_ é 'l'o~·ll ('/ . )·_··y· tl~(cr) 1 . Tor(H (V )) ... ·· '1' · .· 1 n-1 . 7"t' . 'P . ~ n- 1 
· cmtonCes.j==0 y ne tiene e1: resú.l ~ado qlié ne queria.; 

Lem~ 10.4 Al menas ~na de la~ co_~ponontes d~ 1 _1 no ea un~ 2-es:­n- . 
~·.(?ra·. 

~ Suponp;arnos QUP. 1a .'.'r.·crntl'!ra de vn-1 eé1ti ~·y:1pueota de un nC.mero 

finito iJ.e esfr. ·as :e Ü•',enni:rn 2. So::in Ai i=l, .•. ,11 1:1::; C•?r1·adur''"; 

de las componont~s de M
0

_ 1-vn-i· Se~~ u~a va~in~Qd re~ulRr do V • 
' ~ . !1-: 

t;oil nue rá·rn .~ :v::a un re·~r:1ct-:1 ·· p0.r rle!~orc:;:;ci ·:·:: Je ;¡ ;~ UA .• 
. ., J. 

Entonces H,u:n\JA,)=0 y ele la ~JUCE'~i.Ün ce r·ir!:/·r·:-VietorL; n·ir1 ~;y 
'•• ' l":.'oL 

'·' 
o 

--~iL (ilnllA;) 
1 •:• -

S"'ª H1 (N)='.J Y por lo ta~: to H1 ('! n- í) ".:c·:~bie':i lo cual "!s 

E1 le;1a 1·J.2 ._.e :J1:;:1e a ;:·::.r·l.;lr {~.:~ lr.s l--J;r·:u:~ 9,5,10.·~· ~~ 1:>·/~,, 

.!"\.si t'..?ner:1os 'I' y '2" Tn c 1.L::1va~; si.:.n;_)lé:t-1 .cc7:c:·-t~las ~! :1,J~.:!1::-:.~·:~ '~r; -c_:r.·~ 

s{ l~s cuales son·l1eva5~s por ~edio d~ ~nfDn----•"Dn_ 1 a u~n cur­
. V~. Li:_!l sin~~u1.ari.d:?..dl:~1. '· Jl1ciendo ·.l?l .coite a .lo 1'.· .. ~.rgo de· {1ic~~;·1. ·C, 1Jr-· 

·~ (}).* ) < :1 ( D) . 

dbco :!Jn-1 con d(Dn-·\~d(Dr._ 1 ) y 

¿-'*9.- p 1 .•• 'º1 (D 1 ·¡_) eS U!"t" -:1J.SC.C· ~:n !1
: CfJrl 

n- ··. n- .. , .. 
' .· ' - . ., 

. . 
' . 

. . 
Usando el .1e-1a 10.1 y los re:ouHE.·~'0s ántf;_;_:i.ored c: 1.té'..ia ·defl'.cis-

trado el aiguiente 

Sea IJ un 
, ... 

disco .de :Jehn ca:i.onico 
. . . . ' . . ' 

v11r:iedad r--:. orients.:Jle, · d d(J))O¡entonces ex.L;te .D* co:i d(D;Y,)((;(n.) 

y B_dJ=3dD ~ • 

A!-~orr: conside~.:e:noG el conj-..tnto ·:'.e a.:.scas rl:;; D~hn canc'.'r,iG'JG. 

conter:idqs en :( :-r qcn fr·onte:t",~ c.· .. De)~fn·as~·:::is :1n orcen co~·---· ~i{;:.10:.· 

Sea })
0 

sl .elem<::L"tc 
·. ; • · t: ~- -::. n ~ - ,,.. -- ,... "'' n,... r:i-1 > 1 ~, '. co_n..,.in o, ._,. .. J.,c""' ·-·-- - .. _e .. 1a d(D )=-'J -.r TViI'. 

.. ·.O . • 1_ •. 

10 tanto el le~a de Jeh~ queaa demost~3do. 

(."·.-: .. -~1::r-.-r~1··~,_ . ..,, j;:,;· •.·...,n-··."r::-·:,....,,.~c ',)!"' ... J'::;···· __ :_P"/ .• "_r :'.?__ •""'.8.:-() Ccv"·~'.::f;e.:=:., ~n·· (~".1.~V~~,; ).,l ... l .~-:.'["~ ...... ·.,"'·' t:: '."' t.";; •• -:.:..~~·o:>, ... __ ' .-~ .·~ --, .... ;j . - - ._, 

·r_::l~r;u~~r1d:i.1es ._C~n~enir1::;_j en ti·~ ¿iSc_o ~-]) r·,:·, Corf ·11:. ci-'!'1.sn-t;~_'i¡}.e,. 

c:iJrrtenido 



dad o.i:i ent::1ble N, 

J.;;tr de D. 

su Jia~rtll'TIZ·. de Je 1anson y ·¡ unn VQcindad re¡r,u-

· Dcflhnicion L;:unm.'e1',::is la gprnpltJ1r'li'ld de un disco J) al numerode 

tr67.oD de eui:v:is dc:blcs ~omprer:didrrn (>ntre pnn1;os tri riles :y lo ds_ 

not~rcmos com~ #D. 
Supone3maD q~e D no.tiene cur1Ro dobles sin ein&ularidades. 

Sr:a H' un r.;ubdia•:r~'::m 110 H y D' sü rertliz::.ciÓn ~n M, entoncen 
. lfD 1( ~'D. 

Sea S el subcon;ji:.nto de todos los aubdinp;rnmas de H9 entonces 
, 

s eSt.~t 0r~ 

denado por la inclU3ibn. 
r•~alizaciÓn en M. 

.Sea H
0 

el elemento minim::i.l de S y D
0 

:~u 

~· Suponearnos que H1 (D0 
)IO '.. Sea V 

0 
una vecina.ad rr-gular de n0 , 

e~tonces V~ no es simpJemente cone~a pues de lo contrqrlo D
0 

lo 

seda y po~ lo t2:nto H1 (D0
)=0. Entonces podemos construir una to-. 

rre elemental sobre Df V 
0

, .ent'.Jnces tendremos un disco Df N1 '11 

.cual corr<"sponde ur, diagrrima H1 con H,Ctr
0 

lo cual contrad:.ce que 

. H
0 

se:i. mini!.léÍ.l. lºor lo. tanto H
1

(D
0

)=0. · · 

· Como H1(D
0

)=0, entonces V
0 

es si~plerne~te conexa y 

t!'\n to las .conrnonene tes de Bd 'l son esferas de dirnens ion . . o. . 
se encuentru en una de dichai .comporienées. 

.. ' ' ~ 

por lo 
2 y C=,IJdD . . . o 

Hagamos un col·te '" lo 1'1.rgo de. l rn ci.:.:?:'vas de H0 , es +,;o· nos da 

como consecuencia i.;n co.rte a lo le.ri;o de la proyecci6n de· dichas 

.. ccti."Vf'\S en 1'1 frontei·.a de V • IdenÚ.fiouemos las curvasa~a~ con 
'.) ·: . • . .. J.. J. 

las c 1J.:::vas ªf'i* c0mo se indica en la segunda parte del teorema 

6.1, De· esta man'e:::-a regiones simiiles Z' y Z" de A 1 y ll 11 quedan uni , 
das desnues de l~ identificácion: 

Fara ilustrar lo. anterior tomemos como .ejem;ilo el diagrr-una de 

la fi.güra 11.1; en este diagrama es ele.ro que si elimin:imos las 

• C'.irv:::s A 1 ;;· A'' el 1·esto de. las curvas si,~uen formando un dia~P..'..18. 
. . . ._ 

·el cual es:?. re:.~roE<:ntado en la figur:l 11. 2 y es claro. ta:.. bien q'F 

este di.&sr;:tm2. es ;:;:'..n:.:n,ü, :Sn el dia¿;:i_;ama de le. figura ll• 2 hemos 

d etlOlJin.:tdo. C2.d'l cnrv a ;>o:r su 11()['.:b:!:e. En l:o.s figuras 11 • 3a y 11. 3~: 

·.se i:.'..crntra co;;;o ·:¡ue:'i:::n ·l~s su:~erficie:> de A!.'{ /) '' deG;¡ue's d.::1 cc:r"- .·· 
. . , 

Debido a que .e esta en 

u.n2 e:·l.'er::i , bo:2dea un d.isco ·no sing!.l.1ar el CJ.Ü es-1a,Lm3,sen ,b:ijo 

· i~ (e :.t1f~mas de las re'.;iones simpTes Z' .Y Z" cuyas fronteras haa 

.. 
' ' 
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sido idf:ntificrttlas p:r:evbmeryt'~. ·O IJC". el d.b :o D' estil foí'1nado.• 

!JOt'l!'(Z~) (~·ior >;j~n1Jlo), donde c~rnoya saoc:r.c. ,. Z
0 

e:i la ri:;15iÓn 

<:i.11.1:iJ.e o:.ie C():;t~er;1 n EdA y porU F(z1
1) -: U l'(Z'!) ccrn A Y 15 . . . . . . • ..... . 1·"'~ .l 

subconjuntos Ue ( 1, .'. ,n}, y rmr unn péqaeih. h-,nd!? .P(I') r¡ue co-

rresrionde a F(pared 1atcrál de ti'xr compr~ndi ln entrrJ .A 1 y A 111 ,,. . . . ; 

~ el ejernplo 'llHl estn:nor; vier:da, al :iac"-' _. k Uen ~ific,~cinn 
; 

ubt;enc:nos dos eupedicies esfe:.'.·icas y dos JiG ·oc c:on frontera e loo 

eualns s:::in: · 

F(I')LJ F(Z~)V1',(z;1 )U_¡;•(z;p UF(ZJl}UP(Z''.) 

y ?(I")UP(Z~) LJF(Z2) UF(:~3) Ll?(Z~) tl?(Zf \ , . 

. 110r 18 -:¡firrv· ~ion d<?l .le:r.P. 1'.).1 no· e:-:ist·: j n3.:t'i:1 la ciw.l 
F(Zl) YY(ZX) eet1n en D' y p0r lo tnnto 

- .l'*"'P(Z )U Ii(Z. )U F(Z .) 
o il6;.. l -~ ~ J 

en un disco singular cuyas singularidades son a'lue1las curvas. 

dobles que p::ocedcn de H-H
0

, Como en D
0 

habÍJ. puntos ·~r.í!Jles y 
.füin desa')arecido las curvas que los con.tenÍ.'1n, entonces //J·'!i-<...'(D. 

:Sn la .figur .. 1. 11.4 se ve el d.in~;raoa corr·:-:s[x, .. üi.ectG ;:d 2.i.sco 

D* en ~uestro eje~~lo. 

supon¡;:lmos o_ue d(D*) >O. Elirrine~ilos por proceclLnientos de no.t. 

te las curvas dobles s.in sin~ular·idad·,:s contenidas e:-i D·" .'! se'.l 

D, '"l disco que obtenE;amos (IJ1 })ttede Ger icual a IF '.lbviq~!P._n te) • 

. Si d(D1 )>O, entonc,;s ,í!D 1>o porque soJ.a:nente t;nemon cn'V::w tlr'Jblcrn 

,ca~; singularidades. Consideremos el diagrama 3~ asociado q D
1

y 

. S 1 ·el conjunto de subdüuzrumo.s de E1 • Sea H1 el dia¡r,rn.:nfa _rr:irii-

mal y JJ 1 su realiz.ilciÓn. Aplique~ios el .'lroc3so anterior nueva-

mente y' 8btendremoo; un disco Dl con #J·jZJJ{/fD. Quitemos l::;.s 

· curvas dobles sin r;in81llaridader; a 1)1 y obten·lremos 'D 2 con #D2< ,P 1 

En nuestro ejenplo .D* solo. tien.e _curvas sin. :singularidades y por 
. _l_o tan' ·to D "Cl"'.'> U'"' d1' S"O 110 ,,.·1· nc.,ula"r '·T ,,,, '""'""' c~so ·s,,,. tr-.,.,.,.1' r.6 ..,11 ;' . . . -1 o;> .... : •. · .J. ... .,,. ~ .... ; .. ~{:.; -· ..., ...., _ _!.J..:.. ·.J 1.::. ,1 ..,,. ~..t..JI .. , __ o:..,. __ ....__ .. ' 

Como la compl·'?jidad de un disco d.e :9enn c:in·::ini.co es nnHa) 

· ent'.lnce~repitiendo el a~;orit~c a:-iterior cua~tas vece~ sea nece- -

sario · obte:'ldré'':'os .:_.;,l ::'i::3J •1n disco Jn co:-, #D:: =·:. Si d(Dn)>") 
<:!.:,... '~ .. : ""'. cr..._ .,.... r·:::.. T.) t.: ;:,n·· f"t•"'-"1 -....,, j---~·,l'~,...· i:::{rn· 1-~ .. ·• .;..~ ,-~ .. <~/:tl11t~J._l;'a "".;., ~:J ..... ces '--:_1,l-..., ._ ."1 · .;,.._¡,lt: ...,U.!.. /-;1.ó ....)...; {3¡:,¡ •-.i._.¡p_t:;;::; y r:'.._L;enau 

·ent~e e-'.Í .,. ~li~:in~::do ss~aa · \1cr med~o de. :::)~tl=?s obtendrar~o2: enton­

ces un disco D' con 3dD'=C lo c~al demuestra el lem~ d~ Dehn. 

, 
El algo~i~~o ~~t~rior f~e !nv~n~sd~J ·por.Jo.s8 Ma. ·:~o~tesihos. 

. . . , 
:ilgoritmo rios d!l '..<r1a demos t:::·:w i en ::leJ. 1 e:r. a ri e Dehn !'.1'3.S sen-. . . 

s.~n .. te:1a~, «~ne recurrir :-t. t-2 .. :;.toS rr.éto~los alg_e.~r3).cOs car~;: .. 

11?:-ssd_as. 

-·. ! · .. 
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