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,intet‘ Ao cerrada

s dfiferan-

,ﬁnbnmdu identi

forman en oue ge puede llovar =z nibo mLcha {dentirticcidn de
ta} manera que DAT resalte ger 1 imi;en bajo £ de une vecindad
[dﬁlfftJ), venes nug escenciaimen‘e n”Y Ao

é?'segmento Zh ¢

i ac con -bd ¥y Bad ool

Fizg. 4.2 ‘
: 7
emns

SELC fan +rle%rﬁ orieatado’en T y *r-donorﬁ

'mo de J dg “%al manera que. ':contxnua sxemore‘\ohﬂe '

ﬂfacwo" 1nduc1da vor el triearo:g‘~r da hoja. &cf‘lprﬁisdé ousz 58 . in
: S ‘ : QREBE AL
~duce desdel& - Bnvonces es facil veyp ‘qus eﬁ,#l prizer osgn:-la
tl*IP”C‘OﬁvDTPS”“VG la '

" el gecundo. Ya ori eatacio

oatee este dltimo caza ne e pUen dar yrademas se

ks posidble en las variad: ‘no orientables,.

nue. d

‘ T T A SN s
108 una curva dobleTén. Con-fo(J)—J1ﬁJ2




Y 11 o*r da como resultado
4,4b o

=ipig}g4.4§7,' -'

Caso $b). Como
“golanente ‘que ‘a 1OI‘d. a2l J.den‘clﬁ C"LI‘ de 1as dos

- ‘n"'::d;i'SCd"(fVe‘ - Pizg vfy.p a’y b) :




4. 69. e j;« ot e . 46D

F‘CRSD'ii)‘ Suponp>mos que J &g la imap@n de una Qul cuEva onrrq—'
da alwple J. Al cortar a lo Targo e J on ¢ e uu“:xomnonen-3
"tps de D, A Y Al (Pig. 4.7). Sear A A‘-~¢A una rouacion e’ 18"O :
 f.ew SLPtldO UOS‘thO, ldentifloueuse BdA' con’ (%uA~Bd )y anlqug~‘”

se-T. - Be; olaro que, T es cowoatible con. la 1d@ntlficaulon ¥ que

 de e"*a wanera la curva 1ngu1ar'desanarec9.v S

"Notese'dué edMIOS'trésbcésos*Baﬁz




oo de Jonanﬂon.‘

Seu (T, J‘ un dxaco da Uehn canonic carnnte de’ curvag dobleu

131me ng J=d Uu,.‘..UJ &l ﬂ:atemp de clrvas dobles Ge,D. Exly-

tﬁ entances f3 b<—~~J7D ta‘ que: ' e ,"" PR

Sa) L preimaﬁpn de T esta formada nQrE&h Lstenq dacu“y s {n7 ne- o
cegarianante o Jﬁ:lﬂﬁ) ﬁ*"*J...UH, ¥ f;identiflcr W, con il (pudien R
doiger i=}). , LRGN : R j B

b) Si dos curvas de H se cortan 10 hqcon trnnsver ]m@n'u v oen

puntos dﬁblps;'que dwsisharemos con -euraa wav:scu1ns. ’

.  0) Sobre cada curva de H hay al merios un - punto ﬁoble., .

64) Bn eongecuencia la preimﬁgen de’un punto triple ¥ de D cona-

. ta de tres puntes PULEV,P" en A, ‘Lag idensificaciones de las o
curvasude H oen lag cercanias de Pr,pm'y Pﬂf,esién Sugeridas;en o ‘/

Slafige 5.1

-

~:‘fr"»' ._ff, B

Uamarmmms dis

‘cuvv"s H= h e
”taaas del mudo

[puptod,adyauentea

favaéfpﬁntéaﬁa3130n

“Jonanson. . -




, Un diacrana de Johansnn aus ﬁcﬂregno*dm.ajun;
en una varledad se 11ana rﬂalx able . - ER

o Dehn crey ,(:ue an unorrma Dra o 5 yornie;
_cual nﬂ sﬂ le rueden ouxtar Wes luvulﬂridaﬁps.‘
on

ffmostro nue es5a dlnrr ma. no era Te allzab1n.; 5
ftrqmos el dlagramq quc dlo Denn conofzo"ll c,ngn~




S
En eate 8’”'u o 31 uinpularl qdec

;no ée'nuﬁde”'rehdver‘ vor mpf-~
dde de -cortes de Jehn.“Fmpwznmos nn r-mc-‘t:(f-: por uno ile, loc bunles'"v
Vﬂpor ej@m»io Lo t’_que conuiene al 4.7 8l 5 (ﬁﬁr Riga $.0ay b)

” ffDesnues del corte si efectaa;oé lag- distintas 1dent1ficnviones
’inunca u“tendromos un dicCO J;nﬁalar sino 10 que obteud”nmos s

un toro.‘ ‘ ‘ '

SR R : S
36 fos bilids: d in Realizac1on de uﬂ dlan%ﬂ% qae Johanson
e Sea (Asf D) un disco de Dnhn ca nonloo.~ R
N S P De*inic1on.é Enterderencs por nna hoja M ia i

fad- re¢u1 r,u'enlkde u n1rcu1to cerrauokcoqteq1io on A ue puedpy_‘

’ ’
caer ne simple. La 1mavan dn EN °e 11ama :
: nat%remOQ”uor]i(A) ‘“wta Purva prekerva 11"

’es cont“achoWE en M. R
Una indicatriz ¥(6,1) esta fnrm sbr

ﬂQ:oob”L D con centro en J,,y una flechdf'en.
centro de @, tal cue-*” ' (R
4) el centro. de. I o)y e*'uv1c~n de f (T) son distlntns._;ﬂi<
b)) Ia '
o) sie
:‘;uqiﬂunto auyacr"t

D

nun+a de f (T) estﬂ €n una c:rVa vec¢na1

7z a ia largn «”e dna . hvl 2 Sez ung

: :Traﬁs“q*tp de una indicaty
indlcqtr*z J(&;T) conel rculo.scbre. m;lf trans pOTtdWU””‘

'jé'Qﬁ" euando lo hace 08 de mndo aue”

‘tOdO el cireu ’U (1. e L.LV cm’\ ’O
circuito‘k A; elvorigen (T) re—'

 ~jﬁnto con k se 1ﬁent1flcqn



'ndioaurla

';do' do"'nudto

S Por e)emnlo en 1a flgura 6 2 hay dos clases ae e0b1;11enc1u
~»mlentra° nue ‘en Ta I*gura 5.5 (el con*raeWemolo de Dhbn) habra -o
glo;una. En OJGWOlQS maa comvlpaos nodemos di tl pulr mau de’ dos

Unlcamcrtc nay gue v“rlf*cvr la provledad t*qnsxt;va N para.

'allo bJJba dencstrar ouﬂ la unjon de hojas aue resulue naneya, es =
j Como la. unidn.es conexa, entonces sera la imqgen de .
i dadés regulare° de- curvas cerradas d dlagrama quc' 38 oort




L yacentes

Necesidad: § gauos -que haya puntos . al

‘en un ‘risina clase, entonces por




_f;soccion e 113 ur‘ﬁq
2) ré
4‘fpren&idas entre nintod .

dn trnzoa i “wvv“v ié H com-

ones’ doble'

“YdCBPtEu conaebutivoq.i
2 %) reiiones i'xplés z:b' XY,

. . o
nicn de las eurvag ve 1n, ‘F‘*J.

. corresponden respectivamente a LI, xI y ZxI. - A la tapn ded v1
la 11amarem05A" vy a'la based", A s proyescioncs de IY,IY g
1% en 12 tapa los liawarenos X‘,' Ity &' resp. yoa

A

12! a las reciones comurendidas entre Xy X', Y y YV, 2 7 2

31X, IV y 1ZY o las regiones cowprendidag entre Xy A0, ¥y

‘4 le ¢orvespenderan aitora 6 puntos adyacentest les 4. vuntos éd~'

X

:'el‘_diagrwnu'que estamos considerando a el punto gue flene como
Vs puntos adyacentes en A 21 y12,1 ¥ 2'gn le 1'"ﬁfﬁ" el 2w 10,

"53< uvdeter”1nxr gue bunto débm estlwexxA‘y,Qua; A*ﬁlo aue.

) P : T
e hara' ser 9 reun1r untos de:la . misma clase e

'f,%flcle tapa’o base En' el diagrama de la fig. 6.2, 1z c: e [1,4
0 5,8,9,12) ﬂatara en la tapa vy la ciqse C:,B,o,?,? Aen 12 ba
‘se.“’?a“n Jlsthgul los a’ los nuntos de 11 tﬁpa 1 G

1
283 ENaremos

“#'y'a los de 1a base *¥, ; : S
. Extenderemos f a &?ﬂ'de~ta1(manera:que e
IY¥ 8 e,idéntifiquén_enﬁre sifcbm§ ‘§‘e'ind1'r:*g ) -

a) : rivles ﬁuntoq iyncrﬁt% : i~

;gnqcion se 1%€ntﬁflcsﬂ eatre si lo mzsx ‘Qﬂésiaﬁ suTvag aqu en‘

" tes. comnrendidas entre di raor 3uutoe.,3ntsnh”s 8i IX',1X'" e

TN 5o regionss txip‘es con P'eV' ¢"6/" ”%‘K"i Y f(?')$ {
£(R")=r (2" ], IX‘} IY"f’ae 1ﬁent1fican cor éa'mﬁEJtréfén'lai

o Tlgura 6,300

Ta fronters de estas r 'anps 74”u¢1 51 tmrﬁetde’A.y a1 ren-
ZeadxI o1 vroducta da2d con el inuﬂuvaloyI:[—1,13», entonees.

A C;&XSOQ. nd x1 tendr@g 98 tfwbl~1 las reriones I%,1Y y IZ'queﬂ'E

& nroyecsio- .
“_new.en la basge X", 7" v 4% rasy, \siomiars 10 A3 If’,IYflyff

", 2y 2", . A cada punto x en la interseccidn de dos curvas. .de-
yacentes. comprendidos erl»:m{ dos auevos nantoy adyacentes gi-

'\uuadoq uno end' y otro en A" resp. CA estos dos;muntos'adfqﬂen~""
tes les nsignarenmos los sfnbolos we faLu?J““ asf vor ejemplo an

1Ry

isra vu*zer- o

B A




CendA Yy A" resn, In la fisura 6.3V es la curve

"‘b\ Tn 1nv resicnes dobles IY.1a identificaclon se hace del si~.
.guiente modo: :
Tomenss una curva vecinal Vi nue unpa los punios a. oy g A 1as

¥ V"CA" las densminaremos a,

nroyeceinnes Viea!
donde a.* y 2. %% sca Los puntos adyacentes cerca
A ~

6, Bntonces V! es denominada (11)1% y V" (1)
B3

vas podrian haberse deneminado 64% y 63%¥% re ‘pf“o'“rr evitar

»4mb1vued;d s si una curva put“ orlpntadg de. a

'rﬂswecL;v“Q qerzn-uonwmlnqdas a5 a* ¥ a;a #at re,n‘
(12)1‘ '

1%

sasan por pu

dos aristas nan iyua

Por ejem;’




{00 ve) Las reginnes siaples no se identificaw.

IR : ‘Llamemos V al espacio obtenido median e 13.
'E‘”*»~>,;f:d) b) yc)y ¥ sea FibxI--» V 1o proypoeic: naty

$os
p2

'entlf\cac onns

ES in%edl%—‘

o puade o

, ‘;;to que ¥ es Una “nV“”i°ﬂﬁd pompxct& 1a CUAu_p :
E‘:;““i-tf e orlentab e segdn que lag id“n*lflCRCJOH_SV ),0\ v e) preser-
ales de x1)U/
F(regiunes 2' y 2'') ya que tanto X',4£'' como 7,1 ge ideﬂfifi~>

b o yeno no la orlen+1c10n. La BdV= P(lﬂldo‘~n

L : v‘fcan,con-regiones en el intaxI. 3e tiene entdnceq que BdDCBdV v
e intDcIntV;‘rﬂon eatm queda upmostrada la ses ardw onr+9 dfT

‘teorema.,‘“ :
hotese que v es una vecindad 7‘\cagular' qe D ¥

.qﬁe poz'1o‘tan4j

to ‘D Eo un rntracto por ueLurmH01on dO‘V

 § 7 ?Pduccion al casg en que L"s;a‘orientable.

B - 'Sea D un a¢sco 51nvular en una 3 variedad &
,aSOqudo a 1. Oon51deremos ung, ve01ﬂdad V de D cec

7conuurnyo en .1 e,,;on ante:fi* (V~?(AYI) dord 88 un inters:

'Vﬁlo de Tongix cud £ ). COWOFhPW”S‘VlSuO v »uﬁde‘Ser'orieniab“ﬁ‘o,,”

ﬂnn &3 tn \ecv‘on veremos que s1 el 1e"a de Dehn se’ c1wulp ﬁara

25 or' eanulv , ambien se cumuxn pqr” las OuP‘"o lo
o se rocaaera ‘a’ construir ura vz rl“dad U orlcntpble :
e
,’—1,.

edad de ‘ser’una cubl ertq doo'@ de v 7y nr Wa Chal na

on ﬂenos 51nvu11“7dadea Qae,D.,




qu J uaa vuruf doble en D V'zﬂr 2?' ﬂ~'>ﬁjd ‘nue qe intera
aectan en J, ev*ances 3cbre J tehemos;ﬁbs 1na‘c1tche como'SG
muestra en la fig, T.1, 1a iudic'frx
',i‘encuentxx sobrejdy eta aue el eiredls Ge ercvéqrra Hubf“}j'
‘Definieldn.~ Una cucvdisp 1laoma Tgi’*; si =l rotar una- de iaa
'303 tojaa 90” en sentide contrario~allde~1as ma"mojfl s del re~,'
03, las dog indicatrices édin:iﬁeﬂ.‘iUna cur va 8s ufculdqvia sl

e la cua«~ﬂ1 efreuls. se

Vlgs dos “indicatrices no coinciden, (Ver fims. 7. 2a y b)

Fi§'7}23 curva princis

= x

_Fig T.1

f‘

;curva secundari""”

seé P un ounto triple cv D, en- c01nc1 ar treu h gao, cada

5nvac4an ,Yaﬂ ne ndo comc 001ncfden

estas ultﬂm s en T‘\emon q 2 solo rav'duu cn~fc;
31)Todas 113 \ndicqtrlce 001nﬁiﬁen,‘
ﬂﬁﬂ2)dos u01nci den y una no.f ‘ o




) ...(8-;‘

- Prowogiecion 7.1 Por un nantc :rirai al pasan ‘treg curv-os r1n~¥
’;;Ciﬁélos v no“ uo geouw&aﬂzo 2. curvas s@vundzrjus ¥ una nriqoxui
Tinals; : -

cDemy Seany , 'y ﬂ&as ho jag qua se intersectan en 2, §j P s prin-
n

celpal, entonces las indleatrices de las tres hojas cui.ox%mr ¥ por

1o tante ian cuvvas respociives sou srineipales. 81 P es zscun-

Moo

dario entonces la indicairic d» una.ds las siug, digamos Y no

" - . . ' Ve " N . ;
coincide con 1a de lus nhojasy y@/; por lo tan‘.ol’ﬂ ¥y ui¥zon

' curvas aecun dﬁrlﬁb, miepiras ruelhhy 3 cuTva ;‘ acipal.

Swoongamog nue indicatriz a 1o largo.de
€ este wotre XY, ¥y al lle-

“gar o oun nunto secundario continuamos a 1o laczo de una curva
“gecundaria de tal manera que € salte = la hoja W' inducicrdds en

una . curva arincinpni

* . R ’ - R . A v
esta la misma orientacion gue { desie A ,; entonces T se revisrte
o sea sue las curvas secundarias cambian 1a orieatacion de 7V,

. s ! . s . R - . .
Pronosision 7,2, 8i ¥V es no crientable ent oaors en D nay curvas
. princip11e~ y curvas secundarias, S '

‘Dem.  Por la proposicidn 7.1 todo punto tripie es atravezado. por

fan

< 7alormenos una curva princinzl,  S8i solamenﬁe huhiera eurvas prin-’ .
cipales, en- D no hib“fa circuitos gue cambiaran 1“‘0”1Ln"6010n

de v ¥ por 1o tuntu en esta Qltima tan oco owbvdo 3+ nue D 251N L

'revrACuo de ¥, vers esto :m‘ll“arla aque V-es. om;pntabie lo cual
o eu una cortradi oeidh.

7De;iniciﬁn. Un subcongunto H! de H es un succ;avrama de H 51 1‘“:~5

 curvas cwntonzdas en el Lormqn un dlaprama.

" De la provosicion 4.1 se” *run que. e7 ubconjuntojﬁ',dé‘cur1-7'

‘ vaS’UrlncinPlas e5 un oubdiaprama de H _ R . Ve
3ea R= F(I 1), S=F(1Y), y 2=F(12), srtonces ¥ 2s 1a unidh de las

'_rp~1on°s R,S y T. ZLas reg

riones S soi'vecindgﬁes &e'curvas’iobles

en 1ss cuales se intarsestan ¢os hojas; "5i-1la cufva:es sécudda:ja

‘ ,f0mer doq conias 3! y-S" hO"HUMOF;aS a Sy céda una:ﬁe BECE Coéy

? pisaz cortenlar douna de lag hojas coma se‘mucstrﬂ‘énfla_fig. 7.4,
Las rewisnes R son vecind des de puﬁtos triples P. a2

al

”da“lo tomemos dos covias R! y RY! de tal ‘manera qhe
a la ho a cuya 1na1c1t riz no coincide y ﬁ" 1as'dds
:tes co o se m uastrp en la‘Fig} 75, T




-3l
.

- Sea U’tunigh'aJEnabdé're#ionen ST, ﬁ igual nue7eﬁ 7 8hlo que
si R anfiene un punto secundaris tonqvoq XKJR" y si S contiene
f{una‘curva'secundqfin tomanos J‘U°"i EBs: ch11 vev aue V es una -
an dlsco (f’,D') B
‘1181 cual tiene asocindo el nubﬂlarrq"a B de ﬁl“Vwc.Danélp?l '

3—var1edad cowpac*a orLcnuqbl en.1a cugl ha’

_f:v que U cubrn doblémente cierva> Darteg de V contla 1dcnbL¢1cacion_:
 Hp U~~5 V que cumple: p(S'US") 3, p(R'UR") R, n(T) ;, p(S =3

D(P) R. - Se tiene . también que D(D‘)»D - : :
: o ouwon-amos gue el lema’de Dehd c Cu mple paré‘1as Viriédédés‘
"'*orlent:ble entonces pdrtl“ deTD' Por Ledid‘devqortes ‘de Denhn

“obtenemos un'disco D* no. singuiar contenldo7engU,v7ﬁnt¢n¢es 1aj<

_,proyecc10n‘*(P“) sera’un discy en Voen el ‘eual
. 'cido 1a curvas rrincipales ¥ con Ba(p(D%))=3d(D "I5»' 2 propofr
'isic::n 7.1 todos los puntos triples tambien ha ecido

uedando an p(D*) unica merte curvas sscundariat

ce
' as1nyu1ﬂrxdg“cs 12s cuales se elis iode cortes ﬂuudﬂn
en

ﬂo entoqces un dlsco D** nﬁ nbular co nte hid_ V v con Edﬁ*‘—




" Lema a1 81 el Lema de Jehn ‘es vdlilo‘oari 14 varinda(eslorimxt

,g 2 Realizacion de un diagrama de Johanson en una variedsd orlen- -
‘mu]e. o U I ’ i

- : - . R N 4 U : . . '
“son’agociado a 81, Cono se vid en§ & los puntos adyacentes de U

1 te’ﬁ”inﬂLFiO'
uortav aa lo largo de i f“(T) toca a ay b, .
fsrlenbauo ciclica n*atrlﬁ 8,1) de tal mane ra gues o
1) Uha<flenﬁa F. (2n la figura fl~7 )i desvﬂrs» sobre J.y la pun-’

Coii) 81 el origen de laq tres fleohuu,de cahu s bv- un vunto trl

“hojas‘fnspecmlvaq.

}tU"Cﬁd ha nueﬂzdo iEﬂaatrado al 31rtie he 1 ems

bles tadbien 10 es I

nr1 -uﬂ qua no 10 son.

. . . N
13 : .

5

) ) . L . S
“Hea (f,u) un disco de Deha canonico.y 1 ¢l diagrama de Johan-

-.gon clasillicados en ciases e equlvalencia ¢e acuerdo al sieuien~ = -

a) Des puntons adyacentes son giuivalantes gl ¥ solo si exlate uns
fﬂojaki vy una indicatriz J(G T) sobre & ds: tal manera aue al trane

L4 ver de la dndicatriz J(é,?y ‘consideraremos un triadr
ta de 110 ‘otras flechas ?i"Tir este en curvas vecina
i1) Bl origen de £7 (? ? i)y f-(??‘i) sea dle‘

yvle, entonces £ (? ), i (T v £ (? ) tocan a - nintos adyaventns.
Jiv) f T T 1nda~cqn las m*SW?b ovlentavxon,u vue f aennc ﬂnmlau-

L Fig. 8.1

3”1 trand“orte de un trlearo orlentado a'70 lar?o dé una tra—
_veonorla compues ta de tr amos. de curvzs do les se hcoe ac LaT m?~}“

'nerd que 1l sir 1emcrp en la misma: trayQCuorla, abnnue 3uede

f)
ambljr de se"fldo, pero T T- ﬂ’gden Flral,slem7rp que r T 1




el

"sig%h}cumplieﬁdb 1),11),111) 3 iv). 'ﬁ;tése'QJe el ﬁ,gs orientable,
- entonces todus las trayectorias cerradasrpresérvan'oriéutaéion vy o
el triedro vuelve a su posicidn inicial de dos modos posibles:

1 Tas £igurss € ‘ando lds.

)y b)_éomu se muestra en: las Lipurss 8.2a ¥ b, Anald
"' demas posibilidades vemos coms so mucatra en las figirss 8.2 ©,d
Lyl oue el triedro no cunple 1a condlcion iv) o la‘cpmvigrpero 1a
orientnzign dulftriedro ps rovertlia como ue muestracen laas figs
8.2 ey hlo cual es nosible s31lc sl suponamos gue M no es orien=
 table. R R




©7 El hecho de que ul riedrs e u"aﬁa desplazar con ias. libep-

- tady qo“'nermlte nt"odu01r ot o eriterio para ciagificar puntosg

"Wiﬂyacnnte 7 de eata nanera zy"uuur varias cluses de aquivalencia -

“en - una "01* 1lamada clwvn nrue 1 vrlte £ Q”el 01 xzo té:‘

"an nuntOJ adjanht"? 0y b scn equivaianu g i v s020 81

>;b) Existe una trayectoria .cerrsnda y un triedro oris atado de Ctals

manere qne-ai transportar este por la x”?{PC r¢a; 1 ¥ boson a)cxr T
7zados wor alzunz de las Flpcqu,fd(fj), T »Cy,rnme“te 70 dn—_"f
'fterlo" es una claae de eou1VA miela. s

Corolario
'1) Punuos

) Lo siguen siendo-con

;"C“ases ?ﬁﬁcsis.

; Voteao que. 103 DuntasZ- » de le igu“a 8.,a son equlvalen-~
- }tes Lo mismo que 4 ya ,i'vtu ulvnlflcu que. el punte vecing situad

1a lzouierLa (*eco. derechd) de ?% en HY es _nu1v41cat@ al nun—;f; 
fig,

iﬁb Qituauo a -a aerecqa (resp 1?au1eJ6d) de. 3% pn H"V(Vng

Z




u!ic‘énte pqca que un

Eropesicion 8,1 Una ooruicion neo*s ria j
'fdiqgrama H ses Z,ealﬁa‘u 1 ntable b,es,que oun.
'.tvs ﬂdvacnnt@ o ue tos no

na misma claséfgruesd.:f'
Dem. B ’ :

Necesidad: -La nncpgidn” rnSRTLa *?1 hecho oidn que M es orientabla
Uy yne par 1o tanto el trisdro orientzlo solo‘pﬁedg regrésmr-a'su'vf
“posleidn infcial de 1la maners a) ¢ b) ¥ en ambas cisos ninguﬁa de
 1a5,f1echas toeca puntos adyaéentes opuestos. ' : : f

Suficiencia: Ia realizacidn del,diagramé se “&Le como evf 6~+e—.,§”
lnlen”o cuidado de. agrupar las clases qntl”uas qae agtén en una mig
‘ma clase gruw<i en la tava (o en la bqh, Solamente hnue fa“ta.
‘,demostrar que 11 ed orisntablel como U es un,rctracto{por aeiorma~
cion de [, es suficiente demostrar gue en D ng haystr:

¢ Luzu‘as;
corradas que,cnmbien‘orientaqidh , nato-es, en D no hay curvas
secundarias. rSuponganosfque °xiqtierwfuwa eurva secundaria J en
D, entonces ‘'en J hay un punto trinle secundario Py una curva -

)

,rwncloaquuﬂ cruza a J en P, Al trﬂnsooruqﬂ 21 triedro 2 1o

largo de J de tal manera que al’ 1 eﬁar a P sira.a 1o largo ie,la"'"

'fcurva hPlnCi“dl f'(? Yoy f”(T ) t00 n.puntos slyacentes opuestos
 0010 ‘8¢ muesira en 14 fivurl & 4 perc gsto contradice la hipote-
fqls vy por 1o tanto D no tLenu CurVaS vocundnrJas'yqur 16 %anto .-

:'H es orlfnta)We. ' : B .







(p" (D):

p*rﬂ(P(D))

zmn T zrm

“*ﬁ se sigae que ﬂ(p'(D)) O y.,- “(n}} es szmn]cwen 2. conexo ¥ por
'fllo tanto conexo. : : ' AR S .

' Yor 14 nronosicion 1ute¢ior ¥ r'1 n»“no(yn»ﬂ(V) gen ﬂifﬁrente”g

b de O existe una tranafovmzcion cubriente T, tal aue D hf(D 4 4.

‘ L}Entonced D1n£1D consiate do un numero finitno de, culv 2 G carradqb

‘ yﬂ ‘que pt=n., Si T es’ una’de dicna: curvas, entonces pi( 1) €9
*'% una curva doble en D va que pt(ﬁ Y= (7). Por lo tanto T =, (J)
S ;donde JeH-#'. Por lo tanto se tlene 1a deuirurﬁdld d(D )td(D)
v’{-De 1o anterlor ge concluye el lemr“ :,f

"'Lemd 9,1 Sl v es gimyp 1emente connxq, entorees d(D )= d(D)
;fd(D )<d(D) si v 1o 10 es : :

B siguiente diagrama

iiz ﬂa|torre sobre Dy se constru ‘e cemo claue.‘7‘””' '
. ; diwh3am~ n.-es una torre exeme uvl sobr@ D f- m 1 m, ;plra‘m;__’
: or el lema 9.4 d(D)>i( )Pd(D ) . 20 v nor lo tmhuo °k‘”+c,n na-'

ra Ia cnal d(D 2)<A(D ) sx 1<n v d(J ) d(Du) para J»n )r lo f




oero "!n-l aoe gl nuier
T —»f")ciqdc unﬁc_lia’gr?ir’né i,
B, »...,Drtn.- ‘ B

Y

CiLema 1,2 0 34 Voes una Jevorimiad simplemente conexa, entonces
“eopponentes ce B4V pon esferas de dienaidn Tog :
“ Dem 3!1(‘!.‘. =0 nor o

-
i

vetecis, Por f‘u"“idnr‘ H(7)=0. 0 Por Ta duali-

~ dad de Poincaré H 1.V, 3V = H (‘l) ¥ oo Lo tanto dsial s 0. Pinale

Cente nl- c::m.;ideru.c la au e“'m‘ exic ta pura (v, 3 )

(1,00) »---a, H (7} - ity oy, (7,07)
0
, JZ) tanto 1% Sromnongntes.d
Cepiaras de di;s;er‘f.‘io’n

o uumn‘unlo ahora oue la altura de una torre
' ‘quen(l_')n,sf) v d(Dn_1)}"?}.v

Lsma 3.3 EL conjinto %de transformaciones cubrieats
ferentes ve ° -y g2 cumplen ?."( LMD A & e no vacio. :
v",'_*Dmn.. - Como (V4 )# ¢ entonces - lspe 41 CL”rOP;ll(Un-}) 65
:.k.neﬁm e:r.lstez tal rme Z(D, )nD,l, v
Como Dn 1 es canouir‘o ¥y, :
“(D )nD consta dw un iz j‘ nlw
Entonces Z(T')~'T" eg una curys cer: ¥
H“':‘.‘QU(T )"qr (m1v).  Tlamemos al con’anto | B
‘:'t'aleo- que 'I‘"—Z(’l”\ con 2& én Zs .éivll ver ous T es un. dka”r”":f" :

on

B rd i
r‘a cw Johanson y su reaWi.Jacz.ox., ner . L tonuo Pmste un -

“ 1 _ s

Om 0'“07‘1‘ gmo Sn?:‘ ———— ‘{n_1 . ieonp le cono, ¥ 7 foaae
aea 2un punto trivle en .),)_ I b.ﬂa‘, 1mafze

.‘,~ver%s ba]o Qe ?:ntonces‘P'eS”n'if',‘ D"l—T"n

o0 TyA son sransforvaciones cubriente:r al

(LY=Lt antonces g(R)=PN, ,2(*-:"\-?'" v
AT (3F1)=21,  Eetoguiere ueczr ouco"kz. =14

Cmrpmed d.~g ane P'a'I."(\’l‘”, enuoncys T’ '

EEEE ARt N sede: S"”eai"“ tambien aque .'~“"=S'

L

nbi
se tiene nue T -1 . Por io tm'to tenenos el g

R \1 e"l ten p1oy oo 2, con Z(T' =y CiaT¥ d enton-
ex*s’mr) By ¥ LE coq“,\.(u )=L S




: A ?‘;fﬁfj?;‘ o
L . Lamaf@.5;81ﬁ9¢fdnoa que, d(D )Hf yfd(fl_117ﬂyy ,
; SRR T, con T T'*{--¥§T"’v Ordnn ZiﬁikyifEnﬁonﬁu
A Tﬁ-éimples cerradns 'y ajenas entre siy '

~-Dem Supenganos sue T'nT"# d,.enfozhes nor pl Yema 9.4 existen Lt

V‘Lﬁ‘yfk=52"li 81 L' LM 4, entonces ya 95?1 lf*o‘fr el lova,

B . , ; -l Syt :
51 no, eatrnees exinten LY g L?_con7\.z =T, RN f}b" 2 en-

f i SR tonees yu'estﬁ.' 31 no, econtinuamos. Supongumog que nemoa obtenl«'l”
e do I} v LY contm= "‘”“"";51 Lo OL=F ya v.m’;l“ s TN LY £ 4 anton
ooy existen IT‘, » Lty (0n7uﬂ;;1:::1“”"“ l,'ptc.‘ 51 ﬁ:pnneﬁosq‘
que nunea vamos « t ener dichas curvas, eomo o, es finito débf
naber curvas L}, L“. L! L; Lo yiél;,,L£=Lgfy'r<s., EntonceS :: Ao

e YL 2

Z ~1y-—7\5~(l‘ i ("“)5 :-)i

- . sy avfast "
FANE =1

15 cual contradice oue vrden 2 =.a

. . . L : , .
~§ 10 Denostracion del dema do Unin para lasovarledsdes ﬂrveﬂ*ﬂjlmu.

Soa (£,D) un disee 4= Dehn canénico contenido on una

d4d B oeriestable oon BdD=0 ¥y sed 7 ura veeindal "e:uxlr de D,

Tewa 13.1 -Si H1(3)=G,‘entonces exintz D&M no s;ngular vocon
. BaDy=C. ‘ B
“Dem. 31 "l(D?
6,3 1as componentes de 517.50n4e"f°”'3 de. dimniclon 2. C M nor

enionces v e sieplamente conexa. - Pors el Lema

3,

.‘ '- Iv
. kinote 518 ULB’V,
‘;f'ontmra Aeoun d

P(ak) dl“leu (Ho de 2, es 1a region. si ae A’QJB 7

‘f vor .algunas de lag ?(a]) v r(ay) (d“i“EjZi correépénden tambien
erloan SlﬂE7CS i (1,..,n) g una pec 1hﬁa‘bend°*“(1'),3- Qéa;ﬁ
: : D= r(&')Ll (5’ )&/ r(7"g F(i ) '

; . B
'.donde ALY '3 son su“nangantos d¢ (1,...,n)

.flflrmamo nun no existe i para 1a cual ?(Zi y‘F(Zi“) _
. N Ve R . B B - - L AN
208 cue V(Z ) R F(Z” )’ eatan en I'; sea P lal 3-variedad

nainSearzdavl ~n10ﬁces Pres

fguooni

v

e

"

‘;}Hue se obtiene 3 ngﬂndo s0las de dime

vhe oon: orque V looes

zo h que crize *“*V°° de 7 43'
‘de,K,y»C en P, k(K,u)

.&.J

que se tome se tlens 'Q49~‘




S 2 ~30m
G I, 0)=1k(K,2)=1n%(3,5')
: donde - int es el miacro de mtprsec icnes de k én . Dero int(A,D)'
1 mod 2 e int(K,D')z Drmod “por l“ tanto 1a Lpualdﬂﬁ".
'Qna'conuradlcci‘n ¥ por. Iﬂ xnto la axlrmanlon ‘se oq*ole.
| Sea Dy=F(3 W F(2IWF(B,) 0

antonceg Dy . &9 un Uisco n qiﬂrulut por la aflrmacion anterinr y
 gQr lo tanto el lewa ha ouedado demostrado.

R

- Suponganoes a“arﬁ que H'(D)ﬁ d Construvamon una torrf sobre
§ DcV Ade altura n, eitonces tenerss D D, V un dinzo sitig wlar, s
_ " Supongamos ju.'d(D )>J,Vcomo V er‘ulmv mente coneka, por elf”‘(
“lema 10.1 se slgue aque que exiszte. D‘ con m(D' =O; 0 sta Des nof'
vSinpular. Consideremas Dn~Dn N anb}de-¢mos‘ “‘blhn lag ecompo=
nentes de (- las curvas corresnondicntes al iiagrama ) ¥ Lla-
memos ¥, la cerradura de 1a componente que conbiene a Z,+. Como
podemcs Juponer‘oue en D no hay curvas ‘simples cerradas ;'aje—
‘nag entre g{ (si las hay lab climin4nos), enuoncc” en fn(l ) debe
. PYLStlr . wunto f'lple P, nntonces PeD D” opor 1o tanto d(u )
‘wd(p1...g (o )(d(p1...p )(D,) d(t)) : e

v Suwongoﬂws aue d(D )=0, nt»rﬂes d(D 1)7
U Lema 10.2 Ex1sten curvas T' s T"eT las cha 1es son slmnlé'

das ‘aaenas entvo siv v
Dem. - Zs snlo n"CG‘&TlO dumoqtrar aue existe
'ibriente ccn orden T .oy upllc nd e?_lesf
izsnItQGOVQCSGQQQ, Fero para nsuo ne"eQLt

“lemasg: Sl = : , SR
'1Lcm= 10.3 Sl QW_Wenbs una . de 1as componcntES de Bdf i no es uﬁa

: fera,‘entonces e<1stezélfrznﬂxovnacnrﬂ cterﬂnta con orﬂﬂn “
'JZ(:))nn'(I. R e
,.Dem. Sea ¢ ”1(Vn 1) ‘—u (Vn 1} el homonorflqmo naturzl v 'ﬁ-, o
'Y C)-—-- ﬂ (V ) el: isomorfls 10 entre e¢7COﬁJ9§yO>ue t”'nofo“-‘jz"”'
» 2».H.cwoné$ cubﬂlentes de. o, 377” (Jn 1) Como'alyrenos una-de 1la3 :
'; y"omD0nenteo de BAY - no es una 2-esfera, Pnuoncea Tor i, (Vq' ) J"J
oy 1 (V. 1) Ssa (¢¢)J(Tor h (Vn g ) J?LC-C) ' »Vomo pn (D )
”ﬂ‘»onexo y es qua7 4
e 22(2, ) ju 7\(:) )]u{_'u a(ij
o onces‘r-“riéth ZeAv CEeQ tales aue 1 (’) )na(D N gf
R:ﬂ‘ﬁ [ 1 d . ntcpnesv ke (D )nD Ao, meo;'a demostrar au" orJen =
m o Sby gamd 'quet =1, cntonces R 0:—1 To 01a1 lm e
: ' .o:‘loltantox' ‘ : o SO '




{‘~perow¢(2) € Tor iz (/n 1) Jy'¢(a)¢ o r,}(vn_i)) '

{onton es m"O ¥ sn‘”iewe el resul Hﬁue, e qunrxa.

1—15”0 e unn. 2oy

Al menos una de 1as'qup0nentes de 7,

'fggmL aunun'amo ‘que la frontera de V L1 -a{é, nnwue sta de un nﬁﬁéﬁ@
finito Ae esfc-as e limensisn 2, Sean | =100, las cerradubis
"dn‘laq comdonhqtes'de'. ‘  .“;?r' ra aln dcd rwrakqw dn V
~ %Al oue Pd/ _, #ea un ' Geform: : '
fi?ngonqe H (hn 04\
A i .i u Lo . '
"_—~>..‘ (1004, )  RRE SR A GO R
b inun que Hy (N)=2 y por 1o tanie !
fwnd ho1t1qn¢cclnn, aor le tanta. el 1em

lean 19,2 2o sizue _
YT curyas simplass

POY muiio de o
in

_ﬂdftéia.lo

sy
] ot

1 87'1:1

cortenido en unz




: d orlenhxbls h .K sﬁ;diagf;
'[3 'r de D. SO

oo

°tDef&nicion'iLémnwavds la oo.plcitd d'de an_disce B al'humefofdekv :
; -trbédd'defcurv a8 dthCb vomprehdida entréfpnntos tripiésfy‘10 de
v notxrdmOw comy #D. ' ' _i”‘ : S e

: uunonpzmo que D no ttene curvas dobles sin sipgularidades.'

T 8na Hl un. cubdiam on' M, E
,T#D,‘ﬁp ¥

‘ﬂna dn H ¥ D' su rnwLLZﬂ L6 en M, entonces

‘ ea 5 01 subeonjunte. de todos los suodiwgrdm s de Hy enuoncas ‘
S FJ no vacxo'morhwe-ﬁ ‘eg un abdlevrsma de si miomo. S estn Qr7~‘"
1ﬂpnqdo por la incius sion. fséa_ﬂo'el glgmanugrm;nimal de S:yﬂné*nu
frﬁqlizaCJon en. ‘ ' ' : s R R -

Lema 1141 H (D }=0- o o - oA

,:anmﬁk Suponpdmos que H, (J )40, ‘Sea V ana vec1nudd r@pular de DO'*F

'5;entonces v, no es olmpiemente cbnevﬂ nuer de lo contrario D oo
 .qerfa Y por lo tznto H (D y=0." mnbonces nodcmos construir nna tow
: rre elemen tal uobrg D5:Vo’ entunces tondremos Jn disco D 1 21
.cual corresponde urn diagrama H7 con djci 10 caal contrad ce quo
Howse1~minivil., ‘Por 1o tanto H, (D )=0, " L =

‘Como . H (D e O,‘entonecuvvo es °1m01em°nte conexa ¥ por io

:tanto 14% rombonenetes de Pd" son es fevds de dlmenslon 2 y C:UQDO o
se encuentrd en.una de dichas CJmponenbes. B

, f ;ﬁ3gamos.un co’te a 10 1qrgo de 110 cu“vas de H ’ esto nos la

‘¥1bomo oonsenuencla un corte = 10 larrfq de. ’a proy:cc1on de dvcnas‘
f:rirvu@ en 1la 1ront:ra ‘de V . Idnntif QUPmOb Wac curvas a.a§ vor;f 'f§"
' Ta° cu“vqs aJdl* como se indica en 1a sebuna? D.rte del teorema :
6. 1., e exta mane“a rerlone uLmﬁl 8s A' y Z" de A'{v A" quedan @
‘das desrzeu de 1a 1dentif1cac¢ﬁn.

”Para 17aa‘war ]a antsrlo* tomemos: como GJGWDIO el d*a»rqma g

1;15 Jgura 11, 13 en :ste dlagrdma g5 cla ro une 51 ellmlnamoo les

‘aarvas Al TUAN e';ﬁosM de. 1:S;Purva° v*twen formaﬁéo un diagrena

-en ‘a flra 1102 Y es claro tambien-qur

liagiama de la figura 1. 2 hemos

'Jeu0ulnado »“ha

su nombre,  En l=zs figuras: 11, 3a ¥ 1. 3t

f5611lu tra coto sunerficie de‘A’y b"aesvaes rqcL o

P
Deh io a oue C e tn

"té7y come hhx_ﬂr'ff en

~

“una era’, b d=e un discj‘no si

as: ce 15‘5 *'er‘lonps sxmp‘_















N R s | £
¢ sjdo’identiEinnda previxmen fVO‘ee'7é1‘di$ 10 D'7 15ta fornado

75dr (Z (uor “anyla), donne camo. ya ! eaoemv,. 'z ey 12 ﬁion‘

wtiensa BdA b e porL/ P(Zi') 4 ?(&") con Ay B 5
‘ T‘gubcanjuntog de (1,;.,n), ¥ nr “una peqaefia” b-nua F(I') nue co—fnq”
"'arresnonde a F(pareﬁ 1atﬂrel de A,xI comnrcndill entro A "v'A'd

,'Lvae que oo

4 “En el ejnmnlo 1u9‘estaﬂou VAenﬁa, al. qdcc- B lJenviflggciu, :
' ub‘ﬁnenns dos sapo*f‘ciea ea;e”lcas y dos dlo‘csbhan frontera Cilos
cuales aﬁn"‘ ' ' AN ARG R

‘~j ,ﬁ,_F(I')u v( '\L)F(d")L/ (Zé) u;(zg)tzﬂ(zj)~5-“
¥ R(EMURED UR(23) UR(2y) UR(2L) UL

L por 1a qflrmﬁ,lon del lemn 19.1 no e:;atv A mara 1avcna1>
1*“(2') '8 P(Z“).h"t inen D' ¥y nor: 70 tanto. o
: ﬁh(zNJV")UM | e S
“es un .disco singular nujas "Jngularldnﬁe son aquellas ourvas,

- dobles que proceden de H-H 4" Como en D nabxg puntds‘ﬁf'ploqu

'.;h1n desanarecido las hurvas gue los conuenlan, entonces ”D*L

Fa-la flpur: 11 se. ve el cwa"rana vorrﬂslr;uirrbm ul anco

D*.en nuestro 638"010. » . : ‘ i ‘
. Bupongamos que d(D*‘)O. Eliminemos por procedimientos de cop

~te. 1au,01rva3 dObLES ain singularidades contenidas en D% y mea -

"D, el disco que obtengamcs (D, vuede ser irual a D¥ obvianente).

v:fSi.d(D‘))Ov entoncss #D,50 .po srque solamente tomemos curvas dnbles
f;con Jingu7 ridadeo._ Con ideremos eT dlarr;ma'q1 soclado a D y

'fo{ c; hnngunto de: *ubdl*"ramus dc’.1 Sea. H}ﬁ gl di a*r1m~v¢1n1~
aT‘y:Di 34 realluqcioq. Aol1qurmo el UTWC?:)'aRuerOr ”ueva5
mente y SbtenﬂremOf un dlvco D% con #D*(JD<#“.  Qultemos la '

icurvas dobles sin Qljgulﬁrldld»u & DY ¥ obumnl“amos DQ con D (

'un nueauro ejenplo D* 3010 ulene cuvvas 1n \1nFular1dadPs y ﬂnr SE

jio tanto D1 sern. w1 disco no 1ncu1a” y el 1rwceso 58 trrmina 211 1.)
: “.Como. la complﬂﬁidqd cﬂ un disee de Denn o¥ ”anJco ns fantﬂ '
?entances T*eo:LtJ.hrmn el al*ar tmo ant *10“ cun“
‘ ) con #Dﬂ~

CZl(STé 
'Hcr medio de, artes
<! al dr"ae,tra el

,
X e T
invan .;':.\‘u DOT L JOSE

'uQQ1b"1nos;

.algoritmo dos dﬂ’tna dpmvuur: Lcn del lema de Dehn uas sen—

',yﬁsin rccarrlv R Taq nuuolo al;cbr31co° cm
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