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T. N. T :¡¡ o J) u e e J~ o N • 

En el primer capítulo de este trabaj'o se demuestran 

teoremas de metrizaci6n contenidos en 1os artículos 

"Théorie des Ensembles.- Une condition nécessaire e·t 

suffisante pour qu' une classe (.f. ) soit une classe (ad). 

Note de MM. Paul Alexandroff et Paul Urysohn, présentée 

par M. Henri Lebesgue~', "Distance functions and the 

rnetrization problem 11 de A. H. Frink y 11Metrizabili ty of 

descomposition spaoes" de A. H. Stone; teoremas que se 

utilizan para demostrar entre otros resultados, que to­

da variedad topológica compacta es metrizable •. 

El segundo capítulo se refiere al teorema que M Mather · 

demuestra en su artículo 11Cotmting horr1otopy types, of 

m~nifolds" y que afirma que el conjunto de tipos de ho:.. · 

motopíade las variedades topológicas compactas es nume­

rable. La demostración dada aqu{ de este teorema es dis- .. 

tinta a la de su autor y el camino seguido para obtenerla 

combina el resultado, del primer capítulo, mencionado a­

rriba con un teorema de·. J. M. Kister contenido en 

"Homotopy types of ANR' S, y con .. un teorema que Shih""'.Chen~ 

-Hu demuestra en su Theory .of Retraots ••. ·· 

·' 
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CAPI'.rULO 1 

EL.ESPACIO DELOS SUBCONJUNTOS 

1 

COMPACTOS DE UN ESPACIO 

METRICO. 
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.· 
Sea X un espacio métrico y d una métrica para X. Si x es . 

un punto de X y r un real >.O. , Vd(x,r) denotará la r-'Ve-. 

cindad de .x : {Y"- X 1 d(x,y) < r\ • Si A es un subespa.c'io de 

X, Vd(A,r) denotará la r'.""vecindad de A : {Y~ xi 3 at;:A i) 

d (a, y) < r } = U {Vd (a, r) l a .., A} .• 

Sea Y la familia do los subconjunto:;; comm .. :.ctos no vacíos 

de X. . . '·'· '( y_; L'ie X, definamos d' (A,x) = inf {d(a,x}/ 

a€AJ , y d"(A,B) = sup {d' (A, b) j b €. B) • entonces se tienen 

las siguientes propiedades : 

1.- d 11 (A,A) = O para cada. ,11, (1\: v 

2 • - Para A F. B ª" Y, d " (A, B) ) O 6 d 11 ( B, A ) > O • 

. . , J.- Si A,.B 1 C esi;an en Y, d 11 (A,C) ~· d''(A;B) + d"(B,C). 

Para cada a de A~ d'·(A,a) =O.·. ·d"(A,A). 

S.i A /: B, A - B -/= 0 ó B - A f ,0,. sj_ A .;.. B f:. f;, sea a en . 
·A - B, ya que Bes compacto, Bes cerrado ~·. d'·(B,a) > O, 

d.e donde d"(B,A) > O. Análogamente si B - A /.:: ~' 

d" (A,B} > O. 

Si A,B,C están en Y, para cada c de C y r positivo,e:Xis-:. 

te b en B tal que d(b, e)< d'(B,o) + r. ·Igualmente. 

te a en A tal que ·:: d( a; b) < d' (A,b) + r . . • 
d(a,c):;::d(a,b) +d(b,c) < d'(B,c) + d'(A,b) + 2r . . . . . . 

d(a,c) =.a 1 (B,o):+d 1 (A,b)::: d"(B,é:) + d"(A,B} 

d 1 {A' e ) ~ d ,, ( B' e ) + d 11( A ' B) 

d"(A,C) ~ d"(B,C) + d"(A,B). 

exis-:· 
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. . 

. Proposición 1.- La función D de YxY en los reales no negat.i-

vos definida por: D(A,B) = max (d 11(A,B),dº(B,A)), es una mé;_ 

_tri ca. 

a) D(A,A) = o para cada A de Y por l. 
, : .. 

b) Para .A/: B en Y, d(A,B) > O por 2. 

c) Si A,~ están en Y, D(A,B) = D(B,A) por definición. 

d) D(A,C)-:;2 D(A,B) + D(B,C) para A,B,C de Y por~·. 

·: ,·;,,,, - Y es el espacio de lo~:; ::;u])conjuntos compac;... · .·· 

tos de X. 

L'.copcis:i.ci6ri 2~- Sean A,B en Y. Si D(A,B)..::; r, A C:Vd{B,r} 

y BC.Vd(A,r). _Si A CVd(i3,r) y BC.Vd(A;r), D(A,B).~ r •. 

Si D(A,B) < r; d"(A,B) < r . º• para cada b de B 

d 1 .(l¡.~b) < r • •• existe a de A tal que d(a,b) -< r ~ • • 

. B C. V d(A, r}; análogamente A C Vd ( B, r). 
.·· . 

Si A<:. Vd( B, r) y B C. Vd (A,r), para cada b d_e B existe .. 

a de A .tal que d(a,b) <. r ••• d' (A,b) < r. ·. d"(A,B) '!E r, 

de la misma manera d"(B,A). ~ r_de donde D(A,B) ::=: r. 

Lema i...,. Si X es un espacio rnétrico separable, el 

Y de.los subconjuntos compactos de X es separable. 

Demostración : 

. Sea. S un conjunto que separa a X. Sea S 1 

la familia de los subconjuntos finitos. de s~ 

'·," 

Sea:n A en Y y r positivo dados. La familia {vd{a,r)(af¡A} 

es una cubierta abierta de A y por lo .taritó . .,exísten a.f,a2 1 . 

• • , ªn ·en A tales qué <va_(~, r} / 1 ~ k.~ n.}. . . a A. 
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Como S es denso en X, para cada l '6. Ic S. n existe bk en 

S (\ Vd(ak,r). Sea B - {bl'b2, •• , ,bn\ .·• BC.. Vd{A,r)C. 

Va(A.2r). Para o:,\ctn. i'.i. df.'l A Q.:d.1;,·!;o J. tii,~ k ~n trJ.J quo a.;:::.Vd(~'.:k'r) 

• '. d(bk,a) ~ 2r ••• 11 C Vd(B,2r) • • • .D(A,B)::::: 2r y S' es.den,... 

so en Y y como es numerable separa a Y. 

Definición.- Sea X un conjunto. Uná. .Dseudornétrica. definida 

en X, es una funci6n d de XxX en los reales positivos tal 

.·que : 

1) Para cada x de X, d(x,x) = O. 

2) Si x,y· son dos, puntos diferentes de X, d(x,y) = d{y7.x) 

y d(x,y) > O. 

"'· 3) Bi x,y,z• E.~, d(x,z)~ 2 max (d(x,y),d(y 1 z)). 

Proposición 3.- Toda pseudométrica .d definida. en un conjun;..; 

to K define una topologÍa en X. 

Un subconjunto A de X es abierto si pa:r:a cada a de A, exis,­

te un real positivo r tal qU:e \x<::X \ d(a,x) ...:: r} c'.A. La de ... 

mostración es la misma que para una métrica. 

Definición.- Un espacio topológico X es un espacio pseudo'."" 

métrico, si existe una pseudométricadefinidáen X, que define 

la topología de X. 
' ,· ·, . 

. , 

Todo espacio métrico es un espacio pseudométrico como se ve 

de 1a definición. Veremos más ádeiante que toda pseudométri...: 

ca induce una métrica equivalente (en el senj;idó de que ambas 

determinan la misma topología).,, Sln embargo, no;toda pseudom:é­

trica es una métricr · como se ve en .el siguiente ejemplo : 
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Sea X :::: {a, O} V {1/n \ n es natural) y d definida. de la 

siguiente manera. 

l/m! si X::: :l./ Xl ' y - l/m. 

l/n si X - l/n, y. -- o. 
d(x,y) -

2 si X = l/n, y :::::: a. 
1 si X = a, y = o. 

Es claro d 
l 

pseudométrica que e¡3 una y ~x~X\d(a,x)< 
= f n,OJ no es abierto, ya que si r es un real positivo, 

~xf;X lct(O,x)< r} contiene puntos de la forma 1/n. 

3/2} 

Proposición 4.- Sean duna métrica y d' una pseudométrica 

definidas en un conjunto X. Si existen M,N números rea.les· 

tales que para. x,y en X, d(x,y)-:,;. Md' (x,y) y d'(x,y) ~ Nd(x,y)~ 

. Entonces d y d' determinan la misma topología. 

Demostración 

Sea A un abierto de X según d y a en A 

existe r positivo tal que {x~X \ d(a,x) ..e rlCA. 

. • • 

{x.::xj d'(a,x) ·< r/m}c. ~.'.A es abierto según a•. 
Análogamente si A es abierto según d', Jo es según d. 

J"ema 2 (Chi t~enden) .- sea d una pesudométrica definida en 
. ·. . 

un conj~to X. Si a,x1 ,x2 , ••• , · xn están en X, d(a, b) .:;;. . 

. 2d(a,x1 ) + 4d(xl'x2 ) + 4d(x2 ,x3 ) >1- ••• + 4-d(xn-l'xn:) + 
.+,.2d·(:r,:: ,Q) • . • ·:• -~·n I .· 

Demostración 

Por inducción .sobre n. · 

Si n . 1, d(a,b)= 2.max (d(a,x1 ),d(x
1

,b)}_·· • 

;.¿ 2d( a, x1 \?: * 2d ( x2 , b) 
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Supongamos que la afirmación vale para k < n. 

Si d ( a, b ) ~ 2 d ( a, x1 ) ó d ( a, o ) ~ 2 d ( x n , b ) , 

d(a,b).=: 2tl(a,xJ) + 4d(x1 ,x2 ) + ••• +:2d(xn,b). 

Si d(a, b) > 2d(a1+.t) y d(a,b) > 2d(xn 1 b), 

d(a,b)¿ 2d(xl,b) y d(a,b) .<::.·2d(a,xn), 

Sea k el máximo tal
1

que d(a,b)~ 2d(xk,b). Entonces 

. 1 ~ ]{'.~ n y d(a, b) > 2d(xk+l' b) • ". 

d(a.,b)~ 2d(a,xk+l)' de donde d(a,b):::, d(a,~+l) + d(xk~b). 

Por hip6tesis de inducción : 

d(a,xk+l) -=2d(a,x1,) + 4d(xl'x2 ) + ••• ·:·+ 2d(xk,xk+l1) y 

d(xk,b) ~ 2d(xk,xk,<L:) + 4d(xk+l'xk+ 2 ) + • • • + 2d(xn,b), 

de donde : 

Conolario 1.- d(a, b):..::. 4{d(a:,x1 ) + d(x2,x) ·J• ••• + 

+d(xn,b)). 

Teorema l.• Toda pseudo.rClétrica induce una métrica 

equivalente~ 

· ·Demostración: 

Sea X con una pseudométrica. d,, définamos' · ... · 

' d': x.xx~:>R de la.siguiente manera: 

· d'(a,b) = inf {d(a,x1 ~ + d(xl'x2)\+ °'º + d(~n;,bJ): 
X¡ x 2 • • • ,::Xri: ~X f º· 

. ' ' . 

Claramente. d' es no negativa y para a .j b enJ( ·.· •.. 

1) d' (a, b) ~ 1/4 d((a, b) por él 

2) 

De dónde.: 
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a) d 1 (n,n) ~O pura cada a de X por 2. 

b) .Para a,¡. ben X, d'(a,b) /O por l. 

cr d 1 es simétrica ya que d lo os. 

d) Para cada ci.,b,c dG X y r positiva, axis.ten x1 ,x2 ~ ·• 

~xn ; y1 ,y2 , ••• ,ym' en X, tales que 

d(a,x1 ) + t d(:x , b)-<' d.1.(a,b) + r. n . 

d(b,y1 ) + + d(ym,c)<d'(b:,c) + r, como: 

d 1 (a, e) ,:i d (a, x1 ) + • . • + d ( xn, b) + d ( b, y 1 ) + • • • + d (y m, b) .,. 

d 1 (a,c).-<d·'·(a,b) + dª(b,c).+ 2r, 

. .. d 1 (a,c)~d 1 (ü,b) + d'(b,c)¡ y d y d' son equiva- ·. 

lentes por 1 y 2. 

Ahora veremos bajo qué condiciones un espacio topológico es 

pseudométrico. 

Teorema 2 .- Una condición necesaria y suficiente para que 

un espacio topológico X sea metrizable, es que para cada na­

tural n, exista una cubierta Sn de X tal que: 

a) Si dos elementos U y V dé Sn+l se traslapan, existe W en·t 

Sn que contiene a U y a V, paran = 1,2, ••o 

b) Para cualesq_u:iera dos elementos diferentes x, y de X, 

existe m tal que ningún elemento de Sm contiene a x y a y 

a la vez. 
00 

e) Para cada x de X, {st(x~sn)l n=i es una base local de 

vecindades. 

Demostración: . 

Necesidad: Si X es métrico y Sri e~ la familia de vecindades 

esféricas de l.os ptmtoa de X .de .ra:dio l/2n,: se· cumplen a; b, .. 
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Suficiencia: veremos que hay pseilldométrj.ca para. x. 

Los siguientes resultados nos serán utiles; 

i) Sn+l refina a. Sn paran= l,2, ... , ya que si U en 
•'¡ 

Sn+l es no vacio, ? impHca que existe V en 3
11 

q_ue contilime 

a U, de donde se.tiene que: 

2) Si x,y estlí.n en X, ningún elemento de Sm contiene a. 

x y a y a .la vez, y n~ m, entonces ningún elemento de S
11 

con.tiene a x y a y a la vez. 

3) Sin~ m y U en S
11 

y V en Sm se traslapan, existe U' 

en Sm. que contiene a U • '. U' /1 V !=- rjJ • •• existe W en S .. · .,ffi-1 

que contiene a U' y V y por lo tanto a U. 

Si hacemos s0 = {x}, para cada y,x de X existe rn con la 

propiedad de que existe U en S tal que x,y_-=:_.._-.u. Por (b) y rn ,~ 

( 2) a partir de cierto rango, S
11 

no ·tiene la propiedad ante.;,.:'., ' 

rior. Sea m(x,y) el máximo natural que. tiene di.cha propiedad·. 

Definamos; 

-... {l./2m(x,y) si x -/: y 
d(x,y) - . 0 . S1 X := y . 

• Entonces por definic:i.ón tenemos que: 

a) d(x,x) == O para toda x de X. 

b) Si x,y están en X, d(x,y) = d(y,x). 

e ) Para x -/= y en X 1 d ( x, y) > O , y 

d) d(x,z) -~ 2 max(d(x,y),d(y,z)) para x,y,z,de X, ya.2quo 

Si d(x,y) = 1 6 d(y,z) = 1, d(x,z):;: 2 max (d.(x,y),d(y1z)} •. 

Si d(x,y) < 1 y d(y,z) <:, 1, existen u en s ·e··· · .·)· Y .. e:.ri:i 
• .m x,y , • .. J, 

Sm(y, z) tales que x,y E U y y ,zE V ·• •. U(\ V /. ti, si 

m(:ir,y) !:. m(y,z) p_or (J) ex_.is·~e 11_·~ en··s ( · ... ) 1 q.µe contiene.·· 
. · • m x,y - ·. 

a U y a V y por lo .tanto a x• y a 
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d(x,z) 6..1/2m(:x:,y)o...l = 2 d(x,y). Análogamente si 

m(y,z)::; m(x 1 y), d(x,z) =. 2 d(y,z) • •• des pseudométrica. 

Teorema 3 (Frink) .- Un espacio topoJ.6gico es rnetrizo.-

ble, si y sólo si, para cada x de X existe una suce~idn 
<>O . 

{ W(n, x) } n:o::l de vecindades abiertas de x tal c¡ue: 

1) Vl(n+l,x)C.. W(n,x), paran= 1,2, ••• 

2) lW(n,x) ~:==l es una base local de ve'cindades en x. 

3) (J ¡wcn,x) ! n 1,2, .• \ = -lx) . 
4) Para cada x de X, existe una funci6n x de los naturales 

en los naturales, tal que: 

Si vr(x(n) ,y) (\ W(x(n) ,x' 0 t/J , W(x(n) ,y) c.. W(n,x). 

Demostración: 

Necesidad: Si X es métrico:.' para cada. x de X. y n natu!'.al_ 

tomamos como W(n, x) la vecindad de x de radio 1/211
, se cum-. 

' . ' ' 

plen (1),(2) y (3) como se sabe y x(n):::; n.+ 2 satisface (4). 

Suficiencia: Por (1) podernos suponer quex(n) > n, dP- don.:.. 

de se sigu.e que xn1(:ri) > n y que xn(l) >- n~ 

Para cada x de X y n natural, sea Un{x}:: W(xri(l),x). 

Las cubiertas Sn = {un(x) 1 xsX~ cumplen (a),(b),(c.) del 

:teorema 2' como se hace ver enset::iruida. 

· i) Dos elementos de la familia Sn+l so:n de. la forma 

w(Yn+l(l),y), w('i;n+l(l),x), si no son ajenos y n>-. l; po:-

mos suponer sin pérdida de generalida.d que yn+1 (1)·~ :?¿n+l(l). 

Por (1).W(yn+l(l),y) C'N(in+l(l),y) y por (4•)' W(in+l(l),y) 

C W(in(l),x) ••• ·w(yn+l{l),y) CW(in(l),x). ·:· . 

. . ·.,.:···-. 

~~.i~~~~~~!f.),1):,:,,;;.,~~.-'l_. - . . ·"-- - -
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mento de la familia sn que contiene a los dos elementos 

dado"tl de la familia s n+l • 

ii) Si x,y son dos punto~~ diferentes da X, por (3) 

existe n tal que .v.f .. W(n,x), como ":'Y?(1) > n por ( 1) 

ytf.. W(x11( 1), x). Si ,U está en S:xn+l( J.) es de la forma. 

-n+l( ) 
W(z?~ 1 (l) 1 z). Si x está en U, ya que 

z-in+l(l) (l) > :xn+l( 1), uc.v1(xn+1 (1) ,z) c. w(in(l) ,x) · 

y<j.U. 

iii) Dado que·cada St(x,Sn) es una unión de abiertos,· 

cada s"t(x, sn) es abierto y como cada una contiene á x; 

basta ver que e!x:iste una subfamilia de >st(x,S ) l ..o. ".i· 
- · ( •"" \ . n l n"'J. 

ciue refina a la base local \ W(n,x) 1 n=l· . 

St(x,s-xn+l(l)) = U {wcfn+l(l)(l),y) 1 contienen ax} 

cU{w(in+l(l),y) 1 contienen ax} c... W(xn(l),x) 

C W(ri,x). 

Teorema'. 4 ( Stone) .- Sea f una fun~ióh ciontin'ua y ce'-
: • J 

rrada de un espacio mét1~i.co X sobre un espacio topóló.:... 

gico Y. Entonces las siguientes afirrriaciónes son equi­

valentes : 
' . . . 

a) Y satisface el primer axioma de numerab:llidad. 

b) Para cada y de Y, r 1 (y) tiene .fron.teI'.a compacta. 

c) Y es metrizable. 

Ya que f es sobre y· cerrada, .pára .cada y de. y ~Y~··· 
' ·, ... -. '. 



'',:···. 

(14.) 

es cerrado, por ser de la forma f( { id.)¡ de donde s.e · 

sigue F = f-1 (y) es cerrado para toda y de Y • . · .. y 

Demcí s t;ración 

(U):::)(b), 

Sea ? Wn(y)? :=l una baso numerab.le de 

vecindades abiertas de y de Y. Si la frontera de ~ ; ·y· 

Fr(F ) no es compacta, existe u.na Bucesión · a de p"Un.;. y· n 

de Fr(l!'y) sin pun.tos de acumulación en Fr(FY) qué es ce..,.. 

rrada en X, y por lo tan to sin puntos de acumtilaci ón en 

X. r 1 (Wn( y)) es un conjunto abierto. que contüme a F y 

Y como F es cerrado, a ..::F c.r1 r.wn(y)). y existe b ·en·· y. n~ .. y ' n·. 

X - FY tal que, bn.;f-1 (W
11

(y)) y d(an,bn)< l/n, donde 

d es una distancia que define la topología. de X. Sea 

B- lb1 ,b2 , ••• ,b., ••. }, Be~cerrado enXpuesto \ n. . .. 

que no tiene puntos de acumulación (:por ser equivale.nte. 

ª l ªn ~ ) { bn} • Por lo taúto, f(B) es cerrado en. Y. · 

Como y 4f(B) por construccíón y cada Wn (y) interseda 

a f(B) eh f(b
11
), f(B) no es ce.rrad.o, lo que es una con.,,.:,,. 

tradicción • 

. (b ):=:)(e) 

Para esto veremos que las hipói;esis 

~ dei- teorema de lVlrs. Fr:l.nk se cumplen. 

Para. cada y de Yy nm8:t\lral, sean: Nn :: V(Fr(F ) ,l/n), .... · . . .• . . y . y ...... · 
uny·.· = Nny·. V Int(F ) , vn· ;::.V J. F. .\ .F c.: u11 l ·y. . · ·. y y .. \ )C X· yL 

W(n,y) = f(V~) = (x ~y\. Fxc. °i J. Entonc~s tenemos 

W(n,y) = Y ._ f(X - ~); y .ÓmnoU~ es abi~rto 
· W(n,y) y Y~ = f-1 (W(n,y)) son abiertos. Como Fy 

C Y6:W(n,y). Ya que V(Fr(F )~1/n}::> V(Fr( ..... . . y ....... : ......... ,. 
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· •. .n.' ...... ;n+l vn ---vn+l \'/( ')-...ir¡( , ) ''(l) ··• ·1· . uy...,,uy, y_..J·y, · n,y _,11,:n+ .... ,y, vae. 
' . 

Para probar (2), sea G una vecindad abierta de y Y. 

Los con jun toa Fr( F Y) , X - f-l ( G) , son ~Grrll.doo y aj en os, . 

y ya que F'r(F) es compacto, d(J!'r(F ),X -.r-1 (G)}=r >O. 
' ·y ' y ·. ' ' ''. 

Sean natural tal que l/n < r, entonces, Nn C. t..;. 1 (G) .• •• 
y ' . ·, 

f-1 ( G) :::> u~ ? V~ ••• G ~ W(n,y). 

Como Y es de Fréchet, (2) > (3). 

Para probar (4), sean n natura.l y yt;:Y. Si :Int(FY) :J:f;, · 
sea ªy Eint(Fy) fijo, y y(n) = m, tal que: 

I) m > 2n. 

II) Si Fr(F ) f yJ, d(Fr(l!' ),X - v211 ) > 2/m. y ' y ' y ' . 
· .. ; 

III) Si Int(Fy) /. ~' V(ay,l/m) CJ!'y· 

Supongamos que l//(nÍ,x) intersecta a W(m,y) en z, Y· que 

X f y. 

Sea w E F z C V~ (\ V~ CU~(\ U~. Si w t::I:r¡.~( F x), F~ in ter­

se eta a V~ • •. Fx C V~ C V~n. Si w t$.Int(1!1) 1 como, wt: Vi =, 

Nm V Int(Fx), W'i Nrr:. Si ~ E.Int(F ) , a existe .y F int. er-x X . · y y y · .· · .. 
secta a vm, de donde, F e vm, entoncesa t:Vm e Int(F ) V Nm, 

X · Y X . .. .· .. y X ·. .· · · X . · ·X 

como ªy iF x , tenemos que ªy E:N~, ].o que con;tiradicé (III)~ 

Entonces wf: Nm (\ Nm, y .exis;~eh.y' c:;;Fr(F ), x' E Fr(F ) , 
X y . · · ·· . · . · y ·· ·.. ·X ·. 

tales que d(w,y') <. l/m y d(w,x') < l/m ••• d(x' ,y') < 2/m, 
'' 1 ' ' . ' ' . ' '·.' ' ' ' '' ' ' 

y por ( II), X¡ (: v;n; y como Fx inter~ecta a v;n, ten~mo.s 

que Fx ~ vjn ••• Fx c. u;n = Niri 0 IntÜ'yL y entonces, . 

# En. está demostración, d(A,B) tiene el. 

d(A,B) = ,inf {a(r1 ,b) la~A, b€ E}~ · 
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Fx C Njn. Sea z en U~, por- lo, tanto existe xº eri Fx tal 

que d(z,x 11 ) <.1/m <l/2n por (I). Como x"t:-.N~n ,·e.xis.te 

y 11 ES Fr(FY) ta.1 que .d(y 11 ,x 11
) ..::. 1/211, dé tal manera que 

·.· ' - . ) ·. 

d(y 11 ,z) ( 1/n zG N~ CU~ • • • U~ C ~ si y -/= x, pero·/ 

si y = x, por ( I) uU: C 1.f: Vm C. Vn de donde se tiene 
X y X y 

que; W(m,x) C W(n,y). 

(e) ~>/(a) es un hecho bien conocido. 

Corolario 2.- Si X es un espacio métrico compacto, Y . 

un espacio de Hausdorff y f una función continua de X 

sobre Y, Y es metrizable. 

Si A es cerrado de X, A es compacto • . f(A) es .com­

pacto y por lo tanto cerrado en! Y:, pues Y es de Hau:;¡do:f:'.f, .. 

por lo tanto f es cerrada. 

Fr( F Y) es compacta ·para cada y de Y, por ser· 9erráda. · 

.de un compacto. 

Definición. · Un espacio topoi6gico localmente me·~ri­

za:ble; es un espacio topológico .tal que cada.uno de sus 

puntos tiene Un.a vecindad metrizable. 

Proposición 5. - Un espacio cornpaci;.'o · y de Ha.\lsdofff .· 
i'.;-

localmente me tri za ble, es metrizable. · .. 

Demo straci.ón; 

Sea X compacto y de. Hausdoff, localmente 

metrizable. Ya que X es compacto y de Hausdorff, es re­

gular. Para cada x de X, sea<u una :veC:Íindad de x metri-
. . ·X .· . ·. ·. . . . 

za.ble; por lo tanto existé U1 vecindad cerrad.a de x; . 
X . ·. . .. 

'•. ,".t 

, 1 

·"·I 
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contenida en ux, por ser cerrada es compacta.. y es metri­

zable por estar contertida en Ux que es metrizable. 

{rnt(U~) J x <:X~ es una oubierta s.'b:i.¡¡irt&~ de X, y por. 

J.o tanto existen x1 ,x2 , x en X tales que: 
' n 

) Int(U~ ) / 1 ::::· k .::= n > cubre a ,X; de donde se tiene 
l k 

qué x.. = V ) W \ 1 : ~ k ;:,:;; n t donde W. :::: U 1 para 1 .::;: k = n. _ \ k ( K · Xk 

Para cada i .= k ~ n sea Vk una copia de Wk' y al punto 

correspondiente ;'.1 :;;: en Wk 11WJt~rnosle xk. 

Si Y es la suma topolpgi ca ajena de V 1 , V 2 , 

Y es m'trico J compacto. 

f . k) . Sea f ck Y eh X tal que \X = x., f es suprayectiva 

y continua, ya, que si A es cerrado de X, f-1 (A) f) Vk = 

= \ xk G Vk \ x ~Wk f"I A~. que es cerrado en Vk: y las hi­

pó tesis del corolario 2 se cumplen. 

Definición.:- Un espacio localmente. euclid~ano, es un 

espacio tal que, cada uno de sus puntos tiene, una ve-. 

cindad que es homeomorfa a un espacio euclideano. 

De la definición se sigue que., todo. espacio localmen­

te euclideano es localmente me·frizable. 

Definición.- Una variedad -~opo16gica, es un. .espacio · 

topol6gico de Hausdorff localmente euclid~ano. 

Toda variedad topológica compacta, el;lmetrizablet 
. . 

' . ·.. . 

puesto que satisface las hipótesis de la proposición 
: . ''' . · .. - ·- •, : .-
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. CAPITULO 2 

RETRACTOS Y EXTENSORES ABSOJJUTOS . 

RETRACTOS Y EXTENSORES 

ABSOLUTOS DE VECINDAD 

RETRACTOS Y EXTENSORES ABSOLUTOS 

. . ' 

DE VECINDAD. PARA LA GJJASE DE LÓS 

• ESPACIOS METRIOOS COMPACTOS' ' . 
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( 

.Definición.- Una clase.'T de espacios topol6gicós se 

llama débilmente hereditaria y completa, si todo subes-

pacio cerrado de un espacio de Fentá en T, y 'ü todo 

. espacio homeomorfo a S.l[,'UDO de T está en r. 
Puesto que la normalidad es una propiedad topo16gica 

y débilmente he~editaria, la clase de todos los espaciós 

norm1.:i.les, es una clase débilmente heredi ta.ria y completa. 

De hecho la clase de todos los espacios que tienen una 

propiedad déo.ilrnente hereditaria y topológica. fija, es 

una clase débilmente heredi tarj.a y completa. Por ejemplo 

la clase de J.os espacios métricos, la clase de los espacios 

compactos y la clase de los espacios métricos. compactos. 

Definición.- Sea -:¡::- una clase débilmente hereditaria 

y completa de espacios topológicos. Un espacio Y de T 
es un: 

a) Retracto absoluto 11 RA 11 ;(retracto absoluto· de vecindad 

'.'RAV") para la clase.T, si para cada X de 'F', A subes-· 

pacio cerrado de X y f:A.~·Yhomeomorfismo, existe 

una extensión continua, de f a X (a una vecindad de .a en X). 
·'' -

b) Extensor absoluto .· 11.EA 11 
· (extensor absoluto de. vecin- · . . . ' . ' . 

• dad 11EAV 11 ) para la olas~ -¡:-, si para cada X dE:l T, A sub-
.... 

espacio cerrado de X y.f;A ~Y continua, existe una ex-

·~ens Lón continua de f a X (a una vecindad de A en X) •. · 

c) Extensor absoluto de. vecindad local, si cada pun:-

to de Y tiene una vecindad .EAV. 

Es inmediato de las definiciones anteriores que Uh 

· espa:cio es EA (EAV, RA, RAv)' s~ y sólo si cada ésp~oio; '; 
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homeomorfo a él es EA (EAV, RA, RAV) .Y':que todo EA es EAV; . 

todo EA.V, RAV; todo EA,HA.1 y todo RA,HAV. 

Prooosición 1.- Para un espacio Y de T son equivalentes: 

a) Y es HA (HA.V). 

b) Cada vez que un espacio A homeornorfo a Y, es subespa­

cio cerrado de un espacio :X: de T , A es ret;racto de X 

(de una vecindad de A en X). 

(a)-> (b) 

Sea Y RA (RAV), X en -.¡-.y A subespacio cerrado de X 

homeomorfo a Y. Sea f :A --:;,. Y un homeomorfismo • · • 

existe f:X ·---.:;.Y (U vecindad de A en X y f :U.:...__> Y) 

' -- -1 continua, que extiende a .f • •• f:f :X ~ A 

(ff-l: U ~ A) es una retracción de X en A (de U en A) • 

(b) ==> (a) 

Supongamos que Y cumple (2), sea X en-.¡:-, A subespacio 

carrado de X y f:A -· -1" Y h9meomprHsmo ••. ex:i.ste 

r:X----? A (U vecindad de A en X y r:U --.:;i..,.. A) retrae-

ción • ·• fr:X ~ Y (fr:U -·->Y) es una fu:p.ción que 

extiende a f. 

Teorema 1.- S~ \ Xj l j ~J} 
77 · xj = 77 {xj l j <:J> está 

Demostración: 

.es una familia de EA y 

enT, 77 X. es EA. ·. . J ··. · .. 

Sea X en T, A subespacio ce.rrado. de X 

y f:A --:-7 77 Xj c.ont:i.nua. Si llamamos Pj. a la proyec­

ción de 71 X. en X., p ,:f :A ~ X. tiene una extensión·· . 
' J . J J . . . J . . . . . 

continua f. a. ' .. :, y 77 )f. 1 j .s: Jl. :X--7 77 ·.X. extiende J .. 1 J l. • . . . ·.. . . J 

a ,f./ 
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TTxj es EAV. 

Demostración: 

Sea X T, A cerra.do de X y f :A ·-> 77 X. 
J 

continua; pm·~i cada l ~ j =: n, pjf:A --.....;.. .Xj es continua, 

y por lo tanto existe una vecindad U. de A en X y ' . J 

1·. :u. ·-;'> x. 
J . J . J 

U=()~U.\i 
J 

continua, que extiende a pjf, entonces, 

:6 j :: n} es una vecindad de A en X y 

. 77 f j U:U ---? 77 Xj extiende a f. 

El teorema. de extensión de Tietze, i.J.firma que I, el 

intervalo cerrado [O,l) delos números reales con la 

topología usual, es EA para la clase de los espacios 

normales, y ya qi;te I es métrico y compacto, y todo es-

pacio métrico'es normal, I es EA para la clase de espa-

cios métricos y pa.ra. la clase de espacios métricos com~ 

pactos. Por el teorema l, ~ = ~ x.:;nn\ .\\x\I < iJ 
que es homeomorfo a In, es EA para las tres clases 

mencionadas, .ya que 111 es métrico y.compacto. Bnparti-

cu.lar, todo espacio localmente euclide:ano es EAV local,. 

ya cada uno de sus puntos tiene una vecindad homeomorfa 

a En, para anguna n, que es EA y por lo tanto EAV,para. 

alguna de las clases anteriores si, y·s6lo'si esta en 
' . . 

la clase correspondiente. Por lo tanto las variedades 

topológicas compactas, son EAV locale~, p~ra. 1as ~iases 
antérioree. 

.-\' 



. . . 
'reorerna.. 3.- Todo subespacio abierto de un. EAV para una . 

clase T, es un EAV para ¡e-. 

Demostro.oión; 

Sea Y un EAV para f, U subespacio abierto 
·. ·. . ._ . '• 

de Y, X T, A subespacio cerra.do de X y f:A ~U con;.. 

tiJlU8.. 

Sea i :U --7 Y la inclusi6n de U en Y, entonces 

if :A -;.. Y es continua y existe V. vecindad de il .. en X 

y T:V --?>Y continua que extieüde a if, :f ..:. 1(u) 

vecindad de A en X • •• I 1 f. -l(U) :1 -l(u) ~ U 

funci6n continua que extiende a f. 

es una 

, es una 

Para la clase de los espacios no:r;males, puesto que I es 

EA, es EAVy por teoremaantor:Lorel:iÍlterva.lo abie'rto 

(0,1) de_ los números reales que es abierto enI,es EAV. 

Por el teorema 2, Rn que es homeomorfo -~ (0,1)11, es EAV 1 

y aplicando nuevam~nte el teorema 3, todo subespacio a.bier- · 

to de un espacio e-.clideano es EAy. 

Teorema 
i 

4.- Todo;retracto de un EA (EAV) para una clase 

-:¡:-, es EA (EAV) para T. 
Demostración: 

Sea .y EA JEAV) para T, B subespac:Lo 'de 'Y • 
...... 

r:Y ~ B retracci6n, X -:¡:-, A subespacio O•!;' 

f:A -'--77 B continua. Sea i :B ----1" Y la inclusión de B en Y~ 

·· · · if :A ---'-\·'_,,.,> Y es continua y existe 'f :X, ~ Y (V vec.indad de 

A en X y 'f:V ~Y) continua que extiende a if 

rT:X ~ B (r'f:Y, ~ B) es una 

. . .. 
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Definición.- Sea X un espacio topológico y Ju.\ j é:Jl .l J 

una cubierta abierta d.e X, una reducción de {u.¡ 1 j EJ7 , 
) { • 1) 

ea una: oubierta. ab:ter1;e. \ Wj \ j f.iJ ( de X., ta1 cp.te pcu··e. 

cad,a j de J w j. e u j. 

Lema 1.- Si X es un espacio normal, toda cubierta: a.bier­

ta finita de X tiene una reducción. 

Demostración: 

Sea X normal, y { u1 ,u.2 , .••• ,un! una 

cubierta abierta de X. Comci X = u1 \J (u2 u3 Un), 

X - (u2 V u3 V ••• v Un) es un cerradó de X contenido en 

u1 , • •. existe W1 abierto de X, tal que: 

X - (U2 v Uj v .•. ,v Un) e W1 C W1 C. u1 , y por lo tanto,. 

{ WJ;' u2 , ••• , un} cubre a X. 

supongamos que existen w1 , w2 , • • • , Wk abiertos de X, 

tales que, {·w1 , •.. ,wk,ulr+l' .•. ,un} cubre a X, y que 

W j C U j para 1 ::.. j ~ k. Re pi ti en do el argllrnento usado pa­
ra u1 ; existe Wk 1 abierto de X, tal que Wk+lC. Uk+l y 

··· {w1 , W2 , ••• ,W~+l' Ulc+2 ' , Un} cubre a X. Por lo'" 

tanto, \ u1 , ... íY:n. ~ tiene una reducción. 

Lema 2 .- Sea ( V 1' V 2, .••• ! V n l una cubierta abiar-

. ta de un, espacio normal X, A un subespacio cer~ado de)L 

. Si U : = V . (\ A r,y:,' 
J J . 

. ·::ixtste .H vecindad cerrada 

de A en X, y < Hl'. H2 , •. ~.. , Hn > cubierta .cerrada de H, 

tal .. que: 

a) H: (\ A C. UJ. 
J ' 

"b}H: f\H. () 
. J1 . . J2 

para 1 j n. 



Demostra.ci6n: 

Dado que X es normal existe una reducción 

{ wl'w2' .~. ,wn ~ de ~ u1,Ui2' ••• ,Un~. Para cada X 

de X, diremos que i es admisible, Di: 

para l:S j:E: n, a es admisible. 

Si x es admisible y W. , W. , 
JJ ,) 2 

. . . ' W. son los elemen­
Jq 

tos de (wl' w2, 'wn~que no contienen a x, 

X - (W . V W. u V W. ) es 
J1 J2 Jq 

lma vecindad de x de pun-

tos admisibles; por lo tanto, los puntos admisibles for..,.. 

man un conjun·to abierto que contiene a A. 

Como X es normal y A cerrado de X, existe una vecindad 

·cerrada)• :ELde A, de,.puntos admisib.les~ Para, cada 1 =:. j =: n 

sea H j = W j (\ H, en.toncas { Hl' H2 , · .••• Hn} es una cu­

bierta cerrada de H tal ciue Rj C. V j para 1 := j ~ .n, 

por lo tanto , 

( a1) H j (\ A e V j f'\ A ,.; U j 

Si H. /\H. (\•·· f\ H. 
Jl J2 Jm 

pará 1 ~ Je~.· .n.. 

= 1; sea x .. H .. (\ ••• 
.· Ji · .. · 

como cada HJ. está conténida en W., x ~ W. (\ . J .·. J1 

. y ya que x os ac :nisible, u. (\ 
. 'I J1 

..•. t'\ 

. Lema J.- Sea Ji. un subespacio cerrado de un 

... ··y ( x
1

, x
2

, •• ~ , xn} una cubierta. ce~rad~ cie 

n H. 
.. • Jm.· 

A wj .. 
m 
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B = B1 v B2 v ... v Bn es m1e. vecindad de A en X~ 

Demostración; 

Para cad1;1 1 :-.: j 6 n exis~e Uj abie:rto 

en X ta.l que A AXj e Ujl) Xj e Bj. Sea a un elemento 

de A, si a " X . r\ ••. !\ X.· y a 4 X . '. .· \.) • • • U X . t 

J1 Js Js+l Jn 

U = (X - (Xj V ••• V X. ) A Uj f\ U. {\ •.• (\ U. 
s+l Jn 1 J2 Jn 

es un conjunto abierto que contiene a a. Si x"' U, 

x 4'i' X . para alguna 1 : i 
. Ji 

~ s . . • X <é u . (\ X . e BJ .. e_ . B .• 
Ji Ji . . 1 

De donde se sigue que B es una vecindad de A. 

Lema 4.- Sean A. y X' subconjun·tos cer.r·ados de un 

espacio nomal X. Si B' es una vecind~d cerrada de .. 

X' /'\.A en _X', existe una vecindad cer:r:ada .B .de A en 

X, tal que B' = X' ('\ B. 

Demostración; 

Sea U' una vecindad abierta .de X'(\ A 

en X' contenida en B', X 1 
- U.' y A son cerrados y aje~ 

nos, y por lo tanto e:;_<iste una vecind~d cerrada. V 
, , ·;... . . .·.' ·_-.' 

A en X, taJ. que: V f\ (X' .·~ U' ) = ~' de donde se ·tiene 

que V (\'X' C U',C B'. . . 
. . '." ·. ·', 

Sea B = B' v v; como v, es lUla v_ecindad de A en X, 
. .· '. "'· .. · . 

B es ~ecindad de A en X. Puesto que V y B' son cerra~ 
. ' . . . . . . 

dos en X, B es cerrado en X; Y s°'mo. V(\ X:' C B' , 

mos q,ue .B' = X' C\ B. 

Por Xo tanto podemos escribir: 
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. ' . . 
.· ·. 

Teo:r•ema. 5 .- Todo EAV local para la clase Tde los espa-

Cios métricos compactos,· es EAV para f.. 

Domostri:io;t.on 1 

Sea Y EAV local para f, X~ T, A. subespa•· 

. cio cerrado de X y f:A -----? Y cont:Lnua. 

Cada punto y t;Y, tiene .1ma vecindad EAV para_ T, y por 

el teorema 3, una vecindad abierta (el interior de la ve-

cindad dada) N; , ·EAV para f. Puesto que. Y _es compacto, y 

existen YpY2 , • •. ,yn ; tales que {N.ll=:j~~> J . cubre 
a Y, donde N. = N . para 1 ~ j .::: n. Por lo tanto si . . J y j . 

Uj = r 1
(Nj) para l.=: j ~ n , \uj \ 1.-=. j ~ n} es una 

cubierta abierta de A. 

Para cada L 6- j :::= n, sea Vj abierto. en X, tal que 

U. = Vj' n A_ , si para cada l ~.j:: n, V. i:: V1 •. \)(X .._·.A),· 
• J ' J . J . . 
~ V j \ 1 ::_ j ~ n} es 1 una cubierta abierta de X tal que. 

V j n A = Uj. Por el léma 2, existe H vecindad cer_rada de 

A en X, y { H1 , H2 , ~:. , H
11

) cubierta cerrada de H, tal 

que: 

á) H. (\ A .CU. 
J .. J 

b) 
0

Hj n Hj f\ 
. .. 1 2 .. ~ 

para .J. -=.. j ~ n~ 

· (\ Hj . F .J6 
m 

U. {'\UJ. _f'\ 
J1_ 2 

/'\U. "f !/J• 
Jm 

Sea. K el nervio de <H1,·H21•··1 •· Ya 
. . . . 

finito, si para cada simpiejo s€ K, denotamos con °dim(s) 

la dimensión de s, podemos definir, y.:'.s) 

.• p(s) = ID!U\.~dim(s•) ·_ dim(s)t$•? e 1 , se•sigue .. de esta 

definici6n,. que si s es cara. propia de s' 

. (1) p(s•) < p(s). 
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Para. cada ~mplejo s K, cuyos vértices corresponden a·.· 

, jm , sean : 

.. Ca == (Hj
0 

(\ Hj
1

t1 • • • (\ Hj ) - (Hj V H. V ••• U Hj ) 
·l · m · rn+l Jm·t2 n 

yA
8 

= C
8

(\ A. 
\ 

Entonces \ Cs l s é.K}. es v.na cubierta ajena de H, y 

{A
8 

\ s .E K} es una cubierta ajenEl de A. Sean 

e St(s) -~ V <e , j s' ::::> s} y 
l :.J 

Ast(s) =Cst(s)(\A= J~A8 ,\s'::> s}. 
Puesto que si .j 0 , h, . . . , jm' son los índices correspcm;.;; 

dientes a .s: 

(2) ºst() =H. (\H.(\ ••• (\Hj, 
s . Jo J1 m 

~ ºst ( s) 1 s E. K } es una cubierta cerrada finita de H. 

Si los índices correspondientes .ª un simple jo s E K ·stm 

j O ' j 1 ' • • • ' j m' sea 

N =N.(\N.(\ 
s Jo J1 

Puesfo que N
9 

es abierto en NJ. , que es .EA.V.para. ;z:-; 
o 

. N es EAV para-:¡.:-, s. . . 

Si s' ::::> s, es claro que: 

(3) N
8

, C Ns' 

y para cada s € K: 

(4) f(A
8

) C N
8 

•. 

Construiremos una 

,··, ' ·. ,.· - ·. ' ··., ,. . .· :: 

. . . . . .. . . .··. .·: 

exteris16~ de :fauna ·vecindad de A 

• en X, dando para cada .s ,·,x, un .conjunto. 

ccn1tÍnua gs :.B
8 

--:--7 Y, tal.es qúe: · 

(5)ASCBsC.?s· 

{6) gs/ A8 .= fj A8 • 
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(7) gs(B
8
)C Ns. 

Puesto que ,los conjuntos e son ajenos, por ( 5), lcís s 
conjuntos B

8 
serán ajenos. Si definimos 

Bst(s) = \.)' Bs, / s';::; 8 ~' Y gSt(s):Bst(s) ~Y, .tal 

que gSt(s)\B
6

, = g
8

, para ·cadas':::> s, pediremos que 'se· 

cumplan: 

(8) Bst(s) es u.na vecindad de Ast(s) An Cst(s). 

(9) Bst(s) es cerrado en H. 

(10) gSt(s) es continua. 

La demostraci6n, por inducción sobre p(s). 

Si p(s)>D podemos ·suponer que Bs'. y ·g8 , están definidas 

y c1.unplen de (5) a (10) para todas' tal ql.:l.e p(s 1 ) < p(s), 

en particular, ya que (1) vale, para toda s' de la cual 

s es cara propia. 

Sean: 

A' = \) s . {As' 1 s es cara propia de s•} . 
B" , s' =U \ Bs' 1 s es cara .propia de s' ~ . 
C• s == 1) 'es' s es cara prbpia de s•J 

' 
Tenernos entonces que 'A' ·e B' e 0

8
' , Y. que para p(sJ-:- O, 

S. · . S . 

A' = B' = C' = ~. s s s 

Definamos g~:B~ v ~s ~Y,· tal que g~lAs = fjA.
8

· y 

g~/B8 , = gs' para cada s'i: K de la._cuá.l ses cara própia. 

Entonces g~/Ast(s)= :fAst(s) Y g~j:ast(s') = gSt(s•.);pá'... 

cada s'E K de la cual s e,s cara propia. Por (lb), gSt(s') 

es continua y como los conjwitos Bst(s 1 ) tales que s 'es ca­
ra propia de s', junto con Ast(s) forman .una 9ubierta ce~ 

rrada. de B~ V A
6

, ··g~ es continua. 
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Por ( 3) , ( 4) y ( 7) , tenemos que: 

cubierta cerrada de C~; 

(12) C~ es cerrado en H . .., 

Aná.lógamente: 

(13) B' , ·s es cerrado en H, A~ es cerrado en H. 

oa u.no.}. 

Como A' s es cerrado ene~,· {cst(s') \s• es carapropiade s}' 
es una cubierta cerrada fini·ha d~ C~ y Bst(s') es una. vecin­

dad de Ast(s') = CSt(s•) (\A~ en; CSt(s') por ,(8), aplican-

do el lema 3, tenemos que: 

( 14.) B' es una vecindad de A 1 en e 1 
s · · s s" 

Aplicando el lama 4. a CSt(s), sus subespacios cerrados 

Ast(s)' e~ y la vecindad cerrada B~ de A~ =e~ A Ast(s)' 

existe una vecindad cerrada de AS't(s) en CSt(s)de: la for-
ma: 

B~ U B~ , donde B~ C Ca. - CSt(s) - C~ 
# Como e.errado de CSt( s1)i' y po~ lo t,anto de X, B~ 'V B!s F, 

y pueto que B~ vAs =. B~ V Ast{s) es cerrado en B~ \) B! ·. 

por .(13), y N3 es EAV para ;r-, (ll) implica que ·g~. tiene 

una extensión; 

hs :B~ V Bs :--+ Ns. 

a alguna vecindad, que podemos suponer que cerrada, dad.O 

qUe todo espació métrico es normal, .B~ v B
8 

de B~ 1,J A
8 

en B1 u B#, donde B c.. B#, así queda definido B~ • t;ea s. s ·.·.s . s . . . ~ 

g :B s s 

. . . 

,....--..,,.:> y, definj.da por g
6 

= h
9 

{ B$ • .. 

f'l 



,•'. ' -, ; !' ;·. ':°':'(í.~:~¿, 

·"~:~...:~~~-=~--~-----·--,._. '---·--· --·~_ .... _, .. "·-··-.. _._._"-'·¡:, 

(30) 

Como A8 <: B~ v A8 <::, B~ v B0 y B~ (\ A8 = ~' se tiene que 

A
8 

C. B
8

, y ya que B
8 

C B~ C Ct'l, {5) vale, es decir 

Ae <=:as<: 0s· 

Puesto que g
8

/A
8 

= g~l\i = fjA
8

, (6) se cump1e. 

Dado que h toma valores en N , (~) se satisface. s . s 

!9) es inmediato del hecho ele que Bs·t(~i) = B~ v B
8 

es cerrado•;¡ 

Y B d d ¡¡ ! B' 13P a que ( ) es vecina· .,..e ú~t.(s) en _ \}·· ~.que es St s ~ ~ . ~ 

vecindad de Ast(s) en ªst(s)' Bst(s) es vecindad .ae As .. ~(s) 

en Cs·t(s)' es decir (8) vale. 

Como gst(s) = h 8 \Bst(s)' gSt(s) es continua, lo que 

verifica (10). 

Sea B ==V {B
8 

\ s-E.K} y g:.B --7 Y tal que g lBs = g
8 

•. 

Como ~CSt{s)) s eKi es una cubierta cerrada finita de 

H, ( 8) y el lema ( 3) muestran que B es una vecindad de 

A en H. 

Por (10) 'gf Bst(s:' = gSt(s) es pontinua, y ya que 

. \ Bst ( 
8

) \ s G K } es· una cubie1•ta cerrada finita de .B, 
L -
,:; es continua. 

Puesto que g ! A8 = g
8 
\A~ = !L\ y, ~As/ s 6Kl cubre 

a A, g/A = f. 

Corolario 1. - Las variedacfoé .·topológicas compactas . 

son EA V para "F" ~ 

.:1 

·) 
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Teorema 6.- El conjunto .de tipos de homotopía de los 

espacios 11AV para le clase ¡::-, de los espacios métricos 

compactos, or:i m•me:r:-able. 

Supongamos que existe una colección no numerable de 

·ae RAV para T, {Aj \j /i J ~, tal que si i j:.'.j, Ai tiene 

tipo de homotopía distinto del de A .. Para cada j<G: J, 
J 

puesto que A. es métrico y compacto, podemos suponer 
J 

w que Aj es un subespacio del cubo de HHbe;I'."t, I • Como cada 

Aj es RAV para T, Aj es retracto de alguna vecindad de Aj 

w w -. \ en I , :porque I € r ; como. hj es compacto, existe r j '> O 

tal que la rj-vecinde.d de Aj, está contenida en la. vGcin­

dad de la cual Aj es ~e tracto. Por lo tanto, A~ es ret~ac"'.' 

de su r .-vecindad U.. Sea R. : U. ~ A. una retracción. J J J ;i-·· .. J . 

Como \rj 1 j -GJ} = \) { ~rj l rj '> l/n{\ n es natural), pode-

mos suponer que exíste r ) O tal que r. ~ r para cada. 
J . 

j GJ. 

Sea d la dista.ne .,.a que define la "topología: de Iw. Si f, 

g son dos funcione$ continuas de un esp~cio X en A.; tales 
1 . • ' J : .. 

que para cada XG X d( f(x), g(x)) < r, f y g son homot6pi-

cas (F(x,t) = Rj( (l":'t)f(x) + tg(x)), es una. homotopía en""'. 
. . ' . . 

tre f y g). Ya que A. es compacto, para cada je!: J existe 
. J ·, . . 

sj > O; tal que d(Rj(x),x!:(s)t/2, pa.raitod.a X en la, .. 

s .-vecindad de A.~ Nuevamente podemos supon.er que e:x:isté 
J J 

s ";>O tal que sj-? s para toda j € J. 

Puesto Iw es separable, el espacio de los subccmjunto¡;¡ 

compactos de Iw ea sep:¿irable; yya que es métrico, satis:.. 
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face el .segundo axioma de numerabilidad. En tone es el con;.. 

·junto no numerable <Aj \ j E:J } , tiene un punto de acumu­

ls.oión, y por lo tanto eximton i 1: j en ~f tiüeo que 

D(Ai, Aj) <s. Por la proposición del capítulo l, Ai está 

co'ntenido en la s-vecindad de Aj en r'ú, y Aj está cónte:­

nido en la. s-vecindad de A . . en Iw.(H.!A.)(R.\A.):A; ~A. 
. 1 1 J J 1 l. .,_, . .,. 1 

es homótópica. a la identidad en A., puesto que: 
. . l. . 

. d( (Rj_\ Aj) (Rj \ Ai) (x) ,x) .~ d( (R1 \Aj) (Rj \A1 ) (x), (Rj\Ai )(x)) + 

+ d( (R.\A. ){xL x) < r. Análogamente, (R.\A. ){R:\A.) es ho..:. . J l. . J l. l•J ..• 

motó pica a la identidad en Aj. Por lo tanto A1 y Aj son del 

mismo tipo de homotopía, lo cual as una contradicción •. 

Hasta aquí se ha demostrado que el conjunto de tipos de hó­

mo·~opía es a lo más numerable., pero como todas les esferas 
·> 

scnl variedades compactas de diferente tipo de homotopía y · 

son EAV para F (corolario 1), son RAV para f, el conjun­

to de tipos de homotopía de HAV para -:;:;.. e.s.:.pues numerable. 

Corolario 2.- El conjunto de tipos de homotopía de las 

variedades topológicas 'compactas es numerable. 

Toda variedad topológica compacta es EAV pa:::-a :r·, y por · 

lo tanto RAY para.T. 
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