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INTRDDUCCICN 

Los procesos Metearol6gicoe ocurren en un amplio espectro asp~ 

cio-temparal. El espectro temRoral de seas asoilacicnee pueda eer

dividido en loe siguientes intervalos: 

1) Csciláciones Micrometearol6gicae con periodo en al t1ampc de -

fracciones de segunda a un minuto. 

2) Oscilaciones M~eomateara16gicae can periodos desda un minute e-

une hora. 

3) Cscilacianes Sin&pticaa can pariadoa de harae a varios dios. 

4) Oscilaciones Glmbalas can periodos da diaa a meses. 

Estos sen algunos da las intervalos d~ aecilaci6n exiatantes. 

En este ·trabajo ea presenta la fo;mulaci6n de un modelo pare -

una Atm6efera Barotr6pice,Adiabática, sabre una regi6n limitada -

(ragi6n IV), para la escala ain6ptica, cuya ranga espacial ae del• 

arden de 100 a 10 000 Km. 

El daearralla del modela ea presente en cinco capitulce, loa • 

cuales se describen a continuaci6n: 

En el primer capitulo se presenten lee principias y conceptos 

básicos como eon: Conservación de Momento, Energia y Mese, con as~ 

to se obtiene la ecuaci6n de movimianta que rige a una cierta mua! 

tra da aire, ea aplica al an6lieia da escala para despreciar tármi 

nos da manar magnitud abteniando así la aprcximaci6n geoetr6fica -

hidrast6tica y lea ecuaciones da pronostica aproximadas. 

En el segundo capitulo aa transformen las ecuac1onaa de mavi•• 

mienta de coordenadaa cartesianas a coordenadas iecbáricaa, adam&a 

se trata la circulación y la verticidad cama medidas del giro a r~ 

taci6n de un fluido,ee deriva le ecuaci6n de verticidad que gobier 
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na a la muestra de aire y se haca un anáiieie de escala. 

En al capítulo tres se analizan loe tipos de solucionas qua da

la ecuaci6n da verticidad observando sus propiedades físicas con -

al objeto de filtrar las soluciones que no son de tipo mateorol6gi• 

co. 

En al capítulo cuatro se describa la regi6n de intagraci6n·y se 

restringa al modelo a une Atm6sfera Barotropica 1 Adiabática, obt8-

niahQa asi la acuaci6n de verticidad barotr6pica la cual se resuel

va por al método de diferanciaa finitas y método da relajaci6n; y -

finalmente en el capitulo cinco se presentan y analizan los rasult!!, 

dos • Además se anexan dos apéndices que complementan al capítulo -

cuatro. 



CAPITULO I 

ECUACIONES DE MOVIMIENTO Y ENERGIA 

En este capítulo se estudiará el comportamiento de la atm6sfera, 

para asto, ee aplicarán las principios y conceptas básicos de la F.!, 

sica como son~ Conservaci6n de momento, Energía y Masa, los cualea

estan representados por las leyes de movimiento de Newton; con esto, 

se obtendra la ecuación de movimiento que regirá a una cierta mues

tra de aire ubicada en alguna regi6n de la atm6sfera. 

I-1 SISTEMQS DE REFERENCIA. 

Un sistema de referencia, es un sistema de comrdenadas con res

pecta al cual se llevan e cabo les mediciones. Existen dos tipos.da 

sistemas de referencia; los sistemas de referencia inerciales y las 

sistemas de i.eferencia no-inerciales. Se define como sistema de re~ 

ferencia inercial, aqusl sistema que cumple con la primera ley de -

Newton, esto es, que la cantidad de movimiento se conserva en aUBB!). 

cia de fuerzas externas; y se define como sistema de referencia nc

inercial, aquel sistema donde no se cumple la condici6n de ser ine! 

cial. 

Para estudiar las movimientos que ocurren en la atm6sfera, ta-

meremos como sistema de referencia a la tierra rotando; este siste

ma es un sistema de referencia no-inercial, ya que cualquier partí-· 

cula moviéndose con respecto a la tierra parecerá que asta acelera

da. Entonces para aplicar las layes da Newton a aste tipo de siste

mas de referencia, se toman en cuenta los efectos de esta acelera-

ci6n introduciendo las llamadas fuerzas aparentes o pseudofuerzas -

en la segunda ley de Newton. 

Para un sistema de referencia como la tierra rotando, intervie

nen dos pseudafuerzas: la fuerza de Ccrialis y la fuerza Centrifuga. 
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La fuerza Centrifuga ~e manifiesta cerna el empuje que siente 

cualquier partícula hacia afuera, perpendicular al eje de rotaci6n

de la tierra; y su expresión matemática es m .n_2 R donde mes lama

sa de la partícula,J'\. es la velocidad nngular de rataci6n de la 

tierra y R la distancia al eje de r11taci6n de la partícula. 

La fuerza de C11riolis actúa sabre una partícula que se mueve 

sabre un sistema rotando, desviándola en d~rección 11puesta al sis-

tema de c1111rdenadas rotando en una trayectoria curva. Esta fuerza -

es siempre perpendicular a la velocidad de la partícula; la expre-

sión matemática de la fuerza de Cariolis, para una partícula que se 

mueve sobre una superficie plana que gira alreded11r de un eje cen--

tral normal a la superficie es 2m .rill, donde m es la masa de la per-

tícula,.n.. la velocidad angular y V la velocidad de la partícula. 

Pero para el cas11 de la tierra que es aproximadamente una esfera 

rotando¡ el movimiento de una partícula sobre la superficie de la -

esfera rotando alrededor de un eje vertical es función de la lati-

tud ~ ; por la tanta, la expresi6n general para la fuerza de Carim

lis en cualquier punta sobre la superficie de la tierra es; 

2mJLV sen~ 

y a la expresión 21).sen se le denomina parámetro de Cmrialis y se

denata por f. 
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I-2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO SOBRE LA TIERRA ROTANDO. 

En la secci6n anteriar se hizc referencia a tamar a le tierra r.!!, 

tando cgma sistema de referencia¡ este sistema es un sistema no-in'l.1' 

cial¡ por lo tanto, se adaptará la sagunda ley de movimiento de 

Newtan a este sistema. Para esta, se considerará un sistema de ejes 

ratandm x• ,y' con respecto a ejes fijos x,y ¡ cama ea observa en la 

figura(I-1)¡ donde res el vectar de pcsici6n da una partícula 6 

muestra de aire relativa al sistema inercial y al sistema ratandc, 

cuyas campanentes sen para el sistema inercial 
,. A I> A 
r = ix + jy + kz I"".2.1 

y para el sistema retando: 
..,, Ai A. " 
r = i'x' + j'y' + k'z' 

Tomando la derivada total del vector r en el sistema inercial, y su 

derivada correspondiente en el sistema rctanda can respecte al sis-

tema fijlil: 

X 

z / 
Z' Figura I-1 
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dar ~ dx ,.. &v. " ctz 
dt = l dt ·~ j dt + k dt = 

" dx' "' .!!\l.' " dz' d1' cl• d~' = i 1 dt + j 
1 dt . + k 1 dt + X 

1 dt + y 1 dt + z 1 dt I-2.3 

donde W es la derivada tctal en el marci;i inercial. Le expresi6n-

dr _ l' ~' J• .!!\l.' k' dz' es la velocidad da la partícula. a mues-
dt - dt + dt + dt 
tra de aira relativa al sistema mcviéndcsa, Cama " " " i' , j' , k' smn les 

vectores de posici6n del sistema m~viéndose, sus cti 1 
derivadas dt , !ti· dt' 

d~' 
..... " " dan la velocidad de i', j'' k' debida a su rctaci6n, por lo 

dt 
tente: 

ctt• .eÍ' dk' - ,.. - ,. "' 'dt = .íl..xi' , dt =..i\..Xj t dt = .:ñ:. xk 1 

sustituyendo astas relacionas en la ecuaci6n ( I-2.3) se obtiene: 

I-2.4 

La ecuaci6n (I-2.4) establece le relaci6n entre la derivada ---

tmtal de uM vector en un sistema de referencia inercial y su dari-

vada en un sistema rgtanda. Siendc: 

entonces: 

Va 

V 
dr 
dt 

V +.n.xr 

V 

I-2.5 

La ecuación (I-2.5) establece qua la velocidad absoluta de un -

cbjeto sabre la tierra retando es igual a su velocidad relativa a -

la tierra m3s la velocidad debidm a la rwtB~i6n de la tiarra. 

Aplicanda la relaci~n (I-2.4) al vector velacidad V se abtiene 

da Va 
dt 

dVa + ñ.. x 
dt Va 1-2.5 
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Sustituyends la ecuaci6n (I-2,5) en el lada derecha de la --~-

ecuación (I-2.5) se obtiene: 

daVa d - - · -dt = dt ( V +.O. X r -+ .n.. x ( V +...0-x r 

~~ + 2..ñ_ X V + .ÍÍ. X ( .:Ó. X r ) I-2. 7 

Si r es un vector perpendicular a el eje de ratacián, cuya ----

magnitud es igual a la distancia a el eje de rataci6n entonces: 

daVa dV ~dt := dt + 2..0....x V -Jl'.r I-2.8 

La relaci6n(I-2.8) dice, que la aceleraci6n en un sistema iner

cial, es igual a la acelaraci6n relativa a un sistema rotando, más-

la aceleración de Corialis, más la aceleraci6n Centrifuga. 

La segunda ley de movimiento de Newton dice que la fuerza es --

igual a la masa por la aceleración, o sea: 

F = ma 
da Va donde a= -"dt que es la raz6n de cambio de la velgcidad absaluta··-

Va en un sistema inercial y F es la suma de las fuerzas reales. En

tonces multiplicando por m la ecuaci6n (I-2.8 ) y supmniendm que --

las fuerzas reales que actúan sobre la atm6sfera son la fuerza del-

gradiente de presión, la gravedad y la fuerza de fricci6n, se ab--

tiene la lay de mavimiento que rige a una particula a muestra de --

aire sobre la tierra rotando, y se puede escribir cama: 

dii 
m dt -2mii. x V - '!!l. V p + mg + Fr 

~ 
I-2.9 

domde mg = mg• + m!lR que es la gravedad efectiva para una particu-

la o muestra de aire en repasa sobre la superficie de la tierra, y-

es igual a la fuerza de gravedad dirigida hacia el centro de la 
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tierra más la fuerza Centr1fuga. 

Por lo tanto, la ecuaci6n(I-2.9) describe el movimiento relati

vg a un sistema de coordenadas rotanda¡ esta ecuaci6n expresa qua -

la fuerza relativa a un sistema rotando es igual a la suma de la -

fuerza de Corialis, la fuerza del gradiente de presi6n, la gravedad 

afectiva v la fricción. 

I-3 TRANSFORMACION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS 

ESFERICAS. 

Hasta aqu1 la ecuaci6n da movimiento ha sidg considerada sn --

caordanadss cartesianas, ahora por la forma de la tierra es canve-

niente expresar la ecuaci6n de movimiento en coordenadas esf~ricas

drmde las ejes de ca1ndenadas son ( ':f _.a, l ) ; lf es el ángul11 azimu-

tal o longitud, e es el ángulo pmlar a cm-latitud V z as la dis--

tancia vertical hacia arriba can respecto al plano tangente a la ª!:!. 

perficie de la tierra ( ver figura I-2). 

Figura 1-2 
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Entonceti la acelaraci~n rel~tiva dV 
Ji¡ da la scuaci6n (I-2.9) -

se expresara en corardenadas esféricas. Por lo tanto, las cramponen~-

tes de la velocidad relativa en caardenadas esféricas seran: 

- f\. " A 
V = "f0 U + e.,v + ~ W I-3.1 

/\ " ,. 
dende~. ~Go, T;, san les vectores unitarias dirrigidos hacia el Este -

Norte y hacia arriba respectivamente. Analizando geométricamente la 

figura (I-2) se observa que: 

. " ~ 
,.. 

" r., l sen e ccs lf + j sene een'\' + k CDS E> I-3.2a 

" 1 
,... ,.. 

ªº CDS e CllSlf + j cae e sen lf - ksen é I-3.2b 
" tf o ~ ,., 

l-3,2c -l. sen\j + j cas lf 

Las componentes de V; u, v, w, para una superficie esférica se-

pueden deducir de la figura(I-3). 

Se observa del triángulo OcD que sen ~9 = ~ * ÓfJ dande ;, quiere

decir aproximadamente a par lo tanto: ~~~'Y"b& 

cama v 
y ~ ent1:mcee 

dt 

Figura 1-3 

v= r de 
dt I-3.3a 
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Observando ei triángulo Me el sen S'f ::. ~ .;:;: S\.i ,de donde 

Ó:K: b cflf pare viendo al triángulm DAD se observa que coa(.'!'·~ G )= %:i 

=sene de donde b .. r sene , p11r lm tant1.1 1 [x = ..- se.\'\ e ~19 y 

dx d!f ¡ que·. dt = r iian& dt y cama u = dx dt ea tiene 

y 

u = r san e 5!.f dt 

dz 
w = dt 

I-3.3b 

I-3.3c 

Entancas sustituyendo las relacionas (1-3.3 a,b,c,) en la ecua--

ci6n (I-3.1) se mbtiene: 

- " dll A dQ " flr 
V = ~o raen e at + e.r dt + r 0 dt 

donde r ea la distancia de la pueici6n da la part!cula P 11 muestra 

de aire hacia al centra de la tierra, que esta relacionada pwr : -

r = ( a + z ), dande a es el radia de la tierra y z la distancia da 

la superficie de la tierra a la posici6n de la muestra de aire. 

Diferenciando la ecueci6n(I-3.1) can respecta al tiempo: 

dv 1~ du " dv "' dw c11f. c1l d~ dt = .,.. dt + 9odt' + ro dt + u dt + V dt + w dt I-3. 5 

11(}. d" d ... 
Para obtener las términCis dt , ~· 1 ~de la acuacián anterimr-

en farma esférica, se diferencian lea acuaciGnes (I-3.2a,b,c) can -

respecte al tiempa: 

" ,.. d,.. de < "' ,.. 
dt dt i ccie& cas'f + j Clilse san'9 - I< sane ) + . 

:!Y c-1 A 
+ dt eene senlf + j ssnQ CQB\f) I-3.6a 

c18.. d~ 1 J.. A 
case) + dt' = dt <- sen e c;s<t -j een e sen~ - k 

91 /\ 1\ 
+ dt (-i ccaeeenY' + j ces • ces 49 ) I-3.6b 

" d~ p gj " .91 dt -i .CDS 'f dt - j san 1f dt I-3.6c 
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/\ .. " 
Sustituyendo las expresiones para T 0 , e.,~., dadas por las -----

relaciones (l-3.2 a,b,c),en las ecuaciones (l-3.6 a,b) se obtiene: 

dñ ,,,. de ,.. d 'f 
dt "' t7o dt + lf. sen 0 dt 

111~º " de " f!i dt = - r 11 dt + 'io coa dt I-3.?b 

y cama (-rci cos sen ) = (-i cae lf - j sen ~ ) se sus ti tu ye -

en la ecuaci6n (I-3.óc) obteniendo: 

I-3.?c 

( d 11 dO Ahora de las relaciones I-3.3 a,b) se despeje ar V dt y suatitu---

yendo en las ecuaciones (l-3.? a,b,c) queda: 

dr., ,_ V /\ U 

dt =e. r +~o r 1-3.Ba 

da. " dt' = -r 
D 

V "" U r + 'fo r cota I-3.Bb · 

dct " u " u 1-3.Bc dt' = -r. r - ª"r cote 

Sustituyendo les relaciones (3.B a 1b 1 c) en la ecuaci6n (l-3.5)

para obtener la acsleraci6n relativa en c;ardenadaa esféricas: 

:~ .. ~ol!~ + ~ +u.: e.o-te]+ eo\.~ + ~ - ~ co+eJ+ 

" JU) - l)""l. - ~ 1 -\- "º lli """ '('" I-3,9 

Regresando a la sacciín 2 ecuaci6n (I-2.9), las t6rminoa del lada• 

derecho daban ser transformados a coordenadas esféricas. El término 

- - " ,.'\ de la aceleraci6n de Cmriolis 2..n. x V cuyas componentes para j y k-

" son 2 .n. sen e v 2 .n.. ces 0 mi teniendo compmnente en 1. Luego dee.!! 

rrollendo el producto vectorial en coordenadas esféricas 
¡\ , " ., /\ :;-\ 

- 2.ñ. X V~ - '2..!l.. \_~o t;.w Se.V' e - u-c.o~G)..¡. eou e.ose.- y;, U.S~é]-3.10 
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El siguiente término as el gradiente de presi6n -1 VP danda

el gradiente transformado a coordenadas esféricas es: 

1 1> , r .t:. -oP ,., , óP ~ , oP "\ -1'1·;,. --y L'º-O'<"+ 0.y. 0 ~ + le>~G·ó~J I-3.11 

La componente de la gravedad ¡¡fectiva asta dada par: 

I-3.12 

y las componentes de la fuerza de fricci6n san: 

- " "' "" Fr = t F~ + 0..Fa,, + Tó F-r. I-3.13 

Sustituyendo las relacione• (I-3.9), (I-3.10) 1 (I-3.11) 

(I-3.12) y (I-3.13) en la ecuación (I-2.9) se obtiene: 

d
dtU + !:!!!!, + ~ c¡¡t 9 = - - 1-- o~ -2Jl.wsan 9 + 2..0.vcas e+ F.o I-3.14a 

r r frsené'D1 ro 

dV vw !!!, Cllt El= 
1 -ar 

-2!1-uccs e + Feo I-3.14b dt + -- - )'r~ r r 

dlll 'Y..t_ ~'l. 1~ + 2..n.usen e + FTO I-3.14c dt - r r ~'ar 
-g 

Estaa san.las componentes hacia al Este, Norte y hacia arriba -

respectivamente de la ecuaci6n da mavimientc d~da por unidad de ma

sa en coordenadas esféricas¡ donde la derivada total sa expande de-

la siguiente manera: 

I-4 PRINCIPIOS TERMODINAMICDS. 

La atmósfera esta compuesta por una mezcla de gases llamada --

aire¡ esta mezcla de gases contiene 7B'/o de Ni tr6gena, 21% de Dx1ge-

no y el 1;~ Sltbrante de gases raras, dióxido de Carbone etc ••• 

,. 
' 
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En la secci6n anterior se dedujer6n las ecuaciones de movimiento -

para una perticule a muestra de aire sobre la tierra, paro asa mua! 

tra de aire esta sujeta a cambias da anergia, y con esto variaci6n

de temperatura, presi6n, valumen, etc. , que ean producidas cama -

consecuencia de la radiaci6n salar. Entonces para una deacripci6n -

justa del ccmpartamienta de la atm6sfara se daban introducir algu-

nas principias termodinámicos, 

La termodinámica as el estudio da un sistema en sus estados de

equilibria inicial y final. Esta estada de equilibrio da un sistema 

puede ser especificada completamente par las siguientes propiedades 

Presi6n, Temperatura y Valumen, e estas propiedades se lea conoce -

como variables de estado a variables termadin~micas, La relaci6n ; 

entre esas variables de estado o termodinámicas que definen el es-

teda de.un sistema, es la ecuaci6n de estado para, un gas perfecto,

que se aplica a un gas real cerno puede ser el aire seco, esto es: 

p <>! = RT I- 4.1 

donde p es la presi6n ¡ a<. ea el valumen eepacifi.cm; R la canstan••• 

te de las gases para el aire seca v T la temperatura. 

La primera ley de le termodinámica se expresa cama: 

dq == du + dw I-4.2 

donde du es el cambia de energ!e interna par unidad de masa¡ dw -

ea el trabaja ejecutada par unidad de masa y dq ea le cantidad de 

calor cedida a agregada e una sustancia por unidad de mesa. 

Esta lav ea una lev de cansarvaci6n de la energ!a para un &1! 

teme termodinámico. Tambien la acuacién (I-4,2) ea puede expresar 

de la siguiente manera: 

dq du+pdo<. 1-4.3 
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dende p d a<: = dw. 

Ahora bien si el proceso es isotérico (<><:: cte.) 

du 
dT = Cv 

siendo Cv el caler especifico a valumen constante; sustituyendo R-

esto en le ecuación(I-4.3) 

dq = Cv dT + p d <><'. I-4.4 

Ahora notando que Cp Cv + R donde Cp es el calor especifico a 

preeion constante se puede reescribir la ecuación (I-4.4) coma: 

dq = Cp dT + <I(. dp I-4.5 

Para un proceso edi~bático donde no hay intercambio de calor -

con las alre~edores dq = O y la ecuación CI-4,5) queda: 

Cp dT - e'('. dp = O 

de la ecuaci6n de estado para un gas ideal RT 
<>< = -p , y dividiendo ... 

la ecuación antericr entre T : 

dT 
r 

R BE, 
cp P 

Integrando la ecuación (I-4.6) 

o 

T = conet. pR/Cp 

I-4.6 

I-4.7 

a esta ecuación se le denomina Ecuaci6n de Poisson, y es une forma-

de la ecuación adiabática. 

La ecuación ( I-4. fr) puede expresarse como: 

d(ln T) 
R = cpd(ln p) 

Integrando con los limites desde To = 6 hasta T y Pe = 1000mb ----

hasta p, entonces la ecuación anterior se expresa como: 

e T ( 10~0 ) R/Cp I-4.8 

donde e es la temperatura potencial. 
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La temperatura potencial se. define como la temperatura que adquiere 

una porci6n de aire, si ésta fuera comprimida o expandida adiab~ti-

cemente, desde un estado dado p y T hasta la presión de 1000 mb. --

Por lo tanto~un valor determinado de temperatura potencia¡, dafine

un proceso adiabática dado e inversamente, para cada procesa adia-

bática la temperatura potencial debe ser constante. 

Ahora dividiendo la ecuación (I-4.5) entra T y de la ecuaci6n -

de gas ideal R/p = Oi!/T se gbtiene: 

.!!.g. - Cp !!!, - R ~ T - T p 

que puede ser escrita cama 

d ~ = 8.9. = T Cp d ( ln T) - R d( ln p) I-4.9 

siendo d ~ la entropía especifica, que es una diferencfual de una -

funci6n del estada de un gas. 

La entropía esta relacionada con la temperatura potencial del -

medo siguiente: 

Diferenciando lcgarítmicamente la ecuación de la temperatura poten-

cial (I-4.8) se tiene que : 

Cp d( ln e) "' Cp d( ln T) - R d( ln P) I-4.10 

El lado derecho de la ecuación anterior se identifica con e1 --

lado derecho de la ecuaci6n (I-4,9) por lo tanto: 

d ~ = Cp d( ln e) I-4.11 

Por lo tanta,al cambio de la entrap1a es una función de la tempera

tura potencial. 

Integrando la relación (1-4.11) 

cp = Cp ln e + const. I-4.12 

Esta relación muestra que en un proceso donde la temperatura 

potencial es constante, la entropla también permanece constante. 
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1-5 CONSERVACIGN D~ LA MASA. 

La presi6n atmosf6rica es una medida del peso de una columna 

vertical de aire; sobre una superficie que se prolonga hasta loa 

límites eupericres de le atm6sfera de le tierra. Una verieci6n en ª 

la pr~si6n atmosférica en un lugar determinado representa, par lo ~ 

tanto, un acarreo de masa de aire de, a hacia el lugar determinado, 

Como una consecuencia del movimiento general del aire y de los C§m

bioe de temperatura que ocurren dentro del mismo, hay acumulaciones 

y enrarecimientoe .de le mesa del aire qua ocupa les diferentes ele

mentos de valumen de una columna de aire; pera eetoe cambice de ma

sa se compensen en gran parte, quedando cerne resultado una masa --

raletivalilente paquef'\a, qua produce un cambio de le preei6n en la -

superficie. Lea acumulacio~es da aire dentro de lee distintos ele-

mentas del valumen de le columna de aire, ocurren a niveles donde-

existe convergencia de aire y de una manare similar ocurran anra--

recimiantcs de aire dentro de las elementos del vcluma~ dende 

existe divergencia. 

Par lo tanta, la convergencia y la divergencia representan un•

incremanto m disminuci6n de mese dentro de un vmluman eepaciricada, 

La c~nvergenc1a dentro de una secci6n tranevarael de une columna -

atmasfárice unidad, producire un aumento en la praei6n en la basa-

de le columna, e igualmente la divergencia dentro de una eacci6n 

transversal similar, producirá una dieminuc16n en le preei6n en la 

basa de le columna. 

C11nsiderendo un elemento da valumen &x 1 Sy, Si, dentro de algu

na columna atmosférica como en la figura (I-4). En un intervalo da-



tiempoSt, la cantidad de masa que fluye por la cera izquierda en

la dirección de x es f u dy dz dt; mientras que la masa que aale

par la cara derecha es: 

[ f u + ~t!u) dx] dy dz dt 

1 

y &x 

X 
Figura I-4 

plilr la tanto el flujo neto de mesa puad~ escribÚee cama: 

? u dy dz 

'Ol?\.l) dx 
.. - 'Ox 

dt - [ 9 u + ~~u)dx J 
dy dz dt 

dy dz dt = 

I-5.1 

similarmente las diferencias de masa que resulten a lo largo de • 

los ajes V v Z son: 

e,(~~) dx dy dz dt 
o':f 1/ - ~~111) dx dy dz dt I-5.2 

El incremento de mase dentro del elemento de volumen durante -

esta tiempo es: 

1Í- dt dx dlJ dz 
'Ot 

donde ~ es justamente la densidad. 

Por lo tanto, la sume da todas las contribuciones para al in--

cremento da mesa es: 
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I- 5.3 

Esta ecuaci6n es una forma de la ecuHci6n de continuidad par' ~ 

la masa. Se puede escribir también coma: 

+ V'(~V):::o I-5.4 

donde í}· (fv) es la divergencia da la masa dada pllr el ledo derecha

de l;;i ecuación 0-5. 3), y repre_senta la pérdida de masa en el ele--

menta de volumen. 

Aplicando la identidad vectorial a la ecuaci6n (I-5.4): 

V·(YV)-::. ~V·Y + v ·'V~ 
se obtiene: 

dande 

' d ir + V· v = o 
l Jt 

J~ _ -c9 + \j • V o 
Jl - '01 ) 

I-5.5 

La ecuaci6n (I-5.5) requiere un tipa individual de cambio de --

densidad ~ua es proporcional a la divergencia en tres dimensionas;-

mientras que la acuaci6n (1-5.4) requiere un tipo lacal de cambia 

de densidad propmrcianal a la divergencia de la masa en tres dimen-

sienes. 

Si se considera el flujo horizontal de le ecuaci6n (I-5.5) la-

divergencia toma la siguiente forma: 

I-5.6 

esta ecuación representa la variación de la velocidad para el flujm 

horizontal. 

Ahora considérese une secci6n transversal de pequero espesor en 

una columna de aire , donde cualquier aumenta a disminución de aire ------ ----... 
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causadg por las variaciones en al flujo harizantal pase a través de 

las caras verticales de la sacci6n. La divergencia dentro da la --

secci6n transversal desaparecerá en este caso y : 

dunda au.. 
o X 

a sea que: 

I-5. 7 

Integrandm la ecuaci6n (I-5.7) con respecta a z desde z ~ O hasta -

una altura h se obtiene: 
\., 

w(h) - w(O) = - t (~ + ~) J-i ~-~(w> +;~u-)) I-5.6 

Donde la. nataci6n ~ ) nas indica el promedia vertical da una canti-

dad. Pmr lg tanta,la diferencia entre la velocidad vertical, hasta

arriba de la columna y en el fondo, esta dada par la profundidad de 

la columna y par la divergencia media horizontal. 

I-6 ANALISIS DE ESCALA. ANALISIS DE ESCALA DE LAS ECUACIONES DE 

MOVIMIENTO, 

En la atm6ef.era mcurren muchos fen6manaa qua astan regidas pmr-

las mismas leyes de movimiento, continuidad,eta .• 1 come pueden ser 

alguna explmsi6n que na esta dentro del estudia del campe de la me

tearmlogía y que produce frentes de anda¡ alguna anda da los cestas 

a algún cumulonimbue que si san fenamenos metecral6gicos,etcetera.

Para pader diferenciar los mavimientms metecralÚgiccs de lva que -

no la son, se recurre al análisis de escala, qua es una t~anica pa

ra estimar las magnitudes de varias t~rminoe que describen diferen

tes fen6mencis en las ecuacicnes de mcvimient1:1. En el análisis da e! 

cala las siguientes cantidades se especifican: primera las magnitu-
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des de las cantidades fisicas que describen el estada de la atm6sf~ 

ra como son la presi6n, densidad, temperatura y velocidad; segundo

las amplitudes de las fluctuaciones de esas cantidades ¡ y tercero-

la langitud,profundidad y escala de tiempo características de donde 

esas fluctuaciones ocurren. 

Las ecuaciones de movimiento dadas en la eecci6n (I-3), ecuaci[ 

nas (I-3.14 a,b,c) describen todos los tipos de movimientos atm6sf.§!_ 

ricos. Se usara el análisis de lilScala para eliminar i~rminos can lill 

fin d¡¡ simplificar la acuación v dg ¡¡liminar loe movimililntos na de

seadcs qu¡¡ astan fulilra dal campo d!il la m¡¡teorología. Para esto sg -

definirán las escalas de las variébles basadas ¡¡n valor¡¡s observa--

dos para sistemas sinapticas da latí tu des m¡¡dias. 

Escala d¡¡ la velocidad horizontal: u 'V 103 cm srag -1 

Escala de la vralocidad vertical: w t"V 1 cm seg -1 

Escala dia longitud: L rv 108 cm 

Esca¡ a de prDfundidad: H N 106 cm 

Escala d¡¡ fluctuación d¡¡ prasión horizontal: p N 104 dina -2 cm 

Escala d!il ti11mpo: L/U N 105 seg 

Parárnliltro de Cariolis: fa = 2.n.cos e :: -4 -1 10 seg 

Par la tanta, la magnitud de cada t6rmino de las ecuaciones pa

ra el movimililnta horizontal (I-3.14 a,b) para latitudes medias li!S -

la siguiente: 

du dv 1 u
2 

1 dt 1-v 1 dt "' [ = 1D-2cm seg -2 A 

1uw1 ¡vw l UW -6 -2 8 - rv- N- 10 cm seg · r r r 

ju~ 
2 u2 

cau>¡"' -1~ cate\"'r 10-3cm seg -2 e 
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\ 2.n.v ces <il 11\J \-2.n.u ces G \'V fcU = 10- 1 cm eeg-2 E 

1 1 -4 -2 -2J1.. w sene rv foW = 10 cm seg F 

Para la componente vertical de le ecueci6n da movimiento (I-3.14c) 

al gradiente da preai6n vertical puada aer tomado por Po/H, donde -

Pe es le presi6n a nivel de la superficie de 1000 mb, y H la altura 

de la trcp6sfera 10000 Km. , por lo tente, le ecuac16n <I-3.14C)--

puede ser estimada para movimientos de escala sin6ptica de latitu--

dws madiaa del mcd~ siguiente: 

\~11'\J \:Ll!l. 10-5 -2 G dt L = cm seg 

1-2.n.u aen&\rvfoU .. 10·1 cm eeg-2 H 

\ u2 + v2 u2 - \1\)-r r ,. 10-3 cm eag-2 1 

)-' ~1 Po 103 cm aag·2 J 
1C>'f' N fFi .. 

\- 9\1V9 • 103 cm eeg·2 K 

De las magnitudes de lee t6rminoe desda A hasta F, ea mbearva -

en loe términos D y E, que la fuerza de gradiente de presión y le 

fuerza da Coriolia aun de la misma magnitud; ahora reteniendo aetas 

dos términos en las acuecicnas (l-3,14 a 1 b) se obtiene le aproxima

·ci6n geaetr6fica: 

-fv = - --
1
-· -

~raen & 

1 '"bP 
fu= - 9r ~ 

I-6,1 

l-6. 2 

donde f = 2..n. CDS e . Entonces al balance geoatráfica 89 una iiXpra

ai6n de diagn6atico 1 que da le releci6n aproximada, entre el campo 
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de velocidad horizontal y el campo de presiones en sistemas de ese~ 

la sin6ptica para latitudes medias. El campa de velocidad harizon-

tal 4ue satisfacen las ecuaciones (I-6,1) y (I-6.2) se le llama ---

.viento geastr6fico. 

Observando las ecuaciones anteriores no se v~ ninguna dependen-

cia con respecto al tiempo, por la tanta no pueden ser usadas para-

predecir el campo de velocidades. Entonces para obtener unas ecua-

cienes que puedan predecir como esta el sistema algún tiempo des--

pués, se necesita retener el término A de la aceleraci6n en las ecu~ 

cianea anteriores, por lo tanto: 

du - fv 
1 ó f' l'."6,3 dt = - rrsen e~ 

dv 
+ fu - _1_ 2!'.. I-6.4 dt s> r cie 

Pero el análisis de escala anterior muestra que los tfirminos de 

la aceleración son de un arden de magnitud menor que las tfirmincs -

de la fuerza de Ccriolis y la fuerza del gradiente de presi6n. ---

Entonces una medida conveniente de la magnitud de la aceleraci6n, -

comparada con los otros términos, puede ser obtenida formando el --

cociente entre la aceleraci6n y la fuerza de Corialis: 

Ro u 
: fOL I-6.5 

A este cociente se le llama el "Número de Rossby", Entonces ---

cuando Ro<< 1 la aceleración relativa es muy pequeña frente a la de 

Coriolis y entonces hay un casi-equilibrio geostr6fico, 

Observando las términos de G a K, se encuentra que los de igual 

magnitud son el término J y el término K, par lo tanto, retenianda

esos dos términos en la ecuaci6n(I-3,14) se obtiene: 
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1 ~p "' g I-6.6 
-9 ~ 

Esta ecuaci6n indica qua el campo de presi6n eate en equilibrio 

hidrrietático; eeto ea, que la prea16n en algún punta ea simplemente 

igual e al pese de una columna unitaria da aira arribe de ese punto, 



CAPITULO II 

COORDENADAS ISUBAílICAS V ECUAClUN DE VUHTICIDAD 

En el orusente capitulo se transformarán las ecuaciones de mo-

vimiento de coordenadas cartesianas a caorctensdas i~obáricas, ya -

que simplifica enormemente las ecuaciones, al eliminar algunas t~r

minos como la densidad en la ecuaci6n de movimiento cartesiana; ad~ 

más se tratará la circulaci6n y la verticidad como medidas del giro 

o rotaci6n de un fluido atmbsf6ricDt y se derivará la ecuaci6n de -

verticidad tanto en coordenadas cartesianas como en coordenadas is~ 

báricas a partir de las ecuaciónes de pronostica aproximada deduci

das en el capitulo I. 

II-1 COORDENADAS ISOBARICAS. 

Generalmente en meteorología se hace uso de los mapas para re-

presentar la situaci6n presente o la situac16n futura; pare ello se 

acostumbra mostrar superficies de presi6n constante, pmr lo cual se 

fija la presi6n, y se consideran las diferentes alturas a esa pre-

si6n, las linees que resultan de ese procedimiento se denominan 

isohipsas o contornos, eeto es lo que genere la superficie isobari

ca. Por este motivo, es necesario considerar un sistema de coordan~ 

das donde X y V sean los dos ejes horizontales y la posici6n sobre

el aje vertical sea especificada por la presión. 

Matemáticamente estg implica una transformación da z en p, cama 

una coordenada vertical independiente, y la expresión para el gra·

diente de presi6n horizontal, estaría en términos de al gradiente~ 

de altura a presi6n constante; asi misma una derivada con ra6pecto

a z puede ser escrita coma: 

II-1.1 



-23-

Tomando la aproximaci6n hidroatática (I-6.6) la ecueci6n tranafcr--

meda queda: 

II-1. 2 

Ahora derivando la expreei6n para el gradiente de preai6n hari

z11ntel, determinandalc punto por punte e la largo de una superficie 

inclinada arbitraria; pera este, ea considerará une aecci6n trena-

versal en el pleno x, z cerne la figure (II-1), Se puede ver de le -

figure (II-1) que la igualdad siguiente es correcta: 

P3 - P1 P2 - P1 P2 - P3 .A<: 
= - --AX C.X 0. Z /:i.X 

II-1. 3 

t11mandi;i el l!mi te cu ende r. x ~O y b z -i"O y usando la aproximaci6n 

hidr11stática ( I-6·, 6) ea obtiene: 

II-1.4 

donde les eubindices z y q denotan la altura y alguna propiedad ---

constante respectivamente. 

'Z 

_P, AX P,, 
Figura II-1 

La acuaci6n(II-1.4) relaciona la fuerza del gradiente de pra--

si6n por unidad da mase, con la fuerze del gradiente de presi6n por 

unidad de masa a lo largo da le superfici~ q cmnstante, El Último -

término de la ecuaci6n CII-1.4) ea la pendiente da le superficie q. 
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Suponiendo que la superficie es una superficie lsob6rica, o sea que 

q = p, entonces las ecuaciones para transformar el sistema x, y, z, 

y t, al sistema x, y, p, t, son las siguientes: 

(~x )-i· = ( ;x \ + ~ 1 (oª1 )p ~r 
(dC)lj )"! ~ ( ;lj )p + ~~ (~~ )PaªP 

h2t )-z. ~ ( ;t )p -t- ~ ~ ( ~~ ){p 

II-1.Sb 

II-1. Se 

Estas tres ecuaciones contienen todo lo necesario para trans--

formar las ecuaciones b6sicas de meteor•logía a un sistema x, y, p, 

t, de coordenadas independientes. Luego aplicando estas tres rela--

cienes al operador derivada total (I-3.15), entonces en un sistema-

x, y, z, t : 

Sustituyendo las relaciones (II-1.5 a, b, c) de transfarmecián se -

cibtiene: 

d\= (ó) +u.(~)+ lT(2-) -~3w]_ + 'dt p óX p Ó\I p 'd·p 

+ 'Y 3 [ ~ ) p + Ll ( ~~ )p + tr ~~ )J ~p II-1.6 

Aplicando el aperador anterior (II-1.6) a la presión p y definiendm 

fil! UJ = dt se obtiene: 

* = w = - ~gw + fgl (~~)P+uíl~)/ tr(~)~II-1.7 
Luego sustituyendo el valor anterior de en el operador (II-1.6): 

II-1.8 

Par lo tanto, la derivada total CII-1.8) toma la mi3ma forma que el 
o 

operador derivada total en el sistema x, y, z, t, excepto que t.u'Or 
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remplaza a 111 ~ ; por le qua la variable w es equivalente a la velg 
íl7. 

cidad vertical, 

Aplicando loe aperadores (II-1.5 e,b) y (II-1,8) e lee ecuacio

nes de pronÓetico aproximado CI-6,3) y (1-6,4) para treneformarlae

a coordenadas iacbáricae se obtiene: 

(%'t),. + u. (~~ )p + 11(~~)p + w ~ - t U" =- - 9(~~ )p 

I 'dU") + u (~·Y-) + U" /clu-) + w 'O\/' + t u. -=- - C:l('O'L.) 
\. ílt P ó>< p VoY " 'ÓP 'C Y p 

Nmmbrando , ~l gempotencial definido como al trabaja 

que se necesita pera elevar una mesa unitaria desde le superficie -

de la tierra hasta le altura que ae cone1dEre; pcr lo tanto, lee -

dos ecuaciones anteriores se pueden escribir de le siguiente manar;: 

De igual manera, ea deriva la ecuaci6n de continuidad (I-5.5) -

sustituyendo lee relaciones (II-1.2), CII-1.5 a 1 b) 1 (II-1.7) y 

(II-1,B) en cada una de las términos correspondientee quedando: 

( 'Ou.) + ((tu-) ..¡... 'dw 
\ o'K., aY P Y II-1. '\O 

Este fmrma de la ecuaci6n de centinuidad es mucho más sencilla* 

parque no invmlucra la densidad, ni tampoco derlvadas can respecto• 

al tiempo. 

Para derivar la ecuaci6n del viento geostr6fico en coordenadas• 

isobáricas as sustituye en las acuaci6nea (I-6.1) y (I-6,2), loa ·-
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operadores (II-1.5 a,b) para gbtensr: 

II-1'\a 

II-1'\b 

Siendo ~ el geopatanciel carne se definiá anteriormente;;se observa 

que en estas ecuaciones (II-11 a,b), la densidad no aparece y que ~ 

el gradiente horizontal de un geopotencial dado implica el mismo -

viento gecstréfico, mientras que el gradiente da presión horizmntal 

implica diferentes valores del viento geostr6fico dependiendo de la 

densidad. 

II-2 CIRCULACION Y VORTICIDAD. 

La circulaci6n y la vorticidad son dos medidas de la tendencia-

a girar de una muestra de aire, ubicada dentre de la atm6aféra • 

Matemáticamente se define a le circult:ición C·:·. da una curva cerrada-

cama la integral alradedar de .. la curva como se abserva en la figu-

ra (11-2)., por le tanta: 

e = fii ;,. dl f f V f CD 9 O( dl II-2.1 

donde V representa la magnitud de la velocidad tmtal, e('. el ~ngula -

entra el vector velocidad y la curva, dÍ ea el incremento de distan. 

cia a lo largo de la curva, y el simbolc ' significa que la in te--

gral aeta tomada a lo larga de una curva cerrada, contra las mane--

cillas del reloj, a esta trayectoria se le denomina "Circulaci6n --

Cicl6nica", y cuando es en el mismo sentido da las manecillas del -

reloj se le llama "Circulación anticiclónica". Entonces C es una --
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medida del tamaRe para al qua al fluid~ exhibe su mavimientn ratan-

da. 

Figura II-2 

.Si ex, dy, dz, san las camp1nantae da di, y V = 1u + jv + kw --

entancas: 

C = f ( udx + vdy + wdz) II-2.2 

Timando la raz6n da cambia con el tiampa da la circulac16n: 

dC .! ( du dv 
dt = 'J \ dt dx + dt dy + ~~ az) +y [ u~t(dx) + v:t(dy) + 

Natando qua en la segunda integral da la derecha ae diferenciaron -

incrementoe de distancia a lo larga de la curva, y par deducciones-

simples se llega a que aeta integral es cara parque es una integral 

de línea cerrada de una diferencial exacta: 

Entancaa: 

II-2, 3 

Suatituyandm el valor da la acaleraciín da la ecuación de movim1en

ta (I-2.9) en la ecuecimn anterior (lI-2,3) y deecomponiandole en -

sus campanentea respectivamente as obtiene: 

- .( l('Clf" c:lx + ~ Jy+ Q.f d'l.)- ¡ f (1.tdx-u.cly)+ J 9 ax --ay "07.. "f 
+ ~ ( ~ dx + ~ dy +- ~ d-z.) + ~ 9 h Il-2.4 
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La cuarta: .. integral de la derecha de la ecuación anterigr ea cer¡¡¡,

ya que es una integral da línea cerrada de una diferencial exacta,-

p111r le tanta: 

dC,.. _,( ..L (~di(+ 'OP d.y + 'óPcl'Z) ..¡.. Á-. f lu..dy + lT Jx) + 
dt j 9 óX 'OY 01. j 

+ f(~ dx- + ~dy+ ~·h) II-2.5 

Esta ea el taareme de circulaci6n de Byerknes, que describe el tipm 

de cambi0 con el tiempa de una medida de la rataci6n de un fluido, 

Para establecer le relaciín de la circulacián con le vgrticiaed 
I 

se considerare un circuita formado de un rectángula infinitesimal,-

fiqura (II-3). Le circuleci6n siguiendo las lados A, B, e, D, es: 

tlC "'udx - vdy + ( v + ~ dx)dy - (u+ ~ydy)dx 
'O>< o 

dC = (Clu- - 'du.) dxc!y -:: (ª..!!:' - au.) JA 
óX ~y 'óX óY 

entonces: 

:~ = ( d u- - d u. ) 
'()X C>y 

donde la verticidad se define cam1 la circulaci&n entre el elementa 

de área, por la tanto, la v1rticidad en el plano x, y ea: 

II-2. 6a 

La verticidad en el plana x, z y Y, z, se derivan similarmente y se 

denotan respectivamente por: 

II-2, 6b 

II-2,6c 

:c::J:+~a. 
s u. e 

Figura II-3 
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En t~rminos más generales, la relaoi6n entra le verticidad y le ci! 

culacián este dada por el teorema de Stakes aplicado al vector val.E, 

cidad: 

'~ • ilÍ = } ) l V X V) . ñ d (j ll-2.? 
rr 

donde O" es el área encerrada par 1a curva l da la figure (Il-2), y-

n es la normal unitaria al elementg de área Jcr. Pmr la qua la ra-

lación (lI-2,?), dice qua la circulaci6n a le largo de un circuita- · 

cerrado, ea igual a la integral da la clmponante normal de VQrtici• 

dad sobre el área encerrada por el circuitg, Luego como la vertici

dad se puede medir en funci6n del rotacional de la velocidad, entan 

cae ~a a ser función de la curvatura de la trayectaria alrededor de 

la cual se mueve la muestra da aire. La verticidad también as fun--

ci6n del cizallamiento, aeta es, el cambio de velocidad par unidad

de distancia en una diracci6n normal a la diracci6n del movimiento, 

Matemáticamente, sabre una distancia infinitesimal, el cizall~mien

to ea expresa cerno ~ , donde Ev es el cambio de velocidad , y -

Ó~ ae el elemento de distancia normal a la velocidad; ahora ccnsi-

derando la figura (II-2.3) ea exprese la varticidad en funci6n de -

la curvatura y el cizallamiento; de la figura , se va qua la circu

lacimn ea: 

II-2.8 

Figura Il-4 



-30-

del triángulo CDE se obtiene dtóS) ,,Sr.-S~, dondeS(!>es el c;¡imbio 

angular en la dirección del vientlll en una distancia ós ,entonces se 

obtiene: 

e = - 'CJV -+ v 'df.l 
-on ds 

tomando el límite cuando ~n IJ os tienden a cero, para lllbtener la --

verticidad: 

donde 'R~ es el radio da curvatura da las líneas de flujo; por lo --

que, el primer término representa el cambio de velocidad a le largo 

de 1?5, 1J por lo tanto, es al términm de cizallamientc,; IJ al se--

gundo término representa la curvatura, 

11-3 ECUACiüN üE VORTICIDAD. 

Para derivar la ecuación de verticidad se hara uso· de las ecua-
1 

cienes de pronostico aproximado (l-6.3) y (l-6.4), en su forma car-. 

tasiana¡ primera se diferencia la ecuación (1-6,3) can respectlll a y 

v luego se diferencia la acuaci6n (I-6,4) con respecto a x, después 

restandal as IJ sabiendt1 que r:: ~ - 'dtt. se obtiene: 
· J 'OX 7JY 

fil+ u.él~ + t.rº' + w'Cf + (qf)f~+<l.Jf)+(º"' ~ -~ ~)+ a-t eix 'OY ó-z. 1 \.a>< -av óx al 'dY -oz. 

+ i.r óf _ l l af éH' _ --oP -a5'] 
'O'I - ~ 2 a>< aY -ax óY 

va que f salo ,;epende de IJ , entonces df 'O~ dt = v - , por le tanto; 
º~ 

!I-3.1 

La ecuación (11-3.1) es la ecuación de verticidad en su forma car--

tesiana; 6i t~rmino de la izquierda es la derivada con respectw al-
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tiempo de la verticidad absoluta ( l-+ ~) que esta compuesta par la -

varticidad debida al mavimiento relativo a la superficie da la 

tierra m~s la verticidad de la superficie de la tierra. Esta suma -

es la verticidad absoluta de una muestra de aire vista desde un mar 

ca inarc~al. PBr le tanto, la ecuaci6n (II-3.1), dice que la vorti-

cidad absoluta de una muestra da aira pueda cambiar solamente a 

trav~e da lGs tres términos de la derecha. 

El primer término se le llama "Término de la Divergencia", esto 

~a, qua la verticidad se genera par medio di la divergencia hcri--

zental, e sea que,si hay divergencia horizontal, el ~rea encerrada-

por muestras da aira 00 incrementara con el tiempa; y si la circu-

laci&n se conserva la verticidad absoluta promedio de la muestra de 

aire debe disminuir. 

El segundo término da la derecha da la ecuaci6n (II-3,1) se le

denomina ~Término de Tersi6n 11 , y represente la verticidad varticel

que se genera por l~ inclinaci6n da las componentes de verticidad -

orientadas horizontalmente en la vertical. 

El tercer término ea el "Término SolenoidaP, eate término cu--

rresponde al térming solanoidal del teorema de circulaci6n aplicadg 

a un circuito infinitamente pequeño. Para mostrar esta relaci6n can 

el teorema de circulaci6n aplicarnos el teorema de Stokee (II-2.7) e 

el término salenoidal: 

= - jf \vx <('VP) .,k J<r II-3.2 
<!"" 

como ('\Jx {f1
V'P)):::. V'9° 1 x 'VP 

Entonces: 

T f d P = - U ( \1 f' x IV P) • l á cr 
q-
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pero II-3.3 

Por le tanto, el término salenoidal contribuye al cambia de vcrtici-, 

dad, y es el límite del término salenoidal en el teorema de circul~ 

ci6n dividido pcr el ~rea cuando el área tiende a cera. 

La ecuación de verticidad anterior (Il-3.1) se puede expresar -

en forma vectorial simplificando la nataci6n; para .esto, se escri--
I 

ben las ecuaciones de pronostico aprcximado (I-6.3) y (I-6.4) en --

forma vectorial: 

II-3.4 

donde el subíndice h significa movimiento en la horizontal. Apli--

cando el operador derivada total (I-3.15)~ 

a la ecuaci6n (II-3.4) queda de la siguiente forma: 

Aplicandm le siguiente identidad vectorial en la ecuación anterior: 

( Vh • \l.,.) Vh :. V., ( Vn ·v.,) + .í<. x. v11 l 
se obtiene: ~ 

--av ( v ~) " - ... c:iv., 1 P - " ot.... + v ~ + K x vh 1 + .., ó z =- y v., P + T v" >< " 

- " SabiendG que f = 2 neos e para la cola ti tud, y,tL::r. .. l'A ent¡¡¡nces: 

Il-3. 5 

donde ~V X V) 
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Aplicando el operador k •VX' a la ecuaci6n (II-3,5) ea obtiene: 

II-3.6 

Sustituyendo les sl:gu.tentas identidada·a vectcriales e la acuaci.Sn -

CII-3.6) '\7x t;o.xs)::. <.°B•'\7)-A-G(v.i\)-CA-'1)e+ ALV•B) 

'V X (qA)::. (VcJi))("f.. + (j¡(\IXÁ) 

donde A y B san vectores y~ un escalar, se cbtiens: 

1.Í-:: \e·( 'd\lh xv-w) -w ~ - ~.(Qci<x'VP) - Yn• ~(~-+.q)-ot Clz a .. 

Esta ecuacimn es le ecuación de verticidad en au forma vectarial. 

II-4 ANALI5IS DE ESCALA DE LA ECUACIDN DE VORTICIDAD. 

Por medio del análisis de escala del capitulo I sacci6n 6, lea-

ecuacianes de mmvimienta fueron simplificadas, desprecianda lme ma

vimientos da poca importancia an metaoralcgia; igualmente en aeta -

secci6n ea hara el análisis da escala de le acuaci6n da verticidad, 

para estimar la magnitud da varios términos, Lee escalas caracterÍ! 

tices para el campa de variables besadas enbra magnitudes típicas -

observadas para movimientos sinópticas de latitudes medias san: 

Velocidad horizontal u 3 -1 ,.., 10 cm aag 

Velgcidam vertical: w rv 1 cm eag-1 

Escala de langitud : L fV 108 cm 

Escala de prcfundidem H rv 106 cm 

Fluctuaci1mas de presión harizrantal: p rv 104 dina cm-2 

Fluctuaci6n de densidad fracciona!: $; N o. 02 

Escala de tiempa; L/U N 105 ug 

Parámetro de Cr.niclis: l' N 10-4 seg-1 
CI 

Parámetro beta: (!l :: ~t N 10- 13 cm eeg-2 
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Notando que: 

-1 
comparada con el parámetro de Carialis ~/io ~ 10 1 por lo tanto, en 

sistemas sinópticos para latitudes medias, la verticidad relativa -

es pequeRa comparada con la verticidad de la tierra, entonces puede 

ser despreciada comparada can el t~rmino de la divergencia. 

U +.V ) ( \1 • Vn) =- t ( ~ · vh ) 
donde: 'V • vh ,,.. l~ -r :W) 

La magnitud de catla término me la ecuaci6n de verticidad 

(Il-3.1) es la siguiente: 

1~11 rv 1~ ol '"' jv-~~, rv .ll.'l. rv 10-10 -2 L ot · dx ~Y Li seg 

lw~I~~ ~ ('l.J 
10-11 seg-2 M 

LH 

\ir ~I (\J u~ "' 
10-10 -2 seg N 

lf l~~+ ~) 1 ¿_ t_!l_ 10-9 -2 o 
N seg 

"' L 
1~ ~ - ~ ou.I .e:: wu rv 10-11 -2 p 
-ax 'Oz. -ay ói. ~ \-\l 

seg 

I ' ('O'I' 'OP 'O~ 'OP) 1 <. ~ óP N 2x -11 -2 
Q ~2 "O x ºy - o'f ax ,..., 91. l.: 

10 seg 

Reteniendo las télrminas de arden 10-10 seg- 2. , se obtiene, comlil ---

primera aproximación de la ecuación de verticidad para movimientos-

de escala sinóptica sobre latitudes medias: 

II-4.1 

La ecuación anterior establece que el cambio de vortici~as ---

absoluta sobre la escala sinóptica para latitudes medias se debe al 

efecto de la divergencia, En lugares donde no hay divergencia 
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horizontal, en particular en el nivel de no-divergencia (más o me-~ 

nos al nivel de 500 mb); entonces la ecuaci6n (II-4,1) queda: 

Il-4,2. 

lo que significa que ( 1 + ~) es constante, v, pcir lo tanto, la vor-

ticidad absoluta na varia, la qua proporciona un procedimiento para 

predecir la futura curvatura de las isohipeas. 

Ahora se derivará la ecuaci6n de verticidad en coordenadas ---

isobáricas. Esta derivación ea parecida a la derivaci6n d~ la ecua

ci6n de verticidad en c;ardenadas cartesianas, por lo tanto, dife-

renciamos las ecuaciones de movimiento (II-~.9 a,b) can respecto a

y la primera, y la segunda con respecto a x, v restandolas se obti~ 

9..Y:') + (¡'{. p -

11-4.3 

Cmma se observa la ecuªci6n de verticidad en al sistema x, y, p, t, 

no contiene al término eolenoidal que apareci6 en la ecuación de 

verticidad en el sistema x, v. z, t, El significado de los términos 

de la ecuaci6n(II-4.3), es análogo a cada uno de las términos de la 

ecuaci6n de verticidad cartesiana; exca~to qua la componente verti

cal de la verticidad J no ea la misma en al sistema cartesiano, ·~ 

por lo que, sustituyendo las expresianes·(II-~.5 a,b) en )~(~-)1 -(:;~~ 
sa obtiene: 

II-L+.4 
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y similarmente para la divergencia horizontal: 

(
'Ou. + ~) ::. ('C>U.) + (d Y\+ fjÍi(rdz)oll +n_z.)"dlf'J II-4.5 
cix 'dY <ix r \~y J L'dx,, 'óP \()y p'dP 

'Z. p 

los últimos términos de la derecha de las ecuªciones (11-4.4) y -

(II-4.5) son correcciones a la inclinaci6n de las curvas isobfiricas 

y son usualmente muy pequeños. 

---~-··-···-·-· 



CAPITULO III 

FILTRADO DE ONDAS 

Las ecuaciones obtenidas en los ~capítulos anteriores expre---

san todo tipo de movimientos que ocurren en la atmósfera, y estm -

hace que se pierdan las movimientos meteorol6gicas importantes que

se desean describir. En este capítulo se verán las propiedades fíei 

cae de estos movimientgs no deseados ( andas de sonido y ondas de -

gravedad) para excluirlas de las ecuaciones de movimiento obtenidas 

anteriormente, y así hacer una gran simplificación a estas ecuacio

nes; este proceso se le llama filtrado. 

III-1 Cll\IDAS EN LA ATMOSFERA. 

Como el aire es un medio elástico, cualquier perturbación que -

se propague en él la hace en forma de movimiento ondulatorio. Les -

distintos tipos de perturbaciones que se consideran son: 

Las vibraciones sonoras que prmducen ondas longitudinales, que scn

andas en donde las oscilaciones de las partícula~ son paralelas a -

la dirección da propagación ( endes sonaras); la acción de legre-

vedad hace que se hundan les mases de aire más densas y asciendan -

les más ligeras, esta origina perturbaciones qua se propagan en 

forma de ondas transverseles-verticales, en donde la partícula se -

mueve hacia arriba a hacia abaja mientras la anda se propaga hori

zontalmente, (andas de gravedad) estas ondas son similares a les -

que se producen al perturbar la superficie del ague en un estanque; 

atra tipo de perturbeci6n san las originadas por mmvimientas indi

viduales horizontales del aire (viento) hacia el sur o hacia el -

norte, estas perturbaciones se propagan en forma de ondas transver

sales-horizontales que san prapiamente los movimientos meteorol6gi

cos que se quieren describir. 
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III-2 ONDAS DE SONIDO. 

El sonido se propaga por la campresi6n adiabática alternada y -

la expansi6n del medio, esta as lo que origina que las ondas sean -

longitudinales, ent1mces las trayectorias de las· partículas seran -

lineas par al el as al eje x (ver figura I-1), par lo tanto, la velaci 

dad será u y V = w = o, dx 
porque u = dt , V ~ = dt y 

dz 
w = dt ). Entam-

ces se usará la ecuaci6n de movimiento de componen ta u, acuaci6n 

(I-6.3), la ecuaci6n de continuidad (I-5.5) y la ecuaci6n da ener-

gía termodinámica, que se gbtiene de la primera ley de la termodin~ 

mica (I-4.4) para procesas adiabáticos y la ecuación de estada 

(I-4.1). Las tres ecuaciones son: 

d11nde }(=C/C p V 

~Ut - fV + ..!. ~ = 0 .. f ~)( 

~ +'j'V• V= o 

~ ddt = 1.. !fil > 't p dt 

III-2.1a 

III-2.1b 

III-2.1c 

Sustituyendo ~r de la ecuaci6n (III-2.1c) en la ecuación CIII-2.1b) 

se obtiene: 

*+('tp)Q•V=O 

Haciendo olr y (lw 
'"'a'( íl1. 

igual a cerg por eer el mavimientm hacia el 

aste; en ten ces las des ecuaciones resul tantas amn: 

dll. + U. dU. + .J_ ÓP : O 
dt oX ~ dX 

III-2,2a 

'OP + u-CP + lfpºLl=-o 
ó-l:: -ax -ax III.:.2.2b 
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La s11luci.6n de las dgs ecuaciones antsri11res puede encontrerae epl1 

canda el método de perturbaci6n, que consiste en referirse a un --

estado de equilibrio más una pequeña desviación de esos valores de-

equilibrio, por lo tanta: 

u= ü + l.i' 1 IJ p "' p + p' 

siendo ü, "? y p, las funcionas en las estadias de equilibrio y u', f 1 

v p' las perturbaciones. Sustituyendo la anterior en las ecuaciones 

(III-2.2 a,b) se tiene: 

"Qj[
1 + ( Ü + u.') cHl

1 

+ J.. f \ + f._ 1.1)") 'OP' -:. O 
o-l o.x ~ l nar \ 11 -ax 

d pi + ( u .;. ~ ) -o p 1 + ~ ( p + p' ) d u.' :::: o 
ot ~ ~X 

donde t[1 ~ n~(ft] ~ ~ (1 + ~r'~ y~~· 
Si 1u 11<< 1Ü1 , 1 j>'I <.e; 1y1 v 1p 11<< 1p1 ea desprecian les términos -

que contengan cantidades de perturbacián, entonces: 

Ill-2•3a 

III-2.3b 

Estas dos ecuacimnes se pueden expresar de la siguiente manera: 

s isndo('E. + ü.?.) un 
rot ox 

mperadar entonces: 

© u.' + ...J.,. 'di'' =- o 
<? o X 

© pl + ~ -ou.' 
'( p -· ::.. o o X 

III-2, !+e 

III-2.l+b 

III-2. 5a 

1II2.5b 
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Aplicando el mismo operador a la ecuación (III-2.5b), y va que el -

operador conmuta se obtiene: 

(!) (9 p' + y p ó (9 u' ::. 0 
óx 

pero de la ecuación (III-2. 5a) despejando 0 u.'-::.. J ~~1 

y sustituye!}. 

dolo en la ecuación anterior se obtiene la siguiente ecuaci6n: 

( 2- +u ~ ) (~ + ü d ) p 1 ot -ox ót 'óX 
III-2.6 

cuya soluci6n es de la fmrma: 

i. o( (1' - c.t) 
p 1 '.::. jl.. e III-2. 7 

donde A es el factor de amplitud constante, y el número de onda,-

c\es la velmcidad de fase¡ lueg1 sustltuyé~do·1~~saluci6n (III-2.7) 

en la ecuación (III-2.6) se obtiene una ecuaci6n de le fcrme: 

2 - ( -2 ~ n ) c - 2cu + u - j = O 

siendo c la velacidad de propagaci6n del movimie11to ondult:!teri!!; ..,

por la tente, resolviendo le ecuación anterior: 

- ((¡' ¡;-)%. c =u+ _ - y 
sus ti tuyendw p/ ~ = RT que es la ecuacimn da estado, la velocidad '" 

de fase también se puede escribir como: 

III-2.8 

La releci6n (III-2.8) da le velocidad del sonidm en un fluÍdo. El -

desarrolla anterior dice que le caracteriatica esencial pera que --
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las andas de sonido existan es que los gradientes de presi6n se ---

deben fundamentalmente a la compresión adiebét1ce, estm es, que les 

ondas de sonido son propagadas en incrementes adiabáticos ( a decr~ 

mentas) do presi6n debidC1 a le compresi6n ( o enrarecimiento) del -

medio. 

III-3 ONDAS DE RDSSBV. 

Es conveniente conocer lea propiedades fisicas de las endes me

temrclógices 6 de Rmssby, que sen las que se intentan describir; 

est.~e endes meteorol6gices eon ondas transversales-horizontalee, 

por lo tanta, la unde yace en el plano horizontal (x,y), por lo que 

w =O, las scuacionee. de componente u, v son: 

ou. ..¡.u dll +\f dlL _ 1ir+ ..!. aP..,.. O a-t. ox ci Y ~ -ox 

o\/"+ u 'dlí ;- lf~ -1-f u.+ J.. dP :.O 
'ót óX oy 'S d'/ 

y la acuaci6n de continuidad para w =O es: 

1..!:!. + Q1r :::: o -ox ay 

I1I-3.1a 

Ill-'3. 1b 

III-3. 1c 

üifarenciendo (III-3.1a) con respecto a y , y (1II-3.1b) con reapef 

te a x, luego rastándales se encuentre le ecuaci6n de verticidad: 

ó5 + u. 'd! + li -~H + u. of + V- "df + 'Ot ÓX o Y ()X óY 

+ ( J 4 ~) ( ~~ + ~Y) e O 
I!l-3,2 

donde ~=@~-~)p1u la ecuecién <III-3.1c)el Último término desapa
rece, y·como f no depende del tiempo: 

III-3.3 
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esto corresponde a: 

que es la ecuaci6n obtenida en el capitule II y se le conoce cama -

"Principia de Conservaci6n de la Verticidad Absaluta". 

Para hallar la velocidad de fase de las ondas transversales-ha-

rizontales lílS restringiremos a viajar en la direcci6n x,o sea, ha-

ciendo u y v independientes de la coordenada y, por la que la vor-

ticidad 5 -~ - '1.!! se reduce a <!.U"' , luego f es independiente de-
l - 'O>< 'O'/ 'O)< 

x y t por la que la ecuaci6n(III-3.2) da: 

~ + u '01.tr ·+ P-i U" = o 
at"dX ó>< 2 ,- III-3.4 

donde ~': ~ el parámetro de Rossby, cama v no depende da y la ecu.!! 

ción de continuidad sera : 

ou. =-o 
'OX 

luego ves nada m~s funci6n de t e independiente de y; por lo tantm 

(III-3.4) es casi-lineal y tiene la siguiente snlución cndulatmria: 

[o((x-d;) 

u- .... A e nr-3. s 

Sustituyendo la soluci~n (III-3.5) en la ecuación (III-3.4), v ---

haciendo las correspondientes derivaciones se obtiene que: 

e = ü.- f->/<>(z III-3.6 

que da la velocidad de fase de las ondas transversales-horizontales. 
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111-4 ONDAS DE GRAVEDAD, 

Las ondas de gravedad tienen la forma da les endes tranoversa=~ 

les-verticales, por lo tanto, el movimiento de les partículas queda 

restringido al plano (y,z). Pera entandar m~a esta tipo da ondas se 

ccnaiderarln dos cepas hommg~naes en la atm6sfera con densidaa ~1 y 

Y'Z. separadas por una superficie de densidad discontinua ver figura

(111-1) , por lo tanto, .Para una atm6sfera incompresible ae observa 

que el gradiente de preeimn horizontal en la capa inferior es: 

aP_ ( \Jl)~ -"iX - <:J 'f, - li '"O)( III-4.1 

De la relaci6n anterior se cbeervi qua el gradiente de preai6n ho-

rizontal ea independiente de la altura z, esta implica, que la ace

leraci6n es independiente de la altura, lo mismo qua la velocidad,

pcr lo tanto, v y ~ = o. Coneideranmo la ecuación de movimiento-
'?J't 

de componente u (l-5.4) : 

Cerno v = O la acuaci6n de continuidad quede: 

~-~-X~__.~~~~--c~X 

Figura Ill-1 

III-4.2 

lll-4,3 
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Integrando can respecto a z la ecuación (III-4.3) desde O a una ---

altura z , supenienda que la superficie de la tierra es plana entan 

ces w
0 

O en z = O , y la velagiciad vertical wz esta dada en la s~ 

perficie de discontinuidad coma dz/dt por la que la ecuación (III--

4.3) queda: 

'02 +u. d'Z.. + z. dU.. -:.o 
'dt ax 'dx III-4.4 

Por le tanto las ecuaciones (III-4.2 y 4.4) forman un sistema de 

dos ecuaciones can das incwgnitas u, ,z, cuya solución se obtiene 

usando el método de perturbación usado anteriormente en la sección-

(III-2), par consiguiente en el estado de equilibrio u = u, z = z 

de tal manera que @ : 2ii -=- o"í -=-ó'i =o y u 1 y i 1 representan --ot. ox 'Ol: ax 
una ligera desviaci6n da Ü y z entonces: 

u = (Ü + u 1 ) y z <z + z 1 ) 

sustituyendo la anterior en las ecuaciones (III-4.2 y 4.4) se obti~ 

ne: 

- 'OZ.' u. - + 
{) )( 

L 'dz' 
()x =O 

Eliminando v' de esta par de ecuaciones queda que: 

(~t + Ü. E_)(~ + Ü. ~) z' :. 9 Z ( 1- S'2) ó.,_Z' 
u 'OX 'd-L oX S'• 'dxz. 

III-4.5 

III-4. Ei 

Este ecuación es una ecuación de onda, cuya solución es de la forma: 

irA.(x-d:) 
2

1
-=- A e. 

donde A es la amplitud,~ el número de anda y e la velocidad de 

feaa, donde la velocidad de fase es 

... --~ .. 
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e :::. ü. t [ 9 2 ( 1 - ~ )] Yz. 
91 

III-4. 7 

que ea la velocidad de las mndas gravitacionales en agua superfi---

cial o peco profunda. Por la tanto, lm anterior dice que las andas-

gravitacionales se propagan por cambias de presi6n qua se deben al~ 

pesa del aire, mientras qua las de sonido se deben al paso del aire 

mientras que las de sonido se deben a la variaci6n de la presi6n -

hidrastática produciendo las cambias de presi6n. 

Ganeralizande lm anterior para una atm6afera incompresible la -

releci6n (III-4.1) será: 

IU-4.Ba 

s imil.armente para la c1Jmpanents y: 

III-4.Bb 

Sustituyendo las relaciones (III-4.8 a,b) en las ecuaciones de mav! 

miento, para las componentes 

Q.l!,.. -\-- u.~ + U" Cl u. 
oZ (}X 'd'f 

u y v (I-6.3, 6.4) se tiene que: 

+w °dll --fu-+ 9'di.. :::.o 
'()"?.. 'd>C 

notando que u, v na depende de la altura z entonces 

se mbtiena: 

III-4.9a 

III-4. 9b 
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Derivando (1II-4.9b) con respecta e x, y (III-4.9a) con respecta a 

Y, y luego restándolas se obtiene la ecuación de verticidad: 

III-4.10 

dende: J ·-::. 

De la m.isma forma que se obtuve la ecuación (III-4, 4), de la ecua--.:. 

ci6n de continuidad, tomando ahora la campanente u se obtiene: 

o"Z. +U 'Q.b. +u-~ +2(~ +'du-)- 0 III-4,11 
'Clt ~X 'd'( oX o'( -

Las ecuaciones (III-4.9a, 4.10, 4.11) forman un sistema de ecuacio-

nas cuyas variables san u, v y z, y usando el métcdo da perturba---

ci6n las ecuaciones que permanecen san: 

+ ü. 2) u.' - tu-' -+ 9 'd z' =- o 
oX '"{)X 

III-4.12a 

+ ¡¡ ~) óu-' + lI'I!:> +tºu.' -::..o -ax o){ t -ox 
III-4.12b 

III-4.12c:: 

donde ü y z son las valores en el estada de equilibrio; u' y z' san 

las perturbaciones de u y z respectivamente¡ [-> = ~ el parámetro de
'd'( 

Rossby; el segundo término de la ecuación (III-4.11) fue sustituidG 

por la condici6n de equilibrio fÜ 

La solución de las ecuaciones (III-4.12 a,b,c) as de ·la siguien 

te forma : 
i o<(x-d) 

u'=- U e. 
iw.(x-d.) 

\.r'::: V e. 
iac(,11-d) 

2 1
,,,. z e. 

III-4.13 
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Dande U, V, Z, son las amplitudes constantes. Diferenciando las am-

lucicnes se observa que: 

) III-4.14 

Introduciendo las relaciones anteriores en lee ecuaciones (~II-4.1g 

a,b,c) se obtiene: 

tü.-c) ou.' _ f tr 1 + 9 ~· ::. o 
-ox ax 

- o(.2-(ü.-c.) U"
1 -+ 811' 1 +~~·-:.o \ o X 

( ü.-c..) In' 
o X 

III-4.15e 

III-4.15b 

III-4.15c 

Estas ecuaciones forman un sistema de ecuaciones simultáneas hamog! 
-au.' , a z.• 

neas cuyas inc6gnitsa san: iX 1 ir , ~ 1 en este sistema la a.e. 

luci6n es diferente da cern, si y salo si el determinante es igual-

a cara 
(b- "t1 (u-c) o ~ 

-~ ~ (u-e) =O 

-~ il,19 (u.-c.) z 

resalviendo este determinante se obtiene la ecuaci6n de frecuencia-

que da las válurss de la velocidad de fase e correspondiente el n~-

mera de 11nala 

[[?>- ~1 (u-c.)] [gz - tü.-c)(ü.-c.)] -

- ~ :i. liíi.- c.) - ü. J :. o III-4.16 



-48-

Esta es una ecuación cúbica en donde la variable desconocida ea 

(u - c). Las raíces de esta ecuaci6n pueden ser encontradas supo--

nienda qua 1 Ü - c \ )) f>/~2 1 set~ es, que la velocidad de las on-

das es mucho más grande que la velocidad de fase de las ondas de --

Rassby 6 meteorol~gicas CIIl-3.6), por lo tanto, el primer término-

de la ecuación OII-4. '\ 6) se desprecia v 1 ü - c 1 >) ü entonces: 

-1!'2. 
(u-c.)(u.-c.)-::. 97 + -

o(?. 
III-4.17 

La solución (III-3.17) corresponde a las andas de gravedad, por lo-

tanto, los movimientos correspondientes de estas andas viajan en --

ambas direcciones a la vez. 

III-5 FILTRADO. 

En el tipo de movimientos que describe la atmósfera, las ondas-

de sonido 1J gra~edad viajan con grandes velocidades relativas al me 

dio, la rapidez de las andas de sonido varía entre 600 y 700 mph; IJ 

las de gravedad se desplazan con una rapidez de 200 a 300 mph; miell 

tras que las meteorológicas o de R~ssby viajan can una velocidad de 

10 mph (4), esto es, se desplazan más lentamente; por otro lada, la 

amplitud de las ondas de Rassby es grande comparada can las ondas -

de sonido v de gravedad, por la tanta, se observa que la soluci6n

que nos interesa, o sea la de las ondas meteorol6gicas, se vé afee-

tada par la introducción de ruido producido por las soluciones de -

endes gravitacianales v de sonido, pera sin mJdificar las sclucia--

nea que corresponden a ondas de Rcssby. 

En la secci6n (III-2) se hizo referencia a la característica --

esencial que hace que las ondas de sonido se propaguen, es el gra--
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diente de presión debido a la compresión adiabática, por lo tanto,-

el cambio de presión en algún punto se debe al cambio ae peso total 

en la columna de aire, par lo que se introduce la aproximaci6n hi-

drcstática dentro de las ecuaciones de movimiento, entonces las sa-

luciones que corresponden a ondas oe sonido no pueden existir. Por-

la tanto, usando sistematicamente la aproximación hidrcstática en-

las ecuaciones de movimiento las ondas de sonido pueden ser excluí-

das. Las soluciones correspondientes e las ondas de gravedad no pu! 

den ser filtradas directamente, por lo tanto, lo que se debe hacer

es ver como excluir la solución (III-4.1?), esta solución aparece -

debido al término (ü-c) (Ü-G) en el segundo factor del primer tér--

ne de la ecuación antes mensionada, enti:mces la ccnd.ici6n para la -

exclusión de las andas na gravedad as que (ü-c) asa caro, este im--

plica que el ~érmino f º + ü. "d ) u' \'Ot 'OX 
sea cero en la acuaci6n 

(III-4.12a), por la tanto: 

lr' III-5.1 

que es justamente el balance geostr6fica; por lo que las ecuaciones 

filtradas son (III-5.1 1 4.12 b,c) y la ecuación de frecuencia es -

la ecuación (III-4.15) con (ü-c) igual a cero. Por lo tanto, semos

tr6 que las ondas da gravedad son excluidas por aproximación gems--
/ 

trafica. 

Ahora eliminando 

se obtiene que: 

--au' 
a X 

da las dos ecuaciones (III-4.12 b,c) 
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intraduciendo el balance geostr6fico(III-5.1) 

esta ecuaci6n solo depende de la variable z 1 , se puede observar qua 

' al aliminarº~x entra las ecuaciones (IlI-4.12 b,c) es equivalan ... 

te a eliminar la divergencia de la vele1cidad horizontal ~ + ~Y) 
entre las ecuaciones (III-4.10, 4.11) que es la ecuaci6n de vortic.!;. 

dad y la ecuaci6n de cmntinuidad¡ por lo tanto, se puede deducir -

qua eliminando la divergencia de la velocidad horizontal filtra a-

elimina las soluciones da las andas de gravedad correspondientes a

la ecuaci6n de verticidad y continuidad. 



CAPITULO IV 

MDOELO BAROTROPICO 

En los capitulas anteriores se obtuvo la forma de las acuacia-

nes de movimiento, señalando las fuerzas quP. actúan en la atmósfera, 

después se vi6 la circulacián y la verticidad que son medidas de la 

rotaci6n del aire prDducidas por estas fuerzas; se obtuvo la ecua-

ci6n de verticidad y se hizo un análisis de escala para camparar la 

magnitud de cada uno de lma términos y así retener los de mayor ma~ 

nitud; se menaionar6n después les tipos de solucionas ondulatorias-

que dan astas ecuacimnes, para conservar les solucionas de tipo me-

taoral6gico. 

Ln anterior ea raaliz6 para construir un modelo que permita de! 

cribir al compmrtamiento da alguna regi6n de la atmósfera. En este

capi tulo se aplicará ese modelo (ecuaci6n II-4.2) a una región par

ticular de la atm6sfera, que permitirá encontrar la ecuaci6n de ve! 

ticidad BarDtrópica (ecuación IV-1.?), que ea el modela buscado en

asta tesis; además se resolvera dicha ecuación por loa m6tod~a de -

diferencias finitas y relajeci6n. 

La regi6n que se considera es la ragi6n IV que esta limitada de 

oeste a este por lea longitudes da 135° a 50~ y de norte a sur en-

tre las latitudes de 558 a ~oª; esta regi6n comprende parte de Can~ 

da, E.E.u.u., México, Centroamérica y parte de los oceanos Pacífico 

y Atla'ntico, además ea considerará aalo la superficie que ea sncue~ 

tra a una altura media de 5000 metros que corresponde más o menos a 

la parte media de la trop6afsra, asea la superficie correspondiente 

a los 500 milibares, en donde la atmósfera se comporta aproximada-

mente como una atmósfera Barotrópica, esto es, que las variables de 

el aire son solamente función de la presión, por lo tanto, les su-

perficies de temperatura y densidad constantes san paralelas a la -
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superficie isobárica; no hay variación del viento con la altura, a-

sea que no hay divergencia, por lo tanto, no hay pérdida ni ganan--

cia de masa. También se considerará que esta región es adiabática -

para un periodo de uno o dos dias(2), esto es, no hay entrada nis~ 

licia de calor del sistema. Este tipo de atm6sfera esta restringida, 

piarque en general en la atmósfera i'as superficies isot~rmicas y de-

densidad constante suelen no ser.paralelas a las superficies de pr~ 

sión, por lo tanto,un modelo para una atmósfera Barctr6pica no pue-

de ser válido para otros niveles, donde ya las variables de estado

son función tanto de la presión como de la temperatura, y además --· 

existe divergencia. 

De lo anterior se puede observar que al eliminar la divergencia 

de la ecuación de verticidad (II-4.1),automaticamente las ondas de-

gravedad quedan filtradas, y as1 la ecuación resultante ~s la ecua-

ción de conservación de la vorticidad absoluta (II-4.2), o sea que-

las trayectorias se puden trazar de modo que la vorticidad absoluta 

C1 + f ) sea constante, esto es, que cualquier variación de f debi

da a la latitud se compensa inmediatamente par la variación de la -

verticidad relativa, indicada por la curvatur·a da las is6báras. 

IV-1 ECUACION FUNDAMENTAL. 

Considerando una atm6sfera Barotrópica la divergencia en el ni

vel da 500 mb as cera, por lo tanto, la ecuación de verticidad para 

latitudes medias no incluye soluciones del tipo de ondas de grave~-

dad y la ecuaci6n es: 
d,(3 H) 

dt 
-::. o 

desarrollando el operador derivada total: 

IV-1.1 

IV-1.2 
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a en fQrma vactmrial: 

IV-1.3 

le vcirticidad relativa ~ se puada expresar an Urminoe del .... 

geapatenciel q aplicendr:i la eptmx1maci6n da viente gecistr61'ic1:1 -

La verticidad tiene la forma: 

sustituvenda en le relac16n ante -

r1ar: 

~ -::. .L ('()'2~ + ~ ) '::. J.. ~,:. ñi 
1 ~ 'ó ')('Z. -a y z. ..p y ':1 

'2. 

recordend11 que ~ = J 9 d'l. 
o 

definida en el capitula II,austi • 

tuvenda (IV-1.4) en (IV~1.3) ea abtiana: 

'()'é)t ( .f v1 ~ + -r) -+ vh · vi\ (' .. n -=- o IV-1.S 

perm: Vg = f (-t~~ + J~~) de (II=1.11a,b) 

auatituvanda aeta aprox1mac16n geaetr6rice en (IVM1,5) y cama. al " 

' parametra de Cariulis solo dependa de la coordenada v ea tiene: 

J.~ \72~ ~ J 1_1--a +J~)· (J'll ... +rit·) .p 'ch T \ "O y o.x -ax a '( 

... d r ~ ( (1) "" l"' º ')- d ) .. mn e :: ~ .¡. 1 ~ vi, -::. ,.¡, ~ ..¡. J 'CH' 
multiplicando por f (IV-1,6) v hacienda el prmducta eaceler: 
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donde J!!J !")es el jacobiana dependiente de if y )"entonces: 

IV-1.7 

La ecuación CIV-1.7) es la ecuación da verticidad Barotr6pica que 

se aplica solamente para un fluido incompresible, hllmogáneo, ein --

fricción en un nivel de no-divergencia. 

IV-2 DIFERENCIAS FINITAS Y METODO DE RELAJACION. 

Ahllra se resolverá la ecuación (IV-1.?); esta ecuación es una -

ecuación diferencial parcial del tipo de la acuaci6n da Poisson, 

siendo Cl%+ la variable y J( il!, Í '') la función fuente conocida. Esta

ecuación es una ecuación na-lineal y no puede ser resuelta por métg 

dos analíticos exactos, Se aplicará entonces el método aproximado -

de diferencias finitas para calcular J(f,~") can valoras conocidos da 

~ y )~ a un tiempo inicial y luego calcular ~ por medio del -

método de Relajación. 

El mátcdo da diferencias finitas es discreto, esto es, los val~ 

res san calculados por media de puntos y no en forma continua, par-

lo tanto, se escoge un espacio vectorial bi-dimansional cuyas coor-

denadas son x y Y , este espacio se divide en una malla o enrej~ 

do de puntos de dimensiones MxN¡ los espacios enrejados respectivas 

son a intervalos de J::,. x y a. y de tal manera que x = MA x y Y = Nb y 

ver figura IV-1). 

En la figura (IV-1) se observa que los indices Ci,j) se usan pe 

ra denotar un punto en el espacio.Por simplicidad se c~nsiderará un 

enrejado cuadrada, esto es Ax = tl y = d. 
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y 

y=NAy 

li·t,j~I) l•.~•1) Ut1,Jt1) 

!(,~ 1 1u .. ";' 
\i·•1&\ 

(i \·•) ,1 •. ,.l-1\ 

AY 
~H,~·1) 

AX X 

Figura IV-1 

Usando las formas de diferencie finita centradas para lea pri

meras derivadas,v las segundas derivadas (ver apendice I), entcn-

ces el laplacianc horizontal de la acuaci6n (IV-1,7) se puede ascri 

bir en forma de aproximaci6n de diferencia finita: 

M"L ih _ ~ ~ ""- ...1t+1i>+ $•-•1j +re"¡"''+ !J!u-1 - 'l Ji'.¡ = 
V .:i" - oX,_ +. 'Of'- d• 
- ..L t12 ;J; - Ji. V ~IJ 

notando que el laplaciano en forma de diferencias finitas es pro---

piarcional a la diferencia de el valmr de ~ en un punte central v -

el valor promedio entre las cuatro puntos vecinos. 

Entonces el lado izquierdm de la acuacián (IV-1,7) se expresa -

como: 

"2.()f-= ..L ~~i+t1J ..¡. ~ ~¡-1,.) 
-ot J"I- \ ~t d'i: 

- .J_ n'! (1 mt,j 
- d2 V 'di IV-2.1 

donde 'Cl~ i+i,j 
'Ot 

af¡_,.j ) 'd}L, j+ 1 d ¡,,, ,¡., son las ---
1 'd-1. 'd t ' "~H:. 

tendencias del geopotencial en los extremos del anrrejado, y 'd!li¡¡ 
ót 
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es la tendencia del geopotencial en el centro del enrejado, 

Ahora escribiendo el jacobiano J(~1~~)como aproximación de dif~ 

rencia finita: 

donde la vorticidad J::. t 1]2 t se escríi:ie en. forma de 

de diferencias finitas: 

IV-2.2 

. . , 
aproximaCJ.üíi -

IV-2.3 

Entcnces conociendo los velares de ~ en todos los puntos interio-

res a un tiempo inicial t = O de un enrejado, los valores iniciales 

de J1j(~, ~A) pueden ser celcula1!11Js en cada punto interior con ll:1s va

lares iniciales $j y las valores a la frontera ~ y ~ , 

Par lo tanto,la ecueci6n (IV-1.7) en forma de diferencias fini-

tas es: 

IV-2.4 

donde 

Por lo tanto, la ecuaci6n (IV-2.4) toma la forma de una ecuaci6n -

lineal en la cual Áf¡j son las funciones desconocidas, y el jacobi§ 

no Jij las funciones conocidas en los puntos reja (i,j). 
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Las puntos del enrejado cuadrado espaciadas pcr una distancia d co

rresponden a puntas sabre un mapa que representa una cierta rági6n

de la tierra, para esta, es necesaria añadir al factor ( <J" m) 2 = s2 

en la ecuaci6n de verticidad Barotr6pica (ecuaci6n IV-1.7); este 

factor da la rezón del elemento de área sabre el mapa· can el elame~ 

to de área sabre la tierra pare alguna proyecci6n; donda m ea el 

factor de reducci6n de escala, y o- le escala de la imagen ( ver a

péndice II). 

La prmyecci6n que se útiliza es le prayacci6n c6nice conformada 

de Lambert descrita en el ap~ndice II. 

La ecuaci6n (IV-1.7) es entonces: 

n1el ,._ 51 'V·i 0 'ª- J(.tt,yA)-:: s2 J"C~.,]'') 
" 'd-l; s -at. 

el eubindice s significa que las derivadas son ccn respecto e las -

cmardenadas del mapa. 

Le ecueci6n (IV-2.4) es la ecuación de Verticidad 8aratr6pica -

en forma de aproximeci6n de diferencias finitas, can esto se pudo -

canecer el jacobiano para valores dados 11e § y ~ a un tiempo ini-

cial t = O ; conociendo las velares de ~ pera cada uno de los pun-

tme de la frontera en cada periodo de tiempo. En esta forma le eCU! 

ción (IV-2.4) se pudo expreser cerno un sistema de ecueciones línea

les algebraicas cuya inc6gnit8 a resolver es~~ ¡ entonces en la -

ecuación (IV-2.4) si i va de O e M y j de O e N se tiene un conjun

to da (M-1)(N-1) ecuaciones aplicadas a cada uno de los puntas in-

teriores (i,j) del enrejado de la figura (IV-2). 
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~ ~ ¡; ~ 

, 8 1 10 11 IZ, ·--·--· . 
13 .!~-l~_t '] '·ª . 
11 L J, J2 23 1.il ·--·--· 
2;s ;J.,I. :a 1 21 :l't "º 

Figura IV-2 

Tomando cualquier punto interigr, por ejempla el 15, este punto es

el centro de un cuadrada limitado por loe puntos 8, 10, 22, 20, y -

también ve a ser la esquina de cuatro cuadradas. Entonces se pueden 

establecer cinco ecuaciones que contienen a ese punto, eetm es: 

!J. ~J + ~~ 'º + ó~ .. .,, + ó.~ ... 2 

~ 9i IS ..¡. ll ;¡f 1'3 + A~ t + Ó if ;¡¡ 

A~11 + b~1s + l:.l.~-a + ~is 

L/ !1. l 10 :: J'1s ( 52 {2, )A) 

'-ló..~i:: Jv t..szp,5") 

l.J t.~ 10 ==- J'1 º ( s:z ~ J 'r/•) 

ti..~ 1-:!> + .t:..!i'2..s -\- Ó.q_l5' t ~'ii'2..1 - l.\ ~t ~o :: J:i.o (s2 ~ > í"') 

l).~21 + ~m2<\ -+ A~1s + t.~ 11 - >-\t.~'Ú- = 1'Z..,._(s"l.~>~11) 

donde 'J•~(.sl.\l, 1'i")eon los jacobianos ya calculados. Se puede seguir -

escribiendo ecuaciones para cada punto interior del enrejado con --

cinco ecuaciones conteniendo ese punto, y de esta manera se llega -

a los límites del enrejado en donde los valoree deben ser conocidos. 

Entonces se tiene un gran número de ecuaciones, ya que al enrejada-

es de trece renglones por diecisiete columnas y eso dá un total de-

221 puntes incluyendo la frontera. 

Este gran número de ecuaciones es resuelto en forma aproximada 

por el método de relajación simulta'nao o el método de relajaci6n -

secuencial o sucesivo. 
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El métcdo da relajaci6n aimul t(mec consiste en hacer un primar

supuesto cama soluci6n de 6i , este supuesto es biº ¡ esta primar-

supuesta no satisface en principia la ecuaci6n (IV-2.4) y diferirá

da la ecuaciáh verdedera por alguna cantidad llamade Residuo R2J; -

por lo tanto, sustituyendo la primera aupcaici6n : 

~~
0

i+1J'.\-+All°L-•1j + Al.l!'tJH iA1º~,it 1 -4A'i~j ~ 

= - ~ "Jq (-:. .... t J '\~) -t R..:i lV-2,5 

ya qua se ha calculado pare O.a?º as toma la eiguiante aupoaici6n -

definida como el supuaetc anterior Aiº más un cuarto del residuo ~ 

de \l¡~, esto ea: 

IV-2,ó 

Sustituyendo (IV-2.6) en (IV-2.5) ea obtendrá un residuo menor R~J 
o n 1 .. > 121-', 

y así. sucesivamente, de tal manera que R 4j > '""' i~ '> \<..¡~ > ····· .:~ 

este es, el residuo va disminuyendo hasta que una cierta ~l~; tien

de a la soluci6n verdadera A1. ; entonces generalizando para algGn

orden da aproximaci6n v : 

IV-2,7 

IV-2.8 

par lo tanto, las ecuaciones (IV-2.7, 2.8) definan e la ralajacián-

' .. :lt >'ti simul tanaa, ya que al nuevo valor da u'.I: ~j puede ser calculado e -

partir de un primer 

menta grandes de iJ 

verdadera ~1 . 

supuesto b~;, Entonces para valorea suficiant!!. 

"+' los valoree da A. }¡j convergerán a la soluci6n ~ 
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El método anterior, o sea el método de la relajaci6n simult~nea 

no es muy eficiente, ya que los valores que se obtienen no son usa-

dos inmediatamente para la siguiente suposici6n, sino que son nace-

sarios para calcular la suposici6n siguiente. El método sucesivo o

secuencial da soluci6n a este problema, ya que va usando inmediata-

mente cada uno de los supuestos que se van calculando pera obtener

otros nuevos. Este es, los valores de /1 if! ..,.., san calculados de tJ,. J! ¡;i 

para una sucesi6n de puntos definidos (i,j). Esta eucesi6n empieza

generalmante desde el punta (0,0); coma el enrejada contiene 13 x -

17 puntos, va hacia la derecha a través del primer rengl6n de pun-• 

tas (12,0) , luego salta al primer punto del segunda rengl6n hasta 
1)-t-I 

( 12, 1) y así sucesivamente. fi.!P¡_¡ esta dado par: 

IV-2. 9 

Pero el residuo se calcula considerando el cambio BR ai en los 

puntos a la izquierda y abaja del punto (i,j) esta es: 

rv-2.10 

Este método da una convergencia más rápida a la soluci6n verdadera-

Como esto requiere un gran nómero de cálculos es necesario ha--

car uso de las máquinas computadoras que lo desarrollan en muy pocm 

tiempo. 

Ya que se conoce el va1or de .O.!! , calculado par el método antf!_ 

rior, entonces para establecer la circulación futura se debe cono--



cer ~para un tiempa~t, para esto, en loe puntos exteriores se uea 
I 

la formula de diferencias finitas adelantada (ver apéndice I): 

'ª1 ::.. iíit•,j - tw. 
di: .bi 

IV-2.11 

y para calcular en loa puntos interiores ea usa la forma de dife-

rancias finita centrada: 

despajando 

lít-IJj -!Pi-l1i 
2 ll-l 

IV-2.12 

IV-2.13 

IV-2.14 

Por lo tanto, para calcular iL••,~, ae conoce ~fJ' a un tiempo ini--

cial en t =D v la tendencia * ¡ o esa A'i es conocida, porque se 

cálculo con el método de relajaci6n descrito anteriormente. Ahora -

el problema se reduce a encontrar un intervalo de tiempo ll.t adecuado, 

ya que para valores grandes de At se obtienen grandes errores de -

truncaci6n debido a qua el método da diferenciase finitas es solo 

una aproximaci6n a las derivadas, por lo tanto, un valor no adecua

do deAt da peca aproximaci6n a i ; ya qua por la ecuaci6n (IV-2.14) 

la~ se extrapaila línealmenta sobre el intervalo 2 lit • Entonces -

A.t debe ser suficientemente pequefio, y no solo eso, sino qua pare 

que halla es~abilidad computacional At no puede ear aislada de d, -

esi mismo t..t debe depender de la distancia que ae tome entre ceda 

espaciado del enrejado cuadrado de daa dimeneianee .ó.t y d eetan --

relacionados por: 

Vb,t ( 1 
-d- ~ 
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donde v es la velocidad del vienta máxima que debe ser menar de 

50 m/seg y para un intervalo entre puntos del enrejado d=452.8 Km¡-

por lo tanto: 

entonces el intervalo de tiempo debe ser menor de 2.5 horas, par la 

tanto~-!: puede ser tomado coma del orden de 1 hora. Esto quiere de

cir que para un pronóstico de más o menos 12 horas es nRcesario ha-

cer 12 iteracciones. 



CAPITULO V 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

El modelo descrito en este trabajo es probado para el período -

de los días 2, 3 y 4 del mes de Enero de 1976. La prueba consistió-

en dar como candici6n inicial el campo de gecpotencial correspon---

diente al 2 de Enero a las DO.DO Z y realizar un reporte cada 12 h~ 

ras hasta sumar cuatro, o sea tener corridas (pronóstico) para las-

12, 24, 36 y 48 horas, con las cuales; primero se probé el rango -

temporal de validez de la hipótesis fundamental del modelo, y eegU!:!, 

do se eatudi6 el efecto de frontera, el cual permitirá conocer el -

rango espacial de validez del pronóstico, ya que se trata de un 

"Modelo de Ar~a Limitada". 
; 

También s'e realiz6 un experimento de an~liais da sensibilidad-

del modelo de acuerdo a las condiciones iniciales, para lo cual se

s imul6 un error en el campo del geopotoncial inicial, dicha simula

ci6n fué realizada con una variaci6n de un ~ 1% del campa de geapg-

tencial inicial. 

El período mensionado para probar el modela fue seleccionado d! 

bido a que se tiene una película de la Circulación General dela At-

m6sfera correspondiente al mismo año, lo cual permite hacer un es-• 

tudio observacional del movimiento de los sistemas de escale sinóp-

tics que predominan sobre le región IV, s idear elgón mecanismo que 

simule lo más real posible la región de interes y sus alrededores. 

Las datos correspondientes e dicho perÍ•do fuar6n prapgrcionados -

por Radio Aeronáutica Mexicana S.A. (R.A.M.S.A,). 

En.la figura 1 se muestra la región IV, que es el área de estu

die en este trabajo, así como les puntos de integraci6n. 



-~-

En la figura 2 ss muestra el campa inicial del gaapatencial D -

campo is~hiptica del día 2 - I - 76 a las DO.DO z. 
En las figuras 3 y 4 se muestran las resultados carrespondisn-

tea a encontrar el ranga temporal de validez de la hip6tes1s da a-

diabaticidad. En las figuras (3a, 3c, 4a, 4g) se muestran les cam-

paa da gecpctencial a isohipticms observada para 12, 24, 36 .. y 4B h~ 

rae daspu6s del campo inicial de gaopotencial, es decir, las 12.00Z 

del dí~ 2 - I-76; las DO.DO Z del die 3 - 1 - 76¡ las 12,00 Z dal -

día 3 - I - 76 y las DO.DO Z del día 4 - I - 76 respectivamente. En 

las figuras (3b, 3d, 4f 1 4h) se muestran las campos de gacpoten--~ 

cial calculado para lms periodos de tiempo.antes meneionadoa. Eete

experimanto se realiz6 con una frontera m6vil. Cama ea pueda obser

var en la figura 3d aún guarda una gran similitud al campm iaohip-

tica calculado con al campo isohípticc observada (figura 3c), ea d!!!, 

cir el rango temporal de validez mostrado en las figuras 3 ~,b,c~d~ 

yc4_e¡f,g 1 h ser& solo de 24 horaa,ya que para 36 y 4B hansa el cam

pa calculado se diatorciona (figuras 4f y 4h). 

Con respecto al experimento del afecto ge frontera se mueatran

lee figuree 5 y 6. En las figuras (5a, 5c y 6e, 6g) se muestran los 

campos del gaapotencial calculado considerando una. frontera fija -

para 12 1 24, 36 y 4B horas del periodo ya mensionado, En les figu-

rea (5b, 5d y 6f, 6h) sa muestren loe campos del gaopotencial cale~ 

lado con frontera m6vil para el mismo intervalo de tiempo, analizan 

do loa resultadas obtenidas con una frontera fija se observa una m! 

yar distcrci6n del campo isohiptico calculada debido e que en esta

case no se considera una interacción entre los sistemas dentro de • 

le rsgi6n de trabajo y los exteriores, como es el caso cuando se --



considera una frontera m6vil •. La figura 5a muestra que solo la re-

gi6n central del campo de geopotencial calculado podría ser de uti

lidad pera la descripción del campo de geopotenciel obeervedo. Una

deficiencia más al utilizar frontera fija es encontrada en las fi-

guraa (5a, Se, 6e, 6g) pu~s el eje de la vaguada continental, en la 

parte central de E.E.u.u., tiende a rotar, lo cual no se obeerva en 

les figuras (3a, 3c, 4e 1 4g). A pesar de que loa resultados ccnaid!l. 

randa una frontera m6vil san más satisfactorios, daba conaidersrsa

una condición de frontera obtenida da loa modelos hamiafáricca o -

globales con el fin da hacer más realista el "Modelo da A rea Limi t.§! 

da" pare el Flujo atmoefliricu sobre la República Mexicana. En eate

trabeja ae conaider6 como frontera móvil el cambio en la tandencia

para les primeras 12.00 horas. 

Con respecto al experimento de sensibilidad del mmdelo se mues

tra la figura 7. En la figura 7a ee muestra el cempi:i 1aah1pticc --

inicial DO.DO Z del día 2 - I - 76¡ en le figura 7b el campo isoh1e. 

tico calculada 12 horas después normalmente, ea decir, ain le simu

laci6n de un hipotética error¡ en las figuree ?c v 7d es muestran -

loa campos del geapotencial calculados conaideranda un error de +1~ 

en todo el campo inicial, v -1% respectivamente. Los resultados an

lae figuras 7c v 7d muestren una gran sensibilidad a errores poei-~ 

bles en el asentamiento v análisis de los campos isoh!pt1coe, por -

lo cual se recomienda preparar cuidsdoeamente loa campos de entrade 

a aeta motislt1. 

. ·········----· .. -·· 
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De acuerdo a los resultados analizadas anteriormente podemos -

concluir lo siguiente: 

a) El rango temporal de validez de una atm6sfera adiabática,para la 

regi6n IV, es de 12 horas y como máxima 24 horas. 

b) Ss deba simular a incorporar una frontera móvil lo más real posi 

ble, por ello, coma se mensian6 anteriormente se deba utilizar -

como condici6n de frontera les campos de modelos hemisféricos a

glcibales. 

c) Puesto qua este modelo es muy sensible a pequeñas variaciones en 

los datos de entrada se recomienda especial cuidado al preparar-

los campos ~e ln variable inicial, 

Da acuerdo a lo expuesto anteriormente los resultadas son sati~ 

factarios dentro de sus limitaciones inherentes (atrn6sfara Barotr6-

pica, adiaba:ticidad y región limitada). 

Puesta que este modelo describa movimientos de escala sin6ptica 

(100 a 10 000 Kmj , una posible majaría es incorporar las efectos -

de mesoescala (10 a 100 Km), con una red anidada en la red que re-

gistra las movimientos a escala ain6ptica. 
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APENDICE I 

APROXIMACION DE DERIVADAS EN FOl~MA DE DIFERENCIAS FINITAS, 

Supongamos una función f(x) que tiene n derivadas contínuas 

en la vecindad de algún punto xo, entonces desarrollando en serie -

de Taylor: 

"° 
= I 

h=o 

(Jl-)(o )"' '"dn .f..cxo) 
n! oX 11 

Cmnsiderando el enrejada de la figura (IV-1), se mbserve que -

desarrollando en serie de Taylor la funci6n en lms puntos (i-1,j) -

y (i+1,j) elrededor del punta central (i,j), se puede ebtener las -

primeras y segundas derivadas en fmrma de diferencias finitas; estu 

es, para X-Xa =b.x se tiene que, para una cierta funci6n F: 

(1) 

(2) 

dmnde las derivadas astan evaluadas en al punto (i,j), 

De la ecuaci6n (1) despejando ~! y despreciando t~rminos de

segundo orden se abtiene la forma de diferencia finita atrasada. --

~ ~ ¡ J. - ~ .. 1) .i 
/::)X 

(3) 

Hacienda lQ mismo en la ecuaci6n (2) se obtiene la forma de di-

ferencia finita adelantada: 

--a-9 ~ 
()X (4) 

Ahmra restando la relaci6n (2) de (1) se obtiene la forma de --

diferencia finita centrada: 
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..¡ i+•Jj ~ ~~-1,j 
'2. A)( 

(5) 

Conservando hasta términos de segundo orden en (1) y (2) 1 des~-

preciando los demás y sumando ambas relaciones se obtiene la forma-

de diferencias finitas para la segunda derivada: 

= ..fi-1,j -2{i.s+~i.tlJJ 
(b.x)z. 

(6) 

Formas similares se derivan para una funci6n en y, siendo 

y - Ye = r:,. y, desarrollando en serie de T aylor le función en los pun 

tos (i,j-1) y (i 1 j+1), entonces las formas da diferencias finitas -

aproximadas san: 

2± 4" -l · . -::. •J - • 1 J -1 (?) -ay 6.x 

')~ -::. -9•.,it• -~u (8) 
-ay AX 

2.1 =- !iJJ'+1- ili.J~I (9) 
-ay '2.AX 

~ -:... {·1~-1 - 2.~i.j-+ !,; 1 ~:ti (10) 
ia.xi (A)()"· 

Las relaciones (?), (8) y (9), son les formas de diferencie --

finita atrasada, adelantada y centrada respectivamente pare la com

ponente y; y la ecuaci6n (10) es la forme de diferencia finita para 

la segunda derivada, también para la componente y. 



PROYECCIONES DE MAPAS 

En el método de diferencias finitas discutida en el Apéndice I, 

las puntea de la mella o enrejado representan puntas en el espacia, 

separadas distancias iguales ecbre el gleba terrestre; aeta enreja• 

do se obtiene del conjunta de enrejadas cuadradas sobre un mapa, -

qua es una proyacci6n sabre una superficie gecmétrica ficticia (su

perficie imagen) da la superficie da la tierra; el cual se reduce a 

un tamafto adecuado, 

Las prayeccimnaa que generalmente ea emplean en Matecralogte --

sen las prayaccionee canfmrmadas, que ea caracterizan par la farma

ci6n de un ángulo recto en la interaacci6n da meridianas y perala-

lcs en teda.el mapa; y la escala daba de aer le misma en todas dir~ 

ccionee e través de algún punta. 

Par lo tanto, es necesario definir un factor que dé la relaci6n 

entre le distancie imagen y le distancia sabre la superficie de la~ 

tierra, a esta factor ea le denomine "Escala de le imagen" y se de

nota por <r • También ea define la roducci6n de escale m, coma la • 

raducci6n del mapa final a la latitud est6ndar 1 aienda esta latitud 

en dmnde le superficie imagen ea tangente a la tierra; eotm ea, m -

se define como: 

m = Distancie sobre el mapa a une latitud eetandar. 
Distancia correspondiente sabre la tierra. 

El producto m c:r: s, da la e~cela actual sobre algún punta del-

mapa. Le escala d~la imagen ae unitaria alrededor del paralela • 

estándar, y en alguna otra latitud as mayar o menor que le unidad. 

Les proyecciones ccnfcrmedes qua se empleen generalmente para -

cartas sin6ptices son las de: Mercator, que~es une proyecci6n ciliU 

drica; la prayecci6n c6nice conformada de Lembert; y la proyección-
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estereográfica polar. La teoría que gobierna estas tres prcyeccio-

nes as la "Teoría de proyecci6n c6níca conformada"; puesto que la -

superficie de un cilindro circular recto o una superficie plana son 

casos límites del cono circular recto; la imagen se encuentra en la 

superficie del cona. 

La teoría consiste en considerar la sección transversal de un -

cono tangente el hemisferio norte, coma en la figura 1(e)¡ esto mi~ 

mo es desarrollado en la figura 1(b). El radio de la tierra esta d~ 

notado por a, la latitud estándar por ~. , la latitud arbitraria 

por <f> y su colati tud por lf , el radio de un arco de latitud sobre 

la superficie imagen por r, y el radio de un círculo de latitud so

bre la ti.erra por R (R = a sen '/' = a cos 4> ) • La circunferencia de 

·un circula de latitud dado sobre la tierra es Lt = 2 iT R. La longi-

tud de arco de la misma línea de latitud sobre la imagen es L=21Tnr 

o 

Figura 1(a) Figura 1(b) 
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donde O ~ n '6. 1 1J 2 'Tí n aa el ángulo subtendido par el arca L. ao-

bra la imagen desarrollada de la superficie v n ee una frflcci6n que 

es una propiedad geométrica del cano llamada constante del ceno. La 

escala e lo largo de un paralele es constante, y la escala a lo lar 

go de un círculo da latitud es al radio de la longitud de arco so-

bra la superficie de la imagan,a la longitud de ercm aobre la tia-~ 

i•ra: 

L 2 1i nr nr cae 'f 
O"~ "' Lt "' '"2ifR "' e (1) 

A une latitud estándar (.i., 1 , 'f::. Y'o 1J n ., coa 'i'o • Un increman-

tg de arco sobre un meridiano de la tierra aeta dado par drt = a d~o 

y sobre la superficie de la imagen al incrementa ccrraepondiente -

del radio para el mismo incremente de latitud es: dr = O"'~ drt o -

dr = Ol a d 'r 

integrando: 

sus ti tu yendo (J"t de ( 1) en le Última ecuaci6n: 

&!:. .. (coa lf'o )(cae 1/-' ) d + r 

r = (e ten..,º) l (tan 'I' /2)/ tan 'f'./2.1 cae '1-~(2) 

austituvendo r en(1): 

<r"" (sen '\lo Hcec lj> ) ( (tan 'ti /2)/tan o/o/2 ] co9 1ft3) 

Le acuaci6n (2) da el radio imagen de alg6n círculo de latitud¡ 

multiplicando r por le reducci6n de escala m que ee seleccione da -

el radio del arco de latitud sobre el mapa. 

Si ae torna la latitud estándar de 45° , el espaciado de maridi~ 

nos es n = coa 45° = 0,?07 grados del compás, y el hemisferio ea m~ 

paado en un sector de 255° sobra le superficie imagen desarrollada; 

el mapa que resulta ea la provecci6n c6nica conformada da Lambart. 

Si el paralela estándar esta an Ecuador la provecci6n que resulta M 
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ea una proyacci6n de Mercatar an el caso limita de ~ "' 90° y n = O 

por lo tanto, da lae ecuaciones (2) y (3) 

Q"' = ese ~ 

Loe meridianos son equidistantes y su espaciado sobre al mapa -

es igual al espaciado sobre le tierra en el Ecuador multiplicado -

par la raducci6n de escala m. Las circulas de latitud son lineas -

rectes paralelas perpendiculares a las lineas de longitud que tam-

bién son rectas paralelas. 

Ahora considei•andtJ el límite dende 'f0 =D y n = 1, antcmces: 

r e 2a tan 'I' / 2 

q- .. 2/ ( 1 + coa '\' ) = 2/ ( 1 + sen c¡.i) 

se obtiene la proyacci6n sstareogr~fice polar en le cual las para-

lelas son circulas concéntricos cerrados alrededor del polo, y los 

meridianas asten espaciados con el misma ángulo s~bre al mapa,como

sobre la tierra. La escala en el Eaueamr es Gme veces le escala sel 

pala, entonces al aepaciadg de paralelas ea doa veces más grande -

carca del pele. 

Lw anterior fue descrito para la proyecci6n tangente; o asa , -

un cono tangente al hemisferio norte¡ aeta tambi~n sa puede hacer -

para la proyecc16n secante, en la cual la superficie im~gen inter-

eecta la superficie da la tierrª; y por lg tanto, hay dos paralelas 

eatfindar en las prayeccianae de Lambert y de Mercat~r y salo una en 

la estereográfica polar. 
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