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Compra In ver<la<l, y no la ven1lns; 
La sabiduría, la enseñanza 

y la inteligencia. 
Pn 23:23 

PROLOGO 

En el p'rescntc trabajo se presenta el material necesario para entender el Teo
rema de Gauss-Bonnet y su demostración. Para tnl efecto en el capítulo uno se 
construye él tensor de curvatura, de una forma geométrica, para variedades enca
jad~ en un espacio eucliden.no, con la métrica y derivada covariante inducidas por 
éste. Posteriormente en el capítulo dos, se definen los conceptos de la geometría 
diferencial e1i el lenguaje modermo y se prueb1m los teoremas y proposiciones más 
importantes que dan las herramientns necesarias parn enunciar y probar el Teorema 
de Gauss-Bonnet, nsf como ver que estos conceptos generalizan a los que se mane
jaron en el primer capítulo. En el capítulo final se enuncia y prueba el Teorema de 
Gauss-Donnet, haciendo uso de los conceptos y resultados obtenidos, nsf como de 
teoremas clásicos bien conocidos de la Geometría y Topología Diferenciales. 

El material del primer capítulo fué tomado casi en su totalidad (salvo ciertas 
omisiones) del curso "Geometría Ricmanniana" que dictó el Dr. Santiago Lópcz de 
Medrano en el XIX Congreso Nacional de Matemáticas de In Sociedad Matemática 
Mexicana celebrado en Guadalajara, Ja!. en noviembre de 1986. El material del 
segundo capítulo consiste de la.s definiciones y resultados que se encuentran en 
la mayoría de los libros de texto, en -~u oportunidad se citan los mismos, y es 
conveniente revisar la bibliografía pnrn encontrar los detalles que no se incluyeron 
en el trabajo. La prueba del Teorema de Gauss-Bonnet que se presenta', es la que 
di6 Chern en el artículo [Chj. 

Agradezco especialmente al Dr. José Seo.de, por la dirección del presente tra
bajo, así como por el apoyo y amistad que me ha brindado. Así mismo agradezco a 
los doctores Xavier Gomcz-Mont, Snntiago Lópcz de Me<lrano y Marcelo Aguilar, 
por el apoyo que me han dudo y por sus acertadas sugerencias gracias a las cuales 
este trabajo presenta su actual forma; a<lem<ÍS de agradecer a todas las personas 
que de alguna forma han contribuido a este trabajo. Finalmente y no por eso en 
menor forma, agradezco a la M. en C. Ana Irene Ilamírcz por la orientación, apoyo 
y comprensión que desde tiempo atrás ha mostrado a mi favor. 



§1 Introducción . • 

§2 Definiciones . 

.§3 Curvas . . . 

§4. Curvatura Extrínseca. 

§5 Curvatura Riemanniana 

~1 Introducción . 

§2 Definiciones Generales . 

§3 Variedades Riemannianas 

§4 El Tensor de Curvatura. 

§5 La. Curvatura. Gaussiana. 

§1 Introducción . 

§2 Definición de II en T1M 

§3 La Variedad M . . . . 
§4 L.a Integral so~rc M y aM 
§5 La Integral sobre Zp . • • 

· Bibliografía .. · ..... . 

Capítulo 1 

Capítulo 2 

Capítulo 3 

o 

INDICE 

1 

2 

3 

5 

10 

16 

16 

20 

24 

28 

33 
34 

39 

42 

44 

47 



CAPITULO 1 

§ 1 INTRODUCCIÓN 

En este capítulo, nos ocuparemos de construir objetos que nos digan en que 
medida deja de ser plano un subconjunto (variedad) de ~n+k con cierta estructura. 
Para esto seguiremos dos enfoques o puntos de vista. 

E11foque 1° : Se refiere al hecho de si la variedad es parte de un plano (está 
contenida en él). 

Enfoque 2° : Se trata de ver si es posible representar "fielmente" In variedad 
en un p_lano. 

En el curso del presente capítulo precisaremos esto. 

Respecto al primer enfoque, tenemos situa
ciones como In siguiente: Dado un plano en ~ 3 

y dos puntos en él, la recta en ~3 que los une 
está contenida en el pin.no; lo que no sucede 

para cualquier superficie; por ejemplo, un casquete esfér.ico no contiene In recta 
en ~3 ¡ lo cual nos muestra que la tierrn no es plana en este sentido, lo que nos 
dicen que creía Colón, ya habían demostrado 
Jos griegos, y aparece en ln Diblin (SAJ,8:27 y 
PROV40:27) 

Lo que sucede, es que comparamos In geo
. metría del objeto en cuestión con In del espacio 

ambiente (hablamos de rectas en [ij 3
). Por esto, llamamos a este enfoque extrínseco. 

Para el segundo enfoque no requerimos del espacio ambiente, sino comparar In 
geometría de la variedad en cuestión c9n la geometría del plano. Por ejemplo en 

la esfcrn, los ángulos de un triángulo 
suman más de 7r y en el pl¡mo suman 
7r, esto nos hace pensar que no podre
mos representar a la esfera fielmente 
en un plano, como lo intentaba Mer-
catar. 

Es claro que si algo es plano respecto al primer enfoque, también lo será respec
to nl segundo, pero como veremos en el siguiente ejemplo no siempre se da lo con

trario. Consideremos un cilindro parabólico, -w.---
la superficie obtenida al doblar una hoja de _,/'.,,.- ~ / 
papel en forma de parábola, es claro que no \ r 
esttf contenido en un plano pero sí tiene una J..-- f 1 
representación en un plano (desdoblando). //./" --~~? 

Utilizando la riqueza del espaüol, deci- .J..:. __ ._l -.,/ 
mos, bajo el primer enfoque algo está plano y bajo el segundo algo es plano. 
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§ 2 DlWINICIONES 

Definición 1.- El e:spoclo tangente a w· en ¡1 (p E &~"),es el espacio vectorial de 
los vectores tangentes en ¡i a curvas que pasan por ¡J, se denota por TpW'. Como es 
isomorfo a ¡¡gn en ocasiones los i<lentillcaremos. 

Definición 2.- Dado U e li?" abierto, cp: U -> ¡¡gn+k difcrmciable y p E U, 
la diferencial de cp en p es la aplicación lineal 

dtpp = Dcpp: T,,r~" _, T'P(rl¡¡sn+k, definida como sigue: 

dado v E 7j,ll!'\ por definición existe o::(--r,l)-•1!? 11 con o:(O) = py a1(0) = v, 
entonces, D1p,,(v)::::.:: P'(O} donde fl = l(:IOll: (es un hecho, el cual no probaremos que 
Dipp(v) está bien definida, es decir no depende de a). 

Definición 3.- Una variedad diferenciable M" de dimensión n, es un subcon
junto J.1 11 C ll!"+k, tal que para cada p E Af existe U e ~n abierto y rp: U -> ¡¡gn+k 

inyectiva y difcrenciablc, 0 00 (la llamaremos una parametrizoclón), tal que ip(U) 
es vecindad de p en M (con la topología inducida por IR"+k) y dtpq es no singular 
para todo q E U (i.c. cp es regular). 

Definición 4.- Dado un punto p E M, el e:spacio tangente a M en p, que 
denotaremos'por T,,M, es T,,M ;:::= Dipq(1~1 1R") donde cp(q) = p¡ esto es, el espacio 
de todos los vectores tangentes en p, a curvas en M que pasan por p (y que no 
depende de cp). 

Obsérvese que TpM C T,,~~n+k(~ l!?n+k) es subespacio, lo que nos permite 
considerar a TpM como un espacio con producto interior (la restricción del producto 

. ..---- N escalar en l!?n+k), decimos que 
µ ,/--~(-:· , . . -~ M" tiene la métrica inducida 

/ ~ )(/ porll!"+k. 

¡,.,.-" ...--:-----> \ ~- Definición 5.- Sean M" y N" 
f .. -- r---. variedades difcrcnciables, deci-

.; IV mos que /:M" -> N" es di-
. ferenciable, si t/J- 1 o fo cp = 

O > e_· .. - ) f: U -t V es un difcomorfismo 

+ . + .... ·'---\- entre abiertos de~", para cua-
lesquiera (cp,U) y (t/J, V} para

mctrizaciónes de M y N respectivamente; si además f es biyectiva con inversa 
diferencia.ble, decimos que f es un dif eomorfismo. 

Definición 6.- Una lsome!ría f, es un difcomorfismo, tal que para todo p E M 
w, v E TpM se tiene 

U• V= dfp(v) • df,,(w), 
donde d/1, se define tomando curvas como en la definición 2. 

Cuando decimos representar en un plano, nos referimos a la. existencia. de 
isometrías. 

Definición 7.- El hoz tangente a la variedad M", es la variedad difcrenciable de 
todos los vectores tangentes a Af¡ esto es, como conjunto es: 
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TM ~r U{T,.Mlr E M} 

Observación.- Lns construcciones que haremos en este capítulo requieren de una 
sola pararnetrización, por eso consideraremos una sol u carla, esto es, una sola pareja 
(rp, U}; aunque es posible hacer estas construcciones en toda la variedad. Es im
portante notar qur localmente el haz tangente es un producto (no globalmente), de 
hecho para una carta (rp,U), tenemos que 

U X [~n--> TM 
n .!!,. 8 

dada por (:e,¿ u¡c¡) H (rp(:c), :L u¡Ft) 
i=l i=l ' 

es un difcomorfismo. 

§ 3 CURVAS 

Comencemos con el caso n = 1, con variedades de dimensión 1, curvas, i.e. 
ex: I e G? -t ¡¡:gl+k tal que o:'(t) =I O para toda t E J. 

Un caso particular son las rectas de la forma a: lll -1 ¡¡:gl+\ a(t) = v + tw con 
<!'~· v,w E ~ 1 +\ que llamaremos redas a velocidad 

w uniforme, pues a'(t) = w el vedar velocidad es 
".:'________ _____ constante. 

. Observamos que, en este caso a11 (t) = O, y 
podríamos pensar, esto nos mide qué tanto deja de ser recta una curva, pero veamos 
qué pasa si reparametrizamos. 

Definición 8.- Dada una curva a.: I -> ~ l+k, una reparamelrlzoción de ex es, una 
curva {J: J -t l\? 1+\ tal que existe una función h: J -1 I invertible y diforenciable 
(un difcomorfismo), con fJ = exoh. 

Si reparametrizamos a como o1 = ooh, no se tiene por que cumplir o~' =O a 
pesar de seguir teniendo una recta. ' 

Dentro de todas las reparamclrizaciones de una curva a, nos intcrcs&n aquellas 
c;uyo vector velocidad tiene norma unitaria, i.e. l!ex'(t)I! = 1 para toda t E I, las 
cuales llamaremos curvo:s poramelrizada:s por longitud de orco. 

Definición 9.- n es un vector normal a la curva ex en ex(t), si ex'(t) • n =O. 

Para r una curva parametrizada por longitud de arco, tenemos: 

llr'(t)ll = 1 :::> llr'(t)ll2 = r'(t) · r'(t) = 1 

y derivando resulta 
2r1(t) • r"(t) =O, 

luego el vector r"(i) es normal a la curva en r(t), para cada t. 

Supongamos O E J, r(O) = p, fijaremos nuestra atención en el siguiente vector. 

Definición 10.- El vector de curvatura es 
-1 

k(11) = r"(o). 
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-· Ahora, nuestro problema es: dada una curva encontrar k(p), parn lo cual debe-
mos rcparnmetrizarla por longitud de nrr.o y lo haremos como si¡¡uc: 

Dndn a curva regular nrbitrnria, consideremo~ s(t) = J~ llci:'(u)!ldu (donde 
a(O) = p), función cuya derivada es distinta de cero, pues n'(t) f= O para todn 
t¡ aplicándole el teorema <le la función inversa obtenemos una función t(s), de 
forma que r(s) = a(t(s)) es una curva parametrizn<la por longitud <le arco, pues 

-1 

llr1(.s)il = lla'(t(s))/lo:'(t(s))llJ == 1, y ahora si podemos considerar k(p). 
Obscrvnción.- Acabamos de probar que toda curva regular se puede parnrnetrizar 
por longitud de arco. 

Definición 11.- La curvatura de una curva regular o: en p es el escai'ar: 
_, 

lik(p)il =X(p). 

Observación.- La definición anterior es válida por el siguiente hecho: dada una 
curva a, sólo hay dos vectores unitarios tangentes a a en cada punto, por lo tanto 

--<, • . ~.2_ sólo hay dos imrametrizaciones por longitud de 
/ f ~--·...-/'/¡:; arco r y r1, y cumpl~1 (t) = r(-t), derivando 

dos veces tenemos, k(p) = r11 (0) :::::: r{'(O). 
En vista de que no es fácil reparnmetrizar una curva por longitud de arco, 

daremos una forma alternativa de saber cuando J((p) es cero. Se!ln a y a 1 una 
curva y una reparametriz.ación (o:1 =a.oh), tenemos: 

af(t) = a11(h(t))h12 (t) + o:'(h(t))h"(t) - - - - - (1) 
si descomponemos a11 y af, en sus componentes tangencial (en la direcci6n del 
vector tangente) y normal (ortogonal a In anterior), intuitivamente son: la com
ponente del cambio del vector tangente en la dirección de la curva misma, y nos 

.i; ~ 1 da información de qué tan uniforme-
---~.....- . l>-- mente se recorre la curva, y la campo-

/ ~()~ e< nentc en la dirección normal, nos dice 
U.~ qué tanto cambia de direcci6n el vec-

. tor tangente, i.e., qué tanto se curva 
la curva, respectivamente; tenemos 

a11 (t) := o:11(t)T + o:11 (t)N y a~'(t) = o:f{t)'.r + o:nt)N 

y de (1) se tiene ar(t)N:::::: h12 (t)o: 11 (h(t))N, donde h1(t) -:f Q para toda t, en parti
cular si a 1 = r parametrización por longitud de arco, entonces o:~'(t)T =O y por lo 
tanto: 

k(p) = a11(0)N/1ia'(O)!J 2
• 

La función K(p) resuelve el probl~ma de medir respecto al primer enfoque, qué 
tanto deja de ser pinna una curva. 

Definición 12.- Dada una curva a, lo longHud de arco de a(to) a a(ti) es: 

f'' lla1(t)lldt. 
110 
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Proposición 1.- Si r cstn parnrnctrizndn por lonr,it11d <le arco, entonces la longitud 
de arco de r(lo) a r(t 1) es lo - 11• O 

La <lemoslración es inmediata, esto justifica el nombre de parnrnetrizacicín por 
longitud <le arco. 

Observación.- Corno una isometría es una función que preserva las distancias 
(hecho que no probaremos); por ésta proposición, las parametrizr.cioncs por longitud 
de arco son isometrías, es decir, nos dan una representación fiel de la curva en una 
recta (I C ~)¡como éstas siempre existen, bajo el se¡~undo enfoque todas las curvas 
son planas (o rectas), luego las curvas no se pueden curvar intrínsecamente. 

§ 4 CURVATURA EXTRÍNSECA 

Trabajaremos en 111" e ~n+k variedad 
difcrenciablc, con carta ( cp, U). Como cp es 
regular, para cada x E U tenemos que 
dcp.,: T.,~n·_. T'f'(:)M es inyectiva, y por lo 

tanto {dcp,,(e¡) = ~!.,}i=I la imagen de 
{e1 1 ••• 1 en} (base canónica de ~n ~ Tz~~") 
es base de T'f'(:)M. 

Tenemos T'f'(:r.¡M e T'f'(:r.)~n+k ~ íl'H·k es subr$pacio de dimensión n, a su 
complemento ortogonal lo llamamos NpM = (TpM)-L, es tal que TpM Ell NpM = 
Tp~n+k y lo llamaremos el espacio normal a M en p. 

Omitiremos la demostración de los siguientes hechos : 

Como estamos trabajando en variedades que constan de una soln. carta, existen 
campos vectoriales suaves en r~n+k {1'1, .•• , Yk}, definidos para cada p E lvf, tales 
que {Y1(p), ... , Yk(P)} es base de NpM (en el caso de Yaried11des que no se pueden 
cubrir con una sola carta, hacemos esto localmente). 

Dado un campo vectorial definido en M (o en un subconjunto), existe otro 
campo vectorial (no necesariamente único) definido en una vecindad de M en ¡¡:gn+k, 

del cual es restricción. 

En ésta sección, construiremos un objeto de modo que bajo el primer en
foque nos diga en que medida deja de ser plano. una variedad. Par..:. esto sigamos 

la idea de observar el mástil de un 
barco, como sabemos este se "acorta" 
o cambia de posición cuando el barco 
se aleja del punto de observación en 
cierta dirección. 

Parn seguir ésta idea, considere
mos v E NpM y v E TpM con 11 E M 
(la iclen ele! mástil y la dirección en 

que se aleja). Sean a: I -f M con a(O) = p y a'(O) = v, unn curvo odoplodo a 
v (no es única), y un campo Y:H' -• Trr~n+k (T~"+k es el haz tangente), tal que 
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Y(:c) E NzM pnra cndn xEW, donde W es vecindad de M en ¡¡gn+k y Y{p) =v. 
Considero Y(t) = Y(a(t)) que corresponde a !ns posiciones de los m•Ístiles, nos 
interesa lo que sucede en p, por eso nos fijn.remos en Y 1 

{O), pero como en el caso de 
las curvas lo descompondremos corno sigue: 

V' (o) E T1,~"+k = TpM CD NpM, así, Y
1 
(O) = Y~(O) +V~ {O). 

Intuitivamente Y~(O), In variación de Y en la dirección normal a M, me mide 
cuanto cambia Y en la dirección de sí mismo (normal), como se estira, gira, cte. 
pues no hemos puesto restricciones sobre Y en este sentido (los mástiles sí tienen 
restricciones). 

En cambio V~ {O), la variación de Y en la dirección del espacio tangente, me 
da información de la forma de M, de la variación que está obligado a tener V por 
ser normal, pnsar por v, e ir en la dircccirSn 11¡ pues probaremos que Y~·{O) sólo 
depende de v y 11. 

Proposición 2.- Y~(O) sólo depende de IJ y 11 1 es decir, si a 1 y Y1 son otros curva 
y C<J.mpo, tales que a1 (O) = v y Y1(1i) = 11, entonces para Y1 = Y1 ou1 se tiene 

Y~ (O)T =y' (O)T. 

Demostración.- Basta mostrar, Y~ (O) - V' (O) tiene componente tangencial igual _, _, 
a cero, o equivalentemente, w · (Y 1 (O) - Y (O)) = O para toda tu E TpM. Sea 
w e· Tp!l1 fija, arbitraria, sea X un campo vectorial definido en una vecindad 
de M de forma que restringido a M es tnngcnte y X(p) = w. Sea X(t) = 
X(u(t))¡ como X es tangénte y Y es normal, se tiene X(a(t)) · Y(t) =O, derivando 

Du(1¡X(u'(t)) · Y(t) + X(t) · V'(t) =o 
y evaluando en cero tenemos: 

DpX(11) • v + w • V'(o) =O, 
si hacemos Jo mismo para Y1 tenemos 

DpX(11)·v+w·Y~(O) =0 
y restando hemos terminado. 

Definición 13.- Definimos Ap como sigue: 
Ap: NpM X T¡,1'\J ~ TpM 
(v,v) .--+ Y 1

(0)T = Ap(11,v). 

(2) 

Intuitivamente, Ap(v,11) no depende de como se estire Y, sino de la forma de 
la variedad M, esto es, por muy derecho que quisieramos construir Y, éste está 
obligado a tener ésta componente en su variación en la dirección de 11 1 por el hecho 
de ser normal a Ja variedad. 

Observación.- La construcción de Ap depende de que pudimos ver como varía un 
campo normal a !11 "desde afuera", es decir, usamos el espi\cio ambiente. 

Proposición 3.- A,, es un operador bilineal. 

Demostración.- Sea {w;}¡'= 1 base ortonormal de Tl'M, y X; los campos corres
pondientes como en la demostración anterior, de la fórmula (2) de la demostración 
anterior tenemos que para w E Tp/11, 
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D,,X(v) · v == -w. V'(o}. 
nsí, 

A,,(v, u)~ Y' {Oh= i:(w¡ · Y1
(0))w¡ == - f:(DpX¡(u) · v)w¡, 

i=l 1 
por linealidad <le lns D,,X¡ y la bilinealidad del producto cscnlnr tenemos el resul-
tado. · o 

Consideremos por un momento el caso k = 1 (codimensión uno), lvf e ~n+l 
una hipersupcrficie¡ en tal caso para p E Af N,,M es de dimensión uno, esto nos 
permite escoger uno de los dos vectores unitarios, di¡¡amos 
N,, E N,,M C T,,~n+l ~ ~n+I, lo cual nos da una aplicación suave 

G:M~§" 

pr-• N,, 
llamada la aplicación de Gauss¡ tenemos para cada punto p : 

A,,:T,,M _, T,,M dada 1rnr A,,(u) = A,,(G(¡1),v) 

que es la diferencial de la aplicación de Gauss, y nos mide como ucae" N,, al moverlo 
sobre :Aí en la dirección de u. 

En el caso general, cuando la variedad no se puede cubrir con una sola carta, 
necesitamos para este análisis ht hipótesis extra de que se puede definir esta apli
cación G continuamente en toda la variedad, decimos así, que M es orienlable . 

. Veamos unos ejemlos: 

Consideremos el cilindro de la figu
ra, pnra cada p E M hay dos direcciones 
distinguidns, los vectores propios de A,,, u1 

y v2 , y son tales que A,,(u1) =O y A,,(v2) = 
>.u2 , es decir, ni mover Np en la dirección de 
v2 no "cae", pero al moverlo en la dirección 
de u1 "cae" en la misma dirección de v¡, y 

para cualquier otra dirección, el vector N,, "ene" en la direcci6n de U¡. 

Para un casquete esférico no hay 
direcciónes privilegiadas, pues el vec
tor N,, siempre "cae" en la misma di
rección en que se mueve, Ap = .HT §'. 

p 

~\ 
En un elipsoide, se puede ver, hay dos direcciones distinguidas en las cuales el 

vector N,, cae umás" y "menos" rápido, respectivamente. 

A~
p \;/~ Otro ejemplo interesante es el de 

/b. N í' un p~nto ~il.la, aquí tenem~s un valor 
propio positivo y uno negativo, en una 

'lli d' ,, 1 . 1" "h . 1rccc1on e vector norma cae acia 
..---·------------.. atrás, al avanzar en esa dirección . 

Como vemos en los ejemplos, en el caso de codimensión uno, se puede sncar 
mucha informaci6n de la aplicación A,, (vectores propios, valores propios, cte.)¡ pero 
en general es más difícil (para k =f- 1). 
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Enseguida harcmoR otrn construcción npnrcntemcntc diferente, para entender 
ésta aplicación mejor: 

Consideremos v E T1,!1{ y a: I _, M cur
va adaptada a v, es decir, a'(ü) = v, a(O) = 
p. 

Nos preguntamos ¿qué tanto se curva 
a?, paro. esto debemos observar a11 , y ahora 
lo descompondremos en sus componentes 

tangencial y normal n. la variedad (no a la misma curva como antes): 
a11(0) = a"(O)N + a"(O)r con a"(O)r E Tplif y a"(O)N E NpM. 

Se tiene como antes a"(O) N, es la componente que debe tener toda curva por 
estar contenida en la variedad, y pasar por p con velocidad v, por más "derecho." 
que tratemos de ponerla. 

En cambio, a"(O)T es responsitbili<lad <le la curva y nos miele qué tanto se curva 
a en la va:riedad. 

Tenemos una aplicación 
Gp:TpM---> NpM dada por Cr(v) = a11(0)N 

con la siguiente propiedad: Cp(,\v) == ,\2C11 (v) (basta tomar a1 (t) = a(,\t) )¡ esto 
nos hace suponer que proviene de una aplicación bilineal, buscamos: 
Bp:TpM x TpM-; NpM tal que Cp(v) = 11,,(v,v). 

Observamos que, para definir Op el vector v se usó en dos sentidos, pues da la 
dirección en la que se deriva el campo al cual el mismo clió origen (el campo a'(t)), 
desdoblando estos papeles: 

Sean v, w E TpM y X un campo de vectores definido en una vecindad de 'AJ, 
\al que X(q) E TqM para toda q E M y X(p) =-= v, considero ahora DX(w) y su 
componente normal. 

Definición 14.- Se define Bp:TpM x TpM---> NpM por Bp(v,w) = DX(w)N, la 
~egundo formo fundamental. ·· 

Observemos, por la definición de diferencial, para a curva adaptada a w, y 

X(t) = X(a(t)) se tiene Bp(v, w) = X 1
(0)N· Además por definición Bp(v, v) = 

Gp(v). · 

Proposición 4.- Bp es bilineal y está bien definida (i.e., sólo depende de v, w E 
TpM). 

Demostración.· Sean X1 y a 1 otros campo y curva, tales que X1{P) = v y aj(O) = 
w, debemos demostrar X1

(0)N = X~(O)N o que para toda tt E NpM tt. x'(o) = 
tt ·X~ (O). Para esto, sea u E NpM y Y campo vectorial definido en una vecindad 
de M, tal que su restricción a Mes normal a M y Y(p) =u; a.sí, Y(a(t)) · X(t) =O 
y derivando Du(t) Y(a'( t)) · X(t) +Y (a(t)) ·X' ( t) =O, evaluando en cero, tenemos:· 

u· X
1
(0) = -DY(v) · w, 

y haciendo lo mismo para X~ (O) tenemos que fl11 está bien definida y ésta expresión 
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nos da In bilinealiclad. 

Con esto tenemos que, B,,( 11, w) es la componente de la variación de todo campo 
tangente a M en la dirección de w, y que en p vale v. 

Observemos que las definiciones de Br y Ap son duales, pues para Ar conside
ramos la componente tnnr;encial de la variación de un campo normal a lo largo de 
una curva, y Dr es la componente normal ele la derivada de un campo tangente a 
lo largo de unn curva. Para relacionar estos dos operadores consideremos: 
v E NpM , v, w E Tp111 , a curva adaptada a v y X, Y campos definidos en una 
vecindad de M, tales que para_!.oda qEM se tiene_quc X(q) ETqM, Y(q) ENqM y 
X(p) = w, Y(p) = v, y sean X(t) = X(a(t)) y Y(t) = Y(a(t)), entonces como 
X es tangente y Y es normal a M: X(t) · Y(t) = O para toda t, derivando 
:X'(t). Y(t) + X(t). V'(t) = o, evaluando en cero y descomponiendo tenemos: 

o= x'(o)N. v + x'(o)T. v + w. V'(o)N + w. V'(o)T = x'(o)N. v + w. V
1
(0)1., 

hemos probado la siguiente proposición: 

Proposición 5.- Los operadores Ar y Br cumplen para n E NpM, v, w E TpM la 
siguiente relación: 

A,,(v, v) · w + Bp(v, w) · v =O 

o 

o 
Obscrva.ción.- Esta relación me permite conocer n,, a partir de Ar y viceversa. 

Proposición 6.- Br: Tpllf x TpM -• N,,M, es una aplicación simétrica. 

Demostración.- Usaremos la parrunetrazación cp para expresa~ a Br. Sabemos 

{~lr:i = 1, ... , n} es base de TpM. Sean v, w E Tpl.-f, <1 y X el campo y la curva ' . 
• n 8 n 8 

. correspondientes, luego, .v == 2: a;~lr1 w = 2: b;¡f?lr· 
. i=l 1 i;:::;l ' 

n 

Sea u(t) = ip-1(u(t)) y X(<p(x)) = E b;(x)~lz para cada x E U y restringiendo 
. . i=l • 

n 

a u tenemos X(t) = L: b¡(t)fif,(u(t)), derivando 
. i=l • 
1 n n ' d 

X (t) = E b¡(u(t))~~(u(t)) + E b;(u(t)) 8 ~.{x. :=Jt-(t), 
i,;x:.1 ' i,j=l ' J 

e; 
----) M 

evaluando en cero, proyectando en el espa
cio normal, y observando ~(O) = ªi Y 
b¡(u(O)) = b¡ tenemos: 

-1 n a' . 
X (O)N = ¿ a¡b;(0~)N que nos da otra 

. i.j=l . J 

vez la bilinealidad y por la simetría de las parciales terminamos. O 

Observación.- A~111 : '.fi,M ~ TpM dado por Ap,,,'(v) == Ap(v, v), para v E NpM 
fijo, por lo anterior es a11toadjunto1 todos sus valores propios son reales y se cono
cen como las curvaturas principales¡ los vectores propios forman una base orto
gonal y se conocen como !ns direcclone:s princlpole:s (intuitivnmcnte indican en 
cuales direcciones el vector n "cae" miís o "menos" riípido). A partir de los Ap,v se 

9 



puede cnracteriznr una vecindad de ¡1 como alguna de las formas canónicas (puntos 
elípticos, puntos silla, etc.). 

Observación.- Pura r una curvn. parametriznda por longuiincl de arco se tiene de 
la definición 10: _. 

Cp(r'(O)) = k(¡1). 

Con estos tres operadores A1,, Bp, Cp, los cuales se anulan simultáneamente (si 
uno es i<lenticamentc cero en un punto lo son los tres), hemos construí<lo los objetos 
que queríamos para medir la curvatura extrínsecamente. 

Observación.- Parn terminar observemos, dada T: Mn+k --+ M"+k isometría y Me 
~n·rk variedad diferencia ble, por la definición de los operadores Ar,·Dp,Y Gp, resulta 
que se preservan bajo T, es decir, para 

¡1 E M, DT1,(Ar(n,v)) = ;i1'(p¡(DTp(n),DTp(v)) 

y análogamente para Dp y Gr. 

§ 5 CURVATURA RIEMANNIANA 

Nos ocuparemos ahora d'!l segundo enfoque. Diremos que una variedad lvf es 
plana, si existe una isometría tp de un abierto de ¡¡g" en la variedad M", no si está 

contenido en un plano como en el caso anterior. 

Como observamos al final de la sección 3, para 
las curvas (dimensión 1), las parametrizaciones por 
longitud de arco nos resuelven el problema de re

presentar fielmente, por eso, este problema deberá involucrar por lo menos dos 
dimensiones. 

Dada a: I -1 M" teníamos a"(t)==a"(t) N +a" (t)T, donde a11 (t) N=Cu(t) (a'(t)) 
depende únicamente de a'(t), es la componente que está obligada a tener a"; en 
cambio a~ depende específicamente de la curva, ésta componente de la aceleración 
habrá curvas que la tengan mayor, menor o cero. 

Nos interesan curvas en J..1 con la menor aceleración posible, pero lo más que 
podernos pedir es a~ cero, pues sabernos que o~ depende no de la curva sino de la 
variedad M, tenemos la siguiente: 

Definición 15.- Una geodésico es una curva a: I -~ M tal que a"(t)r ==O para 
toda. t E l. 

Las geodésicas, son las curvas en J..1 "más derechas" en este sentido. Dada una 
curva a, el campo a11(t)r mide que tanto deja de ser gcodé~ica a. 

Definición 16.- La curvatura geodésico de a en tes a~(t). 

Para generalizar esta definición, no sólo al cnso del campo de vcctore~ tangentes 
a a, sino a cualquier campo de vectores a lo largo de a, recordemos que dado X, un 
campo vectorial tangente a 1W y a unn. curva en M, para X(t) =.: x(a(t)) tenemos 

X1(t) = X1
(t)N + X1

(t)1', donde X1
(t)N == Bu(t¡(a'(t),X(t)) es la componente 
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obligada por ser X tangente, sin cmbnq~o X1
(t)-r se puede tener o n6, esto da 

origen a la siguiente: 

Definición 17.-Ln derivado covarianle del campo X en la dirección de a'(t) es 

x'(t)r = n"'(t)x = it Y(t). 
Es ln proyección ni plano tangente n M de h1 derivada direccional usunl. Con 

esta definición, la curvatura geodésica es In derivada covariante del campo de ve
locidades de un curva en In dirección de él mismo. 

Definición 18.- Un campo X de vectores tangentes a Af es paralelo a lo largo de 
una curva u, si D"'(t)X(t) =O para toda t. 

Las geodésicas son curvas tales que el campo de vectores tangentes a lo largo 
de ellas mismas es paralelo. 

Nos preguntarnos ahora si dado ]JE M y v E TpM existe una geodésica en M 
que pase por p con velocidad v¡ para responder a esto analicemos lo que sucede en 
coordenad¡_¡.s locales. 

Sea (U, rp) In carta de M" y supongamos u: I -. M es una curva, sen u(t) = 
• JI 

rp-1(a(t)), entonces u1(t) = E gf.(u(t))uW), derivando 
• i==l ' 

n n , 

u 11 (t) = 2:: ~u~'(t) + L.: 8~. 8?,(u(t))u:UJuW), 
i=l j i,j=l ' ' 

para que a sen geodésica nos interesa que su 
componente tangencial o equivalentemente sus 
proyecciones en la base { g:, } sean cero, es de
cir: 

n 2 n 
,~ __Q._<e_. • .!!:e.u1.u/. + ~ !!.:e.· !!:e..u 1.' =O para 
.~ Oz¡élz; lJ:r.• 1 J ~ élz¡ 8x• 1 
•,J=l 1'-'l 

k = 1, .. .,n. 
Denotamos g¡i =~~.los llamados coeficientes de la mélrica. La matriz 

(g¡,-) es la matriz del producto interior r'estringido a TpM. respecto a la base { ~ }, 
y es por lo tanto invertible; esto me permite despejar las tt~1 , y obtener yn sistema. 
de ecuaciones diferenciables de segundo orden, por la difcrencinbilidad que hemos 
supuesto siempre tendrá solución local dadas condiciones iniciales de posición y 
velocidad (p y v), luego existen las geodésicas que queremos. 

¿¡•(/) ª"' Denotaremos r;;k = ~ · ift:, y observamos: 
' J • 

ºº'i = ~ . -8E. + !!.!e . ~L = r ... + r · · 
8n 8:r¡é!:tk Ox; 8x¡ Oz;O:rk •kJ Jkl 

usando la .simetría de los primeros indices de las r ijk obtengo que se pueden expresar 
en términos de las flii y sus derivadas; 

Definición 19.- Úada u una curva y v E TpA.f, con a(O} = p¡ un campo X paralelo 
o. lo largo de a, tal que X(p) = v, se dice es el transporte paralelo de v a lo largo 
de a. 

Un campo X es paralelo n largo de a si: 
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n n 
L: a:.(t)g;k(o(t)) + L: a¡(t)I'ijk(o(t))uj(t) ==O paro. k = 1, ... ,ii 
i:::l i,j::J 

ll 

donde X(t) """ L a¡(I) g7, corno }Jara el caso de las geodésicas, también exi8te 
i::.=1 ' 

siempre el transporte pnralclo. 

Observación.- Las 9ij (y sus derivadas) determinan lns geodésicas y el transporte 
paralelo. 

Teorema.- Seo. /: Af1 --. M2 una isomctría, entonces, f manda geodésicas en 
,. J.t, geodésicas y campos paralelos en campos 

_,.----.,_ ,,, 1 -~' 
/' ----;./ f \,,-- ' paralelos. 

( _ ----> ( Demostración.- Sea (ip, U) carta de 
------------ J -f- Mi, consideremos 1/J :::: fo ip, entonces, 

f ~u ./ t¡1 ( t/J, U) es carta de M2 (pues f es djfco-
) morfismo): Tenemos D !( g:,) = g~, y 

· como f es JSometría: 

?i.-; = #¡ · #, = D f ( ~) · D /{ t:f',-J = U7 · S{'; = g¡¡, esto es, las funciones 
Dij de M1 en (ip, U) toman el mismo valor que "§¡¡ de M2 en (!/;,U) bajo puntos 
correspondientes, por la observación anterior, esto prueba el teorema. O 

Bajo este segundo enfoque, nos interesa medir qué tan dificil es que una variedad 
sea. isométrica a un abierto de íl", para. eso, consideremo~ un ejemplo. Trataremos 
de construir una isometría f de ~ 2 en § 2 In esfera. Usaremos el hecho de que las 
geodésicas en § 2 son Jos circulas má.ximos. 

Sea p :::: /(0), la imagen del eje 
X será un circulo máximo al que con
sideraremos como el ecuador con vec
tor tangente Df0 (e 1) ortogonal a 
D fo(c2), la imagen del eje Y será el 
meridiano por p, la imagen del punto 
(t, O) es un punto p1 en el ecuador a 

s 1 1 u.~) 
---¡----j-···· 

1 \ --1----7<, __ _ 

----"" 
<l /. \ o \ 
;,~,, 1 

. 1" ~¡ 1 
-. ... _______ ) 

p { f 1 j 
,,,../ _ __ / 

distancia t de p, la imagen de (O, s) es q en el meridiano por p a distancia s de 
p, la recta x ::::: t, tendrá como imagen el meridiano por p¡, por lo tanto, el punto 
(t, s) tendrá imagen q1 en el meridiano por p1 a distancia s de p¡, la recta y = s 
se transforma en un paralelo el cual no es geodésica, pero esto no sería posible si f 
fuera isomctría. 

Centraremos nuestra atención en esta dificultad, el objeto que construirémos 
nos medirá, qué tanto dejan de ser geodésicas las curvas obtenidas al "trasladar" 
o "empujar" una geodésica en determinada dirección (lo que en el ejemplo es el 
paralelo que emp~1jam.os una distancia s del ecuador), o más generalmente, dado 
un campo paralelo ·a Jo !:irgo de una curYa, lo "empujaremos" en cierta dirección y 
veremos que tanto deja de ser paralelo. 

Sean M" variedad diferencia ble p E M, v E TpM, a: I--} Af la única geodésica 
tal que a(O) "" ¡1 y o'(O) :::: v, y ~ea w E 1'¡,Af. Primero empujaremos a a en la 
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dirección de w. Para esto sen X(t): J -+ T i\f('~c U TxM) el cn.mpo paralelo a lo 
:tEM 

largo de a con X(O) "-~ w, para empujar a o lo más "parejo" posible en la direcciém 
de X consideremos: 

Para cada t, E1: J, ~ M la geodésicn E1(s) tal que Ei(O) = a(t) y E;(O) = X(t)¡ por 
· la compacidad de J podemos considerar 

7~--\.J) ~.5) ~e~~~~~ ;~~l~•;ce~1e~;1:~ncmos: 
)( (I,¡ / --..__ / 

J/ ~/ xl~"V ·- .. _ E:I x J ~ M ciada por E(t,s) = E,(s), 
~-? (/ ¿!/ '· E resulta difcrenciable (pues las solucio-

/ 
-· :____ , nes de las ecuaciones diferenciales que 

ó<<.)-~- -~. 
. . tí(!,,)- definen las geodésicas, son difcrenciables 

como función del paní.metro y de las condiriones iniciales), y depende de v y w. 

Las curvas E(t,s0 ) para s0 fija son las traslada<las de a y queremos saber si 
son geodésicas o nó, luego debemos calcular su curvatura r;eodésica, la derivada 
covariante del campo ~f (t, s 0),esto es -#t- ( ~f ( t, s0 )), pero nos interesa su variación 

ni desplazar a (so== O) por eso consideraremos i7.(tI(~f(O,O))); como derivamos 
dos veces respecto 11 t es de suponer es cuadrático en v y por involucrar únicamente 
derivadas covariantes ha de ser lineal en w. Pero mejor analicemos el caso más 
gene~al de empujar campos paralelos, desdoblando los dos papeles que está jugando 
v. 

Pnrn. esto sean. V¡, v2; w1 E TµM: 

111) Considero a: I -• !vI la geodésica tal que a(O) == Jl y a1(0) = v1• 

112) Sen. Y:J-+ TM campo'paralelo a lo largo de a, tal que Y(O) = v2. 

w1) X: [-+ T 111 otro campo paralelo a lo largo de a, con X(O) = w1• 

Sen. E como en la definición 20 (usando v1 y w¡), y sobre estas curvas considero: 

Para cada t E I, sea Y1: J -+ T M el campo paralelo a lo largo de Et tal que 

Yt(O) = Y(t), y como antes tenemos: ~ ~a.~,\ 1 ~¡ ¡i.¡ 

Definición 21.- Definimos , j ·' ' l.J {lo.t'.•l 

( ) () ,_ /,, ._i __.lu.,ri) 
·y:/xJ-•TMcornoY t,s =Y1 s, 

1 
~~,_ .. 

tambien resulta difcrenciable (correspon- / - / · 

~); ~ ~~~fx~te:Jsae~ª~~rc~0re:~r:g~Jo: 
111

f /' ~f r<l ~J') '1tt.J \~F•,~)-....... ....... ~ll,b•l 
1 ""'(t ) 1 1 d · d --'f-~-- -- L_ 1- y~(\ .. ) a. curva "" , s0 es para e o,cs cc1r, e- f / '/Ji q{,\ - .. _ ~-

hemos calcular la derivada covarinnte de 11 1,,) 

Y(t,s0 ) y ver su variación en la dirección de w al pasar por p. Esto nos conduce a 
la siguiente: · 

Definición 22.- · 
. Rp: TpM X TpM X TpM _, TpM 

(v1,w1,v2)....., ¡f.~f(ü,O), 
como veremos, sólo depende de v1, w1 y v2 , pero se acostumbra manejar como: 
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Definición 23.-
J(,,: Tpl\f X 7.f,M X T¡,M x TpM -• ¡¡g 
(V¡, wi, v2, w2) •-• Rp(V¡, W¡, v2) · t112, 

se conoce como el tensor de curvatura Riemanniano de /.,{ en p y resulta ser 
(como enseguidn veremos) una función cuntrilinenl, definida para. cada p E M. 

Observación.· Para definir a J(P no usamoR ln carta (rp, U), es decir J(P no depende 
de una parametrzación particular, luego podemos definirla globalmente en toda ln 
variedad A1. 

Observación.- Para definir /(1, usamos: geodésicas, campos paralelos y derivada 
covariante, los cules junto con el producto escnlnr, son inwtriantes bajo isornetrías. 
Esto justifica el decir que J(I' es intrínseco a la geometría de M. 

Proposición 7.- Rp es trilineal y sólo depende de v¡, w1 !f v2 E T,,M. 

Demostración.· Sabemos ~~ :::: %F + n,,(l', ~~) por las definiciones 14 y 17, si 
derivamos respecto a s tenemos 

~;tt = r.~r + (a~ 1~ilN + Ap(Bp(Y, ~f), ~¡;} + (t.np(Y,~~))N 
l. d fi · ·' 13 b a'Y 82 Y l por a e mc10n , sn emos iJ8tiI :::: íJTih con o que: 

~::. = 'f¡((~f )T + Bp(Y, ?Jf¡)):::: Ap(fl,,(Y, ~;),ªJi)+ (fiB,,(Y, W:))N, 

pues (~~)T = ~f =O ya que Y(to,O) es prirnlelo a lo largo <le 2:(to,s)¡ igualando 
las componentes tangenciales de las dos expresiones, se tiene: 

J/. ~¡ == Ap(Bp(Y, ~;), ~f} - A,,(flp(Y, i-f ), i::) 
cvalu~do en (O, O} y usando ~;leo, o) = w¡, ~f lco,o) = v¡, Y(O, O) = v2 llegamos a: 

Rp(v1, W¡, v2) = {/ ~f 1 = Ap(Bp(v2, w¡), vi) - Ap(Bp(v2, v1), w1) (3) 
a (O,O) 

recordando la bilincalidad de Ap y Bp tenemos la demo~Lración. 

Corolario.- J( P es tetralineal y solo depende de v1, w1, v2 y w2 E Tpkf 

Observación.- Recordando la relación Ap(n, v) · w = -B,,(v, w) • n que vimos en 
la proposición 5, de la expresión (3) te1i'emos: . 

J(p(v1, wi,,v2, w2) = Ap(flp ( v2, w¡), vi) · w2 - Ap(flp( v2, vi), wi) · w2 = 

o 
o 

='= Bp(w1, w2)·Bp(v2, v1)-B¡,(v1, w2)·Br(v2, wi) =Bp(v¡, v2)·B,,(w¡, w2)-Br(v1; w2)·Bp(w1, v2) = 

donde al multiplicar en éste "determinante" lo hacemos escalarmente. Esto nos da 
una forma de calcular Kp en términos de In segunda forma fundamental. . 

Para terminar, observamos algunas propiedades de Kp inmediatas de la sime-
tría ele Bp y de las· propiedades de determinantes: · 
J(p(v1iw1,v2,w2) == -Kp(w1,v1,v2,w2) = -Kp(v¡,w1,tv2,v2) "."' J(,,(112,w2,v¡,wi). 

También se cumple la identidad: 
K,,(v1, 1V¡, v2, w2) + J(p(w 1, v2, u¡, w2) + }(1,(112, V¡, W¡, w2) := O 

se conoce como la Identidad de Bionchl, y se demuestra haciendo el cálculo n pie 
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usando la expresión del determinante. 

Hemos construido para cada ¡1 E Af un operador tclralineal, el que conocemos 
como al tensor de curvatura. 

Detengámonos un momento a ver lo que sucede si K 11 es el operador cero para 
todo p en alguna vecindad V en M"¡ en tal caso, esto implica que R,, es también el 
operador cero en dicha vecinda<l, esto quiere decir que ~i es un campo paralelo a 
lo largo de las curvas E10 , esto es, que es el transporte paralelo a lo largo de dichas 
curvas del vector ~f (to, O}, para cada to E J¡ pero estos vectores son cero en vista de 
que el campo Y ( t, O) es paralelo a lo largo de la godésica a; esto quiere decir que ~l' 
es constante igual a cero en V¡ lo cual implica que el campo Y es pamlelo a lo largo 
de las curvas E{t,so} para cadn. s0 E J fija. Aplicando esto al campo pnrnlelo <le 
vectores tangentes a la geodésica a, obtenemos que la curvas E(t, so) son tales que 
su campo de vectores tangentes es paralelo, esto es, son geodésicas. En limpio, si J(11 
es constante igual a cero en una vecindad, entonces en esa vecindad al "empujar" 
una geodésica en cualquier dirección, obtenemos nuevamente una geodésica¡ esto 
nos sugiere la existencia de una isometría de la vecindad con un abierto de ~". 
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CAPITULO 2 

§ 1 INTRODUCCION 

Hasta el momento hemos dado una construcción geométrica del tensor de cur
vatura, que nos ayuda un poco u entender que es lo que mide. Ahora lo que haremos 
es generalizar los conceptos del capítulo anterior, para variedades no solo contenidas 
en algún ~n+k. Para esto introduciremos las variedades en un sentido más abstrae to, 
y manejaremos el lenguaje moderno de la r,eometrín diferencial. Como la mayoría 
de las definiciones y demostraciones que veremos se encuentran en la mayoría de 
los libros de este tema, hay muchas <le las demostraciones que no las daremos, pero 
a cambio daremos la referencia de algún lugar en donde se pueden encontrar. La 
idea de este capítulo es, una vez que hnyamos generalizado lo del capítulo anterior, 
introducir otros conceptos con los que trabajaremos después. 

§ 2 DEFINICIONES GENERALES 

Definición 11.· Una variedad Ck-diferencioble M" de dimensión n, es un espacio 
topol6gico paracompacto ·¡..,¡ de Hnusdorff y un sistema de subconjuntos abiertos 
W = {U0 }, con !ns siguientes propiedades: 

i) {U0 } es una cubierta abierta de M (i.e. M C UUo)· 
Q 

ii) Para cada a se tiene, una aplicación 
ip .. :Ua->~", 

tal que rp0 es un homeomorfismo de U0 en un abierto de l!Rn. 

iii) Para cualesquiera a y (3, la aplicación 
"Paº'Pp 1:ipfJ(Un íl U/3) -• !Rn 

es un aplicaci6n de clase ck. 
iv) iI> es m1Lximal relativa a las condiciones ii) y iii). 

En adelante supondremos k == oo, es decir, las variedades difcrenciables a las 
que nos referimos son 0 00

• Los conjuntos Uª son llamados vecindades coor
denados; las aplicaciones 'Po o las pnrejas (Ua, rp0 ) son llamadas sistemas co
ordenados o porometrlzociones¡ las aplicaciones 'Po orp'iJ 1 son los cambios de 
coordenados¡ y si "Pa = (x 11 ••• , x 11 ): Un ~ ~" entonces cada X¡ es llamada la 
i-eslmo función coordenado en U0 • 

Dcfiniciones2 2.- Una aplicación entre vnricdadcs f: M 11 
-1 Nm es, diferencio ble 

1 ver {SchJ cap. 1 leo. (1) y (2) y (IlicJ cnp. 1 
2 ver {Sch] cap. 1 teo. (1) y (2) y fllicj cap. I 



(o suave) en p E M; si cxiste11 U0 C M y V/l C N vecindades coordenadas, con 
p E Un y f (p) E V¡J, tales que tf1/lo f ocp;;_ 1: rp., (U0 ) -> Uf" es cw. Decimos que fes 
suave o diferenciable (a secas) si es suave para ca<la ¡i e fil. En particular si fes 
difcrcnciable, biyectiva, con ¡- 1 difcrcnciable, decimos c¡nc fes un difeomorfismo. 

Denotamos: C00 (M, N) las aplicaciones suaves de llf en N, C00 (M, &!} ::::: 
0 00 (M) y por G' 00 (p) parn. p E M el conjunto <le funciones reales difcrenciables 
en p. Como podemos ver 0 00 (M) y 0 00 (11) son úlgcbras sobre íl, con las opera
ciones usuales de suma, multiplicación <le funciones y producto por escalares. 

Dcfiníc!ón3 3.· Una derivación Den un álgebra. A sobre ll! es, una aplicación lineal 
D: A -t A, tal que: 

D(f • g) = f · (Dg) + (Df) · g, parn. culesquiera f,g E A 
Definicloncs44.- Un vector langente a M" en p es, una derivación de C 00 (p). 
El espacio tangente a M en p, denotado por T¡,M, es el conjunto de todos los 
vectores tangentes u }.J en ¡i, y resulta un espacio vectorial sobre IR; con la suma de 
funciones lineales como suma y el producto por escalares. Un campo vedorlal en 
kf es una derivación de C°"(M)¡ y se puede hacer corresponder a una colección de 
vectores tangentes, uno por cada p E ¡'.J, Denotamos por X (A!) al conjunto de los 
campos vectoriales en llf, el cual tiene un estructura de 0 00 (.M}módulo, en donde 
definimos el Porentesis de Poisson como 

¡x,Y¡ = XY-YXE r (M). 

Observamos que para f E C 00 {.M) constante y X 6-1' (lvl) se tiene X f = O. 
' Para x1, ••• , x,, un sistema local de cooordenadas alrededor de p, consideremos los 

vectores { k) Jl dados por 

• . . (a~)p(!) = eu;~-1¡ (i,o(¡1)) 
para f E G00 (p) donde (U,cpJ es la paramctrización (o corlo) correspondiente a 
x1, ... ,xn. Estos vectores {(;{x;)p}~,,, 1 forman una base de TpM 5 , el cual es por lo 
tanto de dimensión n. ' 

. 8 
Hacemos notar que los vectores (a~)p corresponden a los (~)i> del capítulo 

anterior. Y tenernos [ 8~., k]""' O. . ' 
Dcfinlci6n6 5.· Sean M y N variedades difcrenciables. Sea f: M-+ N una aplicación 
suave. L·a diferenclal de f en pE Mes, la aplicación lineal d/p: Tpi'vl-> T¡(p)N dada 
para vETpM y gEC°"'(f(p)) por 

(dfp(v))(g) = v(gof). 
Obscrvación7.- Para f:M->~ suave, tenemos que df,,(v) = vf. 

Definicioncs86.- Sea J..1 una variedad qifcrenciable. Definirnos: 

3 ver {lle/] cap l §:i 
4 ver {Hicj cap 1 sccc J .3 y /lle// cap l §2 
6 como podemos ver en f Ilic} 
6 \'cr [Sin] cnp V sccc. 5.1 y {llic/ cap I sccc. 1.4 
7 1•cr {Sin/ rc11111rk en c11p l' §1 ¡inj.103 
8 1•cr {Sin] cap V sccc.5.2 

17 



TM = LJ 1~,!IJ y T' M = LJ (T"M)' 
pEM pt:M 

el haz tangenle y el hoz colangcnlc n M respectivamente, donde (TpM)' es el 
espacio dual de 1~,M; que resultan ser variedades clifcrenciables. Para las cuales 
tenernos ir: T M-+ M la proyección, definida en v ET M donde v E TpM para un 
único pEM (en tal cnso denotaremos ti= (p, v)) como ir(v) =p. Análogamente la 
proyección para T' M, la cunl también denotaremos por ir. 

Con estas definiciones podemos considerar para f: /I{ -• N suave, 
df = f,: TM -1 T N como el/ (p, v) = (J(p), dfp(v)). 

En estos términos, un campo vectorial es, una aplicación v: M -• TM suave, 
tal que irov = ldM, es decir, una sección de TM. 

Definición 7.- Sea /lf una variedad eco. Sea f\1(M) el dual del cco(.M)-módulo 
% (M). Los elementos de (\1 (M) son llamados 1-formas diferenciales en M y se 
puede ver9 , w E/\ 1 

( M) es una aplicación w: /IJ -1 T' M suave, tal que, irow = ldM. 

Sea U una vecindad coordenada en M" variedad diferenciablc, con (x 1, ••• , x,.) 
funciones coordenadas en U, entonces {(dx¡)1,}i1= 1 es bnsc de (T,,M)' dun\ de 

{ k }}'=11 por lo cual w E/\.' (U) tiene un expre~ión de la forma: 
w = ¿ /;dxj, 

; 
la difcrenciabilidn.d de las /j es equivalente n. la diforcnciabilidad de w. 

Definici6n10s.- Un campo tensorial covariante de orden r en una variedad Mes, 
una función r-lineal en el G00 (M)-módulo :E (M). Una formo diferencial ele orcl~n 
r (una r-forma) es, una función r-lineal alternante 

r-vcccs 

w: X (M) X ... X r (M) -· C00 (M), 
esto es, una asignación de un elemento de grado r en /\.(Tpi'vf)' (el álgebra exterior11 

sobre (T,,M)') para cada punto p E M, ni hacer corresponder una colección ele 
vectores a un campo vectorial, 

Si denotamos /\.'(.M) = U /\'('l',,M)', una r-forma en Mes una aplicación 
. pEM 

w: M -1 /\.r (M), 
.tal que 7íOW = ldM para la proyección 7r:/\•(M)-•M definida ele manera obvia. 

Notación.· Denotamos por '.lY(M) el conjunto de las r-formas en M, el cual tiene 
una estructura de G00 (M)-módulo. 

Definici6n129.- Dadas O E '.Dr (M) y w E '.D" (M), el producto exterior (prpducto 
cuña) de O y w es: 

9 en {llcl/ cap J §2 2.2 y 2.3 y en /Kob/ cap l prop 3.1 
lO ver /!lfat} c11p J 1J §2 y el teorema de §3, /Sin} ca¡)V §5.2, /IIcl}c11p J §2 inciso 2 y (Ilic} cap 

4 §4 
11 ver /Koh} cap l §2, {!lfot} cap IV§ 2 y /Spi/ cap •I §preliminares nlgchráicos 
12 (Mntf cap !JI §3 y §2 
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definido por: 

(w/\O}(x¡, ... ,X,.¡.1 ) = rf;¡ l: (-l)"w(xcr(l)•"''Xcr(r))O(xcr(r+l)•·"•xcr(r+•)) 
uESn 

para X¡E r (M) con i = l, ... 1 r +s. 
Una propiedad inmediata del producto exterior, es que 

w ¡\o= (-1)'º'0 ¡\ w. 

Observación.- Si (X¡, •.• , x0 ) es un sistema local de coordenadas en U, entonces, 
wEil'(U) tiene una expresión única de la forma 

n 

w = ~. ~ cr;,,. . .,i,dX¡1 /\ ••• /\ dx¡, 
S¡p .. 1lr=l 

= E a¡1 , ... ,i,dx¡1 /\ ••• /\dx¡,, 
i 1 < .. .<i, 

donde las a;., ... ,;,E000 (U). 

Dada f: M-+ N suave, induce f°: ':D' (N) -~ '.D'(M), definida por: 
w E ':D'(N) r (w)(xi, ... 1 Xr) = w(f.x1, ... 1 f.x,) 

para X¡E X (!vf) con i = 1, ... 'x,, y se d:ce que r (w) que en ocasiones denotaremos 
por w•, es la Inducida (o el pull-back) en M de w bajo f. 
Definición 1310.- La dif erenclal exterior o derivada exterior es, la aplicación lineal 
(como~ espacios vectoriales) 

· d: '.D' (M) -+ ':Dr+t (M) 
caracterizada por: 

(1) Si f EG00 (M) = '.Dº(M), entonces d(J) = df es la diferencial usual de/. 

(2) Si wE/{(M) y rrE/\8(M), entonces 
d(w./\ rr) == dw /\ rr + (-l)'w /\ drr. 

(3) dod =O. 
Observación.- Es útil conocer formas explicitas de calcular dw para wE':D'(M). 
Sea (x1, ••• ,x0 ) un sistema coordenado eu 1\1, luego se tiene 

w = E a¡11 ... ,i.,dx¡1 /\ ••• /\ dx¡,, 
Í¡ < .. .<i, 

entonces dw tiene una expresión de la forma14 

dw = E da¡1 , ... ,i,. /\ dx;1 /\ ••• /\ dx;,. 
Í¡ < ... <i, 

Dados xi, ... , x,. campos vectoriales, tenemos15 

dw(x11 ... , Xr+t) = 
r+l . 1 . . 1 ,.. ,.. ) 
l::(-1)'"1- x¡(w(x¡, .. .,x¡, .. .,x,+1))+ l:(-1)•+1w([x¡,XiJ>X¡, .. . ,x¡,. . . ,x¡, . .. ,x,+1 . 
i=l i<i 

Definición1611.- Una variedad M de dimensión n, se dice que es orienlable, si 
existe una forma diferencial w de orden n que no se anule en ningún punto de M. 
A una eleccion de una tal w, se le ll:tma una orienlación. · 

13 {Sin} c11p. 5 §5.2 tco. 1 y /1Icl} cnp. I tco. 2.5 
14 (IIcl} cnp. I tco. 2.5, (Sin} cap. §5.2 tco. 1, {Spi/ tco. 4-10 y {I\ob) cap. l §5 paj. 7 
15 (MntJ cnp. J JI §•I D) y D), /Ilcl} cap. J tco. 2.5 y (Kob} prop. 3.11 

lG (M11t] cnp. V §1 Jcf. l 



Obscrvnción.- Esto nos permite decir cuando unn. hn.se { v1 , •.• , vn} de T,,M para 
cada pE.M, está positiva.mente orientada, esto es, cuando 

w,.(v1, ... ,v11 ) >O. 

Definición 12.- Una variedad con f ron lera es, una variedad en donde pedimos 
lo mismo qúe para una variedn.d dif'crcnciable, pero ahora para abiertos <le ¡¡:g~ :::: 
{(x11 ... , Xn}lx 11 ?: O}. Los puntos de una varieclacl con frontera, tales que no tienen 
una vecindad homcomorfa a un abierto de ~~n constituyen la frontera de A1. 

Dada una varicdncl con frontera, es fácil ver que la frontera es nuevamente 
una variedad. A Ja frontera éJJ.1 de una variedad con frontern J..f11+1, le dnmos la 
siguiente orientación inducida por M: una b1tse {V¡, ... , v11 } de TiJM. es positiva, 
si { w, 1111 ••• , v11 } es base positiva de T,.Af, donde w E TpM es el vector normal que 
apunta para "afuera". 

En adelante al referirnos a variedades, nos referiremos a variedades sin frontera, 
a menos de que lo hagamos explicitamente. 

§ 3 VARIEDADES RIEMANNIANAS 

Defihici6n 13.- Una métrica Riemanniana en M variedad diferenciable es, una 
funci6n g: % (M) X 1 (M) -1 C00 (M), ~-bilineal (i.e. un campo tensorial covariante 
en M de orden 2), tal qué: 

{l) ges local, es decir, g(fu,hv) = fhg(u,v), para u,vEX (M) y f,hEC 00 (M). 

(2) ges simétrica, es dccir,.g(u,u) = g(u,u), para u,vEX (M) 
(3) ges positiva definida, i.e. g(u,u) 2: O y g(u, u)== O<:? u= O. 

Observación.- Una métrica Riemanniana nos dá, para cada p E M un producto 
interior g1, en TpM, y denotamos pnra u, u E TpM 

Yp(u,v) = {tt, v}p. 
Definición 14.- Dada li.f" variedad Riemanniana,' orientada, con orientación w. 
La formo de volumen a de M es la forma que en las bases ortonormales toma el 
mismo valor que el signo.de w. 

Una métrica Riemanniana en M nos permite definir la longitud de arco de 
una curva o:: !a, b) ~ li1 diferencia ble, de la forma: 

liall = J: y'ga(t¡(a'(t), o:'(t))dt 
y de forma obvia para una curva diferencia ble por tramos. De esta manera es posible 
definir una métrica en A1 como sigue: 

d(11, q) = in/ {11 ali ! a es una curva <lifcrencinble por .tramos de p a q }, 
des una pseudo-métrica y In topología que define coincide con la topología de lif; 
usando que Af es un espacio de Ifausdorff, el rcsultn ser una métrica17

• 

Definición 15.- Una variedad Riemanniana es una variedad con una métrica 

17 ver (Ilic/ cap. ti §1u y {Ilcl} cap. J corolnrio !l.5 

20 



Iliemanni:ma dndfl. 

Con lo l•nterior, toda vmied~d Iliemanniann r.s mclrizable, de hecho In. estruc
tura lliemanni1•1rn no!l <l¡\ una métrica particular. 

Definición 16.- Sean Af y N vnriedutlcs lliemanniana.s. Un difcomorfismo f: lvl -• 
N es llamado un:• isometría si, 

{u, 'l)p::::: (dfp(u),d/p(v))r, 
para todas u,vETrMY pEM. 

Proposición181.- Toda variedad <lifcrencinble M posee una métrica Riemanniana. 

Demostración.- Sea19 {f 0} una partición de la unidad en M subordinada a una 
cubierta {U ex} de M por vecindades coordenada.5, localmente finita; donde cada f ª 

n n 

esdifcrenciable; paracadapEUn y u,vET,,M, con u= E a;¿/~.!,, y v =E b;;ft¡,,, 
i-1 ' i-1 ' 

donde x¡ son las funciones coordenadas en Ua definimos: 
n 

(u, v)~ == 2.: a¡b¡, 
i=I 

esto define una métrica Riemanninna (, )º en Ua. Haciendo 
{u,v) = Ef n(p)(u, 11)~ 

cr 
para todo u, vET,,M, ¡iEM, y obtenemos una métrica lliemanniana en A1 O 

Para {U, (:z:¡, .•. , :z:,.)) una vecindad coordenada en J.f, defipimos 
g¡; = (¿¡~,,a~) E G00 {U), 

que son los llamados coeficientes de la métrico en (U, (x¡, ... ,,x,.)). 
La idea de este capítulo es generalizar los conceptos del capítulo anterior, hasta 

este momento hemos generalizado grán parte de estos, nos faltan conceptos como 
el de geodésica, transporte paralelo, etc., para los cuales como podemos recordar 
es fundamental el concepto de dcri'ni.da covaririnte; con el objeto de definirlo es que 
introduciremos a continuación el concepto de conexión, a partir del cual podremos 
obtener los conceptos que nos ?Cnparán en adelante. 

Definición 17.- Una conexión afín en M es una función iiR-bilineal 
\7: r (M) x x (M) -1 r: (M) 

tal que . 

i) 'V /xY = f\l ,,,y 

ii) 'V ,,J Y :::: f\7 xY + (xf)y 

para :z:,y E X (M) y f EC00 (M) 

(x,y) t-t 'V.,,,y 

Proposición20 2.- \7 ,,y(p) depende solamente del valor de x(p) y del valor de Ji a 
lo largo de una curva adaptada a x(p). 
Demostración.- Para un sitema coordenallo (U, (x.1 , ••• , x,.)) en J.1 se definen las 
funciones r~; E G00 (U) llamados símbolos de Chrisloffel, de la forma: 

18 ver [Doc] cap. l prop. 2.10, /l\obj cap. l ejemplo 5.5 y 5.7 y {Sin/ cap. G tco. 13 

19 ver (DocJ c11p. O prop. 5..1 
2º ver /Doc} ~ap. Il olts. ~·;¡ 
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'í1 o _!!._ - "'fk,_l¿_ 
7¡,-: Dz¡ - L...J iJ Vzi.' 

• k 
n n 

y si x = E u;-¡/f,- y y = E v; 8~-: !;e tiene que 
t'=l 1 i:::l ' 

\7 x!J = 2:(2: u;viffj + x(v;))a~ , 
k ij 

1 

lo cual prneba la proposición. O 

Definición 18.- La derivado covorlonle del campo X a lo largo de la curva 
o-: I-> /IJ está dada por, 

Dv t"1 v 
ifi"- =:: V u'(t)A1 

para algún campo X E :t (M), tal que X{t) = X(a(t)). 
Definición 19.- Sea M una vnriecl:td con conexión afín \7 y V un campo vectorial 
a lo largo de una curva o:: I-> J.f. V es un campo paralelo a lo largo de o: si, 

~f =O para toda t El. 

Nos referimos a [Doc] cap. I I prop. 2.G, para la prueba de la siguiente: 

Proposición 3.- Sea a: I-> M curva dit'crencinble cu M y Vo E Ta¡10¡M, parn algún 
to E J. Entonces, existe un único campo paralelo de vectores V a lo largo de o:, tal 
que l' {ta) =Va. 

En tal caso llamamos a V el transporte paralelo de l'a a lo largo de o:. 

Definición 20.- Una conexión afín \l se dice que es simélrico si 
'í1 .,;!/ - 'V yX = [x, Y]" 

Ejemplo.- Podemos considerar a ~m = J.f, variedad R.iemanniana, en este caso 
la derivada covariante es la derivada direccional usual, en donde los coeficientes de 
Christoffel son 1 si i = j = k y cero en otro caso. En el caso de m = n+k como en el 
capítulo anterior, la conexión en ~n+k dncla por esta derivada covariante¡ induce en 
una variedad /11 C l!R"+k una derivada covariante tal como se definió en el capítulo 
anterior. 

Observación.- Una conexión es simétrica, si y solo si, los coeficientes de Christoffel 
cumplen r~. = r~ .. IJ JI 

Definición 21.- Una conexión afín en una variedad Riemanniana M, se dice que 
es compolible con la métrica ( , }, si: 
. x(y, z) = {\7 .,,y, z} + (x, 'V xz} 
para cualesquiera x, y, zE ! {M). 

Teorema (Levi-Civita) 21 

Dada una variedad Riemanniana N, existe una única conexión afín 'V en M 
que satisface: 

i) 'V es simétrica, 

ii) \! es compatible con 1a métrica Riemnnniana de M. 

Demostraci6n.- Demostraremos primero la unicidad. Sen 'V una tal conexión. 
Entonces, 

21 (Dor.J cap [ J tco. 3. 7 

22 



x(y, z) "'' {V' .,y, z) +(y, \7 .,z) 
y(z, X) == {\! yZ 1 x) + (z, Í/ yX) 
z(x, y) =:(V zX, y) + (x, 'V zY) 

usando la simetría de 'V, tenemos 
x(y, z) + y(z, x) - z(x, y) == 

por lo tanto 
{\i' y X, z} = 

{[x, z], y)+ ([y, z], x) + ([x, y], z) + 2(z, \7 11 .1:) 

4{x(y, ;;) +y(::, x}- z{x, y)-([x, zj, y}-([y, z], x}-([x, ¡¡], z}} 
esta expresión muestra 11L unicidad <le \l para una métricn. Riemanniana dada¡ y 
nos dá una forma de definir 'V, es inmediato verificar que, Y' definida de esta forma 
cumple con las propiedades deseadas. O 

Definición 22.- A hi conexión del teorema anterior le llamaremos la conexión de 
levl-Civito o conexión Ricmanniana de M. 

En adelante cuaiHlo nos referimos a la conexión de una variedad Ricmanniana 
M· nos referimos a liL conexión de Levi-Civita de Af. 

Definición 23.- Una curva parametriznda 1: I -• J..J es una geodésico en t0 E I 
si, 

fi(~f)il=lo ==O. 
Si "f"CS una geodésica en t paro. todo t E J, decimos que 1 es una geodé~>lco. 

Por comodidad lla~aremos geodésicas, a las curvas tales que 11!fil11 f O y 
que cumplen la definición anterior, es decir no consideraremos a los_ puntos como 
geodésicas. 

Para probar la existenci'a de geodésicas22 , podemos hacer algo análogo a lo que 
hicimos en el capítulo I, esto es, analizar l11. expresión que caro.eteriza las geodésicas 
en coordenadas locales, lo cual nos lleva a un sistema de ecuaciones diferenciales 
de segundo oreden; ahora podemos considerar las geodésicas como curvas en Ti'1 
(haciendo t H (1(t),~1'(t})), el sistema de ecuaciones anterior, se transforma en 
TJ.1 en un sistema de ecuaciones de primer orden, usando el teorema de existencia 
y unicidad de .soluciones de sistemas <le ecuaciones diferenciales ordinarias de primer 
orden, tenemos como consecuencia la existenciu. de geodésicas. 

Aprovechandonos del campo vectorial que dá origen al sistema de ecuaciones 
en TA!, se puede definir In aplicación siguiente. Sea¡¡ E M, entonces existe23 un 
abierto U C TM vecindad de (p,O) ETM, un número b'fJ y una aplicación 

cp:(-6,6) x U-• TU, 
tal que para t H cp(t,q,v) == (1(t),v(t)), se tiena que 1(t) es una geodésica con 
¡ 1(t) = v(t), 1(0) :::: q y v(O) = v. Esta aplicación nos permite, utilizando las 
propiedades de !ns geodésicas, definir la aplicación: 

exp:U-• M 
(q, v) H cp(l, <J, v) = cp(jv¡, q, fu¡) 

22 ver {Doc/ cap. J J.l ínscisos 2.3, 2 .. J y 2. 7 y {Mil/ li•mn 10.2 
23 /Doc/ cap. I I insdso.• 2.-1, 2.5, 2.li, 2.7 y 2.8 y {l\lil/ lemn 10.2 
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llamada In. aplicación exponencial en U, y resulta ser clifcrenciablc. Usaremos 
comunmentc la restricción 

cJ:pp: n< (o) e T1,M --• M 
v 1-1 cx¡1(¡1, v). 

Proposición 24 '1.· Dado pEM, existe una vecindad V de O en Tp'Af, tal qur. 
cxp,.:V --1 M 

es un difcomorfismo <le V en un abierto de lvf. 

Demostración.-
d( cxp,.)a(v) = ;~(cx¡1,.(tv)))l1"'0 = ~1 (¡(1,q, tv))l1=0 == ¡11-(-y(t, q, v))lt=O = v 

.con esto, d(cxp,.) 0 es la identidad, por el teorema ele la función inversa terminamos 
la demostración. !J 

Definición 24.- En tal cuso cxpp(V) = U es llamada una vecindad normal de p 
en M. 

Observación.· Si U es una vecindad normal de ¡1 en 111 y U = exp,. (V)¡ supon
dremos en a<lelant.e que 'V es tal que para toda 11 E V, la recta que une a v con O E V, 
está conte~ida en V¡ con esto pam cada punto q E U existirá una única geodésica 
que une a p con q. 

§4 EL TENSOR DE CURVATURA 

En esta sección definiremos el tensor de curvatura de una variedad Riema
nniana con conexión de Levi-Civita \l. Posteriormente daremos las definiciones de 
otros conceptos de curvatura que se desprenden del tensor de curvatura. También 
demostrnrcmos que este tensor ele curvatura, coincide con el que se definió en la 
última sección del capítulo anterior. 

Definición 25.- La curvolura Riemonniano R de una variedad Ricmanniana M 
es, la aplicación: 

R: X (M) x X (M) x X (M) - X (M) 
dada por R(X,Y,Z) = '1 1,\lxZ - \lx\lyZ + 'V¡x,y¡Z, donde 'V es 1<1. conexión 
Ricmanninna de M. 

' . 
Proposición 5.- La curvatura Riemanniana de una variedad 111, cumple las si-
guientes propiedades: 

i) R(f X+ gX', Y, Z) = JR(X, Y, Z) + gR(X', Y,Z). 

ii) R(X,Y,Z) = -R(Y,X,Z). 

iii) R(X, Y, f Z + gZ') = f R(X, Y, Z) + gR(X, Y, Z'). 

iv) (R(X,Y,Z).W) == -(R(X,Y,W).Z). 

v) (JZ(X, Y, Z), W) = -(R(Z, W, X), Y}. 
vi) R(X, Y, Z) + Jl(Y, Z,X) -1- ll(Z,X, Y).= O 

24 /JJoc/ cnp. I I I pro p. 2. 9 
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parn. cunlcsquicr;1 X, Y, Z, W,X', Y' E X (Af) y f,gE C 00 (M). 

La demostrnción25 se sigue <le In <lefinición. o 
Observamos q11c las propiedades i) y iii) nos <licen que R es G'00 (M)-lineal; y 

a la identidad iv) fie le conoce como líL identidad de Bianchi 

Dcfinici6n26 2G.- Una :superficie paramelrizada en M variedad difcrenciable, es 
una aplicación s: A e G~ 2 -1 M difcrenciable (A abierto). 

Definición 27.- Un campo de vedore:s V a lo larga de s es, una aplicación 
que asocia a cada q E A un vector V(q) E T•(q)M, difcrenciable en el siguiente 
sentido: sea J una función <lifcrenciable en M, entonces la aplicación q H V J(q) es 
difcrendable. 

Proposición O.- <lada /:A e ~2 -+ M una superficie parametriznda, sean (t,s) 
las coordc:-iadns de ~l 2 • sea l' == V(t,s) un campo se vectores a lo largo de f. Si 
denotamos %f = df ( {/¡), y análogamente para s, tendremos 

R(~f, ~~'V)== t~f}¡V - f}¡¡f;V. 
Dcmostraclón27 .- lfaremos un cálculo que nos conducirá al resultado, para eso 

n 
sea (U, tp) un sistema local de coordenadas en torno de Jl E M, y sea V = ¿ v¡ /:;:, 

. i=l 1 

entonces: 

f. V = ~ (2;: 11¡-f¡) == l;: 11¡§.; 0~ + ~ !!J'.1 ¡¡~,, y 
1 1 1 

fi f. V= ~11;f}¡§. a~, + l;:v;~7f; a~, + 0 ~a~, + 0 ~~f}¡a~, 
1 1 ' '· 

intercambiando s con t, y restando tenemos: 

J~fiv-~j,V=l:v;(~Hfz&--Gtj,1/hl· - - - - (*) 
Por otro lado, como f(t,s) == (x 1(t,s), ... ,xn(t,s)). Entonces%{-= ~~a~¡ y 

1 
§.1. " Q!A. 8 , t Dt = 7; 81 íii;;", us1 enemos 

11.. ...!L - "V (...!L) - ~-.~"V (...!L) 
Da 8:r:¡ - (2:~r/1-) lh¡ - '-:- éJ• k éJ:r:¡ Y 

I • •; 1 ' 

D D( lJ) '°'8'x¡_r;;¡ ( D) "ll'=.i\J ('V 8 )-
Bt 81 º"' =t.,, ata. 11~ <J:z., +t.,, a. (¿ ~~) 11~ ax, -
' 1 1 h 

"°' B'x· \! ( 8 ) ""~!JE. "V ("V 8 ) 
4-~ ~ Di¡ + 4--k a. at 4 ll~ 8i:'i 
1 , 

o sea 
( D D _ LU2.)( 8 ) _" ,lJ_"i!i!b.(\I 8 \! 0 8 _"V 8 "V 0 _!!._) 

1fá 1ií 8t Da 7i%¡ - Í¡k v, 7f8 at o.¡ o.¡ "liXj o.¡ 7j•; D:r:¡ 

substituyendo en ( *) 
( D D D D )V " !!_!¡ Dr;,p( a D 8 ) _ R(BF' IJ1 V) 
8i 8a - at Da ::::: ~ 11i Da Di ~ Dz~' ax¡> ax; - Ot• Da' 

•1k 

25 (DocJ cap IV prop 2.2 y 2.5, y fl...til/ pnr!c JI S 9 lemas 9.1 y 0.3 
26 (Doc/ cap. JI J efe(. 3.3 
27 /DocJ cap IV Jcmn ·1.1 y {Mil] parte I I §o lema 9.2 
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Corolario.- La curvatura Riemmrniann definida nrriba y la del capítulo anterior 
( clcf. 22), coinciden. Por e!; lo las denotaremos igual. 

Obscrvnci6n.- E de la drfiuición 20 del capítulo anterior, es nna superficie pa.ra
mctrizada, y Y de In definición 21, es un campo de vectores a lo largo <le E. 

Dcmostrnci6n.- Tenemos que para p E 11-f, v1 = %[ (0,0), v2 == Y(O, O), w 1 ::: 

~2;(0,0), entonces por la definición 22 del capítulo I 
R ( ) D DY (0 0) D DY D DY 

pV¡,W¡,V2 =a;¡¡¡' ==a-.aT-OtiJ•' 
pues ~!' == O ya que Yt es paralelo a lo largo de E¡, y por la proposición anterior 

ª'' {)" Rp(v¡, w1, v2) = R(¡ff, 7i~• Y)== R(v1, tu¡, v2) 
o 

Definición 28.- Definimos el tensor de curvatura Riemanniana de la variedad 
M, 

J(: r (M) X r (M) X r (M) X X (M) -· G00 (M) 
como 

K(X, Y, Z, T) = (R(X, Y, Z), T} 

Corolario.- También coinciden los tensores de curvatura o 
A continuación daremos la definición de conceptos que se desprenden del tensor 

de curvatura, y están íntimamente relacionados con éste. 

Notación.- Dado un espacio vectorial l' denotamos, 
lx ¡\ YI = vl:r.l 2 IYl 2 - (x, y}1 

que representa el arca del paralelogramo generado por x, y E: l'. 

Pl'oposición 7.- Sea S e TpM un subespacio de dimensión 2 del espacio tangente 
TpM, sean x, y ES dos vectores linealmente independientes, entonces 

k (x y) == E_(x,y,:r.~!!l 
P ' fxl\yj> 

no depende de los vectores x, y ES. 

Demostl'ación.- Sea { x', y'}· otra base de S, observemos que por medio de las 
transformaciones 

{x,y}-1 {y,x} {x,y}-+ {>.x,y} {x,y}-•{x + ,\y,y} 

se puede llevar { x, y} en { x', y'}. Como kp es invariante bajo estas transformaciones, 
w~~~~ O 

Definición 29.- Dado un punto p E M y un subcspacio S C TpM de dimensión 
dos, el numero real kp(x,y) = kp(S) donde {x,y} es una base de S, es llamado In 
curvatura secciona! de S en p. 

Proposición 8.- Sean p E M y S e TpM como arriba, U C TPM una vecindad de 
cero, tal que cxpp(U) == l' es una vecindad coordenada normal de p. Sea Br(O) una 
bola con centro en.O y radio r contenida en S n U, denotemos por Ao(r) el arca de 
Pr(O) y por A(r) la de exp11 (Dr(O)), entonces 

k (S) - l' 12!!.".Jr)-A(!:l 
·p - r~b r~"AaTrl ' 

Para la demostración nos referimos u [Ifol] cap. I §12 teo 12.2 Ó 

Un hecho importani ··'" ·->.,~: <' .\~s curvaturas scccionalcs de una variedad l\f, 
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contienen toda al informa<:ión ele! t.e11sor de curvat11rn, en el sig11ie11Lc sentido. 

Proposición 0.- Sea V nn ei;pncio vectorial de dimensión mayor o igual a dos, con 
producto interior. Sean ll, ll': V X V x V ....... V aplicaciones trilineales, que cumplen 
lns propiedades 1.>Í¡~uientcs: 

i) (x,y,z,t) == -(y,x,z,t) 

ii) (x,y,z,t) == -(x,y,t,z) 

iii) (x,y,z,t) = (z,t,x,y) 

para (x,y,z,t) = (R(x,y,z),t} y análogamente parn (x,y,z,t)'= (R'(x,y,z),t), si 
x, y son linealmente independientes escribimos 

· k(S) == :z:,!J,x,~J k'(S) = {:z:,u,:z:,yf 
:z:/\y}' ·1ii\iil~ 

donde S es el subespacio gencrn<lo por x, y. Si para todo S e V se tiene J~(S) = 
k'(S), entonces R = R'. 
Para in. dcmo~tración ver !DocJ cap. IV lema 3.3 O 

Observamos en el capítulo anterior, que parn hl curvaturn IUemanniana nece
sitabamos por lo menos dos dimensiones. Estll porposición, nos dice que conocer el 
cmportamiento en dos dimensiones hasrtn para conocer la curnLturn en un punto. 

Son usuales ciertas combinaciones de curvaturas scccionales que mencionamos 
a conUnuadón, para tener un panorama amplio. 

Sea {zi, ... , Zn} base ortonormal de TpA1, denotamos x = z11 , consideremos 
n-1 

Ric(x) = !---r >= I((x, z¡, x, z¡), 
i='l 

n 

k(p) = f. I: Ric(zi)· 
i=l 

Probaremos que estas expresiones no dependen de las bases ortonormales escogidas; 
son llamadas lo. curvatura de Ricci en la dirección de x, y la curvatura escalar (o 
media) en p, respectivamente. 

Para demostrar que estas expresiones no dependen de la base ortonormal, con
sideremos 

Q(x,y) =traza de la aplico.ción z-•R(x,z,y), 
que es bilineal, escogiendo unn. tal base ortonormal de TpA1, tenemos 

n 

Q(x,y) = I:(R(x,z¡,y),z¡) = l:(R(y,z¡,x),z;) = Q(y,x) 
i=l i 

es decir Q es siméticn. y Q(x, x) = (n - l)Ric(x), lo cual demuestra que Ric(x) está 
intrfnsecamantc definida. Por otro lado a la forma Q en TpM le corresponde una 
aplicaci6n autoadjunta JI, dada por 

tenemos que la traza 
(Jf(x),y} = Q(x,y), 

n 
· k = I: (JI(zi), z;) = I: Q(zi, zi) = 

i=l ,. 
(n -1) ¿ Ric(z;) = n(n - l)k(p), 

i 
lo que prueba nuestra afirmación. 
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§5 J,A CUilVATUil.A GAUSSIANA 

En lo que resta del capítulo nos ocuparemos de definir la curvatum Gaussiana o 
total de una variedad Af. En adelante usaremos {e¡, ... , e,.} una familia de marcos 
ortonorm:tlcs definidos en una vecindad U de ¡1 E 111 11

, esto es, para cada q E U 
{e¡ (q), ... 1 en( q)} es base ortonormal de TqM positivamente ori:mtada. 

Definimos 
d: ~ (U) -• End(1~~M) 

X1-t'VX 

es decir dx( u) = 'V u X que resulta aditiva. 

Definimos !ns 1-formas w¡; en U como sigue 
w¡;(x) = ('Vze¡,c;) - - - - - - - - - - - (1) 

. - n 
con lo cual de¡ = L: w¡;c;. 

j;;l 

Obser'vamos que para xE); (U), en vista de que (e¡, e;) = Ó¡j 1 constante 
O= x{e¡, e;) = (V' :i:Ci, e;)+ (e¡, 'V :i:c;) = w¡;(:c) + w;¡(x) 

en conclusión 
Wjj + Wji = Ü 

definimos ahora las 2-formas en U 
n~.(x,y) = {R(x,y,e;),c¡) - - - - - - - - - - (2) 

Observación.-
o;.= -n[. 

Las íl} contienen toda la información de la curvatura, pues 
n . 

K(x,y,z,t) = L: z¡t;Oi(x,y). 
ij;;l 

Usando la definición de R tenemos 
R(x,y,e¡) = "ily'V:i;e;.- "V:i:Y'yc¡+ Y'¡x,vle¡ = 

n 
·V' 11 ( E w¡;(x)e¡) - Y' :i:(E w¡¡(y)c¡) +E Wij([:c, y])e; = 

. j;;l j j 

(l:yw¡;(x)e;+ E W¡j(x)(E w;k(y)ek))-(E xw¡¡(y)ci +E w¡¡(y)(E W;'k(x)ek))+ E W¡j([x, y])e; 
·; j k i j k j 

si nos fijamos ahora en al componente en la dirección de e;, tenemos 

íl{(x,y) = 
yw;;(x) -.xw;;(y) + Wii([x,y]) + E(w¡k(x)wk¡(y) - W¡k(y)wk;(x)) = 

k 

y esto nos dice que 

o{ (x, y) = -dtl!;j(x, y) + E W¡k /\ Wkj(x, y) 
k 

dw¡i = - E Wi}, ¡\ Wjk + o;. - - - - - - - - - - (3) 
k 

Consideraremos otra familia de marcos orlonormales { cH, entonces existe una 
matriz (t;;) con cada t;;EC00 (U), tal que 
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' ' 1 
1 
1 
1 
1 

" " 1 \"" ,-... I 
C¡ = L., t¡iCf y C¡:::: ¿_, tiiCj. 

;,,,1 i=l 

Con esto tenemos que las wi¡ relntívns n la nueva familia, tiene la forma 
w:,-(x) = {V' ,,e:, cj) = (2:: \l ,;Lircn e~·) = 

r 

í:{xtirCr + t;, V ,,e,, e~.) = I: 1;,dl¡r(x){e" e,)+ t¡,t;,w .. (x) 
r rs 

como {e¡} es base ortonormal 
w:i(x):::: 'L,tirdtir(x) + Etirti1 w,.(x) 

r r• 

en limpio 
n n 

w;i = L tirdtir + L tirti•Wra - - - - - - - - (4) 
r=l r1=l 

como (t¡i) es una matriz ortonormal, 
f;t;1;lik = ó¡iE000 {U) - - - - - - - - - (5) 
k 

considerando la derivada de la funcion Ó¡j, 

Con esto, de ( 4) 

L;w~k A W~;:::: 
k 

¿: t¡kdt;k :::: - I: likdl¡k. - - - - - - - - - (6) 
k J: 

f;((-l)(I; tirdlkr +E t¡,lkrWro) /\ (-l)(f; lktdlit + r; tkllit w11) 
k r ra t 11 

multiplicando 
E w:k A w~; = 
k 

Í)ír(dtkrlkt)dlit+ Llir(dtkrtk1)tj1W11- Í.: l¡,(lkrlkt)dljtWr,+ L t;.(tkrlk1)t;"1WrsWt1 
krt krtl kr.t kr1/I 

por (5) y (6) 
L;wikAw~; = 
k 
- 'L,(tirlkr}itJ;;tdlft- 2:(t¡rtkr}dtkzl,-1Wi1- Ll;,(Órt)dljtWra + 2:t;,(Ór1)t,-1WrsWt1 == 

krt krtl rat rslt 

- 'r;(ó;t)dlktdlit - 'L(ó;k)dlkllitWtl - E l;.dt;rWrs + L l;.t,-iWrsWtr 
kt ktl r• rll 

finalmente 
L:wi1.: /\ w1,- = 
k . 

.-L dt¡¡dlit - E dtalitW11- E i;,dt¡rWr.-1-· 'Z t¡,litWraWtr· (7) 
t 11 r• r.t 

Con lo anterior, de { 4) 
n n n n 

dw~·; = L dt¡r A dtir + E dl;atirWr8 + E t;,dtirWra + E t¡,lirdw,., 
·r=l . ra=l .r=l . r1=l 

de {3) . 

dwj¡ == 
n •• n 
E <il;r /\ dlir + I: dt;,lirWra + E t¡.dljrWra + 'Z l¡•lirWrkWks + l:t,-.t,-rfl~ 

· r=l t•=I ar=l rk• r• 



de (7) tenemos 
dw;·; = - Í::: wh /\. W~; + 2::: t¡.t;ríl~ 

k ra 

es decir 
dw:i = - 2::: w:k /\. w}k + 2::: t,·.tirn: 

k r• 

dcspC'jando, ele (3) tenernos en limpio 
. n 

íl'} = 2::: t;,ti,o:. - - - - - - - - - - - - (8) 
r•=l 

Definimos finalmente la curvatura Gau:s:slana de .M" en p, para n = 2m par, 
como Ja. n-forma: 

donde 

{

1 
(• . -
1¡.,.ln - ~1 

( l)m-1 n m 
0 _ - "e . /\ oi•1-• 

- 22rn7f"'ni! ~ 1
•···

1
n • i 2¡ 

•;=l )""l 

si i 1 ••• i 11 es una permutación par de 1, ... , n 
si i 1 ••• i 11 es una permutación impar de 1, ... , n 
en otro caso. 

Proposición 10.- íl es intrínseca, es decir, no depende del marco { e1} escogido y 
está·por lo tanto definida en toda la variedad M. 

Dejaremos Ja demos~ración pendiente pues en el capítulo siguiente la obten
dremos como un corolario de la proposición l. 

La definición de O resulta tan oscura, que es bueno darle una interpretación 
un poco más geométrica, en los caso!; en que esto sea posible. Ensuguida haremos 
esto en un caso particular; supondremos !11" variedad difcrenciable de dimensión 
par, compacta, con !11" C 11&"+1 como en el capítulo anterior. 

En el caso de tales variedades tenemos (como lo observamos en el capítulo 
anterior) una aplicación difcrcnciable 

G:M--+ §", 

llamada la aplicación de. Gauss28 • Démosle a i\1 la orientación en cada espacio 
tangente TpM, como sigue 

{t1¡, ••• ,t1 11 } base de TpM, es positiva, si y solo si 
{G(p),v¡,. . .,v,.} es base positiva de Trl!R"+1

• 

Con esta orientación de M, queda definida la forma de volumen dv en M. 
Llamaremos da a la forma de volumen de §" (obtenida de forma análoga). 

Con lo anterior 
c•(do) = J(dv 

para una función J(, con J(E000 (M). 

Observamos que dado p E !lf, entonces Tp!lf y Tc(p)§" coinciden por tener 
ambos a G(v) como vector normnl, de este modo dGr: Tpf..1 _, TpM, y es clnro que 

2S J>&ra probnr su cxistcncin se usa Ja co111pncid11d de Af y el teorema de Jordnn-Drowt!r. 
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K(¡i) =clel(dGp)· - - - - - - - - - - (O) 
Por otro Indo podemos considerar a la segunda forma fum1nmentnl 

llp: T,,M X '1~ 1 Af -• N1,M como 
n;:TpMXTpM-•['!g 

donde Bp(v, w) = n;,G(p). Esto nos permite hablar de detDp (como <letn;J. 

Lema.- Dados v, tu E TpM 
(dGp(v),w) == -(Bp(v,w),G(p)) - - - - - - - (10) 

Demostración.- Sea Y un cnmpo vectorial tangente a M, tal que Y(p) = w, 
entonces (G, 1~ E 0 00 (.M) es constante igual a cero, por lo tanto para a(t) una 
curva adaptada a v 

O= ~~(G(a(t)), Y(a(t)))!t=o == (dGp(v), Y(p}} + (G(p), lf¡f + Bp(w, v)) 
O== (dGv( v}, w) + (G(p}, B1,( v, w )) 

En estos términos, de la definición de 11;. (fórmula (2)), de la proposición 6 y 
de la última observación del capítulo anterior, tenemos que dada {e¡}i':,1 familia de 
marcos ortonormules que definen a O~. 

íl}(ci,,c¡) = (B(c¡,c1.:),B(e¡,c1))- {B(c¡,e¡),B(c¡,c>.:}) - - - - - - (11} 

Proposición 11.· Sea .M" C U!"+ 1 variedad difcrencinble compacta con n = 2m, 
entonces 

Dcmostn1ción.- Para {e¡} una familia de marcos ortonormales, demostraremos 
. /-tl"'-1 
primero que íl( e1, ... , e,.)=n!¡~"'mldetBp. Por simplicidad denotaremos 
(-1)"•-l --
22mirmml h. 

ror la definición del producto cuña se tiene 
m • 

íl(e¡,. .. ,e,.) =h2:((i)2~ /\ o;:~- 1 (c1, ... ,e,.) 
(i) j=l J 

en dondé abreviamos 11 ••• i,. = (i) 
m . 

íl( Ct. ••• , Cn) = h L: C(i)l~ L: E(k) íl íl?~- l ( Ckoj-1' C1.:2;) 

(i) (k) i= 1 ., 

por la fórmula (11) 

m 

o 

h L E(i)2~ E C(k) n (JJ(c¡,j-l, Ck,¡_,), B(e¡,;' ek,J - (B( c¡,j-1, Ck,¡ ), B( e¡,,.' e1.:,;_J. 
(i) (1:) je! 

en vista de que en 
m 

.l:E(k) fi (B(e¡
21

_.,c1.:
21

_,),B(c;,¡,ck2;)) - (fl(c¡2,._,,ck2,-),B(c¡2¡,c1.:21 _.)) hay 2m 
(k) j::l 
productos igunles, 
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~ 

l 
1 
1 
1 
\1 ,, 
1 
1 
1 
• 

m 
O(", ... , '•) ~ ¡, ¿: <(i)' tkl fi (D( "''.,, "".,), D (<;,,. ""')) 

(i)(I:) j::l 

como (B(v,w),D{v
11

w1)) == (J3(11,w) 1 G(p)) + (D{t1¡,tV¡,G(p))
1 

m 

íl(c¡, ... ,cn) === h °S E(i)l(I:) fI (D(e¡;,ci:;),G(p)) 
(i)(k) j::l 

es decir íl(e¡, ... , e0 ) =- hn\dctDp· 

Por otra parte, por (O) J{dv(c1
1

• •• ,en)== 1( ::= dct(dGp) :::= dct((dGp(c¡),e;)), 

por (10) 

lo cual prueba que o 
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CAPITULO 3 

§1 INTRODUCCION 

En éste capítulo nos ocuparemos de demostrar el teorema de Gauss-Donnet, 
cuyo planteamiento es simple. El teorema afirma: En una variedad Riemanniana 
M", cerrada, orientable, de dimensión par, la integral de la curvatura Gaussiana íl 
sobre J.1 es igual a la característica de Eulcr-Poincaré x de lvf. 

i) 

ii) 

La idea de la prueba es la siguiente: 

Pasamos de M" a T1M, la varieclad formada por los vectores unitarios 
tangentes n J.f. En T1 J.1 se definir¡Í. una {n-1 )-forma IT, cuya derivada exterior 
sen igual a la inducida íl' en T1M por íl bajo In proyección. 

Definiendo un campo vectorial unitario con singularidades aisladas en 1'1, 
obtendremos M C T1J.J una subvariednd de dimensión n¡ de tal forma que la 
integral de O- sobre M coincide con la integral de íl sobre M. 

iii) Al evaluar la integral ele íl' sobre i\l, aplicando el teorema de Stokes obte-
·nemos la integral de rr sobre a,\f. 

iv) Analizando BM1. se relaciona con lns singularidades del campo vectorial 
definido en J..1, la suma de cuyos índices es igual ax por el teorema de Poincaré
Hopf. 

v) Con ésta· interpreta~ión, es posible evaluar la integral de JI sobre éJM y un 
cálculo nos lleva al resultado deseado. 

Como la prueba en algunos pasos es muy técnica, daremos los detalles de cada 
paso en las secciones siguientes, según la prueba de Chern en [Ch]. 

Es de hacerse notar que, la importancia de la prueba radica, entre otras cosas, 
en el hecho de que es intrínseca, es decir, no utiliza el hecho de que la variedad 
esté encajada en algún i.qn, de hecho, pudiera no estarlo para los argumentos de la 
prueba .. 

Los resultados que supondremos los mencionaremos en su oportunidad, Y para 
más detalles sobre éstos es conveniente revisar las referencias. 

Cabe observar que el teorema que probaremos es válido para variedades de 
clase or con r ;::: 4, de hecho esta misma prueba funciona en estos casos, pero en la 
demostración supondremos r = oo por comodidad. 
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§2 DEFINICION DE IT EN T1M 

Consideremos ahora T1 M, In variedad diferencia ble formada por los vectores 
unitarios tangentes n M¡ T1M resulta una. variedad cerrada de dimensión 2n -1. 

Por simplificar la notación, omitiremos poner * al inducido en T1M por las 
formas diferenciales en M. 

Corno coordenadas locales de T1Af usaremos las de Ji,f y las componentes u¡ 
<le un vector v E T,,M, respecto a la familia de marcos {e¡}?=i que se usaron para 
definir íl¡ es decir 

n 

v = ¿: u¡c¡ con la condición 
i=l 

n 
¿: U¡U¡ = 1, 
i=l 

en una vecindad U de p E M. 

Para v un campo unitario en U, por la definición de d (ver §5 capítulo 2), 
tenemos: 

dv(x) = d(L: u¡c¡)(x) =V',,¿: ~¡e¡=¿: V' ,,u¡c¡ = 
i i i 

= L,{(du¡(x))e¡ + u¡de¡(x)} =- L:{(du¡(x))c¡ + u¡('[',w¡j(x)ej)}, 
i i i 

la última igualdad por definición de W¡j (ver fórmula (1) §5 cap. 2), ahora, 
· dv(x) = L:{du¡(x) + l:ujWj;(x)}e¡, 

i j 
pero esto para toda x E 'i'vM. Si definimos las uno-formas diferenciales: 

n 

O;= du¡ + L, UjWji - - - - - - - - - - - - (1) 
i=l 

tendremos que dv = '[', O;e;. 
i 

Tenemos que (v, v} = 1 es constante, usando que la conexión es compatible con 
la métrica, para toda u E X (U): 

esto es: 

O= u(v, v} = 2 (Y' u V, v) = 2 (dv(u), v} = 
2 (2:: O¡( u) e¡,¿: u¡e¡} = 2 '[',O¡( u)u¡ 

i i i 

n 
· ¿: u¡O¡ =O 
i=l 

- - - - - - - - - - - (2) 

De la fórmula (1), tenemos: 

dO¡ = L:(clu;w;; + UjdWji) = L,{dUjWji + u¡(íl{ + ¿: Wkj ¡\ W¡k)} 
j i k 

por una propiedad de o{ (ver fórmula (3) §5 cap. 2), y entonces: 

. d0¡ = '[', Ujfl{ + '[', du¡Wji + ¿: UjWkj J.. Wik 
i i jk 

= ¿: u¡íl{ + '[', du;w¡¡ + 2:( UkWkj)Wji = ¿: Ujílf + ÜjWji 
i j jk j 

por la fórnmla (1), luego tenemos que: 
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•. 

n . 

dO¡ = ¿: uiíl~ + Ofw¡¡. - - - - - - - - - - - (3) 
i= l 

Por otro Indo de la fórmulo. (3) §5 cnp. 2 para o;. tenemos: 

d n;. = - L: dWkj /\ Wjk + L: Wkj /\ dt11¡k, 
k k 

nuevamente de esa fórmula (3) para íl} 
• ~ k n . ~ 

d ºi = - L:(n3: - ¿: w,,,. A wk1.) /\ w¡k + ¿ w1;¡ /\ (ílJ. + ¿: whi /\ w1;h), 
k h:::l k h=l 

agrupando y cancelando 
. do;. = ¿ Wjk /\ ílj - I: Wjk /\ 0~, en limpio: 

k k 
n n 

díJ;. = I: Wjk /\ ílj - >.::: Wjk /\ ílk. - - - - - - - (4) 
k=l k=I 

Si ahora. cambiamos de marco ortonormal, es decir, si consideramos {e:·}, ten
dl'Cmos: 

u:= "L..t;;u;, donde (t¡;) es la matriz de cambio de base, y es por lo tanto ortonor
. j 

mal, y como vimos en el capítulo anterior 
• WI; = ¿: t¡rdlcr + I: lcrlifWrj 1 

r rj 

y tendremos de la fórmula (1): 
o: = d("L.. t;;u¡) + L: {(l: f¡1;uk)(2: t¡rdltr + I: t1rt¡¡Wr;)} 1 

j 1 k r rj 

distribuyendo 
o~= Etiidui + I:ujdt¡; + Et11:u1:(tirdl1r) + 2: t¡1;u1:t1rt¡¡Wrj1 

j i lkr lkrj 

por la fórmula (6) §5 cap. 2 
o:= E t;;dui + L: uidt¡i - E t11~uk(t1rdlir) + 2: t¡1;ukt1rt¡;Wrj> 

· j j lkr lkrf 

denotando (t¡,.)-1 = (t•'i) '' 

o~ = ¿ t¡,.du; + I: u;dt¡; - L:(L: t"1t1r )u1:dl¡r + L (2: t"1tcr)ukljjWrfi 
j i kr 1 krj 1 

por ser (t¡,.) ortonormal 
o: :::: L,. i;idu; + L,. Ufdl;j - L,. OkrUkClt¡r + E OkrUktifWrf 

i i kr krj 
= L,. t,·,.dui + (2: uidt;; - L ukdt¡1:) +E u1;t¡fWkj 

j j k kj 

= ¿t;;(dui + L,.ukw1:¡), 
,. k 

y finalmente: 

n 

o:= 2:.::t¡A· 
j=l 

Por otro lado sabemos del capítulo anterior: 
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Definimos, parn. h =-= O, ... , p - 1 <lande p = 21i 

n 2(p-k) p . 

el?¡,= E c;1 ... ;,.u¡l ( A o,';) ( /\ o:.:~- 1 ) 
i¡=l i=2 j=p-k+ 1 , 

(n - 1)-formas 

n 2(p-k) p . 

Lk =E fi1 ... i,. E U¡l u¡,íl~~ /\ O¡i . /\ o~:~-l . . . . . . . n-formas 
i¡ h=l ;=3 J=p-k+l 

2(p-k)-2 p . 

'1'k=EE;1 ... ;,. ( /\ 0;1)( /\ o~:;-i) ........... n-formas 
i¡ ;=1 i=p-k , 

Rcordcmmdo, usando la antisimctría de c¡1 ... i,. y el hecho de que /1.0;1 tiene un 
número par de términos, tenemos: 

. 2(p-l:) p . 

'11k = E(t"1 ... ;,.0í~( /\ O;,.) ( /\ n::~- 1 ). 
i¡ i=3 ;=p-k+l , 

Proposición 1.- Las formas <'h, Lk y iJt¡. son intrínsecas a la variedad M", es 
decir, no dependen de las {e;} escogidas, y están por lo tanto definidas en toda la 
variedad. 

Demostración.- Sea {ei} otra familia de marcos ortonormalcs¡ tenemos: 

O~ = 2.: t;;O; 
; 

si abreviamos E(i) = E¡ 1 ,.,i,. y Ó(i) = lcc;JI• tenemos: 

caso il1k) 

u~= 2.:t¡;u; 
; 

2(p-k) p 

~k = Efc¡i(Et;,.u.) ( /\ 2:t;m101)( /\ Et¡,1_,ht;,11nr) = 
(i) • m=l 1 , j=p-k+I hl 

2(p-k) p -

EE(i){Lti,,u,)(Í:6(1) /\ t¡m¡m01m)(L6(i1) /\ t¡21-tií 2¡_ 1 ti,;ñ2¡0~:;- 1 ) = 
(i) • (1) m=2 (ñ) i=1>-k+1 

. . 2(p-k) p ii2;-1) 
= L f(i)Ó(IJÓ(ñ) t¡,.u, /\ t¡m1.,01., /\ ti'o;-iño;-i t;,,.ñ2;ílñ,; = 

(i)•(l)(ñ) m=2 j=¡>-k+l 
2(p-k) p 2(p-k) p - . 

I: (E IT IT ic,.i"cri"u•i t¡,,ti.,1mt;,1_,ñ,,._, t;,,.,¡,1 ) ( /\ /\ u,o,mo~:~-·) 
1(l)(i1) (i) m=2 j=p-k+l m=2 i=p-k+l 

si hacemos r1 ..• r 0 =si¡ ... l2(r-k)ñ2(p-k)+1 .•• ñn, tenemos: 
2(p-k)-2 

<I>). =·Eecridet(t;;) /\ 
(r) m:=2 

caso '11 k) 
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2(p-k)-2 p • 

= 2:c(i)(Lli(l) /\ l;,,,1,"01mlO:: /\ 6(1i)ti,f-li1 2,._ 1 t;2,.;,,,.o:.;;;-i) = 
(i) (l) m=l (i1) j=p-k ' 

2(p-k)·-2 1' 2(p-k)-2 ,, • 

l: (L C(i)6¡1¡.5(;1) n rf I¡'" lm t¡,1_ 1 ii 2;- i t¡,,. ,¡,;) ( /\ /\ O¡"' n;~:i-1) 
{l)(ií) (i) ..,.,,¡ i=p-k rn=l j=p-k ' 

si hacemos (r) como nntes 
2(p-k)-2 p 

'1tk = >:::: <¡r¡det(t¡;) /\ /\ Or .. 0~~:- 1 
= Wk 

(r) m=l j=p-k 

el cnso Lk) es an<ílogo. 

Corolario.- O es intrínsecn., y está por lo tanto definida en toda la variedad. 

Demostración.- Basta observar: 
- (-l)p-1 n - wp-1 ( 2••·.-Ppt) 

Lema.- Para cada p E M, existe una vecindad U de p, y una familia de marcos 
{e¡}¡.,,1 definidos en U, tal que w¡;(P) =O 

Demostración.- Sea {e¡} base ortonormal de T,,M y U una vecindad normal de 
p (ver def 24 cap 2). Entonces, parn cada q E U existe una única geodésica a qnc 
une a p con q, por la cual tra..~ladamos paralelamente los vectores {e¡}, haciendo 
esto pura cada qEU obtenem1,.; una familia de marcos ort.onormalcs {c¡}i=l con la 
propiedcad i;iguicntc: 
para 11 E TpM si a es la geodésica adaptada a u, entonces, '1 ve; = O pues e¡ por 
definición es paralelo a lo largo de a, Juego, w¡¡( u) = ('il ve;, e¡) = {O, e¡) = O, para 

o 

o 

toda uETpM O 

Proposición 2.- •h y \I!k cumplen la relación d<h == wk-1 + 2g(k':;rf"iI/k. · 
Demostración.- Primero calculemos d<I>k: 

d~k = 
2(p-k} 1' • 2(p-k) 2(p-k) p . 

= ¿ C(¡¡du¡I /\ O¡; /\ n~~~-l +E t(i)uit( L dO;, /\ O¡j )( /\ n;~~-l) 
(i) i=2 j=p-k+ L ' (i) r=2 j=2 j=p-k+I ' 

2(p-k} p . 1' • 
- " . . ( /\ O·)( " (-1)r-p+k-1dn~··-I /\ n~·;-1) ¿,, C(1)U11 1; /..J 12, '2; ' 

{i) j='l r=p-k+I ;"~;;-1 

·agrupando en el segundo término tenemos: 

d<I>k = 
2(p-k) p . 2(p-k} p . 

E E(;¡clu¡1 /\ O;; /\ n;o~-· +(2p-2k-1) E cc;¡u¡1 dO;, /\ O¡; /\ o;:~- 1 

(i) j=2 j=p-k+l 
2

' (i) . j=3 j=p-k+I J 

2(¡i-k) p . p . 
- E <¡;¡u;1 ( /\ o,.;)( E (-ir-,,+k-1dn;::-• /\ o:.::"' 1

), 

(i) f=2 r=p-k+I i=~;;-1 

usando las fórmulas (1}, (3} y (4) para dO;,., clu¡; y do~:~-· y agrupando los términos 
que no contienen a tU¡j, se tiene: 

d<I!k = 
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2(p-k) p . 2(p-k) ,, . 

2: <(i) /\ O;; /\ n:~,.-, + (2p - 21: - 1) 2:: u¡, 1ti.íl::~ /\ O; /\ O'?i-l 
(i) J"'l J"'p-k·H ,, /1 j=3 'f'-'p·-k-1 ••; 

= 1I1k-1 + (2p - 2k - l)Lk, 

que es intrínseco, por otro lado, dih - ('1.tk-1 + (2p - 2k - l)Lk) contiene sólo 
términos con w¡i, y por el lema anterior podemos escoger { c;}i'=t en una vecindad 
de p tal que w;¡(JI) =-=O, pura cada ¡i E J\.f, ¡¡orlo cual: 

d<I>k==Wk-t+(2p-2k-1)Lk. - - - - - - - (5) 
Introducimos ahora las siguientes !lbreviacioncs: 

. 2(11-k) p . 
Pk ="((¡¡u~ íl'.' /\ O¡ /\ fl'.';-•, ú ll 1l J l:1j 

(i) j=3 i=p-k+l 

. 2(p-k) p .. 

.... " íl'ª /\ o /\ n'»-1 
""k = 0 C(;¡u¡1 u¡. ¡ i; ¡ . , 

(i) • i=3 i=p-k+I 2' 

. 2(p-k) 1' • 
T1: = "u~ n•.1 " O;. /\ n'.•1-1 1-.J 'ª •:1 , , , . •2j • 

(i) . i=3 J=p-k+l 

n 

Utilizando el hecho L: u¡u¡ = 1, se tiene: 
i=l 

. . 2(p-k) p • 
P - ~ (1 2 i 2 ) n•1 /\ o /\ n••;-1 k - L., C(i) - tL¡ - U¡ - •• • - U¡ i ¡. i . 

(i) • 1 
n 

2 i=3 J i=p-k+l ., 

:: 'l!k - Pk - 2(p - k -1m, - 2kPk, 

y entonces: 

n 
Usando ahora L: u;O¡ =O de la fórmula (2), y de l!l definición de Eki se tiene: 

i=l 
. 2(p-k) p . 

Ek=LE(;¡u;,n~· (-u,1 0;1 - ... uZo;1 ... -u;2,0;2,)( /\ 0,.1)( /\ n;:~- 1 ) 
(i) • i=4 i=p-k+I 1 

= -Tk - Ek(2k + 1) - O 

y con esto, T1: = 2(k + l)Ek de donde 

Ek = 2tZt1). - - - - - - - - - - - - - - (7) 

De la definición de Lk, se observa Lk :::: Pk +O+ Ek(Z(p - k - 1)) +O, es decir: 
Lk = Pk + 2(p - k - l)Ek. - - - - - - - - - (8) 

Para termin!lr substituimos (8) en (5), y obtenemos: 

di'Q1: = 'l!k-1 + (2p- 2k - l){P1: + 2(p - k - l)Ek}, 

y usando ahora (7). : 

dif»::::: '11k-i + (2¡1 - 2k - l){Pk + 2 (2'{¡:-~;flrk}, 
es decir, 

d<Pk == Wk-1 + t'if¿~_fi)l{2(k + l)P1: + 2(¡i - k - l)T¡J, 
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ESTA TESIS NO BEBE 
por (G) terminarnos con: SALIR DE LA BIBLllTECA 

• !:.,, m 2"'+ 1 (1:·11)/:(k-l)···lk-m+l) 
Corolario.- f['k = L (-1) '(2p-2f=if .. (1¡,-.-:'.2fk=-;~Fi)d•lik-m· 

m=O 

Demostración.- De I¡¡, proposición tenemos: 

% = (d•I>k - '1'1,-1)( 2:,~\"P-r) == (d•I!k - (cl•.h-1 - IJ1k--2) 2:,~;(k~lf)J¿1)( 2:,~ii/~ 1 ) 
y recursivamente, tenemos el resultado. 

p-1 
D fi .. ' 1 • ~ TI - ..L '"" (-l)m -··-· 1 <I> e n1c1on ... ca - "' ¡_, 2.+ .. ml 1.3 ..... (2p_ 2,,._ 1¡ "" 

m=O 

Observamos: 

rr = ..L p~l(-l)m+p-1 r+'!:',f!'-ll(r-2)::..:11?-m+l)<I> 
irP .t.,., 2'PPf¡.3.,,.{2m+-rr-- p-l-1111 

m=O 

y recordando íl = (-l)P- 1 ~, .. ~c;;:¡Wp-I> hemos probado: 

Proposición 3.· 

íl = dIT. 

§3 LA VARIEDAD M 

Es conveniente en este momento, enunciar con precisión el teorema que nos 
ocupa en éste capítulo. 

Teorema ( Gauss-Bonet) 

Sea J..1"' una variedad Riemanniana, cerrada, orientable de dimensión n = 2p, 
entonces' se tiene 

( íl=x(M). 
Íu 

Para construir la variedad M contenida en T1A1, consideremos: 

Definición 2.- Sea v: M -t T M un campo vectorial suave. v es no degenerado 
en z un cero de v, si para: 

i'í = <ftpovoip-1:ip(U) -• ~f', 
donde (rp, U) unn. carta coordenada tal que z E U¡ se tiene que, la transformación 
lineal díi<p(z) es no singular 

Observación.· Usando que los cambios de coordcnndns son difcomorfismos, se 
puede ver que esta definición no dupm1<le de In pnrnmctrización rp. 

3!) 

o 

o· 
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Observación.- Se i;i¡:11e: z es un cero aislado de t1. 

Definición t ~\.- Sea f: ld --• N nplicnci6n a11nve c11f.re varicd11cles 1 fes lransversal 
a la subvariedarl Z C N si: 

para cada xE ¡-1(Z). 

J,cma 1.- Un rnmpo t1: ¡\f -• T1\f es transversal a la sección cero, si y solo si, t1 

tiene ceros no de¡:enera<los. 

Demostración.- Sea M0 = { ( q, O) E TM} la sección cero. Primeramente observa
mos que los ccffos ele ti son los puntos do t1- 1 (1'10 ). Sea z un cero de 11, consideremos: 

ií = d)?Ot1ocp- 1:\?(U)-•H" y 
v:U-•T~" dada por v(x) = (x,ií(x)), 

tenemos (usando dip.): 
Im(dvz) + T(z,o¡Mo == T(z,o¡TM <{:==> Irn(dul'(•)) + T¡.p(:),o)~" x {O}== T(.,.,(z}.o)T~" 
por esto, probaremos que dií'i'(•) es no singular si y solo si 

=>) 
Im(dV<p(zj) + T¡.,,,(z),o)IT1" x {O} = T(l'(•),o)T~". 

como diícp(z) es no singular, se ~ienc que clucp(z) es no singular (así <lim Im(du<p(z)) = 
n)) Y 

Im( dücp(zj) nT(•p(z},o)~" x {O}= { ((rp(z), O), dií10(•) (w)) jdií..,¡ .. ¡ (w) ==O}== { ( ( cp(z ), O), O)} 
y por Jo tanto tenemos: 

*=) 
Im( cW,p(zJ) (f) T(<p(z),o)íl" X {O} = T(.,,(z),o)T~" . 

si tenemos: 
Jm(clv..,(.:)} + T(<;:>(z)>O)íl" x {O}= T(l'(z),o)T~" 

entonces, {wldií.,,(zJ(w) =O}= {O} y por lo tanto dií'P(•) es no singular 

J,ematt 2.- Sea Af una variedad compacta y conexa, <I>: N-. Af un difcomorfismo 
entre variedades. Si '11: N -• Af difcrenciable, es suficientemente cercana a <I>, en el 
sentido 0 1, entonces '11 es también un difcomorfismo. 

Demostración.- d•I> es no singuln.r en todos los puntos, si '11 es suficientemente 
cercana a <I> en el sentido C 1, tendremos que dw también es no singular. Entonces 
IJ! es localmente inyectiva y mnnda itbiertos en abiertos por el teorema ele la función 
inversa; y como Af es compacta, manda cerrados en cerrados. Por la conexidad ele 
M, '11(A1) = .M. Sólo falta mostrar que '11 <!S globalmente inyectiva; supongamos 
que no, entonces existe una sucesión { IJt 11} tal que '11 n _. <I> en la topología e 1 y 
dos sucesiones <le puntos { q,,} y { q:,}, tales que W n ( q,.) == 1I! n ( q:.J y q" ':f q:, i p,or 
la compacidad de Af y tomando subsucesiones adecuadas q,. -• q y q:, -• q', por 
la continuidad ele <I> se tiene <I!(q) = cI>(q'), y entonces q == q1

, y paran suficientc
m<'nte grande qn Y- c1:, están en una sola vecindad en la cu;il '1! n es inyectiva; l'Sta 

o 

contradicción muestra la inycctivi<lad de '11 O 

t 1•cr {GuiJJJ Capítulo 1 §5 , 

tt l't:r {Scl1J c11¡,ftulo V ¡, .- -.. ·: - -' ,-
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Corol:1rlo :1 h Demostr::ciém.- Sca lif compacta, <I•: lif -• N difercnci<1 hlc e 
inyect.ivn y 1J1: Ji{-• N clifrrcnciablc, locnlmentc inyectiva y sufickntcmcntc ccrrnna 
en e 1 n <li i entonces, '11 es ¡;lohnlmente inyectiva. o 

J,nma t 3.- Sea Ji,[ una variedad compacta, TA! sn haz tan¡~cntc con 11": TJH -• M 
la proyección canónica. Consideremos ~ el conjnnlo de :tplicacioncs diforcnciablcs 
{F:A:f -t TM} COll la topolo¡;ía C00 y re~ las sw:ioncs lisas de TM (i.e. los 
campos vectoriales sobre i\f). Sea G el grupo de difeomorfismos <le lif en Af. Sea 
0 C ~un subconjunto denso de ~¡ supongamos que 8 es G-invariante (i.e. si g E G 
entonces f og E 8 V f E 8). Entonces: r n 0 /: 0. 
Demostración.- Por el lema 2, toda función diferencinble Af -• M suficientemente 
cercana a In. identidad es un elemento de G. Así, existe una vecindad U de la sección 
cero (Vo:M-+ TM, V0 (x) = (x,O)) en~. tal que, si f E U, entonces r.of E G. 
Como. 8 es densa en ~. existe F E 0 n U. 1í o F es un difcomorfismo, por lo 
cual dFx: Tx.M -> T¡."(x)T ¡\,[ es inyectiva pnrn cada x E lif, es decir dFx es no 
singular y por lo tanto localmente iny.:ctiva¡ por el corolario a In demostración 
anterior, en vista de que es suficientemente cerrnna n V0 , In cual es inyectiva, y 
M es compacta, concluimos: F: Af -1 F(J.1) es una biyección, es decir F es una 
inmersión y 1flF(M): F(M)-1 Mes un difcomorfismo. Tenemos (1íoF)- 1 = g E G y 
por lo tanto: V= Fog E 0 por ser 8 G-invnriante y se tiene 1fol' = ld de donde 
V ET y con lo cual r n 0 f- 0. o 
Definición 4.- Sean f, g: M---+ N aplicaciones suaves entre variedades (sea N mc
trizabfe), y sea ó(x) una función real, continua, positiva, definida <'ll 1\1. Entonces 
g es una ó-aproximación de f si: 

d(f(x),g(x)) < ó(x) para toda xE M 

Omitiremos la demostración ele! si¡¡uiente teorema, y nos referimos a [Mil 2] 
{teorema 1.35): 

Teorema de Transversaliclad de R. Thom 

Sea/: M" -> NP diforcnciable; sen zp-q e N, una subvnriedad cerr<tda de N. 
Sea ó una función continua positiva en Af, entonces existe g: 1i1 -1 N tal que: 

i) g es una ó-aproximación de f 
ii) g es· transversal n: Z. 

Corolario.-tt Dada Af una variedad compacta, existe un·campo vectorial V sobre 
J.1, con singularidades no degeneradas. 

Dcmostr~ción.- El teorema de transversalidad de Thom, nos dice en términos del 
lema 3 que, 0 el conjunto de las aplicaciones lisas de M en TA! transversales a la 
sección cero es un subconjunto denso de J¡ aplicando el lema 3, tenemos que existe 
una sección transversal n la sección cero, y por el lema. 1, es

0 

un campo vectorial con 
singularidades no degeneradas. O 

t 1·cr {Od1] AJ1é11clicc I Proposición I.l 

tt \'~r (Oc11} §2 Lema 1 y Apé11<1icc l (1.2) 
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Consideremos 1il10ra, 1m tnl rampo vcr.torinl V, cuyo~ ceros scrñn aislados. 
Como 111 es compacta, el conjunto de ceros o singularidades E de V es un conjunto 
finito de puntos de 111 y es por tanto un cerrado de M. 

Definimos nhora: 
V:M-E-+T¡M 

pr-•1~1 
el cual sigue siendo un campo vectorial suave, así !vi"= Y(111-E) será una subva
riedad de T1M difcomorfa a M-E (por ser V una sección de T1M, con 11'1M· y V. 
como difcomorfismos), sea finalmente M = xr la cerradura de 111· en T¡lvf. 

Observamos que 111-E, difiere de 111 por un conjunto de medida cero (ele hecho 

finito), lo mismo Af" de M, por lo cual tenemos: 

l.f íl = lf-E íl = l1• o• = IJ íl°. 

Nos ocuparemos, por un momento de ver como es 11'(BM). 

Afirmación.- 11'(BM) e E. 
o o 

Para M el interior de M se tiene 11'(M) J M - E, pues dado x E M - E, 
como E es cerrada en 111, existe W abierto de Af contenido en Af-E, por lo tanto, 

o 

'1'- 1 l;¡(W) es un abierto que contiene a 11'- 1¡M(x), es decir, 11'- 1lif(x) E M, con lo 
o 

cual, x E 11'(M), así 11'(8M) e E. 

§4 LA INTEGRAL SOBRE M Y BM 

A r.ontinuación enunciamos el Teorema de Stokes, del cual omitimos la de
mostración por tratarse de un tema que desviaría nuestra atención del concepto de 

0

curvatur!I,. Se 
0

puede encontrar. una <lemostracion en [Spi] (Teorema 5-5) 

Teorema (Stokcs) 

Si :M en una variedad m-dimcnsional, orientada, compacta (con frontera) y w 
una (k - 1)-forma en M, entonces 

r dw:::: r w. 
jM ÍoM 

Hasta el momento nuestro problema es evaluar In integral 
fifíl=fiJdIT 

la cual, por el teorema ele Stokcs es: 

Íhí íl = Íoii TI¡ 
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nhorn nuestro prohlcma. se hn. reducido a nnnliznr DM y evaluar In integral corres
pondiente. Pero nntes. 

Sean Af, N varicclu.dcs orientadas, n-climcnsionnlcs (sin frontern), J: lvf -• N 
difcrenciable, AJ es compacta y N couexn, sea x E Af punto regular <le f, entonces 
df,,: T-x.111-> T¡(:} es isomorfismo entre espacios vectoriales orientados¡ se define d 
signo de df "' sign el[" como 1 ó -1. según df" preserve o invi~rtn In orientación¡ 
esto da origen a la siguiente: 

Definición 5.- el grado de f dcg festa definido de la forma siguiente: 
primero consideramos, 

deg(f¡y):::: ¿ signdf,, parn y EN valor regular, 
zE/-•(y) 

se muestra (ver [Mil lj §5 Teorema A), que dcg(f ¡y} no depende de y, con lo cual 
se define el grado de f como: 

dcg f "'° dcg(f¡ y) para y E M algún valor regular. 

Definició!l 6.- S.en. U e íln un nbierto y v: U-• ~n un campo vectorial, con un 
cero aislado en z E U. Lit función: 

ii(x) :::: u*ffu es unn. función suave de§, (una esfera de radio e con 

centro en z) en §n-t. El gradot de ves llnmado el Índice i de 11 en el cero z. 
Definición 7.- Sea. v: Af"-> T J.;f un campo vectorial con ceros aislados, sea p E M 
un cero y U una. vecindad de p en ]IJ que no contenga otro cero de v, y contenida 
en el dominio de una parnmetrización ip. Se define el índice i de ven p, i'p(v) como 
el índice de dcpovocp- 1 :ip(U)-•~ 11 en cp(p). 

Observación.- El índice de v en p está bien definido¡ para lo cual nos referimos a 
[Mil lJ §6 Lema 1. 

Proposición 4.- El fndice de v, en un cero no degenerado es 1 ó -1. 

Para la demostración nos referimos a [Mil lj §6 Lema 4. 

Regresando a la variedad M tenew.os, para 7f: T1M-+ M la proyección: 
. 1r(DM) e {singularidades de V} == E¡ 

como las singularidades de V son aisladas tenemos: 

por lo cual, nos basta analizar 1f-1 lh{(P) para cada p E E. 

Proposición 5.- Sea p E D, entonce~ 7í- 11,w(p) es el ciclo Zp de los vectores unita
rios en '1/,Af, orientado positivament<i si el índice de V es positivo, o negativamente 
si es negativo. 

Observación.- Como J> E E es un cero no degenerado de V, entonces i(¡i) = ±1. 

Demostración.- Sea U una vecindad de p E AJ, tal que no contiene otro cero de 

t lns csfcrns Ja.~ orientemos como frontcrns de discos y son sin frontera, compnct..is Y ronc.xns 
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V y está contenida en el dominio de una paramctri11nr.i6n ~0. 

La contención Z¡i :::> 7f-
1 ¡AÍ (p) es clara, por lo tanto nos ocuparemos de In otra. 

Sea (w,¡>) E Z¡i, mostro.remos que existe una sucesión ele puntos en 

convergen n. (w,p), por ser M cerrada, tendremos (w,p) E 7f- 1¡M(p). 

Consideremos: 
V= dcpoVocp- 1:cp(U)-+ GR" 

~ 

M, que 

y 'ii = fvn de una esfera§< con centro en cp(¡>) en §"-1
; como el índice de V en pes 

distinto de cero (1 ó -1), tenemos que 'ii es suprayectivn (si no su grado sería cero), 
por lo tanto existe x, E§., tal que ü(xc) = dcp(w) E §11

-
1

, esto se puede hacer para 
€tan pequeña como se quiera0'on lo cual podemos obtener una ~cesión de ~ntos 
q< = cp-1(x,) E }.,f, tales que V(q,) = w, es decir una sucesión (l'(q,),q,) E M que 
conver¡;e a ( w, 1'). 

La orientaci6n nos la da el índice, pues este depende Je que v (o equivalente-
mente V) invierta o no la orientación. O 

Si denotamos Zr, al ciclo orientado positivamente, 

donde -Zp denota a Zp con la orientcción inversa. 

Corolario.- 11'(8M) =E. 

Demostración.- La contención e la observarnos al final de la sección anterior, y 
la otra. contención (:J) es consecuencia de la proposición de arriba. O 

Con lo anterior, es fácil evaluar la integral que nos ocupa. 

por lo cual basta conocer las integrales: 

el cálculo de las cuales será el objeto de la siguiente sección. 

§5 LA INTEGRAL SODRE Zp 

Nuestro problema ahora es evaluar las inte¡.r,ralcs 
J z TI con ¡1 E E. 

r 
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2(p- ut) p . 

Observemos que <I>m = ¿ C(i)tli, ( /\ º•;) ( /\ n~:~··I) parn m =! o es 
(i) j=o2 jcop-m+I 1 

t . 'd z 1 r ni,; .. ¡ t . 'd z . 1 cero res rmg1 a n 1,, pues ns 1ormns i,; son cero res nng1 as a 'r• en v1sla (e 

que son las inducidas por las n~:;-• en M y z,, e n- 1 ¡1 .. M (p), luego: 
p-1 

f zp rr = Íz,. r.\ 2: (--1)m 2,.+mm11.3 .. ~ .. ¡2,,-2.;,-=q<I'"' 
m=O 

= J ---~,<I>o Zr 1r1•2r1.3.,,,.12p-l¡ 

n . 
donde, podemos escribir <1> 0 = (2p- 1)! 2:::(-1)' 01 ... O¡_¡u¡O¡+l ... 02p; por esto 

ioo 1 
basta evaluar 

n 
Proposición 6.- 1¡ = 2.::(-1)¡01 ••• 0;_ 1u,0¡+ 1 ... 02,,, es In forma de volumen de 

i=l 

n 
Demostración.- Sea q = ¿ U¡C¡ E z,. e 1~,~M, y {v¡, ••. ,Vn--1} bnse positiva, 

i=l 
ortonormal de TqZp(!:::: TpM). Por la forma en que se definió la orientación de Zp 

tenemos, { q, V¡, •.• , v11_¡} es base orlonormal de TpJ.'1, así 1 = det 

liando por el primer renglón, tenemos: 
V11 

n 

l==l:(-l)"u¡det : 
i=l 

V1 i-1 V¡ i+l 

q 

lln-11 Vn-1 i-1 lln-1 i+l lln-1 n 

desnrro-

usando O; = du; + I: tljWji1 como en z~ w;; = o (por la misma razón que las n;.), 
j 

n 
se tiene U;= iltt; en Zp, es decir, v; = I: O;(u¡)c;, entonces: 

. . i=l 

01(ui) º•-1(11¡) 
n . 

1 = I: ( -1) 'u¡ det 
i=l 

n 

= l:(-l) 10 0¡ ... 0¡_1u¡O¡+l ... 0~(11¡, ... ,11n-d 
i=l 

= 17(t11 1 ••• 1 Vn-t) 

es decir, 17 aplicada a bases ortonormnles positivas es igual a 1, por lo tanto 17 es la 
forma de volumen en Zp. O 

Como Zp es un esfera unitaria en T1,!lf, tenemos, por lo tanto: 



f 17 = vol(§") 
Zr 

y como po<lemos ver en [Cour] volumen 2, capítulo 4, sección 11, inciso b¡ se tiene 
vol(§") = ·d~)i •con lo cual: 

Ízr 11 = Íz. rr>2r1-a~--(2p-1)<I>o = 
__ (2,,-111 J - ~(2p-l)l - 1 
!rP21'1·342J'-l) Zp T/ - irP2Pl·3:::'('2p=-i) --

y finnhnente: 

hr rr = I: ir(i'). 
pEi; 

Para terminar enunciamos sin demostración el siguen te Teorema t. 
Teorema ele Poincaré-Hopf 

Sen. 1vf" unn. vnrieda<l compacta, V un campo vectorial suave en lvf con ceros 
aislados :E, entonces, la suma de los índices de los ceros de V es igunl n. In. cnrnc

terfsticn. de Euler t de J..f. Es decir, 

n 

L ip(V) = x(M)'~¡ 2)-1),.rang H;(M) 
pED j=O 

Finalmente podemos evaluar: 

1 o= 1~ rr = L ip(V) = x(M), 
M M pEil 

con lo cual, terminamos la prueba del 'rcorema de Gn.uss-Bonet. 

t ver {Mil 1/ §ti 'lcomna cfo Poi11c11ré-I!opf 

f aquf Íl;(J..f) c/cuola el j-ésimo grupo de Jwmo/ogfn de J..1 
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