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INTRODUCCION

Bl presente documento pretende presentar un modelo de apli-
cacibn de la teorfa de colas, donde el comin denominador es

la espera,

En todo sistena existen dos grandes clases de costos, el rg
ferente al tiempo de espera de un servicio y el asociado al
conguno de recursos que requiere ese servicio.

Pars ilustrar esta situacidn se considera el problema de un
abasteciniento de gasolina "Gasolinera™ y el posible incre~
mento de su servicio, donde se tiens por objetive exvlorar,
conocer y comparsr varias situaciones del sistema de gasoli
nera y conseguir una optimizacidn,

38 plantea un modelo para cuantificar uns 1fnea de espera y
as{ poder producir resultados dptimos, estos con respecto a
1a naturaleza de las llegadas de los clientez, el tiempo de
servicio, el nimero de servidores y la estructura del sis =
tema.

La teoria de colas €3 una rama de la matemdtica aplicada -
qua utiliza distintos oprocesos de probebilidad y estadfsti-
cag para su desarrollo.



En este enfoque se exige que las llegadas al servicio gsigan
una distribucidn Poisson y Tiempos de servicio exnonencial,
satisfaciendo estas restriciones el problems ve reduce a

la Teorfa bdsica de colas y a un proceso de sustitucién den-

tro de las formulas derivadas,

Se tiene como objativo hacer notar cue un estudio de la teo~
ria de colas puede proporcionar elamentos de informacidn pa-
ra el andlisis y apoyo en la toma de decisiones,



CAPITULO I

ANALISIS DEL MODELO DSL SISTEMA

1.1 ASPECTOS DEL MODELO DEL SISTEMA.

Un concepto bésico en el andlisis de un proceso de colas
es el modelo del aistema,Bn este se d4 la descripeifn de _
un sistema gque proporcione una base suficiente para prede-
cir su comportamiento,

El andlisis se hard descridiendo el procedimiento del ser-

vicio as{ como el ambiente y recursos con nue cuenta la ga
solinera..

Para la apertura de una gasolinera, PEMEX elaboré un estu~
dio del medio donde se localizard ésta, toma en cuenta si
realmente es necesaria su ubicacién en ese determinado lu
gar,dependiendo del nimero de gasolineras que se encuen =~
tran alrededor del lugar,as{ come la distancia que existe
entre ellas y si en ellas hay suficiente abastecimiento,
toma también en cuenta las caracteristicas del terrenoc don
de se pretende gu ubicacibn, ete,

Si el andlisis que elabord determina que tanto su ubica =
ci6n como las caracteristices del medio es necesaria su a-

pertura , se sestablece un convenio de concesién,

TEMBX elabord el disefio de ubicacién y 8l tipo de bombas



necesarias para la instalacidn, as{ cono los medios para la_
preveacién de accidentes., Je deturnina la capacidad en volu~

men de litros y el tipo de abastecimniento.

En 1a gasolinera donde se realizb el andlisis, el disefio de_
la extructura se hizo hace nés de 15 ai0os y es el que perma-
nece en la actualidad, sin heberse hecho ninguna modifica--
cidn. Por sste razfén los concesionarios de la gasolinera con-
templan la posibilidad de agregar un médulo mds de bombas y

remodelar su extructura,

La gasolinera cusenta con las siguientes caracteristicas,

UBICACION

El estableciniento se encuentra entre las siguientes

avenidag:

Norte Av, Ramos Millédn, Eje vial cinco sur.

Sentido este a oeste,

Sur Calle Monosabio
Sentido doble.

Eate Av, Cunbrss de Maltrata.
Sentido doble,

Oeste Calle Sutano.
Sentido doble,



Se observa que por la ubicaciébn de la gasolinera, la entrada
y las salidas se encuentran con direccién a las avenidas més
transitadas siguiendo el sentido de &stas. Las avenidas Ra-

mos Millédn y Cumbres de Maltrata son las avenidas en las que

se observa mayor trédnsito de vehiculos,

LLEGADAS Y SALIDAS DE VEHICULOS.

La 1llegada de los vehiculos a la gasolinera es de la si-
guiente formas

Todos ios vehfculos entran nor la esquina que forman las
avenidas Combres de Maltrata y Ramos Hillén.,

Al entrar los vehfculos a la gasolinera se dirigen hacia
cualquiera de los dos un6dulos de bombas.

El médulo I tiene cuatro carriles de acceso con salida _
hacia la avenida Ramos “4illén.,

El médulo II tiene también cuatro carriles de acceso con
galida hacia la avenida .Cumbres de Maltrata.

Por facilidad y mnejor manejo de la infornacidén se han to
mado por separado los an6dulos, nombréndose Médulo I y

¥édulo II como anteriormente se nencion§.

TiP0 DE SERVICIO

En general para toda la gasolinera existen cinco tanques
de 20 900 litro: cada uno, que abastecen a todas las bom

bas de la gasolinera.



El abastecimiento de combustible queé realiza PIVMEX es de
dos pipas de 20,0000 litros diaries y en algunas ocacio-

nes una adicional.

Bxisten dos tipos de bombas dentro de la gasolinera, de_
una sola pistola, la cual solo da servicioc a un solo ve-
hfculo y de doble pistola las cuales atienden a dos vehf

culos a la vez,

PERSONAL
En esta gasolinara existen tres turnos de trabajo para

la atencién al pdblico, que son los siguientes,

Matutino 6:30 & 14:30 hrs,
Vespertino 14:30 a 22:30 hrs,

Nocturno 22:30 a 6:30 hrs,

En total se cuenta con ocho servidores por turno de tra-
bajo, para 1os servidores existe un dia de descanso, el_
cual lo turnan entre ellos, quedando solo seis servido:_

res, o8to sucede para los turnos matutino y vespertino,

Para el turno nocturno solo se traebaja en un solo médu-
lo y es atendido por dos servidores. Para este turno no_
se tiene ningin problema de formacién de colas por lo
tanto no se piensa en ninguna modificacién,ni en perso <

nal ni en el servicio,



Para cada médulo se tiene la siguiente descripcién:

Modulo I
- Cuatro carriles de acceso,
~ Dos bombas con pietola normal,
-~ Dos bombas con pistola doble,
- Tres a cuatro servidores en turno Matutino y Vespertino

Modulo II
- Cuatro carriles de acceso.
- Dos bombas con pistols normal.
- Dos bombas con pistola doble.,

« Dos a tres servidores en los dos primeros turnos.

Ie gasolinera cuenta con servicios adicionales que se atien
den dentro de los mismos carriles de acceso que son 3 aire,
agua, aceite , abc, Y con servicios de cambio de aceite y

servicio fuersas de la Area del servicio de gasolina,

En el endlisis que se desarrollo se observa que la hora en
que més se forman las<colas es en la maflana de 7:30 a 9:30
y en las tardes de 18:30 a 20:00 hrsa.

La obtencién de la informacién captade fue de 8:00 a 10:00
hrs quedando dentro de uno de los horarios en los cuales se

llega a la formaocidén de c¢olas.

En la siguiente figura se muestra la ubicacion y estructura
de la gasolinera,
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1.2 PRORLEMATICA DETECTADA.

Con las condiciones actuales de la gasolinera y con la infor
macién captada de llegadas y tiempos de servicio se realiza-
réd una aplicacién para el modelo-de colas. Para este estudis
se toma en cuenta la solicitud del concesionario para anfli-
zar una posible ampliacién a un médulo més de bombas y cono-

cer la situacibn del servicio con csta ampliacién.

En el andlisis que se realizb se observa gue la demanda del
servicio es mayor en el médulo I, se detecta que este pro _

blema se debe a que la avenida a cual tiene salida es la ma-

yor transitada,

Este problema se debe a que los vehiculos que transitan 80 =
bre lms avenidas al entrar a la gasolinera desean salir ha -
cia esa misma avenida, fSsto ocaciona que en el modulo I se _
forme una cola numerosa dentro de las hofas pico de servicio
¥y que algunas veces llega a obstruir el tréfico de las aveni
das, Por otro lado los clientes que observan este problema

desisten de tomar servicio.

En el caso del mbdule LI hey ocaciones que se encuentra con
muy pocos vehfculos e inclugo vacio. Aquf se hace notorio el
tiempo de espexa de los clientes en el médulo I y el tienmpo

ocioso de los servidores del mdédulo II.

Teniendose el problema de los dos grandes costos, el social

y el de los recursos del servicio,



Como anteriormente se hadbfa mencionsdo se tiene cuatro bom-
bas con un total de seis pistolas las cuales son atendides
por tres o cuatro servidores, en este cmso se desperdician
recursos del servicio, Fl problema de esta situacién es que
las bombas se encuentran ubicadas al final del carril de >
acceso y juntas,no permitiendo que se puedan atender a otros

vehiculos.

A través de la teorfa de colas se tratard de conocer y anf-
ligar la situacifn en la que se encuentra actualmente la ga
solinera con el mimero de médulos y servidores que atienden

é=ta, comparando distintas situaciones.

Bl mismo procedimiento se seguird para conocer la situacién
de ampliar la gasolinera a un mbédulo mis, y pés tarde poder
determinar si es necesario su adquisicién para satisfacer _

las nscesidades.
Dentro del procedimento se versn los siguientes puntos:

- El ndmero de servidores que deben atender la gasolinersa,

variando el ndmero,
~Los recursos disponibles para un adecuado consumo de estos,

- El ambiente adecuczdo para el sistema.

10



CAPITULO II

METODOLOGIA DE LOS MODELOS DE TEORIA DE COLAS

2.1 TEORIA DE COLAS,

La formacién de colas o lineas de espera es un fenémeno que_
se presenta cuando la demanda de un servicio es mayor que la
capacidad de proporcionar ese servicio, es decir hay ocasio-
nes en que llegan més clientes de los que pueden atenderse _

en un momento dado y algunos clientes deben esperar el servi

cio.

Ia estructura bAsica de una cola esta constituida por c¢lien-
tes que requieren un servicio y los servidores que propor -

cionan dicho servicio.
La teoria de colas es una rama de las matemAticas apliceadas
que utiliza distintos procesos de probabilidad y estadfstica

para su desarrollo, teniendo los siguientes objetivos:

- Caracterizar cuantitativamente y cualitativamente unsa

cola,

- Poder determinar un balence entr: el tiempo de espera

Y log costos relacionados al consumo de los recursos.

11



Caracteristices de las colas.

Una cola se caracteriza por su tamafio, ¢s decir por el nims
ro méximo de clientes que pueds contener.

Ias colas pueden ser?

- PFinitas (también llemadas .limitadas) usualmente

implican un conjunto contable pequefio.

- Infinitas (o ilimitadas) eh eSte se requiere de un

gran conjunto o un conjunto impredecible.

Dado que los cdlculos son mis fAciles para el caso infinito
anenudo se hace estd suposicién pesra un conjunto finito re-
almente grande, ya que el tratar cim una cota sup:rior dea

este tipo serfa un factor de complicacién en el andlisig,

Proceso bésico de las colas.

En la mayor parte de los modelos de colas se sigue un mode~
lo bdsico, que es el siguiente"

- Fuente de entrada

~ Mecanismo de servicio
- Disciplina eh la cola,

12



Puente de entrada

La manera mnds usual de

describir la fuente de entrada o

patrén de llegadas es mediante intervalos de tiempo, en-

tre cada una de les llegadas, siundo estos intervalos su

cesivos.

Lon patrénes de llegadas pueden ser:

- llegadas regulares.-

En este tipo de llegadas, los cli
tes llegan uno a uno en instantes
de tiempo iguélmente egpaciados,es
decir el tiempo entre llegadas es

constante,

- Llsgadas aleatorias.~En estas los clientes se comportan

= llegadas regulares
con inpuntualidad .-

todos uno independiente de otro,_
cuando lms llegadas varian aleato
rismente es necesario definir la

funcibn de probabilidad de los ti

empos entre llegadas

Este caso es cuando los clientes
tienen citas para llegar en ine-
tervalos igualmente espaciados pe

ro son impuntuales.

Y pueden existir otras fuentes de llegadas que pueden sur-

gir en las aplicaciones pero de hecho, las llegadas aleato-

rias y regulras son las mds comines en el trabajo matemfti-

co,

13



Mecanismo de servicio.

£1 mecanismo de servicio consiste en la forma en que se dis-

tribuye el servicios:

Este mecanismo consiste de:

- Tiempo de servicio.
~ Capacidad del sistema ¢
- Disponibilidad.

Tiempo de servicio,

El tiemno de servicio es en el cuél se d4 un servicio a

un cliente, En casi todos los casos se supone que los ti
empos de servicio para diferentes clientes eon variables
aleatorias independientes, todas con la misma distribu-:
cidén de probabilided a &sta se le da nombre ds distribu
c¢ién de los tiempos de servicio.

Las ‘distribuciones més cominments usadas son las siguientes?
~ Tiempos de servicio constantes
~ Tiempos de serveio exponencial

- Tiempos de serviclo estacionarios.

Para la aplicacidn que se realizd en este trabajo se utiliza

tiempos de servicio exponencisl que mids adelante se tratinr4,

14



Capacidad del sistema,

Aquf se define el nimero méximo de cliexntes que pueden -
ser atendidos simultéheamente, es decir la forma en que
podrén ser atendidos los clientes,

Esto dependiendo del servicio y la disponibilidad del ser
vicio, pueden ocuparse un servidor ¢ varios sefyvidores,

Disponibilidad.

Para 1z disponibilidad ez necesario describir y estable -
cer las facilidades del servicio, asf como las restric -
ciones que podrian reducir el nudmero de clientes que pue

den atenderse por debajo de la capscidad del sistema,

DPisciplina de la cola.

Ta disciplina en la cola es el orden : . en que se seleoc-
ciona 1log miembros de la cola para que puedan recibir su
servicio, las diferentes formas de disciplinas en la co-

la son las siguientes:
- Disciplina del primero en entrar el primero en salir,

Ocurre cuando los clientes que llegan se reunen en el
orden de tiempo en que llegan pero se ofrece el servi-

clo al cliente que ha esperado el méximo de tiempo,

15



- Disciplina del dltimo en entrar primero en salir,

Cuando los clientes forman una cole en el orden en que lle

gan pero se ofrece el servicio primero al que llega més re

cientemente.
-~ Disciplina aleatoria.

Esto significa que se hace una seleccibn entre todos los _
clientes, tenidndose igual oportunidad de ser elegidos,

Clasificacién de las colas,

Dado un sistema de sefvicio las colas pueden %tener las _
siguientes formas bésicas, que depende del mimero ds ser
vidores y el mimero de colas o lineas de espera que pres

" tan su servicio,.

- Una 1{nee de sspera un servidor.

Los clientes llegan a una cola donde e€s un s0l0 ser -

vidor el que presta el servicio,

- Miltiples lfneas -~ mdltiples servidores,
Los clientes escogen entre varias lineas para recibir
8l servicio,

-~ Estacién a estacidén o llegadas en serise.
Los clientes reciben parte de 'un gervicio en una cola
Y pasan a former parte de otra hasta terminar el servi

cio.

16



CLASIFICACION DE LAS COLAS
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2,2 MODsLO MATEMATICO Y DERIVACIONES.
La distribucién Poisson es un modelo imnortante no solo en
la teorfa de colas si no en muchos fenémenos de la fisica,

quianica, economfa, ingenieria y otras.

La distribucién Poisson se refiere a la ocurrencia de varia
bles aleatorias discretas gue toman valores en los enteros

no negativos en un intervalo dado.

las caracteristicas de un proceso Poisson serian las sigui-
sntes

1) El numero de ocurrencias en intervalos independien-
tes son valores de veriables aleatorias independien-
tes,

ii) La distribuoidn de las variables aleatorias que pro-
porciona el mimero de ocurrencias,depende de la lon-
gitud del intervelo y no de sus sxtremos,

iii) La dependencia que se menciona en el postulado pre=~
cedente es de proporcionalidad o gsea la probabilidad
de obtener exactamente unsz ocurrencia en un interva-
lo dado es directamente proporeional a la longitud
de este intervalo.

iv) L

o

probabilidad de obtener dos o més ocurrencias en
un intervalo suficientemente pequefio e¢s desprecia -
bls.

En base a las ' caracteristicas expresad:s se deduciréd la dis
tribucién Poisson. La finalidad que se tiene es la de detem-
ainar la probabilidad del numero de variacionss que ocurren

durante el intervalo (t).
18



Sea Pn{t) = P(xt=n) eee (1)
pal‘a n=0,1,2, eses s o

La probabilidad de tener n ocurrencias en el intervalo de

longitud ¢ .

- At -

. A "

t t +At

Considerando primero la probgbilidad de tener n ocurrencias

en el intervalo t + Nt .

Sea A igual al promedio de variaciones en un intervalo igual
a launidad , qus 68 1la constante de proporcionalidad que se

menciono en iii),

La probabilidad de una ocurrencia en +t es :
P (ag) =Aat
o0
st P (M) = 1~ P (At) = 2 P (At) veee(2)
0 1 n=2

«©
Por iv) si t es suficientemente pequefio 2. P (At)
n=Q

tiende a caro,

Por lo tanto
Po(At) =1 - Pi(At) vees(3)

19



Considerando el intervalo t +At la probabilidad de cero

arribos en ese intervalo es
Po(t +At) = Po(t)Po( t) vooe(4)

Esto nos dice que no existe ninguna ocurrencia en este inter
valo y esto solo puede ocurrir sinp. se tiene ninguna ocu: s

rrencia en t y ademés no ocurrse ninguna en el intervalo res

tante At,

Por i) Bse reconoce que son eventos independientes y se u-
tiliza la ley de multiplicacién dé probsbilidades,

Sustituyendo en (3) y (4)
By(t +b%) = Po(t)(i ~AAt)
= Pé({‘a) - Po(t))\At
Po(t +AE) - Po(t) = Po(t)AAt

Dividiendo entre A%

Po(t + % - Po(t))'=-;\Po(t)
At

Aplicando 1imite

mo ‘Po(t + t) - Po(t) .-:--.%%P:O— Po(t)

At

20



dpo(t) = -APo(t) .-..(5)
at

Resolviendo esta ecuacién diferencial por el método de sepa

reclén de variables.

AP (%) = -adt
dt

dLnPb(t) = -adt

Integrando
InPo(t)=-)\t‘+c 0005(6)

Se toma como condicién inicial para encontrar el valor de
la constante de integracién el hecho de que la probabilidad
de ninguna ocurrencia en un intervalo de longitud cero es
uno, es decir PO(O) =3

Sustituyendo en (6) podemos ver que ¢ = 0 y aplicando ex
ponencial a ésta ecuacién.

.=t
Po(t) =@

Gréficamente esta funcidn se representa

By (t)

Po(t) = e-kt

21



Generalizando para n ocurrencias en el intervalo t + ot.
Siguiendo el procedimiento anterior y analizando de cuantas

formas puede tener n ocurrencias en t + At ,esto es

X, +At =n

t
Se pueden tener X ocurrencias en t y n~X en t + At

X, =X ¢ X

t+£t'x1;°‘n-x X= 0,1,404sn

Ya con eventos, podemos calculart sus probabilidades

B (6 +ht) = & B (6) B (¢)
n-1
= L B A6)R, (6B, (86)F, (86)4E, (1)2, (5¢)
Por iv -0

Pn(t + At)

i

Pn-l (t )Pl (at) + Pn(t )PO (rt)

It

P (t)st + B (£)(2 -xat) Creee(8Y

Pn_l(t)}\At + Pn(t) -J\AtPn(t)

Yor 10 tanto

B,(t + ) - P_(t)
A%

Iim
At-0

22



Lim )P

(t) ~AP (t)
A0 n

~1

Para resolver este sistema se soluciona de la forma

-2t
P(t) = q(t)o

Y puesto que
dPﬁ(t) = >\Pn_1(t) - AP (t)

at

Sustituyendo B (t) y B, (¢) por la expresidn plantesda

B, (8) = @ B (8) = xq_,(t) o7 5M(E) F

at

Despejando qn(t)

qn(t ) = Pn(t )e>‘t

it

qn(t) Pn(t)eM; + Pn(t)e—m

- -\ t.
()an_l(t)e mn)tg(t o )e)s i)rn(t )e’\"'b

]

X6 =3 (1) d(e)e™

=23 ) =23 e ake)

23



= kg_l(t)

Por lo tanto
+_ .9
a, (B)*=\" ; (8)

. . ad <N\ Qyp 1o hE
Por:lo tanto si Pn(t) -}xn_l(t)e )&n(t)e

= qn(t)e-m - Ag(t )enM;

-

“ A
Si tenemos Po(t) = qo(t)a - . :pqo(t) =1

Si c'onsidergq'los n=1

q,(t) =)\g_1 (t)

4y (8) = Azpg, (8) = At

y sl
B(t) = q(8) ™"
P (6) = gy () o7"
B, (8) _ ate™®

Si n=2

Sa(t) = Aq_, (8)

= Ae Xg =>\2t@q2(t)= (&2_2
2

P,(t) = 2242 e‘)\t
2

B, (%) = gétzz o=

H
24



81 n=3

a,(t) = X ay(t)
_ -2t
Py(8) = q3('c)e
p.(8) = Qt)3 et
k)
3)
Con esto es claro que
9% = ()8
m
Por 1o temto B (t) = (t)° N n= 1,2, 000
ni

El nimero n de arribos es un intervalo de longitud t sigue

una distribuciébn FPoisson,

Distribucién exponencial.

Consideremos la distribucién de probabilidades de los inter

valos que forman dos arribos sucesivos,

Ser. £(t) la funcibn de Probabilidud de la variabls aleatoria t
Como consideramos que el ndmero de arribos sigue un proceso
Polsson, la probabilidad de que no se produgca ningdn arribo
eh el tiempo t es,
B () = O6)0% % = o
0!

La probabilidmd de que no produzca ningin arriwo en ¥

Bo(t) = (a45)07 M o o7
01
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Ta- probabilidad de que se produzca " cuando menos " un arri

o en t es?
1 - P (no ocurra ningdno)

1-P(t)=1-en"
0
Dividiendo 4 y haciendo kender t a cero tenemos

-4t
)

Lim -

(l -8 t) Eﬁf% (1-e
Ate 0— K

= Lim (At)
At+Q

Lim (o + e
= &1 "

Lim 1l

At 0

Por lo tento

£(t) = e“}t Iim (1 -8 t}: %e'ht
At -0 t

Bntonces la densidad de probabilidad de t es

£(t) =) e-)‘t con 0

t L4A%

La distribucién de los intervalos entre arribos sucesivos -~
que siguen la distribucibn Poisson sigue una distribucién

exvponencial,
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Con estos medios y conceptos que se han desarrollado es fé-
cil deducir las ecusclones y f6rmulas para el modelo de una

fila, servidores miltiples,

Relacionando las llegadas con la distribuciém Poisson de _
la siguiente manera:

Pn(At) = (Z;A'l‘[n e~ AAE

ni

Para el caso de n=1
Pl(At) = AAMS

Si la probabilidad de que més de un vehiculo en este caso
llegue a solicitar servicio durante A+ es tan pequefia, que _
puede pasar por alto, con esto podemos deducir gue la probe-
bilidad de que en el sistema no entre nungdn vehiculo duran-
te At es

1-xA%

De igual manera la probabilidsd de que ninguna unidad pida _
servicio durante At es

1-puht

Y la probebilidad de una partida durante A\ t se expresa me-
diante MAt.
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Tomando N elementos en el sist:ma y S canales de servicio,
se tendri para este .aodelo dos situaciones,

1) El ndmero de elementos en la fila de espsra y en servie_
cio es mayor que el nimero de canales de servicio (nysS),
la probabilided de une partida durante At es enton~_
ces SMAL,

2) El nmfmero de canales es mayor que el mimero de elemen=_

tos en el sistema ( S®n ) entonces.la probabilidad de

una partida es n/«mt.

Con estos datos es 2osible expresar la probebilidad de que _

en el sistema Haym n unidades en el tismpo t + ¢

Para el caso de I

Pn(t +A) = B (8)(1 =2A%)(1 / Sfiat) + Pn+1(t)(S/t{At)(1 =XAt)
+ B (8) (38)(1 - Suat) + B (8)(het)(S4s8)...

5i n=0 entonces Pn(t +At) = Po (t +At)

Donde Pn_l(t) sea definida,

Polt +At) = P(6)(1 =\at) (1 - Spat) + B (4)(at) (1 xat)

+ By(8) Gat) (5.a8)



Po(t+At) = Po(t)- Po(t)()\Mﬁ)-—Po(t)S/{A‘leo(t)Sﬂh(bt)z

+ B (5)(Sps) - Pl(t)S,ﬂ)(bt)2+Po(t)SffJ'-(&t)2

Dividiendo entre At

Po(t»w) ~ By (t) = =»p _(t) - P, (6 )sp+ i‘l(t)SM
At
Y si At-BO

P (t)(a+ S4) = Py ($)0M

rl'(t) =P (6)( 1 ~ 32\/_{_ )

Como anteriormente se hsbia visto dPn(t) =0
at

Deduciendo que
=4SP (8) +2B () + KB, (%) = O

Trasponiendo t&rminos

Paft)= ’3;)'\75 P () + P (4) + :_S%‘_{ P, 1 ()

Resolviendo para n=1

Py(t) = 2 By (6) + B (5) = 2P _(4)

SM SA
Sustituyendo
P(t)-P(t)(1+‘>.)

SH

Po(t)y = 2 {1~ _» 1P () +{1 (t) =~ 2 P (%
2 Si/{ %A° +& +l§ SH (%)
P(H«( \?P(t)+()\ )P(t)+P(t)

SA | S
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N l -

RN s\n=1 o
P2(t) » Po(t);ﬁ + (’5‘ toesest 1
|
|s® s
Por lo tunto

P(t)=__21 (P (t) paran}s.
n S\ gh~8 (M\ ° P d
Para el caso 2.
P (t+at)=P_($)(1~2At)(1-nupt )+Pn+1 (t)(npnt) (15>\At)
+ P (6) (AE)(1-npbt)=B (6) (MMt ) (0aat) wurunns

Supongamos 1n=0

Pn(t+At) = P (t+At) donde P, (t) es indefinida

Po(t+bt) = Po(t)(l-Mt)(l-r;Mt)+P1(t)(nﬂAt)(l-kAt)+Po(t)()At)
= P (5) = B (8)(M88)= P, (6)nunr(ht)?
+ By (6)(npat) = B (8)nuib)? + P (5)mp(at)?
Dividiendo

Po(t+At) - Po(t)
At

= -}Po(t) - Po(t)n/u- Pl(t)n/{ i ht-0
Po(t)()\ +n/4) = Pl(t)n/(

2
nA
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Como anteriormente dPn(t)
dt

=0

Deducicndo que
..()\+n/()Pn(t) +)\Pn_1(t) + 0P ) =0

P
nel(t) = X P (t) + B (t) - 'é;q Fa1()

nA

Resolviendo para n= 1

P (t) = P, (t) +2.{t) = 2A_P (1)

Sustituyendo
P,(6) » P (t) (1 + )
1 ) "

P (t) = X [1 P(t)» P () 1+ X )~ 2P
2 =1 *-—31-‘;4]0 0 A A C

By (8) = (2 )R (6) 4 _2 B (%) w7 (E)
ny n

F Y 2 _n-l ~
Pz(t) = Po(t) flill + bil, + oieaat IJ
L
Por 1o tanto

' - n
P (%) __j_{% Py(t)

De las dos ecuaciones anteriores pera n)S y n<S se deducird
la f&fmula pari Po(t)

k)



Se consideras le tebln siguiente para 5=4

Valor n

Dado que

De aqui

Temafio de 1le Pn
cola
6
0 L INR (%)
031/4) °
1
P
0 iﬁ) 0(t)
2
0 _LDNP (%
36
0 18P (t)
3t/ ©
4
0 11 wp (8)
A1 4°t~)°
‘D
1 1 10NP (%)
T ol o
2 1.1 {BP (t)
1M °
4} 4
Pn(t) =1 Porl tanto

Po(t) + Pl(t) + Pz(t) + seceess ¥ 1

Po(t) =

L

Nz

7 B (6) + 3 B (8)
n=3

32
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Para el csso de 9=4

P(t) = Pg(t){[_l-o.";‘. 2 L) -%_—.-(ﬁ\)z (AT
1 oV e 1 VY
+[4,‘4° (7’) + 4‘.41-.”3
P {t) =

[ S

5 . \ »2 -
Rl T Ly 8T

El primer tdrmino de la ecuacién es ?ﬁ(t) cuando n¢S y el
segundo término corresponde a la ecuacién cuando n)S, despues
del factorial se encuentra una progresién geonetrica infinite,

Aplicando una progresibn geomftrica donde a=l y r=1/4 K%%)

) P(t{)h%\l 4:4( [Ir‘xifoos“=1-1/4ﬁ—l
1

M
Lim Sn = =4 A
N3 €O 1~ 1/4(%) 4=

El segundo término se expresa en témminos . de S teniendo lo

slguiente:
__L___(_B_)s S A .
SIS™ M s

Por lo tanto expresando Pn(t)

P (8) = B_(t) \i E—_l(%; v (z)s(_s__ﬂ__)-\

n=o SLE WA

ya que P (t) = 1 entonces
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Ahora para expresar Ew

Analizando lo anterior se pusde ver

—w Z (n—B) P (t)

E empleza con n=5 entoncna‘

='Z(n.s)p (t)

N=3-|

Haciendo que sea igual 7‘/4/.(

B = Po(t)%_lf . %_;(L)S ( Le2xedxedds oow o )}

-
.

=P(t)§_l_._1
R by 4(
. }5 [1 1{)» Po(t)
3

=_4_]__ (
='L"§‘(l'> ["'é%}‘ Py (t)

9 A

(1 - X pars x2<. 1
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(3’

EW = Po(t)
(3= (3H-A)A
Siguiendo el ejemplo de 5 = 4
0o
E, = B, ~ E_ %nm(t) - Z' (n - S)P_(t)
8 hoy Nn-~5+

= [P (+)+2B, (t)+3P, (t)+.....] - [1Bg (142G (4)+ 3R(t)+... ]
[P (t)+2P (t)+3P (t)+4P (t )+4P5(t)+4P6(t) + 4P7(t)+....]

[Z nE (t) +23 P_(t)

P(t)[l\(%r g\ ) w) 4\4"()
EaiRt N
;}'P(t)[hz}d +51_l(%_)2 +%1( ) L“(_l)

5 6
+ 4‘14(3) + _‘lTl_El%‘y..,.. ]

=AY P (t) \= D (L) = A
A nZ=o l M M
M2)°
E =B +E =B + X\ = “ P (t) + A
n w g w E 2 [v) ;LT-
(5 = 1MsH="™)

Como E;’Ase sigus que MEs es el promedio de servicios en
un periodo de tiempo,Sustituyendo #(*/4) =1 Lo cual demuestm
que el promedio de servicios es impuestos por el promedio de

llegadas,
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Por 1o tanto

5
4 = A (’Z‘:) Po(t)
A (S-A)(Su—->)*

+1 = /4(%)5 P°+ 1
SR TSI EYES A

=
i
[=a2)
=

By = E
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'CAPITULO III

‘'TRATAMIENTO DE LA INFORMACION

3.1 'ESTADO DBL SISTEMA Y FROCESO DE OBTENCION

Segén lo visgto anteriormente la definicién del problema ge
hace gsiguiendo los lineamient .s que vproporciona la teor{a .
de colas y con el objetivo relevante de encontrar solucién

a los problema:z que se pluntearon en el andlisis,

3iguiendo el proceso bdsico de las colas, se describiré los

elementos del modelo para ésta aplicacién.
Puente de entrada,

Como se habla planteado la entrada a la gasolinera es
golo por una esquina, la que forman entre las dos aveni
das més transitadasy de ah{ pasa a cualquiera de los
dos médulcs de bombas para recibir servicio.

Por estd razén se tomard la entrada como wna fila, ya _

que es en egte lugar donde s2 forma la cola.

En la mayorfa de los casos los vehfculos pasan a formar
parte de otra cola dentro del carril donde vau a ser «
atendidos,
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Otra razén por lo cual se tomo solc una 1i{nee de entrada o
cola, as debido a que el modelo de varias colzs en paralelo
serfa muy comolicada la czotucibn de la informacibn asi co-

mo el manejo de loz vrocedimientod wmatemdticor,

Para cada uno de los mddulos se tomo por sevarado los tiem—
pos de llegadaes, y este es ap-rtir del momento en que &l ve
niculo entra a la gasolinera y se dirige hacfa el nddulo que

le va a proporclonar el servicio,

Mecanismo de servicio.

El me¢canismo de servicio consiste en la forma en gue se
hace la prestacién del servicio, y existen tres aspec -

tos primordiales que se requieren,

Tiempos de servicio.

Pars este sistema el tiempo de servicio se ha tomado
desde el momento gus el vehiculo pasa con el servidor e
indica la cantidad de gasolina por consuanir. En este ti
po de servicio se involucran distintos tipos de servicio
adicionales qué requiren algunos clientes, como son:
nota de consumo, revisidn aceite, aire, agua, étc,

Para la muestra tomada el tie.mpo de servicio se incluye

ron ya que si se descartaban se alteria los tiempos de
espera de los otros vehiculos de la cola.
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Capacidad del sistema.

Dentra de la capacidad del sistema se toma en cuenta el
ndnero de bombas y el ndmero de servidores que atienden

la gusolinera,

Pana el caso de la gasoliners se tomard el ndmero de
servidores que son realmente los que nroporcionan el
servicio, haciendo notar que existen mds pistolas dis-

ponibles pera dar servicio .

Para cada mddulo sge tiene lo siguisznte:

¥ddulo I.

Ndmero de servidorss : 3 =& 4
Ndmero de bombas P4

NMinero de pistolas : 6

Mddulo II.
Mimero de servidores ¢t 2 a 3

Némero de bombas 4

[«

Mimero de pistolas
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Disponibilidad.

Debido a gue las instalaciones de la gasolinera, no han
sufrido ninguna remodelacién, y observando que en las

horas picos de servicio se forman grandes colas para to-
mar el servicio, se cuenta con la disposicidn de los con
secionarios para remodelar las instalaciones e ineluso _
de aumentar otro modulo de bombas . Para ello nec-:sitan

de informacién en la cual guedan andlizar la situacién

y proyectar sus resultados pera una toma de decisiones _
adecuada, que pueda satislacer la demanda de los clien _
tes, sin traer como consecuencia ) desperdicio de los

recursos.

Otra posibildad con la que ©6 cuenta 8s la de spumentar _
el nimero de servidores en las horas picos de servicio ,
¥y poder reducir un noco el mim:ro de vehiculos que se en

cuentran dentro de la cola.
Disciplina en la cola,

Al entrar los vehifculos a la gasolinera, se dirigen ha -

cia el modulo en el cual tomarén servicio, formando una
cola o recibiendo el servicio .immediatamente.

Al entrar los vehiculos a cualquiera de los modulos se

sigue la disciplina del primero en entrar primero en sa=

lir.

40



3,2  PROCEDIMILNTO DEL TRATAMIENTO DE LA INFORMACION,

Como se habia planteado en el capitulo anterior en el mode~

lo matemftico se deben seguir las restricciones signientess

~ Llegadaes al sistema con una funcién de distribucién

Poisson,

-~ Tiempos de servicio con una funcién de distribucidn

Exponencial,

-~ Disciplina del primero en entrar primero en salir,

Primero se hard el tratamiento de la informacidn captada en
la muestra para ajustar los tiempos de 1llegadss a una dis ~
tribucién Poisgon y los tiempos de servicio a una digtribu.-

¢cion exponenaial,

Ya que lss férmulas no mentienen su velidez si el ingreso,
las salidas o ambas no proceden con las restricciones ante-

riores,
Los problemas de colas que tienen otras distribucibnea, o

cuyas di: tribuciones no se definen fécilmente, se resuel-

ven mejor mediante tdcnicas de simulacién.
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Informacibn de los datos reales captados.

Ia gasolinera tiene servicio durante las 24 horas del dfe,
observando que la mayor demanda del servicio es de lunes &
viernes de 7:00 a 10:00 a.,m y de 18:00 & 21:00 p.m siendo
dentro de estas horas la formacién de colas que realmente
causan problemas. Las dem&s horas del dfa, asf como sébedos
'y domingos se observa una cola con muy pocos vehiculos que
en poco tiempd se didipa.

Los tiempos de llegadas de los vehiculos fueron tomados de
8:00 a 10:00 a.m que es una de las horas picos de la gasoli

nera.

Estos tiempos se tomaron para cada médulo desde el momento

que entraron a la gasolinera,

Siguiendo las restricciones del modelo matemdtico de seguir
los tiempos de llegadas una distribucién Foisson se determi

né el intervelo fijo para el ndimero de llegadas,

En egste caso t = 5 minutos.

En la figura siguiente se muestra las llegadas de los vehi-

culos en intervaleos de 5 minutos.
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La frecuencia del nimero de llegadas en cada intervelo de
tiempo de un minuto se observa en las siguientes tablas _

3,2.1 y 3.2.2 respectivemente para cada mdédulo.

Ya que los tiempos de llegadas fueron tomados en un lapso de

tiempo de dos horas se tienen 120 intervelos de un minuto g

registrados.

Los datos ordenados y resumidos en la distribucidn de fra

cuencia anterior se presentan a continuacidn en 3l histo
grama y polfzgono de frecuencia para cada uno de 138 médulos
considerados.

Figura 3.2,3 y 3.2.4.

Apartir de los dztos de las tablas anteriores se calcula la
media de tiempos de llegadas para cada médulo siendo las

siguienteai
Médulo I
X = £X = _191 = 1.591666667
N 120
Mddulo IX
X = % = 134 = 1.11666667
N 120

Como se observe en la media existe un 434 nds de llegadas e
el médulo I que en el médulo II.
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LSTACION DE FASOLINZRIA

MODULO I

NU:T3RO Ds LLIGADAS NUMEE DE
B+ IHPERVALOS DE LLEGADAS
UN A1 070 OB:SE.?VI-.DA'S ’

0 24

1 42

2 28

3 16

4 7

5 1

6 2

Table 3.2.1
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25T+CION DE GASOLINZRIA

WODULO II

NUWAR0 DE LLSGADAS

KU 1230 D3

EN INTZRVALOS DB LLIGADAS
UN MLiUPO OBSERVADAS
0 40
1 41
2 26
3 11
4 2
5 L0

Tabla 3.2 ,2
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HISTOGRAMAS DE LLEGADAS

MODULO I
" B /\
< 30 \
o
X \\\\
W
5 20 \
(4]
w
: N
LU K] \
5 i 7 3 q 3 %
LLEGADAS
/’

MODULO IX

“ .

| N\

FRECUENC) A
L] o
o o

0 ! ] a R 3 4
LLEGADAS

Figura 3 . 2, 3



AJUSTZ DX LA DISTRIBUCION POISSON A LA DISTRIBUCION DE
PRECUZNCIAS MULSTRALES

Teniendo la indicacifn que 1la distribucibn de los ticmpos

de llegadas sigue una distribucién Poisson se ajustan los

datos como sigue:

¥Mbédulo I
Se tiene X = 1.59166667 =2
Para X=0 Céro llegadas en un intervealo de un minuto

Entonces de acuerdo a la distribucién Poisson

P(x) = e

xt

P(X=0) = _(1.59166667)° ot*°799%67 _ 53586018
01!

En la tabla 12,5 en la tercera columna aparecen las probabis
lidades para las llegadas, en la cuarta columna se dan los
nimeros teéficos de vehiculos que se presentan en X llegadas
(obteniéndose multiplicando las correspondientes probabili-
dades por 120)

Para conveniencia de 1a comparacién, le segunda columna da
las llegddes observedas.
5n la tabla 3.2,6 se muestra el ajuste de llegedas para el

aédulo 1L .
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ASULTE L °1-..P0 DI

L1=GADES

[, Ui¥A DISTRIRGIION FOISSON
SODULO I
WU7ERO Do LIHGADAS MUMER0 PROB ‘BI - RO DE
Bl INTZRVALOS DE DE LIDAD LLiGADAS
UN (IELTO LLAGADAS ESPERADS
0 24 +203536018 . 24,23032135
1 42 . 324941073 38,38492994
2 28 . 2573322691 30.94592303
3 16 .136821094 16.41353129
4 07 « 954443394 6.532277223
: 5 1 .017331147 2,079737051
6 2 02459763 .551708182

Para el chlculo de 1: s llegadas

ecpéradasi

A= 1.59166665

Con la funcién de distribucién

Poisgon

P(x) =A™ o

X

Tabla 3.2.5
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’AJUdTE DE TIZWP0S DE LL234DAS

A UNA DISPRIBUCION POIS:ON

#ODULO XI
' NUMERO DE LLEGADAS 'WUMERQ IPROBABY 'WU4ERO DE T
BN INTERVALOS DE DE BILID/D LLEGAD!S
UN MINUTO LLEGADAS ESPERADLS

0 40 0, 32736923 39.23430505

1 I3 0. 365562293 43,36747156

2 26 0.204105697 24,45267239

3 11 0.105785927 12,6943132

4 2 0.021.209029

2.5430735

Para ¢-calculo de llegadas esperadas

A = 1.11666667

Tabla 3.2.6
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APLICACION DE LA ESTADISTICA'X2 (JI+ CUADRADA)

Como ya'se ha visto muchas veces, los resultados obtenidos
de muestras no siempren concuerdan exactamente con loe re-
sultados tedricos esperados, segin las reglas de probabi-
lidad . Se desea ver 8i la frecuencies observadas difieren

significetivamente de las frecuencias esperadas.

La idea bésica de la pruecba Ji-cuadraeda es el de comparar
la funcidn de distribucién de las 1llegadas F% con la fun

cién Fx la funcién de distribucién Tedrica Poisson.

Tenemos que saber que tanto difiefen ﬁx de Fx’ para tomar
en cuenta si la distribucién muestral sigue lz distribucidn
Poisson y asf{ poder aplicar las derivaciones matemdticas de
'la teorfa.de colas,

Tomaremos m intervalos de acuerdo a la distribuciédn mues-
tral considerada se calcula para cada valor i
2
(0 - e )
i
Donde Oi Llegadas observadas

ey Ilegadas esperadas

m
Se calcula iil ( 0~ o )2
=1 0.

1

Se tomaren los niveles de significancia 5% y 1%.
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Aplicando 1la distribucidn 7&2 para cada médulo se tizne lo .

siguiente:

Médulo I
Bajo la hipdtesis de que la funcién d: distribucibn de lle-

gadas sigue una distribucibn Polsson.

.Se calcula Xg en la tabla 3.2,7 se dan los calculos de la
aplicacién.

)
si X = 1.73196469

Escogisndo el nivel de significancia del 5% para i-1 grado
de libertad se tiene

P(Xize) = 1 o = 0,95 o= 12,84

. 7 K
Por 1lo tanto"‘lo/\c no se rechaza la hipdtesis

Con el nivel de significancia del 1% pora i-1 gredo de li-
bertad se tiene

22'45

r .

POle) = 0.9 ¢

Por lo tanto no se rechaza la hipdtesis ya queX}(c

Médulo IF

Bajo la misma hipdtesis del mbdulo anterior se calcula

Los calculos de esta aplicacibn se nuestran en la tabla 3.2.8
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Se tiene XOL = 0,66121142

Para el nivel de significancia del 5% para i-i grado de 1li-

bertad se tisne
P({:¢) = 1 =X = 0.95 c= 9.49
Por 1o taatoh ¢ c no se rechaza la hipétesia

Con el nivel de significancia del 1% para i-1 grado de 1li =

bartad se tiene
P(W=c) =1 =k = 0.90 c= 18,47

Por lo tantoA{ ¢ no se rechaza la hipdtesis.

Para 1os dos casos es evidente que la funcién de distribu -
cidn corresnondiente a la muestra de tiempos de llegadas,

T (x) es uan aproximacién de P (x) una distribdcién Poisson.
Bsto se puede observar en la grgficae, 2.2.9 para el mbdulo

Iy 3.2,10 para el médulo II , donds se hace una represen
tacién de F (x) y P (x).
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CALCULO DB IA ESTADISTICA X2 (JI-CUADRADA)

MODULO I
NU.RO DE- NUM RO D& (o) - e )2
LL:GADAS LLSGADAS .
O3S ERY ADAS ESPERADAS i
0y 8y
24 24.4303225 .00757932
P42 38,88492994 .249543131
28 30.94592303 .230439607
16 16.41853139 .N10663952
7 6.53320728 .071449243
1 2.079737651 .560567528
2 551708188 .551778188

“x:=1.731961459

Tabla 3.2,7
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CALCULO DE LA ESTADISTICA X2 (JI-CUADRADA)

MODULO II
i » NUMERO DE NUMERO DE y 0, - 31)2
. ———————————h
LLSGADAS LLuGADAS oy
\ ]
OBSERVADAS ESPSRADAS
1 40 39.28439502 n.,913033777
2 4 43,86747396 0.187437439
3 26 24.49267239 0.032763365
4 21 12,69431152 0.22613993
§ 2 : 2,5450835 0,116741168

X2 o.636121142

Tabla 3.2.8
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TIEMPOS DE SERVICIO

Como restriceién se tiene 'que los tiempos de servicio deben _

seguir una funcién de distribucién exponencial,

Primero se hara el tratamiento de la informacibén captada en
la muestra para ajustar los tiempos de llegadas a una distri-

c¢ibén exponencial.

Los tiempos de servicio fueron tomados desde el momento en que
piden al servidor la cantidad de gacolina a consuamir hasia el
momento en que salen de la gasolinera,

Estos tiempos incluyen servicios adicionales, por esta razén
los tiempos de servicio varlian demasiado, ya que algunos c¢lis
antes 80lo cargan gasolina, otros viden nota de consume, re -

visan aceits, agua, aire, etc.

Como se dispone de un gran mimero dé¢ datos-se distribuyoron _

en intervaloa de 10 segundos.

Los datos ordenados y resumidos se muestran en la distribu -
eibn de frecuencias, Tabla 3.2.11 y 3.2,12 para el médulo I
Y médulo II respectivamente,

Bn las tablas se muestra la siguiesnte informacibn:d

3n la primera columna se muestra el rango de agrupacién para

103 tiempos de servicio,
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4 .
En la segunda columna la frecuencia o ¢l numero de clientes

que tuvieron un tiempo de servieio entre ese rango de servi -

clo.

En la tercera columna la frecuencia relativa, donde esta es _
la frecuencia de cilientes en ese intervalo dividido entre el

total de frecuencias dz la muestra.
Para el caso del médulo I se tienen 193 tiempos de servicio _

y en el médulo II 141 tiempos de servicio.

En la cuarta columna la frecuencia acumulada que es 8l wvalor
total de los valores menores que el 1lfmite suparior del inter

valo,

En la quinta columna la frecusncia relativa acumulada, que es
la suma dé la frecusncla relativa de los valores menorss que

el limite superior,
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DIATRIBUCILON Di FueCUZNCIAS ik LOu TIEMPOS DE SERVICIO

MODULO I

INTERVALO PRECULNCIA PREGU=NCIA FRECUENCIA PRECUEHCIA

RELATIVS ACUMULADA RELATIVA
ACUMILADA

10 - 19 1 0.005 1 0.005

20 - 29 4 0.n2n 5 0.225

30 -39 3 0.167 18 0.092

40 - 49 11 0.056 29 0,143

50 - 59 12 0.N62 41 0,21

60 - 69 18 0,793 59 0,303

70 - 19 18 0.093 71 0,396

80 ~ 89 13 0.767 90 N.463

90 - 99 16 0.032 106 0.545
100 - 109 14 0.2 120 0,617
110 ~ 119 13 0.067 133 N.634
120 - 129 12 0,002 145 2.746
130 ~ 139 5 0,025 150 0,771
140 - 149 2 0.010 152 0,731
150 - 159 7 0.036 159 N,517
160 - 169 7 0,036. 166 0,253
170 - 179 5 0.025 171 0,878
120 - 189 6 0.031 177 2,999
199 - 199 0 - 177 0.999
200 -~ 2979 0 - 177 2.909
210 - 219 6 0,031 183 0,94
220 - 229 4 wR20 137 0.96
239 - 229 1 0,025 133 0.965
240 - 249 0 - 138 0.965
25) - 259 2 0.N10 190 0,975
267 - 26Y 0 - 190 0.27%  DABIA 3.2.11
270 - 279 1 0.005 191 0.93
280 - 239 1 0.005 192 2.935
297 - 299 1 0.M5 193 .99



DISTRIBUCION B PRECUENCIAS Dy LO5 1I1:MPO3 DE SERVICIO

#ODULO LI

INTLIVALO FiRECUENCTA PRECUSNCTA FRECULNCIA FRECUENGIA
RELATIVA ACUMULADA RELAPIVA

ASULULADA

10 - 19 0 0 0 0

20 - 29 5 0.035 5 0,035
0 - 39 24 0.170 29 05205
40 -~ 49 18 0,127 47 0.332
50 - 59 14 0,099 61 0.431
60 - 69 15 0.11n6 76 0,537
70 - 19 11 0,072 87 0.679
80 -8 39 14 0.049 181 0.778
90 - 99 5 0,035 106 0.743
100 - 199 8 0,056 114 0.799
110 - 119 6 0,042 : 120 0,881
120 -~ 129 3 0,021 123 0,962
130 - 139 1 0,707 124 0.869
140 - 149 0 - 124 ,369
159 - 159 3 0.021 127 0,989
160 - 169 5 n.935 132 0,975
179 - 179 0 - 132 0,925
180 - 189 2 0.014 134 0,939
149 - 199 0 - 134 0,939
200 - 209 1 0.907 135 1.946
210 ~ 219 0 - 135 0.946
.20 - 229 1 0.7 136 9,953
230 - 239 0 - 136 2,153
240 1249 2 n.ni4 138 N, 967
250 - 259 0 - 138 0,967
260 - 269 2 0+O14 149 n.981
270 - 7Y 1 LIRRY 141 2,998

TABLA 3.2.12



‘AJUSTE DE TIEMPOS D7 SERVICIQO A UNA
DISTRIBUCLON EXPONENCIAL NEGATLVA

Calculando el estimador de méAxima verosiamilitud

si £ (x) = Pl

g XL gME2 , ShXy =AXp

2069 808

L =

) a-/\n e—n)\(xl +X ot Xyt seeetXp)

=>\ ne-n?\;t-

L, I= nlnA = nix

C}I'I'J.L =ngn§
d ke
_3_1___..113?:0
>

Fal
_p__:n;c n:zxﬁc?\ A= |
A , x

La media de los valores para eada caso es$

Médulo I /L( = 104,704 segundos por servicio y /3.—& .0095507
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Médulo II

= 80,599 gervicios por segundo

= 0,0124071
En la tabla 3.2,13 ¥y 3.2.14 se muestran los valores calculados
para el médulo I y II respectivamente.

Tomando
F;(x) = 1~ o~ x

En la segunda columna se muestira E;(x) por la frecuencia total,
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ATULPS Do TILMPOS Do 5aaVICIO 1 GlNA
DI, RIBUCION ZXFONSHOLAL NiTALIVA

A0DULe I

LINDPERVALO . ¥R CUENCIA, ,FREGU NCIA ,
ACUNULADA RALABIVA
ACU YU LADA
10 - 19 32,0235 0.1659511
20 = 29 46,69113 0.241923
30 - 39 60,018119 0. 3109747
40 - 49 72.131172 2.3737366
59 -~ 59 313,4n372 0.4307317
67 = 69 93.14772 0,482637
7 - 19 102.24597 0.529%7563
3~ 39 110,59993 0.5725473
90 - 99 118,02379 0.6115222
173 - 1979 124,35122 2.6469779
119 - 119 131.06058 7,8790703
12° - 129 136, 70251 5,7732232
13¢ - 139 141.33054 3.7343733
140 - 149 146,49146 2. 7690231
150 ~ 159 159,72783 2.71809732
167 - 169 154,573332 1.8009239
170 - 179 153,07807 0,8190574
187 - 139 161.25904 n.3355391
190 - 199 164.,15026 0.8505195
290 - 209 166.77813 9.,8641354
210 - 219 169.16663 ,8765111
220 - 229 171,33756 7,83877594
230 - 239 173.31975 0.39797332
240 - 243 175.1042 0.9372757
250 ~ 259 176.7343 0,9157217
260 - 269 178.21591 n.9233985
277 - 279 179,56256 0,930376
280 ~ 289 13n,°73655 N0.93367129
23D - 299 181.39%25 2.72424321
390 -~ 379 182.91021 N,2477213
310 - 329 133,32927 9.95245333

TABIA 3.2.13
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AJUSTZ Di DISMECS DY S5avIZIO A Ul
DISYRIBUCION &XPG/ENGIAL Ni3:iPIVO

dODULO I
, INTSRVALG |, , FlLUULNCIA | L FRLIUE0IA,
ACU U LADA AZLATIVA
AU GLaD.
17 - 19 29,61111 02197771
20 - 29 42,313 0.202177%
30~ 39 54.039 202836195
40 - A9 64,230 70128523
53 - 53 73.137 D, 510053
87 ~ 59 31.10035 0.3751301
N - 79 $8.08gv 42 n, 8247133
3n - 8y 54.2633501 5,550 45
50 - 9y $9.716744 SRS
190 - 109 174.53373 N, TA1TTES
110 - 119 112.935715 0, 7TIme
120 - 149 112.547:7 0. 19509786
137 - 139 115,%67%22 D.3217593
14) -~ 149 118.79373 2, 3425517
159 ~ 159 121,357 2, 2803232
160 = 169 123,6733 1. 8771511
170 - 179 125, 03945 2.3914352
180 ~ 139 127,45476 n.9041272
190 - 199 129.06176 7.9153316
200 - 209 130.45475 ©0,925211
210 ~ 219 131,6859 0.83332 ¢
220 - 229 132.772"7 7.9416453
230 - 239 133,73213 0.04%4543
240 - 249 134.53417 0.95440593
250 = 259 135.,99093 0.9527319
260 - 269 136,09168 7.5044749
270 - 279 137.13987 n.963199

TABLA 3.2,14
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PRUEBA DE KOLMOGOROV--SMIRNOV

La prueba de Kolmogorov-smirnov es apropiada dnicamente para
distribuciones continuas,

La hipotesis a probar es que cierta funcién PF(x) es la fun
cidn de distribucidén quc se tomo de una poblacién con una mu-

estra xlxzoooucxn .

Bl brocedimiento que se sigue es el siguiente!

- Se calcula los valores de la funcibén de distridvucidén F(x)

de la muestra xlxe.,...xn

Estos valores son calcilados en 1la tabla 3.2,13 y 3.2.14

para el mb6dulo I y II respectivamentae.

-~ 36 calcula los valores de la funcién de distribucién

F(x) , que fueron calculados en las tablas anteriores.
- Se determina la distancia méxima entre F(x) y F(x)
a = méx| Flx) - F(x)!

» Se escoge el nivel de significancia del otz 5% y={=1%
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Se plantea la sig iente hinotesis:

H°= Ia funcién de dis-ribucién de la muestra, sigus una

distribucidén exponencial.

(1 - e"x’[t x 0
F(X)“si
0 x 0
H1= La distribucién de la muestra no es exponencial.

Los valores comparados de F(x) y F(x) se muestran en la tsabla

3.2,15 ¥y 3.2.16 para el :mddulo I y II respectivamenta,

Médulo I %1 valor mAximo a= 0,2257366
& = 0,05 1-o= 95% el valor es 0.097394
o = 0,01 1-q= 69% el valor es 0,117329

Por lo tento se rechaza 1la hipotesis. Ya que al valor de

0.2757366 no es menor a los anteriores,

Médulo II E1 valor méximo es a= 0,26°71382
Y= 0.05 1-9= 95% el valpr es 0,1145327
o = 0.0 1-4= 93% el valor es 0.1372708

Por lo tanto se rechaza la hipotesis ya que el valor méximo

no 8gs menor,

Log valores utilizados se encuentran en la tabla 2 del apen-
dixd,
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Con los resultados obtenidos, para los dos casos se rechaza
la hipotesis,

Analisando los resultados se observa que dentro de la mues-
tra existen tiempos de cservielo que se disparan demasiado,
una de las causas posibles es la vuriacion del servicloc qua
algunos clientes utilizan, ya que en ocaciones utilizan va-

tios serviclos adicionales,

En la figura 3.2.18 y 3.2.19 se representa F(x) y F(x) cal-

culadas anterlormente,
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PRUKBA D'E KOLMOT00V=5AIRE0V
TIZ#F0OS DE SZRVICIO

AODULO I

F F P -7

x x x X
0.095 0.169511 0.1576511
0.225 0.241923 2.2116323
0.092 0.3108747 . N.21537432
0.145% 0.3737366 0.2257266
0.21 0.4307317 2,2277317
0.303 0.5297563 0,2277563
0.396 N.57259n3 n,1755272
0.463 7.3115222 A
0,545 2, 64697279
2,617 N.6777792
n.034 0.72330232
0.746 0.7343723
0,771 3.7590:21
n.751 n.73724'7130
2,817 0. 305923¢
2.352 0,219°574
n.378 n.8355391
0,909 n.3575195 v
0.909 D,3641354 0,0443645
J.909 0. 570511 NLNRELES
0.94 0.8377594 9, 3522495
0.96 7. 3979382 0.2627183
2.965 0. 3072757 D N5T743
D.9¢5 0.3157217 5,0432733
2.975 0.9233388% 7.925106715
2.975 0.930370 J.044624
n,98 0.5367173 0.,0422721
0.935 0.9424821 0.2475179
5.99 0.9524333 3.N35167

TABLA 3.2.15
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PRUSBA D2 KOLHOGOHLY-SEIRHOV
TIEAPOS Du SeaVILIO

wuDUTY  II

Fx Fx . » ' Fx - Fx f
o 0.2107734 0,2100134
0,135 N, 3221832 n.2671.382
2,295 0,3836119 0,1736109
0.332 N. 45533 0.12353%
D.,431 0. 519163 2.088963
7,537 N0.57513M1 0,03313n1
7.079 N,624743:3 0.17157499
0.79: 0.65635346 ".,N394654 -
0,743 0. 707211 0.135739

. 799 N.74L3744 2.7573256
").sdl 7., 7115516 2. 1624u74
2. 862 2.7982476 D, 63724
0,865 0.3217533 0.N472457
2,363 0,3425517 N.,1264473
2.39 2, 367932 0,029159
2.925 7.3771511 0.,74'153439
0.925 3.3914354 1.0335146
0,939 N.9241407 7,M343528
n,938 0.9153316 0.7235634
9,546 n. 025211 0,727739
N,040 n,9332175 2.7120624
1,953 1. 9416459 7.0113541
2,353 2. 9544633 0.7014:459,
0.967 0.9597219 2.072131
n,9867 0, 26447147 2, 7N25253
n,981 1.9636149 0.71.22°7
0.933 0.3722314 0.92157186
n.933 0.97455157 0.71245%5
0.95: 0,9733726 0.9755274

TABLA 3.2.16
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3,3 SOLUCION MATEMATICA

Segin el estudio realizado anteriormente las llegadas y los
tiempos de servicio, siguen una distribucién Poisson y ex-

ponencial respectivamente,

Se calcular{ par. el estado actual de la gasolinera lo si-

guiente’
E" Longitud media esperada de la cola de espera.

B Tiempo calculado en la cola., Eas decir, promedio de ti-

empo que el cliente permunece en la cols,

B Nunero de clientes que esperan servicio y los que esatdn

tomando el servicio.

EY Tiempo promedio de servicio en el sistema.

A contimnacidén se elabora el desarrollo de estos calculos
para cada addulo respectivamente, tomando en cusnta los ele
mentos del andlisim de la situscién actual,
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Médulo I
En base a la informacién calculada anteriormente se tiena:?

= 1.59166667 Llegadas por min:ito.
M= 5730404 servicios por minuto,

Los calculos se hardn para el nimero méximo de servidores

que casi siempre laboran en el médulo.
8 = 4

Calculando el cheficiente de despejaniento del sistema,

M= ,9258606
SH

Lo cual satisface la restriccién de X ¢ 1
S
Para el desarrollo de cste firoblema, el primer paso 1dgi-

co @8 resolver PO s Y& que este valor aparece en todas

las férmulas.

e = (23 B )+ 43 2V E4)) ]

Po(t) = 571755249
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Donde Po(‘t ) = Probabilidad de llegar a la gasolinera y r:

recibir servicio ds inmediato. B8 decir no

existe ningin vehficulo en el sistema en el

momnento t,

La siguiente tabla representa las probubilidades para diver

g8o8 valores de n.,

Utilizando

Pn( t ) = La probahilidad de n vehfculos en la gasow

linera en el momento .

(t) =-ﬁ‘—!~ (%)n folt) Para ngs

Pn( t ) ='S,i~sh" . Po) Para nYs

n Largo de servidores
1n cola inactivos

0 0 4

1 0 3

2 0 2

3 0 1

4 1 0

5 2 0

6 3 0

7 4 0

8 5 0

75

No. clizntes
atendidos
0

- O - N LY I - I

0,051755249
0.143754517
0.199644876
0.184242134
0.128354437
0.089128735
0.061890567
0.043

0.030



Una vez calculado Po , pueden determinarse fécilmente los

valores de Ew ’ Et ' En y B .

De este modo Ew 8l nimero de vehiculos que esperan en el
largo de la cola sin incluir los vehiculos que estan siendo

atendidog es ¢

a\ S
E = A M (7«‘) Po(t)
(5-3)) LSM-~)2
Bw = ,954328833 vehiculos

E, Tiempo esperado en la cola. El vromedio de tiempo que _

v

el vehficulo que llega debe esperar antes de ser abendi-

dos,

E’t = M (%)S = g._yi
(5-1)1 (S4-Nt &

Et = 0,599578323 minutos

En Ndimero de clientes esperando ser servidos.

B

]
=
<+
>

n W
6.509492727 vehiculos

E Tiempo totel esperado de los clientes an la gasolinera

= £
E‘u... Et +__/_‘..{._

= 2.34655982 minutos,
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Médulo II

En bgse @ la informacién calculada anteriormente

A= L.1166667 Ilegadas por minuto,

M 0.7449234 Servicios por minuto.

3 méximo de servidore que atienden el mbédulo

o
i

Celculfndase el .oveficientesde despejamiento del sistema.

A= 0.6716798
;ﬂ
La cual =atisface la restriccibn de_ 1

A

Calculdndose el velor de Po
P($)-[Ezm ] ] \%‘\ s,u.AYK]
P (t )+ 0.208042

Donde Po(t) = Porbabilidad de llegar al médulo II y reci

bir servicdpe innediatamente.

La siguiente tabla presenta las probabilidades de diversos
valores de n

Utiliz:ndo las mismas férmulas de Pn(t) que se ocuparon en
el médulo I,
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n Largo de Servidores No, de clientes Pn

1la c¢ola inactivos atendidos

2 0 k) 0 0.278042

1 0 2 1 0.311855697
2 0 1 2 0.233746382
3 1 0 k] 0.116798046
4 2 0 3 0.078450888
5 3 0 3 0.052693876
6 4 o) 3 0.035393412
7 5 0 3 0.0237731739
8 6 0 3 0.01596787

Una vez calculado Po , pueden determinarse los valores de
Ew Et En Ea
De este modo Ew el ndnero de vehfculos que esperan en el lar-
go de la cola sin incluir los vehfculos que estan siendo aten
didos es:
E' = 0.5231722
Et Tiempo esperado en la cola, El promedio de tiempo que sl

vehiculo que llega debe esperar antes de ser atendidos.

B, = 0.4761689

E; Minero de servidores o vehiculos a ser servidos.
En = 2,0232146

By E1 tiempo esperado de los vehfculos en el mddulo II

E = 0.5231722
78



ESTA TESIS HQ DEBE
SALIR DE LA BIBLIOTECA

CAPITULO IV
ANALISIS DE RESULTADOS

En el andlisis de 108 resultados obtenidos de las f#raulas ma
temfticas del capitulo anterior, para el sistema actual se ob

servo 1o siguiente?

-~ Se habfa planteado en la problemética detectada que el mé-
dulo I tenia mayor dememda que el mbédulo II , y la causa
probebleiera e} trénsito de vehfculos,

Este problema se verifico al tomar los tiempos de llera -

das de los vehfculos teniédndose el promedio siguiente?
¥édulo I 1.59166 ILlegadas por minuto.
Médulo II 1,11666 Llegadas por minuto.

Tenidndose mayor nfimero de llegadas en el médulo I, un 45%
més ,

Para el caso especifico del médulo I se observa que el tiempo
de permaneneia en el sistema provoca en un determinado momento
la formacién de la cola y el médulo II se encuentra en ocacig

nes sin prestar servicio,
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Tomando en cuenta la situacién anterior, se andlizo la distri
bucién de las bombas y el espacio en el cual transitan los ve
hfculos dentro de la gasolinera, para tratar de encontrsr una
me jor distribucién y encontrar un posible gquilibrio entre

los dos médulos ya existentes, “ratando de evitariel aosto que

representa el aumento del médulo.

Para esta situzcién se verifico que el espacio para el despla
zamiénto.de.los vehfculos dentro de la gasolinera es reducido,

como para poder cambiar algdn carril de sentido.

Si se recuerda en el aendlisis del sistema se menciono que ca-
da médulo constaba de cuatro bombas, dos de las cuales ersn
de doble pistola, para estas bombas no se les da la explp -~
tacidn méxima de sus recursos, ya que estas permanecen algu-
nas veces inactivas debido a que los servidores atienden a un

cliente o a dos a la vez, teniendose una pistola sin usar,

Acontinuacién se mostrara la situacibn en caso que en el médu
1o I se aumentara-el nimero de servidores a cinco o seis, pa-
ra que cada servidor utilizre una pistola y se puedan atender
mayor nimero de vehfculos,

Para el caso de cinco servidores:
Pb = 0.059573 Probabilidad de llegar a la gasolinera y re

cibir servicio inmediatamente
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E = 3.87 veniculos

(2]
]

& 2.43 mLnutos
E = 6,65 Vehiculos

E = 4,18 minutos

Pare ol caso de sels servidores

PO‘— 0,06060
Ew = 2,15 ° vehicplos
En = A,92 vehfculos

E = 3,09:. minutos

Observando todos log resultados de los distintos casos la me-~
jor solucidén seria la de aumenter el médulo I a dos bombas
con un servidor mds, o aumentar el nimero de servidores en el

médulo para hacer uso de las pistolas de las bombas que no se
ocupan,
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A continuacién se nostrard distintas situaciones en lr que se

puede encontrar la gasolinera aunentando los mecanismos de -

servicio,

Para el caso del mbdulo II segiin los resultados obtenidos en
lrs derivaciones matemdticas no se tiens el problema de la _
formacién de colas, ya que los tiempos de llegadas, as{ como
los tiemves de servicio son aceptables y en caso de llegarse

a formar una cola numerosa se¢ didipa en poco tiempo.

Como se cuenta con la dispdnibilidad de los concsesionarios de
la gasolinera para aunentar el ndmero de bombas, este aunento
puede ser ol de crear otro médulo de cuatro bombas. Tenien-
dose el problema de cue le formacién de colas es en el mé-
dulo I , 2e pretende que evte tenga la misma direccidn de en~

trada y salida de vehiculos que el mbédulo I,

A continuacién se muestra la informacién obtenida por medio
del modelo‘matemético en el caso de que se aumentara a otro
médulo més con cuairo servidores, tomandose los datos de la

muestra d:1 médulo I se calcual lo siguiente:

Po = 0,0619

EW = 0.1095 vshiculos

Et = 0.0687 minutos
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2.8870 vehfculos

td
LN}

.1.8138 minutos

L]

Ey

Como se obzerva la col a formarse seria nula, y este caso si

se llegarfa al despercio de recursostanto de las bombas como

| el del tiempo ocioso de los servidores,

En seguida se muestra el caso en que solo ae aumentara.al mé-

dulo I dos hombas con un solo servidor,

P = 0.0595

E, = 3.8778  vehfculos
Et = 2.4363 minutos
E = 6.6553 vehiculos
Ey = 4.4813 minutos

Come se observa se reduce notablmente el tiempo se servico ¥y el

nime-o de elenentos de la cola,
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CAPITULO V

CONC LUSIONES

Anflizando los resultedos del desarrollc de las derivaciones
matendticas dd la teorfa de tolas, se observa que el mbdulo I
es realmente el problema, ya que el médulo II satisface en

cualquier hora del dfa las capacidades de demanda.

La causa por la que el 28dulo I tiene mayor nimero de llegadas

és norque su entrada y salida son havia la avenida nés transi

tada,

La mejor forma de aprovechar los recursos de la gasolinera se
r{a el de aumentar dos bombas méds con un servidor, o el de

aunentar el nmimero de servidores en el médulo I.

Obtenidos los resultados del estudio matemdtico se aclaro en
la gasolinera la causa de no tener un servidor més para cada
bomba de doble pistola, y se debe a que las bombas se encuen-
tran demasiado juntas y al entrar los vehfulos a los carriles
de acceso la mayorfa de las veces no se ubican bien dentro de

este por lo tanto so0lo se atienden a dos cliente: a la vez.

Entonces la mejor solucién serfa la de remodelar la ubicaion
ds las bombas dentro de este médulo, poniendo una al prinici-

Pio y otra al finel del carril de acceso,
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Con esto se podriam atender ires vehficulos a la vez, y e re-

duciriz el cocto del aunento de las bombas o del mbddulo.,

Otrm solucibén al problema es que el aréa que se quiere desig
nar para la ampliacién, se destine a una aréa cespecial para

que se realizen los servicios adicionales que comunmente se_
realizan dentor del carril de abastecimiento,Con esto se lo-
grar{a un menor tiempo de servicio evitando la espera de :g

los clientes.

Como hemos visto en esta aplicacién del médelo de teorfa de
colas se tiene un panorama muy cxtenso para la aplicacién,_
giendo en la mayorfa de los casos sencilla y opteniendose no
precisamente una optirizacién, si no un aneliefs de las di-
ferentes situeciones en las que podrla encontrar sl sistema

y con esto tener una yposible solucién gl »roblama,

Entre los problemas imnortantes que se derivan de la super—
poblacién, es la demanda de un servicio en un sistema.y la -
capacidad de la gente para vivir con esa congestion,

‘!
Por esta razbn, la teorfa de la formacidén de colas tiesne im-
portancis y debe estudierse, ya que estas ocacionan una gran

desorganizacién en muchos aspectos de la vida,

Por lo general, 1z esvera es una necesidad economica, ya que
casl siempres los esfuerzos por imponer un sistema de servie
cio Qque satisfage instantaneamente es demasiado costoso ,
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pero es necesario tunto al que esta dentro de la linea de

espera como el que la organiza conocer y nrevenir las co-

las,

Con el desarrollo del andlisis de 1= gasolinera, se ouede
observar que la aplicacién de la teorfa de colas es cenci-
1lla, y con los resultados que se obtienen, poder disefiar _
optimamente una cola para minimizar el tiempo de espera, _

8in afectar los costos telacionados al sistema completo.

La teorla de colas tiene una infinided de aplicackones como
son

~ Traffco de comuniceciones(telefonos,telegrafos,correos)
- Trafico de transportes (mereo,terrcstre,marfitimo)

- Jervicios (teatros,resteurantes,autobuses,hospitales)
~Inventarios y procesos industriales

- Procesos fisicos

-~ Procesos Biologicos
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