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U c->ÚJr.Ü.o p1totiindo tk In nai.unale.za eh la máh IJ;i:UL /uen.le de. 

lo-' w~eni.o• malePráü.co•. l•ie e->ÚJdi.o, al o/;wce1t un otjd.Wo 

~o palla l.a inve•li.gación, no •ólo lüae la ueniaja de. c>cc.LuiA 

cliAaMi.oneA uagM y 1..upo,e,ici..0112.!J 41.n. ti.ni u odem.M un mllodo 1.Jegwto 

pcvr.a con..sLituiA un análL'>iA pott .!JL mi.Amo, paAa d.Ju,cut..A..i.A lotJ e.hmen.to.& 

que. no.& ~a conoc.eA y que. latJ c.ienci..aA ~ cie.LUvwn p11.e.-se;;wa;:.. 

~: .ion lo-> eLt!JIU?Jdo.> tiJndameni.afu que he '1.C.p!WlÍllcen en i.odM 

lo.s le.n.ómen.o.s na:iJlw.lcA. 

VcmotJ, pott ejemplo, que. una m..iAma ex¡M.i!./J.1..on Cllya/J p1top~ 

geoméLUcal.J a~Vt.actatJ han. JJ..ido co~-,i.dvz.ad.M y QUI!. con MÚ! !U!Apecl.o 

pen...i.vte.ccn a wt an.áli.6iA gm.cn..al, :tepttMcnla del m.i..,.smo modo al moui.nt-Uni.o 

de. la luz en la abnó;/cw, de.l..cnmina lamtihi la• leye-> de la d.i.P,úón 

dd calan. en la mali!!Ua JJóli.da y c.nl.Aa a .sÍPtiJ.Jno en lol.J pttinci.~ 

p•oth.ftUV> de. la úon.J.a de la p1tot.af,.¡Lúiatf. 

la/> ccuacionc..'> anu.Llt..ica-J 1 d,e,'Jconoci.da.'> paAu. lo.s un.Li.gua.s gcónud.Aa~, 

la.s cualc.'> D,!Acadcl.J /..ué c.f.. pti.mcto l!.11. iniAoducin. (!{l. el e..1iudi.o de CU/UJQ..b 

y .w.pCA.tJ_ci.e/.i, no c-itán ,'LC~'>Uti..nqida.'> a l~ ¡111.op.udade-'1 de la.'> /.)..gwrfM 

y a aqUÜh.J.1.J qu.e 1.Jon el olijeio de. La 11U!.CÚ!lica IW.Cionall el-hu. .se «Li.uidRn. 

en. gC!.JtCAJ:Jl a lodo.'> lol.J t,c.némcno-~,. No pclUÚ. ex.iAliA. un lc.nguaje nufo 

un..WM.'JCÚ y 11'.á,) -~llnple1 má.) liWu!. de C/VtoJ?U y de o.&ClJA.Ü.:!.ad.e41 e~ ckci.A.1 

má.ó uaLi.o~o pwta c.x¡11t.11..1JM l.!M :w1..aci.ontM i.nvaA~ de l.aA cuuti.on.eA 

naiuAalL>. 



Co~o dvde uú punto de u.Wla, el. aná.LiAi...I> mtd.emá.ü.co u 

lan. eJCUJwo como la nai.wude.za mL>IMl¡ de,!.Uu!. loda.6 Ja,¡ JLe.lacion.u 

pMupt..i..U.eA1 miih! li.nnpoJ, upacl.o.1, /.m!.lt.20A1 úurzpe.:w.tuA.a.J/ Uta comp.leJa 

ciencia 4e ha to'IJllOiÍo üntamenl.R., pvio p,.._.eAJJa cu<Úl uno de LM p!Liru;ip.io.6 

una IJU QW?. Lo.1,; ha adqui.lr..i.do; CA.Ce.e y Je totti.a.hc.e. a hÍ. ml.Nna, .i.nc.uan.ie.-

111t!.11Ú, en lftt!.li.io de lo. in/-ini.dmi de LJall..iacionu y eMO,.._. de La 

IU/lÚ humana. 

Su p"1ncipa1 ai.A-iRui.o u lo. clwWiad; no Lien.e lwellu.,; que exp,.._.en 

conupci.onM con/J.MaA. Plt.l!Aenla junloJ a lo.1,; mM di..vE.A.AoJ tenó111.V10J 

y ci.eAcul.A.R. ta,., an.alogl.aJ qu2 Lo.1,; uaen. Si La mahvz..ia Je noJ ucapan,.a, 

del. m.iAnto modo q~ el aüte y .l.a luz., po11. ~!Ju e:<Lt2llta .1,;u.Li.leza; .1,;,i lo.1,; 

Cl.U!ApoJ Je cnconÚl.alWll hjoJ de noJoÚZ.0.1,; en la i.Jvru?.n,.'Ji.dad del. e.-'Jpacio, 

Ji c1 homlJu! <Í.l!Aenl'l.a conoc.vt. e1 a-'Jpeclo de. lo.1,; cicl.0.1,; en época.'J ,fü~.iva,'J 

cli./.,~ po11. un g!Ul/l númvto de. .'JigloJ1 .'J.i l.a4 accione.A di! la g11.ave.dad 

y del. cal.M tul!AfUZ ejvicida-> en el inÚ!JUo,i de la Livcw a p<otunrf.i.IJndtv, 

que 4Ü1.Atpu Jc..uin i.nac~, d. aná.1..Wi...'J maWáLi.co pod.Aá. fM.opo1tc.i.onaA 

de .igual = el twufamcnlo de tu... lr.yt!.4 de /ah_,, /.=ómcnM, lo,, hace 

p,.._.ealeA y mrdiJ.lM, y he maniti-uta como una ta=llad de ÍiJ l1WJlÚ. lwmana 

d<?Alinada a complcmenúvt lo. /ngacirJlld. de la vida y la ilnp1M{R.cció,, de 

loJ M!n.LidoJl y Lo .q~ C.'J aun máJ e.:ciAao 'l.di.Juv:.ü·, Ji..guc ~..c. r.U.u.zo c.u..-wo 

en el uWdi.o ch. iodo.'J lo.1,; /-cnóme.n.0.1,;, lo.'J i.nW¡v•J.>la con e1 mL~o lenguaje 

como hi aiMLigucvw La wWWd y hbnplici.J:Lad dd púm rLcl WLWeAAD, 

e hici-CJw. aun m<Í/.i e.v~ Me oll.CÚ!.n. i.mlllvwJ',...le que. pn.dom..i.na ~e~ 

lOIÍll.> la~ CGUh<Lh ~. 

}c.an /JapliAU Joh~ph 'FoWl.ieA, 

la 7hi.ollh. Ana.ful<I¡ue de La Clu:dcwt, 1822. 

11'adu::ción de Lll f"'!F!'l:D del prólogo [15) .. 

* Loe ~ .. roe •nLr. corche\•• cOf'r-poncsen a. \o •LbU.o¡roltG 
qwe •• pr ... nLo oL U.no\. dM Lrobojo. 
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IHTRODUCCIOH 

Ent.re los dif"erent.es problemas que se present.an en 

la d.inA.mca .. t.ruct.ural. t.al vez el principal conai•t.• en 

la obt.ención de la respu<>St.a de sist.emas so1J>et.idos a 

excit.aciones espec1f"1cas debido a qu.. lanlo las 

excit.aciones co:ao las respuestas -medidas ést.as 01\..isnas en 

f'orma d• desplazam.J.ont.os, déformaciones, esf'uorzos, ele. -

varian con el t.iempo;, por lo cual en un anllisis dinimico 

no se obt.ien• sola!D19nt.a una solución, sino que se pt"8'Senlan 

dist.int.as solucionen:, \ma para cada inst.an\.a, result.ando 

ser consecuenle!D90l• est.e lipo de azútlisis nQ5 laborioso 

que uno est.6.lico. 

SL un sist.ema est.ruct.ural es soll'l9\.ido a una 

e>a:it.ación dlnlulúc:~, las def"ora.2.cionas resul t.ant.es 

producir~n aceleracionec, y ést.as a su vez induc.i.rAn 

f'uerzas de inercia que resist.an •l lllO'VimJ.ent.o del siat.oma. 

Ce igual manera., las f"uerzas de inercia provocar~n et.ras 

def"orma.clones, convirt.iWodose por lo lant.o el problema 8'11 

uno do caraetoristicas ciclicas, cuya resolución roqu.iere 

el uso de ecuaciones diferenciales. exprosando a las 

tuerzas de inercia en t.6rminos de derivadas dol 

desplaram.lent.o en f"unc1ón del t.L-. 

6 



EvidenleD"Bnl.e, la obl.enci6n de la respuesta se 

vuelve ~s compleja cuando se consideran las fuerzas 

inducidas por el amort.iguamient.o y la rigidez ckrl sist.ema. 

y cuando 6st.e es, a su ve:z, somet.ido a excit.aciones de 

caract.er1st.icas &.rb1t.rarias, como podr1a sucodor con la 

correspondient.• a alg~n temblor. 

Sin embargo, axist.en formas alt.ornat.ivas de 

solución, efoct.ivas y rolat.ivament.e mis simpl.is a est.e t.ipo 

de problemas, pudiendo hacerse el a.nllisis dinAmico no en 

t.érrainos dol t.ieru.po sino da la frecuencia, aprovechando 

algunos d• los concopt.os quo ofrece el an•lisis de Fourior. 

Los principios del an•lisis de Fourier fueron 

introducidos p:>r el f1sico y mat.ezn.it.ico francés J.an 

Bapt.ist.e Fourier en 1822 en su libro Za. tli.éfM.4c a.1\4.lVUq.u.a 

et& l.a. cha.h:tvt., donde dio a conocer OOt.odos para la solución 

de problemas de valor en la frontera que se prosent.an en el 

t..ral.amient.o analit.ico do la conducci6n del calor. Desde 

en t. onces, la t.eor 1 a se ha oxt.endi do y se le ha encont.r ado 

aplicación en muchas ot.ras Are.as de la fisica y de las 

ru.t.emi.t.i cas. 

Sin lugar dudas, uno de los concept.os 

funda.menl..alos del an•l.isis de Fourier os el d4t l.a. 

transformada ds Fourier, la cual consl.il.uye una enl.idad t.an 

universal qua sirvo como herra.mient.a t.écnica par-a resolver 

problemas de mal.erias l.an dist..inl.as como diseno de ant..enas, 

óptica, procesos ost.ocást..icos, t..eoria de la prob&bilid.Ad, 

fisica cuint..ica. problemas de valor en la f'ront..era o 

sislema.s lineales. Por est..a razón, BrighaJa t6l hablA de la 



otnn-C:pr•s.nc(a da l.a transformada da Fuur'i.er,, debido a que 

con ella pueden l.rat.arse gran variedad de lemas 

aparantemanl.e no afines. Adicionalmeta, tanto a la ••ri• d4' 

F'our"i.•r, como a la transformada dtscr•ta da Four!t1r de una 

función, se las puada considerar como casos especiales de 

aqu6lla. 

Sin embargo, en la prAct.ica, desde su inlroducción 

y hasta la d6cada do 1QSO, la mayorla de las aplicacionos 

del anAJ.isis d• Fourier est..uvieron limitadas a d&t.erminar 

soluciones a problemas especlf'icos cuya formulación 

incluyera funciones que pudiesen ropresonl.arse en f'orma 

relat.ivamenl.o simple. Ahora bien, con el advonimient.o de la 

comput.adora digital, las téocnicas nwná-ricas relacionadas 

con la transformada de Fourier, empezaron a recibir amplia 

alenci6n por parle de invusligadores de diferenles 

disciplinas aplicadas y no fue sino hasta 1969 cuando, como 

consecuencia de los adelantos on lecnolog!a y como 

resultado de un eficiente algoritmo conocido como La 

transforlfllClda. r~pida d.flo Fourit>r, f"ue r9V'Ol ucionado el 

procesamien~o digital da senales y se originó lo que se ha 

dado en llamar an.Alisis di6ital ds FOW"i&r. 

Posiblement.a la aplicación mis conocida de esta 

t-6cnica raat.e~t.ica se da en el an•lisis de sist.ernas 

lineales invariant.es en el liempo. Y es precisamento ost.e 

t.em.a sobre el cual versará el presont.e t.rabajo. 

Espec1ficamonla se abordar! el caso de sist.emas 

est.ruct.uralas de un grado de libert.ad, prescindiendo de 

otras posibles aplicacionos que pudiosan existir en las 

demi.s ireas mencionadas o en alguna otra. 

Rasulla cierla-n~• ambicioso y un lanlo compl•Jo 



pret..ender abordar un t.ema t.an oxt.enso y prof'undo como lo es 

el an•lisis de Fourier en una t.esis profesional de 

in~enieria civil. No obst.anle. es import.ant.e considerar que 

la inquietud principal al hacerlo, no ha sido la de tratar 

de demostrar, descubrir o aportar algo nuevo a es~a teoria 

matenát.ica, sino la do dar a conocer e intentar ilustrar la 

aplicación real que pudiese tener en el ~rea de la 

ingenieria estructural, en pa.rlicular en la dJ.n~m.ica 

estructural, utilizando sus principios fundamontales como 

una efectiva herramionla para la obtención de la respuesta 

din~mlca de sistemas estruct.urales. Consacuonteznente. el 

desarrollo del prese-nt.e trabajo se expone en el siguiente 

orden: En el pri...- capit.ulo se muest.ra un resumen del 

-·t.udio corr..,.pondient.. a la obt.ención de la respuesta 

. dinAmica de estructuras do un grado do libertad, lomando 

como · marco do roforencia a la t.eoria clAsica de la 

dinAmica, para ubicar ol problema a rosolver desde un punto 

de vista t"isico y resaltar su interés en el campo dao la 

1ngenier1a civil. Es on el s99undo capitulo donde se 

presentan con cierta f"orsaalidad algunos de los principale5 

conceptos del anAlisis de Fourior con objeto do establec&r 

las bases mat.oÑticas de la solución del problema citado. 

En el capitulo III se desarrolla y explica el método 

num6rico do la transformada rApida d9 Fourier que permitir• 

aplicar la leoria expuesta a los casos particulares y, en 

el últ.imo, se muest.ra la aplicación de los conceptos 

anteriores para la obtención de la r&SpufHit.a dinAm.ica 

estructural de sistemas de un grado de llbertad som9lidos a 

excitaciones especif"icas. En apéndices, por separado, se 

presentan algunas t.ablas de transformadas y series de 

Fourier, los listados de los programas para computadora y 

la simbologia utilizados a lo largo del d&sarrollo de la 

presente tesis. 
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RESPUESTA DIHAMICA ESTRUCTURAL EH SISTEMAS DE UH 

GRADO DE LIBERTAD. 

I.1 ECUACIOH DE MOVIMIENTO. 

I.t.1 Conceptos b~sicos. 

La D.1n.1aica es: la parle f'undan'9nlal de la mec~nica. 

Se encarga de esludiar el movim.ient.o de los sist.omas 

m.at.eri.ales y la.s causias que lo producen. En t.érminos mis 

simples. podria dacirse que la palabra di~Mi.ca implica una 

variación en el tiempo; de esla manera, una fuerza din~mica 

es cualquier fuerza de la cua.l su magnit.ud, dirección o 

¡x>sici6n var!an con el liempo. Similarmenteo, la respuesta 

eslruct.ural a una tuerza dinAmica, por ejemplo las 

deflexiones y esfuerzos resultantes, presenta también una 

variación en el t.iempo, os din•mica. 

Para ev-.luar la respuesta esl.ruct.ural a una 

excit.aci6n din~mica existen b~sicament.e dos aproximaciones 

diferentes: delerNinisllcas y no delerndnist.icas. La 

elección del m6todo a usarse en cualquier caso, depende de 

la forma. como est.~ definida la carga. Si la varlaci6n de 

ést.a con respect.o al t.iempo &S completament..e conocida, 

aunquo se.a •lt.•ment.e oscilat.oria o de caráct.er irregular, 

so le refiere como una carga dini.mica prescrita, y el 

an~lisis de la respuesta a lal exc1laci6n, se define como 

un an~lisis det.erminist.ico. Por otra parte, si la variación 

en el liempo no ~s complet..ament.e conocida pero puede 

definirse an un sentido est.adistico, la carga &S llama.da. 

carga dinámica aleatoria. 
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En goneral, la. respuest..a est.ruct..ural a cualquier 

excit.aci6n din:..mica se expresa bA.sicament.e en t.érminos de 

los desplazamientos de la estructura. Asi, un anJalisis 

dat.erminist.ico lleva a una hJ st.oria desplazamivnt.o-t.iempo 

correspondierat.e a la hist.oria do la carga prescrit.a; et.ros 

aspoct.os de la respuest.a est.ruct.ural, t.ales como t.ensiones, 

compresiones, fuerzas internas, et.e., se obtienen como una 

f"ase secundaria del an:..lisis, a part.ir de los pat.ron8'S de 

desplazamiento est.ablec:idos previament.e. 

Por otra parle, un an~lisis no det.erm.inist.ico 

provee información est.adist.ica sobre los desplazaaúent.os 

que resultan de una carga est.adist.icament.e definida. 

I.J.2 Tipos de cargas pr~critas. 

Casi cualquier t.ipo de sist.cnn.a vst.ruet.ural pu.do 

estar sujet.o a una u olra forma. de excitación dinimic.a 

durante su tiempo de vida. Dasde un punt.o de vist.a 

analitico, conviene dividir a las cargas det.erminislic&s o 

prescritas en dos calegorias bisicas: periódicas y no 

periódicas. En la fitJ. 1. 1. t se muestran algunas .formas 

t..1picas de cargas prescritas con ejemplos en los cuales 

podrian desarrollarse t.ales cargas. 

Como se indica en las /iss.I.t.ta y l.t.tb, las 

cargas per16dicas son cargas rapet.it.ivas, las cuales 

present.an la misma variación on el t.iempo sucesivament.e 

durant.o un gran número do ciclos. La oxcit.aciOn periOclica. 

m:..s simple es la variaciOn senoidal Cfifl.l.t.ta), la cual 

es llamada ar-6nica siq>lo. Ot..r.as forr.\i\S de excit.aci6n 

periódica, frecuent.emenle m.:..s complejas, son las generadas 

por ~quinaria de vaivón Cmovimiunt.os alt.ernat.ivos). o por 

presiones hidrodinimicas, por ejemplo, de la hélice de un 

barco. En lodo caso, el an~lisis da la rospuest.a a 
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cualquier excit.ación pari6dica sigue el mismo principio 

ganaral. Eslo se esludiará más adelant.e . 

.. r\Ocil.ca. n ~ 
,,, ~ ~ 

Ho p.9rLóc:U.co 

'" ~ 
"!!¿) 
~ 

'" 

f<tJ.1.J.J "e~oU=o 11 ~ <U ~,,_ 
.unám.<G4o l.l('i.<4.o C<0 ~ ~; C~:> C6~; CG> 
únf>ul<>wa.; e d.) ~ dU/14.clón.. 

Las Cárgas no peori6dicas pueden ser impulsivas, de 

c;or\,a o de larga dW"aci6n. Una explosión es una fuent.e 

lipicG de c~rg4 impulsiva. para est.e t.ipo de cargas pueden 

emplo~rse formas especiales simplificadas de análi~is. 

Por ot.ra part.e. en general una carga de larga 

duraci6n, t.al como la que podr1a result.ar de un sismo. 

puñOA lr:.t.,¡.,rs~ solamo?nt.o por procediuu.ent.os generalus. de 

.-r1.ilisi::; ..'.iir.:..mico. 



I.S.3 Carac~urist.icas de un probleJaa dinft.mico. 

Un proble«na din~m.ico est.ruclural dií .. 1ere de uno 

ost..~t..ico on dos aspQCt.os imporl•ntes. La primera diferencia 

w.;. la nat..ura.leza de la variación en el t.iempo de un 

problema din.imico. De-bido a que t.ant.o la carga como la 

rospuest.a varian con el t.iempo, un proble.tna dinttmico no 

t.iene s6lo una solución como la t.iene uno est.át.ico, sino 

qua se debo est.ablocer una sucesión de soluciones 

correspondient.es a t.odos los t.iempos do int.erés en la 

hlst.oria de la rospuest.a. As1, un anAlisis dinámico es mis 

complejo y largo que un an~lisis est.~lico. 

~ ot.ra direrencia rundamont.al ent.re probie1nas 

est.~t.ico y din~mico so describe a cont.inuaci6n mediant.• un 

ejemplo y so ilus~ra en la fitJ.1. t. Z. 

fi(J. 1. '. z ~ ~"'""" - c.<V~ <Uná,,.kQ. 11 
..:>U..~ Ca.> ?:4Jl¡¡o. «>látlc<I. CIJ> ~ dú\á"""'4. 

Si una viga simple est.á sujot.a a una carga est.~tica 

P, coll'IO se lh\Jest.ra en la fi6.1.J.2a, ~us 'inoinflnt.os y 

cort.ant.es internos y la .forma. de la. deflexión dependen 

dierect.ament.e de la carga aplica.da., y puodon ca.lculars• a. 

p.ar~ir da P por equilibrio de fuer2as. Por o~ra part.e, si 

se a.plica. la. carga p(t.) din~micamont..e, como se muest..ra en 

l.;.. /itJ. l. J~ 2b, los d(tS:pl.;,.:z;..mient.oso result.ant.vs d9 la viga 
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est.A.n asociados con aceleraciones, las cuales producen 

fuerzas de inercia que resist.en t.ales aceleraciones. Asi, 

los momentos y cort.ant.es int.ernos en la viga de la 

fi6.1. J. 2b deben equilibrar no sólo la fuerza aplicada 

axt.ernament.e 1 sino t.ambién las fuerzas de inercia 

result.ant.es de las aceleraciones de la viga. 

De est.e modo, las fuerzas de inercia que resist.en 

las aceleraciones de la eslruct.ura 1 son la caract.arist.ica 

111As import.ant.e que di st..i ngue a un problema di nA.mi co 

est.ruct.ural. Si estas fuerzas son signif"icativas. ant.onces 

debe t.oinarse en cuent.a el carict.er dinámico del problema 

para su solución. Por otra parle, si los movimientos son 

t.an lentos quo puodan despreciarse las Cuerzas do inercia, 

el an,lisis para cualquier instante puede hacerse por un 

procadindonto de anAlisis estructural estático. 

Uno de los ~sos ~s .iD1portantes un cualquiur 

anilisis dinAmico, es la creación de un modelo mat.em.:..t.ico 

de la est.ructura. Dichos modelos se clasiCican en dos 

cat.egor1as: continuos y discretos. La /i6.1.t.3a muestra un 

mc>del o cont.i nuo de una viga en cant.i l i ver. Al número de 

desplazamientos que se consideren para representar los 

eCectos de todas las fuerzas de inercia significativas, se 

le denomin.;a núMOro de grados de libertad del sist.eina. Asi. 

un modelo cont.inuo represent.a un sistema. de infinitos 

grados do libertad. Por ot.ra parle, las fi611· 1. I. 3b y 

t.t.3c ilustran sistemas de un número finito de grados do 

liberlad. En los modelos discretos mostrados aqui, la masa 

del sislema se id94.liza en un pequono número de puntos d• 

masa. De este D'K)do, el modelo de la /i$.1.t.3b será un 

sist.om.& de un grado de 1iber~ad y el de la /id. l. t.3c ser• 

de t.ros grados de l i bert.ad. En el presente traba.jo se 

~r•t.ar~n únicamente sisterna.s d• un grado de liber~ad. 



fi~.1.1. 3 
(l44Ú IÚ 
a/,""411.. 

~-~=---r-u.--::-:-:-rCt.) -uzct.lf..,-' 

.. ~JuaCt.) 
kl 

I.S. 4 Formulación de la ecuación d• saovialent.o. 

La f'ormulaci6n da las ecuaciones da movimianlo de 

un sislema. din~ndco es p:>Siblemien'Le la fase rn:..s import.ant.e 

Cy a veces la m.i.s dificil) del procedimient.o completo. Par• 

la ~ormulación do t.ales ecuaciones exi5lan direrent.es 

mét.odos, Aqui se usarA el llamado principio de d•ALBmbart. 

l...a ecuaci 6n do movi mi. ent.o de cual qui or si st.ema 

dinámico represent.a expresiones de la segunda ley del 

lDC)Vimi<ilnt.o de Newt..on, la cual EJSt.ablililCa que la razón de 

cambio de la cant.idad de movinúent.o de c11alquier masa •• es 

igual a. la f"uorza act.uant.e en ella. E!.it.a. relación puede 

oxpresarse mat.e~t.icament.e como la ecuación diferencial 

1.1.1 

donde pCt.) es el vect.or fuerza aplicado y uC~) es el vect.or 

do posición de la masa a. Par.a la mayoria de los problemas 

en din~ca ost.ruct.ural, puede suponerse que la masa no 

varia con el t.iempo, en cuyo caso la ec.I.1.1 puede 

escribirse 
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p(t.) 
l. l. la 

donde cada punto representa diferenciación con respecto al 

t..l.empo. 

La ec.I.1.1a puede escribirse también asi 

p(t.) - • üCt.) • O 

en la cual. el segundo término .UCt..) es llamado f'uarza de 

inerci.a resistente a la a.celer.ación de la masa. 

El conceplo do que una masa d.sarrolla una f'uorza 

de inercia proporcional a su aceler~ci6n y opuesta a ella, 

es conocido como principio dB d' Al•Jnb.4'rt. Est.e, permit.• 

expresar a las ecuacionos de movimiento de un problema 

dinimico eslruct.ural 

dinimico. 

como ecuaci onfJS de equilibrio 

Las propiedades fisicas esenciales de cualquier 

sistema eslruct.ural l i noal mente eli.slico sujeto .. 
excitación din~mica, incluyen su masa, sus caraclerist.icas 

ol.t.st.icas Cfloxibilidad o rigidez), su mecanismo de 

disipación de energia o amorliguamient.o, y la fuente 

ext.erna de exci t..aci6n o carga act.uant.e. En el mc>delo ~s 

simple de un sist.oma. de un grado de libert.ad•, cada una de 

t.ales propi&dados se suponen coneent.radas en un solo 

el emient.o f 1 si eo. 

En la fi~.I.t.4a se muost.ra un sist.ema como t.al. La 

masa eomplet.a., •• de este sistema.. est.A incluida en el 

bloque r1gido, el cual puede moverse únicamente en una 

dirocci6n simple, as1 el único desplazam.iont.o coordenado u 

detfine complet.aJDent.a su posición un cualquier inst.ant.e. La 
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resist.encia elJ..st.ica al desplazamient.o est.á represent.ada 

por el resort.e idealizado (sin masa) de rigidez k. mient.ras 

que el mecanismo de disipación· de energia se representa por 

Ql coericient.e de amort.iguamiant.o c. El mecanismo ext.erno 

de excit.aci6n que produce la respuest.a dinámica de est.e 

slst.ema.., es la carga con variaci6n en el t.iempo pCt.>. 

~u 
1(1). 

"' '" 

La ecuación de movimient.o para el sist.ema d• la 

fi6.1.J.4 puede derivarse por el procadimienlo m9ncionado. 

Como se muest.ra en la /i~.l.t.40, las fuerzas 

ac~uant.es en la dirección del desplazaaú.ent.o incluyen a la 

carga apl i Cad-. pC t.) y a las t. res fuerzas rosul t.&nt..s dol 

movimient.o; la f'uerza de inercia f':r, la í'uerza de 

a.mor:t.tguamient.o fA y la fuerza de rost.it.uci6n del rnort.• 

el~st.ico ta. De est.a forma, la ecuación de movimiento es 

una exprosi 6n dol equi 1 i br i o do t.al os f'uerza.s. coa:> se 

indica · 

~' + f'A + Ca pCt) I.1.2 
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cada una de las fu"erzas represent.adas en el miembro 

izquierdo de esta ecuación es una función del 

desplazanúent.o u o de sus derivadas. 

Sl s• considera primero la fuerza elA.stica, •sla 

estará dada por el producto de la constante rie rigidez del 

r.sorle y el despl,~~mient.o 

1: uCt). I.1.3a 

Similarmente, por el principio de d' Alemberl, la 

magnitud de la fuerza de inercia es el producto de la masa 

y la aceleración 

f¡ • UCt). I.1. 3b 

Finalmente, si se supone amort.iguall.ienlo viscoso, 

la ruerza de arnorliguamient.o es el pR>duct.o de la const.ant.• 

de amort.iguamient.o y la velocidad 

e ÜCt) I.1. 3c 

Si s:e sust.it.uyen las ec:s.I.1.3 en I.1.2, la 

ecuaci 6n de movi mi ent..o de est.e si st..ema de UGDl.. est.A dada 

por 

ra UCt) + e ÜCt) + 1: uCt) pCt). I.1. 4 

I, 2 VIBRACIOH LIBRE 

Se acaba de most.ra.r que la ecuación de movimiento 

para cualquier sislemil de UGOL puede escribirse 

ra UCt) + e ÜCl) + k uCl) pCt). I. i?.1 

Par.a obt..enor l.a soluc:.ión d• la oc.l.2.1 s• 

considerar• primero la ecuación hoinogénea. haciendo el 
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iaiembro derecho igual a cero: 

• UCl) + e ÜCl) + k uCl) o. I.2.2 

Los R'IDVimient.os que t.oman lugar con la tuerza 

excit.adora igualada a cero son conocidos como vibraciones 

libres. A cont.inuación so examinarfl la respuesta a 

vibración libre de un sist.ema de UGDL. 

L.a solución de la ecuación I.2.2 es da la Coraaa 

UC:t.) = Ge•'. I.2.3 

Sust.it.uyendo est.e valor en la ec.I.2.2, lleva a 

C• s 2 + e s + k) G o.t • O I.2. 4 

Dlvidiendo después por • G ... • int.roduciendo la 

notación 

(,,)ª - k /. 

t.a ec. I. 2. 4 so vuelve 

sª + ...=__ s + t.»• • O. • 

I.2.6 

I.2. 6 

El valor de s que se deriva de esta expresión 

depende del valor de e; asi el t.ipo de movimient.o 

represent.ado por la ecu.ación I . ?.. 3 depender .ti del 

amorliguamient.o en el sist.enwl. 

I.2.1 Vibración libro no ª"'°rligwoda. 

Si el sistema 8'S no amortiguado, entonces e = O y 

puede verse que el valor de s dado por la ec.I.2.6 es 

s .t ¡: w. 

Asi, la respuesla dada por la ec.I.2.3 es 

U:t.) = Gi e t:wt. + G2 .-i"4 

I.2. 7 

I.2.8 
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en la cual los dos término~ resultan de los dos valores que 

t.oma s y las constanles Gt y Gz representan las 

.ampllt..udes arbitrarias del movimiento. Int.roduciendo la 

/ór~u!a da Eul9r 

cos ~l ± t sen wt. I.2.Q 

la ec.I.2.8 puede escribirse en una for~ más conveniente 

uCt.) ~ A sen wl + 8 cos wt I. 2.10 

en donde las constantes A y B pueden expresarse en términos 

da las condiciones iniciales. por ejemplo, el 

desplazamient.o uCO) y la velocidad ÚCO) en el t.iempo lcO, 

en el cual se iniciaron las vibraciones libres del sistema: 

uCO) a B 
ÜC:O) = A w cos wt - B w 5en wl 

üCO) = ¡., w • A a C UCO) / w 1 

SUstituyendo en la ec.I.2.10 

uC l) = C UcO)/wl sen wl + uCO) ces wt I.2.11 

Esta sol uci 6n represenla un JROYiJniento arE>nico 

simple CMAS> y está represent.ado en la f'-6· 1. z. t. La 

cantidad w es la. f"rocuencia circular o velocidad angular 

del movinúent.o, medida en radianos por unidad de tiempo. 

La frecuencia ci el i ca f, a 1 a que se Je ref'i ere 

usualmente como frecuencia del movimiento simplemente, es~á 

dada por 

f I.a.12 

y su reciproco es el periodo T. 

2n 1 
T • i 1.a.13 
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.... 

¡;.,,. r.2.1 

E.l movill\l.ent.o represent.ado por la ec. I. 2.11 puede 

~rasarse t.ambién on la f'orma 

U::t.) = p cos Cwt. - El) I. 2.14. 

COJnO pu&de observarse en el diatrrama de Arsand de la 

/itJ. 1. 2. 2. 

fi11.1.2.2 
.,~~-

"'" 
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La respuest.a est.i dada por la p.art.e real, o 

proyección horizontal de los dos vectores rot.at.orios. As1, 

la amplit.ud de movimient.o est..t. dada por la result.ant.a 

p -

y el ilngulo de rasa es 

ÚCO) 

9 • tan-t. (o) UCO) 

I.2.15 

I. 2.1CI 

En la fi.6.1. 2. 2 se not.a que el Angulo de fase 

representa la distancia angular por la cual el movimlctnt.o 

result.ant.a viene dat.ri.s en el t.6rmino coseno en la 

respuesta. 

I.2 2 Vibración libre a..,rtiguada. 

Si el sist.ema presenta a.mort.iguallliento, la solución 

de la ec.I.2.6 que define la respuesta es 

s - __:_ + ./ce/Za)ª - ,,,z 
211 - I.2.17 

De acuerdo al cari.ct.er de la cantidad dentro del 

radical -la cual puede ser positiva, negativa o nula- son 

t.res los tipos de movimiento representados por esta 

expresión, los cuales se est.udiarAn a cont.inuaci6n: 

a:>AwoaTIOUANlrHTO c.1nco. 

Si. el radicando en la .c.I.2.17 es igual a cero, se 

presenta la condición de amortiguaaiant.o cri~ico, la cual 

se cumple cuando c/2m = w • de esta forma se encuentra el 

valor del amor t.i gua.mi ent.o cr 1 t.i co ce: 

cc•2•w I. 2.18 

Ent.onces el valor de s en I. 2.17 es 
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s - c"'2a - .. 
y la respuest.a dada por la ec. I. a. 3 es 

uCt.) • CG& + G2 t.> •.....,. 1.a.20 

..., la qu• el segundo miembro est.IL multiplicado por t. , ya 

que Onicamant.e est..i. disponible un sólo valor de s en la 

solución, ec.I.a.1g. 

Introduciendo condiciones iniciales en la .c.1.a.20 

se obt.iene la forma final de la raspuest.a crit.icament.e 

ainort.iguada 

uCt.) a CUC.O> U + ...t.> + ÚCO) tl .,..,.,. 

la cual est.~ graf"icada en la /i6. 1. z. 3. Puode observarse­

que la ro!:puo!iL&l. lll;.;.;, .:iv un si~t..;,:,J;J.M. cr ... t.ic;:un •. ;nt..o 

álnOrt.iguado no incluye oscilación sobro la posición do 

deflexi6n· igual a cero; sino que el desplaza.núont.o regresa 

a cero do acuerdo con el t.érmino doclinat.orio exponencial 

de la ec. I.2.21. Una deí'lnlci6n usual de la condición 

crit.icament.o amortiguada, es qua es la minim.a cantidad de 

amort.iguamient.o para la cual no ocurro oscilaci6n en la 

respuest.a libro. 

UCl) 

T~ UCO) 

/Íf!. 1. 2. 3 
c<.lté"4. 

J_ . 
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b)•l•T1DIAll •u•A.MoaTIOUAD08. 

Si el amort.iguamienlo es menor que el crit.ico, 

entonces de la ec.I.2.18,C c < 2 • w y de esta forma el 

radicando en la ec.I.2.17 result.a negativo. Para evaluar 

la respuest.a a vibración libre en est.e caso. es convanient.e 

expresar el amort.iguamient.o en términos de una relación (J, 

al valor del amort.iguamiont.o cr1t.ico¡ est.o os 

e e 
(1 • -;;; • 2,a.) I.2.22 

en la cual (1 se llama fracción de allll)rt.iguamlento. 

SUst.i tuyendo la ec. I. 2. 22 on I. 2. 1 7, so obt.i ene 

s • - ""' :!: I C(l<.>)
2 

- .,• 

cambiando el signo al radicando e 1nt.rcx1uciendo W1 nuevo 

simbolo wA, 

s • -(1<.> ± .. I "ª-1 
I.2.a:J 

dondtJ 

........ ~. I.2.a.& 

La cantidad wA se llama frecuencia do vibración 

amortiguada¡ para fracciones de amort.iguamient.o esperadas 

en sistemas ost.ruct.uralos \.!picos C(J < 20Y.l. tiJA dif'iere muy 

poco de la frecuencia no amortiguada, como puede notarse en 

la ec. I. 2. 24.. Para estimar la influencia del 

amort.iguamient.o en la f'recuencia, conviene hacor una 

gr•fica de la relación de frecuencia amortiguada a 

frecuencia no amortiguada Cw.4 / (¡)) cont.ra la fracción d• 

amort..lguamient..o (J; donde se aprecia que es un circulo de 

radio unitario, fi~.I.2.4. 
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~~ "'• /., -..., (1. -~ a. uUl\4Cl6n lU-.. <t& "" ~""'4. 

"'"'~ 

La respuest.a a vibración libre de un sist.•ma 

sUba.mort.iguado puede ovaluarse sust.it.uyendo I.2.23 en I.2.3 

uCt.:> • GL •-(MA.+iw,.1. + Cb .-~-.:w..,1. 

• e-ilw'CG:& eic,.,•1. + G.a ,,-ú"'•"> 
El t.4'rmino ent..re pari4nt.esls repr1JSent.a un 

movimiento arn>6nico simplo Cpuede con.pararse con la 

ec.I.2.8); asi est.a expresión puede escribirse más 

conveni ent.oment.e como 

I.2.25 

Finalment.e. cuando se introducen condiciones 

iniciales UCO) y Uco>. pueden evaluars;o las const.ant.os de 

I • 2. 25 qued&ndo 

u(t.) -
.-(b. 

ÚCO) + uCO) (1 w 
[----..,----- sen &.>A t. + uCO). cos w 

4 
t. ) 

• I.2.20 
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Est.a expresión de la respuest.a puede escribirse 

alt.ernat.ivament.e en forma de vect.or rot.at.orio 

I.2.27 

en donde 

p a { [ üCO:+~O)~ z + [ uCO)r } VZ 

úC º' +uC 0) (lo> 
8 = tan"" I.2.29 

En la fi6. 1. 2. 5 se muestra un.a gr.lf'ica de la 

respuest.a de un sist.ema subamort.iguado a un desplazamient.o 

inicial uCO) pero empezando con velocidad igual a cero 

CÚCO)•Ol. Puedo not.arsv quo el sistema subamort.iguado 

oscila sobre la posición neut.ral, con una frecuencia 

circular wA const.ant.e. La reprosent.aci6n do la ec.I.2.27 es 

equivalente a la /i6.l.2.Z, exx:oplo porque la longitud del 

vuct.or disminuye oxponencialment.e a medida que la respuesta 

se amort.igua. 

Las verdaderas caract.erlsl.icas del amort.iguanú.ent.o 

de sistemas est.ruct.urales t.ipicos son complejas y dificiles 

de definir. De t.odos modos, es prá.ct.ica común expresar el 

amort.igu~mient.o de t.ales sist.omas reales en t.érm.inos de la 

tracción de amort.iguam.ient.o ~· 

Consid~rense dos ~mplit.udes positivas consecutivas, 

como se muestra en la /i.6. 1. 2. 5, est.o es Un y Un+'1. O. la 

ec.I.2.27, la relación do t.ales dos valores consecut.1vos 

estll dada por 

I.2.21;1 
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TOlllalldo •l logarit.mo nat.ural C ln:> de ambos lados, 

se obt.lene el decre..,nt.o logarlt.aico 6 

6. I.a.30 

o bien, con I.2.24, 

6 • r.a.31 

Para bajos amorllgua.mi'"1t.os, la ec:.I.a.31 puede .aproximarse 

a 

6 ::l f!:rr(1. I.a.3a 

En t.ales casos, la ec.I.2.2Q puede escribirse cOD>O 

una expansión en serio 

Un can(D• 
a6 i!! e•rtfl a 1 + arr(l + 21 + ... I.a. 33 

Un+i 

Para bajos valores de (1 puede obt.eners• suficlent.a 

aproximación sumando sólo los dos pri-ros t.érminos en la 

serie, en cuyo caso 

I.<!.34> 

Para sist.•mas liger.f11>1>nt.,. amortiguados se puede 

obtener una mayor exact.it.ud evalWlndo la fracción da 

amort.iguamient.o, considerando ampli llldes de rospuest.a 

separadas varios ciclos, por ejemplo m ciclos; entonces 

Un 
ln 

Un•m 
I. 2. 3!5 

que puede simplU'icarso para muy bajos amort.iguamiant.os a 

la relación aproxiaada 
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un-un+ .. 
(1 • -=a..-n_u_n-.-,.- I.2.36 

c)•DTDIAS •o•&IE.ANOATJOUA.Doe. 

Aunque es dificil enconlrar sist.emas est.ruct.urales 

con aDOrt.iguamient.o mayor que el crit.ico en condiciones 

normales, en ast.• caso la f'racc16n da amort.igua.mient.o es 

mayor que uno C(I > 1), y la ec. I.2.17 puede escribirse 

s -(Jo> ± .. ~ - -(le.> ± ;;; I.2.37 
en donde 

;;; • .,-ftF-1. 
51.Jsti t.uyendo I. 2. 37 en I. 2. 3 y simplificando, se 

obt.iom• 

UCt.) • e~CA senh wt. + B cosh wt) I.2.38 

en la cual, las const.ant.es A y B pueden evaluarse 

considerando condiciones inicialos. La respuost.a de un 

sist.em.a sobroamort.iguado no es oscilat.oria; es similar al 

rnovim.ient.o del sist.ema crit.icament.e amort.iguado de la 

fi6. 1. 2. 2. pero el regreso a su posición neut.ral, se 

r•t.arda mis en t.ant.o se increment.• la fracción de 

amor t.i gua.mi ent.o. 

I. 3 YIBIUCION FORZADA. 

Se ha vist.o que un sistema sufre pérdida da energia 

por causa del amort.igua.mient.o. Cuando át..a se compensa 

inyect.ando energia adicional modiant.o la aplicación d• 

f"uerzas ..xt.er~s. las oscilaciones sost..en.idas asi s• llaman 

vibraciones forzadas. 

La ecuación del movimiento se lullla a part.ir del 
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OlqUJ.librio clint.mico del cuerpo oscilant.e, al igual que en 

los casos ant...-iores. Se t.endr!a ent.onces la ecuación 

general del movimient.0 1 ec. I .1. 4 1 en la cual, la fuerza 

excitadora pCt.) varia com6n.ment.e con el t.iempo, y puede ser 

de dif'erent.es t.ipos ent.re los quo se encuentran: 

() Excit.aci6n armónica 

tt) Excit.aci6n por impulsos 

iti) Excit.aci6n arbit.raria 

tu) Excit.aci6n peri6dica. 

A cont.inuaci6n s• estudiar~ cada uno de ellos. 

I. 3.1 Excl tac16n armónica • 

., •U'l'S>Lt. NO ANonnouAOO. 

Se supondr.IL ahora qu• el sist.ema d .. la /is.Z.f.4a 

.st.• sujet.o a una fuerza excit.adora pCl) qu• varia 

armdnicamvnt.e, do amplit.ud po y f'recuencia circular O 

Cf'recuoncia do la ruerza oxcit.adora). En est.e caso la 

.cuaci6n diferencial del movim.iont.o es 

a OCt.) + c Uct.) + k uCt) po s..n Ot.. I. 3.1 

Ant.es de considorar el caso general con 

aunort.iguamient.0 1 se exandn.ar.l primero la. respuast.a de un 

sist.ema no amort.iguado, para el cual la ecuación d• 

hlDVimienlo se vuelvo 

• t!Cl) + k uCt.) • po sen Ot. I.3.a 

La solución complementaria de est.a ecuación es la 

respuest.a a vibración libre de la ec.I.a.10: 

ucCt) A sen wt. + 8 coa wt. I.3.3 

La solución general incluya t.ambi6n la solución 

part.icular, como lo .. •l cowrrpor\.aaú.ent.o especifico 
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generado por la f'orina de la excit.ación diMinica. L.t. 

respuest.a a la excit.aci6n armónica puede suponerse armónica 

y en fa.se con la excit.ación• asi 

G son ot. I.3.4 

donde se evaluart. la amplit.ud G. S..st.it.uyendo la 9<:.I.3., 

en I.3.2 se t.i•n• 

- • rfo son ot. + le G sen ot. po sen ot. I.3.B 

Dividiendo por sen Ot. y por le, y recordando que 

wª•k/a, result.a 

o e 1 - o•,,,,,• ' 

Por lo t.ant.o la amplit.ud de la respuest.a es 

o 
po 1 

k -r:;:r 

I.3.15 

.-. donde r represont.a la relación de la f'rec:uenci.a. de la 

fuerza excitadora a la frecuencia nat..ural de vibf'ac16n 

o 
r • I.3.9 

La solución general a la exr:it.aci6n arm6nica del 

sist.em.a no amort.iguado est..A da.da ent.onces por la 

combinaciOn de la solución complement.aria y la solución. 

part.icular, en la cual el valor de G est.~ da.do por la 

ec.I.3.7; de est..e n:>do 

po 
uCt) • UcCt) + U¡>(t) • A sen wt + B cos wt. + k -¡-:;:r sen Ot 

I.3.g 

En est.a .cuación, los valores de A y B deponden de las 

condiciones en las cuales se inició la respuest..a, Para un 

sist.ema que empieza del roposo, las condiciones: inicial.es 

son UCO)mUc0)-0 y s• puede most.rar que las const..nt.- t.oman 

los siguient.es valores: 
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po r 1 
A • - ~k~- -¡::;r B • O I.3.10 

Ent.onces la r-puest.a dada por I. 3. Q se vuel vw 

po 
uCt.J • T ~ e sen Clt. - r sen Clt. ) I.3.11 

po;'Jc • U-\ • desplazam.ient.o est.i.t.ico, desplazamiento que •• 
producirla por la carga po aplicada est..t.t.ica -
..... t. •. 

1/C1-r":> ract.or de amplificación, represent.a el .rect.o 
do amplificación dlnúllca de la carga aplicada 
arm6:ni cament.e. 

sen nt. • component.e do respuesta en la frecuencia de la 
tuerza excitadora • respuosta en osl~do esta­
cionario, relacionada diroct.arnent.e con la 
carga. 

r sen t.Jt. componont.e do respuost.a en la rrecuencia 
nat.ural do vibración • efect.o do vibración 
libre inducido por las condiciones. iniciales. 

O.b.ido a que en la pr.lct.ica, el a.morl.1.9uamient.o 

causa que el O..lt.imo t.6rmino desaparezca ovent.ualmont.e, se 

l• denomina rospuost.a en est.ado transitorio. 

tha .-elida convenient.e de la influencia del 

car,ct.er- d.1Mmico de la excit.aciál, Se indica p:ar la 

relación RCt.) de la rospu~st.a dlnhúca al desplazaml.ent.o 

que se producirla por la aplicación est.S.t.ica de la misma 

carga. S. t.ione ent.onc: .. la rol.ación do respuesLa: 

UCt.) uCt.) 
RCt.J • -·· I.3.12 
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De la ec.I.3.11 puede deducirse que la relación de 

respuesta result.ant.e de la excit.aci6n armónica de un 

sist.ama no amort.iguado (comenzando desda al reposo) es 

RCl) • 
1 

~rz 

b) Sl8TEMA ANORTIOUADO. 

C sen ot. - r s9n wt. ). I.3.13 

Recordando la ec. I. 3.1 que incluye amort.iguamient.o, 

dividiendo por •y observando que de I.2.22 e/la•~. se 

tiene 

UCl) + 2(1<.> ÚCl) + ... 2 UC:l) D 

po .. •en nt. I. 3.14' 

La solución comploment.aria a esta ecuación es la 

respuesta a vibración libre dada por la ec. I.2.29. 

suponiendo que la eslruct..ura t.lene amort.lguamient.o menor 

que el critico 

ucCt) • .-flc.::A.c A sen w t. + D cos w t:> I. 3.15 ... .. 
La solución particular es da la forma 

Up( t.) • Gt son ot.. + G2 cos nt I.3.18 

en la que se requiero del segundo t.érmino, ya que en 

general, la respuesta de un s.isloma amortiguado no est~ en 

fase con la excilac16n. 

SUst.it.uyvndo la ec.I.3.16 en I.3.14 y separando los 

rWlt.iplos de son ot. de los m~lt..iplos de cos Ot.: 

z 2 po 
[-e;. Cl -Ga CXZ(l<.>) + Gt "' l sen Clt. • ....... sen Clt. I. 3.17a 

[ -Ga ciª+Gt CXZ(l<.>) + Ga 0>
2 l cos Ol • O I. 3.17b 

Las dos relaciones deben sat..istacers• 
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individual-nt.e ya que los t.6rlllinos seno y coseno 

desaparecen en casos dit'erent.es. Dividiendo ambas ~ ,,/, 
reagrupando t.érminos y cancelando las expresion .. 

t.rigonOOll6t.ricas 

po 
o. e 1 - rª ) - Ga e 2(1r ) • T 
o. e 1 - rª ) + a. e 2(1r ) - o I.3.19 

Resolviendo las ecuacion- simult.6.neas, result.an 

expresiones para los t'act.ores de amplit.ud de respuest.a: 

po 1 - rª 
o. - --------

le c1-rª)ª+c2(1r) 1 

po -2(1r 

Ga - I.3.1Q 
le 

Int.roduciendo t.ales expresiones en la solución 

part.icular ec.I.3.1'1 y combinando con la solución 

compl emont.a.r i a, 

general: 

•• encuont.ra f"inalment.e la solución 

uCt.) • e-fJ<:A.CA sen .. ,. t. + B cos w,. t.) 
po C1 -rª) sen nt. - 2(11' cos nt. 

+ 
le c1-rª'ª + c211r>ª I.3.20 

El primer t.•mJ.no en la ec.I.3.20 roprosent.a la 

rnpuest.a en ost.ado t.ransit.orio a la exx:it.ación aplicada. 

Las constanles A y B podrian evaluarse para cualesquiera 

condiciones iniciales dadas, poro est.• t.6rmino dislllinuye 

rApidament.e y generalment.e es do poco int.er6s por lo que no 

- evaluarAn aqu1. 

El segundo t.6rmlno en la misma exprosión es la 

respuast.a en est.ado ast.acionario en la frecuencia de la 
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~uerza excit.adora, pero fuera de rase con ella. El 

comport.arnient.o del desplazamiento en est.ado ast.acionario 

puede int.erpr•t.arsa mis racilment.e gra.ficando sus dos 

vect.ores en el dLQ$rama da Arsand most.rado en la /i6.I.3.t. 

La result.ant.e, p, de los dos vect.ores represent.a la 

amplit.ud de la respuest.a en est.ado est.acionario 

I.3.21 

y el •ngulo de fase, 9, por el cual la respuesta se ret.rasa 

de la fuerza excit.adora ast.• dado por 

B • t.an-t I.3.22 

donde el '-ngulo de rase es~i limi~ado al rango O <OS 180°. 
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As1, la respuest.a •n est.ado est.acionario puede 

escribirs• t.ambién 

uCt.) - p sen e Ot. - e ) I.3.23 

La relación de la amplit.ud de la respuest.a 

result.ant.e al desplazamient.o est.At.ico que so produciria por 

la fuerza po se llama rac~or de ampl~Cicación di~mlca, D; 

a.si 

p 
Ds-­

po/lc 
I.3.24. 

Es int.eresanle considerar t.ambién ol equilibrio de 

f'uerzas act.uant.es sobre la masa en est.a condición de 

vibración on esLado ost.acionario. Las componont.es de fuerza 

pueden expresarso en t.érminos del factor de ampliticación 

dinimica y gra.f"icarse en el di.atrrama do .ArLfand de la 

fi6.1.3.Z. S.. puodo observar que la fuerza olAst.ica act.Oa 

en la dirección opuest.a al vect.or resul t.ant.• de 

aplicada 

'lq.u.UU""' .U. l.....,,,;¡a.o, ~f'UCO"'- an ~ 

<1<>44cW""""'· 
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desplazamient.o de la fitJ. I. 3.1. Oe manera similar, las 

fuerzas de amort.lguamiento y de inercia act.Oan en 

direcciones opuest.as a los vect.ores de velocidad y 

aceleración, respect.ivament.e. Finalment.e, la result.01nt.e de 

t.ales fuerzas resist.ent.es equilibra a la carga aplicada po 

exact.ament..e, como debe s&r para mant.ener el equilibrio 

dlnt..mico. 

O& la ec. I. 3. 24 puede not.arse que el fact.or de 

amplificación din~ca D varia con la relación d• 

frecuencias r y con la fracción do ainort.iguamiont.o P; en la 

/i6. 1. 3, 3 se muest.ran gr~ficas de t..ales relaciones. El 

~gulo do fase t.ambién varia con las cant.idades 

mencionadas, como puedo verificarse en la ec.I.3.22 y se 

Jn1Jest.ra en la fitJ.l.3.4. 

r 

/LtJ. I. 3. 3 

'Y~n. ~ /4alo. <U 

°"'"'~"' din.imk<I. 

""" 'W>{WGl6 "' <Ml\4'\.tlg~ 
11~ 

/is.I.3.4 

En la /itJ. I. 3. 3 puede observarse que el ~ ... de 

la respuest.a en est.ado est.acionario ocurre con una relación 
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de frecuencias cercana a la unidad para sist.emas 

lige.-.._,,t. • .uior-liguados. cuando la relación de frecuencias 

.. la unidad. es decir, cuando la frecuencia de la tuerza 

9X'Cit.adora es igual a la f"rocuencia nat.ural de vibración, 

se da la llamada condJc16n de resonancia. 

Aparent.ement.e, de la ec. I. 3.13 la respuest.a en 

-t.ado .. t.aclonario de un sist.ema no amortiguado t.iende a 

inl'init.o en la resonancia. Se puede obt.ener un rosult.ado 

-.S general do la ec.I.3.24, la cual muest.ra que para la 

resonancia Cr-1:>, •l fact.or do a.mplif"icaci6n dinA.mlca os 

inV9r"sa.ment.e proporcional a la f"racci6n de amort.iguamient.o: 
1 

Dr .. - I. 3.2!5 

Como quiera que sea, aunque se acerque al valor 

~mo, 6st.• no represont.a la respuest.a m.A.xim.a para 

cualquier sist.ema amort.iguado;: la relación de frecuencias 

para la respuest.a mAxirna puode encont.rarse dif'erenciando la 

ec. I. 3. 24 con respoct.o a r o igualando a cero. Para 

est.ruct.uras prA.ct.icas que t.ienen relaciones de 

ainort.iguamlent.o e (1 ( 1/@ [11 J, la relación-pico d• 

f'recu•ncias puede encon~rarse asi 

rploo • 

y su corr--pondient.e respuest.a-pico es 

Par-a 

di r..-eñc1 a 

deapreciars•. 

fracciones 

ent.re las 

pequef'las de 

ecs. X. 3. 2151> 

I.3.215& 

I.3.251> 

amorliguamient.o, la 

y I.3.2:!5 puede 
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A fin de comprender mejor la nat.uraleza d• la 

respuest.a resonant.• de tm.a est.ruct.ura, a exelt.ación 

armónica, es necesario considerar la ecuación de la 

respuest.a general I.3.20, qua incluye los t.6rminos en 

est.ado t.ransit.orio y en est.ado estacionario. En la 

trecuencla de e?CCilaci6n resonante est.a ecuación se vuelVD 

po 

k 

cos ...t. 
. I.3. 27 

Asumiendo que ol sistema einpie%a del reposo 

CuCO)aUc0)-0], la.s const.ant."5 son 

po w po 
A•--·-~ " a...,. 1c a.., 1-,. I. 3.28 

Asi, I.3.27 se vuelve 

UCt.) • po [•-~(~sen "'.,.t. + cos 
2(1 ""'iC" ".f 1-~ª 

I.3.C!Q 

Para las cantidades de amort.iguamient.o que se 

esperan en un sistema est.ruct.u:ral, el t.érmino seno en est.a 

ecuación contribuye muy poco a la amplitud de la respuest.a~ 

ademAs, la f"recuoncla aJhC>rt.lguada es casi igual a la 

frecuencia no amortiguada. As1 la relación de la respuest.a 

en est.e caso es aproximadament.e 

;:¡ -
1
- ,.,"'fM_ 1 ) cos c.>t. 

2(1 
I.3.30 

Para amort.iguamient.o nulo, la ec.I.3.29 se vuelve 

indet.erminada, pero aplicando la .-.6la t1'> l.'H6pHal, la 

respuest..a resonant.e de un sist.ea.a no aJDOrt.iguado es 
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RCl) • 2 Csen wl - ~ cos wl). I.3.31 

En la fi~.I.3.5 se muestran grAficas de las 

ecuaciones I. 3. 30 y I. 3. 31., y se aprecia cómo aument..a la 

respuest.a en casos de oxcit.aci6n resonant.e, con 

amort.iguam.ient.o y sin él; en ambos casos la respuesta 

.aument.a gradualment.e. En el sist.oma. no amortiguado, la 

respuest.a crece conlinuament.e una cantidad n en cada ciclo, 

de ost.a manera se producirla event.ualment.e una calamidad en 

el sist.ema;, a menos de que se modiCicara la Crecuencia. Por 

ot.r& parle, se puedo apreciar la manera como •1 

a.mor-t.lguamient.o limit.a la amplitud de la rospuost.a 

resonant.e. El ndmero de ciclos requerido por est.a respuest.a 

resonant.e a.JD()rt..iguada para alcanzar es:encialanent.e su 

amplilud pico, depende de la canlidad de amorliguamienlo. 
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I. 3. a Exci t.aci6n por i11Pu1Sos. 

A cont.inuaci6n so considerar~ ot.ra clase especial 

d• excit.aciOn dinámica de un sist.ema. de UGOt.: la carga 

1.pulsiva. Dicha carga consist.e de un sólo iJ:DpUlso 

principal, como so ilust.ra en la /i6. t. 3. 6 y generalment.e 

es de relat.iva corla duración. Las c&rQas impulsivas o de 

choque rrecuant.oment.e son de iJnpOrt.ancla eon el diseno d• 

ciert.as clases de sist.ema.s est.ruct.ura..les. como p. ej. 

vuhiculos, et.e. 

'"' 

-t<~~~~--=~~-L~-.J<'----'-~ t 
roa• u: 

1•6-1. 3.6 

El amort.iguam.iont.o t.ieOe mucha menos izn.port.aneia 

pa..ra cont.rolar la rospuest.a ~ma; de ~ ost.ruclura sujet.a 

a ca.roas impulsivas. que para oxcit.ación armónica y 

peri6dica. U respuest.a mixima. a una carga impulsiva se 

alcanzar~ en muy poco tiempo, ant.os do que las fuerzas de 

.amiort.iguamiont.o puedan absorber la energia do la 

est.ruct.ur.a. Por est.a ra%6n, p.a.1a excit.aciOn por impulsos 

solament.o s111 considera la re-spuest..a no .aJDOrt.iguada. 
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Algunas cargas impulsivas pueden ser expresadas por 

funciones anallt.lc.as simples. colDO el impulso onda S"10, •l 

rectangular y •l t.riangular. En t.odo caso la respuest.a se 

dividir6. en dos f'a.ses, la primera correspondient.• al 

int.ervalo durant.e el cual act.Oa la carga Ct.iempo de 

duración del impulso: t.d), seguido por la fase de vibración 

libre. 

La respuest.a m.bdma producida en una est.ruct.ura no 

amort.iguada de UGlll.. por una forma dada do excit.ación 

illpUJ.siva, depend<> unical!l'1nt.e do la relación dol t.iempo de 

duración del impulso al periodo natural de la est.ruct.ura 

t.cl/T. O. est.a rorm.a, conviene gra.ficar el f'act.or d• 

Ulplificación dinúdca D COlbO una función de ct..vn para 

diferent.es formas de exicit.ación impulsiva. 

Por ejemplo, en la /i(J. I. 3. 7 se han graficado 

algunos dal.os obt.eni éndose dif'oront.es curvas que 

corresponden a diversas formas de oxcit..aci6n impulsiva. 

~t.a• curvas •• conocen como espect.ros de respusst.• de 

cargas impulsivas, y genoralment.• se US&l'l para predecir el 

erect.o m1.ximo esporado do una forma dada de oxcit.ac16n 

iJDpt.Jlsiva act.uant.e sobre una est.ruct.ura simplo. 

O.l est.udlo dol ospoct.ro do r.,.punt.a de la 

/itJ.1.3.7 y do et.ros ospect.ros silllilaros para ot.ra~ formas 

de exx:it.ación, so puedan concluir los siguient.es dos 

acpect.os relacionados con la rospuost.z.. de eslruct.uras a 

cargas i 12pul si vas: 

i) Para una excit.ación do larga duración Cpor ejemplo 

t.4/T ) . 1). •l ract.or de amplificaci6n din•mlca depende 

principalment.e de la relación del incromont.o do la carga a 

su valor IM>CilllO. U\& exicit.ación iC1pUlsiva de suficient.e 

duración produce un racl.or de amplificación de 2; un 



43 

incremento gradual causa un ract.or de amplificación de 1. 

ii) Para una e-xcilaci6n de corla duración Cpor ej&tDplo 

t.d/T < 1/4), la amplitud del desplazamiento máximo umox 

depende principalmente de la magnitud del impulso aplicado 

I = J:dpet.:> dt. y no ostA fuertemente influenciado por la 

f'orma de la exci t.ación. Sin ombargo, el !"actor D es 

t.ot.alment.e dependiente de la forina de la exeit.aci6n. ya que 

es proporcional a la relación del .:..roa del impulso a la 

amplitud-pico do la carga, como puede observarse comparando 

las curvas de Ja /itJ.1.3.7 en e-1 rango de periodo cort.o. Deo 

este modo, 

significativa . 

. 
o 

~ .. 

umwc es la medida de respuest.a 

" •.. •• 01 1.0 u ... 
R•lo.ci.&n tcV'T 

/(6.1. 3. 7 ll<>fWGl-W d,c '>U>(l.tu<>ia.-iUó~ """"" .,._ 

,,,.,..,,,,, d,c ""'<>~'· 
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Para evaluar la respuest.a Jabd.ma a una carga 

impulsiva de cort.a duración, puede • seguirs• un 

procedimient.o aproximado, el cual represant.a una expresión 

nat.emlt.ica de est.a s9g'Unda conclusión. La correspondencia 

impulso-mo-.>t.o para la m.as& •puede escribirse [11l 

• AÚ rtod[ pCt.' Jo , - le uCt.) l dt. I.3.32 

en dond• Au re;>resent.a el cambio de velocidad producido por 

la exi:i t.ación. S.. puedo observar en est.a wxpresi6n que 

para pequenos va.lores de t.d. el d*5pla2'amient.o desarrollado 

durant.e la e><cit.ac16n UCt.d) es de orden Ct.d) 3 Dlient.ras que 

•l cambio de velocidad b.u es de ordgn ld. Asi, dobido a que 

•l iq:,ulso t.Amhi6n es do orden t.d, el t.4'rmino de la f'uerza 

•H•st.ica k uCt.) desaparecor• do la expresión cuando t.d 

t..ienda a cero. y es t..an pequafto que puede omitirse para 

cargas do cort.a duración. Con est.os !'undament.os, la 

correspondencia aproximada puede escribirse 

• t.ü ;¡ rdpCt.) dt. 

o bien, 

1 rtd 
Aú :l -;- Jo pC t.) dt. 

I.3.33 

I.3.:U 

La rospuest.a, después do t.erminad& la excit.aci6n .. 

una vibración libre 

uei"::i • 
úet.d) .. sen wt. + uCt.d) ces .., i:' 

donde i" t. t.d Pero, ya que •l t...-ridno el<> 

despl&Zamiont.o uCt.d) es dem.asiado pctq\J•"º y la velocidad 

üet.cO • AÜ, se puad• usar la sigt.iient.e aproximación: 
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I.3.35 

I.3.3 Excilaci6n arbilraria. 

a)SPTEMA NO AWORTJOUADO. 

El procedimiont.o qu• se acaba de describir para 

aproximar la respuast.a de una est.ruct.ura a un impulso de 

cort.a duración, puode usarse como Nse pa.ra desarrollar u.na 

Córmula para evaluar la respuest.a a una excit.aci6n din~mica 

arbit.rari.a.. 

Consid<trese la oxcit.aci6n arbitraria. general pCt.:> 

mostrada en la fi6.l.3.8. espec1ficament.e la int.ensidad de 

la carga pCT) act.uant.o en el t.iempo t. • T. Est.a excit.aci6n 

a.ct.uant.e dura.nt.e un cort.o int.arva.lo de t.iempo dT produce un 

impulso de cort.a duración p(T)dT on la ost.ruct.u•a, y puede 

usarse la. &c.I.3.35 con al f'in de avaluar la respuost.a. a 

este impulso. 

..;.__,;_,.¡ 1--

~ 7: u-ol 
Reepu .. Lo. d uCU 
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Puede not.arse que. aunque el procedimiento es 

aproxi-do sólo para impulsos de duración f'ini t.a, puede 

volverse exact.o cuando la duración d• la exx:it.ación t.iende 

a cero. Asi, para el int.ervalo dlferencial d .. t.imzipo dT, la 

r-puest.a producida por la exx:it.ación pCT) es exact.._,,t.e 

Cpara t. > T) 

du(t.) • . .. I.3.38 

En -t.a expresión, •l t.6rlnino dUCt.) represent.a la 

r-puest.a dlrerencial al impulso dlferencial sobre la 

hist.ori.a compl.et.a de la respuest.a para t. > T, de ninguna 

manera quiere decir al cambio del desplazamient.o u durant.• 

un int.ervalo de t.iempo di.. 

Puede- considorarse que la historia completa de la 

.x:c1t.ac16n consiat.e de una sucesión de t..ales impulsos 

corles, cada uno produciendo su propia respuesta 

dU'erencial de la forma de la ec.I.3.3!!. Para est.e sist.ema 

linoalment.o elbt.ico, so puede obt.•ner la respuest.a t.ot..al, 

auaando t.odas las respuest.as dlferenciales desarrolladas 

durant.e la historia de la excit.ación, .st.o as, int.ogrando 

la ec.I.3.38 ce.o sigue1 

uCt.) • -
1
- r p(T) sen ..Ct.-r) dT 
•~Jo 

I.3.37 

La ec. I. 3. '37 so conoce genoral.a-nt.e cOIKJ la 

(nl•6J"al cW ~l para un sist.oma no arnort.iguado, y pued• 

usarse para evalU&r la respuo::t.a do un c.ist.ema de UGlX.. no 

AJnOl't.iguado sujeto a cualquier ror111a de excitacién dinúlica 

pCt.). Est.a Olt.ima ecuación puede t.amb.lén expresarse en la 

t'or-

I.3.38 



•7 

donde el nuevo simbolo t.iene la definición 

I.3.3Q 

ec. I. 3. 38 la llamada . 
con:uo1\tC1'.6n ; cuando se eval(Ja la respuesta de una 

est.ruct.ura a un. axci t.aci6n arbi t.raria usando est.a 

int.e<ar&l, se conoce cómo oblBner la respuest.a a través del 

dominio del t.iampo. La función hCt.-T) se ref'iere 

generalmonle a la respuest.a al impulso unit.ario Cderinida 

en este caso para un sistema no amortiguado), ya qu• 

expresa la respuest.a del sistema a un i!llpulso d• magnitud 

W'lit.aria, aplicado en el tiempo t. = T. 

En la ec. I. 3. '37 so ha asumido implicit.u.nt.e que la 

excit.aci6n inició an •l tiempo t. • O y que la vst.ruct.ura 

part.16 del reposo. Para cualesquiera et.ras condiciones 

iniciales especificadas, UCO> ,. O y ÜCO) ,. O, se debe 

agrogar a esta solución la respuest.a a vibración libre; 

asi, en general 

ÚCO) l 
uCt.) ca -- sen wt. + uCO)cos wt. + -- r pCT) sen wCt.-T) dT 

w •c.> Jo 
I.3.40 

b:>sJSTEMAS ANOaTJOUADO•. 

La deducción de la oeuación int..egral de Duha1119l que 

exprosa la respuest.a de un sist.vma amort.iguado a una 

excitación din.imica general arbitraria, es equivalont.e al 

&ni.lisis no amort.iguado, except.o porque la respues:t.a a 

vibr;aciOn libre iniciada por la carga diferencial impulsiva 

pCT)d(T), est.ar~ sujet.a a un decrell'l8nt.o exponencial. As.1, 

-tableciendo que UCO) • O y haciendo UCO> = [ p(T) dT l/m 
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en la ec. I. 2. 2e. lleva a 

..pi.et ) [ pCT)dT ] 
cluCt.> • • -T ----sen "'•et._,-) ..... • t. ) T I. 3.·'1 

.., donde el decrea.nto exponencial empieza t.an pront.o la 

carga - aplicada en el t.iempo t. • T. 

Sumando est.os t.6rminos diferenciales de respuest.a 

sobre vl int.ervalo complet.o ele la <>xcitaci6n, r..sul ta 

1 

f. -(1r.i(t-T) 
pCT) e sen "' Ct-T)dT 

o " 
I.3.42 uCt) ..... 

la cual es la respuest.a an::Jrt..iguada, equ.ivalont.• a l& 

ec.I,3,~. 

Si se compara I. 3. 42 con la. int.egral de convolución 

de la ec.I .. 3.38 se puedo most.rar que la respuest.a a un 

impulso unitario p&ra un sistema ainortiguado est.I. dada por 

hCt-T) • I.3.43 

X.3.• E>ccit.ación periódica. 

Frec:uent.ement.e se encuent.ran fu•rza.s periódicas 

act.uant.es sobr• alg~ est.ruct.ur.as, o bi1tn pueden ser muy 

aproximadas por fuerzas peri6dicas. Por •J•mplo. la fuerza 

qu• ejerc1;1 un aut.om6vil quo viaja a una V10rlocidad const.ant.e 

sobr• la superficie de ciort.a c.arret.era o puent.• puede 

considerarse pari6dica, o bien. el movimient..o de algunos 

t.ipos de maquinaria ComtQ so mencion6 en la sección I.1.2. 



Un inovillient.o periódico, si11'1le-nt.e es aq1.1•1 que 

se repit.e & si mismo en int.orvalos d• t.iempo regulares. Una 

t'orma de excit.aci6n periódica es el lftOvimient..o arm6nico 

simpl• d•l cual se habló en la secc. X. 3.1, ¡»ro t.amb16n 

existen f1.U1ciones periÓdica.s que no pueden ser descrit.as 

pcr una función ssnoidal 'mica. 
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El problema. seria •nt.onr.:es, encont.rar una función 

para represent.ar una f'uerza pCt.:> con periodo T. En t.odo 

caso, cualquier fuerza peri6dica puede represent..arse como 

la Sl.IJl\a de component..es armónicos simples por medio do una 

e><pansión en ••ri• t:W Four'i.11r. En el sigui&nt.• capitulo se 

est.udiarA al t.em.a de las series y t.ra.nsrormadas de Fourior. 

que servir~ cono inslrwnent.o par.a representar algunas 

f'ormas de excit.ación t.ant.o periódica como no-periódica, y 

en el capit.ulo IV se t.ral.arA con 111ayor profundidad esl.• 

t.ipo de excit.ación. 



CAPITULO 11 

SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER 

TWAWi' • ff"""""1I ;,, rol cnfy ""' e{. lk 1'n>i lkwü/itl 
<CtUliA ot l1DÍJYYl <n:J/¡;.lii. td d - (,., .;:J.id iD {JJ...,WJ¡ 

cn~~inilu!l~c{.nmúy 

l!UY4I =:rrdi1e ~ in nntu.n ""1"'= 
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II SERIES Y TRAHSFORICAl>AS DE FOURIER. 

II.1 INTROOllCCJOH. 

Come> consecuencia de la invwnci6n dal c.6.lculo por 

Newt.on y Leibnilz CS. XVIII), las ciencias 

f'lsico-mat.eút.icas experimentaron una gran act.ividad. Uno 

de los l•111.as qUft alr.ajo mAs la .alanción de los grandr.s 

ci•nt.ificos, fué el relacionado con el problema de la 

cuerda vibrante, el cual se asoció con t.eor!as malotnit.icas 

de vibraciones musicales. Los pri-ros cienlificos en 

rlOSlrar interés en la leoria d• la cuerda vibrante fueron 

Broolt Ta:ylor. DanL•l S.rnoul l i, L«!lQna.rd Eu.t•r y J.an 

d'Al-rt. Los lr8S llll!lllOOI, a .-liados del siglo XVIII, 

habian avanzado an t.al t.eoria y con ol concepto de modo 

fundamenlal d• vibración llegaron a una solución de la 

forma 
CD 

nrrx 
yCx. t.) • \sen e 

""' 
nrrat. 

cos 
e 

donde aparece una seria de funciones t.rigonomét.ricas para 

representar una función arbitraria [QJ. Mis larde, Euler 

dio las fór'mulas para los coeficientes en las series. 

El fl sico y mat.emJ.t.ico francés J.a.n Ba.pt Lst• 

presentó muchos .. Jemplos inst.ruct.i vos 

•~nsionos en series ~rigonomélriCAS on relación con 

probletnas con valor de conlorno en la conducción del calor. 

SU libro La t/\6ori• analytlqU<O di> la c/\al4'W' (1822) fu6 •l 

orig.., de lo q119 hoy s .. conoc .. como an.\l ;.;,. da Fourt•r. En 

-t.•, Fourier ilust.rO los procediaient.os bisicos de la 
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separación de variables y superposición, d .. pertanclo .,..cho 

intern en la representación do funciones definidas en un 

int.ervalo, mediant.e series t.rigonom6t.ricas d• senos y 

cosenos. 

Las contribuciones de Fourier se limitaron a 

apl i caci OC\82 

validez [ Bl. 

y 1116todos 

En 18213, 

y no 

•l 

incluyeron condiciones d• 

-t.-tico ale,...n l..•i•UIW 
·txr(chlet, C\M el primero en est.abloc•r condicion­

general- para asegurar la conV9rgencia de la serie de 

Fouri•r de una runcion. 

La tecria ha sido perfeccionada y extendida desde 

ent.onces, hast.a el nivel que act.ualment.e t.iene. 

En este capitulo se expondr• el concepto do ••r(e• 

dP FOUZ''i.•r• el cual es un poderoso instrument.o en el 

t.rat.amient.o de diversos problemas que implican runciones 

periódicas; y el dD la tranaformada da Four-i•r, con Ja cual 

se ext.iendo la t.ooria al caso de funciones arbit.rarias. 

J:I. a SERIES DE FOUR.IER. 

II. a.1 FórDlllas de Euler-Fourier. 

Las series trigonoMtricas de la forma 

ªº ""' . ª + 

CD 

¡ll'f. Can cos nx + bn sen nx> n. 2.1 

son requeridas para resolver muchos problemas fisicos, coao 

en la t.eor1a del sonido, conducción del calor, ondas 
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elec:t.romagnél.icas, circuitos eléct.ricos, vibraciones 

~iinicas, et.e. Una vwntaja impor-lant.e de la serie II. 2.1 

sobre las series de Taylor por ejemplo, es que puede 

representar funciones discontinuas. 

Sl.lpóngas• que tCx) en II.2.1 es conocida en C-n,n) 

y que tienen que encont.rarse los coeficientes an y bn. Para 

det.erminar ao, so integra la ec.II.2.1 t.6rmino por término 

de -n·a n. Debido a que 

J"cos n)( dx • J"'sen nx dx •O paran • 1,2,3, •.. , 
-n -n 

ya que la int.agral .. sobre n periodos complet.os, •l 

c~culo da 

J "re"' dx • - rr. 
-n 

II.2.2 

El coeficiant.o an s• det.ermina de manar-a similar, 

as!, multiplicando Il.2.1 por ces nx, resulta 

fC x:>cosnx • &/2 ftocosnx + • • • + anc.os2 nx + ••. , II.2.3 

donde los términos no escrit.os implican product.os de la 

forma sen me cos nx o de la forma cos Jm)C cos nx con • ,. n. 

Se puede verificar entonces que 1'4'ra los distintos 

Villeros de • y n, la integral 

J ... ~ sen .e cos nx dM • i f ... ~ <s•n(.+n)x + senC.-n)x>dx • O, 

_, t.odos 10'!' caso:, y 

J.: cos M>r cos nx cbc • ¡ J_~ <cosCa+nlx + cosC.-n)x>dx s:a o, 

cuando• - n, y d• aqu!, la !nlegración de II.2.3 da 
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Por est.a razón, 

an • ~ J_: l'Cx) cos nx dx. II. 2. 4a 

Por la ec:.II.2.2, esl• r-ult.ado es t.ambiotn vilido 

paran• O. Silllila.-.... t.e, inult.iplicando II.2.1 por s.., nx • 

int.egrando, result.a 

bn • ~ J_: ICx) sen nx dx. II. 2. 4b 

Las fórmulas II. 2. 4 son las lla111&das /6r .. ul.u <J. 

Eul•r-Fouri•r. y la serie Il.2.1 que resulta cuando an y bn 

son det.ermlnadas, se llama svri• e» f'ouri•r CÜ1 f(x). Mis 

especiticaDltnt.e, una serie de Pourier es una serie 

t.rigonom6t.rica en la cual los coeficient.es 1>stfm dados por 

II.2. 4, para alguna función fCx:> absolut.ament.e inlegrabl•. 

En otros l6rminos, no exist.e una función absolut.ament.e 

int.egrabla tCx), t.al que 

J. n f(X) cos nx dx a 0, 
-n 

n 
f_~ fCx) sen nx dx = logCl+n). 

Por ot.ra parte, tma sorio dllf Fourivr para alguna 

funci 6n f'C ><) puecle s...- di Wtrgent.e. No so habl ar.lt. aqui de 

t.&les funciones, aunque son rrecuont.es •n problemas de 

f'ilt.ración y ruido; sólo se mencionar• que a.un cuando s-a 

divorg•nt.v, una serie d• Fourier ropresent.a l? ~s parecido 

a fCx) t221. 

C:O., una ilust.ración se calcular.6. la serie de 

FO\ll"ier de la función fCx) • x. Por las ocs. II. 2. 4 
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bn • ~ J_: x sen nx dx a. - ! cos nrr • ~-1)~', 

sust.it.uyendo en II.2.1, 

sen 2x sen 3x 
x•2Csenx- 2 

.. 
3 

:>. II. 2. 6 

La serie II. a. 6 converge a x par:il -n x < n. Para 

discut.ir Ja convergencla fuera de est.e intervalo, s& 

int.roducir~ el concepto de periodicidad. 

Se dice qua una !"unción fCx) es peri6clica, si 

f'Cx+n = tC>C) pa.ra t.odo valor da x, donde T 1PS una 

const.ant.e d.iferent.a de cero. Cualquier nOmaro T con est.a 

propiedad es un periodo de fC>Ó; por lo t.ant.o, sen x t.iene 

los periodos 211', -2n, 4n, .... 

Ca.da t.érmino de la seria II.2.5 t.iene periodo 2n, y 

consecuant.ement.e la suma también t.ient! periodo 211. Por lo 

t.ant.o, la grAf'ica de la suma. t.iane la apariencia mos:t.rada 

en la fi6.II.2.1. 

4r 

ft6. 11. 2.1 

Evidentemente. la suma es igual a x solamente en el 

int.rwv.alo -rr < x < n, y no en t.odo el intervalo -CD < x < CJO. 

F&lt.aria describir lo que sucede en los punt.os x • ±n, ±3n, 
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et.e. , donde la suma. de la serie muest.ra un salt.o abrupt.o d• 

-na rr. 

Haciendo x i:a ±n, ±3n, •.. en II.2.6, puede verse 

que t.odo t.6rmino es; cero y consecuent.emant.e la suma es 

cero. Esto se indica en la /i6.11.Z.l con un punt.o en t.alas 

s1t.ios. 

El tArmino an cos nx + bn sen nx en 1I.2.1 es 

llamado en ocasiones la enésima ar~nica Cpor la analog!a 

con la t.eorla de los inst.rument.os niusica..les) t 171. Us 

primaras cuat.ro ar1D6,nicas del.a. serie II.2.B son 

Zs:on x, -sen ax. ; sen 3x, - ! sen 4x. • 
Est.as arm6nicas y las dos siguient.es est..in 

graricadas en las curvas de la /L6.11.2.2. L.a suma de las 

cual.ro arlDÓl'lic&S es 

y • 2 sen K - sen 2x + ; sen 3x - i sen 4><. 

Est.o es una suJna parcial de la serie de Fourier, y puede 

esperarse que sea una aproximación de la función x. 

fi.ts.11. 2. 2 
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En la /Ctr.11.2.2 puede apreciar•• et""' en t.ant.o el 

ne-ro de t.kminos a\199nt.a, la aproxiaaci6n de las c:urv"s 

~• :acerca a y :-:: x para !..:lda x en el int..orv•.Lo ··n < x <n. 

pero no para x D ± n. 

En •l ejemplo ant.erior se ilust.ran ciert.os rasgos 

caract.erist.icos de la• series de Fourier an general, los 

cuales •• discut.irA.n desda un punt.o de vist.a general. 

cada t.6rraino de la serio II. 2.1 lione periodo 2n, 

ent.onc- la ""''"" tCx) debe len...- lainbl•n un periodo 2rr. 

Sl•llPf"• que se considere una serie como la II.2.1, se 

supondrt. qua rcx:> -t.t. dada p&ra -n :S " < l'r y que ru.ra d• 

-t.• int.ervalo, fCx) est.t. det.orminada por la condición d• 

periodicidad rcx+2n) • rcx:>. 

Se usa •1 t.6rmino discont.inuidad si111ple para 

describir la sit.uaci6n que se presenta cuando la función 

~Cx) surre un salt.o finito en •l punt.o x • xo. 

Analit.ic~t.e, est.o signif'ica qu• los dos valores 

liait.e de rCx), cuando X .. xo por los lados d.recho e 

izquierdo, •xist.en, poro son diferent.es; est.o es 

Z.1• tCxo+&) .t1 l1M. fCx~-.-:> , & > o. 

Tales limit.es por la derecha y por la izquierda se 

escribirin aquJ. como tCxo+) y fCxo-), respoct~ivaml9nt.e, as1 

ciu- la desigualdad ant.erior puede oscribirse 

l'C Xo+) .. f'C Xo-) • 

S. dlce qu• una función l'CX) est.t. llmit.ada si •• 

cumple la desigualdad ¡rcx)I S M para alguna const.ant.e 



M y para t.oda >C bajo consideración. Puede demost.rarse que 

si una funci6n limit.ada t.ien• solaawnt.e un nÍlmero finit.o d• 

y minimos y sólo un nOmero finH.o de 

d1 scont.i nui dades, IH\t..onces t. odas sus di scont.i nui dades son 

simples. Est.o .s, fCx+) y tCx-) exist.on para t..oda x. 

Con est.os preliminares, se pueda establecer el 

siguient.• teorema, el cu&..l est.ablece la convergencia de las 

series de Fourier para una muy grande clase di• funciones. 

noatMA DE DlltlCRLCT. Supóngase f(X) bien definida para 

-n S x < n. limit.ad.a, con un nl.ltDero fin1.t.o d• m6.xi.1DOS y 

ratnimos y con un no.mero finit.o de discont.inuidades. 

Sea f'C><) definida p&r& et.ros valor- ci. >< por la 

condición de periodicidad tCx+2n) • tC><). Ent.onces la 

serio de Fourier p&ra fCX) converg. a i lfCx+)+fCx-)] para 

t.oclo valor do >< Cy d• aqui, con.,....go a tCx) en punt.os donde 

f(x) es cont.inua) (g]. 

La.s condiciones ii:npuest.as sobre f(x.) son las 

llamadas condLciorurs de DirichL•t, después d• que el 

mat.e~t.ico Dirichlet. doscubri6 el teorema C22J. 

It.2.2 Serie coseno da Fourier y 

S4rie sono de Fourier. 

Para muchas runcionos. los coeficienles d• Fourier 

seno o coseno so pueden det..eraUnar por inspección. Tal 

posibilidad so invest..igarA a continuación. 

s. dice que una función rcx) es par si 

tC-><> • tCx> u. 2 . ., 

se 



y la función fCx) es i10par si 

f'C-x> "' -tCx). 

59 

II.2.7 

La. gr~fica de una. función par es sim6~rica sobre •l 

eje y, /i.11: 11. 2. 3, y la grj.fica de una función iaipar es 

siD6lrica oblicua, /itr.11.2.4. Es evidenle que 

J..: CCx) dx • 2 J: f'Cx) dx, si fCx) es par, u.a.e 

J.: f'Cx) dx • O, si fCx) es impa.r, II.a.i;i 

ya que las int.egrales represent.an las &reas bajo la.s curvas. 

Los product.os de fWlciones pares e iSRpa.res obedecen 

las reglas Cpa.r)Cpa.r>•p.ar, Cp.ar)Cimp.ar)•impa.r, 

Cono prueba, sea FCx) • t"(x)g(x), 

donde fCx) y gCx:> son pa.res. Enlences FC-x:> • tC-x)gC-x> • 

f'Cx)gC)() 111 FCx:), lo que demuest.ra que el product.o fCx)gC>c) 

es par. 

l-as olras dos relaciones se verifican similarment.e. 

Como ejemplo, al producto cos nx sen WDC as impar. ya que 

cos nx es par y sen mx impar. Por lo t.anlo, de II.2.Q, 

r.: COS WDC sen nx dx • 0 

sin detallar el c•lculo. 
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La aplJ.caci6n de est.os result.ados se facilit.a por 

el sigui en le 

TSOAIDIA. Si fCx) definida en el int.ervalo -n < x ( n es 

par, la serie de Fourier t.iene t.6raúnos en coseno solament.• 

y los coeficiant.es esl.ln dados por 

•~ • ~ .,Ío fCx) cos nx dx. bn • o. II.2.10 

Si f(x) es impar, la serie t.iene t.6rm.inos en seno 

sola.mento y los coeficient.es est.i.n dados por 

b" • ~ J: re"' sen ruc dx. II. 2.11 

Para visualizar mejor est.o, sea f"Cx) par. Ent.onces 

fCx) cos nx es el produclo de una f'unci6n par con una 

f'unci 6n par , y por lo t.ant.o - par. Por est.o 

an • ~ J_: fCx) cos n>C dx • ; J : f(x) cos n>e che, 

¡xar II.2.9. Por ot.ra parle fCx) sen nx es una función par 

con una función impar, por lo t.ant.o es impar. Por II.2.Q, 

bn = J_~ rcx) son nx dx • o. 

El resultado de II.2.11 se establece sirnilarment.e. 

Est.o significa que, con una función impar, la serie 

do Fourier se reduce a una serie seno y no es necesario 

escribir ni calcular los t.~rminos coseno. 

Pue<le hablarse •nt.onces de la serL• sqno r:t.. F'ourier 

y de la ••ri• co••no de Fouri.er. Cualquier f'unci6n fCx) 
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definida en CO,n) la cual sat.isfaga las condiciones da 

Dl.richlet., puede ser expandid• en una serie seno y en una 

seri• coseno en O < x < n. Para obt.aner una serie seno, •• 

extiende tCJO sobr• el int.ervalo -n < x < O d• t.al nian..-a 

que la f'unción ext.endida es impar. Est.o es, se defino 

FCX) • f(X) en O < x rr, 

FCx) a -re l><I) en -n < x < O. 

La serie de Fourier para FC>C) consist.o de l.6rmlnos 

seno sol.u.ni.o, ya qua f'Cx) .,.,. impar. Los cool"icient.es 

-t.6n dados por la ec. II. 2.11 porquo FCx) • tCx> en •l 

int.ervalo O < x < n. Siaúlar....nt.•, si se dostN. obt.ener una 

serie coseno para fCxl en O < x < n, los coef'icient..es est..~ 

dados por II.2.10. 

Se puad• est.ablec:er el sigui...,t.e 

TEOllDCA os UKICIDAD. Si dos series t.rigonomót.ricas d• la 

f"orma II. 2.1 con'V'Qrgon a la misma suma para t.odos los 

valores do x, ent.onces los coeficient.os correspondienles 

son igualos !22l. 

II.2.3 Extensión d•l int.ervalo. 

Los m6t.odos desarrollados hast..a est.e punt.o 

restringen el J.nt.ervalo de o.>epJlnsi6n a C-n,n). Muchas veces 

se requiere desarrollar tCxl en una sorie de Fourier que 

soa vA.Lida para un int.ervalo mayor. O..jando q•Je la longit.ud 

del intervalo se incremente indefinidamen~e so puede 

esperar obt.anor una expansión ~lida para t.oda x. 

Para obtener est.o sobre tm int.ervalo C-l,O, •• 

cambiar• la variable de x a l:z/2n. Si rcx> sat.isface las 
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condiciones de Oirichlet.. en C-l,D. •nt.onces la función 

fC.tz/2n) puede desarrollarso en una serie de Fourier en z, 

ªº 
CC~n) • 

CD 

+ ~ an cos nz 
nh 

CD 

+ "'bnsennz 
nf& 

II. 2.12 

para -n S z < n. 

Debido a que z • anx/l, la serie II.2.12 s• vuelve 

ªº 
CD 2nnx 

CD 

ccx:i • 2 + I an cos 
n-1 

-,- + '\' bn 
nf, 

2nn>< 
sen--,- II.2.13 

Aplicando II.2.4 a la serie II.2.12, puede observarse que 

y 

bn a ~ J_~ fCh/2n) sen nz dz • i JJ f(><) senC2nn></Dd><. 

Si n es cualquier ent.ero, entonces 

cos; 
anncx+1' 

l 

Znnx 
a cos( -,- + 2nn) • cosC2nruv'D, 

y similarment..e para la función seno. De aqu1, cada t.érmino 

do la serie II.2.13 t.iene un periodo l, y por consiguient.e 

la swn.a. t.iene t..a.Ulbién periodo l. Por est..a razón, la suma no 

puede represent.ar una función arbit.raria en C-m,ai>, 

solan.nt.• represent.a funciones periódicas, 

Sujet.a a las condicion&s de Diric:hlet. en cualquier 

caso, la función puede escogerse arbit.raria.ment.o en el 

int.ervalo C-l.D, y es nat.ural invest.igar si os posible 

obt.ener una represent.aci6n para funciones arbitrarias sobre 

C-c:o, al), haciendo l ~ CD. 
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Tal represent.ación '"' posible. El proc9So lleva al 

lla-do :r...,.....,.. dio !a (nt"Fª! tJ.. f'our(er, el cual t.ien• 

muchas aplicaciones pr•ct.icas y ser• t.rat.ado mAs adelante. 

Puede suponerse que fCx) sat.isface las condiciones 

de Dirichlet. en t.odo int.ervalo C.-l,D y que la int...gral 

conwtrg•. 

Como'"' h.a vist.o, rc.x:> est.á ciada por la ec.U.2.13, 

donde• 

I 
l 2nnt. 

an • i -l rct.) cos --,- dt., I 
l 2nnt. .,,.. - i -l ret.) s•n --,- dt.. 

Sust.it.uyenclo est.os valores de los coefici•nt.es en II.2.13, 

1 I, 1 "' l 2nnCt.-.. , 
rcx) • 2z • rtt.) dt. + -,- '° J rtt.) cos dt. -.. n"i -l 

II. 2.14 

se sa.b9 que 

cosC2nnt./l:>cosC2nnt./D + senC2nnt./l:>senC2nnt./l:) a cosC2nnCt.->C)/l:). 

Ya que se supone que f.: ftCx) J cbc es convergent.e, 

1 

2l 
s 

1 l - J ¡rct.'1 dt. 
2l -l 

M 

2l 

lo cual obvia.ment.e t.iondo a cero a medida quo l se 

incr-nt.e indefinidanoenle. También si el int.ervalo C.-l, l:> 

se hace suCicient.enwnt.• grande, la cant.idad 2n/l, que 

• •• uao L corno vari.o.b\.• deo Ln\.-gro.c\Ón pat"a. evito.r conlue\.Ón 
con \ca• en 11. a. 18. •L ftx> •• d\.•con\lnuCl•n x•xo,•\\a.do 
i.aqu\.•rdo de 1s. a. 11el9nU\ca. i/a[ l«xo•>•h•o-,). 
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aparece en los lnt.egrandos de la suma, puede hacerse t.an 

peoquefta como se des ... 

Por lo t.ant.o, la su- en la ec. II. a.14 puede 

escribirse como 

~ [ />D. f.~ ret.> cos AD. et.-x) dt. 

+ />D. f-~ re t.> cos .2Aa e t.-x> dt. 

+ 

+ 

an 
donde />D. • -¡-

. ] II.2.11!1 

Esl.a suma sugiere la definición de la integral 

definida de la función 

FCoO m f.: fet.J cos aCt.-x) dt. 

en la cual los valores de> la f'unc!ón FCa> seo calculan en 

los punt.os 2n/l, 4n/l, •.. . 

Ahora para valores muy grandes de 

J.! re t.> cos ae t.-x> dt. 

difiere muy poco de 

¡_: ret.> cos aet.-xJ dt. 
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y se maniti-t.a que a -ida que l crezca indefinid.....,t.e, 

la s1111& II.a.HI se aproxJ.mart. al lioút.• 

~ f: dca ¡_: rcu cos aet.-x> dt.. 

Si t.al es el caso. entonces II. 2.14 puede 

escribirse como 

ccx:> • ~ f: dca ¡_: cct.> cos aet.->c) dl. u.a. u~ 

t...a discusión ant.erior es heurist.ica y no puede 

considerarse cotl/O ~ pru•ba rigurosa. O.. cualquier manera, 

la valid9% do la fórmula II. 2.16 pued• s&r aslablecida 

rigurosament.• si la funciOn f(x) sat.isface las condiciones 

enunciadas arriba. La integral II.2.16 t.ien .. •l nombre d• 

intttdTCll CÚlt F'ouri•r. Esla r6rmula supone una forma mi.s 

simple si f()() es. una función par o impar, lo cual se 

~lica a cont.1nuac16n. 

E:>q:>&ndiendo el integrando de II.2.16 rOPSult.a 

~ .r: da [s..: f(l)cosca\. COSOIX dl + r: lCt.)s:enca\. SenOCX dl ] 

para el m.i~o de la dere<:ha. Si f(l) f>'!¡: imp.tt.r, ent..onces 

t'C\)cosat. es una runci6n impar por una f"unci6n par, pc::ir lo 

t.ant.o as impu. Similarment.v, f(t.)sencxt. vs par cuando fCt.> 

- iJOp&r. Adem.is aplicando la ec.II.z.g a la pri-ra 

int.egra.l en la expresi6n anterior y II. 2. B a la se-gunda 

1nt.9'gral. se observa que 

r.c )(.) • ~ ¡: 00 r: re t..) senot. senooc dt. II.2.17 

cuando f(><) es imp&r. Un argument.o silnilar lnlJ.,,t.ra ~ •1 
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~Cx) es par, ent.onces 

tCx) • ~ J': da J': f"Cl) cos at cos c:oc dt. II .2.19 

Sl se define a fCJÜ W.icamente en el intervalo 

CO,aíl, ent.onces pueden usarse II.2.17 y II.2:.19, ya quv se 

puede pensar •n definir a fCx) en C-a>,0) haci6ndola, ya s .. 

i"PU o par. Est.o corresponde al hecho de que una runción 

dada sobre CO,n:> puode expanderse on una serie seno o en 

una serie coseno. 

Ya que la serie de Fourier converge a irtcx+)+f'Cx-)J 

en puntos de discont.inuidad, la 1nt9gral do Fourier tambl.6n 

lo hace. En part.icular, para una función impar la integral 

converge a cero en x • O, y est.e hecho ¡Nede verificarse 

haciendo x •O en 11.2.17.• 

con 

XI. Z. 4- Forma comiploja de las serios de Fourior. 

La serie de Fourior 

"' 
+ ~Can cos nx + bn sen nx) 

... _. II. 2. iQ 

.,, • ~ J_: tCl) cos nl dt., bn • ~ f-~ fCt> sen nl dl 

•.. nec:•eo.t1.0 f\01.o.r que Lodo función impcr. dehni.~ en x:o, ~i.•fc&e• 
ftOl•O tounque porc. una. UnG funcLÓn ptal' f<O> •• crbi.\.ra.rLo.>> O. oqu(. 

qu• "'"° hinc\.Ón def\.nLdo po.t'A x:o d•be ••r o v-4: ... .-..rt.ni.do •n •=O, 
on\" O. que .. \G f"oli.do .. r convert.i.da. en una. func\.Ón i.nrpor. 



puede vscribirse, con ayuda d• la fórmula d• Euler 

ella • ces u + L sen u 

en una forma equiva.lent.e, a saber, 

+ CD 

tC>C) • ~ Cn eá>x 
nf-ao 

II.2.20 

II. 2. 21 

donde los cooficient..es Cn ost...i.n deCinidos por la ecuación 

1 IR -<nt. Cn • -a¡; tCt.:> e dt.. 
-rt 

El indice d• suma n en II. 2. 2l corre a t.ra.ris del 

conjunt.o de l.odos los valores enl.eros posil.ivos y negat.ivos 

~ncluyendo el coro. 

La oqulvalencia d,. II.2.2l y II.2.10 puede 

95t.ablecerse de la siguient.• ra.anora.: sust.it.uyendo 11. 2. 20 

en II.2.22 da, para n > O, 

Cn -
! 
ª" I-~ rct.:1 Ccos nt. - ' sen nt.) dt. 

• i'n J .. : fCl) cos nl dt. ;rr f .. ~ fCt.) sen ni. dt. 

ª" bn 
--2-

, __ 
2 

Un cllculo similar da 

an 
C-.. a ---.? + 

67 
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nt.lent.ras 

ªº Co D 
2 

Ahora, II.a.21 pu9de escribirse en la forma 

"' "' 
f'Cx> = Co + ~ Cn eUuc 

n-1 

+ ~ C-n e-4.nx 

n"• 
Haciendo uso de las oxpresiones para Cn aca..badas d• 

encont.rar, 

"' an-ibn "' an+Lbn 
tC><) • 2 2 

"' e'"" -Lnx "' Ln>< + e-•nx ªº +e .. 
• -a-+ 1 an 2 '1 bn 2 II.2.23 

Por II. 2. 20 
<u + e -lu 

111 2cosu lu -.:U = Zls"'nu .. y .. - " 
y de aqui, la serie II.2.23 es idént.ica a la serie II.2.1Q. 

Los nét.odos de la sección ant.erior producen 

"' 
fCx) = I Cn eiarrrovl 

n--a> 
con 

1 Il Cn = Tl -l f'Ct.) .,-<annt./l dt., lI.2.24 

para la •XJ>ansión on un int.ervalo a.rbit.rario C-l,O. 

En general, haciendo l .. m , se obt.i•n• el t.eoretna 

de la int.egr.tl de Fouriar en la forma 
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tCX> - !~ 1 J'" J"" a; da rct.' •'°""-t' dt. -· - II.2.25 

cuando re.o s&t.isface las condlciones post.uladas para 

II.2.e3, 

O.finiendo 

FC~ • J~ fCx' •-lux dX, II.2.26 

ent.onces después de 1-.mombrar variables, II.2.2!3 puede 

-cribirse 

1 I .. 
tC:iO • !~ 2ñ° FCu' •""" du. -· II.2.27 

La t.ransformada 'lJ, definida por 

<!! C fCx)J II.2.28 

es la llamada transformada de Fouri.er, la cual es una 

poderosa herramient.a d9l analisis moderno. Aunque se l• 

relaciona con la trangfoNftOda d9 Laplace, 'lJ es molo::; racil de 

inv.rt.ir, est.o es. se puede encon~rar rApidamente CCx) por 

II.2.27 cuando os conocida 'lJ • 

El loma de la t.ransforma.da de Fourier serA. 

est.udiado con mayor amplit.ud en el subcapit.ulo II.4. 
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II.3 TEMAS ADICIOHALES EH SERIES DE FOURIER. 

IJ.3,1 Funcionas ortogonales. 

Se die• que una secuencia de !"unciones &ncx> es 

ortogonal en al int.ervalo Ca,b) si 

r 9n.Cx) 9n(x) dx 
para m ,.t n, 
,,.,,... o. Il. 3.1 

Ce hecho, pueden formarse series anlllogas a las 

series de Fourier por medio d• cualquier conjunto 

ort.oc¡¡onal. Est.as series de Fourier generalizadas son ayuda 

indispensable en muchas ramas da las ciencias fisico -

mat.e~t.icas. 

La f'6rmula para los coeficiant.es da Fourior es 

espocialment.e simple si la int.egral II.3.1 t.iene al valor 1 

para m n. Las funciones 8nCx) se llaman entonces 

normalizadas, y cenCx>> es un conjunto ortonorJaal. 

Si 

[ !ElnCx))
2 

dx An 

•n II.3.1, pueda versa fácilsnent.e que las funciones 

<r>C X) = C An) _.,2 8..C ><) 

son ort.onorraales; en otros términos, 

[ </>mCx) <r>Cx) dx {
.o 
= • 

paro "' ¡¡i1. n. _ .... II.3.2 



por •J•mplo, la secuencia 

1, sen x, cos x, sen 2>c, ces 2>c, ••. , 

es ort.ogonal en C0,2n), aunqu• no •n CO,n). 

Ahora bien, 

ro .. Jr:J senª nx dx • n, 
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II.3.3 

para n 2=: 1, •l conjunt.o ort..onormal correspondient.• al 

conjunto ortogonal II. 3. 3 es 
-&/a -ta n sen nx, n cos nx, ..• 

Cuando se int..egra de O a 2n, el product.o de dos 

funciones dif'erent.es en este conjunt.o da cero, pero al 

integrar el cuadrado de cada función da 1. 

Sea <fn(x)) un conjunto ort.onormal de funciones en 

Ca, b), y suponiendo que ot.ra función CCx) se expando en la 

t'orma 

fCx) = C.~Cx) + C.<irzCx) + . . • + Cn¡fJnCx) + ... II. 3. 4 

Para det.•rminar los coeficient.es Cn se mult.ipli..:=.a asta 

expresión por "1ntx>, obteniendo 

f(x)4'nCx) = C.<;6<Cx)l/Jn(x) + • , • + CnCl/Jn(x)J 2 + , • , 

Aqu1, los t.érm.inos no escritos implican product.os 

"'°''"''""Cx) con sn - n. Si se int..egra da a hast.a b, est.os 

t.érminos desapa.recen, y por lo t.a.nlo 

r f(X).,,.,(x) dx Cn. II. 3.S 
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los coeficient.es Cn son los ca.fícitn•t•s ci. Fourí•r d• fCIO 

con respect..o a(~><)>, y la cer1• rosult.ant.• II.3.4 - la 

••ri.• cJ. Fouri.•r de tCx) con respect..o a <\tn(x)>. 

Consid•r-ese la sigui•nt.e ecuación en un intervalo 

dado a S x S b, 

~ [ pCJC) dy ] + qCJC) y ll.rC.Oy, ll. •et.e. II.3.e 
dx dx 

o, en torna.a abreviada, 
d 

Cp y')• + q y Ar Y• • dX 

Ser~ convenient.• requerir la condición .adicional 

" O, 

la cual no admit.e la solución t.rivlal y B O. 

Sea ym una sol uc.1 ón cuando A tona el valor "-'"• y 

sea yn una solución cuando ).. \.enga un valor dif'arent.e, "-n· 

Asl. 

Cp ym')' + q ym 

Cp >"'') • + q >"' 

>.."' r ywi, 

An r yn. 

II. 3. 7 

II. 3. 9 

Sis" mult.iplica II.3.7 por yn y II.3.9 por>""• se 

t..i•n• 

ynCp ym':>' - ,,...Cp >"'')' II.3.9 

rost.ando las expresiones result.ant..es. Ya que 

tynCp ym') - ym(p >"'':>!' • ynCpym')'+yn'Cpym:>-y>nCpyn':>_,,..'Cpyn') 

mi•mbro izquierdo de II. 3. 9, 

el result.ado II.3.9 puede escribirse 
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Int.egr&ndo de a a b s• Llega a. la f'6r111Ula 

t'undu.nt.al 

II. 3.10 

SI. las cond1cion..s en a y b son t.ales qu• el 

llli911bro izquierdo en la ec. II. 3.10 es cero, puede deducirse 

qu• 

f. r y. yn dx o. m,. n, II.3.U 

ya que~~ - kn. La relación II.3.11 puad• escribirse 

f. C-ff' ya)Cfi' yn) dK • O, m "'n, 

y de aqui, la secuencia 9nCK) definida poi' 

9nC K) • -/i" yn .,r,::cx)' ynC K) , II , 3. 1 a 

sat.isface el crit.erio do ort.ogonalidad II.3.1. Un conjun~o 

CX"t.onorrna.l <tl'n) puede svr obt.vnido de (9n> como se 

describió previ-.-nt.•. 

II.3.2 CoOYergencia .....iia de las sories 

de Fo\D"ler. 

Si se int.ent.a aproximar una función f"Cx) por ot.ra 

t'unción pnCK), la cant.idad 

1 f'Cx) - pnCx) 1 o [ CCx) - pnC X)¡• II. 3.13 

da una· medida del error de aproxi~ción. L.a secuencia pnCx) 

converge a f'Cx) si-r• y cuando las aproxi111&ciones II. 3.13 
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se aproximen a cero cuando n .. CD • 

Est.as medidas del error son apropia.das pa.r& 

discut.ir la convergencia en cualquier punt.o fijo x. Pero 

frecuent.ement.e es (lt.l l t.ener una llWd.i da de error, 1 a cual 

se aplique simult.•neament.e a lodo el intervalo de valores 

de x. a :S x :S b. Tal medida. puede encont.rarse int.egrando 

II.3.13 de a a b. 

J: 1 tcx:> - pnCx) \ dx o .J'! C tCx) - pnCx:> i • dx. II. 3.14 

Est.as D><presion9S son llamadas error" en la -.ila y 
error cuadr•Uco -io, resptei.!.v-.-.t.e. Si cua.lquiera d" 

las expresiones II. 3. 14 se aprox:i ma a cero cuando n .. m, se 

dice que la secuencia ~x:> converge •n la modia a rcx:> y 
se puede hablar ent.onces do convergencia madla. C171 

Aun cuando II.3.14 implica una int.egraci6n que no 

ost.i. present.e en II. 3.13, para. series de Fourier es m6.s 

fAcil discut.ir ol error cuadrAt.ico medio y la 

correspondient.e convergencia media, que la convergencia 

ordinaria. Tal discusión se present.a ahora. 

Sea ¡¡6nCx) un conjunt.o de funciones ort.onormal en 

a :S x :S b, t.&l que, ecuo en la. sección ant..erior, 

1'11 1111 n, II. 3.16 

Se busca aproximar fCx) por un& co..,inaci6n lineal 

de ~X), 

pnCx) • at._Cx) + ••</li(x) + • •. + •ntl>nC"'· 



E 11 t U' - Cti\t& + • • • + aft11n) Jª dx lllin. U.3.11!1 

O.Sarrollando el cuadrado, se ve que II. 3.11!1 lleva a 

t. r• dx - a t f(ti4'1 + • • • + ar4n)dx + t.: (ti4'1 + • • • + a..;n:>"cbc 

u. 3.17 

Si lOll coeficient.es de Fouri•r de t relat.ivos a ti* 

- danot.an por 

°" _ r t.,. dx. 

ent.onces la segunda int.ogral en IX. 3.17 es 

r t , .. "" + • • • + a...,¡;N clJC - •• c. + aaCa + • • • + anCn. 

La t.ercera int.egral en II.3.17 puede escribirse 

r Ca14'1 + ••• + ani'>n)Ca• + ••• + an?n) dx 

+ .•. + z 
an , 

donde el segundo grupo de términos "+ implica 

product.os cruzados ~¿'/'J con ' ,. J • p.,r II.3.15 est.os 

t.6rminos int.GQran a c•ro, y la expros16n se reduce al valor 

• •• i.i.O. t y ""' po.ra. obre>v\.a.r ftx> y ""'°4J, ~\LYGJ'N'nl.e. S• 
ewpon• que C y t/1n •on i.n\~rcab\ .. •n o.:S x !Sb. •i. \0o9 inL•1ra.\­
eon LMpropf..a.e, •• r~i.ere \.a oonvet9enoi.o d• {Í'ªcbc V(~ dic. 

75 



indicado. 

De aqul, II.3.17 lleva a 

n n 
E • .l! rªdx - 2 E ak Ck .. E akª 

Jc=t. k=t. 

para •l •rror cuadri6.t.ico medio en la aproximación. 

Con•id.rando que 

-2 alcCk + oª "' - oc" -+ ca1c - Clc)ª, 
el error E en II. 3.18 es t.ambi.., illual a 

E • J! t 3 
dx E Ck2 -+ E Cak - CJc)ª, 

k=' kc:' 

y se •st.ablece un t.eorema muy iaport.ant.e: 
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II.3.19 

II.3.1Q 

noas.wA. n. •· '· Sea </Jri un conjunt.o de funciones normal y 

ortogonal, entonces el error cuadr~t.ico medio II.3.16 puede 

esc::ribirse en lia forma II.3.1Q, donde Ck son los 

coeficient.es de Fourier de r relat.ivos a rJ¡k. 

Volviendo a las dos expresiones II.3.16 y Il.3.17, 

pueden obtenerse teoremas int.eresant.es y significat.ivos. En 
prl°"'r lugar, los t.érminos Cak-Clc)ª en II.3.1g son 

posit.ivos, a menos que ak a Ck, en cuyo caso son cero. O. 

aqut, la •lección de ak que hace minimo a E os obviamente 

.ak • Oc:, y so t.iena el siguiente 

coaOL.AaJo 11. •·•·a Las sumas parcial.os de la seritt de 

Fouri•r 



c.~ + • . • + Cn4>n • c. • J.." e.¡,¡,. dx 

dan un pequello error cuadrt.t.ico ..ctio J! CC-p..:>
2 

dx que 

-t.t. ciado por cualquier ot.ra c0fllbinaci6n lineal 

pn - .. "" + • • • + •r.tn· 

Haciendo •k • Oc en II. 3. 1Q, puede verse qua ol 

nd.niino valor de error os 

Eomn = r rª dx II.3.20 

Ahora, la expresión II. 3.1e muest.ra que E l!: O, 

porque el int.egrando .n II.3.16, siendo un cuadrado, es no 

negat.ivo. Ya que E ~ O p.ara t..odas las elecciones de ak, el 

m1nimo de E Cel cual s• increment.a cuando ale. • Ck> os 

t.ambi..., l!: o. 

La expresión II.3.20 es ent.onces 

r rª dx - I: 0.2 l!: o Jo. \:1. 

o s .[ t 2 
dx. 

Haciendo ademA.s n • a> , se ob~ione• 

coaoL..AaJ.o u.•· s.. z. Si Ck = J! t t/:At, d>< son los 

coeficient..es de Fourier do t relat..ivos al conJunt.o 

ort.onorrnal t/wt. ent.onces la serie E arª convor9e y sat.isface 

la llamada d<>sí.ruatdad dA> &9••ot. 

k=• 
(° CfCx)l 8 dx. 
J .. II. 3. 21 

(D 

E Clc
8 s 
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0.bido a que el t.6rmino g.ner&l de una serie 

converg1mt.e debe aproxi--.rs• a cero t22l, s• pu.C. deducir 

lo siguient.e, del coao1..Aa10 u,•·•· a: 

coaoL.Aa10 u.•·&.•· Los coeticient.es de Fourier Cnm J'!tcfwdx 

t.i•nden a cero c~ndo n • =. 

Para aplicaciones, es im:port..nt.e conocer si el 

•rror cuadrit.ico medio se aproxima o no a cero cuando n • ~ 

Evident.9111Bnl• el error se aproxima a cero, para algtma 

elección da los aks, sólo si el error m!nimo II. 3. 20 lo 

hace. 

Haciendo n .. en en II. 3. 20 se obt.ien• la ll&m&da 

t~ldad ca Par••val• 

II.3.22 

En et.ras palabras, la serie de Fourier convvrge a t 

en el sent.ido de cuadr~t.ico medio si y sólo si II.3.22 se 

cumple. Si ost.o sucedo para t.oda elección de C • se dice 

que ol conjunt.o ~x) es cerrado. Un conjunt.o cerrado, 

ont.onces, es un conjunt.o qua puode sor usado para obt.ener 

una aproxicna.ci6n cuadr~t.ica media de funcionfrS arbit.rarias. 

Pu~e most.rarse que las funcionas t.rigonomé~ricas cos me y 

sen nx son cerradas en O S x S 2n. aunque l.a prueba es 

demasiado l.arga para incluirse.# 

Se dice quo un c:onjun~o 4'n(x) es coa:plet.o si no hay 

• lln Lo ~i.Ón SI ••• ' .. hoblu4 O.\ l.or•tnG de P.~H•VG\. 
11 "' .. .rw;onl,,_... •n \a r•f•,..nc:i.a (231, 
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f'unción no t.rivial • f'Cx> la cual sea ort.ogonal a t.odos los 

4fdl. Est.o es, •l conjunt.o es eoJnplet.o si 

o. • t. f(x)~x)d>C • o para k • 1,2,3, •.• , 11.3.23 

implica que 

.J! CfCx)]" dx o. II.3.M 

Sielll!>I"• y cwo.ndo II.3.22 se cumpla, II.3.23 ll•va a II.3.24 

.ns9QU!da. O. aqui, s .. t.iene: 

co•OLAJllo 11. a.•·'· Todo conjunt.o cerrado es cOJlf).l•to. • 

II.3,3 Particularidad de la convergencia 

do la serie de Four-1 ..... 

Ahora se obt.endr• una f"6r111Ula expllci t.a para la 

dlf'erencia ent.re una runci6n y la •n6siina suma parcial d• 

su serie Ct.rigon0lll6t.rica) de Fourier, 

SI. f'Cx) es un.a f"unci6n lindt.ada l nt.egrable de 

per.Íodo 2n, la enésima suma parcial de 5U serie d• Fourier 

es 

SnCx) • !ao 
a 

" + E Cak cos kx + bk. sen k.x.), 
k•• 

donde los cooficient.ff est..l.n dados por 

II. 3. 2'3 

~ • ~ r_; f'Ct.) cos l:l dt., ble • f¡ f_; reo son kt. di.. 

II.3.25 

• sn la.. ~to. de lo conV•1'9•nci.G me-clia. thc> .. ~N~cMro coMO t.ri.vi.a.\ 
ei. f<• > = O pcaro YGlor .. el• x lo\ .. que J'.~ ( fl•>] cb: 11: o. 

#La \.nV9no t.OlftbWn •• CUmfl\.e: Todo conjunto COMp\et.o •• cerl"Q.do tul 
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Sustituyendo II.3.26 en la serie II.3.2!3, se 

Clbt.iene 

Sn<Jo = ~ L: rm [! + E Ccos kt. cos kx + sen kt sen Jcx>]dt. 
k=• 

• ~ r_: rm [ i + E cos Jcct-x>]dt. 
k=• 

Si se def"in• el llamado nOcl.o cüt Dirichlet por 

n 
DnCu) • i + E cos ku, 

lc=i 

el. resul t.ado ant.•rior loma. la f"orma iú.s siJnp.la 

SnCx> • ~ s_: rct.> DnCt.-x> dt. 

Ahora, haciendo u• t.-x en II.3.29, 

SnCx> a ~ J rr-•fCx+u> DnCu> du. 
-n-1< 

II.3.27 

II.3.28 

II. 3.29 

DnCu) t.iene periodo 2n por inspección de la 

ec.II.3.27, y rcx> tiene también periodo 2n. De aqui, la 

integral de fCu+x)Dn(u) sobre cualquier inlervalo de 

longit.ud 2n es la misma que la integral sobre cualquier 

ot.ro intervalo do longitud 2n, y II.3.ZQ puede ser 

r .. mplazada por 

SnCx) a ~ J n rcx+u)Dn(u)du. 
-n 

II. 3.30 

Ya que DnC-u) • Dn(u) por II. 3. Z1, u se puede rvemplazar 

por -u en II.3.30 para obt.oner la forma alternativa 



l.& suma de I I. 3. 30 y XI. 3. 31 produce 

2Snex) • ! J"ctcx+U)+fCx-u>J Do.CU) du, 
" -rr 

II. 3. 31 

Debido a que el int.egrando es una. función par de u, 

la int.egral de O a n es la ml.t.ad de la int.99ral de -n a n, 

y de est.e modo se est.ableco que 

SnCx> • i; ,Ío C tcx+u) + l'Cx-U)J DnCu> du. II. 3. 3Z 

Para. present.ar t"CJD en las consideraciones, se 

p.19de observar que 

i • i; ,Ío DnCu> du, II. 3. 33 

ya que los t.érminos con cos ku en II.3.'i!:I' int.eo;¡ran a cero. 

Mult.iplicando II. 3. 33 por 2f'Cx> Clo cual es 

const.ant.e con respecto a la variable de inteqraclón u), se 

cbt.iene 

l'Cx> = ~ .r:: 2 CCx> DnCu) du. II. 3. 34 

9.lbst.rayendo II.3.34 de II.3.32 se obt.iene la fórmula 

fundament.al 

S..Cx> - tCx> • ~ r C CCx+u>-21'Cx)+CCx-u) JDnCu>du, II. 3. 35 

la cual se usarA. para estudiar la convergencia de $n(x) a 

tcx>. 

Se dice que f(x) es seccional-nte suave, si la 

grifica de tCx) consist.e d• un nómero finito de curvas, en 

cada una de las cuales, f'Cx) existe. Se supone t.alllbi"" 
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que la derivada exist.e en los punt.os finales de t.al­

curvas, en el s•nt.ido 

t1"' rcx+u:>-tCx•> o u .. f'Cx-u>-f'Cx-) 
II.3.30 u.o+ ___ u __ _ 

u..0- -------u 

donde u..O. significa que u..O a t.ra~ de valores posit.ivos. 

Tal función puede t.ener un niimero t.lnlt.o de 

d.lseont.inuidades. Sin embargo, ya que los eoef.leient.es de 

Fourier de rcx> no se ali.eran s.l tCx> es redefinida en un 

n<maro f.ln.lt.o de punt.os, se puede suponer que 

f'CX) • 
f'Cx+>+tcx-) 

2 
II.3.37 

en cua.lquier punt.o x, saa l'CJO continua o no en x COJ. 

Est.os preliminares llevan al siguient.e 

Tl:ORENA n. •·a. Si tCxl es periódica, de porJ.odo 2tr, es 

seccionalment.e suave y GtSt.ll definida en punt.os de 

d.lseont.inuidad por la ee.II.3.37, ent.onees Ja ser.le de 

Fourier para tCx:> converge a f(x) en t.odo valor de x. 

• 

Del coaoL.AIUO u.•· t .• • se puede cont.lnuar quo 

tCx+u)-f'Cx+> 

2 sen t/a u 
sen Cn+t.....a.) u du • O. 

Del mismo modo se puede observar que 

r" fCx-u:>-tcx-> 
J

0 
_a_s_e_n-,-,,-.-u- sen Cn+vz) u du o . 

.. n e n•t..;"Z>u = ••n nu coe f/:I u ., 1209 nu .. n .,... u. 1:\ coaOL.AUO 
11. a. a.• .. op\ico o coda. \ér,..Lno. 
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y por lo t.ant.o la integral que r91>resent.a SnCx)-tCx) t..iend• 

a cero cuando n .. co. Est.o muest..ra que ~:: SnCx) • f(X). y 

CD&plet.a la prueba del t.90rema. 

II. 3. 4 Int.egraci6n y difer.....,iación de 

las series de Fourler. 

Sea fCX) sec:cionalment.e cont.inua en (-rr,rrl•, 

ent.onc- la runc16n 

FC.O • JxrCt.) dt. 
-n 

II.3. 39 

es cont..inua y seecionalment.e suave. Ado~s, f"Cx) permanece 

cont.inua si cuando se define para t.ener periodo 2rr, 

FC-rt) • FCrt). 

Ya que en II.3.39 FC-n) •O, la Olt.ima condici6n se 

reduce a 

FC "' • J n re t.) dt. • n ªº 
-n 

o II. 3. 3Q 

donde :t/Z ao es el primer coeficient.e de Fourier de f'Cx). 

Aplicando el nco1t.SMA u:. a. z, se puede deducir que 

la serie de Fourier para la función periódica FCx) converge 

a FCx:> para t.odo valor de x. 

Se most.rari que la serie de Fourier para FCX) es 

obtenida int.egrando la serie para f(X). Si n ~ 1, el 

coeficient.o coseno de Fourier, An, de FCX) satisface 

• Dlo q1.JL•ff McLr qu• •\. int.erva\o [ -n,nl p.i~ .. r cKvid\,do 
por pun\09 Xt,xz, ••• ,Xn•n un núMero t\.ni.Lo de \m..erva.\.oe, •n 

c-.do unod• Loe CUQ\•• tuu - conL\.nua.. Tcunbi.9ntcx> d•b9Le­
rwr un \(111\\• cuondo >C•Xk• cwl como cu,c;:u,do X•xk- en •\ ln\.ervolo. 
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J n FCx> cos nx dx 
-11 

sen nx n [ s•n me 
FCx)--- I_,, - --n- F'C>Odx 

n n 

cuando se int.egra por part.es. 

la parte int.egrada se anula, 

e><presiOn queda 

Ahora, ya que FC-n)•FCrr)-0, 

y como F'Cx:> • rcx>, la 

n An ~ I" sen nx f'Cx) dx 
-n 

O. la misma r-orma. Dn = an/n, y t...ambién 

Ao m - ~ In x f'Cx) dx. 
-n 

- n !?n 
n 

II.3. 40 

Estas considG>raciones establecen el siguiente 

T&oaSMA n. •· •· Sea f"Cxl una !'unción de periodo 2rr, la cual 

~lene una serie de Fourier 

"' E Can cos n.x + bn sen ruó. II.3. 41 
n=t 

Ent.onces, con Ao dado por II. 3. 40, 

I >< f(t.) dt. 

-n 
"' ; Ao + E C ~n sen nx - ~ cos nx) , 

n•• 
II.3.42 

y es~a ecuación se veririca para toda x, aun si la serle de 

FO\lrier II.3.41 no converge. Ademi.s, la serie II.3.4a es de 

hecho la serio do Fourier de la función en el miembro 

izquier.do. 

En .,1 ca.so en el que ao ,. O, t.al que la s•ri• de 
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Fourier ~ra fCx) sea &.l'Z ao + E Can cos nx + bn sen n.x), 
n•f 

se aplica el noaEM• 11, •· • a fCx) - va ao. 

En vis~a de que 

r(I tCx> dx Ja J_~ rcx> dx - J_~ rcx> dx • FC(D - FCa> 

para t.odo 0t y (1, se puede deducir por ol ftOll:DIA n. •· ª• 
que 

fa f'Cxl d>e • fa Cva ao) dx + "~ JCan cos nx + bn sen nx)dx. 

II.3. 43 

Esle resul t.ado puede resumirse cetao sigu• 

TEORJCMA n. •· •· Cualquier serie de Fourivr Csea convergent.• 

o no) puede integrarse t.6rmino por término ont.re cualquier 

lim.it.o. La. serie int.egrada converge a la lnt.ogra.l de la 

función periódica correspondiente a la serie original. 

Para poder diferenciar una serie do Fourier, es 

prociso que la función periódica que ganore la serie tenga 

derivada para t.odo valor de x. Por ot.ra parle, cuando est.a 

condición se cumple, normalmente se puede diferenciar, como 

se demuestra con el siguiente 

TEOREMA u. 1. :.. Tenga t(x) periodo 2n, y supóngase también 

que f'Cx) existe para t.odo valor de x, sin oxcepci6n. Sl 

t'Cx.) es cont.inua•. la serie de Fourier para t•(x) puede 

obt.enerse diferenciando lA serie de Fourier para fCx). Si 

f'Cx) os cont.inua y t.ione solamenle un número f'init.o de 

m4ximos y minimos en C-n.nl, la seriD diferenciada conv.rge 

• Pued. O.rnoe\ro.re.- cru• e\ f'<x> IMSHetoce lo.a conch.cion.e de 
Di.rlch\e\., enLonc.. r·uc> •• c:onllnua. neceeClJ'i.a.Jn*nL• [ 6J , 
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de hecho a f"C..:> para t.odo valor de x. 

l..a aplicación repet.ida del t.eor"""' da el result.ado 

correspondient.• ~a derivadas superiores. Por ejemplo, la 

serie para t• •cX) puede enconlrarse diferenciando la serie 

para fCx) dos veces, siempre que f' 'Cx) sat.isfaga las 

condiciones del t.&OJ"'em&. 

El n:o&SNA u.•·" se debe ost.able>eer aplicando •l 

noJIDIA n. •·• a la f"unción f'C>C). Siendo cont.inua f'Cx) 

t.i•n• una serie de Fourier, y ol t.érmino const.ant.e ao puede 

encont.rars• de 

saber, 

n ao I " r•cx) dX 
-n 

fCn) - tC-n) o. 

Asi, la serie para f'Cx) t.ien• la forma II. 3. 41, a 

00 

E Can cos nx + bn sen ruó. II. 3. 44 "". 
ColDo consecuencia del noaDtA n. •·a, la serie de 

Fourier para la función 

J n f"Ct.) dl fCx) - fC-n) 
-n 

t.iene la. forma II. 3. 42, y por lo t.ant.o la serie p&ra fCx) -rc-n) + ! Ao 
:a 

.,. 
+ I: e 

n:f 

~n cos nx). 
n 

II.3.4e 

Puede observarse que la diferenciación d• II. 3. 45 

c:l.1l II. 3. 44. En et.ras palabras, la serie d .. Fcuri•r p&ra 

f'Cx) pu.cte encont.rars• diferenciando la serie para f(x), y 

6s\.a .S la af"irm.aciOn principal del !'COllDIA n. •·es, 
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Ya que la serie dif'erenciada os una serie de 

Fourier, su convergencia puede probarse por dt.odos 

usuales. En part.icular, si f'Cx) sat.isface las condiciones 

deo Dirichlet. y es cont.inua, ent.onC9$ la serie de Fourier 

para f'Cx) converge a. f"'(>C.). 

O. est..e medo queda est.&blec:ido el ftOIUCWA u.•· s. 

Los ant..oriores llevan a algunas 

desigualdades imporl.anl.es para los c09ficienl..,. de Fourier. 

Cuando una f'unci6n fCxl sat.isface las condiciones de 

Dirichlet.., puede most.rarse [21 l que los cooficient.es de 

Fol.U"ier t.ienen el orden de magnJ. t.ud 1/n. Est.o es, e>d.st.e 

una const.ant.e M dependiente de f(x) pero no d• n, \..al que 

M M 
II. 3. 4e 

n n 

Ahora., si los coef'icient.vs da FOtJrier de f'Cx) en 

II.3.44 sat.isfacen t.ales condiciones, ent.onces II.3.46 

JTIJest.ra. que los c09ficient.es de f'Cx) est.M limit.ados por 

M / n 3
• 

Mis generalmente, se puedo ompozar con r<k>cx:> e 

int.ograr k veces. Us const.ant.es de int..q.gración se anulan 

como en la derivación de II.3.44, y se obt.iene: 

noaEMA n. •·d. Tttnga !Cx) periodo Zn, y suponiendo que la 

k_.si~ dGrivada de fCx) !i:a.t.isface las condiciones de 

Cirichlet. en C-n,nl. Ent.onces los coeficient.9$ de Fourier 

de fCx) sat.isfacen l~ desigualdades 
M M 

1 an 1 S k+• j bn 1 S k=• 
n n 

donde la const.a.nt.e M depende de fCx), pero no de n. 
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U.' LA TRANSFORMADA DE FOORIER. 

II,._1 Conceptos W.sic~. 

Lo que s• ha t.rat.ado hasta "5t.e punto en est.e 

capit.ulo se refiere a funciones periódicas. 

muchos problemas prActicos involucran 

Debido a que 

f'unciones no 

periódicas, s.• habla.ri ahora da un m6t.odo del anfllisis de 

Fourier que incluye f'uncionos arbit.rarias. 

En la socci6n II.2.• se definió a la transformada 

de Fourier con la ec.II.2.28. Renombrando variables Cx por 

t. y u por m•, se define a la función FCro a la que se 

conoce C()m() trane/orma.da do Fourier ele rct:>' y el operador 

de int.egraci6n su simboliza frecuent.oment.• por ?J ; esto es 

FCO> • 'lJ CtCt.)] • J~ fCt.) e-IDt dt.. II. 4..1 

El operador inverso 7J-i. se obt.J.ene cambiando el 

signo a L en la exponencial, da t.al modo que la ecuación 

ant.erior pueda escribirse 

FCCl) .,<ot. dO, II.,,a 

y f(t.) se denolllina transforrr.ada in-Nla tJ8. Fuuri•r dtr FCo:>. 

A las ecuaciones II.4.1 y II.4..2 lambién o;e les conoce como 

~ da tz-<UU1/0N1tada!I d... Fuuri•r. 

Se puede observar que la transformada de Fourier d• 

• •• ~o.ron \.o. noM~r99 d. \- YGl'IA0'*9 po.r6 M.oe.rt..o.. oo\.noWU-
con \o. fr9Ct.1ienc\.a. c\.r~\or Cl y •\. H•n.po l., y v\euo\isor tnejor \.o. 
re\.ocLón con \o di.ncÍM\.co .. t.rucLW"O\. •n \.o• ca.p(\u\.oe po91\•rLoreit1. 
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tCL) esl• bien definida si t es conlinua por tramos en cada 

intervalo finito y r es absolut.ament.• in~ecarabl• de 4D a co, 

eslo .... si r..: ¡rct) 1 dl "5 finil.a. 

Para l.a r•pros•nt..ación do r por medio d• su 

integral de' Fourier, es suficiente qu• t sea suave por 

t.r amos en cada i nt.er val o finito e igual al valor medio en 

los saHos. En olros t•rminos, la condición para que FCo:> 

exista, est.lii d.a.da por 

I_: _ ¡rct'l dl "'. II.4.3 

lo cual s• demuestra de la siguiente manera: 

Puesto que e -IDl =- cos Ot. - 4 sen O\. 

de donde l•-<Ot 1 / cos
2 nt. + sen

2 nt. 1 

¡rct' •..ait.I ¡rct>f. 
se sigue que 

1_: -{QL - ftCt.>e 1 dt 

es finita, entonces 

J~ fCl>e..filt. dt es finila, os decir, (!1 CfCt)J 8'>dsle. 

LA ec. II. 4. 3 es una condición suficient..e i-ro no 

necesaria para la ox.ist.encia de~ CfCt)J; algunas funciones 

que no satisfacen II.4.3 pueden también t.•n•r transformada 

de Fourior; é~las funciones se est.udiarAn ~s adelante. 

En general, la función FCW • (J tfCl) es compleja, 

es decir, puede escribirso 
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FCCP • RCCP + ¿ ICID, 

donde RCID • ICID son funciones real-. Ademt.s 

FCID • IFCID l•Lf>CID 

donde IFCO> 1 y ql(Q) son t.aaibi6n reales y se conocen c°"'° 

-pect.ro de -gnit.ud y espectro de fase d<P fCl), 

respac:U vament.•. 

Si tCt.) es real. ent.onces, mediant.e la ident.idad 

• -lOt. • cos nt. - l. sen nt., 

- posible expresar la relación II. 4. 1 COIDO sJ.11ue, 

F'CO) - J~ f(l) • ..;Qt. di. 

. J~ fCt.) cos Ol dt. ' J~ fCI.) sen Ol di. 

• RCo:> + ¿ ICID. ll. '· 4 

Igualando las part.es re.al • imaginaria, se lienu 

RCro • J~ rct.:> cos 0t. dt., II. 4.15 

Icro • - J~ tCt.) sen Ot. dt.. n.4.e 

Puede demost.rarse quo RCro • ICl"l:l son funciones par 

• impar de O, respoct.ivaa.nt.e, 

RC-ro • I:rct.lcosC-ot.ldL • f~tcllcosnt.dt. • RCID, 

J:C-ID a - J~tCt.)s.,,C-ot.)dl • f ~tcl)senOtdl • - ICO>. 



Adetú.s, 

FC-n:> • RC-n:> + 'IC-Q> • RCro - 'ICO) - F"cro. 
donde F"CCP denot.a al conjugado complejo de FCo:>. 

De lo anlerior puede concluirse que si la 

transformada de Fourier de una función real fC t.) es real, 

ent.onces fCt.) es una función par de t.• 

transformada de Fouri•r d• una función 

y que si 

real rCt.) 

la 

i1D&ginaria pur.at.. ent.oncos rct:> es una función impar de t. 

S1 rCt.) ast.• definida sólo para O < t. < m s• pu.de 

definir fCl) para valores neqat.ivos d1> t. por la ecuación 

fC-l) • fCt.), por lo que la función result.ant.e es par. En 
esle caso se supono un comport.amient.o convenient.o d• tCt.) 

para va.lores negativos del t.iempo, pero al int.erpret.ar los 

result..ados debe tenerse present.e que fCt.) ost.• definida 

s6lo para t. > O. 

S1 ahora se define !16l 

.,.crct' i • FcCro • [rct) cos 0t. dt., II. 4'.7 

•nlonces 

II.4'.8 

donde Fc:Cn> s• conoce cono tran9/orllttlda cos•no ~ Fouri•r 

c:1i1> tCt.:>, y el par de t.ransformadas coseno de Fourier est.• 

dado por las ecs.II.4.7 y II.4.B. 

O. la misma Jnaner.a, ci tCt.) eslii definida sólo para 

O < t. < m , se puede definir t.ainbién f'Ct.) para valores 

.-.gaUvos do l por la ecuación IC-l) • -f'Ct.), por lo que la 

f'unc:iOn result.ant.e es impar. 

91 



SI. se define 

~.ctct.ll • F.Cro • J:rct.ls•n nt. dt.. 

ent.onc-

tet.l - ~~CF.CQ:>J - + J:F.cro-n Clt. dQ 
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II.4.g 

U.4.10 

en dende F.Cro •• d9noc1na trar11/orfltada •.no ~ FOUl't•r <» 
tCt.), y las ecs.n.4,g y II.4.10 son el par d• 

t.ransforaadas seno de Fouri .... 

La int.erpret.ación quo se .i.trlo a la t.ransfor.,.da de 

Fourier en est.e t.rabajo - la siguienle: 

9.tpóngase que cualquier f'unc16n •. t..ien• dos modos 

equivalenles de represenlac16n. uno en ol dcallnio del 

t.l•llf'O• tCt.l, y otro en el dolninio de la frecuencia, FCro. 

Ent.onces la ec:.II.4.1 t.ransf"orma la f'unci6n f'Ct.), on el 

dominio d•l liempo, a su fune16n equivAlente FCl'l), •n •l 

dc:c1nio de la f"rocuenci.a, y la ec. II. 4. 2 inviert.e •l 

¡::roceso. La t.ransformada de Fourier anali%41. la f'unción 91 

t.ierapo •n un espect.ro d&> f"racu.nci.a y la t..ransl'ortuda 

inv.rsa d• Fourier sint.et.i:z:a el ospect.ro de frecuencia para 

obl-r nuev.-nlo la tunc16n en lérlllinos del tiempo. 

Por (dt.1mo, es conYDnient.e .mencionar que en 

ocasion- se def'ine • la t.ransformada de Fourier tm ot.ra 

f'or- C17l, que dlfl•r• d9 II.4.1 por f'act.ores de -cala, 

de la sig:ui•nt.• manera 

La t.ran•f"oraada d• Four-1or d• la f'unción f'C\., •• 

FCID • ~ J~tCt.l e ...nt. dt., II. 4. lble 
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y la lranstormada inversa de Fouri•r correspandient.• se 

vuelve 

II. 4. 2 Propiedades de la t.ranstor-da 

de Fourier. 

u.'· 21K. 

A cada función adecuada f'Cl), -m < t. < CD , la 

t.ransformada de Fourier le asocia una función FCO>, -CD < n 
< CD. Usualmont.• tCt::> t..ieno valores reales, pero 

nor~lll'l8nle FCOJ t.iene valores complejos; la t.eoria t.amb.i6n 

cubre el caso en el que tCt.) tenga valores complejos t17J. 

A cont.inuaci6n se presentan algunas de las 

propiedades de la transformada de Fourier. 

a)Ll ... 1':ALIDAD. Si l'tCID ' ~ lftCDl y l'zC(l) = 'll CfzCt.)l, 

y a& y az 5on dos const.ant.es arbitrarias, enlences 

" e atf .e t.) +azfzC t.) l D .. F.c ro + azF.C ro . 

Est.o se verifica do la siguient.e manera, 

II.4.11 

~ c .. r.ct.)+azf.Ct.)l • J~ca•t•Ct.)+aar.ct.)l ,....;m, dt. 

a aaF.CCl) + azf'zCCl). 

b:> UCA!.ONANtDfTO, Si a es una const.ant.e real y FCID 

'<!! t re t.)) ' •ni.onces 
1 

'll CtCal)J • ja¡ FCIVa>. 



Lo cual •• ci.mu.st.ra as1 

Para a > O, 

(9 ctcat.>J • J~rcat.) •-<et. dt.. 

Sea at. • x; ent..onces. 

(9 CtCat.)J • ~ J~t(X)e-4CCVa)x dx. 

Ca.o la variable de int.egraci6n .. muda, 

represent.6.rs•l• con cualquier siinbolo, de est.• 

(9 Ctcat.)l • ~ J~tct.) .~IV8't. dt. 

1 
¡;-j° FC !Ya:>. 

Para a< O 

(9 Cf'Cat.)l • J~tcat.) .~ dt.. 

Sl s• t.ien• de nuevo at. • x, ent.oncn, 

(9 ctcat.)J ~ t ['°rcx) •--"O/L>x dJC 
a oo 

1 
• j-;¡- FC O/a) . 

Eh consecuencia, 
1 

., CtCat.)l • ¡;f FCCVa) . 

modo, 
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II.4.13 

U.4.14 

. l.a función tcat.) represent.a la función tCt.) 

cont.ralda en la escala del t.iempo por un ract.or •· 

Ar>Alogament.• la función FC0.-8' repres..,t.a la runci6n FCn> 
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expandida en la ..acala de frecuencia poi- el aú.smo fact.or •· 

La propiedad de escalonaaú.ent.o, por consiguient.e, afirma 

que la cont.racción en el doninio dol t.ioinpo .. equivalent..• 

a la expansión en el dolllinio de la frecuencia, y viceversa. 

e:> S1 ;, [fCt.:>l • Fero, ent.onc"" 

'2J [ fC-1.) l • FC-ro II. 4.16 

Lo cual se prueba de la sigUient.e forma: por la ec.11.¿.12, 

se t.iene 
1 

Haciendo a• -1, 

;, crcat.:>l º ¡;¡- FCCYa:>. 

'2J Cfe-t.)l • FC-ro. 

cD DSIJPl...AZAIUCNTO EN rt. na&PO. 

ent.onces, 

Si FCQ) 

"8 cret.-t.o)] - F(O)e--<ot.
0

• 

'2Y cret.n, 

Est.o se demuest.ra asi: la t.ransformada de Fourier requerida -
;, e re t.-t.o) l = J~re t.-t.o:> e --<ot dt.. 

Haciendo t. - lo • x, dt. ~ dK, 

., crct.-1.o)l • J "'r,"' .. ..;ncto+x) d .. 
-<D 

• .,-<nt.o J~f(>c) e-'Dx dx 

-alto a e FCO). 

8) 0&9PL.ASANISHTO SN &.A FAICCUICHCIA. Si no •• una const.ant.• 

real y Fe ro • '2J C te t) l, entonces 

"8 Ctet) e<notl • FCn-tlo). II.4.17 
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Lo cual - ....-itica de la siguJ.ent.e forma: la t.ransror-d& 

ci. Fourier r9q'Ue1"ida es 

J~tCt.)e--<Cn-flo)t. dt. 

• FCcroo:>. 

r.> •lllSTlllA. Si FCID • 'lJ 1 fCt.)), ent.onces 

7J IFCt.)l • 2ntC-a:>, 

R!ecordando la ec.II.4..2, se pu.de escribir, 

2ntCt.l • JJcmemt. clfl. 

C&inbiando t. por -t. en est.a oxpresi6n, 

2ntC-t) 

II. 4..18 

II.4..1Q 

II.4..20 

Ahora. int.ercambia.ndo t. y O en la ec. II. 4. 20, se obt.i•n• 

anrc-ro JJct.)e..mt. dt - ., CFCt.)l. II. 4.. 21 

g) TLUfSFOaMADA DI: LA DERIVADA. 

tCt) • O cuando t. • ± m, enlonces 

Si 7J lfCt.Jl • FCID y 

<!1 lf'Ct.)J a &cFCCD • .¡O 'lJ CfCt.)J. II.4..22 

Int.egra.ndo por part.es, s• obt.i•n• 

7J Cf'Ct.)l • J..:r·Ct.)e..mt.dt. • fCt)e..mt. 1..: + éO J..:rCt.)e-éOt.dt.. 

II.4..23 
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S. acaba de demostrar que la diferenciación •n el 

dclllinio del t.iempo correspondo a la mult.1plicaci6n de la 

t.ransformada de Fourier por al • dado qi» tCt) • O, cuando 

t. • ± Q) • 

También se observa que si tCt.) t.ien• un nO....o 

~init.o de discontinuidades s6bit.as, ent.onces f'Ct.) cont.ien• 

iJllPulsos. 

Nediant.e la aplicación repetida do II. 4. 22, •• 

obt.iene 

;, [ r'"'c t.'1 • e In:> "Fe ro a e'°' "¡y [te t.) l • n=a,a. ... II. 4.2t. 

Est..a Olt.ima ecuación no garantiza la existencia de la 

t.ransformada de Fourier d• rcn>Ct), sólo indica qu. sJ la 

t.ransformada existe, entonces est.• dada por cau"Fcro. 

h) DANSFOllNADA DS LA IHTltoa..41.. Si 7J Ctet.)l • Fero, con 

O 1' O, y 

J~tet)dt. • FCO) • O, II.4.2!3 

entonces, [ I: teK) dx ] 
1 

ffi FCCP «i 'B ere t.)]. 

II. 4. 2e 

Esto s• pu.de de!nost.rar asl, sea la runción ~ tal 

que 

II.t..27 
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o. donde, ai 1J '-'t.>l • tero, 
ent.onc- • .,. n . .f..22, •• u-

'll '"'Ct.> 1 • 1J 1tct.> i • ;n •ero II • .f..28 

con t.al que 

!~ 4'(t.) • ¡_: tCJC) dJc • ¡_: tCt.) dt. • FCO) • O. 
II • .f..21:1 

Par consiguient.e,. 
1 1 

ICQ) - 7n 'B ltCt.)l • (o FCID, U • .f..30 

-t.o -· 
[ J~rcx> cbc ] 

1 1 
'B • 7o FCQ) . To 'B CtCt.)l . 

La ec.II • .f..20 se aplica sOlo cuando O,. O. Cuando O• O, 

II • .&.31 

Por ot.ra part.e, cuando f"CO) • J.: fC>O d>c ,. O, se t.iene 

'B [ J~tCx) dJc ] 

1 
• ID Feo> + nFC0)6C0>. 

donde 6 es la función b1pulso unitario.• 

II.'-3 T<H>r•- de convolución. 

Para t&Cl) y faCl) cl<ofinidas en - "' < t. < ao , •• 

define la convolución r1•ta • t por la ocuación 

rct:> • J~r,cx:>raet.-><)dx U • .f..33 

• 6(:x) • i y .. oi.u11p\.e CI"• /6<044 = ~!'6cuctt = 1, • > o. 



y se expr .. a sitnb6licament..• como 

f(t) • faCt.)lltzCt.). 
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11.4.<U 

Est.a t.i.,,,• sent.ido si las funcion- fa y fa son 

cont.inuas por t.ratDOS, una de ellas es absolut.&Jaent.• 

int.egrable en - co < t. CD , y la ot.ra est.a acot.ada. 

Sl. faCt.) • O y fzCt.) • O para t. < o, entonces la 

ec. Il. 4. 33 se r..:luce a 

II.4.35 

L.a ill'f'Ol"t.ancia d• la operaci6n II. 4. 33 descansa en 

el siguient.• 

TCOADIA Da COtlVOLUClON, 

int.99rables, y sean t.odas las int."'iJrales infinit.as, 

int.erpr•t..ado ost..o 9fl el sent..ido de la conV9rgvncia media. 

Ent.onces •l product.o de las t.ransforma.das os igual a la 

t.r.ansrormada d• la convolución 1<21. 

En simbolos, 

., [f1Ct.)Mfa<t.)l • ., [f&Ct.)l ., cra<t.)l 

• FtCIDF.Co:>. 

II. 4.36 

Aunque una prueb.I. cott'lplet.a requioro conociaüent..o de 

1a \nt•ttral da- L.t>ostJUO y de la convvrgencia med.J.a, 6st.a 

¡:ropittdad puedo ent.onderse cOJDO sigue: S. t.iene 



100 

-ualondo que el orden de la int.egración puede • .,. 

in_,. U do. 

SI. •• hace un calllbio d• vari&bl• en la int..gral -

involucra a dt., con z • t. - x, se obt.ien• 

'lf [fa] 'lf [fsl. 

La convolución obodec:o ot.ras roglas formal-, 

algunas dlt las cual- s• pr .... ent.an a cont.inuaci6n sin 

d.t.all.ar la .S--t.ración de cada una de ellas t16l. 

alLSY OOKHUTAftVA. 

raet.)MfaCl) • faCt.)wraet.) II. 4. 3'7 

b>&.KY ASOCIAnYA. 

[taet.)wraCt.)Jllf'.Ct.) a taet.)W CfaCl)ltf'.Ct.)l II. 4. 38 

c)La convolución da una f'unc16n ret.) con una función 

illlpUlso unit.ario, 6Ct.), conduce a la mis ..... f'unc16n ret.). 

re t.) WóC l) a re l) II. 4. 3g 

SI. 'lf craet.)l •Fiero y 'lf tf'zCl:>l • FzCro, ont.onc..,. 

'll lf'aet.)ltfzCt.)l - FaeCDFaCro. 11.4.40 

elnoaSMA. DE CONYOLUCION 

SI. 'lf-&CFaeroJ • raet.) y 

'lf ... CFaerowFaero l 

o t....,i6n, 

1 

s:M LA nlltCUDCCU., 

'lf-atFaCl'l)l s faCt.), ent.onc..,. 

• 2rrt'1Ct.)f'aCI.). II. 4. 41 

'lf [ r~et.)fa(t.) l • -¡;;- FaCCD •F.Cro - 1 I CD an -Faey)FaCQ-y)dy. 

U.4.42 
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ll·'-' Teor•- .S. Parseval. 

la 

II. 4.43 

La deeost.ración a est.e teorema puede enc:ont.rarse en las 

reterencias tB,Q,10,261, y se omito en est.o trabajo~ 

XI.4.6 Transfor .. da de Fourier do funciones 

-pvciales. 

En la secci6n II.4.1 se vio que la condici6n 

auticient.o para la exist.encia de la t.ranstormada de Fourier 

de una función est.A dada por la ec.U.4.3, es decir, I.: trct.>I dt. < .., • II.4.'4 

Sin embargo, alounas f'unciones no sat.isf"acen la 

condic16n ant.erior. A conUnuacion sa present.arAn algunas 

de est.as .funciones, sin det.allar las demost.raciones 

correspondient.es, las que pueden encont.ru-se en las 

referencias (9,Q,10]. 

a) Transformada de Fourier de la función impulso unitario 

.SC\) 100St.rada en la l't1· ll • 4. t 

~(I) 

_L, 
~ [6(t.)J • 1. U.4.4S 

,.,,.11.4.1 
• 
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b) Transforaada de Fouri.,. de una const.ant.e CfitJ. 11. 4. ;n 

l 7j l Al • aAn6COJ 11.4.46 . ' ,,,. 11. 4. 2 

e) Transformada d• Fourier de la función -calón unit.ario 

...e t.). definida por 

...Ct.) • { ~ ::: ~ : : II. 4. 47 
ca.o l\lhC\.on no 99\0 MrLnldca pot'O t. • ot 

3 ['\'(\.)) • R 6COJ + 1/"1. II.4.48 

~. • 
fitJ. ll· 4. 3 

cD Transfor.ada deo Fourier de una f"unción periódica fCt.) 

ccn poriodo T. 
CD 

'lf UCt.)J • 2n E Cn6CCl-nOo) 
n•-CD 

donde D. • 2n/T y Cn son los coef"icient.- de Fourier de tCt.>. 

9' Transtor&ada de Fourier de funcion- generalizadaa. 

En •l .p6nclic• A se encuent.ra una t.abla de 

t.ran.sfer-das do Fourier deo algunas de ast.as funcio,.... 



CAPITULO 111 

L A T R A N S F O R-M A D A R A P !° D A D E F. O U R l E R 

7/U?. Ú.11fl ·~·· nnn-• to ¡¡,, ª"'"~ al. ik 
-xn! ~ ~ o/. fÍll!. gU'íJÍ. ¡;atidy o/. .,.,,.;ngty 

11>'1t/uial upic,> wuch cm úz <'/IR.cli1xJy druf1. wiilt u;Jng 

ik TWJii.M Wv,{c¡..,,,, fÍll!. ~ ~' .i• ttlÚíJillÍ!J 

a¡ymptial.i:.. 
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IU LA ~ IW'IDA DE FCUIUER. 

I II. 1 I MTROllUt.CI OH. 

En •l primer caplt.ulo &• est.udió la tnanera co.:. •• 

pued• obtener la res:puest.a d• un sistema din6.U.co. 

haciendo un anilisois .a t.r.avirs d•l dOtllinio dgl t.imopo. 

Ahora bien, algunas veces, en especial cuando se t.rata c:t. 

excit..acionos a.rbit..rarJ.as, es pre!'•rible qu• t.a.l an•lisis 

se haga "' t.ravés del dominio de la frecuencia. Sobra est.o 

se hablar• con ""'Y">" pro1'undl.dad cin al cap11.ulo IV, !>""º 

es convenient.• mencionar en est.a part.!.., que para r•alizar 

esl.e 011.ilDO tipo do an6lisis, es: naeesario ut.ili2ar el par 

e» trans/orlfttldo.s ~ Fouri•r. que como .so vio en la sección 

II • .t.1, paradt.e t.ransf'ormar una función def'inida en ol 

t.iampo a ot.ra aquiva.lont.8', J>9TO on Lórmin0$ de la 

rrec.uenci a. 

La aplicación formal d" o>st.o procedimiento esl."­

limit.ada a los casos para los cuales so dispone do las 

t.ransfortnadas de Fourior do las funcionos d~ la excitación 

aplicada, ~ro aun en t.al.s casos. la evaluación do las 

int.ogr,..l es rosul t.ant.es puede conV'9rl.irsQ! en un proceso 

t..edioso. 

O&t est.a manera, para pod•r hacer un uso prict.ico 

del m6t.odo. es necesario formularlo en t.6raú.nos de un 

procadimlent.o da an,.lisis nUlllér-ico. Est.a for-mulaci6n 

nUJM.rica puedo dividi~so convenivn~.-mente en dos rases; 

L) Oeriva.ci6n d• la~ expresiones de la traN6/or'fftJtldA 

diacre.ta tJtt. Fouri•r CTI:F:> qu• eorr.spondan a las 

expresiones int.egrales de las ecuac;io,,_ II.4.1 y U.4.2. 
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(\) 0.Sarrollo d• un mélodo num6rico efici9nl• qu• 

par.U.t.a evaluar las transformadas discret.as d• Fouri.,., 

Esle ól t.illlO as ol W.lodo da ta trcva/ormada. rllp\da di> 

Fo'Ur!•r Ct.he radix-t.wo rast. Fourier t.ranstorm. FFf), 

algorilmo publicado en abril deo 1ge5 por J. W. Cooleoy y J. 

W. Tukay. • 

cada una de estas dos Cases ser• discut.id& en las 

secciones siguient.~. 

IIl.2 TRANSFORMADA DISlCRETA DE FOURIER. 

III.2.1 CohCaptos bllsicos. 

Nuch.as vec:es es: necesario llevar a cabo madidas 

experimentales diyit.alrnent.e, par est.a raz6n es conveniente 

que una !'unción lipica, tCl), pueda lnU&Sl.rttarse en una 

serie de t.iempos regularsnent..e espacia.dos, como so muest.ra 

en la fi.6.111.2.1. Si el intervalo muest.ral, At., es 

const.ant.e, enlences el valor discreto de f(t.) en el t.iempo 

t. a rAt, puede escribirse como fr, y la secuencia (fr), 

•• , .-z, .. 1,0,1,z, ••• , puede 11 amarse serie do t.ielllf>C> 

discret.a. 



Seg1ln se est.udi6 en el caplt.ulo II, si una función 

fCt.) es P"riódlca con periodo T, ent.onces es posible 

escribirla en la forina de la ec. U. 2.13. Renombrando 

vari~es. se t.iQne 

ao ~ 2nnt. 2nnt. 
f(t.) • T • l ( an cos T + bn sen --T-) 

n-• 
III.2.1 

donde los coeficient.es se obt..ienen de las expresiones 

~ r: 2nnt. 
an • f(t.) cos -T- dt. 

a r .2nnt 
bn . T º rct.) sen T dt. . lII. a. a 

Ut.ilizando h0t.aci6n compleja, las ecs.III.2.2 

pueic:S.n comb.ln&rse en una sol .. ; definiendo 

•n bn 
Fn • 2 i-¡. III.2.3 

lo cu.al -equivalent.e al coeficient.• Cn de la seccion 

11.2.6, y record.ando la fóraula de Euler, 
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8
-C2nnVT 

- cos 
2nnt. -,.- ,. .. n 

2nnt. 
--T- se obt.iene 

Fn a ~ J: f(t.) e-i2nnt./T di., III. 2. 4 

l .a. cual puad.lit co:npar ar 5e con 1 a ec.. I I • 2. 24-. 

Si se desea represont.ar ahora a la serie cont..inua. 

t'Ct.), por una serie discret..a. <tr>. r-0.1.;r ••••• <M-t>. ser~ 

nocesario disponer de mt.1est.ras igWllJnenl.e espaciadas. 

h.aciendo t. = rAt. y At. .: T/N. En est.e caso, la int.egral 

III. 2. 4. puede escribirso en la for~ aproxiinada 

1 
M-l 

Fn = --T- ¿ fr e-LC2nn/OCrAt.) Al. • 
r :;.t.> 

III. 2. 5 

Puede asum.irSQ qu~ el ~rea t.ot.al bajo la curva de 

la f~d.111. 2. 2 est.a dad.A, 3.proximadame-nt.0 1 por la suma de 

t.odos lo~ rect.~ngulos sombreados. 

fC t.)cosC 2nnVT> 

/id• l l l. Z. Z A~n. q."4 ~ eL C:.kula et& úo 
~ <U T~ tú una o....U ~ 
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SUs~i~uyendo T ~ NAl en Ill.2.S, se ob~ien• 

H-1 

Fn =. +l. fr .-i:annr/H 
r-o 

llI.2.6 

lo cual puede tomarse como una f'orma aproximada para 

calcular los coeficient.es de la serie de Fourier, 

ee.III.2.1. 

Aunque la ec.III.2.6 no provea inrormaci6n completa 

para obt..ener la serie cont.inua fCt.), es import.anle el 

hecho de que permit.e recuperar exact.ament.e a t.odos los 

valores discret..os de la serie <f'r). Cualquier valor f(t,.) 

de la serie Cfr> puede obt.onerse de la fórmula inversa 

UBl 

~. . F"n 8 L2nnr/H III. 2. 7 

Con eslo se ha llegado a la definici6n formal de la 

t.ransf'ormada dlscret.a de Fourler de la serie Ctr>, para 

rso.i,a, ••. <N-&>, la cual est..A dada por la vc.III.2.6; y 

la t..r anst or ma.da di ser et.a inversa de Fourier 

correspondiente, dada por la ec.III.2.7. 

Convione mel\Cionar que exi"&len di ferent.vs 

expresiones ~ra la dofiniciOn del par de Lrar\$/orRWU:las 

di.scr~t.as de Fourter C6,13,1Bl, y es\.a es una de ellas. 

C.omo uno de los obje\.ivos del present.e t.rabajo es al de 

proporcionar un programa qus obtenga ~ant..o la t..ransformada 

de Fourier, como la t..ransformada inversa dg Fourior de 

funciones a.rbit..rarias. es pref'eribl• ut..ili::ar una forma 

al t.•fnat.i va p.a.r~ el par de t.ransformadas dlscr•t.as de 

Fourier, del modo siguient.e: para encontrar la 
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trll.nsformada discret..a de Fouriar da la serie <fr), se 

ut..ilizar~ la ecuación 

Fn = 
1 H-J ¿ fr .-i2rrrn/N • ns0.1,a, ... ,CN-1), -¡;- r-o 

y para la t..ransform&da discreta inversa de Fouriar 

tr = Fn ei2 nnr/H , r=0,1,2, .. • ,CN-1). 

III. 2. 8 

Es preciso aclarar que la de.finición que s• utilic• 

deber.l ser l,a. misma lanlo para lransformar como para 

anlit.ransformar. En la sección III.3.2 se .xplicari por 

qué se prefirió usar osla definición, y enseguida s• 

verificarA la validez de la ec.III.2.9, habiendo definido 

a la t..ransforll\a.da discreta de Fourier con la ec.III.2.8. 

Haciendo r s en la ec. XII. 2. 8 y después 

suslit.uyvndo en ql nñe-mbro de la derecha de la ve.III.2.Q, 

H-l 

.;., ~ Fn ,,L2nnr /H 
neo 

H-i N-t 

f• .-iC2nn/toCs-r) 

Intercambiando ol orden d• las sumatorias 

N- 1 H- 1 

~ [ ~ 8 -iC2nn/JOCs-r) ] 
=••O nfro 

1 
-¡¡-r.. 

COIDO n,s,r y N son enteros. lodas las oxpon•nciales suma.n 
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a cero, a menos que s = r, de manara que •l t.érmino ent..re 

corchet..es C•l cual es la relación de ort.ogonalidad), est.• 
dado, ya sea por 

o bien, por 

y de .aqu1 

N-& 

"' 8 -iC2mv10Cs-r) • N , 
nfo 

N-1 N-1 •¡, [ Jo .-LC2nn/IDCs-r) ] 

con lo que se V9ritica III.2.Q. 

paras 1fl. r 

para s • r, 

1 
-¡¡- r. tr 

El r~o de las companent.es de Fourier, Fn, .st.6 

l.lllit..ado de n O a n • CN-1), correspond.l&nt.es a 

armónicas do frecuencia 

2rm 2rm 

T 
IU.2.10 

con el fin do mant..onor la sinwl.ria dol par de 

t.ransrormad.as, ees.III.2.8 y III.2.Q. 

Conviene mencionar qu• las propiedades d4J la 

t.ransformad.., discret.a dE' Fouri•r s• cumplvn de ictJUal 

manera quo las de la t.ranstormada continua de Fourier 

correspondient.e. O. est.o se hablar• en la siguienl• 

sección. 



III.2.2 Propiedades de la lransfor..ada 

discreta de Fourier. 

,,, 

Por la forma CODIO s.e dedujo. co puod• conaid.,.ar a 

l.a t.ransformada discreta d• F"ourier como un caso 

part.icular de la t.ransform..da de Fourior. Debido .a est.o, 

las propiedades de ésta lo son t.aunbién de aquélla y es 

posible reest..ablecer t.ales propiedades para la 1nF. A 

continuación ~• presentan algunas do las propioda.des 

est.udiadas en el subcapit.ulo II.4. 

CD LINEALIDAD. 

Si las t.ransf'orm.adas. dis.cret.as de Fourier do fr y 

gr son Fn y Gn, entonces (6] 

1J [ fr + grl = Fn + Gn III. 2.11 

b> SnlET1tlA. 

Si tr y Fn fornan un par d• t.ransformadas ~· 

Fourier, •nt.onces 

'll CFrl a f-n. 

9.Jstituyendo en III.2.Q 

1 
H-t 

r-r • y:¡:j" ~ Fn 

""º 
i2nnC-r)/N • 

III.2.12 

III.2.13 
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int..,..cambiando los par4.-t..roa r y n 

III.2.14-

Si ,,. es des:pla.eada por el entero k1 ent.onces 

(! C ftr-lol = Fn ,,.-íannk/H . III.2.16 

Est.o se v.rifica sust.it.uyendo J • r-k en la t.ransrormada 

discre~a inversa de Fourier, dula siguiente forma 

1 
,._. 

l'j • yfl L Fn 
9 

i2rmj/H 

1 
,._. 

t'r-k • ,.,,. L Fn .. "'lnnCr-k)/H 

,._. 
f'r-k •;,. l.,[ Fn .. -'2nnk/H] .,'annr/H .UI.2.16 

Si Fn ttS dusplaz.ada: por ttl ent.ero Ir:, ent..cnces su 

t.ransfor.,..da diser .. La inversa do FourJ.•r es mult.iplieada 
por .•ankr/H • es decir, 

III. 2.17 

lo cuál se vor i f i ca sust.i t.uyvndo j • n-k •n la TOF, 
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III. 2.18 

.. ruMCIOHU PA8SS. 

Sea fr una función par. ent.onces Ir • t-r y la 

t.ranatormada discret.a de Fourier de fr es una función par 

y .. real, est.o es, escribiendo Fn • Rn + ª"• ent.onc: .. , 

III.2.1Q 

Est.o se puede demost.r•r de la siguient.e manera 

1 
..,_, 

2rtrn N-A 

2nrn ] 
iJl [ Lf· cos: --¡¡- + t_r• sen ---¡;-

1 
,._, 

211l"n 
a iJl' ~ fr cos ---¡;-

•O 

- Rn. 

El t.6rmino ionaginario es cero debido a que la 



, , . 

SUlll&t.or l.a es so!>r• un n"-t-o par de ciclos de uh.a f'unción 

iapAr. 

Por ot.ra pa.rt.e, 

2nrn 
tr cos --N- [ 

ane-n:>r ] 
:a tr cos --N-- , 

_..t.onces, Fn • F-n , y la función en la frec:u.ncia es 

par. La f'Or..Wa invarsa se prueb.11 de .,.,...... similar. De 

aqui, si Fn est.A c:Mtda ccono una función par y es real, 

ent.onces. su t.ransformada discret.a inversa de FoW"'ier es 

una función par. 

f> f'UHCJ- IMPAJUCIJ. 

SI. lk • -r-1r, entoncr.s Ck es una función iDlp&I" y su 

t.ransformada discreta do Fow·ier .., una función impar • 

l.11aginaria; 

Fn • 

..... 
[ Ir. cos .... 

- -i 

annr 
-N--

-tannr-'H • 

1 N-• 2nnr 

.,f( i.,,'' sen -¡¡-

a iin 

La ·~ re.al .s cero ya que la sum.aloria vs sobre un 

ncl8ero par de ciclos d• una función ifllP&r. Para Fn dada 

c.,_, una función impar • imaginaria, la pruoba da que fk 

.. una funcibn impar se •st.ablece de manera similar: de 



donde 
i N-1 

"a ttkl • tln ;, -( 1'11' ~ tr 
+'=<> 

tP TSOasMA DI: COHYOLUCION S'N SL TJ&llPO. 

2rmr 
s•n -¡¡-

Considorando la convolución en el ~i•tnpO 

N-1 

gr e ~ hk f P-k • htMf'r 

"ªº 

115 

III .2. 21 

xu.2.22 

puede hacerse una serie de sust.i~uciones en III.2.Q 

int.ercambiAndo Sumallorias 

donde el término ent.re corchetes es la relación de 

ortogonalidad y os igual a N si m e n, e igual a cero si 

~ ~ n; por lant.o 

H-1 

b-Wf'r • ~ hl: tr-k ;a 

kfo 

H-s 

n¡, H.. Fn •'annr/N III.2.23 

y se establece el teareMa de convolución en el li•lllPO para 

la transforma.da discreta do Fourier 

(j [ hrlffrl D ,iJl Hm Fn , UI. 2. 24 
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Sl - considera ahora a la ccnvolución .n la 

trec:u.ncia 

III.2.2!!1 

f'rec:wmaa. sust.it.U)'9ndo en la ec.III.2.25 

donde el t.Wllino ent.r• corchot..a es ot.ra vez la relación 

de ort.ogonaliclad y n; igual a N si 11 • r • igual a cero 

para m - r; por- lo que 

..... 
Fn-k 

y puod• .. t.ablec::erse lo siguient.• 

t -i2rmr/H , . UI.2.27 

IU.2.26 

Pat"a Cunciones discrot.as, •• puede trSt.ablacM' la 

siguient.e relación 
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III. 2. ag 

Para v.r-ificarla. se.a gr • frfr. La t.ransf"ormada discreta 

de Fourier de gr est."- dada por •l t.eor•ma de convolu:ión 

-. la trec~ncla, ec:. III. 2. 28, como 

¡ r :r -L21mr/N 
r • = 

•O 
III. 2. 30 

donde, haciendo n • o. est.a ecuación se vuelve 

N-l 

¡_ F'k F-k 

IU.2:.31 

i::on lo que damuest.ra el llamado t.ar•l'ha da Par••uat. 

III.3 LA T~A RAPIDA DE F'OURIER. 

III.3.1 Desarrollo dol alqorit..,. 

l-a. trOJ'Ul/ormada. rJApida dlil Fouri.•r CTRF") es un 

algorilmo da comput..adora qu• pormit• calcular las 

transforFN::d,a, discretas di# Fouri11r. Se vio en la sección 

111.2.s q\14> la 'ItlF' de una secuencia finita <rr>, 
rao,a,a ••.• ·""''• es una nuavA secuencia <Fn> definida por 

1 H-1 

¡ -i2nnr/N 
Fn • M fr • , n-0,1, •• , ,CN-1). 

;O 
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Sl •• d .. ~a encont.rar valor-ea pa.ra Fn por medio 

CS. una aplicación direct.a, se ~endrlan que hacer M 
111.111.iplica~ones de la foraa Cfr)Ce-•Znnr...,.) para cada uno 

do> los M valores do Fn; d9 est.• ll>Odo el trabajo tot.al p;ara 

hacer •1 cUcUlo coep.let.o d• toda la sec:u.ncia Fn 

requerirla de CN:JCIO • K" 11ult.iplicaciones. L..o. TRF reduce 

.st.e traba.jo a un nWnero de operaciones del orden Nlo&faN. 

Por ejemplo, &i N 2", N";:i; 1.1x109
, mient.ras que 

NlOIJaN a -'·"""º"• lo cw.1 os &61o 1/2000 d"l n~ro de 

oper ... ciones, por lo qu. la TRF of'r-.ce una reducción enor1ne 

en el t.ieiapo de proccn.amient..o do la comput.a.dora. 

Ad.iclona.l1M11t.e exlst.e un increhl'nt.o •n la exact.it.ud. ya 

que se reducen errores por redondeo debidos al 

lruncamient.o de productos. L& /!IJ. 111. 3. t rauest.ra una 

coeparación en\.r• el n~ro de operaciones quo requiere el 

c4.1culo dir..::t.o e» la TDF" con respect.o al núaH"O d• punt.Oll 

en la •uest.ra, y el n011ero de op91"aciones requoridas en la 

TRF. 

IC~4 

N: NUlldO DS PUHTOS MUDT8ALES 

/(tf.111.3.I ~ tú ¡,.,, ~ -wq......­
~ .J ""lcul.r ~ 11 .J ~ lÚ fa. Ta4HS'°8 .. AllA 
llAPIDA DIE f'OUatn. 
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La -.aner a como t..r a~J a la TRF es haciendo 

part.iciones & l.a. secuencia complet.a <fr>, ror .. ndo asi 

SCii'Cuencias más pequef"ia11. Busca las TOF's de ós\.as y la& 

combina lngeniosaraeont.e, p.ara de es\.• modo, encont.rar la 

TPf" de la secuencia original. 

qua <fr) • ... , la 

secuencia IDO$\.rada en la fitr.111.3.20., donde N es p.a.r, y 

que se le ha dividido en dos secuencias más pequel"fas <gr> 

y <lw> COAIO se mues~ra en la fi6.111.3.Zb, donde 

gr = Czr 

III. 3.1 

hr. '~· 

L.a.s Tt:f:'s de las dos svcuencias result.ant...s son Gn y 

fin donde, de III.2.9, 

Gn = 
1 

M/J-1 

:;w2 Lg· 
.2nnr -·--H/a • 

n • o.a~, .•• ,CN.1'& - t.> • III.3.a 
. 2nnr 

ffn = hr e 
-·--H/& 

<:e:'! r. r. 

/i11. 111. 3. 2 "~"' d.c lA "~ <rr> 
~ <gr> ¡o Chr). 
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Re<;lr-ando a la TOF d<o la secu..,cia original (fr> y 

r-rdenando las su.at.orias d• ....,,.,.ª similar a la 

ec.III.3.2. S. separan los t.6rminos illpar y par de la 

secuencia (fr> para obt.ener 

1 H-t. 

Fn • iitl" L fr .-i2nnr"11 

Sust.it.uyendo d9 III.3.1, 

comparando con III.3.2 se puede observar que 

1 [ -i2nn/N ] Fn•~ G..+e Hn III. 3. 3 

paran• 0,1,2, ... ,CIV2 - 1). 

La TDF de la secuencia orit¡Jinal puode, por lo 

Un\..o, obt.enerso direct.ament..e de las TDF's de las dos 

rwd(.a.-~..cu.nc La.a Gn y Hn d• acuerdo con I I I. 3. 3. Est.a 

ec:uaci6n es ol corazón del Mt.odo de la TRF. Si el nOmero 

N de JJWeslras en la secuenci.a original (f'r) es una 

pot.enc::ia de 2, entonces las media.s--s-.cuoncias <gr> y <hr> 
pueden dividirse asimismo en cua.rtas-•4'Ctld'ncias, y as1 

hast.a que-, ev.nt.ual nent.• las ól \.i IRAS subtiec:uenci as t.engan 

solament..e un t..érmino cada una de ellas. 
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El ,..\.ocio III. 3. 3 s6lo &• aplica para valor- de n 

ent.re O y CH/2 - 1), es decir, para la mi t.ad d• los 

coeficient.es de la ••ri• <Fn>. Pero como so necesit.a Fn 

para el int.ervalo comple\.o de O a CN - 1), hay una mil.ad 

adicional al mét.odo para H/2 S n S CH-1), la cual 

aprovecha ol que Gn y Hn son periódicas: en n y se repit.•n 

a s1 lldsrr..as con periodo H/a t..al qu9 

Gn-N/Z • Gn y 

lll.3 .... 

El mét.odo cosnput..acional para calcular los valores 

de Fn a part.ir de Gn y fin, seria 

1 
Fn a ~ [ Gn + .-t2nn,.,. lfn ] para ni:o.t,2, .•• ,Uf/'&-l) 

111. 3. 6 
1 

[ -t2nn.-'H ] Fn • ~ On-N/I + e Hl't-N/2 , para ni:cN/l,lN/l+a>, •• , ,CN-1> 

o bien si se perrnit.e correr a n sólo de O a N/2, entonces 

un m6t.odo alt.ernat..ivo equivalent.e es 

Fn • ~ ( Gn + e-Lann/ll Hn ] 

n-0,:1,:a,, , , ,tH"""2-t> 

F 
1 

[ r~ + -i2nCn+N/Z)/ll lfn ] n•H-'Z = ~ vn e 

el cual t.omando en cuent.a 
simplificarse a 

que -Ln .. -1 

nso,t,z, •• , ,<Nn-t> 

III.3.8 

puede 

III. 3, 7 
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Final.-nt.e, defini91>do una nU01va variable compleja w • 

• • __ , 2"/lf 
IU.3.B 

UI.3,g 

la cual ..,.t,,. pr-•nt.• •n la mayorla d• los prcgraJ11as de 

cocput.adora de la lRF. 

Con •l f'in de ilust.rar en acción a la lRF, •• 

ccnsiderar.l un caso •imple en •1 que la s.cuencia ori9inal 

Cfr> t.enga poc= t.•rminos, por ejemplo cuat.ro. Est.a pu9de 

dividirse subsecu.ncias has t. a que las 

cua.rt.as-secuencias tengan cada una un sólo t.•rrn.ino, 

/\!J. 111. 3, 3. Consider~do la d•finici6n b4sica, 

ec.III.2:.8, de ima TOF', es evidente qtJ• si s6lo hay un 

~érndno en la secuencia (fr>. entonces 

• fo • p.ara H~l,r=O y n=O III.3.10 

CS. t.al rOl"m.a que la TOF de una secuencia de un sólo 

ele .. nt.o .s el aúsmo elemento. Por tanto, aut.o~t.icament.e 

se pueden conocer las TOFs de las cuart.as-secuencias y 

sólo se t.endrian que comb1nar 4st.as en dos part..s para 

encontrar la TDF de la secuencia original, cotno se ilustra 

en la m.lt.ad inferior d• la fttr.111. 3. 3. 



..,.,i.cr..óh ~ft,\r'lli.lo 

~ \• •9CA.l•ncu' de 
\\•"'f'O • ._ ... _..,_.., 

L- '"•\.no. ob\ef'ti.do. 

l.O TDI' ff "'""° -r\.e de 1.1n 
t.9r•'"°• .. •\. -.."'° l•rll"ti.no 

CO•bU'OC\.On pro¡reet.vo 

d. \- Tl>f"• de \o e•n• 
ckv"I~ po.ra. CO .... L.ru\.r \.a. 

TOJ' U \.a.--~ °"41'~ 
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1'6· 111. 3. 3 ~,,,,... lb..,,.,. 4.....,.,. l4 ,~ "'"' 
a.l~ll.Ülftl 4' l4. 3"A!F d.& Ul\4. o~ (tr> U 4 ~-

Usando la not.aei6n de la f'i9ura, las TOFs d• las 

cuat.ro cuart.as-s.cuencias son <Tn> • fo, (Un) • f'a, 

<V~ sor,, <Wn> • r., en\.onclil'S puede usarse III.3,Q para 

combinar <Tn> y <Un> y obtener <Gn>, y CVn> y <Wn> para 

<Hn>. Ya que, en est.e caso H/Z • 1, W • o-t.an/N • .-irr•-1, 

y asi. de tII.3.0. 

1 1 
Go • ~ t fo + tal K:> • ~ tf'1 .., faJ 

y 111,3.11 
1 

G& • ~ [fo - fal 

Para la seound .. aplic.aci6n d• IIJ.3.Q, H/'2 • 2 y 

W • .-L2n.IN • .-in/2 • -(. l&l qu. 

....... 

n.:o •• 
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1 
Fo• a [fo + ta + t• + fa) 

F& ~ 
1 

ªero - ta -iCt•-t•> 1 

III.3.12 
1 

Fa • a [fo + ra - cr.+t•> 1 

1 
F• ª atto - ra +iCt•-to>J. 

Los pasos que combinan progresivamen\.e los \.6rm1.nos 

siD1ples de las lOF's para gonerar todos los térl!linos d• la 

"I1'F de la secuencia original pueden mostrarse en los 

diagramas de aariposa, nl<.mcionados ant.ori..x-ment.e, de la 

fi 6. 11 l. 3. 4. 

Las dos mariposas superiores ropresent.an las 

ecuaciones III.3.11 y muestran cómo <Gn> y <Hn> son 

goneradas a part.ir de las cuatro TDFs de un término simple 

fo, tz, f't. y fa. Un punto C•) en la mariposa representa 

una variable y las flech&s que llegan a cada punto indican 

qué otras variables cont.ribuyen a su valor. Todas las 

cont.ribuciones son sumas, a. menos que aparuzca un fact.or 

junt.o a la flecha correspondiente, por ejemplo C-1) indica 

res\.a. 

Considerando Bl caso cuando M s:1 2k y los da\.os 

inicialos do la secuenci~ han sido divididos sucosivamvnt• 

en subsecuonci as hast.a dar N secuencias de un t.6rm.i no 

si111ple, s• puoda dividir por ,IR' desde el principio, para 

mantener la divisi6n por -.fá en cada et.apa d•l cilculo, 

corno se requi•re por el ... todo III. 3. g, y los lérminos 



s1mples result..•nt.es pueden lla~rse ª'• az, a., ••• ,.,.. 

TDFa de ee<u•nc.i.CMI 0. 
un L•rm\no •\Mpt. 

TDF'a d. -.C.U•nei.~ O. 
doa l•r"'\noe 

TDF' 0. lG ..c\l.ancL.a. 

d. CU4lto LerMinoe 
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En la /i.8.111.3.5, la fila superior de mariposas 

sopar a das J ndi ca cómo se combinan t.al es t.4-r m.1 nos por par os 

de acuordo a III.3.0, para obtener las TDF's de las 

sectWOCia.s correspondientes de dos t.~rnLinos. En lugar de 

nombr•r a. t..-.les TDFs coino <Gn>, <Hn>, et.e. , como en la 

fi6.1l1. 3. 4, se pueden G>Scribir los valores en los mismos 

reQist.ros de donde fueron t.om.a.dos los valores originales, 

ya quo ést..os necesi t.an mayor longi lud para c6mput.os 

• •• ~·h•r• •ll'tpe•or por l y no por O por coe&uMbf-e 

9l u.o el. .ub;.ndi.c•• an 1..-nvuajMi et. Pf'09r~ón. 

-1 
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post.eriClf""es. De -st.a tnodo se loc¡¡ra eeoncm.i.%~ espac:io de 

..-..cria de c~ador.a.. E1 significado de la f"ila superior 

en la. /íd. 111. 3. !S se vuelve lds e la.ro t..an pront.o ,C:OftO se 

unt.ienda que los nuevos vAlor•s ª'• u •... ,aH, son ahora. 

~nt.•s de las TOFs d9 do$ t.41>rminos. 

rilo & "' ·•a •i '" •, '• 11 '• '• •10 "u •11 •u ,,, ''' •11 •n '11 •11 

··-""" IXl-1 IXl-1 l><!-1 l><I-1 I><I-1 l><I-1 I><I-1 I><L1 I><l-1 !> 

{id. l l l. 3. !5 -~""" "" ,.,_ ... ......- ... _.. ,...... 
.,..., .... ¡,, ~ "" lA ~ ""' ¡,, ;,.,.. 

Eh la s91gund,.ir, Cil& de 1.a. fii¡ura. cada -.a.ripiosa 

1ep11ca t.kainoa .a.lt.ernos en l.a s..,;uencia ••· a.a •••• ,.,. y 

et ta.et.oto Wa .-in/2. •paree• las 'rlechas 
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correspondientes c:omo se requiere por III. 3. O. En la· 

t.ercera fila, las mariposas son ahora de 2 2 t.érminos y 

aparece el ract.or w. = e-in/4. en pot.encias z;scendent.os 

hast.a Wa
3

• En la cuart.a fila, las mariposas t.ienen una 

amplit.ud de aª términos y aparece •• = e-in/8 en potencias 

hast.a w.7
• y asi suceslvament.e. 

Un camino lógico para ol c~lculo de principio a 

fin, es proceder secuancia.J.mont.e de una fila d• mariposas 

a la siguient.a. Para la fila m, los punt.os de dat.os se 

t.oru.n en grupos de 2m y cada mariposa t.iene una amplitud· 

de k = C:a./z)C2m) = 2m-1
• El fact.or Wm = .-in/n apareceré. 

en pot.encias hast.a. ""'(n-u. 

Podria hacer5e una aproximación calculando 

-inr/n 
e 

nr nr 
cos - i sen 

n n 

y alnwt.cenando los valores en la memoria de la computadora 

cuando fuera necesario. Sin embargo est.o implicaria un 

91"ªº número d~ evaluaciones de senos y cosenos y emplearla 

una canLidad considerable d~ espacio de almacenamiento. 

Una a.proxim.aci6n alt.ornativa seria calcular 

solamqnt.o un valor del factor Cpara r=O) en cada et.apa dol 

cUculo y después generar los demás. nrult.iplicando 

continuamente el valor inicial ... por si nusmo pa.ra 

obt.ener Wm
2

• wm•, et.e. Esto quiere decir que el valor 

inicial debe de ser suficientemente ex.acto para qu11, 

cu.a.ndo SI> eleve a la mólyor potencia, su e>Uct.it..ud sea. 

t.odavia. adecuada. 
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En la /(6, 111. 3.15 se 111Uest.ra un diagrama de flujo 

de pro<;¡ram&ción ~ra llevar a cabo el clr.lculo descri t.o. 

Est.e comienza con el paso m=1 correspondiente a la fila 

superior de mariposas en la fi~.111.3.5. En este caso U=ti, 

j=1, n=1, W=1 y l=1, de t..a.l forma que la computadora 

asiqnA el valor de az a t., y el cálculo de mariposas da 

f'll.J•Vo vo.\.or d. AJ. = Cln\erior at + on\er\or az 

o bien, usando una comilla C') para denotar nuevos 

valores, 

az' = a1 - a.a 

ai'=at.+az 

de acuerdo con la primera fila de la /i6.111.3.5. 

En el diagrama de f'l ujo se i nt.rodujo el parámot.ro 

mu:do t., para conservar en él al valor ant.erior de az y 

poder comput.a.r la sequnda llneap Cont.inuando con el 

diagrama, l se incrementa de 1 a 3 para ent.rar en el ciclo 

C1) y ha.cer t. = a•, de est.e modo 

a•' = aa - ª"' 
a•"=aa+a• 

y asl en lo sucesivo, a lo largo de li. fila superior de 

raariposas en la fis.III.3.5, hasla alcanzar al final de la 

fila, al exceder el valor de l a 2". Termina ent.onces el 

ciclo (1) y se continúa hacia abajo. La variable j se 

1ncrement..a de 1 a 2, lo cual excede de 2,.,,.... = 2° m 1, y 

a.si m se incre1P9nla a a. para continuar con el ciclo C3) 

en la seg-unda fila do m.ariposas. Aqui se roasigna 1 a U y 

~ j, n se vuelve 2 y W = 9-Ln/2. Prosiguiendo, t ~ •• y la 

primera Jna.riposa de la S$9Unda fila es 

••' = ªª - •• 
aJ.'=a1+aa, 

l s• increl8nt..a de 1 .a S, r.,qresando al ciclo (1) pa.ra 
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obt.enar t. • a7 y •n\.onces 

•1' ... - .a7 

....... + .,. 

lo eu.1 c:oncu.rda. con l• seogunda l'ila CS. Ja ¡1 11.111. 3.6. 

'_, 
~ - , .. , 
'tll - ···t 

~,,._. • \4 ...cuet..c\O •n ol"dton 

bl.\-1.ftV•r\\do likoepu•a "" hAb<N 
dl,yi.ch.do cada L.ir-.r.o por H 

&.ohgil...d. .. La. ..C...el'loClG H=ak 

aL ~Lo procecM en k .-.o• 

....,.. e\ ,..0..0 • Lo. _,.,,._.. -n 
naa,.... M OMpLLLud y lo. o.uo. -
or9~GI\ en bt..oq..i- ch a,.. d. 

-phlud c/ía. 111. 3. 51 

E\ ci.elo Ut hoce e\ cG.\c...lo d.9- bloque 

a. \.loq ... e en lo -- ""°'i.po90. 

e\ c•clo w hcw:9 el c:G\iN\.o de ""...:1. 
_,.,,._ o \a ·~·n•nl• 1en e~ b\oqu•J 

E\ c:•c:Lo La> ~ e\ calculo O. "'"4 Ji.Lo 
d. _,..,._ o \a. •\9ui.enl• 
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Med1anle it.erac1ones repet.idas en el c1clo (1) se 

llega al fin.al d~ t!'Sla fila y s• prosigu~ nuevam9fl~e para 

obt.•n•r U= e-(n/2 y j = 2 la cual lleva al ciclo (2.) para 

h;lcer l = j = 2, de esle modo se obtiene l = •• .,-irr>"'2 y de 

.aqui 

a•• = az - a• e-Ln/2 

az' = az + a• .-ín/2 

continuando en el ciclo C1) hasta que la lot.alidad de la 

segunda fila de mar1posas en la fi.tJ. lll.3.5 sea 

complelada. 

Se mueve entonces el c~Jculo a la t.•rcera f"ila deo 

mariposas entrando otra vez al ciclo (3). y as1 hast.a 

completar el cAlculo e'fllero. 

Una particularidad quEP no ha sido discut.i.d.a, es el 

procodimient.o para h.acer la partición de los N t.6rm.inos en 

N secuencias de términos simples al principio del cilculo 

iluslr .. do en la /Ltr.111.3.5. 

Puede observarse de la fitJ. 111. 3. 3, que ha sido 

cambiado el ordtJn de la secuencia original durante el 

proceso de partición y, correspondiendo .a la secuencia 

inicial f'o, ft, fz, f:1, se ingresarian at = fo/2, az -= 
f'z/2, aa f1/2, ,;u f•/2 en el diagrama de flujo 

Cr111cordando que se dividió por "f'Jr ant.es de empezar, a fin 

de reemplazar la división por ~en cada una de las etapas 

de los c~lculos de mariposa). 

So podri.i. pre'Parar un programa do compul.idora., el 

cual a t.ravés del proceso de part.icionos, primero 

dividiera la. s&euD"nCi.Ol. origin.al en dos m9dias secuoncJ.ais, 

dividier~ cada una de •st.as; "" dos cuartas-secuencias y 
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asi en adel.a.nt.e. Sin embargo, 9Slo requerirla memoria de 

comput..adora extra, porque para una secuencia d• N 

t..4rminos;., se necesit.arian N/2: regist..ros extras para 

al1naceru..r la primera media-socuencia. mientras la ot.r"a 

est.uvies• siendo ensamblada. Debido a que podria no haber 

suficient.e memoria oxt.ra disponible, es preCerible llevar 

a e.abo el proceso de ordenamient.o •n el ltl.d'ar• es d.cir, 

~in t.ener que usar alm.a.con.a.mient.o adicional. 

Considérese por ejemplo, una secuencia de 16 

t.6rmJ.nbll en la cual el orden inicial es 1,2,3,4,6,6,7,9,Q, 

10.11.12,13,14,15,16, ent.oncos, después de realizada la 

pal"t.ic16n, al nuevo orden seria 1,0,6,13,3,11,7,15,2,10,6, 

14,4,12:,8,16. Fuera del primero y el íalt.imo element.os, 

t..odos cambiaron de lugar por parejas. Por ejemplo 2 y g, 3 

y e, et.e. El problema so vu1:1lVl!P relat.ivamaont.e simplo si so 

conoce cómo oscoger las parejas [19]. Est.o implica 

est.a.blec::er •n el progra.rn.a. dos cont.adorc;,s. uno do los 

cu~es cuent.e normalment.e en el orden de la secuencia 

original 1,2,3, ... , y el ot.ro que cuenle en el orden de la 

secuencia dividida 1,Q,5, ... Sincronizando los dos 

cent.adoras, los n'1mgros corr9'fó'.pondienlvs ident.ifican cada 

pareja de element.os que tengan que ser t.raspuest.os .a fin 

de reordenar la secuencia inicial corr&elamente. El 
proble~ ser~ entonces idear el contador quff opere en la 

sec:uoncia reordenada. Tozu.ndo a ést.a. s& tiene 

1, Q,5, 13, 3,11, 7, 15,2, 10,6, 14, 4, 12,B, 16 

Y• escribiondo las diferencia~ ont.re nún)e.ros adyacentes, 

qu<oda 

8,-4,8,-10,B,-4,8,-13,8,-4,8,-10,8,-4,8. 

De aqui se P'Jed• obs.,..v;ar qt19, si J es cualquier 

nómero en la sacuencia. y si J S e, el siguienl• n(JDIOro 
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siempre ser~ CJ + 8). De igual modo. si 8 < ,¡ S 12, J se 

queve a CJ - 4); si 12 <. i :S 14., .1 se mueve .a e, - 10), y 
si 14· < J S 15, J se mueve a C4 - 13). Pu9de deducirse 

que, siendo la longitud de la secuencia N = 2k, y si J es 

cualquier elemento en l,a secuencia, ent.onces el siguient.e 

t.ér mi no ser .1 

4 + 11/2 

J + CN/4 - H/2J 

J + CN/9 - H/4 - H/Z:> si 

si J S H/2 

si N/2 < J S N/2 + N/4 

N/2 + N/4 < J S H/2 + N/4 + H/9 

J + C1 - a - 4 - • • • - N/2J si .CN/2 + 

S CH/2 + ..• + a + 1) m H - 1. 

III. 3.13 

Esta 16gic.a. puede incorpor,arse en un diagrama de 

flujo, fi6.Ill.3.7a, y a part.ir de él hacer un diagrama de 

flujo. de un cont.ador, el cual funcionarA en la secuencia 

reordenada, /i6.111.3.7b. En es~a úl~ima, el pun~o do 

decisión simple CD incluido en el ciclo C1) hace el 

t.rabajo de todos los punt.os do decisión de la 

/(6. 111. 3. 7a. 

Al llegar a la primera decisión se pregunt.a si J :S 

H/2, quia corresponde a CD en la fitJ.111.3. 7a. Si la 

r&Spuest.ai es no, se recorre el ciclo C1) y el punto de 

decisión pregunta entonces si J - N/'2 S J.l/4 lo cual 

correspondo a Cu::>, ele. El diagrama de- la fitJ.Ill.3.7b 

t.iane un ciclo adicional (2) para reingresar al programa. 

cada nuevo número y generar asi todos los números en la 

secuencia. reordenada en turno. Cada. nUmoro es alimentado 

desdo el programa, en tanto se genera en el punto d• 

salid& mostrado. 
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Emt.• .1.t. ... lla-.a usual..,.nt.• contador 

b(t-,nu.r&ido porque. al expresarse como nómeros binarios, 

los t.6rainos •n lA secuonc:J.a reord•nada pu9d•n obt.enarca 

de los t.érm.Lnos cOl"recpondi•nL.•• •n la aecuoncJ.a original 

Cal ost.a. enipieza por cero) por invvr-sión del orden d• blt.s 

Cdiglt.cs binarios). Por ejemplo, p&ra una secuencia de 

ocho t.6rlll.1nos, los nOln*ros 0,1,2,3,4,9,6,7 se vuelven 0,4. 

2,c,1,e,3,7. El no-ro 1 .. C001) en not.ación bin&ria, se 

h& vuelt.o 4 • (100). El 2 a C010) poriMnec:e igual; el 

no.ero 3 • C011) sa vuelve e • C110) 1 et.e. De es:t.a form.a, 

un cont.ador que corra en el orden de 1& s.cuancia 

reordoOAda ~~~-~ lo t.ant.o, corriendo en orden invert.ido 

en bit.a. 

, ••• 111. 3. 7 
4'4-úw ........ 

1 C\UV1h,.,.c 
l'h,: ... tte..: .. le. 
~~C>.lft1c.1Q. 

,...... . ol 



,,-----------
ln ... f'COlftbi.o 

de VAi.oree 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

--------, 

' ' ~------------------------

x.pr~m\.r ..,c:u•nci.a. r~ 
.,.•J·'J··· .,,, 
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/i. •. III.3.8 ~ á ~ ,..._ -"-- t.o -
~ de la. ~ aa, a2:, • •. • aN, AnlM> d.& ~ o.l 
~et& la. T'1.1' et& la. /i.ts. lII. 3.0. 
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Se t.iene ahora un conl~dor que genera la secuencia 

reordenada Co bil-inverlida) ' 1,9,9,... Cpara una 

secuencia de 16 elamenlos) y est.o puede combinarse con un 

cont.ador normal l = 1.2,3,... con el fin de ident.ificar 

los t.érminos correspondientes en cada pareja, los cuales 

deben cambiar lugares. Se t..endr.i. que hac&r •nlonc.s la 

t.rasposic16n 

ªl = ªJ III.3.14 
a fin de reordenar correclament.e la secuencia inicial at, 

aa,aa, ... , antes de ejecutar los cálculos do mariposas ya 

descri los. 

En la fid.111.3. 8 se muest.ra un diagrama de flujo 

del c.ilculo compJelo, el cual puede rt>alizar la 

t.rasposici6n de los lérlni.nos requerida por la ec.III.3.14. 

Debe mencionarse el ciclo que desvia III.3.14 cuando l >J, 
el cual evit.a una segunda t.rasposici6n. 

III.3.Z 1Jescripci6n del progra ..... 

En est.a sección se describe el programa de 

compu~adora utilizado en el presente trabajo para obtener 

la transformada discreta de Fov.ri9r de una secuencia de 

pun~os muest.rales (función discret.izada) por el método de 

la transformada. rA.pi.da de Fouri.&r. 

El programa principal tiene como finalidad la 

lect.ura e iinpresl6n de los dalos correspondient.es, llainado 

a la subru~ina TRF, generaciUn de frecuencias y ordenación 

• improsi6n de los res.ult..a.dos. En la /i.6.111.3.0 •• 

encuentra el diagrama de bloques del programa principal. 
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La parle fundamenlal del programa la const.it.uye la 

subrut.ina TRF. la cual pue<:le calcular t.ant.o la 

t.ransform.a.da discreta de Fourier Cec.III.a.BJ, como la 

t.ransfor~da discrala inversa de Fourier Cec.III.2.Q), 

ut.ili-zando el .a.lgorit.rno y los métodos de la sección 

ant.erior. 

L...a razón por 1 a que se pref ir i 6 ut.i 1 izar ost.as 

expresiones, es porque la única diferencia ent.re ellas es 

el signo en la exponencial; os decir, bast.a con cambiar 

Ul signo para encontrar indist.int..amente la transformada 

discreta o la transformada discreta inversa de Fourier.· En 

el programa, el signo en la exponencial lo da la v~iabl• 

SIG. Si esta es igual a -1. el programa calcula la 

Lransformada de Fourier, y si es igual a 1, obt.ien• la 

t.ransform.ada inversa. 

Ade~s de ésta, otras variables importantes usadas 

en el programa son: 

NS Númoro de elemlitnt.os en la secuencia. CSe manej6 

como N en la secci6n ant.erior). 

FCI) Para calcular la t.ransformada discret.a de Fourier, 

como ent.rada es la función discret.izada en ol t.i•mpo, es 

decir. es una sec::uencia de números complejos, cuyas parles 

reales son los valores Creales) de la serie discrel.a fo, 

f1, ... ,fH-1, y cuyas part.es imaginarias son cero; como 

salida es la función discrel.izada en la frecuencia, es 

decir, la t.ransfor:rnAda de la función, F1, Fa, •.. ,FH-1. 

Para calcular la t.ransform.ada inversa, como ent.rada os una 

secu.ncia de nUsnero~ complejos F1, Fz, FH-t., en la. 

frecuencia; como salida es una secuvncia r•al en •1 

t.i•lll?O· 
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Gel) S.CU9ncia ordenada de acuerdo a las frecuencias, de 

los valores correspondienles a la t.ransformada de la 

f'unci6n. 

FRECCI) Secuencia 

cada punt.o de la 

ec:. III. 2.10. 

de frecuencias que corresponden a 

t.ransformada de la función. On, 

H Nómero entero t.Al que as~ur• qu~ HB es JX"l•ncia d• 

2. Es el nó.mero de p.asos en que procede el cAlculo d• la 

t..ransrormacb. r~pida de Fourier. CSe manejó como k). 

CELTA Espaciamiento ~l anlre cada punt.o da la función en 

al liempo. 

TO Tiempo inicial. 

SC Ra.J. z cuadrada de NB. 

En la /í~.111.3.10 se muest.ra el diagra,.... de 

bloques da la subrut.ina TRF, la cual divide cada. término 

por~' reordena la secuencia de ac~ordo •la fi6.111.3.8 

y obt..iene la transformada de Fourier do acuerdo a la 

/(~. 111. 3. 6. 

El programa so codificó en lenguo&je FORTRAN. Fué 

compilado en una rnicrocomput.adora con un compilador de 

FORlRAH 77 y puedo procesar secuffnc.i As hast.A d• 1024 

'-"rllÜnos. 

Con •l proc¡ra.m.a se obtienen dos archivos de 

r.sult.ados: •l prinPro, en •l c:u&l se aprecian los dat.os 
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en el tiempo y la función en la frecuencia. y el segundo. 

que sirve co1n0 archivo de dat.os para procesos post.eriores. 

El listado del programa se encuentra en el apéndice ~. 

e 
1 

fttJ. II 1. 3. to 
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IV APUCACIOll A LA INGEHIERIA ESTRUCTURAL 

IV.1 IKTRODUCCIOll 

En esle últ.iaci capitulo se relomarAn los lemas 

est.udiados en los lres anteriores, a fin de mostrar su 

aplicación en la solución de un problema fisico 

especifico .. Est.e problema. como se ha venido mencionando a 

lo larg~ del presente trabajo. consisto en obt.oner la 

respuest.;a est.ruc\.ural dinAniica de un sist.ema do UGDL y do 

pari.met.ros invariantes en el t.iempo. mediante la t.écnica 

de t.ransformaciOn ~s ut.ilizada en ensayos diniimicos: la 

de la transformado. de Fourier. Con vst.e análisis 

raat.em1t.ico sg pueden definir nuevas variables haciendo una 

t.ransforma.ción reversible de un dominio dado. por ejemplo 

t.ielmJ>O, a et.ro diferente, por ejemplo frecuencia. Para 

est.o, os necesario estudiar prisnero algunos concept.os 

sobre sistemas dinámicos lineales, 9XCit.aciones per16dicas 

y funciones de transferencia; y. do esla manora as~ablecor 

las bases para solucicnar los ejemplos que se presentan al 

final del cap1~ulo, con ayuda lamblén del algoritmo de La 

transformo.da rltpida de Fourier. expuesto en el cap! lulo 

ant.erior. 

IV. 2 SISTEMAS U NEAl.ES. 

IV. 2.1 Conceptos W.sico5. 

En los sl~emas físicos ~y una función de entrada 

C•xcit.aci6n o esllmulo) y una función d• salida 

Crespuest.&), Un sisletU. est.~ cornplet.amen~• caracterizado, 

si se conoce la n.alural•za de la depetidencia de la sallda 

sobra la enlrada. 
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Si se supon• que la respuest..a de un s;;i&t.ema a la 

excit.ación, r.Ct.), es la función r.ct.), y si la respuest..a 

de 4ise sistema a la excit..,aci6n. 

teCt.) a. a1 t'etCt.) + az fezCt.l, es 

f•C t.l a at t.s.C t.l + az fa:zC t.l, 

cuando r .. ct.l y r92Ct.) son las !'unciones de respuesta a 

las excit.acion,.a t••Ct.) y ,..aCt.), rei¡apect.iva¡n.g.nt.o, a• die• 

entonces que el sist..ema es un sistema lineal C/i6.1V.2.1). 

Por lo m15mo, puede def"inirse a un sist.ema lineal como 

aqu61 en el cual se s~t.lsf'ace el principio d9 

s._rposici6n. 

Sl la respuesta de un sistema a la exci t.ación 

t.Cll 1 es la !'unción f.Ct.l, y si la respuest.a del mismo 

sist.ema a la excit.ación f.Ct.-la), es la. función f'aCt.-t.a), 

se· dice que el sist.ema es un sist.ema. invariante en el 

t.J.e11p<> C o un sistema de parAmet.ros const..ant.es). 

t.(t.)--~ Slst.ema 
Lineal 1-----+I f .C t.) 

Ot.ra definición de sistema lin11al es aquella quo 

dice qua la función de la excit.ación y la función do la 

respu.sta del sistema, est.~n relacionadas por un~ ecuaciOn 

diterencial lineal• •• decir. 
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dnt.Ct.) dn-•r.ct.> d fa(I.) 
+ an-1 + ... + •• + aot.Ct.> . 

cft.n dln-1 di. 
IV. a.1 

d'"teCt.> d"'-'r.ct.> d feCI.) 

+ -· 
+ ... + ba + bof.Ct>. 

dt.'" dlm-l di. 

d 
Si se deno\.a --;¡¡;- por el operador o. t.al que 

Dºtct.> a f'Ct.), 
dt.n 

ent.onces la ec:. IV. a.1 puede expresarse c:ono 

o bien, 

donde 

n¡, an onr .e t.) · .. t bin o"'r.ct.>, 

A.CD>r.Ct.> BCD>f.Ct.), 

AC 0) 111 anO" + an-tOn-t + • • • + a1D + ao, 

BCD> a bmD"' + bm-t.Dnt-:t + •.• + bü> + bo. 

IV.a.e 

IV.2.3 

En un sistema .lineaal los coof'iciant.95 •n y bnt son 

independient.es de la f'unción de respuesta. En el sistema 

invari~nt.e Co do parAmet.ros con$l.ant.es) los coef'icient.es 

an y bM son const.ant.as. 

L.a ec.IV.2.3 puede expresarse simb6licament.e en la 

forma 
BCD> 

r.ct.> • J;Có) r.cL> HCD>f.CL>, IV.a.°' 

donde 

HCD> 



U4 

S.. ent.ianda que la ec. IV. 2. 4 es una expresión 

operacional de la ecuación diferencial IV.2.1. El operador 

llCDJ que opera sobre la funci6n d• ent.rada para producir 

la función de salida, se denomina fcmcióo operacional del 

sist.e-. Ut.ili:zando .. 1 simbolo L par;o HCO), la ec.IV.2.4 

puede expresarse COJDO 

L <r.ct.n r.ct.'. IV.2.5 

Iil oper;odor lineal Len IV.2.5 indica la ley que det.ermina 

la runci6h de salida. f.Ct.l. dada la función de ent.rada, 

fe(I.). Puede JDancionarse a la ec. IV. 2. 5 como una 

t.ransfor,...ción L de la función f.Ct), en ia función f.Ct.:>. 

Con la not.aci6n de IV.2.5, un sist.81U. lineal e invarianle 

en al t.iempo or.¡:t.• definido por 

L <ade&Ct.:> + .uf.a(t.)> a •• L<f•&CI.)) + "" L<r .. Ct.>>, IV. a. 6 

LCf.Ct+lo;)) a f'.Cl.+to), 

donde lo es una const.ant.o arbit.raria. 

S1. se considera •l sist.oma mec~nico siJ:11ple que se 

PUest.ra en la /i6.1Y.2.2a, puede oblenerse la expresión 

operacional de uCt.), qua represent.a el desplazamient.o de 

una ~a a desde su p:.sici6n de equilibrio. l..a excit.ación 

o fuent.e serla la fuerza aplicada p(t.), y la respuest.a, el 

desplazamiant.o uCt). C/id.IV.2.Zb). 

pCI.)~ 
SJ.st.eMa 
Kec•nico - uCt> 

/ 

fi1.1v.2.2 
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Se sabe, del capit.ulo I, que la ecuación que 

gcbie~na al sJ.st.ena es 

d 2 uCt.> d uCt.> 

• .. e .. le UC:t) pCt) . 
dt. 2 dt 

Ut.ilizando operadores, est.a ecuación se convierte en 

e • oª +e D + k ) uCt> pCt). IV.2.B 

Por lo t.ant.o,, 

1 
uCt) 

111:>2 +cD+k 
pCl) HCIDpCt.) IV.2.Q 

donde 
1 

HCID = 
..,2.-cD+lc 

IV.2.10 

En la siguiente secci6n s• hablar~ d• la respuost.a 

de un sist.ema lineal a exclt..aci6n periódica. Est.a Olt.ima 

puedo expresarse en forma. de función exponencial del 

t.iempo. Por lo mismo, es convenient.e mencionar que la 

respuesta de un sistema lineal o invariante a una ~unción 

exponencial ei.Ot.. es t.amb.ién exponencial y proporcional a 

la entrada; es decir, 
L <e iot.> IV.2.11 

lo cual puado dtMnOSt.rarse de la siguiente Corma.: 

Supóngase que la excit.aci6n en la ec.IV.a.3 es la 

función f.Ct.) • et:nt.i entonces 

N'.D)f.Cl> • BCD)e.:Ol, IV. 2.12 

donde r.Ct.) es la respuest.a del sist.eiu.. Ahora bien; 

9C O> ss bMO'" + bwi-t Dm-t + . • • +bü> + bo , 

lleva a 
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d'" 
D"'• tot. • --- C • \ot. 

dt. .. 
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Por lo t.ant.o, la respuest.a f'.Cl) est. .. definida por 

la ecuación diferencial lineal 

ACD)f'.Cl) IV.2.13 

La función excit.adora de la ec.IV.2.13 es 

BC iCD•int., una función exponencial, y según la t.eoria de 

las ecuaciones dif'eraonclales C16l, se puede suponer que la 

respuest.a f'.Cl) es t.alllbién oxponencial. O.. donde, si 

f'eC t.) •k•• iOl, •ni.onces 

ACDH'.Cl) •ACO:>Cktei0ll •k1ACD)C eíot.l •k•AC io:>eiOl.=AC io:>f'.Ct.). 

IV.2.14 

9.lslit.uyundo la ec. IV. 2.14 "" IV. 2.13, se obt.1-: 

ACiO>t.Ct.) = BCin>•'Ol. IV. 2.19 

Por lo t.anlo, si AC\CD-0, enlences 

1v.2.1e 

Est.a ecuación puede expresarse simbólicamente como 

L<•'Ot.> = HCio:>e.:Ot., IV.2.17 

y la fítf, /V. 2. 3 111Uvst.ra un diagrama que ilust.ra la 

relación ent.ra la entrada y la salida, dada por la 

ec. IV. 2.1e . 

. NaLenllicamenle, una función f(t) qu• satisCac• la 

ecuación 

L<tCt.)) • kf'Ct.), IV.2.18 
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se denomina. función propia Co fun~i6n cara.ct.erist.iea) y Al 

valor corresporo.:S1ent.o de.: k, valor pr&>pio Co valor 

car act..er 1 st.i co) . Puede decirse ent.onca5, según la 

ec. IV. 2.17, que la f'unci6n caract.erislica de un sist.erna 

lineal e lnvarianle es una función exponencial. El valor 

propio HCLm del sistema so define como la flDXi6n de 

transferencia del sistema. Conviena not.ar que, 

indist.int.ament.e podr.ia usarse 1--. not.aciOn HCm para 

represent.ar a la función de t.ransferencia siempre y cuando 

se adopt.e la convención de considerar HC • ) como una 

f"unci6n complejil.. Est.o so t.rat.-ar:.. con ~s amplit.ud en la 

sección IV.3.1. 

Ent.rada 
e.cu 

Salida 
t.C\l 

Ent.rada: c.Ct.) - eint. mt. 
Salida: C.Ct.) HCIO)e • 

IV.2.2 Excilaci6n periódica. 

En la sección I.3.1 se desarrollaron las 

ecuaciones que expresan la respuest.a de un sist.ema. de UGDL 

a cualquier •xcit.ación .armónica. Ahora s• JD:>st.rar.i. cómo 

esas mismas expresiones pueden usarii:v par"' evaluar la 
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respuest.a de un sist.ema. de UGOL a cualquier excit.aci6n 

periódica. Solament.e so necesit.a expresar a •st.a en 

t.érsalnos de una ••ri.• da Fourí•r; la respuest.a a cada 

t.érmino de la serie es la respuest.a a una excit.ación 

armónica,, y aplicando el principio de superposición, la 

rospueiOt..a t.ot.al es la suma de la10 respuest.as a cada 

t.éraú.no de la ex:cit.aci6n. 

1'•·1V.2.4 ~~.....a~ 

Con11l<Ureso una oxcit.aci6n peri6dica cua.J.quiora, 

como la quo se muest.ra en la /i.tJ. lV. Z. 4. Recordando lo 

vist.o en la sección II.2.3, una función como t.al puede 

expresarse en la forma do una. serie de Fourier 

c:o 2nn a> 2nn 
pCt.:> = ao + ~ an cos T t. + ~ bn son T l 

nfA p n~1 P 
IV.2.1'l 

en donde Tp represent.a el periodo d• la función de la 

ex:cit.ac16n y los coeficient.e an,bn, se oval(Jan con las 

expresiones 

1 f""p - •y- pet.> dt., 
p o 

2 J.""P 2nrrt. 
an • -:¡:; 

0 

pCt.) cos -y; dt., 



149 

2 fTp annt. 
bn • y; Jc. pCt.> sen --:¡:; dt.. lV.2.20 

Cuando se expresa una excit.aci6n peri6dica 

arbitraria en la forinA de la serie de Fourior IV.2.10, es 

a~rent• qu• •sta consisto de una carga constante Cel 

valor promedio de la carga representado por el coefici•nt.o 

ao) m.\s una serie de excitaciones armónicas de rrecuencias 

ca.. y ampl i t.udes an y bn. La respuesl.a en estado 

estacionario producida en una ost.ruct.ura no amortiguada de 

u;ot.. por cada t.6rmino seno de la serie de excitaciones 

armón.teas. está dada por una expresión de la forma d9 l.a 

ec.I.3.11 pero, omitiendo ol t.6rmino transitorio, se puede 

e><presar de la siguiente forma: 

bn 
....,Ct.) = k 1-rn sen nO.t. IV. 2. 21a 

donde 
2Tt On nT nO• 

O. a 
Tp . rn a 

"' 
• T;"" 

"' 
Si11ilarm1tnt.e. la respuesta on ostado est.ac.lonario 

p.ara ca.da t.érmino coseno de la serie est.."- dada por: 

an 

Un(t.) = k 1-r~ cos nn.t.. IV. 2. 21b 

Finalment.•, la respuesta •n •stado estacionario 

para el component.• d• carga const.ant.o es la def'lexi6n 

est.•t.ica: 

ªº 
Uo = k IV. 2. 21c 

Por lo tanto, l~ respuost.a total per!6c:Uca d• la 

.st.ruct.ura no amortiguada puede expresarse como la S\.fma de 
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loa Uorininos individual- de r-puest.a para t.odotl los 

miembros de la serie de ex:cit.ación, coao se muestra: 

e an coa nn.t + bn sen n(Mt.)] 
IV. 2. 21 

donde los coef'icient.es de amplit.ud de carga est..,, dados 

por las expresiones IV. 2. 20. 

Para t.omar en cuent.a al a.mort.igu.aJniento •n la 

.valuación de la respuest.a de una est.ruct.ura de UGa.. a una 

e>o::it.ación peri6dic.a, necesario sust.1 t.uir las 

expresiones de la ro:apuest.a armónica amort.iguada de la 

ec. I. 3. 20 en las expresiones de la respuesta no 

amort.iguada ac.ab.a.cas de usar. En est.e caso, la r .. puest.a 

t.ot.al en est.ado est.acionario est..6. dada por 

1 

[ ªº + ¡ uCt.) a 
k + CZl)rn>" 

)( 

n t C1-rnª:> 1 

>< { ( an 2 (/ rn + bn e 1 - rn
2 :> ] aen nO&t. + 

+ [ an C 1 - rn1 
) - bn 2 (/ rn ] CDS nOt.t. } ). 

IV.2.22: 

Como s• vio on la sección 11.2.~. las expr-ion­

ci. las series de Fourier de las ecs. IV. 2. lQ y IV. 2. 20 

pueden t.alObién escribirse •n f'or.,. e><ponencial haciendo 

uso de la /6l'l!Wla c1- !'uh•r, quedando 

1v.a.a 
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dende 

1 I:rp -(...0.t. 
Pn = -:¡:; 

0 

pCt.> • dt. • IV.2.24 

En la ec. IV. 2. 23 se puode observar que a cada valor 

posit.ivo de n. por ejemplo, n = +m. la corresponde un 

n =- -m. Los dos t.érminos .i:mnat.. y .-ill!Oit. pueden suponerse 

como vectores unit.arios, que rotan contra y en el sentido 

de las manecillas del reloj, respact..ivament.e¡ con 

velocidad angular mC'lt, como se muest.ra en la fi.6.IV.2.5. 

Los ~omponent..as imaginarios de t.al pai.r d• vectores S• 

cancelan mut.uament.e. Puede observarse t.ambión en la 

ec. IV. 2. 24. que P•m os el conjugado complejo de P-m, de 

est.e modo t.odos los lérrninos imaginarios en la ecuación se 

cancelan, como debo suceder siendo la función axcit..adora 

reAl. 
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Ya que se ha expresado una excit.aci6n periódica 

&l"blt.raria en la for111a •>cpon<tneial de la s..-1 .. de Fourier 

por -.:U.o d• las ecuaciones IV.2.23 y IV.2.24, podrla 

pensarse en escribir las ecuaciones que definen la 

respuest.a, t.ambién en f'orm.a exponencial. Se considerari 

nueva1DOnt.o sólo la respuost.a en est.ado est.acionario, est.o, 

asumiendo que la ex:cit.aci6n periódica ha permanecido 

cont.1nua.ment..e el t.iempo suficient.e p&ra que el t.éirmino 

t.ransit.orio haya sido disipado. Int.roduciendo la forIM. 

compleja. de la función excit.adora, .,.:nt. en la ec.I.3.1. 

se t..iene 

IV.2.25 

la cual. como se vio en la sac:ción ant.erior, lien• una 

sc1.uci6n on est.ado est..acionario de la forma 

uCt.) a HCl'De!Ol, IV.2.26 

donde HCro 95 la función de t.ransferenc.ia del sist.ema como 

S8 le daf1.ni6 ant.eriorrnent.e. En ocasiones t.ambién se le 

denol!lina tunc16n compleja de respuesta IHl la f"recuencia. 

En la siguient.e sección se hablar_. con mayor prof'undidad 

sobre est.a función. 

IV.3 AMALISIS EN EL DOMINIO DE LA FRECUEKCIA. 

IV.3.i Funci6n de transferencia de un sist.e­

li.....J, 

S. considerarA ahora •1 caso gen•ral d. la 

rMp.i.-stt.a de un sist.•JD.a linoa.l a una excit.aci6n dada por 

una función cualc¡uie.-a. 

S.. deonot.arA por hCt), a la respU9Sla d<> un sist. ..... 

Un-.1 .al impulso unilario, 6Ct). Est.o puedA •xpr-ara• 
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simbólicam9nt.e coUiO 

L C6Cl)) a hCt> . IV.3.1 

Si •l sist.ema es inva.riant.• Co de par.i.,,..t.ros 

const..ant.es), entonces, según la ec.IV.2.7 se observa que 

su respuest.a a 6Ct.-T) est.~ dada por hCt.-T); es decir, 

L C6Cl-T)) hCl-T). IV. 3. a 

Según lo ost.udiado en las secciones II.4.2 y 

Il.4.3, puede demost.rarse [161 que la respuest.a faCt.) de 

un sist.ema. lineal o invariant.e a una ent.rada arbit.raria 

e.et), se puede oxpresar como la convolución de la 

ent.rada, r.c t.)' y de la rospuest.a dol sist.oma al impulso 

unitario, hC.t.)._ os decir, 

f.( t) = s_:f'.CT) h(t-T) dT hCt)Nh(t) IV.3.3 

f•(l) • s_:f'.Cl-T) hCT) dT hCt)Nf.Ct) IV.3.4 

Es int.eresant.e el result.ado que present.a cualquiera 

de est.as dos ecuaciones, puos implica que la r•spuest.a de 

un sist.etn;t. lineal est.i. dot.orminada unlvoc:arnent.e por el 

conocimient.o do la respuesta al impulso unitario hCt) del 

sist.ema.. 

E:t.a últ.ima a.fir.maici6n pormile presumir que exisl.e 

alguna relación vnt.re la respuest.a d• un sist.811La al 

iripulso unit.ario y la función de t.ransforencia dol mismo, 

p.iest.o que, si se observa, las ecuaciones IV.2.26 y IV.3.4 

son de alguna rorll\& equivalon~os. 

Para analizar esla posible relaciOn, sean F..CC» y 

F.cro las t.ransfor-das de Fourier de la ent.rada t.Cl) y 
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de la salida f.Ct.:> de un sist.e1na lineal, ent.onces, d• la 

ec.IV.3.3, se t.iene 

t.Ct.) a l.Ct.)>lh(t.). 

Aplicando el t.eore .. de convolución de la sección 

ll.4.3, se obt.iene 

F.Cro a F.Cro HCO>, 

dende HCCD es la f'unc16" definida por 

HCro = "ll !hCt.)} a J~ l>Ct.) .-mt. dt. . 

IV.3.6 

IV.3.6 

Si so aplica la f'órmula II.4.2, do la trcmsi/ormado. 

(nVfl'rSo de Fov.rier. s• obt.ien• 

HCID 

IV.3.7 

Por ot.ra part.e. puede verificarse que las f'uncionn 

y HCiro, definidas por IV.3.6 y IV.2.17, 

respect.ivament.e, son ex.act.ament.e la misma función, y la 

diferencia ~parent.e es s6lo JX"r cuDSLi6n de nu~ación. Est.o 

:oiie demos~rar~ ons&guida.. 

Si la función deo exri t.ación Co d• ent.rad2) .n un 

si st.ema. es 

IV. 3.B 

donde Oo es una const.ant.o real, enlences, recordando la 

P"Opiadad C•) de desplazamient.o en la fr.cUf•ncia, 

.. t.udlada en la s-.cci6n Il."--2• se sabe que 

(l CICl.)J • FCO-l'lo). II. 4.17 

· Ahora bien, d• la sección IJ.C..5, la t.ran•forat.ada 

de Fourier do un;a consl.Anl.• A es 

(j !Al a A 2 n cS<ro, II.,,60 
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de donde, Qi A• 1, ce ob~i•n• 

~ [ 1 J • i? n 6Cro. 

Por lo que la t..ransformada de Fourier de la ec. IV. 3. 8 es 

IV.3.9 

De donde, 

F.croHCro = i? n 6CO-Oo) HCn:> = i? n HCOo) 6C0-0o), 

siendo est..a una propiedad de la función 6 (161. Ent..onces, 

por IV.3.7, se Liene 

~ I 00

2n HCílo) 6CO-Oo) •íOt dO 
-oo 

• 

Dado que IV.3.10 se cumple para cualquier valor d• 

Oo, se puede hacer un cambio en la variable Oo por O, de 

manera que &e obt..on9a 
teCl) • L Ceíot> m HCID ,..:cit. 

Recordando la ec.IV.2.17, se t..ien• 

t.Ct.> ca L <ot'.ot.> -= HC HU eiOt 

por lo que puede concluirse que 

HCro = HC.:ro. 

en X • xo y o. < b, en\onc .. 

t 6tX•>CoJ900 dX • { g~> ::: ocxocb 

" ( -

IV. 3.11 

IV.2.17 

[16l 
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O. lo a.nt.erior se puede concluir ent.onces que la 

t.ransformada de Fourier de la respuesta del sist.em.a a la 

lunciÓh i..,ulso unitario es precisament.e la función de . 
transferencia del siste_. definida en la sección ant.orior. 

O. hecho, en la definición de la t.1·ansformada d• 

Fovrier de tC~). se t.ione 

FCID = "8 CfCt.)J = J~.l'Ct.) ,.-.:Ot. dt., II.4.1 

donde la variable O siempre aparece acompaf'l'ada del n6mero 

(, y por consi'él'uient.e, la int.egral se puede expresar como 

f'\D\C16n d• LO. De este modo, la ec. II. 4.1 puede expresarse 

como 

FC.:ro = 71 CfCt.)J = J~ 1'Ct.) .-rnt dt., 

y, en consecuencia, 

1 

2n 

Por lo mismo, FCO) y FC iCP represent.an la misma 

f"unción "8 [f(t.)J. De est.e modo, la relación IV.3.5 se 

p.ntde expresar t.aznbién como 

FoCío> = F.Cio> HCí(l). 

Par IV.3.5 o por IV.3.12. se t.iene 

H: ((}) -
71 [fo(t.) l 

'8 tr.Ct.>J 

8 
De ocu.,do con .. \o ct.Unlalóni, \a. runoi.Ón de 'ronef• -

renoli.a. y \.a. funci.ó'.n d• r .. JM.1 .. \CL 4• un •l.•\...o. o "'"' i.1n -
pul•o unLt.or\.o, forMOn un pclt' d• lra.nefor,...a.• de roc.ar\•r. 

IV.3.12 

IV.3.13 
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Est.a 61\.ima ecuación indica que la función de 

t.ransrerencia del sistema. HC iCP es t.ambi•n el cocient.e 

entre la t.ransformada de la respuest.a y la transformada de 

la exci lación. 

Las ecs. IV. 3. 5 y IV. 3.12 constituyen una poderosa 

arma en el an~lisis de sistemas lineales. Si se conoce la 

función de transferencia del sistema, entonces, para 

encontrar la función de respuesta del sist.ema a una 

excitación dada, bastara con obtener la transformada 

invorsa de Fourior del producto de la f'unci6n de 

transferencia con la transformada de Fourier de la función 

de ent.rada. De esto se hablar• en la sección IV.3.3. 

IV. 3. 2 Obt.encl6n de la función de transferen­

cia de un sistema da UGDL. 

Se vio en la sección 1v.2.2, que al hablar de 

sist.ema.s linea.les de UGDL. como el de la fi.6· IV. 3.1, la 

solución en lliiJst.ado estacionario para una función 

exci~adora periódica os de la forma 

uCt.) = HCro eiOt. IV. a. 26 

donde HCCD os la función de lransferencia del sist.ema. 

Est.a función puede obt.enerse a part.ir do las leyes fisicas 

quo gobiernan al sist.ema, de la siguionle forma: 

La ecuación dl !"erenci .al que gobierna al si st.ema n 
ni.!Ct.) + cÜCt.) + kuCt.) = pCt.). 

Cohsiderando enlences que la. excilaci6n es la. fuerza, 

pCt.). y la respu.st..a es el desplazamient.o, uCt.)¡ s• 

obl.len• 

4' cuet.) 1 • ucro 



;, CpCl:>J • CJ e.U + cú + l<uJ 

• • 'a e UI + e 1J e üJ + le CJ e ul 

• a C Ln:>"ucro + e Cin:> ucro + le U<ro 

• e - ,,r¡ª + ten + 1e :> ucro, 
lwogo, 

CJ CuCt.:>J 
.HCn:> • °a CpC t.:> 1 

UCCD 

e-~· + icn + le > ucro 

1 
HCn:> • 
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IV.3.14 

que es la tunci6n de lransterencia de 6se sist. ... 

aec~co. 

!-uet.> 

I 1 

(1--1e----1 • 
I e 

e,./ 
pCt.> 
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Int.roduciendo expresiones para la relación de 

frecuencias, r, y la fracción de amor\.iguamient.o, ~. es\.o 

se welve 
1 

IV.3,16 

recordando que n • rw, e e ~ y w2 = k ....... 

Consecuentemente, la respuest.a compleja en la 

Crecuencia a una frecuencia e>a::.it.adora On = nOa serA 

IV.3.16 

dond• rs • Ol/(t) . Da la qc, IV. 3.14 se puede observar que 

f«nOI) es el conjugado compl9jo d9 HC-nCl&). 09 aqUi, es 

posible expresar la respuest..a on est.ado est.acionario del 

sistema de UGOL a la función excit.adora. que represent.a 

e.a.da término d~ la serie de Fourier. Aplicando el 

principio de superposición, la respuesta total del 

sist.ema, en estado est.acionario, a cualquier t.ipo de 

.xcit.ación periódica, puede escribirse 

"" \' (nflt.l UCl) = t. ffCnOI) Pn • 
n--00 

IV.3.17 

donde Pn est• definido por la ec.IV.2.24. 

Es evidente la ventaja en s.iinplicidad de la foraa 

exponencial del ~isis de la rvspuest.a periódica, cuando 

la ..:..IV.3.17 se compara con la expresión equivalent.e en 

forma lrigono.,.lrica do la serie IV.2.22. 



XV.3.3 ~isis de 1• rospunta a través de1 

-nlo de 1a l'rec:uoncia. 
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Se sat.. del primer cap!Lulo. que la manera en la 

que una est.ruct.ura responde a una excit.a.ci6n dinimica 

dada, depende t.anlo de la nat.uraleza de la excit.ación, 

como de las caract.er1st.icas dinla.micas de la est.ruct.ura, 

est.o es, do la manera como almacena y disipa la energ1a 

vibrat.or.ia. Para un sist.oma de un grado de libert.ad, est.as 

caract.erist.icas dintunicas est.:..n descrit.as simplement.e por 

su periodo' natural de vibración T Co por su frec:uencia 

circular w y su amorliguamiento (l. Ahora bien, la 

import.anc:Ja del periodo natural o de la f'recuencia natural 

O. la est.ruct.ura se demuest.ra por las grandes 

amplif"icaciones: del im:»vimiont.o de excit.aci6n en las 

condiciones ~· resonancia o cerca de ella, est.o es, cuando 

Q.l'co> - 1. 

Por estas razonas. aunque el a.nAlisis en el dominio 

del t.iempo es complet.ament.& general y puede usars• para 

evaluar la respuesta de cualquier sist.ema lineal de UGOL a 

cualquier excit..aci6n arbit..raria, en ocasiones es ltás 

conveniente realizar el an~lisis en ol dominio do la 

Crecuenci~. con objtrl.o de- det.erminar las condiciones d• 

ampliCicaei6n moncionadas. Est.o anAlisis es, en concept..o, 

similar al prcx:edimient..o del correspondient..e a o>a:it.ación 

periódica. Ambos mét..odos implican •xpresar la excitación 

aplic&d.a en t..M-minos de componentes .armónicos. .valuando 

la respuesta de la est.ruct.ura para cada cogtp0nent.e, para 

despu6s superponer las res:puest..as armónicas y asl obtener 

la r91fpuest.a .. t.ruct..ural t.ot.al. Coeo qui«a que •-· para 

aplicar la t.knlca de •><Citación pM"i6dic• a cargas 

arbitrarias, es necesario eoct.endM- el conc.pt.o de aeri-
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de Fourier a la represent.aci6n de funciones no peri6dicas. 

Par& est.o, es convenient.eusar las expr.sion.s d• la s•ri• 
de Fourier IV.2.23 y IV.2.24. 

"'" 

r, !Jt 

Considérese por ejemplo, la axcit.a.ci6n arbit.raria 

ne pori6dica de la fi11.IY.3.2. Si se represont.ara ..,t.a 

función por una serie de Fourier, los c:oof~cient.99 Pn, 

obt.enidos por la 1nt.egraci6n de IV. 2. 24 sobre el int.ervalo 

O < t. < T definir1an de hecho la funei6n peri6cilca 

IJIDS\.rada en la figura por las lineas punt.eadas al igual 

que la linea cont.inua.. En t.odo caso, aparent..vlne'nt.• las 

e><eit.aclones repet.it.ivas espurias podrlan eliminarse 

ext.endlendo el periodo de la excit.aci6n a lnfinlt.o. As1, 

s.oria. nocesario reformul.ar la expresión d"' la serie de 

Fourier, de t.a.l forAW:t que so extienda sobre un intervalo 

do t.iempo infinito. Para est.o, serA convunient.e r..acribir 

:IV.2.23 y IV.2.<?4. en una for,_ ligera-nt.e lllOdificada, 

usando la sigui~n~e not.aciOn: 
1 n. .t.n 

-y;--a; •a; 

nOt • nM> •D. 

1 
Pn .. -:r; p( On) 
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Con -\.a simbolo;1a, las ecuaciones de la serie de 

Fcurier IV.2.23 y IV.2.24 s• vuelven 

bCl "' 
pCt.) a "°2ñ ~ PCOn> eiOnt. IV.3.18 

n"-oo 

J:=Tp/a 
PCnn:> = Tp Pn • pCl) .. -mnt dl 

t.=--Tp/2 
IV. 3.1Q 

donde los llmit.es de int.egración son arbit.rarios, t.an 

grandes qua pu~ cubrir un perlocin de excit.ación 

complet.o. 

SI. el P*f 1 odo dt> ,.,,ci t.aci 6n se ext.i ende a i nf i ni lo 

Ct.p + en">, el incremento de la f'recuencia se vuelve un 

.l.ntinit.esimal C.tin + do:> y las frecuencias discretas On s• 

vuelven una func16n cont.inua O . Asi en ol liaút.e, la 

expresión d• la serie d• Fouri•r do la ec. IV. 3.18 s• 

conviert.e en la int.egra.1 do Fourier 

IV.3.20 

en la cual, la función de amplit.ud de la armónica ost..i 

dada por 

PCID • J~ p(l) .-rnt dt. IV.3.21 

Las ecs. IV. 3. 20 y IV. 3. 21 son •l 

tran.formadaa da Fouri•r. por a.dio de las cuales la 

f'unci6n en el t.iempo p<Jede obt.enersa de la función en la 

trecuencia o viceversa por procesos equlv~lent.es, spg1)n se 

-t.udi6 en el capit.ulo II. 
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Por an•lO'ilia con la expr.si6n en s.ri• d• FCMU"i•r 

de la ec. IV. 3.19. la int.9gral de Fourier du la ec. lV. 3. 20 

puede int.erpret.ars.e la reprosent.aci6n de una 

e)(IC1t.ac16n arbit.raria. como una infJ.nit.a de 
1 

coai.ponent.es armOnlcos, donde ~ero defin• la aaplit.ud 

por unidAd do O d"l coarponent.e d• carga en la fr.C:U9nCia 

n Mult.iplicand.::. ost.o por la !'unción d• t.ransf"er•ncla, 

HCn:>, se obt.hme la amplit.ud por uniW.d d• O dgl 

compon•nt.e de resfl\.IE1st.a en la rr.cuencia O. De aqui 1 l• 

r .. pu••t.a t.ot.al puado obl.eners• aun.ando est.oa coaiporwnt. .. 

d• r.-spuest.a sobro un J.nt.ervalo d• frecuencia coq>l•t.o. 

Expresando est.e conc.,pt.o zn&t.1H1A.t.ic&ID9tlt.e, se llega & la 

.euacJ.6n b.lsica para ol anilisia de la r ... puest.a a t.raW-S 

<Mil dominio de la frecuencia1 

IY.3.22 

PAra aplicar est.o proe~inúent..o en •l dolninio d• la 

frecuencia, es nucosario .valuar las coatponent.es arlllÓl\ic&• 

pCO) de la excll.aciOn dada ~J.an\.e la ec.JV.3.21. y hac.r 

uso de la f'unc16n d• t.r&nsf'erencia para un sis\.ema. 

.. t.ruct.ural de UGDt.. dada. por la 4K=· JV. 3.16. La /i6. IV. 3. 3 

.squ•mat.iza es\." proc~c:U salent.o, 

r PCn> • pCt>• dL 

oP<n>J 
.... 

pC»o 

uCL> 
1ucrol oucro 

1 '°uc:ro.40t.c10 UC:\.) • -

-n>P<n> 

/t6• IY. 3. 3 -'•luci.61\ IU 14. <Waf'>WI0'4 a. """' ~ """-' 
~ou"'41\.o~n.Al~dA'4.~ 



Con objet.o d• most.rar ejemplos de aplicación de lo 

8XpUest.o a lo largo del present.e t.rabajo, en part.lcular la 

aplicación de la t.t>Oria del anJiHsis de Fourier en la 

obt.enci6n de la respuest.a do un sist..ema de un grado d• 

libert.ad SOID8t.ido a excit.aciones din•lllicas especificas, se 

p-esent.an a cont.inu~ción cuat.ro funciones fll'xcit..adoras en 

el dolllinio del l.iempo Cfitf. IV. 4. f) las cuales fueron 

t.ransformadas al domini<:> de la frecuencia por medio de la 

t.ransformada de Fourier. 

o) H-l) 

J. 

1 

el\ 
C) ~(t) 

J. 

,. 

/tt1.1V.4.f 3'"~ ~.,..el~ del~. 
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Est.as f"uncionias fueron generadas por programas de 

comput.adora en f"orra.a discret.a, y para su t.ra.nsforeación se 

ut.i1i:z6 el progra.D\a de l .. seeci6n II.3.2. L.os result.ados 

normalizados se ~uos~ran cm la fi6.IV.4.2. 

Como se expl ic6 en la sac:ci 6n ant.er 1 or , la 

,_t.odologia a s"guir después de haber obt.enido la 

t.ransforma.da de Fourier de la función, seria mult..iplicar 

cada punt.o discrolizado de la función en la Crecuencia por 

el valor qu~ le corresponda do la función de transferencia 

del sist.ema., ec.IV.3.14, que. COIDO se recordar~. deponde 

de sus caract.erist..icas fisicas Ca, k, e) y de la 

frecuencia n de la fuerza excitadora. 

"' jFCroj 

o 

.. 
JFCo:> J 

1 
d> 

FCo:> 

o 



, 66 

Con •l f'in d• obt.ener la respuest.a general de 

slst.emas que t.uviesen diforent.es caract.erlst.icas fisicas, 

- decidi6 obt.enerla en form& d" fact.or de amplificaci6n 

dini.mica, haciendo variar a 6st.e con respect.o a la 

relación de frecuencias, r, y • la fracción de 

amort.iguam.ient.o, (J. 

S. obt.uvieron respuest.as para rracciones de 

U>Ort.igua.U...,t.o de (h-0. 005, {1a~o. 015, {1a-O. 06, (14..0.15, y 

para relaciones de Creeuencias ent.re O y 3, utilizando la 

ec:.IV.3.15 para la función de t.ransferencia del sist.eaa. 

A fin de quoo los resul t.ados obt.enidos t.engan -yor 

exa.ct.it.ud, al discret.izar la función debe procurarse tomar 

el mayor nm..ro de puntos ¡:::osibles, vs decir, buscar qu• 

6.t. sea muy pequon:a, por lo misr:ao, en est..o t.rabajo se 

discret..izaron las f'uncionos en secuencias d9 512 punt.os, 

lo cual puede considerarse como aceptable para est.• t.ipo 

de problemas 113J. 

De est.a forma se obt.uvieron las respuest.as del 

sist.ema a las excit.aciones de las fi~g.lV.4.la y lV.4.tb, 

respee~iv&m11nte, las cuales se rnueslran en las grAficas de 

1&11 /i6•.IV.4.3a. y IV.4.3b. 

Por ólt.irao, podr1a -..cionarse que es posible 

obt.ener de est.e modo la respuest.a a cualquier t.ipo de 

a>ccit.aci6n din'.lllica dada, si""'!'r• y cu~ndo se le digit.ice 

y •• siga el procedimiento explicado anteriorl!MJnl•. 
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Los listados de los programas de comput..adora qu. 

sirvieron de apoyo para generar las funciones excit.adoras 

y para generar la f'unci6n de t.ransrerencia y obt.ener el 

Cact.or d• amplifica.ci6n din~mica, se encuentran en el 

ap6ndice ~. y al f'inal de esta sección se pres•nt.an 

alt¡Junos de los result.ados en la forma como se obtuvieron 

p;ll" computadora. Estos corresponden a la :función 

exponencial de la fits. IV, 4. ta. 
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1 
2 
::s 
• !5 

• 7 
e ., 

so 
SI 

. 12 
t::S 
14 
15 
lb 
17 
18 
l'I 
20 
21 
22 
23 
24 
:5 
2b 
27 
28 
:!'I 
30 
31 
32 
33 

~· 35 
3• 
~7 

::se 
3'1 
40 
41 
42 

RESPUESTA EN EL DOl11Nl0 DE LA FRECUENCIA 

RELAClON DE AHORTtGUAMlEUTO tbetal 1 .OO:iOOO 

RE\.AClON DE FRECUENCIAS 

e r l 

• 0000000000 
• Ol 17b47l00 
.023:5294100 
• 03:S:lfl4 l 200 
• 0470:SBB200 
• 0:588235300 
.07~892300 
.082~29400 
.094117b400 
• l O:SB92:SOOO 
.1176471000 
.1294118000 
• 14117b5000 
• l:S29412000 
• l &4 7059000 
• l 7b470b000 
• 1992353000 
• 2000000000 
• 2117b47000 
• Z2:S"29 4000 
• 2352941000 
• :4705BBOOO 
• 2:iBB235000 
• 2705882000 
• 2e2:sszqooo 
• zq4u 7?ooo 
• 30~9924000 
• 317b471000 
.3::94119000 
.34117&5000 
• 35Z9 412000 
• :Sb47o5qooo 
• 37b470b000 
• ::SS23!>3000 
• 4000000000 
• 41l7&47000 
• 4:z3:zcuooo 
• 43!1-:M'41000 
• 4470599000 
.450~S.OOO 
• 4 70!;BQ2000 
• 48:?3~30000 

FACTOR DE AHPL.lFtCAClON DlNAHlCO 

C D l 

• lOOOOOE+Ol 
.qb110:S:+OO 
• 9Bb924E+OO 
.7S8~BE+OO 

ob9319BE+OO 
• ól0300E•OO 
.:S40Gti.1E•OO 
.49341~+00 
• 43:SB4'E+OO 
• 39b204E•OO 
• 3b2qObE+OO 
o.::34bb2E+OO 
.310514E•OO 
• 2Qqb76E+OO 
• 271:56SE+OO 
• 25:S700E+OO 
• 24 l 734E•OO 
.229~+00 
.219327E+OO 
• 2094b3E•OO 
• 1'19&02E•OO 
• l'll&UE•OO 
.194:S7bE+OO 
. l 77820E•OO 
.17ls:54E+OO 
• l&ó414E.+OO 
.tbl 4Sl>E+OO 
o l'5692:E+OO 
o l5277C>E;•QO 
• 14B962E•OO 
.145474.E:•OO 
.142:;:a.1E+OO 
.1:sq:s~·oo 

• l3bb71E•OQ 
o 13422&-E+OO 
o l31997E•OO 
.124'19W>E+OO 
o l:Z.9126.E:+OO 
o l2t.4ó7E+OO 
• 1.2498üE.-OO 
• 1230!57E•OO 
• 12:Z494E+OO 

l?D 



·~ • 4q411 7bOO(l .1214B4E+O.:t 
44 • 50~98::3000 • 1:0b::1E+OO 111 
45 .5176470000 • 11990oE+OO •• .:;::94110000 ·11933~+00 
47 .54117b5000 • 11 B90bE•OO 
•e .55'=9411000 • UBb~lE+OO •• .:;b-t70~9000 • 11B47BE+OO 
50 • :7b470b000 • 1184B2E•OO 
51 • 5BS:?j53000 • l lB&:S:;:E•OO 
5: • bOOOOOOOOO • 1199:S5E•OO 
53 .b117b4700(l • 11939bE+OO 
54 • b:l~5'Z94000 • 120019E+OO 
55 .b3:i2941000 .1:oe14E•OO 
5b • 6470590000 • l21790E+OO 
57 • &::;ea::~::;ooo • 1::?'29:.iBE+OO 
59 , b705BS:SOOO • l243:53E+OO 
5• • 68:?~530000 • 125929E+OO 
•o .6941176000 .1277b7E+O'J 
bl • 7058824000 , 12996BE•OO 
•: .7176471000 .132258E+OO 

·~ • 7294119(100 • 134972E+OO •• .7411765000 .139043E.+OO 
b5 .?::;~411000 .1415~1E+OO •• • 7647058000 , l 454b0E+OO 
b7 • 7764706000 , 14992~+00 
b9 • 7882353000 • 155001E+OO •• • 8000000000 • 1b07BBE+OO 
70 • el l 7b47ooo • lb74l5E+OO 
71 • S23:i:?94000 • l 7:S044E+OO 
7:! • 8!'.:i:?94l000 .193BB::SE+OO 
73 • B47o:;eeooo • 194203E+OO 
74 • B:SBB23b000 • 206373E+OO 
7~ • e7o:;aa:ooo • Z20BB4E+OO 
76 • 8823529000 • 23B43BE+OO 
77 • 8941177000 • 26002BE+OO 
79 • qo:ee:4000 • 2B7 l~4E+OO 
70 .9176471000 .322179E+OO 
90 • 9=941 l ªººº • 36B999E•OO 
91 .9411764000 • 434609E+OO 
9Z • 9:529412000 • :S:S2942E+OO 
~ • 96470'!i9000 • 69.:S3B7E+OO 
94 • 976470b000 .101327E+Ol 
9~ • 990:::~53000 • 1B7.:Sb6E•01 
9• 

l • ºººººººººº • 471 l97E•Ol 
97 l. 01l76'!i0000 • lBl 140E•01 
99 1 • o:;ss2qoooo .947427E•OO 
B• l. 0352940000 • b29244E•OO 
•o l. 047059UOOO • 4bb531E+OO •• 1 • O:iBB:?40000 • 36Bl!iBE•OO 
•z 1. 070:SBBOOOO • 302397E•OO 
•3 l • 0023530000 .2.:S:i4l4E+OO •• l .0941180000 • 22020:0E+OO 

·~ 1 • l 056820000 • 192070E+OO •• l. 1176470000 • l710:S3E+OO 
•7 1. 

1:941:?0(100 • l:i3245E+OO 
•9 1 .. 1411760000 • l 39454E+OO •• l. 1~29410000 • 12~9BlE+OO 

100 l .1647060000 • l l :S32BE+OO 



101 1.1764710000 • 10ól26E+OO 
10~ 1 • 1 8823:50000 • 981131E-OI 112 1(13 1 • 2000000000 • 9I0700E-OI 
104 l. 2l l 7b50000 • &4e3qoE-01 
10:5 1 • 223:52'<0000 • 79289SE-OI 
IOb l. 23!52940000 • 743203E-Ol 
107 l. 2470590000 • b9S449E-Ol 
108 1. ::?!588240000 • b57971E-OI 
10'1 l. 2705980000 • b21183E-OI 
110 1 • 2823:530000 .!587b4~-0I 
111 1.2941180000 • :i5b953E-Ol 
112 1. 30!58820000 • 52B775E-01 
113 1.317b470000 .!502819E-OI 
114 1. 32'14120000 • 47883oE-OI 
11!5 1. 3411 770000 • 4!5bo!5bE-OI 
116 l.3!529410000 • 436053E-O 1 
117 l. 3b47060000 .4lóB97E-01 
119 l. 3764710000 .3990!51E-OI 
119 t. 3982350000 .392371E-01 
120 1. 4000000000 • 3bb774E-01 
121 1.4117650000 .3!521!52E-OI 
122 l. 423:S290000 .339429E-OI 
123 1. 4352940000 .325517E-Ol 
124 1. 4470590000 • 3133ó5E-Ol 
12!5 l. 4588240000 .301912E-Ol 
l:?b 1. 470!5980000 .291099E-OI 
127 1. 4823530000 • 280B77E-O 1 
129 1.4941180000 .271204E-OI 
129 t • :so:sea:oooo • 2b2034E-OI 
130 l. 517ó470000 • 253:S37E-OI 
131 1. '5294120000 .24!5071E-OI 
132 l.!54117b0000 • 237217E-OI 
l:S:S l.55~410000 .229743E-OI 
134 1. 5ó470ó0000 • 222ó30E-Ol 
13!5 1.5764710000 • 21:.849E-Ol 
136 l. 5BB2350000 .2093BbE-OI 
13? 1 • 6000000000 .203210E-01 
139 l.&117650000 • 19731SE-Ol 
139 1. 6235290000 • 19U>74E-Ol 
140 1. ó35:Z940000 • 1Bó2B7E-Ol 
141 1. 6470590000 • 1B1l21E-01 
14:? 1. ó~B8240000 .17b17::E-Ol 
143 1. b705SBOOOO .17142bE-Ol 
144 1. óB23530000 • lbb973E-OI 
145 1.6941160000 • lb2502E-OI 
14b l • 7050820000 .1!56302E-OI 
147 1. 717b470000 .1::>4272E-OI 
149 1. 7294120000 • l '503q2E-O 1 
149 1. 74117b0000 • 14óób2E-01 
150 l.7'5=9410000 .143071E-Ol 
1!51 1. 7b470b0000 .139b19E-Ol 
152 l. 7764710000 • 136285E-OI 
153 l. 78823'50000 .1~307!5E-Ol 
154· 1. aooooooooo • t2'9979E-Ol 
1!55 1. 8117 b'50000 • 12b992E-01 
l5b 1. 8235290000 • 124 IObE-OI 
157 1. 83!52940000 .1=1:22E-01 
l~B t. s47~qoooo • l 1Bb3'5E-01 



\~q 1. B~S8:?40000 • llb0:S4E-Ol 17J 
160 1. 8705880000 • l l3~23E-Ol 
lbl 1. 0023530000 • l ll0'14E-Ol 
162 l. 0'141180000 • l00743E-Ol 
lb:S 1. '1058820000 .10646'1E-Ol 
lb4 l.'117b470000 • l04Zó~-Ol 
lb5 1. 9294 l:?OOOO • 1021 :SOE-01 
lbb l.'14ll7b0000 • lOOObóE-01 
lb7 1.9~29410000 • 980b23E-02 
ló8 l. '1b470ó0000 • 'lb l 203E-02 
16'1 1.97ó4710000 • 942:SóbE-02 
170 l • 9082350000 • 92409óE-02 
171 

2. ºººººººººº • 90b37BE-02 
172 2.0ll7b50000 .089173E-02 
173 2. 023!5290000 • 872492E-02 
174 2. 0352940000 • 0Sb273E-02 
17!5 2. 0470590000 • 040S40E-02 
l7b 2. O'!SBB240000 • B2~21qE-02 
177 

2. º'º~ªªºººº • 010352E-02 
170 2. 0823530000 • 79S909E-02 
179 2.0941180000 • 78104óE-02 
100 2. 10588:0000 • 7bBI 79E-02 
101 2. l l 7ó470000 • 7!54079E-02 
182 2.1294120000 • 741'13!5E-02 
103 2. l4ll7óOOOO • 729333E-02 
104 2. 1!529410000 • 7170b3E-02 
10!5 2. lb470ó0000 • 705113E-02 
l8b 2. l7b47l0000 • b93473E-02 
107 2. l 882350000 .b021S7E-02 
180 2. 2000000000 • b7 l098E-02 
189 2. :.?1176'50000 • bb0320E-02 

0 190 2. 223!5300000 • b4'103bE-02 
191 2 • .:!'3~2940000 • b:S9:S90E-02 
1'12 2. 2470590000 • b29b20E-02 
193 2. 2!580230000 .bl'1B9~-02 
194 2. 270:5880000 .bl0407E-02 
19!5 2. 2623:530000 • bO ll 49E-02 
19b 2. 2941180000 .!5'12114E-02 
1'17 2. 3058820000 • :'.i93295E-02 
190 2.317b470000 • 574707E-02 
¡qq 2. 3294120000 • Sbb299E-02 
200 2. 3411770000 • !5580BóE-02 
:?Ol 2. 3!529410000 • 5:SOOb2E-02 
20:? 2. 3b470bOOOO • !542244E-02 
203 2.37b4710000 • 534bO:íE-02 
204 2. !8823:50000 .!527l41E-02 
20!5 2. 4000000000 .519B2bE-02 
20b 2.4117b50000 • 512b'1óE-02 
207 2. 4235290000 • 505725E-02 
200 2. 43:52940000 • 4'188B7E-02 
20'1 2. H70590000 • 49221BE-02 
210 2. 4!5BB2:SOOOQ • 405b'15E-02 
211 2. 4705880000 • ~79294E-02 
212 2.482 .ooo • 47304'~E-02 



:?13 2. 4941190000 • 4669::S9E-02 
:1~ ::.óa:voov • 4609S9E-02 17' 

=ic :.:. :::01 :"b4700'10 • 45:i1:4E-CI:? 
. :.: .. o :;:. 5~9412üüUV • 449:9:.E-OZ 

.::17' :.~411770VOV • 44:SB04E-02 

.:.1c : • ss:N 10000 • 43B:S13E-O:Z 

.!1'1 ::. ~b470b0000 • 43:::955E-02 
'270 2.5764710000 • 427707E-02 
:??S 2. SSB:::?350000 • 42:Z549E-C12 
::-:::? :? • b0000001..'lOO .417:514E-02 
~:?~ :?.bll7b50000 • 41·:'!·!.•ll.: •. :,:; 
:::4 : • 6::35290000 .-1·:·:-:·i:.:~-·;:.: 
:":?~ ::. b~!i:::?9400C'l(l ... i:•=97t..:-..:~= 
':::::?b ::. !;47\'.I';:'"=···· • .. : . :9a:.~::i:-v2 
':!:?7 " ... f:''7:'-:.:•.:, .:.c;:.:'u4E.-C•2 

:-. ::".".'.·:.~::-.· .. : .. :,.:. • 79'?::!&7E-o: 
: • ,": :: ::.~ .. ~· .,:,0.;1 ~ .=94914E-02 
:" •. ~ 'i'·11181)L-(•.:'i • ::SSOb:lBE-02 
:. -.·.~::.::-.-1'1(¡,_) • 37b441E-02 
~. :'\ :'.t,4";"(:1)00 • 3723:::?0E-02 
::. 7:941=0000 • 3bB279E-C•2 

:::?:"'1 :::?.:'-lll770000 • 3b4:S1SE-02 
:"'!'~ :: • 75=94 l ºººº • 3b0427E-OZ 
~-· ::. 7647060000 , 3'5bbl::SE~02 
--·· ::. 7764700(;00 .352871E-02 
:::s :::? • 7BS:3.SVOOO • 34920CIE-02 
:!"!.q 

2. ªººººººººº • 34559BE-02 
240 :?.8117650000 • ::S4207BE-02 
~~l ::. e:::.:,zqoooo • 33B609E-02 
:?4'2 2. 8352940000 • 3::S5::05E-02 
~llZ :?. 9470590000 .331878E-02 
7.44 :?. a:.aa::40000 .3::i:Bbl2E-02 
'245 :? • 970!i880000 • 325393E-02 
74~ 2. ea2:ss:oooo • ::S22232E-02 
"Z47 :?.8941180000 .:S19142E-Cl2 
24S 2. 90:08820000 • ::Slb095E-02 
:?"9 :?.9176470000 ,::Sl::SlO::SE-02 
250 :? • 9294120000 • ::S10l 78E-02 
::!H 2.9411770000 • 307292E-02 
-~- 2.9529410000 • 304472E-02 
··- :?. 9ó470b0000 • ::SO l 702E-02 
~!54 2. 9764700000 • 2989bBE-02 
~!I :: • 9aa::3:.oooo , 29b295E-02 
:?5b 

3. ºººººººººº , 29::Sb70E-02 
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CONCLUSIONES 

El ost.udio de algunos d• los concept.os del anilisis 

de Fourier, p.rmit.e est.ablec•r bases t.eóricas s6l1d .. en 

las cuales so sust.ont.a la -todologia quo pernút.e obtener 

de ma.nwa s9neilla, la rospl19'St.a de un sistema lineal 

some\.ido a una •xx:it..ación dinimica espoc:ifica, recurriendo 

al uso d• t.ales concopt.os fundament.ales. Uno de est.os, y 

t.al V9% el <"- 1U.yor import.ancia 1 es el de la t.ransforrA.da 

de Fourier, la cual act.íaa CDmlC) una podttrosa herraalent.a 

t.knica para la solución de este t.ipo de probl°""'s al 

cumplirse la siguiente relación mat.e~t.ica: La transrormada 

de Fourior de la salida Cr••~•ta) de un sistema lineal• 

est.i dada por el producto dit la runci6n de t.ran~r.,.ctncia 

del slst.o_. con la transformada de Fouri.-r de la función de 

ent.rada C•xi:L tacL6n:>. 

realizar 

La aplicación d• esta t.6cnica mal.trÑtica implica 

' al anUisis diMlllico en el doeinio de la 

f"recuancia. Es decir, la t.ransformada de ~·ouri•r porl:lit• 

realizar una t.ransformac16n r4tV'ersibl• de una función dada 

.., •1 dominio dol U_,.a, a otra 9<1Ui val ente, pero en 

t.M-llinos de la frecu.ncia. Al rea.li:u.r el an•lisis de -ta 

f'Of"aa, - sufic1ent• con conocer la función 



171 

t.ransf'erencia del sist.eN. para mult.iplicarla por la 

t.ransformada de Fourier de la función excitadora, y de est.• 

modo obt.ener la respuest.a del sist.ema. en la frecuencia. 

Si se desea, la respuest.a puede perm.necer en el 

dominio de la frecuencia, exist.iondo la posibilidad de 

generali%arla a fin de oblener gr~ficas que muest.ren la 

variación de la respuut.a en forma de fact.or de 

a.m.pl i f' i caci 6n di ni mi ca. ol cual depende del t.i po de la 

e>a::it.ac16n, del amort.lguamiento del sist.ema y de la 

relación ent.re la frecuencia nat.ural del sist.ema y la 

f'recuancia de la f'uar:a exx:i t.adora; o bien, otra 

posibilidad seria la de ant.it.ransforma.r la respuest.a 

obt.enida, para de est.a manera, ancont.rar la hist.oria de 

desplazamientos del sist.oma an el dominio del t.iempo. 

t..a aplicación do estos conceptos seria muy compleja 

y laboriosa de hacerse los cAlculos do manera analit..ica¡ 

sin omb.argo. el algot"'i\.rro de la t..ransforma.da ri.pida d• 

Fourier expuest.o en el present.e t..rabajo, permi t.et su 

aplicación de manera m.As simple, efect..iva y sobre t..odo 

ef"iciont..e, debido al considerable ahorro en t.iempo d• 

procesamiento y cant..idad da mernoria ut.ilizados, adorni.s d• 

la factibilidad ds poder realizar el proceso en una 

COJAPUt.ador a personal • 

Como coment..ario adicional, podr1 a subrayarse 

simpl•mont.e, el que las mat.9rd.t.icas brindan los elementos 

t.eóricos y ost.ablecen las bases que permit.on resolVttr 

P"ObleJ11as fisicos, y qu• el auxilio de los .,.todos 

num6ricos y el uso de la computadora digital, facilita su 

aplicac16n en algunos casos pr•cticos. 
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Por Qlt.imo, cabria mencionar que al desarrollar el 

pr-ent.e t.rabajo se int.ent.6 cumplir como objot.ivo al 

JK>St.rar la ap11cac16n dol anAlisis da Fouriar on la 

oblenci6n de la respuest.a eslruct.ural din•mlca de sistemas 

d• un grado de libertad, proporcionando un progr.ama qu• 

cbt.uviese la t.ransformada d• Fourler de una f"unci6n por el 

,..t.odo de la t.ransformada rApida de Fourior. 
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FROGRAMCI Ff;.ANCISCO JAVIER MOfi:ENO FJERRROS 

FROGRAMA FARA OBTENER LA TRANSFORMADA DE FOURIER 
DE UNA FUNCIDN COMPLEJA, MEDIANTE EL METDDO DE 

LA TRAUSFORMADA RAPIOA DE FOURIER 

:1 CCMF'LEX F'1024>,Gt10.:4> 
.2Z ~EAL A(lOZ4>,FRECC1024> 
Z: lNTEGER 510 
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LECTURA DEL NUMERO DE ELEMENTOS EN LA SECUENCIA 

READ C 11 100) NB 
IF lNB> 2 1 2 1 l 
WRITEtt 1 700J 
WRITE 12 1 700• 
WRITE13' 1 lOOHIB 
STOP 

LECTURA DEL TIEMPO INICIAL, DEL INCREMENTO !DEL.TA) Y SlG 

READ C l, ;::;OJ TO, DEL TA 

SIG INDICA El.. TIPO DE TRANSFORMACIDN QUE SE REALIZARA 
"---,--..o 51 SIG • -1, SIGNIFICA TRANSFORMADA DE FOURIER 

SI SIG • 1 1 SJGrHFICA TRANSFORMADA INVER:SA DE FOURIER 

WRITECt, :?60J 
READU, 0St3 
Ji:t~Ja.flE.1.AND.SJG,tlE.-1> GO TO 2 
WRITECt, IJSIG 

LECTURA DE LOS VALORES OlSCRETIZADOS DE LA FUNCION 

READU ,~úO> tF 1 l>, Jal,HB> 

~1TE1t, t> "TEFiMlUO DE l.ECTUñA PE DATOS' 
PI•:.. l415'l:b~3~'i79l 
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DBTENClON DEL VALOR DE N, TAL.-QU& NB • 2UN 

GNuAL.OGCFLOAT <NBJ l /AL0Gl2.0> 
N•lNTlGHJ 
tF C tGN-FLOAT <N> J .GT .1.0E-Ob>N•N+l 
t.W-21tN 
1FCM4.EQ.UBJGO TO 5 

N8 tlO ES POTENCIA DE DOS, SE AGREGARAN MUESTRAS NECESARIAS 

WRtTElt,tJ 'SE AGREGARAN MUESTRAS NECESARIAS' 

DO 4 l•N&+l,NN 
F < 1 J • lO.O, o. OJ 
Nll•NN 

lF <SlG.ED. lJ GO TO S 

lMPRESlON OE LOS DATOS 

WRITE<l,t>" 111PRES10N DE LOS DATOS' 

WRITEl2,300J 
B•TO 
DO 7 1•1,NB 

A( l J •REAL. lF l 1)) 
WRlTEl2,400J 1,B,AI 1> 
B•B+OELTA 

lF«SlG.EQ.llGO TO 11 

LLAMADO A LA SUBRUT l NA TRF 

WR 1 TE l 1, 1 > • LLAMADO A LA SUBRUT 1 NA TRF • 

CAL\.. TRFCF,N,NB,SIG,PIJ 

WRlTEtl,IJ "R!:::GRESO A PROGAAl'1A PRlNCIPAJ..." 

lF CSJG. ED. l > GO TO 12 

OOOE:NAl"tJENTO DE LOS REStL TADOS DE ACUERDO A FRECUE:NCIAS 
NEGATIVAS Y POSITIVAS 

WRITE et, U '0RDENAl11EUTO DE RESUL TAD06" 

Of11:12.01Pl/ CF\..OAT CNI'l-11 tOEL TA1 
NB::Z•ut3/4: 
FREC mez> ... o. o 
DO 9 t~NB2+1,NB 
FRECll l -orltFLOAT l l-NB2> 
DO 10 l •l, NB2-1 

fREC <l ,.,._FRECma-11 
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Typ• 

REAL 

f="En.t. 
CE'-"'" l'E~L 

Gt:)=F<I•Nt:+tl 
Gtl+~IP::-1, :aFI I > 

C!WP-tJ=Frne::: 
ewe1=FtNe:•!l 
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IMPf\ESIOU DE AESUL TADOS . - . 

w~'.(rE_ts, __ •l. IMFñESION _DE RESUL.TADOS" 

~RITE 1:, ,,;00> 
~~ITEl:: 1 600J U 1 Ff\ECO> 1 0(1>, la1,NB-1J 

ARCHI\'O DE RETROAL.IMENTACIOU 

WRITEI:, 10ó)N9 
WRITE 1'; 1 ':::SOJ TO,DELTA 
WIUTE e:, ::~0) IF <I J, Izl 1NBJ 
30 TO 1 

SE CALCULO TRANSFORMADA. INVERSA 

WRJTEU, t) "TRAflSFORHADA UWERSA! = 

WRITE 1:::, SOl:>J 
GO TO b 

FOfi~ATtl4J 

FORMATt:ZE1::.~> 
FC:RMAT t:::Ft~.10) 

FORMATOS DE LECTURA DE DATOS 

FORMATl::x,·rRANSFORMADA c-1 J 0 ,1,2x,·1NVERSA [ 1 l'> 

FORt1ATOS DE RESU\.. TAODS 

'FOf;MAT ti/ 11 1 16X, •VAL.ORES DJSCRET I ZAOOS DE l.A FUNClot-.1', 111, 
-ex,. ELEl'IErtTo·' lZX •• TIEMFO'' l:iA.,. VALOR DISCRETO'•') 
'F~RMAT :i;x' 14, 11x,E1:. ~.1:;x, E1::.Sl 
FORMAT '//: /, 10.r., 'VAL.Ofi:ES CORRESPONDIENTES A L..A TRANSFORMADA', 

-· C'E LA FUNClON'' 111, ax •• El.EMErHC' 'bX 1. FRECUENCIA'' bX, 
-'PARTE REAL.',:;:..,'PARTE IMAGINAAIA',I"> 

FCF\t1AT (O'JC, !4, 7X, El:. S, 4X, El;:. 5, bX,E12. :i) 
FOAMAT(/,~X, 'FIN CE Pñ:OGRAMA' > 
íC<f\M:.O'r ~/; // 1 19X, 'RESUL.TAOOS tE LA TAANSFOh.MACION INVERSA', 111" 1 

-EX,• ELE~EUTO', t:J:, 'TIEl".PO', tSX, 'VALOR DISCRETO', I" J 
E?IO 

Off iset P C! ;sss 

:.!049: 
ltHRlNSIC: 
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SUBROUTlNE TRF<F,N,NB,NSJG,Pl) 
COMPLEX FCNB>,U,W,T 
OOUBLE PRECISION PI 

OJVISION POR NB DE CADA UNO DE LOS ELEMENTOS 

WRITE<t, u' DIVJSION POR NB' 

SCaSQRT CFLOAT INBJ > 
DO l J•1,NB 
F<J)11:FCJl/SC 
SIG•FLOAT lNSJGJ 

REORDENACJCN DE LA SECUENCIA DE ACUERDO A LA hQ.tll.3.9 

WRITE 11, tJ 'REORDENACION' 

NBD.2 .. N&/2 
NBMl•NS-1 
J•I 
DO 4 L•l,NBM1 

IF<L.GE.JJGO TO 2 
T•F<J> 
FCJJ•FCU 
F <L> •T 
K•NB02 
JFCK.GE.J>GO TO 4 

J•J-K 
J~aK/2 

GO TO 3 
JaJ+I~ 
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PROGRAH TRANS 
COMPLEl Ft1024> 1 G<10:4J,HC1024> 
REAL FREC 11024). MAG tSl=) t FASE<51=:> ,R c:a:n ,Dt:512) 
DOU9LE PREClSlCN P! 

REA0t1,IC\O>N9 
WR!TECl, !OO>NB 
IF'<NB.LE.O>STOP 
REAO< l, :001 TO, DEL TA 

LECTURA DE LA TRANSFORMADH CE LA FUNClON 

REAOll,300> tFll1 1 Icot,UBl 

WRlTEl• 1 tJ• RIGIDEZ . K 
REAOll,tlAK 
WRJTEU,t>' MASA 1 M 
REAOlt,tlAH 
WRITElf 1 tl • REL, AMORTIG. . bet& 
REAO!f 1 tlBETA 

IF lAt:.LE,O. Ol AKc:AM/ tOEL TAIDEL TA) 
C•2. OtBETAISORT IAKfAMl 
FNS:SORT fAt: rAHJ 
Pl!"3· 141:5q2b:53~89793 

[kQ/CID]' 

Ckg-seg2/cml' 

tad11Denaional J •· 

GENERACION DE FRECUENCIAS Y ORDENAClDN 

OM•2, OIPJ / IFLOAT IUB-1 > tDEL TA> 
NB2=NB/2 
FREC INB::"> a.O, O 
DO :? l""NB:?+l ,NB 
FREC ( t l cQMtFLOAT < t-NB2> 
DO 3 I=1.NB2-1 

FREC < 11 •-FREC <NB-I > 
G < 1 l •F ( I +tm:::+ 11 

G< I+NB:?-1) sF<J > 
G <NB-1) "'F <NB:::> 
GtNB>"'F<NDZ•1> 

GENERACJON VECTOR FUNCION DE TRANSFERENCIA Y CONVDLUCIDN CON .G(J) 

DO 4 l•t 0NB 
A=AK-AMtFREC l t> IFREC < Il 
Eh•C:IFREC < I l 
CC .. AIA+BtB 
H< l > :oCMF'LX IA/CC, -El/CCl 

G<I1•Gtt>IH<I> 

REORDENACION CATOS PARA ARCHIVO DE RETROAL.U"IENTACION 

CD 5 1•1, N82-1 
F<ll=G<l+NB2-1J 

F f I +Nfl'2+1 l •G <1 l 
F<NDZlmGCNS-11 
F nm:+ 1 > •G cmn 
WRITEll, tJ IF lll ,H 11>, 1•1,NBJ 

GEt.IERACION MAGNITUD, ANGULO DE FASE, RELAClDN DE FRECUENCIAS 
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WRITE l3, 2001 TO, DELTA 
WRITE r:, ~00) IF < 11, 1=1,NB> 

RESUL TACOS PARA GRAFICACION 

WRlTE <4, a:oJ FETA 
WRITE<4,B~Ol (A llJ ,D<Il 1 l•1 1 NB2) 
GO TO ¡ 

rORMATOS 

FORMi:4TC14J 
FCJ:>HAT c:n:;.10) 
FOR:-\AT t=Et:.:i> 
FORMAT(i///l,2V>;, •c:.:iRACTERISTICAS DINA.MICAS DEL SISTEMA •,11111, 

-lD~.·c MASH) m. ',E10.s,· ~Q-Si&Q21c1n•,111, 
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-lli 
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r:JF:Mrrr c~x. !4, l u,c1:.:;;, 9X,E"14.:=., 1ox 1 F1Ci.~l 
f'Qf;MAT(//l,n, 'GENERALIZACION DE LA RESPUESTA EN EL DOHIN10 '1 
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01". REAi. 
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ATAN lNTRINSIC 
9 REAL ~b936 

BETA REAL :6294 
e REAL .::óB~a 

CASS lNTRlNSIC 
ce C?EAL 3b942 
C1'1PLX JNTRINSIC 
D REAL 34919 
DELTA REAL 36874 
F COMPLEX ~ 
FASE REAL 3277'::'1 
FLCAT lNTRINSlC 
FNS REAL 36902 
FREC REAL 28674 
G COMF'LEX 8194 
H COMF'LEX 16386 
1 JNTEGERi4 36978 
MAG REAL 24578 
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tlB2 1NTEGER•4 36919 
OM REAL 36914 
PI REAL•B 3691."16 
R REAL 26626 
REAL INTRINSlC 
SORT INTRINSIC 
TO REAL 36970 
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TRANS PROGRAl"I 

Pa11a One No Errors Detactad 
111 Scurce L1 nas 

P•;• 3 
03-29-BB 
14•21104 

Microsoft FORTRAN77 '13. 20 02/84 
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