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&8 estudio profundo de fa natunaleza es Lo mds fLéndil fuente de
Los descubnimientos matemdlicos. Este esludio, al ofrecer un ofjetivo
delesminado para fa investigacidn, no s8lo tiene fa verieje de excluin
discusiones vagas y suposiciones sin Lint es ademds un mélodo segurno
pana constituin un andlisis pon AL mismo, para descubnin Los elemenios
que nos inleresa conocer y que las ciencias naturales delieran preservar
elernamenie: son fos elementos fundumentales que se repnoducen en Lodos
fLos Lendmenc.s natunalens,

Vemos, pon ejempfo, que una misma expresion cuyas propiedades
geoméinicas alstractus han aido considenadus y que con esle nespecto
perdenecen a un andbisis gencaal, nepresenta def mismo modo af movimiento
de la luz en fa aimbsfena, delemmina tumBién las Leyes de fa difusion
del cafor en fu moleria s6fida y entra asimismo en fLos principales
problemas de fa teoniu de Lo prolubilidud.

Las ecuaciones anufiticas, descenocidas para £os untiguos gedmelnas,
Las cuales Descartes fué el primero en introducin en el estudio de curvas
y supenlicies, no eistdn aestringidus a fas propiedodes de fas fLiguras
y a oquélios que son ef objeto de {a mecdnica nacional; ellas se exiienden
en genengf o todos fLos fendmenos. No puede existin un fenguaje mds
undversaf y mdy simple, mds Libre de enrones y de vscunidudes, es decén,
mds velicso para expresan fos aelaciones invenialles de fas cuestiones
nalurales,



Considenadeo desde este punto de vista, ef andlisis matemdiico es
fan extenso como fa natunalera misma; deline todas fas nrefaciones
penceptilles, mide Liempos, espacios, fuenzas, temperaturus; ésta complega
ciencia se ha fonmado lenlamenle, peno preserva ceda uno de Los principios
una vez que fos ha adquinido; crece y se fontalece a si misma, incesanie-
mente, en medio de {fu dinfinidad de vardaciones y ewmones de La
mente humana.

Su principal atrifuto es Lo clanidod; no liene huellos que expresen
concepciones confusas. Presenia juntos a lLos mds diversos [Lendmenos
y descubne fos analogias que Los unen, Si fa materia se nos escapann,
del mismo modo que el aire y la fuz, pon su exirema sulileza; si fLos
cuenpos se encontranun fegos de nosotros en fo inmensidad del espacio,
Ad el hombre deseana conocen el aspecto de fos ciedos en épocas sucesivas
distantes pon un gran nimeno de siglos, 3i fas acciones de fu gravedad
y del calon fueran ejencidas en el intenion de fa lienra a profundidades
que siempne seadn inaccesibles, ef andlisis matemdtico podad proponcionan
de igual manera of fundamento de £us Leyes de tales [fendmenos. Los hace
presentes y medifles, y se manificsta como unn facullod de fu mente humana
deslinada a compfementan fua fugacidud de fa vida y fa imperfeccidn de
fos sentidos; y Lo .que es aun mds extrgordinanic, sigue ef mismo cunso
en el estudio de todos Los fenbmenos, Los interpreta con el mismo fenguafe
como 44 alestiguana fa unidud y simplicidod del péun def univense,
e hicierna aun mis evidente ése oaden Inaélerulle que predomina scbre
Lodas flus causas naturales.

Jean Bapliste Joseph Fournien,
La Théonie Analytigque de fa Chalcun, 1822,

Traduceiba de un fragmento del prélogo [15) *

* Loe timerce enire corcheles corresponden a la Wibliogralia
que ae presenta ol linal del Lrabajo.
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INTRODUCCION

Entre los diferentes prablemas que se presentan en
la dipimica estructural, tal vez el principal consiste en
la obtencién de la respuesta .d- sistemas sometidos a
excitacliones especificas debido a que tante las
excitaciones como las respuestas -medidas éstas Gltimas en
forma de desplazamientox, deformacicnes, esfuorzos, etc,. -
varian con el tiempo; por lo cual en un anilisis dinsmico
no se obtiene solamente una sclucidn, sino que se presentan
distintas saluciones, una para cada instante, resultando
sor con:ocumtémnto oste Lipc de anilisis mas laborioso
Qque uno estatico.

St un sistema estructural es sometido a una
eoxcitacion dinamica, las deformaciones resultantes
produciran aceleracicnes, y éstas a 3su vez induciran
fuerzas de inercla que resistan ol movimiento del sistoma.
De igual manera, las fuerzas de inarcia provocaran otras
deformaciones, convirtiéndose por lo tanto el problema en
uno de caracleristicas ciclicas, cuya resolucién requiere
@l uso de ecuaciones diferenciales, expresando a las
fuerzas de inercia en t(érminos de derivadas del
desplazamiento en funcién del tiempo.



Evidentemente, la oblencién de la respuesta se
vuelve mis compleja cuando se consideran las fuerzas
inducidas por el amcortiguamiento y la rigidez del sistema,
y cuando #éste es, a su vez, sometido a excitaciones de
caracteristicas arbitrarias, como podria suceder con la
correspondiente a algun temblor.

Sin embargo, existen formas alternativas de
solucién, efeclivas y relativamente mis simples a este tipo
de problemas, pudiendo hacerse el anilisis dinadmico no en
términos del tiempo sino de la frecuencia, aprovechando
algunos de los conceptos que ofrece el andlisis de Fourier.

Los principios del analisis de Fourier fueron
© introducidos por el fisico y matemético francés Jean
Baptiste Fourier en 1822 en su libro Ya Aéonie analpligue
de la chaleun, donde dio a conocer métodos para la solucién
de problemas de valor en la frontera que se presentan en ol
tratamiento analitico de la conduccién del calor. Desde
entonces, la teoria se ha extendido y se le ha encontrado
aplicacién en muchas otras &reas de la fisica y de las
matemiticas,

Sin lugar a dudas, uno de los conceptos
fundamentales del analisis de Fourier es el de 1la
transformada de Fourtier, la cual constituys una entidad tan
universal que sirve como herramienta técnica para resolver
problemas de materias tan distintas como disefio de antenas,
é4ptica, procesos estocasticos, Leoria de la probkabilidad,
fisica cuantica, problemas de valor en la frontera o
sistemas lineales. Por esta razén, Brigham {6) habla de la



omnipresencia de la transformada de Fourtier, debido a que
con ella pueden tratarse gran variedad de temas
aparentemente no afines. Adicionalmete, tanto a la serie de
Fourier, como a la transformada discreta de Fourier de una
funcién, se les puede considerar come casos especiales de
aquélla.

Sin embargo, en la practica, desde su introduccidn
y hasta la década de 1930, la maycoria de las aplicaciones
del antlizis de Fourier estuvieron limitadas a determinar
soluciones a problemas especifices cuya formulacién
incluyera funciones que pudiesen representarse en forma
relativamente simple, Ahora bien, con el advenimiento de la
computadora digital, las técnicax numéricas relacionadas
con la transformada de Fourier, empezaron a recibir amplia
atencién por parte de investigadores de diferentes
disciplinas aplicadas y no fue sino hasta 1688 cuando, como
consecuencia de los adelantos en tecnologia y como
resultade de un eficiente algoritmo conocido como La
transformada riapida de Fourier, fue revolucicnade el
procesamiento digital de seffales y se originé lo que se ha
dado en llamar anilisis digital ds Fourier.

Posiblemente la aplicacién mis conocida de esta
técnica matematica se da en el anilisis de sistemas
lineales invariantes en el tiempo. Y es precisamento oste
tema sobre el cual versara el presente trabajo.
Especi{ficamente ' se abordaré el caso de sistemas
estructurales de un grado de libertad, prescindiendo de
otras posibles aplicacicnes que pudiesen existir en las
demis ireas mencicnadas © en alguna otra.

Rosulta ciertamente ambicioso y un tanto complejo



pretender abordar un tema tan extenso y profundo como lo es
el analisis de Fourier en una tesis profesiocnal de
ingenieria civil. No obstante, es importante considerar que
la inquietud principal al hacerlo, nc ha sido la de tratar
de demostrar, descubrir o aportar algo nuevo a esta teoria
matemética, sino la de dar a conocer e intentar ilustrar la
aplicacién real que pudiese tener en el area de la
ingenieria westructural, en particular en la dinamica
estructural, utilizando sus principios fundamontales como
una efectiva herramienta para la obtencién de la respuesta
dinidmica de sistemas estructurales. Consecuentemente, el
desarrollo del presente Lrabajo se expone en el sigulonte
orden: En el primer capitulo se muestra un resumen del
_os't.udio correspondiente a la obtencién de la respuesta
.dinsmica de estructuras de un grado de libertad, tomando
como ' marco de rernf-encia a la teoria clasica de la
dinAmica, para ubicar el problema a resoclver desde un punto
de vista fisico y reszaltar su interés en el campo de la
ingenieria civil. Es en el segundoc capitulo donde se
presentan con clerta formalidad algunos de los principales
conceptos del analisis de Fourier con objeto de establecer
las bases matemiticas de la solucidén del problema citado.
En el capitulo III se desarrolla y explica el método
numérico de la transformada rapida de Fourier que permitira
aplicar la teorfia expuesta a los cascs particulares y, en
el wltimo, s muestra la aplicacidn de los conceptos
anteriores para la obtencién de la respuesta dinamica
estructural de sistemas de un grado de libertad sometidos a
excitaciones especificas. En apéndices, por separado, se
presentan algunas tablas de transformadas y series de
Fourier, los listados de los programas para computadora y
la simbologia utilizados a lo largo del desarrollo de la
presente tesis,
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I RESPUESTA DINA)dCA ESTRUCTURAL. EN SISTEMAS DE UN
GRADO DE LIBERTAD.

I.1 ECUACION DE MOVIMIENTO.
I.1.1 Conceptos basicos.

La Dinimica es la parte fundamental de la mecinica.
Se encarga de estudiar el movimiento de los sistemas
materiales y las causas que lo producen, En términos mis
siwmples, podria decirse que la palabra dinamica implica una
variacién en el tiempo; de esta manera, una fuerza dinamica
es cualquier fuerza de la cual su magnitud, direccidén o
posicién varfan con el tiempo. Similarmente, la respuesta
estructural a una fuerza dinamica, por ejemplo las
deflexiones y esfuerzos resultantes, presenta también una
variacién en el tiempo, es dinamica.

Para evaluar 1la respuesta estructural a wuna
excitacidén dindmica existen basicamente dos aproximaciones
diferentes: deterministicas y no deterministicas. La
elecciédn del método a usarse en cualquier caso, depende de
la forma como esta definida la carga. Si la variacién de
ésta con respecto al tiempo es completamente conocida,
aunque sea altamente oscilatoria o de caracter irregutar,
s le refiere como una carga dinamica prescrita, y el
anilisis de la respuesta a Ltal excitacién, se define como
tn analisis deterministico. Por otra parte, si la variacién
en el tiempo no es completamente conocida pero puede
definirse en un sentido estadistico, la carga es llamada
carga dindmica aleatoria.



En general, la respuesta estructural a cualquier
excitacién dinamica se expresa basicamente en términos de
los desplazamientos de la estructura. Asi, un anpalisis
deterministico lleva a una historia desplazamiento~-tiempo
correspondiente a la historia de la carga prescrita; otros
aspectos de la respuesta estructural, tales como tensiones,
compresiones, fuerzas internas, etc., se obtienen como una
fase secundaria del analisis, a partir de los patrones de
dosplazamiento establecidos previamente.

Por otra parte, un analisis no deterministico
provee informacidén estadistica sobre los desplazamientos
que resultan de una carga estadisticamente definida.

I.1.2 Tipos de cargas prescritas.

Casi cualquier tipo de sistema estructural puede
estar sujeto a una u otra forma de excitacidn dinamica
durante su tiempo de vida. Desde un punto de vista
analitico, conviene dividir a las cargas deterministicas o
prescritas en dos categorias béasicas: periédicas y no
periédicas. En 1la fig. 1.1.1 se muestran algunas formas
tipicas de cargas prescritas con ejemplos en los cuales

podrian desarrollarse tales cargas.

Como se indica en las figs. I.f.fa y [.1.1b, las
cargas periédicas son cargas repetitivas, las cuales
presentan la misma variacién en el tiempo sucesivamente
durante un gran numero de ciclos. La excitacién periddica
mas simple es la variacién senoidal (fig.l.f1.1a, la cual
o5 llamada arménica simple. Otras fornas de excitacién
periédica, frecuentemente mas complejas, son las generadas
por maquinaria de vaivén (movimientos alternativesd), o por
presiones hidrodinimicas, por ejemplo, de la hélice de un
barco. En todo caso, el analisis de la respuesta a



cualquier excitacién periddica sigue el mismo principio
genoral. Esto se estudiarid mas adelante.

Pericdica

Wy

14 —

B TAmN
o
bl £

Historia de la excilacicn Ejemplo tipico
fig. 1. 1. ¢ Caoracland odicao v fuenteo de excilaciones
dinAmicao U picao Cad anmdnlea oimple; C8> compleja; €O

impuloiva; (dd lenga dunacibn.

Las cargas no periddicas pueden ser impulsivas, de
corta o de larga duracién. Una explosién es una fuente
tipica de carga impulsiva, para este tipo de cargas pueden

emplearse formas especiales simplificadas de analisis.

Por otra parte, en geneoral una carga de larga
duracién, tal como la que podria resultar de un sismo,
pusda tratarse solamente por procedimentos generales de
andlisis dindmico.
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X.1.3 Caracteristicas de un problema dinimico.

Un problema dinamico estructural difiere de uno
estatico on dos aspectos importantes. La primera diferencia
oS la naturaleza de la variacién en el tLiempo de un
problema dindmico. Debido a que tanto la carga como la
respuesta varian con el tiempo, un problema dinamico no
tione s6lo una solucidn como la Ltiene uno estatico, sino
que se debe establecer una sucesién de solucicnes
correspondientes a todos los tiempos de interés en 1la
historia de la respuaesta., Asi, un analisis dinimico es mas

complejo y largo que un andlisis estitico.

La otra diferencia fundamental entre problemas
estatico y dinimico se describe a continuacién mediante un
ejenplo y se ilustra en la fig.I.1.2.

-::F[:_—.—.&»

is} 18}

Fuerzas de “inercia

fig. 1. 1.2 Diferencia BSacica entrs casgao dinamica Y
eolidica Cad Targa ewilllcoe (8> Large dinimica

Si una viga simple esti sujeta a una carga estatica
P. como se muestra en la fig.l.1.2a, sus ‘momentos Yy
cortantes internos y la forma de la deflexidn dependen
dierectamente de la carga aplicada, y pueden calcularse a
partir de P por equilibrio de fuerzas. Por olra parte, si
se aplica la carga Kt) dinamicamonte, como se muestra en
la /t'g.l.'l'.Zb. los desplazamientos resultantes de la viga



ostan asociados con aceleraciones, las cuales producen
fuerzas de inercia que resisten tales aceleraciones. As{,
los momentos y cortantes internos en la viga de 1la
fig.1.1.2b deben equilibrar no sélo la fuerza aplicada
externamente, sino también las fuerzas de inercia

resultantes de las aceleraciones de la viga.

De este modo, las fuerzas de inercia que resisten
las aceleraciocnes de la estructura, son la caracteristica
mas importante que distingue a un problema dinamico
estructural. Si estas fuerzas son significativas, entonces
debe tomarse en cuenta el caracter dinamico del problema
para su solucidédn. Por otra parte, si los movimientos son
tan lentos que puedan despreciarse las fuerzas de inercia,
ol anilisis para cualquier instante puede hacerse por un
procedimionto de analisis estructural estatico.

Uno de los pasos mids importantes en cualquier
anglisis dinamico, es la creaciétn de un modelo matematico
de la estructura. Diches modelos se clasifican en dos
categorias: continuos y discretos. La fig. l.1.3a muestra un
modelo continuo de una viga en cantiliver. Al numero de
desplazamientos que se consideren para representar los
efectos de todas las fuerzas de inercia significativas, se
le denomina numoro de grados de libertad del sistema. Asi,
un modelo continuc representa un sistema de infinitos
grados de libertad. Por otra parte, las figs.l.1.3b y
I. 1.3 ilustran sistemas de un numero finito de grados de
libertad. En los modelos discretos mostrados aqui, la masa
del sistema se idealiza en un pequefic ntmero de puntos de
masa. De este modo, el modelo de la ftg.1.1.3b serad un
sistoma de un grado de libertad y el de la fig. [.1.3c serd
de tres grados de libertad. En el presente trabajo se
tratardn uUnicamente sistemas de un grade de libertad.
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I.1.4 Formulacidén de la ecuacién de movimiento.

La formulacién de las ecuaciones de movimiento de
un sistema dinimico es posiblemente la fase mis importante
Cy a veces la mids dificil) del procedimiento completo. Para
la formulacién de tales ecuaciones existen diferentes

métodos, Aqui se usari el llamado princtpio de d’dlembert.

La ecuacién de movimiento de cualquier sistema
dinAmico representa expresiones de la segunda ley del
movimiento de Newton, la cual establece que la razén de
cambioc de la cantidad de movimiento de ctalquier masa m, es
igual a la fuorza actuante en ella. Esta relacidn puede

oxpresarse matomiticamente como la ecuacidédn diferencial

-} du
peLd = -—a’-{—( LTy >] 1.1.1

donde plt) es el vector fuerza aplicado y wt) es el vector
do posicién de la masa m. Para la mayoria de los problemas
on dinimica estructural, puede suponerse que la masa no
varfa con el tiempo, en cuyo caso la ec.I.1.1 puede
escribirse



d’u
_p(!.) =-d—"'2- =m UL 1.1.1a
donde cada punto representa diferenciacién con respecto al

tienmpo.

La ec.I.1.1a puede escribirse también as{
PCLY - m 4CLD = ©

on la cual, el segundo Lérmino miCtd es llamado fuerza de
inercia resistente a la aceleracidn de la masa.

El concepto de que una masa desarrolla una fuerza
de inercia proporcional a su aceleracién y opuesta a ella,
es conocido como principto de d'Alembert. Este, permite
@xpresar a las ecuaciones de movimiento de un problema
dindmico estructural como ecuaciones de oquilibrio
dindmico.

Las propiedades fisicas esenciales de cualquier
sistema estructural linealmante elastico sujeto a
excitaciéon dinadmica, incluyen su masa, sus caracteristicas
olisticas (floxibilidad o rigidezd), su mecanismo de
disipacién de energia o amortiguamiento, y la fuente
externa de excitacién o carga actuante. En el modelo mas
simple de un sistema de un grado de li.bortad-. cada una de
tales propiedades se suponen concentradas en un solo
elemento fisico.

En la fig.1.{.4a se muestra un sistema como tal. La
masa completa, m, de este sistema, estd incluida en el
bloque rigido, el cual puede moverse unicamente en una
direccién simple, asi{ ol unico desplazamiento coordenado u

define completamente su posicitn en cualquier instante. La

- Para abreviar: sislema de UODL.



resistencia elistica al desplazamiento estia representada
por el resorte idealizado (sin masad de rigidez k, mientras
que el mecanismo de disipacién-de energia se representa por
ol coeficiente de amortiguamientoc c. El mecanismo externo
de excitacién que produce la respuesta dinamica do este
sistema, es la carga con variacién en el tiempo pLtd.

. = ~u
La
.U}
51 NI o Y
“ »

fig.I.1. 4 Fiotema
COFumrio en equilibais ds WDL.  COTempsmenico Saociceo;

La ecuacién de movimiento para el sistema de la
fig.I.1.4 puede derivarse por el procedimiento mencionado.

Como se muestra en la fig.I.1.4b, Llas fuerzas
actuantes en la direccidén del desplazamiento incluyen a la
carga aplicada pCtd y a las tres fuerzas resultantes del
movimi ento; la fuerza de inercia fr, la fuerza de
amor:t.iguamlen(.o fa y la fuerza de restitucién del resorte
elistico fr. De esta forma, la ecuacién de movimiento es
una expresién dol equilibrio de tales fuerzas, como se
indica -

f1 + fa + fa = pCtd I.i1.2



Cada una de las fuerzas representadas en el miembro
izquierdo de esta ecuacién es una funcién del
desplazamiento u o de sus derivadas.

Si se considera primero la fuerza elastica, ésta
estarid dada por el producto de la constante de rigidez del
resorte y ol despluzamiento

fa = k i), I.1.3a

Similarmente, por el principio de d'Alembert, la
magnitud de la fuerza de inercia es el producto de la masa
¥y la aceleracién

fi1 = m UCtd. 1.1.3b

Finalmente, si se supone amortiguamiento viscoso,
la fuerza de amortiguamiento es el prducto de la constante
de amortiguamiento y la velocidad

fa = ¢ L I.1.3c

Si se sustituyen las ecs.I.1.3 en I.1.2, 1la
ecuacién de movimiento de este sistema de UGDL. esta dada
por

mOCL) + e L) + k ultd = pCed. I.1.4

I.2 VIBRACION LIBRE

Se acaba de mostrar que la ecuacidn de movimiento
para cualquier sistema de UGDL puede escribirse

mUCtd + ¢ UCL) + k uCtd = pCid. I.2.1

Para obtener la solucién de la ec.I.2.1 se
considerara primero la ecuacién homogénea, haciendo el
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mienbro derecho igual a cero:
mUCL) + c GCLD + k wtd = O, r.z.2

Los movimientos que toman lugar con la fuerza
excitadora igualada a cero son conocidos come vibraciones
libres. A continuacién se examinard la respuesta a
vibracién libre de un sistema de UGDL.

La solucién de la ecuacién 1.2.2 es de la forma

WL = G ™. 1.2.3

Sustituyendo este valor en la ec.I.2.2, lleva a

ms*+cs+k Ge™ =0 I.2.4

Dividiendo después por m G e @ introduciende la
notacién
S 2k sm 1.2.8

La oc.1.2.4 so vuelve
c
s*+ —s +* a0l 1.2.8
»
El valor de s que se deriva de esta expresién
depende del valor de c; asi el tipo de movimiento
representado por la ecuacién 1.2.3 dependers del

amortiguamiento en el sistema.

I.2.1 Vibracidn libre no amortiguada.

Si el sistema es no amortiguado, entonces ¢ =0 y
puede verse que @l valor de s dado por la oc.1.2.8 es

s = +t{w, .27
As{, la respuesta dada por la ec.I.2.3 es

W =G e Y r G ot 1.2.8
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en la cual los dos términos resultan de los dos valores que
toma s y las constantes Gt« y G2 representan las
amplitudes arbitrarias del movimiento., Introduciendo la

férmula de Euler
et':m = cos wt % i sen wt 1.2.9

la 9¢c.1.2.8 puede escribirse en una forma m&s conveniente

wWtd) = A sen wt + B cos wt I.2.10

on donde las constantes A y B pueden expresarse en términos
de las condiciones iniciales, por ejemplo, ol
desplazamiento uw0) y la velocidad i€0> en el tiempo t=0,

en @l cual se iniciaron las vibraciones libres del sistema:

wod = B
WO = A wcos wt - B w sen wt
WO = Aw » A= KO 7w

Sustituyendo en la ec.1.2.10
wLLd = [COd/w) sen wt + uCOd cos wt I.2.11

Esta solucién representa un movimiento arménico
simple C(MASD y esta representado en la fig.l.2.f. La
cantidad @ es la frecuencia circular o velocidad angular
del movimiento, medida en radianes por unidad de tiempo,

La frecuencia ciclica f, a la que se le refiere
usualmente como frecuencia del movimiento simplemente, est&
dada por

f = — I.2.12

Yy su reciproco es el periodo T,

an 1
T= el r 1.2.143
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fig.1.2.¢ Mmaumau‘mmwm

El wovimiento representado por la ec.l.2.11 puede
@xpresarse también en la forma
WKL) = p cos Cwt - & 1.2.14

como puede observarse en el diagrama de Argand de la
fis. 1. 2. 2.

Imaginario

‘{ta r1.2.2 vaciea Aviaioris ds
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La respuesta esti dada por la parte real, o
proyeccién horizontal de los dos vectores rotatorios. Ass,
la amplitud de movimiento esti dada por la resultante

o= YomI? + ricodw)? 1.2.18
¥y el Angulo de fase es
a o>
O = tan T I.2.16

En la fig.l1.2.2 se nota que el &ngulo de fase
representa la distancia angular por la cual el movimiento
resultante viene datrés en el términc coseno en la
respuesta.

I.2 2 Vibracién libre amortiguada.

Si el sistema presenta amortiguamiento, la sclucidén
de la ec.I.2.8 que define la respuosta es
c
“2m

2 2

s = - 4 Ccamd”™ - o 1.2.17

De acuerdo al carécter de la cantidad dentro del
radical -la cual puede ser pesitiva, negativa o nula- son
tres los tipos de movimiento representades por esta
expresioén, los cuales se estudiaran a cantinuacioén:

2 AMORTIOUAMIINTO CRITICO,

Si el radicando en la ec.I.2.17 es igual a cero, se
presenta la condicién de amortiguamiento critico, la cual
se cumple cuando c/2m = w ; de esta forma so encuentra el
valor del amortiguamiento critico ce:

Cc=2mw I.2.18

Entonces el valor de s en I1.2.17 es



24

s = - c/2m = -0 I.2.19
¥ la respuesta dada por la ec.1.2.3 es

—

Wtd = (61 + Gz td o I.2.20

en la que el segundo miembro esti multiplicado por t , ya
que Unicamente ests disponible un sélo valor de s en la
solucidn, ec.I.2.16.

Introduciendo condiciones inicliales en la ec.l.2.20
se obtiene la forma final de la respuesta criticamente
amortiguada

WL = (WO (1 + whkd + KO ¢) o™ iz

la cual esta graficada en la fig.1.2.3. Puede observarse
que la respuosta libre dé un sistema criticamonte
amortiguado ne incluye oscilacién sobre la posicién de
deflexién igual a cero; sinc que el desplazamiento regresa
a cero de acuerdo con el término declinatorio exponencial
de la ec. I.2.21, Una definicién usual de la condicién
criticamente amortiguada, os que es la minima cantidad de
amortiguamiento para la cual no ocurre oscilacién en la
respuesta libre,

wid

‘};‘%'&3 Reonueota a vibracldn lbre con aunorliguamiente
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DO BISTENAR SUBANORTICUADOS.

Si el amortiguamiento es menor que el critico,
entonces de la ec.1.2.18,C ¢ < 2 m w y de esta forma el
radicando en la ec.1.2.17 resulta negativo, Para eovaluar
la respuesta a vibracién libre en este casoc, es conveniente
expresar el amortiguamiento en términos de una relacidn 3,
al valor del amortiguamientso critico; esto es

c <

co ~ Zms I.2.22

=

en la cual 3 se llama fraccién de amortigusmiento.
Sustituyendo la ec.1.2.22 on I.2.17, seo obtiene

sn-pw = Ycao? -t

cambiando el signo al radicando e introduciendo un nuevo

s{mbolo Wer
s=potoudpt = purted1-gt ¥
s = -petie, 1.2.23
donde

w‘-u'/i-rf’. I.2.24

La cantidad w, se llama frecuencia de vibracidén
amortiguada; para fracciones de amortiguamiento esperadas
en sistemas estructurales tipicos (3 ¢ 2000, uA difiere muy
poco de la frecuencia no amortiguada, como puede notarse en
la ec.I.2.24. Para estimar la influencia del
amortiguamiento en la frecuencia, conviene hacer una
grafica de 1la relacidn de frecuencia amortiguada a
frecusncia no amortiguada Cw‘ 7 W) contra la fraccién de
amortiguamiento f3; donde se aprecia que es un circulo de
radio unitario, fig.l.2.4.



fig.1.2.5

fleilz4

U padles Wl e “vo i b Mfuu.oln o vibracidn lsre ds un  ololema
o - osudameriiguadse

La respuesta a wvibracién libre de un sistema
subamortiguado puede ovaluarse sustituyendo I.2.23 en I.2.3

WD = G o TR | gy @ fRA-TELN
= oG o' + G2 0 "¥aY
£l término entre paréntesis representa un
movimiento arménico simple (Cpuede compararse con la
oc.1.2.8); asi osta expresion puede escribirse mis

convenientomente como
we) = eTA seon wAt. + B cos u‘t) I.2.28

Finalmente, cuando se introducen condiciones
iniciales uCO) y COD, pueden evaluarce las constantes de
I.2.23 quedando

WO + KO A w

o> = o [ o, sen u‘t + w0 cos vt ] 1.2.28
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Esta expresién de la respuesta puede escribirse
alternativamente en forma de vector rotatorio

Kty = p t-mcosCuAt - e 1.2.27

on donde

WO +uC 0> z H 2
es {[—=—1 «[=] }
@
A
L, WO+ O

I.2.28
u‘u(())

8 = tan

En la fig.1.2.5 se muestira una gr&fica de la
respuesta de un sistema subamortiguado a un desplazamientoc
inicial uC0) pero empezando con veloccidad igual a cero
{GCO>=0), Puedo notarse quo el sistema subamortiguado
oscila sobre la posicién neutral, con una frecuencia
circular w, constante. La representacién de la ec.1.2.27 es
equivalente a la fig. I.2.2, excepto porque la longitud del
vector disminuye exponencialmente a medida que la respuesta

se amertigua.

Las verdaderas caracteristicas del amortiguamiento
de sistemas estructurales tipicos son complejas y dificiles
de definir. De todos modos, es practica comtn expresar el
amortiguamiento de tales sistomas reales en términos de la
fraccién de amortiguamiento 3.

Considérense d.os amplitudes positivas consecutivas,
como se muestra en la fig.l.2.5, esto o5 un y unsa, Do la
ec.1.2.27, la relacién do tales dos valores consecutivos
osts& dada por

w
Un/unes = exp can/r-u—) I.2.29
A
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Tomando el logaritmo natural Clnd) de ambos lados,
se cbtiene el decremento logaritmico &6

w
S3 In Cunfumed = 2np3 bt I.2.30
A

o bien, con I.2.24,
anfl

6-fnz—- I.2a.3

Para bajos amortiguamientos, la ec.I.2.31 puede aproximarse
F Y
& x 2np. 1.2.32

En tales casocs, la ec.I.2.20 puede escribirse come
una expansidén en serie

canm?
21

un [

e o’"n

=1 + 2n3 + + e 1.2.33

unet
Para bajos valores de 2 puede obtenerse suficiente
apraximacién sumando sélo los dos primeros términcs en la
seorie, en cuyo caso
Un—uUn+ s

n:m I.2.34

Para sistemas liqor.{mem.o amortiguados se puede
obtener una mayor exactitud evaluando la fraccién de
ameortiguamiento, considerande amplitudes de rospuesta
separadas varicos ciclos, por ejempio m cicles; entonces

un w
in o - 2mnf3 ‘;A 1.2.98

que puede simplificarso para muy bajos amortiguamientos a
la relacidn aproximada
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un-uUn+m

B = Zomumem 1.2.38

COSISTENAS SOPRTAMORTIOUADOS.
Aungue es dificil encontrar sistemas estructurales
con amortiguamiente mayor que el critico en condicicnes

normales, en eoste caso la fraccién de amortiguamiento es
mayor que uno (2 > 1), y la ec, I.2.17 puede escribirse

s = -potovf1=-pota 1.2.37

;-ufﬂ’-i.

Sustituyendo I.2.37 en 1.2.3 y simplificando, so
obtiene

on donde

wCt) = ¢*CA senh GL + B cosh wtd I.2.38

en la cual, las constantes A y B pueden evaluarse
considerando condicicnes iniciales. La respuesta de un
sistoma sobreamortiguado no eos oscilatoria; eos similar al
movimlento del sistema criticamente amortiguado de la
Jig.1.2.2, pero el regreso a su posicién neutral, se
retarda mis en tante se incremente 1la fraccidén de
amortiguamiento.

1.3 VIBRACION FORZADA.

Se ha visto que un sistema sufre pérdida de energia
por causa del amortiguamiento. Cuando ésia se compensa
inyectando energifa adicional modiante la aplicacién de
fuerzas externax, las oscilaciones sostenidas asi se llaman
vibraciones forzadas.

La ecuacién del movimiento se halla a partir del
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oquilibrioc dinamico del cuerpe oscilante, al igual que en
los casos anteriores. Se tendria ent la ién
general del movimiento, ec.I.i.4, en la cual, la fuerza
excitadora plt) varia comtnmente con el tienmpo, y puede ser
de diferentes tLipos entre los que se encuentran:
1) Excitacién arménica

ti> Excitacién por impulsos

tiid) Excitacién arbitraria

tu) Excitacién periddica.

A continuacién se estudiaran cada uno de ellos.

I.3.1 Excitacién arménica.

D BIFTEMA NO AMORTIOUADO.

Se supondri ahora que el sistema de la fig.l.!.4a
osta sujeto a una fuerza excitadora pltd) que wvaria
armdnicamente, de amplitud pe y frecuencia circular 0
Cfrecuoncia de la fuorza eoxcitadorad. En este caso la
ecuacién diferencial del movimiento es

mUCtd + € KD + k uKtdD = po sen Ot I.3.1

Antes de considerar el caso general cen
amortiguamiento, se examinari primero la respuesta de un
sistema no amortiguado, para el cual la ecuacion de
movimiento e vuelve

mUCtd) + k Wtd) = po sen I.3.2

La sclucién complementaria de esta ecuaclidén es la
respuesta a vibracién libre de la ec.1.2.10:

wlt) = Ason wt + B cos wt 1.3.3

La solucién general incluye también la solucién
particular, como lo es el comportamiento especifico
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generado por 1la forma de la excitacién dindmica. La
respuesta a la excitacidn armdnica puede suponerse arménica
¥y en fase con la excitacién; ast

wltd) = G son Ot 1.3.4

donde se evaluari la amplitud G. Sustituyendo la ec.I.3.4
en 1.3.2 se tiene
-m 0% son Ot + k G sen (1t = po sen Ot 1.3.8

Dividiendo por sen Mt y por k, ¥y rocordandol que
o=k m, resulta
6¢C1-0""> = pok 1.3.8

Por lo tanteo la amplitud de la respuesta es

po 1
G = e 1.3.7

on donde r represonta la relacién de la frecuencia de la
fuerza sxcitadora a la frecuencia natural de vibracién

0
r o= I.3.8

La solucién general a la excitacién arménica del
sistema no amortiguadeo westi dada entonces por la
combinacion de la solucién complementaria y la salucién
particular, en la cual el valor de G esta dado por la
oc.1.3.7; de este modo

u(t)-ucCUOup(D-Asonm+Bcosul.+T—rs-nm

En esta ecuacién, los valores de A y B deponden de lax
condicicones en las cuales se inicid la respuesta. Para un
sistema que empieza del reposo, las condicicnes iniciales
son WKOI=IKO)=0 y se puede mostrar que las constantes toman
blos siguientes valores: '
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‘per 1
A--—k—‘—r_:r; B=0 I.3.10
Ent la resp ta dada por I.3.0 se vuelve
po 1
'.(U-T'l—_;r(sonm—rsonmb 1.3.11

donde:

Ppo/k = uget = desplazamiento estatico, desplazamiento que se
produciria por la carga po aplicada estatica -

mente.

10115 = facltor de amplificacién, representa el efecto
de amplificacién dinamica de la carga aplicada
arménicamente.

zen (1t = componente do respuesta en la frecuencia de la

fuorza excitadora = respuesta en ostado esta-
cionario, relacionada directamente con la
carga.

r sen wt = componente de respuesta en la frecuencia
natural do vibracién = efecto de vibracién
libre inducido por las condicicnes iniciales.

Debido a que en la practica, el amort.jzuamiento
causa que el Gltimo término desaparezca eoventualmonte, seo
le denomina respuosta en estado transitorio,

Una medida conveniente de 1la influencia del
carfcter dinsmico de la excitacién, e indica par la
relacién RCLD do la reospuosta dintmica al desplazamiento
que se produciria por la a.plicacxen estatica de la misma
carga. Se tione entonces la relacién de respuesta:

uwed wtd

RCLD et —p—oT I.3.12
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De 1a ec.1.3,11 puede deducirse que la relacién de
respuesta resultante de la excitacién arménica de un
sistema no amortiguado Ccomenzando desde el reposo) es

1

RCL) = ———z C sent -r sen wt . I.3.13

bleIgTEMA AMORTIGUADO.
Recordando la ec.I.3.1 que incluye amcrtiguamiento,

dividiendo por m y observando que de 1.2.22 c/m = 2pw, se
tiene

po
UCLd + 200 Ktd + o uwCtd = — men Ot 1.3.14
La solucién complementaria a esta ecuacidén es la
respuesta a vibracién libre dada por la ec. I1.2.28,

suponiends que la estructura tiene amortiguamiento menor
que el critico

waltd = oA son w, t + 8 cos wtd I.3.18

La solucién particular es de la forma
upCtd) = G1 sen OOt + Gz cos Mt I.3.18

en la que se requiere del segundo término, ya que en
general, la respuesta de un sistema amortiguado no esti en
fase con la oxcitacién,

Sustituyendo la ec.1.3.18 en I1.3.14 y separando los
miltiplos de sen M de los multiplos de cos Ot:

po
£-61 07-62 X2/ + G1 v') sen Ot = —— sen Ot 1.3.17a

[-Ga 0" +Gi (X2 + Ga w®) cos Ot = © 1.3.17b

Las dos relaciones deben satisfacerse
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individualmente ya que los términos seno y cosenc
G parecen en diferentes. Dividiendo ambas por u’.
reagrupando términos Y cancel ando las expresiones
trigonométricas

po
mc1—r')—6¢cam>-T

GCi-r*>+@mcaprd> =0 I.3.18

Resolviendo las ecuaciones simultineas, resultan
expresiones para los factores de amplitud de respuesta:

Pe 1~
Gm = ——
kK c-rHrcapr?
po -2pr
Gam — 1.3.19

k  ca-rHrcepet
Introduciendo tales expresiones en la solucidn

particular ec.I.3.18 y combinando con la solucién

complementaria, s@ encuentra finalmente la solucioén

general:
wid) = a‘ CA sen u‘t + B cos u‘tD
po Ci-r®> men Nt - 2r cos 0t

+  —

k c1-r®* « czpr? 1.3.20

El primer término en la ec.l.3.20 reprosenta la
respuesta en estado transmitorio a la excitacién aplicada,
Las constantes A y B podrian evaluarse para cualesquiera
condiciones iniciales dadas, pero este término disminuye
ripidamente y generalmente es de poco interés por lo que no
s evaluar&n aqui,

El segundo término en la misma expresién es la
respuesta en estado estacionario en la frecuoncia de la
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fuerza excitadora, pero fuera de fase con ella, El
comportamiento del desplazamiento en estado estacionaric
puede interpretarse mis facilmente graficando sus dos
vectores en el diagrama de Argand mostrado en la fig. 1.3.1.
L.a resultante, p, de los dos vectores representa 1la

amplitud de la respuesta en estado estacionario

po
p = 4 tea-rHczpr 1.3.21
¥ el angulo de fase, 8, por el cual la respuesta se retrasa
de la fuerza excitadora esti dado por

20r

1-r*

6 = tan™ I.3.22
donde el &ngulc de fase esta limitado al rango O <65 180°,

Imaginario

po afr ot Redd

x Ca-r®¥eceprd?

Po 1-r*

k c1-r*3¥wc2pry?

Raopussta Cdeoplagzamienied en eotads
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Asi, la respuesta en estado estacicnario puede
oscribirse también
wt) =psen C Ot -6DO I.3.23

La relacién de la amplitud de la respuesta
resultante al desplazamiento estatico que se produciria por
la fuerza po se llama factor de amplificacién dinamica, D;
asi

-4/2

p = c1-rH? 4 czart) 1.3.24

= Pk

Es interesante considerar también el equilibrio de
fuerzas actuantes scbre la masa en esta condicién de
vibracién on estado estaciocnario. Las componentes de fuerza
pueden expresarse en términos del factor deo amplificacion
dinaAmica y graficarse en el diagrama de Argand de 1la
fig. 1.3.2, Se puede observar que la fuerza elastica actga
en la direccién opuesta al vector resultante de

lmﬁt‘\.huk.o 7 tro=poD

fao=peDC2fird

oL .
\po a carga aplicada

t:lo-pol)"
fig.1.3.2
Squilidnle de  fuerzao. R ¢ on iad.

solacienanie.
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desplazamiento de la fig.7.3.1. De manera similar, las
fuerzas de amortiguamiento y de inercia actGan en
direcciones opuestas a los vectores de velocidad vy
aceleracién, respéctivamente. Finalmente, la resultante de
tales fuerzas resistentes equilibra a la carga aplicada po
oxactamente, como debe ser para mantener el equilibrio
dinamico,

De la ec.I1.3.24 puede notarse que el factor de
amplificacién dinimica D ~varfa con la relacién de
frecuencias r y con la fraccioén do amortiguamiento f3; en la
fig. 1.3.3 se muestran graficas de tales relaciones. El
angule do fase también varia con las cantidades
mencionadas, como puede verificarse en la c.1.3.22 y se
maestra en la fig.J.3. 4.

‘4 T 180" .
B0 L] B-
. ) 1 H feoos
. 1 nm —
: /[/'&g-o!z 3 %] pore
feos 2
"4/ )\ 301 5:
SN <.
. ;m&\___ g !
! ' r ! Relacidn de frecuencias, I
fig.1.3.3 fig.1.3.4

Yaniacidn del facten de

amplificacidn  dinAmica

con rtonects ol amerdiguamienis amealiguamienis y frecuencia.
v frecuencia,

Yoriacidn deld Angulo da faoe con

En la fig.l.3.3 puede observarse que el miximo de
la respuesta en estado estacionario ocurre con una relacién
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de frecuencias cercana a la unidad para sistemas
ligeramente amortiguadeos. Cuando la relacién de frecuencias
es la unidad, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza
excitadora es igual a la frecuencia natural de vibracién,
se da la llamada condicién de resonancia.

Aparentemente, de la ec.I.3.13 la respuesta en
estado estaclionario de un sistema no amortiguado tiende a
infinito en la resonancia. Se puede obtener un resultado
mis genoral de la ec.I.3.24, la cual muestra que para la
resonancia Cr=i), el factor de amplificacién dinimica es

inversamente proporciocnal a la fraccién de amertiguamiento:
i
Dreg = —— I.3.28
2p

Como quiera que sea, aunque Se acerque al valor
miximo, éste no representa la respuesta mixima para
cualquier sistoma amortiguado; la relacién de frecuencias
para la respuesta mixima puede encoentrarse diferenciando la
ec.71.3.24 con respocto a r o ligualande a cero. Para
estructuras pricticas que tienen relaciones de
amortiguamiento € ¢ 1Y [11), la relacién-pico de
frecyencias puede encontrarse asi

rowo = v1-27 1.3.28

Yy su correspandiente resp a-pico es

M.-W%E?- 1.3.200

Para fraccicnes pequefias de amortiguamiento, 1la
diferencia entre las oc%.1.3.286 y I1.3.28 puede
despreciarse,



A fin de comprender mejor la naturaleza de 1la
respuesta rescnante de ‘una  estructura, a excitacidn
armédnica, o5 necesario considerar la ecuacién de 1la
respuesta general I.3.20, que incluye los términcs en
estado transitorio y en estado estacicnario, En 1la
frecuencia de excitacién resonante esta ecuacién se vuel ve

Po cos wt

- e ———
wed = e CA sen uAQ. + B cos 0A£> M ) .I.3.27

Asumiendo que el sistema empleza del repcso
(€O =K0>=0], las constantes son

Po w po 1 po i
A 20" & 2/ B 32

Asf, I.3.27 se vuelve
1 Po - n
W = o5 [om[j-;?n—asonu‘t*cos u‘t)-coswt]
1.3.20

Para las cantidades de amortiguamiento que se
esperan en un sistema estructural, el término seno en esta
ecuacién contribuye muy poco a la amplitud de la respuesta;
ademis, la frecuoncia amortiguada es casi igual a la
frecuencia no amortiguada. Asi{ la relacién de la respuesta
on eoste caso ez aproximadamente

uwid 1
RCLO = W =

coe™*- 1 > cos wt 1.3.30

Para amortiguamiento nulo, la ec.1.3.20 se vuelve
indeterminada, pero aplicando la regla de L'Hépital, 1la
trespuesta resonante cde un sistema no amortiguado es

39
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. 1
RCLD = - Csen wt ~ wt cos wid. I.3.3

En la fig.I.3.5 se mnmuestran graficas de las
ecuaciones I1.3.30 y I1.3.31, y se aprecia cémo aumenta la
respuesta en casos de excitaciédn rescnante, con
amortiguamiento y sin 41; en ambos casos la respuesta
aumenta gradualmente. En el sistoma no amortiguado, la
respuesta crece continuamente una cantidad n en cada ciclo,
de esta manera se produciria eventualmente una calamidad en
ol sistema, a menos do que x50 modificara la frecuencia. Por
otra parte. se pucde apreciar la manera como el
amortiguamiento 1limita 1la amplitud de la respuesta
rescnante. El ndmero de ciclos requerido por esta respuesta
resonante amortiguada para alcanzar esencialmente su
amplitud pico, depende de la cantidad de amortiguamiento.

L]

fig.1.3.5 Reonuecla - a  excidacidbn  Ascenanis
condicienes i o ol ‘w:o-. ro= 4
RCLD : rslacidbn  de  aeopuesia

nora



I.3.2 Excitacién por impulsos.

A continuacién so considerarad otra clase especial
de excitacién dinimica de un sistema de UGDL: la carga
impulsiva, Dicha carga consiste de wun sdélo impulso
principal, como se ilustra en la fig.[.3.6 y generalmonte
@ de relativa corta duracién. Las cargas impulsivas o de
choque frecuenteomente son de importancia en el disefic de
ciertas clases de sistemas estructurales, como p.ej.
vehiculos, etc.

no

td :
foss I

fig.1.3.6 Yarga impuloiva arditrania.

El amcortiguamiento tiene mucha menos importancia
para controlar la respuesta mixdma de una estructura sujeta
a cargas impulsivas, que para eoxcitacién armédnica vy
poeriddica. La respuesta mixima a2 una carga impulsiva se
alcanzard en muy poco tlempo, antes do que las fuerzas de
amortiguamtento puedan absaorber la energia de la
ostructura. Por esta razén, para excitaciédn por impulsos
solamente se considera la respuesta no amortiguada,

L3
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Algunas cargas impulsivas pueden ser expresadas por
funciones analfitlicas simples, como @l impulso onda seno, el
rectangular y el triangular. En todo caso la respuesta se
dividira en dos fases, la primera correspondiente al
intervalo durante el cual actGa 1la carga C(tiempo de
duracién del impulso: td, seguido por la fase de vibracién
libre.

La respuesta méxima producida en una estructura ne
amortiguada de UGDL por una forma dada do eocccitacién
ixpulsiva, depende unicamente do la relacién del tiempo de
duracién del impulso al periodo natural de la estructura
td/T. Do esta forma, conviene graficar el factor de
amplificacién dinfmica D comeo una funcidén de Ctd/TOD para
diferentes formas de excitacién impulsfiva.

Por ejomplo, en la fig.I.3.7 se han graficado
algunos datos obteni éndose diferentes curvas que
corresponden a diversas formas de excitacién impulsiva.
Estas curvas se conocen como espectros de respussta de
cargas impulsivas, y goeneralmonte se usan para predecir el
eofecto mixdmo esperado de una forma dada de oxcitacién
impulsiva actuante mobre una estructura simple.

Dol estudio deol espoctreo de rexpuesta de la
ftg.1.3.7 y do otros espectros similares para otras formas
do excitacién., &0 puedon concluir los siguientes des
azpectos relaclonados con la respuosta de estructuras a
cargas impulsivas:

L) Para una excitacién de larga duracidén Cpor ejemplo
ta/T > 1), el factor de amplificacién dinamica depende
principalmente de la relacién del incremonto do 1a carga a
su valor mixdmo. Una excitacién impulsiva do suficients
duracién produce un factor de amplificacién de 2; un
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incremento gradual causa un factor de amplificacidén de 1.

i) Para una excitacién de corta duracién (por ejemplo
ta/T < 174, la amplitud del desplazamiento maximo umax
depende principalmente de la magnitud del impulso aplicado
I = J':‘pcu dt y no esta fuertemente influenciado por la
forma de la excitacién. Sin embargo, el factor D es
totalmente dapendiente de la forma de la excitacién, ya que
es proporcicnal a la relacidn del area del impulso a la
amplitud-pico de la carga, como puede observarse comparando
las curvas de la fig.1.3.7 en el rango de perfiodo corto. De

este modo, Umax es la medida de respuesta maAs

significativa,
a T T T
3} Rectangulas
i, L
. Y\ _Media onda Trisngulas
;g . / }'ﬂ sono é'k:.‘__——
§ P = =]
i Vi I —
i
a0
T
% [}
2 e
a (] o2 o4 [} [T} 1.0 (R} IZ} s [X) w0
- Relocién td/T
fia.1.3.7 Sonectre de rwopuecla—deoplagamients pons eo

fermas de impulos.
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Para evaluar la respuesta mixdma a una carga
ixzpulsiva de corta duracién, puede _ seguirse un
procedimiento aproximado, el cual representa una expresién
matemitica de esta segunda conclusidén. La correspondencia
impul so-momento para la masa m puede escribirse (11]

L'}
m Ad -rtpu:-kucw!dc. 1.3.32
o

on donde Au representa el cambio de velocidad producido per
la excitacidn. Se puade observar en esta expresidn que
para pequetics valcres de td, ol desplazamiento desarrollado
durante la excitacién uCtdd es de orden Ctd* mientras que
ol cambio de velocidad Au es de orden td. Asi, debido a que
@l irpulso tambidén es deo orden td, e término de la fuerza
elastica k uCtd) desaparecera de la expresién cuando td
tienda a cero, y exs tLan pequefic que puede omitirse para
cargas de corta duracidn., Con estos fundamentos, 1la

correspondencia aproximada puede escribirse

L}
mAG X r pCtd dt 1.3.33
o
o bien,
1 4
Aﬁ:—_—rp(t) dt 1.3.34
o

La respuesta, después de terminada la excitacién es
una vibracién libre

- Wwedd _ -
wid = sen wt + wWCtd cox w t
donde t = t - 4 . Pero, ya que el término de

desplazamionto wWtd es demasiado paquefio y la wvelocidad
LD = Ad, so pueds usar la siguiente aproximacidn:
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1 d -
uled) = e [‘rpCL) dt ] sen wt. 1.3.38
o

I.3.3 Excitacién arbitraria.

2D BISTEMNMA NO AMORTIOUADO.

El procedimionto que se acaba de describir para
aproximar la respuesta de una estructura a un impulso de
corta duracién, puode usarse como base para desarrollar una
férmula para evaluar la respuesta a una excitacién dinamica
arbitraria.

Considérese la excitacidon arbitraria general pltd
mostrada en la fig.7.3.8, especificamente la intensidad de
la carga p(1) actuante en el tiempo t = 7. Esta excitacién
actuante durante un corto intervalo deo tiempo dr produce un
impulso de corta duracién plTddT en la estructura, y puede
usarse 1a ec.1.3.33 con el fin de evaluar la respuesta a
este impulso.

iy

LRRARAY

Respuesta 4 uity

fig.1.3.8

Derivacidn de L integral Duhamel
ns ameniiguadsd. o da Coiolema
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Puede notarse gque, aunque el procedimiento es
aproximado sélo para impulsocs de duracidén finita, puede
volverse exacto cuando la duracién de la excitacidén tiende
a cero. Asi, para el intervalo diferencial de tiempo dr, la
respuesta producida por la excitacién pCtd) es exactamente
Cpara t >

pCridr

uCtd) = T o Sen wXt-7d I.3.38

En esta expresisén, el término dikKtd representa la
respuesta diferencial al impulso diferencial sobre la
historia completa do la respuesta para t > 7, de ninguna
manera quiere deocir el cambio del desplazamientc u durante
un intervalo de tiempo dt.

Pusde considorarse que la historia completa de 1la
acccitacidn consiste de una sucesidén de tales impulsos
cortos, cada uno produciendo su propia respuesta
diferencial de la forma de la ec.l.3.38. Para este sistema
linealmente olistico, se puede obtener la respuesta total,
sumando todas las respuestas diferenciales desarrolladax
durante la historia de la excitacidén, esto es, integrando
1a ec.1.3.30 como sigue:

1
» W

wed) = ‘rptf) sen w(t~-7d dr 1.3.37
o

La ec.1.3.37 so0 conoce genoralmente como 1la
integral de Duhamel para un sistema no amcrtiguadeo, y pusde
usarse para evaluar la respuesta de un sistema deo UGDL no
amortiguado sujeto a cualquier forme de excitacién dinsmica
pCL). Esta Gltima ecuacion puede también expresarse en la
forma

wed = rp(TD Kt-1d dr 1.3.38
o
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donde ol nuevo simbolo tiene la definicién

1

MKt-1d = sen wlt-12 1.3.39

ta 0c.1.3.38 os la 1lamada integral de
conuolucién-; cuando se evalGa 1la respuesta de una
estructura a una excitacién arbitraria usando esta
integral, se conoce cémo obtener la respuesta a través del
dominio del tiempo. La funcidén hCt-12 se refiere
generalmente a la respuesta al impulsc unitario C(definida
en este caso para un sistema no amortiguadod, ya que
exprosa la respuesta del sistema a un impulso de magnitud
unitaria, aplicado en el tiempo t = 7.

En la ec.1.3.37 so ha asumido implicitamente que la
oxcitacién inicid en @l tiempo t = O y que la estructura
partié del reposc. Para cualesquiera otras condiciones
iniciales especificadas, uCO> # O y (0> » O, se debte
agrogar a esta solucién la respuesta a vibracién libre;

asi{, en general

KO0

1
WKL) = sen wt + uWOdcos wt + s rpcf:\ sen wlt-vd dr
o

I.3.40
DO SISTEMAS AMORTIOUADOS.

La deduccién de la ecuacidén integral de Duhamel que
expresa la respussta de un sistema amortiguadoe a una
oxcitacién dindmica general arbitraria, es equivalonte al
anilisis no amortiguado, excepto peorque la respuesta a
vibracién libre inicliada por la carga diferencial impulsiva
pKTOd(T), estara sujeta a un decrementoc expenencial. Asi,
estableciendo que «KO0) = O y haciendo €0 = [ pCvd dr I/m

® gsia e esludiara con mayor profundidad en la secc.IT. 4.9



on la ec.1.2.26, lleva a

pKrodr
duCt) = .-n.n--u[

n o, sen u.('.—‘r) ] s t> T I.3.41

on donde el decremento exponencial empieza tan pronto la
carga o= aplicada en el tiempo t = 7.

Sumando estos Lérminos diferenciales de respuesta
mobre el intervalo coapleto de la excitacidén, resulta

1

|2
A

wtd = rpcu o P D gen o, Ct-rddr I.3.42
L)

la cual e= la respuesta amortiguada, equivalente a la
ec.1,3,37.

Si so compara I.3.42 con la integral de convolucién
de la ec.I.3.38 seo puedo mostrar que la respuesta a un
impulso unitario para un sistema amortiguado ests dada por

1
Mt-1> = —— o 'V Pepn wct-> 1.3.43
n “‘ A

I.3.4 Excitacidén periddica.

Frecuentemsnte s© encuentran fuerzas periddicas
actuantes sobre algunas estructuras, o bien pueden ser muy
aproximadas por fuerzas periddicas. Por ejemplo, la fuerza
que ejerce un automdvil quo viaja a una wwilecidad constante
sobre la superficie de cierta carretera o puente puede
considerarse periddica, © bien, ¢l mavimiento de algunos
tipos de maquinaria como se menciond en la seccidn I.1.2.

48
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Un movimiento periédico, simplemente es aquél que
se repite a si mismo en intervalos de tiempo regulares. Una
forma de excitacién periddica es el movimiento arménico
simple del cual se hablé en la secc.I.3,1, pero también
existen funcicnes periddicas que no pueden ser descritas
por una funcién sencidal dnica.

El problema seria entonces, encontrar una funcién
para representar una fuerza pltd con pericde T. En tode
caso, cualquier fuerza periédica puede representarse como
la suma de componentes arménicos simples por medio de una
expansidén en serie de Fourter. En ¢l siguisnte capitulo se
estudiari el tema de las series y transformadas de Fourier,
que servir&n como instrumento para representar algunas
formas de excitacidén tanto periéddica como no-periddica, y
on el capitulo IV xe tralari con mayor profundidad este
tipo de excitacién.
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SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER
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II SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER.

II.1 INTRODUCCIONW.

Como consecuUencia de la invencién del célculo por
Newton y Leibnitz CS. XVIIID, las ciencias
fisico-matemiticas experimentaron una gran actividad. Uno
de los temazs que atrajo mis la atencidn de los grandes
cL.nL‘(‘Ncos. fué el relacionado con el problema de la
cuerda vibrante, el cual se asocié con teorias matemiticas
de vibraciones musicales. Los primeros clientificos en
mostrar interés en la teorfa de la cuerda vibrante fweren
Brook Taylor, Daniel Bernoulli, Leonard Euler y Joan
d' Alembert, Loz tres Gltimos, a mediados del siglo XVIII,
habfan avanzado en tal teoria y con el concepto de modo
fundamental de vibracidn llegaron a una solucién de la
forma

®
nrx nrat

yix,td> = Zsen o cos -
nog

donde aparece una serie de funciones lrigonométricas para
representar una funcidén arbitraria [9). Mis tarde, Euler

dio las férmulas para los coeficientes en las series,

El fisico y matemidtico francés Jean Baptiste
Fourier presentd muchos ejemplos instructivos de
expansionos on series trigonométricas on relacidén con
problemas con valor de contorno en la conduccién del calor.
Su libro La tAsorie analytigue de la chaleur (1822 fué el
origen do lo que hoy se conoce como anilisis de Fourier. En
este, Fourier ilustréd los procedimientos bisicos de la
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separacidén de variables y superposicidn, despertandoc mucho
interés en la representacién de funciones definidas en un
intervalo, mediante series trigonométricas de sencs y
cosenocs.

Las contribuciones de Fourier se limitaron a
aplicaciones y métodos y no incluyeron condicicnes de
validez [8). En 18209, el matemitico alemén Lejeune
‘Dirichlet, fué el primero en establecer condicicnes

Qgenerales para gurar la v ia de la serie de
Fourier de una funciotn,

La teoria ha mido perfeccionada y extendida desde
entonces, hasta el nivel que actualmente tiene.

En este capitulo se expondra el concepto de series
de Fourier, el cual es un podercso instrumento en el
tratamioento do diversos problemas que implican funcicones
periédicas; y el do la transformada de Fourier, con la cual
ze extiendo la tecria al caso de funciocnes arbitrarias.

IX.2 SERIES DE FOURIER.

IXI.2.1 Férmilas de Euler~Fourler.

Las series trigonométricas de la forma

o
th)-—E + zc.-ncasnx+bnson nxd 11.2.1
)

son requeridas para resolver muchos problemas fisicos, como
en la teoria del sonido, conduccidén del calor, ondas
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electromagnéticas, circuitos eléctricox, = vibraciones
mecinicas, etc. Una ventaja importante de la serie II.Z2.1
sobre las series de Taylor por ejemplo, es que puede
representar funciones discontinuas.

Supdéngase que f(x) en II.2.1 es conocida en C-m, 1
¥y que tienen que encontrarse los coeficientes an y bn. Para
determinar ac, so integra la ec.II.2.1 término por término
de -2 n. Debido a que

" "
Icosnxdx-! sen nx dx = O para n =1,2,3,...,
- -1

YA que la integral ez scbre n periodos completos, el
_chlculo da

n
I fCxd dx = ac m. ir.2.2
-t

El coeficlente an xo determina de manera similar,

asf, multiplicande 11.2.1 por cos nx, resulta
fCxXOcosnx = 4/2 RoCOSNX + ... + ancos’nx * ..., 11.2.3
donde los términos no escritos implican productos de la

forma sen mx cos nx o de la forma cos mx cos hx con » » n,

So puede verificar entonces que para los distintos
valores de m y n, la integral

f_: sSen mxX cos nx dx = & I_: {sen(mndx + sen(m-ndx>dx = O,
on todos los casos, y
f_z cos mx cos nx dx = i- _r_: {cosCmndx + cosCm-ndxddx = O,

cuando m ® n, y de aqui, la integracién de I1.2.3 da
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j'.: £Cx) cos nx dx = an I_:: cos’nx dx = an f.

Por esta razén,

an = % [T 200 cos nx dx. 11.2. 4a
n Jen

Por la ec.1I.2.2, este resultado es también valido
para n = O, Similarmente, multiplicande 11.2.1 por sen nx e
integrando, resulta

! n
bn= 5 7 £Cx sen nx dx. 1I.2.4b

Las férmulas I1.2.4 son las liamadas formulas de
Euler-fourier, y la serie 11.2.1 que resulta cuando an y bn
s=on determinadas, se llama serie de Fourter de flxd. Mix
ospecificamente, una serie de Fourier es una serie
trigonomdtrica en la cual los coeficientes estan dados por
IT.2.4, para alguna funciédn fCxD absclutamente integrable.
En otros términos, no existe una funcién absoclutamente
integrable £C(x>, tal que

n

n n =
fh 200 cos nx dx = 0, S 1€ sen nx dx = Togtism”

Por otra parte, una sorie de Fourier para alguna
funcién fix) puede ser divergente, No se hablari aqui de
tales funciones, aunque son frecuentes en problemas de
filtracién y ruido; s6lo se mencionars que aun cuando sea
divergente, una serie de Fourier representa 1o mis parecido
a fCxd [22).

Como una ilustracién se calculars la serie de
Fourier de la funcién fCxD = X, Por las ecs.1I.2. 4
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an--j'"xcosnxdx-o,

bn =2t f7 » can nx dx = - 2 cos nn= E¢0™™
n J-m n n

sust.l.k.uynndo en II.2.1,

sen 2x sen 3x
x =2¢ sen X - T3 ¥+ T3z = see . 11.2.8
La serie II.2.5 converge a X para -n ¢ x < m. Para

discutir la convergencia fuera de este intervalo, se
introducirid el concepto de periodicidad.

Se dice que una funcién fC(x) es periddica, si
fCx+T> = f(x) para todo valor de x, donde T es una
constante diferente de cero. Cualquier namerc T con esta
propiedad es un periodo de f(x); por lo tanto, sen x tiene
los periodos 2m, -2n, 4mn,

Cada término de la serie II.2.5 tiene periodo 2n, y

consecuentemonte la suma también tiens periodo 2w. Por lo

tanto, la grafica de la suma tiene la apariencia mostrada

en la fig.ll.2.1.
]
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Evidentemente, la suma es igual a x solamente en el
intervalo -n < x ¢ n, y no en todo ol intervale -@w < x < o
Faltaria describir lo que sucede en los puntos x = %n, 23nm,
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etc., donde la suma de la serie muestra un salto abrupto de
-nman

Haciendo x = #n, 37, ... en II1.2.5, puede verse
que todo término es cero y consecuentemente la suma es
cero. Esto se indica en la fig.Il1.2.{ con un puntc en tales
sitios.

El término an cos nX + bn sen nx en 1I.2.1 es
llamado en ocasiocnes la enésima aruén.l.ca Cpor la analogia
con la teoria de los instrumentos mnusicales) [17). Las
primeras cuatro arménicas de la serie II.2.8 son

2sen X, -sen 2x, E sen 3x, - i sen 4x.

Estas arménicas y las dos siguientes estan
graficadas en las curvas de la fig.77.2.2. La suma de las
cuatro arpénicas es

y-2senx-sen2x+Esonax-isondx.

Esto es una suma parcial de la serie de Fourier, y puede
esperarse que S$ea una aproximacidén de la funcidn x.

y Buma de 10 términce
Buma de 46 \érminoce

Buma de ¢ lérmince

fig.11.2.2

Spareximaciba a la funcibn x>,



En la fig. 11.2.2 puede apreciarse que en tanto el
namero de Lérminos aumenta, la aproxdmacion de las curvas
%® acercz a y = X para wsda x e el intervalo a < x <m,
pero no para x = £ n,

En el ejemplo anterior se ilustran ciertos rasgos
caracteristicos de las series de Fourier en general, los
cuales so discutirsn desde un punto de vista general.

Cada término de la serie II.2.1 tiene pericdo 2m,
entonces la suma f(x) debo tener tambidn un pericdo 2m.
Siempre que se considere una serie como la II.2.1, se
supondri que fCx exti dada para -n S x { n y que fusra de
este intervalo, fCx) esti dotorminada por la condicién de
periodicidad 2Cx+2m> = £030.

Se usa el término discontinuidad simple para
describir la situacién que se presenta cuando la funcién
£Cx) sufre un salto finito en el punto x = xo.

Analiticamonte, esto significa que los dos valores
limite de fix), cuando x + xo por los lados derecho e
izquierdo, existen, pero son diferentes; estc es

Lim fCxo+sd 2 Lim fCxo0-6) £ > 0.
&£<0 £90

Tales limites por la derecha y por la izquierda se
oscribirdn aqui como fClxo+d) ¥y fCxo-d, respectivamonte, asi
que la desigualdad anterior puede escribirse

flxo+) » flxo0-D.

Se dice que una funcidn fIx) esta limitada ®i se
cumple la desigualdad |rexd| < para alguna constante
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M y para toda x bajo consideracidén. Puede demostrarse dque
=i una funcién limitada tiene solamente un nimero finitc de
ndxd mos y minimos y s6lo un namero finito de
discontinuidades, entonces todas sus discontinuidades son
simples. Esto es, fUx«) y fCx-) existen para toda x.

Con estos preliminares, se puede establecer el
sigulente tecrema, el cual establece la convergencia de las
series de Fourier para una muy grande clase de funciones.

A bE xr. Supdngase £(xD bien definida para
~n S x ¢ n,limitada, con un numerc finito de m&xiwos y
ninimeas y con un ndmero finito de discontinuidades.

Sea f(x) definida para otros valores de x por la
condicién de periodicidad fCx+2nd = £Cx0. Entonces 1la
sorie de Fourler para fCxO converge a i {£Cx+)+fCR-D) para
todo valor do x Cy de aqui, converge a f(x) en puntos donde
fCx2> s continuad (9).

Las condiciones impuestas sobre (x> son las
llamadas condiciones de Dirichlet, después de que el
matematico Dirichlet descubrié el tecrema [(22]).

XI.2.2 Serie coseno de Fourier y
sorie sena de Fourier.

Para muchas funcionos, los coeficientes de Fourier
S9NO © coseno 5@ pueden determinar por inspeccién. Tal
posibilidad se investigara a continuacion.

Se dice que una funcién fix) es par si
£C-x> & £CxD 11.2.8

S8
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Yy la funcién fCxD es impar si .
£C-%0 = -G, 11.2.7

La grifica de una funcién par es simétrica sobre el
eje ¥y, fig.11.2.3, y la griafica de una funcién impar es
sinétrica oblicua, fig.11.2.4. Es evidente que

[2£00 ax =2 [ 2 £00O dx, st £Cx) es par, 11.2.8
§2 200 dx = o, si £ es impar, 11.2.9
ya que las integrales representan las &reas bajo las curvas.

Los productos de funciones pares e impares obedecen
las reglas CpardCpard)=par, CpardCimpard=impar,
CiwparlCimppard=par. Comso prueba, sea FCxD> = fldglxd,
donde fCx) y g(x) son pares. Entonces F(-x) = fC-xJgl-x) =
£Cx2glxd = F(x>, lo que demuestra que el producto £Cx)glxd

@s par.

Las otras dos relaciones se verifican similarmente.
Como ejemplo, el producto cos nx sen mx @s impar. ya que
COS NX e5 par y sen mx impar. Por lo tanto, de II.2.8,
_[_:cosmsannxdx-o

sin detallar el calculo.
y

yoflx)m=f =g}

y=f(s)={l—x}

fig.11.2.3
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La aplicacién de estes resultados se facilita por
ol siguiente

TEOREMA. Si fCx) definida en el intervalo -m ¢ x ( m es
Par, la serie de Fourier tiene términos en coseno sclamente
¥ los coeficientes estin dados por

an =2 f3 £<x0 cos nx dx, ba = O. 11.2.10

Si f(x) @s impar, la serie tiene términos en senc
sclamente y loxs cosficientes estin dados por

an = O, bn = 2 £Cx) men nx dx. II.2.11
T J0

Para visualizar mejor esto, sea fCxO par. Entonces
fCxD cos nx o5 el producto de una funcién par con una
funcién par, ¥y por lo tanto es par. Por esto

ES n = n
an-;f_"ﬂx)cosnxdx-;fof(x)cosnxdx.

por II.2.8. Por otra parte f(x) sen nx es una funcién par
con una funcién impar, por lo tanto es impar. Por I1.2.9,

bn = _r_: fCx) sen nx dx = O,
El resultado de II.2.11 se establece similarmente.
Esto significa que, con una funcidn impar, la serie
de Fourier se reduce a una Serie senoc y no es necesario

escribir ni calcular los términos coseno.

Puede hablarse entonces de la serie seno de Fourier
y de la serie coseno de Fourier. Cualquier funcién fCx0
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definida en CO,n) 1la cual satisfaga las condiciocnes de
Dirichlet, puede ser expandida en una serie senc y en una
sorie coseno en 0 ¢ x < n. Para obtener una serie seno, se
oxtiende fCx) scobre el intervalo -n < x < O de tal manera
que la funcién extendida es impar. Esto es, se define
FCxD = £€(x> en O < x< m,
FCx) = ~fCfx|> en -n < x < O,

La serie de Fourier para F(x) consisto de términos
seno solamente, ya que FC(x) ez impar. Los coeficientes
estén dados por la ec.1I.2.11 porque FCxD = fCx) en el
intervalo O ¢ x ¢ nn. Similarmente, si se desea obtener una
zerie cosenc para f£Cx) en 0 ¢ x < m, los coeficientes estan
dados por II.2.10.

Se puede establecer el siguiente
TEOREMA DE UNICIDAD., Si dos series trigonométricas de la
forma II.2.1 convergon a la misma suma para todos los
valores de %, entonces los coeficientes correspondientes
son iguales [22).

I1.2.3 Extensién del intervalo.

Los métodos desarrollados haxta este punto
restringen ol intervalo de expansién a C-n,m). Muchas veces
se requiere dosarrollar fi{x) en una sorie de Fourier que
soa vilida para un intervalo mayor. Dejando que la longitud
del intervalo se incremente indefinidamente se puede
esperar obtener una expangsioén valida para toda x.

Para obtener e¢sto sobre un intervalo C-{,0, se
cambiari la variable de x a &2n. Si fC(x) satisface las



condiciones de Dirichlet en (-{, O, entonces la funcién
£C&z/2n) puede desarrollarse en una serie de Fourier en =z,

w
ao

®

T2 = 3 + Z-n coS Nz + an sen nx Ir.2.42
n¥s n¥y

para -1 £ z < n.

Debido a que z = 2nx/¢, la serie 11.2.12 se vuelve

g 2nnx 2nnx

-}
ao
00 = — + z.ncos 7 « anson + . II.2.13
4 nag

n¥

Aplicando I1.2.4 a la serie II.2.12, pusde cobservarse que

an = & [" fcle2md cos nz dx = & [ £00 conC2rnxsDdx
n J-n & 3¢

Yy
bn = :-' _f_:: £CL&2/2n) sen nz dz = -“- f_j £Cxd senC2nnx/Ddx.

Si n es cualquier entero, entonces

2nmmix+ 483 2nnx
7 = cos{ R 2nn) = cosC2nnx/D,

cos

y similarmente para la funcién seno. De aqui, cada término
de la serie I1.2.13 tiens un pericdo {, y por consiguiente
la suma tiene también periodo {. Por esta razén, la suma no
puede representar una funcidén arbitraria en C(-m,a,
solamente representa funciones periddicas,

Sujeta a las condiciones de Dirichlet en cualquier
caso, la funcién puede escogerse arbitrariamente en el
intervalo (-{, O, y ©s natural investigar si eos posible
cbtoner una representacidén para funciones arbitrarias sobre
C-w,o), haciendo ¢ + .

52
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Tal representacidén es posible. El procesc lleva al
llamado Teorema de la integral de Fourier, el cual tiene
muchas aplicacicnes practicas y serd tratado mas adelante.

Puede suponerse que f(x) satisface las condicicnes
de Dirichlet sn todo intervalo C-{,0 y que la integral

®
- [ {10 Jdx
-0

converge.
Como s ha visto, f(xD ests dada por la ec.lI.2.13,
.
donde

. 4 2nnt . 14 2nnt
an = EI £Ctd cos Z dt, bn = 7[ £CL) sen ;3 dt.
- -

Sustituyendo estos valores de los coeficientes en I1.2.13,

2k t-xd

1 p2 1 2 .2
70(x> = 37 <L dt + —"—Z f <L) cos - dt  II.2.14
-& nTL J-¢

se sabe que
cosC2rnt/DcosC2ant /80 + senC2nnt/Dsen(2mt/0 = cosC2rnlL-x0/0,

Ya que se supone que _r_: ]!‘(x)] dx es convergente,

1 < 1 02 LS
- I £CLd db s - J' jtcedf dt s —_
at J-¢ a2t 3-2 2¢

lo cual obviamente tiende a cero a medida que ¢ se
incremente indefinidamente. También si el intervalo C=¢{, 0
o hace suficientemente grande, 1la cantidad 2r/i, que

- . 3
Se usa L como variable de inmegracion para evitar confusion
con la x en IX1. 2. 85, 8t f(x) ea disconitinua en xxxo,ellada
isqulerdo de IX.3.28eignifica s 2l fixosralfixe-r]).
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aparece on los integrandos de la suma,
pequelia como se desee.

puede® hacerse tan

Por lo tanto, la suma en la ec.Il.2.14 puede
escribirse como

L [Aa JLgc> com tacr-w at
+ A j'_f £CLD cos 2ha Ct-x) dt
+ .
+ sa J‘_f £CLD cos nAa Ct-x) dt

+] 11.2.18

2n
dondoba-—‘—.

Esta suma sugiere la definicién de la integral
definida de la funcién

FCoo = [} £CL) cos aCt-x dt

on la cual los valores de la funcidén F(oO se calculan en
los puntos 2n/t, 4nsd,. ..

Ahora para valores muy grandes de (¢

J.2ct cos ot at

difiere muy poco de

-]
f_@ £CL) cos oft-xd dt



¥ s® manifiesta que a medida que ¢ crezca indefinidamente,
la suma I1.2.18 5o aproximari al limite

s

-
L2 Tda [ ) cos ot dt.

st tal es a) caso, ontonces 11.2.14 puede
escribirse como

20> = 2 [P da [ 7 £0L) cos akt-d dt. 11.2.18

La discusién anterior es heuristica y nc puede
considerarse comc una prueba riguroza. De cualquier manera,
1a validez de la férmula II1.2.18 puede ser establecida
rigurcsamente si la funcién fCx) satisface las condiciones
snunciadas arriba., La integral II.2.18 tiene el nombre de
integral de Fourier. Esta fé6rmula supone una forma mis
sinple si fCx) es una funcidn par o impar, lo cual se
explica a continuacidn.

Expandiendo el integrando de I1.2.18 resulta

L0 da [_]‘_: fCtcosat cosox dt + [ % fltdzenat sencox dt ]
para el miembro de la derecha. Si fCt) es impar, entonces
gCdcosat @5 una funcidn impar por una funcién par, por lo
tanto es impar. Similarmente. f(tdsenat ®s par cuando fCtD
o2 impar. Aemis aplicando la ec.11.2.9 a la primera
integral eon la expresién anterior y II.2.8 a la segunda
integral, se observa que

0 = 1 §2 da [P 1ced senat zenax dt 11.2.147

cuando fCx) es impar. Un argumento similar muestra que si

65
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£Cx) @s par, entonces
o = 2 I3 da [T £et> cos at cos ox dt. 11.2.18

Sl se define a f(x) dnicamente en el intervalo
€0,ad, ®ntonces pueden usarse 1I[.2.17 y 1I.2.18, ya que se
puede pensar en definir a fCxJ en (~»,00 haciéndola, ya sea
impar o par. Esto corresponde al hecho de que una funcién
dada sobre CO,nd puode expanderse on una serie seno o en

una serie coseno.

Ya que la serie de Fourier converge a irtho«c»:-:!
en puntos de discontinuidad, la integral de Fourier también
lo hace. En particular, para una funcién impar la integral
converge a cero en x = 0, y este hecho puede verificarse
haciendo x = O en II.2.17.*

II.2.4 Forma compleja de las series de Fourier.

La serie de Fourier

@
Mo
Qx> = 5= + ztan cos nx + bn sen nx) Ir.2.19
nIt
con
an = 5 L7 gC0> cos nt at, bn o= L [T £Ct> sen nt dt

‘lb necesario nolar que Loda funcion impor, definida en x=0, satisface
£(01x0 (aunque para una una funcidn par f(O) es arbitraria) De aqui
que una funcion definitda para xz0 debe ser a veces redefinida en x=0,
ontee de que esia pueda ser convertida en una funcicn impar,
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puesde escribirse, con ayuda de la férmula de Euler

-m = cos u + i sen u II.2.20

on una forma sdquivalente, a saber,

+ @©

£0x0 -z Cn o™
nE -

Ir.z.a1
donde los coeficientes Cn ostin definidos por la ecuacidn

1 n
Cn = _é"_I rced o0t . 11.2. 22
-
£l indice de suma n en I1.2.21 corre a través del
conjunto de todos los valores enteros pesitivos y negativos
incluyendo el cero.

La oquivalencia de II.2.21 y TII.2.1¢ puede
establecerse de la siguiente manera: sustituyendo 1I.2.20
en 11.2.22 da, paran > O,

[

Cno= 2 f_: fCLd> Ccos nt - { sen ntd dt

3 m i n
= in Jg 1G> cos nt at s o 1O sen nt dt
an bn
==z " ‘Tz




mientras T
. . ao

Ahora, 1I1.2.21 puede escribirse en la forma

o«

[
£C0O = Co + 2 Cn o™ & z Con 07X,
n=s nT1

Haciendo usc de las expresiocnes para Cn acabadas de

encontrar,
«© -4
an-{bn an+ibn
£ = 22 . — o™ . °
2 2 2
n¥y n¥y
20 @ elmc . °-Lnx [ .&nx . e-&m
= + Z an - Lz bn . II.2.23
n¥s nfs
Por 11.2.20
& _ oM . aisenu

e+ o o 2cosu y o
y de aqui, la serie 11.2.23 es idéntica a la serie 1I1.2.10.

Los métodos de la seccién anterior producen

w
0 = z Cn @3TRX
n=—~©o

con
—@mtal g, 1I.2.24

1 e
Cn = /7 <t o
2¢ ¢

para la expansién en un intervaloc arbitrario ¢(-{, 0.

se obtiene el tsorema

En general, haciendo ¢ « o ,

de la integral de fourier en la forma
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1 A w
oo = M j'_. da L» reed &% 4 11.2.28

cuando fCx) satisface las condiciones postuladas para
Ir.2.23,

Dofiniendo
L
FCw -I £C0 o™ gy, 11.2.28
e
ent. desptué de T brar variables, II.2.289 puede
escribirse
lim i o dux
20D = PO ‘I‘_A FCuw e du. I1.2.27
La transformada ¥, definida por
@® —dunx
B D) = I (%) o dx 11.2.29
~—0

o5 la llamada transformada de Fourier, la cual es una
poderosa herramienta del analisis moderno. Aunque se le
relacicna con la transformada de Laplace, § es mas facil de
invertir, esto es, se puede encontrar rapidamente f(xd por
1I.2.27 cuando os conocida §¥ .

El tema de Jla transformada de Fourier sera
estudiado con mayor amplitud en el subcapitulo II. 4,
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II.3 TEMAS ADICIONALES EN SERIES DE FOURIER.

IX.3.3 Funciones ortogonales.

Se dice que una secuencia de funciones 6n(x) es
ortogonal en el intervalo Ca,b) si :

er) Orlx> dx {:° para m ® n, 11.3.1
a o para m = O,

De hecho, pueden formarse series anilogas a las
series de Fourier por medio de cualquier conjunto
ortogonal. Estas series de Fourier generalizadas son ayuda
indispensable en muchas ramas de las cienclias fisico -
matemiticas.

La férmula para los coeficientes de Fourier es
espocialmente simple si la integral II.3.1 tiene el valor i
para m = n. Las funciocnes 6rx) se llaman entonces
normalizadas, y (6n(x)> es un conjunto ortonormal.

Si
rte»c;o)’ dx =  An
a

en I1.3.1, pueda vorse ficilmente que las funciones
dnCxd = CAnd " ZBntxd

son ortonormales; en otros Lérminos,

rw::o @ncxd dx {"’ para m X n, 11.3.2
a

= 4 para m = n.
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por ejemplo, la secuencia
1, sen X, cos X, Sen 2X, COS SX,.. ., I1.3.3
es ortogonal en (0,2n), aunque no en CO,md.

Ahora bien,

n " n 2
r dx = 2n, r sen® nx dx = m, r cos'nx dx = n
] o o

para n 2 1, el conjunto ortonormal correspondiente al
conjunto ortogonal 11.3.3 es
2™, n%sen x. " %cos x, .... ¥ %sen nx, n"*¥cox nx,...

Cuando se integra de O a 2n, el producto de dos
funciones diferentes en este conjunto da cero, peroc al
integrar el cuadrado de cada funcién da 1.

Sea {¢mixD> un conjunto ortonormal de funciones en

Ca,b), y suponiendo cque otra funcidn f(x) se expando en la
forma

fCx) = Cagnlxd + CzgaCxD> + ... + Cngnlxd + ... I11.3.4

Para determinar los coeficientes Cn se multiplica esta
expresion por ¢nlxd, obteniendo
LHOGRCXD = C1galoddnCsd + ... + Cnlgnkxd1® + ..,
Aqui, los términos no escritos implican productos

@@lxO¢mlx> con m ® n. Si se integra de a hasta b, estos
términos desaparecen, y por lo tanto

rf(x)éan) dx = rCn[Mx)). dx = Cn. I1.3.8
-3 o

La férmula JI.3.8 es3 la férmula de Euler-Fourier,
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los coeficientes Cn son los coeficientes de Fourier de fCx)
con respecto a (x>, y la serie resultante I1.3.4 en la
sorte de Fourier de f(xD con respecto a {(#nlxd).

Considérese la siguiente ecuacién en un intervalo
dado a £ x S b,

9 rpoo + qCxd y = ArCi0y, X =cte. I1.3.8
dx dx

©, @n forma abreviada,

d
Cpy'>' +qy = Ary, : b gk

Seras conveniente requerir la condicidn adicional

rry'dx » 0,
a

la cual no admite la solucién trivial y = O.

Sea ym una solucién cuande A toma el wvaler Am, Yy
soa yn una solucidn cuando A tenga un valor diferente, An.
Ast, )

Cp ym'd* + qym = AmT ym, 11.3.7
Cp yn'>' +qyn = Anr yn. 11.3.8

Si se multiplica II.3.7 por yn y I1.3.8 por ym, se
tiene i
yip ym'd" =~ yrp yn*D' = Am £ ymyn — An r ymyn I1.3.9
rostando las expresiones resultantes. Ya que

LynCp ym'd = ymCp yn'3)* = ynlpym')* +yn*Cpymd —ymlpyn’ > -ym'Cpyn’d

= miembro izquierdo de II,. 3.9,
ol resultado II.3.9 puede escribirse
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f-;xtp':vnyn'-nvn'n = CAm-Ard * ym yn.

Integrando de a a b se llega a la férmula
fundamental

PCynym® ~ymyn®> |: = CAm = And r r ym yn dx, 11.3.10
-3

Si las condiciones en a y b son tales que el
miembro izquierdo en ia @c.IlI.3.10 es cero, puede deducirse
que

‘rry-yndx = O, m#™n, 11.3.11
L]

ya que Am » An. La relacién II,3.11 puede escribirse
rcﬁ‘y-)(ﬁ"yn) de = O, m®n,
a

y de aqui, la secuencia 6nCx> definida por

alxd = Y yn = G0 yelxd, I1.3.12
satisface ol criterio de ortogonalidad II. 3.1, Un conjunto
ortonormal <{¢n> puede ser obtenido de {6 como se
describié previamente,

I1.3.2 Convergencia media de las series
de Fourier.

Si se intenta aproximar una funcién £(xd por otra
funcién prnCxd, la cantidad

] £ = prcxd | o [fCxd - prexdd? 11.3.13

da una medida del error de aproximacién. La secuencia pnCxd

converge a fCx) siempre y cuando las aproximaciones 1I.3.13
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S® aproximen a cero cuando n -+ o .

Estaxs medidas del error son apropiadas para
discutir la convergencia en cualquier punto fijo x. Pero
frecuentemente es Gtil tener una medida de error, la cual
se aplique simultineament® a todo el intervalo de valores
de x, a S x S b, Tal medida puede encontrarse integrando
1I.3.13 de a a b.

Lltoo -prto) ax o [P irco - prood® dx, 11314

Estas expresicnes son llamadas error en la media y
orror cuadritico madio, rezspectivamente. Si cuslquiera de
las exprosiones 11.3.14 se aproxima a cero cuando h + ®, se
dice que la secuencia prlx) converge en la media a fCxd y
%0 puede hablar ent deo v ia wodia, (173

Aun cuando I1.3.14 implica una integracién que no
osta presente en 11.3.13, para series de Fourier es mis
faciy discutir ol error cuadratico medio y la
correspondiente convergencia media, que la convergencia
ordinaria., Tal discusién se presenta ahora.

Sea ¢nCx) un conjunto de funciones ortonormal en
a £ x £b, tal que, como en la seccién anterior,

= 0 para m®n,
j: ¢l %0 ¢mC %D {: . -z II.3.18
Se busca aproximar fCx) por una combinacién lineal

de ¢nlxd,
Prld = a14aCad + 22¢3C%D + ... + andnlxnd,
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de manera que el error cuadratico medio sea ml.nl.m.:
Em f00f - Cage +... +anpd)® ax = min. 11.3.18

Desarrollando el cuadrado, se vo que 11.3.18 lleva a

Dt ax -2 P orcag v ... + angrodx + [2 Casge + ... + angmd’dx

11.3.17
Si los coeficientes de Fourier de f relativoes a ¢k
se denctan por

O:-rr#:dx.

a

ant la gunda integral en IX.3.17 es
rr<u¢¢+... + Aandnd) dx = aiCs + axCz + ... + anCn.
a

La tercera integral en II.3.17 puede escribirse

rCma + ... + angriCat + ... + angnd dx
a

- r(af#'*uz@z*...*an’én’*,..)dx
g3
= a® + ...+ ant,
donde el segundo grupo de términos "+ ..." implica
productos cruzados o':‘w‘ con  » 4 . Por 11.3.18 estos

términos integran a cero, y la expresién se reduce al valor

L)
e usa f y ¢n para abreviar fun y ¢non, respectivamsnie. =Ze
supone que f y ¢n son integrables en aS x Sb. $i_las inlegrales

®on impropias, ®e requisre la convergencia de ff'dx y ‘¢'\ dx.
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De aqui, II1.3.17 lleva a

n n
Em [Prldx -2 akcx + L ax’ 11.3.18
b k=t k=t

para @1 error cuadritico medio en la aproximacidn,

Considerando que
-2 akck + ax® = - &’ + Cox - GOF,
@l error E on 11.3,18 e3 también igual a

n n
E=fridx - po’+gca - ool 11.3.10
k=4 ket

y se establece un tecrema muy importante:

TEORKMA II.3.4. Sea ¢n un conjunto de funcicnes normal y
ortogonal, entonces el error cuadratico medio II.3.16 puede
escribirse en la forma 1I1I1.3.19, donde C€x son los
coeficientes de Fourier de £ relativos a ¢k,

Volviendo a las dos expresiones 'II.3.16 y I1.3.17,
pueden obtenerse teocremas interesantes y significativos. En
primer lugar, los términos Cax-C0* en 11.3.190 son
positivos, a menos que ak = Ck, ©n CUyo CasoO SOn COro, Do
aqui, la eleccidn de ax que hace minimo a E o3 obviamente
ak = Ok, y so tiene el siguiente

COROLARIO 11.3.4.1 Las sumas parciales de la serie de
Fourier

76
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1
Ciga + ... + Cngpmn , O:-Ir#:dx
a
dan un pequelio error cuadratico medio j: t:t-pn)z dx que
osta dado por cualquier otra combinacidn lineal
P maads + ... + angn,

Haciendo ak = Ck en 1I1.3.10, puede verse que el
minimo valor de error es

Eminarf. dx - P& 11.3.20

-3 k=t
Ahora, la expresion I11.3.180 muestra que E 2 O,
porque @) integrande en I1I.3.18, siendo un cuadrado, es no
negativo. Ya que E 2 O para todas las elecciones de ak, el
minimo de E Cel cual se@ incrementa cuando ak = €k o5
también 2 O.

La expresidén 11.3.20 es entonces

n n
.rr’dx-gm’zo o Eof s rf’dx.
o k=4 k=t a
Haciendo ademés n « @ , se obtione‘
COROLARIO 1E.8.4.3. Si Ck = _f: £ ¢k dx son los

coeficientes de Fourier de f relativoes al conjuntoe
ortonormal ¢n, entonces la serie § o* converge y satisface
la llamada desigualdad de Besscl.

o
ra® s r ££Cx01* dx. 11.3.21
k=4 a

L]
Ya que Q‘E o, la serie gm:' es no decreciente y tiene \{mite.
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Debido a que el término gsneral de una serie
convergente debe aproximarse a cero (22), se puede deducir
lo siguiente, del comoLanrio 11.8.1.2:

COROLARIO 11.5.4.8. Los coeficientes de Fourier Cn-_f:th

tienden a cero cuando n -+ &

Para aplicaciones, es importante conoccer si el
orror cuadratico medic so aproxima © no a cere cuando n + ®
Evidentemente el error se aproxima a ¢ero, para alguna
®leccién de los aks, sbdlo 5i el error minimo 1I.3.20 lo
hace,

Haciendo n + @ en 11.3.20 se obtiene 1la llamada
tgualdad de Parseval®

@
L Ct = r ££Cx01%ax, 11.3.22
£-3

ned

En otras palabras, la serie de Fourier converge a f
on ol sentido de cuadratico medio si y sdlo si 11.3,22 se
cuﬁplo. Si esto sucede para toda eleccidn de £ , se dice
que el conjunto ¢nCx) es cerrado. Un conjunto cerrado,
ontonces, e@s un conjunto que puede ser usado para obtener
una aproximacién cuadritica media de funciones arbitrarias.
Puede mostrarse que las funcicnes trigonométricas cos nx y
s8N NX son cerradas en 0 $ x S 2r, aunque la prueba es

demasiado larga para inciuirse.”

Se dice que un conjunto @nlx) es cospleto si no hay

.
Xn la seccidn I5. 4.4 se hablard del Leorema de Pareeval.

b Pusde enconlrarse en la referencia (23],
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funcién no Lrlvi.l. £Cx) la cual sea ortogonal a todos los
dxx. Exto e%, el conjunto es completo si

& = [0 1GO@GOdk = 0 para k = 1,2,3,..., 11.3.23

implica que
JPrtcoi®ax = o  I1.3.24

Siempre y cuando 1I1.3.22 se cumpla, I1.3.23 lleva a I11.3.24
enseguida. De aqui, se tiene:

COROLARIO II.8.4.4. Todo conjunto cerrado es coq).loto.'

11.3.3 Particularidad de la convergencia
de la serie de Fourier.

Ahora se obtendra una férmula explicita para la
diferencia entre una funcién y la enésima suma parcial de
su serie (trigonowétricad de Fourier.

Si £Cx) e3 una funcién limitada Jntegrable de
pvriodo 2n, la enésima suma parcial de su serie de Fourier
ox

n
Sixd = ino + ¥ Cak cos kx + bk sen kxd, 11.3.28

k=g
donde leos coeficientes estin dados por

£ n Y n
ak = o[ 7 £CL) cos kt dt, bk = & f 7 £C4d son kb dt.
11.3.28

-

En la.tecria de la convergencia media f(x) se cgmkdorn como trivial
ol fix) 2 0 para valores de x lales que I_'[f(n)l &= o,

La inversa tambidn se cumple: Yodo conjuntocompleto es cerrado [32)

DEBE
SLISTECA

3
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Sustituyendo 11.3.20 en la serie II,3.238, se
abtiene

n
Seoo = £ f 7 rCL [5 + P Ccos kt cos kx + sen kt sen kx)]d'.
k=g

n
£ n 1
=2 [, e [ : +k;=:‘cos k(t-x)]dt.
Si se dofine el llamado nacleo de Dirichlet por

n
DeCud = i + T cos ku, 11.3.27
k=4

el resultado anterior toma la forma mas simple
=2 (7 -
Selxd ot j'_" £CL) Dkt~ dt. II.3.28

Ahora, haciendo u = t-x en II.3.28,

m=-x
Snlxd = 'A',[ £Cx+ud DnCud du. 11.3.29
-fT—X

DCu} tiene periodo 2m por inspeccién de la
©c.11.3.27, y fCx) tiene también periodo 2n. Do aqui, la
integral de fCu+xODnCu) sobre cualquier intervalo de
longitud 2n es la misma que la integral sobre cualquier
otro intervalo de longitud 2n, y 1I.3.20 puede ser
reemplazada por

n
Sax = & J‘ £Cx+uDrCuddy. I1.3.30
-1

Ya que DnC-u) = Dnlud por 11.3.27, u se puede reemplazar
por -u en 11.3.30 para obtener la forma alternativa



SeGo = % J'rcx—u:w:u)du, 11.3.31
La suma de II1.3.30 y I1.3.3 produce

i g
28t = '5' I [LCx+W +HCx~ud] DnCwd du,
-n

Debido a que ¢l integrando es una funcién par de u,

l1a integral de O a n es la mitad do la integral de -m a n,
y de este modo se establece que

St = 27 rfCxtud + £Cx-w]DCw du, 11.3.32

Para presentar (x> en las consideracionez., se
puede observar que
1 4

;-;I:Mu) du, 11.3.33

ya que los términos con cos ku en II1.3.27 integran a cero.

Multiplicando JII.3.33 por 2f(x) (lo cual es
constante con respecto a la variable de integracién w, se
cbtiene

£ = 2 [ 2 £C0 Dacud du 11.3.34

Substrayendo I1I.3.34 de 1I.3.32 se obtiene la férmula
fundamental

Selxd - fCx) = "'_"' r[f(x#u)-af(x)'ﬂ’(x-u)]Dn(u)du. 11.3.38
-]

la cual se usara para estudiar la convergencia de Snlxd a
£Cx0.

Se dice que f(x) es seccionalmente suave, si la
grifica de fCx) consiste de un numero finito de curvas, en
cada una de las cuales, f'(x> existe, Se supone también

61
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que la derivada existe en los puntos finales de tales
curvas, en el sentido

Lim £Cx+uwd-fCxed ° ‘Ll.l‘g- £Ox—w -£Cx-) . II.3.30
u+0 u ~u

donde u+0+ significa que u+0 a través de valores positivos.
Tal funcién puede tener un namer o finito de
discontinuidades. Sin embargo, ya que los coeficientes de
Fourier de f(x0 no me alteran si f(x) es redefinida en un
nGmero finito de puntos, se puede supcner que

LCxeD +1Cx=D

£Cxd = )

I1.3.37
on cualquier punto x, sea f(x> continua o nc en x [Q).
Estos preliminares llevan al siguiente

TEORENA II.8.2. Si fCx) es periddica, de periodo 2n, es
soccichalmente suave Yy ostd definida en puntos de
discontinuidad por la ec.II.3.37, entonces la serie de
Fourier para (x> converge a f(x0 en todo valor de x.

Del comoLARrio nmsi.s se puede continuar queo

son Cn+s2d u du = O,

n L£Cx+ud ~f(xed
n-w ° e sen 1/3 U

Del mismo mode se puede cobservar que

Lm £OxX—w -£Cx-)
= soen (n+t2) udu = O
o

new 2 sen s/2 u

L]
@en (Ned/2)u = G0N MU €08 £/8 U ¢ Co8 MU sen 4/% u. KiI COROLAMIO
XZ.8. 1.3 se aplica a cada término.
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¥ por lo tanto la integral que representa Snix)-fCx) tiende
a cero cuando n « w Esto muestra que ‘:t; Snixd> = £Cxd, y
completa la prueba del tecrema.

XJ1.3.4 Integracién y diferenciacidn de
las series de Fourier.

Sea fCx) seccionalmente continua en t-n.nl'.
entonces la funcién

x
FCx2 'I £ dt 11.3.38
-n

@5 continua y seccionalmente suave. Adomis, FCx) permanece
continua si cuandeo se define para tener pericdo 2n,
FC-nd = FCm.

Ya que en II.3.38 FC-n) = O, la Gltima condicién se
reduce a

n
FCnd 'J‘ fCtD dt = m a0 = O I1.3.39
-n

donde t1,2 ao @3 el primer coeficiente de Fourier de fCx.

Aplicando ol TEOREMA 11.3.2, se@ puede deducir que
la serie de Fourier para la funcién periédica FC(xD converge
a FCxO para todo valor de x.

Se mostrarid que la serie de Fourier para F(x) es
obtenida integrando la serie para fCx). S n 2 1, el
coeficionte coseno de Fourier, An, de F(x) satisface

. Eslo quiere decir que el intervalo [-7,11) puede ser dividido

POT Puntos Xs,X3,...,Xnen un rimerc finito de intervalocs, on
cada uno de los cuales fix} es continua. También fix) debe Le~
ner un limite cuando Xexke asl como cuando X<xk- en el intervalo.
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n sen nX w sen nx
—_— - ’
= n FCx) cos nx dx = FC(x) " ‘_" f:" n F’Cx0dx

cuando se integra por partes. Ahora, ya que FC-md=FCn) =0,

la parte integrada se anula, y como F'Cx> = f(x», 1la
expresién queda

m A = -

e

n
-[ sen nx fix) dx = —ns".
-1

De la misma forma Bn = an/n, y también

n
Ao = ~ ,-"I x £Cxd dx. I1.3.40
-1

Estas consideraciones establecen el siguiente

TEORKMA 13.3.8. Sea fCx) una funcidn de pericdo 2n, la cual

tiene una serie de Fourier
@
¥ €an cos nx + bn sen nxd. II.3.41
n=1

Entonces, con Ao dado por II. 3. 40,

x Y ® bn
I fc dt = L A+ EC r!\" sen nx - X" cos nxd, II.3.42
-1

n=4

¥y esta ecuacidén se verifica para toda X, aun si la serie de
Fourier II.3.41 no converge. Ademas, la serie II.3.42 es de
hecho la serie de Fourier de la funcién en el miembro
izquierdo.

En @l caso on el que ac ® O, tal que la serie de
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@

Fourier para f(x) sea 12 ao + § Can cos nx + bn sen nxd>,
. nxd

Se aplica ol TEORKMA 11.9.3 & fCxD - 4/2 ao.

En vista de que
8 . re -
P otooax = [0 too ax - f2 roo ax = R - R

para todo a y 3, se puede deducir por ol TIOREMA 11.%.3,

que

jg £Cx) dx = _[g Cirz 20) dx +"§ Jcan cos nx + bn sen mdx.
I1.3. 43

Este resul tado puede resumirse como sigue

TEOREMA 11.3.4. Cualquier serie de Fourier Csea convergente
© ned) puede integrarse término por términe entre cualquier
limite. La serie integrada converge a la integral de la
funcidén periddica correspondiente a la serie original.

Para poder diferenciar una serie de Fourier, es
preciso que la funcién periddica que genere la serie tenga
derivada para todo valor de x. Por otra parte, cuando esta
condicién se cumple, normalmente se puede diferenciar, como
se demuestra con el siguiente

TEOREMA 11.8.9. Tenga f(x) periodo 2r, y supdngase también
que f'Cx> existe para todo valor de x, sin excepcién. Si
£0°¢x) s continua®, la serie de Fourier para £*Cxd puede
obtenerse diferenciando la serie de Fourier para fCx)., Si
£'Cx> o3 continua y tiens solamente un numero finito de
miximos y minimos en [-n,n), la serie diferenciada converge

PFuede demosirarse que si. '00 wsatielace las condiciones de
Dirichlel, entonces (') ee conlinua necesariamente [B),



de hecho 2 £°Cxd para todo valor de x.

la aplicacién repetida del tecrema da el resultade
correspondiente para derivadas superjicres. Por ejemplo, la
sorie para f'°(x) puede encontrarse diferenciando la serie
para fix> dos veces, siempre que f£''Cx) satisfaga las
condiciones del teorema,

El TEoRZNA II.3.3 s@ debe establecer aplicande el
TEOREMA 31.8.3 a la funcién f'Cx). Siendo continua f'Cx>
tiene una serie de Fourier, y el término constante ac puede
sacontrarse de

n
n s = j‘ £°Cx> dxe = fCnmd -~ fC-—nd = O,
-n

Asi, la sorie para £'Cx) tiene la forma 1I1.3.41, a

L]
% Can cos nx + bn sen nxd. I1.3.44
nad

Como consecuencia del TEORENA II.3. 9, la serie de
Fourier para la funcién

n
I £'CL dt = fCx> - fC-rd
-1

tiene la forma 11.3.42, y por lo tanto la serie para fix0

oS

£C-n + i Ao+ " sen nx - :—:" cox nxd. I1.3.48

3
ntMMB8
n
Al

Puede observarszse dque la diferenciacién de II,3.48
da I1I.3.44. En cotras palabras, la serie de Fourier para
£°C(x) puede encontrarse diferenciando la serie para (x>, y
43ta 3 la afirmacién principal del rzoamma 11.3.3,

86
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Ya que la xerie diferenciada es una serie de
Fourier, su convergencia puede probarse por métodos
usuales. En particular, si f’Cx) satisface las condiciones
de Dirichlet y es continua, entonces la serie de Fourier
para £'Cx) converge a £'Cx.

Do este modo queda establecido el rxomxMa 11.3.9.

Los métodos anteriores llevan a algunas
desigualdades importantes para los coeficientes de Fourier.
Cuando una funcidén f(x) satisface las condicicnes de
Dirichlet, puede mostrarse (211 que los cooficientes de
Fourier tienen el orden de magnitud 1/n. Esto es, existe
una constante M dependiente de f(x0 pero no de n, tal que

N N
jan) s /. fbn | & - . 1I1.3.48

Ahora, si los coeficlentes de Fourier de £°Cx) en
11.3.44 satisfacen tales condiciones, entonces 1I1I,3.4€
miestra que los coeficientes de f(x) westin limitades por
X /0%

Mis generalmente, se puedo empozar con {‘bC)O [ ]
integrar k veces. Las constantes de integracién se anulan
como en la derivacién de I1X.3.44, y se obtiene:

TEOREMA I1I.3.0. Tenga f(x) pericdo 2n, y suponiendo que la
k-#sima derivada de fi{xD> satisface las condiciones de
Dirichlet en [-n,m). Entonces los coeficientes de Fourier
de £00) satisfacen las desigualdades
M L3
| an } § ~—— B fbn ] = — »

ket k=t
n n

donde la constante M depende de f{x), pero no de n.



IX.4 LA TRANSFORMADA DE FOURIER,

II.4.1 Conceptos basicos.

fo que se ha tratado hasta este punto en este
capitulo se refiere a funciones periddicas. Debido a que
muchos problemas priacticos involucran funciones no
periddicas, se hablars ahora de un método del anilizis de
Fourier que incluye funciones arbitrarias.

En la soccién I1.2.4 se definid a la transformada
de Fourier con la ec.II.2.28. Renombrando variables (x por
t y u por m‘. se define a la funcidn FCD a la que se
conoce como transformada de Fourier de fCtd), y el operador
de integracién se simboliza frecuentomente por ¥ ; esto es

-t

w©
FCD = F (fCtd) = ‘[ L o dt. II.4.1
-

El operador inverso 8" se obtlene cambiando el
signo a { en la exponencial, de tal modo que la ecuaciédn
anterior pueda escribirse

- ! ®
fe0> = Frrcmy = = J Fen o an, I1.4.2
—0

¥y fCL) se denomina transformada inversa ds Fourier des FC(D.
A las ecuaciocnes II.4.1 y II.4.2 Lambién se les conoce como
par de transformadas de Fourier.

Se puede observar que la transformada de Fourier de

- . . .
Se cambiaron los nombres de los variables para hacerias coincidis

con la frecuencia circular {2y et Liempo L, y vieuslizar mejor la

relacidn con La dinamica estruclural en los capitulos posteriores.
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£CLD eosti bien definida si f es continua por tramos en cada
intervalo finito y f es absolutamente integrable de - a o,
esto es, si [ 2 |fCtd| dt es finita,

-0

Para la representacidén de f por medic de su
integral de Fourier, es suficiente que f sea suave por
tramos en cada intervalo finito e igual al valor medio en
los saltos. En otros términos, la condicién para que FC(D
oxista, esta dada por

©
I |f(|.)l dt ¢ o, II.4.3
-

lo cual se demuesira de la siguiente manera:

Puesto que o_"m' = cos (it - 4 sen (U
de donde ‘e"‘m'| = o cos't + sen®t = 1
[fce @ ”l = jrcedt|,

=o sigue que

Ot gy

@ a
I |fCt)| dt = I Ifct)o
- -
s finita, entonces

3 "
-‘. (e
—0

La ec.11.4.3 es una condicién suficiente perc no

dt es finita, es decir, JF [f(tD] existe.

necesaria para la oxistencia de ¥ [fCtD]; algunas funciones
que no satisfacen II.4.3 pueden también tener transformada
de Fourier; éstas funciones se estudiaran mis adelante.

En general, la funcidén FC(D = ¥ (fCt) es compleja,
@s decir, puede escribirse
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FCED = RGO + & ICD,
donde RCMD e ICD son funciones reales. Ademis

FCOD = [FOD lowm
donde [FCOO| y KO0 san también reales y se conocen como
oxpectro de magnitud y espectro de fasoe de fCtO,
respectivapente.

Si fCL) es real, eontonces, mediante la identidad
) at = cos (U - 4 sen X,
o posible expresar la relacidén II. 4.1 como sigue,

@ o
FCD = I L) @ dt
~o

© ]
= I fCL) cos Ot dt - I £CLD sen Ot dt
- -

= RCD + 4 ICMD. I1.4.4

Igualando las partes real o imaginaria, se tiene

@
RCED = ‘ll £CLd cos Qt dt, 11.4.8
-0
o«
D = —I fCid sen Ot dt. 1I.4.0
-

Puede demostrarse que RCID e IC(D son funcicnes par
® impar de 0, respectivamente,

] @
KD = J- fCtlcosC-Otddt = I fCOcastdt = RCLD,
—o -

] «©
ICAD = -j fCisen(-Ntodt = j. fldsenitdt = - ICD.
-0 -
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Adenis,
FC~D = RC~D + L IC-D = RCOD - ¢ IC® = Frew,
donde Feo denota al conjugade complejo de FCQD.

De lo anterior puede concluirse que si 1la
transformada de Fourier de una funcién real fCt) es real,
entonces fCL) es una funcién par de t; y que =i la
transformada de Fourjer de una funcién real f(td es
imaginaria pura, entonces fCt) es una funcién impar de t.

Si flL) esti definida sélo para 0 < t < @ se puedo
definir fCtD> para valores negativos de t por la ecuacion
£C-td> = (L), por lo que la funcién resultante ex par. En
este caso se supone un comportamiento conveniente de f£Ct)
para valores negativos del tiempo, perc al interpretar los
resuliados debe tenerse presente que fCt) esta definida
s6lo para t > O,

Si ahora se define (18]

Telfltd) = FelD = rtCQ.) cos (1 dt, i1. 4.7
(-]
entonces

2
£CL) = F'FCD) = —— | Ftcos O d0 11.4.8
[+]

donde FelfD se conoce como lransformada coseno de Fourier
de fCt), y el par de transformadas cosenc de Fourier esta
dado por las ecs.11.4.7 y I1.4.8.

Do la misma manera, £i fCtD ests definida s6io para
O < t ¢ , se puede definir también fCtd para valores
negativos de t por la ecuacion £C-td = —f(td, por lo que la
funcién resultante es impar.
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Si se define

JolfCLI) = Ful(D = rﬂt)son Ot de, 11. 4.9
o
entonces
2
70ty = 3:‘”‘.(&1)! = rr-cmun o do 11.4.10
o

o0 donde Fel() se denomina trangformada seno de Fourler de
£CLD), y lam ecs.I1.4.9 y 1I1.4.10 son el par de
transformadas seno de Fourier.

La interpretacidn quo se dard a la transformada de
Fourier en este trabajo ex la smiguiente:

Supéngase que cualquier funcién &, tiene dos modos
equivalentes de representacién, uno en ol dominio del
tiempo, fCL), y otro on e} dominio de la frecuencia, FCID.
Entonces la oc.I1.4.1 transforma la funcién (2, on el
dominio del tiempo, a su funcién equivalente FC(D, en el
dominio de la frecuencia, ¥y la &c.1I.4.2 invierte el
proceso. La transformada de Fourier analiza la funcién del
tiempo en un espactro de frocuencia y la transformada
inversa de Fourier sintetiza @l especiro de frecuencia para
obtener nuevamente la funcién en términos del tiempo.

Por Glitimo, es conveniente mencionar que en
ocasiones se define a la transformada de Fourier en otra
forma [17), que difiere de I11.4.1 por factores de escala,
de la siguiente manera

lLa transformada de Fourlior de la funcidén it we
define

- g, 11.4. 1%

1 ©
FOO = = I [{4% )
-
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¥ la transformada inversa de Fourier correspondiente se
vuelve ‘

1 - ey
0L = = I Fo o an, I1.4. 264
-0

XI.4.2 Propiedades de la transformada
de Fourier.

A cada funcién adecuada f(td), -w < t < o , la
Lransformada de Fourier le asocia una funcién FCO, - < O
< o Usualmonte <L) tiene valores reoales, pero
normalmente FCD tiene valores complejos; la teoria también
cubre ol caso en el que f(t) tenga valores complejos [17]).

A continuacién se presentan algunas de las
propiedades de la transformada de Fourier.

ADLINEALIDAD, St FiC = { (faCd}  y Faed = §F (f2Ced],
¥ a1 y az son dos constantes arbitrarias, entonces

Y fasfaClo+azf20Ld] = atFsC(D + aaFzCOD. 1I.4.11
Esto se verifica do la siguiente manera,

@ ~Ot
Y Casteltd+a2f2(td) = I (as1f4CLd+a2f2C L)) @ dt
-0
{197 dt

[} w
= as I fictre™ % a4t + a2 f faCtde”
-0 -

= atFs(D + azFa((D.

bO EscatoNaMiEnTo, Si A es una constante real y F(D =
S (£CLd ), entonces

1
J (fCatd) = T—F FCVad.

jal
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Lo cual se demuestra asi
Para a > O,

ot

©
3 (fCatd] -J' fCatd o dt.

-
Sea at = x; entonces,

-
3 rcawy = L I tC0e CVBIX 4y
-

Como ia variable de integracién o8 nuda, pusde
representarsele con cualquier simbolo, de este modo,

(-]
3 tecawy =1 I roey o K™t 4
-0
1
= a7 Feoe. 11.4.13
Para a < O
w©
B 1rcatd) = | reard o ae.

-0

Sl so tiene de nuevo at = x, entonces,

-
3 trcawy = 1 J— 1030 o KRRIX 4y

-

o
- - %I rcey o KVL 4
-0

1
= — F(Qad. IX.4.14

18§
En consecuencia,

1
J (gcatd) = 'I.—l FCiyad,
La funcién fCatd representa la funcidén €CL)
contraida en la escala del tiempo por un factor a,
Andlogamente la funcidén F(O/a) representa la funcidén FCQD
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expandida en la escala de frecuencia por el mismo factor a.
La propiedad de eszcalonamiento, por consiguiente, afirma
que la contraccién en el dominio del tiompo es equivalente
a la expansién en el dominioc de la frecuencia, y viceversa.

€ Si ¥ (fCLd]) = FUD, entonces

d (£C-td) = FC-» 11.4.18
Lo cual se prueba de la siguiente forma: por la ec.Il.4.1i2,
s@ tiene

1
3 (fCatd) = +—~+ FlQ/a.

3 UEC-12]1 = FC-Q).

Haciendo a = -1,

dd DESPLATAMIENTC KN XKL TIENPO. Si FCD = ¥ [fCLd),
entonces,
J (fCL-tod) = Feope o, I1I.4.18

Esto se demuestra asi: la transformada de Fourier requerida
o

® -t

Y (fCt-tod) =J- fCt-ted o dt.
-0
Haclendo t - to = x, dt = dx,
~dX Lo+xd

[}
B L£CL-tod] =I 10O @ dx

- .
- ’-l.ﬂto I £C30 o-au dx
-
= o™ pe.
9) DEBPLAZAMIENTO EN LA FREGUKNCIA. Si fo es una constante
real y FCO = ¥ (£CLD), entonces
3 trcey oY1 = Fea-od. 11.4.17
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Lo cual ze verifica de la siguiente forma: la transformada
de Fourier requerida es
@
3 tecw o . I tecey ot
-

Jje o dt

-]
- I rcLe KO
-0

= FCO-(0.

) siusvmia. Si FUD = ¥ [fCtd), entonces
3 (FCLD] = 2nfC~D, II.4.18
Recordando la ec.I1. 4.2, se puede escribir,

@
2nfcty = I Feme an, I1.4.10

-0

Cambiando t por -t en esta oxpresién,

@ ot
2afC-td> = IF(I‘DB dQ. I1.4.20

-0

Ahora, intercambiande ¢t y 0 en la ec.II.4.20, se obtiene

-t

®
2nfC-{p = I FCtoe dt = F (FCtD). II. 4. 28
-0
QY TRANSFORMADA DE LA DERIVADA. Si ¥ ffCtd} = F(® y

£C) « O cuando t + * ®, entonces
FIL'CL) = OFCD = (0 Y LICL), II.4.22

Integrando por partes, se obtiene

- -m“.

@, , - ® 0,
JLerCd] = fetcIe  Nde = fCtde ot @ J et

IX.4.23
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Puesto que f(t) +.Ocuando t « £t @ , s® tiene que
. [ -0t
JLecwd) =@ j'_oru)o dt = & FCED = 0 P 11CL)),

Se acaba de demostrar que la diferenciacién en el
dominio del tiempo corresponde a la multiplicacién de la
transformada de Fourier por &) , dade que fCt> + O, cuando

teto,

También se observa que si flt) tiene un nGmero
finito de discontinuidades stbitas, entonces £'Ctd contiene
impulsos.

Nediante 1la aplicacién repetida de I1I.4.22, se
obtiene .
3 ££'™Ctd) = COOFCD = CuD™Y (1CLd), nma... II.4.2¢

Esta Gltima ecuacién no garantiza la existencia de 1a
transformada de Fourier de f™Ctd, =dlo indica que si la
transformada existe, entonces esta dada por C4DTFCCD.

hD) TRANSFORMADA DE LA INTECGRAL. st 3 (£CL) = FCD, con
Q»noO, vy
(-4
I £Ciddt = FCO> = O, 11.4.28
-0 .
sntonces,
t 1 1
3 [‘[m £ dx] = @ F&» = = B LCLdL.
II.4.28

Esto se pusde demostrar asl, sea la funcidn ¢ tal
que

L)
KLd -I £Cxd dx ; II.4.27
-



sntonces, ¢'CLtd = £Ct). Do donde, si F (¢td] = @D,
entonces, de 11.4.22, se tiene

B (P CEd] = F 1£CLD) = i KD

11.4.28
con tal que
Um ® L]
tow KD = f 0200 dx = f 7 £CL) dt = FCO = 0.
II.4.29
Por consiguiente,
i 1
8D = ~o P (O] =~ FO, I1.4.30

wsto eox,
o i 1
. | [‘L:(;O dx ] Ty FCRD = Ty 3 rCed),

La ec.11.4.208 se aplica s6lo cuando Qi # 0. Cuando O = O,

-]
B [4Ced) -I LD dt. II.4.31
-

Por otra parte, cuando FCO) = _]'_: £CxO dx ® O, se tiene

© 1
3 [‘[wfc:) dx ] = 0 FCD + nFCOdSCD. (18]

donde & e3 la funcidén impulso unitario. ®
1I1.4.3 Teorema de convolucidn.

Para fiCtd) y f2(td definidas en ~ ® < ¢t ¢ o ,

e
define la convolucién fikfz = £ por la ocuacidn

®
<L = I £1CxdfzCt—xDdx 11.4.33
-

‘gx)-{:::‘:: ,-N”uw._{étudg:_{-&um:n,.)o.

sa
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¥ Se sxprexa simbdlicaments como
£CLD = faCLlnfalLd. 11.4.34

Esta tiene sentido si las funciocnes f1 y fz son
continuag por tramos, una de ellas es absclutamente
integrable en - ® < ¢t { @, ¥y la otra esta acotada.

Si f1CL) = 0 y £t = O para t < O, entonces la
ac. I1.4.33 se reduce a

fCL) = £aCLOwufatd = rfiCx)f:CL-x)dx. 11.4.38
L]

La importancia de la operacidn 11.4.33 descansa en
el siguiente
™ A bz . Sean fi, fa, [fc[‘ y {rn['
integrables, y sean todas las integrales infinitas,
interpretado esto on ol sentido de la convergencia media.

Entonces el producto de las transformadas ex igual a 1la
transformada de la convolucién (22).

En sfmbolos,
S (HComfaCtd) = ¥ (£1CLD) ¥ [(faCtd) 11.4.30
= FtCOFCD.

Aunque una prueba completa requiere conocimiento de
la integral de Lebosguo y de la convergencia media, ésta
propiedad puede entenderse como sigue: Se tiene

(-] (-]
3 tfanfa) = I [I £40xOL2Ct-xDdx ] et 4y
- -

o -]
- I [I tett-0e ™ ar ] £40 dx,
-0 -0
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asumiondo que el orden de la integracién puede ser
invertida.

Si se hace un cambio de variable en la integral que
involucra a dt, con z = t -~ x, se cbtiens

® o« -] @«
I [I nc;)."‘""maz]ncxzdx - U nc:o.“‘“‘dx]U tx¢z0 ™ PFaz],
-5 A -0 -~ -<0

y este resultado eos J (£ F irad.

La convolucién obedece otras reglas formales,
algunas do las cuales se presentan a continuacién sin
detallar la demostiracién do cada una de ellas (18).

ADLEY CONMUTATIVA.
£aCLOufaCtd = f2(tdufiCed I11.4.37
O LEY ASOCIATIVA. :
(RACLONTICLI IS altd = £4CLdu [faCLtonfalid] 11.4.38
cOla convolucién de una funcién £CtD con una funcidn
iwmpulso unitario, 8Ct), conduce a la misma funcidn £Ctd,

FCLOMSCED = £CLD 11.4.39
[ =} A DE CONV EN KL TIEMPO.
Si ¥ IfaCLd) = FiCl® y §F [f20tD] = Fa( (D, ontonces
T (£4CLOBCLI) = FiC(DFaCD. 11. 4. 40
ad DE GONV EN LA F SA.
St FUHFCD) = £16L> y FUFKOD) = 201D, entonces
a“tr.cmm-‘:cml = 2afitofaiLd, IX. 4.42

o también,

1 ) 1 @©
3 (£uCtdf2CLd) = Bn FiCO wFa(d = —= I FiCydDFzCQ~yddy.
-

IX.4.42
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IX.4.4 Teoroma de Parseval.

4§ teorema de Parseval afiraa que si la
transformada de Fourier de f(td ez FC(D, entonces

[ i @™ 2
I freed oL = = I {Feod {fan. II.4.43
- -0

La demostracion a este teorema puede encontrarse en las
referencias (8,0,16,28}), y se omite en este trabajo.

X1.4.8 Transformada de Fourier do funciones
espociales.

En la seccién Il.4.%1 se vio qus la condicién
suficiente para la existencia de la transformada de Fourier
de una funcién ests dada por la »c.11.4.3, es decir,

foqrwfa ¢ @, I0.4.44

SAin embargo, algunas funciones no satisfacen la
condicion anterior. A continuacidn seo presentarin algunas
de estas funciones, sin detallar las demostraciones
correspondientes, las que puedeon encontrarse eon las
referencias (8,9,18).

a) Transformada de Fourier de la funcién impulso unitario
&CLD mostrada en la fig. Il1.4.¢

10
JI6CL)Y = 5, 1I.4.49

fig 1. 4.1
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b Transformada de Fourier de una constante Cfig.11.4.2

(143}

3 LA) = 2AnsCD I1.4.48

4
o fig.11.4.2

c) Transformada de Fourier de la funcidén escalén unitario
vCl), definida por )

L para t > O
v -{o tc<o 11.4.47

(Lo funcion no eeto definida para ¢ = 0)

J LvCtd) = v 6CD + 1/40. I11.4.48
i
t

fia.11. 4.3
S —————————

&© Transformada de Fourier de una funcidén periddica fCLD
con poriodo T.

® .
J ICLd] = 2n T CnéO-nllod I1.4.49

ne-®
donde (o = 21T y Cn son los coeficientes de Fourier de fCtD.
@) Transformada de Fourier de funciones generalizadas.

En el apéndice # se encuentra una tabla de
transformadas de Fourier de algunas de ostas funciones.
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& O Buigham, 1974,
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XXX LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER.
IIZ.1 INTRODAKCCION.

En el primer capitulo se estudid la manera como se
puede obtlener 1la respuesta de un sistema dinémico,
haciendo un andlisis a través del dominio del tiempo.
Ahora bien, algunas veces, en especial cuando se trata de
excitaclones arbitrarias, es preferible gque tal anslisis
se haga a trawss del dominio de la frecuencia. Sobre esto
se hablars con mayor profundidad en el capitulo IV, pero
es canveniente mencicnar en esta par!.‘o, que para realizar
este Gliimo tipo de anAlisis, eos necesario utilizar el par
de tronsformadas de Fourier, que como se vio en la secciédn
IX.4.1, poermite transformar una funcién definida en el
tiempo a otra equivalente, pero en términos de la
frecuaencia.

La aplicacién formal de este procedimiento esta
limitada a los casos para los cuales so dispone do las
transformadas de Fourier de las funciones de la excitacidén
aplicada, pero aun en tales casos, la evaluacién de las
integrales resultantes puede convertirse en un proceso
tedioso.

De ezsta manera, para poder hacer un uso préctico
dal método, es necesario formulario en términox de un
procedimiento de anilisis numérico. Esta formulacién
numérica puede dividirse convenientemente en dos fases:

) Derivacidn de las expresiones de la transformada
discreta de Fourier C(TDFD que correspondan a las
expresiones integrales de las ecuacicnes 11.4.1 y IX.4.2.
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{1} Desarrollo de un método numérico eficiente que

permita evaluar las transformadas discretas de Fourier.

Este Gltimo es @l método de la transformada rapida de

Fourter (the radix-two fast Fourier transform, FFT),

algoritmo publicado en abril de 1985 por J. W. Cooley y J.
-

#. Tukey.

Cada una de estas dos fases sera discutida on las

secciones siguientes.

IIf.2 TRA)&‘MA DISCRETA DE FOURIER.
I1I.2.1 Conceptos bhasicos.

Nuchas veces es necesario llevar a cabo madidas
experimentales digitalmente, por esta razén es conveniente
que una funcidn tipica, fCt), pueda muestrearse en una
serie de tiempor regularmente espaciadas, como se muestra
en la fig.I1l.2.1. Si el intervalo nuestral, At, es
constante, entonces el valor discreto de fCt) en el tiempo
t = rAt, puede escribirse come fr. y la secuencia {(fr)>,
R L. ~2,4042,..., puede llamarse serie de tiempo
discreta,

[ ]
An  olgorithm for the machne. putation  of il

Fourier series (B5,18].



‘ frefCL=rAt)
fafe
h/’”‘ﬂ s
fol
-
. !
AA8 A
raAt
fig. 111.2. 1 Hugodrer da una funcibn cendinua Usanes
on iniswaleo reguloreo, o o

Segun so estudid en el capitulo II, =i una funcidn
fCL) o5 periddica con periodo T, entonces es posible
escribirla en la forma de la ec.1I.2.13.

Renombrando
variables, se tiene
ao 2nnt 2mt
<L = —— tnz( an cos 3~ + bn sen — ) Irr.2.1

donde los coeficientes se obtienen de las expresiones

2 T 2nnt
an = —3— I (L) cos T dt ,
o
2 o7 2mmt
bn = T‘I fCLD sen - dt . 111.2.2
o

Uilizando notacién compleja, las wecs.III.2.2
puedsn comhinarse en una sola; definiendoc

an bn
Frn = 2 t"‘s. 111.2.3

lo cual e equivalente al coeficiente Cn de la seccion
XI.2. 4, Yy recordando la férmula de Euler,
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2nt ’ 2nnt
o-t2nnt T cos —y - U sen 7 + S obtiene
1 T .
Fn = -—1—_~j fouy o tET 4, 1I1.2.4
o

la cual puade compararse con la ec.lI.2.24.

Si se desea representar ahora a la serie continua,
fCl), por una serie discreta {(fr), rzo04.z....N-D), Sera
necesario disponer de muestras jgualmente espaciadas,
haciendo ¢ = rAt y At = T/N. En este caso, la integral
I11.2.4 puede escribirso en la forma aproximada

1"'

Fn = 2 e e—u.C?_nn/DCrM,)

SN I11.2.%

Puede asumirse que el 4rea total bajo la curva de
la fig. I11.2.2 esta dada, aproximadamente, por 1a suma de
todos los rectangulos sombreados.

fCLicosC2mnt /T3

ot v 234 r
Lrwed)

fig. 111. 2.2 Lprgimacibn  gue wm e chleule de lao
coolicisnian de Founier ds una oerie diocrsta.
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Sustituyendo T = NAL en I11.2.8, se obiiene

4 N-g

Fn = ___2 fr .-izrmrm
N rz0

111.2.8

lo cual puede tomarse como una forma aproximada para
calcular los coeficientes de la serie de Fourier,
oc, II1.2.4.

Aunque la ec.III.2.6 no provee informacién completa
para obtener la serie continua fCt), es importante el
hecho de que permite recuperar exactamente a todos los
valores discretos de la serie (fr)>. Cualquier valor fCtd
de la serie (fr> puede obtenerse de la fdérmula inveorsa

183
N-s

fr = z Fn @t2rnrN 111.2.7
n=o

Con esto se ha llegado a la definicidn formal de la
transformada discreta de Fourier de la serie {(fr), para
r=0,4,2,. . . (N-t3, la cual estd dada por la ec.IIl.2.8; Yy
la transformada discreta inversa de Fourier
correspondiente, dada por la ec.111.2,7.

Conviene wencionar que existen diferentes
expresiones para la definicién del par de transformadas
discretas de Fourter [86,13,18), y esta es una de ellas.
Como uno de los objetivos del presente trabajo es el de
proporcionar un programa que cblenga tanto la transformada
de Fourier, como la transformada inversa de Fourier de
funciones arbitrarias, eos preferible utilizar una forma
alternativa para o1 par de transformadas discretas de
Fourier, del modo siguiente: para encontrar ia
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transformada discreta de Fourier de la serie {fr), se
utilizara la ecuacién ' ’

N-12
1
-i2nrnsN 4
Fn = fr o , ns0,1,2,...,CN-1>, III.2.8
; N rZo

¥ para la transformada discreta inversa de Fourier

N=-13
1
Lennr /N
fr = —J—_—— Fr o' , v=0,1,2,...,CN-1>. III.2.9
N h=2°

Es preciso aclarar que la definicién que se utilice
debers ser la misma tanto para transformar como para
antitransformar. En la seccién III.3.2 se explicark por
qué se prefirié usar esta definicidén, y enseguida se
verificard la validez de la ec.IlI.2.89, habiendo definido
a la transformada discreta de Fourier con la ec.Ill.2.8.

Haciendo r = s en la ec.l111.2.8 y después
sustituyendo on @l miembro de la derecha de la ec.IIl.2.9,

1 N-t 1 N-1
Fo otennr/N —_ te o t2NSN/N ’v;Znnr/N
R
N-t Net

= z 2 = fo .-icznn/tDCSﬂ-).
ni0 #:0

Intercambiando ¢l orden de las sumatortas

N-g N-1 1
2 [ ~1C2nn/NDCs~r)
= 2 ) ~ fe,
o nfo

como n,s.,t ¥ N son enterocs, todas las exponenciales suman
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a cero, a mencs que s = r, de manera que el término entre
corchetes (el cual es la relacidén de ortogonalidad), esté
dado, ya sea por

N-g
Z‘ o—i(ann/)DCs-r)

[

=0, para s * r

2 e—i(amvwc:-r) =N, para s =1,

y de aquf

Nes  Net :
zn[ 2 o t(2M DS~ ] 5 o = fr
L ] n=o

con lo que se verifica III.2.0.

El rango de las componentes de Fourier, Fn, eosts
limitado de n = 0 a n = (N-1), correspondientes a
arménicas do frecusencia

2mm 2rmn
n = =5 ® Nt I1r.2.10

con el fin do mantonor la simetria del par de
transformadas, ecs.1I1I.2.8 y 1I11.2.9.

Conviene mencionar que las propiedades de la
transformada discreta de Fourier se cumplen de igual
manera quo las de la transformada continua de Fourier
correspondiente. De esto se hablaréd en la siguiente
seccidn.
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III.2.2 Propiedades de la transformada

discreta de Fourier.

Por la forma como se dedujo, se puede considerar a
la transformada discreta de Fourier como un caso
particular de la transformada de Fourier. Debido a esto,
las propiedades de ésta lo son también de aquélla y es
posible reestablecer tales propiedades para la TDF. A
continuacién se presentan algunas do las propiedades
estudiadas en el subcapitulo IX.4.

@ LINEALIDAD.

Si las transformadas discretas de Fourier de f{r y

gr son Fn y Gn, entonces (6]
¥ Uer + gr) = Fn + Gn III.2.11
& SIMETRIA.

Si fr y Fn forman un par de transformadas de

Fourier, entonces
Y EFr) = fen, III.z2.12

Sustituyendo en I11.2.9

N-f L

. _ ‘

£ = o z Fn o 2TNCTTI/N, I11.2:43
nfo
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intercambiando los pardmetrom r y n

-
1
£-n = 7 2 Fr @ tEnneN I1.2.14
nio

©) DESFLABAMIENTO EN X1, TIKMPO.

Si fr es desplazada por el entero k, entonces

~i2mnk /N I1X.2.18

3 fe-w) = Fn @
Eslo se verifica sustituyendo § = r-k en la transformada
discreta inversa do Fourier, de la siguiente forma

g N8
. L2nni/H
L= A Z Fn e*
=0

N-g
Z. Fn °Lam-\C(-—k) /N
20

Lr-k = < d

N-4
. .
frx = oy Z [Fn o“z"""”‘] o2 N 111,218

b DEBFLATA TO XN LA F A.

Si Fn es dosplazada por el entero k, entonces su
transformada discreta inversa do Fourier es multiplicada

por o 2PN o decir,

i2nkr/H

Jifre } = Frn-k I1Y.2.47

1o cual se verifica sustituyendo j = n-k en la IDF,
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N-s

i

Fj = 'ﬁ-z fr a-ta"r"m
o

g N-t
Fnk = Wz fe o—tan(n-kJr/N
=0

1 N=g
WZ (fr ol2Mkr M, -t2mroN 111.2.18
=0

@ FUNGIONKS PARKS.
Sea fr una funcién par, entances fr = f-r y la
transformada discreta de Fourier de fr es una funcién par

y 8 real, esto es, escribiendo Fn = Rn + {n, entonces,

3 Nt 2nnr
Y frd = Rn = ;g-z_on cos —- . I11.2.10
Esto se puede demostrar de la siguiente manera
g Nt
-i2nrnN
Fn = Z fr 0"
wL,

1 [N" anrn N-t 2nrn
= = fr cos + 1 fr son }
W o N 2:0 N

1 Nt 2nrn
i -oh cos M
= Rn,

El término imaginario es cero debido a que 1a
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sumatoria es sobre un nGmero par de ciclos de una funcidén
impar.

Por otra parte,

2nrn 2nC-ndr
fr cos M = fr [cos —T-—'] .
entances, Fn = Fon , ¥y la funcidén en la frecuencia es

par. La férmula inversa se prueba de manera similar. De
aqui, si Fn estd dada como una funcién par y es real,
entonces, 3u transformada discreta inversa de Fourier es
una funcién par.

f? FUNCIONES IMPARKS.

Sl fx = -f-k, entonces fk e3 una funcidn impar y su
transformada discreta de Fourier es una funcidén impar e

imaginaria;
1 N-1
Fn = __ﬂ_rzm‘.r o-iarmr/N
" N-t 2anr Nes 2rnr
= - fr cos -t fr sen }
N [ Z,o N 2_, N
g Nt 2nnr

= -{ wzwtr sen N

=z (In .
La susa real os cero ya que la sumatoria es scbre un
nGmero par de ciclos de una funcién impar. Para Fn dada
como yna funcién impar e imaginaria, la prucba de que fk
a8 una funcidn impar se establece de manera similar; de
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donde
) g Nt 2mr
FULK) = iIn = ¢ -—2 fr sen IIL.2.2
WL, N
& DK CONV N KL TIENPO.
Considerando la convolucién en el tiempo
Nt
gr =5 hx frk = hewtr 111.2.22
«0

puede hacerse una serie de sustituciones en II1I.2.Q
N-g N-g g N-t g Nt
2 P fri = z [W LH"' o tRNMK/N ”’ﬁz Frn @l2nnCr-k3/¥ ]
x%¥o 131 =0
intercambiando sumatorias
N-t N-g N-g

1 .
- -7772, Z_ He Fn otonnr/N [Z'oo-annkm o Mk /N ]
m= =0 -1

donde ©1 términc entre corchetes es la relacién de
ortogonalidad y es igual a N si m = n, @ igual a cero si
m ¥ n; por tanto

M- N-1
hewge = 2 he frok o 2‘\’ Him Frn 2T M 111 2 23
x¥o n¥

Y se establece el teorema de convoluciédn en el tiempo para

la transformada discreta de Fourier

1
Y [heute) = b Hm Fn . I111.2.24
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MTEOREMA DE CON EN LA P

Si se considera ahora a 1a conwvolucidén en la

frecusncia
N-t

Gn = zv B Frk , 111.2.28
X
s® puede establecer el teorema de convolucidn en la

frecuencia, sustituysnda en la ec.II1X.2.29

N-g N-t g Nt g Mt )
H Fnk = [ b o~ LENERN ][_ fe o tEAFCR-KI M ]
bk WY, L
Net M-t

1 [Ty
- "zn L"’ £ o i2MTRN [Zo.-(annkm PR 2 ]

donde el término entre corchetes ex otra vez la relacién
de ortogonalidad y os igual a N si m=r e igual a cero
para = ¥ r; por lo que

N-$ N-4
Z He Fo-k = z P e ARG 33 -3 4
=0 o
y puede sstablecerse 1o siguiente
-4

1
B (hefr) = o= HewFe = z Hx Frx  I11.2.28
N [P :

) TEOAXMA DE PARSEVAL.

Para funcicnes discretas, se puede establecer la
siguiente relacicén
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N-g H-1
z £t = z |Fa]®. 1II.2.20
=0 =0

Para verificarla, sea gr = fifr. La transformada discreta
de Fourier de gr esti dada por el teorema de convolucién

on la frecuencia. ec.I111.2.28, como

N-1 -1
z_~r2anr /N
Z‘o’" = Zn“‘ Fek . 11r.2.30

donde, haciendo n = 0, esta ecuacién se vuelve

H-3 N=-3
er’ = z Fx F-k
0 =0
n-
-Z 1P}t 1r1.2.31
=0

con 1o que demuestra ol llamado teorema de Parseval.
IIX.3 LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER.
I11.3.1 Desarrollo del algoritmo.

La transformada rapida de Fourier (TRF) es un
algoritme de computadora que permite calcular las
transformedas discretas de Fourier. Se vio en la seccién
III.2.3 que la TDF de una secuencia finita <fr),
rs0,43.....,N71, @5 una nueva secuencia (Fn> definida peor
g N

L D Ll O PR e
=0
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Si se deseara encontrar valores para Fn por medio
de una aplicacién directa, se tendrian que hacer N
multiplicaciones de la forma CErrCet2nr N, para cada uno
de los N valores de Fan; do este modo el trabajo total para
hacer @1 cilculo cospleto de toda 1la secuencia Fn
requeriria de CHICH) = N* multiplicaciones. La TRF reduce
aste trabajo a un nimero de operaciones del orden Nlog’N.
Por ejemplo, si M = 2'°, W 1.1x10% mientras que
NlogH = 4.9x10%, 1o cusl es sélo 1/2000 del nUmero de
operaciones, por lo que la TRF ofrece una reduccién enorme
on el tiempo de procosamienta de 1la computadora.
Adicionalmente oxiste un incremento en la exactitud, ya
qie se reducon errores  por redondec dabidos al
truncamiento de productas. La fig. IIr.3.{ muestra una
comparacién entre el nGmero de operaciones que requiere el
cdiculo directo de la TDOF con respecto al nuswco de puntos
an la muestra, y el nimero de operaciones requeridas en la
IRF.

8 1o
0
e l
; i
[ | earouro oiszaro
: ]
3 !
8 |
LRl —
; !
5 . {
H | !
. ‘
a b ALOORITNO TRF
i) _—— A
S I I S~ A
1 - ] 2 >
32 PO N e

N: NUMEZRO DK PUNTOS MUKSTRALLS

fi‘.lg.&l Cemnaracitin ds leo  muliiplicaciensoe aequenidas

nes

cAlcule diracie y o olgoniine de o TRANSFORMADA

MAPIDA DE FOURIER.
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L2 manera cowo trabaja 1la TRF es haciendo
particiones a la secuencia completa (fs), formande asi
S9cuencias mis pequefias. Busca las TDFs de éstas y las
coubina ingeniosamente, para de este modo, encontrar la
TOF de la secuencia coriginal.

Supdngase que LS ¥ 58 rz0,4,2,. . . AN-5) 1 la
secuencia mostrada en la fig.l27.3.2a, donde N es par, y
que se !e ha dividido en dos secuencias mas pequelas {gry
y <{hr> como se muestra en ia fig. IlJ.3.2b, donde

gr = f2r
PE0,8,3,0 o o ANZBD, I1X.3.1
hre = £2r02

Las TDFs de las dos secuenclas resultantes son Gn y
Hn donde, de XII.2.8,

g N3 _‘.annr
N/
S emE] e
N3 0,43, . . N/ =~ 1), 111.3.2
g M-8 _£2nnr
N/Z
Hn = Marzo hr e
I
L f fy
() A a)
&
5!“; k:" h,'-f\
S'J' K L.‘(v
Nz A0
N N
$uhe ol

fig.111.3. 2 Parsicion de o o

@y y Ched. Sosncls €68 dn deo eedias-
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Rogresando a la TDF deo la secuencia original {fe> y
reordenando las sumatorias de manera similar a la
o, I11X.3.2. Se separan los términos impar y par de 1la
secuencia (fr) para cbtener

1 N-1
Fn = W-Zkofr .-taﬂnr/ﬂ

Iy N/R-12 N/2-1%
- [Lt" ootantarIn N th"‘ o LERCET +1On/N ] .

Sustituyendo de II1I.3.1,

g NoE-t Noa-8
Fn = # [Z or grlenrn AN | -i2mH Z he .-tam-n/(ll@]
=0 o

comparando con 1I1.3.2 se puede observar que
Fo = om [ Go & g tRON g II1.3.3
™ _éw . .
para n = 0,1,2,...,(N2 - 1D.

La TDF de la secuencia original puede, por lo
tanto, oblenerse directamente de las TDFs de las dos
medias-secuencias Gn y Hn do acuerdo con II11.3.3, Esta
ecuacién s el corazén del método de la TRF. Si el nUmeroc
N de muestras en la secuencia original <(fr> es una
potencia de 2, entonces las medias—secuoncias {gr> y <{hr>
pusdon dividirse asimismo en cuartas-secuencias, Yy as!
hasta que, eventualmente las Uliimas subsecuencias tengan

solamente un términe cada una de ellas.
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El método IXX.3.3 s6lo 5@ aplica para valores de n
entre 0 y (N2 - 1D, os decir, para la mitad de los
coeficientes de la serie {(Fnd>, Pero como so necesita Fn
para @l intervalo completc de O a CN ~ 1), hay una mitad
adicional al método para N2 < n £ (N-1D, la cual
aprovecha ol que Gn y Hn son periédicas en n y se repiten
a si mismas con periodo N2 tal que

On-N/2 = Gn , y .
Hn-nNs2 = Hn . II1.3. 4

El método computacional para calcular los valores
de Fn a partir de Gn y Hn, seria

1

Fo = o5 [ Gn + o l2NAN ] . PArA nTOAa. .. N/20
I111.3. 8
1
z [Bn-nn + .—(Znn/ﬂ Hn-N/:]. Para nzN/2,(N/2e8),. , . (N-1)

© bien si se permite correr a n sélo de O a N/2, entonces
un método alternativo equivalente es

1 .
Fr= = [G“ + oriBmnAN L ]

NI0,8,35 o o ANSTAY I11. 3.8
1 .
Frensz = = [Gn + e‘lanCnd-NQD/N Hn ]

~in

el cual tomando en cuenta que e = =1 ., pusde
simplificarse a
1 -2anN
Fn = = [ Gn + 0 Hn ]
' nz0,42,. .. N2 1I11.3.7

1
Fronsa = [Gn - g tAmnAN o ]



Finalmente, definisndo una nueva variable compleja ¥,

"l BN 111.3.8
se pusde obtener la llamada mariposa computacional
1
Fn = 7% [Gn + v Hn ]
N B 0A,. .. NS, 111.3.9

anu-;ls{&.-"’ﬁn]

la cual osté presente on la mayoria de los programas de
computadora de la TRF.

Con o1 fin de ilustrar en accidn a la TRF, se
considerari un caso simple eon el que la secuencia original
{f:> tenga pocos términcs, por ejemplo cuatro. Esta puede
dividirse on subsecuencias hasta que las
cuartas-secuencias tengan cada una un sdélo término,
fia. 111.3.3. Considerando 1a dofinicion bAsica,
ec.1I1.2.8, de wna TDF., es evidente que si sé6lc hay un

términe en la secuencia (fr), entonces

1 Mt )

Fn = WZ fr o PN L ., para Nai,r=0 y n=0 III.3.10
=0

de tal forma que la TDF de wuna secuencia de un sdlo
elemento os ol mismo elemento. Por tanto, automiticamente
se puaden conocer las TDFs de las cusrtas-secuencias y
2blo se tendrian que combinar &stas en dos partes para
encontrar la TDF de la secuencia original, como se ilustra
en la mitad inferior de la fig.111.3.3.
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Particidn continua

de 1o escusncia de =fo,fs,0z2,03 g
tiempo, hosta eeparar
tos 1éeminos oblenidos =fo,f2 et

’/(9\
Ctri=fo {urd=f3z

Lo ¥OF de una serie de un

nzu
termino, o4 »l mamo Lermino ' ‘

{TeYafo < =2 nzo

Combinacion progresiva \ nso,y
de los TDFe de la eerie
dvidida para conretruic Lo

¢ n:0,4.2,3
TOF do la serie originab "

Fig. 111.3. 3 Faoeo gices duranis La sneracidn ded
algeniime de Lo TR¥ da una oscusncia {fr) da & wbamineo.

Usando la notacién de la figura, las TOFs de las
cuatro cuartas-secuencias son T = fo, <(Un> = f=a,
<V = f3, (Wn> = fa, entonces puede usarse III,3,0 para
combinar (fTnd y (Un> y obtener (Gw, y (Va> y (Wn> para
<HnY. Ya que, en este caso HR = i, ¥ = o-ian/N = o":"'-l.
y asf{, de II1I.3.9,

i 1
&-E(fo*fﬂ Ho-T-z(r.vt:l
y 111,311
1 1
G-ﬁltn—tﬂ Hl'ﬁ‘fl“l)

Para la segunda aplicacion de 111.3.9, N2 = 2 y
W g tBN | N2 que
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4 .
Fo-—a'uoi-n*n*h)
R §
Fi = = [fo - f32 ~i(f1-2d} s
T111.3.42
1 : :

Fz = 2z (fo + fx - Cfe4f2)]

1
F» = 2 ffo - f2 +iCf1-12),

Los pasos que combinan progresivamente los términos
simples de las TDFs para gonerar todos los términos de la
TOF de la secuencia original pueden mostrarse en los
diagramas de mariposa, nmenclonades antericrmente, de la
fig. 111.3. 4.

Las dos mariposas superiores representan las
ocuaciones III.3.11 y muestran coémo <(Gnd y <Hnd son
generadas a partir de las cuatro TOFs de un término simple
fo, f2, f1 y fea. Un punto C:D en la mariposa representa
una variable y las flechas que llegan a cada punto indican
qué otras variables contribuyen a su valer. Todas las
contribuciones son sumas, a menos que aparvzca un factor
Junto a la flecha correspondiente, por ejemplo (-1) indica

resta.

Considerando el caso cuando N = 2% y los datos
iniclales de la secuencia han sido divididos sucesivamenie
en subsecuencias hasta dar N secuencias de un término
simple, se pusde dividir por YN desde el principlo, para
mantener la divisién por 72 en cada etapa del cslculo,
como so requiere por el método I11.3.9, y los términos
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simples resultantes pueden llamarse as, az, is,....u«.’

TOFa de secusncios de
un lermino simple

fo 2 £ ]
TOFe de secuencias de l l -1 -1
dos Lerminos 26 G1 2t
TDF de la secusncia l y<om - —’-lr.e'i—:-_:
de cuatro Lerminos o aFit T
2 ks
fig. T11.3. 4 Wrdficao del fuje de oeflaleo de Gue

Quoan leo naoceo oucsolveo en el alganilme de Lo TRY.

En la fig.111.3.5, la fila superior de mariposas
separadas Indica como se combinan tales términos por pares
de acuerdo a III.3.9, para obtener las TOFs de las
secuencias correspondientes de dos términos. En lugar de
nombrar a tales TDFs como (Gnd, {Hn), etc., como en la
fig. 111.3. 4, se pueden escribir los valores en los mismos
registros de donde fueron tomados los valores originales,

ya que éstos necesitan mayor longitud para cémputos

-* Se preliere empesar por 3 y nPo por G por costumbre en

ol usc de subindices en lenguajes de progromacidn.
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posteriores. De este modo se logra economizar expacio de
mosoria de computadora. El significado de la fila superior
on la fig.111.3.5 se vuelve mis claro tan pronto como se
entienda que los nuevos valores ai, az,....aN, son ahora
componentes deo las TDOFs de dos Lérminocs,

Rlaas N2 ha hu ony e oy g oy
*"IXI 1><1 . N . N DL L L B

) -t -1
5 ] L My M A Mgty S ny
sy Diﬂ D!;ﬁ M‘* l>§‘§3 .-
-inrz N \ ~ufh RS ~.
Waze ‘! \! "’w, N “"-\w, A

fig. 111.3.8 Sakflea ded Huje ds odiales de ooAMpeca nora
duoiran fa bpico an la prepramacidn ds 2o TRY.

. En la segunda fila de la figura., cada mariposa
implica términos alteornos on la secuoncia as, aZ,...,am y
ol factor Wz = o"‘"/a aparece en las ‘flechas
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correspondientes come se requiere por III.3.0. En la’
tercera fila, las mariposas son ahora de 2% términos y
aparece @l factor Wy = e—'.'"/‘ en potencias zscendentes
hasta Wa". En la cuarta fila, las mariposas tienen una
amplitud de 2° Lérminos y aparece We = e":"/e en potencias

hasta W', y asi sucesivamente,

Un camino légico para el calcule de principio a
fin, es proceder secuencialmente de una fila de mariposas
a la siguiente. Para la fila m, los puntos de datos se
toran en grupos de 2" y cada mariposa tiene una amplitud-

de x = 2™ = 2™ El factor Wm = o "M
{n=4)

aparecera
en potencias hasta Wm

Podria hacerse una aproximacién calculando

nr nr

-inr/n .
e = ¢€os T - t sen T

Wn' =

Yy almacenando los valores en la memoria de la computadora
cuando fuera necesario. Sin embargo esto implicaria un
gran nimero do evaluaciones de senos y cosenos y emplearia

una cantidad considerable de espacio de almacenamiento.

Una aproximacién alternaliva soria calcular
solamente un valor del factor Cpara r=0) en cada etapa del
cidlcule y después generar los demas, multiplicando
continuamente el valor inicial Wm por si msmo para
obtener Wm’., Wm’, etc. Esto quiere decir que el valor
inicial debe de ser suficientemente exacto para que,
cuando se eleve a la mayor potencia, su exactitud sea

todavia adecuada.
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En la fig.111.3.6 se muestra un diagrama de flujo
de programacién para llevar a cabe el calculo descrito.
Este comienza con el paso m=l correspondiente a la fila
superior de mariposas en la fig.111.3.5. En este caso U=},
J=t, n=i, W=1 y !=1, de tal forma que la computadora
asigna el valor do a2z a L, y el cilculo de mariposas da

nPuevo valor de a2 = arlerior a1 — anterior az
muevo valor de AL = anterior ai + anterior az
o bien, usande una comilla C*> para denotar nuevos
valores,
ar’ = a1 - a2
ai' = a1 + a2z

de acuerdo con la primera fila de la fig.111.3.5.

En ¢l diagrama de flujo se introdujo sl parametro

mudo t, para conservar en &1 al valor antericor de az y
pader computar la segunda linea. Continuando con el
diagrama, ¢ se incrementa de 1 a 3 para entrar en el ciclo
€12 y hacer t = a4, de este modo

as’ = ap - aes

as’ = a3z + ae
y asi en lo sucesivo, a lo largo de la fila superior de
mariposas en la fig.II1.3.5, hasta alcanzar e! final de la
fila, al exceder el valor de ¢ a 2". Termina entonces el
ciclo (1) y se continida hacia abajo. La variable j se
incrementa de 1 a 2, lo cual excede de 27° = 2° a 3, y
asi m se incrementa a 2, para continuar con el ciclo (3D
on la segunda fila do mariposas. Aqui se reasigna i a Uy
a }J, nse vuelve 2 y W = o'ine. Prosiguiendo, ¢ = as y la
primera mariposa de la segunda fila es

a’ = a1 - as

a’ = a <+ am,

¢ so incrementa de I a S, regresando al ciclo (1) para
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cbtener t s a? y entonces

da con la

az’ = a8 - a7

= as + a7

tem gy, 2l
Y]

» sy—ty et

(AR

fig.111.3.6 Diograma
geridns oimnle da Lo TRY.

da fila de la fig.111.3.5.
Nolas

Enirada de lu secuencia en orden
it-invertido despuss de haber
Sividido cada tdrmino por M

Longitud ds la secusncia u:zk
&l caloulo proceds en k pasos

Pars sl paso m les maripoecs eon
naz de amplitud y los datoe se
orgarisan en bloques de 27 de
amplitud (fig. I11.3.5¢

KL ciclo ) hece el cilculo de bloque
a bloque en la miama mariposa.

KL ciclo @ hace sl calculo de una
marposa o la siguients (en coda bloqued

KL ciclo s hoce ol calculo de una fila
de mariposas o la siguisnts

de fuge ds prepramacidn  pard un



Mediante iteraciones repetidas en el ciclo (1) se
llega al final de esta fila y se prosigue nuevamente para

obtener U = e'i"/a ¥y J =2 lo cual lleva al ciclo (2) para

hacer I = j = 2, de este modo se obtiene t = a.e"‘"e y de
aqui
. ~in/e

E 13 = A2 - as &

. -tns2

a2 = 22 * a4 @ .
continuando en el ciclo C1D hasta que la totalidad de la
segunda fila de mariposas en la fig.ll11.3.5 sea

completada.

Se mueve entonces el calculo a la tercera fila de
mariposas entrando olra vez al ciclo (3, y asf hasta
completar el calculo entero.

Una particularidad que no ha sido discutida, o5 @l
procedimiento para hacer la particién de los N términcs en
N secuencias de términos simples al principio del caleculo
ilustrado en la fig.111.3.6.

Puede observarse de la fig.117.3.3, que ha sido
cambiado el orden de la secuencia original durante el
proceso de particién y, correspondiendo a la secuencia
inicial fo, f1, f2, fa, se ingresarian a1 = fo/2, az =
far2, a» = f42, as = fa/2 en el diagrama de flujo
Crecordando que se dividio por YN antes de empezar, a fin
do reemplazar la divisién por ¥2 en cada una de las etapas
de los calculos de mariposad.

Se podria preparar un programa de computadora, el
cual a \través del proceso de particiones, primero
dividiera la secuoncia original en dos medias secuencias,
dividiera cada una de éstas en dos cuartas-secuencias y
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asi on adelante. Sin embargo, esto requeriria memoria de
computadora extra, porque para una secuencia de N
términos. S0 necesitarian N/2 registros extras para
almacenar la primera media-secuencia, mientras la otra
estuviese siendo ensamblada. Debido a que podria no haber
suficiente memoria extra disponible, es preferible llevar
a cabo el proceso de ordenamiento en el lugar, es decir,

=in tener que usar almacenamiento adicional.

Considérese por ejemplo, una secuencia de 16
términos on la cual el orden inicial es 1,2,3,4,5,6,7,9,0,
10,14,12,13,14,15,18, entonces, después de realizada la
particién, el nuevo orden seria 1,9,9,13,3,11,7,15,2,10,6,
14,4,12,8,18. Fuera del primero y el ultimo elementos,
todos cambiaron de lugar por parejas. Por ejemplo 2 y 0, 3
y 8, etc. El problema se vuelve relativamente simple si se
conoce cémo escoger las parejas (18). Esto implica
establecer en el programa dos contadores, uno de los
cuales cuente normalmente en el orden de la secuencia
original 1,2,3,..., ¥y el otro que cuente en el orden de la
secuencia dividida 1,9,8,... . Sincronizando los dos
contadores, los niameros correspondientes identifican cada
pareja de elementos que tengan que ser traspuesteos a fin
de reordemar 1la secuencia inicial correctamente. El
problema serad entonces idear el contador que opere en la
secuencia reordenada. Tomando a ésta, se tiene

1,0.5.,13,3,11,7,15.2,10.6,14,4,12,8,16
Y, escribiendo las diferencias entre numeros adyacentes,
queda

8,-4.8,-10,8,-4,8,-13,8,-4,8,-10,8,-4,8.

De aqui se puede observar que, si 4 es cualquier
ndmero en la secuencia., y si j $ 8, el siguiente numero
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siompre sera C4 + 8), Do igual modo, si 8 < 4 € 12, ; se
mieve a Cj -~ 4); si 12 < 455 14, 4 se mueve a (4 - 10D, ¥y
sl 14 < 4 5§ 18, 4 se mueve a (4 - 13D, Puede deducirse
que, siendo la longitud de la secusncia N = Ek. y si J es
cualquier elemento en la secuencia, entonces el siguiente
términoc sera
4+ N2 si 45 N2
J+CN/G - N2 si N2 < 4gs N2+ N4

4+ CNB - N4 - N/ si N2 + N4 C SN2+ N4 + N8

§+CL -2 -4 - ... -N2 s5i N2+ ... +4+2DC 4
SCN2 + ... +2+1) aN-1.
I11.3.13

Esta légica puede incorporarse en un diagrama de
flujo, fig.1Il1.3.7a, y a partir de él hacer un diagrama de
flujo, de un contader, el cual funcionard en la secuencia
reordenada, fig.111.3.7b. En esta ultima, el punte de
declsién simple (1D incluido en el ciclo (1) hace el
trabajo de todos los puntos de decisién de la
fia. 111.3. 7a.

Al llegar a la primera decisién se pregunta si /j <
N2, que corresponde a (O en la fig ll11.3.7a. Si 1la
respuesta es no, se recorre el ciclo (13 y el punto de
decisidn pregunta entonces si 4 - N2 < N/4 lo cual
corresponde a Cid, etc. E} diagrama de la fig.111.3.7b
tiene un ciclo adicional (2) para reingresar al programa
cada nuevo numero y generar asi todos los numeros en la
secuencia reordenada en turno. Cada numeroc es alimentado
desde el programa, en tanto se genera en el punto de
salida mostrado.
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Este sistema se llama usualpente contador
dit-invertiido porque, al expresarse como nimeros binarios,
los términcs en la secuoncia reordenada pueden obtenarce
do los términos correspondientes on la secuencia original
Csi esta empleza por cerod por inversién del orden de bits
Cdigitos binarios). Per ejemplo, para una secuencia de
ocho términos, los nameros 0.1,2,3.4,5,6,7 se vuelven 0,4,
2,8,1,5,3,7. El nomero 1 = (001D en notacién binaria, se
ha vuelto 4 = (100>, El 2 = (010> permanece igual; el
nimeroc 3 = (011D se vuelve 6 = (110, etc. De esta forma,

un contadot Que corre en el orden de la secuencia

recrdonada esls por lo tantao, corriendo en orden invertido

N Uit
AGMEOTn to
sdcutatia.

fig.111.3.7 e .
jis i1 7 Diagrama Huje nars. ol condadan
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fig. I21.83. 8
dndclaleo de la oscuencia as,az,...,aN,
algeriime de Lo TRY de la fig.111.3.6,
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Se tiene ahora un contador gque genera la secuencia
reordenada (o bit-invertidad 4 = 1,9,5,... Cpara una
secuencia de 18 elemontos) y esto puede combinarse con un
contador normal ¢ = 1,2,3,... con el fin de identificar
los términos correspondientes en cada pareja, los cuales
deben cambiar lugares. Se tendri que hacer entonces la
trasposicién

a, = al II1.3.14
a fin de reordenar correctamente la secuencia inicial a1,
22,a8,..., antes de ejecutar los cdlculos de mariposas ya
descritos.

En la ftg.711.3.8 se muestra un diagrama de flujo
del calculo completo, el cual puede realizar l1a
trasposicién de los términos requerida por la ec.III.3.14.
Dobe mencionarse el ciclo que desvia III.3.14 cuando ¢ >/,
el cual evita una segunda trasposicién.

XII.3.2 Descripcién del programa.

En esta secci¢én se describe el programa de
computadora utilizado en el presente trabajo para obtener
la transformada discreta de Fourier de una secuencia de
puntos muestrales (funcién discretizadad por el método de
la transformada rapida de Fourier.

El programa principal tiene como finalidad la
lectura @ impresién de los datos correspondientes, llamado
a la subrutina TRF, generacion de frecuencias y ordenacién
® impresién de los resultados. En la fig. l11.3.9 se
encuentra el diagrama de bloques del programa principal.
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La parte fundamental del programa la constituye la
subrutina TRF. la cual puede calcular tante la
transformada discreta de Fourier (ec.III.2.8), como 1la
transformada discreta inversa de Fourier Cec.lII.2.9,
utilizando el algoritmo y los métodos de la seccidn

anterior.

La razén por la que se prefiriéd utilizar ostas
expresiones, os porque la unica diferencia entre ellas es
ol signo en la exponencial; es decir, basta con camblar
tal signo para encontrar indistintamente la transformada
discreta o la transformada discreta inversa de Fouriarb.‘ En
@l programa, @l signo en la exponencial lo da la variable
SIG. Si esta es igual a -1, el programa calcula la
transformada de Fourier, y si es igual a 1, obtiene la
transformada inversa.

Ademis de ésta, otras variables importantes usadas

en el programa son:

NB Nimero de elementos en la secuencia. (Se manejsé

come N en la seccidn anteriord.

FCID Para calcular la transformada discreta de Fourier,
como entrada es la funcidén discretizada en el tiempo, es
decir, es una secuencia de numeros complejos, cuyas partes
reales son los valores (reales) de la serie discreta fo,
f1,....,fn-1, y cuyas partes imaginarias son cero; como
salida es la funcién discretizada en la frecuencia, es
decir, la transformada de la funcién, Fi, Fa,...,FN-1,
Para calcular la transformada inversa, como entrada es una
secuencia de numeros complejos Fs, Fz, ..., FN-t, en la
frecuencia; como salida es una secuencia real en el

tiempo.



138

(< 9 ] Secusencia ordenada de acuerdo a las frecuencias, de
los valores correspondientes a la transformada de la
funcidn.

FRECCID Secuencia de frecuencias que corresponden a
cada punto de la transformada de la funcién. On,
oc,. I11.2.10.

N Numero enterc tal que asequre quue NB es potencia de
2. Es el nimerc de pasos en que procede el cllculo de la

transformada rapida de Fourier. (Se manejé como k).

DELTA Espaciamiento At entre cada punto de la funcién en

ol tiempo.
TO Tiempo inlcial.
sC Raiz cuadrada de NB.

En la fig.117.3.10 se muestra el diagrama de
bloques de la subrutina TRF, la cual divide cada término
por ¥NB, recrdena la secuencia de acuerdc a la fig.1l11.3.8
y obtiene la transformada de Fourier dev acuerdo a la
fig. 111.3. 6.

El programa se codific.é en lenguaje FORTRAN. Fué
compilado en una microcomputadora con un compilador de
FORTRAN 77 y puede procesar secuencias hasta de 1024
términos.

Con el programa se obtienen dos archivos de

resultados; e} primeroc, en el cual so aprecian los datos
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on el Llompc' ¥y la funcién en la frecuencia, y el segundo,

que sirve como archivo de datos para procesos posteriores.

£l listado del programa se encuentra en el apéndice €.

&)

IVISION DK
DA YERMIN
roR_ YNB

|

MECRDENAGION
DE LA

EECUENCIA

D e —
CAl.CULO DE I.e

PROOCRAMA

Diagrama de Slequec da la oubauiina rF

fig. 111.3. 10
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"IV APLICACION A LA INGENIERTA ESTRUCTURAL
Iv.3 INTRODUCCION

En este uUltimo capitulo se retomaran los temas
estudiados en los tres anteriocres, a fin de mostrar su
aplicacién en la solucién de un problema fisico
especifico. Este problema, como se ha venido mencionando a
lo largo del presente trabajo, consiste en obtenor ia
respuesta estructural dinamica de un sistema de UGDL y de
par&metros invariantes en el tiempo, mediante la técnica
de lransformacién mids ulilizada en ensayos dinimicos: la
de la transformada de Fourter. Con este analisis
matemitico se pueden definir nuevas variables haciendo una
transformacién reversible de un dominio dado, por ejemplo
tiempo, a otro diferente, por ejemplo frecuencia. Para
esto, es necesario estudiar primero algunos conceptos
sobre sistemas dinamicos lineales, excitaciones periddicas
y funciones de transferencia; y, de esta manora establecor
las bases para solucicnar los ejemplos que se presentan al
final del capitulo, con ayuda también del algoritmo de la
transformada rapida de Fourier, expuesto en el capitulo
anterior.

IV.2 SISTEMAS LINEALES.
IV.2.1 Conceptos basicos.

En los sitemas fisicos hay una funcién de entrada
Coxcitacién o estimulod y una funcién de salida
Crespuesta), Un sistema esti completamente caracterizado,
sl se conoce la naturaleza de la dependencia de la salida
s=obre la entrada.
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Si se supone que la respuesta de un sistema a la
excitacién, feCt), @5 la funcién faltd, y si la respuesta
de ése sistema a la excitacidn,

folt) = a1 fotlCtd + az fea(td, es

£2CL) = a1 faaCt) + a2z faaCtL),
cuando fei(td) y fe2(t) son las funciones de respuesta a
las excitaciones feiCtd) y fealtld, rocpectivamonte, me dice
entonces que el sistema es un sistema lineal Cfig.lV.2. ).
Por lo mismo, puede definirse a un sistema lineal como
aquél en ol cual se satisface el principio de
superposicién.

Si la respuesta de un sistema a la excitacion
felld), os la funcidn i), y i la respuesta del mismo
sistema a 1a excitacién felt-ted), ©s la funcidn falt~-ted,
so dice que el sistema eos un sistema invariante en el
tiempo ¢ o un sistema de parametros constantesd.

Sistema
[ES—— | SIS
foltd Lineal £5CL

fig. 1V. 2.1 ‘%nirada y oalida de un oivema lineal,

Otra definicién deo sistema linval es aquella que
dlco_qua la funcidédn de la excitacién y la funciédn de la
respuesta del sistema, estin relacionadas por una ecuacioén
diferencial 1ineal; es decir,
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d"rect) a" 'rectd d faltd
+ an-s + + + mofeltd =
dat” de”t dat .
v.2.1
d™feCtd d™ trectd d feCtd
+ by + 77 4+ bt + bofeCtD.
4™ at™ e dt

d
Si se dencta aL Por el operador D. tal que

d"eCed o
pCLd) = —m—mm— D°LCed = £CL),
dt”

entonces la ec.IV.2.1 puede expresarse come

n

m
zu.n D ety = zobm p™rect), wv.e.e’
n= m= ,
o bien,

ACDIfeCLD = BCDIfeCH), wv.2.3
donde

AD> = anD” + an-sD"* + ... + aD + a0,

BCD)> = bmD™ + bmaD™* + ... + biD + bo.

En un sistema lineal los coeficientes an y bm son
indepondientes de la funciédn de respuesta. En ol sistema
invariante Co de parametros constantes) los coeficlentes
an ¥ bm son constantes,

La ec.IV.2.3 puede expresarse simbdlicamente en la

forma
BCDD
feltd -"mf.(!.) = HCDDfoC LD, Iwv.2.4
donde
BCDD
KD =

MD>
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Se entiende que la ec.IV.2.4 es una expresién
operacional de la ecuacién diferencial IV.2.1. El operador
HCD) que opera sobre la funcién de entrada para producir
la funcién de salida, se denomina funcién operacional del
sistema. (Rilizando el simbolo L para KD, la ec.IV.2.4
pusde expresarse como

L <fetd)> = €alt), iv.2.8

El oporador lineal L en IV.2.8 indica la ley que determina
la funcién de salida, feCtd), dada la funcién de ontra‘da,
feltd, Puede mencionarse a la ec.IV.2.5 como una
transforpacidn L do la funcidn feCt), en la funcidn feltd.
Con la notacién de IV.2.5, un sistema lineal e invariante
on el tiempo eztad definido por

L CaifesCtd) + azfezCitdd = a1 L{fesCld)> + az LifexCtd), 1V.2.8

NNV

LCfolt+tod) = falt+tod,

donde to @s una constante arbitraria. Y

Si se considera el sistoma mecinico simple que se
myestra en la fig.1V.2.2a, puede oblenerse la expresién
operacional de i), que representa el desplazamiento de
una masa m desde su posiciédn de equilibrio. La excitacién
o fuente seria la fuerza aplicada plt), y la respuesta, el
desplazamiento uCtd. (fig. IV.2, 2.

:‘-—hxu
k 1
b et Sist
- = PCL) e oma
¢ Mecanico [T WL
c " 0
TS SIS
Cadyiotama  mecinice; COReprsdentacibn del olotema.

fig.Iv. 2.2
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Se sabe, del capitulo I, quei la’ ecuacien que
gobierna al sistema es :

d*uctd d uted
» +c +k Kt> = pltd,
dt? dt

Wilizando operadores, esta ecuacién se convierte en

CmDP+eD+kD ) = pCed. v.2.8
Por lo tanto,
1 .
W) = o plL) = KDL w.2.0
D% +eDrk
donde
1
KD = < Iv.2.10
=D” +cD+k

En la siguiente secciédn se hablara de la respuesta
de un sistema lineal a excitacién periddica. Esta dltima
puede expresarse en forma de funcién exponencial del
tiempo. Por 1o mismo, es conveniente mencichar que la

respuesta de un sistema lineal e invariante a una funcién
exponencial e"m

es también exponencial y proporcional a
la entrada; es decir,
LG =k

lo cual puede demostrarse de la siguiente forma:

o .im. 1v.2.11

Supdngase que la excitacidén en la ec.IV.2.3 es la

funcién feCtd) = o ™Y, ontonces
ADIfeCtd = BCDY T, v.e.12
donde feltd es la respuesta del sistema. Ahora bien;
BCD) = bmD™ + bm-s D™ ¢ ... +bD + bo,
lleva a
KDe ™ 2 primet™
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dado que

-
ot d

De = ot

o'y u ™ o',

@™

Por lo tanto, la respuesta feoll) esta definida por
la ecuacidén diferencial lineal
ACDIfeCtd = BCiel™, v.2.13
La funcidn excitadora de la ec.I1V.2.13 es
Kima"m'. una funcién exponencial, y segin la teoria de
las ecuaciones diferenciales [1B), se puede suponer que la
rospuesta f«td> es también exponencial. De donde, =i
r-(t)-k:-"m. entonces

ACDD £aCLd =ACDD (k1o "t ot it

I=ksACDD 0 Pt mkaac e Ptaactd racts.
Iv.2.14

Sustituyendo la ec.IV.2.14 en IV.2.13, se obtiene:

o

ACIUEDLL LD = BCiDe iv.2.18
Por lo tanto, si ACi(D=0, entonces
B
L2 21 S e
Lol D i © KiDe 7, Iv.2.18
Esta ecuacién puede expresarse simbodlicamente como
Lo = noiett, v.2.17

y la fig.IV.2.2 nuestra un diagrama que ilustra la
relacién entre la entrada y la salida, dada por la
ec.IV.2.18.

. Natemiticamente, una funcién f(td que satisface la
ecuacién
LCICLdY = kfCL), iv.2.18
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s@ denomina funcidén propia Co funcién caracteristicad y el
valor correspordiente de k, valor propio (o valor
caracteristicod, Puede decirse entonces, Segun la
oc.IV.2.17, que la funcién caracteristica de un sistema
lineal e invariante es una funcién exponencial. El valor
propioc IO del sistema se define como la funcién de
transferencia del sistema. Conviene notar que,
indistintamente podria usarse la notacién H(QD para
representar a la funcién de transferencia siempre y cuando
s@ adopte la convenciédn de considerar HKe+D) como una

funcién compleja. Esto se tratari con mas amplitud en la
seccién IV.3.1.

Entrada Salida
£aCld HCED [ eoctd

Entrada: fe(t) = em ot
Salida: fetd = KiDe .

fig.lv.2.3 Funcidbn de ¢ oferencia del oiot

IV.2.2 Excitacioén periddica.

En la seccién 1.3.1 se desarrollaron las
ecuaciones que expresan la respuesta de un sistema de UGDL
a cualquier excitacién arménica. Ahora se mostrari cémo

esSas mismas expresicnes pueden usarie para evaluar la
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respuesta de un sistema de UGDL a cualquier excitacién
periédica. Solamente se necesita expresar a ésta en
términos de una serie de Fourier; la respuesta a cada
término de la serie es la respuesta a una excitacién
arménica, y aplicando el principio de superposicién, la
rospuesia total es la suma de las respuestas a cada
término de la excitacioén.

-

flg.1V.2. & ¥xcllacidn perlddica erblinania.

Conmidérese una excitacién periddica cualquiera,
como la que se muestra en la fig.IV.2. 4. Recordando lo
viste en la seccisén IX.2.3, una funcién como tal puede
expresarse on la forma de una serie de Fourier

bd 2nn @ 2nn

p(t)ﬂao«onncos—‘t* bn sen ~=— t Iv.2.10
LERY TP n=s Tp

en donde Tp representa el pericdo de la funcidn de la
excitacidn y los coeficliente an,bn, se evaluan con las
expresiones

1 (Te
o = = L peed at,

t
- dt,

2 Tp
an = T’ ‘L pCLd cos Ts
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2nnt

2 ¢Tp
bn = -Tp- J‘ LY sen ——?; de. Iv.2.20
o

Cuando se expresa una excitacidn periddica
arbitraria en la forma de la serie de Fourier 1IV.2.10, es
aparente que ésta consiste de una carga constante (el
valor promedio de la carga representado por el coeficiente
800 mids una serie de excitaciones armdnicas de frecuencias
n y amplitudes an y bn. La respuesta en estado
estacionario producida en una estructura no amortiguada de
UGDL por cada término seno de la serie de excitaciones
armdnicas, esti dada por una expresién de la forma de la
o0c.1.3.11 pero, omitiendo el término transitorio, se puede
aexpresar de la siguiente forma:

bn 1
ultd) = X "1-rZ SO ntut Iv.2.24a
donde
2n On ot nils
L A

Similarmente, la respuesta en eostado estaciopario
para cada término coseno de la serie esta dada por:

an 1

unltd) = & 15 c°os nat. Iv.2.21b

Finalmente, la respuesta en estado estacionaric
para el componente de carga constante es la deflexién
estatica:

Ue = 0/ . Iv.2.21¢c

Por lo tanto, la respuesta total periddica de la
estructura no amortiguada puede expresarse como la suma de
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los términos individuales de respuesta para todos los
miembros de la serie de excitacién, como se muestira:

o) = —1—- [ ao +nz‘;—_-:_-{ Can cos nfut + bn sen nnn.)]
v.e.2a
bdondo los coeficientes de amplitud de carga estan dados
pPor las expresiones IV.2.20.

Para tomar en cuenta al amortiguamiento en la
evaluacién do la respuesta de una estructura de UGDL a una
excitacidn peoriddica, os necesario sustitulir las
expresiones de la respuesta arménica amortiguada de la
@c.1.3.20 en las oxpresiones de la respuesta no
amcortiguada acabadas de usar. En este caso, la respuesta
total en estado estacionarioc esta dada por

@ 1

1
WLy = — [ao + Z
k oy ctera®? 4+ caprm?

x{[.naprn+bnc1-rn’>]-.nnmt -

+ [In(i -rn’:o—bnanrn]cmnmt.}).
v.2.22

Como s@ vio un la seccién IX.2,4, las expresiones
de las series de Fourier de las ecs.IV.2.10 y IV.2.20
pueden también escribirse en forma exponencial haciendo
uso de la férmula de Euler, quedanda

@
K> = 2 Pr otmBt v.2.23
n¥-0
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donde

1 Tp . »
Pn = -—I Ly o inexE g v.2.2¢
o

En la ec.IV.2.23 se puode observar que a cada valor
positivo de n, por ejemplo, n = +m, le corresponde un
n = -m Los dos Lérminos o':"m.' b4 e";'n“' pueden suponerse
como vectores unitarios, que rotan contra y en el sentido
de las manecillas del reloj, respectivamente; coen
velocidad angular mx, como se muestra en la fig. IV.2.5.
Los componentes imaginarios de tal par de vectores se
cancelan mutuamente. Puede observarse también en la
@c.IV.2.24 qua P+m es el conjugado complejo de P-m, de
oste modo todos los términos imaginarios en la ecuacidén se
cancelan, como debe suceder siendo la funcidén excitadora
real.

Imaginario

- .
it [P A le

fig. lv. 2.5 -
2 quomtaaén veclondal ded samine de
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Ya que se ha expresado una excitacién periddica
arbitraria en la forma exponencial de la serie de Fourier
por medio de las ecuaciones IV.2.23 y 1V.2.24, podria
pensarse en escribir las ecuaciones que definen 1a
respuesta, también eon forma exponencial. Se consideraré
nuevamente sélc la respuesta en estado estacicnario, esto,
asumiendo que la excitacién periéddica ha permanecido
continuamente el tlempo suficiente para que el término
transitorio haya sido disipado. Introduciendo la forma
compleja de la funcidén excitadora, e(m. en la ec.I.3.1.
se tiene

WL + ciCt) + kuctd = o Ft iv.2.29
la cual, como se vio en la saccién anterior, tiene una
solucién en estado estacionario de la forma

wd = e, iv.2.28
donde HCOD es 1a funcidén de transferencia del sistema como
so le definié anteriormente. En ocasiones también se le
dehomina funcién compleja de respuesta en la frecuencia.
En la siguiente seccidén se hablara con mayor profundidad
sobre esta funcién,

IV.3 AMALISIS EN EL DOMINIO DE LA FRECUEKIA.

IV.3.1 Funcién de transferencia de un sistema
lineal.

Se considerarsd ahora el caso general de la
respuesta de un sistema lineal a una excitacién dada por
una funcidn cualquiera.

. Se denotari por h(td), a la respuesta de un sistema
lineal al impulso unitario, &t). Esto puede expresarse



sinbdlicamente couo
L (8Ct)> = h(td . * IvV.3.14

Si el sistema es invartante (o de parametros
constantes), entonces, segdn la ec.IV.2.7 se observa que
su respuesta a &Ct-1) esta dada por MKt-713; es decir,

L €&8CL-72> = h(t-1d. iv.a.2

Segin lo estudiadc en las secciones II.4.2 y
IX.4.3, puede demostrarse [18) que la respuesta fe(td de
un sistema lineal e invariante a una entrada arbitraria
fe(td), se puede eoxpresar comc la convolucién de la
entrada, feltd), y de la respuesta del sistema al impulso
unitario, WKL), es decir,

©

faltd =J fel1) WCL-7) dr = feltdNh(t) IvV.3.3
—
®

faltd -J‘ folt-T) MCT) dr = hitdnfeltd IV.3.4
-

£s interesante el resultado que presenta cualquiera
de estas dos ecuaciones, pues implica que la respuesta de
un sistema lineal est& determinada univocamente por o1
conocimiento de la respuesta al impulso unitario h(t) del
sistema.

Ecta L'xlt:im afirmaciédn permite presumir que existe
alguna relaci®n entre la respuesta de un sistema al
impulso unitario y la funcién de transferencia del mismo,
puesto que, =i se observa, las ecuaciones IV.2.88 y IV.3. 4
son de alguna forma equivalentes.

Para analizar esta posible relacién, sean Felfd y
Folf® las transformadas de Fourier de la enirada felld y
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de la zalida feltd de un sistema lineal, entonces, de la
ec.IV.3.3, se tiene
faltd = fallOwhit).

Aplicando el teoroma de convolucién de la seccién
II. 4.3, se obtiene

FalfD = FeCLD KD, iv.3.8
donde KD es la funcién definida por
© .
KD = F (hCLd} -f nct> ot gy IV.3.6
-

Si so aplica la férmula 11.4.2, de la transformada
{nversa de Fourier, se obtiene

- L g ot
faCtd = FHFLDI = 'EI Foctd K o' an. 1v.3.7
-0

Por otra parte, puede verificarse que las funciones
HCLO y i, definidas por Iv.3.8 b4 iv.2.17,
respeclivamente, son exactamente la misma funcidn, y la
diferencia aparente es sélo por cuestién de nutacidn. Esto
se demastrara onseguida.

Si la funciédn de excitacion Co de entradad en un
Sistexa es
foltd = o %, Iv.3.8
donde (o ©os una constante real, entonces, recordando la
rropiedad (o> de desplazamiento en la frecuoncia,
entudiada en la seccién I11.4.2, se sabe que

J £Ced) = PO, I11.4.17

Ahora bien, de la seccion II.4S8, la transformada
de Fourier de una constanteo A es
JA) = A2/ &, 11.4.40
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de donde, si A = 1, se obiiene
J 1) =2 &,
Por lo que la transformada de Fourier de la ec.IV.3.8 es

FellD = F [£ectd) = F 16'™%) = 2 1 sco-n0d. 1V.3.9

De donde,
FelODHCD = 2 n1 &0 HID = 2 1 HKOd &),

siendo esta una propiedad de la funcién é (181, Entonces,
por IV.3.7, se Liene

. i ©
foltd = L (o"oo") = —2"—-[ 2n HKDed & 0-00) o(m dn
-~

(]
= HCOod I 5000 oM an
-

-
= HKK) e

l:mt'
Dado que IV.3,10 se cumple para cualquier valor de
o, sSe puede hacer un cambio en la variable flo por Q, de
manera que se obtenga
feCtd = L o' 2 e o', V.31
Recordando la 6c.1V.2,17, se tiene

fot> = L o'

> = i o'F, v.2.17
por lo que puede concluirse que
HCOD = HCUD.
Puede democeirarse quo siendo GO una furcidtn  continua
on X 2 Xo ya b, entonces
guio) para @ ¢ Xo ¢ b
j':&x-xmgcooc- O para b <% <a [$1.}]
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De 1o anterior se puede concluir entonces que la
transformada de Fourier de la respuasta del sistema a la
funclén impulsc unitario es precisamente la funcién de
transforencia del sistema definida en la seccion anterior.

De hecho, en la definicién de la transformada de
Fourier de fCtd, se Liene
® ~it
FCO = F (£CLD) =[ j {4 > dt, 11.4.1

S
donde la variable () siempre aparece acompaffada del numerc

i, y por consiguiente, la integral se puede expresar comc
funcién de tf). De este modo, la ec.ll.4.1 puede expresarse
como
bl ~L0t
FCIiD = P [£CLD) = J- f<td o dt,
-~
Y, @#n consecuencia,

~A 1 ® it
£CE> = FAFCUD) = —= f FCiD e dt.
-

Por lo mismo, F(D y FCifD representan la mismx
funcidn ¥ (£C(td). De este modo, la relacidén IV.3.8 se
puede expresar también como .

FeCLI(D = Felifdd HC M. Iv.3.12

Por IV.3.8 o por IV.3.12, se tiene

Fe (D 3 (feltd]

FeCid = J Cfectd] ° Iv.3.13

HOD =

De acuerdo con esta delinicion, la tuncidn de transfe -
rencia y la funcidn de respusstia de un sistema o un im =
puleo unitario, forman un par de translormadas de Fourier.
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Esta Gliima ecuacién indica que la funcién de
transferencia del sistema Hi(D es también el cociente
entre la transformada de la respuesta y la transformada de
la excitacidén.

Las ecs.IV.3.8 y IV.3.12 constituyen una podercsa
arma en ol analisis de sistemas lineales. Si se concce la
funcidén de transferencia del sistema, entonces, para
encontrar la funcidén de respuesta del sistema a una
excitacidn dada, bastarid con obtener la transformada
inversa de Fourior del producto de la funcién de
transferencia con la transformada de Fourier de la funcidn
de entrada. De esto se hablara en la seccion IV.3.3.

1V.3.2 Obtencién de la funcién de transferen=-
cia deo un sistoma de UGDL.

Se vio en la seccién IVe2.2, que al hablar de
sistemas lineales de UGDL, como el de la fig.IV.3.1, la
solucién on estado estacionarico para una funcién
excitadora periddica es de la forma

WL = KO o 1v.2.28
donde KD es la funcidén de transferencia del sistema.

m

Esta funcién puede obtenerse a partir de las leyes fisicas
que gobiernan al sistema, de la siguionte forma:

La ecuacién diferencial que gobierna al sistoma es
miCL) + ctd + kuCtd = pCid.
Considerando entonces que la excitacién es la fuerza,
PKLd., y la respuesta es el desplazamienlo, Wid; se
obliene
F (uCd) = WK



J (pCLd) = F tmll + cix + ku)

=P Ul +c PFlal + kP (W)
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= . CUDICD + ¢ CLAD WD + k W

= ¢ - m0* 4 te + kD WO,
luego,

B (D) uceo

R = ST = o ma® + 0 F k5 W

1

HCD = 7
~nl)” + 0c + k

que es la funcién de transferencia de
mecinico.

-

/‘ E__. [T 4%}

4
(| O
/

._;'_.}.— pcewd

(@)
(/////////

fig. 1V.3.1 Yliema dinkmice.

IV.3.14

ése sistema
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Introduciendo expresiones para la relacién de
frecuencias, r, y la fraccién de amortiguamiento, (3, esto

se vuelve
1
HCED = 3 . Iv.3.18
k C-r% + 2ur + 1D

recordando que Q = rw, ¢ = 2my3 y o

= k/m .
Consecuentemente, la respuesta compleja en la
frecuencia a una frecuencia excitadora {ln = nfd seri

1

Hnmud = 2 IV.3.16
k C- n®ra® + 2inrap + 1O

donde r1 = /W . De la ©c.IV.3.14 se puede observar que
HnM> es el conjugado complejo de H-nfd). De aqui, es
posible expresar la respuesta on estado estacionario del
sistoma de UGDL a la funcién excitadora que representa
cada término de la serie de Fourier., Aplicando el
principio de superposicion, la respuesta total del
sistema, en estado estacionario, a cualquier tipo de

wxcitacién periddica, puede escribirse

©

wWed = 2 Honwd Pn ol TR, IV.3.17
nI-00

donde Pn estd definide por la ec.1IV.2.24.

BEs evidente la veniaja eon simplicidad de la forma
wxponencial del anilisis de la respuesta periddica, cuando
la oc.IV.3.17 se compara con la expresién equivalente en
forma trigonométrica de la serie IV.2.22.
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IV.3.3 Antlisis de 1la respuesta a travées del
dominio de la frecuoncia. .

Se sabe, del primer capitulo, que la manera en la
que una estructura responde a una excitacidon dinimica
dada, depende tanto de la naturaleza de la excitacidnm,
como de las caracteristicas dinamicas de la estructura,
esto es, do la manera como almacena y disipa la energia
vibratoria, Para un sistema de un grado de libertad, estas
caracteristicas dinadmicas estian descritas simplemente por
su perfodc natural de vibracién T Co por su frecuencia
circular w Yy su amortiguamiento (3. Ahora bien, la
importancia del parfodo natural o de la frecuencia natural
do la estructura se demuestra por las grandes
amplificaciones del movimionto de excitacién en las
condiciones de resonancia o cerca de ella, esto es, cuandc
Ve = 1.,

Por estas razones, aunque el anilisis en el dominio
del tiempo os completamente general y puede usarse para
evaluar la respuesta de cualquier sistema lineal de UGDL a
cualquier excitacidn arbitraria, en ocasicnes es mis
conveniente realizar el anilisis en el dominio de la
frecueoncla, con cobjetoc de determinar las condiciones de
amplificacién moncicnadas. Esto anAlisis es, en concepto,
similar al' procedimiento del correspondiente a excitacidn
periddica. Ambos mélodos implican expresar la excitacién
aplicada en términos de componentes arménicos, evaluando
la respuesta de la estructura para cada componente, para
despuds superponer las respuestas armédnicas y asi ob'..oncr
la regpuesta estructural total. Como quiera que sea, para
aplicar la técnica de excitacidén periddica a cargas
arbitrarias, es 1o extend o) Lo de series
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de Fourier a la representacién de funciones no periddicas.
Para 6sto, es conveniente usar las expresiones de la serie
de Fourier IV.2.23 y IV.2.24.

2
N
3 Shva - N
AR
fig. 1v.3.2 “Sxcltacibn  arbitrania  ae lada  pon L

ds Feurier.

Considérese por ejomplo, la excitacién arbitraria
no periddica de la fig. 1V.3.2. Si se represeniara esta
funcidn por una serie de Fourier, los coeficientes Pn,
obtenidos por la integracién de IV.2.24 scbre el intervalo
0 ¢ L ¢ T definirian de hecho la funciétn paeriddica
mostrada en la figura por las lineas punteadas al igual
que la linea continua., En todo caso, aparentemente las
excitaciones repetilivas espurias podrian eliminarse
extendiendo @l pericodo de la excitacidn a infinito. Asi,
soria necesario reformular la expresién de la serie de
Fourier, de tal forma que se extienda scbra un intervalo
de tiempo infinito. Para esto, serid conveniente reescribir
IV.2.23 y IV.2.24 en una forma ligeramente mxiificada,

usando la siguiente notacién:
Os AD

Te ~ en * 2n

nie = nAR B Dn

1 AD
Pns'-.-l:;i‘cm -'-.‘;;PCO,J.
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Con esta simbologia, las ecuaciones de la serie de
Fourier IV.2.23 y IV.2.24 se vuelven

m w
Kt = 3= 2 PCond o't Iv.3.18
n¥-m
=Tp/2 .
PCOD = Tp Pn = J"' pctd o™t q¢  1v.alie
ta-Tpra

donde los limites deo integracidn son arbitrarios, tan
grandes que puedan cubrir un periocdn de excitacidén
completo.

S el pwriodo de excitacién se extiende a Iinfinito
Ctp +» o, @l incremento de la frecuencia se vuelve un
infinitesimal CAN + A y las frecuencias discretas (n se
vuelven una funcidn continua O . As{ en el limite, la
exprosién de la serle do Fourier de la ec.IV.3.18 se
convierte en la integral de Fourier
it

1 @®
Kty * 3n I KD e dn IV.3.20
-

en la cual, la funcidn de amplitud de la arménica esti
dada por

-t

©
XD = I KL e dt. iv.3.a21
-0

Las ecs.IV.3.20 y IV.3.2 son el par de
transformadas de Fowrier, por medio de las cuales 1la
funcién en el tiempo puede cbtenerss de la funcién en la

frecuencia o viceversa por procesos equivalentes, segin se
.stud{b en el capitulo IIX.
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Por analogia con la expresién en serie de Fourlier
de la ec.IV.3.18, 1la integral de Fourier du la »c.1IV.3.20
puede interpretarse come la representacién de . una
excitacién arbltraria, como una suma infinita de

componentes armdnicos, donde —;-'PC('D define la amplitud
por unidad de 0} del componenie de carga en la frecuencia
0, Multiplicands eosto por la funcién de transferencia,
K, se obticne la amplitud por unidad de 0O del

componente de respussta en la frecusencla . De aqul, la

respuesta tolal puede obt (1] do estos g o8

de respuesta sobre un intervalo de frecuencia completo.

Expr osto pto matematicamenie, Se llega a la
ecuaclén biasica para ol anilisis de la respuesta a través
del dominio de la frecuencia:

1 ® tat
) = 2n I WO PUD e dq . Iv.3.e2
Q-0

Para aplicar esto procedimiento en el dominio de la
frecuenclia, es nucesario evaluar las componentes armdnicas
PCOD de 1a excitacién dada medianle la ec.1IV.3.21, y hacer
uso de la funclién de transferencia para un sistema
sstructural de UGDL dada por la #c.IV.3.18. La fig.IV.3. 3
esquematiza este procedimlento,

Dominio del tiempo ® Pominio de \a {recuencia
PCOD » I pltde dt
-

Kidg ot
lu:m'-ucmxm
wLd Suco

1 ©
ot
wKed = 2n Lnucm- a0

fig. IV.3.3 Pelucis de la r & un peslema dade
madianie ou tranofeamacibn ol diminie de la Precusncia.
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Con objeto de mostrar ejemplos de aplicacién de lo
expuesto a lo large del presente trabajo, en particular la
aplicacién de la teoria del anidlisiz de Fourier en la
cbtencién de la respuesta do un sistema de un grado de
libertad sometido a excitaciones dinimicas especificas, se
presentan a continuacién cuatro funciones excitadoras en

el dominio deal

tiempo Cfig.lV.4.1>

las cuales fuercn

transformadas al dominic de la frecuencia por medio de la

transformada de Fourier.

110)

o o

S 3

b‘ 1;(&\
L
i

—

) T
& b
- : c———

>t
e

fig. IV. 4. 1 Funclenss exciloaderno so of deminie del Uompe.
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Estas funcionas fueron generadas por programas de
computadora en forma discreta, y para su transformacidn se
utilizé el programa de la seccidn I1.3.2. Los resultados
normalizados se wuastran en la fig.1V. 6. 2.

Como se@ explicé en la seccién anterior, la
metodologia a seguir después de haber obtenido 1la
transformada de Fourier de la funcién, serfa multiplicar
cada punto discretizado de la funcidn en la frecuencia por
®l valor que le corresponda de la funcién de transferencia
del sistema, ec.IV.3.14, que, come se recordari, depende
de sus caracteristicas fisicas (m, k, © y de 1la
frecuencia I de la fuerza excitadora.

) B
. 711\ freo|
N
| 0

SAVARVE

)
jFea

] &
1 FCD
1
N\
[o]

l

Ji8.1V. 4.2 TFasnofenmadao
ddomd‘(aﬁuam\a‘a. % fo funcieno i (a. fig.1v. 4.1
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Con el fin de obtener la respuesta general de
sistemas que tuviesen diferentes caracteristicas fisicas,
se docidid obteneria en forma de factor de amplificacidn
din&mica, haciendo variar a éste con respecto a la
relacién de frecuencias, r, y a la fraccién de
amortiguamiento, f3.

Se obtuvieron respuestas para fracciones de
amcrtiguamiento de (u=0.003, [72=0,018, (I8=0.08, (4=0,18, y
para relaciones de frecuencias entre O y 3, utilizando la
oc.1IV.3.18 para la funcién de transferencia del sistema.

A fin do que los resultados obtenidos tengan mayor
exactitud, al discretizar la funcién debe procurarse tomar
@l mayor ntmero de puntos posibles, es decir, buscar que
At sea muy poquefla, por lo mismo, en este trabajo se
discretizaron las funciones en secuencias de Si2 puntos,
lo cual puede considerarse como aceptable para este tipo
de problemas {[13).

De esta forma se obtuvieron las respuestas del
sistoma a las excitaciones de las fige.lV.4.la y IV.4.15,
respectivamente, las cuales so muestran en las grificas de
las figs.lIV.4.3a y IV.4.30,

Por dltimo, podria mencicharse que es posible
obtener de este modo la respuesta a cualquier tipo de
excitacién dinamica dada, siempre y cuando s¢ le digitice
y se siga el procedimiento explicado anteriormente.
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Los listados de los programas de computadora que
sirvieron de apoyo para generar las funciones excitadoras
Yy para generar la funcidén de transferencia y obtener el
factor de amplificacién dinimica, se encueniran en el
apéndice ¥, y al final de esta seccién se presentan
algunos de los resultades en la forma como se obtuvieron
por computadora. Estos corresponden a la funcidén
exponencial de la fig.IV. 4. fa.
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anunu dnl sistema a2 la

= .-eu.:lsn de 1 flg.1v.4. Vo

-

2.0
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Respussta del slstema s 13 ;.
sxcitacién de ke fig.iVid.in.
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RESPUESTA EN EL DOMINID DE LA FRECUENCIA

RELACION DE AMORTIGUAMIENTO

RELACION DE FRECUENCIAS

trd

« 0000000000
+ 0117647100
«0233294100
0332941200
« 0470588200
« 0388233300
« 0705882300
« 0823529400
0941176400
+ 1038823000
+1178471000
+ 1294118000
+ 1411745000
« 1529412000
« 1647059000
+ 1764706000
- 1882353000
» 2000000000
« 2117547000
» 2235294000
+ 2352941000
« 247058R000
- 2788233000
- 270%882000
» 2823529000
« 2941177000
- 3076024000
« 3176471000
+ 3294118000
« 3411763000
+ 3529412000
- 3647039000
+ 37564705000
- 3BB2ITI000
» 4000¢00000
« 4117447000
« 4235294000
+ 4332931000
+ 4370588000
- ATBE23I2000
. 4705882000
« 423230000

(betal 1 « 00%000

FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICO

€D

« 100000E+01
+947705E+00
«BBA&T26E£+00
+ 7BB23BE+00
+ 8931 8BE+00
«510300£+00
«540861E+00
«4B3413E+00
+A3SBALE+00
«396204E+00
«362904E+00
« S34662E400
+ 31051 4E+00
»289676E+00
«271B61E400
+235700E+00
«241734E+00
« 2293BIE+00
«218327E+00
+ 20B463E+00
+ 199402E+00
«19161IE+00
+ 1B4376E+00
=177820E+00
«171834E+00
« 1BSAL4EL00
< 161454E+00
« 156923E+400
+ 1527708400
«14B9462E+00
+14B476E+00
« 1822BLE+00
+ 4393BIE00
«136671E+00
« 13422LE400
+131997E+00
+ 129964E+00
« 1281 26E+00
+126467E400
» 1249BOE+00
< 12368TE+00
+ 122494E+00



»49311 76000
« 5058823000
« 5174470000
+2294118000
«541176%000
+ 5529411000
« 5637028000
+ 5764706000
+£8B2353000
+ 5000000000
5117647000
« 6235294000
» 6352941000
» 4470588000
» 6588238000
« 5703883000
«4B2TET0000
«5F41175000
+ 7058824000
» 7174471000
» 7294118000
» 7411763000
«7529411000
« 7647058000
« 7764706000
« 7882333000
« BO0OO0O0000O
.B8117647000
8235294000
- BI52941000
«8470588000
» 8388234000
« 8707882000
+BB23I329000
-B941177000
- 9058824000
«F1746471000
- 9294118000
» 7411764000
» 9329412000
« 7547059000
- 9764706000
- 9882353000
1. 0000000000
1.01174%0000
1.0235290000
1.0352940000
1. 0470590000
1. 0588240000
1.0705880000
1.0823330000
1.0941180000
1.1058820000
1. 1175470000
1.

1.1411760000
1. 1529430000
1. 1547060000

- 153243400

+121484E+00
+1206T1E+00
+ 119906E+00
» 11933BE+00
« 11 BF06E+00
« 311B621E«00
+»11847BE+00
« 1184B2E+00
+118632E400
« 14B93ZEY00
+ 119396E+00
«120019E+00
+» 12081 4E+00
«121790E+00
- 122958E+00
- 124333IE+00
« 125929E+400
2 127767E+400
» 129868E+00
«$3225B8E+00
« 134972E+00
«138043E+00
+141521E+00
«1454460E+00
+ 149925E400
« 133001E+00
« 16078BE+00
«167412E400
+ 175044E+00
+183B883E+00
«194203E+00
«206373E+00
«220884E+400
« 23B43BE+00
+ 260028E+00
+287154E+00
«322579E+00
«35B999E+00
+ A344609E+400
+S32B42E400
+ 6953B7E+00
+101327E+01
» 1875b66E+03
+471197E+04
«181140E401
«F47427E+00
«629244E+00
«466531E+00
+36B1ZRE+00
«302397E+00
+25T414E400
« 22020ZE+00
« 192070E+00
«171033E«CO

« 13B434E+00
» 125981E+00
= 113328E+00

m



1.1754710000

1.1882350000
1. 2000000000
1.2117650000
1.2235290000
1.2352940000
1.2470%90000
1.2588240000
1.270%5880000
1.268233530000
+2941180000
1.3038820000
1.31746470000
1.3294120000
1.3411770000
1.3529410000
1.3647060000
1.3754710000
1.3892350000
1.4000000000
1.41174630000
1.4235290000
1, 4352940000
1,48470590000
1.4%882430000
1.4703880000
1. 4823530000
1.4941180000
1.5038820000
1.5176470000
1.35294120000
1.54117560000
1.5529410000
1. 3547060000
1.5764710000
1.58823%50000
1.,6000000000
1, 6117650000
1. 6235290000

“1. 6352940000

1.6470%90000
1.46%68240000
1. 6705880000
1. 6823330000
1.6941160000
1.7058820000
1.7175470000
1.7294120000
1.7411760000
1.73529410000
1. 7647060000
1.7764710000
1.7882330000
1.8000000000
1.81176%0000
1.8233290000
1,8352940000
1.8470590000

« 106428E+00
«981131E-0L
«910700E-03
«B48376E-01
«792898E-01
+743203E-04
« 698449E~01

« 657971E-01

«b21183E-01
«587645E-01
«SSH953IE-04
+328773E-01
+502B819E-01
+478B36E-01
+A555656E-01
» A35053E-01
«4156B97E-01
«399081E~01
«382371E-0%
«364774E-01
«352152E-01
»33B429E-01
- 325517E-01
« 313365E-01
+301912E-01
+1291099E-014
+280877E-01
+271204E-01
+262034E-0}
A 2533I7E-0L
+245071E-01
+237217E-01
+229743E-01
+222630E-01
«215849E-01
+209386E-01
+203210E-0)
« 197315E-01
+ 191674E-04
« 185287E-01
«1B3121E-01
«176172E-0}
«171424E-01
«166873E-01
» 162502E~-01
« 158302E-01
«124272€-01
«150392E-01
+ 1468662E-01
+143071E-03
+139619€-01
« 136283E-01
+133075€-01
«129979E£-01
- 126992E-01
«124106E-01
«121322E-01
»118633E-01
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1.8588240000
1.8703880000
1.8823530000
1.8941180000
1.9038820000
1.9176470000
1.9294126000
1.9411760000
1.,9529410000
1.9647060000
1.9754710000
1.98823%0000
2, 0000000000
2.01176%0000
2, 0235290000
2,0332940000
2.0470%90000
2,0%88240000
2.070%880000
2, 0823530000
2,0941180000
2. 1058820000
2. 1176470000
2.1294120000
2.1411760000
2. 1529410000
2, 1647060000
2.1764710000
2. 1882350000
2.2000000000
2.21176%0000
2. 2235300000

. 2352940000
2.2470390000
2.2588230000
2.2703880000
2.2823530000
2.2941180000
2.3038820000
2.3176470000
2.3294120000
2.3411770000
2.3%29410000
2.3647050000
2.3764710000
2.7882330000
2.4000000000
2.4117650000
2.4235290000
2.4352940000
2,4470590000
2. 4388230000
2, 4703880000
2,482 D00

+116033E-01
«113523E-01
«111094E-01
+108743E-01
+1056469E~01
«104264E-01
.1021350E-01
«100064E-01
« 980623E-02
+961203E-02
« F42366E-02
+ 928096E-02
+» R0637BE~02
.8B9173E-02
«B872492E-02
+B8556273E-02
»B40S40E~02
«825219E-02
«B10352E-02
+795909E-02
«781B46E-02
«74B179E-02
« 754B79E-02
+741935E-02
+»729333E-02
«717063E-02
-705113E-02
+693473E-02
«682157E-02
+671098BE-02
«» £60320E-02
« 649836E-02
« 639590E-02
«629620E-02
« 619895802
+610407E-02
+601149E-02
«S92114E-02
+58329%E-02
.574707E-02
« S66299E-02
+ 558086E-02
. 550062E-02
+.542244E-02
+S34605E-02
«327141E-02
«S5198256E-02
«S12696E-02
« 305725E-02
«4988687E-02
+49221BE-02
+ 4B369SE-02
- 4T79294E~02
«473049E-02



2,4941180000

5L5320000
L.5178370000
2. 5294120000
2.5411770000
2.5529310000
2. 5637050000
2.5754710000Q
2. 588230000
2. 6000000000
2.6117530000
2. 6235290000
2. 6TT2940000

T EATOT
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2. TITRATCO00
2.72941 20000
2.7311770000
2.7%29410000
2.7647050000
2.77647000G00
2.,7882350000
2. BOG000OCOM0
2.8117650000
2, 8275290000
2.8352940000
2.8470%90000
2.8%88240000
2.8705880000
2.88235270000
2.8941180000
2.9058820000
2.9176470000
2.9294120000
2.9411770000
2.9529410000
2.9647060000
2.9764700000
2.9882330000
T.0000000000

=

« 466939E-02
+450939€-02
+455124E~-02
«44939%E-02
»443B04E-02
«33IB313E-02
- 432955E-02
«427707E-02
»422549E-02
«417514E-02

L 384914E-02
. 380628E-02
.376441E-02
+3723206-02
. 36B279E-02
. 3643156~02
. 360427E-02
. 356613E-02
.352871E-02
+349200E~02
. 34559BE-02
.34207BE~02
+33B609E-02
. 335205E-02
.331876E-02
.328612E~02
.325393E~02
. 322232E-02
L 319142E-02
. 316095E-02
.313103E-02
.310178E-02
. 307292E-02
. 304472E-02
. 301702E-02
+ 298968E-02
+296295E-02
+293670E-02



C 0N CiL U'S I 0:N'ES



178

CONCLUSIONES

El astudio de algunos de los conceptos del analisis
de Fourier, permite establecer bases tedricas sélidas en
las cuales se sustenta la metodologia que permite cbtener
de manera sencilla, la respuosta de un sistema lineal
somet.ido a una excitacién dintmica especifica, recurriendo
al wuzo de tales conceptos fundamentales. Uno de estos, y
tal vaz el de mayor importancia, es el de la transformada
de Fourier, la cual actGa como una poderosa herramienta
técnica para la solucién de este tipo de problemas al
cumplirse la siguiente relacién matematica: La transformada
de Fourier de la salida Crespuestad de un sistema lineal,
osts dada por el producto de la funcidn de transferencia
del sistema con la transformada de Fourier de la funcién de
entrada Cexcitacidnd.

La aplicacién de esta técnica matematica implica
realizar ol anilisie dinfmico en el dominic de la
frecuoncia. Ex decir, la transformada de Fourier pormite
realizar una transformacién reversible de una funcidén dada
en ol dominio dol tiempo, a otra equivalente, perc en
términos de la frecuencia. Al realizar el analisis de esta
forma, o suficiente con conocer la funcién de
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transferencia del sistems para multiplicarla por 1la
transformada de Fourier de la funcién excitadera, y de este

modo obtener la respuesta del sistema en la frecuencia.

Si se desea, la respuesta puede permanecer en el
dominio de la frecuencia, existiendo la posibilidad de
generalizarla a fin de obtener graficas que muestren 1la
variacién de 1a respuesta en forma de factor de
amplificacién dinamica, el cual depende del tipo de 1la
excitacién, del amortiguamiento del sistema y de 1la
relacién entre la frecuencia natural del sistema y la
frecuencia de la fuerza excitadora; o bien, otra
posibilidad sertia la de antitransformar la respuesta
obtenida, para de esta manera, encontrar la historia de
desplazamientos del sistema en el dominio del tiempo.

La aplicacién do estos conceptos seri{a muy compleja
Y laboriosa de hacerse los cilculos de manera analitica;
sin ombargo, el algoritms de la transformada rapida de
Fourier expuesto en el presente trabajo, permite su
aplicacién de manera mis simple, efectiva y sobre todo
eficiente, debidc al considerable ahorro en tiempo de
procesamientoc y cantidad de memoria utilizados, adomas de
la factibilidad de poder realizar el procese en una
computadora personal.

Como comentaric adicional, podria subrayarse
simplemonte, el que las matemiticas brindan los elementos
tedricos y establecen las bases que peormiten resolver
problemaz fisicos, y que el auxilic de los wmétodos
numéricos y el uso de la computadora digital, facilita su
aplicacién en algunos casos practicos.



178

Por Gltimo, cabria mencionar que al desarrollar el
presente trabajo se intenté cumplir como objetive el
moztrar la aplicacidén del anaAlisis de Fourjer en la
obtencidén de la respuesta estructural dinsamica de sistemas
de un grade de libertad, proporcionando un programa que
obtluviese la transformada de Fourier de una funcién por el
método de la transformada rapida de Fourter.
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APENDICE
TRES FORMAS DE LAS SERIES DE FOURIER

1  TRIGOMOMETRICA.

@
+ zCancosnnot + brnsennot)d.
n¥y

a0
£CLd = 5

2 TRIGONOMETRICA.

o
tct>=c¢.+2cncoanaot-en>.
nEl

3 EXPONENCIAL COMPLEJA.

-]
£ty = 2 Cn Pt
neE-o

Para todas las formas anteriores
£CL4TO = £CLO f0 = 2r/T .

FORNULAS DE CONVERSION:

Para n # O
Cr = fCan-@d ,  Cn = Hantlw = Cn",
cn = Jcne,  jon] = 4 antebet L ¢n = tan™C-bosand,
an = 2RelCn} , bn = —2TmlCnl,
€ = 2jcn] = ¥ an"tbn® . On = tanT'cbn/and = —gn
Para n = O
Co = iu
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APENDICE
03-29-88
14333108
Microsaft FORTRANZZ V3.20 02/84

D, Linew § : S
St ’ PROGRAN: FOURIER

< UNIVERSIDAD NACTIONAL AUTONOMA DE MEXICO
3 ESCUELG NACIONAL DE ESTUDIOS FROFESIONALES ACATLAN
E INGENIERIAR CIVIL

TEMA DE TESIS FROFESIONAL1
NA PL!I:M:IUN DEL. ANALISIS DE FOURIER EN DINAMICA ESTRUCTURAL™

;- FROGRAMOs FRANCISCO JAVIER MDREND FIERRRODS

FROGRAMA FARA OBTENER LA TRANSFORMADA DE FOURIER
DE UNA FUNCION COMPLEJA, MEDIANTE EL METODO DE
LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

COMPLEX F(1024),G(1024)
REAL A{1024),FREC(1024)
INTEGER. 516

-~ DOUBLE-FRECISION FI

LECTURA DEL NUMERD DE ELEMENTDS EN LA SECUENCIA

NRXTE('.700)
WRITE(2,700)
NR!TE(Z, 100)NB
ST P

LECTURA DEL TIEMFD INICIAL, DEL INCREMENTD (DELTA) Y SIG

READ (4,250} 70, DELTA

S16 INDICA EL TIPO DE TRANSFORMACION QUE SE REALIZARA
- 81.516 = -1, SIGNIFICA TRANSFORMADA DE FOURIER
S1G = 1, SIGNIFICA TRANSFUORMADA INVERSA DE FOURIER

WRITE(S, 250}

READ (¢, $)S1G

IFfSIG.NE. 1. AND.SIG.HE.~1) GO TD 2
WRITE(S, 31510

LECTURA DE LOS VALORES DISCRETIZADOS DE LA FUNCIOR
REAR(1,200) {F (1), I=1,NB)

WRITE(Y, #) ' TERMIND DE LECTURA TE DATOS®
PIa3,1415702653365793

14
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D Lines
o - 60

LI

03-29-88
14133108

7 “ Microsoét FORTRANZY V3,20 02/84

OBTENCION DEL VALOR DE N, TAL QUE - NB = 288N

GN=ALOG (FLOAT (NB)) /ALDG (2,0}
N=INT(GN)

IF CIGN~FLOATIN) ) «GT. 1. 0E-06I NN}
HNe23 SN

IF(NN.EQ,NBIGD TO 5

NB NO E5 POTENCIA DE DOS, SE AGREGARAN MUESTRAS NECESARIAS

WRITE($,8) *SE AGREGARAN MUESTRAS NECESARIAS®
DO 4 I=NB+1,NN
F(1)=10.0,0.0)
NBaNN
IMPRESION DE LDS DAT0S

IF (S16.E0.1) GO TO 8
WRITE($,%) * IMPRESION DE LOS DATDS’
WR1TE (2,300}
B=T0
DO 7 1=1,NB

AL} =REAL(F LT

WRITE(2,400)1,B,A(1)

B=B+DELTA
IF(SIG.EQ.1)60 TD 1

LLAMADD A LA SUBRUTIMA TRF

WRITE($,8) ' LLAMADD A LA SUBRUTINA TRF®
CALL TRF(F,N,NB,S1G,PI)
WRITE($, ) "REGRESD A PROGRAMA PRINCIFAL’
If {SIB.EQ.1) GG TO 12

ORDENAMIENTO DE LOS RESULTADOS DE ACUERDO A FRECUENCIAS
NEGATIVAS Y POSITIVAS

WRITE(#,8)*ORDENAMIENTO DE RESULTADOS"

OM=2, 038PI/ (FLOAT (ND-1) $DELTA:
NBI=NB/Z N
FREC(NBZ)=0.0
DO 9 I=NB2+1,NB
FREC(1) =DMIFLOAT (] -NB2)
D0 10 Is=},NB2-1
FREC (3} =~FREC (NB-1}



i 14132108
rﬂu ainL FURTRMT:’ ‘I.;.Z\J u~lsi

CrIy=F(IeNBIeLY 0
SITBUsMBI=1Y AR ALY

o eiNB=1) =F (NP2

B e AF R D)

th‘RESXON DE RESULTADDE
E(’t’ ” XﬂFRESION DE RESULTADDS‘

S WRITE (2. E00)
WRITE (3, 600) (1,FREC(1),6(1) L1, Ns-n

ARCHIVO DE nsmnaunzyjrécxbxjr )

WRITE (S, 100N

WRITE (T, 250) TO,DELTA
WRITE(Z, D03 (F(I), 1=1,NB}
30701

i = SE Catcuto TRANSFURMDA XNVERSA
: VNVRITEU &} ! TRANSFORMADA XN\.ERSA' -

WRITE (2, 800)
5370 6

FORMATOS' DE LECTURA ‘DE DATOS

FORMAT (14}

FORMAT(2E12. 5

FCRMAT (2F15,10)

. FORMAT (2X, * TRANSFORMADA [-3 3',/,2X, INVERSA [ 1 1)

FORMATOS DE RESULYADOS

FORMAT(//7,18X, " VALDRES DISCRETIIADOS DE LA FUNCION®,///,
1861 . -@x, *ELEMENTO®, 12X, ' TIEMFO', 15X, "VALOR DISCRETQ’,/)
162420 F"RHAY 9%, 14, $1X,E10,5,13X,E412.5)
Lo V8T 800 FaRﬁAT(-’/.‘,’.IDx. VALORES CORRESPONDIENTES A LA TRANSFORMADA',
T 1t8 -* DE LA FUNCION", ///,BX,"ELEMENTO', 6X, '"FRECUENCIA’, 6X,
158 ~*FARTE REAL’,5X, "PARTE I[MAGINARIA', /)
146 400 FORMAT (9%, 14,7X,E12.5,4%,E12.5,6X%X,E£12.5)

157 720 X, 'FIN DE PROGRAMA’)
168 B30 v 18X, "RESULTADSS LE LA TRANSFORMACION INVERSA',///,
169 ~EX, " ELEMEM ITD' » 12X, "TIEMPD®, 15X, "VALOR DISCRETO’, /)
170 END
Maze Trpu Cffeset P Class
s ‘REAL 20482
ALDG INTRINSIC
L REAL . 23628

DELYA PE#L . 2350



DL
£

FLOA
FREC
<]

BN

b3

INT
N

NB
NB2
NN
oM
Pl
REAL
SI1G
To

e e 0o e e -

oo Pnéc 4
. B . 03-29-B88

14533108
new 1 7 Hi:rula‘t FDRTRAN77 V3,20 02/84
COMPLEX 2
T INTRINSIC
REAL 1678¢
CDHFLEX 8194
24610
INYEGEnl4 24398
INTRINSIC
INTEGERS4 24614
INTEGERS4Q 24578
INTEGER$4 245638
INTEGER$4 24618
REAL 24534
REALSS 24602
INTRINSIC
INTEGER$4 24594
AL 24586
171
172
173
174
175
176 SUBROUTINE TRF(F,N,NB,NSIG,PI)
177 COMPLEX F{NB),U,W,T
178 DOUBLE PRECISION PI
179
160
191
182 ¢ DIVISION POR NB DE CADA UND DE LOS ELEMENTOS
183
184 WRITE (s, 8} *DIVISION POR NB’
185
108 SC=SORT (FLOAT (NB) )
187 DO t JI=1,NB
188 1 F(DefF(3)/SC
189 SIG=FLOAT (NSIG)
170
191
392 REDRDENACION DE 1.A SECUENCIA DE ACUERDD A LA  fig.111.3.8 .
193
194 WRITE (%, %) *REORDENACION’
195
196 NBRZaNE/2
197 NBMl=hNB-1 -
198 " 3s=1
199 DD 4 L=1,NBM}
200 IF(L..GE.J)GO TO 2
208 TsF (J)
202 F(3y=F (L)
20T FeLI=T
204 2 K=NBD2
203 3 t IF(K.GE.J)G0 TO &
206 ImJ-K
207 KeKs/2
208 GO TO 3
209 4 I=d+h
210
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S 03-29-68
. y 14133108
S Linew 4 7 : ‘MicroRGFt FORTRANTZ 3,20 02784
T3 : LRLCULG 3 LA’ TRANFORMADR, RAF 1DA DE-FOURYEN
2% s : | DEACUERDG CTH LA ! qu 1Et,5.6 -
21y S
oim NRXTE(:.‘) CALZULD CE LATTAF?,
o0 e Mol , N
H Uri1.0,0,0)
) HE=2438,
: KENES T
. ANGEP LK
1 WACHFLX {COS (ANG) , SIGSSIN (ANG))
we DE & J=i,k
2 005 L=d, NB, ME
= LPLEL+K

T=F {LPK) sU
FILFR) =F (LY =T 2
FALYBF (L) +T

[ H )
RETURI
- END
Sama’ Tipa ¢ Ofiset P.Class: ..
REAL 25280 - :
x : INTRINSIC
. ’ . 'INTRINSIC
COMPLEX : o0
INTRINSIC
INTEGERY4 25212
INTEGER'4 Im0%s
INTEGERSS 25240
INTEGERSS 25304
INTEGERYY 28260
INTEGERSS 25275
H INTEGERS S 4 3
: INTEGER+4 8+
: INTEGER®4 25232
INTEGERSA 25236
INTEGER®S 12 ¢
REALEE e &
RREAL 25208
zEAL 235228
INTRINSIC
- - ~ ~ INTRINSIC. S
: COMPLEX o248 T i
: COMPLEX . 25268
COMPLEX 25284
Name Tyte Size Class
FOURIE FPROSRAM
™ . SUBROUT INE

! Fass One tis Srrors Detected
i B 271 Source Lines
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03~-29-88
14121104
D Linew 1 ? Microsoft FORTRANZ?Z v3.20:02/84
B | PROGRAM TRANS . :
2 COMPLEX F(1024),G(1024) ,H(1024)
T REAL FREC(1024),MAG(ELID),FASE(SID),R(512),D(512)
4 DOURLE PRECISICM PI o
E
3} READ (1, 100INB
7 WRITE (3, (00)NB
a IF(NB.LE, O)STOF
e READ (1, 200) TO, DELTA
10
11 ¢ LECTURA DE LA TRANSFORMADA DE LA FUNCION
12
13 READ (1,300 (F(D), I=1,NB) 8
14 '
13 WRITE($, 83" RIGIDEZ 1 K Ckg/cm)’ o=
16 READ (%, $)AK .
17 WRITE(L,3)" MASA 1 M (Kg-segz/cm)’
18 READ (¢, $)AM A S
19 WRITE(%, %)’ REL, AMORTIG. : beta [adimensionall”
20 READ (%, $) BETA : : :
21
22 IF(AK.LE, 0. 0)AK=AM/ (DELTASDELTA)
23 C=2,0tBETASSORT (AKSAM)
24 FNS=SORT (AK7AM)
a3 P1a3.1413924633389793
28
27 ¢ GENERACION DE FRECUENCIAS Y ORDENACION
28
29 OM=2, 08P/ (FLOAT (NB~1) 3DELTA)
30 NB2=NB/2
=1 FREC(NB2)=0,0
. 32 DO 2 I=NBZ2+1,NB
1 I3 2 FREC (1) =0MSFLOAT (1-NB2)
T4 DO 3 I=1,NB2-1
1 35 FREC(I)=-FREC (NB-1)
1 36 Gt =aF (1+NB2+1)
3 X7 3 G(I+NB2-1)=F (])
38 G (NB-1)=F (NBD)
39 G (NB)=F (NB2+1)
a0 .
41 % GENERACION VECTOR FUNCION DE TRANSFERENCIA Y CONVOLUCION CON GiI)
42
43 DO 4 I=1,NB
1 as A=AK-AMIFREC (1) SFREC(I)
RY 43 B=CEFRECCI)
1 L1 CC=ASA+BIB - R — -
1 a7 H{1)=CMFLX (A/CC, -R/CC)
1 a8 4 G(Dr=GID tH(D)
a9
S0 % REDRDENACION DATOS PARA ARCHIVO DE RETROAL IMENTACION
1
52 DO 5 Iwi,NB2~{
1 =3 F(1)=G{1+NB2-1)
t 548 F{I4NB241)=GIT)
3 FIND2I=G (NB~1}
B FINDBI41) =G (ND)
* WRITE(S, € (F (1), HI1), 1=l NB}
=8

=2t GENERACION MAGNITUD, ANGULO DE FASE, RELACION DE FRECUENCIAS



~
-
3
[
-

e
“

102 &00
103 800

1085 B1¢
105 820

119 83

; J oA ReEAL
; Armae
ar. REAL

Hane Typa

an REAL"

Paqn : 2
-:05~29-688

> hn.ro\init FGRTRRN77 V3420 L2484

DO 5 l=1,MB2

MAG(I) =CABS(T(NRI-1+1))

DUDY=MAG (1) sAR

FASE '1)=-ATANS AIHAG(G(HB--I&I)) 'REAL(G(NB
RUD=FREC(NEZ-1+11/FNS

1123 811BO.O/PE) 1

IMPRESION DE RESULTADOS

WRITE(TZ, 400)AM. AN, C.FNS, BETA
WRITE(Z, 200 K
WRITE(D, 6002 (1,H{I},FREC(LY, G‘X).l'l NB-I)
NRXTE!-.EOO)

WRITE(Z,B10) (1,FREC(NB2~1+1),MAGIL), FASE(I) lll NBZ)

DATIS FARA RETROALIMENTACION
WRITE(S, 200170, DELTA

2 WRITE (3, 3003 (F (1), 131,NB) A

RESULTADOS FARA GRAFICACION

WRITE (4,B20)FETA
WRITE(4,830) tR(1),D(I),Ia1,NB2)
€0 10

FORMATOS

FORMAT(14)

FORMAT (2F15.10}

FORMAT {2EL2.%)

FDRHAT(II///.UJX.'C-\RACTER]STXCQS DINAMICAS DEL SISTEMA " ,///7/,
-3i8x,'L MASA ) o o= ",E10.5%,' hg-saqg2/em’,///,

-14X,"t RIGIDEZ 21 ko= CLEL0, kgsam’ /47,

S13%,°C AMORTIGUAMIENTO 1 c = ")E10.5,° kgesagrem’ /77,

-8X, 'FRECUENCIA NATURAL CEL SISTEMA 3 7 ,E10.5," rad/eeg",///,
-8X,"RELACICN DE AMORTIGUAMIENTO 1 °,F10.5,/////)

FORMAT (//, 1BX, "RESFUESTA EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA®,///,

«7x.'Fchxon DE TRANSFERENCIA FRECUENCIA RESPUESTR'
EOERLARY 2 3 s 286X, %", 6%, "DE",5X, 8’ ,T0X,"¢",/," NUMER

~*REAL XHAEX\ARlD EXCITACION REAL IHAEINARID’
113

FORMAT (2X,14,%E14,5)

FORMAT (7, 3X, "ELEMENTO ", 10X, * FRECUENCIA®, 5X, "MAGNITUD DE LA ',

-*RESFUESTA’ ,BX, “FASE 4/ //)

FORMAT (X, 14, 11X, E12,5, 7X,£14.5, 10X,F10,5)

FORMAT (/¢7,7X, ' GENERALIZACION DE LA RESPUESTA EN EL DOMINIO °,
-*DE LA FRECUENCIA',///,7X, RELACION DE AMORTIGUAMIENTO [betad 317,
~F10.6,///,7%, " RELACION DE FRECUENCIAS',7X,’FACTOR DE *,
-*AMPLIFICACION DINGMICA®4//,16X,70 r 3°,29X,'T D 1°,//)

FORMAT (11X, F15. 10, 20X, EL14.6)

END
Offset F Class
THT34
INTRINSIC
Te0BS
3489¢

18121604, @



D Linad 1 7
ATAN
B REAL
BETA REAL
c REAL
CABS
cc REAL
CMPLX
D REAL
DELTA REAL

F COMPLEX
FASE REAL
FLOAT
FNS REAL
FREC REAL

[ COMPLEX
H COMPLEX

1 INTEGERS4
MAG .
NB INTEGERS4
HB2 INTEGER$4
oM REAL
PI REALSS
R REAL
REAL

SORY

TO REAL
Name Type
TRANS

Pags One

Size

INTRINSIC

INTRINSIC
INTRINSIC

INTRINSIC

INTRINSIC
INTRINSIC

Class

PROGRAM

No Errors Detected
111 Source Lings

Fage 3
03-29-88
14121104
fticrosoft FORTRANZ7 Y3.20 02/84



..A»F' CE_AN FLZFICI\CIUI DIHANIC,
:'JH T LA - 10 ERECUENTIAS
ZXCITACION, "N ! DL"‘X!HS E L

FPROGRAMD: FRANTIZSCO JAVIER HMDREND FIERROS
i LECTURS TF DATOS
CEAD (L, 1CINE
WRIT
Isnr, STOF
REACC], T0,DELTA
¥ LECTURA T8 LA TRANSFORMADA DE LA FUNCION
READ(1, IF LY LI51,NBY

WRITE (4 RELACION DE AMORTIGUAMIENTO : [beta)
READ(t, I BETA

EEAYEH‘&)‘ AMFLITUD MAXIMA EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA""

1= TITesre :
FHGEE? !FLCGT ANE-23 /(3L ACELTAFLOAT {NE-1) } R

4 GEMERACICH DE FRECUENCIAS v ORDENACION

2
C 3 .
3
¢ .
o rermalizacion de la funcion en el dnmnin de la fre:uen:xa
= 1,MB
a S Py I
x
R ¥ k:-h(x)tnix)),2.:BETA0R(1))
JHITY
s
{'l
[
o
WRITE LD, 2000
wa!wsr:.:onx(rix’,x 1, NE)
‘i IMPRESION DE RESULTADDS
WR1TE (2,400)BETA
(- WRITE{3)500} (1,R{I+NB2=1) ;D(I4NB2-1};
RO TN g S
[ FORMATDS - - LA L T

*RESFUESTA EM EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA’,
GHOR S 1 EUARIERTD  Lbetad oF1
TE FRECUENCIAZ',7X, FACTOR be? ‘HFLI#!CACIGN'
e 30,29, 071,/
b, z0x, 214063 .

151




ac,an,bn,cn
a,b,A,8
An,Bn

CyCe

x>, glxd
FCud>
<D
FCD

fr
Fn

folt), faC LD

Fel D , FaltD
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APENDICE D

SIMNBOLOGI A

Coeficientes de la serie de Fourier
Canstantes arbitrarias

Coeficlientes

Coeficiente de amortiguamiento, amortigua-—
miento critico.

Factor de amplificacién dinAmica

Operador d/dt

Niclea de Dirichlet

Base do los logaritmos naturales

Error cuadratico medio

Fuerza de inercia

Fuerza de amortiguamiento

Fuerza de restitucidén de resorle elastico
Frecuencia ciclica

Funciones arbitrarias

Transformada de Fourier de f(x)

Funcién continua en el tiempo

Funcidn continua en la frecuencia.
Transformada de Fourier de (L)

Funcién discreta en el tiempo

Funcién discreta en la frecuencia.
Transformada discreta de Fourier de fr
Funciones de entrada y salida en un
mistena lineal

Transformadas de Fourier de feltd y feCtd



Foc
FeCSD , Faltd

G,6e,Ga
heLd

O, HC LD

b {d¢>]

x

L
|

Kilym,n, s

Rt

RCOD

td
T.Tp
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Conjugado complejo de FCD

Transformada coseno y transformada seno
de Fourier de fCtd

Constantes arbitrarias

Respuesta de un sistema lineal a la
funcidén impulso unitario

Funcién de transferencia de un sistema
lineal. Transformada de Fourier de hCt)
Unidad imaginaria v=1

Parte imaginaria de FCID

Constante de rigidez

Constante, valor caracteristico

Limite de un dintervalo cualquiera,
subindice

Operador lineal

Masa idealizada de un sistema linoal
Indices

Nimero de elemeontos en una secuencia
discreta

Carga estatica

Carga dinamica con variacién en el tiempo
Amplitud de pCtd

Carga dinsmica con variacién en la
frecuencia. Transformada de Fourier de pCtd
Coeficientes de la serie compleja de
Fourier

Relacién de frecuencias

Relacidn despl azamiento di nami co a
desplazamiontly ostaticod

Parte real de F(

Variable independiente tiempo

Duracidon de un impulso

Periodo



uwtd
WL
wed
ucCLd

uplid
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Variable arbitraria

Desplazamiento on el tiempo

Velocidad duCtd / dt

Aceleracion dfuCtd ~ dt?

Solucidén complementaria de 1a ecuacidén
diferencial de movimiento

Solucién particular de la ecuacién
diferencial de movimiento

Desplazamiento estatico

Desplazamiento en la frecusncla,
Transformada de Fourier de wtd

Variable arbitraria

Variable arbitraria

Fraccién de amortiguamiento wh
Decremento logaritmico

Funcién impulso unitario

Angulo de fase

Espectro de fase

Sacuencias de funciones arbitrarias
Conjunto ortonormal de funciones
Constante

Frecuencia circular, velocidad angular o
frecuencia natural del sistema
Frecuencia de vibracién amortiguada del
sistema

Frecuencia de vibraclién sobreamortiguada
del sistema

Frecuencia circular de la fuerza
excitadora
Frecuencia enésima de la fuerza
excitadora

Resultanie de la amplitud de movimiento
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Intervalo muestral de tiempo

Cambic de velocidad

Operador de la transformada de Fourier
Operador de la transformada de Fourier
inversa

Operadores de la transformada y de la
transformada inversa de Fourier coseno
Operadores de la transformada y de la
tarnsformada inversa de Fourier senc



R_EF ERENCTIAS

B I B LI OGRAFTITCAS




11

21

[$< 3]

£4)

8]

93]

€71

{8)

[4-)]

{10}

£11)

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Arfken, G.

Mathematical Methods for Physicist
London. Academic Press. 10688,

Bajpai, A.C.; Calus,I.M.; Fairley,J.A,
Matematicas para Estudiantes de Ingenieria
Clencias, Vol. 2, Trad. por Pérez, J.H.,
México, D.F. LIMUSA. 19786.

Biggs, John M,

Introduction to Structural Pynamics
New York. Mc Geaw-Hill. 1064,

Bracewell, Ronald Newbold.
Ihe Fourier Transform and its applications
New York. Mc Graw-Hill. 1G78.

Brand, Louis.
Advanced Calculus
New York. John Wiley & Sons, Inc. 1855,

Brigham, E. Oran.

The Fast Fourier Transform
Englewood Cliffs, N.J. Prentice-Hall, Inc. 1Q74.

Burden, R.L.; Faires, J.D.; Reynolds, A.C,
Numerical Analysis
Boston. Prindle, Weber & Schmidt. 1981,

Carslaw, H, S.

197

An Introduction '-'r% the Theory of Fourier's geriesg

and integrals, 3 ed.
New York. Dover Publications, Inc. 1950.

Churchill, R. V.; Brown, J. W.
Fourier Series and Boundary Value Problems
New York. Mc Graw-Hill., 10695.
Clough, R.W.; Penzien, J.

cs of Ftryctyres
Tokio., Mc Graw-Hill-Kogakusha. 1979
Craig, R. R.

L

Rvpamics
New York. John Wiley & Sons, Inc. 1961,



23

(13}

€14}

[$8.3]

[ $8-}]

173

(18}

[$8~}]

(203

[§= 91

(221

198

Dahlquist, Germund; Bjorck, Ake.
od
Englewood Cliffs, N.J. Prentice Hall. 10069,

De Silva, C.W.

Dynamics Testing and Sejsmic Qualification Practice
Lexington, USA. Lenxington Books. 1883.

Estrada U.,G.

Estructuras Antisismicas
Néxico, D.F. CECSA. 1G84.

Fourier, Jean Baptiste Joseph.

Analytical Theory of Heat

Translated by fFreeman, A. C(Great books of Western
Worldd). London. Britannica, Inc. 1952,

Hsu, Hwei P.

Andlisis de Fourier

trad. por Floroz. T. R,

MNéxico, D.F. Fondo Educativo Interamericano. 1873,

Kaplan, W.

Advanced Mathematics for Engineers
Reading, USA. Addison-¥Wesley Publishing Co,Inc,1881.

Newland, D.E,
An introduction Lo Random Vibrations and Spectral

Analysis
London, Longman group limited. 1078,

Palencia G., Victor J.

Respuesta estructural dinamica mediante funciones
gde transferencia C(Examon de Grado de Maestria en
Estructuras. UNAM D). México, D.F. 1978,

Ralston, A.; Rabinowitz, P.

A first Course in Numerical Analvsis
New York. Mc Graw-Hill. 1961,

Sokolnikoff, 1.5,
advanced Calculus
New York. Mc Graw-Hill. 1839,

Sckolinikoff, I.S.; Redheffer, R. M.

Hathematics of s and Moderp Engineering
New York. Hc Graw-Hill., 1038,



23

(=13

[2s]

(283

Titchmarsh, E.C.

The Theory of Functions
London. Oxford University Press. 1090,

Torres F., J.A.; Czitrom, V.

189

Maétodos para la Solucidn de Problemas gon

compytadora digital. Néxico, D.F.
Representaciones y Servicios de Ingenieria. 1680.

Vierk, Reobert K.
Vibration Analysis
New York. Harper & Row, Publishers. 1970.

¥ioner, N.

The Fourier Integral and Certain of its
Applications.

c
New York. Dover Publications, Inc. 1GS8B.



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Respuesta Dinámica Estructural en Sistemas de un Grado de Libertad
	Capítulo II. Series y Transformadas de Fourier
	capítulo III. La Transformadora Rápida de Fourier
	Capítulo IV. Aplicación a la Ingeniería Estructural
	Conclusiones
	Apéndices
	Referencias Bibliográficas



