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1, INTRODUCC 1 ON 

El estudio de las vibraciones no tiene un origen recien

te, sino que data de los tiempos de Lagrange (173b - 1813). 

Los primeros trabajos desarrollados en este campo se enfocan al 

estudio de fen6menos naturales y a teorlas matemáticas. En la 

actualidad un basto nCimero de investigaciones se realizan en el 

campo de la técnica, tales como el dlse~o de edificios, de tur

binas, motores y otras tantas cosas. 

En la apllcacl6n de la teor!a de vibraciones a sistemas 

mecánicos o f!slcos complejos, se requiere hacer slmpt lflcaclo-

nes del movimiento de 6stos. Usualmente consisten en reducir 

et sistema a un número finito de parámetros Inerciales, dlslpa

tivos y restltutivos, relacionados con aspectos cinem~tlcos. 

Una representacl6n comGn de emplear en estos casos,h• sido la 

de sistemas de masas concentradas interconectadas con resortes 

y amortiguadores. Sin embargo, hay ocasiones en que la masa 

del resorte en conslderacl6n, no puede ser despreciada, motivo 

por el cual en el análisis se deberá considerar la continuidad 

del sistema. 

Para representar la d1s1pacl6n de energía en un sistema, 

generalmente se emplea un elemento mec.\nlco del tipo de amorti-

guamiento viscoso. Conviene aclarar que en cualquier sistema 

1 a frlct16n Interna que se genera cuando está sometida a una s~ 

11cltaci6n dinámica, es de distintos tipos; por 1o que para In

cluirla en un análisis deberán hacerse consideraciones cuidado

sas. En este caso los sistemas se clalsi flcarán simplemente en 

amortiguados y no amortiguados; un sistema no amortiguado podr~ 

ser aquel en que los efectos de frlctl6n Interna son desprecla

b 1 es, 
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Uno de los objetivos primordiales de la dlnAmlca estruc

tural es presentar métodos para anal Izar Jos esfuerzos y defle

><fones desarrollados en cualqufer tipo de estructura, cuando es

tá sometida a cargas arbitrarlas dlnAmicas. El térmico "dlnáml

co11 se dfine simplemente como 11 varlaci6n del tiempo". 

En este trabajo de tesis se presenta un resumen te6rl 

ca de dln~mlca estructural, con una serie de ejemplos de aplica

ción y programas en microcomputadora y calculadoras de escrlto--

rlo que permiten facilitar su anAllsls. Tienen el objetivo de 

ser Ilustrativo y brindar una visión didáctica para los que se -

Inician en esta rama de la ingenierfa estructural. 

El Capitulo 2 se refiere a los sistemas discretos de un 

grado de libertad donde se analiza la respuesta dinámica de es

tructuras que por sus caracterfstlcas pueden ser estudiadas con 

una sola coordenada para describir su movimiento. Contiene vi

braciones libres, forzadas armónicamente y forzadas arbitraria

mente; sin y con amortiguamiento en cada caso. Cuando se pre-

senta una fuerza excitadora cualqu1era, se emplean métodos num! 

ricos para evaluar la solución. 

En el Capítulo 3 se anal Izan respuestas dinámicas de los 

sistemas discretos de varios grados de libertad. Su contenido -

es el slgufente: Vibraciones 1ibres sin amortiguamiento, don

de se Incluye la solución por medio de la ecuación caracterfsti"' 

ca y por medio de la aplicación de métodos Iterativos para Ja oE. 

tencl6n de las frecuencias naturales y las configuraciones moda

les; vibraciones 1 lbres con amortiguamiento; vibraciones forza-

das sin y con amortiguamiento, donde se analiza Ja obtención de 

la matriz de amortfguamlento y el desacoplamiento de las ecuacf~ 

nes de movimiento. Se presenta también la obtención del cspec-

tro de respuesta y del espectro de dlse;lo, para el análisis sís-

mico. Se finaliza con la expllcaclón de los métodos de diseño 
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slsmlco, modal espectral y an611sls slsmlco esUtlco. Consld~ 

rando en ambos casos la reduccl6n por ductilid.. Para el -

desarrollo de los sistemas de par6metros distribuidos¡ en el -

Capftulo 4, se estudian aquellos sistemas elásticos, en los 

cuales no pueden despreciarse la masa en toda su long! tud y 

que son conocidos como sistemas continuos¡ se anal Izan las vl 00 

gas de corte y las vigas de flexión¡ se describe el método de 

superposición de modos y se expl lea el desacoplamiento de las 

ecuaciones de movimiento. 

El Capitulo 5 reúne en forma ordenada los ejercicios -

de apllcaclón de cada capitulo respectivamente, con el fin de 

aclarar toda la Información teórica recopilada, en ejemplos dl 

d6ctlcos. Ademh se Incrementa el capitulo con la utilización 

de programas de calculadora HP 41C y de la microcomputador• 

Sigma Commocloreen algunos ejemplos para aclarar los criterios de 

análisis o para facllltar el uso de los métodos establecidos -

en este trabajo. 

Es usual emplear dos enfoques para calcular la respuesta 

estructural: la determinista y la no determinista¡ el método 

que escoja dependerá en que tanto se pueden definir las cargas. 

si se conoce bien la variación en el tiempo de la carga, se ten- / 

drán cargas dln6mlcas prescritas y se hará un an611sls determi

nista; si la variación no es bien conocida pero se puede defi

nir en un sentido estadfstlco o probal fstlco, entonces se tle--

nen cargas aleatorias (no deterministas). En este trabajo se 

analizan sistemas deterministas sometidos a cargas dinámicas 

prescritas. 
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z. SISTEMAS DE UN GRADO LIBERTAD CON COKPORTAHIENTO LIHEAL 

2.1 VIBRACION LIBRE NO AMORTIGUADA 

(Movimiento armónico simple) 

En la figura siguiente se presente en forma dlagramAtlca un• 

sistema de un grado de libertad sin amortiguam1ento, se has~ 

puesto que e1 resorte no tiene masa y obedece Ja Ley Hooke 

(Fuerza Estabi l lzadora 1( J. 

SI tiramos del cuerpo en sentido de las x, una distancia x1 y 

luego lo soltarnos, el cuerpo se pondrá a vibrar. Para tener 

1a idea clara de las fuerzas que actdan en el cuerpo se hace 

el siguiente D.C.L. {Diagrama de cuerpo libr<!). 

-IC• 

W=mg 

De la figura anterior 

- Kx -= W • mg 

Por conveniencia el desplaza .. -· 

miento hacia abajo se considera 

pos I ti vo. 

establecemos Ja 

d 2x g=d;f ~R= 

siguiente ecuación 

aceleración 

de esta manera obtenemos 
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m 5( + Kx = O 

dividiendo entre la masa m y designamos P2 • ~ 
m 

Resulta una ecuación diferencia\ ordinaria, 

1 tneal y homogenea de segundo orden. 

Cuya soluc16n general es de la forma: 

X (t) - A cos pt + e sen pt 

donde las constantes arbitrarlas, A y e, se determinan de tas 

condiciones Iniciales. Por ejemplo si t • O, x • x 0 y X• X0 

A - Xo y e • x./p 

Con lo cual 

x (t) • Xo cos pt + x0 /p sen pt 

Haciendo el siguiente análisis 

CO S do • X e , 5 en e/-. • ~e 

Xo 
De la propiedad trlgonom~trlca 

C cos (Pt - o1-) • C [cos Pt tos o(+ sen Pt sen~] 

Obtenemos: 

cos ( P t - "') • e [ co s P t ( xcº ) + sen P t ( ,¡ •) 
PC 

cos (Pt - P.) ... Xo cos Pt + Xp sen Pt 

Por lo tanto la ec.2.1.t se puede escrlbi r como: 

x (t) • C cos (Pt -o'-) 

y o(. son constantes y se les conoce: 

ec.2.1.1 

ec.2.1.2 
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C• Ampl l tud 

~ • Angulo de fase 

• {k'i; • frecuencia natura1 de1 sistema 

a2 '1' f, frecuencia angular circular 

f•l/T P•2~y 

Por lo que T • 1;- • Perrada 

Puede verse que s1 el resorte fuese esforzado por una fuerza 

Igual al peso mg. de la ma•a vibrante, la deflexl6n esUtlca 

esU dada por: 

h est • ~ 

y en este caso 

• ..rT". V mg • 
m c'lest m 

.¡ g 
best 

ec.2.1.2 

Para calcular la ampl t tud, se tiene que para t • O, el despl:. 

zamlento Inicial es x. • -best, con velocidad Inicial x.•Jiih 
(movimiento rectlllneo uniforme acelerado) 

./ ,/( - h es t ) 2 + (.r-;;h /.r;¡¡;;;) 2 ec. 2, 1. J 

.J(-best) 2 + (2hhest) 2 C •Amplitud máxima 

best +C •deflexi6n total 
X 

'I r---t------t----1~---'-c-u_a n~\ ª f ; x ~ O 

"l!ia. 

" .... 



- 7 

2,2 VIBRACION LIBRE AMORTIGUADA 

En los sistemas vibratorios reales, la masa al cabo de un 

tiempo de estar moviéndose, se detiene. La masa al estar de~ 

plazada una distancia Xo desde su posicl6n de equilibrio su -

amplitud disminuye conforme pasa el tiempo y la masa termina-

rA por pararse. Tal es el caso de un oscilador de un grado -

de 1 lbertad que vibra libremente bajo la Influencia de un - -

amortiguamiento (fuerza disipadora) viscoso. Ver figura. 

[ e D.c;.L. 

cY 

r--~~1"'.I_ 
.1. y+ 't 

F!i) F(t)•O 

Lo que nos determina una ecuación de la for•a 

mV + cy + ky • O 

dividiendo todo entre m 

s 1 

y + ~ y + ~ y -

2n • ~ 
m 

y 

La solución de la ecuación diferencial está dada por: 

y • ce''t 

ec. 2 .2. 1 

Al sustituir Ja solución en la ecuación de movimiento obtene-
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mos: 

m 11
2 + e ¡1 + k • O 

donde: 

!• - -n ! 

Analizando el resultado anterior, encontramos tres casos dif~ 

rentes de amonlguamlento seg6n el signo del radical, ver ta• 

bla 2.1 

Tabla 2 1 RELACION DEL RADICAL 

CASO RELAC 1 OH SIGNO TIPO DE AMORTIGUAMIENTO 

A n '> p + Sobl'e-rtl.41Udo 

8 n = p o Alllorti¡¡ullllli•nto e>:! tioo 

e n <P - Bll'buortigwulo 

CASO A. Movimiento aobreamortiguado. 

El caso en que el término dentro del radical es positivo. 

Cuando esto ocurre se tiene un decremento del movimiento y su 

forma es aperl6dlca. Sus dos rafees son reales y distintas. 

La solución est~ dada por 

fOC, 2, 2, 2 

Las rafees 1a 1 y 1~ 2 se putden expresar en términos del factor 

de amortfguamtento* r¡ como 

µI • • q p + p .J';z-:--¡ 
µ2 = • r¡ P • p J;'i-:-í 

.!t 
p 

*El factor de amortiguamiento es la relación 11;: c/cr, s~ debe de resal-
tar qua 2n = c/m, C ""' 2run. En el case> de amortiguaniiento crítico n P::' f-t, 
entonces Cc:r = 2Pm por lo que ti = ~ • 
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Cuando el 'I > 1 

y (t) a e- qpt[c 1 expc/'1 2-1 Pt)+ c2 exp (ff. Pt )] ec.2.2.3 

donde la frecuencia natural del sistema es: 

Po· rM 
otras formas de expresar la solución anterior son: 

y (t) •e- '1Pt¡c
1
cos (PMl) t + c

2 
sen (PMtltl ec.2.2.4 

CASO B. Hovlmtento can BMOrtiguamlento crl tlco. 

Corresponde al caso en que la cantidad dentro del radical es 

nula. 

n • P , ~~r • lf , Ccr • 2m /f 
Ccr • 2 J'h ; Coeficiente de a111ortiguamlento cr1tlco 

El coeficiente Ccr sirve para definir la relación adlmenslo--

nal C/Ccr llamada factor de amortiguamiento viscoso. 

En este caso las raíces .u 1 y µ2 son iguales y valen 

u1 • Pz • -Ccr/2m 

Una solución independiente es: 

Y¡ (t)•C¡ 0 -(Ccr/2m)t 

Otra solución independiente puede hallarse empleando la fun--

cl6n: 

yz(t) • C2t .-(Ccr/2m)t 

Por lo tanto la solución general est~ dada por: 

y(t) • (Cl+cZt) 0 -(Ccr/Zm)t ec.z.z.6 
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CASO C. Movimiento eubeimortiguada. 

El caso en que el término dentro del radical es negativo co-

rrespondlente a este movimiento¡ ésto Implica que: 

n < p o sea ( 2; ) 2 <~ 
m 

Debido a ello, las rafees son complejas y conjugadas, esto es: 

l' 1 • - ~ p + 1 p 

''2 • - ,, p - 1 p 

La solución se puede expresar como: 

Y(t)•e- Pt¡c
1 

exp(I .fl:7Pt)+c
2 

exp(-1 ,¡¡:-;;rPt) ec.2.2.7 

Puesto que Onlcamente los valores reales de Y(t) son de Inte

rés práctico conviene Introducir otra~ constantes definidas -

por: 

e 1 • t 12 + t 12 

c 2 • 1/2 + t/2 B 

A + 1 B 
-2--

A - 1 B -2--

Empleando las fórmulas para las funciones circulares 

COS X 
1 X -1 X 

e + e 
2 

san x 
1 X -1 X 

e e 

2 i 

Y(t) • e- Pt[Acos~ Pt + B sen JiT Pt ) 

o más conveniente 

ec.2.2.B 



- 11 -

donde 

tan a o • + Yo q 

·. 

.------

T .,... _______ ------------
p·. J 1 - ( n~ ) 2 T • !2!.... 

p• 

A 1 • Ao e - r¡ P t ' Az • Ao e - q P ( t + T) 

Az /A 1 = .-qpr"' e - 'I p 
2• 

= e - q P2• -p-J;:===_=l:;::":::/:::n:::c ¡"°i 
P J¡ - ("/ncJ' 

desarrol 1 ando 
J¡- l"/nc) 2 

en series llegamos a 

Az/A¡ a e -2 "n/nc [ 1 + 1/2(
0 /nc) 2J 

donde 
-2n n/nc [1 + 1/2 l"/nc) 2J µ• e 
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Podemos observar que 1 as amp 1 i tudes decrecen segOn una progre

s Ión geométrica. 

Az • ~ Al 

E1 decremento 1ogarftm1co 11 h 11 se obtendrá de ta siguiente 

forma: 

~ • Ln (Ai/A1) o sea h = Ln /J 

y si Az/A1 • exp ( . 2" ,, ) b J 
1 

_ 'I 2 , entonces o tenemos para V!,. 

lores muy pequeños del amortiguamiento 

~ • 2 " ,, 

2.). CONSIDERACIONES SOBRE EL AHORTIGUAHIENTO 

Tres son los tipos más comunes de amortiguamiento: el viscoso, 

el de Coulomb y el hlsterétlco. El primero de ellos está as!:!_ 

ciado con cuerpos que se mueven dentro de flufdos a baja velo

cidad¡ en ese caso la fuerza amortiguadora se supone propor-

clonal a ta primera potencia de ta velocidad del movimiento. 

Fd (t) cy 

donde e es la constante de amortiguamiento y Y es la veloci

dad dtl movimiento. 

El amortiguamiento de Coulomb o amortiguamiento seco está aso

ciado con el deslizamiento de dos cuerpos o superficies secas, 

y la fuerza resistente está dada por 
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Ff (t) • :!" µ N 

donde µ es el coeficiente de fricción cinética del material y 

N es la fuerza Normal. 

El otro amortiguamiento es el hlsterétlco, también llamado s6-

1 Ido o estructural y está asociado con la fricción interna y .. 

es aproximadamente proporcional a la amplitud del desplazamle~ 

to del cuerpo deformado; es Independiente de la frecuencia de 

vibración y es el resultado de la fricción entre planos Inter

nos. La energía que se dlsfpa en forma de calor, por ciclo, -

es: 

Uc s l co • cq ~ 
k 

K •Rigidez del resorte 

co • Constante adlmenslonal para amortiguamiento sól Ido 

Y •Amplitud de vlbracl6n 

W •Frecuencia de excitación 
cq ~ Constante de amortiguaaiento viscoso .a4u1vali!rtte .. 

Puesto que la ampl ltud de la vibración es proporcional a la 

amplitud de la deformación unitaria, el trabajo Us disipado 

por clclo debido al amortiguamiento estructural puede escrlbl!. 

se como 

Us • s Y2 

con s •escalar que representa.la proporcionalidad. Igualando 

1os valores de Uc y Us 1 se tiene: 

Uc • Us 1 entonces "cq v2oo • sy2 s 
• ! CQ • '°';j(J 

cq • -,.-'w- • _k_ 
'r(.¡J 

de esto resulta IJ k 
--¡; 

1/ . -·-•k factor de amortiguamiento e)tructural 
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Esta cantidad puede relacionarse con el amortiguamiento viscoso 

equivalente, cq, dividiendo la ecuación ~nterior entre Ccra2mp 

y empleando la notación de k • p2m 

,, q - ~ 
Ccr 

1/k 
- WT2iñPT. 

'I p2m 
2m1qp • 

,, p 

2W 
factor de amor 

qq • tlguamlento 7 
equivalente 

2.4. MOVIMIENTO ARMONICO FORZAOO NO AMORTIGUADO 

En este tipo de movimiento se considera que la masa est~ forz~ 
da a vibrar por una fuerza 

figura • 

ar:n6n!ca como se indica en la ·-

D.C.L. 

K -K)( 

m 

l 
F ( t) = F cos w t F(t)= Feos wt 

Supóngase que Ja fuerza F(t) tiene una frecuencia f • 

La ecuación de equilibrio dinámico es: 
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mR + kx • F cos w t. ec.2.4.1 

la solución particular es: 

X X cos (d t 

Con la primera y segunda derivada obtenemos: 

X cu X sen w t 

R •-t1>2 X coswt 

sustituyendo en la ecuación 2.4.1 resulta 

X • 
__ F __ 

k ... w2m 
donde w.,. p 

las ecuaciones para K y X dan el estado·•staclonarlo de la v.!_ 

braclón forzada. Para tener la solucl6n completa de la ecua

ción de movimiento deberA de sumarse a esta solución partlcu· 

lar, la ecuación de le homog~nea que corresponde al caso de -

vibración libre. Esto es: 

X (t) • A cos (Pt -<>)+X coswt ec.2.4.2 

En los sistemas de la pr4tlca siempre hay algo de amortigua-

miento de tal suerte que eventualmente se amortiguan 1as vi-

brac(dnes y On1camente la vibración forzada permanece¡ esta -

vlbra~lón producto de la combinación de la vibración libre 

forzada se llama transitoria. 

si w f. P , entonces la ecuación 2.4.2 nos queda: 

~(t) • Acos Pt + B sen Pt + 
__ F_ 

k-w2m 

Para t 111 o , x • x0 

se tlene A 

y 

_r __ , B•~/p 
k - mw2 

costal t 
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Entonces 
F 

x(t)•xo cos Pt+x sen Pt - F/ 2cos Pt+ -,j cos p t,ec,2.4.3, 
o/p k-mw k-m 

La ecuación anter1or se puede arreglar , ei •= k / p, en la forma 

Pt+ x0 sen x(t)=x
0 

cos P Pt +..E cosU)t - cos pt ec.2.4.4, 

K ( 1 - ,,l /p 2 l 
El movimiento real descrito por la ecuación 2.4.3 es la super· 

posición de dos movimientos armónicos que tienen diferentes 

amplitudes y frecuencias. Un caso particular se ilustra en 

la figura. 

Vi braci6n !'orzada 

Vibraci6n Libre 

SI aplicamos la regla de L'Hopltal* para evaluar el limite· -

cuando w-+ p (Resonanc 1 a) 11 egamos a: 

i< 
x(t) • x

0 
cos pt + -f sen Pt + ~~ t sen Pt 

para t ... o , en la ec.2.lt.le 

x(t) 
k- w~m cos Pt + k-wim 

cos w t 

transitorio estacionario 

•Regla de L'llopital, Dadas las funciones f(x) y g(x), derivables en el 
intervalo O<lx-a\<6 eiendo'a' un nW.ero, y g(x) /.O pera todos loe valo 
res de'x'del intervalo, de manera que lU\ f(x) = O y lim g(x)= o, ei-
existe o es infinito el lim ~. se .ferifica: ,.,_,a 

l(-t8 i'TiJ 
tim lli.Ltlrn,Chl 
)("'ª g{i}-xug'(x) 
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x(t) • (cos Wt - cos Pt) 

2.5 MOVIMIENTO ARHONICO FORZADO AMORTIGUADO 

Consideremos el siguiente sistema mostrado en la figura 

K 

e 

F (t) • Feos Wt 

La ecuacl6n de equilibrio d! 
námlco será: 

mi + ci + kx • F cos Wt 

donde W es la frecuencia de 
excl tacl6n 

Matemáticamente es más conveniente considerar a la función ex· 

citadora en término de una representación compleja; ésto se 

puede hacer al escribir la fuerza como FelWt 

SI se define al desplazamiento complejo como 11 z 11 la ecuacl6n 

de movimiento se puede expresar como: 

mf + ci + kz • Fe1 Wt 

SI se supone que la solución es .. 
AelWt • iAWeiWt 

donde A es un número complejo, se tiene 

-mw2A + e w A + KA • F 
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donde 

A • 
( k - m vi ) + IWc 

, s 1 z ( 1 w) • ( k - mw2 ) + 

entonces 1a so1ucl6n particular es 

z f lwt 

z ( IW) 

A su vez, se puede escribir 

donde t z 1 • 

de tal manera que: 

-1 tan __ c_w_~) Y 

k - m102 

z ( lw) 

z • _F _ 

1z1 

1 z le ¡ rr 

e 1 (wt - <t") 

lwc 

Por otro lado, la solucl6n de la ecuac16n de equilibrio dln§ml 

co es: 

Xp 
L (A¡ cos Wt 
k 

+ A2 sen 1ot) 

y del Inciso de la vlbracl6n libre con amortiguamiento conoc!_ 

mas la solución de la homog~nea de esta ecuación: 

s e n ¡¡-::;tr p tl 

para el caso de movlmtento subamortlguado* 

SI W/p • !l "/ne • 11 (ya se canoera como factor de amort 1-

guamtento) y sumando la so1uci6n part1cu1ar con Ja homog6nea, 

obtenemos la solución general 

• Hoja siguiente 
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-p•/t r---z r--r + f CDS (Wt - ac) X(t) ~ e lA cos ./t - ~' Pt+B senJ 1-~~ Pt " 

-----------.----------' J 11-0
2
,2. !·2•1.0,2 

El primer término de la acuac16n es un estado 

transitorio lnlcal que se diluye conforme pasa 

el tiempo. (Ver Figura 2.5.A) 

ec.2.5.1. 

*El caso de amortiguamiento donde n<p, es donde existe mayor 

oscllac16n y presenta un ca.so m&s co•6n en la vida real. 
(Movimiento subamortlguado) 
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~ P coe(., t - <>:) 11 
Estado tranaitorio l 

Figura 2.S.A. 

En la figura 2.5.A observamos el valor (J [1-!f] 2 - (2!l•l]zJ-I 
Este valor es conocido como factor de amplificación y/o ldentl 

flcamos como "Fa". (Ver Figura 2.5.B. y 2.5.C.) 
?f•O.I 

1¡•0 •O 

• u •1-~~-1-~-~HjM--~-t~~~-1-~~M--~~, 

Fa 

0.5 ID 1 S Z.O 2.5 3.0 
W/p 

Figura z.s.a. 
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De la Figura z.5.B. se aprecia que el valor m~xlmo de Fa no se 
alcanza en W/p 11;:1 1. Entonces para encontrar e1 valor máximo .. 

hacemos: 

Derivamos d Fa/dlll • o y reducimos términos; 

- (!) 
z z 

z ( ~e) p 

El valor m~ximo de Fa se alcanza para: 

!J • ec.2,5.z, 

Pero se verifica que para n~ _. o,cuando w1p-. t • 

At1"°lo 
da -•D"l---,,.,rl"="---t----t-----¡-----j 'ºº 

tase 
e;¡. 

'11=0 o• 

4 ú)lp 
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El valor de ¡¡ • J l - 2 q 2 será siempre menor y a lo mucho 

igual a uno. Despejando '17 , el Fa max. es: 

Fa max "' 

Cuando •• r ' sucede que .,p . l • por lo que 

2.6. RESONANCIA 

Respuesta resonante. 

t 

2 q 

De la figura 2.5.a se muestra la variación del factor de ampll_ 

flcaclón puede observarse que la respuesta estacionarla del pl_ 

co ocurre para valores de W/p cercanos a la unidad en sistemas 

con poco amorlguamlento. Al Igual que el sistema no amortlgu_! 

do, la situación de consldencla de la frecuencia forzada con 

la natural del sistema se llama Resonancia (W • p). 

La expresión 2,5,3, el factor de ampl lacl6n se sujeta como una 

función de la relación de frecuencia (/"l.~ W/p). Y en función 

del factor de amortiguamiento quedar~: 

Partiendo de la ecuación 2.5.2. resulta: 

Fa 

Para tener una fdea m~s ~ompleta de la n~turaleza de esta re~ 

pue$ta resonante es necesario conslderar 1a eeoación general 

de respuesta. 

x(t) ~ .-•¡pt(A cos P
0

t +8sen P
0

tl+ F (1-ri'l eos Wt+2 •¡l!senmt 

r J11-d1 2 ... t2q11} 2 
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Resonancia (w p), Fa . 1 entonces: Para e 1 caso de . J 1 - ,,, 
. 

x(t) 
-r¡p t 

= e (A sen P0 t + Seos P
0 

t) + .E. cos U1t 
k 2 1/ 

Por lo que B = f z+,- l A• f 
De tal forma que con el la la solución queda como sigue: 

1 
x(t)• z;¡ F [e-r¡pt (--''-sen P

0
t + cos P

0
t) - cos pt} 

k rt7 
s 1 1¡ es muy pequei"ia, entonces P0 * P 

x( tl • 
1 F 

rr r -· 1) cos pt l 

2.7, RESPUESTA IMPULSIVA 

En los casos tratados anteriormente se han considerado fuerzas 

excitadoras senoldales o cosenoldales (armónicas). Sin embar

go no todas las fuerzas que excitan a la masa de un sistema vl 
bratorlo son de esta naturaleza. Un tipo muy Importante de 

fuerza excitadora es cuando ella varta sin seguir ninguna unl 
formldad respecto al tiempo, a tales fuerzas les llamaremos 

fuerzas excitadoras cualquiera. Es decir arbitrarlas. 
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Figura 2.7.A 

Veremos este caso desde su mayor simplicidad, mediante su re~ 

puesta Impulsiva. 

Para calcular la respuesta se puede hacer el siguiente desa-

rrollo de car~cter general. Una carga Impulsiva es una carga 

que se apl lea en un periodo corto. El Impulso se define como 

el producto de la fuerza por el tiempo de su duración. Sea -

por ejemplo el Impulso de la fuerza F(T) seftalado en la Figu

ra 2.7.e, en el tiempo T y durante un Intervalo d T 

FM 

Figura 2.7.B. 
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Este Impulso al actuar en un cuerpo de masa produce un - --

cambio en la velocidad que se puede determinar por las leyes 

de Newton como 

mdv 
crz.-

F (T), t• • velocidad 

dv F ( T) dT' 
m d v • velocidad Incremental 

Este cambio de velocidad se puede sustituir en la ecuación 

y(t) •Yo cos Pt + !.!?.... 
p 

sen Pt 

SI V0 • velocidad Inicia! y Yo = o , en el tiempo 

dy(t) • F(T)dr sen P (t - r) 
m P 

Ahora la carga se puede tratar como una serle de Impulsos ca~ 

tos o sucesivos Intervalos dT, produciendo cada uno de ellos 

su propia respuesta diferencial en el tiempo t. 

El desplazamiento total en el tiempo está dado por: 

• - 1 Jt y ( t) 
mp o 

F( r ) sen P (t - T) dT ec. 2. 7. 1. 

Esta Integral es conocida como Integral de Duhamel. 

Para Incluir las condiciones Iniciales del problema basta con 

expresar Ja ecuación de la siguiente forma 

V 1 s t !{(t) • Yo cos Pt +~sen Pt+-
p mp o 

F(r) sen P (t-T) d T 

ec. 2. 7. 2 . 
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Algunos problemas de dinámica estructural donde exista la ac

ción de una fuerza excitadora de camportam1ento arbitrario se 

anal lzarón por medio de la solución de la Integral de Duhamel, 

Se puede apreciar en la Tabla 2.7,1. tres casos generales co

-munes. 

Tabla 2.7.1 

CASO DE FUERZA SOLUC ION DE LA 1 NTEGRAL OE DUHAMEL 

:rONSTANTE 
y ( t' • Po [1 - cos Pt] --

' 
K 

P:r~ECTA¡GULAR y(t) • Po [1 - cos Pt] s 1 t < td -K-

t y(t) .i [cos P(t-td)-cos pt] 
Id K si t> td 

p:~GULAR y(t)•Pº(l·cos Pt-...L+~)sl t<td 
K td P td 

Id ' y(t)•;º[-cos Pt+s•p ~dt ) s 1 t> td 

2.8. EXCITACIOH ARBITRARIA NO AMORTIGUADA 

En muchos casos prácticos la función de carga aplicada es con~ 

e ida (jnJcamente en forma experimenta), ta1 como es en e1 caso 

de movlmtentos stsm1cos, entonces 1a respuesta debe evaluarse 

num¿rltamente, para ello conviene establecer la integral de 

Ouhame1 de la slgulente manera: 

y(t)•sen Pt - 1- Jt F(;r) cos PT dT -cos Pt _!_ Jt F(T) sen PTdT 
mp o mp o 

o bien 

y(t) • { A(t) sen p t - B (t) cos pt)/mp 
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A ( t) • r F ( T) cos p T d T 
o 

B(t) • r F{T) sen PT 

o 

d T 

2.8.1 

z.8.z 

Se pueden emplear diversos métodos de Integración numérica P!!. 

ra estas Integrales, sin embarga. los más usuales son los de 

la suma simple de la regla trapecial y la regla de slmpson. 
Con estos métodos lo que se hace es aproximar la Integral por 

sumas del área bajo curva de la funcl6n¡ por conveniencia se 

emplean Intervalo> Iguales de tiempo. 

La solución Incremental de la ecuación Z.8.1 y z.8.z es: 

dF¡ ~ 
A(t¡) • A(t¡-tl+ F(t¡_, )-t¡. 1 1't¡(senwt¡-senwt¡_1 )/w+ 

w2 t 1 

[cos ">t¡-cos w t¡-1 +w (t¡ sen w t - t¡-¡ sen wt1-1) J 

.HI + _il¡_ 
B(t¡) • B(t¡.¡)+ F(t¡-1)-t¡-1 --(coswtH-cDswt¡}/w 

d t 1 ,.,z t l 

[sen wt¡-sen wt¡-1 - ••(t¡ CDS ••t¡-t;-1 CDS wt¡-1 )] 
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REGLA TRAP EC t Al. 

Fi9. 2.8.R. 

REGLA DE SIMPSON 

----'X 'X2. 

~X 1 +1 
De la Figura 2.8.A. 11• Jf(x) dx 

y X• - X• • h XI 
1+1 1 

Slh .... o 1¡.:.fh(y1+y1+1), .. 

(Arca de un Trapecio). Tomando en -

cuenta que J:f(x)dx~J:f(x)dx+J~f(•)dx. 
Entonces el área total 1 es la 

suma de áreas parciales I ¡. 
n-1 

O sea 1 = ! 11 lo que condu-
1•1 

ce a: n-l 
~ f [y¡+yn+ Z.!: Y¡ ] 

1·1 

Para obtener un valor aproximado 

de la Integral de F(x) en el In

tervalo x0 ' x' Xn• se parte de ... 

la Interpolación de Newton. 

. k k 2 k 3 F(x)•yo+( 1 )..ly 0 +( 2 )..1 v0 +(
3

l..1 Yo+ 

+(fl tlj Yo 

o b 1 en 

K( K-1) 2 
F(x)~yo+K ..1 Yo+ - 2-!-tl Yo+ 
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x2 r" 
De la figura se obtiene que 1 F(x)~~ (Interpolación de N~wton) 

Xo O 

Integrando se obtiene 

1¡ :.rn FCx> dx - t <vo+~yt+v2> 
"º 

n-1 
Por lo tanto el c1rea total será 1 • l: li con lo cual tene

i•T 
mos que 

ahora bien si 

ordenadas de 

orden J~ar + 
ordenadas de 

¡x 
orden par 

A ( t) m 4 T ~ [ ! ( t )] 

donde para la regla trapecial en forma incremental se obtiene 

A 
a•21 X (t) • 

2 

A 

~ (t _ 4 T )+ [F(t - 4 T) ces P (t-.<!T)+ F(t) ces P t] 

2 Y¡ Y!-1 

Siendo Í (t-llT) el valor de la suma determinada en el tiempo 

precedente t -tl't 
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Para la regla de Slmpson. 

ii ii 
¡; (t)aJ: (t-UJ'Z")+ [F(t-2a'l')cos P(t-2~r)+4F(t-,n)cos P(t-4't) 

3 3 y o 4y 1 

+F(t)cos t] 

Y2 

ii. 
con r (t-2<1'1:) Igual al valor de la suma en el tiempo prece-

3 
dente t - 2d'l' 

De manera análoga 

B (t) :. a"r 1 [ ¡¡ - E 
a a 

Sustituyendo estas ecuaciones en ta ecuación que da el valor 

de la respuesta dinámica se tiene: 

X(t) • d'r 
mp [ 

A 
~ ¡; (t) sen pt - 8 } ¡; (t) cos pt 

2.9. EXCITACION ARBITRARIA AHORTIGUADA 

Considérese la ecuación de movimiento para sistemas de un gra

do de t lbertad con amortiguamiento sometido a una excitación -

a r b 1 t r a r 1 a F (i: ) F(T) 

e 



1 
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í 

- 31 -
Su ecuac.lón de equilibrio dinámico es 

mJ( + cX + Kx "" F(T) 

Dividiendo esta ecuación entre m, se obtiene que 

J(+ 2 n x + p2 X • q l t) . donde q ( t) o .tJ!l 
m 

En cualquier Instante T se puede calcular el 'Impulso lncreme_!l 

tal qd l' , representado por cada banda dT. Este lmpu 1 so 

transmite a cada unidad de masa un Incremento instantáneo de 

velocidad (velocidad Incremental) Igual a: 

d;.. • q di; 

Al tratar este incremento de velocidad como sl fuera una vel~ 

c!dad en el Instante l' se puede concluir que el desplazamle_!l 

to Incremental a un tiempo dado es: 

dx • e-"IP(t•T) qdv sen Po (t -'Z') 

Po 

. Y de aqur se obtiene que 

X • 
f t ~PT J e q sen 

o 

o bien 

1 Jt 
X • mPD 

o 

(Integral de Ouhamel) 

ec.2.9.2 
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si x • X •o para t = o 

X• e->¡ t[x 0 cos PO t + x+;.xo sen 

o 

Esta ecuac16n puede escribirse como: 

sen Po (t-T) d'f] 

x(t)'• [A(t) sen P0 t - B(t) cos P0 tl/P0 m 

donde 

. J: 'I P'r 
A(t) F (T) e cos PD 'I' d'I' 

~'IP't 

t 'IPZ' 
e 

B ( t) • J F('I') 
e11Pt 

sen PD 't' d '1: 

o 

SI se cálcula en forma Incremental 

A(t) .:. d 1:' 

ii 
.!. [ :r 
a a 

B(t) •41:' l [! 
a b 

Con la regla trapecial (a• 2) 

A A 
I (tl•[i: (t-4r)+ F(t-Ar)cos P

0
(t-4?:) )op(-7/PAs)+F(tlcosP0 t 

2 2 
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Con la regla Slmpson (a • 3) 

A A 
2: (t)•[l:(t-2A"r)+ F(t-2A'&' )cos P

0
(t-2A"r)]exp (-?¡p26'&')+4F(t-61:) 

3 2 

cos PD(t-A'&') exp(-?)PA't' )+F(t) cos Po t 

La Integral B(t) está dada por una expresión similar cambian -

do las funciones 11 c:oseno 1
' por las 11 seno 11

• 

La certeza de la solución numérica depende en gran medida del 

tamaño del 11 paso 11 de integración; en términos generales, este 

paso debe escogerse pequeño. Un valor que conduce a buenos 

resultados es el que se obtiene de hacer A'J ~ T/10, donde 

T es el periodo del ose[ lador. 

2.10 HETODOS DE lNTEGRACION DIRECTA 

Su nombre se debe a que antes de la Integración numérica, no .. 

se real iza ninguna transformac16n en las ecuaciones. En estos 

métodos se considera que se conoce el desplazamiento, la ve15?, 

cTdad y la aceleracT6n, al tiempo t •O. En la solucT6n, el 

tre..,po total se divide en n Intervalos Iguales v el esquema -

de Integración empleado conduce a la solución aproximada en 

los tiempos O, dt, 2.Gt, 3A·t, ..• , t, t +At, .... , T 

a. Método de diferencias centrales. 

Si una ecuación diferencial tiene coeficientes constantes, 

como es la de equilibrio del oscilador, es posible obtener la 

solución mediante un proceso de integración empleando dlferen~ 

clas finitas; de estos esquemas el más conveniente es el de las 

centrales, en él se considera que: 
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El desplazamiento en el tiempo t+Air se obtiene de la ecuación 

ec.210.1 

Al sustituir el valor de las ecuaciones para ~t y *t resulta 

(_1_ 1 ) ( ( 2 ) 
¿¡i-2 m + 2Ji' e xt+llt' • F'l:)t - k- Aii2·.m xt 

(A'f12 m - ~-1-. c)xt-Air 
2A'i" 

de donde se puede obtener el valor de •t+ll'' 

La obtencl6n de la solución xt+lll: se base en establecer la con 

dlc16n de equll lbrlo en el tiempo t, esto es, xt+A'r se calcula 

empleando la ecuación (2.10.1), por esta razón el procedimien

to de Integración se eonoce como 11 e.xpi.lc..ito". Los métodos que 

emplean la ecuación de equilibrio en el tiempo t +A'C', se deng, 

m1nan "imp1 Íc1 tos"· 

Para aplfcar este método los pasos a segufr son los s19uiente11 

1. Inicia! Izar x, x y iL 

2. Selecclonar.ll't' 4 ll 't' crft 1 co 

3, Calcular la carga efectiva en el tiempo 

ª1 a 
_1_ 

2ll1: 
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4. Obtener el desplazamiento en el tiempo t +d't' 

Fl"'l t 
[ m + e ] 
(,n) 2 2Ai'" 

S. SI se requiere obten,er la aceleración y velocidad en el .... 

t 1 empo t. 

SI e1 sistema no esti1 amortiguado, e •O y el problema se red.!:!. 

ce: 

con 

b, Hétodo de Houbolt 

En este método se emplea un esquema de diferencias finitas 

para calcular la aceleración y velocidad en función de los de.!. 

plazamlentos;asf, se tiene que 
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Para obtener la solucl6n en el tiempo t +.ao, se considera el 

equl l lbrlo en el tiempo 

Al sustituir la ecuacl6n para ~t+41' y se obtiene: 

11 
m + 6411 + <4!2 m + 4! c)xt -

- l..ir\ m + _3_ c)xt-D'll + (A~2 m + __ l_)xt-24'!.' 
2D'll 341: 

Para aplicar el m~todo de Houbolt los pasos son los siguientes: 

l. Inicializar x, x y~. 

2. Seleccionar el Incremento de tiempo di' y calcular las - -

constantes 

a • - 1-1-; a • __ 5_. a • - 3-; a 4 • - 2a
0 1 

64
,; 2 .4 r 2' 3 A"' 

ªs • 

3. Calcular la carga efectiva en el tiempo t +D'!.' 
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4. Obtener el desplazamiento en t + ei.i; 

= 
[-1!!!_ + -1..!.E__ + KJ 

(4'&') 2 6.11?: 

5, SI se requiere, calcular la aceleración y la velocidad en 

e 1 t 1 mepo t + 4 't" 

c. Método de Newmark 

En este método se supone que la velocidad y el desplazamiento 

están dados por 

e.c.2.10.2 

e.c.2.10.3 

donde Q: y li son parámetros, que se obtienen de estudios de con 

vergencla y establ 1 idad. SI se emplea a:= 1/6 ~-112.-

el esquema corresponde al método de aceleración lineal. SI 

se emplea <l' • 1/4 y h • 1/2 se obtiene el esquema de acele-

ración promedio constante, que es el que originalmente propu-

so Newmark, y corresponde a lo que se l lustra en ta figura 
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__ ..___.____._ _ __. t 
i t+A"f> 

Para conocer el desplazamiento, la velocidad y aceleración en 

el tiempo +<!!;se plantea la ecuación de equl l lbrlo en el -

tiempo + 4't' 

e,c. 2.10.4 

De la ec.2.10.3 se obtiene Rt+dr en función de xt+dr y sustlt~ 

ye en la ec.2.10.2 con ello se obtienen expresiones para -

Rt+A~ Y Xt+4s. Posteriormente se sustituyen esos valores en 

la ec.2.10.4 para conocer el valor de xt+4 •. Después de eso 

se podrán obtener con las ecs.2.10.2 y 2.10.3 los valores de 

•t+4't' 

Los pasos para aplicar el método de Newmark son los siguientes: 

1. Inicializar x, ic R; esto es, conocer x
01 

X
0 

Y R
0 

2. Sel ecclonar el valor de 4~ , el de los parámetros« y & , y 
calcular las constantes de Integración. 

' o. 5 ; " } o. 25 



- 39 -

a• --
1
-· -

0
--; a • ---; 

o c<At2 ' ª1ª otc:l?' 2 aAi: 

ªs a /J27: <! -2) ¡ ª6·<!11:(1 -6) 

3. Calcular la carga efectiva en el tiempo t + A? 

4. Obtiene el desplazamiento para t +<!\?:, 

m +~ + K 
a.(A1:)2 OlA'I: 

5, Calcular la acelerac16n Ja velocidad en el tiempo t +d?, 



- 40 -

3. SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD CON COMPORTAMIENTO LINEAL 

3.1 MATRIZ DE MASAS Y RIGIDECES 

3.1.1 MatrlzdeMasas 

Los métodos descritos en la sección anterior pueden ser 

usados para evaluar la respuesta de una estructura de un grado 

de libertad* ante cualquier movimiento de excitación. Los re

sultados pueden ser obtenidos en la forma de una historia co~ 

pleta de tiempo de las feurzas o desplazamiento, por medio de 

una evaluación numérica de la Integral de Duhamel. Sin embar· 

go, los resultados del anál lsts pueden ser representativos de 

la conducta de la estructura solamente si sus movimientos pue· 

den ser definidos conflablemente por un desplazamiento simple. 

Esto se puede lograr si concentramos las masas en un punyo 

simple el cual esté obligado a moverse en una dirección, si la 

disposición de la estructura es tal que permite solamente un· 

modo simple de desplazamiento. En general, la masa concentra

da del sistema estará distribuida por toda la estructura y se

rá capaz de desplazarse en muchos modos Independientes. 

A este proceso de s1mpllflcac16n se le conoce como dls

cretfzaclón de la masa de la estructura. La masa que se utll! 

za e.n el an~llsls de un edificio Incluye todas las cargas vi-

vas y muertas, como el peso propio de los elementos estructur~ 

les y no estructurales, m~s aquellos valores probables de las

cargas vivas móviles o variables. 

Ast por razones en primer lugar de reducción de los pr_2 

cesos operacionales no se anal Izan estructuras reales sino es-

tructuras Ideales. La idealización consiste en discretlzar 

sus masas. (Ver Figuras 3.1.A y 3.1. B) 

*Grado de 1 ibertad, es una masa concentrada, expresada 

en forma de coordenada Independiente y obl lgada a moverse en -

una dirección, si la disposición de la estructura es tal que -

permite solamente un modo simple de desplazamiento. 
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Una vez dlscretlzada la masa, estamos en presencia de si~ 

temas de un número finito de grados de libertad. 

La matriz de masas es diagonal solamente cuando elegimos 

como coordenadas cantidades proporcionales a los desplazamientos 

del centrolde de cada masa y las rotaciones de la masa con res-

pecto a sus ejes de Inercia principales. lv-. F;<,¡u•• 3.1.0.) 

D 
MASA 

Ele E 

MASA a 

Ele El 

Eatructara real. Ea true tura 

Fig, ),1.A, 

3.1.2 Hatrlz de Rlgldeceo 

La matriz k se le llama usualmente matriz de rigideces 

del sistema.Pero na es la matriz de rigidez que se conoce para 

marcos la cual relaciona los desplazamientos angulares y 1 lnea-

les con 1os momentos y las fuerzas apl (cadas en los nudos. 

[:]+][:] 
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o sea 

La matriz que aqul resul t6 es la 1 lamada matriz de rigideces 
lineal la cual la dividimos en cuatro matrices, 

(K 11 J son Jos momentos que producen giros unitarios 

[K 12 J son los momentos que producen desplazamientos unitarios 

(K21 J son las fuerzas que producen giros unitarios 

[K 22 J son las fuerzas que producen desplazamientos unitarios 

con estos conceptos podemos escribir que 

(H] • [K 11 J (O] + [K 12 J [6) 

[F). [K21l [O) + [Kzzl [6) 

SI se cons Id era que no se apl 1 can momentos en los nudos se oh- .. 

t lene: 

Factorlzando [& ) 

ec.J.1.1 
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Cuando la Inercia de las trabes de un marco se considera 

muy grande con respecto a la de las columnas. Es decir rigidez 

Infinita, se reduce el sistema de 6 a 3 grados de libertad ya 

que los giros de las trabes se hacen cero. Por lo tanto la - -

ecuación 3.1.1 se reduce a: 

[F] • [K22 J [é] ec.J.1.2 

Cuando no se hace la ldeal lzacl6n de marco rrgldo para -

resolver el problema de vlbrac16n de un marco, la matriz de ri

gideces se obtienen de la expresión 3,1.1 y suele llamarse a la 

solución del problema como solución exacta en sistemas dlscre-

tos. Mientras cualquier marco en que se realice la considera- ... 

c16n de Inercia Infinita en la trabe, se puede idealizar como -

un sistema de tantos resortes y masas como columnas y pisos te~ 

ga el marco. 

Se muestra en la figura siguiente: 

I = oC. H3- Matriz de Rigidez Lineal C,2 

rrespondlente de 1 sistema -- -- es de la forma 
-K3 

K¡ + K2 -K2 o 
:r. oC 

K • -K2 Ka + K3 -K3 

-K2 ____,,. 

-K3 K3 

I:..: 

... 
-K¡--.. 
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3.2 VIBRACION LIBRE NO AMORTIGUADA 

La ecuación general de equilibrio dln~mlco de cualquier 

sistema de varios grados de libertad suele escribirse como: 

F I + F0 + F5 + P(t) ec.3.2.1 

donde 

F1 Fuerza de Inercia 

F0 Fuerza Disipadora 

F5 Fuerza Restauradora 

P(t) • Fuerza Excitadora 

Cuando se llega al caso de que F0 v P(t) se anulen - -

(F0 • P(t) • O) entonces la estructura oscl la l lbremente. Este 
movimiento es conocido como vibración libre no amortiguada y la 

ec.3.2.1 se reduce a: 

F
1

+F
5

•0 ec.3.2.2 

Para sistemas de varios grados de libertad las fuerzas de 

inercia en Ja ec.J.2.2 son simplemente: 

F 1 •Ha ec.3.2.3 
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donde F1 es el vector de fuerzas de lnercla,H es la matriz de -
masas y U es~· el vector de aceleraciones. En forma matricial -

se maneja como: 

o o o 

o M2 o 

o 

o o o 

de Igual manera la fuerza restauradora es de la forma 

Fs Ku ec.J.2.4 

donde Fs es el vector fuerza elásticas, K es 1 a matriz de rlgl-

deces r M. es el vector de desplazamiento, entonces 

Fs 1 Kl 1 K12 Kln u 1 

Fs 2 K21 K22 K2n "2 

Fs
0 
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Toda estructura elástica puede vibrar 1 lbremente en forma tal -

que el desplazamiento de cada una de sus masas con respecto a 

su poslcl6n de equl 1 lbrlo estHlco es Igual al producto de una 

func16n de la poslc16n de la masa considerada por una funcl6n 

del tiempo, que es la misma para todas las masas. 

En otras palabras el desplazamiento puede expresarse como: 

u(t) z o ( t) ec. 3. 2. 5 

en forma ma t r 1ela1 u ( t) y Z 

u ( t) f :J ' -[J 
donde z es la matrl z de modos naturales, al conjunto de valores 

z¡ se le denominan formas del modo. 

derivando 3.2.5 obtenemos que 

U(t) iJ(t) 

Sustituyendo 3,2,3 y 3.2.4 en ).2.2 resulta 

MZ iJ ( t) + K Z Q ( t) • O ec,).Z.6 
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Para la masa m1 el desarrollo de la expresión resulta 

n 
¡j(t) + ( E Klj z 1) 6 (t) • O 

l •1 

dividiendo entre m1 z 1 
n 
r 

ü(t) + l+I KIJ zl O(t) 
m1 z 1 

n 

• o 

ec.3.2.7 

s 1 r 
1•1 frecuencia natural del sistema 

entonces la ecuación 3,2,7 se reduce a 

n < t l + P2 o < t > • o 

Cambiando de slmbologla 

"' • 8 ( t) 

Por 1 o tanto 

Cuya solución es 

<ll • a sen p ( t - ~ ) ec.3.2,8 

derivando dos veces 

¡¡, • - p2 a sen p (t - l") ec.3.2.9 
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En la expresión anterior "a" es la ampl 1 tud máxima del mo

vlmlent~ vibratorio. SI sustituimos ec.3.2.9 en 3.2.6 nos -

queda: 

( K - P
2 

H) Z o ec.3.2.10 

Que es un sistema de ecuaciones 1 lneales homogéneas; para 

que existan valores de z distintos de cero es necesario que el .. 

determinante del sistema se anule, esto es 

ec. 3. 2. 11 

3.3 SOLUCION HEDIANTE LA ECUACION CARACTERISTICA 

La ecuacl6n J.2.11 representa un problema de valores ca

racterfstlcos. Desarrollando el determinante se tiene una sol~ 

cl6n algebraica del grado n. En forma matricial nos queda: 

(K 1 + K
2

) - P
2

m1 -K¡ o 

-K2. (K2 + K3) - P2mz -K 
n 

• o 

o -K K -P 2m 
n n n 

El grado n de la ecuaci6n algebraica viene a ser determl 

nado por el ne.mero de masas. 
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De la teorfa de las ecuaciones se sabe que una ecuacl6n -

tiene tantas rarees como sea su grado. Estas rafees correspon

den a las frecuencias cuadradas de los per1odos de los modos de 

vibrar del sistema y son Jos valores que hacen el determinante 

Igual a cero. Sustituyendo cada una de las n ratees en la ex--

presión 3.2.10 nos resulta las formas de los n modos. 

• nOmero de masas 

• nfimero de modos 

9 •cA. <:(_ ""~ 9aoc 
, ' , -- -' -'~ sbB e:;··-1 

Q•bA 
•bC 1 ' -, , ' ,' ........ 

I 1 '1 

9 111.A 7saB 9..c 
I ' , 

Hedo Z A Hedo z e Hedo z e 

PA Pe Pe 

TA • 2" /P A Te • 2 "/Pe Te . 2"/P C 
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Un modo de vibrar es entonces, la conflguracl6n de las m,!!_ 

sas que se mueven con Igual frecuencia. Y no definen Jas amp1l 

tudes de las vibraciones de tas masas, si no las relaciones en

tre ellas. 

3.4 ORTOGONALIDAD Y NORHALIZACION DE LOS HOOOS 

Los modos de vibrar tienen las siguientes propiedades que 

son usados para estudios din,mtcos de las estructuras 

a•) Ortogonal ldad con respecto a la matriz de masas 

z J THZr • o s 1 J 
- r 

ec.).4.1 

para cada masa m1 será 

¡; .. , zl n Zlm • o s 1 
n - m 

ec.3.4.2 

1•1 

b•) Ortogonal ldad con respecto a la matriz de rigideces 

Z T K Zr 
J o s 1 ee.),4.3 

c ) Los modos naturales constl tuyen un conjunto completo, lo -

que significa que cualquier configuración de desplazamien-

to u puede expresarse como una combinación 1 tneal de las ! 1 , 

de dec 1 r como 

u ;¡; 
J 

z 

Pare la comprobac16n de la ortogonalidad debemos ha

cer la suposlcl6n que la matriz de masas y rigideces sea slmE--

trica. Es obvio que Ja matriz de masas lo sea, pero la matriz 

de Rigideces se hace mediante la cons lderacl6n del teorema de -

Haxwel 1. 
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El producto z/ HZJ es Igual a una constante arbitrarla 

cuyo valor depende de la escala a Ja que se tome cada modo. Si 

dicha constante es obl lgada a tomar el valor de la unidad, mod.!. 

flcando la escala del modo, se dice que se ha normalizado el mE_ 

do con respecto a la masa. 

La conversión usada para normalizar los modos consiste en 

cumplir la siguiente ecuación. 

ec. 3 .4 .lt 

Para 1 legar a esta norma 1 Jzacl6n de los modos se puede ... 

emplear la siguiente eKpreslón: 

ec.3.4.5 

3.5 SOLUCION GENERAL 

Al encontrar los modos de vibrar de una estructura, se -

est4n obteniendo soluclones partlcularesd•l sistema de ecuacl~ 

nes diferenciales. La solución genera1 1 es la comblnacl6n 11-

neal de todas las soluciones partlculares. Esto es,que Ja fo!. 

ma de vibrar de la estructura,es la comblnacl6n lineal de to-

dos sus modos. 



• 1 n 

Donde 

( z 

Procedimiento: 

] 

• 2n 

Z T 
1 

Z T 
J 

Z T 
n 

• 3n 

.. 
. 

= 

z 11 •21 

•. , J •21 

• 1 n "2n 

• Cn cos Pnt nn 

•ni 

• nj 

• nn 

Este método supone conocida las condiciones lnlclales en 
el tiempo t • 0, 

1. Obtener los modos de vibrar normal Izadas (Z] 

2. Obtener fas constantes CI sustituyendo en las condiciones 
lnlclales t •O y (U~a (Uo)por medio de la expresión -
que en forma matricial es: 

e¡ [ZJ T [H] [Uo] 
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para cada masa m1 es 

• 1 n 
Uon mn 

3. Se encuentra fa respuesta al movimiento (desplazamiento) me· 

dlante la ec.3.5,1 

3.6 HETOOOS NUHERICOS PARA OBTENER MODOS Y FRECUENCIAS DE VI· 
BRAR. 

Se puede observar en 1os puntos tratados anteriormente 

que a medida que crece nuestro sistema de varios grados de 11·

bertad, aumenta la dificultad en los procedimientos de an&llsls. 

Para ello• se han desarrollado métodos numéricos de apro· 

xlmac:lones suculvas facilitando el trabajo y obteniendo resul 

tados aceptables en los estudios dlnAmlcos. 

Existen varios tipos de métodos num~rlcos de los cuales -

mencionaremos los siguientes* 

1. tlétodo de Newmark 

2. Método de Holzer 

3. tl!todo de 1 te ración 1 nversa 

~. HEtodo de Stodola con la matriz de rigideces 

5, tlétodo de Jacobl 

*En caso de qye se requieran emplear otros métodos iter~ 

tivos se recomienda las siguientes bibl lograffas: l. Hartlnez, 

Navarro A. y Ceniceros J. 11 01nAmtca Estructura1" Ed. Universit!_ 

rlo. Universidad de Zacatecas, 1983, México y Thomson T. "Teo· 

ria de Vibraciones". Ed. Plentlce/Hall Internacional, 1983, 
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3,6.1 l'létodo de Newmark 

Este método se puede aplicar a cualquier estructura 11-

neal con acoplamiento entre las diferentes masas y es aceptable 

para el cAlculo del modo fundamental de vibración (ler. modo) -

de las estructuras llamadas sencillas o cercanamente acopladas. 

Los pasos en que consiste el método son los siguientes: 

a. Suponer una forma para el modo. Es usualmente apro--

plado suponer valores Iguales al número de orden del piso. 

b. Obtener la fuerza de Inercia en cada masa correspon-

dlente a la configuración supuesta. Esta fuerza serfa HXP2 ; co 

mo se desconoce p 2 se calculan los productos MX • F/p2 

c. Con las fuerzas de Inercia se calculan las fuerzas 

cortantes en los entrepisos, también divididos entre p2 , es de

cir se calcula V/p 2 
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d. A partir de las fuerzas cortantes y de la rigideces -

se obtienen las deformaciones tambl!n divididas entre p2 • Esto 

se representa como JlY/p 2 

e. Acumulando las deformaciones de entrepiso, determine 

una nueva configuración de los desplazamiento de las masas Y/p 2 

f. Obtener p2 para cada uno, como los cocientes X/(Y/p2) 

SI la configuración de X supuesta (Punto a.) es la co- -

rrecta se obtendrá el mismo valor de p2 para cada una de las 

masas. En caso contrario Jos valores de X se tendrán que norm~ 

fizar y repetir el procedimiento. la normalización consiste en 

hacer que el desplazamiento de Ja primera masa sea Igual a la -

unidad. 

Para calcular la frecuencia se pueden promediar los val~ 
res del último ciclo, por medio de la expresión. 

¡; (F/p2) (Y/p2) 

l:H(Y/p2¡2 

3,6.2 Método de Holzer 

ec.).6.1.1 

Se emplearA este método cuando se requieran encontrar -

configuraciones modales consecutivas al primer modo. Y se em-

pleará a estructuras sencillamente acopladas. 

Los pasos a seguir son: 

a. Suponer arbi trarlamente un valor de p2 mayor que el -

del modo fundamenteal, previamente obtenido por cualquier méto

do. 
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b. Suponer Ja ampl ltud del movimiento x1 de la primera -
masa a partir del apoyo. Conviene suponer un valor unitaria. ª 

Esta amplitud supuesta es también Igual al desplazamiento dX 1 
del primer entrepiso. 

c. Calcular la fuerza cortante en e1 primer resorte* 

d. Se calculará ahora ta fuerza de Inercia de la primera 
masa de la siguiente manera: 

e. Satisfaciendo el equlllbrlo calcular la fuerza corta.!!. 
te en e1 segundo resorte. 

f, Se obtiene la deformacl6n como 

g, Calcular Ja amplitud del desplazamiento de la segunda 
masa x2 x1 + d x2 y la fuerza de Inercia en la misma 

*Los resortes son una forma de simbolizar las rigideces 

de antreplso K1, en las representaciones esquemáticas de slste• 
mas de varios grados de libertad. 
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h. Repetir los pasos (e) a (g) con el tercer resorte y -

1a tercera masa. 

l. Continúe el proceso hasta llegar a la última masa. 

SI se satisface el equll lbrlo entre la fuerza cortante -

del último resorte y la fuerza de Inercia de la última masa, e~ 

tonces la frecuencia escogida y las amplltudes calculadas co- -

rresponden a un modo natural de vlbraci6n. Por lo general se -

obtendrá un residuo, 

Representando en una griftca los residuos obtenidos con

tra los distintos valores de p
2 supuestos, se obtendrA una cur-

va aorrespondfentes a las frecuencias naturales. 

Para el análisis de cada modo se tendrá que seguir el 

procedimiento mencionado, y para reducir el nOmero de Iteracio

nes se acepta una fnterpolacl6n lineal para tener una mejor - -

aproxlmacl6n de la frecuencia buscada. 

p2 -1:...!....! ec.3.6.2,1 
E FX 

3,6,3 "étodo de lteracl6n Inversa 

Este procedimiento es apropiado para resolver problemas 

de valores caractertstlcos mediante operaciones matriciales. 

Este método esta basado a partir de la siguiente expresión 

los pasos a seguir son: 

a. Suponer un valor arbitrarlo X de Z, lo que es lo mi!, 
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moque suponer un valor arbitrarlo de p2 z. 

b. Calcular el valor X' H X 

c. Calcular el vector Y resolviendo el sistema de ecua·· 
clones siguientes: 

K Y X' 

d. SI el vector Y es Igual al vector X mGltlpllcado por 

una constante 1/p 2 , entonces se tiene un forma modal. Sl no se 

cumple la Igualdad se tendrá que repetl r el método hasta llegar 

a una aproxlmact6n aceptable. Para cada lterac16n se tendr~ 

que normalizar los valores de Y. 

La frecuencia p2 se calculará de la siguiente forma: 

El método sirve también para determinar los modos supe·· 

rieres de vibración. Sólo que para este caso se empleará K' en 

vez K. Es decir: 

K' K 1' H 

El valor 1t es un valor que elegimos, el cual tendri que 

ser muy aproximado a •p 2"del modo correspondiente. Lo que hace 

que se disminuya el nGmero de 1teraclones. 

Finalmente en los modos superiores p2 se calcula 
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3.6.~ Hétodo de Stodola con la Hatrlz de Rigideces. 

El método Stodola Rigideces es también conocido con el -

nombre de Vlanello. Su calificativo 11 rigtdeces 11 se debe a ta -

utlllzac16n de la matriz de rigidez de la estructura. Al Igual 

que todos los métodos, parte de la ecuación del equilibrio din! 

mico. Es decir de; 

K Z - P2 HZ O 

Se despeja M Z y se preftlultipllca por H- 1 , lo que re--

su l ta 

z 1 
¡;r 

Stodola sugiere para el cálculo del modo más alto. 

a. Suponer un vector Zo. premu1t1pllcado por K-l K, o 

sea 

Zz H-l K Zo 

b. El resultado obtenido de Zz, se divide cada uno de -

sus valores con el primero de ellos de arriba hacia abajo. 

c.. Los valores obtenidos en el lncisC't b) se vuelven a -

operar en el Inciso a) y b). SI la segunda Iteración es muy 

aproximada a la primera, entonces esta es la soluct6n del modo. 

d. Una vez encontrada la solucl6n del modo, esta se nor

mal Iza con la expresión 3.~.5 y se obtiene Zn 

Dado que el método converge hacia el modo más alto, se -

tendrá que encontrar la constante c1 para el c~lculo de cada m~ 
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do Inferior con la siguiente expresión: 

donde Zn se refiere aJ mayor modo normal Izado. 

Para modos Inferiores: 

e. Se prepone zo"" para el modo de lnter6s. 

f. Se encuentra c 1 correspondiente y se encuentra ll de 

la siguiente forma: 

ZIS 

1, 2, J, •.• según modo de Interés 

g. los Z'5 no est:ln afectados por e1 modo n; se hará para 

cada J teraci6n. Con los valores de Zll se tendrAn que segu1 r 

los Incisos a., b. • c. y d,. 

h. Obtenidos los modos de Interés, se calcularA la fre-

cuencla cuadrada para cada modo con 1a ecuación. 

p 2 
1 

zn
1
T K zn

1 

zn
1
T H Zn

1 

* Para suponer 1 os valores de Za , se tendr:t. que pensar 

en la configuración del modo de inter~s. Dando mayor (mportan-

cta al signo que le corresponsa a cada valor del modo. 
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],6,5 K•todo de Jaeobl, 

Conocido taabl6n coao •6todo de dl•gonalldad por rotaCl!1, 
nea aueeslv•s, este proeedl•lento permite determinar, slmultl-
ne••ente, todas las frecuencias y •odos de sistemas complejos -

"n" grados de libertad. con tle•pos de ejeeucl6n razonables en 
las co•putadoras actuales. Consiste, esencialmente, en dlagOn,! 
llz•r la aatrlz dlni•lea o su Inversa con el objeto de obtener, 
en la ecuael6n ••trlclal caracterlstlea, una serle de expresio

nes Independientes, flclles de resolver. 

Secuencia de CAicuio. 

Prlaero se define la matriz diagonal Inferior y superior, 

de tal •anera que se cumpla: 

L L' " ec. 3.6. 5, 1 
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o o Hin 

o o 

Lnl L L n o L nn "n1 "nz " n2 nn 

donde " Matriz de masas 
L11 - L11'• lzz . L22'• lnn • Lnn' 

Ll I 
2 

"11 Lll ~ .: 

L1: Lz 1 "12 .: L21 "12/Ll I 

Ll 11 L31 H13 .: L31 H¡4IL11 

En este m6todo, la matriz de masas, puede ser conslstenM 

te, masa distribuida (sistemas continuos) o.bien diagonal, ma

sas concentradas (sis.temas discretos), 

En seguida se procede a hacer un cambio de coordenadas de 

acuerdo con: 

.. L' { O} 

donrle { D} es la función de desplazamiento. 
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Sustituyendo en la expresión caractertstlca K{D)• ,.,2,¡ D la 
ecuación 3.6,5.1 la 3.6.5.2 nos queda 

( L 1 ) -1 z 2 
"' 

por lo que 

..,i • 

5 1 L-l K(L')-l matriz dlnAmlca Inversa ec,).6.5.J 

por lo tanto Z .. lG*Z •W 2 ec,).6,5,4 

De esta forma, empezaremos con una matriz G*o y multiplicando 

por una secuenc.1 a de matrices de rotación R
1 

para 1 • 1, 2, 3 1 , 

, , n, como s 1 g ue: 

R ' G -1 
1 o 

etc. y para valores adecuados de R, la matriz G
0
* se convierte 

en una matriz diagonal, al cabo de n ciclos, donde se obtienen 

directamente las frecuencias naturales al sustituirla en la -

ecuación 3.6.5.4, 

Las formas modales se encuentran todas simultáneamente, 

dentro de una sola matriz '?'z•, multiplicando entre si las matri

ces de rotación. 
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n 
z • R1 R2 R) , • • Rn = ll R ¡ 

(si 

11 Simbo! Iza una serte 

de productos 

La matriz de rotación o transformación R1 , se escoge de 

tal forma que en cada ciclo se vayan eliminando los elementos 
que esten fuera de la diagonal de la matriz dinámica. fs de-

cfr R¡ se construye reemp1aiando los términos sen o, .. sen o, 

y coso en tas posiciones rs. sr, rr y ss de Ja matriz untta-

ria. Como se Indica en la expresl6n siguiente: 

Columna r Colwona • 

cos o ""Sen O Pilar 

ec.).6.5,5 

sen O cos o Fila a 

siendo r y s los sublndlces del elementos no diagonal que se 

desea eliminar, y~ es un Angulo de rotación matricial dado por: 

ang tang 
29*rs 

en donde g~ 5 , g~r' g~ 5 son los respectivos elementos de la ma

triz din~mica Inversa G* del ciclo anterior. 
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3, 7 VIBRACION LIBRE AMORITGUADA 

3,7,1 Matriz de Amortiguamiento 

E' componente caractertstlco de este movimiento, es e\ .. 

efecto de la fuerza disipadora. Y puede ser expresada como el 

producto de un grupo de coeficientes de Influencia delamortlgu~ 

miento multlpl lcados por las velocidades ocasionadas por los 

desplazamientos, de cada masa concentradü, a través del tiempo. 

La fuerza dls1padorao tamblé:n fuerza de amortlguamtento, por ª".! 
log1a con la eKpres16n de la fuerza de Inercia y el&stlca puede 

ser escrita como: 

En ta cual F0 es el vector de la fuerza de amortlguamle!'_ 

to, úes el vector de velocidades y e es ta matriz de amortlgu.! 

miento. 

Ahora la ecuacl6n de equilibrio dln&mlco puede ser eKpr~ 

sada s1mb61 lcamente como: 

o ec.3,7,1 

o bien 

H ü + C K u o ec. 3. 7. 2 

• 
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Si C es proporcl onal a H o a K, es evidente que se cum-

pla la condlcl6n de ortogonalidad z
1 

C Zr •o. Y se puede ex-

presar segOn el amortiguamiento de Raylelgh de la forma: 

donde ~ y ~ con constantes. A 1 ap 11 car la matr l z moda 1 (Z) re

s u 1 ta: 

[Z]T C[Z) • b (Z]T H(Z] + JI [Z]T K[Z) I 1 + /l A- ,ec.3.7.3 

donde 1 es una matriz unitaria y A es una matriz diagonal de -

los valores propios. 

z ... , 
2 

W2 

w 2 
3 

Asl, sustituyendo la expresi6n 3.7.3 en la ecuacl6n 3.7.2 
obtenemos que para la 1-éslma ecuac16n. 

ec. 3. 7. ~ 

y el amortlguamtento modal puede definirse por la ecuación; 

2 
~ P¡ 

• 
ec. 3 • 7. 5 
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por lo tanto 

_,_ ec. 3. 7,¡; 

2 pi 

donde 
~I • raz6n de amortiguamiento para el modo 1 

3.8 SUPERPOSICION DE REPUESTAS MODALES 

Un sistema de N. grados de 1 lbertad, va a tener N formas 

de modos de vibrar Independientes. Para cualquier forma arbi-

trarla los desplazamtentosde la estructura puede ser expresada 

en términos de Jas amplitudes de estas formas, tratándolas como 

coordenadas de desplazamiento generalizadas. Asr, en general, 

cualquier desplazamiento u, puede ser dado cOmo la suma de las 

contribuciones que resulta de cada modo. 

n 
r 
J•l 

ec. 3. 8. 1 

Como ya se vl6, ªl es la amplitud del 1-f:slmo modo. En 

forma de matriz, e1 vector completo de desplazamiento puede ser 

expresado comor 

n 
u E "1 z l [Z)A ec.3.8.2 

l~ 1 

hacemos un cambio de variable A • y 

Donde Y es el vector de coordenadas generalizadas, que -

representan las ampl ltudes del modo de vlbracl6n, también 1 lam!!_ 

das como coordenadas normales del sistema. 

u [Z) y ec.3.8.3 
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Los sistemas de varios grados de libertad pueden ser ex· 

presados en térm1nos de 1as coordenadas normales. 

clón de vibración libre amortiguada resulta, 

Para 1a ecua- -

H[Z] Y + C[Z] Y + K [Z]Y o ec. 3, 8. 4 

SI la ecuación 3,8.4 la multiplicamos por el vector • 

zjT nos queda como: 

z T H(ZJY+ ZJT C[Z]Y + z/ K [Z] Y •O 
j 

la cual se reduce por las propiedades de ortogonal ldad en 

o ec.3.8,5 

La ecuación de coordenadas normales del movimiento puede 

ser expresada m~s convenientemente como 

+ o ec.3.8.6 

donde 

Hj * z T 
j 

H Z¡ . es 1a masa generalizada 

e J • z. T ZJ ' 
es el amortiguamiento general Izado 

J 

KJ* 
z T 

j K ZJ es la rigidez generalizada, 

para condiciones Iniciales en la ecuación 3,8.5 
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entonces 
Z T 

J 
11Uo Zj T 11 Z J Aoj 

por 1 o tanto 

z T 11 uº 
Aoj J 

z T 11 z J J 

slml larmente 

u zj Aoj o 

entonces 

ZJT 11 ü • 
o 

z T 
J 11 z J Aoj 

resulta que 

Z T 11 uº 
Aoj 

J 

z T 11 z J J 

Ahora bien, de la misma 

obtenemos que la solucl6n de la 

-

forma que el capftu1o anterior 

ecuac16n 3,8.6 es: 

AJ ( t l • u p [ -lt J P J t l ÍA~º~1-+ 1-lt~J_P_I -A~º~J l p J 
sen 1 1 ~ 

p j t + A0 j cos P j J 
ec.).8,8 

Por al timo, la expresl6n del desplazamiento final se e)!_ 

presa como la superposicl6n de respuestas modales. 

U(t) • I Xj (t) ec.).8,9 
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donde 

ec.3.8.10 

finalmente sustituyendo la ecuacl6n 3.8.10 en 3.8.9 

J • a los modos de vibrar, 1, 2, 3, •.. , etc 

3.9 VIBRACION FORZADA NO AHORT!GUADA 

3.9.1 Desacoplamiento de los modos de vibrar. 

Otra propiedad de los modos de vibrar es que se pueden -
desacoplar. esto es: son Independientes entre si. El desacopl,! 

miento de los modos es clave para resolver la vlbracl6n cuando .. 

las masas son excitadas por una fuerza. Regresemos a la ecua-

cl6n matricial de equlllbrlo dlnAmlco para vibración libre: 

HU + Ku • O 

donde su soluclón general resulta, como ya se vl6 antes en la -

ecuacl6n 3.5.1 

lu} • [Z) { s ( t)} 

para hacer esta combinación, sabemos que los modos tienen que 

estar normal Izados. 
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Ahora bien, si los modos estan escritos matrlclalmente, 

se puede ver aue: 

Matriz Identidad 

si derivamos la ecuación 3,5,1 dos veces y separamos las fre· -

cuenclas tenernos; 

\ü J • [Z] p 

[ül • [Z] 

l s (t) 1 

l s ( t) l 
1° derivada 

2' derivada 

la matriz de frecuencias obtenidas será en forma diagonal. 

SI tenemos fuera del vector ls(tl} a las frecuencias cua

dradas; entonces ls(tl] • {s(tl), o sea: 

lül • [Z] l s ( t l) 

sustituyendo las ecuaciones 3,5,1 y 3,9,1 en la ecuación de vl

bracl6n libre resulta 

[Z] T H[ZJ [ P2 {s(t)} + [Z]T K [Z] {s(tl} o 

como los modos están normalizados: [ZJT H[Z] • [1] entonces 

[Z]T K(ZJ (U(tl) + {u<1l} • o 

por lo tanto 
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Ahora por otro 1ado al no sacar la frecuencia y lo fre"""" 

cuencla cuadrada de la primera y segunda derivadas de 3.5.1 ob

tenemos al sustituirlas en la ecuación de equilibrio dinámico. 

H[Z) ls<tl) + K [Z) {s(tl} - o 

premultlpllcando por [Z)T 

(Z]T K[Z] (s(tl} + [Z]T H[Z] ls<t>\ • o 

sabiendo que 

(Z]T K(Z] 

(z]T H[Z] 

Entonces la ecuación de vlbract6n llbre nos resulta como 

Pz l l s ( t >} + \ s (tl} • o ec,3.9,2 

Un sistema den grados de libertad se puede tranaformar 

a 11 n11 sistemas de un grado de libertad. 

Oe la ecuación 3.9.z resulta que 

P1z { u1 (tlJ +{ Ü1 <tl) • o 

P/ { Uz(t)) +{ Ü2 (t)) a O 



1 
1· 

í 
' 
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que son "n" ecuaciones di ferenclales homeg6neas de segundo or--

den y adem~s ºdesacopladas, esto es: fndependientementes. 

51 nuestro slstes es forzado por alguna fuerza excitado

dora F(t), entonces estamos en el caso de vibración forzada no 

amortiguada si c•O. En este caso la eucalcl>n 3.9.2 nos resulta 

1 1 s (t l\ + p2 ] { S( t )} • [F(t) J 

lo cu a 1 conduce que 

{ü,<tl}+ p 2 
1 l u1Ct >) • F1 (t) 

{ü2 (tl} + p 2 
2 {uz<tl} • F

2 
(t) 

que tamb l 6n res u 1 ta 11 n11 ecuac 1 ones di fe rene 1 a Jes no homogi!neas 

de segundo orden desacopladas. 

La so1ucl6n para cada ecuacl6n desacoplada de un sistema 

forzado no amortiguado es de la forma: 

t 

y(t) • sen Pt -
1-J 

mp o 

o bien 

t 

F(t) con PT dt - cos Pt -
1-J F(I) seni' d1' 

mp o 

y(t) • (A(t) sen pt - B(t) cos pt} /mp 

Como ya se vl6 en el capltulo anterior existen métodos -

númerlcos con los que se puede contar para facl 1 itar el cá1c:u1o 
de 1a ecuac16n anterior. 
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3.10 VIBRACION FORZADA AMORTIGUADA 

El anál isls dinámico de un sistema forzado y anortiguado 

será de la mlsma manera que en e1 caso anterior, es decir por 

el m6todo de superposlcl6n de •odos de vibrar. 

De la ecuación de equilJbrlo dtn~mico para el caso a•o!.. 

t 1 guado. 

KO + C Q + Ku a F ( t) ec.).10. I 

puede hacerse una slmpl(ficaci6n l•portante en las ecuaciones -

de movimiento debido al hecho de que cada llOdo tiene una ecuac16n - -

independiente de forma exactamente igual a Ja de un slste•a de 

un grado de libertad, al desacoplar los aodos. Por las propie

dades de ortogonalidad de las foraas •odales. 

La ecuación de coordenadas normasles del s¡stema, simp1l 

ficada en coordenadas generalizadas' resulta ser: 

H~ An + C~ An + K~An=fn*(t) ec.3.10.2 

de la misma manera que en caso de vibración libre 

T Fn*(t) z
1 

F{t), es la fuerza generalizada.La ecua-
ci6n ).10.2 es importante porque de ella se obtiene que: 

Cn* 
.. 

Kn 

ec.3.10.] 

ec.J.10.4 

y haciendo uso de 3.10.3 y 3.10.~ nos queda 3.10.z como 

An+ 2 'll n Pn An + Pn
2 

An • 
Fn~{t) --.. -- ec.3.10.5 

lln 

'El desarrollo es exactamente igual que el visto en el -
punto 3.8 al definir la e~presibn 3.8.6 
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Ahora en términos de excitación por movimiento del suelo 

durante un sismo, la presión efectiva puede ser escrito como: 

ec.3.10.6 

El vector de pres iones efectivas completa apl lcada,esta 

dada por el producto de la matriz de masas y la aceleración de la 

tierra, ésto es: 

F(t) ec.3.10,7 

" Donde 1 representa un vector unidad de dimensión N. 

Entonces sustituyendo la ecuación 3.10,7 en 3.10.2 obtenemos. 

Mn* An + Cn* An + Kn* An 

SI 1 lamamos a ~ • I/ M 'i' y representa el factor de -

participación del temblor para el modo n de un sistema multlgr~ 

do, entonces la ecuación 3,10,5 se puede escribir como: 

An+ 2 ~n Pn An + Pn 2 An • ~ ªg ( t) 
Hn 

ec.3.10.8 

La respuesta del n·éslmo modo en cualquier tiempo t, pu~ 

de ser obtenida por una evaluación numérica de la expresión de 

Duhamel, al hacer la Integración siguiente: 

An(t} • _Ln_ .L 
ft 

Pn J Hn• o 

U (T) .-<:<t Pn (t-T ))sen Pn (t- T) dll' 
g 

ec.3 .10,9 
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sl•pliflcando, usando el slmbolo V (t) para representar el va-

lar de la integral en el tiempo 

An(t) ....!.W. EC,).10.10 
Pn 

El desplazamiento del piso (o masa) 1 en un tiempo t, -

es obtenido entonces superponiendo la respuesta de todos los m~ 

dos,calculada por dicho periodo de tiempo t. 

z1J An(t) 

Debe notarse que estructuras con muchos grados de llber· 

tad, la mayor parte de la energfa vlbraclonal es absorbida en -

Jos Inferiores, y por lo general es suf lclentemente preciso su· 

poner sola•ente los efectos de tos primeros modos. Las fuerzas 

sfs•icas en la estructura pueden entonces ser expresadas en té~ 

•lnos de las aceleraciones efectivas. 

An•lc ·(t) • Pn 2 An(t) 

de las cuAles la acelcracl6n en cualquier piso 1 es 

Pn 2 z 1n An(t) ec. 3. 1 O .11 

y la fuerza sfsmlca en cualquier piso 1 en un tiempo t es 

superponiendo todas las contribuciones modales , 1as fuerzas st~ 

Micas en toda la estructura pueden ser expresadas en forma matrl 

clal como 

q(t) • M[ZJP2 An(t) 
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donde [Z] es la matriz cuadrada de distribuciones de ampl i tudcs 

relativas en cada modo, y P2 es 1a matriz diagonal de P; para ca .. 

da uno de los "n'1 modos. 

3. 11 ESPECTROS DE RESPUESTA 

En e1 ci51culo de las estructuras se observa que uno de .. 

agentes externos capaces de llevarlos a una condición de estado 

límite es el sismo. El sismo es una excitación en la base de -

sistemas vibratorios y por lo tanto se puede transformar en un 

problema de excitación en la masa. Para conocer las caracte-

rfst icas del movimiento, es necesario conocer los 1 lamados ace

lerogramas registrados en aparatos especiales conocidos como 

acelerógrafos. 

Un acelerograma es un registro contfnuo de las acelera

ciones del terreno como función del tiempo durante un sismo, es 

decir una función aleato~la de impulsos no pertodicos. 

Aceleración del 

suelo U 

Figura 3.11.A 



,·:. 

- ?B -.... ,, .. : . 

o b 1 en 

0.02 

o. 01 

.!! o.oo 
g -o. 01 

-o. 02 

t(seg) 

Figura 3.11.B 

Por medio de una Integración numérica y otras considera

ciones sobre la precisión de las lectrua del registro, es posi

ble construir la excitación como velocidad y desplazamiento. 

Velocidad 16 

del suelo 8 

o 
-s 

-16 

Figura 3.11.c 
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Figura ).12.D 

ESTA lts'S 
SAUI DE LA 

"~ MBE 
ií1~JDTECA 

Para entender el comportamiento det movimiento es neces~ 
rlo conocer los acelerogramas de tres componentes ortogonales 

del desplazamiento del suelo en un punto: dos componentes hori-

zontales y una vertical. 

Figura 3 .11. E 
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Conocida la excitación es posible calcular la respuesta 

m~Klma que sufre un sistema de un grado de libertad de periodo 

r 1 • Ahora s1 reunimos las respuestas de varios sistemas de un 

grado de libertad con diferente pertodo cada sistema, nos resul 

ta, lo que se conoce como Espectro de respuesta. As fml smo, se ... 

obtiene espectros de respuesta para el desplazamiento, velocl--

dad y ace1eracl6n. 

0.02 ~ 
1 3 3 ' 

T(Per!odos) 

0.01 

Figura 3.11. F 

SI superponemos todos los espectros de respuesta obten¡ .. 

dos para cada excitación (en esta caso sismo) se formarA una en 
volvente llamada Espectro de diseno. 

ª1 
9 

0.03 

0.02 

0.01 

Diseño 

T (Periodos) 

Figura 3.11.G 
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3.11.1 An§llsis del espectro de respuesta 

la historia de respuesta: de la fuerza de cualquier es-

tructura de varios grados de libertad está completamente defin! 
da por las expresiones 

y por 

n 
u(t) • .i: 

n•l 
Z Y( t) 

qn(t) • M Z w2 Y(t) 

La respuesta máxima de cualquier modo puede ser obtenido 

del espectro de respuesta del temblor sfgulendo Jos mismos pro

cedlMientos usados para las estructuras de grado simple. 

Introduciendo •sun•, la velocidad espectral para el modo "n'! 

la ecuación 3.10.10 nos queda como: 

An (t )
111

ax • 

. -
~ • Sdn 

H* n 

donde Sdn, es el desplazamiento espectral. 

ec.3.11.1 

Entonces la distribución de los máximos desplazamiento en 

el modo "n•esta .. dada por: 

Un • Z 
max Y(t)rnax = Z 

H* n 

, Sdn ec.3.11.2 

Similarmente, la distribución de las máximas fuerzas efes 
(), 

ttvijs del sismo en el modo 11 n 11 será: 

q • H Z Pn 2 
n max rnax • H Z San ec. 3. 11. 3 

H•n 
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Las ecuaciones 3.11.2 y 3.11.3 proporcionan la respuesta 

m~xlma en cada modo que deba considerarse. Como los máximos mo

dales no ocurren necesariamente al mismo tiempo, ni tampoco -

tienen el mismo signo, no podrán ser combinados para dar la res

puesta total de manera precisa. Lo mejor que puede hacerse es -: 

un an~lisls espectral de respuesta, que consiste en combinar las 

respuestas modales sobre una base probabilfatica. 

ua max"' J ual 
2 

ma• + ua/ max + ••• + u.n rnax 

ec. 3. 11. 4 

donde•n"es el número mayor de los modos. 

3.12 ANALISIS SISHICO MODAL ESPECTRAL 

El articulo 241 del Regiamente especifica como método de 

anAllsls dlnAmlco al anAllsls modal espectral y el cálculo paso 

a paso ante temblores espectflcos. Se tiene que emplear alguno 

de estos métodos cuando no se satisfacen las limltactones que 

existen para aplicar el método estático. 

El anAllsls modal espectral es llamado as!, porque lmpll 
ca el uso de los conceptos de modos de vibrar y de espectros de 

dlsef\o. El ctllculo paso a paso
1

•también puede ser modal, pero P.!. 

ra definir la eKcltacl6n ·srsmlca se emplean acelero9ramas de te~ 

blores y no espectros. 

De la ecuación 3.11.3 citamos los dos aspectos importa~ 

tes del anál lsls modal espectral. 

:k --*-
Hn 

Contribución 
modal 

1. Ver hoja siguiente 

San 

Contribución 
espectral. 

ec. ,.12.1 
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. .. 
donde San es la aceleración espectral para el modo n. 

De la conirlbu~l6n modal podemos observar que el cocien

te del factor de partlclpacl6n entre la matrli de masa general 1 
zada determina un coeficiente ~ue define la escala a la que In-: 

tervlene e1 modo 11 n11 en el movimiento. Este coeficiente es 11!, 

mado como coeficiente de partlclpa.clón. 

Cn ~ z~ H --.-Hn z~ H Z n 

para cada modo J se tiene 

r m J Z J n 
Cn J•I 

I m J z 2 
jn 

J= 1 

La contribución espectral está afectada por el factor de 

reduccl6n por duct l lfded 
2
'Q.. Cuando la estructura satlsfaqa 

todos los requisitos de algunos de los casos que se citan en 

los Incisos correspondientes de los códigos, el factor Q. tendrA 

un valor segOn el caso. 

Entonces la fuerza slsmlca podrA reducirse al dividir la 

ordenada espectral del modo "• entre el valor de Q. Esto hace 

que las deformaciones calculadas con las fuerzas slsmicas redu

cidas, se multlpl lquenpor Q. y corregl r los efectos de segundo -

orden. 

Ahora bl en, el valor de la <'r~"!:nada espectral como el de 

ductil ida~ dependen <>!rectamente del valor T 1• Donde T¡ es el 

periodo del modo l. (Ver Tablas 3.JZ.A y 3.12.B). 

1, 2, ver hoja siguiente 
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1, SI se desea ampl lar los conocimientos del cá 1cu1 o -

paso a paso se recomienda la bibliograffa: Enrique Bazan Zuri

ta y Robertp Heff Piral fa, Hanuaf de Olse~o Slsmfco de Edffl- -
cfos, Edlt. llmusa, 1985. 

2°Ef valor del factor de ductf f fdad ; es el grado de - -

aceptación de formación de artlcufacJones plásticas en el di-

seno de estructuras, asegurando un mecanismo de fallas del tipo 
ductil. 

La existencia de articulaciones plásticas, ocasiona la 

liberación de un porcentaje de la energía acumulado por las fue!. 

zas de inercia. 

Esto hace que se acepte en el análisis sismlco, la redu.f_ 

cf6n de fa fuerza slsmfca por medio del factor de ducti 1 fdod 
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TABLA 1.1 ESPECTROS DE DI SERD 

(!) O(T(T l 

@ T 1(;T'T 2 

0 0 T )T 
2 

T 

ordenada espectral 

a a 

c-a o 
ªo+ -T-,-

a a c 

( T2) r 
a= e \7 

T 

aceleración con res

pecto a "g• 

ordenada espectral para T s:i O 

coeficiente slsmlco bAslco 

exponente adtmensional 

perfodo natural de la estructura o uno de 

sus modos, en segundas 

periodos naturales que definen la forma -

del espectro, en segundos 

TIPO DE 
SUELO c ªo Tl T2 r 

1 o.os o. 03 O.JO 0.8 1 /2 
11 0.12 0.045 0,55 2. o 2/3 

111 0.16 0.06 0.75 3. 3 1 

1 o. 16 0.03 O.JO o.a 1 /2 
11 o. J 2 0.054 0.50 2.0 2/3 

111 o. 40 o. 1 o o.so 3. 3 1 
1 o. 24 0.05 0.25 o. 67 1/2 

11 o. JO 0.08 o. 45 1. 6 2/J 
111 o. J6 0.1 o 0.60 2.9 1 

1 0.48 o. 09 o. 15 0.55 1/2 
11 o. 56 o. 1 4 O.JO 1. 4 2 /J 

111 o.64 o. 18 0.45 2.7 1 
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NOTA: 

Las ordenadas espectrales que se obttenen son para es-
tructuras del grupo B. Estas deberán multiplicarse por 1.5 en 
el caso de estructuras de1 grupo A. 
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TABLA 1.2 FACTOR DE DUCTILIDAD 

Q - -- - - -:x-------------

~· 

© 
© 

donde 

CASO 

1 

2 

3 

,, 

s 

© 

r, 

Q - 1 + (Q. - 1) ~ 1 
Q'• Q. 

Q'yfl factor de ductilidad 

T 

T Periodo de vlbracl6n considerado 

FACTGR DE DUCTILIDAD SEGUN RES 1STENC1 A A FUERZAS 
Q 

LATERALES. 

"·º Es suml nlstrada por sólo -
marcos. 
La contribución del marco 
es más del 50% cuando e~i S"" 

ta contraventeo o muro. 
ta contri bue Ión del muro o 

).O cont raventeo en marcos ten 
aan ll'h 50%. 

Cuando los marcos o cotum-
2.0 nas no cumplan las condlcl~ 

nes anteriores. 

Es suministrada por muros 
1.5 de mampos terta de piezas -

huecas, confinadas o con r! 
fuerzo interlor. 

Es suministrada al menos -
l. o parcla1mente por elementos 

o materiales fuera de los -
mene 1 o nado s ~ 
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donde Anj es cada ace1eracl6n que toma 1a masa •n
11

en el modo "'1:' 

Anj >< 981/Q 

a ordenada espectral 

Visto lo anterior, estamos en posibilidad de obtener los 
cortantes sfsm(cos como: 

V s q 

es decir: 

o o ql 1 ql2 qln v11 Vtz vln 

o q2 t q22 q2n v21 v22 v2n 

Vs • = o q31 q 32 q3n v31 v32 v3n 

qnt qn2 q nn V ni V n) V~n 

donde mat r l z de sumas 

Con base en estudios proba1tstlcos en estructuras e lhst.J. 
cas es m&s realista estimar la respuesta total como: 

R •J ¡j Rz 
J 
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o sea 

jcv 11 J
2 + 

--- 2 
(V12) + ... + cv,n)z VR1 

VR 
j<v21>2 + (V22)2 + ••• + (V2n)2 

VR2 

j<vn1>2 + (Vnzlz + ••• + (Vnn)2 VRn 

Ffnalmente, los momentos de votteo m4xlmo5 para cada •o
do se obtienen: 

donde 

H o 

o 

siendo 

~ 
.. 

h ~~, 
-·~ . 

11 
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3.13 ANALISIS SISMICO ESTATICO 

El anAllsls dinámico descrito antes, puede ser demasiado 

complicado para determinado tipo de estructuras, en los que no 

se justifique un anAllsls de esta naturaleza. Un criterio 

slmplfflcado de anfillsls es el llamado análisis esthlco. 

Es de Interés resaltar, que el análisis slsmlco estético 

resulta un disei'lo conservador• para edificios regulares stn cam

bios bruscos en la distribución de masas y rigideces. 

Para calcular las fuerzas cortantes de diseno a dlferen-

tes niveles de un cdtficlo,se usará un conjunto de fuerzas .. 

horizontales que actuan en Jos puntos en los que se suponen CD.!!, 

centradas las masas de la estructura. Cada una de las fuerzas 

se obtlenencon el producto del peso de la masa correspondiente 

por un coefl ciente que varta 1 inealmente desde un valor nulo en 

1 a base,o en el nivel a partir del cual las deformaciones de la es- .. - .... 

tructura puedan ser apreciables, hasta un máximo en el extremo 

superior del sistema. O sea: 

hnl :_,J ::_, l F-· 
~ 

fl h. es la acelera-

e.Ión con res pecto a la 
h3 

"'1 gravedad de la masa m¡. 
hJ .. , a.=-ª-'-

1 g 
h1 

1 .. 1,2'3' ' n 
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Por la dlstrfbucf6n 

°"·J."" ........ '• ''°' .. "'""· ........ , .. - - -
ec,3, r3, 1 

FI .... , h¡ 
Ir'" an 

" 
ec.J.13,2 

V 
o 

i: 
"1 -/!.!! 1 .. 1 

H }.' 

1 .. 1 "'1 h, 

" 
es decir 1-1 

V p---!-_ 
1: .. , hi 
1 .. , 

Sustituyendo la •cuacíóo 3 

• 13.3 .,, 3.13,2 

• • • ec.3.13.3 

V 

I 
/ 
I 

1 .. , 1 

' I 
1 



Por condiciones espectrales de.dliieno, la fuerza cortante 
en 1 a base para cada ~'masa 1• es 

V 

Sustituyendo 3.13.5 en 3.13.14 resulta 

n 

Contribución 
de proporción 

l lneal 

Contribución 
espectral 

ec.J.13.5 

ec.3.13.6 

Con la contribución de proporción lineal, el an&llsls e~ 
titlco hace que sus masas concentradas se aproxlmen a la confi

guración del primer modo de vibrar del sistema. El periodo del 
primer modo es conocido como periodo fundamental. 

EJ reglamento de construccl6n,permlte reducciones en e1 

valor de la fuerza cortante en el diseño est~tlco cuando el P.!!. 
rlodo de la estructura se aproxima al periodo fundamental. P~ 

ra ello,se propone el periodo de vibración T, de la siguiente 

manera: 

l w1 X 2 
¡2 T 2 1 

9 f1 xi 

donde V/K fuerza cortante 
X¡ 

rigidez 

Los métodos de la mec6nica no pueden emplearse para cal

cular el perfodo fundamental de vibración antes de que se tenga 
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un diseño de la estructura aunque sea prel lmlnar. Se necesitan 

fórmulas sencillas que abarquen sólo una descripción general -

del tipo de edificio. Una fórmula reciente recomendada para -

edificios a base de marcos rlgldos es la siguiente: 

T 

donde T • Periodo fundamental, CT 0,035 y 0.025 para mar

cos de acero y concreto, respectivamente y Hes la a1tura del -

edificio en ples. 

Una fórmula usada comunmente para edlf lclos de concreto 

reforzado con muros de cortante y marcos de acero contraventeado 

es la siguiente: 

T 0.05 H 

-/ L 

donde L • es la dimensión de la planta en ples en dlrecclon del 

anAl !sis. 
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4. SISTEMAS CONTINUOS CON COMPORTAMIENTO LINEAL 

4. 1 VIGA UNIFORME DE CORTE. 

En los sistemas que estudiamos en los capítulos anteriores 

supusimos que las masas estaban concentradas en los pun 

tos discretos o en cuerpos rígidos unidos entre s1 y -

al terreno mediante resortes y amortiguadores carentes de 

masa. Aqul trataremos los sistemas con masa y elasticidad 

continuamente distribuida ; se supone que estos cuerpos son -

homogéneos e is6tropos, que obedecen la ley de Hooke. Para 

especificar la posici6n de toda partícula en un cuerpo e

lástico, se requiere un número infinito de coordenadas y ta

les cuerpos poseen por lo tanto un número infinito de 

grados de libertad, 

La estructura de parámetro distribuido más sencilla es un 

sistema sin amortiguamiento, unidimensional,estrechamente aco-

plada, lineal con masa y rigidez uniforme por unidad de 

longitud. El movimiento obedece a la siguiente 

diferencial. 

donde 

m 6_ 
d t 2 

p 

ecua e ion 

ec.4.1.1 

m densidad de masa (masa por unidad de longitud o por 

unidad de volúmen) 

x al desplazamiento de un punto de abscisa " Y." . 

t al tiempo. 
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k rigidez 

P la carga distribuida por unidad de longitud o por 

unidad de volúmen. 

)( 

-j ¡
dy 

Figura 4 .1 .A 

Y~Y 
-j i-

dy • 

Suponiendo que la pendiente é) x / é> y es proporcional al 

esfuerzo 

k 

cortante medio en la sccci6n transversal 

__ s_ 
¡, 

_ s_ 

k 

6= 

__ s _ 

AE 

__ s _ 
A E 

ec. 4. 1, 2 

S denota la fuerza cortante transversal en la sección co~ 

siderada.La diferencia entre S de la parte superior a 
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la inferior (figura 4 .1 .A y 4 .1. B) de un segmento infinitesi-

mal es (o S I 8 y) d y. Según el principio de D'Alnmbert , 

ésta debe estar en equilibrio con la suma de lns fuerzas 

externas que obran en dicho segmento Pdy y las fuerzas de 

inercia correspondientes a -(o 2x/ot 2) m dy : 

Q_§_ dy 
oy 

S= k C>x / 8 y 

+ p dy 

entonces, la ecuaci6n 4. 1. 3 

a la ecuación 4.1.1. 

Haciendo P = O resulta una ecuaci6n homogénea 

2 2 
V~= 

E> y 

ec. 4. 1. 3 

se reduce 

ec. 4. 1. 3. 1 

donde v 2 k/m y suponiendo que x(y,t) puede expresarse 

como el producto de una funci6n de "y" y de una funci6n 

de "t" , 

~n (t) ec,4 .1.4 

podemos escribir la ec.4.1.3.1 como 

o 
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entonces 

-w~ 

La última expresión se puede descomponer en 

-w~ 

wz 
n __ v_z_ 

ec .4. 1. 5 

ce. 4. 1. 6 

La solución general de la ecuación 4 .1. 5 es de la forma 

e sen W t + D ces W t ec. 4. 1. 7 

La solución general de la ecuación 4 .1. 6 es 

ce .4. 1. 8 

Los coeficientes An y Bn determinan la configuración mo-

dal, sustituyendo la ce, 4 .1. 7 y 4 .1.B en 4 .1.4 obtenemos 

x = ( An sen lQ_ y + Bn cos ~y) (C sen W t + D cos W t) 

V V 

Esta forma describe el modo natural enésimo de vibración del 

sistema. 
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4. 2. VIGAS DE FLEXION. 

Para frecuencias de vibraci6n pequeña en estructuras(por ejem

plo una chimenea) pueden idealizarse adecuadamente como vigas 

cuyas deformaciones dependen de los momentos flexionantes, de~ 

preciando la influencia de las fuerzas de corte, el amorti-

guamiento y la inercia rotacional. Bajo estas suposiciones 

podemos escribir la ecuaci6n diferencial del movimiento u-

sando el principio de D'Alambert. Para desplazamientos pequ~ 

fios se tiene que: 

donde 

ec.4. 2.1 

m masa por unidad de longitud 

x desplazamiento perpendicular al eje de la viga 

tiempo 

E m6dulo de elasticidad 
1 momento de inercia de la secci6n transversal. 

y coordenada a lo largo del eje de la viga. 

P carga externa por unidad de longitud. 

La ecuaci6n 4.2.1 se conoce coma la formulaci6n del problema 

Bernaull i-Euler. 

Considerando las vibraciones libres de una viga uniforme es 

decir, en el caso de que m y El son independientes de "Y" y 

si P=O. La ecuaci6n 4.2.1 se convierte en 

o 
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con coeficientes constantes. Procediendo como la viga de cor 

te determinamos la fo~ma del modo natural enésimo, dado por 

Zn = An senh (/\. n(y-an))+ Bn sen ( ?-. n(y-bn)) ec.4.2.2 

donde An, Bn, an, y bn son constantes de unidades de longitud 

Las últimas dos constantes y la relación An/Bn dependen de 

las condiciones de frontera. Astmismo el parámetro ?\~ =W; m/EI 

y las frecuencias naturales circulares t'.Un también dependen 

de las condiciones de los extremes. La ec.4.2.2 también puede 

escribirse como: 

Zn=An' senhAn y + An" cosh An y+ Bn' sen A.n y+ Bn" cos/\ny 

ec. 4. 2. 3 

d'!nde An',An",Bn' y Bn" son constantes, dependiendo tres de e

llas de las condiciones de frontera y la cuarta arbitraria. 

Para determinar la ecuación diferencial de vibraciones de 

ec.4.2.1, consideremos las fuerzas y momentos actuantes en -

una porción de la viga. 

l'{Y)dy 

Figura 4.2.A. 

Sumando las fuerzas en 

se obtiene: 

el 

donde S y M son la 

fuerza cortante y el 

momento flector respec 

tivamente. 

sentido perpendicular al eje 
11 u 
y 
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Si ( é> S/é>7)d7 • d V 

y dV - P ( 1) d 1 = O 

entooces • p (1) • y 

por lo tanto 

é)ZJ(, • é)y • p (7) 

2i7 é) 1 

dA • V 

d7 

El amento flector estli relacionado con la curvatura por m!!_ 

dio de la ecuaci6n , que para las coordenadas iniciales en la 

figura 4.2.A. es : 

sustituyendo la ecuaci6m 4.2.S. en la ecuaci6n 4.2.4. resulta 

l> 2 C El Cé> 2x /'éJ i"> 
Oy2 

p (1) 

Para una viga que vibra con respecto a su posici6n de e

quilibrio est,tico bajo su propio peso, la carga por unidad_ 

de longitud es i¡¡ual a l.a carga de inercia debido a su m!_ 

sa y aceleraci6n Como la fuerza de inercia est~ en la 

aisaa direcci6n de P ( 7), como se muestra en la figura 4, 2. A 

y suponiendo aoviaiento arm6nico tenemos ; 

p (7) • m w 2x y 

• o 
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m~ 
E I 

La ecuación 4.2.3 es una respuesta debido a que 

una solución del tipo 

X 

que satisface la ecuación diferencial cuando 

y 

como 
:. ;>.. y 

e • cosh Ay:_ senh/.. y 

:. "y 
e = cos A y :_ isen )\,. y 

suponemos • 

La solución en la forma de la ec.4.Z.3 se establece inmedi~ 

tamente. 

Las frecuencias naturales de vibraci6n.' se encuentran en la 

ec;4.Z.4 como 

En donde 

problema. 

1\. n depende de las 

!El -V ;;;14 
condiciones de borde del -

-l 
! 
¡ 

1 
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4.J. HETODO DE LA SUHA DE LOS MODOS. 

las estructuras compuestas de vigas son comunes en tngenlerfa. 

Constituyen si.temas con un Infinito número de grados de libe.!: 

tad, y los métodos de suma de modos hacen posible su an~llsls. 

Los modos utilizados para representar la deflexlon de un slst~ 

ma no stempre n~cesttan ser ortogonales. 

En las ecuac1orcs de mov1mlento en sistemas discretos fueron • 

desacopladas por la matriz modal, para obtener la respuesta de 

la vlbracl6n en términos de las coordenadas normales del sis· 

tema, Ahora apl lcaremos una técnica slml lar a sistemas contl· 

nuos, desarrollando la deflex16n en t&rmlnos de los modos nor· 

males del sistema. 

Consideramos el movimiento general de una viga cargada por una 

fuerza distribuida P(r,t), cuya ecuacl6n de movimiento es 

a2 El (a 2 xta1 2 ) + ma 2 x A P(Y,tl 

ar ac• 

o bien, 

{El x" (1) }" + m(:Y)~1(t) • P (y,t),ec,4.J, 1 

Los modos normales Zl(~) de tal viga, deben satisfacer 

2 
[E 1 Zn"}" - w,.m()>) Zn • O 

1 a sus condiciones de borde. Los modos ZI (¡r) son tambUn fun--

clones ortogonales que 

~f. 
)º m (y) Zl ZJ 

11tlsfacen la relacl6n, 

r para j - 1 ,ec.4.).1 
dr •tMf par• j • 1 
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Representando la solucl6n al problema general en tErmlnos de -

Zl (J) y de la coordenada generalizada ql(t) resulta 

x(J ,t) • .I:z1 (y) ql ( t) , ec.4.3,2 
i 

En donde. la maza general Izada Ht en la ec.4.),1 

mo 1 

11t- r 2 
ZI (y) m (J) dy ,ec.4.3,3 

Anllogamente la rigidez generalizada es 2 

Kt • s· El {Z
1

l
1 

(:r)}'dy ,ec.4.3.4 
o 

* 

se define co-

La fuerza generalizada PI, se determina del trabajo hecho por 

la fuerzo aplicada p (y, t) dy en el desplaiamlento virtual 

&ql 

6W . i:. p (y, t) (!Z 1 6q l) d y 

6ql J: 
1 

• ¡: p (t • t) z l ( :rl d y l 

o bien 

pf ·J: P(y,t) ZI (y) d7 ,ec. 4,).5 

ly 2• Las ecuaciones 4.3.3 y 4,3,4 son obtenidas por la rela

ci6n de ortogonalidad y el planteamiento de la ecuacl6n 

de la energfa cinética y potencial rcspectlvame. Se re

comienda consultar \lllilam T. Thomson." Teoría de Vibra.ci~ 

neo • • Editorial Prentic• /Hall Internacional. CapÍtulo XI , 
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La evaluacl6n de la contrlbucl6n del modo•n'en alguna conflg~ 

racl6n arbitrarla x (Y,t), se obtiene al multiplicar Zn(Y) m(J') 

en ambos extremos de la barra y a1 Integrar resulta 

J. Zn (y )m(Y)x(Y, t) dy• ~q l (t)e
1 

ZI ( Y)mtv) Zn (Y)dY 
o l•l Jo 

•ql (t)~: (Zn(Y))2m(Y)d1 ,ec.4.J.6 

= 
~l(y)q¡{t) 

~ 
~·Cr.!:;Jtl 
,J;j~li 

+ 
~ zy9.t(tl 

,k~ 
+ 

etc. 

Flg, 4,J,B. 

Despejando la coordenada genera

l 1 za da obtenemos, 

J 
qn(t)•¡ Zn(Y)m(J') x(7,t)dJ' 

~: {Zn(7)) 2 m (7) d;y 

ec.4,J.7 

Que es equivalente para sistemas 

de par&metros discretos.Con el -

objeto de satisfacer 1 • L debe-

mos tener wn•!l!!l donde n•l.2,J, •• 
L 

Por tanto los perfodos natura1es 

de vibracl6n son 

Tn • .!. T 1 

n 

Y las configuraciones modales son 

Z
0 

• An sen n11ly 1 ec 4. 3.8 
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donde u. • .J K/m (7) 

4.4 DESACOPLAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

4,4,1 Vigas a flext6n sin amortiguamiento, 

Partiendo de la ecuac16n diferencial del movimiento para una -

una viga a flexl611 (ec. 4.2.1) 

+ a' (El a•x¡ay•) 
º>' 

a P (Y, t) 

expresada en coordenadas normales según la ecuac16n 4.3.6 

Í: m(:.')Z 1 (Y)q'1 (tl+E d' {Eld"Zl(Y)}q(t)•P(Y,t) 
• 1 ¡.1 dY" --w-

Multlpllcando por el término Zn(Y) e Integrando nos queda 

"' .. J' .,,_ Jt .E q 1(t) m(Y)Z 1 (Y)Zn(Y)dY+,E q¡(t) Zn(Y).!:~Eld 2 Zi) dy • 
1•1 o ,,¡ o dy• w-

J.tzn(Y) P(Y,t)dY,ec.4.4.1 

Aplicando las propiedades de ortogonalidad resulta 

·· S1 1,. qn(t) 
0 
m(~) Z~ (Y)dy+qn(t) Zn()'J.!!..: (El d 2 Zn)dy 

o dy2 dy• 

• J.J. Zn(Y) P()l,t)dy,ec,4,4,2 

donde 

JA ' w;! Zn m(y)dY 
o 

Por lo tanto, nuestra expresión abreviada nos queda como: 

w 2 
n Mn qn (t) • Pn(t) ,ec, 4,4,3 
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Resolviendo la ecuacl6n 4.4.3 nos da exactamente Igual a los 

resultados considerados anteriormente por e1 caso de parám! 

tras d 1 screto.s 

qn(t) a 1 st Pn(>)sen wn(t->)d; 
Hn wn ° 

4.4.4 

Y la evaluacl6n de respuestas de desplazamiento, usando las e~ 

presiones de ccordenadas normales nos queda 

x(Y,t) a i'. ZI (Y)qn(t) 
¡., 

Cuando los desplazamientos dinámicos de la estructura se pue-

den evaluar a travé.s del tiempo, las fuerzas Internas de la e! 

tructura se pueden establecer aplicando la relacl6n fuerza-de! 

plazamlento. Para et elemento viga, los momentos Internos son 

proporcionales a las curvaturas¡ tal que se toma la segunda d.!:_ 

rlvada de expresiones de desplaza~tentos dados. 

}\.()' , t ) • E 1 a 2 X 

~ 

4,4,2 Vigas a f1exl6n con amortiguamiento, 

En la formulación anterior de las ecuaciones de movimiento de 

los miembros de una viga tipo, no se consideraron los mecani! 

mas que absorven energfa de la estructura durante la respuesta 

dln~mlca. Estos tipos de mecanismos del amortiguamiento que -

puede Incorporarse a la formulación sin dificultad son la re

sistencia a los desplazamientos transversales de la viga y la 
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resistencia de rigidez del material de la viga. SI la resis-

tencia a la velocidad transversal se representa como c(Y.), la 

correspondiente de fuerza amortiguadora (disipadora) es f
0

(Y) 

• c(y)ax/at y contribuye a la relacl6n de equilibrio transve~ 

sa 1, entonces res u 1 ta que 

p - ma'x 
at• 

cax 
Tt 

Similarmente, si la resistencia a la velocidad de tensl6n es 

representada por Cs, e\ esfuerzo de amort1guamlento es 

O'o • es ae:/at donde e es la tensl6n normal local. En el cual 

la tensl6n varfa linealmente sobre la seccl6n; esto es facll-

de mostrar con la respuesta del momento amortiguado en la si-

gulente expres16n 

dA • Cs I (y)2..2_ 

ay'dt 

ec. 4.4.2.2. 

Ahora Incorporando e1 momento amortiguado en la relaci6n 

a>l.·Y ,y sustituyen en la 4.4.2.l la ecuacl6n diferencial del 
ay 
movimiento nos queda como 

+ e.u • P 
at 

ec. 4.4.2.3 

Es de Interés transformar 1a ecuación lt.4.2.3 en coordenadas -

normales. Esto es 



109 -
.a. ., Q(. • 

i;I m(y)z 1 Cy)q 1 (t)+l: c(Y) Z~Yl ql (t) 

l•l 

• p (y. t) 

,ec.4,4,2.4 

multiplicando por Zn(Y), Integrando y aplicando las relaciones 

de ortogonal ldad junto con la masa general Izada y la carga ge-

nerallzadora obtenemos: 

... tª 
Mn q~(t) + t q(t) J 

l• 1 • 
Zn(y) [c(Y)ZI (y)+~(c.1 (Y)~z1)ldy+ 

d)' 1 dy 2 ~ 

wn' Hn 'fn(t}•Pn(t) ,ec.4.4.2.S 

Las ecuaciones de movimiento de tos diferentes modos se aco--

plan al t&rmlno del amortiguamiento si satisface las condlcl_!! 

nes de ortogon•lldad equivalente a las propiedades de las ma-

sas rigideces. Se ha investigado en este caso que: 

e (y) • ao m (y ) Cs•a1B ec.4.4.2.6 

donde ao y •1 son simples factores de proporcional !dad (ambas 

teniendo dimensiones recfprocas al tiempo), Sustituyendo a -

ec.4.4.2.6 en 4.4.2.5 y aplicando las condiciones de ortogon~ 

lldad resulta un desacoplamiento en la ecuacl6n de coordenadas 

norma1es. 
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Finalmente, derivando a través de 1a masa generalizadora e In 
troduclendo la relac16n de amortiguamiento en el n·enéslmo m2 

do, de f 1 ne que: 

Por lo que resulta: 

qn(t) = Pn(t) 
-;:¡¡;--

Está claro que donde existen las propiedades de rigidez y de 

masas de tipo de Raylelgh de parámetros distribuidos pueden -

desacoplarse en forma -semejante a los sistemas de parámetros• 

discretos. 

Proporcl6n de Rlgldéz 

ao •O; n• r"' 
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4.5 CONDICIONES DE BORDE. 

Para satisfacer las condiciones lfmlte, se deben escoger los -

puntos extremos de la estructura. Los ejemplos de típicas co~ 

di clones de borde para vigas, se dan a continuación: 

4.S.I viga slmpl"mente apoyada. Como se muestra en la Figura 

~.5.1.A. sea m el punto de apoyo en el extremo. Las tondlcl~ 

nes de borde o lfmlte en el extremo izquierdo de la viga son: 

Z(J) 

~m º/4 ,¡-
1-- ___,,...... __ , __ _ 

¡ 1 ! 
2- ""'-- .._,...... - ---

1 1 1 
o 1 2 

Flg. 4.5.1.A 

Z(O)•O Conflgurac16n modal 
en el punto m 

A(o)~EI z•(O)•O Momento en el 
punto 11 m11 • 

4.5.2. Extremo fijo. En HW extrellO ladeflexl6n y la pendiente 

son ambas nulas, como se muestra en la Figura 4,5.2,A. SI m 

es el punto donde se encuentra la condición de borde tenemos: 
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4,5,3, Extremo 1 lbre. En el extremo l lbre de una viga, el 

momento y el cortante deben ser cero. Sea 11 ! 11 el extremo de-

recho de la viga como se muestra en la Figura 4,5,3,A., en la 

cual observamos: 

Z(f) 

L·3 
1 

L-2 

1 

1 
L·l 

Flg, 4,5,3,A 

Jl.(L)nEI Z"(L)=O Momento en el 
punto t 

S(L)•EI Z'" (L)•O Cortante en 
el punto t 

4,6 MODOS NORMALES DE VIGAS UNIFORMES. 

Supongamos que las vibraciones libres de una viga uniforme e! 

tán gobernadas por la ecuación diferencial de Euler. 

a"x a• El +m __ x•O 

a y' at' 

Para determinar los modos normales de vlbrac16n, la solución 

en la forma 

es sustltulda en la Ec, (1) para obtener 
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libre-libre empotrada-empotrada 

" Zn Zn 
1 111 

Zn Zn 
11 

Zn Zn 
111 ' Zn Zn 

EMPOTRADA-LIBRE 

;>-n1 <Xn1 l' wnlw1 

l ,8751 3,5160 
1 ·ºººº 

4,6941 22,0345 6,2669 

7,8548 61 ,6972 17,5475 

EMPOTRADA-ARTICULADA 

>-n 1 (Anl l z wn/w1 

3,9266 15,4182 
1 ·ºººº 

2 7,0686 49,9645 3,2406 

10,2101 104,2477 6,7613 

4.6.5 VIGA LIBRE-ARTICULADA 

Las frecuencias naturales de la viga l lbre-artlculada son lgu!!. 

les a las de la viga empotrada-articulada. Las funciones ca

racterTstlcas de la viga libre-articulada est.fo relacionadas a 

las de la viga empotrada-articulada como sigue: 



en donde: 

Zn(y) • funcl6n caracterfstlca que describe la deflex16n del 

modo n ésimo 

m a densidad de masa por unidad de longitud 

¡.• a mw'/EI 
n n 

wh a (>,n1)"' ~=-frecuencia natura) del modo n éslmo. 

Las funciones caracterfstlcas Zn(y) y las frecuencias de modo 

normal wn dependen de las condiciones de borde y han sido ta

buladas por Young y Felgar. Un resumen abreviado tomado de -

ese trabajo, se presenta aquf. 

4. 6. 1 VIGA EHPOTRAOA-EHPOTRAOA 

)..n 1 (\1)' wn/w1 

4,7300 22,3733 1. ºººº 
7,8532 61,6728 2,7565 

10,9956 120,9034 5,4039 

4.6.2 VIGA LIBRE-LIBRE 

Las frecuencias naturales de la viga l lbre-1 lbre son Iguales 

a aquel los de la viga empotrada 00 empotrada. Las funciones ca-

racterfstlcas de la viga libre-libre están relacionadas a las 

de la viga empotrada-empotrada como sigue: 



1·1bre-artlculada 

Zn 
1 

Zn 

" Zn 
111 

Zn 
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empotrada-articulada 

11 
Zn 

'" Zn 

Zn 
1 

Zn 

A ccnt1nuac16tt se presenten les Tablas 1, 2 1 v 3 

pare le evalueción de las funciones caracteriattc:as 

y derivados de los modos de vlb1·ar según sus con-

dicionea de borde. 
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TABLA l. 
'FUNCIONEf; CARACTERISTICAS Y DERIVADAS' 

VIGA l::Ml'OTRADA·E~IPOTRAOA 
Pl!IMER MODO 

1 1 dz., ., 1 d'z, z. f>t - _!_ d,z, 
Z1 z,-;\¡ dy Z.1 ·:;;¡ Jy' 

"': dy' 

O.OCOOJ O.OOlOO 2.0.1000 -1.%500 
0.03)58 0.34324 1.62632 -1.96285 
0.12545 0.61624 1.25802 - l.94862 

0.26237 0.81956 O.S9U. -1.91254 
0.43126 0.95451 0.53615 - l.84732 

0.61939 1.02342 0.19545 -1.74814 
0.81459 1.02986 -0.12305 -1.61250 
1.00546 0.91870 -0.41240 -1.44017 

1.18168 0.87608 -0.66581 - 1.23296 
1.33419 0.72992 -0.67699 -0.99452 

1.45545 0.54723 -1.04050 -0.73007 
1.53962 0.33897 -1.15202 -0.44611 
1.58271 0.11478 -1.20854 -0.15007 

1.58271 -0.11478 -1.20854 0.15007 
1.53962 -0.33897 -1.15202 0.44611 

1.45545 -0.54123 -l.<.4050 0.73007 
1.33419 -0.72992 -0.81699 0.99452 
1.18168 -0.87(.{)8 -0.66581 1.23296 

1.00546 -0.97870 -0.41240 1.44017 
0.81459 - 1.02986 -0.12305 1.61250 

0.61939 - L0~342 0.19545 l.74814 
0.43126 -0.95451 o 53615 1.84732 
0.26237 -0.81956 0.89234 1.91254 

0.12545 -0.61624 1.25802 1.94862 
0.03358 -0.34324 1.62832 1.96285 

0.00000 O.CIX'OJ 2.roJOO 1.96500 
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0.60 
0.64 
0.68 

0.72 
0.76 

0.80 
0.84 
0.88 

0.92 
0.96 
-· 

.1.00 

- 117 -

, TABLA l. 
FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERl\'ADAS 

VIGA EMPOTRADA-EMPOTRADA 
SEGU!'.:00 MODO 

1 dh " 1 d>z, ,,, 1 d1Z, 
'Z. .. z~--- 'Z.2 -x¡-;¡;;- z. ->..ldl" >.., d'f 

o.oocoo 0.('(YJ()() 2.00000 -2.00155 
0.08834 0:529~5 1.37202 -1.99205 
0.31214 0.86296 0.75386 -1.93186 

0.61058 1.0064-I 0.16713 -1.788 IJ 
0.92602 0.97427 -0.35923 -1.54652 

1.20674 0.79030 -0.79450 -1.21002 
1.41005 0.48755 -1.11133 -0.79651 
1.50485 0.10660 -l.l8991 -0.33555 

1.47357 -0.30736 -1.32106 0.13566 
1.31314 -0.70819 -1.20786 0.57665 

1.03457 -1.05n1 -0.96605 0.94823 
0.66150 -1.30448 -0.62296 1.21670 
0.22151 -1.43728 -0.21508 1.35744 

-0.22751 -1.43728 0.21508 1.35744 
-0.66150 -1.30448 0.62296 1.21670 

- 1.03457 -1.05271 0.96605 0.94823 
-1.31314 -0.70819 1.20786 0.57665 
-1.47357 -0.30736 1.321(11> 0.13566 

-IS0485 0.10660 l.l8991 -0.33555 
-1.41005 0.48755 1.11133 -0.79651 

-1,20674 0.709)0 0.79450 -1.21002 
-0.92602 0.97427 0.3~923 -1.54652 
-0.61058 l.!XM4 -0.16713 -1.;g313 

-0.31214 0.86295 -0.75386 -1.93186 
-0.08834 0.52955 -1.37202 -1.99205 

0.00000 0.00000 -2.00000 -2.00155 



)' 
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TABLA l. 
FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS 

\'!CiA EMPOTRADA·EMPOTRIZADA 
TERCER MODO 

z. , 1 dZ1 z, -.i\; dy 
• 1 d 1z, ,.. 1 d'Za 

Zt - ,_;dl Za -}J·df 

O.O-XJOO 0.roJOO 2.00JOO -1.99993 
0.16510 0.68646 1.12323 -1.97469 

0.>1!04 0.99~03 0.28189 -1.E~:!SO 

0.9812~ 0.95006 -0.45252 -l.4SM7 

l.'.14190 0.62285 -0.99738 -0.%698 

1.50782 0.11050 -1.26572 -0.33199 

1.42971 -0.46573 -1.28637 0.32333 

1.10719 -0.98057 -1.01443 0.88956 

0.59186 -1.32694 -0.53145 1.26880 

-0.02445 -1.43171 0.06438 1.39529 

-0.62837 -1.27099 0.65569 1.24912 

-1.10739 -0.67257 1.12747 0.86096 

-1.37174 -0.31031 1.38852 0.30669 

-1.37174 0.31031 1.38852 -0.30669 

-1.10739 0.87257 1.12747 -0.86096 

-0.62837 1.21099 0.6!569 -1.24911 

-0.02445 Í.43171 0.06438 -1.39529 

0.59186 1.32694 -0.53145 -1.26880 

1.10719 0.98087 -1.01443 -0.8!956 

1.42971 0.46573 -1.28637 -o.mn 

l.S0782 -0.11050 -1.28572 0.31199 

1.34190 -0.62285 -0.99738 0.96698 

0.98720 -0.95006 -0.45252 1.48447 

o.~804 -0.99303 0.28189 umo 
0.16510 -0.68646 1.12323 1.97469 

000000 0.00000 2.00XXJ 1.99993 
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TABLA 2. 
FUNCIO?-lES CARACTERISTICAS V DERIVADAS 

VIGA EMPOTRADA·L!BRE 
PlllMF.R MODO 

;z 1 
, 1 dz, • 1 d1z, 

2
,,, _ J_ d'z, 

Zo • - -- z, -~dyi" ;;\¡ dy 1 ;;\? d.;' 

0.000CXl 0.((XX() 2.0Cú)J -l.46819 
0.00552 0.14588 l.8!988 -1.46505 
0.02168 o.nJ5o 1.11950 -1.46710 

0.04784 o.41 :86 1.66985 - 1.46455 
O.OSJ.40 0.5J400 1.56016 -1.45%8 

0.12774 0.1~692 1.45096 -1.45182 

0.18024 0.75167 1.34247 -1.44032 

0.24030 0.&4832 1.23500 -1.42459 

0.30730 0.93696 1.23889 -1.404IO 

0.38065 1.01771 1.02451 -1.37834 

0.45977 1.09070 0.92227 -1.34685 

0.54408 1.15612 0.82262 -1.30924 

0.63301 1.21418 0.72603 -1.26512 

0.72603 1.26512 0.63301 -1.21418 

0.82262 1.30924 0.54408 -1.15612 

0.92227 l.:M685 0.45977 -1.09070 

1.02451 1.37834 0.38065 -1.01771 

1.12889- 1.40410 0.30730 -0.93696 

1.23500 1.42459 0.24030 -0.&4832 

1.34247 1.4-4032 o 18024 -0.75167 

1.45096 1.45182 0.12774 -0.64692 

1.56016 1.45%8 0.08)40 -0.53400 

1.66985 1.46455 ON784 -0.41286 

1.77980 J.46710 002168 -0.28350 

1.88988 1.46805 0.00552 -0.14588 

2.00CXXJ 1.46819 0.00000 O.OOOOl 
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TABLA 2. 
FUNCIOE<Es CARACTERISTICAS Y DERIVADAS 

VIGA EMPOTRADA-LIBRE 
SEGUNDO MODO 

... , 1.Jz, " 1 J'l 1. 11, 1 d1Z1 z.--- z, ->:I dy' Zi - >..~ d¡ 
"' dy 

0.00000 0.00000 2.00'.XXl -2.0369) 

0.03301 0.33%2 1.61764 -2 0'.'483 

0.12305 0.60754 1.23660 -2 02097 

0.25670 Cl.80728 0.66004 -1.98590 

0.42070 0.93108 0.49261 -1.92267 

0.60211 0.99020 0.14007 -1.82682 

0.78852 0.98502 -0.19123 -1.69625 

0.96827 0.92013 -0.49475 -1.53113 

1.13068 0.80136 -0.76419 -1.33373 

1.26626 0.63565 -0.99384 -l.!0821 

1.36694 0.43094 -1.17895 -0.86040 

1.42619 0.19593 -1.31600 -0.59748 

1.43920 -0.06012 -1.40289 -0.32772 

1.40289 -: O.J2772 -1.43920 -0.06012 

1.31600 -0.59748 -1.42619 0.19593 

1.17895 -0.86040 - 1.36694 0,43094 
0.99384 -1.10821 -1.26626 0.63565 
0.76419 - 1.33373 - 1.13068 0.80136 

0.49475 -1.53113 -0.96827 0.92013 
0.19123 -1.69625 -0.78852 0,95502 

-0.14007 - 1.82682 -0.60211 0,9'Xil0 
-0.49261 -1.92267 -0.42070 0.93108 
-0.86004 -1.98590 -0.25670 0.80428 

-1.23660 - l.02097 -O.l230l 0.60754 
-1.61764 -2.03483 -O.Cl3301 0.33%2 

-2.00000 • -2.03693 0.00000 0.00000 
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TABLA 2. 
FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS 

VIGA EMPOTRADA-LIBRE 
• 'TERCER MODO 

z, ¡ 1 di_ • 1 d'Z, z':'- .L d'Z, :z,--- ¡;, - jJ d.f "-• dy 71.: d..¡ 

0.00000 0.QOClOO 2.0:000 -1.99&45 
0.0S839 0.52979 1.37257 -1.9!'!92 
0.31236 0.86367 0.75558 - 1.92871 

0.61120 l.0078l 0.16974 -1.18480 
0.92728 0.97665 -0.3l563 - 1.54286 

l.W901 0.79394 -0.78975 -1.20575 
1.41376 0.4928l -1.10515 -0.19124 

1.51056 0.11405 -1.28189 -0.32872 

1.48203 -0.29711 -1.31055 0.14479 
l.J2534 -0.69-122 -1.19398 0.l8908 

1.0l165 - 1.03374 -0.94753 0.96533 
0.68~6S - 1~7881 -0.59802 1.24030 

0.26103 - 1.40247 -0.18130 1.39004 

-0.18130 - 1.39004 0.26103 1.40247 
-O.l9802 - 1.24030 0.68568 1.27881 

-0.94753 -0.96533 1.05185 1.03374 
-1.19398 -0.58908 1.32534 0.69422 

-1.31055 -0.14479 1.48203 0.29711 

-1.281~9 0.32872 1.51056 -0.11405 

-1.10515 0.79124 1.41376 -049265 

-0.78975 1.20575 1.20901 -0.79394 

-0.35563 U4l36 0.92728 -0.97665 

0.16974 l.78480 061120 -1.00765 

0.7ll5S 1.92871 0.31238 -0.86367 

1.37~87 1.98892 0.08829 -0.52979 

-2.00000 1.99845 0.00000 0.00000 
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TABLA 3. 
FUNCIONE~ CARACTERISTICAS Y DEHIVAIJAS 

VIGA EMPOTRADA·ARTICtJLADA 
PRIMER MODO 

, 1 dz, • 1 d'z:, ,,, t ¿Jz1 
Z·1 z,--- Z.1 -Ñ-;¡; Z.• -;>...¡d¡ }\.¡ dy 

0.('(WJ OOCXXIO 2©.lOO -2.00IS5 

0.02338 0.2!944 1.68568 -2.00031 
O.CIS834 o.sn55 1.37202 -l.9'1203 

0.18715 0.72055 1.06060 -1.97079 
0.31214 0.~6~9b 0.75386 -1.93187 

0.45574 0.95776 0.45486 - 1.87177 
0.61058 1.00643 0.16712 -1.78812 
0.76958 1.01105 -0.10554 - 1.67975 

0.92601 0.97427 -0.35923 - 1.54652 
1.07363 0.89940 -0.59009 -1.389)2 

1.20675 0.79029 -0.79450 - 1.21002 
1.32032 0.65138 -0.96918 -1.01128 
1.41006 0.48755 -1.11133 -o 7965~ 

1.47245 0.30410 -1.21875 -0.56977 
1.50485 0.10661 ' - 1.2899~ -0.33555 

1.50550 -0.09916 - 1.32402 -0.09872 
1.47357 -0.)0736 -1.32106 o. 13566 
1.40913 -0.51224 -1 .. 28180 0.36247 

1.31313 -0.70820 - 1.20786 0.57666 
1.18741 -0.88996 - 1.10157 0.77340 

1.03457 - 1.05270 -0.96606 0.94823 
0.85795 -1.19210 -0.80507 1.09714 
066151 -1.30448 - 0.62295 1.21670 

0.4-4974 - 1.38693 -0.42455 1.30414 
0.22752 -1.43727 -0.21507 1.35743 

0.00000 - 1.45420 0.00000 1.37533 
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TABLA 3 
FUNCIONES CAHACTEHl~TlCAS \' DERIVADAS 

VIGA EMPOTHADA·ARTICULADA 
SEGU:\DO MODO 

2'1 
, 1 dZ1 " 1 d2zz. 11, 1 tl1Zi z,--- Z2 • )\j dy' Z2 • ;:i-;;y-Ai d'Y 

0,IMJ(I() 0,00000 2.CXXXXJ -2.0C\'XlO 
0.072¿ 1 0.48557 1.43502 -1.99300 
0,1!?~8 0.81207 0.87658 -1.94!24 

0.511.ll 0.98325 0.33937 -1.63960 
0.80116 1.00789 -0.15633 - 1.65333 

1.07449 0.90088 -0.58802 -1.38736 
1.30078 0,68345 -0.93412 -1.05012 
1.45308 0.38242 - 1.17673 -0.65879 

1.51208 0.02894 -1.30380 -0.23724 
IA6165 -0.34350 -1.31068 0.18649 

1.31923 -0.70122 -1.20092 058286 
1.07550 -1.01210 - 0.98634 0.92349 
0.75348 - 1.25090 -0.68631 1.18364 

0.37700 -1.39515 -0.32640 1.34442 
-0.02536 - 1.43265 0.06348 1.39438 

-0.42268 - 1.35944 0.45136 1.33056 
-0,78413 -1.18058 0.80569 1.15876 
-1.08156 -0.90972 l.O'J776 0.89319 

-1.29186 -0,56793 1.30395 0.55531 
-1.39858 -0.18205 1 40155 0.17l4S 

- IJ9351 0.21752 1.40010 -0.22494 

- 1.27726 0.59923 1.28198 -0.60506 

-1.05919 0.93288 1.06244 -0.93759 

-0.7S676 1.19208 0.75879 -1.19604 

-0.39406 1.35629 0.39504 -1.35983 

0.00000 l.41lS'l 000000 -1.41592 
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TABLA 3. 
FUNCIONES CARACTERISTICAS \' DERIVADAS 

VIGA EMPOTRADA-ARTICl'LADA 
TERCER MODO 

z. ' 1 •z. .. 1 d'Z. ,,, 1 d1Z, z,--- z, ->J dy ... z, -~'d7 AJ dy 

O.OO'.XlO O.C>XJOO 2.0C\)(li) - 2.roo:x> 
0,144!0 0.6~020 1.18132 -1.91961 
0.48626 0.97168 0.3974~ - 1.&S53S 

0.895S4 0.98593 -0.30845 - l.S1l31 
1.25604 0.74002 -0.S6560 -1.13046 

l.47476 0.30725 - 1.21523 -0.56678 
l.49419 -0.21934 - l.);168 o.04683 
1.29662 -0.73864 -1.IS195 0.62391 

0.90489 - l.15556 -O.E2867 1.01934 
0.37703 - 1.39512 -0.32637 1.34445 

-0.20439 -1.41364 0.23807 1.37996 
-0.74658 - l.20SlS 0.76897 1.16287 

- l.16223 -0.80234 l.l7711 0,78746 

-l.38422 -0.26994 1.39411 0.26005 
-1.37687 0.30522 l.38344 -0.ll l19 

-1.14194 0.82907 Ll4G3l -0.!3344 
-0.71844 1.21182 0.721)4 -1.21873 
-0.17628 1.40210 O.l7821 - l.40403 

0.39519 1.35742 -0.39391 -1.35870 
0,90188 2.08924 -0.90103 -1.09010 

l.2603l 0.64175 -1.21980 -0."4233 
1.41160 0.0.!60 - 1.41124 -0.01900 
1.33072 , -0.47918 - 1.33049 0.47891 

1.03098 -0.96820 -1.03085 o.~soo 

056168 -1.29798 -0.56162 1.29782 

0.00:00 -1.41429 o !XXlOO 1.41414 
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5.- SOLUCION DE EJERCICIOS Y PROGRA•AS DE •ICROCO•PUTADORA 
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PROBLEMA E-1 

Una masa de w • 985ko ee deja caer desde una al tura de 2 cm. al 

centro de una viga simplemente apoyada de 350 cm. de longitud. 

El perfil de la viga es conocida como IPR 152x101 de 12.7 kg/m 

[Ver Manual AHMSA]. Despreciando la masa distribuida de la vl 

ga y suponiendo que después del primer contacto, la masa y la 

viga no se separan. 

Se desea conocer: 

a. La frecuencia 

b. La deflexlón total 

c. La velocidad y aceleración en T = 0.08 seg. 

d. El ángulo de fase 

y 

i 
l 

c:J 
2cm 

if At~' 
350cm 

Figura E. 1. 1. 
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SOLUC 1 ON 

La viga IPR 152 x 101 (12.7) tiene lx • 616 

E • 2 x 10 6 kg/cm 2 

2 cm • 

La deflexlón de una viga apoyada l lbremente es: 

<'> es t ~-
48E1 48[2 X 106 

X 616) 

La frecuencia natural 

rg
P·J~ 

~set 
r981 30.33 
J~ 

La frecuencia angular es 

• 1.066 cm. 

f • _P_ 

2 n 

30. 33 

[6.2832) 
4.83 ciclos por segundo 

La amplitud es: 

c + r,/Z9h tj g/6es t) 
2 

• J(l.066) 2 + (2 X 2 X 1.066)
2 

4.29 cm. 

La deflexl6n será 4.39 + 1.066 • 5.46 cm. 
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)( 

e ~ 4,39 cm. 

i<
0 

2gh • 62.64 cm/seg. 

Pt • 30,3Bxo.0B • 2.43 rad 

La velocidad y aceleracl6n en T • 0.08 seg, 

x(t) x
0 

cos Pt + x
0

/P sen Pt 

x(.oa) • 4.39(cos 2.43) + 2.07 sen [2.43) • -1.97 cm. 

x(t) -x
0 

P sen Pt + :o (P) cos Pt 

:it(.OB) • -133.15[0.65)+62.64[-0.76) • -134,15 cm/seg. 

lt(t) -x
0 

P2 cos Pt - i<
0 

P sen Pt 

lt(.OB) • -4038,4[-0,76)-1899,24[0.65) • 1834.68 cm/seg 2 • 



El Angulo de fase es 

Angulo de fase •• = 
(t•o) 

ángulo de fase a • 
t~o.oB 
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-1 xo • 1 
tan XP • tan 

-1 
tan 

o 

xo(t) 

x:cm 
-1 .., tan 

62. 64 

-134. 5 

-1.97[30,33] 

Con éste 01t1mo resultado observamos el cambio del Angulo de -

fase a través del tiempo. 



/ 
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PROBLEMA E-Z 

E 1 peso de una plataforma 

es de 50 tone.y se somete a 

de una fuerza que ejerce el 

que se muestra en la Figura E.2.A. 

una vibración 1 lbre, al 1 lbrarlo 

gato hldr~ullco. La medición se 

empezo' desde un desplazamiento x i:: 3 cm. en t 1111 o. SI el -

desplazamiento m~xlmo del retorno es de Z cm. en t • 0.6~ seg, 

OBTENER 

a. El decremento logarftmlco 

b. El factor de ª"!ortlguamlento 

c. El coeficiente de amortiguamiento viscoso 

d. El coeficiente de amortiguamiento s611do 

e, En qu.{ tiempo se reduce la amplitud A~0.1 cm, 

f. Graflque el decremento de la ampl ltud, 

9010 hidráulico 

Figura E.2.A. 
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SOLUCION 

a. Decremento 1ogarftm1co es: 

Ln 

b. E 1 factor de 

s 1 ~ 
A2 

o. 41 + 2n 11 

J 1- 112 

.: IJ • 0.065 

e 

Ln _3_ 
2 

o.41 

amortlguamlento es: 
-1...:t.L 
~ 

,, 
J 1-ql 

0.065 

ª • 2 (0.065) • 0.408 0.41 (Amortiguamiento peque~o) 

c. E1 coeficiente de amortiguamiento viscoso. 

9.813 rad/seg. 

P0 P Jt7 movimiento sub-amortiguado. 

Po 9. 813 9.834 rad/seg. 
~ J1-(o.065 2 

Ccr 2mp • 2(9.834) 50 ººº ) . 1001.446 Kg-Seg/cm. 
981 

_e_ 
• 1/ j e 0.065 cr Cr ; e • 0.065(1001.446) • 

e . 65,159 Kg-Seg/cm • 
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d. El coeficiente de amortiguamiento s61 Ido. 

cq • 

cq 

'I¡ k 
-p-

0.065 (4928.991) 
9.634 

4928. 991 kg/cm. 

32.579 kg-seg/cm. 

e. Cálculo del t lempo cuando se reduce la amplitud At, 0.1 cm. 

/l. 

A 1 3 cm. 

A¡ 1-1 .1 -1 
/J 

Al o 1 

A2 1 o.6641 

A3 2 o.441 

A4 3 0.294 

As 4 o. 195 

Comprobando 

3 cm. 
0, 1 cm. 

Ln 30 

30 

3. 4012 

0
-0.4084[1+0.00211 • 

A1/l CICLOS Al 
,_, J -1 

~ 

3 A6 5 O, 1 JO 

1. 994 1 A7 6 0.086 

1.326 2 As 7 0.057 

0.881 3 A9 8 0.038 

0.586 4 Al O 9 0.025 

Ln Al • 6 + d + d + & 
A2 

+ •••• + 6 • 

d • o. 41 

o .·6641 

Al~ CICLOS 

0.389 5 

0.259 6 

o. 172 7 

o. 114 8 

0.076 9 

k d 



Ln _3_. 
0.1 Ln 30 

J.~012 
o:T1 
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3.~012 k 

a.29 ~ 9 ele los 

f. GrHlca del decremento logarltmlco 

X!tl 

3 
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PROBLEMA E-3 

La Planta Halocarburos, S.A. de C.V., ubicada en Tulpetlac Edo, 

de Héxlco, re,ulere determinar la respuesta de un garage de tr!_ 

nes ante excitaciones externas. Los Ingenieros encargados de

cidieron probar mediante un tensor que trabaja con una fuerza 

armónica. Ver Figura E-3-1. SI se consideran 4S segundos de 

tiempo de prueba con un desplazamiento y velocidad Inicial de 

0.25 cm. y 3.4 cm/seg. respectivamente. 

Se desea obtener: 

a• La respuesta de vi braclón 11 b re 

b. La respuesta de vibración sobre-amortiguada-

c • La respuesta de vibración sub-amort lguada 

d. La respuesta de vibración amortiguada crl t 1 camente 

e. La respuesta tomando en cuenta 1 a acción de la fuerza 

excitadora en cada movimiento de los incieoe anteriores. 

f. Ra1um1n .. resultados 

Los valores e son: a": e 11:11 o, b-: e =2310, co e• 395 f} 

d, ce 1S59,•n[1<~-!>C9/cmJ e/u. 

l 11 l in L. 
Figura E-3-1 

3,5m 
TIPO 

SEC. 2 : 50cm • 50cm 
SEC. 1 : 40cm• 50cm 
ESPESOR LOSA : 1 O cm 

F(I): 5COS20t 
w : 200 RPM 

tTem 
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La rigidez del marco es: 

El módulo de elasticidad es: 

E • 10 000 ¡;:-;-e 10 000~ ª 141 421.35 kg/cm2 • 

La Inercia es: 

ly a h3 
• _1_2_ 

H 8 m. • 800 

E 1 141 421.35 

k 24 (5.892S X 

(800) 3 

Cálculo del peso: 

40 X (50) 3 

12 

cm. 

X 416 666.67 

416 666.67 cm 4 • 

5.8925 x 1 O 1 O kg /cm 2 • 

10
101 

a 2762,10 kg/cm, 

sec. ® prlnc lpal o.so x O.SO x 6 x 4 x 2.4 • 1'1.4 ton•. 

losa 0.1S X 10.5 X 6 X 2,4 22.68 tone. 

sec. ® secundarla O.SO x O.SO x 10.S x 2.4 a· 6.3 tona. 

relleno 2 X J X 0.10 X 10.S X 1,8 
2 

s.67 ton•· 

49.0S tona. 

Por consideraciones externas no estimadas aumentamos un 10% 

W • 49,05 X 1.1 S3-95S toN. 
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La rigidez total es 2762.10 x 4 11048.4 kg/cm. 

La masa es: 

H 53 955/981 55 kg seg 2 /cm. 

La frecuencia natural es: 

. J 11048.4 
55 

Desarrollo: 

14.1732 rad/seg. 

Las respuestas que obedecen a cada movimiento respectivamente 

están dadas por las siguientes expresiones: 

1. x(t) el cos pt + c2 sen pt 

2. x(t) e-~ptcc 1 CDS P0 t + c 2 sen PDt) PO .¡;;:¡::;-
3, x(t) .-~pt¡c1 + c 2 tl 

4. X (t) e·1tPt[Cl cos P1 t + c2 sen p 1 t l P' -M 
Para las condiciones de ta o , X a Xº 

que 11 ... n/p nos queda que: 

X ª X
0

, y sabiendo 

1. x(t) a X CDS pt o + xo ~ .¡;:;:-
p 

2. x(t) . e-nt[x
0 

cos P0 t + *o ... nx
0 

sen P0 t 
PO .¡-:z:; 

----l. 
Po 
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4, X ( t) .-nt[x
0 

cas P't + x
0 

- nx
0 

senp~'t], P' =JP 2 - n 2 

De esta manera se puede establecer 1as siguientes ecuaciones: 

x(t) 

E • cos P 1 t 

v- sen Plt 
-p-¡--

donde PI 

X ( t) 

p ~ n 

P • o P
0 

,o p• ; seg<ln sea el caso de movimiento 

p ~ n 
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PROG RAHA 

HP 41C 

Programa para obtener el desplazamiento a t r .. n·t":- \tt" 1 t 1 e01po -
en sistemas de un grado de l lbertad. En vibr\1.,,;¡,-..., libre con 
o sin amortiguamiento.· 

661 LBL T VIBRAR 986 PSE 11 l•J STO 99 
002 RAD U7 ,.LIBRE eze RCL 112 
003 ,.XII• 7 1108 AVIEW '21 RCL 114 
004 PROHPT a09 RCL ea. 112 ~ 
aes STO 08 010 X • 8 7 82 3 CHS 
006 1'y9 • 1 911 GTO 81 921, El'x 
607 PROHPT 012 GTO T.(, N • P> 11n STO u 
008 STO 01 111 3 LBL 91 112 6 RCL e2 
1199 TN • 7 814 82 7 RCL u 
019 PROHPT 01S STO es 928 
011 STO 02 1116 GTO T DESPLAZ e29 CHS 
012 1'p • 7 017 END 1139 ENTE R I' 
913 PROHPT etl LBL T DESPLAZ 031 RCL 111 
914 STO 03 ee2 RCL es 
91S TT 1 • 7 11)2 + 
916 PROHPT 60) RCL93 11) 3 EllTER 

1117 STO 04 004 
034 RCL 119 

1118 Tr2 • 1 00S ENTERJI 
035 

019 PROHPT 006 RCL4 8)6 STO 11 
1129 STO 12 007 

e37 HL 10 

821 TAT = 7 ee8 STO 97 e3e HL ea 
922 PROHPT 1109 cos f)! ~ 

923 STO 116 010 STO 98 b4', EllTEP. I' 
024 GTO T LIBRE 911 RCL 97 ~41 HL 11 

112S END 012 SIN lil.L 

llill LBLTLIBRE 013 ENTERTJ' 
~"l Eh!EP JI 

1192 RCL 94 111 4 RCL 03 E !.J. ~":.!.. 1 e 
883 TTI . 1 015 ENTERI' 

'=" ~ 
1114 ARCL X 016 RCL es t .. ~ ., . 

AVIEW 1117 t. - p• ns 
1118 
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848 AVIEW lil2 I RCL lil 1 005 RCL 12 
049 PSE 022 ... 006 RCL lil3 
050 RCL 04 023 ENTER ~ 007 X > y 7 
051 RCL 06 024 RCL 04 ººª GTO 84 
052 + 02 5 009 GTO lil3 
053 STO lil4 026 ENTER ~ 010 L BL 03 
054 RCL 12 027 RCL lil0 011 RCL 82 
055 RCL 04 928 ... 012 x;r 2 
056 x<> Y 029 STO 05 o 13 RCL 03 
057 X<• y 030 ENTER 014 XI' 2 
058 GTO 00 031 RCL 111 015 
059 GTO LIBRE 032 016 SQRT 
lil61il LBL 00 033 Tx • 017 STO lil5 
061 STOP 834 ARCLX 018 GTO T OESPLAZ 
lil6Z EN O 035 AV 1 Ell 019 LBL 84 
001 LBL (N • P> 836 PSE 020 SUB - A 
002 DEG 837 PSE 021 AVIEW 
003 CRITICO 0)8 RCL 84 022 RCL 03 
004 AVIEll 839 RCL e6 023 XI' 2 
005 RCL 02 e4o + 024 RCL 02 
006 RCL lil3 lil41 STO e4 025 X.I' 2 
lillil7 X • y 7 042 RCL 12 026 
008 GTO 02 143 RCL e4 027 SQRT 
01il9 GTO < N (.,) p) •44 X<) y 028 STO es 
010 LBL 82 145 X ( = Y7 029 GTO T DESPLAZ 
811 RCL 82 e46 GTO lile 030 END 
012 LCL 84 847 GTOTLIBRE 

013 1148 LBL 88 

014 CHS 849 STOP 
015 E!'X ese ENO 
916 STO 10 001 LBL T L. N t..::> P> 
817 RCL lile 892 RAD 
e18 RCL 02 893 SOBRE - A 
819 884 AV l EW 
lil2t EtlTER ~ 
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Sol uel 6n: 

a. Respuesta ante v 1 braclón l 1 bre 

x
0 

SI 0.25 cm. , X
0 

• 3,5 cm/seg. P • 14.1732 rad/scg. 

n • O 2 JT 
- Tli':T"fj2 • o.4433 seg. 

t (seg) x(t) (cm) 

o o 0.25 
0.044 0.347 Xltl 
o. 088 0.312 
o. 183 o. 158 
o. 1 77 -o. 057 
0.222 -0.25 
o. 266 -0.347 
0.310 -o. 312 

8 0.355 -o. 158 
o. 399 0.057 

10 o.443 0.25 
11 o.488 0.347 

ft 

-+------- T : O, 44 33 111.-------<>-
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b, Respuesta ante vibración libre sobre-amortiguada n)p 

x
0 

.. 0.25 cm )\
1 

= 3,5 cm/seg ; e = 2310 ¡ n .. ~m 

• 14.1732 rnd/seg. 

p' • J 2 p - n2 

T 

XI ti 

0.25 

J441 - 200.88 • 15.496 rad/seg. 
t (seg) 

o 
0.041 
0.081 
o. 122 
o. 164 

0.205 
0.246 
0.287 

8 0.328 
0.369 

1 o o.410 

11 o.451 

4 5 ti 7 1 
9 'º 

~~~º. 21 

x (t) (cm) 

o. 25 
-o. 098 

0.031 
-o. 006 
-0.001 
0.002 

-o. 001 
0.001 
o 
o 
o 

n 
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c. La respuesta ante vibración subamortlguada P> n 

"o. 0.25 cm ; *o • 3,5 cm/seg • c. 395 ' n·2~ • n~. 3,59 

P • 14.1732 rad/seg 

P0 •J(14.1732) 2 - (3,59) 2 • 13,711 rad/seg T e ~~ • O. 4583 seg, 

t (seg) x(t){cm) 

o o 0.25 

0.046 o. 132 

2 o. 092 -0.059 

o. 137 -0.157 

o. 183 -o. 108 

0.229 o. 112 

6 0.275 0.093 

0.321 o. 081 

o. 367 0.009 

9 o.412 -0.052 

1 o o. 458 -o.osa 
11 0.504 -o. 017 

)(:0.25 
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d. Respuesta ante vibración amortiguada crrttcamente n • p 

x
0 

• 0.25 cm, x
0 

• 3.5 cm/seg , c • 1559 

p • l 4. 1732 rad/seg. T 2" • 0.443 p 

t (eeg) x(t) {cm) 

0.25 

0.044 0.3 
o.osa 0.25 

0.133 o. 182 

U..177 o. 123 

0.222 0.08 

0.266 0.05 

o. 31 o o. 031 

0.355 0.019 

9 o. 399 o. 011 

10 0.443 0.007 

11 0.488 o. 004 

Xlt) 

2 4 5 6 7 .8 

seg 

9 10 11 

1559 - 14.173 
11 o 

n 



e • La respuesta tomando en cuenta la acci6n de la fuerza excita.dora. en 

cada movildento de loa incieos anteriores 

• Resumen de rt.aultados. 

F ( t) 5 CDS 20 t 

u>• 200 RPM • 20.94 rad/seg 2 

PROGRAMA 2, Contr~ bot.10n de l~ F1Je~a 

01 LBL T F/< k-w> 

02 RAD 

03 T F•1 

04 PROMPT 

05 STO 00 

06 'K • 1 

07 PROllPT 

08 STO 01 

09 'w • 1 

10 PROMPT 

11 STO 02 

12 TPESO 1 

13 PROMPT 

14 STO 03 

15 TT 1 • 1 

16 PROMPT 

17 STO 04 

18 TT2 • 2 

19 PROMPT 

20 STO 05 
2 1 "'"4 T • 1 

Peso = 53 955 kg. 
K • 11048.4 kg/cm. 

l\l•1 =lF'/n.-w'mJ] cos wt 

22 PROMPT 

23 STO 06 
24 GTO 03 
25 LBL 03 
26 RCL 04 

27 'T 1 -
28 ARCLX 

29 AV 1 EW 

30 RCL 03 
31 981 
32 / 

33 ENTE RI' 

34 RCL 02 

35 X l' 2 

36 

37 CH S 

38 RCL 01 

39 
40 STO 07 
41 RCL 02 
42 RCL 04 
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43 * 61 ARCLX 
44 cos 62 AVIEW 
4S STO es 63 STOP 
46 RCL 88 64 RCL 04 
47 RCL es 6S RCL e6 
48 * 66 + 
49 EN TER 1 67 STO e4 
se RCL 87 68 RCL es 
S1 I 69 RCL 84 
S2 STO 11 78 X(.> V 

S3 Txc PART • 71 X(.• V 

S4 PROMPT 72 GTO ee 
SS STO 13 73 GTO e3 
S6 RCl.-18 74 LIL H 
S7 RCL 13 75 END 
S8 + 
59 STO 14 
61 Xc + Xd • 



DESPLAZA!!IWTO 
PARA CONDieíbm!S llllctALEs DE 
VI!llACIONE Llll!E y AMCIRTIGUADJ. 

SOLUCIOR DE LA ECUACIOll DIFEREllCIJ.L 

N 
t x(lJ x{t) x{tJ xl tJ 

(aeg) Libre Sobre-.& aub-A Crít 

o o 0.25 0.25 0.25 0.25 

1 0.04 0.344 -.089 0.132 0.302 

2 o.os 0.330 0.015 -.059 0.262 

3 0.12 0.212 0.006 -.157 0.200 

4 0.16 0.029 -.007 -.108 0.143 

5 0.20 -.164 0.004 0.012 0.097 

6 0.24 -.305 -.001 0.093 0.065 

7 o.za -.351 o.ooo 0.081 0.042 

e 0.32 -.!81 o.ooo -.009 0.027 

9 0.36 -.133 o.ooo -.052 0.017 

10 0.40 0.062 o.ooo -.058 0.011 

111 0.44 0.230 o.ooo -.017 0.007 

12 o.4a 0.34 o.ooo 0.027 0.004 

DESPLAZAl'!IE!ITO 
PARA CONDICIONES INICIALE 
DEL l'llvnm:N'l'O M!MO!iICO 

X=-+ s;sUH!lt - !Gºª Pt 
1 - (w/p)-z. 

c.:::O 

y ~)2. n x _ L {1 coalAlt+ 2B¡ 
- ¡¡ , 1-lwtl'I• u. + ''ª Z(.Vl)Z 

( 1~rcoa IAlt+ z!!,JI seri Pt) c.~o 

xlrJ X(F) x(l') x (Pi 
Libre Sóbre-A Sub-A Crítico 

o.ooo -.110 -.382 -.168 

0.067 0.246 -.007 0.200 

0.202 0.447 0.282 0.435 

0.260 0.352 0.452 0.383 

0.129 0.025 0.324 0.007 

-.173 -.319 -.016 -.279 

-.488 --452 -.348 -.452 

-.608 -.286 -.44e -.325 

--417 o.o6a -.251 0.011 

0.027 0.379 0.111 0.}47 

0.504 o.us 0.400 0.441 

0.756 0.207 0.425t 0.254 

0.642 -.161 0.166 -.110 

,,. 
"' 



PROBLEHA E-4 

Un motor de 7 800 kg se va a sujetar a una viga que en sus -
extremos va a estar apoyada: ver la Figura E-4.a,b. Encuen-
tre: 

a. La frecuencia natural, b. La Rigidez, c. El desplaza-
miento mAxlmo. Compare resultados en ambos casos (Ver Figura 
[E-4.a, b]) SI el moto¡ transmite una frecuencia de 452 R.P.H. 
y una fuerza de 40.18 kg. 

1 
FIG. E-4.o 

~ 
J: 

500cm 

FIG. E-4.b 

El • 10 000 ¡;;;; K 

1 

l. 

40 (30) 3 

12 

40cm 

DI~·· 
Sección 
f'c • 200 kg/cm2 
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So1uc16n: 

w • 0,4 X 0,3 X 2,4 • 0.288 Ton/m, 2.88 kg/cm. 

PL3 w L4 • 7 800 (500)3 + 2.88 [500] 4 

d est • ffiET + mET 192(1.273 x 10 10¡ 384[1.273 x 10 101 

& est • 0,3989 + 0,0368 • 0.436 cm. 

,lecha 1 lml te 2.2.Q. • 
500 1.000 cm. ya que soporta equipo, 

6 es t < d perm 1s1b1 e 

a. La frecuencia natural esi 

rg- /;;:-; • 47.434 rad/seg, • J 7e.t . J ci3t 

b. La rigidez es: 

K • _P_ • 
6 

800 + 1440 
o.436 21 192,66 kg/cm. 
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c. El desplazamiento máximo es: 

"' • 452 R. P. H. 

'" a 
452 X 2 Ir 

60 47.383 rad/seg. 47, 434 rad/seg* 

• _KF co;c.iJt 
(1:-w 2) 

P2 

t •o, x •X máx. 

X 
40 .18 

21 r82.66 (o. 00424) • o.447 cm. 

6 esUtlco +6dlnámlco • 0.436 + 0.447 • 0.883 cm, 

PL3 5 Wll¡ 7 800 (500) 3 5 2.68[500] 4 

d est • '48IT + 3S'4' El• 46[1.273x1010 + 3UJi 1.273x1010 

dest • 1.596 + 0.16397 • 1.780 cm. 

a. la frecuencia natural es: 

~ 
ªJ14i • 

b, La rigidez 

23.476 rad/seg 

es: 

9240 5 191.011 kg/cm. T:T8' 
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c. El desplazamiento máximo es: 

X 
40. 18 

191. 011 (1-4.065) -o.0025l 

&est + ¡¡dinámica a 1.78 +0.0025 a 1.782 cm. 

* La frecuencia natural es aproximada a 1a frecuencia exci

tadora por lo que entra en resonancia la viga y ~sto ha

ce que el desplazamiento dinámico sea máximo. 

**Se observa claramente que el desplazamiento dinámico es -

muy peque~o, ya que la diferencia entre tas frecuencias -

os considerable. 
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PROBLEMA E-5 

Determinar la respuesta dinámica de la estructura Indicada en 

la Figura E-5.1. Cuando está sometida a la acción de la car-

ga dinámica (explosión). Ut 111 ce 1 a integral de Duhame 1 ( 5.2_ 

1 uc l ón Incremental). F(ll toa. 

~n w~ 17500Kg i 1( = 17 800 KQ/Cm 

~ 
0.00 0.02 0.04 o.os 

La solución Incremental de la Integral de Duhamel está dada 

por: 

A(t 1) • A(t 1_ 1l+[F(t 1_ 1)- t
1

_1 ~~:) (sen Pt
1
-sen Pt

1
_

1
)/Pt 

.:1 F 1 
~[tos Pt 1-cos Pt

1
_

1
+P(t

1 
sen Pt

1
-t

1
_

1 
sen Pt

1
_

1
)] 

1 

..1 F 1 
~[sen Pt 1-sen Pt

1
_

1
-P(t

1 
cos Pt

1
-t

1
_

1 
cos Pt

1
_

1
)) 

1 

x(t) [A sen Pt - B cos Pt)/MP 

H 17 500 
9"81 

• f"i78oO" .J Tt:-fü • 31.58 rad/seg • 

ya que el tiempo valllt •O a t • 0.10 seg. 

con A T • O. 02 
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Programa de la solución Incremental de la Integral de Duhamel 

en S 1 gma Commodc"' 16 k, 

005 
010 

915 

017 

020 

025 
030 

040 

945 

• 050 

955 
060 

979 
080 

090 

lH 

110 

120 

130 

140 

150 

160 

170 

180 

199 
208 

210 

220 

239 

249 

250 

260 

REM SOLUCION INCREMT 

PRltlT "DAME N FRECUENCIA P, MASA M" 

INPUT ll, P, M 

PRINT "OAME LOS TIEMPOS": PRINT 

FOR 1 a 1 TON N 

P R 1 NT 11 T . ( 11. : 1 • 11 ) .11: 

INPUTT(I) 

NEXT 1 : PRINT: PRINT 

PR 1 NT "DAME LAS FUERZAS": PR 1 NT 

FOR 1 • TO N 

P R 1 NT 11 F ( 11 ; 1 ; 11 ) •"; 

INPUT F( 1) 

NEXT 1: PRINT: PRINT 

T (9) • 0 

F(0) • 0 

SUH • 0 : HAS • 1 

FOR 1 a TO N 

Z • (F ( 1) • F ( 1 • 1 ) ) / ( T ( 2) • T ( 1) ) 

W • (F(I) - F(l-1) / (P 2• (T(2) - T(l)) 

WA(I) •SIN (P*T(l)) 

WB(I) •SIN (P•T(l-1)) 

WC ( 1 ) • CO S ( P *T ( 1 • 1 ) ) 

WD(I) • COS (P*T(l·I)) 

FC(I)• F(l-1) - T(l-l)l•Z 

All (1) • FC(I) •WA(l)-WB(l))/P 

A22(1) • FC(I) •WD(l)-WC(l))/P 

G 1 ( 1) •W* (WC ( 1) -WD ( 1)) 

G2 ( 1) •W*P* (T ( 1) •WA ( 1) -T ( 1-1) •WB ( 1)) 

D 11 ( 1 ) •G 1 ( 1 ) +G 2 ( 1 ) 

Hl (l)•W•(WA(l)-WB(I)) 

HZ ( 1)•W*(T(1 )•(WC ( 1)-T(1-1)*WD(1) 

D22(1)•H1 (l)-H2(1) 
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2 79 AA ( 1) •A 11 ( 1) +O 11 ( 1) 

289 8B(l)•A22(1)+022(1) 

298 CA(l)•AA(l)+sUH 

3H CB(l)•BB(l)HIAS 

318 SUH•SUH+AA(I) 

)Zi HAS•MAS+BB ( 1) 

3311 NEXT 1 

348 FDR 1 • 1 TON 

358 Xt(l)•CA(1)*llA(l)-CB(l)*llC(I) 

3611 X(l)•Xl (li/CH"P 

378 NEX 1 

388 PRINT "TIEMPO T(I)" ;"FUERZA F(I)"; "DESPLAZ X(I)" 

3911 FOR 1 • TO N 

4119 PRINT "T(I)", "F(I)" "X(I)"; 

41i PRINT 

429 NEXT 1 

4 39 END 

RESULTADOS: 

T ( 1) F( 1) X ( 1) 

1 • • 
e.t2 54 en • , 19781766 

11.14 54 ... 1. 2926(131 

••• 6 • 2.86195219 

e.ea ll 3. 52488551 

1.19 • 2,8278841 
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PROBLEMA E-6 

Obtener la respuesta de la siguiente estructura sometida a 

la carga que se Indica usando la Integral Duhamel. Utl 11-

ce la regla de Stmpson y trapecial, compare resultados, 

El movimiento es no amortiguado. 

HX 

~1 W: 44 000 Kg 
K : 40 000 Kg/cm 

Datos: 

P 29.86 rad / seg 

lll'aT/10 , T • 0.20 seg. 

F(t) ton 

Obtener como valor extremo .:1'1' • 0.20 seg. 

a. SIMPSON 

ii. jj 

0.025 0.050 

3 (t) • ~ (t-2..lr)+[F(t-2..lr) cos P(t-2 •. IT)+4F(t-..lr) cos P(t-Jr)+F(t)cos Pt] 

~ (t) • ~ (t-2..ll)+[F(t-2..IT) sen P(t-2..l'S)+ 4F(t-..IT)sen P(t-..l'S)+F(t) sen Pt] 
3 3 

/. J 40 000 x 981 • 29, 86 r&J!./eeg •J 'ii • 4 40Q 



N T F(~) cos p~ F('ló)COS PI' 

1 o o 1 o 

2 0.005 8 800 o. 9889 8702.10 

3 0.010 17 600 0.9557 16 821.19 
4 0.015 26 400 0.9014 23 795.87 

5 0.020 35 200 0.8269 29 107.35 
6 0.025 44 000 0.7341 32 299.09 

7 0.030 35 200 0.6249 21 996.28 
8 0.035 26 400 0.5019 13 247.93 

9 0.040 17 600 0.3676 6 469.26 

10 0.045 8 800 0.2251 1 981.31 
11 o.oso 0.000 0.0777 o 

FACTOR FACXF(T)COSP 

o o 

1 34 808.42 

1 16 821.19 
4 95 183.46 

1 29 107.85 
4 129 196.34 
1 21 996.28 
4 52 991. 71 
1 6 469.26 

4 7 925.26 
1 o 

<I A 

o 

51 629.61 

14 112 

180 299.97 

81 457 .25 

14 394.52 

A 
:E: 
3 

o 

51 619 .61 

192 741.61 

373 041 .58 

454 498.83 

468 893.35 

"' "' 



N T 

1 o 

2 0.005 

3 0.010 

4 0.015 

5 0.020 

6 0.025 

7 0.030 
8 o. 035 

9 0.040 
10 0.045 

11 0.050 

A(t) ;. .d?: 

B(t) ,;, Al" 

x(t) = ~; 

G = 
'1~ 

--¡¡¡;-

F(l") 

o 

8 800 

17 600 

26 400 
35 200 
li4 000 

35 200 
26 400 

17 600 
8 800 

0.000 

1 A ª c :r a 

SEN Pl" 

o 

0.1488 

0.2942 

o.4331 
0.5623 

0.6791 

0.7807 
0.8650 

0.9300 
0.9743 

0.9970 

(t) 

8 1 

ª 
[ E: ( t) l ; 

a 

A 

FAC X 

F('!;)SENP'li FACTOR F(l")SEN 

o 1 o 

1 308.96 4 5 235.86 

5 177.61 1 5 177 .61 

11 _433. 14 4 45 732.58 
19 793.99 1 19 793.99 
29 879.24 li 119 516.97 

27 480.97 1 27 li80.97 
22 835.33 4 91 341 .33 

16 367.92 1 16 367.92 

8 574.05 4 34 296.21 

o 000. o 1 000 

a ~ 3 

a = 

B 1 [ I: ( t) sen p t - E: ( t) co s p t ] = G X R 
a a a 

1 0.005 1.24 X 10- 6 
= 44.85 (29.86) - = a 

l! 8 

10 41J.47 

70 704.18 

166791.93 

135 190.22 

50 664.13 

B 
I: 
3 

10 413.47 

81 117 .65 

2li7 909.58 

383 099.80 

433 763.93 

~ 

"' en 



A 
~ N 't" F('t') 3 

1 o o o 

2 0.005 8 800 

3 0.010 17 600 51 629.61 
4 0.015 26 400 

5 0.020 35 200 192741.61 
6 0.025 44 000 

7 0.030 35 200 373 041 .58 
8 0.035 26 400 

9 0.040 17 600 454 498.83 
10 0.045 8 800 

11 0.050 o 468 893.35 

B A 
L ~(t) sen P1: 3 

10 413.47 15 189.43 

81 117.65 108 378.61 

247 909.58 291 233.56 

383 099.80 422 683.91 

433 763.93 467 486.67 

B 
~ P't 
3

(t)cos 

9 952.15 

89 618.27 

181 992.07 

140 827.49 

33 703.46 

fltl sen l't 
-l lt)COS 1't 

5 237.15 

18 760.34 

109241.49 

281 856.42 

433 783.21 

( cm ) 

G x R 

0.00649 

0.02326 

0.13546 

0.34950 

0.53789 

"' __, 



b. Trapecial 

A A 
:i: (t) +::E (t-dT)+[F(t-dT)cos P (t-dT)+F(t) cos Pt] 
2 2 

8 8 
l: (t) • ~ (t-d't)+[F(t-d't") sen P (t-dT)+F(t) sen Pt] 
2 2 

A 

N 't' F(T) COS P't' F(t:)COS P¡; :>A }: 

z SEN Pi" 

1 o.o o.oo 1 o o o o 

2 0.005 8 800 0.9889 8 702.10 8 702. 10 8702.10 0.1488 

3 0.010 17 600 0.9557 16 821.19 25 523.29 34 225.4 -0.2942 

4 0.15 26 400 0.9014 23 795.87 40 617 .06 74 842.5 o.4331 

5 0.020 35 200 0.8269 29 107 .35 52 903.22 127 745.68 -0.5623 

6 0.025 44 000 o. 7341 32 299.09 61 406.44 189 152.12 0.6791 

7 0.030 35 200 0.6249 21 996.28 54 295.37 243 447 .49 -0.7807 

8 0.03S 26 400 o.so19 13 247 ,93 35 244.21 278 691.70 o.86SO 

s 0.040 17 soo 0.3676 6 469.26 19 717.19 298 408.9 -0.9300 

10 0.04S 8 800 0.2251 1 981.31 8 4S0.57 306 8s9.5 0.9743 

11 o.oso ººº 0.0777 o 1 981.31 308 841.8 0.9970 

l 
A 

A (t),;, 4 't' [ ~ (t) l : a• 2 
a a 

8 (t) ,¡, ¿¡ 't' ~ 
A 

1 L(tl l : a• 2 
a 

F('t)SEN p¡; :.a 

o o 

1 308.96 1 308.96 

5 177.61 6 486.57 

11 433.14 16 610. 75 

19 793.99 31 227.13 

29 879.24 49 673.23 

27 480.97 S7 360.21 

22 83S.33 so 316.30 

16 367 .92 39 203.25 

8 574.0S 24 941.0 

o 8 S74.1 

B 
f. z 

o 

1 308.96 

7 795.53 
24 406.28 
55 633,41 

105 306.64 

162 666.8S 

212 983.15 

252 186.40 

277 128.4 

28s 102.s 

~ ..,, 
"' 



-¡ 

.d '!: A B 
x(t) • --¡¡¡;¡;- [ I: (t) sen P t - ~ (t) cos pt ] = G x R 

G = 0.005 1.867 X 10-6 
44.85-c2~r:sG¡2 

A B (cm¡ 
N ... F(T) 2¡1tl sen P t f (t) cos p t R G X R 

1 o.oo º·ºº o o o o 

2 0.005 8 800 1 294.87 1 294.43 o.44 0.00000 

3 0.010 17 600 10 069.11 7 450.19 2 618.92 0.0049 
4 0.015 26 400 32 414.29 21 999. 82 10 414.47 0.0194 ~ 

"' 5 0.020 35 200 71 831.40 46 003.27 25 828.13 0.0482 

6 0.025 44 ººº 128 453.20 77 305 .60 51 147.60 0.0955 

7 0.030 35 200 190 059.46 101 650.51 88 408.95 0.1651 

8 0.035 26 400 241 068. 32 106 896.24 134 172.08 0.2505 

9 0.040 17 600 277 520.28 92 703.72 184 816.56 0.3451 
10 0.045 8 800 298 973,21 62 381.60 236 591.61 0.4417 

11 o. oso o 307 915.27 22 199.08 285 716.19 0.5334 
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PROBLEMA E-7 

Con los métodos óe integración de diferencias centrales ,

Houbolty Newmark, obtener 1 a respuesta (desplazamiento) de 1 a 

estructura indicada en el Problema E-6; compare resultados: 

Datos: F{tl 

w 44 ººº kg 

w 29.86 r•d/seg, 

o. 21 seg. 

AT o.oos aeg 

k 40 000 kg/cm 

Método de diferencias centrales. 

Las expresiones* que deducen la tabla siguiente son: 

H 

1/2.!lT 

2/ <1 T2 

ª3•<1T2/2 

F2(T) • F(T)-(K·a 2H)x 1-(a
0

H·a 1c)x 1• 1 

xl+l 

• a o 

F2{T) 

¡_M_ +_e_] 
6 T2 26 T 

(xl-1 • 2"¡ + xl+l 

t 
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Prol!J'ama del m4todo de lliferenciSB Centrales en llP 41 c. 

01 LllL DIF GEN 

fl2T\I=? 

03 HlOMPl' 

04 STO MI 

fl5 'Km ? 

ei6 PllOl".Pl' 

07 STO fl1 

ea Te=? 

09 PHOM'l' 

1fl STO 02 

11T"T=? 

12 PROMP!' 

13 STO fl3 
14 RCL et 
15 9B1 
16 / 
17 STO lll4 

18 'MASA= 

19 ARCL X 

211 AVIE\I 

21 P"..S 

22 BCL 03 

23 xh 
24 1/ X 

25 STO 05 

26 2 

27 RCL 03 

28 • 

29 1/X 

30 STO fl6 

31 2 

32 RCL IJ5 

33 • 
34 STO li1 

35 RCL ll3 
36 X f 2 

}7 2 

3s / 
39 STO 0f> 

. 4e! GTO 01 

41 LEL fl1 

42,. XL=? 

43 mo~;Pr 
44 STO 09 
45 ,. 7.1.-1=? 

46 FflOMPl' 

47 STO 12 

. 46 T F(T) ='I 

49 l'llOMPI' 

50 STO 13 

51 RCL fl1 

52 i;:;r.,.¡¡ 1' 
53 RCL fl7 

54 l!CL 04 

55 • 
56 

57 EN'l'J::!l f 
58 RCL 09 

59 
60 STO 14 

61 RCL 05 

62 llCL 04 

63 • 

64 E.'NT1':R f 
65 l!CL 06 
66 RCL 02 

67 • 
lB 

69 EJ;~'SH f 
70 l!CL 12 

71 • 
12 STO 15 

1} RCL 1} 

74 RCL 14 

75 
76 ENTER f 
77 RCL 15 
78 
79 STO 16 

aei T F2<T>= 

81 AI<CL X 

82 AVIE\I 

83 STOr 

84 RCL ei4 

B5 RCL fl5 
66 • 

67 Eln'ER f 
ílB RCL 02 

IJ9 RCL 06 

90 • 

91 + 
92 STO 02 

93 l!CL 16 

94 l!CL 20 

?5 / 
96 STO 17 

97 1 Xl. +1= 

98 ARCL X 

99 AVIi>'ll 

100 STOP 

101 RCL 12 

102 ENTE!i f 
1fl3 
104 RCL 09 

11115 • 

106 -

107 l!CL 17 
10e + 



1119 i::r:r,;Jj J' 
110 l!CL 05 

111 t 

112 STO 18 

113 ~A',= 

114 ARCL X 

115 AVIC:.: 

116 s·ror 
117 llCL 17 

118 llCL 12 

119 -

120 IiCL 06 

121 • 

122 STO 19 

123 •vt = 
124 AI<CL X 

125 AVIl'.'I.' 

126 STOP 

127 GTO 01 

120 EllD, 

- 163 -
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Método de Houbolt 

Las expresiones correspondientes al método son: 

ªs • - ...Ql 

_1_1_. a _s_ 
6 T , 2 T2 ; ª3 ª 

ªo 
ª6 • -2-

F2 (T) 1 +1 

ª1 • 
ª3 

-9-

_3_ ; ª4 
T 

Las expresiones anteriores adaptadas al programa correspondle~ 

te al método. 
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l'l"OP.TaJnR. parn encontrar el des plazRmiento , velocidad y arcileraci6n ror 

medio del mHodo de lloubol t en 11 p 41 e 

01 LllL T HOUBOLT 31 61 J,llL ~2 

02 "w: '? 32 / 62 'Xl=? 

03 Fí<Of.l'l' 33 STO 06 6} llWHr;· 

04 !;TC ~0 ~4 5 l4 :;Te 13 

05 1v. = ? 35 RCL 03 65 Tj\ i..-1 :7 

01, FROH.l'r 36 Xf! 66 111ur-:Pr 

07 STO 01 37 / 67 :JTO 14 

06 Te; = ? 38 :;•1'0 07 60 ,.X\-2 =? 

09 FHOJ:n 39 } l9 mmn 
10 Sl'O ll2 41l R~'L 0} 70 STO 15 

11 ~T =1 7 41 I 71 TF· .. +1 =7 

12 l'rtOllPr 42 STO llB 72 l'l'.0ri1"'r 

13 3'!'0 lll3 43 - 2 73 STO 16 

14 l!CL 00 44 l!CJ, 05 74 l!CL ~7 

15 9e1 45 • 75 l!CL 13 

16 I 46 STO 09 76 • ,., S':'O ll4 47 RCL lllB 77 ¡;¡;T;;R J 
16 rl"J,'.JA = 40 2 78 l!CL ~9 

19 AHGL X 49 I 79 RCL 14 

20 AVJf;',i 5111 cns 80 • 
21 PJE 51 aro 1" 81 

~2 52 i•CL lll5 02 ENTdl ' ?3 hCL lll} 53 2 83 l!CL 11 

24 X ,. ? 54 / 84 RGL 15 

25 I 55 STO 11 85 • 
26 STO 05 56 RGL 118 B6 + 
27 11 57 q B7 EN'l'lll ,. 
25 ¡,;¡:n;¡¡? 58 I 88 RCL 04 

29 6 59 STO 12 89 • 
30 liCL ~3 6" G'?O 02 90 STO 17 



91 RCL 08 

92 llCL 13 

93 • 

94 EHTER f 
95 RCL 10 

96 RCL 14 

97 • 

98 + 
99 EN'l'ER f 

101 • 

102 E!l'l'lli f 
103 l!CL 12 

104 RCL 15 

1e5 • 

106 + 
107 s·ro 10 

108 RCL 16 

109 RCL 17 

110 + 
111 EN'r;11 t 
112 RCL 18 

113 + 

114 STO 19 

115 TF2\+1m 

116 ARCL X 

117 AVIEW 

118 ~TOP 

119 RCL 04 

120 RCL ll5 
121 • 

122 EJ:T¡;¡¡ ,. 

- 166 -

123 RCJ, 0(, 

124 llCL ~2 

125 • 

126 + 
127 ENTEl! f 
128 RCL 01 

129 + 
130 mi'l'lJl f 
131 HCL 19 

132 / 

133 1/ X 

134 STO 20 

135 •xi+1 = 

136 ARCL X 

137 AVIOI 

130 STOP 

139 RCL 05 

14e RCL 21!l 

141 • 

142 !lNTl:Il ,. 

143 RCL ll7 

144 RCL 13 

~45 • 

146 

147 l!CL 09 

140 RCL 14 

149 • 

150 
151 llCL 11 

152 RCL 15 

153 • 

154 

155 s•ro 21 

156 TA•.+1= 

157 ARCL X 

158 J..VU."'W 

159 STOP 

160 l!CL 06 

161 RCL 2!l 

162 • 

163 EJ:~'EI! f' 
164 !tCL 08 

165 RCL 13 
166 • 

167 

16G ENT,;n f 
169 RCL 10 

170 RCL 14 

171 • 

172 

173 ENTER f 
174 RCL 12 

175 RCL 15 
176 • 

177 

178 S1'0 22 

179 'Vl.+1= 

180 Al!CJ, X 

181 AVITN 

182 STOP 

183 GTO l!l2 

184 El:D 
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PROBLEllA E-8 

Obtener 1a respuesta de un sistema no amortiguado con la fue~ 

za que se Indica en la figura E- e.A y E- 8.B 

F(t)ton. 

w Q 19 8)0 kg. 

k • 21 000 kg/cm. 

FIG. E-8. A FlG. E-8.8 

Utilice la Integral de Duhamet. 

So 1ucl6n: 

De la f lgura E-8A obtenemos que: 

Fo . o$ t ~ t¡ F
0 

• 33 000 kg tl • 0.02 seg . 

~ 
'P( tl• 

Fo 
t 1 " t "' t 2 

t 2 • O. M seg, 

o t .> t 2 
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X ( t) • _1_ ~: F ('1:) sen p ( t-'1:) d F ('l:') • Fo T 

mp 
tt 

x(t) -~ r T sen P(t- 't')d?;' 
mpt

1 o 

Integrando por partes ~udv • uv - }vdu 

sea u =(;' dv • sen P(t- o) 

du • d 6 v • l sen P(t- ?;')dT 

V • t cos P(t-l') 

)~sen P(t-l')d'!: • ~ cos P(t-'r)- it cos p(t-'r)dt 

~t cos P(t-l")dl" • ~ 1 cos P(t-7: )d?' • - ; 2 sen P(t-r) 

(ot .,. j • cos P(t-7:)d'f • ~ cos P(t-T) -;}- sen P(t-T) 1: 
¡!. - 1 sen Pt) 

p 7 
.. 

F 
[ l 1 •« t) . --º- [ t sen pt) 

mpt
1 

p - ¡; 

p • J * . 
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x(t) 

0,0 O.O cm 

33 ººº ( 1 ( 1 º·º 1 
20.214(3z.23) 0.02 32,23 °· 01 

- 32.23 

sen 32.23 (0.01,) • 0,01288 cm. 

0,02 2532.63 (0,0310 (0.00136)1a 0.10678 cm, 

Integrando se obtiene 

• F o 

x(t) • ~ l-p1 (tl+ sen P(t-t1) _ ~P t]) 
mpt 1 

x(t) • 2532.63(0.03103(0,02 +sen 32.23(T-0,02) _sen 32.23(T))) 
32. 2 3 p 

x(t) 

0.02 0.10678 cm 

0.03 2532,63(0,3103(0.02+0.00983-o.02554)) • 0,33714 cm 

0.04 2532.63[0.03103(0.02+0.01864-0,02980)) • o.69471cm 

0.05 2532.63(0.03103(0.02+0.02554-0.03100)) • 1.14266cm 
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Resumiendo: 

t ( I) •( I) 

o.oo o.oo 
o. 01 0.01288 
o. 02 0.10678 
0.03 0.33714 
o.o4 0.69471 
o.os 1. 14266 
(seg) (cm) 

Comprobando con la solucl6n Incremental 

N 6 ' • 32.23 rad/seg. , M • 20.214 ~ cm. 

Resultados: 

T ( I) F( 1) X ( 1) 

o o.oo º·ººº 
0.01 16 soo 0.013S339471 
0.02 33 ººº O.T06S96S94 
0.03 33 ººº 0.336992733 
o. 04 33 000 0.694529843 
o.os o 1.11532043 

(aog) (kg l (e•) 
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PROBLEM E-g 

El merco de la figura esU sometido a la historia de carga -

que se muestra: se pide calcular los desplazamientos para 

o L t' 0.72 seg. 

La evaluación ttOmerlca de la Integral de Ouhamel se hará em-

pleando la regla de Slmpson con 

Flt) Ke 

0,¡7, seg. 

w 35 041.JZ kg 
H • 35,72 kg-segZ/cm. 

K • 1428.7 kg/cm, 

• 71.43 kg-seg/cm. 
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PROGHAi-11\ DEL MlTODU 5IMP50fl EN olGMA COMl'IO""fól6 K PARA ENl::ONTJ!AR LA 

RESPUESTA DESPLAZAMIENTO PAriA SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD CON 

u sm l\MORTIGUAMIENTO, EXCITl\DU l<RBITHAIUl\MENTE. 

1111 REM METODO 5IMP50N 

2111 bCNCLR 

J0 PRINT •METODO DE 5lMP50N" 

4111 ~RINT: PRirH "EMPEZAMOa P/RETURN 11 

5111 l11t'UT "PULciA HETUHr>" 

6111 PHlfH "DHMC: r~, PESO (KG), RIGIDEZ (KG/C:M)" 

7111 lMPUT N, W, R: H=N+2 

6111 DIM G6(H), 86 (H) 

9111 OIM T(H),f(H),GA(H) 

1111111 DIM K(H),FA(H),FB(li) 

11111 DIM SA(H) 1 5B(ti),AA(H) 

12111 DIM XC(H),XD(H),XR(H) 

125 PRINT 

lJlll PRlNT: 0=111 

14111 PRINT "D.iME l\T ='I ";: INPUT Al 

15111 FOR I=l TU N 

16111 T(l)sO 

17111 D=O+AT 

16111 NEXT I: PRINT "Dl\ME LAS FUERli<S f(l) 11 

19111 Pltll>T 

2mlll FOR Isl TU N 

21111 PtUNT "f (" i 1i 0 )~" i 

22111 lNPUTF(l) 

2Jlll NEXT I: PRINT 

24111 P=54R (H/(W/961)) 

25111 V=P 

26111 INPUT "0.<Mt:. EL kVilJIH, C-" ¡ C 

27111 lF C:=il THEr~ J4il 

2611 CRa2• (w/96l)•v 

29111 Z= C/CH 

JH I F C(l:R T rlE1• J2111 

Jllll lF C>~~ Ti-IEr< Jllll 
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3211 P=SQR(l-(l:/CR)12)•V:GUTú 3411 

33111 P=SQR((C/~H)t2-l)•V:GUTO 3411 

34111 fOR l=l TU N 

3511 G~(I)~F(l)• c::as (P•T(I)) 

l611 u~(I)=FCI)• SIN (P•T(I)) 
3711 NEXT I 

3811 PRil'>T ·~L AMUtlTIGUAMlEi~TU C::/C::R=" ;l;% 

3911 INPUT "P.UL:iH RETURl1"; 

41111! EA=C:XPC-z•v•2•AT) 

4lil C:B=~XP(-Z•V•AT) 

42111 FUR J=2 TO N STEP 2 

4311 i'l(J)a4 

44111 NEXT J 

4511 FOR l•l TU N STEP 1 

46111 i'l(X)•l 

47111 l'>EXT X 

481 fOR lal TO N 

491 FA(I )•ül<( I)•K( l) 

5111111 fB(l)•GB(I)•i'\(l) 

511 NEXT l 

52111 M-W/981 

531 PRINT: PRlNT "AASA•";M;"(l'IG-SEG 2/CM)• 

5411 PnlNT: t'Rir.T "FHECUENClA=";P;"(Rl\O/tiEG)• 

5511 INPUT •PULSA RETURN"; 

56il SUMsl! 

571 HAti•I 

581 FOH la2 TO N :iTEP 2 
59111 SA( l )•FA( l-l)•EA+fA( I)aEB+FA( l+l) 

61111 ~0( l)=FB( 1-1 )ºEA+fB( I)•EB+FB(l+ l) 

6111 NE:XT I 

6211 51\ll)•I! 

63111 SB(l >-.11 
6411 FOR Ia2 TD N STEP 2 

6511 SUM·~UM•EA+SA(l) 

661 AA(l)oSUt1 

671 HitS•MAtiº EA+SBCI) 

6811 BB( l)=MAS 

691 NEXT l 
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71111'! ll•AT /( ~P•J) : L•N-1 

711'! PRlNT: PRI11T "Ü•";ü;"ccm/hu)• 

72111 FOR J•2 TO L STEP 2 

73111 J:l+l 
741'! XC(J)•AA(I)•SIN(P•T(J)) 

75111 KD(J)•BB(l)•COJ(P"T(J)) 
76111 XH(J)=(XC(J)-X:J(J))•G 

77111 PRlNT "T=";T(JI; 

78L'J Pil!IVT "F•";FC.ll; 

79111 PHliH "Xrl=";Xh(J);"(CM)" 

Blllill ~•EXT 1 

81111 PRlNT "---------------
82111 WD 

OK 11 
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EMPllZAMOS P/RE.TUAN 

,.>ULS~ .lt.TUICIV?? 
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OHME IV, PE50 (KG),RIGIDEZ (KG/CM) 

725,J5U4l.J2,142B.7 

OilML AT?7il.ll6 

0>\ME L.H; FUEHL~S (F(I) 

F(l )•I! 

F(2 )=180 

FO )=454 

F(4 )=101ill!. 50 

F(5J=léll4 

F(6)•2801J 

F(7)•4082 

F(8)=451!1! 

F(9 )•411182 

F(l0)=J61!0 

F(ll)=2722 

F(l2 )•1681! 

F(lJ )= i! 

F(l4 )• I! 

F(l5 )= l'l 

F(l6)= I! 

f"(l?)= l!f 

F(l8)= 0 

F(l9 )= 111 

F(20)= l!f 

f"(21)= " 
F(22)= ll 

F(2J)= il 

f(24 )= il 

f"(25)a 111 
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DAME EL AMORT ,C=?71.43 

EL AMORTIGUAMIENTO C/CR:il, 1561197263 

PULSA RETURN? 

HASA•35,72 

FAECUENC IA 6. 244 79627 

PULS;; RETURN? 

G.6, 9661l3172E-lll5 (C:M/KG) 

T=.12 F.454 x..,,,e222sil4323 

T=,24 f=lB14 X= ,2214921172 

T=,36 F:411182 X= , 92246ilil57 

T=.46 F=41il82 X=2. 32925ilJ7 

T•,6111 f=2722 X=3;679B8536 

T=.72 fall X=J,64392842 

T:,64 F:ll x.2. 26141129 

T•,96 f=lll X•-,il6lil281922 

T•l,1116 F=ll Xs-1,67393784 

T=l.211 f=lll x.-2. 385631141 

T=l.32 F=lil X=-1.62411211123 

T:l,44 F=lll X=-.2324lili!54 

(CM) 

(CM) 

(C:M) 

(CM) 

(CM) 

(CM) 

(CM) 

(C:M) 

(CM) 

(C:M) 

(CM) 

(CM) 
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PROBLEMA E•10 

Resolver el mismo ejercicio del Problema E-9, con el método 

directo de Newmark. 

M 3572 kg·seg 2
/cm. 

K 1428.7 kg/cm. 

71.43 kg·seg/cm. 

Las expres1ones correspondientes a este método son: 

" - 1/4 cu • rt para la calculadora 

h o 112 • h para Ja calculadora 

1 h . _1_ __1_ . 1 ªo --2 ; ª1 
. ; ªz ª3 2 <r 

ft J T Q' ;l T U: ;l T 

_b_ jT ..!. 2); ( 1- h ) •4 o . 1; ª5 
. -2- - ª6 •<l T y ª1 •c\,l T 

"' " 

f(r)t+;lr• F(r)t+.lr+ m(aoxt+•2><t+•3Rt)+c(alxt+•1/'c+•5llt) 

4( "t+.l<- "t. xt.i•¡ 
2 - lit 

Xt+ J T 
. 

j T 

+ 2 ( "t+JT • "t • ¡(t.l<) 
J T 

,, 
F(T 

ªoM H + ..é.L + K 
~ ..1t2 nAt 

f(t) 

+ ªte + K 
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Pro¡:rama del m8todo de N•umark en H P 41 e, para enoontrar la acele1·aci6n 

la velocidad 'J cesplnzamientoo 

81 LBL T llEWWJ!K 32 STO e7 63 • 
02 TW=? 33 RCL 04 64 STO 11 
03 PROhl'l' 34 l!CL 03 65 1 
84 STO 00 35 • 66 llCL 05 
05 T K =? 36 1 /X 67 
06 rnor.n 37 STO ee 68 RCL 05 
07 STO 01 30 69 • 
06 TC.,? 39 RCL 04 70 HTO 12 
89 ffiOl'J'I' 4tJ • 71 RCL 05 
10 STO 02 41 1 /X 12 RCL 03 
11 T.i'T =? 42 E1"l'Ul ' 73 • 
12 ffiOMPl' 43 74 STO 13 
13 STO e3 44 75 RCL 0Q 

. 14 .,.. n&a 7 
45 STO 09 76 981 

15 PllOMPl' 46 ltCL 05 11 / 
16 S'l'O 04 47 HCL 04 78 STO 14 
17 T d =? 48 I 79 GTO 00 

18 IBONPl' 49 ENTER f 80 LllL 00 
19 nTO 05 50 81 TXL"? 
20 RCL 04 51 82 FllOMPf 
21 RCL 03 52 GTO 10 83 ITO 15 
22 xf2 53 RCL fl5 84 T VL " ? 
23 .. 54 RCL 04 85 ffiOMPl' 
24 1 IX 55 I 86 STO 16 
25 STO 06 56 EHTER f 87 T Al.=? 

26 ROL fl5. 57 88 Pl!OME'l' 
27 EHT::R f 58 89 STO 17 
28 RCL 04 59 E1fMI f 90 RCL 06 
29 RCL 03 60 RCL e3 91 RCL 15 
30 • 61 2 92 • 
31 I 62 I 93 E!l'!'r;R' 
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94 RGL 08 126 RCL 18 162 • 
95 llCL 16 129 + 163 ENTU! f 
96 • 138 RCL 19 164 RCL 08 
97 . + 131 + 165 RCL 16 
96 EllTER f 132 STO 21 166 • 
99 RCL 09 133 F2<)l+ 1a 167 
100 RCL 17 134 Al!CL X 168 RCL 09 
101 • 135 AVI1'."o/ 169 RCL 17 
102 + 136 STOP 170 
103 Ell'l'SR f 137 RCL 06 171 
104 BCL 14 138 RCL 14 172 s•ro 23 
105 • 139 • 173 Al+1 • 
106 STO 16 14il EN'l'EI! f 174 ARCL X 
107 RCL 07 141 RCL 07 175 AVIFJrl 
108 llCL 15 142 RCL 02 176 S'roP 
109 • 143 • 177 RCL 23 
110 ENTER f 144 + 176 RCL 13 
111 RCL 10 145 EllTl!l!!f 179 • 
112 RCL 16 146 RCL 01 100 Ell'!'i.:R .,. 
113 • 147 + 161 RCL 17 
114 + 148 i.l!E'm t 162 l!CL 12 
115 ENllI'll f 149 RCL 21 163 • 
116 RCL 11 150 I 184 + 
117 llCJ, 17 151 1 IX 165 ENTJ,Ji f 
116 • 152 STO 22 186 RCL 16 
119 + 153 Jt¡+1 .. 187 + 
120 ENTm f 154 .IJICL X 188 V¡_+1= 
121 RCL 02 155 AVIEW 169 ARCL lC 
122 • 156 STOP 190 AVIE\/ 
123 STO 19 157 ltCL 22 191 STOP 
124 F<T>l+1 =? 156 RCL 15 192 GTO 00 
125 ffiOMfT 159 193 ¡¡¡;n 
126 STO 20 160 BNTE!! f 
127 RCL 28 161 HCL 06 
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PROBLEHA E-11 

Calcular los modos de vibrar de la estructura mostrada en la fl 
gura. Utilice la ecuacl6n caracterlstlca y considere marco rl
gldo. 

OATO S: 

e lastl 

1 06 kg/a.2 

Columna 

IPR 406 x 17 (67.0) 

En columnas lxl • 19 618 
1.2. 9 800 cm4, ly2 m 451 cm4 

4 cm , 818 4 cm y 

En trabes 60 7 40 cm 4 



En entrepiso 

Carga viva 

Carga muerta 

Tuberf as 

Tata 1 

En azotea 

Carga viva 

Carga muerta 

To ta 1 

Solucl6n: 

350 kg/m 2 

200 kg/m 2 

85 kg/m 2 

185 -

--;-,36 kg¡;;;¡ + equipo 

100 kg/cm 2 

150 kg/m
2 

~~-;;¡~2 

Obtención de masas: 

NIVEL ALTURA AREA PESO/AREA 
H (m) (m2) kg/m2 

(NETA) 

- ---
1 3 168 636 + EQUIPO 

-

Equ 1 po 

--<+---t~=?i-ti=r~ 150 ~ 

PESO 
kg 

Peso vaci o 1 Bao kg. 
Peso en oper. 2800 kg. 
Peso en pru~ 
ba 6500 ko. 

HASA
2 

kg~ 

92 400 9 418.96 

2 6 168 636 + EQUIPO 92 400 10 948,0I 

3 9 168 250 

Ha tri z de masas serfl: 

H • 
[ 

9~42 9~42 : J 
o o 4.28 

42 ººº 

en Ton ~2 

m 

4 281 • 35 
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Obtención de las Rigideces:· 

Considerando como marcos rtgido, calculemos s61o la rigl 
dez de las columnas: 

12x2.1x1c6x19 618 _ kn 
- 18 318.133 t,; En la dirección x 

(300) 3 

12 E 1 12x2.1x106x818 k 
K1 • ____:¡_ • ----,,---- • 763.4667 ~ 

h3 (300) 3 
En la di recci6n y 

12 E lx 12x2. 1x1c6x 9 800 • 9 416.67 !2_ 
K2 • --h-3 - • (300) 3 cm En d 1 rece 16n x 

12 E 1 12x2.1x106x451 k 
K • ____:¡_ • - a 420.93 5cm 

2 n3 <100¡3 

En 1 a d 1 rece i ón •x• tenemos: 

En dirección y 

K
3 

• 9146.67x4x3 

m 109760.04 ~ 

K2 • 18378.133x4x3 

• 220537.6 * 

K1 • 18378 .133x4x3 

= 220537.6* 
3 
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La matriz de Rigideces es: 

[

4.410 

K • ·:.205 

-2. 205 

-1.098 

En la dirección •y•tenemos: 

KJ " 420.93 X 3 X 4 • 5 051.16 ~ 

K2 " 763.467 X 3 X 4 • 9 161.60 * 
K¡ • 763.467 X J X 4 • 9 161.60 t; 

f '·'"' 
-0.09161 

.:.""] K = :·09161 0.1421 en ~ 
m 

-o. 0505 0.0505 
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dlculo de los modos de vibrar en dirección 11x11: 

[ ..... 9. 42 .1 - 2. 205 ..J -:.205 3,30 - 9. 42.1 -1. 098 o 

-1. 098 1. 098 

-379,796 • ~ 3 + 408.451 i - 109.94 .1 + 5. 3 21 

1.13 - 1. 075 i + o. 289 .1 - o. o 1 4 o 

·' 1 
= 0.06186 p 1 0.24871 

.l2 = 0.33255 p2 0.57667 

.1 3 0.68062 P3 0.824997 

solución de 1 1 e r. sistema de ecua el ones p 1 
2 0.06186 

3.83 z 1 - 2.205 Z2 + O z 3 
o • Z3 

-2.205 z 1 + 2. 72 z2 - 1 .098 Z3 o ' z2 0.76 

z 1 - 1 • 098 z2 + 0.83 Z3 o z 1 o.44 

Solucl6n del 2do. sistema de ecua e 1 ones p 2 
2 0,33255 

1. 277 zl - 2.205 z2 + o Z3 • z3 

-2.205 z1 + 0.167 z2 1. 098 Z3 o z2 -0.296 

o z 1 - 1. 098 z2 o. 32 5 Z3 z1 -o. 511 
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Solucl6n para el )e r. sistema de ecuaciones: 

-2.0014 z 1 -2.2oso zz o Z3 o, z
3 

~ 

-2.2050 Z1 -3. 11 14 zz 1. 098 Z3 • o, z 1 
o zl -1. 098 Zz 1. 81 SO Z3 - o , z 1 

para la dirección 11 y 11 los modos de vibrar será: 

t'""''·"' -0.0961 ' l -0.09161 o. 1466 - 9. 42 .\ -o.osos -

o -o.osos o.osos - 4.28.\ 

entonces la ecuación caracterfstlca ser~: 

+ 0,000S6 .\ • 1.237SJ X 10° 6 

• 0.015069 

- 0.0288778 

• 0.00281 

0.12276 

0.16993 

O.OS301 

Solución del 1er. ~lstema de ecuaciones: 

0.156S29Z 1 - 0.09161 Zz. + O z
3 

o 

-0.09161 Z1 + 0.1201 Z2 • o.osos Z3 - o 
Z¡ - o.osos z2 + 0.038473 Z3 = 

• z 3 

' Zz 

o • z 1 

o 

o 

a -1 . 6 S3 

. 1. 834 

0.762 

o.447 
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Solución del 2do. sistema de ecuaciones: 

o.41os z1 o. 09161 z2 + o z3 • o z3 

-0.09161 z1 + 0.00465 z2 - o.osos Z3 • o z2 • -0.277 

o z 1 o.osos z2 - 0.01399 z 2 • O ' z1 • -0.6102 

Solución del 3e r. sistema de ecuaciones: 

-o. 08903 Z¡ 0.09161 z2 - o Z3 • o Z3 

-0.09161 z1 o. 12S43 z2 - o.osos Z3 - o z2 • -1.448 

o z1 o.osos z2 - 0.0731 Z3 • o . z1 1.489 

Normal Izando los modos nos queda: 

Zn j ZJ n donde • J z T 
J H ZJ 

O i reccl on 11 x11 

y -
1 

1 
1 

0.29 

0.22 

0.128 

r-f _:::: .( 
~ -0.186 JZ 

0.127 

-0.210 

o. 233 

n • O. 29 

P • 0.249 seg-l 

T • ~ = 2S.234 seg 

1 er. Modo 

n • 0.364 

p - o.s77 seg -1 

T = 10.889 seg 

2do. Modo 

n = o. 127 

p • o.82S seg 
-1 

T • 7.616 seg 

3er, Modo 



Dlreccl6n 11 Y11 

n • O. 29 

P • 0.05301 seg-l 

T • 118.529 seg 

ler. Modo 

0.29 

0.22 

0.128 
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(

0.341 

-0.094 

-.0211 

n • 0.341 

P • O. 12276 seg-l 

T • 51.183 seg 

2do. Modo 

0.149 

-0.216 

0.222 

n• 0.149 

P = 0.16993 seg-l 

T • 36 .975 seg 

3er. Hado 
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PORBLEHA E-12 

Por el mbtodo de Newmark y ~lolzer encuentre los modos y 

periodos de vlbrac16n compruebe las propiedades de ortogonal! 

dad de los modos. 

Dimensiones de columnas 

® @ tl6dulo de El~stlcldad CD ti 30x30 cm 

E• 141 O 000 ton/m2 

to © - 35•35 cm 

® © © CD 40x40 cm 

•o 
'1 • o.00213n(I 1i•0.00125m4 

<D <D © @) 
1
3 

• 0.00068 m 4 

Solucl6n: 

Representando la estructura en un sistema de varios gra

dos de 1 lbertad. 

m u __lQ_ = 
3 9.81 

K 12(141 0000)0.00068. 2 = 359,55 ton/m 
3 = 64 

43 ton seg 2 
m2 • -- • 4.383 

9,81 m 
' K

2 
l2(¡tlOOOO) (0,00125x3) = 991.4 t/m 

• _!Q_. 6•116 ton sel 

9.81 m 

12[141 0000] (2x0.00213+0.00068) • 1636.48 ton/m. 
Kl • 64 
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Hétodo Ho1zer, para encontrar los modos de vlbrar. 

p 2 
2 supuesta 166.0 

-2. 
seg 

lteraci6n 

A 

Nivel Has a Rlg ldez Supuesta 

3 3,058 0.072 

359,55 

2 4. 383 1.627 

991.4 

1 6.116 1 

1636.48 

Iteración 2 
2 -1. 

P
2 

a 200 seg 

X 
Nivel Has a Régldez Supuesta 

3 J.058 -0.888 

359,55 

2 4.383 1. 417 

991. 4 

1 6.116 1 

1636.48 

1 terac16n 3 P 2 • 223 seg -z 
2 

X 
Nivel Masa Rigidez Supuesta 

l 3.058 -1. 433 

159. 55 

2 4. 383 1. 275 

991. 4 

1 6.166 1 

1636.48 

<1 X V 

-1. 565 -562. 59 

0.627 621.18 

1 1636. 48 

<1 X V 

-2.305 -828. 744 

0.4168 413. 2G 

1 1636.48 

.3 X V 

-2. 708 -973. 684 

o. 275 272,512 

1 1636.48 

F 

36.549 

1183. 77 

1015. 3 

F 

-543. 068 

1242.0 

---
122J.2 

F 

-977. 255 

1246.196 

1363.868 

Res lduo 

-598. 139 

Res lduo 
1 

285.68 1 

Res lduo 

+3.571 
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Iteración 4, p 2 
2 

221 seg- 2 

X 
N lvel Has a Rigidez Supuesta AX V 

3 J,058 -1.39229 

3;9.55 ·2. 676 ·962.104 

2 4. 363 1. 28731 

9')1 .4 0.26731 284.84 

1 6. 616 1 

163&.46 1 1636.43 

Iteración 5, P2
2 = 222.4 

_, 
sc9 -

X 
tllvel Masa Rigidez Su pues ta A X V 

3 3. 058 -1.41959 

359. 55 2. 698 ·970. 17 

2 4. 383 1. 2787 

991.4 o. 2787 276. 28 

1 6.116 1 

16J6. 48 1 1636.48 

Iteración 6, P/ ~ 222.7 seg -i 

X 
N 1 ve\ Hes a Rigidez Supuesta A X V 

3 3.058 -1. 42613 

359. 55 2. 7029€ -971. 85 

2 4.383 1. 27683 

991. 4 o. 27683 274.45 

1 6. 116 1 

1636.48 1 1636. 48 

F Res lduo 

-940. 934 -21.1700 

1246.944 

1351.64 

F Res 1 duo 

-965.462 ·4. 708 

1246.450 

1 J60.20 

F Residuo 

971. 21 -o. 64 

1246. 30 

1362. 033 
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Cálculo del tercer modo de vibrar 

1 ra, 

Nivel 

3 

2 

1 

2da. 

Nivel 

3 

2 

1 

1 te ración P 2 = 650 seg" 2 
3 

X 
Masa Rigidez Supuesta 

3, 058 2. 984 

359. 55 

4. 383 -1.359 

991. 4 

6.116 1 

1636.48 

Iteración P 2 • 570 seg"2 
3 

X 
Has a Rigidez Supuesta 

3. 058 o. 00486 

359, 55 

4. 383 -o.866 

991. 4 

6.116 1 

1636.48 

3da. 1 teracl6n P/ • 578 seg·2 

X 
Nivel Masa Rigidez Supuesta 

3 3 .058 o. 252 

359, 55 

2 4. 383 -o. 915 

991. 4 

1 6.116 1 

1636.48 

.1 X V 

4.2631 1532.803 

-2.359 -2338,92 

1 1636. 48 

.1 X V 

o. 8708 313.11 

-1.866 -1849.64 

1 1636.48 

.1 X V 

1. 1666 419. 47 

-1.915 -1898.57 

1 1636. 48 

F Res 1 duo 

5772.51 -4239,71 

-3ij71. 73 

1975.4 

F Res !duo 

8.430 304.67 

-2162. 75 

3486. 12 

F Res 1 duo 

-444. 77 -25.318 

2318.04 

3535.05 



4ta. 1 teracl ón 

Nivel Masa 

3 3,058 

2 4. 383 

1 6. 116 
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P 2 • 576, 8 
3 

X 
Rigidez Supuesta 

0.2143 

359, 55 

-o. 9076 

991.4 

1 

1636. 48 

ó X 

1.1218 

-1. 9076 

1 

Sta. Iteración P/ • 577,4 seg-2 

X 
Nivel Masa Rlg ldez Supuesta ó X 

3 3,058 o. 2333 

359, 55 l. 1443 

2 4. 383 0.911 

991. 4 -1. 911 

1 6.116 1 

1636. 48 1 

6ta, fterocl6n P
3

2 
• 577,38 seg-2 

X 
N 1ve1 Masa Rigidez Su pues ta AX 

3 3. 058 o. 2324 

359,55 l. 1436 

2 4. 383 -o. 9112 

991. 4 -1.9112 

1 6. 166 1 

1636.48 1 

V F Res 1 duo 

377 ,949 25 .42 

403. 37 

-2294. 60 

-1891,23 

3527.71 

1636.48 

V F Residuo 

412.067 -0.6076 

411. 46 

-2306. 358 

-1894 .898 

3531.378 

1636. 4e 

V r Residuo 

41o.374 0.8152 

411.189 

-2305.966 

-1894. 776 

3531.256 

1636.48 
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X 
Nivel Has a Rioldez Suouesta .1 X V F Residuo 

3 3,058 o. 2326 410.851 -o.469 

359, 55 1.144 411.322 

2 4. 383 -0.9113 2306.16 

9q1,4 -1.9111 -1894.84 

1 6.116 1 3531. 32 

1636.48 1 1636. 48 



T 

Normalizando los modos 

0.10709 

7,439 

o.4648 

o. 1071 

-1 
seg 

0.845 seg 
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o. 22657 

0.323 

T o.421 seg 

Comprobando la ortogonalidad. 

Z T H Zr O 
J 

[0.1071, 0.2477, o.11648] 

0.389 

0.22657 

0.380 

¡ 
' 
' 

o .088 

0.346 -! 

T 

·-' 1 

0.38 

24.029 

O. 261 seg 

[

6.116 o o J 
o 4. 385 o • [0.655, 1.086, 1.421) 

o o 3 .058 

[0.655, 1.036, 1.421] 

[

0.227J 
0.389 = 0.112-+ o 

-0.323 
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T 
ZJ K Zr • O 

[0,\071, 0,2477, 0.4648] [2627.88 
-991. 4 

o 

[35.876 61.333 78.058] 

-991.4 

1350,95 

-359. 55 

-35~.J. [35.876,61.33,78.058] 

359. 5il 

[ 

0.2266] 
0.389 • 6.775-f>O 

-o. 323 

Los resulados no son exactamente cero, por errores de redondeo 

y por aprox\mac\6n de\ m6todo. 
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PROBLEMA E-13 

Para el s1gulente sistema de cuatro grados de libertad. calcule 

los modos de vibrar con el método de 1a matriz inversa y com- -

pruebe las propiedades de ortogonalidad. Considere marcos lnf.!.. 

nltamente rlgldos: 

O Ton 40 
'3rn t---1-

Ton ~Iso trabes 
3m 

~J4o columnas 
Jm 

T n 
Jm 

Solución: 

Las masas concentradas serán: 

ton seg 2 

m 

ton seg 2 

m 

Módulo de 

Elasticidad 

E = 1410000 ton 

7 
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Entonces la matriz de masas es: 

l
-:.6646 

H • O 

o 

o 
7.4414 

o 
o 

Las rigideces serJn 

o 
o 
7. 441 4 

o L .. .J 
4 

KI • .!l__U • 12(1410000) 

H3 27 
~ • 1336.89 ton/m 

1 2 

K • 2 K1 • 2673. 78 ton/m 

La matriz de Rigideces es: 

["" " -2673. 78 

.,.,;. "l k• 2673. 78 5347,56 -2673,78 

o -2673.78 5347.56 

o o -2673,78 2673,78 
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Método de lnteraclbn Inversa (primer modo) 

X Normal.!_ 
Nivel Supuesta X' y zaci6n 

4 4 ~0.38736 0.069921 2.828 

3 3 ;·2.3242 0.062296 2. 514 

2 2 14.8828 0.046324 1.869 

1 1 i 8.6646 0.024781 1 

4 2.822 14.38328 0.0561511 2.69723 

3 2. 51 4 18.70768 
o. 05077;¡ 

2.438BE 

2 1. 869 13.90798 0.038396 1. 84437 

1 1 8.6646 0.020818 1 

4 2.69723 13,74735 0.05444 2.68138 

3 2.43886 18.14853 0.049294 2.42792 

2 1.84437 13.72469 0.037365 1.84037 

1 1 8.6646 o. 020303 1 

4 z.~3138 1;.66656' o. 05395'9 .· r . .;7521 

3 2.42792 18.06712 0.04891 2.42485 

2 1.84037 13.69493 0.03710 1 • 8 3931 

1 1 8.6646 0.02017 1 

4 2.67521 13.68512 0.0541 2.67822 

3 2.42489 18.04458 0.0490 2.4257~ 

2 1.83937 13.68749 0.0372 1.84158 

1 1 8.6646 0.0202 1 

4 2.67822 13.65046 0.0542 2.68051 

3 2.42574 18.05090 0.0491 2.4282< 

2 1. 84158 13. 70393 0.0372 1 • 8397E 

1 1 8.6646 0.02022 1 

Primer modo 

2.68 

2.43 

1. 84 
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O. 02022x8. 6646+0. 0372xl 3, 70393+0. 491x18.0509+0. 0542x13 .65046 

• (O. 02022) 2xs. 6646+(0. 0372) 2x7. 4414+(0. 0491) 2+7. 4414+(0, 0542) 2x5. 09684 

2. 311 

o. 04675 

-2 
seg 
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Para los modos superiores se tiene 

K 1 •K-,1H 

suponiendo un valor /1 • 240 

[ '"' .. -2673,78 o 

K'= -267~,78 3561.62 -2673. 78 _,.,:. ·~ -2673,78 3561.62 
-2673. 78 1450.54 

X Norma 1.!. 
Nivel Supuesta X' y zac16n 

4 -1 -5.0968 -o. 0109 -2.2199 
3 1 7.4414 -0.0040 -.81349 
2 1 7.4414 0.00278 0.5643 
1 1 8.6646 0.00942 1 

4 -2.2199 11. 2791 -0.00641 -0.607 
3 -0.8135 -6.0536 0.000742 0.07036 
2 0.5643 4. 1988 o. 00966 0.91523 
1 1 8.6646 0.01055 1 

4 -0.607 -3.0947 -0.00827 -1 . 469 
3 0.07036 o. 5236 -o. 00333 -0.5913 
2 0.91523 6. 811 0.00362 o.6465 
1 1 8.6646 0.00563 1 

4 -1. 469 -7.490 -0.00655 -0,7675 

3 -0.5913 -4.400 -0.000754 -0.0883 
2 o.6465 4. 8112 0.00719 o.84269 
1 1 8.6646 0.00854 1 
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X Normal 1 
NI vel Supuesta X' V zacl6n 

4 -0.7675 -3. 9118 -0.007835 -1.25282 -6.3854 

3 -0.0883 -0.6567 -o. 002760 -.44418 -3.3053 
2 o.8459 6.27081 0.004353 0.70066 s.2139 
1 1 8.6646 0.006213 1 8.6646 -
4 -1.25H2 -6.3854 -0.00689 -0.8800 

3 -o.4441rl -3.3053 -0.00135 -0.1723 
2 o. 7006(1 5. 21 39 0.00633 0.8083 
1 1 8.6646 0.00729 1 

4 -o. 880 -4.48520 -0.00757 - l. 485 

3 -0.1723 -1.28246 -0.00243 -0.3685 

2 0.8083 6. o 1 5115 o. 00481 0.7304 

1 1 8.6646 o. 00659 1 

4 -1.1485 -5.8535 -.00708 -0.9458 1 

3 -0.3685 -Z.7418 -0.00165 -0.2205 

2 0.7304 5,4355 0.00590 0.789144 
1 1 8.6646 0.00748 1 1 

4 ·0.9458 -4.82078 -o. 00745 -1.0937 

3 ·0.2205 ·1.6410 ·O. 00224 -0.3285 

2 0.78914 5.87234 o. 00508 o. H63 

1 1 8.6646 0.00681 1 

4 -1.0937 -5.5746 -0.00718 -0.9831 

3 -0.3285 ·2.4447 -0.00181 -0.2477 

2 0.7463 5,5533 0.00568 o. 7783 

1 1 8.6646 0.00230 1 



Nivel Supugsta X' 

4 --o. 9831 -5.0105 

3 -0.2477 -1.8433 

2 0.7783 5.7920 

t 1 8.6646 

4 -1. 064 -5.4250 

3 -o. 3171 -2.2852 

2 0.7548 5.6165 

t l 8.6646 
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V 

-0.007378 

-0.002129 

0.005232 

0.006931 

•O. 007Z3 

-0.001893 

0.00556 

o. 00720 

lfonnal t 
zac i~n:._ 
-1. 064 

-3. 3171 

o. 7 541 

1 

- t. 004 

-0.263 

o. 77 

t 

2do. Modo Promed 1 o 

-1. 034 
-0.294 

0.76 

,\e o.oozozx8.6646+0.00540x5. 7043+0.0020lx2.061<3+0.00730•5.21775 -
(O. 00707)28.6646+ (o.0054o) 2x7 .4414+ (O. 00201 )2xz .4411<+(0. 0073) 2x5.096B4 

0.1343 a 141.) 
0.00095 

p; • !• + .\ • 240 + 141.3 381.32 seg " 2 1 

¡ 
¡ 
1 
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Para el tercer modo tenemos si 1~ = 800 

f.,, .. " -2673. 78 o 
1 

K -11 H • -267~.78 -605.56 K • o 

-2673.98 -605,56 

o -2673,78 

tll vel X 
X' 

1 llormali-
~u puesta y zac l 6n 

4 1 5. 0968 0.01948 1. 0777' 

3 - 1 -7.4414 -0.01213 -0.67121 

2 -1 -7.4414 -0.01395 -0.77171 
1 1 8.6646 0.01808 1 

4 1.07773 5.4930 0.017153' 1. 0653 

3 -D.67125 .4,9950 ·0.011060 -0.6868 1 

2 -o. 77174 -5.7428 -0.012780 -0.79372 
1 1 8.6646 0.016102 1 

4 1. 0653 5.4296 0.017275 1. 0651 

3 -o.68685 -5.1111 -0.011099 -o.68437 

2 -o. 79372 5.9064 -0.01285 -0.79226 

1 1 8.6646 0.01622 1 

4 l. 0651 5. 428691 0.017256 1. 0650 

3 -0.68437 5.092678 -0.01109 o.68443 

2 -D.79226 5.895546 -0.01284 ·0.79247 

1 1 8. 6646 0.01620 1 

.,.L'.J 
-1403.69 

tercer modo 

1. 0650 

·0.68443 

-0.79247 
1 



- 209 -

.\. O. 01620x8. 6646+0. 01284x5 .895546+0. 01109x5. 092678+0. 017256x5. 428691 

(o. 01620) 2x8. 6646+(0. 01284) 2x7. 4414+ (o. 01109) 2x7. 4414+(o.017256) 2x5. 0968 

.\• 0.36622 • 61 ,757 
0.00593 

800 + 61. 7 57 • 861 ,757 -2 
seg 

y para e1 cuarto modo se supone I'-= 1200 

["'""·" 
-2673,78 o 

K
1 

• K - H . -2673,78 -3582.12 -2673. 78 

o -2673,78 -3582.12 

o o -2673,78 

X Normal 1 
N 1 vel Supuesta X' V zac16n-

4 1 5.0968 0.009879 2,01556 

3 - 1 - 8 .4414 -0.014625 2.9839 

2 1 -7.4414 o. 0124978 2.54985 

1 - 1 -8.6646 -0.0090143 1 

4 -2.01556,10.2729 -0.226658 1.6069 

3 Z.9839 22.2044 o. 033023 2.34122 

2 -2.54985¡18.9744 -0.02988 2 .1184 

1 1 8.6646 0.014105 1 

4 -1.6069 ¡-8.1900 -o. 01879 -1.6899 

3 2.34122 17.4229 0.02725 2.4512 

2 -2.1184 ¡15.764\ -0.02424 -2.1802 

1 1 8.6646 o. 01112 1 

.,.L.] 
-3442.43 
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4 -1.6899 ,-8.61297 -0.01940 

3 2.4512 15.2405 0.02820 

2 -2.1802 ¡'6.2238 -0.02520 

1 1 8.6646 o. 01163 

4 -1.6687 ¡-8.5052 -0.019266 

3 2.4255 18.0488 o. 02799 

2 -2.1674 ¡'6.1283 -0.02498 

1 1 8.6646 o. 01151 

4 -1.6740 ,¡ ·8.53225 -0.019299 

3 2.43168 18.09513 0.02804 

2 -2.1703 ¡'6.14986 -0.02503 

1 1 8.6646 o. 01153 

4 -1.6727 ,-8.52534 -0.019291 

3 2.43012 18.083502 0.028025 

2 -2.16957r16.144604 -0.02502 

1 1 8.6646 0.011530 

4 -1.67301-8.52710 -0.019293 

3 2.4305 18.0865 0.02803 

2 -2.1697 ¡16.14592 -0.02502 

1 1 8.6646 o. 01153 

-1.6687 

2.4255 

-2.1674 

1 

-1 .6740 

2.43168 

-2.17027 
1 

-1.6727 

2.43012 

-2.16957 
1 

-1.6730 

2.4305 
-2.1697 

1 

-1.6730 

2. 4304 

-2.1697 

1 

4to. modo de vibrar 

-1.6730 

2.4304 

-2.1697 
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,\ • 0.01153x8 .6646+0. 2502x16. 14592+0. 02803x18. 0865+0. 019293x8. 5271 O 

(o. 01153) 2xB.6646+(0 .02502) 2x7. 4414+(0.02802) 2x7 .4414+(0 .019293) 2x5. 0968 

.1 • 1. 17535 • 86. 742 
o. 01355 

P4~ 1' + .\ • 1 200 + 86.742 • 1286.742 
-2 

seg 

Norma 11 zando. Znj • Zj n ; 

Pr1mer modo 

0.2525 

0.2289 

o. 1733 

n• 
1 •0.0942 

1 
J112.635 

~ • 7,0307 seg-l 

T
1 

• 0.8937 seg 

Segundo modo 

o. 23 70 

-o. 0665 

n • --
1
-- • 0.2292 • J1'9.038 

P, • 19.6275 seg-l 

Tz• 0,3218 seg 

o .17419 

0.2293 
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Tercer modo 

-o. 1440 

-0.1667 

1 
-¡ 

r 
1 

-1 
1 

0.2240 

- 0.21033 

n • 1 • 0.21033 
3 /22:605 

P'll• 29.3557 seg-l 

T3 • O. 32 18 seg 

Propiedades de ortogonalidad 

1~ ZJT H Zr •O 

Cuarto modo 

-0.1658 - -

-0.0785 

1 ,-
1 

n • l • 0.0991 
~ J 101.917 

P~ • 35.8712 ug-l 

T4 •0.1752seg 

[0.0942, 0.1733, 0.2289, 0.25251 ~.6646 o o o ] 
o 7.4414 o o 
o o 7.4414 o 
o o o 5,09684 

o. 21+09 

0.0991 

[0.81621, 1.28959, 1. 70334, 1.286951 

[0.81621, 1.28959, 1.70334, 1.286951 t0.2292] 
0.17419 

-0.0665 • -.00799 - o 
-0.2370 

2,•, ZJ T K Zr = O 
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~.0942 , 0.1733, o.22e9, 0.252~ r~,.~ -2673. 76 o _,.;,~ 267~-76 5347 .56 -2673.75 
-2673.75 5347.56 

o -2673.75 2673.75 

~0.3741 62.634 85.561 63.101~ 

• 9.21007 - o 
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PROBLEMA E· 14 

Para el siguiente sistema de cuatro grados de libertad, calcule 

los modos de vibrar con el método Stodola con la matriz de Rlgl 

deces, No se considera las trabes infinitamente rfgidas. 

} m 

on 

3 m 

º" 3 m 

w Ton 
3 m 

10 m. 

So 1 ucl ón: 

Las masas concentradas serán: 

ton seg2 
m 

trabes Módulo de elas-

tlcldad 
columnas •E• 141 0000 ~ 

m2 

w2 # 73¡9,81 • 7.4414 ton~ m3 • 9 m 

d 50/9.81 • 5,09684 ton m 

La matr1z de masas concentradas es: 

[ 80~.6646 o 
7,4414 o 

M • O 7,4414 

o L .. ..] 
o 

o 
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Calculemos la rigidez angular y lineal: 

o.4o (0.80) 3 
12 0.01707 m4 

le • (o.4o) 4 
~-1-2~ ~ 0.00213 

Ir/le • 0.01707/0.00213 8.0141 

Entonces 

IT • 8.0141 le 

E 1 e 3 00 3. 3 ton - m 

para las columnas es: 

Ka 4 E 1 - 4 le a 1. 333 E -h- 3 
Hkl a i._ll • ! E 1 e o.666 E 

h2 

KL - .lLll. ~ E 1 e a o.444 
h3 27 

para las trabes es: 

2 

1 e 

le 

E 1 e 

K • .'!._li • _4_ (8.014) E le • 3.206 E le 
10 



Por lo tanto la matriz de Rigideces es: 

"'1 "'2 "'3 1'14 "'s 116 "'1 "'a fl f2 F3 F4 

"'1 5.871 1.602 o.667 o o o o o o o.667 o o 

"'2 1.602 s.a11 o o.667 o o o o o o.667 o o 

"'J o.667 o s.871 1. 602 o.667 o o o -0.667 o 0.667 o 

1'14 o o.667 1 .602 5.871 o o.667 o o -0.667 o o.667 o 

"'5 o o 0.667 o 5. 871 1.667 0.667 o o -0.667 o o.667 

"'6 o o o 0.667 1.602 5.871 o 0.667 o -o.667 o 0.667 

"'1 o o o o o.667 o 4.53a 1.602 o o -0.667 o.667 
-o.667 0.667( "' 

"'a o o o o o o.667 1. 602 4.538 o o ;. 

F 1 o o -o. 667 -o.'667 o o o o 1. 776 -o.888 o o 

f2 0.667 0.667 o o o.667 o.667 o o -o.asa 1. 776 -0.888 o 

F3 o o 0.667 o.667 o o -0;667 -0.667 o -o.888 1.776 -o.aaa 

F4 o o o o o.667 o.667 o.667 0.661 o o -o.BBB o.asa 



que' es de la forma 

[:] [~ ª K2 l 
'.:.!l.] 
K22 

esto es que 

KD = (K22] - (K21) [Kll]-1 [K12] 

entonces 

-o. 18758 -.05268 -.02533 0.0.1319 0.00368 

-.05268 0.18758 0.01319 -o. 02533 -.002582 

-.02533 0.01319 0.191271 -.05530 -.02619 

[K 1·1 10.013190 -.02582 -.05530 0.19127 0.01388 
11 0.0036988 -.002618 -.026268 0.014166 0.19349 

-.002582 o.0036SO 0.013888 0.026190 -.056762 

0.00077 0.00066 0.005234 -.003889 -.035853 

0.00066 - . 00077 -.003930 0.005234 0.020999 

---,.-;-

-.00262 - • 00077 0.00066 
0.00369 -.00066 - . 00077 

0.01416 0.00524 -.00393 

-.02627 -.00389 0.00523 
-.05898 -.035984 0.021372 

0.193494 0.020999 -.035834 
0.021372 0.2590197 -.094580 

-.03598 -.094525 0.2590197 

~ 

1 
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0.008097 0.089258 -.008024 0.000634 
0.008097 0.159506 - • 008024 0.000674 
-.090692 0.000428 o. 089805 -.007137 
-.090692 -.000173 0.089798 -.007370 

[Kl 1] -1 [K 12 J • 0.008077 -.088998 0.001667 0.079973 
o. 008204 -.090465 0.001688 0.081307 
-.000896 0.009571 -.108785 0.100087 
-.006123 0.009918 -.103592 0.099723 

finalmente 

-o. 000170 -0.119789 

t'" ""'" o º""] [K12] [K11l-l[K12l 
0.000058 0.286294 -.012942 o. 1 06701 
0.116301 -0.012819 0.26144 -o. 142916 
0.006178 -0.107378 -0.139418 0.240813 

t
l. 776 -0.888 o o ~ [0.120983 -0.000170 
o.888 1. 776 -o.888 o 0.000058 0.286294 

Ko• o -o.888 1. 776 -o.888 - -0.116301 -0.012818 

o o -o.888 o.888 0.006178 -0.107378 

-0.119789 o.oo967l 
-0.12942 -0.106701 
0,26144 -0.142916 

-0.139418 0.24081) 

[·'""" ·0.88783 º·'''''' "·''''''] 0.887942 1.488706 -0.87506 0.106701 
Ko • 0.116301 -0,87518 1.51456 -0.745084 •E 

le 

o. 006178 0.107378 -0.74858 0,647157 

t""·'" 
-2666.420 359,762 "·"~ 2666.756 4471.031 -2628. 068 320.455 

KD • 349.287 -2628. 428 4548.678 -2237,711 

-18.554 322.488 -2248.210 1943.607 

Para el e61eulo de los modos de vibrar con e 1 método de Stodola 

vlanelo se emplearA el programa que a contlnuacl6n se presenta: 
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Programa para encontrar 1as frecuencias, perfodo y 1os modos de 

vibrar de un sls,ema de varios grados de libertad con el método 
de Stodola con matriz de Rigideces, 

REH "STODOLA RIGIDEZ" 

SCllCLR 

REl1AHK LEE DATOS Y CALCULA (1 /H)* K 

N • 1 

INPUT "GRADOS DE LIBERTAD" ; G 

11 DIH F(l), G(l), L(l) 

12 DIH N(3), S(l), W(l) 

14 DIH C(GO, P(GO, T(G) 

16 DIH X(G), Z(G) 

18 DIH A(G, G), H(G, G) 

28 DIHR(G,G),Y(G,G) 

24 PRINT "DAHE LOS PESOS" 

25 FOR 1 a 1 TO G 

38 1 NPUT W 

4 i L ET H ( 1 , 1 ) • 9. 8 1 /W 

58 NEXT 1 

55 PRlNT "DAHE LA HATRIZ DE RIGIDECES" 

68 FOR 1 • 1 TO G 

71 FOR J • 1 TO G 

81 1 NPUT R ( 1 , J) 

98 NEXT J 

1H NEXT 1 

111 FOR 1 • TO G 

121 FOR J • TO G 

1 )a LET A ( 1, J) • f 

141 FOR K • 1 TO G 

151 LET A (1, J) • A(I, J) + H(I, K)* R (K, J) 

161 NEXT K 

1 78 N EXT J 

181 LET X(I) • RND( ,5) 
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1 91 NEXT 1 

192 L ET N2 • N 

196 PRINT" ITERCION": N2: 

1 98 P R 1 NT "HODO" : G + 1 -N 

2ea FOR J •1 TO G 
211 LET C(J) •e 
220 FOR K • 1 TO G 

230 LET C(J) • C(J) +A (J, K)• X(K) 

24a NEXT K 

251 NEXT J 

26e FOR 1 • 2 TO G 

2H LET C(I) = C(l)/C(I) 

280 LET X(I) = C(I) 

284 NEXT 1 

3ae LET X(l) • 1 

312 u • e.ei 
3a4 H • -.11 

316 V = C(2) -F 

310 IF(V) <(U) THEN 311 : ELSE 515 

311 IF(V) ;.(H) THEN )2e: ELSE 515 

315 REMARK CALCULA FRECUENCIA Y PERIODO 

320 fOR J • 1 TO G 

331 •LET C(J) • a 
341 FOR K • 1 TO G 

351 LET C(J) • C(J) + R(J, K)• X(K) 

361 NEXT K 

371 NEXT J 

38e LET • a 

3 9a L ET • 0 

411 FOR • 1 TO G 

411 LET •L+X(l)'C(I) 

421 LET • S + (X(l)t2)/H(I, 1) 

431 NEXT 1 

441 LET P(N) • L/S 
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458 LET T (N) • 6.283185 I SQR (P(N)) 

45S REHARK NORMALIZA Y ALHACENA HODOS 

468 FOR 1 • 1 TO G 

47t LET Y(l ,N) • X(l)/SQR (S) 

48& LET X(I) • RNO (a.5) 

491 NEXT 1 

see LET N. N.+ 1 

ses REHARK QUITA MODO 

511 LET F • X(2) 

S15 LET F • X(2) 

SU IF N • 1 THEN 194 

538 FOR 1•1 TO N - 1 

548 LET Z(I) • Q 

5SI FOR J • 1 TO G 

S68 LET Z(T) • Z (1) + (Y(J, I)* X(J))/M(J, 1) 

571 NEXT J 

588 NEXT 1 

591 FOR 1 • 1 TO N - 1 

6ee FOR J • 1 TO G 

618 LET X(J) • X(J) -2(1)* Y(J, 1) 

628 NEXT J 

639 NEXT 1 

648 IF N<>(G+1) THEN 194 

645 REHARK IHPRIHE RESULTADOS 

65e PRINT "MATRIZ DE HOOOS " 

66t 

67• 
688 

69• 

711 
7111 
721 

739 
74• 

PRINT "HODO 1, 2. 3 •• 
PRINT 

FOR 1 • l TO G 

FOR J • G TO 1 STEP -

PRINT y ( 1, J); 

NEXT J: PRINT 

NEXT 1 

PRINT 

FOR 1 • t TO G - 1 

l 

N" 
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75fl PRINT "P("; + 1 ;") t Z •"; P(G-1) 

755 PRINT "T("; + 1¡ 11
) A 

11
: T(G-1); 11 SEG 11 

761 NEXT 
771 END. 
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Resultados 

1 e r. Hodo 2do, Hado 3e r. Modo 4to. Hado N 1ve1 

0.144378 0.186959 0.23501 0.155423 

0.140077211 0.208500 -0.08237 -0.213559 

0.22558644 -o. 039500 -0.173131 0.201925 

0.2236747 -0.2611938 0.221398 -0.139069 

p 2 
1 63.3233 r, 0,78958 seg 

p 2 
2 256.1512 T2 0,39258 seg 

p 2 
3 

. 696.6692 T3 0.23805 seg 

p 2 
4 • 1117.82309 T4 0.18793 seg 

Los resultados obtenidos fueron dotormillW• •n24 Iteraciones. 
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PROBLEMA E-15 

Con el fin de demostrar la apl lcaclón del método de Jacobl, CD,!! 

slderese el sistema oscllatorlo de la FlguraE-15. para el cual 

se tiene los datos siguientes: 

Figura B-15 

.. {; :: -J 
Puesto que Hes diagonal 1 la matriz 

menteasf: 

y L 1 se encuentra fácl I• 
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La matrtz dln~mtca 1nversa resulta 

[
<[§> 

• -1.000 

o 

~ 
~ 
-0,7071 

-~.707~ 
1. 500.J 

Los ciclos de rotación se Inician ellmlnand~ por ejemplo, el 

término g+. 12 (r • 1 , s • 2), asl 

2 ' • 2 g•rs 
tang 9* rr - 9* ss 

2 (-1) +oe; - z-:-z- -

-- 3/411 

y siendo sen / • 0.7071, y cos 1 = 0.7071, se tiene que: 

-o. 7071 

-0.7071 

o :] 
El triple producto resulta ser 

G* 1 • R' 1 b
<[§> 

G* R I • O 

0.500 

o 
1. 000 

0.500 
~~ 0.5000 

~ 
En Igual forma, para r ~ 1, s .. 3, se obtiene: 

ta ng 2 f, • 2 (-0.500) 
• - 0.67 .: - • 163º 09' 

3. ººº - 1. 500 

o sea que (sen~• 0.2899, y cos 1 = -0,9571) 
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~
. 151 6 o. 14 50 

.1450~ 
-4.4786 

Oespués de seis ciclos se obtlen, finalmente 

o ["" 1. 6789 :.,,,J 
El producto de las matrices de rotación es 

Ahora 

y como 

o • 

n 
z - n 

i•I 

(L') - I Z • 

il. • m P2 /K 

C
0.6209 

- o. 7215 
0.3070 

_1_ 

[ ¡m 

(z} • G• 6 {z} ·A 

0.6074 

o. 1949 
-o. 7702 

2. 86 

.3,33 

1 • 00 

-0.495~ 
-o.6646 

-0.5592 

·l. 1 2 

, '~ -0.36 l. 68 

l. 00 l. 00 

Para obtener finalmente 1as frecuencias naturales 

w1 o. 8119 JT 
w2 1. 2961 ff 
w3 1. 7808 JT 
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HlOGAA1·tA PAilri ENCONTRAR LOó MUOC~ DL VIGHi\H DE UN 31STEMA Cúl< V1\Al0:5 

GRADOS DE: LIBrnTAD CUN E METODO DE JAC:OB I EN LA s !Gfli; COMMODOnE. 11;. K. 

5 Sl:f<CLR 

10 REM ENTRADA DE DllTUS 

20 [l05UB 71!1 

28 REM INICIA 

3111 GOSUB 661! 

1+0 [lUSUB 980 

46 REM SALIDA l1E RESULTADOS 

51!1 GO SUB ?5111 

6111 uOTU Jllllll 

65 REH ENTRADA DE DA TOS 

?I! PRINT 

Bll PRfüT "HETODO ClC:lIGO Di:. Jl\COBI" 

161! PRINT 

lBl!I PRINT''lv=Tl\MAlfü DEL PROBLEMA" 

l9il PRINT"O.:.HE EL VALOR DE N" ¡ 

21!11 PRINT 

2111 INPUT N 

221! DIM A(N,N),S(il),V(N,N) 

225 PRINT 

227 PRINT "0;.HE EL VALOR DE 51" ¡ 

2311 INPUT 51 

240 PRINT 

25il l'HlNT 

261.'1 PRINT 11 ENTHt\OA DE MhTRIZ TRlAi<GULl\H SUPEi!IOR• 

27111 PRINT 

2811 PRINT"DE LA i"\l\TAil A, l'OR ~OLMS" 

29111 ~RfüT 

3211 FDR J=l TON 

3311 PRINT 

34il PRINT "ENTRADA DE LI\ PARTE SUPR. DE LA GOLH. 11 ¡J 

3511 PAlNT 

36fl FúR l=l TU J 

.37m REM PHINT 11 A( 11 ¡l;",º;J¡ 11 )::."; 

38111 INPUT A(! 1 J) 



3911 NEXT I 

4illl PRINT 

4511 NEXT J 
469 FOR l=l TO N 
471 Il•I-1 

4811 FGR J=l TO Il 
499 A(l,J)aA{J,l) 
5ill NEXT J 

5111 NEXT l 

52111 PtUNT 
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53111 PrUNT "C:NTRttDA lJC: ELEME.UTu~ DE" 

5511 PRll~T '°Vi1<Tilll DI,;GUNl\L B" 

56111 PRINT 

571 FO~ l=l TO N 
5811 PRINT "OC:•; I; • )=•; 
59111 INPUT Bll) 

60111 f¡EXT l 

611 PIU[\¡T 

65111 HC:Tl.:~f, 

655 REM ~UM~.<~ :'"'"· ¡)E rlUT ¡,[;IQ,¡Eci 

661 l=2ºiil 

67111 Tl=l/( llllfzl 
68111 PRll\T 

6911 :::cr,CLi<: ~lil•• T"TOLE.RllNCl11="; T l 

711'8 N=S•f\0•1-; 

711! Kl=il 

72111 12=. l 

7311 Nl=N•l 

74111 HETURr; 

746 HC:M 51<LlC..l ¡)!:: L1< C:lGEl\oilLUl,;lOi.ES 

75111 ~Rll>T 

772 PR ll\T 11 ouLUl:lLll•": ?itfoT 

6~111 ~iHl'iT "~UMi.RU u E ITErtHClONEo• ;Rl 

61111 PRlNT 

63111 FiJK J=l TO í; 

84111 PRWT 

85~ iJt\li\T 11 C.1Gt].,.VALUM. 11 ;J;"= 11 ==;B(J) 
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66111 PRlNT 

87i PRINT"SU EIGENVECTUR ES• 

68111 PRINT 

69111 f üR lcl TO N 

9Qllil PRINT U(l ,J) 

91111 NEXT l 

95g PAINT 

9611 NEXT .J 

9711 RETURN 

975 REM SOLUCION AL EIGENPRUBLEMA 

981l GOSUB ll3il 

99111 GOilUB l29il 

995 REH CHECK Uf RUT>lTIONS 

llililll lfXl Tl THEN 111111 

lHS REM CHECK NO.Clf ROTATIONS 

1111111 IfRl R THEl\I 1041 

llil21i1 T2=. l .. Xl 

11131! GOTO 991 

1111411 PRINT 

11150 PRINT"••é:llRQk .. " 

1116111 PRINT "NO 5E LUGRI\ CONVERGENCIA" 

111116 PRlNT 

1090 PRlNT ";JlTH" ¡Al;" lTERilCIONES" 

1111111 El\IO 

lllil llOoUB 18311 

11211 RETUAl\I 

11311 fOR l=l TO N 

114111 FOR J:l TO l'v 

1151! U( I, J)=ill 

116111 NEXT J 

117il U(I, I)=l 

1181! NEXT I 

1191! FOR l=l TO I¡ 

121111! Bl=S~R(B(l) 

1210 BCI)=l/Bl 

1220 NEXT I 

123il FOR l=l TO N 



1241 FOR J=l TO N 

1251 A(l,J)=B(l)•A(l,J)•B(J) 

12611 NE~T J 

12711 í>EXT l 

1281!1 llETURN 

1291 Xl=l1 

131111 FOR K=l TO Nl 

1311!1 tll=K+l 

13211 FOR LcKl TO N 

13311 '11=.;(K,tl) 

1341! A2=i\(K,L) 

13511 >lJ=k( L, L) 

1360 XcA2•A2/(Al•A3) 

13711 lF X Xl THElw 1391! 

l381!l GOTO 1411111 

13911 Xl=X 

14iiJll IFX T2 THt:I~ 181111 

14111 Rl•Rl+l 

14211 IF Al=A3 THE~ 1471 

1431 l=.5•(Al-A3)/A2 

1441!1 Zl=l+l/(Z•z) 

1451il T•-t:•(l+::i~~(21)) 

1461! GOTO 1461! 

147111 T=l 

1461 Ccl/6QR(l+T.T) 

14911 S=C•T 

15111il 52=5·5 

15111 C2=C•C 

1521!1 .,(i,,L)=lll 
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1525 rlHi T,;¡¡,.~f.Jrlri,;Gl01I ,JE üEME.l\iTG~ O!AGu;,,.L¿,; 

15311 A0=2•A2•c•b 

15411 ;\(K,K)=Hl.~2+u0+113°52 

15511 •l(l,L)=lll•::i2-HW-•iJ•C2 

15611! F0.1 l=l TO f, 

157i! lF I ~. THEN l611l!a 

1581 IF l ti THt~ 164111 
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1590 GOTD 1740 

16111111 AO..A(I 1 K) 

161111 A( 1 1 K)=C•AD+:j•i\(1 1 L) 

16211 n(l,L)=-S'~U·L•A(l,L) 

1630 GDTD 1741il 

1640 IF l(L THEN 167111 

165111 IF l)L THEN l?lil 

16611 GDTD 174111 

16711 AO.A(K,K) 

16811 A(I\ 1 1)=C•AD+s•,1(I 1 L) 

169111 A(l,L)•S'~D+C•A(l 1 L) 

17111111 GOTO 174111 

171111 AD=t.(K, l) 

1720 11(~., l)=t::•AO+S•A(L, l) 

173111 ~(L,I)=-S•AD+C•A(L,I) 

174111 NEJ(T I 

175111 Füil I=l TD r.. 
176111 UD=U(I ,K) 

1771! U( I, K)=C' UO+S• U( I, L) 

1781il uCl,Ll=-s•uo•c•u(I,LJ 

179111 NEXT I 

18111111 NEXT L 

1811! r.EXT K 

182111 ACTURr~ 

18311 F(Jtl l=l TU N 

184111 Fü'I J:l Tll N 

185111 U(I,J):U(l,J)•B(l) 

186111 NEXT J 

187111 N~XT I 

188111 FGH l=l TO N 

189111 BCI)=•.C I, l) 

19111111 NEXT I 

191111 FOA l=l TD Nl 

19211! 11=1+1 

193111 E=BCI) 

194111 Mal 
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1958 FOR J=Il TO N 

1961 IF Z<B(I) THEN 1990 

19711 ZaB(J) 

1981 l'i=J 

19911 NEXT J 

210 B(M)aB(I) 

21111 B( I)&Z 

21121 FOR J=l TO N 

21131 I•UCJ,I) 

211411 U"(J, I>•U(J,M) 

2158 U.(J,H)aZ 

211611 NEXT J 

211711 NEXT 1 

211611 AETUilN 

Jllill PRINT "FIN DEL PROGRAMA• 

3111 ENO 
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PROBLEMA E-16 

Encontrar 1a solución general a la vibración del sistema que se 

muestra en ta figura: 

m3 0.2039 ton - seg 2 /cm 

k3 So ton/cm 

m2 0.4078 ton - seg 2 /cm 

k2 200 ton/cm 

m¡ 0.4078 ton.seg 2 /cm 

k, 200 ton/cm 

Condiciones Iniciales 

u [ J•/• Xo cm ~o a 

Solución: 

Con alguno de los métodos mencionados anteriormente se calculan 

los modos de vibrar del sistema . 

[Z] • [:. 751 
2. 541 

1 

0.853 
-1. 968 

• :.803] 
0.321 
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donde 

p 1 11. 05 seg 
-1 

y Tl 0.5686 seg 

p2 23. 71 seg 
-1 

y T2 0.2650 seg 

P3 37.08 seg 
-1 

y TJ o. 1694 seg 

La matriz de modos normalizados es: n 1 

-~ 

[' " 0.82 

'"'] [Zn] • 1 .02 0.10 -0.97 

T.48 -1. 61 0.39 

como estamos en el caso de vlbrac;l6n libre, emplearemos la sol~ 

c16n general como: 

[Z] \ S (ti} 

para esto calculamos el valro de las constantes t 1 

O sea: 

t·" 
1. 02 

'"'J [·"'" 11 l '"'""j c
1
• • 82 0.10 -1.61. o o. 4078 o • 2 = -0.079521 

.20 -0.97 o. 39 o 0.203 3 -0.0682 
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Por lo tanto c1 = l .973752, c2 • -0,079521, c
3 

= -0.0632 

La ~oluclón es X Xo cos Pt + io/p sen pt 

pero Xo • O entonces 

0.5~ 0.82 

1. 02 \ (1. 973752) Cos 

1.4~ 
11 .051t 

1.61 

t + 0.70 (-0.079521)cos 23.71 

[ 
1.2] 

-0.97 (-0.0632) cos 37,08 t 

o. 39 
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Para 1a masa m1 

t s ( i) 1 s ( t) 2 S(i)
3 X1 

o 1.1H -0.065 -0.076 1 .004 

0.03 1 .082 -o. o 49 -o. 033 1 .ooo 

0.06 0.902 -0.010 0.046 0.938 

0.09 0.624 0.035 o. 074 o. 733 

o. 12 o. 277 0.062 0.020 0.359 
o, 15 -0.099 0.060 -0.057 -0.096 

0.18 -o.465 0.028 -0.070 -0.507 

0.21 -0.780 -0.017 -0.005 -0.802 

0.24 -1. o 1 o -0.054 0.065 -0.891 

0.27 -1. 1 31 -0.065 0.063 -1.133 

0.30 -1.128 -0.044 -0.010 -1.182 

0.33 -1. 002 -o. 002 -o. 073 -1. 077 

Para 1a masa m2 

t s ( t l 1 s ( t l 2 S(t) 3 X 

o 2. 013 -0.056 0.061 2.018 

0.03 1. 904 -0.042 0.027 1 .891 

0.06 1. 587 -0.008 -0.037 1 . 542 

0,09 1 .097 0.03 -0.06 1. 067 

o. 12 o.488 0.053 -0.016 0.525 

o. 15 -o. 174 0.051 0.046 -o. 077 

o. 18 - • 818 0.024 0.057 -0,737 

0.21 -1.312 -0.015 0.004 -1 . 323 

0.24 -1. 777 -0.046 -0,053 -1. 876 

0.27 -1 • 9 88 -0.055 -0.051 -2.094 

o. 30 -1 . 9 83 -0.038 0.008 -2. 0111 

o. 3 3 -1 . 7 62 -0.002 0.058 -1 • 706 
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Para la masa m
3 

t s ( t) 1 s ( t) 2 ' s ( t) 3 X3 

o 2. 921 o. 1 28 -0.025 3.024 
0.03 2.762 0.097 -o. 011 2.848 
o. 06 2. 302 0.019 0.015 2.336 
0.09 1 . 592 -0.068 0.024 1. 548 
o. 1 2 0.708 -o. 122 o. 006 0,592 
o. 15 -o. 253 ·O. 11 7 -0.019 -0.389 
o. 18 -1 • 187 ·0.055 -0.023 -1. 265 
0.21 -1 • 997 0.034 -0.002 -1 . 965 
0.24 -2. 578 o. 106 o. 021 -2.451 
0.27 -2.885 o. 127 0.021 -2. 73 7 
o. 30 -2. 877 0.086 -0.003 -2. 794 
0.33 -2.556 0.004 -o. 023 -2.575 
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PROBLEHA E-17 

Encuentre Ja respuesta para el sistema amortlguado que se mues~ 
tra en la figura y cuyos datos se Indican a continuación duran

te un tiempo de 0.62 segundos. 

Condiciones Iniciales .. [ l .. n .. , ... 
mi 55 ~ KI 471 kg/cm cm 

m2 55 ~ K2 471 kg/cm cm 

m) 55 hL K3 471 kg/cm cm 

Modo Modo 2 Modo 

2.2470 -0.8021 0,555 

1 .8019 0.4451 -1. 247 

pi 2 • 124.99 rad/seg 2 p 2 = 982. 133 rad/seg P/ • 2051.003 rad/seg2 
2 

pl - 11. 186 rad/seg p2 . 31. 339 rad/seg P3 - 45. 288 rad/seg 

T 0.562 seg T 0.2005 seg T O. l 387 seg 
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La matriz de amortiguamiento es: 

[

172.37 

e. -6~.52 

Solución: 

-61. 52 

172. 37 

-61.52 
o J -61.52 

110.85 

La ecuaci6n de coordenadas normales del movimiento es: 

• * * HJ AJ + CJ AJ + K J AJ 

Para cada modo es: 

Hj * Z T 
J M z J masa generaltzada 

CJ * z T 
J e z J amortiguamiento generalizado 

KJ • z T 
J K z J rigidez general Izada 

y para todos los modos será: 

[: 
1.8019 '·"t o 

l'"" '·"" _; "j Z T H Z • o. 4451 -0.8021 o 55 

·l.247 o. 555 o 5 2.2470 -0.8021 0.555 

r·"'"' 
-0.0161154 ->.JJ08JJ 

-0.0161154 101.2813 -o.68940 

-0.006364 -0.011285 159.3667 

nos Interesa la diagonal principal de la matriz ~11.271~ 
Ol.2813 

59.3667 
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Z T K Z = 1 0,445 -0.8021 -3471 6942 -3471 1.8019 0.4451 
[

I 1.8019 2.247,t6942 -3471 ~I 1 -l .24} 
0.55~ 1 -1.247 0,555 o -3471 3471 2.247 -0.8021 

L
392.6581 

• -.4815 
0.69732 

1.6424 
9938.69695 

-2.06212 

2.6873] 
-.65671 

32267. 1553 

nos Interesa la diagonal principal 

b6392.6581~ 9938. 69695 
2267. 1553 

Z T C Z 
[ 

1.8019 2.247jl72.37 -61.52 º ~G , 
• o.445 -0.8021• -61.52 172,37 -61.52· 1,8019 o.4451 

-1.247 0,555 o -61.52 110.8 2.247 -.8021 

l]l .8324 

= -0.03188 
0:018067 

-0,02079 

266.991 
-0.046671 

.01806J 
-D.01561 

713.1365 

nos Interesa la diagonal principal 

Ü
571. 832~ 
266.991 
713.1365 

_;,2J . 
0.5~~ 

Las ecuaciones desacopladas son l lneales, homogéneas y de 2do ... 
grado. 

l. 511.2719 AJ + 571.'8324 AJ + 6392,6581 AJ o 

2. 101.2813 'ii J + 266.991 AJ + 9938.69695 AJ o 

3. 159,3667 'ii J + 713.1365 AJ + 32267. 1553 AJ 

La solución de cada una de las ecuaciones esta dada por la expr~ 

si6n: 

- n t [ } sen P • t J 1 . f 2 2 X ( t} • e e 1 ca s P' t + { C 2 - n C 1 ---,.-.--- , P • P V P - n 
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Normalización de los modos Znj • ZJ n n 
• / zJT '/ H Z j 

Hodo 2 Hodo 1 

1 
n "J • 0.0442 n • J 

1 

8 
• O. 099 

Hodo 3 
1 

n·.~ 
y 159,37 

• 0.079 
511. 27 

o. 0993 

o. 0796 

o. 0442 

Cálculo de 

[ "" = 0.0994 

0.0792 

_.s. • "1 • 
2m 

"2 • ~m • 

-0.0797 

0.0442 

0.0994 

c2 . [z]l M ~~ 

0.0796 

o "'] [' 0.0442 -0.0797 • o 

-0.0988 0.044 o 

571.8324 • 0.5593 
2(SI1. 2719) 

266 .991 
2(101.2B13¡• 1.Jl t 63 

c 713,1)65 "3. Tm • 2(159,3667)" 2.2644 

o 

55 

o 

0.0440 

-0.0988 

0.0792 

c2 . 

J ['] ["'"~ o • 1 = 3. 5145 

55 1 1.)42 

6392.6 6 ~ 
!\" 511.2719 = }.5}6 rad/seg ,p1'• Vp1 - n1 • 12.}46 ra4/seg, 

Xo 
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La respuesta del sistema es: 

(u}• z1 S{t) 1 + 

sustituyendo datos en este problema resulta 

S{t)l • e-0,5593 t [o cos 12.346 t + 12.2705 sen 12.346 t ] 
12.346 

S{t)z e-1;31163 t ¡3, 5145 sen 97.2648 t J 
97,2648 

S{t)3 • e-2.2644 t [1.342 sen 199,8899 t J 
199.8899 



Los desplazamientos de la masa m1 

z11=o.o4112 

t S(t) 1 z11 s( t) l S(t) 2 

o o.ooo 0.000 0.000 

0.3 o. 054 2.3B7x10- 3 o. 012 

0.6 0.092 4.066x10-3 o. 014 

0.9 o. 116 5.127x10-3 o. 011 

1 .2 0.130 5.746x10- 3 0.007 

1. 5 o. 136 6.0llxl0-3 0.003 

1. B o. 137 6.055x10- 3 2.92x10 -4 

2. 1 0.134 5.923x10- 3 -o. 001 

2. 4 0.128 5. 658xl0- 3 -0.001 

2.7 o. 121 5.34Bx10- 3 -0.001 

3.0 o. 112 4.950x10- 3 -0.001 

3.3 o. 102 4.508x10- 3 -3.oox10- 4 

3.6 0.093 4.111x10-3 -S.SxlO-S 

3.9 0.084 ).713x10- 3 7.1B2x10-S 

4.2 0.075 3.315x10-3 1. 09x10- 4 

4.5 0.066 2.917x10- 3 9.64x10- 5 

4.8 o.osa 2.564x10- 3 6.37x10- 5 

5. 1 0.051 2.254x10- 3 3.12x10-5 

z21 =0.0994 

z21 S(t)2 
S(t)

3 

0.000 0.000 
1.193><10- 3 0.003 
1.392x10-3 0.001 
1.093x10-3 1. 5x1 O -6 

6.95Bx10- 4 -3.8x10- 4 

Z.982x10- 4 -1. 9x 1 O -4 

2.902x10- 5 -3.9x10- 7 

-9.94x10- 5 4.99x10- 5 

-9.94x10- 5 2.54xlo- 5 

-9.94x10- 5 7.7x10 -a 
-9.94x10-S -6.5x10- 6 

-2.9B2x10-S -3.32x10 -6 

-S.467x10 
-6 -1.34x10 -8 

].139x10 -6 0.000 
1.083x10- 5 o.ooo 

9.582xl0- 6 
º·ººº 

6.333x10 -6 o.ooo 

3.1Olx10 -6 0.000 

z31-0.U792 

z31 s(t)
3 

º·ººº 
2.316><10- 4 

7.920x10- 5 

1.1BBx10-7 

-3.0lOxl0-5 

-1.505x10- 5 

0.000 

º·ººº 
0.000 

0.000 

º·ººº 
0.000 

0.000 

o.ooo 
o.ooo 

º·ººº 
o.ooo 

º·ºººº 

:c. 
fu} 

0.000 

3.01Bx10- 3 

5-537x10- 3 

6.ZZOxl0- 3 

6.412x10- 3 

6.324x10- 3 

6.oB4x10- 3 

5.B24x10-3 

5-559x10- 3 

5.249x10- 3 

4.851x10- 3 

4.47Bx10- 3 

4.0S6xlo- 3 

3.729x10- 3 

3.326x10- 3 

2.927x10- 3 

2.57x10- 3 

2.257x10- 3 

"' r 

"' 



"' o 
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(uJ 



Para el segundo modo 

z12-0.0196 z22-o.o442 

t 
z12 S(t) 1 

z22 S(tJ 2 

o 0.000 0.000 

0.3 4.298x10-3 5.304x10-4 

0.6 7.323x10-3 6.188x10-4 

0.9 9.234x10-3 4.862x10- 4 

1.2 1.035x10 -2 3,094x10-4 

1.5 1 .083x10-2 1.326xl0-4 

1.8 1 .091x10 -2 
O. 1291x10 

-4 

2. 1 1.067x1D-2 -4. 420x1 o-4 

2.4 1.019x10 -2 -4. 429x10- 4 

2.7 9.632x10-3 -4.420x10-4 

3.0 8.915x10-J -4. 420x1 O - 4 

3,3 B.119x10-3 -O. 1326x10-4 

3.6 7 .403x10-3 -.0243x10-4 

3,9 6.686x10-3 0.0317x10 
-4 

4.2 S.97Dx1D-3 o.o481Bx10-' 

4.5 5.254x10-3 0.04261x10-l 

4.8 4.617x10-3 o.02816x10 
-l 

4.060x10-3 -l 
5.1 0.01379x10 

z32Q-. 0988 
z

32 
S(t) 

0.000 

2.964x10- 4 

0.988xlo- 4 

1.482x10-7 

1+-3. 754x1 o-5 

1+-1.877x10-5 

i+-3.853x10 
-8 

4.930x10 
-6 

2.510x10 -6 

o.ooo 

o.ooo 

o.ceo 

o.ooo 

o.ooo 

0.000 

0.000 

o.ooo 

o.eco 

r 
l u } 

0.000 

4.532x10-3 

].843xl0-3 

9.720xl0-3 

1 .070x10 -2 

1.098x1D-2 

1.092x10 -2 

1. 022xl0 
-2 

9. 745x1 o-3 

9. 190x10-3 

8.4]3x10-3 

B. 106x10-3 

7.401x10-3 

6. 6B9x10-) 

5,975x1 o-3 

5.25Bx10-3 

4.62ox10-3 

4.061x10-3 

o: 
<( 

<( 

l'-----------Q.t , z12 S(t)
1 

1 
f \ ,e-.. &>t , z22 S(t) 2 

L / "= ¡;, t ' z32 S(tl3 

lut "' ~ 
"' 



Para el tercer modo 

z13-o.0993 z23-o.u"' z
33

.o.u••O ¡ 

t z13 S(t) ¡ z23 s(tl 2 z32 S(t) {u} 

o 0.0000 0.000 0.000 0.000 

0.3 5.362x10-3 -9.564x10-4 1.32x10 
-4 li.5J8x10-J 

o.6 9.136xl0-3 -1.116x10-3 4.40x10-S 8.064x10-3 

0.9 11.519x10-3 -8.767x10-l¡ 6.60xl0-B 1.064x10-z 

l.2 12.909x10-3 -4 J.672x10-S -2 
-5.S79x10 1.233x10 

1. 5 13.SOSxlO-J -2.391x10 
-4 B.360xto-6 1.326x10-z 

1.8 13.604i<10-J 
-4 -8 1.35Sx10-2 

-0.232x10 1.716x10 

2.1 lJ.306><10-3 -4 -6 -2 
0.797x10 2.196x10 1.JJ9x10 

2.4 12.710x10-J O. 797x10 
-4 1.116><10-6 1.279x10 -2 

z.1 12.015x10-3 O. 797x10 
-4 o.ooo 1.209x10 

-2 

3.0 11.122x10-J 0.797x10 
-4 

0.000 1.120x10 
-2 

3. 3 10.129><10-3 O.ZJ91x10 
-4 o.ooo 1.015x10 -2 

3.6 9.235x10-J o.MJ8xl0-4 0.000 9.239x10-3 

3.9 8.341x10-J -.05724x10-~ o.ooo 8.J35x10-J 

4.2 7.448x10-3 -.08687x10-~ 0.000 7 .4J9x10-3 

4.s 6.554x10-3 -.0768Jxl0-
1 

0.000 6.546x10-3 

4.8 S. 759x!0-3 -1 
5-754x10-J - • 05977x IO -L 0.000 

5.1 s.o64x10-3 -.02487x10 0.000 5.062x10-3 
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PROBLEMA E-18 

Obtener la histeria del desplazamiento de los niveles en la es

tructura que se Indica. Los marcos esttln a cada 5 metros en el 

sentido perpendicular; se pide la respuesta de desplazamiento de•de 

t • o hasta t • 1.4 seg. 

0.25 F(t) 0.3 kg/cm2 - IPS 10 ligera 
3.5 m 

O.OS kg/cm2 0.50 F(t) -3. 5 m IPS \O 1 igera 

0.7SF(t) 0.07 kg/cm2 - 1 PS 10 pesada 
3, 5 m 

F(t) 0.10 kg/cm2 
~ 

IPS 10 pesada 
3,5 m 

5 m 

fuerza de oxcltac16n 

r(tJ, k~ 

5 ººº 

1 
1 

Peso total de muros y co-

1 umnas en cada entrepiso 

es de 0.01 kg/cm2 

Para IPS 10' la Inercia 

es: 

1 lgera • 082.2. cm 4 

pesada• 6 068,7 cm 4 

~---='~---,!-::,----:'::---- t, seg. G.4 0.1 1.'l 
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C~lculo de los pesos: 

wl • 0.10 (500) (500) + 0.01 (}50) (500)2 • 

wl • 28 500 kg 

w2 • (0.07 kg/cm2)(500) 2 + 3 500 • 21 ooo kg 

w
3 

• (0.05 kg/cm2) (500) 2 + 3 500 • 16 ooo kg 

W4 • (0,03 kg/cm2){500) 2 + 3 500 • 11 000 kg 

CA 1 cu lo de 1 as masas: 

m4 • 11.213 kg-seg 2/cm 

CAiculo de rigideces: 

Considerando un sistema de marcos rlgldos, la rigidez seré: 

Kc • 
12 El 

7 , para cada columna de cada entrepiso. 
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Kl 
2 [ 12 (2.0x10 6¡ 6 068.7) • 6 794.113 kg/cm 

(350) 3 

K2 Kl 6 794.113 kg/cm 

K3 
2 ! 12 ¡2.ox106¡ 5 082. 2) 

5 689.693 kg/cm 
(350) 3 

K4 K3 689. 693 kg/cm 

Obtenemos los modos y frecuencias de vibración con Newmark y 

Holzer. 

2.65 - 1 • 22 

2.39 - o. 48 

J. 78 o.66 

1.00 1. 00 

1 er. Hado 2do. Hado 

p 2 50.07 rad/seg 2 p 2 308.47 rad/seg 2 
1 2 

o.88 seg 0.36 seg 
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1. 22 -3.44 

-o. 58 4,55 

-1. 11 -2.67 

1.00 1.00 

)er. Hedo 4to. Hedo 

p 2 
3 742.90 rad/seg 2 p 2 

4 1169.05 rad/seg 2 

0.23 seg o. 18 seg 

Desacoplamiento de las ecuaciones de equl 11 brlo, 

La ecuacl6n matrl clal de equl 1 lbrlo es: 

Hll ( t) + K >< ( t ) • ( t ) 

La so\uc16n para cada modo 11 j 11 se puede escribir como: 

XJ * 1 J Y J 

El desplazamiento total se obtiene con la suma 

><(t) • z1 Y1 + z2 Y2 + •.• + ZJ YJ • ¡; Zn Yn • 

n•l 



- 251 -

Ap 1 1 cando las condiciones de ortogonalidad del moao con res pee-

to a las matrices de masas y rigideces, se obtiene: 

H*. y J + K• j yj • P• J ( t) 
J 

con 

ti• J zT 
J ti zj 

K*J zT 
J K zj 

P• J zT 
J 

p (t) 

Para el problema en cuest16n se tiene 

[ ";" 
o o 

. .Lj 21. 41 o 
ti • o o 16.31 

o o 

[""'" -6794.t o ., .. q -6794.1 12483.8 -6794. 1 
K • o -5689.7 11379.4 

o o -5689,7 5689.7 

zT ti z. J J 

r 
1.78 2.39 ,_,~ ['·" o o 

o J [' ' ' '~ o.66 -o.48 -1. 22 o 21.41 o o 1.78 o.66 -1.11 -2.67 
-1.11 -0.58 1. 22 • o 16.31 o · 2.39 -o.48 -o.se 4.55 
-2.67 4.55 -3. 44 o o o 11.21 2.65 -1.22 1.22 -3.4~ 
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l''·"' 
-0.7503 o. 38113 

'"'"~ -0.7503 58.8190 1. 2208 2.7464 
0.3812 1 .2208 77. 600 2 .4146 

2.4696 2.7464 2.4146 651.992 

nos Interesa la diagonal principal de la matriz 

[

68. 772] 
58.819 
77. 600 

651.992 

[ 

1.78 2,39 2.6~[13588.2 
o.66 -o.48 -1.22 -6294,1 

-1.11 -0.58 1.22 o 
-2.67 4.55 -3.44 o 

-6794.1 o u~ 1 1 1~ 12483.8 -5689.7 o 1.78 o.66 -1.11 -2.67 
-5689.7 11379.4 -5689,7 2.39 -o.48 -0.58 4.55 

o -5689,7 5689,7 2.65 -1.22 1.22 -3,44 

[

3429.3915 
-59,01097 

114.6298 
584.103 

-59,01099 
18089,5118 

651.7902 
2081.915 

114.6299 584. lOÚJ 
651. 7902 2081.9154 

57074.98 -651.4872 
-651.487 758129.128 

nos Interesa la diagonal principal de la matriz 

[::~:::3~~ 
57074.98 
58129.13 
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zT 
J 

F (t) 

[ 1. 78 2,39 

'"~ [' w {"''J o.66 -o.48 -1.n 0.75 0.95 
-1. 11 -0,58 1.22 o.50F(t) 0.183 :r(t) 

·2. 67 4.55 -3.44 0.25 0.4125 

Ecoaclones desacopladas 

268.8 ; + 13429.4 y • 4.2 F(q , para el ler. ose! lador mod'11 

• 13425 • 4 • 7,068 rad/$eg 
268. 8 . 

58.8 y 2 + 18089.51 y 2 u 0,95 F{t) , para el 2do. oscl lador modal 

.. j1soa9.51 
58.8 

rad/seg 

77.6 y
3 

+ 57074.98 y
3 

~ 0.18 F{t}, para el 3er oscl lar modal 

·J 57074. 98 
77 .6 

27, 120 rad/seg 

652.0 94 + 758129.1 v4 • o.41 F(t) , para el 4to. oscl lador modal 

.1758129.1 
V 652 

• 34.099 rad/seg 
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La soluc16n para cada ecuación desacoplada se obtiene medlante 

la siguiente expresión: 

y(t) • y
0 

cos p t + .!12. sen 
p 

t + ...L \F(w) sen P (t-1') d'I' 
mp o 

1ntegra1 de Duhame 1 

Ley de los senos en Integral de Duhamel 

y(t) • sen P t ~t F(I) cos P (t-'ll) d't - cos Pt _.!_ ( 
mp 

F(t) sen Pl:'d'll 

o o 

o bien: 

y(t) • l A(t) sen Pt - B(t) cos Pt) / m p 

utl 1 Izaremos el criterio de Slmpson para Integración. 

.: 



N 

:s 
: ' 

: zo 
: 21 

Z5 
2.6 
2.7 
28 
29 
30 

: ~1 

1:i~ 

1NTE6R/\L DE f"IUl11\MEl . ~OSCILADOR· 
t . _, ... _ . --· 1 ---------,-------

E\/.:,, L' AC l O rl ~E ·¡: 

:1.300:0.(1()():1''.'J~2:-Q.'J5bl '"·'''": 
: 1.;.5,;o.ooo:· ll/1515 :-n:JJ'5 I ~. --vr: 
: l.<tO'J' o '>TJ=-avu.:-o.J~' J 1·:0.ron: 
: 1!15o: o.ro:-n<.~1,~:-0:1;,71 '''('): 
: 1.500:0.()(X):-o.?,J~'/:·0.11~:. r) .. ()(ffl: 

EV11LUAC10N DE •B 
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INTEGRAL OE'. · DUHAMEÜ, 2.do OSCil..A[)OR G-~~ 0.01<01 

EVAL..U A e I o:N DE A {9)10Jlf11.t4ll05)-(lq¡yct) ¡ 
: : :G•(l1): 

(15) ¡ {l') ¡ (17) ¡ (18) l 
: 1 

.: 2 : : 

: 155 :J.30J1 1.l•77: - .W,77 i:?.~3) ~.2BIB :-OM>":l.Si,,7 :o.or.'l'l: 
: • 2uo:-s.111n: M\711>: -. :ta,11::i.BaS3: 
: . S· 1 2.'2.181 :-7, 
: ¡¡ 4 ~3.?0 -i.1?3;: 
.: 7 :o.'9!?'3.%21;.c.ep,§12~:-1-1¡:55{.(I ~J~~: 1 U,:()gc)-" :-B..n:-i.3'J20:11.1l!l7:0.11S6: 
;- S :a.~:4.¡~~:Q.911'Jt 11~: 4 1,.1f65,2l.01:!lt MO.J,l: 4 156;-2.11!SJ: - - - -
! 9 ·:0.400 ~7~0:°"'7¡¡:0.~ '- ,.!7JO :-11.éÉf) &~:-7.9Qj!i:J4:7825:0.Z}32: 
: 10· :o.ao :4.7.ro;o.,':l'3:-ao3Q'1 Z5~: : 
: 11 :osoo:q,7:,a:Q.'-JlS:-ü'l'JJB 'l.'JW :11:li."15.?ZM:-JJ.1jé:.r>1¡,s1 :om,~: 
: 12. :C.550;4~!'021'/'!1~ J3%.i-.:i.1''ió: : : : 
: 13 ;,~ :~J5.UJ5c -1.2.-ZSS: 1 :-1.102fü1.;312:0.re?S: 
: 14 'lSW! -1.Jí'!)G: 4' 
: 15 :a7oo:4.75D::a283:Q.'l578 4~5194: 1 1.5-:'H l-1-2~6 -3'5S: i -J.3'ó8 Hti>Bi 1.51,1:-1 :~:0.2119: 
: 1 & :a. ~o :q.:50:0.5523 :CL83% ms: 'i · 5.8'lz_::w.'JOl9: 2.'2.J4 ~ 4 w:19.%:nem: 
: 17 ;15.6293 .7l19: 1 71:-002h5:15...~3':0.250B: 
: 1B 51l'.11! Zl)1Ql: + 
: 19 1 
: 20 : : 
: 2.1 
: 22 : : : ' : 
: Z3 -
: 24 : : : : 
: 2.5 !276~~;::+'~~:=':+"~~~~7--~~::!J:.=-:~.:;::_;~~~:~~~~~.....;:::.!.!o!:..p~'"+:~"+'::=..· 

: 2.7 
: 26 : : : 
: 29 
: 30 : : : : 
! 3! :!.~'º" "-"!~.o :o.15f~.26! 
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Para el tercer y cuarto oscl lador usaremos el programa del Pr2,_ 

blema E-9 para ~1 criterio de Slmpson: 

77.6 Y3 + 57074.98 Y3 - 0.18 F(t) 

solucl6n 

G - 4.75167 X 11- 6 

{eeg) (kg} (cm) 
T o. 1 F a o.o y - o 
T 0.2 228. 1 y - 0.00353 
T 0.3 456.3 o. 00921 
T o.4 684.4 y - 0.01098 
T 0.5 912.5 y - 0.0177 
T o.6 F = 912.5 y . 0.0158 
T o. 7 F . 912. 5 y - 0.0161 
T o.8 F - 912. 5 0.0175 
T 0.9 912.5 0.0146 
T 1. o F - 684.4 0.0146 
T 1.1 456.3 y - 0.00544 
T 1. 2 228. 1 0.00678 
T 1. 3 y 0,00214 
T 1 . 4 o y . 0.000643 
T 1. 5 o. 000972 
T 1. 6 F - y . 0.00241 

652.0 Y4 + 758129.19 - o. 41 F ( t) 

G • 7,49641 X 10- 7 

T 0, 1 o o 
T 0.2 520.9 0.000774 
T 0.3 . 1041. 9 y 0.00140 
T o.4 . 1562.8 y 0.00231 
T 0.5 • 2083.8 0.00281 
T o.6 • 2083,8 0.00305 



- 25B -

T a 0.7 f • 208).8 y o. 00287 
T o.a f • 2083,8 y 0.00295 
T a 0.9 a 1562,8 y 0.00295 
T 1.0 . 1041. 9 y 0.00212 
T . 1. l 520.9 y . 0.00163 
T 1. 2 f . o y 0.000519 
T 1. 3 F o y 0.000262 
T 1. 4 F o y . 0.000250 
T 1. 5 F . o y . 0.000220 
T l. 6 F . o y . 0.000174 
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Para el Nivel 1. 

t 1 z11 yl z21 y2 z31 Y31 Z41 Y4 Z¡¡ y 1 

o 1 o 1 o 1 o 1 o o 

0.1 1 0.319 1 0.0294 1 0.0035 1 0.00077 0.0656 

0.2 1 o. 2359 1 0.1446 1 0.0092 1 0,0014 o. 3911 

0.3 1 o. 7030 1 o. 2286 1 0.0140 1 0.0023 0.9449 
0.4 1 1. 3993 1 0.2382 1 0.0177 1 0.0028 1.6580 

0.5 1 2.1509 1 o. 2766 1 0.0158 1 0,0031 2. 4464 

0.6 1 2 .6341 1 o. 2826 1 0.0161 1 0.0029 2.9357 
o. 7 1 2.6201 1 0.2419 1 0.0175 1 0.0030 2. 8825 

o.a 1 2.1158 1 o. 2508 1 0.146 1 0,0030 2. 3842 

0.9 1 1 .3276 1 0.2587 1 0.0146 1 0.0021 1.6030 

1.0 1 o. 4734 1 0.1211 1 0.0054 1 0.0016 0.6015 

1.1 1 -o. 2304 1 0.0079 1 0.0068 1 0.00052 -6.2152 

1.2 1 -0.6378 1 0.0313 1 ·0.0021 1 +o.00026 -0.6083 

1. 3 1 -0.7116 1 0.0101 1 0.00064 1 -0.00025 -o. 7011 

1. 4 1 -o.4488 1 -0.0350 1 0.00097 1 0.00022 -o. 4826 

1. 5 1 0.0264 1 0.0026 1 -0.0024 1 -0.00017 0.0264 
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Para el nlvel ~. 

t 1 z12 yl z22 Y 2 Z32 y3 z42 Y4 zlJ v, 

o o o o o o 
o. 1 0.0568 n.0194 -.0039 -.0021 0.07 
0.2 o.4199 0.0954 -.0102 -.0037 0.50 
0.3 1 . 2513 o. 1509 -.0122 - . 0061 1. 3 8 
o.4 2.4908 o. 1572 - • o 196 -.0075 2.62 
0.5 3,8286 o. 1826 - . o 175 -,0083 3,99 
o.6 4.6887 o. 1865 -.0179 - • 0077 4. 86 
0.7 4.6638 o. 1597 -.0194 -.ooao 4.Bo 
o.a 3,7661 o. 1655 -o. 162 -.0080 3,91 
0.9 2.3631 o. 1707 - . o 162 -.0056 2. 51 
1 .o 0.8432 0.0799 - . 0060 -.0043 0.91 
1. 1 -.4101 0.0052 -.0075 - . 001 4 -0.41 
1. 2 -1.1353 0.0207 o. ºº 2 3 -.0007 -1. 113 
1. 3 -1.2666 0.0067 -.0007 0.0007 -1. 260 
1. 4 -,7989 - • 0231 - . 0011 -0.0006 -o. 82 4 
1. 5 0.0470 o. 0017 0.0027 0.0005 o. 052 
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Para el nivel 3. 

2. 39 -o.48 

t 1 z31y1 z,2 v2 233 Y3 Z43 y 4 ZIJ YI 

o 
0.1 0.0762 -.0141 -.002 0.0035 0.0636 
0.2 0.5638 -.0694 -.009 0.0064 o.4918 
0.3 1 .6802 -. 1097 -.0064 0.0105 1. 5746 
o.4 ).)443 - • 1147 -.0103 0.0127 3.2320 
0.5 5 .1407 - .1328 -.0092 0.0141 5.0128 
o.6 6.2955 - • 1356 -.0093 0.0132 6.t6)8 
0.7 6.2620 -.1161 -.0102 0.0137 6.L494 
o.e 5.0568 -.1204 -.0085 0.0137 4.9416 
0.9 3.1730 -. 1242 -.0085 0.0096 3.0499 
1.0 1. 1314 -.0581 -.0031 0.0073 1 .0776 
1.1 -.5507 -.0038 -.0039 0.0024 - • 5560 
1. 2 -1.5243 -.0150 0.0012 o. 0012 -1.5369 
l. 3 -1.7007 -.0048 -.0004 -.0011 -l. 7070 
1. 4 -1.0726 0.0168 -.0006 0.0010 -1.0554 
1. 5 0.0631 -.0012 0.0014 -.0008 o. 0625 
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Para el nivel 4. 

t 1 Z41 y1 Z42 y 2 Z43 Y3 Z44 Y4 z 1 jy 

o o o o o o 
0.1 0.0845 -.0358 0.0043 -.0028 0.0502 
0.2 0.6251 - .1758 o. 0112 -.0048 o.4557 
o. 3 1.8630 -.0278 0.0134 -.0079 1.8407 
o.4 3.7081 - • 2897 0.0216 - • 0096 3.4304 
0.5 5,6999 - '3363 0.0192 -.0103 5,3725 
0.6 6.9804 -,3435 0.0196 -.0100 6. 6465 
0.7 6.9433 -.2942 0.0213 -.0103 6.6601 
o.e 5. 6069 -.3050 0.0179 - • 0100 5.3098 
0.9 3.5181 -'3146 0.0181 -

1 0072 3. 2145 
1.0 1. 2545 -.1473 0.0063 -.0055 1. 1081 
1.1 -0.6106 -.0096 0.0084 - . 0017 -0.6135 
1. 2 -1.6902 - • 0381 -.0027 -.0010 -1.7320 
1.3 -1.8857 -.0123 0.0006 0.0007 -1.8967 
1. 4 -1. 1893 0.0426 0.0015 -.0007 -1. 1460 
1. 5 0.0700 0.0032 -.0033 0.0007 o. 0642 
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PROBL EllA E• 19 

Del sistema mostrado en la figura, real Izar el anál isls slsmlco 

dlnAmlco Hodal tspectral ~n la dlreccl6n X. Considerar el es· 

pectro de dlsefto en la Zona 8, Terreno 111 y un factor de duc· 

tllldad Q. • ~. 

K • 5640 

18. 71 
K • 5 660 m,masa • [T seg2 /m) 

K • 6600 

K • 7530 

K • 780 O K, Rigidez • [T/m] 

zo.56 
K • 8!100 

Zl.60 

21.81 

Zl .83 
K • 10060 

K= 10710 
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Por alguno de los métodos num6r1cos encontramos los tres prime-
ros modos de vibrar, 

¡- - .... 14.32 ·t -5.42 2.94 
1 1 
1 1 
1 1 3. 82 -+ -3. 98 o.88 r-·-. -
1 

! 12.34 -1. 49 -1. 79 T""·-· 

1 
1 
1 11. 56 0.99 ., -3. 00 ... -·-· 
1 1 

1 1 1 1 1 
10.1 o 1 

2,95 
1 

-2.35 ·-·-·· ... .. 
.1 1 1 

1 1 1 1 1 
8.41 1 4.21 1 -0.41 ....... T .. 

1 
1 1 
1 1 

6,60 1 4,55 1.62 ..... t-
1 1 
1 1 
1 

4. 77 1 
3.98 2.69 t- t· 1 

1 1 
1 1 

2.82 .l. 2.67 ' 2.37 1 T• 
1 
1 

ler. Modo 2do. Modo Hodo 

p2 
1 • 10.89 p2 

1 • 80,66 p2 
1 • 211.5 

pl • 3, 30 rad/seg p2 • 8.98 rad/seg p3 • 14.54 rad/seg 

Tl • 1.90 seg T2 • 0.70 seg T3 • o.4J seg 
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23,90 o o o o o o 

21. 83 o o o o o o o 

o 21.83 o o o o 
o o 21.60 o o o o 
o o o 20.56 o o o 

Ha tri z de o o o o o 20.56 o o o o 
Has as o o o zo.3~ o o o 

11 o o o o 18.77 o o 
o o o o o 18.59 o 
o o o o o o 18.59 
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Las fuerzas sfsmtcas máximas se obtienen por medio de la 

expresl6n para cada modo. 

qn max H l San 
H*n 

y el desplazamiento se puede calcular con la ecuación 

Un max ... Zn S dn 

H*n 

San • P2 Sdn 

Sdn • San 
7 

para el primer modo 

18125.42 

/[n • z\ H 1684.44 

T • 1.90 seg, compar~ndolo con los valores del perfodo para un 

terreno de Tipo 111; en la Zona B del espectro de diseno, 

se tiene que: 

T )T
2 

, es decir, 1.90) o.So 

a • 

Sdn es afectado por el factor de ductll ldad Q • 4 

Sdn •ax g /QF • 0.17 x 9.81/4(10.89) • 0.0383 m 
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14. 3 2 
13.82 

un max 12. 34 18125.42 
11. 56 1684.44 

1o.1 o 
8.41 
6. 60 

4. 77 
2.82 

para el segundo modo: 

H• 2•zT2 11 z2 • 2418.34 

i'in •ZTZ 11 1 231.97 

X 0.0383 • 

0.0515 
0,0497 
0.0444 
0,0416 

0,0363 
0.0303 
0.0237 
0.0172 
0.0101 
0.0036 

T • 0,70 compar6ndolo con el espectro de diseno: 

T1 ( T ( T2 , es dec:lr,0.3( Q,7(0,8 

a • e 

en 

Sdn •ex g/QP • 0.40 x 9.81/4(·80.66) • 0.0122 m 

[m] 
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-5.42 -0.0063 
-3. 98 0.0047 
-1. 49 o. 0017 

0,99 0.0019 
2,95 0.0035 
~. 21 11.U.L X 0. 0122 0.0049 en [m) 

4,55 2418.34 0.0053 
3,98 0.0047 
2,67 0.0031 

o. 0012 

para el tercer modo: 

H•3 zT 
3 

H Z3 896.66 

~n zT 
3 H 13. 05 

T o.43 r1< T < T2, es declr,0.3 (.o.43 (o.8 

S dn • 0.40 X 9,81/4(211.5) • 0.0046 

2.94 0.00287 
o.88 0.00006 

-1. 79 0.00012 
-3.00 0.00020 
-2. 35 0.00016 

U3 max -o.41 ..!..h2.L X 0.0046 0.00003 
1. 62 896,66 0.00011 
2.69 0.00018 
2. 37 0.00016 

0.00007 



como Un ~ Zn 'Jn San 
H* n 

Un Zn 
H* 

Cálculo de las 
n 

fuerzas 

H P
2 Un 

Para el primer modo 

1o.152 
19.846 

-11.518 

ql 21.429 ton 

6.891 
7,980 
3,265 
7,275 
0.0700 
1.9660 
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1 
;;r 

San 

o!smicas 

KLUn -~::tor 

Matriz 

de desplazamiento máxl 

de Rlg ldez 

1o.152 
29.998 
18. 480 

vl . Sql• 39,909 ton 

46.800 
54.780 
58.045 
65,32 
65.39 
67. 356 
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Para el segundo modo 

-9.0240 -9.024 
-7,9560 -16.980 
-2.1600 -19. 140 
t. 821 u -17,319 

q2 . 6.3990 ton V2 • S q2 -10.920 ton 

7.6000 -3,320 
8.6780 5,;58 
9,3620 14. 720 
4,3940 19. 114 
3. 3380 22.452 

En e 1 tercer modo 

15.8484 15.8484 
-14.8296 1. o 188 

-.4908 0.5280 
-.8292 -0.3012 

q3 -.7128 ton V3 • -1.0140 ton 

- . 1430 1.1620 
o. 5369 -0.6251 
o. 8090 o. 1839 
o. 7214 0.9053 
o. 404 3 1. 3096 



Cálculo de 

Hatri z de 

a 1 turas de 

nivel H 
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101 JDomentoa de volteo 

3,05 o o o o o o o o 
3.05 3,05 o o o o o o 
3,05 3.05 3,05 o o o o o o 
3,05 3,05 3,05 3,05 o o o o o o 
3,05 3.05 3,05 3.05 3.05 o o o o o 
3,05 3.05 3,05 3,05 3.05 3,05 o o o o 
3,05 3,05 3.05 3,05 3.05 3.05 3.05 o o o 
3.05 3.05 3.05 3,05 1.os 3.05 3.05 3.05 o o 
3,05 3.05 3.05 3,05 3.05 3.05 3,05 3.05 3.05 o 
3.05 3.05 3,05 3.05 ).05 3.05 3,05 3,05 3.05 4.00 

Para el Primer Modo 

30,9686 

122. 4575 
178.8215 

300. 5440 
44,. 2840 

Vector de momentos de volteo 610.9630 ton .. m 

Mv 1 • H·v1 
787. 4002 
936. 6262 

1186.0657 

1456. 4867 
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Para el Segundo Hoclo 

Para el Tercer Hodo 

-27. 5232 

-79.3122 

-137,6892 ton - m 

-190. 5123 

-223,8182 

-233 .9442 

-217. 6022 

-172. 7062 

-114. 4085 

-24. 6005 

48.3376 

51. 4450 

53, 0554 

52.1367 

49.0440 

45. 5000 

43. 5934 

44.1542 

46.9154 

52.1538 
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Superposición de respuestas modales: 

N 
2 2 2 

J1+J2+J3•U' JU' U1 U2 U3 U1 u 2 u 3 

10 0.0515 - • 0063 o. 00287 o. 0027 3,969x10-' B. 237x 1 o-~ o. 0027 o. 0524 

9 0.0497 -.0047 0.00006 o. 0025 2.209x10-! ~.6xl0-9 o. 0025 o. 0502 

8 o. 0444 -<J.0007 -.00012 o. 0020 2.89xlo-6 .44xlo-8 0.0020 o. 0448 

7 o. 04 lE 0.0012 - • 00020 o. 0017 1.44x10-6 ~. OOxl0-3 0.0017 0.0412 

6 o. 0363 0.0035 -.00016 o. 0013 1. 225x 1 o-! ~.56x10-8 0.0013 o. 0362 

5 o. 0303 o. 0049 -.00003 o. 0009 2.401x10_, ~.OOxlO-lO 0.0009 o. 0304 

4 o. 0237 0.0053 0.00011 º· 0006 2.809xlo-' 1 .21x10-8 o. 0006 0.0251 

0.0047 0.00018 
_, 

~. 24x1 o-8 
3 0.0172 o. 0003 2.209x10 o. 0003 0.0179 

2 0.0101 0.0031 0.00016 o. 0001 9,610x10-E ~. 56x 10-8 0.0001 0.0105 

1 o.003E 0.0012 0.00007 1.296x10-5 1.44xlo-6 ~.90xlo-9 1.4405x10- 5 o. 0038 

N 
2 2 2 F ql q2 q3 q 1 q 2 q 3 

10 10, 152 -9. 024 15.8484 103.063 8 l. 433 251.172 20. 873 

9 19.846 -7,956 -14.8296 393. 864 63. 298 219,917 26. 023 

8 -11.518 -2. 16C -0.4908 132. 664 4 .666 0.241 11. 729 

7 21. 429 1.8210 -0.8292 459, 202 3. 316 0.688 21.522 ton 

6 6.891 o. 3990 -o. 7128 47. 486 40. 947 0.508 9.431 

5 7.980 7, 6000 -. 1480 63.68 57. 760 0.022 11. 021 

4 3.265 8.6780 o. 5369 10. 66 75. 308 0.288 9.287 

3 7 .275 3. 3620 0.8090 52. 926 87. 647 o. 654 11.884 

2 0.0700 4.3940 o. 7214 o. oo'5 19. 307 0.520 4. 453 

1 1. 9660 3, 338 o. 4043 3. 865 11. 142 0.163 3,895 
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V ·J 
N vt v2 V3 

2 v2 v2 V V 1 2 3 

10 10.152 -9. 024 1 15.8484 103.063 81.433 251.172 20.873 1 

9 29,993 -16.980 1.0188 699.880 288. 320 1.038 34 .485 

8 18.480 -19.140 0.5280 341.510 366. 340 0.279 26;615 

7 39.909 -17.319 -0.3012 1592. 723 299,948 0.091 43 .506 ton 
6 46.800 -10.920 -1.0140 2190.024 119.246 1.028 48.066 

5 54. 780 

4 53.045 

3 65.320 

2 65.390 

1 37.356 

N "•1 

o )0.9636 

9 122.8215 

8 178.8215 

1 300.5490 

6 443. 2840 

5 610. 3630 

4 787.4002 

3 986.6062 

2 1186.0657 

1 1456.4867 

-3.320 -1.1620 3000.848 11. 022 1.350 54.893 

5.358 -0.6251 3369.222 28.708 0.391 58.295 

14.720 0.1839 4268. 702 216.678 0.034 66.973 

19.114 0,9053 4275.852 365.345 0.820 68.132 

22.452 1.3096 4536.831 504.092 1. 715 71.012 

"•z 
-27.5232 

~79. )122 

-137.6892 

-190.5123 

-223.8182 

-233.9442 

-217.6022 

-112. 7062 

-114.4085 

-24.6005 

2 Kv 
3 

Kv3 

48.)376 

51.9450 

53.0554 

52.1367 

49.0440 

45,5000 

43.5934 

44.1542 

46.9154 

52.1538 

Hv21 

958.745 

14995.398 

31977.129 

90326.696 

196500. 705 

372542.972 

619999,075 

973391. 794 

140675.845 

2121353.507 

Hv22 2 
Hv 

3 "" 
757. 527 2336.524 6).662 

6290.425 2646.53~ 157. 701 

18958.316 2814.875 231.841 

3629~936 2718.236 359,639 t 

5009~587 2405.314 499 .ooo 

54729.889 2070. 250 655.243 

47350. 717 1900.385 818.077 

29827. 432 1949.583 1002.581 

13089. 305 2201 .055 1192.494 

605. 185 2120.019 1457.628 

on-m 
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PROBLEMA E-20 

Con los mismos datos del Problema E-19 encuentre las fuerzas 

y los cortantes s!smlcos. Utilizando el análisis Sfsmico Estático. 

Solución 

a) Análisis slsmlco estático 

w10 182. 37 
3,05 K 56~0 

W9 182. 37 
3,05 K 5660 

Wg 184. 13 
3,05 K 6600 

W7 199, 54 
3,05 K 7530 

w6 201.69 
3.05 K 7800 

ws 201.69 
3,05 K 8300 

W4 211. 90 
3,05 K 8930 

w3 214. 15 
).05 K 9200 

w2 214. 1 5 
3.05 K • 10060 

wl 234.46 
lt.oo K a 18710 
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Solucl6n 

Contlbucl6n 1 ineal 

Nivel WI h 1 W1h 1 
w hl 
llWihl 

1 o 182. 3 7 31. 45 5735,54 0.17 

9 182. 3 7 28.40 5179,31 0.15 
8 184. 13 25.35 4667.70 0.14 

7 199,54 22. 30 4449.74 0.13 
6 201. 69 19. 25 3882. 53 o. 11 

5 201. 69 16.20 3267.38 0.09 
4 z tt.90 13. 15 2786.49 o.os 
3 214. 15 10. 10 2162.92 0.06 

2 214. 1 5 7.05 1509.76 0.04 

1 234.46 4 937.84 o. 03 

SUHA 2026.45 34579.21 1 

Contrlbucl6n espectral 

e • o.4o, O.• 4, e/O.• 0.10 

NI vel w~~1h 1 ¡: w, F V 

10 31¡1¡. 1¡97 31¡. 1¡50 3". 1¡5 

9 303.968 30.397 64.847 
8 283.703 28. 370 93.217 

7 263.438 26.344 119. 561 
6 222.910 22.291 141.852 

5 182. 3 81 18.240 160.092 
4 162. 116 16. 212 176.304 

3 121.587 12. 159 188.463 
l si. osa 8. 106 196.569 
1 60.794 6.079 202.648 



C~lculo 

1. T 

CT 

H 

T 

2. T 

V 

34.45 

64.85 

93,22 

119. 56 

141. 85 

160.09 

176.304 

188.463 

196.569 

202.648 

- 2?7 -
del Período 

CT H.1/4' 

= 0.025 para concreto 

• 31. 45 m = 3145 cm • 

• O.OJ5 (103.182) 314 

[ .!. J: w 1 x2 
1 6.J g 

i:F 1 X 1 

K V/K X(m) 

5640 0.00611 o. 1 557 

5660 o. 01 15 o. 1495 
6600 0,0142 o. 1381 

7530 0.0159 o. 12 39 
7800 0.0182 o. 1080 

8300 0.0193 o. 0898 

8930 0.0197 0.0705 

9200 0.0205 o.osos 

10060 0.0195 0.0303 
18710 0.0108 o. o 108 

103.18 2 pies 

/,¡33 seg 

1.-2 

1 20. 91421 l/e. 
T • 6, 3 [ 9.Tf rr.31i5J 

T • 1,9038 seg 

Según el espectro de diseRo 

T)T 2 ; 1.9038)0.8 

Existe reducción de fuerzas 

sfsmlcas. 

Reducción de fuerza sfsmlca 

e• 0.40, r • 1, T2 = 0.8, T = 1.9038 , Q • 4 
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K1 • o.42 (1 -1(1 - o.42)) 2026.45/34579.21 • 

K1 • 0.18 (0.06) • 0.0105 

K2 • 1.5 rq (1 - q) 11 11 ( w1h1
2) 

K2 • 1.5 (1) 0.42) 2026.45/745,583.44 • 0.00099 

K1 & • 0.0105 ~ ª 0.00105 

K2 & • 0.00099 ~ • 0.00010 

Nivel W1h ¡ K1 C/Q w,h21 K2 C/Q 

10 6.022 18.038 

9 s.438 14.709 
8 4.901 11.833 

7 4.672 9.923 
6 4.077 7 .474 

5 3.431 5.292 -
4 2.926 3.664 

3 2.271 2. 185 
2 l. 585 1. 064 
1 0.985 0.375 

F V 

24.060 24. 06 o 
20. 147 44.207 
16. 734 60.941 
14.595 75.536 
11. 551 87. 08 7 
8. 724 95.811 
6. 594 102.405 
4.456 106.861 
2.649 109.510 
1. 360 110.870 

V/K X(m ) 

0.0046 0.094 
0.0078 0.090 
0.0092 0.082 
0.01003 0.073 
0.01117 0.063 
0.012 0.052 
o .011 0.040 
0.012 o. 029 
0.011 0.017 
0.006 0.006 



- 279 -

PROBLEMA E-21 

Considere una pila fijada en la base, sujeta a una funciOn 

de carga Po en el extremo superior, como se muestra en la 

ti gura :&-21.A. Encuentre las ecuaciones que gobiernen a la 

respuesta del desplazamiento y a la fuerza axial. 

P(t)= Po Ptt) 

k= A E ff,..,._ ________ _ 

L • • conatante 
Po 

X 

y 
Pigura ll-2hl 

Solucion: 

Las dos condiciones limite que deben considerarse en este 

caso son: 

At y=O Zn(o)= O 

At Y=L N(L)=AEZ' (L)=O 

Sustituyendo el primer ceso en la ecuaciOn 4.1.8 

Zn:An sen~ (O) +. Bn cos '!::! (O) ;: O 
V V 

Bn O 

Haciendo la primera derivada de la ecuaciOn 4.1.8 1 tomando 

B~=O y sustituyendo la segunda ecuaciOn queda: 
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EA Z' (L)=EA An ~coa ~ L O 

V V 

La soluciOn trivial An=O es exclusiva para un caso en pa~ 

ticular. 

Si An ~ O entonces: 

cos ~ (L)=O 
V 

Para lo cual 

~(L) =Zn;ln 

La configuraciOn modal de la viga estA dada por 

Zn (x) = An sen ~n<l.l Donde ~n determina 
2 L la eecála del modo. 

y la frecuencia de vibraciOn resulta 

donde n=l, 2,3,4 •••• modos de vibrar 

La masa y la carga generalizada resulta como: 

L 
Mn = J m(y) zn

2 
(Y) dy 

• J
L 2 

= m (y) 
0 

Zn (y) dy 

j l 2 
m (y) An 

0 
sen 

Si An = 

y 

L 
Pn • J Pu (y

1
t ) Zn (y) dy 

o 

n par 

-n impar 

Mn m 

-Po Zn (L) 

(2n- l "11...L )dx• 
-2- L. 

L 
2 

..± Po 

La respuesta de la coordenada generalizada es: 
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Mn Vn + w n 2 
Mn Vn = ~Pn 

entonces Yn ( t) 1 J Pn (7;) senWn ( t- 'li) d'li 

='Mn'n' Integral de Ouhamel 

Yn (t) = l [}o( 1-cosc.Jnt J 
~~ 

= m~ ~~2 ( 1- coaWn t 

La respuesta del desplazamiento sera 

"" x( y,t ) = L Zn (y) Yn (t) 
n=l 

""' x (y, t) = E !•en 1!!.=.-!. JU.. ( 
n=lL 2 L :J [ 

2 Po 

iñL uln 
La evaluaci6n mínima será para 3 modos de vibrar. 

d-
x(y,t) =~ ....!:_. ~ [ ! l -coswnt 

l1 2 AE n=l ( 2n-l )2 

La respuesta a fuerza Normal resulta 

N ( y,t) = EA !!z 
dx 

sen ( ~ lf.J'_n 
2 '- _J 

.... 
=BPo

2
L !: 

Tr n=l 

1! ~ <2n-1 U!. cos <!!!::! 1IL fl 
L (2n-1) 2 2 L 2 L J 

.... 
L [! ~ cos (~ TTJ'. il 
n=l 2n-l 2 L _j 



- 282 

PROBLEMA E- 22 

Encuentra la respuesta dinámica de una viga, simplemente apoyada, 

sujeta a una carga Po en f'unc16n de tiempo localizada a una distancia 

L/2, como se muestra en la figura B-22.A ~ 1 P(t)=Po P(t) 

Bi;;I ~=~~::;:-::;m~::!· "il,,_..,.. y PD 

Lx L /2 L / 2 t 

K • E I , i • conatante. 
Pigura 1-22 .& 

Soluci6n: 

Las cuatro condiciones límite para una viga simplemente apoyada son: 

Z(O) =O 

,)i(O) • EIZ" (O) = O 

At Y•L Z(L) =O 

.}(,(L) • EIZ" (L) •O 

Sustituyendo en l• ecuaci6n 4.2.3, tenemos: 

Z(O)= senh ~n (O) + An" cosn ll.n (O) + B'nsenll.n (O) +B"ncos)\n(O)=O 

Z(O)• An" cosh il.n (O)+B"n cosll.n (O) = O 

y para Z"(y) tenemos 

Z"(0)=)1..
2
(A'n senh :11.n (O)+A"n cosh Xn (0)-B'n sen X n (0)-B"n cos.:>..(o>) 

Z"(O)= ll.
2

(A"n cosh "-" (0)-B"n cosll.n (O) ) = O 

Para lo cual 

A"n + B"n = O y A"n - B"n o 



- 283 -

por lo tanto 

A"n = B"n = o 

Similarmente sustituyendo la segunda condici6n en la ecuación 4,2,3 

y tomando en cuenta que A11n =B"n = O resulta: 

Z(L) = A'n senh)\.(L) + B'n senX(L) =O 

Z"(L) ="-
2

(-A'n eenh7'(L) + B'n eenX(Ll= O 

-A'n senh "(L)+B'n eenX(L) = O 

B'n sen)\.(L)= A'n eenh )\(L) (2) 

entonces sustituyendo ( 2) en ( 1) obtenemos: 

2A'n senh )\.(L) = O 

De aqu[ que A'n = O ya que la funci6n seno hiperb6lico no se desvanece, 

por lo tanto 

Z(L)• B'n sen A. (L) = o Para B1 n determina la escala del modo. 

Si B'n=O tenemos una soluc16n trivial exclusiva para un caso en portie!! 

lar, 

Para la proporción de la ecuaci6n de la frecuencia tenemos: 

sen /l.(L) = O 

Para lo cual 

A(L) = nfr ¡ n=l,2,3, •• oe. modos de vibrar 

·la frecuencia para )\. = nlr /J.. , donde por definición tenemos 

2-
~ 

El 

;w2
n= 

m 

( n Tr ) 4 
EI 

-¡:- -
m 
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o sea 

o bien 

n = n2 lT2 rE!'"' 
y ::-:-; 

m l 

La figura de vibración es dada por la ecu'aci6n 4.2.3, con A1'n=A'n= 

B"n =O 

Zn ( y ) + B' n sen nlt y 
T 

donde B' n determina la escala del modo. 

haciendo e 'n = 1 tenemos 

Zn (y) = sen n 'Ir y 
-¡:-

La carga y masa generalizada es: 

~ L 2 I L 2 
lln= 2n (y) m (y) dy = ñi sen !!!2!. d • ñi i 

o o L 
2 

L 
Pn = J Zn (y) p ( y,t) dy • Po Zn ( y•L/2 ) • QC..Po 

o 

donde <l. n•l,7,11, . .. 

n•par 

Resolviendo la ecuact6n de respuesta de las coordenadas normales; 

Mn Cin st W n2 
Mn qn = Pn 

qn (t) + _1_ JtPn (?i) senwn (t-tl) dt; 

MnWn o 

de aquí que 

;¡ (t) = ~ 
m L Wn 

1: 
~ 0senWn ( t - r: l d t: =2Po.,:n ( 1-cosWnt) 

J m L wi 
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La evaluación de la respuesta del desplazamiento es: ... 
x ( y,t ) .= z:: Zn (y) qn (t) 

n=l 

x(y,t) ( 1- cos Wnt) sen ~ 
L 

La evaluación de loa momentos dinámicos de la viga. 

)l,( y, t ) = EI O 2x 
E)T 
"" )1,( y. t ) = EI l. 2 Po "' n 

n=l iñ L Wn2 
( 1-cosWnt ) 

sen~ 

\... 
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PROBLEMA E-23 

Loe cuarenta pisos de un edificio largo que se muestra en la figura 

1-2,.A. tiene una altura de piso uniforme de 3.20 metros, con un peso 

JU' p110 do 260 tomladaa 7 con una inercia equi valonte a 

2'j eol- de ,,225 • 109 oa4 OON1tant1 • El piso de loaa es 

rlgid9, no se considera el amortiguamiento y la dcformaci6n por car-

ga axial. 

a) Determine la frecuencia de los tres primeros modos de vibrar. 

b) Encontrar la respuesta máxima de desplazamiento y el tiempo en --

que se establece cuando la estructura es sometido. a un impulso como 

se muestra en la figura: 

i'(t) -

Po. 6Cll'o 

1 • 210.9 ton/ ca2 

Figura 11-23.A 

P(t) 

t ••& 
lllpa110. 
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Solución: 

Las condiciones de borde son: 

At X=. O Z(O) =O 

Z'(O) =O 

At Y= J.. A= El Z" (L) = o 

V = El Z"' ( L l = O 

Entonces para la primera condición de borde 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Z(O) A'n senh '}l..(o) + A"n cosh /\.(O) + B'n sen.,.(O) + ll"n coa;\.(O) •O 

Z(O) = A"n coslt "'(O) + B"n ces;)\ (O) =O 

A'n = - B"n 

Para la segunda condici6n 

Z' (O) = 7'.. (A' n cosh .,._ (O) + A"n senh /\. (O) +Bl.cos /\(O) 

- B"n sen 7\(0) ) = o 

Z' (O) = /l. ( .A'n cosh 7' (O) + e•n cos;;\.(O) l 

A'n = -B•n 

Para la tercera condici6n 

Z"(L) .i'.2(.&'n eenb1'(L)+ A"n co1h1'.(L) -B'n aen)\(L)- B"n coo"'-(L))• O 

y para la curta condición 

Z"'(L) •X(.& •n coab1'(L)+ .l"n •llhl\(L)-ll'n 0017\.(L)- B•n aenJl..(L) )• O 

redyciendo tlratnoa en laa do• úl ti ... ecua.cianea y expreaandola en 

un aiate-. de ec¡¡aciones resulta 

A'n (senl\ 7\t + sen 1" L 

A'n (cosl\ 7\L + coa 1' L 

+ A"n (cosh 7'L + cos ">- L ) = o 

+ A"n ( senh '>"- L - sen A L ) = o 
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en forma matricial 

lc senh 7' L + sen .,._ L ) 

~ cosh)..L + COB.,..,L) 

(cosh .,...L + cos)'.. L 1 
( senil AL- sen>.L iJ [A'~ A":I ~ O 

Para. evitar la solucion trivial, se requiere que el determinante sea 

igual a cero. 

A= determinante = senh2 A L - sen2.?\L - coshi A. L - cos2.A..L -

por lo tanto 

A = l + cos)'.L cosh AL = O 

cos>-L cosh ~L = -L 

2 cos >.L cosh "- L = O ' 

Para encontrar los valores de la frecuencia tE:ndremos qu~ evaluar ~1 

lo cuál ya fueron e•1aluadoe, (leer modos normales de vigafi uniformes, 

punto 4,6 l por Young y Felgar • 

Para una viga empotriada - libre 

modo 7'.nL 

1.3751 

2 4,941 

3 7.3548 

LB evaluación de las frecuencias serán: 

Wn=(/'\nL)
2 J EI 

1 

- 4 m L 

Wn/W 1 

22.035 6.2669 

61.6972 
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masa = W / 981 = 260/9Rl = 0.265 Tnn a2 = 265.04 ~ 

cm 

m {x)= iñ = 40 265.04 / 12800 ) = 0.826 ~ 

cm2 

mL 
4 = 0.828 { 12600 )4 = 2.223 x 10

16 
kg e2 cm2 

E = 210900 Kg/cm
2 

B I • 3.225 x 109 (210900) • 6.802 x 1014 kg-ct12 

Las frecuencias de los tres primeros modos son: 

W1 = 3.5160 6.80bf014 · = 0.615 rad/scg 

2.223 X 1016 

cm 

T = 2 TI'= 10.216 seg w 
W 2 = 6.26€9 l 0.615) = 3.e54 red/seg, T2 = 1.63oseg 

W 3 = 17.5475 b.615) = 10 0 792rad/seg, T3 = 0 0 592 seg 
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Los primeros tres modos son: 

x/L 

1.0 r 2.000 t -2.000 • 2.00 

' ' 1 

' 0.96 j 1.8898 1 -1.61764 ,J 1.3787 t 
1 ' 

0.84 f 1.5601 -0.49261 -0.35563 

' , 
0.72 ¡ 1.2350 0.49475 l -1.28189 

0.60 ¡ 0.9227 1.17895 
1 

~ -0.94753 
1 1 

0.48 ' 0.6330 ~ 1.4392 0.26103 ~ , • 1 

0.36 
. 

0.3806 ~ 1.26626 1 1.32534 
1 

·, 
0.24 0.11102 ! 0.78852 1 1.41376 . , ' , ' 
0.12 0.0478 ' 0.2567 

. 
0,61120 . 

T i 

' o.oo o.oo o.oo o.oo 

ler.llodo 2do. Nodo 3er.Modo 

La ecuaci6n de la respuesta de desplazamiento en coordenadas gene-

ralizadaa es: 

q (tl = __ 1 __ ro~ (1;1 sen w n (t - ?i) d?r 

11n Wn J 
Int.egral de Duhamel 

Mn = L" m(x) Zn
2 

(x) dx = m (x) J~sen2( 2~-1 ~)dx = ;;;L 
L 2 

lln = 0.828 ( 12800 ) 5 300. 71 !!!::::! 
L 2 cm 

Pn ~ J:(><, t) Zn(x) dx = -Po Zn(L)a ! Po 
+n=par 

- n = impar 
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La variaci6n do la fuero a travéa dal Uo•po ee 1 

P(t) 

Po= 60 

ton 

La soluci6n integral de lJuhamel es: 

q(t)=_L J!g_(t-~) 
Mn uTtd W 

para t' td 

t taegl 

qCt) = __! 

Mn 

.l!2._ (td coa (t -td) + senW (t-td) - ~) 
ultd !JJ W 

para t > td 

Para W 1 = 0.615 rad/seg t' td 

t _L q(t) 

Mn 

~-2 - 29.927 0.00349 0.19651 -5.881 

().4 - 29.927 o.ooe90 o. 39310 -11.764 

0.6 - 29.927 0.01047 0.58953 -17.6.0 

08 - 29.927 0.01396 o. 78604 -23.524 

1 - 29.927 0.01745 0.98255 -29.405 
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Para W z" 3.e54 ~ y t ~ td 

seg 

t ....!_ Po (sen: t) (t- s::;wt ) 
Mn UJitd 

\1 

0,2 0,762 0.00349 
0.4 0.162 o.0069e 
0,6 0.762 0.01047 
o.e 0.762 0.01396 
1.0 0.762 0.01745 

Para W 3 = 10.792 ~y 
seg 

t ....!_ Po ( """ww t ) 
Mn w!~ 

0.2 - 0.097 0.00349 

0.4 -0.097 o.006e9 
o.6 -0.097 0.01047 
o.e -0.097 0.01396 
1.0 - 0.097 0.01745 

0.19651 
0.39302 
o.5e953 
0,78604 

o.9e255 

t ~ td 

(t-senWt 
-¡:;¡---

0.19651 

0.39302 
0.50953 
0.78604 
o.9e255 

q(t) 

0.150 
0.299 
0.449 

0.559 
0.749 

) q(t) 

-0.019 

- o.03e 

- 0.057 
- 0.076 

- 0.095 



- 293 -

Para W 1 =0.615 r•d/seg y t) td 

t l -Po (t-td) tdco1w(t-tdJ senW(t-td) -senw t q (t) 

¡;-U)~ td w -w--

1.5 -29.927 0.5 0.99999 o.0087 -0.0262 _29.403 

2.0 - 29.927 1,0 0,99994 0.0175 -0.0349 _29,404 

2.5 -29.927 1.5 o,999a7 0.0262 -0.04}6 -29,402 

3.0 - 29.927 2,0 ó.99939 0.0349 -0.0524 _29.396 

Para W 2 = },854 r•d/seg y t > td 

t 1 Po (t-td) cdºº" w( t-td) sen w't-td) _ senwt 
qlt) Mn cultcl w w 

1.5 0.762 0.5 0,99943 0.0087 ..(),0262 o.74a 

2.0 0,762 1.0 0,99774 0.0175 -0.0349 0,747 

2.5 0;762 1.5 0.99491 0.0262 -0.04}6 0.745 

'·º o. 762 2.0 0,99056 0.0549 -0.0524 0,742 
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Para ul 3 ~ 10. 792 rad/seg y t > td 

t ...!.. ~ (t-td ) td 008W(t-t4) senW{t-td) -senWt q(t) 

lln W~td 
w -¡¡¡-

1.5 - º•IJ'J7 0.5 0.99557 -0.0087 ..().0262 -0.09 

2.0 - 0,11J7 1.0 o.9a2'1 0.0175 i-o.0349 .0.094 

2.5 - Oo!J'J7 1.5 0.96036 0.0262 ..o.o.n6 -0.091 

'·º - 0,1197 2.0 0.92900 0.0349 -0.0524 -0,089 

Del resultado se obtienP. que la coordenada máxima para cada modo es 

en el tiempo t = 1 seg. Tubi~n se observa que la participac16n mo-

dal cada vez es 11enor a medida en que nos alejamos del primer modo 

de vibrar. 

En los tieapos mayores de td se nota un decremento muy pequeño en -

los valores de las coordenadas generaliz.:tdao q(t), ocasionados por 

las propiedttdeR genmétr1ca'4 y elásticas de lns elementos estructu-

r,.les. Sln et1bargo el decrPmento •s impercentible y no se conside-

ran los efectos del amortiguamiento, por lo tanto el movimiento se 

identifica como vibración forzada no amortiguad:~. 

Entonces, los desplazAmientos máximos serán: 

x{ t ) = i qi ( t) zi 
i=l 
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Para t. 1 seg. 

x(t) . '1. z1 + 112 z2 + ca, z2 :s(ca) 

2.00 -2.00 2.00 '"60.4(¡ 

1 .8898 -1.6176 1.3707 -56.91 

1.5601 -0.4926 -0.3556 - 46,21 

1.2,50 0.4945 -1 .2819 -35.82. 

0.9227 1.1709 -0.9475 -26,16 
•( 1 ).-29.405 + 0.749,. - 0.095 

0.63'0 1.4,92 0.2610 -17.5~ 

o.,806 1.266} 1.,255 -10.57 

0,1802 0.7052 1.41,a - 4 •. 15 

0.0470 0.2567 <i.6112 - 1.27 . 

0.0000 0.0000 0.0000 o.oo 
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PROGRAMA PARA MULTIPLICACION Y SUMA DE DOS MA'mlCES 

1111111 REM ARR~GLU •~TRIClAL 

lillil2 f'RlNT "Dil11E LA MATRIZ i\" 

1111115 INPUT "ORDEN DE N V M" ¡ N,M 

11111! DIH l•P(N,M) 

lil21i1 FOR I al TO N 

1131i1 FOR J •L TO M 

lil41 INPUT AP(I,J) 

lil5111 NEXT J: NEXT I 

lil65 PRINT ºDAME LA M~TRIZ B• 

lil6B INPUT •ORDEN OE o V P•¡ a,p 
171 IFl"l()DTHEN 281i1 

181! DIM BP(O,P) 

1191 FDR l• l TO O 
111 FDR J• 1 TO P 
111 INPUT BP(I,J) 

1211 NEXT J: NEXT l 

135 SCNCLR 

1411 PRlNT ºLA Ml<TRli: A ES"¡ N¡• 0 •¡H 

145 FOR I •l TO N 
1511 FUR J •l TO H 

155 PRINT • 

161 NEXT J: f'R lNT 

165 NEXT l 

•; AP(l,J) 

167 PRINT "PULSE RETURN" 

168 INPUT 

171 PRINT "LA M,ffRlZ B ES" O¡ • 0 •¡P 

175 FOR I • l TU LJ 

18111 FOR J • 1 TO P 

185 PIUNT " "¡8P(I,J) 1 

191i1 l•EXT J¡ l'RINT 

195 NEXT I 

2H PHINT 

21115 DIM (CP(N,M) 

21111 lf(N/H)O(O/P) THEI'< 25111 

213 5C~CLR: PtUt>T "LA SUMK DE f\ + 8 Eó" 

214 PRINT 



215 FOR l= 1 TO N 

22111 FUR J= 1 TU M 

225 CP(I,J)=AP(l,J)+BP(I,J) 

230 f->AWT" ";CP(l,J), 

235 i.cxr J: PIUM 

238 l~EXT l 

24111 PRINT "PUL.:iL llLTlJRi•" 

241 lfllPUT 

245 OIM Of'{N ,P) 

247 SCNGLH 
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25111 PAlNT "Lil MULTil'LICAC:IDl'l UE 1<•8 E~" 

253 FUR l= l TU l'l 

255 FLIH J= 1 TU P 

258 SUi'o= 0 

260 Fún K=l TU M 

263 OP(I,J) = Al'{I,K) • BP{K,J) + SUM 

265 ~UM= OP( I, J) 

268 l~EXT K 

Z?lll PRINT " 

273 l'lEXT J: 

275 ~EAT I 

278 tiTUP 

";DP{I,J), 

t'Hll•T 

281l PRI1'T "í•U ~E OP~rill EL üROEov" 

285 l'Rli•T • "; "DE L~ MATRIZ" 

29111 éND 
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l'RUGRAMI\ PARA CALCULAR UN SISTEMA DE ECUACIONES: 

4 JIEI! SISTEllA JE ECUACIONES 

6 murr "XXXXXXXXXXXXXXX" 

7 PRINT 

B l'RINT "SCJLUCIUN DE iilciTEt'Vlti" 

9 l'RINT • 

11 PRlliT 

•; "DE ECUACIONE::;• 

11 i'RlNT "lXXXXDXXXXXXXXX" 

12 1-'RlNT 

ll 1-'RltlT 

14 PrilNT 

21 liil'UT "N\Ji1i:.RO uE ECUACIONE5"; N 

311 OlH A (N,il),B(N),LU(N,N) 

35 DIH V (N),X(N) 
41 fClll l=l TCJ N : fOR .l=l TCJ N 
SI PRINT • 

61 INPUT A(l,J) 

71 NlXT J: NEKT 

BI füll J=l TO N 
91 ~Rl~T • B(•¡J¡•)=•; 

1111 INPUT b(J): o.t..AT J 

un ro.i l = 1 Tú N: Fl.1ti J~1 Tu r; 

ll~ lf l = J THlN 141 

113 FüR R=l TlJ Cl-1) 

llS S:S+LU(l,R)*LU(ri,J):NEXT R 

121 LU(l,J)=(H(l,J)-5)/LU(J,J) 

131 5=111 : GU TU 161 

141 fUrl ri~l Tu Cl-1): 5:5+LU(l,ll)'LU(ri,J) 

143 NEXT H 

151 LU(l,J):il(l,J)-5:5=111 

16111 NEXT J:NE~T l 

1711 fOH l=l TO N 

lBIJ Fl:rR J=l ft., 0-1) 

191! SH=oR+LU(l,J)ºV(J): ¡;EXT J 

21111! V(l)=i:IO)-o~ : Sri=la 



2llll NE•<T I 

2211l FDR l=N TO 1 STEP -1 

225 FOR J=l TO N 
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23111 ti2=52+LU(I,J)OX(J): l~E~T J 

2411l X(I)=(V(I)-52)/LU(I,J): S2=11l 

25111 NtXT I 

255 5CNCLR 

257 PRINT: PHINT "LA tiOLUCICJN ES:" 

258 l'Rllff 

26111 FCIR l=l TO N 

265 PñfüT• 

268 f~LXT l 

27111 EliD 

X("; I ¡")="¡X( I): l'RIJ;T 
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PROGRAMA PARA UBTENEll LA MATRIZ INVERSA 

5 RE11 Ml\TRll lNV~HSt< 

11 ~CN(;LR 

21 INPUT "ORDEN DE LA MATRIZ CUADRADA•; N 

JI DIM A(N,N) 

35 fDR lcl TU N 

411 fDR J=l TO N 

45 PRil\JT 11 ( "; I¡ n, 11 ;J;") =": 
Sil INPUT A(l,J) 

61 NEXT J: NEXT I 

711 fDR L•l TO N 

811 X.A(L,L) 

911 lf X()O THEN 1211 

1111 PRINT •MMTRll 51NllULAR•:END 

121 A(L,L)•l 

1311 fOR J=l TU N 

1411 A(L,J)•A(L,J)/X 

1511 NEXT J 

155 fUR l•l TU N 

161 lf I.L THE~ 2211 

1711 X=ll(l,L) 

181 A(l,LlcO 

191 fOR J=L TU N 

2111 i\(l,J):H(l,J)-X•A(L,J) 

21m i<t.XT J 

2211 ~EXT l 

231 NEl<T L 
235 SCNCLk 

236 PRINT 

237 r'RINT: PRlíliT "MkTlill IIWEtt!:i11• 

236 PR lr.T 

2411 fOR Icl TO N: fOR J.1 TO N 

251 PRlNT " "; A(l,J), 

261 ioEXT J: PRINT: NEXT 1 

311 END 
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PRUGRAMA l"llRA E.i<GUNTRAR LA EGUAG ION Cl\ilACTERISTICA 

1111 REM "LEVERHil:.R -FADDEEU" 

2111 li~PUT "Dl\"ll EL lJHUEN" ¡ li 

25 DIM A (r<,N) 

3111 If N>=2 THlli 5111 

4111 END 

5111 FOH l=l TU N 

filil fLJR J=l Tü N 

7111 INPUT " "¡A{l,J) 

8111 NEXT J: NEXT I 

9111 fOH l=l TO N:FOH J=l TU N 
1111111 d(l,J)= A (J,J) 

11111 l~EXT J: 111:.XT I 

12111 fOri L=l TU N 

1311 TtiAZ.fi= 11 

14111 FOH l=l TO N 

15111 TRAZA = TRilZA + B(I, I): NEXT 1 

16111 PCL)= -TrtAZA/L 
17111 FUR 1=1 TO IV 

18111 B (I,I)•B(I,l) + P(L) : NEXT 

19111 If L< > (N-1) THEN 23111 

2111111 FOR l=l TON:fOrt J=l TU N 

21111 ADJ (l,J)= ü(I,J): fJ~XT J 

22111 l•<XT l 

23111 flJI< J=l TO 1~: fOR I=l TO 11 

24111 CUL (l)=B(l,J) :NEXT J 

25111 FOR l=l TU IV 

26111 P;lL.!D = 11 

27111 fUK h=l TO N 

28111 PROD = FROD. A(l,K)>COL(l'I): M:xr 1í 

2q111 ~( I. J)=1·•Ru(): NE:xT I 

31lil NEXT J: NE:XT L 

3llil tiCNCLH 

32111 PRil~T: t-Rll\IT 

33111 t'RINT "E~UHC!01, CilR>lGTE~IST!Ci4" 

341i1 t'Ril~T: t'Rll>T 

3511 FOR L=l Tu r. 



361 PRINT • 

371 NEXT L 

371 PRINT: PRINT 

•¡P(I.) 

373 PRINT • N U T A • 
376 PRINT: PRINT 
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378 PRINT •tri Ul.Til1il CIFRA E~ EL TERMINO" 
381 PRINT • I N O E P E N O I E N T E • 

391 END 
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PRDGR.\rll\ PARA 50LUC10Nllt1 UNI\ ECUAClON CAHl\CTEIH~TICA: 

1111 REH NEWTON R/\PH~UN 

2111 liVPUT "D.\i'IE R PRELlM1"kH" ¡ H 

3111 INPUT "NIKRU DE lNTl::H/\CC:lUNE~"; N O I 

411! ll'IPUT "DllHE EL GR.ioo• ¡ N 

5111 IF N) •2 THEN 71 

6111 PRINT •¿:¡ DE GR~DD =l": ENll 

7lil 1•l=t1+l 

era FOR 1.1 TO H 

9111 l'RI1vT "A(";I;")•",: INt'UT A(l) 

11111 APROX • 1 0 111 :NEXT I 

111 fUtl L=l TO NDI 

129' 8(1 )al\( l) 

13111 f llR 1•2 TO H 

14111 B(l)•l\(l)+R0 ll(l-l): l~EXT I .. 

1511! C(j )=8( l) 

16111 fUli 1=2 TU N 

17111 C (l)~L{l)+ri•C(l-1): NEXT I 

18111 V=d-tl\1·1)/¡;{r;) 

19111 HELci<tl:i ( {tl-V)/V) 

2111111 PRINT: PRll\T 

21111 PtUl~l •r.uMt.HO DE IIHEl-l/\CL.luNE~"; L: PHil\tT 

22111 f'Rll\T ºi\~tiU)(lM~ClUN"; t1EL: PRINT 

2311! Pillt> T " "; "RAIZ" V: PRI~T 

24111 lf tlEL (. =>IPRCJX THEN 29111 

25111 R=V: l~f.¡(T L 

2611! PRINT: PHIIH 

2711! flRlNT "l•O r:DIWC:RGE rnn ¡ ;~DI; "lTER,.C::IUl'>C:i" 

28111 ENO 

29111 PRil'<T "LA RAIZ ES"; V: PRINT 

311!11 PRINT "LA 1.Ut:V~ EC::U~CI;;J;·, ¿~• 

31111 fOR lal Tú H 

32111 PRINT • "; 80); • 

33111 l~EXT l: lND 

u ;A(I) 
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6 • CONCLUS 1 ONES 

1. La dlnAmlca estructural, es la parte especifica de la 

mecánica cl~slca, que se encarga de estudiar las causas y efec~ 

tos del movimiento de un sistema estructural, a trav~s de un 1.!!, 

tervalo de tiempo dado. Los resultados obtenidos dependerAn de 

la forma de Ideal Izar los problemas; ya sea como sistemas dls-

cretos o sistemas contfnuos; y adem6s, en cada caso, es de suma 

Importancia, e1 criterio con que se fijen los conceptos primor

diales de rigidez, masa y peso, el empleo del amortiguamiento y 

la condición de excitación en que se forje el sistema. 

2, El planteamiento de las ecuaciones que gobiernan un -

sistema estructural vibratorio, estarA sometido por cuatro ti-

pos de fuerzas fundamentales; 11 La fuerza de Inerciaº, establee! 

da directamente por la segunda ley de Newton; 11 La Fuerza Resta~ 

radora 11 ,que dependerá esencialemten del comportamiento del ma-

terlal de la estructura, en la relación de proporcionalidad 

carga - deformación, que puede ser lineal (el4stlco) o no 11- -

neal; 11 La Fuerza Dlsipadora 11 ; que se representa como un elemen

to mecánico, llamado amortiguamiento, y dependiendo su lntencl

dad, el sistema puede denoainarae como subamortlguado, •ollrw-

amortlguado y amortiguado críticamente. Por úlitmo tenemos la 

fuerza provocada por algún agente externo como por ejemplo un 

motor, un sismo o una explo1116n 1 y usualmente la llamamos como 

••fuerza de Excftaci6n 11.,i.o. do• primeros tipos de fuerza, son par

te esencial y fundamental de las ecuaciones de movimiento de la 

mecanlca de vibraciones. Las últimas pueder ser desprecia

bles, si las condiciones y el criterio de análisis lo permite. 

La consideración de la fuerza de disipación y excitación respe_s 

tlvamente y en forma Independiente en la ecuacl6n de movimiento, 

hace que el movimiento se cluifique en diversas formas segCin sea 

su caso, por ejemplo; en vibración libre, vlbracl6n libre amortl 
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guada, vibración forzada, vibración forzada amortiguada, vibra

ción armónicamente forzada, etc. y a su vez cada una de estas -

divisiones, tiene una solución en particular de su ecuac16n de 

movimiento. 

3. La resonancia se da en sistemas forzados, es decir, -

en sistemas excitados por alg6n agente externo. La resonancia 

consiste en ta aproximación de ta intensidad de la frecuencia -

excitadora con la frecuencia natural del sistema, provocando la 

agudeza de los elementos mec~nicos que trabajan sobre la estru~ 

tura ocasionando una falla lrremedeable del elemento. Por esta 

razón es recomendable que cuando se produce un sfsmo por acomo

do del suelo, los edificios de largos periodos y frecuencias 

lentas eetfn oi•ntadoa en terrenos rocosos con per(odos cortos 

y frecuencias rápidas y viceversa. De esta manera se evlta la 

lgua1dad de la frecuencia del suelo con la de la estructura, 

por 1o que la estructura sufrirá menos deterlodos. 

4. El análisis de sistemas discretos, hace qUe una estru.:, 

tura de 11 n 11 grados de 1 tbertad se descomponga en 11 n11 sistemas de 

un grado de l lbertad. Siendo 11 n11 el número de masas concentra-

das con que se forma el sistema. Para ésto se necesita hacer 

e 1 11 amado desacop l am 1 en to moda 1, e 1 cua 1 consiste en obtener -

la ecuación de movimiento que gobierna a cada sistema de grado 

simple, formado por la matriz generalizada de masas, rigideces, 

amortiguamiento y fuerzas excitadoras. Cada ecuación de movl-

mlento de un grado de libertad podr~ ser analizada con los mét~ 

dos numéricos de la Integración de Duhamel (Como son por ejem-

plo: La trapecial, Slmpson, diferencias centrales, Houbolt, 

Newmark, etc.) si son sistemas forzados, o con la so1uc16n ge

neral de las ecuaciones diferenciales cuando se trate desiste

mas no forzados. 
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S. El modo de vibrar de un sistema de varios grados de • 

libertad se define como la conflguracl6n o forma del movimiento 

vibratorio en un plano, que toma 1a estructura en cada perfodo 

definido cuando se obliga a oscilar. Existen varios m~todos p~ 

ra encontrar Jos modos de vibrar de los cuales mencionaremos al 
gunos: Método de la Ecuación Caractertstica, como método dlreE 

ta, y 1os métodos de Newmark,Holzert, Matriz Inversa, Stodo1a y 

Jacobl, como métodos 1 teratlvos. la eleccl6n del método consl~ 

te en la dlsponlbl lldad de los medios de Información, el enten• 

dlmlento y las herramientas de trabajo, slen<ki ésta llltlma el 

empleo de la computadora que hace que se simplifique parcial o 

totalmente el análisis. El tiempo que tarda la computadora en 

procesar un programa tamb1én es un -factor decisivo en 1a elec-

cl6n del método, ya que lmpl lea en la economla del proyecto, 

Entre más rápido se ejecute el pro9113ma mh económico seré el 

anA1 lsl s. 

6. El análisis sfsmlco dinámico visto en este trabajo· 

consta de dos partes caracterfstlcas; la parttclpacl6n modal y 

la partlclpacl6n espectral. En los ejemplos real Izados observ~ 

mos que para cada moda se presenta una frecuencia y un perfodo 

natura) diferente que permfte ordenar Jos modos de vfbrar en 

forma creciente con respecto a sus frecuencias y en forma decr~ 

ciente con respecto a sus periodos. De tal manera que el pri-· 

mer modo s1empre tendrá la menor frecuencia y e1 período más 

largo. Entre más pequeña sea la frecuencia y m:.s largo sea eJ 

perfodo.mayor será su contribución modal. El reglamento, de 1a 

Comisión Federal de Electricidad, recomienda que en el an611sls 

srsmico modal espectral se considere la contribuel6n de todo m2 
do cuyo perrodo natural sea mayor o igual que O. 4 segundos, pe .. 

ro en ntngun caso podr~ considerarse menos de tres modos.. E1 -

primer modo de vibrar tiene una configuración de tipo simple, • 

que en muchos casos se aproxima a una dtstrfbucl6n 11nea1, con 

un perfodo natural conocido como período fundamental de vibra

ción. 
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El an~llsls est~tlco parte de esta distribución lineal -

basada en el princ1pto de la conservación de la energía, prov!:!_ 

cando que en algunos casos se obtengan diseños conservadores. 

El espectro de diseño determlna el coeficlente sfsmico a partir 

de la _.-ongional1uci.Sn y aicroreg1onalisaoi6n slsmlca; y ade

mAs del periodo natural de vibración. El espectro de dlse~o d~ 

termina también el porcentaje de amort(guamlento para 1a que es 

dlseftada la estructura. Por 1o tanto si cambiamos e1 porcenta

je de amortiguamiento en e1 espectro de diseño, cambiar4 1os 

coeflcientes stsmlcos y se tendr~n otras fuerzas sfsmicas de di 
seno muy diferentes a las primeras. Con esto se hace notar que 

e1 amortiguamiento sl lntervtene en el diseño sfsmtco modal es

pectral y en el diseño srsmico estático. 

7, los sistemas de mult!grados de libertad, donde el nQ

mero de masas que se forman. es muy grande, o en sistemas con -

masa y elástica contlnuamente distribuida, homogénea, lsotrópl

cos y que obedecen la ley de Hooke; son los llamados sistemas -

contfnuos. E1 análisis de los sfstemas distribuidos o contínuos, 

es semejante a los sistemas discretos; es decir, acepta un des

acoplamiento modal en base de coordenadas generaltzadas en fun

ción de la longitud. los métodos de an4lisls permite Idealizar 

el sistema como una viga sometida a cortante, o flexión, o a e~ 

fuerzas combinados, para lo cual, es necesario considerar las -

tondlcJones de frontera del sistema. Esto hace que se extienda 

la ldeal!zacl6n de sistemas continuos y permita analizar desde 

la vibración de una viga stmplemente apoyada hasta la de un ed..!. 

ficto de cuarenta niveles de longitud. 

B. El objetivo de este trabajo fue la de agrupar la In

formación básica necesaria para et entendimiento del comporta

miento de estructuras sometidas a vibración. Desde et caso más 

simple, como son los sistemas de un grado de l lbertad, hasta 

1 legar a los sistemas contfnuos. El camino seguido fue la de -
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ordenar 1o mejor posible 1a teorta que se presenta en varios -

libros de dinámica estructural y darles alguna aplicación, el~ 

borondo y resolviendo ejemplos representativos y dldactlcos 

con énfasts a la apllcacl6n de la computadora, Para ésto se -

presentan varios métodos lterattvos stmpllflcando total o par

cialmente la solución del problema. Los programas de computad2 

ra presentados en este trabajo ttenen la final !dad de mostrar -

algorttmos que sirvan de ayuda al estudiante de dinámica estru; 

tural facl litando la comprensión y el uso de los métodos de an! 

11s1 s. 
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