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INTRODUCCION,

En el ano de 1929 Tonks y Langmuir emplean por primera
vez la palabra plasma para definir un conjunto de partfculas
cargadas que se produjeron en sus estudios de oscilaciones
en descargas eléctricas, Actualmente el término plasma se
utiliza para definir un conjunto de particulas cargadas y
neutras que exhiben un comportamiento colectivo, el cual se
produce por el largo alcance de las fuerzas electrostticas,
Asf, un gas ionizado en el cual todos, o un ndmero considera
ble de dtomos han perdido uno o varics de sus electrones,
formando una mezcla de electrones likbres y iones, se lla-
ma plasma. Tal ionizacién se puede obtencr bajo varias condi
ciones, por ejemplo en el interior de las estrellas, donde
las temperaturas son mucho m&s grandes que agquellas que pue-
den existir en la Tierra, La ionizacidn de las atmésferas de
los planetas o de un gas en la vecindad de las estrellas,
tiene lugar bajo la accibn de la radiacibn ultravioleta pro
veniente del Sol y de las estrellas, respectivamente, Aunque
la temperatura de los plasmas es baja en estos casos la re-
combinacibn es un proceso lento en este tipo de plasmas y la
ionizaci6n se mantiene por un large pericodo de tiempo.

Aproximadamente el 99% de la materia total existente en
el universo se encuentra en estado de plasma y este,en la ma
yorfa de los casos se encuentra inmerso en un campo magnéti_

co. Tal es la situacién existente en el espacio exterior, en



particula en el medio interplanetario, cuya principal fuen-
te es el Sol. La emisidn continua de plasma provenientes del
Sol - viento solar - viajan a través del medio interplaneta-
rio, interaccionando con los campos magnéticos de los plane-
tas que lo tienen.

Si el campo magnético de un planeta es lo suficientemen
te intenso, puede evitar el acceso del viento solar a la at-
mésfera o superticie del mismo, y formar una cavidad alrede-
dor del planeta dentro de la cual se encuentran confinado -
su campo magnétice, a tal regibn se le conoce como mag-
netésfera del planeta en cuestidn.

Debido a que no todos los planetas del sistema solar
tienen campos magnéticos intensos, como muestran las recien-
tes mediciones espaciales hechas en Venus y Marte, se tienen
complejos fenbmenos de interaccibn entre un plasma magnetiza
do, el viento solar y un plasma no magnetizado en la regibn
donde coinciden la partc superior de la ionfsfera del plane-
ta y las lfneas de campo magnético.

Algunos de los principales tOpicos concernientes a los
plasmas en el cosmos son: la emisibn, absorcibdn y transferen
cia de radiaci6n, en particular de ondas de Radio y ondas en
el visible, las cuales tienen la capacidad de poder atrave_
sar la atmbsfera terrestre, brindé&ndonos con ello la posibi-
lidad de estudiar la ocurrencia de fenfmenos que tienen su
origen en el espacio exterior, mediante un andlisis de datos

tomados, con una serie de aparatos, como por ejemplo un te



lescopio Sptico o un radiotelescopio, desde la Tierra.

Uno de los procesos més espectaculares en los que inter
vienen los plasmas, ocurren en las supernovas y quizd el ca-
so mis conocido sea el de la nebulosa del Cangrejo, gque a
diferencia de otras presenta una situacibn extrema en cuan
to a procesos energéticos se refiere, pues la radiacibn que
emite corresponde esencialmente a todas las frecuencias ubi
cadas entre las ondas de radio y rayos X.

La estrella de la cual tenemos m&s informacibn, es el
Sol y por lo que a esta se refiere, una gran cantidad de
procesos que involucran plasmas tienen lugar en las cerca-
nias de su superficie, La atmfsfera solar se puede dividir
en tres regiones: la fot6sfera, la crom6sfera y la corona,
La primera es el disco visible del Sol que tiene como carac
teristicas la granulacién solar y a la supergranulacién.

La cromSsfera y la corona son visibles durante los eclip
ses totales de Sol, siendo la primera una regibn coloreada,
visible por un segundo, o bien después del cumienzo del
eclipse y antes de que termine. La corona, visible durante

la totalidad del eclipse, se extience varios radios sola_
res, es inhomogénea y cambia de apariencia de un eclipse to
tal a otro. Normalmente no es visible, pues es Opticamente
delgada a su propia radiacién, en ella se encuentran los
hoyos coronales, que son regiones de densidad inferior al

resto de la corona, que conectan regiones enormemente sepa

radas de la superficie solar. Esta corona se encuentra a



una temperatura de mis de un millén de grados, por lo que la
materia que la constituye esti altamente ionizada y es por
lo tanto, un plasma. En la superficie y en la atmbésfera del
Bol se generan ondas electromagnéticas de todas las longitu
des de onda, desde las enormes ondas de radio, hasta los ul
tracortos rayos y. Para llegar a la Tierra, estas ondas de-
ben propagarse por el plasma de la corona y del viento solar
y de su observaci6n y de las caracteristicas conocidas de

la interaccién entre un plasma y una onda electromagnética,
se pueden deducir propiedades de este, pues todas las ondas
que llegan a la Tierra, traen de alguna manera informacién
de las propiedades y caracterfsticas del medio a través del
cual se propagan.

Las ondas clectromagnéticas se pueden usar también co-
mo sondas controladas desde la tierra, para conocer el esta
do de los plasmas circundantes, principalmente la ionbsfera.

La breve discusibn precedente ncs permite concluir que
al existir interaccibn entre las ondas electromagnéticas vy
los plasmas, &stas resultan ser una herramienta bastante
itil y econbmica para obtener un mejor y mds amplio conoci-
miento de los plasmas espaciales, por dbénde viajan, qué son
los plasmas particulares a los cuales se va a aplicar la -
teorfa expuesta en el presente trabajo. Tales plasmas inclu
yen, la corona solar, el viento solar - como se menciond an
teriormente - las magnet6sferas, el nedio interestelar, las

colas de los cometas, las ion6sferas, etc.



Parte de la radiacibn de estos plasmas se observa en
longitudes de ondas de radio, siendo una parte importante
de la teorfa de plasmas astrofisicos asociada con los pro
cesos de radiacién. Los procesos de emisién de los pldsmas
involucran varias etapas, la primera es la generacibén de
ondas de Langmuir, que son ondas longitudinales origina-
das por el movimiento de los electrones del plasma. Las
otras etapas, que no serdn tratadas en el presente traba-
jo, involucran la conversi6n ae la energia ue las ondas
de Langmuir en energia de escape de onaas transversales
de frecuencia cercana a la del plasma. .Unicamente las on
das transversales ligeramente modificadas por el campo
magnético, debido al cardcter magnetoidnico del medio,
pueden escapar de una fuente astrofisica.

Asf, el objetivo del presente trabajo es combinar, tan
to la teorfa electromagnética, como la fisica de plasmas,
para analizar, desde el modelo a desarrollar, la manera
en que se propagan las ondas electromagnéticas en un plas
ma frfo magnetizado, siendo &ste el estado en que se en-
cuentran la mayorfa de los plasmas espaciales.

El estudio de la propagacifn de ondas electromagnéti
cas en un plasma, es por lo general bastante complicado,
ademés de extenso. Por ello nos limitaremos al caso de un
plasma en las condiciones mencionadas anteriormente, lo
cual nos permite despreciar el efectc de las colisiones
entre partfculas. El modelo a emplear serd el de conside-

rar al plasma como formado por dos fluidos conductores,



acoplados entre si: un fluido de electrones y un fluido de
iones. La razdén para emplear tal modelo, se debe principal-
mente a dos cosas: la primera, a su simplicidad en compara-
cibn coun un iratamiento estadfstico y la segunda y mis im_-
portante, es que a frecuencias de la onda lo suficientemente
altas como para que el movimiento de los iones pueda ser
despreciado, en comparacién con el de los electrones, se ten
drd la creacién de densidades de carga local, resuitando as{
inadecuado el modelo de un fluido.

Sin embargo, el modelo también presenta algunas desven
tajas que se derivan de nou couocer las velocidades de las
partfculas, de modo que ios efectos que dependen de este da
to no pueden ser estudiados en este contexto, como por ejeg
plo el amortiguamiento de Landau.

El estudio comienza con una revisidn de lus conceptos

indispensables paxa una comprensién O6ptima del problema.
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ONDAS

1{1 pescripcidn fisico-matemitica.

Al observar, el contfnuo movimiento de las cosas que
conforman nuestra naturaleza, podemos percibir que aquello
que se mueve (ademds de hacerlo de muy diversas formas),
no necesariamente tiene que ser un objeto material; tal es
el caso de la propagacién de una vibracibn, en una cuerda
tensa, cuando se intecracciona con alguna parte de la misma.

Existen movimientos muy peculiares, gque tienen la ca-
racterfstica de repetirse en igual forma cada determinado
tiempo; ejemplos de este movimiento es el realizado por un
péndulo en su ir y venir y también el de la cuerda menciona
da anteriormente; movimientos como &stos se conocen como:
movimientos arménicos o perib6dicos.

Estudiemos el caso de una perturbacibn que se propaga

de una forma ¢ de periodo 1, tal que:
vl(t) = ¢(t + t) (1.1)

Como la perturbacién se estd propagando en una dimen_



sién, ¢ debe ser funcién, tanto de la posicién, como del

tiempo, es decir:

¢ o= £(x, t) (1.2)

en la cual x,representa la coordenada espacial y t la coor-
denada temporal; de este modo si se desea conocer la forma
de la perturbacién en cualquier instante, digamos t = t,
habrfa que mantener el tiempo constante en ese valor, de

tal suerte que:

Yix,t) = £(x,ty) : (1.3)
t=t,
resulta ser una especie de "fotograffa" de la perturbacién
que se estd propagando y esto no es otra cosa que la forma
o perfil de la onda, siendo la onda la manera en que se pro
paga la perturbacibn.,

Dentro de este estudio nos limitaremos al caso de una
onda que viaja sin deformacién en la direccibn que se indi
ca, lo cual se conoce como movimiento ondulatorio.

Sea S' un sistema de referencia que se mueve con velo-
cidad Vv, con respecto al sistema S, de tal modo que en S',¥
deje de ser funci6n del tiempo, teniéndose asf un perfil
constante, estacionario, con la forma dada por la ec. (1.3)

para t, = 0, dando como resultado

v = £(x") (1.4)
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Observando la figura 1.1 notamos que:

T S pix") r st
>
% y__ .,
IR, ‘A -SSR T & =
/'// oo / N
S
x e x* >

Fig. (1). Sistema mévil S', que se desplaza a una velocidad V, respecto
al sistema S.

X' = x -Vt (1.5)

Sustituyendo esta expresifn en la ecuacibn (1.4), se

tiene que:
Y% £) = £(x - Vt) ‘, (1.6)

Esta expresibn representa la forma mis general de una
funcibn peribédica unidimensional, que se desplaza con una
velocidad V, como se verifica al examinar Y, después de un

cambio At en el tiempo y un cambio VAt en x, esto es:
fl(x + Vat) -~ V(e + At)) = £(x - Vt)

Asf, encontramos que el perfil se vuelve a repetir.

Procedamos con toda esta informacién a obtener una ex-



presién diferencial de onda e

en mente, calculemos la derjivada parcial de la ec.

con respecto a x y luego con

3w _ af ox
3x 0%z Ix'
30 _ 3E ax' _
It 9x' J& T
Sustituyendo la expresié

en la ecuacién (1.8), tenemos

%]

Ju
Vo

¥
Jt
Lo cual significa que la
respecto al tiempo, es iqual,
tiplicativa, a la rapidez de
coordenada temporal.
Derivando por segunda oc

tenemos:

2%y _ s
Ix? ~ Ix'?
3%y 3 (39
€7 =V 3E [3

a A lo cual se llega haciendo uso del hecho de que x'

1lu.

n una dimensibn; con esta idea

(1.6},
respecto a t.
a
= (1.7)
- v i, (1.8)

n para %%, de la ecuacién (1.7)

(1.9

rapidez de cambio de ¢ con
excepto por una constante mul

cambio de § con respecto a 1la

asién de las ecs. (1.7) y (1,8)

(1.10.1)

3

J

21

(1.10.2)

]

k] of
Vo [sz

x

X - Vt
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siendo vdlido el cambio en la derivacifn, porque

%% = %% {(ver ec., (1,8))

Sustituyendo en la ec. (1.10.1), el valor para gé ’

tomado de la ec. {1.8), se tiene:

2 2y,
LA S (1.11)

donde se ha hecho uso de la ec. 1,10.1.

7 La ecuacibn (1.11), es la ecuacifn diferencial que des
cribe el movimiento ondulatorio que se propaga a una veloci
dad finita V, en las direcciones x © - x. Es claro entonces

que la solucién més general de la ec. (11} es:
pix,t) = Qi {x - VE) + G f, (% + Vt) {1.12)

con €, yC , constantes, la cual ademfs da conservar la forma de la
perturbacifn, nos dice que podemos expresar la solucién co-
mo la superposicifn de dos movimientos ondulatorios, que
viajan en igual direccibn y sentidos opuestos y con un per-

f£fil que no necesariamente tiene que ser el mismo.
1,2 Oscilaciones Arménicas.

Con bastante frecuencia nos encontramos con fenfmenos
no peridédicos, que guardan cierta semejanza con los fenOme

nos peribdicos; por ejemplo, las oscilaciones de un péndu-



lo, que decrecen gradualmente -en amplitud, por la friccibn
que existe con el aire y/o medio en el que se encuentre in
merse el sistema., Movimientos como éste y similares, se co
nocen como oscilaciones.

Las oscilaciones arménicas forman son un caso
de las oscilaciones en general, sin embargo desempeflan un
papel fundamental y de gran importancia, pues constituyen
un fenbmeno periédico dentro del cual la variacién de una
magnitud observada presenta un comportamiento sencidal
cosenoidal.

Especifiquemos por tanto, la forma de nuestra funcién
de onda w{x,t); en otras palabras, demos una dependencia
funcional explicita para y(x,t), de tal forma que el perfil

de la onda cumpla con la ec. (1,11). Sea la funcién:

P(x,t) = y(x) = A sen kx = £(x) (1.13)
to= 0

Esta es la representaci6n del perfil de onda, donde k
es una constante positiva, conocida como nlimero de propaga
cibn; de tal forma que kx esté en radianes.

Por otro lado tenemos que al variar la funcibn seno
entre 1 y -1, la funcifén ¢(x) tiene como mdximo valor el
valor de A, que se conoce como amplitud de la onda.

Ahora bien, para obtener una onda "viajera", que se
propague con una velocidad V en la direccifn x, s6lo tene-

mos que sustituir x por x - Vt en la ec. (1.13) dando como
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resultado:
vi(x,t) = A sen k (x - Vt)b

eéta ecuaci6n es de la forma de la ec. (1.12) y por lo tanto,'
es una solucibn de la ecuaci6n diferencial de onda (ec. 1,11},

Si derivamos parcialmente dos veces la ec, (1.14), con
respecto a x 0 t, el resultado serd una funcion senoidal,
lo cual significa que la onda es peribdica, tanto en el es-
pacio, como en el tiempo.

El perfodo espacial X, serd aguel para el cual se cum-
pla que:

P{X £ A,t) = piX,t) ec, (1,15)

donde a A se le conoce como longitud de onda.

Pedir que se cumpla la ec, (1.15) en nuestro caso, equiva
le a incrementar o disminuir el argumento de la funcifn seno
por 2n, por lo tanto se tiene que cumplir que:

sen k{(x £+ X} - Vt] = sen(k(x - Vt) ¢ ZH] = sen k(X-Vt)
o bien que: |kA|{ = 27 y puesto que k y A > U, se requiere
que:

Ak = Zn (1.16)

b A este tipo de ondas, se les conoce también como armbnicas simples o

simplemente armdnicas.
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Con igual razonamiento examinemos el caso, para el pe
rfodo temporal que denotaremos con la letra 1 y que es el
tiempo que tarda la onda en completar un ciclo, Ahora re_

guerimos gue se cumpla:
W(xlt) = “p’(xrt 1)

o bien

-

sen(k(x - V) 2n] = sen k[x -Vt 1))

de donde:

kVt = 2n ’ (1.17)

sustituyendo en esta @Gltima expresién el valor para Kk obte-

nido de la ec.(l.16)se tiene:

(1.18)

~
i)
<>

Existe otra cantidad importante, que es el reciproco
del perfodo y que nos da informacifn scbre el ndmero de os
cilaciones que ccurren por unidad de tiempo, Tal cantidad

se conoce como frecuencia y se denota por la letra fov .,

1
f=v =2 (1.19)

Las unidades de v son ciclos/seq o bien Hertz.



15

Si multiplicamqs v por 2r tenemos la frecuencia angu_

lar:

w = 271y (1.20)

en radianes/segq

También se define el ndmero de onda ¥ como

>
A1
>

Todos estos pardmetros: A\, T, v, w y X nos dan infor-
maci6n acerca de la naturaleza repetitiva de una onda en
el espacio y en el tiempo.

Para concluir esta seccifn, cabe mencionar que el es__
tudio de ondas arménicas no es pobre, ni débil en cuanto a
conocimiento y aplicabilidad, pues cualquier onda se puede
expresar como una superposicifén de ondas armbnicas, inclusi
ve'si la onda es anarménica o no-peridédica; esto Gltimo se
lleva a cabo con ayuda del Andlisis de Fourier, que por es
tar m&s alld del objetivo del presente trabajo, no se discu

tird.
1.3 Velocidad de Fase y Velocidad de Grupo.

Supongamos que se tiene una perturbacién de la forma

Pp{x,t) = A sen (kx - wt) , (1,21)
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definimos el argumento de la funcibn seno, en este caso
(kx - wt) como la fase ¢ de la onda V.

En el caso particular t = 0, X = 0, se tiene: ¥ (0,0)=0,
lo cual, evidentemente significa que el origen del sistema
de referencia en el que se analiza la onda, coincide en po-
sicibn con el generador de la perturbacibén para el tiempo
t = 0, en cuyo caso diremos que la fase inicial de la onda
es cero. 5in embargo, esto no tiene necesariamente que ser

asf, por lo que una forma mis general serfa la siquiente:

px,t) = A sen (kx - wt + ¢y) (1.22)

donde ¢, serfa una fase inicial arbitraria,

Fisicamente ¢, representa la no coincidencia del origen
de nuestro sistema, con la posicién del generador de la per-
turbacibn para t = 0, teniéndose por ello una contribucibn
constante del generador, que nos indica un inicio diferente
para dos perturbaciones, sin que esto modifique la naturale
za de la perturbaci6n.

La fase de la perturbacién representada por la ec.

(.22 estd dada por:

¢ (X t) = KX = Wt + ¢, (1.22,1)

Derivando esta funcibn parcialmente, respecto a la po-

sicién y al tiempo, se obtiene primero, la rapidez de cam-
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bio de la fase con la distancia para t = cte, dada por:

)

| =x (1.23)
l

Igualmente, la rapidez de cambio de la fase con respecto -

al tiempo para x = cte, estd dada por:

= 5 (1.24)

Haciendo uso del siguiente resultado de la teorfa de

ecuaciones diferenciales

"

(%]

o

t

se tiene que:

(1.25)

~lE

#, -

donde el primer término representa la velocidad de propaga-
cién de un punto de fase constante: la velocidad de fase,
Para comprender esto, elijamos cualquier punto sobre el per
fil mostrado en la figura 2; al ser la fase la tnica varia-
ble en la funcibn, resulta ser también constante, lo que:
significa que al moverse la onda en el espacio, el desplaza

miento en la direccifn ; del punto elegido permanece cons_
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tante, El punto se mueve junto con el perfil con la veloci
dad V y as{ también lo hace la condicién de fase constante,
pues la fase «st& fija en un valor tal que el desplazamien-
to en y permanece invariable.

-

Y
t=t1
Y1
'Y
Y, t =t
X

Fig. 2. Al mantenerse la fase constante, el desplazamiento y; de un
puntodel perfil permanece constante, conforme viaja la onda.
Efectuando las operaciones indicadas por la ec, (1.25),

empleando la ec, (1.22,1), tenemos:
15} =+ &=y (1.26)
o k

donde V, es la rapidez con la cual se mueve el perfil y, se
conoce como la velocidad de la onda, o bien como la veloci-
dad de fase.

La velocidad de fase es positiva si la onda se Aesplaza
en la direcci6én en que aumenta X y negativa si lo hace en

sentido contrario.
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La ec: (1.26) nos dice c6mo calcular la velocidad
de una onda arm6nica, de frecuencia angular « y longitud de
onda A; sin embargo al observar un movimiento ondulatorio,
no necesariamente es V la velocidad que medimos en espe_

cial si se trata de una onda como la mostrada en la figura

‘\ﬂ TNy

3

. SN '
' TN T AT
\\\\/ », L.;\j\} i/\ ‘, ',/ \/ X L

Fig. 3. Tren de ondas de un gas que se propaga a la velocidad Vg.

w .

Una onda de esta forma se conoce como pulso. De inme_
diato observamos que la velocidad con que sc propaga el pul
so no es V = w/k, pues no se trata de ona onda armbnica;
porque su amplitud no es constante a lo largo del eje X. En
tonces para calcular la velocidad, debemos llevar a cako lo
que se conoce como andlisis de Fourier de la onda.

Para simplificar el\problema, consideremos el caso en
el que la onda estd constitufda por otras dos, de frecuen_
cias w; y wz, tales que: w; - w; * 0. Supondremos ademis
que las amplitudes son las mismas,que k, y k, son casi igua

les. Entonces, al realizar la superposicibn tenemos:

=
i

Vo sen{ kKiX - wit) + $o sen{ka2X - wat) =

it

[sen(k;X - wit) + sen(k,X - wzt)] =
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= 2y, coOs %[(kz - k)X - {w, - wy)t]sen % [(k, + KX -
- lwy +owylt) (1.27)

Como w,; Yy w;, lo mismo que k, y k, son casi iquales,
podemos reemplazar % (wy + w;) por wy y % (ky - k;} por k,

con lo cual la ec, (1.27) toma la forma:
¢ = 2%, cos % [tk = k)X = {wy - wy)t]senik:X - wyt) (1.28)

esta ecuacibn representa un movimiento ondulatoric de ampli

tud modulada, siendo el factor de modulaci®bn:
200 cos & [k, - KX = (0, = w))t] (1.29)

que corresonde en si a un movimiento ondulatorio que se

propaga con una velccidad:

- W —wy _ dw
V9T kTR T (1.30)
llamada velocidad de grupo. Esta es la velocidad con la
cual se propaga la onda punteada de la fig. 3.

Puesto que w = kV, la ec. (1,30) toma la forma

<
!

v +k§¥ (1.31)
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de la cual observamps que si la velocidad de fase es inde_
pendiente de la longitud de onda (o frecuencia), la veloci-
dad de grupo y aquélla, coinciden, En otras palabras, se
tiene coincidencia cuando no hay dispersidn.

Aunque hemos derivado la ec. (1.31) para el caso de
dos frecuencias solamente, &sta es verdadera para el caso
en que el pulso esté&€ formado por frecuencias de w ~ 4w a
w + Aw.,

Por Gltimo, cabe mencionar gue este tipo de ondas son
las adecuadas para transmitir sefiales, pues una sefial tiene
un tiempo de inicio y otro de término, es decir, se trata -

de un pulso.
1.4 Ondas en tres dimensiones.

El tipo de onda tridimensional m&s simple que podemos-
encontrar, es el de una onda plana.

Una onda plana se dcfine como aguella queren un instan
te dado, presenta la misma fase para todos los puntos que
se encuentren sobre un plano perpendicular a la direccidn
de propagacién de la onda,

Sea K la direccién en que se propaga la onda; la ecua-
cibn del plano perpendicular a E, que pasa por un punto

(Xo, Yo, 24), e5:

cte = a (1.32)

=+
e
]
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por lo que el conjunto de planos sobre los cuales una per_

turbacién ¢ varfia senoidalmente serd:
Y(¥) = A senlk - 1) (1.33)

o bien en notacién compleja:

p(E) = A % (1.34)

Puesto que ¢ es una funcibn periddica, podemos escri_

birs

-

WE = w e p ) ' (1.35)

donde k es la magnitud de k.

En foima exponencial esto equivale a
Aeig.; - Aei£4?+XﬁYk)= Aeig'; PRgLs (1.36)
lo cual es cierto si:

B ~ (1.37)

por lo tanto

Xk o= 27 {1,38)

o bien
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_ 2 '
k = 5 . {1.39)

La magnitud del vector K es el ndmero de propagacién
k, a tal vector se le conoce como vector de propagacién.

Si observamos un punto en el espacio para el cual T se
mantiene constante, la funcifn ¢(;) también es constante,
lo que significa que los planos estdn inmbviles; con la in-~
tenci6n de hacer que los planos se propaguen, introducire-
mos una dependencia temporal de P(Y) en forma andloga a la
realizada en el caso de una onda unidimensional, teniendo
asf:

V(E,t) = pet(RrErum) (1.40)
donde A, W y K son constantes,

Conforme esta perturbacifn se propaga a lo largo del
vector ﬁ,podemos asignar a cada punto en el espacio y tiem-
po una fase., En cualquier instante las superficies que unen
puntos de igual fase se conocen como frentes de onda o su-
perficies de onda.

Cabe mencionar que la funcién de onda tiene un valor
constante sobre el frente de onda, si la amplitud se mantie
ne constante, lo cual en general no ocurre, pues para la
mayoria de los casos A = A(;).

Calculemos ahora la velocidad de propagacién del fren-
te de onda,

-
De la figura 4 observamos que la componente de r en la
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direccién de X es X,

1

¥

Fig. 4. Ondas planas propaghndose en la direccién K.

Por ser constante la perturbacién en un frente de onda,
después de un tiempo dt, si el frente se ha desplazado a -

lo largo de )'E, una distancia drk,se debe cumplir que:
YT, t) = U(r, +dry, t+dt) = y(r,t) (1.41)

o bien

e ‘ - -— L -
peblker 2 owe) _ o ik + kdry + we +owdb) o 30Ky tor)

(1.42)
de donde

kdrk = & @dt
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s w oy
Té-tk..-v (1,43)

Hemos demostrado asf, que la velocidad de fase de una
onda plana es equivalente a la velocidad de propagacibn
‘del frente de onda,

Frecuentemente la ecuacién de onda arménica plana se
escribe como:

Y(X,Y, Z,t) Aei(kx)( + ky‘i + kzz + wt)

(1.44)
VXY, 7,8 = aetlklax + BY +y2) +wtl] (1.45)

donde a, 8 y vy son los cosenos directores del vector i, cu-
ya magnitud estd dada por:

. /2
Tl = = 2 .2 2
lkl = k = (kx + ky + kz) (1.46)

La importancia de las ondas armbnicas planas se debe a
que pueden generarse con relativa facilidad con alguna for-
ma de oscilador arménico, ademds, cualquier onda tridimen-
sional se puede expresar como una combinacién de ondas pla-
nas, con amplitud y direcci6n de propagacibn distintas.

Hasta aquf se ha manejado el hecho de que la onda se
mueve a través del espacio con un perfil que no cambia, lo

*cual generalmente no ocurre, por ello se deducird una ecua-
cién de onda tridimensional cuyas soluciones sean, entre

otras, ondas planas.
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En el espacio tridimensional, cada una de las direccic
nes X, Y y Z carecen de distinciones que hagan que al cam-
biar el nombre de las variables se altere la ecuacibn dife
rencial de onda, Por ello se tienen en cada una de las di=~

recciones, las siguientes ecuaciones:

- a?k?y (1.47)
2
3 . 8%k 2y (1.48)

(z' P 4
2o - yiety (1.49)
3z’
correspondiendo cada una a las direcciones a lo largo de
los ejes X, Y y 2, respectivamente.

También se tiene que:
2
GRS (1.50)
at?
Sumando las ecs.(1.47),(1.48) y(1,49) se deduce que:
2 2 2
I P VS (1.51)
aX*  ay? 3z

donde se ha hecho uso del resultado a® + 82 + y% = 1,
Empleando la ec, (1.50) y recordando que V = w/k

se llega a:
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aly % Ay _ 1 3% (1.52)
ax? vt a9z v oat?

la ecuacibn diferencial de onda tridimensional que puede

reescribirse como:

-5

yiy = 2 2% }1,53)
VZ t?.

@

Evidentemente si se tienen dos soluciones arbitrarias

f y g dadas por:

wiX, Y ,2,t)

il

flaX + BY + ny— vt) (1.54)

VX, Y, Z,t) glaX + BY + yZ + Vt) (1,55)

i}

Cualquier combinacibn lineal de ellas

V(Z, t) = CE(E * R/k - Vi) + Cog(E * K/k + Vi) (1.56)
es también soluci6n de la ec. (1.53), con C; y C, constan-
tes,

1.5 Ondas Esféricas.

Supongamos que tenemos una pequefia esfera pulsante in-
mersa en un fluido, si ésta se contrae y se expande, se ge-
neran variaciones en la presifn que se propagan como ondas

esféricas.
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Pensemog ahora en una fuente puntual ideal de luz; la
radiacibn que emana de la fuente viaja hacia afuera unifor
memente en todas direcciones, teniéndose asi una fuente
isotr6pica y como fuentes de onda esferas concéntricas.

Debido a la simetrfa, es convenjiente emplear la
ec., {1.53) en coordenadas esféricas, haciendo ademds la
suposicién de que tienen ondas esféricamente simétricas,
ésto es, que no existe dependencia del 4ngulo ecuatorial ¢

ni del &ngulo azimutal &, Con esto,el Laplaciano resulta

ser:
p 4 )
Viy(r) = _L Do e 30 (1.57)
r© 9dr ir

Resultando que se puede expresar como:
2 1
93y = = S (ry) (1.58)
r

Con lo que, la ecuaci6n diferencial de onda se puede

escribir como:

2 2
2y = 22 () (1.59)
ar? v? at?

Cuya solucibn general es una ecuacibn de la forma

flr = Vt) , Cag(r + VE) (1.60)
r r

w(r,t) = Cy
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1.6 Clasificacién de las Ondas.

Existen dos clases de ondas, que se distinguen entre
sf por una diferencia entre la direccibn de 1la perturba_
cibn y la direccién a lo largo de la cual viaja la pertur

bacibn.

Para visualizarlo fdcilmente, pensemos en un medio
material deformable y eldstico.

Tenemos una onda longitudinal cuando los puntos mate-
riales que conforman el medio se desplazan de su posicién
de equilibrio y se mueven en forma paralela a la direccidn
de propagacién de la onda.

Si la direccién en que s¢ mueven los puntos materia_
les es perpendicular a la direcci®n de propagacibn de la
onda, ésta recibe el nombre de onda transversal.

Supongamos que tenemos una onda transversal que se
propaga confinada en un plano; en este caso diremos que
la onda estd linealmente polarizada, de este mode una on-
da transversal puede considerarse como la superposicibn de
dos ondas linealmente polarizadas, en direcciones perpendi

culares.
1.7 Caracter{sticas Generales de las Ondas.

Hasta aqui hemos expuesto un resumen de la imagen fi-

sico-matemdtica que se tiene de las ondas en general, Usé-
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mosla entonces como base para discutir propiedades inheren-
tes a las ondas como lo son: la interferencia, difraccibn y
polarizacibn,

Uno de los mfiltiples ejemplos que podemos observar a
simple vista del fenbmeno de interferencia, es el produci-
do por una mancha de aceite sobre el pavimento asfdltico
mojado. Los intrincados patrones de color que resplandecen
se deben a gque el asfalto negro absorbe la luz transmitida,
evitando la reflexibn posterior que tenderfa a obscurecer
las franjas.

Por lo que a difracci6n se refiere, podemos observar
el f enbmeno al interponer un objeto entre una pantalla y
una fuente puntual intensa, obteniéndose asi{ una sombra
formada por regiones claras y obscuras,

Fisicamente no existe diferencia alguna entre interfe-
rencia y difracci6n. Sin embargo, es com(n, aunque no apro-
piado, hablar de interferencia cuando se tiene la interac-
cidén de pocas fuentes y de difraccién cuando se tiene un
gran nGmero de fuentes.

En ambos casos podemos afirmar que la interaccién de
las ondas da una resultante que se desvia de la suma de las
componentes, pero como la ecuacidn que describe este tipo
de perturbaciones es una ecuacibn diferencial parcial de se
gundo orden,ec. (1.53), obedecen el principio de superposicibn,
por lo que una perturbaci6n en un punto en el espacio donde

dos o mds ondas se superpongan es igual a la suma vectorial
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de las perturbaciones constitutivas individuales.

Otra de las caracterfsticas importantes de las ondas,
que s6lo presentan las ondas transversales, pues las longi
tudinales no presentan seccién transversal alguna, que ex-
»hiba a manera de fotografifa la perturbacifn es la polariza
cién, la cual se tiene cuando la vibracién transversal de
la onda puede localizarse dentro de, por ejemplo, un solo
plano(plano de vibracién) dando lugar as{ a lo que se co
noce como polarizacién lineal.

Dentro del siguiente capftulo se hablar8 de este tipo
y otros de polarizaci6n, en un contexto exclusivo para on-
das electromagnéticas, asf como del procedimiento a seguir
para obtener diferentes polarizaciones. En particular, la
polarizacifén circular y elfptica que se origina - bajo
ciertas condiciones, al interaccionar la onda con el plas-

ma, esto Gltimo se trata en el Gltimo capitulo.
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Capftuo -1l

ONDAS ELECTROMAGNETICAS
2.1 Introduccién.

Los momentos m&s espectaculares en el desarrollo de
la fisica se producen cuando ocurren grandes sintesis en
las cuales sge descubre gue fenpmenos, aparentemente distin
tos, no son sino diferentes manifestacicones de una misma co
sa.

Uno de estos grandes momentos tuvo lugar en el siglo
XIX, alrededor de 1860, cuandoc el fisico escocés James
Clerk Maxwell (1831-1879) resumit, e incluso amplié en
forma por demds brillante, todo el conocimiento empirico
que en la &poca se tenfa del electromagnetismo, en cuatro
ecuaciones que ahora llevan su nombre.

Pero, no termina aqul la contribucibn de Maxwell a la
fi{sica; a partir de sus ecuaciones pudo comprobar que la
luz no es otra cosa que ondas electromagn&ticas, uniendo
asf la 6ptica con el electro-magnetismo.

Maxwell calculd la velocidad a que irfa una onda y
descubrib6 que coincidfa exactamente con la velocidad de la
luz, La coincidencia era demasiado notable para pasarla
por alto. Maxwell dedujo asi, que la luz misma debfa ser
una onda electromagnética,

Veinte afios despu&s de publicar Maxwell su teoria, en
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1887, ‘el fisico alemdn Heinrich Hertz (1857-1894) comprobs
la existencia de ondas electromagnéticas de longitud de on
da larga, gener&ndolas con violentas oscilaciones eléctri-
cas en un circuito electrénico y detectdndolas con otro
circuito que, situado a unos cuantos metros de distancia y
éin estar conectado a alguna fuente de energfa, produjo os
cilaciones eléctricas de la misma frecuencia.

La consideraci6n de la luz como ondas electromagnéti-
cas, tuvo que cuestionarse alrededor del afio 1900, afo en
que, para poder explicar el problema de la radiacién de
cuerpo negro el ffsico alemdn Max Planck sugirié que la luz
es un fenSmeno cufntico: la energla radiante no es emitida
en forma contfnua, sino en pequefias cantidades discontinuas
que llam$ “"quanta". Ademds, sobre bases puramente tebricas,
concluy6 que cada quanta lleva consigo una cantidad de ener
gia expresada por la ecuacién: E = hv, donde v es la fre_
cuencia de radiacién y h una constante llamada ahora cons-
tante de Planck,

A pesar de la gran significacién de esta postulacién,
nadie hizo caso de ella y no fue, sino hasta el afio de 1905
cuando Albert Einstein llev6 la teorfa de los quantum a un
nuevo dominio del conocimieénto, postulando gue todas las
formas de enerxrgifa radiante, luz, calor, rayos X, etc., via-
jan a trav&s del espacio en paquetes discontinuos que llamé
fotones.,

Einstein verific6 esta idea, formulando una ley gque
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describe exactamente el extrafio fenbmeno conocido con el -
nombre de Efecto Fotoeléctrico., Los ffsicos de la época no
habfan podido explicarse el hecho de que cuando un Baz de
luz violeta se lanza sobre una placa Jde metal, &sta expele
una lluvia de electrones y si se manda luz de frecuencia
més baja, amarilla o roja, por ejemplo, los electrones sa_
len con una velocidad menor., La energfa de los electrones
arrancados, depende de la frecuencia de la luz y no de su
intensidad.

Einstein resolvi6 el problema, pensando en la luz como
un conjunto de fotones y cuando uno de ellos golpea un elec
trén, =1 fotén es absorbide y la velocidad con que los elec
trones se desprenden de la placa de metal, depende de la

energia contenida en el fotdn gue la golpea.

Otro fenbmeno importante que constituye una prueba se-
ria en favor de la teoria culntica de la radiacibén, es el
llamado: Efecto Compton, en el cual se estudia la dispersifn
que sufre un "haz" de fotones al incidir sobre una particu-
la.

Sin embargo, existen indudablemente fenbmenos de la
luz que s6lo pueden explicarse mediante la teorfa ondulato-
ria; por ejemplo la sombra indefinida de objetos ordina_
rios, que indica que los rayos luminosos se han doblado, de
igual modo que las ondas de agua se doblan alrededor de

una roca.
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Por otro lado, si hacemos pasar luz a través de un agu
jero muy pequefio y proyectamos sobre una pantalla, observa-
remos bandas circulares concéntricas alternantes, luminosas
y oscuras, este fenfmeno se conoce como difraccién y ha
sido comparado con la tendencia que tienen las ondas del
mar a doblarse y divergir al pasar a través de una estrecha
boca de un puerto, |

Andlogamente, si ahora tenemos dos aguijeros, las dos
conformaciones de difraccibn se fundirdn en una serie de
bandas paralelas, justo como ocurre con dos sistemas de on-
das de agua que se encuentran en una piscina, se reforza_
ran reciprocamente, cuando coinciden cresta con cresta y
anulardn el uno al otro, cuando la cresta de una ola coinci
da con el valle de la otra, entonces en el caso presente,
las bandas luminosas aparecerdn cuando dos ondas luminosas
se refuercen reciprocamente y las bandas oscuras en caso
contrario; este fenfmeno se conoce como interferencia.

Ambos fenfmenos, difraccién e interferencia, son es
trictamente caracterfsticas de ondas y no ocurrirfan si la
luz estuviese compuesta de corptisculos.

De este modo, la pregunta fundamental ¢estd la luz for
mada de ondas o de particulas?, la respuesta es que de ambas. El
cardcter dual de la luz, es sin embargo, solamente un aspec
to de una m&s profunda y extraordinaria dualidad, que llena
~toda la naturaleza y de la cual fotones y ondas electromagné

ticas son sb6lo distintas manifestaciones.
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La primera insinuacién de este extrafio dualismo, se hi
zo en 1925, cuando el ffsico francés llamado Luis de Broglie
sugirié que los fenbmenos envueltos en las relaciones reci-
procas de materia y radiacibn, se entenderian mejor si se -
pensara en los electrones no como partfculas, sino como sis
temas de ondas.

Poco tiempo despufs de que de Broglie hiciera pGblica
su idea, un fisico vienés llamado Erwin Schrivdinger desa-
rrollé la misma idea en forma matemiticamente coherente,
creando un sistema que explicaba los fenbmenos cudnticos,
atribuyendo funciones de onda especificas.a electrones y

protones.
2,2 Ecuaciones de Maxwell,

El conjunto de ecuaciones que comunmente se conocen coO
mo ecuaciones de Maxwell, resume y explica la teorfa
electromagnética clésica.

Este conjunto, que consiste de cuatro ecuaciones, debe
su nombre al ffsico escocés que apoydndose en los resulta
dos experimentales de Faraday, formuld matemdticamente la
teorfa del electromagnetismo, para lo cual tuvo que corre_
gir una de las leyes ya conocidas: a saber la Ley de Ampé-
re. Esta correcci6n tiene una importancia crucial para cam-
pos que oscilan a altas frecuencias, sin ella no existirfa
radiacién electromagnética.

Las ecuaciones de Maxwell son las siguientes:
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2.2.1 Ley de Gauss~Eléctrica,

Esta ley debe su nombre al matemdtico alemdn Karl Frie
derich Gauss (1777-1855); en ella se relaciona el flujo de
la intensidad de un campo eléctrico E a través de una super
ficie cerrada, con la carga total que encierra dicha super-
ficie.

El flujo a través de una superficie cerrada A, estd da

do por:

~

E . a3 (2.1)

donde el vector 4§ tiene una direccién normal hacia afuera
de la superficie. Ahora bien, si V es el volumen encerrado
por Ay si dentro existe una distribucibn continua de car-

ga de densidad p, la Ley de Gauss nos dice que:

pdv (2.,2)

.__ﬁ
(<502
&
I
ol

El primer término representa la diferencia entre la
cantidad de flujo hacia adentro y hacia afuera de una su_
perficie cerrada A, asf la ley de Gauss dice que si hay una
diferencia,serd debida a la presencia de fuentes o sumide

ros de campo eléctrico (cargas eléctricas) dentro de la su-~
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perficie,

La constante ¢ se denomina permitividad eléctrica del
medio.

Haciendo uso del teorema de la divergencia y si tene_
mos densidad de carga uniforme, la ecuacifn (2.2) se puede es
cribir como:

E= £
V-E= < (2.3)

2,2.2 Ley de Gauss-Magnética.

Hasta el momento no se conoce un equivalente magnético
de la carga el&ctrica, es decir, no se han encontrado polos
magnéticos aislados, por lo que la induccibn maqnética»ﬁ no
diverge o converge a alguna clase de carga magnética. Yor
lo tanto, cualquier superficie cerrada en un campo magnéti-
co, tiene el mismo nGmero de lineas entrando y saliendo, lo

cual implica que:

J B+ as =0 {2.4)
A
o bien

v-B3=0

2.2,3 Ley de Induccitn de Faraday.

De entre las numerosas aportaciones de Michael Faraday
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al electromagnetismo, una de las nds importantes fue el des-
cubrimiento de que un flujo magnético que varia con el tiem
po, cuando pasa a través de un circuito cerrade produce
una corriente eléctrica a lo largo del circuito.

El flujo magnético a través de un drea abierta A, limi

tada por el circuito conductor es:
bg = B . a8 (2.5)

La fuerza electromotriz inducida (fep) alrededor del
circuito, es entonces:
d
fom = - gL B (2.6)

Sin embargo esta f,, existe como resultado de la exis-

tencia de un campo eléctrico dado por:

em

£ =7(> £ . al (2.7

donde ¢ es la curva que corresponde al circuito.
As{, sustituyendo las ecs. (2.6) y (2.7) en (2.4) ob-

tenemos:
E-al=-f || 8- dd (2.8)

c A
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Cabe mencionar que esta expresifn no tiene referencia
ffsica alguna al circuito, lo cual significa que la trayec-
toria se puede elegir arbitrariamente y no necesita estar
dentro o cerca de ningQn conductor. Si la trayectoria est8
fija en el espacio y no cambia de forma, la ec. (2.8) se puede

escribir como:

- B
E-al=- || 5¢.d (2.9)
c A
Empleando el teorema de Stokes esta dltima expresibdn

se puede reescribir como:

<
x
3

3

1
5

(2.10)

(S5
ot

Notamos gque en este caso, el campo eléctrico no es pro
ducto de cargas eléctricas, sino de un campo magnético va-
riable en el tiempo.

2.2.4, Ley Circuital de Ampere.

Esta ley debe su nombre a su descubridor André Marie
Ampére (1775-1836). En ella se relaciona la integral de 1f-
nea de un campo magnético B alo largo de una curva cerrada
C, con la corriente total i que pasa dentro de los confines

de C: segfin la ecuacibn:

§-di=u[3-d§=ui (2.11)
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en la cual A estd limitada por c, J es la densidad de co_
rriente y u la permeabilidad del medio.
La ec, (2.11) puede reescribirse con ayuda del teo

rema de Stockes como:
> -
VB =ud (2,12)

Como la divergencia de cualguier rotacional es cero,
entonces tenemos que la divergencia de J es cero, es decir,
el flujo total de corriente a través de cualquier superficie
cerrada vale cero, Para que esto se cumpla, es necesario
gue la carga dentro de la superficie tienda a cero, pues en
general las cargas pueden estarse moviendo dentro de la su-
perficie, de un lugar a otro, dando lugar asf a una corrien
te,

De este modo, la ec. {(2.12) nos lleva a la conclusibn

de que la carga no se conserva; para salvar esta dificultad,

Maxwell propuso sumar a la ec. (2.12) el término J; Eg
c® 3t
con lo cual se tiene la relacibn correcta dada por:
¥ x B = uy + UE %% (2,13)

Veamos ahora como el término adicional es necesario pa
ra no violar la ley de conservacibén de la carga, que, dicho
sea de paso, es una consecuencia de las ecuaciones de Max

well.
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Tomando la divergencia de la ec. (2.13), tenemos:
3 I
VetV osg=0 (2.14)

cambiando el orden de derivacibn en el segundo término, se

tiene:
VeJd+el veE=0 2.15
+c.-a—t- = (2.15)
haciendo uso de la ec. (2,3) conclulmos:
T _
v J = T (2.16)

que es la ecuacibn que expresa la ley de congervacién de la
carga,

Para concluir, diremos gue si aceptamos las ecuaciones
de Maxwell como verdaderas (lo cual tenemos que hacer, pues
nadie ha encontrado que no funcionen), aceptaremos la conser

vacién de la carga.
2,3, La Luz Como Onda Electromagnética.

El principal resultado que se obtiene a partir de las
ecuaciones de Maxwell es quizd, la deducci6tn de que la luz
no es otra cosa que ondas electromagnéticas, las cuales

una vez generadas se mueven mds alld de su fuente, e inde-
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pendientemente de ella,

Viajando ligados el uno al otro, los campos eléctrico
y magnético, variables en el tiempo, se regeneral mutuamen
te en un ciclo que no tiene fin, como lo muestra el hecho
consistente en que las ondas que a nosotros llegan desde
el centro de nuestra galaxia, han estado viajando durante
treinta mil afios, aproximadamente y recibimos ondas de fug
ra de ella que se generaron en el principio mismo del uni-
verso.

Para comprobar lo anteriormente dicho, tomemos el ro-

tacional de la ec, (2,13):
Ux (v x B o= uolv x B) 4 pe 5 (9 x B) (2.17)
donde se ha hecho uso del resultado conocido como Ley de Ohm:
J = o (2.18)

siendo ¢ la conductividad del medio, y donde se supone tam-
bién que £ es una funcibn que se "comporta bien", por lo
qgque las derivadas respecto a la posicibn y al tiempo se
pueden intercambiar,

Si ahora sustituimos la ec. (2.10) en (2.17}), tenemos:

B 28
7x (vxB = - Ho %E - ME %ET (2.18)

Reescribiendo este triple producto vectorial como:
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Vx (vxB) =9( B - vB (2.19)
y tomando en cuenta que V - B = 0, se tiene:

(2.20)

i
=

[y}

t
=

ol

[

(=}

Siguiendo el mismo razonamiento, se obtiene una ecua_
cién satisfecha por la intensidad del campo eléctrico, a sa

ber:
23 32E _
9°E - ue — - W0 g S 0 (2.21)
Si suponemos el caso especial del vacio, tenemos gue:
p=o0o=0ye¢€==¢tg ¥ U =g con lo cual las ccs. (2.20) y
(2.21}) toman la forma:

778 = poe, LE (2.22)

. .
Vzﬁ = HoEy -B-E- (2.23)

!

Ambas ecuaciones describen campos dependientes del es-—
pacio y del tiempo, ademds de tener la forma de la ecuacién
diferencial de onda dada por la ec, {1.53); estas ecuacio-
nes representan una onda que viaja con la velocidad c dada

por:

- Ty (2.24)
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Haciendo uso de los resultados experimentales de p, y
€g, Marxwell realizé el cdlculo, obteniendo una velocidad
‘para las ondas electromagnéticas en el vacfo de

1 &
C = e =3 x 10° m/s
YEgiig
valor gque estaba en notable acuerdo con la velocidad de 1la
luz medida por Fizeau en 1849, ante tales circunstancias
Maxwell comenté:

"Egta velocidad estd tan cerca de la de la luz, que parece
que tenemos una fuerte ‘razdn para concluir que la luz en
sl misma (incluyendo calor radiante, y otras radiaciones,
si las hay), es una perturbacién electromagnética en la -
forma de ondas propagadas a través del campo electromagné

tico, de acuerdo con las leyes clectromagnéticas".

Si la luz es una onda ¢Qué tipo de onda es?.

Experimentalmente se ha comprobado que la luz es una
onda transversal, trataremos pues, de deducir este resulta
do a partir de las ecuaciones de Maxwell,

Consideremos el caso de una onda plana propagédndose en
la direccibn positiva de X. De esta forma la solucibn de la
ec.(2,22) es solo funcidén de X y t, es decir E = ﬁ(x,t),
siendo ademds constante sobre cada uno de un conjunto infi
nito de planos perpendiculares al eje X.

De la ec.({2.3) se deduce ahora que:

=0 {2.25)
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la componente del campo en la direccibn X es constante, pe-
ro para que la onda se propague, el campo debe variar en el
tiempo, entonces la variacién en el tiempo del campo ocurre
en una direccidn perpendicular a la direccibén de propagacién
por lo que tenemos una onda transversal.

Ahora orientemos nuestra onda, de tal forma que el cam

po eléctrico sea paralelo al eje Y, es decir:

E = ﬁsy(x,t) (2.26)
de la ec. (2.10) se deduce que:

Sy . . 2B | (2.27)

Y ST ‘

yque B, y B, son constantes, La variaci6n del campo magnéti
co con el tiempo, s6lo ocurre en la direccibn Z; hemos asi
conclufdo, de una forma diferente, que una onda plana electro
magnética es transversal.

Veamos ahora qué relacidn existe entre E, y Bg. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que Ey es una onda armé-

nica, esto es:
Ey(X,t) = Eoycos[w(t - X/C) +¢] (2.28)

con C = velocidad de propagacién,

Integrando la ec. (2,27) para obtener B,, se tiene:
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BEY _ 1
<% dt = 7 Eoy coslw(t - X/C) + c] {2,29)

w
N
|
1

Comparando con la ec,(2.28) se deduce que

Ey = CB, (2.30)

Es decir como EY Ve B; difieren solamente por un es-
calar, tienen la misma dependencia en el tiempo y estén en
fase. Ademds son mutuamente perpendiculares, siendo la di-

recci6n de £ x B la direccién de propagacién de la onda.
2.4. Produccién de Ondas Electromagnéticas.

De lo discutido antericrmente, sec deduce que el requi-
sito indispensable para generar ondas electromagn&ticas, es
conseguir campos B y £ variables en el tiempo. La forma de
lograr esto, es esencialmente acelerando carga(s) eléctri_
ca(s): El dispositivo mds sencillo para ello es el dipolo
oscilante en el cual existe un desplazamiento periddico de
la carga a lo largo de &1, de modo que sus extremos se car
gan con signos opuestos, o dicho de otra forma, peribdica_
mente se invierten sus cargas.

Al estar la carga en reposo, tiene un campo eléctrico
asociado a ella de extensi6n infinita; al empezar a mover-
se, el campo eléctrico en las vecindades de la carga se al
tera; tal cambio se propaga con velocidad finita, generando

un campo magnético segfin la ec. (2.13) Si la carga esti ace-
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ler&ndose, el término 3E/3t no es constante, por lo que B es
también dependiente del tiempo, generando a su vez un campo
eléctrico, seg@n la ec. (2.10), Dicho proceso continda con E
y B acoplados uno a otro en forma de pulso, de modo que a
medida que un campo cambia, genera un nuevo campo que se ex
tiende m&s alld de esta forma el pulso se mueve de un pun-

to al siguiente a través del espacio.
2.5, Ondas Electromagnéticas Polarizadas.

Supongamos que tenemos dos ondas armbnicas, linealmen-
te polarizadas, propagdndose en la misma direccibn, pero
con vectores de campo eléctrico perpendiculares entre sf.

Estas perturbaciones pueden representarse en la forma:
B, (X,t) = RE,zcos(kX - wt) (2.31)
B, (X,t) = JEyycos(kX - wt + €) (2.32)

donde £ es la fase relativa entre las ondas, viajando en la

direccitn X. La perturbacifén resultante es entonces:
Bp = By(x,t) + Ey(x,t) (2.33)
lo cual nos muestra que una onda linealmente polarizada pue

de verse como la suma de otras dos perpendiculares entre si,

Como caso particular, vamos a suponer que ambas pertur
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baciones tienen la misma amplitud, es decir, E,g = Egy

que ademds ¢ = - 1/2 + 2mw con me Z y asi se tiene que:

B (x,t) = REpcos(k X =~ wt) (2.34)
Y

Ey(X,t) = J E, sen(kX - wt) {2.35)

por consiguiente, la ecuacidén 2.33 toma la forma:

Ep = Bo[K cos(k X - wt) + J sen(k X - wt)] (2.36)

De esta expresifn podemos observar que la amplitud de
ﬁT es constante e igqual a E; mientras que su direccién es
variable con el tiempo y no estd restringida a permanecer
en un plano, como lo estaba anteriormente. El resultado es
gue, para un observador que ve a la onda acercarse, el vec
tor campo eléctrico estd rotando en direccién de las mane-
cillas del reloj, con una frecuencia @, en tal caso se di-
ce que la onda tiene polarizacién circular derecha.

kig

Por otro lado, si en la ec, (2,33) € =3 + 2mn

con m £-%2 se tiene que:
E, = Eo[R cos(k X - wt) - J sen (kx - wt)] (2.37)
y en este caso, el campo eléctrico gira, para el mismo ob_

gervador, en contra de las manecillas del reloj, con fre_
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cuencia w, caso en el cual diremos que la onda tiene polari
zacidn circular izquierda.

Al observar las ecs. (2.36) y (2.37) notamos el he_
cho de gque la onda linealmente polarizada se puede expresar
como la suma de dos ondas con polarizacidén circular opuesta,

pues sumando (2,36 y(2.37)se tiene:

Ep = 2E,K cos(kX - wt) (2.38)

una onda linealmente polarizada con amplitud constante e
igual a 2E,.,

Hasta aquf hemos supuesto que la vibracidn en Y y la
vibracibtn en 2 tienen amplitudes iguales con un desfasaje de
cualquier mGltiplo entero =, sin embargo, no siempre tiene
que ser de esta manera. El resultado general es que cuando
la vibracidn en Y y la vibracidn en % no estln en fase, el
vector campo eléctrico se mueve cn una elipse.

Para demostrar lo anterior escribamos una expresidn para
la curva trazada por la punta del vector campo eléctrico re_
sultante. La ecuacién que buscamos no debe ser funcidén, ni de
la posicidn, ni del tiempo, es decir, debemos eliminar la de-
pendencia del término (kX - wt).

Desarrollando la ec. (2.32) tenemos:

——; = cos (kX - wt) cos € - sen(k¥X ~ wt) sen € (2.39)
0
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combinando esta ecuacién con el valor de cos(kX - wt) obte-

nido de la ec. (2.31), se tiene:

EY EZ
E?; - E;; cos ¢ = - sen(kX - ut)sen ¢ (2.40)

Haciendo uso de la identidad triqonométrica
sen?a + cos’a = 1 aplicada a la expresidn (2.31) se deduce
que:!
1/

E 2

2
= (2.41)
Eo,}

sen{kX - wt) = tl -
A

resultado con el cual la ec. (2.40) puede escribirse como:

sen?e (2.42)

2 2
E E E E
EX—] + [EE— -2 EE— EX" cose = sen’g (2.43)
Oy} 0z oz oy

Esta ecuacién corresponde a la de una elipse que se en
cuentra rotada un &nqulo # en el sistema coordenado (Y,Z).

Como caso particular notamos que cuando € es un miilti-

plo entero impar de I , la ec. (2.43) se reduce a:
2
E? E?
Y 2
R | (2.44)
2
Eov Egz

que afin representa una elipse, excepto para el caso en que
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que E,, = qucondicién con la cual se tiene un cfrculo.

2.6 Fnergia de una Onda.

Una de las caracteristicas mds importantes de las ondas
electromagnéticas es su capacidad para transportar enerqgfa
de una regidn del espacio a otra. Afin cuando una onda lumino
sa proveniente de alguna fuente estelar tiene que viajar mi-
llones de millones de kildmetros para llegar a la Tierra,
arriba con la energfa suficiente para efectuar trabajo so_
bre los electrones de los &tomos que forman el ojo humano
por ejemplo, permitiéndonos con ello poseer un camino a tra
vés del cual nos conducimos para tener un mejor y vasto cono
cimiento “<¢l mundo gque nos rodea.

Debido a que cualquier campe electromagnético existe
siempre ocupando una regifn en el espacio, es conveniente de
finir la energfa radiante por unidad de volumen, que también
se conoce como la densidad de energia U.

Dados un campo el&ctrico y otro maanético, uno puede

calcular por separado la energia de cada uno de ellos, para

obtener:
' €
N
UE = E (2.45)
U, = i B? (2.46)
B PIT '

respectivamente. Por otro lado, sabemos que E = CB, razbn

por la cual se deduce que el flujo de energia de una onda
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electromagnética a través del espacio es compartido en
igualdad por los dos campos que constituyen la onda, es de~

cir, debido a que:

U. =10 (2-47)

U= U_ + U = gE? = =~ B’ (2.48)

Sea S el transporte de energia por unidad de tiempo a
través de un &rea unitaria. Si tenemns una onda electromag
nética que viaja en el espacio durante un intervalo de tiem
po At a través de un drea A, la enerqia contenida en este

volumen serd: UCAAt, de modo que S tendrd el valor de:

= UC (2,49)

S = ~— EB (2.50)

Resulta l6gico suponer que la direccidn en la que la
enerqgfa fluye es la misma direccién de propagacién de la
onda, por lo tanto, el vector 3 con magnitud $ correspon_

diente resulta ser:
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8=l 8x8 =cle,E x5 (2.51)

Tal vector conocido como vector de Poynting, es tal que su
magnitud es la potencia por unidad de'érea que cruza una su
perficie, cuya normal es paralela a 8.

Las variaciones en el tiempo del vector § x B son tan
ripidas que no tiene sentido hablar del valor instanténeo
de §; en vez de ello hablaremos de la enerola radiante du_
rante un intervalo finito de tiempo, es decir, hablaremos
de su promedio, el cual recibe el nombre de irradiancia
I = <85>,

Para el caso de una onda plana armdnica, linealmente

polarizada que viaja en el espacio con la direccién K se

tiene que:

B = Bseos (K * T = wt) {(2.52)
B

-
con lo cual S resulta ser:

Bocos(k * * - wt)

g = CPey B x Bocos?ix + r - wt) (2.53)

y la irradiancia‘que es lo que podemos medir experimentalmen

te seré:

2
= E£2 B x Bol = G E,* (2.54)

La irradiancia es,por tanto, proporcional al cuadrado
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de la amplitud del campo eléctrico.
Para un medio diel&ctrico isotrépico, homogéneo y 1i_

neal, la irradiancia queda como:
I = gVE?> {2.55)

En el caso que se analiza en la presente tesis, debido
a la pérdida de isotropfa vemos que existen direcciones pre
ferentes en las cuales las ondas se van a prooagar y por lo

tanto, direcciones preferentes para el flujo de energfa.

2.7. El espectro electromagnético.

La radiacidn electromagnética se presenta en una exten-
. sa gama de frecuencias o longitudes de onda.

Existen distintas fuentes de produccibn en cada frecuen
cia, aunque algunas de ellas emiten en varias frecuencias,
por lo cual no existe un limite definido en la clasificacidn
de las ondas electromagnéticas, sino que existen superposi_
ciones.

Comfinmente las ondas se clasifican de la siguiente ma-
nera:

Ondas de Radio.

Son generadas, principalmente por circuitos electréni-
cos, en particular por la corriente alterna de 60 Hz que

circula en las lfneas. Su longitud de onda es de algunos ki
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Lémetros a 3 dm; su frecuencia comprende de unos cuantos
Hz a 10" Hz, El extremo alto de la banda de frecuencia
se usa para radio y televisi6n. Aunque individualmente
existan fuentes naturales extensas que emiten esie tipo
de radiacion, poca de elia podemos observar, pues la at
mésfera no permite el paso hasta la superficie de ia Tie
rra de ondas con longitudes mayores e 1 mt, ya gue és-
tas son refiejadas en la ion6sfera. Por esta misma ra_
26n pueden usarse para comunicaciones terrestres de lar
go alcance.

Microondas.

Estas ondas son de gran importancia, por ser de las
ondas gue pueden atravesar la atmbésfera de la Tierra,
ias cuales tienen una longitud de onda de poco menos de 1
¢m a 30 m. BEs gracias a ello que se conoce mucho de la
estructura de las galaxias, incluyendo la nuestra, y de
las estrellas (en particular el Sol). También se produ-
cen mediante circuitos electrSnicos y se usan para comu
nicaciones solo que como no son reflejadas por la ionbs
fera deben usarse saté&lites reflectores y retransmiso_
res.

Infrarrojo

Comprenden longitudes de onda entre 10”? my 7.8 x
107" m y un intervalo de trecuencias de 3 x 10'! Hz a
4 x 10'" Hz. Esta regibn se encuentra dividida en cua_

tro subregiones que son: El infrarrojo cercano (780 -



3000 nm), el infrarrojo intermedioc (3000 - 6000 nm), el
infrarrojo lejano (6000 - 15000 nm) y el infrarrojo ex-
tremo (15000 - 1.0 nm). Esta radiacidn es emitida por
cuerpos calientes y moléculas y sdlo parte del infrarrojo
cercano puede registrarse en la superficie de la Tierra,

Luz Visible

Comprende una franja angosta del espectro electro-
magnético, su longitud de onda va de 7.8 x 10’ ma 3.8 x
10™" m, y su frecuencia de 4 x 10'“Hz a 8 x 10'"Hz. La
atmésfera terrestre es transparente a esta radiacibn y
fue la primera ventana por la que ewpezd a observarse el
mundo exterior.

La exploracién del universo de ondas de radio y mi-
croondas se inicif después de la Segunda Guerra Mundial.

Esta radiaci6n es producida por un rearreglo de elec
trones (exteriores en su mayorfa) en Atomos y moléculas.

El ojo humano es sensible a esta radiacién, teniendo
su mayor sensibilidad para longitudes de onda del orden
de 5,6 x 107 m. La luz provoca diferentes reacciones en
el ojo, dependiendo de su frecuencia, lo cual da lugar a

lo que se denomina colores, que son los siguientes:

COLOR A (nm) v (Hz)
Rojo 180 - 622 384 ~ 482
Naranja 672 - 597 482 - 503

Amarillo 597 - 577 503 - 520
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verde . 577 - 492 520 - 610
Azul 492 - 455 620 - 659
Violeta 455 - 390 659 - 769

Rayos Ultravioleta,

Comprende longitudes de onda que van de 3.8 x 1077 m

a6x10" ° my de frecuencias de 8 x 10'* Hz a 3 x 10'7
Hz.

Estos rayos son producidos por &tomos y moléculas en
descargas eléctricas. El Sol es una enorme fuente de rayos
ultravioleta que poseen la energfa necesaria para ionizar
la capa alta de la atmbsfera, generando asf la ionb6bsfera.
Su energfa es suficiente como para producir ciertas reac-
ciones gquimicas; este tipo de rayos es letal, afortunada-
mente el ozone de la atmfésfera lo absorbe y solo muy po_
cos de ellos llegan a la superficie de la Tierra.

Rayos X

Descubiertos en 1895 por Wilhem Conrad Rontgen (1845~

1923), tienen longitudes de onda de 10" ma 6 x 107'% my

'* Hz. Estos rayos son

frecuencias de 3 x 10‘7 Hz a 5 x 10
producidos por transiciones de los electrones mis fuerte-
mente ligados o cuando se cambia el movimiento de alta
energfa de una partfcula cargada. Producen serios dafios
en tejidos y organismos vivos; una exposicibn prolongada
provocaria la muerte. Aunque existen fuentes estelares de

este tipo de radiacibn, y el Sol en ocasiones emite rayos

X con gran intensidad, estos son absorbidos en las capas
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altas de la atmSsfera y no llegan a la superficie de la Tie
rra.

Rayos ‘Gamma

Estas radiaciones son de origen nuclear y son las de
mds alta energfa. Presentan longitudes de onda que van de
107" ma 107" my frecuencias de 3 x 10'° Hz a poco mas
de 3 x 10°? Hz. También hay fuentes estelares que emiten
este tipo de radiacibn; el Sol eventualmente es emisor de
rayos Y, pero de igual manera, estos son absorbidos por
la atmésfera, por lo que no producen danos en los organis
mos terrestres. Asi, observamos el espacio exterior a tra
vés de dos ventanas: microondas y el visible, las obsarvg
ciones de otras A deben hacerse con vehiculos espaciales
fuera de la atmbsfera,

La interaccifn de cualquiera de estos tipos de radia
cibn con la materia dependerd tanto ce las caracterfsti-
cas de la radiaciodn misma como de las de la materia a tra
vés de la cual se propaga; si la radiacién presenta foto-
nes de energfa comparable a ia de‘los electrones o &tomos
de las moléculas de un material interact@an en mayor gra~
do con éste. kn particular en un plasma magnetizadoe las
interacciones dependerdn de las frecuencias que caracte-
rizan al mismo, como de la direccidn de propagacibn de la
radiacién con respecto al campo que magnetiza al plasma y

esto lo discutiremos mds adelante.



60

CAPITULO 111

ELEMENTOS DE LA FISICA DE PLASMAS

3.1. Introduccidn.

El inicio de la fisica de plasmas se llevd a cabo por
dos caminos paralelos, uno empfrico y otro teérico. El tipo
de investigaciones en "descargas eléctricas en gases" eran,
en gran modo, experimentales y fencmenolSgicas, alcanzando,
muy lentamente, ciertc grado de complejidad te6rica. Los pri
meros fisicos que se enteraron del tema, miraban con cierto
desprecio este rudo y complicado campo, en el cual los plas-
mas mostraban estriaciones y capas dobles, ademis de que la
distribucién electrdnica no era Maxwelliana y habfia muchos
tipos de oscilaciones e inestabilidades,

Se lleg6 a pensar que con un poco de trabajo, la teorfa
cinética de los gases ordinarios se podrfa extender, hasta
incluir a.los gases ionizados lo cual condujo a teorfas ma-
temdticamente elegantes, pero con un alto grado de discrepan
cia con la realidad.

En 1908, Birkeland se convirtié en el primer hombre que
trata de sintetizar lo que hoy se conoce como: Ff{sica de
plasmas de laboratorio y Ff{sica de Plasmas c&smicos, habiendo
sido €stos estudiados por €1 mismo.

A pesar de esto, el desarrollo de las teorfas sefue 1le

vando a cabo sin contacto alguno con los plasmas en el labo-
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ratorio, metodologfa que se practict mientras se pudo evitar
la confrontacifn con la realidad. La teorfa concluy®d que los
plasmas podfan ser confinados f&cilmente en campos magnéti_
cos y calentados a temperaturas tales que hicieran posible
la liberacién termonuclear de energfa., Cuando se intents la
construccién de reactores termonucleares, el resultado fué
desastroso, los plasmas no se comportaban como las teorfas
prédecian, sino gue mostraban un gran nlnerc de efectos im-~
portantes no inclufdes en ellas.

Este problema no motivé grandes cambios en la ffsica de
plasmas c6smicos, pues al ser las teorfas errbneas para plas
mas de laboratorio, no necesariamente tenfan que serlo para
plasmas césmicos. Tal estado de "fe" desaparecid cuando las
misiones espaciales se hicieron a la magnetdsfera y espacio
interplanetario: los plasmas c6smicos eran tan complicados
como los de laboratoric.

Esta sequnda confrontacidn trajo como consecuencia un
sequndo enfoque a la ffsica de plasmas c&smicos.

La tabla siquiente muestra las caracterfsticas de ambos

enfoques:



PRIMER ENFOQUE

Modelos Homogé&neos,

Conductividad ¢ = «

Las lfneas de campo magnético
estén congeladas y se mueven
con el plasma.

Las capas dobles electrostdti
cas son despreciables.

Se desprecian las inestabili~
dades.

Las condiciones electromagné-
ticas estén ilustradas por -
las imfgenes de lfneas de cam
po magnético.

Las estructuras filamentarias
y las hojas de corriente se -
desprecian o se tratan inade-
cuadamente.

Distribucibén Maxwelliana de -
velocidades.

Las teorfas son matem&ticamen
te elegantes y bien desarro -
lladas.,
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SEGUNDO ENFOQUE

Los plasmas espaciales fre -
cuentemente tienen estructu-
ras complicadas e inhomogé_
neas,

¢ depende de la corriente y
con frecuencia, se hace cero
repentinamente,

Con frecuencia la imagen de
lineas congeladas se pierde
por completo.

Dichas capas son de importag
cia decisiva en plasmas de
baja densidad.

Muchas configuraciones de
plasma no son realistas,
que son inestables.

por

Es igualmente importante tra
zar las lfneas de corriente”
y discutir el circuito eléc-
trico. Las corrientes produ-
cen filamentos o £lujo en ca
pas delgadas.

Los efectos no-maxwellianos
son con frecuencia decisivos.

Las teorfas no estén muy
bien desarrolladas y son par
cialmente fenomenolbgicas.

La diferencia entre ambos enfoques se ilustra, en cier

to modo por los términos gas ionizado y plasma, los cuales,

aunque sinénimos, implican diferentes nociones, el primero

da la impresifn de un medio similar a un gas, en tanto que

el sequndo y en particular, un plasma totalmente ionizado y

magnetizado, es un medio con propiedades bdsicamente diferen



63

tes: es fuertemente inhomogéneo y consiste en una red de fi
lamentos producidos por corrientes lineales y superficiales
de discontinuidad, que se deben algunas veces a hojas de co-
rrientes y otras a capas dobles electrostéticas.

De acuerdo con Birkeland los primeros experimentos de
laboratorio relativos a la fisica cbésmica fueron del tipo de
experimentos con modelos a escala. 5in embargo, muy pronto
se descubrié que no era posible hacer un escalamiento real
de los fenOmenos c6smicos al tamano del laboratorio, en par-
te por el gran nfmero de parémetros involucrados que obede -
cen diferentes leyes de escala.

Por lo tanto, los experimentos de laboratorio podrian
servir para aclarar algunos fenbmenos bésicos de importancia
para la ffsica cbsmica, en vez de tratar de reproducir una
versién a pequefia escala de un ejemplo cOsmico

De este modo se encuentra que las investigaciones de
laboratorio empiezan a demostrar muchas propiedades basicas
de un plasma previamente desconocidas o menospreciadas. Pro-
piedades que difieren drésticamente de las supuestas en mu_
chas teorfas astroffsicas. La diferencla entre el plasma de
laboratorio y el de estas teorias puede deberse en algunos
casos a la disimilaridad entre el laboratorio y el espacio,
pero con mic frecuencia, refleja la confrontacién entre el
primero y sequndo enfoques. En otras palabras, es la difereg
cia entre un medio hipotético y uno que tiene realidad ffsi-

ca. El tratamiento del primero conduce a teorfas especulati-
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vas de poco interés, excepto como ejercicio intelectual. E1
Gltimo medio es bdsico para el entendimiento del mundo en

que vivimos.
3.2. Descripcidén de un Plasma.

Si interaccionamos con un gas por medio de colisiones,
radiacién o calentamiento, hasta hacer posible la ionizacidn,
tendremos como resultade lo que a menudo se conoce como cuar
to estado de la materia y que recibe el nombre de "Plasma",
el cual se caracteriza por encontrarse en un estado de cuasi
neutralidad eléctrica. Ademds, presenta como principal carac
terfstica un comportamiento colectivo debido al largo alcan-
ce de las fuerzas clectrostdticas.

De acuerdo con la definicidén anterior, la fisica de
plasmas comprende también al estado s6lido, pues los elec_
trones en los metales y en los semiconductores caen en esta
categorfa; asf{ mismo, la sustancia salina de un electrolito.
Sin embargo, el tema concierne principalmente a gases ioni-
zados y en particular a aquellos en los que la energfa poten
cial debida a los primeros vecinos, sea mucho menor que la
energia cinética de una particula.

Por otro lado, supondremos que la cuasineutralidad del
plasma es suficiente como para poder tomar iquales densi
dades de iones y electrones, pero no suficiente como pa-
ra que las fuerzas electromagnéticas entre las particulas

que lo componen se anulen.
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A una temperatura mayor de 100 000°K, la mayorfa de 1la
materia existe en un estado ilonizado. El estado de plasma
puede existir a temperaturas menores de 100 000°K, si hay
algfin mecanismo que lonice el gas y si la densidad es lo su
ficientemente baja, como para que la recombinacibn no sea
répida.

El Sol y las estrellas est&n lo suficientemente calien-
tes, como para estar casil completamente ionizados y el gas
interestelar est8 también ionizado, debido a la accibn de la
radiacibn estelar. Estc significa que el 99.9% de la materia
del universo estd en estado de plasma, siendo la Tierra una
excepcibn por su baja temperatura y alta densidad, las cuales
aunadas al efecto protéctor de la atmésfera cercana, impilden
la formacidén de plasmas naturales en nuestro entorno inmedia
to, excepto por los plasmas temporales formados por los re_
lémpagos y los manifestados ocasionalmente en las auroras bo
reales. Sin embargo, en la parte superior de la atm&sfera,
conocida como ion6ésfera, existe plasma, creado por fotoio
nizacién. M&s afuera, los anillos &e radiacién de la Tierra
(anillos de Van Allen), consisten de electrones y protones
atrapados en el campo magnético terrestre. En realidad, todo
el espacio alrededor de la Tierra hasta la magnetopausa (re-
gién que limita el dominio terrestre del medio interplaneta~-
rio) est& lleno de un plasma de protones y electrones sumamente
dilufdo y el proplo medio interplanetario es continuamente

atravesado por el flujo de plasma proveniente del Sol, llama
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do “"viento solar”

Aqui cs interesante destacar que el viento solar, a
pesar de gser un gas muy diluide (¥ 5 - 10 part./cm’) pue~
de ser tratado como fluido, debido precisamente al compox
tamiento colectivo que se cbserva y en el cual no puede
ser producto de las colisiones coulombianas que debido a
la baja densidad son altamente improbables.

En los casos de plasma sin colisiones, las causas del
comportamiento colectivo siguen siendo un misterio, pero
las observaciones muestran que este existe.

Para producir un plasma, se requiere suministrar ener
gfa a los electrones, para gue estos puedan escapar del cam
po de fuerzas del &tomo. En general, esta energfa se propor
ciona mediante colisiones.

La tabla 3.1 muestra las energlas requeridas por algu

nos gases para su ionizacién.

GAS ENERGIA DE IONIZACION

(ev)
Cesio 3.9
Litio 5.4
Mercurio - 10.4
Hidr&geno 13.86
Molécula de Hidrbgeno 15.4
Argbn 15.7
Molécula de NitrSgeno 15.8
Nebn 21.6
Helio 24.6

Tabla 3.1. Energfa requerida para la ionizacidn de algunos Stomos y
moléculas.,
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Los plasmas que se obtienen en el laboratorio no pre_
sentan, generalmente, ionizacidn total, pero muchas de las
caracterfsticas del plasma son independientes, tanto de la
presencia de partfculas neutras, como de otros electrones
ain atrapados en los dtomos ionizados, por lo que para mu_
chos propésitos es conveniente analizar el caso de un plas
ma completamente ionizado. En este caso los efectos cufnti-
cos se pueden, en general, ignorar, excepto para una inte_
raccién pequefia con el campo de radiacidn. De este modo, la
mayoria de los tratamientos tefricos de un plasma se redu_
cen al caso de ionizacién total.

La ffsica de plasmas constituye un estudio bastante re
ciente, que sc ha ido llevando a cabo mediante desarrollos
tebricos y experimentos de laboratorio.

La extensidn de las observaciones realizadas con plas-
mas de laboratorio a los sistemas astrofisicos no es inme_
diata, pues el cambio de escalas espaciales y temporales re
presentan una diferencia fundamental. Adem&s, los efectos
que las fronteras ejercen en los plasmas confinados en el
laboratorio no existen para los plasmas en el espacio.

En presencia de un campo magnético externo, los cuales
parecen llenar el universo, el acoplamiento entre &ste y
la dindmica del plasma, da lugar a novedosos fenfmenos y
constituyen la magnetohidrodindmica, que es una forma de

tratar a los plasmas, consider&ndolos fluidos.
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3.3. Par&metros de un Plasma.
3.3.1. Esfera de Debye.

Anteriormente mencionamos que en los plasmas densos los
efectos colectivos se deben al laryo alcance de las fuerzas electrostiticas.

Debido a la atraccidn electrostitica, cada ion del
plasma se ve rodeado por una nube de electrones que tende_
rén a anular su carga; la distancia mixima a la que esto
ocurre, recibe el nombre de "Longitud de Debye" y se denota
por Xp.

Asi, el parémetro A, nos proporciona una medida del ra
dio dentro del cual la influencia de una sola particula es
dominante; mis all& de ella, la influencia de la particula
se ve apantallada, predeminando los efectos té&rmicos.

Cada una de las particulas que foman el plasma tiene
su esfera de Debye y es debido a la superposicién de éstas
que el plasma presenta comportamientos colectivos.

Supongamos que tanto iones como electrones se encuentran
en equilibrio termodindmico, por lo que ambos obedecen una

distribucién maxweliana caracterizada por la temperatura, es

decir:
- 24
n, =n, exp (iﬁ‘%} (3.1)
n, = n, exp [-Kﬂ,ff-} (3.2)
i

en estas expresiones n, y n; son las densidades de los elec-

trones y los iones, respectivamente, T, y T; las temperatu_
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ras correspondientes, ¢ el potencial eléctrico, p la unidad
de carga, np la densidad inicial (¢ = 0) y X la constante
de Boltzmann.

La ecuacién de Poisson que relaciona el potencial ¢ con
las densidades de carga de iones y electrones representadas

por las ecs. (3.1) y (3.2), toma la forma:
9¢ = 4me(n, - n;) {3.3)

Haciendo uso del hecho de que en un plasma la energfa
potencial de una partfcula debida a su vecino mds cercano,
es mucho menor quc su energia cinbtica, ep << KT, y en << KTy

La ec. (3.3), en coordenadas esféricas toma la forma:

2, . 1 d 2 ddl 2 1 1
Ve oW {r “‘f} = dmnge [x’re + x‘ri}"’
(3.4)
donde se ha hecho un desarrollo en serie de Taylor, conside
rando sblo los dos primeros términos.

Si ahora definimos la longitud de Debye para electrones

& lones como: 1/2
- K T
bt T |ptea noe} (3.5)

Y como la longitud total de Debye:

AD 2 A+ Ae (3.6)

La ec. (3.4) toma la forma:
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-2
=2, 0 (3.7

z dr

L8 [ 4
r dr

Suponiendo una solucibn de la forma ¢ = ¢/r la ec.(3.7)

se convierte en:

2
a’y _ x;zw (3.8)

cuyas soluciones a largas distancias son y§ ~ exp(-r/AD), en
tanto que para distancias muy cercanas a r = 0 las solucio-
nes son ¢ = q/r; por lo tanto, la solucibn a ia ec. (3.3),

para cualguier distancia, es:
-r
¢ = %exp [W;] (3.9)

Observando la ec.(3.9) notamos que el potencial debido
a una carga q (en un plasma) decrece mucho mis répido que en

el vaclo, tal suceso se conoce como "Apantallamiento de De_

bye".

En otras palabras si r >> XD entonces ¢ + 0, pues la
carga q sSe ve apantallada por la nube de cargas opuestas a
su alrededor. '

Finalmente como consecuencia de lo anteriormente discu-
tido notamos que para la existencia de un plasma es necesa_
rio que su longitud lineal sea mucho mayor que la longitud
de Debye, adem&s de que el nfinero de particulas en una esfe-
ra de Debye que proporcionan el decrecimiento lento del campo

requerido en la deduccibn de AD, debe ser mucho mayor que la
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unidad. Es decir, para la existencia de un plasma requeri_

mos de:
L >> xD (3.10)
i1 (3.11)
3 ™) .

Supongamos que se tiene una muestra de plasma con den-
sidades n, y n,; para los electrones y los iones, respectiva-

mente, en una esfera de un cm de radio. El potencial ser§ en

tonces:
- Carga total _ 4 -
\Y = 3 m(ng na)e (3.12)

Si un plasma presentando una n, = 10'" electrones por
cm® es suficientemente desviado de la neutralidad, como para
que ni exceda a n, en uno porciento, el potencial seria
V6 x10° volts. Potenciales de este orden pueden mantener
se s6lo en condiciones muy especiales y puesto que existe po
ca restriccidn para el movimiento de particulas cargadas en
un plasma, excepto donde actfian fuerzas magnéticas, las par-
tfculas se moverin libremente para neutralizar cualquier ex-
ceso de carga, razbén por la cual el plasma tiende a permane-
cer en un estado de cuasineutralidad eléctrica, es decir

Ng ~ Ny,
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3.3.2., Frecuencia del Plasma.

Supongamos que se tiene un plasma bidimensional de lon
gitud L. 81 un grupo de electrones es desplazado una distan
cia § de su posicién de equilibrio X;, experimentard una
fuerza que lo hard tender a regresar a Xo. Cuando se encuen
tren en su posicibn de equilibrio tendré&n una energfa ciné-
tica igual a la energfa potencial en su desplazamiento ini-
cial, pasarén asi por X; y seguir&n moviéndose hasta que se
reconvierta la energia cinética en potencial y asf{ sucesiva-
mente. La frecuencia de este movimiento arménico simple se
conoce como: "Frecuencia del Plasma" y la denotaremos por

mp.
La ecuacibn de Poisson en una dimensifn es:

Q2

B - 4ap (3.13)

@i
e

donde p es la densidad de carga y E el campo eléctrico produ
cido en el interior del plasma, debido al desplazamiento de
las cargas, por lo cual E(X;) = 0, supongamos ademds que

§ << L,

El campo eléctrico producido es:
E = 4wen,$ (3.14)

dondence es la densidad superficial de carga, tanto de iones

como de electrones.
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La fuerza por unidad de area actuando sobre un electr6n
en el interior del plasma es la carga por unidad de &4rea
multiplicada por E, esto es:

{Lnye)E = 4nnle’Ls (3.15)

Asf, la segunda Ley de Newton puede escribirse como:

2 .
tmgn $8 = - dmle’Ls (3.16)

en la cual el término Lmn, es la masa por unidad de &rea so

bre la cual actda la carga y m, es la masa del electrofn.

La ec. (3.16) puede reescribirse como:
2 " 2
$es (-“----~‘$°e ]6 =0 (3.17)
e

que es la ecuacién del oscilador arménico con frecuencia ca-

racteristica dada por:

2Y172
w, = [il‘.’l_".";_ / (3.18)

m

e

expresibn conocida como "Frecuencia del Plasma'".

La frecuencia del plasma es utilizada muy a menudo, pa
ra determinar la densidad de un plasma, es también una medi
da del tiempo empleado por un ion o electrén para recorrer

una longitud de Debye,
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Las colisiones‘entre iones y electrones tender&n a amor
tiguar las oscilaciones colectivas; para que éstas solo sean
ligeramente amortiguadas, la frecuencia de las colisiones

debe ser mucho menor que w esto es:
W *> Wegy (3,19)

Por lo tanto la ec. (3.19) resulta ser una condicibn
m&s para la existencia de un plasma, es decir para que una
coleccidn de particulas cargadas exhiba una conducta de plas
ma.

3.3.3, Frecuencia de Ciclotrén.

Los plasmas existentes en la naturaleza se encuentran en
general inmersos en campos magnéticos como lo son los plas
mas del medio interplanetario. Es por ello que resulta impor
tante analizar el movimiento de las partfcula
campo magnético B.

El campo magnético B ejerce una fuerza sobre una parti
cula de carga q, solo si la velocidad de ésta tiene una com-
ponente perpendicular a la direccitn del campo.

Por ello, Si consideramos la velocidad de la particula
como la suma de una componente paralela y otra perpendicular
a ¥ es decir:

>
V=V, +V, (3.20)

La ecuacién de la fuerza de Lorentz para una particula
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de masa m, carga g y velocidad V moviéndose en un campo B
toma la forma:

avy _ + <
- %m x B) {3,21)

de donde el primer término resulta ser siempre perpendicu
et > .

lar a vy y a 8; razén por la cual el movimiento c¢s circular.

La aceleracién en el movimiento circular de radio r es

2
%? y debe ser iqual a %ﬁ% , esto es:

v; V,B
Vo o o B
== q =5 {3.22)

a partir de &sto encontramos que la frecuencia angular

Vy
= *& eg:
We r °°

0o = & (3.23)

cantidad que recibe el nombre de "frecuencia ciclotrbnica".

Si la velocidad inicial no es perpendicular a ﬁ, la
componente paralela al mismo permanecerd constante y la com
ponente perpendicular a B obedecera la ec. (3.21) ,La trayec-
toria de la particula con esta velocidad inicial tendrd la
forma de una hélice de paso constante.

En un campo magnético uniforme, la particula gira con
radio constante alrededor de una linea de campo. En el si_

guiente capitulo veremos las consecuencias de este efecto.
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3.3.4, rPardmetro de. Plasma.

El pardmetro de Plasma denotado por el simbolo A nos
indica el nGmero de partfculas del plasma contenidas en un
.cubo cuyos lados tienen una longitud igual a la Longitud

de Debye, esto es:

b= mod] (3.24)
Cabe mencionar que si A + 0 se tendr& una disminucién
en la frecuencia de colisiones zntre las partfculas del

plasma,

El pardmetro de plasma es también una medida dentro de
la cual los efectos colectivos dominan sobre los efectos de
partfculas individuales, pues si A es pequefio, el plasma es
tratado como un gas ideal de partfculas cargadas, es decir,

como un gas en el cual no hay interacci6n entre partfculas,

3.4. Ondas en Plasmas.

El estudio de la propagacifn de ondas electromagnéti_
cas a través de un plasma, nos permite conocer lo que ocu_
rre dentro del mismo. Al transportar energf¥a de un lugar a
otro, las ondas electromagnéticas resultan ser el vehiculo
ideal de interaccibn con el plasma, para que por medio de
ella podamos tener un mejor y mds amplio conocimiento de es

te cuarto estado de la materia.
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Debido a la extensifén y complejidad del tema, nos limi
taremos al estudio de la propagacién de ondas en un plasma
frfo magnetizado, el cual presenta la propiedad importante
de poder transmitir una gran variedad de ondas.

A primera vista parece que existe un nfimero ilimitado
en cuanto a variedad de ondas electromagnéticas que se pue
den transmitir en un plasma, sin embargo, existen muchas on_
das que se propagan con diferencias muy pequefas.

Esencialmente existen cuatro tipos de ondas electro_
magnéticas que se pueden propagar a través de un plasma y
éstas son:

a) ondas de Radio: cuya propagacién a través de la ionGs-

fera fue estudiada a principios de los 20 por Appleton y
Hartree, La ion6sfera es considerada como un plasma parcial
mente ionizado, inmerso en el campo magnético terrestre, lo
cual tiene como consecuencia la carencia de isotropfa.

El comportamiento de las ondas de radio, depende de su
direccién de propagacién, con respecto al campo magn&tico,
el estudio detallado de tal comportamiento estd fuera de
los objetivos del presente trabajo, por lo que no serd tra-
tado en detalle.

b) Ondas de Langmuir: Estas ondas fueron estudiadas en el

laboratorio, poco después de las anteriores, por Langmuir y
Tonks. Para este tipo de ondas se supone que los iones de

masa infinita, no podrdn moverse con la misma frecuencia de
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la onda y por ello su contribucibn a la misma es nula.
c) 92935 Ibnicas: este tipo de ondas aparece cuando se
toma en cuenta el movimiento de los iones.

Tales ondas pueden propagarse en ausencia de campo mag
nético y tienen diferentes caracterfsticas, dependiendo del
tamafio de su longitud de onda, comparada con la longitud de
Debye., Cuando se introduce el campo nagnético, ademds de
convertirse en una onda muy compleja, llega a ser una espe-
cie de onda hidromagnética.

d) Ondas hidromagnéticas: Una de las contribuciones mis

importantes en el estudio de ondas en plasmas, fue hecha por
Alfvén en 1942, quien observd que si las lineas de campo
magnétice eran dibujadas como cuerdas eldsticas bajo ten_
sibn, deberfan existir ondas semejantes a las ondas en Cuer
das eldsticas ordinarias; en la actualidad a tales ondas se
les conoce como ondas de Alfvén o hidromagnéticas,
Supongamos que una onda electromagnética se propaga en
un plasma magnetizado, a lo largo de la direccién del campo
magnético, que se supone uniforme y estitico. El campo mag-
nético de 1la onda es transversal y por ello perpendicular
al campo estético, La superposicién de ambos campos da como
resultado la ondulacién del campo estético, asf la tensién
magnética tiende a restaurar a las lfneas de campo en su con
figuraci6n inicial, provocando con ello una oscilacibn trang
versal, cuya velocidad de propagacidn, en analogia con on_

das que se propagan a lo largo de una cuerda, donde la velo
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cidad depende de la tensién y densidad de la misma, es:

/2
. faz . )
VA = {m {3.25) ¥

donde B?/4n es la tensi6n magnética a lo largo de las 1I_
neas de campo y 0 la densidad del plasma.

La velocidad de Alfvén es en general la mdxima veloci-
dad con que se pueden transmitir las ondas hidromagnéticas
de baja frecuencia en un plasma magnetizado.

En el siguiente capitulo se estudiard bajo qué condicio
nes una onda electromagnética se propaga en un plasma frfo
magnetizado, asf como el tipo de ondas que pueden propagar

se.

" e
o I auireca
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CARITULO 1V

ProPAGACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN UN PLASMA
Frio MAGNETIZADO

4.1, Introduccidén.

Una caracteristica importante de los plasmas magnetiza
dos, es su gran capacidad para transmitir una gran variedad
de ondas, que entre otras cosas, transportan energfa de una
parte del plasma a otra, ademis de enviar informacibn fuera
del plasma que nos permite conocer gue estd ocurriendo den-
tro de €1, asf{ como su densidad.

El primer desarrollo importante del tema ocurrid en
1902 cuando por sugerencia de Kennelly y Heaviside fue posi
ble propagar ondas de radio a través del Atléntico, hacien-
do que se reflejaran en la atmbsfera. El problema fue exami
nado tééricamente por vez primera en 1924 por Larmor y re_
suelto en 1925 por Appleton y su equipo de trabajo en Gran
Bretafia, simultédneamente con Nichols and Schelleng en Esta-~
dos .Unidos.

La teorfa completa fue desarrollada en 1931 por Hartree,

Otra contribucién importante fue realizada en 1942 por
Alfvén, quien observé que al dibujar lineas de campo magné-
tico como cuerdas eldsticas bajo tensifn, deberfan existir

ondas andlogas a las ondas ordinarias en las cuerdas eldsti-
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cas,

Debido a la gran variedad de ondas que se pueden propa
gar en un plasma magnetizado, resulta conveniente limitar
el presente trabajo y es por ello que se estudiardn s6lo on
das electromagnéticas en un plasma frfo, en el cual la tempe
ratura de los electrones T, y la temperatura de los iones
T, son aproximadamente iguales vy muy bajas, por lo cual,
las presiones ‘del plasma serdn despreciadas, asf como las co
lisiones entre las partfculas del plasma.

Para mostrar cémo afecta a la propagacién de ondas elec
tromagnéticas la magnetizaci6n del plasma, se estudiari en
primer lugar bajo qué condiciones existe propagacibn en un
plasma no-magnetizado. Enseguida se analizard cémo se propa
gan las ondas eleclromagnéticas de alta y baja frecuencia en
un plasma magnetizado, que por ser de esta naturaleza pierde
su isotropfa, existiendo entonces direcciones preferentes

en las cuales se moverdn iones y electrones.,

4,2, Zondiciones para la Propagaci6n de Ondas en un Plasma

Frio No-Magnetizado.

La ecuaci6n que describe el movimiento de un electrén
libre de moverse bajo la accién de campos aplicados, pero
sujeto a una fuerza de amortiguamiento, debido a colisiones
€s:

-

av X & >
m gr + mgV = eE(X, t) (4.1)
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donde m es la masa del electrbn, e su carga, v su velocidad,
E el campo eléctrico aplicado y g la constante de amortigua
miento,

Si el campo aplicadeo es de alta frecuencia, y ademés
arménico, el desplazamiento de los electrones serd pequefio,
comparado con la longitud de onda, por lo que aproximadamen
te la ec. (4.1) toma la forma:

a .
m g% + mgV = eEse” ¥ (4.2)
donde Eo es el campo eléctrico en la posicibn promedioc del

electrfn y w la frecuencia del campo aplicado.

La solucién de la ec. (4.,2) estd dada por:
> _ e x o - got
vV = m Exe (4.3)

de este modo, la conductividad estar& representada por:

Noe’ (4.4)

9% Rlg - 19

donde no es la densidad de electrones.
Como el plasma que se considera es un plasma sin coli

siones, la conductividad del plasma Ops S€ expresa como:

s = i Bal (4.5)
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la cual es puramente imaginaria.
La propagacién de ondas electromagn&ticas en un plasma,
obedece la ecuacién:
2 m7 4ng
k° o= oue = (1 + i ~—=) (4.6)
GIE
c
como se mostrard en otra seccidén, donde K es el vector de
propagacién, u y £ las constantes de permecabilidad y diel&c
trica, respectivamente, ¢ la velocidad de la luz y ¢ la con
ductividad.

Si ahora se sustituye la ec., (4.5) en la (4.6), se

tiene:
3 w? w?
k© oz — {1 - B (4.7)
o " A .
donde: oo
N 2
wj = d2Mee (3.18)

es la ya conocida frecuencia del plasma. Puesto que k puede
ser escrita en términos del indice de refraccién n como:

k = ny/c, &ste puede escribirse para el plasma como:

n? =1 - p (4.8)
=5

De acuerdo con esta Gltima expresibn, si la frecuencia

de la radiaci6n w » w, el Indice de refraccibn es real y

las ondas se propagan a través del plasma, si por el contra
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rio w < wy el fndice de refraccibn es puramente imaginario,
significando ésto la disipacién de la onda, lo cual trae
como resultade que al incidir la onda en el plasma se refle
je en el punto donde w = Sip s tal punto se conoce como: posi
cibn de densidad crftica.

Al introducir el campo magnético los resultados que se
obtienen son, como veremos mds adelante, bastante diferen_

tes, pues se tienen dos valores para el indice de refraccifn.
4.3. Plasma como Dos Fluidos.

El comportamiento de un plasma puede estudiarse, en
principio, sumando las contribuciones e interaccicnes de ca
da una de las partficulas que lo constituyen. En la préctica,
dicho an&lisis resulta ser complicado, por ello resulta ser
mucho m&s conveniente un tratamiento macroscbpico del plas-
ma.

Existen varios modelos macroscOpicos, cuyas Gnicas dife
rencias las determinan las condiciones y suposiciones hechas
de acuerdo con el comportamiento del plasma que se vaya a
estudiar; tales modelos consideran al plasma como un flufdo
conductor,

En el presente trabajo el plasma se supone un fluido
conductor, formado a su vez por un fluido conductor de iones y un
fluido conductor de electrones, modelo dentro del cual no es
necesario considerar el hecho de que tanto electrones como

iones presentan diferentes velocidades; de hecho los movi_
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mientos térmicos serdn despreciados, pues se analizard un
plasma frio.

La razbn por la cual se considera al plasma en este eg
tudio como un fluido conductor formado por dos fluidos con-
ductores acoplados entre s, es que para una onda de frecuen
cia suficientemente alta como para que s6lo los electrones
oscilen, se tendrd la creacidén de densidades de carga local,
destruyéndosé asf{ la cuasineutralidad del plasma y por ende
el plasma mismo como tal.

Las variables en el modelo de dos fluidos conductores
para un plasma son: la densidad, presién y velocidad, para
cada una de las especies {iones y electrones) relacionadas
entre sf,por las ecuaciones de continuidad y momento. El mo
delo consiste de las siguientes ecuaciones:

an

S +9n¥V =0 ec. de continuidad (4.9)
ot a a

-+ ES
] Yo _ o Y, x B
numa[§E'+ Va.vJvCt = naqa(ﬁ + 4115——) ;nggio (4.10)

Ecuaciones de Maxwell

.
. _ 1B

vxE=- 2o (4.11)
> 1 3E, 4]
= Ll o

VEB=g Tt Ta "a%e (4.12)

Ademds, cada fluido requiere una ecuaci6n de estado, -
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tal como lo son las . de los siguientes procesos:

Adiabdtico
d Vo
T _5P73-j =0 (4.13)
n
.Incompresible
V- V=0 (4.14)
Isotérmico
d _ .
& [g] -0 (4.15)

Conjunto de ecuaciones en el cual a denota cada una de
las especies, n la densidad, ¥ la velocidad promedio, q la

carga, p, la presién y m la masa.
4,4, Constante Dieléctrica de un Plasma Frfo Magnetizado.

Supongamos que s€ tiene un plasma con una densidad de

>
electrones ny, inmerso en un campo magnético uniforme b = Boﬁ.
4wt

Si se introduce una perturbacibn de la forma e de tal mo
do que:

n o=, + me Wt (4.16)
Y

n, << ng ' (4.17)

al evaluar las ecs. (4.9) a (4.12) ~ para las cantidades per
turbadas ﬁx, El y Vi se tiene, eliminando los términos no-1i
neales o bien, dicho en otras palabras, los términos que in-

volucran productos de cantidades perturbadas, que:
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Ecuaci6n de continuidad

- fwngy *+ fgo VO Ugr = 0 (4.18)
Ecuacibn de momento
- v X § )
e 1T = e E s alZ o (4.19)
M C :

Ecuaciones de Maxwell

7 x By o= = B, (4.20)
Y _ iw -r . 4.,— -

v x B = =~ Ey * 3 E qanmovax (4.21)

Haciendo uso de 1a ec., (4.19) para obtener Ga‘ en

-
términos de asf como de las ecuaciones para las frecuen-
cias ciclotrénicas para iones y electrones, 1a ec. (4.21)

puede reescribirse, después de un poco de 4lgebra, como:

in§1=-.igi‘3-§1 (4.22)
donde:
£ i€, 0
T = |- ie € 0 (4.23)
0 0 €3
en la cual:
¢ w2,
€, = 1+ _TJiBE_T + ’T’Ei‘“? (4.24)
Wee Y wgy "W
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W w© [Cl W
g, = S8 RS | CL __ Bl (4.25)
W owd oo Wwowd o oowd
ce ci
‘ w? w?
g€y = 1 - B - 24 (4.26)
10 Y
La ec. (4.22)  nos dice que la constante diel&ctrica

ahora es un tensor, esta generalizacidn corresponde al he

cho de haber perdido la isotropia.
4.5. Relacidn de Dispersidn.

Una vez establecidas las condiciones del problema que
nos ocupa, junto con las aproximaciones a realizar, el pro-
blema se traduce en encontrar la ecuacibn de onda, de la
cual se derivardn las propiedades de las ondas que se pro_
pagan a través del plasma, a partir de las ecuaciones de
Maxwell.

La ecuacién de onda para ondas en un plasma sin colisio
nes se obtiene de las ecuaciones de Maxwell con la densidad
de corriente identificada con la gque se origina debido a la
respuesta lineal del plasma. La aproximacifén es similar a
la usada en la teorfa de ondas en dieléctricos, pero con
una generalizacidn importante, que considera que la respues
ta del medio es una funcibn de k Y W

Asf, para nuestro propbsito inmediato, resultan necesa-

rias las siguientes transformadas de Fourier:

2EE, £) —— (= )P PR, w)
atp
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grad (¥, t) —> ik F(K, a) (4.27)

div F(®, t) ——s ik * F(k, w)

rot £(%, t) > ik x F(K, w)

donde {

>) denota la aplicacidn de la Transformada de

Fourier definida como:

- ! >3 ! N N -
Flk, o} = |dt |dF expi- i - - wt)| £(E, t)
|
I

para poder transformar las ecuaciones de Maxwell, lo cual
constituye nuestro punto de partida.
Tomando la Transformada de Fourier de las ecuaciones de

Maxwell, tenemos:

ExEr Gk, w o= 2Bk, o (4.28.1)
-+ "

k + Blk, w =0 (4.28.2)
kx Bk, w=-% E ' (4.28.3)
kK Ei (K, w) = = dning (k, w) (4.28.4)

Resulta sorprendente, a primera vista notar que una de
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estas ecuaciones es redundante, a saber la ec, (4.28.2) es
td implfcita en la ec.(4.28.1). Es obvio que no podemos ha_
ber reducido cuatro ecuaciones linealmente independientes
por el solo hecho de haber realizado una manipulacién mate
matica: el significadoque ésto tiene es que se ha perdido
cierta informacién, el sistema dado por(4.28) tiene menos in
formacidén que el dado por(4.27), Un estudio m&s detallado
muestra que la informacidn perdida concierne (nicamente al
campo estdtico; 6ste debe especificarse independientemente
por separado, En nuestro caso, un plasma magnetizado, el
campo estdtico es el campo magnético.

Una vez establecido el sistema(4,28), combinamos las

ecs. (4.28.1) en (4.28.2) para obtener la ecuacibn:
izx(iixﬁx)+‘§é-?i‘~ﬁx=0 (4.29)

gue puede reescribirse como:
~ A~ A ~ 14_, A
Ei - kik = B) = = - E =0 (4.30)

cuyas soluciones son:
E:(’f, t) = ﬁ\ (E, m)exp i(—}z . ; - mt)] (4.30,1)

ecuaciones en las cuales k = k % , siendo v la velocidad de

la onda, n = g el indice de refraccién y ﬁ; la Transformada

<

de Fourier de ﬁ,.
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La ec. {4.30) es la ecuacidn de onda que buscamos para de
rivar las propiedades de las ondas que se propagan a través
del plasma, Tal informacién est& contenida en la expresién
que se conoce como relacién de dispersifn, que no es otra co
sa que una ecuacibén que relaciona w y k.

Sin pfrdida de generalidad podemos elegir un sistema de
referencia en el cual el campo magnético Bys se encuentre en
direcci6n Z e igualmente gue el vector k se encuentre en el
plano Y¥Z formando un ingulo € con Bo.

Haciendo uso de estas condiciones y notando que la ecua-
ci6n(4.30) es en realidad un sistema homogéneo de 3 ecuaciones

~
para las componentes de E,, podemos reescribirla en forma ma_

tricial de la siguilente manera:

€ €2 A
[l" ;—%-" 1 ;‘—5- 0 Elx
ig, .2 £ A -
~=% cos‘8 - — - senpcosp Ez, =0 (4.31)
n n
0 - senfcosd sen?p - %% Eyz
\ J

donde Bixs 1y y £17 denotan las componentes del vector uni
tario ﬁ1 en las direcciones X, Y y 2, respectivamente.

El sistema tiene solucibn distinta de la trivial, si y
sb6lo si el determinante del sistema es igual a cero, esto

ocurre cuando:
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(Ep +€1) _ 0] w 2 (o T €1
[“ﬂi—'_— sen‘t + g;cos‘@| K EDEIsen 8 +53{-——2———
k? k*
(1 + 00526)] E-; K? + E;CDEI E-"- =0 (4.32)

ecuacibn que representa la relaci6n de dispersibén buscada,
La ec. (4.32) puede escribirse, después de cierta
manipulacién algebrdica y dividiendo por cos?g, en una for-

ma mé&s conveniente dada por:

tan?f = - (l/nz e l/ED) (1/!12 = 1/61) (4.33)
(1/n? = 1/e5) (/0! = 3 (1/ep + 1/eq)]
donde €y 2 €y +e2y € ZEy=Eg .

Asf, la ec. (4.33), conocida también como la ecua-
cibén de Appleton-Hartree, es la reclacién de dispersibn, pa-
ra ondas propagdndose en un plasma frfo, homogéneo y sin co
lisiones, inmerso en un campo magnético uniforme.

Podemos observar que al evaluar la ec. (4.33) para
una direccién dada, existen varias rafces, &€sto significa
que hay distintos modos de propagacién.

La diferencia entre estos modos de propagacifn reside
también en las distintas polarizaciones del campo electro-
magnético.

Por otro lado y como veremos mds tarde, la ec, (4.32)
nos dice que w es real o puramente imaginaria, signifi
cando con ello una onda propagdndose o bien, una onda desva

neciéndose, respectivamente.
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be la relaci6n de dispersibn podemnos obtener toda la
informacién acerca de como se propaga la onda a través del
plasma. Para simplificar el estudio nos limitaremos a dos
direcciones de propagacién de la onda respecto al campo
magnético que son de importancia fundamental, Como primer
caso se supondrd que la onda se propaja paralela al campo
magnético; en el segundo la onda se propagard perpendicular
al campo magnético con su campo eléctrico paralelo y perpen

dicular al campo magnético By .

4.6. Ondas Propagdndose con Direccibén Paralela al Campo Mag_
nético,
4,6.1, Ondas de alta frecuencia.
Por una onda de alta frecuencia propagédndose en un plas

ma magnetizado, se entiende una onda cuya frecuencia w >> w

ci
condicibn con la cual las ecuaciones (4.24) a(4.26) toman la
forma:
w ¢
g, =1+ .‘__JL_? (4.34)
wée =W
2
iat, [}
€2 = "9'%- —7—-—2—2 (4.35)
Yowce T w
£q = 1l - (i?. (4c36)
w2

respectivamente, donde wp = wpe. A su vez, las expresiones

para fr Yy e, se convierten en:
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'u),p

o =1~ gy (4.37)

0)2
i o o) (4.38)

con la misma convencién para W .
Ahora bien, de la ec. (4.33) observamos que para

8 = 0 debe cumplirse que:

£y = n* (4.39)
£y = n? (4.40)
€3 = 0 (4-41)

lo cual significa que existen dos valores para el Indice de
. - k€ .
refracci6bn n = , los cuales, en térrminos del nGmero de on-
5%

da x son:

(4.42)

P
o

i
Ol

-

H
€
;_:

[

' s
£

ol 12
ky = & {l - -—-(--——-9—“J — ‘:"—_-ch j (4.43)

Para ver a que ondas corresponden estos dos valores del
nlmero de onda, retomamos el sistema dado por ec. (4,31) que para
el caso en que ¢ = 0 da lugar al siquiente sistema homogéneo

de ecuaciones:
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(n? - e E1y - ie, Biy =0
iesBiy + (n? - €1)Eyy = 0 (4.44)

E;Elz =0

—

El sistema anterior establece que:

>

x =1Ey yE,=0 (4.45)

lo cual significe que el vector campo eléctrico de la onda
que se propaga tiene sblo dos componentes, una en la direc-
cibén X y otra en la direccibn Y. Adends, estas componentes
tienen la particularidad de tener la misma amplitud y de es
tar desfasadas en un dngulo de 90°, por consiguiente, la su
perposicién de ambas da como resultado una onda con polari-
zacibn circular, seq@n se discutid en la seccibn 1.7.

Supongamos que ﬁlx tiene la forma:
£ . =E, coskX - wt) (4.46)

entonces ElY seri de la forma;

1>

= B, coskX -yt + 1/2) = EgsenkX - wt) (4.47)

Considerando que el valor del nfimero de onda es k , la
superposicién de las expresiones (4.46)v(4.47)da como resul-
tado:

B - £ exp[i(kDZ - wt)] &+ i) (4.48)

una onda electromagnética con polarizacibén circular. Asi k,

es el nGmero de onda de una onda circularmente polarizada,
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que se mueve con los electrones en su movimiento ciclotréni
co, es decir, la ec. (4.48) corresponde a una onda con
polarizacién circular derecha. Analoqamente,kI ¢s el nGmero
de onda de una onda con polarizacién circular que rota en
sentido opuesto al movimiento de ciclotrdén de los electro_
nes, esto es, una onda con polarizacibn circular izquierda.
Debido a que cada una de las ondas con polarizacién
circulax gira en el sentido en que lo hace cada una de las
partfculas del plasma, existe un fuerte acoplamiento con el
movimiento de la partfcula correspondiente. Esta preferencia
en el acoplamiento con partfculas de masas distintas, es la
causa de que las dos ondas tengan constantes de promagaci6n
distintas con la consecuencia evidente de que cada una de
las constantes estd asociada a una diferente velocidad de
la onda, es decir, la onda que se propaga en el plasma ve a
este camo un medio formado por otros dos medios diferentes.
A}l observar la ec.(4.42) notamos gue cuando w = |wee |
k tiende a infinito, significando con ello la existencia de
una resonancia: el campo eléctrico de la onda con polariza-
ci6n circular derecha acelera continuamente a los electro_
nes. Por otro lado, de la ec., (4.43) vemos que la onda
con polarizacién circular izquierda no presenta resonancia
alguna, lo cual se explica por el hecho de gque tal onda gi-
ra en sentido contraric al movimiento de giro dé los elec_
trones.

Las frecuencias de corte se obtienen haciendo ky = k=0
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en las ecuaciones 4.42 y 4.43, de lo cual se obtiene:
- - Vg2
W ==k {wg + mée/4] / (4.49)

wy = + -+ [w + wée/t‘l]‘/z (4.50)
L
soluciones correspondientes a KI + K, respectivamente.

El comportamiento de las ondas dado por las relaciones
de dispersibn, ecs. (4.42) y (4.43), junto con las fre_
cuencias de corte, se muestran en la gréfica 4.5.1, en la
cual podemos observar que la onda con pelarizacibn circular
derecha tiene dos bandas de propagacién, la primera para

frecuencias  tales que: 0 < 4 < |w_ ] y la segunda para

ce
w > wz; estas bandas estdn separadas por otra banda de fre-
cuencias fwee] ¢ w < w) dentro de la cual no hay propagacibn,
esto se debe a que para dicho intervalo n‘ < 0, teniéndose
asf un decaimiento de la onda.

La onda con polarizacién circular izquierda se propaga
s6lo para w > mz,regién dentro de‘la cual n® > 0.

Para g w?, ambas ondas circularmente polarizadas pue-
den propagarse y si sus amplitudes son iguales, el efecto -
de su superposicién es una onda plana con un plano particu-
lar de polarizacibn, lo cual se debe a que ambas ondas se
propagan con una velocidad diferente; este fenfmeno se cono

ce como: Rotacibn de Faraday. En el limite, cuando k + «, las

dos ondas tienden a propagarse con la misma velocidad C, lo
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cual significa que si la frecuencia de la onda estd muy por
arriba del valor de la frecuencia del plasma, simplemente

ignora al plasma propagdndose como si estuviera en el vaclo.

Fig. 4.6,1, Diagrama de dispersién para ondas electromagnéticas
propagindse paraleclas al campo magnético Bg.

4,6.2. Ondas de frecuencia intermedia.

Si la onda tiene una frecuencia w muy por debajo del
valor de la frecuencia ciclotrénica electrénica We s €nton-
ces los iones responder&n a su paso, de modo que, ya no se-
rd posible despreciar el término w,; porque ahora existe re

sonancia en tal frecuencia.
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Haciendo 6 = 0 en la ec, (4.33), . con las componentes
del tensor dieléctrico dadas por las ecs. (4.24) a (4.26)
y sin despreciar w , las relaciones de dispersi6én para las

ondas con polarizacién circular derecha e izquierda resultan

ser:
2 w? wz
o= e - e _ i
kD T ¢z ll e - Uces u(w'i‘u‘—j‘ci (4.51)
m—l m:;e Ll)zi I
KI - E.z- ]l - JT;J + u‘)ce; - mi(g - m{ (4.52)

respectivamente. Debido a la cuasineutralidad del plasma,

tenemos que: * ° + oW =0 asi las ecuaciones
q ‘“’pe wey F mpe Weo Y S

anteriores pueden escribirse como:

2 ol ow

2w, l - pe pi

kD c? ‘l (w - mce) (w + wciY {4.53)
2 u2 m}ée + w;i |

ki = ll T 1O F uggl (6 - w&IYl (4.54)

De estas expresiones podemos observar que para frecuen
cias muy altas o >> ube'las ondas electromagnéticas no ven
al plasma.

La gréafica de las dltimas expresiones nos muestran que
para y = Wy existen frecuencias de corte w, y w, andlogas a
las representadas en la figura 4.56.1. Por debajo de la fre-
cuencia ciclotrénico electrbnica, la onda con polarizacién

circular derecha se propaga de nuevo y para frecuencias afn
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més bajas w = w,; se manifiesta el efecto del movimiento de

los iones: una onda ciclotrénica ibnica con polarizacibn cir

cular izquierda, aparece con una frecuencia menor que w;.

A
w

7 pendiente C

ci / — onda Ciclotrdnica Idnica

) - Ondas de Alfvén

e

Fig. 4.6.2. Diagrama de dispersién para ondas electromagnéticas, de -
frecuencia intermedia y baja, propagindose paralelas a Bg.
Cabe mencionar que w y uw son las frecuencias de cor-
te en el sentido de ser los extremos bajo los cuales hay
una banda de frecuencias, en donde no existe propagacién,
pero las ondas se vuelven a propagar a frecuencias superio-
res.
Para finalizar, mencionaremos que para las frecuencias

tratadas en esta parte, existe resonancia de la onda con po
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larizacibn circular izquierda y se tiene cuando la frecuen-
cia de ésta es muy cercana a la frecuencia ciclotrfnica 16~
nica.
4.6.3. Ondas de baja frecuencia.

Por una onda de baja frecuencia entendemos una onda cu

ya w << w.; condicibn con la cual las ecs. (4.48) y (4,49)

toman la forma:

4 + my)C?
Tmu(me2 ml)c (4.55)
By
Esto significa que para este rango de frecuencias las
ondas circularmente polarizadas viajan con la misma veloci-

dad dada por:

c v
- - ‘ (4.56)
/T + 4upC?/B] (1 + vi/c)t/?

e

donde p = nom,+m;) es la densidad de masa del plasma
By

i

yv = es la velocidad de Alfvén.

A

En realidad, si los términos w/wg; no se desprecian,
las ondas polarizadas circularmente viajan con velocidades
muy parecidas, por lo que las Ondas de Alfvén casi son on_
das transversales electromagnéticas linealmente polarizadas
que se propagan paralelas al campo magnético aplicado. Debi
do a que el campo magnético de la onda El es perpendicular

&+ .
a B, aparecen ondulacicnes en las lfneas de campo magn&tico.
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Estas ondulaciones se propagarfan en ausencia de plasma, a
la velocidad de la luz, pero en su presencia lo hacen a ve-
locidades menores.

Las lfneas del campo magnético dz la onda estén conge-
ladas en el plasma, forzando a €ste a moverse a lo largo de
las lfneas de flujo y los efectos inerciales de las partfcu

las del plasma hacen que la velocidad disminuya.

4.7, Ondas Propagéndose con direccifn perpendicular al Cam-
po Magnético.
4.7.1. Ondas de Alta Precuencia.

Las ondas que se propagan perpendicularmente al campo
magnético externo, presentan, principalmente dos posibles
orientaciones del vector campo eléctrico de la onda, pues
cualquier otra orientacidn se puede escribir como una combi
nacifén de ellas. La primera orientacifn se tiene cuando el
vector de campo eléctrico de la onda incidente es paralelo
al campo magnético estdtico, en el cual se encuentra inmer-
so el plasma, esta onda recibe el nombre de onda ordinaria.
La segunda orientacién corresponde a aquélla en la cual el
vector campo elé&ctrico de la onda es perpendicular al campo
magnético externo, recibiendo asi, ¢l nombre de onda extra-
ordinaria.

El egécto de una onda ordinaria es que su campo eléc-
trico ejerce una fuerza sobre iones y electrones, a lo lar-
go del campo magr.ético, razén por la cual ni unos, ni otros

sienten su presencia, por esta razén la relacifn de disper
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sibn para una onda ordinaria es, de la ec.(4.33),la.siguie§
te:
nz = £, (4057)

o kien, en términos del ndmero de onda y haciendo uso de la
ec.(4.26),

1 /2

<
Ko = ¢ & [1-?1?- (4.58)

expresibn de la cual podemos concluir que una onda ordinaria

de frecuencia w >> w, se propaga ccmo si no existiera plasma,

P
esto es: ky = w/C correspondiente a una onda transversal li-
nealmente polarizada.

Si la onda que se propaga en el plasma magnetizado es

una onda 2xtraordinaria, el Indice de refraccién esti daao,

seglGn la ec,(4.33), por la siguiente expresién:

n? = -zzf.gg-r- (4.59)
D I

o0 bien, en términos del nGmero de onaa y haciendo uso de las

ecs, (4,25} yt4.26) por la siguiente relacibn de dispersibn:

2

[(wz - (D%) (lzl)z - w%) 1/2 (4.60)
| w7 wH

donde w, y w, son las mismas frecuencias que las definidas

por las ecuaciones
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3y /2
u = e [_ 1+ [1 4 :_.“22] ’ (4.61)
ce

' /
wz:ch-g-ll+[l+——.f—l21

!

y representadas en los diagramas 4.5.1 y 4.5.2,

(4.62)

Las ondas que corresponden a la ec.( 4,60)se obtienen

al resolver el siguiente sistema lineal homogéneo de ecua_

ciones:
(n? - EX)EH( - i, E‘Y =0
~ ~ (4.63)
igE - ¢1E = 0

el cual se ha obtenido al resolver 4.31 para el caso en gque
8 =1n/2.

El sistema anterior establece que:

E\y = ic E\y (4.64)
W, w?,
Ce E - Ccl 1
c = : -
donde a = t— = uie w2 ——— e
n? - ¢, (y" -~ u:l) (0" = wp) _ 1+ %pe . Yi
7
w {w? - wy-) wze-wz w;i—wz

de lo cual se concluye que el vector de campo eléctrico de
la onda que se propaga, tiene dos componentes, una en la di-

reccibén de propagacifn y otra perpendicular a &sta, que di_
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fieren entre si en fase segln la ec.(4.64. Asf, las componen
tes de la onda, a lo largo del eje X y a lo largo del eje Y,
resultan ser las componentes de una onda con polarizacién
eliptica, segfin se discutid en la seccién 1.7.

Como la direccibn de propagacidn de la onda extraordi-
naria es la direccibn Y, una vez que ésta se ha polarizado

elipticamente, podemos escribirla como:
B, = By (ad + Jexp|itk ¥ - wt) (4.66)

Asf{, podemos observar que la ec,(4.66) nc representa
una onda totalmente transversal, sino que representa una on
da parcialmente longitudinal, dependiendo de los valores

que tome « como por ejemplo:

- -
a o cuando w »+ « en cuyo caso ELlk

- bed
a - cuando w - Wy en cuyo caso E 1l k

La frecuencia wy definida como:
w, = (w; +owl,) (4.67) .

y llamada frecuencia superior hibrida, resulta ser de la
ec, @.60) una frecuencia de resonancia para el modo extraor-
dinario, para el cual se tienen dos Indices de refraccién

en dos rangos de frecuencias diferentes y ellos son:
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wC)?

Para © >> wy ; n® = {__J =1
w

Para w < uy i n? >> 1

La gréfica de la ec.(4.60) nos muastra que las bandas
donde no existe propagacibn son: para el modo ordinario
L0 < w < Wy, en tanto que para el modo extraordinario se tie
nen dos bandas, la primera dada por 0 < w < w; y la segunda
POr w; < w < wz. La no propagacién se debe a que para estas
regiones n’ < 0 para w > 0, lo cual implica que k es imagi-

nario, significando que las ondas se desvanecen.
v/ /nodo extraordinario

modo ordinarjo

modo extraordinario

wy

W e e o e e A — - — o o~ o — o -
LH

K

Fig., 4.7.1, Diagrama de dispersién de ondas electromagnéticas propa-
gdndose en un plasma magnetizado con direccién perpendicu
lar al campo magnético,
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En ausencia del campo magnético B, una onda transver
sal linealmente polarizada propagdndose en direccidn Y darfa
lugar a que los iones y electrones tuvieran una componante
transversal adicional, de movimiento, en el plano XZ. La
presencia de B, en la direccibn 2 acopla la componente del
movimiento de las partfculas en direccién X con la componen
te del movimiento de las mismas en direccién Y, este (ltimo
es un movimiento longitudinal oscilatorio de las partfculas
en direccién de X gue da origen a una onda electrostética
con la misma direcccién de K.

d.a superposicién de ambos modos da como resultado que
el vector campo eléctrico de la onda esté polarizado elip-
ticamente en un plano perpendicular a B, rotando hacia la
derecha o hacia la izaquierda,

4.7.2. Ondas de Frecuencia Intermedia y Baja.

Debido a que las ondas se propagan perpendiculares al
campo magnético aplicado é, no puede existir resonancia en
las frecuencias de ciclotrdn de iones y electrones, pues no
existe componente alguna de la onda que acompafie a las par_
ticulas en su movimiento que resulta ser sumamente comple_
jo.

Si la onda es de baja frecuencia, el movimiento debe
ser considerado y con ello la relacién de dispersidn para

este tipo de ondas resulta ser:

2 2 2 2 ~ 2
Wiolwl . = w ) (ED —E4)
ce ‘'ci 1 2
n? = - e " (4.68)
+ ;
2 [ 2 wpe wCe wC X
W who= W o
1 ce ci T 2
ujpe Yoe
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donde €; y €2 estén definidos por las ecs. (4.24) y (4.25)
respectivamente, ademfs se ha hecho uso de la aproxi-
macion ¢ << wego

La ec. (4.68) nos muestra que el modo extraordinario
se propaga de nuevo a bajas frecuencias, existiendo ademés

resonancia cuando su frecuencia .. toma el valor “Ih definido

por:
2 2 : N Rk 2 pa
Wee wWei * Ype Wei “ee Yo + wp i
oy = - - = - (4.69)
wgy + “pe 1+ [wpe/mcc

A la frecuencia wry se le conoce como: frecuencia infe
rior hibrida,

Si se tiene un plasma denso en un camoo magnético débil,
entonces Wpi ot wey por lo que la ec.(4.69)se puede escribir

COomo:

wz.
= B : (4.70)
1+ mkpe/wzcc

Wiy

; 2 s 2 .
y si ademds se supone que mpe >> ., entonces:

2
W,
wry < {"EA" uée = Weitce (4.71)

Wpe
donde al iqual que en la ec.(4.69 se ha hecho uso del resul
2

W
ce

Por otro lado, si la onda es de muy baja frecuencia,

tado Lu;i = Wpe wci
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w << wegy, n? = g, de modo que:

Kic? i
n? = S =1+ 2 (4.72)
. ci
o bien:
k By 1

- (4.73)

/—-——-.-14‘37
Y4nnmg °/@nnmicz

que en términos de la velocidad de Alfvén toma la forma

kvA

7
1+ Vh/ez

(4.74)

Esta onda de baja frecuencia recibe el nombre de: onda
magnetosbnica y se propaga en direccibn ﬁ, resultando ser
por ello la onda longitudinal mencionada anteriormente.

Por dltimo, de la ec.(4.73 podemos observar que la velo
cidad limite de propagacibén de las ondas magnetosénicas es

la velocidad de Alfvén.
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CONCLUSIONES

A primera vista, las caracteristicas y propiedades de
los plasmas estudiadas en el capitulo 3, nos llevarian a
suponer que no existe una gran variedad de ondas que al in
teraccionar con el plasma no puedan propagarse a través de
&ste, De hecho, y como se muestra en el resultado expuesto
por la ec.{ 4,8),s6lo las ondas cuya frecuencia es mayor a
la frecuencia de oscilacion del plasma pueden propagarse a
través del mismo, Sin embarge y a pesar de la gran capaci_
dad de los plasma para transmitir ondas, después del presen
te trabajo podemos concluir que tampoco existe una variedad
ilimitada de ondas que se puedan propagar.

Ahora sabemos que todas las ondas existentes con la ca
pacidad de viajar a través de un plasma magnetizado, presen
tan caracterfsticas en su propagacibn, con diferencias muy
pequefias, siempre y cuando se comparen ondas cuya direccién
de propagacién, con respecto al campo magnético estdtico, no
varfe; a este prop6sito cabe mencionar que existen dos diregc
ciones fundamentales, a saber 6 = 0 y 86 = 90°, Si 6 no to-
ma estos valores, entonces las propiedades de la onda que
se propaga , serdn una combinacibn de las propiedades dedu~-
cidas para el caso 6§ = 0y 8 = 90°.

Asi, como primera situacibn tenemos aquella en la que
la direccibn de propagacién de la onda coincide con la di_

. .
reccién del campo magnético By, en el cual se encuentra in-
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merso el plasma. Las frecuencias de la onda incidente se de
terminan y clasifican con base en agquellas que son caracte-
risticas del plasma, ec.{3.18) y(3.22 ),siendo a su vez en
las cuales se tienen los efectos m&s importantes e intere_
santes.

Para 0 = 0 consideramos las siguientes frecuencias:

Alta frecuencia.

Una onda se considera de alta frecuencia si su frecuen
cia w cumple con w >> w,; (ec. 3.23}, condicifn con la cual
las ecuaciones(4.24) a(4.26) se reducen a las ecs. (4.34) a
(4.36), respectivamente. Al sustituir estas expresiones en
la ec.(4.33) notamos que existen tres rafces, dos de las cua
les son distintas de cero, razén por la cual podemos con_
cluir que existen dos modos de propagacidn distintos.

Tales modos corresponden a dos ondas con polarizacién
circular opuesta, gue acompafian a iones y electrones en su
movimiento ciclotrénice alrededor de las lineas del campo
magnético ﬁo. Esta preferencia en el acoplamiento con parti
culas de masas distintas es la causa de gue las ondas tengan
constantes de propagacién distintas, con la consecuencia
evidente de que cada una de estas constantes estd asociada a
una diferente velocidad de la onda, es decir, la onda que
se propaga lo hace como si se estuviera propagando a través
de dos medios distintos.

Igualmente cabe mencionar que de las ecs. (4.42) y
(4.43)se puede concluir que solamente la onda con polariza_

ci6én circular derecha da lugar al fenémeno de resonancia,
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cuando su frecuencia es cercana a la frecuencia de ciclotrén
de los electrones. La onda con polarizacifn circular izquier
da no presenta resonancia a estas frecuencias, por girar

en sentido contrario al movimiento de giro de los electro_
nes,

El comportamiento de las ondas polarizadas que se pro-
pagan, se muestra en la gr&fica 4.6.1, de la que se puede
observar que la onda con polarizacién circular derecha tie-
ne dos bandas de propagaci6n, la primera para frecuencia w

tales que: 0 < < !“beIY la segunda para w > w,; tales ban

das estin separadas por otra, cCuyos extremos son |uwge | y:wlj
estos puntos determinan una banda de frecuencias, en la que
no existe propagacién, debido al hecho de gue para estas fre
cuencias n? < 0 teniéndose asf, un decaimiento de la onda.

La onda con polarizacidn circular izquierda se propaga
solo para w > w, regién en la cual n’ » 0.

Para w > w, ambas ondas circularmente polarizadas se
pueden propagar y si sus amplitudes son iguales, el efecto
de su superposicién es como ya sabemos, una onda plana, con
un plano particular de polarizacifn, que se observard rota-
do con respecto al plano de polarizaci6n de la onda inciden
te; tal fenbmeno se conoce como rotacifén de Faraday y se em
plea para medir densidades de plasmas, tanto de laboratorio
como del espacio interestelar.

Las ondas cuyas frecuencias son mayores a w, y g,

tienden a propagarse con una velocidad pr6éxima a C, lo cual
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significa que si la frecuencia de la onda estd muy por arri
ba de la frecuencia del plésma, &sta se propagard como si
estuviera en el vacfo.

Frecuencia Intermedia.

Una onda se considera de frecuencia intermedia, si su

frecuancia w << uw Situacibn en la que no serd posible des

ce*

preciar el término w de las ecs. (4.24) a (4.26),- por_

ci
que ahora sf, los iones responder&n al paso de las ondas,
de tal modo que las relaciones de dispersibn, ecs. (4.51)

vy (4.52), nos muestran que en esta situacibn existe tam-
'bién resonancia provocada por la onda con polarizacibn 1z_
quierda.

La gr&fica de las relaciones de dispersi6n nos muestra
que para frecuencias « > «,; existe propagacifn para ambas
ondas circularmente polarizadas; igualmente existe una ban-
da de frecuencias w; © © ¢ wee en la que la propagacidn no
existe. Sin embargo, para frecuencias w < wg,e la onda con
polarizacibn circular derecha se propaga de nuevo y para
frecuencias adn mds bajas w T wg; el movimiento de los io_
nes se manifiesta dando lugar a una cnda ciclotrfnica ibni-
ca con polarizacibén circular izquierda. El origen de esta
onda se debe estrictamente a la magnetizacién del plasma.

Baja Frecuencia.

Decimos que una onda es de baja frecuencia, si cumple
que w << wei, Este tipo de ondas también se conocen como:

Ondas Hidromagnéticas,
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Para este tipo de ondas, solo existe una relacibn de
dispersién, gque describe el comportamiento de las dos ondas
polarizadas que ahora viajar&n con la misma velocidad dada
por la ec, (4.56}, Esta ecuacifn nos permite concluir
que este tipo de ondas se propagan con una velocidad limite
conocida como velocidad de Alfvé&n, gque es la velocidad con
que se propaga la perturbacién originada por la superposi_
cién de los campos magnéticos Be vy B,. El campo resultante
de esta superposicidn es el campo magnético de una onda co-
nocida como Onda de Alfvén, que se propaga a lo largo de
las lineas del campo magnético H; que se encuentran congela
das en el plasma.

Como segundo caso fundamental en el estudio de la pro-
pagacibn de ondas electromagnéticas en un plasma, se estudib
aquél en el cual la direccif6n de propagacién de la onda y
la direccidn del campo magnético go forman un &ngulo & = 7/2.

En este caso se tienen dos posibles orientaciones del
vector campo eléctrico de la onda incidente, con respecto
al campo magnético estdtico E}. La primera de ellas corres_
ponde a una misma direccifn de Eo Yy ﬁl en cuyo caso la onda
incidente se conoce como: onda ordinaria, que obedece la re
laci6n de dispersién dada por la ec., (4.57), de la cual
se deduce la ec. (4.5d) gue nos dice que para frecuen_
cias w >> w, la onda incidente se propaga como lo harfa en
el vacfo.

La segunda orientaci®én principal, corresponde a un &n-
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gulo entre 30 14 ﬁ,.de 90°,esta onda se conoce como onda
extraordinaria, la cual da lugar a efectos mis interesantes
en su propagacibn a través del plasma.

Alta Frecuencia

La relacién de dispersién que describe el comportamien

to de las ondas extraordinarias estd dada por la Ec. (4.60),
de donde podemos concluir, al igual gue en el caso anterior,
que la oncua se propaga camo lo harfa a través de dos medios
diferentes, existiendo también polarizaci6ébn de la onda, se-
gln la ec. (4.66) correspondiente a dos ondas con polariza-
cidn elfotica que dependiendo de los valores de o es parcial
mente transversal y también parcialmente longitudinal.

El fenbmeno de rescnancia se presenta cuando la fre_
cuencia de la onda « se acerca al valor de la frecuencia
superior hibrida definida por la ec. (4.67).

A diferancia del caso anterior, encontramos aqul la
existencia de dos bandas, donde uo hay propagacidn del modo
extraordinario, la primera para 0 < w < w; y la segunda pa-
ra w

H

giones k < 0, lo cual significa que las ondas se desvanecen,

< w < w,, esto se debe al necho de que para estas re-

La onda correspondiente a la ec. (4.67) es una onda longitu
dinal electrostdtica, propagdndose en la direccibn ﬁ, que
recibe el nombre de Onda superior nibrida.

La preeencia de estas ondas longitudinales, se debe es
trictamente a la magnerizacidn del plasma, pues ésto da Lu-

gar a que iones y electrones tengan una componente de movi-
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{ . . +
miento en la misma direccidn que K; componente que es un mo
vimiento longitudinal oscilatorio, también en direccién de

Frecuencia Intermedia.

La relaci6n de dispersi6n para este caso, ec. (4.6%8),
nos muestra que existe resonancia en la frecuencia w
dada por la ec. (4.69). Esta frecuencia se conoce como
frecuencia inferior hibrida, que corresponde a la onda lon-
gitudinal conocida como onda inferior hfbrida, que se produ
ce por el movimiento a lo largo de la direccién de propaga-
cibn de iones y electrones,

oOndas de baja frecuencia.

Para este tipo de ondas, la relacifn de dispersif6n da-
da por la ec. (4.74) nos dice que tales ondas se propa_
gan teniendo como velocidad limite la velocidad de Alfvén.

Puesto que la frecuencia es muy pequefa, tenemos una
onda longitudinal conocida como onda magnetosf6nica, que se
propaga a lo largo de k.

Esto completa nuestra discusi6n de la propagacifn de
ondas electromagnéticas en un plasma frfo magnetizado, a lo
largo de dos direcciones fundamentales. En la préictica pue-
den tenerse ondas propagéndose en cualquier direccibn y sus
propiedades y caracterfsticas serdn una combinacién de los
resultados aquf expuestos.

Para terminar, se concluye que toda la gama de ondas

electromagnéticas que pueden propagarse a través del plasma



117

frfo magnetizado pueden agruparse en un conjunto formado por
cuatro tipos de ondas: Ondas de Radio, provenientes del me_
dio interestelar, Ondas debidas al movimiento de los electro
nes, ondas debidas al movimiento de los Iones y ondas de ba
ja frecuencia (hidromagnéticas).

El efecto que se tiene al interaccionar la onda con el
plasma, es el de polarizacidn circular o eliptica, dependien
do ello del &ngulo entre el vector de propagacién K y el
campo magnético estdtico B,.

Para la exploracién espacial, el conocer los efectos que
sobre las ondas electromagnéticas se producen al interaccio
nar con el plasma, nos permite inferir las propiedades de
plasmas espaciales, tales como el viento solar o los exis_
tentes en la corona solar, la ionésfera, etc. éstudiando
las caracteristicas de la luz gque las atraviesa., De esta ma
nera, las ondas electromagnéticas funcionan como sondas, que
nos permiten muestrear regyiones, sin necesidad de colocar
detectores "in situ"., Asf, podemos conocer caracteristicas
de la atmb6sfera del Sol y del viento solar en el medio in_
terplanetario, utilizando la luz de otras estrellas, la
cual se ve perturbada al atravesar estos plasmas. En parti-
cular, las sefiales de ciertas radiofuentes estelares suelen
ser muy sensibles a las caracterfsticas del plasma en la
corona y el medio interplanetario presentando un efecto de-
nominado centelleo, que permite detectar estructuras de

otro modo invisibles.
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También se pueden sondear las diferentes capas de la'ic
nésfera, enviando sefiales electromagnéticas desde tierra y
analizando las caracteristicas de la sefial reflejada o no .

De este modo podemos detectar densidades electrénicas,
velocidades de desplazamiento de perturbaciones, ciertas ca
racterfsticas del campo magnético y otros pardmetros flsi_
cos, que nos permiten caracterizar a las plasmas espaciales
y obtener de ellos mapeos extensos que no serfa posible

con el uso de detectores a bordo de vehiculos espaciales,
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APENDICE

Una forma alternativa para determinar el tipo de ondas
que se propagan a través del plasma frfo magnetizado, cuando
el &ngulo entre el vector de propagaci6n de la onda y el cam
po magnético, en el cual se hallael plasma, es de cero gra_
dos, consiste en diagonalizar la matriz dada por la ec.
(4.31) con &8 = 0. Para tal efecto, partimos del sistema
de ecuaciones dado por(4.44) multiplicando la ec.(4.44.2)
por i y sumdndole el resultado a(4.44.1) se tiene:

2

+iF, ) =0 Al

.(n v

-€y) - ¢z (FlY

De iqgual modo si multiplicamos la ec.(4.44.1)por i y

sumamos el resultado at4.44.2) tenemos:

(n? - g4) + ¢, (Elx - lEly) = 0 _ A2

Expresando este sistema de ecuaciones en forma matri_

cial, junto con la ec.(4.44.3)se tiene:

{(nz - ¢,) - g, 0 0 ey t J'.E1
0 (n2 - ¢gy)+e, 0 Elx- iEl =0 A3
0 0 €3 E
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Asi, podemos observar que la onda que se propaga tiene
dos componentes que son ondas con polarizacién circular de-

recha e izquierda, respectivamente.
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