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Gr0 número de Grashof = C~m g L2 ót)/v2, ad1mens1ona1 

h coef1c1ente de transferencia de calor, W/m2 K 

h 0 constante def1n1da por la ecuación (2.5) 

H = b./k, m-' 

1 número de nodos 

1 función mod1f1cada de Bessel de primera clase 

J número de nodos 
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L lon.g1tUd., m 

m constante def1n1da por la ecuación (3.96) 

n constante def1n1da por las ecuaciones (3.37) y (2.4) 

N 1n'tegral de la norma11zac1ón 

Nª parámetro, .e = h/k6 ) 
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o ~en orden ele". 

p constante definida por 1a ecuación (3.82), =a 6t /. 6zZ. 
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temperatura, K 
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~o constante de:f1nida por la ecuación (2.4) 

Y Tunción de ~esse1 de segunda clase 

z coordenada espacial, m 

Z( :.:) Xunc1Ón espacial 

~ c11Tusiv1clad térmica, m2/s 

p valor característico 

p~ coeT1ciente ele e~~ans1Ón térmica, K- 1 

ó = ( ~2 + ~2 )~; espesor de aleta, m 
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re .. 1 :función de tiempo 

valor cara'cteríst.1co 
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RI:SUHEN 
';;..' 

o-i este tra:baJo se presenta Wl aná11s1s teór1co-exper1ment.al 

el.el =enómeno ele t.ransTerenc1a de calor hlcltmens1ona1 Y en est.aclo 

no I ermai1er1t.e a través de Wl material sÓltdo. Se obtuvo la 

solución analítica de la ecuación general ele conducc1ón de calor 

para cor1'11c1ones de Írontera e ln1c1ales prestablec1das, y los 
"-· 

resul t.aclos que d.e ést.a se generaron, :fueron comparados y 

va11dados con perr11es de tempera~ura medl.~os en un aparat.o 

e>:Per1ment.al y con un .esqu~ma numérico aesarrollaclo para tal 

propósito. 

D~ la correlac1ón llevada a cal:lo, se 1nr1ere la valide% de la 

solución y se muestra una apl1cac1ón práctica al caso de la 

d1s·r1huc1ón de temperatura en la rormac1ón rocosa que rodea a un 

F:nalme11t.e, se enuncian las vent.aJas y desventaJas del 

la solución ana1í~1ca aquí presentaa.a. 

uso a.e 
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1. INTRODUCCION 

las 1nlustr1as petroleras y geotérm1cas, las pérdidas de 

calor a través ele las pared.es tle los pozos o simplemente de los 

aislé: .1ento$ ae las son problemas impor~anLes en la 

práct.. ca por lo. que se ref l ere al ahorro de energía. SI se 

logra-:-an cuant 1 ± 2 car c1lchas pércl1cl.as de calor, así como 

establecer el efecto que éstas tienen sobre el comportamiento el.el -.. 
s1ste~a. resultaría factible meJorar las cond1c1ones de operación 

del mismo, atencl1end.o al proceso en cúes~1ón. 

ü1 este tral:laJo se concentra el estu.:110 ~e t.rar..s~erenc1a ~e 

calor en la precl.1 cc1 ón de lo.$ .per:f' 2 les el.e temperatura a través de 

un mecl.10 sól1c1o SUJeto a Wla fuenLe de calor. Part.1 cularmente, 

se con.s id.era como d1 cl10 med.1 o a la forma e 2 ón que red.ea a un 

pozo, el cual representa el elemento transmisor a.e calor al 

circular Wl :fluido a alta temperatura a través de él. TamJ:nén se 

anal LZa el e:fecto que terulria la variación el.e algunas 

pror.i.edades termodinámicas del meclio sólido con la temperatura. 

lo c:.J.al es :factible a.e real1zar a partir_ a.e 

exper1mentales y la soluc1ó11 ana1ít.1ca. 

los resultados 

Para e:fectos práct 1 cos. la ~ormac1ón de un pozo se puecle 

co:nsicler:ll"· como w1 c1linc1ro de radio interior :f1n1to y e:>..-ier1or 

In:fl!'ll to, con una gran long1tUd, o sea que puede clas1:f1carse 

como w1 medio sem1-1n"f"1n1t.o. A nivel laboratorio, se simuló el 

sistema me~1ante un t\lbo de cobre, :forrado con un material con 

carc=teristlca aislante dispuesto en :forma concént.r1ca, hac1 e.ncl.o 

c1rC'..llar un. :flu1ao ca11ente por el interior del tubo. Al 

establecerse una d1:ferenc1a de temperatura entre éste y el 
1 
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aislante que se encuent.ra in1c1alment.e a temperat..ura a.mb1ent.e. se 

crea un 1lUJo-d.e calor a.través del meato Sóitrl.o · en d1recc1 ón · 

tanto raa.1al coma·· long1 tudlnal 1 que genera per:f l les a.e 

temperatura variables con el t.1empo. Sl el mat.erlal se supone 

homos~neo, se puecl.e despreciar el cambio a.e tempera't.ura en 

sen t.: ~10 angular. E.'1 resumen, se trata de un renómeno de 

conó.ü:c1ón de calor en dos cl1mens1ones y estado no permamen't.e en 

un c111na.ro concénL.r1co, para el cual la solución analít.tca ha 

sido solamente planteada más no o~ten1da, debi~o a que, como se 

verá en el capít.ulo 3, resulta muy ,comple,Ja y representa una 

soluc1ón particular deperul1encl.o el.e las cond1c1ones frontera. 

EX1sten diversas formas ele determinar la d1strtbuc1ón el.e 

-.• temperai:.ura en un med.10 só11·d..; conL.inuo. Usualment.e se utilizan 

modelos experimentales y numéricós, deb1~0 a la compleJida~ que 

representa la 0Dtenc1ón de una solución puramente ana1ít.1ca 

cuan.a.o las conc11c1ones ele Trontera no son tr1v1a1es. sin embargo, 

la :::01uc1ón analítica t.1ene la ven"t.aJa de que puede, en términos 

genE:-rales, mosL.ra.r tenlencias del comport.am1ento del ±enómeno al 

analizarla matemáticamente, además, un ruél.odo numérico aún con 

di scret i zac1 ón muy Tina 1nvo1ucra errores inev1 t.a.2:lles, so:bre t.ódo 

si se trata de un problema trans1tor10, para el cual las 

l1m1t.ac1ones del increme11to de tiempo son grandes. 

Para determinar la d1stri:t>uc1ón de tempera-cura y e11 flUJO de 

calor en sólidos que tienen ÍOrmas geométricas y conc11c1ones de 

Írontera complicadas, 1.lll mét.odo que se usa "frecuentemente es el 

méto~o de d1f'ercnc1as f1n1tas, en el cual se sust.1tuye. en Terma 

aproximada la ecuación d1Terencial parcial de cona.ucc1Ón de calor 

por un grupo de ecuac1011es algebraicas que resultan ±unción el.e la 
2 



temperaLura en un de~erm1nado numero de puntos nodales de la 

región. Antes de que existieran las computadoras, se empleó el 

método de relaJac1ón descrito por southwell [ll para resolver 

manualmente los sistemas de ~cuac1ones resultantes. Hoy en <1Ía, 

con los equ1-;>os d.e comput.ación existentes, la solución simultánea 

<1e ec~.iacio11·:s alge1:1ra1cas se puea.e obtener con mayor fac1 lidacl. 

Ac~ualmente. se aplica más el método del elemento finito, 

~eb1co a S~ ventaJa sobre el método de diÍerencias finitas en 

cuan:o al maneJo de 7ormas geométrioªs compl1caclas se refiere 

e 21 . 

En el sigu1ente capítulo se presenta un breve panorama de los 

trabaJos realizados al respecto. 

El desarrollo de la solución analítica aparece en el capÍt:.Ulo 

3, en el cual se considera primero el problema en estado 

perrr.an.ente y después el de cond1c1ones de frontera homogéneas. 

la solución particular de ambos casos, se 

integran las dos para represe11tar la so1uc1ón general del 

proJ:•lema. Así mismo, se da una breve descr1pc1ón de la solución 

numtfrica. 

En el capítulo 4 se detalla el aparato experimental c:onstruÍdo 

para la realización de las pruebas, se espec1±1can dichas pruebas 

Y se describen los -equipos au."-:111ares ut111zados para llevar a 

cal> o las medlclones ae los parámetros que se conslderaron 

necesarios_ 

La determ1nac1ó11 tanto oe· las prop1eda,.- s :tísicas del rnat.er1al 

3 
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sólido come· c1e lc·s coe:t1c1ent.es de t.rans~erenc1a a.e calor <lel 

s1stema, se eY.Pl1ca en el capitulo 5. 

D". el ca¡::.:tulo 6 se real1=a el aná1.:s1s de resultados t.ant.o 

e:-:pe: lrr:er:.t.al co::no téor1co, y se comparan y corre1ac1onan las 

soluciones 11umér1ca y a.il.alÍt.1ca con los pcr~11es a.e temperatura 

med.1cos. 

Fina lment. e, se enuncian en el capít.ulo 7 rma serte ele 

conc1us1ones y recomenct.actones relevailt.es ai estud.10. 

! 
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2. A!ITECEI)!J...-7.CS 

Hasta la :-·!cha. un gran número de investigadores han publicado 

tr aJ:iaJ os al ±enómenc conducción ~e calor 

Salvo para el caso específ1co de d1Zus1ón de 

calor en una dimensión a través de un medio opera.n.c1o en estado no 

perme:;1ente, para los demás casos se ha genera11zact.o el maneJo de 

la ecuación de d1:fus1ón mediante técnicas numéricas. Esto se debe 

a que la solución analítica de d1cha ecuación en coordenadas 

ci1ír..c1r1cas resulta muy compleJa cUanc.o ·son dos o más las 

d1recc1ones el.e flUJO a :consi'd.erar y el :fe11óme110 tiene 

es tat1o 210 es tac 1 onar i o e 6-9) . 

lugar en 

Tal compleJ1dad radica turuiamentalmente en el hecho de que la 

soluc1Ó11 general, que está SU.Jet.a a conr:lic1ones et.e :frontera e 

iniciales de acuerdo al problema específico, queda expresada en 

términos de integrales que 1nvo1ucra.."'1 diversas :funciones de 

Bessel y sus proa.uctos. Algunos matemáticos, tísicos e ingenieros 

[3, ~j. se han dedicado a fonclo al estudio de las cara et er í s 1 teas 

de este tipo de :funciones, tanto en su rorrna general como en lo 

que a sus aer1vaa.as e integrales se rer1ere. Los resultados 

arroJados de sus estu~ios con.s1sten en :fórmulas de derivadas e 

int.esrales, y en valores t.al:lulados a.e :funciones Lales como J 0 , 

1 0 ,1 1 , K 0 Y K,, para c1ertosnúmero.S,t1scretos, 

siempre y cuand.o la varia.ble tome un valor menor que 17. s. 

S1n embargo, Abramow1tz Y Stegun. [5) generaron Lal:llas hasta 

para :funcio11es de Bessel el.e segund.o orden y también para ciertas 

raíces de su:nas y productos simples de ellas; además, apro:-:1maron 

las fllllciones de Bessel mea.1ante pol1nom1os que :facilitaron 

5 



enormement.e su cálculo ten1 en-:io como error absolut.o maxJmo 

2.2x10-t. l.:n e 1 present.e t.rabaJO se aplJca.."1 est.os pollnomJos 

cuanll.o la e·.·~1uacJ ón ó.e los perfl les ae temperat.uras se 

ca.J:io. 

lleva a 

var 1 os autor es que han escrito textos completos 

reTerentes a ±enómenos que involucran transferencia d.e calor y en 

part!~Ular :Sobre corul.ucc1ón, que en sus respectivos libros hatl 

c1el1r1ead.o el mét.od.o a seguir para la obtención de una solución 

ana1lt.1ca. 

Por eJemplo, Oz1s1k (6) describe el método de separación de 

variables en un sJstema coora.enado c11ina.r1co y muestra algunas. 

soluciones part.1culares que son relat1vament.e sencillas de 

obtener, dado que las cond.1c1ones de ±rentera 

impone son s1mpl1±1cadas. 

e in1c1al que 

S1m1larmente Carslaw y Jaeger [ 7 J ' Arpac1 C8J y Fogter C9J 

analizan amplJament.e las corulic1ones ae frontera e iniciales 

posibles y plant.ean las ecuaciones generales a resolver. Dichas 

soluciones generales, como se mencionó anteriormente, 

expresadas en términos de Íunc1ones 

d.epe.r1d1entes de las cond.icio11es propias 

de Bessel y expresiones 

del problema. Para el 

caso que ~n este tralJaJo se presenta no se encontró (después de 

una ~pl1a revisión h1bl1ográT1ca) la solución analí~1ca de la 

ecuac1ón de d1ÍUS1Ón de calor. 

En 1959, Murray y Land.1s (101 establecieron dos nuevos 

métooos numéricos. a los cuales llam"lron "red de espacio 

variable" y "re'1 c1e espacio t"lJO". Ln la primera apro;.:1mac-1ón se 

6 



utilizó una recl ele espac10 variable. el.onde el punt.o de :fus1ó11 

móv11 puede ser cleterm1naclo exactamente. El segundo método 

extenct.tó y g~nera11zó el tral:laJo de Forster Clll y lleva a la 

prea1cc1ón el.e la var1ac1Ón temporal de temperatura en cualqu1er 

puntL .. 111t.err.o con meJor exact.lt\l!.l, calcula.na.o cont.1nuamente la 

7ron:~ra de %u.s1ón móv11. Ambos métoclos tienen apl1cac1ón a 

proD~~mas de transTerenc1a de calor en procesos ele 7und1c1ón y 

con9•.:.1.ac1ón.-~La ecuación general que utilizaron Tue: 

ae 
=et. (2.1) 

at axz 

cuya venta.Ja es que las temperaturas 1n1c1a1es pueden ser 

arl:l1trar1as: t.amh1én perm1tÍa?l variar las cona1c1ones el.e :frontera 

para temperaturas de superX1c1e espec1:f1caaas e int.ercamh10 de 

calor convect.1vo o rad1ado. Desarrollaron dichas técnicas ya que 

los mét.odos d1spon1Dles en su época eran 11m1t.ados en sus 

apl1cac1ones y proporcionaban so1uc1ones inexactas para aquellos 

mat~r1ales con e:tectos de calor latente marcados. Los resultados 

de les dos métodos 'f"ueron grát1camen't.e comparados con la solución. 

ana:.Í't.1ca de Ste:fan (problema de :tront.er·a móvil) C12, 13l; las 

curv.;,.s de t.emperat.tll"'a :fuero11 más continuas que las calculadas con 

la ~oluc!Ón de s~exan. 

[14) pUhl1có en su trabaJo una solución aproximada de 

la ecuacJon de conducc1ón en coordenadas rad1ales para W'l 

c1 lltldr-o largo opera.rulo con una ±uent.e 11neal y duran't.e un largo 

per1 .. :u:lo, incluyendo una '.función a.e tiempo :f(t.) de la :forma: 

7 



:f(t) = - ln - 0.290 +O( ) ( 2. 2) 
2(<xt)"' 4<xt 

Dicha solu~1 ~n tiene la ventaJa práctica de ser ~~c1l de maneJar, 

lo cu,¡ la i-.a hecho muy popular en el cálculo rápido y aprox1mac10 

de pe:: a.idas ::le calor e11 pozos C27-.=¡8J í 19J. 

Be.rt. ClSJ i-esolv1ó analíticamente la s1gu1en"t.e ecuación en 

coordenadas c1lÍru1r1cas: 

1 " 
aT a · · aT 

( r k,-Y ) 
ar 

+ ( k_¡,Y ) : 2h (T - T~) 

Cltp ª'f' 
e 2. 3J 

r Cr 

para un caso especial de aletas c1lÍndr1cas con espesor variable 

dad.e por: 

e 2. 4J 

y co~:f1c1en"t.e de t.rans:ferenc1a de calor como ±unción de r de la 

í'orn:::i: 

e 2. sJ 

La solución para la temperatw-a está expresada en términos de 

±unciones de Bessel, las cuales no llegó a evaluar, n1 cons1cleró 

la t~mperatura como ±unción del t.1em!'.'o. 

Por oL.ra parte, Newhou.se (16l trató otro 

c11ir1c1r1ca co11 tlU.Jo de calor radial y circ-un:fer.eriCia.1. La 

ecuac1 Ón de cl.1 :fus1 ón que consideró :tué: 

1 aT 
+ + - N2 T = O e 2. 6) 

cuya solución analít.1ca g-eneral involucra t.amblén Íunc1ones de 

8 



Bessel . .t1e~pués c1e un aná11s1s cua11t.at.1vo concluyó que para 

convección :tor~ada a haJa velocidad alreaedor a.e la aleta, la 

;:iart.e in:fer1or d.e ést.a cll:funi:1e menos calor que la part.e superior. 

Al igual que ei1 el caso ar.t."!r1or, clesprec1ó el término 

t.rat1~,1t.or10. 

M~ehlbauer y Surulerland [17J est.~1aron la conducción de calor 

en procesos de ~uru11c1ón y congelac1ón, ut1l1zaru10 la misma 

ecu.;:ic1ón que Murray y Laru11s [101 (ec. (2.1)). La solución 

analft.ica para la d1st.r1buc1ón de te·mperat.ur·a- en la zona sólida 

e:-r o~ 

coordenadas car tes lanas. Lo importante de este tral:>aJo Yue que 

revisaron ampl1ament.e las .. publicaciones e:-:1st.ent.es hasta esa 

7echa re:ferentes al t.ema, resum1 enao los métodos d.ispon1hles como 

la técnica var1ac1ona1, la integral ele balance el.e calor, la 

integral de contorno 

analíticas y tamlnén 

a.e R1e1nalm-Mellin, et.ras apro:-:1maciones 

algunos rnét.odos numéricos y analógicos. 

F11.a1me11t.e, mencionaron los result.ados e:-:per iment.ales mas 

relevant.es a la fecha (para ma!r•or det.alle ver ref. t17J). 

r:n lo que al problema ele transTerencia de calor ent.re un pozo y 

sus alred.eclores se re:f.iere, en t.érm1nos ge11erales para llevar a 

cal:10 la predicción de la t.emperat.ura promedio en la Yron·tera d.e 

la camisa del\ pozo, hay que :basarse en un modelo que cons1s"te en 

un tubo ce11t.ra12 zaclo con t.emperat.ura un1 forme var l a.J:ile con la 

long i t Ud, que transfiere energía hacia otro c111nctro hueco 

concént.r1co represent.ad.o por la rormac1ón. Apoyado 

previos realizados por Ramey C14l, Squ1er y cc.il (18), Sutter 

[19J y Letlt.""'Yler [20l se concent.raron en clesarrollar un método d.e 

diferencias 1init.as para realizar el cálculo ele t.emperatura ele la 

g 



camisa del po::.o como :función c!el racl10 y el t.1empo. Los 

result.a~os ~1~1r1eron poco comparán:l.olos con los establec1aos 

ant.er1ormen:e por Leuti,.ryler y B1gelow C21J para periodos cortos 

a.e t ! ezr,o (t:"='nor ae 100 h). Ambas curvas :fueron más al tas que las 

pret1. :-has ~·L:- Carslaw y Jaeger C7J, ten1erulo un error relativo 

máx1r::.-: ele c.··,.,; aproximadamente. 

Da:!~ y :::::yvo l osk1 [ 22] d1scut.1eron pr1nc1palment.e sobre la 

cl1sc~epahc1a existente entre los cl.at.os med1clos (a partir del pozo 

EE-2 en the Fento11 H111 Hot Dry~'Rock Geot..}Jerrnal s1 te) y los 

rescltad.os obtenidos mediante un método d.e d1ferenc1as r1n1tas, 

tom.::..l.:lo la temperatura como :función del radio, la protund.1dad y 

el tiempo, Concluyeron que ~9S errores principales que causaron 

las cll±erenc1as entre ambos resultados se debieron a no tomar en 

cuer:.ta la depenclenc1a de la conct.uct 2 v1dacl t.érrn1 ca con la 

t.em¡.·eratura, a despreciar el calentamiento por rricc1ón y a 

errcres el.e entrada de datos (el error rel.at.i vo máximo :fue 12X) • 

Ade;::ás, establecieron que la presencia de :fracturas en el oedto 

c1r·:uru1ai1te hace sumame11te di:tíc1l la clet.erm1nac1ón de valores 

con-:1ahles ele las propiedades térmicas del medio. 

E!:; los párra:fos anter1 ores se han menc1 onaclo l:lrevement.e algunos 

ele :·::s 'tra!··aJOS más relevai1tes en el est.uel.io de la t.ransferenc1a 

t1e calor por COnd.UCCl Ón. Del aná11s1s a.e ést.os y por lo aquí 

e>:presaQo, se puede notar la marcada tendencia al uso de modelos 

numéricos para casos que involucran dos o más dimensiones y 

var:..i:-1one~ t.emporales de temperat.lll"'a. Como ya ha sido entat1zado 

en est. e capÍt.ulo, esa tenc1enc1a se debe a que el desarrollo y 

maneJo de los modelos numéricos es mucho más senc1 llo que la 

obte~c1ón de una solución analÍt.1ca, siendo esto mas marcado a 
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me~1da que la compleJldad ae las con::11c1ones de Írontera e 

in1c1ales aumenta. I:n el capítulo s1gu1ente se presenta el 

desa~rollo de la solución analítica obtenida para conf11c1ones de 

ÍrcrJ:.e:-a L in1:1al especJÍJcadas, tal como se prese11"t.ai1 e11 el caso 

de lé:. '-ran.s~erenc1a il.e calor entre w1 po:::o y sus alrecleaures. 
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E1 obJ~:1vo pr1nc1pal de este trabaJo. es real1Zar un aná11s1s 

mat. ""::.á't l ce estr l c!.o, lo cual incluye plantear las 'formulaciones, 

res~lver- la ecuación resultante, y evaluar las so1uc1ones que de 

ell::i. se .o~t.ienen. Er1 este capítulo se presenta el desarrollo 

an.=,.jÍtlCO del modelo matemát.1co y el mét.odo de soluc1ó11, 

.ba:: .in~ose en las caracter ist. i cas .:·"Cle..l . aparato e>:per i mental 

construid.o para fines de comparación de result.ados; adeci-, se 

ll'l·:-luye u."1a breve descripción del modelo numérico. 

3.1 Solución Analítica 

El problema consiste en calcular la a1st.ribuc1ón de temperatura 

Ter, z, ·tJ en un c1l1nd..ro concéntrico de longitud y radio finito. 

ccn coordenadas como se muestra en la f 1 g. ::i. 

La ecuación general de conducción de calor e11 dos d1mer1.siones y 

estado no permanente está dada por (6, 7, 8): 

1 cT 1 
--- + + --- = ( 3. 1) 

az2 

::n la parte interna del ci linaro, para r = a, por dona.e circula 

un ilu1do a ~emperatura promedio TF, el TlUJo de calor depende 

del coeT1cient.e de transferencia de calor h 0 , y de la d1~erenc1a 

de temperatura entre el Tlu1~0 y el sólido, lo cual 

matemáticamente resulta, parar =a: 
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aT 
-k~~ = hQ(T,-T) 

ar 

CIT 
-k--- + h 0 T = h 0 T,. 

ª' 
( 3. 2) 

P~:-a cc.11S1derar vá¡1da la ecuación anterior, se desprecia el 

e:te~·to del t.\ll:lo que contiene al :tlu1do, lo cual es :tactlble 

del:·tr!o a que la concluct.1v1dad térmica del material es muy granel.e 

com?arada con la del medio sÓl1do que lo rodea, cuya temperatura 

se puede considerar igual a la del ~lµJo en ese Plll1to. 

Con el propósito de s1mpl1'f1car el procea.1m1ento de so1uc1ón, 

ésto es, aplicar lo menos posible el pr1nc1p10 de superpos1c1ón 

11 neal, se supone que los coer1c1entes de t.ran.s±erenc1a de calor 

por convección natural del aire del medio ambiente que rodea el 

aparato de pruebas, son los mismos hb, tanto para las paredes 

laterales del c1l1nd.ro como para los extremos. Los errores que 

cocpr-ometen esta cons1derac1ó11, se deber1 a que la temperatura de 

±rontera Ce! c111n~ro, puede ser d1~erente a la de los e>:tremos, 

aún cua.J1d..o la temperatura ambiental T 00 sea la misma. (el error se 

puede desprec1ar al analizar los datos experimentales, como se 

verá más adelante). Las tres cond1c1ones de Irontera que 

involucrar. al coe:t1c1ente l1b están dadas~ por 

ecuac1ones: 

para r = :ti: 

CIT 
J.:--- + hb T = hb TQ) 

ar 

las s1gu1 entes 

(3. 3) 
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par.::. = 

C<T 
-!<-- + h., T = hbTco ( 3. 4) 

¿,z 

pa:- .± :;: =Z.. 

CIT 
Y.-- + hbT = hbTco ( 3. 5) 

az 

L.:= t. a!: cond.1c1ones a.e :fro11tera de tercera clase, result.an más 
I 

co:;;¡:.-l1cad.::l.s de evaluar, pero represe~tan ~~ rvrma más complet.a y 

re-L . .J.tsta al problema. 51 ·el mea.10 sólido posee una cond.uct.1v1dad 

té:-::i1ca ¡.·.mucho mayor que el coe:f1c1ente de trans:!erenc1a de 

::-a:cr t".1., todas estas cond.·1·c1ones se conv1erte:1 e11 so::gunt'.1.a clase; 

de igual ::ia.i1era, s1 el coe:f1c1ente a.e trans'.ferenc1a de calor h es 

mu-=110 mayor que la cond.uct1v1dad térmica k, las cond1c1ones de 

:frontera serán de primera clase. Para considerar el problema 

en su :forma oas general, se seleccionaron las con~1c1ones de 

:frontera de tercera clase C2J. 

La cond1c1Ón in1c1a1 está dada por: 

T := T¡ para t = o ( 3. 6) 

d::1~-= T, puede ser const.an'te, o ÍW'l.C i óri -de a·1guna coorde11ada 

espacial. 

Fara homogeneizar el mayor número posible de cohd1c1ones, se 

de:f1ne e= T - T00 , con lo cual, las ecs.(3.1) a (3.o) se puea.e11 

e:-:pr es ar e orno: 
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~"'E- at1 oze 1 ¿>~ .. ... = ( 3. 7) 
-:ir e ::- 2r ¿¡z2 a at 

.¿.~ 

- .. ---- ha ~ = h.:) (T, - T00 ) en r = a e 2. e J 
o~ 

¿¡ & 
!:-- .. h 0 e = o en r = l:I C:3. 9) 

~;r 

~8 

-1:-- ... hb0 = o .en z = o (3.10) 
-az ...... 

Cf> 
J.'.--- + h 0 e = o en = = L (3.11) 

a~ 

, = T, - Tm para t = o ( 3. 12) 

que aún resultan dos concl1c1ones no homogéneas 

(•.·:.·s.(3.8) y (3.12)). el problema se puede s1mp11r1car s1 se 

~epara en dos partes C6J: una que cons1aere el problema en esta~o 

r~:·manente y la otra que tome en cueni.a las cond1c1ones ele 

ser.=., t.,) = a ser. z) + e,..,cr, z, t) (3.1?) 

7c1mando en cuo:.-nt.a lo ant·er1or, el problema l, para ("Ond.!t::"!cnes 

C.•.: ':':'Stad.o perma.i1ente, queda represe11tad.o por: 

+----+ = o 
r ar 

con. las cond 1 e i 011es de 'frontera d~d.as por ias ecs ._ (3 .-8) 'a ( 3. 11), 

n:.1 e!1.tras que el problema 2, con cond1c1ones de rrontera 

11oz::ogénea!=, está dado por: 
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¿. :z €+ ..... l C>B~ ¿I C! 9 ¡.. l ae~ 
+ --- = - ---

2r e: r él!. az 01 ~ at 

"~. 
:~i~---- + h.:¡6., = o en r = a 

O:; 

:·..:.11·.r:· con las ecuac1ones (3.9) a (3.11), además de: 

para t. ::. o 

f:'o:r:o cona.1c1ón 1n1c1al. 

. .:.. con t. J nuac l ón, se cons1c.eran indepe11d..1entemente 

¡:::-c:tilemas plant.eaa.os. 

:~. 1.. :!. Problernu en est.ad.ci perma.nen1:e 

La tormulac1ón d.e est.e prob1ema es la s1gu1ente: 

l 
+ +---=(t 

r dr 

aes 
+ H.:l.9 5 = Fo en r = a 

<Jr 

~· - - $ 

+ Hc-Els = o en r - .b 
.:.! 

ae~ 
+ H'='e" = o en z = o 

.az 

¿;es 
+ Hbes = o en z = L 

é'Z 

(:?.15) 

e 3. l 6J 

e 3. l 7) 

los 

(3.14) 

e 3. 18) 

e:;. l 9J 

e 3. 2oi 

(3.21) 
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:ila - ne I ~: 

Ht- .. ne/Y.. 

F 
" 

.. Ho. (T r - 1 a.· ' 
} 

•.; ... :C.'."!.:1.!·J el métorjo a.e separac.;,1ón <le variables, se t1er.e: 

s'.:~ L:. t U~' e ni.lo ot!l la ecua e i ón ( 3. 1'1): 

l 

= o ( 3. 24) 
r 

1 C1R5' ] 
r -clr-- = ( 3. 25) 

:-! ta ecuación. es posible solamente s1 ambos lad:os son· iguales· a 

'-1::..: r~isma consr.ante, -~ 2 • es decir: 

r 

] a.2z~ l 1 d. 2 Rs 1 d.R. 
= 1 + - = - ... • .. d.2~ R~ -l cl.r_E. r ar 

( 3. 26) 

do dono.e: 

t.!2Z$ 
+ .,,. z. = o ( 3. 27) 

1j=2 

a2Rs .1 _CU"<·~ 
-- --- + - '112R:s = o (3.Z8) 

c" .. r2 r c1r 

17 



(3'.29) 

~es¡e:t1vament.e . 

.:~~"t1tu:..-en'10 1.as soluciones generales (3.29i y (3.30) en la ec. 

( ~ . ~?) • ~.; t. i ene: 

B lf r r, zj = cc:l J 0 (. -rir) +c .... •: 0 e '7Jr) J ce 1 seri(-riz-) +C-:=co.s.{ -riz) J (3.31) 

;..¡.·llc-antlo las co11cl1c1ones ó.e ±rentera (ecs. (3.18) a e:;. 21)), 

par-a e1a·v1.ilar las const.ant.es ar:b1trar1as C;, a.onde i=l, 2, 3, q, se 

t 1 e:le: 

para z =o, de la ec. (3.20): 

CC 3 1 0 (71r)+CL.j~: 0 ('T\r)J (C-'7JC 1cos('fJ0)+'71C 2 sen(-r¡O)J + 

de c..ona.e: C 2 = e, 

Su.st.1tuyendo la ec. (3.33) e11 la ec. (3.31): 

don,le e,· = c 1 1Hb 

Fara z = L, usano.o la cond1c1ón (3 .. 21): se -.t.·1ene: 

C 1 ' C(C 3 1 0 (71r) + C1.1K 0 ('T\r)l .. ('7JHbcos(711:)~_'1125e~("lL) 

+ Hb2sen('1"JL) + Hb'11C.o.s(7tL) J = o 

(3.32) 

(3. 33) 

( 3. 34) 

-(3. 3S) 

(3. 36) 
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I.11v1d,.¡ eooola entre COS(T¡L), da: 

< Hb "'" ·-'3'""1..,L - n = l . -· -. {3.37) 

"'" • - he > 

igualdad. son 

r: ~- <.:·;.-1 os, ya c;u~ Ja :función tc:ngente es per·1Ód1ca. La ec. (3. ::t7) 

s~ re~u~lve ccn un programa de cómputo que se detalla en el 

L.= ec. {3. 3'1) se puede escrLblr como:· 

f._.,.(r, ::) = r; 
11=1 

ao111.e C 1 n = C 1 ' n = 1, 2, 3, 

que es la 1unc1ón propia o característica._ 

(3,38) 

( 3. ;9) 

F.hora, parar= b, sust1tuye11.j_o ·-1a_-·:.ec:.- (3.38) en la ec. (3.19): 

Oc' 

1: C1 nZ~('TJno Z) 
:·i=l 

d (•;1-.le '. 

1 • o ('1Jnb) 

t:o' C '1'1n1') 

d 
= ( 

dr 

d 
- ( 

dr 

+ 

(3.40) 

l. 

l 1 1 0 en. 
Ir = "lnb 

(3.40.a) 

l Ir 
K0 (r) 

= ">nb 
(3.40.b) 
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Estas Últlm~s ecuaciones ::1e±1nen las Cler1vaelas d..e las fUilCJones 

ele Bessel L&, 7), las cuales se pueden e;.:presar 

s1g~:en~~ mar.~ra: 

1 0 · (71:'""1:•) = I 1 ( ~ .. :tiJ 

::··.:"! ::11 en-:!..:i las :!'un':": ones: 

B. o 

y s1mpl1:f"1cand.o la ecuación (3,qo), se .t.1ene: 

-· '~ 

t.amJ:a1 én ele lá 

(3.42) 

(3.43) 

S"..1S1.1t.uyendo la ecuac1ón (3.43) ·en la ecuación (3. 38), se tiene: 

"' 
~r(r,Z) =E C" Z~C~n.z) R~('T1~ 1 r) 

n=l 

a.on".le: 

- -- ,.- ,_ ... ---- --.--

ecuación (3.4t¡) en la ·ec_uáC1óii-:-('3.·:1·e)"- Se---t.-1~ne: 

! C~~nB0 •1 o/CT,~a) :~ LDo~o···,·~nal J . "' = !: C,,Z 5 C'Tln• Z) 
rí=l 

e 3. 44 l 

(3.45) 
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~ 

= L CrZ.-(71"' Z) i-Eol"flnlo' (71na) - H0 loC7lnB)J 
n=l 

la ecuación (3.4€·) se s1mpl1:t1ca com~: 

~ 

F~ : ~ C~ ZaC7ln 1 Z) C - B0 E 0 + D0G0 
n=l 

r:~.4e) 

(3.41) 

(3.49) 

,.._1u:t.1p11cand..o a ambos lados el.e la ec. (3.49) por la int.egral 

f :.. 
J :- =O 

Z 5 ('7'Jm, Z)dZ, se t.ransTorma en: 

~ 

= ~ CnC-B0 E 0 +D 0 G0 ) 
n=l 

?ara ~et.erm1nar la const.ant.e Cn, se neces1 ta, 

pr C'IFl e·.1aa.es ort.09011alt=s: 

o S l '.In ;= ~m . 

(3.-·=·0) 

usar las 

( v t-r re.:-. ( ll)' d.oncle se llama la int.egral a.e 

noimal1zac1Ón, la cual se puede obt.ener usando la ec. (3. 39) 

n1e•11a.n.te ~1 desarrollo que se muest.ra a cont1nuac1ón: 
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-. 

IL 
Nt "'1ri) = 1 (Hbsen("'lnZ) + 'Tl,...C'OS(1l"ZJ)Zd=. 

J ==º . 

; Ht 2 JL senzt7ln=)ct= + 2Hb7lnf L _se11t11nz)cosC11,...=)d: 
~=O z=LJ 

~. [ L 

; Hb 2 J ll/2 
z=O 

1 
COS(2'11,,Z.)Jd.z + 

2 

1 

J
.¡_ 

+ 'TJ • 
n Z=O 

Sln( 2'71nZ)dZ 

. J. 'd.Z 

N( "7J") 
1 

se11c_ 
2 

1 1 
e os ( 2"7ln z) 1 L 

z=O 

+ 7ln2 

L 

2 

L 
N( T¡r.) ; (Hb2+ 71;,2)_ .. 

2 

1 
+ --

271~ 
sen(. 2'TJ·n· Z)] ~ .. 

.- ... =O 

sen(2'TJ;,LJ 
~b 

(C"'?S(27lnL) - lJ 
-:·:--e>. 

Hb2 _,_,·~- ,-- ...... ·- - -~.·-·' _:: ·. Hb 
-·-. ·-·sen_C"Tl;.·L) COS( 11n·L}· "+ -·· 
2'7fn · · - 2 

He.· -·71n· 
+ se11(-,'TÍ"L)c_~St_'TlnL.) 

.2 2 
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L ~Hb = C~nz+ Hb 2)- + ~- - H~cos 2 C~nL) 
C.:· 2 

l 

L 2H0 = c.,.1 ~2+ J-!"2)- + --
2 2 

trsz-:::10 la ec. (3.37) -se t..·:ne: 

senC71,,L) 

= 
CóS ( '11,.,L) 

Po:-- lo tanto: 

2 

cu·_ a inversa resulta: 

(:?.51) 

= (3.52) 

S'u.s t. 1 t. uyé!1do la en la ecuac.1 ón ("e 3 ;_-so), se puede despeJar la 

co::stai1te en: 

( 3. 53) 
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La solución gen~ral (ec. (3.'i4)) se puede es.:-r1b1r ent.onces como: 

a> 

f~. (r. :=) ;:; I: 
21=1 N ("'in) 

( 3. ~4) 

F·.::.ra el caso pa.rt.1 cular que aqu1 se descr1:tie. de las pruebas 

e:-;:-~!" 1mentales se o:tiserv6 que clurante el periodo el.e prueba, la 

d1-ferenc1a.de t.emperatura del agua cal1ent.e e11.t.re la entrada y 

salia.a a~-1 aparat.o de prue:tia result.Ó menor el.e 1ºC, m1e11tras que 

la temperdt.ura del med.10 ambiente no Cam111ó··-más de 2°C. BaJO 

es 'tas COildl el ones ~e co!':is1deraro:1 como constantes, es decir. la 

:fu...-1c1ó11 F0 para est.e caso no depende de r 111 ele z. 

llT:egral que aparece 

:tá-:1 lmente, result.a.?11.0: 

L 
F 0 Z,_.('7)n, Z)cl.Z = 

J Z=CI 

-: f L Ho.(TF
Jz=O 

La soluc1 

en ·1a ec. (:""<.54), se puecle 

l 
j 

AsÍ, la 

lnt.egrar 
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. • 

O'.' 2H.:.lT,- Tm) t(Hb/"l")Ccosl"Tl,..L)-ll - sen("Tl,..L)J 
e,tr. =) = E 

r;i:l t L(Ttn 2 + Hb 2 ) + 2Hrl (Be-Eci - D 0 G 0 ) 

l 3. 55j 

i::.: proct·.l.1m1en't.o det.allaó.o de la evaluación de la ec. (3. 55) se 

a.es<1.:-r·ollru .. á en la secc1ó11 3.3. Cabe mencionar que para los casos 

en •.¡ue ex1St..a depena.enc1a espacial de la tunción F
0

, el maneJo 

mal.i;.mát1co se puede coropl1car, pero,._el proced1m1ent.o a seguir es . . ... 
el mismo . 
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~. l .:.. fT :.J:ilem::s. 1.-l°111 coro i c1011es ele frontera homogéneas 

~l segundo caso, que c~ns1r.lera es~ado no permanente con 

ci:•:.:l.1c10:-.·~s de ±rontera homogéneas. la 'formulac1ó11 mat.ernát.1ca es: 

¿.:o eh 1 ªª~ o 2 e,.. 1 "ª~ + - + = (?. 56) 
a:- 2 r ar Clz 2 a at 

t e:;.1 en':1c- como C".lnel.1 c1 ones: 

oe~ 
+ H0 e,., = o en r = a (3.57) 

«r 

.:.e,., 
+ H'='e,_, = o en r = b ( 3. 58) 

<>r 

ae,., ... Ht-0>- = o en z = o (3.59) 
Oz 

ae~ 
+ Hb€1,_, = o en z = L ( 3. 60) 

az 

e, = T¡ - T.,- 0 6 ~r,_~) = Te para t = o (3.61) 

r~t1e"·a:nente apl1canc10 e1 métoao d.e separac1c?n ele v~1ables_;_ la -

solución se pued.e e>:presar como: 

_(3. 62) 

La ecuación (3.56) se transrorma entonces en: 



1 a 2 ....... tr. z) 1 it't,.., cr. z) Cl'f...,2(r, Z) 

] + - + 
~r • r ar ¿.z2 'l'1-lr. :;:) 

1 1 "re t l 

cr: r,..,Ct.) d.t 

E.= t. a lgualdad es posible solamente cuando ambos lados de la 

ecu~~1ón son iguales a una misma const.ant.e. Denotando con 02 

d1c!·1.a cons-..ant.e, a.e: la ecuación (3. 63) result.a: 

( 3. 64 j' 

¿. 2 4,..(r, z.) 1 ai.r,,._,cr, z) 
+ + .+_ ó21f',i.,(r, Z) = 0 (JI. 65) 

r ór 

:2upon1 e rulo nuevamente que: 

•i•,.. (r, Z) = Rh (r) z.., (Z) (3.66) 

~· ~ust.1tuyen'10 en la ec. (3.t>S), se tiene: 

] 1 c1 2 Z>. ( Z) 

+ --- + ó2 = o ( 3. 67) 
Zh (Z) dz2 

1 

::-..... (r) 

'¡ 
'¡ 

( 3. 68) 

ae la ec. (3.67) resulta: 

1 [ d2f< .... 1 c1R ] + = - ~2 ( 3. 69) 
R,, C1r2 r Clr 
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.. 

1 rj_Zz~ 

= - "lº ( 3. 70) 
~ cl.:<: 2 
-~ 

Las tres ecuac1 cines generales queaan como: 

+ - + f32 F.,.., = o (3.71) 
ctr e r c1r 

+ '7)c Z,i... = o (3. 72) . dz2 

(3. B) 
dt 

cu~,.as soluciones ge11erales son: C6J 

R~ (r) = C4JoCJ3.r) + C~Y0 (j3r) 

Z,_, (Z) = C 2 sen(7'JZ) + C3COS(7'JZ) ( 3. 75) 

-oo ( 132 + "l2)t r(t) 
r, e tJ = C 1 e ( 3. 76) 

respP.ct J vament e. 

Su.st i tuyena.o soluc1011es generales (-3.74)._._a,.(3~76) en las 

ecuacJones (3.62) y (3.66), se t.-1en!=': 

9¡..,(r, ::, t) 
-a(pZ 

= c,e 
+7J2 )-t 

C C 2 sen('7)Z) 

( 3. 77) 

Para conocer las constantes ar:b1trar1as c1 . (J = 1, e:, 3, q,_s)·, ·se 

ut.111zan las conct1c1ones ele ±rentera e in1c·1al. 
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Para z =o, sust1tuyenao en la ec. ().$9) la ec. (3.77) queda: 

:· 

e 3. ni 

a.e ·1eon·1e: 

c:J = Cz ( 3. 79) 

sust1t.uyéni:1ola en la ec. (3.77) ré .. sul.ta:. 

-o::(~2 + !\Z)t 
€1,i..;..r, z, t.) = C,' e e Hbsen('1JZ) + 'llCOS('rJZ) J 

( 3. 80) 

dnntl.e: 

Usanrj_o la ec. (3.50) para = = L. la ec. (3.80) se puede 

e:cr1l:l1r como: 

"l"Jr. 
e C"J0 (pr) +.C0Y0 (1'r) 

( ·Hv'71COS('rJL) .:..:,_11 2 sen(TÚ.~)--,.+-Hb<:Se~~-'1JL)·-_-_+'~b-?1.~-º-s·c~L)-ccJ-=. o 

(3. 81) 

Div1c11enao todo ent.re cos('1JL), se t.1ene: 

F3 = 1, 2, 3, • ( 3. 82) 

cuyas raíces pos1t1vas 71µ son los valores prop1os de la' t=Wlc1ón 

prop1a: 
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(~.83) 

(el programa de cálculo se ane~:a en el apéri::11 ce A). 

L~ ~cu:ición (3.80) se puede escr1:ti1r entorices come•: 

e,.,t:·. =· tJ 
m -ex( p2 

= :r: c.-e 
+ 'Tlp2) t 

Z, ( 7J,,, Z) + C~Y0 (f!r)J 
P=l 

(3.84) •. 

cP = e,· 

r.l1ora, en r =a, sustituyen~o la ec. (~.eq) en la ec. (3.57) 

resulta: 

cr -c:Q2t. 

~ cPe ZnC'Tl~,z) 
p:l .·: -_-- - ' 

.. J~~~~ºcf'a)J = º ( 3. 85) 

, •• ....::> 
. , --···" 

[ el Joc~·Yf Jo (f'a) = 
elr . . r = ?a 

[ el 

·]~ Yo ( pa) = Y 0 (r) 
clr = ?a 

:i 
1 

esto es, J 0 '(f'a) = J, ( 13a) 

Y0 ' (f'a) = - Y, (f'a) 

(ver re±. C6,7J) 

Det 1 ni en\!. o: 
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U= ~ J 0 ' (t:Ja) - H 0 J 0 (f3a) 

(3.87) 

c:e la ec (J.e~) se tiene: 

( 3. 68) 

susr.1t.uyéz1c;tola en la ec. (3.aq), se o.b't1ene: 

(XI -o: ,62t. 
e~ ,r, =.~) =E c~·e Zh(~P.z) CWJ~(~r)-'l.TY;(~r)J 

P=l 
(3.69) 

dc:-.:je: 

En r = .b, sust1tuyer1d.o la ec. (3. 89) en la ec. (3.56) result.a: 

<. -o:Ci 2 t 
~ c~·e ZhC~p.zJ e f3WJ 0 ' C~b) - ~UY0 ' C~b) 

p~l 

+ HtiW,.J 0 CP.b) - UJ 0 (f5b) J = Ci ( 3. 90) 

a.~ a.ende: 

(3.91) 

( 3. 92) 

. (3.93) 

( 3. 94) 

( 3. 95) 
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: 

don~-= m = l, 2, 3, se pue~e reescr1~1r la ec. (3.91) como: 

- l'o = o 0.96.• 

De e~ta e~uac1ón se determ1nan los valores propios ( apén-:i 1 ce 

-,,.... lo tanto, la ec. (:_;¡. 89) queo.a como: 

:)., co °' -a( f3m2 
e~r~.=.t) = L E Cmpe 

+ 7l;c"2) t. 
Z~(7lp,Z)R~(Pm,r) (3.97) 

m=1 P=l 

(3.9B) 

que es la otra zunc1ón propia. 

?ara c1eterm1nar la constante e,.,,=-, se. U't.1l1za ·1-a cona.1c1Ón 

ir11c1a1 cec-. (3.61)), de ctond.e la ec. (:;<.97)·-resulta: 

ro ro 

T~ =E E Cmp RhC~m.r) Z~C~p.z) 
m=1 p:l 

L1ouv1lle [6); las :tune-iones- prop1as -.'_i;;;,;:-ct=>m• r), 

s1~u1ente propiedad ortogonal: 

r R~Cam,r) RhC~n.rJ dr = 
J r=a 

o para m .,.: n 

para m = n 

La inversa de la integral ele 21ormal1zac1ón e.s: 

(3.99) 
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' = (3.100) 
r.:t e,.,...J 2 

s l enao: 

V 

= t E Ha a + Pm 2 ( 1 - e 

V 

par:;,. est.e caso en que v =o, la ec. -(?.·100) r-esult.a: 

1 IF 
= (3.101) 

2 

Ct-·.íra mayor det.al le, ver re:f. C6J) 

Por otro la<lo, las :funciones propias Z,i.,(11p• z) t.1e11en la misma 

prop1eaaa que las funciones carac~erís~1cas 2$(~".z), es decir la 

1r .. -.1ersa de su normal es: 

1 2 
--- = (3.102) 

P.egresancio a la ec (3.99), mult1pl1ca.nd.o'~ubos· lo.~os poz:-: .. 

r J> 

j r R,_,Cl3m,r).~ 
r=a 

se tiene: 

J 
b r L 

Te 
. r=a Jz=O 

f 
L · .. 

Z,_, ( 7lp, Z) ci.z 
z=O 

"' "' = 4 4 CmP NC~m) N(~p) 
m=l P=l 

(3.10~) 

33 



I'..le aqu1 : 

1 r ¡_ 
1 Ter R~C~~.r) Z,a..,C~~.z) dz dr 
J z:C1 

F1nalmente, sust1Luyen~o la ec. (3.104) e11 la ec. 

resulta: 

"' .,., 
e~;r,z,t.) =E E 

m=l P=l 

X ! l> 

J r:a 

-------- R,a.., {13,,.., X) Z..., C.Jl.,,, Z) 
NC Pml NC"'l,,l 

( 3. 104) 

(3.97), 

(3.105) 

Para el caso part.1cu1ar aquí plant:eado, T¡ -y Tco son constant.es, 

entonces: 

eh(r,z, t.) : E E 
m=l p=l 

_-a( ¡:-.m2+71,:-C);t.. _ ·-- ... __ 

e :>R~ ,--¿-~'- ~) ·_Z . ...,_.('7Jp• z) 

NC!3ml NC'!J,;l· . 
' - ¡'.:'.· 

.. , . ---. --~ ·-. _··/'._ - ;- _)':/;: .'~j:-: -:/-_ -

[ ( T ¡ . - T ool J~xi~lf:(~-.i~H~.~,t~ Jt~tr R, ( ~ m• r) dr 

--'~-: .. : ·-·-· ---o-·.---,----.-··- ,.· ...... ..:. ;_-, 
-o·; ;-'o)'\·---;-'-"'.:-.• ;o· ·. 'o.-··-.'--:'.~"'ft-;,,:~.:.~. óf"-': ~-:"~o",__ -•=- _, ·_-,''~ ·• 

[ J) 

Jr=a 

(3.106) 

Las primeras dos int.egrales sencillas se pueden resolver como: 
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= 1 L 

J ==O 

r 
= 1 

l 
H,, 

= - ! [ cos <:•1,,LJ - L l -~ s eñt "l,,Ll J 
"l,, 

= ( 1- COS('Ti¡;-_1:--) +:(·s:~-~-é~-~i~_) 
--~-

(3.107) 

r )) 
J 

Rf.i ( Pm• r) dr 
r=O 

r J:> 
= 1 r C S 0 JciCl3,,,r) - ·v 0 Y 0 Cl3mr) J c!r 

J r=a 

r r 
·'' ( ~,,,r) Y, (f',,,r) 

ª---. -
· l3m 

(3.108) 

se puede 

re~scr1b1r como: 

35 



lb 
1 
Jr=a 

fb 
= 1 

J r =a 

J
L e.cr,z) r R~(Pm,r) Z~( ~~=) dr a.= 
Z=O . 

fL 
1 
J z:O 

(3.109) 

.,.\qui, con el propOs1to c1e s1zDP1r:t1car,··· se requiere usar 

nuevamente las prop1 edade::s ·ele ortogo11al1dae!.. I:s co11ven1 ente te11er 

e!". mente que a..I1tes d.t:- la i11t.egral doble se tiene una sumatoria 

"' 00 

y r: 
p=l 

es a.ec1r, Sl se emp1 e::a co11 m = 1, y p = l. se 

t.1enen que sumar ele n = 1 hasta ··111±1n1to" los t.érm1nos d.e la 

sumatoria interna, la cual prov1e11e a.e e!:I'cr, z) (ec. (~.55)), que 

se encuentra dentro a.e la integral doble, tomando en cuenta que 

la integral a.e ias :fm1c1011es a.e z es: 

= { 
o SI 11 ;c. P 

Sl n = p 

' 1 
es aec1r, pai~a cada m solamente e:-:1sten los términos p = ·n, ést.O 

es, la integral de norma11zac1ón: así, ·se e11c11na la sumatoria 

I: y tod.o lo que aparecía con subÍnd.1ce n se· conv1ert.e en p. 
n=l 

Llevan~o las igualdad.es (3, 107) a (3.109) .a la .ec. (3.106), se 

t.1 ene: 
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e,...cr. :.:., t) 

-cr(f'-m~+-r,;ro2Jt 
~ ~ e 

R,., ( 13rr•· r) z,.. ( 7Jp• Z) 

b a 
>'[-(SoJ, ( fiml:•) -V 0 Y 1 ( t3,,.,b)) --CSoJ 1 ( Pma) -V ,,Y 1 ( Pma)) J + 

+ 

~m Pm 

2.HaCT, - T(X)) CCHto/7fp)(1-COS7JpL) + sen.,,PLJ 

LC7J;::i2 + Hb 2 ) + 2 Ht> l (B0 E 0 - I10 G 0 ) 

·' 
(Ht> sen71::-z + .,,,, ·cos..,,,,Z)~··dz 

I: ~~Bo 1 o ( 7Jp~) -Dol:o e 7Jpr) J [ So-'o ( l'mr) -V O y o e l',,,r) J C1r i 

(3. 110) 

. .:i..rregland.o los térm111os, la ec. (3.110) se puede expresar 

~1:1almente como: 

= 
e_(r,z.~) = ~ E 

m=l P=l CL(H~C+'Tip 2 )+2Htl CHb 2 +Pm2 )U0 2 -CHa.;:-t-Pm2 )V 0 ~J 

:b ... -- , .. >-'~·:.·· . .. ,_._. ,.. . - - a 
c=--(S0J.¡' ( ~,',,l:>) .-VóYi ( 13,,,b)) --(S0 J, C 13ma) -V 0 Y; ( 1\~a)) l 

Pm :· ·." .- -, . ..-- - F3m 1 

Ha (T r - _To)) t (Hbl'Tl;z:i) ( 1-COS7JpL) + sen71PL) 
+ 

( Bo Eo - Do Go ) 

J
b rCB0 J 0 (7JprJ-D0 K0 C7Jpr)JCS 0 J 0 Cf3,.,r)-V0 Y0 Cf3,,,rJJClr) 
r=a 

(3.111) 
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La so1uc1Ón ~1nal qu~ considera la part.e temporal del problema 

(ec. l3.lll)), t len-= unEI integral que no se pueae r~solve:-

anal it.1 carr.~nt.e [5), pe•:- lo cual, en este t.rabaJo se eva1úa er, 

:form.:i nurnf¡-1ca med1ant.e la r~gl.a <lel t.rapec10 rzqJ 

f .1ra cc.nocer el '-'alor éle El(r,z. t.), basta realizar la suma que 

aparece en la ec. ( 3. 13). Cuando se agrega la t.emperat.ura To:- al 

térr..1no 9, se obL1e11e la t.emperatura buscaaa en el L1empo para un .• 
pu:~to loca11zacl.o en U!:a pos1c1ón (r, z). 
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-·· 

.. 3. 1. - Héteod.o de solución 

L·~ s <le t er..r·er a t. ur a tant. e para el ca.sc- ~n e.st.ad.o 

pe::: .::..·1entt. ccirno para el caso trans1tor10 CC>n cond.1 c lenes c1 e 

116moséneas, se ob"t.1 enen al re-solver las ecua e 1-:.ne.::; 

(2.-:- ~) y (~.111) respectivamente. 

A.:::.t·as ecua e iones es t.án expresad.as· .. 'i:!1 t. érm l ncs d.e :funciones <le 

Be.:;.:;el, las cuales se pued.en apro:-:1ma.r med.1ant.e los pol1nom1os ele 

Ab;-;.;now1t.:<: y St.egwl C5J. Sin embargo, se puede no t. ar que para 

es·.e problema se requiere determinar las raíces de proc.uct.os de 

·var : as 1'tl.'1C 1 ones de E<esse l, lo cua 1 ma t. emát i came11t e corl.Z t. i t uye U.."1. 

obst.áculo dada la var1ac1on de cada tL"la d.e la.s 

:fur.:-1ones de Bessel por separad.o. Para resolver este caso, se 

deE~rollÓ un programa de cálculo que da corno resultado las 

ra.~es de los productos de :funciones de Bess~l qu~ se 

en la sC1luc1ó11. D1 cl10 programa, que se é.ne:·:a e:i el apé!1:i1 ce c. 

cc:.s:1ste l:rás1camente en evaluar las oper aC' ion=-!: que 

1 nv.;-lucra.11 a las :fUJ1c1011es de Bessel J 0 , J,, ):' 0 y Y,. y usa el 

mÉ~odo de b1secc1ón para calcular las raíces C24l. 

:::::1 proced1m1e11t.o para obt.ener los· valo"res de ~·""'"cr. zj es el 

s1s 1..i1 ent.e: 

a. l ~I Se ol:rt. l ene11 las raíces pos1t1vas de la ecuac1ó11(3.37) 

ut l l izando el mét. ~do de. l:t1 se.ce"! 6n C..;er · apénd.1 ce A) . 

a.2) Se calculan los coe:f1c1ent.es de transTerenc1a de calor H0 Y 

a part. ir <le las ecuaciones que se explican en el 

caplt.ulo s. 

39 



a.~) 2E· lnLrod.uc~n estos •.:a lores en el programa que .S'? anexa en 

ol apérul1ce B. er.: el cual para pareJa.S ele ctatos (r, z), se 

ce:.lcula e~ co1J la ec. ( 3. SS) dadas las t.emperat ur as del 

7¡u!C..J y d.el med.1r; ambiente, las d1mer...s-1ones ·y propiedades 

".!.~l s1stema. 

Jo que a los valores ae 0~(r,z, t) se retiere, "J 

prc·~e~1~1~nto es s1m1lar: 

Se obtienen las ra1ces de las ecuaciones (3.82) Y (3.96) 

usando los programas que apare¿én en los . .apénd1 ces A y e, 

respect 1 vament. e .• 

l:l.C) Con los datos calculados en el inciso a.2) anterior y con la 

d1:fus1v1dad térmica olJt.en1da, se determinan para un tiempo 

espec1±1cado los perfiles de e,.., a part.1r de la ec. (3.111) 

med1ai1t.e el progr~ma que se ane;-:a en el apénd1 ce D. 

3.2 Descr1pc1ón del Modelo Numérico 

I:ste modelo :fue pre•..-1arner1t.e desarrollado co11 el de 

de:erm1nar la d1str1lJuc1ó11 d.e t.ernperaturas a tra,.·és del t..1ernpo e11 

la :forrnac1 ó11 que rodea a un pozo geotérm1 co. 

Con el propÓsl'tO de :faclll'ta:"" al el segu1rn1ento del 

desa~rollo numérico, a 

ecuac1011es a cor..s1derar. 

con't.1nuac1ón se reescl;"1ibe, el s1st.ema de 
'!' 

+ + = (3.112) 

las cond1c1ones in1c1ales y de Írontera son: 
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T = T¡ para t =Ci (:=t.11::.=t) 

oT 
-1: = h" (T-T~) en r = l:• (3.114) 

iw 

oT 
-;7 = bQ (T-T,) en r = a (3.11S) 

ar 

¿.7 
-¡.~ 

az 
= hb (T-Tml en =Oyz:L (3.116) 

,;.. c1Jnt1nuac1 ón se presenta s1s't.ema de 

ecuac1 ones en 

e:-:;-líc1to como 

d.1'ferenc1as· 'f1n1tas, ut.1l1zando tanto el método 
- [23, 30) 

el 2rnpl1c1t.o,/. comenzando con el primero de ellos. 

~-= considera U.."1.a malla de la s1gu1ent.e 'forma: 

n4 1 

! n3c¡-F.;1 i=J=¡:: 
1 

- -· I l-j 

!-1. J!~ ~J1----1r----; 
' ,__ ... 1_1_._J_-1 --1-- n= 

1-r 0 - 1-----r--l-c.r--+--+---+--l 

n2 

r = r ª + l l!.r (3;117) 

de la malla propuesta y empleando cl.1:ferenc1as centrales se t.1e11e: 

T¡ + 1 , j7:' - T¡., j" 
(3.119) 

.. L':, j 
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:::: 1 = 
.or 1 ¡ -l?, J 

~1 2 T i 
-1 
?:--ª I, 

ªTI 
e>z ¡ 

ªTi 
az ¡ 

·a:z.2 

= 
j 

= 

= 
j .. tk 

= . j-llZ 

::1 ¡ 
= 

= 

" 
r 

J - T, _,. J 

ªTI 
Clr ¡ -112, J 

T¡ •, • .n 
J 

T¡ i .... , n - ~"Ti .n 
J 

o:z .. e 

T¡ .n - T¡ J~1 
n . J ; 

ú-Z" 

-ÓZ.· 

- 2 T-
·- 1. 

c:;.120) 

(3.121) 

(~.122) 

(3.123) 

(3.124) 

(3.125_) 

(3.126) 

sus-l11:Uyend.~. las·_ecuac10ne.S (3.121), y (3.12q) a (3.126) en la 

ec:.:ac l ón general ( 3. 112) se t lene: 

, .. . .. 



• 

T, 

T -- ' -· 
ór 2 

T T¡ n -r• 

27, n . -· + 

rª 

= 

1 T • . '' _ir -T; - .. J 
) + 

+ i t>r " l>r 

1 Ti 
(:?'.127) 

l>t 

Re::: i·..r1C:"!1'!<..1 la ecuación anterior para T¡. J"., se obt. l ene: 

T, -· 

dorrj e: 

La 

+ [S 

s = 

(1-2s-2p)T¡ ,J" + [S + 

s .or 
------lT¡ _,, J" 
2(r0 +1l!ir) 

" l>t " l>t 
y p = 

s l>r 
------'--J_T·¡ ~-,_~ Jr; 

2'(r0 +10r) 

+ p[T· ·-,,;+T·~ .. ,._
1

n¡ 
r, J r, 

+ 

(3.128) 

represent.ac1ón en d1:!erenc1as ±1n1t.as en ±orma e::-:plÍc1t.a 

da~a por la ecuación (3.128) permite conocer los valores de T¡' J 

el t.2empo (n+l) conoc1do.s los valores en el t1ewpo n. La 

de::ventaJ.::. de est.e mé't.odo e.s que u.."'1.a ve= que se 'f1Ja el valor de 

y óZ, e::-:1.st.e U.."1 -...~a1or ma.."-:1wo perrn1s1hle de at., el cu;i.l no 

PU'°"·ie ser e:-:ced1do pues se presentarían problemas de 

ir....::stab1l1dad. 

La. represe11tac1 ón en dtferenc1as ±_lf\l~as de las co11d1c1ones 
·1 

i111c1ales y de ±rontera es: 

para t = o (3.129) 

clon·ie: 

.J = O, •.•• ' L 
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= O, .... , Crt--r 0 )/úr 

Cons ldera!'1'1o 6.r ::. e:: Y p = s = Fo, ent.on':"es la c:-c-nj.1 C'J ón de 

"trcir::toera para El no:ic- c!el t1po nl result.a: 

T· .. 

(3.130) 

dor.1e: 

Fo = a ~t / (ór)2 

Pa!a el nodo del tipo no queda como: 

= 2Fo fT i - , • j"+T, • j-,'"+2:Bl ~~c:i+T¡ • j" e (1/2F º' -2-2B1 b l} 

(3.131) 

Fara nodos del 't.1po n2 se _t.1ene: 

Pa:-a el nod.o di;-1_· 

si 9u1 ent.e :forma: 

= 

(3.133) 

J) 

JJ 
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dons!e: 

.e J 0 = h"' c.r._ / k 

F11~al:t•e!1te para el n~ao del --'tlPO n4 su C"ond1c1ón e~· 

T - • , 
t ••. 

ZF"o(T¡ ... 1 , j" +T 1 , _;- 1 "+B1 0 T r +Bl bTm) +T; , ,.;" ( 1-4Fo-2FoB1 Q-2FOS:l b-) 

e~. 1 34) 

l7·1a. ve:: es t. abl ec l das las ecua e 1 ones ant.er lores, se elaboró un 

pr : :::- ama que re-a11za los cálculos J'.l·ecesar10-s"; a part.1r de dat.os 

t.a.:s corn-:: long:t.u1. d.t:. c:-1·l1nd.ro, número de nodos a cons1derar. 

ele t1empo, Tco• Tr, h 0 , hb, et.e., var1a!1do el valor de 

la .!1:7US1\.·1ct.ad o:, hasta que ·los resultados de las d1st.r1l:iuc1ones 

de tempera t. ura c onc ord.ar an con los perT11es ele 

't.e'.:.perat.ura exper l rnent.ales. La ún1 ca desvenl.aJa de este mét.odo 

ce:- o se menc1onó a11t.er1ormente, es que se tiene Wl límite en el 

va~or d.e ót. (50.41 s), por lo que para conocer el per'f i 1 de 

t.e- reraturas para w1 t.1empo de 10 horas, se requ1re un t.1ernpo de 

pr ~::-e-so cte apro.:-:1ma~amente 2 llr. 

~~ra ev1Lar el problema de 1Írn1t.e de t. lempo se recurre al 

mé:·.J·.:!.O implÍc1to. Dent.ro de los d1:terent.es mét.od.os 1mplÍc1tos se 

e~,.:og1Ó el de d1recc1Ón alternanLe, por no te11er 1Ím1t.e en el 

ir,s:z-emento de tiempo _Y generar un s1s·t.ema de ecuaciones con :banda 

ce1:::-al que reduce el t.1empo de proceso. 

D~ acuerdo a este método, se emplean d.1ferenc1as Centrales para 

expresar en d1~erenc1as T1n1tas la ecuac1ón de conducc1ón, con 

apr~xzmac1Ón implÍc1ta y explÍc1t.a alternaLivamenLe. 
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.-

C:t 2 T ~T 

FT1mero se eXF:-esa en :forma imp1Ícit.a -- y --- e11 términos C1e 
cir 2 ar 

las inc<5~r.1tas T,,j" ... , para';;') tiempo r."tl, y la deri· .. ·ada --- se 

fé~a est~ caso. empleando la misma malla que para el método 

e>:r' i í e i t. o, se obt i ene: 

(3.135) 
bt lit 

= (3.136) 

a 2 T T; _, ,n+, + T¡ :...·~ .n·_+ 1 - 2T¡ .n +' , , , 
= (3.137) 

ar 2 'Ar~--

a2T T; j-1 " + T; ,-:;··, n - 2T¡ .n 
' 

, 
; (3.138) 

Cz 2 .o.z2 

.::ast1tuyena.o las ecuaciones ai1ter1ores ce.c.t3.t:;:5) at3.UD;•) en la 

ec·-ac i Ón de conclucc l ón de calor ( ec. t.111a)), se obt. i ene la ecua el Ón 

er~ d1:ferenc1as f1n1tas para determinar el perf1·1 de temperatura, 

er~ el tiempo n+l, conoc1do el per:fl-1 -en. __ .e.l tiempo n. 

eci:.3.clÓn es: 

s Ar 
(1-2s)T¡. jn•1 +Cs lT¡ + 1 , jn+1 

2Cr 0 +1Ar) 

=: (1-2p)T; ·" ', 

s .o.r 
- [S lTi-1,Jn"'1 

2(r0 +1Ar). 

(3.l39) 

Far a o1't. ener la ecuación en d1:ferenc1as-:f1n1tas. que p'erm1te 

co:r1-=-cer el perfil de "temperaturas en el tiempo (n+2) c6noc1do el 
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per1!l Ge ~emFe~a~uras en el t.1empo r n • 1 ). se emplea la ~orma 

?ZT 
e>:plÍ::1"..a para --- y 

?r' 

(l"':;:•T, '_.-•z - f'T¡ • j-1 n•z 

El mé"todo 

é'T 
y la forma 1mplÍc1ta para 

s M 
+ ts + ------JT; 

2(rQ+10r) 

[S 

que 

s ur 
---~-~l'I1 -1·rJn-1 
2(rQ+1lir) 

est..as ecuaciones se apl1can 

al:-=:-11at.1vament.e para los suosecuent.es 111t.erva1os de t.1empo. 

i ara las cond.1 c1 ones de Tro11t.era, se emplearon las s 1 gu1 e1l.t. es 

e>:t-"res1ones: 

Pa: ~ el no~o nQ: 

T¡,: = 2Fof-T,-,,jn ... 1-Ti,j-i"- 1 -2BlbTo:i+T¡,J"- 1 t(1/2Fo)+2+2B1bJ} 

Par .:t -el 11od.o n1: 

:: Fe -T, . .., ... ' - 2T· -. --:-n• ,-_ -.. T.,',·· -... -, ñ'•-.1 
J-1 t _, __ ,_J -.· - J -

(3.142) 

Par.::. e 1 110:!0 n2: 

T¡ . _. = Fo 

-2BlbTQ) + T¡, J"- 1 C (1/Fo)· +:----q: _+ 2Blb J } (3.143) 
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Para '?l no:lo r.:~: 

Tr • -T. ~·' - 2T, -, • jn-1 

(1/Ft;'I) -+ q + ·2B1
0 

l 

,a.+ T¡, jn•1 ( 1 + 'iFo + 2FoBla. + 2FoB1b ) (3.14$) 

ecua el ones ant.er I ores ·se e la.J:io.r .. ó otro program·a que 

r~~l1za los cálculos ~ecesar1os para ob~ 0ner los pert1les de 

\ 
1 
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(',;n el ¡:·:-opós1'to ele comparar la soluciÓr.t analítica obt.enida, se 

c11señÓ ~· construyó un c11spos1tivo e:-:per1me:1t.al, a partir a.el cual 

se n;1C:.1er-on per:t1les de ten1peratura er.: dos c1imensio11es y e11 

'ft..:r•c-1ón del t.1empo. 

l:n las 'figuras 1 y 2 aparecen esquemas a.el c11spos1t1vo. se 

ut 1-lizci un t.ubo de cobre alrededor del cual se coló un c1 l1nd.ro 

concérit.r1 co de yeso ele 1 m de long1tu":i con o. oo.i:. rn y 0.1 m de 

ra:.!.10 _inLer1or y e:-~er1or, respectivamente. 

f'ara r eg1 strar las t ernperat. uras, se d1 spus i eron 

10 termopares el.el tipo ,J ca11bre 30 de loag1tu~1nalmente 

'fl erro-constantán, separad.os una distancia de 10 cm ent.re si, y 

situad.os el primero y el Último a 5 cm de los e:-:-tr emos. Para 

me:1ir la t.ernperat.ura e11 sent.1a.o radial, se colocaro11 2 ser1es de 

=- termopares a 20 cm de los e>:tremos, estando separados 2 cm 

en:.re sí y colocai1do el primero e11 la in-c.ercara tubo-yeso. Ca.De 

h~~er notar que el colado se realizó por partes para lograr la 

ma:.:or homogene.!d.ad. posible del material, a la vez. de asegurar que 

l~ posición de los termopares no se al-e.erara. En las ±1gu.ras 5 a 

10 se muest.ra..Il varios aspectos del proceso de colado del rnoctelo. 

Ll tU:Oo de cobre utilizado es de 1.27 cm de diámetro int.er1or y 

1. t· cm de d.iámet.ro e>:-terior. A ~ravés de est.e t\Jl)o circula el 

agua ca11ent.e. cuya temperaLura tant.o a la entrada como a la 

salida es regrstrad.a con ~rmopares colocados dentro de un 
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t.ermopozo llen·:i de aceite. y con term6metrc ele mercur10 s1t.uae1c' 

en otro termopc,zo per~orao.o en el tubo a.e co.nre, es decir, <ll Cl1C' 

t.er1nC:met.rc es"tá en cent.acto a.1rect.o cor~ el agua que :t lt.1ye, con el 

71r:. a~ t.~:.er ...:r~a. lectura lo más con:t¡.aJ:lle posible. 

Lc.s t.em1.eraturas c1et.ect.adas con los termoi;:•ares, se reg¡straron 

mec,~ante W1 t.ermómetro ó.1g1t.al YEW2572 (23J, que proporc1 ona 

ler:-T_uras con error de ± 0.03 por ciento y t.1ene una reso1uc1én de 

O .. ' t>C. 

Pur otra parte, .e~ agua cal1ente se rec1rcula y recalienta 

me~1ant.e una ~omba y un tanque de mezcla. Tod.os est.os equipos 

al.:.-...:111ares est.ár1 111t.ercon~ct.ad..os por tllbos ele cobre, ma.i1gueras 

plást.1cas y sus respectivas válvulas y co11e:-::1ones t:f1g. 2). 

r:1 t.a.i1que de mezcla t.1 ene W"l.a enl.rada o.e vapor a pres l on que 

p;- o cede a.e una caldera, y una de agua ±r fa proven1 ent.e de Wla 

C;,.•lum11a de agua suf1c1ent.e para 1ntroduc1r1a al t.anque, a través 

d~ las válvulas 1 y 2 respect.1vamentt::. La salida de agua ca11er1t.e 

está a.1v1d1c1a e11 dos ramas; una 11ac1a el aparato d.e prue:oa, a 

t.r.;:.vés de la ·válvula 3, y ot.ra como "l:ly pass" que se cent.rola con 

la válvula 4. 

la bomba, 

La vál'-"Ula 5, 

~· la 6 se 

que está e11 la sección d.e succión ae 

abren solame11te cuando se requiere 

ur:.1form1zar la t.emperat.ura d.e la. mezcla e impulsar 

caliente a recircular dentro el.el sistema. 

El. agua ~ria se cal1ent.a m1ent.ras las válvulas 3, 5 y 6 

pe::-·manencen cerradas y todas las demás al:i1 ertas, hasta lograr la 

t.emperatura aeseac1a que se mide en el pW1to ele salida 4. Una vez 

que se obtiene el valor deseao.o ~e temperatura, se c1erran ías 
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válvulas 2 y .q. y se a.bren las 5 y & para un11"orrn1 zar la 

t.emFerat.ura del agua caliente con la l:ioml:ta. Desoe est.e momento. 

hasta te:-f.jinar w1a sesión ae prueba, se tiene que regular la 

vá1-.... u1a para mantener le:: temperatura const.ante a la et1tra·1a del 

a:p.a: ati:' e.e pruebas, con Wl error mínimo (menor que o. 5 "CJ. 

F..:.ra de-terminar el gasto de agua, se instaló una placa de 

or1t.1c10 ".;/ Wl manómet.ro d1±erenc1al de mercurio a la salida del 

aparato. Se calibró m1d1en~o el gasto circulante con un 

re<:!p1ente graduado y un cronómetro,'' y -leyend.a en el manómetro la 

caíaa de presión c;.ausaoa por la placa Oe or1±1c10. La curva de 

calibración gasto-altura se presenta en la 

ut1l1zada es sem1logarÍtm1ca. 

f1g. 4. La escala 

El proceaim1ento llevado a cabo durante cada prueba es el 

s1qu1ente: 

1) Se miden las temperaturas 1n1c1ales del c111nd.ro concé11tr 1 co 

de yeso antes de que circule el agu~ a través ael t\lbo de 

cobre. 

2j U11a vez un1rorm1zada la tempera"tura del agua, se abre la 

válvula 3, perm1 tl endo que la bomba llaga circular el agua por 

el aparato de prueba. A partir de este momento, se 

tomar el tiempo de la prueba. 

emp1 eza a 

3) Se registran todas las t.empera"t.ur-a;s en los lugares señalados 

4) 

en la ±1g. 2, con W1 111t.erva10 de t.1empo preesta:blec1d.o; el 

interVé:.lo promed.1 o de 'tl empo :fue 5 minutos. 

Se mide la caída de presión en el manómet.ro y mediante la 

curva ae cal1hrac1ón se determina el gasto. 

5) Una ve:: concluido el período el.e prue:ba, se apaga la bomba y el 

s:stema de la caldera, y se cierran las válvulas del sistema. 
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DJ es:e c~pítulo se descr1~e la ~orma de c~lculo de 1os 

pa.: .;:r,~trc·s relac1 o:natlos con el problema. Pr1mero se co1is1aeran 

lo. calor, y luego las 

pr ~,p1ect.ades tísicas del material só11a.o, o sea, las del yeso. 

5.1 Cálculo de los Coet1c1entes ae tra_~sferenc1a de calor. 

Has t. a la :fecha :se han desarr-ol lado un gran numer-o de 

c·=-r-relac1 ones sem 1 emp ir l cas que perm1 ten d.et. erm 1 nar el 

cr-c:f1c1ent.e de trans:ferenc1a de calor por convecc1on :torzada h. 

e?·. reg1on.es aleJadas de la ent.rada de un t.Ubo circular 11so C2J. 

A con~1nuac1ón se presentan los cálculos para w1a de las 

pr~ueJ:ias, s1enao s1m11ar para las aemás. El reg1men d.e :flUJO 

do::-ntro del tUbo de cobre resultó "t.urbulent.o, con un número ele 

kcynolds aat'l.o por: 

VD 1.1 X 0.0127_ 
Re = = 17971.6 ( $. l) 

ca.lculada como 

V = G I A ($.2) 

s1 ende• A el area secc1onal. d.el. t.Ubo·· y G .. el. gasto vo1umét.r1 co 

df. r.erm1natl.o a par't.1r de la curva 'd.e cal1JJrac1Ón (ver :flg. ti). 
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•· 

f'ara una caída d.e pres ion de :;. e cm ae mercu:-10, el gasto result.Ó 

0.14 x 10-=> m3 t.s. Por t.ratarse ae un problema ae calentamiento, 

se puecle ut1l1=ar la ecuac1ón a.e D1ttus-Boelt.er para la 

d.eterr:JJnac1Ón ae1 r..lÍToero ae Nusselt con un valor den d.e 0.4: 

( 5. 3) 

d.e l!onó.e, t1e la cle±1n1c1ón del Nu, se puede despeJar el 

co~!1c1ente de transTerenc1a de calor h como: 

h = 
NU l<..., 

D 

d.o::·:le kw es la concluct 1 v1dad t érml ca ele l agua. 

Tanto el valor de la v1scos1dad c1nemát1ca del agua como el de 

su cona.uct.1v1dac1 térm1 ca, dependen de la temperatura. Para el 

1ntervalo de teroperat.ura meneJado en las pruehas (15 a 93.3°C), 

c11chos valores r1uctúan entre 0.13Sx10-& Y 0.7B1x10-6 m21s para 

la v1scos1dac1, y 0.583 y 0.680 W/m K para l.a co11duct.1v11.lac1. 

Sl número ele f'ralldt.l, deT1111do por: 

Pr = " e" 
Y~, 

e s. 5J 

varía entre 1.88 Y 13.2 d.epend.1enc10 de la -t.emperat.ura· del 'flujo. 

Por otra part.e, el coe:f1 c1 ent.e de t.ransÍerenc1a de calor por 

convecc1ó11 natural, se puede determinar a partir ele la 

correlación de McAdams [2J: 

(5.6) 
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d.on•.!c. G.rC" es el número c1e Grashot dac!o por: 

G:-o = 
g Po:> ( T "' - T o:i ) l):J 

v< 
( 5. 7) 

c-,r:s1~e1 ar1d.o al aire com<;1 gas ideal a t.emperatura To:>. el 

coe~Jc1ente de e:~ans1on térmica se culcula como f:Ja: = 11Tw. Tanto 

el Pr comQ la v1scos1dac1 c1nemát.1ca se evalúan a 

aml.!ente Tco. 

la t.emperat.ura 

Las cc•n.st.antes e y n de la ecuaCrón (S.6) ... se d..eterm1nan segw1 

el s:gu1er1te cr1ter1@ C2J~ · 

tlPO df:' :flUJO 

laminar 

t.urbulen"to 

Gr0 Pr 

10~ a 10~ 

10~ a 10 1 2 

e 

0.53 

o. 13 

n 

1 /4 

El cálculo de estos parámetos se realizó mediante W1 programa 

qi;e se anexa en el apéndice E. 

5. 2 Propiedades Físicas del Yeso. 

~as propiedades tísicas del material que son de interés para 

es~~ estudio son dens1dad, conductividad térm1 ca calor 

est:ei:Í:f1co, ya ql1e de su cono e im1 ent.o se puede calcular el valor 

de la di:tusiv1dad térmica . .Ex1sL.e11 repo:--t.ad,o~ en la 11 terat.ura 

algrmc;:1s valores de esi.as prop1 edades 

an1!"i1 e11t.e de 2oºc son: 

P = 12so J.i:g./m;) 

cP =o.e a 0.92 kJ/kg K 

l<. = O. 4 3 W /m K 

[2ól que a temperatura 
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ele c1onó.e: 

c.~. 8) 

~1n emoa~go, estos valores pueden resultar muy poco exactos, 

pue:-.:::t.o que las propiedades c1e un material como el yeso, ciepent!e 

a.e tact.ort's tales como la proporción a.e agua-só11cto en la me:;::cla, 

de la 'forma de rea11zar el colado y del t1empo de 'fraguado. 

Del·1do a ello, se determinó en el laboratorio c1e mecan1ca de 

sÓltó.o.s Instituto c1.e I11gen1.eria la c1enstd..ad de varias 

mu~stras, result.an"1o 1640 kg/m:J en prorñec11°0, con una desv1ac1ón 

a.e ~4. 7,.~. Dada la di'f1cuiiact. de mec11r eY.Per1mentalmente t.anto la 

ca?ac1dac1 calorit1ca como la conc1uct.1v1dad téra11ca del material, 

se c1ec1c11Ó obtener a pait1r de los perí'1 les ae temperatura 

e;.:per1me11tales y el.el modelo numérico d.esarrollado, 

apro>:1ma'10 el.e la i.11'fus1v1c1ad térmica. 

U..'1 valor 

Los perf 1 les de temperat.ura ut.1 11 zad.os 1.'ueron los reg ist.rados 

¡:•ara Ul1 tiempo c1e 1 l1ora, cons1clj-aru:10 que a partir de este 

mc·me11t.o las cond1 c1one~ de prueba son cerca11as al estado estable. 

Los valores obte111d.os, y con los cuales se 't.rabaJÓ en lo 

suscesivo en el modelo :fueron los s1gu1e1rt.es: 

p = 1640 Kgtm:l 

1'. = o. 42 Wlm t: 

e,. = 883 J/1'.g '-

"' = 0.29x10- 6 W/m ¡; 

que como se puede notar se encuentran en U.?'l 1nter_yalo muy próximo 

a los arriba c1t.ados. 
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O:: • .:..~~.e.. L ¡ ==- 1 $ DE R:C:?t_TLT A.DOS 

,- __ el prÓpos1to ele dar claridad. al tipo de res'"..lltados 

ol:.oi.·.::-:i!dos, y para :fac1l1tar el anál1s1s de los mismos, se 

pr~s~ntar. por separado los e:-:perimen"tales, los analíticos para 

ec. (3.55)). los analíticos para 

cor-.:!.! e i on~s homogéneas en estado no perrnanent e (e _a.. ( r, =· l.), ec. 

(?.. :11)), y los resull.ados globales CT(r. =.·,t.)···= e$ + eJ. 

Ta::-.!:.1ér1 cc.n "fines cor.1par.=.~ivos, se muest.ran resultados l1umér1cos. 

6. Resultados Exper1ment.alés 

.::ie UliG ser 1 e de pruebas, se selecc1onaron dos de ellas para 

p: esent.ar los resultados e:-:per1me11t.ales, en las cuales se logró 

m.::.nt.ener lo mas constante posible las cond1 c1 ones t.a?:t.o de 

t,:.-=:;peratura como de gasto del agua. 

~n la ~ig. 11.a se muestran los perfiles de temperatura a lo 

1.:...-go del eJe z, pa1·a d1"ferentes tiempos a part.1r de la cond.1c1ón 

ir.1c1al, a \.U1a d1stanc1a él.e 5 cm del radio interno del yeso. Los 

pt·:--T1les de las figuras 11.b y 11.c muestran la d1str1J::iuc1ón dé 

te::-.peratur-a radial en "función del tiempo para z = 0~·2 m-.Y =·-:-o.a. 
- ' :- -· 

rn respect.1vamenLe. Los diversos sÍmbólos indican ;:~t1~mpo__s. 

dJ::'erentes, que fueron o, 900, 1800, 2700 y 3600 segundos 

respf;'C"t ¡·va.mente. 

:=e pue:.le not.ar en la :f1g. 11.a que ex1st.en pequeñas var1ac1·ones 

-de temperatura que no debían aparecer para un mismo t.tempo, es 
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decir, la cur· .. ·a c!e temperatura debería ser c;,:;_s suave: las ra::;::ones 

so11 qui::- para llevar- a cabo las 20 lec-l.uras se requ1r1ó en algunas 

lo!: :1:rmop3res f''.led.e haberse v¡stci a:fec't.ada durante el p;ocesc de 

col~~º y traguado del yeso. Est.o trae como co~secuenc1a, al 

arla! 2 :.:ar los datos e:-:per1mentales, que puede e;-:1st1r una 

rep~t!b! 11dad dentro d.e ::t0.5°C en los valores registrados. 

r:n la Labla 1 se ano"tan los valor.es d.e t.emP,.~ratura de eI1trada y 

sal!'1a del agua, de .la !;'~red. e:-:t.erna c!el yeso y del me,.:1io 

aml:'1 ente, el intervalo d.e tiempo transcurrido entre cada lectura 

y para ca~a lectura, y el p~omed10 de d1chas temperaturas para la 

prueba. 

En la :f 1 g. 12 se presentan los resul"tados de la o't.ra prueba 

seleccionada, para la cual los valores de temperatura e 

ir.tervalos de Ltempo medidos (t = o, 900, 1800, 2700, 3600, 7200 

y 10800 .sj aparecen e11 la tabla 2. 

~a tendencia en ambos casos como se esperaba, es la znisma, és-ro 

es. al 2n1c10 de las pruebas el aumento de temperatura es más 

ráp1d.o que al 'f111al; e11 la d.1recC"ión radial (1'1gs. 11.b y 12 . .b), 

la temperat1...l!"'a del yeso cerca del tubo de cobre aumen~a cas1 en 
' ' 

'fo1 ma inmediata a su límite (apro>:1madamente 1c-c por deJ:iaJo ele la 

temperatura del agua) y se mantiene casi constante durante el 

re.:: to de la prueba; con'forme va creciendo el radio, la 

temperatura se eleva más lentamente, mos~rando wia tendencia de 

t1pc exponencial; en la dirección a...xial (:f19s. 11.a y 12.a), se 

pu~-;~e n.ot.ar que precisarnen'te al :final de la prue:ba, cuando la 
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clJ1erenC'1a de terr.pe:-atura ent.r e la pared c1el c1 l in~rc• y el 

aml:-1 er.:. i. ~ ambc·s e>:t.remos ti en::i-::n a equi 11 :tirarse a una 

r..¡ue el res"to del c1 lJn-:!.;o, a las 

de:. c1l1r.:e.ro levement~ superior a las demás. 

6. é. F.esu~t.ados Teóricos. 

!::1 esta secc1ó11 se muestran y d1scut.ep lps .r .. esultados obten1c1os 

a pZl.rtlr de la so1u .. c-1ón ,analit.1ca. S1gu1endo la misma secuencJa 

que en el desarrollo de la so1uc1ón analit1ca de la ecuac1on de 

d!"tUSJÓn de calor, se pres~n"tan en j'orma separada los resultados 

el.·~ j ¡:•rOb2.ema: para es t. ad o permane11t e., para cond 1 el ones de 

y finalmente los perfiles de temperatW'"a 

gl c:•bales. 

6.7.1 L•1s;;.z-1huc1ón d.e temperatura e11 estado per-manente. 

De acu-:rdo al aná11s1s present.ado en la secc1 ón 3. 1, los 

valores de e,cr, =J representan el est.ado Tinal: o.-- permanente del 

s1 stema. es decir. aquel en el cual ha.Jo con~:1_'i: i'.·.o~:es~\~!i.~a1'1 e el_ das 
C.:c-_ -. 

la~ t.emper-aturas T111ales son máximas o-mín_1ma:s;- :.~.e.·~_-f'.:.iid_i_""é'Íld_o ·de s1 

se tra-¡,a d.e un calentam1e11to o entr1arn1eiit.o:-._r,e'~-~"e:~·.¿_.:~.\/a:·m~'~te. 

.4. part.1r de. la ecuac1on (3.55), se 

_de B;!!<'(r, z. 

'1''7-1 ) Y e:!"cr,z,71" ... 1) no Tuera mayor de _W'la décima-- ct.e·· grado, es 
.... 

deC"1r, s1 
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entonces la aprox1mac1ón se considera su::f1c1enternente buena. 

la tabla 3 se rnuestr~n los valores de e~ pa~a los datos de 

la :ig. 1!, ut11izano:lo los valores d.el yeso espec11rcados en el 

ca!= i.tulv .:.nter1or. En la :flg. 13 se gra::f1caron dichos resultados, 

lo~ cuale~ representan la d1:ferenc1a entre la temperatura :final y 

t empi::·ra tura amb1 ente. Se puect.e ohser'-·ar la t enct.enc1 a 

ma~cadamente as1ntót1ca. 

Fara ilustrar el etecto.4el coe:f1c1ent.e de tra11s:terenc la de 

c.;:¡(..¡- por convección, en la :t1g. 14 se comparan los resultados de 

au::ientar .Hb de 3. 7679 a 23. 1?095 m- 1 , (según el cr1t.er10 de Holman 

[2$J, el coer1c1ente de tra11S:ferenc1a de calor h en la convección 

l~"t're del aire \'aria de s a 10 W/m~ .K). Los resultados puntuales 

ai;-arecen en la tabla 4. Como era de esperarse, a medida que se 

2Lcrement.a el coe:f1c1ente de convecc1ón la 'temperatura C!l la 

s:.:;ier:t1c1e del c11111.dro d1sm1nuye; para este caso el valor de 

tE-mperat.ura 0J.1t.0:111do al aun1en"t.ar Ht:- al ma:-:1mo report.ado [25]. 

c;t1ere en 7o<:o respect.o al obtenido previamente. 

?or o'tra parte, cons Jderando t luctuac1 ón máxima .en la 

l'.?c-tura del manómetro (3.8 a 4.5 cm de mercurio), se ·ana1-1zO -.-la 

2n=·1uenc1a del coef1c1ent.e cuyo valor var1 Ó ·de-.··20903~.1·.'. a 

sobre los perr11es de Lemperatura; 

5. se puede apreciar que la d1ferenc1a entre los resultados es 

mí:11ma. 

I:n la tabla 6 se muestran los resultados de la ot.ra prueba; su 

grá"!1ca ! espect l va aparece en la 15. este ·caso la 
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pen:!1ente de la curva en r =a es mas pronou..-ic1ada deb1dc• a que 

6. ¡: 

va:<Jres <le e,..,cr, z. "'t) representan la diTerenc1a entre la 

"t.e~~eratu:-~ del s1stema en condición de estado permanente y la 

t.err.peratura del sistema para un tiempo determinado. Para el caso 

de :-e:.lentamiento, 0,o.,(r,Z,t.) debe t.oinar yal?re.:;_negatlVOS siempre, 

te:-.J_1 endo a cero a meq1aa que el tiempo aumenta a 1n±in1to, 

mt ~!1.t.ras que para el caso a.e en±r1am1ento siempre debe tomar 

va:ores pOSltlVOS tend1 end.o de igual forma a cero cuando el 

t1-:·rr::;:i.:1 t.1ende a inf1n1to, s1t.uac1ón e!1 la cual la temperatura del 

s:!:Le!:la estará representada en cualqu1 era de los casos por 

e, r,z). 

:.i:•s per±1les de EJ..., se evaluaron con el progran1a que aparece e11 

e: apénd1 ce D, al resolver la ecuac1Ó11 (_3.111); se apl1_có el 

m.;=o cr1ter10 de convergencia que para· e~. Las tablas 7 a 12 

ce: responden a t 1 ernpos de 900, 1800, 2700, 3600, 36000 y 3f..OOOO 

se-;u.."1.dos respect1 vament.e. Dada la s1meL.rÍa ·de ·1os r·esul Lados 

ob:e:i1dos y para ahorrar t1empo de cómput·o',···.s-Ólo ·se real1::;:aron 

le.~ cá!culos subs1gu1entes para medio c1 l.1ndro. De dichas 'tablas 
1 \ 

se riuede noLar que, para tiempos menores, !OS valores de ~h son 

má~ pequeños (o sea más negat}VOs) que al ~1nal del proceso de 

tr~!1.STerenc1a de calor. Para 100 horas, d1 chos valores son 

may.:ires que (en '-'alor absoluto es < o sea 

prá :t. 1 cament e cero pero siempre negativos, lo cual corroboró lo 

me::·:-1,:.nad.c ant.er1orrnente. 
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?a~~ la otra pru~ba reportada. los resultaaos teóricos de e~ se 

prese~tan en las tablas 1 ~ a 20. que corresponden a t I empos d.e 

90['. l 800, 270(', 3600, 7200, l 0800, 36000 y 360000 segu."'"ldos 

res- -=et 1ve-nente. J:n es'te caso, para 100 horas el orclen de los 

va.: ·:r ~s d.Eo e~ son mayores que (en valor absoluto es < 

10-:-). 

·. 
r.~tC3 resultados no se graricaron por considerarse que por si 

sei4os no proveen ln±ormación :fÍsica":• 

6. ~. 3. r>!St.rlbUCl Ón global de temperatura. 

~os periiles de temperatura 'finales T(r,z, t) se obtienen de la 

Sl.:.:::a de los valores para estado permanente, mas los 

c-::respond.ienLes al caso de cond.iciones de 'frontera homogéneas en 

e5~ado transitorio, más la tempera'tura ambiente, es decir: 

T(r, :::, t) = 0~(r, Z) + 9¡..,(r, t) + TCj e 6. 1 J 

las tablé.S 21 a 34 se encuentran dichos valores para los 

t~~~p~s ~ons1derados en la evaluación deª~· y para ambas pruebas 

e~·:::: e:-1menta.les. I:n las 'figuras 16 y 17, se puede aprec1ar meJor 

el coopo:r-ta!'Jlento de la 'temperat.ura para a~cis casos. Las ·figuras 

"é.-.s corresponde11 a los per:f1les long1t.ud1na.les parar= 0.056 m, 

y las ''b"s son los per:f1les radiales para= = 0.2 ó o.e. m. En 

aml:.·os casos se Ilustra claramente que a med1da que el 'ti~mpo 

au:::enta la variación de un per:fll a otro de 'tempera'tura es e ad.a 

ve= menos s1sñ1±1ca't1va. El salto de temperatura de 1 a 10 horas 

es muy marcado, mientras que de 10 a 100 horas es muy leve. 
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las 'figuras a 29 so comparan los r esul t. ad os 

e:-:p-:-r ¡r:;~::.i.ales con los obtenidos mediante E·l método numo;:~- l c:- y la 

¿,_na l í t. l ·:a, para las d')S con t 1 em¡:.os 

es;.- "':t"!1-;-c::,.1os anter1C"rmente para €',_,. 

e .:;;o se hábia considerado en el capitulo s, el i11terva10 de una 

ha~~ es considerado como el es'"t.ado con coi1d le l 011es prueba 

est..=:..bles, cuya d1Terenc1a ent.re los resultado~ exper1~enta1es y 

Le·:·:- leos calculados por el método atla1i11co e,s_de ¿¡~~ como má.-.:1mo 

em?:largo. para los .int.ervalos de tiempo menores que una 

hc-ra, los errore.S son mayores. En la "figura 18 se t. t ene un error 

rE-·:at.1vo má..'-:1mo de 20:0.: a di"ferencia de ella las Tiguras 19 y 20 

t1~nen s6lo e y 6~ de error respectivamente. 

::-·r:ir lo que se re"fiere a la otra prueba reportada (f'1guras 22 a 

27 el error relat.1vo m¡ximo Tue 11~ . 

. ·, resúl tad.os :' ... e~ 
··~ ' .. ·; .. 

ambas : i'o.S a:-:1 al 

e;.::. er i ment."a 1 es y i: eór i cos <Ca1Cii"iá'tl.'0S'.~'.::c·Ori· ·:~e·1·: :~:·t.i~~~~~~~:~·;:.:a:'na l~Í.t.-1:co 
. ,.,:;,; .:2~:::._·:~ ---, .. ,, 

se muest.ran ·en i·as; "f i-sur.as:' -2/!~ ·y·· 
!'.:.'" ._,._. 

ra~1~1~s son r =o.ose m. 

L;.s 'f1~uras 30 a 33 muesi:ran los ~pe:r:f1 les de temperatur:a 

obt. e:1.1dOs , t eór l cament e mediante el método analÍ-'t.1co y el 

nur.zer~co, para tiempos de 10 y 100 horas respec~1vamente en ambas 

prut::b;as, Dado que dl ChOS intervalos de tiempo rebasan los 

1nt.-;-;-·val-:.>s a.e durac1 ón de los e:-:per imentos (1 horas 
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respe':"t ivar.ent.e), en c11chas :figura~ aparecen resultaa.os 

e>:i:·er1mentales. !..a l1m1tante tle t1en:po de e:-:pe;-1rncntac1ón :fue la 

equipo ut1l1za~o para las 

pru<?bas, ':'S dec1r, el s1stema de su:n!n1strc· de a~n.:.a C'el1ente n':I 

t. l e:v:' el t.a1r.año necesario para mantener las cond1c1ones 

es1·.b!ec1d~s dentro del rango cte error perm1s1ble (T, = Trnr.-ada 

:t -. =-ce). Se puede apreciar que 1os result.ados son práct1ca~er1te 

l.os m1srr.os .Para cada prueba. 

COJ:l el ~ 1n de comparar los result.ad.os" éiilalÍ't.lCOS de ambas 

prc12:has reportadas ·entre sí, se cleT1nen los s1gu1ent~s dos 

uno relativo a la temperatura 

(T-T¡ )/(Tr-Ti) y el otro relat.1\tO al rad.10 r/b; los valores 

ca 1culados se tabulan en las tablas 35 y 36 para el 1nt.erva10 de 

t. l empo t = 2700 y 3600 s respect.1 vament e. Las T 1 guras 34 y 35 

mu-=strai1 los perT1les de t.emperat.ura ad1mens1onales respect1vos. 

r:·omo se puede apreciar, la di:ferenc1a má;.:1ma es igual a 6. a~. 

pa:-a am:ties pruebas. De esta :forma parece ra::o11able: la ict.ea de 

ge!:. era 11 zar los resul t.. ad os para valor' es cua lqu1 era de t.emperat.ura 

in:c1al del sólido y del ±"luido, para un intervalo de t1empo 

dado. AÚ.'>1 cuando este t..1po de grá:f1cas sólo presenta la 

ct.istr1:c:iuc1ón de t..emperatura e11 iU..'"lción ct.e la dist.anc1a radial, 

l"Iay que resaltar el hecho de~,que la- soluc1 Ón ini;luye tamb1 én el 
' 

e±e~to de la conducc1Ón en sentido a:-:1al. 

!:n "t.érm1nos generales, se puede ar1rmar qu~ los resultados 

o:tit-:111dos a part1r c1e los tres di:ferentes métodos presentados 

( e:·:z.ier 1 mer~ tal, ai1alítico y numérico), 't. 1 enen. w1 grado de 

correlac1ón muy aceptable. 
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~n el P•~sen::e se df::sarr·c·llÓ w1 modele· matemát.ico 

an.::: i"t. i co que 

l:·i =·: r::ens ! c.nal 

descri:t.e el fenómeno ele conducción de 

y en estado no permanente en un medio s~l1do 

calor 

para 

U.."1.~ g-:.-r..: 1 me~r1a C'llÍndrica. La evaluación de la ecuaciOn resultan't.e 

se ::iasa en ... usar los polinorii1os apro>:imados d.e Abramov1t.z y Steg"Wl. 

e~: . a :;:'art.ir de los cuales se generaron e implementaron para 

es·.~ "t.ra=.aJo programas de cómputo que· p·ermlt.e"rt" obtener las ra1ces 

ct 1 che·.:: p-:ilinomi O'"S y - "de los productos resul tan"t. es de las 

_:f-..::>:-1c::es -:le: Bes.sel q:ue ~an lu:;a.r a la so1-..:c1Ó:l del problema.. 

:·ara ccrr.parar la solución analítica, se llevó a cabo m1a ser1 e 

pruebas e:-:per1mentales. Los datos Tísicos necesarios para l.a 

ev~1uac1ón de la solución analít.1ca se t.om.:ron de las lect.uras 

o~·~en1das de las pruebas, con la. e:-:cepc1 on del valor de l.a 

d~ _"us1v1dad térmica del yeso, cuyo valoi-, deb1do a la d1 ti cu! ta~ 

dete:rmi11ar lo TÍsicarne11te en el labora L. orlo e:-:1stente del 

l!:.:'t.ltuto d.e Ingeniería, ±ue obten1do ind1recL.ament.e a part.1r del 

numér l co desarrollado con 'fin de conocer 

d1.::L.1~i.J:iuc!Ón de temperaL.ura a t..ravés del t.1ernpo alrededor 

pci;.;o geotérm1 co. 

de 

la 

un 

=-= con.s1d.eró, como una primera apro:-:1mac1Ón, un valor constant.e 

de la d1±usiv1dad térmica determinada (a = 0.29x10-& m21s). El 

error a que somete esta cos i derac t ón, 

d1::t•.is1v1C.a::l es variable con la t.emperat.ura. 

ra.:1~0 de t. ernpera t. ura considerado (18.0 

.;'3Uf"·.1s1ciór. resulta ser válida, 

está SUJeto a.que l.a 

Sin embargo para el 

ºe s T ! 7 2. o e: C), l.a 
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Los result.a".ios m&s re1evant.es del estu~1 o y las recomen:1!1cJ ones 

l) E.!"i ';'j_ aspeC'tO de t lempo de proC'esam1ent.o de cómput e• (CPU), 

pá.ra .i CIS peri oi:tos de tl empo pequer,os ( ~ 3600s) es :::as ráp1d.o el 

método _numér l co que el analÍt1co, m1en!ras que, para el 

in1e.-va10 de t.1empo mayor que 360C• s, la so1uc1ó11 analÍt.1ca es 

et•1c1ente que la nurnér1ca. For eJemplo, cuando el t.1empo 

d~sead.o para el cálculo es t = 9.qo s, el CPll para el método 

n~.r.:~rJco y a:1.alít1cc• es aprox1n:adamer..t.E Jguál a 2 y 30 minutos 

respect1vament.e; en camb10 cuan::1o t. = 36000 s. el CFU es de 

apro;.:1madament.e 2 m1n para la solución analÍt.1ca, y de 2 horas 

pa~a .ia numérica. 

é:: La co11vergenc1a de las sumatorias de los cálculos de las 

temperaturas e,, Y T, depen.de de los pr1rneros ,,.alares 

propios t.anto para ~" y ~P como para ~m• ezto es n, p Y m 

menor que 1 o. 

coei1c1ent.e de trans~erénc1a de calor del aire del medio 

ainbl ente, a±ect.a notablemente a las d1str1:buc1ones de 

t.emperat.ura. Para el caso de la solución .. ·analí~ica, el 

considerar- UJ1 valor promedio di: la t.emperat.ura--a.inb.Le'.riíe >=.Z..r.oJa 

bue11os result.ados 

que en 

u't. 1 11 zar valores 

al compararse COll 

el caso 

puntuales 

numérico s~ '---'~ha-i;e ~~:;: iriCi{'S'p-éhsahle 

-i e~Pe_~ª~-~:~-~-:: .:~-~-e-nt.,e_:-_. ;par.a de 

4) La d1tusiv1dad t.érm1ca del yeso utilizada resulta:·': una .. - J:iuena 

apr ox1 mac l ón para el rango de temperatura de· 1é. a 7.2 .ºC. Los 

resultados sugieren una tendencia a d1sm1nu1r por part.e dt: la 
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':·) El entre lc.5 resultados c11:",t.en1do.s medta!"lte los 

.~.:Te:-er..:.es r::~toclo~ Jn::! l ca que .so1uc1 Ón desarr-.:·llada 

a~ecuadarr.ente al ± enÓm'?!1.0 de conducc1ón 

6) !.as cur·.tas ad1mens1 ona¡es generadas parecen 1nd1 car que el 

modelo es vá11ct.o para cualquier rango de temperatura y que la 

3':'luc1 C:n converge adecuadarnen"t.e par-a. cµa1.~1 er 1n"t.erva10 de 

tiempo. 

7) ~1 ccrJ.tar con una solución analítica perm1te llevar a cabo 

a'.lecuadamente estudios de· se11S1t1v1dad. 

,1, 
1 
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F1g. q Curva de cal1brac1Ón gas~o - presión. 
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F1g. 5 Proceso de cola.do dt:l aphl'aLo 
apreciar la d1str1b~c1ón radial de 

de p~uebas. Se puede 
las 'temperaturas. 
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F1g. 7 El cola.do se tUVC'I que rea.11zar por partes, en primer plano 
aparece el molde ut11¡=a.do. 

F1g. B SUJec1Ón del molde al ±1nal del proceso de vaciado. 

72 



• 

F1g. 9 ui~ima e~apa de colado del c111ndro. 
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o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 

r 1 en m 

F1g. 19 Id.em. p. 18, con t = 1800 s. 
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T ,en ºC 

20 

o 
o 

60 

40 

20 

o 
o 

0.02 0.04 0.06 

X Experlmen1ol 
o Anolltico 
6 Nume'rlco 
1=2700• 
z = 0.2 m 
Tt = 54 ºC 

0.08 0.10 

r,en m 

F1g. 20 ld.em. a 18, co11 t = 2700 s. 

0.02 0.04 o.os. 

x E~perimentol 
o Anoli1ico 
t. Nume

0

rico 

t = 3600 s 
z= 0.2 m 
T¡=54°C 

0.08 

r, en m 

F1s. 21.· Jd.em. a 18, con t = 3600 s. 

0.10 

80 



t 
60 

T ,enºC 

40 

20 

60 

T,enºC 

40 

20 

X E 11.perlment:::1I 
o Analitico · 
A Numérico 
t '900 s 
z = 0.2 m 
Tf'72.06 ºC 

r,en m 

F1g. 22 Ictem. a 18, con T,. = 72. 06 ºe y t = 900 s. 

0.02 0.04 

X Expedmentol 
o Analítico 
o Numérico 
t•lBOOs 
z =O. 2 m 

T¡•72.06ºC 

0.06 o.os 
r,en m 

F1g. 23 Ic1em. a 22, con t. = 1e.oo s. 

0.10 

81 



80 

T,enºC 

E) 

40 

20 

o 
o 

80 

T ,en ºC 

60 

40 

20 

o 
o 

A 

0.02 0.04 0.06 

x Experimental 
o Ano1rrico 
ti Numérico 
t = 2700 • 
z = 0.2 m 
Ti= 72.06 ºC 

o.os 0.1 
r, en m 

F1g. 2q Idem. a 22, con t = 2700 s. 

\ 
X Experimer.rol 
o Anoli'tico 
A Nume'rico 

1 = 3600 • 
z = 0.2 m 
Tt = 72.06 ºC 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 
r, en m 

Flg. 25 Idern. a 22, con t = 3600 s. 82 



80 

T ,enºC 

40 

20 

o 
o 

80 

T ,en ºC 

60 

40 

20 

o 
o 

0.02 0.04 0.06 

x E•perimentol 
o Analítico 
~ NumériCt' 
t = 7200s 
z = 0.2 m 

T¡ = 72.06ºC 

0.08 0.1 
r, en m 

F1g. 26 Idem. a 22, con t = 7200 s. 

x EJtperimentol 
o AnolÍtico 
A Numérico 
t = 10800s 
z = 0.2 m 

Tf =72.06ºC 

0.02 0.04 0.06 o.os º· 1 r, en m 

F1g. 27 ldem. a 22, con t = 10800 s. 
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t 
40 

•. 
20 

X EJ.perimentol 
o Analítico 
A Numérico 

'= 3600 5 
r= 0.058 m 
Tt= 54 ºC 

z,en m 

F1g. 2e Comparac1Ó11 d.e los resultados experimentales y teóricos 
calculados med1ant.e el método analÍt1co y nwnér1co, para 
r = 0.058 m, Tr = 54 ~e y t. = 3600 s. 

T,en ºC 

40 

20 

0.2 0.4 0.6 

F1g. 29 ldem. a 28, COI1 T, = 

x Experimental 
o Anotítico 
A Numérico 

t= 3600 5 

r= 0.058 m 
T¡ = 72.06 ºC 

0.8 

z,en 

72.06 ºC. 

1.0 

m 

84 



i 
80 ¡-

T ,E~ ºC f 

60 ¡-
~6 

40 

-......._6 
---6__,, 

o Analítico 
6 Numérico 
, = 36000• 
z = 0.2 m 
Tt= 54 ºC 

-ª-' º-'-•-a 

20 L-~~'-~~'-~~'--~--''--~---''--~--''--~--'~~--'~~-'-~~~~~_.... 
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 

r, en m 

F1g. 30 Resultados a.J:1a1ít1cos y 11umér1cos para z = 0.2 ó o.e m, 
Tr = 54 ºe y t = 36000 s. 

T ,en ºC 

80 

60 

40 

o Ano\Ítico 
6 Numérico 

1: 360000 S• 

z =O. 2 m 
Tr = 54 •e 

20l-~-<-~~-'--~~'--~-'-~~-'-~-'-~~-'-~--'~~-l-~--'~~--P-

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 

r,en m 

F1g. 31 Idem. a 30, con t = 360000 s. 
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T ,en ºC 

60 

€.C 

40 -

20 

o Anoli'tico 
A Cuolitotivo 
t = 360005 
z; o."ltm 

Tt = 72.06°C 

o L-~-1.~~.J_~--''-~-L~~-'-~--'~~-'--~~'--~-'-~~-'"-~ 
o o.oz . 0.04 . 0.06 0.08 0.1 

r, en m 
F1g. 32 Id.em. a 30, con T,. = 72. 06 ºG y t = 3600Ct s. 

BO 

T ,en ce 

60 

40 

20 

o Anolitico 
6 Cualitativo 
t = 3600005 
z=0.2m 

Tt = 72.06°C 

oL-~-'-~....L~__J'--~..L..~...J...~__J~~-'--~-'-~--1.~~.1.-...,.. 

o 0.02 0.04 0.06 o.os 
r, en m 

F1 g. 33 Idem. a 32, con "t. = 360000 s. 

0.1 
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1.0 
T -T¡ 

T¡-T¡ 
0.8 

0.6 

,0.4 

0.2 

0.2 0.4 0.6 0.8 

X Tf : 54 ºC 
o Tt s 72.06 ºC 

= 2700 s 

1.0 1.2 
r/b 

F19. 3q Represe11t.ac 1 ón ad l mens i ona 1 de los 
temperatura analíticos para las dos pruebas 
con t = 2700 s. 

peri i les d.e 
report.adas, 

1.0 
T - T¡ 
T¡- T¡ 

0.8 

0.6 

0.4 

\ 
lS 

\ 
·~ 

~'--·--

XTf=54ºC 
o Tf = 72.06 ºC 

'°-· -~-· 

= '3600 s 

r /b · 

F1g. 35 Id.em. a 34, con t = 3600 s. 
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TA: LAS 

Ta~·la 1 Lecturas exper1ment.ales par:a la prueba con T'f ·- 5"1 ·c. 

t.1empo 

o 
1s'-1&' 
30'-30'53" 
-iS'--;¿.' 
60°-6ü 1"11

1
' 

18.36 ·e, 

53.6 
53.8 ·. 
5"1.1 
S"J.S -

16.69 

son los promedios para todo el 

" las t.emperaturas estan ·en -·c. 

T.::bla 2 Lect.uras e>:per1me11t.ales 

·.t*. ... -, 18 •. 0~ ·e Y. _!1 

Í:J:>. > 

---- ;-,-. ·1_8,'l'.'."::·· 
52:6 _. ,.,- "':-~_)-~ i6~2 ~-. 

-53.(1 ·.oo~-·--: ~-'-•: .• ·~.:~.:~~~_'. 
s::.3--..:? )~· 19~1:·~· 
$2 .. T:} :~~;,:. · ·«/,: 19."6 -'_"--

T o:i = 22.9s ·e, Tb = 2-;.2 ·e·~ · Y.-.:-. -.rl = ie.66 ·e 

o 
1s'-1E-'29" 
30'-31'09" 
-ts'--ir:"s-t" 
60' -6Ci '59" 
120'-120

1

56" 
rno·-rno'so .. 

72.1 
72.2 
72.0 
72.6 
72.2 
72.3 

·.,;' 

'_._2~:;~ .. · 
c22.~ 
·.-·2s.·~' 

26.1 

. . . 

T • "' 
18.5 
1·8 .2 
1 8. 3 
1 e .o 
1 8. 7 

:: 72.oi:. ·c. 

1:9 ;7 
2 C1 :2 

·2 2 :1 
2 2.2 

-2 2.5 
·20.0 
2 7 .1 

=tt s-:in los promedios para todo el periodo_ e>:per1m'ental. 

""'- las temperaturas est.á.n en ·c. 
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Ta. :a -:. Valores calculad.os C1e E-5 (r.z) pélra la prueba 1,.'on 

T 'f = 5"'! ·e, Ha :. 20903.l · m-1 y H:ti :. 3.7679 m-1 

r Cml 

o. o e' e 
(1. o 1 6 
O. O 2 B 
o. o 3 e 
O.O-i8 
o. os 8 
0.068 
o. (1 7 5 
0.(168 
O. O 9 B 

r CmJ 

0.008 
o. o 1 6 
O. O 2 B 
o. o 3 8 
o. o 18 
C>. 05B 
o. o 6 8 
O. O 7 B 
O. O B 8 
o. (l ~ 8 

0.1 

3 5. 5 6 
2 9. 1 5 
2 6. 2 o 
2:?.91 
2 2. 2 3 
2(1.85 
1·9. 7 2 
1 8. 7 7 
1 7. 9 5 
17.2-i 

0.6 

3 5. 5 8 
29.9-1 
2 6. 9 6 
2-1.67 
2 3. 2 6 
2 1. 9 6 
2 o. 8 7 
1 9. 9 2 
19.1 o 
1 8. 3 6 

z CmJ 
0.2 

3 s. 5 7 
2 9. 9, 
2 6 .8 o 
2 ;', t 6 
2 3. o 2 
2 1. 7 o 

2 O. 6 C• 
19.f.5 
1 8. B 2 
1 8. o 9 

z CmJ 
0.7 

3 5. 5 6 
30.06 
2 6. 9 5 
2;. e 3 
2 3. 2 2 
2 1. 9 1 
2 o. 8 1 
19.f7 
1 9. o --1 
1 e.. 3 o 

0.3 

3·.:.-.. 5 ~ 
2 9. 9 B 
26 .. 9-i 
2-:. ó:;: 
2 3. 2 2 
2 1. 9 1 

2 0.81 
1 9. 8 7 
19.o1 
1 8. 3 o 

0.8 

3 s. 5 7 
2 9. B ·1 
2 6. 7 8 
2 -1. 6 5 
2 3. o 2 
21.70 
2 o. 60 
1 9. 6 5 
1 8. 8 2 
18.o9 

0.1 

3 5. 5 B 
2·~/'. 9 9 
2 6. 9 7 
2 -1. e 7 
2 3. 2 6 
2 1. 9 6 
2 o. 8 7 
1 9. 9 2 
1 9. 1 (1 

18.:36 

0.9 

3 5. 5 6 
2 9. 5 "i 
2 6. 2 2 
2 3. 9 5 
2 2. 2 3 
2 o. ó 5 
1 9. 7 2 
18. 7 7 
1 7. 9.5 
l 7. 2 "I 

0.5 

3 5. s 8 
3 o. o 7 
2 6. 9 9 
2 ~. 8 8 
2 3. 2 7 
2 1. 9 7 
2 o. 8 8 
1 9. 9 3 
1 9. 1 1 
1 8. 3 7 
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Tal !a ; Valores calculaa.os <le e 5 (!",Z) para la prueba con 

T = = s; ·e, Ha = 20903.1 m-1 y H1:1 = 23.8Ci95 m-1 

:. 
r Cml 

C1, O O 8 
o. o 18 
Ci.028 
o.o 3 e 
o. o 1 8 
o. o 5 8 
ci, (16 $ 
0.075 
0.088 
o. o 9 8 

r CmJ 

0.00 8 
o. o 1 8 
0.02 6 
O. C1 3 8 
o.o "'i 8 
C1.05 8 
0.06 8 
C>. O 7 6 
o.ooe 
(1. o 9 8 

z Cml 
0.1 (l.2 0.3 

3 5. 5 6 3 5. s 7 3'5.-.57 
2 5. 11 2 5. 7 3 2 5. 71 
1 9. 9 o 2 o. 3 8 2 o. 'i 3 
16.1 2 

. 
1 6: 6 8 16.71 

1 3. 2 5 1 3. 8 6 1 3. 9 2 
1 o. 9 6 11. 5 7 11. 6 1 
9. o 7 6 9. 6 5 8 9. 7 2 o 
7. ~ 7 .¡ 8. o Ci 7 8. o 61 
6. o 9 2 6. 5 5 8 6. 6 o 8 
"i. 8 8 3 s. 2 6 8 5. 31 o 

z [mJ 
0.6 0.7 0.8 

3 s . s 7 3 s _. s:7 __ 3_ s_ .. _s 7 
25.77 25 .. 77 25ºC.73 
2 o. "l 1 2 o. -t-3 2·.o·-;'3_5·' 
1 6 . 7 5 1 e. ;7 .. .'.1 6.·. 6 8 
1 3. 9 3 1 3_;_9-_2 ·1'_3-.. e:5 
11. 6 -1 ·_1:1.:'· __ -6.'_~f'. -.:-1:·1 :-s 7 

~:~;ci . ~:8~~ ¿:~~~. 
. 6. -6-1 ·.¡ .~- ;-;~: __ .__~~O_)~_:_ .... ___ 6_,_. s_s·s_ 
.s .-3 1'.-'i-_;:·_-,_;, '=--s-.-:3,1~._o, --s:.-2-6 e. 

0.1 

3 5. 5 7 
2·:.-. 7 7 
2 o .11 
1 6. 7 5 
1 3 .-9 3 
1 1 • 6 '"! 
9. 7 2 7 
ll.070 
6. 6 1 '"! 
5. 31 "l 

0.9-

3 5. 5 6 
2 5., 1 
:19-.90 
1 6. 1 2 

·1 3. 2 5 
1 (1. 9 6 
9. o 7 6 
7. -1 7 -t 
6. o 9 2 
"]:,e. 8 3 

0.5 

3 5. 5 7 
2 5. 7 7 
2 o .11 
16. 7 5 
1 3. 9 3 
11 . 6 1 
9. 7 2 7 
8 .o 7 1 
6. 6 11 
5. 31 5 
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Ta! la 5 Valores calculaclos de e 5 (r,z) para la prueba con 

T<f = 5"1 ·e, Ha : 38"159.7 m-1 y H:ti : 3.7679 m-1 

r rml 

O. O O B 
O. C11 B 
o. o 2 i:. 
o. 03 8 
o. 0-18 
O. 05 B 
o. o 6 8 
C1. O 7 6 
o. 088 
O. O~ B 

r Cml 

0.008 
Ci.018 
o. 02 6 
o. 03 ó 
0.018 
o.osa 
o.ooe. 
O. 07 B 
o. 08 8 
0.098 

0.1 

35.58 
2 9. 4 7 
26.22. 
2 3. 9 6 
2 2. 2 "'i 
2 o. 8 7 
1 9. 7 3 
1 e. 7 e 
1 7. 9 6 
1 7. 2 s 

0.6 

3 5. 6 o 
2 9. 9 6 
2 E·. 9 7 
2-1.88 
2 -3. 2 7 
21. 9 7 
2 o. 8 8 
1 9. 9 3 
1 9 .11 
i 8. 3 7 

z Cml 
0.2 

3 5. 5 9 
2 9. 9 5 
2~,62 

2 -l. 6 7 
2 3. o 3 
2 1. 7 1 

2 o . ., 1 
19. 6 6 
1 8. 8 -l 
1 8. 1 (1 

0.3 

3 ·s·· .. 5 o 
30.00 
2 6. 9 5 
2 -l • 8 -l 
2 3. 2 3 
2 1. 9 2 

2 o. 8 3 
1 9. e. e 
1 9. o 5 
1 8. 3 1 

z CmJ 
0.7 

3 5. 5 9 
3Ci,(17 
2 6. 9 t5 
2 "i • €\ 'i 
2 3. 2 3 
2 1. 9 2 
2 (1. 8 ~ 
19.56 
19.o5 

- 18.31 

0.8 

~1_5. 5_9 
29.66 
2 6. e e, 
2 -1. 6 6 
2 3. o 3 
2 1. 7 1 
2 o. 6 1 
1 9. 

0

6 6 
1 e. e 3 
1 8 .1 (1 

0.1 

3,?.,. 5 9 
3 o. o o 
2 6. 9 8 
2-1.88 
2 3. 2 7 
2 1. 9 7 
2 o. 8 8 
1 9. 9 3 
l 9. 11 
18.37 

0.9 

3 5. 5 8 
2 9. s 6 
2 6. 2 3 
2 3. 9 6 
2 2. 2 -l 
2 (1. s 7 
1 9. 7 3 
1 8. 7 5 
1 7. 9 6 
17.25 

0.5 

3 5. 5 9 
3 o. o 9 
2 7. o o 
2 -1. 8 9 
2 3. 2 8 
2 1. 9 B 
2 o. 8 9 
1 9. 9 ·t 
19.1 2 
1 8. 3 8 
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Ta:::-: la ó Vnlores. calculados de e 5(r,z) ·para l~ Prl:lelJa· c_on 

Tf = 72.0E· ·e: Ha= 21-117 ;n..:1.Y Hb:_-__ :::s:·2·2-..¡7_: ... m-l· 

r Cml 

C1. O O B 
0.015 
0.028 
0.03& 
0.0-18 
o.ose. 
O .. 06 8 
0.078 
0.088 
o .09 8 

r CmJ 

o. o o 8 
0.018 
o. 02 8 
o.'' 3 e 
o. o.¡ 8 
o.os·e 
o .o 6.8 
o.C17é\ 
o. o 8·8. 
o .o 9 8 

0.1 

., 9. o 7 
3 9. 3 9 
3 .¡. 1 5 • 
30.5-1 
2 7. 8 1 
2 s. 6 3 
2 3. 8 3 
2 2. 3 1 
2 1. o 1 
1 9. e 8 

0.6 

"'! 9. o 2 
"10.07 
3 5. 1 9 
3 1. B 2 
2 9. 2 3 
2 7. 1 5 
2 $. 3 8 
2 3. 8 7 
2 2. =· 3 
21.3-1 

z CmJ 
. 0.2 

-19.0'6 
3 9. 9 3 
3 <j, 9 7 
31.5-1 
2 6 .9 3 
2 6. 8 2 
2 5. Q 5 
2 3. 5 3 
2 2. 2 1 
21.03 

_, ·9~;-0_._3:, ____ ,::f_~:_-t·.~:~--<?--1 
· -io:cos · ·-1 o .•• o.7 

.~.s . 1 s .. ·.· · .. 3 s . 1 9 · 
. 3- l_ ._7. 6 -. 3 1 . 8 1 
2 9 . 1 e · "2 9 . 2·3 
2 7-.~o_,s.-_ · 2.1-. 1 '1 
25.32. 25.38 
2·3.8_1 23.87 
2.2 . .¡_7 22.53 
21.29 21.3'1 

z CmJ 
0.7 

.¡ 9. o 3 
, o. o 5 
3 5. 1 5 
3 1. 7 6 
2 9. 1 8 
2 7. (1 8 
2 5; 3 2 
2 3. 8 1 
22.-17 
2 l. 2 9 

0.8 

49.0 s 
:;_s, .·9 3-· 
:=t--1_. 9-7 
3"1-. s-.. -i --
2:s ~-9: 
2 6- .-e 2 

. 2 5. os 
2 3 ~"5 3 
2 2. 2 l 
2.l. (1 3 

o. 9. 

.-19.07 
:--t 9. 3 9 
3-1.1-1 

'30.5-t 
2 7. 8 1 
2 5. ó 3 
2· 3 • e. 3 
2 2. 31 
21. o 1 
19.8 8 

_O. 5 

-19.01 
-10.07 
3 5. 1 9 
3 1. 8 2 
2 9. 2 -1 
2 7. l 5 
2 5. 3 9 
23.óe. 
2 2. 5 -1 
2 1. 3 5 
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Tá!.::. = 7 f..c:-sul t.ados evaluados el.e e 11cr,z;t.:900s) para ·1a prueba con 

T :- : 5"1 ·e 

z rml 
~ Lrn J 0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 

C•.00 e -.0976 -.0991 --.·1~0 o 8 - .'1 O O •I - -·.1010 
í). () l e -12.98 -13.21 -1 3. "! .. 2 -ºí"'3.36 - 1 3. •1 'i 
C1.02e. -18.66 - 1 .9 .. o 8 - 1-9·. 3 _"! -19.27 -19.37 
(1.(136 -20.66 - 21. "fo -21.69 -21.63 - 21. 7 'i 
o.o 1 e -21.0-1 -21.68 -2L97 -21.93 -22.02 
o.ose- -20.13 -20.82 -21.11 -21.08 -C:l.16 
C1 .0 6 6 -18.70 - ! 9. "! 2 -19."69 -19.68 -1 9. 7 "'! 
Ci.O 7 é- -17.11 - 1 7. é 3 -18.07 - -18.08 -15.13 
0.086 -15.71 -16,10 --1-e.·. 6 3· -16.62 -16.t.=· 
o. o 9 8 -1 1. 77 -1 5. "13 - 15.6 "f -15.65 -15.69 

'· ' -

Tabla e. Resul tar1oS _ ev·a1tiad6s· -~-_d.·~·' .e~(r,_z,_1:.=lSOC1s) para la prueba 

con Ti=. -=··s."! .--"<i: 

r rmJ .(../: 
7:.07_11.:· 
.".":_9 ~-9 9 e._ 
--11.81 
cl.7.27 
---18. 2 s 
-18.27 
c17.72 
-16.92 
-16.11 
-15.11 

·.'! 

z '·rm~·:~:) 
- 0;2 ~.3 o.-; 

• 0:7,6-:,-r_· 
-1o.:.:i1· 

. ~-- ~'}~-9-',7;,7_)f _:. _.-_~::::o_.7~~1.6--~· _____ .---.-_o 1 -7 9 
·-·1 o·~.--:·"! ''-=-,-:-:1 ·ó :-~ 3 ·---1 o .·-t 7 

-15.29 --1·5 ;'"f.9. . ~-1·.5·:.·: __ 17·· ·_:_f5. 5 3· 
--1 7. 8 6 
-18.91 
-18.97 

-· 1 e-.:.o ci· . ~::_1_.-8· ~;p ~ - 1 e. 1 -1 
~19.-.16 -1·9_~,J.-s:,, -19.21 
---1 9. 2'2 -·-·19·.-22' -19-.28 

-18.'iS -18.70 - .. 18.-7-(J -18.75 
-17.65 -17-.69 "17.90 -17.91 
-16.82 -1.7.05 -17.06 -11.11 
-16.11 -16.33 -16-.31 -16.38 

93 



Tal la i;. Resultat!.C'S evaluados de ehc.r.z,t.=2700s) para la prue:tia 

con T f =' S"i ·e 

z Cml 
r- Cml 0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 

o.ooe -.062 6 -.(1650 - • "0-6 s 9 -.0659 -.0660 
1:i. o 1 e -8.41-16 -8.776 -8.89'0 -"6-.89(1 -5.91-1 
0.026 -12.66 -13.16 - 1 3. 3 "i -13.31 -13.37 
o.o~e -1$.06 -1'5".66 -15.87 -15.67 -15.91 
0.018 -16.31 -16.99 -17.21 -17.22 -17.26 
o.ose -16,79 -17.51 -17. 7 '"I -17.7$ -17.80 
0.068 -16.76 -17.50 -17.71 -17.75 -17.79 
o. o 1 e -16 . .;2 -17.17 -17.10 -17.12 - 1 7 . ..¡ 6 
o. (lf, 6 -15.S3 -16.66 -16.f.9 -16.91 -16.9·1 
(1. 09 6 -15.~7 -16.08 -16.30 -16.~2 -lé>.36 

Tabla 10 F:esui"t.ado.S_ evc9;1Uado~ d.e eh(r,z._t=360(>s) para la prueba 

con Tf. :_=- 5-i ,:e 

<; \ :._-
'(' _ ... ,_,· . z :-Cml . - -

r cmJ < . : : 0_:1 ·' •-y1 -. 0:2? ,_., 0:3 :1_, 'o::i 

_ g~g~·: -- ~--:~c:~'.;:;~;~~~~~1k~~;;~~s43-~~f~ .:,s:7~~1i' {:.··7~--~.~•-~ _ 
g: g;: .. ·, :;i-~i_-::~~~; :.~:;:·_·-~-6}_-~:,1-~~:~:~ :.~:;.~2·-t:~:~~.:~~~; ',;·;it·_:;\~;:~-;:-;--~\- -;,,· -·;i--.~-~::_~ :~ .. :·-, 
o. o 1 e. -1~.92 ·•·• :15;6:L• > -~1.s_,·e.2. ·•. ~'fs··5 -.. ~is.a 7 
o. os 6 · ~ 1 s- ~· 6 2 ~-1 6'·~··:fs·· '_::·:;· :..;_,_·1· 6~";;·-"s:7··;~· '.~::'.~:~.___:~_' ___ 11~~-~ .. -_ •. :.·_·_._;_.:?_._._.·_;:_ _::fe:.- 6-2 
0.06S -15,55 "16 . .'61 :0:1f._·i.83.. , º~ -'16;·59' 
o. o 7 8 - 1 5'. 7 6 -1'·6 ~-5'-2 ~-:-1·:6~-iy ·:"i .. : ~ 1 6-. 7 '7_.'- ~.i '6-; 8 o 
0.088 -15.44 -16;19 ~16,11 · .,,16.4.4 . -16.47 
0.098 -14.97 -15;70 -15;91 ~-15.94 ,-15;97 
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Tal la. 11 Fesult.aa.os evaluaa.os ele eh(r,z,t.=.36000s) para la prue:ba 

:.: Cml 
r rml 0.1 0.2 0.3 (), .q Ci. 5 

(1.00~- -.OC171 -.0080 -.d"oe..3 - •• Q o 8 5 -.ooe.:. 
1).Qlt -.9635 -1.081 -1.135 -1.152 -1.155 
o. o 2 e -1.-169 ... -1..~5'1 -1.732 -1.757 -1.763 
o. o 3 e -1.79':> -2.021 -2.115 -2.1'16 -2.153 
o.o~e -2.012 -2.266 -2.372 -2.'107 - 2. "i 1 "Í 
0.056 -2.1-53 -2.121 -2.538 -2.575 -2.583 
0.066 -2.233 - 2. ~11 -2.631 -2.670 -2.676 
0.078 -2.260 -2.515 - 2. 6-ó_"l -2.703 -2.712 
0.068 -2.211 -2.526 -2.61 i -2.663 -2.692 
O. 09 B -2.187 -2.163 c2.576 -2.615 - 2. 6 2 -i 

" - - . '·_,_' ---~-

T6.:bla 12 Resul:t,adoS 

. ';: . ~: ·:- _. · .. _: - :-· 

·eyaiU;l~.-~-~-:,_ ~-~- --~h~~.~.t.=360oo0s) para la prueba 

0:·006 
0.018 
0.026 

. 0.038 
0.015' 
0.056 
0.066 
0.076 
0.068 
0.096 

::':·>· -:··>·: · __ .-: 

z!im~ 
0.2 .. i, 0.3 

, ¡.;' .•;'· - ~ ·-~·-- ,,- •-.- - ~ -

_;;fjcJ:~.i-'O ~'é'_;;-~-~5-2-E-~-1-o; ;t--; 59 E-1-0 
-::-. 5 e.E.:-: o e- - --:.7-_0 E-:0 e - ; ~OE.-0 6 -
. ~:.69E-08 ·.·<10EC07 .. -.12E-.07 
· -.lOE-07 • c.13E-07 ~.11E-07 
··-'.l2E"'.07. c.liE-07 -.16E-07 

-.13E.-07 <lSE-07 -.17E-07 
-.13E-07 -.16E-07 -.16E-07 

.-.13Ec07 -.16E-07 -.16E-07 
· -.13E-07 -.16E-07 -.16E-07 

- .. 13E-07 -.16E-07 -.18E-07 

0.1 

-·o63E-_10 
-.é-SE-06 
.:"".'.13E~07 

-.16E-07. 
-.171'.:-.07 
-.19E-07 
-.19E-07 
-.20E-07 
-.20E-07 
-.19E-07 

-.6..;¡·E-.10· 
-.67E.;.06 
.:...13E-07 
-.lóE-07 
c.16E-07 
-.19E-07 
-.20_E-07 
-;20E-07 
-.20E-07 
-.19E-07 
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Ta:t,.a 13 P.esultado.s evaluados el.e a 11 cr.z,t.=900s) para la prue!:la 

con .T 7 = 72.06 ·e 

z cml 
r rml ·0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 

o.ooe -.1361 -.1397 -:1'"102 - .1"i10 -.1'"io3 
e). 01 e -1 e.se -19.09 -19.1°6 -"i"9. 26 -19.18 
O. O 2 B -26.67 -27.11 -27.56 -27.71 -27.59 
0.03e -2 9. 7 "1 -30'.6e -30.63 -?0.99 -: 0.67 
o.01e -29.91 -30.95 -31.13 -31.29 -31.le 
C1. 05 8 -2e.s-1 -29.61 -29.63 -29.98 -2 9.e9 
0.068 -26.50 -27 .59 -27.80 -2 7. 9 3 -27.85 
C1. 07 6 -21.25 -25."30 -25.50 -25.62 -25.SS 
C>. O 8 6 -22.22 -23.21 -23.10 -23.51 -23.-19 
0.096 -20.70 -21.61 -2i.e2 -21.92 -21.e.1 

Tabla 1"1 Resultados evaluado.;:; de· en.cr,z,t.=lSOOs) para la prue:oa 

r t:mJ 

o.ocie· 
o.o 1 e 
o. o 2 8 
o. o 3 e 
o. o 18 
o.ose 
o.o.6e 
o. 07 e 
o. 088 
o .09 8 

·:':·,_,:_;: .. ''-'; 

·.-<~{-' " ._
·-.~~:::,<.;.·; (:-· zTC:iD:J.:~ _:)} -· · 

b.1 .• 0;2_~;' ;<;: :;;; Q.3 . 

···~i\~f'{ ::~~~o,;{";_; ·~;;{~o,~;~ .;<i\0,~-6 
- 21: os.·.·· ··~ 2'1. BSi •. ··"''2 2;00 - 2 2 .09 

. =~~:~~ =~~:~~ \=~~:~~ )~~~:~~ 
-25.89 -26i96 .·-'21.17 ·l27;25· 
- 2 5 . o 5 . . - 2' e. ; 1 3 . :2 2 ,6 . '3 -1 . ~ 2 ó . "i 5 
-23.60 -2-1.86 -25.08 -'25.16 
-22.-18 -23.51 .-23.72 ·-.23.61 
-21.27 -22.25 -22.15 -22.51 

0.5 

-.1076 
--1_~--.-66 __ 
... 2 2 .o 3 
--25;71 
-21.:19 
~.-27 .. 22 
-: 2 6-.-4 C1 
-25.13 
.-23.7.7 
-22.50 . 
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Ta!,:a 15 F;esultados evaluados ele eh(r.z,t=2700s) para la prueba 

con T "f = 72.06 ·e 

z Cml 
r Cml 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.006 -.oe6s -.0901 - . (:;·9 0.9 -1.Q 91 2 -.0910 
c:.01e -11,99 -1 2. "i 9 -12.60 -12.64 -12.62 
o. 02 f. -17.97 -1.8 .. 73 -18.89 -18.96 -1e..93 
0.038 -21.3-l -22.26 -22.45 -22.53 -22.50 
0.016 -23.07 -21.09 - 2 "1. 3 o -24.39 -24.35 
o.ose -23 .68 - 2 "1. 7 5 -2 "'l. 9 7 -25.06 - 25.02 
0.068 -2 3. 5 ...¡ -21 .. 62 - 2 ...¡. 8 s - 2 ...¡ .9--? -24.90 
C1.C17t. -22.91 -23.98 - 2..,. 21 -24.30 - ~ ...¡ .27 
("1,06é -22 .01 -23.06 -23.2él -23.37 - 2 3. 3 "'i 
Ci.096 -20.98 -21.99 -22.20 -22.28 -22.25 

T6bla 16 Resultad.os evaluados a.e eh(r,z,t.:3600s) para la prueba 

COll 

r Crnl 

o.ooe. 
(1. o 1 f 
o. o 28 
o. o 3 ,e. 
0.0113 
(l. 058 
o. o 68 
o. o 76 
O. O BB 
o. o 98 

0.1 

-.0761 
-10,57·· 
-15.95 
-1s.1·i-
c20.99 
-21.88' 
-22.oe 
-21.79. 
-21.14 
-20.24 

·.·. ··:;·~·.:- ··). 

z. '~:1~J :['~-- · ..... -
. 0.2 < o:·3, 0.1 o , 5 

-:.~r.%<·:. ·;~:;sfrz;~# (!gft.6} ~-:21~~~.· 
- -16~"(0_-,,. . .:._-:;1,6.'.87;.,,,,:;_;,:_~':"":.1:5·,.9_2 ·~·-..::..16;90'-

. -=\l:~·~.~~~~~~:,¡~~~~~~~:7ir ~~~l:i~ 
-23.1·s.·•c·.~23/;i1: "23.19 -23.47 
~22,8~··. \"23;\2> .··~23.19 '-23.17 
- 2 2. 21'· :::·/'" 2 2. 4 4 - 2 2. 5 1 - 2 2. 5 o 
.~21.27 .'::'-21!19 ~21.56 -21.54 
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Ta :.ila 17 Resulta dos evaluaclos el.e. ehcr,z,t:7200s) para la prue:ba 

con T f :: 72.06 ·e 

,, z rml 
r Cm1 0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 

0.008 -.0515 -.0580 - :o 5 8 8 -.0590 -.0590 
C1. 01 8 -7.597 -8.090 -8.198 -··15.221 -6.225 
0.02 a -11.55 -12.31 -12.17 -12.51 -12.51 
0.038 -11.05• '-i'l.97 -15.17 -15.22 .-15.22 
o. o 18 -15.67 -16.69 -16.91 -16.96 -16.97 
o. 056 -16.61 -17.72 -17.96 -18.02 -18.02 
0.068 -17.10 -18.22 -18. -16 -16.52 -18.53 
0.07 8 - 17.1 '1 - 1 8 :2 6 -18.51 -18.$7 -18.57 
o. o 8 8 -16.82 -17.92 -1e:16 -18.¡22 -16.22 
(1.0 9 8 -16.18 -17.2-l -17.i7 -17.52 -17.53 

T.::i.:bla 18 Resultados evaluad.os c1~_.áhé:_~.z·_~t.=-_10800s) ·para la prueba 

con T-t = 72.06 ·e 

r Cml 

0.008 
o. o 16 
o. o 2 6 
o. 036 
o.0-18 
0.056 
0.066 
o. o 7 6 
o. o 8 6 
o. 096 

0.1 

- .o"! 19 
-5.638 
-6.691 
-10.82 
-12.09 
-12.136 
-13.21 
-13.29 
-13.06 
-12.57 

0.2 

- . 0·1 s,-2 
- 6.·::i1.1 

.. -9.61:1·:: 
-1 L"I'. O.' 
-13.0.7: 
-13.90° 0 

- 1 -t ~ 3 2.- > 

-1-1. 3 7 . 
-11.12. 
-1.3.59 

0.5 

-- . o 1 6 2 
:.-6.·1~7 

-~-,-~,9_. 8 _l '6 
;; 11 ._9 5 

,-13.3.5 
. '-~ 1 .¡. 2 o 
''~11.63 
; '°' 1'-l . 6 B 
-·~1-1.12 

-13.66 
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Ta !"_ila 19 F;.esul t. a el os e val u ad.os d.e eh(r,z,t.=36000s) para la prueba 

con T ± = 72.06 ·e 

z .rmJ 
r CmJ 0.1 0.2 0.3 O.< 0.5 

C1.00E -.0070 -.0082 - . Q,O 8 6 -.0088 -.0088 
o. o 1 6 -.9867 -1.1<5 ,_ 1.'2 0"7 -·1·.226 -1.230 
t.). C•26 -1.5Ci5 -1.7411 -L83 9 -1.868 -1.87'i 
o. o ::i e. -1.83< -2:12< -.2:.·2. o -2.275 -2.283 
o. o.., 8 -2.0-J8 -2 .·3.7 2 " · .. =·2. 5 o 2 -2.511 -2.519 
O, O 5 8 -2.180 -2,s25_, -: 2. 6 6 2 -2.705 -2.71:1 
ci.oe-8 -2.215 -2.600' -2.7<2 -2.786 - 2. 7 9 'i 
O. Ci 7 6 -2 .2 5 1 ::,·~¿~- -2.753 -2.797 -2.506 
o.oee. -2.211 -'2. 70" -2.7·!7 -2.756 
0.098 -2.131 -:~2' 1 6_8 -2.603 -2.611 -2.652 

Tabla 20 Resulta.dos· evaluad.os d.e eh(r,z,t.=360000s) para la prueba 

z Crol 
r [ID) 0.1 0.2 0.3 ·.0.1 o.s 

0.008 -.11r:-11 -.18r:-11 -.21r:-i'1 -.23r:-11 -.2'iI:-11 
0.018 -.20!:-09 -.2sr:-09 -.301:-09 --.-~32I:-09 -.33I:-09 
0,025 -.30I:-09 -.39I:-09 -.15r:-09 · -."'19E-09 -.~11:-09 

0.038 -.371:-09 -.-J8I:-09 -.s5r:-09 -.60I:-09 -.62I:-09 
0,018 -.12E-09 -.53I:-09 - .62El-09 -.67I:-09 -.69E-09 
1).058 -.1 'i!:-09 -.57E-09 -.66E'~o9 -. 72I:-09 -.7-¡E-09 
0.068 -.16E-09 -.ser:-09 -.68I:-09 -. 71E-09 -.761:-09 
0.078 -.16r:-09 -.S9I:-09 -.68I:-09 -. 71E-09 -.75I:-09 
0.088 -.65I:-09 -.B<I:-09 -.97I:-09 -.1 or:-08 -.101:-08 
0.095 -.63I:-09 -.sor:-09 -.9<I:-09 -.1or:-oe -.1or:-os 
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Ta.!:Jd 21 Resultados globales T(r,z,t:900s) para la prueba con 

T 'f = 51 ·e 

" z Cml 
r Cml 0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 

o.o o 8 5 3. a 3 5 3. 8 3 53.8'1 5"3. 8 3 5:l.83 
o. o 1 8 51.8:l 3 5. o 5 3 s .1 o· 3 "i. 9 6 3 1. 9 6 
o. o 2 8 25.90" 2 e.-. o 8 2 é·. 2 1 2 6. o 5 2 5. 9 7 
o.o 3 8 2 1 • "i 41 2 1. 6 1 21.-19 21. 5 9 21. 5 o 
0.0"18 19.5-J 1 9. 7 o l 9. 6 o 1 9. 2 3 1 9. 1 7 
o.os 8 19.o8 1 9. 2 3 1-9. 1 6 1 9. 2 3 1 9. 1 7 
0.068 1 9. 3 7 1 9 .s 3 19.'i8 1 9. 5-¡ 19."!9 
o. o 7 8 2 o. o 1 2 o. 1 8 2 o. 1 5 2 (). 2 o 2 o. 1 6 
o.o 8 8 20.59 2 o. 7 8 2 o. 7 .. 7 2 o. 81 2 o. 7 8 
0.098 2 o. 8 2 21. o 2 21. o 2 21. o 6 21. o 3 

- ~-- . t<--: : : -. __ .,'.-- -.·· ' 

T~bla 22 Resultados glOb.3:.1e~·-,_T-C·r~.z.t-'~1-~~.(,-~) p~i-:a ·1a · prlle1:;a con 

r Cml 

O.CIC•8 
Ci.01 5 
0.02 8 
o.o 3 8 
O.O-! 8 
o.o 5 8 
0.06 5 
0.07 8 
o.o 8 ti 
0.09 8 

0.1 

5 3. 8.5 
3·_7. 81' 
2 9. 7 5 
2 5. o 3 
2 2. 3 3 
2 o. 9 "i 
2 o. 3 5 
2 o. 2 o 
2 o .19 
2 o .18 

·z- CmJ--
0.2:· >~·-:'q;_3 0 .• -1 

-. · s ··-3 .- a'.·6--:~/c--:~---S·-·3·~.~ 8';6·:·,~~~: '°>~~--~-:-:~~~~-~
·-~ ~- ~-:-$-~ -~ :·.·~-~-~-~::·-~-~:·g,;::!>: ··::~_::~_.~;--:-~;~. 
2s.'1.s -2s:.o'9·• 2s:;1s 
2 2 . 1 6 . : 2 2 .. 1 '1 _·, :·2 2•. 1.7 
21.09 ·2_L09, 21--:·10 
20.so 20:11• 20-.s.2 
2 o . 3 6 2 o. 3-1 ' 2 o; j 8 
20.36 20:.3.-J 20;39 
20.3i' 20.~-3 20.37 

•• 1 

.·o.·._s_ 

·cS3.S 6 
'3 7. 9 6 
29; 8 2 

.. 2 5 .1 o 
•. 2 2. -¡ 2 
21. os 
20.-18 
20 .-3 .¡ 
2 o. 3 5 
2 o. 31 
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Tal: :..a c::i Result.aa.os globales T(r,z,t:2700s) para la prueba con 

z Cml 
r Cml 0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 

0.0(18 s 3. 8 6 5 3. 8 7 s3:1;;' 5·3-.87 5.3.87 
O. O l B 3 9. 3 6 3 9. 5 2 '.? 9. "'I 5 3 9. "i ó 3 9. 5 2 
(1,(126 31.69· 3 !·. 9 9 3 1. 9 6 31. 9 9 3 1. 9 7 
o. o 38 2 7. 21 2 7. 3 5 2 7. 3 1 2 7. 3 5 2 7. 3 2 
o. o 1 8 2 "'I. 2 7 2 "i. 3 "i 2"1.36 2 1. 1 o 2 1. 3 7 
o. o 56 2 2. "'i 2 2 2. 5 5 2 2. 5 2 2 2. 5 6 2 2. 5 3 
o. o 68 2 1. 3 1 21.*1:5 21."13 21. "1 7 2 l. "i "1 
o. o 7 8 2 o. 70 2 (¡. 6 "1 2 o. 6 3 2 o. 8 6 2 o. 8 3 
o. o 8 8 2 o. 3 8 2 o. 5 2 2 6. 5 1 2 C>. 5 "i 2 o. 5 2 
o. 09 8 2 o. 2 2 2 o. 3 6 2 o. 3 6 2'. o. 3 9 2 o. 3 6 

T-:.bla 2"1 ResulLael.os glo:bales· T(r,z,t:3600~) para la prueba con 

r Eml 

o. o 08 
(1, o 1 8 

-C1 .-0 2 8 
o.o 3-8 
0.0"18 
o.os 8 
0.06 8 
o. o 7 8 
o. o 8 8 
o. o 98 

0.1 

5 3. 67 
"1 0-.-3:3 
3 3. 27 
2 a: 12 
2 5. 6 6 
2 3. 5 9 
2 2. 2 3 
2 1. 3 6 
2 o. 8 6 
2 o. 6 2 

z· Eml 
·.0.2 

·5 3; e e 
"i-0-·. 6'8 
3 3.3 6 

----2 a··. 8 2 
25; 7·7 
2 3. 7 1 
2 2. 3 5 
21.'i9 
2 o. 9 9 
2 o. 7 5 

·o.3 

!53.e·~.· 
:.;· ~t:::·:~·-_:;-: 
21J'.'eO 
2 s·: 7 5 
2·3 .-7 o 
2 2; 3 1 
21.1 8 
2 o. 9 6 
2 o. 7 5 

.:0:1 

5 :.1 :.-·e. B 
1.0 .. 1.2. 
·;i_-3 ·- -~ 6 
2 B. 8 3 
2 5. 7 8 
2 3. 7 3 
2 2. 3 7 
2 1. 5 1 
21.01 
2 o. 7 7 

0.5 

5 :i. 8 8 
"1 o. "19 
3 ::i·. 3 5 
2 B. 6 1 
2 5. 7 6 
2 3. 7 1 
2 2. 3 5 
21.'i9 
2 o. 9 7 
2 o. 7 5 

101 



Taj la 25 Resul "t.ad.os globales T(r.z, t.:3600'0s) para la prueba con 

z Cml 
:- Cml 0.1 0.2 0.3 C1.1 C1. 5 .. 
(1. 00 .5 5 3. 9 2 5 3. 9 3 5.3: 9 s s·-3-.93 5 3. 9 3 
O. O 1 B 1 6. e 5 17.21 ··. ·-11. 2·1 -17.1'9 "'i 7. 2 7 
o. 02 3 13.09• 1 S'. 51 ·1 3 .. 5 6 13.57 "'i 3 .·.3 8 
O. 03 B "'i o. 5 1 1o.99 ---i·l.-07 "i 1. o 8 '11. o 9 
o. o -1 e 3 e. 5 1 3 9. 11 3 9 .• 2 o 3 9. 2 2 3 9. 2 2 
o. 05 e 3 7. o 6 3 7. 61 . 3_7 .. _7 3 3 7. 7 5 3 7 ~ 7 5 
0.06 8 3 5. 8 5 3 6 .1.5 - • 3 6. 5 1 3 6. 5 6 3 6. 5 6 
o .07 8 31. 8 e. 3 5. {7 ·.-~. 3 ·s--. s 7 3 5. 5 8 3 5. 5 8 
o. oe e 31. o 6 3 .¡. 6 6 31.76 31.77 3 4. 7 7 
o. o 9 8 33.'l 1 3 3. 9 9 ;31. 69 31.10 3 -i . 1 o 

T<.:bla 26 Resultados glol:ta:1es· -Tcr~_Z."t.;~3-6900os) para la prui;oba con 

T f = 51 ·e 

:;: [mJ 
r Cml 0.1 0.2' 0.3 o . .¡ 0.5 . 

o. o 08 '.5 3. 9 ¿ s·3-·; s ~-:; ---~~/3 .'·9''1· 5 3. 9 ~ 5 ~. 9 "'1 
o. o 1 8 -17.81 .¡ 8-_._-3 o ·;¡ 6 .• 3 , _'18.'15 18.'13 
o. o 2 e 1 1. 5 6 15.16 15.30 -tS.33 -iS.35 
o. o 3 8 "i 2. 3 o 1"1~. 02 "i 3. 1 9 '13.23 13.2'1 
0.018 "i o. 5 9 1'i.38 11.58 "11.62 11. 6 3 
o. o 5 8 3 9. 2 1 "10.06 "10.27 10.32 1 o. 3 3 
Ci.068 3 8. o 8 3 8. 9 6 3 9. 1 7 3 9. 2 3 3 9. 2 ·1 
º·o 78 31. 1 3 38.o1 3 8. 2 3 3 8. 2 8 3 8. 2 9 
o.o 88 3 6. 3 1 3 7 .18 31. 1 o 3 1 . .¡ 5 3 1. 1 7 
o. o 9 8 3 5. 6 o 36.-iS 3 6. 6 6 3 6. 7 2 3 6. 7 3 
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Ta:t .a 27 :;.esultados- globales T(r,z,'t.=900s) P_ara la prueba con 

7 -t = 12.0& ·e 

= (ml 
r (ml 0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 

O.C•Of 7 l. 8 8 1 1. 8 7. '71;..-.e. !l 1.) •. 8 2 11. 8 1 
O. C· 1 f "i 3. 7 6 "i ~ .·7 9 --13-.8-3 -13.75 -13.8-l 
C•. C1 2 €. 3 o. '"1 2 3 Q. "I 7 30.S"l 3o.1 3 3 o. 5 5 
o.c1:.e 2 3. 7 5 2 3. 8 1 ··.2 3-. 8-6 2 3. 7 7 2 3. 9 o 
C•. (; ~ é- 2 o. 8 5 2 o. 9 2 . 2 o. 9 9 2 o. 8 9 2 l. o 1 
o. o= ~ 2 o. o 1 2 0-.1-3 20.,19 20.10 2 o. 2 1 
o. o 6 .:., 2 o. 2 8 2 o .1 o :·2 e . .:¡ 7 2 o. 1 o 2 o . .:¡ 9 
ü. o 7 6 21. o 1 21. 18 2 1. 2 s 2 1. 1 9 2 1. 2 7 
o. o e . ..: 21.7-1 21. 9 1 2 2. o 2 2 1. 9 7 2 2 .o o 
O. C· 9 ¿ 2 2. 1 2 2 2. 3 1 2 2. '"1 2 2 2. 3 7 22.51 

Té.ola 28 :Resultados gloJ?a:les ·--.rcr;=,t.:1800s) _para_-·1a PZ:-U~ba co11 

T:f = .72.oó- ·e, 

. _, 

r rml 

.-:->.o o e 
o.o 1. ·- . 
ei._02e-
O• 0-3 Ó'c 

o. (1 .:¡ 6 
o. o 5 5 
0.068 
o·. o 1& 
o.ose 
o. o 9 é 

z Cntl 
0.1 0~2 

7:1.92 71. 9 o 
1 8·.1 o -·1 B'; f·.3 

·:;·6··: 0 .. 1 -3 6.'.0 é 
.-2 8. 9 2 _,29.0.0 
21. e 1 2.:,: 9 3 
2 2. 69 2 2. B l 
2 l. 7 3 2 l. 8 7 
21.16 2 1. 6 2 
2 l. •17 2 l. 6 5 
21. 56 2 1. 7 3 

0.3 ·º" 0.5 

7 1. 8 7 7.1; 8 5 11. e 5 
1 e·;'.··1 5 18 .1.1 -15.15 

~-.3 6:'.--1-:0 _·::;_6 .. o -1 3 6. 1 l 
·2--~~i-~-0-4 2'8 . 9 t\ -, 2 9. (1 5 
·2·1:9 e 2-1 ;9 2 . ' 2·1.99 
.22. 8 6 2 2. 8 o 2 2. 8 7 
21. e 9 21. e e 21. 9 1 
21. 6 7 2 1. 6 3 21. 6 9 
21. 7 o 21. 6 6 21 . 7 2 
2 l. 7 9 21. 7 5 2 i. e o 
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•, 

Ta1·.:a 29 Result.aa.os glo.bales T(r,Z,t:2700s) para la prueba con 

T:t = 72.06 'C 

;, z rml 
r Crr.J 0.1 0.2 0.3 O.< o. 5 

0.008 7 1. 9 3 71. 9 2 7°f7 5g 7 . .l_. 8 7 71. 8 6 
o. o 16 5 o. 3 5 5 o. 3 6 s __ ,o ;_3 9 5 o. 3 7 5 o. 'i o 
o. Q - 8 3 9 .1 2 . 3 9.1 8 3 9 .. 2 o . 3 9. 1 7 3 9. 2 1 
1). o 2 8 32.l'? 3 2. 2 3 3 2. 2 6 3 2. 2 3 3 2. 2 7 
o. o 1 8 2 7. 6 6 2 7. 7 9 2 7. 6 2 2 7. 7 9 2 7. e. 3 
C>. OS 8 2 "'i. 9 o 2 5. o 2 2--s. o 6 2 5. (1 2 2 5. o 7 
(1. o 6 8 2 3·, 2 -1 2 3. 3 8 2 3. 1 2 2 3. 3 9 2 3. 'i 3 
0.07(3 2 2. 3 5 2 2. 5 o ·2 2. 5 'i 2 2. 51 2 2. 5 5 
o. o 6 6 2 1. 9 5 2 2. o 9 2 2. 1 "1 2 2. 11 2 2. 1 5 
o. o 9 8 2 1. B 1 2 1. 9 9 2 2. o 3 2 2. o 1 22.05 

Tabla 30 Resultados glo.b-ale-s T(r,:::,t::3600s) para la prueba con 

T :t = 72.06 'C. 

: 
z Cml ,.. rmJ 0;1 ó.2 : 1'- 0,3 o_.1 o .. 5 

•_;',,''. ··. .. ·-·· --·_"'._' :··-·· 
o o o 6 7 i- .. 9,3 .· ~--7-:1~:;.9_~3 0 -7 1\'9'0 ·11 :ss- 7 1 .e 7. 
o o 1 5 · 51. 7 7 5 1. 8'.1 

- 5L8.2' 5:1.;:6 o !:'·:1 : 5 2 
o o 28 1 1 1 1 11. 21 - . 11: 2 3 11. 2 1. 1 1 . 23 
o o 3 8 3 1 3·-¡ 3 1 .13 3 1 : 1.6 31: 1 1 ·3.1 1 6 
o o 1 6 2 9 7 7 '2 9; 6 7 2_ 9 9 o 2.9 .·a 9 2 9 . 9.1 
o o 5 8 2 6 7 o 2 6.; 6 2 26 • B 5 2.6 •. B 3 2 6 .6 6 
o o 6 8 2 1 6 9 2 1 82 21. 8 5 21 • B 1 .21 .B 6 
o o 7 8 2 3 1 7 2 3 6 o 2 3 6 3 2 3 .6 2 -. 2 3 6 5 
o o 8 8 2 2 8 1 22 91 2 2. 9 8 . 2 2 9 6 2 2 . 9 9 
o o 9 8 2 2. 5 8 2 2 7 1 22 7 5 22. 7 3. 2 2 7 6 
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Té.:: :a. ::1 i<eSu1tac:tos globales T(r,z,t.:7200s) para la prueba con 

·r 1 = 72.o& ·e 

.. z Cml 
1- Cml 0.1 0.2 0:3 O.i o.s 

O.OQB- 7 1. 9 6 7 1. 9 5 1 r. 9;; 1.f.· 9 o 7 l. 9 o 
o. o 1:.; 5 "I. 7 5 51. 7 9 51. 8 o 5 4. 7 9 541.80 
o. 02, "I 5. 5 4 • 1~-·61 "15.62 15. é 2 i 5. 6 3 
o. o 3 ~ 3 9. i 3 3 9. 5 2 39.51 3 9. 5 ..¡ 3 9. 5 5 
o. o..¡.:. 3 5. o 9 3 5. 1 9 35.21 3 5. 2 1 3 5. 2 2 
o. (1 5 $ 3 1 . 9; 3 2. o.¡ ·3 2. o 6 3 2. o 7 3 2. o 7 
0.06.5 2 9. 6 7 30.1'7 2 9 ~ 8 o 2 9. 6 o 2 9. 5 1 
(1. o 7 ~ 28.12 28.22 2 s ."2 ; 2 5. 2 i 2 e.. 2 s 
o. o 8 $ 2 7. 1 7 2 7. 2; . 2 7. 2 6 2 7. 2 6 2 7. 2 7 
0.09e. 2 6. 6 5 2 6. 7 1 2 6. 7 7 2 6. 7 7 2 6. 7 7 

.. ,., 
T2bla 32 Result.ado~-: giol:i·aie.S · __ ;¡.-(~'~z;i·::i~e~Os)_ para 1a prueba co11 

--;, 

. z'. CmJ 
r Cm-J .·-0.1· 0.2 0.3 o.; 0.5 

0.0..:1:: 7 1 ·. 'il_B .. - T 1 .. 96 7_·1 .. _.;_9 3_~:. .··1_1_·_; 9 ·1'_ 7 1 . 9 1 
o.o 1 ~ 5 6. 5-0 5 5·: 5 7 S~é:_;_ 5 _éi_- _5e..;-57 5 6. 5 7 
o.o.::$ 1 6. 2 o 18.31 .1·6{32'' 

.. 
-;'5 .·3 2· "1 8. 3 3 

.l. 
0.03¿:. i 2. 66 1 2. 7 9 1 2 .. 61 ; 2. 6 1 i 2. 8 1 
o. o.¡ :; 3 8.67 36.81 3 8 :a 3. :i e.-~.8 3 3 6. 8; 
o. o 5 ¿:. 3 5. 7 2 3 5. 6 ó 3 5. 5 6. 3:5 .. él 9 3 5. 6 9 
o. o 6 ::- 33.51 3 3. 6 6 3 3-.-7 Q _ 33 .7 1 3 3. 7 1 
o. o 7 $ 3 1. 9 7 3 2. 11 3 2 .13 3·2. 1 ; 3 2. 1 ; 
o.o 5' 3 o. 90 31. o 1 3 1..0 6 31. o 7 31. o 7 
o. o 9 o 3 o. 2 6 3 o. 39 3 o . .¡ 1 3 o.; 2 3 o. i 2 
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T¿:l:•la ~~ Resul t.ac1os globales TCr ,z,t:36000s) para la prueJ:>a con 

T :f : 72.06 ·e 

z [mJ 
r [mj 0.1 º·" 0.3 O.i 0.5 

0.008 7 2. o 1 7 2. o o 'h .. 9 7 .. <.1. 9 5 7 1. 9 5 
0.018 6 1. 3 5 6 1. 7 1 6 l. 7 9 6 1. 7 9 61. 7 9 
o. o 2 6 5 5. 5 9 5.6. 1 7 56.<e6 56.<e7 56.<;7 
o. o;":! 8 5 1. 6 6 5 2. 3 7 5 2 . .¡ 7 5" . .¡ 9 5 2. 4 9 
o. o "i 8 "l8.72 4 9. 5 1 .¡ 9. 6 2 1 9. 6 4 4 9. 6. 
o. o 5 8 1 6. 4 o 4 7. 2 4 1 7. 3 7 17.38 . 4 7. 3 1 
o. o 6 8 11. 5 4 15 .. "I o 15.53 1 5. 5 5 1 5. 5 5 
o. o 7 8 "13.o1 1 3. 8 7 "11. o (1 •14.0<e "1"i.o2 
o. o e. 8 11.<eS "12. 5 9 "1 2. 7 2 "i 2. 7 "1 "i 2. 7 "1 
o. o 9 8 10.<eo 11. 5 1 -11.E-"1 4 1. 3 5 4 1. 6 5 

Tabla 3-1 Resultados glo:bales T(~·;~;t.-:~-3~~-o:~ci;; ,:.par~ la · pr:ueba con 

r (JU) 

o. 008 
o. o l 6 
o. o 2 8 
o. o 38 
o. o 1 8 
o. o 56 
o. o 6 8 
C1. O 7 8 
o. o 8 8 
o. 098 

: 12.0& ·e. 

0.1 

7 2. o 2 
62. 3 1 
5 7 .1 o 
53.-49 
5 o. 7 6 
18.5 8 
i 6. 7 8 
1 5. 2 6 
.¡ 3. 9 6 
"i 2. 6 3 

,_' _.-;-, ._ .. ·." -,-. -
·-~:;_;e - .:. . ." . 

<~ ~:'.;':"· 
--· . . -, -" . '. ·~-~- ~:_'. .• :~_-."·. ) . 

-->Z .-·[m']:'.: ''"'>:, \:' 
0.2: .. : . ··_.:{0.3 >>> 0.4 - . 

·;'.;"rf ~·~··Rf Z,'~i~¡~~ · 
51.88, 52.:13. ,.5.01,1.a. 

1 9 . 1 7 5 o:;·.o 3: ·:· s o; o 9 
1 a. o o i-8 ~-.-¿,7:,:- -~<>·i.e_ ~ 3 3 
1 6 •. 4 8 -16. 7 6. . 4 6. 8 2 
45.16 i.5 .. 12· 45.i8 
1 3 . 9 6 .¡ 4 . 2 i. .i 1 . 2 9 

-~--71 .. 9 E. 
--~6.:3 .. -0 2 

5 8 .-1 "l 
5 .¡' 7 7 
.5 2. 1 9 
5 o .1 o 
18.31 
16. 8 3 
"i 5. 1 9 
11. 3 o 
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Tal l.=:i 35 ·:-ernperat. ura ad1rnens1onal (T-T1)/(T 7-T 1) para t : 2700 s 

r<b o.oo 0.18 

Tf•:d·c 0.996 0.597 
Tz~12.oi:.·c 0.997 0.59i 

r,...·:t-o o.58 0.68 · 
.. 

0.28 

o.367 
o. 3 81 

Ci.:?8 

C1. 2 S 8 
o. 2 5 "i 

T 7=:0i'•:; Ci. 1 2 5 
T~=72.06"C 0.119 

0.09.1 ·. o:o7.7 
o:o8·ac ···o:§7f 

o. o 6 8 
o. o 6 .¡ 

r.,.....b _o.os 0.18 __ 

TJ::S-i'C 0.996 ·o_.6.29 
T :· : r 2 . e 6 · e o. 9 9 1 o. 6 2·0· 

T :t=S·l"C 
TT:72.06'C 

0.58 

o .15 7 
0 .. 1s2_ 

0.68 

o. 11 9 
0.115 

-~.-· :,._._-. ,":.'·"~;.-,,=--- - . -

·.· 0:·26\ '.'.. .&38' 
. <- 'J-' :-~. f'.- . " 

·o:-b_,~-:~:::.~-:--·, i~:~fJ;~~2~~~:_; 

. o.o 95 
0.09 

o.o 8 2 
:·ci·._oBo 

o . .¡ 8 

o .1 7 5 
0.1 7 o 

o. 9 8 

0.06-l 
o. o 6 2 

o . .¡ 8 

0.21.¡ 
·0.2 o 9 

0.9 8 

·o. o 7 s 
--º~-º 7 s 
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APl:ND!Cl:S 

A. E'v~lu::1ClÓn de los Valores f'rop1os 71,.. y 7lp 

r.. te r~ograma Utlllza el métoc1o de l:t1secc1ón C24J para 

de'"...·.ro¡na:- los valores característ1cos que se cl.ef1ne11 por las 

ect::i;c1ones .(3.37) y (3.82): su proced1m1ento es el s1gu1ent.e: 

a) Seo de:f l ne la :func l ón corr espond.1 'ente 

b) se da el inter\Talo 'el.e ;._ a B, a.eutro ael cual existe 

pos1~1emente una raíz y se calcula el promec110 P = (A+E)/2 

e) Se evalúa la :fm1c1ón para A, By P, y s1 alguna(s) de estas 

valor evaluaciones es tolerancia o igual a cero, El 

corresponci1e1rte a P., B o Pes un valor propio; de no ser así, 

se sigue el método de h1secc1ón hasta encontrar la raíz dEntro 

del nú11ero el.e 1t.erac1ones establecidas; Sl al alca..""l.Zar el 

número de iteraciones no sea e11contrado una ra1z, se vuelve a 

pedir otro i11t.ervalo ele A a B 

La tolerai1c1a de convergenc-1a quo? se CC'!"'~lc!era es O.OC•01; el 

va!or el.el coer1c1ent.e Ht:> se carcula. meel1ante· el programa.que se 

pr~senta en el apéndice E.) 
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B. r1eterm1nac1 ón de- los Pert 1 les tle Temperatura en Cond.1 c1 ones de 

t:stad.o Perrna11e:1te fl.(r, ::) 

l'na vez qui? se han o:Dt.en1do los valores caract.eríst1cos 7'J,., 

mec:ante el 

(a¡:-éna.1 ce A), 

con;·) r:1atos .. las 

programa. de I:va1uac1ón de los Valores Propios 

y los coe:f1c1e1rt.es H0 y Ht- (apéndice E), t.omand.o 

temperaturas promed1 o del :fluido y amb1 e11tal 

ol=•t. en.Jdds durante las pruebas experimentales, se calculan las 

t.e-rnperaturas de estado permanente par.a PareJas· de (r, Z), usando 

la ecuación (:?.55). L'"a·sec\ienc1a del programa es la s1gu1ente: 

a) se de:f1nen las :funciones d.e Bes.sel para los Cl1:ferentes 

intervalos de variables cl.e±1n1dos por ADramow1tz y Stegun CSJ 

:b) Se cl.et.erm 2 nan las :fUJ1c 1 ones r:ci. G0 , B0 y D0 d.e:f 2 n1 das por las 

ecuaciones (3.'17), (3.qB), (3.tq1) y (3.q2) respect1vame1rte, 

us:a11do las :fw1c1011es de Bes.sel de"f1n1cl.as anteriormente 

e) Se evalúa la temperatura e.!'"cr, z) l1ac1end.o la sumatoria desde 

el cr1ter10 a.e 21=1 l1asta el térm1110 que cumple con 

LOS 1nc 1 sos 

pr oced1rn1 ento: 

va:or de = (O < 

)) y e son repet·lt.-1vos baJO el s1gu1ent.e. 

para Wla r ro·.·ooe < r < 0.1 m) dada, se varia el 

z < 1 m), y se hace la sumatoria para cada valor 

d.e "-• al t.erm1nar la eva1uac1ón-se _toma el s1gu1ent.f! valor de r y 

se rep1t.e el proced1m1en"to·. 
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¡· 

24(! 

rr=ri:.,1co.J 
Fn=;·: •• Fh t A) 

f. f.i f1 T F'" 
EO-orc J1tfºf.,-H4•r1 

f"E:F'"t.l,.f'l {~) 
rJ=r 1~ • .,··;et•> 
f'G::f't-o.F"j{l'o) 
r.t=, .. , ... r·.¡,¡,, 
Tf" ft<J.7'1 

Tltf'.~J f'[:r11.F1 ti·) 
r...;:;. .. ,._.,F.iC·A) 
r~=r·r,.r., Chl 
FH:F'N.f"h(B) 

F.1.:•r rc..=ri:. r~ e h'J 
FJ=F'N'.Pó(h) 
f"G=f"tl•F"7CF-l 
Fh :PU. f'H C B) 

E'll> l t-• 

El~D l F 
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c. Cálculo de las Rajces Característ1cas P~ 

!::. forma s1m1 lar al programa del apé:1C.1ce A, se ut1 liza el 

mét···rio c1e bisección para determtne:.r los valores propios deZ1n1dcs 

por la ecu3.c1ón (3. 96); la d1'ferenc1a entre ambos programas está 

en el t1po d.e fUJ1c1ón que se e1e'f1ne; para este caso, se neces1ta 

usar los pol1nom1os apro:-:1mad.os de P.b!'amow1tz y St.egui1 t5J, para 

los d1'fe:-ente intervalos de var1a~~e y se d~~erminan las raíces 

~--· .::.1chas funciones e.empuestas; la toler-anc1a d.e convergencia de 

la~ raíces es ?gual a o. 001 y los coe-=1c1e11tes Ho. y Hb se evalúan 

me0!1ant.e el programa de cÓmP.Uto que se preser.ita en el apéndice E. 

117 



i: r, 
!: 

r1 
:1 
q 

'.I 
:·1 
q 
;¡ 
.. 

1 
'I 
d 

" '.! 

:¡ ., 

·-

·-

118 



' , 
' ' 
" 
" 
!~! 
"I 
"I " '!; 

:~ ~~ 

:." 

''¡ =-~ 

;;1 
~;1 
;tl 

''I ~: 

"i 

"\ ;¿ 

::i .. , 
~-· 

, ·I 

'.~i 
"i .:~ 

::1 
~~! 
.:¡;] 

I~~ 
~·JI 

" ~' 
H 
.. 
" ~~ 

" "~ 
" .-

:- ~. n J r· 
4•ilr .lf' /,.;.~\ 

1 Ht r. 
~ L.'.-.l 

4P,· 
4 P.':"· 
4,.. ; 
4 G ;• 
~c.'.) 
s 1 11 

"2'· 5 3;, 
54\i 
!>:io."1 
!> ~. ~ 
1:,!17 
5c0 
!> 7 n 

5ro 
i:;;,o 

~U ll ·1 F -. 
lf" f'J:.<] 

TH~ t. 
FL5E' 

,er;(I Z.hCJ 
r·;.=r1 .• s1 <:.> 
Jf Al..<3 11:J11 

¡;:r:n T F 

11r:n Rt.<3 
.. ~h=F,., .. S 1 ( H) 
TF R~<~ Al;ri ''n>3 

TH~:r; .. l\:f-'N. S2 ( l'\) 
¡;¡.[.F 1r· n1.~3 fd.t1 f•ü<1 

TH~~ Fh:FN.Sl(iJ) 
~¡.~~ F~=F~.~~C~) 

FftD JF 

Fr.,"rb=" 
FA,"F'11=" 
FA,"Fb=" 

.,, 4 • • • • ;:_(I • ~ ' " ., f 7 e. " ? 1 1 .. ' .. fj l e " p l ? .. " • " ? f: 2 e ' 2 .. " ., " 7 e Q p 1 i' 3 " • t 7 ~ <> n 1 7 1 " :, 5 l n 9 o 
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D. Programa para Determinar las D1st.r1buc1ones de Temperatura con 

Conrl1c1ones de Frontera Homogéneas enCr.z,t.) 

:-oma11:10 como dat.os la 1.emperat.ura in1c1a1 del t.uJ:10 d.e yeso y 

la.s temperaturas promed.10 del medio amb1ent.e y del :fluido ele las 

pruebas e>.-per 1me11t.ales, Junt.o con los valores propios ~P y ~m 

calcul:i.d.os mecl1ant.e los programas de los apéru11 ces A y C, se 

evalúa para un t.1empo t. deseado y pareJas de r y z (la secuencia 

del cálct:.lo es igual al programa del· aPénlfice B) el término 

t.re:.n.s11...Jr10 de t.em~erat.Ui'a ªn· Pd.ra es"te caso se d.e±inen y 

ev::t l úan las Tune 1 ones de Bessel corr espo11-:1 i enL es teC. (3.111)). 

El valor- ele la c11±usividad a se determina a part.1r de los 

per:f1les de t.emperat.ura e::-:per 1 me11t. al es y el modelo numer1co 

descrito en la sección 3.2. 
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790 
300 
310 
320 

I1~PUT·~1= 11 :1J1 \lNPllT•fJ?:"';ri2 
lt.PUT"T:• 'f 
PRlt•T ll!t Tf.f,()); "T=";'l;"l::;J'";" 
PHJNT •l~ T~~(30J; '"Z {~J" . . - . .. . .. 
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'I 
; 1 

:j 
:;¡· 

;l' 
.... 1~ 

" ' • • lfl 

'· " " " 

500 
510 
520 

t=I 
J;hJUT '1!\: TJ..1•(11): 
FOJI ... =u.l TIJ o.!> :~TF.P o .. t 

Z.CJl:·t. 
PRl~T 11~: TJ..kC10•l+7l:ZC1); 
J = l + l 

NF.XT K 
P~JnT 11~; TA~C7Rl: 
ZA=HA•CTF"-TI.) 
Fük k=O.Ouf< Tll 0

1
1 ~TEP O.úl 

PRJNT 11~: TAhC1 ;~, 
t.= 1 
F(JH 7.:n.1 Tfl n.5 :">TFP o.1 
FOH "'=I TU 1.1 
f"OR p: 1 TO r17 
JF u>=7 T~1r1. l;uTo sau 
FA:FTCP)•V.Oflíl 
~:l·=t"TCP)•CJ.1 
Jf" f"A<=7 

THt:N FAtP):FN.f"lCEf.) 
F'fiCP) =F"f~ .F?.C F.A) 
FC(P):Fl •• F3CF:f,J 
F"iJ(P):f"I\,. F4 C f-:/, l 

FLG~: Jf-º r.~<=3.75 - . __ , ____ -

THl-:tJ ~t~~1~r.~::r~~~7i:r_.:-_ 
re e~> =F'-~._.+·1.c F-A'.l 
FPC f') :F1.-.;-f-"M (F. l.) 

~LnF ~A(Pf~FN~Fnc~~l 
F'l--CP):F!\:,.rt...C-t::A) 
FC(Pl=F'N.F~(f"A) _. 
r¡1 e P >_=fr •• r_r, c_r.: A>" .. 

F.'NU J F' 
fUP JF' •· 
FOCPl=~TCP)*F'HCPl-H~•FACrl 
G0CP>=-~T(Pl*rUCJ')-l~htVCCl')-
J F FH<=7 

ThEh F~(P)=f'll.Fl(~n> 
FJ(J.i)=F'H.F7CEBl 
FG(P):FU.F3(F~) _ 
FH( P) =F'U • F4 ( F.l~) 

FJ.Sf' IF Lfl<=3.75 

F'.llO t f' 

THEN F~(Pl=Fll.f'lCElll 
F J ( ? ) :. F /,j • ~·?. ( f. L,-) 
FC.C?>=FN.F7CEMl 
Frl< r• >=r·r:. P\i \t::.~ > 

F:1.:;F. F"ECP):F"fi.F5CC:bl 
FJCPl=Fl •• F·r.(Fr~) 
r-c; e?> =r·:;. F7 r F"n > 
Fii C , 1 l=FI•. Fr\ ( C-:PJ 
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• .1 FlllJ t F' 
"1! El.[1 1 F' ,- _ __, . 
t!¡ ___Elll! - - __ . '._ --
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710 Jf.>J=JhJ-Jl.1 
7?ú IR7:.JA7•Tf·~-+Sl:7 
73n JT=~:Xf't-~L•t!~.J~l') 
7·~0 JP nrc~)•W<=3 THf'~ 

u. t•>t!-')-"'':!E'" y•11,¡·c•1>t..l:...l-J 
:;: ( tH' f SJ l. f !·:1 ( P) •;: l -r['~T( P) 4f'"OS C fí' C P) t";-".) )---------
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E. Cálculo'cle los CoeÍicientes Ha Y Hb 

?ara determinar el co~t1c1ente de transferencia de calor por 

convecc1on torzaaa el.el agua caliente que tluye dentro del tubo el.e 

co1're, se usa la ecuación de Ditus-Eoeltter C2J, de la cual a 

pa;-t1r el.el número de Nusselt. se obtiene h
0 

y por con.siguiente Ha; 

los paráme-c.ros necesarios para deterrr.ii1arlos son el gasto G y la 

t.empe~at.ura promedio del 'fluido caliente, los cuales se toman ele 

las l~ctu...~as experimentales (t1g. 4 ... Y T-aJ:il-as ··l- y 2). 

~l coe'f1c1ent.e de trans±erencia el.e calor por convección natural 

hc-, se evalúa mediante la corre1a.c1 é.n ct.e McP..darns t2J; las 

temperaturas necesarias para el cálculo tal~s como la afill)1ent.al y 

la de la pared son los promedios de 

exper 1me11tales (Tablas 1 y 2). 

las pruebas 

?ara amJ:ios coe-:=1c1en.tes, las prop1eda--:l.es -:ís1cas tales C'oruo la 

v1scos1clad y el número d.e Pra:1dtl del agua y aire, se determinan 

a la temperatw-a promedio del ±"luido y el.el aire respectivamente. 
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tü t·rJNT "ri..r.ru1,r r11 Ht. ., fil•" 
2ü ¡1.t'llT •r.l';,STíl r1:11:;1=•:t1 
h~I ~=} • ?óú?t,¡; ... 4 
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