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Ilfll'.L'ODUCCION 

El estudio de un sistema de fermioncs con interacciones re-

:pulsivas hn sido util p1:.r<:t entender lr:.s 11ropied?.des de los 

metales.El modelo cue se ha tomado en tal nuc,el potencial 

i6nico del sistema. se ha sustituido por un fondo uniforme.-

' · rígido de carga positiva.A este modelo se le conoce como l11-:2_ 

delo de jalee .. y se ha resuelto en la a11roxi1r:r~ci6n de p;:i.rtí

cula independiente (apro:x:imaci6n de Hartrce y de Hartree-

Foc1c) 7 se encuentra que las ecuaci6nes de Hartree-Fock p:r.e-

sentan 1..U1a soluci6n exacta. en términos de ondas pla.n2.s a la 

que se le ha 11:::.r.iado soluci6n trivi:ü. 

Por otra parte, Wigner predice, yor medio de un c:?.lcu.lo semi-

clásico, la. existencia de u.na solución con orden de largo· a._! 

ce.nce y en la cual los electrones vibr~.n alrededor de posi-

cioner. f5.j<?.s en un arreglo cristalino oue resuJ.t?- ser cúbi'"' 

co centrado en el cuerpo.A estr'. solución se le lle.m:'. s6lido 

En el capitulo I de1 preseEte tr2.k1.jo,se hace un breve res~ 

men de la o.:proximaci6n de Hart.ree-Pock haciendo énfasis en 

eJ. problema del sistema de electrones en el modelo de jalea. 

Se revisa la solución trivial tanto ·r.a.ra el caso '[)ararnagné-

tico como pura. el ferromagnético y se trat3.11 a.e visualizar 

los resu,l tados -por medio ele la ftmci6n de correl::-:.ción de P!!: 

res.Se revisa el cálculo hecho nor Wiv.1er y se sugiere la -

existencia de soluciones loc2.lizad.as a 12.s ecuaciones de --

Hartree-Foclc r.ue nos den un este.do ;nas este.ble eme la solu

ción ' trivial. 
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En el ce.:pítulo II se he.ce tm an8.lisis a.e lo. energía -par2. un:::. 

solución localit!:2.cl2. a las ecuaciones matriciales de H::::.rtree-

Fock en un sistema de fermiones en el modelo de jalea.Se e~ 

tudia J.a funci6n de corre1a.ci6n de pares para esta solución 

encontrando que de.dá la aproximación ele Hartree-Fock, se va 

a encontrar un aumento en la eYlergía al permitir que elet::--:" 

trenes cpn es:pín antipara.lelo se 11uedan acercar,por .lo que 

se proponen soluciones aue nos den una estructure.. antiferro 

magnética. 

En el capítulo III se calcula la energía del estado base :p~ 

ra dos familias de soluciones localizadas a las ecuaciones 

m2.triciales de IIartree-Foclc tales que nos clan una estructu

ra e.nti:ferromagnética para un sistem:"!.. de fermiones con inter 

accion delta repulsiva.Este sistema es mas simple que el si~ 
' , 

tema de electrones en el modelo ,ele jalea en el cue.l 12.s in-

ter2.cciones repuJ.sivas son cou..1ombiana.s, sin embargo ,lo con

sideramos aquí como un -primer ·9aso para atacar el !Jroblema 

original. Se presenta la :f6rmula gener2.J. para la éne:téia(.qe], 

est2.do base en términos de un parámetro va.riacion2.l nue re-

:presente. la amplitud de modulación :ns.rn. amb2.s familias de -

soluciones localizadas. Se hace plausible el hecho de r.ue es 
------------ ' _ _:::::-~--

te tipo de soluciones son mas est~e-~la. soluci6n-= -

tri vial, sin embo.rgo , el an/i.lisis numérico de dicha esta.bili 

dad se :i;eporfa.rá -posteriorme;."lte. Se presentan además, grá

ficas de la densiclad para distintos miembros de las familias 

y se analiza la densidaa. neta ele espín en los :punto donde se 

encuent2·an los máximos de la clensidac1 encontrando como se 

esrieraba, ·una estructu:ra 2.ntiferromagnética. 
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CAPITULO I 

:mTRODUCCION. H!L.T?.TREFr-FOCK CON ONDAS PLANAS. EL 

PL..ll..S~,:A SIMPLE. 

Eh este capítulo se revisa la aproximaci6n de Har=tree-Fock 

para un sistema de ¡nuchas particulas,y s1;1 estudian las so

luciones de ondas nlanas a las ecuacionesde Hartree-Fock -· 

para un sistema a.e electrones en el modelo de jalea. Se -

tratan tanto el caso paramagnético como el caso ferromagné

tico y se intentan visualizar los resultados analizando la 

flmci6n de correlaci6n de pares. Se revisa el cálculo de -

Wigner OJ a la enere;ia del estado base. de este mismo sist~ 

ma en el límite de bajas densidades, el cual predice una..:..-":'.!. 

transici6n a 'll:tJ.a~,fase cristalina (s6lido de Wigner). Se a

naliza la posibilidad _de predecir dicha transici6n de fase 

a través ele soluciones localizad~s (no triviales) a las .,... __ 

ecuacion.eG·:de Hartree-Focko 

I.1 APROXJI!ACION D:S H.ARTREE-FOCK. 

El problcna de resolver un sistema de muchos cuerpos (~ 3 ) 

con interacci6n entre pares, como ya es sabido (..?,91,px·esenta 

grandes clificul tades ya que no existen soluciones exactas a 

la ecuaci6n de Schrtldinger H <}':: f'l{ con lm ha.mil toniano: 

•••• ( r.1) 
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.J-1.. 'l. donde-2t- V.:: es un operador de un cuerpo que representa la 
,1 ?tt 

energ!:r, cinética y V-C~..< -~)::.~e-presenta la interacción entre 

partículas. El segundo 'término en ( I. l) es el que no deja -

resolver el sistema exactamente pu•:?sto que es 'LU1. operador -

de dos cuerpos y de aquí q_ue j/<-ñ/i~r·/r;,) no se puede escri

bir como .uµ pro dudo de fu.'t'lciones de partícula . intj.e'p endien~ 

te. Por tanto, el problema se ha tratado de resolver aprox]; 

madamente buscando que las soluciones conteng2.n las caracte 

rísticas esenciales de todo el problema. 

Hartree (}) propone una soluci6n aproximada al problema ... 

con el métoa.o de campo promedio en el cual cada partícula -

del sistema tiene su prOJ?ia funci6n de onda, esto es, el :pro

blema de muchos cuerpos se reduce al de describir el moví-

miento de una sola partícula en el campo promedio producido 

por las demás. Así,el potencial promedio que siente una -

partícula debido a la presencia de las demás está dado por: 

.••••• ( I. 2) 

donde: { 
Y,_coc) 

2. 
/ % (.Y:i.)/ 

:L 

es la densidad del sistema y las "8.< ;:¡:) son las funciones 
~ 

de onda de cada :partícula. Aquí ri representa todos los ~ 

númer?s cuánticos necesarios :para. especificar el estado y -

JE. suma corre sobre to~os los estados ocupados en un produ~ 

to de N funciones de m¡i.da <fo . 

.Así Hartree encuentra que las ecuaciones que describen al -

sistema de N partículas en ésta auroximaci6n estan dadas --; ~ 

po1· 1I ecuaciones integro-diferenciales no lineales aco:i;üa--
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das de la forma: 

<¡ue se tienen que resolver autoconsistentementc. Esto es, 

no tenemos una ecuaci6n de SchrtldinGer, lineal ya que el po

tencial promedio depende de la misma funci6:ri de onda;pa.ra _ 

resolverla se :proponen N fu..."lciones de onda con las cuales _, 

se calcula el potencial promedio y se resuelve entonces la 

ecuaci6n de Schrtldinger CJ.Ue nos queda. Las soluciones que 

se obtienen se. comparan con las propuestas, si difieren de 

ellas, se utilizan :t:Jara el c3.lculo ,del potencial promedio y 

se vuelve a resolver la ecu.aci6n resul ta.nte; así sucesivamen 

te hasta que las funciones que se utilicen. en el cálculo ..;.-: 

del campo. promedio se aproxi:nen tanto como se quiera a las 

soluciones que se obtienen de resolver las ecuaciones re-

sul tantes. Se dice entonces que las funciones de onda que 

se obtienen són soluciones autoconsistentes a las acuacio--

nes de Hartree ( I-3) en la aproximación deseada. 

Esta es la manera intuitiva de encontrar las ecuaciones de 

Hartree,pero existe ima ma.l'J.era formal de encintrar estas 

ecuaciones y se ha.ce por medio del p.rj_ncipio variacional. 

La aproximación de Hartree consiste en suponer que la fun-

ci6n de· onda del sistema, s.e puede escribir como un producto 

de funciones de una sola p2rtícula: 

¡ 
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y se utiliza el principio variacional para. determinar las 

funciones de ond2. <{JK's nue den unn extreme~l en el sistema. 

Esto es necesario ,pero no suficiente,paru minimizar el va-

lor esperado del hamil toniano con respecto a las flmciones 

de onda <.fk 

.J. L < ffe .1 H J p) - J.,; < p I p ~ = o :- ... ( !. 5 ) 

d cfx· e:¡;¡) ... 

donei.e ";. significa derivc,.da funcional y Á...: son par2.me~
tros üe Lagrange:i q_ue sirven para tomar en cuen-~a la condi

cion de normalizaci6n de la funci6n de onda, es decir .{p/p):./. 
fuste :procedimiento nos lleva a las ecuaciones (Id) donde -

~..; !1a sido identificado con el eigenvalor (;. • Así prob~ 

mos q_ue éstas ecuaciones ase@:U.ran · c1ue la energía total re-

sul tante debe de ser una extrernal con respecto a todas las 

energías que se obtengan utilizando funciones de onda del -

tipo (I.4). 

Como es bien sabido(]) ,la funci6n de onda de un sistema de 

ferrniones debe ser antisirnétrice. ante el intercambj.o de co

ordenadas y espines de cuaJ-r:'.uier par de :particulas, sin em-

bargo ,la funci6n de onda (I.4) en la aproximaci6n de Ifa.rtree 

no obedece ésta condición. Por tanto,Fook y Slater (3) uro - ~ -
ponen una generalizaci6n al problema utilizando nuevamente 

el principio variacional pero pa.rtiendo ahora. de una fun--

ción de.onda antisim~t~ica,que· escribimos en forma de un --

determinante: 

;:;¡:::, (-F, i... ::r.J '::t'i:. ' ~- .. - . . I N. .......... ( I. 6 ) 

....... <RN (~) 

6 
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- Esta generalizaci6n se le conoce como la aproximación de 

Hartr~e-Fock la cual sí cumple con los rec:¡uerimientos de si 

metría del sistema. 

Por medio del principio ve.riacional, como se hace en la 

a.proximaci6n de Hartree, se extremalizo el valor esperado de 

H con re'specto a ios orbitales lff... (r.J '"esa.dos en la funci6n 

de onda determinantal. Sustituyenc'i.o ( I. 6) en la ecuación 

(I.5) obtenernos nuevamente N ecuaci6nes integro-diferencia-

les de la forma: 

¿_ 
~:icoc) 

donde la SUiila i.. corre sobre los estados ocupados del sis
~coeJ 

tema. Estas ecu:::.ciones se resuelven e.utoconsistentemente. 

Que un conjunto de funciones de onda se~. soluci6n autocon

sistente a las ecuaci6nes de Hartree-Fock es equivalente a 

decir que diagonalizan el hamil toniano de Hartree-Fock, es -

decir 1 es neces2.rio encontrar tm qop..,,jE:P.:.j¿P. _.de ::;oluciones 1 K..i) 

·· :q_tfe--sa't:i.sfagan: 

Estas ecuaciones se obtienen multiplicando las ecuaci6nes 
. -Jf. ; 1 

( I. 7) por ~i e~) por la izq_uierda e integranclo. A las ecua--

e iones ( I. 8) las llamaremos la forma m&.tricial de las ecua

cione::: r1o Hartree-Fo~k y es este punto de vista desde donde 

•. 
-~- ~---- ----- --~----

---~""'~~-==""""~~ 



-·,:;:mas a 2.nalizar el probleme .• 

=- :¡rimer término en la ecu::>.ci6n ( I. 8) representa la ener-

::.!.a cinética de un<0~ partícu:!Ja, el segundo término (término 

:':_::.recto) representa a una "9~"rtícula moviéndose en un T)Oten

~: . .:!.al promedio equivalente, debido a la presencia de l?.s o-

-:-·.:·as u::>.rtículas v es la misma internrets.d.6n ciue en el ce.so - ... - -~ . . . 

ia a}1roximaci6n de Hartree, el tercer término (término 

.'.~;: interce.mbio) es debido 2. eme ahora se está tomando en -:.. 

:··nsnta la antisimetr:í.a. ele 12. fu..Ylción de onda. 

energía total del estado b2.se del sistema, una vez nue -

obtuvo u..'rls. solución autoconsistente ::·. las ecuaciones de 

:.::~:..·.rtree-Fock 1 se encuentra a :partir de: 

dado oue ~ es una ftmci6n ele ond2. cleterm5.no.ntal (J) 1 se 

-:-. _.ene que: 

_ -.::.::i.emos rue hacer notar que no existe ninguna restricción -

--'..e nos diga qu."e el conjunto d.e funciones ele onda :p2.ra "es-

- :'.::i arribe." \t1' idéntica, 01~to.go11al, ó teng2. Cfü:.lr!Uier rela 

.: ·~-:in partim.i.J~~ .con el con:iunto de funciones de onda para 

., ~:s:PÍn aba,,jo". /idcm8.s no eJ-:iste ning(u1 teorema 8.Cerca de la 

-.::~.icido.d de le.s soJ.uciones·, pero es obvio, nuo C.e existir 

-:- -,. :::·ios tj.:pos de solucj.ones cor!':pletamell'[;c diferentes, sola.--

::..~.:~te U..'Yla. está relacionan.a con el estado k~se ree.l del sis

-:- '.:ma bajo considcr0.ci611. 

8 



De ecuerclo con el :principio variacional, 18. energía rme se 

calcula en esta aproxiraaci6n, ·siempre v2. a ser mayor ó i

gual que la energía real del sistm:ns., por t:,nto, si se en

cuentran vo.rio3 tipos de soluciones o. las ecuaciones :.de Har 

tree-Foclc la soluci6n que dé la menor energía. va a ser la -

nás cercana a la ~oluci6n real. 

I. 2 IWDELO DE JALEA. 

El sistema de p2.rtículas oue vamos a analizar es el de H e

lectrones con espín total neto cero (caso paramagnético) en 

un fonclo unifoTme rígido de care;a positiva, tal q_ue el sis

tema sea eléctricamente neutro. A este sistema es el f]Ue 

llam2.remos modelo lle ja.lea. 

El h2.mil to:niano de este sistema est8. c12.do por la ecuaci6n: 

f J:;. fJ:r' f.,_ B. 
/..;;:-:;:1¡ 

( I.10) 

+ {. <?'L 
".< '). /-F..· -V:¡ J 

Aquí, el p~~~er término corresponde a 12. energía cinHica, 

el· segv.nclo, a la interacci6n electr6n-fondo positivo Vc-P, 
y el torc0ro, a la interacción fondo :posüivo-fondo positi

vo Vp_p , f + es 1ma co11st2.nte que representa la densidad de 

c2.rga del·fori.do positivo, f_(~) es la c1ensidad de carga~ 

lectr6nica, y el último térrüno es le. re:pulsi6n electr6n-e

lectr6n. 

E:>:iste uw:. so1uci6n exacta a 12.r.~ ecur:~cionos de Hartree-Fock 

en este modelo y como es ya bj.en conocido (J.), es la solu-

ci6n de ondas planas (soluci6n trivial): 

9 



LO ( - v.;) - V l/1 -4. ~. ; ..,; C 5;.) 
7 'k,r -r, z. - e ,,...,,.. ......•..• ( I.11) 

donde V es el volumen rle normalización del sistema,~ es la 

funci6n de espín y 02. es la v~:,rie.ble de espín. 

En este ce.so, la densidad electrónic2, es constunte ya que: 

••••.•••••• (I •. 12) 

Para referirnos a la a.ensid2.d a.el sistema, es conveniente -

d ~ · · ] .t 4 . ( : 7TYo3 'JJ =. Y er1n1r e. :par(J,metro r. de cal manera que " .1 
llande V es el volumen tot?.l del sistema y U es el número to 

tal de :partículas, asi: 
3
'1'/Tro 3= ~::..y ":i ·~cdimos r~ en ra~ . .::':: 

dios de :Bohr; To =Clo -Ys tenemos el p2.r0,rnetro 2.dimension:ü r 5 

que nos c18, una Etedic1:::. de que tan denso es el sistema. Asi, 

:: l -r5 < <. J las :p:-~rtículas están muy e ercanas vr10.,s de otras 

y el sistema es muy denso, por el con·~rario, si :r.., >>) las 

lY'.rticulas está,n muy se:p~".radas y l~ denside.d es b2.ja.. Se -

encuentr2. 0ue para metales empíricor.:- ~-;:: "1"5 ~ 6. 

Sustituyen do ( I.11) en ( I. 9) , la energía por partícula :pa-

ra. este sistema, puede escribirse en términos del parámetro 

rs en 1a forma: (.1.RyJb~·r¡'=;.'!:) 

F_E 
N 

•••••••• (r.13) 

El primer término es la contribución de la energfa. cinética 

al sistema y el se.:'1.mdo término corresponde a 12. energír::i. uo 
~-

tencie.J. da.da por eJ. término de interc2,mbfo. El término di-

l'O 



recto se anula con los términos c~ue corresponden a las in--

teraccfone~ Vp_p y \lé'-P Como podemos ver, el sistema e8:'. 
: 

casi ideal (acoplamiento débil) a al tas densidades ('1$ << 1 ) 

ya q_ue es el término en la energía cinética el que domina ... 

sobre la energía :potencial, mient!e.s que a bajas densidades 

(Is '>'>1 ) vamos a te:;ier un sistema no-ideal (acoplamiento· -

fuerte) ya que la energfa :potencial domina sobre la energía 

cinética. 

En el sistema aue toma.mos, el conjuntó de funciones es idé_g 

tico p8.ra 'e'lectrones con es:?ín ci.rriba y con espín abajo (-

sistema ps.ramagnético), pero como se hizo notar anteriormen 

te, ésta no es une. restricci6n, y ahora se va a analizar el 

caso en el que todos los electrones con espín arriba (ó ab~ 

jo) tienen 1.m conjunto e.e funciones de onfü:. idénticamente 

cero, y J.os electrones con espÍn··abajo ( 6 8.rriba), tienen 

las soJ.uciones de ondas :pJ.2.no.s (caso ferroms.gnético) º La -

enereía :por p:::.rtícula IJar8. este sistema se encuentre. que es 

tá cladn por: 

.Ef<!'..,..,.t>_ ••• ( I.14) 
/V 

Como podemos not::i.r, la energía cinética va a aumentar con · 

respecto a la energía cinética en el caso :riaramagnéticci :--

puesto !1_.Ue ahora v:::.mos a tener el doble de estados ocupados 

pero el término de intercnnbio va a disminuír con res:peCto 

al del caso paramagnptico 7 por lo c:.ue tenemos C!Ue analizar 

p>cra que rs la energía ferromagnética de ondas :planas 1f.¡errPJ 

va a ser menor rue la energía :paro.ma¡:;-.aética de ondas 'Plél.ll"'.S: 

11 
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>t· de a9_uí se encuentra que para rs)5.45 , €pe..,.'!- +e-r-ro , y· ya 

que r~> 5.45 está dentro del :c-ango de densidades metálicas, 

la aproximaci6n de Hartree-::!'ock predice una transic:ñ6n ele -

fase que rio se observa en la naturaleza,:puesto que los met_§; 

les lie;eros no son ferromagnéticos. En realidad, el cálculo 

de la energía en la aproximación de Hartree-Fock es solo tui 

cálculo aproximado,mientras que la energía real del sistema 

siempre va a se!' menor q_ue la calculada con Hartree-Fock. 

A la diferencie. ele energías E HF - E ~eo.I le llamaremos energ_! 

a de correlaci611 y se piensa (1) que en los efectos que dan 

lugar a dicha enere;ía,se encuentra la explicación del :por -

qué no a'!?arece en la natuTale!?.a la transición de fase que -

predice la apro:dmo.ci6n de Hartree-Fock. 

En tm sistema real de car,gas con interacción entre pares,se 

observa q_ue existen clos til)OS de "rela.ci61111 entre ellas,una 

es debida a la interacci6n repulsiva que exinte entre ellas 

y a la r,,ue llam2zcmos correlaci6n dinámica ,la cual no ·deja 

que clos partículas se acerquen,y la otra que se debe a la -

antisimetrfrr de la función. de onda,a la q.ue llamaremos co-

:rrela.ci6n cst'!:.cl~;?tica, la cual no deja que dos ~1articul3.s -

con el mismo espín se acerquen. En la a:proximaci6n de !Iar

tree-Fock al t" 11"".:".' J.a funci6n de onda como un producto de -

r 
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ftmciones de. onda de 1.ma sola pz~rticula, se está desprecian

do la cor:relaci6n dinámica,,ero sí estamos ton2.ndo en cuen

ta la correlaci6n estadística debido a que se está tomando 

una funci6n de onda antisimétric8 .• 

Iia forma. de an[ü;i.zar la corre1;:i,ción que,' exiGte en el siste 

ma es por medio de. la funci6n de corre1aci6n de pares que -

nos dice , si tenemos una partícula en r 1 , av.e densidad de -

partículas existe en r~ .La· función de correlación de pares 

se define (~) de la siguiente forma: 

que resulta conveniente .:e13cribir como: 

donde fe-Y,) es la densidac1 del sü:tema en~ y pc.:;>, 1Y,_1 .. 1 .Y,v) 
es su función de onda. 

En nuestro caso, utilizamos la funci6n de onda en la aproxi

maci6n de Hartree..:.Foclc,y asf decimos que calculamos la f1.m

ci6n de correlaci6n de 31ares en la aproxim::i.ci6n de Hartree-

Fock;se van a analizar los dos casos nue se han estudia.do -

( soluci6n de onfürn planas param2.gnética y ferrom:.?.gnética) .. 

I,a funci6n de correlaci6n .de ~9ares ( I. J.6 ') en la aproxima-:.. 

ci6n de .Hartree-Fock,dado oue la :fiunoi6n2··.cler,onda es un de

termil1ante (3) ,resulta ser: 
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I· 

D - i") j_ { .t!k)/J(r,~i,} Jc~'-1':.)} J(}-..RI<)> (I 17) 
C..,.,, :i.. .:::: f'C ...... ) K, .Ho•)· • • • • • • 

que en el caso .de la solución de ondas planas está dnda 

por: 

[ e¡ (
J.l.ht f - ! Ctn r )~ ....•• ( I.18) 

/ - 5p j:J 0 
--donde: 

. j = Kb /.Y:.,..-1=, / 

( tt.12 si 
( si tenemos un::!sistema ferromagnético 

o - µ' '1. ;~-v 

tenemos un sistema -paramagnético 

DE.do que el sist eme. es homogéneo, /)(.;;,, }:~) solo depende de -

la scpa:raci6n entre paTtÍCulas / ~ -~ ). 

En los límites, cuando la sep::::.:caci6n es infinita: 

)/~ DcYi/Y.~) 
/;;,.-Y.,/°?CD 

r ..o. I) , ver ,,_ igura • 

La intei~pretaci6n que podemos darle a estos resultados es -

q_ue en la aproximaci6n de 1-Iartree-Fock, solamente estamos to 

mando en cuent2. la correlación este.dística, por lo· t;_ue en es 

ta a::;iro:c?s18.ci6n, -p:i.:ca el sister:12. p82'amac,nótico, los electro:·:•-

1 \ ... •·,· 



cual es :in111osible debidG a oue en realidad la correlación 

dinámica ll•) 'los c1eja 8,cercaroe,mientras que en el sisteT!'la 

ferromagnt tico ,ya que todos los electrones tienen el mis

mo espJ.n' ! '1, correlación estadística no los deja acerco.rse 

Y ningun \':J.r de electrones pueden estar en el mismo lugar. 

Como resl1:'1 ki.do del análisis de estos dos sistemas, encentra-

mas que: 

€ < €:el ... e:t.... .fr:-rro 
ci.,.,.,'t:ic ... po..,. ... 

en donde ".:.\ energía cinética ferromagn€rtica aumenta con. res 

pecto a l:\ energíe. cinétic2. p:•.ramagnética debido, como ya se 

dijo ,a (l'..:,) v~mos a tener el doble de estados ocupados en el 

caso fer::,'·-.:::i.gnético ,mientr2.s eme la energía a.e intercambio 

ferromagi~.:..tica es menor que la :param9.gnética ya que en el .... 

caso fe:cr,' -.1::i.gnético ,ning{m -oar de electrones pueden estar 

en el mi~,.:~.' lugar, J.o que disminuye la energía :potencial en 

el caso e:' intere.cciones repulsivas. 

I.3 SOL:'\,) DE WIGHER. 

Por otra ~::;,~te,Wio1er (]) estudia el :problema semiclá.sica-

mente su:p·.'.~; ienc1o que a baj2,s densidades (r 
5

>) / ) , el sistema 

de electr','.:· .. ,~s se cristaliza. El supone qua cada electr6n -

está rode8;~·.,) por 'l.ma esfera de carga positiva de ra_dio Y
0

, 

(r_., ·.: dist:.::-.;~ia promed~o entre :particulas) equivalente a la 

carga del -~~ectr6n de tal manera o_ue el sistema electr6n-

esfera de .-.:;.rga positiva seo. eléctricamente neutro,y de 
1 

aquí que ::?. .' existe interacción con las demás esferas. La e-

nergía :oo·:; :>;1cia.l se d13termina calculando el tr2.bajo necesa-

15 
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ria :para traer un electr6n desde el infinito hasta el cen-

tro de la esfera de cart8. 110sitiva.Pol.~ otra narte 1 la energ.f 

a cinética corresponde a la energía del punto cero o_ue se -

obtiene al considerar el potencial e1ectrostático a que es

tá ·sometido el electr6n dentro de la esfera,el cual resulta 

,ser de oscilador arm6nico. 

La energía del sistema puede escribirse como: 

••• (I.21) 

donde el primer término re!)resenta la energía cinética y el 

segundo la energía potencial. 

Si gra:ficc:.mos las ecuaciones: (I.13) nue corresponde a la. 

energía cinética de ondas ~lanas en la aproxim2.ci6n de ---

Ha1·tree-Fock,y ( I. 21) ,se tiene q.ue a bajas clensidades, la -

energía del sólido de Wie;ner siempre es mas bé1.ja que la de 

ondas planas (ver gr2.fica II). 

Los resuJ.tados que obtiene '!ligner al resolver el problema -

suponiendo desde el principio q_ue a bo.jas densidades el si~ 

·tema está en un est:~.do cristalino,sugieren le. posibilidad~. 

meno:c q_ue la de onda.s planas. 

Es por _este motivo q_ue en el capítulo Giguiente se analiza 

una nueva soluci6n (J.ocalizo.da) a las ecuaciónes de Ifa.rtree+ 

Fock• 



CAPITU::D II 

ORBITAI,ES HíL.1TR!~'~·"E'OCK NO-TRI1!IALJ!!S. 

En este capitulo se van a analizar soluciones no triviales 

.a. las ecuaciones de Hartree-Fock cuyas densidades nos a.en -

una cristalizaei6n en el sistema. Se analiza la función de 

correlaci6n a.e pai0 es para t::·atar de entender los resultados. 

II.l SOlUCION T.TPO OVL'RHAUSER. 

Overhauser (§J es el :;irimero en estudiar este problema y d¿: 

muestra la existencia de soluciones localizadas a lP.s ecua-

ciones de Hartree-Fock en forr:m matricial. 

Ahore. vo.r.ws a trabé-.jar con soluciones a las ecuaciones de -

Hartree-Fock del tipo overhauser en un oistcma de electro-

nes e!l e::!. mocl.elo de jalea. 

I:a func:!.óz1 de onda que se propone est6, dac1a por: 

••••• (II. l) 

-'.2. e 
que es v.na onda ple.na modulad.e. por otra. onde. de longitud de 

onda~% donde o/ y~ son dos parámetros C!.ue -pueden ser utT 

liza.dos como pa.rámet:cos variacione.les, y J'. 0 es e1 re.dio de :.~ 

l::i. esferéi. de fernü que repre::oenta a todos los estados ocup§: 

dos. 

:.:e puede a.emostrar (ver apéndice I), C)Ue est::i.n funciones son 

so1uciones 2. las ecuaciones de Hartree-Fock ( I. 8) siempre 

-- Cl'2!'.C.0 C(_? ~ /<'r, !..o r:r.c :1:i.(.1Ü :':':i_c:2. r:l1.c tliagon~~J.iza.n S01P.men-
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te la parte de ln. r.i::-;.tríz que corres·9onde a los esta os ocu-

lJados, ya que los elementos· de matriz que obtenemos, ~orres-

:ponden a términos que contienen J;: K-J.>HJ donde n:::..o,t,.2, que·;:;. 

en el caso en qu.e i ¿. ~ ~ , f(-f>l'j. nunca será igual ·t K ,--

excepto en el c~so n= O en el que tenemos J ~~ .I<'. • .,.sí deci 

mos que las funcj,ones ( II. l) son so1uciones a. las e :uacio-

nes de Hartree-Fock en forma matricia1 ( ecw:wi6n I •. ) p'ara: 

c¡;;:-~/10 ,pero no resuelven las ecuaciones (Io7) que e:·tan en 

forma integro-diferencial,es decir,no diagonalizan ""Oda la 

matriz hamiltoniana y esto ,. es a lo aue se llama un<. base -

mínima. 

La densidad de IJarticulo.s p;,;.ra. est2. función está. dqc a por: 

donde: }/ = :2.1..1.J 
(/.J..J..l/3:} 

como podemos notar, existe de,::;cneración con respecto a e-·ya 

que nos permite e1ep;ir el orígen que sequiera;por ~im:pli

cidad en el cálculo se escoge <9-= o . 

Ia grá.fica de la densidacl se ve de la forma: 

f':/V"r 
~ 

}:>Or lo que llamaremos a esta solv.ci6n 11 Soluci6n Ti:p Lámina 

Corruga.de.·. f ,1.. e ". 

lo 
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Como podemos observar, la dcnsid::i.d en --este-c-,3.-so--ncF·---es- fü.iino- ] 

génea y de an_uí oue la flmci6n de onda propuesta supone im

plícita.r:,ente una localización en el sistema ;y se es:pera a_ue 

a bajas densidades exista una trannici6n ele fase de la solu 

ci6n de ondas planas (que como ya se dijo,es casi ideal a -

altas altas densidades),a le. soluci6n de J.ámina c.orrugaua, 

si la localización en el sisteme. es expresable como una so-· 

luci6n a las ecuaci6nes de Hartree-Fock. 

r~a energía por partícula que se encuentra para esta soluci6n 

(ver apéndice II) está dada pór: 

. • •.. ( II. 3) 

donde : 

y: 

~ ( Q):: , . 9 9 1 s- [e~ +- $-<¿ J +- e A - Q) 4 ) ~ ~,) 

./- Q < (1- i) j,, /¡,_ e¿~ !} · · .. ( II. 5) 

con <{_ .:: .2 ~ "J. (3 5 /.!/ z. ... 
El primer térm;iT10 en ( II .. 3), corresponde a la energía de on

das planas(ver ecu2.ci6n I.13),y el segundo, LLF ,corresponde 

a 1la diferencia de energías J:;.c.. -E°op . En bJ: el 9rimer téE 

mino corresponde a la enerda cinética, el término riue va co 

¡}Q ~t. corresponde a J.a enercía potencie.l ~1el término a.irec 
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to, y el t:érmino que contiene a t( Q.) es debido a la energi, 

a del término de intercambio. 

Para encontrar a oue densidad se encuentra esta transición 

de fase, se sigue el critenio de mínima energía, y por lo -

tanto, 1 a condición para un mínimo en (II. 3) está dada por: 

,,..1. =o 
'l::.J.c. 

~~c. >o 
Estas condiciones determinan para qué 'G , la energía de J.á 

mina corrl1-g2.da es menor que la energía. de ondas planas ~P , 

esto e"'. ,._, . 

1-.- < e _ .C-op _ O 
FJ..c. ....... ª ........ ( II .. 6 ) 

!) ero como podemos observar de la ecuación ( II.4), el único 

término negativo corresponde al .:..,término de intercambio y -=-

d J áf . ( 'f" TTI) d . l/,..,,7- . e .a gr ica ver (ra ica ~- se pue e ver que /Lt.. SJ.em--

pre va a ser mayor y apro:xi:nadamente el doble que f ( Gl) :;or 

lo oy:e concluirnos oue para cualq),tiker valor de Q. y de 13 -
ciue son nuestros yarámetros variacion~.l es , la energía de -

ondas planas siempre Y.2: §1~ §~ menor qu~ la de 1«tmine . .2_2I_ru-

. ~ indcmendientemente. de la a.ensifl.ad del sist_Em~-----------

Este resultado se puede interpretar observ2.ndo q_ue :para es 

ta solución (ecuación II.1), los electrones va.n a estar 

más cerca unos de otros conforme la densidad avJ.uente y de 

esta manera se va a r ei;icontrar un aumento en su. energ:í.a ci

nética, además, el término directo, que, esf,~-;:positivo, en es

te caso no se va a eliminar totalmente, mientras que el tér 

mino de intercambio :que es el único término negativo en la 

-~º 
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energía, no es suficiente :pe.ra anulen- este acunento. 

Para visualizar claramente estos resulto.dos, se va a anali

zar la func.i6n de correlaci611 de pares como en el capítulo 

anterior, pare. entender que tan correlacionado está nuestro 

sistema en este tipo de soluciones. 
. ··t· . 

· II. 2 FUNCION DE CORREL.ACION DE PARES PARA LA "SOLUCIOH TI

PO Lt:üHNA COHRUGADA". 

La funci6n de correlación de pares· en la s.pro}:imaci6n de 

Hartree-Fock, está dada -por la ecuaci6n (I.17), y sustitu-

yendb la ecuaci6n (II.l) en (I.17)', se encuentra que: 

donde: 

Fe>)= [ 1 - f (
µ.,.. r- fco:J ){_ 
- Í'J IJ 

J rA :u-<.J 
~ = ~() I ::;:~-Y¡ = (¡.¡:¡¡/~ 

( II.7) 

.••..• (II .. 8) 

sustituyendo la. ecuaci6n (II.2) en (II.7), tomando r.¡.=:ik'tl)(,, 
f ':1-::. ko"'fi :- escogiendo Q.,= J, para ilustrar el comportamiento -

de le. fu.nci6n, se tiene q.ue: 

•••••• # .••• ( II .. 9) 

de la ecuación ( II. 9), se puede observar que la f1mci6n de 

correlación de pares :para esta solución, no es inde:pendj.en

te del origen que se escoja, esto se puede entender ya que 

la densidc.d de partículas no es homoeénea; además existe u-



na c.1epenc1encfa en }I y por t~mto depende ele ol. ')Ue nos indi

ca la amplitud de la ond::>. modulante (ver ecuación II. l), C.2, 

mo nademos observar 7 }L P. l..l}_ solamente toma valores entre 
~ - c1.J-1.¿1~) 

cero y U-llo,o~'J-'s._/ y ri·:·.r;_-. ;yl=o el problema se reduce al ca-

so de ondas planas que se revisó en el ca.pítulo anterior. 

Para ilustrar· el comportamiento de la función de. correlación 

de :i;i2.res, vamos a escoger varios orígenes en la densidad ia. 

cuaJ. se puede ver en la siguiente figura: 

Po"'Ct+f-1) 

fo 

fo (¡-)A) 

'% "!(¡;¡_ 1 'fl/t¡ 'l7' . q,• :¡ 

escogemos dos orígenes diferentes, f1 =O,* para. ver que de,!l 

sidad de partfoulaa existe en "f~ d8.da un2. ria1~tícula en "rj • 

Fijamos el valor de "'t en~ ::·J. 

Sustituyendo estos valores en (II.9), se encuentra r.ue: 

........ (II.10) 

fo (J - Cos :tf) f{f) 
•••••• ('II.11) 
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El conportamiento de D en ftLY1ci6n de r se ilustra en las -

gráficas r-t y V. Como podemos observar de la gráfic:=t V, PE, 

ra Y=1 j' )1::. 3 tenemos 0ue la densidad de :r>artículas en -

r~~ r, es cero, esto es debido a r¡ue en este punto la aensi-

dad es cero, pero en general, como se puede ver de la ecua

ci6n ( II. 9), y en particular· de la gráfica J.V, la. densidad 

de partícclas en r,_::. ), dado r:ue en fj· exista' .i.ma densidad,_ 

de :partícu..las fe{¡) siempre es f f (t',) mientras r¡ue cua.ndo la 

separaci6n tiende a infinito ,.D tiende a f(f") . K.ste es el 

mismo compo~ct2.miento 0._Ue en el caso de ond2.s planas,, y es u 

na característica de la aproximación de Hartree-F6ck para 

el caso paramagnético, en donde como ya se dijo, solo se es 

tá tomando en cuenta la· correlaci6n estadística. Esto nos 

hace pensa:r en otro tipo ele soluciones locali::oada.s a las e

cu~ ciones de Hartree-Fock en donde los electrones de diferen 

te es:;;iín estén sepa.radas, y :le esta m::i.nera, to1".!:c'.r en cuenta 

otro tipo de correl::i.ci6n est.,._distic::i .• 

Como conclusi6n, tenemos aue p:i.ra l:_:. solución tipo lámina. -

co:rrugadq, el té:cmino ele int9:rca.mb:i.o no es suficiente pa.ra · 

r-~ue IJ.F <O y esto es debido a riue 1r. correl2.ci6n este.disti 

ca disminuye 12,. cmer:rcfo. de interc;:i.mbio pero no lo suficien-

te pan1. co!'lpen;:iar el e.u..'11ento rcue se obtiene e.l acerco.r le.s 

:;iart ícul2.8. 

Dados estoc; resultados, el ca.so en tres dimensiones no se -

tr8.ta y·' oue se e::rpcrc!. un aumento en l:=" ene:cgía. 

II. 3 0Tl10 TJ.PO ff!~ SOLUCJON:~s. 

Haciendo refernci:i. a esto, E. de Llano y A. Plastino (]) -

~=~ocioner! '.J.n·, modi:f:Lcación a la solución tipo ~.?..mina corru.,,-~ 

~ . 

~ 
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da., en donde l.::.s JJ':crtículas c n espín ·?.rriba y espin_a.bajo, 

oscilan fuera de fase, lo (1ue nos dá una estructura 2.ntife-

rromagnética. 

Se definen las or'bitales ortonorraalizadas: 

epi< (y) :::: e e .... · f".:; ( I +-S(I' ol e."' j':;< ) •••• (II.12). 

C - ~ .::. V ( I -f. · / .l I '2.) '? >,, -:J. ¡¿ti 

con S¡¡-= ± I -para es:rií.n arri'ba o a'bajo róspectivamente, y de

muestran ::ue son soluciones a las ecuaciones de Hartree- -

Fock en forma matricial (ecuación I. 9 ). 

La densid.:?..d se ve ele la form2.: 

rn. de Llano y A. Plastino utilizan estr:i.s fun<dones- i:iara una 

interacción delta repuJ.s:i.vr-i. "?>-í~--1;>.:.v-oJ'c-r,.):,_J -Vo:.c.te. y de-

muestr:=.n r;ue óJ::::~rfJJ-6op~O .S.onde ~op=6-l0) tomando el va 
J IJ 

' lor de (? tal que e ( pJ= o y € ( pJ) o ye. nue teniendo una in .... 

t er2.cci6!;. :repulsiva para r¡ue la energía. dim!linuya es neces.§l: 

rio a_ue los electrones con espines diferentes se ·é-m::-d"Clrt1'en"'"'"'°'"' 

lo más se~arados ~osi'ble. 

La interacci6n del ta repulsiva nos )JUede dar un2. tdea de có 

mo se V"'.'! a comport8.r, sistem.:i.s con interacción entre partí

cwüs re::'ulsiv3.s corno en el sisterom de electrones (repulsi

vos) en el modelo de 'ja.
1

lea en el rue estamos interesados. 

Ademá.s 1 .l..gv.ler2.,I.~.de IJl::tno,S.Peltier.y A.Ill¡,:.stino (§.) de--

T'luestra.1'1 la existenc:i'.a de dos f<:.mi1ias de :funciones c:ue tam 

¡ 
1; 
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bién son solucj.ones de Hartree-Fock en forma matricial: 

donde 7\ es un entero positivo,siempre y cuando·1 ~ :iJ'. 
En este ca'so se está tomando un cubo de fermi de lado ~ k'o 
eh lugar de toma~c la esfera de fermi, esto se hace por sim

plicidad, debido a la forma de las ecuaciones (Ii.13) y 

(II.14) (~U~ son separables en las coordenadas (x,y,z), y -

se demuestra (1) oue la ene::-gía que se obtiene al tomar v11 

cubo de :f.'ermi no difiere mucho de la que se obtiene. al to-· 

mar una esfera de fermi. 

I:os autores c1emuestran .::iue para un.::i. interacción delta. atrae 

tiv2. i>o c)(T¡ -~) , dada 1uw. 1)f; , existe im v0.lor de ol_ al 

nue llama.n o) e crítj_ca t:::.l r·ue })ara v2.lores nn.yores r;ue -

o/ e: la energía cor:ces'l')onrli ente es rnenor que 12. de onde.s . ~ 

:nlanas. 

En e1 ca:pítulo si¡;uiente vamos ::i. extender el cálculo de A-

guilera,L'. de Llano,S.Pe1tier y A.Pl;;i.stino l)ar2. el ca.so de -

m~a interacci6n delta·repulsiva utilizando la estructura de 

espín de las ecuaciones (II.12). 
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ORBITALES HARTR'Sl!'.-J!'OCK NO TRIVIAiiES con ORDEHA-

En este capítulo se calcula lél enercía Hartree-Fock para dos 

f2_¡11ilias de funciones semejant_es a le.s dadas :pO'.t' las ecua-

ci6nes (Ií.13) y (II.14)taue son soluciones a~ioconsisten

tes a las ecuaciones matrici:::.les de Hartree-Fock7pero ahora 

se toma un ordenamiento en los espines (estructura antiferro 

magnética) para una interacci6n del ta repulsiva. entre parti_ 

culas.Se espera,como se analiz6 en el capítulo anterior, -

que al separar a las "9artículas de diferente espín,se tenga 

una disminuci6n en la enerr:ía debido a aue en este ce.so va 

mos a tener otro tino de correlaci6n estadística del cue se 

toma en 12. aproxi:::e.c"ión de Hartree-Fock para el caso pe.ra-

magnétfoo. 

Se calcula la energía Hartree-Fock del sistema para una in

teracci6n delta repulsiva de la forma --u-e-?,--;: ... ).:: v
0 

Je. ~-Vi) 
con ?r; :::~~o. 

III. l FAJ'ULIA I 

La. primera familia 'de fu_"lciones oue se va· a analizar, se· 

construye tomando orbitales separados para c.'Ctda coordenad::¡, 

cartesis.na: 

.....•• CIII. l) 

26 
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donde: · 

(?>) 

(/) (X) .::: 
//.,,,, 

lo. que :refleja lma 'dependencia en la selecciói;i del orígen;y 

tenemos lo· mismo para 11 y 11 y para "z", ::::.. f 11 s~ tenemos 
-1 si tenemos 

I 

(;)~J. -i; 

espín arriba 

espín abajo 

·donde C.=()< Cy C;i. 1cos •fa 1<3. normalización de cj1t: Ur) dentro 

del volw::e~1 V= L\ son los coeficientes 

binomiales. 

La funciones (III.l) son soluciones siempre y cv.a..'t1.do e¡.>,. ~Yo 
(resuelven las ecuaciones de Hartree-Fbck en forDa 'Y•matri-

cial). 

Nuevamente es conveniente tomar el cubo de fermi de lado 

~ j(tJ dada la estructura de J_as funciones ( III. l). 

La dens:i.clad resulta estar d;;.d.a -por: 

( III. 3) 

1 

doncle: 

'3 ~ A<.y):= [ (/-J.- /.1.J-i.) +- (:1 /J./) ( ¡ + /,1..¡?.) (Ce>'/-Ycosc¡."f,+ 

Cos f 'l CtH t :2. -1- cos 7- z ·c~s Z.:..:: )] ... - . ( III.. 4) 

1 · 
1 

! ' 

1 ¡ 
1 
1 
! 

\¡ 

l
:i
f: 

.H 

f 
1 
i 

:¡ 
:¡ 
:¡ 
·¡ 
;¡ 
.:J 



Be;;.- 1:.: [ ~ .,¿ ( l.J- 1.1.ri.) '2> ( e&'l e¡. x 1- cM. '!-"J. f-ct!l1..g.-:2-) 

+(?J.) :3 CC9-2 ~ )<e.en r¡_ ~ ecn, i ::2. J . 
( III. 5) 

El ~· · lculo de la ener1,a Irartree-Fock aue re.sul ta de susti tu · ·- ·- -
ir ·. III. l) en ( I. 9) donde: 

,.,,'"' _ .,{_ ¿ 1</T/k)+li<J<,kilv;'.l.Jk1<,.-k2rl> 
--'"-·. HF - . ;¿_ "'·~~roo (I 9) 

! • /t((oc) • • • • • • • 

dO!' es la energía :por :p~:rtícu---

Ja · · · ~·ir:;ensional,y: 

•• ( III. 7) 
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~----~~----·---~----~~; 

. . ( _; / r )il _L 1_¿= -;/¡:- J dx cr;5 x: == r LI +C-1 _J :i_.a 01a} ·· (III.8) 

o 

El primero y segundo términos corresponden a· L: energb. ci

nética, el tercero ~í cuarto a la energía del término directo 

y el quinto o. la energía de L"J.tercarnbio. 

En el caso en que o/.-;>o tenemos i::ue (III.8)7 
). 

( I +- 3 )---
q_ue nos dá el ca.so de ondas planas: 

y oueremoo encontrar para r.ue v~,lor de o/.. : 

•• ( III.10) 

Claramente se ve por inspección eme como e¡. ~ ~ l<'o, y debido 

a nue el término que contiene a Q. es :!)O::::itivo,,. que lfa ener 

gía se minimiza en el 1)ar2.r~etro Q para Q.:::. / • 

Dado a_ue o{. es un -p2.r8.metro v2.ri2.cional, la energía se mi-

nimiza cu·.::.ndo se encu.entra el valor de alfa dado IJOr:-

y 
para cada rn y .A. Debido A. 12. estructurr~. de l::ts ecu:?.cio-

nes ( III. 6) este calculo se puec1e re2.J.izar nu.Bé:r±camente~ 

En. el ca.so m=I los result"'.dos de 12. e~ertí:i. coi.nciclen con 

los encontrR.dos por T•I- de Llano y A. Plastino ( 7), m..üener:: 

". 

i 

I
r· 
J 
1 
¡ 



encuentran :por medio de lm an?,lisis numérico, r·ue -para A..~ J..,:: t 
esta solución es m:?.s estn.ble (IJE.10) nue la de ond.8.s pl::mo.s. 

Se espersi nuc par2. rn ~ ¡ se te::i.t·;:::. tétmbion nue /JJ::<o ya r.ue, 

cor.io ya se dijo, esta familia de soluciones nos cl;:i tma estruc 

t'tJ.ra antiferromagnét:Lco.,y cor.10 se puede ver de li:J. t?.'bla I , 

al aument::.:c el valor. de n, la densidad. va. a clar. zonas ITL?.s lo 

calizadas y las J.Yi.rtic1~las con espín a.nti:paralolo van a es-

tar mas se9aradas. 

! 

~=/ /}1 =-7 ,,-yz_= J s-

_Pe o, 01 o) 3. 6S- L./ f. 'l 2 l"I 

-·· 
.s:ic: %, %~ /, ~ 9.S- 3. 9 /.f'xlo' 

?or, n, n) '3. 66'" L/'/,9J./f 

---·-

El hecho üe que es-co. fo.mili2. nos de un'-'. estru.ctirrs-. anti---

ferrornagnét:i.ca se puede ver ~in:c.liz<).nd-'.J la densidad nete. de 

espín eri los puntos (0 1 0,0) y {11 ,'/1', lf) cu.e es donde tene

~1os nues-Gron má.x:imos en la densid2.d (ver t;-1bla I). Este ::-ill~ 

lisis se puede h<i.cer c2.lcul~:mc1.o la densid2.d de espí::c "a.rri-

en estos dos puntos: 

,,, 

r 

1 



~ p "X. 

'f J ( 11¡ ?t¡ 71) ==. l;f: /e/ ( I +-ol) 

nor lo t~..,...L J " - .,:.i,vO, .a c,ensirJad na·"- d .Í f • · - v "-'· e esn n en · 10 o o) t . 

no

..,... ··- · ' , es a fü?.a::>. 

- - . 
f1 ro, o, o) - '.?"' (o,o,o)" !:f. /el ... r ( ;+ ol.) 6: (¡-.1.)'1 

- J f ~ - r ( G '11 ) '2. s+ J 
- 'J" o i;-

0 
~s+1 ~ 



, mientras que en ('11, fl', 'lf') tenemos el mismo resultado pe

ro con signo cont:rario lo que nos dice, que independientemeE; 

. te de lo's valores de o(, y n, se encuentra que est2" familia de 

soluciones , como era de esperarse,nos d3. unn estructu:r."a 

antiferromagnétic2. 

El proceso de mi:rürniz8.ción a.e la enérg:b. para este. fa.mi 

lia de soluciones ( ecuaci6n III. 6) se esta llevando a co.bo 

actualmente Y"'.Se er;peran encontr2.r rosul tados :proxima.menté. 

~~·;¡·-· i& nmrzn?rmr 



III •. 2 FAl'HLIA II 

De acuerdo con l:~. ecuación ( II.14) del ca-pítulo anterior, -

la segund'.l. fa.milia de funciones crue nos dá un ordenamiento 

en los es,ines se ve de la forma: 
' ~ 

~ ("') , - C e;!<){ [ ) + Ser o( c:.05 e¡.)(] 
( .,,) •• ( III.1.2) 

l<x ,... - X .. 

,,;{.: (-n) 
":J:' K (-F).::: •• ( III.13) 

donde: ,_ t?'l (~~) ~~11~~ Cx- = L };
0 

{:

L ¡ espín: arriba i_::. .1 
v - / espín abajo 

I..f est8. dado :por 12 ecuaci6n ( III. 8), y nueva-

mente son soluciones a. las ecue.ciones de Hartree-Fock siem-" 

pre y cuo.ndo i >,,, ~ k'o. 

• • ( III.14) 

donde: 
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donde :por simplicifü~d se sttpone -~ re2.l. 

El dlculo de la energía, :ü sustituir (:HI.13) en CI. 9) , 

resulta estar d3.da por (ver apéndice IV): 

donde 

El primero y segundo términos corresponden a la energfa. 

cinétice. y el tercero coi·res:ponde &. una p2.rte de lr?. cnergi_ 

a debido al término clirecto,la otra parte se eliminó con el 

correspondiente a 12. energía del término de intercambio. 

Por inspecci6n se ve aue la energía se minimiza en Q. :r;iara 

Q=I y se reduce 2.1 caso de ondas plémas : 

:para o/..:::. O , que es ia misme. aue encónt1·amos en la })rimera 

familia como ere. de espera.rse. 

Para ilustrar 1a forma. de la densidar} ·en esta fe.milia, 

SB han escogido valo,res n8.ra n ..= 1, ?,15 ,50 ~r oe h8. tom2.do 
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' 1 

el caso en que ol::~2..(vcr p.;r:tic2.s VI¡NII,VIII,IX,X,XI ).Co-

mo podemos observar, el comortsrrriento de la de<:sid::td.~ al au

mentar :n,V3. a dar nuevamente zonas m;;;.s loc:;.lizadas y le.s r>a_'.S 

ticnlas con espín antíp2::.·a.lelo van a estar mas sep~1.ra.das. EE 

to se puecle ver mas clarar.~ente en la tabla II donde damos 

algunos valores de la denside.d en los puntos donde se encue:g 

.. - . a Tbfa.1[ tran : \á'.Ximos o r:;'fnimos· 
" 

lft = 1 /J1. :::. f l/"t =lb 

' 

· f ro, 01 o) 1. oo6fg 7'!. 207'3/ 2'1 /. CJ I :¡:;, 

\ 

q C3/Z,'o/~ o. Jo ~3 o. ooooP6t o. (} (}0()0 

····--

f (iT¡ i1j 'Ti) f. oo5Yk 7 e¡, 20731 ;J.')!¡, r:¡¡;¡;¿ 

y es por esto que se espera é;ue -pa.ra esta familia de solu-

cd:ones exista."1 valores de el t2.les que /JE'<O. 

Huevamente, el hecho de que esta fa,'!lilia nos de una estructu 

· ra antiferromag-nética se puede ver analizando la densidad -

neta de espín en los puntos (O,O,O) y (1r ,11 ,11' ) que es donde 

tenemds nuestros máximos (ver cráficas de la VI a la XI ) • 

Este análisis se puea.e ,hacer calculando. la densida.d de espín 

"arriba" 
'2. 

f1. (.Y).:: L. 
k<oc) 

/el 
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2'"A 

r(1+Jcos~Y) 

. !2 ")\ 

e J + J. <os i:i.) 

en estos dos puntos,y calculando la densidad de es:pín "aba-

de ar¿uf;que la densidad neta de éspín en estos dos puntos 
está da.da por: 

IJ /c./ 'l o ro o oJ- R1 (o, 0, 0 ) .::- -;;-) 1' 1 I \!..I ,,,,,_ 

lo que ·nos da tma estructura antiferromagnética en donde al 

aU:11entar el valor de n~ la denside.d va a dar nuevo.mente zo-

nas mas localizadas y las -partículas con espín anti-paralelo 
van a estar más separadas. 

Nuestro resu.l t2.do fihal pe.re., el valor de la energía está da 

i. 

1 
i ,, 
1 
1 ¡, 
f.' 
1 
i. 
¡:~ 



do en términos clel paré.metro o/.... (ver ecua.ci6n III.17) y 

como ~ ... a. se elijo, actualmente se está realj_zando 1.ill ::.::.náli-

sis ·numérico para minimizar dicha energía con respecto al 

parámetro var:Lacional e/.. 

.3 
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EXPLIG.ACION DE J,i\.S GRAFICAS. 

Gráfica I: 
En esta figura se gro.fioa la ftmci6n de correla-

ci6n de~ pares !)O.ra la solu.ci6n de ondas :pla..11as a las ecua

ciones de Hartree-Fock e,.1; .los casos ferró1r.n.gnéti90 y para-

J1agnético. Se puede hacer notar, que en el caso' ferromagn!. 

tico la curva :parte de cero, mientras q_ue en el caso para-

magnético la curva parte de fi ~o 

Gráfica II: 
En esta figura se erafic:::. L"!. energía por partícE: 

la a_ue se obtiene de la soluci6n de ondas planas a las ecu.§: 

ciones de Hartree-Fock cm Ja regi6n de bajas densidades, ta!!! 

bien se grafica 3::::i. energía r;ue obfaene Vli.zner de ·su cálculo 

se:-:i,iclá.sico a "bajas densicl2.c.es 1 y se observa rrne la energía 

del s6lido simpre va a ser :nenor rrne la de ondas planas. 

En esta figura se gr2.fioan ~ del término di-
Gráfica · III: 

recto en el cálculo de la e~1ergía. ~mra la solución ti!)o lá

min::.~ corrugafü:>., ;¡ f c <e) del término de inte::_·c-:i.mbio ~ Se :; ... 

-pu.ecrEJ no-far que YQ siempre va a se1· mayor aue ;cce) :::>cir lo 

que se concluye oue la energía de lámina corrugada siempre 

va a ser mayo:r eme la de ondas planas. 

1-, 

' .. 

1 ¡ 



. Gráficas r:v y V: 

Ar.uí se e;rafica la funci6n:'de correl::wi6n de 

pares pa:ra la so1uc:i.6n tipo lámina corrugada, en lá cr6.fica 

.r:v se escoge el oric:e;.1 en 1,=" mient:::-as que0 en la gr2.fi-

ca V se escoge f 1 = Tí/1,, , en P:eneral, el resulto.do eme se ob-

tiene es que en fi:::9;¿ siempre vamos a encontra.r 1/,_fCr,).._ 
Gráficas VL , :vn, VIII.: 

t; ,_,,. -~ .b . ] . En es· as gr2.J.1cas se v.1 UJa .8. deE; 

sidad de partículas :O?..ra J.n. fe.milia rae1 tercer capítulo 

para '1? :.::../ en tres planos diferentes; 7...= O¡~ I 7f , se -

puede not:.: .. r c~ue el V'.llor de 1a densifüHl en el punto (O,O,O) 

coincic1e con el c1el punto (Tf ;rr , 7r). 

Grá.ficas I:X:,'X ,XI 

'::n e8-!:8. fjJ'.1.'I'a se grafica la a.ensida.d de 

:~1artícul::i.s para J.::. ::e1:'; .. mÜ';. · :.::ilia tomando el valor /)'¡;::. 7,. 
y como poa.e·:1os ob::ie:.:var al comparar las gráficas· VI , VII'', 

y VIII · ~Jom. es·fias gráficas , al aumentar el valor de n, se 

va a av.mentar la loca1izaci6n en las J'.i.artículas. 
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Un breve bosquejo de la prueba de ouo el conjunto de--func-io 

nes dado IJOr la ecuaci6n ( II. l) es soluci6n 8. las ecu2.ci6--

nes de Eartree-·Fock en forna Hw.tricial. 

Tenemos gue la ecuaci6n (II.l) est~ dada por:. 

<¡{:::: e e_J.k.r ( ,/ + ol. e"·i.Y-) 
( II. l) 

con e<..= /d ¡e;_{)-

Sustituyendo (II.l) en (I.8) se encuentr<:. nue :. 

1) El término en la energfa cinéticr está dado ])Or: 

en.te al integra'?'; c1.'.ando eJ. volumen tiencle 2. infinito ,nos q~ 

dan términos que contienei: V Jr.' l<ir,, 1- doncle .. , n:. o ,l · y 
daa.o aue c¡.':?-:?.Jlo, Ji<,',1<,1-r=O ;orlo t2.nto: ---·--~~·" ________ ,., 

(- ---) J, 1 
{<.,, J k., 



1 
1 

2 ) ~ª~;· 1 m· 
---~c. comp et<>r ~r ... , .i.a prucl12 t ~ _,_ onemos ('Ue demostr..,.r un I:! ~ado similar e 

1 
u resul · n a parte de 1 l. ci6n (I.8). ..2. ener2;ín. potencial de lo. ecua ut 

El -'-' · - oermino directo: 

o= .L. < 1<. 'r'J. I v::: JK1 r'J.> 
""''"' '• 

. .(K.'K. l<J;, w. r» = I C/. 4., .,. í Ji', dr, e_; Y,'. i. 'e 1 .¡...¡_* e.-;f.;,) 

_, - -
1. '2. •. : (/é,-f<!1 j ,Y 

o + 1.1.1 ) e -v-c -r,-Y: .. ) 

V 

( J +- I .J./ "- ) ...J-

' 

+- d.. .¡.t e __ ,. t-:.;, J 

tóm8.ndo: 
• R - j_ < ::;-, + P~) 
) 1 

y utilizando el hecho de 

~~~l]¡JW!:\~~;ct'<~-><;,¡¡~:·"~;~~·>':·c.c·'!!!., ~"'~ .... ~-tll~Efll••··------J """"='-""'~ .. , ... ~ ,~'. 



v-)o - V J;., I /(, I 

se encuentra r:iue: 

o = I C/ ~ [ l! .í, 
. 4.-, 1, J:, 

donde Vf~es la transformade. de. fourier de z..rc ;;) : 

, .. r / E ) __ ( , ... -~· i: ¡ ) 
V '- ) Ci 'l' e ( Ví-?) -·-·-·-· -· --

Y ya que f.>.,'1K~ se "Úiene oue0,J<'+,..~=o 
.Pa..,,. ... '>!:f.o de. ~¡ui' 7i>e: 

O= e .... ) r 
CJJ<. ', K 

El término de intercambio: 

I :: E. .¿ )<,' K~'> I zr,~ I k~ k,) 
. K (O<:) 

, \~ /c¡'I ¡, r (,¡;,J;, e _ _.¡::,t,~,.,. .. •éi'-") 
l. J<, 'k' ~ I V', .,./ k' ::l k1 ) ~ . . t)~d I G'" ... U.-~¡;.) 

.,,· ¡;,_. ;, ~ _/g, :f .. \ - ~ ) '° ... · t<,·.;, ( I -1- J. e .i ~· Y, )" 
e ( t -1-r).. e .Lycr; -r.. \... 



V 

- -e ol. ,X. <2 -.; b' Yo 1- ol_ e.; g. "f'1 

.f-
[o!. -v.e -.: ~· 'i .¡- oJ. e .. : !1· .,., ] 

'?./- C..Y,-i\) 
-, -

.A: ... e !.'i - ,'!j. 

e + 

desaroyando y sustit~yendo: 

J 
R. = i (-?, .¡.. y .. ) 

se encuentra qué: 

1 
lli 

I ..:: C-- -- - ) ~ ', '~.J.. '11 ~ 
Y ya que 1?/,.. 1Ko se ti en? cué: 

. I:::.C--· )ci;1)k. 
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ra' 0;-u::r.ri::ÍR. total de~. n:L;o;t8'.,'1. se obtiene sustituyendo ( II. l) 

en la ecuaci6i1 ( I. 9) y ele esta manera encontramos que: 

)} (o) + _!!_ ,_ fo (¡)(-'¡.) + J} ( i.QJ. 
(1+¡8) . 

{.
-v} Y (1<,- il,_) -_l _L [ v ( k1- ka.+~) 

V ( l +t6) 

es 18. transforr0,,:;i.cl."'. ao fon:r.:i.sT de "1T (r). 
1 

De~>puea de 'LID largo desarrollo,y tomando en cuenta que: 
1 

N-=- r_ CI) = V r_s;:_ ) 
(((oc.) \-'3 7r-:i. 

ko adem6.s: 

(tomando mia esfera 

de feTmi) 

.f} rt-r" 3 - _j_ 
.J_ {( ?"o - .p 
'3 )O 
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donde (r2.dio de ·Bohr) 

se encuentra que: 

-L- ~ ( L')¿) [(JL + Ji!_ ) +-(:.J--~) L 15i!ii (l+f)" \ 'ÍS I O !) t> Q.. . ¡-4_ 

+ Q2 (!-+)l. Qf1]. 
--~------- -------- -------· 

-~ 

i . 
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APm!'DICE III 

Se revisarán algu.nos de los nasos p<:.ra el cálculo de ia. e.:.. 
nergía en la apro:x:imaci6n de Hartree-Fock para la familia I. 

1) La ener,:~í."l. cinética: 

t - L <kJTJI<) 
Klt>C) 

Pi 
(71) 

se nuede de:n.ostrar, dado nue (~);r:> seua.:rable en 
- 1 . k" " (x,y,z) r.ue: 

J 

t = 3 L 2 L < k\' 1 Tx J l<x > 
l<1de>C.) 
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por lo tanto: 

sumando'sobre todos los estados ocuuados se -t;. - . · iene. que: . 

2) "?l t, . J,_ ermino directo: 

D:= 2:. <:'J<, k~ J-v¡~ 1 K1 k~) 
l<i Kloc) 

Nota: 

.,_or ot·::> ... ·o:;i.i··i;e • ' !'.2. '!2-

< k'¡ k' ~ ) V¡., 1 K¡)<.) .· 1To f dr, f ífi<, C 'ñ) j / ~ /-r.)/ 
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por _·¡o ..!.. • .,;;:.:;_-~o, solo 

s.Usti tuyendo en ..D :P d 'uhliz::·.nr''; una regla de suma que se -

ue e encontrar en (8\ la 1 -·-' • cua está dado. por: 

L (;,') (:~)·· ·· ( :: ) G, .• k .. ·····~-
l<, /(,,.. ' •. 1< .... 

Y ~Lle se -:12. a seg;Jir ut:iJ. -; Z"''1rJo e'l .... el - . ···- ·' "º 08 1 . os sJguientes c:5.l 

culo;-J. 
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L 
Vio,_ 

:=- [ 1 + (-1 )")+>o +53 J [/ + c-i/'r.e,+.e,J 
. ' 

mul ti~)lic :·ndo el término se encuentra 

oue: 

__¿_ - 3 



3) "1lt' . ..,_ er:::nno el e · . · in i;erco.m'bio: 

I - f E. <: r, k. Jv;. I 1<,_1<1) 
~ 1 /<'1 {oc) 

~:1ota: 

... -~-----··--
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~ .. --~~~ -.,,~ ---~~-"''~-.r••~--~--~•··---•--~-~"-<>~. ~..,,,..._~--· -.~~-~~r"''~~"'""""'_,-"'W<"<'..,,,.....-'_.,....,. ___ .,_~,.,.........-.... .-..-..,...._~,~ ......... -

se c:·.J.cu).B.: 

f Jx I !//.,(X) J / LJ,~ {;e);: e/ Yx (t.J-S,.ol eJ{t••~,~"" ;¡ 
•¡.' 

~,, i 

"'Ue . ·; 31 se escogo rS}-::;O • -· ' 

sustituyendo 0,1 r ~ • yara X7y,.z s t· e iene que: 
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-·-·-·-··-·---·-~·"''''"'-""'"'"---·---·~~·•~T.•~w~~·~••''~'•V'-•--~·---~·~-,,.........,, ...... ~ . 

.. ·g;;!I· ... : 
'!-: 'Í' 

:...: 

1\PifüDICE IV I~I 
'r.• 1 

·e :rev:i sarán al:o:i_¡nn~ de lon u2.SOf; n:::_ra e1 r.6·_¡ r11J.o de 1a -

en J.~ anroxi.mación rle Hari;ree-Fod: ne·.";~ le. :':'::i.mi~-.:.. 

U2. I. 

('11.) ' ' ('1t) 

(i=).:: ({J' cv 
~ }Klt 

c11) ("') ;_ K.X tJ /f1... 

Lfr- (t.) == Cx e_ I ! + Sr el. cos / x_i_ 

V'f.l r~. 8.lfa. real: 

, ' 
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desarrov:-..ndo v utilizando el hecho de crne: 

I·+· .A.. 'J. 

se tien;; 0u.~: 

dos ocu~J~ulof; ::tB' enG1Jentr::-•. riue la enerp:Ía cinétiG'.1.. 8st~ da.da. 
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l-f 

L'-- J.,, J.''flO dl1" l. · -- . - - ec·1;0: 2 ) 'n t e'_,:,., • . 

11or lo 

r~,,,.......L.;. D ·· --··" ''··· ·,:n:.rcndo en T)B.r2. x' y' z' ,r 'b"' r; end , . 
roa so'b:rc toclos· l º"' ~- . .. ... --- - o .12.c1ena.o la. su 

. ~ .. ,) es v'.'.<':Of'.. OC'l.'18.ÜOS: 
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susti'C1.~y0nrl0 en T ,.,~r ··- . ,,_ , .:c ... -'· "··' ~r' z.' Y -~:urf'.<'J.nclo ·,.,..0.h.·.,..,., ... L 0 , _ .• 

GS•.·:?.nf'"' O"l' r.. "' 1. C'O · ·· ,.., ,Tk.tt.tOS se tieii . . . ··- ~ .'" · ;_; . .J .. os 
.. e r .. e la enerrd"' "'" , . 

recto-·csta' r'"'d . .'-·.c .. "'"·t. termino ai·-
c ic. a por: ... -

3 
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