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l H 'l' H o lJ u e e I o 11 
·---- ..... --------·· .. - ........ . 

La curioGidau del ho111bre por 011tcnc.lor los fenómenos fi-

sico~ en donde lu cravetlad parece jucar un p8pcl detorwinante, 

lo ha wotivado a oloboror loG i::!.1::; dj_vors:rn tcorias. 

l.o.s rn.5r; crntil}UélS; WJ.11 ¡:-;implcu conjeturDs1 corno la debida 

a Arist6teles,en el Gontido do que los cuerpos caen porque su 

lugor n1:itul'.::tl es la 'l'ierra. Los 111.Js 111oclorn.::1G y olaborad;:is son 

teor1' .. 3s m6tric:rn, en éstas, como su nombre lo indlca, os la mf:.. 

trica dol esracio-tiempo la que interviene directamente en las 

ecuaciones que deacriben las observables fisicas en cuestión. 

Cada teoria m6trica difiere dol rosto en la forma en que 

la m¿¡teria determina la coon10trio del csp~.lcio-tiom1io. 

La pri111crn do este tipo de teorino fuá formulado en 191G 

por Alberto l:instein y es conocida con el nombro de lfol.n ti viclod 

General. 

La U~latividad General es una teoría completa, elegante· 

-y-·üütoconsistonte, cuyas predlcciónen· son comi;atiblof:l con los 

expcri1nen tos y observaciones efectuados o la focha, pero no por 

esto -corno oc puede inferir de la cr.mticl.::td cJc nwterü:il publica­

do después ele su aparición- oe tia puesto Ftnto final a las CGP.9. · 

culaciones e intentos por descubrir nuevos cnminos quo ayuden a 

entender loa fen6monos gravitacionales. 

Entre teorfo.s que versan sobro un mismo campo de la fís_i. 

ca y que tienen un alto grado de compatibilidád entre sus pre--

í 
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dicciones y los resultados experimentales, ln que mayor aceptg 

ci6n tiene es aquello en la cual sus postulados son pocos, sen 

cillas y eventualmente verifj.cables de una manera directa, co­

mo os el caso de la Helatividad Especial en donde la constan--

cia de la velocidad de la luz fu6 tomjda en 1905 como postuJ.a-

do y ll0st0riortnonte se comprob6 lo atinado do dicha clecci6n 

corno tal. 

Sin embargo, si el deseo os optar por una de ellas, se 

debe pensar en experimentos decisivos que pongan a prueba la 

esencia misma de la teoria, .o b:i,_E?[l ,r~~.E!~r.ar: la equivalencia de 

~stas en forma similar a lo que hizo Schrodinger al probar que 

su Mecánica Ondulatoria era en el ibndo la mismo que la Mecáni-

ca Matricial do Heisenberg, las cuales en un principio sé pen-

saron .diferentes, 

Afortunadamente para todos aquéllos que estén interesa-

dos en el problema, y deseen de alguna manera contribuir a su 

soluci6n, la Fisica Gravitacional no tiene hoy en dia pruebas 

concluyentes de que la ruta a seguir para la solución de sus 

problemas deba encaminarse forzosamente hacia tal o cual dires;. 

ci6n. 

Es por esta razón que nosotros en este traba~io nos aven 

turamos a explicar por un camino original los tres fenómenos 

conocidos referentes al comportamiento de la luz en el campo 

gravitacional del Sol. 

Los resultados obtenidos son sabidos como ciertos, pero 
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lo m[H.1 importante es que el postulado básico se presta, por lo 

menos en teoria a una comprobación directa. 

~aralelamontc exponemos brevemente la obtenci6n de los 

efectos via Helatividad General, el objeto de esto es permitir 

al lector est.:iblecer una co1ilparaci6n entre el camino seguido 

por nosotros y su ec1uivalonto en Holatividad General.· 

Aunque el prop6sit.n principnl de la t6sis está limitado 

a la explicaci6n de los tres efectos de naturaleza luminosa, 

creemos que es necesario complementar el trabajo agregando al-

go E-;Obre la precesi6n de Nercurio, 

En este 1iroblema hemos optado por dos caminos, ambos 

son modificac.ioneB plausj.bJ.es sobre la Ley dé Gravitación Uni-

versal de Newton. 

En el primor caso se muestra que existe un cambio en la 

orir:m taci6n de la linea de los lipsides de Hercurio, sin embar­

go el corrimiento del perihelio obtenido es contrario a la di-

roc6i6n del movimiento y en magnitud tan solo una pequefia fra~ 

ci6n de la i1recesi6n observada. En el segundo caGo, el resul:­

tado obtenido es correcto, pero a diferencia del anterior, la 

idea empleada no es original, salvo iior un detalle como se ve-

rá m[w adelante, 

.¡ 
1 
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I EL COlfülMIEN'l'O IIAC.:li\. l~L HqJO COMO FEN01·11.l'~ü GHAVI'l'/\.CIONAL 

El corrimiento hacia el rojo de las lineas espectrales de 

luz proveniente de estrellas, en particul::ir c.iel Sol, lo predijo 

por primera ve7. J\lberto Einstein en w10 de los artículos que· pr~ 

=cedieron n la Relatividad General ( Hef.l ). 

A pesar de que dicha predicción se hi~o o principios do 

siglo, no fuó sino hasta : . .'echas recientes cuando se logró su ve­

rificación experimental. 

La dificultad en medir el corrimiento gravitacional es en 

gran p.~rte debida a que existe una velocidad relntiva entre las 

fuentes emisoras y el punto de observación, que trae aparejado 

-por efecto Doppler- un ensanchamiento y desplazamiento de las 

lineas espectrales que excede en magnitud varins vecoo al despl.ª­

zamiento esperado por influencia ¡sravitacional. 

La velocidad que existe entre las fuentes emisoras y la 

Tierra se puede considerar como la composición del movimiento de 

la Tierra alrededor del Sol, movimiento de naturaleza térmica de 

los elementos emisores en la corona solar, y la convecci6n de e.ª 
ses en la atmósfera solar. 

La influencia que ejercen estos fenómenos on las lineas 

espectrales es calculable con relativa sencillez para los dos 

primeros casos, pero no as1 para el tercero en donde se requiere 

de técnicas observacionales niuy delicadas j' rninucioH.:i.s. 

Los problemas mencionados motivaron a Pound y Hebka en 



1958 a pensar en e:xperimen tos terrestres que pudüiran producir 

y dotoctar esto fenómeno, Un afio despuGs, utilizando cofüo pi­

lar del, experimento al efecto Mossbauor, lorsraron su propósito 

detectando el enrojecimiento de luz que oubia tan solo 22.5 m. 

contra el cnrnpo ;ravitncional de la tierl'a (ref. 2). 

Para· obtoner la ecuación de corrimiento, nosotros haro,.. 

mas uso del princi1>io de la conse1·vaci6n do la enorgia y de un 

expcrimonto pensado. 

hira este prop6sito consideremos dl .Sol como unn distr,;!, 

buci6n de masa con simetr1a ecf6rica y montemos en su centro 

un sistcma.ca1'tesiano de reforoncia; siendo o.si, una de las 11 

neas do campo corre en la dirección nefiativa del eje z. 

11.n tes de continuar, queremos !Jacer notar que para un o.Q 

servador en reposo con respecto al Sol, las propiedades del e.§. 

pacio fisico obedecen a la Geometria euclidiana. Lo que esto 

significa se puede resumir do la sic;uiento manera: dos puntos 

marcados on una varilla rigida forman un intervalo. Si a los 

puntos de nuestro espacio loa denotamos como ternas de nOme--

ros, cuyo significado son las coordonadns x1 , x"), X7 en su sen 
l. :; 

tido habitual, y si la diferencia do coord01mdas A x1 , A x2 , 

!:::.. x
3 

de los dos extremos de nuestro intervülo ( fodeyiendiento­

mente de la orientación del mismo y de la localizaci6n do su 

origen) cumplen con la i)ro1>iedad do que la sutna do sus cuadrn­

dos es un invariante, entonces el espacio es euclidiano y el 
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sistema de referencia cartesiano. 

Volviendo al punto que se discutia, pensemos en un ob­

servador a una distanci_'.1 fija del Sol pero lo suficientemente 

afo-Jado dol mimno, para que el campo gravitacional del Sol, 

al11, se pu.eda considerar nulo para todo fin pr.ictico. · 

A esto observador lo denotaremos con la letra I, y con 

el objeto do hacer m6s c~1ciso el desarrollo del trabajo, en 

lo sucesivo nos referiremos a 61 simplemente como l, Y a la 

región del espacio vecina a I, la llamaremos región l. 

Supongamos que on la región I una particula e lomen tal 
t 

de masa m decae en dos fotones do frecuencia v= ~: l si otra 

particula id~ntica a la anterior es transportada desdo la re-

gi6n I basto una cota z , donde se encuentra una superficie 
1 

perfectamente reflectora con normal pnralela n.l eje z (fig, A), 

una ef'ergía. igual a menos m veces ln diferencia de potencial 

cJ> entre el cs1io jo y la región I do potencia~ cero, se pue­

de almacenar en forma de calor o de trabajó mecánico. De aqui, 

que si la :particula, estando en la proxilllidad de lD auporficie 

reflectora, decae en dos fotones; uno directo hacia l y ~tro 

que se refleja perpendicularmente en el espejo sin transferir 

momento a ésto por considerarlo con masa infinita para el caso 

en cuesti6n·; la cantidad de onerr;ia que llcr;arti a I debe sati§ 

facer, por el principio de la.conservación de la energia, la 

ecuación: 

Ahora biem, por haber transmisión continua do luz del _ 
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sol hacia I, pedimos que el mismo nfünero de valles y crestas de 

una onda electromagnética monocrom&tica que sale del sol llegue 

a la reisión I. Entonces, ci consideramos como unidad de tiempo 

al inverso de la frecuencia do la luz· emitida por cierta transj, 

ci6n atómica que ocurr·e en la vecindad de c.:id.3 observádor, se 

infiere de inmed1.ato que los relojes en la vecindad del sol ca­

minan ~ + 1. mlts lento que relojes id(m ticos en la región I JPº!:. ci 
que medida con estos relojes la frecuencia de luz considerada 

es a su emisión en la superficie del sol \) (i+ !il y por (l) igual 

a. la frecuencia de las mismas ondas electromagnéticas en su llQ 

gada a la región I. 

Nosotros ahora 1iostulamos que si la lonc;itud de onda de 

cierta transición atómica en la región I es A , entonces en un 

punto de potencial ~,ésta se ve afectada por el mismo factor 

que la frecuencia, es decir su valor será .>-(1..+ti) . Este postQ 

lado so podr1a poner a prueba si se efectuaran experimentos de 

diracci6n o intorferoraetria muy delicados en puntos de potenci-ª 

les gravitacionales considerablemente distintos. 

Por ejemplo, si se efectuaran a diferentes distancias 

del sol experimentos de difracci6n de li'raunhofer con un laser y 

una rejilla rectangular, se podrian encontrar -si es qua nues--

tro postulodo es cierto- distintos patrones de difracción co-

rrespondientes a las distintas longitudes de onda con que errd.tj, 

ria el laeer dependiendo de su proximidad al sol. 

Si denotamos con c la velocidad de la luz en la regi6n I, 
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podemos deducir, por loa arBumcntos anteriores, quo la veloci­

dad cm un punto de potencial <j> en t6rminos de lns unidades 

de l serl'i.: 

e= ÁÜ-t~:).-V\\+~ .. ) ::.}v(\+~r.\,_= C(h~i.')t. 
Si· suctitutt:1os en esta expresión el valor uel potcncipl obten-

dromos: 

..... (2.) 

Inciden talrnon te no tamoG que en primern aproximación se 

obtiene el inir.;rno resultado al consiclert:tr, con la m~trica de 

Sclrnarzschilcl, la linea de universo de un fotón que ce propaea 

a lo larGo de una linea radial. La M6trica de Schwarzschild 

est~ definida en la expresión siuuiento: 

d":>i= (L- ~<\''\)c}·c\1 1 -v-1.(~·e O.\l>t+ deL\ - Í\- ~)-\~y.1. () 
\ yCL 1 1 \ y(.1. •" ~ 

Para el caso de un fotón quo se mueve sobre una linea 

radial la expresión (?¡) se reduce a: 

o-:: dsi:: (\ - ~)ct.c:\\l. -(\- 2GH)-~ch'l. 
YC.l. YCz. 

-:) e;\ \r - c. ( \ -~) . en - v-c.t 

ya que, 

El t6rmino qua se desprecia, no tiene mayor importancia 

~i.. valuado sobre la superficie del Gol es de orden de 
e 

mnGnitud de un millon6Gimo. 

Considerarnos, a esta altura del trabajo, aproriado pre-

sentar brevemente ln linea de penaamionto DCGuida por Einstein 

en la construcci6n do su tcoria. 

I~inste:Ln busc6 en propiedades i:;eomHricas del esyiacio­

tiemr;o una relación causa-efecto para los fenómenos c;rnvitac:L.9. 

I 



naloo. 

~u idea fue pootular· que el tensor do curvatura do Hio-

man -cuya nulificaci6n o no, i1:>1üicn que el ourmcio- ticmro soa 

11.Dno o curvo- contraido e i¡_;ualado .:1 coro ibci <J ju¡_;ar el _pa--

pal do lo ocuaci6n básica rara la dbacri~ci6n do·loo fon6menos 

Gravitaciorialos en el espacio vacio. 

K. Schwarzschild Lom6 para ci el rroblema do determinar 

la m(Jtrica c1u0 correorondo a un co.mpo· cro.vitacionol central. 

Por arcumentoo de oimotria prob6 quo el tcnoor m6trico funda--

mental de ésto espacio ora diaL;on1Jl y propuso una métrica con 

simctria esférica intleterminndn en dos p;_irllmetroc, l·ara dotar. 

minar dicbor; parámetros recurri6 a las ccuac1onos de Einstein, 

que para 6sto caso particular odmitian coluciGn exacta. 

En re~ionos del universo en donde es v~licia la mAtrica 

de Binkowsld-Lorentz, una Ijf1rticula libre obedece la primerél 

ley de Hewton, que bien so podría afirmar equivale a decir que 

una 1.x:irticula libre r.;icuo léJ. geodésicn del es1)acio-tiomro en 

cuccti6n. 

Einstein propone por analogia con el caso anterior, que 

una particula que v1:.1c;a libro en un ·cs1:acio-tlemr:o curvo si1::;.:1 a 

las e;ood6sicas correspondientes. i\.si miG1rto por .'.'J.no.logia con la 

llelatividad Bspocial en donde la dsL de la linea de universo 

de un fotón ca nula, se propone que para eapacios-ticmpos no 

llanos sig.:i valiendo l<:i misma nsevernción. 

La ds1 do Bchwarzschild dnda por la ocuaci6n o permito 
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encontrar el intervalo de tiempo local <lG.L en funci6n del in­

tervnio de tioriiIJO en el infinito. 01 oo totné\n evcntoo que su­

cedan en el mimno lu¡:;:Jr del espacio fisico entonces ch-:. de::: dcr::. o 

y do ~ tencmoo: 

-· 
c.id¿,i.,c.i(\.-i~~{)c1\1- -=) &~(1-~~JT -:.) v'= -v'(i-·~fL). 

que es la ccuaci6n obtenida anteriormente. 

~legión I 

7 
\ ~ 

\ ~ 
\ Distanctd 
(muy \ 
.i grnnéle \ 

1 \ 

'\-!----/_sol') 
( <, <' 

·------- Sup. reflectora 

(1) fl. ·Einstein; '10!1 the influenco of :r,rnvitntión on tho prQ 

pagntion of liGht''. L.nrir-,len µg__J.J.lY.s:t)s_.,J_')J]..!... 

(2) a. V. Pound rnd r;, /l. ~leblrn; "¡\pp'nrent \·reight of photons". 

Phys. ~lev. Letters,'-1-,337-31+1 (1960). 
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I I l,:.'\_JJ§fL.J:!::ao1L.P.1L1-&J,i_lJ_~ 

Una voz obtenido que la velocidad do la luz depende de 

. la posición, o dicho de otra manera, el aaignor un indice de 

refracción ol espacio vecino al So~nos permite, a trav6s del 

l'rincj_pio do Format, calculnr la defloxiún que experimentan 

rayos de luz provinientes do estrellas lojanas ~l pasai en la 

vecindad del mismo. 

~ara esto, como os usual en la 6p~ica coomAtrica, ros~~ 

veremos la siGuionte ecuación: 

aqui U rer;rooenta la constante crnvitacionnl y H la masn del 

Sol. Sea 

]: J \l. 1. ·de)t' 
( 

G f'\ 'l.. yf + r (d-
i~ Féí) y 

ontoncos si en L, n1iJ.icamos la ecuación de Euler obtenemos: 

.:::.o .. · .... (5) 

l:arn encontrar la constante notnmos que cuando ~. -) oó 

la ecuación del rayo ea: 

X 

Do acuerdo a la ficura ~) 

~ D\ST0..'1\c.\ O.. 

) lv-.\J'f ~'("().~ÓE. 
\ 
\ 

) 
L 

I 
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entonces 

;¡ fa c.cuaciót1 

( 5) se puedo reescribir como : 

intccrando: 

2. Gi f'-\J . - 1 --- ----------
~C2. \¡-lj6.tML-

\ L - t:;."-c"-

deG1ireciondo t~rrninoo que con tengan la expresión 

obtenemos: 

on donde 

fin::ürnon to 

Loe vrdores do e par:i loe cunlcc r se va a inl'inito t>on aqu_Q 

llos que 13:· cisfaccn la ecua~i6n 

entonces 

Q\ ::.. }~-\ (- 1 ~ ~'-\ \ + ~-\ . '"2. ~ t1..\ - D 

· ~e}·) be}-

I 
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entonces 

1~ri· lu fir;ura siguiente so represen ta r;rá ficawente o 1 rosultado 

obtenido 

el 6nculo de deflexi6n es j_¡:;ual a o<.::. ~ G. M . 
. ~CL 

A 
1 

b,. 

i 

Veamos allora lo. defloxi6n do lo. luz en Ifolativido.d Gen.~ 

ral. Faro detcrlllinar la trayec torin do un rayo de luz so puo-

de considerar el carácter corpuscular de la luz y debido a que 

el proccdim:Lenl;o utilizado es semejante al que se utiliza para 

el caso de una particula masiva, conviene analizar en general 

cual es la trayectoria de una ¡wrticula cualquiera de masa m 

en presencia de un campo cravitacional. 

Los ecunc:Lones do :novirnien to de una 11articula so llUeden 

oncontrnr rnccli::lnte una coneraliznci6n apropiada de las ecunciQ 

nos diforoncioles correspondientes al movimiento do unn partí-

ctila libro de fuerzas en Relatividad Especial. En este caao 

las ecuncionoG twn: 

o 



donde P os un pad1metro ;:i lo J.arc;o de la ti·ayectorin. Bn gen.~. 

ral dp es proporcional a ds. En el caso do la luz la constan-

te do proporcionnlidad CG ir;u.Jl D cero. 

La gonoralizaci6n de las ccuacionou nntorloros al caso 

de espacios curvos es: 

Si en estas cuatro ecuaciones se sustituyen los valores 

de T:l cr.ilculados a partir dol tensor métrico fundamental 

de la t116trica proruesü1 por Schwarzschild pélra el espacio vec;!, 

no al .Sol se llc¡;n despuós de ¿;¡J.Gunas simplificaciones matem6-

ticaG a la ecuaci6n: 

....... (A) 

cm donde .u::. ~. E y J aon constantes. ~3ra el caso de la 

luz E = O siendo osi la ecuación anterior se reduce a: 

Si se integrD por arroxi1113cioneG GucoBiv:w la solución 

a sec;unda opro~d1naci6n' expresada en coordenadas rectan{Julnres 

resulta ser 

Lns asintotos se hnllnn to1nando 11 y 11 muy GrDnde compnr1Jda con 

f 
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11 x11 • Asi 

y el pequoüo fmc;ulo entre lno ;is:tn Lo tao eG: 

que coincido con ul re:sultacio obtenido aplicando el yirincipio 

de Fermat. 
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0u1iongarr10B quo r_;c rnrrnda un!) sofíal do rndio doodo la ti_Q 

rra hacio otro cuerpo quo la refleja nuovamontc hacia la tic--

rra. Para calcular el tiempo do ida y vuelta de eata serial PQ 

demos, para simplificar loo cólculou, id6a'liz1.Jr a la tierra y 

nl refloctor fijoG eu el cowpo [\'ravit;ocioriai del Gol. ti.demás, 

como ln diforonci<:I do tiempos entre lo verdfluo1·n Lr;-iy0ctoria y 

la linea recta, dividida entre ul tiempo de la verdadera tra--

yectoria est{1 relocj_mwda con el lingulo do de flexión al cuadrp_ 

do "' 10- 1\ entonces se puede ignor3r J.;:¡ cJoflexi6n de fa luz ..... 
' 

y calcul&lr ol tiempo como si la luz vL'1jnrn en linea recta. 

Pnra el observador 1 el tiempo que tomarli o. la luz ha-

· cor este viaje c;or6: 

T1 :: !:.. \~X 1 l.. ~ 'L 
e (\- ~-\ e 

\. (t\~'-J 
-0.1 

c,'1-

\ ó. x (\, t ZG.'M '\ J c-1-\fx.,_.,,'o,,) 
-l'.\I 

pero el tiempo de l está relDcioniJdo con el tiempo en la tie-

rra de acuerdo a la exproGi6n: 

l~ntonces el tiewpo de viRjo de acuerdo n observadores en la 

\°'( 'i +l.~_\ ct 'X 
) c.,l. '~ X'-+V) 

tierra os: 

-o., 
· Y.~fLH.\b'r 

. ···-.···-·---··--·--o . ---L ·-···-.. -----·-· .. ·-·--···-·---
~1--- ÚT ---- b -------t~f<i ___ ,. ____ , ·· ·· (h 

__ ¡ ____ .~ 
",){)l.. .. ·- ·1;> X 

---·---

I 
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Pnrn obtcx1Gr el tiampo do vü1je de occwrdo él ln teoría 

ele la ilel:1tividad Genernl lrnrernos uso rlo las r:iisn;ns simplifico.-

clones (¡n.:; en el cnso nntorior, Pnrtir"o.1ws dG ln expresión (3) 

escri tn en coord<:n::d~'.s is6tropns .ln cwü tiene la J'ormn; 

qua en nuestro caso se convierte en 

y por lo tn nto 

Pero adem[ts como 

o...,. 

/:, r::. .l - t'-\G, 3=_ ~ ( !L-\- ? ~'""-:::= \ e\ X 
'-"'¡ _l CL\lo,\'r")'- c. \ c.1{X1.-\!J'-¡ 

-c., 
en correspoudencia con l.<1 expresión (6) obton:Lde por noso-

troc. 



Desde mediados del si~lo raoado la Aotronomia doscubri6 

que el perilwlio do hercurio precod.fo './/l¡ 11 11or siclo; do 6otos, 

531 11 GO l1Uedon OXplicnr D biJGO de JJOrt~~rb~1cionOf.O fl'OÜUCidaG lJOr 

cuerpos conocidoD, sin embargo para loG l.¡) 11 l'ostantos no twy ex. 

plicaci6n posible dentro del contexto do la f~oria üravitacio~-

n:ü de Newton. 

Se ha sucerido la in troducci(m de t6r111inoo adiciono les 

en la ley do fuerzas de Newton; pe~o aunque el introducir un 

t6rmino adicional en dicha ley os un arcurnonto 16gico, esto no 

tiene mucha acoptaci6n entre los fisicos. La razón do esto1 co 

que exiaton toorias como la Relatividad Gonora~quo ¡modon ex­

rlicar tal fenómeno sin recurrir D eE>.'1<:> ide::is. 

Nosotros ahora querernos ver qué ti1;0 de curva ciu;ue un 

planeta bajo la influencfa (.jX'D.VitacionDl del fiol., pero suponie}l 

do que la ley de Gravitaci6n Univenwl ele llewton es .válida lo-

calmen te. 

Ucawos lD palnbra locolmcnte: p.::ira oGpecif:icflr que la 

ocu.::icHm de ¡;1ovimiento, que obodccc una p;,irticula que oc desplfl 

za oriGinalrnonto a lo lari.:;o de uno. linea rndi::il os: 

dl.'í T 
o.'[} ::::,_ 1 (y\ 

.Siendo &:. . ol tiem1:0 medido con rolo;jo:::: rd tu ad os a una 

dif;tancio. r del sol, y siendo T (Y) ln ley de fuerzas. 

1~r las ecuaciones deducidas anteriormente. t' . 
>JO SJ.GUe 

¡ 
1 
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que la ecuación de movi1donto do una particula que Be denplaza 

originalmente a lo lorco de una linea radial, de acuerdo a un 

observador on I es: 

~--"-'G.r c\>\1. 
~\l.- yi \\.-t C1·) 

entonces. 

Si en r = e\.), ,\)::.o resolviendo la ecuación diforen 1 ) -

cial lle¡y1111os ¿;¡: 

~-;- ~ 
'íCL 

Do la teoria do orbitas encontramos que la ecuación di-

feroncial que deucribo la trayectoria dol planeta es: 

en donde e os el fmgulo rolar, ,\)..::. ~ ) \_-::. y-18 

resolviendo la ecuación y haciendo uso do otros resultados do 

la teoría de orbitas obtenemos: 

'y--:: ú.l\- E.t) -

( 
Gll-\L \ 

1_.\- E.U!:> ~-r ULL) 8 

nquí 11a 11 es el semieje nwyor do la orbita y . E. su exccntrici-

dad, 

La ecuo.ci6n anterior es unr.l elipse cuya linea do 61isi-

des Giro conforme ¡;ira el ,fogulo polar. 

P;~ra cale u lar el lmc;ulo que precede la Órbita no tornos 

que cuondo ~-\ - e :: o z.~ > •• _ • 
1 

l.V\\\ r en min_:i, 
( 

G.11-1\l. ) 
c.i.L'l > 

'" ·;t 
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que ~a ecuación de movirnionto de una particul<l que IJC doa:plaza 

orj.¡sinaJJnente a lo largo de 11na linoD rad:Lal, do ncuordo a un 

obsorvudor on I r'>. r:~ • 
VL)• 

entonces. 

' ' 

\v\ G. ( . <\l \1. 
\1 e\, -::::. ---- i t- --) ·t y 1- ,l. e,_ 

Bi en r = e<:>, e\> ::. o J reool viendo la ecuación difore.rr 

cial lle¡:;nmos a: 

6N, 
e?~ 

.----

G.f'\ --- -\' 1-
y-ci. 

Do la teoria de orbitaa encontramos que la ecuación di-

forcncial que deacribe la trayectoria del planeta os: 

en donde e es el tmu;ulo rolor, u'° ~ y L-::. y le 
resolviendo la ecuaci6n y haciendo uso do otros resultados de 

la teoria de orbit~s obtenemos: 

dnd. 

LFJ. ecuación anterior es una elipse cuya linc:a de ápsi-

dos gira conforme gira el ~nGulo polar. 

Para calcular el &nGulo que precede la orbita notamos 

que cuondo ~.\ - e =o) Z.\\ J • • • • J 1.Y\\\ r es min_:i, 
( 

Gtt-1\1 ) 
C.'l. L?. . 

I 
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ma, pero esta condición so cumple si 

J 

do aqui que el 5n[julo de procesión por revolución aea icual a 

La procesión observada es G.íl" G. t-.\ 
-¿;:-¡; (1=-i:1) 

lo oLtenidc por nosotros. 

o sea, monos tres veces 

~n vista cie la discrepancia anterior vamos a buscar ahQ 

ra una ley de fuerzas local que nos d6 la precesión observada. 

Utilizando nuevamente resultados conocidos de la teoria 

de ci'rbil;as, se obtiene ql,\o la ecuE1ci6n diferencial que doscri-

be a la trayectoria del planeta os: 

en donde cp representa· el IJotencial por determinar. 

Asi mismo la ecuación diferencial 

tiene por solución 

°' (i-t:.t) 
y~ ~~~~ 

1. .\- é e.o::. (!>.. - '"_( ~~ lj,l (~'\ 
C'Lt. • 

Calculando el .5nfjulo de precesión por revolución en fo,t: 

ma similar a co1110 se biza en el caso anterJor se obtiene que 

este es: ~-~i __ G.t:'_ 
r>C: ( !>. - t:,_\ 

I 
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Lo que rontn ahora es cornprirru· las dos ecuncionc¡:¡ difo-

rencialos anteriores y encontrar as1 a l~n ton ces: 

o 
G; fvl¡ -::i G l t'" L ~>,. "" q, r ·- - + ----- = () 

'C \- c.~'t""-

Uosolvicndo esta ecuación cuadr6tica tonemos: 

e, t'-\ 
y 

·-~ G, ¡!."'l.. 
c_L y-L 

La introducción del t6rrnino .... ~§_'.lit en el iiotcncio'.11 
YLC l.. 

conocido y utilizado en las secciones anteriores no invalida 

los resultados obtenidos anteriormente. l'uosto que son proc_:i, 

.samentc esto tipo de tGrminos loa que ce despreciaron en la 

expansión en cerio do laa exprosionca que aparecieron en di-

. clwr:; secciones. 

11':iJ.tn proucnt:1r nllorn 1;1 forr11:1 en qu<: ln toorl:t do 111 

Helatividad Uoner3l obtiene dicho efecto. 

l'ar;tirer1100 de J.n ccuaci6n dH'ercnc:Lnl _(A). l"'.11.'n cJ. c_p_ 

so do una p.::irticula se tiene que cl<..fo ";/ por ta.nto E ~b pode­

mos normaliznr de tal forma que E=\ :¡ ln ecuaci6n (A.) ce rsi_ 
, 

cscribira corno 

I 
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con 

Do lo ooluci6n de la ocul1ci6n difcroncirü ontorior, oe 

obtiene que la precooi6n ror rovoluc:i6n rornJlta sor: 

(o" G;""" 
.. ----- tal y como es aabido • 

oc} (~-E-.1) 
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