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INTRODUCCION

Un dlgebra de Banach es un dlgebra lineal asociativa que como

egpacio vectorial, es un espacioc de Banach cuya norma satisface la

desigualdad multiplicativa lxyll < ixliyi . Muchos espacios de
Banach que se estudian en Andlisis son al mismo tiempo algebras de
Banach bajo una operacidn multiplicacion. Un buen ejemplo es el
espacio de las funciones absolut.amente integrables con la
convolucién como multiplicacidn. Algunos ejemplos de Andlisis

motivaron a el estudio de espacios de Banach, un interés similar
se despertard en el futuro para las algebras de Banach, ello
depende sin duda de la existencia de apropiadas herramientas
algebraicas , puesto que una gran parte del trabajo de dlgebra se
caracteriza por el estudio de propiedades universales lo cual es
una limitacion en los casos particularmente interesantes en
Andlisis. Son hasta el momento varios los trabajos en los cuales
son tratadas las propiedades adicionales dadas por una operacidn
multiplicacidn sobre un espacio de Banach entre ellos Nagumo con
Einige Adnalytische Untersuchungen in linearen metrischen Ringen vy
Yoshida con On the group embedded in the metrical complete ring,
ambos publicados en 1936 tratan anillos métricos, Von Neumann en
Zur Algebra der Funktionaloperatoren wund Theorie der normalen
Operatoren, Murray y Von Neumann con On rings of operators y Stone
con su articulo Application of the theory of Boolean rings to
general topology proporcionan un fuerte impulso a el estudio de
las algebras de operadores. También Wiener en su articulo
Taubertan theorems y Beurling en Sur les interales de Ffourtier
absolunent convergentes publicados en 1932 y 1938 respectivamente

son los pioneros en cuanto a la exposicidn de ciertas propiedades
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algebraicas de la convolucidn gque son esenciales en algunos
teoremas en andlisis, Gelfand es uno de los fundadores de la
Leoria general de algebras de Banach cuyas primeras ideas sobre
esta aparecieron en su publicacidén On normed rings elaborado en
1039 pero que salid publicado hasta 1941 en la U.R.S.S. La
innovacidn de Gelf'and consistid en el uso sistemdlico de la teoria
elemental de la teoria de ideales para dar una demostracion a el
teorema de Mazur dado a conocer sin prueba en Paris en 1938 en un
articulo llamado Sur lea anneaux lindaires vy  probado por
Gelfand en Normierte RPinge en la U.R.S.8. hacia 1041,
basandose en una generalizacidon de el teorema de Liouville a
funciones de valores vectoriales, Tambien prueba un resultado
que es trascendental en el caso de algebras conmutativas
semisimples con identidad en donde asegura que cada una de estas
algebras es insomorfa a un dlgebra de funciones continuas sobre un
espacio Hausdorff compacto. En ese tGLiempo Gelfand usé esta
teoria para dar una prueba sencilla de el lema de Wiener que dice
que el reciproco de una serie de Fourier absolutamente convergente
es también una serie absolutamente convergente esto lo hizo en
Uber absolut konvergente trigonometrische Relthen und Integrale
(1941), este hecho atrajo la atencidn a las algebras de  Banach,
que f'ué observada como una herramienta prometedora en Andlisis
pero un importante campo de investigacidn en dlgebra. La teoria
de algebras de Banach ha sido desarrollada desde entonces en dos
lineas principales debido a la influencia algebraica y analitica.
El énfasis analitico nos lleva a el estudio de ciertos casos
particulares de algebras que Lienen gran inf'luencia dentro de la
teoria de funciones. La influencia algebraica considera
basicamente aspectos tedricos sobre su estructura encaminados a el
tratamiento lo mas general posible de las relaciones algebraicas
dentro de esta eslructura. Se puede preever aun la influencia
del Andlisis sobre la teoria de algebras de Banach y el desarrolle
tedrico algebraico puede en un futuro ser considerado como una

disciplina independiente.



El trabajo congiste en primer lugar de una introduccidn a la
teoria general de algebras de Banach proporcionando los  conceplos

bdsicos y definiciones que se ilustran con algunos o jemplos.

Un segundo capitulo trata exclusivamente algebras de Banach
conmutativas en €l se introduce el teorema de Gelfand-Mazur que es
una herramienta importante dentro de 1la teceria, particularmente
itil en el andlisis posterior de los ideales maximos y funcionales
lineales multiplicativos de un 3dlgebra de Banach. En este
esquema se analiza el espacio cuyos elementos son los ideales
méximos para proseguir con un tratamiento  sobre divisores
topoldgices de cero para algebras de Banach en general sobre los
campos escalares R vy €, donde para [inalizar la seccidén se
proporciona una caracterizacidn de los divisores topoldgicos de
cero en términos de invertibilidad. Esta presentacidén es
novedosa puesto que hasta el momenloc no se ha hecho su

presentacidn en ninguin trabajo de este caracler.

Un tercer capitulo se dedica a una presentacion de el calculo
funcional sobre algebras de Banach, asi como de una aplicacidn de
este para conbruir la exponencial en algebras de Banach
proporcionando un  principio de construccidon de algunas otras

funciones.
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1.1, CONCEPTOS BASICOS

DEFINICION 1,1i,1: Un i1+ sobre un campo K Cusualmente R &
€) es un espacio vectorial sobre ® dotado de una operacidn
binaria, llamada multiplicacidn de AxA en A tal que

7) x{yz) = (xydz

v xCy+z) = xy +t oxz o (y *2)x = yx +oz2x

it alxy) = (ax)y = xCay)
Xy,z = A a =€,

Se dice que A es conmutativa si ;

Tw) XYy = yX o,

Yy que A es un dlgebra con identidad si existe un elemento & & A
tal que

) PX = X = X

DEFINICION (,1,2,: Un
se llama opoicoics

(x & Ad.
#iasbrs A con una topologia Hausdortt

si las transformaciones ;

) kL) » x t oy

) (X, Y)—— XY

LN X ) —— AN
de AxA - Ay FxA +A respectivamente son continuas.

A la centinuidad de la operacién wii) se le 1ama
cont.inuidad conjunta del producto.

Sea A un algebra topoldgica sobre L. Denotemos por BCA) . ta

familia de todas las vecindades balanceadas del nrlren en A, ..
51 U = 3CAD entonces el origen o = inb{U) y AU = U para cada

JA1D £ 1. La continuidad cohjunha del producto es equivalente «  La
siguiente condicidn ; Para cada Ux e FCA) existe Uﬁ e B3N tal aue
[

2
(49 Uﬁ < U“

Demostracion:

l.a expresion (1) significa que la multiplicacion o
conjunlamente continua en el origen, para demostrar esta
continuidad en todo AxA se procede de la siguiente manera;

Para XYo=& Ay V, = ICA) debemos encontrar un Vﬂ e FCA) i
tal Iorma que si x = xn+Vﬁ,v =y Vr entonces

Xy e x + +V S (x + + Z x +y +y
XY = X, a © % vﬁ%(Yo vﬁ) o Yo 'a

pero esta idltima relacién se cumple cuando Y)V? Vﬁvo+ Vé Vv

Comencemos encontrando un ll{3 con Uﬁ =z U , de la continuidad de la

=1
multiplicacidn escalar hay un » ¢ (0,11 tal que AxO.Xvo = UR Y

. !
seleccione V. yue cumpla ; ATV oz U

g (3 i
. 2 -1 =1 2.2 .

asi XV, + Vv, + VO 2 Ax A TV, + 0 TV A + 27U = 30, = ¥
‘ o'p " Yo T Tp = MM g Yo BT Ta
won lo que se concliuye la prueba,

lay una clasit'icacion de las algebrus topaiozicas que S fuosa
en  considerar las propicdades del espacio fopuinmlcn subyacent e
asi encontramos algebras meétricas Loscar Linein b Convey s,
localmente acot.ula, etla,, cuando gu  esparic snbvacente s
métrico, local-convaxo, local—=acotado, cle,, rew - Livamente,
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DEFINICION 1.1,3,: Un algebra de Banach oz un  algebra
topoldgica la cual tiene por espacio subvacente un espacio de
Banach.

Un algebra de Banach A no  necesariamente  Liene  identidad
multiplicativa (la cual si es que existe la podemos denolar por
&), Si A no Liene identidad podemos sumergirla en un dlgebra de
Banach A  con identidad, de la siguiente {orma

Cada algebra de Banach gque no  tenga  identidad puede  ser
sumergida dentro de un dlgebra de Banach que si Ja fengadicha

dlgebra se construye mediante el procedimiento e anexarle
formalmente tal elemento e. Es  decir, denolemos por Alal
algebra que es la suma directa de A con el campo escalar €, Asi

A’ = XN &8 A v o« 2 D)

con las siguientes operaciones ;
(x,cd + Cy v = (x+y ook
Alx,c0 = (ax ol
(x,adly 1) = Caypaetay+ap),
es {'dacil ver que Ales un algebra normada con identidad = v

norma § (x,00 0 = 4§ x t + |of.

La extensicon A es un espacio completo (puede verse como el
producto cartesiano de dos espacios de Banach) y su multiplicacidn
continua pues para X,y € A 2, = T, se tiene

HOx MOCy w0l = BOwHuxdxy vl = Dl + 1 pxday+xyl €
R S T T T T A P I A R
= CIn] *+ BxB) + Cfpl + Hyld = §Cue + xOH + BCue + v

o
Claramente el dlgebra A = ((x,0) ;: x € AY es una subalgebra
de A isomorfica e isomeliica con A. a Aise le conoce como la

unizacidén de A.

Por esta construccidn el estudio de las algebras de Banach
puede ser reducido sin pérdida de generalidad y elegancia a
considerar unicamente algebras de Banach con identidad.

El siguiente resultado es necesario para la tLeoria a
desarrollar mds adelante.

TEOREMA 1,1,4,: Sea A un adlgebra de Banach entonces existe un
espacio de Banach ¥ Lal que A es isomorfo a una subalgebra cerrada
del dlgebra B(¥) de todos los operadores acolados de % en si mismo
con la norma # T i = sup  Tx I .

fixf=1
Demostracidn:
Hacemos X = A si A tiene identidad, de olro modo ;
A=A o {ne}
asi X es dlgebra de Banach y tiene ideniidad (A es subdlgebr de

K. La transf'ormacidn ynh  ——— BQE) definida por = Tw‘

donde T es el operador multiplicacicon en A, es decir Tﬁy) = Xy

para toda v € A, es un monomorfismo . Es facil comprobar que ;
Tkx+yv = lTx+uTY

T . =TT

para x,vy € A, A ¢ €.
Ademas To= 0« BQA v sz 0 sélo s1 x = 0. Esta primera
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parte muestra que y es isomorlicms olechraico, v wemnida HETH I
que probar que y es homeomoriisa:. para ello basta hacrr ver  gue

Ya morma  {[{x]}] = #T 0 v Ja norea en A son cquivalentos, Por
un lado tenemos
€2 st = 4T 0 = sup bxy: 0 slxasa 0y = fInhsied
~ R ES]

por lo tanto =y Wef 2 Uxt 0 ity k. B seran normas
equivalentes si podemos probar gue el algebra A es completa con la
norma | |{.{]]. En efecl.o la funcion invectiva yA—~—B0#)  dada
por  ywlx) = T\os continua por la designaldad (2. ¥ Ja

Lransformacion inversa y_j;w(A)--4A sera conbinua por <1  teorema
de la funcidn inversa de Banach. si probamos gque (A} es  dlgebra
de Banach, o sea que w(A\) es cerrada en BOGD. Demos {Tw )q ey T
i
en BCA), entonces para v,z = & se Liene:
T, yvz) = T (ylz,
X N

A} T

por la asociatividad del producto. Debido a  que T, T en
B(Y) vy a que la mulbiplicacidn en BGRY  es  conbinua se Liene,
pasando a el limite , gue T(y2) = T(ydz. Tomando y = e tcnenos
TC¢z)=Tedz, donde T(s) = lim Tw () = lim N~ = x .
1) . i 2
”

Asi hemos demostrado que T(v) = T(edx = x 2 = TY (Y9 para

Ltoda x = 27, po lo Ltanto T ¢ ¢(AY vy las normas [jj.};! y 1.5 son
equivalentes.
a
COROLARIO {,1{,5,: Sea A un dlgebra de Banach entonces existe
una norma equivalente a la original en A que satisface las
propiedades 1) dxyll = dixi Hyl
t1) S1 A tiene identidad &, entonces lleil = 1,

Demostracidn:
Proponemos la norma [}{{.{|} del Leorema anterior como la

norma equivalentc gue salisface las propiedades requeridas como se
probard a continuacidn. Sea xyeA v 2 < Bl (la hola unitaria de

A) ,enlonces ;
BT 2ol = T T Czdii £ UT_ i 0T _Czob £ T # KT W fizd £ 0T 0 BT _H,
XY Xy x Y X ¥ x Y

asi HTxyH < ﬂTxN HTyH o bien {}ixvil}y £ {1Ixitt {tivill  para

mostrar la segunda afirmacidén sea = la identidad en A, solo
escribamos [||e} |} :
fHielit = TGl = sup lexi} = sup {ixl} = 1
xl=1 fixfi=1
a




1.2, COMPLEJIFICACTON

Es conveniente desarrollar la Leoria de algebras de Banach
comple jas dado que las algebras sobre el campo real vienen a ser
un caso particular, también nos ahorramos el (tratamiento para
algebras sin identidad pues disponemos de la unizacidn.

Podemos sumergir el dlgebra real A en una cierta dlgebra
compleja normada A. Sea Ap el producto cartesiano AxA en el

cual las operaciones algebraicas son definidas asi;
Para (xyy),Cuvd = AxA v ot = € definimos
(x,y) + Quw) = (xtuy+yd

CetyPlx,y) = Cax—3y ay+pxd

(x,y) C uyw) = (u=—yy xvtyud
entonces A, es un algebra compleja, este conjunto es un espacio de
Banach con la suma y multiplicacidon antes descritas y con la norma
definida por la {drmula ;

J{x,¥)| = sup {lIx cosd® - v sensll + iy cos® + x sen 8l)

donde .l es la norma de A.
La inmersidon x——-{(x.0) de A en A, es un isomorfismo
it

homeomért'ico (real) en vista de las desigualdades .
{(x,00] = sup {ix cosgll + Ix sen 24} = sup Lixi (jeosg| +  isend )}
g =)

= #xl sup {|cosg| * {send|} = dxi 2%

en suma, -

Sdlo nos resta probar que si A es completo con la norma .1l

ontonces A es  completo con la norma definida |.]. Sean
q-

{x >.{y } sucesiones de elementos del dlgebra A, supongamos que
™ ™

{x vy ) es una sucesion de Cauchy en A, entonces para Loda >0
n n 141 _
existe N tal que nm > N satisfacen |{x vy ) - (x ,vm)l { ¢ i.e.
. n n m

ix o= x i &g 2V

" tn
por lo tanto {x > es de Cauchy en A Candlogamente (yn) ez de
n

Cauchy en A), se sigue que existen x.y « A por ser de Banach tal
que {x }———ax Ay by, Af'irmamos que ((xn, Yn)}—-:—»(x.y)
hal n
i.e. gue ¥V 2 D0 3 N’ tal que Vn > N'" 5 | (x v ) - (xw)] < ¢
n n

D

en efecto ;
Hx =Xy ~y) | = sup (I(x =&) coss - (y -y) sengl +

" n - n ™

(24
+ 4{x ~x) send + (y -y) acosoild
N ial
desarraollavemos cada término de la expresidn que se  encuentra

encerrada enbre las llaves v al  final escribinns  la expresion

resultante,
BTN =N) cosA = (y =v) songi =

H !
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= f{x =x +x =X) costi - Ly -y +y -y} sendi
n m m " m m

= H1{dx ~x D+ (x ~xI] cosd ~[(y ~y Ity ~¢)] senel
™ m " n m m
= {{dx =~ D cosd ~ {y -y ) senel + (& =-x ) cos & - (y ~y) sendl
n m n m m m
L Hdx ~-x ) cos8d - (y -y ) senff + (x -x) cosd - {y -y) sengl
n m n m m m

de igual modo
Hy ~y) cosg + (x -x) sendll =
n n

= iy =y +y —=y) cosA + (x -x +tx =x) sentdl
n m m n m m

= H[(v CY. I+(y —y)] coss + [(x X )+(\ —w)]benaﬂ

[}

fCy -y )} cosH + (x X ) sengl} + [(v —v) rosa + (x —x) seng i
n m

1A

HCy ~y ) coso + (x -X ) sengt + d(y -y) cosyg + (x -X) sengl
i m ial m m m

asi la expresion total es
% sup (Mdx =x Jdcost - {y ~y Ddsentiil + iy =y Jcosp + (x -x Jsendll
9 il m T m n m n m
+ (x =NJcosd - vy =yisendi + 1y —-ylacoss + (x -xX)sendil}
m Hit) e m

% osup (Mx =x Jecoss - (v =v Dsendi + 1y =y dcoss + (N =-x Dsendi+
el 41 m ™ m n m

A4
+ 201 =+ 10y =yl
m m
[Cx v d=(x v D + 202" %4x ~xl + 2% %y ~yi)
2l ia} m m m m
=[xy > = Gy O+ 27 P =xi iy =y
[a} ™ m m m

Cerd e 23 b @Y =
por lo tanto 5, es dlgebra  de  Banach, Faltaria probar la

submultiplicatividad de 1o norma, perno este desarrollo es  lavgo v
engorroso patra incluirle agui,
o}
La sigutente proposicion dice gque bajo una cierta condicidn
un algebra compleja que s Algebra  de Banach  real, tambidn es
Alzebra de Banach compleja.

PROPOSTCION t,2,1,: Jea A un dlgebra compleja la cual es  un

algebra real nowooda con (x}, donde la Lransformaciocn Noeemm ey LN
es continua on oo norma, Entonces existe una segunda novma ixd
equivalente a ;o la e A es un dlgebra normada comple ga.

Demostract o

. v .
Definase 4.0 = sup o <) entbonces A es  un  dlgebra normada

3
compleja bajo i cxcepto posiblemente que el elemento tdent idad
no tenga norma igual a 1, esta falla se puede corregir mediante  ana
multiplicacion couveniente. Lo interesante os probar que iz IR
equivalente a (x|, En efecto bastara describir  la cont inuidad
de la Lransformacicn N % il 3 3> 0 constante Lal que

fex) £ s Va oA

se sigue
ix] ¢ ixl o= sup {x cosg + N send)
=)
sup Lfx cogd| + |x sendi}
[



< osup {xt + {ox|)

o
< sup x| + 3ixi?
2]
=[x} (4 + D
de aqui la equivalencia.
=)

ALGEBRAS COCIENTES

Definicidn {,2,2,: Sea A un dlgebra, entonces I = A se dice
gue es un ideal izquierdo (derecho) en A si I es un subespacio
lineal de A tal que xI £ T (Ix 2ID, x = A € A ademas es llamado
ideal bilateral si 1 es simultaneamente izquierdo vy derecho en A.
fIn ideal izquierde (derecho,bilateral) I £ A es propio si I#A , se
dice que I es maximal si cuando J £ A es un ideal en A tal que I&J

ocurre que I = J o J = A, Ademas, I = A se dice que es una
subdlgebra si I es un subespacio lineal tal que xy = T implica
qua xy < I,
Sea A un dlgebra de Banach e I un ideal cerrado. En A/1
intbraducimos la norma || (X} ]} = int ixid donde .1 es la norma en
xeX

A, entonuces tenemos la siguiente
PROPOSICION (,2,3,: A/I es un dlgebra de Banach.

Demostracidn
Probamos de una vez que la [][X|]} = inf lIxl es norma en el
neX

cociente A/I.

L) FHIXTH 2 0 es claro.

") Sea x = C vy X = A/I

PHIAXH L = dnt st = inf M0V = [0 (N
x=X xeX

vie) LUK E Y 2 X Y

En efecto ;
FIiX + Yijf = int fzd = inf Ux + vyl 2 infClixb+iyid
2ezX+Y x=XyeY xeX s veY
= int HUxt + int Uyl = (XD PHIY
x=X yaY

rv)  Es inmediato que {{[[01]]] = 0 , inversamente supongamos
que | ]|X[]] = 0, entonces existe una sucesicn (Yn} en /\\Yn I
YoM, tal qgue Lim it X + Y ¥ =0, Af'irmamos que {Yﬁ) es de

n
n
Cauchy en A. Fn et'ecto al considerar la relacidn ;
HY =Y §i = #X+Y ~X~Y | < 4X+Y ¢ + IX+Y | ———0 cuando nm — —w
n m n m o m

por lo tanto Y ¥ = I por ser [ cerrado.

Ahora bien 49X + YII 2 04X + Y 1+ Y + Yi ———0 cuando

N n

Neme o o 41X ~ ¥ =0 5 X=Y =TI por lo qgue IX) = [0

Ademass los resultados no paran ahi{ pues

o) PUIXY L] = inf tal 2 it txyd
zaXY Kok sy Y
- int' Uxt o dyt o= dnt dxl  inf dylio= LK o THIYHL
NaX Y %X yeY

por iiltimo f'alta probar que es complelo respecto o la norma  asd

(:



def'inida. fea {x } una sucesidn fundamental de clases o sucesidn
n

de Cauchy i.e. 11X =X 1| ——U cuande n.,m »»  entonces
n m
podemos elegir una subsucesion (Xn } tal que la serie
K
DK, - X 111
" b+l 2
converge. Para un elememto X, e X  podemos encontrar x, = X
n
' "2
tal e Ix=-x U €2 X =X
al qu x =%, X =% 1)
ademds para este x, se puede encontrar X, = X tal que
B n
a
fx =x b €2 1IN =X |
2 3 n n
2 3
y asi sucesivamente. Entonces también {(x } es de CQCauchy v por
n
t.anto existe x = A al cual converge. Pero entonces la  sucesidn
{Xn } converge a la clase X que coentiene a x, como (Xn Y  es
15 |5
subsucesidn arbitraria de {X } se sigue que X ——X vy por tanto
n n
AL es completo.
=)
Una observacion importanbte sobre la topologia de A/I ; La

Lransformacidon homeomort'ica de el dlgebra A en A/I con respecto a
un ideal cerrado que es oblenido al asignar a cada elemento x = A
la clase X que lo cont.iene es una transformacidn continua abierta,

Para ello sea V = A una esf'era abierta con centro en el
arigen,

Vo= {x = A; ixl C5)

v sea W la imdgen de V en A/T. Por la def'inicién de norma en el
algebra de las clases residuales AZIL, la imagen  consiste
precisamenbe de las clases X = A/T para las cuales | X | £ & ,por
Jo tanto W es un conjunto abierto en A/L. Dz la misma manera
pademos ver que la imagen de cada estera  abierta en A es  un
conjunto abierto en A/L. Puesto que las esferas abietas forman
un sistema de vecindades en A se sigue que cada conjunto abierto
de A tiene una imdgen abierta en A/I. 0 de otra manera supongase
que C' en A/I es cerrado. Sea G la imdgen inversa completa de C’
v osea X, = (X’) L < M una sucesidn de Cauchy en € con limite x = X

puesto que ;
i) X - Xn i < s —xnﬂ

se tiene que X = Llim X vy por tanto perbenece a C’, pero x = 0 Y
n

n
por lo tanto C es cerrado,



1.3, EJEMPLOS DE ALGEBRAS DE BANACH

Ejemplo L: Sea & un espacio compacto Hausdorft y denote por
C(A) el conjunto de todas las funciones complejas continuas
definidas sobre X. Definimos las operaciones;
£+ 000 = £ () + P (x)
1 2 1 2
O il)(x) = A [1(x)
f £ = £ ) £ OO
t 2 1 2
entonces resulta que CQA) es un algebra conmutativa con  identidad
sobre el campo C.
Por una parte se infliere que cada f = C(A) es acobtada va que

R es compacto y ' continua, de ssta forma es posible definir la
norma de { por

Y Hm = sup frGofs

Nesis
se verif'ica mediante un ejercicio de rutina que 4§ ¢ Hm es en
ef'ecto una norma. CCAY es completo con la norma asi  definida.

Fn efecto;
S1 {f* ) es de Cauchy entonces [ (-1 (| £ He ~p M para
n n m n m a3

cada x = #. Por lo tanto {f' (x)} es una sucesidn de  Cauchy de
”

nimeros complejos para cada x < 7, por lo cual existe

£0x) = Limf® (x)

n
Es necesario mostrar que £ = QX)) y que lim i -~ anm = {,
n .
Dado = > 0 se elige N tal que nm 2 N implica que uf~fnﬂm { ¢
, para x’ & £ existe una vecindad U de x’ tal que IFN(x’)~FN(x)|(a
para ~x = U, Por lo tanto,

PR D= | =

TLIm P (=1 (ORI XD =E GO [ FLIm | G- () |
n N N N N o]

n n

% 3¢
que implica la continuidad de f. Ademas, paran 2 Ny x = ¥ se
f.iene

P (x) = £ = |1 G = Lim £ oo o= L P () = £ (%)
n ial m n m
m m
= lim sup Hf -t
ial mo ()
m
entonces lim " - me = 0 y por Lanto CCA) es completo, De las
n A

n
propiedades del supremo se sigue la  submulbiplicatividad de la
norma



ifgh = sup |[(Pglx)| = sup |FGOExI| £ sup {£GO| g0 |

xeXk xeX xeX
= sup [f(x)| sup|gx)| = lifl lgl
xeX xelk ©
» por tanto C(X) es dlgebra de Banach.
o

Ejemplo 2: Sea LY0,1) el espacio de las funciones
absolutamente integrables sobre el intervalo [0,1], la norma dada
por

1

hos i = I | xCb) | dt
(o]

Por medio del teorema de Fubini es posible mostrar que para

cada dos funciones x(t).,y(t)> que pertenecen a LY'%0.1) con el
producto definido a través de la convolucidn
1

Cxmyd(L) = j x(L-3)y(s) ds 0<t<1
o
donde x{(t-3)=0 si sdt. Se tiene que x*y existe para toda t vy
ademds pertenece a L%0.1, esta operacidén es asociativa,

bilineal y la sustitucidn de s por t-s muestra que también es
conmutativa. Ademds , basandose unicamente en el teorema

de Fubini se tiene ;

i 1
by 1= [ | [ xct-s> vesd ds] at
o [o]
1 1
< I { J l x(b—s)' | YCS)‘ ds } dt
(o) o

a I ‘{ I 1] xCb-s) | dt } y(s) ds
T

| xct> | dt } y(s) ds
[e]

1 1
s | x| a] | v |ds
o o
=0 x byl
Por lo tanto la convolucidn es continua respecto a ambos factores.

La completez de L'1€01> es conocida y es un resultado de
Andlisis Funcional. o]

Ejemplo 3: Sea X un espacio de Banach, denote por L(RXR) el
conjunto de las transfomaciones lineales de X en si mismo, se
def'inen la multiplicacidn en este esgpacio a través de la
composicién usual de las transformaciones lineales, afirmamos que

Y



Sean S y T elementos de LCA) vy x = 2, Ent.onces ;
(S o TH(XDH < (SH BTG £ 84S #Th dxt s e X
tomando ¥ ¢ X tal que lixil # 0 se tiene § S o T (x/lUxD £ 0S6 M
por lo tanto # S-T % # USK #TH,
Ahora mostraremos que L7 7)) es  completo. Sea (S )y de

n
Cauchy en LGZA), entonces para cada £ ) U, existe un N tal que
I!Sn-Smll { ¢ para n.m > N. Por lo tanto, si x < X, entonces
tenemos 1S (x)=~5 (O £ #S =5 1 dixit ¢ ¢ Ux#h i.e. (S (DY es de
n m n m n

Cauchy, para cada x £ %, y por lo tantu converge a un  elemento

Sx) € A,
De la relacidn Sh(x+v) = Sn(x) + Sn(y) se deduce en el paso &

el limite gque S(x*+y) = S(x) + S(y).andlogamente S(rx) = AS(x), se
demuestra asi que § es lineal. Finalmente de 95Sn—Smil £ £ para
nm 2 N se deduce que NSn(x)-—Sm(x)ll = £ st asi que
IS = (lISNII + > Ixi lo cual prxleLa que S es continua y por lo
tanto estd en L(ZX), ademds IS -~ Sr)ii 2 ¢ paran -2 N de donde se
infiere que la sucesidn {Sn} converge a 8§ en L7 A,

o LG AY es algebra de Banach,

=)
Ejemple 4: Sea BVIO,1] el  espacio de todas las
f'unciones complejas de variacidn acolada scbre [0,11 v nulas en 0
que ademds son continuas por la izquierda sobre (0.,1). Con las

operaciones de adicidn ., multiplicacidn ¢y multiplicacion por
escalares puntual se tiene que BVI0,1} es un dlgebra.

Probaremos que BVIO 1] es un espacio de Banach con  la
norma If# = sup { v{(p); p part.icidn de o1 donde

vip) = E }F(.\'x_) - t‘(x"_t)l

f -

que esta def'inida pues si ' es de variacion acotada entonces el
conjunto (vr(n);p < P{O.11} es acotado. Para mostrar que BY{(,11]

es un espacio de Banach recordaremos un resultado c¢ldsico de

espacios de Banach ; "Si # es un espacio lineal normado entonces ¥
es un espacio de Banach sii para cada sucesion {f } Je vectores en
n

A la c:ondic:idnz it < w implica la  convergencia de zi‘n. "
n
n n

para ello refierase CONWAY "A course in funct.ional analysis',
Suponga que {y } es una sucesion Je funciones en BVI0,1] Lal

gque z llz(ln!l.l <oy

n

Puesto que |y (L] 2 {y (Ld=p (OX] + [y (1D~ XL |5 thy H para
n (A} n N " n v

(Al

t o« [01], se sigue que 2:/: (L)  converge absolutamente y
kal

By
unit'ormemente a la  funcidon  »  def'inida  sobre eof {(01) Es
inmediato que »(0) = 0 y que » es conbinua por Lo izguierda  sobre
«0,1).

10



36lo resta probar que y es de variacidn acotada y que

N
Lim i! o= z‘jln “ v =0
n ey

En efecto sea 0 = t (4t (... &b = 1 alguna
o 1 ket

{0,1] entonces;

|4

oo

tz0 L=0 n=1t n=1

k o
D N
Lz n=t

n=i{ L=0
sy |
n=1t

per lo tanto yw es de variacidn acotada i.e. y
Ademas mediante la desigualdad :
[y
) bad 3 =
lv-Ev |
n=1

fe N N

particidn de

k 0
>yt o= e =y ’ Yow ct D - 2‘%“3[

wo= BVIOL].

sup2 |G - Y D= = Yy |

L=0 n=t nzt
k w© m .

s supy ‘ PEASIEIRD) RUSY
Lz nxk«+t NN+t

k 0
% sup 2 z l wn(LU{) - wn(LL)|

L= NN+t

) 1%
w (L - (L
= Sup z 2 ! pn( L*l) pr\( \) l

NENtL L= O
0] k
& 5 P BT
- z sup 2 | ’Pn('l|n) In L)!
TN+ L =0

1



NaN+L
@8 cierta para cada particidon de [01] y cada N asi que en el

N
proceso de limite, N —> <« se Liene n W= 21p

0

entonces y = z w_oen la norma de BV{0,11 y por lo tanto es

n<t
completo.
Afirmamos que Hi'gh £ #Ll  digih . En efeclbo, puesto que
hv v v
itgh = sup {v_ (plp « PO
v fg
|5
con VF(D) = sup {Z] F(LL)g(LL) - t(Lvi)g(th)i} sumando un
vzt

cero de la forma F(t.)g(hi) - F(LL)gCL,) y usando la desigualdad
13 L

del tridngulo.
|4

= s N QA fedl -
Vpg = SUP {Z | PO st = st D) }
i=1
¥
+ (L, POt - f
Y BRI IR Y
1=t
S oupd Nigh *+aen gl
. v AL
=2 it dgl
v .
se sigue que HPgHV < 2 4l Ngh lo cual prueba la continuidad de

el producto.
=]

Ejemplo 5: Sea f el espacio de las funciones complejas de

variable real que pueden ser desarrolladas en una serie
Lrigonomélrica absolutamente convergente con la norma dada por
0 [a5]
izl = ” z c exp(tnt)” = E je |
n n
n==m n="w
la serie en nue se escribe z = 2z2(L) un elemento de  este

espacio estd unicamente deteminada porque =i multiplica con  la
operacion convolucion por la izguierda a exp(-.kt) se tiene ;

0
expl-1kt) % 2(L) =z o oexpiin=kit)
n
L3Rl 13

puesto  que  la convergencia es absolut.a vy uniforme entonces;

12



n ] n
J‘ pcre i gy =
-1 n

n 0 si n#k
donde J el("—k)b dt. = n
- e, J dt si n =Kk

de donde se infiere que ;¢ = 1 [ z(L) =

T —
21t

-kt dat

por lo tanto es udnica la representacion a través de una
i.e. los coeficientes estan dados en forma iinica.
Ademas si

X = Y a exp Gkt = F vy = Y b explijt) = F
k ¥

serie

entonces también tenemos que z(L) = x(LIy(L) = F, puesto que el
producto de las series absolutamente convergentes escritas

anteriormente es también una serie absolutamente convergente
[RV]

Z ¢ explint)
n

n= =
"o U
donde ¢ =z a_b.=§:a b
n k J n-y
K+ =2n ] ==
mas aun se Liene yue
[s] ow o)
| = “
Wzl = z te | = z z Iahjlih”
n=—rmw nz"m =T
0 ®

=5 { T i)

Jj=-m n=—o

0 2]
- = |
=3 la,l 2 b = txi iyl
fz=m0 |z =
por tanto la multiplicacidén es continua en la norma de F
respecte a2 ambos aclores. (F es un algebra de Banach
elemento unitario «(L) = 1),

oon
con



s

1.4, INVERTIBILIDAD Y CASI-INVERTIBILIDAD

En esta parte nns ocuparemos de analizar con detalle las
nociones de invertibilidad v casi~inverlibilidad en algebras de
Banach. Comenzaremos def'iniendo dichos concept.os,

DEFINICION {,4,1: Sea A un dlgebra compleja normada con
ident.idad, diremos que un elemento r = A es invertible (o regular)
izquierdo (derecho) si existe otro elemento s 2 A tal que sr = =)
(rg = &), al elemento s lo llamaremos inverso izquierdo {(derecho)
de r.

Cuando un elemento sea simultaneamente invertible por la
izquierda vy derecha simplemente diremos que es invertible en A en
cuyo caso las inversas izquierda vy derecha coinciden y son un
elemento iunico, el inverso de r,

Denot.ese por

G = {x | x es invertible izquierdo}

G = A{x | x es invertible derecho}
entonces

G =G n GJ = {x |{x es invertible}
resulta ser un grupo multiplicativo. Sin  embargo no tLodo
elemento de A es invertible lateral asi darewmos un nombre a los
elementos restantes.
DEFINICION 1,4,.2,: Si un elemenbto no es invertible  izquierdo
(derecho) entonces serd llamado sxnwular izquierdo Cderecho).
Analogamente

v . . .
S = {x |x es singular izquierdo)
S = {x |x es singular derecho}

asy § = SL U Sd dicho de obra manera x es singular si al  menos
le falla algin inverso. Una observacidn que es bueno recalcar es
que ua elemento de un dlgebra real A es invertible sii es
invertible en la complejificacion del dlgebra.

Fstableceremos una propiedad importante de la norma en
cualquier dlgebra normada que nace de la pregunta sobre la
existencia de

Lim # x™ g¥"

n
y que proporciona un resultado basico en el estudio de algebras de
Banach que estd ligado con la existencia de elementos invertibles,
PROPOSICION (,4,3, : El limite

Lim 0 X" g™

n
existe para cada ¥ & A vy cumple las sizuientes propiedades .

1) pCx) = inf gx"gt"
ved U0 s wOx) g oix
L) wlay) = fad Uxl

i

vu)  plxyd = ulyx) vy ademas w(x"y = u(x)k k <« N
D] S1 XY T yx entonces pixy) £ w(x) ply)
wlxty) 4 pdx) *ou(y)

14



Demostracicn :

Iniciemos la prueba denotando por » = inf Ax"4¥" y
mostraremos que
p o= lim gxMptn
"
Para £ > 0 elegimos m = M tal que Ix™i"™ < v + ¢, Para n
arbitraria podemos escribir n = pm + q con 0 £ q £ wm~1 asi ;
bR = g PRy
< x™ 4Py x o grn
mp.n »
“ {u x } s pdn
ESN OIS USRI I R
donde (pm)/n —— { ; q/n —— 0 por bLanto
n n
1im sup I x™42" 2 v + ¢,
n
Puesto que ¢ > 0 es arbitraria y v < § x™¥" Y n e N,

tenemos que

Lim sup # <" £ % lim inf
n n
i " “ 1N

‘l/h “ ‘\_.".”1/(\

y asi existe dicholimite y ademas lim
n
Para probar ¢ sdlo es necesario apelar a la propiedad
multiplicativa de la norma ;

0D & u(x) € Lim 4 Mt

n
puesto que es limite de una sucesidn no negativa, ademas

10
pCx) = inf 1 ™" £ int { b ox Hn} < x|

n n
Demost.raremos tii{ a continuacion ;
Sea x e A, a = €
v ngis/n
vix) = Lim I Ca O 0
n
. 1. 1.
= Lim (™" 00 ™"
n
- n il n
= {a] Lim 0 x0
n
= Jal| v{x)

Ahora se demuestra v,

1N
|

Lim 1 (xy)"i

3}

Xv)

15



= lim BCxy)Cxyd. .. (xydN/"

n

= 1im I xCyxdCyxd. .. Cydy it ™
8l

n-1 1 n
= 1im I & (yx) y 0
n

< lim b ox YT gicy ™M oy gt
n

L/ n t./n
| -

pero lim i x |
n

1im 0 vy 1 = { de aqui se tiene que ;
n

= 1im i vy YT = Ly
at
la otra desigualdad es simétrica.

La igualdad " = 0¥ k = 8 se obtiene inmediatamente.

En efecto ;

(™ = 1im a1

n

= Lim HCx™M*tn

n

|5
= lim { il x“nl/”}
n

ke
= { tim 0 & wtn } = wGoF
n )

Para probar v, suponemos que xy = yx y probaremos
vixy) £ v vwiy).
Asi, pCxyd = lim i Cxyd™it ™
n

= 1im § (xy)Cxy)...Cxyd '™

n

= lim 1 xCyxdCyx). .. Cyxdy 147"
n

= Lim | xCxyd{yx)...{yx)y e
n

1rn
]

L1im 0 (xx)Cyydx. .. (yxXdy

r

[

= Iim &2y PxCyx)Cyx). .. Cysox v
n
= Lim b 230y, .. ydy B
L)
= Lim | ¥ (xy®Cyxd. . Cyody 1P
1A}

= Lim # (x"00viyIx. . Cyx)dy hron

1

{4H

que



= fim { x3y3x(yx)...(yx)y prom
n

Lim 1 7y ey, .. Geynt™ =

= ..
n

= lim 0 syt
n
€ Lim 4 ™Y Lim 0 oyt = wlx) wly)
n n
la segunda parte tiene mayor dificultad, demostraremos que
plxty) = plx) + iy

donde x e y conmulan, para hacer la prueba elegimos dos reales
tales que o > vi(x) ; 2 > v(yd.

o
Sea a =ca'x vy b=p'y entonces
n
I (xR Y = | 2 Py oo g rsn
| Lr ) xy
i
k=0

n

k=za
para cada n elijamos enteros n
.

- rnn ) i _ IV S s
= {Z Lk j o= g ean e }

'y n" Lales que

n’ + "
13 1
fla™ 4 ap”™ o=

= n y
§o= max 0 a1 by
" 0fkSn
" N et ! " 11
entonces 1(x + y) £ { E [:) P e F LA T R S }
k=0

? “ Ln
={ Cectd™ Q70 0 BT }

H "
Co + > 4 A" Y 4 p™ Y™ para toda n.

Hasta aqui lo inico que hemos hecho ha sido acotar a w(x + ¢}, vy
necesitamos acobar a el miembro derecho de
vx) + "uly).

la  desigualdad  por

Ahora se elige una sucesidn { n } tal que
n

“m
nl

5 = lim exista,
[135 44 V] n
m

& asi elegido es limite de los cocientes n’/n  por ello queda
m m
unicamente determinada la eleccidn de

n' para qgue n =n’+n; se
m m m
Liene Lambién que
" y n( m )
n’ +n''n n n n
{ = m m_m + m As1 m m
n n n n n
m m m m ™m
por elle la sucesidn que converge a & esta acolada por t, vy se

17



observa que

n
1im —0= 1-§
m n
m
Podemos observar ademds que 0 £ & £ {1 pues los terminos son

cocient.es de positivos y tales que n: < n.

Ahora analicemos los posibles valores que puede tomar &
supongamos que § # 0 entonces necesariamente n’—— o Y
m m

tendremos
1
o o | = f] 0 1" et
m m

J

esta dltima desigualdad es inmediata de la eleccidén de a, como se

desglosa a continuacidn ; wva) = u( a—ix ) = Ia_1] v(x) con
a > vx) asi que v@@) (1 vy S e [0,1].
Si 6 = 0 entonces
n ’ 1 n hr'ﬂ/nm
lim sup [a ™ u " £ lim b oa =1
m m

de cualquier manera en ambos casos tenemos ;

4

[T
[N

"
lim sup ” a™ "

mediante un argumento andlogo se obtiene
1 /n
" / m

Lim sup n bnm "

N

1v

de donde, v{xty)<a + 4 ademds esto es vdlido para toda a > () y
toda I > viy), y se inf'iere la desigualdad
vlxty) € v(x) + vly)

o
Si A es conmutativa entonces se tiene por la propiedad v que
v es una seminorma i.e. v(x) se puede anular sin que x sea
necesariamente cero, esto nos lleva a considerar a el conjunto de

elementos del dlgebra sobre los cuales se anula » , al cual
denot.aremos en adelante por #, en el caso en que & = {0} tenemos
upna norma en A, y nos podemos preguntar ¢, Cudndo coinciden v(x) Y
I x i ?, esto se responde con el siguiente

LEMA 1,4,.4, : Sea x e A, entonces v(x) coincide con | x # sii
IxZ = lxhZ

Demostracidn :

Supongamos que v(x) = lxl entonces 12l = px® = vlxd)%=  Ixi?
por el resultado anterior, de ahi que la condicién es necesaria.
Ahora supongase que | XX = 1 x Hz,para toda x e A tenemos

k k
mediante un proceso iterativo | o= ox 12 v k por

ky 1 k
consiguiente v(x)=lim “ x ? I < =1 x I,
k

jo

18



Seria conveniente dar una definicidn formal para el conjunto
A4 , congidere ;
DEFINICION {.4.8, : Un elemento x en un dlgebra normada tal
que v(x) = 0 es llamado topologicamente nilpotente.
¥ = {x| x es topologicamente nilpotente }
Observamos que todo elemento nilpotente es topologicamente
nilpot.ente , ya gue si x es nilpotente enlonces habrda unm e N tal

que x™ = 0 asi

Limt x™Y™ = 1im 6 <™ = Limon 0 XM = bim o n 0 V" =0
n t L4
el inverso no vale como se vera en un ejemple del capitulo 2 de
esta tesis.

Consideremos el algebra de Banach € en donde ¢ = { vy la serie

2(1—«)k converge absoluLamente para x = £ tales gue {i-v} < 1

k=0 .
- 0
ademds el valor al que converze es 2 q-xob = b 2l L.
e~ T : 1-CL-x) X

=0
sigue que X es invertible y el inverso de x esta dado por

[AV]
<t = 2 (1-x>*
L zD

esta construccidn se hace para algebras de Banach en general en el
siguiente ;

LEMA 1,4,6, :Si A es un dlgebra de Banach entonces cada
elemento r ¢ A tal que %(9—r) {1 es invertible y su inverso esta

dado por la serie r™'= z Camrd¥,
k=o

Demostracidn :

Supongamos que v(e-r) <1 , o sea lim | Co=rd™IY" = o4 ¢ 1
n

por lo tanto existen 3 ¢ 1 y N = M tales que ¢ < " ¢

para n > N y cowmo z 3" converge entonces se sigue que
n
] n
E 1€¢e=r"Il converge. Sea ¥ = E (=3 | entonces si n > m
tal
nzol) k=0
n m n .
t - |8 - ko Lk
.enemos Comrd” = ) Comr) ‘ = Coa=r)
! §
k=0 bzo kznet
lal
NI » 0
Panet o
- ¥
cuando nwm -—= o y por tanto (Y ) converge a it z Comr )7,
[a}
Y

1y



-1 .
Ahora mostraremos que r° es el inverso
®

rrl=r 4+ z r(o=r)*

k=t
a o

= r + Z(r—e)(é—r)k + 2 Comr)*
k=t k=1

w
= r + }:(@--P)k - z(_e'---r)k+1
k=1

de igual manera se prueba que r’r = 2,

-

COROLARIO 1,4,7, : Si t =~r | { { entonces r es invertible.

Demostracidn :

Tenemos que vix) € ¥ x i, por lo tanto v(e-r> { 1 ¥y por el
t.eorema anterior vemos que r es invertible.

a

Como se sabe, un dlgebra de Banach posee una doble
est,ructura, vy hasta el momento solo se han analizado propiedades
algebraicas, asi que nos preguntamos sobre las propiedades

topoldgicas de los elementos invertibles.

TEOREMA 1,4,8, : Sea A un dlgebra de Banach v r = A
invertible izqguierdeo (derecho) con inverso izgﬂierdo (derecho) s,
entonces cada x 2 A tal que ldr—-xt < 1 sf Tes también regular
izquierdo (derecho). Por lo tanto se Liene que cada uno de los
con juntos GL, Ga y G son abiertos,

Demostracicn :
Puesto que lle-sxii = Hslr=x)1 £ sl lr-x |, la condicidn

Hr-xtt < #st™  implica ;

he-sxll < Hsl Ust™t = 1
de donde se concluye que sx es invertible izquierdo y de la
def'inicidn se sabe que existe un elemento t=A tal que t(sxd=e , si
asociamos de obra f'orma se obtiene (ts)ix=e , lo cual implica que x

es también invertible izquierdo y la prueba concluye.
o

TEQREMA £.4,9, : Fara cada dlgebra normada con  identidad
la fransf'ormacicn r » "' es un homeomorfismo de G en G.
Demostracidn :

[}

St
» s

Es suf'iciente con probar que la transf'ormacidn r

. - . -1 -1
continua. Supongamos que r, r+th = G y sea {r+h) = r +h
entonces nuestra tarea serd mostbrar que si hl es pequeila entonces

;o , . - -1
Lambién H~l es pequefin, va yue « = (p %R)(r+h) = etr’ Thbhrdhh,

-1 , . . C T " :
apntonces Lenemos @ 4+ kp o4+ aho= 0, ahora si omulbiplicamos por

. . - -1
la derecha al elemento ¢! obtenemos 4 = -r Yar YT, Por 1o

tanto 4 b 2 2R+ o s g o oo Yy



1y ¢ 1 entonces Ikl = Rl A drtt < artZ WAl

R A S Y B Tl PPN TN BT

Si Al lir

PR I

por lo tanto Ly —_
t=UAl ety

considerese ¢ > 0 tal que 0 € ¢ < iir''n elijase & = 5//2np“u2
entonces para Ikl ¢ & obtenemos ihl tr"' < & 1r"M ¢ 1/2. Por
1o tanto, ki < 2 Ir %Al ¢ 2 4r % 8 = 2, va que £ > 0 es

arbitrario, se sigue que la transf'ormacidn en cuestidn es continua
lo cual concluye la prueba.
a

Podemos proporcionar ahora un resultado que nos ayude a
clasif'icar a los elementos de &4 i.e. a los topologicamente
nilpotentes.

PROPOSICION £,4,10, : Sea A un dlgebra de Banach con
ident.idad =. Si x « A es topologicamente nilpotente entonces X
es singular,

Demostracidn :

En efecto, supongamos que x as invertible entonces
t=1 e i =4 ™"
. - -1 R o
= 0 GeHY kMY < THMY 1 MYY para Loda n o= N,

simplemente considerando el proceso de limite tenemos ;
1 £ Lim HOXHHYT ™Y g kTt Lim o ax"et0
n n

lo cual contradice el hecho que ;

.

NN
[

it

lim
™

por lo tanto x tiene que ser singular.
]

Sin embargo el reciproco de la afirmacidn anterior no es
cierto como lo muestra el siguiente ;

Ejemplo {,4,11,:

Considere el espacio de Banach CC0O11D> con la norma del

supremo
B = sup (£ para f* = CCLO,LD
x e {0,11
-2x+1 0 <« x = (72
Defina fix) = ., euya grafiica
2x-1 172 £ x =1

aparece a continuacidn.

A



Est.a funcidn es continua pero no es invertible. Ademas, ya
1/n
que £7CO) =1 YV n.a=M se tiene que {H F"M} = {1 vy por

lo tanto f no es nilpotente.
Recordemos que si A es un dlgebra de Banach sin identidad

, -~
entonces tLenemos un mecanismo para agregarsela. Sea A su

unizacidn. Supongase que el elemento (s-x)eA”, con xeA Yy que

(2-x) es invertible en A", entonces el inverso (e-x3"! es de la
{'orma
(a~y), con ye=A.
Lo anterior significa que (e~-x)(e-y)==,

Por lo tanto s=e(e-y)-x(s-y)=a-y-x+xy con N, ysA. con  lo
cual obtenemos que
1) xty-xy=(.

Asi para que (e-x), con x<A. sea invertible se necesita que
exista y=A Lal que se cumple (1).

DEFINICION (,4,12, : Sea n:AxA
n{x,yl)=xty-xy para x.y & A.

DEFINICION 1,4,13, : Sea A un dlgebra de Banach sin identidad
y xeA un elemento, x es casi-invertible izguierdo si existe un
elemento v = A llamado su casi-inverso, tal que plx.y) = 0,

(De igual manera se define casi-invert.ible derecho, si es
simultaneamente casi-invertible izquierdo y derecho entonces se

» A definido por

dice simplemente que es casi-invertible),

En tal caso se tiene nix,y) = 80 = pyx), a vy se le lilama
casi-inverso y se le denota por x .
Si AT = A o {ae) es posible definir la t.ranst'ormacion
T; Ar— AT
T(x) = o-x
a n regularmente se le denota por () i.e. plxy) = x o

observese que la multiplicacidn () es transformada por T en 1a
multiplicacidn usual
TChlx,vd) = Tlxsvy)
= @ = Xay = 2 - N— y + Ny
= 5 = X - y(s~x) = (s=x) (a-y)
= T(x) TCy)

L.a transformacidén T lleva a el conjunto de los elementos

casi~inverbLibles de A en el conjunto de los elementos invertibles

A7 invectivamente, Por ello se sigue gque el conjunto  de los
elementos casi-inverbibles es un grupo con prespecto a la operacion
“ La wnidad de este grupo es el cero e A,
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Nuestra tarea consiste en este momento en
proporcionar algunos criterios para localizar facilmente algunos
elementos casi-invertibles,

LEMA 1,4,14, : Sea xeA tal que v(x){l, x es casi-invertible vy

[a4]
N o= - Z x"
N1
Demostracidn :
Similarmente con la prueba del lema 1.4.6. se ve que la

sucesicn
"
vy = { y x*}
n
k=1 n
Ay
es convergente a y=Z:¥ en A. Por lo tanto se tiene
k=1
1
XY =¥ oxo= - SN
n n /
k=t
et n+q
= - } xL = X - E N
foz2 Lz
=yx +Y n = M,
n+t
Pasando a el limite se obtiene xy =yx = x + vy , asi
n{x,yd = nlyxd = 0

por lo tanto x es casi-invertible y ademds y = x’.

a
Los elementos casi-invertibles como conjunto poseen la
propiedad de ser un conjunto abierto como se muestra en el
siguiente resullado.

TEOREMA 1,4,18, : El conjunto de todos los elementos
cagi~invertibles de un dlgebra de Banach A es abiert.o,

Demostracicn

Sea AT = A & (A&, Si x es un elemento casi-invertible de
A, entonces existe x° = A con la propiedad pn(x",x) = 0, ahora

bien, para y = A se Liene
XTe oy = plx”y)
= xHy-x"y = xt y - %7y =x"x
= x"*+ y -x"y - 35(x")
= x4+ y - X'y =x"=x + % ¥

=y - x~xXy+t x'x = (e=x"Iy=x)
2N consecuencia



x™e vyl € e = x" 8 dly - xi

asi que para elementos y tales gue lly - xil £ L se sigue

e = x4

de inmediato 1(x’"- v) £ Ix"e vif £ e = x"4 Ny = xil < { . por el
lema anterior es casi-invertible para t.ales elementos y. De aqui

<

se infiere que existe un z « A tal que z -« x - ¥ = 0, por ello

cada elemento y es casi-inverlible izquierdo. Mediante un

argumento similar es posible probar que los elementos que

satisfacen la desigualdad fy - x¥ = U S i.e. los elementos vy
o —~ x" U

. 1 -
que distan de x en menos de ——— son también

fe - x°1
casi~invertibles derechos, i.e. se tiene la existencia de una
vecindad de x consistente de elementos casi-invertibles lo cual
Justif'ica el teorema.
a
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1.8, EL ESPECTRO

Una nocidn fundamental en la teoria de algebras de Banach es
la de espectro. Si A es un 4dlgebra de Banach compleja con
identidad e, entonces se define el especitro de un elemento x e A
como el conjunto de A € € tales que Aie-x C(algunos autores
consideran x-\Ae) es no invertible o singular en A, ya que es
conveniente extender esta definicidn a las algebras de Banach sin
identidad, entonces hacemos la siguiente consideracidn. Sea A\=0,
ent.onces A/NOQe-x) = o=(4/N)dx por lo tanto tenemos que by
estd en el espectro de x si y sélo si (1/\)x es casi-singular, lo
cual seria una buena definicidn de espectro en general.

Ademds cero esta en el espectro de x si v sélo si %X es no
invertible. Toda esta discusidén se formaliza en la siguiente ;

DEFINICION {,5,14, : Sea A un dlgebra compleja y x algin
elemento en A. Entonces el espectro de x en A, denotado por o(x)
es el conjunto de A € €, A # 0, tales que (1/A)x es casi-singular,
e incluye al cero si x es singular. Asi, si A no tiene identidad
entonces 0 € o(x) para toda x € A. Observamos de nuevo si A
tiene identidad e, entonces

olx) = {N € €} \e-x es no invertible en A ).

Observe que el espectro puede ser definido sobre un campo
arbitrario de escalares, aqui nos ocuparemos de algebras
comple jas, en este caso el espectro de x,0(x) es compacto y no
vacio. Esto puede fallar si el dlgebra es real, por ello es itil
su comple jificacidn.

DEFINICION 1,68,2, : Sea A un &dlgebra real y x algin elemento
de A. Entonces se def'ine el espectro o(x) respecto a A como el
espectro de x considerando este como un elemento de la
comple jificacidn AC de A.

Es posible observar de esta definicidon que el espectro de un
elemento no es necesariamente real y puede por tanto no estar
contenido en el campo escalar de el dlgebra.

El siguiente resultado proporciona una herramienta de wuso
frecuente en el desarrollo de la teoria puesto que fundamenta la

demostracidn de la compacidad y no vacuidad del espectro.
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Supongamos que v(x) # (0 y gque la proposicidn es falsa en
este caso,

La funcidn £Cz) = (z7%)° estd definida y es continua para

(3%
fz| 2 » . ademds tenemos en este caso que [ e = X Y donde
=) L)
n=at
iz 2 » , mejor ain como tenemos que lim 2% = 0 la
zH
C . . . . e
continuidad de la casi-inversa proporcicna lim |z = ) por
200 =
tanto f debe ser unif'ormemente continua para |z| = v.
En efecto ;
Dada £ existe M tal que si jzf > M = b oxrz b gr2 si
z ~z |4 z ||z > H
lz,-2, 1<t v 1z [3lz,] > !
] X Y X 5 ( -

s HE)T L) ()T (5)

L 2 4
Considero el compacto { 2z ; v(x) £ jz| £ M ¥, para £ 3 £30
tal que si ]zx~zzl {5y ]zl]ﬂzzi<2M lo que puede pasar es que
121|>H i.e. que
]zzl = 522*21*21! = 1315 - [zz—'.t
» 24 - iz‘—zzi > 2H-M = N
pues [zl—zzi<6 , por tanto se infiere que }zzl>M pero  puesto  que

lzilﬂzzl>ﬂ se tiene gue es uniformemente continua,

o
Seleccionemos ahora Moo oW las raices complejas n-ésimas
n
de la unidad v A = © un escalar fijo enbonces 2, = MW
Ci=1 .., ,nd. Por otra parte es posible hacer la descomposicidén  en
polinomios mdnicos de grido uno, de la siguiente  forma :

R S A R R Ea

que escrita en Lérmino de lon operacidn (.) se  escribe como
X

(:)-(z) - (3]

3 n

N

Non
de donde se obtiene que {;] es casi~invertible para cada n.

X X 2 X o yn-t
Si denotamos R . = —[; + [; } + ...+ [ z ) ]enhonces s6
J 2, 2y Y
X{h X X n
obliene que [;] = [~J . R. por tLanto también [; } es
2z 2 J 2,

casi~invertible v se Liene gque ;

a6



ademds

n=i
[as)
X n
-2 (5]
n=1 't
Observemos que RJ tiene la forma B 12t £ n-t vy por
t ¢
Wz,
J ]
ejemplo si tomamos la raiz i-ésima

X+.\‘+.‘{+.'.+.\'

AW AW awd "
1 1 1 i
\{ 1 i z 1 n
) T ()
A v W W
1 1 1
x [w -1
i =0
o wi -1
t.enemos por tanlto ; R1 + ... ¥+ R = 0 , enltonces la suma
n

T
[ab]

TrepeTae((2))01 (3) 0 (5]

Usando el hecho gue f es unif'ormemente continua, V £>0 3 v,y
tales que p{u (que no dependen de la n que se ha elegidol vy
Hf(uj)—F(uj)N ¢ ¥ ) =1,...,n.

Entonces ;



n

= | ; Y orw e

J=t
tal
;’:ll!Z"i‘(u.)-f‘(p.)"(ins=£ Voneb
n ; n
1=
Xy Ny @
De otra manera, puesto gque » { y se sigue que }'[Eﬂ J {e
X (ny° X §\n
para n grande, i.e, [ [ n ) ] ~———+ 0 cuando ( " ] - 0,
» » n
X4 n
Sin embargo esto es imposible puesto que u[:} [ > i
Vnel, Por lo tanto la suposicidn « & 2(x3 con Jaf 2 v es

talsa v el Leorema debe ser cierto.
a

Un resultado que garantiza una f'orma mds simple de encontrar
el espectro de un elemento x en un algebra sin identidad A propone
que encuentre el espectro de x respecto a A’ = A d €Co, lo cual en
algunos casos de algebras particulares resulta mas sencillo.

TEOREMA 1.8,4, : Sea A un algebra de Banach sin identidad.
Si x = A entonces aA(x) = oy (x).

1

Demostracicdn :
Notamos primero que 0 = oA(x), porque si supone que X es
1

invertible en A“ entonces existe algin vy « A v a &« € tales que

Dy 0 = (xy¥ax,0) = (0,1) lo cual es imposible.

Ahora supongase gue ¢ < aA(x). Si ¥=0 entonces por

. . . . X
parrafo anterior se ve gque ¥ = OA(X). Si ¥ # 0 entonces = es

g

casi-singular en A y por lo tanto en A‘. Ademds si supone que

X
es casi~inveriible en A, entonces existe v 2 A vy a« = € para los
1
cuales se tiene |

C R0 5 (yed = (NE0) + (yd = Cxr8 DCy.ed

= (k¥ + v o~ xy/E = axsF x) = (D,0)

Consecuentemente « = 00y i” vy = 0, Hediante un
£
procedimiento analogo se obtiene y - f = U, y tambien f es
4 4 <
casi-invertible en A, lo cual es una contradiccion. Entonces 7
os casi-simgular en Al,;m)p tanto qA(x) Ty (x),

1
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Inversamente, el parrafo anterior muestra que si ¢ = 0 y x-¥e

es singular en Ag entonces f es casi-singular en A, ademas
0 e oﬁx) por la primera parte de la prueba. Por 1lo tanto
1

aA(x) = o) (x).

1

a
PROPOSICION 1,B,8, : Sea A un dlgebra de Banach. Si x e A,
entonces o(x) es un subconjunto compacto vy no vacio de (¥ e €; ||
< Ixl ).

Demostracidn :

En vista del teorema anterior o) (x) = aA(x) cuando A no

1
t.iene identidad, por ello podemos suponer sin pérdida de
generalidad que A tiene una identidad e. Si suponemos que o(x)=0
entonces x-fe es invertible para cada { e C. Entonces sea x* un
funcional lineal continuo sobre A tal que S o= 1 Y

considere la funcién g:C —— € definida por g(f)=x*[(x-fe)'1]
. & e C.
Se puede probar que g es una funcidén entera .

M CCx-ned” ‘)—x”'cc.u—xoer 1
N =
o

W [ Cx=ned) " =Cx=\ e)"]
X o
"k
[o]

1

= lim =%
o

AN
o

" [ (x-re)™t - <x-x°e>“)

1im 1 m[ (x=\ @) (x=re) 1x=-\ @) 1-(x-re)(x-re) *(x-A e>"]
= X [e] [] [o]
xR

lim 1t x* (cx—xoxx—xe)"cx—xoe)'*]

VSN Y
o Q

lim x™* [ Cx=hed tCx=\ e>“‘] @
N °

o

. .. . w®R .
como tomar inversos es una funcidn continua y como x es c¢ontinua
entonces se sigue que (2) adopta la forma ;

([ xned™H?)
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. g es entera. ik

Para ello es suficiente ver que lim g(¢¥) = 0, Pero si &0
1§ |-
es evidente que (x--EeYi = (x/¢ —e)"/f , por tanto de Ila
continuidad de la inversicn en A se deduce que
lim C(x—fe)'= lim (/=)' = 0
(] — [E ] —a g
Entonces puesto que x" es continuo obtenemos
lim g = Lim x° [x=¢227'] = x"C0) = ©
JE ]~ 1€ 0

Por tanto g es una funcidn entera acotada y por el teorema de
Liouville se ve que es constante, se sigue de inmediato que g(¥)=0
¢ « €, lo cual contradice que g(0) = 1, Por tanto o(x) # O,

Ademds si ¢ « € es tal que 7| > Ixil entonces || x/¢ § < 1
por tanto x/f es casi-invertible, adn mas también se verifica que

olx) = {F=C; [£| £ fxi ».

fara mostrar gque es cerrado bastara probar que el complemento
del espectro es abierto, denotemos a tal conjunto por B.

Sea x tal que x>0 , pnfonces

1

s e l=1z-

1
4 I} si ’X

il

ap b

A
T.ahora bien

T

i

como la funcidn 1/z es continua en CN{U}, entonces existe 5‘>0 tal

por lo tanto

Ioy s m——

X Xl X . .
™~ 7 ”K~?“<é » T es invertible.
Por lo tanto B es abierto v ¢(x) es cerrado.
Si lixt=0 5 «(x) = {0). Por lo tanto o(x) es wun subconjunto
cerrado de {¢ < €; [¢] £ x# } y tambidn (x> es compacto.

que si lx-fl(éi -+ | ’(

a
COROLARIO {,5,6, : Bajo las hipdtesis del teorema anterior se
garantiza gue max {¥| = p(x).
i Eazplx)
PDemostracion

Por la proposicién 1.5,3. de esta seccidn se Liene que
¥

v{xI< sup [F| asi que solo serd necesario probar que w(x)2 sup |#]

S=olxd E2o(x)
, nuevamente sdlo se tratard el caso comple jo. Supongamos  que
£ e € es tal que w(x) C |¥ |, entonces Lenemos t pixd <t i.e,
, T
X B
que v(;) <1, asi que = wes casi-invertible. Por lo bLanto si
a Al

¥ = ox) entonces [¥] < 1(x) por ello v(x> sup (¢}.
¥eaglx)
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Uon el resultado anterior se infiere que o(x) tLiene dos

interpretaciones, tante algebraica como Lopoldgica, max V€| Y
Eeolx)

- 14 P s
Lim 1 x™gt" respect.ivamente, los cuales corresponden a la doble
n

estructura de A.
DEFINICION 1.5,7, : El niimero VA(X) es llamado el radio

espect.ral de x.
También nos interesa dar una caracterizacidn de eA(x) donde

utilicemos las propiedades de A, para situar facilmente tal
conjunto en algebras particulares. La siguiente proposicidén se
centra basicamente en el caso real.

PROPOSICION (,5,8, : Sea A un algebra real v x « A considere
el ndmero a¥pii=p « € (a3 & B Si p=0 entonces p = 2(x) sii ¥ es

singular en A, pero si =0 entonces p = UA(X) sii |y | ?Qex-x?  es

casi-singular en A.

Demostracicn :

El proceso de complejificacion funciona de tal manera que si
Af t.iene identidad sii A la Liene y un elemento es invertible en

AQ sili es invertible en A, asi que para (p=0 se sigue la

af'irmacién, cada elemento en AC se escribe también como utiv con

u,y e A Sea utiv = u-iv i.e. generalizamos la nocion del
con jugado, de la misma f'orma utiv es casi-inveritible sii u~iv es
casi-invertible,

-4

Parax e A: p 'x = 7 x de igual mudo »7'x es
-1
cagi-invertible en A, sii ¢y x es casi-invertible en Ap

[ (75 - (PR
- [1—;""; H 1-p 'x ) - ;y;‘z[ 2ax - % )

sii jy|7? [Zax-.\:z)

&

-
D
s}

X L. .
es casi-invertible en AL

,

casi-invertible en A{ v por lo tanto en A.
o
Una consecuencia ngue se desprende de este resultado, es que

si considera A real entonces u\(x) es autocon jugado, es decir
{

Eoa oy () sil F oo 7A(x) . ademds para h .z PN{0) entonces A = op(x)
<

A\

sii A x es casi-invertible.

PROPOSECION (,5,9, : Sea A un algebra compleja v X A un
clomento arbitrario, denobe por o(x) su espectro respecto a A Y
por &(x)  su espoctro respecto a A pero vist.a  como  un algebra

i)

real, Entonces w(xd,es I unidn  de  oAx)  con sus  complejos

B



con jugados.
Demostracidn
Por la def'inicidn de espectro 0 = o(x)  sii 0 € g(x), asi que

supongase que A>0. Sza Ay la complejificacion de A, sumergimos A
en A con la siguiente regla :

A ’\qj

X p—— {x.0)

Para A=atit (a3 € R) enbtonces ;
AX e Ox, 0D
A(x,0) = Cax,ix)
tal que si A(x,0) es casi-invertible en A, debe existir (s,

que cumple ;

Cox, 33+ (8T) = 0 5 axsts-axstixt = 0y fxrl-gns-axt = 0
pero aqui def'inimos w = sttt en A se sigue de inmediato (AxJow = 0
(mediante el mismo razonamiento w.(AxJ)=0 y Xx es «casi-invertible

en A. Entonces o(x3_ contiene a #(x) v a su conjugado, en otras

palabras es o(x) antoconjugado), Como en el campo  escalar
comple jo se puede tLambién determinar la parf.e real y compleja aqui
se puede hacer, para ello supongase que AX y x son
casi-invertibles en A, ahora defina ;

o O+ G f o= 0 = (R
= 2 Y ’ 77

»

son elementos de A gque cumplen ;
0 = Cax 0.0 = (s,0):Cax 3%

~ Mx,00  es casi-invertible en Ap. Se sigue que o) estad

contenido en la unidn de «(x) con su complejo conjugado.
o
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1,6, EL TEOREMA DE GELFAND-MAZUR

Ahora estamos en posibilidades de obtener el teorema de
Gelfand-Mazur para algebras de divisidn normadas, este resultado
sera expuesto en varias proposiciones para facilitar su
presentacién, como vimos en la seccidn del espectro el caso
complejo es particularmente mds facil de establecer.

Inicialmente nos interesa dar una caracterizacién de las
algebras de divisidn normadas en término de su campo escalar.

TEOREMA 1,6,1, : Si A es un dlgebra de Banach de divisidn
compleja entonces A X C,

Demostracion :

Sea A como en la hipdtesis, como es de divisidn entonces
tiene identidad, asi como también un elemento x no nulo que es
regular, Ahora bien, o¢(x> no contiene a el cero para cada
elemento no cero x € A, y como o(x) es no vacio, existe ¥ € € tal
que fe-x es singular en A y esta dltima afirmacidén nos hace
inferir que x = fe pues fe-x debe ser igual a cero que es el unico
elemento singular. Se sigue de inmediato que x es un nudmero
complejo miltiplo de la identidad, por lo tanto A 2 C.

]

Nuestra pregunta es la siguiente ; Podremos afirmar que si A
es un dlgebra de divisidn normada real entonces A =z R ? La
respuesta es no en general, sin embargo la afirmacidn anterior se
verifiica si la igualdad xZ+ y2= 0 implica x = y = 0.

COROLARIO 1,6,2, : Sea A un dlgebra de Banach real de
divisidn. Si x%+ y%=0 implica x = y = 0 en A entonces A 2 R.

Demostracicn :

Seleccionemos a € € arbitrario y considere  ahora la
subalgebra conmutativa maximal que contiene a "a", la cual
denotamos por {a>, esta es un dlgebra de divisidn normada real,
que se puede complejificar.

Si tomamos otiff € <> con a # 0 y 3 # 0 entonces of+ %20
yva que por la conmutatividad tenemos:

Cripd o i+ p2) ™t = e

i.e. dadp es también un dlgebra de divisidén normada compleja que
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matist'ace las hipdtesis del resultado anterior por lo tanto los
elementos de (a)c son numeros complejos miltiplos de la identidad,
y se sigue de la definicidn de algebra complejificada (a>c que los
elementos de <{a> son miltiplos reales de la identidad, en
particular a es también miltiplo de la identidad real, pero a fué
elegido arbitrariamente, por lo cual se verifica la afirmacidn.

o

Dicha restriccién x%+ y2= 0 implica que x = v = 0 sélo podria
darse en el campo de los reales, en los complejos fallaria asi que
el dlgebra podria ser isomorfa incluso a € en el caso que sea
conmutat.iva, esta idea intuitiva se formaliza en el siguiente;

TEOREMA {.,6,3, : Si A es un algebra conmutativa de Banach
real de divisidn, entonces A es isomorfa a R 6 C.

Demostracidn :

Si la condicidn restrictiva en el teorema anterior se cumple
entonces se sigue que A X R.

Asi que supongamos la existencia de elementos a vy b no nulos
tales que a’+ b%= 0. Como A es dlgebra de divisién normada se
sigue que a # 0 y b # 0 simultaneamente pues de otro modo ;

Sia=0yb#0sa’*b’=b’=0

.b =20 v
Definimos j°= ab™' para obtener j% = -e
§% = b *>ab ™" = b *a?b™! = b H-bPIb 7 m (-bII(BT? = -e
Sea aotif} algin nidnero complejo y para x e A definimos
Catpft) x = (atp3)) x
para obetener mediante esta multiplicacidn por escalares a A como
un algebra compleja.

Por otra parte la transformacién x ~———— ix es continua va

U}

gque H ix | I yxit € iyt #xl en la norma de A.

Por el dltimo resultado visto en la parte de complejificacidn
existe otra norma |{|.|{| equivalente con . tal que A con Ila
norma ||{.]||] es un dlgebra normada compleja y como por hipotesis
es algeba con divisidn entonces debe ser isomofa a €, en virtud
del primer teorema.

o

Sin embargo hasta el momento se ha estudiado algebras

conmutativas, asi que nuestra tarea inmediata consiste en analizar

el caso no conmutativo.
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TEOREMA £.6,4. : Sea A un dlgebra de Banach real de divisidn.
Entonces A es isomorfa a los reales, los complejos o los
cuaternios.

Demostiracidn:

Simplemente nos limitaremos a el caso no conmutativeo pues los
resultados anteriores cubren el otro caso. Tomamos x € A, puesto
que A tiene identidad y o(x> # @ , debe existir un ndmero comple jo
¢ = atpt de tal manera que ;

Iflz - ax - x®es singular.

En efecto, si esto no pasara entonces
[E]1% = Qax - x*) = &P - Qax=x = La*pid) - Da-prd - x)
por lo tanto tenemos

e = {J&1? - Qoax-xHIa*pid - X
= ((atBid-xIla—B - (Lot )-x)
por lo tanto £-x es invertible para cada £ en €, lo cual es una
contradiccidn pues o¢(x) es no vacio para cada x, por tanto
necesariamente
1€ 12=C2ox-x*>
es singular, para alguna ¢ e €, y asi

181%-Rax-x» = 0
lo cual muestra que cada elemento de A satisface una ecuacidn

cuadrdtica con coeficientes reales 1i.e. A algebraico y sus
elementos de satisfacen polinomios de grado finito (igual a dosd.
La conclusidn se obltiene aplicando el teorema de Frobenius, el
cual asegura que cada dlgebra de divisidn finita sobre los reales

es isomorfa a R, € 6 los cuaternios.
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2,1, IDEALES MODULARES

DEFINICION 2,1,1,: Un ideal T = A es llamado ideal modular
izquierdo (derecho) si existe una identidad lateral derecha

Y

(izquierdo) modulo I, i.e. un elemento #p (eI) tal que X=xer & I

(x-eix = I) para cada x = A. Obviamente los elementos ei,ei en

esta definicidn pueden ser remplazados por algunos elementos ¢ +m
y e +m para algin m = I.

Ademas observe gque si I es ideal propio entonces se tiene que

r . . . .

ey no esta en I (pues de otro modo I=A vy no seria propio) v si I=J
entonces también J es un ideal modular izquierdo (derecho) con la

. r L . .
unidad I (eI). Nuevamente un ideal I es llamado  simplemente
modular si es simultaneamente izquierdo y derecho, para esto debe
existir su identidad mddulo I i.e.un #r tal que XTXBL L N=SIX € I
para x £ A, de donde ;
9l-e£9r s T v eremele = I
I ' 1°1° T YL T

r 1 13 .

por lo gue 21-1 € I, en suma =q puede ser elegido como S

f'ormalizaremos las observaciones anleriores de mayvor relevancia en
la siguiente;

PROPOSICION 2,1,2,: Sea A un dlgebra.

t) Si I £ A es un ideal pPropio modular izquierdo

(derecho,bilateral) y 9; es una identidad laleral derecha mddulo I

”
entonces ey & I.

t{) 81 I < A es un ideal modular izquierdo {derecho,
bilateral) v J € A es un ideal izquierdo (derecho,bilateral) tal
que I £ J, entonces J es modular. Ademds, si » es una ident.idad
modulo I ent.onces = es una identidad mddulo J.

ttt) Si I £ A es un ideal bilateral propio modular ent.onces
A1 es un algebra con identidad.

Pemostracion:

. . . . . r
Si T es un  ideal propio izgquierdo modular vy 2p €S una

. ‘ - e . r . .

identidad médulo I, entonces la suposicidn que er = I implica que
r L

xey < I, para cada x = A, v x puede ser expresado de la siguiente

manera; X = X 0; - (x 9; - x) = I (x = A\
cont.radiciendo que I sea propio. Por lo tanto 9; = I.

Para mostrar i habrd que hacer notar que e; es una identidad
modulo es ideal izquierdo modular [, entonces xv}—x 2 pero I 2 J

v x = A, vy Ltambidn J es modular con e, una identidad médulo J.
1
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For dltimo es evidente por la proposicidén 1 de algebras
cociente que A/l es un dlgebra v Lambién + + I es una identidad
para A/], donde ¢ = A es una identidad médulo I ya que ;

e+ Dx+ D =ex+tI=x+I=xe+1=((+I)Xe + D
con X = A puesto que »x -~ x €1 yxe ~xel, x el.

a

Nuestra pregunta es si dado un ideal izquierdo propio modular
I 2 A siempre es posible encontrar un ideal maximo  izquierdo
modular que lo contenga propiamente, la respuesta se encuentra en
la siguiente;

PROPOSICION 2,1,3,: Sea A un algebra, si T £ A es un ideal
izquierdo propio modular {derecho, bilateral)d entonces existe un
ideal izquierdo maximo modular (derecho.bilaterald) H € A tal que
I ¢ M

Demostiracidn :

. . . 1
Supongamos que I es como en la hipdtesis vy ey @5 unma

identidad modulo I, sea ¢ la coleccion de Lodos los ideales
propios izquierdos K € (§ Lales que I € K. Se sigue que & 2 ¢ (al
menos I = %), Cada K 2 & es un ideal propio izquierdo modular vy

&2 es una identidad mddulo K (por la proposicidn anterior).

I

Mas adn.ei = K para cada K = &, Ahora es  conveniente
introducir un orden parcial en & a tLravés del relacional "z" de la
siguiente manera .

Decimos que Ki > K? si K1 = K, para K = @&, Si {KW} 2s  un

subconjunto linealmente ordenado de &, entonces se tiene que
K=UEK
N =
fns
es un ideal propio izquierdo modular en A gue ademds contiene a I,
(claro pues rada Ku lo contiene) v K no es todo A pues 9; = K.
Asi que aplicando el lema de Zorn a & se infiere la existencia de
un elemento maximal M < &, i.e. M es un ideal maximal izqguierdo
modular tal que contiene a I. M>>I
a
Una consecuencia de este resultado se enuncia en seguida.
COROLARIO 2,1,4,: Sea I un ideal modular propio en A con

ident idad 9; entonces
I A x = A lle£ - xll <1} =0

Demostracidn

- r r . .
Clomo HeI - xli < 1 entonces 2p ~ X es casi regular, 1i.e.

nxiste (e§ - s entonces
(9} - xR el - x - (ei - x)'ei + (9; -~ x'x =0

de donde

I r L * I r . Fa L
o= (e = X)) o, ~ (o) - X)) + x - (&, - x) x
T "1 I I I
. r
fupongase que N = L.entonces tLendremos  que =1 = [

contrariamente a lo demostrado en una proposicion anterior,

d



COROLARTO 2.1.5,: La cerradura de un ideal modular propio es un
ideal modular propio.
Demostracion :

Sea 9; una identidad izquierda de A mddulo un ideal modular
1
derecho I tal que X - eix =1 ., ¥V x = A Probaremos que
ey — J 21 Vi el

. . l .
Supongamos lo contrario es decir que HeI - 7§ €1 para alguna

, .. . 13
J e I entonces por las proposiciones de regularidad e -1 e

/7]

I
casi-invertible. Denotemos por it su casi-inversa. Entonces
¥
¢ ei— DAL =Cer = DL =0
esto da ei = 5 + eii - 1 - ju pero ello implica que e; se halla

a una distancia positiva de I se ve que la cerradura de I es

tambign un ideal modular derecho distinto de A.

=
COROLARIO 2,.1.6,: Cada ideal modular maximal es cerrado.
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2,2, FUNCIONALES LINEALES MULTIPLICATIVOS
E IDEALES MAXIMOS,

Concentraremos nuestra atencidn desde esta seccién v en las
gue siguen unicamente en algebras de Banach conmutativas, esta
restriccidn sera impuesta porque una parie importante de la teoria
de algebras de Banach es desarrollada exclusivamente para estas
algebras. Nos referimos a la teoria de representacién de
Gelfand, dicha teoria se basa en que el dlgebra cociente de un
dlgebra de Banach conmutativa mddulo un ideal mdximo es un 4dlgebra
de divisidn y por ello aplicando el teorema de Gelfand-Mazur el
dlgebra cociente es isomorfa a C. Por lo tante 1los ideales
méximos regulares en un dlgebra de Banach conmutativa determinan
homomorfismos de A sobre € y usando esos homomorfismos podemos
construir el 4dlgebra de funciones continuvas sobre un cierto
espacio topolégico Hausdorff localmente compacte. La siguiente
afirmacidn eg vdlida para algebras conmutativas la cual se plasma
en un resultado puramente algebraico y sdlo la enunciaremos para
tenerla presente.

PROPOSICION 2,2,1, : Sea A un dlgebra conmutabiva. Si McA
es un ideal maximo regular, entonces A/H es dlgebra de divisidn.

DEFINICION 2.2,2, : Sea A un dlgebra de Banach con identidad
(o sin ellad. Un funcional homogeneo y aditivo lineal <(no
necesariamente continuo) definido sobre A es llamado funcional
lineal multiplicativo si

) fixy) = PIx) £CyD

ti) (%) # 0, para alguna x e A.

A el conjunto de tales funcionales se le denota usualmente
por ' CAd ya que depende de el dlgebra sobre la cual estén
def'inidas, & simplemente T'.

A continuacidn ge establecera la conexidn entre los
fluncionales lineales multiplicatives de un dlgebra A con identidad
e y sus ideales maximos.

TEOREMA 2,2,3, : Sea A un dlgebra de Banach con identidad e.
Entonces hay una correspondencia uno a uno entre los funcionales
lineales multiplicativos no nulos v los ideales maximos de
codimensidn uno. Precisamente si f es un funcional lineal

multiplicativo no nulo entonces F_i(O) es un ideal maximo de
codimensidon uno y dado un ideal mdximo de codimensién uno M, hay
un funcional multiplicativo no nulo f;:A ———— € con M = f—i(OL
Demosiracidn :
Si f es un funcional lineal multiplicativo no nulo, entonces
se ve facilmente que el conjunto
ker £ = {x € A;f(x) = 0 }=”F
es un ideal, ademds Mf es un subespacio de codimensién uno, por lo
tanto MF es un ideal mdximo. Inversamente ; Si M es un ideal
maximo de A entonces es cerrado, lo cual implica que A/M es un

algebra de divisidn normada y por el Leorema de Gelfand-Mazur se
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tiene que A/M 2 C

El homomorfismo natural

N

f‘M:A > A/M y €

es un funcional lineal multiplicativo.

Por ser fM el homomorfismo candnico se tiene que fn(e)=1.
Ademas tenemos que M=ker fM , se desprende de la primera parte de

egta demostracidon que
M = M
fy
Analogamente se obtiene que FM = f,
f

Q

Un andlogo para algebras sin identidad se establece en el
siguiente ;

TEOREMA 2,2,4, : Sea A un 4dlgebra de Banach conmutativa
compleja sin identidad. Entonces existe una correspondencia uno
a uno entre funcionales lineales multiplicativos de A y los
ideales modulares maximos de A.

Demostracidn :

Si M es un ideal modular mdximo de A entonces es cerrado como
se probd en la seccidén 2.1. y el dlgebra cociente es isomorfa a €
puest.o que esta dlgebra cociente tiene identidad y no tiene
ideales propios . El homomorfismo natural fM: A—A’MC  es

un f'uncional lineal multiplicativo.
Inversamente, si f es un funcional lineal multiplicativo
entonces el conjunto
M={xeA:f (=0}

es un ideal modular ya que existe xeA tal que £x)#0, por lo

tanto existe e A tal que f(e )=1 y para cada xeA se tiene
f(x—e"x)=f(x)—f(en)f(x)=0

i.e. X=—opX eM, se infiere que el elemento ey es identidad mddulo M

y el ideal M es modular entonces claramente es un ideal maximo
va que es un subespacio de codimensién uno.
Para demostrar que la correspondencia entre ideales maximos
"modulares y funcionales lineales multiplicativos es uno a uno se
procede como en 2.2.3.
[w]

COROLARIO 2,2,8. : En cada ilgebra conmutativa con identidad
existe al menos un funcional lineal multiplicativo.

Demosiracion :

Si A es el campo complejo entonces la identidad es tal
funcional. Si A no es campo entonces existen elementos x € A los
cuales no sonm invertibles si x es uno de tales elementos entonces

XA @8 un ideal, el cual puede ser sumergido en un ideal mdximo.
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Entonces el dlgebra A tiene un ideal mdximo o equivalentemente un
funcional lineal multiplicativo.

0
Ya hemos tenido ocasidn de observar que los funcionales

lineales multiplicativos son bdsicos en los problemas
concernientes a algebras de Banach conmutativas, i.e. forman un
contexto de estudio natural de las algebras complejas.

TEOREMA 2,2,6, : Cada funcional lineal multiplicativo en un
dlgebra de Banach A es continuo. Es decir, |f(x)|£ iixil para xeA.

Demostracién :

El caso =0 es obvio.

Para probar la desigualdad supongase que para algin xeA se
tiene |[A| = |fGO] >tk Como A#0 entonces x/X es

casi—-invertible y su casi-inverso estda dado por

ye- Y LRY

ﬂ-&- )_(' - =
X X Y 0

£CyI+-£(y>=0 lo cual es absurdo. Por lo tanto [f(x)| £ Ixl. VYxeA

, Y asi f es continua.

, por lo tanto . que a su vez implica

=]
DEFINICION 2,2,7, : Sea A un dlgebra de Banach y x un
elemento de A. Definimos la funcidn x"(M> sobre W' =M’ A

mediante la fdrmula

XD = FH(X).
A esta [funcidn se le llama la transformacién de Gelfand de el
elemento X € A, v por el corolario 2.2.7. se tiene ;
sup |xT(MD] < dixd
MeTi’
Denot.emos por CB(m') al dlgebra de Banach de todas las

funciones definidas sobre M', con valores complejos y acotadas con
la norma
I Il = sup [pdD| (&)
MeIij!
El siguiente resultado es una consecuencia de la definicidn vy

la relacion (1).
PROPOSICION 2,2,8, : La transformacidn % ;x —— x~ es un
homomorfismo continuo (llamado la representacidén de Gelfand) de el

dlgebra de Banach A en el dlgebra CB(m’). La imdgen de la
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identidad de A (@) bajo el homomorfismo es la funcidn constante
e (M=1, Cada funcional lineal multiplicativo sobre A es de 1la
forma £{x> = x"(M >, donde M_ es un punto Fijo en .

Demostracidn :

La transformacidn x —— x~ es un homomorfismo de A sobre el
dlgebra A" = (x™; x e A} de funciones continuas de valores

comple jos sobre fi°. Ademds la estimacidn ;

B x"ﬂm = sup |x7CL)|

tef' CAD
= sup |[tL{x)]
tef’ (A
< sup HEH xt £ 0 x ¥
tell (A
revela gue x” es una funcidn continua acotada v que la

transformacién x — x~ es decreciente en norma.
Si tiene identidad, entonces ¢™(t) = 1 , t e M’ , de donde se
sigue que A" contiene funcionales constantes. ~
Se puede mostrar (cosa que no haremos aqui) que si A denota
la imdgen de A bajo % : A” = %CA) < Cu(') A" (posiblemente no
completo) es un dlgebra normada con la norma

fxil, = sup [x"(M)|
MeTi’
Ahora enunciaremos un resultado importante para las

aplicaciones,
PROPOSICION 2,2,9, : Un elemento x €« A es invertible sii

ACH 0V HeM eneste caso (D7D = [x"(WIT*

Demostracidn :

Si x"(Ho) = 0 entonces x e Mo y x no puede ser invertible en
A. Reciprocamente si x no es invertible entonces xA es un ideal
propio de A vy entonces estd contenido en algtin ideal maximo "o por
lo tanto tenemos que x“(Mo)=0. La férmula GCHDTUD = [x™0DI
se sgigue de inmediato de mostrar que si f e MY vy x es un
elemento invertible en A entonces f£(x )=[f(x)1' lo cual es

cierto pues gi f e I’ (A), entonces

1 = (&) = £lx x 1 = FCOLK™
-+ POIFC™ = 1 = P [PCGOT

pero el inverso es iunico. Por lo tanto f(x"D=[fx)]™!, de ahf

el resultado.
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Ejemple : Considere A = Q(Z) con la convolucién como
operacidén multiplicativa. Los elementos de A son sucesiones
x={x } . A es un espacio normado con tx k= ;] ¢ o

n nEZ L

Lel
como norma,

( Se recuerda que la multiplicacién se define por zZ=x¥y con

z={z } tal que z = E Xx vy, )
n n n-k k
ke

Se tiene
I xky || = E: I E: xn__k yk I

neZ kel

<
< x 1 ody d
n,keZ

T ¥

kel neZ

= }: Iy Ixti = Uxil Nyl

red
Ahora checamos que es un dlgebra conmutativa ;

!

Si xwy = z donde I E: xw*ykhaciendo t = n-k k e 2 vy
xel

k = n-t Leld entonces =z = X Y = Y X por
n n=(n-t) n-L n-t t
=

lo tanto =z= y%x se sigue la igualdad requerida.
Adn mds A tiene elemento identidad pues considere el elemento
&= 20=1 v ﬁ=0 V 1eZ2\0))
en efecto ;

Supongase que d&kx = y con X elemento arbitrario en A, hay que
demostrar que y = x

y = E ¢ x o=, H0H0H - x FOH0F, ., = x Ynel
n n n
>y =Ly )y=4x) = x
n n

o

- Hacemos ahora xo={6tn} t.enemos que X e G (o
17—ty
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simplemente () puesto que x;‘ = {6_1n} .
" e

Sea F e MCA), podemos ver que IF(xo)l =1, En efecto puesto

que IIx | = Ix*l =1y IFI =1, se tiene que [FCx 3] < IF1 Ix b =
o (] o o

y | F&x 3™ = [PGCY| € IFE 1M = 1 entonces Fix ) = e' con

0<t<2n .

Tomando un elemento arbitrario x = {x } 2 € A vemos que ;
n n

X = 2: x x" y también F(x) = }: Xx F(x )" = }: X eib i.e.
n o n [a] n
nel neZ ne

F(x) es el valor de las series de Fourier con coeficientes {xn}neZ

en alguin punto t, 05t<2n, el funcional es multiplicativo puesto

Flx-y) = Z; [ E: X 4 Yk) eint
) n

que

kel

. tin-bot Lyt

= E: X e y.e

n, kel

= Z yke""‘ Z xpe"P" = FCx) FCy)
k P
Donde inclusive se puede identificar a los funcionales F (ideales
maximos de A) con los puntos de el circulo unitario
te't, octan >

y puede tratar las transformaciones de Gelfand come funciones

peridédicas x7(L) = }: X L pero puesto que las series en
n

que se expresa F(0) son unif'ormemente convergentes, las

transformaciones de Gelfand son funciones continuas sobre el

circulo unitario y por la proposicicn 2.2.3. se identifica el

espacio de ideales maximos TRCA) con el circulo unitario del plano

comple jo.
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2,3, EL ESPACIO DE LOS IDEALES MAXIMOS

El hecho de que la representacidn de Gelfand sea continua no
es casual, Descubriremos que el conjunto i’ de ideales mdximos
de A puede ser dotado de una topologia de tal manera que resulta

ser un espacio topoldgico compacto (localmente compacto en el caso

de algebras de Banach sin identidad) y las  funciones x7
resulten ser continuas. Esta topologia es conocida como la
topologia de Gelfand. I’ con esta topologia es denotada

simplemente por M.
DEFINICION 2,3,1 : Sean XWX X elementos arbitrarios de
n

A vy sea £ un numera arbitrario positivo. La vecindad

V[PI;xlN..x ) de el ideal maximo M esta definida como el
o n <
conjunto de todos los ideales mdximos M para los cuales las

desigualdades
]x:\(M)—x’:(MP) | < i=1,...n

son validas, 1i.e.
VIM x ,...x ;s]={M;lxh(M)—xf(M diLey
o i n L v Q

PROPOSICION 2,3,2., : El espacio M de Lodos los ideales
maximos de un dlgebra A con la topologia definida por las bases
locales definidas anteriormente, es un espacio topoldgico
Hausdort't',

Demostracidn :

v) La interseccidon de dos vecindades de un  punto Mo
contiene otra de tales vecindades, en efecto para V[q;xtw..xnwl
y V[Pt;vlﬂ.,v"ﬁél se Liene que

V(MD;xl,..,xn,y‘,..,ym;plcV[Pk;xl...,xn;s]nV(HD;yln.,ym;d]
donde g= min {£.6}.

1) S1 se bLiene que PKEV[Pg‘Xl""Xn‘£]=:Vg entonces
existe un vecindad V1 de f& de la forma usada en la detinicicn
2.3.1., contenida en Vm. Esto se concluye ya que s1
PaeV[M092...xn;z]=Vo enhonées proponemos

V =V(Mix .x 5 minfe= | xT(H D=7 ) [)]
1 1 t n . L 1 L [=)

TIn

y se sizue de inmediato que VlcV.
Pl

to



Para cada dos puntos distintos f&v Pgeﬂl existen vecindades

ajenas. Para mostrarlo sean P&#Mz entonces existe x eMi\M tal
o 2
fque xA(P&)#xA(Hz) y las vecindades V(Htm 6721, VIM ix :£/2]  son
o =] el a0
ajenas para g£>0 tal que s(lx:KP&)—xT(N?)L

o
PROPOSICION 2,3,3, : El espacio JiCA) de un dlgebra de Banach
A (con la topologia de la definicion 2.3.1.) es compacto.
Demostracidn :
Para cada x<A consideremos el disco cerrado
DCxI=(aal | slixt)

Sea D=1 (x> el producto topoldgico de todos estos discos.
X&)\

. {0), s
Como sabemos si {\  }=D, enlonces una vecindad fundamental de

1o . .
0.7 en D, esta definida de la siguiente manera

®

vcc)\“”m‘.. . .xn;;)={{:\‘°’>;p.“”—x 1<, 3=, .. ,n}
M4 4 3

=
L

donde X e oX  es una coleccidn arbitraria finita de elementos de
n

A. Ya gue cada D(x) es compachto, ent.onces tenemos por el teorema
de Tychonov que D es también compacto.
En virtud de la desigualdad |[x(M)|<lixl, a cada ideal maximo M

le corresponde un punto W={; 3T, donde y%=x(H). Ademas por la

condicidn de separabilidad (i¢ de la proposicidn anterior |, dos
ideales maximos distintos corresponden a puntos distinkos, 1i.e,
ellos def'ieren al menos en unha coordenada y son por tanto
distintos. De este modo, B=M{A) es transformado uno a uno sobre
una parte M’ de el espacio D.

Resumiendo, sea ¢ f——— la transformacidn dada por

';:'(M)={x"(ri) }F A

p estd bien def'inida va que como se hizo ver |x"CM[Zixd para

Loda x=A. Ademds se hiene que si MtJ% estin en M v t&#Hf

entonces existe x=A tal que xeNL % xeMz por lo tanto bLenemos ;
x(Mt)=0 y xkﬂz)#u

fv cual implica que pirh)#p(ﬂ?) , por otro lado si comparamos la

topologia de I v la teopologia del producto restringida a  pQD



observaremos que la transformacidn p es un homeomorfismo sobre de
it en p(d.

Si comprobamos que p(}) es cerrado en D entonces tendremos
gque éste y por lo tanto también Tl sean compactos.

Para comprobar que p(M) es cerrado en D. Sea Q={>\x},xe/\, un

punto de D que es de acumulacion de pdb. Demostraremos que
Qep(M i.e. que existe un ideal mdximo M tal que k°=xA(ML) YxeA
para este fin mostraremos que ;
L) Xoo=N R
xty %y
i) y)\x=)\”x
EED) A=A (el x,yedd
Xy x Yy

La prueba de las dos primeras son similares a la de {t.
Para comprobar iii{ considere la vecindad de () determinada por los
elementos ¢,x,y,xy vy un ndmero positivo arbitrario ¢.

Puesto que (} es de acumulacidn de (Wi} podemos enconirar un
punto H'*e’m’ perteneciente a esta vecindad, i.e. para alguin Mell se
tiene

IX oD =X _~1[<e

XA L N -y e
A —xyCD{=|n  —x(Dy(D | <e
Xy Ry

pero entonces
I =N A LN ~xCODy D [+ [ x (D Ty D-N T+ {X [x(MD=X 1|
Xy xYy xy Y % X
LeldHixli+iyld

puesto que £ es arbitrario se sigue que
Ao=N X
Xy XYy
A =1
Entonces la correspondencia x—-——A es una transformacidn
X
homeomdrfica de A en el campo de los nimeros complejos, el nicleo
de esta transformacidn es entonces un ideal mdximo M tal que ;
(=]
x(M d=x VxeA
[=] b4
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PROPOSICION 2,3,4, : Sea M’ el espacio de todos los ideales
mdximos de un dlgebra de Banach conmutativa, topologizada de
manera que;

1) M’ es compacto.

2) Las funciones x"(M) son continuas sobre ’.
Entonces M’ es homeomdrfico a M , donde M es el espacio de esos
ideales mdximos, topologizado de acuerdo con la definicidn 2.3.1,

Dewostracicn :

La transformacion de M’ sobre M que asocia a cada ideal
maximo Mell’ el mismo Mell es uno a uno. En consecuencia de la
condicién 2) la imdgen inversa en i’ de cada vecindad de |8 y por
lo tanto de cada abierto, de M es abierto en T’. Entonces la
transformacidn de i’ sobre R es continua. Pero puesto que M’ vy
R son compactos (condicidén 1) vy i es siempre un espacio Hausdorff
la transformacidn inversa es tGLambién continua (teorema de
continuidad sobre espacios topolégicos Hausdorff) i.e. T’ es
homeomérfico a M.

=]

PROPOSICION 2,3,8, : Sea A un dlgebra de Banach sin identidad
entonces el espacio de los ideales mdximos es localmente compacto.

Demostracidn :

Considere el dlgebra con identidad A1=A@Ce y el funcional

lineal multiplicativo f;:A———C para el cual definimos otro

funcional
f";Al-————-——-—)C

£2Ca, )= (a)+\

se observa que f’ es lineal multiplicativo con el producto de el

algebra Ai. Pero también se tiene que {’;A————C induce un
funcional f:A € , simplemente considere f=f’|A. Se ve que
la transformacidn de ﬂPLKO}———————»nV(Ai) es 1-1 . Cabe

observar que 1R<A1) es compacto y ambos conjuntos poseen la misma

topologia ello significa que a MCA) al agregarle un punto es
compacto i.e. MCAIWKO)Y es compacto y por tanto JCA) es localmente

compacto.
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Podemos dar la topologia eon ®l conjunto deo ideales mdximos
sin hacer uso necesariamente de todos los elementos del dlgebra.

DEFINICION 2,3.6, : Un conjunto ®& de de elementos de un
dalgebra de Banach A es llamado un sistema de generadores de esta
dlgebra si la mds pequeha subalgebra cerrada con identidad que
cont.inene a ® es el dlgebra total.

Observe que el elemento identidad no ha sido incluido entre
los generadores.

TEOREMA 2,3,7. : El conjunto {H} formado por vecindades de la

forma V[H;xi.. . ‘ané‘] donde X, varia sobre todos los elementos de

un gistema ® de generadores de A, es un sistema fundamental de
vecindades en JI.
Demostracidn :

Para hacer la prueba, hay que ver que cada vecindad

V[H;yt,. . ,ym;s] contiene una vecindad de {M}. Para ello
considere a los polinomios P oo Do P (x 00 X)), que
1 1 n m 1 n
difieren en norma de los correspondientes elementos YooV en
menos de ¢/3, sea & tal que V[M:x‘.. e ,xn;é] esta contenida en
V[H;Pi,. . ,Pm;e/a]. esta & existe por la continuidad de la suma,
el producto vy la transformacion de Gelfand. Entonces tendremos que
la vecindad V[M;x‘,. .. ,xn;él de {04} estd contenida en
ViM:y ,....y ;&l pues :Sea MeVIM x ,.x 8] entonces
1 n -] 1 n

MeVIM ;v v 2] 1i.e.
o 1 m
|y~ CH D=y 2D | €]y (M D-PACM 3D [+ [PACM X=PAC(MD |+ | PAUMD-y (M) |
L o 1 t Q 18 o L o 1 19 L
ZIP =y I +|{P"(M >~-P(M)|
t 19 L (=] t
< 2¢/3 + /3 = ¢
v Ho en esta vecindad y Vi=1,. .. .,n.

+ es un sistema fundamental de vecindades de M.

a
PROPOSICION 2,3,8, : Si A tiene un nimero finito de
generadores Xyaee e X, entonces M=MA) es homeomdrfico a un
subcon junto cerrado vy acotado de el espacio comple jo

n-dimensional.



Pemostracicn :
M —— (xl(ﬂ),....xn(ﬂ))

es una transformacion continua de valores singulares de 7 sobre
algiun subconjunte WM’ cerrado vy acotado del espacic complejo
n-dimensional. Mostraremos que esta transformacidn es 1-1,
puesto M v I’ son espacios compactos Hausdorff entonces es
continua sobre ambos, en olras palabras ! es homeomdrfico a Ji’.
Supongase que Liene dos puntos Ml y Mz transformados sobre el
mismo punto de Ji’. Esto significa que
x (MI=x (M)
i 1 1 2
x (M I¥=x (M)
2 1 2 2
P N (MDo=x (M)
n 1 n 2
Enlonces para cada polinomio P {'ormado por X oo eaX  se tiene

n
P(P&)=P(bg) y puesto gue X, 500X sON generadores del Jlgebra A,
4 n

se satisface la igualdad x(P%)=x(Pg) VxeA.
Pero en ese caso por la condicidn de separabilidad ti¢ de la

proposicién 2.3.2. se tiene que P&=P&.

]
Este resultado implica que si A tiene un solo  generador
entonces M es homeomorf'o a un conjunto cerrade y acotado de puntos

de el plano comple jo.
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2.4, LA NORMA ESPECTRAL Y EL RADICAL,

En toda esta seccidn supondremos que A es un &dlgebra de
Banach conmutativa con identidad e, La transformacién x——%

(xeA) define un homomorfismo de A sobre el dlgebra A™=(x":xeA}

de funciones de valores complejos sobre JRCAD. Ademdas la
estimacidn ;
1x™I = sup [x"(MD| = sup [F(x>| < sup Ifl Ixl < Ixl
® MeTRCAD MeTRCAD £EMCAD

revela que cada x” es una funcidén continua acotada y que la

transformacidn x——x~ es decreciente en norma.

Ademas para cada xeA, se tiene HxAUmSHxM, y podemos definir

la norma espectral en estos términos.
DEFIRICICN 2,4,1, : Sea xeA, la norma espectral de un
elemento x es el numero ;
Ixl_=max {x~CMD | <ixl
s
Me
o equivalentemente Ixll _=max{|\|:Aeolx]}

con o(x) es el espectro de x, ello justifica el término de norma
espectral.

La equivalencia en la definicién de norma espectral se prueba
a continuacién ;

PROPOSICION 2,4.2, : El espectro de un elemento x, o)
coincide con el conjunto de valores tomados por las funciones
x"OD.

Demostracidn :

Si x™(M > = A , entonces (x—e\ Y(M )=0, por ello x-A eeM vy
Q o o o o] [»]

por tanto (x-xoe)_ino existe.

Inversamente si (x—xoe)_lno existe, entonces (x—xoe)(ﬂ) se

anula en algin ideal maximo M , i.e. x“(Mo)=x°.
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.

TEOREMA 2,4,3, Para cada xsA existe el limite

Lim ™0™ =ik

n 3
Pemostraciodn

.

De la desigualdad sup[x'YbD[=maxixA(M)(SHxH se sigue gque para
M=t M=

toda =M

) 170 a L.
= tenemos PG ={rM N T=ik™MY Y por Lo t.anto
Ixd £1im infix"1t™
B n
asi que sdlo hace falta probar;
tim suplix™ud™ = wwy
n 3
Para ello consideremos wun  t'uncional lineal
escribimos

f'ijo [SENY
2 OO=F[Ca=nx) ]
Il
t.enemos que p es una funcidn analitica

en el
P=O02Cr ) [z tixd y

disco abierto

(entera en caso que {ixl =0, como en la observacidn gque antecede a
esta proposicidn ).

n calculo directo muestra

o ()= FOmn”
- §
nso

toda » tal

que

esta serie converge para

que A {A/Zxt 1o cual
resulta de simplemente calcular el radio de convergencia.

Para cada x tenemos ; Lim FCx™a"  =lim  PLGO™ =0
. Al 12}
pero

FeA’es  arbitrarin, asi que la  igualdad vale VF=A’
consiguiente la sucesisn {(xx)"} converge debilmente a cero

por
tanto es acotada, i.e. 3 G tal que ;

Yy por

e
X “_CX/I:*.',H-

para n={.2,....
se sigue que

Lim sup 1™t " 2 lﬂn:mu)BLkD.{¢]1””=|%["ﬂ

para toda 3 con (V]AZ0xh | esto signiftica que

O L N e R 2L



Lim sup #x"#" Malixy
n 2

que es lo que se gueria probar,

o
COROLARIO 2,4,4, : Sea ||{<l{! una norma equivalente a la

norma original en A entonces existe el limite lim [[(x"]|}*"" v se
n

tiene
Lim PO = i

Prueba :
(lopiese tal cual la prueba anterior, usando una constante

Ci=CiCN en lugar de Ck‘

equivalente con la original.

C1 resulta de que !{{s]|| es una norma

]

COROLARIO 2,4,8, : Sea Ao una subdlgebra de A vy sea xeAOsi

(%) denot.a el espectro de x en A v o (%) denota el espectro de X
o
respecto a Ao. entonces la igualdad
max A el r=nax (] sr (0O)
a

vale o equivalentemente

max  IxTUDI= max|xTUD|
M=JRCAD M%W(Ao)

se sigue tambieén de la fdormula ;

fIxd = max {x™aD .
- M=ht

De La igualdad ixh =timix"9*""
= n

y por lo visto en la seccidn
1.4, de esta lesis se sigue que 1.l es ana seminorma

submultiplicativa, continua vy tal que lsll =1,

Pemostracion

Je sigue de la igualdad

Il = max |x"QD], que
M=t

max  NT(MY] =ixt = omax [x7OD|
MZIRCAD ©OMalRCA
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COROLARIO 2,4,6, : Sea A un dlgebra de Banach <(un dlgebra

posiblement.e no conmutativa) con norma #.4. Entonces para cada xeA
existe el limite

Lim #x"8' "= s Zix;,
a} E
si ademds xXy=yx para x,y=A entonces también se tiene
Iyl <kl +yl
y syl sl Ayl
Prueba:
Vease proposicion 1.4.3.
]

DEFINICION 2,4,7, : En vista de gue en un algebra no

conmutativa, no necesariamente dxi ©

7]

una norma  entonces
definimos en general el radio espectral de x como el mimero:
lfmﬂxﬂﬂ’n.
Existen sin embargo otras  caracterizaciones  de norma
espectral, una de las mds interesantes es la sigulente; .
Sea A un algebra de Banach con una norma ixi. Una norma

admisible es una norma lxil equivalente a
. iy

la norma Ixll, que sablisface las condiclones

) Exyldl =lxth iy
3 a bl
L) el =1
Si A denota el conjunto de todas las normas admisibles en A,
la norma espectral viene o ser "la mas pequena de las

normas admisibles"” en el siguiente sentido.

PROPOSICION 2,4,8, : Sea A un algebra de Banach

; ent.onces

dxl =inf sl 010 =A).
B 1 e

Demostracidon :

Es suf'iciente demostrar que si x =A y lIx I 4, entonces

] 2 0%
. L + ., N :
existe una norma admisible 0.1 tal gue  dx 1 21, Ya que si
fx I=r, ontonces dado ateg, con >0, entonces es  bLal que

H " 1 X S ) . 'Y
Il 3 4(1 . por lo tanto existe d.0 admisible tal gue dx i 1,
I i o



través

(Cada elemento de A se puede ser escrito (no unicamente) a
de la suma
A7
x=z ax”
ke
k=0
para akeA. =2 v $6lo un numero finito de a_ son distintas de
cero. Nosotros definimos
»* .
fxi =inf' Zua
posibles representaciones

donde el infimo tomado sobre todas la

e ¥ en la f'orma

=

.
x=z ax
kzo & 7
esta proposicion se puede

most.rar

. . - P
se infiere gue lx | <1; también
3
admisible.
adguiere

una norma
donde el término ¢

. *
. es
Si v*Z b : “ entonaes xy =§Hx
[N

la f'orma c, = z let‘ y se sigue que
Ixylh 7<) He dsY Ha, d0b 0=) ta 1) ob
Xy }: “! Z RELLS Z ’L;Z i

i sde x e vy en forma de

para todas las posibles representaciones de «
n particular para el infimo de estas, L.e.

Txyl " <int Z Ha, i Z ib,
" ’

La subaditividad de la funcional

si

serie
+ +
= fixl iyl

manera

Ixt” se prueba de

similar pues

= Z Ca +b %"
2 |3 k 3

asi
R d . .. . ¥
Ix+yl "= inf z Ha +b i & int [z la, H+1b, ! } = uxd iyl

"

a  Lla norma

o . id .
Tambien debemos probar gque ixd es egquivalente
implicitamente mostramos gque Ixd en el'ecto os uia
s seminormad

Ixi con lo cual
norma Cya e solo hemos probado gque iyl

b



nau-&-l)u‘;ff)uq-&-. .«
* : =
entonces tenemos que Ixi Sist Yx=A |, por otro  lado, puesto que
ix # <1 entonces por la igualdad Iim ¥x"1" "=ixl se tiene que la
R ’ n 2

sucesion (k") es acotada i.e. existe (D0 tal que IN"12C asi que:
. o

Ay oo P
s | Yad ey ke

it oo o % 5
zo Lz
D . 7 .

s Yoy za z " i
) = 2

1z 0 Lzo

en particular para el inf'imo de las posibles represenbLacionags

hxy £ € i’
v por ello las dos normas son equivalentes,
Para demostrar que 24 =1 bastard observar aque  ixil el sl
E}
para cada xeA.
La segunda desigualdad se prueba en la demostracidn  anterior

y la primera desigualdad se sigue de

Exl = max ENTOMD L S Ny

o Meli
=
La transformacion de Gelfand de un dlgebra de Banach

conmitat.iva en CB(HP) no es pecesariamente inyectiva, sin embavge

cuando esto pasa la ropresentacion es un isomorfismo de A sobre

~

AL En este caso el estudio de A via su  representacidn A7
ffacilita un mdétodo aémodo de abordarlo. Seria deseable analizar
cuando dicha transtormacidn es invectiva para leo cual definimos el

concepto de radical.
{xa\ixd =0)=n H

0 Ml
DEFINICION 2,.4,9, : El subconjunto de un dlgebra A def'inido
por
[ T ﬁxﬂ. = ()} } = N M
M

os Hlamado o] radical de A v se denoba por radine.

D fa igualdad 14 =lim eyt oo s obseprva  que  un

elementn « pertenece o el radical sii Lim 0™ 2" =0, Tiales
rn

)



elementos son también llamados elementos nilpotentes generalizados

por analogia a los elementos nilpotentes, i.e. que cumplen que
x"=0 para algiin entero n, de acuerdo con esto cada elemento
nilpotente esta en el radical, i.e,
Yezred  AD
PROPOSICION 2,4,10, : El radical es un ideal cerrado.
Demostracidn :
Habra que probar que raeio= {xs\lixl =0} es cerrado, en
ef'ecto;
La interseccicon de cualquier coleccidn de conjuntos cerrados
es cerrada en A,
Para xsA y raddAdczA
xradC A0 = Axy ;| yeradd\r )
= {xy ; y=M V M= }
= {xy ; xy=M ¥ M)} }
={ 2z ;zzsMV M=} }
= {z; zerzdC N Y = radild
o
In critervio para localizar elementos en el rzd00> se  enuncia
a conbinuacidn ;
TEOREMA 2,4.114, : Sea A un algebra de Banach, x~xz=A  entonces
xaradip> sii el inverso de (a+xy)™! existe para toda yzA,
Demostracion :
Suponga inicialmente que xzredfA), entonces para cada =i
y cada y=A se tenemnos
f'Cety) = (=) + PCOfCy) = |

por la def'inicidn de radical y la  desigualdad fixh = £ I« se

sigue por la proposicion Gle funcionales lineales multiplicativos
: Prop . Un elemento xsA es inverbible sii xTOD=20  YMeR? en
este caso (7M=L ) el elemento «+xy ws invertible en A,

[nversamente si xaraddA, entonces existe un funcional ' -zl
Lal que c=t'" (x)#0 por ello ' Cst(~er ) v ol elemento  st(-e/20%

ne es invertible on A,
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2.8, ALGEBRAS SEMISIMPLES

Nos interesa saber que propiedades posee el micleo de la
Lran§formacion de Gelfand con respecto a el dalgebra A, para ello
también se puede usar el concepto de radical pues como vimos en la
seccion anterior ;

. i 1/
rad (A) = { o= A Lim o PO LI | }
n

= Kep ( X —— X )

= {x = A:;x es Lopologicamente nilpotente }

Se vio también al mostrar la existencia e igualdad del Llimite
R n . 1/n
vdx) = lim i x|
n
y algunas de sus propiedades, que (x) casi era norma de no ser
por elementos no cero gue bajo 1 se  anulaban, mencionabamos que

una solucion para hacer de » una norma era considerar el cociente
A-ker(y), pero con ello no seria un analisis directo del dlgebra
A Ahora describimos las algebras que si pueden ser doladas de

una norma con w(xJ.
DEFINICION 2.8,t, : Sea A un dlgebra de Banach decimos que A

es semisimple cnando  radTAX=(0). A es semisimple sii el
homomort'ismo de Gelland es isomortismo algebraico.
Es posible determinar la estructura topologica unicamente a

través de la estructura algebraica en el caso de algebras
semisimples vy conmubalivas.
En este sentido formularemos las siguientes proposiciones.
PROPOSICION 2,5,2, : Sean A’ vy AY dos algebras de Banach v
supongamos que 4 es un homomort'ismo algebraico de el dlgebra A7 en
el algebra semisimple A" entonces ¢ es coutinua,

Demostracidn :

Para mostrar esto sera suf'iciente ver que si ¢ z 0  enlonces
izl conjunto CGraf 5 = { (x(x3)= A’x\" con x = A’} es cerrado  en
ezl  correspondiente producto  A'xA", en obras palabras  que  si

elegimos una sucesidn tal que X —— X y PR ) ———
o n 11 0 n

entonces L = ¢(xn).
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Sea £ = WA v = py A s A"
\ £
t‘)k
4
A

Como » no es identicamente nula y raddA’'2=(0} entonces se
. " ) . L
sigue que 1 < MA v de acuerdo a la proposicicn de continuidad
de funcionales lineales multiplicativos

i
0 ) ——— P )
n (b

W -, . .
con (xn) = (Pa¢0(x0) = F(¢(xn)) L.e. f(¢(x“)) —_— (L)
donde sdlo se sabe que las imagenes de L vy é(x)) coinciden hajo .

1

l.e. L) = F(¢(xu)) pero ' es {‘uncional lineal multiplicativo,
asi F(L)—F(@(MO)) = PC=¢lx 3> = 0 para cada 1 = MCA™. Como A"
es semisimple se sigue que L = PN )

Otro resultado interesante por su contenido se enuncia a
continuacion ;

PROPOSICION 2,5,3, : Supongamos que las algebras de Banach A’
y A" son algebraicamente isomorfas vy una de ellas es semisimple

entonces ambas son bopologicamente isomorfas.
Demostlracicn

]

Supongamos que A7 ———— A" es  isomorfismo  algebraico,
entonces | ambas A’ v A" son semisimples, Por la proposicicn
anterior n vy n‘i son ronbinuas. i.e. A’ y A" son
t.opologicamente isomorficas.

0

Se puede obsevar gue en estas algebras basta conocer su
estructura algebraica para tener unicamente determinada su
estructura  topoldgica. lna consecuencia inmediata de  las
proposiciones anteriores se enuncia vy prueba a continuacidn.

COROLARIO 2.5.4, : Cada endomorf ismo Cantomorfismo

algebraico) de un algebra de Banach semisimple es cont.inuo.
Demostracicn :
Sea 7 un automort'ismo de A dado i.,e. una transformacion uno a
uno del dlgebra en s misma con las propiedades

7
7 ) Si X +—— x’ entonces Ax r————0 AN’ para a=C,
7 7
1) Ni N b————— X' Y Y p—————> vy’ wenlonces
7 7
Ny s Ny y RV » X'y’

Podemos  pensar  a  este  automorf'ismo  comoe  un isomor{'ismo
algebraico entre el algebra A de las Punciones x v el dlgebra A’

de las correspondientes tunciones x’, Usandeo  la proposicion

anterior las algebras A vy A7 son  Lopologicamente  isomortas, i.e.

Lla convegencia de cualquier sucesion (xl) < N es equivalente a0 la
1
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convergencia de su correspondiente sucesidn {xg) z Ay 1o cual

muestra gue el automorfismo es continuo.
- a
COROLARIO 2,5,4, : St la imiagen A de un dlgebra semisimple A
es completa en la norma n.ug, entonces  la norma en A es

equivalente a la norma espectral.
Demostracion ;

-
Si la imdgen A de un dlgebra semisimple es completa con . _

s CA LI tal

=

y . es la norma en A, entonces 3 (A 0. 1)«

que p es isomorfismo algebraico, pero A eos completa con H§.0

0 %

entonces (A1) es algebra de Banach. Por lo tanteo o e
igsomort'ismo topoldgico.asi ;
~
ol 0 2 e 5 c W x i para algin ¢ > 0 en R

-~

de aqui se deduce que .5 es conbinua 8 ¢ Hx ) o= ixl £d iy i,
para d>0 por tanteo .4 v H.HS son equivalentes.,
‘ o
Este dltimo resultado constituye wuna generalizacion del

f.eorema de Eidelheit.
tIn resultado que es de parlicular interés pues se ubtilizara
mas adelante se enuncia a continuacidn ;

PROPOSICION 2,5,6, : Si A es un dlgebra de Banach bajo las

normas lie{l1 Y HaH?. Si (AJ)AH) es  semisimple, entonces an‘ v
Hoﬂz son normas equivalentes sobre Al

Prueba :
Considere ia bLransformacion

ToCA 2 )y CA L - i D
4 1

definido por T(x)=x ; xeA. Evidentemente T es un homomor{ismo de

;
algebras vy por el primer Leorema Jde esta seccidn es  continuo,

Entonces existe algin K0 tal gue NxﬂlﬁKHan. xzA. Ademas puesto
que (A,ﬂqnz) vy (A1) son espacios  de  Banach ello implica que

por o) teorema de las dos normas . vy Hoﬂz sean equivalenles,
1
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2,0, DIVISORES TOPOLOGICOS DE CERO

Sabemos que las algebras de Banach poseen una doble
estructura, a saber algebraica y topoldgica, por ello es que si
queremos extender o generalizar los conceptos algebraicos usuales
tales como los divisores de cero a algebras de Banach debemos

tener presente su naturaleza topoldgica.

DEFINICION 2,6,4, : Sea A un algebra de Banach vy x#0 un
elemento de A, decimos que X es un divisor topoldzico de cero, si

existe una sucesion {x } © A tal que lix i=t ¢ lim x x=0.
n N n n

Observacidn ; Para el caso de algebras ne  conmutabivas
t.enemos el concepto de divisores Lopoldgicos de cero  lizguierdos o
derechos seguin el orden de los factores en la multiplicacidn vy
simp lemente divisores topologicos de  cero a  los  elementos e
cumplan simltaneamenbe ambas propiedades.

Se .puede dar una deflinicidon equivalente de divisor topoldgice
de cero ;

Un divisor topoldgico de cero es un elemento x=A para el cual
existe (xq):A con

v) Ix 12850 para algin $<F vy ademas
n

i) Lim x x=0.
™ tal

Para mostrar la equivalencia supongase nue ix =l = HxxN26)0
n \

. . . N
para algin A0 considere (x ’)={ “//ﬁw H} entonces fix =t
i . 17"
n

. LN X . X X .
ademas fim "n o bim Ta . 1 lim x x
n T - - n n

0= 0.

r_.t,»-—

R O g 5
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La siguiente praoposicidon se sigue  inmediatamente  de la

det'inicidn,

PROPOSICION 2,6,2, : Los divisores topoldgicos de cero no

peden ser invertibles,

i)



——— ———— ——

Demostracion :

Para la hacer la prueba supondremos que existe x™', para x un

divisor topoldgico de cero de A, Entonces sea la sucesidn {y Y<A
n

la requerida en la definicion.

Qi lim xy = 0 entonces lim y = 1lim x"'xy= 0 es vdlido,

n n n n ™ n
por tanto las condiciones 1+ vy ti  de la definicion son
incompatiblesy por ello x ne puede ser divisor topoldgico de cero.
)

Mostraremos en seguida una generalizacidn a  Gelt'and-Mazur
para algebras conmutativas usando el concepto antes definido.

PROPOSICION 2,6.3, : Sea A wun  dlgebra de Banach compleja
conmubativa copn identidad, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes

-A no tiene divisores Lopoldgices de cero.

-A es isomorfa a el campo de los mimeros comple jos.

Demostiracion :

La prueba se puede hacer mostrando que si A no es el campo de
los nimeros comple jos entonces A tiene divisores Lopoldgicos de
cero, el inverso se infiere facilmente, Retomemos la suposicidn

que A conbiene un elemento x el cual no es igual a 2 para  algin

=€, probaremos que si

TN Ux 3medx D
a9 o

i.e2, si an estd en la f'rontera del espectro de x (que por cierto
[»] (]

es no vacio) entonces el elemento x -k > es un divisor bLopoldgico
o >

de cero en A.
Tomamos una sucesidn de nidmeros (A )} no contenida. en  olx 3,
n >

La cual converge a A . Los elementos x *lhe son  invertibles  en
o >
3 . ~ 1
Al Hacliendo Y =(x =A 2) W iy tenemos
" s n Flx =a =370
o] n

aque 1Y #=1 v ademis ;

Hx =0 e M 2 itk = N = max [0k d=a )T peh | e
Rl [} o 2} 3 13 n 2 n n
vt
e aqui
(5



IO ~A =Y I £ BOx =0 )Y B+ ta =A ) 0y b o=
2 > n n (=] n

=) n ™

. N -1 .
= 0 =x )TN A s - | —— 0
3 ” 2 n n

o
COROLARIO 2,6,4, : El resultado anterior es valido también
para algebras de Banach complejas no conmutativas con identidad.
Demostracidn :
En efecto, cualquiera de tfales algebras contiene  una
subalgebra conmutativa no isomorfa a el campo complejo : i.e. si A
es no conmutativa y todas las subalgebras conmutativas son

isomorfas a € entonces A es isomorfa a €, como =se demuestra a

continuacion ;  Tomemos x=\, sea (=,x> la subdlgebra  compleja
zenerada por x y por &, que viene a ser la cerradura en A de  los
polinomios de x incluyendo términos constantes, evidentemente
{a.x> es conmutativa, si <o x>¥L entonces x es  invertible y
satisflace un polinomio de grado dos con coeficientes reales, pero
xed fué elegido arbitrariamente, asi que A es campo vy cualguier
elemento satisface un polinomio con coeticientes reales de  grade
dos y por un teorema de Frobenius se Liene que A es 2L 6 Q  salvo
isomorfismo. P obviamente no es algebra compleja y @ tampoco lo
eg, como se puede ver por ejemplo con la siguiente relacidn
NG TS ENIGN-D N

donde 1,j,~ son generadores de @, e (=L, asi que solo le queda ser
isomorfa a € por tanto AL con A no conmutativa lo cual es  una
contradiccidn.

De aqui se concluye que hay una subdlgebra conmutativa en A
no isomorfa a €, esa subilgebra tiene divisores topoelogicos de
ceropor la proposicicn anterior v el algebra misma Liene divisores
t.opologicos de cero.

a

En seruida se prueba un resultado que generaliza el Leorema
e CGelfand=-Mazur apelando a los resultados anteriormente
aexpuestos,

TEOREMA 2.6,5. : Sea A un  dlgebra de  Banach compleja  (no
necesariamente conmubtativa ni con ident.idad) entonces solo una e
Las afirmaciones es clerta en cada caso,

=A Liene divisores topoldgicos de cero.

-\ es isomorto g el campo de los mimeros comple jos.

03ty



Demostracion :

Como en la demostracicon anterior se puede observar que A
Liene una subdlgebra conmutativa no isomorfa a €, Asi, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que A es conmutabiva.
Probaremos gque si A no es isomorf'a a €, entonces tiene divisores
topoldgicos de cero. lomo A no tiene identidad, ent.onces
haciendo A1=A@(X9} , ,\x t.iene divisores topologicos de cero por el
teorema anterior, Entonces existen elementos xneA Yy nimeros xnet
el tales que anﬂ+lln]=1 naM oy

Lim #(x +X 2){x *\ 2)0=0
ial (o) (o3 n n

claramente x =0, La sucesion {» } es acotada por tanto podemos
o fal
suponer fque converge AN ——— A,
lal n

De aqui
Lim 1(x +A e)(xn+xe)n=0 ., como A no tiene identidad entonces
n ko] 2

A a=0, Asl que ocurren bres casos.
[~
by

o1

Si =x=0, entonces el ulgebra A misma tiene divisores

o
topoldgicos de cero.
Consideramos los dos casos gque subsisten.

) A =0y 20, Entonces x (x M e)—00, Supongamos
Q9 > n
primero gque la sucesion {x } es convergente y x ——o>vy, Entonces
n n n
N (y+re)d=0 y Jzed tal que u=z(y+ 2320, puesto que de otro modo el
<&

elemento ~y/)\ seria una idenLidad de el dlgebra A, conbtrariamente
a la suposicion,

Entonces u=A y ux =0 , obteniendo gyue A lLiene divisores de

cero v auntomaticamente tLambién divisores lopologicos de cero. Si
la sucesidn {x } es divergente, entonces existe 530 vy una  sucesion

ial
de indices k —— o Lales que lx =X, (P25} de donde

n n n
Nlx =x ) = x (x ¥ae)d)-x (x *he) ———— 0
5 ) 9 n a2k n

rn n

¥ X es un dJivisor topoldgico de  cero  porque  sabistace la
3

detinicion equivalente de divisor topoldgico de cero.



Es claro que el concepto de divisor topoldgico de cero es mas
general que el de divisor de cero pero el inverso no siempre es

valido como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo f,
Considere C({0,11) el espacio de las [funciones complejas
definidas sobre (0,11 v continuas sobre este intervalo con la

norma dada por ;
fxil = max [xCLl}.
0% <y

Y sea x{(t) en CUI0.1D tal que es igual a cero solo en el
punto t=0, dicha f'uncidon no es un divisor ordinario de cero.

Ademnds si considera la sucesion xnth) posit.iva v que solo se  anula
en {1.n,01 |, que alcanza su maximo valor en (0,unl con fix (L=l
ial

obviamenbte sX ~—— 0§ por tanto x(L) es un divisor bLopolégico de
n n

cero.

Aun mas cada elemento que no tenga inverso en un  algebra no
es necesariamenbte divisor topologico de cero, ello se mosbrard  con
otro ejemplo.

Ejemplo 2, .

o v
Sea | el espacio {x; x=§: x 2" tal que s &l ¥ E: Ix [ 4m }
1 n n n
n=0 n=
con la norma definida por ;
o
Hxn=}: jx |
n
n=0

y la multiplicacion en Ll por la convolucidn.
Se observa gque x es invertible en Ll solo s1 x #0, si Lomo la
(o]

serie =z, enbtonces no es  invertible puesto que su t.erminon
independiente es nulo, sin embargo tampoco es divisor topologico
de cero como se prueba a continuacion ;

0
En efecto, para cualquier V=Z y 2 s Ll se Liene |
14}

nz0

(8}



T w
2y = 2 Z’)’ Zn = Z v zr.rl
n n
nz0 n=0
entonces tambien se infiere de inmediato que
llzyll = Hyl

si ocurriera que z es un divisor topoldgico de cero entonces

existiria Y'™

= U tal gue 1Y'™i=t | de aqui se tiene
m‘_:{N 1
- . iy, . )
0 = Lim #2Y"™0 = Lim #Y"™}
m m
lo cual seria una conbradiccion. Por tanto no puede ser divisor

t.opoldgico de cero.
o
UIna proposicion que es {undamentalmente una construccidn de
los divisores topoldgicos de cero que es de gran ulilidad  para
proporcionar ejemplos, se enuncia en seguida;
PROPOSICION 2,6,6, : Sea x un elemento arbitrario de un

algebra normada conmutativa A y A un punto en la frontera del
espectro o(x) i.e. de el conjunto de valores x"(M), entonces x-=\ 2
. b

es un divisor topoldgico de cero.
Demostracion :

En efecto considere (A } una sucesion que no pertenece a el
ia)

conjunto de valores x"(M> y tal que

|

. -1 .
Los elementos (x—A =) existen en A;

o

PR . =y )t _ e 3 = ademiis
Haciendo Yn (x An')///ﬁ(x—l o)ty benemos ﬂYn" 1 v ademiis ;
1al

SCx=red M 2 max [(x7AD=A [TV oz pn A T ——
M=l n 2" n
se GLiene (X —a 2)Y =(x~r )Y +() - Y
i) 2 n n n n D al
s e i A A DY e ()
n 3 " n

BEx=n o> Y
12}

de agqui se sigue que x-x 2 es divisor topoldgico de cero.

)

~r
O



Observe que esta proposicion es vdlida para un dlgebra A
normada conmutativa, lo cual vya representa un avance en la
caracterizacidn de tales elementos.

Hasta el momento no se ha estudiado a los divisores
t.opoldgicos de cero para algebras de Banach reales, los siguientes
resultados son los andlogos a los va enunciados para algebras de
Banach comple jas.

TEOREMA 2,6.7, : Sea A un algebra de Banach conmutativa real
con identidad ¢ entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

~-A no t.iene divisores topoldgicos de cero.
-A es isomorfa a el campo real o a el campo complejo.

Demostiracidn :

Supongamos que A % P.C por el teorema de Gelfand-Mazur
existe xDeA tal que x;‘eA tomamos

A
SYRERR 151

la comple jif'icacidn A de A, entonces Oeo(xq); sea

]
h

D = (CNGOx drolx PR 2 O ya que 0 = o(x ).
[o] i) 2

Sea r=D entonces (x-r 3) es divisor Lopoldgico de cero,
2

Tomamos ahora la sucesion de mimeros {r rzix ) tal que
n ]
r ———r , entonces los elementos x-r 2 son invertibles en A, en
o

™ n %
virtud de el Leorema ("un elemento x<A es invertible sii  x"(M)=0

VM=’ en esbte caso x '7OD=[x"D I ™M) haciendo

- PR S NLY —l -
Yo, 2) ///ﬁ<x - )
Q n

entonces 1Y I=l y [][Cx =r =) 1] = [ =1 =)'}
N al n (o] n 3

. -1, -1
= max {{{xDd=p | X|r -r | s
) el pl &

bzm\ " n
o
-1
3 s =r &) ]| ———
D n ial
como [0 v ¥+l son equivalentes se sigue que ;
TERIICI N — w
1) n n

A\



por lo tanto W(x -redY I<i(x -ra)Y i+ ~r | —~—————— 0
=] n D ial o] ™ n

. A tiene divisores Lopoldgicos de cero.
[=]

COROLARIO 2,6.8, : El resulatado anterior también es valido
para algebras de Banach reales no conmutativas con identidad.

Demostracion :

En ef'ecto cualquiera de lales algebras contiene una sudlgebra
conmutativa no isomorfa a ® o L; pues si A es no conmutativa vy
t.odas las subalgebras conmutativas son isomorfas a B o € entonces
A es isomorfa a B,L o ¢, como =se demuestra a continuacion : sea
xeA v considere {e x> la subdlgebra real generada por x ¥ por e,
que viene a ser la cerradura en & de los polinomios ’de X
incluyendo Lérminos constantes, evidentemente Loz x> es
conmubativa, s1 {(= x>MP o €, entonces x es invertible ¢ salisface
un polinomio de grado dos con eoeficientes reales Y por un
t.eorema de Frobenius AZRC &6 Q salvo isomorfismo ¢ no es un
algebra real como se ve en la relacidn

v bR j ok
donde {,),kR son los generadores de @ por ello puede ser isomorta a
R g€ con  la hipdtesis A no conmutativa Jo cual e=s  una
cont.radiccidn. De aqui se concluye que hay una subdlgebra
conmitabiva en A no  isomorfa a ® & €, esa subdlgebra tLiene
divisore topoldgicos de cero por la propesicicn anterior v el
Algebra misma Liene divisores Lopoldgicos de cero.
a

TEOREMA 2,6,9, : Sea A un algebra de Banach real entonces A
t.iene divisores topoldgicos de cero o es isomorfo a P, L o @,

Demosiracion

Copiese la demostracioun de el lLeorema 2.6.5. cambiande los

escalares complejos » por escalares reales r,

Como se ha visto en las algebras conmutativas con  identidad
no coinciden los divisores topoldgivos de cern con  los  elementos
singulares, estudiavrenos uan caso  wespecial  de  algebras  para las
cuales esto  ex  cierto, pero anbes  son necesarios algunos

preliminares,



DEFINICION 2,6,10 : Sea A un dlgebra de Banach conmutativa

PO . .y *
semisimple autoadjunta. S1 xel enbonces denote por ¥ el  dnico

elemento tal gque ;

N —
- ~
x = R

Dado xeA, se sabe gque existe algin veA tal que $=R. Puest.o

que A es semisimple este elemento es inico.

PROPOSICION 2,6,11, : Sea A un dlgebra de Banach conmutativa

semisimple autoadjunta. Entonces i
v) (xtyd™ = "+ T
va)’ = x" v’
Caxd” = 2 x° para x,yed y asC.

L) La transformacion ;A » A

. . A d . . - s
definida por ®:X ————— x , xeA es un isomorfismo topoldgico
ant.ilineal de A en si mismo.

Demosiracicn :

~ [ -
(x-&y)':x@y:ﬁ-@-?: +$=x + oy

N

. "
s XPY ey x by

P -

(xy)" = (xX"y) =8¢ =8 §=ux" ¢

LR 4
s XY ——— XV

~

* —
Cax) = (C(AX) = Q =

BV

— ¥
AN ——————b 0 X

Demost.raremos ahora explicitamente que % es  isomorfismo

t.opoldgico. Para ello  introduciremos una nueva norma en A

def'inida por Hxl =Hx‘ﬂ, xeA, resnlta  rutinario proebar que  tal

relacidn  es efectivamente una norma, por ejemplo  si txi =0
- .. - N . N

entonces lIx =0 y también x =0. Ponde X=0 1o rcuwal  implica  que

=0 v por lo tanto x=0 pues A es semisimple, ademas .4 esw una

norma ¢on la cual A es también completo, pues suponga que I } es

i

72



. . - A3
existe una subsucesicon (4’ % tal que x t —_— 0 pero
n T
I3 k o
entonces se infiere

- +* -
xt =(xt ) ————— 0
n n k
I3 I3
Cen un dlgebra sin radical la involucidn es cont.inua), i.e.
. N > . . \ hd - P
inf'tt, 4130  implica que 121HLnﬂ>0 asli que X es un divisor
n n

topologico de cero.

a

COROLARIO 2,6,13, : Si Uxyl=ixh Iyl para x.y arbitrarios en A
un dlgebra de Banach conmutativa, entonces A es el campo de los
nuimeros comple jos,

Demostracidn :

En efecto, A no tiene divisores topoldgicos de cero puesto

aque de no ser asi ; exisliria {y } tal que ly i=1 y x=0 donde
2l n

0= Llim lixy ' = Lim fBxt dy i = dxll lim #y 0 = Ixd =0 2> x =0
n n n n n n
lo cual es una contradiccidn. Por la proposicion 2.6.3, se

infiere el resultado.



Una pregunbta natural es sipuede existir un dlgebra de Banach
para la cual #1 radical es ella misna, La respuesta la

proporciona el siguiente e jemplo:;

. . 1
sonsidere el espacio L7(0,1) con la norma

1

Hx4=[ |x{L) [dt
Jo

y con la multiplicacidn convolucion

1

(x*v)(b)={ NCL=1)yCrydr
S0

se puede mostrar como en la seccion 1.6, de ejemplos que
Iokyli<ixibiyll v tambieén es un algebra de Banach. En efecto esta

es un Algebra conmutativa que no tiene ident.idad.

Se puede observar que si x=L'C0.1) tenemos que x(t)=0 para

0ct.ee, entonces (R )(L)=0 para 0£L22: vy por induccidn para la

n=ésima potencia de convolucion x"(L)=0 para 0=t:inz, Entonces
0N

x =0 para n sut'icientemente grande. Pero los elementos en
1 . .y \

L'(0,1) que se anulan sobre el intervalo 0<£tge f'orman un

subconjunto denso en esta dlgebra L'C0,1) (esto es posible por

. ] 1 . . .
como esta definida la normad y por ello L(01) coincide con el

radical. Ademds, el dlgebra  A=LY"0,00ef posee mn solo  ideal
maximo igual a radcA2=LY0 0. Estbo se  punede analizar de la

siguiente manera

-
tomese x=x(L)= 1 asi tenemos que x =, asl gque X renera
(n=-1>! ©

. . . L
Lodas los polinomios y estos son  densos en el espacio L0141,

ademas

de donde



- x es un elemento nilpoltente generalizado vy xsradCAD. Puesto

que el radical es un ideal entonces xp{xderad?A>, donde p es algun

polinomio con coeficientes comple jos. Cada elemento vyeL'(0,1) es

punto limite de tales polinomios, v como el radical es cerrado,
1
contiene a L (0,1, Por otro lado ninguin elemento y=z+\2 con

2=L'¢0,1> v »#0, pertenece a el radical porque el funcional

def'inido por f(ztred)=) esta en Jlt(’.v\) y  £Cyd=x#0 de donde
L0 1) =radd A,

En la siguiente seccidon se analizardn algebras A\ que cumple
que radCAI={0},

7.0



de Cauchy en (A,Hauc),entonces evidentemente {x') es una sucesion
n
de Cauchy en (A, l-1) v también existe algin yeA tal que

Lim ix"=yl =0
[l la}

. -
s1 proponemos X=y se observa que ;

i

Lim fix =x0 = lim Ix"=x"0 = Lim Hx’—yﬂ =0
n n o tal n n 2l
entonces (A,l-ll ) es un espacio de Banach. Se sigue que CAdEelt D

y (Als11) son ambas algebras de Banach conmutativas y (A l-H) es

semisimple, por la proposicion 2.5.6. se tiene que el y (.l son
normas edquivalentes, Ent.onces en particular existen K1>0 ¥ KZ>0

t.ales que ; KZHKHSHXH ﬁKlﬂxﬂ ., X=A vy también *’ es  un

isomor{ismo topoldgico.
Q
PROPOSICION 2,6,12, : Sea A un algebra conmutativa simétrica
autoad junt.a sin radical. Entonces xe=A es divisor topoldgico de
cero sil X no Liene inverso en A,

Demostracion :
Si x es divisor topoldgico de cero entonces por la
proposicidn 2.6.2. de esta seccidn se Liene que X no es

invertible. Supongamos ahora que no tiene inverso en A

-

~

supongamos ademds gque x A es tal que xOD=CD para toda x=A.
Entonces 0 es un punto frontera de el conjunto de valores de la

{f'uncion G HAD y por el resultado expuesto en la proposicidn
2.6.6. . xx' es un divisor topolégico de cero i.e. 3 {Ln)CA tal
fue int’ nLnH >0 ¢y asi
AL =N ) ———— 0
n n n

. . * . [
ahora si oinf tx L 1 > 0, entonces haciendo t’=x't. se concluye el
0 n " n

. . , N -
vesiultado, 31 esto no ocurre i.e.  siointt fix Lo l=0 no . pasa,
1B} n

vy
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2,7 CARACTERIZACION DE LOS DIVISORES TOPOLOGICOS DE CERO
EN TERMINOS DE INVERTIBILIDAD

Una caracterizacidén importante en teérminos de invertibilidad
para los divisores topoldgicos de cero es que esl.os son
exactamente los elementos permanentemente  singulares,

DEFINICION 2,7,1, : Sean AJ algebras de Banach conmutativas
con identidad e, I es llamada una extensidn o superdlgebra de A

si contiene una subdlgebra A’ que contenga una identidad ¢ y  sea
isomorfa a A. Sera llamada extension isomébrica si A’ es
isomét.rica a A, se le denotara simplemente peor A (T

DEFINICION 2,7.2, : Un elemento x = A (x = 0) es
permanentemente singular si x no es invertible en cada extensidn
de A

PROPOSICION 2,7,3, : Sea A un dlgebra de Banach conmutativa
con identidad =, n elemento p = A es  permanentemente singular

sii £ es un divisor topoldgico de cero.

Demostracidn

in p divisor topoldgico de cero en A es un divisor topoldgico
de cero en [ cualquier extension de A. Ademas  los divisores
topoldgicos de cero no son  invertibles por lo tanlo o no es
invertible en cada extension de A, 1.e. p es permanentemente
singular.

Inversamente, suponga que p no es un divisor topoldgico de
cero vy p#0, entonces hay que construir una extension T 3> & tal
que p sea invertible en T Para esto considere A’ el dlgebra que
tiene por elementos las series de potencias Formales

<L) = 2: x t"
n
n=0
con X < A, dotado de la norma
n 3l
f x7 = E: B xti <o

n

n=0

Fg tacil ver que A’ con la norma k.l es un dlgebra de  Banach
con la multiplicacidén de Cauchy para series de potencias, adenas
A’ es una extension isométrica de A pues se bLiene la asignacion

s CLY=x donde a nn elemento x<A le corresponde  una sorie

N
"monstante'" x7 = AT
De la hipdtesis se sigue que p = int leyt > 0 aunque  también
;|~,r||='1
s¢ puede suponer que ant fzyl 2 1 siose considera p/)p on lugar de
iy =y
poodde agquil ogque toyl 2 iyl Yy = A
e



Ahora nos fijamos en el ideal I=(e-g 24’ < A’ y
consideramos el adlgebra cociente T = A'/1. Aqui denotamos por

[x{t)] a la clase lateral del elemento x(t) s A’ Por la forma

en la que esta det'inida la multiplicacidn en A’ se Liene gue

{el={plltl],
y asi {pleG(), siempre que [21#0, 1.e. que I=A’. Probaremos que
la transformacidn

A —— T

X e [x]

X ——— x{L)=x ——— {x]

de )N en [T es una isometria. Esto probara que (<120, v que T es
una extension de A. Para probar la afiirmacicon anterior usaremos

las siguientes estimaciones

L flxll = intf lixte-ptoyctdn < ixd
yorraeA’!
por obro lado

[22] av}
lx-compt> Z y " 1= uxey +Z oy =yt
n=0 n (=] nzl n n
w
= | x-y it + E: b ey =y il
o n-{ n
nz1
a
z x—yon + E: ( upynﬂu - Nynn )
n=zi
K
> - + E: -
= x y:H ( Hyn_”l Hynﬂ )
n=1i

|4

] 1 - = |i - o= i
donde lim E: ( ﬂyndu hy I ) Lim o y:N i ykl \

=m0 n=t 1 b0

la vltima igualdad se obbtiene de la convergencia de la serie. De

aqul que | IxY ) 2 0 x=¢v 0+ )y = W o x 0. AL se  lLiene 1o
g 2

ignaldad # Ix1 0 =8 x # ¥V x = A, i.e. [ es una exbtension

isométrica de A tal que el elemento p resulto ser invertible en
«o

El resultado ws bastante iitil solo que agui hay wn problema,

que .. una extension comin para btales elementos. Recordemos

que en el capitulo uno de  esta  tesis haciamos hincapié en el

caracter mas general que Liene el concepto de divisor Lopoldgico

Th



de cero respecto a el de divisor de cero, en ese momento nhos

pudimos preguntar entonces ¢ bajo qué condiciones coinciden ‘¢
TEOREMA 2,7,4, : Sea A un algebra de Banach (no
necesariamente conmutativa, la existencia de la identidad se
supone). Entonces existe ' un dalgebra de Banach tal que es
isomorf'a a una subdlgebra de I en la que cada divisor topologico
de cero es un divisor de cero en I
Demostracidn :

- b . .
Considere el dlgebra A gque consiste de las sucesiones

x = {x } = A tales que i]ixll|=limnsup Hxnn { w y sea
n

N=txad™: | 150 ] 1=0)

. K .
entonces " = A /N es dlgebra de Banach con la norma |{||.]{]. r
posee una subalgebra A isometrica a A, tal subalgebra es
o

precisamente la subdlgebra gue tiene por elemenlos las sucesiones®

S

#

constantes, Si X X —— 0, x 1§
n n

1 v xJ#O, ent.onces las
n ’

sucesiones {x } y {(x } son elementos de I’ las cuales son  divisores
[e] n

de cero y la clase que contiene a la sucesion {x } esta en A .
Q o



S

3, CALCULO FUNCIONAL

Nos preguntamos que significado tiene que una funcidn sea

analitica en algebras de Banach.
DEFINICION 3,1,1, : Sean A un espaclio de Banach, Q) un abierto

de €y £:00 —— A Se dice que f es analitica en O si para cada
A = ) existe el siguiente limite ;
o

Lim féf-crcx)-rcx »,
R S °

i.e. , s1 para cada » , existe yv = A tal que para cada £X existe
o

[+

530 tLal que si |x—x\1<5 . enlLonces
HCPCD=PC D=2 D7 = yit < ¢
2 <

es obvio que y es unico con esta condicidn. Ay lo  denotamos
(o]

23

como se hace usualmente por (0 ) y la funcidn {7:0——A
fel

def'inida por {'’ en kO=F’(kc) se le llama la derivada de f.

£

PROPOSICION 3,1,2, : Sean X un espacio de Banach, Q un

. oy ey ®
abierto de €, f:0———)R una funcidn analitica y = 2,
Entonces la tLransformacion
s .-
2 — ' (f(2))
es una funcidn compleja que es analit.ica sobre Q.
Demostracion :
En efecto ;
s’ e
e , £zt (flz )
0 S — - i o
{ f (1(zc))} = lim pra—
a2—ra o
(=]
. 1 W ) .
= lim ———— " (fl2)-1(z )
VA4 o
el 31 Ir)
v
g @) -tz
= Lim -
z - 2z
T — 3
S
{2y - 'z )
i ; W
= 19‘[ Lim ~——r——~«—-i—] = £z M)
a2 o= 4 o)
?."')Z/ oY
de  una

El concepto de la integral a lo largo de una curva,
(=] Le ]

funcion con dominio complejo y codominio un espacio o un  dlgebra

de Banach también serd de utilidad en lo que sigue, por lo cnal

procedemos a def'inirla.



Sea y:lab} —— ¢ de variacion acot.ada,zn ¥ us

o0y £ es una funcidn  continua  definida

en una vecindad de {y} con valores en 2, entonces [T se puede

-

definir analogamente a como se hace pava funciones de valores

escalares, i.e. como el limite en ¥ de las sumas de la forma

NG LTS AP E NS HE A [ L T
Z[} 3 ? J-t] i it N RN |
i

Observacidn : Si I es una funcidon definida en una vecindad de
la curva y en €, entonces escribiremos f(t) donde t = ([a,bl en
lugar de escribir 1'(yC(L)). Todo esto es para simplif'icar la
escritura.

TEOREMA 3,1,3, : Sea & un espacio de Banach y y:[a,b] — N
de variacidn acotada y suponga que {;labl — £ es continua,
Entonces hay un elemento I = X Lal que para cada ¢ > 03 58 > 0 tal

que si p = {L°<L1<...<L } es una particion de fa.bl con
m

Hp"=max((Ll—Lbl);lﬁk£m} <5
entonces

- LY (L )=y () l { =

” L Zt ) ?( |3 ! k-t )l
L
para cualquier eleccidn arbitraria de puntos L; en el intervalo
t 1.
[ 1:—1'L1:J
Este elemento I es llamado la integral de ' con respecto a  p

sobre [a,bl v es denotado por

i» I
I= [ fdp = [ £ dpdt) o simplemente [ F
a a }/
Demoslracicn

Fuesto que t' es continua sobre un compacto se tiene que {1 es
uniformemente continua ; entonces podemos encontrar induchivamente
numeros positivos d1>dz>... tal que si |s—L|<6m se Liene
) =000) [ <L /m.

Para cada m > 1 sea Ww la coleccion de Lodas las part.iciones
tales que Hpl < &m R obserQnmos que Wl = Pz hos WJ: ... finalmente
def'ina Wm como la cerrcadura Jdel conjunto

n
(! AL )= (L ). P r ot e,
(1) [ Z[(fk)()(lk) }(tl.--i) P (Pm y 'k~1_t£:—'k }

k=t

H0



o . . .2
se verifiica que Fl = Fz > F3 = ... vy ademis diam F £ Ev(y),
g m

donde V{(y) denota la longitud de la curva p, (lo cual se mostrara

en un anexo a la demostracion,anexo 1).
De donde, por el teorema de Cantor se sizue que existe

exactamente un elemento I = X tal gque [ €« F para cada m>1.
m

Habra que hacer ver que el elemento I = 2R cumple con las

propiedades requeridas en el teorema ; en efecto sea ¢ > 0 vy

m)éV(y) , entonces ¢ > % V() 2 diam (Wm). Puesto que I = Fm,
F = B(1,2). Entonces si & = 5 el teorema se justifiica.
m m
[w

Anexo { : En la prueba del resultado anterior se ha utilizado

que Fi = 523 Fa > ... Lo que se sigue trivialmente de que

P = Pz = P = ... , para mostrar que el didmetro de el conjunto
1 . 3

n

{ Zf‘(Lk)(;f(t,k)—y((,k_x));p

b=y

ih

<t <

es menor o igual que % Y{y) se puede exponer en dos elapas;
Primera ;
Seam=21fijoy P = Pnﬂ para =1 primer paso habra que
most.rar que si P < @ (y por tanto 3] = Pm) ent.onces
[ 2(P)=~cCQ) | € m VD

sin pérdida de generalidad supondremos que Q contiene un punto mas
L .
que P. Sea LJ li t. < t con 1£j4m y suponga que P U 'y = Q y
- J

u, 1’ tales que t lﬁ uszt ;t £ uw £ t  entonces se obLiene
)= }

o(Q)=Zi‘(t.Lf)(;v(t.l’)—-;f(t,l’ ‘))4'[‘(111)(;44(I,’)-‘v(t_,l‘_t'))“'t'(u’)(;'(Ly)—y(!.")‘.)

12
entonces usando el hecho de que |{'/(r)—{'(r’)|<1/m para lr—r’l(&m se

obtiene la estimacicdn siguiente de la diferencia de las sumas

| PY=et)| = | Z[ CAD=LCEIICC D=yt D)+
LAy

POLCGCh d=pCh =P D= (D= ) GeCh, )-}-u.'))] ]
} i - } ]

11



<1 E "
it , -y + 3 'Yy —_y
g }(Lk) }(Lk-z) | | (Ll) fuddy L }(Lj"l)) | +
L&)

LU= DG I (LT
I i

< 1 ‘ — + L L - + 1; , -y *
£ = Z R R I R U ORI T - I IR ICR S S
'

m
J
- 48D
m
Segunda ,
Sea P y R particiones arbitrarias en P . Entonces sea
- m

Q0 =P U R una particidn que es simultaneamente refinamiento tanto
de P como de R, lisando la primera parte se sigue que

b o(P) = (R | & HePY=lD ] + | olQ)=(RY| £ é V()
como F es la cerradura del conjunto (1) entonces se tLiene que
m

diam & = 2 VOpd.,
m m
o
Se sigue inmediatamente de la  definicion de integral las
propiedades de linealidad de esta,
Q o8
Suponga que 3 fbf(y(h))dy(h) y J;g(y(h))dy(b) entonces g
es inbegrable | puesto que
lim s(i'*g.'v.!’n) = Lrl;m s('l‘,;'_Pn) + l.ri'm s(g‘y.l’n_)
.:-l N .
= [LEGUDAp )+ [ G Xty ()
analogamenle se Liene que
A4 1
o, PGPy = h [ PGy ()
Se tiene también de la det'inicion gue
-1 53
['[ J\)g()'(t-))(l}/(f,)] = be'(g()/(:l.’)))lil}’(h)

PDemostlracion
f 5 = lim }: [yt )—)(1 )] gL

r [.] P ] = {-[ Lim Z[ pOL =L ’));u,:)]
¥

12



n

= 1Am P[ E: ( y(LL)—Y(qu))g(LJ)]

L=1
n

= i M . o { '
Lim }: £ ( Gt o= LLq))g(LL))

[ §
n

= Lim Z(;»'(Lk)-;f(t,L_l))I(g(t.k)) = jrug)

para f un funcional liLeal cont inuo, Cabe hacer hincapié que la
integral de la derecha es simplemente la  integral wusual para
funciones de valores comple jos.

Al igual que para {unciones de valores complejos se Liene
agul

TEOREMA 3,1.,4, (DE CAUCHY) : Si R es un espacio de Banach y
es un subconjunto abierto de £, £:0 —— ¥ es una funcicn
analitica vy Y lgee v e, SON curvas cerradas  rectificables en
tales que z;u n(yfa) =0 Ya = 4\Q enbonces ﬂ:lkﬂwf =0).

Demostracion : :

. sk :
Si F = # entonces ;

1-‘[ Z _]‘}v P = va ( J'Yf' ] - Z '{'}’ FCey = 0,

RS i i=1 i j=1 )
por la versidn escalar del Leorema de Cauchy, como esto ocurre

W . i
VPR se sigue que 2y:j} t o= 0.
)

o

DEFI{NICION 3,1,5, : Una curva cerrada rectificable os

positivamente orientada si para cada a = C\{y} |, n(y.a) es ) J 1,

En este caso el lado interior de y denotado por Den y es  definido
por Denc Jpo = 4 a2 ANy 3 nlp,a) = 1)

el lado exterior eos denotadeo por Fus vy se detf'ine por

Fue Cpo = { a = INGAn(La) = 0),

Una curva 7 (0 1] —— L es simple  si p(s)=pCh)  implica que

s={ 0 bien s=0 y t=i, £l teorema de Lo curva de Jordan  muestra

que siop es una curva cerrada rectificable simple  entonces NG}

t.iene dos componentes y {3} os la frontera. de  alguna  de  ellas,
Por lo tanto n(y,a) toma dos valores en uno de ellos ¢l 0y oen el

obro ti segin la orientacidn de |

33



i = (?Urz""‘rm} es una coleccién de curvas cerradas

rect.ificables entonces " es positivamente orientada si ;

] {;.") N (;f]) =0 para i # j.

{t) Para a en <E\UJ'“‘(;'J} n(Fa)= §7nG @) es 0 6 L.
= 1= 3

el lado interior de I' (Den M) es definido por Den I’ = {a;n(",a)=1}
v el lado exterior Fus " = {a;n(,a) = 0).

Nuestro objetive ahora es hacer cdlculo tuncional  sobre
algebras de Banach para ello se establecerdn ciertos preliminares
basados en variable comple ja,

Para ello se proporciona una resuyltado interesante y lo
suficientemente intuitive para ser interpretado geométricamente.

PROPOSICION 3,1.6, : Sea [ un  subconjunto compacto de una

regidn £ del plano . Entonces existen segmentos rectos
Yo, N en EXE tales que para cada f'uncicn
m

comple ja, analitica en £ se bLiene

t‘(z.)=zj—1—,— [ _roo v
AR W o- oz

e b
|3
para toda z = K, Los segmentos forman un cerco alrededor de el
conjunto K.
Demostracicn :
Podemos suponer gque 6. = Cint §D. Sea O<é(%d(M5C\E) y

trazamos una cuadricuala de rectas veprticales v horizonbales en el
plano de tal forma aque dos rectas consecubivas se  encuentran
separadas una distancia  menor  gque A,

Sean £ ... . ,F los  rectangulos de  esla cnadricula que

1 m
int.ersecan a ¥ (recuerdese que I es compacto).

v

_l_l—'——_l»‘—;.-— fuo ACY LNED
]
| B |

K :}1 iE (i:]

=

14



Denotemos por 9% a la frontera de £ |, con {£jfm |, recorrida
i

]
como un poligono en el sentido contrario a la manecillas del

reloj.

e infiere aque d(zKXX¥/ IS .

i

Sea z e F£)14j5m  entonces
También muchos de los lados

o

T s ssme e itinn sna$
/8
de los rectangulos R pueden intersecarse. Supongase que & ¥
] }

£ tienen en comin un lado y sea v vy o los  segmentos recl.os
) L

L
en dR vy aF:L respectivamente, tales que
i

E nNeE =4g) = {z}
] L i .

vl
.Q
Q

Por las direcciones de 98 v 9B o v < son recorridas en
} Ly L

sentidos opuestns. Asi si, p es una funcidn continua sobre (o}
]

se bLiene ;

fe*rfr=0

e v
-~ J - . . . .
Sean Voo, los  segmentos  dirigidos de linea fue
de Jos £  con  14j%m,
'

constituyen exactamente un  lado de uno

Entonces se obliene la sigulenbe relacion



e NERDNL

L=t 3 =t aF
Rl ! :
m
para cada funcidn continua 4 sobre U d9r .
. ]
S =t
Se puede asegurar que cada 7, esta en ENK | En efecto pues

si alguna de estas Yy interseca a ¥, entonces, se ve facilmenbe
que dos reclangulos Lendrian por lado simultaneamente a v v ambos

intersecan a [, Que y  sea lado  comin de dos  rectangulos

E ..., B contradice la eleccidn de los p . Si 2z pertencce a & vy
m ..
;

no es frontera de algin = | entonces ;

! 1w
SR
m
es continua sobre U 92 para f = %(E). Se sigue de (1) que ;
j=t
m . n
2 __1_._ AW e = A _Aw dw
2m W o- 2 2t W o~z
= £ o b
1=t d . 1 Y
pero z pertenece a el interior de exactamente uno de los RJ. Si
zzF  entonces —~1- —M—dw = ) ; vy si z < £ esta
} 2 W -2 §
ar
)

integral es simplemente t9(2) por la f(drmula integral de Cauchy.

Entonces (23 propovciona

) YD) —L‘ SR
2 W -z
|1 4
)15
m
cuando z = BNUge Pero ambos lados de esta iltima igualdad  son
!
1=t

f'unciones continuas sobre b, ya que cada r, es ajeno a I,

Ahora bien, estas funciones coinciden en un  subconjunto denso de

k. Entonces se sigue que (3 es cievto Vz < I,

o)

136



Se observa que si F=(yvy2"..,ym) y cada ¥, es rectif'icable

entonces es posible definir f f de la siguiente manera
r

m
Jrcrwr = Z J PG dy,
L=t ;Vi

cuando f es continua en una vecindad de {I"}.

Sea A un dlgebra de Banach con identidad y sea a « A. Uno
de los principales usos de la proposicidén anterior ocurre cuando

K=¢Ca)d. Si ;) ~—— € es analitica y o(a) &€ 0 .entonces se
puede definir un elemento fi{a) en A por ;

) Plad= 2—1- J £(z)(z~a)"tdz
nt
-

donde I" es como en la proposicion con K=o(a) peroc para ello
primero es necesario mostrar que (4) no depende de la eleccién de
la curva ', en otras palabras hay que probar que (f(a) esta bien
definido.

PROPOSICION 3,1(.7, : Sea A un dlgebra de Banach con
ident.idad, sea a €« A vy Q@ un subconjunto abiert.o de <€ tal que
oladed. Si [ = {Yt'}/z" . .;fm} y A = {1'1,1'2.. - ,Ty) son ylos

coleccinnes de curvas en ( positivamente orientadas vy tales que
olaleDenl” v ola)EDena |, 81 1) ——— € es analilica, entonces

j flz)(z-a)tdz = J 1(z)(z~a) dz
r A
Demostragion :
Si 1£j2k sea ym+jla curva definida por 7m+ft)=7fi-h) para
0<t<t. Si z & 0N\oCa) entonces z €« C\Q o bien 2 e ofa)l. Si

ocurre que zel\, entonces ;

mtk
Y ny 2> = n(rz)-nCaz) = 0-0 = 0
i)
Si z = oCa) entonces ;
m¥x
=0

2 n(yfz) = n(F,2)-nCa,2) = 1~1
)7t

entonces @ = { ¥ 1< j<mtk } es un sistema de curvas cerradas en
i

U=(N\o(a) tal que n(®,2) =0 VzeC\U,

87



Puesto que 2z +—— f(2)(z-a)"' es analitica sobre U el
t.eorema de Caunchy implica

0 = J fz)(z-adldz = J Plz)(z=ad " tdz ~ [ £(z)(z-ad " dz
® r TA
a
DEFINICION 3,1.8, : Sea A un dlgebra de Banach conmutativa
con identidad e y p una funcidn de valores complejos de variable
comple ja definida en un subconjunto © de T, La funcicn ¢ se dice
que actida sobre el elemento x € A si 202D v plx™() 1A,
Ahora proporcionamos un  resultado esencial en el calculo
f'uncional zobre algebras de Banach
OBSERVACION : Cada funcion entera actia sobre cada elemento
de un dlgebra de Banach A, DenoLemos por
s
p(x)=§: aﬁxn
nz0

una funcicon entera, puesto que por la sustitucidn {ormal de x en

lugar de A\ se obtiene la serie }} x" . la cual es claramente.
n

convergente en A a un elemento y. Entonces se t.iene ;
(8¢}
v = Z an[x“(ﬂ)l" = o(x (M)
n=0
tambien gque la funcidn acliia sobre x. La convergencia se ve con

la siguiente relacion

n
n.
n
n=0

puesto que p(A) es entera converge absolutamente en bLodo punto del

a2} [} [As]

4 Z ix" a il £ z h™ fa | £ Z Ixi"fa | < ™
o) n n

n=0 n=0 n=0

plano €, ademds se puede ver que actiia

o -~ 0] 0D
vy = [Z anx" (M = Z (',.nx"jvcn) = Z .an(ﬁx")"(ﬂ)
rnz0 n=n rnz0
[A%) Iy
=Z;a (x")"(M)=Z ...n(.x%m)"=pcx"<n)).
11-‘-0“ n=0
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TEAROMa QyLeBAe + Thad & nnt vdlynbiny s Butiniels et bs b 4oy Lt}
identidad # vy p analitica sobre un subconjunto abierto 0 de .

vz bal que o)<, en otras

Entonces ¢ actia sobre cada elemento

palabras, para cada x=A 3 yaA para la cual la igualdad
PCyI=oCx) ]
es cierta para cada t'uncional P=JICA).
Demostracion :
Sea x = A t'ijo tal que o(x) = (0. Puesto que o{x) es compacto
es posible cubririo con un ndmero finito de componentes de O,

Ent.onces podemos suponer dque ¢ tisne un mimero finito de
componentes, La distancia entre los conjuntos +(x) y L\NQ  es
positiva y 2n consecuencia, la proposicion 3.1.6. garantiza la

N

existencia de un sistema de arcos compactos rectificables en O,

que unidos sirven de cerco para  un  conjunto abierto

PPt b g
O con (a0 =0,

)

Los valores de  en 3 estin dados por la fdrmula de Cauchy

o i ' ) )
'{j.‘({y ) = z Z"—" ! —:——:—E—‘ l“‘
RS ~;

\-

nque proporcivna la sustitucion formal

m
y o= Zj}r [ p(.'\,')(fk-:r-x.)'lcl'&,

[N ¥

observamos gque la integral esta bien det'inida pues la tuncion ;
O = SO0

es continua a lo largo de eada arco , . Ademds
, . i ' S, Tt
t'y) = f G QO Cue—x) el
L A ]

1

[ 2O Cra=xd Tl

bort ¥

1 BRI -1
= ZZTT I ORI Che=xD" D)

b=y '}'§

L R T e
= ZZﬁT l SO 2=x) 7 A

[N i,

Ho



= Z:“‘zit [ 5 'f(“,\.) dh = pCPCO)

¥V £ = )}, donde las curvas v rodean a «(x). Consecuentemente el

teorema es cierto.

ja}

PROPOSICION 3,1,10, : U(ada elemento y que satisface la
relacion que se menciona en el teorema 3.1.9, es unicamentes
determinado por x sii A es un dlgebra semisimple,

Demostracion :

Supongamos que para alguna  x=A  existen VY, ,('v‘:ﬂvj).t.ales

que .
yl=:p,(_x) y y =eln,
o sea, que para cada t'e€lR(\) tenemos
i“(y1)=~'(t'('.\')) v t‘(ﬁ';’v):p(t"(x)).

Por lo tanto Py -y )= para toda t=lita), lo cual  signifiica
ue existe yl—vz:rfU que  pertenece al radical de A v A no es
semisimple, por lo tanto si vy esta determinado unicamente,
enfonces \ w5 semisimple.

Inversamente si A\ es semisimple v Lenemos que

v omalN)myY
[ 2

entonces razonando como antes se ve que Y,
[}

Se puede probar que el slemento v asignado a x v 2, es
unicamente determinado por los requerimicntos adicionales, como  1la
asignacicon de un homomorfismo cuando x es tijo vy p  bhiene rango
sobre las tunciones holomortas, mas precisamente

DEFINICION 3,L,11, : S2a © un subconjunto compacto de el
plano comple jo . Fea A el algebrac de Lodas las Punciones

holomorfas en una vecindad de @ Cesta dependiendo de 1la tunciown).

Una sucesion  {p k2, se ddice  que  aonverge wi tolas Las
el B
funciones o convergen unitormemente  on esba vecindad, El
“

espacio A, s complato en ol sentido de esta convergencia,

1}



TEOREMA 3.£.12, : Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con
identidad & y sea © un subconjunto compacto de el plano  complejo
P, Sea xeA un elemento fijo el cual tiene espectro o(x)=D,
Entonces existe exactamente una transformacicon

F'\:; o ——— y=plx)
de AD en A que satisface las siguientes condiciones ;

t) Si pA)=\ entonces p(x)=x,

1) Si pOO=1 entonces px)=2,

vit)  Si p(X)=3p1(l)+ﬂp2(l) entonces  i(
af3=C, .

te) S pQ0=p O0p (M) entonces oG)=p () (XD,

172 TR

?pz(x) con

n) Sip ——— 0 en A, entonces g (x) ———— 0 en A.
2l n e LS n
ain mds esta transtormacicon estid determinada por la regla :
1 - . . -1
= e Y sy iy
¥ an I V(v,\, (,L .\) Ll -

L
LI
18

Demostracion :

Bastard con probar que la transformacion descrita en el
enunciado satisface las propiedades ... .v.

1) Para demostrar este inciso considere la expansidn

Coams) e Tl 4 TRy 4 T2 4
valida para escalaves » tales que Jaidixid, enbonces la funcidn

= satistace la igualdad

(%) = 3—};7 l A=) Tl

%
p=]
ps

= ;J‘-—.— (;_li _\’“ = ¥
2 . 5 N

PEY =R

donde R > max{|¥{; #=b .
11 se prueba de manera similar, v
comprobamos la igualdad

Justitica w1

i
T

1

PN B S L T T VT Tt ST S GRS U
g G pl(.,\)/,.:2(),)(!)\_—2;—;]“(,\,e 0O GO lm_]ﬁcg. X3 Guddy

! { ¢

donde 3 ws an sistema de curvas cerradas que rodean a el conjunto
© v coutenidas en la inferseccion V=0 U de  los  conjuntos  donde
Loz

gy o oson holomortas, Por un Lado el valor de  la  integral no
1 2

depende de la curva de integracion (proposicidn 3,1.7.) enbtonces
la curva ¢ =se  puede  peemplazar  por una  curva mas srande
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(i.e. que la fdrmula integral de Cauchy con la integracién a lo
largo de A define uma funcion holomorfa en cada punto de ) y
homot.épica a ) pero que esté contenida en V, a esa curva le
llamaremos a. Ya que se ha hecho tal reemplazo el lado derecho
de la igualdad adquiere la forma

- J J Cre=x) N0 "t OOp Cuddady =
-LR'Z 1 v 2 '

A
- p (e (A _ _
- —£; J J *L:»:7%~—~ [ (l@—x)l—(ue—x)l]dldp
A’ . ~
¥ o4

~ ,rv) ( Ll)
A .
2y b oda +

i NI o 1
= Trv J (& X=059] ;,l(:\) {E—l—

g
¥ &

. @ (A_.)

1 R -1 ¥y

I;; J (;_‘-‘() 'PZC‘U) { J = N da } d‘_l
A ¥

e (N
pero “1_ = @S Mna f'uncidn holomorta de la variable A  para cada

( dv. = 0 por Lanto se

i Ca)
nsh fija i.e. se bLiene que ‘

TR Y

IR

sigue que la igualdad es valida,
Para mostrar v inicialmente se puede observar que se cumple

la relacidn ;

s %

Gl = “ 5 ] -'ff'(,:‘,,)(,\“.""‘.‘{)-

.}‘

8 —é»,- [ [ Ge=x0 7 dn

: Tn
v

1 . Y .

ST Pty 1Ce=xdzll d|a}

v

{ Comax O] max 1Cue=x0 TN dX
e 'x_-;}, % =)

e
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< 2—}; A1 max |G| max §Que=x) "t
. . ey \ey
1 max {p(A)] max 1Cre=x>""
=gr Mg e
T Xs) =y

con |A| = longitud de .

Ahora most.raremos que si la transtormacion f-'\,::'\[D —_— A
satist'ace las condiciones del enunciado entonces esta definida
precisamente por F_(p)=p(x) con p(x) con la f'drmula del enunciado.

Sea peAw, si ljﬁ I entonces <x-x‘>“‘e Am para ash vy

F [ =N )_l]=(.\"‘:\. ‘-‘-)-x , por Lt LLt, v L,
b [=) >
(lada funcidn holomort'a def'inida sobre un conjunto abierto U

se puede escribir como

. SN
() HEPIE )-ﬁ-— —-—‘éT i1

donde ; es una curva cerrada (o bien un sistema de curvas

cerradas) contenida en U v que conbiene a su vez a O en Deny, La

integral de la expresidn (5) es el punto limite de la sucesidn

»sta sucesion converge unil'ormemente sobre ;, entonces también en

alguna vecindad de D, Puesto que
Fpy = Ao y SETONE = XET e = 7
N tn dmr /[ rb kRt Yk AR
tzo

sntoneces la sucesion F _(p ) converge en A, por la condicion » v
.S n

llmFx(pn)=Fx(T) o de obra manera

lﬂm Fx(*h) = 1%7 J p())(ke—x)*dx = p(x)

vy tambidn se conecluye F'\.(,,.;~)='p(.‘\‘).
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TEOREMA 3,1.9, : Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con
identidad e y p analitica sobre un subconjunto abierto (2 de <.
Entonces ; actia scbre cada elemento xeA tal que (x)<(, en ot.ras

palabras, para cada xeA 3 y=A para la cual la tgualdad
£ Cyd=plI'cx] '

es cierta para cada funcional =RCA).

Demostracion :

Sea x < A 'ijo tal que z(x) = 0. Puesto gue o(x) es compacto
es posible cubrirlo con un mimero finito de componentes de 0.
Entoncer podemas  suponer que O tiene un  numero tPinito de
componentes. La distancia entre los conjuntos o(x) y ©€N0  es
positiva y en consecuencia, la proposicion 3.1.6. garantiza la
existencia de un sistema de arcos compactos rectificables en Q,

[ ST ¥ que unidos sirven de cerco para un  conjunto abierto
m

0 con (< =0,

(=] 2

Los valores de  en i estan dados por la férmula de Cauchy

m

oE) = Z 2—}‘—,—- ] —T—ix—i—A—:——— da

X Y.
que proporciona la sustitucion formal

1 . . -1
;= —— el da=x) Tdx
¥ ; I ! f M X
li=t }"’

observamos que la integral esta bien det'inida pues la funcidn

N = pdGs=xd !
es continua a lo largo de cada arcoe I Ademas
m .
rey) = Lo o0 et
Y = 2&”‘ FrlAIL) == 1A
b=t '('k
m .
o 1 T T R
= { Z';TJ 17(/\)(./\"—‘ X)) Tdn
b= )vk
= e ‘P(~&k)(ke—x)“)dl
=1 f‘;,

= Z).:” ] PO =X A

‘y
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3,2, CEROS DE FUNCIONES ENTERAS
Agul mostraremos algunas aplicaciones. Si x es un  element.o

de un dlgebra de Banach conmutativa A con identidad vy f es una
funcion entera no constante tal que '(xd=0, entonces existe algdn
entero no negativo n vy bkE{ k=01.....n tal que

con no todas las by nulas.

Tal af'irmacidon es evidentemente cierta para los polinomios
por lo cual vresulta razonable el planteamiento del siguiente
resultado ;

PROPOSICION 3,2,4, : Sea A un dlgebra de Banach  conmutativa
con identidad y sea x=A, Si existe una f{uncidn entera no
constante tal qgue ((x)=0, enlonces existe un polinomio no
constante p tal que p(=0,

Demostiracicn :

Por la observacidn hecha en 3 se sabe que ((x)=A para cada

funcidn entera vy que PGOTUD=tINTM ] para M=M(AY  la  coleccidn
de todos los ideales maximos regulares de A,

Puesto que (x)=0 entonces se tiene t'Ix"(M1=0 M=IRCAD que
simplemente indica que ' es identicamente nulo sobre «(x) el cual
por otra parte es compacto y los ceros de una funcidén entera son
aislados, de lo cual se concluye que «~(x) es finito, il.e.

g(x,):‘-“_.l,t ve o e Gt}
i

denotemos por . la mulbiplividad del cero :rdu £t (para r=t,..,])
r

Defina
i qu
2 L)= = v
petd=n ¢ Jr)

r=1

asl al escribir P()=pt)sl) se intiere gue z(t) resulta ser una
f'uncidon entera pues si m Sgradoip) Yr al dividir por términos
r

con Lal exponente, los exponentes e cada sumando sdlo cambiardn
hasta en grado(p) y el exponente de el i-ésimo término de la
serie resulta der precisamente !-grado(p). Alin mds 2 no se anula
en etx), esta es la razdn por la que 1/g  es analitica  en  aada
vecindad U de ~(x) i.e. 1/g esta det'inida vy ademas

% (x> = (g™

3

e est.e modo

0= 002 = POz = Pl (O™ = plx)
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LAS COMPONENTES CONEXAS DE LA IDENTIDAD EN G,

Si A es un dlgebra de Banach conmutativa con identidad e

entonces es posible afirmar que el conjunto de los elementos

invertibles en A, es un subgrupo abierto de A. En esta parte se

exhibirdn resultados concernienties a un tipo especial de dlgebras
de Banach llumadas semisimples analizadas en 2.5. de esta Lesis,

en las que ocurre que la componente conexa de = es el

5 con junto
cuyos elementos son de la Porma
& " '
= con N & A
n!
n=0
Esta expresion resulta familiar v es la versidn para A4algebras
o

de Banach de la exponencial.

LEMA 3,2.t, : Suponga que A es un dlgebra de Banach

semisimple con identidad. Si N,¥v=A, entonces

L) expix)eA.

0 n
1) exp(x)=z i'
nt
n=
11 L) explxtyl=expidexply)
Demostracion :
Como se wvié en la seccidn 3 referente a el calculo
f'uncional , que si p es una f'uncidn compleja enbera vy
oy

["(Z)= Z A Zn
n

Nn=0

a =C, n=0,1,2,... para toda =z=C entonces actia sobre cada
n

elemento x de un dlgebra de Banach A de la siguiente manera ;

N
r;:-('.x)=z a x"
n
nN=0
Por lo tanto haciendo uso del teorema 3.1.12. tenemos que ;
Y] o
N . N n
) X
awp(x)= - () = ~
Faplx) m N ]
n=0 Nz
‘ara mostrar i simplemente hay gque multiplicar las  series

definidas por exp(x) v exp(y) y arreglar de manera conveniente,

05



'2. o .. A
haciendo uso de la descomposicidn de Ca+b)" como una suma de
productos alternados y con coveficientes ciertas expresiones de

combinatoria.

LEMA 3,2,2, : Sea A un dlgebra de Banach conmutativa
semisimple con identidad e. Six=A vy  lte-xi{l, entonces existe
algun yveA tal que exp(y)=x. .

Demostraciodn

Puesto que llz—xl{l se sizue que x es invertible, de donde se
infiere gque no contiene a U en el conjunte compacto Run50(§h).
Sea (3 un subconjunto abierto de € tal que Rungelx™=t vy 020
Entonces t'CG0=log A , M= es analitica sobre (3, vy por el teorema
2? del Cdlculo tuncional se sigue que y=t'(x)=A donde

vy (MW=1og xTOD, MzIRCAD
pero exp(yleA vy
exp(y)TUD = expyT(M) = expllog ¥~ = x~UD
MeMCA), de donde se concluve gue explyl=x de la hipotesis gque \ es
semisimple. '
a

Estos lemas sustentan la prueba de el siguiente ;

TEOREMA 3,2,3, : Sea A un dlgebra de Banach semisimple vy
conmutativa con identidad = y sea exp(Ad=exp(x)|xeA) entonces
expCA) es la componente conexa de &« en G el conjunto de todos los
elementos invertibles en A,

Demostracion :

Por el lema 3.2.1. es [facil ver que exp(exp(~xI=exp(0)=2
para x<A, y tambien que 2 = exp(A < G. Ademas s1 xe=A entonces
se sigue que plbl=expltx), Ustet def'ine una curva continua en
axpCA) de = a exp(x), por lo cual se int'iere que exp(A) es conexa.
De este modo exp(A) estd conbtenida en la componente conexa de ¢ en
G. Pero talta probar que exp(\) es precisamente esta componente
conexa, en lugar de probar la otra contencion le damos la vuelta a
el problema y mostraremos que exp(A) es simultaneamente abierto vy
carrado en G.

En ef'ecto, suponga que y=exp(x) vy sea zeA tal que

ly=zll ¢ t/hy™

6



se tiene por un lado le-y’'zll = by ty=ylzt < oy hy=-zl < 1,

En virtud del lema 4.4.2. debe existir algin elemento weA de tal

manera que exp(w)=y 'z por lo tanto

z = yexp(w) = expldexplw) = expix+w)

donde z=exp(A) vy se concluye que exp(A) es abierto. Ahora
© suponga que ve( con v € expl(A). Entonces existe algin z=exp(x)

tal que ly-zi<i/ty ™1, argumentando izual que antes se obliene que

V*zeexp(A). Por tanto y=expla) it.e.

explA) < exp(A)
.. explA) es cerrado. En suma se concluye la prueba pues se ha

mostrado que explA) es la componente conexa de ¢ en G.
a

Los lemas se pudieron haber sido establecidos en el caso
general via argumentos de series de petencias pero ain en la
manera en que los establecimos resulta poco accesible demostrarlos
por la cantidad de cdlculos que se tienen que ef'ectuar, la otra
forma de establecerlos cuenta con muchas wmenos posibilidades de
ser expuesta brevemente.

La discusidn en torno a exp(A) y G provee de varios
resultados interesantes. Recuerde que la transformacion
x——x"' es continua de donde se deduce que G es un grupo
topoeldgico, en seguida se trata de realizar un andlisis mas
detallado de este grupo.

PROPOSICION 3,2,4, : Sea A un dlgebra de Banach y G el grupo
de los elementos invertibles en A y exp(A) la componente conexa de
la identidad en G. Entonces exp(A\) es un subgrupo normal abierto
y cerrado de G, donde las clases de exp(A) son las componentes de
G v G/expCA) es un grupo discreto.

Demostiracion :

Puesto que G es un subgrupe abierto en un espacio

localmente-conexo sus componentes son subconjuntos abiertos vy

cerrados de G. Ademas si x,veG entonces xexp(A) es un
subcon junto conexo de G el cual contiene xy y x. Por lo tanto
explA) U xexplA) es conexo vy estd contenido en exp(A). Entonces

se sigue que xy estd en expCA) y asi exp(A) es un semigrupo.
Similarmente x ‘exp(AdlUexp(A) es conexo, por tanto contenido

en exp{A) v es por esto que exp(A) resulta ser un subgrupo de G.

o7



Como antes suponga que xeG, entonces el grupo conjugado :~cexp(/\)x~1
es un subcon junto conexo que contiene a la identidad vy por tante
wonplAdx TaaxplAd
de donde explA) es un subgrupo normal de G y por tanto G/exp(A) es

un’ grupo.

Como xexp(A) es un subconjunto  abierto vy cerrado
simultaneamente en G por la demosiracion de el teorema 4.4.3. para
cada xeG, las clases de exp(A\) son las componentes de G.

Para concluirla demostrar, G/exp(A) es discreto va que exp(A)
es un subconjunto abierto y cerrado de G.

a

Algunos aut.ores llaman a G/exp(A) #l grupo de los indices
abstractos de A.

DEFINICION 3,2,8, : Si A es un dlgebra de Banach entonces el
grupo abstracto de indices denota BA es el grupo cociente discreto
GZ/expCA), ademds el indice abstracto es el homomorf'ismo natural ¢
de A a SA.

Ejemplo 3.2,6,

Considere X un espacio compacto Hausdorff y sea G el conjunto
de los elementos invertibles de C(R), i.e. £ en CCA) estd en § sii
f(x)#0 V¥xeR , asi G sdélo consiste de las funciones continuas de X

a C\{0>. Puesto que G es localmenbte arcoconexo, una f{uncidn f

VesLa en exp(A) si existe un arco continuo {tx}xetﬂJ] de
f'unciones en G tal que PO=9 Y Ft=f.

Si definimos
@:R%[01]) ————r T\L0D
p(x.x)=Fx(x)
entonces p es continua, y ademds ;
p(x.0)=Fo(x)=e
p(x,1)=f1(x)=9(x) VxR
Por tanto f es homotdpica a la {funcidn constante i,
inversament.e si g es una funcidn en G la cual es homotdpica a 1
entonces geexplA). De manera analoga dos Fuqciopes g8, en G
representan el mismo elemento de G/exp(A) sii g, es homotdpica a
g, Entonces G/exp(A) ni mas ni menos que el grupo de las clases

de homotopia de transformaciones de X a C\{0} vy se le denota 3A.

08



DEFINICION 3,2,7, : Si X es un espacio compacto Hausdorff
entonces el primer grupo de cohomotopia MR de & es el grupo de
las clases de homotopia de transformaciones continuas de ¥ a el
circulo unitario en el plano complejo D con multiplicacidn
puntual.

TEOREMA 3,2,8, : Si R es un espacio Hausdorff compacte
entonces el grupo abstracto de indices 3A de CA y 'R son
naturalmente isomorfos.

Demostracidn :

Definasg p de ’CA> a 3, como sigue ;

~ Una funcidn continua f de # a D determina primero un elemento
£y de [’CRY vy segundo una funcidn invertible sobre X, determina
una clase f+exp(A) de SA‘ Asi que nosolos definimos
w{fII=t+explAd

Primero haba que mostra que tal f'uncion estda bien definida
i.e. que no depende del representante elegido, en efecto;

Sea g una funcion continua de X a D tal que {£}={g} entonces
f es homotdpico a g y por tanto f*exp(Ad=g+exp(A) ademds puesto
que la multiplicacion en ambos [’CA vy G estd definida
puntualmente, la transformacidn yw resulta ser un homomorfismo.
Ahora solo hay que mostrar que yw es uno a uno y sobre.

Para mostrar que y es sobre sea f un elemento invertible de

CCR). Defina ahora la funcidn

Fex, =P/ 0G| "

Entonces F es continua, F(x,0=f{(x) para x €« X y gCI=F(x,1>
t.iene médulo I para xeX. Donde ft+exp(Ad=g+exp(Ad> y por tanto vy
es sobre.

Siffy g son funciones continuas de &£ a © tales que
wl{£P=p{g)) entonces f es homotdpico a g en las funciones en G,
i.e. existe una funcicn G:Ax[0,1)J—— C\{0} tal que OK.D=f() vy
GCx I=g(x) para xeX. Si ademas definimos ;

Flx, b)=6x L)/ {Glx, L) ]|
entonces F es continua y se establece que 'y g son homot.opicas
en la clase de funciones continuas de X a D, En estos tLérminos
{f}={g} v por tanto y es uno a uno lo cual completa la prueba.
' o
Con ayuda de este resulbtado se infiere la siguiente

af'irmacion
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COROLARIO 3,2,9, : Si 2 es un espacio Hausdoff compacto,

entonces 3/\ es naturalmente isomorfo a el prime grupo de

cohomologia de XECH %'(X,2) con coeficientes enteros.

La demostracidn de este resultado es objeto de estudio en
topologia algebraica y se prueba que [PCR) vy #® (R .2 son
naturalmente isomorflos.

En particular para X= dotado de la topologia de Gelfand
visto en el capitulo 2 de esta tesis se infiere el teorema de
Arens-Royden, resultado que a su vez proporciona consecuencias

importantes también dentro de la topologia algebraica.
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