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I. IRTRODUCCIOH 

La teoría de 1os ~1uidos re1ativistas 

una mayor inportancia en Astronomía. Bste 

adquiere, 

creci~nte 

día con día, 

interés se 

debe, en gran parte, a que este tipo de f1uidos parece estar 

invo1ucrado (o 1o está, con toda seguridad) en una gran variedad 

de fen6menos astrofísicos de interés actua1, ta1es como discos de 

acreci6n a1rededor de objetos compactos (Novikov y Thorne, 1973; 

Abramowicz et a1., 1980¡ Bege1man 9 1985 y Thorne, 1986), 'jeta• 

(Bege1man et a1., 1984; Erid1e y Per1ey 9 1984) y, desee 1uego, 

~ases tempranas de 1a evo1ución de1 Universo (de acuerdo con 1a 

teoría de 1a Gran Exp1osión). Entre 1os prob1emas que han sido 

tratados hasta 1a fecha podemos mencionar 1as ondas de choque 

re1ativistas (Thorne, 1973; Taub, 1978) 0 e1 efecto de 1os 

procesos disipativos en eiscos de acreci6n (Frank et a1., 1985) y 

1a inf1uencia que 1os mismos procesos disipativos pudieron tener 

en 1as fases tempranas de1 Universo en expansi6n, ~anto en e1 

amortiguamiento de poaib1es anisotropias primigenias (Mianer, 

1968) como en 1a generación de entropía (Uainberg, 1971; 

Landsberg y ~eeves, 1982). 

En este trabajo presentaremos a1~unoa resu1tados teóricos 

origina1es re1acionados con mezc1as de f1uidos re1ativistaa. 
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Estudiaremos, en particular, algunos aspectos de su rlujo 

estacionario, su tiempo de relajamiento cuando las componentes 

están ruera de equilibrio térmico y su viscosidad volumétrica 

equivalente, cuando se encuentran en expansión (para más 

detalles, ver la descripción"" de1 plan de trabajo que se presenta 

más adelante o 1os cap!tulos correspondientes). Conviene aclarar, 

antes de seguir adelante, que, cuando hablamos de •r1uidoa 

relativistas•, nos estamos reririendo a rluidos cuyas velocidades 

son del orden de la velocidad de la luz, tanto las macroscópicas 

(velocidades de los rlujos hidrodinámicos de materia) como las 

microscópicas (temperatura del r1uido tal que k 9 T-mc", donde k• 

es la constante de Boltzmann y m la masa de las part!culas que lo 

constituyen). Es interesante notar que 0 en este Último caso, es 

necesario tomar en cuenta la creación de pares de part!culas. 

El esquema teórico apropiado para estudiar estos sistemas es 

la teor!a cinética relativista. Se trata, esencialmente, de un 

rormalismo que, al igual que su predecesora. la teor!a cinética 

clásica, permite relacionar los parámetros macroscópicos de un 

sistema con las propiedades mecánicas (microscópicas) de las 

partículas individuales que lo constituyen, por medio de ciertos 

promedios sobre todo el sistema. Tanto en las deriniciones como 

en el establecimiento de las relaciones adecuadas, la teoría 

relativista sigue prácticamente las mismas ideas y los mismos 

métodos que la teor!a cinética clásica, con la Única direrencia 0 

desde 1uego 0 de que todo esto se hace dentro del marco de 1a 

teoría de la relatividad. ryna consecuencia de esta semejanza 
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entre ambas verenos ~ás ade1ante) es que 1as 

ecuaciones 

teorías (que 

son también muy parecidas y que 1a extens1Ón 

re1ativista de 1os teoremas c1áaicos es particu1armente simp1e y 

directa. 

Los primeros intentos por incorporar a 1a hidrodinámica, a 

1& termodinámica y a 1a mecánica estad!stica dentro de un esquema 

re1ativista, son casi tan antiguos como 1a misma teoría de 1a 

re1atividad, pero no ~ae sino hasta la décaea pasada cuando se 

1ogró estab1ecer un ~orma1ismo genera1 y autoconsistsnte que 

permitiera abordar, sin ambigüedades, 1os prob1emas re1acionados 

con renómenos de transporte, esto es, una teor!a cin6tica 

re1ativista. En e~ecto, apenas dos años después de 1& pub1icación 

de su ce1ebérrimo artícu1o "Zur E1ektrodynamik bewegter K~rper", 

con e1 cua1 nac!a 1a teoría de 1a re1atividad, e1 mismo Einstein 

pub1ica un trabajo titu1ado "~ber das Re1ativitatsprinzip und die 

aus demse1ben gezogenen Fo1gerungen"- "E1 principio de 

re1atividad y sus consecuencias"-• en e1 cua1 ataca e1 prob1ema 

de 1a temperatura y 1a entropía de 1os sistemas en movimiento 

(Einstein, 1907). Cuatro años más tarde, JÜttner deriva, por 

primera vez, 1a extensión re1ativista de 1a distribución de 

ve1ocidades de Maxwe11- Bo1tzmann (JUttner, 1911), 1& cua1 

genera1iza a1 caso de bosones y de rermiones en 1928 (Jüttner, 

1928). Las bases de 1a termodinámica re1ativista de procesos 

irreversib1ea 1as sienta Eckart (1940) mientras que, en e1 mismo 

año, Lichnerowicz trabaja 

hidrodinámica (Lichnerowicz, 

en 1a 

1940) 
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Marrot 1 en 1a derivaci6n de 1a ecuaci6n de Bo1tzmann re1ativista 

(Lichnerowicz y ~arrot, 1940). 

E1 •teorema E• ra1ativista se rormu1a más de veinte años más 

tarde (Eh1ers 1 1961; Tauber y Weinberg 1 1961) y, rina1mente 1 

aegún mencionamos con anterioridad, todas estas ideas crista1izan 

en e1 f'oraa1ismo actua1 en 1a d6cada de 1os setentas (ver de 

Groot et a1. 1 1980 1 y todas 1aa ref'erenciaa a11! citadas). 

Ea te trabajo tiene una dob1e intención: primero, 1a de 

teor!a cin6tica f'ami1iarizar 

re1ativiata y 

hidrodinámica 

procedimientos 

a1 1ector con e1 f'orma1ismo de 1a 

con aus •coro1arios 1 : 1a 

re1ativiatas; 

mateaáticoa 

y, segundo, 

asociados con 

termodinámica y 

1a de i1uatrar 

e11a por medio 

1a 

1oa 

de 

a1gunaa ap1ioacionea a prob1emaa de inter6a astrof'!sico que, 

hasta ahora, no han sido investigados. Aunque en todo e1 trabajo 

noa hemos restringido a1 caso de un espacio- tiempo p1ano 

(re1atividad eapecia1) 1 1a genera1izaci6n de nuestros resu1tados 

a un espacio curvo es re1ativ.t'mente senci11a 1 a1 

f'orma1mente 1 ya que hemos escrito todas 1aa ecuaciones en 

covariante. 

menos 

f'orma 

E1 p1an de1 trabajo ea 

comenzamos con una expoaici6n, 

como sigue: en e1 cap!tu1o II 

1o más breve y directa posib1e 1 

d•1 f'orma1iamo de 1a teor!a cin6tica re1ativiata 1 para conc1uir 

con una ap1icaci6n inmediata de1 mismo, que ea 1a obtenci6n de 

1as f'uncionea de diatribuci6n de equi1ibrio para part!cu1aa 

no- cuánticas, f'ermionea y f'otones. En e1 cap!tu1o III estudiamos 

e1 f'1ujo estacionario de una mezc1a de f'1uidos re1ativiataa, 
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concentrándonos, en particu1ar, en 1as extensiones re1ativiataa 

de1 teorema de Bernou11i y de1 prob1ema de1 'f1ujo critico• 

(Landau y Lifshitz, 1959; Courant y Friedrichs 9 1948). Según 

veremos, resu1ta notab1e 1a senci11ez y 1a faci1idad con que 1oa 

resu1tadoa c1ásicos ae genera1izan a1 caso re1ativista por medio 

de1 rorma1iamo. Para conc1uir e1 cap!tu1o 9 ap1icamos nuestros 

raau1tadoa a una mazc1a da bariones, fotones y parea e1ectr6n­

poaitr6n, para obtener 1a ve1ocidad de1 sonido en e1 r1uido y sus 

parámetros cr!ticos en e1 interva1o re1evante de temperaturas. En 

e1 cap!tu1o IV, nos abocamos a1 prob1ema de1 tiempo de 

re1ajamiento de una mezc1a binaria de r1uidos re1ativiatas, cuyas 

componentes aatán a temperaturas 1igeramente dirarentea. 

Derivamos una r6rmu1a genara1 para su tiempo da re1ajamianto y 

demostramos que se reduce apropiadamente en e1 11mite c1áaico. 

Por ú1timo, 1a ap1icamoa a un gas de JÜttner mezc1ado con 

radiaci6n, suponiendo que 1a única interacci6n entre ambos ea 1a 

diaperai6n Compton y usamos 1oa va1orea raau1tantes para discutir 

bravamente a1 equi1ibrio térmico en e1 Universo temprano. 

En a1 cap!tu1o V derivamos una f6rmu1a genera1 para e1 

tiempo de re1ajamianto de una mezc1a binaria cuyas componentes 

interaccionan a través de dos procesos microsc6picoa. Para 

terminar, ap1icamoa 1a r6rmu1a a un gaa da radiaci6n y parea 

e1actr6n- poaitr6n, suponiendo que interactúan a través da 

dispersión Compton y de 1a creación y aniqui1aci6n de 1oa parea 

con e1 campo de radiaci6n, y usamos e1 reau1tado para demostrar 

que, respecto a estos procesos, e1 Universo temprano debi6 
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encontrara• en equi1ibrio t6rmico. En e1 cap!tu1o vr obtenemoa 

una expreai6n genera1 para 1a viacosidad vo1um6trica de una 

mesc1a 

a 1aa 

binaria de gaaes r•1ativista• •n expanai6n y 1a ap1icamos 

•••c1aa conaideradaa en 1oa cap!tu1o• anterior•• para 

••tiaar 

pudieron 

1a importancia que 1oa proceso• 

t•n~r, •n •1 Univerao teaprano, 

••tudiado• •n •11o• 

coao generador•• d• 

entropía. 

Con •1 prop6aito de raci1itar 1a continuidad de 

rasonami•ntoa t!aicoa, hemos re1egado a vario• ap6ndic•• 

procedimiento& aatem6ticoa que •• siguieron para reducir 

integra1•• a toraaa a6a apta• para au eva1uaci6n nua6rica. 

1o• 

1oa 

1aa 

Cabe aefta1ar que 1o• reau1tadoa origina1e• obtenido• en ••ta 

teaia han &ido pub1icadoa, •n tora& m6a compacta, d••d• 1u•go, en 

Herrera y Hacyan (1983), Herrera y Hacyan (1985) y Herrera 

(1986). 

d••d• 

a•tror!aicaa de 

1uego, auchaa otras poaib1ea 

1a teoría cin6tica re1ativiata, 

ap1icacion•• 

que seria 

intereaant• eatudiar. En particu1ar, hemos decidido abordar, en 

e1 futuro cercano, •1 prob1eaa de1 tranaporte de energía entre 

neutrinoa, antineutrinoa, e1ectronea y positrones. Eat• prob1eaa 

•• importante •n ~oaao1og!a, ya que determina 1a temperatura a 1a 

cua1 1oa neutrino• •• deaacop1an de1 reato de 1a materia 1o cua1, 

a au ves, int1uy• en 1a rormaci6n de he1io. 

Por ú1timo, a61o una• cuantas pa1abra• 

notaci6n. Loa indice• griego• varían de O a 3, 

o a 1a componente tempora1, mientra• que 1o• 

6 
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correapondiendo •1 

indio•• 1atino• 



1 

.1 

• 

var!an ao1amente de 1 a 3· Los cuadri.vectorea 1os denotaremos, 

i.ndi.ati.ntamente, con un !ndi.ce gri.ego (AJ"") o si.n !ndi.ce (A), 

cuando no haya posi.bi.11.dad de conf:'usi.6n; 1os vectores 

tri.di.menai.ona1ea eatar•n si.empre subrayados (por ejemp1o, ~) y e1 

producto eaca1ar de do• cuadri.vectores 1o i.ndi.caremoa con un 

punt.o (A•B • A~ B¡a). En 1os tensores si.empre escri.bi.remoa 1oa 

do• !ndi.cea y~ en parti.cu1ar, e1 tensor m6tri.co 1o tomaremos co•o 

~,111'• • di.ag(1, -1, -1, -1), esto es, trabajaremos con una 

ai.gnatura de -2. 

7 
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La 

adquiri6 

II. TEORIA 

teoría de 1os f1uidos re1ativistas fuera de equi1ibrio 

su forma actua1 durante 1a década de 1os setentas y es, 

en consecuencia, re1ativamente deaconocida. Por esta razón, y con 

e1 propósito de faci1itar 1a co~prensión da1 presente trabajo, 

comenzaremos con una breve presentaci6n de 1as ideas y de 1as 

re1aciones básicas que 1a constituyen. La exposición no preten¿e 

ser ni comp1eta ni rigurosa sino, ~ás bien, intuitiva y 

conceptua1. En particu1ar, trabajaremos siempre ¿entro de1 marco 

de 1a teoría especia1 de 1a re1atividañ, usando una signatura (+ 

- - -)¡ no consideraremos campos externos y supondremos siempre 

f1uidos simp1es (esto es, f1uidos con so1amente 2 variab1es 

termodinámicas independientes). ~1 1ector interesado en un 

tratamiento más prorundo puede remitirse a 1os trabajos de La~tlau 

y Lifshitz (1959), Eh1ers (1971), Stawart (1971), Taub (1978) y 

de Groot et a1. (1980). 
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1) Teor!a macroscópica 

a) Ideas básicas 

La descripción de un fl.uido rel.ativista puede hacerse, como 

en el. caso cl.ásico, macrosc6pica o microscópicamente. 

Comenzaremos por l.a descripción macroscópica. 

En l.a mecánica cl.ásica el. estado de un fl.uido en movimiento 

ae especifica por medio de l.as variabl.es termodinámicas l.ocal.ea 

(temperatura, densidad etc.) y por l.a veLocidad l.ocal. del. fl.ujo 

de aateria (vel.ocidad hidrodinámica). La evol.uci.ón del. sistema en 

el. tiempo queda entonces descrita por un conjunto de ecuaciones 

que expreaan, en términos de estas variabl.es, l.as l.eyes de 

conservación de l.a masa (ecuación de continuidad), del. momento 

(ecuación de movimiento) de l.a energ!e.. Este esquema se 

mantiene, en l.o esencial., en el. trate.miento rel.ativiata, 

modificando simpl.emente al.gunoa aspectos pare. hacerl.o compatibl.• 

con l.os principios de l.a rel.atividad. Las diferencias básicas que 

hay 

d•l. 

que considerar son l.aa sigui.entes: i) l.a masa y l.a energ!a 

sistema se fusionan en una sol.a variabl.e terinodinf.micas l.a 

masa-energ!a. Una consecuencia inmediata de esta modificación ea 

que l.a l.ey de conservación de l.a masa pierde, obviamente, BU 

carf.cter de l.ey independiente, debiendo ser reempl.azada por una 

nueva l.ey de conservación. La nueva l.ey que se toma es l.a 
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conservaci6n de1 número ba.ri6nico (número de bar iones menos 

número de antiba.riones). ii) En re1ativida.d, e1 momento y 1a 

energ!a. de una part!cu1a se describen por modio de1 cuadrivector 

•cuadrimomento•, p~ = (pº,~) que es un cuadrivector de norma 

constante 

componente 

en reposo 

(p" m'c" • 

tempora1 es 

+ energ!a 

siendo m 1a masa de 1a part!cu1a), cuya 

1a energ!a tota1 de 1a part!cu1a (energ!a 

cin&tica), dividida entre c, y cuyas 

componentes espacia1es constituyen su momento re1ativista. Como 

e1 momento y 1a energ!a de una particu1a se ha11an incorporados 

en un cuadrivector, e1 momento y 1a energía de todo un sistema se 

tienen que describir a trav&s de un tensor. Se uti1iza e1 11amado 

•tenaor de energ!a-momento•, T~- que es un tensor simétrico, de 

rango 2, cuyaa componentes sons Tºº• :ta densidad de masa-energía¡ 

cT•~. e1 f1uJo de masa-energía en 1a direcci6n i y T'• e1 tensor 

c1ásico de esfuerzos. Las 1eyes de conservaci6n de1 momento y de 

1a energ!a quedan entonces incorporadas en una so1a ecuaci6n: 1a 

conaervaci6n de 

termodinámicas 

movimiento, no 

propiedades de 

T'-. iii) Como en e1 

de un sistema no 

tenemos ninguna 

transformaci6n a1 

ca.so c1ásico 

dependen de 

indicaci6n 

pasar de 

1a.s propiedades 

su estado de 

acerca de 

un sistema 

referencia. a otro que se mueve respecto a1 primero. Por 

sus 

de 

este 

motivo se suscitaron en e1 pasado enconadas discusiones sobre si, 

por ejemp1o, 1a temperatura se •contrae' o no, etc. Este tipo de 

controversias se han e1iminado en 1a actua1idad conviniendo en 

definir 1as variab1es termodinámicas como aque11as que medirla un 

con e1 sistema (e1 11amado observador que se moviese junto 

10 



'observador 1oca1mente en raposo•). De esta definici6n se sigue 

que 1as variab1es termodinámicas son esca1ares. 

A continuación veamos 1as ecuaciones que resu1tan de ap1icar 

estas ideas a un f1uido. 

b} Leyes de conservación 

Consideremos primero un f1uido constituido por una so1a 

componente. Para un observador que se mueve junto con 61 0 1as 

1eyes de 1a termodinámica c1áaica son vá1idas y podemos escribir 

1a primera 1ey de 1a termodinámica 0 

como 

para un e1emento de vo1umen 0 

(l::t.1} 

donde e es 1a densidad de masa-energía. n es 1a densidad num6rica 

de bariones 0 T es 1a temperatura. k• es 1a constante de Bo1tzmann 

(k• = 1 .3a x 10-•• erg K"' ) • s es 1a entropía por bari6n medida en 

unidades de ka y 

h - e p + e} /n 

es 1a enta1pia por bari6n 0 

,,.._ e1 potencia1 químico 

siendo p 1a presión 

por partícu1a. Dado 

11 
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variab1es que aparecen en esta ecuaci6n son escalares, esta es 

tambi6n 1a primera ley de la termodinámica relativista. 

Consideremos ahora las 1eyes de conservaci6n. De 1a 

genera1izaci6n re1ativista del Teorema de Gauss (ver, por 

ejemp1o, Landau y Li:t"shi.tz, 1962) se sigue que 1a 

cuadridivergencia de1 cuadri:t"1ujo correspondiente a una cierta 

cantidad :t"ísica nos dice •cuánto• de esa cantidad se crea o se 

produce en e1 sistema en consideraci6n. 

N"""' a1 cuadri:t"1ujo de bariones, la 

bari6nico (ecuaci6n de continuidad) se 

denotando con Entonces, 

conservaci6n 

expresar& como 

de1 número 

o. (l::I • .3) 

Aná1ogamente, 1as 1eyes de conservaci6n de1 momento y de 1a masa­

enargía se expresarán, en t&rminos de1 tensor de energía-momento, 

como 

Fina1mente, denotando a1 cuadri:t"1ujo de entropía por S...,. 1a 

segunda 1ey de 1a termodinámica se expresará como 

cr- "' s,,.,_.. ~o. ( '.I'.I. 5) 

Es~as 1eyes son tota1mente genera1ea. Expresiones exp1Ícitas 

N" • S,. y T"""'" en tl>rminos de 1aa variab1es termodinámicas 
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sistema pueden obtanerae soiamente una voz que se ha especiricado 

ei sistema. Esto as io 

ei caso especlrico do 

sentido es equivaiante, 

que haremos en ia siguiente 

un riuido ideai (o, io que 

para un riuido en equiiibrio) 

i) F1uido Ideai 

sección para 

en cierto 

Una de 

reiatividad 

ias consecuencias nás conocidas de ia 

es que ei tiempo transcurre de manera 

Teoría de ia 

direrente para 

direrentes observadores. Esto signirica, geométricamente 

hab1ando, que cada observador derine, en cada punto de1 espacio­

tiempo, una cierta 'dirección temporai• dirección que está 

especificada por ia cuadriveiocidad dei observador en cuestión. 

Es ciaro, entonces, que, para describir ia evolución en ei tiempo 

de un sistema reiativista, 10 primero que necesitamos es 

especiricar respecto a 

En principio todos ios 

cuái observador vamos a medir ei tiempo. 

observadores son iguaimente aceptabies 

pero, en nuestro caso, ias variaoies termodinámicas están 

derinidas en ei sistena de rererencia que se mueve junto con ei 

riuido. Es, por tanto, naturai, describir ia evoiución dei riuido 

en este particular sistema de rererencia, y eso es, precisamente, 

io que haremos. La dirección temporal queda entonces especiricada 

por la cuadrivelocidad del rluido la cual denotaremos por U~. Por 

razones obvias U,... se llama ia •cuadriveiocidad hidrodiná~ica•¡ 

está reiacionada con ia velocidad hidrodinámica tridimensionai ~ 

a través de la relación 

13 



Y'(c,.!:)• crr.6) 

donde 

crr.7) 

En part1.cu1ar, 

se ti.ene 

en e1 sistema de ref'erencia 1oca1mente en reposo 

U...- (1oc. rep.) • (c,.Q.). crr.a> 

Para comp1etar 1a descripci.6n de1 f'1uido idea1, debemos 

ahora encontrar 1aa expresiones adecuadas para N ... , S..- y T,,..." • 

Consideremos primero e1 cuadrif'1ujo de part!cu1as N'. Es evidente 

que aus componentes espacial.es deben de corresponder a1 vector 

f'l.ujo de part!cul.as 'cl.áai.co•, puesto que se trata, simpl.emente, 

de l.a extensi.6n rel.ativi.sta de este concepto. Por l.o tanto, N' 

debe de aer l.a densidad num6ri.ca de part!cu1as mul.tipl.icada por 

l.a val.001.dad del. f'1ujo. Sol.o que, en el. caso rel.ati.viata, 1a 

denai.dad num6rica se ve mul.tip1icada por un f'actor Y (que as el. 

f'actor 

tener 

por e1 cua1 se contrae e1 vol.umen) por 1o 

14 

cual. debemos 



(II.9) 

Pero 'Y' v ¡ son• s~mp1emente, 1as componentes espac~a1es de u~. de 

donde se s~gue que una def~n~c~ón adecuada para e1 cuadr~f1ujo de 

part!cu1as es 

MJ"' = nU,.. • (II.10) 

que es, en efecto 1a que adoptaremos. 

De manera tota1mente aná1oga es fác~1 convencerse de que e1 

cuadr~f1ujo de entropía debe estar dado por 

(l:I.11) 

Cons~deremos, por ú1t~mo, e1 tensor de energ!a-momento T'~. 

En e1 s~stema 1oca1mente en reposo e1 tensor de esfuerzos T¡¡ es, 

s~mp1emente 9 e1 tensor de esfuerzos de un f1u~do ~dea1 1 c1áa~co 1 9 

en reposo, o sea que 

(:l:I.12) 

Además, puesto que e1 f1u~do es ~dea1, no hay un f1ujo neto de 

momento en n~nguna d~recc~ón (s~empre en e1 s~stema 1oca1mente en 

reposo), por 1o cua1 
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cT'º (1oc. rep.) o (II.13) 

Como 1a componente T•• es tan so1o 1a densidad de masa energia e, 

tenemos que 

T"" (1oc. rep.) diag(e,p,p,p). (:II.14) 

Para obtener 1a expresi6n genera1 de T'" basta con encontrar una 

exprasi6n covariante que se reduzca a 1a anterior en e1 sistema 

también, 1oca1mente en reposo 

una tranarormaci6n 

Landau 7 L~rsh~tz, 

de Lorentz. 

1959, apartado 

se 1e puede ap1icar a (II.14) 

En ambos casos se obtiene 

125) 

(ver 

(p+e)U,... U"' /c' - p ?"" 

~ e U"° U"' /e• - p 6"'""' (II.15) 

donde hemos introducido e1 •operador de proyecci6n• 

(:U.16) 

que t~ene 1& racu1tad de e1iminar 1a componente 'para1e1a' a U 

de cua1qu~er cuadr~vector. 

Como just~r~cac~6n de estas re1ac~ones, veamos a1gunos 

resu1tados que se der~van de e11as. De 1a ecuaci6n (II.10) se 
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si.gua que U,... puede escribi.rse como 

e "l'T"" / (?T,. N,..-) \. (:IJ:.17) 

o aea que, 

part!cul.as. 

en et"ecto, U"" es l.a cuadr.i.vel.oc.i.dad del. f'l.ujo de 

Otro 

ecuaci.ones 

resul.t&do 

(:I:I.10). 

i.nteresante es 

(I:I.11), (:I:I.15) 

que, según se ve 

y (:II.16), podemos 

de l.as 

det".i.ni.r 

n, e, p • 

En cuanto 

ecuaci.6n ·c:r:r.10) 

por l.as rel.aci.ones 

n = H•U/c' (:I:I.18) 

e • u...,. U,.. T.,.." /e' (:I:I.19) 

p ., -11,.,.. T~"" /3 { :I:I .20) 

s • S•U/nkec' (:I:I.21) 

a l.aa l.eyea de conaervaci.6n, austi.tuyendo 

en l.a ecuaci.6n de conti.nui.dad obtenemos 

itn,. - U,.,,. {:I:I.22) 

,donde el. punto denota l.a deri.vad& a l.o l.argo de U....,., esto ea, 

17 
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(II.23) 

Se sigue de ésta igua1dad que u~.~ es 1a tasa de expansión 

V/V .. 8 (II.24) 

donde V es e1 vo1umen. 

La otra 1ey de conservación, ec. (II.4) 0 conduce. despu6s de 

una contracción con u..,... • a 1a 1ey de conservación de 1a energ!a 

¡ - hñ. (II.25) 

La misma ecuación (II.4). contraída con A~ conduce a 

ecuación de Eu1er re1ativista (ecuación de movimiento) 

(p+e)Ú.>. == cª "7.>. p (II.26) 

donde hemos deEinido e1 operador espacia1 •gradiente' 

·ei cua1 

operador 

hace O). 

se reduce. en e1 sistema 

gradiente común y corriente 

1oca1mente en 

(su componente 

(II.27) 

reposo• 

tempora1 

1a 

a1 

•• 

De 1a primera 1ey de 1a termodinámica y de 1a ecuación 
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(II.25) se s:l..gue que 

o. en:. 2s > 

resu1tado conoc:l..do para un f"1u:l..do :l..dea1 o en equ:l..1:1.br:l..o y que, 

1• desde 1uego,; 

termod:l..nf.m:l..ca, 

(II.11). 

e• cons:l..stente con 1a segunda 1ey de 

según puede constatarse de 1as ecuac:l..ones (II.5) 

Todo 10 anter:l..or const:l..tuye 1a teoría macrosc6p:l..ca de 1os 

f"1u:l..dos en equ:l..1:1.br:l..o. 

:l..:l..) F1u:l..do f"uera de equ:l..J.:l..br:l..o 

Si. el. 

aparecerf.n 

reatabl.ecer 

f"1u:l..do no se encuentra en equ:l..J.:l..br:l..o 

en 

l.a 

au seno 

s:l..tuac:l..6n 

procesos de transporte 

de equ:l..1:1.br:l..o. Su 

termod:l..nf.m:l..co 

tend:l..entes 

ef'ecto en 

a 

el. 

f'ormal.:l..smo anter:l..or es e1 de agregar t6rm:l..nos 1 :l..rrevers:l..b1ea•, 

correspond:l..ente.a- a 1 f"l.ujos :l..rrevers:l..bl.es', a l.as expres:l..ones de 

?T,. , S,. y Tr" • Escr:l..b:l..mos entonces 

(U:.29) 

( I'.I.30) 
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c:n • .31 > 

donde l.os superlndices •e• e 'i' denotan l.as contribuciones •en 

equil.ibrio' e 'irreversibl.es•, 

consiste ahora en encontrar 

respectivamente. 

expresiones para 

El. 

l.os 

probl.ema 

términos 

irreversibl.ea. Ocurre, ain embargo, que éstos términos no están 

unlvocamente determinados y, de hecho, direrentes autores l.os han 

de:f'inido de di:f'erentes maneras. En al. presente trabajo, nos 

apegaremos al.as de:f'iniciones dadas por Eckart (1940), por ser 

l.as que a l.a l.arga, han ido siendo adoptadas por l.a mayoría. 

Asi, de acuerdo con Eckart, derinimos n, e, s y U,,.. por l.aa 

rel.acionea (ZZ.17) czz.21). Las demás variabl.es termodinámicas 

quedan entonces determinadas, en términos de éstas, por 1aa 

derivadas parcial.es correspondientes. Por ejempl.o, l.a 

temperatura T estará dada por 

T .. C <l e/ ~ s > .. I C nk• ) (II • .32) 

etc. Def:'inimoa, además, el. rl.ujo de cal.or q~ como el. rl.ujo de 

energía 'ortogonal.' al. :f'l.ujo de particul.as 

q"" "' u,, T,.:a, A';. • (II • .3.3) 

y el. tensor 1 1.rreversibl.e' de tensiones 
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(II.J4) 

(Forma1mente, habr!a que definir tambi&n un f1ujo de difusión de 

1as 

toma 

part!cu1a.s pero en e1 presen~e trabajo este fenómeno no se 

en cuen-t.a). Estas definiciones, junto con 1as 1eyes de 

conservación y 1a primera 1ey de 1a termodinámica, imp1ican que 

N ,,,,. O, (:I:I.J5) 

gen,.. =- q,.. /T (:II.J6) 

(q"' U" + q" U,.. )/eº + 'tT"'". (:I:I.J7) 

:Ig~a1 que en e1 caso c1&sico, es posib1e obtener expresiones 

'fenomeno1Ógicas• exp1!citas para e1 f1ujo de ca1or y para e1 

tensor de tenaiones si suponemos que e1 f1uido se encuentra 

re1ativamente cerca de_equi1ibrio. En esta caso, 1os gradientes 

de 1as va.riab1es termodin,mica·s son pequeños 1os f1ujos 

irreversib1es deben ser, en primera aproximación, proporciona1•• 

a e11os. Uti1izando argumentos de simetr!a, trabajando siempre a 

primer orden en 1os gradientes y ob1igando a que 1a creación de 

entrop!a sea necesariamente no-negativa, se obtienen 1aa 

re1aciones (para más deta11es consú1tese, por ejemp1o, Weinberg, 
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1971) 

~ ( V"T- Ü" T/cº) (II.38) 

(:U.39) 

donde 

~,.,, = ( V"u" +V" U""' - 2e d"" /3)/2 

ea e1 

). es 

tensor •tasa de de:t'ormaci6n' (con traza igua1 

11amado 1a 

coe:t'iciente 

viscosidad' 

coeficiente 

conductividad t&rm.ica • es e1 

de viscosidad' (o, más brevemente, 1a 

o 1a viscosidad de corte) y ":s es e1 

de viscosidad' (o 'segunda viscosidad' o 

( :r:r .40) 

a cero); 

•primer 

'primera 

•segundo 

viscosidad 

vo1um&trica). Es interesante notar que e1 :t'1ujo de ca1or depende 

no so1amente de1 gradiente de 1a temperatura, sino tambi&n de 1a 

cuadriace1eraci6n (0 0 1o que es equiva1ente a primor orden 0 de1 

gradiente de 1a presi6n) 0 

re1ativista. 

siendo este Ú1timo un efecto puramente 

Fina1mente 0 1a tasa de creaci6n de entrop!a es 

22 



(~e•+ 274'...-"f",..,.-q,,.. q...,. />. )/T (II.41) 

que• dos de 1uego (por construcción)• es necesariamente no-

negativa. 

iii) Mezc1a 

La genera1izaci6n de1 f'orma1ismo anterior a1 caso de una 

mezc1a de N componentes es inmediata. E1 i-ési!llo tipo de 

part!cu1a estar~ descrito por su cuadrif'1ujo de pnrticu1as N~,.. • 

au cuadrif'1uJ o de en tropia S;.,.. y su tensor de energ!a - momento 

T;. ,.. .. En este caso 1a direcci6n tempora1 1a eapecif'icamoa por 

medio de 1a cuadrive1ocidad de1 1"1ujo medio de part!cu1aa 

(cuadrive1ocidad hidrodinámica) 1a cua1 se def'ine en términos de1 

cuadrif'1ujo tota.1 de part!cu1as 

por 1a ec. (II.17). Por medio de U,... se def'ine 1a densidad 

bari6nica de 1as pa.rt!cu1as 'i' como 

n\. os ?l¡,• U/c" 

su densidad de maaa-energia como 

23 
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e;. u.ru"T~"'"/c" 

y su entropía adimensiona1 por bari6n como 

s-. .,. S ¡, • U/ ( nk • c • ) • (:I:r.45) 

Dada 1a aditividad de n¡, e, y e1 sistema queda descrito por 

1os cuadrivectorea •totaies• ll~. ec. ci::r.42) y 

por •1 tensor •tota1' de energía - momento 

y por 

anterior 

~ T¡ _,.., 

1as 1eyes de conservaci6n (:I:I.3) 

e1 forma1ismo está comp19to. 

(:I:I.5). 

2) Teor!a Cin6tica Re1ativista 

(:Il: .47) 

Con todo 1o 

La teoría cin6tica re1ativista se construye de acuerdo con 

1as mismas ideas básicas de 1a teoría cin6tica c1ásica, 

expr•s,ndo1as simp1emente dentro de un forma1ismo covariante. Se 
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tiene as! una 'f'unci6n de dist.ribuci6n• • que satisface una 

1 ecuaci6n do Bo1tzmann re1~tivista 1 0 on t6rcinos de 1a cua1 es 

posib1e def'inir 1os parámetros macroscópicos 1oca1es de1 sistema 

de ta1 manera que satisfagan 1as 1eyes de 1a termodinámica 

re1ativiata. En 1o que sigue, describiremos brevemente 1os 

aapectoa f'undamenta1es de este 1 for~a1ismo microsc6pico' ta1 y 

co~o 1o usaremos on e1 presente trabajo, esto es, dentro de1 

marco de 1a re1atividad especia1 0 despreciando 

considerando un sistema suficientemente di1uido 

campos externos y 

como 

descripci6n se pueda hacer a trav6s de f'unciones de 

para que su 

distribuci6n 

de ~ part1cu1a. 

a) Def'iniciones básicas. F1uido simp1e 

E1 punto de partida es, desde 1uego, encontrar una 

definici6n adecuada para 1a f'unci6n de distribuci6n f{x,p). En e1 

caso c1ásico f{~ 0 ~ 0 t) se de~ine de ta1 modo que 

dN • {g/hº)f' dV dºp (:I:J:.4e) 

a ea e1 número de part1cu1as que, en e1 instante 1 t •• ae 

encuentran contenida• en un vo1umen e1ementa1 dV a1rededor de1 

punto ~ y cuyos momentos se ha11an comprendidos entre E y E+d~, 

aiendo g e1 número de ocupaci6n de1 estado {g = 2s+1, donde a es 

a1 eap~n, para part1cu1as masivas; g - 2 para fotones y g 1 

para neutrinos) y h 1a constante de P1anc~. A1 extender eata 
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es, obviamente, deseable que def'inició:i a1 

quede def'inida. 

ca.so re1ativista 

en t&rminos de invariantes de Lorentz, esto es, 

que sea un esca1ar. 

Ahora. bi.en, 

por las lineas de 

en el espacio-tiempo el sisteoa 

universo de .las part!cu1as que 1o 

son 1 

está descr:i.to 

constituyen y 

si se usa 1as tangentes a estas 1!neas en 

~arametr:i.za.ción adecuada, sus 

11neas correspondientes a 1as 

cada •punto• 

respectivos 

part!cul.as en 

cua.dr:i.momentos. 

una 

Las 

de1 

punto r f'orman, 

un e1emento de 

entonces, un haz o tubo 

vo1umer. tridioensiona.1 

una vecindad 

e1ementa1 0 mientras que 

es una hipersuperf'ici.e 

espacia1 e1ementa1 t cte. 

orientación estA especif'icada 

('rebana.da temoora1' 

por 1a cuadrivel.oc:i.dad 

cuya 

U'° de1. 

observador correapond:i.ente. En ausencia de co1is:1.ones, e1 número 

de 1!neas contenidas en e1 tubo permanecerá constante, de ta1 

manera que cua1.guier h:i.persuperf'icie e1ementa.1 •acotada' por e1 

tubo, independientemente de su orientación, contendrá e1 mismo 

número de intersecciones con e11.a (Fig. II.1). Pero e1 número de 

:1.ntersecciones es precisamente dN, el. número de part!cu1as que 

•ve• e1 observador (desde 1uego que cada observador ve a 1as 

m:i.smas part!cu1.as contenidas en dif'erentes vol.úmenes, según su 

orientación en e1. espacio-tiempo). En principio, cada observador 

podr!a def'inir una f'unci6n de distribución de acuerdo con 1a 

ecuación (II.41) 0 de ta1 f'orma que, si O y 0' son 2 observadores 

cua1esquiera, podemos escribir 
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I~ 

Dos observadores 
intersecciones entre 
ct:c •• según el. caso) 

cuc1asqu~cra ven c1 m~smo n6mcro de 
una h~persuperf~c~e t= cte. (6 t'­

y c1 ~~suo hez de 11ncas de un~vcrso. 
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dN • (g/h")r dV d"p 

(g/hª):f." 1 dV 1 dªP'• 

Para encontrar l.a rel.aci6n entre r 

primero. conocer l.a rorma en que se transrorman 

que el. el.amento do vol.umen tetradimensional. 

d., x = dxºc\V 

(:r::r:.49) 

r • es necesario• 

dV y d"p. Sabemos 

( :r::r:. 50) 

ea invariante de Lorentz y que 

part:1cul.a • d 'C • tambi6n 1o es. 

el. el.amento de tiempo propio de l.a 

Se sigue que el. cociente 

(dxº/d'C )dV = UºdV (:r::r:.51) 

donde Uº es l.a componente temporal. de l.a cuadrivel.ocidad de l.a 

part:1cul.a 0 es 0 a su vez 0 un invariante. Ahora bien 0 el. cociente 

d"p/p• es tambi6n invariante de Lorentz 0 según demostraremos más 

ade:l.ante (ver ecs. :II.58 y :r::r:.60), por l.o cual. su producto con 

(I:I.51) seguirá a16ndol.o. Pero (pº/Uº) es 1a masa de l.a 

part!cul.a (obviamente un eacal.ar) por 1o cual. 0 :f."inal.mente 0 

dVd"p • escal.ar = dV'd"p' (:II.52) 

De este resul.tado y de 1a ec. (I:I.49) se sigue que 
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f .. f' (II.53) 

o sea que f es, según deseábamos, un asca1ar 1a ecuaci.6n 

(II.48) es una definici6n adecuada para e11a. 

E1 siguiente prob1ema consiste en re1acione.r con 

cantidades macrosc6picas. Para e11o notamos que, para ser 

consistentes con 1as de~iniciones de 1a aecc;L6n anterior, es 

necesario que 1a densidad numérica de particu1as 

n '"'i-dN/dV .. (II.54) 

definida en un muy particu1ar sistema de 
.r 

referencia~, 

sistema 1oca1mente en reposo. Denotando 1as cantidades en 

e1 

este 

sistema de referencia con e1 subíndice 'O' obtenemos de (II.491 

n = (g/h") J_f dºp. (II.55) 

Para escribir esta ecuaci6n de manera que sea manifiestamente 

covariante consideremos e1 espacio de cuadrimomentos. 3n este 

espacio un e1ecento de vo1umen invariante de Lorentz es. 

evidentemente, d• P• Sin embargo, para part!cu1as 1 rea1as•, 1as 4 

co11tponantes de1 cuadrimomento no son independientes entre si, 

puesto que deben da satisfacer 1as re1aciones 
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donde :n es 

restricciones, 

arbitrariamente 

l.a 

(II.56) 

p• ~ o. (:II.57) 

masa. de l.as particul.as. Debido a. estas 

sus cuadrimomentos no pueden distribui.rse 

en el. espacio-tiempo, si.no que se !:ial.J.an 

contenidos en l.a hipersuperficie m = cta. correapondi.ente a su 

masa. Sobre esta hipersuperficia defi.nimos el. el.omento 

(obvia.mente invariante) 

(II.58) 

donde e representa a J.a funci6n esca16n y & a 1a funci.6n del.ta 

de Di.rae. Es f~ci.l. demostrar, por medio de J.a conocida rel.aci.6n 

(II.59) 

que, en una integraci.6n sobre todo el. eapaci.o de momentos, 

donde 

= J d"p/p• 
!. 
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pº. <l.12.Iª + mªcª) (II.61) 

Regresando a (II.55) y usando e1 hecho de que, para e1 observador 

1oca1mente en reposo, u: = c, 

que es 

:1ntegra1 

ecuac:16n 

(g/chº) ~ (p•U) 1: dt' (II.62) 

1a expre11:16n buscada (se sobreent:iende que 1a ú1t:1ma 

es sobre todo e1 eapac:io de momentos). Es c1aro que esta 

se reduce a su equ:1va1ente c1ás:1co en e1 s:istema de 

rererenc:ia 1oca1mente en reposo. 

Una comparac:16n de 1a ec. (II.62) con 1a ec. (II.18) conduce 

:1.nmed:iatamente a ia expres:16~ 1 m:1crosc6p:1ca• de1 cuadr:1r1ujo 

(II.63) 

donde se ve que H'° es, a:1rap1emente, e1 pr:imer momento de 1& 

d:1str:1buc:1ón. Sus componentes espac:1a1es son e1 vector •r1ujo de 

part!cu1as• ~ su componente tempora1 es ne. Vamos tamb:ién que e1 

observador 1oca1mante en reposo es, en cons:1stenc:1a con e1 

tratam:iento macrosc6p:1co, e1 que se ~ueve junto con e1 r1u:1do, de 
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ta1 manera que 1a cuadrive1ocidad hidrodinámica queda 

en t~rminos de1 cuadrir1ujo, por 1a ec. (II.17). 

derinida, 

As:! como e1 pricer momento de 1a distribución resu1ta estar 

1igado con e1 cuadrir1ujo, e1 segundo momento, que o~viamenta es 

un tensor, resu1ta ser, esencia1mente, e1 tensor de energ!a­

momento. En erecto, es fáci1 comprobar que 1as componentes de 

tienen 

sección 

T"°., = (gc/r..º) ! pJ"' p" r df' 

e1 sentido ~!sico ya visto en 1a subsección 

anteri.or. 

( II .64) 

a) de 1a 

Para terminar con 1as definiciones fundamenta1es construimos 

e1 •cuadrif1ujo de entrop!a• de ta1 mane~a que 1a entrop!a 

adimensiona1 por barión, ec. (II.21), se reduzca en e1 sistema 

1oca1mente en reposo a 1a conocida expresión de 1a mecdnica 

estad!stica c1ásica. Ss réci1 ver que 1a expresión adecuada es 

s~ (II.65) 

donde 1' = 1 + E r y E. =1, O, -1 según que se trate de bosones, 

part!cu1as c1ásicas o fermiones, respectivamente. Las re1aciones 

(II.52)-(II.54), Junto con 1as definiciones y ecuaciones vistas 

en 1a sección anterior, constituyen 1a descripción microscópica 

de1 sistema. 
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b) Hezc1a 

La genera1izaci6n de1 forma1is~o a1 caso de una mezc1a es 

inmediata. Cada tipo de part1cu1as estari descrito por una 

funci6n de distribuci6n f~(x,p\)• en términos de 1a cua1 se 

definen 1os cuadrivectores e1 

descripción de1 

ecuaciones que 

anterior. 

sistema 

vimos en 

queda entonces dada 

1a subsecci6n iii) 

c) Ecuaci6n de Bo1tzmann 

tensor 

por 

de 

T ¡ ,_., • La 

1as 

1a 

mismas 

secci6n 

En 1a teoria cinética re1ativista, igua1 que en 1a teoria 

cinética c1,sica, 1a evo1uci6n de un sistema en e1 tiempo está 

determinada por 1a evo1uci6n de 1aa diferentes funciones de 

distribuci6n que 1o describen. A su vez, 1a evo1uci6n en e1 

tiempo de 1as funciones de distribuci6n está descrita por un 

sistema de •ecuaciones de Bo1tzmann re1ativistas•. Es, por tanto, 

indispensab1e 0 para comp1e~ar e1 forma1ismo, obtener 1a ecuaci6n 

de Bo1tzmann re1ativista. 

Consideremos 0 primero 0 e1 

part!cu1as no interactúan entre 

caso de un f1uido simp1e cuyas 

si (f1uido sin co1isiones). Bn 

este caso es c1aro que todas 1as 1ineas de universo contenidas en 

cua1guiar haz o tubo e1ementa1 permanecerán dentro d~ 61 0 de ta1 

manera que 0 si tomamos 2 hipersuperficies cua1esquiera •acotadas• 
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por e1 tubo, e1 número de 11neas de universo que 1as atraviesa os 

e1 mi.smo {Fi.g. II.2). Veamos ahora cómo podemos expresar esta. 

condición matemáticacente. 

Sea e1 •vo1umen• de1 segmento de tubo acotado por 1a 

hi.persuperf'i. c i.e ~·s que, por conveniencia, subdividi.re:noi; en dos 

•tapas'• 1:. y 'L •• y una •pared ci11ndr1.ca' de1 tubo, I.:s {ver 

f'i.gura :u.2). E1 número de i.ntersecci.ones de 1as 11neas de 

universo con 'L. {o sea, en otras pa1abras, e1 número de 

part1cu1as en e1 vo1umen tridimensiona1 'L., en un cierto instante) 

es• obviamente 1 

Au =J dªtr,... Nr 
1. • {I:I.66) 

donde dª~~ es un e1emento orientado de 1a hipersuperf'icie'L,. Una 

ro1aci6n simi.1ar nos dará e1 número de intersecciones con ~ .. 1 

s61o que con e1 signo opuesto debido a que e1 cuadrif'1ujo 

part~cu1as 

hip6tesi.s 0 

'entra' por 'E.., pero •sa1e' por ~~. Como, 

no hay co1isiones, 1as mismas part1cu1as que en 

momento dado estAn 

también se cump1e que 

en ~. estarán más tarde 

AM • -J d"r,. N~ 
~. 

en l:a. • as1 

(:I:I.67) 

de 

por 

un 

que 

Además, debi.do una vez más a que no hay co1isi.ones 0 1as 11neas de 

uni.verso no cortan 1a pared de1 tubo, por 1o cua1 
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f d"O"'_,. N'"= O 
e~ 

Sumando l.as tres Úl.timas rel.aciones 

( d • r, N,.. = ( d • r,.. N,.. = o 
Jz .• a .... , l•'s 

(II.68) 

(II.69) 

donde l.a úl.tima integral. ya ea sobre ~~ l.a hipersuperf'icie •s. 

Apl.icando el. teorema general.izado de Gauss (ver, por ej., Landau 

y Lif'shitz, 1962) podemos convertir l.a integral. de •superficie' 

en una integral. sobre todo el. •vol.umen' b~x contenido en el.l.a. 

Obtenemos aa1. 

o (II.70) 

donde hemos sustituido N"por medio del.a ec. (II.63). Dado que 

l.os cál.cul.oa anteriores son vál.idos para cual.quier segmento del. 

tubo, de tenerae aiempre 

P" f' ,,,_ o (II.71) 

Esta expresi6n es, por tanto, l.a ecuaci6n de Bol.tzriann 

36 



'l 

relativista en ausencia de colisiones. 

El efecto de 1as co1i3iones es añadir o aniquilar 11neas de1 

tubo (Fig. II.J) por 10 cual, en general, se tendrá 

p~f,,._- c(x,p) (II.72) 

donde C(x,p), el 11amado •t.Srmino de colisiones•, es, 

esencialmente, e1 número de lineas de universo que se •crean• en 

el tubo, debido a colisiones, menos el número de 1lneas que ae 

aniquilan por la misma causa. Esta última ecuaci6n es la ecuaci6n 

de 3o1tzmann relativista con colisiones. 

El siguiente paso ea, desde luego, encontrar 1a forma de 

C(x,p). En el caso de un gas diluido, que es el que nos interesa, 

solo ea necesario considerar colisiones binarias y, siguiendo un 

procedimiento enteramente aná1ogo al que se sigue en e1 caso 

clásico, se obtiene (Eh1ers,1971; Stewart,1971) 

C(x,p) ( 1 /2) (g/h') S dt', dt'' dr.' lf'i', 
A 

'r 

fr,?•?,•) W(p,p,/p•,p,•) (II.7.3) 

donde e1 factor (1/2) garantiza que cada co1isi6n sea tomada en 

cuenta solamente una vez y donde W(p,p,/p 1 ,p 1
1 es la 11a1!!&da 

•tasa de transici6n' para :la co1isi6n p + p, - p' + p,'• 1tI eatil 

dada por (de Groot et a1. 1980) 
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, ... 
(p + p,)ªcr Ó(p + P, - P'- P,') (II.74) 

donde r es 1a sección ericaz (o sección recta.) de 1a reacción en 

e1 sistema de rererencia en e1 cua1 e1 momento tota1 de 1as 

particu1as incidentes es cero (sistema 'centro de comento•). y 

&'•'es 1a función de1ta de Dirac tetradimensiona1 cuya runción es 

garantizar que 1a. energia y e1 momento tota1es se conserven en 1a. 

co1isión. 

La genera1ización a1 caso de una mezc1a. es 0 una vez más 0 

inmediata.. En un f'1uido constituido por componentes cada 

función de distribución f¡(x 0 p~). i = 1 • ••• • H • satisf"ace BU 

propia ecuación de Bo1tzma.nn re1ativista 

(II.75) 

con 1os términos de co1isión da.dos por 

(II.76) 

siendo W 1a. tasa de transición para 1a. reacción i+j - !c+1. 
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d) Leyes de conservaci6n. Teorema H. 

Para demostrar 1a consistencia de1 forma1ismo 'cinético' con 

e1 aacroac6pico veamos como las 1eyes de conservaci6n se siguen 

de 1aa def'iniciones que hemos visto y de la ecuaci6n de 

Bo1tzmann. Para e11o def'inimos e1 'invariante co1isiona1' 

(II.77) 

donde 1as !'unciones ª"(x) y b,,.(x) son arbitrarias excepto por 1a 

condici6n de que las a~(x) deben de satisfacer. en cualquier 

reacci6n. la igua1dad 

a.,(x) + a,;(x) ª" (x) + •.1. (x) (II.78) 

Se puede• entonces, demostrar (1a demostraci6n es un poco 

engorrosa y no va1e 1a pena copiar1a aquí¡ ver de Groot et a1. 

1980• PP• 29-30) que 

(II.79) 

Tomando en esta ecuaci6n a~(x) - 1. b,,-(x) • O y uti1izando 

1as ecuaciones (II.42). (II.63) y (II.75) se tiene que 
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(I:I.80) 

que es ia ecuación de continuidad c:r:r.3). 

Tomando ahora a¡, (x) O y usando 1as ecuaciones (II.47)• 

(II.64) y (II.75) obtenemos 

'"'T,,,-"'•v (II.81) 

que es 1a ecuación de conservación de1 momen~o y 1a energía. 

' 
Por Ú1timo. veremos c6mo 1a definición de1 cuadrif1ujo de 

• entropía. dada en ias ecuaciones (II.46) y (II.65) • conduce a una .. 
i tasa de producción de entropía. ec. que ... 

necesariamente no-negativa¡ en síntesis. deduciremos •1 

equiva1ente re1ativista de1 teorema H. De 1as ecuaciones (II.41). 

(II.46) y {II.75) se tiene: 
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(II.82) 

Motando que esta expreai6n se mantiene igua.1 si intercambiamos 

i ~> j Ó k ~>1 y qu.e cambia. de signo si intercambiamos i <->k y 

j~>1, obtenemos, f'ina.1mente, 

(II.83) 

Da.do que (1nA - 1nB) (A - B) ~O para cua.1quier A y B, e ata 

expresión es necesaria.mente no-negativa. y e1 Teorema H 

re1a.tivista queda demostrado. 

e) Distribuciones de equi1ibrio 

Def'inimos un estado de equi1ibrio como a.que1 en e1 cua1. .. -o. 

De1. Teorema. H se sigue que so1.a.mente podemos tener un estado de 

equi1ibrio si W•O o si 1n(!~/f'~) es un invariante co1isiona1.. 
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primer caso corresponde a que no haya interacción 

part!cu1as de1 r1uido• esto es. a un .f'1uido idaa1. En 

caso s! hay co1isionas pero éstas no a.f'ectan a 1a 

entre 1as 

e1 segundo 

!"unción de 

distribución y se dice que tenemos 'ba1ance deta11ado'. En este 

caso se tiene. recordando que 

genera1 está dado por 1a ecuación 

momento de1 sub!ndice i• que 

a1 invariante co1isiona1 más 

{II.77) y o1vidándonos por e1 

de donde 

Ahora bien. 

in.f'inito y 

1n{?/.f') I 

.f' =- (exp { I) - f:} -• 

debe tender a O cuando 

esto imp1ica qua b,. debe de 

temporai. por 1o cua1 podemos escribir 

b,.(x) b(x) u,..{x) 

1a energ!a 

ser un campo 

{ II. 84) 

{II.85) 

tienda a 

vectoria1 

{II.86) 

donde u,. es una cierta cuadrive1ocidad. Sin embargo. es c1aro que 

1as distribuciones de equi1ibrio son isotrópicas en e1 espacio 

de momentos de un observador cuya cuadrive1ocidad es u'• por 1o 

cua1 0 para ese observador. r¡J"' y T-" deben estar dados por 1as 
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ecuaciones (II.10) y (II.15), respdctivamente. Se sigue que u 

es, precisamente, 1a cuadrive1ocidad hidrodin~mica (II.17). 

Con e1 ~in de determinar e1 sentido r!sico de a(x) b(x) 

consideremos, por simp1icidad 1 un f:1uido constituido por una so1a 

componente. En e1 sistema de re~erencia 1oca1mente en reposo se 

tiene, de (II.85) y de (II.18) (II.21), que 

n (g/hª) S pº t: dr (II.87) 

e • (gc/hª) J p•• t: dr (II.88) 

p • (1/3)(gc/hª) s IEIª t: dr 

+ ( g /h ª) s :p 0 t: I dr (II.90) 

• Si en esta ú1tima expresi6n integramos por partea 1a primera de 

.. 
; 1as inte~ra1es, sustituimos ia t:orma exp1!cita de I, ec. (II.77), 

en 1a segunda integra1 comparamos con 1as integra1ea 

anteriores, obtenemos que 

ns = an + b(p + e) 

-= an + bhn (II.91) 
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de donde 0 comparando con 1a ecuaci6n (II.2) 0 

a -~/ (keT) (II.92) 

b (II.93) 

Por 1o tanto 1& distribuci6n de equi1ibrio es 0 f'in&1m•nte 0 

(I:I.94) 

Esta re1aci6n f'ue encontrada, por primera vez, por Jüttner 

(1928). 

f') Casos especia1es 

Por medio de 1& f'unci6n de distribuci6n en equi1ibrio 

podemos ahora encontrar 1os va1ores en equi1ibrio de 1as 

diferentes variab1es termodinámicas. E1 procedimiento que se 

sue1e aegui.r es e1 siguiente. De 1a expresi6n para 1& densi·dad de 

part!cu1as, ec. (:I:I.87). se ca1cu1a e1 potencia1 qu!m:!..co I"' de 

ta1 manera que se obtenga e1 va1or deseado de 1a densidad 

bari6nica n. Con este va1or 

ecuaciones (:II.88) y (:II.89). 

(II.2). 

La manera· mas c6moda 

de I"' se ca1cu1an e y p de 1aa 

Fina1mente, h y a se obtienen de 

de ca1cu1a.r 1as integra1ea es 

haci6ndo1as en e1 sistema de ref'erenci& 1oca1mente en reposo, ya 
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que en este sistema, según hemos visto, 1as distribuciones son 

isotr6picas y, por tanto, 1as integra1es sobre 1os ángu1os son 

inme.:lia.t.a.s, dando un factor de 4'tt. Como, adeoñs, ~~ (c,.Q), se 

tiene que 

n"' f d\:e.\ (II.95) 

e (41t' gc/hª) \\E.\• pº f: d\E.\ (I:!.96) 

p • (1/J>C4'tt gc/hª) \ (1:2\"/pº) f: d\~\ (:II.97) 

donde 

-. 
f: .. { exp l/S e - r + p oc» (:I:I.98) 

Estas re1aciones son tota1oente genera1.es. Considera.remos, a 

continuaci6n, 1os 3 casos que usaremos en trabajo. 

i) Gas de JÜttner ( 6 = O¡ ca.so no-cuántico) 

Dado que todas 1.as particu1.as son necesariamente cuánticas, 

1a aproximaci6n ~ = O corresponde, evidentemente, a1 caso en que 
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( :I:I:. 99) 

el.aro que esta desigual.dad s6l.o puede satisi"acerse siempre 

para part!cul.as cuya masa sea dii"arente de cero. Para ver en quli 

condiciones se aatiai"ace comenzaaos por dei"inir el. •parámetro de 

temperatura•, 

mc"/(kaT), c:r:r.100> 

donde m es l.a masa de l.as partícul.as, 7 el. •potencial. químico 

adimensional. • 

z =-/"'/(me"). (:t:I.101) 

Físicamente, ~ nos dice que tan rel.ativista es el. i"l.uido ya que 

energ!a l.a energía en reposo de l.as partícul.as con au compara 

tlirmica, mientras que z nos dice que tan •cuántico' es el. gas ya 

que está rel.acionado con l.a densidad de part!cul.as. 

Regresando a l.a desigual.dad (:tI.99), vemos que se puede 

escribir como 

exp (.~Cpº/mc - z)J >> 1, (:II.102) 

de donde se sigue que, necesariamente, z ~ 1. Más ad el.ante 

veremos que esta condici6n impl.ica 'bajas densidades• o sea que, 
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..... . \ .... 

según ya se habla mencionado, el. gas de JÜttner corresponde al. 

gas no-cuántico. Por l.o pronto cal.cul.emos n. e y p. Para el. l. o 

de.f'inimos una nueva variabl.e de integración w por ::iedio de l.a 

rel.ación 

\ E I • me senhw C:Il: .1 0.3) 

Entonces 

me coshw (II.104) 

y (II.95) nos queda. usando g = 2. 

-n =- 81T (mc/h) • exp(t6z) ~. exp(-t6 coshw senhºw coshw dw 

'"'S'Tf (111c/h)ª exp(t6z) K'l.(t6)/t6 (II.105) 

donde Ka(t6) es l.a .f'unción modi.f'icada de Bessel. del. segundo tipo• 

de orden 2 (ver. por ej •• Abramowitz y Stegun. 1968). 

De l.a misma manera (II.96) nos da 

e "' 8Tr (mc/h)ªmcº exp(t6z) J~exp(-i6 coshw) senhªw coshºw dw 

(nmcº/t6)(t6 G(i6) - 1) (II.106) 

donde hemos usado (II.105) y hemos de.f'inido 
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(J:J:.107) 

Usando e1 mismo método, la presión, ec. (J:J:.97), es 

-p • (1/3) 81T(mc/h)' me• exp(,z) ~.exp(-' coahw) aenhw dw 

(J:I.10'3) 

donde 1a 2• igua1dad se obtiene integrando una vez por partes y 

usando (J:J:.106). Fina1mente, 1a enta1pia por barión y 1a entropia 

adimensiona1 por barión se obtienen a partir de (J:J:.2). Obtenemos 

··~ 

(J:J:.109) 

s = ;l(G(;l) - z). (:IJ:.110) 

Estas re1aciones fueron obtenidas origina1mente por Jüttner 

. (1911) y estudiadas con mayor deta11e por Synge (1957), razón por 

la cua1 un sistema descrito por e11as se conoce como un gas de 

JÜttner-Synge. 

En a1 resto de éste trabajo escribiremos 1a función de 

distribución de Jüttner-Synge como 
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fe exp t-P (p•U)] (:II.111) 

donde 

fe =- exp(tiSz) 

(n/3'1'T)(h/mc)" tiS/Ka.(tiS). (:II.112) 

Por Ú1timo, veamos para 

1a presente aproximaci6n. Da 

qué condiciones físicas es ap1icab1e 

(II.105) se sigue que z ~ 1 imp1ica 

n < 8'!1 (mc/h) • exp{tiS) Kz.(tiS)/tiS (:II.113) 

1o que nos indica que 1as 

caso de 'densidades bajas' 

depende de 1a temperatura). 

f6rmu1as anteriores se ap1ican 

(desde 1uego cuá1 densidad es 

en e1 

'baja' 

Los 1!mites 1 u1trare1ativista' y 1 no-re1ativista• se 

obtienen de 1as ecuaciones (II.109)-(II.110) sustituyendo en 

e1ias 1as expa;,s iones corresponé!.ientes de 1as fun'ciones IC-.( t6) 

cuando t6 tiende a O 6 a infinito, expansiones que son bien 

conocidas (ver, por ejemp1o, Abramowitz y Stegun, 1968). Se 

obtienen as! 1as re1aciones (recu~rdese que, en todos 1os caeos, 

1a presión está dada por p = nk•T = nmc"/tiS) 
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= 16.8 T" exp{dz) {:II.114) 

{l:J:.115) 

e{d ____.O) {l:l:.116) 

e(d· -"> -) • nmc• + {3/2)nk•T {l:l:.117) 

h{d .-a.>O) • 4keT{1+d"/8) {l:l:.118) 

h{d -"> ao) = "!lle• + (5/2)k.~ {l::I.119) 

N6tese que 1aa expresiones no-re1ativistas coinciden con 1aa bien 

conocidas expresiones de 1a termodinámica c1ásica. excepto por e1 

hecho de que aparece en e11as 1a energia en reposo de 1as 

part!cu1as (1o cua1 era de esperarse). N6tese tambi6n que. en e1 

caso u1trare1ativista. 1a ecuaci6n de estado ea p - (1/3)e (1o 

cua1 tambi6n era de esperarse). 

ii) Fermionea masivos ( s = -1 ) 

Con 

anterior. 

e1 mismo cambio de variab1e que usamos en 1& subsecci6n 

eca. (l::I.103) y (:Il:.104). obtenemos. de 1aa ecs. 
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(I:!.95)-(II.98), 

donde 

n = 8'1'1' (mc/h) • ~~t' senh"w coshw du 

.. 
e ,. 81'f (mc/h) • me•~ 1: senh"w co"sh"w dw 

o 

-p'"" (1/.3) 81f (mc/h)" me• S.r senh"'w dw 

(II.120) 

(II.121) 

(:II.122) 

(I:I.12.3) 

Estas integra1es no pueden ser ca1cu1adas en t'orma cerra~ª• en e1 

caso genera1. Para e1 caso z ~ 1, una eva1uaci6n a trav6s de una 

serie int'inita se presentar' aás ade1ante. 

iii) Fotones (~,. 1) 

Como e1 número de t'otonas no se conserva, se tiene, en este 

ca.so. que z = O. Además, a partir de este ~omento, denotaremos 

con N 1a t'unci6n de d~str~buci6n de 1os t'otones y con su 

cuadrimomento. Entonces, recordando que k" = O y que 1os t'otones 
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ti.enen g '"' 2. 1as ecuaci.ones (II.~5)-(II.98) se pueden escribir 

cor.to 

con 

ey 

(8'ff/hª) s.-:'l" \.!s.\ª d\k\ • 

( 3 't'1' e/ h • ) ~:;T \ :Js. \ ª d \:!s.\ 

pf' .. (1/3) (81"fc/hª) ~j1\1s.\ª d\js\ 

• (1/3)e • 

\. exp( pe\~\) - 1y' 

(II.124) 

(II.125) 

(II.126) 

(II.127) 

Cambi.ando 1a vari.ab1e de i.ntegraci.ón a x (3 c\k\ 1as i.ntegra1es 

se reducen a sus rormas conoci.das 

n'f 

.. 
81T(k.T/hc)• S x" l,exp(x) - 1]

01 
dx 

o .• 

53 



• 

donde 

.-.,, 20 Tª ( :I'I. 1 28) 

e• • S'rf CkaT/hc) • keT \~x• lexp{x) - 1)"' dx 

• 4811' (ka/he)• ka 'S(4) T 4 

{II.129) 

"S (n) ea 1a .f'unc:1.6n zeta de Ri.emann y donde 

= 7 • 56 X 1 o-•S erg cm·• K 0

• (:II.130) 

es 1a constante de Ste.f'an. 

F:1.na1mente 0 de 1a ecuac:1.6n (II.2), 1a entrop!a ad:1.mens:1.ona1 

por uni.dad de vo1umen es 

na 

- 73 Tº (II.131) 

donde 1a denai.dad bari.óni.ca n no debe de con.f'undi.rse con 1a 
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dens~dad de rotones dada por 1a ec. (II.128). 

Todo 1o anter~or const~tuye e1 ror~al~smo rur.damenta1 en el 

cua1 se basará e1 resto de este trabajo. 
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III. FLUJO ESTACIOUARIO COR CREACIOR DE PARES 

E• ~ntere•ante c6ao auchoa reau1tadoa de 1a Mecán~ca c1á•~ca 

pueden senera1~sar•e dentro de1 aarco de 1a Teor!a de 1a 

Re1at~v~dad de una aanera natura1. En e•te •ent~do 9 1& 

h~drod~náa~ca no e• una excepc~6n 9 8egún vereao8 en e1 pre8ente 

cap!tu1o 9 donde ana1~saremos e1 f1ujo estac~onar~o de un ~1u~do 

re1at~v~•ta. En part~cu1ar 9 encontraremos 1& expres~6n 

re1at~V~8t& de1 teoreaa de Bernou11~ 7 1& u8areao8 para obtener 

ecuac~one8 genera1e• que pera~tan d8tera~nar 1•• var~ab1e8 

teraod~náa~ca• en e1 punto en e1 cua1 e1 f1ujo pasa de 8Ub86n~co 

a 8Upera6n~co 9 e1 11aaado •punto cr!t~co•. (E1 ca8o c1•8~co e•t• 

de8arro11ado en Courant 7 Fr~edr~ch8 9 1948 9 P• 23 7 taab~6n en e1 

apartado 80 de Landau 7 L~f•h~ts 9 1959.) Para tera~nar. 

obtendreao8 1o• va1ore8 cr!t~co• de 1•• var~ab1e• teraod~n••~aa• 

para e1 0&80 part~au1ar de que e1 f1u~do 8ea una aesc1a de 

bar~onea 9 e1ectronea 9 poa~trone• 7 rad~ac~6n 9 en equ~1~br~o 

teraod~n••~co. 
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1) Teorema de 3ernoul1i relativista 

Según vimos en e1 cap!tu1o anterior, e1 comportamiento de un 

f1uido ideai, rel.ati.vi.sta. está descri.to por 1a.s ecuaci.cnes 

(II • .25), (II.26) y (II.28) que son, respec~ivamento, 1a primera 

1ey de 1a termcdi.námica., 1a ecuació~ de Euier reiativi.sta y 

conservación de 1a entropía. 

ecuación de Eu1er como 

Por conveni.encia 9 

nhU,...."' c•p1¡-_ U_,.. p 

roeacri.bimos 

(III.1) 

ia 

ia 

donde hemos usado 1a ec. (II.27) y donde o1 punto representa., 

como en e1 cap!taio anterior, 1a. derivada a io iargo de u~. Por 

otro 1ado 0 de 1as ecuaciones (II.1), (II.2) y (II.28) se sigue 

que 

. 
p 

. 
nh (III.2) 

con 1o cua1 (III.1) conduce a 

• 
n(hU.-1") c "p•~ (III.;3) 

~a f4ci1 ver que, en estado estacionario, 1a componente tempora1 
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de esta 

H = W' h, 

ecua.ci6n 

donde 

y l.a oc. (II.10) i:npl.ican 

Y = ( 1 -v •¡e•)-\ 

siendo v l.a vel.ocidad hidrodin¿mica del. ~l.uido 0 

l.argo de l.as l.!neas de fl.ujo 0 esto es: 

cte. 

Para ver el. sentido r!sico ee esta ecuaci6n, 

l.!mite cl.&aico. En eae caso tenemos que 

Y• da l.a.ecuaci6n (II.119) 0 

h --'> me•+ h., 

que l.a cantidad 

(III.4) 

se conserva a l.o 

(III.5) 

consideremos su 

(III.6) 

(III.7) 

donde 

he. es 

m es 

l.a 

rel.aciones 

l.a masa de l.as part!cul.as que constituyen al. fl.uido y 

ental.p!a cl.&sica por barión. Sustituyendo estas 

y despreciando t&rminos de segundo orden 0 l.a ec. 

(II:t.5) nos da 
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t:iv"/2 + he. cte. (III.8) 

que es 

tanto 0 

1a conocida expresión do1 teorema de Bernou11i. Por 

1a ec. (III.5) es 1a extensión re1ativista de1 teorema 

1o 

de 

Bernou11i. 

Un resu1tado inmediato de esta re1aci6n es que 0 dado que ia· 

enta1p!a re1ativista tie11e un va1or 1:1:!.ni=io :u e a • 1a 

ve1ocidad de1 ~1ujo tiene un va1or rnáx:!.1:10 0 dado por 

H/r:ic • (III.9) 

Se puede demostrar (Thorne 0 1973) 

ondas de choque presentes 0 1a 

discontinuidad a trav6s de1 frente de 

que 0 en caso de que haya 

entrop!a presenta una 

choque pero quo 0 isua1 que 

en e1 caso c1Asico 0 1a cantidad H permanece constante. 

2) Ve1ocidad de1 sonido 

Una cantidad de fundamenta1 importancia en 

sigue. es 1a v~1ocidad de1 sonido en e1 f1uido 0 

necesario ca1cu1ar1a antes de seguir ade1ante. E1 

es esencia1mente id6ntico a1 qua se sigue en e1 

puede verse en deta11e en Lightman et a1. (1975 0 
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Aquí presentamos soiamente 1os pasos esencia1es. 

Consideremos un ~iuido idaa1, en equiiibrio termodinámico, y 

sean d'a, Jp y J~ perturbaciones de ios vaiores de equiiibrio de 

1as variab1es termodinámicas correspondientes. Sustituyendo en ia 

ec. es f'ácii comprobar que 1a componente /A' =O se 

convierta en 

- ( 1 / nh) ( , Ge/ i> t) (III.10) 

y que 1as componentes ~ 1 ,2,3 se pueden escribir como 

(1',f~/#)t) = -(e• /nh) V C.Íp) (III.11) 

Eiiminando Ó~ de astas ecuaciones, obtenemos 

e• v• (tfp) o (III.12) 

Pero, obviaaente, de con 1o cua.1 in ecua.c:Lón 

anterior nos queda 

('C)•,S-p/f)tª) - cª(~p/~e), v· (IÍp) o (III.13) 

Se sigue que 1a ve1ocidad dei sonido, a, está dada por 

aª cª (~p/~e), (III.14) 

6C 



que e3• eoenc~a1mente. idéntica a ia expresión clásica • 

.3) Fl.ujo critico 

De acuerdo con 1o que vimos en e1 cap!tu1o anterior. 1a. 

corriente de bariones a l.o l.argo de l.as l.!neas de ~l.ujo está dada 

por (ver ec. II.4.3) 

J 't nv (III.15) 

Cal.cu1emos ahora. j. De l.as ecs. (III.2) y (III.5) se tiene que 

. 
h _y. h/ 'i' p/n (III.16) 

.Además 0 de (III.14) y (II.1) (a entrop!a. constante) 

. 
";? hA aª/cª (III.17) 

Como 

(III.18) 

se sigue de (III.16) y (III.17) que 
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. 
r. (III.1?) 

j Y nv + ~ ñv + 't nV 

'(' n ( 1 -v 2 /a 2 
) -~ (III.2C) 

:Seta re1aci6n es la e~tensi6n relativista de la ec. C.e 

Landa u y Li!"shitz (1959) ssgún oe puede comproba~ ~onar.do el 

l!mi te cl.ásico 't -> 1. Se si3ue que el. ~lujo de bar iones es 

~lximo en e1 punto en e1 cual v a, esto es, cuando 1.a velocidad 

local c!e .l del sonido. 

punte en el que •sto ocur~e sa canece ccao e1 'pur.to critico', y 

1c" valores de lms varia~1es ter~odin4cicas er. ese :¡:.unte se 

conocen, por razones o~vias, co~o los valores 'críticos'. ~n to~o 

1o que si~ue los denotare~om cor. un a~terisco 

sn el ?unto cr!tico se tie~e q~e 

a a.* (III.21) 

A ccr.tinuaci6n deaostraremos que •ste valor es dnico. ello 

C.e!"inimos una nueva variable, ~. como: 



w h/n (:II:I.22) 

Consideremos ahora 1a función g(w,o) (1-vª/c")/(1-aª/c'). Por 

un camino d:Lrecto, pero bastante 1argo, se puede demostrar que, a 

entrop~a. constante, 

( '3g/C.w) (w/H)ª (~ªp/¡h:ª) (:I:I:I.23) 

Ahora. bien, Thorne (1973) demuestra que, excepto p~ra ecuaciones 

de estado muy poco ortodoxas, l~"p/~w•) >o. Por 1o ta.nto 9 1a 

:t"unc:l6n g es a. i) > 1 s:l v a O; :Li) < 1 s:l w - O (esto es, n 

t:Lende & cero y, por tanto, a -'> O} y :l:li) t:lene pend:lente 

s:Lempre negativa. Se s:Lgue que s61o ex:Lste un va1or de w (w*} 

para e1 cua1 v ~ a a a*. 

Tenemos, por 1o tanto, 1a mis~a situación que en e1 ca.so 

c1ásico: 

• 
J > O y v <. a~ v ' a* 

y 

j <. O y v > a ~ v "> a* (:I:I:I.24} 
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4) Parámetros criticas 

1as 

Los parámetros criticas 

1eyes de conservación 

procediciento aná1ogo a1 que 

de1 r1ujo se ~a1cu1an a partir de 

(II.28) y (III.5), siguiendo un 

siguen Landau y Li~shitz (1959). 

Comenzamos por derinir e1 •punto de estancamiento' coco e1 punto 

y en en e1 cua1 1a ve1ocidad del riujo se hace cero, 

detercinamos 1os va1ores de .1as constantes s y 

ase 

(se 

punto 

He 

digamos). Las 1eyes de conservaci6n se escriben entonces como 

s s. s* (III.25) 

y 

R* (III.26) 

Estas re1aciones nos perciten ca1cu1ar 1as variab1ea 

termodinámicas de1 r1uido, en cada punto de1 riujo, en t&rcinoa 

de sus va1ores en e1 punto de estancamiento J de 1a ve1ocidad de1 

r1ujo en e1 punto en cuesti6n. ~n particu1ar, en e1 punto 

critico, 1a condición extra v = a determina cocp1atamente 1os 

va1ores criticas (desde 1uego, siempre en t&rminos de dos va1ores 

en e1 punto de estancamiento). 
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5) ~1ujo con c~eación de paree 

Una comp1icación que aparece en un p1asma cuando se 11ega a 

temperaturas T':;lll.10• ~. es 1a creación de pares e1ectrón-positrón. 

Por ésta razón, en 1o que sigue ap1icaremos 1a teor!a a un ~1uido 

idea1 constituido por bariones, e1ectrones, positrones y 

en equi1ibrio termodinámico. nuestro radiación, 

principa1 interés es estudiar eJ. afecto de 

De.do 

J.os 

que 

pares en eJ. 

comportamiento 

temperaturas 

prácticamente 

de1 

,3x10• 

fJ.ujo, nos restringiremos a1 

.K4T,1o'•K. A temperaturas 

interva1o de 

más bajas 

no se crean pares y a temperaturas má.s a1tus 

t:!.enen com?J.icaciones debido a los neutrinos y a J.a creación 

se 

de 

mesones. Además, nos restrineiremos aJ. caso de bajas densidades 

por ser éste e1 más común en astrof!sica. 

Denotando con un sub!ndice b a 1as cantidades re1ativas a 

J.os bariones (convención que seguiremos a partir de ahora), esta 

condición se puede escribir como n-m-c•,~aT•, de donde, para 1as 

temperaturas a 1as que trabajaremos, n-~4x10•~ bariones/cm•. De 

acuerdo con esto tomaremos en todo 1o que sigue n_,10•• 

bc.riones/cm•. 

Como, por hipótesis• e1 f1uido se encuentra an equi1ibr1.o 

tercodiná.mico, 

medio de una 

cada una de sus componentes 

función de distribución 
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!'unciones 

anterior• 

l.as vicios en el. inciao f' da la sección 2 del. cupitul.o 

donde tambi~n presentamos l.as variables ter"1odinámicas 

que se deducen tle ellas. Vea~os cuAl distribución es l.a adecua.da 

para describir cada una de las componentes del fluido. 

Es f'ácil comprobar que, 11 l.aa densidades y temperaturas que 

eatamos considerando, la condici6n (II.113) se satisf'ace siecpre 

por l.o cual. los bariones no 

adecuada. para el.los es la de 

están degenerados y la 

JÜttner, ec. (II.112). 

distribuci6n 

Por lo tanto, 

sus variables ter~odin~micas densidad nu~~rica, presi6n, 

energ!a) están dadas por l.as ecuacio~es (II.107)-(II.110). 

Los electrones y los positrones s! van e presentar efectos 

cuánticos, as! que debemos describirl.os por medio de la 

distribuci6n de Fer::ii-Dirac, ec. (II.123); por tanto, sus 

funciones termodinámicas están dadas por las aes. (II.120)­

(II.122). Es importante notar que, en equilibrio termodinámico, 

l.as distribuciones de el.ectrones y positrones no son 

independientes 

condición (ver, 

ya 

por 

que l.a. 

ejemplo, 

aniquil.aci6n de pares 

Chiu,1968, secci6n 3.13) 

.;1'4- + /"' + ~y= o 

iopone la 

(III.27) 

donde ,,,11'&+ y p~ so:i. los potencial.es qu!:nicos de 

electronea, positronea y fotones 0 (a partir de ahora, denotaremos 

l.as cantidades correspondientes electrones, positrones ;¡ 

radiación con l.os subíndices-. +y ~, respectivamente). 

Los f'otones no presentan ningún problema¡ su f'unci6n de 
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distribución es la ~acoss.. p1a.nc!-cia.ns. • ec. (II.127) sua 

variabl.es termodinámicas están dadas por las bien conocidas 

relacione3 (II.128)-(!!.131). 

Usando todo lo anterior, y recordando que l.a presión y la 

e~erg!a soc aditivas, tenemos para la presión total y la ena~g!a 

total de la mezcl.a 

P "' P"' + P,.. + P- + p + 

-
+ (8ft'/3) (ac/h) ªmeª~- (f'_+ f'-.) senh"w dw (III.28) 

-+ 81'mcª(mc/h)ª ~ (f'_+ :f'_.)senhªw coshªw d·.r 
• 

(III.29) 

donde ~ • mcª/k•T y ~~ es igual pero con la masa de los barionas 

en lugar de la masa de l.os el.ectrones. 

Si, a.demás, suponemos neutralidad de carga, o1 número de 

bnriones deba ser igual. al. número de electrones '1:!.bres'• esto 

es, el.ectrones que no provienen de pares, por lo cual. 
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r. =. r.. ~ = n_ - n., 

-
B«(mc/h)" ~.(.f."_- f"+)senh"w coshw tlw (III.30) 

que as la condición que determina el valor de z. 

Esta.a ecuaci.ones han s~do eva.1.uacla.3 nu::iérica::¡ent.e por 

Imshanni~ y Xatlazhin (1966) quienes, adecás. obt.uv~eron valores 

de1 ·exponente adiabático. Sus va1oros ~ueron utilizados ps.ra. 

comprobar la ca1idad del método nu~érico que uca.mos para ca1cu1ar 

las mis~as integra.les, método que se presenta en el apéndice A. 

Un resulto.do interesante que encuentran.Imshennik y Uadezhin 

e 1 966' y tambi&n Bisnovatyi-Cogan y Kashdan e 1 966) que 

nuestros cálculos coní"irman, es que el exponente adiabático cae 

por debajo de1 conocido valor de estabi1idad 4/3 como 

consecuencia de la aparici6n de 1os pares. 

a) Velocidad del sonido 

La velocidad del sonido no ?Uede calcularse directamente de 

1a ec. (III.14) dado que no tenemos a p como una f"unci6n 

explicita de e ;r s, sino cono .f."unci6n de (> ;r z. Sin embargo, es 

í"á.cil demostrar, usando J.as bien conocidas r·eglo.s para 

trans~ormac~ones de coordenndas 9 que la ecuación (III.14) puede 

escribirse como 

L 



f. 
1. -

a"/c" l_J ( p , e) - h.1 ( p, l'l}] / \;i.r ( n, e )] (II:I.31) 

do::ida .1(F,G) reproseitt.a. el. jacobiano de dos funciones 

respecto a " y z. Los resul.tados numéricos obtenidos de ésta 

ecuación están graf'icados, como función da l.a temperatura 0 en l.a 

f'ig. (III.1). Como era de esperarse 0 1a ve1ocidad de1 sonido (su 

cuacrado. de hecho) e3 prácticamente iguai a. c"/3 - su vaior para 

radiación •pura•- tanto a temperaturas a1ta.s ( /, (.<.1) • donde 

f'1uido es u1traral.ativista, co!:lo a tempera.turas 'bajas' (,6>')1) 0 

donde l.a radiación domina por comp1eto a . 1a. :ne.teria. Es 

temperaturas intermedias ( .7 4 (J 420) donde 1os pares inf'1u;¡ran do 

manera apracia.b1e. En este interva1o e1 cuadra.do de 1a ve1ocidad 

de l. sonido es siempre menor que c"/3 y prese~ta un va1or m1nimo 

a• ..... = 0.27c• para f>=: 3.9. 

b) Val.ores cr1ticos 

El. cá1cu1o de l.os val.oras cr1ticos es directo a partir de l.a 

ec. (III.5) y de 1a conservaci6n de l.a entrop1a.. :Ia:r • sin 

embargo 0 una. simp1if'ica.ci6n qua se pueda hacer y que reduce 

a.preciab1emente l.os cál.cul.os numéricos. En ef'ecto 0 recordando que 

h y s son cantidades a.di~iva.s, tenemos de (II.2) que 

h - .r~ (III.32) 
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0.3 

0.2 

0.6 t 5 

Fi3. III.1 

Velocidad del sonido (a&) en una oezcla de 
al~ctrones. positrones y radiación en 
ter~odinámico, como funci6n del par6~etro de 
' illcª/keT = 5.9~1C~ ~/T. 
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donde he:nos usa.do el. hecho de que,.,'A-+/"• =o. Ahoro. bien, en el. 

interval.o de temperaturas y densido.des en que estaoos trabo.jando, 

~•-o.., c•, 
:ia~cª<.<. a~ ... 

mi.entras que, según vi~os e~ lu secc!.Ón a.nterior 1 

Por l.o to.nto, h '>'> m ..,c • y l.a ecua.ci6n anterior puede 

aproximarse como: 

h ( III.33) 

F:!.na1mente 1 con ésta rel.aci6n, y recordando que s es constente, 

l.o. acuaci6n (III.5) se convierte en 

'tT cte. To \l'*T" (III.34) 

Formal.mente, ésta aoueci6n y l.a conservación de l.a entropía 

cal.oul.ar l.o s pa.rá:netros nos permiten 

térl!linos de l.os va1ores ele dos de 

críticos 

el.l.os en 

estanca.:niento; nosotroa supondremos dados n. y T •• 

l.as densidades bari6nicas que estamos considerando 

del. 

e l. 

Sin 

( 1 E: 

í"l.uj o 

punto 

en 

de 

embargo, 

n. 4 1 a•• 
pa.rticul.as/cmª) son suí"icientemente bajes como para que, en 1a. 

:;:irácticc., l.os parár:iotros cr!ticos de:¡;.enda.n so1ar.ente de l.a. 

tempernt.ura (,6.). 

Un caso que puede ser resuel.to anel.!tico.mente es cuando l.a 

ecuación de estado tiene l.a fort:ia. p.c n "'s (el. l.l.amado 'í"l.uido 

barotrópico•). En éste caso es :f'ácil. deoostrar qua: 
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(> •• / "· = 't <> 

p*/p. e*/e. 4/9 

n,it-/n. (III.35) 

En e1 caso generai. la.s va.riableo ternodinámioas criticas y 

el :f'J..ujo de bariones deben calcularse nur.i!ricamente. 

resuJ..tados se 

.f" i. g. (III.2) 

presentan en las :f'igurns (III.2) 

hemos gra:f'icado los valores 

y 

de 

(III.3). En la 

J..as variables 

termodinámicco en el punto 

e1 pu~to de estancn~iento, 

cr!tico, norma1izadns a sus valores en 

e stancami en to En eJ.. ca3o 

cono :f'unciones de 

clásico, ésta::: 

rectas (Landau y Li:f'shitz,195~,apartado 80). 

1a tecparatura da 

grá:f'icas son lineas 

~n nuestro caso, e~ 

cambio, J..os 

ecs. (III.35) 

cocientes 

só1o e:i 

coinciden con los 

las temper!i.turas 

valore:;: dados por las 

desviaciones 

fenómeno ya 

adiabático y 

ret'lejo y 

extremas J presen"t.n.n 

apreciabl.es para te:nparatura.s internedias. Este 

exponente lo ~abiamos mencionado 

con la Yelocidad dsl. sonido y es simpl.emente un 

a una indicación de J.a ir.iportancia de los pa.res 

tamperaturas inter~cdins. 

Por ÚJ.ti~o, sn J.a. :f'i~. (III.3) prassntar.io::: el. co:nporta.miento 

del :f'lujo de bariones como !'unción de su velocidad (medidas ambas 
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t.21 

1.19 

0.56 

"• no 
0.54 

p* 
Po 

0.48 

0.44 

:: ::~L-----~-.-....... ~· 
o.& el> 5 10 20 

~i~. III.:? 

~n1orcs de 1os par5metros ¿el E1~jo on el punto 
critico, en t6rminos de sus 7a1ore3 en e1 punto de 
estancamiento, cogo funciones de1 purl~etro de te~peratura ~ 
en el punto de escanca~iento. Las peque~as desviaciones 
rc!;pccto a !.os valores prerlichos por 1as ces. I!I .~S se 
dc:JCt\ n ln nf).o.ri..ción de los parea. 
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t.O 

o.a 

0.6 

0.4 

0.2 

4>. = O.t 
•• = 3.31 

r.'i~. III.3 

Flujo d":? horioncs co.,10 función '!e 
flujo (rnc~i~os am~o3 en t6rminos rle sus 
para los valores de la temperntura ~e 
r1ro,!.uccn lns curva5 e:-:.tr""?r:1as. 
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variables o~ t&rminos do sus valores críticos), para dos valores 

de ~.. De hecho• se tiene una curve di~eronta para cada vaior de 

la te~per~tura de estar-camiento, pero 

grnricado so1anente las curvas •e:treoas'; 

entre 1as dos represen~adas. Esta es otra 

en el dibujo harnos 

cl&sico • en 

teoporatura 

e1 cual la curva es 

de estancamiento. ~na 

todas las der.i5.s 

direrencia con el 

Gni6a independientemente de 

vez ~ás, es la aparici6n de 

pares 1a causante de 1& diferencia. 
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Cuando 

equi.l.1.bri.o 

IV. INTERACCION ENTRE MATERIA Y RADIACION I 

se trabaja con un 

teraod1.nám1.co 0 un 

si.stema que se encuentra ruara 

parámetro de gran uti.11.dad as 

de 

el. 

l.1amado 1 t1.eapo de rel.ajami.anto• del. si.stema. Se trata• como es 

bi.en sab1.do 0 de una canti.dad que determ1.na 0 en orden de magn1.tud 0 

el. ti.empo que debe de transcurri.r para que el. ai.stema en cueat1.6n 

al.canee un estado de equi.l.1.bri.o termodi.námi.co. En part1.cular 0 un 

cr1.ter1.o eenci.11.o que en algunos casos permi.te determi.nar si. una 

ci.erta h1.p6tes1.s si.mpl.1.ri.cadora es vál.1.da o no, es 1a comparac1.6n 

de los ti.empos caracter!sti.cos del si.stema con su ti.empo de 

re1ajam1.ento. As! 0 por ejempl.0 0 si. en el si.stema exi.sten 

mov1.m1.entos 

pero estos 

macrosc6p1.cos 

movi.mi.entos 

de materi.a que lo 

ocurren con ti.ampo• 

sacan de equi.l.1. bri.o • 

caracter!s ti.coa muy 

l.argos comparados con su ti.empo de rel.ajam1.ento 0 entonces podemoe 

e u poner al. si.stema como si. se encontrara en equi.11.bri.o en cada 

1.natante. Más &del.ante veremos que este es el. caso en el. Uni.vereo 

temprano. 

Es el.aro que el. ti.ampo de re1ajam1.ento de un si.stema depende 

de l.as 

part!cul.as 

1.nteracci.ones m1.crosc6p1.caa aapec!.t'i.cas entre 

que l.o consti.tuyen qua son responsabl.es da que 
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restable:;,.;ca el equilibrio. Para un ea. s no-relativista cuyas 

part!cu1as interaccio~an a través de ~uerzas que decaen co~o el 

cuadrado de la distancia entre ellas, el tiempo de relajamiento 

fue calcula.do por Spitzar en un truba.jo ya clásico (Spitzer. 

1 940) • Para clases relativistas no hay, hasta donde sabemos, un 

tratamiento equivalente. 

el presente capitulo presentamos un i'ormalismo pa:::-a. 

calcular el tiempo de relajamiento de una. mezcla binaria de gases 

ideales relativistas cuyas componentes se encuentran a dii'erentes 

temperaturas el tiempo de :!"elaja::iiento 'térmico• 

for:nal.:ismo es totalmente general pero, por sicplicidad, 

derivaremos i'6rmu1as explicitas solo pura el caso particular en 

que la 

pequeña, 

diferencia de temperaturas 

esto es,AT/T<<.1. 

entro las componentes es 

Como ilustración del método, en la parte i'inal del capitulo 

aplicaremos la teoria al cálculo del tiempo de relajamiento de 

U!'la mezcla de electrones y radiación, SU?oniendo que el Único 

mecanismo de interacción entra ambos es la dispersión Cocpton de 

t:otones por e1ectrones libres que los electrones están 

descritos ?Or una. distribución de JÜttner (ec. II.111). En vista 

válidos de esto 

solamente 

último, 

para 

nuest:t•os resultados numéricos serán 

temperaturas T ,.;. 5x1 o• .,. La. extensión a. 

temperaturas más altas se discutirá en el capitulo V. 

tiecpo de rel.a.jaülie:ito pura. e1.ectrones y i."otones a 

tecpera.turas dii'erentes, interaccionando a. través de dispersi6n 

Co::ipton :f.'"ue calculado por tecperaturas T <. 1 o• K 
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( ':·/eymann, 1965). 3n el. avén¿i~e e demostra~os anal.itica.mente que 

nuestro resultado se ra¿uce nl. suyo en el. limito cl.ásico. 

Otros trabajos rel.acio~ados con al. mismo problema son l.os de 

Woodward 

La.ndsberg 

(1970), 

(1982). 

Cernan 

quienes 

(1970), Cooper 

calculan l.a tasa 

(1971) y Reeves 

de transporte de 

energia entre electrones y f'otones a di~erente:J temperaturas 0 

interaccionando a través de dispersión Compton. Woodward l.o hace 

por medio de un cie~t.o 

resul.tados numéricos a. 

dese.rro11.o e:i. 

tempera.turas 

serie que restringe sus 

.:il.ectrónicas Tc<.10 9 
K y 

Gorman ca.l.cul.a numéricamente l.as inte~ral.es por métodos de Honte 

Ca.rl.o y obtiane resultados r-u~éricos para ~enperaturas de la 

radiación T ... < 6x10 9 K. Al. f"inal del. ca pi tul.o discutimos brevemente 

cómo se comparan eatos resu1taclos con l.os nuestros. Cooper 

utiliza. una aproximación de 

válida para tempera.turas 

?okker-Planc:k 

el.ectrónicas 

que, en principio, ... 
Te<. 10 K, pero no 

resultados numl.ricos expl.icitos para l.a. tasa. de transporte 

energ!a 9 por l.o cual. no es posible establecer comparaciones 

es 

da. 

de 

con 

él.. Reeves y Landsber& consideran temperaturas aún oás a1~as pero 

su tratamiento tiene algunos puntos que no esté.n debida.mente 

justif':icados. particular, no "t..o:r.tan en cuenta la emisión 

estimuJ..ada de i"otones y, además. utilizan en sus cálculos l.a 

sección ~ de Kl.ein-~iishina (;ra. integra.<ia. sobre 1.os ángulos) 

en vez de l.a sección d:i.f'erencia.l., evitándose as! el. problema. 

e.rit::iético más co::ip1.ejo que se presenta. en l.a. práctica. que 

precisamente, l.a. integración sobre los insul.os (ver ec. B.15 Clll.S 

ade1ante). De hecho, en su trabajo se 1.imitan a. repetir un 
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cá1cu1o aproxi~ado, tota1nente c1lsico, hecho por ?eeb1es (1971), 

sustituyendo, 1a sección tota1 de Klein-Tiishina en 

vez da la sección de uss.::la. • justificadamente, por 

Peab1es. Cualquier conparación con sus rosu1tados es, por tanto, 

irrelevante. 

1) :!."o:rma1ismo 

Consideremos una mezcla de dos gases idea1es y denotemos con 

sub!ndices i = 1 1 2 a 1as cantidades correspondientes a cada uno 

de ellos. Cada componente estará descrita por una función de 

distribución que satis::tace 1a ecuación de Bo1tzmann 

relativista (II.75) con 1os t~rminos de colisión dados por 

ecuación (II.76). De 1a de conservación de T ec. (II.4) 

s:1gue que 

. . e,+ es. o (IV. 1 ) 

1a 

se 

donde, como siempre, e1 punto representa la derivada a 10 largo 

de u..-. Como era de esperarse, la energía total se conserva pero 

es posible un intercambio de energía entre las dos componentes de 

1a mezcla, dado por - ver ecuaciones (II.47) y (II.81) 
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Ssta 

. 
e, 

rel.ac:l.Ón 

Supongamos 

(2c/h') ~ dr, (p 1 • U) (C.,+ e, • (IV.2) 

es total.mente general. 

ahora q_ue J..as co::iponontes se encuentran a 

d:l.f'erentes temperaturas T~, esto es, que cada una de el.l.as puede 

describirse por medio de una !'unción de distr:l.buc:l.6n de 

eq_u:l.l.:l.br:l.o con l.a temperatura. Ti.. De l.a def'in:1.c:1.Ón de l.os 

términos de col.:1.sión, ec. (II.76) , vemos que, en este caso, l.os 

térr.1:1.nos diagonal.es se hacen cero y sól.o sobrev:l.ven l.os términos 

cruza.dos e u. y e .... F!s:l.camente, esto s:l.~~:1.f'ica que cada uno de 

l.os gases está en equil.:1.brio consigo m:l.smo pero f'uera de 

equ:l.l.:1.brio con el. otro. La tase. de :1.ntercnmb:l.o de energ!e. entre 

ambas componentes (por un:l..dad de volumen) se obtiene sustituyendo 

l.a ec. (II.76) en l.a ec. (IV.2) con l.as !'unciones de distribuc:1.6n 

de equil.:1.brio (II.111) (II.123) o (II.127), según el. ce.so. 

La rel.ación as! obtenida es aún muy compl.:1.cada por l.o cual., 

para seguir ad.el.ante, nos restringiremos a part:l..r de ahora al. 

caso particul.e.r en que l.a dif'erencie. de tempere.turas entre l.aa 

componentes sea peque5n. En este caso. se sigue de 1as ecuaciones 

(II.74), (II.76) y (I'l.2) que, a primer orden en AT =Ta.- T1 

. 
e• I AT (IV.3) 

con l.a 'integral. de col.isión• I dada por 
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(I'l.I,) 

donde .- es 1a secci6n dif"oroncia1 para 1a co1isi6n en e1 sistema 

centro de momento. 

Ahora. bien, 

donde 

. 
e¡, 

. 
e¡, T¡. 

Ci. ii (2'a¡,/'bT¡)" 

es 1a capacidad ca.1or1fica. por unidad de 

(IV.5) 

(IV.6) 

vo1umen, a vo1uoen 

constante, de ca.da. componente. De (IV.3) y (IV.6) se sigue que 

(IV.7) 

donde 

(IV.8) 

y donde hemos def"inido "C e1 tienpo característico de 

re1a.ja.::iiento térmico de1 go.s. ~a.da ana intera.cci6n especif"ica. 
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entre 1as componentes, esto es, dada una sección erica~ 

re1ación nos permite calcular el tiampo de ~elajarr.ientc 

de 1a ::lezc1a.. 

2) Electrones y fotones. 

esta 

térmico 

Para ilustrar el uso de la teoria expuesta en la sección 

anterior, calcu1arereos a continuación el tiempo de relajamiento 

de una mezc1a de electrones y radiación suponiendo que el único 

mecanismo de interacción entre ambos es la dispersi6n Compton de 

fotones por e1ectrones libres. Supondremos también que 1a 

densidad num6rica de los electrones es suficientemente baja y que 

su temperatura es su~iciantarnente alta 

cuánticos sean despreciables, esto es, 

de distribución de 1os electrones es 

como para que los efectos 

supondre~os que 1a función 

la C.e JÜttner-Synge 9 dada 

por la ecuación (II.111). ~ara que esta hipótesis sea vá1ida es 

necesario que ia temperatura y la densidad numérica de 1os 

electrones satisfagan la re1ación (II.113) la cual, sustituyendo 

1os va1ores n.uméricos • se convierte en 

n <. 1 • ax 1 o"'• etl K -a ( I>) /" partlcuJ..us/cm• (IV.9) 

donde " 

Ahora. bien, intervalo de tempera.turas dcbe:nos 
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considerar? :::vi.dentemente as't.umos :1.nte::-esa.dos en temperaturas 

rE:1ativistas, est.o es, te::iparatura.s ~-.,r.icª/k 0 -:::: 6x10 1 ?::¡ ?ero, por 

otro l. a.el a , ~o pode~os considerar temperaturas demasiado al.t.a.s 

pueu no hemos tom1do en cuenta al ef"ecto de los parss e:1ectr6n-

positr6n. Dudo que estos comien~un n ser importantes alrededor de 

l.os restringirer::ios nuestros cál.cul.os numéricos al. 

intervalo de temperaturas 5x10• ~ 4 T '6x10~ X que corresponde• 

apro::::imada.mente, a 1 ' ¡, 4 1 00. De la scuaci6n (IV.9) se sigue que 

las densidades má¿:iT.las correspondientes van de 

1 O :u part:!culas/cr.i •. En particular, nosotros supondremos n 4, 1 O '
0 

partículas/cm•, que es el caso más común en Aatronomia. 

Como primer paso para obtener consideremos el cálcul.o de 

l.a integral de colisi6n I, ec. (IV.4). En el caso particul.ar que 

nos interesa. hay que evaluar la integral para !: 1 !: con l.a 

f"unci6n de distribuci6n de Jüttner-Synge, dada por la ec. 

(II.111) con !! • l.s. f"unción de distribuci6n de l.os 

!:otones, dada por la ec. (II.127) y con r la secci6n ef"icaz de 

interacci6n entre !:otones y electrones relativistas, dada por l.a 

bien conocida f6rmul.a de Klein-~ishina, que se puede escribir 

como 

cr (p,k,y) (IV.10) 

donde CJ"T 6.65x10-• cm" es la secci6n de Thomson, p es el. 

cuadrimomento del electr6n, k el del. f"ot6n. y = cos• siendo • 

e l. Ó.ngul.o de dispersi6n entre e1 electrón y el. !:ot6n en el. 



\ i -
.... 
1 ! ... 
·-1' '¡ -

siste::Ja. 'centro de mol!lonto', .c.. se def"ine como 

r.1"0"/(p+k)" (I'T.11) 

y 

g (.c.. y) 

+ lci-c) + (1+.c.);;~ •¡ {51+•) + (1-c)y]• (IV.12) 

Sustituyendo 1o anterior en 1a expresión para I obtenemos 

I 

x (pe U) l ( p-p' )eU1 g (.c.,y)&°tot>( p+!<:-p' -k') 

.... 
:f'rHT' >< 

(IV. 1 3) 

Como es de esperarse, 1a eva1uación nuoérica de esta expr~sión es 

1nrga, teC.iosa. y conp1:ica.da.. Coco, además, es ur.. prob1ema. 

pura.mente matemático, nemes juzga.do conveniente re1egar todos 2os 

deta.11es a.1 apéndice B, a1 cua1 remitimos a.1 1ector :interesado en 

e11os. 

E1 otro cá1cu1o que habr!a que hacer es e1 de 1as 

ca.pacida.des ca1ori:f':icas de 1a radiación y de 1os e1ectrones. Er. 

cuanto a. 1a rad:iac:ión, asto no representa ningún prob1ema; su 

capacidad ca1orif'ica es, evidentemente, 
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c,. (IV .1 4) 

Para ca1cu1ar 1a. capacidad ca1or1:f.'ica de l.os e1actrones 

recordamos que 1a energia de un gas de JÜttner está dada por 

nmcº(G-1/,) (IV. 1 5) 

donde n es 1a Gensidad numérica de 1os e1ectrones (que suponecos 

igua.1 a 1a de 1os bariones ?or r.eutra1idad ~acroscópica de1 gas), 

m es su masa, i6 es e1 pará~etro de temperatura, ~e:f.'inido coco 

(IV. 1 6) 

G ( .,S) ( I'T. 1 7) 

De (IV.6) y (IV.15) se sigue que 

-nke(1+'6ºG') ( I'I. 1 3) 

donde 

e• dG/di6 (I"l.19) 
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Es fáci1 ver que, en nuestro cnso particular, sie~pre tendremoo 

c ... ">'>ª•• !)u.esto que estar.ioo s~poniendo n <. 1 o"• part!cuJ..as/cc •, por 

en 1a práctica, 

diferentes temperaturas, 1.o s valores de :t:: se obtienen de 1.a 

ecuación (IV.7). 

3) ~esul.tatlos y concl.us~ones 

Zn el. apéndice E se demuestra que 1.a. integral. de col.isión I 

se puede escribir como una seria 

ver 1.a ecuación (2.31) En 1.a 

infinita de integral.es dobl.es 

práctica resul.ta ser que esta 

serie converE;;e muy rápida.mente en el. interval.o rel.avant.e da 

temperaturas, según puede constatarse en 1.a Fig. IV.1 donde hemos 

graf'icado 

t~rninos. 

1.as contribuciones 

nuestros resul.tu.dos 

rel.ativa.s 

:final.es 

de 1.os 

para el. 

relajamiento ~ se .muestran en l.a Fig. IV.2 corno 

primeros 

tiempo 

=.-unc:!.ón 

3 

de 

del. 

?a.r4rnetro de temperatura' def'inido en 1.a ec. (IV.16). ~ótese que 

a 1.a.s 'bajas• densidades que estamos considerando, el. va.:Lor de 't:' 

sol.a.mente de 1.a. tempera.tura. F1sicamente esto era de 

esperarse puesto que, a 1as temperaturas y densidades que hemos 

considerado, 1.a radiación domina por compl.eto a l.a materia. 

Para comprobar nuestros resul.tadoa, l.a tasa de transporte do 

energ!a 

ecuacj_Ón 

entre ambas 

(IV• 3) , :rue 

componentes, cal.cul.ada 

comparad& con 1os va1oras 
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li;I 
to-• 

tO-Z 

tcr3 

i 

,_ 

to-4 
t 

·~ ! l 

,-....... 

n=t 

2 3 5 'º-"' 20 30 50 too 

Contribuciones re1ativas de Ia respecto a Ie para n~ 1, 
2 y 3, como funciones de1 par~raetro de temperatura ~-
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-tt 

-t3 

-t5 

t 2 3 5 to e¡, 20 30 50 

Fig. IV.2 

Tiempo de re1ajamiento (en segs.) de una 
e1cctroues y fotones a temperaturas 1igeramente 
como funci6n de ~. S61o se tom6 en cuenta 1a 
Compton. 
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Woodward (1970) Corr.w.n (1970). Para te:":'lperaturas 

nuestros resul.tados coinciden con 1.os de 't-Ioodward, ::;iero a 

t.'9nperaturas ~és n1tas va ~u~iendo una di~erencia cada vez ~ayer 

que es del. orden d'9 un 10~ para ~ 30 y que al.can~a e1 53~ pare. 

20. F.sto con~irn~ 1as esti~acioneo hechas por e1 1:1:!.S?!lO 

Woodward en e1 sentido de que sus resul.tados deben ser vá1idos 

sol.amente para temperaturas T < 20kev. 

Una compuraci6n con 1.os val.ores obtenidos por Gorman es mas 

dii."icil. debido a que sus c~1cul.os son para valores re1ativamente 

al.tos de AT/T. Hay sol.amento un val.ar con e 1. C"Llal. podemos 

comparar, que es cuando 6.T/T o. 1 i en este caso 1.a di~erancia 

es de .un 1.o cual. está compl.etamente de acuerdo con 1.a 

• desviaci6n esperada del. 10%. 

"" 
4) Apl.icaci6n 

·-· ' 1 
Una sencil.!.a. 5)ero interesante apJ.icación de nuestros 

resu1te.dos es 1.a. siguiente. Es bien sabido que una r:tezc1a de 

materia y radiaci6n 0 original.r.ientºe en equi1i brio terr.todinámico 0 

se sal.e de equil.ibrio si sui."re unQ. a:xpa.ns i6n. (Tal. seria el. 

caso. por ejenp1o, en el Universo temprano, según 1a teor!a de 1e 

'gran e::cpl.osi6n•) Sin enbe.rgo, si el. tiempo característico de 

1.a e::cpansi6n es mu~ 1.arco comparado con e!. tiempo de rel.njarn~ento 

térmico entre materia y radiación, 1.a materia y 1.a radiación 
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. : 

•tendrán ':.iempo' de equilibrarse y la situación será siempre la 

de equi1ibrio termodinámlco 'instantáneo' {este asunto se trut.u 

con un?ºªº m4s de detalle en el capítulo VI). 

En la teoría de 1a 'gran explosión• se suele ouponer que, en 

e1 Universo te~prano, la materia y 1a radiación se mantuvieron 

siempre en equi1ibrio termodinámico. La va1idez de esta hipótesis 

puede veriricarse usando los resultados que hemos obtenido en e1 

presente capítu1o y eso es 1o que ~aremos a continuación. 

Por simplicidad, vamos a considerar tan sólo el ca.so de un 

Universo de pura radiación. Ka vale 1a pena utilizar modelos m~s 

complicados ya que nos 

magnitud (de hecho, 

interesan so1arnente 

se podría incluir 

resu1tados d.e 

el erecto 

orden de 

de pares 

electrón-positrón, neutrino-antineutrino ó muón-antimu6n 

mu1tiplicando 1a densidad de energía por ractores cono 9/2, 11/4 

etc.; ver, por ejemplo, Weinbe~g, 1972, ecs. 15.3.14 y 15.6.44). 

Adoptando, pues 

qu.a • en nuestra. 

8.1.12), 

y 

el modelo de pura radiación, 

notación (ver, por ejenplo, 

0.39 J ':.(se6Undos)
1 

tiempo de expansión \ n/ñ \ 2t/J 

donde t es el tiempo propio de la materia en 
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Berry, 1976 9 ea. 

(IV.20) 

(IV.21) 

expansi6n (muchas 



veces 11amado también 'tiempo 

Er.. 1e.. :'."i ¡;. :rv.2 se 

re1aja~ianto es de 17 a 12 

tie~po característico de 1a 

seg. y 20 días). Sa sigue qua 

estados de equi1ibrio en astas 

cÓs!!lico 1 ). 

ve clai.•a.mente que e1 t:!.empo 

Órdenes <le Magnitud n:enor que 

e;;:pa.nsió:i para. 1 <. i> < 500 (entre 

e1 Universo se expandió a trav~s 

:ea.ses tempranas. 

')1 

c!e 

e1 

7 

da 



V. IHTERACCIOH EHTRE MATERIA Y RADIACIOH II 

En el. capitul.o anter~or presentamos un t'ormal.~smo 

para cal.cul.ar el. t~empo de rel.ajam~ento t6rm~co de una 

general. 

me sel.a 

b~nar~a de gasea ~deal.ea rel.at~v~ataa y l.o apl.~camoa al. ca a o 

part~cul.ar de un gaa de JÜttner mezcl.ado con rad~ac~6n. S~n 

••bargo 0 dado que l.a d~atr~buc~6n de JÜttner ea v'l.~da sol.amente 

cuando l.oe 

reaul.tadoa 

et'ectoa 

tuv~eron 

cu,nt~coa 

que ser 

son deaprec~abl.ea 0 nueatroe 

reatr~ng~dos a temperatura a 

(rel.at~v~ataa) no demas~ado el.evadas. A temperaturas muy al.ta• l.a 

creac~6n y an~qu~l.ac~6n de parea Yo por tanto 0 l.oa et'ectoa d• 

degenerac~6n 0 deben de ser cons~deradoa. Eso ea l.o que haremos en 

el. preaente capitul.o 0 donde encontraremos una exprea~6n para el. 

t~empo de 

poa~tronea 

Yo 

rel.ajam~ento 

y rad~ac~6n 0 

t6rm~co de una mezcl.a de 

~nteracc~onando a trav6e de 

el.ectronee 0 

d~apera~6n 

tamb~6n 0 a trav6a de l.a creac~6n y an~qu~l.ac~6n d• Compton 

parea 0 apl.~c,ndol.e a d~cha mescl.a el. m~amo t'ormal.~amo. Dado 

que el. efecto de l.oa parea ea l.o que nos ~ntereaa eatud~ar 0 nos 

reatr~ng~remoa a temperatura• .3x101 K ~ T ~ 10" K 0 puesto que a 

temperaturas bajaa l.a producc~6n de parea ea 

nul.a a temperaturas mayorea hay que cone~derar nueva• 
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cor.iplica.ciones, taies como la aparición de neutrinos y Ce pares 

de rnesc~es. Es i~~ortante notar que consideraremos exp1!ci~a~ente 

la creaci6n y a la an.:!.quilaci6n de pares co~o mecanismos :ie 

intercambio de energía entre materia y radiaci6n, ccnsideración 

que, hasta donde saber.ios, no había. sido hecha anteriormente. Esto 

es ir.iportante porque, según veremos, os te resulta ser el. 

mecanisoo dominante de transporte de energ!a entre aateria 

radiaci6n en una f:racci6r:. .:!.mpo:t•tante -ie l. interval.o de 

tecperaturas que estamos considerando. 

Hasta donde sabemos, 1oa Únicos tratamientos previos del. 

tema son l.os de Sampson (1961) y Schweizer (1984), quienes 

obtienen tiempos de relajamiento para l.a radiación en un pl.asmo. 

semirrel.ativista, pero sus cál.cul.os no son vál.idos para 

ter.iperaturas kaT ,.., me• (donde m as l.a r.ia.sa del. al.ectr6n y k • l.a 

constante de Bol.tzoann). En un art!cul.o posterior, el. mi.amo 

Sampson estir.ia un tiempo ¿a rel.ajar.iiento para pares y radiación 

(.f'ísicamente di.f'er.ente s.1 nuestro) por medio de una simpl.e 

e:ctrs.pol.ación de sus resul.tados anteriores -l.os de 1961- a l.as 

te:nperature.s re1evantes (Sam:;;>son, 1 962) • Como ni el. senti.C.o 

:f."í.s.:!.co es el. cismo, ni l.a. extrapol.ación 3s vál.itla, cual.quier 

comparaci.ón entre sus resul.tados y l.os nuestros queda f'uera de 

toda discusión. 
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1) '::e.cría 

Considereoos una oezcl.a de eJ..ectror:es, positrones y 

radia.ci6n denotemos ~as cantidades ra1ativas a ca.da. uno de 

e11os por medio de l.os sub!ndices + -.r r, 

rospectiva.~e.nte. Suponza~os ahora que cada una de las componentes 

se encuentra. en equil.ibrio termodinámico con e11a misma y que, 

por tanto podemos describirl.a por medio de una :runci.ón de 

distribuci6n de equilibrio con una cierta temperatura. Dado que 

podemos l.a.s interacciones cou1ombiana.s son muy ef'icientes, 

suponer que 1os el.ectrones y l.os positrones se encontrará.n 

siempre a una. misma tempera.tura T-= T+ = T mientras que l.a 

radiación se encontrar~. en genera1, a una. tempera.tura. distinta. 

que, por simpl.icidad, supondre~os suf'icientemente cerca.na. a T 

como para. poder escribir T., = T + Ao;: con AT/T<<.1. Es f'ácil. ver 

que, debido a. l.a. aditividad de l.a densidad de masa-energía., este 

sistema. es f'ormal.mante equivalente a uns.. oezcl.a bina.ria, siendo 

J..a radiación una de 1.as componentes y l.os e1ectrones y positrones 

1a otra. (A partir de ahora nos ref'eriremos a 1os electrones y a 

los positrones simp1ernente cor.:;o 1 Da.teria.' y denota.remos l.as 

cantidades re1a.tiva.s a. el.l.os con el. subíndice m). 

Da.do que una mezc1a. oinaria es un sistema que ya. estudiamos 

en el. ca.pítu1o anterior, podemos escribir directamente su tiempo 

de rel.a.ja,,.iento tároico, el. cual., según 1a. ecuación (IV.?), 
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está dado por 

( ,, • 1 ) 

donde I se derir.e en términos de 1a tasa de transporte de energ!a 

(por unidad de vo1umen) de 1a radiaci6n a 1a materia, . e .. • por 1a 

re1ación 

-IAT '(V.2) 

siendo e., 1a densidad de energia de 1~ radiación y siendo e1 

punto sobre 1a variab1e, igua1 que en 1os capitu1os anteriores, 

1a derivada a 1o 1argo de 1a cuadrive1ocidad hidrodinámica u. 
Además, 1e. capacidad ca1or!~ica •reducida' cT está de.da por 1a 

e c ue. e i ó n ( IV • 8) : 

c.,,,-'= c.;;.' + e .. -• (V.3) 

donde cy son 1as capacidades ca1or!ricas por unidad de 

vo1umen, a vo1umen constante, de 1a aateria y de la radiaci6n, 

respectivamente, y están dadas por 

siendo e- y ª• 1as densidades de ~asa-energ!a de 1a materia y de 

1a radiaci6n y n 1a densidad numérica de bariones. 
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Supongamos ahora que l.a materiu ~ l.a radiación interaccionan 

tan sol.o tro..vés rle 1o. disper:;;ión Cornpton ele :f.'otones por 

el.octrones l.ibres y a travAs d~ 1u cre~ción y aniquil.a.ción ele 

pares eiectrón-positrón. Entonces, 1a tasa tota1 de transporte da 

enorg1a de l.a radiación a. l.á materia. puede escribirse, usando l.a 

aditividad de l.a. densidad de masa-energ!a, como 

. 
e .. 

donde I& 6T e I•~T son l.as tasus de transporte de energ!a. (por 

unidad de volumen) de la. ra.dia.ciór.. a la. materia debidas a. 

dispersión Compton a crea.c:lón y a.niquil.a.c:lón de pe.res, 

respectivamente. De l.a.s ecuaciones (V.1), (V.2) y (V.5) se sigue 

que 

~~-· + "I: .;• • (V.6) 

dot'lde 

(V.7) 

son l.os tiempos de rel.aja.miento t~rmicos que tendr!a. el. sistema 

si hubiera. sol.amente rlispersión Coopten o sol.amente creación y 

a.niquil.ación de pare:¡• respectivamente. Las expresiones 

sxpl!cita.s para. Ia e I• se obtienen de manera ~déntica. a como se 

obtuvo l. a. ecuación (IV.4) a partir de l.a.s ecuacione3 (IV. 2) 
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(IV.3) y 

(II.75). 

de la def'inici6~ de los tér~inos ee co1isi6n dada por 

Antes da 

evide!'l.tement.e. 

se6u~~ ade1ante es conveniente hacer notar que. 

estos resultados teór~aos soc completaoente 

generales, esto que los sub!ndices 'c' y 'p' se pueden 

ref'erir a cualquier par de mecani.anos de.intercambio de energ:!a. 

al caso En la siguiente 

particular (que 

sección ~plicaremos 

ven!amos tratando) 

interactúen por dispersión Ccmpton y por 

2) Pares y radiación 

los resultados 

de que las cocponentes 

creación y aniquilación. 

En principio, deber!amos de comenzar por escribir las 

integr&les Ic e r.. Sin embargo, no vale la pena escribirlas 

completas ya que, según veremos a continuación, es posible hacer 

una sinpl.i~icación que es válida prácticamente en todos los casos 

de inter~s astronómico. ~n ef'ecto, en el intervalo relevante de 

temperaturas ( 3x1 o• ¡.: ~ T ~ 1 O" K, que co:;:-responde, 

aproximada1:1ente, a .05 '/,' 20) la densidad numérica. de electrones 

libres (que, por neutralidad eléctrica, suponemos igual a la 

densidad nu1:1érica de bariones) es, en la mayor parte de los casos 

interesantes, mucho menor 

es :;.i o•• part!cul.as/c::i•). 

y, por 10 tanto, los 

que la densidad numérica da pares (que 

Bn vista de ello podemos tomar n- s n+ 

potenciales qu!micos de electrones y 
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positrones·va1dr~n cero, seg~n ae sigue de 1a ecuación (III.27) o 

de 1a (A.10). F.r- este caso encontramos que 

::e ?f' '::?fl' Cl"c (V.S) 

e 

donde r-. y G"'" son, respectiva.::iente, !.as secciones para dispersión 

Conpton (K1ein-3ishina) y para aniqui1a.ción de pa.res, en e1 

sistema centro de r.io:nento, 1as p son 1os cuadrimooentcs de 

e1ectrones y positrones, 1as k son 1os cuadrimomentos de 1os 

rotenes, r y~ son 1as runciones de distribución de equi1ibrio de 

1os e1ectrones (positrones) y ~otones 

(V.10) 



(V.11) 

y 1os de?nás an e1 ce.pitu1o 

anterior. Las expresiones de las secciones e~icaces son bien 

conocidas (ver, 

escribirse como 

por ajemp1o, Berestetskii et a1., 1971) y pueden 

(3rT/16'n) iicC-<c,y) (V.12) 

(V.13) 

donde 

m •e•/ ( p+k) • (V.14) 

(p_+p+)ª/{Cp_+p+)ª- 4rnªcª) (V.15) 

g~(.CuY> = • .. f 1+[<1-cc)ª/2) (1-y)º/ {<1+.cc)+(1-.C.a);r] 

+ l<1--..)+(1+..ca)y1•1tc1+•1.&)+(1- ... ,)y1)• ('1.16) 

g,.<.c.,y) =t<-·ª-1)/"'·1(-112 + (2et.-1)/{. • .c.·-:r·> 

( -.· -1 ) • / ( .,..,.. - y. ) • 1. (V.17) 
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6.65x1oªrcra• es 1a sección de dispersión tle Thomson, 6 es 

el. á.ngu2o da dispersión en e1 s.isterna centro de rto;:'lento y 

y coa 11 

Las integra1es (V.B) y (V.9) pueden reducirse a aerieo de 

intagra.1es cuádrup1es por un procadiraiento total~enta aná1ogo a1 

usado en e1 cap!tuio anterior para 1os mismos ~ines. Los cá1cu1os 

se presentan en ai apéndice D y aqu! nos 1imitarenos a escribir 

1ou resuitados, qua aon: 

I ... 

(3-n•C"'Tcke/3)(mc/h)• ~·tI& .. .... 
334~ªcr ... c!-ce(mc/h)

6 
"" f, I•,. .. .. 

('l.13) 

(V.19) 

donde hemos de~inido ~. ei parámetro de temperatura, como 

mc"/(kaT) (V.20) 

y donde I~ft e I•,. están dadaa por 1as ecuaciones (D.2)· y (D.11), 

respectivamente. 

Para comp1etar e1 cá1cu1o de 1os t.iacpos de re1ajn:aiento, 

ecuación (V.7), necesitar.ios aho:"a ca1cu1ar ac. (V.3). 

Evidentenente 

c.,. 4aTª (V.21) 

donde a 7.56x10-•• erg/K" es ia constante de ia radiación. La 
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• 
• 1 

s • 

capacidad ca1or!rica de e1ectrones y positrones ,c., 

1a bien conocida expresi6n para su densidad de 

se sigue de 

masa-energía 

(véase, por eja::tp1o, Chiu, 1968) qua, en nuestro caso (n_ = n.) 

puede escribirse como 

• 
161':.ic"(oc/h)' i.dw senh"-,,, coshºw la:;;:p(t6coshw)+1)-'. 

(V.22) 

Uaando 1a ecuaci6n (V.4) obtenemos 

-c- ~ B'ft(mc/h) ºk•t6" ~ senh"w cosh"w dw/ lcosh{t6coshw)+1] 
• 

(V.23) 

con 1o cua1 e1 cá1cu1o de cT• y, en consecuencia, e1 de 'C, están 

comp1etos • 

3) Resu1tados y d~scusi6n 

Las integraciones se hicieron num6ricamente por medio de 

programas estándar de bib1iotaca, para va1ores de1 parámetro de 
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teaperatura en el. :1.nterval.o val.orea que 

corresponden al. :1.nterval.o rel.evante de temperaturas prev:1.aaente 

menc:1.onado y juat:1.f:1.cado. En l.a pr&ct:1.ca, l.as aer:1.ea que aparecen 

cv.is>. 

tal. aanera que• 

y en i: •• cv.i9). 

en ambo• casoa 9 

converg:1.eron muy r&p:1.damente 9 d• 

l.oa pr:1.meros 3 t6rm:1.noa fueron 

euf:1.c:1.ent•• para obtener una prec:1.a:1.6n de una parte en io•. 

Lo• val.ore• re•ul.tantea para 'Ec. • 1:'• y -i: eat&n graf:1.cado• • 

coao func:1.onea del. par,aetro de temperatura'• en l.a f:1.gura (V.i) 

donde, con f:1.nes puramente comparat:1.voa 9 se ha graf:1.cado taab:1.6n 

•l. t:1.empo de rel.ajam:1.ento 1 de Jüttner• que obtuv:1.moa •n •1 

capitu1o anter:1.or y que no toma en cuenta a l.oa parea. 

E• ev:1.dente de l.a f:1.gura que• para temperaturas T-;:, exi o• JC 9 

"1:• e• aayor que "?:., en un factor que varia de 4 a i 2. Se •:1.gue 

que en ••t• :1.nterval.o de temperaturas 1a creac:1.6n y 

de l.o• pare• ea un mecan:1.amo de transporte de 

an:1.qu:1.l.ac:1.6n 

energia entre 

aater:1.a y rad:1.ac:1.6n •'• ef:1.c:1.ente que l.a d:1.apera:1.6n Compton, eato 

ea, en eate :1.nterval.o de temperaturas, el. equ:1.1:1.br:1.o se al.cansa 

esenc:1.al.aente a eetabl.ece 

entre rad:1.ac:1.6n y aater:1.a por l.a creac:1.6n de 1oa pares. 

E• :1.ntereaante 9 tamb:1.6n 9 notar l.a :1.mportanc:1.a de l.oa par•• 

aún a temperatura• re1at:1.vaaente 'baja•' (T...,3xio8 1t) donde l.a 

d:1.ap•r•:1.6n Coapton ya •• el. aecani.•mo doa:1.nante en el. :1.ntercaab:1.o 

de energ!a. A estas temperaturas seria d• esperarse que ~ y ~~ 

fueran pr,ct:1.camente :1.d6nt:1.coa o, al. menos, del. mi.amo orden de 

magn:1.tud. S:1.n embargo, •egún •• aprec:1.a cl.aramente en l.a f:1.sura 9 

el. pr:1.aerc ea al.rededor de 2 6rdenea de magn:1.tud mayor que •l. 
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Fig. V.l 

Tiempos de relajamiento debidos a dispersi6n Compton 
( 'r&) • a creación y aniquilaci6n c!e pares e- e• ( '1:',.) y a ambos 
procesos simult6ncauente (~). para una mezc1a de paras 
y radiación (a temperaturas ligeramente diferentes) como 
funciones de /,. "r~ es el valor obtenido en e1 cap!tu1o 
anterior (Fiz. IV.2) y se ha a~adic!o sólo para efectos de 
comparaci6n. 
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aegundo. La d~~•r•nc~a ae d•b•• prec~aament•• a 1oa parea. Aún a 

dena~dad nua6r~ca- de1 orden de eataa 'baja•' t••peratura•• 

1ot0 particu1aa/ca•- ea mucho 

e1ectron•• 1 1~brea• que •• 

au 

mayor que 1a dena~dad num6r~ca de 

aue1e tener en 1a• cond~c~on•• 

aatron6•~caa 1 nor•a1••' que •• aupua~eron en e1 capitu1o anter~or 

para ca1cu1ar ~7• 
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VX. GEHERACXON DE ENTROPIA. 2• VISCOSIDAD 

Como una ap11.caci.6n máa de1 f'orma11.amo que preaentamoa en e1 

capitu1o en e1 pre a ente capitu1o cal.cu1aremoa e1 

coef'i.ci.ente de vi.acoai.dad de una mezc1a de ga•e• i.deal.ea, 

rel.ati.vi.ataa, en expanai.6n. E1 l.ector av{aor penaará que e ata 

oraci.6n enci.erra una contradi.cci.6n puea &c6mo ea poai.b1e hab1ar 

de 1 vi.acoai.dad 1 entre gaaea i.dea1ea? Si. f:'ueaen, ef:'ecti.vamente, 

i.deal.e •, lno habria vi.acoai.dad entre e11oal Con •1 f'i.n d• 

entender e1 ori.gen de esta aparente contradi.cci.6n comenzaremoa •1 

capitu1o con una breve di.acusi.6n aobre 1a vi.acoai.dad. E1 

1ector i.ntereaado en un tratami.ento máa deta1l.ado puede conaul.tar 

e1 capitul.o I d• Cl.arke y McCheaney (1976). A conti.nuaci.6n, en 1a 

aecci.6n 2, ap11.car••o• •1 f:'ormal.i.amo d• l.a teoria ci.n6ti.oa 

re1ati.vi.ata a una ••zcl.a bi.nari.a d• gaaea i.dea1•• re1ati.vi.ataa 

para obtener una expresi.6n general. para au 2• vi.acoai.dad. En 1a 

aecci.6n ap11.caremoa ••ta f:'6rmul.a general. a una mezc1a 

el.ectronea re1ati.vi.atas y radi.aci.6n i.nteracci.onand? a trav6a 

d• 

de 

di.aperai.6n Compton. En 1a aecci.6n 4 1a ap11.caremoa a una mezc1a 

de •1•ctron•• y poai.tronea en equi.11.bri.o t6rmi.c~ 

con radi.aci.6n a trav6a de di.aperai.6n Compton y 
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aniquilación de 

los reoultadoo 

los pares. Por Último, en 1u secc~ón 5, usaremos 

de las secciones anteriores para ca1cu1ar la tasa 

de generución de entrop!a, debida a esos procesos, en e1 Universo 

temprano. 

1) 2ll viscosidad 

Un fluido fuera de equilibrio termodin~mico se caracteriza 

por la presencia, en su seno, de gradientes de las variables 

termodinámicas que lo describen. Como consecuencia, se generan en 

61 flujos macroscópicos irreversibles ~ue tienden a establecer 

una situación de equilibrio. Dado que estos flujos transportan 

magnitudes fisicas (masa, momento, etc.) de un punto a otro del 

fluido, este tipo de fenómenos se conocen cono 'procesos de 

transporte•. Su estudio teórico 

una gran cantidad de casos se 

sueJ.e ser 

obtienen 

~uy complicado paro en 

excelentes i·esultados 

suponiendo que, 

proporcional a 

1inea1). Las 

en 18 aproximación, la maGnitud de los flujos es 

(apro::cimaci6n los gradientes 

constantes de 

que los producen 

proporcio~a1idad, los 11amados 

•coeficientes de transporte•, son bien conocidao y entre ellas se 

cuentan 1a conductividad t6rmica, el coeficiente da difusión y 

1as dos viocoaidades 1 que son las que relacionan loa flujos de 

momento con 1os gradientes de la velocidad hidrodin&mica del 

fluido. 
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·Lo. necesidad de .9,.~ coe!'iciente:; de viscosidad proviene del. 

hecho de que l.a preoencia de gr~dientes de velocidad produce una 

una combinación 

tangencial. (o de 

deslizan unas sobre 

de dos 

corte), 

otras, 

o uno. contracción 

en ~eneral., cual.quier de!'or=ación ~s 

de~or!:laciones independientes: 

en l.a cual. l.as capaa 

y una vol.umétrica, que 

'homól.oga 1 del. f'l.uido. 

del. f'l.c.ido 

una 

se 

expansi6n 

ce.so el. 

'pr:!..mer 

coef.'ic:!.ente 

coef'iciente 

de 

de 

proporcionalidad 

visco3idad' (o, 

recibe 

más 

consiste en una 

:Sn el. primer 

el. nombre de 

brevemente, 111 

viscosidad o viscosidad de 

del. •segundo coef'iciente 

viscosidad vol.umétrica). 

corte) y en el. 

de viscoi;idad' 

segundo 

(o 211 

caso habl.amos 

viscosidad o 

La viscosidad debida a movimientos tangencial.es es l.a más 

conocida y, también, l.a más fácil. de visual.izar. En el.l.a al. 

transporte de momento entre capas adyacentes del. f'l.uido se debe, 

a nivel. microscópico, al. intercambio de part!cul.as con momentos 

•promedio' dif'erentes. 

e1 caso de una expansión, en ca.:nbio, un mecanismo 

microsc6pico capaz de transportar momento entre dif'~rentes 

regiones de1 ~1u~do no es t&n ev~eente ya que 1ns pa~~!cu1as más 

l.entas se rezagan cada vez m~s respecto a l.as más rápidas y 

cual.quier interacción directa entre el.l.as se vuel.ve imposibl.e. Es 

el.aro, entonces, que l.a 211 viscosidad tiene que originarse en 

interacciones que transporten momento 'a distancia', o sea, en 

l.as fuerzas intermol.ecu1ares. Por l.o tanto, l.a 211 viscosidad es 

despreciable en f'l.uidos dil.u!dos y, de hecho, es f'or:nal.mente 
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igua1 a cero en el modelo ~icrcscó~ico máa comÚr- 1 en el cunl se 

supone que particulas que al rluido só1o 

~nteractúan a través de colisiones. En s!~~osis 1 la viscosidad 

vo1unétrica pueCe ser i~portante solamente en ~1uidos densos •. 

&A qué se debe, entonces, que se ~able de una 2~ viscosidad 

entre rluidos que s6lo interactúan por colisiones? La razón es la 

siguiente: es bien sabido que en todo proceso irreversible se 

genera una cierta canti~ad de entropia. En la aproximación 

lineal, que es en la que estamos trabajando, la tasa de 

generación de entropia durante un cierto proceso resulta estar 

dada, esencialmente, por el producto del coericiente de 

transporte del proceso en cuestión y el cuadrado del gradiente 

correspondiente (resultado evidente, por cierto, ya que los 

coe~icientes de transporte son no-negativos y la generación de 

entropia debe ser también una cantidad positiva). En particular, 

la tasa de generación de entrop~a por viscosidad volumétrica es 

pro~orciona2 al cuadrado de la divergencia de la velocidad 

hidrodinámica o, lo que es lo mismo, al cuadrado de la tasa de 

expansión, y la 2g viscosidad es la constante de proporcionalidad 

(ver ecuaciones II.24 y II.41). 

?uede ocurrir, sin embargo, que un sistema ideal en 

equilibrio termodinámico se salga de esa situación de equilibrio 

cuando surre una expansión. Tal es el caso, por ejemplo, de una 

mezcla de fluidos reaccionando quimicamente, ya que las tasas de 

reacción dependen de las concentracionos de los reactantes y, 

cuando éstas var!an cono consecuencia de la expansión, el sistema 
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so sa1e de equi1ibrio químico. Otro ejemp1o es e1 de una mezc1a 

c!e {;!l.30S 

caso, que 

•enf'ria• 

cuyos exponentes adiabáticos 

es e1 que estudiaremos mas 

son difere::tes. 

a.delante, l.a expansión 

de manero. dif'erente a 1as dif'erentes com?onentes e1 

sistema se sa1e de equi1i~rio tér~ico. est.os casos, como 

consecuencia. 

irreversib1es 

que generan 

proporciono.1 

se genera 1a 

1e sue1e dar 

de 1a ruptura de1 equi1ibrio, aparecen procesos 

que na.da tienen que ver con procesos viscosos pero 

er..tropia. a una 

a1 cuadro.do de 1a 

conf'usión pues a1 

también e1 nonbre 

tasa qua también resu1ts. ser 

tasa de expansi6n. ~s aqu! donde 

coef'iciente de proporciona1idad se 

de '2!!, viacosidad', simp1e1:1ente 

por semejanza. con e1 caao viscoso, cua~do que seria más adecuado 

11amar1o, a f'a1ta. de a1go mejor, '2~ viscosidad equiva.1ente•. 

En 1o que sigue, vamos a ca1cu1ar io. •2s viscosidad 

equiva1ente• 

adiabáticos 

referiremos 

de uno. 

pero, 

o. e1l.a 

vo1u:nét.rica'. 

mezc1o. de dos gases con dif'erentes exponentes 

para mantenernos dentro de 1a tradición, nos 

simpl.emente como •2~ viscosidad' o 'viscosidad 

2) Teo::-ia 

Consideremos una nezc1a bina.ria. de 

constituidos por po.rticul.o.s con masas m~ (i = 1, 

¡;a.ses 

2) y 

ideal.es 

descritos 

por f'unciones de distribución f¡, ta1 y como l.o hicimos en e1 
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capitulo IV. ~1 intercacb~o de enerb!n entre aobos gases estará 

dado enton~~s, por la acuaci6n (IV.2) 

(2c/h'){ dr, (p,•U)(C,. + c,a). (VI .1) 

Igua1 que .; .\ e1 cap! tu1o I'l • nos rest=ingire~os a1 caso 

dif'erencias ~aquefias de temperatura entre a~bas componentes 

1o cua1 pode~J5 escribir, a primer orden en AT, 

. e, I AT ('II.2) 

de 

por 

con I dada ?or 1a ecuaci6n (IV.4). E1 tiempo de. relajamiento 

t&rmico del~ mezc1a es, entonces, (ec. IV.7) 9 

-e·• Ic,: 1 
• (VI.3) 

donde c..,• i~ •capacidad ca1or!rica reducida' de1 sistema, está. 

dada por 1a ~;.(IV.8), 

c.;' c.·• + e .. -• (VI.4) 

siendo c, ~ ;& 1as capacidades ca1or!ricas por unidad de vo1umen 

de cada una ·~ 1as componentes. 

Ahora b-'.->n, 1a tasa de generación de entrop!a por unidad de 
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vol.uaen debi.da a l.aa part!cul.aa i. está dada por (ver ecuaci.6n 

II.82) 

donde S~ ea el. cuadri.fl.ujo de entropia 0 n ea l.a denai.dad nua6ri.ca 

de bari.onea 0 •~•• l.a entropia por bari.6n ••di.da en uni.dadea de k 

(entropia adi.aenai.onal. por bari.6n) 0 f;. ea l.a funci.6n de 

di.atri.buci.6n de l.a• particul.aa i. 
A 

y f·. - 1 + ~¡f¡ con E¡,• 1 • o 6 -1. 

aegdn que •• trate de boaonea 0 particul.aa cl.áai.caa o fermi.on••• 

reapect:l.vamente. El. punto aobre l.a vari.ab1e •• repreaenta 0 como 

ai.empre o l.a deri.vada a l.o l.argo de u~. Una vez máa 0 aupondremoa 

que cada componente e•t' en equi.l.i.bri.o termodi.n,mi.co con el.1a 

mi.ama Yo por 1o tanto 0 tendremo• 

(VI.6) 

Suati.tuyendo esta expreai.6n en 1a anteri.or encontramoa 

(VX:.7) 

que ••• ai.mpl.eaente 0 l.a pri.mera l.ey de 1a teraodi.námi.ca a vol.umen 
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consta:lte. De 

l.a producc:!.ón 

esta ~o1ac~ón y de la ecuac~ón 

total de entropía por unidud 

(VI.2) se sieue que 

C.e voluoen y por 

U:lidaC. de tiempo es 

I( .6T/T)" (VI.B) 

En todo este cálculo he~cs supuesto que e1 vo1ur.:en del 

siste~a permanece constnnta. Es ciara, sin ecbargo, que el cismo 

razonaniento sigue siendo vl1ido para un sistena con volumen 

variable siempre y cuando la escala de tienpo con la cua1 cambia 

e1 vo1unen sea muy 1arga conparada con su tienpo de relajamiento. 

Suponiendo que este es e1 caso 0 ca1cu1arenos a continuación 1a 

viscosidad vo1urn6trica de une. meücla de 2 gases ideales en 

expansión. 

Supongamos que el. sistema se encuentra, en un momento dado, 

en equilibrio termodinlnico a una temperatura T y sea 

\ n/;.. \ (VI .9) 

su tiempo característico de expansión. En genera1 0 uno e.e loa 

ef'ectos de la 

de equilibrio. 

expansión será e1 de desp1azar1o de esta situación 

Sin em~ar50, según acabamos de mencionar, s:L "'r& .,.,-e 
(donde "I: • 

de.do por 

e1 tiempo de relajamiento térmico del 

la ecuación VI.J) e1 volumen del 

sistema. está 

:!."luido puado 

1, 2 



considerarse constante durante una f"racción de tiecpo 

suficiont.emente 1erga co~o para que sus componentes a1cancen un 

•casi-equil.ibrio' tórnico cada 

aproxinar l.a expansión 'real.' 

instante. ~n consecuencia, pode~os 

por una sucesión al.ternada de dos 

procesos: 

duración 

térmico, 

( 1) una 

,Atcc'C 

a vol.umen 

expansión isentrÓ?ica ~uy rápida, con una 

seguida por (2) un rel.ajamiento a equil.ibrio 

constante, con una duración la t'--r (ver f"igura 

VI.1). eí'ecto del. primer proceso es el de desaco¡:>l.ar l.as 

e:::cponantes 

ocurre) y el. 

temperaturas de l.as cocponentes (siempre y cuando sus 

adia~~ticos sean dif"erentes, lo cual supondremos que 

del. se~undo es el. de generar una cierta cantidad de entrop:!a. 

Supongamos que durante el. primer proceso l.a densidad 

numérica da bariones cambia en dn con 

dn4.<n (VI.10) 

Entonces, l.as temperaturas de l.as componentes cambiarán a 

T¡ (VI.11) 

de tal. nanera que se establ.ecerá una dif"erencia de temperaturas 

do.da por 

AT '!'-.. - T, 
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V 

., 
4t 

Fig. VI.1 

La evoluci6n del sistema en el tiempo se ha aproxiaado 
como una sucesi6n de expansiones adiabAticas muy breves 
( 6. t •et:) seguidas por un relajamiento isoc6rico a equilibrio 
térmico en un tiempo ... ~ • La aproximacicSn es válida niempre 
que 't: ce '1:'• , el tiempo de expansi6n. 
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t_cc.T,/l>n) 1.- (~T,/?Jn) 0J dn cvr.12> 

.f."áciJ. de::iostrar, usando l.a primera J.ey de Ahora bien 0 es 

Termodiná1:1ica, ecuación crr.1), y eJ. hecho de que la derivación 

es ~na operación con~utativa, que 

(VI .1 .3) 

Pero, usando una vez más la primera ley, 

( b s/ C>p) .. cvr.14) 

con 1o cua1 1a ecuación (VI.1.3) se convierte en 

':'('C>p/,e),./n (VI.15) 

Sustituyendo esta relación en J.a ecuación (VI.12) obtenemos, 

.f."inaJ.mente, 

6T T(C C.p 1 / ()ea) .. - ( ""ilp,/ ?Je,>.] (dn/n) (YI.16) 

Antes de seguir adelante conviene notar que esta relación, 

junto con J.a condición (VI.10), es consistente con J.a hipótesis 

mencionada anteriormente de que 

115 



A 'l' .¿<. T. ('TI • 1 7) 

Dado que todo o1 proceso (1)+ (2) ocurre en un interva1o de 

tiempo - 'C tenecos q'-1e 

dn - ;_ "C 

10 cual., junto con 1as ecuaciones (VI.8) y (VI.16), 

:I.a tasa de creación de entropía por unidad de vo1umen 

(~p, /~e,>.]• (~/n) • 

Comparando este resu1tado con 1a de~i~ición 

vo1u~~trica ~ (ec. II.41), 

('5/T) (~/n)' 

se s:i.gue que 

IT t ª ~~Pa /l>ea. ). ( Jlp, /'iJa, >.] • 

de 1a 

(VI.13) 

nos da para 

(VI.19) 

viscosidad 

(VI.20) 

(V:I.21) 

re1ación que, por ne dio do !.a ec. (VI.3), ta.mbi~n puede 

escribirse como 
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(~?•/~e•),.] ' (VI.22) 

La.a ecuacionec (VI.21) y (VI.2:Z) son 1.a.s 

teóricas buscadas. En 1o que sigue, 1as a~1icaremos para o1~tener 

reau1tados nu~éricos ~n un par de casos espec!ricos. 

3) Ga~ de JÜttner y radiación 

En eota sección calcularemos 1a 2~ viscosidad de una mezcla 

interactúan de electrones 

sol.ar:e1~te a 

y .f."otones en 

través de 

expansión, 

C.ispersión 

suponiendo 

Compton. 

que 

Consideraremos 

exacta.mente el mismo sistema cuyo tiempo de relajamiento téroico 

.f."ue cal.cul.ado en 1.a sección 2 del. capitul.o IV, sección a. 1.a. cua.1 

rererimos al. 1.ector para una descripción detal.1.ada del. modal.o y 

de sus 11oites de a.pl.icabil.idad, y cuya notación seguiremos. 

De 1.a.s ecuaciones (VI.22), (V~.4) y (IV.14) obtenemos 1.a. 

viscosidad volumétrica de 1.a. mezcla 

:s (VI.23) 

donde el. subindice m se re.f."iere a 1.a materia (o sea, a. 1.os 
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a1ectrones) 0 y donde (ec. VI.J) 

con I dado por 1a. ecu~ción (IV.1J). 

de que 0 para 1a radiación. 

Además 0 ~ecos usa.do e1 hecho 

('C>p,,./C>e.,).,.= 1/3 (VI.25) 

Es interesante comparar nuestro re su1 ta.do con 1a e4pres.i.6n 

encontrada por Weinberg (1971) 

(°)p/~e).,.]" (YI.26) 

donde 

(VI:._27) 

y 

e ~ e.._ + a.T .. (VI.28) 

son 1a presión tota1 y 1a densida.¿ 

respectivaoente. be 1a.s ecuaciones 

ráci1 demostrar que 

de energia. tota.1 de1 sistema 0 

< :r:v. 6 > • (YI.27) y (VI.28) es 
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1/.3- (VI.29) 

l.a. cuaJ.., junt.o con la. se~unda ecuaci6n de (VI.22) y la. ec. 

('JI.26), nos da 

(1 + l,aT"/c..,) :S- . ('IJI.30) 

Obviamente, l.a f6rmu1a de Weinberg es tan sol.o el. caso particul.ar 

en el. que l.a. materia domina. 

En vista de que l.os cil.cul.os numéricos de 't: ;,- de ya 

f'ueron descritos en l.a secci6n 2 del. cap!tul.o IV aqu! nos 

l.imitamos a dar l.os resul.ta.dos numéricos para. ~ en l.a figura 

VI.2 0 donde heces gra.í"ica.do l.os val.ores de ( "S /nkaT) en func:!.ón 

del. pa.r.§.r::etro do Conviene recordar que estos 

resul.tados se refieren únicamente al. caso de densidades 

bari6nicas n < 1 o•• pa.rt!cul.ao/c;n •. Para. final.izar, es interesante 

notar que ( "S /nk.T) va.r!a con l.a temperatura. a.proxi:aa.da?:lente como 

111 ... 

En l.a secci.Sn i"inal. de:l. ca.p!tul.o presenta.renos una. 

a.pl.icaci.Sn de estos resul.ta.dos a.1 Universo temprano. 

11 9 



. e 
-10CJnk8T 

D 

11 
t. 

i ¡ 

-to 

-t4 

-te 

t 2 3 5 to cp 20 30 50 

::.;"i¡;. VI.2 

Viscosidad vo1uoAtrica (en unidades de nkaT) de una 
~ezc1a de e1ectrones y radiaci6n 1igeramente fuera de 
equi1ibrio t6rmico. como funci6n de ~-
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4) Pares eiectrón-positrón y rad~ación 

Consideremos 

radiación 

encuentran 

te=iper:i.tura. 

temperatura 

en 

en 

la 

ahora una oezcla de e1ectrones 9 

cual los electrones los 

positrones 

positro:ies se 

.... 
equill.brio 

raientras 

1igera1:1ente 

tarmcdiná.rnico entre 

que la radiación se 

d.i.~ere=ite T + 6T 

e11.os, 

encuentra 

a 

a 

una 

una 

con b. T / T <.<. 1 • 

Suponga1:1os, adem&s, que los pares y la radiación interaccionan 

solamente a trav~s de dispersión Compton y de la creación y 

aniquilación de 1os pares con e1 campo de radiación. Este sistema 

es exactamente e1 mismo que estudiamos en el capitulo V, al cual. 

ref'erimos a.1 

as! como de 

lector para una descripción m&s dets.11ada del. 

sus 11nites ~a aplicabil.ids.d. 

mismo 

una. mezc1.a binaria (ver Co!:lo el 

capitulo'!), 

(VI.22), 

sistema se comporta corno 

.su viscosidad vo1um&trica está dada por 1a ecuación 

TcT t (.1 /3 

donde e1 sub!ndice •m• 
positrones, y donde t 

mezcla, est& dado por 

signif'ica 'materia', o sea, 

el tiempo de re1ajaniento 

(ac. v.6) 

1 21 

(VI.31) 

electrones y 

térmico de la 



con 1:c. y ~., def':1.n:1.do s por l.a ec. 

anter:1.or, es f'lc:1.l. convencerse de 

puede ••cr:1.b:1.r como 

(V.7). Usando 

donde 'S... y '5,. •on l.as 

d:1.sper•:1.6n Compton y a 

que l.a ecuac:1.6n 

v:1.scos:1.dade• 

creac:1.6n y 

vol.um6tr:1.ca• 

an:1.qu:1.l.ac:1.6n 

(Vl:.)2) 

l.a rel.ac:1.6n 

(Vl:.J1) se 

(Vl:.JJ) 

deb:1.da• a 

de par••• 

respect:1.vaaente, y estln dadas por ecuac:1.on•• :1.d6nt:1.caa a l.a 

(Vl:.J1) con l.a ún:1.ca d:1.f'erenc:1.a de que aparecen~& 6 ~ •• aegún el. 

caao, en l.ugar de "C' 

El. cAl.cul.o num6r:1.co de ~ no preaenta mayor d:1.f':1.cul.tad. Como 

't el. t:1.empo de rel.ajam:1.ento de l.a mezcl.a, y cT• su capac:1.dad 

cal.or!f':1.ca •reduc:1.da•, f'ueron cal.cul.ados num6r:1.caaente en l.a 

secc:1.6n 2 del. cap!tul.o anter:1.or, s6l.o no• hace f'al.ta cal.cul.ar 

( ~ p/'ae).., Pero n:1. s:1.qu:1.era e•te cAl.cul.o es necesar:1.o, por l.o 

s:1.gu:1.entea según se menc:1.on6 en el. cap!tul.o V, l.o• cll.cul.o• 

num6r:1.co• l.os ef'ectuaremoa ún:1.camente para el. caao de 

rad:1.ac:1.6n en el. vac!o (den•:1.dad bar:1.6n:1.ca •O); •e a:1.gue que 

potenc:1.al. qu!•:1.co val.e cero y que, en consecuenc:1.a, p y e 

pura 

el. 

aon 

f'unc:1.ones aol.aaente de l.a temperatura. Por l.o tanto tendremo• que 
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donde 

val.ores 

es 

de 

('C>p/de ),. (dp/de) Vs a/ e• 

l.a vel.ocidad del. sonido en l.a 

Vs í"ueron cal.cul.o.dos, C:O'alO 

(VI.34) 

r:iezc1a. Pero 

f'unciones de 

l.os 

l.a 

tempera.tura, en el. cap!tul.o III, de donde l.os tomaremos. Con todo 

l.o anterior, el. cál.cul.o de ~ eatá compl.eto. Los resul.tados para 

como ~unciones del. parámetro de temperatura ~. se 

presentan en l.a. f'igura VI.3. Es interesante notar qua l.a 

viscosidad vol.u:;i&.t.rica. total. presenta un val.or máAi"1o en ~,...3. 

5) Creaci6n de entropía 

una apl.icación sencil.l.a e inmediata de l.os resul.tados 

anteriores, vamos a cal.cul.ar, a. continuación, l.a tasa con l.a cual. 

l.os procesos que heces visto debieron de producir entropía 

durante l.a expansión del. Universo temprano. Usaremos el. mismo 

modal.o de Universo que en el. capitulo IV, as! 

en un instante dado y l.a. tasa de expansión en 

estarán dadas por {ses. IV.20 y IV.21) 

o.39Jt(segs.f 

;¡ 

1 ?.3 

que 

el. 

el. va.l.or de ~ 

mismo mor.iento 

{'JI.35) 
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Fig. VI.3 

Viscosidades vo1ug6tricas debidas a dispersión Compton 
( "5.). a creación y aniqui1ación de pares e-e• ( "5•) y a ambos 
procesos simu1tAneamente ( 5~. para una mezc1a de pares y 
radiación (a temperaturas 1igeramente diferentes) como 
función de {J. 
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\n/A\ 2t/3 (VI.36) 

Por medio de est.::l.s 1""e1:acioneo poc1e¡:1os escribir 1a. ecua.ción 

(VI.20), que nos da. la tasa de generación de entropia, como 

o bien cor.:o 

. s 

. 
ns 

(VI.37) 

(Vl'. .3a) 

La prioera. ::.-e1ación da. 1a tasa de generación de entrop!a 

adi::iensiona.1 J2E.!: barión, y es más úti1 cuando se traba.ja con a1 

gas de JÜttner (sección 3), mientras que 1a. segunda., que da 
tasa. de creación de entrop!a. por unidad tlo vo1ur.:en, es 1a. que ha.y 

que usar cuando no se tienen bariones (e1 sistema estudia.do en 1a. 

sección 4). 

Toe.ecos ahora. /, = 1 , un valor que juzgamos representativo. 

De la '''II.2 verao!l que 9 para. un gas de JÜttner a. este. 

tempera.tura. 9 ( "S /nl:eT) -...10·,. se6•, con 1o cua.1 (de la. ec. VI:.37) 

~ -10·•• seg.-• Para. saber si este núrae::.-o es (o no) ioporta.nte, es 

necesario coopa.ra.rlo con el va.lo::.- de s en r/, 1 ' obvia.mente). 

I:n princ:i.pio tendr!amos que DU-:na.r 1as ecu.a.ciones (l'.l'..110) 

(II:.131) pero, coco estamos en e1 caso en qua la radiación dooina. 

por conpleto a. la materia, es su~iciante con la ecuación. 
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Sui:>oniendo n.-..J10"0 pa.rt!cuJ..as/cms, que es el. 

per::iitido, c"bteneocs para s un valor ~!~i~o de 

val.ar 

s - 1 o" 

má:-:irno 

evidente que este proceso no contrihuy6 ~ crear entropía en l.a s 

rases te~pranas dei Univeroo. 

Para el. caso de l.os pares (tomando una vez rnas ~ 1), 

venos, del.a. !'igura VI.3, que '!.-1os !,>Oise, con l.o cual. l.a ec. 

(VI.38) nos da n~...., 10" (ca• seg)- 1 Por otro l.ado, de l.as 

acuacion0s (I:::.2), (II.121), (II.122) y (II.131) se tiene que (cr: 

1 • de3C!.e 1uogo) ns ...... 10~' cr.i -~. Se sigue que estos procesos 

tacpoco :f"uero:i importantaa en l.a producci6n de entropía el. 

Universo tenprano. Bs justo mencionar que este resul.tedo ya habla 

s~do previsto por Weinberg (1971). 
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APE11D:tCE A 

Con•~d•r••o• 1a d~•tr~buc~6n 

{. expl.'(co•hv - s}) + 1 )-' ( A.1) 

Para baja• d•n•~dad•• bar~6n~cae tendreaoe que a< 1¡ •1 arcuaento 

de 1a exponenc~a1 •• n•c••ar~aaent• po•~t~vo 7• por tanto. 

podeao• expand•r f'_ en potenc~a• ele exp(-tHcoehv - • >1·· Obteneao• 

a•i 

i .... •·• L :\ (-1) expC(1,)(co•hv - ·~ 

f (-1 )
1
-' exp( 1,Ja) exp(-1,Jco•hv) (A.2) 

.l&• 

en 1a expr••~6n (:t:I:t.20) 7 r•corclanclo que 

f'unc~on•• el• Be•••1 •• pueden 

(Abraaov~ts 0 1968) 

... 
K.(x) • \•xp(-xco•ht)co•h(nt)dt 

• 
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• .. 

encontramoe 9 despu6e de una integraci6n por part••• 

-n_ B'il(ac/b) • ~ (-1 )J-
1 
exp(l.1h) Jt2.(l.t0/(l.t0 (A.4) .&, 

De ••nera total.aente anál.oga 9 auetitu7endo (A.1) en (XXX.21) 

7 (XXX.22) y util.izando l.a repreaentación integral. 

1968) 

• 
Kn ( x) • lx" / ( 2n-1) 1 ~ t.•xp(-xcoeht) aenh • tdt • 

obtenemoe 

p_"' ª"•cª(mc/h)ª ! (-1)
1

-
1

exp(l.lilz) Jta,(l.,6)/(l.'6)ª ,, .. 

(Abraaovit•• 

(A.6) 

"'B'llmc"(•c/h)ª t (-1)
1
"' exp(l.lilz) Ka.(116)/(l.j(.)ª x ..... 

(A•?) 

donde hemos util.izado l.a conocida rel.ación de recurrencia 

K., 0 ,(x) ~ Jt .. _,(x)+ (2n/x) Jt .. (x) (A.8) 

y hemos def"inido 
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G(x) • ltJ(x)/lta.(x) (A.9) 

Ee evi.dente que •i. en todo 1o anteri.or hubi.6raaoe ueado r+ 

(poei.tronee) en 1ugar de r_. habr!aaos encontrado ( para n+• P+ y 

•+> expresi.ones eeenci.a1aente i.d6nti.cae a 1ae anteri.oree, con 1a 

úni.ca di.rerenci.a de que, en 1ugar de z 0 tendr!aaoe -•· Por 1o 

tanto, e1 exceso de e1ectronee sobre poei.trones que, •i. 

suponeaoe neutra1i.dad de carga• debe eer i.gua1 a 1a denei.dad 

nua6ri.ca de bari.ones - est' dado por1 

n • n_ - n+ • 

16'Tf(ac/h) • Í. (-1 >1
"' sen-h(1116z)lts.C1i6)/(1i6) (A.10) 

••• 

De 1• ai.eaa manera, 1a preei.6n y 1a energía tota1es de e1ectronee 

y posi.trones eon: 

p_ + p + 

O' .l·\ 
== 16"ttmc"(mc/h)" L(-1) cosh(1i6z)JCz,.(1i6)/(1i6)" (A.11) 

.&:.\ 

y 

e + e+ 
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En 1a 1a• 

aprox:l.aac:l.on•• po1:l.no•:l.a1•• 

•u•a• •• ca1cu1aron 

para 1a• f'unc:l.on•• 

(A.12) 

por ••d:l.o 

•od:l.f':l.cada• 

d• 

d• 

B••••1 cu7a prec:l.•:l.6n •• de una parte en 10' (Abra•ov:l.t•• 1968). 

La oonveraenc:l.a ••• por 1o g•n•ra1e •ur r'p:l.da¡ en e1 ca•o ••no• 

f'avorab1• (16 .5) f'ueron n•o••ar:l.o• 100 t6ra:l.no• para obtener 

una prec:l.•:l.6n de una parte •n 10•. 

z. :l.ntere•ant• notar que •1 t6ra:l.no 1•1 d• 1a• ••r::l.•• 

oorre•pond• •1 ca•o de1 aa• de Jüttner-S7nge; 1o• t6r•:l.no• d••d• 

•n ade1ante •on. por tanto• 1a• correoo:l.on•• 

K6t••• taab:l.6n que. aún •n •1 oa•o de pura radiac:l.6n en •1 Yacio 

(s•01 no ha7 bar:l.on••>• •1 núaero de par•• •• tan e1evadoe cuando 

(>,..., 1 • que 1o• ef'ecto• cu,nt::l.co• no pueden d••prec:l.ar••. 
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APEND1CE B 

En ap6ndice describireeos 1•• t6cnicaa uaadaa para 

eva1uar la integra1 de co1isi6n 1 0 dada por 1a ecuaci6n (XV.5). 

E1 procedi•iento es 1argo 0 aai que 1o pr•••ntare•o• 

aubd:l.vidido. 

1) 1ntecraci6n en e1 aisteea centro de eo•ento 

Para aiep1if'icar 1a integra1 uaaremoa e1 procedimiento 

descrito en •1 capitu1o X111 de de Groot et a1. (1980). 

Coeensaaoa por def'inir nuevas variab1ea por 1aa re1aciones 

( B .1) 

Q'"' = 1:1'"< p ~ - k " ) (B.2) 

donde 
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t:::" s 7"" - P"" P" /P 0 (B.)) 

•• •1 ort.ogona1 a P. E1 ••nt.i.do f"i•:lco de ••t.aa 

vari.ab1ea e• •áa o menoe c1aro. P ea ai.mp1ement.e e1 cuadri.•o••nt.o 

t.ot.a1 (que •• conserva en 1a co1i.s:lón) y Q eat.á re1ac:lonada con 

•1 cudri.•o•ent.o re1at.:lvo. La t.ranef"ormaci.6n :inversa a (B.1) 7 

(B.2) e• 

donde 

..C.s •"cº/Pº 

Para 1aa vari.ab1ea pr:lmadaa ae encuent.ran re1aci.onea 

La t.ranef"ormaci.6n de 1aa di.f"erenci.a1ea reau1t.a 

1ect.or i.nt.ereeado en 1oa det.a11ea puede conau1t.ar 1a 

7a menci.onada) 

x SCPº) 0CPº - m"cº) • 

i32 

(B.6) 

e:lmi.1area. 

••r (•1 

ref'erenci.a 

(B.7) 



donde 9 e• 1a runc~6n eaca16n de Heav~s~de. Para 1aa var~ab1e• 

pr~•ada• •e obt~enen• una vea •'•• re1ac~onea •e•ejante•• 

Su•t~tu7endo 1aa re1ac~on•• anter~ore• 1 7 •u• contraparte• 

pr~•ada• 1 en 1a expre•~6n para I obteneao• 1 de•pu6a de una 

~ntegrac~6n tr~v~a1 aobre P 1
1 

(B.8) 

donde 1a ~ntegra1 •obre 1o• cuadr~ao•ento• re1at~vo• I 1 e•t' 4a4a 

por 

X • 

donde 1aa runc~one• 9 de Heav~•~de deben 4e toaar•e en cuenta 

en 1a ~ntegrac~6n •obre P. E• r'c~1 conwencer•e 1 •ed~ante 

•~•P1• arguaento de •~••tria, de que 1& contr~buc~6n a 

~ntegra1 de1 ractcr (P•U) e• ~d6nt~caaente cero. 

un 

1a 

A cont~nuac~6n eva1uareao• I 1 en e1 •~•teaa 

aoaento. Entonce• P~ (P.Q.) 1 Q,,....• (O,g) 7 Q•JI"' 

Expreaando 1aa coaponent•• 

e•r6r~ca• teneao• que 

e•pac~a1•• 

1 .3.3 

d• Q-" en 

centro de 

(O,§l'). 

coordenada• 



(B.10) 

7 pode•o• S.ntesrar •obre Q•. \ Q. \ 7 \9' \ por aedS.o de 1a• 

~unoS.onea de1ta. Uaando 1a re1acS.6n 

(B.11) 

donde r•Cx) • dr(x)/dx 7 rcx.) •o. obteneao• 

(B.12) 

donde y ea 1a 1 trS.-Ye1ocS.dad 1 aaocS.ada a U~ 7 donde •1 S.ntesrando 

debe ahora de eYa1uarae para 

Q• - Q•· - º• 

\g\ - \g'l - •0(<1-"'>l.r.r] 

Toaeao• ahora •1 •Je s a 1o 1arao de y. 
Laa coaponente• 

coYarS.anteaent• coao 

1 .34 

(B.13) 

de ta1 aanera que U,!"> • 

·u• pueden eaorS.bS.r•e 



(B.14) 

que eon re1ac~on•• que uaare•oe •áa ade1ante. 

La d~ferenc1a1 de ángu1o eó11do puede eecr~b~rae co•o 

d~~ dx d~ donde x • coa6 (con una re1ac~6n id6nt1ca para 1a• 

var1ab1•• pr~•adae) 7, co•o 

:t• noa queda 

:t• (•ªcª(Uw.)ª(1-.c),./(4.c)) { dxdx 1 d'td't 1 

RN 1 x(x-x•)g(~,7) 

Ahora b~en, e1 factor N puede eecrib~rae co•o 

N - 1+N - (1-E)-· • 

donde 

E - exp(.-a-bx) 

1.35 

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 

(B.18) 



con 

(B.19) 

7 •1 ~actor i• •• puede ••cr:l.b:l.r d• aanera tota1aente an,1osa con 

••• E• 7 x• en 1uaar de N 9 

depende de 1oa ~n.u1oa as1.auta1•• "f 7 'f' • 7a que• obv:l.aaente • 

7 • xx•+ .[1'::"XTJ1-x• 1' coa('t-<t') (B.20) 

La 1.nteara1 aobre ~ 7 ~· puede eva1uare• d• 1a •1.au:l.ent• 
.., 
j 

aanera1 expandaaoa g(~ 9 7) en t6ra1.noa de po11.noa1.oa de Lesendre 

de arau••nto 7• ••to ••• 

-c<ll(.7) - 'L c .. <•>P.,(7) (B.21) .... 
donde Pn(7) •• •1 po11.noa1.o d• L•c•ndr• de orden n 7 donde • .,(ce) 

••t~ dado por 

• .. <-.e> • l<2n+1 )/2] f c<.c..7)P.,(7) d7• _, (B.22) 

Entone••• u a ando •1 teoreaa de 1a ad1.c1.6n para 1oa ara6n1.ooa 

••~6r1.ooa 9 que en nueatro caao puede eacr:l.b:l.r•• coao 
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... w 
~ 0 d'fd'f' P.(;y) • 4'11º P .. (x)P-.(x•) 0 (B.23) 

obt.ene•o• 

X' •("f'lº•ºcº(U•)• (1-~)~/•J1.gft(•)J~(aob), (B.24) .... 
donde he•o• derinido 

J .. (a,b) !! ~ x(x-x 1 )P,.(x)P,.(x 1 )dxdx 1 /(1-E)(1-E 1 ). (B.25) 

Lae 1a• 

aeccionea 3 y 4 de eate ap6nd1ce. 

2) Xntegrac16n en e1 eiate•a •en repoao 1 

Regreae•o• ahora a 1a 1ntegra1 aobre P~ • (P•,~), 1a cua1 

eva1uare•o• en en e1 aiet.e•a •en repoao•, donde u,,.. (c,.Q). 

U a ando coordenada• eer6ricae para ~ 1as integracionea angu1area 

se tr1v1a11zan, dando tan e61o un ractor de 4'1'f• Para integrar 

sobre p• derini•o• 1as nuevas var1ab1ea v y .w por 1as 

re1ac1ones 
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p• • •cv coahv 

\ ~ \ • acv ••nhv 0 

donde .., 7 V Yarian de 1 • 1.nr1.n1.to 7 

runc1.one• 9 • reapect.1.vaaent.e 0 

t.ranaror•ac1.6n •• 

deb1.do a 1.a• 

7 0 d• 1.aa ecuac1.on•• (B.14) 0 

Adea6a 0 d• 1.a• ecuac1.on•• (IV.11) 7 (B.19)o 

oe. - 1/Y" 
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(B.26) 

(B.27) 

d• o • 1.nr1.n1.t.0 0 

El. Jacob1.ano d• 1.a 

(B.28) 

(B.29) 

(B.30) 



b • a t.anhw (B.31) 

Sust.it.u;yendo t.odo 1o anterior en (B.8) ;y usando e1 va1or de 

fo dado por (XZ.112), obt.eneaos fina1ment.e 

(B.32) 

donde 

(B.33) 

3) º'1cu1o de e~<-> 

Para ca1cu1ar 1a int.egra1 (B.21) comenzamos por definir 1a 

nueva variab1e 

u - (1+-<)/(1-.C.) (B.34) 

Con eat.o 1a ecuaci6n (ZV.12) se conviert.e en 

g (-<.;y) ... g (u. :;y) • 1 + (1-;y)ª/(u+1)(u+;y) + 
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ii • 
1 1 
: -

• 7/(u+i) + u/(u+i)+ u•- i + 

+ (u+i)(i+2u-2uº)/(u+y)+ (uº-i)º/(u+y)º 

Suat1.tuyendo ••ta exprea1.6n en (B.22)1 

+ lu/(u+i)+u•-i) rP ... (y)dy+ -· 
+ (u+i) (i+2u-2u•) f; ... (7)d7/(u+7)+ 

Laa pr1.•eraa do• 1.nt•sra1•• aon 1.n•ed1.ataa y 1•• do• ú1t1.•a• 

pueden expreaara• ana1it1.oa••nt• en t6ra1.noa de 1•• runo1.on•• de 

L•s•ndr• de1 oo•o (Abra•ov1.ts 

St•sun. i 968) 

Q-.(u) • l<-i ),., /2] ~~ .. (7)d7/(u+7) -· 
De 1a der1.n1.o1.6n 7 de r•1ao1.on•• de recurreno1.a b1.en oonoo1.daa •• 

•1.su• que 
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1 

S_r ... <7)d;r/(u+::r> - 2<-1 >"'Q .. (u) 

rP .. (7)47/(u+;r) • • -2(-1 ) ... (dQ ... /du) • -· 
• -2(-1 )"' (n/(uº-1 >) luQ..,(u)- Q..,-.{u)] 

c..,(u) • lu/(u+1)+2(u•-1)]cf •• + d' .. ,/(u+1) 

+ (-1 )ª (2n+1) (u+1) (l1-(n+2)u(u-1 >] Q..,(u)+ 

+ n(u-1) Q,._,(u)} • (B.40) 

auxi.11.ar s- por 

• 
s- • (1/2) ~ x•P,.(x)dx/(1-E) -· 
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·• 

De e•ta der1.n1.c1.6n 7 de 1a der1.n1.c~6n de J.(a,b) 0 

•1.cue que 

ec. (B.25) 0 •• 

(B.42) 

Ahora b~en 0 e• un hecho conoc1.do que 1o• producto• x"P.(x) 

xP.(x) pueden expre•ar•• en t6r•1.nos de co•b1.nac1.one• 11.nea1e• de 

po11.no•~os de Legendre P.1(x) con 1 • n-2 0 n-1 0 •••• n+1 0 n+2. Por 

1o tanto, para ca1cu1ar s- basta con con•1.derar 1a 1.ntecra1 

donde 

A.a• (1/2) J'Pa.(x)dx/(1-E) • .. 
(1/2) (,P.t (x)dx + (1/2)t 

(1/2)~'P.1(x)dx + .. 

l 

S Ej P.a (x)dx .. 

+ ( 1 /2) t exp(-aj) r exp(-bjx)P..t (x)dx • ,,.. _, 

be•o• eeor~to exp1ic1.ta•ente e1 t6r•1.no j • O para 

co•p1~cac1.onea qu• aparecen deb1.do a aparentes d1.v~•1.onea 

ev1.tar 

entre 

cero • La 61t1.•a 1.ntecra1 e•• eeenc1.a1•ente, una runc1.6n ear6r1.oa 

•od1.r1.cada d• que e•ta• 61t1.•a• •e der~nen oo•o 

(Abra•ov1.ts 0 1968) 

' 1...a (•) • l<-1 ).1 /2)Sexp(-•x)P.1 (x)dx 

-· 
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' -

con 1o cua1 At •e conv~erte 0 ~~na1•ente 0 en 

At• Óio + (-1 )J f exp(-aJ )~.1 (bJ) 
:a.' 

Uaando todo 1o anter~or 0 7 1a re1ac~6n de recurrenc~a para 1aa 

~unc~onea ~.1(•) 

obtene•o•• 

d~reota 0 

• 

deapu6a de un ¿1gebra •u7 1arga 7 ted~oaa 0 pero 

So• ó .... +t. ~ ... (bJ) exp(-aJ) 

S 1 • ó ... ,/3+f;,tn~ • .CbJ)/(bJ)+ ~ ... ,(bJ)] exp(-aJ) • 

Sa• ó-/3+2ó.J15+ ?;, [l1+n(n-1)/(bJ)·)~ .. (bJ)-

(B.47) 
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APEHDXCE C 

En e•te ap6nd~ce deao•trare•o• que e1 

obtuviao• para 1a ~ntegra1 X en e1 ap6nd~ce B. 

reau1tado que 

ec. (B.32). •e 

reduce en e1 1ia~te no- re1at~v~eta. esto ••• cuando ' ~ oo • a1 

re•u1tado ana1itico encontrado por We7aann (1965) que. en nue•tra 

notac~6n. •e e•cribe ~oao 

Para e11o 

ecuac16n 

debido a1 

cuando V 

(C .1) 

con•~dereao• e1 coaportam~ento de1 1ntecrando en 1a 

(B.33) cuando ' ae hace mu7 crande. Ea evidente quee 

~actor ezponenc1a1. 1& contr~buc16n a 1a 1ntecra1 

v d1~~eren apreciab1eaente de au• va1orea aini•o• 

poa~b1e•• •e vue1ve tota1aente de•prec~ab1e; en otra• pa1abra•• 

e1 intecrando e• importante a61o cuando v -P 1 'T v -> o. 

Haciendo v 1+ •• 1& ecuaoi6n (B.33) •e convierte. a1 menor 

orden poa~b1e en • 7 v. en 
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(C.2) 

donde• de•de 1ueso. S• 7 .:r, deben de •er eva1uado• con 1& •~••a 

De 1a ecuac~6n encontraao•• notando que 

.c.• 1/vº - 1. 

s<• - 1. y)• 1+ y• (C.3) 

que e• 1& b~en conoc~da •ecc~6n d~~erenc~a1 de Thoa•on. 

tanto. de (B.22)• 

Por 1o 

.,. (4/3)& ... + (2/3)& ..... (C.4) 

donde Ó~j e• 1a de1ta de Jtronecker. 

En cuanto a .:r ... ca.b). e• •v~dente que. •n 1a pre••nte 

aproxS.aac~6n• a ... 7 b - º• con 1o cua1 1a ecuac~6n (B.25) •• 

conv~erte en 

J,,., • t1- exp(-i6a))-~rx(x-x 1 )P .. (x)P .. (x 1 )dxdx 1 

-· 
(C.5) 

Ev~d•nteaent• •61o e1 t6ra~no n •O contr~buye en 1a •uaa (B.32). 

7 1& ecuacS.6n (B.33) •e reduce tS.na1aente a 
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.J 

~:~ exp(-'vº/2) dv • 
o 

La• ~ntesra1e• precedente• •e encuentran en cua1qu~•r 

~ntesra1•• 7 dan 

-Í •~•xp(-1h)ds/ (1- exp(-,•>] • • 4'tt"/(15,•) 
• 

s·v .. •xp(-,vº /2) dv - 3('11/2)\: ,-1 
• 

Ad••~•• para Ya1or•• srand•• d•1 arsu••nto • 

(C.6) 

tab1a d• 

(C.7) 

(C.8) 

(C.9) 

•~•ntraa que •• 1a conetant• d• 1• rad~ac~6n. •• a~ap1eaente 

(C.10) 

(no con~und~r1a con 1a a de~~n~da en (B.31). Suet~tu7endo todo 1o 

anter~or en (C.5) obt•n••o• 1• re1ac~6n (C.1). que •• 

queriaao• d••oetrar. 
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APEBDJ:CE D 

Para reduoS.r 1•• 1.ntegra1e• que aparecen en 1a• ecuaoS.on•• 

(V.8) 7 (V.9) a ••rS.e• de 1.ntegra1ea ou~drup1•• ap11.oareao• 

exaotaaente •1 aS.aao procedS.aS.ento que ae ua6 en e1 ap6nd1.oe B 

para reduoS.r 1a 1.ntegra1 (J:V.5). 

1) Reduoc1.6n de J: 4 • 

• 
ConaS.dereao• prS.aero 1a reduccS.6n de J: c. • Para e11o. .. 

coaenaaao• por detS.nS.r nueva• var1.ab1ea P 9 P 1 9 Q 1
9 por aedS.o 

de 1a• ecuaoS.one• (B.1) (B.7). Suat1.tu7endo en 1a ecuao1.6n V.8 

• 1.ntecrando •obre p• por aedS.o de 1a tuno1.6n de1ta 

tetrad1.aena1.ona1 obteneao• 

(D. 1) 

donde 
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con •~ dado por (V.14) 6 por (B.6). r~• ae puede ca1cu1ar ene1 

a:lat.e•a •cent.ro de •o•ent.o' (CM)• en e1 cua1 P • CP • .Q) • Q • Co.g) 

Q• co.g•>. Expresando d,9 7 dg' en coordenadas eaf"6r:lca•• 

t.o•ando e1 eje z a 1o 1argo de ~ (1a par t. e eapac:la1 de 1a 

cuadr:lve1oc:ldad h:ldrod:lná•:lca) e :lnt.egrando aobre Q•. 

g• por •ed:lo de 1aa f"unc:lon•• de1t.a. 1a ecuac:l6n ant.er:lor •e 

reduce a (ver ecuac:lone• e.10. B.11 7 e.14) 

x \g\U 11 (co•B'- coa8)cr .. i'i'•Ñíi• 

donde 

Como <re. • 1a aecc:l6n de K1e:ln-Nishina• ea aim6t.r:lca en 1oa 

ángu1oe " 7 8 1 
• 7 t.amb:l6n en 'f 7 'f' • 7 como 1o m:lsmo ocurre con 

e1 producto de 1as f"uncionea de dist.ribuci6n una 
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•1eaenta1 con•~derac~6n de •~••tria nos ~nd~ca que e1 t6ra~no pu• 

no .contr~bu7e a 1a ~ntesrai. S~ ahora sust~tu~mo• «>c. por aed~o de 

1a ecuac~6n v.12 7 11aaamo• x - coa• 7 x• - coa•'• de ta1 aanera 

que d.ne • dxd~ 7 dAe• • dx'd-.• • 11egaaos a 

I:c.• • (3•c.ªrT/64'ff •ªeª)~ x(x - x•)~r•iíi•dxdx• 

(D.~;) 

donde 1 7' e•t' dada por 1a •cuac~6n (B.20). 

Para ~ntegrar eobr• ~ 7 

Les•ndre como 

'f' expandeaos sc.<•••7> en po1~noa~o• de 

-Sc.C•c a7) • "i_ Se .. ( .C&)P.,.(7) • (D.6) .... 
donde 

Se. .. ( o<c) • l<2n+1 )/2) fsc (•« 9 7)P ... (7)d7 • 

-· 
(D.7) 

Ap1~cando e1 teoreaa de 1a •u•a para po1~noa~o• de Legendrea 

eouac~6n B.23. 

- ' I:c. 1 • (3n.c.,•rT/16aªcª)L s .... Cotc.)5 x(x - x•) 
ft•O _, 

(D.8) 
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' .. 
• ' .. .. 

¡ .. 
J 

Suat~tu7endo ••ta re1ac~6n en (D.1) 7 bac~endo e1 •~••o caab~o d• 

var~ab1•• que h~c~moa en •1 ~nc~eo 2 de1 ap6nd~ce B (eca. 

B.27) 1 obtenemoe, f~na1mente 

B.26 7 

donde 

l:c. • (3-nªG""Tck•/8)(mc/h)
6 ~·f. J:,,. • ... o 

.. 
(vª-1) .. v·3 e;,. .. Jdv eenh"v H,,.(A 1 B 1 C) 

o 

con A 1 B 7 e dado• por 

A ., ~v coehv/2 

B • A/vª 

C "' (A-B) tanhv • 

7 donde hemoe def~n~do 

con 

' 
S 0 ,= ~ dx x"" P .. (x)/\_senhA- senh(B-Cx)] 

-· 
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(D.9) 

(D.10) 

(D.11) 

(D.12) 

(D.13) 

(D.14) 

(D.15) 



Lo• coet'1.c1.ent.e• de 1a expan•1.6n d• 1a ••cc1.6n d• K1e1.n-

111.•h1.na 1 

1:,. .. («c) • \.<2n+1)/2]f~,.(.C.c. 1 7) P .. (7) d)' 1 (D.16) 

-· 
t'ueron oa1cu1ado• •n •1 ap6nd1.c• B 7 ••t.'n dado• por 1a ecuac~6n 

(B.40) 1 •1.•ndo 1a 6n:l.ca d:l.t'erenc1.a que 1a var1.ab1• ac. que u•a•o• 

en e1 ••nc1.onado ap6nd:l.c• corresponde ahora a ~ .. 1 dada por 

°'" • 1/v" (D.17) 

2) Reducc:l.6n d• x •• 

Para reduc:t.r i:., coaensaao• por d•t':l.n1.r nueva• var1.ab1•• P 1 

Q 1 , P' 1 Q• por 1a• re1ac:l.on•• 

P • P- + P+ • (D.18) 

Q - p_ - p + • (D.19) 

(D.20) 

, si 



Q' - k, - 11:. (D.21) 

En e11t.e ca110, 1a11 t.ran11ror•acione11 de 1011 e1e•ent.011 de1 e11pacio 

de •o•ento• 11on 

( D • 22) 

(D.2.3) 

donde e e.11 1a runci6n e11ca16n y -.., e•t.' dada por 1a ecuaci6n 

(V.15). Su11t.it.uyendo en (V.9) e int.egrando eobre P' 

• (D.24) 

donde 

(D.25) 

sobreentendiéndose que, a1 int.egrar sobre p•, hay que tomar en 

cuent.a a 1as runcione11 9 de Heaviside. Xgua1 que en 1011 caeoe 

anteriores, eva1uamos X~• en e1 aiat.ema CM, integrando sobre Q•, 
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9' por med~o de l.aa ~unc~onea del.ta, deapu6a de 

expreaar 9 7 9' en coordenada• ea~6r~caa 7 tomando el. eje • a l.o 

l.argo de ~- Obtene•o• aa! 

(D. 26) 

Deaarrol.l.ando dada por l.a ecuac~6n (V.13) 0 en 

pol.~no•~o• de Legendre, e ~ntegrando sobre ~ 7 ~· por •ed~o del. 

teore•a del.a •u•a (ec. v.23), l.l.ega•oa a 

I•' • (3trrT/16)(P•U>ºl<..c.•º-1)/oe,.•) ~ c,. .. <oe,.) 
... º 

( ~ - - i ldxdx•P.(x)P,.(x• >~- ~ .. •, .. • (D.27) 

donde x • coa8, x• •coa•' 7 

' 
c.., .. (oe,.) • (<2n+1 )/2] J c.,<• ... ,7)P-.(7)d7 

-· • (D.28) 

con g_., (.c:..,,7) 7 '7' dado• por l.aa ecuac~onea (V.16) (8.20), 

reapect~va•ente. 

Suat~tu7endo en (D.24) e ~ntegrando aobre P con el. ca•b~o de 

var~abl.ea 

p• • 2•cv coahv • (D.29) 

1 S3 



\~\ • 2mcv ••nhw ( D.)O) 

cuyo jacob~ano •• 

(D.31) 

obtene•o• r~n•1••nte 

i:.., • 3B4~"crT cka(mc/h)• t6"~ i:.R (D.32) .... 
donde 

• (D.33) 

con •• b 7 d dado• por 

a • t6v coahw (D.34) 

b • t6Jv•-1 senhw (D.35) 

d • a tanhw • (D.36) 

7 donde hemos der~n~do 
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( D • 37) 

con 

s ... - rdx P .. (x)/ (coaha+ coah(bx)] ( D • 38) 
• 

ª·-- Cdx p,. (x) / tcoaha- coah(dx)). ( D • 39) 

Loa coet:lc:lent•• s.... ••t'n dado• una exprea:l6n 

pr,ct:lca••nt• :ld6nt:lca a 1a ec. (D.16). S:ln ••barco. •n ••t• caao 

•• t'o:l1 dar•• cuenta de que aobrev:lven ao1a••nt• 1o• t6r•:lno• 

con n par 9 pu••to que 1o• po1:lno•:loa de L•c•ndr• t:len•n par:ldad n 

1a ••cc:l6n depende ao1a•ente de 7° - ver ec. (V.17) -• E1 

reau1tado •• 

+ <2n+1> <-'•ª-1)Q ..... <oe..>/-t.; - .r ... ) • (D.40) 

donde Q ... (x) aon 1aa tunc:lon•• d• Legendr• de1 ••cundo t:lpo 9 

que ••t'n det:ln:ldaa en 1a eouac:l6n (B.37). 

1 SS 
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