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I. INTRODUCCION

La teorfa de los fluidos relativistas adquiere, dfa con dia,

una mayor inportancia en Astronomfa. Tste creciente interés se

debe, en gran varte, a que este tipo de fluidos pafece estar

involucrado (o lo esté, con toda seguridad) en una gran variedad

de fendmenos astrofisicos de interés actuel, tales ccmo discos de

acrecidn alrededor de objetos compactos (Novikov y Thorne, 19733

Abramowicz et al., 19803; Begelman, 1985 y Thorne, 1986), 'Jjets’

(Begelman et al., 1984 ; BPridle y Perley, 1984) vy, descde luego,

fases tempranas de la evolucidn del Universo (de acuerdo con la

teoria de la Gran Explosién) . Entre los problemss gque han sido

tratados hasta la fecha podemos nenclonar las ondas de choque

relativiastas (Thorne, 19733 Taub, 1978), el efecto de los

procesos disipativos en discos de acrecidn (Frank et al., 1985) y

la influencila gue los misnmos procesos disipativos pudilieron tener

en las fases_tempranas del Universo en expansidn, ‘Yanto en al

amortiguaniento de posibles anisotropfas primigenias (Misner,

1968) como en la generacidbn de entropia (JVsinbterg, 19713
Landsberg y PReceves, 1982).

En este trabajo presentaremos algunos resultados tedricos

originales relacionados con mezclas de fluidos relativistas.



Estudiaremos, en particular, algunos aspectos de su flujo

estacionarilio, su tienpo de relajamiento cuando las componentes

estidn fuera de equilibrio térmico y su viscosidad volumétrica

equivalente, cuando se encuentran en expansidn (para més

detalles, ver la descripcidn cdel plan de trabajo que se presenta

mAs adelante o los capitulos correspondientes). Conviene aclarar,

antes de seguir adelante, que, cuando hablamos de Yfluidos

relativistas', nos estamos refiriendo a fluidos cuyas velocidades

son del orden de la velocidad de la luz, tanto las macroscbpicas

(velocidades de 1los flujos hidrodindmicos de materia) como las

microscépicas (temperatura del fluido tal que XkXgT ~ mc®, donde kg
L1

es la constante de Boltzmann y m la masa de las particulas gque lo

constituyen). Es interesante notar que, en este iltimo caso, es

necesario tomar en cuenta la creacién de pares de particulaa.

El esquema tedrico apropiado para estudiar estos sistemas es

la teoria cinética relativista. Se trata, esenclialmente, de un

formalismo gue, al igual Qque su predecesora, la teoria cindtica

clésica, permite relacionar los pardmetros macroscépicos de un
sistema con las propledades mecdnicasa (microscdpicas) de las

particulas individuales que lo constituyen, por medio de cilertos

promedlios sobre todo el sistena. Tanto en las definiciones como

en el establecimiento de las relaciones adecuadas, la teoria

relativista sigue prédcticamente las mismas 1ideas ¥y los mismoa

métodos que la teorfia cindtica clasica, con la (inica diferencia,

desde luego, de que todo esto se hace dentro del marco de 1la

teoria de la relatividacd. Una consecuencia de esta seme janza



entre ambas teorfas (gque veremos nds adelante) es que 1las

ecuaciones son también muy varecidas Y que la extensldn

relativista de los teoremas cldslicos es particularmente sinmple h'g
directa.

Los primeros intentos por incorporar a 1la hidrodinédmica, a
la termodinémica y a la mecdnica estadistica dentro de un esquema
relativista, son casi ten antiguos como la misma teoria de la

relatividad, pero no fue sino hasta la décacda pasada cuando se

logrd establecer un formalismo general Yy autoconsistente que

permitiera abordar, sin ambigledades, los problemas relacionados

con fendmenos de transporte, esto es, una teoria cinética

relativista. En efecto, apenas dos afios después de la publicacibdn
de au celebdrrimo artificulo "Zur Elektrodynamik bewegter Xorper",
con el cual nacf{a la teorfa de la relatividad, el nismo Einstein
publica un trabajo titulado "UYber das Relativitdtsprinzip und die
aus demselben gezogenen Folgerungen"- "E1 principio de

relatividad Y sus consecuencilas"-, en el cual ataca el problema

de la tenmperatura y la entropfa de los sistemas en movimiento

(Einstein, 1907) . Cuatro afios més tarde, Jittner Jderiva, por

Primera vez, la extensidn relativista de la distribucidn de

velocidades de Maxwell- Boltzmann (JUittner, 1911), la cual

generaliza al casc de bosones y de fermiones en 1928 (Jﬁttnor,‘

1928). Las bases de la termodinimlica relativista de procesos

irreversibles las sienta Eckart (1940) mientras gue, en el mismo
afio, Lichnerowicz trabaja en la extensidn relativista de la

hidrodinidmica (Lichnerowilcsz, 1940) y al mismo tiempo, Junto con



Marrot, en la derivacidén de la ecuaciédn de Boltzmann relativista
(Lichnerowicz y Marrot, 1940).

21 'teorema E' relativista se formula mAs de veinte afios méas
tarde (Ehlers, 1961; Tauber y Weinberg, 1961) Y finalmente,
segin mencionamos con anterioridad, todas eatas i1deas cristalizan
en el forsmalismo actual en la década de los setentas (ver Ae
Groot et al., 1980, y todas las referencias allfl citadas).

Eate trabajo tiene una doble intencidn: primero, la de
familiarizar al lector con el formalismo de la teoria cindtica
relativista y con sus 'corola;ios': la termodindmica y la
hidrodinémica relativistas; Yo segundo, la de ilustrar los
procedimientos matem&ticos asociados con ella por medio qde
algunas aplicaciones a problemas de interds astrofisico que,
hasta ahora, no han sido investigacdos. Aunque en todo el trabajo
nos hemos restringido al caso de un espaclo-~ tiempo plano
(relatividad especial), 1la generalizacidn de nuestros resultados
a un espacio curvo es relativdmente sencilla, al menos
formalmente, ¥Ya que hemos escrito todas las ecuaciones en forma
covariante.

El plan del trabajo es como sigue: en el capftulo II
comenzamos con una exposicidn, lo mds breve y directa posibdle,
del formalismo de la teoria cinética relativista, para concluir
con una aplicaciédn inmediata del mismo, que es la obtencibn de
las funciones de distribucid4n de equilibrio para particulas

no- cudnticas, fermiones y fotones. En el capfitulo III estudiamos

el flujo estaclionario de una mezcla de fluidoas relativistas,



concentréndonos, en particular, en las extensliones relativistas
del teorema de Bernoulli y del problema del *flujo critico?
(Landau y Lifshitz, 19593 Courant y Friedrichs, 1948) . Segin
veremos, resulta notable la sencillez y la facilidad con que los
resultados clésicos se generalizan al caso Trelativista por medio
del formalismo. Para concluir el capitulo, aplicamos nuestros
resultados a una mezcla de bariones, fotones y pares electrén-
positrén, para obtener la velocidad del sonido en el fluido y sus
parémetros criticos en el intervalo relevante de temperaturas. En
el capfitulo Iv, nos abocamos al problema del tiempo de
relajamiento de una mezcla binaria de fluidos relativistas, cuyas
 componentes estén a tenmperaturas ligeramente diferentes.
Derivamos una £6rmula general para su tiempo de relajamiento y
demostramos que se reduce apropiadamente en el l1imite clésico.
Por Gltimo, la aplicamos a un gas de Jittner mezclado con
radiacién, suponiendo que la finica interaccidn entre ambos es la
dispersién Compton y usamos los valores resultantes para discutir
brevemente el equilibrioc térmico en el Universo tempranoc.

En el capfitulo V derivamos una férmula general para el
tienpo de relajamiento de una mezcla binaria cuyas componentes
interaccionan a través de dos procescos  microscdpicos. Para
terminar, aplicamos 1la <férmula a un gas de rndf;ci6n Yy pares
electrb5n~ positrén, suponiendo que interactGan a través de
dispersidn Compton y de la creacidén y aniquilaciébdn de los pares
con el campo de radiacién, Yy usamos el resultado para demostrar

que, respecto a estos procesos, el Universo temprano debid



encontrarse en equilibrio térmico. En el capfitulo VI obtenenmos

una expresidn general para la viscosidad volumétrica de una

meszcla binaria de gases relativistas en expanasiédn y la aplicamos

a las mesclas consideradas en los capi{tulos anteriores rara

estimar la importancia que los procesos estudiados en ellos
pudieron tener, en el Universo temprano, como generadores de

entropia.

Con el propésito de facllitar 1la

continuidad de los
razonaamientos fisicos, hemos relegado a varios spéndices 1los
broe.dinionto. materméticos que se siguieron para reducir las

integrales a formas més aptas para su evaluacidn numérica.

Cabe sefialar que los resultados originales obtenidos en esta

tesis han sido pubdblicados, en forma mfs compacta, desde luego, en

Herrera y Hacyan (1983),

Herrera y Hacyan (1985) y Herrera
(1986).

Hay, desde luego, muchas otras posidbles aplicaciones

la teoria cinética relativiata,
interesante estudiar.

astrofisicas de qQque seria muy

En particular, hemos decidido abordar, en

ol futuro cercano, el problema del transporte de energias

neutrinos, antineutrinos,

entre
electrones y positrones. Este problema
es importante en cosmologia, ya que determina la temperaturs a la

cual los neutrinos se desacoplan del resto de la materia lo cual,

a su ves, influye en la formacibd$n de helio.

Por 4Gltimo, 86lo unas cuantas palabras referentes a la

notacidédn. Los fndices griegos varian de 0 a 3, correspondiendo el
(o] a

la componente tenporal, mientras que los indices latinos



varfian solamente de 1 a 3. Los cuadrivectores los denotaremos,

indistintamente, con un findice griego (A”) o sin indice (A),

cuando no haya posibilidad de confusién; los vectores

tridimensionales estarén siempre subraysdos (por ejemplo, A) y el

producto escalar de dos cuadrivectores lo indicaremos con un

punto (AeB = A" Bf;). En los tensores siempre escribiremos 1los

dos 4indices y, en particular, el tensor métrico lo tomaremos como
7" = diag(1, -1y -1, -1), esto o8, trabajaremos con una
signatura de -=2.




II. TEORIA

La teoria de los fluidos relativistes fuera de egquilidvrio
adquirid su forma actual durante la década de los setentas y es,
en consecueﬂcig, relativamente desconocids. Por esta razdn, y con
el propbésito de facilitar la comprensidn dsl presente trabdajo,
comenzaremos con une breve presentacidn de las ideas y de las
relaclones béAsicas que la constituyen. La exposicibédn no pretende
ser ni completa ni rigurosa sino, nés Dilen, intuitiva ¥y
conceptuale. En perticular, trabajaremnmos siempra'denbro del ma:rco
de la teorfa especial de la relatividad, usando una signatura (+
- - =); no consideraremos campo3 externos y supondremos siempre
fluidos simnples (esto es, fluidos con solemente 2 variables
termodinédmicas independientes). =1 lector interesado en un

tratanmiento més profundo puede remitirse a los trabajoes de Landau

¥y Lifshitz (1959), Ehlers (1971), Stewart (1971), Taudb (1978) ¥
de Groot et al. (1980).
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1) Teoria macroscédpilca

a) Ideas bédsicas

La descripcién de un fluido rTelativista puede hacerse, como

en el caso clédsico, macroscbpica o microscdpilicamente.

Comenzaremos por la descripcibdn macroscdpica.
En la mecénica clésica el estado de un fluido en movimiento

se especifica por medio de las variables termodinféimicas locales

(tenperatura, densidad etc.) y por la velocidad local del flujo
de materia (velocidad hidrodinémica).

ol

La evolucidn del sistema en

tiempo queda entonces descrita por un conjunto de ecuaciones

que expresan, en términos de estas variables, las leyes de

conservacidédn de la masa (ecuacién de continuidad), del momento

(ecuacién de movimiento) Yy de la energla. Este esgquema se

mantiene, en lo esencial, en el tratamiento relativista,

modificando simplemente algunos aspectoes para hacerlo compatible

con los principios de la relatividad. Las diferencias bAasicas que

hay que considerar son las siguientes: i) 1a masa y la energia

del psistema se fuslonan en una sola variable termodinémicas la
masa-energia. Una consecuencia inmediata de esta modificacibdn es

que la ley de conservaciédn de la masa plerde, obviamente, su

cardfcter de ley independiente, debiende ser reemplazada por una

nueva ley de conservacibn. La nueva ley que se toma es la




conservacién del nimero baribénico (ndGmero de bariones menos

. nimero de antibariones). 11i) En relatividagd, el momento y 1la

energia de una partficula se describen por medio del cuadrivectior

‘cuadrimomento!', p* = (p°,p) » que e3 un cuadrivector de norma

conastante (p* = m®ec?, siendo m la masa de la particula), cuya

componente temporal es la energfia total de la particula (energia

en reposo + energia cinética), dividida entre C Y cuyas

componentes espaciales constlituyen su momento relativisgta. Como

el momento y la energfa de una partfcula se hallan incorporados

en un cuadrivector, el momento ¥ la energia de todo un sistema se

tienen que describir a través de un tenasor. Se utiliza el llamado

‘tensor de energia-momento', T#*Y que es un tensor aimétrico, Qde
rango 2, cuyas componentes son: T°°®, la densidad de masa-energia;

cT**, el flujo de masa-energfa en la direcciédn i y T3 el tensor

cldédsico de esfuerzos. Las leyes de conservacidédn del momento y de
la energfa quedan entonces incorporades en una sola ecuacidn: la

conservaci8n de T#”. 1i1) Como en el caso clésico las propiledades

termodindmicas de un sistena no dependen de su eastado de

movimiento, no tenemos ninguna indicacidn acerca de sus
propiedades de transformacién al pasar de un sistema de
referencila a otro que se mueve respecto al primero. Por este
motivo se suscitaron en el pasado enconadas discusiones sobre sil,
por ejenmplo, la temperatura se ‘'contrae' o no, etc. Eate tipo de

controversias se han eliminado en la actualidad conviniendo en
definir las variables termodinimicas como aquellas que mediria un

observador que se moviese Junto con el sistema (o1 llamado

10



‘observador localmente en reposoc'). De esta definicidn se sigue
que las variables termodindmicas son escalares.
A continuacidn veamos las ecuaciones que resultan de aplicar

estas i1ideas a un fluildo.
b) Leyes de conservacidn
Consideremosa primero un fluido constituido por una sola
componente. Para un observador que se mueve Jjunto con é1, las
leyes de la termodinédnica clédsica son vdlidas y podemos escribir
la prinera ley de la termodindmica, para un elemento de Volumen.
como
de = hdn + nkeTds . (IT.1)
donde e es la denaidad de masa-energfa, n es la densidad numérica
de bariones, T es la temperatura, kg €3 la constante de Boltzmann
(kg = 1.38 x 10" erg K" ), 8 es la entropia por baridn medida en
unidades de kg ¥y
h = (p + e)/n
= A + keoTs (II.2)
e3s 1la entalpia por baridn, siendo p la presidn hidrostética y

M el potencial quinico por partfcula. Dado que todas las

11



variables que aparecen en esta ecuacidn son escalares, esta es

también la primera ley de la termodinémica relativista.

Consideremos ahora las leyes de

conservacibn. De la
generalizacidn relativista del Teorema de Gauas (ver, por
ejemplo, Landau y Lifshitz, 1962) se sigue que la

cuadridivergencia del cuadriflujo correspondiente a una clerta

cantidad fisica nos dice 'cuénto' de esa cantidad se crea o se

produce en el sistema en consideracidne. Entonces, denotando con

N al cuadriflujo de bariones, la conservacidn del rnimero

baridénico (ecuacidn de continuidad) se expresari como

N#y = O. (I1.3)
Anilogamente, las leyes de conservaciddn del momento y de 1la masa-
enzrzia se expresarén, en términos del tenasor de energfa-momento,
como,

T ,v = 0. (II.4)

Finalmente, denotando al cuadriflujo de entropfa por S7& , la

sesunda ley de la termodindmica se expresari como

T = s/, 0. (11.5)

Estas leyes son totalmente generales.
N~

Expresiones explfcitas para

» S y T”” en términos de las variables termodindémicas del

12



sistema pueden obtenerse solamente una vez que se ha especificado
el sistenma. Esto @3 1o gque haremos en la sigulente seccidn para
el caso especifico de un fluido ideal (o, lo que en cierto

sentido es equivalente, para un fluido en equilibrio)
1) Pluido Ideal

Una de las consecuencias nds conocidas de la Teorfia de la
relatividad es que el tiempo transcurre de manera diferente para
diferentes observadorese. Esto slgnifica, goeométricamnente
hablando, que cada observador define, en cada punto del espacilo-
tiempo, wuna cierta 'direccidédn temporalt , direccibdn que estéd
easpecificada por la cuadrivelocidad del observador en cuestidn.
Es claro, entonces, que, para descridbir la evolucidn en el tienpo
de un sistema relativista, lo Primero que necesitamos es
especificar respecto a culdl observedor vamos a medir el tiempo.
En principio todos los observadores son igualmente aceptables
pero, en nuestro caso, las variables termodinémicas estln
definldas en el sistemna de referencia gque se mueve junto con el
fluido. Es, por tanto, natural, describir la evolucidn Adel fluido
en este particular sistema de referencia, y eso es, precisamente,
lc que haremos. La direccidn temporal gqueda entonces eapecificada
por la cuadrivelocidad del fluido la cual denotaremos por U”. Por

razones obvias U” se llama la 'cuadrivelocidad hidrodindmgica!

estid relacionada con la velocidad hidrodinémica tridimensional v

a través de la relacidn



Ur = Y(e,y), (11.6)

donde

Y = (1-v*/c®) * . (IT.7)

En particular, en el asistema de referencia localmente en reposo

se tiene
U (loc. rep.) = (c,0). (11.8)

Para completar la descripcién del fluido ideal, debemos
ahora encontrar las expresiones adecuadas para N, s~ y T~” .,
Consideremos primero el cuadriflujo de particulas N”. Es evidente
que sus componentes espaciales deben de corresponder al vector
flujo de partficulas 'ci&sico'. puesto que se trata, simplemente,
de la extensidn relativista de este concepto. Por lo tanto, N~
debe de ser la densidad numérica de particulas multiplicada por
la velocidad del flujo. Solo que, en el caso relativista, la
densidaad ﬂun&rica se ve multiplicada ﬁor un factor Y (gque es el
factor por el cual se contrae el volumen) por 1lo cual debemos

tener




N = n¥vi . (x1.9)

Pero Y v¢ son, aimplemente, las componentes espaciales de v, de

dohde se sigue gque una definicidn adecuada para el cuadriflujo de

partfculas es

N* = nu”™, (11.10)
que es, en efecto la que adoptaremos.

De manera totalmente andloga es fAdcil convencerse de gque el

cuadriflujo de entropfa debe estar dado por
S = nkegsU%* . (rr.11)
Consideremos, por Gltimo, el tensor de energia-momento T*v.
En el sistema localmente en reposoc el tensor de esfuerzos T‘i'es.

simplemente, el tensor de esfuerzos de un fluido ideal 'clésico’,

en reposo, o sea que

T% (loce. rep.) = diag(p,ps,P) - (IT.12)

Adenés, puesto que el fluido es ideal, no hay un flujo neto de
momento en ninguna direccidn (siempre én el sistema localmente en

reposo), por lo cual

15




eT** (loec. rep.) = cT®® (loc. rep.) = 0O . (IT.13)

Como la componente T®*® es tan solo la densidad de masa energia e,

tenemos que

T#” (loc. rep.) = diag(e,p,PsP) - (IT.14)

Para obtener la expresidn general de T*” basta con encontrar una
expresidn covariante que se reduzca a la anterior en el aistema

localmente en reposo o, también, se le puede aplicar a (IX.14)

una transformacién de Lorentz. En ambos casos se obtiene (ver
Landau y Lifshitz, 1959, apartado 125)
T#Y = (p+e)UX UY /c® - p gmv
= eU” U”Y /fc* - p A”” (IT.15)
donde hemos introducido el 'operador de proyeccidn'
AT = 9mY _ gru¥ /et (IT.16)
que tiene la facultad de eliminar la componente 'paralela' a U

de cualquier cuadrivector.

Como Justifricacidn de es tas relaciones, veanos algunos

resultados que se derivan de ellas. De la ecuacidédn (II.10) se

16




sigue que U puede escribirse como
UM = e N” /(u” N,.)"‘ (11.17)

o sea que, en efecto, U e3 la cuadrivelocidad del flujo Qde
particulas. -
Otro resultado interesante as que, segQn se ve de las

ecuaciones (rr.10), (rr.11), (rr.1s5) y (11r.16), podemnos definir

ny e, p y 8 po? las relaciones
- n = NeU/c? (Ir.18)
e = U.U, T~Y /c* . (II.19)
p=-48_..T" /3 ‘ (I1.20)
b4
8 = SeU/nkgc” . ' (IT.21)
En cuanto a las leyes de conservaciébn, sustituyendo la

ecuacién (II.10) en la ecuacién de continuidad obtenemos
A/n = - U/, . (11.22)

.donde el punto denocta la derivada a lo largo de U™, esto es,
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S = U~ . . (II.23)
Se sigue de ésta igualdad que U”,. es la tasa de expansidn

uM = V/V = © (IT.24)

.
donde V es el volumene.

La otra ley de conservacidn, ec. (II.4), conduce, despuds de
una contraccién con Us , & la ley de conservacién de la energia

& = hn. (IX.25)

La misma ecuacidn (I1.4), contrafda con A;., conduce a 1la

ecuacidn de Euler relativista (ecuacibn de mojimiento)
(p+e)T2 = c* A p (I1.26)
donde hemos definido el operador espaclal 'gradiente!
Vs = A” 2, , (II.27)

‘el cual se reduce, en el sistema localmente en reposo, al
operador gradiente comin y corriente (au componente temporal se

hace O).

De 1la primera ley de la termodindmica y de 1la ecuacién
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(I1.25) se sigue gque

s = o, (1T.28)

resultado conocido para un fluido ideal o en equilibrio y que,

deade luego, es consistente con la segunda ley deo la
termodin‘mica, segin phedo constatarse de las ecuaciones (II.5) ¥y

(IT1.11).

Todo . 10 anterior constituye la teoria macroscédpica de 1los
fluidos en equilibrio.
11) Fluido fuera de equilibrio
S1 el fluido no se encuentra en equilibdbrio termodinémico

aparecerén en su seno procesos de transporte tendientes [ 3

reastablecer la situaciébn de equilibrio. Su efecto en el

formalismo anterior es el de agregar términos ‘irreversibles’,
correspondientes-a 'flujos irreversibles',

n&Mt, s~ yTov.

a las expresiones de
Escribimos entonces

NS = N9/ + neilr~ (1T.29)

S” = SOr 4 giite (1I.30)

19




TA” = Te®,vY 4 TV ) (I1.31)

donde los superindices 'e!' e 'i' denotan las contribuciocnes ‘en
equlilibrio! e *irreveraibles', respectivamente. 1 problema
consiste ahora en encontrar expresiones para los términos

irreveraibles. Ocurre, s8in embargo, que &stos términos no estén
univocamente determinados ¥y de hecho, diferentes autores los han
definido de diferentes maneras. En ol presente trabajo, nos
apegaremos a las definiciones dadas por Eckart (1940), por ser
las que a 1; larga, han 1do siendo adoptadas por la mayoria.
Asl, de acuerdo con Eckart, definimos n, e, s y U por las
relaciones (II.17) - (II.21). Las demés variables termodinédmicas
quedan ontonc;a determinadas, en t8rminos de éstas, por las
derivadas parciales correspondientes. Por ejenplo, la

temperatura T eastaré dada por

T = (de/ 93)a/(nky) (IT.32)

etc. Definimos, ademés, el flujo de calor q# como el flujJo de

energia 'ortogonal' al flujo de particulas

q” = Uy, T** A% , (ITI.33)

Yy o1 tensor t'irreversible’ de tensiones
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NS = pA*™ + A, TV A, . (II.32)

(Formalmente, habrfa que definir tambidn un flujo de difusidédn de
las partfculas pero en el presenie trabajo este fendmeno no se
tona en cuenta). Eat@s derinicionos, Junto con las leyes de

conservaciédn y la primera ley de la termodinfmica, implican que

N = o, (1T.35)
S¥V = g~ /T (11.36)
y
T Y = (g  U” + q¥ U~ ) /c® + W5V . (11.37).
Igual que en el casc clésico, es posible obtener expresiones
'fen§menol&gicas' explicitas para el flujo de calor ¥y para el

tensor de tenaiones sl suponemos que el fluildo se encuentra
relaiivamente cerca de equilibrio. En este caso, los gradientes
de las variables termodinfmicsas son pequeiios b4 los flujos
irreversibles deben ser, en primera aproximaciédn, proporcionales
a ellos. Utilizando argumentoé de simetrfa, trabajando sienmnpre a
primer orden en los gradientes y obligando a que la creacidbn de
entropia sea necegariamente no-negativa, ae obtienen las

relacionea (para m&s detalles constiltese, por ejemplo, Weinberg,
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1971):

ar = 2 (W*T- G7 1/c*) (11.38)
¥
V" = .2 7€~ + SA” P (11;39)‘
donde
€7% = (UF/U” + 9° U” _ 20 A~* /3)/2 (II.40)

es el tensor ‘'tasa de deformacibn' (con traza igual a cero);

A es la conductividad +térmica, 0N es el 1llamado 'priner

coeficiente de viscosidaad' (o, mAs brevemente, la ‘primera

viscosidaad! o la «viscosidad de corte) y 'S es el *segundo

coeficiente de viscosidad' (o 'segunda viscosidad' o viscosidaad

volumétrica). Es interesante notar que. el flujo de calor depende

no solamente del gradiente de la temperatura, sino también de 1la

cuadriaceleracidn (o, lc que es8 equlvalente a primer orden, del

gradiente de la presidn), siendo este dltimo un efecto puramente

relativista.

Finalmente, la tase de creacibén de entropia es

S” s = nked =T @
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= (3 0'+ 278~ v g~ q,. /2 /T (II.41)

que, desde luego (por construccién), es necesariamente no-

negativa.
1i11) Mezcla

La generalizacidn del formalismo anterlior al caso de una
mezcla de N componentes es inmediata. El i-8simo tipo de
particula estaréd descrito por su cuadriflujo de particulas N;’ »
su cuadriflujo de entropia S;% y su tensor de energila - momento
T, ”v En este caso la direccidn temporal la especificamos peor
mnedio de la cuadrivelocided del flujo nedio de particulas
(cuadrivelocidad hidrodinémica) la cual se define en términos del

cuadriflujo total de particulas

NS =T N~ (IT.42)

por la ec. (IT.17). Por medio de U” se define la densidad

bariénica de las particulas 'i' como

n, = NieU/c* , (11.43)

su densidad de nasa-energfa como
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e, = U2 U’ T + [c* ) (IT.44)
¥y su entropia adimensional por baridn cono
8: = S,eU/(nkge?). (IT.45)

Dada la aditividad de n;, e; ¥y s el sistema gueda descrito por

los cuadrivectores 'totales' N* , ec. (II.42) ¥y

s =3 s , (IT.46)

.
por el tensor 'total' de energia - momento
TH =T TN, (IT.47)
.
¥ por 1las leyes de conservaciédn (II.3) - (IX.5). Con todo 1lo
santerior el formalismo estd comnplsato.

2) Teorfia Cinética Relativista

La teorfia cinética relativista se construye de acuerdo con
las misnmas ideas bédsicas de la teoria cinética clésica,

expresfndolas simplemente dentro de un formalismo covarliante. Se
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tiene asfi{ una *funcibdn Jde distribucién;, que satisface una
'‘ecuacidn de Boltzmann relativista?', en términos de la cual es
Posible definir los pardmeiros macroscdpicos locales del sistema
de tal manera que satisfagan las leyes de la termodinédmica
relativiata. En lo que sigue, describiremos brevemente los
aspectos fundamentales de este *'fornalismo microscdpico! tal Yy
como 1lo usaremos en el presente trabajo, esto es, dentro del
‘marco de la relatividad especial, despreciando campos externcs ry
considerando un sistema suficientemente dilufdo como para que su
descripcibdn se pueda hacer a travéds de funciones de distribucién

de una particula.
a) Definiciones bédsicas. Fluido simple

El punto de partida es, deade luego, encontrar una
definicidn adecuada para la funcidn de distribucibdbn f(x,p). En el

caso clésico £(r,p,t) se define de tal modo que
aN = (g/h*)f 4Y d*p (IX1.48)

sea el nimero de particulas que, en el instante L se
encuentran contenidas en un volumen elemental 4V alrededor deld
punto X ¥ cuyos momentos se hallan comprendidos entre p y p+dp,
siendo g el nGimero de ocupacidn del estado (g = 28+1, donde s ea
el eapin, para partficulas masivas; g = 2 para fotones y g = 1

para neutrinos) ¥y h la conastante de Plancke. Al extender esta

25



@efinicién al caso relativista es, obviamente, deseable que £
quede definida en términos de invariantes de Lorentz, esto 85,
que sea un escalar.

Ahora bien, en el espacio-tiempo el sistema estd descrito
por las lineas de universo de las partfculas que lo consgtituyen y
las tangentes a estas lineas en cada 'punto' son, 81 se usa una
parametrizacién adecuada, sus respectivos cuadrimomentos. Las
l1ineas correspondientes a las particulas en una vecindad del
punto r forman, entonces, un haz o tubo elemental, mientras que
un elemento de volumer tridimensional es unsa hipersuperficie
espacial elemental t = cte. ('rebanada temporalt') cuya
orientaciédn estéd especificada por la cuadrivelocidad U” del
pbservador correaspondiente. En ausencia de colisiones, el namero
de lineas contenidas en el tubo permaneceri constante, de tal
manera que cualguier hipersuperficie elemental ‘acotada' por el
tubo, independlientemente de su orientaciébn, contendrid el mismo
nimero de intersecciones con. ella (Fig. IXI.1). Pero el nimero de
intersecciones es precisamente AN, el nimero de particulas que
fve! el observador (desde luego que cada observador ve a las
misnas particulas contenidas en diferentes volGimenes, segfin su
orientacidn en el espacio-tiempo). En principio, cada observador
podrfa definilr una funciédn de distridbuciéd4n de acuerdo con 1la
ecuacibdn (II.41), de tal forma que, si O y 0O' son 2 observadores

cualesquiera, podemos escribir
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Fige. IT.1
Pos observadores cualesquiera ven el wmismo nfimerc de
intersecciones entre una hipersuperficie t= cte. t'=
cte., segdn el caso) y ¢l aismo haz de llneas de universo.




AN = (g/h®*)f a4y a’p
= (g/h*)cY Qv a’p'. (IT.49)

Para encontrar la relaciédn entre £ ¥y £ es necesario,

primero, conocer la forma en que se transforman dV y ad’p. Sabemos

que el elemento de volumen tetradimensional

a¥ x = ax°av , (I1.50)
es invariante de Lorentz Yy

que el elemento de tlempo propio de la

particula, 4T , también lo es. Se sigue gue el cociente

(ax°/4a<T )av = U*4v , (IT.51)

donde U® e3 la componente temporal de la cuadrivelocidad de la
particula, o8, a su vez, un invariante. Ahora bien, el coclente
d*p/p® es también invariante de Lorentsz,

segiin demostraremos més

adelante (ver ecs. II.58 y II.60), por lo cual su producto con

(IT.51) seguird siéndolo. Pero (p=/U°) es la mnasa de  1la

particula (obviamente un escalar) por lo cual, finalmento.v

dVvd®p = escalar = aV'd’p' . (I1.52)

De este resultado y de la ec. (II.49) se sigue que
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£ = £ (11.53)

"
o 8sea que f es, segin desefibamos, un ascalar y 1la ecuacidn
(IT.48) ea una definlciédn adecuada para ella.
El siguiente problema consiste en relacionear £ con

cantidades macroacdpilcas. Para ello notamnos que, para ser

consistentes con las definlciones de la seccidbn anterior, es

necesario que la densidad numérica de particulas

n = [ ansav (II.54)
’

’ e
ests definida en un muy particular sistema de referencia't el
sigtema localmente en reposo. Denotando las cantidades en este

sistema de referencia con el subindice '0' obtenemos de (II.49)

n= (e/n*) £ as, . (1II.55)

Para escribir esta ecuacidn de manera gue sea manifiestamente
covariante consideremos el espacio de cuadrimonmentos. =n este
espaclo un elenento de volumen invariante de Lorantz es,
evidentemente, a¥ Pe Sin embargo, para particulas 'reales', las 4

copponentes del cuadrimomento no son independientes entre sl,

puesto que deben de satisfacer las relaciones
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(IT.56)

4
P° 3 O, (IT.57)

donde m es la masa de las partfculas. Debildo a estas
restricciones, sus cuadrinomentos no pueden distribuirse
arbiltrarlamente en el espaclo~-tiempo, sino que se hallan
contenidos en la hipersuperficle n = cto. correspondiente a su
masa. Sobre esta hiperasuperficias definimos el elemento
(obviamente invariante)

ar = 2 6(p°) (p*- n’c*) a¥ p, (11.58)

donde & representa a la funcién escaldén y & a la funciébn

delta
de Dirac. Es f4cil demostrar,

por medlo de la conocida relaciébn

SS(_!'(x)} ax = \as/ax\; SS(x-x.)dx . (I1.59)

que, en una integracidn sobre todo el easpacio de momentos,

Sdl" =S a’*p/p°® , (I1.60)
» b A

donde
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P = ({z|* + n'e*) . (I1.61)

Regresando a (ITI.55) ¥y usando'el hecho de que, para el observador

localmente en reposo, U3 = c,

-]
]

(g/h')x £ a’p,

(g/h')S £ U3 p% d°p,/(ecp?)

(g/ch’)S (peU) £ a® (XI.62)

que o8 la expresién buscada (se sobreentiende que la {ltima
integral es sobre todo el espacio de momentos). Es claro gque asta
ecuaciébn se reduce & su equivalente clidsico en el sistema de

referencia localmente en reposo.

Una comparacibébn de la ec. (ITI.62) con la ec. (II.18) conduce

inmediatamente a la expresidn 'microscdpica' del cuadriflujo

N a (gc/h')jf pr ar (11.63)

donde se ve que N7 es, sinplemente, el primer momento de la
distribucidbn. Sus componentes espaciales son el vector 'flujo de
particulas’

¥ 8u componente temporal e3 nc. Vemos tambidédn gque ol

observador localmente en reposoc es, en consistencia con el

tratamiento macroscbpico, el que se mueve junto con el fluido, de
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tal manera gue la cuadrivelocidad hidrodindmica gueda definida,
en t8rminos del cuadriflujo, por la ec. (II.17).

Ast cono ei prinmer momento de la distribucidn resulta estar
ligado con el cuadriflujo, el segundo momento, que obviamente es
un tensor, resulta ser, esencialmente, el tensor de energfa-

nomento. En’efecto, es fAcil comprobar gque las componentes de
T4 = (gc/h’)SpF p” £ arf (IT1.64)

tienen el sSentido £fisico ya visto 2n la subseccidn a) de 1la
seccibén anterior.

Para terminar con las definiciones fundanentales construimos
el *cuadriflujo de entropia' de tal mnanera que la entropia
adimensional por baribn, ec. (1r1.21), se reduzca en el sistema
localmente en reposo a la conocida expresidén de la mecdnica

astadistica clAdsica. T3 ffcil ver que la expresidbn adecuada es
s, = _(gc/h’)k.Ip/‘[(flnf -e-* ?':Lnf')] ar (IX.65)

donde ? =1+ €r h'g € =1, O, -1 segGn que se trate de bosones,
particulas clédsicas o fermiones, respectivamente. Las relaciones
(IT.52)-(IXI.54), Junto con las definiciones y ecuaciones vistas
en la seccién anterior, constituyen la descripcidn mnicroscépica

del sistema.
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b) Mezecla

La generalizacibn d2l formalismo al caso de una mezcla es
inmediata. Cada tipo de partficulas estardi descrito por una
runcién de distriducibn £, (x,p;), en términos de 11la cual se

"definen los cuadrivectoreas N;” y S:” y el +tensor T;””. La
descecripcidn del sistenma gqueda entonces dada por las nismas

ecuaciones que vimos  en la subseceién 1ii) de la seccibn

anterior.
c) Ecuacibn de Boltzmann

En la teorfia cinética relativista, 1igual que en la teoria
cinética clésica, la evoluclén de un sistema en el tiempo estéd
determinada por la evolucibdn de las diferentes funciones de
distribucidn que 1lo describen. A su vez, la evolucidén en el
tiempo de 1las funciones de distribucién estéd descrita por un
sistema de 'ecuacioneas de Boltzmann relativistas'. Ea, por tanto,
indispensabdble, para completar el formzlismo, obtener la ecuaciébdn
de Boltzmann relativista.

Consideromog, primero, el caso de un fluido simple cuyas
particulas no interactian entre si (fluido sin colisiocnes). En
este caso es claro que todas las lineas de universo contenidas en
cﬁalguier haz o tubo elemental permanecerén dentro de &1, de tal

manera que, si tomamos 2 hipersuperficilies cualesquiera ‘acotadas’®
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por el tubo, el nfimero de linecas de universo gque las atraviesa es

el mismo (Fig. IT.2). Veamos ahora cdmo podemos expresar

esta
condicidn matemdticamente.

Sea A x el 'volumen' del segmento de tubo acotado por la

hipersuperficie @0A'S que,

‘tapas', ¥, ¥ Lai, ¥y una 'pared cilindrica' del tubo, L,
figura II.2). E1 nfimero

por convenlienclia, subdlvidiremos en dos

» (ver
de intersecciones de las lineas de

universo con L. (o

sea, en otras palabras, el ninero de

partf{culas en el volumen tridimensional T\ en un cierto instante)
es, obviamente,

aon =L are,. -, (11.66)

donde d*¢,. es un elemento orientado de 1la hipersuperficie'i\. Una

relacién similar nos dari el nimero de intersecciones con i;;.

cuadriflujo de

pero ‘sale! por TL;. Como, por
hay colisiones,

momento dado est&n

s8lo que con el signo opuesto debido a que el

particulas ‘entra' por ..

hipbtesis, no las mismas particulas que en un

en L., estarén m&s tarde en &, , asi gque

tambiédn se cumple que

AN = -\ a*e.. N4 . (II.67)
Ts

Ademis, debido una vez més a que no hay colisiones, las lineas de

universo no cortan la pared del tubo, por lo cual
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d*0,. N7 = 0 . (I1.682)
Ts

Sumando las tres Gltimas relaciones

q? ~ S * N*” I.6
S:.ot..:, TN = ‘s,d < =0 b (x ?)

donde l1la Gltima integral ya es sobre toda 1la hipersuperficile *s.
Aplicando el teorema generalizado de Gauss (ver, por ej., Landau
y Lifshitz, 1962) podemos convertir la integral de *superficie!?
en uns integral sobre todo el *'volunen' A%x contenido en ella.

Obtenemos asi

fogaren 17

[}

v ”~
= a " x ¥
SA": ke
- . =
Su @ xs“;w PFL,. = O , (11.70)
donde hemnos sustituido N por medio de 1la ec. (Ir.63). Dado que

los cfdlculos anteriores son vdlidos para cualquier segmento del

tubo, de tenerse siempre
P/ £40 =0 (IT.71)

Eata expreaidn es, por tanto, la ecuacibdn de Boltznann
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t
i

relativista en ausencia de cclisiones.

El efecto de las colisiones es afiadir o aniquilar lfneas del

tubo (Fig. II.3) por lo cual, en general, se tendri

P fopm = C(x,p) (IT.72)

donde C{x,p), el llamado *término de colisiones', es,

esencialmente, @l nGmero de lineas de universo que se 'crean' en

el tubo, debido a colisiones, menos el nGmero de lineas que se

aniquilan por la misma causa. Esta Gltima ecuaciédn es la ecuacidn

de Boltzmann relativista con colisiones.
E1l siguiente paso es, desde luego, encontrar la forma de

C(xyp)e En el caso de un gas dilufdo, que es el gue nos interesa,

s80lo es necesarlo considerar colisiones bdbinarias y, siguiendo un

procedimiento enteramente andélogo al que se silgue en el

caso
¢cldsico, se obtiene (Ehlers,1971; Stewart,1971)
Clx,p) = (1/2) (g/n) { ar ar ar Lere, 7% 3, -
- ff.?'f‘.'] V(psP+/P"sP ") (IT.73)

donde el factor (1/2) garantiza que cada colisién sea tomada en

cuenta solamente una vez y donde W(p,p,/p'»p', ) es la llarcada

'*tasa de transiciédn' para ia colisiénm p + p, —» p' + p,'. ¥V estéh

dada por (de Groot et al. 1980)
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W(psp /P'sP') = (p + PV ad §(p + B, - P'- B,") (IT.74)

donde @ o3 la seccidn eficaz (o seccidn recta) de la reaccidn en
el sistena de referencia en el cual el momento total de las
part{culas incidentes es cero (sistema 'centro de momento'), Yy
‘""es la funcidédn delta de Dirac tetradimensional cuya funcidn es
garantizar que la energfa y el momento totales se conserven en 1la
colisidn.

La generalizacid4n al caso de una mezcla es, una vez més,
inmediata. En un fluido constituido por N componentes cada
funcidn de distribucibdn fi({x,pi), 1 = 19eee,,, satisface au

propia ecuacidn de Boltzmann relativista

P i, = g Ciz(x,p) (IT.75)
con los términos de colisidbén dados por
2 A-‘
Ci; (x,p2) = (g;/2n*) P \ar; Py al, (fufa £ F; -
-

- fuf; Fa oW, 3/%x,1), (IT.76)

siendo W la tasa de transicidén para la reaccidn 1i+3j —> k+1.



d) Leyes de conservacidn. Teorema H.

Para demostrar la consistencia del formalismo 'cinético' con
el nacrosc8pico veamos como las leyes de conservacidn se siguen
de las definiciones que hemos visto ¥y de la ecuacién de

Boltzmann. Para ello definimos el 'invariante colisional’
Ii(x,p) = ai(x) + bal(x) p .~ (IT.77)

donde las funciones ai,(x) y ba(x) son arbiltrarias excepto por 1la
condicidn de que las ai:(x) deben de satiasfacer, en cualquier

reaccién, la igualdad
ai (x) + aj;(x) = ap(x) + ax(x) . (I1.78)

Se puede, entonces, demostrar (1a demostracidn es un poco
engorrosa ¥ no vale la pena copiarla aqui; ver de Groot et al.

1980, ppe. 29-30) que
P Sdl"a Til(x,pi) Cij3(x,pi) = O. (IX.79)
.9

Tomando en esta ecuacidn ai(x) = 1, bu(x) = 0 y utilizando

las ecuaciones (II.42), (II.63) y (IXI.75) se tiene que
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?; Sdl“; Ciy =0
L]
Z.Sdr-. TR SR

= N~

~

gque o8 la ecuacidn de continuidad (II.3).
Tomando ahora ai(x) = O y usando las

(IT.64) y (ITI.75) obtenemos

ecuacliones

z Sdfa p;”Ci; = O
.3

ZS At PP fiaw
.

= T"nv »

(I1.80)

(IT.47),

(IT.81)

que es la ecuacidn de conservacidn del momenito y la energia.

Por dltimo, veremos cédmo la definicibn del cuadrifiujo de

entropfia, Qada en las ecuacliones (IXI.46) y (II.65),
tasa de producciédn de entropia, ec. (I1.41),
necesariamente no-negativa; en sintesis,
equivalente relativista del teorema H.

(IT.46) y (I1.75) se tiene:
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deduciremos el

De las ecuaciones (IXI.41),



o = s/,

xelge/n*) T Sd\"ap;"fa s In(Bi/20)

k‘(g’c/zh‘)§8dr; ar; dtwary 1n(fi/£) =
R

x (£ufa B F; - L0, BuFy) W(i3/x1). (I1.82)

Notando que esta expresidn se mantiene igual si intercambiamos

14> 3 6 K¢=»1l y que cambia de signo si intercambiamos i &>k ¥
} 4—=>»1, obtenemos, finalmente,

¢ = k.(g"c/Sh‘ )‘Z_ Sdt‘; ar; 4an, ar, (_1n(f.f‘§.-,‘f,-) -
Liwa

—in(fi e3P Fa)) (fufmi B % - rof;Baf,) W(i3/%1) . (II.83)

Dado gque (inA - 1nB)(A - B) > 0 para cualquier A y B, esta

expresidn es necesariamente no-negativa 'y el Teorema H

relativista queda Qemostradoe.

e) Diatribuciones de equilibdbrio

Definimos un estado de equilibrio como aquel en el cual € =0.

Del Teorema H se sigue que solamente podemos tener un estado de

equilibrio si W=0 o si ln(?;/f;) es un invariante colisional. El
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primer caso corresponde a que no haya interaccidn entre las
particulas del fluido, esto es, a un fluido ideal. Tn el segundo
caso s1 hay colisiones pero &éstas no afectan a la funcidn Qe
distribucidn y 8e dice que tenemos ‘'balance detallado'. En este
caso se tiene, recordando que el invariante colisjional nés
general estd dado por la ecuacidn (II.77) y olviddndonos por el

momento del subindice 1, gue

1In(®/e) = 1 ' (II.84)

de donde
£ ='[9xp(I) - 6]-'

-t
= {exp La(x) + pro.(x)] - e} . (I1.85)

Ahora bien, £ debe tender a O cuando la energia tienda a
infinito Y esto implica gque b. debe de ser un campo vVvectorial

temporal, por lo cual podemos ascribir

bal(x) = b(x) Ua.lx) (II.86)

donde Uy, es una cierta cuadrivelocidad. Sin embargo, es claro que
las distribuciones de equilibrio son isotrépicas en el espacio
de momentos de un observador cuya cuadrivelocidad es u”, por lo

cual, para ese observador, NM” y T*" deben estar dados por las
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ecuaciones (IT.10) y (IT.15), respectivamente. Se sigue gque U
es, precisamente, la cuadrivelocicdad hidrodinimica (IT.17).

Con el fin de determinar el sentido fisico de a(x) ¥y b(x)
consideremos, por aimplicidad, un fluido constituido por una sola
componente. En el sistema de referencia localmente en reposo se

tiene, de (II.35) y de (II.18) - (IX.21), que

n = (g/h*) S p° £ 4P (IT1.37)
e = (gc/h‘)_Sp" £ ar (1T.88)
P = (1/3)(8c/h')SI2|’ £ arf (11.89)

ns = (g/h*) St“ in T p® ar + (g/h‘)sp" £ T A . (IT.90)
Si en esta Gltima expresidn integramos por partes la primera de

las integrales, sustituimos la forma explicita de I, ec. (IXI.77),

en la segunda integral Yy comparamos con las 3 integrales

anteriores, obtenemos que
ns = an + b(p + e)

= an + bhn (IT.91)
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de donde, comparando con la ecuacidén (II.22),

a = -~ M/ (keT) (11.92)

b = 1/(xeT) = £ . (11.93)

Por lo tanto la distribucidn de equilibrio es, finalmente,

rilx,pi) = {oxp (P (-mi+ pie) -} . (1I.94)

Esta relacibdn fue encontrada,

por primera vez, por Jlittner
(1928).

f£) Casos eapeciales

Por medio de la funcibdn de distridbucibdn en egquilibrio

podenos ahora encontrar los valores en equilibrio de las

diferentes variables termodindnicas. E1l procedimiento que se

suele seguir es ol siguliente. De la expresidén para la densidad de

particulas, ec. (x11.87), se calcula el potencial quimico A de

tal manera que se obtenga el valor deseado de la

densidad
baribdnica n. Con este

valor de s se calculan e y P de
ecuaciones (II.88) y (ITI.89).

las

Finalmente, h y 8 se obtienen de

(1T.2).
La manera mas cbmoda de calcular las integrales es
haciéndolas

en el sistema de referencia localmente en reposo, ysa
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que en este sistena, seg@n hemos visto, las distribuciones son
1sotrSpicas Yy, por tanto, las integrales sobre los 4d4nzulos son

inmediatas, dando un factor de 41¥ .

Como, ademds, UM = (c,0), se
tiene que
n = (41 g/:-i’) S\g\' £ ayvpy (11.95)
e = (41 gec/h*) S\E\’ p° £ a\py (1x.9%)
4
p = (1/3){4% ge/n*) S Qe\Y/p°) £ aipy (IT.97)
donde
£ = {exp {BR(- 4+ p°c) - e}" . . (1I1.98)
Estas relaciones son totalmente generales. Consideraremos, a
continuaciébn, los 3

'
casos que usaremnos en éste trabajo.

1) Gas de Jittner (€ = 03 caso no-cudntico)

Dado que todas las particulas son necesariamente cudnticas,
la aproximacidén € = 0O corresponde,

evidentemente, al caso en que
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Lexp A (-pm + p°c)] >>1. (11.99)

Es claro que esta desigualdad 8dlc puede satisfacerse siempre

para partficulas cuya masa sea difarente de cero. Para ver en qué

condiciones se satisface comenzamos por definir el 'parémetro de

tenperatura’,

g = mc*/(keT), (IT.100)

donde m es la masa de las particulas, 7 el *potencial quimico

adimensional’

z = M/(mec”). (TT.101)

Fisicamente,

# nos dice que tan relativista es el fluido ya que

compara la energfa en reposo de las partficulas con su energia

térmica, mientras que z nos dice que tan 'cudntico' es el gas ya

que esti relacionado con la densidad de partficulas.

Regresando a la desigualdad (II.99), vemos que se puede

escridblr como

exp Ld(p'/mc - z)] > 1, (IrI.102)

de donde se sigue gque, necesnfiamente, z &L 1. Méis adelante

veremos que esta condicibn implica 'bajas densidades' o sea que,




)

L)L

i

{-I

{1

)

segfiin ya se habfa mencionado, el gas de Jittner corresponde al
gas no-cuadntico. Por lo pronto calculemos n, e y pe. Para ello
deflinimos una nueva variable de integracidn w por medio de la

relacidn

\2| = mec senhw . (rx.103)
Entonces
P® = mc coshw . (11.104)
y (I1.95) nos queda, usando g = 2,
-
n = 81 (mc/h)® exp(gz) S exp(-$4 coshw ) senh®w coshw dw
-
= 81 (mc/h)®* exp(gz) Kal(g)/¢g (I1.105)
donde K3($#) es la funcibdn modificada de Bessel del segundo tipo,
de orden 2 (ver, por ej., Abramowitz y Stegun, 1968).
De la misma manera (IT.96) nos da
-
e = 31T (ne/h)*>me?® exp(‘z)I.oxp(—d coshw) senh’?w cosh’w dw

= (nmc*/$4)(8 G(4) - 1) (I1.106)

donde hemoa usado (IX.105) y hemos definicdo
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G(#4) = K3(B)/%2(4). (IXI.107)
Usando el mismoc método, la presidn, ec. (II.97), es
-
p = (1/3) 84¢v (mc/h)?® mc® exp(hz) S.exp(—ﬁ coshw) senhw dw
= nnec®/$d = nlkgT . (IT.108)
donde la 28 igualdad se obtiene integrando una vez por partes. y
usando (IX.106). Finalmente, la entalpfa por baridn y la entropia

adimensional por baridn se obtienen a partir de (II.2). Obtenemos

asf
h = me*G(g4) (IT.109)
s = 4(G(8) - z). (Ir.110)

Estas relaciones fueron. obtenidas originalmente por Jittner
.(1911) y estudiadas con mayor detalle por Synge (1957), razén por
la cual wun sistema descrito por ellas se conoce como un gas de
Juittner-Synge.

En el resto de &éste trabajo escribiremos la funcidn de

distribuciédn de Jittner-Synge como
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£ = feo exp L-p (p1)] (II.111)

donde
fe = exp(gz)

= (n/317)(h/mec)® 4/Ka(8). (IT.112)

Por filtimo, veamos para quéd condicilones flsicas es aplicable

la presente aproximacidédn. De (II.105) se sigue que z &« 1 implica

n < 81 (me/h)* exp(d) Kal(g)/é (IT.113)

“lo que nos indica que las fSrmulas anteriores se aplican en el

caso de 'densidades bajJas' (desde luego cudl densidad es 'baja?
depende de la temperatura)e.
Los 1fmites 'ultrarelativista' Y 'no-relativista’' e

obtienen de las ecuaciones (IXI.109)-(IXI.110) sustituyendo en

elias 1las expansiones correspondientes de 1las funciones Kun(g)

cuando 4 tiende a 0O 8 a infinito, expanslones que son bien
conocidas (ver, por ejemplo, Abramowitz ¥y Stegun, 1968). Se

obtienen asf{ las relaciones (recuérdese que, en todos los casos,
la presidn estf dada por p = nkel = nmc'/g)

~
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n(gé —ﬁQo) = 16T (ke¢/hec)® T* exp(dz)

= 16.8 T* exp(#z) (IT.114)
n(g —poo) = z(zwmk.'r/h’):i exp[é(z-ﬂ} (II.115)
e(fd —> 0) = 3nkyT(1+£*/6) (IT.116)
e(f —=> o8) = nmc® + (3/2)nkgT (1T.117)
h(g == 0) = LkeT(1+4%/8) (Ir.118)
h(g —> o0) = mc® + (5/2)keT (I1.119)

N6tese que las expresiones no-relativistas coinciden con las bien

conocidas expresiones de la termodindmica cléisica, excepto por el

hecho de que aparece en ellas la energia en reposo de las

particulas (lo cual era de esperarse). Nbtese también que, en el

caso ultrarelativista, la ecuacidn de estado es p = (1/3)e (1o

cual también era de esperarse).

11) Fermiones masivos ( & = -1)

Con el mismo camblio de variable gque usamos en la

subseccidn
anterior, ecs. (rr.103) y (11.104),

obtenemos, de las ecse.
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(Ir.95)-(1I1.98),

n = 81r(mc/h)’s f senh®w coshw dw
o

-
e = 819 (mc/h)”* mc’gf senh®w cosh’w Adw
o

p = (1/3) 84 (mc/n)* mc'S £
.-

donde

£ a { exp [ﬁ(coshv - z)] + 1}-|.

Estas integrales no pueden ser calculadas en forma cerracda,

caso general. Para el caso z < 1,

» ) (II.120)

» (IT.121)

senh¥w adw »

(XI.122)

(IX.123)

en el

una evaluacidn a través de una

serie infinita se presentari més adelante.

114) Fotones (€ = 1)

Como el numero de fotones no se

caso, que z = O. Ademds, a partir

con N 1la funeiédn de distribucidn

cuadrimomento. Entonces, recordando
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de este momento, denotaremos

de los fotones y con b3 su

que k®* = O y que los fotones




tienen g = 2, las ecuaciones (I1.95)-(II.98) se puecden

cono
-
ne = e/ vk aiky
®
[ _J
ey = (31‘c/h')g T yEN avk)
L]
y
Py = (1/3)(8TTc/h’)S N yk\® dlk)
©
= (1/3)e ,
con

N = ‘_exp(p_k-U) - 1]-‘
-t

= \_exp(pc\;\) - 1] .

Cambilando la variable de integracidn a x = F clk\ las

se reducen a sus formas conoclidas
[ _J
s N -1
ne = 8T (kgT/he) Sx ‘_exp(x) - 11" ax
(- BN

= 161 (kg/hc)® $(3) T*
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(II.124)

(IT.125)

(1IT1.126)

(Ir.127)

integrales



~ 20 T* ,

ey = 890 (keT/hec)® ket s:;‘ Lexp(x) -
= 4310 (ke/hc)”® kg B(4) T
. = a TY °
donde 'S (n) es la funcibén zeta de Riemann y donde
a = (8 keYw®/15 n* c*)
= 7.56 x 10°'" erg cm™* K-° .

es la constante de Stefan.

(IT.128)

1).I dx

(X1.129)

(Ir.130)

Finalmente, de la ecuacién (II.2), la entropfia adimensional

per unidad de volumen es
ne = (4a/3ke) T®

~ 73 T°

(IT.131)

donde la densaidad baridnica n no debe de confundirse con la
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densidad de fotones dada por la ec. (II.128).
Todo lo anterior constituye el formalilismo funrndamental en el

cual se basard el resto de este trabajo.
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III. FLUJO ESTACIONARIO CON CREACION DE PARES

Es interesante cémo muchos resultados de la Mecédnica clésica

pueden generalisarse dentro del wmarco de la Teoria de la

Relatividad de una manerasa natural. En este sentido, la

hidrodindédmica no es una excepcidn, segfin veremos en el presente

capftulo, donde analiszaremos el flujo estacionario de un fluido

relativista. En  particular, encontraremos la expresidn
relativista del teorema de Bernoulli y la usaremos para obtener
ecuaciones goenerales que permitan deterainar las variables

termodinémicas en el puntoc en el cual el flujo pasa de subsbnico
a superadnico, el llamado 'punto critico'. (E1l caso clésico esté
desarrollado en Courant y Friedrichs, 1948, p. 23 y también en el
apartado 80 de Landau Yy Lifshits, 1959.) Para termsinar,
obtendremos los valores criticos de las variables termodinéaiocas
para el caso particular de que ¢l fluido sea una mescla de

bariones, electrones, positrones y radiaciébn, en equilibrio
termodindmsico.



1) Teorema de 3ernoulll relativista

Segin vimos en el capftulo anterior, el comportamlento de un
fluldo ideal, relativiasta, esta descrito por las ecuaciones
(II.25), (II.26) y (II.22) gue son, respectivamente, la primera
ley de la termodinfmica, la ecuacidn de Zuler relativista y la
conservacidén de la entropia. Por cAnveniencia, reeadcribimos la

ecuacidn de Euler como

nhU = c*p?» - U” D » (IIT.1)
donde hemos usado la ec. (IT.27) y donde el punto repfeaenta.
como en el cﬁpitulo anterior, la derivada a lo largo de U#. Por

otro lado, de las ecuaciones (IX.1), (XI1.2) y (I1.28) se asigue

gue

. .

Pp = nh (I1T.2)
con 1o cual (ITII.1) conduce a

L J
n(ho?) = c*p* . (I1IIX.3)

B3 f4cil ver que, en eatado estacionario, la componente temporal
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de esta ecuacidédn y la ec. (II.10) inplican que la cantidad

H =¥h, donde

siendo v la

Y = (1ovi/ey ® (IIT.4)

velocidad hidrodindmica del fluido, se conserva a-lo

largo de las lfneas de flujo, esto es:

Para ver

H = ¥h = cte. (I11I.5)

el sentido fisico ce esta ecuaciébn, consideremos su

;imite clésico. En ese casoc tenemos gque

¥ —> 1+ v*/(2e), (III.6)

¥» de 1la ecuacién (II.119),

donde nm es

he eoa la
relaciones

(ITII.5) nos

h => mc'+ he . (ITIXI.7)

la masa de las partfculas que constituyen al fluido y
entalpia  clésica por baridn. Sustituyendo estas
A despreclando términos de segundo orden, la ec.

da
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mv®/2 + he = cte. N (ITII.8)

que es la conocida expresidn del teorema de Bernoulli. Por lo

tanto, la ec. (IIX.5) es la extensidn relativista del teorema de

Bernoulli.

Un resulthdo inmediato de esta relacidn es gue, dado gue la-

entalpfa relativista tiene un

vaelor afnino :

hwea = me T, la

velocidad del flujo tiene un valor médximo, dado por

Yade = (1 - vice/c®) ¥ u/mer . (I11.9)

Se puede demostrar (Thorne,1973) que, en caso de que haya

ondas de choque presentes, la entropia presenta una

discontinuidad a través del frente de chogue pero gue, igual que

en el caso clésico, la cantidad E permanece constante.

. 2) Velocidad del sonide

Una cantidaad de fundamental importancia en todo lo que

slgue, es la velocidad del sonido en el fluicdo, por lo cual es

necesario calcularla antes de segulr adelante. =1 procedimiento

es esencialmente idéntico al que se sigue en el caso cléisico h'4

puede verse en detalle en Lightman et al. (1975, problema V.32).
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Agquf presentamos solamente los pasos esenciales.

Consideremos un f£luido ideal, en equilibrio termodindmico, ¥y

sean J@, Jp 2 ;3 perturbaciones de los valores de equilibrio de

las variables ternodinfdmicas correspondientes. Sustituyendo sn la

ece. (11.4), es ffcil comprobar que la componente A =0 se

convierte en

Vedz = -(1/nh) (P8e/9t) , (IIT.10)

¥ que las componentes M= 1,2,3 se pueden escribir como

@F2/dt) = —(c*/nn)V (8p) . (IIT.11)

Eliminando dy de sstas écuaciones, obtenenos

(d*8e/dt*) - c* w* (dp) =0 . (ITI.12)

Pero, obviamente, e = (aslap), 8o, con lo cual la ecuacidn

anterior nos queda

(3*8p/dt®) - c*(dp/de)y @* (&p) = 0 . (ITI.13)

Se sigue que la velocidad del sonido, =,

estd dada por

a® = c*(9p/de)g . (IXT.14)
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que es3, esenclalmente, idéntica a la expresidn clisica.
3) Tlujo critico

De acuerdo con lo gue vimos en el capitulo anterior, la
corriente de bariones a lo largo de las lfineas de £flujo esti dada

por (ver ec. II..3)
J =Y¥nv - (ITIT.15)
Calculemos ahora J. De las ecs. (III.2) ¥y (III.5) se tiene que
= -¥Yh/¥ = 5/n . (ITX.16)
.Ademds, de (ITIT.14) y (ITX.1) (a entropia constante)
2 =8 a*/¢® = hA a*/c® . (IXT.17)
Como
§‘ = Y'v¥%/c?* N (ITI.18)

se sigue de (IITI.16) y (IIT.17) Qque
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Ttilicandeo las dos igualldade

3 =%nv + XAV + €nd =

= ¥a(1-v?/a®)7¥ . (zzcz

ta relacibdbn es la extensidn relativista de la ec. (29.¢8) de
Landau y Lifshitz (1¢593}, s2zGn se puede comproba>r tomando el
1imite clédsico ¥ —> 1. Se sizue gque el flujo de bariones es
méximo en el punto en el cual v = a, esto es, cuando la velocicdad
local del flujo es igual 2 la velocicdad local del sonido.
puntc en el que ésto ocurre se concce ccmo el 'punto critico', ¥
lcs valores ce las variaebhles termodindnicas ern ese Fpuntc se
eonocen, pDor razones okvicsz, como los valores 'ecriticos'. ETn tocdo

lo qJue sigue los denobtaremos comn un aster

en e2 ounito crfiiico se tiene gue

A ccocritinuacidn demositraremos gque éste valor es

de

(1]

nimos una nueva variable, w, como:
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w = h/n - (IIT.22)

Consideremnos ahora la funcidn g(w,s) = (1=v*/c*)/(1=a*/ec*). Por

un camino directo, pero bastante largo, se puede demostrar gue, a

entropfa constante,

(3g/dw) = = (w/H)* (*p/2w?) . (IIT.23)

Ahora bien, Thorne (1973) demuestra gue, excepto para ecuaciones

de ostado muy poco ortodoxas, (D’plaw;)> O. Por lo tanto, la

funcién g ess. 1) > 1 8i v = 03 11) € 1 s1i w —» O (eato es, n

tiende a cero y, por tanto, a —» 0) y 1i1i) tiene pendiente
siempre negativa, Se sigue gque s8lo existe un valor de w (w*)

para el cual v = a = a*,

Tenemos, por lo tanto, 1la misma situaciédn gue en el caso

cldsico:

3 POy v Ladh» v & ar

T <oy vy ads=>v>ar . : (ITT.24)
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L) Pardmeitros criticos

Los pardmetros criticos del flujo se calculan a partir de

las leyes de conservacidn (IT.28) h'a (XIT.5), siguiendo un

procedirmiento anélogo al que siguen Landau y Lifshitz (1959) .

Comenzamos por definir el ‘'punto de estancamiento' comno el punto

en el cual la velocidad del flujo se hace cero, ¥y en ase punto

deterninamos los valores de . las constantes s ¥y = (e ¥ Ye

digamos). Las leyes de conservacidn se escriben entonces como

S = Be = 3 ) (IIT1.25)
v
E = He = 1% . - (IXIT.26)
Estas relaciones nos perniten calculsar las "variables

termodinfmicas del fluido, en cada punto del flujo, en términos

de sus valores en el punto de estancemiento 7y de la velocidad del

flujo en el runto en cuestiéne. Zn particular, aen al punto

critico, la condicidn extra v = a determina conplatamente 1los

valores criticos (desde luego, sienpre en términos de dos valores

en el punto de estancamiento).
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5) Tlujo con creacidn de pares

Una complicacidn gque aparece en un plasma cuando se llega a
temperaturas T »10% X, es la creacidn de pares electrén-poéitrén.
Por ésta razbn, en lo gue sigue aplicarenos la teorfia a un Zluido
ideal constituido vor bariones, electrones, peslitrones - Yy
radiacibn, en equilibrio termodindnmico. Daedo gue nuestro
Principal interés es estudiar el efecto de los pares en sl
comportanmiento del flujo, nos restringiremos al interQalo de
temperaturas 3x10% x £ T& 10 K., A temperaturas més bajas
précticamente no se crean pares y a temperzaturas nis altas se
tiensn complicaciones debido a los neutrines y a la creacidn de
mesonsse. Ademés, nos restringiremos al caso de bajas densidades
por ser éste el mAs comfin en astrofisica.

LCenotando con un subindice b a las cantidades relativas a
los bariones (convencidn gue seguli-emos a partir de zhora), este
condicldn se puede escritir como neymec’4«aT®, de donde, para lés
temperaturas a las que trabajarenos, nbag4x10" bariones/cm®. De
acuerdo con esto tomaremos en todo lo que aigue n,&10*
bariones/cm”.

Como, por hipdtesis, el fluido se encuentra en eéuilibrio
termodinémico, cada una de sus conponentes se puede describir por

medio de una funeidn de distribucién de equilibrio. Estas
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funciones las vimos en el inciso £ &=2 la

seccidn 2 del capitulo

anterilior, donde tanbién presentamos las variables termodinénicas

que se deducen de 2llas. Veamos cudl distriducidn es la adecuada

para describixr cada una de las componentes del fluido.

Es f£&8cil comprobar que, a la3s densidades y temperaturas gque

estamos considerando, la condicidédn (IT.113) se satisface siempre

poxr lo cual los bariones no estdn degenerados y la distribucién

adecuada parz ellos ez la de Jititner, =c. (II.112). Por lo tanto,

sus varjiables teranodininicas ( densidad numérica, presién,

energla) estdn dadas por las ecuaciones (IXZ.107)-(II.110).

Los elecctrones y los positrones si van = presentar

efectos
cudnticos, asf que debemos describirlos por medio de la

distribucidn de Fermi-Dirac, ece. (IT.123); por tanto, sus

funciones termodinidmicas estdn dadas ©por las ecs. (IT.120)-

(IT.122). Es importante notar que, en equilibrio termodinémico,

las distribuciones de electrones ¥ positrones no son

independientes ya que la aniquilacibn Qe vares impone la

condicién (ver, por ejemplo, Chiu,1968, seccidbn 3.13)

e+ pe = Me= 0 , (II1.27)

donde A s My T Aty sSoOn los Potenciales quinicos de

electrones, positrones y fTotones, (a partir de ahora, denotaremos

las cantidades correspondientes a electrones, positrones 7

radiacién con los subfndices -, + y ¥ , respectivanente).

Los fotones no presentan ning@Gn problenaj su funcibn de
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Adistrivucidn es la famosa planckxiana, ec. (IX1.127) 7 sua
variables termodinémicas estén Jdadas por las bien conocidas
relaciones (II.128)-(IX.131).

Usando todo lo antgrior, ¥y recordando que la presidn Yy la
enerzgfa sor aditivas, tenemosApara la presidn total y la energila

total de la mezcla

= nykelT+ aT%/3+

o+ (8"/3)(nc/h)’mc'§ (fo+ fa)senh'w aAw (III.28)
- .

e = @, + ep + e. + e

= n.;k.'r[a.,o(d.)- 1) + a7+

-
+ gffmc?®{me/n)?* S(f_+ fy)senh’w cosh®w Adw » (IIT.29)

®
donde $ = mc®/%gT y #dw @3 igual pero con la masa de los bariones
en lugar de la masa de los electrones.
Si, edemis, suponemos neutralidad de carga, el nfnero de
bariones debe ser igual al nfimero de electrones '"libres', esto

es, electrones que no proviencen de pares, por lo cual




| g

8.3

- b

Lol

= Sﬂ(mc/h)’s (fu- fal)senn®w coshw aw N (ITT.30)
-

que @3 la condicidn que determina el valor de z.

Estas ecuacliones han sido evaluadas nunéricamente por
Imshennilz ¥y MNadezhin (1945) quilenes, adenis, oktuvieron valores
del - exponente adiabdtico. Sus wvalores fueron utilizados para

comprobﬁr la calidad del métodse numérico gque usanmos para calcular
las mismas integrales, método gque se presenta en ol apéndice A.
Un resultado interesante que encuentran Imshennil ¥y Nadezhin
(1966) Yy también Bisnovatyi-llogan y Xeshdan (1966), ¥ que
nuestros cAlculos confirman, es8 gue el exponente adiabidtico cae
por debajo del conocido valor de estabilidad VAV ¢ como

consecuencia de la aparicibdn de los pares.

a) Yelocidad del sonido
La wvelocilldad del sonido no puede calcularse direcitamente de
la ec. (ITTI.14) dado gue no tenemocs a P comc una funcibn
explicita de e y s, sino como funcibédn de ¢4 7 z. Sin embargo, es
fhcil demos trar, usando las blen conocidas reglas para
transformaciones de coordenadas, que la ecuaciédn (III.14) pusde

eacrinirse comno
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a®/c?® = ‘g(p,e)- hJ(p,nﬂ /‘yJ(n.ei] . (IIT.31)

donde J(F,G) representa el jacobiano de dos funciones T » G
raspecto a ¢ 7y z. Los resultzcdos numéricos obtenidos de ésta
ecuacidn estén graficados, como funcidn de la temperatura, en la

fige. (ITIT.1). Como era de esperarse, la velocidad del sonido (su
‘cuadrado, de hecho) es prdcticamente izual a ¢*/3 - su valor para
radiacidn tpura'- tantc a temperaturas altas (g4 <L), donde el

fluido es ultrarsalativista, como a temperaturas 'bajas' (4A3»1),

donde la radiacibn domina pér completo a la meteria.

temperaturas intermedias (.7 48 £20)

Es a

donde los pares influyen cde

manera apreclable. En este intervalo el cuadrado de la velocldad

del sonido es siempre menor gue c¢c*/3 y presenta un valor minimo
a'mia = 0.27c® para = 3.9.
) Valores crf{ticos
Bl cdlculo de los valores criticos es directo a wartir de la
ec. -(ITT.5) ¥ ©@de la conservacidn de la entropila. Ilay, sin

enbargo, una simplificacidn gqu=a se puede2 hacor ¥y que reduce

apreciablemente los cflculos numéricos. En efecto, recordando gue

h y s son cantidades aditivas, tenemos de (IT.2) gue

keTs = h — my . (III.32)
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Fig. TII.1

Velocidad del sonido (a®) en una mezcla de tariones,
electrones, positrones K4 radiacidn en equilibrio
terwodinédmico, como funcién del pariduetro de temperatura
é = mc?/keT = 5.9x10% X/T.
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donde hemos usado el hecho de gue /‘-+/“o = O. Ahora bilen, en el

intervalo de temperaturas ¥ densidades 2n gque estamnmos trabajando,

Mo ~ne c?, mientras gue, sezGn vinos en la seccidn anterior,
angc®ee aT". Por lo tanto, ho» myc? y la ecuacidn anterior puede

aproxXimarse comnmo?

keTs8 = h R (IIX.33)

Finalmente, con 8sta relacién, 7 recordando aque s €3 constente,

la ecuacién (IXI.5) se convierte on

YT = cte. = Te = WPHTH* . (IXII.34)

Formalmente, ésta ecuaciédn y la conservacidn de la entropia

nos permiten calcular los parimetros crfiticos del flujo en
términos de los valores de dos e ellos en el punto de

eatancamiento; nosotros supondremos dados mne 7 Te Sin embargo,

las densidades baribénicas que estanos considerando (1 £ ne4 10
partficulas/cm®) son suficientemente tajes como para gque, en la

pricticsa, loa rarinctros criticos degendan solamente de la

tenmperatura (de ).
Un caso que puede ser resuelto ansliticamente es cuando 1la

ecuacidn de estado tliene la forma p‘x1§ (el llamnado *fluildo

barotrdpico'). En éste caso es fAcil demostrar que:
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B /o=y = [372

P*/pe = e*/ce = (fo/b™) = 4/

a%/ne = (Ba/®) = (2/3)F . (111.35)

En el caso general, las variables ternodinfimicas criticas y-

el flujo cde bariones deben calcularse nunéricamente. Huestros

resultados se presentan en las figuras (III.2) 7y (ITII.Z). En 1la
fige. (IXII.2) hemos graficado los valores de las variables

termodindniczs en el punito critico, normalizadas a sus valores en

el runto de estancamiento, cono funciones de la tenparatura da

estancamlento de . En el caso clédsico, éstas grdficas son lfneas

rectas (Landau y Lifshitz,195%,apartacdo £0). En nuestro caso, 2n

canbilo, los coclentes ceinciden con los valorez dados por las
ecs. IXI.35) sdlo en las temperaturas extremas 7 presentan
desviaciones apreciables para teaperaturas internmediacs. Este

fenbmeno y& Lo havlemos mencionado en  relacidn con el exponente
adiabltico k4 con la velocidad d=21 sonido y es simplemente un
reflejo - ¥ una indicacidn - de la inportancia de los pares e

temperaturas intermedinose.

Por Gltimo, 2n la fig. (IIT.3) presentancs el comportamiento

del flujo de bariones como funcidn de su velocidad (nedidas ambas
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Tig. IITXI.3

[x3

Flujo d= hariones co.ao funcidu de 1la velocidad del
fFlujo (medidos ambos en términos de sus valores criticos)
para los valores de la temperatura de estancamiento que

nrodutcen las curvas extrznas.,
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variables cna térainos de sus valores riticos), para dos valores

de deo. De hecho, se tiene una curvaz dliferente para cada valor de
la temperatura cde estancamiento, »perc en el dibujo hemos
graficado solaneate las curvas 'e:xtrenas'; todas las denis caen

entre las dos representadas. Esta es otra diferencia con el caso
cléasico, en el cual la curva es Gnica independientemente de la
temporatura de estancamiento. Una vez mnids, es la aparicibn de los

EE de le “erencia.
ares la causante 4 1 aif 3
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IV. INTERACCION ENTRE MATERIA Y RADIACION I

Cuando se trabaja con un sistema que se encuentra fuera de
equilibrio termodindmico, un pardmetro de gran utilidad es el
llamado 'tiempo de relajamiento' del sistemae. Se trata, como es
blen sabido, de una cantidad que deterniﬁa, en orden de magnitud,
el tiempo que debe de transcurrir para que el sistema en cuestién
alcance un estado de equilibrioc termodinémico. En particular, un
criterio sencillo gue en algunos casos permite determinar si una
cierta hipbétesis simplificadora es védlida o no, es la comparaciédn
de los tiempos caracteri{sticos del sistema con su tiempo de
relajamiento. Asi, por ejemplo, sl en el sistema existen
movimientos macroscdpicos de materia que lo sacan de equilibrio,
pero estos movimientos ocurren con tiempos carscteristiaos nuy
largos comparados con asu tiempo de relajamiento, entonces podemos
suponer al sistema como sl se encontrara en esquilibrio en cada
instante. M&s adelante veremos que este es el caso en el Universo
temprano.

Es claro que el tiempo de relajamiento de un sistema depende
de las interacciones microscédpicas especificas entre las

particulas que lo constituyen que son responsables de que se
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restablezca el aquilibrio. Para un gas no-relativista cuyas
particulas interaccionan a través de fuerzas gue decaen como el
cuadrado de la distancia entre ellas, 2@l tiempo de relajamiento
fue calculado por Spitzer en un trabajo ya clisico (Spitzer,
1940) . Para gases relativistas no hay, hasta donde sabemos, un
tratamiento equivalente. -

EZn el Presente capitulo presentamos un formaliamo para
calculer el tiempo de relajamiento de urnae mescla binaria de gasaes
ideales relativistas cuyas componentes se encuentran a diferentes
temperatursas - el tiempo de relajamniento '*térmico' - . =1
formalismo es totalmente general Pa8Tro, por simplicidad,
derivaremos férmulas explicitas solo para el caso particular en
que la diferencie de temperaturas entre las componentes es
pequeiia, esto es, D T/T <% 1,

Como ilustracidn del método, en la parte final del capituloc
aplicaremos la teorfia al cAlculo del tiempo de relajamientoe de
una mezcla de electrones y radiacién, su?oniendo que el 4nico
mecanismo de interaccidn entre ambos es la dispersidn Compton Ade
fotones por electrones libres 7 que lecs electrones estén
descritos por una distribducidn de JUttner {(ec. II.T111). En vista
de esto (Gltimo, nuestros resultados numdricos serdn védlidos
solamente para temperaturas T £ 5x10% x. La extensidn a
tenperaturas mids altas se discutiri en el cgpitulo Te

=1 tiempo de relajamniento Dara elecirones b fotones a
tenperaturas diferentes, interaccionando & través de dispersién

Conpton fue calculadeo por VVeymann para temperaturas T4 10" ¥
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(Yeymann, 19565). Zn el apéndice C demostranos analfticanmente gue

nuestro resultado se rTeduce al suyo en el limite cldsico.

Otros tratajecs rzlascionados con =21 nismo prodblsma son los de

Woodward (1970), Ccrnan (1270), Cocoper (1971) ¥ Reeves b

Landsberyg (1982), quienes calculan la tasa de transporte de

energia entre electronas y fotones a diferentes temperaturas,

interaccionando & través de dispersidn Comptone. Woodward lo hace

por medio de un cierto desarrollo en serie cue restringe sus

resultados nunéricos a temperaturas electrdnicas T¢410' K ¥
Corman cealcula numédricanente las intezrales por métodos de onte

Carlo Y obtione resultados ruméricos para %Lenperaturas de la

radiacidn T <6x10'K. Al final del capftulo discutimos brevemente

cbémo se comparan estos resultados con los nuestros. Cooper

utiliza una aproximacidn de Tokker-Planclk que, en principio, es

vdlida para temperaturas electrdnicas Te & 10" K, pero no da

ra2sultados numéricos explicitos para la tasa de transporte de

energfa, por lo cual no es posidble establecer

él.

comparaclones con

Reeves y Landsberg consideran temperaturas aiin mds altas pero

su tratamiento tiene algunos puntos que no estén debidamente

ustificados. En articular, no toman en cuenta la emisidn
r

estimulada de fotones y, ademéis, utilizan en sus cidlculos la

seccibén total de Xlein-YNishina (ya integrada sobre los 4&ngulos)

en vez de la seccidn diferencial, evitidndose asi el problema

eritmdtico mds complejo que se presenta en la prédctica que es,

precisamente, la integracidr sobre l1los 4nzulos (ver ec. B.15 nds

adelante). De hecho, en su trabajo se limitan a repetir un

]
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cdlculo aproximado, “otalmente clidsico, hecho por Pesbles (1971),

sustituyendo, simplemeante, la seccidn total de ¥Xlein-Nishina en
vez de la seccidn de Thomnson usada, justificadamente, Ppor
Peebles. Cualgquier conparacidn con sus resultados es, por tanto,

irrelevante.

[

1) Formalismo

Consideremos unea nezcla de dos gases 1l1deales y denotemos con
subindices i1 = 1,2 a las cantidades correspondientes a cada uno
de ellos. Cada componente estari descrita por una funcidn de

distribucidn £ que satisface la ecuacidn de

Boltzmann
relativista (II.7?75) con los términos de colisidn dados por 1la
ecuacidén (II.76). De la de conservacidn de T ’ ec. (IT.4) , se

sizue que

UpT””,, = 81+ &2 = 0 (Iv.1)

donde, comoc slempre, el punto representa la derivada a lo largo

de U#, Como era de esperarse, la energfsa total se conserva pero

es posible un intercambio de energfia entre las dos componentes de

la nezcla, dado por - ver ecuaciones (II.47) ¥ (IXI.81) -



8, = - 73. = (2C/h’) Sdr‘u (P.' IT)(Cu + CI&) . (IV-Z)

Zsta relaciébn es totalmente general.

Suponganos ahora que las componcntes se ancuentran a
diferentes tenperaturas Ti, esto es, que cada una de ellas puede
describirse por medio de une funcidn de distribucidn de
egquilibrio con la temperatura Ti. De la dAefinicidn de los
tSrminos de colisidn, ec. (IXT.75) , vemos gque, en este caso, los
términos diagonaleées se hacen c2ro y sdlo sobreviven los 48&rminos
cruzados Cya ¥ Cas e Fisicarente, esto significa que cada uno de
los gases esté en egquilibrio consigo mismo pero fuersa de
equilibrio con el otro. La tasa de intercambio de energia entre
ambas componentes (por unidad de wvolumen) se obtiene sustituyendo
la ec. (IXI.76) en la ec. (IV.2) con las funciones de distribucidn
de equilibrio (IX.111) , (II.123) o (II.127), seglin el caso.

La relacidn asi{ obtenida es alin muy complicada por lo cual,
para seguir adelante, nos restringliremos a partir de. ahorsae al
caso particular en que la diferencia de temperaturas antre las
componentes ses pequeia. En este caso, se sigue de las ecuaclones
(IT.74), (IXT.76) y (IV.2) gue, a primer orden en AT = Ty- Ts

&, = - &a =1IOT (IV.3)

con la 'integral de colisidn' I dada por

80



I = (4c/aT?R*) g ar, arp arl ard £, £, 503 (p,» U) x

[T
‘_(p.- p.‘)'U} (p,+ pa) @ §Np,+ 5,- p)- ) (IV.4)
donde ¢ @3 la seccidn diferencial para la colisidn en el sistema
centfo de momento.

Ahora bien,

2. = ey (xIv.5)
donde
ci = (@e0:/3T:i )u (Iv.6)

es la capacidad calorffica por unidad de volumen, a volunen

constante, de cada componente. De (IV.3) y (IV.6) se sigue que

AT/ AT s T = Tee™! (IV.7)
donde
cy'= ot + cat (IV.s)
h'4 donde hemos définido € , el tienpo caracterfistico de
relajaniento +térmico del gase. Dada una interaccidn especifica

e1



entre las componentes, esto es, dada una seccldn eficasz y ©sta

relacidn nos permite calcular el tizmpo de relajamientc térmico

de lua mezcla.

2) Electrones y fotones.

Para ilustrar el uso e la teorfa expuesta en la seccidn

anterior, calcularemos a continuacidn el tienpo Ade relajamiento

de una mezcla de electrones y radiscibédn suponiendoc gque el dnico

mecanismo de interaccidn entre ambos es la dispersidn Compton de

fotones por electrones libres. Supondremos también que la

densidad numdrica de los electrones es suficienitemente baja y que

su temperatura es suficilentemente alta como para gque los efectos

cudnticos sean despreciables, esto es, supondremos que la funcidbn

de distribucidn de los electrones es la ce JUttner-Synge, dada

por la ecuacidn (II.111). Para gue esta hipbtesis s3ea vilida es

necesario gque 1la temperatura ¥y la densidad nunérica de los

electrones satisfagan la relacidn (II.113) la cual, sustituyendo

los valores numéricos, se convierte en

ne1.2x10™ of Ka(h)/ 4 rarticulas/cm?® (IV.9)
donde ¢ = mc’/keT.
Ahora bien, igud intervalo e tempera£uras debemos
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considerar? Zvidentemente estamos interesacdos en temperaturas
relativistas, esto es, tenperaturas Taomc’/k°=:6x101 ¥; pero, por
otro laco, no podemos considerar temperaturas demasiado altas
pues no hemos +tomado en cuenta 21 efecto de los parses electrén-
positrén. Dado que estos comienzan a2 ser importantes alrededor de
los 5x10% x, restringiremos nuestros cdlculos numéricos al
intervalo de temperaturas 5310' { € T £ 6x10" x que corresponde,
aproximadamente, a 1€ § £10C. Te la acuacidn (IV.9) se sigue gue
las densidades médxinas correspondlentes van de 2x10** a
10 particulas/cm'f “n particular, nosotros supondremos n £ 10*°
particulas/cm?®, gque es el casoc mids comfin en Astronomia.

Como primer paso para obtener consideremos el cllculo de

la integral de colisidn I, ec. (IV.4). En el caso particular gque

nos interesa hay gue evaluar 1la integral para £, = f con £, la
funcidn de distribucibdn de Jlittner-Synge, dada por la ec.
(IT.111); fa2 = T, con 7, le funcidn de distribucidn de los

fotones, dada por la ec. (II.127) ¥ cona , la seccildn eficaz de

interaccidn entre fotones y electrones relativistas, dads por la

bien conocida £6rmula de ¥Xlein-ishina, gque se puede escribir
como

G (prykyy) = (3€x/16M et glee,y) (IV.10)
donde Gy = 6.65x1da' cm? es la seccibdn de Thomson, b es el
cuadrinomento del electrdn, > el del fotdédn, y = cos® , siendo @

el 4dngulo de dispersidn enire el electrédn y el fotén en el
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sistena 'centro cde momento', e& se define como

& = n'c?/(p+x)? (x7.11)

seay) = 1+ - /) x{(1-y) /(e + (1mw3])
+ -+ (rradg] 7 v+ (1-wy) .0 (Ivai2)

Sustituyendo lo anterior ean la expresidn para T obtenemos

I = (3m%c’ay)/(4nkeT*n®) Sdr,av.dr','dr_' euBe x
x (pe0) [(p-prev]a(a, )6 (prrcmpr—xr) (IV.13)

Como es de esperarse, la evaluacidn numérica de esta expresidén es

larga, tediosa Yy comnplicadae. Como, ademis, es un problema

puramente matemético, hemos juzgado conveniente relegar todos los

detalles al apéndice B, al cual remitimos al lector interesado en

ellos.

El otro cAdlculo que habrfia que hacer es el de las

capacidades calorificas de la radiaclbdn y de los electrones. En
cuanto =& la radiacidn, esto no representa ningfin prodlemas s

capacidad calorifica =3, evidantemente,
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cy = 4aTl . (IV.14)

Para calculer la capacidad calorf{fica d2 los elesctrones

recordamos que la energfa de un gas de JuUittner estd dada por

ew = nmc®(G=1/4) (IV.15)

donde n es la densidad numfrica de los electrones (gue suponenos

igual a la de los tariones por neutralidad nacroscdpica del gas),

m es su masa, § es el pardmetro de temperatura, cdeinido cono

£ = mc?/(lgT) , (IV.16)

o]
0

G(B) = Lg(#)/Xal$) . (Iv.17)

De (IV.6) v (IV.15) se sigua gue

Cwm = =nkg(i1+g?GC') (IVv.13)

donde

0
-
0

ac/ag = G°-1-5G/6 . (I1V.19)
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Es fdcil ver que, en nuestro caso particular, sienpre tendremos

= e
CeP> Cmsy Duesto gque estamos suponiendo n &£ 10 partfculas/cn®, por

lo cual, en la prédctica, Ce% Cwme Una ves caolculados I ¥y Ccy Parsa
diferentes temperatureas, los valores de ® se obtienen de la

ecuacidn (IV.7).

3) Resultados y conclusiones

En el apéndice B se demuestra que la integral de colisiédn I

se puede escriblir como una serizs infinita de integrales dobles

ver la ecuacidn (2.31) - . En la préctica resulta ser que esta

serie converge muy ripidamente en el intervalo releavante de

temperaturas, segiin puede constatarse er la Figz. IV.1 donde hemos

graficado las contribuciones relativas de los primeros 3
térninos. uestros resultados finales para el tiempo de
relajaniento T se .muestran en le TFig. IV.2 cono funcidn del

pPardmetro de temperatura $ definido en la ec. (IV.16). Nb8tese que

a las 'bajas' densidades que estamos considerando, el valor de ¥

depende solamente de le temperaturae. Fisicamente esto era de

esperarse puestc gue, a las temperaturas y densidades que hemos

considerado, la radiacibdn domina por conpleto a la materia.

Para conprobaer nuestros resultadosz, la tasa de transporte de

energia entre ambas componentes, calculada a partir de la

ecuacidn (IVv.3), fue comparade con los valores obtenidos por
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Tiz. IV.1

Contribuciones relativas de Ia respecto a le para
2 y 3, comno funciones del pardmetro de temperatura é.
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Woodward (1970) 7 Cornan (1970). Parsa tempersaturas $ > 50

nuestros resultados colinciden con los de Woodward, Pero a

temperaturas més altes va habiende una diferencia cada vez mayor

que es del orden de un 10% para $ = 30 y que alcanza el £33 pare

] = 20. Esto confirme las estimaclones hechas por el nmismo

Yoodward en el sentido de que sus resultados deben ser vAlidos

solamante para temperaturas T € 20kev.

Una conmparacidn con los wvalores oktenidos por Corman es wés

diffcil debido a que sus cédlculos son para valores relativamente

altos de aAT/T. Hay solamente un valor con el cual podemos

comparar, cue es cuando AT/T = 0.1 en este cazso la diferancila
es de .un 163, lo cual esti conpletemente de acuerdo con la

desviacibédn esperada del 10%.

%) Aplicacibn

Una sencilla »sro interesante aplicacibdn de nuestros

resualtados es le siguientee. Es bien sabido que una nezcla de

materia y radiacidn, originalment= en equilibrio ternodinémico,

se sSazle de sguilibrio si sufre unz axpansidn. (Tal serfia el

caso, por ejemplo, en el Universo temprano, segin la teorfa de le
tgran explosidn'). Sin enmbargo, si el tiempo caracterfistico de

la expansidnm es muy largo commarado con el tiempo de relajamiento

térmico entre materia y radlacidbn, la materia ¥ la radiacibn
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de egquilitrarse y la situacidn serd siempre la

de eguilibrio termodindmico 'instanténeo' (este asunto s3e trata
con ur poco mds d= detalle en el capfitulo VI).

En la teorfa de la 'gran explosidn' se suele suponer gque, en

el Uriverso tempranc, la materia y la radiacidbdn se mantuvieron

siempre en equilibrio termodinimico. La yalidéz de esta hipbtesis

puede verificarse usando los resultados que hemos obtenido en el

presente caplitulo y eso es lo que hraremos a continuacidn.

Por simplicided, vamos a considerar tan sblo el caso de un

Universo de pura radilascidn. ¥o vale la penz utilizar modelos mis

complicados ya gque nos interesan solamente resultados de orden de

magnitud (de hecho, se podrfia incluir el efecto de ©pares

electrén-positrdn, neutrino-antineutrino [} mudn-antimudn

multiplicando la densidad de energila por factores como 9/2, 11/4

etc.; var, por ejemplo, Veinberg, 1972, ecs. 15.3.14 ¥y 15.6.44).

Adoptando, pues el modelo de pura radiacidn, es f&cil comprobar

que, en nuestrz notacidbdn (ver, por ejenplo, Berry, 1976, ec.
8.1.12),
g = 0.3¢ § t(sezundos) (IV.20)
y
tiempo de expansidn = \n/f\ = 2t/3 . (IV.21)
donde t es el tiempo propio de la materia en expanzidn (muchas



veces llamado también ‘'tieapo

En l=e Tige.

IV.2 se
relajami=nto es de 17 a 12

tienpo caracterfistico de 1la

seg. y 20 dfas). Se sigue que

cédsmico').

ve claramente que el tiempo de

érdenss de magnitud menor que el

expansidn para 1 € 4 & 500 (entre 7

el Universo se expandid a través de

estados de equilibrio en estas fases tempranas.




V. INTERACCION ENTRE MATERIA Y RADIACION II

En el capftulo anterior presentamos un formaliamo general
para calcular el tiempo de relajamiento térmico de una mezcla
binaria de gases ideales relativistas y lo aplicamos al caso
particular de un gas de Jiuttner mezclado con radiacibn. Sin
embargo, dado que la distribucibdn de Jittner es vélida solamente
cuando los efectos cuénticos son despreciables, nuestros
resultados tuvieron que ser restringidos a temperaturas
(relativistas) no demasiado elevadas. A temperaturas muy altas la
creacibn ¥y aniquilacién de pares y, por tanto, los efectos de
degeneracidn, deben de ser considerados. Eso es 10 que haremos en
el presente capitulo, donde encontraremos una expresibn para el
tiempo de relajamiento térmico de una mezcla de electrones,
positrones y readiacién, interaccionando a través de dispersiébn
Compton y, también, a través de la creacidn y aniquilaciédn de
pares, aplicéndole a dicha mezcla el mismo formalismo. Dado
Que el efecto de los pares es lo que nos interesa estudiar, nos
restringiremos a temperaturas 3x10% K € T £ 10" K, puesto que a
temperaturas més bajas la produccidn de pares es précticamente

nula y a temperaturas mayores hay que considerar nuevas
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conplicaciones, tales como la aparicidn de neutrinos y de pares

de mescnes. Es ilaportante notar que consideraremos exrlfcitamente
a la ereacidn ¥y a la aniguilacidédn de pares cono mecanlismos ie

intercamtio de energfa entre materia y radiacidn, consideracidn

que, hasta donde sabemnos, no habfa sido hecha anteriormante.

Esto
es imnportante porque, segin veremnos, este resulta ser el
mecanisno dominante de transporte de energia entre materia h'g
radiescidn en una fraccidr importante del intervalo ds

temperaturas que estamos considerando.
Hasta donde sabemos, los inicos tratamientos previos del

tena son los de Sampson (1961) b4 Schweizer (1984), gqulienes

obtienen tiempos de relajemiento para la radiacidn en un Plasme

semirrelativista, pero sus cdlculos no son vdlidos para

tenperaturas kXgT ~ mc® (donde m es la masa del electrdn y kg la
constante de Boltznann) . En un artficulo posterior, el mismo
Sampson estina un tiempo de relajamiento para pares y radiacidn
(fisicamente diferente &l nuestro) por medio de una simple

extrapolacidn de sus resultados anteriores ~los de 1961- a

las
temperaturas relevantes (Sampson, 1962) . Como ni el sentido
£fsico es el nismo, ni la extrapolacidn 3s vdlicda, cualguler

comparacidn entre sus resultados y los nuestros queda fuera de

toda discusién.

93



e

1) Teoria

Considerenos una nmezcls de electronrnes, positrones Yy

radliacidn 2 denctemos las cantidades relativas a cada uno de -
ellos por medic de los subindices - + 7 T,
respectivanmente. Suponzamos ahora que cada una de las componentes

se encuentra en eguilibrio termodindmico con ella nmisma 7 que,
por tanto » podemos descritirla xor medio de una funcidn de
distribucién

de equilibrio con una cilerta temperatura. Dado gque
las interacciones coulombianas son nuy eficientes, podemnmos

suponer que los electrones y los positrones se encontrarén
siempre a una misma temperatura Ta= Te = T , mientras que 1a

radiacidn se encontraré, egn general, a una temperatura distinta

aue, por simplicidad, supondrenos suficlentemente cercana =a T

como para poder escribir T, = T + &7 con AT/T<1,., s flcil

ver
que, debido a la aditividad de la densidad de masa-energfa, este
sistema es formalmante egquivalente a uns nezcla binaria, siendo

la radiacidn una de las componentes y los electrones y positrones

la otra. (A partir de ahora nos referirenos a los electrones y a

los positrones simplemente como 'materiat b’ denotaremos las

cantidades relativas a ellos con el subindice n).

Dado que una mezcla binaria es un sistema que ya estudiamos

en el capftulo anterior, podenos escribir directamente su tiempo

de relajamniento térnico, el cual, segin 1la ecuacidn (IV.7),

P4



esti dado por

T '= I/ce, (Vo)

donde I se define en términos de la tasa de transporte de energia

(por wunidad de volumen) de la radiaciédn a la materia, &,, por 1la

relacidn

&, = -IAT , ' (V.e2)

siendo e, 1la densidad de energia de lz radiacidn y siendo el
punto sobre la variable, izual que en los capitulo; anteriores,
la derivada a lo largo de la cuadrivelocidad hidrodindmica U.

Adenis, la capacidad calorf{fica 'reducida' c4 estd dadae por 1la

ecuacidn (IV.8):

eyt = c;‘+ c et (Vv.3)
donde Cw Y cy 8s0n las capacidades calorificas por unicdad de

volumen, a velumen constante, de la materia ¥y de la radiacidn,

respectivanmente, y estdn dadas por
Cwmsye ~ ()ehvv/ aT). » ‘ (V.4)

slendo ew ¥ €v las densidades de nasa-energfa de la materia y de

la radiaciédn y n la densidad nunérica de bariones.




Supongamos ahora qgue lz nateria y la radiacidn interaccionan
tan solo a travée de la &ispersidn Compton de fotones ©po

£}

electrones libres 7 a través de la creacidn y aniguilacidbdn de
pares electrédn-positrdn. Entonces, la tasa *total de transporte des

encrgia de la radiacidn a 1la materis puede escribirse, usando la

aditividad de la densidad de masa-energia, como

év = _IGAT- I'AT » (V.i)

donde T AT e I ¢AT son las tasas de transporte de energfa (por
unidac de volumen) de la radiacidn a la nateria debildas a

disparsilén Compton Yy a creacidn F aniquilacidn de

peres,
respectivamente. De las ecuaciones (V.1), (V.2) y (V.5) se sigue
que
T =Tty T, (V.5)
donde
Tei'e = Tere/cy (Vv.7)
son

los tiempos de relajamiento t8rmicos que tendria el

sliatema
si hubiera

3clamente dispersidn Compton © sclamente creacidn

J
aniquilacidn de

pares, respectivamente. Las expresiones
=xplicitas para I. e Ig se obtienen de manera idéntica a cono se
obtuvo 1la ecuacidn (IV.4) a partir de las ecuaciones (IV.2) y

26 .



(IVe3) y de la definicidan de los términos cde colisidn dada por

(IT.7%).

Tty

Antes de segulr adelante es conveniente hacer notar que,
@5t

evidentemente, stos resultados tedricos son completanente
genexrales, esto 28, que los subindices 'c' y rp! se pueden
referir a cualguler par de mecanisnos de . intercamtioco de energis.
En la sigulente seccidn aﬁlicaremos los resultados al caso
particular (gue venfamos tratando) de que 1las componentes

interactien pcr dispersibdn Ccmpton y por craacidn y aniguilacidn.

2) Pares y radiacidn

-

En principio, deberfizmos de comenzar por escribir' las
integreles Te e Ig. Sin enbargo, no vale la pena escribirlas
completas ya gue, segln veremos a continuacidn, es posible hacer
una sinplificacidn gue es vilida prédcticamente en todos los casos
de interés astrondmicoc. Zn efecto, en el intervalo relevante de
temperaturas (3x10°® ¥ &£ T % 10" X, gue corresponde,
aproximadamente, a .05€¢6& 20) la densidad numérica de electrones
libres (que, por neutralidad el&ctrica, suponemos igual a la
densidad nunérica de bariones) es, en la mayor parte de los casos
interesantes, mucho menor que la densidad numérica de pares (gque
es 310 partfculaa/cn’®). En vista de ellc podemos +tOmMar Nae = N

Yo por lo tanto, los poternciales guinicos de electrones ¥



positronea valdrédn ceroc, segn 3e sigue de la ecuacidn (IXI.27) o

de 1la (A.10). Fr este caso encontramos gue
Te = (8c/kqaT*n") S ardpr, dpran, exp{_p[_(pn:').u]}
x (pet) {(x'-x)et] (p+x) *E™(prx-pr-x")

x 2REflY @ (v.8)

Ie = (2c/keT*n%) S ar. ar, ar, dfy exp{-p(_(p_+ p,)-u}}

x [(p- +p,)°U] Y (potpy ) 8™ (b +p, -k, -ka)

-~

x BB, N, T, 08, (V.9)

donde 6, y O son, respectivanente, las secclones para dispersién
Conpton (Klein-Nishina) y para aniguilacidn de pares, en el
sistema centro de momento, las p son los cuadrimomentcs de
electronas y posiltrones, las k son l1os cuadrimomentos de los
fotones, £ ¥y 2 son las funciones de distribucién de equilibrio de

los electrones (positrones) y fotones

£ = Lexp(p p»U)+1]-' . (Vv.10)



N o= (exp(P;:-U).q.| , (Ve11)

¥y los demds sfmbolcs significan lo mismo gue ean el capitule
anteriore. Las expresiones de las secciones eficeaces son blen
conocidas (ver, por ejemplo, Berestetskii et al., 1971) y pueden

escribirse como

Se (Dy%,0) = (3@ /16W) s (Ke,y) (Ve12)
Cp (1. 1P 20) = (363 /16T s, e, ¥7) . (Ve13)
donce
HKe = m?c?*/(p+x)* , (V.14)
o g’ = (p-+p,)'/‘(p-+p,)’— l.m’c’-) ’ (V.15)

g (ery) =-‘¢{1+(_(1-¢c)’/2] (1-7277 {1+ 2 +(1-wa) 7]
+ [(1-4.)+(1+-¢.)y']'/(_(1+u.)+(1--u)y]‘}. (V.18)
gp(tpry) = (e =1/ ){-172 + (2-1)/Cte?=7*)

- (et (et ¥, (v.17)
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e = 6.65x10 ¥ cn? es la seceidn de dispersidn de Thomson, & es
el 4dngulo de dispersidn en el sistenma centro de momento ¥
¥y = cos 8 .

Las integrales {(V.8) y (V.%) pueden reducirse a series de
intagrales cuddruples por ur procedimiento totalmente andlogo al
usado en el capftulo anterior para los mismos fines. Los cdlculos
se presentan en 81l apéndice D y aqui nos limitaranos.a escribir

los resultados, gque son:

(300 €xcke/3) (me/m)* 43 Tea (v.12)

Te

]

334ﬂ’¢',ck.(mc/h). é* i Tens (Vv.19)

I»
donde hemos definido ¢, el pardmetro de temperatura, como
$ = me’/(kgT) , (7.29)
¥ donde Ien © Tya estin dadas por las ecuaciones (D.2) y (D.11),

respectivanente.

Para completar el cflculo de los tienpos de relaejamiento,
ecuacidbn (Ve7), necesitanmos ahora calcular Cy » ec. (V.3).

Evidentemente
cy = 4LaT? (v.21)

donde a = 7.56x10'* erg/K" es la cornstante de la radiacién. La

1CO



capacidad calorffica de electrones y positrones ,Cums se slgue de

la bien conocida expresidén para su densidad de masa-energia

(véase, por ejemplo, Chiu, 1968) que, en nuestro caso (n. ny)d

puede escribirse como

Be = .+ £,=

-
-1
= 16ﬂmc’(mc/h)’s dw senh®w cosh’w [?xp(dcoshw)+ﬂ .

(V.22)

Usando la ecuacidn (V.4) obtenemos

-
Cem = 8%(mc/h)’keh’ Ssenh'w cosh®w dw/tposh(ﬁéoshw)+1] .

(V.23)

con lo cual el cdlculo de cyg, ¥» ©en consecuencia, el de T, estén

. completos.

3) Resultados y discusidn

Las integraciones se hicieron numéricamente por medio de

pProgramas estidndar de biblioteca, para valores del parémetro de
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temperatura é en el intervalo «.05 € 6 & 20, valores

al intervalo relevante de temperaturas
mencionado y justificadoe.

que
corresponden

provianonto

En la préctica, las series que aparecen

en I., (V.18), y en I,, (V.19), convergieron muy répidamente, de
tal manera que, en ambos casos, los primeros 3 términos fueron

suficientes para obtener una precisidn de una parte en 10°.

Los valores resultantes para Te , Te

Yy T estén graficados,
como funciones del parfmetro de temperatura ¢,

en la figura (V.1)
donde,

con fines puramente comparativos, se ha graficado también

el <tiempo de relajamiento tde Jittner' que obtuvimos en el

capitulo anterior y que no toma en cuenta a los pares.

Es evidente de la figura que, para temperaturas T2;8x10'x.
Te 68 mayor que e en un factor que varfa de 4 a 12, Se sigue

que en este intervalo de temperaturas la creacibn y aniguilacidn

de los pares es un mecanismo de transporte de

energfia entre
materia y radiacibdn més eficiente

que la dispersibn Compton, esto

es, en este intervalo de temperaturas,

el equilibrio se alcansza
esencialmente a través del 'contacto térmico' que se

establece
entre radiaciédn y materia por la creacidn de los pares.
Es interesante, también, notar la importancia de los pares

aGn a temperaturas relativamente 'bajas' (T~3x10°K) donde 1la
dispersién Compton ya es el mecanisso dominante en el intercambio

de energia. A estas temperaturas serfia de esperarse que

€ ¥y T3
fueran précticamente idénticos o,

al menos, del mismoc orden de

magnitud. Sin embargo, segiin se aprecia claramente en la figuras,

el primero

es alrédedor de 2 érdenes de magnitud mayor que ol
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Fig. V.1

Tiempos de relajamiento debtidos a dispersibn Compton
(Te), 2 creacidn y aniquilacidn de pares e~ e* (Ty) y a ambos
procesos simultincanente (e, para una mezcla de pares
y radiacidn (a temperaturas ligeramente diferentes) como
funciones de b. Tr es el valor obtenido en el capitulo

anterior (Fig. IV.2) v se ha anadido s8lo para efectos de
comparacidn.
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segundo. La diferencia se debe, precisamente, a los pares. Aln a
estas 'bajas® temperaturas, su densidad numérica- del orden de
102° partfculas/cm’- o3 mucho mayor que la denasidad numérica de
electrones *libres’ que se suele toener en las condiciones

astronSmicas 'normales' que se supusieron en el capfituloc anterior

para calcular Ty.

104



VI. GENERACION DE ENTROPIA. 28 VISCOSIDAD

Como una aplicaciédn mds del formalismo que presentamos en el
capfitulo Ix, en el presente capitulo calcularemos el 29

coeficiente de viscosidaad de una mezcla de gases ideales,

relativistas, en expansidn. El lector avisor pensard que esta
oracibn encierra una contradiccibdn pues lc6mo es posible hablar

de ‘viscosidad' entre gases ideales? Si fuesen, efectivamente,

1deales, ino habria viscosidad entre ellos! Con el £in de

entender el origen de esta aparente contradicciédn comenzaremos el

capitulo con una breve discusiédn sobre la 28 viscosidad. Bl

lector interesado en un tratamiento més detallado puede consultar

el capitulo I de Clarke y McChesney (1976). A continuacibén, en 1la

seccibédn 2, aplicaremos el formalismo de 1la teorfia cinética

relativiat. a una mezcla binaria de gases ideales relativistas

para obtener una expresidn general para su 28 viscosidad. En la

seccibdn 3 aplicaremos esta fSrmula genersal a una mescla de
electrones relativistas y radiacién interaccionando a través de
dispersién Compton. En la seccién 4 1la aplic.r.-dn a una mescla
de eslectrones y positrones en equilibdbrio tér-icé interaccionando

con radiacidn a través de dispersidn Compton y de creacibn y
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aniguilacidén de los pares. Por dltimo, en la seccidn 5, usaremos

los resultados de las seccilones anteriores para calcular la tasa

de zZeneracidn de entropfa, debida a esos procesos, 2n el Universo

tempranoe.

1) 2% viscosidad

TUn fluido fuera de eguilidbrio termodinfnmico se caracteriza

por 1la presencia, en s3u senoy, de gradiantes de las varliables

termodinénicas gue lo describen.
é1

Como consecuencia, se generan en

flujos macroscbdpicos irreversibles que tienden a establecer’

una situacidn de equilidbrio. Dado que estos flujos transportan

magnitudes fisicas (mesa, momento, etc.) de un punto a otro el

fluido, este tipo de fenbmenos se conocen cono *procesos de

transporte'. Su estudio tebrico suele ser muy comnplicado pero en

una gran cantidad de casos se obtienen excelentes resultados

suponlendo que, en 1% aproximacidn, la magnitud de los flujos es

proporcional a los gradlentes gue los producen (aproximacién

lineal). Las constantes de proporcionalidad, los llamados

*coeflclentes de transporte', son blan conocldas y entre ellas se

cuentan la conductividad t8rmica, el coeficiente de difusidn 4

las dos viscoaidades, gque son las gque relacionan los flujos de

momento con los gredientes de la velocidaad hidrodinénica del
fluidc.




‘La necesidad de dgcs coeficlentes de viscosidad proviene dsl
kecho de gue la presencia de gradientes de velocidad produce una
deformacidn en el fluido 7, en general, cualguier deforizacidn es
una combinacidn de dos deformaciones independientes: una
tangencial (o de corte), en la cual las capas del fluvido se
deslizan unas sobre otras, y una volumétrica, gque consiste en una
expansidn o una ccntraccidn 'hombéloga' del fluido. Zn el primer
caso el coeficiente de proporcionalidad recibe el ncmbre de
*pPrimer coefilciente de viscosidad? (o, més brevamgnte, 18
viscosidad o viscosidad de corta) ¥y en el segundo caso hablanos
del '*segundo coeficiente de viscosidad' (o 28 viscosidad )
viscosidad volumétrica).

La viscosidad debida a nmovinientos tangencilales es la nés
conocida ¥y, tanbién, la mds fdcil de visualizar. En ella el
transporte de momento entre capas azdyacentes del fluido se debe,
a nivel nicroscépico, al intercambio de particulas con momentos
'promedio!' diferentese.

En el caso de una expansidn, en cambio, un necanismo
nmicroscépico capaz de transportar momento entre diferentes
regiones del fluido no es tan evidente ya que las parifculas més
lentas ae rezagan cada vez mis respecto a las més rdpidas v
cualgquier interaccién directa entre ellas se vuelve imposible. Es
claro, entonces, que la 22 viscosidad tiene gque originarse en
interacciones gque transporten momento 'a distancila?‘, o Sea, en
las fuerzas intermolecularese. Por lo tanto, la 2% wviscosidad es

despreclable en fluidos dilufdos y, de hecho, es formalmente
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igual a cero en el modelo micrcscdosico mAs conmiin, en el cual se
supone que las vartfculas que constitujyen al fluido sbélo
interactian a trazavés de colisiones. In sfintesis, la viscesidad
volunétrica puecde ser importante solamente en “luidos densos.

¢A qué se debe, entonces, gque se hable de una 2% viscosidad
entre fluidos que s8élo interactian por colisiones? La razdn es la
siguientes es bien sebidoe gque en todo proceso irreversilible se
gZenera una cierta cantidad de entropfa. En la aproximacidn
lineal, que es en la que estamnos trabajando, la tasa de
generacidn de entropla durante un cierto proceso rasulta estar
dada, esencialmente, por el producto del coeficlente de
transporte del proceso en cuestidn y el cuadrado del grediente
‘correspondiente (resultado evidente, por cierto, va que los
coeficientes de transporte son no-negativos y la generacidn de
entropfa debe ser también una cantidad positiva). En particular,
la tasa de generacidn de entropia por viscosidad volumétrica es
prororcional al cuadrado de la &ivergencia de la velocicdad
hidrodindmica o, lo gue es lo mismo, al cuadracdo de la tasa de
expansidn, y la 22 viscosidaed es la constante de proporcionalidad
(ver ecuacionesz IT.24 y IT.41).

Puede ocurrir, sin embargo, que un sistema ideal en
equilibrio termodindmico se salga de esa situacidn de eguilibrio
cuando sufre una expansidne. Tal es @1 caso, por ejemplo, de una
mezcla de fluidos reaccionando guimicanente, ¥ya que las tasas de
reaccibn dependen de las conceniraciones de los reactantes ¥

cuando éstas varfan cono consecuencia de la expansidn, el sistena
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se sale de equilibrio gquinico. Otro ejenplo es el de une mezcla

de Esases cuyos exponentes adiabidticos son diferentes. In esta

caso, gque es el que estudiaremos nds adelante, la expansidn
‘tenfria’ de manera diferente a las diferentes componentes 7 el
sisterxa se sale da equilibrio térmnico. En escos casos, como

consecuencia de la ruptura del equilibrio, aparecen procesos

irreversibles que nada tiensn gque ver con pProcesos viscosos pero

que generan entropia a una tasa gus también resulta ser

proporcicnal al cuadrado de la tasa de expansidn. Ts aquf donde

se genera la confusidn pues al coeficlente de proporcionalidad se

la suele dar tarbién el nonmbre de '22 viscosidaad?', siaplemente

por semejanza con el caso Vviscoso, cuando gue seria mds adecuado

llamarlo, a falta de algo mojJor, '22 wviscosidad equivalente'.

En lo que silgue, vamos a calcular la t2a viscosidad

eguilvalente' de una mezcla de dos gases con diferentes exponentes

adlabAticos pero, para mantenernos dentro de la tradiciébn, nos

referiremos a ella simplemente como '228 viscosidad' o *'viscosidaad
P .

" voluméirica'.

2) Teoria

Consideremos una mezscla binarieae de geses ideales

constituidos por partfculas con masas my (i1 = 1, 2) y deacritos

por funciones de distribucidbn £, tal y conmo lo hicimos en el
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capftulo IV. 21 intercambio de energia entre anbos gases estaréb

dado , enton.ss, por la =acuacidn (IV.2)

&, = U,T-‘:v
= (Zc/h’)g ar, (peU)(Cu + Cua ). (VI.1)
Igual que sa2 el capitulo IV, nos restringiremos =1 caso de
diferencias segquefias de temperatura entre ambas componentes por

lc cual pode :>5 escribir, a primer orden a2n BT,

&, = I AT , (VvI.2)

con I dada 7vor la ecuacidn (IV.4). 1 tiempo de , relajaniento

térmico de 1. mezcla es, =2ntonces, (ec. IV.7),

T = Icye', (VvI.3)

donde cy, 1. 'capacidad calorifica reducida' del sistema, estl

deda por la =-:.(IV.8),
o et = et oyt (VI.4)
siendo ¢, ¥y s laa capacidades calorificas por unidad de volumen

de cada une :3 las componentes.

Ahora bisn, la tasa de generacidn de entropfa por unidad de
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volumen debida a las partfculas i1 est& dada por (ver eacuacién
I1.82)

Si,".’. = nk.i;
- (gc/h‘)k.xdl‘; In(f. /£.) PR Lism (VI.S5)

donde S/ es el cuadriflujo de entropia, n es la densidad numérica
de bariones, si.es la entropfia por baridn medida en unidades de k
(entropfa ndi-onaion;l por barién), f. es la funcién de
distribuciédn de las particulas 1 y ?;- 1+ &, con €Ei= 1, 0 6 -1,
segin que se trate de bosones, particulas clésicas o fermiones,
respectivamente. El punto sobre la variable s, representa, comno
slenpre, la derivada a lo largo de U™, Una vez més, supondremos

que c.aa componente esti en equilibrio termodindémico con ella

misma y, por lo tanto, tendremos
. -t
£, = {oxptﬁ‘.(-/'i + p.* U)] —e;} - (vi.e)
Sustituyendo esta expresién en la anterior encontramos
nkyd; = (Sac/h')kgs ar, gilp,eU) p fi,n

= UuT{%y /Ty = @./Ti o (VI.?7)

que es, simplemente, la primera ley de la tormodinémica a volumen
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constante. De esta relacidn y de la ecuacidn (VI.2) se sigue gue

la produccidn total de entropfa por unidad de volumen ¥ por

unidad de tiampo es

.
nke3 = nlkeg3, + nlkge3a

1

I(AT/T)? . (vi.s)

In todo este cdlculo hewmcs supuesto que el volumen del

slistema permanece constantae. s claroy, s8sin enbargo, gque el mismo

razonaniento algue siendo vdlido para un sistena con volumen

variable siemnpre y cuando la escala de tienvo con la cual cambia

el volunen s8ea muy largas conparada con su tienpo de relajamlento.
Suponiendo que este es el caso, calcularencs a continuacidn la
viscosildsad volumétrica de une mezcla de 2 gases ideales en

expensidn.

Supongamos que el sistema se¢ encuentra, en un momento dado,

en equilibrio termodindnico a una temperatura T y sea

Te = \n/fA\ (VI.9)

-

su tienmpo caracteristico de expanzidn. En general, uno ce los

efectos Qe 1la expansidn serd el de desplazarlo de esta situacidn
de equilibrio. Sin embargo, segin acabvamos de mencionar, si Te>T
(donde T , el tiempo de relajamiento térmico del sistersa, estd

dzdo por la ecuacién VI.3) el volumen del filuido puede

112



considerarse constante durante una fracecidn de tlenpo
suficisntemente larza como Ppara que =us componentes alcancen un
*ceasl-eqguilibric' téraico cada instante. Tn consecuencia, pnodemos
aproxXinaxr lae expansidn 'real' por una sucesidn alternada de dos
procesos: (1) una expansidn isentrbdpica muy répida, con una
duracidén Atec T , seguida por (2) un relajamiento a equilibrio
térmico, a volumen constante; con una duracidn At~% (ver figura
VvI.1). Il efecto del primer procesoc e3 el de desacoplar 1las
temperaturas de les componentes (sismpre y cuanrndo sus exponentes
adiabiticos sean diferentes, 1o cual supondremos que ocurre) y el
del segundo es el de generar una cierte cantidad de entropfa.
Supongamos que durante el Primer proceso la densidad

nunérica do bariones cambia en dn con

dn«<n . (Vi.10)

Entonces, las temperaturas de las componentes cambiarén a
T; = T + (dT:/¥n)y; dn , (VI.11)

de tal nmanera que se establecerid una diferencia de temperaturas

dada por



Vconst

Fig. VI.1

La evolucién del sistema en el tiempo se ha aproxinado
como una sucesidén de expansiones adiab&ticas muy breves
(A t««®) seguidas por un relajamiento isocdrico a equilibrio
térmico en un tiempo~® . La aproximacidn es valida siempre
que Tee« Te, el tiempo de expansidn.
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= ‘_(3Tg/)n),‘ - (dT, /311),:1 dn .

Ahora bien, es fdcil denostrar,

Termodindmica, ecuacidn (II.1)

‘es una operacidn connutativa, gue

(9T/ 9n)g = ( @/ Bs)../.(n’k.) .
Pero, usando una vez mas la primera ley,
(D_S/ 2p)a = ( @e/ 2p)n/(nkeT)
con lo cual la ecuacidn (VYI.13) se ccnviertg en
(9T/9n), = T(2p/ dela/n

Sustituyendo esta relacién sn la ecuacidn (VI.12)

finalmente,

at = t[(2p:/ 2eida- (25.7 2e. ).](dn/n) .

Antes de segulr adelante conviene notar que esta

Junto con la condicidén (VI.10),

nencionada anteriormente de gyue

11

AV

ndo la

necho de gue la

es conglstente con la

(vi.12)

ley de 1la

derivacidn

(VI.13)

(VI.14)

(VI.15)

obtenemos,

(VI.16)

relacidn,

hipbtesis



AT ¢S T, (VI.17)

Dado que todo el proceso (1)+ (2) ocurre en un intervalo de

tiempo ~ ¥ », tenemos gue
dn ~ R T (VvI.18)

lo cual, junto con las ecuaciones (YXI.8) y (VI.16), nos da pars

la tasa de creacidn cde entropfa por unidad de volumen
nke2 = I ' ((pe/Peadn - (dp./2e00.]" (A/n)* . (VI.19)

Comparando este resultado con la definicidn de la viscosidad

volumétrica % (ec. II.Z1),

nkeS = (%/7) (&/n)* , (VI.20)
se sigzgue que
S = 1T 7 [(@pa/2eadn - (3pi/2000.]7 (VI.21)
relacidn que, por nedio de la ece. (vr.3), tambis&n puede

escribirse como
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n

(ch’/I)[(bpt/aG;)‘ - (ap-/ae- )u], =

Teeel(d0a/2e0)y - (22073000 7 . (VvI.=22)

Las ecuacilones (Vvi.21) ¥y (Vi.z22) son las exzpresiones

tedricas buscadas. Ern lo que sigue, las anlicaremos para obtener

rssultados numéricos =n un par de casos esgecificos.
3) Gas cde Jitiner y radiscidn

En esta seccidn calcularemos la 28 viscosidad de una mezcla

de electrones y fotones en expansidn, suponiendo que interactfian

solamente a través de cispersidn Comptone. Consideraremos

exactamente el mismo sSistenma cuyo Ltiempo de relajamiento térnico

fue calculado en la seccibn 2 del capfitulo IV, seccidn a la cual
referimos 21 lector para una descrircidén detallada del modelo hid

de sus lfnites de aplicabilidad, 3 cuya notacidn seguiremos.

De las ecuaciones (VI.22), (TZed) ¥ (TVe14) obtenemos la

viscosidad voluméirica de la mezcla
5 = 4at¥Teom/(cm+ 4ar®) [1/3- Op-/ae-).]’ » (VI.23)

donde el subindice m se refilexre a la materia (o Sea, a los
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alectrones), y donde (ec. VI.3)

T = lsaT’cu/(cmr 2aT)} /1 , (VI.24)

con I dado por la ecuscidn (IV.13). Adenis, hemos usado el hecho

de que, para la radiacidn,

(9pe/de)a= 1/3 . (VIens)

Es interesante conparar nuestro resultado con la expresidén

encontrada por Weinberg (1571)

Se = satvz (173 - (dpr2e).] (VI.26)
donde
P = P + aT/3 (VI.27)
¥
e = ewm + aT" (VvI.28)
son

la presidn total y la densidad de energiza total del sistema,
respectivanente. De las ecuaciones (IV.6), (VI.27) y (VI.28) es
f4cil demostrar gque
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(DP—/Be—)q= 1/2- (cem + 4a3T*)/Cwm [1/3— (3?/38):}, (VI.29)

la cual, junto ‘con la segunda ecuacidn de (VI.2Z2) Yy la ec.

(VI.26), nos da
B = (1 + 4aT*/Cewm) Sw - (VI.30)

Obvianante, la f8rmula de VWeinberg es tan sclo el casoc particular
en 2l gque la materia domina.

En wvista de gue los cflculos numéricos de T y de cy ya
fueron descritos en la seccibén 2 del capitule IV » aqul nos
limitaros a dar los resultados numéricos para S5 en la figura
VI.2, donde hemos graficado los valores de (S /nkaT) en funcidn
del perdmetro de tenperatura #. Conviene recordar -que estos
resultados se refileren Ginicanente al caso de densidades
béri&nicas n < 10* partfculas/cn®. Para finalizar, es interesante
notar gue (3 /nkaT) varfa con la temperatura aproximadanmente como
g%,

En la seccibdn Final del capftulo presentarenocs una

aplicacidn de e3tos resultados al Universo temprano.



1 i | 1 | 1

[
{ 2 3 5 |O¢ 20 30 50

Fig. VI.2
Viscosidad volunméctrica (en unidades de nlkgT) de una

mezcla de electrones Y radiacién ligeramente fuera de
equilibrioc térmico, como funcidn de #.
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4) Pares electrdn-positrdn y rediacidn

Considerenos ahora una neczscla de electrones, positrones 7
radlacién en la cual los electrones 7 los positrones se
encuentran en equilibrio termocdinédmico entre ellos, a una

tenperatura Ty mnientras gque la radiacidn se encuentra a una

temperatura ligeranmente 2iferente T + AT con AT/T & 1.

Supongamnmos, ademis, que los pares y la radiacidn interaccionan

solanente a través de dispersidn Compton y de 1la creacldén y

anigquilacibdn de los pares con el canpo de radiacibn. Este sistena

es exactamente el mismo que estudiamos en el capfitulo V, el cual

referimos al lector para una descripcidn miAs detallada del =mismo

asf{ como de sus limites <=2 aplicatilidad.

Cono el slstema se comporta como una mezcla binaria (ver
capftulo V), .su viscosidad volumétrica estdi dada por la ecuacidn

(VI.22),

S = 7e, v (1/3 - (Ppas?end) (VI.31)

donde el subindice 'm' significa 'materia', o sea, electrones y

positrones, ¥y donde T s €1 tiempo de relajaniento térmico de la

mezcla, estd dado por (2c. V.6)
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T ' T+ TS (vi.32)

con Te y Ty definidos por la ec. (V.7)s Usando 1la relacibdn

anterior, es fdcil convencerse de que la ecuacidn (VI.31) se

puede escribir como

5 = e+ B¢ (VI.33)

donde B¢ y S, son 1las viscoaidades volumétricas debidas a

dispersidén Compton y a creaciédn y aniquilacién de pares,

respectivamente, y estén dadas por ecuaciones idénticas a la

(VI.31) con la Gnica diferencia de que aparecen Te § Ty, segin el

caso, en lugar de T

El cdlculo numérico de S no presenta mayor dificultad. Como

T , el tiempo de relajamiento de la mezcla, Y Co> su capacidad

calorifica ‘reducida', fuercn calculados numéricamente en 1la

secciédn 2 del capitulo anterior, 8610 nos hace falta calcular

( ap/®e). - Pero ni asiquiera este cflculo es necesario, por 1lo

siguiente:s segiin se menciond en el capitulo V, los célculos

numéricos 1los efectuaremos fGnicamente para el caso de pura

radiacién en el vacfo (densidad baribdnica = 0); se sigue que el
potencial quimico vale cero y que, en consecusncla, P Yy e son

funciones solamente de la temperatura. Por lo tanto tendremos que
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(d0/92)n = (dp/de) = vg*/e® ' (VI.32)

donde vs es la velocidad del sonido en la nezcla. Pero los

valores de Vs fueron calculacdos, coino funclones de la

temperatura, en el capfitulo III, de donde los tonaremos. Con todo

lo anterior, el cdlculo de ¥ estd completo. Los resultados para

Sc » S¢ ¥ S » como funciones del pardmetro de temperatura $, se

Prasentan en la figura TI3. Es intercsants notar que la

viscosidad volumdirica total presenis un valor midximo en g~ 3.

5) Creacidn de entropia

‘Como una aplicacidbdn sencille e inmediata de los resultados

anteriores, vamos a calcular, a2 continuaciébdn, la tasa con la cual
los pProcesos que hemos visto debieron de producilr entropia

durante la expansibén del Universc temprano. Usaremos el mismo

modelo de Universo que en al capitulo IV, asf gque el vealor de ¢
en un instante dado y la tasa de expansidédn en el mismo momento

estaridn dadas por (ecs. IV.20 y IV.21)

g = 0-39,'t(segs.) (VvX1.35)



T

i

b

(4] 5

.06 0.1 0.5 1 &

Fig. vI.3

Viscosidades volumé&tricas detidas a dispersidn Compton
(Se), a creacidn y aniquilacidn de pares e~ e® (S¢) y a anmbos
Procesos simultineamente ( S¢), para una mezcla de pares ¥y

radiacidbn (a temperaturas ligeramente diferentes) conmno
funcidn de §.
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\n/2\ = 2t/3 . (VI.386)

Por medio de ‘estas relaciones podenos escribir la scuacidn
(¥I.20), que nos dz la tasa de generacidn de entropila,

como
% = 5.22107" 7N (S /nizgT) (VI.37)
© blen como
ng = 6.36x10" 35/4° . (VI.323)

La prinera relacibén da 1la

tasa de generacidn de entropila

adimensional por baridn, ¥ es més Gtil cuando se trabaja con el
gas de JUlttner (sececidn 3), mientras que la segunda, que da la
tasa de creacidn de entropia por unidad de volunen, es la que hay
que usar cuando no se tienen bariones (el sistema estudiado en 1la
seccidn 4).

Tomenos ahora $ = 1, un velor gue Juzgamos repvresentativo.

De la £izura YI.2 vemos ue ,
= aQ

temperatura, (S /nkgT)~ 10" sez., con lo cual (de la ec. VI.37)
°

8 ~10"* sez.-' Para saber si este nénero es (o no) inportante,

para un gas de Jittner & este

es
necesario conpararlo con el valor de s ( en ¢ = 1, obviamente).
" En  principio tendriamos que sumar las ecuaciones (IT.110) v

(XT.131) pero, cono estamos en el casc en qgus

la radiacidn donina
por conpleto a la nateria,

es suficlente con la 25 ecuacidnr.



Suponiendo n~ 10* partfculas/cm?, cue es el valor maximo
pernitido, obtenemcs para = un valor minimo de s ~ 106" . &g
evidente gque este proceso no contribuyd = crear sntropise en 1las
fases tempranas del Universo.

Para el caso de los pares (tomando una vez nis b = 1),
venos, de la figura VI.3, que B ~ 10°¢ polse, con lo cual la ece.
(VI.38) nos da n%~ 10" (cn® s22)' . Por otro lado, de las
ecuaciones (IZ.2), (IT.121), {(IZT.122) ¥ (IT.131) se tierne gue (ern
$ =1, desde luezgo) ns~10* cm "*. Se sigue qgue estos Dprocesos
tampoco fueron importantes en la produccidn de entropfa en el
Universec tempranc. =3 Jjusto mencionar gue este resultado ya habia

sido previsto por Weinherg (1971).
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APENDICE A

Consideremos la distribucién
-\
£f_ = {oxp(ﬁ(co-hv - ’B + 1} . (A.1)

Para bajas densidades baribnicas tendremos que |<;1; el argumento
de la exponencial s necesariasente positivo Y por tanto,
podencs expander f_ en potencias de oxp[g‘(co.hv - sf}. Obtenemos

asf

£_ = ii (-1 .xp‘:(l‘)(co-hv - sﬂ

Awy

[ d

- i: (-1)"" exp(16s) exp(-lgcoshw) . (A.2)
FY)
Sustituyendo en 1la expresidn (II1.20) y recordando que 1las
funciones modificadas de Bessel se pueden escriblr como
(Abramowits, 1968)

o

Ku(x) = Soxp(—xco.ht)eolh(nt)dt (A.))
o



encontramos ,después de una integracién por partes,

n_ = 8f(mc/n)* P (-1 exp(16z) K, (2817 (26) . (Aed)

De manera totalmente anfloga, sustituyendo (A.1) en (IIX.21)

y (111.22) y utilizando les representacidn integral

(Abrasowits,
1968)

Kp(x) -[x“/(zn-1):a Sexp(—xcosht)aenh‘tdt . . (A.5)
obtenemos

P_ = an-c'(-e/n)'i(-n"‘ exp(1dz) K(14)/(14)" , (A.6)

&
Yy
e_ = Bumc®(me/h)* i (-1 exp(1d2z) Ka(1£)/(14)° x
f LYY
= [avrcasm- 1], (A7)

donde

hemos utilizado la conocida relacidn de recurrencis

Kpal{x) = Ky (x)+ (2n/x) Ka(x) (A.8)

¥ hemos definido
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G(x) = Ky(x)/Kal(x) . (A.9)

Es evidente que s8i en todo lo anterior hubiéramos useado f,

(positrones) en lugar de f_, habrfemos encontrado ( para ne, P, ¥

e,4) expresiones esencialmente idénticas a las anteriores, con la

inica diferencia de que, en lugar de =z, tendrfamos -z. Por lo

tanto, el exceso de electrones sobre positrones - que, sl

suponemos neutralidad de carga, debe ser igual a la densidad

nusérica de bariones - esté deado por:

= 16m(me/n)* Z (-1)' " senn(142)K5(24)7(26) . (A.10)

I FYY

De la misma manera, la presién y la energias totales de electitrones

Y positrones son:

P_ * P4=

o
= 16nmc® (me/m)* D (-1 cosn(162)K,(28)/7(28)° (A.11)

Az
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= 16fmc® (mec/h)* 2 (-1 cosh(163)K2(18) x

\

= \1srcaagr- 1 70 . (A.12)

En 1la préctica, las sumas se calcularon por =medio de

aproximaciones polinomiales para las funciones wmodificadas de

Bessel cuya precisié4n es de una parte en 10" (Abramowits, 1968).
La convergencia es, por lo general, muy répida;
favorable (¢ =

en el caso menos
e5) fueron necesarios 100 téraminos para obtener
una precisiédn de una parte en 10%.

Es Anteresante notar que el téramino 1=1 de las series

corresponde al caso del gas de Jiuttner-Synge; los términos desde

1=2 en adelante son, por tanto, las correcciones cufénticas.

NStese también que, alin en el caso de pura radiaciédn en el vacio

(=03 no hay bariones), el niimero de pares es tan elevado, cuando

gd~1, que los efectos cufnticos no pueden despreciarse.
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APENDICE B

En este apéndice describiremos las técnicas usadas para

evaluar le integral de colisié4n I, dsda por les ecuacién (IV.5).

rl procedisiento es wmuy 1largo, asi

subdividido.

que lo presentarencs

1) Integraciébn en el sistema centro de mosento

Para simplificar la integral usaremos el procedimiento

descrito en el capitulo XIII de de Groot et al. (1980).

Comenzasos por definir nuevas variables por las relasciones
P’ = pr+ k- (B.1)

"= MMp.- x,) (B.2)

donde

131



N =Y prpype (B.3)

o8 el proyector ortogonal a P. El sentido fisico de estas

variables es mids o menos claro.

P es simplemente ¢l cusdrisomento
total

(que se conserva en le colisidén) y Q esté& relacionads

con
el cudrimosento relativo.

La transformacién inversa a (B.1)

y
(B.2) es

pr= (_(1+4)P’~ Q~)/2 (B.4)

x’= (_(1--&)?’- Q}/2 , (B.5)
donde

< = a’c"/P" . (B.6)
Para

las variadles primades se encuentran relaciones sivilares.

La transformacibn de las diferenciales results ser (ed
lector interesado en los detalles puede consultar 1la

ya mencionsads)

referencia

ar, dru= a“p a%q §(req) S{Q* + ®'c® (1-w)*/x} «x

x B(P*) B(P® - m%c’) , (B.7)
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donde © es la funcidédn escalén de H.svisido. Para las variables

primadas se obtienen, una vez méfs, relaciones semejantes.

Sustituyendo las relaciones anteriores, Y sus contrapartes

primadas, on la expresidn para I obtenemos, después de

integraciédn trivial sobre P',

una

I = (38%°c*L,0r)/(16MkeT*h*) Sd"l’ exp(- B PeU)(I") (B.8)

donde la integral sobre los cuadrimomentos relativos I' esti dads
por

1+ ={ a'qa%qr §(req) S (Peqr) Slatemte(1- ) /4] x
x S(Q'*+m®c’(1- =) /=] W' glx,y) x

= {(e-a"r.u] {[Q*('l-«)?]-u} . (B.9)

y donde las funciones © de Heaviside deben de tomarse en cuenta

en 1la integracién sobre P. Es fécil convencerse, mediante un

simple argumento de simetria, de que 1la contribucibébn a 1la

integral del factor (PeU) es idénticamente cero.

A continuaciédn evalusremos I en el sistema centro de

momento. Entonces PA = (P,0), Q* = (0,9) y Q'» = (0,3').

Expresando las componentes espacliales de Q7 en coordenadas

esféricas tenemos que
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aqQ = aQ°=| g\’ d\gla e, (B.10)

Yy podemos integrar sobre Q°, Q'*, \S\ ¥y \8'| por medio dAe 1las

funciones delta. Usando la relacién
SSL:(:)] ax = \£r(x,)|" S S(x-xo)ax , (B.11)
do‘ndo £'(x) = ar(x)/dx y f(xe) = O, obtenenmos
L [(1-«)'/4]{.::\. a0e MR glat,y) x
x [(g-r)-g](g-gﬂ (an)

donde U es la 'tri-velocidad' asociada a U/ y donde el integrando

debe ahors de evaluarse para

Q.-Q'.-O.

181 = \q't = mcf{Cr-wi/zm] . (B.13)

Tomenos ahora el eje 3 a lo largo de U, de tal sanera que T =

(u®,0,0,0"% ). Las componentes U® y U® pueden escribirse

covariantemsente como



(U*)* = (PeU)*/P*
(U®)* = (u*)*'- c°*, (B.14)
que son relaciones que usaremos mis adelante.
La diferencial de &ngulo 86lido puede escribirse como

dfleq = dx AY donde x = cos ® (con una relacibdn idéntica para las

varisbles primadas) y, como

"QeU = mcU" [(1—«)/&?]:: . (B.15)
I' nos queda

I = [-'e'(u‘)'h-u)"/(l.-c)] gdxdx'd?d\t'

R x(x-xt)gl=,y) . (B.16)

Ahora bien, el factor N puede escribirse como
R = 14N = (1-E)"', (B.17)

donde

E = exp(-a-bx) (B.18)
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con

a = ($/2¢) ((1-) /U

b = aU%/U" (B.19)

y el factor N se Puede escribir de maners totalmente andlogs con

N', E' y x' en lugar de N, E, y x. Como vemos, solamente gl(«,y)

depende de los &ngulos asisutales ¥ y ¢, ya que, obviamente,

y = xx'+ JAI-x"f1T—x"" cos(R-9') . © (Be20)

La integral sobre ¢ y @' puede evaluarse de la siguiente
asneras expandamos g(,y) en términos de polinosios de  Legendre
de argusento y, esto es,

[
g(xX,y) = Y gu(=)Paly) , (B.21)
XY J

donde Pgp(y) es el polinomio de Legendre de orden n Yy donde g,{(o¢)

estdé dado por

L]
Bn(x) = t}2n¢1)lz]j g(x%,y)Pun(y) ay. (B.22)
-t

Entonces, usando el teorema de la adicibn parae los araSnicos

esféricos, que en nuestro caso puede escribirse como




1w
S atd ' Pu(y) = 4«1 Pa(x)Pu(x'), (B.23)
©

obtenemos

I' =[M*ete’(U%) " (1-e)" /o) gnl(=)Inla,b), (B.24)

donde hemos definitdo

Jn(a,b) = g X(Xx=x?)Pa(x)Pul(x')dxdx’/(1-E)(1-E'). (B.25)

Las evealuaciones de gu(ot) y de Jn(a,b) se describen en 1las

secciones 3 y 4 de este apéndice.

2) Integracibn en el sistema 'en reposo’

Regreasemos sahora a la integral sobre P~ = (P°*,P), la cual

evaluaresnos on en el sistema 'en reposo’', donde U = (c,0).

Usando coordenadas esféricas para P

las integraciones angulares
se triviuliz.n. dando tan s88lo un factor de 41T. FPara integrar
sobre P* y P definimos las nuevas variables v y v por las

relaciones
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donde v y w

respectivaments,

transformacibdn es

b &)

Adeumés,

P®* = mcv coshw

\P| = mcv senhv ,

varian

debido

de

1 a infinito Yy

a las funciones O .

Vo(re,1R1)/ @ (vow)l= mte’v

de las ecuaciones (B.14),

(U®*)*® = ¢® cosh'w

(U%)* = c* senh’w .

de las ecuaciones (IV.11) y (B.19),

oA = 1/v"

a = (d/2)coshw (v’°=-1)/v
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(B.26)

(B.27)

de o] a infinito,

El Jacobiano de la

(B.28)

(B.29)

(B.30)



b = a tanhw . (B.31)

Sustituyendo todo lo anterior en (B.8) y usando el valor de

fo dado por (I1.112), obtenemos finalmente

I =[3nworcd’m®c’ke /320 °Ka(8)) T, Ins (B.32)
donde
ITn = dedv(}v'-1)'/v'} senh"w exp(-gdvcoshw) guJn . (B.33)

3) Célculo de g.(=)

Para calcular la integral (B.21) comenzamos por definir

nueva variable

u = (1+«)/(1-=) . (B.34)

Con esto la ecuacidn (IV.12) se convierte en

glx,y) = glu,y) = 1+ (1-y)*/(u+1)(u+y) +

+ (1+uy)*/(u+y)® =



L2

L

= y/(u+1) + u/(u+1)+ u’-~- 1 +
+ (ur1) (1+2u-2u®)/(u+y)+ (u*-1)"/(u+y)* . (B.35)

Sustituyendo esta expresibn en (B.22):s

1Y
ga(u) = [(2n+1)/2] {‘J/(u+1)}§y?-(y)dy0

+

(u/(us+1)+u®-1] SP-(y)dy#

+

(u+1)(1+2u-2u’) S Pu(y)dy/(u+y)+

+

(6'-1)'S Pu(y)dYI(u*Y)'_'} . (B.36)
-8

Las pPrimeras dos integrales son inmediatas y las dos Gltimas
pueden expresarse analfiticamente en térainos de las funciones de

Legendre del segundo tipo Qu(u) definidas como (Abramowits
Stegun, 1968)

y
s
Qa(u) ={(-1 )‘Iz]SP-u(y)dv/(uﬂr) . (B.37)

De la definicidn y de relaciones de recurrencia bien conocidas se

sligue que
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L]
S.P.\(y)dy/(uﬁ-y) - 2(=1)"Qu(u) (B.38)

Al
Sv-u')ay/(uoy)' = -2(-1)" (aQn/au) =

= -2(=1)" (n/(u*-1)] (uQa(ud- Qa-(uw)] . (B.39)

Sustituyendo estas relaciones en (B.37) obtenemos finalmente

gal(un) = [u/(u*1)+2(u'-1 )] Sae + &a/ (u+1)
+ (=1 (2aen) (aen) {D-(ne2)utu-1] Qatu)s

+ n(u=1) q....(u)} . (B.40)

4) Cllculo de Jn(a,db)

Para evaluar Jn (a,b) comensamos por definir 1la 1n€o.r-1

sauxiliar Sw por

[}
Se = (1/2) S x"Pna(x)dx/(1-E) . (B.41)
-t
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De esta definicidn y de la definicién de Ju(a,d), ec. (B.25), se

sigue que
TJu(a,b) = 4(SeSa- S:*) . (B.42)

Ahora bien, es un hecho conocido que los productos x*Pa(x) Yy
xPa(x) pueden expresarse en téraminos de combinaciones lineales de
polinomios de Legendre Pg(x) con 1 = n-2, n-1, ecep, n+1, n+2. Por

lo tanto, para calcular Sw basta con considerar la intaegral
1]
Av= (172) [ Pa(x)ax/(1-E) =
-t

[y - .
= /2 { max + (/Y { zieacxrax =
-t e -t

[}
- (1/2)S Pa(x)dx +

- 1

+ (1/2)}E Oxp(—uj)g oexp(-bjx)Pg(x)ax , (B.43)
“‘ -t

donde hemos escrito explicitamente el término J = 0 para evitar

complicaciones que aparecen debldo a aparsntes divislones entre

cero. La ﬁltii. integral es, esencialmente, una funcibdn esférica

modificada de Bessel, ya que estas iltimas se definen como
(Abramowits, 1968)

\]
12(e) =[(-1 )‘/z]goxp(--x)r,(x)dx . (B.s4)
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con lo cual Ag se convierte, finalmente, en

Ag= &g + (-1)’2 exp(-aj)is(bj) . (B.45)

s

Usando todo 1o anterior, y la relacidédn de recurrencia para

funciones ig(s)

19.,(8) = ‘_(21+1)/.]:|.g(n)+ 1g0i(8) (B.46)

obtenemos, después de un 4lgebra muy larga y tediosa,
directa,

-
So= J-\o + Z 1a(byl) oxp(-nj) »

38
S, = 6‘.../3+§_'_[n1.(b4)/(b:)+ 1nei(3)] exp(-a3) ,
[}
Se= Sae/ 34280/ 15+ {[un(n-n/(b;)-) 1a(bl)-
438

- (2/53)1...(1::)} exp(-aj) . (B.47)

Con estas relaciones, el cflculo de Jn(a,b) estf completo.
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APENDICE C

En este apéndice demostraremos que el resultado que

obtuvimos para la integral I en el apéndice B, ece. (B.32), se

reduce en el limite no- relstivista, esto es, cuando ¢§ —>» ©O0 , al

resultado analitico encontrado por Weymann (1965) que, en nuestra

notaciédn, se escribe como

Iw = 4ncrcaT'(ke/mc”). (C.1)

Para ello consideremos el cosportamiento del integrando en 1la

ecuaciédn (B.33) cuando § se hace muy grande. Es evidente

que,
debido al factor exponencial, la contribucibdm a la integral
cusando v Yy w difieren apreciablemente de sus valores mfnimos

posibles, se vuelve totalmente despreciabdble; en otras palabras,

el 4integrando o8 importante 885lo cuando v —p 1 Y W ~=» O.

Haciendo v = 1+ 1, la ecuacibén (B.33) se convierte, al menor

orden posible en z y w, en

To= 16oxp(—£)sods 2% exp(-¢gz) ...
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de w4 oxp[-(#w*/2)] gniu(a,®) , (C.2)
. -3

donde, desde 1luego, E&n ¥ Jn deben de ser svaluados con la misma

precisibn. De la ecuacién (IVv.12) encontramos, notando

o a 1/v® > 1,

que

g( —> 1, y) = 1+ y* , (c.3)

Que es8 la bien conocida seccidn diferencial de Thosson. Por lo
tanto, de (B.22),

€~ = (4/3)8ae+ (2/3) 8m (C.4)

donde d;; es 1la delta de Kronecker.
En cuanto a Jwn{(a,b), es evidents que, en 1la presente

aproximacién, a = gz y b = 0, con lo cual la ecuacién (B.25) se

convierte en

L]
Jn = (j- oxp(-‘sﬂ-tg X(xX=X*)Pu(x)Pa(x')dxdx® =

-2 ' -
= [1- exp(-#3)] (48../3- 46/9) - (c.5)

Evidentemente 8861lc el término n = O contribuye en la suma (B.32),

¥ la ecuacidn (B.33) se reduce finalmente a
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. _
I. = (256 Oxp(-‘)/9]S svexp(-#2)da/ (1-exp(-42)] *
L1
L 4
Sv* exp(-gw’/2) dw . (c.6)
(-]

Las integrales precedentes se encuentran en cualquier tabla

integrales y dan

-
S sYexp(-¢g3)ds/ [1- exp(-$3)]" = 4w/ (154°%) (C.?)
*

S:-- exp(-$u/2) av = 3(v/2)% 4% | (c.s)

Adends, para valores grandes del argu-onto'
Ka($ —>o0) = (v/26)% exp(-4) , (c.9)
mientras que a, la constante de la r.diacisn. es simplemente

e = 8kg tv¥/(15n%c?®) (c.10)

(no confundirla con la a definide en (B.31). Sustituyendo todo lo

anterior en (C.5) obtenemos la relacisn (C.1), que es 1lo

querfamos demostrar.
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APENDICE D

Para reducir las integrales que aparecen en las ecuaciones
(Ve8) y (V.9) a series de 1integrales cuédruples aplicaremos
exactamente el mismo procedimiento que se usd en el apéndice B

pPara reducir la integral (IV.S5).
1) Reducciédn de Ic.

Consideremos primero la reduccidn de Ie o Para ello,
comenzamnos por definir nuevas variabdbles P, Q, P', Q', por medio
de las ecuaciones (B.1) - (B.7). Sustituyendo en la ecuaciébn V.8

[ ] integrando sobre P°* por medio de la funcién delta

tetradimensional obtenemos

Ie = (27c/k.T‘h‘)Sd"P exp(- pPeU) P* (I.o') (D.1)

donde

147



It = (a¥@a*ar[(1+x)Peus @-0] [(a- @1)-0] & (Peq) S(Peqr)
XJ(Q"' -.C'(1-“¢)./“&] J‘Q'.* -’c.(1—dc)./¢;]
x G TERRNY (D.2)
con oc dado por (V.14) & por (B.6). I.' se puede calcular enel
sistema ‘'centro de momento' (CM), en el cual P = (P,0), Q = (0,Q)
y Q' = (0,3'). Expresando dQ y dQ' en coordenadas esféricas,
tomando el eje z a lo largo de U (1la parte espacial de la
cuadrivelocidad hidrodinémica) e integrando sobre Q°, Q'*®, R vy
5 por medio de las funciones delta, la ecuacién anterior se
reduce a (ver ecuaciones B.10, B.11 y B.14)
Ie' =&’ /4mvc (1-x0)*] Sdn. afe [(1+x)PU*-1Q U con o]
x |Q|U‘(co-a'- cos@)oe TTINNT (D.3)
donde

181" = m*c®(1- )" /ke (D.4)

Como O¢ , 1la seccidn de Klein-Nishina, es simétrica en los

dngulos 8 y 6°, Yy también en € y w', Y como lo mismo ocurre con

el producto de las funciones de distribucibn (f£E*RR), una
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elemental consideracidn de simetrfia nos indics que el término PU®
no contribuye a la integral. Si ahora sustituimos ¢ por medio de

la ecuacidn V.12 y llamamos x = cos ® y x' = cose', de tal manera

que dflq= dxd¥® y dfle = dx'dw', llegamos a
Ice' = (3 0e/64qr -'c')S x(x — x')FFeRNraxax’

ch(ic.y)d* aw?* » (D.5)

donde 'y' esté dada por la ecuacidn (B.20).
Para integrar sobre ¢ y ¢! expandemos g.(Kecpy) oen polinomios de
Legendre como

-
Beldke ,y) = 2 Ben ( #)Puly) (D.6)

. 1Y J
donde

1)

Cen (Xe) = ((2n¢1)/2]!g._(-tg.y)l’n(y)dy . (D.7)

Aplicando el teorema de la suma para Polinonios de Legendre,

ecuacibn B.23,

wao

- '
Ic' = (397 a.“r,/16-'c‘)z g‘,‘(ddj x{(x - x*')

Pa(x)Pa(x?)FF N . _ (p.8)
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| S

Sustituyendo esta relacibdn en (DP.1) y haciendo el mismo caanbio de

variables que hicimos en el inciso 2 del apéndice B (ecs. B.26 y

B.27), obtenemos, finalmente

Ic = (3m'oycke/8)(mc/h) $° 2 Tcm ,

N O
donde

- -
Tea= S av (v'-1)‘v'3g‘_de senh“w Heu (A,B,C)
°

con A, B y C dados por

A = dv coshw/2

B = A/v®

C = (A-B) tanhw *
Y donde hemos definido

Hea (A,B,C) = S¢a Sco - Sei”

con
)

Sem= de x"™ P.\(x)/‘_senhAv- senh(B-Cx)] -
-\
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Los coeficientes de la expansiédn de la secciébn de Klein-

Nishina,
1]
Cew (Ote) = \(2n01)/2]j¢‘(*;.y) Pwu(y) 4y , (D16)
-y
fueron caslculados en ¢l apéndice B y estén dados por la ecuacidn
(B.40), siendo 1la finica diferencia que la variable « que usamos

en o1l mencionado apéndice corresponde ahora a «c , dade por

Ae = 1/v? - (D.17)
2) Reduccién de I,.

Para reducir I, comensamos por definir nuevas variabdbles P,

Qy, P', Q' por las relaciones

P=p_+p, (D.18)
Q= p. - P, * (D.19)
P' = Xk, + kK2 (D.20)
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Q' = k, - ke - (D.21)

En este caso, las transformaciones de los elementos del espacio

de momentos son

ar. ar, = a"Pa“Q S(PeQ) £(Q*+ P*/ ) O (P*°-2me) (D.22)

ar, df: = a“P1a“Q' E(P'«Q') S(Q*'*+ P*'*) O (P*'*) , (D.23)

donde © es 1a funcién escalén y oLy e8td dada por 1la ecuacidn

(V.15). Sustituyendo en (V.9) e integrando sobre P°'
Ie = (2¢/kaT’h®) S a“P P* exp(- pPeU) (Ie') , (D.24)
donde
Ie' = Sd"Qd"Q' S(PeQ) S(PeQ') £(Q*+ P*/uy’) S(Q'*+ P")
(PeU)* 6 T_Ff N N, , (D.25)
sobreentendiéndose que, al integrar sobre P*, hay que tomar en

cuenta a las funciones e de Heaviside. Igual que en los casos

anteriores, evaluamos I,' en el sistema CM, integrando sobre Q°®,
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Q**, Q Yy -y por medio de las funciones delta, después de
expresar ély Q' en coordenadas esféricas y tomando el eje 3 a lo
largo de U. Obtenemos asi

Ie' = [(PeU)*/4wy) Sdn.dn.-r,i'-?,i‘ﬁ., . (D.26)
Desarrollando GCel(ee,y), dada por la ecuacién (V.13), en
polinomios de Legendre, e integrando sobre ¥ y W' por medio del
teorema de la susa (ec. V.23), llegamos a

Ip*' = (3“’1’1-/16)(P°U)"(-'~1-'-1)/“p'] i Eoul o)

nep
dedx'r.(x)P‘(x')?_?.ii.ﬁ. . (D.27)

donde x = cos® , x' = cos S y

1}
¢'n(d') - (_(2n‘.'1)/2]S‘,(“Q.Y)P‘(y)d’ » (D.28)

con g (%e,y) ¥y 'y*' dados por las ecuaciones (V.16) y (B.20),

. respectivamente.

Sustituyendo en (D.24) e integrando sobre P con el cambio de

variables

P® = 2mcv coshvw » (D.29)
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\BE\ = 2mcv senhw ,

cuyo jacobiano es

\2 (P \B1)/ D(v,w)| = 4m’c’v

obtenemos finalaente

Ie = 384v1"Cy ck.(nc/h)“'z Ton »

nie
donde

Igu= S av v* g,. gdv senh®w cosh®w Hgu(a,b,d) ,

con a, b y 4 dados por

a = dv coshw
b = ﬁJv'-1 senhw
d = a tanhw

¥ donde hemos definido

(D.30)

(D.31)

(D.32)

(D.33)

(D.34)

(D.35)

(p.36)




Hou(a,b,d) = Sg, Se- (D.37)

con

Ses= gdx Pa(x)/ {cosha+ colh(bx)) (D.38)
L]
Sy-= { ax Pa(x)/tcoana- coentax)]. (D.39)
Los coeficientes S~ ®atén dados por una expresibn

prédcticamente idéntica a la ec. (D.16). Sin embargo, en este caso
eos f80il darse cuenta de que sobreviven solamente los términos
con n par, puesto que los polinomios de Legendre tienen paridad n
Y 1la seccibn depende solamente de y®' - ver ec. (V.17) -« E1

resultado es
€ea = L(4n+1)/2]) {\2(1-::)-(.'.‘ + (2n+1) oty - 1] Qul®e)/ 2y
+  (2n41) (e"=1)Qunl(Ke)/ oty = 5...} . (D.40)

donde Q w(x) son las funciones de Legendre del segundo tipo,

que estén definidas en la ecuacién (B.37).
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