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1.~ Ecuaciones diferencioles y constontos de wovimiento, -

Muchos  problemas  on f{sica conducen al plantoamiento  deo ecuaclones
diferenciales ordinarios del tipo:
2¢g¢ tar gi )
- (1
d2gs = P g0
0/[,2_ . (1‘1)
Li=f, .., n

?

Tal eos el caso por djemplo do lo ocuoctdn do movimiento do una partfcula on
donde do acusrdo con la segundo loy do Newton ¢l miembro derccho de (1)
4
represonta la fuerzo que actua sobre esta y el termino de la izgulerdo su
, .

aceleracion.

En la solucion do ecuaciones dol tipo (1) jueganun popel muy importonte las
constantes do movimiento, que son funciones quedependen en general de las
posiciones, las velocidados y el ticmpo:

C =C (35 9°¢)

{1.2)

que estdﬁ caractorizadas por ol hecho de que sotisfacen:
Y

2 FE, Je §F, % =0

0§ oy e o

Una solucién particular de (1) puede ser visualizada como el movimiento de un
punto a lo 1largo de una trayoctoria dotorminada en un espacio M de  2n+1
dimensiones de coordenadas {q i .4 ¢ ,t )., La condicion {3) que define a los
constantes do movimiento puede sor entonces interpretada diciendo que una
constante es una funcién cuya derivada direccional o lo largo do las trayectorias

qué representana los soluciones de (1) es igual a cero.

Las constantes de movimiento de un sistema son muy importantes ya que el
conocimiento de alguna o algunas de estas nos permite gimplificar el problema
que deseamos resolver.



Supongomos por ajomplo que quaremas resolver (1) y quo hemos encop trado  una
4
constante C . El wvalor de dicha censtante dependura do  los  condicionos

"

iniciales:

C=C (45, 9,,4) (1.)

y por lo tanto, &1 paro unas condiciones iniciales sustituimos (1.4) en (1.2)
s
entonces tendremos una ocuacion que on principlo podreamos despojar para olguna

de las velocidados éh 1legondo a:
ok Y
a' o 19 ot ) .
f = f{(f’u 9t (¢ R (1.5)

Observemos que al hocer osto hemos pasado del problema inicial que consistfu
en la solucidn de n ecuosionos diforoncielas do sogundo orden ol problema do
resolver n-1 ecuacionas de segundo orden (pora q( 1fk}y una occuacion de
primoro {pora ﬁ R ).En particular, si ns1 tenemos gue el haber encontrado una
canstante  de movimlento pormite reducir el problema ol célculo de uno
integral, .

La ecuacién (1.2) pucde interpretarss como la ccuocidn de una fomilia de
hipersuperficies Cwgonstante  on el espacio do 2n+1  dimensiones. Para unas
condiciones iniciales dodas, lo ecuociJn {1.4) Tijo un volor de ¢ y tenemos uno
hipersuperficie especfficu en ol ospacio M, Siguiendo esta 1idea, podemos
considerar que 1la acuccidn (1.3) afirmo que ¢l vector normal a la

hipersuperficie c=constante:

;5 5: ‘7Zi = J£;, ¥ Q§2~ Qﬁ;
09 99t ot

/
es ortogonal al vector tangente de la trayectoric que describe la solucion de

(1.1): N i ’
W = (¢, F )



esto  es, 1lo trayectoriac del sistema se encuentra contenida totolmente en  lo
hipersuperficie c=const.

Tenemos entonces quo en principio los troayectorios de {(1.1) pueden ser
totolmonte orbitrarios , La cxistencia de una constante C restringe las
trayectorias a la hipersuperficic 5% definida en (1.2), st encontromos una
nueva constante C’, lo iroyactoric 50 encontroré en la intcrsecciéﬂ do S vy §
y asl sucosivamente, mostrando osto como las constontes de  movimiento nos

permiton simplificar cl provlemn que deseamos resolver.

2.- Formulocidn Lagrangiana y teorema do Nogther. -

Uno do 1los métodos mas oficientes paro lo busgueda de constontes de movimiento

s6& basa on ol estudio de las propiodadas de stmotr{o dol sistoma,

Antes de pasar a la explxcaclén do 1o que cntondemos por simetrfa deo un

sistema, quisioromos discutir las ideas bldsicus do la fsrmulccién Lagrangiana

de un §1stemo.

De acuerdo con la mecénica Nowtoniona, 1la evolucion temporal de un sistema de

pcrtfculcs esta  descrito mediante las ecuaciones (1.1) donde lo funci&r F*

para cada i=1,...,.,n reprosenta la fuorza que actua sobre la purtfculo i-

ésimu ,Debido a ésto. para encontrar las ocuacioﬁ que describen la dinoﬁico de
' 2

un sistema necositamos conocor todas las fuerzas quo actuon  sobre este. En

ocasiones ésto puede ser muy complicado, por cjemplo)cunndo actdon fuerzas de

constriccién, lo cual introduce una 11m1tucién en el plonteomiento de las

ecuacionos de movimiento en ol marco de la mecanica do Nowton. {L-1a30)

Una alternativa de solucidn o este problemo es lo formulacidn Lagrangiana , que

tiene como 1idea centrol caracterizar al sistema completo mediante una sola



14
funcion escalar en lugor do coractorizarlo o trave dol conjunto de todos la
fuerzas quo octuon sobro estao.

7
La formulacion Lagrangiaona se basa en el principio de Haomilton que afirma que
! . »a
para tode sistema conservativo oxiste una  funclon escalar L{g*+ ,g* ,t)

denominada Logranglanoe definida como:

=T -V (1.6)

/
{donde T es 1o enorgia cinctica del sistemo y V su enerola potenciol) tal que
lc integrol de linge do L a lo largo do la trayecioric del sistemo entre dos

puntos: P-(qi ,af )Yy Qa(q’ J9¢  .t) on ol espacio M de 2n+1 dimensionas:
a4
Pgé
f Llglyle) dB (1.7)
I)

es un extromo c¢on respocto do cualquior otra trayectoria que ung a dichos
puntos.

Aplicando 1los tdbnicas propias dal colenlo do voriocionas se puede demostror
que la condicion guo  deben do cumplir los funcionas q“(t) para que 1o
trayectorio en cuestién sotisfaaa ¢l principioc de Homilton es gque satisfagon
1as ocuaciones de Euler-lLogrongo: (& -1960)

2L _d [k ) -0
29¢ dt { g

(1.8)

Dentro del contoxto do la formulnciéh Lagrangiana, podemos dur una definiciéﬁ
de simetr{c do un sistoma, diciondo qua una transformucién infinitesimal
gonarada por  un campo vectorial ? os una simetrio (que denominaremos
Noatheriona) si moanticne tnvarionte a lo funcién L ,esto es, si lo derivada

direccional de L a lo largo do las curvas integrales do Z en el espocio M es



igual a cero o igual a una derivada total,

/
El teoremo de Noether, uno de los rosultodos centreles de la formulacion

’
Lagrangiana, afirma que o cada transformacion Noetheriano lo podemos asoclar
ung constante de movimianto.
’
El diagromo que a continuacion presontomos, muestra esquematicumente los pasos
que hemos descrito para obtenoer constantos de movimiento do un sistema. £l paso
. ’

(1) consiste en dar una formulacion Lagronglianao del sistema, ol sogundo (2) en
construir simetrfas Noetherianas paro ol tagrangiano L vy el tercero (3) en

gplicor ol teorema de Noother.

SISTEMA

FORMULACION LAGRANGIANA

e ]

¢ (1.9)
Y
SIMETRIAS NOETHERIANAS
' ﬁ
f
154
“ CONSTANTES DE MOVIMIENTO

1
3.~ E1 problema_inverso del calculo de variaciones y los lagrangionos s-equivalentes.-

/
En la presente seccion y la que sigue ,quisieramos discutir laos limitaciones y
posibilidodes que prosento el esquema anteriormente menclonado.
/
Dentro del primer paso para lo obtencion de constantes, podrfamos hacer dos
preguntas:
1.- ¢ Siempre podemos dor una formuloclén Lagrangiana de un sistema?

] /
2.~ Dado un sistema, su formulacion Lagrangiana es unica?



Las respuestas a e8tas pregutitas cstan relacionadas  ogirochamente con e}
problema invergo del calcblo de variaciones que tiene como objeto estudiar 1la
existencia y multiplicidad de Lagrangianos para un sistema dado.

En este momento conviegne hacer una distincion entre sistemas de segundo orden

de tipo (1.1) y sistema de primer orden del tipo:

e P (Kt ) e

Asimismo, tenemos que diferenciar entre Lagrangiancs para gistemas de la forma
(1.1) y Lagrangianos para sistemas de ta forma (1.18). A los primerocs les
1lamaremos Lagrangianos de segundo orden ya que sug  ccuaciones de Euler-
Lagrange acrin de  segundo orden , en tanto que a los otrog los llamaremos
Lagrangianog de primer orden por ser lincales en lag velocidades y conducir a
gcuaciones de primer orden.
Las respuestas a lag preguntas antceriormente planteadas son:

Ri.~- Ho todo slstena do segunde orden tiene un Lagrangiano. {Helmholtz 1887)

R2.- Todo sistema de primer orden del tipo (1.12) tiene un humero infinito
de Lagrangianos (H-U 1981)

R3.- En general la pregunta de si el Lagrangiano es \nico no tiene
solucidn definitiva. Sin embargo, en una y dos dimensioncs (esto es
para 1=1 ¢ 152 en (1))el problema fue resuelto por Darboux en 1891 y

por Douglas en 1941 respectivamente para sistemas de segundo orden,
(H-S 1982).

Diremos que dos Lagrangianos son s-vquivalenteuw si sus ccuacloneg de Euler-

Lagrange correspondientes tiene las mismas soluciones.

Debido a lo anterior observamos una limitacidn asi como una nueva posibilidad

del esquema (2.9) ya que en general el paso (1) puede no existir o ser
t

multiple.

1
La existencia de Lagrangianos s-equivalentes nos permite extender el concepto



de simetria Noetheriana yo que si un sistemo admito un conjunto de Lagrangianes
(L LA)) s~equivalentes, podemos amwplior ¢l concepto de simetr{a diciendo que
Z os una simetrfa (que 1lomaremos de s-oquivalencia) st pasa  de un
lagrangiono Lun)u otro Lm) s-equivaloente.
Por Jltimo. tenemos gue indicar de que monera podemos  generalizar el paso (3)
del esquemo (19) yo que np sorfa de gran utilidad haber extondido el concepto de
simetr{a Nostheriana 51 no contamos con un mékodo para asociar constantes a
simetr{os dao s-oquivoloncia.Sngn vorcmos on  los copitules siguiontos
bdzicamente oxiston dos mobodos pora gsociar dichas constantes: ol teoroma  do
las trazas (H-H 1981} vy una gcnorolizncio% del teoremo do Polsson de la
mecd%ico Homiltoniana (H-N-P+ 1986),
El dicgramo que prosentomos a continuacidn muestra las extenciones de (9) que

ccabamos de mencionar,

SISTEMA
S N

T

teorema de las teorema de teorema de Polsson

trazas Noether generalizado.
i i
‘ A N4

CONSTANTES DE MOVIMIENTDO



4,- Aplicaciones a ecuacionos diferonciales de qeodésicos on_un__espacio dg

En las secclones ontoéiores hemos descrito lo manera en que los conceptos de
lagrangianos s-equivolontos y de simatrfos de s-equivalencic permiten hacor un
estudioc més compleoto do las stmotrfas y constontes do movimionto de un sistema,
El objetivo del presents trobajo es gplicar los ideas anteriores a sistemas de
ecunciones que describen ol movimicnto a lo largo de goodésicas on unospacio do
Riemann.
£1 estudlo de las simotrfos de la ocuaciéﬁ de gaoddﬁicas 50 restringe
normolmente a la consideracidn de simotrfes Noetherianos puntuales (i.e., que
no dspoenden de lo volocidad). Este tipo do simotr{os so denominan movimientos
(o tsometrfas) v son genoradas por los llamados vectoros de Killing. €1 teorema
de Nosther nos pormite asociar uno constanta o dichas trancformaciones.
Porr otro lado, dentro da la bquuodu da constontos do movimionto para lo
ecuucién de goodésicas Juegan un papel muy importante los concoptos deo:

1.~ Tensor de Killing.

2.~ Simstrios del espocto.’
Los tensores de Killing son tensores de valencia dos que satisfacen una
acuacidn que oS una genornlizncién nGs o menos directs do la ocuocid% de  los
voctores de Killing vy que nos permitun construir constantos de movimiento
cuudréticos on el momentum!. Esto tipo da tonsores cobraron mucha importancia
cuando se obsorvé quoe el problema de la gaodésiccs on lo métricn do  Kerr se
pod{o integrar debido o la existencia de un tensor de Killing quo proporcionaba
una constante de movimiento extra (llomado constante de Carter) udcmd% do las
tres constantes asociadas a la cnorgfa. la masa en roposo y la compononte de
momento ongular en la diroccld% del eje de giro do la masa croadora del campo.

Sin embargo ., pesar do su gron utilidad, los tensores de Killing carecen de una



7 ’

interpretacion gecmotrica del tipo deo la do los vectoroes do Killing o anologu.
s

Por otro lado, las simotrias del ospocio incluyen transformaciones del espacio

7
de Riemann que dejan invariante alguno propledad de este, por ojemplo: su
/ 4 ’
metrico, su conexion, su tonsor do curvatura, el angulo entre los voctores del
espaclo, etc,
’
En genoral estos transformoclonos no son stmotr{as do las qoodoticas. Esto os,
N ,

podemos hacer en un espacio una transformacion que deje invarionte ol tensor de
I3 I

curvatura pero que no mapee las geodesicas en si mismas.

La importaoncia de los simotr{as dol espaclio radica on ol hocho de o cada una de

estas simotrfas le podamos asociar uno (o verios) constonte(s) de movimienio de

13
lao geodesicos do oso ospocio. {K-L 1881{ ),

Podemos ontoncas plantoarnos la sigulente interrogonte:

¢Que relacidn tienon los tensores de Killing y las simetr{os

del espacio con las simotr{as de las guodésicos?

En este trabajo domos una rospuosta g esta  interrogante introduciondo el
concepto de mapeadoros especiales de simﬁtrfa (MES), que son tensores que
mapean el vector tangente o lo goodésicu on una simetria de esta. Veremos en
los capftulos sigqulioentos quo a cado simetr{a dol ospacio lc podemos asociar un
'MES y que los tensores de Killim son un caso particular de dichos mapeadores de
simetrfa. Al hacer esto, veromos quo a cada simetr{a del espacio le podemos
asociar una simetrfa lineal en la velocidad de las goodégicos.oichos simetrfas
serén no puntuales y on ocasiones serdn no Noethorianas.

La idea do los MES no solo permite dar una intorpretociéﬁ de las simetrfas del
ospccig y do los tensores do Killi% ,  tombien junto con los tocnicas propias

del formalismo de 1los Lograngiaonos s-equivalentes, permite deducir los

/ ’
constantes asociadas o esto tipo de objetos goomotricos de manera sistematica,

10



Parte del prosonto troboldn esto dedicoda a la deduccion de los constantos de
movimiento asocicdas a los Tensores de Killing y o las simetrios  dol ospacio
conocidas en la literatura (X-L 1984 ),

Asi mismo, veromos como ol formalismo de los Logranglonos s-oquivelontos nos
permite en oca lonas encontrar constontes de movimiento nuevas.

E1l estudio de los MES on.movimiento goodésico. forma parte de una problemética
mas omplia que consisto en estudiar para un sistoma dado los  operadores que
mapeoan stmetrfas orbitrorins del sistemo en simetrfas del mismo. A todo
operador que cumpla esto propliedod lo llomaremos mopeador universal de
simetrias (s} vy chdn voremos 1o existencio de un MUS pora un sistemo  dado
asta ostrochomonts rolacionada con  lo existoncia do Lagrangionos G
squivalentes.

Por altlmo quisiéromoﬁ moncionor que el estudio de los mopeoadores de simetria
como método para lo solucidn de sistemas do ocuacionos diferonciclos ordinoarias
esté fuertemonte motivado por ol éxlto que han tenido toles ideas en la
solucién de problemas no lineales descritos por ecuaclonos difoerenciacles

parciales, como es el caso do la ecuocidn de Korteweg de Vries vy otros (0O -

1986).

11



CAPITULO 11

LAGRANBGIANDOS DE PRIMER ORDEN

12



INTRODUCCION. -

En este copftulo revisaremos ol formalismo de los Lagrangionos de primer ordon.
Comonzaremos on lo primera soccién con una discusién del problema inverso del
célculc de wvarlaclones pora sistemas de  ecusciones de primer orden oy
mostraremos como construlr en principio un numcro infinito de Lagrangianos o
partir do los constantes do movimiento. Daromos anbiéh las condiciones para
que una funCIJn sea chfcngicno de un sistema Cado. (B-u 1981)

Pasaremos luego, on la seccién dos, ol estudio de lao ocuocién de  simetria,
donde demostraremos que pare onolizor los propiedudes de simetrio de un sistema
basta considerar treonsformacionos de simetrfo locales ( g t=o0 ).

En la tercero seccldn so dafine el concepto do simotrfo Noothoriana y se
domuestra 0l teoroma de  Noothor quo pormite  asocior una  constante  do
mmovimiento a coada simetr{c Nootheriana. Asl  mismo, en  osto succlé%
aenuncioremos el teorema lnverse do Noethor quoesocia ung simetr{o a cualquior
constanto de movimiento. Dicho tgorema ¢s demostredo mos adolante en la socclé%
cinco,

La saccién cuatro contiene una discusiéﬁ sobre simetrics no-Noetherianas; se
define 1la nocién de Lagrangiano s-equivalente y se demuestra ¢l teoremo de las
trazos.

En 1la seccién cinco se llevo cabo la formulocién geome%rlca de algunas de las
ideas anteriores y se muestra como obtener mas constantes do movimiento a
partir do simotr{cs arbitrarias.

En lo siguientes soccién se demuestra un resultoado fundomental que afirma que el
conjunto de las transformaciones de s-equivaloncia coincide con el conjunto de

transformaciones de simetr{a de la ecuacidn para sistemas de primer orden.

13



Por ulilwo , en la seccidn siete introducimos el concepto Jd¢ mapeador  de
simetrfa como una idea nueva Geid para el egtudio de lasg simetr{as de
ecuaciones diferenciales ordinariag.

Al inicio de esta geccidn se da una hrove cxplicaeién de como los mapeadores de
gimetr{a han permitido resolver algunos problemas no lineales para gistemas
desceritos por ecuacioneg diferenciales parciales. Asi migmo, denostramos un

! n
resultado que establece la conexion entre los mapeadores de simetria y los

Lagrangianos s~equivalenten.

14




1.-EL PROBLEMA INVERSO DEL CALCULO OE VARIACIONES

Dado un sistema de ecuacionos diferenciales de primer orden:
¢, G fas b
X = ? (l,t) Gobet, ..., 2n (2.1)

el problema inverso {ng restringido) del cdlculo de varliaciones (H-S 1982)
llevo @l estudio de una funcion L tol que las soluciones de:

E@ [ = 0 (2.2)

colncidan con los  soluciones de {2.1) donde Ea g5 c1 operador de FEuler.
Loagrange que se define como:

Fo = C/ 9 _ 9 Azl oo, 2N
dt x> ax* (2.3)

Llamaremos lagrangiano de primor orden o la funcion L debido o que sus
’

ecuaciones do Euler-Lagronge soron ecuaciones de primoer orden.

Observemos que:

Ful = [2*L_ 5/;"*,/*_.‘21 o (2P JL
A APAA AWS JtIne IxX®

De donda las ecuaciones (2.2) son en general do segundo orden y por lo tanto
para que sean equivalentes a (2.1) debomos pedir que so onule el coeficiente
que contiene segundas derivadas de X* ,0sto es:

28 L 0
axe oxt

la solucion mos goneral de esta ecuocion es que L sea una funcidn lineal en las
velocidades:

L= Dalxht) 2% hixit) e

15



donde a, y ﬂ son funcionos por detorminar.
S1 aplicamos el operador de Culer-Lagrange o (2.4) llegomos a ios ecuwociones de
Lagrange de primer ordon:

Qo 206\ x* _ e _ 2
axe  oxh IXE ot

(2.5)
S1 dofinimos:
026 = Q.&l. — Q.().L
axb thl
(2.8)

entonces podemos plantoar @l problema inverso como el probleoma do encontrar
2n+1 funciones f , fo quo satisfagan:

a) o f)a.:.«_ - b - Odh
IX° It

(2.7)

By det Gas £ 0

7

Ge pucde demostror que siompre existon funciones b . ﬂm que satisfacen (2.7)
y por lo tonto siempro oxiste solucidn para el problema inverso del cdlculo de
varicciones en primer orden. (H-y 1931)

A continuacidn mostraremos como podemos ancontror lLagrangianos para el sistema
(2.1) o partir de sus constantos de movimionto (H-U 1981),(H-H-S 1983).

Sabemos . que el sistoma (2.1) tiene siempre 2n constontes do movimiento
independientes:

C(ﬂ (Xb,é) (2.8)

’
debido o esto el sistema:

(2.9)

es equivalente a (2.1),
Un Logranglano para (2.9) se puede construir facilmente como:

16



(3) * ) (200} . (an)

L.:' CL-)C&&.) + C ( + C C

{2.10)

Usando (2.8) podemos escribir (2.1¢) en términos de x” y 1
(o) o) b Y]

(3]
y como (C  es constanto do movimiento:

acco) ]gb + QC«M): 0
X’ ot

defintendo:

jo,(l’ib,t) — cn (?Cm o .,.C ~QCW’)
JX, JX¢ 2

podemes escribir (2.18) como:

IREARI T2 o) (2.12)

Esto es, si conocemos 2n constarntes de movimiento independientes construimos fu

con (2. 11) y modiante (2.1?) obtenemos un logrengiano L escrito  como
combinacidn 1lineal de los ocuaciones do movimiento.

Lo anterior puede considerarse como uno prueba constructiva de existoncia de
solucidn del problema inverso del Cdlculo do Voriaciones en primer orden,

A continuacidn, veremos las condiclones que debe cumplir Lo para que {2.12)
sea un Lagrangiano de (2.1). (H-N-P+ 1985)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de (2.12) son :

2 ol \ kU QLA 28
s 9x’) Jxt ot '

4
S1  suponemos que {2.1) se cumple entoncos lo anterior expresion se transforma
en:

2 Mo f° +QJ”’ fy - 0
ot ox®

17



do donde &1 definimos:

- +
dt — axa at {2.14)

ﬂ {./Q_f_b *éb =.0 (2.15)

Usando (2.15) tenemos qua el operodor de E-L , £a goplicedo sobre un Lagrangiono
de la forma (2.12) do como rasultada:

— b b)
EM.L - GZ!) (X ...f_) (2415)
y por lo tanto, las ecuaciones de Eular-Logrange para (2.12) son:

(Eb (sz A f”’) = 0 {2.17)

por lo que, las soluciones do (2.2) seran soluciones de (2.1) si se cumple que:

(/Bi C:;_I‘) 7{: 0 (2.18)

Esto es, (2.15) y (2.18) son los condiciones necesarias y suficientes pora que
(2.12) seoc un tLagrangiono de (2.1). Oonde las funcionas Y so obtlenen o
partir de 2n constantos de movimionto indopendiontes del sistema usondo 1la

exprosién (2.11) o resolviendo (2.15).
Por dltimo, deduciremos lua ecuacion do movimiento do G

De (2.6):

ds _ 4 ( 26\ _ d (26
Tt = gkl oxr) T [Dxe

usando (2.14) tenemos que:

18



d (_a,@ Vo2 [dh) ("..(;u%_w [opl)

dt Jx"/“ax”( dt oxe] Lox]

introduciendo esta 1ldontidad en la oxpresidn anterior y usando (2.15) se tiene:

M(/Z\‘J — (jc Jy_f. — Q;l].tt. Q_g_f f- {,pc (Z{)c )
dt — c?x” Jx® ax¢ oxb o oxt | ox?
+ ods Q¢
Jre ox“

usando que las dorivadas porciales conmutan e introaduciendo la dufinicidn (2.6)

tenomos finalmonto:

?’- 4= O;b ‘D—F OJ““ ‘lgc ~ 0 (2.19)
dt Jxe ox®

2.-ECUACION DE SIMETRIA

Diremos que una transformacidn infinitesimal:

\’/V:Ja.‘.‘: xa“F(E'za ]
(2.28)

= ¢ ‘4":5"20

o=

es una transformacion de simetr{a (H 1084b) (H-Z 1985) (H-N-P+ 1986) si mapec
las soluciones de (2.1) on soluciones del mismo sistema. Esto es si, a primer

orden en g ~
dxs — p“ (X 1)
d i (2.21)

siempre gue (2.1) se cumpla, , 2
Usando la regla de la cadena 5desprociondo terminos en & tenemos:

dE° ke dxt di0 e doe
&t~ dt  dt dt Jt

Porh T) — Pixbe) ¢ aﬁ zb_f_eao_f“ 7°

19



Suponiendo (2.1), o condicion (2.21) nos llovo entonces a la ecuucién de
simetria:

[ « T .
o a y b f7 ¢ AP ?;9
d—’)» - Qf_b Z = —d»z + fff“ (2.22)
A continuac1$n demostraromos gque  bosta gue constderemos solamente las

transformaciones locales (St =0 ).{(H 1984b), (1i~-7 1085).
" Para esto conviens utilizar lo sigulente notocidn:

f Fe X e (2.23)

/
La ecuocion se escribe entonces como:

P LY 2 A L e
dt ax” dt
' MV e 0,0, 2N

(2.24)

Observemos que 1la scuaclon {(2.22) tieno 2n componontes en tanto que (2.24)
tiene 2n+1. Esto so dobo a que, como consecuencia de los definiciones (2.23),1o
componente A4:0 de (2.24) os una identidod en tanto que ol resto de las
componentes son ecuacionas que han do satisfocerso solo si 4§ es una simetr{a y
coinciden con las 2n componentes do (2.22).

Es fdell ver que:
“= NP (7 A)

i
es una soluciﬁn de (2.24) para todo funcion N ,¥ por lo tanto, si ? es
solucion de (2.24) ontonces:

7 — N fH
tambien es una solucién.

‘ Foad [
Como consecuencia de ¢sto, si tenemos uno simotria 27 con 7 #0 podemos
~

construir otra simetrfa oquivalente 9 tal que 5%0 definiendo:

20



e A

(2.25)
Debido a oste resultodo, consideraremos en 10 que sigue unicomonte
transformaciones del tipo:
N
[/% & ]
Xh= T+ E7
8 (2.26)
la BCUaciéh de simetria ser& entonces:
A _fasy 9t = o
- - {2.27)

di onb

3.~EL TEOREMA DE NOETHER

- El teorema da Noether, uno de los resultodos centroles de la formulucién de
teorfas Lagrongianas, permite osociar uno constante de movimiento o cada
tronsformacidn Noaetheriana de simotr{a del Lagrangiano,

Supongamos que tonemos una tronsformacidn infinitesimal del tipo:

~a

a @
X4 = X* - &£ (2.28)

St = 0

21



/
A partir de dicha transformacion y del Lagrongiano L del sistema, definimos una
nueva funcidn Lagraonglana modianto lo condicton

3
~

Tt cf XS )= L (e, X )

(2.29)

Definimos entonces la variocidn funcional del Lagrangiaono como:

gi_ = TL'(‘X‘*, ?'Ca, ?) _ {Xo’) )'Ca) LL) (2.38)

/
Do acuerdo con esto, diremos que (2.28) es una transformacion Noetheriana si:

gL; - & dPrxe,t) (2.31)

dt

En la saccién 6 del preosente capftulo, domostraromos que este tLipo de
transformacionos son un subconjunto del conjunto de simotr{os de la ecuacidn de
movimiento., EL teorama de Noethor (H-0 1084),(H-N-P+ 198G) oflrma entonces quo
si Q os una transfarmacion Nootheriana se tione quo:

K - Al \’Za - (-j’ (2.32)
9 |

es una constante do movimiento.

La definicidn (2.29) es noturol on ol sentido de que el Lagrangiono es un
escalar y por lo tanto, si tenemos dos sistomas de coordenodas {x} ¥ 4 f? en
los quoe ol Logrongiono se reproesenta por funciones [y L respectivamente so
debe tener que ol valor de ombas funcionos en un mismo punto P:ix) () dol
espucio de configurocién dobe do coincidir que os procisamente lo que afirma
(2.29), N
Debemes observar sin embargo que en goneral la forma funcieonal de L oy L seré
diferente. Lo funcion &L definlda en(2.39) nos da precisamente la diferencia
do L Yy f consideradas ambas como funciones de las coordenadas {x}
Demostracibn del teorema:

de (2.29) y (2.38) tenemos quo

L= T lx*, %% ¢) — T (%% %% ¢)

~t
expandiendo en serie de Taylor L en torno a &0 despreciando términos on él
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(C)\L:—f;(@:i\\

2t |

L = EQE.(&Z -EQ_Z_(QéZ_a)
IX*\ ¢ X“ | 0€

Usondo (2.28) tenemos que a orden &3

SL—E( \’] +£/“-_> (2.33)

Lox?

Vi [
Con esta expresiocn pora SL 1a domoetracicrde que ¥ es constante es inmodiata:

it R b

usando (2.31) y (2.3%) tonomos quso:

%:[ﬁ_KM/ Jx ]Q“

dt
Supongamos ahora que tenemos una tronsformucién no local del tipo:
X = A*— £1°

~ (2.34)

t = ¢ — &£7°

y por lo tanto:

4
En este caso, el nuevo Lograngiano quedara definido mediante la condicidn:

(3 1) = 5

!
la voriaciénfuncionul de L se dofinira del mismo modo que antes y diremos que
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(2.34) es Nootheriana si SL sotisface (2.31).

s . ¢

De  acusrdo con lo dichio en lu socelon anturlor podemos definir o portir do
(2.34) uno nueva transformanion local: ,

X = A% — ¥°
(2.36)

St =0

donde:

&o' - Qa - %“’Z" (2.37)

/ . 14
$i  llemomos fu a la variacion funcional del Lagrongiong on la transformacion
(2.34) y §* 10 variacidn correspondionto en (2.36), es facil domostrar que:

gV = 8L — & d (LQO) (2.38)

dt

y por lo tonto (2.34) es Noethertana st y solo si (2.36) lo os,

Supongomos ghora que taenemos una simotriy Noothoriona 7 del tipo (2.34).A
partir de €5fa construlmos lo simstric ¢ modients (2.36) y debido a (2.38)
@5 Noetherianag .Aplicaondo ol teoroma do Moothor a ¥ so tiene quo:

G @y
xu.

<

8\" = - (E d_kf.) (2'39)

Debido a (2.37) podemos escribir X como:
0 ¥& no J
K::.Q.L@-(@L_ /A
3561 9 v
como f es una simetr{a Noetheriana:

SL=_&dY
dt

y por lo tanto de (2.38) y (2.39)
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42 - gt )

asto 8s,

=9+ L0

de donde concluimos que lo constante de movimiento asociodo o  una simetrfo
No&theriana no local os:

‘—DL\ a ¥ 13 o] no ¢
I F- R R Py A L

L

El teorema de Nooether pormite asoclor unag constonte de movimiento a cado
tronsformacion de simetrio que satisfoga (2.31).

Existo un rosultado rccfproco que pormite asocior una simotrfa (Nootheriana) a
cualquier constonte de movimiento.

Este resultado conocido como Teorema inverso do Noether ofirma que si K es una
constonte entoncos:

n . ’ 4
'[(Lw (G') (/‘7}‘ ;020 zam

es una simetrfa Noetheriana, donde f" .05 la inversa de la maotriz 6:6
detinida en (2.6).

Lo demostracidn de  6ste resultado Serd hocho en la seccion 5  del presente
capf{tulo donde desarrollaremos un lenguaje geometrico con 6l cuol es posible
gscriblr las ideas y pruebas de la teoria de Lagrongianos de primer orden de
manara compacto y elegante,

4. ~-SIMETRIAS NO-NOETHERIANAS Y LAGRANGIANOS S-EQUIVALENTES

’

Como mencionames al principio de la secclon anterior, cuando tenemos el

Lagrangiano L de un sistema y una transformacidn 7 podemos definir un nuevo
~

Lagrangiono | como:



T:L-{- Sl

(2.42)

donde &L esta definido por (2.33).
Observemos que:

Ea, dff = ) ' (2.43)
dt

I . .
para todo funcion ? y por lo tanto la condlcién do simotr{o Nootheriana se

puode reescribir como:
I
£Ta g - C) (2.44)

y de acuerdo con {2.42) tenemos quo:

T

Ea /. p Ea . (2.45)

Esto es, las stmetr{as Nootharianas son aquellas simatr{os que pasan  do un
Lagrangiano [ a otro ij do tal forma quo los acuaclones se  mantongan
invariantes.

Una genorulizucién nutural de esta idea es considerar simetrfas ? tales que
transforman a las ecuaclones de Euler-Lagrange covarlantemonto, osto es:

BT = Q.° Esl (2.48)

Estas simetr{as no mantienen invariantes g las ecucciones poro si el espucio do
solucionss. Ya quo toda soluctdn do Fel =€ os solucldn do FaT:0 ¥
viceversa (suponiendo que deb QL 40 )

De acuerdo con (2.42) este tipo de transformaciones deben satisfacer:

é;cx SIL = lAl o ’ E;b L

(2.47)

A las simetr{as que cumplen (2.47) las denominoremos taransformaciones no=-
Noothericnas o de s-oquivalencia. (H-1984), (H-6-1984), (H-N-P+ 1985).

Observemos que en tanto para los simetr{os Noetherianas E,§L=0 ,para las
simetrias de s-equivalencia @sto $010 ocurre cuondo SUPONOmMoOs que Se  cumplen
las ecuaciones de movimiento, dsto os:

Fa §L = 0
FblL =0

En genercl, diremos gque dos Lagrangiconos son s-equivalentes si sus ecuaciones

(2.48)
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do FEuler-Lograange corraspondientas tieneon las mismas  soluciones, y por 1o
tanto, los transfoermocionos de s-equivolancio son aguellos aque nos  pormiton
pasar de un Logranglono o otro s-equivolente. .
Lo matr{z A que aparoce en {2.47) dobo dopendor  tanto dol  Lagrangluno
original como de la tronsformacidn do simetrfa. A coatinuocidn encontrarcmos 1o
forma explfcita de dicha matr{z cuando tenemos un Lagrangiono del tipo (2.12) y
una simetrfo lacal

Lo wvariocibn funcional (2 31) del Logrongiano onte una trnn)(ormaclon ? sea

puade. escribir como; (2.33) :
[ L 7°

SL=¢lal - d ( Ve
s Jdi ¢ l/ d? [oox” (2.49)

{

Usando (2.3).(2.16) vy o forma oxplicite de L tonemos:

SL=e[d (14) - 1" Gs (ﬁf"-—.f”)j?

d£ (2.58)
si definimos: " “
Iyt = G
(2.51)
& & £
O:b = ofe _ ol
ox°® Jx* (2.52)

entonces, dabido o (2.43):
Fabl = & Fu [ L7 -0) ] ssy

S 7 @s uno transformacion de simetrfo, usando (2.27) y (2.19) se tiene que:

dL¥ = (daw) 15 @ (420
dt dt dit

Goo 25 ¢ Gy 225 ) 14 Goof 2f° 7€
Jxb X 2K

I
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de donde: Z[:if—"-* ——)—- 'ﬁé * af—-b povasd 0
dt ax°

(2.54)

Esto es, el Lagrangiono construido en {2.51) es un buen Lagranglano para el
sistema (2.1) en el sentido de que todas las solucionss de la ecuacion (2.1)
son soluciones de la ecuacidn de Eulor-Logrongu para:

L'ﬁ _ ,Z; & ( )Z(Lﬂ-_ ﬁ a)
Jer  (2.45),

El resultado rec{proco solo sc tiens cuando:
b o
C/e Vab Z]L 0

I4 ’ .
condicion que no siempre se cumple oun cuando 2 seo stmotefa,
Debido a que { ¥ satisfaco (2.54) tenemos usando (2.16) que:

P4t 0 8] = Gut (Xo= 7]

!

y por lo tanto, anto uno tronsformocigh arsltroria do simetria:
Cp o R b h
Faol = Uab ™ (X7 - f ) (2.55)

De (2.168) y (2.55) tonemos finalmente quo:

ch
FosL= 0 (07)

EFo L

i/
demostrando esto que la matriz j\_ de lo expresion (2.47) tiene la forma:

(2.56)

/\_abzo,;kc(o__,_l)cb

Cuando lo simetr{o es Noetheriana:
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#

G 46 = 0

y {2.48) nos do lo constante de movimiento osociada.

En ol caso de que # sea unc simotrfa de s-equivalencia no podomos aplicar el
teorema de Noethor,Sin embargo, existe un resultado conocido como el teorema de
las trozas que nos permito encontrar constontes de movimiento para simotr{as
no-Noetherianas con la wventoja adlclonel de que podomos aspclaor  varios
constantes de movimiento a uno simotr{a. (M1l 1881), (H-G 1084)

El teorema do las trozas, afirmo que si dofinimos:

In = 71‘73 [(./\.h ] (2.57)

entoces:

Ik — Cte /e:ll‘z:“':‘?’7
(2.58)

I
Demostracion:

de donde:

Thet— GH (5 l@)w‘-')‘”’.i- J0uc ) (0
J1 Jt I

e

I

usando (2.19) en esta oxpresioﬁ reclizando los productos indicados,
simplificando y usando la dofinicidn do . (2.56) so tiene:
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Jha’ - M,
Jdt

¢ b b »
AN 2

N .
Esta es 1la ecuacion de movimiento do f\ y a partir de ella es inmediato

demostrar el teorema:

.Ih{j\—h .—:\h bt
< | =k W[4

y sustituyendo (2.58):

Too- A
dt

U

5.~FORMULACION GEOMETRICA

Mostraremos a continuocién
tagrangiona do primer ordon
conceptos de derivada de Lie
Lae derivada de Lie de una

NoCagt _ N L
K

TAZY LI [ )

o X ax®

como las ecuaciones fundamentoles

’ !
se pueden escribir en terminos geometricos con los

y derivacion exterior. (H-N-P+ 198
funcion f a lo large de un campo

C}}j (2.68)
ut
¢
48
de la teor{u
6)
vectorial V se

define como la derivada direccional de f en la direccidn V (s-198¢):
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” ) (2.61)

Lo derivada de Lie des un vector W a lo largo do V se define como ¢l conmutador

Z, W =1LV

vV (2.62)

donde: [VJ W J “ = Vb (M/“ ) Wb(a_\ﬁ:)
axh / JdX

(2.63)

A partir de (2.61) y (2.62) so puede calcular, usondo los propiodades de lo
derivada de Lie , Ly T  donde T es un tensor de cuolguier tipo. En particular
tenemos:

~JS

b
w |, — V[ 2, A VL~ \
(22 ) / \ + (aX / (2.64)

¢

donde (W es una uno-forma.

(20T (T ) V5 (F) T (35 ) P o

(Z.T). ‘1:(9_ )v ()T -(av_)/ .

JX¢ 9X* IX

Listoremos a continuucién un conjunto de identidades de la derivado de Lie que
seran de utilidod en los cdiculos que haremos mas adelonte:

Z W=z, V
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(2.69)
Z = [ z? 3 L i }
[y, wl
(2.78)
Qt(iw =L _ W+ of-v—(f?tW/\
v (Qt\/)
{2.71)
Por otro lodo lo derivadao exterior de una k-forma (Sp 1982):
..... N i
L wz:.-w'h d7 AHHAC/X (2.72)

es uno k+1 formo definida como:

L ) <
da)k’g Z_ Z (QL‘J,L‘JJ;)C{XU(AC/YLC/X k(2.73)
Lbn([h w2 J X«

Una do las relaciones fundomentoles entre lo derivada exterior y la derivada de
Lie afirma que: ($138)

ofv (J(Uh) )+dfa) (V} (2.74)

[}
Ademas, se tiene quo ambos derivadas conmutan:

"fV [dwhy :C}(ofv(/(]hZ (2.75)

De acuerdo con este lenguaje, diromos que un Lagrangiono de (2.1) del tipo
(2.12) es una uno-forma:
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Lo A" (2.76)

que satisfoce:

/Dzo(g“*"at>[:0 (2.77)

Usando (2.64) as_inmediato demostrar que (2.15) es equivolente o (2.77).
A partir de £ dafinimos lo dos-t{orma é: como la derivada exterior do £
con signo negativo:

F = JZ) (2.78)

~
4
a ¢ deftnida osi la donominaremos forma simplectica osocioda a £
an componentes, tencmos :

an 2
A0 = d (7 b dx® Z J M dX hd x®
(U“ Uz b‘l ,%F
an i" an a |
=2 2 b Jeadx = 7 /Q& b X Ad
ast b 2X° ahe | 0" IXC

y por lo tanto de acuords con (2.72):

Crlb el éz.“ _ QJQL_
’ agg oK

14
en concordancia con la definicion (2.6).
Las ccuaciones de Euler~Logrange se escriben como:

OE(X*rP)ZO (2.79)

De donde,para que las ecuaciones de movimiento (2.1) sean implicodas por (2.79)
so debe pedir que la dos-forma sea no degenerada, dsto os:

33



si pora todo /—j\. , O‘(/T—\_)E)‘_‘ U entonces 6 = O (2.808)

2
En coordenadas esta condicion se formula pidiendo que:

det Gep 0

/ ~
De 1la definicion de G y dol hecho de quo lo segunda derivada exterior de
todo k-forma se anula : (5 1182)

dd wht =0

(2.81)

concluimos que:

dG =0 (2.82)

~
es decir o os una dos-forma corrada,
Por otro lado, usondo (2.75), (2.77) y (2.78) se tiene que:

( 97?? + 91‘ )5:20 (2.83)

A partir do (2.62) podemos oscribir la ecuacion de simetr{o (2.27) como:

(I? + )7 =0 (2.84)

asl mismo, diremos gque C es uno constonto de movimiento si:

(027? + e ) C =0 (2.85)

{
De acuerdo con este lenguoje, diremos que una transformacion de simotr{a es
Noetheriana, si:

pZorz g =0 (2.86)

usando (2.74) y (2.82) tenemos que esta condicion equivale a pedir que:

dJ [(;“V(FL) ] =0 (2.87)

/ ]
usando la notacion del cop{tulo anterior esto es lo mismo que pedir:




¥
V - O (2.88)
vy deblido o {2.55) esto d1timo implica

SL = 0 (2.89)

dg donde concluimos que las dcfinicionoq (2.88) v (2.89) son equivalentes.
En general, uno traasformocidn do s-equivalencia 4 serd una  tronsformacion
do simetr{a 7 tol que :

{]j’? «’)N"f: 0 (2.99)

Esto o8 oquivalente o pedir guo

R

"0

(2.91)

/
lo cual implica que la expresion {2.55) do Fx8L  se onulard solo si suponemas
que 58 cumplen los ecuaciones de movimionto, y por lo tonte (2,91) goguivale
o pedir que:

EQSL;! = 0

Ept 20

lo cual muestra que lo dafinicidn de trcnsformacién de s-oquivalencia  (2.94)
dada coincide con lo enuncilado on la seccion anterior.

El teorema de Noother afirma que si 7 os una simetrfa Noetheriana, esto es
que satisface (2.84) y (2.88) entonces:

C=K —[ Qwdt (2.52)
es una constante de movimiento, donde K y *P son funciones definidos medionte:

6&(7[) = (JK \ (‘2‘93)

{rf + Qt) K = Yit) (2.94)

4
Demostracion:
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Como i satisface (2.88) tenemos, usando (2.764) y (2.82) que:

~7 ~ N
0:~a<tj_0“-—<f£o“m,)] '
de donde, oplicondo el lemo de Poincard (5p-1982) concluimos que:

Gy = Jk

para alguna funcion K,y por lo tanto (2.93) osto bien dofinida.
for otro lado, como ] o©s simetrfa do la ccuacion, cumple (2.82) de donde,
derivando(2.93) y usando (2.83):

[(Z5+ 00T 1(0) + CT (o0 )0 ] = (2t 2(di)
0 = (LF+) (dK)

conmutando las dorivadas:

d[(G+2)k]=0

doc donds @ dofinids on {2.0%) sotisfaca:

d¢ =0

' i
lo cual implica que ? o5 a lo mas uno funcion del tiempo.
Con lo anterior, la damostruclonévq’c es una constante es inmediata:

(Lg+a)C = (f?*r&)l( — (fg-rc?t)/(f(é)(fi

usando la definicion do &
=Y ~ % (j ‘f’(&)c/f) " ( J ({)le)c/t)

y como (q s0lo depende de t:

ff ( f%)dt)
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pay o) —
5% ‘/‘y(t)Jé/u‘F

con 1o cual:

(ff+9t>6 =+9-9=0

Por otro lado, el teoremo invorso de Noether (2.41) se formula diciendo que si
C es uno constante, entoqaces ol vector ¥ definido como:

G(y) = dcC (2.95)

es una simotr{a Nostherianc.
Demostracidn:
Dorivande {2.95) y usando {2.83) y (2.85):

Gl (Lpra)v 1=0

i

i
de dondo, usando la no-degensracion de @ concluimos que:

(Lot 0e) ¥ =0

Lo cual prueba que ¥ es uno simetrfa de la ecuucidn,
Para probar que es Noethoriona usomos (2.76) y (2.81):

L &:J[?(?)}:d.[dc]’;@

Antes de pasar a la formulacidn del teorema do las trozos yaola deduccion de
constantes diferentes a las rolacionadas con el teorema de Nocther,
enunciaremos el siguiente resultaodo que se prucbo directamente a partir de
(2.77), (2.83), (2.84) y (2.89):

Si N X son simetrias £ un legrangiono vy ¢ una forma
simplectica, entoces:

n ™ os uno simetrfa (2.96)

&N
o]

Y]

I

es un lagrangiano (2.97)
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ézoq O~' — es una forma slmpléctica {2.98)

~
¥ ’
Usando {2.74) es inmedioto observar quo U ° definido on lo seccion anterior,

coincide con (2.98) osto os:

~ . ~ *‘
f,z g = 0 (2.99)

de donde:

¥

d[z’ ] =47

y por lo tanto:
~ ¥

/g == c\;é /éJ ~F (J }”

(2.108)

—~

~
A partir de G oy U'; definimos ¢l tensor A como:

g~ X — g J/\ (2.181)

Vi
derivando esta ecuacion se tiens quo:

J—

0 = T [ (2p+2 )M\

y usande la no-degonorucién do ¢ concluimos:

(2.142)

/f¢+ de ) A=0

I

De 1la ecuucioq (2.66) es facil darse cuenta de que (2.182) es equivclgnte Q
(2.59), weocuacion a partir do lao cual resulta inmediate la demostracion del
teorema de los trazas (2.57).

’
Asociada o toda simetr{a Z de la ecuacion de movimiento, tenemos la

constante: ~
J=4(T)
(2.1¢3)

]
La demostracion de que J es constante, se sigue directamonte de (2.77), (2.83)
y (2.84),
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Asi mismo, si 2 os uno simotrlo y G o5 una constante, entonces:

. (2.104) :
to% Cl

8s una constante,

Demostracidn:
(£+2) G0 = T3 25 & + (2 C)
usando (2.78) v (2.69):

(Zf*i-p?g)c.t:af,?f;} C.”5‘f~ ,'F‘Z~(95C.>

.1

rZ G =L @Gl v GrL G
(27) 7 v 7

t?) (Qeé)

donde hemos usado la scuacion do simotr{a,
f 4
De este ultimo ocuacion como {; o3 constante tenemos:

(Z};*‘Qt)C.L:O

Por otro lodo, si tenemos dos simetr{as J y § entonces:

M= %( ?Z} g\) (2.165)

s una constante, lo cuol se sigue directemente de (2.83) y (2.84).

A continuocion mostraremos como la obtencion do las constontes (2.184) vy
(2.195) se puede considorar como una generulizccién del teorema de Poisson el
cual aofirma que si f y g qon dos constantes de movimiento de un  sistema
hamiltoniaono, entoncos lo funcion h dofinida como:

{ ﬁ) g } (2.196)

es
es una constante de movimiento, donde {f,g)} el corchete de Poisson de f y g
definido como:

n
) f,g } :Z._ A Qj‘ ‘23 Q—‘f (2.187)
- J9*t op¢ 29 Pt



t
Este teorema permite en ocaciocnes obtenar constontes de movimiento nuevas a
partir de otr conocidas. (L-L 19 ),{G-19 }.
Definiendo:

?L ;o el n 0] T
X %= _ 0= (2.188)
p . G:n4l...o2n -1 0

K

podemos escribir (2.167) como:

N /o~ \O-b £
{ﬁ)ﬁ}: %%;1 (Q } (5%%1, (2.109)

usando en teorema inverso de Noother (2.41) tenemos que como g @$  una
constante:
b
a -1
2%~ (¢") [ 23
h ox’t
(2.11g)

es una simetrfa y por lo tanto:

fhgf=[2£) 1

[0
o X

’ /
de donde, usando lo definicion de derivada de Lie de unc funcion a lo largo de
un campo vectorial (2.66) concluimos quo:

{{)’ﬂﬁ':"f? 4 (2.111)

Tenemos ontoncos quo, dentro del contexto de lao mecénxca Hamiltoniana el
teorema de Poisson se puede formular diciendo quo la derivada-de Lie de una
constonte a lo laorgo de una simetrfa Nootheriana es una constanto.

Formulade asi el teorema do Poisson e¢s inmedicto observar que (2.184) es una
generalizacion de tal rosgltudo para simotr{as de cualquier tipo. .
Siguiendo orgumentos analogos se puede domostrar que (2.165) es tambien una
genorclizgcion del teorema do Poisson:

La ecuacion {2.169) se pucde escribir como:
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r \dd
]] (,J " (—(j/ {2.112)

Y debido « que f y g son constontes tenomos en virtud dol teorema inverso de
Noather, que:

17 = (g")  at

dl N (2.113)

. — ((7") 09

son simetrios Nostherianas y:

{ﬁ)ﬁi’:()\cfb QT Q}iz

(2.114)

Esto es,podemos formulor cl teeremn de Polsson diciondo que si Z' y 71 son
dos simetrias Noctherionas entoncoes:

8 b (2.115)
Gutb ’Za, ’Z.z - (_f'c’

835 una constante, , ,
Esta formulacidn 1leva ¢ la conclugion de que (2.105) os una genorolizacion del
teorema para cuondo las simetr{os son no-Noetherianas.

6.~ SIMETRIAS DE S-EQUIVALENCIA Y SIMETRIAS DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO.

En esta seccidn demostraremos que ol conjunto do las simetrfas de s~
equivalencia coincide con el conjunto do simotrfas de 1o ecusclon do
movimionto.(H-Z 1985)

Trabajoremos en 2n+1 dimensiones considerondo al tiempo t como una coordenada
éxtra. Para esto ,usareomos indices griegos MY  queo tomardn valores desde @
hasta 2n. Las coordenadas de un punto en este espacio seran
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Dado un Lagrangiano fu en 2n dimensionos definimos éﬁ como:

"
s
3

1%1 : .
j/“ - A (2. 46)
- /ea f ‘o /U o

/

31

osi mismo, si Q o5 una simetr{o, ontonces:

a
u , /Al =1, .., Zn
? - (2.117)
0 , /x:o
las ecuaciones de movimiento serds entonces de la forma:
d_?é’d: f’u (2.118)

do

Supongamos que § = t 1o que lleva a definir fjﬁ como:

{-)a / /u: o, 2n
f/" - { . (2.119)
, /U =0

Con ~ esta definiciones es inmodiato obsorvar que el Lagrangiano (2.12) se puede
escribir como: (en AN+l dimensiones ).

L =1 ()7) (2.120)

las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.5) rosultan ser:

R4

Si denotamos por d la derivada exterior . y definimos:

0'?: - _ c/ri (2.122)



podemos escribir (2.121) como:
OV( X ) =0 (2.123)

si tenemos una simatriu Z definimos:

. n (2.124)
Z

usando (2.64),(2.1168) y (2.117) tencmos que en componientes:

?b/c)(/a,\ e j/) 22_6 =l ..., an
; (axb/§ /M“) At

U)o

y por lo tanto:

2% - (Jﬁa)q"’p&“_v 9&{) Ly
JX : IX

! 7
comparando esta expresion con (2.33) tenemos facilmente que:

~%
SL = ¢4 (’X) (2.125)

si definimos:

¢ = -al (2.125)
entonces, tenemos que las ecuaclones de Fulor-Lagrange de SL son:
~ .
G ¥ ( X ) = () (2.127)
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- ¢ ) ?
En  esta notaci&n‘ la condicion de quo 2 560 una  transtformacion do  &-
equivolencia 6s:

CI(E)=0 (2.128)

1
Por otro lado, dobido a (2.117) lo condicion de que Q sea una simetr{o se
formula en 2n+1 dimensiones como:

;&”? 1=0

(2.129)

; /
Habiendo formulodo las ecuaciones bosicas en 2n+1 dimensiones, la demostrocion
del resultodo s inmediata.

Como (2.128) es un Lagrangiono para el ststema {2.1) tenemos de {2.123) que

Gg(y) =0 (2.130)

2
tomando la derivoda do Lie de este ccuacion al 1o lorgo de ? resulto:

(2 GNE) + G (Z5E) =0

Como la derivada de Lic y la derivada extericr conmuton usando (2.122) vy
{2.124) tenomos:

6: (-é) - O:”(W';- ’[f} = 0 (2.131)

1
Supongamos ahora que 1 es una transformocion de simotric, entonces:

fg?:‘qu?:O

y (2.1%1) nos lleva directamente a (2.128). Esto es, todos las stmetr{os do la
ecuacion son simetrios de s~equivalencia., Un caso perticular ocurre cuando
(2.138) se cumple dobido o que ¢’¥ =0 ,en oste caso la transformacidn es
Noetheriana, 1lo cual pruoba que las simetrfas de Noether son un subconjunto de
las simetrias de la ecuacion de movimiento,

Por otro lado, si 2 os do s-oguivolencia (2.128) y {2.131) conducon a:

(F(fi[? ):0 (2.132)

/ /
Debido o que la matr{z g21 es antisimetrica y de dimension 2n+1 se tiene que
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det G/Ze: 0

(2.133)

sin emborgo:

det Cab £ 0

y por lo taonto concluimos que ¢l rango de g;J es 2n, razon por la cual solo
oxiste un eigenvector con eigenvalor cero para @u( (2.139) ofirmo que f  os
un  elgenvector de estp tipo y por lo tonto debido a (2.132) debe de ser
puralelo al voctor ;fq [4 0sto us:

(yf,z f: /{ ? {2.134)

de donde :

Fs o T — B 2

=7 -A0 A=k
es tal que : -

2 -
Lg’=20
(2.13%)

En la seccldn tres demostromos que los simotr{as 2 Yy 7) eran equivulentgs

vy por lo tunto conclufmos que 2 as efoctivamente una simetrfo de lo ecuacion
de movimiento.

7.~ MAPEQS DE _SIMETRIAS ¥V _LAGRANGIANOS S-EQUIVALENTES. -

Un camino para encontrar los simotr{as de un sistema es resolviendo
1o ocuacidn de simetria correspondiente.

En ocasionss la solucidn de tal ecuacidn puede resultar complicada lo cuol
conduce a considerar metodos olternativos pare encontrar simetrfos.

Uno de tales metodos so basa on la busqueda do tonsores que mapean una
simetr{a en otra.

La exlistencia de toles tensores esta  ostrechamonte relocionoda con  lo
existencia de Lograngianos oquivalentes. Un resultodo importante que
demostraremos eon esta soccidn es que poara todo sistema que tenga cl menos dos
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Lagragianos s-oequivalonloes podenos contruir un moneasdor de simetr{os
A continuucién comagntaremos  como 6% que en  plgunas 1a
existenciao do cuando menos dos Lagrangianos u-ecquivalentes permite resolver  un
problema especifico: - -
Supongamos que ol sis temo (2.1) poséo dos Lagrangianos £ y £* &~
equivalentos. Supongomos ohoro que hamas oncontrodo una  constunta Y, del
sistema, ~

Usaondo el teorema inverso de Noother para ol Lagrangiono £ podomos encontrar
una simetrfqﬂ o .En el caso de que esta simetr{o sea Nootheriada poro el
Lagranglano £# entonces podemos aplicar el teorema de Noether y encontrar una
constonte Y,

A partir de Y, podomos construir lo simatrfo ? 2 Nootheriona para el
Lagrangiaono i? y con olla, suponiandeo que sca NOetheriano para :é * tombian,
encontrar una constonte {53, siguiendo ol mitodo anteriormente doscrito.
Iterando eSte procodimiento podcemus Gblencr o portir de ¥ un ndmoro infinito
de constantes Y, y a portir do la simetefs N, un  admere  infinito  do
simotrfas. ,

El siquiente diagroma muestra esquematicamante cste motodo. o
Denotaremos con T.N.» lo aplicacion dol teorama do Noothur parc ol Lagranglono ¥
ésto es, ¢l poso de uno simotrfo 2 Noctheriana para £Y  a una constante
de movimiento, .

Asi mismo, denotaremos por T,IN, la aplicacion del teorema inverso de Noothor

QO TS

que pormite pasar do una constanto G ung simotrfu joetheriana del  Laogrongiano £

, TIN "
o N ]
’(§£//”////f

; ,
(‘V.z a Tiiy b Q.L
At .
T '
e
@ & . '
‘ (2.36)

Este métode 6e ha aplicado a la solucidn de algunos problemas con niémero
infinito de grados de libertad. (0-1986)

! /
§e puede demostror ademas que estas constantes y simetrias estan on involucion,
esto es:
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(e, 91=0  [u,Bil=0

donde {,)} representa ol corchete de Poisson asociado o o G‘*dofinido en
(2.104),

Este motodo recursivo se basa en lo hip&tosis fundamontal de que cada uno de
las simetr{os Q; os Noethoriona tanto parc [ como para ﬁ ¥,

El paso de Z[ a {41 se hace aplicando el teorema de Noother para £y ol
teorema inverso para 0¥ y So pucde mostrar quo esto s equivalents a  mapear
en /iy usando la matriz A ,

Vemos o0si que la condicidn que deba cumplirss para gque ol motodo antarior
funcione o5 que AL mapeo simetrfas Noetherionas on simetrfas del mismo
Ltipo.

Aun  cuando parece muy reostrictivo osta condicidn, guisicramos monclonar  quo
existon sislaimas para los ceales se puode encontrar mopeos de stmotrfas de este
tipo y que dobido o esto se pucden rosolver complelumenty,

Tales sistomos poseon tin amborgoe un numero intinite de grados do libortod y se
reprosentan  mediante ocuaciones diferenciales porciales.  Uno de los ojemplos
mas conocidos  do oste tipo do sistemas os el representado por lo scuocion  de
Kortweg do-Vrles quo os una ecunclon parcial no Lineal. {0-1946)

En la refetacia (0 -1936 ) se encucntra lo explicucidn de como  se  puade
rosolver sta ecuacidn y otras ecuncionos parcicles no  lincoles usando ol
motodo anteriormonte descrito.

En el presonto trabajo nos rostringiremes o sistemas con un nﬂmero finfto do
grados de libartad represontados por ccuacionm diferonciales ordinarias,
Creemos que lo idoo de mapoos do simotr{o quo ho resultado Lenor tanto dxito an
}u 1ntegrocidn de acuncionos parciales no lincales puede conduclr a rosultados
ulilss cuondo se anlica o ecuaciones ordinorias,

En el cap{tulo 5 o,astudloremos 10s mapousd OO totea  do  simetr{a para la
ecuacidn do good&slcus en u ospoacio de Riemann.  Aun cuando aste tipo de mapuu
es ol mds bdsico, veromos como pormite unificor olgunas 1ideos intarosantes
sobre las simotrfas do los gnodd&icog sicomo tombien conduce ¢n ocasiones a
rosultados nuevos.Esto, creomos nosotros, o0s una mot tvacidn para realizar un
sstudio sistowatico sobre los mapeos de simotrfas de ecuaciones ordinarias,
como un método alternativo para resolverlas,

a . .
Diremos que K b es un mapeador univorsal de simetrfas si para toda
simetrfa 4% se tione quec:

Koy o°

es una siqetr(a.
La ecuacion que debe de satisfocer tal tensor se obtiene do (2.61):

0= (0273 + Je ) (K 'ZA}:[(fz'f‘J% )/<“z,]’2"

[
y como Q os una simetr{a arbitraria tenemos:
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e H L

(12 k=

Por otro lado, llomaromos mopoador particular de simetrfus o cualquier tensor
tal quo 0l sor aplicodo sobre una simetr{a especificu ¢, da como resultado
/ .

una nueva simotrf{c. Lo ecuacidn que dobo do satisfocerse en oste caso os:

L (x5 000 K] (0t) =0

(2.138)
Todo sistema . del tipo {2.2) tal que; —
26 =0
ot
tiene una simetrfa 7§, dada por:
?0 = ?
(2.139)

donde X  0s uno constante do movimiento.

Debido o ésto, los mapoodoras de simotr{ao que mopoan ol compo £ en uno
simetrfo  resultan 4mportontos vy los denominaremos mopeadores especioles  de
simetria {MES).

En 01 copltulo & daremos la forma explicita ¢e 1o ecuacton  (2.138) con ¢
siendo el campo vectoriol que define @ la ecuocidn de las geodésiccs en un
aspacio de Riomann,

Existe una conexion wmuy ostrecha entro los mapeadores do simotrio y los
Lagrongianos s-oquivalentes,

Gbsorvemes  primaro  que noada gque debido o (2.162) lo matriz A satisface
(2.137) y por lo tante, tonemos ©! importonte rosultaeo de gue tal matriz es un
mapeador universal do simetr{as.

De esgc forma nos domos cuenta do que lgs simetr{as no-Nocthertanas do ung
ecuacion son mas ricus  en contenido » no  wolo podemos asociarles varlos
constantes de movimiento, tambien podemos contrulr mapeodoresuniversales de
stmetrias a partir de ellas.
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CAPITULO I 11:

LAGRANGIANOS DE SEGUNDDO 0O RDEN
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INTRODUCCION .-

En este ccpftulo onalizaremos los carocter{sticas gengrales del formalismo  de
’
los Logrongionos deo segundo orden y su relacion con los Lograngionos de primer
orden.
’ /
En la secclon uno discutiremos el problema inverso del calculo de variaciones
en segundo orden y mostraromos como construir Lograngianos de sequndo ordon (en
’
el caso de que estos existon) a partir de los constantes de movimiento doel
sistoma,
7
Estos Logronglonos so ¢scriben como combinacion lineal de las  ecucciones de
movimiento y se dan los condicionos quo doben de cumplirse para que los
ecuaciones Euler-tagrange corrospondiontes tengon los mismas soluclonns que las
’
ecuacliones do movimiento originales. Asi_mismo o demuestre que, oun cuando 108
Lagrongianos anteriormonte mencionados dependen de los aceleraciones, difioren
’
de Lagrangianos indopondiontes do cstes por una derivoedo total.
’ A )
tn 1o seccion dos mostromes como so puede construtr o parvir de un Lagrangiono
2o
de sequndo orden uno da primero y so colcula la matr{z simplectico
correspondiente.
I A’ / n
Lo seccion tres inicic con lo obtencicn de la ccuacion do simotr{a de sogundo
+ / Z
orden y so muestra como obtener partieondo do una solucion de dicha ecuacion una
/ [
solucion de la ecuacion de simetria de primer orden.
7 ?
A continuacion se utilizo la conexion entro Lagroengionos de primero y  segundo
! .
orden estudiada en la seccion anterior para obtenor constantes deo movimiento
usando los resultodos del capftulo dos.
/ ’ A
Por wultimo en la seccion cuatro se define la nocion de mapcador de simetrf{o

/
para un sistema do segundo orden y se muestra la conexion con los mapeadores de

simetr{a de primer orden definidos anteriormente.
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1.-EL_PROBLEMA INVERSO DEL CALCULO Dt VARIACIONES £ SEGUNDO ORDEN. -

El1 problema 1inverso (no restringido) del chlculo de variaciones en segundo
ordoen (H-S 1982) consiste en encontrar uno funcldn L tal que los soluciones de
las ecuacionos de Euler-Lagrange paro  dicha funcion coetncidon con las
soluciones deol sistoma:

C;ll:: {:I{qi) C;,i)t) (3.1)

Llamaremos Lograngiono de  segundo orden o toda functén L que satisfaga la
condicidn anterior, dobido o que on aste caso las ecuaciones de Culer-lLagrange
corrospondicntegﬁerdn ocuaciones diferencioles ordinarias de segundo orden.
Todo sistema del tipo (3.1) so puede escribir como un sistema de primer orden
en 2n variables.

Una manora do hacer eosto es definiendo:

B

. (9" s m

X = o
9 CGE p, 2

ﬁi , Gzt .. ,N
fo= o (3.3)
F‘[y{JQ”t) G, L AN

en cuyo coso el sistema (3.1) es squlvalente a:

- ?G(Xbat) (3.5)

“
En el capitulo anterior, wmostramos que (3.4) tiene un ndmero infinito de

Lagrangianos,
En porticular si:

Cla)( Xb,t)

son 2n constantes de movimiento independientes entoncos:
{dn-1}y ¢ (an)

L:‘C“)éu)+‘ S ¢

(3.5)

es un Lagrangiano de primer orden de (5.4).

A continuacidﬁ. conslderaremos las funciones CLa‘ como constantaes del sistema
(3.1) ¥y voromos bajo que condiciones (3.5) os un Lagrangiano de sogundo orden
de (3.1). (H~H-S 1983),(H=-1984), (H-N-P+ 1986)., L.

Primero que nada, escribiremos {3.5) en funcion de Q" 4t L
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(}

si definimos:
E_:F‘(af);fr'(.@f\ el
dt 04t 090 ot

()
entonces, como C 05 ung constonte de movimiento:

s

e =0
dt

y por lo tanto, dao (3.6} y {3.7) tonemos quu:

Debido o ésto. dofinlendo:

W) @y o)
/U[EC .Q.Q A e +C «Q—Q
0(31 a qL

podemos escribir (3.5) como:

e

L= M8, §i4) (9= F*)

(3.6)

(3.7)

(3.8}

(3.9

(3.19)

(3.11)

Laos ecuaciones de Euler-Logrange pora una funcidn L se obtienena partir del

principio do Hamilton:

S| Lde=0

Ca ,
Cuondo 1a funcidn L depende de  §*, ¢' , t la variacion de la

nos lleva o ecuaciones del tipo:
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L = O (5.13)

donde Ei es el oporador do [ulor Loqrcnge uofinido on (2.3)
Sin embargo, cuando L es funcxon de 47, ?‘ y 1‘ como es el caso del
Lagrangiano (3.11), 1la voriucion do  la 1ntegruL da como resultado las

ecuacliones:
(;][ [_ — ()

(3.14)

donde G¢ s ol operador de Eulor-Lagrange depondiente de los aceleraclongs
definido como:

G; :—-5”'-0‘: [ 2 Vo d [ [ .
2 (a 1“ dt \ 0(111/ 0(]" (3.15)

’
A continuocion, gaplicaremos el operador G o {(3.11) y veremos bojo que
condiciones (3.14) y (3.1) son equivoleniws.

ve

Gi L =~dA ,cJ Grodi ) gt oM
Jt? 2t/ 29t

éléil! 4= ZlfijJng
dt 9 3 ¢ 9 94

! . NI !
Lo funcion /d dopondeo do @1 y porr lo tanta GL tondrd terminos que contienen
a las terceras derivadas de 9 debide a que GiL contiene sequndas derivoados de

de M .,

Desarrollando la oxpresion {(3.16) tonemos:

Gil—= [ 240 _ ¢ M9
agl 0(11‘2.

(3.16)

’
debido a ésto, la primera condicion que debemos pedir para que (3.14) y (3.1}
sean equivalentos es que amboas ccuocionos seon de sequndo orden: esto oxige que
el coeficiento del termino que contiene tercoras dorivadas de G,L se onule,ésto

2l oHi = ()

0" 04" (3.17)
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Si suponemos que se cumplen las ccuaciones (I.1) entonces, de  {3.16) tenemos:

=B E ) -

HEE R

y por lo tanto las ecuacionss (3.14) se cumplirén si:

i[m D 0FiT _ M 9E ) = 0
dt Cd-f !aéi" ] j/af/f) e

/
A continuacion eoscribiremos (3.14) oxplfcitnmente usando las condicionos (3,17)

y (3.18).
De (3.16) tenemos que:

"

Gil=_d [ as 8%y o G5 a1, d /9 om)

N TL R L I At
9ol N _d 9\ R oM\ L FT M\, A a_r:z)
/931") di( 1 9?") clt/ ai")+ (09t)+ (a.c

’
usando (3.17) podemos simplificar eosta expresion y escribir:

=g ) V) 120 5 AU

de donde:
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CﬁiL:“ﬁlk(gé.fur/ o ) LA (D« )-("i’.—ﬂ)(&/‘_{_&

usando (3.18):

le.-_g_( Ly i 2 \+§'£t(

_(y-F) (W:)
1)
dobido o (3.7) esta expresion es equivalentea o:

Gil=_2_ /w e ar”)(é'J'—F") o (§-Fi)
291 | Jt 29" 27!

y por lo tanto, si definimos:

A= 2 [«A /uk ] LM e
248 | dt 94" 9g¢

llegamos a;

Gi L= =44 (4 “Fi’) (3.20)

/
De donde concluimos que.(3.14) implicara a (3.1) si:

0(6’7} /1:3:/: 0 (3.21)

En resumen tenemos que todo sistema de segundo orden del tipo (3.1) tiene un
Lagrangiano do segundo orden dc¢ la  forma (3.11) si los funciones
satisfacen (3.17) ,(3.18) y (3.21). La condiclon (3.17) evito que aparezcan
terceras derivadas en la ecuacidn de Euler-Lagrange de L. 1la condicion (3.18)
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gerontiza quo todas las soluctones (3.1) seon solucionos ve (3.14) on tonte quae
la condicidn (3.21) tmplica lo reciproco. ,

Como mencionamos en el capftulo uno, el problemn inznrno/ dol calculo do
variocionos en  segundo ordon no Liocne siempre  soluclion, esto  es, oxisten
sistemas do sequndo ordon pora los cuales no os posiblo oncontrar  funcionos
quo satisfagan las condiciones menclonadas antariormonte,

Sin embargo, cuundo ol sistoema (3.1) admita un Lograngiano de soequndo ordan, la
scuacion (3.18) nos da un mbtodo para construir un Lograngiono dol tipo  (3.11)
g partir de los constantes de movimiento, En este caso, las dnicas condlciones
que 5o debon de satisfacer es que todas los constantes scan indepondientes vy
quo A4 dofinido on {3.18) satisfaga (3.17)

El Lagrangiono (3.11) es poco usucl en el sentido de que depende explicitamente
de las aceleraciones. ,

Sin embargo, dicho Lagirranoiono, dificre de otro independiente do estes por una
derivada total:

TM%H:HMWH+%

L (3.22)

~
Veamos como se construye L ,
La condicion (3.17) implico que existe unao funcion g tol quo:

//ui - - ‘Qf:

i
do donde: 04

(3.23)

'

L= A (§=Fi)= ~fag) ¢ - AF =
'OQL

_dieidie) | oy § () o AF
dt gt {Jt

y por lo tanto si definimos:

Tl el = 08V 4, [29)_ MF¢
Jq It

tenemos (3.22).
Observemos que L se puede escribir como:

56




la%4 —
L = M (3.24)

o
fyn ad

2.~ LAGRANGIANOS DE SEGUNDO ORDEN Y LAGRANGIANOS DE _PRIMER QRDEN:

Al principile do lo nucclén antorior, mostramos como todo sistema de segundo
orden se puode escribir como uno do primer orden. Existe uno relocion unélogc
entre Logronglonos que afirma quo todo Lograngleno do segundo orden da origon a
un  Lograngiano du primer  ordon.  {H-N-P+ 1986),10 reciproco no os clorto vyo
quo.sogén hgmos monclionado, oxistenocuacionos do sogundo ordon quae no  tionen
lograngionos aun  cuando  sus  versiones de primors Lienon  sicmpro  un numaro
infintto do dstos.(H-U 1981), (K-S 19u2). s

Si  tenemos un  sistema del tipo (3.1) gque peosce un legrangiono do la  forma
{(3.11),entonces, 0l sistema do primer arden corrospondiente (2.4) tione un
lagrangiano del tipo (2.12) definido como:

_ d*jia Uy QF? \ Co@hst, e, n
i ol
Ja - di AN (3.25)

{ A Ma ;o @z N, .., an

de acuerdo con lo discutido on la secc.1 del capftulo anterior,necesitamos
verificor que:

dho . [285) B =0
J 3)(“/ (3.26)

o a
donde 1& esta definido en (3.25), e en (3.3) y X en (3.2).
para a > n (3.26) as
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que so cumplo por definicion do 1@ .
para a <=n tenemos:

éﬂé.+.jb éUlé__ J?t .& “9? /ﬂy 0F’
dt oxt T dt 29" 29*

sustituyondo (3.25):

_=d_ [ L af 1. i aF!
= gt d 24 | 29"

ostu Jltimu oxpras*én es iguol a cero en virtud de (3.18) y por 1o tanto fj
defintdo en (3 25) es un logrongiano do primer orden para (3.4).

A continuacidn, culculoromo las componentes Gab de la dos forma (¢ asoclada
ol lagrongiano 25) @ portir de (2.6),en lo que sigue so  Supone que los
indices 1,§ .k, tomcn vulorcs de 1 hasta n:

5 ié — (]?j et} ZL;L_ e D~3

IR

y por lo tonto de (3.25) tenemos que:

f)z;;:_.@..[__/i )JMJ'}

v [ dlyi +./A% éﬁ:ﬁ ]
09 i d t aq Yi (3.27)

dt 241
‘Aij:: G7g+n - QJﬁ,_ — aijiﬂ
0 xitn o X!
de donde:
Ai§ — Q"‘*I dA A ﬂ:k} N 34(_/} (3.28)
Jt o4 09
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por ultimo:

Ci"a - G,[m jfn o D:g_‘iﬂ — D“PJ—U}
DX ikn 9 xan

/
estio es:

(:ij ~:: ;Léﬁi — azgi
J g1 29!

(3.29)

Supongamos ahora que tenomos un lograngiano que no dopendo do las ucolercciones;
para este tipo de logrungianos conviene dofinir:

2

W"‘.?- - 9 N[ (3.38)
SR PYY

Ty= 20 2L
L ETERNNETIFIT

(3.31)

f
De ocuerdo con lo dicho en la seccion anterior podemos construlr un lograngiano
del tipo (3.11) donde:

L=A (4= F")  A="29 7= d4
09" dt

debido o esto tenemos quo:

oS 811 ) 4 ) A

(M) FE ML]
94k 04

y de {2.28) tenemos finolmente que:
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por otro lado:

94 091

(3.32)

= &
a'a'?q—a [ (;)j/\*dftjﬂr ﬂk(é)‘g—f”

y por lo tanto,de (3.27) y (3.31) concluimos:

4
Por ultimo:

de donde:

De esta manera vemo
tiene asociada una matr

TfJ ~Big

- (3.33)
C"é = Q_i_j_ - ﬂ-
29097 dgi 09°

Cié = 0 (3.34)

s que todo lograngiano de sogundo orden del tipo L(%iqﬂt)

{z simplécticu de la forma:

T W

(3.35)
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% .~EGUACION DE SIMETRIA Y CONSTANIES DE MOYIMIENTO. -

[
Diremos que una transformacion del tipo:

T 9C epileiy i)

st= 0

(3.36)

? ’
as una transformacicn go simetr{o do 1o ecuacion (3.1) si mapoa el espacio de
soluciones de la eccuoclon en si mlsmo. {(H-1984a), (H-1084bD)

De (2.36) tenomos quo:

=2

-

[T
o

dt

&y
d E? di*

S

&

=49 e dat o)

dt

A .
d A 0 )

/
y por lo tanlo si suponomos que se cum ple (3.1) la condicion que dobe de

satisfacerse para que:

di*

= FUE T

dt

4y (afff'
24!

)

é[lj —_— éUEi_ 1 i b 0 (3.37)
Jt g '

Esta os la ecuqcio% do simetria de seqgundo orden.
Por un argumento analogo ol dado en lo seceidn 2 del capftulo onterior basta
que consideromos transformaciones tales que: gf EX)
S1 tenemos transformaclones del tipo:
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5
97,0

at': ?[ A{‘& 'f/\'{?\})

Vo= ot o+ & 0009, 4h)

(3.38)

' s

podemos construlr una tronsformacion equivalente Q que no cambie el tiompo
definiondo:

~ . ..

7¢ = ¢ = 90

— .

6"0 0 (3.39)

En ocasiones convieno sin embargo consideror dirsctomente las transformociones

con §tto
simetria es: {®9%4a)

g o

dt 0‘21 dt

! o

Existe una estrocho rolacion entro les solucionas de lo ecuacion
B ]

segundo orden y los soluciones de la ecuacion de simetrio  do

expresada on el sigulento resultado:

Si 2f satisface (3.37) ontonces e dofinida como:
( 0t a4 4N
E«a.~
l' -
1 ;oA N, e, An

|

o
i

satisface (2.27).
Demostracion:
la componente a<=n de {2.27) es:

d _
dt

de (3.2) vy (3.3) tenemos qua:

4
dt

¥

‘
lo cual es clerto por definicion de
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en cuyo caso se punde demostrar que para (3.38) lo ecuacton

Ji gy o
Ji

do

EC 7°—0
ay

j
T

\,

D

{

(3. 40)

do simetrfa do
primer orden

(3.41)



Por otro lodo, la componente adn do {2.27) os:

A et Nyt 0
dt Ix®

usando (3.2),(3.3) v (3.41) se tieno;

AL _faFi N faFC ) i— 0
dt? 291 2 g1

pero esto ocuocién s0  cumplo debido a que hemos supuosto  que Z‘ s una
simotr{a, con lo cuol hemos demostrado el rosultodo deseado.

A continuacidn discutiromos los diferontes mdtodos que  hay  pura asocier
constantes do movimionto a tronsformuciones de simetria de sogundo orden.

Para dsto, soran do gran utilidod los resultados obtenidos on el cop{tulo 2y
la conexion ontre el formglismo do primer orden y el formolismo de  segundo
orden quo hcmos estado hociendo ovidentn o lo largo de este capitulo.

Cuando tengamos un Lagrengiono doe sequndo orden el primer poso sero construir
la matriz G h corrospondiento. 51 ol Lagrongionoe no  doponde do los
aceloracionos, T b tondrd la forma {3.35) on tanto que si oot astd eserito
como combinacidn lineal de los ecuaciones de movimisnto lu matr{z simplu%ticu
vendrd dada por (3.27), (3.28) y (3.29), _ ,
A continuocio%, a partir de la stmetria 7t ,solucion de  la ncuoc&én do
simetria de scgundo orden, construimos mediante (3.41) una solueidn  *'* de lo
ecunriﬁn de simetrfa de primor orden,

Con G y ¥ calculamos el nuevo Lagrongiunu £ ¥ouo azuerde een (2.57) y
a portir de oste G ¥ usondo (2.82).

Si G"* = 0 ontonces, diremos que lo simpotr{u os Noethertiana y concluiremos
que (2.32) as unao constonts do movimiento,

PFor otro lado, si G ¥ + 0  tenderemos una simetrfa no-Noatheriana y podremos
consirulr wvarios constontes de movimiento usando el tcorema  de  las  trozaos
(2.60).

Ademas, tenomos de acuerdo con (2.183) que J 65 uno constante y que 51 tonemos
dos simetrfos y una costante, ol producto de la forma simpléctico por las dos
simetrfas es una constente osi como Lumbicdn lo es la derivada de Lie do
cuoclquier constante a lo largo do una simetr{a dobido a (2.104) y (2.185).
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CAPITULD IV

M oY IMIENTO CGEODESICO Y LACRANGIAN O S

S~EQUIVALENTES
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INTRODUGCLON. -

En oste capf{tulo aplicamos las ideas dosorrolladas anteriormente a sistemas do
’ N
ecuacionoes que doscriben ol movimiento a lo largo deo geodesicas en un  gspacio
do Riemonn.
- / - N
En la primero soccion damos las definiciones y propicdodes do  los conceptos
N 7
bdsicos de la Geomotrio Riemanniana :variedad diferenciable,  tensor, metrica
4 s
,conexion afin y curvotura.
’ ’
En la seccidn dos so deduco la acuacion de simetr{o do las geodesicas, 1la cuol
/ 7 /
e¢s una gaenoralizocion de la ocuocion de dosviacioén qooddsica y permite
. 4
trabajar con transformaciones de simotr{a no puntucles,esto es,quo dopendon de
las velocidades.
/
Lo secciba tros contlone la  formulacién Lograngiana de la  ecuacion do
[4
geodesicas. Se obtiene primero el Lagrangiono usual  independiente de  las
s

aceleraciones y luego, estableciendo una Dnalog{a con la eccuacion do movimiento

n N . /
do  la particula libre, So deduce un Logrongilono do scgundo orden  combinuclon
linecal do les ocuoclones de movimiento a partir del cuol se llega al
Lagrangiano de primer orden correspondiento.

¢
En  la sigulonte seccion se encuentran algunos soluciones particulares de la
4
ecugeidn do simetr{a., So dan dos transformociones que  son simotr{as para
7
cuolquier tipo de metrica y se estudlan los vectores de Killing, las
colineacionos ufines y los vectores covariantemente constantes.
U /

Por ultimo, en la seccion cinco asociamos las constantes de movimiento a las

/
simetr{as encontradas onteriormente usando las tdenicas del cap{tulo dos.
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1.~ CONCEPTOS GENERALES DF_GEOMETRIA RIEMANNIAMA. -

A continuacién haromos un breve resuman de los conceptos bésico do la goomatrfc
riemanniana basandonos en los refereoncias: (Sp-1982),(S-1985), (MTW-1973),
Diremos que un conjunto as una variodod diferencioble n-dim  sional s para
todo punto PE M existo una vecindad U C M tal que $(uyce o donde § s una
funcion de M oen R,

Para  cuolquior Pe M, PO & " vy por lo tanto diremos que x “{P) son las
coordenadas do P y quo {x*} ov un sistema do coordenadas de M,

Adomas, si uno mismo vecindad B4 M es5 mapeada por dos funciones diferentes b, ¥,
entoncas debe cumplirso que el paso de ¢LUr) a Y(M  sea una transformacidn do
coordenadas continua y diferenciable (ello y su tnversa) poro todo pe 8.

A cada punto de P do M lo podomos asoclar un espacio vectorial T, M llomado
espacio tangento y formado por al conjunto do voctores Langentos g i oon P

E1 espacio dual de TpM lo denotoremos como T, by sord ol espucio vectortal
formudo por ¢l cojunto do las 1-formos do M en P,

61 {x*} es un sistema do coordanadas de M ontoncas los vectoros tangenktes a las
curvas coordenadas (6ﬁ) son uno bose de T vy sus 1-formas duoles (dx? } una
boso de R“ M para todo Pe M, - -

be acuerdo con esto para cualesquiera vectores v y 1-formas «w tenomos:

_\7 = V= é\o« (4.1)

~J
Cl) = wo{ ([X % (/‘.2)

En todas las ecs., que siguon.los indices griegos tomaran volores de 1 a n vy
usaremos 1a convencidn do finstoin soan la cuol,cuondo dos indices so repitan
en  una oxprosidh estando une arriba y ¢l otro obojo se supondrd que so ostd
sumando sobre dichos indices,por cjemplo:

VEWe= 2 VT W

Un tgnsor do tipo (r,s),r-veces contravarionte y s-veces covarlante os una
funcion multilinoal del tipo:

(T % (o) —— R

!
Mediante la operocion de producto tensorial @ podemos formar una base del
conjunto de tensores del tipo (r,s) o partir de {(6.) v {dx*) como : (5pxqsz\

| 6,0 9€,® dxbe - dx b

66



i
da acuerdo con osto,un tonser arbitrario T so representora como:

(4.32)

T=T" ., .0 0dx"

y diremos que:

e AL

T pv'-(ls: T(dxm) T é/ﬂ) (6.4)

son las componentes do T on las coordenadas (x*}.
A pOitir de un tensor T de tipo (8,r),la oporocion de qimctrizocicn define un
tensor T3 do tipo (8,r) como:

oAt

S
T = Tw, e dX @ ®@dY ws

7 N7 T
I iy at) = i ..
(yyrees ey = I Z,_ o(o_m. o Feo

"l qege (4.6)

donde S es el conjunto de poermutacionos do los numoros 1 o r,
I
Asi mismo,la oparocidn de antisimetrizacion produce un tensor T* de 1a forma:

A — o A (4.7)

T = T e d¥ @ @dX
TL’«‘,.-,mE?L_ Z MNn ¢ T - (4.8)

1! Ge9e By ““

'
donde 53n6‘ 05 @l signo de lo pormutocion que os + si @ es par y - si es
impar ,

De acuerdo con esto,diremos que T es simetrico si:

) = 7” E (4.9)
/
y que T es antisimetrico si

(4.19)

Si a cada punto P de M asociamos un tensor g de tipo (0,2) simetrico, mno
gingular (det=@) y cuyas componentes sean funciones diferencliables, diremos que
hemos asignado una metrica a M y llamaremos a g tensor metrico.

91 para todo V{3, g{v,v)># diremos que M os una veriedad riemannianac,en tanto
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quae s1 g no s doTinido nositivo pora todo vector v diremos que M es una
voriedod Psoudo—riﬁmannicnn‘Todo lo GUC  diredos Q cant tnuncidn soré
independionto de esto d1tima propiedod do la mﬁ:r;cu,por 1o que los  resultodos
que siguon son oplicablos  eon ambos casos.

Da acuerdo con (4.3) on un ststemu do coordenudas (x%) tenomns:

3 :r(fc(gb dxd ® dx(& (4.11)

En todo punto P, € M podomos construlr un sistemo de coordenodos, llamado
sistema localmente plono,tal que los componentes de g en  dicho sistemo
sotisfogon

3&(5”0):?«9 0 Jup § -0

W

{(h.12)

dondo pr s uno motriz diagonal cuyas ontrados soa +1 o -1,
Cemo la métrica os un tonsor de tipo {¢,2) entonces pura cuolquier voctor V.,
q(v, Y s un tensor {£,1) osto os una uno-forma y por lo tanto g mapea

voctores on uno farmas:
- o )
v 7 ‘J<V) (4.13)

En componontos dicho mopeo rosulta:

o “
\/ ? ng \J (4.14)

!
Csta operocion es uno 0 uno, debldo o que g oo ne sinaular, y por lo tanto a
toda uno-forma Wa le podemos usociar un vector de componontas W medionte:

A
Wu — 4°F Wa (4.15)
donde gdp as la matriz inverso de Q“P

$up q0 " = §°% w.18)

Estos dos operociones se@ pueden extonder o tensores de cualquier tipo. Por
ejemple, si T os {r,s) de componentes:

My oeee e

7“ P... . ﬁs
die, TAMWP"“{H =T pree o

entonces:

13
son las componentes de un tensar de tipo {r-1,s+7).
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4
Ademas de 1a motricu, a toda variedad difevenciable le podesos  asignor  una
1
conoxion afin ¥ que 65 un mopoo que asociuy  u  cuslesquiera  dos  compos

vectoriales V y W un campo vectorlal 7:
Z=Ng W

denominado dorivada covariante de W a lo largo do ¥V con las siguientos
propiedades:

A\ ‘7!7 ( ifgi"{“ iﬁyi ) pund §7q‘§3§}; -+ ‘77 iﬁyi

B) W =V, W +Vy, W

Vi #Va 2

<) VWW = g Vv\f\f
DV, oW = 9V W (L 9) W

(4,17}

1
donde T a6 una funcion escolar.
Si tenoqmos un sistemo do coordonodas (x“ } entonces dofinimos los simbolos de
Christoffel asociados o la conexicn como las funciones gamg tales que:

V

Usando (4.17) y (4.18) tenemos quo:

N i o

- Al
. =] € u (1.18)
ey L A '

WS (VYT T e WY
(V\'/ W) — ,_W« (5‘5‘ (4.19)
XY
En ocaglones convieno consideraflla derivada covariante de un compo voctorial Q
a 1lo largo de una direccion arbitraric. £l resultodo de esta oporacidn es un

campo tensorial del tipo (1,1) donominodo simplomente derivada_covariante de W.
En un sistema de coordenadas (x“ }, la derivoda covariante de W es:

VW — V\/K;p Y dx® (4.20)

donda:
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m

n
W (3 — \//\v/ Jp 1= | “ \N (1.21)
definiendo: o
;(“B (h.22)

Do {%.19) y (4.21) toenemos entonces:

(7, w) = w5, VP

(#.23)

- - ~ -
Si A y B son dos coampos vectoriales cualesquiora, w una uno-forma y W un
vector, entonces:

~

Vs LG W) 1= (Vo ) (W) +0 (LW Jowm
V; LA@B =(VL.AOB ~AQ (D) =

’
La ecuacion (4.24) nos permito calcular lo derivado covarionta de 1las uno-
formas duales o los vectores base:

v, Jvb = 1P, dxY

v e,

De {4.18),(4.26) y (4.25) podomos calcular la dorivada covoriante de un tensor
arbitrorio. Por ejomplo $i tenemos un tensor do tipo (¥,2) entonces:

Ve‘* I = (Ve T&{s) dx @ dx? + DMV, Jx° )@(}XQ +
y por lo tento: -+ T—v(@ dX * ®Y5\dxg
V§X, :Ta(\b;«» dX* ® dx®
™ AT A
Txp;g‘ :% —-T/up \”‘ — 1‘,(/; !P  h27)
Paro un tensor de tipo (ﬁ.1)}ésto os , para una uno-formo ,(u.2u) 1leva
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directamente a:

C() % Jp— C‘()/UJ")

/AX, ’AJ (n.28)

Asi mismo, para un tonsor de tipo {2,8) tencmos:
an

% D(Fw:: I(D(P,a« + K Fo«da« + K /ﬁ:«po' (4.29)

i

; .
La definicion de derivods covarionte dada cn (h.S% s independiente de la
métricu; Sin oemborgo, si tencmon un espacio con metrico conviens definir  la
dorivado covariante pidiendo, cdomas de (4.5) lo condictidn do compatibilidod:

=0
'

£s5ta condicion as muy 1mpox tante porgua, como veromous a continuacion, determing

4
unfvocamgnte la conoxmn a portir de la me Lrica y ademos da une interpretacion
gaometrico de la derivoedo covarionte, ,

Usondo (4.28), tenomos quo 1o condicton do cowpatibilidod implica:
. ]/u( C{ I’J/'J - _—
34@,5‘ F oy Ju/a tope 3“‘/,»‘ =0

‘
Do esta ecuccion podemos deospojor los s{mbolos do Christoffel obteniendo:

re
'
Esto es, podemos colcular lo dorivada covorionte o partir de la metrica y de

sus primeros dorivadas parcilaloes. ’
Observemos que (4.3§) implico que la conexion os simdtrico:

S :21- fj ‘ ’JO/U,Y' Ui*/u Q‘/‘“));G) (4.38)

M e =1
P " p
A portir de (4.38) tenemes lo identidad:
g — M DpY
I—,P?j‘d P PP — L aj#ﬁ. P P (4.31)
‘ o I X
'
A continuacion, demostraremes un par de identidades gue serén de gron utilidad

en los cnlculos que haremos mas adelonte.
Primero observomos que debido o (4.28):

28 = S0+ Supe =2l 34
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y usando {(4.15):

g ® ® %
02g(/u,'\”:{g/,(m?‘*‘8‘70{)/‘,—!2[7/4?30'0(}5 +§,agn’+3‘,d§)/,(
y de lo identidad (4.38) concluimos que:

«
j 2 & § ‘7

< = {
A Va
multiplicando por la méérico lo ldentidad (4.29) llegamos u:
oLy auy %P Thgua % «G o ouf
P = R kTP g, - KT T,

y usando qu(:

o o
CSye +d, 8 ’ g (432)

g°!

— ng— ""1[5 B M«
(J Ly

y + Ty

que es ung consecuencla del hecho de que la derivada covariante de g es  cero,
so tiene la ldentidad:

p:d) LY Tl )
=g KT ek

/
Toda wvariedod diferconciable que posee una conexion tiens definldo un. oporaodor

de curvatura: .
R . M ——TM

{(4.33)
y O

0’2(\7) W): [__VV)V\,}W ""\71_ £4.34)

Vaw ]

A partir de 6Z podemos definir ol tensor de curvatura do Riemann de M que os
un tensor de tipo (1,3) como:

R, G R, B)=d (R(AB) C)

~
donde ¢ 68 una uno-forma y A,B8,C tros vectores.
En componentes tenemos:

R=R"pes Co@dP@dX" @ d2*

donda:
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R s = Moo =g =T 2507 o
pro = LI Tl g — g ){‘(s k1357

son las componontes dol tonsor de Riemonn que satisfocen las siguientes
identidodes: .

/‘80([3/,;\7: —Kprt/{;? ) /eo(ﬁ/u,?: '"@o(/u’/u

(4.36)
. /Zq?ﬁ/u‘) = /Z}IV«JP
/{«/5/:; * /z dw//J/u -+ [51*,@”/3 =0 (4.37)

Do {#.34) y {4.35) anotaofos que el tonsor do curvatura mide lo no conmutatividad
de las derivadas covarliontos en un espuclo curve. Esto se muestra de manera mas
ovidonto en la siguiento identidod:

/Z“(ws éu - [Vy, Vg] e(?- (4.38)

4
La demostracion do este rosultado os inmediota 1 observamos quo:

R N(&a‘fé & = @(émé)s) é@ ) @(é‘) és) :Wm VE]

A -~
donde hemos wusado el hecho de que los voctoros tp v O forman una bose
coordanada vy por lo tanto conmutan.

Podemos generalizar esta ecuacion diciendo Gua para cunlquier vector V

fVa)VP]\/” = R/u\)x{g \/Q {#.39)

/ / '
A continuacion demostraremos uno formula analoga para tensores del tipo (2,8) vy
que usaremos en los capf{tulos siguientes:

[3
o

s

[ Vd-) Vp] K)\): R,(P )‘/u {</J¢ + /zp(p \2/.,‘ /{ /‘l (4. 48)

/
Demostracion:
seq.
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tonemos ontonces:

A

- . n ~ - N u] ‘:\\
Vo Vptb v = (TR, oty

4+ KN{ [V \7(5] @}*}&) 6y + 1 é\/*® H Ve, Vp] ée %

debido o quo los derivadas parciales conmutan tenemos que el operador [‘L‘Vﬁ]

. 2
actuando sobre los funciones escalares componuntes)(”
por otro lodo usondo {(#.28) tonemos que:

7

so anula.

‘ A A v oA A
[Vd‘?vp’} K: K/u?{ R>/gic«/[3 {i\}®€/ + K}i e/JL @ {R%\)gp e)k

de donde:

[0, 1K = [ R 027
+ K v o K*/"

y usando (4.36) tenemos ol rosultado deseado (4. 48).

/
Por Gltimo, definiremos lo que o3 una geodesica en un espacio M con

aff{n.

£n gonoral una curva on M es ua mopea ¢ de . en M de la forma:

b e ®é

7
conoxion

@ - e Q) = (XY, x"(5))

Diremos quo a5 una eodésicc do M si:
g

v, V=0
donde YV es el vector tangente ala curva:

V= Jw
do

A partir de (4.79) tenemos quo 1a scuacidn (4.41) en componentes es:

v NP+ TR NEVE =0
ox P
y como, debido a (4.42):
VT gy

podemos escribir (4.41) como: J 5

d*g* . ' d1” dd
AT d
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Es facil vor que (4.41) tmplica:
! \/ J =constonte (4.45)
ya que;

Vo 1V]'= Vo GO0V = (V) +29 (%, V)=

’
asta condicion conduce g;

<

(Cjclp ( Ci?ﬂ | A (4.48)
ds ds

donde A es una constonte, FQLa couacidn punde esceribirse como:
9,“ f

/
dondq T o5 un paramotro arbitrario,
El termino de la ruiz multiplicado por d % es la longitud de arco dG y por lo

tanto, podemos concluir quo:
/
(/61:: - d Ov

v
1

dgt deb !t dn = A
.(.3 d-b d.:) (4.47)

(4.48)
de donde resulta qus ol parametro s da la goodolsica es an genoral:

9= &0 (5 (&%.49)
donde & vy ? on constantes de movimiento.

Esto s, el parametro s que Gpareco @n la ccuncion (4.6h) o5 lo longitud de
arco y por lo tante no es independiente do los coordonadas,

2.-ECUACION DE SIMETRIA.~

4 /
En esto seccion westudiaremos lo ecuacion quo debe cumplir ol compo vectorial
generador do lo transformacion infinitesimal:

5“:3d+8§d(9,9,t) (4.50)

’ /
para ser una simetr{a do la ecuacion de qeodesicas.
Primero que nada, debemos recordar que ¢l porometro s depende de las
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/
coordanadas g% o traves do la expresion:

®
- ¢ A {4.51)
d9=dup de d9°F
debido 10 cual, onte una tronsformacidn dol tipo {#.58) s combi

Q
= 9 +t £ (4.52)

e

2 N 1
De acuerdo con esto, pora encontrar lo ccuacion de simetria de los geodesicas
4 .
debemos usar la ocuacion do simotrfa poro transformaciones no locales (3.40):

"Tl a 0 Y o TS ; I "
L W A g P L E QI L N

s’ ds  dst g {da T ds | ogb 75
para 1o ecuacidn de goodésico;

« e . .
Fo=- 979 (4.54)
y por lo tanto:

(4.55)

.“Q_E_ - O {&.586)
de donde lc ecuocién do simotrfo so roduce a:

Jrgx _qe 5o _oF Jsb okt P -0
dd d9*  9df ds5 9P

(4.57)

definlendo:

5% o g5t oF st (4.58)
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|

L (’M d
d

do

SD

A

Qo

(e

{4.59)

podemos escribir la ecuucién de simotria como:
8 o
A 6 - O (4.68)

1] N ’ -3 o
A continuacion encontroromos la oxpresion parc A y B .Para asto,
calcularemos primorce ol cambio de s:

m~J

d 30((5((4) q CMB tgdpdgxd(!p"*“ﬁ{r?("{})&’ ‘fsd‘quCJQP +
+ G 550 d97d90+ G0 $Td9Pd YT | e

95 JIPJYT, 038 9, 49497 L 26 aa)ﬁw
() B 0 D T [ 2[5

a9/

de donde:

~ 4 I A 'D'\.(3
5* =1 + Eg 34[5,);\ ?)6‘ + 36‘(5 gd:d t dcus‘gd:(s}(i LA
dsg‘ { i
A< ¢ -~
+d & (ﬂ%j\}gf/f‘ (1/*7(3“028{9_56_«)9##3
94 f /] - v d2

usando (2.65) y las ecuacionos do movimiento:

43 _ +a(nz;g) g b _ 25(0?“>((’(‘?”‘?)?+45( 5“‘)%

J‘“‘ 5

{4.61)
que podemos escriblr como:

Q)

N;L ‘—o( ‘
45 —§+ozz(D§)‘.1« (4.62)
usando la definicién:
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(4.63) Bd:-gi/u Ef“u_. agﬂ‘ ( [1 f \ :.i.x
| - /

& + D)4
dS \ ds {4, 64)

y por lo tanto:

ds 5 - do
to 66; J_ J— 30 ~ 51'"- s: ( 5"—:‘%—'“«\ 2“]
ds ds T ¢ 9 )
de donde: — . ‘%
B * = .D. Mﬂ > 3/.1 q
d5 &5 (59
A con\:inuuclén calcularemos !\‘:
sustituyendo (4.54) en (4.58) tenemos:
2l m(oﬂ;‘.&) CAEER
g 1 ase (4. 08)

y como:
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{%.67)

tenomos:

B = B ()RR

sustituyendo en (4.66):
D (D §°‘>__
d5\d5

: - ® 'L B %
.{_ar(;;‘ 9*(J§)+ aris) ¢h et st =)
¢ vooye

;
reagrupands los terminos do osto ecuacion y usando (4.67) vy (3.7) llegomos a:

() () Tt A T

L (!““ 303*)€1 2, ({;; 393*) de’

"9"5( oy ﬁPﬁl"%_ 2 P (Jf_’) — A
T B[ ) (28 v (2R

[ -
_ P oapgier L4 ot qf _
Moo Mo 387 T 87 (LI 020

_agf Mﬂa&fi)_ﬁ; ¢ 40 = pe
248 ds 95 T ds
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simpl{ficando y factofizando tensmos finalmente:

D ( D) [ 0% _ ol % PU. M —
ds\ ds AL AR °
o . gl ) (4.68)
- ’ ‘4P [1 ¢ § ] a ( g(B = /q

y do la dafinicion (4.35) del tensor de Curvatura concluimos gue la ecuacton de
simetrfa es,sustituyendo (4.65) y (4.68) on (u.ﬁﬁ%

DD s# R g%t s¥ 7 _[D0 §79 9%=0
ds d5

j | d5ds
(4. 69}
Esta ecuacidn difiere de lo ecuacidn do slme§rfo:
U W y
D T os*- R 979P87 =0
| A F {(4.78)
(15 Llﬁ

que aporece on {H~N-P+ 1986) debido al té?mino extra (4.65).

No obstante 408 facil probor que umbcs acuaciones son equivalontes cuando
la siwetr!n a0 cuestidn se una funcich arbitraric en la coordenadas q% poro un
polinomio de grado n en las velocidades. Puara ver esto supongamos que  tenemos
un vector 3 4+ gue satisfaco {4.70), entoncos multiplicando por Q i ®

-—Jf-) 3/4 %uém”/zﬂkpvé)éngé.;é(“ZO

usando las propiedades de ontisimetr{c del tensor de Riemann tenemos que B =8
y por lo tanto se satisface (4,69).

Por otro lado, si $# satisface (4. 69) y s un polinomio de grado n en las
velocidades entoces ol termino A® sera do grado n+2 on % en tanto que B
sera de grado n+h lo cuol implicao gque cado unc de los terminos debe ser cero
seporadamente y por 1o tonto A" =0 y se tiene que (#.78) se cumple. ’
Observemos que si la simetr{o no dependo de las velocidades la ecuacion do
simetr{o resulta:
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ey
LR
—~
I
<

( g/)(}x;/b B [{M x/y* 3

(4.71)

que es la ,acuocidn do desviocion geodesica do la cual (4.69) es una
genoralizacion,

3. -FORMULACION LAGRANGIANA OE LA _ECUACION DE GEODESICAS.~

Para estudiar los propledade; do simotr{a de la acuacidn do goode%icus y los
constontas de movimiento corrospondientes aplicondo los tdcnicas dosorrollades
on los copitulos 2 y 3, nocositamos primero quoe nada oncontrar un Lagranglano
para (&.44) oscrito como combinacidn linsal de los ecuaciones do movimiento.

La acuacion  do geoodesicoas puadu utt  Lugronglano  indepondionta da las
aceloruciqdnos dol tipo:

~
L

=t gy 44

dabido a que:

EK‘NL = d (Jus Ciﬁ) '“_'—'3«&{3,5* 4"9f -
dd &

= Gus 8" 12 (Gurp+ope -G e 11740 =

= o ¥R

Observemos que on un sistoma localmente plano, (4.72) toma la forma:

’Z.J:- '/2 Qp(f; é“?(‘ (4.73)

que es el chrangicno de unag particula libre.
A continuacion buscaremos una funcidn //lu tal que:
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L :/Ux (‘f o /7(:;4 3(\(4&)

(&, 74)

seac un Lagrongiano (dependiente de las aceleraciones) dol sistema (4.44), (H-
N_P+ 1986).
La ecuacidn de movimiento de uno part{cula libre es:

20 &
C/‘J“ - O (4.75)
de*

Un conjunto de 2n constantes do movimiento indopendicntes paro este sistema

1315
=9
I
C(J) - (:{‘ — g fj
. (4.78)
(an-i) on

Cun); qn__éﬂs

De acuerdo con lo dicho on la primera soccion dol capitulo 3,

L = jl 7" .77)

s un Lagrangiano de (4.75) si: .
(An-1} ()
)
JdC

/L[K:CU)O,C_ + ... T A
09" 29"

PDe (4.76) v (4.77) tenemos que:

(1.78)

/U FR=a ‘3 x (4.79)

y por lo tonto:

[=-59,9"

(4.88)

!
es un Lagraongiono, combinacion lineal de las ecuaciones de movimiento para la
particula libre.

’
ta ecuacion (4.75) es igual g.lo ecuccion de las geodesicas en un sistema de
coordenadas localmente pleno, y por lo tanto, podemos decir que (4.88) es igual
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al Lagrongiono (4.78) escrito evn dichus coordonadas. Si constderamos un sistema
de coordenadas orbitrario, tenomos que sustitulr la derivgdas ordinartios  por
derivadas covariontes o introducir oxplfcitomcnto la matrica, quedando L
escrito de la forma:

(4.81)

L= 99 %" DY
do
De lo anterior intuimos que:
. ‘ o * )
= =5 Gup 8 (L84 1), 47 (o)
s

I
es un Lagrangiono de {&.44) que os una combino_clon lineal de las  ecuaciones
de movimiento con:

/('/‘< = =9 3“1’3 '3{5 (4.83)

£l sistema {4.44) se puede escrigir como un sistema de primer orden definiendo
x* ,f* mediante (3.2) y (3.3), osto os:

3“ ( P“ az=1..,n

L= Ea: (4.86)
4 o J

{ = P -P/,J PP Gz NEL e AD '

1]

El sistema equivalente de primer orden 0;:
das = P .
do

o v
‘L:E_“:'P QTMP
M
d9

Usando (3.25), podemos encontrar un Lagrangiano de primer orden del tipo:

(4.85)

L = J)a( Xe= ]oa) (4.80)

para (4.85) o partir de (4.83), observando que:

jo(:-— c_f:—ﬂx + Q_}f (4.87)
ds /UF op
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%&x E]("ﬁcm?ﬁ - =9 UM‘,P P W -L:)r}'XQ\ P/fe 10,/‘1’{3?_
5 da

+

{4.88)

—85475‘ Pbd
et Lo 0Pz Pl e

ape

Sustituyendo estas expresiones en lo formula (%.87) que da el Lograngicno de
primer orden correspondiente tenemos quo:

fuz o (MRt ok (M PP 5030 g
(4:90)

haclendo uso de lo identidod (4.30) concluimos:

jo(:‘: -5 (Qﬁﬁﬁ‘ Fy})p -+ 3g{éﬂ Pb‘ (4.91)
) 9 4

Y por otro lado de /g a4 = /u,,( llogames a:

(#.92)

Ly = -9 T up P

De (4.91) y (4.92) podemos decir, usondo.lo terminologf{a de 1o seccién 5 del
capitulo 2 que la uno-forma:

ﬂ——ﬁ(?_&pv>i’wi’9d9+wf’d‘~l BEE Y .
24%

es un Lagrangiano de tipo (4.86) pora el sistema (4.85).
Observemos que {4#.93) se puode escribir como:

[f/olts?ﬁ da” d["‘f’ /)’u})] (4.94)

/
A partir de (4.94) se puede calcular la forma simplectica asociada hociendo uso
de (2.81):

7= Jup d‘im/\d??’%—(?)ﬁ_o(.c(::)Pzp R AL
BT
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Esta dos-forma tiene componentes U;5 definidas como:

(6"):2 GJob CJXO/\LIXB
Ulhz

~
y de ocuerdo con (4.95) tenemos que las componentes de ) 56 pueden
[4
ropresentar modiante la siguionte matriz ontisimetrica:

[urg= B [ P* S

O;A - (4.96)
ffo((s 0

4, ~SOLUCIONES PARTICULARES DE LA ECUACION DE SIMETRIA. -~

! !
A continuacion, buscaremos olgunas soluclmes particulares de la scuacion {4.7¢)
vy colculoremos las constontes de movimisnto asocladas. (H-N-P+ 1986).

Cosel.- Soluciones del tipo:

g/u = A% 1) i (4.97)

Sustituyendo (4.97) en (4.78) tenemos qua:

DD ONPA - R&pe PP AP = 0
ds ds

usando (4.36):- i 1 ()?/,«) _ O
ds ds

’
ebido o lo cuol concluimos que (4.97) sera una simetrfa si lo  funcion %
satisface:
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(4.98)

/ /
las soluciones de esta ecuacion son de la forma:

N=0C5s — ( (4.99)

donde C, .Cg sONn constantes do movimiento:

D¢=0 (4.199)
ds

dos casos particulares de (4.89) son:

C\ =0 ) (4.161)
C,z.= 1 f
¢

Ca

1

I

D (4.182)

’
Coms loe funclones numericas son constantas do movimienlo pora cudlquier tipo
de geodesica, conclufmos que:

5./ =P (w103

s M A
D2 - ((}P (4.1¢4)

: 4
son simetrfas de la ecuacicado geoddsicas en,cualquier tipo de metrica,

Caso 2.~ Soluciones del tipo:
g/f‘___ g/“(«’” (4.185)

I ] I3
En esto caso la ecuacion de simetrfc os lo ecuacion de desviacion geodééicu
(4.71).Esta ecuacidn la podemos escribir de la formo:

MA G PEPE=0 o

®
como P es un vector arbitrario (4.1¢6) se debe cumplir para:
X __ C% .,
P = g 4 (4.187)

s
donde § es un {ndice arbitrario, esto es, (4.107) afirma que el vector Pn
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tiene todas sus componentes iguoles u cero monos la componento J que vale uno.
Sustituyendo (4.187) en {(4.188) tcnomos:

Xocp MM
MMKF 83 ()'3 -— /\1 11 (&.168)
S1 suponemos ahora que:
' o 6", S .
P = . Tt O L #Y
? (4.169)

/ .
esto o8, que al vector pP tonga todas sus componontes iguoles o cero con
I
excopeion do las componontes 1 vy J quo valon uno, tendromos que:

Mﬂv(pﬁﬁﬁ‘*'mﬂd(soi B M 5 56+ M4 & 5 =
y usondo (4.189):
M/" L.?- -t M/“ ‘ji = 0 o)

Como los indices 1,J se eligieron arbitroriomonte, podomos concluir do {4.108)
v {#.118) que (4.1068) implica que:

M uf,) =0 (4.111)

Debido a ;sto. la ccuacién de simetr{o para el caso (4.105) es:
H ~ 1 : r
§MMF,+§ ;(5«~—/<”0</m§°—/3“(w§ =
Multiplicando por el tensor métrico y usando (4.36) tonemos:
b o=
Spiap T 3 p t Rppap 374 Ruppp 3 °

?
Debido 6 {4.39) podemos escribir esta ecuocion como:

Suap T Spips L0, 075+ [, U8 =0

'
reagrupando terminos llegamos a:
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t.iene todus sus componentos iguoles a cero menos lu compononto J que vale uno.
Sustituyondo (4.1687) en (4.106) tonomos:

M/}g(g 53 (S% = N/AM =0 (4.108)

Si suponemos ahora que:
' x_ (F " C
P:(‘)L'i-zg3 L3
(4.1¢9)

/
asto  es, que al voctor p* tenga todos sus componentes iguales a cero con
I
excopcion de las componentes 1 y j que valen uno, tendromos que:

Meqp 8 8+ NP 65 8F I §18F v 11740 85385 = 0
y usando {4.169):

/“?’d {9 + M~ ji = 0

(4.118)
Como los indices 1,3 se eligieron arbitruriomente, podemos concluir de (4.198)

y (4.118) que (4.1686) implico quo:
M (x‘@) = 0 (h.111)

’ 1 .
Debido a esto, la ecuacicn dew stiwwli{a paro ol coso (4,165) es:

M M a‘ Y Y
g»‘:“(ﬁg ,'(SN'"/‘Z x/u*§ ”‘K (SM 3 =0
Multiplicando por el tensor métrico y usando (4.36) tenuvmos:

g/.;o(’a“‘é/a;(so( + /Q/W/u sy /Zw(s,uﬂ =0

7
Debido a (4.39) podemos escribir osta ecuoclon como:

g/;.u/s ! -g,u;prx +L, Wg(ﬁ [V,s, \}fo =0

[
reagrupando terminos llegomos o:
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gf‘),’P); K + §(/J;r()}(‘g - §(N;ﬁ);/u _ 0 (4.112)
Como los indices o, P ./} son {ndicos libres tenomos quo (4.112) implica:

§(K;(5);/u -+ gﬁd}/u);/}~ gl/u,'(i),‘ « =0

sumando estas dos ecuacliones conclulmos gquo (4.1¢65) sera una simotr{n si:

g (d;{g); 0 = () (4.113)

A

£n  general,  todo simstrio §q {49) quo satisfaco (4.113) se donomina
colineacion afin.

Un caso particular ocurre cuando 3 A cumple (4.113) debido a que

satisface una ocuocion mas fuerte:

3 L p) = ()

(.118)
M o e
en este coso diremos que 33 (3} es un vector de Killing,
Caso3.~ Soluciones dol tipo:
I ‘ﬁ/u /oA A g 6‘ = 0
- v\/j;v
(4.115)
Sustituyendo (4.115) en (4.78) tenemos quo_ g‘A debe de satisfacer:
D $H =
Q D_ ) 0 (#.116)
ds 5
} ¢ gwl( )
UNa solucion particular de esta ocuacion es 1 3] tal que:
=0 (4.117)

gs‘/d,'“
Todo vector j?f; que satisfage (4.117) lo denominaremos vector covariantemente

constante,

Observemos que debildo a (4.71) esta Qltima ecuacion implica a (5.115),
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5.-CONSTANTES DE MIOVIMIENTO ASOQOCIADAS. -

/
En esta secclion asociaremos las constontes de movimiento correspondientes a las
simotr{os particulores oncestradas anteriormente, (H-N-P+ 1986)

A) simetr{as dol tipo: M, P/u (h.195)
: .

’
Esto eimotr{u tlene asociada uno simotr{oc en 2n dimensiones, solucion de 1la
ocuacion do simetria de primer orden do acuerde con (3.41):

/ oo
7o = {/ \_*fu

s ”Mﬁ dep/d‘

A partir de esta simotr{o podemos formor un nuovo Lagrangianc, usondo (2.51);

(4.118)

Jup 44" dPP(T) - (p“%f)?*dwd%?(ri,) (1.119)
: 2gp

naB P
v T

- (3«3?”‘)”94_ ZS“P s 93/1“’ _._9 pM g?ﬂpvdqﬁf

‘;)1

1

que podemos escribir, usando (4.39) como:

(34&? ) 4P [

1
a

,uﬂ PAPTAGE twnzm)
9¢ |

de dondo:
¥
— MDY .
/@,wd(i,ﬁ/ugPP) Gzt
y por lo tanto: ‘ At ¥
‘024 =0 (4.122)

1 '
demostrando esto que la trasformacion es Noetheriana,
Asociada o 1la simetr{a tenomos la constante J (2.1643) cuyo volor es:

J& - /2? (Q4 )



usando la identidad (4.31) podemos vscribir 1o antorior como;
— q pPURp
J1 - 30‘(5 - (4.123)

Por otro lado, el tecrema do Noethor ofirma que:

o= L ’Zf + ¢ (1. 126)

&\.4 = -& dc“"(% (%.125)

6s uno constonte donde: |

do (2.54) tonemos que:

Sy = EM_ T).,('JL) - (?’JUU (;Z"E )1 (4.126)

L ds
5 s U P q pmPY

FOER) = SKP? 1§ ,,5{3 pral - d_ (1{%\,1 A DR

Sustituyendo (4.123) y (4.127) on (4.126) usondo 1o propiecdad de ontisimotrfa

v
de g llugamos a:

8= - [d (548 P°P8) _ d (V2 $up* e

dﬁ

‘o _3_ N
1 ) 34[9, PP (#.128)

y por lo tanto, el teorema de Nocthor lleva a lo constante:

de donde:

Z; _— 9;{{3 ’)«x;ap {(%.128)

B) Simetr{as del tipo: §J M § PM
(h.184)
Podemos escribir la simetria de primer orden asociada como:
To = 5¢+] (4.138)
‘ - 0
donde f esta definido en {4.84) y el vector g es:
g~ p« (h.131)

[ ’
ta transformacion (#.13¢) genera una nueva forma simplectica mediante (2.98):
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usando las propiedades (2.68), (2.69):

y do (2.74) y (2.82): ~ ~
0, = dJd[ 7]

(4.132)

sustituyendo (4.131) en (4.95) tonemos:

, NS e D o
a(7,) :,,“(ng(s ]P d9
y por lo tanto: ~ ¥ - ~
GCFf =0

(4.133)

do donde concluimos que {&.184) 6s una simotr{a no-Nootheriona esto, ¢s de s~
oquivalencia.
La matriz /.  (2.56) os en este caso lo identidad:

b b
/\'za - 8&. (".13‘6)

’
y por lo tanto, ol toorema do las trozas conduce unicamente a constantes
numéricas,

Por otro lado la constante J tiene un valor igual a coro:

o~y » (o —
Jy=se(f] +4(9) =0 (4.135)

¢) simotrfas del tipo, -
) Simotrfos del tipo §-*‘"- g M ($) (&.185)

En general una simetr{a indepondiente de P tiene asociads una simetria on 2n
dimensiones del tipo; § }*

\ 3/“3 « (4.136)

N =

. ~
A continuacion calcularemos 0 pars una simetrfo de este tipo:
sustituyendo (4.136) en (4.95) tenocmos;

™~

F0) = - Gup Fon P Gy, PO G USR] 4454
+ ] Gup 37} 476
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‘ @ - o B 1 ®oin
T) = = Qup 80 + Sy 37 Qo 305wy P

+ { 3{53‘%930(*" %m‘gwgg } P&dqrd + {3#{?"} d P

/ ’
el primor sumondo de esta ecuacion so puede escribir de una formo mas manejable
observando que, debido a (4.32);

. . [ ¥
(4.433) 522%‘,): /w;mgu+3a§,«+3""‘§’ﬂ

usando esto identidad y doefiniendo:

(4.138)

hap =3 p

tenemos ontonces que:
71 “‘[p?, }u[s Pﬂ/ de* + drﬂv‘p gdr'ﬂ] (4.139)
y por lo tanto:

%)#": I-—;Zhdﬂd?(a/\di’“ + !‘*p&bxp’aa‘ldﬂp/\dg v’ (4.108)

Podemos considerar e.\nt;c.mco*~ quo la formao simplccticc nuovo so obtiono a portir
de E’ reamplozondo la motricn G,p POT UNQ nuova "motrico" dada por : hd ’
La transformacion (4.105) puode sor de dos tipos 5ugun vinos on la  seccion
anterior. Un %tipo corresponde a los llamados vectores do Killing que, debido a
que satisfacen (4.114) cumplen la condicidn:

g* =0 (5.141)

de  donda, concluimos que los vectores do Killing generan simetrfas
Noetherianas,

€1 teorema de Noasther afirma entonces quo (4.124) es una constaonte de
movimiento. p ,

Para realizar los colculos que siguon, sora convenlionte usar un sistema de
coordenadas localmente plano en el cual debido a (4.12) tencmos que las
primeras derivadas parciales de la ndtrica ¥ gor lo tonto los s{mbolos de
Christoffael se anulan en vn pvato.

Debemos observar sin embargo que el uso de sistemas de coordenadas locolmente
plano no esta plenamente justificado ya que no homoo probudo que el formalismo
do Lagrangiacnos de primer orden para la ecuacion de geodesicas sea covarionte.
De hocho la misma matr{z oimplactica (4.96) contiens tLterminos que no son
covariontes. Hocha s¢sta aclaracidén debemos considerar el uso de sistemas
localmente planos como un comino poara llsgar rapidomente erosultedos cuya
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s
validez es necogerio probar unofobtenidos.

Habiendo aclarado esto tonemos, sustituyendo (4.137) on (4.93) que:

J1,) = 3‘*(5 pegt - 53«p pe §x’/" P
y como en el sistema localmente plano:

gdp ?%",ﬂ’*:g

concluimos que la constante J vale;

oy p P“PM - %(d;P)Pd)’JFZO

t

L

v -C{ P”‘
o«
vy T qup (6. 142)
I3 I3
Tomande 1o derivada covarionte de esta ecuacion a lo loargo de lu goodosica vy
usande la ocuactédn de simotr{c os inmedicto mostrar que esta cantidad es
efectivamente una constante,

Colculorpmes ahora lg constaonts asociada ol tooroma de Noethor.
Paro esto observemos quo de (4,139) vy (4.114):

Sloz €[ Lm BRG] 5 00@) =d (upa? )

de donde:

6“('-2_5)(;2"?) = 3&{3§“dl’(b(‘f<) “3«'(33'(&?9(?») :(les (3&(&3“?(5)

y por le tanto do (4.142) y (4.126) conclufmos que:
8\3 - O (4.144)
y por lo tanto lo cwstante asociada con sl teorema do Noether es:

/(3 oot \].3 (4. 145)

E1l segundo caso de transformaciones del tipo (4.195) corresponde o 1las
colineaciones afines que sotisfacon lo ecuacion (4.113). Observemos que los
vectores do  Killin también satisfacon osta ecuacidn, sin embargo,
restringiremos el termine de colineacién af{n @ 1las tronsformaciones que
cumplan (4.113) y que no satisfagan (&.114),

Debido a esto, y o (4.148) tenemos que para las colincacliones afinas:

S
Fl=0

Yy poer lo tonto ,dichos transformaciones son do s-equivalencia.
La constante de movimiento J es,de ocuerdo con (4.193) y (4.136):

J = gu?o“‘ S hO((b P PF ' (e
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La representacidén matricial do lus Tormas 4 y 77 ecs do ccuerdo con
(4.96):

b, 9y [a¥.y =ahy
Gab = P " O = | P o
—%ﬁﬁ 0 / zbﬁﬁ 0

donde;

@4(& = (3#&,(5 ('7"3(”‘)‘;) ?&‘ ; Ydfs ped (hm-‘)a— haﬁMPv {4.148)

debido o esto, la matriz A soré:
/
Lhe Q.

b
/\ a =
4 0 “hy (4.149)

donde la mctr%; flde es de acuerdo con (3.48) la derivada con barra de‘h,@
De acuerdo con esto, tanemos que el toeorema de las trazas ofirma que:

/7d o = ck

,;70( ’ hp M = (te (4.158)

y todas las potencios sucesivas de lo matriz . y

observemos sin embaorgo que todas las constantes osocidas son numericas yo que W
no depende., do P ni do s, /

De ocuerdo con lo discutido en la seccion 6 dol capitulo 2, podemos construir
las sigulentes constantes de movimiento:

¥, - -

(9 ,14)
)

M=) M=C
I ) My *=

(4.151)

<:12

donde Z Y 71 son las simotr{qs on-dimensionales asociodas a las simetr{as
p* y sP* respectivamente.
En un sistema localmente geodesico, tenemos que:
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de donde:
?l’

A= ¥ = e

y por 10 tanto:
M\ = hdF: P‘l?‘\ﬁ
(4.153)
B 1) = G dradrt T
= qp ot 5 P 90 P8 54"
Ma= 6\\&&??@ ~ 5 Ta 158
7" (TL-TM = 'lh«(s d‘#‘i/\dﬂ (Q..Tu) = ’lhdf&? 5\)/» p#
¥ f s ¥
M, = ,Zho((b g' -\ P P (&.155)
por Jltimo:
G ) = - 2hp o770 pr= 2hp 3 TP
3(5 P PK\ (&.156)

2’7&(3.?. PP - 25Jd{3
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Tomanda 1o derivada  covortonte do M1 oy M2 es inmodicto demostrar que son
efoctivaomento constonteys do  movimisnto, pPrcobor que M2¢as  constante do
movimiento sablondo de antomanc qwfl* lo ¢s,rosulta inmediato. Sin enbargo la
domostracion de que Mi# os constante de movimiento og un poco laboriosa lo cual
muestra la potencia del método para obtenor constontes do movimionto o
de simetrfas no=NOstherianas en el sentido de que dicha constante no so
obtenar “triviglmento" a partir do la ecuaclion de simetr{0{q4m)

La demostracion do que Ml1* es una constante de movimiento hoce uso de la
idontidad:

partir
puede

[vﬂr) V(J '{7/‘17? = /zf/ux{[b )')0’\7 ""/804.74/5 }’W/u

que es consecuencio directa de (4.48). )
! .
S1 ugsamos la ecuacion que sotisface hg P (4.113) tenemos ontonces la relocion:

3
/Q/ ¥V /7,0:& + Kﬁ P }7/3 y =0

[}
tomando entonces lao deorivado covortante do Mi* a lo largo do la geodesica

\4
usando lo ecuacion de simotria (4.111):

C',\?P\) = \w(s 3(3;34;\2 PuW‘P\}
‘3(5:3‘;»’ ~ RP soy §7=0

CoP” = /Mp REgon PHPTP3°
osto ultimo lo podemos escribir como: ’
Kpdnd. N
Co PV = '/:b,ffip wx}up ’*KPM;}?M]P PP

/
y de la ecuaclon que satisfoce hup doducida onteriormente tonemos efectivante
que MI1* es una constonte de movimiento.

D.~ Simetrfas dol tipo:

M —_—
{?),'\? - (6.117)

Esta simetr{o es un caso particular de los vectores de Killing y por lo tanto
es una simotr{a Nostheriana teniondo como constante asociada la funcion

Ks=Js ::fj[,({3 P"‘_{@ (4.157)

de acuerdo con {(4.142) y (4.145),
En la toblo que a continuacion mostramos estdn resumidas todas los constantes

de movimiento deducidas anteriermonte para simotrfas del tipo : :§jﬁ’g)
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Por Ultimo, observemos gue si tenemos una colineacion affn § (9) entonces:

@ = /1 F g(z (4.158)

es también una colineacidn affin. (H-M-P-+ 1985)

Esto se migue directamente de la forma de la matriz A en (4.149) y del hecho
de que dicha matriz ¢s un mapeador de simetr{a {ver seccidn 7 capitulo II).
Debido a lo anterior: -

P hep OF ¢ P¥
(8/m) P hag O P¥— 0% hag PF

son constantes de movimiento, que podemos escribir usando {4.158) como:
Poc }'w(x, ( h?/u gﬂ); LS fw
(5/1) P hap (h, 540 P¥= h¥p 58 huy P

y de (4.113):
ol M Iy
& (3‘;&@},@%)5 .y P

(5/%) P* Chup B ) 870 PP — (B har JSP P

iterando este procedimiento cbtenemos el siguiente conjunto de constantes de
movimiento (H-N-P-+ 1986):

Ney = P (hilgs 5P, 7
Najs 2= (3/m) P“(hi)xpgﬁ:a‘?”“ $% (h)ug PP

(4.159)
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FABLA L1V~

SIMETRIAS PUNTUALES DE GEODESICAS Y CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASOCIADAS

(H-N-P+ 1986)

ECUACION

NOMBRE T1PO CONSTANTE
- —— - (d'
VECTOR DE }MP:O NOETHERTANA K-—- J 3 Pa(, (R)
KILLING
T= 5%~ ghy P
I.’L: )”?) (lﬂd@‘)n
L=t .an ()
)m(s;x\ZO g
| M= he PUTE
COLINEACION ‘
S~EQUIVALENCIA®
AFIN,

98

My = Shyy PPP - 5" Pa apo
M= 2hap 880 PP
M = 2he §PF -
-25 b5, PP
Niier® P(hi)up $55 P* 0r9)

Nzjiz = SP“(h")dPZ@;r‘ pe -
5 (h)p PO a9
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CAPITULO V:

MAPEADORES ESPECIALES DE SIMETRIA EN

MOVIMIENTDO GEODESTICO
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INTRODUCCION, -

En egte capitulo desarrollaremos un conjunto de tecnicas nuevas apropiadas para
el estudio de las simetrias de las ecuaciones de geodésicas.

Dichas téenicas non ;ermitirén dar un tratamiento unificado de las simetr{as de
las geodésicaa, deducir los resultados conocidos sobre simetr{as y constantes
de movimiento y obiencr nucves resultados,

Dentro del conjunte de transformaciones puntuales que podemos  hacer en  un
espacio de Riemann estan las simetrias del espacio que tienen la propledad de
mantener invariante alguna de las propledades geométricas de éste. nor
ejemplo: su métrica. 5U conexion o gu tensor de curvatura. Solamgnte una parte
de estas  transformnciones mapean quodésicau en geoddsicas. lLa pregunta que
purge entonces eo: d Cual es la relacion que existe entre las simetr{as del
espacio y las simetr{as de las geoddsicas de dicho espacio ?

La rcepuesta a eata interrozante conduce de manera natural a la idea de los
mapeadores especiales de simetria y debido & d¢wto, dedicarcimos ag cecciones 4
y 2 del presente capf{tulo & la discusidn de las simetr{as de un espacio de
Riemann y de las gcodéuicus de diche cepacio,

En la Beccién tres, encontramos la ccuacion diferencial que define la condicién
que debe de satisfacer un tensor de tipo (1,1) para gser un mapeador especial de
simetr{a. Dicha ecuacioh se obtiene a partir de la ecuacion de simetria de las
geodésicas deducida en el capitulo cuatro.

Se muestra ademag que los tensores de Killing son casos particulares de los
mapeadores especiales de simetrfa y que la ecuacion que define a estos ultimos
eg una generalizacién natural de la ecuacidn tensorial de Killing.

El concepto de los MES para ecuaciones de geodésicas y la ecuacion diferencial
que satisfacen dichos tensores son dog resultadog nuevos que como veremos en

este capftulo gon de gran utilidad para el estudio de simetr{as.
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La asociacidn de lag constantes de movimlento a  un mapeader  egpecial  de
gimetr{a usando los metodos de los cap{tulos anteriores es el tema de la
geccion cuatro.

En las secciones cinco y seis usamos los regultados de las secciones tres y
buatro para dar un tratamiento uniffcado de las simetrfas del espaclo
discutidas en la primera geccidn.  Se estublece la conexion entre MES y
simetr{as del espacio desde dos puntos de vista. Primero mostramos como agociar
un MES y por lo tanto una gimetrfa lineal en la velocidad de la  ecuacidn de
geoddsicas a cada simetrfa del eopacio. Lo simetr{a asi asociada puede ser en

general Moetheriana o de o-equivalencia,

Por otro lado 1llegamos a las simetr{as del espacio mediante la  busqueda de
soluciones particulares de la ecuncidn de los MES,

Eota relaciébn  entre simetrfas del copacio y simetrfas de las gcoddﬂicas e3 un
resultade nuevo y cg una de las consecuenciag mas importantes a que conduce el
concepto de MES.

! ’ -
En la Oltima peccion del presente capfiulo wicuc an lpo eonatanten  de

£
T3
I
s

. .
movimiento agociadas a simetr{as del espacio de manera sistematica
.

reproduciendose los reultados encontrados en (K—L—ISB\M obteniundo en ocacioenes

constantes de movimiento nuevas.
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1.-SIMETRIAS DE UN ESPACIO DE RIEMANN, -

En asta scccién damos la dofintcion do las simotrfns dol ospacio que
consideraremos mas adelante,

Presontomos las idoas goometricas subyacentes a oste tipo de tronsformaciones vy
deducimos la ecuacidn diferencial quo deben de satisfacor los campos
vectoricles ¢ genoradores do dichas simotr{as.

Para 4sto nos basomos en las rofermcias: (K-L 1969) (Y 1957) y {K-L 1981).

(1) Movimiontos [M]:

¢
La distancia sntro dos puntos P y O infinitesimolmente proximos de coordenadas
(X; Yy (“1 ) en yn espacic de Riemann es ds donde:

do* =Jy (x) dxdxP

(5.1)
C]Xx - x“a- o X‘; (5.2)

ante una trunsformocién de tipo:
¥ = X% 4 g (5.3)

~ ~ a
los puntos P y Q son magpudos en P y Q de coordenadas (?; Yy (Qg ).
La distacia de soparacion entro ostos nueves puntos osta dado modlante:

dot = dup (X) JZ“ JdxF (5.4)

donde: o w
~ ~ .
dx*= X% — X,

(5.5)

diremos que (5.3) s un movimiento si:
3 th
ds =ds (5.8)

Esto es, los movimlentos son aquellas transformaciones que preservan los
relacionss de distancia en un espacio do Riomann y por esta razon tambien son
denominados isometr{as, o

Los generadores de de los movimientoslésto os los vectores 71 de (5.3) seo
denominan vactores de Killing. , R
A continuacion, desarrolloremos la condicion {5.6) para obtener la ecuacion
diferenciol que debe satisfacer 1 para que (5.5) sea un movimiento.
Sustituyendo (5.1) y (5.4) on (5.6):
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a 1p

'3‘0((5(7{») dX“C(}/P: 7,{(5(}()C/A gl

de (5.3) tensmos que a orden £
9 (X) = 3df}(x + ﬁ(‘”]ﬁﬁ) 77

(5.8)

~
ol vector (}X % se transformo debido @ (5.3) como:

d74= Q:?Zj_\ Juf
9%!)’/ (5.9)

dY's g+ C(%}Z(fﬁ) dx?

’
asto 0S:
(5.18)

sustituyendo (5.8) y (5.18) en (5.7) tenemos: (6. 11)

Juy A2 4= (Gapr e Qug, 1N+ 21020 )(d B 08,00 27)
desarrollondo osta exproslon dosprociando tcrminor do orden -g :
Gup dadxlb= 9&(»4%“@'%(3"*8 Yupor 1 d 2 d -+ &zp Vn dxdxP +
I 0Py wdadr | (5.12)

de donde concluimos que la condicit')n que dobe cumplirse es:
Y
29 \ 1'% 97 ‘%P JL_)X,W
ox v (5.13)

Esta ecuucion se denomina ecuacidn da Killing.
Da 1la definicion de dorivada do Lie (2.65) tenemos entonces que la condicion
para que (5.3) sea un movimiente es:
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7 deap =0

(5.14)

/
Asi mismo, wusando {(4.137) podemos oscribir la ecuocion de Killing do manora

equivalente como:

c =/
5 (c{;p) J (5.15)

}M‘f’ =0 (5.16)

Observemos que de (5.12) se tieno que:

~o, o ) ® ; p
do7= d + (D) dTIE

7

de donde sacando rafz cuadrado so tienn que a orden £
~ . K
ds — ds + & ([ 3) dr C/X/} (5.18)
2 i} ‘{F

4 /

esto s, la dorivada de Lie del tensor motrico dao ¢} camblo a ordon £ da
¢

distancia entre dos puntos infinitesimolmontso proximos antes y despuos do

tronsformacidn,

(2) Colineaciones afines. [AC)

o

En un espacio de Riemann, docimos que un vector V P en un punto P
coordenadas  (x % ) es paralelo o un vector V% en un  punto
infinitesimalmento proximo o P de coordenadas (x ", ) si:

DV =0

(5.19)

donde D representa el cambio diferencial covariante de Vu definido como:

DV = v+ Moy Vdx° .,
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donde: dv/u el V/J@, - V/uf’

(5.21)

1

dx’ = x5 = 15

(5.22)

®

Ante uno trans formucion de coordoenados dqbl tipo (5.3) los vectores Vip vy Vg

son mapeados en v,, y v 2

51 inicialmento V&, y V% @ @ran parolelos vy dOQDU(o de la Lrunxformocion
siguon siondo pcrololos. diromos que lo Lrnn;tormuc*on es una colinvacion afin.
De acuerdo con 1o antorior tonomos que la condicion que so dobo do cumplir  os
que:

dV“-k{ﬂ ) V¥ dY 7 =

(5.23)

donde:

~ Y ~ ~
C/’X = Ye— Xp (5.24)

Esto es, las colinesclones afines son transformacionehs que preservan  laos
rolaclones de paralelismo on un espaclo LP Riemonn,

A continuacion, desarrolloremos la condleidn (5.23) .

Debido a (5.10) que es luo loy do transformacion da un vector ante (5.3) tenemos
que:

,\\/’D‘ — VOL L '?_Zi_\ Vﬂ {5.25)
IxpP )

20" }Jxﬂ (520

d,i\?:: dx\)“*' & (¢
I X

-

de donde:

(5.27)

PV ¢ D [PV P g a1t YovF
ox¥ i 9xp 9% P

usando (5.2¢) tenemos entonces que:
BV dtee e e et T WA e
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por otro lado: ol o
M M

po ()= L

y usando (5.25) y (5.29) tenomos:

[7

= D e e Mo U H P 15,

. (5.29) .
x{dx%mwx %
De (5.28) y (%.29) tonemos entonces que la condlciog (5.23) se escribae como:
K % A 4 [ . ™
dv ”'(f('l)/ﬂ“’l:k*/u \’f’”frué/ﬂ,’ZIX
X (VA g 1 VX7 + e M) =0

? / )
desarrollando esta ccuacion dospreciondo tormines en &

AV e (%0 = T U )V + T Vi d X+

4 e LT 1 P X [ VP U dX = e 1Y) =0

que podemos escribir como:
o ~ o v of .4 3 \
AV T VI + e {1y 174 e 0+ C; w Z/ui’+
A AR, V’“JX =0 (5, 30)

y como se cumple (5.2¢) tenemos que la condlcion para que (5.3) sea una
colineacion afin es que :

20(%9_ Z“J>~ > P/w) 2 \s,; ’ij/* P/x,\ 2

(5. 31)
de donde, si definimos:
® ) u] \ AP
[7 Z )) /uw? Cm?) ,Z +I\\? )/«A+ F/«A,\/Z)"

(§.32)

entonces la condici&n resulta ser:
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oZ”é F;\A:O

(5.33)

Observemos que de {5.23) ,(5.38) y (5.32) sc tiene:
~ oy oL /A v
DV*= Dvi+ ¢ (2 M)V sy

Esto es, la dorivada do Lio do los simbolos de Chistoffel da ol cambio o ord.on &
de la diferencial covaricnte do un vector antes vy dospués de la transformacion.
La dorivada do Lie du  los sfmuolos oo Christolfol lo podemos escribir  tambidn
como: {Y-1957)

o .
w 1 nH —nt f

o ! - I, P at A Ay
0(’2 ¢ 1P o (5.35)

’
y debido a . los orgumentos dados en la socclon cuatro dal cap{tulo ontertor
cuando pasamos dg la ecuacidn (4.71) o (n.112) tenemos quo

DZ} P;y = g ‘N{ /)/-”'73‘4 +/?§W,'ﬁ“‘ })/3,3(-)',) } (5.36)

¢
¥y por lo tonto, una colineocion afin dobe sotisfacor:
])D(PHA'%' /Mfiﬂ et }7/3)*)' X :0 (5.37)
que es equivalente o podir que:

(5.38)

/)o(/b;ad =0

(3) Movimiento conforme [MC].-

£1 angulo o ontre dos vectores V ﬁ ,W% en un punto P de un espacio do
Riemann se calcula mediante lo exprosion:

s = Tup V" WP

\/g"(ﬁ VdVF‘ dePW‘WF' (5.39)
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]
Ante una, tronﬁformocion del }tpo (5.3) los vectore V y W son mapeados  en
.~ - ¢+ -
vectores V W en el punto Py forman un angulo  «  dado por:

™ “\){1) 1
los & = w/é&p(x)fi“}\l
~ ~y ot ~ay N 1 4
1/3:/[; (X) VoV J&’dﬁ(x; Wewe (5.49)

Diremos que (5.3) es un movimiento conforme si a orden ¢
~D .

— 5.01

ol — ol ( )

1
Esto es, las transformociones conformes preservan  los ongulos entre  los

vectoras,
La solucijon general de (5.41) os que:

5’@ (%) V“V‘MJR = (1+266) (701!_5 v we

(5.42)

[
donde G es una funcion escalar orbjtrogio.
De (5.8) y (5.25) tenoaos quo la condicion Gi:

(3@"" Elaps W)(V“Z;V"}(Wﬁf 05, V7) = (na) g v wf

desarrollondo a ordon ©  se llega a:

gdpv“wh E{ o1 1 eyt Lo dou fVWE = (1 ,zg«)gdpv“wf*
£ (L 5)‘*/5 Viwe = 25550//3 VoW -

y como de {(4.,137) y (4.138):
Z? 5"%‘ = ‘Z/Mt@ (5.44)

/
podemos escribir la condicion como:

}/H/.’): Gﬁd{j (5.45)
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Esta ecuacion la podomos oscribir do manora eguivalento como: {Y-1957)
~? / Cf }:O
i ( { Ui*ﬁ

donde: - ~Yn
k= |det 9up | (17

. ’
n=dimension del espacio

(5.46)

y' por lo tento, podamos docir aue los movimientos conformes do la matrica g
son los vectores de Killing de la metrica:

o |
& = 2\@‘3%\ fbp, U (5.48)

(4) Movimientos homotdticos [MH].-

Los movimientos homotédticos son un caso especial do los movimiontos conformes
’
cuando la funcion § es una constonte G,
- N ’
Tenemos entonces quo,debido a (5.4%) los movimiontos homoteticos satisfacen:

/751/_), = ()/(; (C]Jﬂ (5.49)

Geométrimmento un movimiento homotetico representos un combio de escola de
longitud en el espacilo do Rismann, ’ ,
S4 r:ﬂ alemanto rea lonoiturd antos dn la transformacion os ds vy dospues de esto
es ds entonces debido o (H.18) vy (5.44)

J5 = ds +~ £ e dxt 4t

d 49 + £6 do

o
l

[
asto os:

d%) - {constante) X (JS {5.50)

(5) Colineacionses proyoectivas [CP].-

] ’
Diremos que una transformacion del tipo (5.3) es una colineacion proyectiva si:
™ 3 o
— N
\
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- i
donde Lf es uno funclon escalor definida como:

a0,
C?S/‘* | T e

'
usando la identidad (5.38) podcmos escribir la condicion como:

h/é?;ef‘* })54\?3%} - }7{53‘3\? = 3YP Leax‘ ”"%\M‘ (QP

intorcambiando (X Yy sumondo 1legamos a:

’Z}V""S“ﬂ :‘23"7('“ (7035"‘ + ?(3 P‘ A *’Y ('() o (5.53)

/ 7
Es interesante cbservar que si dofinimos uno nuova conexion llaomoda copexion
proyectiva:

@ M o r'z/*" g
Wpa‘:fﬁ(;?ﬁ*#gggg/‘y\ -T—Saﬂj;/:p) (5.54)

/
entonces la condicion (5.51) so puede oscribir como:

f T x‘; (5.55)

Esto es, , las colineaclonses proyoctivas son las colineaciones afines de lo
conexion proyaectiva,

(6) Colineaciones conformes [CCON]

’
Anteriormonte mencionomos que los movimisntos conformes de una metrica g
/
son aquellos que preservan los oangulos entre los vectores y que puecden
’
considerarse como los voctoros do Killing de la metrica:

?O(P — l—c!(’,{ 30’(’3 ]-\M 3&(& (5.48)

' !
A purtilr‘ do esta metrica, podemos formar lo conexion conforme medionte la
exprasion:

!K /u? :EL!_ ?'({5 ?(‘5/”‘)"'@(5‘7)/41‘4?/&0(5$ (5.56)
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% ! ’
Diremos ontonces que 1 08 una colinoaclion conformo deo 1la metrico g “P 51 es
una colinoacidn af{n do la motrica ﬁ) osto os, si:

Zy K ee=0 (5.5

tomando la derivodo do’Lio de {5.56) y usondo (5.48) seo puede demostrar (K-L
1969) que una colineacion conforme dobo de sotisfacer:

(5]
53]
j2<}
~

/’M(b;x": 05, 304(5 (

'
donde & s una funcion escolar definida como:

Ié = | Q/«‘_ (5.59)

(7) Colineacionos de curvatura ospociales [CCE].-

Los colineaciones da curvoturo so dofinon como aquellus transformociones que
dejan invariante al tensor do curvatura esto eos;

-~ 14 —

°’<’§ /)& (xr/u =0 (5.68)
haciendo uso de la identidod (Y 1957):

o ~ [ ) -( 7z /"d) (5.61)
4 R oy ( Ll LT P )
y do la ecuccién (5.36)’t0nemos que (5.60) se puede escribir como:
vt - — P Y ' = 3
(h/us?,p }N(AJ/A })/U{s;Q);(« (hx'v?,{“‘hv’(.\)«’(’ }W!ﬁ,?) 0(5.62)

intercambiando los indices F y ¥ tonemos:

(h/’(l‘l’”- h{b"}/*' })/“}F);y\‘ (hﬂp;\?"‘ "\Pv’,‘&“‘ »)3"\?2(5.\: 0

U
sumando ostas dos scuociones llegamos a un caso particular de colineccion de
curvatura definido como:



= hp v =0
))[5\7)/3‘ L KR (5.63)

La ecuaciJn (5.62) que satisfocon los colineaciones do curvatura os bastunte
complicada incluso el caso particular (5.63) es diffcil de monejor debido a que
os una ecuacidn antisimétrica en M,

Lo anter ¢ or lleva a buscar tronstformaciones wos simplos queo dejon invarionte a
la curvaturao.

Un caso importante es cuondo se cumple que:

h wp sty a0 (5.84)

A estas transformociones las llomaremos colineaciones deo curvoturce aspecioles,
Debido a {5.36) podomos escribir (5.64) como:

{5.65)
(Z3 i) =0
(8) Colineaciones conformes especiales {CCONE)
Las  colineacionss  conformes  espocialus, se dafinan  como  aquellas

transformaciones quo son colincaciones conformes y colineoaciones de curvatura
simultaneamente, .
Esto es, (5.3) 65 unca colinsaclon conforme espocial si:

'no((s;r‘ =06y Cu‘d\p

(5.66)

y ocdemas: z{z /'2,"{3(1/41 =
debido a (5.36), para una colinoacion conforme;
« _ qad
Z'fz F’/w‘ *";L J { 6;3’ 3{3¢+G;p 6&:’ *B,V 8(!6" } (5.67)

I
y de {5.61) tenemos que la condicion para uno collneocién conformo especial es:

" ¥y ;
3 { Z9,/u 3{5 st 6/(5 j/N"' B,'v) 3{3/,4 %’g‘m 3 6)6" 3(5)+ E;P a‘,‘;— 6:"7 fj(m };/A: 0
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o oY oy
8; C;Px‘ - ‘g& Z",M"ﬁ\(s/;% C;?e{‘ +3(5«‘3 5;,7/%: 0

tomando o u/u y sumando:

y
N Gypet — 5" Oippu ™ 3“9{5 Oy 3@& i 6;vu=0
de donde:

v
(n-2) bypr Ypr 377 By0u=0
multiplicando por gev tonemos:
¥
(0 =2) 387 gan+ 977 B0 =0

y por lo tanto:

(n=1) S’M 6',»7/,( =(

de donde, una transformacion sera [CCONE] si odemas de satisfacer (5.43) cumple
que: -

e

J

“ =0 (5.68)
Observemos que debido a (5.64) y (5.65) se tiene que:

(fz I bl(w‘)

y por lo tanto, las {[CCONE] son [CCE]).

t 0 (5.69)

i

(9) Movimientos conformes especioles [MCE]




Sun  aguelles transformaciones que adomas de ser [(MC]  son  colineaciones de
curvatura,
Esto os satisfacen:

Jmp:ffi‘-.xp
L /Z“/.:.af/u—'io

(5.78)

Do (5.36) y (5.45) tonemos:
- ¥ o :
Ly | p :z’_g /B;rf//y*@(sﬁw*&"j(w
osta ecuocién o5 anélogo a {5.67) de donde con colculos seme jantes 108

a
anteriormente hechos concluimos que los [MCEY deben deo satisfocer ademds  de
(5.45) qua:

N, o
v '“([5 0 (5.71)

(18) Colinoaciones proyectivus especiules [CPE].-

Estas son tronsformacionos que ademas do sor [CP] son colineaciones de
curvatura, ; ’

Las [eP) satisfacen (5.51). Sustituyendo este ecuacion en la condicion (5.61)
Lonemos:

o« N ‘ ot ol
O = O/) ({9;\73* —+ 5?(@,%‘"0?:‘ (’P)'V‘/J"“(S»)(‘?l},,a"

N . — CH ou =0
O p (?,MA Orce”,ﬂ
haciendo of 7u y sumando llegamos a:

(n=1) Yon =0

y por 1lo tanto una transformacion sera una [CPE] si satisface oademas de 1la
’
ocuacion (5.53) la condigion:

LPI/M v (5.72)
Por ultimo debido (5.51) se tiene que las [CPE] son [CCE].
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£n 1o tobla Y-1 rosumimos las ecuacionos que definen cada una de las simetr{as
que hemos estudiado hosta ¢l mowunts.

Lo relacidn entre cadu ung de estas simetriag y las domas esto rogrescentado an
lo tabla EPQ. En  oste diagrama todo simetrio s un caso porticulor  do las
simetrias con las cuales ssta conoctado mediante flechas.  Asi por ejemplo, los
[M] son un coso particulor de los [CAY los cusles a su vez Son un  caso
particulor de las [CP],

2.~ SIMETRIAS ODE UN_ESPACIQO DE RIEMANN Y SIMETRIAS DE LA  ECUACION DE
GEODESICAS. -

En  lo seccion anterior homos dado les condiciones que debe cumplir un  espacto
do  Riemann paro gue tenga dotermirnado tipo do simotrfas. La prequnte noturol
que  surge es la rolocidn que oxiste entre ostos simotrias y los simetrias quo
poseen las gaoddsicas on ose ospocio. Sorfa doscoble nquo toda simotrfa  dol
espacio se raflejara como una simotr{o de las goodesicos.

$i consideromos una simoir{a do) espocio:

%K: XO( . (E?Jb((xf:}) (5.75)

¢ ’ 4
y pedimos que nupcc grodestcas en geodesicas, entonces, de acuerdo con lo dicho
en el capftulo anterior debemes toner que:

}7 [4/3,3» g =0 (5.74)

Sin embaorqo, si comparamos esta ccuocién con las eccuaclones que describen  las
condicicnes do simotrfo do  un espacic de Riomann  veremos gque los  udnicas
simetrfas del 05pocio  que sen o su ver simetrios de las geoddsicus soen  los
movimiontos, las movimientos homoteticos y las colineaciones afines. Esto
d1timo se discutio en dotalle en lo seccidn cuatro del copftulo cuatro.

£ hecho de aque los simetrfas de los geodosicas del tipo (5.7%) sean un
subconjunte de las simetrfas del ospacio os do sosperarse. Las guoddsxcus 50
definen como aquellas curvas que tienen lo propiedad de que su vector tangente
[s3:3 parulalo' a lo largo do ollos. Dobido o esto, si  tenemos uno
transformucion que  prosorve ¢l parglelismo, como es ol caso de los
colinenciones afines, dospués do lo tronsformocion ol vector tangente o la
curva seguird siando paralelo y la curva seguird siendo geoddslca.

Asl mismo, las gooddsicus se pueden considerar como aguellas curvaes que
extremizaon la distanclo entre dos puntos., Debido o osto, como los movimientos
no combian los distancios entre los puntos de un espacio de Riemann  si una
curva es el camino mas corto (o mas lorgo) entre dos puntos, dospués de 1lo
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TABLA VI
ECUACIONES DE _ SIMETRIAS DEL _FSPACIO  (K-L 1981)
MOVIMIENTOS (M)
e $ Cay e A = 0 (Ea \
COLINEACIONES AFINES (CA) 3 (i) n )
MOVIMIENTOS CONFORMES (IMC) S .
Sty = 7 Jup (Es)
MOVIMIENTOS HOMOTETICOS (MH) f_gu.m—_—; ()JO 6&.{(5 ) ffo:c‘}e (&q)
T f
2é oot ¢ + ¢ St C() o
COLINEACIONES PROYECTIVAS (CP) “’f’(f‘}?ﬂ:-s“ ‘8‘7“[5 ’!N‘ J“*f\ (g’(‘ 3(”" )
(€ 5)
COLINEACIONES CONFORMCS {COoM) ?14;ﬂ)l.‘f (;m f{rw [E4)
- i
G — T
COLINEACIONES DE  CURVATURA Sl p) 0T 0 (£#)
ESPECTALES (CCE)
COLINEACIONES CONFORMES ESPECIALES (E6) Y 53/"2"‘ 0 o
{CCONE)
MOVIMIENTOS ~ CONFORMES ESPECIALES (E3) o GJ//«‘ =0 )
(MCONE)
COLINEACIONES PROYECTIVAS
ESPECIALES (CPE) (£5) y (?J/N =0 (o)




TABLA  v-2

RELACION ENTRE LAS SIMETRIAS DCL ESPACIO {(K-L 1969)

Cc
A

|
CCEt

C

CCONE

B

\‘//-{'J P

CA

£

4

CCON

/

MCE

P4

MH ///




transformacicn Geguiré teniendo la misma propiedad.

Los movimientos homotdticos son simples cambios de escala y por lo tanto el
argumento anterior se aplica para mostrar intultivamente que egtag
trangformaciones won simetr{as de las gcodésican.

Por otro lado, los movimientos conformes de una metrica £ & gon los
movimientos de la métrica conforme ﬁﬂﬁ definida en (5.48). Debido a éStO.
tenemop el resultado particular de que en el espacio tiempo relativista los
movimientos confermes son transformacicnes de simetria de lag gcodésicas nulas,
TLas colineaciones proyectivas no conservan el paralelismo de un campo vectorial

ya que en general cumplan gue:
- ol | O
ciiﬁé / P e ;ﬂ

y por lo tanto no son simetr{as de la ccuacion de gcodésicas.

Del mismo modo tenemos gue las colincasiones conformes tampoco son gimetrf{as de
la ccuacién de geodésicas a que estas transformaciones preservan el
paralelismo respecto a la métrica conforme .

Por Ultimo,tenemos que las colineaciones de curvaiura no son simetr{as de la

5eodésicaﬁ ya que el hecho de que la derivada covarianse de la derivada de Lie
de los sfmbolow de Christeffel sea cere no  fmplica necesariamente que  la
derivada de Lie sea cero.

Lo anterior conduce dircctamente o aue lou [MED, las fCCOE) y Yas {CPE) no fon
gimetrfas de las geoddeicas ya que dichay tranuformaciones son casow de [CCED.

Parece entonces que en general lag simetr{as de un espacio de Riemann  tienen
poco que ver con lag gimesr{as de lan ueod(cicns de dicho espacio. Sin emdbargo,
un  hecho algo wgorprendente  es que a cada trasnformacicn de  simetr{a  del
espacio, 1le podemos agoclar una constante de movimivnto de lags  trayectoriag
geodéuiuau. Zn log tablan Y-3a oy Ve3boque o continuacion mostrumos esta
repumida  esta informacidn. In V-%a estan las coastanics  asscindne  ane  no
dependen del parametro g (K-L 198%). En V-2b e oncuentran algunas constantes
con dependencia explfcita en el parametro 8 que fueron encontradas por vez
primera por Katzin y Levin en (X-L ram),

Lo anterior lleva a plantear cl siguiente problema:

Cual es la relacidn entre las simetrfas de un espacio de
Riemann y las simetr{as de las geodésicas de dicho esgpacio (*)

Como indicamos al inicio de la presente seccion dicha relacidn no es directa;
esto es, 81 § es una simetr{a del espacio entonces no necesariamente es una
gimetr{a de las geodeblcas.

Sin embargo, debemos tener presente que las simetr{as de las geodesicas pueden
ser transformaciones mas generales que las del tipo (5.73), westo es ,podemos
pengar  en aimetr{as no puntuales es decir simetrfas gie dependan de la
velocidad.

De acuerdo con esta fdea, una alternativa ser{a entonces considerar que la
trasformaciones de simetr{a del espacio inducen transtformaciones de simetr{a no
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TABLA  V-3a

CONSTANTES DE MOVIMIENTO INDEPENDIENTES DE S (K-L 1981)

STMETRIA CONSTANTES DE HOVINIENTO
. S« PT cen

" G Jug P70 cen W P (ca)

oA /)4/5 Pepe (c4)

cpe () y CuPC o

- Ed“,p“ (%) (c3)

ccon (hip = 0 ) POPE (cw)

CCONE (C8) N [OPR L)

ceE hdp:lﬂ /M/)Pf)y (c1o) y h:a P en)
MeE SaPT ) @ TP (o)

' ol
(*) solo para geodesicas nulas (P B, =0)
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TABLA V-3b

CONSTANTES DE MOVIMIENTO DEPENDIENTES DE S. (K-L 1981)

SIMETRIAS CONSTANTES DE MOVIMIENTO
b §g¢ PM - 5 GZ) fn (Cf"”
|
oA S, — 5 ‘m{p PPR wis)
3»5 P :’3;7L<ﬁ, !00(10(3 4+ ms* @, « P“ (cle)
CPE ? B
— /up PPE 4+ 2ms P (i)
AP+ em Ta e —smy (s
MCE '
- MG 4+ am Gu P” (cn)
S PS4t M5 B 7 —5hya PPP (e
CCONE
~ hp PP tms B,a PS (c2i)
gx Pd“ 5 ,‘w{} }MP(}%I/»Z 5% })o(ﬂ;m PM/)‘G/)& (CZE)
CCE

— /up Popp + 5)1‘;(/3;(34 PEPEPE (C23)
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v/ ¢
puntuales de la ecuaclion de geodesicas, es decir:

7%(9) (9 4)

(5.77)

«
donde: Z zsimetr{a de! espacio.

o
rs
=simetria (no puntual) de las geodesicas.

. 4
La estructura mas gencilla que uno podr{a pedir para ¥ es que sea lineal en
las velocidades:

Y “q,4)= /(“’[a (1) 9f

(5.78)

Observemos que de acuerdo con lo digcutido en la seccion cuatro del cap{tulo
anterior é“ es una siwetr{a  de las geodesicas y per lo tanto K p es un
mapeador especial de simetr{as.

Todo esto, motiva el npigulente teorema gque permite dar una solucion ul problema
(*) y que demostraremos en las siguicntes secciones:

N . : :
A toda trancfeormacion de simetria del egpacio
le podemos avociar un mapeader especial de vimelrfas.  (+)

Una conaecuencia directa de este resultado es gue:

A toda simetria del espacio 1 corresponde una simetria
’ s .
¥* de las geodesicas lineal en lag velocidades. (++)

o
A continuacion comentaremos algunas de las ventajas y consecuencias relevantes
de (+) y {(++):

(a) E) resultado {(++) permite unificar todas las simetrfas del espacio que
) . o N ’
fueron obtenidas mediante diversas ideas geometricas en el formalismo unico de
’ y oz ‘
simetrf{as de geodésicas lineales en las velocidades.

’ :
(b) La construccion de conutantes de movimiento a partir de simetrfas sclo we
b . . . : ]
puede hacer de manera sistematica sl estas transformaciones son simetrias de la
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i . ’
ecuacion de movimiento. Debido & esto, {++) y los mutodos para construlr
constantes explicados en los capitulos anteriores nos permitiran encontrar
todas lag constanteg que aparecen en las tablas -3a y  -3b.

(c) Ademas de las congtantes conocidas de las tablas -%a y -3b podremog en
ocasiones encontrar nuevas constantes de movimiento asoctadas a2 simetrfas del
espacio usando lay ideas de imetr{as no-Youtherianas o de s-equivalencia y el
teorema de las trazas.

(d) Como veremosg mas adelante, 1
particulares de 1la peuacion di
posibilidad de buscar otro i
nuevos tipos de simetrlas del es

as simetr{as del egpacio surgen como soluciones
erencial gque define a los MES lo cual abre la
o de soluciones particulares y  ast llegar a
racio.

3 on3

”

(e) Por dWltimo quigieramos mencionar que, como mag adelante demostraremoe, los
MES gon una generalizaeién de los tensores de Killing los cuales se  pueden

interpretar geometricamente debido 2 esto como tensores que mapean la aimetria
f
q“ en otra oimetria {que en este caso resultara ser Noetheriana).

3.- MAPEADORES ESPECYALES DE _SIMETRIA EN MOVIMIENTO GEODESICO.~

De acuerdo con lo dicho en la soccicn A del capitulo 3, wun MES paro un sistema
de segundo orden:

¢ =F"(9,9,t)

(5.79)

es un tensor K r'},(q) tal que:
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AL

os una simetria de (5. 79).
Para movimiento geodosico esta condicion so traduce en quo  $ dofinido en

(5.88) satisfaga: s e y
— R upp 9 4V 35=0
2EY “*

debido a que:

T;_-.CLM‘::.O by S J’!?,;AAP&A
ds da ‘

I3
tenemos sustituyendo (5.88) en lu anterlor expresion quo:

[Kﬂ Y d o K wfp ¥ KY‘ jq (f(lcf =0 (s.81)

J

simotrizondo «f¥ y concelondo q° ,9% 47 1legamos a: (del mismo modo a como se

pago de (4.106) a (4.111))
A ] 1 - — N (s5.82)
K (V;d58) 1< (v R ci(l\ﬁl\ =0

que podemos escribir como:

o

K/u(\’s(p) {f?/wx/w K p+/2 Ky ¥ K (3 }_..

(5.83)
! m.< e Rgow ¥ e L Ry K +-Rovpn K4 }=0
_.é._{ >u(3xf v /ax’a* } Guvedt IS p Aluipdt KA

I
racordando que la motrica permite bajar o subir los indices de un tensor:

K,z/s = Juv KQP (5.80)

/
tenemos, multiplicando dos veces por la motrica la identidad (4.48), que:

(V,(JVF] Kw: Kapk/x WA ¢+ @:(ﬂ,u K) # (5.85)

de donde , suponiendo que el tensor K es simotrico

/{0(/3 = f\//; " (5.86)
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s@ tienen las sigulentes idontidados: .
R/ug(/.&a" KK(\? = /;"“'NJ‘ K')A = {v/‘/J Vu 7 KF?
[

/2/4/20(?;‘ K + /éu/_gv‘yi K = [ ,VM Kav

(5.87)

/§m’o(r Kw(J + /ﬁu;/w .‘w;ﬁ -

Sustituyendo en (5.83):

K/ul\’,'d;/a) —-.3’_ /</3?j{d;/u7 —-3’. /(»’0(,' 1{3;/47 —_ 3L K/M;W;M? =0

Escribiendo explicltamonto todos los taerminos  de Icsto exprosién v
roagrupandolos, usando la auposici&n do quoe K“P es simetrico,  tonemos que
(5.8¢) puode escribirse como:

(5.89)

"/((e(p;ﬂ;/x -+ /(((Sv’;/u);x - L/(w;/u); £+ /z(-%p:/u),' »=0
A continuacidn demostraremos que (5.89) es equivalente a:
/<(o(_/$)'/q);?_.:0 (5.99)

Es claro que (5.98) implica (5.89).

Por otro lado suponiendo que (5.89) so cumple tenemos que intercanbiando M y ¥
en (5.89) y sumondo las dos ccuoucions:

)/ —
/((/uv;‘x);/g) -+ /\(/Jd}ﬂ):¢ = 0 (5.91)
Asl mismo, 1nt0rcomb10nd04// y P en (5.89) y sumando tenemos:

Kgupso;« Ky <prv =0

(5.92)

Por dltimo intercambiando /u y v y sumando:

X}u/w):d + /(K/W,‘x);p =( (5.93)

restando (5.92) y (5.93):
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/(94;0(;/3);? - /(9u9:oc);/; =0

(5.94)

y sumando (5.94) o (5.91) concluimos que:
A{ gfl o :p );9 - C)

y por lo tanto (5.89) y (5.9¢) son equivolentos,
Podemos rasumir lo anterior diciondo quo:

'
La condicion necesaria y suficionte pora que un toensor Kaw
e ’ ’
soa un MES poro la ccuacion do goodesicas es que cumpla (5.99).

Antes de pasar o la siguiento succidn quisiwscanos comentar 1o relucién que
oxisto entroe los tensores deo Killing y los MIS.

Un  tensor de Killing (M-T-¥ 1973) es un tensor do tipo (9,2) simJtrico quo
sotisfoce:

/< ('::((&;,y*) = 0 (5.95)

Es claro entonces que los tensores de Killing son MES. Mas OJn, podemos decir
que lo ecuacion (5.98) es una gonorolizacidn de {5.95) del mismo modo que la
ccuacién (5.38) de¢ 1las colineaciones afines es  una gunerolizocioﬂ de la
ecuacidn (5.15) que define a los tonsores deo Killing.

Dehidn  n esto, nodriomas Ylamar  tombion o loc MES Mroncores  de Killing
generalizados" o "colineacionos afines tenscrialos”,

El hober considerado a los tonsoros de Killing como, un caso particular de 1los
MES permite dorles la siguliente 1nLorpreLuqtén goometrica:

s1 K®  es un tensor do Killin) entonces:
« G b
K p 4 (5.96)
1
as una simotr{a do los geodesicas.

’
En lo siguiente seccion mostraremos que ostao simetr{a es Noetheriana.
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4.~ CONSTANTES DI MOVIMIENTO ASUCIADAS A UN MAPLADOR LSPECTAL DE SIMETRIAS. -

! .
81 K " p (q) es un MES,entoces su controcclon con qp es una simetr{o y por lo
tonto podemos asociarle constontes do movimionto,
~ &
Primero que nada, colculemns ¢ ¥ (2.99):

=2 ¢ =4JlFa]
donde ?“ os lo stmetr{o on 2n dimonsionos asociada a 3 modiante (3.41).

Observomos que: — B "
4
Ju = 1y, PP — W PP, PP
ds '
por otro lado do (4.30) tonemos;
P v @ g ¢ Mg ¥
[ e P78 G =4 4 e} P77

%UVJA

de donde; -

¥ € Re
o 1 K o

y usando:

8y
F( ) s ") = Q/&X}f7 P( + i)u » }< 3y ¥
concluimos que: o p
a Ky P
Z { ﬂ/u) K“?J + Ya Kﬂﬁ/u«),\ } P’“P? (5.97)

De (4.9%) tonemos entoncos:

TR = T K P 1dPP + { Gpaa KP = Gun kP,
—Gap Gur Koo = 12 up K> Guupn | PHP7 S

usando que:
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3

(Gup WO PAYAPP [, PUP7Y e  PPOY Y

2

Ve
\

y que:

v
3‘%\73?))\ K‘?tb": kapm—}( F fj{d?,cf "Kxa 3![’,%,(

llogomos a:

Fai=d (Va Ko Pp?) + 1 9880 a0 Kb pu -
P > Vg h
it Gyt R o= K =l R £ PP

quo podemos escribir como:

G = d (% k/u?]wf’?) = Y2 Wap o PPTJer
(5.98)

+ 3 %pmu k/u) PPrp? g - 1P @u?))p PP ®

Obsorvando que:

PS¢ o) F
o a q ¢ye?
dow dpp den Ky = Kaprit

< 36"(0(,(3 Qa‘-)

YU g)

v
Tou o Gon W 97,7 A Fam, 2

concluimos que la identidad (%.33) pucde oscribirse como:
N v
— /
‘Z(O(P;U‘)- K{&P)U‘)*‘K (o 3{35‘))? —723?(0()(3 }\81) (5.99)

a portir de lo cual podemos oscribir (5.98) como:

ook

ﬁ:ﬁm:qiymwv#kamwwwﬂcmm

pafiniendo ol tensor simétrico )J"P funcidn de P¥
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{(5.181)

podemos escribir lo anterior como:

Fr=d 0 K PP7) ~[h iy PPT4Y° 5

6{: {3 Km(a;m?qdqra’\ (JFP '\‘(3/2 k(,{/u;\m,@, Pﬁ?gi‘[c{gbj\dq(}(s.ws)

¢ bien usando el tensor Mydp :

L /‘(f,,'[s JQdA(]/>46+['/2/\‘f,<p)a* Pﬂ dand 9" (5.104)

/
De (5.184) obsorvomos que la condiclon para que {%5.97) sea una simetr{o
Noetheriaona os quo: ~

~ ¥
Y] = ()
lo cual conducs o pedir quo:

Kmpmxia

(5.105)

Debido a (5.95), tenomos ontonces que la gondicién necesaria y suficiente paro
que K% p mapeo P8 on una simetr{a Noetheriana es que K™ p sea un tensor de
Killing.

En el coso de que (5.185) so cumpla, el teorema de Nocther afirme que;

C=4(1) +Y (2108

es una constante, donde:

8\-: -C déﬁ (5.187)
4%
la vuriocién de L la podemos calcular usoando (4.126) como:

S\~ a( ¢ Ty - &) (%- 7) ] (5.150)
e

S1 usomos un sistema localmente plano, tenomos qua:
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F= qpPPdt* = o, pPdr”

(5.189)
de donde;

oo o 8‘ o ‘v)

@)= G PR 0 PU= 990 PPK o PAPY 5010y
y como debido a (5.105) en ol sistema de coordonades localmentos plono:

gol(b FPKDL/),? P’MP"?: /4({3/(1;,?) F#P‘?PF:O

tenemos que:
A (’Z) - Kﬂ(ﬁ PXF[A (5.111)
por otro lado, de (5.168):

F(T) = Va d (Ko PHP7) e

P7)

(:)2
~
31
s
T —
]
|
e
L
P
——~
<
Y
aawvi
2

(5.113)
y por lo tanto:
o DY
8\_:&_ d__ ( //J?PMP ) (5.114)
1 49
De lo anterior conclufmos quo el teorema de Noethor lleva o la constonte:

C =Y2 Ko(p Pd})p (5.118)

Observemos que si K*n es un tensor de Killing entonces (5.115) da la constante
conocida asoclada o tales tensores.
De (5.118), tenemos que para cualquier mapaodor de simetria:

J:kf/‘d PD‘FP - SKHP:‘N P”‘PPPB“ (5.116)



05 una constaonte de movimicento.
Usando 1o defintcion (5.71¢1) podomos ascribir oste constante como:

J = K“P Pm/}ﬁ - /3 6/27;/0 )DD(/)/} (5.117)

La demossrucidn da quo J eos efectivamente una censtanto os inmodiata si usomos
lo ecuacion (5.98) que defino a los MES.

Por otro lado, do acuordo con lo dicho en la seccidn 5 dol capltulo 2 1los
siquientes funciones son constantos do movimiento:

M= (1,,7) 51189
Ma=0 (17, 1) (5.119)
ME= T,
M= 0 (02, 7) (s.12m
/P"‘ 5 P«
__(\_l-v/o:? prpr | (5.122)

S P 2
/ Pe oM, P4P

?) (5.120)

dondo:

De (5.188) tenemos que:

M“aw,\,wp“/w” o d Basyr g Tig =~ Ko Ty |77 P

y de (4.127):

M= =2 Kiuzo PPAPY+ Vo Kavjp PPP7PY

esto es:

- K{K/u,‘»’) P/JP?P“

(5.123)

Por otro lado:

Mi= &(7,7) = L0
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obsarvandoc gue: -

2&25\7*’35,

(5.124)
donde: C7
W= .
P {5.125)
tenemos:
~ ¥
P4Z = A ( W/) T 9N,
y como:
~ ¥ —
L) = L PP
{(5.126)

concluimosg qﬁe:
Mi=3 Kla(/&;x‘) Pdﬂ}/w - kul/l Fdf/s (5.127)

’ ’
A continuacion oxplicaremos como en ocagiones es posible obtener a partir de
una constante dada de grado n en Saotra nuova de &rado pnut en s,
Si tenemos una constante C1 y sucode que para alguno funcidn A:

Zaf *’,95} Az dl\. (5.128)

¢

G = (

entonces, podamos construlr uno nueva constante como:

Co= 56~ A (5120

‘¢
la demostracion de que C2 es constonte es inmediata yo que:

(Zp+2) G = S5 G G+5%G— (5+0)A
=0

Debido a ?sto, sl tenemos M2, podemos considerar la posibilidod de que exista
una funcion A tol que:
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osto es:

5 Nogpoo PHIEPY— Ky PP O PP o0 [0 PP, 24
X op? F 75 ¢

’,
Esto ecuacion tondra solucioh en ol caso do que el tensor K% P seq
gradiente simetrizado de un vector, osto es:

(5.131)

/'\1/% — _C)(x )

[
on cuyo cuoso, la soluclon se puede escriblie como:

, , ¥
A = -3 P + 5% k{x/a;.x*) PePEF (5.132)
)

y por lo tanto tendremos la constante:

A= go( pe - Sf(olp Pd}jp + Y2 5% /\//04/5,‘5‘) /3"(/>/5f)“4 (5.133)

' ~
A continuacion calcularemos las constontes asocciodas con J’* :
Lo constanto Mi*:

[

\e _— -
g7 (’L,,’Z) . (5.134)

es igual a:

v
- /Vfo(p }4(3/1:9 Fd/)ﬂ/) (5.135)
Para M2* tenemos que:

M ¥ = G ftwn) +5m,"

y como :

0\) (WQ /J,(IA ( r PP/D (5.136)
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M,Za\r: sj(fo((} K(B/u;a )WP/XP\?' /((fa(/a }(MJ' Wr (5.137)

Del mismo modo a como pasamos do M2 o Q uno podrfo considerar la posibilidad de
encontrar A* tal quo:

{ff + s ) AK = Ma * (5.138)

para OS{, encontrar una nuavae constante:

RF= oM A (5.139)

’
Para esto, necesitarf{omos encontrar una solucion para A®* de:

- L ppppl Lo PPPE_ pF oAt Q_QM p" PP st
S&Pk{;u,;”/’ Z]’d/ﬂk?‘l P = 5{3 + 5;/_2/) o <p PP s

Lo soluC16n de esta ucuocién parace complicada y podrfa no axtstir por 1o
que no la consideraromos.
Por {ltimo consideremos las constantes do mov imicnto asociadas ol teorema  de
las trozos.
De acuerdo con (2.56): |
' [
a@a

= UV oac V

donde:

o

(5.142)

a [0 - ge
- —
d —( pr e
(5.141)
(IJ* i (.ﬂ_xp /?ﬂzp >
~/¢fd(3 0

realizando 61 producto, tonomos:

L A 2o\
/\a = (5.143)
0 /b



do donde oblenemos las sigulcntes constantes:

I =2/ «

. (5.144)
T =240 W 170y P
k A A (8
En 1o toblae que a continuocién presentamos so oncuontran todas las constontes

de movimiento asoclados a un MES ontsriormanto colculadas.

4
Antes de pasor o lo siguionto seccion quisieromos dar la prueba nxplicito de
que MI* os ofectivomente una constunte.Para el resto de lu  funciones que

aparecen on la tabla ¥-4 os inmodiato observar que su darivada covorionte a
I

lo lorgo de la geodosica 63 coro.

Tomando la dorivado de M1¥ Lenemos:

py 4 ) o v, A 7 o 244 J_,A
M;g(;,\[) = /t[,{p A//S/u;q;) P /J/U/) /D ::/f;(/3 /\//}'_[/l,'\i,',\)j) / /’) f
usando la ocumcién do simotrfa (5.82) :
KP 275 & RE gy =0 \
tenemos que:
3 vprpdo
/,\1; k;,\ /)I\:. 3 /(&(/’5}6’3 /Z/ Yy y }(y,,u P/u /)d/) P P
quae podemos escribir oquivalontemente como;

:(/U‘fl fﬂ)/ //up;mmjmﬁf\/w/s;w R.Pd,w/\/ro(,sm RE ¢y ; FMF?/D/\ d

escribiendo la generolizocio% do (4.48) para tensores de tipo (8,3):
— ) - w -
[, Vo ] Tvag= AP v lpug R st Towg +R g ap [ vaw

/
tenemos, usando la ecuucidn (5.98) de los MES la siguiente relacion entre KdP
y ol tensor de curvoturu:

/q/&\?,\a‘ /\//o(/&;ff)+ /6(3 XAY }(N/Z,’o/) +/€Mw ,‘((m,-ﬁ):O

! /
usando esta relacion de la ecuccion anterior que da la derivada de Mi1* a lo
largo de 1la geodesica tenemos en rosultado buscado.
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TAULA V-4

CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASOCIADAS A UN  M.E.S.

C=t Kag PPP ) 5 Kewm=0

JZ Ka([‘) P:&'PP -9 v(u’,x‘) ! ? (k2)

M/j :jo(\fb K '\B,AJ,'? PL{,P/u P‘? (K 3)

Mz_—:_ 680((5 K{B/u;y F»‘F/JFY . ?){KP K“/u P‘{}Jp/“ (kq)

O =GP "= KPP s 5 Kapsa PIEPT ko)

¥ / 4 ,
M, = /b’ﬂoz[s t\(x,u{ IDO(ID/“P (Ke)

M= g Ko PTPAPT=Jln K o PP oo

=2t (/t/xp)k (1 8)
L=1..-n

/(Jo([.’? (h\’(’,o‘
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5.-SIMETRIAS DE UN ESPACIO DE RIEMANM Y MAPEADORES £SPLCI

ES DL SIMCTRIA. -

A continuocién, domostraremos el tooremo {+) do la soccién? del presento
cupitulo quo afirmo  que o cada transformacidn do  simetrfo del espacio leo
podemos asociar un MES,

Comenzaramos con el primor tipo deo simetr{o discutido;

(1) Movimientos [M].-
Si 3/* os un movimiento, entonces:

/( xp — g(o(,’p) {5.145)

5% un MES y por lo tonto:
fA

. s 4
2 (<G p) (5.146)

a@s una simgtr{c lincol en lo velocidad (SLV).

Demostracion:

De acuerdo con (5.15) 51 § oS un movimiento, cntonces h“ﬂ =f y pr definido
en (5.145) cumple trivialmente (5.90).

En este coso la SLV es igual o coro.

(2) Colineacionesafines [CA].-

si § s una CA enloncos Kap dofinido en (5.145) s un MES y (5.148) es una
SLY. , ’

Demostracion:

Dobldo a ,(5.38) si 13 05 una colineacién afin, huﬂ;v =@ de donde K«p;p ={)
lo cual es una soluclon particular do (5.90).

Obsorvemos quo dobido a (5.146) tonemos asoclada o Loda CA una SLV gue dobldo a
lo antertor os Noctheriana.

Es interesante darse cuenta quo en oste caso estamos trobojando con las CA como
simotr{us Nostherianas oun cuando on ol cnprulo antorior consideramos a toles
transformaciones con simetr{as de s-cquivalencia,

{3) Movimiontos conformes [MC].-
Si g 85 un MC entonces:

Kv(fﬁ - g‘fiip) - GJ@"(# (5.147)

es un MES y:

[ §u;(5)" d?dp? (r;D( (5.148)
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as ung SLVG

Demostracion:

Si S o8 urnn MC ontoncos K, dofinido en (5,147) os iguol & cero dobtdo a
(5.45) v es por lo tanto uno solucion de (5.38)

En este caso la SLV es coro.

(&) _Movimiontos haomoteticos [MH]. -

s1 £** es un MH entonces (5.145) es un MES y (5.146) es uno SLY Noethariano.
Demoscracién:

Los MH soatisfacen (5.48) y por lo tanto el MES corrospondiente cumple que K“P
= vy por lo tonto es solucicn de (5.90) lo que ademas muestro que la SLY  es
Noetheriono,

{5) Colinencion proyective [CP).~

Si 3" as una CP antoncas Kgp dafinido coma:

/<o(/b - .g(p('/p) - g({?g’a{(b (5'”‘9)
es un MES y:

[ §m;{5)“" az(%xpj(;{m (5.150)

0% una SLV Noetheriana.
pemostracidn:
Do (5.149) tenvmus;

‘/.’, I&,{Pm} = g(d}p)n« -+ g(ﬂ;&),‘m'*‘%ld;?ﬂ”@ - vz(ﬁa(‘ 39({3 - 1ol ?5’;5‘ - "Z(‘ﬁp ?n(?f‘

quo podemos escribir como;

' 1.
T2 Kepn = Stgpip ™ Hp ot Ipe Gt V2 Gan G 1
7‘{ St Ip Bt a 7@»( Gt h 3y Drp G +{ S T

¢ ¥ 7
+ Jup fip+ e Qup Gu + I Jup Go ?
D? (5.53) que es la scuacidn que define o las CP tenemos que codo uno de 1os
torminos g@ncerrades entre parentesis es cero y por lo Lanto tenemos que Kﬁg

satisface;
/\/(c.'(s;m =0

lo que odemas muestra que la SLV es Nootherilana.
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{(6)_Colinwacion conforme [CCONT. -

Si % es una CCON entonces:
ko(F = 31«';(},) -6 3“{5 (5.151)

es un MES, y: .

[ gfo’;p)” 63"‘15} q | {5.152)

8s una SLV Noetherianc.
Demostracidn;
De (5.151):

Mc(/;;?;\ = gu;f_,) T Gw‘ CJ.J/.&

y debido a {5,58) tenemos que K“ﬁi!’ =8 y (5.98) se cumple, ocdemos de mostrar
esto que la SLV os Nootheriaona.

(7) Colineacionos de curvotura ospecioles (CCE).-

Si g" es una CCE entonces K,P dofinido en (5.145) es un MES y (5,146) es una
SLV de s-cquivaloncia.

Demostracion:

De (5.145) tenemos que:

ol — §(d;[3);o';/u

y en virtud de (5.64) tenomos que K« satisfoce efectivamente (5.908).
Observemos que en general para una colineacion de curvatura se tiene que:

14 {J(&;K‘) ¥+ 0

y por lo tanto la simetria do la ecuacidn de geodesicas asocieda en este coso
es una simetr{o do s-equivalencio,

(8) Colineociones conformos ospecialos [CCONE]D.-

Si 5”‘ es una CCONE entonces tenemos por un lado que los Kef definidos en
(5.151) y (5.145) son MES y ademas que (5.146) y (5.152) son SLV.

Demostracion:

se sigue directamente de lo demostrado en (7) y (B) y del hecho de que las
CCONE son CCON y CCCE simultoneamonto.
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Lte le"trfn usuriudn on (5.14%) o5 gonercl do s-cquivelencio en tante que la
asociada en (5.152) os Nootheriana.

(9) Movimientos conformes espacioles [MCE]. -~

Cste tipo de simetrias dol espocio tienen la propiedad de ser MC y CCE de donde

tenemos que on virtud de lo demostrado en {3) y {(7) se cumple que Ku
definido en (5.147) os un MES asi como tambien ol definido on (5.145)., Por otro

lado (5.146) y {5.148) son SLV. Do ostos dos simotrfas, la obtenida a partir

do  (5.146) es on genecral de s-oquivolencia en tonto que la asociada en (5.148)

es Noetheriona.

(19) Colineaciones proyuctivas cupociales [CPET. -

En este caso tenemos gue (5.149) y (5.145) son MES y que ((5.148) y (5.158) son
SLY. Lo primera do estas  saebrfos  os  do s-cquivelencio vy la segundo
Noetheriona.

Lo demostracion de asto 50 sigue directomente de lo demostrado en (5) y (7) vy
de lo condicidn do simetrio Nootherigna (5.185).

En toblaV -5 resumimos la uslgnocién que hemos hecho de uno o varios MES a
simetrias del sspacio.

Observemos quo los tensores Kep que homos construido A partir da las simortf{as
doel espacio son soluciones particulares do la ecuaclon (5.90). ,
Daebide o esto, ung forme equivalente de astablecor la reoloclon & conexion
entre simetrfas del espacio y MES os portiondo de la ccuacion (5.9¢) y buscondo
solucicnes c*ticu!crﬂ° 0 dicha acuncion.

El tipo de solucion mas sencillo es:

{5.153)

KK/G - gu;p)

o
donde 3 #s un vector.
Soluciones particulares de (5.9¢) de este tipo son:

/,((x() = O (5.154)
(5.155)
/pr iy

(5.156)
/(alﬂ:a‘ = 04 30([5 G ¥ = 0
gt = 2ap B G G Gar Op 5167
LP; 54/,4:0
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SIMETRIA DE
ESPACIO

TABLA V-5

MES ASOCIADO

TIPO DE SIMETRIA DE LA
GEODESICA

il

M.H.

Kecp - g(oé;p)

NOETHERIANA

c.C.

CCONE

MCONE

CPE

Ko((b - g(&;fi)

S-EQUIVALENCIA

MC

cp

CCON

pr: Seizp = NV Jup

NOETHERIANA
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/{/,(ﬁ; 34;/1} - O (5.158)

La solucigb (5.154) implica que 3”‘ satisfoce (5.15) y por lo tanto que es un
movimiento.

La solucion (5.155) implica que 37* cumple (5.38) y por lo tanto que es unao
CA.

La salucion {5.156) llova . dobido o (5.66) o qua 37 os una CCONE.

Por gcro lado (5.157) on virtud de (5.53) y (5.72) implico que S @5 uno CPE,
Por ultimo, (5. 156) conduce o que $4  es una CCE.

El tipo de sol ucion que sigue en complejided a (5.153) os:

/{V(P :"§(a’,';@) — N 1//35”[6 ne N (5.159)

) ’
o V funcion escalar.
Los solucionas particulares do (5.%9§%) de este tipo son:

=t Y= G /\/o(/j': 0 (5.168)

1

(5.161)
=2, P=¢ L }(x/s,'v = CJ(B(}' G at ey q})/i —
(5.162)
- rZ 57L$d q% a

Notemos que (5. 1bz) os efectivomente una solucién dn 1la ocuacioé do los MES ya
que su simotrizocion da cero,

Lo solucion (5.61) lieva a la conclug*on do que .§** es uno CCON en virtud de
(S.SQ)

Por ultimo, (5.162) implica que:

2 { Swpin = 2 b g b= Gpw Gt ew Bg = g B

fz/ghl;/a);a“ = 3/3&' Gu + Juy ‘V)Ig = AJs Do

y de (5.53) concluimos quo SJ* os una CP.

Con lo onterior hemos demostrado como las simetrfas del espocio surgen de
manera natural como soluciones porticulares de la ecuacion (5.90). Lo taoblaV -6
que o continuacidn mostramos rosume esta Lnformocion

Debamos tener presente no obstante que lo ecuocion (5.99) admite mas soluciones
que la onteriormente discutidas lo cual aobre mas posibilidades para lo
construccidn de simotrfas y constantes de movimiento para lo ocuqciab do
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TABLA V-5

SOLUCIONES PARTICULARLS DE LA ECUACION

TIPO DE SOLUCION SOLUCION PARTICULAR

NOMBRE

Ko(f} = g(o(;p) Kf%(b—‘—' 0

MOVIMIENTO

Kep = Surp) Kapyn =0

COLINEACION AFIN

Kap=S ey | Kep=lofun  doecle

MOVIMIENTO HOMOTETICO

KMP: g(d;p) K{p;a‘:gn‘ 39{;’; gj/u":o

COLINEACION CONFORME
ESPECTAL

& K;(p; wo A @y ‘(/«p + ‘E{ é'ﬁja

Kup= 3040
P2 L g, far G0

!
l(d@:g(d;p) /*(:1[5-: Cﬂm fj;/q,;:O

]

COLINDACION PROYECTIVA
CSPECIAL

MOVIMIENTO CONFORME
ESPECIAL

Kap=3 ;) Kapin;m=0

L

COLINEACION DE CURVATURA
ESPECTIAL

Kap= St~ 0 | K«pg=0

MOVIMIENTO CONFORME

/(xp:gu;pr‘zif}o(p }Q@;W:O

COLINEACION CONFORME

A /\/Kﬂ,‘cr’ :fmlf‘ Byo -+
]*6{;.10' (ﬂp = Jap Gy

Kep= Seaipr—4 I g

COLINEACION PROYECTIVA

tae




geodesicus.

Nos hemos restringldo o este tipo de soluciones debido a que provienen de
simotr{as del espacio ospoc{ficas poro en gonsral paro una métrico dada uno
podrfo intontar resolver la ecuacidn (5.99) sin proponer necesariamaente
soluciones particulares del tipo dado anteriormanto,

Tenemos entoncos dos maneras equivalontos de establecer la relactdn

entro  simotrfas dol ospacio y MES. Por un lado o cada stmetr{o  dol aspacio
lo podomos asociar un tensor K que sea solucidn de (5,9¢)

Por otro lodo podemos llegar o los simetrios del espacio mediante solucionos
purticulares de la ocuacidn de los MES. Este (ltimo comino es importante debido
a qua como yo hemos meancionodo podamos buscar scluciones portlculares dististas
a las encontradas antoriormente y asi obtener nuevos tipos de simetrfas del
espacio que tal vez tengan interprotociones geometricos soncillas.,

6.~-CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASOCIADAS A SIMETRIAS DEL ESPACIO.-

Habiendo establecido la conoxion entre simotrias del espacio y MES pasaremos
ahora al importanto punto de lmmsignocign de las constantes.

Segﬁn comontamos anteriormento no hay una manara natural vy sistemdtica de
usociuf constantes a, simotrias dol espacio ya que on general estas no son
simetriaos de la occuacion de geodesicas.

Sin embargo, homos vistq como podumos construlr  tensores Kap  soluciones
particulares do lo ecuacion de los MES o partir do los simetr{us del espacio,
asta 1nformuc15n gsta rosumlda en la tabla 5-6.

Por otro lado, ¢n la tabla 5-4 s oncuentran todas las constuontes asocladas a
un MES.

Usaremos la informacidn contenida en cmbos tablos para asocia o codo simotrfo
del espacio una o vorias constantes de movimiento.

(1) Movimiontos M3, -

4
Si tenemos un M podemos construilr uno solucién particular de lao ecuacion de los
MES del tipo (5.153) con (5.154) .
Consultando la tabla 4 tenemos que la unica constanto que podemos asociar es:

18 —_—é‘* /3«’ (5.163)

que es precisamente la constante (C1) de la tablo S$-3a.
Recordemos que esta constante fue tambien obtenida en el copitulo L3
considerando a 34“ directamonta como unn simetr{a de las geodesicas.

143



(2) Colincactiones afines [CAl.-

4
A partir deol solucidn particulor do lo aecuaclon do los MES quo aparece en  la
tabla 5-6 podomos consultando lo tobla do 5-4 asociar o una CA las siguientes

constantes:
&:gd Ppc - 5?)(:(;/5)?“/)/3

(5.164)

g“*/ﬁ) Pﬁflq (5.165)

que coinciden con (C5) y (C#) respectivamente de la tobla 5-3a.

Observemos dque estas constantes,odomas de otras | tuaron obtenidas en ol
capitulo anterior tvonsidorande a las CA como simetr{as no-Nootherianas de 1la
ecuacidn de geodesicas.

(3) Movimiontos Conformos [MC].-

El MES asociado a un MC e¢s tal que todas sus constantes son igual a cero.

Lo wunico que podemos hacer en este caso os recordar que on un ospacio  seudo-
Riemanniano del tipo usodo on Relottivided General, oestas transformacionos  son
simetr{as de los geodesicas nulas y por lo tanto:

5/‘* B‘ (5.166)

es una constonte para dicho tipo do goodesicas. Esta constanto os precisamente
(C7) de lo tabla v-3a

(4) Movimiento homotetico.-

Como son casos particulores deo los MCON se tiene pora goodesicas nulos  la
constante (5.166) que es lo constante C5.,
Por otro lado para cualquier tipo de geodosica tenemos las constontes:

M,z, = % ?a(p F“PP (5.167)
@Q=35P"-5% 30(/3 P PP

(5.168)

que son las constaontes (C2) y (Ci4) de la tabla 5-3.
Observemos que (5.167) es simplemento una constante numérica multiplicada por

la masa.
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(5) Colinsaciones proyectivas [Cp}.-

Do acuerdo con las tables V-6 y V-4 tenemos asociado a las CP la constante:

[3(«;@) -4 (P:(fdp ] Pdl)ﬂ (5-169)

que o5 la constante (C5) de la tabla v-3a.

: ' )
(6) Colinaacion Conforme [CCON].-

En oste caso tenemos osociodo la constante:

Mo = { g(i‘/'/%) - Z?rcjv(p 7 Prpe (5-178)

que coincido con (€8).

!
{7) Colineacion da curvaturo especial [CCE]. -

A portir de unag simotrfo do esto tipo podemos formar una solucion de la
acuacion de los MES dnl tipo:

/<,«//5 - S(x;p)

y como en genoeral sucodorJ que: ()
Kup:)

podremos asoclior varias constontus de movimiento., €5 de hecho en wsie Lipo do
simetr{as en en ol que el formalismo de los Lagrongianos equivalentes conduce o
nuevas constontes de movimiento:

Ml = §c,(l./5w Pd,P’BPM (5.171)

ML: —g(a/;{}) Pdﬂb +§ g(d;/)),’b” PMFﬂPM (5.172)

@=3$« P - 53((1;/3) PP +-5* §(d;p),'z(‘ pepepe
A

(5.173)

Para escribir el resto de las constantes ,observemos que, de acuerdo con
(5.181):

/jo(/g = 3 jla;ﬂ;m) PM (5.174)
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de donde:
# 11 P
) PIFX)DMF (5.175)

(
M*:'Sgumm)gpwu,
M,Z #:::. 39 §l«;p;x1) g(p;,u);? PJ/W/MFQ*‘ 35{#;,3;&‘) gld;w)/?y/)'ﬂ}qﬂ

(5.178)
El toorema de los trozas conduco a las constontes:

T , 2 # /./. M -
Ip =6 g(f./.,- P,-/ua g(/ﬁ.; i ) T f(/zd; ) Pl e s

para k=1 tenemos: -

. «) *) M
4, = {"/ g(; o + 2 5(“5 //*“) (5.178)

recordando quo:

hap = 5 ct;p) (5.179)

b = b "« (5.188)

y definiendo:

tenemos que: I/ = {,2/)0({3“&1' h;/ﬁ f})p

(5.181)

para k=2 tenemos:

Iz - Ds(d;‘/sl;/u,) glp,; o(/-/u,;) [)/A/)/dz

(5.182)

que podemos dosorrollar como:

Lo = 3 { W,\;/»« W»’;/u + ,z},iw [/W/u;) * /Wx’_? -
~ 2 hA ipia 7?]:/1, pAz

(5,85)
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tas consvantos (5.171) ,{(%.172) v {5.173) cotnciden con (C-18), (C-23) y (C-22)
raspectivamente,

Sin embargo, ol resto de las constaontes (5.175), (5.176) y (%.177) no aparecen
an (K-L 1981) vy segdn creemos sen en  general nuevas constoantoes de movimimiento
asociadas a CCE,

Debemos darnos cuenta sin embargo que no hemos obtenido la constante (C-11). E1
teorema do las trazoas para k=1 lleva o la constante:

y/)‘{/A/"x PE -2 ha P

esto 95 hemos obtenido lo constante {C-11) sumada o lo nueve constante:

/7 D(/b,'r* fﬁ {5.184)

8.- Colineoclongs conformes especiolos [CCONE]. -

Consultando la teblo V-6 observomos qua @ partir de uno CCONE podomos formar
4 I

una solucion de lo ecuccion do los MES que nos da las sigulentes constantes de

movimiento :

28
M = m bl

My= sm b P* = Sy PP

(5.185)

(5.186)

Q= § P = 33wip) PP v 52 mbu Pt e
A

estas constaontes coinciden con (C-9) ,{solvo por el factor constante m), (C-21)
y (C-28) respectivomente.
Para encontrar el resto de las constantes conviene calcular primero

/j;(/}) = 3 }\/( ") /)M: 3 y{"(/s Z}K‘) )’m (5.188)
definiendo: /j’l{P = (’6)5’ Py)ydﬁ + "2 P(M é;{},)
/’)')*!( = /j'(/* /)d /)/3 (5.189)
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tenamos, usondo lo tabla V-4 las siguientes constantes:

f7,y = ¥ Z;,? f\Q.

(5.198)

(«
M)_k: Sm* Z,Jfﬂ)"‘/jp(/jg ;’ﬂ)/gﬂ/)/u (5.191)

!
A continuacion escribiremos expl{citamente estos constantes para ver si  estan
ralacionodos triviclmente o no con la constantes onteriormente encontrodus:

MY = 3(5.0")" m (5.192)

osto constanto es simplomonto ol cuadrado de (G-9) multiplicado por la
constante 3m.
Para M*2 tonomos quo;

Ma¥= 3B PV M+ Sy 1] (80P PE= WP L e

y por lo tanto tonemos asociodo una constonto(nveva) ;

(5.194)

o i pd a
M= Sup P /f?v,r/’”/}’”*m&! [
El teorema de las trozas, conduce a las constantes:

Iy = 21 { (Giy F”)?a/s v 2P o) j{k (5.195)

para k=1 tenemos:

D= 2 (G P?) lr3 94/5 t 4 t3 Pu B

dafiniendo:
(?E 7/f3 90(/3 . (5.196)

'
que es una constante numerica, tenomos que:
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[an R Y
= (2§ +%) Gl
(5.197)

?
la cual es un multiplo de (C-9).
Para ke2 tenemos:

(M) ¥ = (3uP) 5+ 58P P B+ 3 (8 P) P B +

+(6,/473/’~) M"” = M G 5‘.? (5 138)

de donde:

To = 2= Gen) (e V)4 (300,50 M se)

para k=3: (/1:/3 ) £ x — (Zw ))M)j ‘C/dk + 5/77 (ZJ/UP/U) BM Z/w\ -

+ 50 6,2 (8007) Pals + { 15,00 (2,90,7)M | X

(5.29d)

X { P/\ -é/"( +7)‘\/ Z//\;
do donde:
- ST . P T ,3\2+
T5= 2(8oF?) g+ aomiew b )bt )72 3 (50 )

(5.281)
+m a8, ] (2:F)

/
por ultimo, para k4 se tiene:

(M) Y= (B PP 8T m [ (27N (808,7) MG G,
+ A7 P (B 87)ME (B8 ) P P+ {453,007 +
-+ g.m (ép’ 63?)(61/}'/)’4‘) + (Zh’) 5,‘7)/7?§ { Gld 7)‘)1"}‘ Pﬂ' Z‘>,a‘ }

(5.202)
—_— 2
Tu= 60+ n0) (3P7)"+ % (35P7) M0 &™)+
+ZmA (8 8°)% + AM (2.2 87°) (BuP*)
Observando que Zaxia.', os si'mplemento ‘Lma constante numdrica es inmediato

mostrar que I1, 12, I3, I4 eston triviolmente relacionadas con (5.185) y por lo
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tanto con {58),

9.- Movimientos conformes especiales [MCE].-

Para' asto tipo de transformacionos tenemos ademas de la constante (5.166) pora
geodosicaos nulas, las constantes:

M =m (74 Pa( (5.293)

Ma= 5m G;x/)“ ma

(5.204)
ngdl’ansmm—ﬂm Gon P
dZ (5.295)

que son precisamente los constantes (C-13), (C-19) y (¢c-18) respectivamente.
En este caso el tensor /Jf¢f rosulta ser:

/\f://s = (¢ %) 3&/& + 2 [ 5)/3) (5.206)

de donde tenemos laos siguientes costantos:
‘. 2 n o
M7= m" il (5.207)

a2 ’?:: sm* 0/,/0[”‘" — /’)7"(5 (5.288)
de (5.206) tonomos quo:

m¥= 8m(G P (e.209)

de donde:

M,¥Z Im (0,4 P*) g (5.218)
Me¥ = 5(0.1%) Ma

(5.211)

Estas dos constantes estan como ocabomos de ver triviolmente relocionadas con
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las encontradas antuiriorasnte ¢ poar Yo tonto no conducen a rasultodos nuovos.
A contlnuacicn aplicaramns ol toorema de Yas trazas. Como /YQA on {5.296) es
ondlogo a Jﬁ on (5.188) tonomos que dobido @ lo calculovo unleriormonto:

Th = (Gl )y + 2Rl |5 e

sustituyendo [ por U, on los expreosionas calculodas para los CCONE tenemos
directomente 41 volor do los constantes: I1, I2, I3, 14 las cuales estan
triviolmente relacionadas con (C-3) vy por lo tanto no conducen O nuovos
rosultados.

16.~ Colinecciones proyectivas espociales TCPED, -

En este caso, ademas do la constante (5.169) tenemos los constontes:

Moo= am G P" (5.213)
— W,p7) e , <pft
Mo= Ami¥oP7)s 39(0,!,/3.) [P (5.210)

@ = 50(]”[" S 5{’;/;/5) /70(/)(3+ ms® Gy P° (5.215)

oestas constantes coinciden con (C-6) ,{C-17) y (£-16) respsctivomente,
" Por otro lado el tensor dﬁ o5 e 0ste caso:

4///5 = 2 P?) j:(p + 4% B (5.216)

observemos que para el MES asoclado o las [CPE] se tiene:
/(/S/’i"):';[" { J (f? 5/[;3 'f“(f)ﬂ;m’ 'f‘gp? Cﬁ/“; (5.217)
de donde:

M dm . py+ micap 40) e

esta constante esta triviolmente relacionada con las anteriores y por lo tonto
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no es un resultoedo nuovo.
A continuacidn colcularemos la constante M2w:

/‘7;%’:‘—‘ 5/V7;’y—/t/:l/5 K PP
/‘/plﬁ’ Izd/u fJIA/)’u:: 2[,?[%3}”()32/3;/4) P/}/)#'Fﬁ?(d,‘/u) Cff"f’“mf

de donde:

Mo = 4Gy ') Mo+ [Vﬂsf/’”) Fm/‘p‘f/’) ms —dam :,M,/HF ¢ f

de donde concluimos que asociada o une CPE tenomos la constanto nuova:

oo
Mz: {j (G0P?) ”2+]7)/(/,/3‘/’;/3)} ~ 20 /3)J % (5.220)
Por éltimo. a)l teorema de las trozas afirmo quo:

Ip = 1/7[):3 (f(‘ﬁaﬂ/w)ﬁ,{,@ 12 Qo /7”{ ‘

(5.221)

cambiondo 8 por %’ y multiplicande por dos podomos colcular laos constantes
I b usando los rosultodos obtonidos paro las CCONE., Hoclendo esto os inmedioto
percatarse deo que wvstas constantes osten triviolmonto rolacionadas con {C~6).

En la tobla que a continuaclén mostramos resumimos la informuciéﬁ sobro  las
constantes asocladas a simetrfas de os paclo.

A la derecha de clgunas costantes oparoco la incifcc‘on = (C-1), osto indica
que lo constante correspondiente es igual o equivalenteo a le constante (C-1) de
la tabla T-3

La constontes nuavas eston denotadas con el simbolo (F),

Debemos observar que las constantes asociadas a un MES que aporacen on 1u tabla
no son toda$ las que se pueden formar. Sogun lo indicodo en la aoccion 5 dol
capitulo dos, si Z es una simotrfo y C os una constante, entonces:

x? C = constante,

debido a esto, a cadu ung de las constantos do lo tabla Y-4 podomos asociarle
otra constante tomando la derivada do tie o lo largo de la simetr{o producida
por el MES correspondiente.

s,
Asimismo, podemos obtener mas constantes de movimiento aplicando el metodo
recursivo que nos permitid obtener las constantes (4.159).
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TABLA V-3

CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASOCIADAS A SIMEIRIAS DEL ESPACIO

MOV IMIENTOS

COLINEACIONES AFINES

QA=35.P"~-5 Sep) PAPE = (C15)

M, = gm{;{.@) FMP@ == (C‘f)

MOVIMTENTOS HOMOTETICOS

G = §o& pe — 5 O:ffotptmfop ‘E {Ct9)

il

Me= Go Jup DS (o)

COLINEACIONES PROYECTIVAS

Mz = fgcd;@) ”'ZW@,]/MPPE(“)

COLINEACTON CONFORME

Ma = fffﬁ;px - Gf}d{j]f’“[’@ = ()
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TABLA V-3

CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASOCIADAS A SIMETRIAS BEL ESPACIQ

COLINEAGIONES DE CURVATURA ESPECIALES

M :M/a;_x\ PPEPT = (cw)
M =-hag PP + 5 hagi PRIPY = (02)
Q= §u« P~ 5/’%{/3 PPl - 5%, /’mﬁ;y PPOPY = (ean)
M= 3 hupray Wl PUPIRPT ()

M.Z#‘: 39 }?(é({j;z(‘) }) F/u;? /M/ﬂ‘ /J,’DJ“ 5}7(q'p;a'*);7‘> [)ﬂ/ﬂ”/o,u- #)

- pl i 9 o I Dﬂ
Lh= 6 /)(c( ;//,) /)(/}.'{ JH) "“/’)(‘%‘, //"f") /9/.({»‘; k

f\)ﬁ’, ey n (:ﬁ)

COLINEACTONES CONFORMES ESPECTALES

M=m G P* = (¥
ML?——SIU —6,":(})0{ - f(o(;p) F“P(A = (¢cal)

(zF) Constantes do movimiento nuevas.
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TABLA V-1

CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASQCIADAS A SIMLTRIAS DEL ESPACIO

COLINEACIONES CONFORMES ESPECTALES

Q= §M‘Pa —9 bofp Pdfpﬁ- ~75,2/7)'6;;4 P = (¢20)

il

Aup= (601"} + 2 By
m* = pe Pl
M/ =t ge P = ()
Me¥= sm* b9 P7= Jfap b PP P
CN= e P {(6ePYPE—my, P} &)
Lp=a t ] (&P )dap+ 2 fie bop fk = (cq)

’@.:J"" n

MOVIMIENTOS CONFORMES ESPECTIALES

M=m U/,'ot P = ()
Me=m G P m T = en)

Q=5Pe=smG+%hmGaP* = (19

(f)Constantes de movimiento nuevas,
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TABLA V-3

CONSTANTES DE_MOVIMIENTO ASOCIADAS A SIMETRIAS.DEL ESPAGLO

MOYIMIENTOS _CONFORMES ESPECTALES
o = (5P Mup + 2 P G
MI#:‘ m# G;.rx Pu = (¢

= /‘/JT_ /um/

Tr=t3 / . L (¢3)

COLINEACTONES PROYECTIVAS FESPEOIALL

M::ﬂzm fu P"

mic

= (¢
Moo= am (60 P7)s — hap PP = (c17)

(-}
e

v —ug.de“fi/M‘,e PUPE+ms® @ P

V= lci)

/ﬁ/z = 2(020") Jup + 1 6 P
MI= i (Fapy) m+ m*(GeP?) = (@)
M = sm* ‘zﬁ’?l’o"/pr b PRI
Ne = [ 3(qp2)? ¥+ m(p BIE —‘pZ/nsz ASNES)
4 =2y { (9P cchw/p)f/‘:[ca)

k: l

oy N

(¥) constontos de movimiento nuevas
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CAPITULO vV Iz

CONCLUSIONES
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En el presente trabajo hemos hecho una aplicacién de la teoria de los
Lagrangianos g-equivalentes al estudio de simetrfas de la eciacidn de
éeodéuicae en un espacio de Riemann.

En la primera parte (capitulon 2y 3) se explicd en detalle la tecrla de lus
Lagrangianos s-equivalenteos en primero y segundo orden,

,
Mas adelante dimos la formulacidn Lagrangiana de primer orden de la ecuacidn de

I
Rel

¢ -
las geodesican v eatudinmos lag simetrfas puntualesg esto eg lasg
trangformaciones  infinitesimales del espacio de configuracion que mapean
’ 9
geodénicas en geoddsicas. Obgervamos como eutas transformaciones pueden ger de

dos tipos: lags Noetherianas denominadas movimientos o isometr{as y las no-

i
(o]
3

Noetherianas 1lamadas colinvaciones arines., Aplicundo los rusultadoes de
capilutulos anteriores asoclamos a cado una de estas transformaciones constantes
de movimiento.En la tabla IV-! ge encuentra resumida esta informacion.las
consvantes Fl y P4 von cunsiainbes conocidnn agecizdne o ventores de Killing vy
colineaciones afines respectivamente; P2 y P5 son constantes que dependen
explicitamente de s y que fueron obtenidas por Katzin y Levine en (K-L
1981).por otro lado P6 y P7 son constantes que ge encuentran a partir del heche
que las colineaciones afines son transformaciones de s-equivalencla.estas
constantes fueron obtenidas por Hojman et al en (H-P-N+ 1986) quienes
encontraron ademas ] el resto de las congtantes conocidas asocladas a
colineacloens afines.

Ademas de las trangformaciones puntuales discutidas anteriormente exigten segdn
hemosg 'mencionado un conjunto de ‘transformaciones que dejan invariantes
determinadas propiedades geométricas del espacio de Riemann pero no

/
necesariamente las geodegicas. Este tipo de transformaciones,que hemos

denominado simetrfas del espacio,han sido estudiadas por varios autores,en
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particular por Katzin y Levine en (K-L 1969),(K-L 198t') ¥ por Yano en (Y

1957).Hagta donde sabemos,eate tipo de “transformaciones no habia gido

7]

.
relacionado con las gimetrias de lag geoddsicas aun cuando existe un conjunto
de constantes de movimiento de lag ccuaciones de geodésicas asociadas a  este

tipo de transformaclones.Una de

. ! ’ .

resultado que afirma que a cada una de estas simetsrias del euspacio podemoy
: /

asociarle una (o dos) eimetrin(s) de la ccunclidn de geoddsicas que puede ser en

general Noetheriana o de w-egulvalencia.Feto ew Importante ya gue la asociacion

de constantes de movimiento a wsime:trfas solo se puede hacer de manera
sistemitica sl estas simetrfas son de la ecuasicn de movimiento.

El haber relacionado lan simetrfas del capacio con las simetrfas de las
geodéeicaa permite aplicar losg métodos de la teoria de  los Lagrangianos 8-
equivalentes para deducir constantes de movimiento.En la tabla V.7 e
encuentran algunag de estas constantes.Comparando las tablas ¥V-3a,V-3b y V-7
obgervamoge que no sole hemos podido obtener las constantes de movimiento
conocidag sino que tambien ¢n ocaslones hemos encontrade nuevags congtantes de
movimicento.

Egtas nuevas ceongtantes estan mareadas en la tahla V-7 con el simbolo ($ ).

La idea que hemos usado para relacicnar las simetr{as del espacio con las
simetr{as de las geodésicas esta estrechamente relacionada con los mapeadores
de simetr{as. Segﬁn comentamos en el capitulo dos, 1la clave para reaolver
algunos problemas no-linales reside en encontrar un operador que mapee
gimetrfas del problema en cuestidn en simetr{as del mismo problema. En el
presente trabajo hemos investigado un poco en que medida los mapeos de
simetrias pueden ser de utilidad en la resolucidn de problemas de ecuaciones de

segundo orden ordinarias. Las conclugiones a las que llegamos a egte respecto

son las siguientes: cuando se tienen dos Lagrangianos s-equivalentes se puede
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formar un mapeador de simetr{as a partir de gus las formas simplécticas
corrempondientes (este resultado es el anilogo para slastemas de ecuaclones
ordinariae del resultado conocido para ecuaciones parciales {(0-1686)). Por otro
lado el estudio de mapeadores especinles de simetr{a en movimiento gcodésico
Eonducu a la eccuacion diferencial que debe patisfacer un tensor de tipo {1,1)

[
para que al wger aplicado al vector velocidad de la geodesica nos de una

gimetr{a. Esta ccuacién (la (5.5¢) del vexto) es un resultado nuevo que tiene
dos congecuenciag importantea:

La primera eg que algunas soluciones particulares de dicha ecuacion permiten
obtener las simetr{as del egpacio discutidas anteriormente. Por otro lado eata
ecuacidn es una gcneralizacidn de la ecuacidn de los tensores de Xillig lo que
nog permite dar una intcrpre;acidn gcomdgrica de ¢stos come tensores que mapaan
el vector tangente a la gcodéaica en una gimetrfia Noetheriana no puntual de la
ecuacion de movimiento. Independientemente de estas dos conexiones uno podria
intentar reosclvor 1o saunnsion (5.G4) nara una mnltri(‘,:\ dada vy asl usgando la
tabla V-4 agociar constantes de movimiento a las goodésicns. Como en el caso
de las transformaciones de gimetria puntuales vemos en la tabla V-7 ‘ que lag
congtantes agociadas & gimetrias de s-vquivalencla son no  triviales en el

’

gentido de que no st obtiecnen "directamente" de la ecuacion de gimetria (5.90).
Asimismo, debemos tener presente que lag constantes de,la tabla V-7 no son
todas las constantes que en principio uno podria asociar a un MES. Podemos por
ejemplo obtener otras csnstantes a partir de las conocidas tomando la derivada
de Lie de éataa a lo largo de las aimetria obienida con el HES,

Por ﬁltimo quisieramos mencionar que se podria intentar encontrar otras
soluciones particulares que nog llevaran a simetrfas del espacio como las

colineaciones de curvatura (no especiales), lag colineaciones de Riecci, etc,que

no tienen asociadas hasta donde sabemos constantes de movimiento.
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