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TUPARICCIA,

LA Ley pe frAVITACION UHIVERSAL ES UMA DE LAS MAS ADMIFABLES COM-
TRIBUCIONES DEL PENSAMIENTO HUMANO PARA LA CIEHCIA,M PAPTIR DL SU FOR-
MULACION POR EL CELERRE FISICO AMGLES 1p Isapc ‘tewron en 15RG,EL ESTU
D10 DEL MOVIMIENTO PLANETARIQ 'PUDD 'SEP GOMPRENDLDO :CON :GLARIDAD CONCH-
LIANDO ASI LAS ANTES SEPARADAS FECANICA TELESTE ¥ MEcANicA TERRESTRE Y
EN GENERAL,LA ASTRONOMIA ENCONTRO EL PILAR FUMDAMENTAL SOBRE EL CUAL -
DESCANSA.POSTERIORMENTE Al ESTUDIAP EL MOVIMIENTO DE LOS PLANETAS A LA
Luz pE LA LY DE GRAVITACION,SE OBSEPVO OUE EL ANALISIS DE SISTE{AS --
FORMADOS POR TRES CUERPOS,EN GEMERAL NO ADMITE SOLUCION ANALITICA EXAC
TA,EXCEPTO EN SITUACTONES MUY ESPECIALES. {+) Y POR CONSIGUIENTE,EL ES-
TUDIO DE SISTEMAS DE MUCHOS CUERPOS COMO EL SISTEMA PLANETARIO,TAMPOCO
PUEDE SER HECHO DE MANERA EXACTA,"NTE ESTA DIFICULTAD HUBO LA NECESI--
DAD DE ESTUDIAR A DICHOS SISTEMAS DE FORMA APROXIMADA,SE PUEDE AFIRMAP
ENTONCES QUE A PARTIR DE ESTE NMOMENTO EL ESTUDIO DEL PROBLEMA DE MU---
CHOS CUERPOS TUVO SU ORIGEN. ‘

CUANTICAMENTE SE PRESENTA LA MISMA DIFICULTAD QUE EN EL CASO CLA-
S1CO. PARA EL ESTUDIO DE SISTEMAS DE MUCHAS PARTICULAS,YA NUE MO SE CO-
NOCE ALGUN PROCEDIMIENTO GENERAL QUE MOS PEPMITA OBTENER UNA SOLUCIOM
ANALITICA DEL PROBLEMA,AS! PUES,ES MECESARIO RECURRIR A TECNICAS DE A-
PROXIMACION COMO SUCEDE EN EL CASO CLASICO,

FL oBJETO DE ESTA TESIS ES ESTABLECER EL "MeTono pe COORDEMADAS -
HIPERESFERICAS” EN EL ANALISIS CUANTICO DE SISTEMAS DE MUCHAS PARTICU-
LAS,  AST COMO MOSTRAR EXPLICITAMENTE LOS PASCS DE QUE CONMSTA DICHO ME-
TODO EN EL ESTUDIO DEL PPOBLEMA CUANTICO DE TRES CUERPNS Y SEMALAP EL
CAMINO A SEGUIR EN EL CASO DE | CUERPOS,PRESENTANDOSE ALGUNDS RESULTA-
DOS GENERALES.LA CARACTERISTICA DEL METODO DE COORDENADAS HIPERESFERI-
CAS ES OUE SU FORMULACION ES EYACTA Y PERMITE RERUCIR LA ECUACION DIFE
RENCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIOMES AL

{+)"El problema de tres cuerpos puede ser resuelto de forma cerrada
sl se supone que el tridngulo formado por los tres cuerpossiem-
Pre permanece similar a sl mismo":Llagrange,Acudemia de Yurig--
1772.Ver Mechanics, por A,3cmmerfeld,yr.174, cademic Fress,1964,




GEBRAICAS LINFALES Y HOMOGEMEAS,CUYA SOLUCION,EN PRINCIPIO,NOS PROPOR-
CIONA LA FUNCION DE ONDA NUE DESCRICE EYACTAMENTE AL SISTEMA.SIN EMBAR
0 PRACTICAMENTE ES IMPOSIRBLE RESOLVER UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIO=
MNES,POR LO TARTO ES NECESARIC LIMITAR EL NUMERO DE ELLAS Y ES ARUT DON
DE SE INTRODUCE LA APROXIMACION,

FS CONVEMIENTE SUBPAYAR QUE M ESTE TPABAJO NO SE PRETEMDE RESOL-
VER ALGUH PROBLEMA ESPECIFICO.T.SENCIALMENTE SE DESEA PRESENTAR EL FOR-
NALISMC SEGUIDO EN EL FHETODO DE COORDENADAS HIPERESFERICAS PARA EL ES-
TUDIC DEL PROBLEMA CUANTICO DE MUCHOS CUERPOS,EH ESPECIAL EL PROBLEMA
DE TRES CUERPOS.

CoN EL OBJETO DE PRESENTAR LO ANTERIOR DE MANERA DETALLADA 'Y EXPLL
CITA,LA TESIS SE HA DIVICIDO EN TRES CAPITULOS Y UNA SECCION DE APEN--
PICES, N EL PRIMER CAPITULO SE ESTABLECE EL I'EToro DE CoORDENADAS Hi-—-
PERESFERICAS Y SU APLICACION AL ESTUDIO DEL PROBLEMA DE TRES CUERPOS,-
GENEPALTZAMDO ALGUNOS RESULTADOS PARA SISTEMAS DE ' CuUERPO0S.EN ESTE cA
PITULO SE SIGUE FUNDAMEMTALMENTE EL TRABAJO DE M.FamRrRe DE LA PIpeLLE(])
PAPA EL CASC GENERAL,"M EL SEGUNDO CAPITULO SE CSTUDIAN LOS SISTEMAS A
TOMICOS DESDE EL PUMTO DE VISTA DEL METoDo DE COOPPENADAS H1PERESFERL
CAS,PARTICULARIZANDO PARA EL ATOMO DE DOS ELECTRONES,ZL CAPITULO TRES
TRATA FUNDAMEMTALMENTE SOBRE LA ORTENCIOM DE PARENTESIS DE TRANSFORMA-
CICM QUE,EN GEMERAL,SIMPLIFICAM EL CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ EN -
EL PROBLEI'A DE TRES CUERPOS,DICHOS PARENTESIS SOM EL ANALOGO HEXADIMEM
SIOMAL DE LOS PARENTESIS PE TRAMSFNRMACION DE MasHInsky-TALMI,Y FUEPON
OETENIDOS ORIGINALMENTE Por 1, PEVAT v ."AYNAL(D) ,DE AQUI QUE SE LES -
LLAMA COEFICIENTES DE PEVAI-PaviAL.EN ESTE MISMO CAPITULO SE OBTIENE *
CON DETALLE UMA RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE PEVAI-RAYNAL Y LoOS
oE flosuinsky-TaLmi,

FINALMENTE,EN LA SECCION DE APENDICES SE DESARROLLAM ALGUMOS RESUL
TADOS CUYA OBTENCION EXIGE UMA MAYOR LABOR MATEMATICA,LO CUAL TIENE EL
OBJETO DE MO OSCURECER EL RAZONAMIENTC SEGUINO EM EL TEXTO PRINCIPAL DE
LA TESIS.{ABE MENCIOMAP AUE EN EL CONTEXTO DE ESTA TESIS SE SEMALAN Of
PORTUNAMENTE ALGUNOS PUMTOS QUE ACTUALMEMTE SON MOTIVO DE INVESTIGACIOM.



CAPITULO 1.

EL METODO DE COORDEMADAS HIPERESFERICAS '

INTRODUCCION,

EL ESTUDIO DE SISTEMAS DE MUCHAS PARTICULAS ES UNO DE L0S PROBLE-
MAS QUE GENERALMENTE NO ADMITEN UNA SOLUCION ANALITICA EXACTA,POR LC @
QUE HA SIDO NECESARIO IDEAR MODELOS Y TECNICAS OUE NOS PERMITAN OBTE--
NER UNA SOLUCION LO MAS APROXIMADA POSIBLE AL ESTADO REAL DEL SISTEMA.
GENERALMENTE,LOS MODELOS ELEGIDOS SON TALES QUE SU TRATAMIENTO MATEMA-
TICO SEA SIMPIE Y QUE APROXIMADAMENTE DESCRIBAN EL COMPORTAMIENTO DEL
SISTEMA.

Ei PROBLEMA QUE NOS INTERESA ES UN SISTEMA DE MUCHAS PARTICULAS -
QUE INTERACCIONAN UNICAMENTE ENTRE PARES,ES DECIR,EL HAMILTONIANO CUAN
TICO CORRESPONDIENTE A ESTE S1STEMA ES EL SIGUIENTE:

VDL
He-z L =0+ LV
(=1 { ¢ <) (A)

DEBIDO A LA NATURALEZA DEL POTENCIAL,EL TRATAMIENTO ANALITICO DE
LA ECUACION DE EIGENVALORES ASOCIADA A ESTE HAMILTONIANG EN GENERAL NO
NOS OFRECE UNA SOLUCION EXACTA PARA EL PROBLEMA;DE AQUI LA NECESIDAD -
DE EMPLEAR ALGUNAS TECNICAS DE APROXIMACION.

UNO DE LOS MODELOS MAS EMPLEADOS COMO PRIMERA APROXIMACION AL PRQ
BLEMA,ES EL "MobEL0 DE PARTICULA INDEPENDIENTE",ESTE CONSISTE FUNDAMEN
TALMENTE EN PROMEDIAR LAS INTERACCIONES ENTRE LAS PARTICULAS QUE CONSTL
TUYEN EL SISTEMA,DE TAL FORMA QUE CADA PARTICULA PUEDE TRATARSE COMO Si
ESTUVIERA BAJO LA ACCLON DE UN POTENCIAL COMUN (J = ZTT%(i)PRODUCTo DEL
PROMEDIO DE LA INTERACCION DE DICHA PARTICULA CON EL RESTO;ES DECIR,EL
HAMILTONIANO CUANTICO PARA EL SISTEMA DE ' PARTICULAS PUEDE ESCRIBIRSE
EN TERMINOS DE ESTO ULTIMO COMO SIGUE:

-1-
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) "HORA BIEM,DEBEMOS ENCONTRAR EL VALOR DE Zf PE TAL FNRMA QUE SE
"PROXIME LO MAS POSIBLE AL POTENCIAL REAL,ES DECIR:

| | Z Vi) - Z Gl — © &)
L VALOR DE‘J SE PUEDE ElC&NTPAR BUSCANDO AUTG COMSISTEMCIA E LAS -
"[rENECUACIONES DETEQMINADAS PCR LOS DOS PRIMEROSVTERM[NOS EN LA EXPRE

‘108 B: o .
;/v 8 iy V,) PRI (D)
ONDE N 1
‘H({”: _ & %+ U (e)
U, by S NG ’M )W R )L LF)

LA AUTO CONSISTENCIA SE BUSCA PROPONIENDO UMA FUNCION DE PRUEEBA

ARA CADA UNA DE LAS ECUACIONES D,MEDIANTE ESTA FUNCION,SE CALCULA EL
“ALOR DE \Ji MEDIANTE LA ECUACION F Y ESTE VALAR SE UTILIZA NUEVAMENTE
ENTRO DE LA ECUACION D CORRESPONDIENTE PARA ENCONTRAR UMA NUEVA FUN--
T10N ’w ,OUE EN GENERAL ES DISTINTA DE LA PROPUESTA INICIALMENTE.FL
" ROCESO SE REPITE SUCESIVAMENTE ,HASTA QUE SE OBTENGA LA MISMA FUNCION
FODUCTO QUE LA AMTERIOR,EM ESTE MCMENTC HAY AUTO CONSISTEMCIA Y SE DL
% QUE SE TIENE EL OPTIMO VALOR PARA‘JC-OBSERVESE QUE ESTE METCDO SE RE
ITE PARA LAS 1| PARTICULAS QUE COMPONEN AL SISTEMA,DE MANERA OUE FINAL
INTE,LA FUNCION DE OMDA OUE DESCRIRE AL SISTEMA SE EXPPESA COMO!:

) (o) - ) _ () o
('\Pm_ N -")Jz @y ¥ TED
LA ENERGIA DEL SISTEMA ES LA SUMA DE LAS ENERGIAS IMDIVIDUALES:
)
El= B\vE 4 ¥E
ToDO LO ANTERIOR ES POSIBLE YA QUE POR EL PROCESO DE AUTO CONSIS-

"ENCIA LEL POTENCIAL comun \J ES TAL QUE SE ORTIENE EL MINIMO VALOP -
"ARA LA DIFERENCIA (Q). W

R 9
“OR LO QUE EL llAMILTONIANO & SE APROXIMA A '\-\-*'-Z' Z Pl BRR V)
h v &
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MEDIANTE EL METODO DE PARTICULA INDEPENDIENTE,EL ESTADO DEL SIS~
TEMA ,QUEDA ENTONCES DETERMINADO POR LOS ESTADOS INDIVIDUALES DE LAS ~
PARTICULAS QUE LO FORMAN,LO CUAL CONSTITUYE UNA APROXIMACION BASTANTE
CRUDA,YA QUE LOS TERMINOS DE INTERACCION ENTRE LAS PARTICULAS NO SE HAN
CONSTDERADO DIRECTAMENTE.

EL MeTopo pE CooRDENADAS HIPERESFERICAS PROPORCIONA UN ENFOQUE TQ
TALMENTE DISTINTO PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE MUCHOS CUERPOS.TIE-
NE LA GRAN VENTAJA DE SER UN METODO EXACTO EN SU FORMULACION,ES DECIR,
NO REQUIERE DE SUPOSICIONES INICIALES,COMO POR EJEMPLO EN EL METODO DE
PARTICULA INDEPENDIENTE Y ADEMAS LAS APROXIMACIONES SE INTRODUCEN AL -
FINAL,

ESTE CAPITULO TIENE EL OBJETO DE ESTABLECER DE UNA MANERA SISTE--
MATICA EL METODO DE COORDENADAS HIPERESFERICAS EN EL ESTUDIO DEL PRO--
BLEMA DE MUCHOS CUERPOS.EL ANALISIS DE SISTEMAS FORMADOS POR TRES CUER
POS DESDE EL PUNTO DE VISTA DE DICHO METODO,SE REALIZA CON DETALLE,GE-
NERALIZANDO LOS RESULTADOS PARA EL cAsO DE N cuerpos,CoN EL FIN DE PRQ
PORCIONAR UNA IDEA COMPLETA SOBRE EL METODO DE COORDENADAS HIPERESFER]
CAS,EL CAPITULO SE HA DIVIDIDO EN TRES SECCIONES.EN LA PRIMERA SECCION
SE ESTABLECEN LOS LINEAMIENTOS GENERALES DEL METODO.EN LA SEGUNDA =---
SECCION,SE DESARROLLAN EXPLICITAMENTE CADA UNO DE LOS PASOS EN QUE CON
SISTE EL METODO PARA EL CASO DE TRES CUERPOS.FINALMENTE,EN LA TERCERA
SECCION,SE TRATA EL MeTopo DE CoORDEMADAS HIPERESFERICAS EN GENERAL,SL
GUIENDO ESENCIALMENTE EL TRaBAJO DE M.Fasre De La Rrperre (1).CoMo por
DRA OBSERVARSE,EL CAMINO SEGUIDO EN EL ESTUDIO DE SISTEMAS DE TRES CUER
POS ES GENERALIZABLE PARA SISTEMAS DE N CUERPOS.

LA Fi Mevopo pe COORDENADAS HIPERESFERICAS .

MEDIANTE ESTE METODO ES POSIBLE SEPARAR EL HAMILTONIANO DEL SISTE
MA DE | PARTICULAS,EN UNA PARTE CORRESPONDIENTE AL MOVIMIENTO DEL CEN-
TRO DE MASA Y OTRA AL MOVIMIENTO INTERNO.AST MISMO EL PROBLEMA DE EIGEN
VALORES ASOCIADO A LA PARTE CINETICA DEL HAMILTONIANO INTERNO,SE REDUCE
A LA SOLUCION DE LA ECUACION DE HELMHOLTZ3(M=t}DIMENSIONAL cuvp --

-3



PARTE 'ANGULAR NOS PROPORCIONA UNA BASE COMPLETA DE EIGENFUNCIONES -
EN TERMINOS DE LAS CUALES PODEMOS EXPRESAR EL POTENCIAL Y LA FUNCION ¥
DE ONDA QUE DESCRIBE EL ESTADO INTERNO GEL SISTEMA,LO QUE NOS PERMITE
REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER A UN CONJUNTO
INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS EN LA VARIA-
BLE RADIAL.

En reaLIDAD,EL MeToDO DE COORDENADAS HIPERESFERICAS ES UNA GENERA
LIZACION DEL CAMINO SEGUIDO EN-EL ESTUDIO DEL PROBLEMA DE DC'S CUERPOS
QUE INTERACCIONAN A TRAVES DE UNA FUERZA CENTRAL.PARA COMPRENDER MEJOR
ESTO,ES CONVENIENTE RECORDAR LOS PASOS SEGUIDOS EN ESTE ULTIMO.

EL HAMILTONIANO CUANTICO PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS OUE IN
TERACCIONAN BAJO UNA FUERZA CENTRAL ES:

A I'4 I'4 2 - -
M= - E’% V,?-;; v, ¢ V//'E'ﬁ/) (1.1)
[

4

—

DoNDE ™, Y W, SON SUS RESPECTIVAS MASAS Y ¥, v Y, ,SUS CORRES-
PONDIENTES VECTORES DE POSICION.

MEDIANTE LA TRANSFORMACION LINEAL DE COORDENADAS:
MY, E WY, —SL

bl (1,2)

Y,-¥, = e

EL HamivroNiaNo DEL sIsTEMA (EC.1.1) ,PUEDE ESCRIBIRSE COMO LA SU-
MA DE UNA PARTE QUE DEPEMDE UNICAMENTE DE LAS COORDENADAS DEL CENTRO -
DE MASA-Y OTRA QUE ES FUNCION SOLO DE LA COORDENADA RELATIVA DE AMBAS
PARTICULAS,ES DECIR:

WE z(‘z 5 AN j: 7, V) as

(/M:umc vedweide)



YA QUE LO:QUE NOS INTERESA ES LA ESTRUCTURA DEL SISTEMA,NMOS CON--
- CRETAREMOS A ESTUDIAR UHICAMENTE EL MOVIMIENTO INTERNO DEL MISMO,SIEN-
‘00 EL {AMILTONIANC CORRESPONDIENTE EL SIGUIENTE:

7B e
A Tt ? Vip) (.1

LA ECUACION DE SCHROEDINGER ASOCIADA A ESTE HAMILTOMIANO ES:

A, Pp) = EVE) 1.5

POR LA SIMETRIA QUE OFRECE EL POTEMCIAL EN ESTE CASO Y YA QUE UNL
CAMENTE DEPENDE DE LA COORDENADA RELATIVA,RESULTA CONVENIENTE ESTUDIAR.
EL PROBLEMA EN TERMINOS DE COORDEMNADAS ESFERICAS.LE ESTA MANERA,LA ECUA )
c1oM DE SCHROEDINGER (1,5) RESULTA SEPARABLE EM UNA PARTE RADIAL Y OTRA
ANGULARESTA ULTIMA,COMO SE VERA,TIENE COMO EIGEMFUMCIONES A LOS ARMO-
NICOS ESFERICOS,QUE CONSTITUYEN UMA BASE COMPLETA PARA LAS FUNCIONES -
QUE DEPENDEN DE LAS COORDENADAS ANGULARES.

CONSTDEREMOS EMTOMCES, AL OPERADOR DADO POR LA EcUACIoN (1.H),EN
COORDENADAS ESFERICAS Y RESOLVAMOS EL PROBLEMA DE E1GENVALORES CORRES=
PONDIENTE,FSTO EQUIVALE A RESOLVER LA ECUACION:

00> a0\ # (65
- S —— — G
2u | ot o \e 5(’\ e* SNOTPlpog)- EW ' )
PonpE i}u&{FS ELL OPERADOR ASOCIANDO AL CUADRADO DEL MOMENTO ANGULAR TO-
TAL:

\ 2
A 'y Y )
s e
LAS EIGENFUNCIONES ASOCIADAS A ESTE OPERADOR SOM LOS ARMONICOS ESFERI-
€0S,ES DECIR{A LA VUELTA):



:Ql- \ﬂtw): Agn)% Yt(@,q) (1.8)

POR LO QUE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL (1,6) SE REDUCE A:

AU SN W (S T 2
_27; > A F 5 o \N(() R(@: E R a0

CoMO PUEDE APRECIARSE,LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL (1.£),HA si
DO REDUCIDA A UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA QUE DEPENDE EXCLUSIVA
MENTE DE LA VARIABLE @ .ESTO HA SIDO POSIBLE GRACIAS A LA FORMA DEL -
POTENCIAL,

PARA SISTEMAS AISLADOS,EL POTENCIAL TIENE EN GENERAL SIMETRIA ROTA
CIONAL,PERO EN EL CASO DE QUE EXISTAN OTROS EFECTOS QUE ORIGINEN UNA DE
PENDENC!A ANGULAR EN EL POTENCIAL,PODEMOS HACER USO DE LA COMPLETEZ DE
‘LA BASE QUE FORMAN LOS ARMONICOS ESFERICOS,DE MANERA QUE EL POTENCIAL
SE REPRESENTA COMO UNA SUPERPOSICION DE ARMONICOS ESFERICOS,ES DECIR:

o N = N(p 9, ¢) (1.1m

ENTONCES ES POSIBLE ESCRIBIR:

'

N(p6,¢)= ) AT N, (:4)
Aywm (1.1D)

DONDE

w
\I;AKO = \I(f;@)l.Q) \IQ(@)% A-(L

VVASI MISMO,LA FUNCION DE ONDA PUEDE EXPRESARSE EN TERMINOS DE ARMQ
N1COS ESFERICOS COMO SIGUE:

: Yipyo, )= z Ry (?)\12‘ o4)
~ 2

-



" CUBSTITUYENDD LoS DESARROLLOSUL, 11y (1.17)eM LA ECUACION DE SCHROE
pinGeR (1,6) ¥ MULTIPLICANDC AMROS MIEMBRAS POR ‘f{“qéz E INTEGRANDO
SOBRE LAS COORDEMADAS ANGULARES,SE OBTIENE EL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUA
CIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS,QUE DEPENDEN EXCLUS!VAMENTE
DE LA VARIABLE RADIAL!

RSN W VY W) &
o R e e R

ii N (@E ) {’\\ [om \(@,Q\ (91\7(1 13

2w 1 w

HEMOS REDUCIDO LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER A
UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFEREMCIALES ORDIMARIAS ACOPLADAS DEPEMDIEN-
TES DE e '

AHopa BIEM,EL YETODO DE COORDENADAS !|IPERESFERICAS CONSISTE ESEN-
CIALMENTE EM LOS MISMOS PASOS QUE EL PROBLEMA DE DOS PARTICULAS,PERO -
DESDE LUEGD GENERALIZADOS PARA UM SISTEMA DE M cuErpPos.FN ESTE CASO,EL
NUMERO DE COORDEMADAS INTERNAS ES 3(*-1),PUESTO QUE SE SEPARAN LAS 3
CORRESPONDIENTES AL CENTRO DE MASA,POR LO QUE EL TRATAMIENTO MATEMATI-
CO SE REALTZA EN UM ESPACIO DE 3(''-1) DIMENSIONES.EXPLICITAMENTE,EL -~
"eTono DE COORDENADAS HIPERESFERICAS CONSISTE EN LO SIGUIENTE!

1)SEPARAR EL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA.FSTO SE LOGRA SI SE LLE
VA A CABO UNA TRANSFORMACION LINEAL DEL CONJUNTO DE COORDENADAS DE CADA
PARTICULA (3 EN TOTAL),A UN NUEVO CONJUNTO QUE INCLUYA AL CENTRO DE MA
sA & v 3(Y-1) COORDENADAS INTERNAS.ESTE NUEVO CONJUNTO PUEDE SER,POR
EJEMPLO,LAS COORDENADAS DE .IACOBI.

2)VEDIANTE LAS NUEVAS 3('I-1)COORDENADAS INTERNAS,SE DEFINEN LAS ~
COORDEHADAS HIPERESFERICAS,QUE CORRESPONDEN A UN ESPACIO CONFIGURACIO-
MAL DE 3(''-1) DIMENSIONES,

3){XPRESAR EL OPEPADOR DE ENERGIA CINETICA EN COORDENADAS HIPERES
FERICAS(DESDE LUEGO DICHO OPERADOR CORRESPONDE AL “AMILTONIANO INTERNO-

-7-



DEL SISTEMA) ,OBTENIENDOSE AS1 UNA PARTE RADIAL Y OTRA ANGULAR EN EL ES
pAcio DE 3(}-1) DIMENSIONES,

4)RESOLVER LA ECUACION DE EIGENVALORES ASOCIADA A LA PARTE ANGU--
LAR DEL, OPERADOR DE.ENERGIA CINETICA,OBTENIENDO COMO EIGENFUNCIONES A
LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,LOS CUALES CONSTITUYEN UMA RASE COMPLETA
POR SER SOLUCION DEL PROBLEMA DE EIGENVALORES.

S5)EXPANDER EL POTENCIAL Y LA FUNCION DE OMDA EN TERMINOS DE ARMO-
NICOS HIPERESFERICOS,

BYSUBSTITUIR LOS DESARROLLOS ARRIBA CITAUOS EN LA ECUACION DE Scy
ROEDINGER,REDUCIENDOSE ESTA A UN SISTEMA IHFIMITO DZI-ECUACIONES DIFEREN
CIALES ORDINARIAS ACOPLADAS EN LA VARIABLE RADIAL.

1.B EL ProBLEMA DE Tres Cuerpos TraTADO MEDIANTE EL MeTODO DE. COOR-
DENADAS HIPERESFERICAS,

EN ESTA SECCION SE DESARROLLARAN EXPLICITAMENTE Y CON DETALLE LOS
PASOS INDICADOS EN LA SECCION ANTERIOR,PARA EL CASO PARTICULAR DE TRES
CUERPOQS.,

EL HAMILTONIANO CUANTICO PARA UN SISTEMA CONSTITUIDO POR TRES PAR
TICULAS QUE INTERACCIONAN ENTRE PARES,ES EL SIGUIENTE:

3 3 '
A 4;1 Dz?
,Z/=--2- ] *,;’l' *Z vir;) (1.14)

iz 3}

COMO NOS INTERESA EL MOVIMIENTO INTERNO- DEL SISTEMA,DEBEMOS BUSCAR
UNA MANERA DE SEPARAR EL HAMILTONIANO EN UNA PARTE CORRESPONDIENTE AL
CENTRO .DE MASA DEL SISTEMA Y OTRA PARA EL MOVIMIENTO INTERMO DEL MISMO,
ESTO LO LOGRAMOS SI ESTABLECEMOS UNA TRANSFORMACION LINEAL ENTRE LAS
COORDENADAS DE CADA PARTICULA V\fﬁ ,73 Y UN NUEVO CONJUNTO DE COORDE-



NADAS R PARA EL CENTRO DE MASA Y i "'( PARA LAS COORDENADAS INTER--
NAS.DE ESTA MANERA,AL SEPARAR LAS COORDENADAS DEL CENTRO DE MASA (3-
DIMENSIONES) ,NOS RESTRINGIMOS A TRABAJAR EN EL ESPACIO DE 3x3-3=6 pI-
MENSIONES,DEFINIDAS POR LAS COORDENADAS INTERNAS 3 v\

SEAN,POR EJEMPLO,LAS COORDENADAS DE JACOBI EL NUEVO CONJUNTO DE
COORDENADAS ,QUE PARA ESTE CASO TIENEN LA SIGUIENTE EXPRESION:

< _ ‘\\A:)yuh h -
5= \"5*“& (%-%¢)

.= MWMJ\K “*me\) (L15)

ML Wy

M: \A\-\\Al-\\‘*lz 5 A‘.J&)\Q-’-\)Z,'S k\*)#‘k)

Donbe 3, ES UM VECTOR ~ PROPORCIONAL A LA COORDENADA RELATIVA
DE DOS PARTICULAS(SU SIGNO ESTA SUJETO AL HECHO DE QUE {,3}, Y2  FORMEN
UNA PERMUTACION ClcLIcA DE 1,2v3); ¥, ES LA COORDENADA RELATIVA DE LA
TERCERA DE LAS PARTICULAS RESPECTO AL CENTRO DE MASA DE LAS OTRAS DOS -
Y R ES LA COORDENADA DEL CENTRO DE MASA DEL SISTEMA.

CoMo PUEDE VERSE,EXISTEN DISTLNTAS MANERAS DE NUMERAR A LAS PARTL
CULAS,PERO SIEMPRE TENDREMOS SOLO TRES DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENA
DAS EQUIVALENTES ENTRE SI;POR ESTA RAZON SE HA AGREGADO EL INDICE (()
EM LAS COORDENADAS DE JACOBI.ES POSIBLE PASAR DE UN CONJUNTO A OTRO ME
DIANTE UNA TRANSFORMACION LINEAL ADECUADA;PARA EtLO,CONSIDEREMOS DOS -
;OP{;UNTOS ARBlTRARlOS(i \] )Y ‘n\) JQUE DE ACUERDO A LA EXPRESION -

SON:



e ‘w')w\c_ \/z IR
S- um\ (%)
N, Wy m\") uv RN :
h ‘\ | : a\\:\.l:} ‘ 4,16
3 MW Y
g _
= k Wy KY >
, | o |
7 - w "k (:; W Y (1.158)
) M " Y ,

EL PASO DE UN CONJUNTO DE COORDENADAS DE JACOBI A OTRO ES PURAMEN
TE ALGEBRAICO Y SE PUEDE HACER SIN DIFICULTAD OBTENIEMDOSE LA RELACION:

- Wu ka ~\Z - \- -
EN () b ) Cuaw ) b awn ) R

I
b 1.1n
- Wy A -

= 3 L ...___—-—-———"‘""-"
‘f- Cupm) i) b (g Y owg v,

S1 HACEMOS EL SIGUIENTE CAMB1O:

W '
Wi,
Az \___,_,.,..d

(w-w-,) buaw, )

UL
| \U‘ VgL "‘\A

=10~



- - SE PUEDE VER QUE:

AL+B =1 aw
POR L0 QUE ES POSIBLE ESCRIBIR: ‘
,-\5 (J R &‘l\ .
(L19)
Bz oam ‘-Q\:\

POR LO TANTO,LA TRANSFORMACION ENTRE LOS' DOS CONJUNTOS DE COORDE-
napas (1.16a)v(1,168) es:

b

-

v —endy eudy 3

- ,;( (1,20)
yl\c. -y, -y, \

) DonpE (P!;ES EL ANGULO DE FASE QUE NOS PERMITE PASAR DE UN CONJUN-
TO A OTRO,ESTE ANGULO ESTA DADO POR LA SIGUIENTE EXPRESION:

YRRV, y ‘
3 B o K ) 2 a2
‘?\;- v You == re daw () Wi“k\

4 .,
EL FACTOR (~\) INDICA EL SIGNO DE LA PERMUTACION CICLICA DE ()
CoMo SE PODRA APRECIAR,MEDIANTE EL NUEVO CONJUNTO DE COORDENADAS
inTRoDUCIDO (ECS.1,15), LA SEPARACION DE LA PARTE DEL HAMILTONIANO -=--
CORRESPONDIENTE AL CENTRO DE MASA SE OBTENDRA DE UNA MANMERA NATURAL..

LA PARTE CINETICA DEL HamiLtoniano 1.14 es:

. 2 2
A 2 AVA
N Z { ,
-\- = - = A W (1.22)

\=\
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EMPLEANDO AHORA LA TRANSFORMACION DE COORDENADAS (1,1%),QUE ESEN-
CIALMENTE CONSISTE EN LA DEPENDENCIA FUNCIONAL: ¥=7( 3\;«\Jz) Y APLI-
CANDO SUCESIVAMENTE LA REGLA DE LA CADENA,SE OBTIENE LA SIGUIENTE EX-

PRESTON PARA (1,22) EN TERMINOS DE COORDENADAS DE .IACOBI:

?

T=-m % 3 (g w)

Donpe %=y .

(1,23

De AQul SE PUEDE VER FACILMENTE QUE LAS PARTES INTERNA Y DEL CEN-
TRO DE MASA SON RESPECTIVAMENTE:

I3 \ 4
Tew® = 524 Vem. ] (1,268)

2 .
-~ _\i Kv’i’_’\_]ﬂ; > (1.248)

CoMo SE MENCIONO EN UNA OCASION,NOS INTERESA EL ESTADO INTERNO DEL
SISTEMA,POR LO QUE EN ADELANTE TRABAJAREMOS EXCLUSIVAMENTE CON—YR“‘DADO
ARRIBA.

GRACIAS A LAS COORDENADAS INTRODUCIDAS,HEMOS PODIDO OBTENER LAS -
eXPRESIONES (1.24) ;PERO EXISTE TODAVIA UNA PROPIEDAD MUY IMPORTANTE DEL
NUEVO CONJUNTO DE COORDENADAS DEFINIDO Por (1.15).DE A ECUACION DE =r
TRANSFORMACION (1,20),SE PUEDE VER QUE:

— -

S‘Mk=‘33¥‘l’l

(et el ) 3¢ + (enl@amid )

2

T
ii '\'\1\

Es DECIR: .
‘SE w((z = ‘5\‘ ),V(\t = mvencale zez
_12_

(1.25)



POR LO ANTERIOR,LA MAGNITUD DE LOS VECTORES 3L,‘ﬁ( SE PUEDE ES-
CRIBIR COMO:

M= pam (1.26)

LA ExpRESION 1,25 REPRESENTA UNA ESFERA HEXA-DIMENSIONAL DE RADIO
(HIPERRADIO) @ Y EL ANGULO &; QUE APARECE EN (1.26) ES EL QUE RELA-
CIONA LA LONGITUD DE LOS VECTORESS, Y 7; ,CON DICHO HIPERRADIO.LAS CuA
TRO COORDENADAS RESTANTES CORRESPONDEN A LOS ANGULOS POLAR Y AZIMUTAL -
PARA CADA VECTOR,ES DECIR: 3'5\91'\»[98&)" ﬂi-w,“&,“) +ESTAS CANTIDADES
ASI DESCRITAS CONSTITUYEN LAS LLAMADAS COORDENADAS HIPERESFERICAS:

C ) (o(()‘i\_.)\\,\) 2 ‘ﬂi (1.27)

ESTAMOS AHORA EN POSICION DE ESTUDIAR EL MOVIMIENTO INTERNO DE =&
NUESTRO SISTEMA MEDIANTE EL MeTopo DE (oORDENADAS HIPERESFERICAS.LA -
VENTAJA DE ESTO ESTRIBA EN EL HECHO DE QUE PODEMOS ESCRIBIR LA ECUACION
(1,24) FORMADA POR UNA PARTE HIPERRADIAL Y OTRA HIPERANGULAR,LAS EIGEN-
FUNCIONES DE ESTA ULTIMA SON LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS PARA SEIS DI-
MENSIONES,LOS CUALES CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA QUE NOS PERMITIRA -
HACER DESARROLLOS TANTO DEL POTENCIAL COMO DE LA FUNCION DE ONDA PARA
EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS.

PROCEDEREMOS,,ENTONCES, A EXPRESAR EL OPERADOR PARA LA ENERGIA CINE
TICA INTERMA EN TERMINOS TE COORDENADAS HIPERESFERICAS.FL OPERADOR ASQ
CIADO A LA ENERGIA CINETICA INTERNA ES (EC.1.,24):

T =L T %)

EL OPERADOR LAPLACIANO TRIDIMENSIONAL EN COORDENADAS ESFERICAS ES:

VAR \*,2> _ e

Y oy v?
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~

t
Donpe, be Acuerno A (1.7), § (9,4) ES EL 0PERADOR ASOCIADD AL CUA-
DRADO DEL MOMENTO ANGULAR TOTAL:

~ Lo 3 R e
X:-—i;—w—a‘ QGKW@A@\ -\m—)——qz ’(.'K-\>

EN TERMINOS DE LO ANTERIOR,LA EXPRESION 1,7l PUEDE ESCRIBIRSE!

22\ U
x.,.r“ 5 az“)a; w b*\h M\N

h. z .
+L\ T3 \ JUCA

' 5 " (1.78)
AHORA BIEN,HACIENDO USO DE LA DEFIMICION DE LAS COORDENADAS HIPER
ESFERICAS(EC,]1.26),L0 ANTERIOR PUEDE EXPRESARSE EN TERMINOS DE ESTE UL
TIMO CONJUNTO DE COORDENADAS.FL CAMINO A SEGUIR ES BASTAHTE DIRECTO;--

ESENCIALMENTE SE HACE USO DE LA REGLA DE LA CADENA ATENDIENDO A LA RELA
CION FUNCIONAL:

3.; = 3{ \(’, °(;)
Yk'\ = .'k‘\ ((7> °('\)
Y SABIENDO QUE LAS SIGUIENTES RELACIONES SE CUMPLEN:
] 2 2
S; -\Yl'\ =€
N (1,29)
You o = K
LY
DE ESTA MANERA SE OBTIENE LO SIGUIENTE: N
)bfb b“"}’\ 2 (L A
SRR AR T v wa o) 32,
‘e(> 2,3 > 2 0.
L2 s () o\ ) 5o
ey A () 5

C-1b-



ArLicanNDo tA DERIVADA (1,37) coMO LO INDICA LA ecuacioN 1,728,sE
ENCUENTRA ,DESPUES* DE ALGUNAS SIMPLIFICACIONES,LA SIGUIENTE EXPRESION
PARA (1.28) EN COORDENADAS HIPERESFERICAS!
~ »t S Y \ »? 2 >
TS s Yo vt e he) & -

e 2 ( e f *\ f X;
n2 : A2 ~
Xz 30 _ 2 (*«!\
e Om.‘a('\ ("m‘a('\ (1,31)
APROVECHANDO LA RELACION:

Aan < AU -tam
v (A ’
La ecuacioN (1.31) SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

S (2 e AR NLA
>-<‘ "

< Cnt o LYWL

(1.3D)
MEDXANTE ESTA ULTIMA ECUACION PDPDEMOS VER LA VENTAJA DE HABER EX-
PRESADO TM EN TERMINGS DE LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS @ Y fL
YA QUE TENEMOS AHORA UNA ECUACION SEPARABLE EN DOS PARTES :UNA PARTE RA
DIAL Y OTRA ANGULAR QUE PODEMOS ASOCIAR AL CUADRADO DEL MOMENTO ANGU-"
LAR HEXADIMENSIONAL ,DENOTADO CON LA LETRA K’-UQ

2 LY A'\ AZ(Al\
kil 5-?;-,—400* 4\} X N RS
K, M, e, Asuld
(1.3%)
PoR L0 QUE LA EXPRESION 1.32 SE REDUCE A :
T LA S '\2’(&;)>
k. = K Bf e 3 ce (1.3m)

A
Ha
Recorpemos oue EN (1,33) l §dy LWR) ,son Los operapores Asocia
DOS A LOS CUADRADOS DE LOS MOMENTOS ANGULARES TRIDIMENSIONALES CORRES-

-15-



PONDIENTES A S; Y "l\ JRESPECTIVAMENTE, -

CoNSIDEREMOS EL PROBLEMA DE EIGENVALORES:

Ta Blea)= € Wlea)

Es DECIR:

[ 5> _ ¥\, .
S A e T LLC R (TS

(1.35)
n ?
Con Kz(l\‘-))EFINIDO eN (1.33).Lla ecuacioN 1,35 ES DE VARIABLES SEPA
RABLES,POR LO QUE LA FUNCIOM DE ONDA PUEDE ESCRIBIRSE COMO EL PRODUCTO
DE UNA PARTE ANGULAR Y OTRA RADIAL:

YVier) = Re) W) (1,36)

SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMO EN LA ECUACION 1,35 OBTENEMOS:

_C_f é_z_@_ *-"_C_é_?_ +ZE(Z= L'EI(A).M
@ Aez R P L'

(1.37)
AMBOS MIEMBROS DE ESTA ULTIMA ECUACION DEPENDEN DE VARIABLES DIS-
TINTAS: e Y ,POR LO QUE,PARA QUE LA IGUALDAD SEA VALIDA PARA
TODO VALOR DE @ Y {1 ,ES MECESARIO IGUALAR CADA UNOC DE ELLOS A LA
MISMA CONSTANTE l JENTONCES ;

gr 5 R (z&—)—gﬂ?\ = O

dot € 9P (1.39)

Ruyw = AW

(1.3%)
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LAS EIGENFUMCIONES DE LA EcUACION 1,39 SON LOS ARMONICOS HIPERES-
FERICOS,SON ARMONICOS PRECISAMENTE POR SER SOLUCION DE LA ECUACION DE
LAPLACE HEXADIMENSIONAL EN SU PARTE ANGULAR.A CONTINUACION ENCONTRARE-
MOS EXPLICITAMENTE LA EXPRESION PARA TALES ARMONICOS HIPERESFERICOS,-
ASI COMO EL EIGENVALOR A_ .

ESCRIBAMOS LA ECUACION 1.39 DE. FORMA EXPLICITA COMO:

W m;“__ G N B s

} ¥ Lt 2t o

~,(1,40)

Mvora, sasetos que W '\AKo( s, ‘v\) COMO LOS OPERADORES R (§)y 2(4{)
ACTUAN SOLAMENTE SOBRE LAS COORDENADAS ANGULARES % Y W RESPECTL
VAMENTE,ENTONCES PODEMOS ESCRIBIR A AA[ COMO EL PRODUCTO DE TRES FUN
CIONES INDEPENDIENTES:

VAR ATID (WAL

_ (1.4
ta ecuacioN 1.40 SE REDUCE ENTONCES A LO SIGUIENTE:
LR adds v TRy 0 T2 g
E L w« Y Vet Z
(1.42)

YA QUE LAS FUNCIONES QUE SATISFACEN LA ECUACION DE EIGENVALORES!
T Flog) = Luw) Flod)

SON PRECISAMENTE LOS ARMON|COS ESFERICOS,ENTONCES:

V13§ = N:‘m
z@ = 1w

Por Lo TANTO,LA ECuACiON 1,42 SE REDUCE A :

-17-



%z \ ACAL&% _ X.)Uis.\) )\ \X -\\) X\&

X L en?e

(1.43)
RESOLVIENDO ESTA ULTIMA ECUACION POR SERIES DE POTENCIAS SE PUEDE
OBTENER LA EXPRESION EXPLICITA PARA Y (&) (+):

g b _(005,403)
) = lema) L) BT

| RS (1)
DonDpEe \) (t2)ES UN POLINOMIO DE JACOBI DE ORDEN YA Y ARGUMENTO
lena).

LA EXPRESION EXPLICITA PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,DE ACUER
po A (1,41),ES ENTONCES:

Mgty (1, 5%)
W 2&; \'-: 5‘\(""“‘*) (“M\\ \3 ‘(c.nz.() \I (3\ -\ ®)
S

Lt (1,45
DonpE N ES LA CONSTANTE DE NORMALIZACION(++) ¥ ¥ ES EL NUu--
MERO CUANTICO HKPERORBITAL,DADOS POR:

\ 1Y
Nk',iv\ ozl Leye) U(SU»\* “*\) |2
k -\ Pk’vﬁks)é)?(\’\-\-x'\* 3?,) (1.16)

(+) Nef Apendics T ()
(#+) \ex Apendice L (B)

-18-



K = ZV\+15»1~1
: : (1.u7
Y EL E1GENVALOR ;\ gn (1,50) Es:

k: K(K-\-‘r)
(1.0
CoMO PUEDE APRECIARSE, *l S LA SUMA DE LOS NUMEROS CUANTICOS OR-
BITALES 93 ’ !W_Y UM RUEYOD NUMERD CUANTICO M ,INTRODUCIDD POR LA SOLY

CION DE LA ECUACIOM DE EIGENVALORES (1,03),S1 SE DESEA EMPLEAR FUNCIO-
NES CCH MOMEMNTO AMGULAR TCTAL EIENM DEFIHIDO,PODEMOS ESCRIZIP:

W

|3

L A LM g4, mew
3 ZA) = z (Agwg Ay | 1LM) W\: "(r\;_)‘l
Wy Wy
(1.4

Donpe Ux“‘& f\\“\\ \LM)son L0S COEFICIENTES DE CLEBSCH-FoRDAY,

~. CR SER SOLUCION DEL PROBLEMA DE EIGENVALORES ASOCIARO AL OPERADOR
() (EC.1.33),L05 ARMCHICOS HIPERESFERICOS FORMAN UNA BASE COMPLETA
DE EIGENFUNCIOHES DEFINIDAS EN LA SUPERFICIE DE UNA ESFERA HEXADIMENSIQ
NAL.GRACIAS A DICHA COMPLETEZ,ES POSISLE EXPRESAR EL POTENCIAL EN TER-
MINOS DE ARMONICOS HIPERESFERICOS COMO SIGUE!

3
1 Iy byl LM
ZV\V'\Q Z Ve (p) WK L)

i <y K,k,,ﬂ\

coN: At J b Lm¥*
\J‘SG) - K$ La) \_Z V‘fu)l A'(L

VEEIDO A LA MATURALEZA CEMTRAL DEL POTENCIAL,COMO SE VERA POSTE-:
RIORMENTE, Jyz iy = 1 yL=0,M=0,p0F ELLO 10 SE HA INCLUICC LA SUMA -
SOBRE V. Y M\ .[L CALCULO DE LAS INTEFPALES EXPRESADAS =n (1,77) pysnr
REALIZARSE DIRECTAMENTE O EMPLEAINO UNA TRAMSFORMACION UMITARIA ENTRE
APHONICOS HIPERESFERICOS QUE CORRESPOHDEN A DISTINTOS conJu.rnnsLIl.oes

(1,5m

-12-



DECIR:

) ) RS
Wk ULQ Z < Q“\} Q\ W\Q l.rlk)(l 51

At

DONDE LOS COEFICIENTES QUE DEFINEN A DICHA TRANSFORMACION:

< X5J,‘k\ A5i Q“'\>\=\.

PUEDEN SER CALCULADOS EXPLICITAMENTE.EN EL CAPITULO TRES SE TRATARA -
CON DETALLE LA OBTENCION DE DICHOS COEFICIENTES.FL USO DE ESTOS COEFI1-
CIENTES PARA EL CASO DE TRES CUERPOS,SIMPLIFICA LOS CALCULOS IMPLICADOS
COMO SE VERA POSTERIORMENTE.

A CONTINUACION HAREMOS USO DEL DESARROLLO 1,50 PARA EL POTENCIAL
ASI COMO DE UN DESARROLLO ANALOGO PARA LA FUCION DE ONDA QUE DESCRIBE
EL ESTADO INTERNO DEL SISTEMA,PARA REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PAR
CIAL DE SCHROEDINGER A UN CONJUNTO INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS ACOPLADAS EN LA VARIABLE RADIAL.

CONSIDEREMOS LA ECUACION DE SCHROEDINGER CORRESPONDIENTE AL Hamip
TONIANO INTERNO DE NUESTRO SISTEMA EN COORDENADAS HIPERESFERICAS, (VER
ecuacioNesl. 34 v 1,18):

>

_‘,.—_.—

RIS T 4%
S

)+ 2 vt e = eV )

k<)
(1.52)

SUBSTITUYENDO EN ESTA ECUACION EL DESARROLLO DEL POTENCIAL EN TER
MINOS DE ARMONICOS HIPERESFERICOS (EC.1.50),0BTENEMOS:

A LM
)l f ) \qul-) R L) \l}ﬁlv\ 5™ . w N __.0
\)ez P et 3 ) :ér K(?) k) o)
™ (1,5%)
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I'ACIEHDO AHORA EL DESARROLLO DE LA FUMCION DE OMDA EN TERMINOS DE
ARMOMICOS HIPER"SFEP]COS
X l L

‘("“) 2 Felt) "/\[ () (1.54)
' )l

TONDE SE HA EXCLUIDO LA SUMA SORRE {1 Y M POR LA MISMA RAZON DADA EN
La Ecuacton (1,50). FNTONCES EN TERMINOS DE ESTO Y SABIENDO QUE

K. ‘\rJ = kleva) W,
LA ecuacton (1.53) ResuLTA:

Myt 1‘ L
) k('
2y (B R W ey

. et
“‘» ‘S)u\

] |‘\ ARSI NN
Y Ve Rt ) W oy W, wy =0
k,:st\\:|5, “ - (1,%5)

HULTIPLIQUENMDS AHORA PORW‘“ ) E INTEGREMOS SOBRE TODOS LOS AN
GULOS ,APROVECHANDO LA PROPIEDAD DE ORTONORMALIDAD DE LOS ARMONICCS HI-
PERESFERICOS: ‘ L

™

QQQEM
<WK‘ (at) K ) > =5 () Su S Su &z iy

ENTOMCES,LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL (1,55) SE REDUCE A UN SIS
TEMA INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ACOPLADAS EN LA VARIABLE £ :

3 LS i k“(x“m\)a
k At T et e )4

2 [\ Iv\L"M" LM wlu“\l“h‘

¥ Z \JK(P K*‘ f) <W Loy v: L \ © La)

© oty ¥ ls,l.\ = 0O
(1.56)

&



HASTA AHORA,TODO LO QUE SE HA HECHO ES EMCOMTRAR UNA RASE PARA --
LAS FUNCIONES ANGULARES Y EN TERMINOS DE DICHA DASE EXPRESAR EL POTEN-
CIAL ASI COMO LA FUNCION DE ONDA QUE DESCRIBE AL SISTEMA,MHORA EMCON--
TRAREMOS UNA BASE PARA LAS FUNCIMMES PANIALES.FSTO SE LOGRA SI HOS RES
TRINGIMOS AL CASO “MONOPOLAR” (%=0) gN LA ExpRESION (1.5F),L0 ouE £--
QUIVALE A CONSIDERAR UNICAMENTE AQUELLA PARTE DE LA INTERACCIOM QUE PQ
SEE SIMETRIA HIPERESFERICA.PARA ESTE CASO PARTICULAR,EL SISTEMA INFINL
TO DE ECUACIONES SE DESACCPLA REDUCIENDOSE A LO SIGUIENTE!

é"‘ s A e re ) o500 toy
\ = . T et —

(o) to)
=B Rt

4000 (1,57

ﬁQUIw (A) ES UMA CONSTANTE 4 LAS FUNC!ONESR sy CONSTITUYEM UNA -
BASE COMPLETA Y ORTONORMAL POR SER SOLUCION DEL pROELEMI\ DE EIGENVALO-

RES! o

to) (s) §
R m.“h ©) = B Rng‘,‘(es
(1.58)
CON
>\ Lo) 3t § 3 x'l¥va) 00 0000
= Ve y 22 AT
’P k,\_ez e Y et 5*\1 oW o4 (1 cay

La e1GENECUACION (1,58) TIENE SOLUCIONES PARA EMERGIAS POSITIVAS COMO
NEGATIVAS.PARA CONSIDERAR EL PROBLEMA DE ESTADOS LIGADOS CONSIDERAMOS
¥4 0 EN CUYO CASO™WE TOMA VALORES DISCRETOS.STE\\DODEBEN INCLUIRSE
L0S VALORES DE Wp CONTINUOS.EN TERMINCS DE ESTO ULTIMO,ES POSIBLE EX-
PRESAR CUALQUIER FUNCION RADIAL COMO LA SIGUIENTE SUPERPOSICION(+):
* (D))
R L() = Z Q“‘f‘ " Rn‘(‘ o ((’) (1.F7)
“E K\‘
TIONDE W3 TOMA VALORES TANTO DISCRETOS COMO CONTINUOS(EM EL CASO DE TE-
NER UMICAMENTE VALOPES CONTINIOS LA SUMA SE TRADUCE EN UMA INTEGRAL),
(+)No debe confundicse eR mevs cudutico vodied Mo cou dwi'mers m
Gue surgid de R sollvadn de Lo ecuacioh enqulee (13%).
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‘ EN TERMINOS DE ESTO ULTIMO Y JUNTO CON EL USO DE LA BASE HIPERES-
FERICA,LA FUNCION DE ONDA QUE DESCRIBE AL SISTEMA SE PUEDE ESCRIBIR CQ

MO
IR
Ve ) = 3: “ ?3 Wk\ ()

¥ ‘s‘x (1.61)
e

POR LO' TANTO LA EXPRESION 1,53 SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

» 2L 52 Kera) H\‘ ANTY
.tz‘ {'Ei(\el e ée p? >" S "‘\lf-‘ (Z“ e (f W\!‘ W) &

AN AL LM l,x‘m
*Z i ¥ \J .y R,W p W ‘W W :«) =

LEUNR NN
(1.62) .

ESCRIBIENDO EXPLICITAMENTE LOS TERMINOS CON [e=0 ESTA ULTIMA EXPRE
SION QUEDEA COMO: e

H

Zi‘-( T ﬂ%‘ﬂ)*\‘:ow ‘E\X e

¥ l‘!.Q\

\ 2 MY A L
- (o) P Ra y ()
CRL WIS T Y a2 VU R

K*O ¥, l,
x.,x ) xww ERR
"

NOTESE QUE EN LA SEGUNDA SUMATORIA SE HAN EXCLUIDO LOS TERMINOS -
CON V<=0 POR HABERSE ESCRITO EXPLICITAMENTE.EN VIRTUD DE LAS EXPRESIQ
NES 1,58 v 1.59,ESTA ULTIMA ECUACION SE REDUCE A !



(o - RI L U\
Z (E y >qv\‘\=‘ w! \c‘\(’ W L\‘n.\
L3P & (\\

\
“
™t .

+§—_ 7_ cg \] \f)r(,\f kg‘)wjm) N\‘. () =
o \:‘H
3,(\\ “f‘
(1,64

MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE ESTA ULTIMA EXPRESION,POR
}\\'l L\l
Kﬂwt"to W,;‘n L) >

INTEGRANDO SOBRE TODOG EL ESPACIO Y SABIENDO QUE LA SIGUIENTE CONDICION

SE CUMPLE: oL L LILM
'y
< (r)VU \ N Lg)wxm) wv\. xv W m. Su 31\1
(1, 65)

PBTENEMOS FINALMENTE EL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGE
BRAICAS LINEALES Y HOMOGENEAS ACOPLADAS EN LOS COEFICIEMTES qi’LH

N *
(Ef“;’w E)ade +
A, N W o
L L (R p VR
A\ X°) N L
NV SN ey WMy B LW
v <'V\lxs ka \ \l\:O \W: W) ?166)

LK SOLUCION DE ESTE SISTEMA DE ECUACIONES SERA NO TRIVIAL SOLA--
MENTE SI SU DETERMINANTE ES NULO,LO CUAL EQUIVALE A RESOLVER LA E--
CUACION SECULAR CORRESPONDIENTE.DE ESTA FORMA PODEMOS CALCULAR EXPLICL

TAMENTE EL VALOR DE £ Y LOS COEFICIENTES DEL DESARROLLD q\:‘:\
-24- ¢



NBSERVESE QUE HASTA AHORA EL FORMALISMO SEGUIDO ES EXACTO,EN LA
PRACTICA ES IMPOSIBLE RESOLVER UN NUMERD INFINITO DE ECUACIONES,POR
LO QUE DEBEMOS LIMITAR EL NUMERO DE ELLAS.LA CONVERGENCIA DE LAS SOLU
CIONES DETERMINA LA EFICACIA DEL METODO,EL ESTUNDIO DE DICHA CONVERGEN-
CIA ES MOTIVO AUM DE INVESTIGACION,

UN PUNTO INTERESANTE EM ESTE DESARROLLO ES EL ESTUDIO DE LAS INTE
GRALES:

W LM Akt
k\‘l‘{:\ix“ \“‘ca) \w;(v}q >

SI FUESE POSIBLE OBTENER UNA EXPRESION GENERAL EXPLICITA PARA DI-
CHAS " INTEGRALES ,EL. "ETODO DE COORDENADAS HiPERESFERICAS SE PODRIA APLL
CARSE DE FORMA SISTEMATICA.LO MISMO PUEDE DECIRSE ACERCA DEL CALCULO -
DE ELEMENTOS DE MATRIZ DE LA FORMA:

<(Z“ L@ W (p 5\ ﬂ:{l\(cé

1.C. - EL Metono pe CooRDENADAS H1PERESFERICAS.CASO GENERAL.

HASTA AHORA SE HA TRATADO EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS DE UNA MANE
RA EXPLICITA.FN ESTA SECCION SE ESTUDIAN LOS RESULTADOS GENERALES BASA
DOS EN EL TRABAJO DE M,Famrr NE LA PreeLLE (1) PARA EL CASO DE ! PARTL
CULAS .LoS PASOS SEGUIDOS EN ESTE TRATAMIENTO GENERAL SON ESENCIALMENTE
LOS MISMOS QUE EN EL CASO DE TRES CUERPOS.

FL YAMILTONIANO CUANTICO PARA UN SISTEMA DE '] PARTICULAS QUE INTER

ACCIONAN ENTRE PARES ES EL SIGUIFNTE‘ N

f = Z ““ + X‘HVU) (1.67)



’ "S1 cOMO EN EL CASO DE TRES CUERPOS,NUMERAMOS A LAS PARTICULAS -
ASIGNANDOLES SUS RESPECTIVOS VECTORES DE POSICION Y VN Y AHORA 1IMN-
TRODUCIMOS UMA TRANSFORMACION LINEAL.;f QUE  MOS RFLACIONE AL CONJUNTO
k ”,,\vn\ CON LAS NUEVAS COORDEMADAS ﬁ: JPARA EL CENTRO DE MASA Y SHWS*\
PARA 'LAS COORDENADAS INTERNAS,ENTONCES PODREMOS SEPARAR EL MOVIMIENTO
DEL CENTRO DE MASA DEL SISTEMA,

CUALQUIER TRANSFORMACION LINEAL QUE INCLUYA AL CEMTRO DE MASA ES
UTIL EN ESTE CASO.EN PARTICULAR PODEMOS EMPLEAR LAS COORDENADAS DE JA-
COBI QUE EN EL CASO GENERAL TIEMEM LA SIGUIENTE FORMA:

L\ {

' k ’ NS\M'\H PRSI
T. 0 &? ; __5__._,..)
\ { (EY { .
a‘-g :
Y L ' 0o
Y=\

DonpE SL  ES PROPORCIONAL A LA COORDEMADA RELATIVA DE LA PARTICULA
{+\ RESPECTO AL CENTRO DE MASA DE LAS LL) ANTERIORES; W ES LA COORDENA
DA DEL CENTRO DE MASA DEL SISTEMA.

NBSERVESE QUE POR EXISTIR MUCHAS MAMERAS DE MUMERAR A LAS PARTICU
LAS DEL SISTEMA,DEBEMOS TENER DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENADAS DE Ja
COBI EQUIVALENTES ENTRE SI,EVIDENTEMENTE SIEMPRE PODREMOS EMCOMTRAR U-
NA RELACION ENTRE TALES CONJUNTOS,2 CONTINUACION ENCONTRAREMOS 'TAL -+
TRANSFORMACION,

SeAN .gi Y‘jzk DOS CONJUNTOS EQUIVALENTES DEFINIDOS POR LA ECUA -
cloN 1.68,LA TRANSFORMACION ENTRE ELLOS SE PUEDE ESCRIBIR COMO:

S %\\ %\1 ree q\\n-\) /_J.:‘
-;; Q“ %U RPN QL(...\\ ,:t
v\ . .

: ; py (1.69)
iu-\ \"\\\ S'h*\\ T ¢I‘»\)\»\) /“u.‘



LA MATRIZ DE TRANSFORMACION DERE CUMPLIR CON LA PROPIEDAD DE ORTQ'

GONALIDAD:
M-y Ay
- " = [
Z %'\iai;"\ Y Z Ty A = 0 Uite)
i:\ (=\

VoLvienpo AL HamrLTon1Anol(l,G7}MEDIANTE LAS MUEVAS COORDENADAS DE
FINIDAS (EC.1.68),LA SEPARACION DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA SE -
OBTIENE DE FORMA NATURAL.EL [IAMILTONIAMO QUEDA COMO Siru=:

N-\

7 -3 °-’ ” iv(*is)

(= i<y
€1,70)

(oMO NOS INTERESA EL MOVIMIENTO IMTERNO,NOS ENCARGAREMOS DE LA -
PARTE INTERNA DE ESTE HAMILTONIANO,ES DECIR:

N-l
/éZLf = - %?? :Z: 5 + ;Zj VV
= i<y

(1.71)

DEBIDO A LA SEPARACION HECHA DEL MOVIMIENTO DEL CENTR® DE MASA ES
POSIBLE TRABAJAR EXCLUSIVAMENTE cON LAS 3(/l-1) coorRpeENADAS DE JAcoBl -
RESTANTES,FSTAS COORDENADAS TIENEN LA PROPIEDAD!

N‘ -y

Z /AK = wvaviaate 2 (0

= [
(1.72)

ESTA ULTIMA EXPRESION REPRESENTA UNA ESFERA EN 3(%-1) DIMENSIONES
DETERMINADA POR UN HIPERRADIO € .lAS OTRAS COORDENADAS SON LOS ANGULOS
QUE DEFINEN LA POSICION DE UN PUNTO SOBRE LA SUPERFICIE HIPERESFERICA,
FANTENIENDO PARA CADA VECTOR LOS ANGULOS POLAR Y AZIMUTAL TRIDIMENSIO-
NALES 'q, \Qi Y DEFINIENDO UN NUEVO ANGULO A; QUE RELACIONE LA LONGITUD
DE CADA VECTOR CON EL HIPERRADIO @ ,LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS EN

-7~



GENERAL. TIENEN LA SIGUIENTE EXPRESION:
S\.-. (a.w« Kgey "7 QU o5 At o,

3;: PM:‘ xu-\ . -Wi: Ctn/xz

.

. : : (1.73)
Si all Gane T
S“_\: (’Cw °(“..\

N FORMA ABREVIADA,LAS CODRDENADAS HIPERESFERICAS PARA ESTE CASO
LAS PODEMOS ESCRIBIR COMO:

A AN
ey (e, s 3,008 4 (1.74)

En ESTA ULTIMA EXPRESION 2(N-1) COORDENADAS CORRESPONDEN A LOS AN
GULOS POLAR Y AZIMUTAL,N-2 COORDENADAS PARA LOS ANGULOS & Y UNA COOR
DENADA RADIALZEN TOTAL TENEMOS LAS 3(N-1) COORDENADAS HIPERESFERICAS.

PUEDE COMPROBARSE QUE LAS CANTIDADES DE LA EXPRESION{1,73)cumpLEN

LA CONDICION: Nt

EN TERMINOS DE LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS,LA PARTE CINETICA -
DEL HAMILTONIANO INTERNO DADO POR LA ECUACION 1.73,PUEDE EXPRESARSE €O

MO "
1w “*3“*‘*2_5&&&\
fur‘"{\zel e X &

- (1.75)
DONDE EL OPERADOR Ky \™) CORRESPONDE A LA PARTE HIPERANGULAR Y TIE
NE LA SIGUIENTE ESTRUCTURA: . ‘s
- i3
} N WY
~ ? - ———— § ——
l\\Qz )= _?;. _\3(“—3) °'*°(“_\ x2 (”:t °<u.\ Jm"‘ °(n-\ bdu-\ cn.l-(u_‘ sw‘t(m
= EL (1,78)
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COMPARENSE ESTAS EXPRESIONES CON LAS OBTENIDAS EN LA SECCION AN~
TERIOR PARA EL CASO }=3,

LAS EIGENFUNCIONES- DEL OPERADOR(1.76\50N LOS ARMONICOS HIPERESFE-
RICOS:

U-\I WMy

A ( )')Qu- "Iﬂ r)“u-\)“ ‘-.V\ -
KW Gy ", za-e) W ()

\)v‘lm“u.‘)
.70
LA EXPRESION EXPLICITA PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS ES )

W u""“*&"}‘n M M) :‘ﬁ \-zv(e;m-\) POV ) Legazmy) T
* R~ Ny g =Y +1) riYy)

"\ K-‘_ w
en *i\ (0ue ) \ z‘:\ k’“ri; ey, ¥ ‘({3 \] 1;‘ ('g(\

(1.78)
CON F(M\ﬁ+N'T“oh ;) PoLINOMIO DE JAcoBI Y:

6'\'3» k\-\ er ¥ ""' -\

—3
Y K ok ?ﬁ___
Z
N\

Koz b+ 7 (ki)

32
EL EIGENVALOR DEPENDE DE UN NUMERO CUANTICO HIPERORBITAL & QUE
ES LA SUMA DE LOS NUMEROS CUANTICOS ORBITALES Q Y DE NUEVOS NUMEROS
CUANTICOS W, QUE SURGEN DE LA PARTE HIPERANGULAR (EC, 1.76).

EN OCASIONES ES CONVENIENTE EXPRESAR A LOS ARMONICOS HIPERESFERI-
C6S EN TERMINOS DE UN NUMEROC CUANTICO ORBITAL TOTAL,ES DECIR!:

W(xh-,lg.\.lw\‘.,“g.‘ﬁ ’ﬂh.'V\»‘\\ w (l\, ,‘u. il ,Mo-\ 3 L)M ; V,)_;vu_\)
x Ly — Ve 0N

-90-



OBSERVESE QUE DEL LADO DERECHO APARECEN NUEVOS NUMEROS CUANTICOS
Y3, Yu-y ,CON EL OBJETO DE QUE EL NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD EN LA
MUEVA REPRESENTACION SEA EL MISMO QUE ANTERIORMENTE,FN ESTE CASO LOS
NUMEROS Vy,..Vu.\ TIENEN QUE VER CON LA SIMETRIA DEL SISTEMA Y CON LA ~
FORMA EN QUE SE LLEVA A CABO EL ACOPLAMIENTO VECTORIAL!

X\ -’rltﬂ\»-'-% lu-\ = b
ANTES DE SEGUIR ADELANTE HAREMOS LA SIGUIENTE CONVEMCION EN LA MO
TACION : }
(A“,,Qo.‘ .'Nw-;wﬂ—\i“ivw.nu-\) A rd (“i ‘Y'\‘ wl)

(1,79
(R“..)lu.\ ‘) Nn-v.M\!-\ .o L'M; 93)...1)“.\) > (“i (\. LM \))

Los ARMONICOS HIPERESFERICOS CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA,POR LO -
QUE ES POSIBLE EXPRESAR EL POTENCIAL Z\J("\'S)EN TERMINOS DE DICHA BASE,
REDUCIENDOSE EL PROBLEMA AL CALCULO DE LOS COEFICIENTES QUE DETERMINAN
EL DESARROLLO,DE LA MISMA FORMA QUE SE HIZO EN EL CASO DE TRES CUERPOS

ES DECIR: - . )
Mlw) ey

7: Vivtat)) I Ve ) WK (@)

i< ¥ ) G )
DONDE: . ’

(niw:) SRS M
\,K ((35 = WF @)y {Z V[Yi-)(f,(l;)-\ \ é-(l. .
i3 (1.81)

EL CALCULO DE ESTA ULTIMA INTEGRAL SE PUEDE LLEVAR A CA30 DE FORMA
DIRECTA,O BIEN EMPLEANDO UNA TRANSFORMACION UNITARIA ENTRE LOS ARMONI®
TOS HIPERESFERICOS CORRESPONDIENTES A DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENA-
DAS DE JACOB1,COMO EN EL CASC DE TRES CUERPOS,REDUCIENDOSE EL PROBLEMA
AL CALCULO DE LOS COEFICIENTES QUE DEFINEN DICHA TRANSFORMACTON,FSToOS
PARENTESIS DE TRANSFORMACION SON UNA GENERALIZACION DE LOS MENCIOMADOS
EN EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS (£C.1.51)Y su ESTUDIO ES AUN PROBLEMA A
SIERTO A LA INVESTIGACION,



AHORA,REDUCIREMOS LA ECUACION DIFERNCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER
A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS
MEDIANTE LA BASE QUE FORMAN LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,EMPLEANDO EL

DESARROLLO DEL POTENCIAL COMO DE LA FUNCION DE ONDA EN TERMINOS DE DI-
CHA BASE,

ESCRIBAMOS LA ECUACION DE SCHROEDINGER PARA EL MOVIMIENTO INTERNO
peL sisTeMA (Ecs.1.71,1,75 v 1,76):

""\%‘
(1,82}

APROVECHANDO LA COMPLETEZ DE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,LA FUN-
CION DE ONDA PUEDE EXPRESARSE TAMBIEN COMO:

Wt Lwy') %
Wip &) = i R W, ()

B0 )

3_ \c“-\uo '& i\,vu(e,n) We.0) = E Ylpa)

\<)

, (1,83)
PoR LO QUE,SUBSTITUYENDO LOS DESARROLLOS 1,80 v 1,83 EN LA ECUA-

ctoN 1,82 v RECORDANDO QUE LOS ARMON1COS HIPERESFERICOS SATISFACEN LA

ECUACION DE EIGENVALORES ASOCIADA AL OPERADOR %:g\n)(ec.l.ﬁ),LA ECUA-
‘c1oN 1.82 SE REDUCE A :

v 3 -4 3 Kleae-s) o
Sy = - 3 . |
e i ’
CF SRNTRRD o
R W Z i_ N by Raale) -

kh(m3k(wlw

lﬂ!l‘l.uﬂ) w(“(\li‘l-‘u‘"\)
. () = 0O
e o )
(1, °0)
EMPLEANDO LA ORTONORMALIDAD DE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,MULTI-
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e . “fﬁfﬂ“ﬂ)* ]
PLIQUEMOS ESTA ULTIMA ECUACION POR wk\' (a) E INTEGREMOS SOBRE
TODOS LOS ANGULOS,OBTENIENDO EL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECUACIO4
NES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS:

B A L B S D A )\
{ zkéeﬁ = % = )-E Qe +

LD W e -

© I lw) ¥ 036

L N TR L R LY by )\
'<w\< (n) ‘\W: ) \‘NK tn) > = O

1]

(1,85)
MUEVAMENTE, COMO EN EL CASO DE TRES CUERPOS,CONSIDERANDO EL CASO
“MONOPOLAR” ( =0 ) ES POSIBLE ENCONTRAR UNA BASE PARA LAS FUNCIONES
RADIALES.EN ESTE cASO ( w=o ) LA ExpresION{1.85)SE REDUCE A LO SI--
GUIENTE:

N (s _ (oY )]
W R @ = Bape R ® g )
coN O S‘ e ) -¢w§ \T) v
i, (et L

Loy
St LA ECUACION 1,86 OFRECE UNA SOLUCION ANALITICA PARA Rv\e‘wy\(’.);
ENTONCES LAS FUNCIONES K.\.;". CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA PARA FUNCIOx
NES RADIALES,POR LO QUE ESPOSIBLE ESCRIBIR EL SIGUIENTE DESARROLLO PA-
RA '\‘)(?,JL')DEFINmA En LA ecuacton{1.83):

' W) to) G NUNOD)
S Pleny: Z T E\@r“f)ww (@)
(1,88)

SIGUIENDO ESENCIALMENTE LOS MISMOS PASOS QUE EN LA SECCION ANTERIOR®
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S1 SUBSTITUIMOS ESTE ULTIMO DESARROLLO EN LA ECUACION 1,82 Y HACEMOS
uso e LAS PROPIEDADES (1,86 v (1.87) oBTENEMOS:

“u‘\ e (CHNUY
Z ( —E> Q R“c\“\%\w La) &

13

(“‘r‘N‘ z‘ 7:_ \](“\’R"\ CYNN YZM
< ( ) w K ! \(?>
w¢o \:*v\‘ c (‘\:
tn; L) ('NQV‘)

CHRE'™) Lﬂ INTR)
CW Ln. W @ o)

1 3

= O

(1.8
"OTESE QUE SE HA ESCRITO EXPLICITAMENTE EL TERMINO ¥=0O POR ELLO
SE HA EXCLUIDO DE LA SEGUNDA SUMA,

FINALMENTE , APROVECHANDO LA ORTONORMALIDAD DE LOS ARMONICOS HIPER-
ESFERICOS,ASI COM DE LA BASE RADIAL,MULTIPLIGUEMOS LA ECUACION 1,80
PoR(Rus ..tpsww" SV InTEGREMOS SOBRE ToDO EL.ESPACIO DE 3(N-1) np
MENS 10NES , OBTENTENDO EL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGE-
BRAICAS LINEALES HOMOGENEAS -

ts) kw‘x\“u‘)
( —E § g“

¥
(n (N (& (LR
* ;T{;‘; e < : (('\\J\gl@ \ MF(Q)B

L“\!\w) (\ l N‘

(““l' " M“D") (‘N‘\Q;LMv\ (V\R l;‘L‘N‘»‘)
) <Wt\\ ta3 \ W\& LI\) \ W Lﬂ-‘ >

i
O

K

(1,99




CoMo PUEDE OBSERVARSE,RESOLVIENDO LA ECUACION SECULAR CORRESPON-
DIENTE,PODEMPS CONOCER EL VALOR DE B Y LOS COEFICIENTES af‘:i;i“‘.\')

EN-ESTE CASO GENERAL,EL CALCULO DE LAS INTEGRALES DE TRASLApEf

) AT s B (\A\l"L‘“ID\)
< NL\\J;LMD‘ \\\\(“\Q\WV)\ R >

o L) p L) SR

ES AUN TEMA DE INVESTLGACION;LO MISMO PUEDE DECIRSE ACERCA DE LAS INTE
GRALES:
) \ \J(“‘\Q;“‘QV \ R‘°\ ( )>
< Q\qe“K\\ kt) K L?\l “(\ ¢! ()

EN ESTA ULTIMA SECCION NO SE HAN INCLUIDO CONCEPTOS MUEVOS,PERO ES
CONVENIENTE DISCUTIR EL CASO GEMERAL PARA PODER APRECIAR EL ALCANCE DEL
METODO Y SUS POSIBLES VENTAJAS,AUNQUE LA CONVERGENCIA DEL METODO ES TQ
DAVIA MOTIVO DE INVESTIGACION,EVIDENTEMENTE SI ESTA RESULTA PAZONABLE,
SE POSEERA UNA MANERA MAS SISTEMATICA PARA ESTUDIAR LOS SISTEMAS DE MU
CHOS CUERPOS.,



CPITLLD 2,

SISTEMAS  ATCMICOS . -

InTRODUCCTION,

LA EXPLICACION DE LA ESTRUCTURA ATOMICA HA SIDO UMO DE LOS PRIME
ROS PROBLEMAS DE MUCHOS CUERPOS CON LOS QUE SE HA ENCONTRADO LA FISICA
MODERNA.POR NO EXISTIR UNA SOLUCION EXACTA DE ESTE,SE HAN FORMULALO VA
RIAS TECNICAS DE APROXIMACION COMO LO SON EL METODO VARIACIONAL Y EL -
MODELO DE PARTICULA INDEPENDIENTE,ENTRE OTROS.EN ESTE CAPITULO ESTUDIA
REMOS LOS SISTEMAS ATOMICOS DESDE EL PUNTO DE VISTA DEL MeTopo pe Coor
DENADAS HI1PERESFERICAS,ESTABLECIDO EN EL CAPITULO ANTERIOR.

fon EL FIN DE APROVECHAR LOS PESULTADOS OBTENIDOS EXPLICITAMENTE
PARA EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS MEDIANTE EL MeTopo DE CoorpENADAS Hi-
PERESFERICAS ,AQUI DESARROLLAREMOS DE UMA MANERA DETALLADA EL ESTUDIO DE
SISTEMAS ATOMICOS DE DNS ELECTROMES,ORTEMNIENDO ALGUNOS RESULTADOS PARA
EL CASO PARTICULAR DEL ATOMO DE HELIO,FEL CAMINO SEGUIDO PARA EL CASO DE
ATOMOS DE DOS ELECTROMES,ES FACILMENTE GENERALIZABLE PARA SISTEMAS DE-
MAS ELECTRONES,AUNQUE DESDE LUEGO LAS EXPRESIONES OBTENIDAS SE COMPLI-
CAN UN POCO MAS,

LA DIVISION DEL CAPITULO RESULTA,PUES,NATURAL:EN LA PRIMERA SECt-
CION SE ESTUDIAN LOS SISTEMAS ATOMICOS DE DOS ELECTRONES.LA SEGUNDA SEC
CION CONSISTE EN LA GENERALIZACION DE LOS PASOS SEGUIDOS EN EL PRIMER
CASO,PARA ATOMOS DE MUCHOS ELECTRONES;AUNQUE NO SE TRATA TAN DETALLADA
MENTE .

2.A, Atomos DE Dos ELECTRONES.

UN SISTEMA ATOMICO DE DOS ELECTRONES ES UN PROBLEMA DE TRES CUER-
POS QUE INTERACCIONAN BAJO UNA FUERZA CENTRAL DE ORIGEN COULOMBIANO,

~35-



EN ESTE CASO,EL POTENCIAL QUE DEFINE A LA INTERACCION ES EL S[---
GUIENTE:

Z\I (%) = AR

+ PRSI
P o T .1
DoNDE 2 ES LA CARGA DEL NUCLEO, Y,y Y Yyu SON LOS VECTORES RELATL
VOS DE CADA ELECTRON RESPECTO AL NUCLEO Y ¥, EL VECTOR RELATIVO ENTRE
AMBOS ELECTRONES (VER FIGURA):
Y\“ = Y\— u
Y= YooYy 2.2)
A Y\*(. = Y\"‘{z

EL HAMILTONIANO CUANTICO PARA ESTE SISTEMA DE TRES PARTICULAS ES:

A

~
®

3 t ,Z?_ 2 T
=_'!\_Z_Y_L [ 4 [ %
2 .

e mat
——— -
-

~

‘4

z
£

(3

2.3)
LA EcUACION DE SCHROEDINGER CORRESPONDIENTE ES LA SIGUIENTE:

/Z‘/W( ") zu, le) EV/ 1y ze), u.) (7, 1)
De acugrpo AL Metopo bt CooRDENADAS HIPERESFERICAS ESTUDIADO EN EL
CAPITULO ANTERIOR,LA PARTE CINETICA DEL HAMILTONIANO (2.3) PUEDE SEPA-
RARSE EN UNA PARTE CORRESPONDIENTE AL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA Y
OTRA AL MOVIMIENTO INTERNO,EMPLEANDG UNA TRANSFORMACION LIMEAL DE LAS
COORDENADAS DE CADA PARTICULA A UN NUEVO CONJUNTO DE COORDENADAS QUE IN

~-3f~



CLUYEN AL CENTRO DE MASA.EN PARTICULAR,COMO NUEVO CONJUNTO SE ELIGIERON
LAS COORDENADAS DE JACOBI,DEFINIDAS POR LA ECUACION 1,15,0UE PARA EL -~
ATOMO DE DOS ELECTRONES TOMA LA FORMA:

|
- WoWy, \%, . o
= K“"——-—e 2 B ("{L“(u)
W AWy

\
we dWG) VY ‘- -
X k < z ; NCYQ .\,Mu’(n)

(2,5)

2%e ANy Y oweawn

DONDE Me ES LA MASA DEL ELECTRON Y ™y LA MASA DEL NUCLEO,AHORA
BIEN,LA MASA DEL ELECTRON EN GENERAL ES MUCHO MENOR QUE LA DEL NUCLEO;
ENTONCES ,S1 Wlg< & W LAS ECUACIONES(2,5YSE REDUCEN A :

N s X“e Y kz.s)

COMBINANDO LAS DOS PPIMERAS EXPRESIONES DE (2.F) SE OBTIENE:

- S

Yigs Vo= N = \X—N—-(;\.‘i) Q.7
e

LA TERCERA RELACION DE (2,8) NOS INDICA LA VALIDEZ DE CONSIDERAR
EL CENTRO DE MASA FiJO EN EL NUCLEO,SUPOSICION HECHA EN OTROS METODOS
DE APROXIMACION,

EMPLEANDO LAS SIMPLIFICACIONES INDICADAS ARRIBA (Ecs.2.6 ¥ .2,7) v
DE ACUERDO A LA EXPRESION 1.2UB PARA }A;A JEL HAMILTONIANO INTERNO DEL
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SISTEMA RESULTA:

A - L
UJ”ZI(V;*V?Z)’ ?e‘:/_e _aam *eﬁ

At 34
2.9

CONSECUENTEMENTE LA ECUACION DE SCHROEDINGER (2.%) TOMA LA FORMA:
. ,
ZJ«;/‘ 2//[5,?) = E 7’/3/7) 2,M

PARA EL TRATAMIENTO .DEL PROBLEMA POR EL I'ETODO DE COORDEMADAS H1-
PERESFERICAS ,EXPRESEMOS LA ECUACTON(2.8)EN TERMINOS DE ESTAS,0UE,PARA
EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS ESTAN DADAS POR (£c,1.26):

1= pow o
‘Vk:(’owx

PARA LA PARTE CINETICA DEL HAMILTONIANO (2,8) LA TRANSFORMACION
HA SIDO HECHA EN EL CAPITULO ANTERIOR Y ESTA DADA POR LAS EXPRESIONES
(1.33)y (1. 340 AHORA ESCRIBIREMOS EL OPERADOR ASOCIADO A LA ENERGIA POTEN
CIAL(VER EC.2.8):

" Eezm _ zc’m elm

N{sn) = - ¥ T
’ N 1 \T -\

2,17
EN FUNCION DE LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS.
PRIMERAMENTE;EXPRESEMOS EL COCIENTE \
\ z 2 A AN

— = st 23 1) -‘
FERIRA o11)

COMO UN DESARROLLO MULTIPOLAR,ES DECIR:

+

78



v‘>
\_/,
r'l’

Cro-edl= T L) Ry
L

(2.12)

ESTO ULTIMO EN TERMINOS DE LAS COORDENADAS HIPEPESFERICAS QUEDA:

v 0 N
L o (en R
R AN Z L_,}f{- X -————-B‘m % (S-?\)
-— M) .
3 \ f A @v*3> " (“‘“07 . '
o<a® Tete (2.13)

POR LO GUE,LA EYPRESION PARA EL POTENCIAL (EC.2.10),SE REDUCE A -
LO SIGUIENTE:

‘\)(@M___—w = 2

e Coud  Reud

(ﬁmoc)‘ (w-(L ? 3 i\,
i Wy l-\\
i), 2011
K<-(t.5-
OBSERVESE EN ESTA ULTIMA ECUACION LA SEPARABXLIDAD DEL POTENCIAL
EN UNA PARTE 'RADIAL Y OTRA ANGULAR,ESTO ES CARACTERISTICO 'DE LA INTER-

ACCION  COULOMBIANA ENTRE LAS PARTICULAS QUE CONSTITUYEN EL SISTEMA.®

————— N s

YA QUE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS SON SOLUCION DE LA PARTE ANGY
LAR DE LA'ECUACION CORRESPONDIENTE AL OPERADOR LAPLACIANQ HEXADIMENSIQ
NAL Y FORMAN UNA BASE COMPLETA,ES POSIBLE EFECTUAR UNA EXPANSION DE LA
PARTE AMGULAR DE LA ECUACION(2,1U)PARA EL POTENCIAL EN TERMINOS DE DI-
CHA BASE,ES DECIR:



2 *i_z&(w\ \cw\ \\Pkg ) =

Cve Aty )y
O<-“:\ _““_
= Z \IMu"‘s“‘\ WU“NSW
c " )
S ik
. L. MMy Ly 2:15)
Donpe W ‘L}n‘ ESTA DADO POR LA cuacion {1, l!‘:)v\l 1O 10 51
GUIENTE: St *
N B S T S
. = « ) onx

STl Jmsole

LO CUAL PUEDE OBSERVARSE DIRECTAMENTE DE LA ECUACION(2.15)

ENTONCES,LA POSIBILIDAD DE EXPANDER EL POTENCIAL (2.4) como LA sy

MA:
\]( ) C"§Wq \I‘Sl‘ﬂs"‘ WA,‘.W'JM\‘
A=~ Z K k L), @
K ls by
My My l g My
SE REDUCE A LA OBTENCION EXPLICITA DE LOS COEFlClENTES\j DE DICHA

EXPANSION DADOS Por (2,16).

ANTES DE ESCRIBIR LA ECUACTON DE SCHPOEDINGER (?,9) EN CONRDENADAS
HIPERESFERICAS ,ES OPORTUNO OBSERVAR QUE DEL ANALISIS DE LA EXPRPESION -
2.16 SE PUEDEN DBTENER ALGUNAS RESTRICCIONES PAPA EL VALOR DE LOS INDL
CE DE LA SUMAL2.17} m, &y, By x;Kk:zt\al;xl\\/‘. CONTINUACION SE OBTENDRAN
DICHAS RESTRICCIONES EN FORMA EXPLICITA,

G‘RACIAS AL TEOREMA DE ADICION PARA LOS ARMONICOS ESFERICOS (%):

P1RAY= Y S \1 (ﬂ\] R (2,17)

X'M
-in-



LA INTEGRAL DADA EN (2,16) SE REDUCE,ENTONCES,A LA SIGUIENTE EXPRE

© STON:

\Jlst\“ws N‘\
1 3

_ w);f\w‘u\ *i _ i . @*w(\ (t‘n.-()! ]S
- w W) _&g\,—,( s 4 ?l-\\ (C«..{) ('mu()?‘

™A o<-(<"
w ¥
OB ERE

EscrRIBAMOS EXPLICI TAMENTE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS (EC.1.45)
Y SABIENDO QUE EL ELEMENTO DE ANGULO SOLIDO HEXADIMENSIONAL ES (+):

é-(L szc( L °( A'() ( Aﬂ's\(‘\ﬂvo

I
% (204

(2,19

(2.20)

con@-’l&\ EL ELEMENTO DE ANGULO SOLIDO TRIDIMENSIONAL USUAL,ENTONCES,LA
INTEGRAL (2,19) queDa: Jgve L Al pt)

\’::'\Wﬁ“‘v\ Nl,!\\ % (ena)  Casr) w (tn2q) k}\ \l VK

ik
+ 2 i m-&L (cm(\ \‘X\] ) NG/‘O .
'%4 wat U (.n.«\“‘ (swnL 2 L
oeke Yy Tenef

ESTA ULTIMA EXPRESION ES EQUXVALENTE A LA SIGUIENTE:
\1151“43"4\ )PS & 2 ’\\)l P(l\\‘i)"‘i)

(2,21

— 3 — Y (en ('umt) .
5 el (enn) . Lem2zd) S

1
X \11 \» Aﬂi ’ S \i h\ My Nx o Z 2. S(QM()S tm-(;‘“l.
b)

28\

(l“ll)lilll‘) \Wd) ‘w“) N\‘ N‘
.&\ ((M.ld) (Md\»\\ (\tn-();‘"\ 1 Aa( S\l (S;\I (3\ L« S Hl‘(’l\jx(’\) 3“.,\
e fwg (2.22)
-Lu-

(#) Ve Apeadice 1 (8)




LLEVANDO A CABO LA INTERRACION SOBRE LOS ARMONICOS ESFERICOS. Y HA

CIENDO USQ DE LAS PROPIEDADES!

g Y, @0 it =\ \ RICUR e (27

La EXPRESION (2,22} SE REDUCE ENTONCES A LO SIGUIENTE:
x,’xz | Y2 ?(l.\» A’ﬁ )

N = \\S"QW {4T) & Lens) lows) T (enir)

| 8
Q
2 2 Z N (), \*me
P *;-:(\S 0 &NS@ S‘m“ 5i""g\)() - T 2\ \(Cﬂ'*):ﬁ\ L&l«‘()l;

w ¥ -
\L (&) = (= \_L 19)¢) j 2.24)
N?l AT :
E &J 6¢) W_ 0.g) 885 S S‘ww‘ (2,25).

b

(O
YA - n =
) LKL Sete3

. k'\;\s S'M,U-'Ma %JL\\’2 315,(\ é’"{

(2.26)

De ESTA ULTIMA RELACION SE OBTIENE UMA CONDICION SOBRE EL VALOR DE

I ¥ X.l :
' NS A .27

%

PoR LO QUE,LA icimyc“xgri}? 26\SE REDUCE AI' It by (R, 0%)

Uc"' ""’") S;,o o~ z 204 \:::l\“\\?k:j’:s \

bt o(u\ ‘.‘““i
) (2.28)
) B“\‘._'M,) g“]ut 3‘3'1 \ A‘(
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FXPLICITAMENTE,LA ECUACION ANTERIOR SE PUEDE ESCRIBIP COMO:
| T

00 i (\'i)\') + 2
\l\,\ = Mk (an) S (cuu-(\l(w-(f PM((:}LU() km‘( *:::(Bi"(—
o

\ %

Nu A (_\)zk ‘Zz )Rn( {»1 ?u«-hh&)\(wd)t \ (ear), \X

- R § (1Y} LYY (emad) in O,y *
'S (22 *\\'/1 @1 *\)ul " (.w\.-(], ‘ {wae

0

% ,ecT
erte & Ty"“?.

W

9
« ) g“’\"wi ' A'(
, ! (2.29)
EMPLEANDO LA PROPIEDAD DE LOS COEFICIENTES NE CLERSCH-TORDAN(Z):

R-w: L )
Kﬂ""\'\ lﬂi \\00> = o7 [Zh\)t gu{‘_ms (2,3M

LA ECUACION{2.29)SE RPEDUCE A LO SIGUIENTE!
A ew w 14
V A » (-\)k M\'-

x = (,QMX-VA\DO\)km

yg) e 2 _
X ) n('wuol) P\ (ened) - \'c:;* +m> S"w%“‘-'

o) &Mf \ .8 : (2.31)
LCVUO(SQH\ tw“)’v\\

INTRODUZCAMOS ESTO ULTIMO EN LA ECUACION 2, 17 ,SABIENDO QUE RS v
MY'M ,OBTENEMOS ENTONCES!:

\I((’,ﬂ-)--—ezm Z_ \I’\Q‘M\Mw

‘.

AR w-wm

e . LJ\.)
K)l A “ N hz Ul*‘-“ﬁ)\a)
3_453@ Z( Al \(-\)1 M X tead) (wd) by Conr) -
¢ %1 20 o
X 2 (sonn), (cmh i M-
[l T
< 2.32)
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EL ACOPLAMIENTO VECTORIAL INDICADO POR EL ULTIMO FACTOR EN LA EX-
PRESION (2,32) EQUIVALE A CONSIDERAR UNICAMENTE AQUELLOS ARMONICOS HI-
PERESFERICOS DE MOMENTO ANGULAR TOTAL CERO (L=0O ; M=0),es DECIR:

U w- 2O M
z (£ v 2w 100) wk uwl.\M WXXLO) o
wA (2.33)
S1 DFEEINIMOS A\] lw.\?—: A\ \i coMo:

% way, Gty
[ ) [
\'é A () Nl( Lcw-()“‘{wd)" P“ lente) -

L] Q R .
¢ 2 (), (el
TR T R R RS
{mi*md\)%’"’%‘m \(uu*\;" lw-d;‘\\ X2

ENTONCES,EL. POTENCIAL V c,,L)se REPRESENTA POR LA SIGUIENTE EXPAN
s1oN (ver EC.2.17): '

CZQ:LQ k x x k=0 Mz0
\Ike,ﬂ.\: - —— Z \lh WK ()
¢ ot

EL HECHO DE QUE PODAMOS EXPANDER EL POTEMCIAL EN TERMINOS DE ARMQ
NICOS HIPERESFERICOS CON MOMENTO ANGULAR TOTAL CERO,UNICAMENTE REFLEJA
LA SIMETRIA ROTACIONAL DEL SISTEMA,QUE EN TODO INSTANTE HEMOS SUPUESTO
A1SLADO.ESTO ES DEBIDO EXCLUSIVAMENTE A LA FORMA DEL.POTENCIAL PARA EL
SISTEMA ATOMICO DE DOS ELECTRONES,EN ESTE CASO L=0 Y M=0 SIMPLIFICA
CONSIDERABLEMENTE EL CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ,

2

(2.35)

FS INTERESANTE OBSERVAR QUE LOS UNICOS TERMINOS QUE CONTRIBUYEN AL
DESARROLLO{2,35)SON AQUELLOS QUE TIENEN X PAR,LO CUAL SE PUEDE VER FA-
CILMENTE DE LA EXPRESION EXPLICITA PARA ' !

X=zm ».13\2\\ = 2w +2k = 2wl = per

HASTA AHORA SABEMOS SOLAMENTE QUE W ES UN NUMERO ENTERO,PERO NOS
PREGUNTAMOS S1 EXISTE ALGUNA OTRA RESTRICCION A SU VALOR.PARA COMTESTAR
A ESTA PREGUNTA,CONSIDEREMOS LA INTEGRAL OUE DEFINE AV EN LA ECUACION
2.34: |

-l



\jl AW : ! M" Yy La I g “'-)
@ T == 0N, (end) (wot) B, (onrq)
(X 21N
Q
2 2 ( e {
_ Z;’*“js‘ﬂ%“"’— f_”:)a\*tit‘l«_l I,
Aend o len )i (aza) M
YT
* aag

HACIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE DE INTEGRACION:
¢ = T .«
T

QUE EQUIVALE A INTERCAMBIAR DE POSICION LOS ELECTRONES,COMO PUEDE APRE
CIARSE DE LA Ecuacton\1,26):

Y= peax
= grans
LA SUBSTITUCION €= ‘52 - < EQUIVALE AL CAMBIO % ->7M .

EN TERMINOS DE LO ANTERIOR SE VE FACILMENTE QUE LA EXPRESION{2,3l)

RESULTA SER: ° (WY
u 2 (213 )T
Ni= 2Dt i & (ssag) (enf) P (2 enzp)
an

' ""‘? Mf o b e>"‘(, we)“‘e, ® 2

Los poLINOMIOS DE JACOBI TIENEN LA SIGL‘IENTE PROP}EDAD DE SIME---

TRIA (a,b) (b,)
Ry = B o) (2.37)
QUE EN ESTE CASO PARTICULAR TIENE LA FORMA W
(Lay,Aad) (e, 443)

?v\ l-en2p) = =" ? cnz(i)
PoR Lo TANTO,LA Ecuacion (2.3F)SE REDUCE A: ey )
= @) AT ot WM S“’ IR R

leng)  (amg) P.,, lem2p) -
3 £

. (3— +-§—)5x,o - \‘““F)< \ o g e
Me M‘e ) LW\-G)B‘ (i)l#\

_q[;_ q —((i( h



OBSERVESE QUE EL VALOR DE LA INTEGRAL EN LA FCUACION(’ 38)Es EL
MISMO QUE EN LA ECUACION{2.3L}POR LO QUE,PARA QUE V SEA LA MISMA EN
AMBAS EXPRESIONES,ES NECESARIO OUE:

= pay . (2,30)

HEMOS ENCONTRADO,PUES,LAS RESTRICCIONES PARA EL VALOR DE LOS INDL
CES 15 fw Y WM ,QUE DETERMINAN LAS CONTRIBUCIONES A LA EXPANSION --
(2.35) Y EL HECHO DE QUE 15 Y 2“ SEAM 1GUALES,ASI COMO Wi PAR,REFLEJA
LA SIMETRIA ESPACIAL DEL PROBLEMA BAJO EL INTERCAMBIO DE LOS DOS ELEC-
TRONES QUE,DESPUES DE TODO,SON PARTICULAS IDENTICAS (NO HEMOS CONSIDE-
RADO AUN EL SPIN DE CADA PARTICULA),l0S VALORES DE \Ji DADOS POR LA EX-
PRESTON(2,3UL PUEDEN SER CALCULADOS DE ACUERDO A LAS RESTRICCIONES ENCON
TRADAS.EN EL CASO PARTICULAR DEL ATOMO DE HELIO (2=2 ) SE WAN OBTENL
DO LOS SIGUIENTES VALORES:

ok Y IR 3
Vo 5 (3-12) VA T (s )
v (2.40)
Vl = 0 \J; = b
‘o \L{; W
Vz' — e »VL:_%%TCQ

ESCRIBAMOS LA ECUACION DE SCHROEDIMGER PARA EL ATOMO DE DOS ELEC-
TRONES EN COORDENADAS HIPERESFERICAS COMO SIGUE:

2 te czx:; 5. Aloo
\‘\) *i%- - E__“}_).)—E (\P\f)ﬂ')-{"—" i‘\lk WRLA) }'\P((’)&)‘:O)
t }(3 R f" € ¢
(2.41)
DONDE SE HA EMPLEADO LA EXPANSION (2.35)PARA EL POTENCIAL Y LA RELACION

(1.34) PARA LA PARTE CINETICA DEL HAMILTONIANO EN COORDENADAS HIPEPESFE
RICAS,*

-Ug-



DESDE LUEGO,LA RELACION AMTERIOR PUEDE RESOLVERSE ESCRIBIENDO EX-
PLICITAMENTE LA FORMA DEL POTENCIAL DADA Por (£cC.2,14):

1 X
czﬁ z \ lawa), | L), \_p 44
Nip)= === KZIZ e 7—- (o), T AR

u(((% §<4<%
FNTONCES,LA ECUACION DE SCHROEDIMGER TOMA LA FORMA!

BRI A T L R A 1) -
{"‘h? R t‘)EM(")

), (ewd),
I\Y‘z\%.{*m"i\kt l)h\k(«.:n“xpﬁﬂ]s e M(z 1)

Las ECUACIONES(“.ql\Y(Z.HZ)SON EQUIVALENTES.FLL TRABAJAR CON LA E-
cUACION(2,41) NOS PROPORCIONA LA VENTAJA DE OBTENER LAS INTEGRALES DE -
TRASLAPE DEL TIPO:

l“l“ Ll\Mn X(OO l‘l\l.‘pu
<'\Af ) \Wk ) \w\:' ny

QUE MOS PERMITEN SENALAR ALGUNAS REGLAS DE SELECCION PARA EL VALOR DE
£", & v 2',AS1 COMO UNA MANERA SISTEMATICA DE APLICACION DEL METODO DE
CoorpetiADAS HIPERESFERICAS AL CALCULARSE UNA EXPRESION EXPLICITA DE DL
CHAS INTEGRALES DE TRASLAPE.LA SOLUCION DE LA ECUACION{Z.42)NOS LLEVA
AL MISMO RESULTADO Y LA DIEICULTAD MATEMATICA ES MENOR,PERO NO PRESENTA
RESULTADOS GENERALIZABLES AS! COMO INFORMACION,COMO LO HACE LA(2

EN LA SOLUCION DE AMBAS VERSIONES DE LA ECUACION DE SCHROEDINGER,
SE HACE USO DEL HECHO DE QUE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS CONSTITUYEN
UNA BASE COMPLETA,PARA ASI EXPRESAR LA FUNCION DE ONDA COMO LA EXPAN®
SION SIGUIENTE:
. HLM‘

(o) = Z YW 2 '
)
Yo : Relp> Wy, (.13)
kll
CON EL OBJETO.DE, ILUSTPAR LO MAS DETALLADAMENTE POSIBLE EL ”ETODO
DE COORDENADAS HlPERESFERICAS DISCUTIDO EN EL CAPITULO ANTERIOR,TRABAJA

REMOS CON LA ECUACION 2,41,POR PROPORCIONAR RESULTADOS MAS GENERALES Y

-7~
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LAS VENTAJAS MENCIONADAS ANTERINRMENTE,

ey

SUBSTA TUYAMOS , PUES ,EL DESARROLLO (2.43) EN LA EcUACION{2.41) Y RE-
CORDANDO QUE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS SON EIGENFUNCIONES DEL OPE--
RADOR ¥5(A)0BTENEMOS'

k%kWA) X R UM
7:-_ \ K (’7’(’ et \(Z (?)w UL) -

v
¥dody

2 XROO Xj L“
- == Zi \]x mw‘m) =0
%4 "‘.‘v

(2,41
LN Y
WLSL‘L“ *
MULTIPLIQUEMOS AHORA POR Wyn ta) E INTEGREMOS SOBRE TODOS LOS -
ANGULOS, ENTONCES (2.44) SE REDUCE AL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECUA
CIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS!:

s 4 ele™iq) ) R
- e - \\( -
{‘ -( z e 3¢ ot E 13 £
LAWY oo LW
ezg*e ii_ \l“ R\ <’v\] ) \'Wk m)\w*. ta) =0
f K)l ¥ '\.!\‘ (Qnus)_
ENCONTREMOS AHORA UNA BASE PARA LAS FUNCIONES RADIALES COMO SIGUE,

CoMo SE DISCUTIO EN EL CAPITULO ANTERIOR,EN EL CASO =0 LAS ECUACIONES
EN (2,45) SE DESACOPLAN,OBTENIENDOSE LO SIGUIENTE:

4T ) xMehd) LA, 0000 Em : @
tilgpe e e - EEN | Rt = B R

(2.46)

b ,“/oooo
TlonpE ‘Vo y'W =~ soN COSTANTES,COMO PUEDE VERIFICARSE DE (2,40)
y (1.45),

-48-



¢ (o)
LiamEMos 8 AL HAMILTONIANO ASOCIADO A LA ECUACION(2.U6LES DECIR:

» o fa) {0
/g‘/ ‘el /Z,}'n:n /f) = Er{',”;:" Z,?nkn ((0)
(2,47)

10 ) o d ke e) e’t):; y o 4/“00
A= 3 /— i R - v "
- A & e 4

" CON

NBSERVESE QUE EL HAMILTONIANO CORRESPONDIENTE A ESTA APROXIMACION
ES INDEPENDIENTE DE LAS VARIABLES AMGULARES,Y ADEMAS ES DEL T1
PO DEL ATOMO DE HIDROGENO,.ES ENTONCES DE ESPERARSE QUE LA FUNCION DE Of
DA R:{:)VSEA PARECIDA A LA DEL ATOMO DE HIDROGENO,PERO GENERALIZADA,

PARA COMPROBAR ESTO ULTIMO,TRATEMOS POR EJEMPLO EL CASO ESPECIFI-
€O DEL ATOMO DE HELIO,ENCONTRANRO EXPLICITAMENTE LA FORMA DE‘Zn"‘" PA
RA ESTE SISTEMA.TE LAS RELACIONES(Z unYy (1,45, PARA EL ATOMO DE HELITO:

1
\Iof- 9“'(3_\“) '\Afbboo.-.- s

[ 3 [}
LA ecuacion(2.lB)TorA ENTONCES LA FORMA:

Jt o d 32tV ™e eV we \H e 4) to) _
{——— = T + ZE \ ) - —— (Z“?‘“(e) —— o

J(z’ ' "P 3“( e?

(2,48)
HACIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE

M= °<v\() 5 °(“- -te

LA EXPRESION\2,H8)SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

7 c R (e ) [
)\_A, Y *\3"' __:_tz.\l‘ee..’,..(m:o

Lt M e ¢t

(2.49)
Vs * L a- z

3% °<“

-ba-



(
FL COMPORTAMIENTO DE o

Wi CUANDD M~ 08 ES PE | A FORMA!

Q (o) (M) ~ e - AA
y\e‘ ‘\\
DE MANERA QUE: :
(T) M
‘Q ) = e ‘- ( w)

e (2E0) "

Tonpe Flw) SATISFACE LA ECUACTON: B ;

'y \ y-§ M et : -

Elu) + &';‘Z)Hu)ér o)\ fwy =0

M ml o
: . (2.0
CSTA ULTIMA RELACICH E3 SINGULA® €% aA= O ,°CR XC QUE EL COMPOP-
TAMIENTO DE f{u)CEPCA DEL OPIZZN ES

G

Flw)y ~ m

DONDE SE PUEDE DEMCSTRAR QUE Q= g" PCR LO 2UE PODEMCS ESCRIBIR:
. K\\ ‘
Q-(M) = a5 S (759 -

Con SLU)UNA FUNCION CONTINUA QUE SATISEACE LA ECUACICH

S“(u) +\2R“'\-§ —Z\ Slu) +Kf_—__$:.:—_z—f——\3(“) =0

A A :
(2,57)
1 AHCRA ,FACEWMDT £ CAMPIC TE YAP[LZLE )

= 2
(2.53) QUEDA CGMO SIRUE:
\ Lu—f—ls"
$(0) + (eewe-r) S0 (T ) s = 0
(7,51
ESTA ULTIMA RELACION ES SATISFECHA POR LOS POLINOFINS DE LAGUEPPE(3):
z‘n*“_ Z‘"'\q .
. S{un) = ) =L“_( (&) = L“?o (2m) 0.6y

-0~



CON Y\f DADO POR LA SIAUIENTE EXPRESION:
'“ls - 9-— 5' Z‘“
¢ 2 (o (2,56)

ENTONCES,LA FORMA EXPLICITA DE (Zm;e‘ PARA EL ATOMO DE HELIN,ESTA
DADA POR LA COMBINACION DE LAS EXPRESIONES (2.5M(2.52) v (2,55):

(o 4 oo A
Qg = N ™ () L L2p)
(2.57)

" DONDE = (o)

b(“ = -2, \'_‘.“F B

Y N*.ES LA COMNSTANTE DE NORMALIZACION DADA POR:
4

L8 » \
N (1‘ “\\ e . A '
_ % (2x 44 L2k s +2p) '
(2.57A)

te)
FL VALOR DE LA ENERGIA B, .. ESTA DADO POP (2,5R) JUNTO CON LA -
DEFINICION DE ¥ EN (2,00):

g \& \‘\'q::‘nz

T - - at=0,4,2. ...
“(‘““ )Z s (4 PAY RS
W h
2 (zxtsamias 2.59)
w et o
EN UNRIDADES DE '—%T .

Fti LA TaBLA 2-1 SE MUESTRA EL NUMERO DE ESTADOS QUE,DE ACUERDO A
LA ECUACIONL2.58)} CORRESPONDEN A LA MISMA EMERGIA,ES DECIR:LA DEGENERA-
CION.EN DICHA TABLA SE HACE US0 DEL) HECHO DE QUE LA FUNCION DE ONDA --
QUE DESCRIBE AL SISTEMA DEBF SER ANTISIMETRICA;POR FLLO APARECEN LOS ES
TAROS  SINGULETE ( = D) (FUNCION DE SPIN AMTISIMETRICA) Y TRIPLETE -
( S=\ ) (FuNCION DE SPIN SIMETRICA),COMBINADOS CON LAS FUNCIONES DE
ONDA ESPACIALES SIMETRICA Y ANTISIMETRICA RESPECTIVAMENTE.POR ESTA UL-
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21113« nal

1121030 lst (3)

2.0 ® Tul

Al ® le (%)

g1 (3 Wl

Inl 1s |

Li1lolie] & I €]

N1 1{1,1 ™ |l W

4 a{olalos] O Na | D

3 Ali{o, sy nal

51 1]1a] B g

2 a2t 9{2¢f (B 9. (D

012412, ® 1|

111)24] 8 fy (D

1. 1, ®

3¢ | (D At (D

Liclnios] 1.1

1 D3N3 | Nal D

01313, 11 3

2114831 ol

1123 D 1.1 3

2¢ | (5) Aa] D

241 ® 1)

le | ® 01 D

1a] 3 1¢) 3

Litin|isl @ is| ®
nl111al ® Yl M 256

0 {40 |bts| (@ Oaf (D

01 4] bal @ PN G

301 s @ Ia| D)

113]ta] @ 1¢7 3

35| (D Ial D

3al D g 3

2.1 ® 9] D

281 (B 1) 3

212 4s! (® oal

3.0 D 1.7 &3

241 (& Oal

1. @ 1] ®

0gl N, @

walols) ® ] ™

jof{24i2.1 ® fs | Q)

1{1l2¢] ® 1. ®

1.1 & ng |

Ns | (D 1.1 ®

21 nlog| D (NN ¢))




TIMA PROPIEDAD SE PUEDEN DETERMINAR LOS ESTADOS CORRESPNONDIENTES AL --
pARAHELIO ( 5=0) vy orToHELIO (R=)\) ,

_TABLA 2-1
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SE PUEDE APRECIAR QUE,EN GENERAL, LA APROXIMACION \g=0 (EC,2.UE) -
SIEMPRE PROPORCIOWARA SOLUCIONES DEL T1P0 (2,57) PARA SISTEMAS ATOMI--
C0S DE DOS ELECTROMNES.PARA EL ESTADO BASE DEL ATOMO DE HELIO,ESTA APRQ
XIMACION DA UN VALOR DE Eqq ) :.2.$0,QUE,COMPARADA CON EL VALOR OBSERVA-
Do DEE; : =390 NO ES MUY BUENA PERO RECUERDESE QUE ESTA ES LA APROXI-
MACION DE ORREN CERO,

VOLVIENDO A NUESTRO TRATAMIENTO GENERAL PARA SISTEMAS ATOMICOS DE
DOS ELECTRONES ,EL CONJUNTO DE FUNCIONES Rh‘;:‘. QUE SATISFACEN (2.47),--
CONSTITUYE UNA BASE COMPLETA,POR LO QUE PODEMOS EXPRESAR LA FUNCION DE
ONDA COMO SIGUE!

];‘:‘ ‘s \‘LM
vel g
Rt 2.5

DONDE LA SUMA SOBRE 'V\z: INCLUYE PAL ESPECTRO DISCRETO Y CONTINUO,TODO EL
ESTUDIO HECHO HASTA AHORA ES COMPLETAMENTE GENERAL,ES DECIR,MO HEMOS -
DICHO MADA ACERCA DE LA SIMETRIA O ANTISIMETRIA DE LA FUNCION DE ONDA-
RESPECTO AL INTERCAMBIO DE LOS ELECTRONES;AHORA NOS ENCARGAREMOS DE E-
LLO CON CIERTO DETALLE.

CoMo PUEDE OBSERVARSE DE LA ECuAcioN (2,57),LA PARTE RADIAL DE LA
FUNCION DE ONDA ES TOTALMENTE SYMETRICA RESPECTO AL INTERCAMBIO DE LAS
PARTICULAS ;ESTO SE VE DE LA FORMA EXPLICITA DE @=(1*+n!)"%Por TANTO,LA
SIMETRIA O ANTISIMETRIA DE INTERCAMBIO DE LA FUNCION DE ONDA ESTARA DE
TERMINADA POR LA PARTE ANGULAR,ES DECIR,LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS.-

ESTUDIEMOS ENTONCES LAS PROPIEDADES DE LOS ARMONICOS H1PERESFERI1COS RES

PECTO AL INTERCAMBIO DE LAS DOS PARTICULAS (ELECTRONES).

CoNs I DERESE EL SIGUIENTE ARNON1CO HIPERESFERICO:
hlakw’  EAY)
W («,5 N (w.ul\ luu-()\‘ Pv\‘ lem2a)
\
Z I“sﬂw"\\L‘”Y\(s\I )

(2.67)
Wl .
M '\
SI AHORA INTERCAMBIAMOS LOS ELECTRONES,ESTO CORRESPONDE AL CAMBIO (VeR
PAG.45): T . = -

o —> 5 €« 5 N> S

| A

WiSLIOTECA CENTRAL
U NAM

- ama A aeur AN A

L o

_— e R

— Gt Bt s



POR LO QUE LA EXPRESION PARA (1.,0) COPRE%PONDIFNTE A ESTO ES:
WISI\L‘M Ca NP R A Pum,*s* )
k\('fi-.(\-.\)s): e () [wnn) (- tn2q)

Z\Rs R\w\\LM)\l ‘*0\{

M
S (2,61
HACIENDO USO DE LA PROPIEDAD DE SIMETRIA DE LOS POLINOMINS DE JAcOBI:
(&%) w pl%e)
P\.\ =y) =\ P\,\ ),

AS1 COMD DE LA PROPIEDAD DE LOS COEFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN(2):
) R\i" "L
LA B VLMY 2 )77 (g LM ),

LA EXPRESION (2,61) SE REDUCE FIMALMENTE A LO SIGUIENTE:
Vgt 3V g \
QA LM Lty W M
w B4R 8) 2 ()} -<.m)
(2.£2).
LA FUNCION DE OMDA ESPACIAL SIMETRICA O ANTISIMETRICA CORRESPONMDE AL -
ARMONICO HIPERESFERICO S-METRICO O ANTISIMETRICO DE ACUERDC A LO DIS--
CUTIDO ANTERIORMENTE,POR LO AUE LA EXPRESION DE SIMETRIZACION 0 ANTISL
METRIZACION RESPECTO AL INTERCAMRIN DE LOS FLECTRONES RS LA SIGUIENTE
COMBINACION:
]
NN RN wx AU
kw\g‘ ('()’glc\> w\(‘k‘(\%\c\) t x (‘-’(I '\.)'3)

Z\\‘\- 81‘51'\
NN

u e
b )-
) Ll tph) LWK\ "iA)

r——-—— M, w3q)
2 3‘\ \ b (2.83)

DONDE EL SIGNO POSITIVO CORRESPONDE A LA FUNCION DE ONDA ESPACIAL SINE
TRICA Y EL NEGATIVO A LA ANTISIMETRICA.EN COMSECUEMCIA,LAS FUNCIONES DE
SPIN ASOCIADAS SON REPECTIVAMENTE:ANTISIMETRICA (320 ;SINGULETE)Y SIME
TRIcA (S=\ ;TRIPLETE).

-Ch-



‘ v : .
EN EL cAsO PARTICULAR;R3= Rq = 2 ,SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LA SIME
TRIA O ANTISIMETRIA ESPACIAL DE LA FUNCION. DE ONDA ESTA DETERMINADA POR
EL VALOR DE L' Y w' .FS UTIL REALIZAR ESTO ULTIMO COMO SIGUE,

CONSIDEREMOS LAS EXPRESTONES PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS EN
{2.63):
U‘*u“

BNY UL ' \ \ [ rl\ l\ k

ucﬂ:gm=z (lnﬂﬂ“LM)Mkkmﬂ(“ﬂ wdmu\q(g lﬁ)

3 V) “'\);":\
(2.634)

U'L' "!‘J 'N w'

; \
W\t‘k“*)\ '.\) i_(l‘u‘ku \v M)N (“""0 (M\ ?‘"‘ \-enrd) “\‘) \L‘ ‘3)

i (2.6%8)
TRATAREMOS AHORA DE ENCONTRAR UNA RELACION ENTRE AMBAS EXPRESIONES.Los
INDICES DE SUMA EN (2,63B)PUEDEN INTERCAMBIARSE (SON INDICES MUDOS);POR
L0 QUE LA EXPRESION (2.63B)RESULTA!

[YUNTY i (R45,0%)
W (5-4,2,3) = 2 (0 L LM)N (““U [ P e 2d) o
'l . " s a
'\L.ho\if‘ﬁ\ (2.630)

APROVECHANDO LA PROPIEDAD DE SIMETRIA DE LOS CoEFICIENTES DE (LEBSCH--
Gorpan (2):

BV AN
(2\“\11‘“1\’"“) 2T Ulz"“‘Z'Q\"“\\\"M)
Y ADEMAS EMPLEANDO LA RELACION DE SIMETRIA PARA LOS POLINOMIOS DE JACQ
BI: (a,») w %)
V“ =P = () FL ty)

LA ECUACION 2,BR RESULTA:

=55



20
Zl-L-M
Ww (F4,23) = Z (4" Ly M) -

WLy

‘e \ \ (l\"'\;,l‘*l‘

AL L ; My
N¥\ () (amd) Fl‘lcnzd\ (‘(§3 \j‘ )
2
-~ COMPARANDO ESTA ULTIMA EXPRESION coN (2.6l1),SE CONCLUYE QUE:

Al \ \ . \
X(‘LM 21‘-\.‘ ,{l LM

wk\(‘{'*)ixg) = (V) w ('( i,"\)

(2,63p)
De AQui,LA ECUACION|2,63) SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

0w ITRN'Y :
s - SR
Awh‘ [c('%\Q\\ - W \ ('(,'3 \\\ \‘- \ | X (“\) )

L3

Voo
DE DONDE SE CONCLUYE QUE LA FUNCION DE ONDA ESPACIAL (CON X'}.’R‘\ ) TIE
NE SIMETRIA O ANTISIMETRIA SI:

w'- L = ear SIMETRICA

= NON ANTISIMETRICA

-4
i
Lt
]

DESDE LUEGO, COMO SE DEMOSTRO CON ANTERIORIDAD (£C,2.39),51 L= 0O , W
ES PAR,SIENDO EL POTENCIAL SIMETRICO BAJO EL INTERCAMBIO DE LAS PARTI-
CULAS,

EN EL CASO. EN QUE Js’#}q JEL ANALISIS DEBE HACERSE EMPLEANDO LA
EXPRESTONA2,63) ,ENTONCES 1A FUNCION DE ONDA ESPACIAL SIMETRICA O ANTI-
sIMETRICA (2,59) SE ESCRIBE COMO SIGUE:

m A ! Ny
> q{;(fﬂ-) i “\F‘ \\“g\ W \J\.)

LN (72.6L)
e

SUBSTITUYENDO ESTE DESARROLLO EN LA ECUACION 2.U1 s OBTIENE ‘+):

(+) W00 4\ Gondlnida, por do discshido auleviorweste,
*
.
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5y wle'ag) T (A 1Y AR VA
NM—r—— - - Y o ™
Z { 'i\'Be‘ £ 3 et ) £ o‘h;p Rh}wk{);\l\]@ a) -

a 1100 s L. Q"‘\:M‘
(’\C‘ f\ﬂ kf\w\[ () A ) =0

(2.85)

ESCRIBIENDO EXPLICITAMENTE EL TERMINO R=0 Y HACIENDO USO DE (2.47)-
LA RELACION ANTERIOR SE REDUCE A:

INAEN Y
ﬂ (oY 2 Y P
te)
Z ( E“f"‘ E) a\\“\ “;V-‘ (P) Aw\‘\ Yy -~
13 !“
'v‘

Ve
Yyt 1 L1000 s xl“\ LM
- e \we Z z aq:\:;\ Ve R \o W ) AWK. @y =o
€ w3 w0
Lo 1100 (2.56)
NBSERVESE QUE LA r-'uncwn']’\[‘,l LAY ES SIMETRICA,/\PROVECHANDO LA ORTONOR
MALIDAD DE LA BASE HIPEPESFFRICA AS1 COMO DE LA BASE RADIAL,LO CUﬁ* SEa
DISCUTIO CON ANTERIORIDAD,MULTIPLIAUENOS (2.6F) POR(R“Ft“(ﬂ K;' ::‘
E INTEGR®40S SOBRE TODO EL ESPACIO,DE DOMDE EL SIGUIENTE SISTEMA INFINL
TO DE ECUACIONES ALGLBRAICAS LINEALES HOMOSENEAS SE OBTIENE:

(E5) ok ol T

K#-O \eusl‘\

. L mw oo N‘L‘M‘
< ("“ k(\\ _\E\ K:";\*:‘ (> <w ? Lay \N U\.\ a e 2"\)

= O (2.67)
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CoMO 'SE HA MENCIONADO EN EL CAPITULC 1 ,ESTE SISTEMA TIENE SOLU-=
CION NO TRIVIAL SI SU DETERMINANTE ES NULO,LO QUE EQUIVALE A RESOLVER
LA ECUACION SECULAR CORRESPONDIENTE.DE ESTA MANERA,EL VALOR DE £ PUE
DE SER CONOCIDO AS! COMO LOS COEFICIENTES Q.:(:‘::‘ )

LAS INTEGRALES DEL TIPO
o

loy \ to {s) * \ to
| < '((.,E ‘.K()\ -(_’-\Q‘é o p> z Q“C“ ¥,L<) K —C» " t (D (’

]

@, he)
PUEDEN SER CALCULADAS UNA VEZ QUE SE CONOCE LA FORMA EXPLICITA DE Q.\ Rt

En EL cAso PARTICULAR DEL ATOMO DE HELIO Yg“;‘“i“ ESTA DADA PoR (2.57) v
S1 EN GENERAL W) # “(‘ ENTONCES

<L ((.*-‘an)\-—(,\ thev‘t(,) S =

Ve B Bk
_@, bolng 1 € 0(““ K

LA Ry
= N N hh 0{ - ( 1“2(2(“?6) )_“E““n;() :‘_(’

(2.69)
CON N DADA POR (2.57a). ’

ANAL(iGAMENTE, EL CALCULO DEIH‘;TF(‘RALES :
n’l\LﬁM\\ 1100 ‘ \\LM

5% -
<SANF“ (l\.\ \ w‘: ) \A K (JL >

& L0 rue * NL oW

oo
sw \\ ‘./\'\ w \ﬂ.) N ‘.l\-‘ A-(L

PERMITIRA OBRTENER LAS REGLAS DE SELECCION PARA LOS VALORES DE j;.X,‘,ﬂ),l
P CONTINUACION ANALIZAREMOS CON DETALLE LA INTEGRAL ANGULAR (2,70),

-52- . g



IR
ESCRIBAMOS LA INTEGRAL (2.71) cON U/k.ttk) pADO POR (2.63):

N 100 20w
<WN\ () \w\‘(z) \MF\S l‘.‘.l\) > =

15 L“M Ty Moo

bl
(i B (W

AL LW LA LW
.K K‘\*)SI'\\ —Mg\('f" "\\5)

(2.7

N AQUI OBTENEMOS UN TERMINO DIRECTO ' Y OTRO DE INTERCAMBI10 I cuvas -
EXPRESIONES SON:

LI ) * ] -* AU
200 sLrw’ ARew R u,Lu
\ 3™
>3 3 k“‘-Wk e ih ettt ”’d (--*-\-s) .‘\.ﬂ) i

2.1
1,4 i LYL] * rg?
2100 l"/"rw" LY KLy 1,41'5')
I’;’ J W /45.7)( k.}u $.4) ” (F-433) #7’44 4%3) Wk.(% i) 1

(2.7

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS UNICOS TERMINOS QUE CONTRIBUYEN A LA

INTEGRAL (2.71) SOK AQUELLOS DONDE SE CUMPLEN LAS SIGUIENTES CONDICIO-
NES O REGLAS DE SELECCION:

“ \
‘RS v A '\XS = PAR

Y NN (2.74)
1; v 23 jq = PAR

1‘1
~50-
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‘ ESTo ULTIMD SE OBTIENE HACIENDO USO EXPLICITO DE LOS ARMOMICOS --
. HIPERESFERICOS,AS1 COMO DE LA PROPIEDAD (2):

Wt W, Vot gt 4‘_ Al “ \
SARI WA AL IMS < == R REAR NN ALY,

13 S A
ST R g s,
wn
SN v (B A4 A
. \l L };} ‘(z!su)(z!y‘)(u\u)(z! u)‘x K )k o o) |
onne .79
S M) = NZ (4w byw \\LM> m\f (‘t)
M

De LA EXPRESION(Z 75) sE vE INMED!ATAMENTE QUE LA COMDICION (° 7
SE DEBE CUMPLIR PARA QUE LA INTEGRAL<Q;Q\'{L“M“\“oo\!;k“L‘H>’§EA NO NULA.

EN TERMINOS DE ESTO DISCUTIDO,LAS INTEGRALES DIRECTA Y DE INTER--

CAMBIO TOMAN LA SIGUIENTE FORMA EXPLICITA:

' Q; N} s ~\
D=L pew | ool NN

1,
(RN ) (A, 0%) U\“ufs‘ L) l,*h’ 1 1,\‘;1*9:*1

: w (mz-t) P tenzq) P tenza) Lem ) (reus) g

o

. U “/ " ", vy ‘
N \)A‘m‘ ¢ ('s*“,,,‘!n“‘l Wy ) (20 L) 1 NS Fbe R Wl
o o Cnzd) Bty B teni) (oma) (k) A.(

®

S ' (7,7

- -0-
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A . n
“ &/l WP W5, 05) Uy, dpd) S TE MY JWER )
"
D]

. (\Y‘
-\) w Lena) P\‘ Cenad) Vo (entd) (2emd) {Cind) dofy
“,L Y l“ }.) \ vy gy )
A \-\ w , 7,0 Pu-\-“h{) (?54&-5'?\*\1,_ _ }:42;1{&1 L;‘-)h";né
) w o) Yo (eqr) W teovad) (amw) (ent) «

2.7

EN LA EXPRESION{2.76), EL VALOR DE LAS INTEGRALES QUE APARECEN -~
DENTRO DEL PARENTESIS ANGULAR,ES EXACTAMENTE EL MISMO;ESTO SE PUEDE VER
FACILMENTE SI EN UNA DE DICHAS INTEGRALES HACEMOS EL CAMBIO DE VARIABLE

DE INTEGRACION: ™
¢ = 5 <,

Y EMPLEAMOS LA PROPIEDAD DE SIMETRIA DE LOS POLINOMIOS DE JAcOBI(EC.--
2.,37) .GRACIAS A ESTO,LA ECUACTONA2.76)SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

NP T [ ' AN wawn
Dz & & KW 0o R ewy L™ |

" DRI t 1
" heo o3 Pw\i'h‘i) e, k) L5+ ha ks | EVAN)
w () G lentd) B Leqad) (enx) (asu ) d4q
o
2.78)

FINALMENTE,COMO SE HA DEMOSTRADO QUE Wi ES UN NUMERO PAR (Ec.2,39),
" CONCLUIMOS QUE LA EXPRESION\2.78)ES:

D= REIWIHIOOLARLMYD
T WaRG) M) WA paan.
P () Do tomt) By () Lend) .0 @70
o

' (wa)x“”d“n <
-R1-

B g o S O TSR St ORREC T MRS P
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DE MANERA ANALOGA,LA INTEGRAL DE INTERCAMBIO (2.77) RESULTA SER:

T )™ LR MAMO0) KRy

'; n oy h \ Yoyt
S ! P\}}*},I\*l) Wy ) (J\‘i)xﬁfi) R \Xal *? l‘\‘d;l;az 1
' W Lentd) W lentd) B (unad) (UM() (2mad) «

.80

-

EMPLEANDO ESTOS ULTIMOS RESULTADOS PARA EL VALOR DE D E I,LA INTE
GRAL DE TRASLAPE (2.71) SE REDUCE FINALMENTE A LA SIGUIENTE EXPRESION:

LM L ttgo N
< SAWH‘ U'L) \ NK ) \sf\wk‘ Ln‘) =
l“‘ ‘l ‘ . .
"N N <x;2;t‘m“\uoo\139\w>
v, ‘
. Uy eY) u;‘*u‘s“‘») 1:+3 v2 R.‘\»bz
w (o) B lema) { eoud) (neua ) .
b
“ u #ulv’ ;_) o 1“ USJ “l\‘ L)

N e’ ) P oot 1 ekl taea Y’ () | S

(.21

HEMOS PUES,OBTENIDO UNA EXPRESION PARA LA INTEGRAL DE TRASLAPE ~-
{2.70) Y ESTE ANALISIS NOS HA PERMITIDO EXPRESAR REGLAS DE SELECCION -
PARA EL VALOR DE LOS NUMEROS lhl“ Aq 8 Licomo PUEDE APRECIARSE EN (2,74),
Es OPORTUNO OBSERVAR QUE NO HAY PESTRICCIONES ADICIONALES PARA EL VALOR
DE W' Y W' ,EXCEPTO QUE SEAN NUMEROS ENTEROS POSITIVOS,



2.R St1STEMAS AToMICOS EN RENERAL .

EL ESTUDIO DE ATOMOS DE MUCHOS ELECTRONES POR EL MeTopo pE CoORDE
NADAS HIPERESFERICAS SIGUE FUNDAMENTALMENTE EL CAMINO SENALADO EN LA -.
SECCION ANTERIOR,AUNQUE LAS EXPRESIONES OBTENIDAS SE COMPLICAN,COMO PQ
DRA APRECIARSE.SIN EMRARGO LA VENTAJA QUE OFRECE ESTE METODO,ES DECIR:
SU TRATAMIENTO EXACTO,SIGUE SIENDO MUY VALIOSA.ALGUNOS DE LOS RESULTA-
DOS OBTEMIDOS EN EL CAPITULO ANTERIOR PARA EL CASO GENERAL,SERAN UTILL
ZADOS AQUI,

EL HAMILTONIANO PARA UN ATOMO DE ! ELECTRONES Y CARGA NUCLEAR 7
ES EL SIGUIENTE:

N N N
y ll 2et <2
z/ == e - ¥ ¥ "((.
'—_, { l.:' \ (L.) b]

(2,82)
DONDE LA PRIMERA SUMA CORRESPONDE A LA ENERGIA CINETICA DEL SISTEMA,LA
SEGUNDA REPRESENTA LA ATRACCION NUCLEO-ELECTRON Y LA TERCERA A LA ENER
GIA REPULSIVA INTERELECTRONICA,

SEPARANDO LA PARTE CORRESPONDIENTE AL CENTRO DE MASA MEDIANTE LAS
COORDENADAS DE .Jacos1 (VER cAPITULO 1),LA pARTE DEL Hamrutoniano (2.82)
ASOCIADA AL MOVIMIEMTO INTERNO RESULTA:

A l/- w

N
p %2 j 2el e?
VRl — % —
L Yi M¥
l='l =\ \,L’)
(?.LJ)
YA QUE LA MASA DEL NUCLEO ES MUCHD MAYOR OUE LA DE LOS ELECTRONES
AW
Nu.g P é CT‘CBK
[

SE PUEDE OBTENER CON BUENA APROXIMACION LA SIGUIENTE EXPRESION PARA LAS

-03-



COORDENADAS DE Jacosl (ver ec.1.£9)

3‘\; ;u< \?.\ﬁ\ ) R

e
=l
“n
o
Al
e
!
vl
~

(2, 90)
De ACUERDO A ESTO,EL PAM:LTONIANO (2,23) PUEDE ESCRIBIRSE COMO : =

A_ #? %Z NZ-' Ze’y;*e \i\ e.z“e
-—-—z-— : et . —

; RN S T
(2.95)

INTRODUZCAMOS LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS,EN SU EXPRESION GEMERAL -
(ec.1.73):

Xi = (aw LI w«(ihw«;

(2,86)
Y REALICEMOS EL DESARROLLO MULTIPOLAR:
\ i
\ AN —? ﬁ‘( A
= \3 *‘3 2yeyy) = z K TN PA%;“;Q
\g, -7 \ 3> :

A 3 :

(2.87)

EmpLEANDO (2.86) EL AMTERIOR DESARROLLO (?,827) PUEDE ESCRIBIRSE EN
TERMINOS DE COORDENADAS HIPERESFERICAS COMD:

X
\ \ (NM*N. DR TV wv-('\) ~
= L E \ ™ < P (g"li
50 0 SRR

L4
2 ('wx-lm---wo(s“ u/o'(ﬂ)

DE MANERA QUE EL POTENCIAL PAPA ESTE SISTEMA PUEDE EXPRESARSE COMO!

-l



Nie

auad,  aw v(-muua(.\

T T ;

L 2\ ot -t 14 3

(g Agn - ot Ay U4y )
(2.99)

AQUI NUEVAMENTE,SE PUEDE APRECIAR LA SEPARABILIDAD EN UNA PARTE -
RACIAL Y OTRA AMGULAR DE ESTA EXPRESION.(COMO SE HIZO EN EL ATOMO DE DOS
ELECTRONES,EXPRESEMOS LA PARTE ANGULAR DEL POTEMCIAL EN TERMINOS DE AR
MONICOS HIPERESFERICOS:

i 2 2 3: (maaddy, - 2ty )N s
- Iy . . H
- k § L e (W‘(o-\"'““db*\t‘”di);‘ IR

Cen A .y - o AR Sy

A (v«\z LMD)
g ?L&- ji_ V K L)

T'ONDE LOS COEFICIRNTES QUE DEFINEN EL DESARROLLO ESTAN DAROS POR:

* N~y 2 : ‘ ‘
X (wyg; LMy ) - E o
\1\& = W\_\ ) Z kmx»_\--'/wud- nd; ,

L \
1=y

{
(e Ry - -y, k) A4 la {
) Zz 2 \ ot ) PS) (2,89) 5
R

o, . il . e e et

(qw.(n_‘..,w-lj“

NRSERVESE QUE EL CALCHLO DE INTEGRALES DEL TIen (?,90) ES BASTAN-
TE MAS COMPLICADO QUE PARA EL CASO DE TRES CUERPOS.LAS RESTRICCIONES -
POSIBLES PARA EL VALOR DE A M:Y W ,PUEDEN HALLARSE ANALIZANDO LA INTE
6RAL (2,89) ;DICHO AMALISIS ES TEMA ABIERTO A LA INVESTIGACION.

SIGUIENDO LOS MISMOS PASOS RUE EM EL CASO DEL ATOMO DE D0S "ELEC--

TRONES Y BASANDONOS EN LO EXPUESTO EN EL CAPITULO 1 RESPECTO A SISTE--
MAS DE MUCHOS CUERPOS,LA ECUACION DE SCHROEDINGER EN GENERAL ES LA ---
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SIGUIENTE:

WD 23R Y R
{-’z\w” A

I i LM»)
el \ e \ LN
¢ wn (2,90

‘.
Con \kaDADo pOR (2,.89),

SUBSTITUYENDO LA EXPANSION DE LA FUNCION DE ONDA EM TERMINOS DE
ARMON1COS HIPERESFER1COS (EC.1.83) Y APROVECMANDO LA PROPIEDAD DE ORTQ
NORMALIDAD DE ESTOS ULTIMOS,LA EXPPESION(2.90)SE REDUCE A UM SISTEMA IN
FINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS EN LA VARIABLE
RADIAL p : '
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(2.9
CoMO DE HA HECHO EN EL CASO DE TRES CUERPOS,EL CASD K= O DESACO-
PLA LAS ECUACIONES,LO GUE NOS PROPORCIONA UNA BASE PAPA LA PARTE RADIAL
‘EN EL DESARROLLO DE LA FUNcION DE oNDA (Ec.1,83%),HAcCIENDO USO DE ESTA
BASE RADIAL ASI COMO DE LA BASE ANGULAR LA FUNCION DE ONDA PUEDE EXPRE
SABSE EN TERMINOS DEL PRODUCTO DE DICHAS BASES Y NUEVAMENTE HACIENDO U
S0 DE LA PROPIEDAD DE ORTONORMALIDAD,LA ECUACION DE ScHROEDINGER (2,07)
SE REDUCE A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGEBRAICAS ACOPLADAS -~
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(2,92)

Ay
De poNpE  E Y LOS COEFICIENTES &“w PUEDEN SER CALCULADOS.

ES IMPORTANTE OBSERVAR QUE LA EXPREsmNQZ.QZ)PUDo SERH:OBTENIDA -
GRACIAS A LA EXISTENCIA DE LA BASE RADIAL kz,,g"- ,QUE EN TODO EL TRA-
TAMIENTO SE HA SUPUESTO CONOCIDA,ES DECIR,EH CASO DE QUE NO SE DISPOM-
GA DE DICHA BASE RADIAL EN FORMA ANALITICA,ENTONCES NOS CONCRETAREMOS
A TRABAJAR CON EL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS(2,91),

EL ANALISIS DE LAS INTEGRALES DE TRASLAPE

‘ﬂ.‘\ " L..M\Ivu) tw: (‘LM\)) (\1\‘ I{L‘u‘ V‘)
<'wk“ te) \N L) \ N\c‘ Le) >

;

ES AHORA MAS COMPLICADO QUE EL QUE SE HIZO EN EL CASO DE ATOMOS''DE DOS
ELECTRONES.|.0 MISMO SE CONCLUYE RESPECTO AL ESTUDIO DE LOS ELEMENTOS -

DE MATRIZ:
o) \ led
4 LSS \ 7,—\ T S

EsTOS DOS PUNTOS SON MOTIVO AUN DE INVESTIGACION,
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CAPITULN 3,

PARENTESIS TE TRAWSFDRMACIOﬂ EfEL ESTUDIN DEL PRABLEMA
DE TRES CUERPNS PAR EL METORO DE CMIRDFHADAS HIPERESFERICAS,

-~ INTRODUCCIOM,

Como PUEDE APRECIARSE,EL METODO DE COORDENADAS !l1PERESFERICAS —---
OFRECE LA VENTAJA DE SER UN TRATAMIENTO,EN PRINCIPIQ EXACTO,PARA EL PRO
BLEMA DE MUCHOS CUERPOS Y AUNQUE PRACTICAMENTE NO PODEMOS RESOLVER UM
NUMERO INFINITO DE ECUACIONES,LA APROXIMACION. SE INTRODUCE AL LIMITAR
EL NUMERO DE ELLAS,

EM EL TRATAMIENTO DEL PROBLEMA DE TRES CUERPOS POR EL ETODO DE -
CoorRDENADAS H1PERESFERICAS GENERALMENTE APARECEN IMTEGRALES QUE MEZCLAM
'FUNCIONES DEPENDIENTES DE DISTINTOS CONJUNTOS DE COOPDEMADAS DE Jaco--

RI,ES DECIR,DEL TIPO: "
k. B, M

\

WK ‘(ﬂa) \“'\Q d

EN ESTE CAPITULO SE ENCONTRARA UNA TRANSFORMACION QUE RELACIONE A
FUNCIONES DE UN CONJUNTO DE COORDENADAS DE .|ACORI coN FUMGCINMES NUE CO
RRESPONDEN A OTRO CONJUNTO DE COORDENADAS DE JACOBI 2. .

o[ st M ) Bt M
o) 2 Trotay)
ENCONTRANDOSE EXPLICITAMENTE LOS COEFICIENTES QUE DEFINEN TAL TRANSFOR
MACION,LO CUAL PERMITE CALCULAR DE UNA MANERA MAS SIMPLE LAS INTRGRALES
ARRIBA *SENALADAS.ESENCIALMENTE SE SEGUIRA EL TRABAJO REALIZADO POR J.-
Pevar v J.RayNaL (4) QUE TRATA SOBRE LA ORTENCION DF LOS COEFICIENTES
DE TRANSFORMACION,



(oMo SE VERA EM-EL CAPITULO,EXISTE UNA RELACION ENTRE ESTOS COEF]
CIEMTES DE TRANSFORMACION Y LOS COEFICIENTES DE MosHimsky-TaLmi (5),-
AUE RELACIONAN LAS FUNCIONES DE CNDA DE DNS PARTICULAS DENTRO DE UN PQ
TENCIAL COMUN DE OSCILADOR ARMONICO CON LA S FUNCIONES DE ONDA DE AM--
BAS PARTICULAS DADAS EN TERMINOS DE LA COORDENADA RELATIVA Y DEL CENTRO
DE MASA.

PARA SENALAR CON CLARIDAD LA VEMTAJA DEL USO DE LOS COEFICIENTES
DE TRANSFORMACION DE REVAI-RAYNAL,SE HARA TAMBIEN UN TRATAMIENTO DE LOS
SISTEMAS ATOMICOS DE DOS ELECTRONES ESTUDIADOS EN EL CAPITULO ANTERIOR,
ESTO TIENE EL FIN DE COMPARAR CON EL CAMINO DIRECTO EMPLEADO AHI MISMO,

CoN EL OBJETO DE PRESENTAR DE LA MANERA MAS DETALLADA POSIBLE LA
OBTENCION DE LOS COEFICIENTES DE REVAI-PAYNAL,EN ESTE CAPITULO MUCHOS
DESARROLLOS MATEMATICOS SE HACEN DE FORMA EXPLICITA Y ALGUNOS OTROS SE
HAN REMITIDO A UN APEMDICE.UN LA PRIMERA SECCION SE ESTUDIA LA TRANSFOR
MACION DE MoSHINSKY-TALMI PARA PRESENTAR ALGUNOS RESULTADOS QUE SERAN
EMPLEADOS MAS ADELANTE;LOS COEFICIENTES RESPECTIVOS NO SE OBTIENEN EX-
PLICITAMENTE, LA SEGUNDA SECCION TRATA SOBRE LA TRANSFORMACION DE REVAL
PAYNAL ,DONDE SE EMCUENTRA UNA EXPRESION CERRADA PARA LOS COEFICIENTES
DE TRANSFORMACION RESPECTIVOS.FN LA TERCERA SECCION SE ENCUENTRA UNA -
RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE MoSHINSKY-TALMI Y L0S DE PEvAI-Rav-
HAL.POR ULTIMO,EN LA CUARTA SECCION,SE APLICAN LOS COEFICIENTES DE RE-
VA1-RAYNAL AL ESTUDIO DE SISTEMAS ATOMICOS DE DOS ELECTRONES.

~ CABE MENCINAR QUE AUN NO SE HA OBTENIDO UNA EXPRESION CERRADA PARA
EL ANALOGO DE ESTOS COEFICIENTES EN EL CASO DE i CUERPOS,
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3.1, La TrRansForMacioN pE MosHinsky-TaLmt, (5)

UNA SUPOSICION IMICIAL EN EL MOPELC NUCLEAR DE CAPAS ES NUE LAS -
INTERACCIONES EMTRE MNUCLEONES SE PUEDEN PROMEPIAP DNE TAL FORMA NUE UN
NUCLEON SE MUEVE EN UN POTENCIAL COMUM.ESTA SUPOSICICN SE DEBE ESENCIAL
MENTE AL HECHO DE QUE NO SE CONOCE BIEN LA FORMA DE LAS FUERZAS NUCLE-
ARES COMO POR EJEMPLO EN EL CASO ATOMICD,

DEBIDO A QUE NO EXISTE UMA SEGURIDAD DEFINITIVA SOBRE LA FORMA --
DEL POTENCIAL COMUN DENTRO DEL QUE SE MUEVEM LOS NUCLEOMES,VARICS NODE
LOS PARA EL MISMO HAN SIDO ESTUDIADOS,

S1 SE SUPONE UN POTENCIAL DEL TIPC DE OSCILADOR ARMONICO,FL CALCYU
LO DE ELEMENTOS DE MATRIZ SE SIMPLIFICA Y TAL APROXIMACION PARA EL PO-
TENCTAL RESULTA BUEMA PAPA EL ESTADO BASE Y LOS PRIMEPOS FSTANOS EXCI-
TADOS ,NO SIENDO ASI PARA ESTADOS MAYORMENTE EXCITADOS,

APROVECHANDO LAS PROPIEDADES DE SIMETPIA DEL OSCILADOR ARMOMICO,-
M MOSHINSKY DEFINIO UNA TRANSFORMACION QUE PELACIGNA A LAS FUNCIONES DE
ONDA DE DOS PARTICULAS DENTRO DE UN POTENCIAL COMUN PE OSCILADOR ARMO-
MICO,CUYAS COORDENADAS SE EXPRFSAN RESPECTO AL CENTRO DEL PN70 NE POTEN
CIAL,CON LAS FUNCIOMES DE ONDA CUYA REPPESENTACION FESTA DADA EN TERMI-
NOS DE LA COORDENADA RELATIVA Y DEL CENTRO DE MASA DE LAS DOS PARTICU-
LAS;LOS COEFICIENTES QUE DEFINEN A LA TRANSFORMACION SON LOS LLAMADOS
COEFICIENTES DE MosHINSKY-TALMI. (+)

L0S COEFICIENTES DE /'OSHINSKY SURGEN AL TRATAR EL SIGUIENTE PRO--
BLEMA, CONSIDERESE UN SISTEMA FORMADO POR DOS PARTICULAS DE MASAS DIS--
TINTAS DENTRO DE UN POTENCIAL COMUM DE OSCILADOR ARMONICO.FL HAmiLvo--
NIANO DE ESTE SISTEMA ES:

2 K3
1 = .E‘,-Jf_(:-—.»-z—nw*( \-\iwlw‘fzz
Iw, 2wy, (3,0

(+) Ew Lo sutesy cvaudo se hable de coekiciestes de WosNatey ne veleriwoy
64 mivwmo prodlema,
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Con Y\ Y 71 LAS COORDENADAS DE LAS PARTICULAS RESPECTC AL CENTRO -
DEL POZOQ.

HACIENDO USO DE LOS OPERADORES ASOCIADOS A LAS CANTIDADES DINAMI-
CAS CORRESPONDIENTES:

Pie - RN Y& Q'\)
EL {IAMILTOHIANO CUANTICO QUEDA COMO:

¢
ZJ:—ﬁ— Vz—i VZZJ

/ i 4
N e

(3.2)

oS INTERESA OBTEMER UNA REPRESENTACION EM TERMINOS DE LAS COORDE’
NADAS DE LAS PARTICULAS REFERIDAS AL P0ZO DE POTENCIAL Y OTRA EN FUNe-
CION DE LA COORDENADA RELATIVA Y DEL CENTRO DE MASA,PDEMAS,POR LA SIME
TR1A DEL HAMiLTONIANO (3,2} ,RESULTA TENTATIVO BUSCAR UNA TRANSFORMACION
LINEAL PARA CADA SISTEMA DE COORDENADAS,DE TAL MANERA QUE LA EXPRESION
(3.2)TENGA LA MISMA FORMA TANTO PARA EL SISTEMA REFERIDO AL CENTRO DEL
POZO COMO PARA EL FORMADD POR LA COORDENANA PELATIVA Y DEL CENTRO DE
MASA DE LAS DOS PARTICULAS,GARANTIZANDO AS! MISMO RUE LAS FUNCIOMES DE
ONDA TENGAN LA MISMA ESTRUCTURA EN AMBOS SISTEMAS DE COORDEMADAS,

EN EFECTO,ST INTRODUCIMOS LA SIGUIENTE TRAMSFORMACION:

Wi Y, —
)%

Y=
) (3%
Py Wow "z - '
Y= e Y,
PARA LAS COORDEMADAS REFERIDAS AL CFNTRO DEL POZO DE POTENCIAL Y
7 ", W
=\ e (3.1
ac\(w\wl) '

i

— MW B\Q WY WL7L>
it —— M
51 \ 1)) ( M
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PARA LAS: COORDENADAS RELATIVA Y DEL CENTRO DE MASA,ENTONCES PODEMOS OB
TENER LO DESEADO,ES DECIR,EMPLEANDO LAS DEFINICIONES (3.3) SE PUEDE VER
INMEDIATAMENTE QUE:

2. wWw 4 \ 2 Fw 2
Vis 222 ¢ WMWY 2

\ RO* N 7 *

T VIR X o . w2
Vz z 22 V\\ p -szwr,_ = = “

Por Lo QUE EL HAMILTONIANO (3.2) SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

A k4 [ )
¢ ==L | ¥ 1V, - Xz-‘f
¢ K * T ) (3.5
EN UNIDADES DE ¥w. ‘

ANALOGAMENTE ,MEDIANTE LAS DEFINICIONES (3.4),APLICANDO LA REGLA DE
LA CADENA Y EN GENERAL SIGUIENDO EL MISMO RAZONAMIENTO QUE NOS LLEVO A
LA OBTENCION DE LA ExpResiom{l.21) (ver cap,1),sE TIENE: ‘

‘):\-—‘-kvz*rvz-x‘—‘f‘) '
T C A (3.6)
EN unIDADES DE hw .,

COMO PUEDE APRECIARSE,LA ESTRUCTURA DE LAS EXPRESIONES(3.5)v(3.6)

ES LA MISMA,OBTENIENDO LO QUE SE DESEABA EN UN PRINCIPIO POR RAZON DE
COMODIDAD EN EL TRATAMIENTC A SECUIR,

PODEMOS EMCONTRAR UNA TRANSFORMACION ENTRE LOS DISTINTOS CONJUN--
Tos (3.3¥y (3.4),CoNSIDERANDO LOS SISTEMAS QUE EN ESTAS DOS EXPRESIOMES
ES FACIL OBTENER LA SIGUIENTE RELACION ENTRE £LLOS:

ORI

(3.7)

S1 LLANAMOS



k SE PUEDE VER -INMED‘[ATAMENTE QUE
KZ A W=\ ;
'POR L0 QUE PODEMOS HACER LA SIGUIENTE IDENTIFICACION:
vz on
L=z aoudf '
TE MODO QUE LA RELACION ENTRE LOS DOS CONJUNTOS DE COORDENADAS (3.3)y

(3.8)Es: g
Jes T ca sentf X

- - —

4 cod  on Y (3.9)
DonpE y
CQ = v %GKA k :&%;\ ¢

N CONTINUACION ENCONTRAREMOS EXPLICITAMENTE LA SOLUCION A LA ECUA
CION DE SCHROEDINGER CORRESPOMPIENTE A LA EXPRESION (3,5) (+):

GP(25) = £ VL) -

EXPLICITAMENTE:

-5 (T 2 ) Wik « B P wid,)
(3,10

ESTA ECUACION ES DE VARIABLES SEPARABLES,POR LO QUE LA FUNCION DE
ONDA PUEDE ESCRIBIRSE COMO EL PRODUCTO:

f\\)(u,\\;fi.c\\: ’\Px (x,2) - '\P.\(‘MC\) (2,11

(+) En cdelande, como fa exvocuve de (3.9 w(3:¢) @ Re wiswe , fo qur
Se di4e peve vie seve’ vaudweste vy peve De oive,
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EscRIBIENDO EL OPERADOR, LAPCACANO EM COORDENADAS ESFERICAS Y LLE-
VANDO A CABO LA SEPARACIOM DE VARIARLES,SE EOBTIEME EL SIRUIENTE PAR DE
ECUACIONES:

N
VoD xx
\1’- % KXZ %—x_ - = X r\\)x("‘"’e) = E"‘x‘x (\PX %)
(3,17)
v P
—_ — - A
w9y K“\ b"\) k) X & ("\;‘0 E, e ””3 HM)
(2,19
Con E o= B E“\\“’\ ' (3.1

Y 1 ES EL DPERADOR ASOCIADO AL CUAGRAND DEL MOMENTO ANGULAR TOTAL(VEP
ec.1.7).

CADA UNA DE LAS ECUACIONES ANTERIORES ES SEPARABLE,POR LO QUE:

'“c’xbc,f) =L, xh“c) (3,150

qP \,8) = ajk\g) \] ) @i

SABIENDO QUE 9\1 \1 ey = mm\l Lo ¥\—-\ LAS ECUACIDNES -
(3,12) v (3.1%) se REDUCEN A LO SlCI'IENTE

DILNIE Y. 2 MQ;\) L *(ZE\,Q{XZY)C—TO

It X A
x (2,16)
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AL A T MR 25 <
e Ty Y EANT =0
(3.17)

LA ESTRUCTURA DE ESTAS ECUACIONES ES LA MISMA,LO QUE SE DIGA PA--
RA UNA ES VALIDO PAPA LA OTRA.ANALICEMOS POR EJEMPLO LA EcUACION (3.1F),

CuANDO % -de, LA EcuaciomM (3,1R) SE COMPORTA COMO:

Jt
X'z -xL =0 - o
dx . (3.18)
LAS SOLUCIONES DE ESTA ECUACION SON DE LA FORMA:
xz pras
et , € ¢

PE ESTAS DOS SOLUCIONES ELEGIMOS LA NUE CUMPLA CON EL ACOTAMIENTO CUAN
DO % —»ob,ENTONCES ELIMINAMOS LA DE EXPONENTE POSITIVO Y ESCRIBIMOS %{g)

DE LA FORMA: x
K (x) = e T F{x)
(3.19

NoNDE q-(x)Es UN POLINOMIO,SUBSTITUYENDO LA Ecuacton (3.19) en (3.1R) st
ENCUENTRA QUE Hx‘)SAszFAcs LA ECUACION CIFERENCIAL:

Pl vz - ) He) s KZEM«‘ _x.’i(.%‘)-x’-L\W):o

v

(3.20)

ESTA ULTIMA ECUACION TIEME UNA SINGULARIDAD EN X2 0 POR 10 QUE -
PROPONEMOS UNA SOLUCION EM SERIES DE POTENCIAS DE X!

|3 " Ve .

?-(X‘ =X _5_ Q%" = X S (x)
- (3.21) | .

. con

Swys ¢ o’ 3.2 o
: |
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SuesTITUYENDO LA ExePESTON (3,21)en La ECuacton (%,27) SE PUEDE VEP
FACILMENTE GUE EL VALOR DE R ES :
k=A, NERON
Y LA ECUACION QUE SATISFACE S(X)Es:

OOy I (ger-wt) 6+ \2E, 3220, )50 = 0
| | (3.2L)
HACIENDO EL CAMBIO DF VARIABLE!
M= XZ ) .
i Y APLICANDO LA REGLA DE LA CADENA,LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A;

w0 s (et 2-u) Suor (B, - -)sweo

(3.25)

ESTA ULTIMA ECUACION ES PRECISAMENTE LA QUE SATISFACEM LOS POLINOMIOS
DE LAGUERRE:

) = Six2) = Lv. kiz

(%.26)
CON 2 ‘
POR LO QUE COMBINANDO LAS ECUACIONES (3.10,?1,?3 Y ?7),LA SoLUCION
DE LA EcUACION (3,1E) RESULTA: ]
L
l
%{x) = A“Q (X
X%
(3.2

DonpE A\‘(!ES LA CONSTANTE DE NORMALIZACION NUE SE OBTIENE POR LA CON-
DICION:

‘ Ly Y e = 4
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EXPLICITAMENTE LA INTEGRAL ES!

=y \ A
2 L hvy ;.
A \ xz“ex\)\ M)\x‘éx=\
"ely M

[}

LA CUAL SE PUEDE ESCRIBIR COMO:
v . o u * l T
l --
A Yo K L W‘ﬁ Xy =)
“llx

Y FINALMENTE,SI HACEMOS wmz XZ LO ANTERIOR SE REDUCE A:

w &u
l 1Y) _u\ w)\ b
l

A XD M ¢ (3.28)

Wy (x

DE AQul QUE EL VALOR DE ﬁ\\AES (3):

\
2 (nel) %
-V\xl — —-————'—"_"_';—- (3-29)
x T Ll 2)
LA soLuctoN DE LA EcUAcIoN (3,17) TIENE LA MISMA ESTRUCTURA QUE
LA EXPRESION 3.27: v fal
‘ 3 L\‘ lk L)
T
Yrgr= A H; < LM
(2,30)

Y
r4A MY [4
A “\\1\\= .__......12——;—-—— ') “\\l“\: ZM\\*!\\-\};’
' P (wyptys -L)
FN VIRTUD DE LA RELACION (3,15),LA FUNCION DE ONDA“V(xﬂﬁgqpus SA-
TISFACE A LA EcUACION (3,11) RESULTA TENER LA SIGUIENTE FORMA!

Loty Wy, Mo Wy
I\Y\*.wm =K \lixu\ 'ﬂ" ")
(3,20
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; Donoe Xix) aj(g) ESTAN DADAS POR LAS EXPRESIONES 7,77 v 2.3" REPEC-
TIVAMENTE,

ComMo SE MENCIONO ANTERIORMENTE,POR TENER EL HamrLTOMIANO (3.7) 1A
MISMA ESTRUCTURA QUE (3,5),LAS FUNCIONES DE OMDA NUE SATISFACEN LAS CO
RRESPONDIENTES ECUACIONES DE SCHROEDINGER SON TOTALMENTE ANALOGAS,ES -
DECIR,LA FUNCION DE ONDA EN LA REPRESENTACION DE COORDENADA RELATIVA Y
DEL CENTRO DE MASA TIENE EXACTAMENTE LA MISMA ESTPUCTURA OUE LA EXPRE-
SION 3,32 QUE REPRESENTA A LA FUNCION DE ONDA EN TERMINOS DE LAS COOR-
DENADAS DE LAS PARTICULAS REFERIDAS AL CENTRO DEL POZO DE POTENCIAL,

ENTONCES’W(*I,;‘{;%S)TIENE LA" FORMA!

e he My by gy -
wad) = LYY @

(3.7

DONDE-)LQZ)'aj(YPWENEN LA Mismp ESTRUCTURA oue  (%,27) v (3,27,

AHORA BIEN,SE PUEDE DEMOSTRAR FACILMENTE MEDIAMTE LAS RELACIONES
(3.3)y (3.4),que-(+);

144y = Tgrdy - L (2.33)

Ponpe jx,’\‘ ’ &,l,SOH LOS MOMENTOS ANGULARES DE CADA PAPTICHLA EN UNO
Y OTRO SISTEMAS DE COORDENADAS,SIEMDO L EL MOMENTO ANGULAR TOTAL.

EMPLEANDO LA PROPIEDAD (%,%3), LA FUNCION DE ONDA PAPA UM MOMENTO
ANGULAR TOTAL L BIEN DEFINIDO ES:

’ : LT R R L - T L IR
(+) De s)gtna) se owhese: Bz ()48 50y (B0 o= (e ety

- \ = WS - - -
Pg : \P—I\;F-YI \":\—-'-3-;—\:&) . Euabiesds dived cweole o oné\lf-'\o‘- (CETARY \:‘i?‘\:lzq\‘

ss"tc‘u\k‘o (‘ix-?.i\ *(:i*-?Y\:i%)'Li ;_cfvn:cc\nmh L pro\o"ghé 'ﬁ,ﬁi -0
se o\;\ieue Al"ftc'\ cwgu‘\e que &X'\"Q‘i = Qx *1\5 .



“xlx“‘il‘\'LM
'\?twim. = Z (1w NW\}\LVﬂ

Reh DS "jm\ m\] A

G, 3L)

'“s'"z“vl! L} , 7

-

g Wy :
QAT RO A TEES

ESTAS DOS ULTIMAS EXPRESIONES NOS REPRESENTAN DOS CONJUNTOS DE -
EIGENFUNCIONES QUE DESCRIBEM EL COMPOPTAMIENTO DE DOS PARTICULAS EN UN
POZO .DE POTENCIAL DE OSCILADOR APMONICO,EM UN SISTEMA DE COORDENADAS -
REFERIDO AL CENTRO DEL POZO Y OTRO CORRESPONDIENTE A LA COORDENADA RELA
TIVA Y DEL CENTRO DE MASA.

LA TRANSFORMACION DE I'OSHINSKY TIENE EL OBJETO DE RELACIONAR AM--
BAS REPRESENTACIONES,ES DECIR,LA TRANSFORMACION ES LA SIGUIENTE:

NP LN IR L
" R e lg Ling Ly L
AiRR) Mg dg ngly b 3
} “l L
“*:1*1 \1) P LM
YR 9)
L0S. COEFICIENTES

<“1.9x“sh)~\v\xi,‘ wydy 1_> , (3.37)

SON LOS LLAMADOS COEFICIENTES O PARENTESIS DE TRANSFORMACION DE MOSHINS
ky-TALMI.OBSERVESE QUE ESTE PARENTESIS DE TRANSFORMACION NO DEPENDE DEL
NUMERO CUAMTICO MAGMETICO M .(VER REF.§ ),
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EL SISTEMA DE DOS PARTICULAS SE HA SUPUESTO NO PERTURBADO SIN IN-
TERACCION ENTRE ELLAS,POR LO TANTO LA CONSERVACION DE LA ENERGIA NOS -
RESTRINGE LOS VALORES DE ™, £, Wyly ; Mgy vy Ly DE LA coNDICIONES --
(3,14,26,30 v 32) st OBTIENE'

2HX&XI*ZW“%1ﬂ=Zﬂi¥ﬂx*lhqéﬂy 58

- EsTo uLTIMO NOS RESTRINGE LA SuMA £N (3,3F),AST MISMO MOS GARANTL
ZA LA CONSERVACION DE PARIDAD:

ﬁq

bty 0 (—\)L,

SHUERS (7,30)

POR LA conDIcion (3,33),
. Los COEFICIENTES DE TRANSFORMACION (%,27) HAM SIDO CALCULAROS Y -
TABULADOS PorR M, Mosninsky v T,Propy (6) v PUEDEN SER EMPLEADOS EN EL €

CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ PARA DISTINTOS TIPOS DE FUERZAS NUCLE-
ARES SIMPLIFICANDO EL CALCULO COMSIDEPABLEMENTE.

3.5, {A TranSFORMACION DE REvAI-RAYHAL

EN LA SECCION ANTERIOR SE MENCIOND LA UTILIDAD DE LOS COEFICIEN--
TES DE TRANSFORMACION DE MOSHINSKY EM EL CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ,
EN ESTA SECCION ESTUDIAREMOS UNMA TRANSFORMACION QUE SERA DE UTILIDAD EN
EL TRATAMIENTO DEL PROBLEMA DE TRES CUERPOS Y COMO SE VERA ADELANTE,ES
EL ANALOGO HEXADIMENSIONAL DE LA TRANSFORMACIOR DE MOSHINSKY,ESTA TRANS
'FORMACION FUE PRIMERAMENTE ESTUDIADA poRr -J.Peval v .1.PaynaL (4),poR LO
QUE LE ASIGNAMOS EL NOMBRE DE LOS AUTOPES,

EN EL TRATAMIENTO DEL PROBLEMA DE TRES CUEPPOQ PﬂP EL METODO DE <
(OORDENADAS HIPERESFERICAS,COMO SE PLANTEO EN EL CAPITULO 1,EL POTEN--
CIAL SE EXPRESA COMO UN DESARROLLO EN TERMINOS DE ARMONICOS HIPERESFE-
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R1COS". (EC 1.500: .

151 ‘sJ;LM
<[_\/m 2\1(30 2 NS W

L S
LC; A,J‘
EN DONDE:
3 ¥
L Ay, [V
\J v W _ z— 3 “
e L W "G Vi) A i

'EL cALCULO DE LAS INTEGRALES DE LA FORMA (3.40) EN GENERAL PUEDE
LLEVARSE A CABO EN FORMA DIRECTA COMO YA SE HA HECHO EN EL CAPITULO 2,
PERO EXISTE UNA FORMA MAS SIMPLE QUE CONSISTE BASICAMENTE EN EL USO DE
UNA TRANSFORMACION QUE RELACIONE ARMONICOS HIPERESFERICOS CORRESPONDIEN
TES A DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENADAS DE JACOBI: '

w‘sih; LM w,stl“kl’ M ,
Kk ) — ) (3.41)
DE MANERA QUE LA INTEGRAL (3.40) QUEDE CALCULABLE DE FORMA MAS SIMPLE
Y DIRECTA! *

. (rt g VYY) - (3.418)

LA TRANSFORMACION QUE PERMITE EL PASO INDICADO EN (3,01),ES LA sI

GUIENTE:
S N R
W\r. ) = Z AN > Mk ““3

{
M (3.42)

l'onpe &, ;™ SE CONSERVAN POR SER LA TRANSFORMACION ENTRE LOS CONJUN-
Tos ( 3');'i ) —> ( "\u‘\._) UNA ROTACION EN SEIS DIMENSIONES ()
\ o e s

XS\‘

LoS COEFICIENTES QUE DEFINEN LA TRANSFORMACION (3.052),SON LOS COE
FICIENTES DE REVAI-RAYNAL:
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<A1\ by
b sk, (3.13)
SUBSTITUYAMOS LA EXPRESION (3.42) en LA tnTESRAL (3,07),0BTENIEN-

3 b
2 Wk ey Vs U=

Y-y

Ziua\uv Wi
WAL ) T L) V('xd AIL

: \ 13\11\\\"

DOo:

(3.44)

OBSERVESE QUE LA INTEGRAL QUE APARECE EN EL SEGUNDO MIEMBRO EN ES
TA ULTIMA ECUACION,ES DEL MISMD TIPO QUE LA EXPRESION (3,U1A) Por LO -
QUE SU CALCULO ES DIRECTO.VEMOS PUES,OUE SI LOS COEFICIENTES DE TRANS-
FORMACION SON DISPONIBLES,EL CALCULO DE LAS INTEGRALES (3,40) s sim--
PLIFICA.EL PROBLEMA AHORA SE REDUCE A ENCONTRAR UNA EXPRESION EXPLICI-
TA PARA DICHOS COEFICIENTES.

A PARTIR DE ESTE MOMENTO ENFOCAREMOS NUESTRA ATENCION EN LA OBTEN
CION DE LOS COEFICIENTES DE PEVAI-RAYMAL DE FORMA DETALLADA,LO CUAL ES
EL PRINCIPAL OBJETIVO DE ESTA SECCION.CON LA INTENCION DE OUE EL CAMI-
NO SEGUIDO EN ESTE CALCULO SEA LO MAS CLARO POSIBLE,HE CONSIDERADC CON
VENIENTE PRESENTAR LOS PASOS FUNDAMENTALES DE MANERA DETALLADA,REMITIEN
DO ALGUNOS DESARROLLOS A UN APENDICE CON EL OBJETO DE NO OSCUPECER DE-
MASIADO EL TRATAMIENTO.

LoS COEFICIENTES DE TRANSFORMACION SE OBTIENEMN A PARTIR DE LA FUN

CION GENERATRIZ PARA LOS ARMOMICOS HIPERESFERICOS.ME LA Expreston (3,42)
SE PUEDE VER IMMEDIATAMENTE QUE :
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<AL, =

2 7 U A M) (g Ay g 1 LM
M. My
w S MM X).\ l‘.\\u“u,:: A,k j“tu.’kw,\k
VW o W@y A
(3.15)
Tonpe (fivli&uﬁ\Lhﬁson COEFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN (VER EC.1,49),

ComMo  SE PUEDE VER,EL PROBLEMA AHORA ES EL CALCULO DE LA INTEGRAL
DE TRASLAPE: ) '

ﬁS‘\ R‘l‘\u')iw“\% b !‘\kuhu"‘t \
v W) ko W) (S

© (3.16)
Con AL pano POR LA EXPRESION (?.20):

PARA LA ORTENCION DE LA INTEGRAL (3.U4F),HAREMOS USO ESENCIALMENTE
DE LA FUNCION GENERATRIZ PARA LOS ARMONICONS HIPERESFERICOS(+):

'3 LTI s
e* Wy -

\Ms{

| x'r"\- RS S . . '\'l“\;(k R
= )= o si-zar) Y @ |1 4)dp dq
= KA\; 5 w bs: e)(f\Z\fi\.‘ zq‘n\\ﬂx& ® —1‘1- ) ?i &i.

t s=o0
9

-G

© (#)Vev Apendice 2 (¢)



ESTE RESULTADO SE ENCUENTRA A PARTIR DEL DESARROLLO DE LA ONDA -
PLANA EN SEIS DIMENSIONES(+):

exe il FeE 45| -
ls!\lﬂ']”x‘* 19‘\ 1My

T M,‘ ;) ,3 (RR)

L ¥}

A
Q“f\t Y v
5, Mg (3.,18)

1\,‘“1
SIENDO ASI:
» . R R . L - \/t'
Af A W Hhg Al —
v o [ (w ‘13,\+°;§ f'km!\‘?%\(m’l»,.‘\lx.\w\)\, (wa2)
" (3.49)

Y ADEMAS:

E\=z§ y k;=213-

CALCULEMOS ,ENTONCES ,EL. VALOR DE (3,1if) MEDIANTE LA FUNCION. GENERA
w WA,
TRI1Z (3,47) ESCRIBANDS LA FUNCION GENERATRIZ PARA W < ‘( R AV “UL‘;N
RESPECT IVAMENTE, INTRODUCIENDO PRZEVIAMENTE ,POR CONVFNIENCIA UN FACTOR -
@

- p—

€ 2
EN AMBOS LADOS DE (3.U17),ENTONCES:

*
_' n wl s
) =

-f_z A N T S

e K A‘L \ ) ;\. ’ .S-S—\K CX?\-—l\ fi-'i.-"’lg,.\"[-\) .
* *

‘ NS‘\ ~ w‘\ A ~ A

"'ﬂls;\(h) ﬂk\; (8.) dp, 49,

5=o | (7,50

(+)Ver Agendice 2 (B) pave Ja dblewcim de edte descrvalls.
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ﬂs‘t Q\‘kms\ w.‘\(

et
_.Z- €\< W Lﬂ.\t) =

ALY o
*YodsT fok?-‘\?l-g\—?‘l\;{lk\'

—N\ ““\ N ~
Ny é?ﬁﬂ

S, ‘l& \_= o

(3.51)

~MULTIPLICANDO ENTRE SI' LAS EXPRESIONES ANTERIORES E INTEGRANDO SOBRE TQ
DO EL ESPACIO CONFIGURACIONAL (SEIS DIMENSIONES) ,OBTENEMOS PARA LA IN-
TEGRAL (3,46) (+):

" * )
- (j} 2va$ lS;"l;"Si"‘l; 15\ w, Mo Un,
S et ¢ l() ' 'Wk () M\ﬂ L) i =

]
- l‘);“\; ’5\1‘\\,_ - \
‘\. AT A X ' @\l '

SO z
S_S_\‘ ;s‘“ \_Sc"fk“(’“z“’i‘*\'i‘%'“a*z‘&‘K‘”\:’lJ‘

A \M“\‘t,, A YA /~ "~
‘hkh‘:k\] (v)\i H\ "0 L"kq\\.lpi lq_‘é?\thk
"

(+) Eu ele ceyo o efemedh d¢ hipervolvmes e
gﬂfksé(’)(c\&) ton SR deds (220,

-QL.



LA PRIMER INTEGRAL A LA 1ZQUIERDA EN (%,52) ES LA FUNCION AMMA(S)
ob f’z
o — . VRNS (g x2))
e t e é(a
2 (3,53)

o

Por L0 QuE,DE (3.52) OBTENEMOS EL VALOR DE (3.U8) EXPLICITAMENTE COMO
SIGUE.

u

EL VALOR DE LA INTEGRAL DENTRO DEL PARENTESIS CUADRARO EN (3,52)
PUEDE OBTENERSE EMPLEANDD LA TRANSFORMACION ENTPE DISTINTOS CONJUNTOS
- DE COORDENADAS DE .Jacon! (VER EC. 1.27,cap.1):

3'\—, S‘l )
OBTENIENDOSE LO SIGUIENTE(+):

&ex?k‘€‘11ﬂ'gi‘zaf-i*z a“za\n“)
=W f’(t’\_'zﬂ';&"‘“qu' 2bd eed, - 20 -‘;"q‘nm'ek:—zi\;%‘(%‘ekl

(3.54)
AHORA,PODEMOS EXPRESAR ESTE ULTIMO RESULTADO,EN TERMINOS DE LA EX~-
PANSTON DE ONDA PLANA TRIDIMENSIONAL®®:

- . u*l\
ST an ) b dliad) \i:li) \L )

Liw
! (3,55)
Donpe 5lby) ES UNA FUNCION DE BESSEL ESFERICA RELACIONADA COM LA ORDI-

NARIA POR!
A \5 iy
/«),( \}) = z_% ‘Xl-\‘ k
(3,5R)

HECHO LO ANTERIOR,SE LLEVAN A CABO LAS INTEGRACIONES INDICADAS £4(3,52)
Y SUBSTITUYENDO EL RESULTADO EN (3,U3) SE SUMA SOBRE LOS MUNERDS CUAN-

(+)Ner Apeudice 2 (p)
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TICOS MAGNETICOS PARA OBTENER UM COEFICIENTE O-J,FINALMENTE LAS FUNCIQ
NES DE BESSEL SE DESARROLLAN EN TERMINOS DEL PRODUCTO (§; s,l)v ENTONCES
LA DERIVACION INDICADA EN (3,52):

% B¢
§S-f \05: l RET)

Syezo :
CONSISTE UNICAMENTE EN ENCONTRAR LOS COEFICIENTES DE ($;S,) EN EL DE
SARROLLO, .

ToDoS LOS PASOS ARRIBA SENALADNOS SE TRATAN CON DETALLE EN EL APEN-
DICE] (E)EL NO INCLUIRLOS. EXPLICITAMENTE AQUI TIENE EL OBJETO DE NO OS
CURECER EL RAZONAMIENTO SEGUIDO EN LA OBTENCION DE LOS COEFICIENTES DE
TRANSFORMACION DE ReEvai-PaynaAL, '

GRACIAS A TODO LO DISCUTIDO ANTERIORMENTE,EL VALOR DE LOS COEFI[--
CIENTES DE TRANSFORMACION,DADOS POR LA EXPRESION (3,45),RESULTA SER:

R
Mt M i IS SR M PR R
=%\ C -C“ ‘Zm”““m' -
A SUNANN
: (l,‘-l.l;,l‘\ ’

, S'-U\,is':’&;\ -“Quh) "l;\" L s ) ?Ux,k;!u) .

N N
3,41 P M v daly
. lz 2:‘ ’1‘! -)) th B Z (-\) Ql ' Cl 2 (qu\\ .
9 L /I'U vy LY
tH jl"(;

k Yy Jt al
L X

~

L {ad |
Coeficienles De (3.57)
Revai- Raywa b

-97-



i'OTESE QUE EL VALOR DE LOS COEFICIENTES (3,57) DEPENDE DE LA FASE ‘?
POR ELLO ES CONVEWIENTE AGREGAR UN SUPERINDICE ‘Qn

EN LA EXPRES]QN (3.57) SE HA EMPLEADO LA SIGUIENTE NOTACION DE A-
CUERDO AL TRABAJO ORIGINAL DE J,PEVAI v I, RayNAL:
Q-. P(z-(-\(!-w‘{‘n)
\-,(,“e,' ) Plasral ) PL=at) D(aapay )

ex

. L
Ha)% ;) =\_kza-\\) Lz\m‘)\\ ‘*(aoholeo)

LA SIGUIENTE CONDICION RESTRINGE EL VALOR DE LA SuMA EN (3,57)(+):
= 2w = - J Y
Rz ano dod o b= gt oy g g
EL VALOR DEL ANGULO DE FASE Q SE EMCUENTRA MEDIANTE LA ECUACION

(1.21):
)M /L
Q&;: arc You (\) ( 'bu-k'u\,_) )

DONDE (—\)' ES EL SIGNO DE LA PERMUTACION CICLICA DE {,),% ,DE MANERA
QUE SI PASAMOS DE LA COORDENADA S A 3; ,DE ACURDO A LA DEFINICICN DE
DE LAS COORDENADAS DE JACOBI PARA TRES CUErRPos {EC.].]1%,cAp.1):
-Sl . (‘Nl N\‘ VL (1 -‘#\) )
W ANy,
ESTO EQUIVALE AL carBlo (PERMUTACION) (3,2,3) —2 (2,,3 ) QUE ES IMPAP
POR L0 QUE (-\)7 ES NEGATIVO SIENDO ENTONCES EL ANGULO DE FASE:

w, M \%
4, = ere dan 10 (-—;}—‘;\')

ESTO SERA DE MUCHA UTILIDAD EN LA SECCIOM 2.1} CUANDO SE ESTUDIEN LOS
SISTEMAS ATOMICOS DE DOS ELECTROMES,

(+) Nev Apeudin 2 (&)

-0~



A
i

EDIANTE LA EXPRESION CERRADA PARA LOS COEFICIENTES DE TPAMSFORMA
cioN .(3,57),EL CALCULO DE INTEGRALES DEL Tipo (3,4N0):

lS;R\;LM

Wty Vs A,

PUEDE REALIZARSE DE FORMA MAS SIMPLE Y SISTEMATICA ,S1 SE EMPLEAN DI-=
CHOS COEFICIENTES.EM EL ESTUDIO OUE SE HAPA PARA ATOMOS NE NOS ELECTRRE
NES (SEC.3.I),SE EMPLEARAN EXPLICITAMENTE LOS COEFICIENTES DE REVAI-
RAYNAL. '

3,C. Reuacion EnTre Los Coericientes NE Revar-PavnaL Y Los Coericien-
- 1es De- MosHinsky-TALMI,

EN ESTA SECCION SE ESTABLECERA UNA COMEXION ENTRE LOS COEFICIENTES
DE TRANSFORMACION OBTENIDOS POR M.MAsyIrsky,DISCUTINOS EN LA SECCION -
Z.A,v. LoS COEFICIENTES DE PEvAI-PAYNAL DAROS POR LA EXPRESION (3.57),
ESTA RELACION NOS PERMITE HABLAR DE LOS COEFICIEMTES DE Pevar-PaynaL
COMO UNA GENERALIZACION DE LOS COEFICIENTES DE MOSHINSKY PARA EL PRO-
BLEMA DE TRES CUERPOS.

NBTENGAMOS ENTONCES LA RELACION BUSCADA.PBSERVESE QUE EL HAMILTO-
NiaNo (3,5) (o 3,.F),rESCRIRE A UN OSCILADOR ARMONICO EN SEIS DIMENS10-
NES,ES DECIR,ESCRIRANMOS expLICITAMENTE A (R, By (3.6):

A= -3 By -2ty

(3.5)
A-_-, 4 2 VZ- x(_ye
A-f (B4 Wy ) (3.6)
De-ua ecuacton (3.8) SE PUEDE VER FACILMENTE QUE?
H 2 ? z_. rarle = 4
X_ -\“ _x ‘}q = \NNGailte = C (?-FO)

-30.



DoNDE @ ES EL RADIO DE LA ESFEPA HEXADIMFNSIONAL RETERMIMATA POP LAS
COMPONENTES DE LOS VECTORES (X ,% ) o (& ,y).Fs POSIBLE ENTONCES HA-

CER EL TRATAMIENTO DEL PROELEMA MEDIANTE LAS COORDEMADAS HIPERESFERI--
CAS DEFINIDAS EN EL CAPITULO 1,

En TerMinos DE (3,59) Las cuacionNes (3,5) v (3,6) oqueEDAn cOMO SL

A7)

GUE:
' )

2

A

4

~4 (G R -¢t)

Mos LIMITAREMOS A UNA DE LAS ECUACIONES ANTERIORES,POR TEMER LA
MISMA ESTRUCTURA AMBAS,POR LO QUE LAS EXPRESIONES OBTENIDAS PARA UNA
SERAN 1GUALMENTE VALIDAS PARA LA OTRA.TRABAJEMOS CON LA ECUACInN(3,6M),

(3.61)

LA PARTE CINETICA DEL MamILToNIAND (R.5M) EM CONRPEMADAS HIPERES-
FERICAS ES (VER ECS.1.3H):

T oo\ (gl T LT T A4 ')
1= 2 k‘vx *QJW \ =T % ( S%& ! e 3 et )

Por Lo TANTO (3.60) QUEDA EXPRESADO COMO:!

. /:I(ﬂ) \ 2
- /3(;8 ‘0 ;(; F? )*iﬁ

LA ECUACION DE SCHROEDINGER CORRESPONDIENTE ES:

2 Ylea) = Eppa)

{3.52)

(3.63)
ESTO ULTIMO,EYPLICITAMENTE,EMPLEANDO (3,F2) ouEDA:



-

Sy L EHON LT e
\jz (”{(Tz*'e';@‘ 7>+i€z‘&q¥(€u&)=Ew(ﬁR_)

| | (3.60) -
ESTA ULTIMA ECUACION ES SEPARABLE;POﬁ LO QUE PROPOMEMOS:

) = R( n |
| Wie 1) p) WK( ) (3,600)
Nonpe ’V\I\,\Q)ES UN ARMONICO HIPERESFERICO QUE SATISFACE LA ECUACION --
(1.40y: ¢

Ry - Wty = Rixra) W)

Por Lo quE (3,RD) SE REDUCE A:

F4

IR r oJe . Kle¥a)

— d T -pt- —— R =0
(3.65)

ANALIZANDO EL COMPORTAMIENTO DE Rlp) EN LOS CASOS P> v P->o ;TAL

COMO SE HIZO EN LA SOLUCION DE LA ECUACION (3.1F),SE VE FACILMENTE QUE

r((e) TIENE LA FORMA: G‘

Rie) = e“ e T e)

DonpE S(c) SATISFACE LA ECUACION:

(3.66)

Sp) \E-\;— —%-Ze> Y+ (ze-2¢- 1) 3)=o0

(3.67)
AHORA,MEDIANTE EL CAMBIO DE VARIABLE!

vz el

LA ecuacton (3,67) SE REDUCE A :

-0l



v St *(m-z-v) L) & E&—'\Si~}'z> Nv) =0

(3,68

“ RESOLVIENDO ESTA ECUACION POR EL METODO DE SERIES,SE VE QUE SIVYES UM
POLINOMIO DE LAGUERRE:
| X XA

S(v) = S((:l) = LN ((,7.) (3.69)

Por Lo aue U LG)TIENE LA ExPRESION:

_et \xwm
R(e): '\S”\'~ CK e ¢ L“ ((I)

oem

DONDE N“‘ES LA CONSTANTE DE NORMALIZACION:
' N 2N\ , ,
= ) : T
e Mluswas) U GBID
Y LA ENERGIA E TIENE EL SIGUIENTE VALOR:
E=-2Nxxx3
(3.72)

LA EcUAcCION ASOCIADA A (3.61) TIENE EXACTAMENTE LA MISMA SOLUCION
RADIAL (EC.3,70),POR LO QUE TOMANDO EN CUENTA LAS RESPECTIVAS PARTES -
HIPERANGULARES TENEMOS QUE LAS EIGENFUNCIONES pE (3,AM)y (3,F1) soN --
RESPECTIVAMENTE :

]
¢ X A 273 R* l“ LM

Nele LM e . 4 ’
(c;-(,g.,cs): Nn‘e : (> N (f) (V\lk (-{,x,c\)

(3.7%)

NX L, LM e It LV |
nE e - % g .o
,lp(g'(’"“»ﬂ = Noe?¢ LNW) Wk(e,a‘zﬁ;) (3.70)
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POR SER SOLUCIONES DEL MISMO PROBLEMA TANTO LAS Funclones (3,73)
y (3.74) como LAs Funciones (3,31 v (3,35),PERO EN SISTEMAS DE COORDE
MADAS DISTINTOS,TRATAREMOS AHORA DE ENCONTRAR UNA RELACION ENTRE DICHOS
CONJUNTOS DE SOLUCIONES,LO CUAL FINALMENTE NOS CONDUCIRA A ENCONTRAR LA
RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE MOSHINSKY Y LOS DE PeEvAT-RAYNAL,

PARA UNA ENERGIA TOTAL DADA,PODEMOS DEFINIR UNA TRANSFORMACION U-
NITARIA QUE RELACIONE A (3.3W)con (3.73) v a (3.35) con (3.78),Es DE--
CIR!

Nxd M

. “x'Y“\»Q“LM
AaN S n o, \Ne na\
(l)(e.-(,x,u\ YZ;\‘< XMy pr\\ (\P(xm;xm)
}

(3,75)
NK’I‘SLM My L m
% 'R y)q LM
g 53)" Z gy N (%48 A
_ Tty 2 Xy qg "I,X,"i; .

DONDE LOS COEFICIENTES <“iv\;\ﬂ\v~) DEFINEN LA TRANSFORMACION Y LA SU
MA ESTA RESTRINGIDA POR LA RELACION DE ENERGIA(ECS.3.38 v 3,72):

= 2nyka3 = E“‘Q‘*E“\‘.(\‘ = 2N, +4, +2\\\‘;2\1¥ 3

o 2NYK = zwtnw‘%l,ﬂ“ 3.7

= Mg A ng .\l,;;ly
Es IMPORTANTE OBSERVAR QUE LA TRANSFORMACION DE LA FuNcion (3,73)
A (3,74) INVOLUCRA PRECISAMEMNTE A LOS COEFICIENTES DE REVAI-RAYNAL,ES
DECIR!

N g igLv MY A, A LM
q})(e,(s.%.&) ) ; < R*lw\‘xhﬁm ’\Y (g 4,%,8)
*ly

(3.78)
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© AL MISMO TIEMPO,OBSERVESE QUE LA TRANSFORMACION DE MOSHINSKY ENTRE LAS
FUNCIoNEs (3,38) v (3,35) es (ver EC.3.36):

ALY Z g vl LM
i d) g g el Iyt 9 G5 R

Popemos ENTONCES ESTABLECER UNA RELACION ENTRE LA TRANSFORMACION
DE REVAI-RAYNAL Y LA DE MOSHINSKY LLEVANDO A CABO LA TRANSFORMACION
(3.78) EN TRES PASOS SUCESIVOS COMO SIGUE(+):

- 1) EmpLeeMos LA ecuacion (3,76):

INK B B LM = Z Moty M N
2) LA ecuacton (3,35) QUE DEFlNE LA TRANSFORMACION DE MOSHINSKY ES:

Vg By g iD= ) gt mgod Oty LA dentel)

W My
Ay oy (3.8
Pero por (3.79) SABEMOS QUE:

Doty meb LMY = ) ANK LMD KN Inen D,
Wy My (%81
SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMO EN €3.8) OBTENEMOS:

Mg by ny Ay LMY = Z WK Ay 4y LMD Ay ong 4L g Ry oyl L) *

M, \\‘
b & '<MK\“"“\‘>’&’\\ (3.82)

3)SUBSTITUYAMOS AHORA LA EXPRESION ANTERIOR EN (3.79) v LLEGAMOS A:

(+) Eu exle wowesh vesulle wey Comodo
enplecs do uolacion de Birae csocicole
a e fuscidn "{’&M': el wetl \obe o2

_g[;_



ATTS RIS

DTS WREM

Bty

SO IRINIT Quh“wML\“xlx“vHL)@K\“w\‘
“% A
1"‘1

(3.83)

$1. COMPARAMOS ESTA ULTIMA ecuUAcioN coN (3,78),PODEMOS. VER QUE SON
EQUIVALENTES SI LOS RESPECTIVOS COEFICIENTES DE [N, Ay LMY soN 1--
GUALES ,ES DECIR: ‘

Z: \NK}Y‘HLV\><& 9‘1\133 lq>m. :

’*"\‘
D IRITSHRE KZ <“m\m<>
Sty %y

Ay o ¢
Lo by L) g b dg 1 <N"‘\“*“‘\>ﬂ»h)} (3. 21)

[E AQUI QUE LA RELACIOM ENTRE LOS COEFICIENTES DE MOSHINSKY Y LOS
pE PEVAI - RAYNAL ES LA SIGUIENTE :

<hdy\ g W =

D) <~«x*\q\m® wyly L gl wy bl SN, n

Xu““\

"™
. (3,85
PONDE LAS SUMAS ESTAN SUJETAS A LA conpicion (3.77):

FAVER' N :Z“"*Z“‘\ \-ﬂxﬂu\ =ZV\,;HV\,\I dx»_’q’
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EN LA OBTENCION DE LA EXPRESION (3,85) SE HA TOMADD EM CUENTA EL
"HECHO QUE N Y Y& SON BUENOS NUMEROS CUAHTICOS Y QUE

W .
SON REALES.YA QUE LA DEPENDENCIA RADIAL NO IMFLUYE EN LAS TRAMSFORMA=--
CIONES SUCESIVAS HECHAS,LA ECUACION(3,85) DEBE SER VALIDA PARA TODO VA
LOR DEL NUMERO CUANTICO RADIAL W .FSTO SIMPLIFICA EL CALCULO EXPLICITO

DE LA RELACION (3,85) YA QUE  LOS COEFICIENTES

<miemglox)
X

ADQUIEREN UNA EXPRESION SIMPLE, "

APLICAMDO ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS DE JAcoBI Y DE La-
GUERRE ,EL. VALOR DEL COEFICIENTE <v\xv\\\\og) RESULTA(+) :
ly'\\

\
V\»l\‘x\-‘ na ke %
M v

Ay
< mpemylok ) = (-1 - —

=)

(3.26)
CON . K- e Uy
2

St PUEDE ENCONTRAR LA EXPRESION ANALOGA PARA { “gvv,-\ok) UNTCAMENTE
HACIENDO EL CAMBIO % ~5% ; W—2>“ ,POR LO QUE FINALMENTE LA ECUACION
(3.35) Para Nz=b Y emMpLEANDO (3,8R),NOS DA LA RELACION EXPLICITA BUS-
CADA ENTRE LOS COEFICIENTES DE MOSHINSKY Y 10S DE Pevar-PaynaL:

(+)Nev Apendice L(L)

“ .
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- Kk»\ K*\i\ z g.\)‘““ (y\ \‘Q\L\M}x“y“!\-\/

Ny My
ng Ny

d
-

; 4 v
INW AR P by gy L 2
“*}Qv.*‘; nrlyry Plgag\{wriny s

"y M My g
(3.89
CON LAS CONDICIONES:!
- - lx—l\‘ W e w- dg-dy
2 ’ 2

| 3 ZMx+Xx xl\‘ +1v\\\ = 2Ny v2Wg Az &'Qx

ESTE RESULTADO FUE OBTENIDO ORIGINALMENTE POR ., REvAL Y .} RAYNAL ()

PODEMOS ENTONCES VER OUE MEDIANTE LAS ecuactones (3.,57) v (3.87),
TENEMOS DOS MANERAS DE CALCULAR LOS COEFICIENTES DE PEVAI-PAYNAL:DIREC
TAMENTE (3.57) O BIEN,MEDIANTE LOS COEFICIENTES DE MOSHINSKY (3.87),

DNE ACUERDO cotl L0S AUTORES J.PEVAT Y J,RAYNAL,SI UNA DE LAS PARTL
CULAS SF SUPONE DE MASA INFINITA,LOS COEFICIENTES (3.57) SE REDUCEN| A
L0Ss DE [OSHINSKY,




3.0, S1sTEMAS AToMicos Me Tos ELECTROMES,

PARA CONCLUIR ESTE CAPITULO,HAREMOS UM ESTUDIO DE LOS SISTEMAS A-
TOMICOS DE DOS ELECTRONES DESDE EL PUNTO DE VISTA DEL MeTopo DE COORDE
NADAS HIPERESFERICAS MEDIANTE EL USC DE LOS PARENTESIS DE TRANSFORMA-
cioN DE REvA1-RAYMAL OBTENIDOS EM LA SECCIOM 3,2 DE ESTE CAPITULO,

CoMO SE MENCIONO EN EL CAPITULO ?,EL POTENCIAL PARA UM SISTEMA A-
TOMICO DE DOS:ELECTRONES es(ec.2.1):

Ze* Rel el
Ny, = I8 -Bel S
Wi o= v v Y (3,99)
i< W 11 W

AHORA BIEN,DEBIDO A LA RELActoN (2.2):

W= “‘\-"—'u
Yz Y -%y (3.89)

Yy = r(\ -:‘-1

<

PODEMOS EXPRESAR A LA EcuacioN (3.8R8) EN TERMINOS DE LAS COORDENADAS DE

Jacost (ec,1.15):
- Wi w
3 Whe :
= k \w)wx\‘_\ %) (3.90)

Te ESTA uLTIMA ExPRESION ¥ DE (3,29) SE VE INMEDIATAMENTE OUE{¥):

Y
bl = = wi, Ay \%
Ta =z =¥y, = ___‘__._i) L
Mg Wy '

- \
Vs = T .3 Me AWMy, h \,m)
e -7y \ ) (3.91)

¢

\,t) -

Tz Y\-F, = Wg\)

NoNDE Me ES LA MASA DEL ELECTROM Y "a, LA DEL MUCLEOD,

(4) Piv convemienon. se ha wilvnducidy o Superindice e;h'-S
Lo cueld serd w¥L en  cdeado dade fase Q..
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CoMO My >> WMo ,1AS ECUACIONES (3.91) SE SIMPLIFICAN BASTANTE,REDU-
CIENDOSE A LO SIGUIENTE: :

- \ (SR I \ e = 2 W)
Twa — 3, T ® — Soo Vo =5 ]
Ve Nwe < (3,9

(BSERVESE QUE CADA COORDEMADA 33. EM ESTA ULTIMA EXPRESION CORRES
PONDE A UN CONJUNTO DISTINTO DE COORDENADAS DE .IACOBI.

En TERmINOS DE (3.07) LA ExprEsioN (3,98) PARA EL POTEMCIAL SE RE
DUCE A :

i N = - 2e\we 2 \me N v

)
() (3,N) 2

(<) S, 3. \Y_ 33
(3.9%)
HACIENDO AHORA USO DE LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS (EC,1.,20):

S(:ew «L )
LA ecuactoN (3.93) EN COORDENADAS HIPERESFERICAS QUEDA!
| a\we | 22 )
N{p ) =- e
un,o(\ Cou o, \Y-z cn..-(z

(3.94)

CoMO SE SENALO EN EL CAPITHLO ? FL POTENCIAL ESCRITO EM COORDENA-
DAS HIPERESFERICAS (3.9L) PRESENTA UNA PARTE RADIAL Y OTRA ANGULAR.LO
CUAL ES CARACTERISTICO DEL POTENCIAL COULOMRIANO EMPLEADD.

YA OUE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA,
LA PARTE ANGULAR DE (3,91) PUEDE EXPPESARSE COMO SIGUE:

-n0-



\
o ZW‘*W”‘““‘
Cnu(‘ le(l \Y_z&nn(x (_!L\)

(7,05)
LonpE {{; APARECE PARA UNA REPRESENTACION DADA.[LIJAMOS POR EJENMPLO LA
REPRESENTACION L, PoR Lo nuE,LA Ecuscton (Z,75) pos DICE oUE:

¥
L9 b 4y 1M z 2 \ .
\1 5‘ .'l\: w\& (‘n\\ { A - ]\ éﬂ

e Cind,  ndy 2 ey
(2,96)
ESTA’ ULTIMA INTEGRAL PUEDE ESCRIBIRSE COMO: :
I 2y (N MR VL
Vi v —_—
o LMm* ¥
v\ W Y (—-— j A -1 wl""‘\“‘ \.l._ 4
k V) bn, o, \Y‘i v L) sy
(%,07)

NRSERVESE QUE DE LAS INTEGRALES (3,77),LA UMICA NIE SE BHENE CALCULAP
DE MANERA INMEDIATA ES LA PRIMERA,POR CORRESPONMER Jf1,Y &, AL MISIO -
CONJUNTO;PERO EN LAS OTRAS DOS{Y, %Y [l ®3CORRESPORDEN A DISTINTOS -
CONJUNTOS .ES EM ESTE MOMENTO DONDE HAPENMOS USO LE LOS PAREMTESIS DE -r
TRANSFORMACINN DE PEvVAT-PavymarL (3,57),

DE ACUERDO A LA exPreston (2,12),sE TIENE:

I L LM
R 9 LM 9 My
\:S\ ‘(\;l\\ Z <A 2\\9 "n7k\. w" )

55, b,

W

(7,070

-1



L5 LM .,IRMLM

v,
wk e,y = 2 <k 2“3\1‘19“\> W (44)
S, "\3

aPp)

SUuSTITgY%NDO ESTO ULTIMO EN (3,97) SE OBTIEME LA SIGUIENTE PELACION
PARA N [
Vi 5 Jq LM ¥,

\]t.h\._._ 2 gw\\ ) u\,-(\ lﬂ. _\_ZZ <£SQ‘\£R"\,7

1
H,LY,\ILV\ e

A A C AR D B R TR AN

1 0
S WQS;RN;LM* \ 33y
' k() \Mi,\ i (3,90)

DBSERVESE QUE AHORA LAS INTEGRALES TIEMEM LA MISMA ESTRUCTURA Y CORRES
POMDEN AL MISMO COMJUMTO PE COOPDENI‘DAS'

1,0 Ln*
W,y W(}lfc

(3,110)

POR LO QUE SU CALCULO ES INMEDIATO Y LOS PARENTESIS DE TRANSFORMACION
ESTAN DADOS EXPLICITAMENTE POR LA ECUAcIoN (3.57)."NALICEMOS LA EXPRE-
ston (3,190 nAs DETALLADAMENTE ,ES DECIR!

L
W“l!l:; M\m z (2w gy \ LM} -

13 " hl W
Mk Y\
| gw“ e \““i (2,101)

PoNDE L XiMA{ gnﬂ\Luﬁs UM COEFICIFNTE DE (LERSCH-GORDAN,

FL CALCULO DE LA INTEGRAL EM ESTA ULTIMA EXPRESION SE PUEDE HACER
DIRECTAMENTE ‘EMPLEANDO EXPLICITAMENTE LOS ARMOMICOS HIPERESFERICOS t#):

(+) <\_~fL: nat d Cntet d éﬂ\ é-“y\ ‘,Se&;n R ecl2.20).
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WAaosgwd vy
SW\( ) \C«w(;) -

X A (g, ty)
:N;“ @mwd‘qm&} K‘LWNQ Y (\\Y ln)

: K..‘_ \ RIS .;o( L, i,

Gty (2,102)

LLEVANDO A CABO LA INTEGRACION SOBRE LOS ARMONICOS ESFERICOS,SABIENDO
QUE \io \3) \ ‘
S o m—
: o \PE

Y ADEMAS ‘ o _
O - S‘*ﬂ . R

S \14 $) 28 = Naw by %.‘"“‘ (2,10%)

EnTonces,La INTEGRAL (3,192) SE REDUCE A:

l')"‘wﬁ“‘l*’ \
SWK o am)

bo “/ ‘c;li.)
= ‘\&n lan) S P, lenad) Aand ol & & o
° (7,100)
IACIENDD EL CAMBIO DE VARIABLE
Y= one
Y EMPLEANDO EL VALOR DE}J°“ DE ACUERDO A (1,UF),LA INTEGRAL ANTERIOR -
QUEDA FINALMENTE COMN:
\

Lgwd | 20T () (%)
S'WK L) {Z:-z;\)m= m P - (- k‘)l dy
12
- (7,100)

DE ACUERDO A ESTO ULTIMO Y A LA coNDIcIoN (3,10%),1a Exereston(%,101)
QUEDA ESCRITA COMO SIGUF:

=102~



. s ,,v \
fy1 LM Ly Dty
\g (’(0 d: P("‘*?}.) P\(N . (l.,)\)

-\

dy

(2,17%%)
Donpe L0S CoEFICIENTES DE (LEBSCH-GORDAN SE HAM REDUCIDO A LA UNIDAD -
EN VIRTUD DE (3,193),

EN TERMINOS DE ESTO ULTIMO, LA ECUACION(3,90) SE REDUCE A LO SUI+
GUIENTE:

) X5\!\‘-\ (Q“ lQI.\
\]K =L <ls\ﬁm\007k'§ls«° S + 2 A1 \DBZ -
o \ \ ‘ v o

L 2\00;2" 2§ ()} \Pk“n‘-; %y |
T N Plw) W Lep)taY

-\

(3,107)

OBSERVESE QUE L0S COEFICIENTES < 13‘2\,\\00{‘:\( (95\9“\\0 o)‘i“_‘ JSON —-
DISTINTOS,PUESTO QUE CORRESPONDEM A ANGULOS DE FASE kcg\t.\\NFERENTES(*').
lOTESE: TAMBIEN QUE l;‘v 9-1\ SON CERO UMICAMENTE EM EL PRIMEP SUMAMDO,
DERIDO A QUE_EM ESA INTEGRAL APARECEN COMO gw 3(\\.0-

\ \

EL CALCULO EXPLICITO DEL COEFICIENTE
Rex
< RS\Qv\\\ D 0 Yo
SE ENCUEMTRA EM EL APENDICE Z (F) JESENCIALMENTE SE HACE USO DE LAS

PROPIEDADES DE LOS COEFICIENTES O-J,con k=0 =Rv,‘=!nQPARA quE A Ay, SE
\
ACOPLEN PARA SUMRR L<DESTO SOLO ES POSIBLE SI

*\\=p’l\\ :2 )

LG CUAL SE DEMUESTRA EXPLICITAMENTE EN EL APENDICE ARRIBA SENALADO,

Por Lo TANTO,LA EXPRESION FINAL CORRESPONDIENTE AL COEFICIENTE --
(+) Vey Pc’o). 3%
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. 4,
A ’
<f(s‘i\\\\00>“ ES LA SIGUIENTE!

. Q{
<h o oo - Mooy =

) & Tinar) P d Y
= 0 2 M) Plw L 428 vl \ L
_k_\_\ (»\‘;?i\ p(“_‘*‘\*_i) ix !a-\) L ¥ :.z) “‘:“l\

P laaae) Plangae ) ’

2 0 )!‘*l‘"‘q (2200 atn) hss) - (B850 (£48,-0)) (230 -0)) .
LYy CREINIEIRN

ALY *
k z* ) ' : Z e

Qo (B (M 2

w+1\ +)Q:| ;,u;l\-bl, '
) (neuy;

P (2vadiahia2) Plauadslyve) (end,,
Plvade) p(v-»kﬁ'-;_) Plon) P(wl\d,n)P(,M\{il)f'(}nlﬁ’il) P(/,_\) .
‘ , Fy« H\&Q]-\z)

(3,1n2)
TIONDE LA RESTRICCION SOBRE LAS SUMAS ES LA S1GUIENTESVER EC,3.58)

k-’-Z‘A( ¥28 = ?,\4\2 = v ;zﬂ‘gzﬂs

, (3.102)
AuEMAS SE DEBE CUMPLIR LA SIGUIENTE COMDICION(H) ;
Ra0 44
1\#23 W= pay 212 54,4,

2 ‘ (2,11
COMPARESE ESTE RESULTADO CON LA EXPRESION (2.7, :

De LA ecuacion (3,199) se concLuve nue K DEBE SER UN NUMERO PAR,
ES DECIR,SOLO LOS TERMINOS CON K PAR DARAM CONTRIRUCION A LA EXPRESION
(3.197) .ESTE RESULTADO ES EL MISMO NUE SE OBTUVO £y EL CAPITULO 7 DEL
ANALISIS DE LA EXPRESION (2,3L), )

(+) Vex Aecuda 2 L#).
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POR LO QUE SE HA DISCUTIDO HASTA EL MOMENTO,LA FcuAclion(3,117) rg
SULTA SER LO SIGUIENTE: ‘

R 4, ¢
VMR Kz Lo St ® CALIOOY - L <xz\oo>;ﬂ$.

eq (ma) \ b \
Sy LA
_ * - (3,111)
Con <RENOODS. pADO PoR (3,179),SE PUEDE DEMOSTRAP SIN DIFICULTAD
QUE LOS SIGUIENTES PARENTESIS DE TRANSFORMACION TIENEM LOS VALOPES:

<00\oo()£\:= s ;<oo\00)j:‘ = w2

o Lo % .
<DD\00>«\°: (’/00‘\“?\“-\-‘5"&*224\1( ? <u \°0>?.o %z(p‘“

‘ Q!'\ 4 ])l 4,
dileoys = (—;\ a4, PRSHTTINE % 2y (3,112)

DE ACUERDO A ESTO,ALGUNOS VALORES EXPLICITOS PARA\j: gn (3,111) Han s
DO CALCULADOS PARA EL ATOMO DE HELIO (232 ) (+):

o _ gn'h _ o_ 3ty E_)
N, = ’;‘U\E) Ny =53 ("*4
o _ \
Vp= 0 Vy= o (3.113)
\
V;; .&SZ.E" VLN IS
s 47 3%

COMPARENSE ESTOS VALORES CON LOS ORTENIDOS. POR EL CAMINO DIRPERTO EN EL
CAPITULO 2 (EC.0.40),

EN VIRTUD DE LAS ExPRESIONES (3,00) v (3,95) v SABIENDO QUE IS‘J-,‘J,
AS1 COMO L=0 Y M=© ,EL POTENCIAL PARA EL ATOMO DE NOS ELECTRONES SE
PUEDE EXPRESAR COMO:

. §  AliEomo
\I\@M:—"'ﬂ}g Z Ny Wty (z,11L)
' kr&

() B vdey & d‘ti se cabeulla conn s explics e b peg. 82
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Tonpe V:ESTA DADO POR LA ECUACION (3,111) \ESTE ULTIMO RFSULTADO FUE
TAMBIEN ENCONTRADO EN EL CAPITULO ANTERIOP (EC.2-34 ) ,HACIENDO EL CAL-
CULO DE UNA MANERA DIRECTA, ES OPORTUND CBSERVAR AUE EN LA OBTENCION DEL
VALOR DE\J POR EL METODO DIRECTO,SE NECESITAN CALCULAR INTEGRALES PA-
RA CADA VALOR DE A, ,MIENTRAS QUE MEDIANTE LOS PAPENTESIS DE TRANSFORMA
CION EL TRABAJO SE REDUCE CONSIDERARLEMENTE,

M PARTIR DE LA EXPRESION (%, V1M ,EL PAZOMAMIENTO SERUIDN EM EL CA
PITULO ANTERIOR ES EL QUE SE DEBE SEGUIR AQUI:APROVECHANDO LA COMPLETEZ
DE LA BASE HIPERESFERICA HACEMOS UM DESARROLLO DEL POTENCIAL COMO DE LA
FUNCION DE ONDA EN TERMINOS DE ARMONICOS HIPERESFERICOS,ESTO NOS PERML
TE REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER A UM SISTE-
MA INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDIMARIAS ACOPLADAS EN (f).-
TRATANDO EL CASO "MONOPOLAR" (*;_13) EL SISTEMA SE DESACOPLA,SIENDO LAS
SOLUCIONES CORRESPONDIENTESR“,@EL TIPO DEL ATOMO DE HIDROGENO Y CONS
TITUYEN UNA BASE COMPLETA PARA LAS FUNCINMES RADIALES;POR ESTO ULTINMO
ES POSIBLE REDUCIR FINALMENTE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHRQ
EDINGER A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES Y HO-
moceNEAs (Ec.2.67):

g b
m E}GA;:: - ezm Z i_ q“:.‘: V\< .

“r o W, L)
w
o QL LU
R o) H ey <l B s 1,

= 0

LA SUMA SE LLEVA A CABO SOBRE TODO EL ESPECTRO CONTINUO Y DISCRETO. N
£STA DADA POR (3,111)-EN TERMINOS DE LOS PARENTESIS DE TRANSFORMACION
De Reval-RaynaL.

EVIDENTEMENTE EL TRATAMIENTO DEL PROBLEMA DE TRES CUERPOS EN GENE
- RAL,PUEDE SER HECHO MEDIANTE EL USO DE LOS PARENTESIS DE REVAI-PAYNAL.
EN ESTE CASO,SE HAN ELEGIDO LOS SISTEMAS ATOMICOS DE NPOS ELECTRONES DE
BIDO A QUE YA HAN SIDO TRATADOS EN EL CAPITULD 7 DE FORMA DIRECTA,LO -
CUAL PERMITE TENER UM PUNTO DE COMPARACION PARA AMBNS TRATAMIEMNTOS.
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LISCUSTa:,

EN ESTA TESIS SE 1A ESTABLECIDO EL HeTopo pE CooRDENADAS HiPERES-
FERICAS COMO UN ENFOQUE DISTINTO PARA EL ESTUDIO CUANTICO DE SISTEMAS
DE MUCHAS PARTICULAS,SE HA PLANTEADO EL CAMINO A SEGUIR EN LA APLICA--
CION DEL METODO Y EN ESPECIAL EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS HA SIDO TRA-

" TADO EXPLICITAMENTE,

EN EL CAPITULO 2 SE ESTUDIO LA APLICACION DEL METODO PARA LOS SIS
TEMAS ATOMICOS.EN PARTICULAR EL ATOMO DE HELIO FUE TRATADD PARA EL CA-
SO DE SIMETRIA HIPERESFERICA PARA LA INTERACCION (WSO)UNICAMENTE PARA
“MOSTRAR LA FORMA DE LA BASE RADIAL R',;L&()PARA pIcHo S1STEMA.EL PROPOSL
TO DE ESTE CAPITULO MO HA SIDO ESTUDIAR UN SISTEMA O SISTEMAS EN PARTL
CULAR,SINO MOSTRAR EL CAMINO PARA EL TRATAMIENTO DE SISTEMAS ATOMICOS
MEDIANTE EL FETODO DE CnORNENADAS H1PERESFERICAS,

EN GEMERAL,CUANDO SE TRABAJA CON UN ATOMO DE DOS ELECTRONES EN EL
CASO R$0 ,SE DEBEN SEGUIR ESENCIALMENTE LOS SIGUIENTES PASOS:

1) F1l EL CASO ¥e= @ SE HA ENCONTRADO LA BASE RADIAL ?{“

2)EMPLEANDO LA BASE RADIAL Y ANGULAR,REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL -
PARCIAL DE SCHROEDINGER A UM SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGEBRAI -
CAS LINEALES Y HOMOGEMEAS Y CONSTRUIR LA MATRIZ DE ENERGIA CORRESPON-~-
DIENTE,

3)D1IAGONALIZAR LA MATRIZ DE ENERGIA,

4)ANALIZAR LA CONVERGEMCIA DE LAS SOLUCIONES.

SIGUIENDO BASICAMENTE EL TRABAJO DE J.REVAI Y |.PAYNAL,EN EL CA--
PITULO 3 SE DEFINIO LA TRANSFORMACION DE PEVAI-RAYNAL,QUE RELACIONA --
FUNCIONES DE DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDEMADAS DE JACOR! Y FUE POSIBLE
OBTENER LA EXPRESION EXPLICITA DE LOS COEFICIENTES DE TRANSFORMACION DE
PEVAT-RAYNAL,CUYA UTILIDAD EN GENERAL £S SIMPLIFICAR EL CALCULO DE ELE
MENTOS DE MATRIZ EN EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS,

LA RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES BE MoSHINMSKY Y LOS DE Reval--
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RAYNAL,OBTENIDA ORIGINALMENTE POR ESTOS ULTIMOS,FUE CALCULADA EXPLICI-
TAMENTE.ESTA RELACION ES BASTANTE VENTAJOSA,YA QUE PODEMOS NOBTENER LOS
COEFICIENTES DE REVAI-RAYNAL EN TERMINOS DZ LOS DE MOSHIMSKY YA TABULA
pos (6),L0 CUAL PERMITE APLICAR EL METODO DE MANERA MAS SISTEMATICA.PA
RA EL CASO DE 'i PARTICULAS AUN NO SE HA ORTENIDO UNA EXPPESION CERRADA
PARA LOS CORRESPONDIENTES COEFICIEMTES DE TRANSFORMACIOM,ESTD ES POR LO

TANTO MOTIVO DE INVESTIGACION.

CABE MENCIONAR QUE L.OS RESULTADOS OBTENIDOS EN EL CAPITULO 2-SOM -
NUEV0S,ES DECIR,NO SE SIGUIO ALGUN TRABAJO PREVIAMENTE PUBLICADO.EM ES
TE CAPITULO SE OBTUVIEROMN ALGUMAS REGLAS DE SELECCION (ECs.2.7L),As1 -
COMO EN EL cAPITULO 3 (£cs.3,110).A Lo LARGO DE LOS OTROS CAPITULOS,AL
GUNOS RESULTADOS SE PRESENTAN TAMBIEN CON £L MISMO CARACTER,

FINALMENTE CONVIENE SUBRAYAR QUE EL "ETODO DE COORDENADAS HIPER--
ESFERICAS TIENE LA VENTAJA DE SER EXACTO EM SU FORMULACION Y ADEMAS PER
MITE REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER A UN SIS-
TEMA INFINITO DE ECUACIONES DIFEREMCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS.LAS APRQ
XIMACIONES HECHAS SON CONOCIDAS EM. EL SENTIDO DE QUE SABEMOS HASTA QUE
PUNTO LIMITAR EL MUMERC DE ECUACIONES,LO CUAL ESTA SUJETO AL ANALISIS
DE LA CONVERGENCIA DE LAS SOLUCIONES.FSTA COMVERGENCIA ES AUN ESTUDIA-
DA Y DE ELLA DEPENDE LA APLICABILIDAD DEL METODO,
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APERICE 1,

EH ESTE APENDICE SE RESOLVERA EXPLICITAMENTE LA ECUACIOM DIFEREN-
CIAL(1.U3),TAMBIEN SE CALCULARA EL VALOR DEL COEFICIEMTE DE NOPNALIZA-
ctom \[""t.nAno o 01,40),

M, Souwucton De La Feuncicn (1,43}

3 Hu*z-(% -&. Uhﬂ N j““”"'::— }:\% =0

doct Cn e
"N
ESTA ECUACION ES SINGULAP EN LOS PUNTOS d=0 WK ,CON W ENTERQ)
M:-‘I ‘““w ,CON W ENTERQY,"ARA PEMOVER ESTAS SIMRULARIDADES,PROPONE
MS A XMC“"O SIAUE:

R W)= ) (c«w) 3« )

"2

[

FMCONTRENOS AHORA EL VALOP DE & Y b E4 LA Ecuscion (A,7Y oapn sz o

Y a(:%_ RESPECT LVAMENTE. SURSTITUYENRO (%, ) €M LA ecuacton (A1) v -

LLEVAKDO A CA2O LAS PERACIONES INDICADAS,DESPUES DE SIMPLIFICAR Y ASQ
CIAR TERMINOS SEMEJAMTES,ORTENEMOS LA ECUACION:

s ) o [ 2220)- (22 s e Sl
t
|| o2 () s | | 257 el

- (Fabal ) 2224 - (et m&‘.ii“.gi)*x\‘;%% SO

( 4)

TOMDE SE HA HFCHO USD DE ALGUMAS IDEMTINADES TPIAOMOMETRICAS IMMEDIATAS,

+—

[ Ra ta BN



SE PUEDE VER QUE PARA of=o LA ECuAcion (4,3) SE PETUCE A

\x; #zf\ - (e¥4e Jﬂ\ U =

NN
DE AQUI QUE:
Q= JQ a.. Q= —1\1—\

[E ESTOS DOS VALORES omemnos DEREKOS ESCOGER AQUEL TAL AUE LA SO
LUCION SEA FINITA EM TODO PUNTO,PAPA AUF AST TENGA SENTITO FISICO (A -
"FUNCION DE OHDA BUSCAPA (VER CAPITULC 1),7S{ PUES,ESCOGEMOS EL VALOR:

a =4y

DE LA MISMA MANERA,PODEMOS CALCULAR EL VALOP DE \: JHACIENDO °<=‘—‘é
N (A.3),DE DOMDE SE ORTIENE:

be 4y

PorR LO TANTO LA SOLUCINN PROPUESTA EN 7,7) nuEpA:

KLy = Qw«)}\‘ (onec)ls (&)
DonpE S(d) SATISFACE LA ECUACION DIFERENCIAL :
() k\.:m__,_:z*);,\ fo|en ) - 2222) m;.(\ .
(R a»()‘l‘ St + \1\ K ‘i’:}’ﬁ_) Ay kL’L‘i”%‘—‘-\-Xl Y zemay -
Ty ey ) )

g U emty bose

(A5)

(7B
TRATAPEMOS AHOPA DE FNCONTRAP EL VALOR DE S(d) A PARTIP DF LA ECUACINM
ANTERIOR,ENTONCES,HACIENDO EL SIGUIENTE CAMEIQ DE VARIABLE!



Tz em 24
7

APLICANDO LA REGLA DE LA CADENA Y REALIZANDO TODAS LAS SIMPLIFICACIONES
POSIBLES,SE PUEDE VER QUE LA EcUAcIoN (A,F) sE REDUCE A:

(=% ) g“(ﬂ ;\_} .Q - {15»1“*3)Y“X $'0Gp) *K 3 us‘g‘\\ JS'Q‘\\X
Sb{)

(A.8)
ESTA ECUACION DIFERENCIAL ES SINGULAR EN Y\ 1\ jPROPONEMOS ENTONCES UNA
SOLUCION DE LA FORMA:

S = 2 C w‘-\) (2.9)

ENTONCES: R0

S‘W\:ZQ\LM Lv-\)‘z'\ ; S“t\m z (,, (o) L) Ly \)
Qz\ 32

 SUBSTITUYENDO EN LA ECUACION DIFERENCIAL (M) OBTEMEMOS:

< e -
(") L et € ™ s Doty e ¥ 7 ot
‘e=1

iw (20)- 5 (Apha) XI ¢, ()" = 0

EXPRESANDO \-y* COMO:

A-yts ) - 20¥)

SUBSTITUYENDO EN EL DESARROLLO Y CAMBIANDO DE SIGMO A TODA LA ECUACION:

SIS



oﬂ’ B : o - - =
z_‘ o) G, (0 32 1 Jele) G e = (- 8) T € (g™
z L Zzp Y2z .

i - e N . o
¥ kg HY Z kC, (341) —[ PO *2‘1)'22 Ugpy) \ 7: Chkx‘-\)\l
s LTS

= O

AHORA,EN EL CUARTO TERMIMO DE LA ECUACION ANTERIOP PODEMNS HACER LO SI
GUIENTE:

(Latpa) ¥ Z G )

-QK*X n)z \LC‘ L\"\) > ,Q»lsn)i\tc (y- 3

W=y

SUBSTITUYENDO ESTOC EM EL DESARROLLO Y ASNCIANDO TERMINOS SEMEJANTES,DES
PUES DE AJUSTAR LOS IMPICES DE SUMA OBTENEMOS:

im-\\c&w—\\“ s Ugtyn) 7 \‘c\w.q"- \.}(- 04, )- L (g ﬂ.

L 5 3 \":'\

Z w—n +i@mm( L) -\X mZ&mc (- \\ N
L T 2=y
v Qe u\*z)Z(\u\)Q Ly- \) - o 1)

TE ESTA ECUACION SE VE FI\CILF‘E'\ITE OUE LA RELACITN DE RECURRENCIA PRESUL
TA:

Gen ')_-;f - uS"“\)'%us*‘\\l- k {\L'\—de\ﬂz)
Ce Den) (2k +244 + 3)
. (M0

PARA EXAMINAR EL COMPORTAMIENT) DE LA SFRIE,APLINUEI'0S EL CPITERIN TF .
COMPARACION,




SABEMOS QUE LA SEPRIE:

ez Y bd\ Z.C&x ) (1,12)

s
DIVERGE,Y LA RAZON CSv&\ DE DOS COEFICIENTES SUCESIVOS ES !
[
Cyan - \
Ty T sa\ (A,13)

St _pivipiMos €L coctENTE (P.11) enTRE (A.13),ENCONTRAMOS QUE:
Qk;\ 5 Cs;\ »
N s (A1)

EsTo uLTiMO INDICA QUE LA SERIE (A.9) DIVERGE.PARA QUE LA SOLUCION TEN
GA SENTIDO FISICO,ES NECESARIO CORTAR LA SERIE.SEA W= \¢ EL MAXIMO VA-
LOR DE J PARA EL CUAL LA SEPIE SE CORTA,ESTO IMpLicA aue (P,11) s pe--
BE ANULAR ENezw Y ESTO SUCEDE SOLAMENTE QUE EL NUMERADOR SEA CERO,ES -
DECIR:

> -Ulssﬂw) -}\-Ugl\\\z.“(“us Whiz) = o
(A.15)

Q Ne !ESTA EXPRESION PODEMOS ENCONTRAR EL VALOR DE )‘ EN TERMINOS DE W
[N Y \;\ H
= wklexq) (A.16)

vz Zwalgaly
Entonces,por (A,1R) LA RELACION DE RECURRENCIA SE REDUCE A @

CON

¢ mlnya b 3y ) - \t(\ua;\ou) e,
L AR
Qen) L 2k (zany M\

JONDE SE MA HECHO LA CONVENCION:

x‘v\-\\-z ) k: XS*\—L

(A.ID)

(A.18)
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EN RESUMEN,LA SOLUCION DE LA Ecuacton (M9 es:

3Oy = ZC (1)

DONDE LOS COEFICIENTES DEL DESARROLLO ESTAN DETERMINADOS POR (A, J7)
FXPLICITAMENTE SUY)ES L0 SIGUIENTE:

SUPY = 0, & €, (1) & G081 a-me & G Le)”

= ’\-\“M CP-\) & nivrarhwn ) - laybaz) Mv\-\a-»\m) G,
2laan) 4lawt) 2le)
| Mi{nreabin) - wa)laabm) 9
l" 8] 3 . - Y R
LsuNoS poLINOMIoS SC¥)son Q.\ W2 ey Y2 )
=0 Sy) =
h = Laxbaz ) ()
il Sp) = — 2(aa) *
2lav) ,
n=2 Y = \_Akaw.)(a»\) 1alaybiz)laaz) w_\) N
% _____..—-.-
$ladw ) (axbaq) (1) ‘& e
n=3 . Sy = Xuam(«m} lan) + 12 larbag) (arz)(erz) C¥-1) ¥
3 blraby 5)-(0&\.3-»-\3 (m)w-n‘ x laxbae) (aabas) lasbiq).
. G S SO —
) k B laa3)lasz)lan)

ESToS SON PRECISAMENTE LOS POLINOMIOS DE JACORI (NO NORMALIZADOS) (3)
la,%) a,b) le,%) (&, %)
. D .
Po M P, Yy ;o Y Ly Py,
RESPECT I VAMENTE,

POpEMOS ENTONCES CONCLUIR QUE (A,2) ES LA ECUACION DIFERENCIAL QUE SA¥

-1-



TISFACEN LOS POLINOMIOS DE |ACOBI' : l v 2 \
(a,b) (e, h83)

Sy = P = P (enea)
(A,19)

FINALMENTE ,EN TERMINOS DE LAS EXPRESIONES (8.5} v (7,10),LA soLu-
CION DE LA ECUACION DIFERENcIAL (A,1) Es:

lQ‘\*l) "\-l)
AT (m&) (amc) m Lonzd)
(h,20)

Aoy,

B. Carcuro DeL Coericiente De llorRMALIZACION }J Para Los ArMonIcos Hi-
PERESFERICOS,

NE Acuerpo A LA expreston (1,85),L0S ARMONICOS HIPERESFERICOS SON
LOS SIGUIENTES:

(Bt 1Y)
Lo b i gmy J\‘ ., o tay
. UL; z N (enx) ('wnd P lenw) ls\ \& )
Lty 3.0)

TonpE N ES EL COEFICIENTE DE NORMALIZACION PARA LOS MIsMoS,CALCULEMOS
UNA EXPRESION EXPLICITA PARA DICHO COEFICIENTE.

FN GENEPAL,LA ECUACION DE EIGENVALORES ASOCIADA AL HAMILTONIANO -
(1.28)

{__\ L BSK > 1 3’l \)‘k K Ms\ 1 m\k\yu;\\ E\y(“)

TIENE LA SOLUCION Wvl.x,vt)TAL AUE PARA CALCULAR LA CONSTANTE DE NORMA
LIZACION HACEMOS USO DE LA CONDICION:

Yl Yisn) s & =

(.2)

-11E-



ESTO ULTIMO LO PODEMOS ESCRIBIP cOMO(A ):

| &WTS.‘\\ Ws) L) (i) ‘e\;r(s- i,

(F.3)
AHORA, DEBIDO A LA DEFINICION DE LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS: ‘
3= (’CAI’L“( \
)
"L: (’W"
LA FUNCION_DE ONDA PUEDE ESCRIBIRSE coMo (VER cAp.1):
(\\)(31\) =f\‘\>((’) (Z((’)w (.ﬂ.)

Pop LO TANTO,LA ECUACION (R,3) TOMA LA FORMA:
* 5 )
g o) ) W 0 W (@) s 3 \-(—,—;3 Jo 3 Al A=

(P, 1)

b}
PoNDE ;3 k Q’é) ES EL JACOBIANO DE TRANSFORMACION EN EL CALCULO DEL
ELEMENTO DE VOLUMEN,SE PUEDE VER FACILMENTE QUE MEDNIANTE LAS COORDENA-

DAS HIPERESFERICAS:
3 L e
= (3.5)
Y POR LO TANTO:

S "\3 e,«(\ = 07 nat 4 onta

(8.8)

SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMO EN LA ECUACION (B.4) v pop ser \Clp) Y’VJ L),
INDEPENDIENTES, (B. 1) SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

% Yl\e)'me) e*de: gw“mw (@Y At et X 30 4 = 1

(P./)
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PE ESTO ULTIMO DEBEMOS TENER!

/(/;;) £e) ¢*dp

(®.8)

) _
/24{ () W (1) aeuta enta du I 4, =(g,g)

LE LAS CONDICIONES ANTERIORES,LA QUE NOS INTERESA POR EL MOMENTO
" ES LA (B.9),PARA CALCULAR LA CONSTANTE DE NORMALIZACION PARA LOS ARMO
M1COS HIPERESFERICOS, '

ESCRIBIENDO EYPLICITAMENTE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS EN (B.D)
oarensmos. Uy
v Ul
S )\[ {l\‘ )sil; u\f Lulsui) (‘\* ntﬁ* l)

""‘"\ lens) w (emzd) G Leard) o
w 4 g™
N ‘tﬁﬂ Ty Y, Y ) setaet dedhy A,
N LY L, N _ '1_

(3.1M
ﬂPROVECHANDO LA CONDIC[ON'

S t\\\L- m\} Lv\N m 1% (0 ML\ 3 5:, :‘\e,\)

LA ecuacion (5,10) SE REDUCE A:

Y
| I AL IRV 1 XY L ey 1
KN M\ ) (cad) if’“‘ sy | 4 = 1
b

LN

(1.11)
Los LIMITES ME INTEGRACION CORRESPONDEN AL INTERVALO DE DEFINICION DE
LOS POLINOMIOS DE JACOBI: [o,‘!’._]
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HACIENDN EL CAMBIO DE VARIABLE DE INTEGRACION!
Y=oz , .
LA expresion (R,11) PESULTA,DESPUES DE SIMPLIFICACIONES ORVIAS:
, \
B T O e S
- w ) d Gop) GorpY | Py} 9Y =
’ -\

(R,12)
EL VALOR DE ESTA IMTEGRAL RESULTA SER (3): ‘
\

ayby
(-9 (1)’ X Pi {Bmzér .

M (& aman) Tlbann)

" (aybdzan) () Tlaabamn)
POR LO QUE,SUBSTITUYENDD ESTO EN LA EXPRESION (N,12) Y SABIENDO QUE

ez

w3 \ '
\% '
- b 43y
OBTENEMOS FINALMENTE:

\
/.
3
N l\l\.\ v\ ((waz) UIS*XWM W\
= 3
* PLA 3w xll\\’uy\),vw {)
R
DONDE SE HA HECHO USO DE LA PROPIEDAD:
P(“*\S = wn\
Y ADEMAS!
k= 2w Al -\,Lt

-1lp-



A CF 2,

N ESTE APENDICE,MUCHOS DE LOS DESARROLLOS COPRESPONDIENTES AL
CAPITULO 3 ,SE TRATAN CON DETALLE.FL APENDICE CONSTA DE LAS SIGUIENTES
PARTES ! '

", TESARROLLO DE ONDA PLAMA TRITIMEMSIONAL,

D,DESARROLLO DE OMDA PLAMA HEXADIMENSIONAL.

C.FUNCION GEMERATRIZ PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS.
D.CatcuLo DE LA INTERAL: (exel-e®ri®s 23,7 et feTm2ag ) ds

E.MBTENCION DE LOS COEFICIENTES DE TRANSFORMAC]ON((S U j't;_
F.CALCULO DEL COEFICIENTE < &8y \0O% S,
C.CALCULO DEL COEFICIENTE (m “‘\\°‘O1 i,

CoMo SE MENCIOHO OPORTUNAMENTE,TODOS ESTOS CALCULOS SON UTILES PARA

EL TEXTO PRINCIPAL DE LA TESIS,PERO MO SE INCLUYEN AHI COM EL FIN DE NO
OSCURECER EL RAZONAMIENTO SEGUIDO POR ESTA RAZON ESTE APENDICE ES EX -
TENSO,

A, DEsARROLLO NE MDA PLAMA (TRES DIMENSIONES),

EN ESTA PARTE CONSIDERAPEMOS PRIMERAMENTE ESTE DESARROLLO,YA QUE
EL CAMINO SEGUIDO EN ESTE SERA EL QUE SE UTILICE EN LA OBTEMCION DE LA
EXPRESIOM PARA EL DESARROLLO DE ONDA PLANA EN SEIS DIMENSIONES.

SUPONGASE UNA ONDA PLAMA TRIDIMENSIONAL,DE NUMERO DE ONDA \K,MO-—
VIENDOSE EN UMA DIRECCION DETERMINADA,POR EJEMPLO EL EJE Z POSITIVO, lA
EXPRESION PARA TAL ONDA ES:

ey Covl
et
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NoNDE 6 ES EL ANGULO QUE FORMA EL VECTOR DE PROPAGACION CON EL EJE Z,

POR DEFINICION,LA FUNCIOM EXPONENCIAL ES :

—— " \ .
e(\wme _ L Urr) "
- L Ver)
— Tm lend) AN
: PERO LA FUNCION(SN!U) PUEDE EXPRESARSE EN TERMINMOS DE LOS PQLINOM[OS -

DE |EGENDRE coMO SIGUE(w):

(o))" = Z G P tend) 20.3)
. WA
£N DONDE: w
a\“-_- Z-V-\-A-;—\- (un_@)h Pm(ma) A(,CM.O) o
° 200, 1)

L0 CUAL PUEDE VERSE FACILMEMTE EMPLEANDO LA PROPIEDAD DE ORTOFONALIDADv _
PARA LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE:

\ Bulens) P, lng) dans) = 2 S

EL vaLOR DE LA INTEGRAL EN 2(A,H) ES (w):
\

S A cﬁng”) %“z

-\

w P(5n-5943)
2% g PLywayad)

2(7,5)
“Donpe 4 = e & ,ESTA INTEGRAL ES NO NULA SIEMPRE QUE SE CUMPLA LA
CONMDICION:

N-m = PRy = 25
2(a.F)

ENTONCES,EN TERMINOS DE 2(aA.4) v 2(A.5),EL peESARROLLO 2(A,3) QuE-
DA COMO SIGUE!

“ Z 2w\ .V\\_\"\'\'Z“"_lm'}-\i) P (C«.LQ)
QM\Q) = — z ™ (w’"\)!\ﬂ(‘i““iﬁ*}i) 2N, 7)
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POP CONSIGUIENTE,USANDO ESTO ULTIMO EN LA EYPANSION 2(N,2) ,ESTA QUEDA:
ec\uunt.o__‘:

ZT_ dusy W PLEm o3 o }) Lo b tno)

M(V\-M\\VK\“\ “*T\ 'V\\

: 200, 8)
EMPLEANDO LA conDICION 2(A,R) ;ESTA ULTIMA EXPRESION SE REDUCE A :

et eYn® -

2s T say)
= 2 é i“ lzwmat) (—\)S (ry) ™. : . PN(MG)
w S

2 (2s)) Plsamal)

2(0.9)

MEDIANTE LA "FORMULA DE DUPLICACION" PARA LA FUNCION GAMMA (1o):

Plary) « ) Pl)
[ 2 3Y

2 ris) 2(A,10)

LA ecuacion2(A.9) st REDUCE,DESPUES DE SIMPLIFICACIONES DIRECTAS,A LO

SIGUIENTE!

) kw\mm T\
. \ . ———-
et\wuw: Z O tamy P (CMQ) 2 N P(s*w\") z\w)
e 200,11
MHORA BIEM,LA FuNCIOM TESSEL ESFERICA SE DEFINE COMO:
z\wh—
3 Z (—\3 z - k ‘3
31 :3,\3 W N\u,h—) x»l
2(A.1D)

"POR LO QUE ES FACIL VER QUE LA SEGUNDA ‘suMA EN 2(A,11) ES PRECISAMENTE

LLA FUNCION: 1
4 Uev)
L4

-1



POR LO TANTO,LA EXPANSION DE ONDA PLAMA TRIDIMENSICNAL OUEDA EXPRESADA -

. coMo:

e ) 44,080 Pylens)
" 2(1,1%)

~ FSTO ULTIMO LO PODEMOS ESCRIBIR DE UNA MANERA MAS FAMILIAR,GRACIAS AL
" TEOREMA DE ADICION DE LOS ARMONICOS ESFERICOS (23}

o ¥* %
A ‘2 N » :
FALE Y ™" "
2
MEDIANTE Esfo,LA eXPANSTON 2(, 12) ouEpa coMO:

: i i i 4,0) \]ife,un “ﬂ:(m‘.q‘)

=y G4=-"

2M

2(8.15)

E.DesArROLLO DE OnDA PLANA (SEIS DIMEMSIONES).

LA EXPRESION:
o (3R _ il scamskennd) - ilesad) ilemend)

REPRESENTA A UNA ONDA PLANA EN SEIS DIMENSIONES Y COMO PUEDE VERSE,E-
QUIVALE AL PRODUCTO DE DOS ONDAS PLAMAS TRIDIMENSIOMALES COM NUMEROS PE
ONDA T, ¥ g, PESPECTIVAMENTE,

AHORA ENCONTRAREMOS UNA ExPRESION PARA 7(7,1) EM TEPMINGS DE LOS

ARMONICOB HIPERESFERICOS.FN ESTA PARTE EMPLEAREMOS ALGUNOS RESULTANOS
VISTOS EN LA PARTE " DE ESTE APEMDICE,

RN



FHPLEI\HDO LA DEFINICION PE LA Fy

MCION EXPONENCIAL 200.2) ,LA ExeRp
ston 2(B.1) se escrire comn:

Z

L& ¢ c
eumgm@+gnmq\= ? L(hﬁ\(uw\
e\
é N .

T oowm Ly , €y & m . .

i w (% kL &

L _.E."_‘.‘Q__ leag) = Z ¢ 13)_ L) (ca0) (cay)

- a0 €1 ml :
- G)MA .

, _ 20.2)
NHORA,EMPLEARDO EL DESARROLLO 2(1.3) parA LA FuncION COSEMNO,SE TIENE:
@”w)é z 223¥\ i 6\‘ P( '\ie'%QS *'\i) . ﬁ(ms)

5 " 5
L0 2 (el Pliesldnt)
, 200,%)
’ \
-\u-— LA
(O'HPSM=Z 2 MR u;f‘( 3 ) : P leas )
N 2 N (en-h)) Tyt S 442
A
DoNDE,POR LA CONDICION 2(A.F),s8 cumpLE our:
-4z 28 - €= Ires
wm-dy 2T — mz Mt 2(3,4)
EN TERMINOS DE TODO ESTO,LA EXPRESION 2(R,7) SE REDUCE A:
ot (s 03%,meny) . 25427 -ﬂpk‘ uRs zuk,‘
{ \SS z‘l\

JENNN

-P.(ow)(' lunly) X'@s“)(’p\“ Ps+3) Ples3) AX

R T R L PO

18.5)

=107

-



A\HORA BIEN,LOS VECTORES ( \z\\-‘ ) v (§,% ) ,TIENEN LA PPOPIEMAD:

\Z\z -‘r\z; =

-.,..Sz \ 1\2 = (D‘
ENTONCES,ES POSIBLE ESCRIBIR:
S: ec,n_.( &\: “MG
2(R,E)
n:ewx k‘: “Me

ESTA ULTIMA EXPRESION CORRESPONDE PRFCISAMENTE A LA DEFIMICION DE . LAS
. COORDENADAS HIPERESFERICAS (cAP.l1),SIEMDO (¢ LA LONRITUD DFL RADIO -~
DE LA HIPERESFERA DETERMINADA POR

2 2 _ ot
Yarte e
LO MISMO GUE W PARA LOS VECTORES g, Y Yo SEAN o ¥ @ 105 ANGULOS QUE RE

LACIONAN LAS LONGITUDES @ Y W CON Los VecToRes (§,% ) v (e R,) Res-
PECTIVAMENTE.

EN TERMINOS DE LA EXPRESION 2(",7),eL pesapretio D(7,F) RESULTA 8

SER!

RUCRCERRCEY

% N il 2tk
- R it S k) ) lamp)
s)‘:l'n!‘\
st 2 Ly} )
.Q\(\ y¥in : &zi:,ﬁ (2fqn1) D Lsag) Pltay) - ()lgk“me‘l(m‘()
27 ot PLsHApE ) Pleakp §)

22,7)

COMO QUEREMOS EXPRESAR EL DESARROLLO AMTERIOREN TERMINOS DE - ARMO-
N1COS HIPERESFERICOS,Y FSTOS DEPENDEN FUMCIONALMENTE NE LOS POLIMOMIOS
£ .JACOBI (}‘a'“ JENTONCES,ES CONVEMIEMNTE ESCPIPIP LA RELACIONM:
w (Y)

; (a )
i ] (A3 T
: (onot) (ama) = Z t P (en 24 ) a(m %y

-1n



TARA PODER' ESCRIBIR EXPLICITAMENTE ESTE ULTIMO DESARROLLO,DEBEMOS
ENCONTRAR EL VALOR DEL COEFICIENTE (., iLO CUAL SE HACE CON DETALLE
A CONTINUACIQHN,

MULTIPLIQUEMOS AMBOS MIEMBROS DE 2{(B.®) peR:
&)%) a )
P (enza) (1-onzw) (racnew) dleaza),

E INTEGREMOS SOBRE EL ENTERVALO DE DEFINICION DE LOS POLINOMISS DE JA-
cost {0,% ]—

“Il (R) )
S (enx} ('*N*) {\~tntd) L\WM-() P (enzd) dlwea) =

S
/,
l 4,%) 4
= Z ., K [P (ned) (\‘usuo (\+mu\ iUcn.k’.-()
™ ° | 2(8,9)
"~ HACIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE:

X = CILZ"( )
Y UTILIZANDO LA PROPIEDAD DE NORMALIZACION PARA LOS POLINOMIOS DE JA--

cos1 1(B.12): N
LQ,\\ \ za& Y} NC*““) "'(\,n\-\\)
U’ Lr)\ (- Gy Ay =

(ash szna) i) OLave ann)

LA ecuacioN 2(B.9) SE REDUCE A LO SIGUIENTE:

\ sbay
e (‘;L) q M {rama) ) “HVH\)

-t () (\-r) € dp = €,

2 S w ¥) oF = (u\m.m\) \u\)(’(nkm.\\)

-\
| * 2(5.10)
ES NECESARIO,AHORA,CALCULAR LA INTEGRAL DEL PRIMER MIEMBRO DE ESTA UL-
TIMA EXPRESION,LO CUAL SE HACE EN SEGUIDA,

1976



”ACIENDO USO DE LA FUNCION GEMERATRIZ (FORMULA PE DODPIGUE?)PAPA
_ LOS POLINOMIOS DE Jacosl (3):

(a)b) P\ baw “'?”-‘l’.‘
P = &‘“\\“v () (%) I—“X_WN W) S

ENTONCES,LA INTEGRAL EN 2(B.10) SE REDUCE A:

! 1eb)
S Gy e P 3 =
-\

\ ; _ . :
oy 3" ban am)
= L Gl e = i) ey Ay

2w ay ‘

- ’ : o ) 2(%17)

[NTEGREMOS POR PARTES ESTA ULTIMA EXPRESION TOMANDO
s T " bawn Gyn
Mz ey (=) . dve —é—‘;,,\mv) o)
DE DONDE INMEDIATAMENTE SE VE
é“'\ [ T
duz (\w\ ) Ismp\ »,t\\-ﬂ-\ v — e {(nn L-¥)

ENTONCES ,APLICANDO | VECES LA REGLA DE INTEGRACION POR PARTES,LA INTE=
GRAL 2(B,12) ouEeDA: »

\ ta,b)
S (g e P &1 =

-\

woo

(' . " M A“

= S TR N {wm k\-wk i
™ w dy™

- 2(7,13)

FMPLEANDO AHORA EL TEOREMA DE LEIBRNITZ PAPA LA DERIVACIOM DEL PRODUCTO
Dt FUNCIONES(3 ):

wm z KY\) AY“Y A:’;Y ~ 3(5.1!4)

=]or-




SE PUEDE DEMOSTRAR FACILMEMTE QUE:

“ ) »n S-V\'-\wr ™~
.‘}-..—“ {(\&ﬂ%\ﬁ)% = Z (V;\)L_\\v sty (ay) (-3)
C\—X‘ G LS"""Y»\, (z-¥)!

2(8.15)
CONSZW-Y Y L2y

EN TERMINOS DE ESTE ULTIMO RESULTADO,LA INTEGRAL ?(R 13) ouepA co -
MO SIGUE:
(a,))

\
S (Hrf“t\-x\ f’“ o dy =

\
b T-Y 2 G
L.“ z 1) ——e—— . AL \
o k (s-mﬁ\ (e x SE -1 '

- 2(R,1F)

AHORA BIEN,LA ULTIMA INTEGRAL QUE APARECE EN ESTA EXPRESION,ES LA FUN-
CION DETA,QUE SE DEFINE DE LA SIGUIENTE FORMA (W) :

\ Ja W=\ Jav-\
S Osp)  G-9) &y 2 * B (W)
-\

Ped) fiw)
T(A4W)

con B (3,1 = (@e 3,%50) 2¢2,17)

Pe aqui oue 2(B,1F) OUEDA cnmn-
! AN e
S (\w)s (=9) " m Yy = .
-\
" Vo) Dlsavyabay) N{r-vicamn) Tasakabann
R :

(E-war ) LT PLTAS ¥ a*b anag)

" .
2 “! Yio

2(F.1%)
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SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMO EN LA EcuActon 2(R,17),EL VALOR nE ¢
PUEDE CONOCERSE EXPLICITAMENTE,SIENDO EL SIGUIENTE: :

¢,

i " (_\’;.\-w (aabizna) Plaibinm) stt! Clesvadan) Plt-vicana)

ST Plasma) m\,w“)@-ﬂ\. vl lsmar (To9)) Disagararhanre)

~ 2R, 19)
POR Lo TANTO EL DESARROLLO 2(R.8) PuEDE LLEXARSE A cABo coN Cyv, 'DADO
Por 2(B.19) .PODEMOS ENTONCES,PROSEGUIR CON EL DESARROLLO 2(F.7) pARA -

LA ONDA PLANA,

En TErMINOS DE 2(B.8) v 2(R,19),1a Expresion 2(R,7) QUEDA EXPLICL
TAMENTE COMO SIGUE:
el Lrisen 8 tiepend) _ .
N i 2 1 ¢ saetadialy
- Z izuua sy Len ) slw-(\‘( u"?\s(““(‘)“ ()
S,t)Q.’,(“ .
T (2hh) Lalyh) P lsa)) Pluay)

ZS( ) 7
’ (_mg\ e Jlivtnr @ O MU F) PLAsTIR)

o

e e—

n. b YT (axh azw ) Plasbann) sl Plsavabin) Plt-vaama)
. z Z 0 Laann ) Ploann) iyl v Ls=nan)) (T-v)) Plsatrahrmz)

“ ¥y

(a,b) '
. Py tene) - G lend) O feng) 26,20

[}

APLICANDO LA "FORMULA DE DUPLICACION” (APENDICE ?,PTE.R) :
\
Py rles)
S——— ]
218-\ P(s)

Y ALGUNAS PROPIEDADES TRIGOMOMETRICAS DIRECTAS,DESPUES DE SIMPLIFICAR,

rlay)-
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LA ECUACION 2(B,20) SE REDUCE A LO SIGUIENTE: ‘
ot (Rgend ryaend) _

<™ 1 i A Q\\ asa2tad N
- 2 kzmuis-\l\ LMd)S(wx\‘(me)le(‘) el Mgty

st ,l,)!\

{22y (22 31) _ ™ .
AN 28" P (A83%) Pyt +%)

e —— &

z i W (axh .\,z“.\\)r‘(u\am\)msw*\:a\) I"’\t-v‘\c-wh)
Y

’_——_-——___-____—_.——'-' M N
TTo Claawn) Plbwan) bexd ¥\ Lssmar N LTt PLssTdaaV ML)

Tvtaupyd @R
K\-U:ze) \m:m) 0, entd) -P.,(C«O)-?.\lw)

2(B.21)
S1 AHORA MACEMOS EL CAMBIO DE INDICES:

t-v= ¥

S-MiIrz= M

ENTONCES,POR ESTO ULTIMO:
kt: -\(.\,P 5 s = ‘V\-Y*M)as-\tr—‘y\*\\

o 2(R.23)

2(8.22)

hzwmre .
EN TERMINOS DE LOS NUEVOS INDICES,LA ECUACION 2(2,21) QUEDA DE LA SI--
GUIENTE FORMA!



ei(h\wﬁo teqend ) -

zh'\l\\ +R$ 'NQ\‘

-i'mku 1 o L
b i ATNh3 )3"\ (m‘()\(wq)‘\(he)skwﬁ)n (.“e)
)"\ ‘(S"‘\
L e ey (@) i wL T (aabiinan) Plashing) Plnshamn)

g hiinbor P {a ) Plbamn) wmipl Plen ymapaash) -
Plnsrares) ' \‘-'CM(’ P K\*MZ(’)M |
Plnadamal) f‘('\u(,‘.&?*%) 2 ) 2 :

{ \ i k-nd‘»f-y\-z)am*k nw:‘—l) : ) ( | ?Y} ‘
. —_— carear) (eazph .
" » m-Y - N '

©¥zg

la,})
0, ) - P(MO) P lead)

2P

DoNDE LA SIGUIENTE SUBSTITUCION SE HA HECHO: -“*_15;“,”,_ wal ‘y‘).;-
4 =Y
IR RN L T T e R L R Y Sty y 2.
vl T o) TR L TR

DEBIDO A LA PROPIEDAD DE LA FUNCION Gamma:

K w \ _ D lwn)
¥ Clyn) Clw-3 )

AHORA BIEN,UNA EXPRESION EXPLICITA PARA LOS POLINOMIOS DE JACOBI
ES LA SIGUIENTE (3): :

A e e )

t e 2(2,25)

-17n-



POR LO QUE,SE CONCLUYE QuE EL TERMING DENTRO DEL PAREMTESIS ANGULAR EN
La ecuacton 2(B.74) es gL poLInomMio DE Jlacos!:
“\*?*2)13*“*3&) S (P, bam)
9
" t Ml?) - Py\ (MZ(S) t‘(RQZB)

PonpE SE SARE OUE: Ly .
o= Y3 R
NN 2(8,27)
o T Agd 3
< Meprante 2(R,26) ¥ FIUANDD NUESTRA ATENCION AHORA EN LA 5UMA S0-~
BRE way P BN 2(B.2U),pe AcuErDO A LA RetActoN 2(R.27) ALGUNDS TER--
MINOS SE’ CANCELAN,REDUCIENDOSE LA Ecuacion 2(P.24) a:
atlegend sepeay ) | o
- . { aanhalply
3k S LU TR :
iw»!\«* N () ) (o 03 L) T XQ)

-
-~

“:»\)!3;!‘\

*

CLahen) bhan) () | mlasy spmay) Mlavbany )
. Wt .
zt.h%l‘hb!sﬂ\ﬁl  Leswn) Nibena)

(‘:ﬁ‘.‘:‘f { ( Vaon2p )’N (are, B ] e)
2 3

}Z “Pn U"’“(‘) 'Py, Lonan) .%Skcmo).
w AN 2
gt rlen e 7, (eng)

: 2(8.2%)
Mora B1EN,DERIDG A 2(3,2%)
o AN ¢

ENTONCES ,EL TERMINO DENTRO DEL PARENTESIS ANGULAR &N Z{R,2P) s& puede
ESCRIBIR COMD SIGUE:

(=S )\‘(\Q-Cnt )*M ladp, baw)
DA S

(tn2p) =
hall 2 LAl Plzn dwmapigidin) . Lare, o)
: AR M g\ WM, bW
I | LG RO
T & W Tlemihweda) 2 2(°,20)
“ -

RELE



PERO DE ESTA ULTIMA RELACION SE CUMPLE QUE (3
{qw-w)\»w«\ (%)

L - A
Z \\‘V‘V\\ k\:—u{i’y (\:'b—-:i’> ()“ (eazg) PM (mz(l)

wAzg

]

2(3.30)
Y ADEMAS LA CANTIDAD:
w\ (Uc\,»zv\x\) P\q-x\um\) ) (Ni’ljz
n (Q-WH\) T'Uﬂmh) 2

CORRESPONDE AL VALOR DE LA CONSTANTE DE NORMALIZACION DE LOS  ARMONICOS
HIPERESFERICOS (VER APENDICE 1),POR LO QUE LA LLAMAREMOS \N 5'\).
' 13

SUBSTITUYAMOS ENTONCES LAS EXPRESIONES 2¢R,30,29 v 29) EN LA ECUA
cion 2(B27),0BTENIENDO:

el L RON sepend ) - e'\ﬁtﬁ_\, +§°.3k)=

| T T L
o TR e ) ) () g
“)“;lh!“\ X .
s\t Lab) (&)
o (et leban) .NK ' R _
zz:um,a\\u m k——-—z_—l P (enzp) I Lonza) - P,‘(m@)

\

P lemq) . —m -
I Q) W r'(v.m.‘n*a*\;&z) 2351
BHORA,USANDO LA RELACION:
Xz n »95&1\ )

Y AGRUPANDO TERMINOS,SE PUEDE VER FACILMENTE AUE LA ECUACION 2(8.,31) -
PUEDE ESCRIBIRSE COMO:

..12’1_



T; | ! ! I (4,%) {g,%)
= —\_Z K (un.«)s(um()“ (mq)‘('wu(:)' PM’(MZ(l) w ltaza).
K"Snl‘\
let) et By lend) fulind) \M sl
hakaz
ne \*
AN @ ()
3
) W bl Pleahas) |
2(B.32)
LA ULTIMA SUMA DE ESTA EXPRESION ES LA’ FUNCION PESSEL,POR DEFINICION:
‘ \-\k.\l
» LAY
(_2___&_,5.)_-—--—- = Jk* (He)
% W pleawa3) ¢ '
2(8.33)

EMPLEANDO ESTO ULTIMO,ASI COMO EL TEOREMA DE ADICION PARA LOS ARMONICOS
esreRrIcos (A, 1L): ,

Pmm‘-—i\lmj

LA EcUACTON 2(PB.32) RESULTA SER LO SIGUIENTE:

ik 3 % -'i)

A ‘ ' h\ L\ (,N* \Tw;\* ]
= 7_ LZ"\ k N M lww(\ l'um() P { Cnid) Q?Q\\ 1 \'QJS'
%40 ey sl
MS:“‘V\
1) {&b) ™y .
' )\'\\ 2 WL(&) (we) P (uue)\i m ] \-\) 4 u\“?)
2(B.3u>'



" PERO,PRECISAMENTE LAS CANTIDADES NUE APARECEN DEMTPO DE LOS PARENTESIS
SON LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS (VER cAP.1);POR LO QUE FIMALMENTE,LA
EXPANSION DE CNDA PLAMA HEXADIMENSIONAL,EN TEPMINOS DE ARMOMICOS HIPER
ESFERICOS ES:

: l ) RETIR™ ¥ 1,4 LN
2 WMy¥a D W
k-z%l\—t 7: 3 w\& ta,) wk () jk*lb*?)
e i,
wh\‘\

2(P,35)

C, Funcion GENERATRIZ PARA Los ArMONICOS !'IPERESFERICOS.

EN ESTA PARTE OBTENDREMOS UNA FUNCION GENERATPIZ PARA LOS ARMONIZ
c0S HIPERESFERICOS A PARTIR DEL DESARROLLO DE ONDA PLAMA HEXADIMENS1O-
NAL QUE SE OBTUVD EN LA PARTE U DE ESTE APEMPICE Fe.2(2, 7

- . = - *
ei(hf'}*‘f\\ \Z“\? ‘ wl L\Ws\d '\“\w()m‘\ ‘-X
= o e by Wy )
¢ ‘)Qho\
YA VI
S1 HACEMOS EL CAMBIOE +):
r \z,-_zp;\zzzi‘\-,
Y SUBSTITUIMOS EN LA ECuACIon 2(P, 3“) Jur'Tn COM LA EXPPRESION EYPLICITA
PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS W] 3“‘(){‘\‘\ JENTONCES !

W)

(+) Este <ambin tiene ef oBicte de perwiiy encmiver el Qhute desecdn
G)ct}ovtnt\& Ja couvergencia peva dar Jusame Bessed y Loy goliiominy de
Vacehi.
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L e e e gy

Ae-91) 0 kit *
’“Su“‘\
w* X g WS‘“‘\
' &1 ‘Q\\l Uaa 'l'\f ) lk*l(l(’g f"-ﬂ‘)
| 20D
Pecorpanpo ouE Fc,2(R,F):
\e -2 en @
\le,\= 2 s

Y EMPLEAMDO LA IGUALDAD:

\2\= Zf "kl:a‘\gf ?
DEPUES DE ALGUMAS SIMPLIFICACIONES DIRECTAS SE ORTIENE PARA 2(C.1):
SBFI-7aN)

R Y ‘ 1y, Aet)
. ey’ ey k( BLATE SA RS
ale-9)e! Z'e e (G
Wy My
wh
* % 2 T_aql
\{km\l’ tqﬂ'\( un 3“1((’ Y %)

2HCN

CONSIDEREMOS EL COMPORTAMIEMTO DE ESTA ULTIMA EXPRESION EN EL LI-
MITE!
pP—> 9 —2 S

PDARA ESTO,EXPRESEMOS EXPLICITAMEMTE LA FUNCION DESSEL DE ACUEPDO A LA



“ecuacioN 2(B.33),nUE PARA ESTE CASO TIEME LA FORMA:

A thav e
X’““ (" \S?E¥3
'3\:*7_&\’ 9‘“"’&’3 = f\'\

WoPlhaga3) ,
2(C,3)

HACIENDO USO DE LA EXPRESION:
K: A" \-Aslk‘\ )
ENTONCES 2{C.3) SE REDUCE FIMALMENTE A:

wilodire Lol
\q§~§ S W ¥) w @ s\)

" &@ (-g0)" . 2001

DAY Pl wranadodaa )
AHORA,EMPLEANDO LA RELACION EXPLICITA PARA LOS POLINOMIOS DE .JACOBI(3)

" fz NP W TUR TR0

Y E-¥)
SusTITUYENDO 2(C.4) v 2(C.5) En 2(C.,2) ¥ DESPUES DE SIMPLIFICAR SE TIE
NE:.

[4 - -
? wadw al ‘MRS"’
el Y wN“M“i\“\\ 2
YR, wizo
N\b\\

R W e A
. % " (’ . Z . ‘v\ M
W W, P(\HLV\*(‘*’\\* 3)

wk ) ’ W w :
RN ST : 206 -
! ) )

-1%F-



"‘no'RA' sbe PUEDE VER FACILMENTE QUE EM EL LIMITE
o P23 > S,

: LA exPreSION? (C,R) SE PEDUCE A:

e l2i®3-28A)

g—l z ! NH (as) \X U’)\L

kll\u\

w | 1 VR Lox 3\ ey}
"N S MY Y Mt whvy
8 py

T lanatphy43) o

| 20C.7)
LA ULTIMA SUMA TIEWE EL VALOR (3):
4l hd"\*!i ml.’x‘-z \ zvnlsxl\.\.\- \ K&\
Z\ m jk now ) m "
WA
2(C.8)

FH:IALMENTE SUBSTITUYENDO LA EXPRESION EXPLICITA PAPA EL COEFICIENTE
Ve ivereeriifrearrbreaee 2002 e 1 a ecuaction 2(C,7) ,SE OBY

TIENE,DESPUES DE ALGUNAS SIMPLIFICACIONES LO QUE SIGUE:

o b o
AUFIRR) o bl WA m\] ® o)

®, b, 2(C.9.
DONDE § it
( Y
A =G 2 2(C.10)
¥ n Pl JQEA f’\m?«.\; ;_\ \"\mlsﬂ«\ 1) Lra) | 2t

-177.
i



DE LA EXPRESION 2((,%)  PARA LA EYPANSINN DE ONDA PLANA,OBTEMEMOS
LA -FUNCION GENERATRIZ PARA LOS ARMOMICOS HIPERESFFRICOS COMO SIGUE.

MULTIPLIQUEMOS AMBOS MIENMBROS DE 2((,2)réR
_“43 \A.\,l N " é’\
\.& (%) \1 \5) Ap R
& \

E INTEGREMOS,ES DECIR:

ez = e ™ n
LU PE-287) '\LZ tﬁ\\il:t%o‘? 39 =

L . ) . l ! a)"\u5“\ W ¥ W, __\u?\‘ \M‘ . .

: - z \(S)\“ A‘k“ ’\l\[k L) \i Sm\i 5\?)&1 LQ)(\j ‘?\“\?’éﬁ

o K, 4 L 5 { 1‘1 ‘\ ,
TANYE

Wty

2(€,11)

NPROVECHANDO LA PROPIEDAD DE ORTONORMALILAD DE LOS ARMONICOS ESFERICOS,
ESTA ULTIMA EXPRESION SE REDUCE A:

ok - Wy Ay

T . st b\

K & Z”NA @Y e - RO Wy
1 '3 ) v

nr.17)
JOTESE QUE EN ESTA ULTIMA ECUACION LA SUMA SOBRE ngfv*wHA DESAPARECIDO
DEBIDO A LA INTEGRACION SODRE LOS ARMOMICOS ESFERICOS, :

1 AHORA DESARROLLAMOS EN SERIES DE TAYLOR EL PRIMER MIEMBRO DE
2¢C.1?) EM POTENCIAS DE S ALREDEDOR DEL PUNTR S=0 ,TENEMOS!

PRt RO ORI R

% I AP SR DU VARV I (ol )
=Z - )sn\ Xe -1 \i)s\”\il \‘\\k(’é\
A

Ye. * - S=0
-150-



TGUALANPO ESTO ULTIMD AL IH1EMBRO DERECHD DE LA ECUACION 2(C,12) st oB-
TIENE:

Z 5\; %\S LZ\PS"?‘\)\I U’)&I (_:O L? lg;\

Rs 13‘0‘\“‘3‘“‘&
Z (' s \< "'\fk L)
7(C, 1

PARA QUE LA IGUALDAD SE MANTEMGA ES NECESARIO QUE L0OS COEFICIENTES DE
LAS RESPECTIVAS POTEMCIAS DE S SEAN IGUALES,ES DECIR!

Lltgn ¥ Y .
K 1!'“\ M ) & \z\ws-zq.-‘t\\ Y AT
— — L9 L2) .
'1'\] W) = \Q\ S\ )@ \Laﬂ L‘\ &)
APy 2(€.15) o
DE AQUI QUE LA FUNCIOM GENERATRIZ PARA 1:0S ARMONICOS HIPERESFERICOS ES i
LA SIGUIENTE:

g g g
CK W\: LfL()‘\‘—'U\\: “ P

bk (2e5-237)
S X€ i \[ (y)\{tq‘\é\vkﬂ 2(C.19)

Q=0

T Caccuco Pe La INTEGRAL(R,BD)

= | eXpl-pLui 5. —Zh. M 321 B E 21 . 7.1z

1 S ekC \r‘ S& ?'Q'\ n\*l\ ?\.3\_ 15.\_'"\"_\ AS\; é“i zkb.\\
PARA LA OBTENCION DE LOS COEFICIENTES DE TRANSFORMACIOM DE PEVAI-

PAYNAL,EN EL CAPITULO 3,ES MECESARI0 CALCULAR EL VALOR EXPLICITO DE- LA



INTEGRAL (3.5L) ARRIBA MENCIONATA.IN 'ESTA PARTE CALCULAREMOS EXPLICITA
MENTE DICHA INTEGRAL ESENCIALMEMTE HACIENDO USO DE LA TRANSFORMACION -
ENTRE DISTINTOS CONJUNTOS DE COOPDENADAS DE /ACORI:

A, ) V- —endy |\ 2(1.2)

PorR MEDIC DE LO ANTRIOR,PODEMOS ENCONTRAR FACILMEMTE LAS SIGUIENTES RE
LACIONES:

VoS = - BT ondy - P o dy
- - - - 20.%)
a Y, = '1\‘0&(9& ﬂ-t-"\\‘bﬂ.&\"‘
Apemas (cap.1): .
: ,
ISR AER MR N et TR

FN TERMINOS DE ESTAS ULTIMAS RELACIONES,LA INTEGRAL 2(D.1) TIENE
LA FORMA!

1= X‘*v\-i’; M AZIFT ondy v 2 Fro T asdy - 23, ot +

23R endy +2iBeT, 28 ) 450 M 2009
; £ST0 SE PUEDE ESCR!BIR COMO EL SIGUIENTE PRODUCTO:

1= \exf\ SRS, endy - 28405 e dyg 12ip 3 \AS\’_ .

-\ exp l Aty 7.7 29, -28 .7 A

& el szt B e, 4T AAN T, o
CoMPLETANDO CUADRADOS DENTRN DE CADA PARENTESIS EN ESTA ULTIMA EXPPE~-—
S10M,0BTENEMOS LO SIGUIENTE:

I K\cne\ Lo Vi endy =B ol NVQ.” 55\‘\ exp L{F en AN Q

. \ Xe‘xf\'\’-‘{ i Pt *a'\“’qu;“a».ﬂl\ H"-\' ext Py Aiendy- m

ﬂ(f 7\

-1



FSTAS IMTEGPALES TIEHEN LA FORMA (3):
o - =\ 3 :
- %~ - 7, Tl
B e\*m\é,(___@\‘\e L
Lo 203D
PAR L0 TANTO,LA THTEERAL 7(P,7) SE PEDUCE A: C

, . - -
1= () exp (- ¢l val L N R

-23i§..3 2.3 21,0
U CENEL KRS RN

EN EL LIMITE: ] ; ‘

| b =4 %),

* OBTEMEMOS FINALMENTE EL VALOR DESEADO PARA 2(D.1):

S exg L -1 -2 Fifi- 28R i 5 - Ao ) 950 4, =

3 . - - - - - -
= ®y exg (- TN m"ka‘ L P anndy, - Py nnd, - 2. u,tp“)

2R 1)

! dy
E.0sTENcioN D Los Parentests Pe Transrormacion <l LALY

dem-Xo
<

EM EL CAPITULO 7 SE TRATA LA OBTENCIOM DE LOS PAREMTESIS DE PEVAL
RAYNAL,PERO EL TRABAJO ES HAS BIEN CUANTITATIVO Y POR ELLO SE HA FORMA
DO ESTE APENDICE:PARA MNSTRAR CON DETALLF LOS PASNS OUF EN EL CITADO -
CAPITULO SOLO ST NOMRRAM.

CEGUN LA EXPRESION (3.U5) L0S COEFICIENTES DE TRANSFORMACION ES--
TAN NADGS POR:

H

=1



) QH
AAMMD -

:,E us'\“"ix‘\\w'\(\LM\ k(x"\NS\x“ M“ (LU
SN
e . 'V\(x ! NS ‘l w \‘ Nt e
‘ & (4.
S HED

PEDUCIENDCSE EL CALCULO DE DICHOS COEFICIENTES AL CALCULO DE LA INTE-
6RAL(EC,3.69):

l "l ‘“5“‘( l"\’*\ S, ‘“\l \
ka l“\)\ w Ly 38 - |
S -%‘ A o
e °p 8

_;S.‘: ';;;n & \ gexf et 6.3, - 174;"—1; ity - l;'tf.ik)' ‘\-i\' HQX'

\( * M‘,_' N; ALY
] N . W, n o te te
kr\ |(Q§ A L4 Ariég;athég
ls Y ‘s : l,‘ t 3 4
i ' \ . ' =0
5\'_.'-0
205,2)

SABIENDO ADEMAS QUE EL VALOR DE LA IMTEGRAL DENTRO DEL PARENTESIS CUA-
pRADO ES (VER PARTE I' DE ESTE APENDICE):

\d - 3 - - - .
\ \“f\ Y8, é'\,:\= \FY exp \'l(’;'?.‘w&&.\-?ift-%.‘mtfu—
_zl'éﬁ.‘m% -z'é.\‘.ﬁ_‘wd(u> 2MELTY

-102-



ESEMCIALMENTE LO QUE SE HARA EN ESTA PARTE,ES EL CALCULO COMPLETO
DE LA TNTEGRAL 2(F.2),OBTENIENDC EM COMSECUENCIA EL VALOR EXPLICITO DE
LOS COEFICIENTES DE. Fevar-Paymar2(F. 1),

T'EDIANTE LA EXPANSIOM DE OMDA PLANA TRIDIMENSIOMAL:
; , .
. w W
Q- . ~
e = 4% 2 'St\‘\“\’) \] (a'i‘)\I “) J .

SE PUEDE VER FACILMENTE QUE LA ECUACION 2(E.3) RESULTA EXPRESABLE COMO
STGUE!

‘ K‘*f‘ )Ag{éa;\ =

| 3 RSN N . . ’ : :
@“P L“) i \’ Pthta : 4(\\ we f, Q\;) : 6(1(-l'\.qi‘w0h')'
LN N X

-
Ry W,

| _— A S
51&”’(%’*‘“"@' i lua et \], “A’i’\L“ﬂ\r
\ \

\I m\i (m \] m wg ] mY ts\)

2(E, 1)

SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMC EN LA EcuAcion 2(F.?) s nBTIENE:



i}

gwx e‘\ My wqxlth Wy, 10

kR (a,)

: Lt RN
C\f;muu N {N S e

z At b A . '
" 2 by . 4!\\ A A 9,!_0"&“) l‘ll(—z"d{wq“ ) I
\I’l)lh&\

Wy Wy, Py

g tramdy) A (eagien )K S \M kv)\] to)3e~

e oo ] Lo
A Y 5 SR Y
4 ] X, 5\ . X

! wl*
' B \I %\{ m\ m 3

k S‘\=-D

h=0: Ry
PHORA BIEN,LA INTEGRAL DEL PRODUCTO DE TRES ARMOIICOS ESFERICOS COMO
APARECEN EN 2(E.5)7ES LA stGUIENTE (2):

S\J"‘w TS TR "
l\ }q ll )Q) !3 | ) o (dhes) ’

4% (123-\\)

<, fwp\ Ay wy) Q\ollo\lso) Y.

Nonpe { B, w, Apwe \ 3wy} sort Los COEFICIENTES DE (LEBSCH-NBDAN,LOS CUA-
LES JPOR SER REALES,PERMITEN ESCRIRIP LA SIGUIENTE IGUALDAD:

Bygs



S *-g* 'v,ef" . : .
| VS\%%%Q}\}%M&}YQ&%} M = & mﬂ‘t}\f zm}\{ i&;ii} i

2ET
PLRUPANDO ALRUNGS TERMINGS Y APROVECHANDG LAS PROPIEDADES ?fF Ay ¥ 2ED
5E VE QUE LA ECUACION ?5?,8} AUEDA COMD B1AUEY

o LAy x i.sm = -
Lzt i_;f‘?“i*, ?Si?“&“‘\ﬁ- E PAtertedy
2R LA AT
Leayt by 7 POREN

$X z ix ‘"-,. 23’4"‘) kgﬁv ﬂ)i {2 ﬁi; ﬁi fﬂ{‘“-{ﬁ iiflezﬁz\i%gﬁﬁxx ﬁ}w, l‘“‘u*:‘\}
iy D X ;

R _:‘_ \ e ? a0 Uei&&ig o)

ﬂ !\ﬂ;‘&\}ﬁ?& h‘ﬂlz} ﬁ}{‘i H}

: Q@,qxx{seﬂ} {xzufﬁakixie\) - K{.ﬂﬁs}iﬂ;*ﬁ {otyeldio) -

(220} bk ii; alyoids) -

% . . :
S‘.» "
. HED S
DONDE S& BA UTILIZADD &

0 {.1 P -
S. a1 ™ g &mf’?i
%

<l



SUBSTITUYAMOS AHOPA LA EXprESTAN 2(F.2) en LA EcuactoN 2(5,1) v (LRVE-
MOS A CABD LA SUMA SOBRE LOS MUMERCS CUANTICOS MAGMNETICOS QUE SE INDI-
CAN.EMPLEANDO LA DEFINICION DEL COEFICIENTE 9-J (%) ,SE PUEDE VER QUE
LA SUMA ARRIBA MENCIONADA CORRESPONDE A LO SIGUIENTE:

Z u‘w‘ﬁ’u’“’i""‘\)“‘“’-.“w*\i‘i“\;\ “y“s-"l"‘\‘\ LH) %
u\hr",v“ (3 \ \ \

X kg\\M\ ‘!{\Ml \RS\‘NS\‘\ \23“3*\& \ \‘t“‘l\ “S\g\qx\nﬂ\k‘u*\w_\ LM ) =

, ' o Y B }\ pl is
h %
= ‘. { sz‘\*‘) (tl\.‘*\) (19\),\ ) (tl‘“&\)’\ . A I L‘k
|3 )\‘,‘ L
g | 205,
DoNDE o QS\ ‘

ES UN COEFICIENTE 9-.],

EnToNcES, LA Ecuacton 2(F.1) TOMA LA FORMA EXPLICITA:

-1ue-



v X ‘  :&‘
| <95i9‘2\95k21‘k5::. =

- 12w K_ sk* ,\\9*—\ Z Aoty aly

(er2)) m\‘ s

1, ' e
) 4 ;. ':: ."(R\J‘QS;L)'\\ VA 3!‘\1\'p“"“.‘X\)"UI'Q*J“&\

“a‘ l‘l; L
x * A N : ) .
%_..S‘ %-S-E \ 4«(17\ (’(?.,'w& {)- 'S,lkfzf‘q-\mdk{‘) . 3‘1('”&.'”‘“4!;)'

% \
. 5'4 i q\;ilwog;)

0

5 .
| | Swo  2(E.10)
DONDE ,POR SIMPLICIDAD DE NOTACION,SE HIZO LA CONVENCION:

NR,& ) = [Qu\) (z\.u)-\"‘ {aobo) co)

FXPRESEMOS AHORA EXPLICITAMENTE A LAS FUNCIONES BESSEL ESFERICAS
Que ApareceN EM 2(E,10),sABIENDO que(3):

. + 25 4k
don-(3 Y T o %)
=TT N

W5 sielaad) o

EN  TERMINOS DE ESTO ULTIMO, SE PUEDE ENCONTRAR EL PRODUCTO DE LAS CUA
TRO FUNCIONES BESSEL,EC,2(E.10),Y EN EL LIMITE:

S .
{23 AP e )
DESPUES DE ALGUNAS SIMPLIFICACIONES ORVIAS,SF OBTIENE LO QUE SIGUE:

-l47-



B i oty ) Ao -2 o) A (eramdy ) 4y, (2ig 5 cndy, ) =

- T_‘_" 7 &_\)u*wuumdz»!x mmg \zu—zt#wuvd\.\l“!xu*
\b SiSy .

5, T,V
2sav 4l aly 2t rawm by el
\"”Q\i) (neudy;
\
sty mivlh PLalad) Pl »ll.\")P\md,» L) P+l y) 2(E.12)
AN WSV A
91 HACEMOS AHORA EL CAMBID DE INDICES:
Sxv = WV
‘ \ ) 2(E.13)
T ‘5/0

ENTONCES, LA ECUAcToN 2(E.12) quEDA coro:

‘(\' &(1' &Q:' %lq =

nt Laly, 1M i shaliatyaly
Y 2 T T sise) .

‘e
MV ., \
twal ity ol 2 ‘
( M“Q\[\\ kw*‘okl ) ' (v-v) v\ Plu-v *lﬁ%)(‘lv}&\;?&)
Vo R ‘
\
. 3
uzo (/A-u\\. m\ Pk/"“*’z*?i)m“*ﬂg*z) |
- ©2(E, 1)

’ SE PUEDE VER FACILMENTE QUE LAS ULTYMAS DOS SUMAS &N ESTA ECUACION SON
PEDUCIBLES A LO SIGUIENTE:



'

\

Yoo GV ¥ Oley +1.~}\ Plvad,s 3y

3 sal 4 salya _
Z k \v 1) K sq,-z D lesalisyae)

Y20

Plsat+ 3) Clsada ) P Usak e 2) Pissted)

\

Plan) P (adaliv2) .
’ 2(E.15)
DONDE SE HA EMPLEADO LA PROPIEDAD DE LA FUNCION GAMMA:

“3_9_(::;1_____.
-s:

PGany Ple-yh)

MEDIANTE ESTO ULTIMO,EL PRODUCTO DE LAS FUNcioMes Besser 2(E.14)
QUEDA COMO:

1(\' ht' Al,' 4(,‘:
= | 1Y PO Y O lav+haly ¥2) ‘\
) sy fla
W ,«Zv (-\{. ¢ \ ("(v-»ﬂ\;!i)r'(vﬂq*?;_) Plom) Pluatplpz)
1

A2V -)“t" %’x&'ﬁ
. Plauatalyae) ‘l S\, b .
Pl r) Ppadae Dy P o

v 3l iy "f“l‘ﬂ‘

e P Gt

2(E.16)
SUBSTITUYAMOS ESTA ULTIMA EXPRESION DENTRO DE LA EcuAcIon 2(E.10) v --

LLEVEMOS A SABO LA DERIVACION INDICADA EN ESTA ULTIMA ECUACION:
NEOYE ( gpavatalatyly e
—— AN \ L \
" = K
Rt Ry \

(k= gmarvadal, N

2(E.1D
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EN TERMINOS DE ESTO,LA £cuacion 2(E.17) auepa:

<l W A =
A, Ay
- 2wt AQQ\ As‘?«x Z Lx\d,;l,d“ 1‘} ;« )\\"
\ 'S . L
(¥ L, bt R,}_\ by -

RO ) O 1) b b)) - F (4 da R

: Aty Ay Mav sy 42)
' =) * ' Mt Pluitaad) Pl Plvatirlaie)
Jowm vala } ) vty Vi

Plzmalplyae) wilaly s daty
' Kvym.;!) Pl ) Pl Pyulzﬂ,u) (WQ‘«\ (M»Qh)
N 2E18)

EMPLEANDO LAS RELACIONES EXPLICITAS PARA LAS CANTIDADES AK DADAS POR
LA ECUACION2(€\Q,PTE.Q. DE ESTE APENDICE) Y SABIENDO QUE:

k= w *’*s; + ;‘-'l"‘\..‘gs\._"‘\ﬁ ?/“‘“‘f Al *14 2E.1N)
DESPUES DE ALGUNAS SIMPLIFICACIONES DIRECTAS Y DE AGRUPAR TERMIMOS,FI-
NALMENTE, LA EcuAcION 2_F.18) NOS PROPORCIONA LA EXPRESION PARA LOS COE
FICIENTES DE REVAI-RAYNAL:

' N, N
< qSi ,\“ \stﬂ‘k>::\ - T\' Z Al,- 1-‘ "h (.\’Q‘Jﬁ ol
l““)")"‘s

[CM m \_i RO 0s) AR U B ) B A )

oL ¥s, 2 widly ek 3ly
Iy 4 Oy ot u “ (endy,) (asd Q

_ 2(E.20)
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TONDE LA SIGUIENTE CONVENCION SE HA EMPLEADO:

a P{za 3% +caz)

e

Tlaxys 3;_\ r(.c.»c*%_) lan) P{G%B;\cn)

‘/l.
Y&G,\a‘,c) =[(zq;\) (ﬂh{\ (cobolco)
‘LA RESTRICCION SOBRE LAS SUMAS SE DA POR LA compiclon 2(E,19):

k= 2\\x!$&sl\;=zw¥»ls\_\l\¥= 2pvey bl dy

F. Caccuro Dev Coerrcrente < A hy {0 o™

(LY.

EN EL ESTUDIO DE ATOMOS DE DOS ELECTRONES DONDE SE HACE USO DE LOS
COEFICIENTES DE REVAI-RAYNAL,SEGUN SE DISCUTE EN LA SECCion D peL caApl-
TULO 3,ES NECESARIO EL CALCULO EXPLICITO DE LOS coEFICIENTES (Ec.3.107):

'Xqﬂ;
\Jk o
Secun LA ecuacton 2(E,2% PARA LOS COEFICIENTES DE TRANSFORMACION,
SUBSTITUYAMOS LOS VALORES:
| LJW b= 2(E.D
POR ESTO ULTIMO,LA EcuAcIoN 2(F.27) ouepa: '
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Plnay) bahd, b dy o

\
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. {#,02,0100) . Z o

My

Plavaliadyaz) Plzuilyalyan) ‘
P ) Plurdadd ) Pva) Poshiddyre) Plus g ) Oluatnd)

A wilialy e dy il
+ e d)) (e i)
Plun) Plusdys bae) 2(F.2)

EMPLEANDO LAS PROPIEDADES () :

| Uioiso\ooﬁ -

*»

\.
@3+ )
0 55 &+ &\1-4‘,.:7\0)4

U‘DQIO\ ‘S O»: Q_\\\"‘ 138 %) A( 1\513) ) —'—_{-———
LRI CERINCRNY

) &53'&3
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R iﬁ’&,}‘i:‘)ﬂ:lj ; 521)1’;}\':’{)
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DloNDE LA CONDICION DE TRIANGULARIDAD Mi\il})nENE EL SIGUIENTE VALOR:
o (Aad- Y U440 (4-404 00 ) 2
A H\’Sz ’33 = .
kﬁ\*'jz ‘\/S *\)\.

2(F. 1)
PoEmas ,DEL coEFICIENTE =) En 2(F.2) SE CONCLUYE QUE: ,
155% -1 o 2(F.5)

En TerMinos DE 2(F.5) v 2(F.3),LA Ecuacion 2(F,2) QuEpA coMo SIRUE:

Y
<“\°°>§§‘ = T N“\*%)V(ml’r{).\WWW(M\)\"("@z)(’lmzm)},‘

' Plongazaz) Clns2)
., Aalgad V4 0 ?
. (A) " 2 0) (2, LR} N
5 A I A e e
P A 210 X_Qi‘-\\\ (213*‘)-\ '
' 2 H)ﬂ Clavadaly 32) Planadiadyaeg)
. ¥
Hyv Plpat 1) Plosta 1) Plon) o kv 2) Ppofivs)

\ v+ fady +Aady
PV‘-)Q;-V%\P'}‘N)\"VH!MQ;-\Z) 2(F.F)

PHORA,EL COEFICIENTE 9-] EN ESTA ULTIMA ECUACION,SE REDUCE A UN COEFI-
C1eNTE DE Pacan (B ().

b4 o ) )ﬁ-x\‘kz )
T T CW (A4 450 0k
L Ao \‘Szn»\

PERO,LOS COEFICIENTES DE RACAH TIENEN LA PROPIEDAD DE SIMETRIA:!

_L
\NKRJ‘ 13Q3)0Q3 = k\)x-qrt’ \(2!\-)\)(2!3&\)‘\ t
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Por Lo TANTO: .
A o | _
£y 5 0 { {220) (2 (713-\'\)-&
A to AR
R

. 1
FINALMENTE, EMPLEANDO ESTO ULTIMO JUNTO CoN 2(F.3) (con §=
Y DESPUES DE ALGUNAS SIMPLIFICACIONES,OBTENEMOS EL VALOR BUSCADO:

[

),

8, R
<Atlood = 3 PQ“\:”%)V\MHM%\'\.m‘mww‘“)‘l“\».“)r'(“i““l)

\

Plan 42ta) Pizw+2)

) )
‘ ? i‘nlg-l‘ Leb ) ey ) {2ty (X200 (L3425 Watp-2))

2,1 (R +v))
[IFY S | 1
( ‘ : )\‘ ' z R
{a‘az-x)! (wi.o.)\- km‘j’)‘. v

Pleyatatin) Pl sl ae)
Clatad) Plvalid 1) pva) T n) Tlurtpd) Pluslia ) Plua)

A | wilaty walisdy
' (c"‘?y_\) (m"d'ﬁ)

T‘|,ul\u!u)
2(F.8)
DONDE LA RESTRICCION SOBRE LAS SUMAS ES LA SIGUIENTE (VER PARTE E )

Mved = Mz Ty b e, ) '
ADEMAS,DE 2(F.3) SE APRECIAN LAS RESTRICCIONES PARA J,X\ v ;o

L sdy= pev &%{f_ 29,414



G.CaLcuto DeL Corriciente <wiu| 0\&7%‘-9‘1

(oMo SE DISCUTE EN EL. CAPITULO 3,LA TRAMSFORMACION UNITARIA QUE
RELACIONA LA FUNCION DE ONDA DE DOS PARTICULAS EN UN POZO DE POTENCIAL
DE OSCILADOR ARMONICO DADA EN TERMINOS DE LAS COORDEMADAS DE CADA PAR-
TICULA RESPECTO AL CEMTRO DEL POZO,CON LA FUNCION DE ONDA DER MISMO SIS
TEMA,PERO EN COORDENADAS HIPERESFERICAS,ES LA SIGUIENTE:

Nd, £ - 7 I My < s WSy

My 2(6.1)
Ponpe (sec.C,cap.3):
et ) f, 04 1M
—— K
~ \Nx !,!‘,\Ltlb = NuKe te Lu () "'\[k (<, 2,8)
2(6,2)
CoNsIDERANDO EL cASO N=0 ,1A ecuacion 2(5,2) SE REDUCE A:
pt 33 3 RV
-= X
[LES W RIMVE '\fuke b ¢ LD L) w‘( (w)
2(6,3)

FSCRIBIENDO EXPLICITAMENTE A LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS CON Y s
Y SABIENDO QUE!

Y
KA . .z 2
l‘o \'L) =L M‘.’\k KP(\&-\J;\
N‘x!w DI CITHIEY MURER AN Y‘
) )

L Plw ity v 1) Plmalya 3
Entonces' 2(5.3) quepa:




ok tyLM D =
{T\f N‘" "'(, k ii_ ( By wy By | LM) (uw) (awet)
WMy

Uy hot) -
o e Y, ® Y, mk
(x W )
(G.1)

MHORA BIEM,LA EXPRESION EXPLICITA PARA \M !,\A\\l\ LM\)ES LA SIGUIENTE «
(ver £€.3,39):

AVEVRENS
= A, e T -Lx‘\
B (4w Q\‘w\,\\ LM) Ay X By
-W\“

W Wy \f )
'XA*\M‘_ ey L H ‘\\{ \‘)\1 ' 2(6.5)

DONDE SE HA ESCRITO EXPLICITAMENTE LA FORMA DE qu Y '\4( ) DA-
'DAS POR LAS ECS.(3.27) v (3.32) RESPECTIVAMENTE,CON SUS RESPECTIVAS ==
CONSTANTES DE NORMALIZACION.

Las REPRESENTACIONES- 2(6. 1) v 72(R,5) ,PUEDEN ESCRIBIRSE COMO S1GUE

\l)K!x M) = e
y?.‘ _(f Uy, "“\ -
\NKN ) g () (o) P ona) - L(gxukow\m).
S e

\ “"lﬁ“v\!\-\ LM>: )
Rv\K ‘ ~\xl) L \"\)} 7__ u wyl W™ \\\LM\\X \iﬂw

AN
‘U‘\kb‘“\k\ <t 2,70

F.XPRESEMOS A LOS POLINOMIOS DE .'AcOBI coro (3):

N TR

IR

Wy -



TonpE
Rz Auil be sl ) YWz cred

Por Lo quUE 2(G.8) SE REDUCE A:

8y Aey) - malyr b\ | nalery W w
\ 3
e B | L

W
2. “50
ADEMAS,COMO PUEDE VERSE DE LA ECUACION (3,59):

V&S ema{
Y= Qw.{

ENTONCES,LOS POLINOMIOS DE JACOB! SE PUEDEN ESCRIBIR COMO:LO QUE SIGUE

EN COORDENADAS HIPERESFERICAS:

V‘t .“Q ‘,,) = “*l‘\‘\‘; waly le ( WM e Ziwewm)
P ltnze) = G k w e v A XY
Wy

2(6.,w)
EXPRESANDO TODO EN TERMINOS DEX E 4 EN LA EcuActon 2(G.R} vy suBs
TITUYENDO 2(G.ID) PARA LOS POLINOMIOS DE JACOBI,LA EXPRESION 2{6-I1) Sg
REDUCE A LO SIGUIENTE:

Vo 4, L LMD L
v’ -g \;l\\»—)\“*xyis'
=N, N e bt) l"%)‘ Z K M-
ww o wm Zlnewm e i
WA Y v 7_-_ “x‘“u‘w“‘\\\L“)\] (n\i (1)
. Wy Wy l)t !‘1

2AL Q)
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"OTESE QUE EN ESTA ULTIMA EXPRESION EL TERMINO (°K HA DESAPARECINO,
YA QUE K:zwgﬂx{l“ .

ANALOGAMENTE,LOS POLINOMIOS DE LAGUERRE EN 2(F,5) SE PUEDEN EXPRE
SAR coMo (3):

\‘ “ n &lx + l \ s
Y (‘\\ \ ) 5\) R4
“ ) = %:; . )

L0 MISMO PARA” \ ‘ ,PERO COM OTPO INDICE,POR . SUPUESTO.
wiy)
\‘

EN TERMINOS DE ESTo 2(G.5) queEDA:
Wiy Wy By LMD =

= (A “\q\e A0 Z z v

Seo

-5 ny-t A
~N‘
2 Lm) \l & \l )
ii: e 2] k 2y !

wy'w\‘ o ; :
) 2(6.12)

- Donpe: ‘ S

A“x\.“‘\\. \/

Clnaba ) Timetad)

A“x\; A "y )

2(6,13)
APLICANDO LA PROPIEDAD: ‘

\»\‘ Pluan)
K3 T oGgmy Plemin)
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Y SUBSTITUYENDO LAS EXPRESIONES 2((,11) v 2(R.17) ‘EN LA ecuacion 2(6.1)
ESTA ULTIMA ECUACION QUEDA COMO:
n

L& g
. N Nx'\‘ 1 \*\l(‘\)\

® 'k

P\msl\.\k:{) Pl\ﬂ*'-x*z;,)
Pivan) Tlwoma lvﬁz;_\ C Plwew ;\‘)(‘(M»Q%

WMz o

s \)"-‘M xzvq tw-w) Z u - 1\‘ . LM) \1“&(%\[
| {A Au\ W) e %L (x) ‘lw\“ T/-___ <“w\\\0\<§ i_ 7_&-\ ¥

ey I g " .
v;‘“u\1 “ S2p T=o

= V(V\‘*l‘*l‘) ‘ V(‘M\»l\"’t \ ‘ -\— XlS -
Plagsn) Plirdad)  Plagetn) Pltstyed) sty !

zum Loy LM) \] &) \]

e ory 2(6.14)

CANCELANDO TERMINOS SEMEJANTES Y SABIENDO QUE LA Ecuacion (3,85) con
N=0.,TIENE LA FORMA:

kezngrzngs boly

PERO
Kz Ty b 9\)‘;1 S ME My vy 2(6,15)
St coMSIDERAMOS: : ’
EMy Ty, 2(6,16)
en 2(G,14) SE PUEDE VER QUE:
W=y MmwE Y 2(6,17)

EMPLEANDO ESTAS DOS ULTIMAS EXPRESIONES EN 2(G,1M),PoDEMOS 1GUALAR.LOS
CORRESPONDIEMTES COEFI1CIENTES DE 3g“ns Yy, POR LO QUE ¢
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Tz Gen) b)Y T Plebad) Plwtad) )
PLOeN) Dl 4 3) P A 3Y ] i) POna ) Pl Clugety 33)

\
/
ik y \ 4w, ! M\‘\_ 3

: "
(i
‘..(-\‘) = <“>‘“‘\\°K>1 . =)
X N “\(\, “‘\\- ‘\k“x\lx§%3r(\‘\\1)f‘¥”—z)

2GR

DE AQUI,SABIENDO QUE (-0 ™= @Y™y Pleas)= (ka)Plesz) ) peseg
JEMOS ey \o KD ' :
‘x‘\q
<mM\oRY =
!,L\

" v,
" \P(m!\ﬁ}i) Mn Jx*]{\l (“x‘. V‘\‘\_\ :
sy \ \mlul\‘s\\“\ » por
Tlws) 0 {nestes3) Pl oo

26,1

-
P

HAaclENDO ALGUNAS SIMPLIFICACIONES,Y EMPLEANDO LA PROPIEDAD

Cland)zwl kw\_‘"&“__’____
3 Clyn) Plw-zh)

LA EcuacioN 2(6.19) quepa:

<w,v\.‘\0\17¢k¢\\= y
A
. i ot m\‘\vl kml\*ﬁ w il 2 RN ke
- | } 4 e+ A\ ALY x-\ “ . w
"N ey Mx 4
2(5,720)

EL TERMINO DENTRO DEL PRIMER PAPENTESIS LO PNDEMOS ESCRIBIP COMO:
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\/L
\ S dpha)! ‘\
Mlwe2) K\‘ N \ ‘

POR LO OUE ,FINALMENTE,EL VALOR DEL COEFICIENTE <“x“v\\°\‘>‘

wly
\ \
M*!\\a‘—l wilery %
~ w My Y
<V\¥V\\‘\o\g> = ()™
lqu X ¥\
W
26,20
TONDE SABEMOS NUE: ' |
k- - Ay
“z
2

SE PUEDE ENCONTRAR LA EXPRESION ANALOGA PARA € W V\q\o\t)
UNICAMENTE HACIENDO EL CAMBIO % -3 % u"\"l&I , Ly,

=10~
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