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LA LEY DE GRAVI TAC! ON Utll VERS/' L ES UMA DE LAS MAS ADt'.l l'ABLES cor1-

TRIBUCl ONES DEL PENSAMIENTO HUMANO PARA LA CIEtlCIA, ~ PARTIR DE SU FOR

MULACION POR EL CELEBflE FISICO ;WGLES <'¡p lsMC 'IE~'TOrJ E'J 1c::r;r,F.L EST!J. 

DI o DEL MOVIMIENTO PUINETAR;t:o '.RUDO :S·EP '.COMPREtlr.11'0 CCilrJ Cli'll:RillD'l\:f\ 1mJ~l'CU

LIANDO AS 1 LAS ANJES SEPARADAS r;ECAN 1 CA LELESTE Y ~AECAN 1 CA T ERRESiíRE 'Y 

EN ·GENEP.A.L,ILA qi;STRONOMI A 'ENCO~ITRO EL P 1 LAR FUNl'M'EllTAL SOBRE EL CUAL -

DESCANSA. POSTERIORMENTE, AL ESTUDI AP EL t~OVIMI ENTO DE LOS PLAtlETAS A LA 

LUZ DE LA LEY DE GRAVITACIOll,SE OBSEPVíl OUE EL AN/ILISIS DE SISTEl!AS -

FORMADOS POR TRES CUERPOS, Ef4 GENERAL NO ADMITE SOLUCI ON ANALI TICA EXA!:_ 

TA,EXCEPTO EN SITUACIONES MUY ESPEC!f'.LES. (+) Y POP CONSIGU!EtlTE,EL ES

TUDIO DE SISTrnAS DE MUCHOS CUERPOS COflO EL SISTrnA PLANETAPIO,TAMPOCO 

PUEDE SER HECHO DE MANERA EXACTA, ~NTE ESTA DIFICULTAD HIJBO LA MECESl-

DAD DE ESTUDIAR A DICHOS SISTEMAS DE FORf1A APPOXIMADA,SE PUEI'E ~FIRMAP 

ENTONCES QUE A PARTIR DE ESTE l".Ol"Etno EL ESTUDIO nEL PROBLEt:A DE MU--

CHOS CUERPOS TUVO SU ORIGEN. 

CUANTICAMElffE SE PRESENTA LA MISl".A DIFICULTAD f'lUE E~ EL CASO CLA

SICO PARA EL ESTUDIO DE SISTEMAS DE MUCHAS PAflTICULAS,'(I\ 'JUE MO SE cn

NOCE ALGUN PROCEDIMIENTO GENERAL QUE tlOS F'EP~~I TA OBTEllER UllA Sí1LllC 1 O'I 

ANALITICA DEL PROBLEMA, Pst PUES,ES NECESARIO RECURPlfl A TECNICAS DE A

PPOXIMACIOM COMO SUCEDE EN EL CASO CLA'ilCO, 

EL OBJETO DE ESTA TESIS ES ESTABLECER EL ''.t:inono DE CoORDEMADAS -

lltPERESFERICAS'' EN EL ANALISIS CUANTICO DE SISTEMAS P.E f'UCHAS P~RTICU
L/IS,· AS! C01'0 MOSTRAR EXPLICITªf"ENTE LOS 0 11.srs P.E OUE crt!STA DICHO t•E

TODO EN EL ESTUDIO DEL PPOBLEMA CUANTICO DE TRES CllEPPns y SEfi.ALAP EL 

CAMINO A SEGUIR EN EL CASO DE ·¡ CUERPOS,PRESENTANDOSE t\LGU1iOS QESULTA

DOS GENERALES.LA CARACTERISTICA DEL i'ETODíl f!E (OORDEN,r.!JA5 HIPEPESFERl

CAS ES OUE SU FORMULAC ION ES E>'.ACT/I Y PERI~! TE Pt~UCI R LA F.CllAr.IOM DI FE_ 

RENCIAL PAPCl/IL DE SCHROEDINriF.R A lJN SISTFr-'11. INFIMITO nE ECUl\CIOMES AL 

~+)"El problema de tres cuerpos puede ser re'3uel to :le forma cerrada 
si se supone que el triánaulo formado !JOr los tres cuer possiem
pre permanece similar a si mismo":Lagrange,Acu.demia de l'uris--
1772. Ver :Mechanics, por A. Sommerfeln, I•· 17 4 1 ,:.c¡,,demi e Fr,rns, 1964. 



1-EDRAICAS LINEALES Y ltOMOGH!C/\S,CUY/\ SOLUCIOtl,EN PRl~lCIPl0,t!OS PRC'ºOR

C!ONA LA Fu:ICION DE otlDA QUE DESCRICE EXACTAMENTE AL 5ISTEMA.~ItJ EMBAR 

r;o PRACT!CAl~ErHE ES IMPOSinLE RESOLVER Utl SISTEMA IMFINITO DE ECUACIO"t 

NES,POR LO TANTO ES NECESARIO LIPITAR EL NUMERO !'E ELLAS Y ES AOUI DOa 

DE SE INTROílUCE LA APROXIM/\CIC'!I, 

Fs CONVENIENTE SUBPAYAP nuF. F.N ESTE TPAnr.Jo N0 SE PRETENDE RES('IL

VER ALGUtl PROBLEMA ESPECIFICO.t::SENCIALMEtlTE <;E l'ESEA PRESHITAR EL FOR

NALISMC SEGUIDO EN EL f'iETODO DE COORDENADAS flIPERESFERICAS PARA EL ES

TUDI o DEL PROBLEMA CUAN TI co DE r•ucHOS CUERPOS ,El! ESPECIAL EL PROBLEMA 
DE TRF.S CIJERPOS, 

CON EL OUJETO DE PRESEMTAR LO ANTERIOR DE MANERA DETALLADA Y EXPLI. 

CITA,L/\ TESIS SE 111\ DIVII:IDO EN TRES CAPITllLOS Y UNA SECCION DE AREN-

PI CES, Í:N EL PP. I MER CAPITULO SE ESTABLECE EL t'F.TO!'O DE (OORDENl\D/IS th-
PEP.ESFER l CAS Y SU /\PUCACION l\L ESTUDIO DEL PROBLEMA DE TRES CUERPOS,

f.ENEPALIZAMDO ALGUNOS RESULTADOS PAR/\ SISTEl~AS DE " CUERPOS .EN ESTE CA 

PITULO SE SIGUE FUND.~ME!ITALMEIHE EL TRABAJO DE ~'.f.~PRE DE LA PIPELLE(l) 

PAPA EL CA.SO GENERAL/'11 EL SEGU~IDO CAPITULO SE ESTUDIAN LOS SISTEMAS A 
TOMI cos DESDE EL PUNTO DE VI STA DEL '·1ETODO DE CooP!'ENADAS 4 I PERESFERl 

CAS,PARTICULARIZANDO PARA EL /\TOMO DE DOS ELECTR0NES,[L CAPITULO TRES 

TRATA FUNDAt'EMTALl'ENTE SOBRE LA OFITEMC!íltl DE PARENTESIS DE TRANSFORMA

C!C~! OUE,EM <;EllERAL,Sll1PLIFICAM EL CALCULO DE ELEMENTO~ DE MATRIZ EN -

EL PROBLEl'.A DE TRE<; CUERPOS,DICHOS PAREIHESIS SON EL AMALOGO HEXADIMEH. 

S!ONAL DE LOS PllRENTESIS l'E TPAtlSFnRW1CION l'E MoSHH'SKY-T/\U-'l,Y FllS::PON 

OCTE~llDOS ORIGlt!ALMENTE POP l,P.EVAI Y .1,"AYMAL(l'),DE NlUI OUE SE LES -

LLAMA COEFICIEllTES DE PEV/\I-P.AY;·JAL.EN ESTE MISl·'.O CAPITULO SE OBTIEllE ,;. 

COI~ DETALLE UNA RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE P.EVAl-RAYNAL Y LOS 

DF. Mos1m1sKv-TAu11, 

rlt!ALMENTE,EN LA SECCION DE APENDICES SE DESARROLLA~! ALGUNOS RESU.L. 

T1\DOS CUYA OBTENCIOll EXIGE UflA 1'1AYOR LABOR t•ATEVATICA,LO CUAL TIENE EL 

OilJETO f1E MO OSCURECER EL RAZONAMIENTC' SEGUIDO et EL TEXTO PRINC!Pl\L DE 

LA TESIS, (/\BE 1\ENC!Ot!AP '1llE EN EL CONTEXTO DE ESTA TESIS SE SEÑALAN 01"' 

PORTUfll\f~ENTE ALGU!lOS Pl!t!TOS QUE ACTUAU1F.MTE SOt1 MOTIVO !'E INVESTI GACIQrl, 



CAPITULO l. 

EL METODO DE COORDEMADAS HIPERESFERICAS • 

INTRODUCCION, 

EL ESTUDIO DE SISTEMAS DE MUCHAS PARTICULAS ES UNO DE LOS PROBLE

MAS QUE GENERALMENTE NO ADMITEN UNA SOLUCION ANALITICA EXACTA,POR Ló ~ 

QUE HA SIDO NECESARIO IDEAR MODELOS Y TECNICAS OIJE NOS PERMITAN OBTE-

NER UNA SOLUCION LO MAS APROXIMADA POSIBLE AL ESTADO REAL DEL SISTEMA, 

GENERALMENTE,LOS MODELOS ELEGIDOS SON TALES QUE SU TRATAMIENTO MATEMA

TICO SEA SIMPI E Y QUE APROXIMADAMENTE DESCRIBAN EL COMPORTAMIENTO DEL 

SISTEMA. 

EL PROBLEMA OUE NOS INTERESA ES UN SISTEMA DE MUCHAS PARTI CULAS -

QUE INTERACCIONAN UNICAMENTE ENTRE PARES,ES DECIR,EL HAMILTONIANO CUAti 

TI CO CORRESPONDIENTE A ESTE SI:TEMA ES EL SIGUIENTE! 

JI 
~z 

}/ 
/\ ií z L z l-1 = - 1 V f 1t·j) 

J. 
f 

?ff· 
i=1 { i <.J° {A) 

DEBIDO A LA NATURALEZA DEL POTENCIAL,EL TRATAMIENTO ANALITICO DE 

LA ECUACION DE EIGENVALORES ASOCIADA A ESTE HAMILTONIANO EN GENERAL NO 

NOS OFRECE UNA SOLUCION EXACTA PARA EL PROBLEMAJDE AQUI LA NECESIDAD -

DE EMPLEAR ALGUNAS TECNI CAS DE APROXJMAClml, 

ÜNO DE LOS MODELOS MAS EMPLEADOS COMO PRIMERA APROXI MACI ON AL PRQ. 

BLEMA, ES EL "MODELO DE PARTI CULA l NDEPENDI ENTE", ESTE CONSISTE FUNDAMEti 

TALMENTE EN PROMEDIAR LAS INTERACCIONES ENTRE LAS PARTICULAS QUE CONSTl 

TUYEN EL StSTEMA,DE TAL FORMA QUE CADA PARTICULA PUEDE TRATARSE COMO SI 

ESTUVIERA BAJO LA ACCWtl DE UN POTENCIAL COMUN TI~ L't?-í>'JPRODUCTO DEL 

PROMEDIO DE LA INTERACCION DE DICHA PARTICULA CON EL RESTO;ES DECIR,EL 

HAMILTON.IANO CUANTICO PARA EL SISTEMA DE !! PARTICULAS PUEDE ESCRIBIRSE 

EN TERMINOS DE ESTO ULTIMO COMO SIGUE! 

-1-
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+ l fl;·fY,·) + (? Vlt,;)- ?~t~J) 
I /: 1 t<.j t=1 f 
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~HORA BlEM,flEBEMOS ENCONTPAP F.L VALOR DE 7J !'E TAL FOPMA r'.lUF: SF. 

PROXli'1E LO MAS POSIBLE AL POTENCIAL REAL,ES DECIR: 

\ 2:"" 'll-1u)- 7 \J.\ii)\ ~ O (.e) 
.L VALOR DE '\jl SE PUEDE E~1~bNTRAR BusctÑno ;UTO COtlSISTEMCIA EN LAS 

I liENECUAClONES DETEar,I NADAS POP LOS DOS PRIMEROS TERMINOS EN LA F.XPR.E. 

'ION 8: ;."~f "1/~/o)::: E. "?h,fo) (.t:i) 
t¡ r¡ 1 r, ; l = \, .. , Ñ 

ONDE 

le) 

~ ¡:) 

DE PRUEBA 

ARA CADA UNA DE LAS ECllACIOMES l\MEDIMJTE ESTA FUNCION,SE CALCULA EL 

,'\LOR DE \J¡_ MEDIANTE LA ECUACION ¡: Y ESTE Vl\LOR SE llTlt.IZA ~:IJEVAMEMTE 
C:NTRO DE LA ECUACION D CORRESPONDIENTE PARA ENCONTRAR UNA NUEVA FUN-

' ION 1.M,QUE EN GENERAL ES DISTINTA DE LA PROPUESTA ltl!CIALVEMTE.EL 
l 

. PQCESO SE REPITE SUCESIVAMENTE,HASTA QUE SE OBTENliA LA MISMA FUNCION 

RODUCTO QUE LA ANTERIOR, EN ESTE MOl'.EtlTO HAY AtlTO C0~1 S 1 STEMCI f> Y SE Dl 

'".: QUE SE TI EME EL OPTIMO VALOP PARA iJ¡, 0DSERVF.SE QUE ESTE METODO SE RE. 

!TE PARA LAS ii PARTI CULAS OUE COMPONEN AL SISTEMA, DE fWlERA OUE F 1 NAL 

·=.'ITE,LA FUNCION DE ONDA OUE DESCRIRE AL SISTEMA SE EXPPESA COMO: 
,. .. ·wt") ,..,ut11) "\\ltt>) 1.11 1n _ 
· 't lf¡): T 1 t:¡,) 'ii (:{¿)' '' 'fÑ l'f~) 

LA ENERGIA DEL SISTEt'A ES LA SUMA DE LA.S Ef1EPGIAS IMDIVIDUALF.S: 

E'·)= t:\+~t ~· .. .,.é~ 
Tono LO ANTERIOR ES POSIBLE YA OUE POR EL PROCESO PE AllT0 COtiSJS

'EtlCIA ,EL POTENCIAL COMUll \j ES TAL flUE SE 01>.TIENE EL 11PHMO VALOP -

'.~RA LA DIFERENCIA (C.). Ñ 11 
· " ~z\ r¡¡.t \ 

OR LO QUE EL llAMILTOrllANO ~ SE APROXIPA A )-\:: ""í L ~ "L U~(~¡) 
l'::. \ \ \~1 

-?-



MEDIANTE EL METODO DE PARTICULA INDEPENDIENTE,EL ESTADO DEL SIS
TEMA,QUEDA ENTONCES DETERMINADO POR LOS ESTADOS INDIVIDUALES DE LAS -
PARTICULAS QUE LO FORMAN,LO CUAL CONSTITUYE UNA APROXIMACION BASTANTE 
CRUDA,YA QUE LOS TERMINOS DE INTERACCION ENTRE LAS PARTICULAS NO SE HAN 
CONSIDERADO DIRECTAMENTE, 

EL METODO DE COORDENADAS HtPERESFERICAS PROPORCIONA UN ENFOQUE TQ 
TALMENTE DISTINTO PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE MUCHOS CUERPOS.TIE
NE LA GRAN VENTAJA DE SER UN METODO EXACTO EN SU FORMULACION,ES DECIR, 
NO REQUIERE DE SUPOSICIONES INICIALES,COMO POR EJEMPLO EN EL METODO DE 
PARTICULA 1 NDEPENDI ENTE Y ADEMAS LAS APROXIMACIONES SE INTRODUCEN AL -
FINAL. 

ESTE CAPIT.ULO TIENE EL OBJETO DE ESTABLECER DE UNA MANERA SISTE-
MATICA EL METODO DE COORDENADAS HtPERESFERICAS EN EL ESTUDIO DEL PRO-
BLEMA DE MUCHOS CUERPOS.EL ANALISIS DE SISTEMAS FORMADOS POR TRES CUER 
POS DESDE EL PUNTO DE VISTA DE DICHO METODO,SE REALIZA CON DETALLE,GE
NERALI ZANDO LOS RESULTADOS PARA EL CASO DE N CUERPOS, CON EL FIN DE PRO. 
PORCIONAR UNA IDEA COMPLETA SOBRE EL METODO DE COORDENADAS H!PERESFERl 
CAS,EL CAPITULO SE HA DIVIDIDO EN TRES SECCIONES.EN LA PRIMERA SECCION 
SE ESTABLECEN LOS LINEAMIENTOS GENERALES DEL METODO,EN LA SEGUNDA ~--
SECCION,SE DESARROLLAN EXPLICITAMENTE CADA UNO DE LOS PASOS EN QUE CO[ 
SISTE EL METODO PARA EL CASO DE TRES CUERPOS,flNALMENTE,EN LA TERCERA 
SECCION,SE TRATA EL METODO DE COORDENADAS HIPERESFERICAS EN GENERAL,Sl 
GUIENDO ESENCIALMENTE EL TRABAJO DE f~.FABRE De LA 1?.IPELLE (¡),COMO PO~ 
DRA OBSERVARSE,EL CAMINO SEGUIDO EN EL ESTUDIO DE SISTEMAS DE TRES CUEB. 
POS ES GENERALIZABLE PARA SISTEMAS DE N CUERPOS, 

1.A EL METODO DE COORDENADAS HIPERESEERICAS 

MEDIANTE ESTE METODO ES POSIBLE SEPARAR EL llAMILTONIANO DEL SISTE. 
MA DE N PARTI CU LAS, EN UNA PARTE CORRESPONDIENTE AL MOVIMIENTO DEL CEN
TRO DE MASA Y OTRA AL MOVIMIENTO INTERNO.AS! MISMO EL PROBLEMA DE EIGE[ 
VALORES ASOCIADO A LA PARTE CINETICA DEL HAMILTONIANO INTERNO,SE REDUCE 
A LA SOLUCION DE LA ECUACION DE HELMHOLTZ3Úl-:l }DIMENSIONAL CllY~ --

-3-



PARTE ANGULAR NOS PROPORCIONA UNA BASE COMPLETA DE EIGENFUNCIONES -
EN TERMINOS DE LAS CUALES PODEMOS EXPRESAR EL POTENCIAL Y LA FUNCION F. 

DE ONDA QUE DESCRIBE EL ESTADO INTERNO ~L SISTEMA,LO QUE NOS PERMITE 
REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER A UN CONJUNTO 
INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS EN LA VARIA
BLE RADIAL 

EN REALIDAD,EL r~ETODO DE COORDENADAS H!PERESFERICAS ES UNA GENERA 
LIZACION DEL CAMINO SEGUIDO EN EL ESTUDIO DEL PROBLEMA DE D(1S CUERPOS 
QUE HITERACCIONAN A TRAVES DE UNA FUERZA CENTRAL,PARA COMPRENDER MEJOR 
ESTO,ES CONVENIENTE RECORDAP. LOS PASOS SEGUIDOS EN ESTE ULTIMO, 

EL HAMILTONIANO CUANTICO PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS QUE I!i 
TERACCIONAN BAJO UNA FUERZA CENTRAL ES: 

A ./íl l ~l l ( ) JI= - P, - - Vz ¡. V 1~-t,1 Cr.I> 
lle', ~Wll 

DONDE~, Y "'4t SOtl SUS RESPECTIVAS MASAS Y ::¡1 Y "(1. ,SUS CORRES
PONDIENTES VECTORES DE POSICION, 

MEDIANTE LA TRANSFORMACION LINEAL DE COORDENADAS: 

"M,t'\ + w.t yl. -::. R. 
'M,~Wt (] .2) 

EL HAMILTON!ANO DEL SISTEMA (Ec.1.1),PUEDE ESCRIBIRSE COMO LA SU
MA DE UNA PARTE QUE DEPENDE UNICAMENTE DE LAS COORDENADAS DEL CENTRO -
DE MASA·Y OTRA QUE ES FUNCION SOLO DE LA COORDENADA RELATIVA DE AMBAS 
PARTICULAS,ES DECIR: 

,. '°'z 2 _ .;,z 17 z 
fJ: - ~Al V.J + 

l(W,lfllz) · · )/" r'i 
(1,3) 
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YA QUE LO:quE NOS INTERESA ES LA ESTRUCTUPA DEL SISTEMA,NOS CON-

CRETAREnOS /\ ESTUDIAR UMICM~EllTE EL MOVIMIEtlTO HITERNO DEL MISMO,SlH!

[)O EL liAMl LTON 1 ANC COPRESPOtlDI EMTE EL S 1 CiUI ENTE: 

/;,,; 
0
-;:, J7,,5 + Vft) 

(1.4) 

LA ECUACION DE SCHROEDINGER ASOCIADA A ESTE HAMlLTOMIANO ES: 
.,, 

~et 1'tf J == E 'P f) (l. 5) 

PoR LA SlMETRIA QUE OFRECE EL POTENCIAL EN ESTE CASO Y YA QUE UNl 

CAMENTE DEPENDE DE LA COORDEtlADA RELATIVA,RESULTA CONVENIENTE ESTUDIAR 

EL PROBLEMA EN TERMINOS DE COORDEtlADAS ESFERICAS,DE ESTA MANERA,LA ECUA 

CIOM DE ScHROEDIMCiER (l,5) RESULTA SEPARABLE EN UNA PARTE RADIAL Y OTRA 

ANGULAR;ESTA ULTIMA,COl10 SE VERA,TIENE COMO EIGEMFUMCIONES A LOS ARMO

NICOS ESFER!COS,QUE CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA PARA LAS FUNCIONES -

QUE DEPENDEN DE LAS COORDENADAS ANGULARES, 

CONSIDEREMOS ENTONCES, AL OPERADOR DADO POR LA ECUACION (1.4) ,EN 

COORDENADAS ESFERICAS Y RESOLVAMOS EL PROBLEMA DE EIGENVALORES CORRES

PONDIENTE. ESTO EOUI VAl.:.E A RESOLVER LA ECUAC!OM: 

J_ -1;t\~: !(; \_~i(&;f)l ~\Jlo)lileil9,~)"t~~1l91~) l Y" l e e \ ~ J e~ 1 ' \ n. G) 
"l 

DorrnE ~ \19, ~'¡ES EL OPERADOR ASOCIADO AL CUADRADO DEL MOP.ENTO ANGULAR TO-

TAL: 1'tJ¡~) ' _._,, l ~ ~ ; L9 ~ '>WL9 ~ t9) ' ~1 l9 ~ ~·1 ()' 7) 

lAs EIGENFUNCIONES ASOCIADAS A ESTE OPERADOR SOt! LOS ARMONICOS ESFER!

COS,ES DF.CIRÍA L/I VUELTA): 

_e_ 



POR LO QUE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL (1,6) SE REDUCE A: 

COMO PUEDE APRECIARSE,LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL (l,f),HA Sl 
DO REDUCIDA A UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA QUE DEPENDE EXCLUSIVA 
MENTE DE LA VARIABLE e: . ESTO HA s IDO POS !BLE GRACIAS A LA FORMA DEL .. 
POTENCIAL, 

PARA SISTEMAS AISLADOS,EL POTENCIAL TIENE EN GENERAL SIMETRIA ROTA 
CIONAL,PERO EN EL CASO DE QUE EXISTAN OTROS EFECTOS gUE ORIGINEN UNA DE 
PENDENCIA ANGULAR EN EL POTENCIAL,PODEMOS HACER USO DE LA COMPLETEZ DE 
LA BASE QUE FORMAN LOS ARMONICOS E~FERICOS,DE MANERA QUE EL POTENCIAL 
SE REPRESENTA COMO UNA SUPERPOSICION DE ARMONICOS ESFERICOS,ES DECIR: 

SI (1,líl) 

ENTONCES ES POSIBLE ESCRIBIR: 

DONDE 

fl.SI MISMO,LA FUNCION DE ONDA PUEDE EXPRESARSE EN TERMINOS DE ARMQ_ 
NICOS ESFERICOS COMO SIGUE: 

~le1l9,~)= I \<~, \r) 1""': te)~) 
,( ', ...... ' ~ 

(1.12) 
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~UBSTI TUYENDO LOS DESARROLLOS ll, 11) Y U, 12 )EM LA ECUACI ON DE SCHROE_ 
-...:!"""~ DHJliER (1,G) y MULTIPLICANDO AMnos MIEMRRGS POR j~ .. l1M)E INTEGRANDO 

SOBRE LAS COORDENADAS ANGULARES,SE 013TIENE EL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUA 

CI ONES DIFERENCIALES ORDIMARIAS AC0PLADAS,QUE DEPENDEN EXCLUSIVAMENTE 

DE LA VARIABLE RADIAL: \ 

\_~ \ _±:.), ~ ~ - nf'.i,1)1-E \( "\~) * 
\ zp L áei e ~ e j ~ 

~ ~ ¡ ... -..." \<-... t' \'J't.;
1 

~l 13) 
\- L L \/;~) l(l,\p) ·<'\ \~ 1~)\ 1i191~)\ 11~·~1 . 

1 \ R. J.. 
~¡'M ~ • ..,. 

HEMOS REDUCIDO LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE ScHROEDINí,ER A 

UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDHJARIAS ACOPLADAS DEPENDIEN

TES DE f , 

,!\HORA BIEN,EL METODO DE COORDENADAS !IIPERESFERICAS CONSISTE ESEN

CI AUIENTE EN LOS MISMOS PASOS QUE EL PROBLEMA DE DOS PARTI CU LAS ,PERO -

DESDE LUEGO í,ENERALI ZADOS PARA Utl S 1 STEMA DE ~I CUERPOS, F.N ESTE CASO,EL 

NUMERO DE COORDEMADM INTERNAS ES 3("1-1), PUESTO QUE SE SEPARAN LAS 3 

CORRESPONDIENTES AL CENTRO DE MASA,POR LO QUE EL TRATAMIENTO MATEMATI

CO SE REALIZA EN UM ESPACIO DE 3('~-1) DIMENSIONES .EXPLICITAMENTE,EL -

r'1ETODO DE COORDENADAS HIPERESFERICAS CONSISTE EN LO SIGUIENTE': 

DSEPARAR EL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA,FSTO SE LOGRA SI SE LL.E. 

VA A CABO UNA TRAtlSFORMACION LINEAL DEL CotlJUNTO DE COORDENADAS DE CADA 

PARTICULA (3!·1 EN TOTAL) ,A UN NUEVO CONJUNTO QUE INCLUYA AL CENTRO DE MA 
SA [ Y 3('1-1) COORDEMADAS IMTERNAS, EHE NUEVO CONJUNTO PUEDE SER, POR 

EJEMPLO,LAS COORDENADAS DE .. IACOFll, 

2H1EDIANTE LAS NUEVAS 3('!-l)cooRDENADAS INTERNAS,SE DEFINEN LAS -

COORDE!lADAS HIPERESFERICAS,QUE CORRESPONDEN A UN ESPACIO CONFIGURACIO
MAL DE 3('!-1) DIMENSIONES, 

3)[XPRESAR EL OPERADOR DE ENERGIA CINETICA EN COORDENADAS HIPERES.. 

FERICAS(DESDE LUEGO DICHO OPERADOR CORRESPONDE AL l.IAMILTotHANO INTERNO-

-7-



DEL SISTEMA),0BTENIENDOSE AS! UNA PARTE RADIAL Y OTRA ANGULAR EN EL E~ 
PACIO DE 3(N-l) DIMENSIONES, 

4)RESOLVER LA ECUACION DE EIGENVALORES ASOCIADA A LA PARTE ANGU-
LAR DEL, OPERADOR DE. ENERGIA C!NETICA,OBTENIENDO COMO EIGENFUNCIONES A 
LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,LOS CUALE'S CONSTITUYEN UNA llASE COMPLETA 
POR SER SOLUCION DEL PROBLEMA DE EIGENVALORES, 

5)EXPANDER EL POTENCIAL Y LA FUNCJ ON DE ONDA EN TERMJNOS DE ARMO
N ICOS HIPERESFERICOS, 

6)SUBSTJTUIR LOS DESARROLLOS ARRIBA CITADOC EN LA ECUACION DE ~Ctl 
ROED! NGER, REDUCI ENDOSE ESTA A UN S 1 STEMA !NF Hl! TO Ji: ·~ECUACIONES DI FEREt:!. 
CIALES ORDINARIAS ACOPLADAS EN LA VARIABLE RADIAL, 

l.B EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS TRATADO MEDIANTE EL METODO DE l.OOR
DENADAS ttIPERESFERICAS, 

EN ESTA SECCION SE DESARROLLARAN EXPLICITAMENTE Y CON DETALLE LOS 
PASOS INDICADOS EN LA SECCION ANTERIOR,PARA EL CASO PARTICULAR DE TRES 
CUERPOS, 

EL HAMILTONIAMO CUANTICO PARA UN SISTEMA CONSTITUIDO POR TRES PAR 
TICULAS QUE INTERACCIONAN ENTRE PARES,ES EL SIGUIENTE: 

.3 
A ~l i;:;-

,2/:: - - L 
l ¡:¡ 

Vlt:.) 
() (1.14) 

COMO NOS INTERESA EL MOVIMIENTO INTERNO· DEL SJSTEMA,DEBEMOS BUSCAR 
UNA MANERA DE SEPARAR EL HAMILTONIANO EN UNA PARTE CORRESPONDIENTE AL 
CENTRO JJE MASA DEL SISTEMA Y OTRA PARA EL MOVIMIENTO INTERNO DEL MISMO, 
ESTO LO LOGRAMO~ SI ESTABLECEMOS UNA TRANSFORMACION LINEAL ENTRE LAS 
COORDENADAS DE CADA PARTICULA t11 ~¿ /f l Y UN NUEVO CONJUNTO DE COORDE-
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NADAS: R PARA EL CENTRO DE MASA y 1 ~ l~\ PARA LAS COORDENADAS INTER-

NAS, DE ESTA MANERA,AL SEPARAR LAS COORDENADAS DEL CENTRO DE MASA (3-
DIMENS IONES) ,NOS RESTRINGIMOS A TRABAJAR EN EL ESPACIO DE 3x3-3=6 DI

MENSIONES,DEFINIDAS POR LAS COORDENADAS INTERNAS~. 1~., \ \ 

SEAN,POR EJEMPLO,LAS COORDENADAS DE JACOBI EL NUEVO CONJUNTO DE 

COORDENADAS,QUE PARA ESTE CASO TIENEN LA SIGUIENTE EXPRESION: 

\ 
~· ~ j''t s.= l .... (i·-~1c. \ 

\ "MA) \-'M"'- l ) 

U.15) 

DONDE ~. ES UN VECTOR PROPORCIONAL A LA COORDENADA RELATIVA 

DE DOS PART 1 CU~AS (SU S 1 CiNO ESTA SUJETO AL HECHO DE QUE i , ~ i \?. FORMEN 

UNA PERMUTACION CICLICA DE 1,2v3); ~\ ES LA COORDENADA RELATIVA DE LA 

TERCERA DE LAS PARTICULAS RESPECTO AL CENTRO DE MASA DE LAS OTRAS DOS -

Y i ES LA COORDENADA DEL CENTRO DE MASA DEL SISTEMA, 

COMO PUEDE VERSE,EXISTEN DISTLNTAS MANERAS DE NUMERAR A LAS PARTJ. 

CULAS,PERO SIEMPRE TENDREMOS SOLO TRES DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENA 

DAS EQUIVALENTES ENTRE S 1 ;POR ESTA RAZON SE HA AGREGADO EL INDICE ll ) 
EM LAS COORDENADAS DE JACOB 1, Es POSIBLE PASAR DE UN CONJUNTO A OTRO M~ 

DIANTE UNA TRANSFORMACION LINEAL ADECUADA;PARA EtLO,CONSIDEREMOS DOS -

CONJUNTOS ARBITRARIOS(,.~·) v\1 l; ),QUE DE ACUERDO A LA EXPRESION -
\ l \ "'1 \\f.' 1.15 SON: 
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Si HACEMOS : :IGtEN~;~:Blo: 
1

,,, 
- l l~t~ ... i) l~¡~'tl"-) \ 

s 5 L ""'.-..A \'1t 
l lw¡'""'_j)l-M¡ \W1o.) ~ 

-10-
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SE PUEDE VER QUE: 

Cl.18) 

POR LO QUE ES POSIBLE ESCRIBIR: 

A= C€l.. ~"-\ 
Cl.19) 

~? alM ~le\ 

POR LO TANTO,LA TRANSFORMAC!ON ENTRE LOS DOS CONJUNTOS DE COORDE
NADAS (1.16A)Y(l,16B) ES: 

U.20) 

DONDE cp~\ ES EL ANGULO DE FASE QUE NOS PERMITE PASAR DE UN CONJUN

TO A OTRO.ESTE ANGULO ESTA DADO POR LA SIGUIENTE EXPRESION: 

-c. ~ \ "'M ~ \..\ 1~2. ~ • -= ~ -\-14l - :: /Qn: ~ll.v, l-1) Cl.21) 
~l ~ rv..t¡~~ 

EL FACTOR (:-\)?INDICA EL SIGNO DE LA PERMUTACION CICLICA DE tJ)1'it, 

COMO SE PODRA APRECIAR,MEDIAMTE EL NUEVO CONJUNTO DE COORDENADAS 

INTRODUCIDO (Ecs.1.15),LA SEPARACION DE LA PARTE DEL HAMILTONIANO -~-
CORRESPONDIENTE AL CENTRO DE MASA SE OBTENDRA DE UNA MANERA NATURAL, 

LA PARTE CINETICA DEL i!AMILTONIANO 1.14 ES: 

" )f_ z. + \J. z \ = .Y\ L \ 
2. "M. \. ¡:1 

Cl.22) 
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EMPLEAN DO AHORA LA TRAMS FORMAC 1 ON DE COORDENADAS (l, l.S) , QUE ES rn
C l ALMENTE CONSISTE EN LA DEPF.NDENCIA FUNCIONAL: Y=°i ( ¡:; · ::;;:. R_) ,Y APLI-

..i ~) \, 

CANDO SUCESIVAMENTE LA REGLA DE LA CADENA,SE OBTIENE LA SIGUIENTE EX-
PRESION PARA (1.22) EN TERMINOS DE COORDENADAS DE .IACOBI: 

1 = - ;~ 'lc~i;.. - ~ \ \}~~ ~ '7,~ ) 
(1.23) 

DONDE ~:. \ 

DE AQUI SE PUEDE VER FACILMENTE QUE LAS PARTES INTERNA Y DEL CEN
TRO DE MASA SON RESPECTIVAMENTE: 

,. 
~ \/? 1c..~.= (1.24A) 2M (..M. 

" = - ':.. v::t» .. ,t ) TINl (1.24B) 
2. ~¡ "1.¡ 

COMO SE MENCIONO EN UNA OCASION,NOS INTERESA EL ESTADO IN1..ERNO DEL 
SISTEMA,POR LO QUE EN ADELANTE TRABAJAREMOS EXCLUSIVAMENTE CON\¡,.¡¡,DADO 
ARRIBA, 

GRACIAS A LAS COORDENADAS INTRODUCIDAS,HEMOS PODIDO OBTENER LAS -
EXPRESIONES (l.24)JPERO EXISTE TODAVIA UNA PROPIEDAD MUY IMPORTANTE DEL 
NUEVO CONJUNTO DE COORDENADAS DEFINIDO POR (1.15) .DE LA ECUACION DE ""r 
TRANSFORMACION (1,20),SE PUEDE VER QUE: 

s: " "'~ = s~ \ ~ ;;.~ ~~ 
= l~~\. . .i.Q.IU.1 ~1i·)S~, (c.qi.1 ~ .. ~'wNJ( "' \ ~ "' ... , 

'l 't 
': ~· -t't· 

\ \ 

Es DECIR: 
t ? t. ? . . \ t 

"Si ~"11.l = !.~ ·""~ :111'IG-11c.i c=-e <1.25) 
-12-



POR LO ANTERIOR,LA MAGNITUD DE LOS VECTORES 'f. ~. SE PUEDE ES.J~ 1 "\1 
CR lB IR COMO: 

s~ -= f C<iz. ll( i. 

,, =~~o(•\ (1.26) 

LA EXPRESION 1.25 REPRESENTA UNA ESFERA HEXA-DIMENSIONAL DE RADIO 

(HIPERRADIO) f Y EL ANGULO ~¡ QUE APARECE EN (l,26) ES EL QUE RE~A~ 
CIONA LA LONGITUD DE LOS VECTORES~. Y -t(. ,CON DICHO HIPERRADIO,lA.S CUA 

,)\ \ 

TRO COORDENADAS RESTANTES CORRESPONDEN A LOS ANGULOS POLAR Y AZIMUTAL -

PARA CADA VECTOR,ES DECIR: 5,=~91~,~~¡); ~c·ll9,., 1 ~>t) ,ESTAS CANTIDADES 
A'S I DESCRITAS CONSTITUYEN LAS LLAMADAS COORDENADAS HI PERESFER ! CAS: 

(1.27) ... 
ESTAMOS AHORA EN POSICION DE ESTUDIAR EL MOVIMIENTO INTERNO DE '"'" 

NUESTRO SISTEMA MEDIANTE EL METODO DE COORDENADAS H1 PERESFERI CAS, LA -

VENTAJA DE ESTO ESTRIBA EN EL HECHO DE QUE PODEMOS ESCRIBIR LA ECUACION 

(l,24) FORMADA POR UNA PARTE HIPERRADIAL Y OTRA HIPERANGULAR.LAS EIGEN

FUNCIONES DE ESTA ULTIMA SON LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS PARA SEIS Dl

MENS IONES 1 LOS CUALES CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA QUE NOS PERMITIRA -

HACER DESARROLLOS TANTO DEL POTENCIAL COMO DE LA FUNCION DE ONDA PARA 

EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS, 

PROCEDEREMOS,C:tff'ONCES, A EXPRESAR EL OPERADOR PARA LA ENERGIA CINE_ 

TICA INTERMA Erl TERMINOS llE COORDENADAS HI PERESFERICAS, tL OPERADOR ASQ 

CIADO A LA ENERGIA CINETICA INTERNA ES (Ec,1.24): 

EL OPERADOR LAPLACIANO TRIDIMENSIONAL EN COORDENADAS ESFERICAS ES: 

-13-



"i 
DONDE, DE ACUERDO A (l, 7) 1 ~ \19,~) ES EL OPERADOR ASOCIADO AL CUA-

DRADO DEL MOMENTO ANGULAR TOTAL: 

EN TERMINOS DE LO ANTERIOR, LA EXPRESIOM l, '14 PUEDE ESCRIBIRSE: 

1tll'i 1 .\- \ 

~ t "1,.' 
.», \ (1,??,) 

AHORA BIEN,HACIENDO USO DE LA DEFINICION DE LAS COORDENADAS HIPER 

ESFERICAS(Ec,1.26),LO ANTERIOR PUEDE EXPRESARSE EN TEPM!NOS DE ESTE Ul.. 

TIMO CONJUNTO DE COORDENADAS ,F.L CAMINO A SEGUIR ES BASTAflTE D!RECTO;-

ESENCIALMENTE SE HACE USO DE LA REGLA DE LA CADFNA ATENDIENDO A LA RELA 

CION FUNCIONAL: 

)~ = ~ l ~ ~' a(\ ) 

"1, : ,,_, ( fi o{¡) 

Y SABIENDO QUE LAS SIGUIENTES RELACIONES si: Clff"PLE"li 

-14-
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APLICANDO LA DERIVADA (1,3íl) COMO LO INDICA LA ECUACION 1.2?,SE 

ENCUENTRA,DESPUES" DE ALGUNAS SIMPL!FICACIONES,LA SIGUIENTE EXPRESJON 

PARA (1.28) EN COORDENADAS HIPERESFERICAS: 

(l. 31) 

LA ECUACION (l,31) SE REDUCE A LO SIGUIENTE: 

~ ~)i s- ~ , ~ t>l ~ ª 1ll1,) Áil\)~} 
\· l- \ - ~- - - - - - -~c.e-\2-(·- "" ~ 
~,- -i ó~z. e ~~ eª ~ -<~ \)a(~ em.t -<1 r.i.w."l-1; 

<1.32) 
MEDIANTE ESTA ULTIMA ECUACION PODEMOS VER LA VENTAJA DE HABER EX

PRESADO 1,:....t EN TERMINOS DE LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS ~ Y .n_~ ; 
YA QUE TENEMOS AHORA UNA ECUAC!Otl SEPARABLE EN DOS PARTES :UNA PARTE RA 

DIAL Y OTRA ANGULAR QUE PODEMOS ASOCIAR AL CUADRADO DEL MOMENTO ANGU-

LAR HEXADil"ENS IONAL,DENOTADO CON LA LETRA ~ll4'\: 

(1.33) 
POR LO QUE LA EXPRESION 1.32 SE REDUCE A 

" \ ) 'l !;' ) ~'l (.ll.\) ) 
-¡ \ - ~-- -
'~· = - z )e 1 r ~e e- z. <1.34) 

RECORDEMOS QUE EN (!, 33) f (~~Y ¡ tl"\) ,SON LOS OPERADORES /\SOCIA 

DOS A LOS CUADRADOS DE LOS MOMENTOS ANGULARES TRJDIMENS I ONALES CORRES-
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PONDI ENTES A ). Y 'lf · ; RESPECTIVAMENTE, 
\ \\ 

CONSIDEREMOS EL PROBLEMA DE El GEtlVALORES: 

" 

Es DECIR: 

\.:.1 ~\~,.n.) = "E ~\~,Jt¡) 

\ 1 ')'t -\-~ '?.. - ~? \.it.¡ ~ \ . . ' - z .\ )ez C )~ fi J 1\l_lf,:fl.¡) = E 1fl:f,!t¡) 
" (1.35) 

CON 'f(llLl¡)JEFINIDO EN (1.33) ,LA ECUACIOM J.35 ES DE VARIABLES SEPA 

RABLES,POR LO QUE LA FUNCION DE ONDA PUEDE ESCRIBIRSE COMO EL PRODUCTO 

DE UNA PARTE ANGULAR Y OTRA RADIAL: 

(1, 36) 

SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMO EN LA ECUACION 1.35 OBTENEMOS: 

(l. 37) 
ft.MBOS MIEMBROS DE ESTA ULTIMA ECUACIOM DEPENDEN DE VARIA!lLES DIS

TINTAS: ~ Y fl ,POR LO QUE,PARA QUE LA IGUALDAD SEA VALIDA PARA 

TODO VALOR DE ~ Y .fl ,ES tlECESARIO IGUALAR CADA UNO DE ELLOS A LA 

MISMA CONSTANTE )._ ,ENTONCES: 

Jl(l T ) J~ -+ ( 'Z. ~ - A \ '?.. = o 
dE't l óf \ ~l ) (l.3~) 

(l. 39) 
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LAS EIGEMFUNCJONES DE LA ECUACION 1.39 SON LOS ARMONICOS HIPERES

FERICOS,SON ARMONICOS PRECISAMENTE POR SER SOLUCION DE LA ECUACION DE 
lAPLACE HEXADI MENS 1 ONAL EN SU PARTE ANGULAR, A CONTI NUACI ON ENCONTRARE

MOS EXPLICITAMENTE LA EXPRESION PARA TALES ARMONICOS HIPERESFERJCOS,

ASI COMO EL EIGENVALOR A. 

ESCRIBAMOS LA ECUACION l. 39 DE FORMA EXPLICITA COMO: 

""z<l.40) 
AHORA,SABEMOS QUE'W:'VJ(o1,\, ,);c0Mo LOS OP~RADORE; ~ t~)y ~?e~) 

ACTUAN SOLAMENTE SOBRE LAS COORDENADAS ANGULARES "'l Y ""\ RESPECTi 

VAMENTE,ENTONCES PODEMOS ESCRIBIR A 'IA.f COMO EL PRODUCTO DE TRES FUti 

CIONES INDEPENDIENTES: 

(1.41) 
LA ECUACJON 1.40 SE REDUCE ENTONCES A LO SIGUIENTE: 

~~ ¡tt,)·Z ='A 
f.l.ctAto< z. 

(1,112) 

YA QUE LAS FUNCIONES QUE SATISFACEN LA ECUACION DE EIGENVALORES: 

SON PRECISAMENTE LOS ARMONICOS ESFERICOS,ENTONCES: 

'l t \) = "'i;' t ~) 
\ 

. l l1_) = 17' \. ~) 
'l. 

PoR LO TANTO,LA ECUACION 1.42 SE REDUCE A 
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<1.43) 
RESOLVIENDO ESTA ULTIMA ECUACION POR SERIES DE POTENCIAS SE PUEDE 

OBTENER LA EXPRES 1 ON EXPLI CJ TA PARA j_(,.to(,) ( +) : 

~Q.) \) (l.!¡!¡) 

DONDE ? "" lt.-itf!)ES UN POLI MOM lo DE JACOB 1 DE ORDEN VI V ARGUMENTO 

~u,), 

lA EXPRESION EXPLICITA PARA LOS ARMONICOS HlPERESFERICOS,DE ACUER 

DO A (1,41),ES ENTONCES: 

( +) \le.f A ?e.i~ice 1. tÁ) 

(++) \lt'( A¡>cu~\te 1 l~) 

-13-
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(~ .L!7) 

Y EL EIGEiiVl\LOR A rn (l,li\JY Es: 

COMO PUEDE APRECIARSE, \(. ES U\ SUMA DE LOS NUMF.ROS CUAHTICOS OR

BITALES i\, I"\ Y UM NUEVO NUflERO CUANTICC\ ')\ ,IMTROL'l!CIOO ºOR LA SOL!! 

CION DE LA ECUACIOM DE EIGENl/ALORES (l,a3).SI SE DESEA ErPL~fR FUNCIO

NES CCN t'OMEMTO AM(:IJLAP TCTA.L f.! Etl DEFl!l !DO ,PODEt~os ESCRIB 1 p: 

Cl.L!9) 

DoNDE~~\v.i.~k\'M'\. \LM.)son LOS COEFlC!EtlTES DE CLEBSCH-C::ORDA!'. 

nCP SER SOLUC!OP DEL PPO!lLEt-'.I\ DE EIGEflVALOPES l\SOCIAro Al 0PERADOR 

~'l(fl)(Ec.l.3J),LOS ARMC'IICOS H!PERESFER!COS FORMAN U~IA BASE COMPLETA 

DE EIGENFUMCIOHES DEFINIDAS EN LA SUPERFICIE DE IJNA ESFERA HEXADIMENS IQ 

NAL. GRAC !AS A DI CHA COMPLETEZ, ES POS ISLE EXPRESAR EL POTENCIAL EN TER

MIMOS DE 

CON: 

;~E&!DO A LA NATURALEZA CEMTRf•L DEL POTE!lCIAL,COt·10 SE VERA POSTE-fo 

RIORt·~ErlTE, f'l:. l'\:. { Y l:.o ~ M:.0,POP. ELLO ~10 SE ~A INCUJITIO LA SUMA -

SOBRE L Y ~ , ~L C1\LCIJLO !'E LAS H'TEl'Pf\Lé.<; FXPPESl\DAS '.:t• (~ 2') PU!:DF 

REAL! ZAR$E IllRECTAr;rnTE O Ef1PLEAiiDO LIMA TRl\!ISFORMACl ON UtllTA~I A ENTRE 

APMO!ll COS fl 1 PEPES FER! COS OllE CORRESPOllDEfl A DI ST!trTOS COHJUtlTOSlJ1.\)ES 

-1> 



DECIR: 

\AJ A'>. t,. LM ~ W ~ ... ~""' l t-1 
~ lll:) = J. LA ( ~\. º"1t \)\l.._,')~\.. ~ L\) (l. SD 

s ... , "-.. 
DONDE LOS COEFICIENTES QUE DEFINEN A DICHA TRANSFORMACION: 

< "~ t. \ .A)' R.,.), 
. ' ...... l \ ~ \. 

PUEDEN SER CALCULADOS EXPLICITAMENTE.EN EL CAPITULO TRES SE TRATARA -
CON DETALLE LA OBTENCION DE DICHOS COEFICIENTES.EL USO DE ESTOS COEFI
CIENTES PARA EL CASO DE TRES CUERPOS,S!MPL!FICA LOS CALCULOS IMPLICADOS 
COMO SE VERA POSTERIORMENTE, 

A CONTINUACION HAREMOS uso DEL DESARROLLO 1.sn PARA EL POTENCIAL 
AS! COMO DE UN DESARROLLO ANALOGO PARA LA FUCION DE ONDA QUE DESCRIBE 
EL ESTADO INTERNO DEL SISTEMA,PARA REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PAR 
CI AL DE SCHROEDI NGER A UN CONJUNTO 1NFIN1 TO DE ECUAC 1 ONES DI FERENC 1 ALES 
ORDINARIAS ACOPLADAS EN LA VARIABLE RADIAL. 

CONSIDEREMOS LA ECUACION DE SCHROEDINGER CORRESPONDIENTE Al HAMI~ 
TONIANO INTERNO DE NUESTRO SISTEMA EN COORDENADAS HIPERESFERICAS,(VER 
ECUACIONESl,34 Y 1.14): 

(l. 52) 

SUBSTITUYENDO EN ESTA ECUACION El DESARROLLO DEL POTENCIAL EN TER 
MINOS DE ARMONICOS Hl PERESFERI cos (EC. l. 50) ,OBTENEMOS: 

<l. 53) 
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i'ACIEl-IDO AllOR/\ EL DESARROLLO DE LA Frn!CION DE otlDA EN TERrrnws [)E 

ARl·mMICOS HIPERESFEPICOS: D' , 1 1 

L'M' ~ "~'\ L: M 

<l. S4) 1 tf,Jt)-= L ~~, l~) 1AÍ~, l il) 
\o.', e;,t\ 

foNDE SE llA EXCLUIDO LA SUMA SOBRE \.!. Y M 1 POR LA MISMA RAZO!l DADA EN 

LA ECIJACI ON (1, 50), F.NTOMCES / EM TERIHNOS DE ESTO Y SAB 1 ENDO QUE 

~t. '\\f~ = ~ \'f:.~~) w"', 
LA ECUACION (l,';3) RESULTA: j1 J' ~ 1 

~ \ { ')l. lr I... l. - 'l<-1 l°t'1~4r 2) ~ '\. ( ~ '\ .. 
~ , - z: \ ~e 1 e ~~ r" ~· l~) V\J 1e' <.{l.) + 

" 1 '~,t., 

I ~ R '" A~J~ LM J~J~ l J.t
1 

t L \J ~lr) R~,'e) W \r.. 1.n.) rv.J~, u1.) = o 
Ir. • ' k' t' t' (1 r.5) 

1 ~. '\. 1 ~ 1 \ l~ J~ \:' M" !'- , ; 

;]uLTIPL!QUEMOS AHORA PoR'\IJ.,_,, llL) E 11nEGREMOS SOBRE TODOS LOS Atl 

GULOS,APROVCCHANDO LA PROPIEDAD DE ORTONORMALIDAD DE LOS AP.MONICOS Hl-

PEP.ESFERI CDS: f f , , J J l~ < 'WIC.~ i~~ \ w: ~) ) : ~.,.~1 ~L\1 ~~M' ~1~1~ ~~'\A' 
~NTONCES,LA ECIJJICION DIFEREllCIAL PARCIAL (l,5S) SE REDUCE A IJN SI~ 

TEMA INFHl!TO PE ECUACIOMES DIFERENCIALES ACOPLADAS EM LA VARIABLE f : 

\ l ~'t ~ ~ - 1¡c"t~"~'°')) /) 1 D) 
- -z étt. + e ~e ~'" t-~ .. ' ' .; 

~ "" l f f"(~'~"\ l~l~Ltvl\ l~f\~~1) 
l L L \J~ l~) «l:,lf) < w'(~ tlL) wl< Ut) \!~, l"-) 

l:lt'.>,f'\ \:'1 (~,,, = o 
(1,56) 
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HASTA AHORA, TODO LO QUE SE HA HECHO ES EMCílrlTPAP UtlA P.ASE PARA -

LAS FUNCIONES ANGULARES Y EN TERMHlOS DE DICHA DASE EXPRESAR EL POTEtl

ClAL ASI COMO LA FUNClotl DE ONDA QUE DESCRIBE AL S ISTEMA .. AHORA ENCON-

TRAREMOS UNA BASE P.ARA LAS F'UNC!ClNES PAfll ALES' F.sTo SE LOGRA s 1 fl(IS RE.S. 

TRINGIMOS AL CASO 11 MONOPOLAR" ('f:."-0) EM LA EXPRESION (l.SC) ,LO 0UE E-

QUIVALE A CONSIDERAR UNICAMENTE AQUELLA PARTE DE LA INTERACCIOI' QUE PQ 

SEE SIMETRIA HIPERESFERICA,PARA ESTE CASO PARTICULAR,EL SISTEt1A INFINi 

rn DE ECUACIONES SE DESACOPLA REDUCI ENDOSE A LO S 1 GUI ENTE: 

"ººº ••) (l.57) 
ft.QUI '\\l,tll) ES UtlA CONSTANTE '1 LAS FUNCIOMES~~'I<'' CONSTITUYEM UNA -

BASE COt'.PLETA Y ORTONORMAL POR SER SOLUCION DEL PROBLEMA DE EIGENVALO-

RES: 

0.5P) 
CON 

~lo~ \ ( ~'l. S' ~ l:"l...-".\o41r) \ oo 001:>0 

- ¿ \ ~t ~e ~ - et ) +\J6lt) w() l11.) (1,50) 

LA EIGENECUACION (1.58) TIENE SOLUCIONES PARA EMERGIAS POSITIVA.S COMO 

NEGATIVAS.PARA CONSIDERAR EL PROBLEt'A DE ESTADOS LIGADOS CONSIDERAMOS 

~(:o EN CUYO CASO""t TOMA VALORES D!SCRETOS.~IE.1~)01DEBEN INCLUIRSE 

l.OS VALORES DE VI' CONTINUOS.EN TERMIMCS DE ESTO ULTIMO,ES POSIBLE EX

PRESAR CUALQUIER FUtlCION RADIAL COMO LA SIGUIEtlTE SUPERPOSICIOtl(+): 

D ~ ~ o'") 
''-~le)= 4-~,,a."'f'!t'' f....v.~\<"t~) (~.F·J) 

DONDE ~ TOr.A VALORES TANTO DISCRETOS COMO COMTIMUOS (E'·! EL CASO DE TE

t~EP UNICAMENTE V1ALOPES COtlT!MIJOS LA SUMA SE TRADUCE Erl LINA IrlTEGRAL), 

(+) Ñb 4üt tt.ih.idit1e tl 'Ylll'Wtt1'o cv{..i·hc.o yo~ic1 "ti~ ~o.i J '11\J~(v-o "f\ 

9tut ~llv~it .\e iG. !>ol11c.1o',.. ~e lo. ccvQ.tio~ i::t.1~uJ1,.- (1.:n·). 
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EN TERMINOS DE ESTO ULTIMO Y JUNTO COfl EL USO DE LA BASE HIPERES

FERICA,LA FUNCION DE ONDA QUE DESCRIBE AL SISTEMA SE PUEDE ESCRIBIR CQ. 

MO: 

Cl.62) ' 

'lOTESE QUE EN LA SEGUtlDA SUMATORIA SE HAN EXCLUIDO LOS TERMINOS -

CON \<.:O POR HABERSE ESCRITO EXPLICITAMENTE.EN VIRTUD DE LAS EXPRESIQ. 

NES l,58' Y 1.59,ESTA ULTIMA ECUACION SE REDUCE A : 
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MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE ESTA ULTIMA EXPRESION,POR 

D·ll·- L""- ) ~. (ti) J'~ \ "'\ 

\. \(i"'" l~) 'W l'i" t.n.) 

(l. 64) 

INTEGRANDO SOBRE TODO EL ESPACIO Y SABIENDO QUE LA SIGUIENTE CONDICION 
SE CUMPLE: 

< C.\ ~l~ÚA'\ 10\ ")\l,p1 )- ~ ~ e \ ~ ~ 
t.:~~· lrl W .. 1A.) YL "'t') "' ltt) • "r~ K~' 0 

.. · º"4"'' :t1t~ ''~ 
r ~ ·~ " <l.65) 

ílBTENEMOS FINALMENTE EL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALG~ 
BRAI CAS LINEALES Y HOMOGENEAS ACOPLADAS EN LOS COEFI CI EMTES QA' ('\: 

"''\C. 

o 
(l. 66) 

LA' SOLUCION DE ESTE SISTEMA DE ECUACIOMES SEP.A NO TRIVIAL SOLA-
MENTE SI SU DETERMINANTE ES NULO,LO CUAL EQUIVALE A RESOLVER LA E-
CUACJON SECULAR CORRESPONDIENTE.DE ESTA FORMA PODEMOS CALCULAR EXPLICl 
TAMENTE EL VALOR DE t Y LOS COEFICIENTES DEL DESARROLLO Q l~I" , 
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0BSERVESE QUE HASTA AHORA EL FORMALISMO SEGUIDO ES EXACTO,EN LA 

PRACTICA ES IMPOSIBLE RESOLVER UN NUMERO INFINITO DE ECUACIONES,POR 
LO QUE DEBEMOS LIMITAR EL NUMERO DE ELLAS, LA CONVERGENCIA DE LAS SOLU. 

CIONES DETERMINA LA EFICACIA DEL METODO,EL ESTUDIO DE DICHA CONVERGEN

CIA ES MOTIVO AUN DE INVESTIGACION, 

UN PUNTO 1 NTERESANTE EN ESTE DESARROLLO ES EL ESTUDIO DE LAS IMTE. 

GRALES: 

$¡ FUESE POSIBLE OBTENER UNA EXPRESION GENERAL EXPLICITA PARA DI

CHAS INTEGRALES,EL r-EToDO DE COORDENADAS ~IPERESFERICAS SE PODRIA APLl 

CARSE DE FORMA SISTEMATICA,lo MISMO PUEDE DECIRSE ACERCA DEL CALCULO -

DE ELEMENTOS DE MATRIZ DE LA FORMA: 

l.C, EL METODO DE COORDENADAS H!PERESFERICAS,C~~-0 GENERAL, 

flASTA AHORA SE HA TRATADO EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS DE UNA MANE. 

RA EXPLICITA.EN ESTA SECCION SE ESTUDIAN LOS RESULTADOS GENERALES BASA 
DOS EN EL TRABAJO DE r.~, f=ABRF. DF. LA PI PELLE (\) PARA El CASO DE ~1 PARTl 

CULAS 'Los PASOS SEGUIDOS EN ESTE TRATAMIENTO GENERAL SON ESENCIALMENTE 

LOS MISMOS QUE EN El CASO DE TRES CUERPOS, 

~L 1lAMILTONIANO CIJANTICO PARA UN SISTEMA DE '! PARTICULAS QUE INTER 

ACCIONAN ENTRE PARES ES EL SIGUIENTE: 
¡.J r?. z 

.., --~l ....::;- v; 
JJ= ¿_ ~ + 

l i=1 { 

N 

~ \Jlvu) 
i~J 

(1, f 7) 
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·s¡ COMO EN EL CASO DE TRES CUERPOS,NUMERAMOS A LAS PARTICULAS -

ASIGNANDOLES SllS RESPECTIVOS VECTORES DE POSICIOtlY11 .... ,Y'i¡ Y AHORA ltl

TRODUCIMOS UMA TRANSFORf"ACI ON LINEAL ,;i OUE tlOS RELACIONE AL CONJUNTO 

~v,, .. , :¡.>)CON LAS tlUEVAS COORDENADAS R. ,PARA EL CEMTRO DE MASA Y S,1.,Su., 
PARA LAS COORDENADAS 1 NTERNAS, ENTOMCES PODREMOS SEPARAR EL MOVIMIENTO 

DEL CENTRO DE MASA DEL SISTEMA, 

CUALQUIER TRANSFORMACION LltlEAL QUE INCLUYA AL CEMTRO DE t1ASA ES 

UTI L EN ESTE CASO, EN PARTICULAR PODEMOS EMPLEAR LAS COORDENADAS DE JA

COB 1 QUE EN EL CASO GENERAL TI EtlEN LA S 1 GUI ENTE FORMA: 

(l. E.8) 

DONDE ~L ES PROPORCIONAL A LA COORDEMADA RELATIVA DE LA PARTICULA 

l+\ RESPECTO AL CENTRO DE MASA DE LAS l L) ANTERIORES; R ES LA COORDENA 

DA DEL CENTRO DE MASA DEL SISTEMA, 

0BSERVESE QUE POR EXISTIR MUCHAS MANERAS DE NUMERAR/\ L/oS PARTICJJ. 

LAS DEL S 1 STEMA, DEBEMOS TENER DISTINTOS cqNJUNTOS DE COORDENADAS DE JA 
COB 1 EQUIVALENTES ENTRE S l , tVIDENTEVENTE S 1 EMPRE PODRE MM ENCONTRAR U

NA RELACION ENTRE TALES CONJUNTOS,~ CONTINUACION ENCONTRAREMOS .TAL -~ 

TRANSFORMACION, 

CION 



LA MATRIZ DE TPANSFORMACION DEBE CUt-IPLIR CON LA PROPIEDAD DF. ORTQ. 

CiONALIDAD: 
tJ-1 

L_ ~-.l\ .. = 1 
\¡ \,1 

i '::. \ 

VOLVIENDO AL HAMI LTONI ANO ~l. G7~.MEDI ANTE LAS MUEVAS COORDENADAS DE. 

FINlDAS (Ec.1.68),LA SEPJIRACION DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE ~'.1\SA SE:

OBTIENE DE FORMA NATURAL,F.L llAMI LTONIANO QUEDA COMO S! r:w · 

H. 7!)) 

COMO NOS INTERESA EL MOVIMIENTO HITERNO,NOS ENCARíiAPEMOS DE LA -

PARTE INTERNA DE ESTE IJAMILTONIANO,ES DECIR: 

V,'.' 1 
5; + 

Cl. 71) 

DEBIDO A LA SEPARACION HECHA DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA ES 

POSIBLE TRABAJAR EXCLUSIVAMENTE CON LAS 3(11-1) COORDENADAS DE .!ACOBI -

RESTAMTES, F.STAS COORDENADAS TIENEN LA PROPIEDAD: 

t 
~\ = 

(l. 72) 
[STA ULTIMA EXPRESION REPRESENTA UNA ESFERA EN 3(~1-1) DIMENSIONES 

DETERMINADA POR UN H 1 PERRADI O <: , LAS OTRAS COORDENADAS SON LOS ANGULOS 

QUE DEFINEN LA POSICION DE UN PLINTO SOBRE LA SUPERFICIE HIPEl?ESFERICA, 

r,ANTENIENDO PARA CADA VECTOR LOS ANGULOS POLAR Y AZIMUTAL TRIDIMENSIO

NALES \9 1 ~· Y DEFINIENDO UN NUEVO ANGULO D(¡ QUE RELACIONE LA LONGITUD 
1 \ 

DE CADA VECTOR CON EL HIPERRADIO e ,LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS EN 
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GENERAL TIENEN LA SIGUIENTE EXPRESION: 

~ = p Q..t.v\ o( .......... .J ..... e< 
1 l W•\ ............. "\J "~ t 

~l.= ('~ c<'l.J·\ .... 4'.M.ol3 c..iu c(t . . (1, 73) 
~i. = e~ ~J.\ • · • • ~ ~ih em.~l 

}').,: ~Cuv o(,H 

tN FORMA ABREVIADA,LAS COORDENADAS HIPEPESFERICAS PARA ESTE CASO 
LAS PODEMOS ESCRIBIR COMO: 

(l. 74) 

EN ESTA ULTIMA EXPRES 1 ON 2 CN-1) COORDENADAS CORRESPONDEN A LOS Al'! 
GULOS POLAR Y AZIMUTAL,N-2 COORDENADAS PARA LOS ANGULOS ll(\ Y UNA COOR 
DENADA RADIAL;EN TOTAL TENEMOS LAS 3(N-l) COORDENADAS HIPERESFERICAS, 

PUEDE COMPROBARSE QUE LAS CANTIDADES DE LA EXPRESIONll.73)CUMPLEN 
LA CONDICION: 

EN TERMINOS DE LAS COORDENADAS HIPERESFERICAS,LA PARTE CINETICA -
DEL HAMILTONIANO INTERt!O DADO POR LA ECUACIC1N J.7),PtJEDE EXPRESARSE CQ. 
MO: 

\ 
" l. (l. 75) 

DONDE El OPERADOR \(_~11.) CORRESPONDE A LA PAPTE HIPERANGULAR Y TI.E. 
ME LA SIGUIENTE ESTRUCTURA: 
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CoMPARENSE ESTAS EXPRESIONES CON LAS OBTENIDAS EN LA SECCION AN
TERIOR PARA EL CASO N=3, 

LAs EIGENFUNCIONES DEL OPERADOR(l.76\soN LOS ARMONICOS HIPERESFE-
RICOS: 

" (' g ."" ~ ¡'I\ "' \ "·1l1,, ... lu.1·,"-',,·1""11-1i-;\,.,"11-,) 
\,.. t w ll"l o.l·\1 In 11-\ ti·• N·I } ) IJV 
""" • ~ lit.) = \<..{'tC."tl~-~ \<:. {.tt) 

(1, 77) 

LA EXPRESION EXPLICITA PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS ESl\): 

'lAJ~iw.i.i.~~~1,.,-...1u-1i°l\u.,'\1-~ ~ \ '2 \'lE;.t'I\¡) Pl 'f¡ "°"\) l4'i,.\?"11\) 1"•. _:.._ 
t:1 l V\~ rt l:¡ ~"'t -Y\ ·H) rt't¡) 

CON tt,l-'\/•\~~¡,'f¡¡~?-C.\) POLINOMIO DE ,JACOBI Y: 

'3. 
Ei." '¡::. ' ~A- + ....!:. - \ ,- l. l. 

\A 'lt-l 
··;.: ~t-1 + -z 

~-1 

\::\ = 1, ~ "[ l?'li.""A¡) 
\-=t 

<1.78) 

EL EIGENVALOR DEPENDE DE UN NUMERO CUANTICO HIPERORBITAL 'f::. QUE 
ES LA SUMA DE LOS NUMEROS CUANTICOS ORBITALES f¡Y DE NUEVOS NUMEROS 
CUANTICOS Y\QUE SURGEN DE LA PARTE HIPERANGULAR (Ec,l,76), 

EN OCASIONES ES CONVENIENTE EXPRESAR A LOS ARMONICOS HIPERESFERl
C6S EN TERMINOS DE UN NUMERO CUANTICO ORBITAL TOTAL,ES DECIR: 

~. 1 tJ,,.,t.i.., ·, 1'1,,., '"~-,) 'llL,-1~ .... ,) l l" . ..J~-1 ¡"",,.,"'11-1 i L,I'<\ j J.13, . ., V U•I) 

vv~ lJl) ~ 'W"" !' ~ 
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ÜBSERVESE QUE DEL LADO DERECHO APAPECEM fllJEVOS ~llJMEROS CUANTI COS 
'V~, ... )J>.l·\ ,CON EL OBJETO DE QUE EL NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD EN LA 

NUEVA REPRESENTACION SEA EL MISt'O QUE ANTEP.IORl~l".NTE,c-N F.STE CASO LOS 

NUMEROS V\,..;>u- 1 TIENEN QUE VER CON LA SIMETRIA DEL SISTEMA Y CON LA ' 
FORMA EN QUE SE LLEVA A CABO EL ACOPLAMIENTO VECTORIAL: 

II +lz. 4- ···.\ 11J-1 ~ \.. 
ANTES DE SEGUIR ADELANTE HAREMOS LA S 1 GUI EMTE CONVEtlCI ON EM LA NQ. 

TACIO~: 

(l. 79) 

Los ARMONICOS HIPERESFERICOS CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA,POR LO 

QUE ES POSIBLE EXPRESAR EL POTENCIAL L \J('f¡i)EN TERMINOS DE DI CHA BASE, 

REDUCIENDOSE El PROBLEMA AL CALCULO DE LOS COEFICIENTES QUE DETERMINAN 

El DESARROLLO,DE LA MISMA FORMA QUE SE HIZO EN EL CASO DE TRES CUERPOS 

ES DECIR: 

(l. 80) 

DONDE: 

(1.81) 
EL CALCULO DE ESTA ULTIMA INTEGRAL SE PUEDE LLEVAR A CAqo DE FORMA 

DIRECTA,O BIEN EMPLEANDO UNA TRANSFORMACION UNITARIA ENTRE LOS ARMONI!' 

'COS HlPERESFERlCOS CORRESPONDIENTES A DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENA

DAS DE JACOBI,COMO EN El CASO DE TRES CUERPOS,REDUCIENDOSE EL PROBLEMA 

AL CALCULO DE LOS COEFICIENTES QUE DEFHIEN DI CHA TRANSFORMACI OM. FsTos 

PARENTESIS DE TRANSFORMACIOM SON UNA GENERALIZACION DE LOS MENCIONADOS 

EN EL PJ<OBLEMA DE TRES CUERPOS ( EC. l. 51)y SU ESTUDIO ES AUN PROBLF.MA A 
SIERTO A LA INVESTIGACION, 



AHORA,REDUCIREMOS LA ECUACION DIFERNCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER 
A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS 
MEDIANTE LA BASE QUE FORMAN LOS .ARMONICOS HIPERESFERICOS,EMPLEANDO EL 
DESARROLLO DEL POTENCIAL COMO DE LA FUNCION DE ONflA EN TERMINOS DE DI-: 
CHA BASE, 

ESCRIBAMOS LA ECUACION DE SCHROEDINGER PARA EL MOVIMIENTO INTERNO 
DEL SISTEMA (Ecs.1.71,1.75 y l.7f>): 

{
- X-i'- \ )t ~ ~ .!. - ~~-, tn.'I 1 1\- 2 "'-"ti te,Jt)"\'tf,n).= E "fce,Q) 

i l "et e ;)e ~ 1 j { ... ) ' ~ 

(1.82) 
APROVECHANDO LA COMPLETEZ DE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,LA FUN

CION DE ONDA PUEDE EXPRESARSE TAMBIEN COMO: 

(1,83) 
POR LO QUE,SUBSTITUYENDO LOS DESARROLLOS l,80 Y 1,83 EN LA ECUA

CION 1.82 Y RECORDANDO QUE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS SATISFACEN LA 
ECUACION DE EIGENVALORES ASOCIADA AL OPERADOR ~~:'-)(Ec,l,77),LA ECUA
·c 1 ON l. 82 SE REDUCE A : 

~ ) ~ \ ~ .; ~ d _ ~'l~'~'l..>-r) \_E\. 
'- f z. l ~ci E> óf \ t .\ 

f' l"'tt;~n 
lll.'fú.1\11) ~ ~ l'l4¡l¡'M¡) 

R'=,t~) 1'-Jc,1 
ttl.) J¡ L L \J'f:.. t~) ~\:'l{>) 

~, ('ll¡t¡"'t) ic ~hit ~H) 

= o 
o.~o> 

EMPLEANDO LA ORTONORMALIDAD DE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,MULTI-

-31-



litf ff\'t1." .,·•) ~ 
PLIQUEMOS ESTA ULTIMA ECUACI ON POR 'W k" ( /\.) E INTEGREMOS SOBRE 

TODOS LOS ANGULOS,OBTENIENDO EL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECIJACIO"; 
NES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS: 

{-t \ ~t -t "3~;4. !~ -'f:."tv."J,;~-s) )- t: \ ~~" (~) + 

<1.85) 
NUEVAMENTE,COMO EN EL CASO DE TRE!' CUF.RPOS,CONSIDERANDO EL CASO 

11
MONOPOLAR

11 
( \(.:. C ) ES POS !BLE ENCONTRAR UNA BASE PARA LAS FUNCIONES 

RADIALES' EN ESTE CASO ( ~=-o ) LA EXPRES 1 ON ll. 85)SE REDUCE A LO s 1-

GUIEl'ITE: 

n.~n> 

CON 

i
"t•) ~t{ ll ¡, ~ .!__ 'F"l\:.".\'l>l-S)) ,~) 'VJ{o) 
~"'=-z\Tet e 6~ ei ~~o~)o!.t)(l,87) 

to) 

St LA ECUACION l.8fi OFRECE UNA SOLUCION ANALITICA PARA R"l!'V:" le), n lol ( 
ENTONCES LAS FUNCIONES \\.~'e· CONSTITUYEN UNA BASE COMPLETA PARA FUNCIO;o; 

NES RADIALES,POR LO QUE .ESPOSIBLE ESCRIBIR EL SIGUIENTE DESARROLLO PA

RA 1~.11.¡) .DEfl N_tpA EN LA ECUACI'ÜN Q.,:83)~ 

.I_ , !•~ ~) () l")-'~l'~'11') 
'"''"'~' '(] o 'W l \ . 'l{) ( e,ll¡) = a.'\\ ic' --~~~·te) \o' lit) 

"fl' ~· \ \ 

r~ ' ') {'W\\ .t¡ ~l 
(1, 88) 

SIGUIENDO ESENCIALMENTE LOS MISMOS PASOS QUE EN LA SECCION ANTERIOR" 
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(1,89) 
'IOTESE QUE SE HA ESCRITO EXPLICITAMENTE EL TERMINO ~:.e POR ELLO 

SE HA EXCLUIDO DE LA SEGUNDA SUMA, 

F!NALMENTE,APROVECHANDO LA ORTONORMALIDAD DE LOS ARMONICOS HIPER

ESFERICOS,ASI COMO DE U. RASF. RADIAL,MULTIPLIQUEIAOS LA ECUACION l,~O 
f, fo\ ,,1l>1~l'L""""'l\f: ) 

POR\~ ~y:•'I'\ V"~.'¡ )'E INTEGREMOS SOBRE TODO EL.ESPf'C!O DE 3(N-1 Dl 

MENSl'cliEs,oBTENIENDO EL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGE

BRAICAS LINEALES HOMOGEMEAS · 
I C•) \ ~~.~~·"w·') 
\ 't ......... -'E. ) ~~~~:, ' .+ e,. e 

(l. 'l~) 
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Co~io PUEDE OBSERVARSE,RESOLVIENDO LA ECUACION SECULAR CORRF.SPON
DIENTE,PODEM"~ CONOCER EL VALOR DE t. Y LOS COEFICIENTES Q{'>l¡t¡w;) "r ~ . 

EN· ESTE CASO GENERAL,EL CALCULO DE LAS INTEGR~LES DE TRASL~PE: 

l"~'~t~' µ"li") \ l"i. t¡ \. ~\I) \ \IJ t"1 l~ L' tú1' ) ) < 'W\:" Ut) '\¡.j'i: l.(I..) le' t.f\ \ 

ES AUN TEMA DE INVESTI.GACION;Lo MISMO PUEDE nECIRSE ACEPCA DE LAS HITE. 

GRALES: 

EN ESTA ULTIMA SECCION NO SE HAN IMCLUIDO COMCEPTOS MUEVOS,PERO ES 

CONVENIENTE DISCUTIR EL CASO GENERAL PARA PODEP APRECIAR EL ALCANCE DEL 

METODO Y SUS POS !BLES VENTAJAS, f.UNQUE LA CONVERHllCI A J1EL METODO ES TQ 

DAVIA MOTIVO DE INVESTIGACION,EV!DENTEt-'EMTE SI ESTA RESULTA PAZONABLE, 

SE POSEERA UNA MANERA MAS SISTEMATICA PARA ESTUDIAR LOS SISTEMAS DE M!.!. 

CHOS CUERPOS, 
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C~PITUU' 2. 

SISTEMAS ATOMICOS • 

lNTRODUCCIOM, 

LA EXPLICACION DE LA ESTRUCTURA ATOMICA HA SIDO UNO DE LOS PRIME. 

ROS PROBLEMAS DE MUCHOS CUERPOS CON LOS ílUE SE HA ENCONTRADO LA FI S 1 CA 

MODERNA.POR NO EXISTIR UNA SOLUCION EXACTA DE ESTE,SE HAN FDPMULALO VA 

RI AS TECN 1 CAS DE APROXI MACl ON COMO LO SON EL METODO VARI ACI ONAL Y EL -

MODELO DE PARTICULA UIDEPENDlENTE,EttTRE OTROS.EN ESTE CAPITULO F.STUDIA 

REMOS LOS SISTEMAS ATOMICOS DESDE EL PUNTO DE VISTA DEL r.ETODO DE Cooa 
DENADAS HIPERESFERICAS,ESTABLEClDO EN EL CAPITULO ANTERIOR. 

CON EL FIN DE APROVECHAR LOS RESULTADOS OBTENIDOS EXPLICITAMENTE 

PARA EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS MEDIANTE EL METODO DE COORDENADAS HI

PERESFERICAS,AQUI DESARROLLAREMOS DE UNA MANERA DETALLADA EL ESTUDIO DE 

SISTEMAS ATOMICOS DE DOS ELECTROMES,OBTENIENDO ALGUNOS RESULTADOS PARA 

EL CASO PARTICULAR DEL ATOMO DE HELIO.EL CAMINO SEGUIDO PARA EL CASO DE 

ATOMOS DE DOS ELECTRONES ,ES FACI LMENTE GENERAL! ZABLE PARA SISTEMAS DE

MAS ELECTRONES,AUNQUE DESDE LUEGO LAS EXPRESIONES OBTENIDAS SE COMPLI

CAN UN POCO MAS, 

LA DlVlSlON DEL CAPITULO RESULTA,PUES,NATURAL:EN LA PRIMERA SEC~
ClON SE ESTUDIAN LOS SISTEMAS ATO~ICOS DE DOS ELECTP.ONES.LA SEGUNDA SE~ 
CION CONSISTE EN LA GENERALIZACION DE LOS PASOS SEGUIDOS EN EL PRIMER 

CASO,PARA ATOMOS DE MUCHOS ELECTRONES;AUNOUE NO SE TRATA TAN DETALLADA 

MENTE , 

2.A. ATOMOS DE Dos ELECTRONES. 

UN SIS TEMA ATOMI CO DE DOS ELECTRONES ES UN PROBLEMA DE TRES CUER

POS QUE INTERACCIONAN BAJO UNA FUERZA CENTRAL DE ORIGEN COULO~SIANO, 
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EN ESTE CASO,EL POTENCIAL QUE DEFINE A LA !NTERACCION ES EL sr---
GUIENTE: 

+ -
(2 ,1) 

DONDE ~ ES LA CARGA DEL NUCLEO, 11..¡ Y ~iw SON LOS VECTORES RELATl 
VOS DE CADA ELECTRON RESPECTO AL NUCLEO Y ~1 ~ EL VECTOR RELATIVO ENTRE 
AMBOS ELECTRONES (VER FIGURA): 

e. 
}' 

t,.:i.,, ~,-'Yw 

'::{'"' = ::¡i-Y .i 

>-------'t .Y,l.: :V\-~¡ 
(2.2) 

EL HAMILTONIANO CUANTICO PARA ESTE SISTEMA DE TRES PARTICULAS ES: 

(2. 3) 

LA ECUACION DE SCHROED!NGER CORRESPONDIENTE ES LA SIGUIENTE: 
11 » ?f {~V) Íz~J ~l),; E 7(1 ?", Í¡<J, :t.~) (?' 4) 

De ACUERDO AL METODO DE COORDENADAS HIPERESFERICAS ESTUDIADO EN EL 
CAPITULO ANTERIOR,LA PARTE CINETICA DEL Hfl.MILTONIANO (2.3) PUEDE SEPA
RARSE EN UNA PARTE CORRESPONDIENTE AL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA Y 
OTRA AL MOVIMIENTO INTERNO,EMPLEANDO UNA TRANSFORf'IACION LINEAL DE L/\S 
COORDENADAS DE CADA PARTI CULA A UN NUEVO CONJUNTO DE COORDENADAS QUE !ti 
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CLUYEN AL CENTRO DE MASA.EN PARTI CULAR,COl'O NUEVO CONJUNTO SE EL! GI ERON 
LAS COORDENADAS DE .JACOBl,DEFINIDAS POR LA ECUACION 1.15,0UE PARA EL.-. 

A'fOMO DE DOS ELECTRONES TOMA LA FORMA: 

(2' 5) 

DONDE 'llAt! ES LA MASA DEL ELECTRON Y 'llA~ LA MASA DEL NUCLEO,AHORA 

BIEN,LA MASA DEL ELECTRON EN GENERAL ES MUCHO MENOR QUE LA DEL NUCLEO; 

ENTONCES,SI W,<<.°M11LAS ECUACIONEs\2.5)sE REDUCEN A 

~ = ~ -v.Ae :::¡-i~ 

\ = {:.;; v,~ (2,6) 

COMBINANDO LAS DOS PPIMERAS EXPRESIONES DE (/,f) SE OBTIENE: 

::¡\?.:: ::¡\t.}-\~= '~ \ ,_,) 
'\""e 

(2. 7) 

LA TERCERA RELACION DE (2 ,6) MOS INDICA LA VALIDEZ DE CONSIDERAR 

EL CENTRO DE MASA FIJO EN EL NUCLEO,SUPOSICION HECHA EM OTROS METODOS 

DE APROXIMACION, 

EMPLEANDO LAS SIMPLIFICACIONES INDICADAS ARRIBA (Ecs.2.6 y 2.7) y 

DE ACUERDO A LA EXPRESION 1.24B PARA ')J.:..\ ,EL HAMILTONIANO INTERNO DEL 
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SISTEMA RESULTA: 

((,8) 

CONSECUENTEMENTE LA ECUACION DE SCHROEDINGER (2,/J) TOMA LA FORMA: 
.., 

/clw¡- '7/f (fif)"" E 'f/(f,i) 

PARA EL TRATAMIENTO ·DEL PROBLEMA POR EL f1ETODO DE COORDENADAS 11 I -
PERESFERl CAS, EXPRESEMOS LA ECUACION(J.,8)EN TERMINOS DE ESTAS,OUE,PARA 
EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS ES TAN DADAS POR (ec. J. 26): 

PARA LA PARTE CINETICA DEL HAMILTONIANO (/,8) LA TRANSFOR~ACION 
HA SIDO HECHA EN EL CAPITULO ANTERIOR Y ESTA DADA POR LAS EXPRESIONES 

(1. 33)Y ll. 3q~AHORA ESCRIBIREMOS EL OPERADOR ASOCIADO A LA ENERG 1 A POTEt:I. 
CIAL(VER EC.2.8): 

(2. FI) 

EN FUNCION DE LAS COORDENADAS HIPERESFEPIC.A.S. 

PRt MERAMENTE, EXPRESEMOS EL COC 1 ENTE 
\ 

= l )~~'tt- 2\.q_ )l. 
(?J]) \ '\-~ \ 

COMO UN DESARROLLO MULTIPOLAR,ES DECIR: 
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(2 .12) 

ESTO ULTIMO EN TERMINOS DE LAS COORDENADAS HIPEPESFERICAS QUEDA: 

POR LO QUE,LA EXPRESION PARA EL POTENCIAL (EC,2,líl),SE REDUCE A -

LO SIGUIENTE: 

\J~,.n.) = -e?~ \ ~ ~ _:__ 
~ C4uG{ ~o( 

) \ t~o1)! \ ~ ~\l . "?. l~A) \ L L (CHurJ,)lAI l )l~1 .l J 
,.t > o<-<<!. 'lWo! > lt<o(<.!L (2•14) 

ílBSERVESE EN ESTA ULTIMA ECUACJON LA SE°PARASILfnAD DEL POTENCIAL 
EN UNA PARTE RADIAL Y OTRA ANGULAR.ESTO ES CARACTERISTICO 'DE LA INTER

ACCION COULOMBIANA ENTRE LAS PARTICULAS QUE CONSTITUYEN EL SISTEMA,. 

YA OUE LOS ARMONICOS H!PERESFER!COS SON SOLUCION DE LA PARTE ANG.!J. 

LAR DE LA 'F.CUACI ON CORRES PON DI ENTE AL OPERADOR LAPLACI ANO HEXADI MENS !Q. 

NAL Y FORMAN UNA BASE COMPLETA,ES POSIBLE EFECTUAR UNA EXPANS!ON DE LA 
PARTE ANGULAR DE LA ECUACION l2, 14) PARA EL POTENCIAL EN TERMI NOS DE DI-: 
CHA RASE,ES DECIR: 
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(2.16) 

ENTONCES,LA POSIBILIDAD DE EXPANDER EL POTENCIAL (2,4) COMO LA Sil 

MA: 

. el.~ ... : ~ \/1f,~"4, 'lAfJifi.1)1('.}~'t 
\Jtr,JL):- --;:- L \;. vvK L'l.) , <2.17) \ ~.1~.v .... 

14~.~\ ·~·"~~""" SE REDUCE A LA OBTENCION EXPLICITA DE LOS COEFICIENTES \J~ DE DICHA 
EXPANSION DADOS POR (2,16), 

P.NTES DE ESCRIBIP. LA ECUACION Dt C:cHPOEDINGER (? /1) EN COORDENADAS 

HlPERESFER!CAS,ES OPORTUNO OBSERVAR QUE DEL ANAL!SIS DE LA EXPPESION -

·.2.16 SE PUEDEN OBTENER ALGUNAS RESTRICCIONES PAPA EL VALOR DE LOS INDl 

·ce DE LA SUMAl2.17~ °"1 f:i, R, '\.! '(t=Ztr~l~d,H. CONTINUACION SE OBTENDRAN 

DICHAS RESTRICCIONES EN FORMA EXPLICITA, 

G~ACIAS AL TEOREMA DE ADICION PARA LOS ARMONICOS ESFERICOS (2.): 

('.i,l?) 



LA INTEGRAL DADA EN (2,lfi) SE REDUCE,ENTONCES,A LA SIGUIENTE EXPRE. 

(2.19) 

ESCRIBAMOS EXPLICITAMENTE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS (Ec.1.45) 

Y SABIENDO QUE EL ELEMENTO DE ANGULO SOLIDO HEXADIMENSIONAL ES (+): 



LLEV NDO A CABO LA INTEr.RACION SOBRE LOS ARtlONICOS ESFERICOS Y HA 

ClENDO US DE LAS PROPIEDADES: 

~)!- -'t.\ 

'\l l19¡~) = l-1)""' "\ l'9¡lQ) 
J1 -J 

(/,24) 

\ 

J ~: ;~1 ~) -~:, t~,~) Ht= ~t,t' ~,~' (? '25) 

1 

(2.26) 

DE _STA ULTIMA RELACIOM SE OBTIENE UMA coNnlCION SOBRE EL VALOR DE 

1~ ~, : 
Cl. 27) 



F:XPLICITAMENTE,LA F.CUACIC1M ANTERIOR $F. PUEJ1E ESCRIBIP cor~o: 

U -.i. -'M oo (Y1 t i ¡}1,\ \ 1 ~ e \ 1 
\Jf:. = 1'J.,._l-l\'1\) J (.c.11.o<)(~-<l \"'-\lwi.lo{) \--;:;-1-~J'!.c(-

C> 

(2.29) 
EMPLEANDO LA PROPIEDAD DE LOS COEFICIENTES DE CLEBSCH-ÍJORDAN(2): 

1 

\J""'i~~) \oo)= l- 1 >~- ..... \ Li.h1)i. ~~((~i (2.30) 

LA ECUACIONl2.29)SE REDUCE A LO SIGUIENTE: 

\J u~-'IM \<i.~~ ~L,u. = \ ~ ""\ i.-w. \o o) ,r:-:-:- (-1) ''\. 
\';. 'jU•1 
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EL ACOPLAMIENTO VECTORIAL INDICADO POR EL ULTIMO FACTOR EN LA EX;
PRESION (2,32) EQUIVALE A CONS IDEPAR llt/ICAMENTE AQUELLOS APMONICOS HI

PERESFERICOS DE MOMENTO ANGULAR TOTAL CERO ( l:O ~ M=O ),ES DECIR: 

"'S'""' 1 \ ) , • JU~-""' "· r J. J.. L:::o ~ho 
L ,x w. ~-~ 00 \AJ l.n.) = 11\J llL) 
'M. k k (2 .33) 

UIM-.... ~ 
SI DS:S:INIMOS A \J 'S \J 'le- COMO: 

J.. . ~""' .t ll S C't Q.~t · ~\t 0
1t 1i.1 ti~) 

\J~ = ,r-::- · \-\) N"- J le.en.o() (~al) r..., lc.t1.tot) 
'Z.h\ ~ Q ~ 

• } l .i... -t.!_\ ~a,.'o ..... -\('llu( o!)¿\'-'' +lt11.0.\< 14~ \ lo( . (2 ,34) 
\ \Gfl.t(. 4.Mol) . úi..ol) ('W.Vot\;> 1 1 ) 

ENTONCES,EL POTENCIAL \J (~,Jl)SE REPRESEN_TA POR LA SIGUIENTE EXPA[ 
SION (VER EC,2.17): 

(2,35) 

EL HECHO DE QUE PODAMOS EXPANDER EL POTEMC 1 AL EN TERMINOS DE ARMQ. 

NICOS HIPERESFERICOS CON MOMENTO ANGULAP TOTAL CERO,UNICAMENTE REFLEJA 

LA SIMETRIA ROTACIONAL DEL SISTEf'IA,QUE EN TODO INSTANTE HEMOS SUPUESTO 

AISLADO.ESTO ES DEBIDO EXCLUSIVAMENTE A LA FORMA DEL-POTENCIAL PARA EL 

SISTEMA ATOMICO DE DOS ELECTRONES.EN ESTE CJl.SO L::o Y~~ O SIMPLIFICA 

CONSIDERABLEMENTE EL CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ, 

Es 1 NTERESANTE OBSERVAR t:llJE LOS UN! COS TER MIMOS O\JE CONTPIBUYEM AL 

DESARROLLol2, 35) SON AQUELLOS QUE TIENEN ~ PAR, LO CUAL SE PUEDE VER FA

CI LMENTE DE LA EXPRESION EXPLICITA PARA 'f;,, : 

~:tV\ d~d'\ : Z'A H..t :: Z. l~~.q \ = f"Y" 

HASTA AHORA SABEMOS SOLAMENTE QUE VI ES UN NUMERO ENTERO,PERO NOS 

PREGUNTAMOS SI EXISTE ALGUNA OTRA RESTRICCION A SU VALOr,PARA CONTESTAR 

A ESTA PREGUNTA,CONSIDEREMOS LA INTEt;RAL OUE DEFINE A 'J EN LA ECUACION 

\2.34\: • ~ 
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HACIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE DE INTEGRACION: 

~=-~-o( 
QUE EQUIVALE A INTERCAM131AR DE POSICIOfl LOS ELECTRONES,COMO PUEDE APRE. 

CIARSE DE LA ECUACION Q,26): 

)= f 4i-o( 

' = e 11.e.V. o( 

LA SUBSTITUCION EQUIVALE AL CAMBIO 

EN TERMINOS DE LO ANTF.RIOR SE VE FACILMENTE QUE LA EXPRESIONl2.34) 

RESULTA SER: lº , , li\l. .h ~) U ~H ,H lJ i. 

\J~ = ~ t-ii.( ~"' ("'""'~) (c.vi.r) P"', l- ~tr) 
~l.l~I _!! 

l ~ .l. \ ...!.- ~ i- ~ ~ - (c.,,~)( i,. (iw~)< ·l-l ) · l \ -~ ""~ l .. , ~,. l l ... e ):·: L k ... ~ >:·:U ~ (2. 3[,) 
Los POLINOMIOS DE .JACOBI TIENEN LA 1>1GLlIENTE PROPhDAD DE SIME---

TRIA: (~ \,) ('t>¡(.) 

?"' 't-r) =l:' )v.. ?"' t 't) (/.. 37) 

(2 .38) 



ÜBSERVESE QUE EL VALOR DE LA INTEGRAL EN LA F.CUACIONt?,)Pi)ES EL 

MISMO QUE EN LA ECUACION(2,3l!~POR LO QllE,PARA OUE \JJ.. SEA LA MISMA EN 

AMBAS EXPRESIONES,ES NECESARIO OllE: f. 

(2.3~) 

HEMOS ENCONTRADO,PUES,LAS RESTRICCIONES PARA EL VALOR DE LOS INDl 

CES J'l,R"\ Y '\'\ ,QUE DETERMINAN LAS CONTRIBUCIONES A LA EXPANSIOM --

(2, 35) Y EL HECHO DE QUE ~~ Y ~~ SEAN 1 GUA LES ,AS 1 COMO 'Y\ PAR ,REFLEJA 

LA SIMETRIA ESPACIAL DEL PROBLEMA BAJO EL INTERCAMBIO DE LOS DOS ELEC
TRONES QUE,DESPUES DE TODO,SON PARTICULAS IDENTICAS (NO HEMOS CONSIDE

RADO AUN EL SPIN DE CADA PARTICULA), lo~ VALORES DF. \J~ DADOS POR LA EX

PRESIONt2.34~PUEDEN SER CALCULADOS DE ACUERDO A LAS RESTRICCIONES ENCOtl 
TRADAS,EN EL CASO PARTICULAR DEL ATOMO DE HELIO ( -t=.2. ) SE HAN OBTEMl 

DO LOS SIGUIENTES VALORES: 

~o:: 
~ ¡¡11¿ 

li-fi) \J b = 3 z 'li 1¡ ¿ l b fi. ) - - \ ~ -
o 3 ~ 35" ~ 

\J () 
() \J~ ~ 

(2.4()) 
: D i 

\J 1 = \l. fi ~)¡L 
\J l - - ''i - "3 l 

l. ¡o; -<\ - \\ 
J\ 

ESCRIBAMOS LA ECUACION DE SCHROEDINGER PARA EL ATOMO DE DOS ELEC

TRONES EN COORDENADAS HJPERESFERICAS COMO SIGUE: 

\I-+---- -t. '\\)\Pll)- - \Jf.wl.11.) "\'l~,1\.)-::0 l )l S") ~Z\./\.)) 1 {e1~ I ~ "·/ªºº1 
-1 '~ri e )~ ei , , e '1:,t "- ,, 

(/.. 41) 
DONDE SE HA EMPLEADO LA EXPANSION ('2,35)PARA EL POTENCIAL Y LA RELACION 

(1.34) PARA LA PARTE CINETICA DEL HAMILTONJANO EN COOPDENADAS HIPEPESFE. 

RICAS, ' 
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DESDE LUEGO,LA RELACION ANTERIOR PUEDE RESOLVERSE ESCRIBIENDO EX

PL!CITAMENTE LA FORMA DEL POTENCIAL DADA POR (EC.~,}4): 

- _e.~ i ~ ;,~ - ~ i ('lW-t)¡ v~-l): \l.p, ..... ,) 
\J\f.1L)- f \~o( llWo( '-¡ l tw...i.~''\ l~)~1 \~ d'\i 

OC.o(<~ ~(.(<.!¡ 

tNTONCES,LA ECUACION DE ScHROEDlllGER TOMA LA FORMA: 

}_~ / ~ "'l. ~ - ~llJt) \ - E J '"41{~1 11.) -
\ ,_ ' ~ez r ~r ~t J ) 

J~t-r:~1..s i,. .s -I \ l'llA.l-<)~ll1+l.r..u.t);} P .. l\·') L '\~l¡,Jt) = o 
\ r; \ c..t\.ol, 'ltMo( ~ l lc.n.o<), ('UM )," ~ ) (2. 42) 

LAS ECUACIONES(/,41\v(2.42}soN EQUIVALENTES.EL TRABAJAR CON LA E

CUACION l2, 41) NOS PROPORCIONA LA VENTAJA DE OBTENER LAS INTEGRALES DE -

TRASLAPE DEL TIPO: 

f'f\.'.'t.\11 uoo \ Ü
1

Ü'-
1 

) < 'W~" ti\.) \ '\J.Í~ lll) Vi\:' ll\) 

QUE MOS PERMITEN SEÑALAR ALGUNAS REGLAS DE SELECC!ON PARA EL VALOR DE 

l" 1 J. Y ..(
1
,ASI COMO UNA MANERA SISTEMATICA DE APL!CACION DEL ~ETODO DE 

COORDENADAS H 1 PERESFERI CAS AL CALCULARSE UNA EXPRES 1 ON EXPLICITA DE Dl 

CHAS INTEGRALES DE TRASLAPE.LA SOLUCION DE LA ECUACION(2,42)NOS LLEVA 

AL MISMO RESULTADO Y LA DIE'!CULTAD MATEMATICA ES MENOR,PERO NO PRESENTA 

RESULTADOS GENERAL! ZABLES AS 1 COMO IMFORMAC! ON, COMO LO HACE LA(2, 4U. 

EN LA SOLUCION DE AMBAS VERSIONES DE LA ECUACION DE SCHROEDINGER, 

SE HACE USO DEL HECHO DE QUE LOS ARMONICOS HIPF.RESFERICOS CONSTITUYEN 

UNA BASE COMPLETJ.,PARA AS! EXPRESAR LA FUNCION DE ONDA COMO LA EXPAN"" 

S!ON SIGUIENTE: ~ n.f·~~~~\Al 

f\I{ tr,11.) = L 1(\C,lf) ~~, l11.) 11 
'F' t \ t' (2. 1 • 3) 

1 ')1' 
CON EL OBJETO. DE.1 LUSTRAR LO MAS DETALLADAMENTE POS 113LE EL METODO 

DE COORDENADAS HIPERESFERICAS DISCUTIDO EN EL CAPITULO ANTERIOR,TRABAJA 

REMOS CON LA ECUACION 2.41,POR PROPORCIONAR RESULTADOS ~'AS GENERALES Y 
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LAS VENTAJAS MENCIONADAS ANTERIORMENTE, 

SUDSTiTUYAMOS,PUES,EL DESARROLLO (2,43) EN LA ECUACION\2,4l)Y RE-
CORDANDO QUE LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS SON EIGENFUNCIONES DEL OPE-
RADOR ~'l.lJl.~OBTENEMOS: 

-e:;- \- ~ 1 .!.:. + .!. !.. - "''(~'>r4 ) \ - E \ 
L- l. \ )e1 e ~P ez J 

~',~~ ··~ 

(2' 44) 
l" f l'~· * ,,,{ ~ " 

MULTIPLIQUEMOS AHORA POR W~· 1~) E INTEGREMOS SOBRE TODOS LOS -
ANGULOS,ENTONCES (2,44) SE REDUCE AL SIGUIENTE SISTEMA INFINITO DE ECUA 
CIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS: 

- 1 \ ~~l e ~r er ) ) ~\\ r t \ ( 1:. o\.!.. !. - \<"l 1<"~4') \ _ 'E ~ (( l ) -

¡- Ct \.'.' ... " .l(OO \ l~l~L'~'> 
_e~ L l_ \J~ ~..,_,lf) < 'lJ\f ~,~ ~) \ 'Wr. ti\) 'W," ll\) = O 

~ 'IC>t ~'.t\,t~ (2. 45.L 

ENCONTREMOS AHORA UNA BASE PARA LAS FUNCIONES RADIALES COMO SIGUE, 
COMO SE DISCUTIO EN EL CAPITULO ANTERIOR,EN EL CASO 'f:.~O LAS ECUACIONES 
EN (2,45) SE DESACOPLAN,OBTENIENDOSE LO SIGUIENTE: 

(2,4F) 
\J 11 ,., loooo 

JloNDE V0 y'~ 0 SON COSTANTES,COMO PUEDE VERIFICARSE DE (2,4Q) 
y (1.45), 
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CON 

" lo) 
LLAMEMOS ,~ AL !-lAMI LTON 1 ANO ASOCIADO A LA ECUACION \2, L¡(ij, ES DECIR: 

(2 '47) 

/¡to)::= _ .!. ( J!.. 1 .!.. _}_ _ >e ''(~"H ))- el¡;:;; V t> ltf.'º0
tJ 

l tÍf t (' df (! z f (} () 

0BSERVESE QUE EL HAMILTONIANO CORRESPONDIENTE A ESTA APROXIMACION 

ES INDEPENDIENTE DE LAS VARIABLES ANGULARES,Y ADEMAS ES DEL Tl 

PO DEL ATOMO DE HIDROGENO.Es ENTONCES DE ESPERARSE QUE LA FUNCION DE o~ 
DA ~~:~EA PARECIDA A LA DEL ATOMO DE HIDROGENO,PERO GENERALIZADA, 

r 
PARA COMPROBAR ESTO ULTIMO,TRATEMOS POR EJEMPLO EL CASO ESPECIFl

rJ (.' 
CO DEL ATOMO DE HELIO,ENCONTRAttnO EXPLICITAMENTE LA FORMA DE''"'!'~" PA 
RA ESTE SISTEMA.DE LAS RELACIONESl2.41))y (1.45),PARA EL ATOMO DE HELIO: 

V ~ \J:-= i ~ l ( i-V.) "l,),Í
0
r:.ooo = \\--¡ 

LA ECIJACIOM\2,l!f)To~·A ENTONCES LA FORMA: 

1 
d'l.. f" J \ ·:ne?.~t 1 ~) \<."li<:'1+~)1\nt.,,) _ 

- + - -¡- + z. 'E. + \ "'\- ~ - l ''''"'!:" ~f) - o df l é <if l ~ ~ .. ~ ~ 

(2, 48) 
HACIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE 

LA EXPRESION\2.48)SE REDUCE A LO SIGUIENTE: 

-~ - 1- IC.1111M l ~? .!,. á ~~ _ \ _ '1'
1

'l'f:11

t-""\) )\ ,r;lo) ( ) 

~Mt M áM M {' l ... ~ ~ =o 

'V = l 4- ~) 
(2.49) CON 



L.A. ¡:'(lR~'.A: 

~E l·'ANEPA QUE: 

lo) 

'(("-('\;" lM) : 
<:. 50) 

'.:ONDE ~{IA.) SATIS¡:-ACE LA ECl!.l\CION: 

:srA ULTll'A RELACIC:l E3 s l'\"ULAP E': A.A:. o ,ºCR \:e ')L'E EL CO'ºOP

TAMIENTO DE ~(u)CEPCA DEL OP!;E~ ES 

Hu..) f'\,¡ Me;,. 

DONDE SE PUEDE DEMCSTRAR ';lUE O..: ~" ºCF LC' ':lUE PQDE"C'·S ESCP.IBI R: 

('1,~~) 

CoN Slu.)uNA FUNc1or¡ co1m11uA ouE SATIS"ACE u ECUACIG!~ 

(2,53) QUEDA CCMO Sl~UE: 

(/, C"/1) 

ESTA ULTIMA RELAC!ot~ ES SATISFECHA POP LOS POL!tlOl.'!OS liE l_Af'IJEPPEl'3): 

2. 'J.'"r"T z \:".+"\ 

Slv.)=Slo')=L. un= L,. liM.) 
VI( 'ti(' (/.SS) 
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CON "r DADO POR LA s1r,u1ENTE EXPRESION: 

" .))-5'-Z-w::" 
'Yle = 

.2. lo) (2.56) 

f.NTONCES,LA FORMA EXPLICITA DE 'f?\ll(ic:'' PARA EL ATOMO DE HEUO,ESTA 

DADA POR LA COMB 1 NAC ION DE LAS EXPRES l(INES (2, 511H?., 52) Y ('.}, 5~): 

0.57) 
DONDE 

(~.57A) 

E 
(6) 

EL VALOR DE LA ENERGIA """"" ESTA DADO POP (?. ,l)f;) JUNTO CON LA -
DEF!NICION DE Y EN (2.~9): ~ 

\~ \4- ~)Y 
2 ( Z.'f''' +?VI~ H)'l 

'\-\A t:4 
(2 .5~) 

EN Ull IDA DES llE 
~ 

F.11 LA TABLA 2-) SE ~1LIESTRA EL NUMERO DE ESTADOS QllE,DE ACUERDO A 

LA ECUACION\2.58)coRRESPONilEN A LA MISMI\ EMERGIA,ES DECIR:LA DEGEtlERA-

CION,[N DICHA TABLA SE HACE \l~O !)[U HECHO DE QUE LA FUNCION DE ONDA --

QUE DESCRIBE ~L SI~TF.MA llF.BF SER ANTISl~ETRICA;POR ELLO APARECEN LOS E~ 

TAP.OS S!NGULETE ( $= 0) (FUNCION DE SPIN AMTISl~ETRICA) Y TRIPLETE -

( ~:: \ ) (FUNCION DE SPlN SIMETRICA) ,COMBINADOS CON LAS FUNCIONES DE 

ONDA ESPACIALES SIMETRICI\ Y ANTISIMETRICA RESPECTIVAMENTE.POR ESTA UL-
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'l 1 3s (7) 
0,.. 1 

(]) 

l 2 3,.. (7) 1 s (3) ., (S) ') ¡,. ()_) 
l s 
Í.t. l5J l,. UJ 

l~ (3) " m ... 
l,._ (3) ls rn 

l,._ 1 Q ls (3) ls C:;) 
f1 1 ],, C") 'le (J) 

4 r¡ f) o [) Os (l) n" (1) 

3 1 íl 1 o 1 ~~ (3) n,.. (1) 
t) 1 1-. (3) ls (:-') 

2 2 í) 2 .-, 2s (5) '),._ m 
o 2 211. (5) l~ ("';) 

1 1 2s (5) r.,. (1) 

1,. (3) ls (3) 

Ot; (1) '1,. (}) 

l._ n r. Os. (J) J t (3) 

1 3 o 3 f) 3s (7) 'h. m 
IJ 3 3,. (7) ls (3) 

2 1 3s (7) " m 
, "' 

1 2 3,.. (7) J..s. rn 
2s (5) n ,. m 
2,. (5) J.~ (3) 

h. rn r¡ " 
(1) 

1 
1,,_ (3) l !. (3) 

11>.. 1 !) l:s. en h C') 
4 íl 1 l ,._ (3) "r. (!) 35¡:; 

o 4 o 4 o 4s (9) f),, m 
o 4 4.,. (9) ls (3) 

3 1 4s (9) 1 " (]) 

1 3 4 .. (9) l ~ (3) 

3s (7) ,, h m 
3" (7) l .s (3) 

2s (5) í),, m 
2"' (')) l ~ (3) 

2 2 4s (9) o,, m 
3 ,. (7) l"' (3) 

2s (5) 
() " m 

1 "' (3) 1 s rn 
Ds (l} n,. m 

l,._ 2 !) ?s (S) J, (7;) 

o 2 2 ... (5) íls (1) 

l 1 2t (5) l" (3) 

1,. (3) íls (1) 

!) ~ (1) li. (3) 

2 [) 1) Os. (1) n"' m 



TIMA PROPIEDAD SE PUEDEN DETERMINAR LOS ESTADOS CORPESPONDIENTES AL -

PARAHELI O ( ::,.:. O) Y ORTOHELI O ( ~= \ ) , 

TABLA 2-1 

N:VI, ... ~ ll" r jCn l\" r l f 
" 

L lu.+1) ~ lis~1) "bi:i;.. 

o o o o o o º· (1) o ... m 1 
1 o o 1) 1) Os m I}" (1) 

1 o 1 f) 1 n Is C)) n.._ (]) 13 
1) 1 l. (3) ls rn 

2 o o o o Os (1) íl " (1) 

1 1 o J o ls (3) fJ" (1) 
1) 1 l~ (3) 1 ~ C'i) 

2 () 2 o 2 n 2s °CS) n,., (}) 51 
r¡ í' 2,. (5) 1 ~ rn 
1 1 2s· (~) f) ... m 

1,., (3) l s (3) 

f) ~ rn r¡" rn 
1,. n '.) º!. m l s (3) 

5 n o {I fJ 'ls UJ r1,._ UJ 
2 1 n 1 n ls rn ']A (1) 

o 1 l ... (3) 1 s rn 
1 2 o 2 r¡ ') 

-s (S) ri.._ (J) 

íl 2 2 ... (lé) ls ('7,) 

l 1 2s (5) n .... (1) 

1,.. (3) 1 s (3) 

íls m n ... (]) 

1,., n 'l 'ls (]_) 1 s; (')) 
3 o 3 íl 3 o 3s (7) n 6.. (}) 151 

o 3 3 .... (7) 1 s (3) 

2 l 3s (7) r ... ( J) 

l í' 3,.. (7) ] s (3) 

? (Sl 'l ¡,. m . s 
1.,. (5J J.,. l '>) 

h (3) f"\ m .... 
11>. (3) 11 rn 

l..._ l o ls; (3) ls; (3) 
íl 1 1 ... (3) n,, (J) ,, n n n n n. (1) n. m 



SE PUEDE APRECIAR QUE,EN GENERAL, LA APROXJMACION \c;.:O (Ec,2,Ll6) -

SIEMPRE PROPORCl0'4'\RA SOLUCIONES DEL TIPO (2,57) PARA SISTEMAS ATOMJ-

COS DE DOS ELECTRONES.PARA EL ESTADO RASE DEL ATOMO DE HELJO,ESTA APRQ 

XIMACION DA Ull VALOR DE \:~u~=-~.~!) ,QUE, COMPARADA CON EL VALOR OBSERVA

DO DEt~;;:-~.l>¡o NO ES MUY BUENA,PERO RECUERDESE QUE ESTA ES LA APROXJ

MACION DE ORDEtl CERO, 

VoLVl EtlDO A MUESTRO TRATAMIENTO GENERAL PARA S 1 STEMAS ATOMI COS. DE 

DOS ELECTRONES,EL CONJUNTO DE FUNCIONES R.,,1."~., QUE SATISFACEN (2,47),-

' CONSTITUYE UNA BASE COMPLETA,POR LO QUE PODEMOS EXPRESAR LA FUNCION DE 

ONDA COMO SIGUE: 

L J' !' ) '\ 

'\\f te) .ll) = , , ~...,~ "' 
'c',1)1'" 

1 t' 1 ' fu) J~ '\ L: M 
'tZY\' 1<' \p) 1J 'f: 1 l"'\.) 

(2. 59) ,.,~ 

DONDE LA SUMA SOBRE 'VI~ INCLUYE AL ESPECTRO DISCRETO y CONTINUO. Tono EL 

ESTUDIO HECHO HASTA AHORA ES COMPLETAMENTE GENERAL,ES DECJR,tlO HEMOS -

DICHO NADA ACERCA DE LA Slt'.ETRIA O ANTJSIMETRIA DE LA FUNCION DE ONDA

RESPECTO AL INTERCAMB 1 O DE LOS ELECTRONES; AHORA NOS ENCARGAREMOS DE E-

LLO CON CIERTO DETALLE, 

COMO PUEDE OBSERVARSE DE LA ECUACJON (2,5g),LA PARTE RADIAL DE LA 

FUNCION DE ONDA ES TOTALMENTE S1METRICA RESPECTO AL INTERCAMBIO DE LAS 

PARTICULAS;ESTO SE VE DE LA FORMA EXPLICITA DE ~ ::.{ \?~"\t)'~PoR TANTO,LA 

SIMETRIA O AllTISIMETRIA DE INTERCAMBIO DE LA FUMCIOM DE ONDA ESTARA DE. 

TERMINADA POR LA PARTE ANGULAR,ES DEC!R,LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS,

EsTUDI EMOS ENTONCES LAS PROP 1 EDADES DE LOS ARMONI COS H 1 PERESFERI COS RE~ 
PECTO AL INTERCAMBIO DE LAS DOS PARTICULAS (ELECTRONES), 

CONSIDERESE EL SIGUIENTE ARMONJCO HIPERESFERICO: 

J~t~~t.\' l;t~ ·~ ·~ lf~+\)i~.-\) 
w~ ll'(1~1~)= N~. tCAt.ol) [IU.vo() ?"'. Lc.4'1.l.11.) 

'M' ( J\\t' . 2= ll~~;.e.;~.:.y:M') "Ir\\) lr ~\) 
-...¡,, .... .:,. ':. "' (2.6!)) 

SI AHORA ltlTEPCAMBIAMOS LOS ELECTRONES,ESTO CORRESPONDE AL CAMBIO (VER 

PAG,45): .(~~-o(, ) ~~ ') 

~;;uon:cA ctNTWt.\f 
IJ M,. A.. M,, 

\ 

l 
~ 

J 

J 
l 



(2,GJ.) 

1-iACIENDO USO DE LA PROPIEDAD DE SH'.ETRIA DE LOS POL!Nm~IOS flE JACOBI: 
ota.,'D) "" ol':.,(.) 
r"' t-'t) = ~') f"' l'f), 

AS! COMO DE LA PROPIEDAD DE LOS COEFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN(2): 

' l \ J 1 '"'i - ).... ( ) \ (, ....._, t ......_t \ l... \.1\ ¡ :. t-') ~t "4z ,, w, \ L >-'\ > 

LA EXPRES ION (2, 61) SE REDUCE F lt!ALMENTE A LÓ S 1GU1 ENTE: 

11• j' ,, M' , n• 1 1 

W r<:> >t i.. ' ' , l ' Q, \ L' A, .t:) L L\ 
l '[ ""'\ "l'f;+ '¡•'\ • ruf ""') 

"-' t • -t, '1. 1) J ::. (:- \ ) 'V ~ 1 l o<, ~ 1 "l. 
(2.F2) 

lA FUNCION DE ONDA ESPACIAL SIMETRICA O ANTISH~ETRICA CORRESPONDE AL •• 

ARMONICO HIPERESFERICO S-METRICO O ANTISIMETRICO PE ACUERDO A LO DIS-

CUTIDO ANTERIORMENTE,POR LO l'.lUE LA EXPRESIOM DE SltlETPIZACION fl ANTISl 

METRIZACION RESPECTO A.L INTERCAt'Rlti DE LOS FLECTRC'nES f'..'i LA 'i IGlJIENTE 

COMBINACION: 

s. (~l~k1A 1 

~1\(lc., l-<,\,~) 

~ 
n• J' 1'••' n' a' 1 '1 \ x~ i'-'"'' 1 , , •' t'\-' .1"\.~c. l.:\-\ 

'lAI "'" 1 \\tH\~'\ J..'J./ ¡-. .. 

= -;:::====~. ''~' l~1\1'\) '!. H) VVt' ~-« 1 V"\) 
{zl,,. ~t~t~) C.FU 

DONDE EL SIGNO POSITIVO CORRESPONDE A LA FUNCION DE otlPA ESPACIAL Slf.iE. 

TRICA Y EL NEGATIVO A LA ANTISIMETRICA,EN CíltlSECUEMCl!l,LAS FUtlCIONF.S DE 

SPIN J\SOCJADAS SON REPECTIVAMENTE:ANTISIMETRICA (~:O ;SHIGllLETE)Y SIME. 

TRICA ( S'=\ ;TRIPLETE), 



O 1 1 01 

EN EL CASO PARTICULAR .A~: _R"\ ::: A. , SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LA SI ME. 

TRIA O ANTISIMETRIA P.SPACIAL DE LA FUNCION DE ONDA ESTA DETERMINADA POR 

EL VALOR DE L' Y Y\
1 .F.s UTIL REALIZAR ESTO ULTIMO COMO SIGUE, 

CONSIDEREMOS U\S EXPRES fONES PARA LOS ARMON 1 COS HI PERESFERI COS EN 
(2.63): \ 

1ft1 1 •' l •' \ ) 'M ""'1 
~'A'l.'.~' ~ h ~' t' \"~u .. °'"1 \.l "' '\ ' 'l.\f lo< .. ~,= L l f"I; f~~ \i..'t.i.') N~ tYr..i.) 1~.i.) ~'\\ lc..1-<) i ~~). l ,l(\) 
"'' ,')¡''\ ~-.1·. R. .f 

)1 '\ 

(2, 63A) 

t'i• L'••' 1 • tú~ t\!.) '114' "4
1 

'W I"\ ~ u t' •' lj & "\] ~ '\[ ' ~.\~-.i.,'\,~)= Llt'~~x"~ \~ t·O N~ t~o() tf4t.d.) p"', l-e.-i.tot) 1./~) 1~, l ~) 
'M' \ 

'>•°M.\ (2, 63B) 
TRATAREMOS AHORA DE ENCONTRAR UNA Rl:LACION ENTRE AM'3AS EXPP.ESIONES.Los 

INDICES DE SUMA EN (2,63B)PUEDEN INTERCAMBIARSE (SON INDICES MUDOS);POR 

LO QUE LA EXPRESION (2,63ñ)RESULTA: 

t't l~' fl' (' •' ll
1
i\,t\\) 

'/AJ\;,, l~--<;,,~)= )_ ~l"'·\.l''M'l\\.1 M') N\<. lGt'wl) ('lh<cl.) ?'\'\, l-c.t.z.a<) • 

. "'1 "'\ ~ . .) \1 \11~ l \ ) 1t 111 <2 .63c) 

APROVECHANDO LA PROPIEDAD DE SIMETRIA DE LOS COEFICIENTES DE fLEBSCH-
GoRDAN (t): 

Y ADEMAS EMPLEANDO LA REU\CION DE Sl~ETRIA PARA LOS POLINOMIOS DE JACQ. 

BI: 
0

¡q
1
\) 'VI {)l'l.¡t.) 

r"' H') : H) r~ l '(') 

LA ECUACION 2,6h RESULTA: 
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lA' l.'~ 1 

vJ 'f.' l-<,~ ,\) 

(2.63D) 

DE AQUI, LA ECUACI ON l2, 63) SE REDUC'E A LO S 1 GUI ENTE: 

o 1 o 1 
DE DONDE SE CONCLUYE QUE LA FUNCION DE ONDA ESPACIAL (CON A\~~'\ ) TI~ 
NE SIMETRIA O ANTISIMETRIA SI: 

'1'1 1 .- ~':PAR __ SIMETRICA 

'11' _ L1 
: NON __ _. MTIS!~~F.TRICA 

DESDE LUEGO, COMO ·sE DEMOSTRO CON ANTERIORIDAD (Ec,2.39),SI 'l..: O , >'\ 

ES PAR,SIENDO EL POTENCIAL SIMETRICO BAJO EL INTERCAMBIO DE LAS PARTI

CULAS, 

EN EL CASO EN QUE j~ l j~ , EL ANALIS 1 S DEBE HACERSE EMPLEANDO LA 

'EXPRESI-ON \2, 63) •ENTONCES LA FUNC 1 OM DE ONDA ESPACIAL SI METR 1 CA O ANTI -

SIMETRICA (2,59) SE ESCRIBE COMO SIGUE: 

"'¡ 
SUBSTITUYENDO ESTE DESARROLLO EN LA ECUACION 2, l\l SE OBTI EtlE (+): 



(2. f;5) 

ESCRJBIEtlDO EXPLICITAMENTE EL TERMINO 'f•=ti Y HACIENDO USO DE (2,47) 
LA RELACION ANTERIOR SE REDUCE A: 

•' 1 \ 1 
·~ i\ (11) '!. ... ~ ,, l M. 

~ .... t "' R "'i "-' l ~) ~ vJ I<' Ul \ -

.r- L º''' ~ el.'\..,.,..~ ~ "'i .,. \[ 
L Q"","' 'Fo 

/J ' 1 ~ 
, ~*1:1 "'·'~''' 

R. ")\f .uoo (2.56) 

nasERVESE QUE LA FUNC ION 'VJ'te. lll) ES s 1 METRI CA .APROVECHANDO LA ORTONOR 

~1ALIDAD DE LA FASE HIPEPE3FFRICA AS! COM<l DE LA 'l.ASE RADIAL,LO CUAL SE " 
Ul S t••• I!' J 

DISCUTIO CON ANTERIORJDAD,MULTIPLIQUE~iOS (2.Gf) PORl~,.~(f),.,1'J'll.: ~A)l'I 
E INTEGR!,!MOS SOBRE TODO EL ESPACIO,DE DONDE EL SIGUIENTE SISTEMA INFINl 

TO DE ECUAC 1 OMES ALGEBRA 1 CAS Ll NEA LES HOMOliENEAS SE OBTIENE: 

l r: lo,~ _ C' \ J~ J~ ? -~ ~ ~ 1~ t~ \J.l 
i::"'f.'f:" c. ) a.""; 'F-~ - e \\ ""f L- L o."'~'"' w: • 

~*'u 'f;'.(; '~ 
J. ..... ,. 

f f rw· lloo ~l~R~~M'> -< R~,. \(\ \ 7 \ ~~/ .. l¡ i) <.:-J .. ~ ~.11.i \ "'1, l'l.l 1~ •' t"l 

=o (:?. ,F}) 
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COMO SE HA MENCIONADO EN EL CAPITULC 1 ,ESTE SISTE~A TIENE ~OLU-
CION NO TRIVIAL SI SU DETERMINANTE ES NULO,LO QUE EQUIVALE A RESOLVER 

LA ECUAC 1 ON SECULAR CORRESPONDIENTE, DE ESTA MANERA,EL VALOR DE E PU.E. 

DE SER CONOCIDO AS! COMO LOS COEFICIENTES Q~~~ , 
r 

lAs INTEGRALES DEL TIPO 

(2,fi8) 
n'•I 

PUEDEN SER CALCULADAS UNA VEZ QUE SE CONOCE LA FORMA EXPLICITA DE11..~e""' 

EN EL CASO PARTICULAR DEL ATOMO DE HELIO '(( ~~)" ESTA DADA POR (/.,57) Y 
1 ~I' 

SI EN GENERAL 'V\( f. VI~ ENTONCES: 

'•' \ 1 \ h\ "-... -<(ti_.-'~> r ~"r~·'e) / -

: 

\(.\\ ~\ 

e(.,,. oi .. ' 
' r 

CON N DADA POR (2.57A). 

ANALOGAMENTE, EL CALCULO DE INTEGRALES: 

<s ... 1 J;J~T~''\ ,,,1Uoo \'i.'1.NJ;t\1..'N.'>= 
~VIJ~\I l~) 'VI) 'f(. l'1,) {>. ~· l./l.) 

(2.fi9) 

~
s l;•~l.."t.\''* ttou i;t~L'U

1 

= ,..'IAJ'f." ll\.) 'aj"" l.tl.) 'N~, tl\.) á 1l 
,(2\7íl) 

PERMITIRA OBTENER LAS REGIJ..S DE SELECCION PARA Lí'S V.A.LORES DEJ~,l'l);)~',J. 
f'. CONTINUACION ANALIZAREMOS CON DETALLE LA INTEGRAL ANGULAR 0 Jn), 
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(2. 71) 

nE AQU[ OBTENE~OS UN TF.RMINO DIRECTO n y OTRO DE INTERCAMBIO I CUYAS -

EXPRESIONES SON: 

j 1l00 A~l~t:·~·~ J~t~ú'' t~J~~~·* t;~LM' \ 
b = \ 'Uj'( l-t,\,,) ~ 1.tl~ .. (o1,~,,) 1.tj,,lol,'\~) + \\l, .. l¡-oe,,,\) w\t,l¡-~,,~)J ~!l. 

(2. 72) 

J 
'/ J"J."l''·"'* l.

1
J,

1
J..'At' l."/."r~·* l.'l'L'lt') 

J (} /) ( } ., ,,, ~ ' 1rl l ~ w J •f J 1l. 
1= 1 wk r-t,5,7) 1{. c-1,s.v ~· tf-"'.1.s), Je~ rr~;,u 1c·(~ M> 

(2. 73) 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS UN 1 CO'> TERMI NOS QUE CONTRrnUYEN A LA 

INTEGRAL (2, 71) SOli AQUELLOS DONDE SE CUMPLEN LAS SIGUI ENTES CONO! CIO

NES O REGLAS DE SELECCION: 

jS ~ ~ .d ~ : PAR 

• " o 1 
°''\ + ,t ~'°''l. s PAR (2.74) 
l' 1" PAR ~~ \. R + A' : 
j~ ~ ~ d\:: PAR 

-50.-



Es To ULTIMO SE OBTIENE HAC 1 ENDO uso EXPLI c 1 TO DE LOS ARr-'ON 1 cos -
H I PERESFERI COS,AS I COMO DE LA PROPIED.AD ( '-.): 

< J~'R~ l'l>."\A~oo\A~~t:I-\') = ,~ <.J~J~l.'.'M"\~l~·q_)\)~R~(t-\') 
'l t.Q.-1.\ 

DONDE 
(2 1 75) 

\ 1\ 2., L ~) = I ( ~ ~ w') ~'\ w'\.\ l!I\) 1 ~\ ~) ~ "''1 (') 
w~,>11'\ .('l - i,,_ 

DE LA EXPRESION\2,75) SE VE INMEDIATAMENTE QUE LA CO~IDICION <'.',7lj) 

SE DEBE CUMPLIR PARA QUE LA INTEGRAL(~~f~l.'.'l\"\!AouU~~~L'l-\')SEA NO NULA, 

EN TERMINOS DE ESTO DISCUTIDO,LAS INTEGRALES DIRECTA Y DE INTEP-

CAMBIO TOMAN LA SIGUIENTE FORMA EXPLICITA: 
Q''f' ~le' 

t = -k ( J; A~~·~" \ H oo \ A~'~~ tv\
1

) • ~1<:' " · l\l~l · t-\~ 'I · 

\ 
('z f.(~~~!iit~~!i) l~+\,i4li) ll~~\,R~•\) J;l~d~\1 J~\lil~H 

. J "'"ltntoo() P..,..lGti..lol,) P-...'[CNl.Z.\) t~o<) l'ltu.t.) ~o(+ 
o 
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VI' 
.\. l-1) 

ll" +z, \-1- i lt~1.~~1) l~;~1.. ~~~\.) 

\

'Yt • 1 t" ~) 

""" lMto!) P.., (U,.to!.) '(>'11, ~U7t.ll.o!) 
6 

(2. 77) 

EN LA EXPRESION{2.76), EL VALOR DE LAS INTEGRALES QUE APARECEN -

DENTRO DEL PARENTES 1 S ANGULAR, ES EXACTAMENTE EL M 1 SMO;ESTO SE PUEDE VER 

FACILMENTE SI EN UNA DE DICHAS INTEGRALES HACEMOS EL CAMBIO DE VARIABLE 

DE INTEGRACION: 
@-=1i-o<> 

Y EMPLEAMOS LA PROPIEDAD DE SIMETRIA DE LOS POLINOMIOS DE JACOBl(Ec.--

2,37),GRACIAS A ESTO,LA ECUACION~2.76)SE REDUCE A LO SIGUIENTE: 

(2' 78) 

FINALMENTE, COMO SE HA DEMOSTRADO QUE 'V\ ES UN NUMERO PAR (Ec,2,39), 

CONCLUIMOS OUE LA EXPRESION\2,78)ES: 

'b:: <A;~~l:'M"\ UDO\ ~~~~ \.).\') • 

\
11
/l l(11.\;•\) l~1\ 1 h\) \J~+\ 1 !~~\) J;~~l~'n 

. ) r ..... twu..i> r"' lCM.to!) e11• t CM.l.~) tc.cn..i) • . 
(1 1~~~.t\~1. 1 J 

• l'U.M.¡) Q"' 

(2.79) 
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DE MANERA ANALOGA, LA 1 NTEGRAL DE HlTERCAMB I O (2, 77) RESULTA SER: 

(2.81)) 

EMPLEANDO ESTOS ULTIMOS RESULTADOS PARA EL VALOR DE D E l ,LA INTE. 

GRAL DE TRASLAPE (2,71) SE REDUCE FINALMENTE A LA SIGll!ENTE EXPRESION: 

< s~.,A;t.~l.'.'M· \ -w.Uoo \')'W i~I~ L'4' '> -
A. VIJ'r-" lCI.) I<- ll\.) ,., \:' lit) -

1\ , \yl n\t•\,hi) ll~•\ 1 l;~\.) J:>rRH ~~ • .t .. t 
j r.., (Ql.11() f..,, lett.1.1() ~ CAno-t) lllAM-t) • 

b 

C?..81) 

HEMOS PUES,OBTENlDO UNA EXPRESION PARA LA INTEGRAL DE TRASLAPE -

{2.]Q) Y ESTE ANALISIS NOS HA PERMITIDO E>:PRESAR RE<iLAS DE SELECCION -

PARA EL VALOR DE LOS NUMEROSJ~1l,,J~,f~ 1 t;COMO PUEDE APRECIARSE EN (2,74). 
Es OPORTUNO OBSERVAR QUE NO HAY RESTRICCIONES ADICIONALES PARA EL VALOR 

DE l\1 Y 'Y\" ,EXCEPTO QUE SEAN NUMEROS ENTEROS POSITIVOS, . 
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/.,B SISTEMAS fiTOMICOS EN hENERAL , 

EL ESTUDIO DE ATOMOS DE MUCHOS ELECTRONES POR EL METODO DE COORD~ ·' 

NADAS fil PE RES FER I CAS SIGUE FUNDAMENTALJ.lENTE EL CAM!tlO SEÑALADO EN LA -

SECCION ANTERIOR,AUNOUE LAS EXPRESIONES OBTENIDAS SE COMPLICAN,COMO P~ 

DRA APRECIARSE.SIN EMBARGO LA VENTAJA QUE OFRECE ESTE METODO,ES DECIR: 

SU TRATAMIENTO EXACTO,SJGUE SIENDO MUY VALIOSA.ALGUNOS DE LOS RESULTA

DOS OBTEN IDOS EN EL CAPITULO ANTERIOR PARA EL CASO GENERAL,SERAN UTI Ll 
ZADOS AQUI, 

El HAMILTONJANO PARA UN ATOMO DE i! ELECTRONES Y CARGA NUCLEAR Z 
ES EL SIGUIENTE: 

(2.82) 
DONDE LA PRIMERA SUMA CORRESPONDE A LA ENERGIA ClNETlCA DEL SISTEMA,LA 

SEGUNDA REPRESENTA LA ATRACCION NUCLEO-ELECTRON Y LA TERCERA A LA ENER 

GIA REPULSIVA INTERELECTRONICA, 

SEPARANDO LA PARTE CORRESPONDIENTE AL CENTRO DE MASA MEDJ ANTE LAS 

COORDENADAS DE .IACOBI (VER CAPITULO 1),LA PARTE DEL HAMILTONJANO (2,82) 
ASOCIADA AL MOVIMIEMTO INTERNO RESULTA: 

1\ 11-• w 

~ 2_ ~z I Vr t L ceZ e? 
!~= - -¡ 5. y. "ü \ 

i=-1 i ':. \ \ 
ü.'~ 

(2. 83) 

Y A QUE LA MASA DEL NUCLEO ES MUCHO MAYOR PUE LA DE LOS ELECTRONES 
.:.-1 

"M~ ')) L ~e\ 
~~\ 

SE PUEDE OBTENER CON BUENA APROXl MACI ON LA S 1 GUl ENTE EXPRES l ON PARA LAS 
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COORDENADAS DE JACOBI (VER EC.l.f8) 

(?. P,li) 

DE ACUERDO A ESTO,EL HAMILTONIANO (2,83) PUEDE ESCRIBIR$E COMO 

fJ-1 IJ-1 

e~,~q 
>..)•\ 

~2~( A 

¿_ ~z I T_ U=---'íz 5. ,,. 
i..¡· 2. 1 

'1 · \ \( ~) \ i:¡ ;:.1 ~ t <-) 

(2. 85) 

INTRODUZCAMOS LAS COORDENADAS HI PERESFERI CAS ,EN SU EXPRES 1 ON GENERAL -
(Ec.1.73): 

(2. 86) 
Y REALICEMOS EL DESARROLLO MULTIPOLAR: 

\ 

1 - \ ( '7. " " \l' - 'i·t'i·-Z'.•\·) = 
\- - \ \ ) .)\ ) \· - \. 

\ ) 

EMPLEANDO (2.86) EL ANTERIOR DESARROLLO (2,87) PUEDE ESCRIBIRSE EN 

DE MANERA QUE EL POTENCIAL PAPA ESTE SISTEMA PUEDE EXPRESARSE COMO: 



(2. 8~) 

~.QUI NUEVJ\MENTE,SE PUEDE APRECIAR LA SEPAPAB!LIDAD EN UNA PARTE -

RADIAL Y OTRA ANGULAR DE ESTA EXPRESION.COMO SE HIZO EN EL ATOMO DE DOS 

ELECTRONES,EXPRESEMOS LA P/lPTE MIGLILAR PEL POTEMC!AL EN TERl-1!MOS DE AR 

MONICOS HIPERESFERICOS: 

DADOS POR: 

\J!' = \ w:···;~~-l· \ t \ ... : .... '"'"""'~,) 
~ I ~ l!UIU"'ll·\. ··IWAo<¡~,C(ti.ol¡)~ ~p t "" .. t)\ Jfl 

- L ·- .t·)t11 "- \, -> c2 ºQ) 
n . · (tMMolu-1···'UM-lj+1""" j '7 •0· ... 1.q 

ílBSF.RVESE OIJE EL CAU'.llLO DE INTF.GRALES DEL TI PO (?,PO) F.S BASTAN

TE MAS COMPLICADO QUE PARA EL CAso· DE TRES CUERPOS, lAs RES TRI CCI ONES -

POSIBLES PARA EL VALOR DE J\,-.,~ Y f:.,PUEDEN HALLARSE ANALIZANDO LA INTE. 

GRAL (2,89);DICHO ArlALISIS ES TEMA ABIERTO A LA INVEST!GACION. 

SIGUIENDO LOS MISMOS PASOS QUE Ell EL C/lSO DEL ATOMO DE DOS ELEC-

TRotlES Y BASAN DON OS EN LO EXPUESTO EN EL CAPITULO 1 RESPECTO A S l STE-

r'A'} DE MUCHOS CUERPOS,LA ECUACIOtl DE ScHROEDIMGER EN GENERAL ES LA ---



s mu 1 ENTE: 

)-~ \ 2.:. 
\ z L )e' 

..\. e'Z~t> 

CON l· ' \J~ DADO POR 

I R· '\A/°"~ l¡ L~») V \ o \<. '!: (t'\.) :: 
k,t-_ <? '?'.1) 

(?,?º), 

SUBSTITUYENDO LA EXPANSION DE LA FUNCIOM DE ONDA Etl TERMINOS DE 

ARMONICOS HIPERESFERICOS (Ec.1.83) Y APROVECHANDO LA PROPIEDAD DE ORTQ. 

NORMALIDAD DE ESTOS ULT!f-IOS,LA EXPPESIONl2,0"l)sE REDLICE A lJN SISTEMA !ti 
FINITO DE ECUACIONES DIFERENClflLES ORDINARIAS ACOPLADAS 

RADIAL e : 
)_~? \ g_ ~ ~ 1 
\ z \. J ~t r e.e 

EN LA VARIABLE 

(2 .91) 
COMO DE HA HECHO EN EL CASO DE TRES CUF.RPOS, EL CASO \<..::O DESACO

PLA LAS ECUACIONES,LO QUE NOS PROPORCIONA UNA BASE PAPA LA PARTE RADIAL 

EN EL DESARROLLO DE LA FUNCION DE ONDA (Ec.1.83).HACIENDO USO DE ESTA 

BASE RADIAL AS 1 COMO DE LA BASE ANGULAR LA FUNCI OM DE ONDA PUEDE EXPRE. 

SARS E EN TERMINOS DEL PRODUCTO DE DI CHAS BASES Y NUEVAMENTE H/\CI ENDO .\! 
SO DE LA PROP 1 EDAD DE ORTONORMALI DAD, LA ECUAC 1 ON DE ~CflROEDINr-ER (2, <1'1) 

' SE REDUCE A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGEBRAICAS ACOPLf\DAS 
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HOMOGENEf\S: 

=O 
(2.92) 

DE DONDE 
~-

y LOS COEF I CI F.NTES (Á~, ~ PUEDEN SER CALCULADOS, 

Es IMPORTANTE OBSERVAR QUE LA EXPRESION~2.92)puoo SERf:OBTENIDA -

GRACIAS A LA EXISTENCIA DE LA BASE RADIAL 'fZ-,.+~~. ,QUE EN TODO EL TRA
TAMIENTO SE HA SUPUESTO CONOC!DA,F.S DECIR,E!l CASO DE QUE NO SE DISPON

GA DE DICHA BASE RADIAL EN FORMA ANALITICA,ENTONCES NOS CONCPETAREMOS 

A TRABAJAR CON EL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS(2,91), 

EL AUALISIS DE LAS INTEGRALES DE TRASLAPE 

< \'Wli(L"l.A"ll") \ l~¡(¡L~JJ) \ 'l,~l"~.fi\.'ll'~') > 
'\JJ~" lit) IAj ~ l.tt.) \e' L«.) 

ES /\.HORA MAS COMPLICADO QUE EL QUE SE HIZO EN EL CASO DE ATOMOS"DE DOS 

ELECTRONES, [.o 111SMO SE CONCLIJYE RESPECTO AL ESTUDIO DE LOS ELEMENTOS -

DE MATRIZ: 

ESTOS DOS PUNTOS SON MOTIVO AUN DE INVESTIGACION. 
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UPITIJLíl 3. 

PARENTESIS DE TRA'lSFORMAC!fV1 En F.L ESTllDJ'1 J;EL PPílBLF.:-1!\ 
DE TRES CUERPOS PnR EL '·1ET0Dfl l][ Cf1f'JRDFilAD.n.s HIPERESFF.RICAS. 

INTRODUCCIOtl, 

COMO PUEDE APRECIARSE,EL METODO DE COORDl:NADAS !llPERESFERICAS --

OFRECE LA VENTAJA DE SER UN TRATAMIENTO,EN PRIMCIPIO EXACTO,Pfl.RA EL PRQ. 

BLEMA DE MUCHOS CUERPOS Y AUNOUE PRACTI CM'ENTE NO PODEMOS PESOLVER UN 

NUMERO INFINITO DE ECUACIONES,LA APROXIMACION SE INTRODUCE AL LIMITAR 

EL NUMERO DE ELLAS, 

EN EL TRATAMIENTO DEL PR08LEMA DE TRES CUERPOS POP EL '"'ETOPO DE -

COORDENADAS H I PERESFERI CAS 11ENERALMENTE APARECEN P.IT!:t;RALES QUE t-1EZCLAM 

FUNCIONES DEPENDIENTES DE DISTINTOS CON,JU~ITOS DE C:OOPDHIADAS DE •111co--

BI,ES DECIR 1 DEL TIPO: 

EN ESTE CAPITULO SE ENCOlffRARA UNA TRAtlSFORMACION QUE RELACIC1tlE A 

FUNCIONES DE UN COMJUNT0 l'F. COORDENADAS DF. .1ACl"lll1 CNJ FUMC:I OMF.S l'lUE CQ. 

RRESPONDEN A OTRO CONJUNTO DE COORDENADAS CE .JACOBI ~ ,. , o· 

'li\Í t.,¡ t,; l.~ vJ l~"- t,I( LM 
" l.tt\) ~ ~ l.tt1t.,) ) 

ENCONTRANDOSE EXPLIC!TAMENTE LOS COEFICIENTES QUE l'EFitlfN TAL TRAMSFOR 

MACION,LO CUAL PERMITE CALCULAR DE UNA MANERA MAS Slt-1PLE LAS INTF.GRALES 

ARRIBA•SEÑALADAS.ESENCIALMENTE SE SEGUIRA EL TRABAJO REALIZADO POR J,
PEVAI Y J,RAYNAL (+)QUE TRATA SOBRE LA Ol'lTENCION DF. LOS COEFlr.IENTES 

DE TRANSFORMACION, 
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Cotl,O SE VERA EN EL C/\PITULO,EXISTE UNA RELACION ENTRE ESTOS COEFl 

CIENTES DE Tr.ANSFORMACION Y LOS COEFICIENTES DE f"oSHltlSKY-TALMI (S'),

OUE RELACI OMAN LJIS FUNCI O"IES DE ONDA DE nris PflPTI CIJL/IS DENTPO DE UN PQ. 

TENCIAL COMUN DE OSCILADOR ARMONICO CON LA S FUNCIONES DE ONDA DE AM-

BAS PARTICULAS DADAS EN TERMINOS DE LA COORDENADA RELATIVA Y DEL CENTRO 

DE MASA, 

PARA SEÑALAR CON CLAR111AD LA VENTAJA DEL USO DE LOS COEFICIENTES 
DE TRANSFORMACION DE REVAl-RAYNAL,SE HARA TAMBIEN UN TRATAMIENTO DE LOS 

SISTEMAS ATOMICOS DE DOS ELECTRONES ESTUDIADOS EN EL CAPITULO ANTERIOR, 

ESTO TIENE EL FIN DE COMPARAR CON El CAt~INO DIRECTO EMPLEADO AH! MISMO, 

CoN El OBJETO DE PRESENTAR DE LA MANERA MAS DETALLADA POSIBLE LA 
OBTENC ION DE LOS COEF 1 CIENTES DE REVAl-PAYNAL,EN ESTE CAPITULO MUCHOS 

DESARROLLOS MATEMATICOS SE HACEN DE FORMA EXPLICITA Y ALGUNOS OTROS SE 

HAN REMITIDO A UN APENDICE,EN LA PRIMERA SECCION SE ESTUDIA LA TRANSFOR 

MACION DE r-'oSHINSKY-TALMI PARA PRESENTAR ALGUNOS RESULTADOS QUE SERAN 

Et~PLEADOS MAS ADELANTE;LOS COEFICIENTES RESPECTIVOS NO SE OBTIENEN EX

PLICITAMENTE, l..A SEGUNDA SECCION TRATA SOBRE LA TRANSFORMACION DE REVAl 

P.AYNAL,DONDE SE EMCUENTPA UNA EXPRESION CERRADA PARA LOS COEFICIENTES 
DE TPAMSFOPMJICION RESPECTIVOS,F.N LA TEPCERA SECCION SE ENCUENTRA UNA -

RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE r·~oSHINSKY-TAIY.I y LOS DE P.EVAl-RAY

NAL.POR ULTIMO,EN LA CUARTA SECCION,SE APLICAN LOS COEFICIENTES DE RE

VA 1-RAYNAL AL ESTUDIO DE S 1 STEMAS ATOMI COS DE DOS ELECTRONES, 

CABE MENCINAR AUE AUN NO SE HA OBTENIDO UNA EXPRESION CERRADA PARA 
EL ANALOGO DE ESTOS COEFICIENTES EN EL CASO DE jj CUERPOS, 
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3, l. LA TRANSFORMACION DE floSH!llSl<Y-TALMI. ( S") 

UNA SUPOSICION INICIAL EN EL M0flELO "lLICLE.hR DE CAPAS ES 0UE LAS -

INTERACCIONES ENTRE NUCLEONES SE PUEDEN PR0~'Ef11AP DE Tt\L FOPMJI 0llE UN 

tlUCLEON SE MUEVE EN UN POTENCIAL COMUM.ESTA SUPOSICICN SE DEBE ESENCIA!.. 

MENTE AL HECHO DE QUE NO SE CONOCE B 1 EN LA FORMA DE LAS FUERZAS NUCLE

APES COMO POR EJEMPLO EN EL CASO ATOf'ICO, 

DEBIDO A OUE NO EXISTE UNA SEGURIDAD DEFINITIVA SOBRE LA FORMA -

DEL POTENCIAL COMUN DENTRO DEL QUE SE MUEVEM LOS NUCLEOMES,VAPIOS MODE. 

LOS PARA EL MISMO HAN SIDO ESTUDIADOS, 

$¡ SE SUPONE UN POTENCIAL DEL TIPO DE OSCILADOR ARMONICO,EL CALCU 

LO DE ELEMENTOS DE MATRIZ SE SIMPLIFICA Y TAL APROXIMACl0N PARA EL PO

TENCIAL RESULTA BUEN.A PAPA F.L ESTADO BASE y LOS PPH'EROS FSTJIPOS i:xc1-

TADOS~No SIENDO ASI PARA ESTADOS MAYOP.r,~F.~ITE EXCIHVOS, 

APROVECHANDO LAS PROPIEDADES DE SIMETPIA l'EL OSCILADOR AP~•ONICO,

~'.flioSHINSKY DEFINIO utlA TRANSFCPr~ACl0N Ol!E PELACIOMA A LAS FlltiCIONES DE 

ONDA DE DOS PARTI CULAS DEMTPO DE UN POTENCIAL COt-'lJf! l'E OSCI LAl'OR APMO-

M 1 ce I CUYAS COORDENADAS SE EXPRFSAN RESPECTO AL CF.MTPO !lEL POZO ni: POTEtl. 

CIAL 1 CON LAS FUNCIONES DE ONDA CUYA REPPESENTACION ESTJI DADA EN TERMl

NOS DE LA COORDENADA RELATIVA Y DEL CENTRO DE MASA DE LAS DOS PARTICU

LAS; LOS COEFICIENTES OUE DEFINEN A LA TRANSFOf!MACIOt.! SON LOS LLAMADOS 

COEFICIENTES DE 1.~0SHINSKY-TALMI. (+) 

Los COEFICIENTES DE :·:osHJNSKY SURGEN AL TRATAR EL SIGUIEMTE PRO-

BLEMA.CONSIDERESE UN SISTE~A FORMADO POR DOS PARTICULAS DE MASAS DIS-

TINTAS DENTRO DE UN POTENCIAL COMUM DE OSCILADOR /\RMOMICQ,J'.°L flAr~ILTO-

NIMIO DE ESTE S 1 STEMA ES: 
o l /) 1 
1 ,- \ ?. ?. \ 'l. 

Je;\ = 1 i- ..,.!_ + z "M,W't'¡ ~ °í \'J?v.ll"f'Z 

l w.1 2Wz (3, l.) 

(+)C.> lo l>~Ce~\'1b t\JO.oJ~t> lo( \..o\ilf ~e Coc~iClcll-\e; ~e l'\b$\\\,¡\\:'j NDI 'fc\C'i-....~; 
Gt .,,;\l-.A<i pn'b.i1 Mo.. 
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(oN 'f1 Y :¡z LAS COORDEIMDAS DE LAS PARTICULl'l.S RESPECTO AL CENTRO -

DEL POZO, 

ilACIENDO USO DE LOS OPERADORES ASOCIADOS A LAS CANTIDADES DINAMI

CAS CORRESPONDIENTES: 

~. <--? -~~"1· \ l 
'( l. <--::)> ~ . 

\ ) 

EL liAMILTOMIAtlO CUANTICO QUEDA COMO: 

(3.2) 

'fos INTERESA OBTENER UMA REPPESENTACION l;N TERMINOS DE LAS COORDE. 

NADAS DE LAS PARTI CUL'\S PEFERIDAS AL POZO DE POTENCIAL Y OTP.A EN FUN;.

CION DE LA COORDENADA RELATIVA Y DEL CENTRO DE MASA,P.DEMAS,POR LA SIME. 

TRIA DEL tiAMILTONIA!lO (3,2),RESULTA TENTATIVO BUSCAR UNA TIWlSFORMACION 

LINEAL PARA CADA SISTEMA DE COORDENADAS,DE TAL MANERA QUE LA EXPRESION 

\3,2)TEMíiA LA MISMA FORMA TANTO PARA EL SISTEMA REFERIDO AL CENTRO DEL 

POZO COMO PARA EL FORMADO POR LA COORDENADA PELA TI VA Y DEL CENl'RO DE 

MASA DE LAS DOS PARTICULAS,GARANTIZANDO AS! M1sr10 l'lUE LAS FUNCIONES DE 

ONDA TENGAN LA MISMA ESTRUCTURA EN AMBOS S 1 STEMAS DE COORDEtiADAS, 

fal EFECTO, S 1 IMTRODUCI MOS LA S 1 GUI ENTE TRANSFOPMACI ON: 

'X. = \ -AA,~ yt :r, ) 1 

(3,3) 

\ 
wt~ )''t -":l: - "'{l. 
~ 



PARA LAS COORDENADAS RELATIVA Y DEL CENTRO DE MASAJENTOMCES PODEl10S OB 

TENER LO DESEADO,ES DECIR,EMPLEANDO LAS DEFINICIONES (3.3) SE PUEDE VER 
INMEDIATAMENTE QUE: 

\jl:: ~v.? 
\ l¡i;, 'X-

~ ( - ""zw vi 
V;i - -¡- "\ 

\ l ~\.) z 
• - 'rJ.1 w'I, = - 'X. 
; t i 

.) , w ,.,..,.z _ );¡w \.\2 
"i. l"" '1. - l ~ 

PoR LO QUE EL HAMILTONIANO (3.2) SE REDUCE A LO SIGUIENTE: 

1~ = - ~ \V: lr V'd? - "X.
1
-'"\

1
) 

EN UN 1 DADES DE 4'w, 
(3, 5) 

ANALOGAMENTE,MEDIANTE LAS DEFINICIONES (3,4),APLICANDO LA REGLA DE 

LA CADENA Y EN GENERAL S 1GU1 ENDO EL tH SMO RAZONAM 1 ENTO QUE NOS LLEVO A 

LA OBTENCION DE LA EXPRES 1 ON tl. 21) (VER CAP. lLSE TI ENE: 

,J = - \ \ \l: + v~ _ :ici-"it J (3, 6) 

EN UNIDADES DE ~llJ, 

COMO PUEDE APREClARSE,LA ESTRUCTURA DE LAS EXPRESIOMES{3.5~Y(3,6) 
ES LA MISMA,OBTENIENDO LO QUE SE DESEABA EN UN PRINCIPIO POR RAZON DE 

COMODIDAD EN EL TRATAMIENTO A SEGUIR, 

PODEMOS ENCONTRAR UNA TRANSFORMACI ON ENTRE LOS DISTINTOS CONJUN-

TOS (3,31v (3,11) ,CONSIDERANDO LOS SISTE~AS OllE EN ESTAS DOS EYPRESIOMES 

ES F.ACI L OBTENER LA .S 1 GUI EMTE RELACI ON ENTRE ELLOS: 

.\- ~ 'M~ )\ll i 
(3. 7) 

S1 LLANAMOS 
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SE PUEDE VER HIMEDI ATAMENTE QUE 

\(z-\ l.,_= \ 
POR LO QUE PODEMOS HACER LA SIGUIENTE IDENTIFICACION: 

DE MODO QUE LA RELACION ENTRE LOS DOS CONJUNTOS DE COORDENADAS (3,3)y 
(3,4)ES: 

(3. 8) 

DONDE 
\ 1 Wi '\ft 

~= ~ 1~ \~,, 

A CONTINUACION ENCONTRAREMOS EXPLICITAMENTE LA SOLUCION A LA ECUA 
CION DE ScHROEDINGER CORRESPONDIENTE A LA EXPRESION (3,5) (+): 

(3.9) 

EXPLI CITAMENTE: 

- ~ ~ \]~~v'li_xz_"'l?)1'l1f-,'1¡~1~) =E 1'\'lL,"\¡x,q) 
(3.10) 

ESTA ECUACION ES DE VARIABLES SEPARABLES,POR LO QUE LA FUNCION DE 
ONDA PUEDE ESCRIRIRSE COMO EL PRODUCTO: 

·(+)e., c..4eii;,.,~ 1 COllt6 t. ~~\vuduyt,: Óe l3.C.:) "¡l°l·4) e::. .f.c "-l°i'>lll(.. ¡R.,!%"" 
St c\i~1'. f<a: ->11¡¡ s.crc.' 1~.idwtil~E' \J'il.\.o f'Yt.: De o-\vi:.. 
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EscRJB I ENDO EL OPERADOR LAP~ACANO EN COORDEtlADAS ES FER 1 CAS y LLE

VANDO A CABO LA SEPARACIOM DE VARIABLES,SE EOBTIENE EL Slf;lllENTE PAR DE 

ECUACIONES: 

(3.1?) 

coM ~ = e"" A .i. E ..... a <3. i 4) 
)C. )t. "\ "¡ 

"1. 
y l ES EL OPERADOR ASOCIADO AL CU.ADRAno DEL t~O,,,f'NTO ANCiULAR TOTAL<VEP 

EC,1.7), 

CADA UNA DE LAS ECUACIONES ANTERIORES ES SEP/IRABLE,POR LO QUE: 

(3, 15A) 

w'\ 

"'V'\ t.°"'.~)= _tl.j l11) ~L tq) (3.l5p,) 
~i ~ ~ 

SABIENDO QUE .Q_ ·'i~l~\: J.\.h1)~(lt\CON ~:::\,LAS ECUACUlNES -
(3, 12) Y (3, 13) SE REDUCEM A LO S 1 GIJI ENTE: 
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z. 
'1 

R'1 lR~:') ~ + ~ '-'~\•"_"\i) ~ = 0 

<3.17) 

LA ESTRUCTURA DE ESTAS ECUACIONES ES L~ ~'ISf"A,LO fllJE SE DIGA PA-

RA UNA ES VALIDO PAP.A LA OTRA.ANALICEMOS POR EJEMPLO LA ECUACION (3.lf), 

CUANDO ')(.~GO,LA ECUACIOM (3,lS) SE COMPORTA C01-IO: 

Jlx.. 
- - x."Z )l = o 

~')(.? 

LAS SOLUCIONES DE ESTA ECUACION SON DE LA FORMA: 
x_l x,t 

e "t ~--r 

(3.18) 

DE ESTfoS DOS SOLUCIONES ELE<:;¡1-10s LA QUE cu~~PLA CON EL ACOTAMIENTO CUAN. 

DO )(,~oO,ENTONCES ELIMINAMOS LA DE EXPONENTE POSITIVO Y ESCRIBIMOS ):Jie) 
DE LA FORMA: xi 

Jétx) = e.-7 ~(x) 
(3.19) 

DONDE ~tx)Es UN POLINOMIO.SUBSTITUYENDO LA ECUACION (3.19) EN (3.lf:) SE 

ENCUENTRA QUE H>C)SATISFACE LA ECllACION DIFERENCIAL: 

f"l~) ~1. \ ~- x.) t-'~)-\. ~ z.E"i<'11- ~><lt~1) ~-x..1-l.~~l.x):::O 

(3.20) 

ESTA ULTIMA ECUACION TIEflE UMA SINGULARIDAD EN)(.: o POR LO QUE -

PROPONEr•.os UNA SOLUCION EM SERIES DE POTENCIAS nF. ')(.: 

~tx):: 'f...\t. ¿ G"' y_"vl. ': X.\c e; ~X) 

"' (3 .21) 
C:OM 

S.V<) = L Q\.\)(. 
v. (<;. 22) 

'VI 
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SUBSTITUYENDO LA F.XPPF.SIONt~.2l)F.N LA ECLIACIC"N ( 7 ,~'1) SE PllEDE VEP 

FACILMENTE QUE EL VALOR DE \t ES : 

'r:?.. = Jx. ) 
Y LA ECUACION QUE SATISFACE S\'ll.) ES: 

llACIENDO EL CAMBIO DF. VARIABLE: 

AA:xZ, 

(3 .?.'í) 

Y APLICANDO LA REGLA DE LA CADEMA,LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A: 

AA <!::."lu.) .\- lex-+~-~) S'lM)+ l E"'¡c:t>c-~~ -~J~(u.)=o 
(3. ?S) 

ESTA ULTIMA ECUACION ES PPECISAMENTE LA QUE SATISFACEM LOS POLI MOM 1 OS 

DE LMUERRE: Q .¡. L 

~\.u.)= s.\)(.z.) = L ~x l.' "'1-l) (3.25) 
CON 

PoR LO QUE COMBINANDO LAS ECUACIONES (3,10,/J.,/) Y ?7),LA S0l.l!CIOM 

DE LA ECLIACION (3,J6) RESULTA: 

(3.27) 

DONDE A.•iv.(xES LA CONSTANTE DE NORMAL! ZACION QUE SE OBTIENE POR LA CON-

DI CION: .,t. i ')L,l></° ~ M "' h = i 
(¡ 
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LA CUAL SE PUEDE ESCRIBIR COMO: 

A
t !.t. X..tllit.\>\) e-x.tt 
"'1e.l1t l 

1) 

Y FINALMENTE,SI HACEMOS AJ.: 'l..z LO ANTERIOR SE REDUCE A: 

i )~ , ) \ L~"'\ ~1. ' h .. J A l.ill\i _u l)Ct) \ 7 
"icl¡c M ~ 'Yl.)t. (3,28) 

I> 

DE AQUI QUE EL VALOR DE A.....,,_ ES ( 3 ) : 
~ 1 

\ 

z t~~ \ \ 1~t A t = 
"'-lt l( \' l "'-v...1,i¡¿-\-1¿) 

<3.29) 

LA SOLUCION DE LA ECUACION C'i,17) TIENE LA MISMA ESTRUCTURA QUE 

LA EXPRESIOM 3.27: ~t 1 \~ 
CUl) A ,Ae--;: l' t~jt) 
-d d = "'" l'\ d '"''1 

(7:,3'1) 

EN VIRTUD DE LA RELACION (3.15),LA FUNCION DE ONDA"\'lY-,'\¡iq}1uE SA

TISFACE A LA ECLIACION (7;,líl) RESLILTA TENER LA SIGUIErlTE FORMA: 

(7,,3]) 
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DONDE Xhc.) ) (lj ( ~) ES TAN DAD/\S POR LAS EXPRES 1 OMES 7
• ~7 V '7,. 3° REPEC

TIVAMENTE. 

COMO SE MENCIONO ANTERJORMENTE,POR TEMER EL flAMILTOMIANCl (~.r) L;\ 

~'.! SMA ESTRUCTURA QUE (), 5), LAS FUNCJ(1MES DE ONDA OUE SATI SFACEfll LAS CO 

RRESPONDI ENTES ECUACIONES DE ScHROEDI NGER SON TOTALMENTE ANALOGAS ,ES -

DECIP.,LA FUNCION DE ONDA EN LA REPRESENTACIOM DE COOP.DF.NADA RELATIVA V 

DEL CENTRO DE !"ASA TIENE EXACTAMENTE LA MJSM ESTPIJCTURA OlJE LA EXPRE

S ION 3, 32 QUE REPRESENTA A LA FUNCI OM DF. ON!lA EN TERM PIOS DF. LAS COOR

DENADAS DE LAS PARTI CIJLAS REFERIDAS AL CENTRO DEL POZO DF. POTENCIAL, 

ENTONCES~ {'f.;'f ¡ ~;1)TI ENE LA FORMA: 

~~~,•-i~-i 
l\¡'t1i.~¡~ 1'G) .:: ~U~)~ l1) "\l'"'xl~) '1~ l1) 

l~ J ~'i 
(3.32) 

DONDE '/vl;i,), lljl'f)TIENEN LA MISMA ESTRUCTURA QUE (3.~7) Y (''l,3'1), 

~.HORA BIEN,SE PUEDE DEMOSTRAR FACIU'!'MTE t-'EDIM!TE LAS RELAC!ClNES 

(3,3)Y (3,4),QUE·(+): 

1~ ~1'1 = 1,, +i'f = L <3.33) 

DONDE l~j~ i ~ 1~ SON LOS MOMENTOS AN(;!!LARES DE CADA PAPTICIJLA EN UNO 

Y OTRO SISTEMAS DE COORDENADAS,SIEMDO L EL MOMENTO ANGULAR TOTAL, 

EMPLEANDO LA PROPIEDAD (?,. ":3) J LA FUMCI n~¡ rr: ONDA. Pfl.PA UN '~í1t'F.'JTO 

ANGULAR TOTAL l. BIEN DEFIMIDO ES: 
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:Y.41C "°'<J . z l'i.'\ Aj ~"i) il ~~) 19. l~) <3.35) 
~ '!I 

FsTAS DOS ULTI M/\S EXPRES 1 ONES NOS REPRESENTAN DOS cor~JUNTOS DE -

EIGENFUNCIONES QUE DESCRIBEN EL COMPOPTAMIENTO DI: DOS PARTICULAS EN UN 

POZO DE POTENCIAL DE OSCILADOR APf'ONICO,EM UN SISTEMA DE COORDENADAS -

REFERIDO AL CENTRO DEL POZO Y OTRO CORRESPONDIENTE A LA COORDENADA RELA 

T!VA Y DEL CENTRO DE MASA, 

LA TRANSFORMACI Orl DE r1os111 NSKY TIENE EL OBJETO DE RELACIONAR AM-

BAS REPRESENTACIONES,ES DECIP,LA TRANSFORMAC!C'N ES U\ S!GUlftlTE: 

(3. 37) 

SO~I LOS 1-LAMADOS COEFICIENTES O PARENTES 1 S !11.: TPANSFORMACION DE ~,OS~IHI~ 
KY-TALMI. 0BSERVESE QUE ESTE PAREMTES 1 S l'E TRANSFOR"1ACION NO DEPF.N!'lE DEL 

NUMERO CUANT! CO MAGMET! CO M , (VER REF, 5 ) , 

-79-



[L SISTEMA DE DOS PARTICULAS SE HA SUPUESTO NO PEPTURBADO SIN IN

TERACCION ENTRE ELLAS,POR LO TANTO L.A CONSERVACION DE LA ENEPGIA NOS -

RESTRINGE LOS VALORES DE)\ltl,,, Yl¡O'\ i Y'lj,l~"''I !"i .PE LA co~:DICIONES -
(3.14,26,30 Y 32) SE OBTIENE: 

(3 '38) 

ESTO ULTIMO NOS RESTRlNf;E LA SUll.A i:N n, <;~),AS! l·'ISMO ~IOS fiARANTl 

ZA LA CONSERVACION DE PARIDAD: 

POR LA CONDICION (3,33), 

L 
t-\) > 

los COEFICIENTES DE TRANSFORMACION ei,?7) HAN SIDO CALCULADOS Y -

TABULADOS POR ~.MOSHl!ISKY Y T.P.RODY (!.) V PUEDEN SER EMPLEADOS EN EL e 

CALCULO DE ELEMENTOS DE ~1ATRIZ PARA DISTlf1TOS TIP0S DE FUERZAS NUCLE

ARES SIMPLIFICANDO EL CALCULO CONSIDEPABLEMENTE, 

3.B. lA TRANSFORMAClON DE REVAl-P.AYllAL , 

EN LA SECCION ANTERIOR SE MENCIONO LA UTILIDAD DE LOS COEFICIEN-

TES DE TRA!lSFORMACION DE r-'osHINSKY EM EL CALCULO DE ELH'ENTOS DE MATRIZ. 

EN ESTA SECCION ESTUDIAREMOS UNA TRAt!SFORMACION QUE SERA DE UTILIDAD EN 

EL TRA;fAMIENTO DEL PROBLEMA DE TRES CUERPOS Y COMO SE VERA ADELANTE,ES 

EL ANALOGO HEXADIMENSIONAL DE LA TRANSFORMACION DE ~10SH!NSKY ,ESTA TPANS. 

'FORMACION FUE PRIMERAMENTE ESTUDIADA POR J,PEVAI Y .1,PAYNAL {~),POR LO 

QUE LE ASIGNAMOS EL NO~~RE DE LOS AUTOPES, 

EN EL TRATAMIENTO DEL PROBLEMA DE TRES CUEPPOS···P-OP 
0EL l1i:foó6 DE .:·· 

COORDENADAS H!PERESFERICAS,COMO SE PLANTEO EM EL CAPITULO 1.EL POTrn-

CIAL SE EXPRESA COMO UN DESARROLLO EN TERMINOS DE ARMONICOS HIPERESFE-
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RICOS (Ec,l,50): 

l l r. \ll"¡}) = ~ \Jt ~"-) = 
t '--'} ,~, 

EN DONDE: 

t 
°lt• \ (3.40) 

EL CALCULO DE LAS INTEGRALES DE LA FORMA (3,40) EN GENERAL PUEDE 

LLEVARSE A CABO EN FORMA DIRECTA COMO YA SE HA HECHO EN EL CAPITULO 2, 
PERO EXISTE UNA FORMA MAS SIMPLE QUE CONSISTE BASICAMENTE EN EL USO DE 

UNA TRANSFORMACION QUE RELACIONE APMONICOS HIPERESFERICOS CORRESPONDIEti 

TES A DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENADAS DE JACOBI: 

n. (f~i •'1; LM w'~1r.l-t1.. l M 
V\Jk. L.tl~) -7 \l. l"'-1c.) ) (3.41) 

DE MANERA QUE LA INTEGRAL (3,40) QUEDE CALCULABLE DE FORMA MAS SIMPLE 

Y DIRECTA: 

(3.41A) 

LA TRANSFORMACION QUE PERMITE EL PASO INDICADO EN (3,Ltl),Es LA Sl 

GUIENTE: 

(3.42) 

P.ONDE "1 \..¡ ~ SE CONSERVAN POR SER LA TR/INSFORMACION ENTRE LOS CONJUN-

T.OS ( ~. ~· ) ~ ( ~'- ~ ) UNA ROTACION EN SEIS Dlt-'ENSIONES(':\) 
J, 1 \ ... ¡ l.. . . •· .. 

Los COEFICIENTES QUE DEFINEN LA TRANSFORMACION (),L!2) ,SON LOS COE. 

FICIENTES DE REVAI-RAYNAL: 

-Rl-



(3,ll3) 

SUBSTITUYAMOS LA EXPRESION (3,1!2) EN LA IMTE\,RAL (),lif"I) ,OBTENIEN-

OBSERVES E QUE LA 1 NTEGRAL QUE APARECE EN EL SEGUNDO M 1 EMBRO EN E~ 
TA ULTIMA ECUACION,ES DEL MISMO TIPO OUE LA EXPRESJON (~,hlA) POP LO -

QUE su CALCULO ES DIRECTo,lfEMoS PUES,QllF. SI LOS COEFICIEMTES DE TRANS

FORMACION SON DISPONIBLES,EL CALCULO DE LAS IMTEGRALES (3,L!r)) SE SJM-

PLI FI CA, EL PROBLEMA AHORA SE REDUCE A ENCONTRAR UNA EXPRES 1 Ofl EXPLI CI

TA PARA DICHOS COEFICIENTES, 

A PARTIR DE ESTE MOMENTO ENFOCAPEMOS NUESTRA ATENCION EM LA OBTEtl 

CION DE LOS COEFICIENTES DE PEVAl-PAYNAL OE FORMA DETALLADA,LO CUAL ES 
EL PRINCIPAL OBJETIVO DE ESTA SECCION,[ON LA INTENCION DE OUE EL CAMI

NO SEGUIDO EN ESTE CALCULO SEA LO t1AS CLAPO POSIBLE,HE COMSIDERADO COtl. 
VEN 1 ENTE PRESENTAR LOS PASOS FUNDAl"ENTALES DE t-IANERI\ DETALLADA, REMI TI Eti 

DO ALGUNOS DESARROLLOS A UN APENDI CE CON EL OBJETO DE NO OSCUPECER DE

MASIADO EL TRATAMIENTO, 

Los COEFICIENTES DE TRANSFOR~ACION SE OBTIENEN A PAPTIP DE LA FUtl. 

CION GENERATRIZ PARA LOS ARMONICOS HIPERESFEP.ICOS,PE LA EXPRESION (3,42) 
SE PUEDE VER INMEDIATAMENTE AUE : 
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(3, l!5) 

DONDE ( ~¡)l.t¡ ~wj\lµ)soN COEFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN (VER EC.1.l!'l) 1 

COMO SE PUEDE VER,EL PROBLEMA AHORJI ES EL CALCULO DE LA INTEGRAL 

DE TRASLAPE: 

(). 46) 

f.oN ~.!\..DADO POR LA EXPRESION (? .20): 

PARA LA OBTENCION DE LA INTEGRAL (3.4F),HAREMOS lJSO ESENCIALMENTE 

DE LA FUNCION GENERATRIZ PARA. LOS AR~ONICOS HIPERESFF.RICOS(+): 

~ "' r ~~/1¡"1\i)~'\, r V\J~ ut,) : 

\ 
l~.t,.}-\ 1 ';;~ \1 --"'\!~,, .. '\l""''l"\ \/\ \.~ = >. ' ' • - - eJ!f\ti.f.·\-Z\:l) l lf,) l \1c'1.t'~ 

<A....,_ ... , '<> &~ 1 1 1 1 .t ' 1 i . 
... . 1 \. '1· 

' 1 ~:O 
¡ 

(3,IJ7) 
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ESTE PES L'L TAt'O SE ENCUENTPA f\ F'ARTI R !'EL DES/\RROLLO DF. LA ONDA -
PLANA EN SEIS DIMENSIONES(+): 

Y ADEMAS: 

CALCULEMOS ,ENTONCES,EL VALOR DE (3, l!f.) MEDIANTE LA FUNCIOM
1 

GENERA 
TRIZ (3 47) ESCRIBA.,"S LA FUNClotl GENERATRIZ PARA n.iJi¡I\;""~""'' Y'\) ,,.t,,~\"""'' 

' ' . ·~ """' l.ll¡) 1:, lll.,) 
RESPECTIVAMENTE,INTRODUCIENDO PREVIAMENTE,POR CONVF.NIENCIA,UN FACTOR -

E»l 
-e- t / 

EN AMBOS LADOS DE (3,47),ENTONCES: 

('z l)J,.,._,,")· ~,.~ 
'te. ,,,./ 1 " \ \ 

e l e 'IJIJ \(.. t.a.¡_) = 
~l 1,,t,, )' \ 'i>~ ~ \ - - - -= e-7 \ 1-. · - · - .... e"td, -¿i. r. ·'i· -t~.·l) 

~ \(' ª ~. ' ' . ' ' . \ 

(+)h'f Atet.l~ice 2. t~).j>U<i lo. o'l.\twt\.;.. le e~~e ~ .. >e-tnUo. 
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(3' 51) 

.. ~ULTIPLICANDO ENTRE SI LAS EXPRESIONES ANTERIORES E INTEGRANDO SOBRE TQ 

DO EL ESPACIO CONFIGURACIONAL (SEIS DIMENSIONES) ,OBTENEMOS PARA LA IN
TEGRAL (3,46) (+): 

- s. n~ .. -1. S" J 'lAJ ~, 't, . '>¡ \, 'l\f " """ .. ,,. l., at \ i 1 . " -.A ~ 1\ l "M., ~ 
e t f e · ~ Ut~) ~ Ul1t.) lll = 

1) 

(+)E u~\, cc~o e.i t.R.twt.ri. .)( ~iftl'-"•l..i*'.i o~ 

Ll<t),=(tá~)~~R.) ;e"" ~!l .>..J. f"l__t.zo). 

-?"-
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lA PRIMER INTEGRAL A LA IZQUIERDA Etl (3,52) ES LA FUNCION r.AMMA(3) 

J
O!> ('l 

_ - z~~s \ 
e t e ºf :: 

o (3. 53) 

PoR LO QUE,DE (3,52) OBTENEMOS EL VALOR DE (3,l!5) EXPLICITAMEMTE COMO 

SIGUE. 

EL VALOR DE LA 1 NTEíiRAL DENTRO l'EL PAREN TES 1 S CUADRADO EN (3, 52) 
PUEDE OBTENERSE E"1PLEi\NDO LA TRANSFORMACI C'N ENTRE PI STI NTOS CONJUNTOS 

DE COORDENADAS DE JACOBI (VER EC, 1.2~,CAP.l): 

~\~ S1i.' 
OBTENIENDOSE LO SlíiUIENTE(+): 

~ eJCf ~-e 1 -ti. f¡ · \ - -i';~¡ + ii. P"t· i~ - z~~-\t~) = 

(3' 54) 
/\HORA, PODEMOS EXPRESAR ESTE ULTIMO RESULTADO ,EN TERMINOS DE LA E>'.""

PAtlS 10N DE ONDA PLANA TRIDIMENSIONAdt,~: 

-- L R. . ') "l'M, ~--.i*" e~·'-> : "\ \\ ¡ ~< l- i. o. 1> .l l ~) l \.) 
..l. J. . . 

•i"-t (3.55) 
DONDE 1((~) ES UNA FUNCION DE BESSEL ESFERICA RELACIONADA CON LA ORDI

NARIA POR: 

f1ECHO LO ANTERIOR,SE LLEVAN A CABO LAS INTEGPACIOttES INDICAD/IS Et1(3,52) 

Y SUBSTITUYENDO EL RESULTADO EN (3,45) SE SUMA SOBRE LOS MUt'.EROS CUAN-

(+) '! ('{ t.. f'&I ~;e.e 2. l "[)) 
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TICO.S MAGNETICOS PARA OBTENER UN COEFICIENTE '.J-,1,FINALMENTE LAS FUNCIQ. 

NES DE BESSEL SE DESARROLLAN EN TERMINOS DEL PRODUCTO ( 'i¡ s.,._)v ENTONCES 
LA DERIVACION INDICADA EN (3,52): 

l ~ :, ~ :: l 1 \ ,, 'o , 

'c.º 
CONS 1 STE UN 1 CAMENTE EN ENCONTRAR LOS COEF 1 CIENTES DE ( 'S.¡ S'lt.) EN EL DE. 

SARROLLO, 

Tonos LOS PASOS ARRIBA SEÑAL.Anos SE TRATAN CON DETALLE EN EL APEN

DICE2. lE)EL NO INCLUIRLOS EXPLICITAMENTE AQUI TIENE EL OBJETO DE NO OS. 

CURECER EL RAZONAMIENTO SEGUIDO EN LA OBTENCION DE LOS COEFICIENTES DE 

TRANSFORMACI ON DE REV.A I-PAYNAL. 

GRACIAS A TODO LO DISCUTIDO ANTERIORMENTE,EL VALOR DE LOS COEFI-

CIENTES DE TRANSFORMACION,DADOS POR LA EXPRES ION (3, 45) ,RESULTA SER: 

~lti. < ~,.l ... \t) ~'\ ) = 
,, ,, 1,. "" "'\.. 

1 i, ';, I;~ \ ,_,f •I, . [ 
\ ~')i ~. L) 1-'1~ 

tr ~ Rz ~l1 
l lltAA ~ lri. ) 

-?.7-

~01:.~'1c.i~ N°t'i.S t> l: 
~~'11'\- RA'\N-.L 
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i'OTESE QUE EL VALOR DE LOS COEFICIENTES (3,57) DEPENDE DE LA FASE tp"-\ 
POR ELLO ES CONVENIENTE AliREGAP UN SUPEPINDICE cR't~, 

EN LA EXPRESION (3.57) SE HA EMPLEADO LA SIGUIENTE NOTACION DE A

CUERDO AL TRABAJO ORIGINAL DE J,PEVAI Y .l,PAYNAL: 

~ Plz.-<~(fo\'t H) 
~~'t : 

LA SIGUIENTE CONDICION RESTRINGE EL VALOR DE LA StJ1'1A EN (3,57) (+): 

EL VALOR 

<1.21): 
DEL ANGULO DE FASE ~\~SE ENCUENTRA MEDll\tlTE LA ECUACION 

f ~ W) ~ )'/t. .n = ~ ~w h) 
"'l'l~ 'l\(i. 'llA1t. ) 

DONDE (-1)' ES EL SIGNO DE LA PERMUTACION CICLICA DE iJl> 'lt ,DE 1'1ANERA 

QUE SI PASAMOS DE LA COORDENADA S, 1\ ~t ,DF. ACURDO A LA DEFINICICN DE 

DE LAS COORDENADAS DE JACOBI P.A.RA TRES CUERPOS (Ec.1.1.C::,cflp,J): 

- ,~ i wlt Jvl. 
~- = - l:f)-~\.)) 

\ ~jo\~lr. 

EHO EQUIVALE AL CAMBIO (PERMUTACION) (1121l) -i1 (z,113) QUE ES IMPAP 

:p.QR LO QUE l·'\)f ES NEr,ATlVO S 1 EN'DO ENTONCES EL AN\,ULO DE FASE: 

, I Wt >--\ )''t 
et=~ ~aM l-1) \ ~ 

Esro SE.RA DE MUCHA UTILIDAD EN LA SECCIOM 3.n CUANDO SE ESTUDIEN LOS 

SISTEMAS ATOMICOS DE DOS ELECTRONES, 

(+) 'le'f 1:.tic~h« 2. <.~) 
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rEDIANTE LA EXPRESION CERRADA PARA LOS COEFICIENTES DE TPANSFORMA. 

CION (3,57),EL CALCULO DE INTEGRALES DEL TIPO (3.~n): 

l t-,. iy lM 
'l>J..._ ' l~¡) \J t ~1,.) ¿.a. 1 

PUEDE REALIZARSE DE FORMA MAS Sil'-PLE Y S!STEMAT!CA ,SI SE Et'PLEAN DI-.": 

CHOS COEF 1 CIH!TE~ '!=°N EL ESTIJílI 0 CHIE SE HAPA P.APA ATO~M J'lE nos ELF.CTRD. 

NES (sEc.3,fl),sE EMPLEARAN EXPLICITAMENTE LOS COEFICIENTES DE PEVAI

RAYNAL. 

3.C. PELllCION EtiTRE Los COEFICIENTES DE PEVAI-PAYNAL y Los COEFICIEN

TES ÚE MosHINSKY-TALMI. 

EN ESTA SECCI ON SE ESTABLECERA UNA Cot!EX!ON ENTRE LOS COEFICIENTES 
DE TRANSFORMACION OBTENIDOS POR M.J·1íls1rn:SKY,DISCUTIDOS EN LA SECCION -

3 .. ~,Y LOS COEFICIENTES DE PEVAI-PAYNAL DADOS POR LA EXPRESION n.57), 
ESTA RELACION NOS PERMITE HABLAR DE LOS COEFICIF.NTES DE REVAI-PAYNAL 

COMO UNA GENERALIZACIOM DE LOS COEFICIENTES DE ~OSHHISKY PARA EL PRO

BLEMA DE TRES CUERPOS, 

ílBTENGAMOS ENTONCES LA RELACJON BUSCADA.0BSERVESE QUE EL HAMILTO

NIANO (3,5) (o 3.F) ,!'ESCRIBF A UN OSCILADOR ARMONICO EN SEIS Dlf'!ENSIO

MES,ES DECIR,ESCRfÚMOS EXPLiéiTM~E~iTE A n.S)y (7 ,F): 

" , I i7 l r7 l l t) )/.: - 'j ' V.ic: .¡ y'/ - X. -'f 

DE.LA. ECUACIOtl (3,l?) SE PUEDE VER FACILMENTE QUE: 

(3,5) 

(3.6) 



DONDE (' ES EL PADIO DE LA. ESFFP/\ HEXADI MFNS 1 onJIL r.i:TERl,l'IJll'J\ r>()P Ll\S 

COMPONENTES DE LOS VECTORES (X 1 ~ ) O ( i<. 1\¡) ,f:"s P0S!BLE ENTONCES HA

CER EL TRATAMIENTO DEL PROBLEMA MEDIANTE LAS COOl'DEtlADAS HIPERESFER!-

CAS DEFINIDAS EN EL CAPITULO 1 , 

EN TERMINOS DE 0.59) LAS ECUACIONES (3,5) Y (3,f) QUEDAN C01-10 SL 

GUE: 

(3.60) 

(3,Fl) 

Mas LIMITAREMOS A UNA DE LAS ECUACIONES ANTERIOP.ES,POR TEtlER LA 

MISMA ESTRUCTURA AMBAS / POR LO QUE LAS EXPRES l ONES OBTENIDAS PARA UNI\ 

SERAN IGUALMENTE VALIDAS PARA LA OTRA.TRJl.BAJEMOS CON LA ECUAC!Otl(3,r,f1), 

LA PARTE CINETICA DEL l1w1LTONIJINO (~,C:fl) FN cnOPJ1EMAl'llS HIPEPES

FERICAS ES (VER ECS,l,34): 

1 ::-'!.1 \Jl y?.\ __ ~¡~' -\i.. 'd 
z. \ x. ,. " J - l. \ 'det P ~~ 

PoR LO TANTO (3.60) QUEDA EXPRESADO co~o:: 

LA ECUACION DE SCHROEDINGER CORRESPONDIENTE ES: 

(3,63) 

EsTo ULTIMO,EXPLICITAf"F.MTE,EMPLEAMDo (3, F2) 011En11: 

-9r)-



(3.6Ll) 

ESTA ULTIMA ECUACION ES SEPARABLE,PO~ LO QUE PROPOMEMOS: 

(3.64A) 

DONDE 'lf\Í \~<l.)ES UN ARMONICO HIPERESFERICO QUE SATISFACE LA ECUACION --

(1,l¡Q): " 

~?(!l) · iJ'~Ul):: 1:-l'l<-'t~) 1\.f1c.llt) 

PoR LO QUE (3,hb) SE REDUCE A: 

(3. 65) 
ANALIZANDO EL COMPORTAMIENTO DE (~~)EN LOS CASOS e.:; oO y e~ o . ;TAL 

COMO SE HIZO EN LA SOLUCION DE LA ECUACION (3,J.fl ,SE VE FACILMENTE QUE 

'&'Zl~) TIENE LA FORMA: ~t 

~.t~) '.: ~~ e--.; Sit.e) <3. ~n) 
DONDE <5l~) SATISFACE LA ECUACION: 

s''\r) .1r \ ~ - ~ - z.e) ~'(~) 1r \zic-2"- ~) ~t~) = º 

lli10RA,MEDIANTE EL CAMBIO DE VARIABLE: 

t"\r" = <? 'Z 

LA ECUACION (3,67) SE REDUCE A : 
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(3 '68) 

. RESOLVIENDO ESTA ECUACION POR EL METODO DE SERIES,SE VE QUE ~lv)ES UN 
POLINOMIO DE lAGUERRE: 

POR LO QUE '((l~)TIENE LA EXPRESIOM: 
ei ~~z 

'Zte) = N""" e'(:. E-? L lJ l() 

DONO.E Ñl)~ES LA CONSTANTE DE NORMALIZACION: 

2 ~ \ 

N\.)\: = rl\l>t'\C..~3) 
Y LA ENERGIA é, TIENE EL SIGUIENTE VALOR: 

(3. 7f1) 

(3.71) 

(3.72) 

LA ECUACION ASOCIADA A (3.61) TIENE EXACTAMENTE LA MISMA SOLUCION 
RADIAL (EC,3,70),POR LO QUE TOMANDO EN CUENTA LAS RESPECTIVAS PARTES -
HIPERANGULARES TENEMOS QUE LAS EIGENFUNCIONES DE (3,h0)y (3,f1) SON -
RESPECTIVAMENTE: 

•• l l L" et "" l'f:.H j1ct .. L~ . 
.... 'f;. ~ '1 "'' N b- 2 " l l) fh I , 

1 - ~ ~ ¡.¡ \ . V\j ( o(,~ 1 ~ ) 
(~,o(.X.,~) - ~"- ~ 

(3.73) 
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i1oR SER SOLUCIONES DEL 111Sr'O PROBLEMA TANTO LAS FUNCIONES (3, 73) 

Y (3, 74) COMO LAS FUNCIONES (3, 311) Y (), 35), PERO EN S 1 STEMAS DE COORDE. 

NA!lAS DI ST!NTOS, TRATAREMOS AHORA DE. EtlCONTRAR UNA RELACI ON ENTRE DICHOS 

CONJUNTOS DE SOLUCIONES,LO CUAL FINALMENTE NOS CONDUCIRA A ENCONTRAR LA 

RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE ~~OSHINSKY Y LOS DE PEVAl-PAYNAL, 

PARA UNA ENERGIA TOTAL DADA,PODEMOS DEFINIR UNA TRANSFORMACION U
NITARIA QUE RELACIONE A (3,34)CON (3,73) Y A (3,35) CON (3.74),ES DE-

ClR: 

~\dxf'\lM [ 

1 l~,o<,x,~):: 
(3 .75) 

DONDE LOS COEFICIENTES <._ 'Vli. "'i \W~) DEFINEN LA TRANSFORMACION Y LA SU. 

MA ESTA RESTRINGIDA POR LA RELACION DE ENERGIA(Ecs.3.38 y 3.72): 

t'.= '2\\l'\~~3 = 'C\'\.,c¡ic+'C"'-l~t'\ ~ ?YI)( +~x +'Z'fl"\\...e"I.\- 3 

• . . 2."1\ \<-:: Z ~ll H~ .\lx~t'1 (3,77) 
: ?.v.:il +'"Y ~lf. + l~ 

Es IMPORTANTE OBSERVAR QUE LA TRANSFORMACION DE LA FUNCION (3,73) 

A (3,74) INVOLUCRA PRECISAMENTE A LOS COEFICIENTES DE REVAI-RAYNAL,ES 

DECIR: 

~~ ~l~ l~ 

~l~¡~,~.~) = L < ~~l~ u$;~>""\. 
'--,}~ 
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AL MISMO TIEMPO,OBSERVESE QUE LA TRANSFORMAC!ON DE MOSH!tlSKY EllTRE LAS 

FUNCIONES (3,34) Y (3,35) ES (VER EC.~.36): 

"-.tlf "11'\t"\ L._..\ ~ ( \ J \,,""1.~t. ""~i~ LM 
~ l'I-,"\•~.~) · ~ ~~ '(\-J.~ Y\yi\J L V\xlx~'Jl'i L . 'f Vt.,;-r ;~ ~) 

"'~ ,.., 
PODEMOS ENTONCES ESTABLECER UNA RELACIOM ENTRE LA TRANSFORMACION 

DE REVAI-RAYNAL Y LA DE MoSHINSKY LLEVANDO A CABO LA TRANSFORMACION 

(3,78) EN TRES PASOS SUCESIVOS COMO SIGUE(+): 

1) EMPLEEMOS LA ECUACION (3,76): 

\~'\<. l~ i<;¡ u.1i > = I \ ~~ ~~ y,'1.R,'í \...~> < ..,.~ 'V\'I' ~"' >,.~t~ 
~ ~ . C3.79) 

2H.A ECUACION (3.35) t;lUE DEFINE LA TRANSFORMACION DF. MosHINSKY ES: 

\ 'Y\g ~ v.'i 2~ \..M) = r \ "x Qx. Y\"\ i"\ l.\.\) ( ~x ~~ )\'"\.l~ l \ YI~ ~ Yl"tl~lf 
'Y\'IC. 'j\'\ 

llt ~~ (3,80) 
PERO POR (3,79) SABEMOS QUE: 

\ "'-.. tx ""' R~ \...fv\) -:: L.\ N \<. lxR'\ \..M) < N \<- \ Ylx °"'\)e.)'. a'1 
V\)t .. ~"\ ( 7, 1 81) 

SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMO EN (3, 8íJ) OBTENEMOS: 

\ )\~ 9.~ "":r l'i l>..\) : r \ ~~ ~x J'\ Lt-.\) (. ..,,lt ~ '11~ f'\ l\ 'YI~ ~~ "'"fi~ l J • 
"")!. "'"I 

t)C 11"1 • ( t.J~ \ -...ic. "1'\ )1?.1t t'\ (3, R2) 

3)SUBSTITUYAMOS AHORA LA EXPRESION ANTERIOR EN (3,79) Y LLEGAMOS A: 
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\~K l~j~ Llv\') = 

= L \ W~~ lY-J'\Ll--\ '> 
lx l'\ . \L <-V\~)\~\~\<..) ZYly.l¡c.-n'\R'\l-\"~ly;"'Il'iL)<.~v..\"•''\1la Al 

R.~~'/ l J.y."( 
"it• 'W\" 
~l:lt, •"''1 . 

(3.83) 

S l COMPARAMOS ESTA lJL TIMA ECUACI OM COM (3, 78) ,PODEMOS VER QUE SON 

EQUIVALENTES SI LOS RESPECTIVOS COEFICIENTES DE \lfKliJ"\UI\) SON t-
GUALES,ES DECIR: 

L \~'f:Jy.1'1Ul\)(.l't.0'1\1ii;l'í \1..-:: 
i )t ,1~ 

~ L 1 m<-1, 1~ 1->1 ') . 1 I < ""1"'1. 11.1""1 .. 1 
,..,. • ''1 \ .... ) 1°"'1 'i 

~.W:{ l 
, '( ~it lit "''\ t'\ l \ "'~ ti ""i 1'i l) ( N "'- \ "Vl>t "'1 '>a¡.1_, l ( 3 • 84) 

DE AQUI QUE LA RELACION EtlTRE LOS COEFICIENTES DE j'!osHINSKY y LOS 

DE PEVAI - RAYNAL ES LA SIGUI ENTE : 

(3, 85) 
f'ONDE LAS SUMAS ESTAN SUJETAS A LA CONDICIOfl (3,77): 

Z'-1+\<.. -=Z~H°""\ "'"J)(..\j~ =Z~H"Wl"f.1-R~,., 



EN LA OBTENCIOM DE LA EXPRESION (3.~t;) SE HI\ Tíl"1ADíl EM CUENTA EL 

HECHO QUE N Y ~ SON BUENOS NUMEROS CUAllTJ COS Y QUE 

<Y\)(.l\"\\1-1~). j <'V\~Yl<:¡\~~).l R. 1 

"lll"\ ~ ~ 
SON REALES.YA QUE LA DEPENDENCIA RADIAL NO IMFLUYE EM LAS TRANSFORMA--

CJONES SUCESIVAS HECHAS,LA ECUACION(3,85) DEBE SER VALIDA PARA TODO VA 

LOR DEL NUMERO CUANTI CO RADIAL "1 , FSTO S IMPLI F I CI\ EL CALCULO EXPLICITO 

DE LA RELACION (3,85) YA QUE " LOS COEFICIENTES 

. < """' V\"\\ o ',:.) 
l)IJ'\ 

ADQUIEREN UNA EXPRESJON SIMPLE, 

~PLICANDO ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS DE JACOBI Y DE lA
GUERRE,EL VALOR DEL COEFICIENTE ( Y\X """\\o~) RESULTA(+): 

··'"' 

CON \:::.-R.)(- Q"\ "":: 2. 

(3.26) 

SE PUEDE ENCONTRAR LA EXPRESION ANALOGA PARA <'V\~~\O~l UNICAMENTE 

HACIENDO EL CAMBIO 'le.~'$, j "\~"i ,POR LO QUE FINALMENTE LA ECl.IACION 
(3,85) PARA W:b Y EMPLEANDO (3,86) ,NOS DA LA RELACION EXPLICITA BUS

CADA ENTRE LOS COEFICIENTES DE MosHINSKY y LOS DE PEVAl-RAYNAL: 
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:: \ ( ~: \ \ 1 K:
1

\ \\•'¡ ::-,..... VI.,,\""• /. \ \_ \ .. l\ .. }\ .1::,t-')"" ~ ,'l\)t.lxY\'\i'\L ~~~v.'!t,L · 

')\~·"''i 

CON LAS CONDICIONES: 

'tC--lx-1'\ 
'VI ': 

).. 

(3.87) 

"'' :: 

ESTE RESULTADO FUE OBTENIDO ORIGINALMENTE POR .l,P.EVAI Y J,RAVNAL (4 , 

PODEMOS ENTONCES VER QUE MEDIANTE LAS ECUACIONES (3, 57) Y (3, 8 ) , 
TENEMOS nos MANERAS DE CALCULAR LOS COEF 1 CIENTES DE PEVAl-PAVNAL:Dl E.C. 

TAMENTE (3.57) o BIEN,MEDIANTE LOS COEFICIENTES DE MosHINSKY (3.87) 

DE ACUERDO Cotl LOS AUTORES J, PEVAI Y ,J. RAVNAL,S 1 UNA DE LAS PA Tl 

CULAS si:- SUPOME DE MASA INFINITA,LOS COEFICIENTES (3,S7) SE REDUCEN A 

LOS DE f':osH 1 MS KV' 
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3,D, SISTEMAS ftTOMICOS nE f1os ELECTRONES, 

PARA CONCLUIR ESTE CAPITULO,HAREMOS UN ESTUDIO DE LOS SISTEMAS A

TOMI cos DE DOS ELECTRONES DESDE EL PUNTO DE VI STA DEL f·,ETODO DE CooRDE. 

NADAS H!PERESFERICAS MEDIANTE EL USO DE LOS PAPENTESI~ DE TRANSFORMA

CION DE REVAI-P.AVMAL OBT&NIDOS EN LA SECCION 3.~ DE ESTE CAPITULO, 

COMO SE MENCIONO EN EL CAPITULO 2,EL POTENCIAL PP.RA LIM SISTEMA A

TOMICO DE DOS ELECTRO!IES ES(EC,2 ,1): 
1 

L ~e'Z ?et c:z 
\Jl-1¡;) =- - - - ~ - ) 

. . • "1w "t-i Y,t (3 '8?· 
I<.) 

AHORA BIEN,DEBIDO A LA RELACiotl (2,2): 

'Y,w= i,:-Y11 

"::fL\):. .:ft._:('.¡ (3. 89) 

"'i, ... = v,-'i'l 
PODEMOS EXPRESAR A LA ECUACION (3,8~) EN TERMINOS DE LAS COORDENP.DAS DE 

JACOBI (Ec,l,15): 

C1í.9íl) 

DE ESTA ULTIMA EXPRESION Y DE (3,8~) SE VE INMEDIJl.TAMEMTE QUq.ir): 

i 1w = ~ 
1 
-~ ~ = 1 ""e +-v..1w \"t ~11i.i1 

\ ~.-w.i ) 1 

- ~ 
'(N:: ::¡'l._ :jll = 1 ""1e ~~I) \t. \\1,w) 

\ """t'MIJ. J l 
(3 .91) 

- - - ¡ 'l. ) ~1 1 1) 
"(\t: Y,-Yt. : \ .;('t )l 

DONDE 'M( ES LA MASA DEL ELECTRO'! Y """"' LA DEL '"ICLEO, 

t~) P,"' c.011~e11ie.it1"Q.. .,.e \.e;, i11"\'f'o~~c\Ao e.l &~'C'"'i.i~u!e \~~ .... ) 
I ~ • 

l.. c"a ~«( "'\i• N J célc.Jo J.. le ~·ie ~~\· 

-08-



COMO "M~'>">Y-lc ,LAS ECUACIOHES (3,91) SE SIMPLIFICAN BASTAMTE,REDU

CIENDOSE A LO SIGUIENTE: 

-
0BSERVESE ílUE CADA COORDENADA ')\. EN ESTA ULTIMA EXPRESION CORRES. 

PONDE A UN CONJUMTO DISTINTO DE COORDENADAS DE .IACOBI, 

EN TERMINOS DE (3,D'.}) LA EXPRESIOtl (3J'?) PARA EL POTEMCIAL .SE RE. 

DUCE A : 

(3.93) 
HACIENDO AHORA USO DE LAS COORDENADAS HIPERF.SFERICAS (Ec,1.26): 

)~=e ew e(i. ) 

LA ECUACION (3,9)) F.N COORDENADAS HIPERESFERICAS QUEDA: 

e?~ \ .e \J(p1fl) = - - - ; 
, l r c.n.o( 

\ 

(3.94) 

(OMO SE Sl'ÑALO EN EL CAP IT!ILO ? El POTENCIAL F.SCRITO Etl COORDENA

DAS HIPERESFERICAS (3.9D) PRESENTA UNA PARTE RADIAL Y OTRA ANGULAR.LO 

CUAL ES CARACTERISTICO DEL POTENCIAL COIJLOMBIAMO EMPLEADO. 

YA 0UE LOS ARl"ONICOS HIPFP.ES"EPICM CONSTITIJYEM llfl!A ~ASF. COMPLETA, 

LA PARTE ANGULAR DE (3 /11.l) PUEDE EXPPESARSE COl'IO S Ir.UF.: 



= 

(!-,OC) 

DONDE -'lt APARECE PARA UNA REPRESE~!TACl Otl DADA, ÍLIJ.t.~OS POíl EJEt-'PLO LA 

REPPESENTACION Jl 1 POR LO íll.IE,LA F.CIJl'CIOtJ n, 0 t;) l'C1S DICF. Ql!F.: 

* ·~ i 1 1 ~ Q'\ l M. l :e: ~ \ \ \ 
\} 1 "I, = 'aj \ lft 1) - .i, -- - - ¿ 1l 
~ 'f. CVi.. .( 1 l.ri, ol l. 'f1 Gr¡,.¿ 'l 

e. º7l 
l")BSERVESE OIJE DE LAS INTEGR/1LFS e;, "7), U llll J C/l íllJF. c;i; 0 11F.nc: CflLCllLl'.P 

DE r~ANERA INMEDIATA ES LA PPJMERA, POP COPPí:SP<WnER ..n., y o{ 1 AL f·H sr·o -

CONJUNTO; PERO EN LAS OTRAS Dos.fl, ,"'-i y ..n., 1 Dt3 CORRESPOt:DEN A DI STHITOS -

CONJUNTOS.Es EH ESTE MOMENTO DONDE H/1PE~OS uso CE LOS PARENTESIS DE -r 
TRAMSFORf-'ACION JlE PEVAJ-PAY'!l1L C3.~7), 

DE ACUERDO A LA EXPRESIOH (3,42),SE TIENE: 



<3. irvn 
POR LO OUE SU CALCULO ES Hlr'rf.'I ATO V LO~ PARENTES 1 S DE TRAMSFORMACI ON 

ESTAN DADOS EXPL!CITAMENTE POR LA ECUACION (3,57),.1\NALICEMOS LA EXPRE

SION (3,].r)f)) MAS DETALLADAMENTE,ES DECIR: 

l J J ll\. \ ~ 
1>J} ~Jt¡) \~~,)lll-= L lR\'M'l1,w,\l~) · * 

-.:. "°'\ ~, • \ '!JJ 2.)"l '"'I ~, 1 ~ \ ~.tt. 
J ' \<.. c.~¡) \ tA.-t¡ ) (3' J.í)].) 

PoNDE l J\-u.\ l¡-M\\ll.\~s UN COEFICIFNTE DE CLEBSCH-GOPDAN. 

FL CALCULO DE LA ItlTEGRAL EM ESTA ULTIMA EXPRES 1 ON SE PUEDE HACER 

DIRECTAMEMTE E~'PLEANDO EXPLICITAMENTE LOS ARMOMICOS HIPEPESFERICOS t~): 
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f 'Lt.f '\ J" ""~\AA~ 1-' ) ~íl = J \<. l.tl¡) \ C...Vol¡_ 

- \fl\1'\ t ~\ 9'\ tt,~\,l\i\) '<()lo 'M......*" 

- N f. J le,,,; e<¡) {lllAo<¡) r..... LÚ"t.2'\) '1~~':. t \,) i
1
., l\) 

• \ ~o{¡J M.AA'lo{ Cl.\,ic< Jol á.íts ¿n,\ 

LLEVANDO A CABO LA INTEGRACIOI~ SOBRE LOS ARMON!COS ESFERICOS,SABIENDO 
QUE 

Y ADEMAS 

e: .J011) 

IJACIENDO EL CMBIO DE VARIABLE 

'(' = CcJl, '2.o( I 

Y EMPLEANDO EL VALOR DEN ~b DE ACUERDO A 0., LIF.), LA 1 NTEGRAL MHERI OR -

QUEDA FINALMENTE COMO: 

' ~ \ 

) 11.1A~Q'""~"'"\~-\ )In::. ll\i l"•,)\ \ tl. L) 1 
vu e!•\. P~ º ,~"") · l\-")

1
?. á y ~ l.tl¡) C.n.(¡ r l 'VI. t t ) .. \ . o 

_, (7, 11'\í) 

f'E ACUERDO A ESTO IJLT!M<' Y A LA CONDICIC1N (~.11')3),LJI EXPPESl0'~(~Jí)J.) 
QUEDA ESCRITA COMO SIGllF: 
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'1 2 t ii l 'Y\~\)\ 

rt ..... ~ 1i.) 

n.1'1G) 
DONDE LOS (OEF I C l ENTES DE CL.EBSC!t-GORDAN SE HA.M REDllC IDO A LA UNIDAD -

EN VIRTUD DE (3,J~3), 

EN TERMINOS DE ESTO ULTl!10, Lll ECUf\Cim~(3.'.J9) SE REDUCE A LO SUI·, 

GUIENTE: 

\J ~h i-..,,;: .f 2 < l~ t" \ 001"· ~t~~º ~.,.o -t t ( ~l ~" \ DlJ )
1

\ -
\ 1 1 \C;O \ 1 1 1 \<:.O 

- - ... )s t'\ \ 00 ¡ · 
\ / ~., 1 i"t ii t""'')\ 
'ft \ \ '!<.() í' l \\~ t ) 

'J. (3,107) 

ÜBSERVESE QUE LOS COEFICIENTES (~., 1 R..,\ill)'f•y(~<q-.¡\01>)~ü ,SON --
1 .. 1. •1 1 •'-

?ISTINTOS,PUESTO QUE CORRESPONDPI f\ AMGIJLCIS DE Ff\SE \_c.e't~DIFERPITES(+), 
:,IOTESE TAMB 1 EN OUE J}, V f"\ 1 SON CERO UN I CAMENTE EN EL PRifAEP SUMAt!DO, 

DEH IDO f\ QUE EN ESA INTEGPAL APAPECEN COMO ~' ~( 0 • 

'I º "~ 
EL CALCULO EXPLICITO DEL COEFICIENTE 

........ ~lt' < ~~,e~,\ O D r''t:. t) 
1 

SE ENCUEtlTP.A EN EL APF.Nfll CE 2. t r) ; ESEMCI fllYF.NTE SF. HACE usn DE LAS 

PROPIEDADES DE LOS COEFICIENTES C1-J,c0Nl::.cd\,.1'1,f1ARA QUEJ..\ ). ... SE 
'c. ~ 1 \ l\ 

ACOPLEtl PARA SUMRR J...-::OESTO SOLO ES POSlllLE SI 

J \,"' P", = ~ i 

LO CUAL SE DEMUESTRA EY.PLICITAMENTE EN EL APENDICE ARRIBA SEÑALADO, 

PoR LO TANTO,LA EXPRESIOM FINAL CORRESPONDIENTE AL COEFICIENTE -

(+) IJ,1 l't!'). 'il'4 
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lz.h,)"t lt.t,H)(z~1+1)·(t\R,-~)~ (R.¡.R,-~1)\ <.r~eJ-f1)\. 
l-t, .. ~l +~ .¡.\) \ 

;<. 
l-\) . 

l1lv ~A,~ i) f" lv+R3 i.. l) rt)li..1) r(v.¡.~1~i1 +t) Plttl,i..~ )r~+l1~l) PY'-1) · 

. r.v4+~1"'~3~z) 
n..109) 

DONDE LA RESTRICCION SOBRE LAS SUMAS ES LA SIGUIENTEÍVER EC.~.58) 

\(::l\\¡ Hk: l. ""1t: ~ H V H~1H;3 
(_3'] íl"1) 

f'DEMAS SE DEBE CUMPLIR LA SIGUIENTE COMDICION(+): 

J,d1+~=f~< ~,+~1 .¡) .2R1J11ll 
i 

(OMPARESE ESTE PESULTADO CON LA EXPRES!OM (?,7h), 
(:'l,J.10) 

DE LA ECUACI ON (3, 11J9) SE CONCLUYE ílllE K DEBE SER UN NUMEPO PAP., 

ES DECIR,SOLO LOS TERMINOS CON K PAR DARAN CONTRl~llCIO'l A LA f:XPRESIOM 

(3 •. l"J7),ESTE RESULTADO ES EL MISMO '1UE SE OBTUVC' Pl EL C/IP!Tl!LO / DEL 
ArlALI S 1 S DE LA EXPRES 1 OM (/, 34), 

(+) \J,.., A~uo1C) Z l ~). 
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PoR LO QUE SE HA DISCUTIDO HASTA EL MOMF~ITO,L.A F.CUACJON(<; ,]'17) RE. 

SULTll SEP LO SIGUIENTE: 

\J u d~ \ < ~" <. ºJ ,~, \ <el\~ ~ $:'\J'f:.. = t ~~e..,_\00,1, ~-~O~'lu+e .... \(}O,, --<R~\O{)'). • 
1 1 'f..o , 1 l:.o \l"i ~i) 

2~l ti lv..\-1)~ \ 
1 /)~\.\) ,, \ . J .. "' t't) (1-'t) l. J '(' 

,h ('{-...-1\) _, <3.111) 
"t1t· 

CoN <'.U \oo '>'c.~ DADO POR (7i, W') .~E PllEDE DEl"OSTPAP SIN íllFICULTAD 

QUE LOS SIGUIENTES PARENTESI'> DE TRANSFORMACIN! TIENEN LOS VALOPES: 

(ou\oo~= \. ·, (c()\00).'1:• = em. i~~: 
º' 7..o \ 

~ · z ~ ... , - i·n 
(co\oo)~~= Un.i.!\~1t;\."3iu, . .t2:.f1i; ~ <\\\oC/'i" - ~ 't'lt.\ 

< 1't\ / _7.. \IJ¿ ~°". !.o 
11 \oc~º = \_3 J "'°"'4~'t\ ~ (ZZ\oo\;= '.fi 1u ... h<f1¿;CS.ll?) 

DE ACUERDO A ESTO,ALGUtJOS VALORES EXPLI CITOS PARA~! EN (3 ,111) HAN Sl 

DO CALCULADOS PARA EL AT0~10 DE HELIO ( ~=~ ) (+): 

\J o ~ 1 ~- f?.) \Jº =-:.:_ 1\''t l ¡, 4 ~) 
b : J \ ". :!.S ·~ 

1 
\Jz. = 

1 
\¡;,.,-:: o (3.Jl3) 

CoMPARENSE ESTOS VALORES CON LOS OBTENIDOS POR EL CAMINO DIPE6TO EN El 

CAPITULO 21(EC . .l,.'\ll). 

EN VIPTUD DE LAS EXPPES!ONES (7i,911) Y (7i,Ot;) Y SABIENDO ClUE J\::i.,~,, 
1 ' 

ASI COMO L:.o y f-.l:::.o ,EL POTENCIAL PAPA EL ATOt-10 DE nos ELECTRONES SE 

PUEDE EXPRESAR COMO: 

) 
e1~ 

\J~~1Il :.:- -
f 

(~. JJ.~) 
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l 
DONDE 'J..,_ESTA DADO POR LA ECUACiílN n,11]) ,ESTE ULTH'O RFSULTADO FUE 

TAMBIEN ENCONTRADO EN EL CAPITIJLO ANTERIOR (Ec,z.34) ,HACIENDO EL CAL

CULO DE UNA MANERA D !RECTA. Es OPORTUN0 0135 ERVAR riUE EM LA OBTEN c I 0N DEL 

VALOR DE \J! POR EL METODO DIRECTO,SE NECESITMI CALCULAR INTEGRALES Pl\

RA CADA VALOR DE J... ,MIENTRAS QIJE MEJ:11ANTE LOS PAPENTESIS DE TRl\NSFOR~1A 
CION EL TRABAJO SE REDUCE CONSIDF.RABLEl'F.NTE, 

{\ PARTIR DE LA EXDPESION (7., 1]/l) ,EL P/\Znt!f\~'li:'.'lT" si:r:urnn F.M F.L CA. 

PITULO ANTERIOR ES EL QUE SE DEBE SEGUIR AOUI :APROVECHAMDO LA COMF'LETEZ 

DE LA BASE HIPERESFERICA HACEMOS UN DESARROq.o DEL POTENCIAL COMO DE LA 

FUNCION DE ONDA EN TERMitlOS DE ARl~ONICOS.HIPERESFERICOS,ESTO NOS PERMl 
TE REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PAPCIAL DE SrHR0EDIN(:;ER 11 IJtl SISTE

MA INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS Etl ( () ,

T RATAtlDO EL CASO 11 MONOPOLAR
11 (~::.O) EL SISTEMA SE DESACOPLA,S 1 ENDO LAS 

SOLtlCIONES CORRESPONDIENTESR~~J?EL TIPO DEL ATOMO DE HIDROGENO Y CON~ 
TITUYEN UNA BASE COMPLETA PARA LAS FUNClmlES PADIALES;POR ESTO ULTIMO 

ES POSIBLE R.EDUCIR FINALMENTE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHRQ. 

EDINGER A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES Y HO-

MOGENEAS (Ec,2,67):.A"J~ ~ ~ A\• 1 \/J.. • 
t E'..:;: .. - t.) ª"'(\: - e

1 ~ w., L L , °'"e .. ~ ~ 
T \C.:t.I> '°'1.l~,I'\ 

J!. "'r' 

r r \." M" \ u o o \ t~ 1~ t' .... ) .. <~l" .. ' '•)\~\R~' .~,)' <'\\\ ~ ~) ~"lit) V\!~, ti\) ""e~· '1 r t... 1 > / ~-
= o 

.t. 
[A SUMA SE LLEVA A CABO SOBRE TODO EL ESPECTRO COrlTINUO Y DISCRETO. \J y. 

ESTA DADA POR (3,111)-EN TERMINOS DE LOS PARENTESIS DE TRANSFORMACION 

DE REVAI-RAYNAL. 

EVIDENTEMENTE EL TRATAMIENTO DEL PROBLEl1A DE TRES CUERPOS EN GENE. 

RAL,PUEDE SER HECHO MEDIANTE EL USO DE LOS PARENTESIS DE REVAI-PAYNAL, 

EN ESTE CASO, SE HAN ELEGIDO LOS SISTEMAS ATOMI COS PE !'OS ELECTRONES DE. 

BIDO A QUE YA HAN SIDO TRATADOS EN EL CAPITULO 2 DE FORMA DIRECTA,LO -

CUAL PERMITE TENER UN PUNTO DE COMPARACION PARA AMBOS TRATl\MIEtlTOS, 
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t!SCUS I o:;, 

EN ESTA TESIS SE llA ESTABLECIDO EL i'lETODO DE COORDENADAS HIPERES

FERICAS COMO UN ENFOQUE DISTINTO PARA EL ESTUDIO CUANTICO DE SISTEMAS 

DE MUCHAS PARTICUt.AS,SE HA PLAllTEADO EL CAMINO A SEGUIR EN LA APLICA-

CION DEL METODO Y EN ESPECIAL EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS HA SIDO TRA

TADO EXPLICITAMENTE, 

EN EL CAPITULO 2 SE ESTUDIO LA APLICACION DEL METODO PARA LOS SI~ 

TEMAS ATOl"·l COS, EN PARTICULAR EL ATOMO DE HELIO FUE TRATADO PARA EL CA

SO DE SIME1RIA HIPERESFERICA PARA LA INTERACCION ('ti,i:.O)UNICAMENTE PARA 

MOSTRAR LA FORMA DE LA BASE RADIAL R~~l~)PARA DICHO SISTEMA.EL PROPOSl 

TO DE ESTE CAPITULO NO HA SIDO ESTUDIAR UN SISTEMA O SISTEMAS EN PARTi 

CULAR,SIMO MOSTRAR EL CAMINO PARA EL TRATAMIENTO DE SISTEMAS ATOMICOS 

MEDIANTE EL rETODO DE COORDENADAS HIPERESFERICAS, 

EN GENERAL,CUANDO SE TRABAJA CON UN ATOMO DE DOS ELECTRONES EN EL 

CASO ~·O ,SE DEBEN SEGUIR ESENCIALMENTE LOS SIGUIENTES PASOS: 

1) fo EL CASO 'f:.: Q SE HA ENCONTRADO LA DASE RAnIAL ~~le~() 
2)EMPLEANDO LA BASE RADIAL Y ANGULAR,REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL -

PARCIAL DE SCHROEDINGER A UN SISTEMA INFINITO DE ECUACIONES ALGEBRAI -

CAS LINEALES Y HOMOGENEAS Y CONSTRUIR LA MATRIZ DE ENERGIA CORRESPON-

DI Ef!TE, 

3)DIAGONALIZAR LA MATRIZ DE ENERGIA, 

4)ANALI ZAR LA CONVERGENCl A DE LAS SOLUCIONES, 

SIGUIENDO BASICAMENTE EL TRABAJO DE J,REVAI Y .l.PAYNAL,EN EL CA-

p ITULO 3 SE DEFI N l O LA TRANSFORMACI ON DE PEVAI-RAYNAL,QUE RELACIONA -

FUMCIOllES DE DISTINTOS CONJUNTOS DE COORDENADAS DE JACOBI Y FUE POSIBLE 

OBTENER LA EXPRESION EXPLICITA DE LOS COEFICIENTES DE TRANSFORMACION DE 

PEVAl-RAYNAL,CUYA UTILIDAD EN GENERAL ES SIMPLIFICAR EL CALCULO DE ELE. 

MENTOS DE f~ATRIZ EN EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS, 

LA RELAC!Ofl EtiTRE LOS COEFICIENTES BE f;10SllHISKY Y LOS DE REVAI--
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RAYNAL,OBTENIDA ORIGINALMENTE POR ESTOS ULTIMOS,FUE CALCULADA EXPLICI

TAMENTE.ESTA RELACION ES BASTANTE VEfHAJOSA,YA QUE PODEMOS OBTENER LOS 

COEFICIENTES DE REVAI-RAYrlAL rn TERMINOS DE LOS DE f·10SHINSKY YA TABULA 

DOS (Ei),Lo CUAL PERMITE APLICAR EL METODO DE r~ANERA MAS SISTEMATICA.PA 

RA EL CASO DE ~¡ PARTI CU LAS AUN NO SE HA OBTEN IDO UNA EXPRES 1 ON CERRADA 

PARA LOS CORRESPONDfENTES COEFICIENTES DE TRANSFORMACION,ESTO ES POR LO 

TANTO MOTIVO DE ltlVESTIGACION, 

CABE MENCIONAR QUE LOS RESULTADOS OBTENIDOS EN EL CAPITULO 2 SON -

NUEVOS,ES DECIR,NO SE SIGUIO ALGUN TRABAJO PREVIAMENTE PUBLICADO.EN E~ 
TE CAPITULO SE OBTUVIERON ALGUMAS REGLAS DE SELECCION (Ecs.2.74LASI -

COMO EN EL CAPITULO 3 (ECS.3,lJ.')),A LO LARGO DE LOS OTROS CAPITULOS,Al.. 

GUNOS RESULTADOS SE PRESENTAN TAMBIEtl Cotl EL MISMO CAPACTER, 

FINALMENTE CONVIENE SUBRAYAR QUE EL ~ETODO DE COORDENADAS HIPER-

ESFERI CAS TI ENE LA VENTAJA DE SER EXACTO Pi SlJ FORMllL.ACl0N Y ADEMAS PER 

MITE REDUCIR LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SCHROEDINGER A UN SIS

TEMA INFINITO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ACOPLADAS.LAS APRQ. 

XIMACIONES HECHAS SON CONOCIDAS rn • EL SEtlTIDO DE QUE SABEMOS HASTA QUE 

PLINTO Llf1ITAR EL tlUMERC DE ECUACIONES,LO CUAL ESTA SUJETO AL ANALIS!S 

DE LA CONVERGENCIA DE LAS SOLUCIONES,f:STA COMVERGEflCIA ES AUN ESTUDIA

DA Y DE ELLA DEPENDE LA APLI CAB 1 LI DAD DEL METODO, 
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M'f'1D!CF l. 

LN ESTE APEMDICE SE RESOLVERA EXPLICITAMENTE LA ECUACION DIFEREN

CIAL(l.IJ3) J TM:n!E"l SE CALCULARA EL VALOR DEL COEFICIENTE nE NORPALIZA
c:1m1 }.,f'~!-t.nAD(l F.N (1,ljr:)' .... 

r.. SoLUC 1 OM liE l.A Ecur.c 1 o:i (1, lt3) : 

.\ J'\ l J"t ~ 1) - >.. l "i, =- o 
~t.o( l 

( 11'1) 
fSTfl ECUACl<'r-.J E'> Sl~!r.uuw f't! LOS PLINTflS o(:o (:'VI\\ ,CON ""ENTERO) 

Y o(: 1 (~ 't~ 1\ ,WM >'\ ENTF.Pfl), r:i ARA PF.J'Ol/EP EST,llS S IMl;IJLAPI DAPF.S, PRflPOllE_ 

~·os A it•l)cm~o s1r.uE: 

~ \, 
~,lo():: ~o()(~~) ~<.o<) 

( /\ '2) 

~t:CONTPP-0'> llHfl!;>,A FL VALOP f\F ~y b E"·I 1.11 F<:llllCJ<'N (/\,?),011r.11 o{.:.o 

Y o<.:.!i RESPECTllfM'>PITE,;.IJBSTITUYE'll'O <~.'.:) Etl Lll F.CllACIOfl U,1) Y -

LLEVAIWO A CABO LAS OPERAC 1 Ot!ES HIDI e.a.DAS ,DES PUES DE S ll~PLI Fl CAP. Y ASQ_ 

CIAR TERMI NOS SH'EJAMTES ,CE.TENEMOS L11 EClJACI ON: 

~'~,\ \-c::io<) lt t°'- \ \~~l..l )- b \\-~ta() .\.4t?.-< ~ l \-~tti1.tz &~1 

'-\ l P, \ '~ )- ~, \" ~i< )\' '<«tt< ~ q '' """,_" )- !,\ ,_ ~«~ 

- \ \/!.. \, ,1,) l'-";'-'•)- \ ~'-- '-';) \ 1 ·~~- ) + >.. ~ 1-~t~~~·~ 
(r. ,3:) 

íot!J1F SE HA HFCH0 USC1 DE ALG!Jf.!Vi ll~E~'TJT)Af\ES TPtr.O~iOt'ETPICAS IM1'EDIAT.l\S, 

_1'\l"I_ 



SE PUEDE VER QUE PAPA o<:a LA ECUl\Cl0.N (~.3) SE Rff'UCE n: 

( ~' V\ .. ' 

DE AQUI QUE: 

DE ESTOS DOS VALORES OBTENIPOS,VEPF.P.OS ESCOGER t\01JF.l TL\L l'll'!' LA SQ_ 

LUC!ON SEA FINITA EN TODO PUNTO,PAPA 01JF. AS! TENGA SENT!no FISICO !A -

FUNCJON DE ormA EUSCArA <vFR CAPITULO ~).ne;¡ PllE5,t:SCNii:r•os EL VALOP: 

a. -=~"l. 
DE LA MISMA MANERA,PCDEMOS CALCIJLJIR EL VALOP DE b ,HACIENDO o(:~ z. 

EM (J'.I, 3),DE DONDE SE OP.Tl ENE: 

PoR LO TANTO LA SOLUC 1 OM PP\'PllE'HA Et! ( n. '1) ntlEDA: 

:J:.,lr1..')-= ~~Í"' (Cft.o<) 1 ~ 3ilo1.) 
(/\. 5) 

DONDE Stot) SATISFACE LA ECUACION l:!FERErlCIAL : 

S."lol) ~ \-~: i-<) + t ~'\\'+~to()- J~ l 1- ~t.t) \-Yit-<1 · 

. [I-.. ' « )~' !\,) + \ ~\ \ \-"':<) _¡'\ \ 1·~· )~! " '~o( • 

· i RY\ l \+~t~ )- ~~ \ 1- ~to() 1- ~5 l l~H) \ \-~l~ ) ~ 

l• ) 1 \ + c.-i.t o{ ) \ 1 1 - c.,_ t to( \ \ - t., A'\ h \ --;-- + . A \ 4- ) ~ S.(ot.) :::. 0 
( f\, f;) 

TPATA.P.EMOS l\HOPA DE FNCONTRAP EL \lf!LOR !'E Sto<) f\ P/lpTJP ni= L/I ~Cl.l/ICION 
ANTERIOR,ENTONCES,HACIENDO El SIGUIENTE CA~BIO rE VARIABLE: 
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. u .. 7) 

APLICANDO LA REGLA DE LA CADENA Y REflLl7.ANDO TODAS LAS SlMPLIFICACIOl~ES 

POSIBLES,SE PUEDE VER QUE LA ECUACICN {,~,F.) SE REDUCE A: 

li-y:t) S:'t't) .\-~~\J.,- \l')+i"n )'g' 1 ~'t1) .i..~ ~ -t1\~e,,_)- ~ ll~+t"Y1 . 
• ~l"() = o 

((\. 8) 
ESTA ECUACI ON DIFERENCIAL E"S S ltl(;ULAR EM f: t \ ;PR()PO!llEMIJS ENTONCES UNA 

SOLUClON DE LA FORMA: .... 
S\'t) = I e"" l't-' )tt. (.~. 9) 

r::NTONCE'l: '°"'º 

SUBSTITUYENDO EN LA ECUA.CION DIFERENCIAL (/1,(1) oqTENEl-IOS: 

0-tt) f 'itt'it-\) e'f. l'h)\t..,_ .\-l. l~-~'\- li\~~'\n)'&'1 t \.t('- l't·\~-~ 
lt.:.t ~ .. , .... 

.\-l~ -(R\>t~,)-~p'>d,)i~ ~~ C.\¿l'61·,;- =o 

tXPRESANDO \- 'f 1 COMO: 

\-'f i: -l't-\ )'Z. - z l Y·\) 

SusSTlTUYENDO EN EL DESARROLLO y CAMBIANDO DE SIGNO A TODA LA ECUACJON: 

-)1)-



... 
+ lR~+~45.\ :r\'f L ~e"- l't-,~-~ t ;-\~, ~~~)-~ lls+''\)?) f e~t't·l)1r. 

~~\ ~"ª 
:O 

P.HOP.A,rn EL CUARTO TEPMH'O DE LA ECUACION Ar'TEPIOP PODl::r•ns Hf>CEP. LO Sl 

GUIENTE: _ \i 

(}., l1,n Yt I ~e"" l't-,) _,-= 
"'""' 

SUESTITUYENDO ESTO EN EL DESARROLLO Y ASf\CIANDO TERMINOS SEME.JAMTF.S,DE~ 
PUES DE AJUSTAR LOS INVICES DE SUMA Ol3TEtlEf-'.OS: 

t \il~-,)('t l'(-\)'lt. + ll.:1._t,n) f "-C"- L 't-,)'<.- ~~ -lQ~•~"\)-~\R\+t")j· 
~=t ~=, 

. f_ i:,,_ \ r-1} • Í ~" ll•\ t,., l ~-' l"- \A,-1, \ L (),,;. l <,.., l ~-' l < ' 
~Ct> ~"\ ... ~=e 

~\~\~~"~3)I,bt"..H)e-...~yt-1)'.t. = 0 "C·'.J'1) 

r.e ESTA ECUACION SE VE FAC1U-~ENTE OUE LA RELAClí'N DE PECIJRREMCIA RESUl 

TA: 

~\(."' ~ - l~')),.t"')-~ll).¡.'")t- "l"-"'~').~'\+2) 
= 

PARA EXAMirl.AR .Et CN1PORTAMIF.:tlTIJ DE LA SFRIE,A0 LI'1UEl'OS EL CPITE~lf1 PF . 

COl-IPARACION, 

- 11"'-



SABEMOS r:JUE LA SEPIE: 

t 
ex. :: 

DIVERGE,Y LA RAZON 

lxl )~ - ~ C. is 
--L~X> 
~\ ~ 

DE DOS COEFICIENTES SUCESIVOS ES 

<!.!>~\ \ 

(~.12) 

----. c...,. - S..\-\ <P.J.3) 
$1 DIVIDIMOS EL COCIENTE (~.11) ENTRE (P,13),ENCONTRAMOS QUE: 

CA. HJ) 
ESTO ULTIMO INDICA QUE LA SERIE (A,9) DIVERGE ,PARA QUE LA SOLUCION TE[ 

<;A SENTIDO FISICO,ES NECESARIO CORTAR LA SERIE.SEA "v\~ \c. EL MAXIMO VA'-: 
LOR DE "- PARA EL CUAL LA SERIE SE CORTA,ESTO l MPLI CA QUE (~, 11) SE DE-

BE ANULAR EN'-:'V\ Y ESTO SUCEDE SOLAMENTE QUE EL NUMERADOR SEA CERO,ES -

DECIR: 

<A.15) 
DE ESTA EXPRESION PODEMOS ENCONTRAR EL VALOR DE ).. EN TERMINOS DE 'V\ 

~'>Y •"\: \ l n ) A:: \z'Y\ + ~'.:> ~1'\ J z~ .~..t~;. "'" + 4 

CA.16) 
CON 

',o:..:_ 2'v\ .d~ .d"\ 
ENTONCES,POR (P,]f:) Lfl PELACION DF. RECURPF.NCIA SE REDUCJ;: A 

~ ,....~ ..... ;.o..+\:.~,)-~lk.~Q.~b4\) c."' 
\it.,\.\ : ... 

~.\.\)'\.'2.lt~l?(~\ )\ 
(p .17) 

ÜONDE SE HA HECHO LA CONVENCION: . 

. ~= A~ ~ \ j 'o = ~) ~ l CA, 18) 
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EN RESUMEN,LA SOLUCION DE LA ECUACION 0,~) ES: 
'Y\ 

- le 
~('!') = L. e~ l 'f-,) > 

ve 
DONDE LOS COF.FI CIENTES DEL DESARROLLO ES TAN DETERMIMADOS POR (¡\,] 7) , 
r::xPLICITAMENTE 5W)ES LO SIGUIENTE: 

e:-. t "' ..:>l't)-= ~o+ e, l~-\) .\- C.zl't·\) ->t·-· ~ c'\I\ l~·\) 

"Vll"'"o..i.-'o.\-1) )ll'Vl~O.+\.\.\ )- li¡_~\,"'z) 'l'llv.-'~+\.~,) l"' )? 
: '\~ L't·\) ~ • o·I -t 

ztc.i,,) ~Lo...,t) Z(G..,,) 

1~LliUNOS POLINOMIOS. SL-r) SON 

"\\-:.o Sl'(I) = \. 

~:. \ s t'r) = ~ \_ico.~1) .\- to.-+'oh) l'C'-\)\ 
llQ. ... \) 

""""~ ~q) = ~ ~lctH.)(0.,,.1) ~..&,lo.,,.'bn)lo."i) l't-\) + 

~\a.~'i,,,.1) tc.~b+~) t ~-l)t l . \ ) 
j ~te.u) l"-1-1 

S.l~) = \ Ho.,,.'l)le<+i.Ho.~1) + 1ilc.-1-b,,.~) lo.+l)lr.-1-z) l"t-1) 1- • 

.i,. ¡, l~o.\-'b,,. !>) ·t~+'t>+~) (tA.>i-"l) L 't·1)?. ~ ~o.,,.'bH) (o.+ 'b+s) l().+'b+~). 

· l'f-\)"l) · i l'.n\lrai.)l11.+1) 

Es ros SON PRECISAMENTE LOS POLINOMIOS DE JACOB 1 (NO NORMALIZADOS) ( 3 ) 

()(o.,~) le.,\.) l~,°I.>) tG.1\) 

r<> q') ) ?, L)") j ?2. lf) pl t)'I) 

RESPECTIVAMENTE, 

PODEMOS ENTONCES CONCLUIR QUE <P.C.) ES LA ECUACION DIFERF.NCIAL 'lllE SA"!' 



T!SFACEN LOS POLINOMIOS ílE .IACOBI: 

t~l 'o) 

S.\'6') = '()"' l 'f) : 

l (" ~ \, R., ,. U 
'f'\I\ l~io<.) 

<A.19) 

FINALMENTE,EN TERM!NOS DE LAS EXPRESIONES rn,5) Y (,~,}O),LA SOLU

C!ON DE LA ECUAC!ON DIFERENCIAL {P,1) ES: 

i, i" lQ".\o\,~s~~d 
~Lo<).- lc.rt.tl) (~«.) 'f>~ LC<11.7.ot.) 

<A.20) 

l~l'\ 
E.CALCULO DEL COEFICIENTE DE tloRMALIZACION Ñ~ PARA Los .~RMONicos H1-

PERESFERI COS, 

DE ACUERDO A LA EXPPESI ON (1, 115) ,LOS ARMONI COS Hl PERESFERI COS SON 

LOS S 1 GU l ENTES : 
1 

lst,~~·, q!>ll\ l\ l"' P.lt'\~\,l\~¡) '\;--'\ \t""' 
'IJÍ l1t) : )-.Í len.o<) {111Pot) "'- lc.nt.t) 1 l ~) ) L\' 

~ ~ J\ ~ . 
\( l\t"\ <B' 1) 

DONDE J't~ ES EL COEFICIENTE DE NOP.MAL!ZACION PARA LOS MISMOS.CALCULEMOS 

UNA EXPRESION EXPLICITA PARA DICHO COEFICIENTE, 

FN GENEPAL,LA ECllACINl DE E!GENVALOPES ASOCIAPA AL HAMILTONIANO -

(1, 28) : ~\ ... , 1t l"' l 
(-! L ~, ;~ \ ~l ;)¡ ~ ~ ;, ~ ,t f~ )1 ~ ~ ~ -+.- ~ ,; \ \1l~.·n=E.1l\;) 

TIENE LA SOLUC!ON ""l )1'l1_),TAL r:JllE PARA CALCULAR LA CONSTANTE DE NORMA 
L!ZACION HACEMOS USO DE LA CONDICION: 

CB.2) 

- }.lS-



ESTO ULTIMO LO PODEMOS ESCR IB l p COMO ( °' ) : 

.~HORA,DEBIDO A LA DEFINICION DE LAS COORDENADAS HIPE'RE'5FERIC.AS: 

'\= eCAn,o( \» 
~: f 'U.M- o( 

LA FUNCION-DE ONDA PUEDE ESCRIBIRSE COMO (VER CAP.l): 

~ l),l\.) -=~l~11l.): Ql~) '\AÍ"Ut) 

ílop LO TANTO,LA ECU.ACION (B,~) TOMA LA FOPMA: 

<n.3) 

~ fltf) R.l~) '!.\): lR) 1'.f ,}<t l ""; "t' ~ l ~e·:) le l ~ Hl1 .\ll ,\ 1 

(P.' l!) 

DONDE .<l \ ¿1~) ES EL .IACOBIAtlO DE TRANSFOPMACION EN EL CALCULO DEL 

ELEMENTO DE VOLUMEN ,SE PUEDE VER FACI Lf-IFNTE QLIE MEnIANTE LAS COORDENA-

DAS HIPERESFERICAS: 

rn. 5) 
Y POR LO TANTO: 

rn. 6) 

SUBSTITUYENDO ESTO ULTIMO EM LA ECUACION (B,4) Y POP SER ~lr) Y W¡c.l.!l), 
INDEPENDIENTES / (B, L¡) SE PEDUCE A LO S 1 GUI ENTE: 

~ Ylt~) flle) fi; áf · ( 1'JJiYVÍ,.J.!Lfiw.l"-CNt.1o( ro( c\Jt5 áíl' =-1 
} ' J (~ '7) 

-] lí -



T'E ESTO ULT1110 DEPEt'OS TENEP: 

<B. 8) 

DE LAS CONDICIONES MITERIORES,LA QUE MOS INTERESA POR EL 1-'.0MENTO 

ES LA (~,9),PARA CALCULAR LA CONSTANTE DE NORMALIZACION PARA LOS APMQ. 
NICOS HIPERESFERICOS, 

<B.10) 

<B.11) 
Los LIMITES nE INTEGRACION COPRES!'OMDEN AL INTERVALO DE DF.FINICION DE 

LOS POLINOMIOS DE JACOBI: to,1!.). 
l. 



i1ACIEND0 EL CAMBIO ílE Vl\PIAl!.LE DE INTEGR/\CION: 

'f = en..ic{ 1 

LA EKPBESION (R,11) PESULTA,DESPUES DE SIMPLIFICACIONES ORV!AS: 

-\ 
CR .12) 

PoR LO QUE,SUBSTITUYENDO ESTO EN LA EXPRESION (ij,12) Y SA!l!EMDO QUE 

~=t..._ .. ¡\· 
b,, ~) ~ \ 1 

OBTENEMOS F l NALMENTE: \ 

\ 

""' l '"') ~1, ,1"'. ": \l1t 
r \A~~" i. 1 ) r u"~"'""'~) 

r~. n> 
DONDE SE HA HECHO USO DE LA PROPIEDAD: 

Y ADHIAS: 

i 



-----

CN ESTE APENDI C:O, MUCHOS DF. LOS DES/\RROLLOS COPPESPONDI ENTES A.L 

CAPITULO 3 ,SE TRAT/\tl COtl DETALLE,i-:L APENDICE CONSTA DE LAS SIGUIENTES 

PARTES: 

~. f1ESARR0LLO DE ONDA PLANA TRlrit1F.t!SIOMAL, 

i3.DESARROLLO DE ONDA PLANJ\ HEXADIMENSIONAL, 

C.FUNCION GENERATRIZ PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS, 

D, CALCULO DE LA INTEt:RAL: S ext l·rt-ti f6,-z\t.;¡_l ~?\ i\·1"- z\.;-ii._) d-:..,,, l' 
<t . 

t.ílBTENCION DE LOS COEFICWITES DE TRANSFORMACION<ls.~· \t\J'I ~~·. 
F C 1 n , d¡ · 1 1 ... '< .. 1.. 

, ALCULO DEL COEFICIENTE (~\~'\ \COt"-1>~1 • 
G. CALCULO DEL COEFICIENTE (~ 'VI \1) ~) , 

lt "\ lic~~ 
COMO SE t~ENCI otlO OPORTutlAMENTE, TODOS ESTOS CALCULOS SON IJTI LES PARA 

EL TEXTO PRINCIPAL DE LA TESIS,PERO NO SE INCLUYEN AH! CON EL FIN DE NO 

OSCURECER EL RAZONA MI EtlTO SEGUIDO; POR ESTA RAZON ESTE APENI!I CE ES EX • 

TENSO, 

.~.DESARROLLO DE í1NDA PLANA (TRES DIMENSIONES), 

EN ESTA PARTE CO~ISIDER/\PEMOS ºRIMERAMENTE ESTE DF.SARROLLO,YA QUE 

EL CAMINO SEGUIDO EN ESTE SC:R/\ EL ílUE SE lJTI LI CE EN LA OBTENCI ON !)E LA 
EXPRESION PARA EL DESARROLLO DE ONDA PLANA Etl SEIS DIMENSIONES, 

SUPONGAS E UNA ONDA PLANA TR IDI MENS 1 ONAL, DE NUMERO DE ONDA \t. , MO-

Vl ENDOSE Et! UNA DIRECCION DETERMINADA,POR EJE~'fLO EL EJE Z POSITIVO. l.A 

EXPRESION PARA TAL ONDA ES: 

2(~, l) 

- J] n_ 



DONDE e ES EL ANGULO QllE FORMA EL Vt:CTOP. DE PROPAr.AC!OM CON EL EJE Z, 

POR DEFINIC!ON,LA FUNC!ON EXPONENCIAL ES : 

\~'(~~ ~ t"'l'lt'f)"' )"' 
e = ¿__ len~ 

V\\ 2<A.2) 
V\ • 

PERO LA FUNCION \_C-vi.~) PUEDE EXPRESARSE EN TERMHIOS DE LOS POLINOMIOS -

DE LEGENDRE COMO S 1 CiUE ( '") : 

2(A,3) 

EN DONDE: 'l'i 

a,. • '"':' l l "'-• l" r"" l "'•) ll•d) 
o 2(~.~) 

lo CUAL PUEDE VERSE FACILMEMTE EMPLEANDO LA PROPIEDAD DE ORTORONALIDAD 

PARA LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE: 

~" P ltA16) r, l'"19) !L~l9) :: ~ ~\\A,~ 
ll '11.\ ~VI~\ ' . 

EL VALOR DE LA INTEGRAL EN 2(A,4) ES ( 1t): 

DONDE ,/" : c.rr.. & ,ESTA INTEGRAL ES NO NULA SIEMPRE QUE SE CUMPLA LA 

COtlDICION: 

?(A,f;) 

ENTONCES,EN TERMINOS DE 2(A,4) Y 2(A,5),EL DESARROLLO 2(A,3) QUE-

DA COMO SIGUE: 



PoP. CONSIGUICNTE,USANlJO ~STO ULTIMO EN LA EYN•NSION 2(",/),ESTA QUEDA: 

= L T_ 
'V\ "M 

2(/'\.8). 
EMPLEANDO LA CONDICION ~(.ll,fi) ,ESTA ULTIMA EXPRESION SE flEDUCE A 

ei ~ttNt.\9 = 

!~EDIANTE LA 
11

FOflMULA DE DUPLICACION
11 

PARA LA FUNCION GAMMA (\o): 

rl i) r li~) 
2H•\ rls) 2CA.10> 

LA ECUACIOt12(/\,9) SE REDUCE,DESPUES DE SIMPLIFICACIONES DIRECTAS,A LO 

SIGUIENTE: 

2Cfl.11) 

~HORA BIEM,LA FUNCJOM flESSEL ESFERICA SE DEFINE COMO: 

\ \, 1 l. \i'l..~h.1 
' 1 ~ \'l. L. l-1) \ 2 ) h \ 1 )= \ ~; J "' -"'-'--r-l "'_"';;_i-~-=t-:-)-

/CA.12) 
rop LO QUE ES FACIL VER OUE LA SEGUMDA 1suMA F.N ?(11,Jl) ES PRECISA~ENTE 
LA FUNCION: 

-]:11-



PoR LO TANTO,LA EXPANSIOH DE ONDA PLAMA TRIDl~ENSJ0NAL nuEnA EXPRESADA 

COMO: 

2_ ~w. tzwH) ~ """'t b) P""(cnt9) 
'\'\\ 

2c~.rn 
ESTO ULTHlO LO PODEMOS ESCRIBIR DE UNA f'AtlERA 1-lAS FAMILIAR,GRllCIAS AL 

TEOREMA DE Aíl!CION DE LOS ARMON!r.Os ESFF.RICOS (2.,l) 

'\, ~ '\ 
f>WI ~Coill!J) = ~ ~ (19¡~) 'l l t°1 11~ 1 ) 

iw..\o\ ""' ""' '\ 

1·1F.DI ANTE ESTO J LA EXPANS 1 ON 2 ( ~. J.3) QUEDA cm10: 

/(,ri, J~) 

E~DESARROLLO DE "rmA PLANA (SEIS DIMENSIONES). 

LA EXPRESIOM: 

\ (\;./~¡ ~\:~) l t 'it, ')G-Jt.t.0~'1tr'1.C-N!~) i l'.t1 ')4\l9) il\tc' CNI.~) e :e -: e ·C . 

REPRESENTA A UNA ONDA PLANA EN SE 1 S DIMEtlS l 0NES Y COMO PUEDE VERS!:, E

QUIVALE AL PRODUCTO DE DOS OMDAS PLArl/\S TRinlt-IErlS!Cl~l/\LC.S CON NllMEROS DE 

OrlDA 1(, Y ~l PESPECTIVAMF.NTE, 

AHORA ENCONTRAREMOS UNA EXPRESION PARA 7(P,J) EH TEP~IND5 DE LOS 

ARMONICO& HIPERESFERICOS,fN ESTA PARTE EMPLEAREMOS AL~UNOS RESULTADOS 

VISTOS EN LA PARTE ~DE ESTE APEHDICE, 

_ , .... ,.,_ 



/.(~.2) 

?.<~.3) 

TlONDE,POR LA CONDICION 2rn.f) ,SF. CUMPLE OUF.: 

€ - l.) :: z s. -71 é .: l'}-\- l s 

""' - J't. = z t: --7 'W\ :: Jl\ .\Z. t 2<B.4) 



~HORA BIEN,LOS VF.CTORES ( ~\\~t y(~I;_) ,Tn=r:E"l LA PPOPlf.n,llT): 

~\'l ~ \: : )\l 

---s'l \. '? = ti 
ENTotlCES) ES POSIBLE ESCRIEIR: 

) = ec..vt..-< 't, = r\~~ 
~ (11.. r;) 

'=e!J.Wo( 'ti.': 't..MM~ 

tSTA ULTIMA EXPRESIOM CORRESPotH'E ºRFCISAMENTIO A LA TlffP!ICION DE LAS 

COORDENADAS HIPERESFERICAS (CAP,.1),SJEt!DO r; LA Lf"Nr.ITUP f\FL RADIO --

DE LA HIPERF.SFERA DETERMINADA POR 

\ t ~ ''Z :: ~ t 
LO MISMO QUE ~ PARA LOS VECTORES ~ 1 Y ~r•~E'AM ~Y~ LOS All!':;ULOS OUE RE. 

LACIONAN LAS LONGITUDES f Y~ CON LOS VECTORES ( \ 1oi1_) Y ( ~ 11~1 ) RES

PECTIVAMENTE, 

EN TERMINOS DE LA EXPRESION ?In, r) ,EL flF.S/IPRí'LLO '.'(" ,r::) PESlJLTA !1 

SER: 

e\ l \\\<:4\.\9 +'il"lc...~) 
j i ?~••\ ?t.\1'\ tHl\ inA't : ¿:_ tt'>Ut\ ~~"\ lCA11.o() llliuo!.) (t.</\.~) l~~) 

s;t)\,t, 

COMO QUEREMOS EXPRESAP El DESARROLLO AMTER!OtEN TEPrAIMOS DF. APMO

tl!COS HIPERESFF.RICOS,Y F.STOS DEPENDE!! Fll•!C!ClflAU1HJTF. nE LOS POUNOt-~JOS 

DE .IACOBI ~'t~) ,ENTONCES,ES CONVEMIEt!TE F.SCPIP.IP LA REUCJON: 

u tt ~ {Q.,\.) 
~"') ltW.tot) -= L e"' P"' t~ t.i.) ?(º. ") 

'\'\ 



flARA PODEP.' ESCRIBIR EXPLI CITM1ENTE ESTE UL Tir'O DESARROLLO, DEBEMOS 

EHCONTRAR EL VALOR DEL COEFICIENTE ~"' ;LO CUAL SE HACE CON DETALLE 
A CONTINUACIOtl, 

''UL TI PU QUEtlOS AMBOS MIEMBROS DE 2 (B, ?) P~R: 

~~ Q, ~ 
~"' tt.flto<) (1-cnl.o<.) (\.\t:.n.to1.) Hc.-i.to(), 

E INTEGREMOS SOBRF. EL INTERVALO DE DEFIMICION DE LOS POLINOMIBS DE ~lA
COBI (o>!!)-: 

t ff' 'o l!l.1 \,) 

Jb t (CA-.?~(n.• .. ul.)tt (\-Cntot)Q.l1.\<:.v1.to() P" ltnzo<) J(c..iiot) = 

lt/. 

= [ t'\I\ l z [ p~"t~it(~? l1-c.ntt4.)~ (1+r. .. 1.io1,)'o c\lCfl.i-<) 

'Y\ 
0 2CB,9) 

flACIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE: 

Y UTILIZANDO LA PROPIEDAD DE NORMALIZt.CION PARA LOS POLINOMIOS DE JA-
COBI l(B,12): 

ltl..\-b.\I r(C:t'o\~1) f'(\,~M1) 

_, 
--------- 1 

lH\ .\t'l'I.\\) ~°" \) f'l q,\\ ~"'~') 

LA ECUACION 2(P,,O) SE REDUCE A LO SIGUIENTE: 

ct'-bH 
lC¡l,) ~ rla.-'Vl-'1) i'lb~Y1.\1) 

e." lt) ~'t -= e"' . 
\ 

1 
!.~b 't+~ 

f~-t t1+r) ti-t) 
_, t Q.+\.\t'll+I) t~\) rlH\.\'l'\.\1) 

1.rn.1m 
Es NECESARIO,AHOP.A,CALCULAR LA INTE<rnAL DEL PRIMER MIEl<'BRO DE ESTA. UL
TIMA EXPPESIOM,LO CUAL SE HACE EN SEr-:llI!'A, 

-12'.i-



llACIENDO uso DE LA FUfJCION GENERATRIZ <FORMULA PE r>orRl'1UEZ)PARA 

LOS POLINOMIOS DE JACOBI (3): 

lo.,\) \"' -\, -(\ d"' \ 1 1:..... 'l..\,;\ -
{>"" W): ~:~, (H·~) (\--r) ó~" l(.¿~r) (i-'t') -bc? .. 11) 

ENTONCES, LA INTEGRAL EN 2 CP, J.')) SE REDUCE A: 

r, !'..a.'b :t-t~ y)l~,b) 
) ti~)') (1-~) r..,,L)') ~'(: 
-\ 

= 
-1 2 (O,)?) 

tMPLEANDO AHORA EL TEOREMA DE LEIRNITZ PAPA LA DERIVACIOM DEL r>RODUCTO 

Dt: FUNCIONES ( '3 ) : 
~ ¿~·Y áy 

¿"' lM·W):: L \"") ~. daj y- ~(j,J/~) 
¿y.VI Y::o y ~ "( 't 



SE PUEDE DEMOSTRAR FACILMEMTE QUE: 

"" ~ \ t"r)'i•-~l'\ • ~. l ~) l-•{ 

CONS'?Y\-Y Y 't~Y" 

~-'Y\~..,. 't-Y' 
!.\"t.\ ( 1 ~'r) lH1 ) 

l '&-"" ~..,.) \ ( 't- ·r) ! 
2<B.15) 

fa¡ TERMIMOS DE ESTE ULTIMO RESULTADO,LA INTE<iRAL 2(R,}3) QUEDA cQ. 
~o SIGUE: ( 

\ \ H\ 'HG. Cll\.) J (Hr) lH') {)"rl l'i') 

-\ 

?(ll,JF) 

AHORA BIEN,LA ULTIMA lllTEGRAL QUE APARECE EN ESTA EXPRESION,ES LA FUN

CION BETA,QUE SE DEF!tlE DE LA SIGUIENTE FORMA (11): 

t' J-\ '"'-\ ,!.+~-\ J l H·~) (,-'(') ~~: 2 
-\ 

CON lR~ ~)\-\)o) 2<B.17) 

2 CF. l?) 

-1'.'7-



SUBSTITUYENDO ESTO IJLTrno EN LA ECllAC!Cl~! 2(P.,J.')) ,EL VALOR DE c .... 
PUEDE CONOCERSE EXPLICITAMENTE,SIENDO EL SIGUIENTE: 

tW\ = 

=t "\ {-i)"'~Y l '-" \, H.l\~I) r { CI.~ \.:1~'11 +1) S \ t ~ '(' l s.w+'b +1) r(t·Y1tlt-'Y1"1) 

rt~~'Yl.\I) fll't>~)\.\\) \'1\-v)\ ·d ts.-"'~vn {-r--rH rts+t ... 11. ... ~+"llirt) 

?<R.10) 
PoR LO TANTO EL DESARROLLO 2 (~, 8) PUEDE LLEltAPSE A CABO CON ("" DADO 

POR 2(B,19) ,PODEMOS ENTOMCES,PROSEGUIR CON EL DESARROLLO /(R, 7) PARA -
LA ONDA PLANA, 

fa¡ TERMINOS DE 2(13,8) Y 2(B,19),LA EXPRESION 2(~.7) QUEDA EXPLICl 
TAMENTE COMO SIGUE: 

ei l 'tt1">evi.e +"t"-CNi.lf) = 
~ .l.HlH·~··" A~ l.,_ f\ .'l. tS"lt~~~+i..,, = L \ ten.o{) \~et) lCA'!.~) tu..i~) {)4f) 

s, 'ti'~·'" 

la.,'b) 
' 'f"" l c.,.. Z.o() . ~'>le.ti 9) . '\ l C+'t ~ ) 

APLICANDO LA "FORMULA DE DUPLICACION" (APENDICE ?.,PTE,A) 

r l i) rtu.) 

l':.-\ rt~) 

Y ALGUNAS PROPIEDADES TRIGOHOMETRICAS DIRECTAS,DESPUES DE 51MPLIFICAR, 



LA l:CUACION 2(~.2íl) SE flEDlJCE A LO SIGUIENTE: 

et ( ~1S c:ai.19 ~ 't 'V\ C41.cf) = 
~ • 1' \ 1 - • •• ~ A. Q'I\. ?.!o.Ut~.ldR ... 

= L- Á. ... Hi ....... ~~, lC41.o1.)'l11Wot)'tC11.~)'t11AM~) l)l.e) • ' 

s;t,i'>,f'\ 

.\!R~~,)lzA'\~1) ---"-' -----~ 
2l\~'\H z'l~t.t r(J.~~!>~\){'lJ"'\+H°\) 

V\ I r_ •\ l·•''"" l~•\>t•••) Pl<''"") el'"''") Mw••••"l 
'Y\ v:c. f'lU'Wl.\-1) rlb~"""') l...,..y)l '1\ LS-V\+"f)\ tt-vH f'lHt"-~~\~"'1°'?.) 

l(1\.) 
p'V\ lt..nie<) . 'P,~ lC..9). ~"le... et) 

2CB.21) 

Si AHORA HACEMOS EL CAMBIO DE INDICES: 

t-"'f': f 2<B.22) 
S- 'IH "'(" : "M 

EMTONCES,POR ESTO ULTIMO: 
\~= "'(.\--~ 

~: 'V\-Y~'W\) ~ S°"1:::~+"' 
2CB.23) 

(;UN 

~N TERMINOS DE LOS NUEVOS !NDICES,LA ECUACION ?(B.21) QUEDA DE LA SI-

GUIENTE FORMA: 

-1~n-



= 

"'~ c-,f"+tr l~~\>~t""'') rt~,,\~"~1) N""+"-1""'+') 

f'l<U'>IHl í'('o+'>IH)"M\ f\ rl?.VI ~"M~f-1"'..\o\iH) 

DONDE LA SIGUIENTE SUBSTITUC!ON SE HA HECHO: 

\ 

DEBIDO A LA. PROP 1 EDAD DE LA FUNC 1 Otl hA~MA: 

AHORA BIEN,UNA EXPRESION EXPLICITA PARA LOS POUNOr1!0S DE .IACOBI 

ES LA SIGUIENTE (1): 

v~,~~) = ~ t \~:~)\::~) '"_,r~'\'(+1)'M 
?_ "ol\':.U '.l(R,25) 



Po¡¡ LO QUE,SE CONCLUYE OUE EL TERMINO DENTRO DEL PARENTES!S ANGULAR EN 

LA ECUAC!ON 2<B.24} ES El POLINOMIO DE JACO!ll: 

P"\tf~~>A-s+"'1.~\} . lo..~P,b+"") 
P .... t~i~) -= P"" teni(3) 2rn.26) 

füNDE SE SABE QUE: 

°" = 1, + ~ \ 
b~ l-;.~ ~ 

11EDIANTE 2<R,2f) Y FIJANDO NUESTRA ATENCION AHORA EN LA SUMA SO--

BRE WI Y '¡:> EN 2(JJ.2q} ,DE ACUERDO A LA RELAC!ON 2(!\,27) ALGUNOS TER--

11!NOS SE CANCELAN 1 FEDUC!ENDOSE LA ECUAC!ON 20:1.24) A: 

~i.llt1'¡e.t6 •lt,"lc..ttf}-:.: 
- 0 . 1 J J t l'l t'lnt\i,,l\~I'\ 

= f_ i.?.)l ... t~~ ... ~""'" (c..,.111.)~l~"')'t~~)~l4.!M~' t~e) 

AHORA BIEN,DEBlDO A 2(q,23): 
h::"M-+f, 

EMTONCES,El TERMINO DENTRO DEL PARF.NTESJS ANGULAR EN 2(P.,2f) SE PUEDE 

ESCRIBIR COMO SIGUE: 
~ t 1 -~~!! \ I' l '+-C....t(' )'IM. lo...\-f, 1:. ...... ) 
L t. 

1 
"2. f.,. lt..tt~) = 

""'1f 1'~ loA~ T"lt)I \.'M+f~4.>\..\i) =" · \ .t l ") t~~!fr,_ \ ~)~. r~~·t~~~~) 
L \-'. f'\tl'l~~+c: ... ~+l) "M:.~ 'W\ t. '?. 2(P .2º} 
~ 



l t< l \,) 

f> ~ l Cf!, ?.f) 

2<B.30) 

Y ADEMAS LA CANTIDAD: 
~\ tH\.iH"'"') rla.+'-~ ..... ,) : lN~~'"J1· 

rtO.'rV\~l)f'l\+'l\+I) Z. 

CORRESPONDE AL VALOR DE LA CONSTAtlTE DE MOR1'1ALIZACION nE LOS ARMONICOS 

HIPERESFERICOS (VER APENDICE 1),POR LO QUE LA LLAMAREMOS \N~'"'-)· 
SUBSTITUYAMOS ENTONCES LAS EXPRES 1 ONES 2 (P., )íl ,79 Y /P) EN LA ECUA 

CION 2(B27),0BTENIENDO: 

~' l\,')tit.19~"-t'l.t..il~).,. ~ll't,·~ +\·~.)-= 
. r_ ¡'"11•1, . «' 1 .... ·i'' 1 .... i

1
' 1 ... ri' 1-ii" l ~e l"'1 .i,.i~. 

~, 'i\,l)lt, 
11 \)l"\t 

llt\~I) \tf.,,·h) , ( I\ )· &__, 
2.l"H\,•l~•l,H 2. 

PHORA,USANDO LA RELACION: 

-.:..~?V\ .,Q~d\ 1 

¿ ( 11, 5!J 

Y AGRUPANDO TERMINOS,SE PUEDE VER FACILMENTE QUE LA ECUACION 2(B.31) -

PUEDE ESCRIBIRSE COMO: 

-13~-



2CB.32) 

LA ULTIMA SUMA DE ESTA EXPRESION ES LA FUNCION PESSEL,POR DEFINICION: 

I 
\i I ~ )i~.i,'tl~l 

H \ t -:: j t ~~) 
) 

\c.H 

"' \..~rt1<-"''°'"'1 
2<B.33) 

EMPLEANDO ESTO ULTIMO,ASI COMO EL TEOREMA DE ADICION PARA LOS ARMONICOS 

ESFERICOS 2(A,14): 
4\i -=:;"" "\T""~ -"-1 

'f'1\"411.19) = - L 1 l\.) 'j l~)) 
2.h\ - .c. .( 

2CB.34) 

-132'.-



PERO,PRECISAMENTE LAS CANTIDADES 'JUE APARECEtl PEMTPO DE LOS PJ\RENTESIS 

SON LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS (VER CAP.l>;POR LO QUE FIMALMEMTE,LA 

EXPANSION DE ONDA PLAtlJ\ HEXADH1ENSIONAL,EN TEPMJNOS DE ARMOMICOS HIPE.E_ 

ESFERICOS ES: 

'.'.(R,35) 

c. FUNCION GENERATRIZ PARA Los .~RMONICOS i'IPEPESFERICOS. 

EN ESTA PARTE OBTENDREMOS UNA FUNCION C:ENERATPIZ 0 APll LOS ARMONI"! 

CDS HIPERESFERICOS A PARTIR DEL DESARROLLO DE ONDA PLAMA HEXADIMF.NSJO

NAL QUE SE OBTUVO rn LA PARTE ~ DE ESTE APENJ"ll CE re.~ (ll. 'ZC:)l. 

V SUBSTITU!f~C)S EN LA ECIJACJnt! ?fP,'lj~) JIJMT0 C'l~! L.h F.YPPFSIOM EY.PLJCITA 

PARA LOS ARMONICOS HIPERESFERICOS \\j:\t'I\~~"\ ,li:NTONCES: 

(+) E~'lt ~o ... 'oib i1e.it eJ o'b\t-\.. ~~ ~u.,..,-\,y e.icM~Y,.,.. e.R ~(,,.,te J~se(Jo 
G.~t~.itc.,.~ JG. co1ve1~to.1c.i'o.. f''Yc; jq l11.ic1mc> \?.eSlJ ~.lo~ E'"t,.l~wi•J .l.f! 

lG.u\i. 



PECORDANDO OUE F.c,2(F.,n): 

\~~\= .)( CNI. f! \ ) 
\~t \= )( ,t.W~ 

Y EMPl_EAMDO LA IGUALDAD: 

~,: lf i ~,=-~i.~ , 

2CC.D 

?(f..?) 

(OtlSIDEREllOS EL COMPORTAMIENTO DE ESTA ULTIMA EXPRESION EN EL LI-

MITE: 

nARA ESTO,EXPRESEMOS EXPLICITA~IEtlTE LA FUNCION ~ESSEL DE ACUERDO A LA 

-r~r:-



ECUACION 2(8,33),QUE PARA ESTE CASO TIENE LA FORMA: 

~ t'l..-1-'t:.+f f ,~)i\..."°~H 
t-\) e \ ~ tt-"i 

11ACIENDO USO DE LA EXPP.ESION: 

~=z~~J~~A,,,_, 
ENTONCE~2((,3) SE PE!1UCE FIMALr-'EMTE A: 

NE: 

-EF-

~(C. 3) 



~HORA SE PUEDE VER FACILMENTE OIJE EN EL l.I~ITE 

LA ULTIMA SUMA TIENE F.L VALOR (l): 

2(C, 8) 

FINALMENTE, SUBSTITUYENDO LA EXPPES 1 ON EXPLICITA PAPI\ EL COEFICIENTE 
,l,O,, ' ·- 1 

''" -•- 1' "•• ec '>(r Q) ~M IA F"llA"IO'J 2(f. ]) SE os·· N~ ... \VC.ti: C.\...1.!.1~, ... ,un1 .... , . -·· ...:._ ···- . l"'"l. L (1 .•• J r 

TIENE,DESPUES DE ALGUNAS Slf'-'.PLIFICACIONES LO QUE SIGUE: 



11E LA EXPRESl(lN /.(f.ét) PARA Lll EY.Pf>flSJílN DE 0Nflll PLANf1,0BTEME~105 

LA FUNCION GENERATRIZ PARA LOS ARMONICOS HIPERESHPICC\S cor-10 s1r.uE. 

E INTEGREMOS,ES DECIR: 

/CC.ll) 

11 PROVECHANDO LA PROPIEDAD DE OPTO NORMAL! 1'AD DE LOS .ARMON 1 COS ES FER 1 COS, 

ESTA ULTIMA EXPRESION SE REDUCE A: 

J -ll . . ... .. 1 • 

~ '\ 

?·rr., 1?) 

;JOTESE QUE EN ESTA ULTIMA ECUACION LA SUl"A SOBRE llA.,/~'\HA llES!\PARECIDO 

DEBIDO A LA INTEGRACION SOBRE LOS ARl\OMICOS ESFERICOS, 

Si AHORA l'ESARROLLA1"ílS !ON SERIE'> DE TAYLOR EL PPIMER l·~IEMBRO DE 

2 ((, 12) EN POTENCIAS DE S ALREDEDOR DEL PUNTO '!.:O , TENEl'OS: 

\ e\z.q;.~_z,,:~) ~~\f)'i~''l~) ~f ~, = 

~ !.-.:_ ;::_ ~ ~ \Z\p·~-1\·~)''\(.,._\,_~"''I,._ l"~"~ 'l([,l)) ::: L --;:-\ ~ "':;..,.. e .lJ \f) l 1.~) f ~ 
\<. • \ J"\ ~:.o 

-1)['-



T GUALAM!'O ESTO ULTI~lO AL f!IEMBRO DERECHO l1E LA ECIJACI ON 2 ( C, }/) SE OB

TIENE: 

~ s"' 'r:>v:. \ \ Lti°f·~-t~·\) .<,_r~" \J""'"-" ~I\ ~ ... \ 
L ~ 'o:>~ l e )u \t>) 11 ls,) r ~ 1 _ 

'f.. , ""\ "t S-0 

= 
?CC.14) 

PARA QUE LA IGUALDAD SE MAflTEMGA ES NECESARIO QUE LOS COEFICIENTES DE 

LAS RESPECTIVAS POTENCIAS DE S SEAN IGUALES,ES DECIR: 

(>'(.. A~'"' l'l. ,·~·,~~-.¡'\-: ~ L \( \?i.i·~-?\·~ \'-:\"'°~" \.T'\ti . 
'- "" "\Jf. l-lll) ~'. ~~~ ) e l\~~) \ ~) 

. J{'~~\ ?(C,15) l s:o 
DE AQU! OUE LA FUMCION GENERATRIZ PARA l~OS ARMONICOS HIPERESFERICOS ES 

LA SIGUIENTE: 

r., C(\LCULO re LA 1NTEGRALn,51!) : 

1 = ) el\fl-t-i\ f¡-\-i.\ ·'t\ +t\ f1t.·\-t\~\t) e\ ~i: !~\ 
PARA LA OBTEMC!otl DE LOS COEFICIENTES DE TRANSFORMACIOM DE PEVAI

PAYNAL,EN EL CAPITULO 3,ES NECESARIO CALCULAR EL Vf\LOR EXPLICITO DE L/\ 

-130-



INTEGRAL (3,5~) ARRIBA ~1 F.NCION/IJ::A,[t~ ESTA PARTE CALCULAREfl.OS EXPLICITA 

MENTE DICHA INTEGRAL ESENCIALMENTE HACIENDO USO DE U\ TPANSFORMACION -

ENTRE DISTINTOS CONJUNTOS DE COOP.DENll.DAS DE ,IACOBI: 

POR MEDIO DE LO ANTRIOR,PODEMOS EMCONTRAR FACllYHITE LAS SIGUlEtlTES RE. 

LACIONES: 

f¡ ·~¡:: - ~l ·Í, ooúl't.i - fi · ~"- llA<.< LQ'ti 

~'. ii_, = \. 'lt f1SN lQlti- \ ·~~ c..i. ~lt.\ 
ADEMAS (CAP, 1): 

F.N TERMINOS DE ESTAS ULTIMAS RELACIONES,LA INWiRAL ['(fl,]) TIENE 

LA FORMA: 

1 - \ exf~-~~'t\\L Hif .. 1 <'Al~ H\f-.. :;¡ ~ ••.• n - za,:; iu..·' + 
- ) 'T. '[. l "' 1t¡ l ·1"'·.,..'{'t,¡ ~¡ .I~ "'('t; 

~i,\.~1t.CNt.~1t;+ztr..:~i..-z.~~'1:.1,.) ~~...,: ~1.1t 
ESTO SE PUEDE ESCRIBIR COMO EL SIGUIENTE PRODUCTO: 

2(P.5) 

1.: \ exr~-~~.m~.-\C41~\\-z\·1'z.~~~ H\Plc.'í._) ~\. . 
·~~~~~~~~~--~~~ 

COMPLETANDO CUADRADOS DE'ITRfl DE CADA PAR En TES 1 s EN ESTA UL TI f-'A F.XPPE-

s 1 Otl ,OBTENEMOS LO S 1GU1 Et:TE: 

I . \ \ "f \-U,-\ t f, "'~" _.,, ~~, .. .r..i1' \ ~ l,). "f \ ¡ i,"" ,,,-~, ~~, ,¡ •S 
.1 ( ~~r\-\\-~iV¡ ..... ~\i 1-\t.ti~1tt,,J)'"\ ~~'t.\. el(tlif¡-...tl,,~\IAl~,..-C\~)1. 
\ \ ·J ~n,7) 

- ] l''l-



r.STAS ItlTEGP.l\LES TIEtlEN l.A FORMA (l): 

\ ""' 1 - - '\'!. 3¡ ) e- '"(' - o.. i áv = ~ti) l 
_ ... ?.(r., 8) 

f"loR LO Tl\tlTC'l,LA INTEGRAL 'l(l',7) SF. PtnUC:!:: A: 

1 )1 r \ z t 1 - - - --:. l~ ~i<f \~ f( \~i. -t~ 'r\_-Zf¡·f~e,v,~'ti-'2~f1,.•5,i"""~1t.¡-

·He¡•'"-~~\¡-2~\\e<.~lt.;) 
EN EL LIMITE: 

OBTENEt•os FINALMENTE EL VALOR DESEA.DO PARA 2<D.1): 

) ~itr l-f-z\fr~.-i;;;,.~¡ +<i.f\.·~i..-z~i..·1'\) J~,,,· ~q"' = 

?<IU.!l) 

E.0BTENCION DE Los f'ARENTESIS PE TRANSFORMA:IoN <. l~, t'\¡ \ i\.J..,\)~\\ , 

EN EL CAPITULO ) SE TRATA LA OBTEtlCIOM DF. LOS PARF.tlTESIS DE PEVl\l 

l{AYNAL,PERO EL TRABAJO ES MAS BIEN CUANTITATIVO Y POR ELLO SE HA FORMA 

DO ESTE APEtlDI CE: PARA MOSTRAR C<'N llETALLF. LOS PASOS OUF Ell EL CITADO -

CAPITULO SOLO Si:'. MOMRRAM, 

~F.GU'I LA EXPRESIC'lf'.l (3,LIS) LOS COEFICIENTES DE TRMISFORMACION ES-

T NI DADOS POR: 

- ]/•1 -



=L 

\ 

b 

. ~ ~~ '"¡~ ~l~~ \"~ \' . ~s . 
. \ ~:~ ~:~ ~ ~ ~ .. f \-f'-''Í¡"Í¡ -<\·~»''í,í_-<\>t, )· 1\· '\1 

Jr, ~~¡ ~!, H, \º º 
1 

~..._:.o 

/(~.'.') 

SAB l l':NDO ADEMAS QUE EL VALOR DE LA ltlTEGRAL DEMTRO !1EL f'i\REMTES 1 S CUA

DRADO ES (VER PARTE D DE ESTE APENDICE): 

L \ tl(f l ) J\ ~,J = ~~ )1 
tJC., ~-ir¡. -rlt c..-i~.,,i-1¡ r\.·~. AAA<f'1i.¡ -

-li.f¡·"'t.IUM~'i.i -i\C\,c..v.~it¡) 



t:srnc IAU~!ONTF.: LC' nui: SE Hf\RA IO"l ESTA PARTE, E'l F.L C/ILCLILI) COMPLETO 

DE LA lrlTEGRf1L 2([,2) ,OBTENIENDO EM COMSECUE;Jclt. EL VALO!l EXPLICITO DE 

LOS COEFICIENTES DE PEVAI-PAYNflt.2ff,J), 

f'.EDIANTE LA EXPANS!Ot? DE ONDA PLAllA TP!DIMEtlS IOMAL; 

- 1 Vol "4. 
,/· .... : ~~ i.1tt-\o..\) '] (~) ':I tt).) 

~ .1 . 
l,w.. 

SE PUEDE VER FACILMENTE QUE LA ECUACION 2(E.3) RESULTA EXPRESABLE COMO 

S t GUE: 

l ~ exf \ ) .\\: ~~,\ = 

2(1:,l!) 

SU!?-STITUYEtmo !:STO ULTIMO EN LA ECUAC!Otl 2(f: .?) SE OBTIENE: 

-11')-



l11li,t1,ti 
""• 1 ""'••""11 'I-<'\ 

. \ tl \-z P¡ \1t 'UN~'t¡) . ~t~ \ ii. <\.._ \ en~1t¡ )1 · 

?<¡:. 5) 

~HORA B 1 EN, LA INTEGRAL DEL PRODUCTO DE TPl'.S APMOlll cos ESFEP 1 cos cor•o 
APARECEN EM 2 ([. 5) ¡ES LA S 1GU1 ENTE ( 2. ) : 

DoMDE \i, .... ,Jtll.lt \11lll1) sor: LOS COEFICIENTES P.E CLEBSCP.-r.flPDAM,LOS CtJA

LES,'POR SER REALES,PEPMITEN ESCRIBIR LA SIGUIEtlTF. IGUALDAD: 



2(€, 7} . 

,~GRU!'MOO i!S ... ~UNOS ít:R!WWS Y APRCll!:CHANOú LAS !>f'tlPl!:ílAOOS '.Hf:.f') Y 20.:7) 
SE VE QUE LA ECl!AW'.lN 2 {E, Si QUE.DA CDl-lO S l ill!E l 

r11.1•11t't;"'>\~1.r 1; ... t'!.._ ... ~ ...... ~ .. \ -
J "ll;. lit.\) Y\!~ \ .st..._) .e.ft -

" Z l ... (tft l'\\)\ . \.t..(;~ ... ;~ t...!•,l't.,_Y\· L i:'~,.t,~(.lf~ 
\f ... t..)\ \:f \\¿ J • l i . 

\tAti }<"'\ 

. \ I l!,~li .... J\!.,¡ .. ,,¡ ll~w.,.1, ..... '\\l,¡'1114\¡) v,'11(\la'"i\f\\~,.,.) U:twlt., .. \11~:~ t ... , ... t,"'1, ..... . . ' . 1 \ 
• ~'" • i.t1\~,1tt:~1~•) U1o.t3~i~,°') · 

lt~\H)Pftt¡h)ld5.¡1Hd~1) · 



$utSTITUYAMOS AHOPA U\ EXPR~Slotl ?(!-.P.) EN LA ECU~CIC'lN ?ff .]) y w:vE

MOS A CABO LA SUMA SOBRE LOS ti UMEROS CUAMTI cos ~w;nü1 cos '-ltJE SE 1tm1-

CAN, EMPLEANDO LA DEFI N 1 CI Otl DEL COEF 1 CI EMTE 9-J ( 'l:}~ ,SE PUEDE VER QUE 

LA SUMA ARRIBA MENCIONADA CORRESPONDE A LO SIGUIENTE: 

l ' 
A, gl. 1~, 

-:: l Zl~, H) \d,i+,) \ri'~') ltf'\\~'~ t ~'3 1.,'< 1"\ 

is. J,. L 
\ \ 

2(r.,C1) 

DONDE i { ll l\\ 

~l ~4, i,, 
js~ J°'t\ L 

ES UN COEFICIENTE 9-.J, 

ENTONCES,LA ECUACION 2(~.l) TOMA LA FORMA EXPLICITA: 

-1 L![-



l 
~ 

DONDE,POR SIMPLICIDAD DE NOTAC!ON,SE HIZO LA CONVENCION: 

EXPRESEMOS AHORA EXPLICITAMENTE A LAS FUNCIONES BESSEL ESFERICAS 

QUE APARECEN EN 2(E,10),SABIENDO QUE(3): tHt~!.. 
' ~ 1 1-) r 

~ \~)- ¡~ \'t ~ l-\) \ "í 
( -\i}) Í-;- s\fll~"'t""~) 

• 2(E.1D 

EN TERM!NOS DE ESTO ULTIMO, SE PUEDE ENCONTRAR EL PRODUCTO DE LAS CUA. 

TRO FUNCIONES BESSEL,Ec.2([,10),y EN EL LIMITE: 

\-t s~ ·, ~\.-:, s\c.. , 

DESPUES DE ALGUNAS SIMPLIFICACIONES O!WIAS,SF. OBTIF.lllE LO QUE Sit;UE: 



\ 

SI HACEMOS AHORA EL CAMBIO DE IN~ICES: 

S.li-'\1" ~ ),) \ 1 

t. .\-M '$.~ 
2<E.13) 

ENTONCES,LA ECUACION 2(E.12) QUEDA co~10: 

1,\. 1~1.. 1,3. ~'~ = 

= 

\) 

.)__ 

SE P.UEDE VER FACILMENTE QIJE LAS IJLTlr~As DOS SUMAS rn ESTA ECUACION SON 

PEDUCIBLES A LO SIGUIENTE: 

-] 1•¡ -



' = 

= 

2CE.15) 

DONDE SE HA EMPLEADO LA PROPIEDAD DE LA FUNCION GAMMA: 

2CE.16) 
SUBSTITUYAMOS ESTA ULTIMA EXPRESION DENTRO DE LA ECUACION 2(E.10) Y -
LLEVEMOS A AABO LA DERIVACION INDICADA EN ESTA ULTIMA ECUACIOH: 

\f. ) ~ lf'Hv~f,~IL~f1if~ 
- - t~,~\.) = Í\(\ )l.. 
~ ~~ } ~: ~ 2CE.17) 

( 'f:'._:: ~~t\I *~,~·l 4-f:r~ti ) 



EN TERMINOS DE ESTO,LA ECUACION 2(E.10) QUEDA: 

< l~. QI.\. \~\ t \,,.~\ = 
i \ . " '"- I\<.\. 

\. rlzr'lz~t1H) l -i .. +t1¡f"' ~.\.Rz~R1 
. lr~~•1~¡)ryo11~¡){'~41\f'lf~l~~•1\z) l lc.i.~lt;) t~~~1 

g 1 ~<E .1¡1) 
A'\ '\ 

EMPLEANDO LAS RELACIONES EXPLICITAS PARA LAS CANTIDADES 1-\'F- DADllS POR. 
LA ECUACION2(C,\Q,PJE,(!.. DE ESTE APENDICE) Y SABIENDO QUE: 

'1:-: l\\\ \J.')¡ .\,l.\ :?\\\,.~9~-..~J>\li.-= "1-'HIJ +..t\'~(t~~l ~J4\ 
?. CE.1<1) 

DESPUES DE ALGUNAS SIMPLIFICACIONES DIRECTAS Y DE AGRUPAR TERMIMOS,Fl

NALMENTE, LA ECUACION 2j .18) MOS PROPORCIONA LA EXPRES ION PARA LOS COE. 

FICIENTES DE REVAl-RAYNAL: 

< t . J . \i R '-~ .. ¡ -- !. ~ l. lz+~r '"¡-''"' . e,+Ri~•1 ~i"' 
~\ '\ ~\. '1i. I'~\.. "' L l·I) .. 

~\'ti, t) ,J~ 
\ 

.r t~' L • (\ l
1

. ~( 111 ~3 ¡ly) ·~{lt>P"¡J,J~l11,Jzi\ )· ~\j))"¡J'IJ 
L ~¡ .. ¡ >..:'"" \ , 

2CE.20) 
-lS'.J-



l:OMDE LA SIGUIENTE CONVENCIQN SE HA EMPLEADO: 

y 

LA RESTRICCION SOBRE LAS SUMAS SE DA POR LA CONDICION 2(E,19): 

F. CALCULO DEL COEFICIENTE 

EN EL ESTUDIO DE ATOMOS DE DOS ELECTRONES DONDE SE HACE USO DE LOS 

COEFICIENTES DE REVAI-RAYMAL,SEGUN SE DISCUTE EN LA SECCION D flEL CAPI

TULO 3,ES NECESARIO EL CALCULO EXPLICITO DE LOS COEFICIENTES (Ec,3,107): 

\J '~'"\; 
"'-

SEGUN LA ECUACION 2(E.2"'1) PARA ¡.os COEFICIENTES DE TRANSFORMACION, 

SUBSTITUYAMOS LOS VALORES: 

J....= J5~ Q't"'=- o 
2<F. ,1) 

PoR ESTO ULTIMO,ui ECUACION ?.(E.20) QUEDA: 

-1~1-



"'\"" •• t ~~l \' ~ . . L' , 
,,,•t.1,,11.\ 

. lt10R,o\OD) . L. 
;"1~ 

rl11+91 ~~) rl11t-.t~~~) fllv,.1) f>l11+A1+l<\tz) r(,p~Ji+1¿) P'f'+l34t)· 

J 1 .. • ... J lJJ.+J.z ~13 ___ ., ____ . '~~'tir~"', ... 4\ (u....r.e1c.,r 
'f'l,..i.·H) P!¡A+Ri+ fdt) 

2(F.~) 
EMPLEANDO LAS PROP l EDADES (t11t.) : 

( 1 lo 1 ¡ l) \ o o ) = l-1) ~¡ \ 



2<F 'LI) 

P.DEMAS ,DEL COEFICIENTE '1-,J E!I 2(F.2) SE CONCLUYE QUE: 

J~. :J~. "" J . 
l \\ 2<F .5) 

2=_ l-i/". r1t11+i,tfJ+z)rl~-1J;\fl+z) "l 

.M ¡1J pt11+~r" ~) r\ 11\fl\ i_) {'(~+1) r\ v+ J,+.l1H) r~+.9,+l.) 
\ zy +~,+(1 r+A,~~1 

. ·l Ch~1i.·) . ( ')IA-< d~;J, 
r!,µ-1~l+i)r!µ+1)r~~1,+e1H) ' 2CF •. ) 

.~HORA,EL COEFICIENTE 9-.1 EN ESTA ULTIMA ECUACION,SE REDUCE A UN COEFI

CIENTE DE PACAH Cf.-J) ( ll.): 

\ 

~ 1 ~\ o ) 
~ l ~l o = 
t A o 

-J:> 



POR LO TANTO: 

1 ~l ~;,:) = 

\ ) ~ o /(F,7) 

l \f1.\.~ 
FINALMENTE, EMPLEANDO ESTO ULTIMO JUNTO CON 2(F,3) (CON': ~ ) , 

y DESPUES DE ALGUNAS SIMPL!FICACIONES,OP.TENEr~os EL VALOR BUSCADO: 

<J.nno)~'t\; _! r\'11 -1-!.)\"'\"ll·+l !) ~P\1'¡\.1)r\..-~H)\"'l>1lr.H)í'l11¡Hht)·~'1 
· ~o 4, 'f. l. 1 "' t • 

T"\t'll¡Hhz) PlZ"\H) 

. '[_ i.t,\13-.J. lzi,~1Ht~1+1)l'zh1)
1

't U,+Jt-l)\ l.lU,-(1) 1. lht1 -~.)) 
R,,tl U,+(l +.( \.\) ~ 

)J. 
l· 1) . 

2(F.8) 
DONDE LA RESTRICCION SOBRE LAS SUMAS ES LA SIGUIENTE (VER PARTE E ) 

Z\\\ ;.zl = l-.\"-: ~HIJ ~l;,~ rR1 1 

ADEMAS,DE 2(f,3) SE APPi:CIAN LAS RESTRICCIONES PARA J 1J 1 V (t : 

hR,+t.: Ot,'( ,· ~,+l1+R o 
.. u ~ ,, • R, > (1 



G, CALCULO DEL CoEF 1 CIENTE < 't\~'14"\ \ 0\<..°),, 
"''1 

COMO SE DISCUTE EN EL CAPITULO 3,LA TRAMSFORMACION UNITARIA QUE 

RELACIONA LA FUNCION DE ONDA DE DOS PARTICULAS EN UN POZO DE POTENCIAL 

DE OSCILADOR ARMON!CO DADA EN TERMINOS DE LAS COORDEtlADAS DE CADA PAR

TICULA RESPECTO AL CENTRO DEL POZO,CON LA FUNC!ON DE ONDA DEli. MISMO SI~ 

TEMA,PERO EN COORDENADAS HIPERESFERICAS,ES L/\ SIGUIENTE: 

\t-hd J li-1' = ~. \"''¡('ll'°''\~'\l~) < ~"'\'\" \t-1-.:. '>. ~ ·i I L._ 2~Q~ 
'V\~•~'\ 2(G.1) 

PONDE (sEc.C,cAP.3): 

2(G,2) 
CONSIDERANDO EL CASO ~:o ,LA ECUACION 2(G,2) SE REDUCE A: 

2(G, 3) 

r-scRIBIENDO EXPL!CITAllENTE A LOS ARMO~llCOS HlºEPESFERICOS CON y 

. N _f_'Z. l''i 
' º\c.. \. r l ~l) \ 

-J55-



/(G,4) 

".HORA B!EM,LA EXPRESION EXPLICITA Pf..P/I \~~,lc~'\f'\)...H)Es LA Slf.lJIENTE :
(VER EC,3,33): 

\°"'le lv ~'\f '\l"\) =-

~ ~ ' ·~~\ 1 
= [_ lR1cw.\l.~~w"\L)l\)lA"'\lice i x.)C L ..... \lx.l) J. 

~l\'..l"I ~ '1t l J,+~ 1 ~w.,. -""'I . A (.-1 ~" L"I \,,l) . t~) "'i tq) 
"'"'" "I i)t '"' 2((;,I)) 

DONDE SE HA ESCRITO EXPLICITAMENTE LA FORMA DE X..\:11.) Y~("'\) DA-
DAS POR LAS ECS,(3,27) Y (3,32) PESPECT!VAMENTE,CON StJS RESPECTIVAS -

CONSTANTES DE NORMALIZACION, 

-] r:r -



DONDE 

2(1?.~) 

PoR LO QUE 2(G,8) SE REDUCE A: 

(2.,ir~,·'&~1) \ f- ( Vio\-·'\~\) 1 'Vl.\-!lliri\ 1 ., ... ( \ 
r"" lCNi.t.ot) = -: L \ """" \ VI--. } \-zu..to(J 1c.a,t·-<J 

2. W\:.o 
ADEMAS,COMO PUEDE VERSE DE LA ECUAC!ON (3,5º): 

x=ec..t.-' l. 
"\:eMMo(' 

ENTONCES,LOS POLINOMIOS DE .IACOBI SE PUEDEN ESCRl!31R COMO; LO QUE SIGUE 

EN COORDENADAS H l PERESFERI CAS: 

:w;,,o> 
EXPRESANDO TODO EN TERMINOS DE X E 'j EN U\ ECUACION 2(G,il) Y SUB~ 

TITUYENDO 2(G,f'O) PARA LOS POLINOMIOS DE JACOBI,LA EXPRESION 2!6-4) SE 

REDUCE A LO SIGUIENTE: 

?.(t:; .\\) 



~!OTESE QUE EN ESTA ULTIMA EXPRESION EL TERMINO f\C. HA DESAPAREC!nO, 

YA QUE ~=Z'<\\~lC~t"I 

ANALOGAMENTE,LOS POLINOMIOS DE LAGUEPRE EN ~(r.,c;) SE PUEJ'lEM EXPPE. 

SAR COMO (3): 

l,.\.\ ~)_'Vl)l ~ \i\,..i.t)( i.\) \ ~ ) u 

L l t) - l-1) .SI ~ ) 
"t. - \'\ s . 

~'11. s, .. o ~-

L
t,~ l 

LO MISMO PARA. l.lt.ol}'PERO CON OTPO INDICE,POR "iUPUESTO, 
"'"I \ 

EN TERMINOS DE ESTO 2(G,5) QUEDA: 

?(G.12) 
DONDE: 

~(G.13) 

~PLICANDO LA PROPIEDAD: 



. I ll~'M)( l"\w'\\ lM) \J\1.1\~) \f'\q) 
..,.\t,w.'1 el( '" 2<6.14) 

CANCELANDO TERMINOS SEMEJANTES Y SABIENDO QUE LA ECUACION (3,'&'S) CON 

\l\:::.Q,TIENE LA FORMA: 

\:.:.i\o\w. ~'l.111'\ ~ .l¡C'~.l"\ ' 
PERO 

~:.~"'\("'.l)t"'t"' .·• ~:.Yl)(4'YI"' 
SI CONSIDERAMOS: ; 

··s· = ~)e ·, 

EN 2(6,14) SE PUEDE VER QUE: 

t = '\/\"\ > 

2(G .15) 

2(G,16) 

W\:. "'')( ~ 'V\-~~ V\"' 2(6.17) 
EMPLEANDO ESTAS DOS ULTIMAS EXPRESIONES EN 2((i,lll) ,PODEMOS IGUALAR .LOS 

CORRESPONDIENTES COEFICIENTES DE "/..tV\l E '{"'!.POR LO QUE : 



DE AQUl,SABIENDO QUE t-1r' ... = e¿.,"~ 
JEMOS('flx~,,._\a¡:). : 

t,.1..., 

< ''ic.'~·"\ \ () 'f;. '>- = 
t)1'\ 

HACIENDO ALGUNAS SIMPLIFICACIONES,Y E~1PLEMID0 LA PROP!~Pf.D 

LA ECUACION 2(G,l9) QUEDA: 

,DESPE. 

· L \~·~:\Jl~·:~Jr 
EL T!RMHlO DENTRO DEL PRIMER PAPENTES!S LO Pl"DEMOS FSCPIBIP rnr~n: 

-F"-



POR LO QUE ,Fl!lALMENTE,EL VALOR DEL COEFICIEMTE (VIXVI"\ \o~') ES: 
.lyf'\ 

. \ 

l ;q.i)t .\-\ vi!. 

'VI"\ 

2((1 .21) 

DONDE SABEMOS OUE: 

SE PUEDE F.MCONTRAR LA EXPRES!ON ANALOGA PAPA ("~Y\~ \O't::) , 
Ull!CAMENTE HACIENDO EL CAMBIO )l~~ i'l.\,~-<J , .(,:.\~ 

-1(]-
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