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INTRODUCGCION,

LA TESIs VERSA SoBRE EL ARTfouro peEL DR, T. Anpoo,
LLAMADO MON FUNDAMENTAL PROPERTIES OF BANACH SPACES WITH A
Conge™y, EN £l CUAL SE DEMUESTRAN LAS SIGUIENTES PROPIEDADES!
Proriepap 1. St £ ES UN ESPACIO DE BANACH GON CONO CERRADO
K¢ ENTONCES!
(1) £=K=K st v soLo st E' €5 casi -(o)~ COMPLETO,
(2YE £s cast ~(0)~ COMPLETO si Y soLo 5! E'eK'-K/
Downe E' £s £t ouaL DE £ v K' ES EL CONO DUAL.
PROPIEDAD 2, S1 E ES UN E£SPACIO DE BaANACH ORDENADO, ENTON-
cES E TIENE LA PROPIEDAD OE INTERPOLACION S1 ¥ soLo sI B!
LA TIENE,
Enm £t CapfTuLo 2, StcoionNeEs 10 v 11, SE DEFINEN LOS CONGEP.
TOS DE CONO, CaSi -{0)- COMPLETO, ESPACIO DE BANACH ORDENA
DO Y ALGUNOS OTROS CONCEPTOS NECESARIOS PARA EL DESARROLLO
DE LA TES:S,
En LA Seccibn 12 SE DEMUESTRA LA PROPIEDAD 1 Y PARA ELLO -
SE VAN A NECESITAR DOS LEMAS, PARA DEMOSTRAR LOS DOS LEMAS
Y LA PROPIEDAD 1, SE RECURRIRA A ALGUNOS TEOREMAS SOBRE ES
PACIOS DE BANACH Y ESPACIOS VECTORIALES ToPoL8GICOS LOCAL~
MENTE CONVEXJS, COMO SCN POR EJEMPLoz EL TEorema DEL MaPto
ApierTo, EL TEOREMA DE LA CrAFica CERrADA, LOS TEOREMAS DE
SeparaciON, EL TEOREMA BIPOLAR Y ALGUNOS OTROS QUE SE DE--

MUESTRAN EN EL CarfTuLo 1.
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Y por GLTiMO EN LA SEccibn 13 SE DEMUESTRA LA PROPIEDAD 2,
POR MEDIO DE UNA PROPIEDAD MENOS RESTRICTIVA QUE LA PROPIE

DAD. DE INTERPOLACIGN Y POR ALGUNOS TEOREMAS YA MENCIONADOS

ANTERIORMENTE,
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| CAPITULO I,
|, SECCION 1: CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS,

DeFinic1dN 1,1, UN convunTo S No vAclo, ES PARCIALMENTE ORDE
NADO SI EXISTE &N S UNA RELACION, DENOTADA POR - , QUE SA=
TISFACE LAS SIGUIENTES CONDICIONES:

1) XX PARA CADA X S,€(PROPIEDAD REFLEXIVA),

11) SI Y#X Y X7Y, ENTONGES X=Y, (PROP1EDAD ANTISIMETRICA),

111) SI¥Y#X Y x% 2z, ENTONCES v# 2z (PROP IEDAD TRANSITIVA),

-Derinici8N 1.2, SEA S UN CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO,
ScA YES, SE DIk QUE Y ES UN ELEMENTO MAXIMO DE S, 5t SIEM=
PRE QUE Z7Y, zZ€ S ENTONGCES z=Y, ANALOGAMENTE SE DEFINE EL =

CONCEPTO DE ELEMENTO MINiMoO DE S,

DeriniciON 1.3, SEA A UN SUBCONJUNTO NO VACTO DE UN CONJUNTO
S PARCIALMENTE ORDENADO, ENTONCES X ES LLAMADA COTA SUPERIOR
DE A St XA PARA TODA A€ A, EL CONCEPTO DE COTA INFERIOR =~

SE DEFINE EN FORMA SIMILAR,

DEFINIcION 1,4, SEA A un suBcONJUNTO no vacfo DE un consunTo
.S PARCIALMENTE ORDENADO, ENTONCES X £S5 LLAMADO SUPREMO (DENQ
TADO POR SUP A) S1 X ES COTA SUPERIOR DE A ¥ PARA TODA v, COQ
TA SUPERIOR DE A, SE TIENE QUE Y4/X,

JE MANERA ANALOGA SE DEFINE EL GONCEPTO DE fNFiMo oC A, (oe-



' NOTADO POR INF A,

DEFINICION 1.5. UN COMJUNTO S PARCIALMENTE ORDENADO ES L ==
NEALMENTE ORDENADO S1 PARA CUALESQUIERA X; YES; SE TIENE =

QUE XZY" O YL X,

PrRINCIP 10 MAXIMAL DE HAUSDORFF 1.6, SEA S UN CONJUNTO PAR=-
CIALMENTE ORDENADO, ENTONCES, EXISTE UN SUBCONJUNTO T DE S~
MAXIMO, QUE ES LINEALMENTE ORDENADO, ES DECIR, St U ES UN -
SUBCONJUNTO L INEALMENTE ORDENADO DE 5 TAL QUE TC U, ENTON==
ces TaU,

PARA LA DEMOSTRACION vease [15],

DEFINICION 1.7, UN CONJUNTO S PARCIALMENTE ORDENADO, SE Di=
RE QUE ES UN LATIZ, SI PARA CUALESQUIERA X, YE S EXISTE Su

SUPREMO, QUE SERA DENOTADO POR XV Y.
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SECC{ON 2. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS,

DeFiniciBn 2.1, Sea E un congunTo No vacfo, SE piRA que E -
ES UN ESPACIO VECTORIAL REAL St EN E SE HALLAN DEFINIDAS =
DOS OPERACIONES, LLAMADAS SUMA Y PRODUCTO POR UN ESCALAR =-
(DENOTADAS RESPECTIVAMENTE POR + Y o) TALES QUE, PARA CUAL-
QUIER X, Y, Z€E vy A, BER, sE smssrnéc QUE!
43 B x £ == &

. (i,v) - XY
1R X E ==L

(Ayx) == ax
1) %eY = Yax
11) (x+v)ezm z+(v+z)
111) ExisTE EN E UM ELEMENTO @ TAL QUE X+@=X PARA TODA XEE,
V) a{x+Y)=s Ax + aY; A€R, X, Y€E
V) (a+8)X= AX+BX} A, BER, x€E
VI) a(sx)= (aB)(x); A, BER, XEEL

VIl) Os X ’ 1'Xll Xa

DEFINICISN 2.2. SEA S UN SUBCONJUNTO NO VAClO DE UN ESPACIO-

vecToriaL £, SE DIRK QUE S ES UN SUBESPACIO VECTORIAL DE E,-
SI AX + BYES PARA CUALESQUIERA X, YES Y K,"8 ER,
Es fAcIL DEMOSTRAR QUE LA INTERSECCISN DE CUALQUIER FAMILIA-
DE SUBESPACIOS VECTORIALES DE E ES uUN SUBESPacio DE E,

TAMB 1IN DADO UN SUBCONJUNTO A DE E, EXISTE SIEMPRE UN SUBES-
PACIO VECTORIAL DE E (pENOTADO POR (A)) CON LAS SIGUIENTES =
PROP IEOADES!

AC{A) ¥ st S ES UN SUBESPACIO VECTORIAL DE E QUE CONTIZNE =



s A entonees (A} € S,

Sy A v B son p0S suscomJuUNTOS DE E, c€E v RER USAREMOS

A+«C PARA DENOTAR EL CONJUNTO DE TODOS LOS ELEMENTOS 2 DE =
LA FORMA Zw A+C] DONDE AEA, nA PARA DENOTAR EL CONJUNTO =
DE LAS Z DE LA FORMA 2Z=RA} DONDE AEA, Y A+B PARA DENOTAR-

EL CONJUNTO DE LAS Z DE LA FORMA z=A » 0f ACA Y BEB,

Proposicidu 2,3, Eu convunto {A) CONSISTE DE TODAS LAS COM
BINACIONES FINITAS DE LA FORMA SIGUIENTE!

Ap A ¥ aee * AKX, § X E A, A‘i R

DEFINICIEN 2,4, UN ESPACIO VECTORIAL E ES UN ESPACIO VECTQ
rRiaL ToroL8e1Co St £ ES UN £5PACi0 TOPOLSBICO Y SI LAS OPE
RASIONES & + } EXE == E, s2 RXE == £ SON CONTINUAS RESPEG-
70 A LA ToPoLoafa usuaL of R, 1A TopoLosfa 0E E ¥ LAS ToPQ
roefas probucto para ExE v RxE.

COMO CONSECUENCIA INMED IATA DE LA DEFINICI8N DE ESPACIO ==
VECTOR1AL TOPOLBGICO SE TIEME QUE LAS FUNCIONES

Tyd E=~E TAL que T, (¥)= x+Y, PARA YODA X€E v

Pgt E~- £ 7AL que P (¥)= BX; PARA TODA BE R, SON HOMEGHOR-
Fismos, £STo IMPLICA QUE S1 D € N@ {0ONDE NQ DENOTA LA Fo-
MILIA DE VECINDADES DE ®) ENTONGES, X+O ES UNA VECINDAD DE

X. ApEmAs s1 BER, B0 Y O EN ENTONCES BOE Ne. Por L0

2] L
TANTO, TENEMCS LA S!BUIENTE PROPOSICISN,

PropostcIfn 2.4, St £ uN £ESPACIO VECTORIAL TOPOL8GICO, EN-
TONCES SE PUEDE ENCONTRAR UNA BASE LOCAL B DE @ QUE SATIS-

FAGR LAS SIBUIENTES CONDICIONES!



_|) St Uy, VEB, ENTONCES EXI1STE WEB TaL que WCU/V,

i1) St UEB v xelU, ENTONCES EXISTE VE B TAL QuE xaVC U,
i11) St UEB, ENTONGES EXISTE VEB TaL QuE V+VC U,

IV) St U€B v x€E, ENTONCES EXISTE AER TaL quE X€& AU,

V) S1 UeB v Iat£1, EnToncEs AUCU v AUERB,

INVERSAMENTE DADA UNA ¢oLECGidN B DE SUBCONJUNTOS DE E QUE =~
CONTIENEN A © Y QUE SATISFACEM LAS CONDICIONES ANTERIORES, =
EXI1STE UNA TOPGLOGTA PARA E, QUE HACE A'E UN ESPACIO VECTO=
RIAL TOPOLOGICO CON B COMO BASE LOCAL DE ©.

Vi) SiNnU= (o) entoncEs E £5 DE HAUSDORFvF.

Para LA DeMosyaacidn ver [151 o [170.



-8 -
SECCION 3, ESPACIOS DE BANACH,

DEFINICION 3.1, UNa Funci8N REAL NO NEGATIVA 11 Il DEFIN}~
DA SOBRE UN ESPACIC YECTORIAL E E5 LLAMADA UNA NORMA Si SA-
TISFACE, PARA CUALESQUIERA X, YEE Y A€R, LAS SIBUIENTIS - , i
COND ICIONES? _

1) Hxti=e 51 v s6L0 S1 X=0

11} tixeri b Hixd sl vl

131) Jlaxii=latiixtd

Derinicifn 3,2, S€A £ UM ESPACED VECTORIAL. UNA FUNCION ==

REAL D DEFINIDA SOBRE EXE £S5 UNA METRICA,. 51 SATISFACE PARA
CUALESQUIERA X, Y, zE&E, LAS SIGUIENTES CONDIGEIOMES]

1) oy, Yl o, 0{X,Y)ud St ¥ SOLO S} X=uY

11) 006, ¥)=0{y,x).

111) olx,v)2o{x,z) + o{z,v)

UN ESPACIO VECTORIAL CON UNA NORMA ES LLAMADO UN ESPACIC ==
VECTORIAL NORMADO, UM ESPACIO VECTORIAL SON UNA METRICA £5=

LLAMADO UN ESPACIO VECTOR!IAL METRICO, (COMG CONSECUENGIA DE=

LAS DEFINICIONES DE NORMA Y METRICA, SE TIENE QUE TODO ESPA
10 VEGCTORIAL NORMADO ES METRICO (DEFINIENDO LA METRICA D -
oMO SIGUE! D{x,Y)= Iln=vil), ADEMAS TODO ESPACIO VECTOR|AL

METRICO ES UN ESPACIC VECTORIAL ToroLdsico (VER 6),

DEFinIcIEN 2,3, Un ESPACIO VECTORIAL NORMADO £ ES UN ESPA==
C10 D BANAGHM 3§ £S5 COMPLETO CON RESPECTO A LA METRICA (NDiw

CIDA POR LA NOPRMA,



DEFINICION 3.4, UN oPErADOR T DE UN ESPAGIO VECTORIAL X EN =
OTRO LSPACIO VECTORIAL Y ES LINEAL S! PARA CUALESQUIERA
Rere N ¥ ABER SE Tienge que T{ax+aY)s aT{x)+a8T(v),

St A, Y SON ESPACIOS VECTORIALES MORMADOS, DECIMOS QUE EL ORE
RADOR T ES ACATADO S1 ZXiSYE UN REAL M TAL QUE PARA TODA
XEX, MTxli< Milxil, Y a LA MINIMA DE £5A5 M ES LLAMADA LA

NORMA DE T ¥ SE DENOTA POr 1ITIHH,

PRoPoS:caéw 3.5, 1iTH = Sup HiTxll
fixtil=1

PARA LA DEMOSTRAGISN VER [ 8]

Proros1ciON 3.4, UM OPERADOR LINEAL T, DE UN ESPACIO VECTO--
RIAL NORMADC X EN OTRO ESPACIO VECTOR!AL NORMADO Y ES CONTi~
Nuo st v s8Lo s1 ES AcoTapo.

DEMOSTRACT 6N ‘

SUPONGAMOS QUE T ES CONTINLO PERD QUE NO ESTA ACATADO, ENTON
CES EXISTE UNA SUCESION (xN) EN X TAL QUE PARA CADA N TENEw-

MOS QUE llTxNII7'~llle!,

N ~ ',
SEA X L X, ! s EﬁTQNbES SE SIGUE QUE Lgﬂ_éw a B
N!lxN!I
Y T M e 1 T S 1 NIix 1ial, 1O CUAL ES UNA
NCORTTR N N CWTTx 1 N

o

GONTRAD iCCI8N A LA HIPOTESIS DE CONTINUIDAD, POR LO TANTO |
ES ACOTADO..

(NVERSAMENYE, SUPONGANOS QUE T ES AcoTaDo, SEAN X, Y€ L,
ENTONGES llTx~Tv!1=lliT(x~Y)liﬁ£ TEITIY 1ix-yll, ENTONCES DA~

DA £ > 0, Y TOMANDO{ = _E&
' ITTT1

s TENEMOS LA GCONTINUIDAD DE T



AUGN MAS, SU CONTINUIDAD UNIFORME,

Prorosicién 3.7, EL cOoNJUNTO B, DE TODOS LOS OPERADORES Li-
NEALES Y ACOTADOS DE UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO X EN UN =
ESPACIO Y DE BANACH, ES UN ESPACIO DE BANACH.

Para LA DEMOSTRACISON vEr [ 8]

ey M i



SECC!ION 4,
- ALGUNAS FROPIEDADES SOBRE ESPACIOS DE BANACH,

A £s DENsO EN E si B<=E (A DENOTA LA CERRADURA DE A),

SE DICE QUE UN CONJUNTO A ES NO DENSO EN N!NGUNA PARTE Si
~" & Es DENSO, UN CONJUNTO A ES DE LA PRIMERA CATEGOR{A~
DE BAIRE SI ES LA UNISN NUMERABLE DE CONJUNTOS NO DENSOS~
EN NINGUNA PARTE Y UN CONJUNTO QUE NO ES OE LA PRIMERA CA

TEGORIA ES DE LA SEGUNDA.

Proposicidn 4,1, Sta E un Espacio DE Banack v (0,) uNA sy
CESI6N NUMERABLE DE SUBCONJUNTOS DENSOS Y ABIERTOS DE E,=

-~
ENTONCES 1) 0, ES NoO vacla,
Nau

DEMosTRAC 16N

SEA X4 UN PUNTO DE Oy Y Sy UNA BOLA ABIERTA DE RADIO Ry =
DE' CENTRO X4 Y CONTENIDA EN Oq YA QUE O, £S5 DENSO DEBE HA
BER UN PUNTO X, EN 0213 S1 « YA QuE O2 ES ABIERTO EXISTE=-
UNA BOLA ABIERTA 52 DE CENTRO X5 Y CONTENIDA EN O, Y PODE
MOS TOMAR EL RADIO R, COMO EL M(ﬁlmo Q%R1,R1-o(x1,x2)) EN
TONCES 32C251. SIGUIENDO EIL. PROCESO INDUCTIVAMENTE, NOSO-~
TROS OBTENEMOS UNA SUCES!SN DE ESFERAS TALES QUE BNC~
Sy=1 Y Sy& Oy Y CUYO RADIO TIENDE A CERO (min (%RN_1,

0 (Xy 1 %yng )= %N_1R1). TENEMOS (x,) LA SucesiéN pE LOS ==
CENTROS DE LAS BOLAS, ENTONCES PARA N,MP*N TENEMOS QUE =--
X,E Sy ¥ Xy € Sy Y (xN) £5 UNA SUCESION DE CAUCHY YA QUE

Ry==0 + Por sEr E DE BANACH EXISTE UN PUNTO X EN E, TAL -
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QUE X, ~=X., YA QUE XN€'5N+1 PARA =N, TENEMOS QUE X ESTA EN
<

Bye1c Sy Oy Y POR LO TANTO (N?;ION;M.

Proposicién 4,2, Sea E un ESPACIG.DE BanacH, ENTONCES MO E£5
DE LA PRIMERA CATEGORTA {E NO £5 LA UNION NUMERABLE DE CON=
JUNTOS CERRADOS CUYOS INTERIORES SoN vacfos),

DeMOSTRAC I8N

SUPONGAMOS QUE E ES DE LA PRIMERA CATEGORTA ENTONGES EXISTE
UNA SUCESION (E ) DE COMJUNTOS NO DENSOS EN NINGUNA PARTE =~
TAL QUE E= U 1E ENTONCES PARA CADA N, 0 ﬂﬁuIE ES UN ==

CONJUNTOQ DENSO Y ABIERTO Y POR LO TANTO 010 l‘d ESTO IMPL}
Nz

Ny, POR LO TANTO X§ U Ey QUE ES UNA

N 1
=2

CONTRAD i CG1ON,

PorR LO TANTO E ES DE LA SEGUNDA CATEGORfA.

TEOREMA DEL MAPEQ ABIERTO 4,3, St T £S5 UN OPERADOR LINEAL =
CONTINUO DE UN ESPACIO DE BANACH SOBRE OTRO ESPACIO DE Ba--
NACH Y, ENTONCES T £S ABIERTO,

P&LRA DEMOSTRAR ESTE TEOREMA VAMOS A NECESITAR DOS LEMAS,
Lema 1, SeaN X v Y DOs ESsPacios DE BanacH v SEA T UN OPERA-
DOR LINEAL CONTINUC DE X SOBRE Y, ENTONCES PARA TODA BOLA ~
ABIERTA S (@) DE RADIO R Y CENTRO EN ® SE TIENE QUE 173;TETT
£5 UNA VEGINDAD DE © DE Y, '

DEMOSTRACI N

SEA VnSR(a) UNA BOLA ABIERTA DE RADIO R Y DFE CENTRO EN &, =

-
TOMEMOS V1usR(e). Yo QuE T €5 SOBRE ¥ Xu U 1KV1,‘TENEMOS —-—
Ku
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" QUE Ya ij*xTIVH). PERO YA QUE Y ES DE BANACH NO ES DE LA PRY
_ Msé& CA?E&OR?A, ESTO (MPLICA QUE T(V1) NO PUEDE SER MO DENSO
EN NINGUNA FanTE ¥ T{V;] CONTIENE ALGUNA BOLA ABIERTA 5 (x)
. DE RADIO R Y SENTRO Xj 0ONDE X € T(VT, ENTONCES TV T~x <

TV I-TTV T 27TV T=TTUT. Por Lo Tanto TTS{8)7 s una veciy

DAD DE @ DE Y,

Lema 2. SEAN X, Y DOS ESPACIOS DE BANACH Y T UN OPERADOR L1!=~=
NEAL CONTINUO DE X EN Y, CON LA SIGUIENTE PROPIEDAD? CUAL==-
QUIERA QUE SEA R> 0, EXISTE UN NOMERO P> 0 TAL QUE PARA TODA
XE€ X, LA IMAGEN DE LA BOLA CERRADA BR(x) ES DENSA EN LA BOLA
cErrAOA B, (Tx), es oecir T{B {XJT 2 B,(Tx). ENTONCES PARA TQ
DA AZR LA IMAGEN DE BA(x) CONTIENE A LA BP(T(x)).
DEMOSTRAC 1 6N1 '

Sea (RN) UNA SUCESION DE NUMEROS POSITIVOS TALES QUE Ry=R ¥
ARRyHR oty aa<om o PARA CADA Ry EXISTE P\ >0 (py=P) TAL QUE -~
T(BRN(x)) ES DENSA EN BPN(Tx) PARA TODA X € X; PODEMOS §1EM~-
PRE SUPONER QUE LIM P,

Nes= o0

SEA X, UN PUNTO DE X, Y Y UN PUNTO DE BP(Tx).‘

VAMOS A DEMOSTRAR QUE Y PERTENECE A T(BA(xo)), PARA ESO VA==

ul,

MOS A DETERMINAR UNA SUCESION (xN) DE PUNTOS DE X TALES QUE=~

PARA TODA N> 1 SE TENGA QUE X\ € By (x,_4) ¥ T(x )EB, (?%
N N+1
=S

Si LAS X' ESTAN DETERMINADAS PARA O <i< N~1 Y SATISFACEN =~==

ESAS RELACIONES SE TIENE, QUE YE BP (TxN_1), ENTONGES EXISTE
N
UN PUNTO X € By (X, 1) GUYA IMAGEN T(x,) PERTENECE A LA VEGIN
N

pAD B (Y), LO QUE DEMUESTRA LA EXISTENCIA DE LA SUCESION =
N+1

(x),



- 12 -
LA sucesidN (xN) £S DE CoucHY EN X PORQUE LA DISTANCIA DE ==
X, A X

N N+P
MENTE PEQUERNA, CUANDO N ES MUY GRANDE. COMO X ES COMPLETO LA

£sTA ACOTADA POR Ryyq*eso*Ry,p QUE ES ARBITRARIA--

sucEstén (xN) CONVERGE A UN PUNTO XE X ¥ LA DISTANCIA DE Xo
A X ESTA ACOTADA POR A, POR LO TANTO XE BA(XO) y com0 T €5 ~
CONTINUA, LA SUCESiON (T(xN)) CONVERGE A T{X) ¥ SE TIENE QUE

T(x Ve B (v), Por Lo TANTO Y=T(x) v T(B, (x))2 B_(Tx),
N P sl _ A P

DEMOSTRACISON DEL TEOREMA 4.4. FOR EL LEMA 1, TENEMOS QUE PA-
RA TODO NUMERO R7'o,,TTS;T€77 ES UNA VEGINDAD DE o DE Y, POR
CONSIGU IENTE EXISTE P~ 0 TAL QUE T(Sﬂ(e)) £S DENSQ EN = = =~=
SP(T(e)). ENTONCES POR EL LEMA 2 SE DEMUESTRA QUE PARA TODA™
A>R, T(S (e)) Es UNA VECINDAD DE 6 DE Y, ENTONGES PARA CUAL
QUIER ABIERTO O EN X EXISTEN SR(e) TALES QUE SR(e)c:O-x PARA
capa x € O, EnTonceEs T(S (8))CT(0=x)=T(0)=-T(x) ¥ = = = ~ ~ -
T(SR(e)+T(x)c:T(O) DONDE T(SR(e))+T(x) £S UNA VECINDAD DE --
T(x).

Por Lo TAaNTO T(O) £S5 ABIERTO.

Proposici8N 4.4, SEA £ UN ESPACIO VECTORIAL COMPLETO CON RES
PECTO A CADA UNA DE LAS NORMAS e o fiybid T, Suponeamos ouE
EXISTE UNA CONSTANTE € TaL qQuiE 1IxIi=clltixlit! PARA TODA ===
Xt E, ENTONCES EX!STE UNA CONSTANTE C' TAL QUE lllx!lfﬁsc'llxil
PARA TODA XEE,

PARA LA DEMOSTRACION VER [11]

Teorema DEL MAPEO CERRADO 4.7, SEA T UN OPERADOR L INEAL OF -

UN ESPACIO DE BANACH X A OTRO ESPACIO DE BANACH Y. SUPONGA=~



Mos GuE T TIENE LA PROPIEDAD DE QUE $I (xN) £S5 UNA SUCESI6N -
EN X QUE CONYERGE A UN PUNTO XE X v (TxN) COQVERGE EN Y A UMe
PUNTO Y, ENTONGES YaTX; ES DEGIR LA GRAFICA €S CERRADA, EnTON
¢Es T ES CONTINUA,

DeMosTRACY BN

DEFINAMOS UNA NUEVA NORMA EN X COMOISIGUE:! ‘

P i e IxtE+ 11T, ENTONCES X ES COMPLETO CON LA NORMA ===
1t i.lt. Porque HIxN~xM|H--o CUANDO HxN-xMH--o Y = o e
HTx=Tx, I1=~0, Por ser X v Y ESPACI0S DE BANACH EXISTEN X €X
Y Y €Y TALES QUE llxN-x!l-—o Y HT)ENwH--o RESPECT IVAMENTE .=
Por MIPSTESIS TENEMOS QUE Y=TX Y SE SIGUE QUE lleN-xlll—-o.—
Ya que HHixillz1Ixl], APLICANDO LA PROPOSICION 4.6 TENEMOS ~
QUE IxTI+HiTxlil= cllxll.i Se syteue QuE [ITxII= clixll, Por voO

TANTO T ES ACOTADO Y POR LA PROPOSICISN 3,6 ES CONTINUA,



SECCION 5, TEoREMA DE HAHN=BANACH,
DEFINICION 5.2, UN OPERADOR LINEAL A DE UN ESPACIO VECTORIAL
E'EN R SE' LE LLAMA FUNCIONAL LINEAL.,
St E £5 UM ESPAGIO VECTORIAL TOPOL8GICO, EL COMJUNTO DE Tr--
DAS L.AS FUNCIONALES LINEALES CONTINUAS SE LLAMA EL ESPACIO =
puat DE E v st DENOTA POR E', Si E ES UN ESPACIO VECTORIAL ~

. NORMADO ENTONCES E' EL DE BANACH,

TEOREMA DE HAHN=BANACH, SEA P UNA FUNCION REAL DEFINIDA EN =
UN ESPACIO VECTORIAL E QUE SATISFACE P(X+Y)<P(X)+P(Y) Y ===
P(AX)=AP(X) PARA CADA A~ O, SUPONGAMOS QUE F ES UNA FUNCIOw-
'NAL LINEAL DEFINIDA EN UN SUBESPACIO SDE E v que F(s)=r(s)
PARA TODA SE€ S, ENTONCES EXISTE UNA FUNCIONAL F DEFINIDA EN-
E TAL QUE F(x) €p(x) Para TODA XEE ¥ F(S)-F(S)'PARA TODA ==
SES,

Pars LA DEMOSTRACIEN vease [11]

CoroLARIO 1, SEA X UN ELEMENTO DE UN ESPACIO VECTORIAL NORMA
Do E, ENTONCES EX1STE UNA FUNGCIONAL LINEAL ACOTADA F EN E ==
TAL QuE F(x)=tIFliTIxI1,

DEMOSTRACIONS

SeA S kL, SUBESPACIO GENERADO POR X Y DEFINIMOS rlLx)=ntixld

Yy P(y)allyYll, F ES UNA FUNCIONAL DEFINIDA SOBRE S Y P SATIS~
FACE LAS PROPIEDADES DEL TEOREMA DE HAWN~BanacH SOBRE TODO E,
ENTONGCES POR EL TEOREMA DE HaMnN~BANACH EXISTE UNA FumclouAL«
LINEAL F EN E TAL QuE #F(Y)=1ivil, Ya Que F{=v)=llv¥ll TENES
Mos que IFII=1, pero Tamsifn F(x)=tixit==11rillIxil, oE €3

Te Mopo IIFlt=l v F{x)=llFltilxtt,
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COROLARIO 2, StA T UN SUBESPACIO DE UN ESPACIO VECTORIAL NOR
MADO E ¥ X UN ELEMENTO DE E, CUYA DJSTANCIA A T ES AL MENDS~
B, €510 €5 IIXx-1117 S ParA TODA TET, ENTONCES EXISTE UNA ~=
" FUNCIONAL LINEAL ACOTADA SOBRE E TAL QuE [IFil&l, F(X)=8 v-
F{(T)=0 PARA TODA TE T,
~ DEmosTRACISNT
Sen S EL SUBESPAGIO GENERADO POR T Y X, ES DECIR EL SUBESPA~
CI0 QUE CONSISTE DE TODOS LOS ELEMENTOS DE LA FORMA AX+T] =«
TET Y AER, DEFINIMOS LA SIGUIENTE FUNCIONAL F EN S, = o« o
F(AY+T)=A PARA TODO ELEMENTO DE S. YA que Hlax+Tllalallix+xt!
Z1al6 PARA AKO, TENEMOS QUE F(s)=<CI!sl! PARA TODA SE S, Eg“
TONCES POR EL TEOREMA DE HAHN-BANACH SE PUEDE EXTENDER F A =
Tono £ v F(y)<livll, £ESTO IMPLICA QuE IIFIIS 1 ¥ POR osrimi

Ci6N DE F EN S, TENEMOS QUE F(T)wO PARA TODA TET v F(X)=8,

CoroLARIO 3, CADA FUNGCIONAL LINEAL F DEFINIDA EN UN SUBESPA~
Cl10 S DE UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO E SE PUEDE EXTENDER A-
TODO EL ESPACIQ, DE TAL MANERA QUE LA NORMA SE PRESERVA, ES-
DECIR, SE PUEDE ENCONTRAR UNA FUNCIONAL LINEAL F DEFINIDA EN
E TaL que:

1) F(x)=F(X) PARA TODA XES
1) HFllgelIFT I

PARA LA DEMOSTRACI&N VEASE [B]
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SECC1ION &6,
CONJUNTOS CONVEXOS Y FUNCIONAL DE M INKOWSKI,

DeFinicidn 6,1, UN SUBCONUUNTO K DE UN ESPACIO VECTORIAL ES

CONVEXO S1 DADOS X,YE K v 0= a1, SE TIENE QUE AX+({1=-A)YE K,

PrROPOSICION 6.2, SEAN £ uUN ESPACIO VECTORIAL Y F UNA FAMILIA
DE SUBCONJUNTOS CONVEXOS DE E, ENToncssX\ éus ES UN SUBCON~-
€

JUNTO CONVEXO DE E,

ProPosI1CION 6.3. SEAN Xq1 ...,XN PUNTOS DE UN SUBCONJUNTO ==

CONVEXO K DE UN ESPACIO VECTORIAL E Y SEAN Afsseuyhy REALES=~

N
NO NEGATIVOS TALES QUE A1+.--+AN-1. ENTONGES AXq+ooeth

NN T
£sTh EN K,

DEmMOSTRACISN

PaARA N=2 ES CIERTO POR LA DEFINICION DE CONJUNTO CONVEXO, Sy
PONGAMOS CIERTA LA PROPOSICION PARA N. PARA N+1 SE DEMUESTRA
DE LA SIGUIENTE MANERA! SEAN B=Ar+tess*Ay 49 vu(Az)x2+...+

V.B

Aye1Xyetr SE SIGUE POR HIPGTESIS DE INDUCCION QUE YE K, vA -

B

QUE A1+ﬁt1, ENTONGES AqXq+tAoXotasetAy (X, 4uAqXy+BYE K,

‘ PROPOSlC(éN.6.4, SEA £ UN ESPACIC VECTORIAL. Si Ky v K, son-

SUBCONJUNTOS CONVEXOS DE E v BE€R, ENTONccs.BK1 Y K1+K2 SON=

TSUBCONJUNTOS CONVEX0S DOE E,
DEMOSTRAGIGN ¢
S1 X,Y€ BKT, ENTONCES EXISTEN X',v' EN K1. TALES QUE X=Bx',

y=8Y', 51 0= A<l ENTONCES Ax+(1=A)v=B(Ax'+(1-a)Y') ¢ 8Ky, ==



POR SER K1 COMVEXO, )

31 K, ¥ €K1+K2, ENTONCES EXISTEN X',v'&E K1,x",Y“€-K2 TALES
QUE XuX'eX''ovmY'ay'F s 0= A% 1 ENTONCES Ax+(1-A)v=a(X'+
') 4+(1=A)(v ey ' D)a(ax +(1=a)y ) +(ax ' ' +(1-a)y' ) € Ky+K, Por

SER K1 Y K2 CONVEXO0S,

DerINICION 5,5, S1 A £5 UN SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO VECTO-
RiAL E, LA ENVOLVENTE CONVEXA DE A ES EL MINIMO SUBCONJUNTO
CONVEXO DE E QUE CONTIENE A A, DENOTAREMOS A ESTE suacowdug

leeoa Co(A),

ProrosiciON 6,5, Co(A) ES EL CONJUNTO DE TODAS LAS COMBINA-
CIONES LINEALES‘51X1+...+ANXN; TALES QUE xl& A, Oﬁ'AFET Y
Aqtes .+AN-1 .

DEMOSTRACION?

SEA Ba(A1X1+...+A | xeh, oA =1y A1+...+5N-1).

NN
ENTONCES POR LA PROPOSICION 6,3, BCCo(A), Por ser Co(A) uN
CONJUNTD CONVEXO QUE CONTIENE A A, ADEMAS AC B, ENTONCES LO
UNICO QUE NOS FALTA DEMOSTRAR ES QUE B SEA CONVEXO. PARA ESO

TOMEMOS X=AqXq+eas+A X 3 X € A, o£a1 £l ¥ A1+..,+AN=1,

Y=ByYytee 4B, Y, YIG A, 0= a‘¢51 Y a1+...+aM=1. SI o= cel = -

ENTONCES CX+(1=C)Y=CAyX 44 0s+CA X, +(1=C)B Y +us+(1=C)B, Y, 5=
CA1+...+CAN+(1-C)B1+-..+(1~C)BM-1. ENTONCES B ES CONVEXO,
Por L0 TANTO Co(A)=B,

ProPOSICION 6.7, SEAN A€ R, A{reeyA, SUBCONJUNTOS NO vaclos-

N
DE UN ESPACIO VECTOR!IAL E, ENnTONCES

1) Co(aR)=ACO(A), Co(A;+A,)=Co(Ay)+Co(As),
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1) Co(AqU Ay)=ColAy,Ay)e Uty , oonoe x €Co(Ay),v & Co(A,)
v [xty] DENOTA AL SEGMENTO DE LINEA RECTA QUE UNE A X,V.

tln)'Co(A1...AN)n(xlx-A1x1+...+ANx X,€ A o= AI£E1 Y = - -

N

A1 +oe .+AN=1 )

PARA LA DEMOSTRACION vEASE L7J

ProPOSICION 6,9, SEA K UN SUBCONJUNTO CONVEXO DE UN ESPACIO-
VECTORIAL TopoLdarco E, ENTONGES K £S5 CONVEXO.

DEMOSTRACHON®

SuPONGAMOS QUE X0,¥0E R v o= A=1, CONSIDEREMOS LA FUNCION-
CONTINUA F(X,Y)={1=a)x+AY. SEA U CUALQUIER VECINDAD DE = = ~
(1—A)x6+AY0, S| DEMOSTRAMOS QUE U CONTIENE PUNTOS DE K. SE =
seeuIRA que (1-a)x +AY € R v POR LO TANTO K ES cONVEXO.

YA QUE F ES CONTINUA, EXISTEN VECINDADES V v W DE Xgr Yo en E
RESPECTIVAMENTE TALES QUE F(xX,Y)EU s1 x€V v vYEW va QUE ==
Xo €K, ENTONCES V CONTIENE ALGSN PUNTO X¢& Kj DE LA MISMA MA
NERA W CONTIENE ALGON PUNTO Y1 € K, DE ESTE MODO, YA QUE K ES
CONVEXO, ENTONCES r(x1,v1)£ K, PERO F(x1,v1)é U tamsi€n, PoOR

Lo Tanto R Es convexo,

Prorosici&n 6.10. Sean A1...AN SUBCONJUNTOS COMPACTOS Y CON-
N
UA.EN

=

VEXOS DE UN ESPACIO VECTORIAL TOFOLOGicO E Y SEA Aa

ToNcES Co(A) ES coMPACTO,
DEMOSTRAC 16N
Por LA PROPOSICION 6.5 SABEMOS QUE CUALQUIER ELEMENTO DE ~=~=

Co{A) ES DE LA FORMA AgXgtessth X ) X € Ae’ N R

]
ApteestA ml, SEA P EL SUBCONJUNTO CCMPACTO OE LZ(N) (van\jsj
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CON A, ZZ0 Y A1+.,*+ANu1. Opsenvemos QUE Co(A) £5 LA IMAGEN

|
DEL PrODUCTO CARTESIANO DE PxAyX...xA POR EL OPERADOR CON

TINUO T(AfeaahysXqroensXy)mArXytaos¥A X, ENTONCES POR EL~

Nl
TEOREMA DE TYCHONOFF (VER[SJ ) SABEMOS QUE PxA,x...xAN £s
COMPAGTO, Y POR SER T CONTINUA SE SI1GUE queE Co(A) £S5 com--

PACTO,

ProrPoS1CION 6411, SEA A UN SUBCONJUNTC ABIERTO DE UN ESPA=
cio VEcTOrRIAL ToroLdaico E. EnTtonces Co(A) es TAMBIEN ===
ABIERTO,

DemosTRAC SN

Sea x € Co(A), ENTONCES XoAyXyteeatA Xy X €AY 0=A =T Y
AftesstA =] POR LA PROPOSICION 6.6, YA QUE A ES ABIERTO, -~

EXISTEN VECINDADES V' DE X, TALE3S QuE Vlc:A, t=lyaueyNe

1
Sea T-A1B1+.,.+ANVN, ES DECIR, E£L CONJUNTO DE TODOS LOS =~
ELEMENTOS DE LA FORMA AqVi+soa+h V1 v,E VI, CLARAMENTE =
TRAR QUE T ES ABIERTO, PERQO POR LAS OBSERVAGIONES HECHAS =
AL DEFINIR ESPACIO VECTORIAL ToPoLd6icO SABEMOS QUE A|Vi ES
ABIERTO Y QUE A‘V|+AJVJ ES ABIERTO, DE DONDE T ES ABIERTO,

Por Lo TanTo Col{A) ES ABIERTO.

ProPosiciON 6.12. SEA K UN CONJUNTO CONVEXO EN UN ESPACIO~
VECTORIAL E. SUPONGAMOS QUE X € InT(K) v YOG'K. ENTONCES, -
CADA PUNTO Y DE LA FORMA Y-Axo+(1-A)vo, 0£A=1, €5 PUNTO~
INTERIOR OE K,

DEMOSTRACISNG
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SEA Y UN PUNTO DE LA FORMA YNAXO+(1—A)YO Y F LA HOMOTECIA

DE CENTRG EN Y Y RAZON L< O QUE TRANSFORMA X, EN ¥ s3 V

0 o’

ES UNA VECINDAD ABIERTA DE X, CONTENIDA EN K, ENTONCES ==

0

F(V) £5 UNA VECINDAD DE Y., POR LO TANTO CONTIENE UN PUN=

O!
to F(z) € Ay se TiENE F(z)=-vsL(z-Y)eL(z~F(2))+L(F(2)~1,,

DE DONDE Y—r(z)=5_1(z~r(z)), DE ESA MANERA Y ES LA IMAGEN
DE Z POR LA HOMO%EC!A 8 DE CENTRO ¥r(z) ¥ DE RAZEN Ugg_T;—
como o< uy<1l, 6 TRANSFORMA A V EN UNA VECINDAD OE Y‘t;NTg

NIDA EN K, POR LO TANTO Y ES PUNTO INTERIOR DE K,

PRoPOSI1CIEN 6,13, SEA K UN CONJUNTO CONVEXO EN UN ESPACIO
VECTORIAL TOPOLOGIcO E, ENTONGES INT(K) ES GBNVEXO, Si ==
INT(K)#EB, enTonces TRT(KT=K £ InT(K)=InT(K),

DEMOSTRAC 16N

TOMEMOS LA ENVOLVENTE CONVEXA DE INT(K), ENTONCES POR LA~
PROPOSIC 16N 6.11, SE SIGUE QUE ES ABIERTO EN £, PERD ww~=
Co(INT(K))C K Por SER K CONVEXO, ENTONGES Co(INT(K))7 e
INT(K)}, Por to TanTo INT(K) ES CONVEXO ,

S1 INT(K)Ed, va que INT(K)CK, sE sieuE Que TNT(K)CKR , =
Paga LA OTRA CONTENGISN TOMEMOS X €K v Xo€ INT(K), ENTON~
CES POR LA PROPOSICION 6,12 SE SIGUE QUE X ¢ INT(KJ. PoR =

LO TANTO TNT(KJ=K,

DEFiNicION. 6,14, UN SUBCONJUNTO A DE UN ESPACIO VECTORIAL
E E£5 BALANCEADO 51 AACA PARA TODA AE R TAL QUE IAal=1,
Por LA DEFINICION DE QUE A SEA CONJUNTO BALANCEADO SE TIE
NE QUE A=-A Y 8¢ A,
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ProPOGICIEN 6,15, St E €5 UN ESPACIO VECTORIAL ENTONGES;
1) S} A ES UN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE £ v A€ R ENTONCES
AA ES UN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE E,

I1) St F ES UNA FAMILIA DE SUBCONJUNTOS BALANCEADOS DE £ =
ENTONGES G=/YA £S5 UN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE E,

i11) St AY B SéNFSUBCONJUNTOS BALANGEADOS DE E ENTONCES =~

A+B ES unN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE E,
DEMOSTRAC! ONY
1} SEA. X € AA, ENTONGCES EXISTE X'€ A TAL QUE X=AX', S| ===
c€& R TaL que lcl= 1 EnToNcEs c(AX)=A(CX) € AA POR SER A=~
BALANGEADO. POR LO TANTO AA £S5 BALANCEADO. ) '

11) SEA XE G ENTONCES XE A PARA TODA AEF, St AER TAL QuUE
IAl£ 1 ENTONCES AX € A PARA TODA A€ F POR SER A BALAN=~
CEADO, SE SIGUE QUE AXE G, Por LO.TANTO G £ES BALANGEA=
Do,

111) SE DEMUESTRA DE MANERA ANKLOGA,

DEFINICION 8,16. SEAN A Y B DOS SUBGONJUNTOS DE UN ESPACIO
VECTORIAL E, SE DIRA QUE A ABSORBE A B S| EXISTE Lo TAL ==

QUE- B LA PARA TODA L& R TAL QuE ILI?LO.

DEFINICION 6,17, SEA A UN SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO VECTO=
RIAL E, S 0IRA QUE A ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE DE £ si

A ABSORBE A CADA ELEMENTO X DE E,

DEpinNICION 6,18, UN SUBCONJUNTO A DE UN ESPACIO VECTORIAL~

E £S RADIAL A X, St A-X, ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE DE E,

)
(TamBIfN SE DIGE QUE X, ES PUNTO RADIAL DE A},
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ProrosICION 6,19, ScAN A Y B DOS SUBCONJUNTOS ABSORBENTES-
DE UN ESPACIO VEGTORIAL E Y A€ R ¥ afo. ENTONCES?

i) AA ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE DE E.,

11) ANB ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE pE E,

111) A+B ES UN SUBCONJUNTO ABSORSENTE DE E, -

DEMOSTRAC 1 6N

1) SEA X€ E. YA QUE A £S5 ABSORBENTE, EXISTE Lo” O TAL QUE-

X€ LA PARA TODA LER TAL QUE ILIZZ L . ENTONGES TOMEMOS=

0
Lé =lAlL, SE SIGUE QUE X € L{AA) PARA TODA L TAL QUE ==~

|L|2’|A]Lo.

e et | i e i e e R

1t) SEa x€E, YA QUE A ¥ B SON ABSORBENTES, EXISTEN = = = =
Lg7 0 Y U0 TALES QUE X ELA Y X€ UB PARA TODA L Y UER

TALES QE [LIZLy ¥ lul2u,, SEa R nMAX(Lo,Ué) ENTONGES SE

o? 0
si6UE QUE X€ R(ANB)=rAMN RB PARA TODA RE R TAL QUE IRIZ> Rye
111) SE DEMUESTRA DE MANERA ANKALOGA,

DEFINICION 6,20, SEA U UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE DE UN ESPA
ci0o VECTORIAL £, ENTONCES UNA FUNCION REAL P, DEFINIDA EN =

TODO EL ESPAGIO VECTORIAL E como sieuE:

P{x)=INF(A> 0IX € AU), SE LLAMA LA FUNCIONAL DE MINKOWSK! DE
U,

Prorosict8N 6,21, SEA U UN SUBCONJUNTO CONVEXO Y ABSORBENTE

DE UN ESPACIO vecToORIAL E Y SEA P LA FUNCIONAL DE MINKOWSK |

it

beE U, ENTONCES?
1) P(x)>o
11) P(x)<®

111) P(AX)=Ar(X) 51 AV O

[PPSR PRPIPY LI



1) P {xev)S e (x)+p(Y)

v) St U ES BALANCEADO ENTONCES P(AX)=lAlP(X) PARA TODA ===
A R Y ado,

DEMOSTRACION?

1) P(X)>0 POR DEFINICION DE P,

11) YA QUE U ES ABSORBENTE; PARA CADA X EXISTE L7 O TAL ==
QUE X £ LU PARA TODA LE R TAL QuE ILIZ Lo ENTONCES = = = ==
P(X)éLo

t11) PARA XEE FiJa, SEA Axa(azolx(-_eu). S| A0 Y BE Ax' -

ENTONGCES XE 8U, axée ABU v ABE A ENTONCES P(AX)< AB. PERO

AX'
YA QUE B ES ARBITRARIA EN AX SE PUEDE cONCLUIR QUE plax)=

AP(x)s PARA LA OTRA DESIGUALDAD TOMEMOS B € A ENTONCES ==

Ax!
axeel, x€BU Y BEA,, ENTONCES P(X)< B, YA QUE B ES ARBI-=
. A A A

TRARSA EN AAX SE TIENE QUE P(X)< Pgixz . Por LO TANTO P(x)=
AP(X),

iv) SEAN X,¥¢E Y L,U €R TALES QUE L7 O Y U> 0, SUPONGAMOS -

Ywv uly esthn en U, ENTONCES (L+u)'1(x+v)uL(L+u)'1 (.

QUE- L
L'1x)+u(L+u)'1(u"1v) PERTENECE A U POR SER U CONVEXO, ENTON
cEs P(x+v)Z L+u. TOMANDO EL MINIMO SOBRE TODAS LAS L Y U AD
MISIBLES OBTENEMOS P(x+Y)S P(x)+P(Y),

v) Sean x¢E, Afo v 8EA,, ENTONCES x € 8U, *_AX_ €U, PoR -
TaTT8]

LO TANTO Ax¢ lalsU, EnNTonceESs P(Ax)< lals v p{Ax)=1alp(x) =~
POR SER B ARBITRARIA EN Ax' PARA LA OTRA DES!GUALDAD, TOME=~-

MOS Be AAX’ ENTONCES AXE 8U, %xeu. IzéAxe U, Ialx€ U, v ==
B

P(x)<£e . Ya QUE B8 £ES ARBITRARIA EN Any SE TIENE QUE Px)=
Tal ,
p(ax) « Por LO TANTO P(AX)=ialer(x).
A
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kPROPOSICléN 65,22, 5€a U UN SUBCONJUNTO CONVEXO Y ABSORBENTE
OFE UN ESPACIO VECTORIAL E. SEA P LA FUNCIONAL DE MInKOWSKI-
pE U. EntoncESs P(X)<=1 st x€ U v s1 P(x)<<1 ENTONCES XE U,
DEmosSTRACTENS

SEAFX& U, envonces x e1U v p{x)=<1, S P(x)<1, ExisTe g -~
TAL QUE 0<B8<1 v xgU, YA que & v 8™ x esTAN en U v U £s - .

B
CONVEXQ, ENTONCES BB 1x+(1—a)e=x, QuE £sTK en U,

PROf;OS|C|6N 6.23, SEA £ uUN ESPAc1O VECTORIAL ToroLdGico v -
SEA'P LA FUNCIONAL DE MINKOWSK! DE UN SUBCONJUNTO CONVEXO Y
ABSORBENTE U DE £, Sean U1=(xe Elp{x)<t) v Uzu(xé Elr(x)=1),
ENTONGESS

1) InT(U)c U e UL”.UZCLU

1) U=sUy, st U Es ABIERTO

1) U=U,, si U Es CERRADO

iV) St P ES CONTINUA, ENTONCES U1=INT(U)CU2=U'

V) P ES CONTINUA S1 Y soLo si ® ¢ InNT(U),

DEMOSTRAC 16N

1) SuponGAMOS QUE X £ INT(U), ENTONCES BXEU PARA B SUFICIEN
TEMENTE CERCA DE 1, SE SIGUE QUE SE PUEDE ENCONTRAR ALGUNA-

1 1

a>1, TAL QUE BxXE& U, EnTONGES X€¢B 'U v P(x)SB '< 1 ¥ POR =

LA PROPOSICISN 5,22 xE U v apEmMAs U C UcU,.
FARA PROBAR QUE UZCU ES SUFICIENTE CONSIDERAR UNA X PARA -
LA cuaL P(x)=1, ENTONCES xeUyCclU s o<p<1, Tomanpo EL-
LimiTe B8~-1, VEMOS QUE 8X=~X Y SE S16UE QuE xE T,

11) SUPONGAMOS QUE U ES ABIERTO, ENTONGES POR () TENEMOS ==

Guc U=lnT(U)C Uy c U,

HBUOTECA CENTRAL
U 1AM

<R ..
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bi1) SuPoMOAMOS QUE U ES CERRADO, ENTONGES POR 1) TENEMOS ~
que UC UECUwU. .
iv) SI P ES DONTINUA 9"1((41,1)) ES ABIERTO EN Ej QuE €S Uy,
ENTONCES POR 1) SE TIENE QUE U1mlNT(U),P—1( -1,1.) ES CERRA
DO EN E v ES jBUAL A UZ’ ENTONGES POR 1) SE TIENE QUE UzaU.
V) OBSERVAMOS QUE @¢ U, S1 P ES CONTINUA, POR 1V) SE TIENE~
QUE Uf'=|>N;1A"(U)A, POR LO TANTO @ € INT(U), §¢ 0 € INT(U), SEA ==
We N'o TAL QUE‘WC InT(U), EnToncESs P(x)<1 51 x&W, Dapag€ > o,
ENTONCES £ W £S UNA VECINDAD DE € Y TENEMOS QUE P(X)<E s

x€ €U PORQUE £ “'XEU,

E %{}
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SECCION 7,

ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS LOCALMENTE
CONVEXOS Y TEOREMAS Dt SPARACION,

DEFINICISN 7.1. UN ESPACIO VECTORIAL TOPOLGICO ES LLAMADO~
LOGALMENTE CONVEXO S1 CADA VECINDAD DE © CONTIENE UNA VECIN

DAD DE © QUE £S5 CONVEXA.

DEFINICION 7.2, UNA SEMi~NORMA ES UNA FUNCION |1 |1 DE uN =
ESPACIO VECTORIAL L EN L0O5 REALES QUE CUMPLE CON LAS SIGUIEN
TES CONDICIONES?

1)y Hxltzo

11) Nax!l=laliixil PARA TODA AER

1) Pixsyl1S Hixlletlivtd

OBSERVAMOS DE ESTA DEFINICION QUE Ilella0 Y QUE ADEMAS PUE-
DE EXISTIR ALGUNA X EN E TAL QUE xAo Y |1xli=0,

Tams 1EN OBSERVAMOS QUE LA FUNCIONAL DE MINKOWSK| DE UN SUB-
CONJUNTO U CONVEXO, BALANCEADO Y ABSORBENTE pE E £ES uNA sE~

M1~NORMA,

FrorostIcIdN 7.3, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL Y U UNA FAMILIA
'DE SUBCONJUNTOS DE E No VACTOS QUE SATISFAGEN LAS S1GY1EY=-
TES CONDICIONES:

1) CADA MIEMBRO DE U ES BALANCEADO, CONVEXO Y ABSORBENTE,
11) St VEU, EXISTE ALGUNA AE R TAL QuE 0=AS ¥ v AVE U,
111) St Vy WEU, exisTe Qe U rvaL que QT VAW,

1v) 51 YeU v x €V, extsTE WEU vAL que x+WC V.,

ENTONGES EXISTE UNA (Ntca ToPoLoofA PARA E QUE HACE A E un-
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ESPACIO VECYORIAL TOPOLOGICO LOCALMENTE CONVEXO TENIENDO A
U como BASE GE O, |

DEmosTrRACTEN:

DE ACUERDO ¢ON LA PROPOSICION 2.3 v CON LA HIPOTESIS QuE -
TENEMOS, LO UNICO QUE NOS HAGCE FALTA VER PARA QUE E SEA UN
ESPACIO VECTORIAL ToroLdcico Es QUE.?ARA cADA VEU ExIsTE
W TaL Que W+WCV, Por LA conpici8N 11) PARA cADA VEU EXIS
TE AER TAL QUE 0 A< $ ¥ AVE U, ENTONCES AV+AVC 2AVC V5

" Por SErR 2A< 1 v V BALANGCEADO,

PROPOSIGI|5N 7.4. SEA P UNA FAMILIA DE SEMI—NORMAS DEFINj=-
DAS SOBRE UN ESPAC!10 VEGTORIAL E. PARA CADA PE P SEA V(P )w
(k€ Elp(x)<1), DENOTEMOS POR U A LA FAMILIA DE TODAS LAS~
INTERSECCIONES FINITAS RqyV(Py )N oa i TR V(P ); RyZ 0y P\ EP.
ENTONCES U CUMPLE CON LAS CONDICIONES DE LA HIPOTESIS DE LA
proPOSICION 7,3,

DEMOSTRAG 1 6N ¢

1) V(P) £S5 BALANCEADO, ABSORBENTE, CONVEXO.

BALANCEADO. SEA X ev(r) vv A€ R TAL QUE 1A1= 1, ENTONCES ==
plax)sialp(x)<1al€1 v ax€V(r), ‘

ABSORBENTE, SEA X €E, TOMEMOS L TAL QUE ILlZP(x), SE si==
oue que x€LV(p).

CONVEXO, SEAN X,Y EV(P), S1 0< A<1, ENTONCES Ax+(1=A)Y &
V(P) porquE P{Ax+(1=a)y)< ap(x)+(1=-a)r(v)<A+(1=-a)=1,

POR LAS PROPOSICIONES 642, 6.4, 6,15 ¥ 6,19 SE SIGUE QUE =~
R1V(P1)ﬂ veel) RNV(PN); Ry” 0 Y P E P SON BALANCEADOS, AB==-
SORBENTES Y CONVEXOS,

1) Si W=R1V(P1)ﬂ ,,,nRNV(PN). ENTONCES PARA CUALQUIER AE R
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1

TAL QUE 0SS a<s 3 5t THNE QU AumARy V(Py, “yuye TAR IR, ).

‘OF LO TANT. AWE L,

i) SEAN HsRyVEE 1Y L VR V(R D Y S=51J(o1)'7...’\ij(QM);
' ‘ol S m'- =t 1

Ry1Sp7 O Y PyGue ro TOMEMOS v N> RyV(PI COR VR N

s1V(Q ) ueaMs, V(Q,)s POR LO TANTO ¢ EU,

tv) Sea V=R1V(P1)ﬂ.,.ﬁRNV(PN); Ry7 0 Y P& P v sea xe V,

ENTONCES TOMEMOS WnA1V(P1)f\.a.f\ANV(PN); DONDE AN=RN*PN(X),

ENTONCES WEU v Wax CV,

LA ToroLoGTA PARA E GENERADA POR LA FAMILIA U, £S5 LLAMADA =

LA TOPOLOGIA GENERADA POR LA FAMILIA P DE SEMI~NORMAS EN £,

PrRoPOSiCI1ON 7.5. SEA £ UN ESPACIO VECTORIAL TOPOLOGICO LO=~
CALMENTE CONVEXO, ENnTONCES LA ToroLocfa ParRA E, ES LA TOPO-
LoGfA GENERADA POR LA FAMILIA DE TODAS LAS SEMI-NORMAS CON-
TiNUAS EN E,

PARA LA DEMOSTRAGION vEASE [16]

PROPOSICION 7.6, SEA X,Y DOS ESPACIOS VECTORIALES ToroLdei~

COS LOCALMENTE CONVEXOS. S1 F ES LA FAMILIA DE SEMI—NORMAS-

QUE GENERAN LA TOPOLOGTA DE X, ENTONGCES UN OFERADOR T DE X-

EN Y ES CONTINUO St ¥ SOLO S| PARA CADA SEMI~NORMA CONTINUA

Q DE Y, EXISTE UN SUBCONJUNTO FINITO DE SEMI~NORMAS (PI,Iu

TeeaN) DE ) v un NOMERO €¢7 0 TALES qQUE Q(Tx)< cSur {r (x))
1=1,c04N '

PARA TODA XE X,

DEMOSTRACIONS

Sea Us(vyEYia(y)<1): DONDE Q ES UNA SEMI~NORMA CONTINUA DE

Y. YA QUE T ES CONTINUA Y b GENERA A LA TOPOLOGIA DE X, ww-

L
EXISTEN VECINDADES & V(F ) TaLEs Que T( M 6!V(Pl))CLL
1=

RS .. ..



- 29 =~

,oMAque =MINE , LA REL'AC.HSN Sx')P_'(p'(x))s “ IMPLICA QUE ==
TX€ Uy DE ¢STE MODO Q TxS 1 v £5 cLARO QuE Q(Tx)< £-'Sup|

.
P (X)) PARA TODA ¥ & X,
INVERSAMENTE, SEA V UNA VECINDAD DE © EN Y ABSORBENTE, CON-
VEXA Y BALANCEADA, SU FUNCIONAL DE MINKOWSK! Q ES CONTINUA=
POR LA PROPOSICIEN 6,23, DE ESTE MODO st Q(Tx)< cSup (P'(:));
DONDE €70 Y P, £ P, st sieuE que T{(U)<V parRA LA véén&é:xé’oe
8, U=(xe Xl cp (x)£1, 1=1,,,4,n) EN X, Por LO TANTO T ES ~

CONT I NUA,

PeFintcidn 7,7, Sea E uN Espacio VvECTORIAL Y M, N pos suscon
JUNTOS DE E, SE DICE QUE UNA FUNCIONAL LINEAL F SOBRE E SE-

PARA A M v N si existe ¢ TaL que F(M)Zc v r(N)=c,

PROPOSICION 7.8, UNA FUNCIONAL LINEAL f SEPARA A DOS CONJUN
TOS St Y SOLO Si SEPaRA A M-N v (&),

DEMOSTRAC 16N

SUPONGAMOS QUE F SEPARA A M v N, ENTONCES EXiISTE CE&R TaL -~
QuE F(M)=c=r(N), sE si1eue que F(M)-rF(N)=o0, ENTONCES F(M-
N)< r(e), SE SIGUE QUE EXISTE ¢'€ R TAL QuE F(M=-N)<c¢'=rF(e).
POR LO TANTO F SEPARA A M=N v (o),

INVERSAMENTE, S1 F SEPARA A M=N v (@), ENTONCES EXISTE € TAL
ut F{M=N)S c<F(o), St si6ut que F(M~N)< 0, ENTONCES EXIS~
TE ¢'€R TAL que F(M)=c'2F(N). POR LO TANTO F SEPARA A M-
v N. '

PROPOSICION 7,9, SCAN M v M 00S SUBCONJUNTOS CONVEXOS Y AJE
NOS DE UN ESPACIO VECTORIAL L ¥ SUPONGAMOS QUE M £5 RADIAL=-

A ALGUN PUNTO XEE, ENTONCES £X1STE UNA FUNCIONAL LINEAL NO

R g2 . —
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TRIVIAL QUE SEPARA A M Y N,

DEMOSTRACION

SEA M UN PUNTO RADIAL DE M, ENTONCES @ ES PUNTO RADIAL DE =
M~N. DE ESTE MODO F SEPARA A M Y.N S1 Y SOLO S| SEPARA A M-m
Y N-m(r(m)<c<r(N) st ¥ soLo st F(M)=r(M)< c=F(M)<= F(N)="
F(m)).

ENTONCES ES SUFICIENTE SUPONER QUE M ES ABSORBENTE, SEA P -
CUALQUIER PUNTO DE N, PARA QUE =P SEA PUNTO RADIAL DE M=N v
© PUNTO RADIAL DE KaM=N4p, ES NECESARIO QUE PfK,‘PORQUE DE=
OTRA MANERA NOS IMPLICARTA QUE M vy N NO SON AJENOS,

YA QUE M ES RADIAL A 6, SE SIGUE QUE M-P ES RADIAL A =P, EN
TONCES PARA CADA P €N, POR LO TANTO ~P ES PUNTO RADIAL DE -
M=N v e 0E K.

Sea Fe LA FUNCIONAL DE Mixowsxi DE K, ENTONCES FK(P)2’1. Si
DEFINIMOS FO(AP)-AFK(P) ENTONCES F, ES UNA FUNCIONAL DEFINY
DA SOBRE EL SUBESPACIO GENERADO POR P. AUN MAS ro(Ap)sirK(
AP) PARA TODO REAL A. Sl A> 0, TENEMOS QUE FO(AP)-AFK(P)-
FK(AP) Y St A<O, FO(AP)nAFK(P)< o£ FK(AP). ENTONCES POR EL

TEOREMA DE HAHN-BANACH, F_ SE PUEDE EXTENDER A UNA FUNC{C~~

0
NAL LINEAL F TAL QuE F(x):ErK(x) PARA TODA XE&E, SE SIGUE =
QUE F(K)<1, miENTRAS que F(P)Z1, DE ESTE MoDO F SEPARA K

v (P) ENTONCES POR LA PROPOS[CI6N 7.8 SEPARA A M=N v (@) Y-

OTRA VEZ POR LA MI1SMA PROPOSICION, F 'SEPARA A M Y N,
ProPOSICION 7.10, SEA F UNA FUNCIONAL LINEAL EN UN ESPACIO-

VECTORIAL TorPoL861co E QUE SEPARA A DOS SUBCONJUNTOS DE E v

UNO DE ELLOS TIENE INTERIOR nO vacfo,



ENTONCES F ES CONTINUA,

DEMOSTRACION

SEAN A v B DOS SuBCONJUNTOS DE E, F UNA ruucldNAL QUE SEPA-
RA AA Y B, Y P UN PUNTO INTERIOR DE A, Sea N UNA VECINDAD-
DE @ TAL que P+Nc A, Entonces F(N)C r(A)-r(P) ¥ F(N) esTk -
CONTENIDO EN UN INTERVALO [~A,e) O (=o,A], DONDE 0% A<e,
SEA MaN/1(=N), ENTONCES M==M ¥ M ES UNA VECINDAD DE © TAL -
QUE F(M) £STK CONTENIDA EN EL INTERVALO [-A,A]. EN ESTE CcA-
so F{€ A-1M) £STA CONTENIDA EN EL INTERVALO [~e1e] YA -~

e € A"TM £ UNA VECINDAD DE @, POR LO TANTO F ES CONTINUA,

Prorosi1CI8N 7.11, Sea E uN ESPACIO VECTORIAL ToroLSG1cO, ~-
CUALQUIER PAREJA DE SUBCONJUNTOS CONVEXOS Y AJENOS TALES —-
QUE AL MENOS UNO DE ELLOS TENGA INTERIOR NO VACTO PUEDEN =-
SER SEPARADOS POR UNA ruucloNAL LINEAL CONTINUA EN E,
DEMOSTRACION

TODO PUNTO INTERIOR DE UN CONJUNTO A ES PUNTO RADIAL DE £i,
ENTONCES POR LAS PROPOSICIONES 7.9 Y 7,10 EXISTE UNA FUNCIQ

NAL LINEAL CONTINUA F QUE SEPARA A DICHOS CONJUNTOS,

ProPosicION 7,12, SEAN.K,Q DOS CONJUNTOS CONVEXOS, CERRADOS
Y AJENOS DE UN ESPACIO VECTORIAL LOCALMENTE CONVEXxO, E, Si-
K £E5 COMPACTO, ENTONCES EXISTEN CONSTANTES C,£>0 Y UNA FUN=
CIONAL LINEAL F CONTINUA SOBRE E TALES QUE F(Q)€c-£<c=
F(K).

DEMOSTRACI6N:

EL CONJUNTO K=Q £S5 cERRADO (VER[5]) Y GONVEXO QUE NO CONTIE

NE A ®, ENTONCES EX1STE UNA VECINDAD U, CONVEXA DE @, TAL -
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QUE UN(K=-Q)=g, ENTONCES POR A PROPOSICION 7,11,EXISTE UNA
FUNCIONAL LINEAL F CONTINUA NO TRIVIAL QUE SEPARA A U v K=Q,
ENTONCES EXISTE UNA CONSTANTE O TaL QUE F(K-Q)Z0D v r(U)= D,
YA QUE F ES NO TRIVIAL, EXISTE x¢E TAL QuE F(X)=l, SE SiGuE
QUE F(Ax};A, PoR OTRO LADO SE TIENE QUE, AXEU PARA AER sy
FICIENTEMENTE PEQUENA} DE ESTE MODO.EXISTEE> O TAL QUE =--
FU)<E, S steue que F(K)=F(Q)=F(K-Q)ZDze v F(K)Z r(Q)+
€3 £S5 DECIR CUALQUIER NOMERO EN F(K) DEBE SER MAYOR A CUAL
QuiEr NOMERO DE F(Q) AL MENOS POR € . ENTONCES F(K)ZinF F(
K)Zr(Q)+E ., Por Lo TaNTO F(K)Z c7 ¢c-£Z ¢(Q); DONDE cminF(

F(K)).

CoroLARIO 1, SEA K UN CONJUNTO CONVEXO Y CERRADO DE UN ESPA
C10 VECTORIAL TOPOLGOGICO LOCALMENTE CONVEXO, St PE K, ENTON
CES EXISTE UNA FUNCIONAL LINEAL CONTINUA QUE SEPARA & K v =

(p), Es pEcIr, F{K)4F(P).

COROLARIO 2, SEAN P Y Q DOS PUNTOS DISTINTOS EN UN ESPACIO~
VECTORIAL TOPOLSOICO LOCALMENTE CONVEXC, ENTONCES EX|ISTE ==

UNA FUNCIONAL LINEAL CONTINUA QUE SEPARA A P Y Qf ES DEGIR-

F(r)dr{a).

BISLIOTECA CENTHAL
U.a A n
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St CCHON 8,
TOPOLOGIA DLBIL On E Y LA TOPOLOGIA DEBIL Dt L',

ANTES DE HABLAR DE LAS ToporLocfas DfsiLEs e E v E', wWasLA-
REMOS DE LA INMERSION DE E (ESPACIO VECTORIAL NORMADO) EN =
E'' (puaL DEL puaL DE E).

PARA CADA X Flua EN £ DEFINIMOS LA FUNGIONAL Fk soBre E' pE
LA SIGUIENTE MANERAT F (F)er(x),FEE", VEaMos que F, Es unA
FUMCIONAL L INEAL CONTINUA SOBRE E, PARA EsO:
Fe(Fy+Fo)a(Fy+F5) () mFy (X)4Fy (X)=F (Fy )+F (F5), FL(Lry)=
(Lrg J(x)=Lry (x)=LF (Fy) ¥ IF (F)I=tr(x)t <€ tixIIIIFIT, Envon
CES IlFxllssl!xIl Y POR LA PROPOSICION 3.6 Fk ES CONTINUA,-
AGN MAS HIF H=1Ixll; POR EL COROLARIO 1 DEL TEOREMA DE ==~
HAHN~BANACH, EX{STE Fo TAL QUE Fo(x)allxlt Yol Hal, Ene
TONCES PARA ESA FUNGIONAL LINEAL TENEMOS QUE |Fk(F0)|=

IF (x)lmllr Pitixbt=bixil v se steue que HIF EZ HIxi,

Xy +X
F)nF(LX)zLF(x)aLF ENTONGCES A CaDA %€ E LE PUEDO ASOCIAR ~

TaMBIEN F 2(F ur(x1+x2) r(x1)4r(x2) wFy (F)+F (F) v F «

UNa FEE'', ES DECIR EXISTE § zx~~Fx, LINEAL, INYECTIVA Y ==
CONTINUA PORQUE 1IF Ti=lixll, Por £5A INMERSHON DE E EN B
PODEMOS PENSAR A LAS X€ £ COMO FUNCIONALES LINEALES CONT j=-

NUAS SOBRE L',

DerFinicidN 8.1, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, DENOTE=-
Mos pPor O(E,E') A LA MINIMA TOPOLOGIA PARA LA GCUAL TODAS ~=-
LAS FUNCIONALES FE€ L' SoN CONTINUAS soBrE E,

OBSERVAMOS DE E£STA DEFINICION QUE LA TopoLoaia ofE,E7) €5 =~

MAs ofeiL QUE LA TopoLogla DE LA nORMA DE E, POR ESO ES LLA
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MADA LA TopoLocfa ofsiL oe E v aoeds que LA toroLoGla ¢
TIENE COMO SUB-BASE A LA COLECCION DE F"1(O); FEE!' v (

ABIERTO EN R,

DEFINICION 8,2, SEA E' EL DUAL DE UN ESPACIO VECTORIAL
po E. DenoTEmos Por O(E',E), A LA MINIMA TOPOLOGTA PARS
TAL QUE CADA XE E DA LUGAR A UNA FUNCIONAL CONTINUA Fx
£r,

A esta TopoLosfa SE LE LLAMA LA tororocfa ofsiL®™ oE E!,

Prorosicidn B.3. La Tororoafa o(E,E') DE E £S5 LA MISMA
LA GENERADA POR LA SiGUIENTE COLEGCCISN B FORMADA POR T(
LOS CONJUNTOS V(A€ )u(x €El [r(x)I<&, PARA CADA Fé A)
0E A €5 FiNiTO, Aln mAs, 1A vororLoefa o(E,E') €S LocaLs
CONVEXA Y DE HAUSDORFF,

DEMosTRAC 1 ONY

PRIMERO VAMOS A DEMOSTRAR QUE LA COLECCION B GENERA UN
C10 LOCALMENTE CONVEXO. PROBAREMOS QUE SATISFACE LAS H
S1S DE LA PROPOSICION 7.3,

1) V(A, £) ES CONVEXO, BALANCEADO Y ABSORBEWTE,

(E,£")

is -

NORMA
Y,

SOBRE

ESPA~

pére~

Convexo.SEA X, Y €V(A, &), st oga=1 enTonces ax+(1-a)ve V(

A,€) poraqut IF{ax+(1=a)v)i< alr(CO)i+(1=a)1F{v) 1< (a+(1=a))E
= & PARA TODA FE A,
BaLAncEADO. SEA x € V(A, £), sEa AeR TaL quE tAl< |, EMTONCES

AXE V(A, € ) poraue Ir{ax)laslalle(x)l < lal€ < £ PARE TOC

ABSORBENTE. SEA xe& £, sEa L _=1SuPliF!] ENTONCES X & LV(4
CEFE A
PARA LIZ L.

A FEA,
y €



-~ 35 -

11) Sea AER TAL QUE 0< A< % ENTONCES AV(A,& )=V(A,AE),
111) TOMEMOS COMO QBV(A1L’A2,MIN(€.1, & 2)),‘ POR Ld TANTO
QEB,QC V(A& INV(AE ).

tv) PARA caDA xe;V(A E), SEA 8=Supir(x)l SE TIENE QUE O<
8§< & , ENTONGES x+V(A E «8)CTV(A, E )

POR (.0 TANTO B GENERA UN ESPACIO TOPOLOGICO LOCALMENTE CON=~
vEXo., ApEMAS £S DE HAUSBORFF va que /) V(A€ }=(8) PORQUE,~
PARA CADA X & E EXISTE UNA FUNCIONAL XfaSAL CONTINUA TAL QUE
r(x)nilxll. Por OLTIMO VAMOS A DEMOSTRAR QUE COINCIDEN LAS~
ToPOLOG fAS,

Sea V(A,£) €8 envonces V(A, £) €s aBlERTO EN O(E,E7) YA =~
QUE V(A, €)= fzfgj(( E,E)). SeA U una vacaNoAD DE @ EN
o(E,E') entonceEs ExisTE We o(E,E') vaL QuE Wa ﬂ r (0 ) ooy
0E O,=(~€ ,€,) v F EE', 6EWCU, sEa & umriﬁ& [} ENTON--
CES a::V(A E)= (% F~k( €, £))CU, vonoe Ax(F, ),ln1,,,,,k.

POR LO TANTO COINCIDEN LAS TOPOLOGTAS,

ProrosiciOn 8,4, La tororocfa o(E',E) 0E £E' COINCIDE CON LA
TOPOLOGTA GENERADA POR LA GOLECCISN B FORMADA POR TODOS LOS
CONJUNTOS V(A,E)=(rEE"l Ir(x)I< & , PaRA capA XEE), con-
oE A ES FINtTO. AN MAs o(E',E) €5 una ToroLesla LOCALMENTE
CONVEXA Y DE HAUSDORFF,

LA DEMOSTRACION 5E HAGE DE MANERA SIMILAR DE LA PROPOSICION
ANTERIOR,

OBSERVAMOS DE LAS DEFINICIONES DE LAS ToPOLOGIAS O(E,E') v

o(E',E) que X, CONVERGE DEBILMENTE A X (x -P%) st v soLo -

N
E' v 0E MANERA ANALOGA F, CONVER

F(X Y=g (x}Iraga TODA FCE
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GE DEBILMENTE A F (FN-9:5 s1 v soLo st Fy(x)=-F(x) ParA TODA
X€& E, ENTONCES UNA SUCESION QUE CONVERGE EN NORMA CONVERGE =
DEBILMENTE. Topo CERRADO EN LA ToroLoecfA o(E,E') £s cERRADO-
EN LA TOPOLOGTA ORIGINAL DE E Y ANALOGAMENTE TODO CERRADO =
EN LA TopoLocfa o(E',E) ES CERRADO EN LA TOPOLOGTA ORIGINAL-
pe E', Por SLTIMO PODEMOS CONSIDERAR A E' COMO UN SUBCONJUN=-

To DEL PRobucTo ToroLbeico RE.

Proposicién 8,5, Sta SCE', ACOTADO CON RESPECTO A LA NORMA—
~obE E' v cErRrADO RESPECTO A OfE',E), ENTONCES S ES COMPACTO -
conN RESPECTO A o(E',E),

DEMOSTRACION:

Sea C-Suplslrll. PARA CADA X €E ToMEMOS Ax-(AéRl lal< Clixil)

FE
Y A=T1; éx (Probucto CARTEStANO). POR EL TEOREMA DE TYCHMONOFF
X

(ver[6]) A es compAéro POR SER Ax UN SUBCONJUNTO CERRADO Y =
ACOTADO DE R, SEA F& S, ENTONCES PARA CADA x¢ E, TENEMOS QUE
PG L TEFETTIXT IS ClIxt ) vy FEA (CONSIDERANDO A E' SuMER
G100 EN 'ITRE CON LA ToPoLoGfA DEL PRODUCTO). PARA PROBAR =—=
NUE STRA r)::oposnméu ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE S ES CERRADO
EN A, SUPONGAMOS QUE F ES UN ELEMENTO OE LA CERRADURA DE S -
EN A, CONSIDEREMOS CUALQUIER £ > O Y CUALESQUIERA X,YEE, EL
CONJUNTO DE, TODAS LAS G€ A TALES QUE l6(x)=F(X)I<E ,la(v)-
F(Y)IKE Y 16(x+Y)-F(x+¥)I1< &, ES UNA VECINDAD DE F EN A, --
ESTA VECINDAD CONTIENE UN PUNTO HE S, YA QUE H ES UNA FUNélQ_
NAL LINEAL TENEMOS QUE IF(x+Y)=F(x)=-F(¥)I< IF{X+Y)=H(X+Y) |+
IH(K)=F(x) I+ 1H(¥)=F(¥)1< 3 £, s€ sique QuE F(x+Y)=r(x)+F(v),

TAMBIEN TOMEMOS EL CONJUNTO DE TODAS LAS GE A, PARA LAS CUA-
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LEs 18(x)=F(x)I<E v le(Bx)~F(BX)I<E, PARA B FIUA, EN R £5~"
TA £S UNA VECINDAD DE F EN A, ESTA VECINDAD CONTIENE UN PUNTO
-WeS, YA QuE W ES UNA FUNGIONAL LINEAL TENEMOS QUE I[F(Bx)-BF(
)= 1e(Bx)-W(Bx) I+1ar(x)=-sW(x)1< (1+1B1)E , SE SIGUE QuE

F(8X)=8F(X), POR LO TANTO F ES LINEAL. SABEMOS QUE F(X)EAX,-
IMPLICA QUE IF(x)}1=ClIx!l, PARA TODA XE€E, FEE' ¥ F£ S POR-
SER S CERRADO EN LA Toporoefa o(E',E) pe E', Por LO TANTO S -

ES COMPACTO,.

CorROLARIO 8,6, U'=(FEE"' TAL QUE IFI<1) ES COMPACTO,
DemosTRAC!6N:

U''ES ACOTADO EN NORMA POR DEFINICISN ¥ U' ES CERRADO EN o(E?,
E) YA que si FN--D?. ENTONCES F € U' PORQUE PARA CADA X, SE =-

TIENE QUE |FN(x)lé1. Por L0 TANTO U' Es comracTo EN O(E',E),
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SECCION 9,
POLOS Y POLARES,

DEFINICION 9.1, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, PARA UN
SUBCONJUNTO A DE E, EL CONJUNTO Poué O SIMPLEMENTE POLAR =~
oe A, esTK DEFINIDO como A%(FE E'IF(X)<1 PARA TODA X EA),
PARA UN SUBCONJUNTO A DE E' EL CONJUNTO POLAR DE A SE DEFiI-

'NE como A%a(XE EIF(X)< 1 PARA TODA FEA).

PROPOSICISON 9,2, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO Y A UN~
SUBCONJUNTO CUALQUIERA DE E, ENTONCES!

1) A% N ((x)°1x €A)

11) A® £5 CONVEXO, CONTIENE AL CERO Y ES CERRADO CON RESPEC
To A LA ToroLocfa o(E',E) oE E',

t11) Ac A%

1v) PARA cuALquier FAMittA (A ) oe susconuunTos DE E, TENE-
mos que (U Al)°../’lA‘l>

v) PARA L€ R v Lho; (LA)%aL"1A0

Vi) S1 A £S BALANCEADO, ENTONCES A° £S5 BALANCEADO,
vi1) S1 ACB entonces BOc A°

vit) Sea Co(A) oe A, entonces (Co(A))©=A°

1x) (Co(A,B))0=A%N g° -

DEMOSTRAC 1 6Nt

1) FeA® st v soLo si F(x)<1 PARA TODA X€ A SI Y SOLO SI -
Fe N ((x)%1xe A)

t1) 0e A%, va QuE O(x)=0 PARA TODA X & A, SEAN F,a€A®, s
0<A<1, enToncEs AF+(1-a)ce A va que (ArF+(1-A)8)(x)=AF(X)+
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(1-a)a(x)= a+(1-A)=1 PARA TODA X € A, SeA (F,)C A®, SuponGA-
MOS QUE rugfr, ENTONCES' F(X)<1 PARA ToDA X €A porque F(x)<
1 PARA X€ A, Y POR LA 0BSERVACISON A LA PrOPOStCION 8.4, EN-=-
Tonces Fé A% v poR Lo Tanto A% €S cERRADC EN o(E',E)

111) A%u(xe EIF(x)<1, PARA ToDA FEA®), SEA x€ A, SE SIGUE
QuE F(x)< 1, PARA TopA Fe A® POR LA DEFINICIBN DE POLAR DE A,
ENTONCES AcC A%,

IV) SEA A UNA FAMILIA DE SUBCONJUNTOS OE E,

F -(U A')° si v soLo s1 F(x)<1 ParA Tooa xe U A| S$1 Y SoLo-
st FEAY PARA TODA 1 51 Y soL0 51 Fe ) AT,

v) Sea Fe (LA)°, EnTONCES F(X)£ 1 PARA TODA X & LA, PARA CADA
X€ LA, EXISTE X'€ A TAL QUE X=LX', ENTONCES F(xX)=rF(LX')=LF(

X')<1, ESTO IMPLICA QUE EXiSTE F'€ AC TAL qQuE e

1A°,

F=F', POR
Lo Tanto (LA)%c ™ LA OTRA CONTENCISN SE OBTIENE EN FOR-
MA OBVIA,

vn) SEA F€ A°, ENTONCES F(X)<1 PARA TODA X€ A, YA QUE A Es-
BALANCEADO PARA TODA L &R, TAL Que ILI< 1, sE TIENE QuE LF(
x)=F(Lx)Z 1, EnToncEs A% Es BALANCEADO.

Vii) SeaN ACB v FeB%, entonces F(x)<1, PARA TODA X € B, SE
s16uE QUE F €A® va que AC B, Por Lo TaNTO B°< A°, .
Vii1) YA Que AC Co(A), SE sIGuE POR Vi1 que Co(A)% A®, sSea-
F€ A°, YA QUE CADA X € Co(A) SE PUEDE ESCRIBIR COMO LyXqg+ese+
LpXns
o otly X )mLg F(Xq ) 4aautl F(X,\ )£ Ly+aaa sl =1, ENTONCES F¢ Co(A)o,
Co(A)®> A%, por LO TANTO Co(A)°aA°,

1x) SEAN A,BCE, por 1v) sE TIENE que (AUB)®=ANB% v por -
Viitl) st TIENE Co(A,B)°~A% g°,

x, A,0% Ly£1 Y Lyteaatty=1, SE TIENE QUE F(X)BF(L1X1+
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OBSERVAMOS QUE EL TEOREMA Es VALIDO PARA A E',

Paoposncuém 9.3, Sea E unN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, SEANAFl,
tal,,ee,N ELEMENTOS DE E' LlNEALMEﬁTE INDEPENDIENTES, ENTON-
CES EXISTEN N ELEMENTOS X € £ LINEALMENTE INDEPENDIENTES TA-

LES QuE F (X )=8,  1,9sTyessyNe
DEMOSTRAC 16N _

Se HARK POR INDUCCION. PARA Nel ES CIERTA LA PROPOSICION,

St N>1, POR HIPSTESIS DE INDUCCION EXISTE EL CONJUNTO (§|) -

PARA LAS CUALES r|(§d)-8|J, |,J-1,,..,N-1. Sea M, EL SUBESPA

C10 GENERADO POR LOS ELEMENTOS X, Y FN.(xé:Elrd(x)-o,u-1,....

t
N~1)., ES CLARO QUE EarNoMN Y QUE Fy NO PUKDE SER NULA SOBRE=~
Fy PORQUE DE OTRA MANERA F, serRfA COMBNACION LINEAL DE LAS =~
F‘.l-1,...,N-1. SE SIGUE QUE DEBE EXISTIR UNA xNe FN TAL QUE

Fy(xy)=1 Y DEFINIENDO x'Qi'-rN(Y}xN, OBTENEMOS LO DESEADO,

Proros1C18N 9.4, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO. St LA -

FUNCIONAL LINEAL F ES O(E,E') CONTINUA ENTONCES FE E',

DeMosTRAC 16N

Por LA PrROPOSICISN 7.6, EXISTEN FreaayFy € E' TALES QuE IF(x)
CSUPIF (x)l PARA TODA XEE, Ds ESTE MODO F ES NULA SOBRE~

L.f)rl (o). POR OTRO LADO, SUPONGAMOS QUE Fyyese,F, SON Li-

R
NEALMENTE INDEPENDIENTES. ENTONCES POR ‘LA PROPOSICISN 9,3 ~-
EXISTEN XqyeieyXy €E LINEALMENTE INDEPENDIENTES TALES QUE --
Fl(xd)-Sld PARA 1,J=1,.44,Rs ENTONCES E SE PUEDE ESGCRIBIR CQ
Mo E=LeH, DONDE H ES EL SUBESPACIO GENERADO POR LAS X, EN--

TONCES TODA XEE SE PUEDE ESCRIBIR DE LA SIGUIENTE MANERA ==
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x.rl(x)x1+...+rn(x)xR+L DONDE L€ L. SE SIGUE QUE FxFy+esatFp.

PoR Lo TANTO FEE!',

TeorRemA BIPOLAR 9.5. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO. SEA
ACE, EnTonceEs ACPCTGTA,T6)7° ponoe —P DENOTA LA CERRADURA-
o€BiL,

DemosTRACISN:

Por LA PROPOSICI6N 9.2, |Nc|sos (1) Y 111) sE TiEne que A9%D
TTTKTT37T . SEA KAC'TKTTETT SUPONGAMOS X € K, YA QUE E coN=
La TororocfAa o(E,E') £s uN ESPACIO VECTORIAL ToPoLbGico LO-~
CALMENTE CONVEXO Y K ES CONVEXO Y CERRADO, ENTONCES POR EL -
COROLARIO 1 DE LA PROPOSICION 7.12, EXISTE UNA FUNCIONAL CON
TINUA F DEBILMENTE QUE SEPARA A K v (x) poNbE F(X)z L L-€
2 F(K), PARA ALGUNA LER, YA QUE @¢ K IMPLICA QUE L>0 Y ==
QUE EXISTE A€ R TAL QUE A F(K)<£1 v A F(X)>1, Por LA PRrOPO~

, 00 00 P
stcibn 9.4 FEE'_y apEmks x€A9°, Por Lo TanTo APYTO(A,Te)7 .

Propost1ci8N 9.6, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, SI A Es
UN SUBCONJUNTO DE E, CERRADO,CONVEXO Y CONTENIENDO AL CERO =
ot E ENTONCES A ES CERRADO EN LA TopoLocfa o(E,E'),
DemosTrRAC 16N

DEMOSTRANDO QUE A=A%° se ogTIENE LO DESEADO, PERO YA QUE A =

ES CERRADO, CONVEXO Y CONTIENE A © SE TIENE que A9CeA,

Proposi1¢18n 9,7, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, SI A ES
ceErRrapo EN O(E',E), CONVEXO Y CONTIENE AL CERO DE E', ENTON=

ces A%,

LA DEMOSTRACISN SE HACE DE MANERA ANALOGA A LA DE LA PROPOSH



cibn 9.6.

Prorosicién 9.8. S1 A ¥ B SON DOS SUBCONJUNTOS CONVEXOS, CE==

RRADOS Y CONTENIENDO EL CERO DE UN.ESPACIO VECTORIAL NORMADO~-
X

E. EnToncEs (AN B)O-To(A%,B27°,
DEMOSTRACION )
POR LA PROPOSICION 9.6 SE TIENE QUE A%.a v 89°9.B v por LA ==

D‘
PROPOSICION 9.2 SE TiEne que (ACC(N B99)C.(AU B°)00.ToTE®, B®T .

ProPOSICION 9.9. SeA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO., St A v B .
SON DOS SUBCONJUNTOS DE E£' CONVEX0S, CERRADOS EN o(E'\E) Y —-
CONTIENEN AL CERO. ENToncEs TOUAT,B%T-(ANB)°,

LA DEMOSTRACION SE MACE DE MANERA ANALOGA A LA DE LA PROPOSI-
cibn 9.8,

Prorosicién 9,10, SeA £ UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, ENTON--
CES PARA QUE UN CONJUNTO ACE' CONVEXO SEA CERRADO EN LA TOPO
roefAa o(E',E), €S SUFICIENTE QUE PARA TODA VECINDAD U DE € DE
E, ANU® sea cerrano en ofE',E).

PARA LA DEMOSTRACION vEASE [3]
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CAPITULO 2 o L
SECCICN 10, - S
ESPACIOS VECTORIALES ORDENADOS, |

DeriniciON 10,1, UN ESPACIO VECTORIAL E SE LLAMA ORDENADO, =

St E ES PARCIALMENTE ORDENADO Y ADEMAS CUMPLE CON LAS SIGUIEN :
TES PROPIEDADES! N
1) S XY} ENTONCES PARA TODA z€ E, SE TIENE X422 Y+Z

1) St x> Y, ENTONCES PARA TODA A€ R*, SE TIENE AX=AY.

D;FINlCIGN 10.2, UN suBcoNJUNTO K DE uUN ESPAGIO VECToﬁnAL £~
SE LLAMA cONO S1I K GUMPLE CON LO SIGUIENTES

1) KeKCK

11) AKCK; PARA ToDa A€ RY

111) KN (=K)=(e),

(De aquf EN ADELANTE K, VA A DENOTAR UN coNOo DE E),

ProposiciéN 10,3, CADA ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E, GENERA-

UN CONO, INVﬁRSAMENTE.>CADA cono EN E GENERA UN ORDEN PARCIAL
QUE CUMPLE CON LAS CONDICIONES DE 10,1 QUE HACEN A E uUN ESPA

CI0 VECTORIAL ORDENADO,

DemMosTRAC 16N

-SeA Ka(xe E1xZ@), DEMOSTRAREMOS QUE K CUMPLE CON LAS CONDI-

CIONES 1), 11), 111) DE 10,2,

1) St X,Ye K ENTONCES X+Y > X2 ©® POR SER £ UN ESPACIO VECTO=~

RIAL ORDENADO. POR LO TANTO Xx+Y¢€ K,

11) St x€K ¥ AERT, ENTONCES AX77® POR SER E UN ESPACIO VEG
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TOR1AL ORDE’NADO. Por Lo TANTO AXE K,

111) SeA x€ KN(-K), ENTONCES X €K ¥ X € =K, SE SIGUE QUE ===
X7 8 Y X=<8, ENTONCES X=6, POR LO TANTO Kﬂ(—K)-(o),

PorR LO TaNTO K £5 UN CONO, '

INVEhSAMENTE. Sea K uUN coNo OE E, DEFINIMOS UN ORDEN PARA E-
COMO SIGUE: XY St Y SOLO SI X=-Y€&K,

DEMOSTREMOS QUE ES UN ORDEN PARCIAL.

1) X=X, YA QUE X~X=0 Y 6€ K,

11) S XZY, Yz X, SE SIGUE POR LA DEFINICION DEL ORDEN QUE
X-YE K, vy-x €K, PERO YA QUE KN (-K)=(®) SE TIENE QUE X=Y=® Y
XeY, . ‘ |
111) St Xz Y, YZz, ENTONCES X-Y€K ¥ v-z € K, PERO YA QuE K-
ES UN CONO, SE SIGUE QUE X=v+Y-ZE€K Y x> z.

POR LO TANTO ES UN ORDEN PARCIAL, POR ULTIMO NOS FALTA osmo_é
TRAR QUE ESTE ORDEN CUMPLE CON LAS CONDICIONES 1) Y 11) DE =
LA DEFINICION 10,1 PARA QUE £ SEA UN ESPACIO VECTORIAL ORDE-
NADO

1) S1 X=Y, ENTONGES X~Y €K, SE SIGUE QUE PARA CUALQUIER z¢E,
2+X=(v+2) € K. POR LO TANTO X+Z ZY+Z.

11) S x=vY, ENTONCES X-Y£& K, SE S16UE QUE A(x~Y)€ K PARA A> O
POR SER K un cono, POR LO TANTO AXZ7AY,

PoR LO TANTO E ES UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO.

EvemMPLO 1, SEA E LOS REALES Y Ke=[0, ), ENTONCES R ES UN EsS-
PACIO VECTOR{AL ORDENADO,

CJEMPLO 2, SEA E=R, DEFINIMOS EN R EL SIGUIENTE ORDEN X=VY =
SI Y SOLO St X=Ye& [0, «)/1 Q. ENTONCES R CON ESTE ORDEN NO ES

UN ESPACIC VECTORIAL ORDENADO, PORQUE (x1xZ o) No ES uN cownp,
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EJEMPLO 3. SEA E=R% v Ke((x,0)1xZ0). ENTONCES R® E£S UN ESPA
C10 VECTORIAL ORDENADO POR SER K UN CONO EN R%, StA E! EL ES
PACIO DUAL DE_R2 v sea K'=s(FEE'IF(x)Z 0 PARA TODA X EK), ES
FACIL VERIFICARQE K' CUMPLE CON LAS CONDICIONES 1), t1) DE=-
LA DEFINICIEN 10,2 PERO K' NO CUMPLE CON LA CONDICION 111)s~
POR EJEMPLO TOMEMOS LA FUNCIONAL LINEAL F((x,Y¥))=Y, ENTONCES
FEK', v TamB1EN —F EK', ENTONCES SE SIGUE QUE K' NO ES UN =
coNO, EnTONCES E' NO ES PARCIALMENTE ORDENADO, POR EL ORDEN=

GENERADO POR K,

PropostctéN 10.4. SeA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO Y ORDE-
NAoo. ENTONCES E' ES UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO SI Y SOLO
s1 K-K Es DensoO EN E,

DEMOSTRACION

Sea K'e(FEE'IF(X)> 0 PARA TODA X €& K),

PARA DEMOSTRAR LA PROPOSICISN, SOLAMENTE ES NECESARIO DEMOS=-
TRAR qQue K' €s uN conNo st Y soLo siI K~K Es DENSO EN E,
SuponGgaMOS QUE K=K Es NO DENSo EN E, vA que K-K ES uUN suBeEs-
PACIO DE E, EXISTE Xo € E TAL QuE o(K—K,xo)=8:>o. ENTONCES =~
POR EL COROLARIC 2 DEL TEOREMA DE HAHN-BANACH EXISTE UNA FUN
CIONAL LINEAL F TAL QUE F{X)=0 PARA TCDA X € K=K v F(xo)=5,
ENTONCES FE K' v TAMBIEN —F £ K' PERO F& 0, ESTO ES UNA CON-~
TRaD1cci8N. POR LO TANTO K-K €5 DENsO EN E,

INVERSAMENTE. SUPONGAMOS QUE EXISTE UNA FUNCIONAL LINEAL FEE!
TAL QUE F ¥ -F €K', ESTO IMPLICA QUE F(X)sD PARA TODA X € K-K,
PERO YA QUE K-K ES DENSO EN E v goa LA CONT INUIDAD DE F, SE-

TIENE QUE Fx=O, FOR LO TANTO K' CUMPLE CON LA CONDICION t11)=-

DE LA DEFINICION 10.2.

PP N
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LAS OTRAS DOS COMDICJONES DE LA DEFINICION 10,2 soN FACILES

DE VERIFICAR. POR L0 TANTO K' ES UN CONO,

DEFINIcION 10.5. SEA K UN CONO EN UN ESPACIO VECTORIAL E, -

Se 0IRA QUE K ES GENERADOR DE E st E«K-K,

Proros1cIéN 10.6. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL. LAS SIGUIEN==
TES PROPOSICIONES SON EQUIVALENTES,

t) K ES GENERADOR, ‘ _ : ?
11) PARA cADA x€ E, EXISTE UZ0, TAL QUE UZX.

111) E CON LA RELACISON > DADA POR K CONSTITUYE UN CONJUNTO
DIRIGIDO,

DEMOSTRACISN

1) IMPLICA 11), DADA X€ E, YA QUE K ES GENERADOR, EXISTEN =~
U Y VE K TALES QUE X=U=V, ENTONCES VmU=X, POR LO TANTO U>X,
11) IMPLICA ||'|). S) X, v&E, EXISTEN U,VEK TALES QUE UZX,
vVZ-Y, ENTONCES u+vz X, U+v>Y, POR LO TANTO E ES DIRIGIDO,
111) 1MpLicA 1), Daba x€E, Por SEr E DIRIGIDO PORZ , EXIS
TE SIEMPRE U€ K TAL QUE U> X, ENTONCES TOMESE veu=X,v& K, =

SE SIGUE QUE X=U—-V, POR LO TANTO K ES GENERADOR,

DEFiNICION 10,7, SeA E UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO, S& DJ
CE QUE E TIENE LA PROPIEDAD DE iNTERPOLACISN CON RESPECTOZ,
. EN EL CASO QUE A,B2C,D IMPLICA QUE EXISTE X€E TAL QUE A,B>

XZC,D,

DEFiNICION 10,8, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADG, SE r)

[N
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CE QUE E TIENE LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICION CON RESPECTO
« EN EL CASO QUE A,B,X€E K ¥ A+B2X, IMPLICA EXISTAN C,D€ K =

TALES QUE X=C+4D, AZ>C,BZD.

ProPOSICISN 10,9, LA PROPIEDAD DE INTERPOLACISN ES EQUIVALEN
TE A LA PROPIEDAD DE osscomposwn&a.

DEMOSTRAC 16N |

LA PROPIEDAD DE INTERPOLACISN IMPLICA LA PROPIEDAD DE DESCOM
POSICIEN,

SUP ONGAMOSS QUE A,B, Y XEK Y QUE A+BZ X, ENTONCES SE TIENE =
QUE A,X? X-B,0, ENTONCES POR LA PROPIEDAD DE INTERPOLACISN -
EXISTE ¢ TAL QUE (1) A,x> c>» x-B,®, ENTONCES C&K ¥ c<A. DE
FINAMOS D=X=C, ENTONCES POR 1) D€ K Y 8~DmB-(x=C)~c~(x~8) €K,
POR LO TANTO B2 D Y X=C+D,

LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICISON IMPLICA LA PROPIEDAD DE INTER
POLACIH &N,

SEAN A,B,C,06E TALES QUE A,B>c,0 ENTONCES (A-c),(B-D) Y (A-D)
€ K, ApemAs (A-c)+(B=D)zA-D, YA QUE LA DIFERENCIA B~CE K, EN
TONCES POR LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICION EXISTEN U,V € K TA--
LES QuE (1) uz a=c, (2) ve a=p Y (3) A-D=U+v,

CoNsSIDERE EL ELEMENTO A-U, ENTONCES DE (2) ¥ (3) SE TIENE QUE
A-U=D+V Y D+V<. B, FPOR LO TANTO A-U< B, ADEMAS A-U< A YA QUE -
ut K, EN ESTE MOMENTO TENEMOS QUE A-U< A Y A~U< B, ENTONCES -
PARA QUE A=~U CUMPLA CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLACISN DEBEMOS
DEMOSTRAR QUE A=U>D,C PARA £SO NOS F1JAMOS EN (1) Y OBTENE~-
MOS QUE A-U2'C Y PARA D NOS FIJAMOS EN (3) Y TENEMOS QUE A=D+

U+V, A=UaD+v22D, POR LO TANTO LA PROPIEDAD DE DESCOMPOS 1C16N-
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~ IMPLICA LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION,
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SECCION 11,
LATIZ VECTORIAL.

DerFiNictOn 11,1, UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E, SE DIRK =~
QUE ES UN LATIZ VECTORIAL S! PARA CADA PAREJA A,BEE, EXIS-

"TE SU SUPREMO AVB Y SU INFIMO AA g,

DerFinicidn 11,2, Sea E uN LATIZ VECTORIAL PARA CADA AEE, -

At=ave, AT=(=-A)ve,

ProPosiciON 11,3, SEA E un LATIZ VECTORIAL ENTONCES:
L) AN Ba=((-a)v(-8))

11) (X B)+c=(a+c) X (B+c)

111) rR(aX B)=(RA) X (RB) 51 RZ O

IV) A+B=AVB+AA B, A=A¥=p"

PARA LA DEMOSTRACION vEr [18]

Proposicién 11.4, St E £E5 UN LAT1Z VECTORIAL Y DEFINIMOS iAl=
Av{~-A) PARA cADA AEE, enTONnCES:

1) fal2> e, lAl=@ SI Y SOLO SI A=®

11) la+pl< lal+lsl

111) IRAl=IRIIAI} RER

iv) llal=lsll< la=8l

PARA LA DEMOSTRACISN VER [18]

Proposicidn 11,5, St E £s uN LAT1Zz VECTORIAL, ENTONCES E TIE

NE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACISN Y SU CONO ES GENERADOR,



DemosTRAC 1SN

Por LA PROPOSICION 10.7 ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE E ES DIRYL
GiDO PORZ , PARA QUE SU CONO SEA GENERADOR., PERO YA QUE PARA
CUALQUIER PAREJA A,BEE, EXISTE SU SUPREMO AVB, ENTONCES E ES
DIRIGIDO Y POR LO TANTO SU CONO ES GENERADOR,

LA PROPIEDAD DE INTERPOLACIGN. SEAN A,B,C,D& E TALES QUE A,8=>
C,D. SEA X=AA 8, ENTONCES A,B=X Y C,B=X. POR LO TANTO EN E-
SE CUMPLE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION,

EvEMPLO 4, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL DISTINTO DE @ Y Ks(8) -
ENTONCES E NO ES UN LAT1Z VECTORIAL.

EJEMPLO 5. Sea E=RZ v K-((x,o)le>6). ENTONCES R® con EL OR==
DEN PARCIAL GENERADO FOR K NO ES UN LATIZ VECTORIAL PORQUE K-
NO ES GENERADOR PERO SI CUMPLE CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLA-
c16n.

EVEMPLO 6., SEA E=AL ESPACIO DE TODAS LAS FUNCIONES CONTINUAS—
EN [—1.ﬂ QUE TENGAN PRIMERA DERIVADA SOBRE Topo (-1,1) con -
EL ORDEN PARCIAL SIGUIENTE! F2 6 SI Y SOLO S| F-620, Su CONO
K £5 GENERADOR YA QUE PARA CADA FEE EXISTE M>o0 TAL QuE F=M,
PEro £ NO ES UN LATIZ VECTORIAL PORQUE SI F(x)=x v 6(x)==x EN
TONCES FVG=IX! QUE NO TIENE DERIVADA EN CERO,

EJEMPLO 7, ScA E=R v K=[0, » ). ENTONCES R ES UN LATIZ VvECTO--
RIAL,

EvemPro 8, SEA E=AL ESPACIO DE LAS FUNCIONES REALES LEBESGUE=~
MEDIBLES, CON EL ORDEN PARCIAL SIGUIENTE! F>6 SI Y SOLO 5| -

F-62 0, EnTONGCES E €5 uN LATIZ VECTORIAL,

DeFiNIcION 11,6, UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E £S 0- compLE

TO, SI FARA CUALQUIER SUBCONJUNTC A DIRIGIDO FORZ Y ACOTADO-
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SUPER IORMENTE TIENE SUPREMO,
OBSERVAMOS QUE NO TODO ESPACIO O~ COMPLETO ES UN LTz VECTO

RIAL., POR EJEMPLO VER LOS EJEMPLOS 4 Y 5,

ProrostcION 11.7. Sea E UN ESPACIO C- COMPLETO, CON CONO GE=~
NERADOR Y CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION. ENTONGES E ES =
UN LATIZ VECTORIAL, |
DEMOSTRAC 16N

YA QUE EL CONO ES GENERADOR, ENTONCES E ES DIRIGIDO POR Z .-
SeaN x,Y€E v S, «(z€Elz= -x,2¢ -v). EL conJunTO S, ES NoO-
vacfo POR SER E DIRIGIDO PORZ . SEAN z1.22es

XY*
Zq12Z5£=X,~Y, ENTONCES POR LA PROPIEDAD DE INTCRPOLACION ~--

ENTONCES -

EXISTE z€¢ £, TAL QuE Z992Zy< Z£=%,=Y, POR LO TANTO SXY £S UN
CONJUNTO DIRIGIDO PORZ Y ADEMAS ESTA ACOTADO POR =X. YA QUE=~
E ES 0~ COMPLETO EXISTE SUPREMO U DE va' ENTONCES POR L.A PRO
POSICION 11,3, INCISO I) SE TIENE QUE =u=XVY. POR LO TANTO E

ES uN LATiZ VECTORIAL,

DEFINICION 11.8. UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E ES O~{0)-
COMPLETO, SI PARA CUALQUIER SUBCONJUNTO NUMERABLE A DE E, DI

RIGIDO POR 2> Y ACOTADO SUPERIORMENTE, TIENE SUPREMO,

DeFinicidn 11,9, UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO ES CASl =(0)
COMPLETO, EN EL CASO QLE PARA CUALQUIER SUCESISN (A|) TAL QUE

OLAIS ., LA Y A A LEA CONE '4,0 TIENE SUPREMO.

ZJEMPLO 9, ScA E= AL ESPACIO DE LAS FUNGCIONES REALES CONT{=-

NUAS SOBRE [0,1], CON £L ORDEN PARCIAL SIGUIENTES F2 6 51 Y-
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SOLO SI F-62 0. CON ESTE ORDEN PARCIAL E £€s un LATIZ vECTO-

RIAL PERO NO ES O- COMPLETO NI U-(0)~ COMPLETO. -

EuempLO 10, Sca E= AL ESPACIO DE LAS FUNCIONES REALES LEBES.
GUE MEDIBLES, CON EL ORDEN PARCIAL SIGUIENTE: F> @ S Y SO-

LO st F-62 0., ENTONCES E ES U~(0)~ COMPLETO PERO NO ES O=-COM

PLETO,

DEFinIcidN 11,10, Sea E un LATiz VECTORIAL, DE BanAcH, E -
SE LLAMA LATiz DE BanacH st l1al< |Bl mPLICA QUE JIAlI= 1
Bl| PARA TODA PAREJA A Y €&k, oonpe |1 liss LA NORMA EN -
EL ESPACIO, |

Proposicibn 11,11, Sea £ uN LATiz DE BanAcH, ENTONCES su -
CONO ES CERRADO,

DEMOSTRACIENS '

SeA (xN) UNA SUCESISN DE ELEMENTOS DEL CONO QUE CONVERGE A
X. PARA QUE X€&€ K ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE (lxNI)--le.-
YA QuE lixNI-lxIIfElxN—x| SE SléUE-QUE i IxNI—IxI ||f51¢xN
-x11, PERO YA QUE (xN)--x. SE SIGUE QUE Ix, I-—Ixl, PERO YA
Qua'xNe K, IMPLICA QUE IxNI-xN, SE SIGUE QUE IXIaXx Y xze,

POR LO TANTO SU CONO ES CERRADO,

EvemPLO 11, SEA E=R, Ke(~w,0].'E ES UN LATIZ VECTORIAL PE
RO NO £5 UN LAT1Z DE BANACH PORQUE 51 IAl=< 18] ENTONCES ==

Iigli< 1iall oonoe |1 11| DENOTA EL VALOR AB50LUTO DE R,

PrROPOSICION 11.12, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO Y -

NORMADO CON CONO CERRADO, Si A=< A, N=1,2,3,.. Y LIM A

-
X
N M AN

N

Mm——.&_‘, SR



ENTONGES X< A,
DemosTRAC 1 6N

YA QUE A < A, N-1 293000y ENTONCES A= A Z O, Nwl,2,30000

N~

Por SER EL CONO CERRADO SE TIENE QUE LIM (A-A )-A-Xe K POR
B Y
LO TANTO AZ X, .

Prorosici8n 11,13, Sea £ uN ESPACIO VECTORIAL oRDENAoo Y -

NORMADO CON CONO CERRADO, A1__. A2... ses Y LIM A
N--

N-A. ENTONCES~
A Es EL SUPREMO DE (Ay),

DEMOSTRAC 1 6N:

PARA CADA NATURAL N, A, =A.> © PARA Marn. TOMANDO EL h:! iA“-
Ay ) SE TIENE QUE A~AZ> 6 POR SER EL CONO CERRADO, ENTONCES =
AZAS Nm1,2,3,006s POR LO TANTO A ES COTA SUPERIOR OE (AN)-
SEA X OTRA COTA SUPERIOR DE (AN), POR LA PROPOSICION 11,12 -

SE SIGUE QUE X#A, POR LO TANTO A ES EL SUPREMO DE (AN).

Proposicidn 11,14, Sea £ un LATiZ DE BaNACH, ENTONCES E ES -
cASt =(0)~ COMPLETO,

DEmMosTRACIEN:

SEA (AN) UNA SUCESIBN TAL QUE BLA = A =..00£A Y QUE 024,
-A, <€A, €40, Por SER £ UN LATIZ DE BANACH SE TIENE QUE =~

N A'|l£=é.|||Al|, POR LO TANTO (AI) ES UNA SUCESION DE-

Mag”
CAucHY, POR SER £ DE BANACH CONVERGE Y 'POR LA PROPOSICISN == -

11.13, (AN) TIENE sdpasmo.

DEFInicION 11,15, UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO DE BANACH. Y=
cAs| (0)- COMPLETO, CON CONO GENERADOR CERRADO, ES LLAMADO UN

ESPACIO DE BANACH ORDENADO,
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SECCION 12,

DEMOSTRACION DE LA PROFIZDAD 1,
EN £5TA secciON E SERA UN ESPACIO DE BANACH CON CONO CERRA= |
00 K v U LA BOLA UNITARIA CERRADA.
LEMA 1, LAS SIGUIENTES CONDICIONES SON EQUIVALENTES,
1). K GENERA A E. |
2), TRIVURTTUT aU
3): (KNU-KNU)D sU |
4), FARA CUALQUIER X€E, ADMITE UNA DESCOMPOSICION XaY-Z, =
CON v,z TALES QUE Y,z€K ¥ Livll, lizlI= plixll, |
DONDE A, B Y P SON CONSTANTES POSITIVAS,
DEMOSTRACIENS
1 IMPLICA 2,
DAapA x€E, EXISTEN Y,z€& K TALES QUE Xev-Z, DONDE llvli< Ny Y
Hgl 1< N5 ¥ Nq,N5 ENTEROS POSITIVOS,
TOMEMOS N-MAX(N1,N2), SE SIGUE QUE ':T";'EKOU Y -Rlz‘e -KNUYy, -
ENTONCES X € N(K/1 U-KNU),
POR L0 TANTO EaK-Kaw 0 NIRTTU=R7TUY. Ya Que E £S DE LA SE=-
GUNDA CATEGOR(A SE ST;;'JE QUE EXISTE UNA VECINDAD DEL ORIGEN
CONTENIDA EN (ROVU-KAUJ, ES DECIR, EXISTE A> O TAL QUE =---
TROU-R7TUY D al,
©2 IMPLICA 3, _
Sea V=KN U-KNU, DEMOSTRAREMOS QUE 2 IMPLICA 3 CON EL St---
GUIENTE ORDEN: .
1) V ES CONVEXO Y BALANCEADO,
11) LA FUNCIONAL DE Mxmxowsm by DE V DEFIN!DA‘EN EL SUBES~

PACIO F GENERADO POR V ES UNA NORMA,



- 55 «

111) F €S COMPLETO CON RESPECTO A LLA NORMA DEFINIDA FOR LA -

FUNCIONAL DE MINKOWSK1I DE V.

1) CoNvexO. K v U SON CONVEXOS, ENTONCES POR LAS PROPOSIC10O~-

NES 6.2 Y 6.4 V ES CONVEXO.

 BALANCEADO. SEAN XEV Y A € R TaL QUE lAal= 1, ENTONCES EXIS--

TEN Ky Y K, K U TALES quE x=r<1-k2 SI A O ENTONGES AKq,

AKZEKﬂ U, st A< 0 ENTONCES AK1,AK2€ -KMN U, St SIGUE EN AM-

BOS CA50S QUE AK1-AK2=AX€ V.

i) SeA F EL SUBESPACIO GENERADO POR V, ENTONCES V ES UN SuB

CONJUNTO ABSORBENTE DE F POR SER V CONVEXC Y BALANCEADO, POR

SER V CONVEXO, ABSORBENTE Y BALANCEADO LA FUNCIONAL DE MiN--

KOWSK | Pv DE VDEFINIDA EN F ES UNA SEMI-NORMA,

PARA QUE Pv SEA UNA NORMA ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE PARA -

CADA X €Y, xde SE TIENE QUE Pv(x)lo. Ya que K{iU~-KN UC U, Si

c=1Ixl!, ENTONCES x;{_gvc c2U=cU, YA QuUE x;! cU, Por Lo TANTO-
T ~TF 7 2

PV(x)Jo.

111) Sy (xN) ES UNA SUCESISBN DE CAUCHY EN (F.PV), ENTONCES -

ToMEMOS LA sussuceEsION (x )CF taL que P (x 4-x )=l , EN--

!
TONCES POR LA DEFINICISN DE LA NORMA TENEMOS QUE x|+12"x|5-1- v,
S |

2
Ya Que x|+1-x|e_1_'v EXISTEN Y ,Z € 1|V TALES QUE X, 4=X =Y - .
2

Z,y ENTONCES X, q=Y +sea+¥ =(Zq+i004z, )4xq,

!
- PERO CADA UNA DE LAS SERIES Y{+Yp+ess Y Zq+Z5es«SON ABSOLUTA

MENTE SUMABLES. YA QUE E ES DE BANACH SE TIENE QUE LIM (Y|+
]——-w

= = ‘5 -,
-..+Y|) Yo Y El»fw(zﬁ..mz,)-zo Y ADEMAS v LI=1, Hzg =

Y Y12yt K POR SER K CERRADO, SEA X=Y, =2 +X;, ENTONCES x€ F,
YA QUE YysZo €V Y Xq €Fu SE SIGUE QUE X =X=X =Xq=Y +Zo==(Y +

Yl+1+...)+(Z'+Z|+1+..-)€_?2_'_1\/, ENTONCES Py (x,-x)<1 15| -
2!
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121, POR LO TANTO LIM XNuX vy F ES COMPLETO CON RESPECTO A
N== »

LA NORMA P, o
SeA TiF-- E 7aL Que T(x)=x. Por LA DEMOSTRACION DE LA PARTE |
t1) SE SIGUE QUE II_T(x)I|§_4PV(x) ENTONCES T £S CONTINUA. ~
ENTONCES POR EL LEMA 2 DE LA PROPOSICION 4,3 SE SIGUL

EXISTE B8>0 TAL QUE (KNu-xnu)>sU.

3 iMPLIcA 4, YA que (KNU-KNU)>8U, SE SIGUE QUE E-U N(
KNU-KNU)= U NBU. SEA X€ E, ENTONCES X€ N(KﬂU-KﬂU';cPARA-

ALGUNA N, SE SIGUE QUE EXISTEN Y,z € N(KNU) TALES QUE X=Y-Z. ‘ P

Sean Remax(11vil, 11z11) v P=_ R _, ENTONCES llvil,ilzll<pl]
TTXTT ;

X1l

4 ivPLicA 1, SEA X €L POR 4 EXISTEN Y, zEE TALES QUE X=Y~Z,

PoR LO TANTO EL CONO ES GENERADOR.,.

LEMA 2, LAS SIGUIENTES CONDICIONES SON EQUIVALENTES,
1) E €s cast =(0)- COMPLETO.

2) CaDA INTERVALO ESTK ACOTADO EN NORMA.

3) A€x<B, IMPLICA TixI1<pmax(tiall, tlgltl), ; ’
4) (U+K)N (U~K)C pU, ‘
DONDE P E5 UNA CONSTANTE POSITIVA,

1 IMPLICA 2. '

PaRA cADA A€ K,_ TOMEMOS VA-(Xl-A:’:XfA). DEMOSTRAREMOS QUE - ;

VA £STA ACOTADO EN NORMA SI1GUIENDO EL ORDEN SIGUIENTE}

1) V, ES CONVEXO, BALANCEADO,

11) LA FUNCIONAL DE MiNKOWSKI PA DE VA DEFINIDA EN EL SUBES=

PACIO FA GENERADO POR VA ES UNA NORMA,

i) FA £S COMPLETO CON RESPECTO A LA NORMA PA.

1V} LA GRAFICA DE LA INCLUSION T:FA--E £S5 CERRADA,
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-

1 ) CoNvEXxO, ‘SEAN Xy Y VA, S1 0= C<1, ENTONCES
ex+(1-c)y €V, PORQUE ~CA= CXZ CA, -(1-c)ag x=2 (1-c)A Y ~A=
((1=c)+c)a= cx+(1-c)v=< (c+(1~-c))a= A,
BALANCEADO., SEA X €& Vo ¥ flcl= 1, ENTONCES ~A==CA< CX< CA= A
SI €>0 Y ~ASCA<ZCX<~-CA€ A S| C<0, POR LO TANTO VA ES BA
LANCEADO,
1) Sea FA EL SUBESPACIO GENERADO POR V, Y PA LA FUNCIONAL=-
pE Minkowsx! OE VA DEFINIDA EN F,, PA ES UNA SEMI=NORMA POR
SER VA CONVEXO, BALANCEADO Y ABSORBENTE, PARA DEMOSTRAR QUE
PA ES UNA NORMA, ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE PARA X €V,
xde P,(x)éo, Suponcamos QUE P,(x)=0, ENTONCES POR LA DEFINL
ICIéN DE LA FUNCIONAL DE MINKOWSKi1, SE SIGUE QUE ~LAZ X<=LA
PARA TODA L>0, YA QUE K ES CERRADO SE SIGUE QUE X=8, LO =-=
CUAL és UNA CONTRADICCION, POR LO TANTO,‘ P, ES UNA NORMA PA
RA FA.
111) SEA (xN) UNA SUcESiSN DE CAUCHY EN (FA,PA). TOMEMOS LA
suBSucesIOn (x ) TAL QuE PA(xI”-x')ﬁ-ll, 1=1,2, 0000

2

POR LA DEFINICION DE LA NORMA SE SIGUE QUE =1 A=X,  q-Xx =1

: : 2! 2!
P -
Y SE DEDUCE QUE 8<X, .4 xl+l|A.
2
SEA v =X ,q-X +1 A, ToMmEMOS LA SUCESléNl(Z') DONDE Z =Yq+ass
, !
+Y,+ OBSERVAMOS LO SIGUIENTE!
=Y = - <~
) Zy=YyteeatY =X, 4 x1+A(12+...+1 )< 2a.

l') e‘_";Z—‘ﬁ-szlln_‘:zAl (Y Ze)-

1) 2y, 7z =X X AL sl )= 2a(l seaadl )

, 2|+1 o1+ 2|+1 ;I-h)
2a(1  +1 +...)%2A €1 DONDE £ =1+ e l.Lo.
2!+1 2|+2 2|+1
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YA Que E s cAast -{0)~ cOMPLETO, EXISTE EL SUPREMO Y DEL =--
CoNJUNTO (2, ). SEA X=Y+Xq=A, ENTONCES x€F,, YA QUE -2a<e
Y=2A,

X=X, ES EL SUPREMO DE LA SUCESION (X, —x A )

! k=1 xz1
SUPONGAMOS QUE EXISTE KZ 1 TAL QUE X, =X ~A 17 x-xv'-v-ux‘-
) -
2 .
X3 x‘-x1+A(1+...+_1_ )-ux‘-xl-xK-x'-g_ s SE SIGUE QUE
2 k=1 k-1

A 7 -A _, LO CUAL ES UNA CONTRADICCISN, POR LO TANTO
2:—1 2:— ’

X=X  ES COTA SUPERIOR DEL CONJUNTO (x ~x,=A ) .
' K ' = 1 )
ZK‘ KZ? 1

SUPONGANOS QUE C ES COTA SUPERIOR DE (X =X ~A ) TAL -
. 2x-1 K= 1

QUE X=X C. ENTONCES PARA TODO WATURAL K3 Y SE TIENE QUE-
—pA=X = C 7 - - - - - -
Y4Xy~A=X ZC ZFX X, AK-1 Y Y7 CXy +A#X P X ~Xq=A Py *A=X ~Xq+

2 K
A(ls, o041 ‘)-zx, PERO YA QUE Y ES EL SuPREmo OE (z,) DE DON
K—
2

DE vAc-x1+A+x., POR LO TANTO X=X -Y+X1-A-X cy X‘XI ES EL

suPREMO DE (X, ~x ~A ) . POR GLTIN VAMOS A DEMOSTRAR QUE
2x-1 K1

A E=XX =A . YA QUE X=X ZX =X ~A PARA KZ1, ENTON

21-1 P ZK-I

CES PARA K= TENEMOS QUE -A = X=X, . PoR OTRO LADO X -X =

'-

X XyoqteesdX =X ZA(L 40atl  )=A , POR LO TANTO X -

X =A Y X=X -A = A =A _A , SE DEDUCE QUE X=X <
21-1 ) 211 2|-1 21-—1 2:-1

A Y PA(X-X'){,'J_ » ENTONCES LIM X, =X, PorR LO TANTO F
St= . 11 =

£S COMPLETO,
Iv) FARA DEMOSTRAR QUE LA GRAFI1CA DE LA INCLUSION T ES cE—~
RRADA ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE  (T(U)+V IUE W,VE Q)=(e),

2,
DONDE ¥/ Y Q SON BASES LOCALES DE © EN Fa ¥ E, RESPECTIVAMEN



Te (VErR 7 -).

SEAN W-(lU), DONDE U ES LA BOLA UNITARIA ABIERTA EN F,, N=1,
21000) ¥ Q-(W). DONDE V ES LA BOLA UNITARIA ABIERTA EN E
Nel, 2 0000

Sea x€ N (T(U)+VIU W,V Q), ENTONCES PARA CADA N EXISTEN =~

Xy € 1U,v € 1v TALES QUE X=X « YA QUE <la<x g—]_n. ENTON~

_ N
cES x -u x K% xN-: 1A. CON K Y ‘NeK' SE smuz QUE ~1a+
N
Y sxsuw”. PeEro YA QUE 1A--O. Y0 Y EL CONO ES CERRADO
: N

SE.SIQUE QUE @<Xx=e, zm’ouccs x=0, POR LO TANTO LA orAFiCA
ES CERRADA, SE SIGUE QUE LA INCLUSISN T €S CONTINUA, POR LO
, ‘IT.AN'TO V,=(xI-A=x=A) ES ACOTADO EN LA NORMA.OE E,

Sea [Az8] cuALQuiER INTERVALO, ENTONCES 8-A> 02 -(p-A). Por
Lo nmocuuqunzh INTERVALO ESTA ACOTADO EN NORMA.,

2 INPLICA 3,

Ya que [a;8l ESTK .ACOTADO, EXISTE M> 0 TAL QuE lIxIk= M, PA
RA TODA x¢ [agal . Sca cemax(11all,il8il), enTONCES IIXIi<
_clgux(lIAIl,llall)-Pqu(llAll,HalI), DONDE ,..% .

3 MPLICA 4, _
Suponcanos QuE (K+U)N (U-K) No ESTA ACOTADO, ENTONCES SE_RBUE
DE CONSTRUTR DOS SUCESIONES CON LAS SIGUIENTES CARACTERfsTi-
cas:

o< Y =X OONDE IIx 1121 v llv, 112N, YA QUE K ES CERRADO
INPLICA QUE LIM (x1+x2+.?.+x )=x, €K ¥ 6= v <X

0
Nowes o0
N PORQUE X\ = Xqy ENTONCES [o.xo] NO ESTARTA ACOTADO QUE ES ~

PARA TODA

UNA CONTRADICCIEN, POR LO TANTO EXISTE B” 0 TAL QUE (K+U)N (
U"'K)C BU.

4 1vPLICA 1,



- 60 -
L -~ - ..

Sea (A,) una sucesién TAL que O<A <A <L oA Y OSA A

=€ A coNE lJy 0. SIN PERDER GENERALIDAD PODEMOS SUPONER ==

QuE AEU v A € (X4U)0 (U-K), entoncEs 1A -a 1= € pliall

1+J

DONDE P=_ B _, ENTONCES (A,) ES UNA SUCESISON DE CAUCHY PERO-
A

YA Que E Es DE BANACH, (AN) CONVERGE Y POR LA PROPOSICION -~

11.13 X ES EL SUPREMO DE (AN). Por LO TANTO E Es cast =(o)-

COMPLETO,

Proposicibn 12.1. Sean K! EL CONO DUAL oc‘E,U' LA 'aou UNITA
RIA CERRADA DUAL OE E Y A Y B DOS SuBCONJUNTOS CONVEXOS DE E
QUE CONTIENEN A @, EnTonces KO=~K',UCaU' vy A+BD Co(A,B)> 1(
A+B), - z
DenosTRACI O

KP~(FEE'IF(x)<1 PARA TODA X €K), PERO YA QUE LF(X)=F(LX)<1
PARA TODA L>1, SE SI16UE F(X)=<0 PARA TODA X € K, ENTONCES

F ¢ =K', Por Lo TANTO KCC =K', LA OTRA CONTENCISN SE OBTIENE-
EN FORMA TRIVIAL. POR LO TANTO K==K', UO=(FEE'IF(X)<1 PA-
RA TODA x¢ U). SEA FE U°, SiI EXISTE ALGUNA X €& U PARA LA CUAL
F(x)< -1, eEnToncEs TAMBIEN -x €U v F(-X)7> 1, LO CUAL ES UNA-
CONTRADICCION, ENTONCES IFl<1, POR LO TANTO P u', La oTRA
CONTENCION SE OBTIENE EN FORMA TRIVIAL. POR LO TANTO uouur,
A+BO co(A,B_)pl(MB). Sea x€1(A+B), ENTONCES EXISTEN ACA Y
8 €B TALES Qus‘zx-nna. Eurongés POR LA PROPOSICION 6.7 X ¢ Co -
(A,B), ENTONCES _12(A+B)C Co(A,B).

SeEA x € Co(A,B), ENTONCES EXISTEN A€ A,BEB Y R> 0,57 0 TALES
QUE X=RA+SB Y R+S=1, YA QUE A Y B SON CONVEXOS Y CONTIENEN -
A ®, ENTONCES RAEA, sB¢ B v x ¢A+B, Por Lo TaNTO Co(A,R)
A+8,
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TEOREMA 1, (1) K gENErRA A E s1 ¥ soLo s1 E' €s cast -(0)~ com
PLETO,
(2) K' GENERA A E' st ¥ soLo st E €s cAst ~(0)=- comPLETO,
DemoSTRAC 16N
(1) Si K emem\' A E, ENTONCES POR EL LEMA 1, EXISTE A0 TAL-
que TOTTR=UTTRTD AU, ENTONCES POR LA PROPOSICION 12,1 SE S1—
oue QUE TO(UTTK,=(U7TRJTD AU, ENTONCES POR LAS PROPOSICIONES=
9,8 v 12,1 SE SIGUE QUE TC%'(U?TKT-‘UT\TH)"-(un K)°N (u N(~K))°
ToT0% R N TTU® RO ToTU ™, =R 7Ph Tt K& Ut Tau—
BIEN POR LA PROPOSICISN 12,1 TENEMOS QUE TU"'T")“’)TK"TU"’)DC
PU', DONDE P> O, POR LO TANTO SE SIGUE QUE (U'=K")N(K*'4U')C
PU', ENTONCES POR EL LEMA 2 st siGuE que E' Es casi -(0)- com
PLETO.. '
S1 E' €5 cASs] -(o)- COMPLETO, ENTONCES POR EL LEMA 2 sg suéuc
QUE EXISTE P> 0 TAL Que (U'-K')N{U'+K')CPU'. YA quE U' ES -
COMPACTO DEBILMENTE Y K' CERRADO DEBILENTE ENTONCES ‘(U'"K")”ﬂ

(KT U',DCPU', emouccs POR LA PROPOSICION 12.1 SE SIGUE QUE

'C'ETU°TK°')'°Q'C.'6('U°,'-'K°')‘°C PU®, ENTONCES POR EL TEOREMA B1PO——
LAR TENEMOS QUE (WﬁW’S%uuﬂ K)°N (U N-K)°)°
TOTUTTR,=UTTRT e~ 1u%%p~1u, enTONCES POR LA PROPOSICIEN —
12.1 TENEMOS que (U/Y R=U7TK) P-1U, ENTONCES POR EL LEMA 1 sE
SIGUE QUE K ES GENERADOR,

(2) Si K' €s GENERADOR DE E', ENTONCES POR €L LENA 1 SE sisuUE
QUE EXIVSTE A> 0 TAL QuE (U'NK'-U'NK')D AU, PERO YA QuE U

ES COMPACTO DEBILMENTE Y K' CERRADO SE SIGUE QUE (U'7/I R'=U'r
KTTD'.'DAU', ENTONCES POR LA PROPOSICISN 12,1, TENEMOS QUE

. _
ColUYKT,-U" /7 KI 1°5 A'U PARA ALGUNA A') 0, ENTONCES POR LAS

PROPOSICIONES 9.2 Y EL TEOREMA BIPOLAR TENEMOS QUE (COTUTK'
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SO7YRT) (UK )°n (u'n (- K'))°=756TU"KTHE'6('U‘KTC1 u,
ENTONGES POR LA PROPOSICION 12,1 SE TIENE QUE TU"RT(\TU‘KT(:
BU PARA ALGUNA B O, ENTONCES SE SIGUE QuE (U-K)N(U+K)C BU.
vy por EL LEMA 2 sE TiENE que E ES ¢ASt =(0)- COMPLETO,
S1 E es cast -(0)~ COMPLETO, ENTONCES POR EL LEMA 2 sE 5io -
QUE EXISTE B O TAL QUE (U+K)N(U-K)CBU ENTONCES POR LAS -
PROPOS!ICIONES 6.13.55 si6uE QuE (U+RJNTU-KTC 8U, ENTONCES-
POR LA PropOsiciON 12.1 sE sieue que To(U,KTNTo(U,-KJC sU,
ENTONCES POR EL TEOREMA BIPOLAR TENEMOS QueE (Co(U,KJNTolU,-K
)2 (U K1°N (U' N (-K")O)-THRTTT R =TT 6710, -
ENTONCES POR LA PROPOSICION 12,1 TENEMOS QUE TUTﬁTKT”UTTTR77°
Ce~ " pero vA Que U' £s compacTo DEBILMENTE Y K' ES CERRA
Do DEfBILMENTE, ENTONCES TENEMOS QuE U'N K'-U'/1 K' €5 CERRA-
D0 DEBILMENTE, SE SIGUE QuE (U'N K'—U'f]K')CZe“1U‘, ENTON-~

cEs por EL LEMA 1 se sicue que K' GENERA A E',

ProPosticidN 12.2. St E' Es cast =(0)= COMPLETO, ENTONCES TQ
DOS LOS INTERVALOS EN E' SON COMPACTOS DEBILMENTE.
DEMOSTRAC 1 6N

Por ser E' casi1 ~-(0)~ COMPLETO SE SIGUE QUE TODO INTERVALO-
£STA ACOTADO EN NORMA Y ADEMAS £S CERRADO DEBILMENTE POR ==
SER K' CERRADO DEBILMENTE, ENTONGES POR LA PROPOSICISN 8.5~

SE SIGUE QUE‘ TODO INTERVALO ES COMPACTO DEBILMENTE.

Propostcién 12,3, S1 E' Es cAst -~(0)~ COMPLETO ENTONCES E '-
£s & ~(0)~ COMPLETO Y O=COMPLETO,.

DemosTRACION:
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Sea (A&) UN SUBCONJUNTO NUMERABLE DIRIGIDO POR 2> Y ACOTADO
SUPERIORMENTE POR A, ENTONCES A < A PARA TODA N. FERO YA QUE
EL INTERVALO [A1,A] £S COMPACTO DEBILMENTE, ENTONCES EXISTE~

UNA SuBSUCESISN (A, ) QUE CONVERGE ALGUNA X € [A1,é]. Por LO-

NK
<x POR SER K' CERRADO DEBILMENTE., YA QUE ANe-ANKggx
ENTONCES TAMBIEN

TANTOQ ANK

PARA TODA N, YA QUE X ES EL SUPREMO DE Ay,
L0 ES DE (AN). Por Lo TANTO E' ES 0 ~(0)~ COMPLETO,

SEA (Al)| ¢ | UN SUBCONJUNTO DE E' DIRIGIDO POR 3> Y ACOTADO-
SUPERIORMENTE POR A, TOMEMOS lo€ |y ENTONCES EL INTERVALO

[Alo,AJ ES COMPACTO, ENTONCES EXISTE UNA -SUBRED (A o dyey

P4 ! -
i J_.x POR SER K

CERRADO DEBILMENTE, YA QUE PARA CADA | C | EXISTE J TAL QUE -

QUE CONVERGE ALGUNA X€& [A AJ, ENTONCES A
o

AZ A ,SX Y POR SER X EL SUPREMO DE (A ), ¢y SE SIGUE =~
o’

QUE X ES EL SUPREMO DE (A.)le I Por Lo TANTO E'" €s 0 - com~

PLETO,
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SECCION 13,
DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 2.

EN esTA secc18n E SERK UN ESPACIO ‘DE BANACH ORDENADO,
ProrosiciON 13.1. SEA E UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO, Ti--—
TONCES E' £S5 UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO, '
DEMosTRACION: ‘ |

YA Que E €5 cAst =(0)- COMPLETO Y SU cONO K ES GENERADOR, =~
ENTONCES POR EL TEOREMA 1 SE SiGUE QuE E' £s casl =(o)- com
PLETO Y SU cONO K' ES GENERADOR,

Ya que K%=-K', EnTONCES K' ES CERRADO.,

Por L0 TANTO E' ES UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO,

LEMA 3, SEA E UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO, ENTONCES LA —=
PROPIEDAD DE INTERPOLACION PUEDE OBTENERSE A PARTIR DE LA -

SIGUIENTE PROPIEDAD! SI PARA CUALQUIERA E 70 Y A 7/BJ(I,J-

!
192,000y N), EXISTEN X € E,y €K TALES QUE A2 X=Y, X7BJ(I,J-
1,2,000,N) ¥ LIYIIZEE,

DEmoSTRACHBNS _

SEAN A,B,C,D €E TALES QUE A,B82>C,D, ENTONCES PODEMOS ENCON-
TRAR X, eE.\(l € K TALES QuE AyByX| _{ZX =Y 4 X ZCyDyX 4=

Yo Y llvilléj_ PARA 1=1,2,3,.40, COMO SIGUE!
2'

Para £ =1, EXISTEN, xer, Yo € K TALES QuE AyBZX =Y 1 X7 CyD
£ . = - -
Y ||Y°||.—1. PERO YA QUE Yo €K SE SI6UE QuE XGZ Xo~Yge Por

LO TANTO A,B,X,7C,D,X,~Y,e

ENTONCES PARA € =%, EXISTEN X4 &E,Y1 €K TALES QuE Ay By Xy > Xy
- £ '

Y10 X BTy 0 X~y Y llv1ll/%. PERO YA QUE Y4 € K, ENTONCES

X4 ZX1=Yqe POR LO TANTO Ay By X137 X{~Y14C,0. DeE ESTE MODO PARA
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CADA | EXISTEN X, € E,YlE K TALES QUE A,B,X _1Zx —Y',x|7/c,

! I
- - A -
DyX,.q=Y .11 ENTONCES SE SIGUE QUE =Y, q=£X =X, _4<Y, Y ADE
- P - £ -
MAS =(Y, _1+Y +eed)E X =x £ (v +¥, q+0ia)s YA Que B £S CA
st =(o)- coMPLETO ¥ iy I1£]1 , SE S1GUE QUE EXISTE P> 0 -~

I
TAL QUE 11X =X, 4112P PARA Jz 1. Por LO TANTO (X ) Es -

UNA SUCESISN pDE CAaucHY, PERO YA QUE E ES DE BANACH, IMPLICA
QUE EXISTE LIM X =X. YA QUE LIM Y=oy K ES CERRADO, PODE
|-’-— o l.—— o .

MOS CONCLUTR QUE A,BZ X7C,D PORQUE A,BZX =Y ,X 7 CyD.

t
4
DEFinicidN 13.3. Para caba ACE, A’L(FE K'tr(x)Z1 PARA TO-

DA X EA),

P/
DerintciN 13,4, PARA cADA ACE',AT&(x(- Ki=(x)21 PARA TODA

FeA),

Prorosticidn 13,5, Si ACE, ENTONCES A’I; ES CONVEXO Y CERRADO
en ofEY,E).

DemosTRACI6NS

SEAN F Y FEA#, S1 0£A<£1, ENTONCES AF+(1-A)G eA#, YA QUE~
AF{x)+{1-a)e(x)ZA+(1-a)=1 PARA TODA XE A, POrR LO TANTO A#
£S CONVEXO.

SEa (F,) UNA SUCESISN DE ELEMENTOS DE A#. SUPONGAMOkS QUE -~
(FN)—Q*,.F, ENTONCES F €& A#. YA que F(x) O PARA TODA X K ¥
F(x)21 pPARA ToDA X€ A, POR LO TANTO A# ES CERRADO DEBILMEN

TE.

Py '
Prorosic18n 13,6, PArRA CADA A EK, ENTONCES (A)”E“‘=(XEE|X,7/A)

=A+K,



DEMOSTRAC (6N

Sea A=(XxEEIX=A). SEA X €A, ENTONCES XZA, SE SIGUE QUE Xu
A+K. DONDE K& K, Por 10 TANTO AC (A+K), Sta x € (A+K) ENTON=~
CES EXISTE K€K TAL QUE X=A-K, ENTONCES XZA. POR LO TANTO-
(A+K)C A, Por LO TANTO Aa(a+K),

Sea x € (A+K), ENTONCES EXISTE K& K TAL QUE X=A+K. SEA F € (
A)#, ENTONCES F(A+K)=F{A)+F(Kk)2 1+F(K), PERO YA QUE FEK',-
SE SI1GUE QUE F{A+K)>1, ENTONGES A+K€(A)##. POR LO TANTO -
A+K<Z(A)##. PARA LA OTRA CONTENCISON HAGAMOS LO SIGUIENTE?
Sea xé(A)##. SUPONGAMOS QUE x F (A+K). YA QUE A+K ES CERRA-
DO Y CONVEXO, ENTONCES POR LA PROPOSICION 7.12, EXISTE F ==
CONTINUA TAL QUE F(x)< 1< F(a+K), eEnTonces F(A)>1 v F(K)Zo
Y SE SIGUE QUE xﬁ'(A)## ESTO ES UNA CONTRADICCISON. ENTONCES
x € (A+K), POR LO TANTO (A+K)Z)(A)##.

Por LO TANTO (A+K)=(A)##.

ProroS1CcION 13,7, St E TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLAC!SN,
ENTONCES E' TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION, |
DemosTrRAC 16N

Es SUFIGIENTE DEMOSTRAR QUE PARA CADA FE€ E', EXISTE FVO EN-
E' (ver 9 ). _

PARA CADA U € K, DEFINIMOS F¥(U)=SuP(F(x)lo£x<u), (POR SER-
[o,u] ACOTADO.EN NORMA Y F CONTiNUA EXISTE EL SUPREMO), ES=
CLARO QUE FT{Tu)=Tr*(u) PARA cADA TZO.

SEAN U;V,X,Y €K TALES QUE O£ X<£U,0&Y<V, ENTONCES F(X+Y)=
F(x)+F(¥)< F+(u+v) DoNDE SE DEDUCE QUE FH(u)+r™(v) 2F*(uwv).

POR OTRO LADO TOMEMOS X € L TAL QUE 0<£ X<u+V, ENTONCES POR-
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HIPOTESIS Y POR LA PROPOSICISN 10,9 EXISTEN x1,x26 K TALES
QUE 0£ Xy£U, O£ X, V ¥ X=X{+X5, ENTONCES r(x)=r(x1)+F(x2)
< Fr(u)+Frt(v) ¥ SE siGUE QuE F*(u+v)s§rf§u)+r+(v). POR LO=
Tanto Fr{u+v)=rt(u)+rt(u)+rt(v),

HEMOS PROBADO QUE F' E£S ADITIVA, HOMOGENEAMENTE POSITIVA Y
xoeEM&s F¥ £s cONTINUA sOBRE K, YA QuE SUP(F(xX),0&Xx<U)LT
{1Ft] parA U€ TUN K ponDE U ES LA BOLA UNITARIA CERRADA DE
Evyr>o,.

POR LO TANTO F' SE PUEDE EXTENDER A UNA FUNCIONAL L INEAL =
soBRE E (VER, [9]), QUE LA NOTAREMOS OTRA VEZ POR F¥, F'=
FVO PORQUE SI G>F Y 620 ENTONCES 6(u)Z=F*(u) PARA CADA
U(—K, ENTONCES F'< 6, YA QUE O<FT v F‘£F+, SE SIGUE QUE =
Ft=Fvo, ENTONCES POR LAS PROPOSiCIONES 11,5 v 10,10, sE s)

GUE QUE E' TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION,

TECREMA 2, E TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLAGCION SI Y soLo
st 'E' TIENE ESTA MISMA PROPIEDAD.,

DEMOSTRACION:

SUPONGAMOS QUE E' TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION, EN-
TONCES ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE EN E SE CUMPLE LA FORMA
MENOS RESTRIGCTIVA DE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION, ENTON-
cES POR EL LEMA 3 sE siGUE QUE E TIENE LA PROPIEDAD DE IN
TCRPOLAC 16N,

ToMEMOS A|a>BJ(l,u=1,2,...,N). SIN PERDER GENERALIDAD PODE
MOS SUPONER QUE LAS BJG K, PORQUE EL CONO ES GENERADOR,
PARA CADA E>0,¥ 7 0 DEFINIMOS LOS SIGUIENTES CONJUNTOS!
A=(1+-5)Co((al)§|=1,2,.,,,N)=(1+ EN(RyFy+oaatr F IF € (B|)¢

oza gl Y AL ea=1) Y
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B=Co((A'-K)°n JUO; 1=1,2,.. .N)=(51G1+. . +5,6, 16, € (Al—K)°
U°,of_s|;<_-1 Y Sp+es.ts =1),

EnTONGCES A() B=d, PORQUE DE OTRA MANERA, YA QUE E' ES UN EsPa-
c10 DE BANACH ORDENADO CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLACION, EN-
TONCES EXISTE XE€E'' TAL QUE A2 X778, YA QUE d (LA {NMER=m=
stén pe E En E'') PRESERVA EL ORDEN, ENTONCES X(F)}<£1 v X(F)Z
1+ £ PARA CADA F EN ANB, PORQUE F PUEDE SER REPRESENTADO CO-

MO: F=RqFq+e.atR F {F, € (B )#,R Z 0 Y RytaisdRy =1+&, ENTON=-=

Y
ces X(F)=ryX(Fq)+ea.+r X(F )z R1F1(B1)+...+R N(BN)7/R1+.¢.+
Ry=1+E€ Y F TAMBIEN PUEDE SER REPRESENTADO COMO! F=SqGq+uest
5\8yi¢, € (A -K)°n ¥ u° 15, >0 Y Sg4... 45, =T, ENTONCES X(F)=

s1X(e1)+...+sNX(GN)_5191(A1)+...+5NGN(AN1_ Ry+esatRy=1. EsTO
ES UNA CONTRADICCION., POR LO TANTO HEMOS PROBADO QUE A ¥ B -~
SON AJENOS.

PROBAREMOS QUE A ES DEZILMENTE CERRADO Y B DEBILMENTE COMPAC-
TO.

PARA DEMOSTRAR QUE A £S5 DEBILMENTE CERRADO, TOMAREMOS N=2 POR
SIMPLICIDAD. ENTONCES ES SUFICIENTE DEMOSTRAR POR LA PROPOS|-
ci16n 9,10 que CO((B')#, 1=1,2)N PU° Es DEBILMENTE CERRADO, DON
pDE U £S LA BOLA UNITARIA CERRADA DE E Y P> 0,

SUPONGAMOS QUE UNA RED (R r +(1-—R )G ) CONVERGE DEBILMENTE AL
GUNA H €E' DONOE F e(B1 ,e (32)#.o<n =1 v llR FL +(1= R, )G
11<p,

Ya Que E' £s casti-(0)~ COMPLETO, ENTONGES POR EL LEMA 2, IIR

F||| Y ||(1-R|)G'l| SON UNIFORMEMENTE ACOTADAS PORQUE an =N=-

'0

(1—R')G DoNDE N €U, R,F o ,( R, )G & K', POR LO TANTO R

5 P ——_-P——-
(K'+U")N (U'=K') v ANALOGAMENTE SE DEMUESTRA QuE (1-Rr,)6, €

€

"l

P



(K'+U')n (u'-K'),

Popemos supowéR QUE (Rl) CONVERGE ALGUNA R R. 51 o<r<t, -
YA QUE (FI)’(GI) SON UNIFORMEMENTE ACOTADAS, SE SIGUE QUE PQ
DEMOS SUPONER QUE (F') Y (GI) CONVERGEN DEBILMENTE A F Y 6 -
RESPECTIVAMENTE POR SER U' DEBILMENTE COMPACTO.

YA QUE (Bn)#;'=1’2 SON DEBILMENTE CERRADOS, SE SIGUE QUE H=
ar+{1-a)e EsTk EN Qo((al)#;|=1,2). S1 A=1, PODEMOS SUPONER -
QUE (F ) CONVERGE DEBILMENTE ALGUNA F EN (81)#, ENTONCES F<£H
18 K' v K' pDEBILMENTE CERRA=
DO, ENTONCES SE SIGUE QUE H €(B1)# POR LA DEFINICISN DE (31)f

PORQUE AF +(1—A )G AFLy F

POR LO TANTO A ES CERRADO DEBILMENTE.

Para B, va que (AI-K)OI)X U° es compacTo DEBILMENTE, ENTON=~

CES POR LA PROPOSICION 6.10 SE SIGUE QUE B ES DEBILMENTE CoM

PACTO,

YA QUE A ES CERRADO DEBILMENTE Y B COMPACTO DEBILMENTE COMPAC

70, ENTONCES POR LAS PROPOSICIONES 7.12 ¥ 9.4, SE SIGUE QUE~

EXISTE ¢ EN E TAL QuE F(c)=1>c6(c) Para TODA FEA v G €8, -

De LA PRoPOsictdN 13.6 SE SiGuE QuE (1+ & )czs (1-1 2y enal)=

va que (1+ &)c e(e')##.

POR EL TEOREMA BIPOLAR SE SIGUE QUE C enI?T:KIﬂU7 PORQUE

¢ eB°=(Co((A —K)oﬁ Y U°))°=(7((A -K)°n ¥ 1°)°- r\CETX“:RfTUT
N T'""K_TUT ENTONCES EXISTEN (c Yot=1,2004,N TALES QUE -

CHC £ A Yxllclll_é_;. YA QUE Si CE—(Al-—K+_1_U), ENTONGES C=A =

K+%U, DONDE U €U, sg SIGUE QUE C-lUéA|—K-£A', POR LO TANTO-

1
EXISTE ¢, ==1U TAL QUE c+Cc < A Y llc Hlz2, st cE (Al—Rflu;,

¥ ¥ ,
YA QUE A, ES PUNTO INTERIOR DE (A -K+1U), SE SIGUE POR LA =--

PROPOSICION 6,12 QUE sA +(1-s)ce (A -K+1U) PARA 0w ST, En-
¥
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TONCES SA'+(1—S)C=AI-K+_1_U, DONDE U U, SE SIBUE QUE c=lu
-5
£‘—A|-K <A,y ENTONCES PARA 0<S=% SE CUMPLE LO DESEADO,
-5 )
YA. QUE EL,CONO ES GENERADOR, ENTONCES POR EL LEMA 1, EXiSTEN

D,E, €K,R 70 TALES QUE C =D ~C, Y Lo i, lle < pyllc 1T -
PARA CADA I=1,2,,.Nj DONDE Py=1l, OONDE B ES LA B DE LA PARTE
111) oeL LEMA T, °

FINALMENTE TOMEMOS X=(1+ €)c,Y=€ c+(s1+...+5~), ENTONCES ===
X=Y£ A ,X>8, PORQUE (1+ € )c- €C-(E1+...+EN)-C-(E1+...+EN)$
C~E,=C+C, |
cll+(I|E|I|+...+IIEN||)£—.E Ilcll+2P1N.

-0, LA, X28 POR DEFINICION DE x ¥ IIvYII= E 1]

Por oTRO LADO C1£ C=A =Cq, ENTONCES POR EL LEMA 2 sE sicue-
QUE llcl|= PZMAX( ey L1y lag=eq ! |)£P2MAX(HC1 g Hlag Helicy
)= P2( lag! l+§).

Se si16uE qQue [yl éE(PZ(lIA1 ||+i)+2P1N

YA QUEEZ O Yy > O SON ARBITRARIAS, EL RESULTADO ES OBTENI-
DO.

SuPONGAMOS QUE E TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACISN, ENTON-
CES POR LA PROPOSICION 13,7 SE SIGUE QUE E' TIENE LA PROPIE~

DAD DE INTERPOLAGION,
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