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NTRODUCCION, 

LA TESIS VERSA SOBRE EL ARTÍCULO DEL ÜR, T. ANDO, 

LLAMllDO 11 ÜN fUNDAME.NTAL PROPERTIES OF BAN.l\CH 5PACES WITH A 

CoM: 11
, EN EL CUAL SE DEMUESTRAN LAS SIGUIENTES PROPIEOADESl 

PROPIEDAD 1, S1 (ES UN ESPACIO DE 8ANACH CON CONO CERRADO 

K, ENTONCC:S: 

(1) [ .. K-K SI Y SOLO SI E' ES CASI -(o)- COMPLETO, 

(2) E ES CASI -(o)- COMPL.f.TO SI Y SOLO SI ('..,K'-K.1 

DONDE ( 1 ES EL DUAL DE E Y K' ES EL CONO DUAL. 

PROPIEDAD 2, St E ES UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO, ENTON­

CES E TIENE LA PROPIEDAD DE INn:RPOLACt6N SI Y SOLO SI E. 1 

LA TIENE, 

EN EL CAPfTULO 2, SECCIONES 10 Y 11! SE DEFINEN LOS CONCEf. 

ros DE CONO, CASI -(o)- COMPLETO, ESPACIO DE BANACH ORDEN~ 

DO Y ALGUNOS OTROS CONCEPTOS NECESARIOS PARA EL DESARROLLO 

DE LA TES;S, 

EN LA SEcc16N 12 SE DEMUESTRA LA PROPIEDAD 1 y PARA ELLO -

SE VAN A NECESITAR DOS LEMAS. PARA DEMOSTRAR LOS nos LEMAS 

Y LA PROPIEDAD 1, SE RECURRIR~ A ALGUNOS TEOREMAS SOBRE E~ 

PACIOS DE BANACH Y ESPACIOS VECTORIALES· TOPOLÓGICOS LOCAL­

MENTE CONVEXOS, COMO SON POR EJEMPLOl EL TEOREMA DEL MAPEO 

As1ERT01 EL TEOREMA DE LA GR.(f"ICA CERRADA, Los TEOREMAS DE 

5EPARAC 16N, EL TEOREMA 81 POLAR Y ALGUNOS OTROS QUE SE DE-­

MUESTRAN EN EL CAPfTULO 1. 



Y POR ÚLTIMO EN LA SECCIÓN 13 SE DEMUESTRA LA PnOPIEDAD 21 

POR MEDIO DE UNA PROPIEDAD MENOS RESTRICTIVA QUE LA PROPlf 

DAD DE INTERPOLACl~N Y POR ALGUNOS TEOREMAS YA MENCIONADOS 

ANTERIORMENTE, 
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CAP 1 TU LO l. 

SE.ce 1 ON 1: CONJUNTOS PARCIALMENTE. OROE.NADOS. 

DErlNICt6N 1.1. UN CONJUNTO s NO VAcfo, ES PARCIALMENTE ORO~ 

NADO SI EXISTE EN 5 UNA RELACIÓN, DENOTADA POR ~ , QUE SA­

TISFACE LAS SIGUIENTES CONDICIONES: 

1) X:?/X PARA CADA X $,E.(PROP IEDAD REF'LEX !VA). 

11) s'1 Y?/X y X?/Y, ENTONCES x .. y, (PROPIEDAD ANTISIMlfTRICA), 

111) SI Y'f/X Y X~ Z1 ENTONCES y"//z (PROP IEDAO TRANSITIVA), 

. DEF!NICl6N 1.2. SEAS UN CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO. 

Sr.A yf: S.&: DIR.( QUE Y ES UN ELEMENTO M.(XIMO DE 5, SI SIEM­

PRE QUE Z'1/Y 1 ze 5 ENTONCES z.,,y, AN~LOGAMENrE SE DEFINE EL -

CONCEPTO DE ELEME~TO MfNIMO DE S. 

De:r1N1c16N 1.3. SEA A UN SUBCON~UNTO NO VACfo DE UN CONJUNTO 

5 PARCIALMENTE ORDENADO, ENTONCCS·X ES LLAMADA COTA SUPERIOR 

DE A S 1 X?/ A PARA TODA A E A, E.L CONCEPTO DE COTA 1NF'E:R1 OR -

SE DEFINE EN rORMA SIMILAR, 

ÜEF'INICl6N 1.4, Sf:A A UN SUBCONJUNTO NO VACfo DE Ul\J CONJUNTO 

5 PARCIALMENTE ORDENADO, ENTONCES X ES LLAMADO SUPREMO (DENQ 

TADO POR $up A) S 1 X ES COTA SUPERIOR DE A Y PARA TODA .Y 1 C.Q. 

TA SUPERIOR DE A, SE TIENE QUE Y4/X, 

JE MANERA AN&LüGA SE DSFINE E:L CONCEPTO DE ÍNF'IMO OC A, (DE-

t 
1 

¡, 
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NOTADO POR INr A); 

DEr1N1c16N 1.5. UN CONJUNTO s PARCIALMENTE ORDENADO ES Ll-­

NEALMENTE ORDENADO 51 PARA CUALESQU!i';r,;\ x, VE. S, SE TIENE -

QUE Xq-y· O Y~X. 

PRINCIPIO MAXIMAL DE HAusgoRFr 1.6. SE:A s UN CONJUNTO PAR-­

CIALMENTE ORDENADO, ENTONCES, EXISTE UN SUBCONJUNTO T DE S.. 

M~XIMO, QUE ES LINEALMENTE ORDENADO, ES DECIR, SI U ES UN -

SUBCONJUNTO LINEALMENTE ORD.ENADO DE s TAL QUE re.u, ENTON-­

CES r ... u. 
PARA LA DEMOSTRACl6N VEASE [15]. 

0EFINICl6N 1,7. UN CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADO, SE Dl­

R~ QUE ES UN 1,.J:TIZ, SI PARA CUALESQUIERA X1 veS EXISTE SU 

SUPREMO, QUE SER~ DENOTADO POR XV Yo 
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SECCION 2. ESPACIOS VE.CTORIALES TOPOLOGICOS, 

DEf'INICldN 2.i, Su. E. \J/4 CONJUNTO NO VACÍO. SE DIR¡( QUf.: E -

ES UN ESPACIO VECTORIAL REAL SI E~ E SE HALLAN DErtNIDAS 

DOS OPERACIONES, LLAMADAS SUMA Y PRODUCTO POR UN ESCALAR 

(DtNOTADAS RESPECTIVAMENTE POR+ Y,) TALES QUE, PARA CUAL­

QUIER X1 Y1 z€E YA 1 B~R, SE SATISF"ACE QUEI 

+:Ex E f. 

(X,Y) X+Y 

•: R X E -- E 

(A,X) -- AX 

1) X+Y • Y+X 

11) (x+v)+z• z+(v+z) 

111) Ex1 STE EN E UN ELEMENTO e TAL QUE X+0•X PARA TODA xE. E. 

IV) A(X+Y)• AX+ AY; AE.R, x, yf[ 

V) (A+B)x .. AX+Bx; A, BE. R, Xf E 

VI) A(BX)• (AB)(x); A1 e f R, X E E. 

V 1 I) O• X•e , 1 •X• x 1 

0EFINICl6N 2,2, SEA S UN SUBCONJUNTO NO VACÍO DE UN ESPACIO­

VECTORIAL E, SE DIRt QUE SES UN SUBESPACIO VECTORIAL DE E,­

S 1 AX + BYE: s PARA CUALESQu·1 ERA x, y E. s y ~·,··a E··R. 

Es f'.lCIL DEMOSTRAR QUE LA INlERSECCl(~N DE CUALQUIER f'AMILIA­

DE SUBESPACIOS VECTORIALES DE E ES UN SUBESPACIO .DE E, 

TAMBllN DADO UN SUBCONJUNTO A DE E, EXISTE SIEMPRE UN SUBES­

PACIO VECTORIAL DE E (DENOTADO POR (A)) CON LAS SIGUIENTES -

PROP IEDADESI 

AC{A) Y SI SES UN SUBESPACIO VECTORIAL DE E QUE CONTIENE -

·1 

1 

1 
1 

l 

L 
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h A ENTONCES (A) C S. 

51 A V 8 SON DOS SUSCO~i..IUNTOS DE E. 1 CE E V RE.. R USAREMOS 

A{>C PARI\ DENOTAR EL CONJUNTO DE T.OOOS LOS ELEMENTOS Z OE -

LA rORMA z.., A+C; DONDE A E A~ rtA PliRA DENOTAR EL CONJUNTO .. 

OE LAS z DE !..A rORMA z .. R/>.; OONOE A e.A, y A+B PARA DE:NOTAR­

EL CON.JUNTO Dt=: !..AS z DE l.A l'"ORMA z .. A ~ e; A e. A V B é B. 

PROf'os1c16N 2.3o EL CONJUNTO (A) CONSISTE OE TODAS LAS COb! 

3!NhC!ONES f'INITAS OE LA mR!AA SIGUIENTE: 

DEFINICIÓN 2.4~ UN ESPACIO VECTORIAL E. ES UN ESPACIO VECTO . -
Rl~L TOPOL6GICO 51 E ES UN ESPACIO TOPOL6GICO V SI LAS OPi 

RACIONES : + J ExE •W- E, • : RxE. -- E SON CONTINUAS RESPEC­

TO A LA TOPOLOGf A USUAL DE R, LA TO?OLOGfA OE E Y LAS TOP2 

LOGÍAS PRODUCTO PARA ExE y RxE. 

COMO CONSECUENCIA INMEDIAiA DE LA DEFINICl6N DE ESPACIO -­

VECTORIAL TOPOL6GICO SE TIENE QUE LAS FUNCIONES 

Tx: E.--E TAL QUE T)C(y).., X+Y, ?ARA TODA xE E y 

Psz E-- E TAL QUE Pa(y). ex; PARA TOOA B~ R, SON HOMEOMOR­

flSMOS. ESTO IMPL.ICA QUE SI o e Ne (DONDE Ne DENOTA LA FA­

MILIA DE VECINDADES OE &) ENTONCES, X+O ES UNA VECINDAD DE 

x. Aoe:M.<s s 1. BE. R, ª"º y o E.. Ne ' ENTONCES ªº € Ne. PoR LO 

TANTO, TENEMOS LA SIGUIENTE PROPOSICl6N 0 

PRO?os1c16N 2.4. S1 E UN ESPACIO VECTORIAL TOPOLÓGICO, EN­

TONCES se PUEDE ENCONTRAR UNA BASE LOCAL B DE e QUE SATIS­

FAGA LAS SIGUIENTES CONOICIONES: 

:}¡ .. ...,._ 

1 

1. 
1 
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1) St u, V'E.B, ENTOl~CES EXISTE Wf.. B TAL QUE wcu nv. 
11) S1UE.8 y xt.U, ENTONCES Ex1sn: ve B TAL QUE x+Vcu. 

111) 51 U€ 81 ENTONCES EXISTE V E. 8 TAL QUE V+VC U, 

IV) S1 U€ 8 Y X EE., ENTONCES EXISTE A E.R Ti\l. QUE XE. AU. 

V) 51 UE. B V IAl~1, t:NTONCES AUCU y AUEB. 

INVERSAMENTE DADA UNA COLECCl6N B DE SUBCONJUNTOS DE E QUE -

CONYIENEN,A e V QUE SAYISFACEN LAS CONDICIONES ANTERIORES, -

EXISTE UNA TOPOLOGfA PARA E, QUE HACE A E UN ESPACIO VECTO-­

R 1 AL TOPOL6G 1 CO CON 6 COMO BASE LOCAL DE e. 

VI) S¡íl u. (e) ENTONCES E ES DE HAUSOORrF. 

PARA LA OEMOSiRACt6N VER [15J O [17]. 

·, 
1 



- 6 

SECCION 3. ESPACIOS DE BANACH. 

ÜEF'INICl6N 3.1. UNA FUNCIÓN REAL. toO NEGATIVA li 11 DEf'INl­

DA SOBRE UN ESPACIO VECTORIAL E Ei LLAMADA UNA NORMA Si SA­

TISFACE, PARA CUALESQUIERA X, YE E Y A f R, LAS SIGUIE:.'H.:3 -

CONO 1C1 ONES ! 

1) llxl lu0 SI Y SÓLO SI XmO 

:1) llx+Yll~llxll+llvll 

1 1 l ) 1 1 AX 1 j"' l A 1 l 1 X l 1 

ÜEFIMiCIÓN 3.2. SEA [UN ESPACtO VECTORIAL. UNA F'UNCIÓN --­

Rf.AL O DEfiNIOA SOBRE E.xE ES UNA MfTRICA,. SI Si\TISl'"ACE PMA 

CUALESQUIERA x, Y, Zf:.E7 l.l1S SIGUIENTES CONDlc;m1ESt 

!) D(Y.,Y)?OgO(x,v) •• Q Si 'f SOLO SI x ... v 

l 1 ) O {Xi Y) ... o ( ~, X). 

!ll) o(x,v):;o·(x,z) + o(z,v) 

UN ESPACIO VECTORIAi. CON IJNA NORMA ES LLAMADO UN ESPACIO -­

VECTORIAL NORMADO, UN ESPACIO VECTORIAL CON UNA M{TRICA ES­

LLAMADO UH ESPACIO VECTORIAL MtTRICO. COMO CONSECUENCIA DE­

LAS DEFINICIONES DE NORMA Y M~TRICA 1 SE TIENE QUE TODO ESPA 

CIO VECTORIAL NORMADO ES MfTRICO (DEFINIENDO LA M{TRICA D -

COMO SIGUE: o(x,v)~ ílx-vll), ADEMÁS TODO ESPACIO VECTORIAL 

MÉTRICO ES UN ESPACIO VECTORIAl. TOPOLÓGICO (VER 6). 

DEF"INICl6N 3.3. UM ESPACIO VfCTORIAl. NOHMAOO [ ES UN ESPA-­

ClO O BANACH Sl ES COMPLETO CON RESPECTO A LA MfTRICA INDU-

CIDA POR LA NORMA. 

.. l 

i .. 
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DEFINICJ6N 3,4. UN OPERADOR T DE UN ESPACIO VECTORIAL X EN -

OTRO CSPAC!O VECTORIAL Y ES ~INEAL SI PARA CUALESQUIERA 

x, l ¿;~y A,8 E R SE Tl~N!:: QUE T{AX+BY),,, .r.,T(x)+aT(y). 

SI X,Y SON ESPACIOS VECTORIALES NORMA~OS 9 DECIMOS QUE EL OPf 

RAOOR T ES ACATADO SI EXlSTE UN REAL M TAL QUE PARA TODA 

X E. Xi l ITxl I~ MI lxl I, y A LA MÍNIMA DE ESAS MES LLAMADA LA 

NORMA DE T Y SE DENOTA POR l ITI 1. 

PROPOS I e 1 6N 3. 5. 1 IT 11.. SuP 1 1Tx1 1 
1 lxll~1 

PARA LA DEMOSTRACIÓN VER [8_] 

PA~POS!CIÓN 3,6, UN OPERADOR LINEAL T, DE UN ESPACIO VECTO-­

RiAL NORMAOO X EN OTRO ESPACIO VECTORIAL NORMAOO Y ES CONTI­

NUO SI y s6Lo SI ES ACOTADO, 

ÜEMOSTRACÍ6N: 

SuPONGAMOS QUE TES CONTINljO PERO QUE NO ESi"A ACATADO, E:NTO!i 

CES EXISTE UNA sucEst6N (XN) EN X TAL QUE PARA CADA N TENE-­

MOS QUE 1!TxN117N11XN11. 

SEA xN'• xN 
~11 

, ENTONCES SE SIGUE QUE LIM X 1 ~ 0 
IJ- .,,N 

y 11Tx 1 1 ¡ .. 1 11TxN11 )/ 1 N 11XN11 .. 1 ' LO CUAi. ES UNA 
N ~11 ·mxN11 

CONTRADICCIÓN A LA H!P6TESIS DE CONTINUIDAD, PoR LO TANTO T 

ES ACOTADO .. 

, NVERSAMENTE 1 SUPONGAMOS QUE T ES ACOTADO, SEAN X1 Yt [, 

ENTONCES llTx-TY!I .. llT(x-"!')116 llTll llx-vll, ENTONCES DA­

DA E.. 7 o, y TOMANDO ó ,. E. , TENEMOS LA CONTINUIDAD DE T 
Tm1 
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AÚN MÁS, SU CONTINUIDAD Ul~IP'ORMEo 

PROPOSIC16N 3o7o EL CONJUNTO 6, OE TODOS LOS OPERADORES Ll­

Nl::ALE:S Y ACOTADOS DE UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO X EN UN -

ESPACIO Y DE: 8ANACH, ES UN ESPACIO DE SANA.CH. 

PARA LA OEMOSTRAC l.6N VER [ 8] 
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s E e e 1 o N 4. 

ALGUNAS PROPIEDADES SOBRE ESPACIOS DE BANACH. 

A ES DENSO EN E SI A=E (A DENOTA LA CERRADURA DE A), 

SE DICE QUE UN CONJUNTO A ES NO DENSO EN N!NGUNA PARiE SI 

~ ".Ir ES _DENSO. UN CONJUNTO A ES DE LA PRIMERA CATEGORÍA­

OE BAIRE SI ES LA UNIÓN NUMERABLE DE CONJUNTOS NO DENSOS-

EN NINGUNA PARTE Y UN CONJUNTO QUE NO ES DE LA PRIMERA CA 

TEpo~ÍA ES DE LA SEGUNDA, 

PROPOSIC16N 4,1, SEA E UN ESPACIO DE 8ANACH Y (ON) UNAS,!¿ 

CESIÓN NUMERABLE DE SUBCONJUNTOS DENSOS Y ABIERTOS DE E,-
.... 

ENTONCES fJ ON ES NO VAcf A, 

N•1 

DEMOSTRAC16N: 

SEA X1 UN PUNTO DE 01 Y 51 UNA BOLA ABIERTA DE RADIO R1 -

DE' CENTRO X1 Y CONTENIDA EN 01 YA QUE 02 ES DENSO DEBE H,A 

SER UN PUNTO x2 EN 02 n 51 , YA QUE 02 ES ABIERTO EXISTE­

UNA BOLA ABIERTA S2 DE CENTRO x2 Y CONTENIDA EN 02 Y PODf. 
. 1 

MOS TOMAR EL RADIO R2 COMO EL MÍNIMO (~R1,R1-o(x1'x2)) E!! 

TONCES "S2C 51º SIGUIENDO EL PROCESO INDUCTIVAMENTE, NOSO­

TROS OBTENEMOS UNA SU CES t6Ñ DE ESF'ERAS TALES QUE °SN C 

SN_1 Y SNC ON Y CUYO RADIO TIENDE A CERO (MIN (~RN-1' 
o(xN,xN-1 ))~ !N-1R1 ), TENEMOS (xN) LA SUCESIÓN DE LOS 

2 
CENTROS DE LAS BOLAS, ENTONCES PARA N,M,..N TENEMOS QUE 

XNE SN y XM E SN y (xN) ES UNA sucEs16N DE CAUCHY YA QUE 

RN--o , POR SER E DE BANACH EXISTE UN PUNTO X EN E, TAL -
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QUE XN--x. YA QLIE XNE. sl'H1 PARA N;;::.N, TENEMOS QUE X f.ST~ EN .,.. 
"SN+1C:SNcON y POR LO TANToQ.,oN~r&. 

PROPOS1c16N 4.2. SEA E UN ESPACIO DE BANACH. ENTOr..icEs NO ES 

DE LA PRIMERA CATEOORfA {E NO ES LA UNl6N NUMERABLE O~ CON­

JUNTOS CERRADOS CUYOS INTERIORES SON VAcfos), 

DrnoSTRAct6N: 

SuPONGAMOS QUE E ES DE LA PRIMERA CATEGORfA ENTONCES EXISTE 

UNA SUCESl6N (EN) DE: CONJUNTOS NO DENSOS EN NINGUNA PARTE -... 
TAL QUE E• U EN, ENTONCES PARA CADA N, ~Nm'"'"" rN ES UN --

E•1 ~ 
CON.JUNTO DENSO Y ABIERTO V POR LO TANTO n ON,lé, ESTO IMPLJ. 

oQ N•1 
CA QUE EX 1 STE UNA X E. n ON POR LO TANTO 'x ~ ü E QUE ES UNA 

Na1 ' N=l N 

CONTRADICCIÓN. 

POR LO TANTO E ES DE LA SEGUNDA CATEGORfA, 

TEOREMA DEL MAPEO ABIERTO 4,3. St TES UN OPERADOR LINEAL -

CONTINUO OE: UN ESPACIO OE BANACH SOBRE OTRO ESPACIO OE BA--

NACH Y, ENTONCES T ES ABIERTO, 

PARA DEMOSTRAR ESTE TEOREMA VAMOS A NECESITAR DOS LEMAS. 

LEMA 1. SEAN X Y Y DOS ESPACIOS DE BANACH Y SEA T UN OPERA-

OOR LINEAL CONTINUO DE X SOBRE Y. ENTONCES PARA TODA BOLA -

ABIERTA SR(e) DE RADIO R y CENTRO EN e SE TIENE QUE T{SR(eí} 

~s UNA VECINDAD DE e DE Y. 

ÜEMOSTRACl6N: 

SEA V••SR(e) UNA BOLA ABIERTA DE RAO 10 R Y Of. CENTRO EN 6 1 -

.... 
TOMEMOS V1 nSR (e). YA QUE T ES SOBRE Y X .. U KV1, TENEMOS --

¿ Ku1 
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""' 
QUE YVI LJ KT(V1) • PERO YA QUE Y ES DE 8ANACH NO ES DE LA PRJ. 

K~.11 
MER/l, CJ'.TEGORL!\ 1 ESTO IMPLICA QUE T(V1 ) NO PUEDE SER NO DENSO 

EN NINéUNA P/\ílrt: y 1r71'J CONTl,ENE ALGUNA BOLA ABIERTA SR(x) 

DE RAO 10 R y CENTRO x; DONDE X ETl""ll', ENTO~CES "fli71J-x c. 

~-T[V.jJc 2'1TV¡Y •• :rrn. POR LO TANTO T{'SR"~é' y ES UNA VEC l,!i 

DAD DE e DE Y, 

LEMA 2. SEAN X,Y DOS ESPACIOS DE BANACH Y T UN OPERADOR Ll-­

NE'AL CONT 1 NUO DE X EN Y1 CON LA S 1GU1 ENTE PROP 1 EDAD: CUAL-­

QU 1 ERA QUE SEA R/' 0 1 EXISTE UN N6MERO P70 TAL QUE PARA TODA 

xe.x, LA IMAGEN DE LA BOLA CERRADA BR(x) ES DENSA EN LA BOLA 

CERRADA Bp(Tx), ES DECIR T(BR(x)):? Bp(Tx). ENTONCES PARA T.Q. 

DA A7R LA IMAGEN DE BA(x) CONTIENE A.LA Bp(T{x)). 

0EMOSTRACl6Na 

SEA (RN) UNA SUCES16N DE NÚMEROS POSITIVOS TALES QUE R1•R Y 

A'"~1+R 2+ ... < ... , PARA CADA RN EXISTE PN/'O (P{=P) TAL QUE 

T(BR (x)) ES DENSA EN Bp (Tx) PARA TODA xE X; PODEMOS SIEM--
N N 

PRE SUPONER QUE LIM PNQOa 
N--"" 

SEA x
0 

UN PUNTO DE X, Y Y UN PUNTO DE Bp(Tx), 

VAMOS A DEMOSTRAR QUE y PERTENECE A T(BA(xo)), P.ARA ESO VA-­

MOS A DETERMINAR UNA SUCEs16N (xN) DE PUNTOS Dt * TALES QUE­

PARA TODA N?l' 1 SE TENGA QUE XN E BRN (~~:-1) Y T(xN) E BPNi}); 

Git . 

51 LAS x
1 

ESTÁN DETERMINADAS PARA o,.;1::-:;N-1 Y SATISFACEN ---

E:SAS RELACIONES SE TIENE, QUE Y E Bp (TxN_1 ), E:NTONCES EXISTE 
N 

UN PUNTO xNE SR {xN-1) CUYA IMAGEN T(xN) PERTENECE A LA VECI! 
N 

DAD B (Y), LO QUE DEMUf.STRA LA EXISTENCIA DE LA suce:s16N -
PN+1 

( XN) • 
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LA SUCES!6N (xN) ES DE CoucHY EN X PORQUE LA DISTANCIA DE -­

XN A XN+P ESTl ACOTADA POR RN+1+,,.~RN+P QUE ES ARBITRARIA-­

MENTE PEQUE~A, CUANDO N ES MUY GRANDE, COMO X ES COMPLETO LA 

SUCES·l6N (xN) CONVERGE A UN PUNTO x{X y LA DISTANCIA DE Xº 

A X ESTÁ ACOTADA POR A, POR LO TANTO xE.BA(xo) y COMO T e:s -

CONTINUA, LA SUCESi6N (T(xN)) CONVERGE A T(x) y SE TIENE QUE 

T(xN)E. Bp {v), POR LO TANTO y.,T(x) y T(BA(x)):> Bp(Tx). 
N+1 

DEMOSTRACl6N DEL TEOREMA 4,4, POR EL LEMA 1, TENEMOS QUE PA-

RA TODO NÚMERO R701,T{SR(erJ ES UNA VECINDAD DE e DE Y, POR 

CONSIGU !ENTE EXISTE p7 O TAL QUE T(SR(e)) ES DENSO EN 

Sp(T(e) ), ENTONCES POR EL LEMA 2 SE DEMUESTRA QUE PARA TODA·~ 

A7R, T(SR(e)) ES UNA VECINDAD DE e DE: Y. ENTONCES PARA CUAJ,,. 

QUIER ABIERTO o EN X EXISTEN SR(e) TALES QUE SR(e)c.O-x PARA 

CADA xE o. ENTONCES T(SR(e))CT(O-x) .. T(O)-T(x) y-. - -

T(SR(t;)+T(x)cT(O) DONDE T(SR{e))+T(x) ES UNA VECINDAD DE -­

T( X). 

POR LO TANTO T(O) ES ABIERTO, 

PROPOSICIÓN 4,4. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL COMPLETO CON RE2 

PECTO A CADA UNA DE LAS NORMAS 1 1 11Y1 11 11 1, SuPONGAMOS QUE . 
EXISTE UNA CONSTf,NTE e TAL QUE llxll~clllxll! PARA TODA 

X t E. i::.NTONCES EX 1 STE UNA CONSTANTE e' TAL QU( 11lx111~ e 1 11X11 

PARA TODA XE E, 

PAHA LA OEMOSÚlAC 1 ÓN VER [11] 

l'f.:.oREMA DEL MAPEO CERRADO 4, 7, SEA T UN OPERADOíl l. I NE:AL Df. -

UN ESPACIO DE BANACH X A OTRO ESPACIO OC 8ANACH Y. SuPONGA--

-
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MOSQUE T TIENE LA PROPIEDAD DE QUE SI (XN) l::S UNA SUCESt6N •• 

EN X QUE CONVEROE A UN PUNTO X€. X Y (TxN) CONVERGE EN Y A UN"• 

PUNTO Y, ENTONCES YmT,)q ES DECIR LA GRÁflCA ES CERRADA. ENTO~ 

CES T E.S CONTINUA. 

DEMOSTRAC t 6N: 

DEFINAMOS UNA NUEVA NORMA EN X CDMO~SIOUE: 

lllxlll·llxll+llTxll, ENTONCES X ES COMPLETO CON LA NORMA ---

111 111. PORQUE lllxN-xMlll--o CUANDO llxN-xMll--o y - -

11TxN-TxM1 1--o. PoR SER X y y E SPAC 1 os DE BANACH EX 1 STE N X E. X 

y y E y TALES QUE l lxN~xl t--o y l ITxN-vl 1--0 RESPECTIVAMENTE.­

POR HIP6TESIS TENEMOS QUE v-Tx y SE SIGUE QUE 11lxN-xl11--o.­

YA QUE 11 lxll l~I lxll. APLICANDO LA PROPOSICIÓN 4.6 TENEMOS -

QUE llxll+llTxll'!'f.cllxll. SE SIGUE QUE llTxll~ cllxll, POR LO 

TANTO TES ACOTADO Y POR LA PROPOSIC16N 3.6 ES CONTINUA. 

:•,iíllj)l!lll'MMr:llll'lllilllli: ----·--·---
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SECCION 5. TEOREMA DE HAHN•BANACM, 

DEFINICl6N 5.2. UN OPERADOR LINEAL A DE UN ESPACIO VECTORIA~ 

E 'EN R SE LE LLAMA FUNCIONAL LINtAL. 

St E ES UN ESPACIO VECTORIAL TOPOL6GICO, EL CON~UNTO DE T~--· 

DAS LAS FUNCIONALES LINEALES CONTINUAS SE LLAMA EL ESPACIO -

DUAL DE E Y SE DENOTA POR E1
• S¡ [ES UN ESPACIO VECTORIAL -

NORMADO ENTONCES ( 1 ES DE 8ANACH, 

TEOREMA DE HAHN-8ANACHe SEA P UNA FUNCl6N REAL DEFINIDA EN -

UN ESPACIO VECTORIAL E QUE SATISFACE P(X+Y)~P{X)+P(Y) Y --­

P{AX)•AP{X) PARA CADA A"7 o. SuPONGAMOS QUE f' ES UNA P'UNCIO-­

NAL LINEAL DEFINIDA EN UN SUBESPACIO SDe: E V QUE F'(S):!:P(s) 

PARA TODA Sé S, ENTONCES EXISTE UNA FUNCIONAL f" OEF'INIDA EN­

E TAL QUE F'(x) E p( x) PARA TODA X E E y F( S)•r( s) PARA TODA --

s E S. 

PARA LA DEMOSTRAC t 6N VEA SE [1 fl 

COROLARIO 1, SEA X UN ELEMENTO DE UN ESPACIO VECTORIAL NORM,A 

DO E, ENTONCES EXISTE UNA FUNCIONAL LINEAL ACOTADA F EN E -­

TAL QUE r(x)-llrll 1 lxl l. 

DEMOSTRACIÓN: 

SEA S El. SUBESPACIO GENERADO POR X Y DEFINIMOS f'(LX)•!.1IXI1 

Y P(Y)•I IYll~ FES UNA FUNCIONAL DEFl~IDA SOBRES Y P SATIS­

FACE LAS PRÓP 1 EDADES OEL TEOREMA DE HAHN-BANACU SOBRE TODO E, 

ENTONCES POR EL TEOREMA DE HAHN-BANACH EXISTE UNA FUNCIONAL­

LINEAL F EN E TAL QUE r(v)-~l lvl l. YA QUÉ F'(~·v)~llYI 1 TIINf:é 

MOSQUE llrll:S1, PERO TAMBH~N r(x) .. llxll~llFllllxll, DE E_2 

TE MODO l lrll-1 V r(x)-1lrl11 lxll. 

' 
-· -
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COROLARIO 2, SEA T UN SUBESPACIO DE UN ESPACIO VECTORIAL NO], 

MADO E Y X UN ELEMENTO DE E, CUYA DJSTANCIA A TES AL MENOS­

S, ESTO ES l IX-TI lij- S PARA TODA TE T. ENTONCES E:XISTE UNA --

. FUNCIONAL LINEAL ACOTADA SOBRE E TAL QUE 11 f'l I b11 F'(x) .. s Y­

F'(T)•O PARA TODA TE. T. 

DEMOSTRACl6N1 

Se:A SEL SUSESPACIO GENERADO POR T Y X 1 ES DECIR EL SUBESPA-

CIO QUE CONSISTE DE: TODOS LOS ELEMENTOS DE LA F'ORMA AX+Tf -·· 

T€T Y AE.R, DEFINIMOS LA SIGUIENTE F"UNCIONAL F' EN S, - .. -­

f'(AY+T)•A PARA TODO ELEMENTO DE S. YA QUE l IAX+TI l•IAI l IX+,!11 
A 

~IAl6 PARA A1'o, TENEMOS QUE r(s)~ l lsl 1 PARA TOOA St s, EN-

TONCES POR EL TEOREMA DE HAHN-BANACH SE PUEDE EXTENDER F' A -

TODO E y F(Y)~ l lvl 1, ESTO IMPLICA QUE l lrl I~ 1 V POR DEriNJ. 

c16N DE F' EN s, TENEMOS QUE r(T)•O PARA TODA T€: T y r(x) .. s. 

COROLARIO 3, CADA FUNCIONAL LINEAL F DEFINIDA EN UN SUBESPA-

CIO S DE UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO E SE PUEDE EXTENDER A-

TODO EL ESPACIO, DE TAL MANERA QUE LA NORMA SE PRESERVA, ES­

DECIR, SE PUEDE ENCONTRAR UNA FUNCIONAL LINEAL F DEF'INIDA EN 

E TAL QUE& 

1) f'(x).r(x) PARA TODA X é s 
1 r ) 1 1 F' 1 1 s• 1 1 fl 1 E 

PARA LA DEMOSTRAC 16N VE ASE [8] 
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s E e e 1 o N 6. 

CONJUNTOS CONVEXOS Y FUMC 1 ONAL DE M INKOWSK 1. 

DEFINICIÓN 6.1. UN SUBCONUUNTO K'oE UN ESPACIO VECTORIAL ES 

CONVE:XO SI DADOS x,véK y O:!iÓAs.;1, SE TIENE QUE AX+(1-Ahé:.K. 

PROPOSIC16N 6.2. SE:AN E UN ESPACIO VECTORIAL Y f UNA FAMILIA 

DE SUBCONJUNTOS CONVEXOS DE E, ENTONCES n A~S ES UN SUBCON-­
A f.. F 

JUNTO CONVEXO DE E, 

PROPOSIC16N 6.3. SEAN x1 , ,.,,XN PUNTOS OE UN SUBCONJUNTO -­

CONVEXO K DE UN ESPACIO VECTORIAL E Y S~AN Al'ºº"'AN REALES­

NO NEGATIVOS TALES QUE A1+,.,+AN•1, ENTONCES A1X1+,,,+ANXN -

ESd EN K, 

ÜEMOSTRACl6N: 

PARA Na2 ES CIERTO POR LA DEFINICl6N DE CONJUNTO CONVEXO, ~ 

PONGAMOS CIERTA LA PROPOSICl6N PARA N, PARA N+1 SE DEMUESTRA 

DE LA SIGUIENTE MANERA: SEAN S•A2+,,.+AN+1' Y•(A2)x2+,,,+ 

"ª 
AN+1XN+1' SE SIGUE POR HIP6TE:SIS DE INDUCCl6N QUE YE K, YA -

B 

QUE A1+8•1 1 ENTONCES A1X1+A2x2+,,.+AN+1XN+1 .. A1X1+8YE l(, 

PROPOSICIÓN.ñ.4. SEA E. UN ESPACIO VEc:rORIALo S1 K1 y K2 SON­

SUBCONJUNTOS CONVEXOS DE E Y B t R. ENTONCES BK1 V K¡ +K2 SON­

. SUBCONJUNTOS CONVEXOS DE [, 

ÜEMOSTRACl6N: 

S1 x,vE BK11 ENTONCES EXISTEN x',v' EN K1, T11-LC:S QtJE x .. ax', 

Y•BY 1
1 SI O::S A~1 ENTONCES AX+(1-A)Y•B(/\l< 1+(1-A)Y 1 ) é sK1, --

··~=·· 

,.;l 
v.';· 
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POR SER K1 CONVEXO, 

S1 x,vE.K1+K21 l~NTONCES EXISTEN x',v'é Kpx",v"E-K2 TALES 

QUE x~x'+x''~v~v'+v' 1
, SI os A~ 1 ENTONCES 'Ax+(1-A)Y•A(x'+ 

X 1 1 ) + ( 1 -A )( Y 1 +Y 1 1 ) .. ( A X 1 + ( 1 -A )Y 1 ) + ( A X 1 1 + ( 1 -A ) Y 1 1 
) €. K1 + K2 POR 

SER K1 Y K2 CONVEXOS, 

DEFINICl6N 5,5, $¡ A ES UN SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO VECTO­

RIAL E, LA ENVOLVENTE CONVEXA DE A ES EL MfNtMO SUBCONJUNTO 

CONVEXO Dt E QUE CONTIENE A A1 DENOTAREMOS A ESTE SUBCONJU~ 

TO POR Co(A), 

PROPOSICl6N 6,6, Co(A} ES EL CONJUNTO DE TODAS LAS COMBINA-

C!ONES LINEALES_A1X1+,,,+ANXNj TALES QUE x
1
t. A, O~A 1~1 Y­

A1+,,,+AN•1, 

0EMOSTRACl6N: 

Sf:A 9 .. (A1X1+,,,+ANXNI x1EA 1 06AJ'¿1 Y A1 + .. ,+~N .. 1), 

EN1'0NCES POR LA. PROPOSIC16N 6.3, BCCo(A), POR SER Co(A) UN 

CONJUNTO CONVEXO QUE CONTIENE A A, ADEMÁS AC:..8 1 ENTONCES LO 

ÚNICO QUE NOS FALTA DEMOSTRAR ES QUE B SEA CONVEXO, PARA ESO 

TOMEMOS x .. A1X1+111+ANXN; x,E-A, 0-6:.A1~1 YA1+ ... +AN=1, 

Y=s 1v1+ ... +eMvM¡ v1E A; o-.:!is 1 ~1 v s1+ .. ,+BM=1. S1 o~c~1 

ENTONCES cx+(1-c)Y•CA1X1+,,,+CANXN+(1-c)e1Y1+ •• ,+(1-c)aMvM;­

CA1+ •• ,+CAN+(1-c)e,+ ••• +(1-c)aMa1. ENTONCES BES CONVEXO. 

POR LO TANTO Co(A)a8, 

PROPOS1c16N 6.7. SEAN Aé R, A,, .. ,AN SUBCONJUNTOS NO VAcfos­

DE UN ESPACIO VECTORIAL[, ENTONCES 

'~-----

'1 

1 

l 

•· 
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11) Co(A1U A
2

) .. Co(A1,A2 ) .. Ulí<:~ , DONDE xECo(A1),vE:Co(A2) 

Y [xl'iJ DENOTA AL SEGMENTO DE LÍNEA RECTA. QUE UNE A X,V, 

111) Co(A1 ... AN),.(xlx-A1x1+ ••• +AMxN; x 1€ A 1 ,o~A 1~1 v - - -

A1+,,,+AN"1) 

PARA LA DEMOSTRAC16N VEASE [7] 

PROPOSICIÓN 6 0 9, SEA K UN SUBCONJUNTO CONVEXO DE UN ESPACIO­

VECTORIAL TOPOL6GICO E, ENTONCES 'R' ES CONVEXO. 

DEMOSTRAC 16N: 

Su PONGAMOS QUE X0 1 YO t ~ Y O~ A-E-1 , CONS 1 DEREMOS LA F'UNC 16N­

CONT l NUA F(X 1 Y)m(1-A)X+AY, SEA U CUALQUIER VECINDAD DE - - -

(1-A)x0+AY
0

, SI DEMOSTRAMOS QUE: U CONTIE,NE PUNTOS DE K. SE -

SEGUIR~ QUE (1-A)X
0

+AY
0

El<: Y POR LO TANTO K ES CONVEXO, 

YA QUE F' ES CONTINUA, EXISTEN VECINDADES V\' w DE Xo,Yo EN E 

f?ESPECT 1 VAMENTE TALES QUE F'(X, Y) E U S 1 X t V Y Yé W YA 9uE: ··­

x0 E°R, ENTONCES V CONTIENE ALG6N PUNTO X1E K; DE LA MISMA M~ 

NERA W CONTIENE ALGÓN PUNTO Y1 E K, DE ESTE MODO, YA QUE K ES 

CONVEXO, ENTONCES F(X1 ,v,) E. K, PERO r(x1 ,Y1) tu TAMBlfN, POR 

LO TANTO ~ ES CONVEXO, 

PROPOSICl6N 6.10, SEAN A1 ,,,AN SUBCONJUNTOS COMPACTOS Y CON­
'N· 

VEXOS DE UN ESPACIO VECTORIAL TOFOL6G1co E y SEA An u A,. EN 
,.,,1 -

TONCES Co(A) ES COMPACTO, 

0EMOSTRACl6N: 

POR LA PROPOSICl6N 6.8 SABEMOS QUE CUALQUIER ELEMENTO DE 

Co(A) ES DE LA F'ORMA A1X1+ •• ,+ANxN; Xlf A,, o~ "'1~1 y -

A1+.,.+ANa1, SEA P EL SUBCONJUNTO CCMPACTO DE L
2

(N) (VERL16] 
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CON A,~ o y A1 +. '. +AN .. 1. OoSERVEMOS QUE Co(A) ES LA IMAGEN 

DEL PROOIJC'íO CARTESIANO DE PxA1x ••• xAN POR EL OPERADOR CO!i 

TINUO_ T(A1'''AN,X1''º''XN)"'A1X1+•••°*'Ar..¡XN 1 ENTONCES POR EL­

TE:OREMA DE TYCHONOF'f" (VER[6] ) SABEMOS QUE PxA1X· •• xAN ES 

COMPACTO, Y POR SER T CONT 1 NUA SE S 1 GUE QUE Co(A) ES COM-·· 

PACTO, 

PROPOSICl6N 6,11, SE:A A UN SUBCONJUNTO ABIERTO DE UN ESPA­

CIO VECTORIAL TOPOL6GICO E. ENTONCES Co(A) ES TAMBlfN ----

ABIERTO, 

DEMOS'íRAC t 6N 1 

&Ax ECo(A), ENTONCES x .. A1x1+, .. +A!'·lN; x. 1€..A Y o~ ... 1 ~1 Y 

A1+,,.+AN•1 POR LA PROPOSICl6N 6,6, YA QUE A ES ABIERTO, -

EXISTEN VECINDADES v, DE x, TALES QUE v,cA, ,.1, ... ,N. 

SEA T•A1B1+, •• +ANVN, ES DECIR, EL CONJUNTO OE TODOS LOS 

ELEMENTOS DE LA f"OR~A A1V1+. 0 ,+ANVN; V1 ~ V1, CLARAMENTE 

X E. TCCo(A), ENTONCES LO ÚNICO QÚi: NECESITAMOS ES DtMOS--­

TRAR QUE TES ABIERTO, PERO POR LAS OBSERVACIONES HECHAS -

AL DErlNIR ESPACIO VECTORIAL TOPOL6GICO SABEMOS QUE A,v, ES 

ASIERTO Y QUE A1V1+AJVJ ES ASIERT0 1 DE DONDE TES ABIERTO. 

POR LO TANTO Co(A) ES ABIERTO. 

PROPOSICl6N 6,12, SEA K UN CONJUNTO CONVEXO EN UN ESPACIO­

VECTORIAL E., S!.lPONGAMOS QUE x
0

E. INT(K) Y Y
0

E °R, ENTONCES,­

CADA PUNTO Y DE LA FORMA Y•AX
0

+(1-A)Y
0

, O~A:!f.1, ES PUNTO­

INTERIOR DE K. 

DEMOSTRACl6N: 
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SEA y UN PUNTO DE l.A f"ORMA y .. Axo+(1-A)Vo y F l.A HOMOTEC!A 

DE CENTRO EN Y Y RAZÓN L< O QUE TRANSFORMA x0 EN Y0 ; Sl V 

E? UNA VECINDAD ABIERTA DE x0 CONTENIDA EN K, ENTONCES -­

F(V) ES UNA VECINDAD DE v
0

, PO~ lO TANTO CONTIENE UN PUN­

TO r(z)E:A; SE TIENE r(z)-y .. L(z-v) .. L(z-F(z))+L(F(z)-r~, 

DE DONDE Y-F(z)=L (z-F(z)), DE ESA MANERA y ES LA IMAGEN 
1:.-1 

DE z POR LA HOMOTECIA G DE CENTRO F(z) y DE RAz6N U•L ;-
L-1 

COMO o<u<1, G TRANSFORMA A V EN UNA VECINDAD DE y CONTf 

NIDA EN K. P6R LO TANTO Y ES PUNTO INTERIOR DE K. 

PROPOSICl6N 6.13, SE:A K UN CONJUNTO CONVEXO EN UN ESPACIO 

VECTORIAL TOPOLÓGICO E. ENTONCES INT(K) ES CBNVEXOa 51 

INT(K)/0, ENTONCES li:rfTf(}' .. "R: E INT(K) .. INT(°R), 

DEMOSTRACl6N: 

TOMEMOS LA ENVOLVENTE CONVEXA DE INT(K), ENTONCES POR LA• 

PROPOSICl6N 6.11, SE SIGUE QUE ES ABIERTO EN E, PERO---­

Co(INT(K})C K POR SER K CONVEXO, ENTONCES Co(INT(K))a 

INT(K), PoR LO TANTO INT(K) ES CONVEXO 0 

S1 INT(K),,{~, YA QUE INT(K)CK, SE SIGUE QUE lNrrK)C~. -

PARA LA OTRA CONTÉ:NCl6N TOMEMOS xET< y XoE: INT(K}, ENTON­

ccs POR LA PROPOSICl6N 6.12 SE SIGUE QUE X~ ÍNT(~). POR -

LO TANTO 1°NT(~) .. 'R:. 

0EFINICl6N.6,14. UN SUBCONJUNTO A DE UN ESPACIO VECTORIAL 

E ES BALANCEADO S 1 AA (A PARA TODA A E R TAL QUE IA I~ 1. 

POR LA DEFINICl6N-OE QUE A SEA CONJUNTO BALANCEADO SE TI! 

NE QUE A .. -A Y ~éA. 
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PROPOs1c16N 6.15. 51 E ES UN ESPACIO VECTORIAL ENTONCES: 

1) St A. ES UN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE ( Y A E R ENTONCES 

AA ES UN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE E. 

11) SI f ES UNA FAMILIA DE SUBCONJUNTOS BALANCEADOS DE E -

ENTONCES Ga n A ES UN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE E, 
A F 

111) 51 A Y 8 SON SUBCONJUNTOS BALANCEADOS DE (ENTONCES -

A+B ES UN SUBCONJUNTO BALANCEADO DE E, 

DEMOSTRACl6NI 

1) SEA XEAA, ENTONCES EXISTE x'E. A TAL QUE X=AX 1
1 S1 ---­

C € R TAL QUE lc16 1 ENTONCES c(AX)=A(cx) ~AA POR SER A-

BALANCEADO, POR LO TANTO AA ES BALANCEADO, 

11) SEA X E: G ENTONCES X E A PARA TODA A E: F, S1 A f: R TAL QUE 

IA I~ 1 ENTONCES AX E. A PARA TODA A E F' POR SER A BALAN-­

CEAD01 SE S 1 GUE QUE AX E. G, POR LO TANTO G ES BALANCEA-

DO, 

111) SE DEMUESTRA DE MANERA AN~LOGA, 

DEFINICl6N 6.16, SEAN A Y 8 DOS SUBCONJUNTOS DE UN ESPACIO 

VECTORIAL E, SE DIRÁ QUE A ABSORBE A 8 SI EXISTE L0 TAL -­

QUE· 8 LA PARA TODA L f: R TAL QUE IL I? L0 , 

DEFINICl6N 6,17, Se:A A UN SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO VECTO­

RIAL E, SE DIR~ QUE A ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE DE E SI 

A ABSORBE A CADA ELEMENTO X DE E, 

DErlNICl6N 6,18. UN SUBCONJUNTO A DE UN ESPACIO VECTORIAL­

E ES RADIAL A Xo SI A-xo ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE DE E. 

{TAMBllN SE DICE QUE x0 ES PUNTO RADIAL DE A), 
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PROPOS 1CI6N 6.19. SEAN A y B DOS SUSOON,JUN'ros A9SOR1!1ENTES­

DE UN ESPACIO VECTORIAL E Y AE R Y Ato, ENTONCES3 

1) AA ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE OE E. 

11) A íl 8 ES UN SUBCONJUNTO ABSORBEN'fE. DE (, 

111) A+B ES UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE OE E,· 

DEMOSTRACIÓN: 

1) Se:A X€ E. YA QUE A· Es ABSORBENTE' EX 1 sn:: Lo7 o TAL QUE­

x E: LA PARA TODA LE. R ·rAL QUE l_L I?- Lo· ENTONCES TOMEMOS­

L~ =IAIL0 SE SIGUE QUE Xl:L(AA) PARA TODA L TAL QUE --­

IL19'" 1AlL
0

, 

1 1) Sf:A X E E., YA QUE A Y 8 SON ABSORBENTES, EX 1 STEH 

Lo/ o y uº~ o TALES QUE ~ f:. CA V XE: uB PARA TODA L V uE. R 

TALES QUE ILl?Lo y lul?uo, SEA Ro"'MAX(Lo,u~) ENTONCES SE 

SIGUE QUE xE R(Aíl B) .. RAíl RB PARA TODA RE R TAL QUE IRl~Ro• 

111) Se: DEMUESTRA DE MANERA AN~LOGA, 

DErlNIC16N 5,20, Se:A U UN SUBCONJUNTO ABSORBENTE DE UN ESP~ 

CIO VECTORIAL E, ENTONCES UNA F'UNCl6N REAL P1 DEFINIDA EN -

rooo EL ESPACIO VECTORIAL E COMO SIGUE: 

P(x) .. INr(A:>" olx E. ALI), SE !.LAMA l.A F"UNCIONAI. DE MINKOWSKI DE 

u. 

PROPOSICl6N 6,21, SEA U UN SUBCONJUNTO CONVEXO Y ABSORBENTE 

DE UN ESPACIO VECTORIAL E y SEA p LA ruNCIONAL DE MtNKOWSKI 

DE U, ENTONCES: 

1) P(X).7- O 

11) P(X)<Oc> 

111) P(AX)•AP(X) SI A;;i O 

r 
1 

1 

l 
1 

• 
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IV) P(X+Y):::fP(X)+P(Y) 

v) 51 u ES BALANCEADO ENTONCES P(Ax)QIAIP(X) PARA TODA ---

A R Y AtÍ.O, 

ÜEMOSTRACl6N: 

1) P(X)~O POR DEFINICIÓN DE Po 

11) YA QUE U ES ABSORBENTE; PARA CADA X EXISTE L07 O 

QUE X~ LU Pi\RA TODA L ~ R TAL QUE IL I?' L
0

• ENTONCES -

P(X)bL
0 

TAL --

111) PARA xE E FIJA, SEA Ax .. (~olx t. BU). S1 A7 o y BE. Ax, -

ENTONCES xe. sU, AXE A.BU y ABE.AAX' ENTONCES P(Ax)~AB. PERO 

YA QUE BES ARBITRARIA EN AX SE PUEDE CONCLUfR QUE P(AX)~ 

AP(x). PARA LA OTRA DESIGUALDAD TOMEMOS sEAAX' ENTONCES -­

AX E: eU, XE ].U y].€ Ax, ENTONCES P(X)~ B. YA QUE 6 ES ARBl--
A A A 

TRARIA EN AAX SE TIENE QUE P(x)_:::;~ ,·POR LO TANTO P(X):a 
A 

AP( X), 

1 V) SEAN X 1 YE:E. Y L 1 U E. R TALES QUE L7 O Y U7 o, SUPONGAMOS -

QUE·L-1X Y u-1y EST~N EN U, ENTONCES (L+U)-1(x+Y)=L(L+U)-
1{. 

L-
1

x)+u(L+U)-
1(u-1v) PERTENECE A u POR SER u CONVEXO, ENTO,!i 

CES P(x+v):: L+U. TOMANDO EL MfNIMO SOBRE TODAS LAS L y u A.Q. 

MI SI BLES OBTENEMOS P(X+Y)~ P(X)+P(Y), 

v) Se:AN x~E, Ato y BtAX. ENTONCES XE.BU, .. AX E:U, POR -
IA lle 1 

LO TANTO AXE IAleU, ENTONCES P(Ax)6: IAIB y P(AX)¿ IAIP(X) -

POR SER B ARBITRARIA EN AX, PARA LA OTRA DESIGUALDAD, TOME­

MOS Be AAX' ENTONCES AXE BU, h,X E u, ~XE u, JA.!xf u, y --
B AB B 

P(X)~B ¡ YA QUE a ES ARBITRARIA EN AAX SE TIENE QUE P(x)6 
ÍAI 

.tt~l) 1 POR LO TANTO P(Ax)~IAIP(X), 

.• ··~h'tb 
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PROPOSICl6N 6.22,· SEA U UN SUBCONJUNTO CONVEXO Y ABSORBENTE 

DE UN ESPACIO VECTORIAL E. SEA P LA FUNCIONAL DE MINKOWSKI-

DE u. ENTONCES P(xr-:;-1 SI xE. u y SI P(x)<1 ENTONCES XE: u. 

0EMOSTRACl6N: 

SEA xt:U, ENTONCES Xé1U y p()<)~1. S1 P(x).<(.1, EXISTE B --

_1 Á 
TAL QUE O < B < 1 Y ! t U, YA QUE e Y 8 ' X E S T N EN U Y U ES -

CONVEXO, ENTONCES ~a- 1 x+(1-B)0=X, QUE ESTÁ EN u. 

PROPOSICt6N 6,23, SEA f. UN ESPACIO VECTORIAL TOPOL6GtCO Y -

SEA P LA FUNCIONAL DE MINKOWSKI DE UN SUBCONJUNTO CONVEXO Y 

ABSORBENTE U DE E, SEAN U1-=(Xf: EIP(X)< 1) Y U2 .. (x(: EIP(X)~1 ), 

ENTONCES; 

1) 1Nr(U)c:..u1cucu
2
c.U 

11) u ... u1' SI u ES ABIERTO 

11 1) u .. u'"l, s 1 u ES CERRADO 
&. 

IV) S1 p ES CONTINUA, ENTONCES u, .. 1Nr(U)C.U2=U 

v) p ES CONTINUA SI y SOLO s1'eE:INT(U). 

DEMOSTRAC 16N: 

1) SuPONGAMOS QUE X~ INT(U), ENTONCES ex E u PARA El SUFICtEJi 

TEMENTE CERCA DE 1y SE SIGUE QUE SE PUEDE ENCONTRAR ALGUNA-

8/" 1, TAL QUE BXE: u. ENTONCES xt a-1u y P(X)$a-1< 1 y POR -

LA PROPOSICH~N 6.22 X E u y ADEMÁS u,c ucu2. 

PARA PROBAR QUE u2cu ES SUFICIENTE CONSIDERAR UNA X PARA -

LA CUAL P(x)-1, ENTONCES exE:U1C.U SI o<.s<1. TOMANDO EL­

L f M 1 TE B--1 1 VEMOS QUE BX--X Y SE 51 GUE QUE X E U, 

1 1) SuPONGA1..IOS QUE U ES AB 1 ERT0 1 ENTONCES POR 1) TENEMOS 

Gut..: U=IMT(U)cu,c.u, 

}1i.l!:J!JDTEC>".\ CENT~l\t: 

l!. lit. A. M., 
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111) SuPONOAMOS QUE U ES CERRADO, ENTONCES POR 1) TENEMOS -

QUE uc U~C. u ... u • 
.:: 

IV) $¡ PES CONTINUA P-1((-1,1 )) ES ABIERTO EN E; QUE ES u,, 
ENTONCES POR t) SE TIENE QUE U1mlNT(U) 1 P-1( -1,1,) ES CERR_& 

DO EN E y ES IGUAL p,." u2, ENTONCES POR 1) SE TIENE QUE u2..,u. 
V) OBSERVAMOS QUE ee u, SI p ES CONTINUA, POR IV) SE TIENE­

QUE Ur=INÍ'"(U), POR LO TANTO e E: lNT(U). S¡ e t. INT(U), SEA -­

WE. Ne TAL QUE wc INT(U). ENTONCES P(x)<.1 SI xf.W. DADAE.70, 

ENTONCES f. w ES UNA VECINDAD DE e y TE:NEMOS QUE P(x)<E. s1-

xE E. u PORQUE E-1xEU. 
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s E e e 1 o N 7. 

E. SPAC f OS VECTOR 1 ALE S TOPOLOG l COS LOCALMENTE 
CONVEXOS Y TE.ORE.MAS DE S:..PARAC 1 ON, 

0Er1NICl6N 7,1. UN ESPACIO VECTORIAL TOPOL6GICO ES LLAMADO-

LOCALMENTE CONVEXO SI CADA VECINDAD DE e CONTIENE UNA VECI!;! 

DAD DE e QUE ES CONVEXA. 

ÜEFINICl6N 7,2. UNA SEMI-NORMA ES UNA FUNCIÓN 11 11 DE UN -

ESPACIO. VECTORIAL E EN LOS REALES QUE CUMPLE CON LAS SIGUIE!! 

TES CONDICIONES: 

1) 1 lxl !~o 

11) llAXllalA!llxll PARA TODA AER 

111) llx+vll.c::. llxll+llvll 

ÜBSF.RVAMOS DE ESTA DEFINICl6N QUE 1 lel laO Y QUE ADEM~S PUE­

DE EXISTIR ALGUNA X EN E TAL QUE x~o y 1 lxll-o, 

TAMBlfN OBSERVAMOS QUE LA FUNCIONAL DE MINKOWSKI DE UN SUB­

CONJUNTO U CONVEXO, -BALANCEADO Y ABSORBENTE DE E ES UNA SE-

MI-NORMA, 

PR0Pos1c16N 7.3. Sr.A E UN ESPACIO VEc·roRIAL y u UN.\ FAMILJA 

DE SUBCONJUNTOS DE E NO VACfos QUE SATISrACEN LAS SIGUIE~--

TES CONDICIONES: 

1) CADA MIEMBRO DE u ES B.\L.\NCEADO, CONVEXO y ABSORBENTE, 

11) S1 Vt:. U, EXISTE ALGUNA A.E. R TAL QUE O~ A'1E:. ~ Y AV€. U, 

1 1 1) St V Y 'N €.U 1 EX 1 ST!: Q E: U TAL QUE QC V() W. 

IV) $¡ 1/E. U Y X E: V, EX 1 STE W E U TAL QUE x+WC V, 

ENTONCES EXISTE UNA ÚNICA T.OPOLOGÍA PARA E QUE HACE A E UN-
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ESPACIO VECTORIAL TOPOL6GICO LOCALMENTE CONVEXO TENIENDO A 

U COMO BASE DE e. 

DEMOSTRACIÓN~ 

DE ACUERDO CON LA PROPOSIC!6N 2,3 Y CON LA HtP6TESIS QUE -

TENEMOS, LO dNICO QUE NOS HACE FALTA VER PARA QUE E SEA UN 

ESPACIO VECTORIAL TOPOLÓGICO ES QUE, PARA CADA Vt:U EXISTE 

W TAL QUE W+WCV. PoR Li\ CONDICIÓN 11) PARA CADA VEU EXI.§. 

TE A~ R TAL QUE o~ A-:5; ~ Y AVf:. U, ENTONCES AV+AVC 2AVG V.T~ 

POR SER 2A~ 1 Y V BALANCEADO. 

PROPOSICl~N 7,4. SEA PUNA FAMILIA DE SEMI-NORMAS DEFINl-­

OAS SOBRE UN ESPACIO VECTORIAL E. PARA CADA Pt P SEA V(P)~ 

(xE: EIP(x)<1 ), DENOTEMOS POR u A LA FAMILIA DE TODAS LAS­

INTERSECCIONES FINITAS R1V(P1 )n ... n RNV(PN); RN7 o, PNé P¡ 

ENTONCES U CUMPLE CON LAS CONDICIONES DE LA HIPÓTESIS DE LA 

PROPOSIC16N 7.3. 

DE.MOSTRAC 16N: 

1) V(P) ES BALANCEADO, ABSORBENTE, CONVEXO, 

BALANCEADO, Se:A X E: V(P) Y A€::. R TAL QUE IA ¡-::;: 1, ENTONCES -­

P(Ax) .. IA 1 P(x)< IA '~ 1 y AX E: V(p). 

ABSORBENTE:. SEA xE:E, TOMEMOS L TAL QUE lLf/'p(x), SE s1-­

GUE QUE X E. LV(p ). 

CONVEXO, Se:AN X1 Y E: V( P) 1 S 1 O~ A~ 1, ENTONCES AX+( 1-A )Y E:, 

V(P) PORQUE P(Ax+(1-A)Y)~ AP(X)+(1-A)P(v)<A+(1-A) .. 1. 

P9R LAS PROPOSICIONES 6,2, 6,4, 6,15 Y 6,19 SE SIGUE QUE 

R1 V(P1 )n .. • n RNV(PN); RN/ o y PNE. p SON BALANCEADOS, AB-­

SORBENTES Y CONVEXOS, 

11) St W=R1V(P1 )n ••• nRNV(PN), ENTONCES PARA CUALQUIER Af:. R 

·:~--
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TAL QUE O$A"-::~ St T111\1[. QUL A .. =AR 1 J(P 1 , ',.,.lARt\J/(F,~), 

·QR LO TANT. AW t 1., 

111) 5EA111 ,'/ .. R,v(~,¡,),.,'IRl\¡V(r::l\il y ~=s,1(01l'),,,t)5M·/(QM): 

RN,SN7 O Y PN 1.QN<: i-, ToME.MOS ..,,.·.i):,.,R1 1/(P 1 )1 1 ,/)RNl/(PNJ /\ 

s1V(Q1)n ... nsMV(QM), t-'OR 1..0 TANTO l,/E::U, 

IV) SEA V=R1V(P1 )n ... nRNV(pN); RN/ o y pNE, p y SEA XE:. V, 

ENTONCES TOMEMOS \V1aA1V(P1)f\,,.f]ANV(PN); DONDE AN=RN-PN(){), 

ENTONCE s w f:. u y W+x e V. 

LA roPoLOGfA PARA E GENERADA POR LA rAMILIA U, Es LLAMADA -

LA TOPOLOGÍA GENERADA POR LA rAMILIA P DE SEMI-NORMAS EN E. 

PROPOSIC16N 7,5. SEA [ UN ESPACIO VECTORIAL TOPOL6GICO LO-­

CALMENTE CONVEXO, ENTONCES LA TOPOLOGfA PARA E, ES LA TOPO­

LOGfA GENERADA POR LA FAMILIA DE TODAS LAS SEMI-NORMAS CON-

TINUAS EN E, 

PARA LA DEMOSTRACIÓN VEASE [16] 

PROPOSICt6N 7.6. SEA X,Y DOS ESPACIOS VECTORIALES TOPOL6Gt­

COS LOCALMENTE. CONVEXOS, S1 ~ ES LA FAMILIA DE SEMI-NORMAS­

QUE GENERAN LA TOPOLOGfA DE X, ENTONCES UN OPERADOR T DE X­

EN Y ES CONTINUO SI Y SOLO SI PARA CADA SEM!•NORMA CONTINUA 

Q DE Y, EXISTE UN SUBCONJUNTO FINITO DE SEMI-NORMAS (P 1, I• 

1 ••• N) DE) y UN NÚMERO C/O TALES QUE o(Tx)=::cSuP (Pl(x)) 
1=1, ••• N 

PARA TODA XE:X, 

DEMOSTRAC 1 ÓN: 

Sr.A Uc(YE:Ylo(v)..<::.'j )¡ DONDE Q ES UNA SEMI-NORMA CONTINUA DE 

Y, YA QUE TES CONTINUA Y~ GENERA A LA. TOPOLOGÍA DE X~ ---
N~ 

EXISTEN VEC!NDAOESE: 
1

V(P
1

) TALES QUE T( r¡ E:. V(P ))CU, 
, .,,,·f 1 1 

.... r·rr 1 l'ii 
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'"oMANDOE =MINf: 1 L.A REL.ACIÓN Sup"(¡:,,(x))!S 1-. IMPLICA QUE --
1 1 

TxE. u: DE. ~STE MODO Q Tx':$ 1 y lS CLARO QUE. o(Tx)6 é" 1SuP( 

P
1
(X)) PARA TODA x~X. 

INVE.RSAMENTl:.. SE.A V UNA VECINDAD ot e E.N y ABSORBENTE, CON-

VEXA Y BALANCEADA, SU FUNCIONAL DE MINKOWSKI Q ES CONTINUA-

POR LA PROPOSICl6N 6.23, DE ESTE MODO SI Q(Tx)-=::.cSuP (P,(x)); 
1=1,,,, 1 N 

DONDE C70 Y P
1

E:-P, SE SIGUE QUE T(U)C.ij PARA LA VECINDAD DE 

e, Us(XE XI CP 1 (x)~1 1 1.,1,,,,,N) EN X, POR LO TANTO TES -

CONTINUA, 

DEFINICl6N 7,7. SEA E. UN ESPACIO VECTORIAL Y M,N DOS SUBCO..!:i 

JUNTOS DE E, SE DICE QUE UNA FUNCIONAL LINEAL f SOBRE E SE­

PARA A~.~ y N SI EXISTE e TAL QUE r(M);7c y F(N)::::.c. 

PROPOSIC16N 7.b, UNA FUNCIONAL LINEAL f SEPARA A DOS CONJU~ 

TOS 51 Y SOLO Si SEPARA A M-N Y (e), 

ÜEM05TRACl6N: 

SUPONGAMOS QUE f SEPARA A M Y N. ENTONCES EX 1 STE C é: R TAL -

QUE F(M)~c~r(N), SE SIGUE QUE F(M)-F(N):-;:o, ENTONCES F(M­

N)~ r(~), SE SIGUE QUE EXISTE c'E. R TAL QUE F(M-N)~c'~r(e). 

POR LO TANTO f SEPARA A M-N Y (e), 

lNVERSAMENT(, S1 f SEPARA A M-N y (e), ENTONCES EXISTf. c TAL 

QUE F(M-N)~c~r(e), SE SIGUE QUE r(M-N).:::=o, ENTONCES EXIS­

TE c' f R TAL QUE r(M):::-c'-SF(N). POR LO TANTO F SEPARA A M-

y N. 

PROP OS 1C16N 7 • 9, Sf..AN M Y N 005 SUB CON.JUNTOS CONVEXOS Y AJf. 

NOS DE UN ESPACIO VlCTORIAL L V SUPONGAMOS QUE MES RADIAL­

A ALGÚN PUNTO xt:t., ENTONCES EXISTE LJN;"i fUNC!C,NAL LINEAL NO 
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TRIVIAL QUE SEPARA A M V N, 

0EMOSTRACl6N: 

SEA M UN PUNTO RADIA,L DE M, ENTONCES e ES PUNTO RADIAL DE -

M-N. DE ESTE MODO r SEPARA A M Y N SI Y SOLO SI SEPARA A M-M 

V N-M( r(M)~c~ r(N) s 1 V SOLO s 1 r(M)-r(M )~ c-r(M )~ r(N)­

r(M)), 

ENTONCES ES SUFICIENTE SUPONER QUE M ES ABSORBENTE, SEA P -

CUALQUIER PUNTO DE N, PARA QUE -P SEA PUNTO RADIAL DE M-N V 

e PUNTO RADIAL DE K·M-N+P, ES NECESARIO QUE PfK, PORQUE DE­

OTRA MANERA NOS IMPLICARÍA QUE M V N NO SON AJENOS, 

YA QUE MES RADIAL A e, SE SIGUE QUE M-P ES RADIAL A -P, E.ti 

TONCES PARA CADA P ~ N, POR LO TANTO -P E-S PUNTO.RADIAL DE -

M-N V e DE K. 

SEA rK LA FUNCIONAL DE MIKOWSKI DE K, ENTONCES rK(p)~1. S1 

DEFINIMOS Fo(AP)•AFK(p) ENTONCES ro ES UNA FUNCIONAL DEFIN_t 

DA SOBRE EL SUBESPACIO GENERADO POR P. AUN M~S ro(AP):::=.rK( 

AP) PARA TODO REAL Ao SI A7'0 1 TENEMOS QUE r0 (AP)•AFK(P)• 

f'K(AP) V SI A<O, Fo(AP)•AFK(p)< o6rK(AP). ENTONCES POR EL 

TEOREMA DE HAHN-BANACH, ro SE PUEDE EXTENDER A UNA f'UNCIC-­

NAL LINEAL f TAL QUE f(x).=:rK(x) PARA TODA x~E. SE SIGUE -

QUE F(K)~ 1 1 MIENTRAS QUE F(P )~1, DE ESTE MODO f SEPARA K 

'( (P) ENTONCES POR LA PROPOS1c16N 7.8 SEPARA A M-N V (e) v­

OTRA VEZ POR LA MISMA PROPOSICl6N, F 'SEPARA A M V N. 

PROPOSICl6N 7.10. SEA f' UNA FUNCIONAL Ll~EAL EN UN ESPACIO­

VECTORIAL TOPOL601co E QUE SEPARA A DOS SUBCONJUNTOS DE E y 

UNO DE ELLOS TIENE INTERIOR NO VAcfo. 
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OtMOSTRACl6N1 
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SEAN A Y 8 DOS SUBCONJUNTOS DE E, f' UNA f'UNC IONAL QUE SEPA­

RA A A Y B, Y P UN PUNTO INTERIOR DE A. SEA N UNA VECINDAO­

DE e TAL QUE P+Nc. A. ENTONCES r(N)C. f'(A)-f'(P) y r(N) EsTi -

CONTENIDO tN UN INTERVALO (-A, o0) O (-~,A], DONDE O~ A<.-, 

SEA M.Níl (-N), ENTONCES M·-M Y M ES UNA VtCINDAD DE e TAL -

QUE F'(M) tST' CONTENIDA EN EL INTERVALO (-A,A]a EN ESTE CA­

SO r(E A - 1M) tsd CONTENIDA EN EL 1 NTERVALO [- é. é ]· YA -­

QUE E:. A-lM ES UNA VECINDAD DE e. POR LO TANTO f' ES CONTINUA, 

PROPOSICl6N 7.11, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL TOPOL601co. 

CUALQUIER PAREJA DE SUBCONJUNTOS CONVEXOS Y AJENOS TALES 

QUE AL MENOS UNO DE ELLOS TENGA INTERIOR NO VACÍO PUEDEN -­

SER SEPARADOS POR UNA f'UNCIONAL LINEAL CONTINUA EN E. 

DEMOSTRAC 16N: 

Tóoo PUNTO INTERIOR DE UN CONJUNTO A ES PUNTO RADIAL DE fL, 

ENTONCES POR LAS PROPOSICIONES 7,9 Y 7.10 EXISTE UNA FUNCI~ 

NAL LINEAL CONTINUA f' QUE SEPARA A DICHOS CONJUNTOS. 

PROPOSICl6N 7,12, SEAN.K,Q DOS CONJUNTOS CONVEXOS, CERRADOS 

Y AJENOS OE UN ESPACIO VECTORIAL LOCALMENTE CONVEXO, E. 51-

K ES COMPACTO, ENTONCES EXISTEN CONSTANTES c,s.;:.-o y UNA FUM­

CIONAL LINEAL F CONTINUA SOBRE E TALES QUE F(Q)6c-f~c~ 

F( K), 

DEMOSTRAC16N: 

EL CONJUNTO K-Q ES CERRADO (VER[5]) Y CONVEXO QUE NO COMTlf 

NE A e, ENTONCES EXISTE UNA VECINDAD u, CONVEXA DE e, TAL -
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QUE Uíl(K-Q) .. ~. ENTONCES POR t;A PROPOSIC16N 7,11,EXISTE UNA 

FUNCIONAL LINEAL F CONTINUA NO TRIVIAL QUE SEPARA A U ~ K-Q, 

ENTONCES EX 1 STE UNA CONSTANTE D TAL QUE F(K-Q)~ O Y F(U)~ D. 

YA QlJE FES NO TRIVIAL, EXISTE xEE TAL QUE r(x) .. 1. SE SIGUE 

QUE F(Ax) .. A, POR OTRO LADO SE TIENE QUE, AXEU PARA Aé.R sg 

FICIENTEMENTE PE9UEÑA; DE ESTE MODO EXISTE E~ O TAL QUE --­

r(U)<6. SE SIGUE QUE F(K)-F(Q) .. r(K-Q)~D:9'S. y F(K).?- r(Q)+ 

E; ES DECIR CUf>.LQUIER NÚMERO EN F(K) DEBE SER MAYOR A CUA.b, 

QUIER NÚMERO DE r(Q) AL MENOS POR 6 • ENTONCES F'(K)~ INF r( 

K):Yr(O)+f. POR LO TANTO F(K)~·c7c-S? r(Q)¡ DONDE c .. 1Nr( 

r{K) ). 

COROLARIO 1, SEA K UN CONJUNTO CONVEXO V CERRADO DE UN ESP~ 

CIO VECTORIAL TOPOL6G1co LOCALMENTE CONVEXO, 51 PJ:'K, ENTO!!, 

CES EXISTE UNA FUNCIONAL LINEAL CONTINUA QUE SEPARA A K Y -

(P) 0 ES DECIR, r(K)iif'(p), 

COROLARIO 2. SEAN P Y Q DOS PUNTOS DISTINTOS EN UN ESPACIO­

VECTORIAL TOPOL601co LOCALMENTE CONVEXO. ENTONCES EXISTE --

UNA íUNCIONAL LINEAL CONTINUA QUE SEPARA A P V O; ES DECIR­

F(P ),ir(o). 

ann.wnat em~t 
U. 114 A, tt-.}. 
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s L e e 1 o N s. 
TOPOLOG 1 A DI:. 8 1 L DL E Y LA TOPOLOG 1 A DE B 1 L DE. E ' • 

ANTES DE HABLAR DE LAS TOPOLOGf As otBILES DE E y E', HABLA­

REMOS DE LA INMERS16N DE E (ESPACIO VECTORIAL NORMADO) EN -

E'' (DUAL Of.L DUAL DE E). 

PARA CADA X FIJA EN E DEFINIMOS LA f'lJNCIONAL FX SOBRE E' DE 

LA SIGUIENn:. MANERA: Fx(F') .. r(x),f't. E'. VEAMOS QUE Fx ES UNA 

FUNCIONAL LINEAL CONTINUA SOBRE E. PARA Eso: 

Fx<r1 +r2) .. (r1 +r2)(x) .. r1 (x)+F2(x)=Fx(r1 )+Fx( r2), Fx(u·1 ) .. 

(LF1HX)•Lf',í(X)cLF'x(F·1) y IFX(r)l-lr(x)l-bllxllllrll, ENTO,!i 

CES l IFXI l:;S l lxl 1 y POR LA PROPOSIC16N 3.6 Fx ES CONTINUA,­

AÚN MÁS llF'xllnllxll; POR EL COROLARIO 1 DEL TEOREMA DE --­

HAHN-BANACH, EXISTE F'o TAL QUE ro(x)=I lxll y 1 IFºlla1, EN-­

TONCES PARA ESA FUNCIONAL LINEAL TENEMOS QUE IFX(ro)I., 

lro(x)l .. l lrol l l lxl ¡,.11x11 y SE SIGUE QUE 1 IFXI I~ l lxl l. 

TAMBlfN F)( +X (r) .. F(X1+X2) .. r(x1 )+r(x2) .. Fx (r)+fx?(F) y FLX( 
1 2 . 1 ~ 

F')aF(LX) .. LF'(X)uLFX, ENTONCES A CADA xE E LE PUEDO ASOCIM -

UNA ft E", ES DECIR EXISTE 6 :x-·-Fx, LINEAi.., INYECTIVA y -­

CONTINUA PORQUE llFXI locl lxl 1, POR ESA INMERS!6N DE E. EN f. 11 

PODEMOS PENSAR A LAS XE E COMO FUNCIONALES LINEALES CONil--

NUAS SOBRE E 1 , 

DErlNICl6N 8.1. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, ~ENOTE­

MOS POR O((,E') A LA MfNIMA TOPOLOGÍA PARA LA CUAL TODAS -­

LAS FUNCIONALES rf:-[ 1 SON CONTINUAS SOBRE E. 

ÜBSERVAMOS DE EST~ DEF'INICl6N QUE LA TOPOLOGÍA o(E,t:) ES -

MÁS o{s1t. QUE LA TOPOl.OGfA DE LA NORMA or E, POR ESO ES LL.A 
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MAOA LA TOPOLOGÍA D~BIL DE E Y AO~S QUE LA TOPOLOGÍA (E,E') 

TIENE COMO SUB-BASE A LA COLECC16N DE ,-1(0); FE E' y e ~s -

A8-1 ERTO EN R. 

~EFINICIÓN 8,2. SEA E' EL DUAL DE UN ESPACIO VECTORIAL NORM~ 

DO E. DENOTEMOS POR o(E 1,E), A LA MfNIMA TOPOLOGÍA PAR E',­

TAL QUE CADA xE: E DA LUGAR A UNA FUNCIONAL CONTINUA Fx SOBRE 

E'. 

A ESTA TOPOLOGÍA SE LE LLAMA LA TOPO~OGÍA D{a1L* DE E' 

PROPOSIC16N 8,3. LA TOPOLOGÍA o(E,E 1 ) DE E ES LA MISMA QUE·­

LA GENERADA POR LA SIGUIENTE COLECCl6N B FORMADA POR T DOS -

LOS CON.JUNTOS V(A,t.) ... (x<::EI IF(x)l<::E, PARA CADA FE:A,, DO,!i 

DE A ES FINITO, A6N Mis, LA TOPOLOGÍA o(E,E') ES LOCAL~ENTE­

CONVEXA Y DE HAUSDORFF, 

DEMOSTRAC 16N: 

PRIMERO VAMOS A DEMOSTRAR QUE LA COLECCIÓN 8 GENERA UN ESPA­

CIO LOCALMENTE CONVEXO, PROBAREMOS QUE SATISFACE LAS H P6TE­

SIS DE LA PROPOSICl6N 7.3, 

1) V(A, é) ES CONVEXO, BALANCEADO Y ABSOREJENTE, 

CONVEXO.St:A x,vG\/(A,E..), SI O~A:=-1 ENTONCES AX+(1-A) ~V( 

A,E) PORQUE. lr(Ax+(1-A)'f)l~Alr(x)l+U-A)lr('f)l<(A+( -A))E 

"'é. PARA TODA FE A, 

BALANCEADO. ·SEA X E V(A, f..), SO. A E: R n1L QUF.: IA 1-:f. 11 EllTONCE:S 

AX<':. V(A,f..) POHQUE IF(Ax)lulAllf(x)I~ IAIE.~-E..PARP. TOC/l, H:::A. 

ABSORBENTE. Sf.:A Xf:[, SEA L
0 

.. 1SuPllFll ENTONCES XE-LV(I,[.) 
. [ri:. !~ 
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11) SEA A é R TAL QUE O~ A~ Í ENTONCt::S AV(A,E... ) ... V(A,A E.), 

111) TOMEMOS COMO QaV(A1UA2 ,M1 N( E. 1' é 2)); POR LO TANTO 

Qt:B,QCV(A1 ,E: 1 )f1V(A
2

,'é. 2). 

IV) PARA CADA Xi:.V(A,E ), SEA &.Suplf(x)lj SE TIENE QUE O!S 
Fe: A 

S..:~ E. , ENTONCES x+V(A,é -S)C V(A, E_), 

POR LO TANTO 8 GENERA UN ESPACIO TOPOL6GICO LOCALMENTE CON­

VEXO, ADEMÁS ES DE HAUSOORF'F' YA QUE n V(A,FE. ) .. (e) PORQUE,-· 
Vf B 

PARA CADA xt.E EXISTE UNA FUNCIONAL LINEAL CONTINUA TAL QUE 

r(x)nllxll. POR ÚLTIMO VAMOS A DEMOSTRAR QUE COINCIDEN LAS­

TOPOLOGÍAS. 

Sf.:A V(A, E.) E B ENYO~ICES V(A, E.) ES AB IEIHO EN o(E.,E. 1
) YA 

QUE V(A,é ) .. nr-1((-E, f)). Sf.:A u· UNA VECINDAD DE e EN 
FtA N 

o(E,E'. 1 ) ENTONCES EXISTE WE:o(E.,E') 1'AL QUE: W .. íl r~ 1 (0 1 ) DO!:! 

1 "'1 
DE o, .. (-€ I' é 1) y F 1E:E 1

, e E wcu, SE,t, E. .. MIN(E. 1) ENTON--

• N -1 
CES eE:V(A,f.)=íl F ((-S,é))CU, OONClE A .. (F,),1,..,1, ••• &r~. 

, .. 1 
POR LO TANTO COINCIDEN LAS TOPOLOGfAS, 

PROPOS1c16N 8,4, LA TOPOLOGfA o(E',E) DE E 1 COINCIDE CON LA 

TOPOLOG í A GENE RADA p OR LA COLE ce 16N B fORMADA POR TODOS LOS 

CONJUNTOS V(A,E..) .. (réE'I IF(X)l<E.' PARA CADA xEE), CON­

DE A ES FINITO. A6N MÁS o(E',E) ES UNA TOPOLOGÍA LOCALMENTE 

CONVEXA Y DE HAUSDORF'f. 

LA DEMOSTRACIÓN SE HACE DE MANERA SIMILAR DE LA PROPOSIC16N 

ANTERIOR, 

OBSERVAMOS DE LAS DEFINICIONES DE LAS TOPOLOGÍAS o(E 1E1 ) Y 

o(E 1 ,E) QUE XN CONVERGE DE81LMENTE A X (xN--ºx) SI '(SOLO -

S 1 F"( XN )--F(X )PARf\ TODA F (;E 1 Y OF.: MANERA AN~LOGA f N CONVEB, 

.··•mr 
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~ 
GE D~BILMENTE A F' (FN-QF') SI y SOLO SI rN(x)--F'(X) PARA TODA 

X~ E, ENTONCES UNA SUCESt6N QUE CONVERGE EN NORMA CONVERGE -

o{e-1LMENTE, Tooo CERRADO EN LA TOPOLOGfA o(E,E') ES CERRAOO­

EN LA TOPOLOGfA ORIGINAL DE E V ANiLOGAMENTE TODO CERRADO -

EN LA TOPOLOGfA o(E',E) ES CERRADO EN LA TOPOLOGfA ORIGiNAL­

DE ( 1 , POR ÚLTIMO PODEMOS CONSIDERAR A E' COMO UN SUBCONJUN­

TO DEL P.RODUCTO TOPOL6GtCO r!-, 

PROPOSICl6N 8,5, SEA SCE', ACOTADO CON RESPECTO A LA NORMA­

DE E' Y CERRADO RESPECTO A o(E',E}, ENTONCES SES COMPACTO -

CON RESPECTO A o(E 1 ,E), 

ÜEMOSTRACl6N: 

SEA c .. 5.Jp 11F'11. PARA CADA X~ E TOMEMOS Ax"' (A 1: R 1 1AI~e1 1X11) 
F' l s 

Y A=TT AX (PRODUCTO CARTESIANO). POR EL TEOREMA DE TYCHONOF'F' 
X €: E 

( VER[Q}) A ES .COMPACTO POR SER AX UN SUBCONJUNTO CERRADO V -

ACOTADO DE R, SEA F' E: S, ENTONCES PARA CADA X E: E, TENEMOS QUE 

llr(x)ll611rllllxll~Cllxll y r€A (CONSIDERANDO A E.' SUME,!! 

GIDO EN TTR CON LA TOPOLOGfA DEL PRODUCTO}, PARA PROBAR ---
Xt E 

NUESTRA PROPOS 1c16N ES su F' 1e1 ENTE DEMOSTRAR QUE s Es CERRAD o 

EN A, SuPONGAMOS QUE F' ES UN ELEMENTO DE LA CERRADURA DE S -

EN A, CONSIO,EREMOS CUALQU!ERE..'7'0 y CUAl.ESQUIERA x,vtE, EL 

CONJUNTO DE. TODAS LAS GE: A TALES QUE IG(x)-r(x) 1< E. 'la( v)­

F'( Y) l<E y IG(X+Y)-F'(x+v) 1<~1 ES UNA VECINDAD DE F' EN A,· -­

ESTA VECINDÁD CONTIENE UN PUNTO He 5, YA QUE H ES UNA F'UNCl,2 

NAL LINEAL TENEMOS QUE IF'(X+Y)-r(x)-F'(Y)I~ IF'(X+Y)-H(X+Y)I+ 

IH(X)-r(x)l+IH(v)-r(v}l<3E, SE SIQUE QUE r(x+Y)•F(x)+F'(v), 

TAMBlfN TOMEMOS EL CONJUNTO DE TODAS LAS G~A, PARA LAS CUA-
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LES la(x)-r(x)l<é V IG(Bx)-F'(Bx)l<t 1 PARA B FIJA, EN RES­

TA ES UNA VECINDAD DE F EN A, ESTA VECINDAD CONTIENE UN PUNTO 

W ~ 5, YA QUE W ES UNA FUNCIONAL L 1 NEAL TENEMOS QUE 1 F(BX)-BF( 

x)l.=_lr(sx)-W(sx)l+IBF(x)-8W(x)I< (1tlBl)E., SE SIGUE QUE 

r(ex)-er(x), POR LO TANTO r ES LINEAL. SABEMOS QUE r(x)E Ax.­

IMPLICA QUE lr(x)l~Cllxll, PARA TODA xE.E, rE.E' V Ft:S POR­

SER S CERRADO EN LA TOPOLOGÍA o(E 1 ,E) DE E', POR LO TANTOS -

ES COMPACTO, 

COROLARIO 8,6. U'-(rE:E.' TAL QUE lr1~1) ES COMPACTO. 

DEMOSTRACl6N1 

U' ES ACOTADO EN NORMA POR DEF'INICl6N V U' ES CERRADO EN o(E', 

E) VA QUE SI rN--
0 t, ENTONCES r E U' POR9UE PARA CADA x, SE -­

TIENE QUE lrN(x)l~1. POR LO TANTO U' ES COMPACTO EN o(E',E). 
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s E. e e 1 o N 9. 

POLOS Y POLARES. 

0EF'INIC16N 9.1. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NO.AMADO, PARA UN 

SUBCONJUNTO A DE Et EL CONJUNTO POLAR O SIMPLEMENTE POLAR -

DE A, ESd DEF'INIDO COMO Aº•(F'E E 'lr(x)~1 PARA TODA X E: A). 

PARA UN SUBCONJUNTO A DE E' EL CONJUNTO POLAR DE A SE DEF'l­

NE COMO Aº-Cxt EIF'(x)~ 1 PARA TODA rEA). 

PROPOSICl6N 9.2. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO Y A UN­

SUBCONJUNTO CUALQUIERA DE E. ENTONCESI 

1) Aº·ílCCx)ºlx EA) 

11) Aº ES CONVEXO, CONTIENE AL CERO Y ES CERRADO CON RESPEi 

TO A LA TOPOLOGÍA o(E',E) DE E'. 
111) AC Aºº 

IV) PARA CUALQUIER F'AMILIA (A 1) DE SUBCONJUNTOS DE E, TENE­

MOS QUE (UA 1 )º.nA~ 
v) PARA LE: R y L,io; (LA)º·L - 1 Aº 

VI) SI A ES BALANCEADO, ENTONCES Aº ES BALANCEADO. 

V 11) S1 AC B ENTONCES Bºc. Aº 

VI 11) SEA C~(A) DE A, ENTONCES (Co(A))ª•Aº 

IX) (Co(A,B))º·Aºn sº 
DEMOSTRAC16Ñz 

1) f'E:.Aº SI y SOLO SI F'(X)~1 PARA TODA xeA SI y SOLO SI -
re(\ ((x)ºlxe A) 

11) Ce.Aº, YA QUE O{x)-o PARA TODA x~A. SEAN r,oe-Aº, SI 

O~A~1, ENTONCES AF'+(1-A)GE Aº YA QUE (11r+{1-A)o)(x)•AF'{x)+ 

-· -
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(1-A)G(X)~ A+(1-A)~ 1 PARA TODA X{ A. SEA (F'N)C. Aº. SuPONGA-
~ . 

MOS QUE rl·-F', ENTONCES· F'(X)~ 1 PARA TODA X e. A PORQUE F'N(x)~ 

1 PARA XE: A, y POR LA oe'stRVACl6N A LA PROPOS1c16N 8.4, EN-­

TONCES réA0 y POR LO TANTO Aº ES CERRADO EN o(E',E) 

111) Aºº·CxéEIF'(x)61, PARA TODA rEAº). SEA xEA, SE SIGUE 

QUE F'(X)~ 1, PARA TODA F'é AO POR LA DEF'INIC16N DE POLAR DE A, 

ENTONCES AC. Aºº• 

IV) SEA A
1 

UNA FAMILIA DE SUBCONJUNTOS DE E. 

F'. (Ú A1>º Si y SOLO SI r(x)~1 PARA TODA xc:U Al SI y 'soLO­

SI f'é A~ PARA TODA 1 SI Y SOLO SI F'í: ()A~. 

v) SEA r~ (LA)º, ENTONCES F'(X):f 1 PARA TODA X f: LA. PARA CADA 

XE:LA, EXISTE x'E-A TAL QUE X•LX 1 , ENTONCES r(x).F'(LX 1 ):rLf'( 

X 1 )~1, ESTO IMPLICA QUE EXISTE F' 1!:AO .TAL QUE L-lf'•f' 1
1 POR 

LO TANTO (LA)ºc L-1 A0 , LA OTRA CONTENCl6N SE OBTIENE EN F'OR-

MA OBVIA. 

VI) SEA F'f. Aº, ENTONCES F'(X)~ 1 PARA TODA X€ A, VA QUE A ES-

8At,¡ANCEADO PARA TODA L ~ R, TAL QUE 1 L I~ 1 1 SE T 1 ENE QUE LF'( 

X)•F'(LX}~ 1, ENTONCES Aº ES BALANCEADO. 

VII) SEAN ACB V F'f:-Bo, ENTONCES F'(X)~1, PARA TODA XEB, SE 

SIGUE QUE F'~Aº YA QUE AC B. POR LO TANTO e0cA0 • 

VI 11) YA QUE AC Co(A), SE SIGUE POR VI 1 QUE Co(A}ºc. Aº. 5EA-

rf:: A0, VA QUE CADA xE-Co(A) SE PUEDE ESCRIBIR COMO L1X1+ ••• + 

LNxN;xl A,O:!:Ll~l V L1+ ••• +LN•l, SE TIENE QUE F'(X)af'(L1X1+ 

••• +LNXN) •L1 F' <x1 )+ ••• +LNf'( XN ): L1 +, •• +LN• 1, ENTONCE 5 F' f Co( A>º t 

Co(A)º.:> Aº, POR LO TANTO Co(A)º.Aº. 

IX) SEAN A,BCE, POR IV) SE TIENE QUE (AUB)º·AºOBº V POR -

VI 11) SE TIENE Co(A,B)º·Aºn sº. 
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OBSERVAMOS QUE EL TEOREMA ES VtLIDO PARA A E'. 

PROf'OS 1C1 6N 9 .• 3, SEA E UN ESPAC 1 O VECTOR 1 AL NORMADOo SEAN F' I, 

lm1 10 , 01 N ELEMENTOS DE E' LINEALMENTE INDEPENDIENTES, ENTON­

CES EXISTEN N ELEMENTOS X1€ E LINEALMENTE INDEPENDIENTES TA­

LES QUE F'l(xJ).slJ· 1,.i .. 1, ••• ,N. 

DEMOSTRACl6N: 

SE HAR~ POR INDucc16N. PARA N•l ES CIERTA LA PROPOS1c16N. 

51 N~1, POR HIP6TESIS OE INDUCCl6N EXISTE EL CONJUNTO (x 1) -

PARA LAS CUALES F',(x~)-SIJ' l,J•l, ••• ,N-1. SEA MN EL SUBESP~ 

CIO GENERADO POR LOS ELEMENTOS x 1 Y ÍN•(XE:ElrJ(X)•O,J•1, ••• , 

N-1). Es CLARO QUE E=FN•MN y QUE F'N NO pu¡DE SER NULA SOBRE­

FN PORQUE DE OTRA MANERA F'N SERÍA COMBtJACl6N LINEAL DE LAS -

F'I' 1•1, ••• ,N-1. SE SIGUE QUE DEBE EXISTIR UNA xNe FN TJ.\L QUE 

F'N(xN)-1 y DEFINIENDO X1·x,-rN(x~xN, OBTENEMOS LO DESEADO, 

PROPOSICIÓN 9,4, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMAD0 0 51 LA -

FUNCIONAL LINEAL F' ES o(E,E 1 ) CONTINUA ENTONCES Ff E' •. 

DEMOSTRACl6N: 

POR LA PROPOSIC16N 7.6, EXISTEN F' 1 ooo 1 F'NE E' TALES QUE IF(X) 

l~CSuPIF'l(x)I PARA TODA xéE. DE ESTE MODO F' ES NULA SOBRE­

L- fl F' :-
1 

(O), POR OTRO LADO, SUPONGAMOS QUE F"l' • '" 1 F' R SON L 1-

NEALMENTE INDEPENDIENTES. ENTONCES POR ·LA PROPOSICIÓN 9.3 ·--

EXISTEN x,,,¡,,XRéE LINEALMENTE INDEPENDIENTES TALES QUE 

F'l(xJ).s,J PARA l,J=1, ••• ,R. ENTONCES E SE PUEDE ESCRIBIR C,2 

MO E=leH, DONDE H ES EL SUBESPACIO GENERADO POR LAS x 1• EN-­

TONCES TODA xE:E SE PUEDE ESCRIBIR DE LA SIGIJIENTE MANERA --
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X•Ft(x)x1+ ••• +FR(x)xR+L DONDE LE.l. SE SIGUE QUE f'•F1+ ... +FR. 

POR LO TANTO F€:. E. 1 , 

TEOREMA BIPOLAR 9.5, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO. SEA 

AC E, ENTONCES Aºº=Co(A, (e) )D DONDE _D DENOTA LA CERRAOURA­

ole 1 Lo 

DEMOSTRACl6N: 

POR LA PROPOSIC16N 9,2, INCISOS 11) Y 111) SE TIENE QUE Aºº=> 
D O .. c ... o""(.A-, ( ... e_)_) • SEA KaCo(A, (e)) 1 SuPONGAMOS X(: K, YA QUE E CON-

LA TOPOLOGfA o(E,E 1 ) ES UN ESPACIO VECTORIAL TOPOL6GICO LO-­

CALMENTE CONVEXO Y K ES CONVEXO V CERRADO, ENTONCES POR EL -

COROLARIO 1 DE LA PROPOSIC16N 7,12, EXISTE UNA FUNCIONAL CO.!:l, 

TINUA F' DEBILMENTE QUE SEPARA A K y (x) DONDE F(x)9-L7L-~ 

..¿;. F'(K), PARA ALGUNA Lf R, YA QUE eé K IMPLICA QUE L? O V -­

QUE EXISTE A<:: R TAL QUE A F(K)::1 y A F(x)/'1, PoR LA PROP0-
00 00 o 

sic16N 9.4 rtE•_y ADEM.(s xf:A • POR LO TANTO A .co(A,(e)). 

PROPOSICl6N 9.6. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, 51 A ES 

UN SUBCONJUNTO DE E, CERRAD0 1 CONVEXO V CONTENIENDO AL CERO -

DE E ENTONCES A ES CERRÁDO EN LA TOPOLOGfA o(E,E'}, 

ÜEMOSTRAC 1 6N: 

DEMOSTRANDO QUE AaAOO SE OBTIENE LO DESEADO, PERO YA QUE A -

ES CERRADO, CONVEXO V CONTIENE A e SE TIENE QUE A00zA, 

PROPOSICl6N 9.7. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO. S1 A ES 

CERRADO EN o(E 1 ,E), CONVEXO Y CONTIENE AL CERO DE E'. ENTON­

CES Aºº .. A. 

LA DEMOSTRACl6N SE HACE DE MANERA AN.(LOGA A LA DE LA PROPOSl 
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PROPOSICl6N 9,8, St A Y 8 SON DOS SUBCONJUNTOS CONVEXOS, CE--

RRAOOS Y CONTENIENDO EL CERO DE UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO-
Jt: 

E. tNTONcEs (A<l B)º .. ""c,_o ... (A'l'1e;t..,..,.B.ee....,)D. 

0EMOSTRACl6N: 

POR LA PROPOSICIÓN 9,6 SE TIENE QUE Aºº=A Y Bºº·B Y POR LA -­
D>lt 

PROPOS 1C16N 9, 2 SE T 1 ENE QUE (A ºº.íl Bºº) º·(Aº U Bo)oo .... C-o('"'Arfe~,"'"8188 .. ) • 

PROPOSIC16N 9,9, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, 51 A Y B 

SON DOS SUBCONJUNTOS DE E 1 CONVEXOS, CERRADOS EN o(E 1
1E) Y -­

CONTIENEN AL CERO. ENTONCES Co{A9 ,89 ).(Afl.B)º, 

LA DEMOSTRACl6N SE HACE DE MANERA ANiLOGA A LA DE LA PROPOSI-

Cl6N 9,8, 

PROPOSIC16N 9.10, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO, ENTON-­

CES PARA QUE UN CONJUNTO AC E 1 CONVEXO SEA CERRADO EN LA TOP.2, 

LOGÍA o(E',E), ES SUFICIENTE QUE PARA TODA VECINDAD u DE e DE 

E, Afluº SEA CERRADO EN o(E',E). 

PARA LA DEMOSTRACl6N VEASE [3j 
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C A P 1 T U L O 2, 

s E e e 1 o N 10. 

ESPACIOS VE.CTORI AU.S ORDENADOS, 

DEr1N1c16N 10.1. UN ESPACIO VECTORIAL E SE LLAMA ORDENADO, -

SI E ES PARCIALMENTE ORDENADO Y ADEM~S CUMPLE CON LAS SIGUIE,!i 

TES PROPIEDADES: 

1) S1 x~v; ENTONCES PARA TODA zE E, SE TIENE x+z:r v+z 
. . + 

11)· S1 x~v. ENTONCES PARA TODA AE: R' SE TIENE AX~AV, 

DErlNICIÓN 10,2, UN SUBCONJUNTO K DE UN ESPACIO VECTORIAL E­

SE LLAMA CONO SI K CUMPLE CON LO SIGUIENTE: 

1) K+KCK 

11) AKC K; PARA TODA A E: R+ 

111) Kíl (-K).(e), 

(DE AQUÍ EN ADELANTE K, VA A DENOTAR UN CONO DE E), 

PROPOSIC16N 10,3, CADA ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E, GENERA­

UN CONO, INVERSAMENTE, CADA CONO EN E GENERA UN ORDEN PARCIAL 

QUE CUMPLE CON LAS CONDICIONES DE 10,1 QUE HACEN A E UN ESP~ 

CIO VECTORIAL ORDENADO, 

DEMOSTRACl6N: 

-SEA K-(xf Elx~e), DEMOSTRAREMOS QUE K CUMPLE CON LAS CONDI­

CIONES 1) 1 11) 1 111) DE 10,2, 

1) S1 x,vE:K ENTONCES X+Y?-X~e POR SER E UN ESPACIO VECTO-­

RIAL ORDENADO, POR LO TANTO X+Yt K, 

11) SI X E: K Y A E. R+, ENTONCES AX~e POR SER E UN ESPACIO VE.f. 

._ . .........,,. ---
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TOR 1 AL ORDENADO, POR LO TANTO AX E K, 

111) SE:A XE Kf)(-K), ENTONCES xE:K y xE.-K, SE SIGUE QUE --­

X?." e y x~e, ENTONCES x .. e, POR LO TANTO Kfl (-K)-(e). 

POR LO TANTO K ES UN CONO, 

INVERSAMENTE, SEA K UN CONO DE E, 0Er1NIMOS UN ORDEN PARA E­

COMO S 1 GUE: X~ Y S 1 Y SOLO S 1 X-Y(:: K, 

DEMOSTREMOS QUE ES UN ORDEN PARCIAL, 

1) X?X, VA QUE x-x-e y eéK, 

11) 51 x;pv, Y9> x, SE SIGUE POR LA DErlNICIÓN DEL ORDEN QUE 

X-YE: K, Y-X E: K, PERO YA QUE Kn(-K) .. (e) SE TIENE QUE x-y ... e y 

X•Y, 

111) S1 x?-v,· y~z, ENTONCES. x-YE:K y y-ztK, PERO YA QUE K­

ES UN CONO, SE SIGUE QUE x-v+v-z~K y x~z. 

POR LO TANTO ES UN ORDEN PARCIAL, POR ÚLTIMO NOS FALTA DEMO~ 

TRAR QUE ESTE ORDEN CUMPLE CON LAS CONDICIONES 1) Y 11) DE -

LA DEflNIC16N 10,1 PARA QUE E SEA UN ESPACIO VECTORIAL ORDE-

NADO, 

1) 51 X?Y, ENTONCES X-Y E: K, SE SIGUE QUE PARA CUALQUIER Zf E, 

z+x-(v+z)E:K. POR LO TANTO x+zg.y+z. 

11) S1 X?-Y, ENTONCES x-vE: K, SE SIGUE QUE A(x-v)E K PARA A/' o 

POR SER K UN CONO, POR LO TANTO AX~ AY, 

POR LO TANTO E ES UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO, 

(JEMP LO 1. SEA E LOS RE ALE S Y K .. [o, o0) ,· ENTONCES R ·ES UN Es­

P AC 10 VECTORiAL ORDENADO, 

EJEMPLO 2, SE:A E=R, DErlNIMOS EN R EL SIGUIENTE ORDEN X?f;-Y -

SI Y SOLO SI X-Yt [o, oa)n Q, ENTONCES R CON ESTE ORDEN NO ES 

UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO, PORQUE (XIXpO) NO ES U~J r.NJC', 
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EJEMPLO 3. SEA [ .. R2 y K.,((x,o) lx<ro). ENTONCES R2 ES UN ESP~ 

CIO VECTORIAL ORDENADO POR SER K UN CONO EN R2, SEA [ 1 EL E.§. 

PACIO DUAL DE: R2 y SEA K1a(FE: E.'IF(x)?-o PARA TODA xf;K). E.s 

F,<CIL VERlflCARQJE K' CUMPLE CON LAS CONDICIONES 1) 1 11) DE­

LA DEFl~ICl6N 10,2 PERO K' NO CUMPLE CON LA CONOIC16N 111),­

POR EJEMPLO TOMEMOS LA FUNCIONAL LINEAL F((x,v))=Y, ENTONCES 

rE:K', y TAMBllN -rtK', ENTONCES SE SIGUE QUE K' NO ES UN -

CON0 1 ENTONCES E' NO ES PARCIALMENTE ORDENADO, POR EL ORDEN­

GENERADO POR K, 

PROPOSICIÓN 10,4, SEA E UN ESPACIO VECTORIAL NORMADO Y ORDE-

NADO, ENTONCE:S E' ES UN ESPACIO VECTORIAL ORDE:NADO SI Y SOLO 

SI K-K ES DENSO EN E, 

ÜEMOSTRACl6NI 

SEA K' .. (FE: E'IF(x)~o PARA TODA xt: K). 

PARA DEMOSTRAR LA PROPOSICl6N, SOLAMENTE ES NECESARIO DEMOS• 

TRAR QUE K' ES UN CONO SI Y SOLO SI K-K ES DENSO EN E, 

SUPONGAMOS QUE K-K ES NO DENSO EN E, YA QUE K-K ES UN SUBES• 

PACIO DE E, EXISTE xºE E TAL QUE D(K-K,xo) .. S7o. ENTONCES -­

POR EL COROLARIO 2 DEL TEOREMA DE HAHN-BANACH EXISTE UNA FU~ 

CIONAL LINEAL r TAL QUE r(x)•O PARA TODA X E: K-K y r(xo)=S, -

ENTONCES r€K 1 y TAMBl~N -réK' PERO rko, ESTO ES UNA CON-­

TRADICCl6N. POR LO TANTO K-K ES DENSO EN E, 

INVERSAMENTE, SuPONGAMOS QUE EXISTE UNA FUNCIONAL LINEAL FtE 1 

TAL QUE F y -rE K', ESTO IMPLICA QUE r(x) .. o PARA TODA Xé K-K, 

PERO YA QUE K-K ES DENSO EN E Y POR LA CONTINUIDAD DE f 1 SE­

TIENE QUE: F~O, POR LO TANTO K' CUMPLE CON LA CONDIC16N 111)-

DE LA DEFINICl6N 10,2. 
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LAS OTRAS DOS CONDICIONES DE LA DEFINICl6N 10.2 SON ric1LES 

DE VERlílCAR. POR LO TANTO K' ES UN CONO. 

DEFINIC16N 10,5, SEA K UN CONO EN UN ESPACIO VECTORIAL E. -

SE DIR~ QUE K ES GENERADOR DE E SI E.K-K. 

PROPOSICIÓN 10.6. SEA E UN ESPACIO VECTORIALo· LAS SIGUIEN--

TES PROPOSICIONES SON EQUIVALENTES. 

1) K ES GENERADOR, 

11) PARA CADA xf: E, EXISTE: u.qo, T_AL QUE U~Xo 

111) E CON LA RELACl6N~ DADA POR K CONSTITUYE UN CONJUNTO 

DIRIGIDO. 

DEMOSTRACIÓN: 

1) IMPLICA 11 ). DADA Xt E, YA QUE K ES GENERADOR, EXISTEN -

u y V E K TALES QUE x-u-v' ENTONCES v-u-x. PoR LO TANTO u~ x. 

11) IMPLICA 111). 51 x,vfE, EXISTEN u,vE-K TALES QUE U=?'X, 

v:¡:.v, ENTONCES u+v~x, U+V?>"Y. POR LO TANTO E ES DIRIGIDO. 

111) IMPLICA 1), DADA Xt E, POR SER E DIRIGIDO POR=?' 1 EXI.§. 

TE SIEMPRE uéK TAL QUE u~x. ENTONCES T6MESE v-u-x,vE-K, -

SE SIGUE QUE X•U-V. POR LO TANTO K ES GENERADOR, 

DEFINIC16N 10,7. SEA E UN ESP"ACIO VECTORIAL ORDENADO, 5( DI . -
CE QUE [ TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N CON RESPECTO~, 

EN EL CASO QUE A 1 B7-C 1 0 IMPLICA QUE EXISTE XE [ TAL QUE A,B~ 

x.:rc;D, 

De:r1N1c16N 10,8. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO, SE ~l 
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CE QUE E TIENE LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICl6N CON RESPECTO 

1 EN EL CASO QUE A 1 B 1 X~ K Y A+B~X 1 IMPLICA EXISTAN C1 D € K -

TALES QUE XaC+D 1 A~C 1 B9'D. 

PROPOSICIÓN 10.9. LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N ES EQUIVALE!! 

TE A LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICl6N. 

0EMOSTRACl6N: 

LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N IMPLICA LA PROPIEDAD DE DESCO~ 

POS-ICÍÓN. 

SuPONGAMOS QUE A,e, y xfK y QUE A+BQ-X, ENTONCES SE TIENE -

QUE A,x~ x-e,e, ENTONCES POR LA PROPIEDAD DE INTERPOLAC16N -

EXISTE c TAL QUE (1) A,X~ c~x-e,e, ENTONCES c~ K y C-6A. Df 

F'INAMOS D•X-c, ENTONCES POR 1) De. K y B-:D·B-(x-c)-c-{x-e) E K, 

POR LO TANTO B~ D Y X•C+D o 

LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICIÓN IMPLICA LA PROPIEDAD DE INTE! 

POLACI ÓN. 

SEAN A,e,c,DEE TALES QUE A,e~c,D ENTONCES (A-c),(a-D) y (A-D) 

E K, ADEM.<s (A-c)+(e-D):r-A-D, YA QUE LA DIF'ERENCIA e-CE K, E!i 

TONCES POR LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICl6N EXISTEN u,V E-K TA-­

LES QUE (1) U6A-c, (2) V~ e-o y (3) A-D•U+V, 

CONSIDERE EL ELEMENTO A-u, ENTONCES DI:: (2) Y (3) SE TIENE QUE 

A-UmD+V Y D+V~ B. POR LO TANTO A-U~ B1 ADEMis A-U6 A YA QUE -

uE:K. EN ESTE MOMENTO TENEMOS QUE A-U~A Y A-U~B, ENTONCES -

PARA QUE A-U CUMPLA CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N DEBfMOS 

DEMOSTRAR QUE A-uq-o,c PARA ESO NOS F'IJAMOS EN (1) y OBTENE-­

MOS QUE A-U~C Y PARA O NOS F'IJAMOS EN (3) Y TENEMOS QUE A=D+ 

u+v, A-u-o+vq-o, POR LO TANTO LA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICl6N-
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IMPLICA LA PROPIEDAD DE INTERPOLACIÓN. 
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SECCION 11, 

LATIZ \IECTORIAL. 

0EFINIC16N 11,1. UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E, SE DIR~ -

QUE ES UN Lhlz VECTORIAL SI PARA CADA PAREJA A,eEE, EXIS­

TE SU SUPREMO AVB Y SU fNFIMO Af\ 8, 

0EF'INIC16N 11.2. SEA E UN Lhlz VECTORIAL PARA CADA AéE, -

+ . -A -Ave, A .(-A)ve. 

PROPOSICl6N 11.3. St:A E UN Lir1z VECTORIAL ENTONCES: 

1) AA e--((-A)v(-e)) 

11) (AX e)+c•(A+c)X (e+c} 

111) R(AX B}•(RA}x (Re) SI R7 o 

IV) A+B•AVB+A/\ 8 1 A•A+-A-

PARA LA DEMOSTRAC 16N VER [1 ~ 

PROPOSIC16N 11.4. S1 E ES UN LATIZ VECTORIAL Y DEFINIMOS IAI• 

AV{-A} PARA CADA A f:. E, ENTONCES: 

1) IAl~e. IAl•e SI y SOLO SI A-e 

11) IA+Bl6 IAl+lel 

1 11 ) 1RAl•IR1 1A1; R ~ R 

1 V } 1 1 A 1-1 B 1 1 ~ 1 A-B 1 

PARA LA DEMOSTRACIÓN VER [1ª1 

PROPOSICIÓN 11,5, SI E ES UN L~TIZ VECTORIAL, ENTONCES E Tlf 

NE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N Y SU CONO ES GENERADOR, 

·.~11HM'Ft 
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DEMOSTRACl6N: 

POR LA PROPOSICl6N 10,7 ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE E ES DIR,! 

GIDO POR~ 1 PARA QUE SU CONO SEA GENERADOR, PERO YA QUE PARA 

CUALQUIER PARE.JA A1 BE E, EXISTE SU SUPREMO AVB 1 ENTONCES E ES 

DIRIGIDO Y POR LO TANTO SU CONO ES GENERADOR, 

LA PROPIEDAD DE IN~ERPOLAC16N. SEAN A,e,c,Dt E TALES QUE A,B? 

C1 D. SEA XaA/\ 8 1 ENTONCES A,B?X Y c,e~x. POR. LO TANTO EN E­

SE CUMPLE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N, 

EJEMPLO 4. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL DISTINTO DE e Y Ka(e) -

ENTONCES E NO ES UN L~TIZ VECTORIAL. 

EJEMPLO s. SEA E-R2 y K .. ((x,o) tx~o). ENTONCES R2 CON EL OR-­

DEN PARCIAL GENERADO POR K NO ES UN L~TIZ NECTORIAL PORQUE K­

NO ES GENERADOR PERO SI CUMPLE CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLA­

c16N. 

EJEMPLO 6, SEA E=AL ESPACIO DE TODAS LAS FUNCIONES CONTINUAS­

EN [-1,il QUE TENGAN PRIMERA DERIVADA SOBRE TODO (-1,1) CON -

EL ORDEN PARCIAL SIGUIENTE: F~G SI V SOLO SI f'-09'0 1 Su CONO 

K ES GENERADOR YA QUE PARA CADA Ff: E EXISTE M?'O TAL QUE F:6M 1 

PERO E NO ES UN L~TIZ VECTORIAL PORQUE SI r(X)•X V G(X)z-X E!;! 

TONCES FVG•IXI QUE NO TIENE DERIVADA EN CERO, 

EJEMPLO 7. SEA E=R y K .. [o,oo). ENTONCES RES UN Lhlz VECTO--

RIAL, 

EJEMPLO 8, SEA EaAL ESPACIO DE LAS FUNC·IONES REALES LEBESGUE-

MEDIBLES, co~ EL ORDEN PARCIAL SIGUIENTE: F~G SI y SOLO SI -

F-GqO, ENTONCES E ES UN L~TIZ VECTORIAL. 

ÜEFINIC16N 11.6, UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E ES O- COMPLf. 

TO, SI PARA CUALQUIER SU8CCNJUf\:TC A DIRIGIDO FOR7° Y ACOTADO-
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SUPERIORMENTE TIENE SUPREMO, 

OBSERVAMOS QUE NO TODO ESPACIO O- COMPLETO ES UN L~TIZ VECT..Q 

RIALo POR EJEMPLO VER LOS EJEMPLOS 4 Y 5, 

PROPOSIC16N 11,7, SEA E UN ESPACIO C- COMPLETO, CON CONO GE­

NERADOR Y CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N, ENTON~ES E ES -

UN LiTIZ VECTORIÁL, 

DEMOSTRACl6N: 

YA·QUE EL CONO ES GENERADOR, ENTONCES E ES DIRIGIDO POR?', 

SEAN x,vE.E y sxv·(zE.Elz~-x,z~-v). EL CONJUNTO SXY .ES NO­

VACfo POR SER E DIRIGIDO POR~ 1 SEAN z1,Z2E:SXY' ENTONCES -

Z1,z2~-x,-v, ENTONCES POR LA PROPlí:DAD DE INTCRPOLACl6N --­

EXISTE z~ E, TAL QUE Z1 ,Z26Z~-x,-v, P~R LO TANTO SXY ES UN 

CONJUNTO DIRIGIDO POR~ y ADEMis ESTi ACOTADO POR -x. YA QUE­

E ES O- COMPLETO EXISTE SUPREMO U DE SXY' ENTONCES POR LA PR..Q 

POSIC16N 11,3, INCISO 1) SE TIENE QUE -U=XVY. POR LO TANTO E 

ES UN LiTIZ VECTORIAL. 

DEFINICl6N 11.a. UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO E ES rr-(o)-

COMPLETO, SI PARA CUALQUIER SUBCONJUNTO NUMERABL~ A DE E, D_L 

RIGIDO POR~· Y ACOTADO SUPERIORMENTE;, TIENE SUPREMO, 

DEFINICIÓN 11,9, UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO ES CASI -(o) 

COMPLETO, EN EL CASO QU: PARA CUALQUIER SUCESIÓN (A 1) TAL QUE 

e~Al~ ... 6A y Al·rJ-Ar'~EIA CON€. l..j,o TIENE SUPREMO. 

[JEMPLO 9, SEA E= AL E SP AC 1 O DE LAS FUNC 1 ONE S REALES CONT 1-­

NUAS SOBRE [o,1], CON CL ORDEN PARCIAL SIGUICNTC:: F"-?-G 51 Y-
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SOLO SI F'-G~O. CON ESTE ORDEN PARCIAL E ES UN L~TIZ VECTO­

RIAL PERO NO ES o- COMPLETO NI O'"-(o)- COMPLETO. · 

[~EMPLO 10, SEA E= AL ESPACIO OE LAS r~NCIONES REALES LEBE~. 

GUE MEDIBLES 1 CON EL ORDEN PARCIAL SIGUIENTE: F~G SI Y SO­

LO SI F-G~O. ENTONCES E ES cr-(o)- COMPLETO PERO NO ES o-COM, 

PLE TO, 

DEF'JNICl6N 11,10, SEA E UN L.(TIZ VECTORIAL, DE BANACH, E -

SE LLAMA Lhlz DE BANACH SI IAI~ IB 1 IMPLICA QUE l IAI 1:$. 11 

B 11 PARA TODA PAREJA A Y B f E, DONDE 11 1 IES LA NORMA EN -

EL ESPACIO. 

PROPOSIC16N 11,11. SEA E UN L.(TIZ DE BANACH. ENTONCES SU -

CONO ES CERRADO. 

0EMOSTRACJ6N: 

SEA (XN) UNA SUCESJ6N DE ELEMENTOS DEL CONO QUE CONV(RGE A 

x. PARA QUE Xt K ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE (lxNl)--lxl.­

YA QUE l lxNl-lxl 1-!S lxN-xl SE SIGUE QUE 11 lxNl-lxl 11: :qxN 

-xll, PERO YA QUE (xN)--x, SE SIGUE QUE lxNl--lxl, PERO YA 

QUE XNE.K, IMPLICA QUE lxNl-xN, SE SIGUE QUE lxl-x y x~e. 

POR LO TANTO SU CONO ES CERRADO. 

EJEMPLO 11. SEA E .. R, K .. (-"",o].'E ES UN Lh1z VECTORIAL Pf 

RO NO ES UN 'Lhlz DE BANACH PORQUE SI IAI~ lal ENTONCES 

1 1B11~ 11A1 1 DONDE 1 1 1 1 DENOTA EL VALOR ABSOLUTO DE R. 

PROPOSICl6N 11.12. Sf:A E UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO Y -

NORMADO CON CONO CERRADO. 51 Arf: A 1 N•1 1 2,3,,. Y LIM AN•X 1 
N-- °" 

·.>tfTP 
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ÜEMOSTRAC 16N: 
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YA QUE AN~ A1 N•1,2,3 ••• , ENTONCES A-AN;;;:;.e, N•1 12131•1• 

POR SER EL CONO CERRADO SE TIENE QUE LIM (A-AN)•A-XE K, POR 
N--oo 

LO TANTO A4'-Xo 

PROPOSICl6N 11.13. SEA E UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO Y --

NORMADO CON CONO CERRADO, A1~ A2~ •• • Y LIM AN•A, ENTONCES­
N-- ce 

A ES EL SUPREMO DE (AN)º 

DEMOSTRAC 16N: 

PARA CADA NATURAL N, AM-Arf' e PARA M~ N, TOMANDO EL L IM (AM-
M-- OI 

AN) SE TIENE QUE A-A,f"6 POR SER EL CONO CERRADO, ENTONCES -

A~AN; N•1,2,3,., •• POR LO TANTO A ES COTA SUPERIOR DE (AN)" 

SEA X OTRA COTA SUPERIOR DE (AN), POR LA PROPOSIC16N 11.12 -

SE SIGUE QUE Xi"A. POR LO TANTO A ES EL SUPREMO DE (AN)" 

PROPOSIC16N 11.14. Se:A E lJN L~TIZ DE 8ANACH 1 ENTONCES E ES -

CASI -(o)- COMPLETO. 

0EMOSTRACl6N: 

SEA (AN) UNA SUCES16N TAL QUE e~Ar~A2~ ••• ~A y QUE e~Al+J 

-Al~élA,E,.J,o. POR SER E UN Lhlz DE BANACH SE TIENE QUE -

llA I +J-A 1 11~ .E, I 11A11, POR LO TANTO (A I) ES UNA SUCES 16N OE­

CAUCHY1 POR SER E DE BANACH CONVERGE Y·POR LA PROPOSIC16N ~-

11,13, (AN) T'IENE SUPREMO. 

0Er1NICl6N 11.15. UN ESPACIO VECTORIAL ORDENADO DE BANACH V­

CASI (o)- COMPLETO, CON CONO GENERADOR CERRADO, ES LLAMADO UN 

ESPACIO DE BANACH ORDENADO. 

'i.-ftl', hw 
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s r::. e e 1 o N 12. 

D~MOSTRACION Dt LA PROPl¿DAD 1. 

EN ESTA SECCl6N E SER~ UN ESPACIO DE 8ANACH CON CONO CERRA-

DO K Y U LA BOLA UNITARIA CERRADA. 

LEMA 1. LAS SIGUIENTES CONDICIONES SON EQUIVALENTES. 

1). K GENERA A E 

2). (Kf'\ 0-kh O).:> ALI 

3)¡ (K/lU-KílU)::>eu 

4). PARA CUALQUIER XE.E, ADMITE UNA OESCOMPOSIC16N,,XaY-z, -

CON Y 1 Z TALES QUE Y 1 Z t K Y 11Y1 1, 11Z11~ P 1 1X11, 

DONDE A 1 B V P SON CONSTANTES POSITIVAS. 

DEMOSTRACl6N: 

1 IMPLICA 2. 

DADA xt E, EXISTEN Y,Zt K TALES QUE x .. v-z, DONDE 1 lvl I<::. N1 y 

1 l~I !< N2 Y N1 1 N2 ENTEROS POSITIVOS. 

TOMEMOS N•MAX(N1 ,N2), SE SIGUE QUE :!il t;KílU Y -l_t -K{)LJ, -
N N N 

ENTONCES X E: N(Kll U-KílU~. 
00 

POR LO TANTO E-K-K· \.) N(Kn 0-Rn 0). YA QUE E ES DE LA SE--
N·1 

GUNDA CATEGORÍA SE SIGUE QUE EXISTE UNA VECINDAD DEL ORIGEN 

CONTENIDA EN (KOU-K/10), E:S DECIR, E:XISTE A70 TAL QUE --­

(Kn 0-Khü).:JAU. 

2 IMPLICA 3;. 

SEA V•Kf1 U-Kf)U. DEMOSTRAREMOS QUE 2 IMPLICA 3. CON EL SI---

GUIENTE ORDEN: 

1) V ES CONVEXO Y BALANCEADO. 

11) LA FUNCIONAL DE MINKOWSKI PV DE V DEFINIDA EN EL SUBES­

PACIO F GENERADO POR V ES UNA NORMA, 

··--..... --
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111) FES COMPLETO CON RESPECTO A LA NORMA DEFINIDA POR LA -

FUNCIONAL DE MINKOVISKI DE V. 

1) CONVEXO. K Y U SON CONVEXOS, ENTONCES POR LAS PROPOSICIO­

NES 6.2 Y 6,4 V ES CONVEXO. 

BALANCEADO. SEAN Xf V Y A t R TAL QUE IAI~ 1, ENTONCES EX IS--

TEN K1 Y K2 K U TALES QUE X=K1-K2 S 1 A O ENTONCES AK1 1 

AK2 €KílU, SI A< O ENTONCES AK1 1 AK2 t:. -KílU, SE SIGUE EN AM­

BOS CASOS QUE AK1-AK2aAXf V, 

11) SEA f EL SUBESPACIO GENERADO POR V, ENTONCES V ES UN SUl!, 

CONJUNTO ABSORBENTE DE F POR SER V CONVEXO Y BALANCEADO, POR 

SER V CONVEXO, ABSORBENTE Y BALANCEADO LA FUNCIONAL DE MIN-­

KOWSKI PV DE V DEFINIDA EN FES UNA SEMI-NORMA, 

PARA QUE PV SEA UNA NORMA ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE PARA -

CADA xév,x,¿e SE TIENE QUE Pv(x),.(o. YA QUE Kílu-Knuc2u. S1 

Callxll, ENTONCES x~*Vc~=~, YA 

Pv(x).1'o. 

QUE X f. cU, POR LO TANT0-
2 

111) S1 (xN) ES UNA suce:s16N DE CAUCHY EN (F,Pv), ENTONCES -

TOMEMOS LA SUBSUCES16N (xi )C. F TAL QUE Pv(x1+1-X1 )~1 ' EN--

21 
TONCES POR LA DEFINICl6N DE LA NORMA TENEMOS QUE Xl+1-Xifl V, 

21 
YA QUE x1+1-X1E' 1 V EXISTEN YlpZ1E l V TALES QUE x1+1-X1=Y1-. 

2 1 2 1 

zl, ENTONCES x1+1cYl+,,.+Y1-<z1+,,,+z,)+X11 

PERO CADA UNA DE LAS SERIES Y1+v2+.,, Y Z1+z2 ,,.SON ABSOLUT~ 

MENTE SUMABLES, YA QUE E ES.DE BANACH SE TIENE QUE LIM (v
1

+ 
1-- 00 

••• +Y1)=Yo y LIM <z1+ .. ,+z1)=Zo y ADEMÁS llvol 1~1, llzoll~1 
1-- d) 

y vo,ZoE. K POR SER K CERRADO, SEA X=Yo-zo+X1' ENTONCES xE. F, 

YA QUE Yo,Zo~v y X1 t:F. SE SIGUE QUE x1-x"'x1-x1-Yo+Zo=-(v,+ 

y ,+ .. ,)+(Z1+Z1+1+ ... )E 1 V ENTONCES Pv(X -x)<1 SI -
1 + -21-1 1 1 -

21-1 
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l~I. POR LO TANTO LIM XN=X Y FES COMPLETO CON RESPECTO A 
N-- <$> 

LA NORMA PV' 

SEA T:F-- E TAL QUE T(x)-x. PoR LA DEMOSTRACl6N DE LA PARTE 

11) SE SIGUE QUE l IT(x)l 1~4Pv(x) ENTONCES TES CONTINUA. -

ENTONCES POR EL LEMA 2 DE LA PROPOSIC16N 4,3 SE SIGUC 

EXISTE B>O TAL QUE (Kfl U-Kíl U).:> BU, 
oQ 

3 IMPLICA 4. YA QUE (Kíl U-Kn U):> au, SE SIGUE QUE E .. u N( 
""' Nr=1 

KílU-KnU)= u NBU. SEA x( E,' ENTONCES Xé N(KflU-KflU) PARA­
N .. 1 

ALGUNA N1 SE SIGUE QUE EXISTEN Y1 ZE N(KílU) TALES QUE X•Y-z, 

SEAN R•MAX(llYll,llzll) y P= R 'ENTONCES llvll,llzll~Pll 
TrxTT 

X 1 I, 

4 IMPLICA 1. SEA xE-E POR 4 EXISTEN v,zE'~ TALES QUE X=Y-z. 

PoR LO TANTO EL CONO ES GENERADOR, 

LEMA 2, LAS SIGUIENTES CONDICIONES SON EQUIVALENTES, 

1) E ES CASI •(o)- COMPLETO, 

2) CADA INTERVALO EST~ ACOTADO EN NORMA, 

3) A~X~B, IMPLICA llxll.:PMAX(llAll,llall). 

4) (U+K)f1 (U-K)CPU, 

DONDE P ES UNA CONSTANTE POSITIVA, 

1 IMPLICA 2, 

PARA CADA A~ K, TOMEMOS vA.(xl-A.:!;-X:=:A), C'EMOSTRAREMOS QUE -

VA EST~ ACOTADO EN NORMA SIGUIENDO EL 9RDEN SIGUIENTE: 

1) VA ES CONVEXO, BALANCEADO, 

11) LA FUNCIONAL DE MINKOWSKI PA DE VA DEFINIDA EN EL SUBES­

PACIO FA GENERADO POR VA ES UNA NORMA, 

1 11) FA ES COMPLETO CON RESPECTO A LA NORMA p A, 

IV) LA GR~FICA DE LA INCLUSl6N T:F --(ES CERRADA, 
A 
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1) CONVEXO, SEAN X,Y VA, SI o=c~1, ENTONCES 

cx+(1-c)veVA PORQUE -CA~cx=:cA, -(1-c)A~X~(1-c)A y -A-=:­

( (1-c)+c)A::: cx+(1-c)v.s. {c+(1-c) )A:: A. 

BALANCEADO, SEA XtVA Y lct:.:=1, ENTONCES -A:::-CA~CX-SCA..:A 

SI C.:>"0 y -A-SCA:=:scx!:-CA-:A SI c.:::.o. POR LO TANTO VA ES B~ 

LANCEADO, 

11) SEA FA EL SUBESPACIO GENERADO POR VA Y PALA FUNCIONAL­

DE MINKOWSKI DE VA DEFINIDA EN FA" PA ES UNA SEMI-NORMA POR 

SER. VÁ CONVEXO, BALANCEADO Y ABSORBENTE, PARA DEMOSTRAR QUE 

PA ES UNA NORMA, ES SUf'ICIENTE DEMOSTRAR QUE PARA XéVA, 

xle PA(x)lo. SuPONGAMOS QUE PA(X)=O, ENTONCES POR LA OEFINJ. 

c16N DE LA FUNCIONAL DE MINKOWSKI, SE SIGUE QUE -LA=x~LA 

PARA TODA L?O, YA QUE K ES CERRADO SE SIGUE QUE X=8 1 LO 

CUAL ES UNA CONTRAD1cc16N. POR LO TANTO, PA ES UNA NORMA p~ 

RA FA 1 

111) SEA (XN) UNA SUCESIÓN DE CAUCHY EN (FA,PA), TOMEMOS LA 

SUBSUCESIÓN (x
1

) TAL 

POR LA DEFINICIÓN DE 

QUE p A (XI + 1-X I )S l 1 1 "'1 1 2 1 11 , , 

21 

LA NORMA SE SIGUE QUE -1 A:;:Xl+1-x 1=:-l A 

2 1 2 1 

y SE DEDUCE QUE e~x1+1-X1+1 A, 

21 

SEA v,=xl+1-X1+1,A. TOMEMOS LA SUCESl6N (zl) DONDE Z1=Y1+ ... 

2 
+Y

1
, ÜBSERVAMOS LO SIGUIENTE: 

t) z1=Y1+,.,+Y 1=Xl+1-X1+A(1+.,,+1 )'62A. 
L' 21 

11) e~z1 ~z2~ ... =2A. (v
1
9e). 

111) z,+j-Z,=Xl+J+1-x1+1+A(l + •• ·.+1 ):=.2A(l +, 1 .+1 ) 
2 1 + 1 2 1 +J 2 1 + 1 2 1 +J 

2A(l +1 +,,. )~ 2A é 1 DONDE é ! =(l +.,,) 6. 
1

,L. O, 
21+1 21+2 21+1 
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YA QUE E ES CASI -(o)- COMPLETO, ºEXISTE EL SUPREMO Y DEL -­

CONJUNTO (zN). SEA X•Y+X1-A1 ENTONCES X E rA, YA QUE -2A~9 

y~·.2A. 

x-x, ES EL SUPREMO DE LA sucEs16N (x -x -A ) • 
K I 2ic-1 K,;:; 1 

SuPONGAllOS QUE EXl_STE K? 1 TAL QlJE XK-x1-A 7 x-x.-v-A+X1-
2K-1 

x,~x1t-X1+A(1+ ••• +1 )-A+X1-x.-xK-x,-A 'SE SIOUE QUE 
~ 2 ic-1 . 2ac-1 

-A 7 -A ' LO CUAL ES UNA CONTRAD1cc16N. POR LO. TANTO 
21:-1 21t-1 

X-X 1 ES COTA SUPERIOR DEL CONJUNTO (xK-x,~.! ) • 
. 2K-1 K~ 1 

SIPONGAllOS QUE c ES COTA SUPERIOR DE (xK-xl-A ) TAL -
. .. ic-1 IC~ 1 

QUE x-xl~ c. ENTONCES PARA TODO 14ATURAL K?> y SE TIENE QUE-

Y+X1-A-X,9-C ~XK-x,-A 1 y Y7 c-x, +A+X,:?I' xic-x1-A 1 +A•Xic-x1 + 
2K- 2K-

A(1+ ••• +1 )•ZK' PERO YA QUE Y ES EL SUPREMO DE (zlC) DE DON 
l 2ic-1 - . -

DE Y6C-X1+A+x,, POR LO TANTO x-X1•Y+X1-A-x,~ e y x-x, ES EL 

SUPREMO DE (xK-x,-.!,_ ) • POR ~LTIM>VAMOS A DEMOSTRAR QUE 

2K-1 K~ 1 . 

-A 6x-X,!!:::.!, • YA QUE x-x,~xlC-xl-A PARA K~I, ENTO!! 

21-1 21-1 · 2ic-1 

CES PARA IC•I TENEMOS QUE -!, ~ X-x 1• POR OTRO LADO XIC-XI• 
2•-1 

xK-xK-1+ ••• +x1+1-x.~A(! + ••• +! )~A ' POR LO TANTO xlC-
. 2' 2K-1 21-1 

Xl-S-A y xK-xl-A ~ A -A .c. A ' SE DEDUCE QUE x-x.~ 
2•-1 - . 2•-1 2•-1 21-1-21-1. 

!. y PA(x-x,>~! ' ENTONCES Llll x,-x. POR LO TANTO f'A 
21-1 . 21-1 1--""' 
ES COMPLETO. 

IV) PARA DEMOSTRAR QUE LA GRAr1cA DE LA INCLUS16N TES CE--

RRADA ES SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE {T(U)+V IUE W,VE Q).(e), 

DONDE >;¡ Y Q SON BASES LOCALES DE e EN ÍA y E, RESPECTIVAME,!! 
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TE (VER 7 ). 

SEAN W•(!U), DONDE U ES LA BOLA UNITARIA ABIERTA EN ÍA' N•1, 
N 

2, ••• ) V Q•(!V), DONDE V ES LA BOLA UNITARIA ABIERTA EN E, 
N 

N•1,2, • •• • 

SEA X E 11 (T(U)+VIU W, V Q), ENTONCES PARA CADA N EXISTEN -

X,.E!U,YNE!VTALES QUE X•XN+VN" YA QUE -!A~XN~!A, ENTON-
N N N N 

CES XN•!A-KN Y XN•IC~-!A, CON KN Y ~ t K, SE SIGUE QUE -!A+ 
N · · N . N 

YN• x·s*A+YN. PtRO YA QUE ~A--e, vN--e y EL CONO ES CERRADO 

SE·Sl8UE. QUE ·~x~e. ENTONCES X·•· POR LO TANTO LA GRAFICA 

ES CERRADA. 5E SIGUE QUE LA INCLUSl6N T ES CONTINUA. POR LO 

T~NTO VA•(X 1-A~ X~A) ES ACOTADO EN LA NORMA.DE E. 

Su [A;IÜ CUALQUIER INTERVALO, ENTONCES B-A~e~-ca-A). PoR 

LO TANTO.CUALQUIER INTERVALO ESTA ACOTADO EN NORllAa 

2 IMPLICA 3, 

YA QUE [A; el Esd .ACOTADO, EXISTE M7 o TAL QUE l lx 1 ~u, p~ 

AA TODA Xt [A;i • SEA C•MAX(llAll,llall), ENTONCES llxll~ 

!MAX( 1IAI1, l lel 1 )•PMAX( l IAI l, llal 1 ), DONDE p..U • 
e e 
3 IMPLICA 4. 

SuPONGAMOS QUE (K+U)f) (U-K) NO ESd ACOTADO, ENTONCES st-~U.§. 

DE CONSTRUfR DOS SUCESIONES CON LAS SIGUIENTES CARACTERfSTI- -

CAS: 

96 YN~xN; DONDE l lxN 11~ ! y l lvNI l~N. YA QUE K ES CERRADO 
N 

IMPLICA QUE LIM Cx1+X2+.~.+XN)•XoEK y e~vN~Xo PARA TODA 
N-- "" 

N PORQUE XN~Xo, ENTONCES [•,xol NO ESTARÍA ACOTADO QUE ES -

UNA CONTRADICCt6N. POR LO TANTO EXISTE 87 O TAL QUE (K+U)/1 ( 

U-K)C eu. 
4 IMPLICA 1, 
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SEA (AN) UNA SUCEs16N TAL QUE e:=A1~~2~ ... =A y e~Al+J-AI 

~E 
1
A CON € ,J. o. SIN PERDER GENERALIDAD PODEMOS SUPONER -­

QUE AE:U Y A 1 E (K+U)t1(U-K), ENTONCES llAl+J-A 1 11~ t. 1PllAll 

OON>E P• B 1 ENTONCES (AN) ES UNA SUCESl6N DE CAUCHY PER0-
11iTT 

YA QUE [ ES DE 8ANACH, (AN) CONVERGE Y POR LA PROPOSICIÓN --

11.13 X ES EL SUPREMO DE (AH). POR LO TANTO E ES CASI -(o)­

COIFLETO. 

f>Ropos1c16N 12.1. SEAN K' EL CONO DUAL DE E,U' LA BO~A UNIT,! 

RIA CERRADA DUAL DE E Y A Y B DOS SUBCONJUNTOS CONVEXOS DE E 

QUE CONTIENEN A e. ENTONCES Kº--K',uº-u• y A+B:>Co(A,B).:>1( 
. ~ 

A+B). 

DEllOSTRAC16N: 

K°-(f"f E'lr(x)~1 PARA TODA X E: K), PERO YA QUE Lf'(X)•F(LX)~1 

PARA TODA L.>1, SE SIGUE f"(X)6o PARA TODA xE:K, ENTONCES 

F t:-K'• POR LÓ TANTO KºC.-K'. LA OTRA CONTENCl6N SE OBTIENE­

EN FORMA TRIVIAL. POR LO TANTO K°--K'. uº-(Ff. E 1 IF(x)~1 PA­

RA TODA X~ U). SEA f'~ Uº, SI EXISTE ALGUNA XE: U PARA LA CUAL 

F(x)<-1, ENTONCES TAMDllN -xf::U y r(-x)71, LO CUAL ES UNA­

CONTRADICCl6N, ENTONCES IFl"6.1. POR LO TANTO u0c.u•. LA OTRA 

CONTENCl6N SE OBTIENE EN FORMA TRIVIAL. POR LO TANTO uº-u•. 

A+B:> Co(A, 8).::> l(A+B) • SEA X e· 1 (A+B) 1 ENTONCES EX 1 STEN A E. A Y 
. "2 ~-

ªE 8 TALES QUE X•1A+1B, ENTONCES POR L:A PROPOSICl6N 6. 7 X t Co 
~ ~ 

(A,B), ENTOÑCES 1(A+B)CCo(A,B). 
~ 

SEA xeCo(A,B), ENTONCES EXISTEN AE A,eE:-8 y R70,S)'O TALES 

QUE X•RA+SB Y R+Sm1. YA QUE A Y 8 SON CONVEXOS Y CONTIENEN -

A e, ENTONCES RA €A, SB f B y X € A+B. POR LO TANTO Co(A, 8) e 
A+B. 

J• 
! ; 
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TEOREMA 1. (1) K GENERA A E SI Y SOLO SI E' ES CASI -(o)- CO!! 

PLE TO. 

(2) K' GENERA A E1 SI Y SOLO SI E ES CASI -(o)- COUPLETO. 

0EMOSTRAC 16N: 

.(1) S1 K GENERA A E, ENTONCES POR EL U:MA 1, EXISTE A~O TAL­

QUE (QIJK-Q#IK):>AU, ENTONCES POR LA PROPOSICl6N 12.1 SE Sl-­

GUE QUE co(OllK,-(OrlK)).::>AU, ENTONCES POR LAS PROPOSICIONES-
~ 

9.e v 12.1 sE s1euE QuE tco<Dn K, <-Un KJ»º-cun K>ºfl cu n<-K»º 
.co(O', K8 J0'1 co(08 ,-K8

)
0!co(O 1 ,-R' >º" co(O 1 ,R 1 Jº~1U '• TAM-

nt_A :fl-
BlfN POR LA PROPOSICl6N 12.1 TENEMOS QUE ""("'0 ... 1--K .. 1~rfJ (K 1+ü 1JºC 

PU', DONDE P')o, POR LO TANTO SE SIGUE QUE (U 1-K 1 )n(K'+U')C 

PU', ENTONCES POR EL ~MA 2 SE SIGUE QUE E' ES CASI -(o)- CO!, 

PLE TO •. 

51 E' ES CASI -(o)- COMPLETO, ENTONCES POR EL l.EMA 2 SE SIGUE 

QUE EXISTE P~O TAL QUE (U 1-K 1 )n{U'+K 1 )CPU 1
• YA QUE U' ES -

• • 
COMPACTO DEBILMENTE V K1 CERRADO DEBILENTE ENTONCES (Ü 1-K1JD(} . .. 
(K 1+U 1)ºCPU 1 , ENTONCES POR LA PROPOSICl6N 12.1 SE SIGUE QUE 

• #-
-co-c 0""'8itoo,-K ... 8"')º f1 Co( 08 , -K8 Jºc PUO, ENTONCES POR EL TEOREMA B 1 PO--

• ~ 
LAR TENEMOS QUE c-eo ..... ("""0"'8-, K.-i8~)0 fl co(08 ,-K8 ) 0 >º-e cun K)ºfl (U ll-K>º>º 

-co(ü71R,-UhK)<:P-1u00.p-1u, ENTONCES POR LA PROPOS1c16N -

12.1 TENEMOS QUE (OnK-O!JK) P-
1u, ENTONCES POR EL LEMA 1 SE 

SIGUE QUE K ES GENERADOR. 

(2) 51 K1 ES GENERADOR DE E 1 , ENTONCES POR EL lEWA 1 SE SIGUE 

QUE EXISTE A)'O TAL QUE {U'(lK'-U'flK'):JAU', PERO YA QUE U' 

ES COMPACTO DEBILMENTE V K1 CERRADO SE SIGUE QUE (Ü 1hK 1-Ü 1 (\ 

... n.? AU 1
1 ENTONCES POR LA PROPOS 1 C t6N 12.1, TENEMOS QUE .. 

""c"""o .... (0 ........ 1n-K""1-,--"'u ... •·71,..,K""'l...,)º.::>A 1U PARA ALGUNA A')o, ENTONCES POR LAS 

PROPOSICIONES 9.2 V EL TEOREMA BIPOLAR TENEMOS QUE (Có(0 1h K 1 

···tffmm· 
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-D'f} K'Jº>º·(U'f1K'>ºn cu•n (-K'))º .. co(D,-RJncoco,K)c1 u, ¡r 
ENTONCES POR LA PROPOSICt6N 12.1 SE TIENE QUE tcr=IO'()"{'U+lq.C 

BU pARA ALGUNA B/0 1 ENTONCES SE SIGUE QUE: (U-K)()(U+K)CsU. 

Y POR EL LEMA 2 SE TIENE QUE E ES CASI -(o)- COMPLETO. 

Sr E ES CASI -(o)- COMPLETO, ENTONCES POR EL LEMA 2 SE 5¡: 

QUE EXISTE B O TAL QUE (U+K)f1(U-K)CsU ENTONCES POR LAS -

PROPOS 1 CIONES 6 .13 SE s IGUE QUE TU+IGtrnr-rqc su, ENTONCES­

POR LA PROPOSICIÓN 12.1 SE SIGUE QUE CO(Ü,K)nco(O,-R)CeU, 

ENTONCES POR EL TEOREMA BIPOLAR TENEMOS QUE (CO(Ü,K) flco{O,-R 

>>º=<<u•n K'>º.n cu•n C-K'>º>º-cocu•n R1,-u 1n R'~ a-1u1
, -

ENTONCES POR LA PROPOS 1 C l ÓN 12.1' TENEMOS QUE (Ü 1() K 1-Ü •n k 1 f 
ca-1u1 PERO YA QUE U' ES COMPACTO ofBILMENTE y K' ES CERRA .. -

DO otBILMENTE 1 ENTONCES TENEMOS QUE U'(\ K'-U'f1 K1 ES CERRA­

DO ota1LMENTE, SE SIGUE QUE (U'íl K'-U'f) K')C e-1u•, ENTON-­

CES POR EL LEMA 1 SE SIGUE QUE K1 GENERA A E'. 

PROPOSICl6N 12.2. St E' ES CASI -(o)- COMPLETO, ENTONCES T.2, 

DOS LOS INTERVALOS EN E' SON COMPACTOS DlBtLMENTE, 

DEMOSTRAC 16N: 

POR SER[' CASI -(o)- COMPLETO SE SIGUE QUE TODO INTERVALO­

ESTi ACOTADO EN NORMA y ADEMis ES CERRADO ofBILMENTE POR -­

SER K1 CERRADO D{BILMENTE 1 ENTONCES POR LA PROPOSICIÓN 8.5-

SE SIGUE QUE TODO INTERVALO ES COMPACTO O{BILMENTE. 

PROPOSIC16N 12.3. 51 E' ES CASI -(o)- COMPLETO ENTONCES E'­

ES a-(o)- COMPLETO y O-COMPLETO. 

ÜEMOSTRAC t 6N: 

: ::.Metnr -·~· 

,.. 
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SEA (AN) UN SUBCONJUNTO NUMERABLE DIRIGIDO POR~ V ACOTADO 

SUPERIORMENTE POR A, ENTONCES AN~A PARA TODA N. PERO VA QUE 

EL INTERVALO (ApAJ ES COMPACTO DEBILMENTE, ENTONCES EXISTE­

UNA SUBSUCESl6N (ANK) QUE CONVERGE ALGUNA X t [A1 ,,;l, POR LO­

TANTO ANK~x POR SER K' CERRADO DEBILMENTE, YA QUE AN::ANK~x 

PARA TODA N1 YA QUE X ES EL SUPREMO DE ANK' ENTOr..tCES TAMB ttN 

L.0 ES DE (AN)º POR LO TANTO E 1 ES O -(o)- COMPLETO. 

SEA (A
1

)
1 
fl UN SUBCON.JUNTO DE E 1 DIRIGIDO POR~ YACOTADO­

SUPERIORMENTE POR A, TOMEMOS t
0

f 1, ENTONCES EL INTERVALO 

[Al ,A] ES COMPACTO, ENTONCES EXISTE UNA SUBRED (A 1 ).J f J 
o o 

QUE CONVERGE ALGUNA X€ [A 1 A], ENTONCES Al .J~ X POR SER K1 -

o o 
CERRADO DEBILMENTE. YA QUE PARA CADA ltl EXISTE .J TAL QUE -

A 16 A 1 .JGX V POR SER X EL SUPREMO DE (A¡ ).J E-J SE SIGUE --
0 o 

QUE: X ES EL SUPREMO DE (A 1) 1 é I" POR LO TANTO [ 1 ES O - COM-

PLETO, 

: ; 
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s E e e 1 o N 13. 

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 2. 

EN ESTA SECCl6N E SER¡( UN ESPACIO ·DE BANACH ORDENADO. 

PROPOS 1C 16N 13.1 • SEA E UN ESPAC 10 DE BANACH ORDENADO, '::J-­

TONCES E' ES UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO. 

0EMOSTRACl6N: 

YA QUE E ES CASI -(o)- COMPLETO Y SU CONO K ES GENERADOR, -

ENTONCES POR EL TEOREMA 1 SE SIGUE QUE E' ES CASI -(o)- CO!! 

PLETO Y SU CONO K' ES GENERADOR. 

YA QUE Kº=-K 1
1 ENTONCES K' ES CERRADO. 

POR LO TANTO E' ES UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO. 

LEMA 3, SEA E UN ESPACIO DE BANACH ORDENADO. ENTONCES LA -• 

PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N PUEDE OBTENERSE A PARTIR DE LA -

SIGUIENTE PROPIEDAD: 51 PARA CUALQUIERA é. /O Y A
1
9BJ(l 1 J• 

1,2, .... N), EXISTEN x€E,vE:K TALES QUE Al:f>x-v, X~B}l,J• 

1,2,,,.,N) Y llYll~E.. 

0EMOSTRACl6N: 

SEAN A,s,c,D €:E TALES QUE A,B~c,o. ENTONCES PODEMOS ENCON­

TRAR x
1 

f: E,v
1 

E K TALES QUE A,e,x 1 _1 ?x 1 -v 1 ,x 1 ~c,o,x 1 _1 -
v1_1 y l IYI 1161 PARA 1 ... 1,2,3, ... , COMO SIGUE: 

21 
PARA é. =1, EXISTEN, Xo e E, Yoé K TALES QUE A,BqXo-vo,x~ c,D 

y l IYOl 1=1 •. PERO YA QUE yo E:K SE SIGU-E QUE Xcf?"Xo-vo. POR -

LO TANTO A,B,Xo?"c,D,xo-Yo• 

ENTONCES PARA E=!, EXISTEN ><1 é:E,Y1 E:K TALES QUE A,B,Xo~x,­

Y1 ,x,.z:.-c,o,xº-Yº y l IY1 ''~k PERO YA QUE Y1 €' K, ENTONCES 

X1~x,-v,. POR LO TANTO A,s,x,~x,-v,,c,D. DE ESTE MODO PARA 
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CADA 1 EXISTEN XIE:E,vlEK TALES QUE A,B,X1-1-7Xl-Yl,xl.::.rc, 

o,x,_1-Y1-1' ENTONCES SE SIGUE QUE -Y1-1~X1-><1-16Y1 y ADf. 

M,(s -(Y1-1+v,+ ••• )6.x1-x1-1= (Yl+Y1+1+ ••• ). YA QUE E ES CA­

SI -(o)- COMPLETO y llv,1161' SE SIGUE QUE EXISTE P/>O --
1 

TAL QUE l lxJ-xJ_, 116.!: PA~A J ?:· I. PoR LO TANTO (x 1) ES -
21-2 

UNA SUCESt6N DE CAUCHY, PERO YA QUE E ES DE BANACH 1 IMPLICA 

QUE EXISTE LIM x,=x. YA QUE LIM v,=e y K ES CERRADO, PODf. 
1--... 1--"" 

MOS CONCL.UÍR QUE A,B.'.?X?"C,D PORQUE A,B~x,-v,,x ij'c,D, 

ÜEflNIC16N 13,3, PARA CADA A(E, iJ=(Ft: K 1 1r(x);;71 PARA TO­

DA Xf.A), 

ÜEF'INICl6N 13.4. PARA CADA A(E 1 ,Af,,,(x(; Klf'(x)~1 PARA TODA 

Fé-A), 

PROP,OSI Ct6N 13.5, 51 A (E, ENTONCES A/) ES CONVEXO Y CERRADO 

EN o(E',E). 

ÜEMOSTRACl6N: 

SEAN F y r€:A#, SI o!fA~1, ENTONCES AF+(1-A)G éAll, VA QUE­

AF(x)+(1-A)G(X)~A+(1-A) .. 1 PARA TODA xf:A, POR LO TANTO A# 

ES CONVEXO, 

SEA (FN) UNA SUCESl6N DE ELEMENTOS DE lf. 5.JPONGAMOS QUE -

.. # 
(FN)-Q..F, ENTONCES f'f A , YA QUE r(x) O PARA TODA X K Y 

F(x)-?-1 PARA TODA x:~ó.. POR LO TANTO A/I ES CERRADO DEBILMEJ:! 

TE, 

PROPOSICl6N 13.6. PARA CADA A E:K, ENTONCES (A)/M=(xt:Elx;;'?A) 

=A+K. 
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ÜEMO STRAC 16N: 

SEA A=(xEElx=?A). SEA xf:A, ENTONCES X~A, SE SIGUE QUE Xm 

A+K.DONOE KtK. POR LO TANTO AC{A+K). SEA xHA+K) ENTON--

CES EX 1 STE K t K TAL QUE X=A-K 1 ENTONCES X~A·. POR LO TANTO-

(A+K)C A. POR LO TANTO Aa(A+K). 

SEA X f (A+K) 1 ENTONCES EX 1 STE K f K TAL QUE X=A+K. SEA F' E ( 

A)#, ENTONCES F(A+K)=F'(A)+F'(K)~ 1+r(K) 1 PERO YA QUE f' E: K',­
SE SIGUE QUE f'(A+K)~1 1 ENTONCES A+K~(A)#fl. POR LO TANTO­

A+KC:.(A)##. PARA LA OTRA CONTENCl6N HAGAMOS LO SIGUIENTE: 

SEA X(: (A)##_ 5.JPONGAMOS QUE Xf (A+K). YA QUE A+K ES CERRA­

DO Y CONVEXO, ENTONCES POR LA PROPOSICl6N 7.12, EXISTE f' -­

CONTINUA TAL QUE F'(x)<1~r(A+K), ENTONCES.. F(A)~1 y r(K)-=70 

Y SE SIGUE QUE xf(A)## ESTO ES UNA CONTRADICCl6N. ENTONCES 

X€ (A+K). POR LO TANTO (A+K).:> (A)##. 

POR LO TANTO (A+K)a(A)##, 

PROPOSIC16N 13,7. 51 E TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N, 

ENTONCES E' TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N. 

DEMOS TRAC 16N: 

Es SUFICIENTE DEMOSTRAR QUE PARA CADA Ff E 1
1 EXISTE f'VO EN­

E' (VER' 9 ). 

PARA CADA u E K, DErlNIMOS F'+(u) .. SuP(F(x) lo6X6U), (POR SER­

[o,uJ ACOTADO. EN NORMA y f' CONTINUA EXl.STE EL SUPREMO), Es­

CLARO QUE F+(Tu)eTf+(u) PARA CADA T-90. 

SEAN U¡.V,X,YE K TALES QUE o~x~u,o~Y6V, ENTONCES r(x+y) .. 

r(x)+r(v)~ r+(u+v) DONDE SE DEDUCE QUE F+(u)+r•(v)~r·(u+v). 

POR OTRO LADO TOMEMOS X€ E TAL QUE o~ X :::u+v, ENTONCES POR-
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H1P6TESIS y POR LA PROPOSIC16N 10.9 EXISTEN x1'x2€: K TALES 

QUE O~X1~u, O~X2'$V y X=X1+X2, ENTONCES F(x)-r(x,)+F(X2) 

~ F+(u)+F+(v) y SE SIGUE QUE F+(u+v)~ r~(u)+F+(v). POR LO­

TANTO r+(u+V)•F+(u)+F+(u)+F+(v), 

HEMOS PROBADO QUE f+ ES ADITIVA, HOMOGENEAMENTE POSITIVA Y 

ADEM.(s F+ ES CONTINUA SOBRE K, YA QUE SuP(F(x),o~x~u)~T 

llFll PARA u E TUíl K DONDE u ES LA BOLA UNITARIA CERRADA DE 

E y T ~o. 

Po~ L
0

0 TANTO f+ SE PUEDE EXTENDER A UNA FUNCIONAL L 1 NEAL -

SOBRE E (VER, [9]). QUE LA NOTARE.MOS OTRA VEZ POR r+, F+ .. 

FVO PORQUE SI G~F y G90 ENTONCES G(u)~f'+(u) PARA CADA 

ÚE-K, ENTONCES r\~:G. YA QUE O~F+ Y f~F+, SE SIGUE QUE -

f'+=fVO, ENTONCES POR LAS PROPOSICIONES 11.5 Y 10,10, SE SJ. 

GUE QUE E' TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLAc16N. 

TEOREMA 2, E TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACIÓN SI Y SOLO 

SI·[' TIENE ESTA MISMA PROPIEDAD. 

QEMOSTRACl6N: 

SuPONGAMOS QUE E' TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N, EN­

TONCES ES SUf'ICIENTE DEMOSTRAR QUE EN E SE CUMPLE LA FORMA 

MENOS RESTRICTIVA DE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N, ENTON­

CES POR EL LEMA 3 SE SIGUE QUE (TIENE LA PROPIEDAD DE 1!:!, 

TCRPOLAC16N. 

TOMEMOS "1~B)1,.J=1,2, ... ,N), S1N PERDER GENERALIDAD PODf 

MOS SUPONER QUE LAS BJ E K, PORQUE EL CONO ES GENERADOR, 

PARA CADA E>o,~ ?'o DEFINIMOS LOS SIGUIENTES CONJUNTOS: 

A= ( 1 + E ) Co ( ( s 
1 

) f 1 = 1 , 2 , , •. • , N ) = ( 1 + E.)( R 1 f' 1 + , , , + R N f' N 1 r 
1 

(; ( B 
1 

) 1{ 

O~A 1 ~1 Y A 1+,,,+AN=1) Y 
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B=Co((A
1
-K)ºf\ Kuº; 1=1,2, ••• N)=(s1 G1+ ••• +sNGNIG

1 
E- (A 1-K)0 

ti°,o=s1=1 y S1+ ... +SN=1). 

ENTONCES An 9 .. ¿, PORQUE DE OTRA MANERA 1 YA QUE E 1 ES UN ESPA­

C 10 DE 8ANACH ORDENADO CON LA PROPIEDAD DE INTERPOLAC16N, EN­

TONCES EX 1 STE X E E 1 1 TAL QUE A ~ X~B 1 YA QUE J (LA 1 NMER---
1 .J 

s16N DE E. EN E. 11 ) ~RESERVA EL ORDEN. ENTONCES X(r}~l y X(F)~ 

1 +F._ PARA CADA f EN A fl 8 1 PORQUE F PUEDE SER REPRESENTADO CO­

MO: fcR 1 Fl +., • +RNF'Nj F I E. (B 1 l,R 19 O Y Rl +.,, +RN=1+E 1 ENTON-­

CES X(F)=R1XCr,)+ ••• +RNX(FN)~R1r1CB1)+ •••. +RNFN(BN)~R1+ ... + 

RN"'1+é Y F TAMBtlN PUEDE SER REPRESENTADO COMO: f=S1G1+ •• ,+ 

SNGNjGIE (Al-K)ºn lf uº,s1~º y s,+ ... +sN .. 1, ENTONCES X(F}= 

s1 X(G 1 )+ ••• +sNX(GN)~s 1 G 1 (A1 )+ ••• +sNGN(ANl6 R1+ ••• +RN=1. Esro 

ES UNA CONTRAD1cc16N. POR LO TANTO HEMOS PROBADO QUE A y B --

SON AJENOS, 

PROBAREMOS QUE A ES DEélLMENTE CERRADO y 8 DlBILMENTE COW'AC-

TO, 

PARA DEMOSTRAR QUE A ES DtBILMENTE CERRADO, TOMAREMOS N=2 POR 

SIMPLICIDAD, ENTONCES ES SUFICIENTE DEMOSTRAR POR LA PROPOSl­

c16N 9.10 QUE Co((s,)11, 1 .. 1,2)n PUº ES DlBILMENTE CERRADO, DO.!':!, 

DE U ES LA BOLA UNITARIA CERRADA DE E Y P70, 

SUPONGAMOS QUE UNA RED (Rlfl+(1-R,)GI) CONVERGE DlBILMENTE A.!::. 

GUNA HE-E' DONDE Flt;(a1)#,Gl(B2)#,0~Rl=.1 y llRIFl+(1-Rl)GI 

l 16P. 

YA QUE E' Es' CASt-(o)- COMPLETO, ENTONCES POR EL LEMA 2, l IR, 

ti 11 y 11(1-Rl)G, 11 SON UNIFORMEMENTE ACOTADAS PORQUE RIFl=N-

(1-Rl)G DONDE Neu•, ~,(1-Rl)Glé K', POR 

p p p 

(K'+U')l')(U'-K') Y ANÁLOGAMENTE SE DEMUESTRA 

p 
LO TANTO R I F I € 

p 

QUE (1-R,)G, E 
'P 
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( K' +U 1 
) íl (U' -K'), 

PODEMOS SUPONER QUE (R I) CONVERGE ALGUNA R R, 51 O-". R <: 1, -

YA QUE (F
1
),(G

1
) SON UNIFORMEMENTE ACOTADAS, SE SIGUE QUE PQ 

DEMOS SUPONER QUE (F
1

) Y (G
1

) CONVERGEN DÉBILMENTE A F Y G -

RESPECTIVAMENTE POR SER U' DÉBILMENTE COMPACTO, 

YA QUE (s
1
)#; 1=1,2 SON DÉBILMENTE CERRADOS, SE SIGUE QUE Ha 

AF+{1-A)G ESTÁ EN C.o((B
1

)#¡1=1 1 2), $1 A .. 1, PODEMOS SUPONER -

QUE (F
1

) CONVERGE DÉBILMENTE ALGUNA F EN (B1 )#, ENTONCES F~H 
PORQUE A

1
F

1
+(1-A

1
)G

1
-?A

1
F

1
, F

1
,G

1 
K' Y K 1 DÉBILMENTE CERRA­

DO, ENTONCES SE SIGUE QUE H E(B1 )#POR LA DEFINICl6N DE (s
1 
)~ 

POR LO TANTO A ES CERRADO DÉBILMENTE, 

PARA 8, YA QUE (A
1
-K)ºfl ~Uº ES COMPACTO DÉBILMENTE, ENTON-­

CES POR LA PROPOSICl6N 6,10 SE SIGUE QUE; 8 ES DÉBILMENTE COM, 

PACTO, 

YA QUE A ES CERRADO DÉBILMENTE Y 8 COMPACTO DÉBILMENTE COMPAQ 

T0 1 ENTONCES POR LAS PROPOSICIONES 7,12 Y 9.4, SE SIGUE QUE­

EXISTE e EN E TAL QUE F(c)~1>G(c) PARA TODA F€A y G~B. -

DE LA PROPOSICt6N 13.6 SE SIGUE QUE (1+t:)c~B,(1=1,2, ••• N)­

YA QUE (1+ E)c f;(BI)##. 

POR EL TEOREMA BIPOLAR SE SIGUE QUE c fn(Al-R+10} PORQUE 
"'¿ 

c E Bº =( Co( (A 
1
-K)ºn ~ uº))º e f) ( (A 

1
-K) oíl 'tí uº)º= n..,..Co_(.,_A_

1 
__ .,.,.K....,,lrT0....,..) 

'ó 
~ (A

1
-K+lLJ), ENTONCES EXISTEN (c

1
), 1=1,2,,, 1 N TALES QUE --

~ 
c+c,:;:;A, y llc,11~~· YA QUE SI ct-(Al-K+~U), ENTONCES C=A1-

K+lu, DONDE u tU, SE SIGUE QUE c-1u~Al-K~A,, POR LO TANT0-
6 ~ 

EXISTE c1 .. -1u TAL QUE c+cl~ Al y 1lc,11~1,. SI e!.?: (A,-K+lDJ, ' ~ ' YA QUE A 1 ES PUNTO INTERIOR DE (A
1
-K+1U), SE SIGUE POR LA --

~ 
PROPOSICIÓN 6.12 QUE sA,+(1-s)c¡,, (A,-K+.lU) PARA O.i.. 5.L-1, EN­

.r 
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TONCES SAl+(1-s)c .. Al-K+lu, DONDE u u, SE SIGUE QUE c.,1u' ·-n---s .... } 
:6:.A,-K ~Al, E:NTONCES PARA o<s~~ SE CUMPLE LO OESE:ADO. rr-sr . 
YA. QUE EL, CONO ES GENERADOR, ENTONCES POR EL LEMA 1 1 EXISTEN 

DIE:I E:K,Rl70 TALE:S QUE C1=D1-º1 y llolll,llE,ll:s;;.P1llc,11 -

PARA CADA 1•1,2.,,N; DONDE P1•l1 DONDE BES LA B DE LA PARTE 
B 

111) DEL LEMA 1, 

F'INALMENTE TOMEMOS X=-(1 + e.)c, Y= E; c+{E1+· •• +EN), ENTONCES --­

x-v~ A 1'X~B1 PORQUE (1 +E )e- €C-(E1 +, •• +EN )-c-(E1 + ••• +EN)~ 

c-E1=C+c,-D16A11 x~s, POR DEF'INICl6N DE X V l lvll6E11 

e 1 1 + ( 1 1 E 1 1 1 + ... + 1 1 E N 1 1 ) ~ é. 1 1 e 1 1 + 2P 1 N. 

lS 
POR OTRO LADO C1~ c:=.A1-c1, ENTONC&S POR EL LEMA 2 SE SIGUE-

QUE l lcl I~ P2MAX( 1lc1 11, l IA1-c1 1 t)=:P2MAX( l lc1 11, l IA1 l l+l lc1 

11 )~ P2 ( 1 IA1 11+.1)• 
g 

Se: SIGUE QUE llvlf ~é:(p 2(11A111+_1)+2P1N -r 
YA QUE~?' O Y.'f :;;.- O SON ARBITRARIAS, EL RESULTADO ES OBTENI-

DO, 

SuPONGAMOS QUE E TIENE LA PROPIEDAD DE INTERPOLACl6N, ENTON­

CES POR LA PROPOSICt6N 13,7 SE SIGUE QUE E 1 TIENE LA PROPIE­

DAD DE INTERPOLACt6N, 
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