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INTRODUCCION

. k En este trabajo se estudia el problema uel deu‘terén,' suponiendo
que los nucleones interaccionan por medio ae potenciales "realistas" que
contienen partes no centrales, pero cuyas funciones radiales son una supey
posicién de gaussianas.

. La funcidn de onda variacional de prueba adoptada para este siste-
ma se expresa como una combinacion lineal de funciones de onda del osci-
lador armonico en coordenada relativa. Se estudia la forma en que la ener
gia del estado base converge a la energia experimental, cuando se incre--
menta el nimero de funciones de la base del oscilador. Encont.ramos que
la convergencia es sumamente lenta, lo cual se uebe principalmente a que
los potenciales usados contienen un ¢arozo repulsiv:o muy alto.

En vista del resultado anterior nos propusimos la tarea de cons-
truir nuevas bases de funciones de onda, que sean facilmente obtenibles ue
las funciones de oscilador y que tomen en cuenta la fuerte repulsion a cor-
tas distancias del potencial nucledn-nucledbn. Estas son las llamadas fun-
ciones de onda correlacionadas, que contienen los llamados parametros de
correlacion que se determinan por medio de un analisis variacional. En--

contramos los valores de estos parametros para los potenciales propuestos




por Tamagaki y Eickenbroich.

También se comparan los resultados obtenidos para la energia con
la base correlacionada con los que se obtienen usando la base de oscilador,
encontrandose que en el potencial propuesto por Eickenbroich el uso de la
base correlacionada nos da una mejoria apreciable.

Por Gltimo se estudia la posibilidad de obtener los resultados de la
base correlacionada usando un potencial efectivo, llegando a la conclusion

de que ésto no es posible para el tipo de potencial efectivo propuesto.




CAPITULO 1

1.1 Potenciales Fenomenologicos.

Debido a que las fuerzas nucleares son inaccesibles a observaciones
mac;‘oscépicas directas, nos vemos en la necesidad de hacer un gran name-
ro _}de'su‘posici‘ones acerca de ellas. Asi, se supone que estas fuerzas son
lderivables de un potencial, que este potencial es independiente de la carga,
‘eﬁc.

Bajo estas hipoOtesis se procede a la construccion de potenciales nu-
cleares y, por comparacion con los datos.experimentales, se trata de en-=
.Ac_ontrar una descripcidn de las fuerzas nucleares que actian entre dos o -
rpés cuerpos como funcién de su separacion relativa, orientacion de spin,
gtc. , I

Para‘encontrar‘ el potencial entre dos nucleones se procede a deter- '
minar su forma explicita por medio de tres procesos complementarios 4) :
que son:

a) La imposicion de principios de invariancia, ; i

'b) Datos Experimentales., BT P

¢) Teoria del Campo.



Para el sistema de dos nucleones se cuenta con dos tipos diferentes
de datos experimentales. Un conjunto de ellos consiste en los resultados
del estudio del Unico sistema ligado: el deuteron. Experimentalmente se
han encontrado diversas propiedades estaticas del deuteron 1) que pueden
usarse para probar los diversos potenciales propuestos.

El otro tipo de datos experimentales del sistema de dos nucleones
proviene del estudio de la dispersion de un nucleon por otro nucledn. La
funcién de onda que describe a un ensemble de particulas moviéndose hacia
el centro dispersor con velocidad constante, se ve alterada al salir de la
region de interaccién, debido a la perturbacion producida por el centro dis
persor, Tal cambio de la funcidon de onda puede obtenerse haciendo un ani
lisis en ondas parciales; el efecto del centro dispersor sera el defasar ca
da una de las ondas parciales por el corrimiento de fase 8 (284'\_3) ,
qﬁe depende del spin total S , el momento angular orbital L y el mo-
mento angular total J ., Ademéis la dispersidon produce mezclas entre es
tados del mismo spin, paridad y momento angular total, las cuales son ca-
racterizadas por los parametros de mez;la €r . A partir de los datos
experimentales' de dispersion a bajas y altas energlas, es posible cono-
cer el conjunto de defasamientos que caracteriza la interaccidn nucleérlx-
2)

nuclebn Desgraciadamente, el potencial que resulta del analisis de los

datos de dispersidén no es {inico.

é(QSHL )
Enla Fig. 1.1 se muestran los defasamientos J 1 asi

como los parametros de mezcla €3 , obtenidos por Green, Mac Gregor



.y -

y Wilsons). Veamos ahora cuales son las principales caracteristicas que

4)

presentan los defasamientos

a). - Los defasamientos 8(‘50\! y 8(35\\ se vuelven negativos a par-
tir de una cierta energia. Alrededor de 250 MeV en el estado singulete y
300 MeV en el estado triplete. Esto nos indica que para egtos estados el
potencial se vuelve repulsivo a distancias menores que una cierta distancia

relativa, que es cercana a 0.4 fm,

b).- Las ondas con L impar para estados singulete, muestran defasa-«
mientos negativos para toda energfa, lo cual indica una repulsidén en los es

tados singulete non.

¢).- Las ondas con L. par superiores y para estados singulete, sufren un
defasamiento positivo, indicando que existe una atraccién en estados singu-

lete par.

d). - Para los estados 3Po,\,z, (triplete impar), se define un defasa=~<«

miento promedio 4), dado por:

S0 =% | 8(2%) +38(3P) 45 8(3P2_)} (1.1)

El cual al ser graficado, nos muestra que existe una repulsidn para distan-
cias menores que una cierta f¢ yque a grandes distancias existe una de-

bil repulsidn,



De lo anterior se observa que para los estados 3+ , 1y 37 exis-
te ﬁna fuerte repulsion de corto alcance; por otra parte en el estado 1”
existe repulsion a toda distancia internuclednica, como se puede obser-
var de los defasamientos, ya que estos son negativos para toda energia
(sC?))

Para explicar estos resultados experimentales en base a la teoria

mesonica, propuesta por Yukawa, se ha seguido el llamado ""Programa de

Taketani", Taketani et al, dividen el problema en tres regiones:

a) La regidn externa, la cual consiste en distancias internuclebni=

“cas T2 l.ff-m , en las cuales el potencial dominante es el debido al inter-

camnbio de un solo pion (OPEP), Como demostrdo Iwadare, este potencial

tiene la forma.:

V(orE®) = Wﬁm "“;‘ (7,-%)x

. 3 ¢ |exp(-x)
x | {7 ) +.(“"Z *%)S.L ——f———~x (0.2

en donde A - rryre

%

Se puede comprobar facilmente 4) que este potencial es atractivo pa

-+ - -
ra estados par (3 , 1 )y repulsivos en estados non {3 , 1 ).

b) La region intermedia para |} fm 2r<2i fm , enla cual el

potencial debido al intercambio de dos piones (TPEP) es mas importante



que el OPEP y llegan a ser coﬁsiderables los efectos del retroceso nucled
nico, En esta regidon todavia hay bastante ambiguedad respecto a la forma

exacta del potencial.

c) La region fenomenoldgica er; la cual existe una fuerte repulsion,
que se supone es causada por el intercambio de mas de tres piones, asf co
mo ei intercambio de l;osones pesados. Debido a que existen pocos datos
experimentales, esta region se ha representado suponiendo , ya sea que:

El potencial se hace infinito positivo para distancias menores que
un radio dado f¢ (Carozo Duro). O bien que:

El potencial se vuelve suavemente repulsivo a una cierta ¢ hasta
alcanzar un valor positivo en (=@ , (Carozo Blando Repulsivo). Para ex-
plicar la existencia del carozo repulsivo hay tres hipOtesis 5) .

La primera de ellas considera que esta repulsion es independiente
del estado y es producida por el intercambio de un meson vectorial neutro.
En la segunda hipdtesis se considera que el carozo repulsivo es la manifes
tacion de efectos dependientes de la velocidad, los cuales son fuertemente
repulsivos para altas energias; y la tercera, es considerar el carozo como
un substituto fenomenologico de la manifestacidn del caracter de muchos -

cuerpos, del sistema que forma la parte central del nucledn.
En este trabajo trataremos con potenciales fenomenologicos de caro
zo blando, con correcciones no est’atiﬁas, para incluir los efectos de la de-

pendencia de la velocidad. Estos potencialeé tienen la siguiente forma:

N



V = Ve (Rg) + Siq Vrlfig) +(T8) Vigtfia) WVl +EV (G} (L.3)

en donde :
— -
fiz ':-ﬂ-fl’
- e 4
Pu. - (P‘—Pﬂ.)lz )
— -
U = faxvalX,

a 3T Ty ) (Gh- Fe) (s
S, P 2 (0702)7

v':lu_: (C-5) - s Sur ¥ (G;G..z)/3} L),

Los Gltimos términos de (1.3) representan el substituto fenomenologico pa~

ra efectos no -estaticos. Ademas los potenciales que se usaron son tales

que

3 _ .
Vy (fz) :Z "))n expl_- (Wz/"[“\z] (1.4)
n=l

en donde el subindice ) se refiere a las distintasg partes, o sea, central,
tensorial, etc. En (1.4) el mayor alcance (n=1) corresponde al OPEP,

El més corto (n = 3) caracteriza la interaccién en la regidén interna -~ -



(r<t {m) y n=2 lainteraccidn en la region intermedia,
La tabla I muestra los valores de los parametros de los potenciales
que hemos analizado, aunque solo se muestran para el estado triplete par.
De los potenciales usados, el ‘potencial T1 (Tamagaki I) reproduce

los cambios de fase hasta 300 MeV de energia5), el T2 (Tamagaki 2) los

' ajusta solo a bajas energlas (menores de 100 MeV), y el potencial propues=

to por H.Eikemeier y Hackenbroich, el cual describe correctamente la ener
gla de amarre del deuterdn y los datos de dispersidon en los estados triplete
hasta 300 MeV 6). Este {lltimo potencial fue usado en los célculos con fun-
ciones correlacionadas, ya que recientemente 7 fue reportado el analisis

variacional con funciones de oscilador.

Tabla I

Potenciales fes fea 'zca Nri | Yrs Nra '?w; Tz

Ve, | Yea ve3 Yr | V| Yra | Ywa| Via |

T1 2.5 0.942) 0.447] 2.5 | 1,2 10.447 | 0.942 | 0.942
Tamagaki I -5 | =230 | 2000 } -7.5 |-67.5]67.5 ~30 30

T2 2,5 0.942] 0.8 2,5 11.210.6 0.942 | 0.942
Tamagaki IL -6 | =210 | 500 ) -7.5 |-67.5)67.5 ~20 20

E 1.622311.4142.4264 |

Eickenbroich| «27.6] =70 600

Las unidades de Y, son MeV y las de f" son fermis.



De los valores de los parametros dados en la tabla I, se observa que el T1
y T2 difieren en la parte central, en la altura del cérozo repulsivo, el cual
es mas blando en el potencial T2; ademais, el alcance de laigaussiana de
la region mas interna, es mayor enel T2, .

El potencial E, que solo contiene parte central, tiene un carozo con
una intensidad muy parecida al T2, pero con un alcance similar al T1, ==
Respecto a la regidn intermedia T! y T2 son practicamente iguales, pero
el E es menos atractivo, aunque su gaussiana tiene un alcance mayor. Por
ultimo, en la region externa, los potenciales Tl y T2 soniguales mientrag
qﬁe el E tiene una intensidad mayor, pero con un alcance menor.

En su parte tensorial Tl y T2 solo difieren en la region mas inter-
na, en el alcance de la gaussiaﬁa, el cual es mayor en el potencial T2,

’ * Por ultimo, las correcciones no estaticas Wiz y % estin da-
das por una sola gaussiana. La diferencia en esta parte entre Tl y T2 es
la intensidad de las gaussianas. -

Es necesario tener en cuenta que SfVT (ﬁz) es bastante incier-
to, ya que los parametros de dispersion 33‘ + 39. , no han sido bien esta-
blecidos a altas energias,

Dé los potenciales fenomenologicos anteriores, solo el E describe
. correctamente la energia del estado base del deuteron, mientras que para
los dos restantes (T1 y T2), el autor °) no menciona ningin resultado a es

te respecto,



i

En los capitulos posteriores, centraremos nuestro interés en encon
trar la energia de amarre del deuteron, que predicen estos potenciales,

as{ como la convergencia al valor experimental,
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Es por lo anterior que a’na‘li“zaremos‘ el problema usando este sistema de
referencia; -
Sabemos que para poder reproducir el moinento cuadrupolar eléctri
co del deuterdn, es necesario suponer.que la funcidn de onda del estado ba-
i ¢ ¢=2 9
'se es una mezcla de estados de triplete par con =0 y = . Por

lo tanto supondremos que la funcidn de onda del deuterdn estara dada por:

[

¥
(YI = i03 [’72) 500“ + LP_D('-'.Z) /qu (2.1)
en donde se ha definido /.(fé s como

m .
Ht.ﬁj Z (s my mSUM_Q Ylmo’ (-—Q-)x (0‘) (2.2)

mi, mg

que por comodidad, serd denotada por
. my

_oA - o B
‘QSJ)— 25_" R (2/‘.3)

en el resto de este trabajo.

En la expresion (2.2), YQ mQ(’Q) son los armonicos esféricos

Ce x S . ;

de orden ¢ y proyeccion mé, gy ‘son las funciones de spin y
< QS mQ msl_‘ m_!? es un coeficiente de Clebsch-Gordan,

Procederemos a encontrar las ecuaciones diferenciales que cumplen
las funciones radiales "g(fl‘z) y ‘1_% UIZ) de la expresion (2.1). De-
bido a que la funcién de onda (2.1) representa el estado base del deuteron,

debe cumplir con la ecuacion de Schrodinger.



~ =16 -

Ray=Ed - IR , (2.4)

en donde

z. z, ’f_z‘

con M= Mfz , siendo M la masa de un nucleén, y en donde £ es
1a energia del estado base del deuterdn.

Usando las expresiones (2.1), (2.4) y {2.5) tenemos:

2 2 A2
%3%{ ‘rjrzf +.El;-1. +YS[ oy + ¥y 12t =

=g Yglond+ 4, tzn)} (2.6)

Multiplicando la ecuacidn anterior por el bra <oul tenemos:

d't L&
3 —— 1 4 ) 4
< “‘u& r de +4’3~r¢1 Vi

2. 3 ne
+ <°'”"—{"Ff‘z"+{:—rz}+""“ 1=

T E {(ond ¢5ioal)%~<0t|l§bkczu)§ 2.7)

iy

vordando que

L5 pesyy = AT e s (2.5)



Es por lo antéxfi’or du§ ia‘nalirzarrerr‘no"s‘ el problema usando este sistema de
referepcia.

Sabémos que para poder reproducir el momnento cuadrupolar eléctri
co del deuterdn, es necesario suponer.que la func';('m de onda del estado ba-
se es una mezcla de estados de triplete par con @:o y =2 v )_ Por

lo tanto supondremos que la funcidn de onda del deuterdn estarad dada por:

I

’{/ = ?03(,—12) 500[“ + tlop(rl_z,) gzu » 7(2.‘1) |

. ) mj
en donde se ha definido .t]’é s como
m

g . .
Ypsy = L s mpmsigony Yy, (2 K0

{s) i, g

que pér comodidad, sera denotada por
tdsyy= ' g
3 Afﬂsﬂf (2 3); s
en el resto de este trabajo.
En la expresidn (2.32), YQ my ( —Q) son los armanicos esféricos
. "y
de orden ¢ y proyeccion mé, xy son las funciones de spin y
<8es mg mq | mJ) es un coeficiente de Clebsch-Gordan.
Procederemos a encontrar las ecuaciones diferenciales que cumplen
las funciones radiales ‘@(l',z) y ‘&[f,'z) de la expresidn (2.1). De-

bido a que la funcidon de onda (2.1) representa el estado base del deuterdn,

debe cumplir con la ecuacidn de Schréodinger.

e e e iy o ot e e 52 e ettt e e e e R
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Hop = E v | ' wﬁ

en donde

AL :
RET_ L 4
r+ +V -
H=T+V = Py dr’- *‘z 2 (2.5)
con M= M/-?- , siendo M la masa de un nucleon, y en donde £ es

1a energia del estado base del deuterdn.

Usando las expresiones {2.1), (2.4) y (2.5) tenemos:

ﬁ{-iir +-11 ]-&-V\[ "&lon)+‘{’plv1llﬂ =

| 24 r dr2 AT
=gl Yslonr+ ¢y \2”7] (2.6) |

Multiplicando la ecuacidn anterior por el bra Zowl tenemos:

~e
i— +J;]+VMH7+
drt

‘K'?.

R
r

dz ne

2.
+ <m\\—-—-[—lr—<1——,_r+ - ]+V 217 =

’K.l
= E i(ou|¢5l0|l)+ <ot\lQD\QA\)} | | '”é?ﬂr'

Recordando que

1% isyy = A2 00040 18 R



- 17 -

(2.9)

<0I5’3'l QS_S) = SQ‘Q 5545 Sj’i S’"j'"‘_&'
tenemos
SN o
T T 9sr) + <ol Vs irllon) +

+ Canjvigir)lzny = E ‘Ps,:(c)

Analogamente, multiplicando (2.86) por {aunl y usando (2.8) y (2.9) obfg_

nemaos :
2
&

, , o L
—L A e o)+ £ a0 ] 4 gtz &
2 | rdet -

+ <2|\\V‘95U‘H0“7 = E \P_p (r)

Por 1o que las ecuaciones que cumplen LP U) y . “’p (") . son:

!{: JFJ— ré(r) + Lanivygrifory +

+ {anivypirizny = E Yg(r)

@10

'KL

| d* 69(r)
=t g i + .__re.z.'_} + auividpriiamg +

+<21|\V\95(r)|0|»)#E 9 (r) | (2.11)



Ademais, si suponemos que (2.1) esti normalizadaf‘b‘té;le‘n}és

(9 cerf Oger)) + (4 e 4(r) =.L 5‘   >  - (‘12)
en donderhemos definido: B r

()| 440+ | ghoe) e r2de Y @y

que acostumbran llamar la probabilidad del estado § ola del estado D :

'ps = ( ‘es(”] ‘Ps(r)) . (2.14)
P, = (9] Py(r))

> | | (2.15)
La condicion de normalizacion entonces toma la forma:

P+ =1 ' - (2.16)

Hasta aqui no hemos hecho ninguna suposicion acerca de la forma

del potencial V( ‘12) . Consideremos un potencial de la forma:

A
V(hz)=z Vx(r‘,_) (())‘ (_(L) (2.17)
A

donde A denota central, tensorial, spin-érbita, cuadratico y Wiz, v

A -
los operadores ‘0)‘ estan definidos por %)

A .
@ =4 : (2.18)
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(BT = j‘:a - 3(T ) (% Ta) (6:"02) S

n$ | ‘?' =
s = T-5 @20
e (7] (say S 0et) ey
(gw,zz ( s )-— S{{ + 3 )é(i‘{'/ S (2.21) ¢

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.18) a (2.21) es facil demostrar

-1 142 26 o elUt) o\ fif- i)
n 258 7 2+l o T
Sa[ 1§ V47 = Jids) - ?'n " lé)
l3e11 ) ‘%f‘%ﬂ' O ;.KH O |3+ ‘.!_7
13 o 3y o O 0 O \liod
| (2.22)
4—'-3'/05}7=—2‘-[j.(:$+l)-‘!2(0+l)—s(s+l)] (2.28)
) O é:j 5—"‘-‘-0
: ¢(2¢-1)[3 4= {-1
Wi il z
wltsdy - (20-1)(2l+3)[2 2=y S=i
(2+1) (20+3)/3 g={+l



Veamos ahora que forma tomun las .ecuaciones {2,10) v (2.11) sl su-

ponemos que la interaccion nucledn-nucledn es de la forma (2.17), paralo

‘cual necesitamos evaluar las integrales angulares: €@ Vsl oy ?

(zulv%\zn?, (zmv«pslon), {(onlvyglany,

En-general tenemos que

sV Oyl ng7=2 vw)‘(’d(r‘ué‘sg\@;lﬂsj)' (2.25).
A

Haciendo uso de (2.253), asi como de las ecuaciones (2.22) a (2.24) '

obtenemos

Carivdrllony

i

‘?S(r)\/c(r:) : Lo ';i_i,"‘,j'i

"

] L
P

11

iV Yyrlan? ‘P,(r)[vc(r)~iVT(r)~3'VLs(r)*+

+ 7‘lwm(r)+é VLz(r)l (2.26)

v el oy = Goor) {202 (e )]

(o i goriz 1) = V8 Folr I Np(r)
Por lo que las ecuaciones acopladas para "PSU) y Ppo(r) , supohien-
do que la interaccidon nucledn-nucledn es del tipo (2.17), yuedan expresadas

como :
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. o
[- AL e r Wir) -] %6n) = </ Urtr) o)

. ' (2.27)
{iﬁ_ |-+ Feg )+ Ntr) -2Vl - 3V &

| 8

F 3V, (r) +6Va(r)-E] olr) = ~/B G (e Vg (),

Asi nuestro problema queda tedricamente resuelto, ya que lo {inico que ne-
cesitamos es conocer la forma explicita de las partes radiales del potencial

V),U‘) y resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (2.27). Una -
vez hecho esto conoceremos la fuﬁcibn de onda que caracteriza al deuterdon
usando la ecuacidn (2.1). Desgraciadamente los meétodos numericos emplea
dos para resolver este sistema de ecuaciones son bas;a,nte complicados, ra-
zon por la cual travtaremos de encontrérv ‘G("’ y “PD (r] sin resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales acopladas .

2.2 Analigis variacional con funciones de oscilador armonico )

Para encontrar ‘@(") y ‘1?9 (r)  haremos un andlisis variacio-
nal usando como funciones de prueba combinaciones lineales de funciones de
i

onda. del oscilador armonico hasta un numero dado de cuantos. Como hemos

visto en la seccidn anterior la funcién de onda del estado base del deuterdn

tiene la forma

: '
b=l Y, + AL



Las funciones radiales ‘ﬂ.lr) vy %,(r) se expresan como combinacio-’

nes lineales de funciones de oscilador, o sea
Nf2,

‘f’s r) =): SaRno

L H
~Nfz -

LP_D(’.) = [. :D"\an,

n=0

donde definimos el nimero de cuantos como

N=an+{

o

(2. 29)

Entonces la funcion de onda de prueba que usaremos para una aproximacion .

a un numero de cuantos dado toma la forma:

Nz Nfz-1

ol

{":z Sn’Rnog‘ +ZD"Rn2njlz\\
n=o n=0

La cual puede expresarse en una forma méas compacta como :

N
|
V= g;o CgKnig) dg) qacgm

en donde se han definido M$} y Q(Q)

ng) = ¢ modula (Nfz +1) =

-t o ¥ =
2 & 2> Nz

como .

(2.30)

3 £nNfy
(2.31)

$-(Nlz+) G Nfg
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Por bcofnodrida’dfdéfi»r_ii’n’ips‘ el ket

lncqxQ(q)\\)"iﬂncqlﬂ(q_)IQ(Q)H) o (2,32)’

y usando la definicidén anterior nuestra funcidén de onda de prueba toma la
forma:
N
Y = Z Cq tn(g) Legh vy (2.33)
%=0 :

Como deseamos que nuestra funcién de onda de prueba esté normalizada,

los coeficientes Cg cumplen con

Z ng\2‘=| | (2.34)

En esta notacic’?n 1la probabilidad del estado § y P toman la forma:

Nf2
2
Ps = Z qu_l
0 ‘
i {2.35)
NJ
: 2
Po = Y_ \CQ\
(_i: Njz+1
Nuestro problema consiste en encontrar la mejor de las funciones de prueba
del tipo (2.33), para lo cual pédiremos que el conjunto de Cg qQue determi '
nan la funcion de prueba cumplan con la condicidon de normalizacion dada en
(2.34) y que sean tales que minimicen la energia del sistema que estamos

considerando. El valor esperado del hamiltoniano es
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_ _ LI ‘
E—(H7—--———“"“_<¢w7 - (2.36)

y usando nuestra funcidon de onda de prueba tenemos:

2 Cg¥cr cagiligitlnine b
z c’gcs<n(p)019)'uln(s)0(s1n) .
Ps o

(H) =

(2.37)

Como se desea encontrar el conjunto de Cy ‘tales que minimicen el valor’
esperado del hamiltoniano, estas C.? serén tales que ante una pequefia va-
riacién de los parametros Cg* , el valor esperado del hamiltoniano sera

estable, En simbolos, necesitamos que:

A T ew
ZX

Usando la expresidn (2.37) para el valor esperado del hamiltoniano tene-=

e 9(HY _ Z-Cr & inea) L) i Hingn Lo 1y -
act z; o cs (nprlipriine Ly

- € dnwin(r) SQu)QU‘)}

Z c{cs (n(fIQ(fmln(s)Q(s)n) (2.39)
Ps ,

Al imponer la condicion extremal (2.38) vemos que los parametros
C'r que minimizan la energia del sistema tienen que cumplir con la si--

guiente condicidn:



N
Z Cr ‘ (n@) Q)i Hineel@een) -E SnummSQ(A;QU)\"—‘O (2.40)

C=o
Para que este sistema de N+1| ecuaciones homogéneas tenga solucion dis-

tinta de la trivial es necesario que:

dot | € Q) 10l HINEEER 1Y~ E S pegnee) 8 pargerd \= °
Lo cual es conocido como el determinante secular.

Para resolver (2.41) procederemos a construir la matriz H cuyos

elementos son

Hag = <ntdllial il Hin(@) L@ 1\ (2.42)

la cual sera diagonalizada posteriormente. El minimo de sus eigenvalores,
es entonces la energia del estado base y consecuentemente el eigenvector
correspondiente es el conjunto de C%

2.3 Céhlculo de los elementos de matriz {nt) ¢} il hl n(gl l(’) 1),

En esta seccidon deduciremos las expresiones para los elementos dé
matriz del hamiltoniano de dos particulas que interaccionan por medio de un
potencial que, en su dependencia radial, es una superposicion de G --
gaussianas; usaremos como base lag funciones de onda del ogcilador armé

nico. El hamiltoniano para dos particulas que interaccionan por medio de



un potencial N(r') s

P
H= — + V') (2.43)
2M
en donde = F:; - =" y /( es la masa reducida del siste-

ma, En vista de que un gran niumero de resultados con funciones de oscila
dor se encuentran en términos de variables adimensionales definidas 10)

comao

(2.44)

3 - 7/ T

estag serén usadas en el presente trabajo.

El hamiltoniano en funcidn de las variables adimensionales toma la

~forma: |

H= thop o (R0 #) @9

Como hemos mencionado anteriormente, los potenciales que usaremos son

del tipo
¢ A
ver) 2; UNTORUN (2.46)

La forma explicita de las funciones radiales V>\U') fue escogida tal que
la evaluacion de los elementos de matriz del potencial fueran calculables de
una manera sencilla, razon por la cual los potenciales con que trabajaremos

son los propuestos por Tamagaki y H. Eickemeier et al, los cuales son po-



tenciales fenomenoldgicos y su parte radial es una superposicidn de gaussia-

nas, o sea

Vo) = ) Va5 expl-Cr/ng, V']

(2.47)

En funcidn de las variables adimensionales uefinidas por las ecuaciones -

(2.44) de esta seccidn tenemos:
g
Vy(r)= Z_ \)'%A exp (—ldqx r*fe )
4=t
en donde hemos definido d-“,)\ y € como:

y K
I~ Wme Y(:-)‘

€ = Aw
mc2

“con M 1la masa del nucledn y M la del electron,

Por comodidad definimos el hamiltoniano adimensional

(]
mec?

h =

Wr)z el

cuyos elementos de matriz toman la forma

(2.48)

(2.49)

(2.50) -

(2.51)
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<) il h] ne) d@) ) = = (@)l § p2 | n(@)t@ 11 +

+ (@)l Fr)n(g) @) 1) (2.52)

Para calcular el elemento de matriz de la energia cinética usaremos el he-

cho de que

ep? = __._rfﬁc —ter? (2.53)

4
2

en donde Hese es el hamiltoniano para una particula sometida a un poten |

cial de oscilador armdnico. Usando el hecho siguiente
Hase In(p) L@ 1) = (an(@l+lip)+3fe) R In@) @y (2.54)

que puede demostrarse ficilmente, teniendo en cuenta

Hase Rng(r) Yomet@) = (2n+l+ ) R Ryt Yy, ()

(2.55)
\n@) Qeg)syy =R,y )Q(P)desmo(&, msiymy) gl l(‘cz )2 ")

y usando las expresiones (2.53) y (2.54), tenemos que el elemento de ma-

triz de la energfa cinética (adimensional) toma la forma:
{ntag@nl < 7l n(@) ¢@)! 0= (an(e)+ U@E)+s/e) € Sn“)n(e) 89(&)0(9)—

= F @l 0] 2] n(p)tp) 1)



Si ahora definimos el ket .

Inep) ate))zﬂn(m(@)

y recordamos la definicidn del ket n(glé(g) 117 , el elemento de ma-

triz de la energia cinética queda expresado como

(r@) 06 1] Pt ) = (2nps tp)e o) €8, ne) St tce)

- % ( n@){)] 2| np)lie) S4ta) Up)

Teniendo en cuenta que 11)

(W b6 i ngedt)) = — /) (1) + €car ¥ iz ) ;,,@,,,,(',.;_. +

+(200) + Q)+ 3/2) én(@),n(d}"\/(n(dHl)("(e\Hﬂ(d)-i- 5/1)15,,@)) ,;w,,

de las ecuaciones (2.57) y (2.58) obtenemos la expresion final para el ele-

mento de matriz de la energia cinética:

(2.56)

(2.57)

(2.58)

‘

Cria) 8 11§ 721 mip) gy 1> = L Canten vt +3k)80(8), nu) *

+ f(n(@)ﬂ)(n((s)n‘ 0R) + 32 ) Jn(p).p, ()

+ MP)(MPHG(@)“/Z) ‘gn(g)-l,n(d)] Sew, {ep)

De la definicion del ket

(2.59)
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@

s/

el elemento ue matriz de la energia potencial (adimensional) es’:

(2.60)

sy = Hé

@@ v neg) L)1) =

- A o
= %_ (@) u;(rn neaitca)) {le)i i(@)‘w(@), Yy o260

Para obtener los elementos de matriz de los operadores angulares usamos
las expresiones (2.18) a (2.24) ya que las primeras nos dan las definicio-
nes de los operadores angulares y las (ltimas nos permiten evaluar sus va-

lores esperados. Desarrollando la expresion anterior tenemos:

Cne ) o Criing) dg) 1) =[Cﬂ(d)Q(a\” % Incp) teg)d -

Q) ep)+1)
- S (w1 Inca i) + Wigal,i Cred il &, ineiie) +

+ deldgn) (n1fan] -vzz/rz(,e)!(.w)] 59(‘“’((@)*‘(ﬂ&“é(d)lﬂﬂﬁ(@)@(@))x

X [ ‘Sa(ﬁ),a(d”\ SQ(N,Q{.;{) + S@(d), é(ﬂ)i-z;l (Se(d)lf(‘s)iz] (2.62)

en donde los indices ¢ LS

, , Wiz, T 5 L® se reileren a central, -
spin-drbita, correccidn no estatica, tensorial y cuadratica, respectiva--
mente,

Para evaluar los terminos Wg(p)’, , Sé(g), 461), { y

S?(dj/ dBitz, | necesitamos conocer los valores explicitos de

dtal y l({@) ; haciendo uso de las ecuaciones (2.22) a (2.24) podemos

<+
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evaluar facilmente estos coeficientes.

Con las ecuaciones (2.59) y (2.62) estdmos en posicion de calcular
los elementos de matriz del hamiltoniano, en los cuales distinguiremos
dos casos, el primero cuando g(a&)=.ﬂ(p)=0 o' 2 y segundo cuan
do deal=2 y (@)=

Primer caso, ()= 0(p)

) 0ea) 1| hi n(p) {(@ |>=;'z- € [‘2"((5)+Q((5H =/a) ann,nm) +

+\[(n(p)+!)(n.(@l+0(@)+ sia) Sn(g)+| n(,(ﬁﬂ)("(é)*u@)“[") neg)-i Vl(d—)\
+ (ne) Q| W (e )) - - 7 il Y Tnpieg) +
13} cram Q“’Ww.z‘ n(8) 1) + QLI 2LAH) Cn@ )| Tz In() 4La)) +

2] crantiagi 9 1nea) ta) (2.63)

En el miembro derecho de la expresidon anterior, en el sexto y en el Olti-
mo terminos se toma el valor cero si ﬂ(d)" ‘](@) 9 vy los valores

7 y -2, respectivamente, si O] = 4((3 =2

Segundo caso, dd) = d(@] 2

et vithinge) ey =V 8 () )\ & I ncp) dep)) (2. 64)

Las expresiones (2.63) y (2.64) nos permiten calcular los elementos de ma

e . e et < e b 58t e e e e e e o< s ven e 4 e r e e
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triz del hamiltoniano en funcidén de los elementos de rnatriz de'las partes
radiales del potencial con respecto a las funciones radiales de oscilador

armonico.

Deduciremos ahora la expresion explicita de 1os elementos de ma-
triz (na) Ll 43; in(p) Q(@)) usando para Yy la expresié’n dada

en (2.48)

(na) W)l ’l}; ln(p)ﬂ(e)). =

<
= Z A“ (Ll ’af(jzagf)\r?lé'))vr'zf(P)’Q'@)‘)" .(2}65)

§=1 k
en donde se ha definido -
. Vi ;
Agy =~
mc

Desarrollando el elemento de matriz de la derecha.en una serie de integra

1
12, 13) tenemos :

les de Talmi
(@) expl-dg , r2f€)In@® ) =
- 30w+ n(d)4ncp) |
A
= ] B, L) nig e, p) Tp
=1 (04 Lip)) i (2.66)

A

La integral de Talmi de orden P I‘) esta definida por:

a
»o_ 2 2p ~¢2) expl -2dgy, r2/€) r2dr
Iv ’I"(P+5IZ)J o exple exp %_ '

© (2.67)




que es facilmente evaluable, ya que

___T‘(nlel o

[~ «]
L r2Mexp(-ar?)de 2 T

(2.68)
Haciendo uso de las ecuaciones (2.65) a (2.68) tenemos que la expresion

éxplicita de los elementos de matriz de la parte radial del potencial esta

dada por:

(neifea)] U, n@lg)) =
' L(0al+ltp)J+n(el+n(p)

o ,
=/ A [B(nu),@u),n(f.),(?(ph?) ]
A 2dg ) \P+>2
$=1 $?=j(ou)+m)) (H' € )

(2.69)

lias expresiones (2.63), (2.64) y (2.69) nos pe;'miten pues calcular
los elementos de matriz del hamiltoniano para dos particulas que interac-
cipnan por medio de un potencial que tiene una parte radial, que consiste
en una superposicidn de gaussianas,

Usando las ecuaciones (2.63) y (2.64) se construyd la matriz
Mostraremos explicitamente los distintos elementos de matriz necesarios

para construirla,

Para ()= 0(B) =0, n@l=n’; n(@l=n
{n'onihinow) =-§_-[ (204 3f2) San' +/(nh) (n+3/2) Spar 0t +

—
+ /numlz) Sp-1,m + 'l i n0) (2.70)



Para {dwl=0p)=z, na)=n’, nigl=n

ey

(ntanlhinzn) = —f:—[ (2n+¥/_z)énn:+J(n+n)(n+¥lz)6n“m:

+{n(n+5/7) én_,m,] + (n'z\«%lna.)—-})(n’u'@,:slnl) +

+ ¥#(n'2| 1”w'z(n1)+6C"’2.|13’Lﬂ“9-)“2(nlll&rInl‘) (271

para  dul =0, lip)=2, A(4)=n) nlp)=n

(lotithlinzan) =<nuinlhin'on) =f§(n'0l\i;.\NZ) (2‘72)

: -1
2.4 Calculode 4 , Q@ y V {r'2)

En esta seccion deduciremos las expresiones para el momento cua-

drupolar eléctrico as{ como el radio cuadrado medio.

Sabemos que el momento cuadrupolar se puede expresar como:

(2.73)

Q= %/"{‘*(z’z—r’zn) Pdo

- .
endonde (' es el vector de posicion relativo entre las dos particulas,

pasando a las coordenadas adimensionales y usando la definicion de los ar-

monicos esfericos tenemos:

Q=e/;—fﬁj”+#r“ff Yy = Q/;f,% SEAPRNCRD



Recordando qué:vla funcion de onda del deuteron es

4

2

P b Y+ Gen Y, (@19

o
se tiene que, el valor esperado de rz-'Yz toma la forma.:

<22y = (BIr2(dg) (ol NG lon) +2 (9512 dp) oul Zleny +

b (@ye2i@p)anigZiaw (2.76)

Para calcular las integrales angulares haremos uso del teorema de

Gaunt, el cual establece que

IYQ YU yrda =
\/Qm)(zuu (L' mm | gm){Llioolea)  (2.17)

4T (28+1

con lo cual obtenemos

(rz\(;)='—‘o-/?(1(i‘(‘l’slrzl%)—-—y‘:(%lrzl%)} (2.78)

Usando esta expresion, el momento cuadrupolar electrico puede expresar-

se como

Q=e =15 ‘JZ‘ Q1 r2|Wy) — - CHplr? N’u); (2.79)

Debido a que % y (PD se expresan como una combinacidn lineal de
funciones radiales de oscilador armdnico con momento angular cero y dos

respectivamente, o sea



N2
(PS =i S‘n ’Rno
nzo

Nfz-}

L‘o,n = z Dn Rng

n:=o

(2.80)

Los elementos de matriz que necesitamos evaluar toman la forma:
' Niz Mfz-)

(glrz|q)= Z_ Z Sn Dyl Qnolr’-\n’l)

n=o n'=o (2.81)
Nja~1 Nz -] '

(%Irzlt(’b) Z 1. DnDd (nzltZ|nia)

n=o n'zo

Para evaluar los elementos de matriz de % con respecto a las

funciones radiales de oscilador armoénico usamos los resultados deducidos

en la referencia (11) Haciendo uso de estos resultados se obtiene

(Lps\rzl%) Z_ DnSSn\/(nm/:_)(ms/z) :zSM\J(nm(nJ,s i*’

N/z | | |
¥ Z Sn+1Dy JaCas)! . (2.82)
N’Z‘\ Njz -\
(‘e |f ‘lp_g) Z Dy\ (2n+4'/z. ”Q.Z-_.‘ynon_‘ J‘n(n*_ S‘Iz)
nz=o =

Por lo que el momento cuadrupolar eléctrico toma la forma:

Nz~
9] ze;ﬁ\zo { Z_ Dn[JaMb (Sn {2 (an+a)

M2 -\

- 4 Spei J?\T) -Dp (an+Hz ]*12 Dn-\ |_3n+\ Jan(ml)
+ Dn \/n(n+slz)]} | (2.83)



Esta expresion nos permite evaluar el momento cuadrupolar eléctrico en
funcién del nimero de cuantos, la frecuencia del oscilador, la cual es -
nuestro parametro variacional y los coeficientes $n y Pn . Lafre
cuencia del oscilador se escogerad como aquella que nos de un mfnimo en
la energla para un numero dado de cuantos, siendo el eigenvector corres-
pondiente a esta energia el conjunto de coeficientes $n y Dn
Calcularemos ahora el valor esperado de r’* con respecto a

nuestra funcidn de onda de prueba. Sabemos que

<r/z>:jr¢,*‘ r'z’)LSJTb ‘ (2.84)

‘ y usando la expresion (2.75) para la funcidon de onda, obtenemos:
2y R 2 @) +C9p) 02145 |
(rity= Jo LChI T ) + Col 21 %p (2.85)

Nos basta ahora calcular la primera integral radial, ya que la segunda fue
calculada anteriormente. Usando el desarrollo de ¥ en términos de las

funciones radiales del oscilador tenemos:

Nfz N2

(Gir2lgs)=) 2: SnSn’ Cnotrzino) | (2.86) -

n=o nl=o

evaluando estos {ltimos elementos de matriz 1) se tiene

N/a, Nz,

(‘Ps[rzl ¢) = z_ S% (an+3f2) _Z,‘Z‘.‘S" Spnt Jn(n-ulz) (2.87)

no

S ek o~ - —



Usando este tltimo resultado:

Nz
<r'“)=2—*‘-[ al4 + D2 +): Sa(nsSp - \/n(m\-(/:; S,,-‘) +
Aw nzl »
Nz -\
+ Z_ Dn( (n+t) Dy — /n(n+ 5(2) Dn—l” (2.88)
n=-y ’

Con lo cual estamos en disposicidén de calcular el valor esperado de ri*
como una funcién del ndmero de cuantos, la frecuencia del oscilador y las

componentes del eigenvector.

Respecto al momento magnético del deuterdn, sabemos que tiene

la siguiente expres'16n8
}4=(/£(,o+ﬂ/v)" % (Hp+ My~ 2.) Py : (2.89)

Hasta aqui hemos mostrado el formalismo necesario para atacar el proble
ma de dos cuerpos, cuando se usa la base uel oscilador, en el siguiente -
capitulo se muestran los resultados obtenidos para el calculo de la energia

del esiado base del deuterdn, usando los potenciales T1 y T2,



CAPITULO I

3;.1 Proceso de Caleulo,

En el anilisis variacional con funciones de onda del oscilador armd
nico, se calcularon los elementos de matriz del hamiltoniano, usando las
expresiones deducidas en el capitulo anterior.

Debido a que en los potenciales fenomenologicos prapuestos por -
Tamagaki, el potencial en el estado triplete par no tiene parte spin-drbita
y los parametros propuestos para la parte cuadratica y la pérte de correc-
cic’)ﬁ no estatica sdlo difieren en el signo de la profundidad, los elementos
de matriz para la parte 48 , wyz ¥ L% paralos potenciales Tl y -

T2 son:

(n'2l ¥ in2) =0 (3.1)

(n’zlVw'zln1)=-(n‘2l17Lzl01) -3)

Por consiguiente para los potenciales Tl y T2, los elementos de matriz

del hamiltoniano para €2 son de la forma siguiente:



(n’.’Llllh[ngn):—i—t(:ni—}lz_) Snnt +V (Ne1)(n+F2) Snsy,n/
t/nnts/z) Sn-|,n'] +<n'21 U Ina) - cnl2) ¥z in2)

= 2(n'2] 9 n2) o (3.3)

Para el potencial de Eickenbroich et al (E), consideramos que la
funcion de onda del deuterdn solo contiene onda § , Esto se hizo para
comparar los resultados usando la base correlacionada con lo§ obtenidos

) , asl como para comprobar el programa usado.

por W.W. Yeh
Usando las expresiones deducidas en el capitulo anterior, calcula-
mos lag integrales radiales ("'mo; "‘,Q) ', conlas cuales ge constru-
v0 la matriz H , con elementos de matriz
Enel caso @=0%2 , usamos la expresidén (3.3), en tanto que, para - -
2=1'=0 y f=07 ¢'=2 , se usaron las exprésiones deducidas en el ca ,
pitulo anterior.
Obtenida la matriz H, se procedié a diagonalizarla, escogiéndose
el eigenvalor minimo, el cual es el val_qr de 1;1 energia de amarre predi-
cha para un numero dado de cuantos, y para una. frécuencia del oscilador;
el eigenvector correspon&ente a este eigenvalor nos da los coeficientes -
So y Da . (Ver seccitn (2.2)).
Para el T1 los calculos fueron hechos hasta 30 cuantog, mientras
que para el T2 se hicieron solo hasta 24 cuantos.

La forma en que fueron comprobados los programas para estos -
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icélculos fue la sigulente: por un lado, se reprodujeron los resultados ob--
tenidos por Yeh para el potencial E y por otro lado, verificamos las pro-
piedades variacionales de los elementos de matriz del hamiltoniano con -
respecto a las funciones de onda del oscilador armonico, encontrada por

19)

Flores et al. Esto es, se verifico la relacion

2@2‘1@- {m nllnanu).: ‘/(”‘"*2Q+3)(2n+1)‘<m0n\kln+|du)-

- /(2n+aq+‘)1n (menlhln-tﬂn)+ﬁz‘muug)(gm;{i‘(mdulhlnlu)
-/ (amiat+r)am <m-tLofhinlny

(3.4)

en donde /3 se ha definido como
_ [AD
@- % | (3.5)

y M esla masa reducida del deuteron. La expresion anterior, en fun~

cion de la variable adimensional € , toma la forma:

4e fg <mlulhingn) =/(2—"+20+5)(2n+1f (mEuthlari @) -

- Jantatean (meulhin-140) +[amsatea)ameal mnLuibingu)

- \/ (awy.'zq,u):llnr'tl {m-1 nlhinl i) (3.6)

Esta relacidn se verificod graficamente para los elementos de matriz

{oonith} 2011} (oanthl3zy

y Los elementos de -



matriz (n'21tlhinotl) 1o fueron verificados en esta forma, ya que.

la propiedad variacional anterior s0lo se cumple para elementos de matriz

con . g=¢'" .

3.2 Analisis de los resultados.

Antes de mostrar nuestras conclusiones, mencionaremos algunos de
los resultados encontrados recientemente por W. W, Yeh7), usando la base
del oscilador y suponiendo interacciones nuclebn-nucledn puramente centra
les. Entre ellas se encuentra el potencial E , cuya parte radial consis-
te de una superposicidn de gé.ussiénas, cormo en las interacciones estudia-
das en este trabajo. )

Debido a que los potenciales usados por Yeh sodlo tienen parte cen-

tral, la funcidn de onda de prueba usada en sus calculos es del tipo:
“P=Zc1,, fnon) (3.7)
n ,

o sea solo contiene onda S ; en tanto que la funcién de onda de prueba

que usamos para los potenciales T! y T2 es de 1a forma:
"P=Z anlnon)+[_ b, 1n211) . (3.8)
n - n

Yeh mostrd que una caracteristica comin a todos los potenciales pu
ramente centrales, que constan de una superposicion de gaussianas, es que
al aumentar el nimero de cuantos, el eigenvalor minimo se aproxima a la

energia de amarre del deuterdn. “Pero esta aproximacion no se lleva a ca-




bo en una forma uniforme, sino que se producen cambios apreciables en la
energia de amarre predicha inicamente cuando se incrementa el nimero
maximo de cuantos en cuatro unidades. En consecuencia, la curva de la -
energia en funcion de la frecuencia, para un nimero N de cuantos, es muy
similar a la curva para N+2 cuantos y difiere apreciablepnente de la cur
va para N+ 4 cuantos. En otras palabras, los resultados para cero y dos
cuantos son muy parecidos entre si, pero difieren del de cuatro cuantos ;
igualmente ocurre para cuatro y seis cuantos, ocho y diez, etc,

Otro resultado reportado por Yeh, es que al aumentar el niimero de
cuantos, disminuye el valor de la freéue_ncia para la cual se encuentra la
energia minima.

Los nimeros cudnticos de los estados son N y ] , por lo tanto
el nfimero de cuantos es N =2n+{ | entonces para 8 cuantos, el niime
ro cudntico W va desde cero a cuatro paraonda S ( d=o) ; Y desde
cero hasta tres para onda D (’-':--2)

Los resultados para la energia del estado base, obteﬂdcs para un
ntmero de cuantos N, son denotados por En , endonde N es el valor
maximo de este nimero cuantico, para un nimero de cuantos dado (N/2),
Asi, los resultados obtenidos paﬂra la éheréia a 24 cuantos seran denotados
por E|1 . Ademas para distinguir los resultados para los potenciales T1 .
v T2, se indica entre parentesis el potencigl al que corresponden los resu_i_
tados. Asi, por ejemplo, 'EIQ. (T1) es la curva de energia en funcién de la

frecuencia del oscilador, obtenida para 24 cuantos con el potencial T1,



Para los potenciales T1 y T2 encontramos qgue al aumentar el niune :

ro de cuantos, el minimo en la energia se aproxima 4 la energia.del estado
‘base, en una forma cualitativamente similar a ia encontrada por Yeh, a pe
sar de que estos potenciales contienen partes no centrales; la afirmacion
anterior proviene de que en los resultados obtenidos para estos potenciales,
tambien se observan cambios apreciables al cambiar en cuatro el nimero
de cﬁa_ntos.

La diferencia entre nuestros resultados y los reportados por Yeh,
consiste en que la curva para cero cuantos (Fig. 3.1), estd bastante aleja-

_..da de la curva correspondiente a dos cuantos; o sea que.en nuestros,resul
tados, encontramos un caso en el cual se logra una notable mejor{a.al:incre
mentar en dos cuantos el numero de estados, lo cual no.sucede al usar po -
tenciales puramente centrales. De forma qué, mientras en los casos;ana-
lizados por Yeh, las curvas Eo ¥y E\ . estan muy cercanas, en nuestro
cago encontramos que £y y Ez_ son bastante parecidas, y como ya hemos
mencionado Ep se encuentra bastante alejada de ellas (Fig. 3.2).

Al aumentar el nimeroc de cuantos las curvas En y Enei. . estan
cada vez mas cercanas, razon por la cual no mostramos los resultados pa-
ra 14, 18 y 22 cuantos, ya que estos son muy similares a los resultados ob
tenidos para 16, 20 y 24 cuantos, respectivamente.

Para cero cuantos se tiene que para ambos potenciales Eo es una
funcibn creciente y positiva de € (€ = K/ mc,Z) , €l parametro

adimensional correspondiente a la frecuencia del oscilador. La curva -

P e R,
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E£o(T1)  se encuentra arriba de la curva Eg (T2} . Lo anterior es
facilmente explicable, ya que a cero cuantos, 86lo interviene la parte cen-
tral de los potenciales, que presentan un carozo repulsivo bastante alto;
el potencial T1 tiene un carozo repulsivo mayor que el correspondignte al
potencial T2,

Lias curvas E\ y Ez; para ambos potenciales son ‘funciones cre-
clentes y positivas de € , pero se en.cuentran muy por debajo de la curva
para cero cuantos. L.as curvas para el potencial T1, se vuelven a encontrar
arriba de las correspondientes al potencial Té, con la caracteristipa de que,
para el potencial T1, lag curvas €, y Ez se encuentzjan még cercanas
entre s{ que las curvas correspondientes en el caso del pdtencial T2. Pa-
ra este ﬁlﬁmo las curvas de energia f{ Y‘EZ. _ muestran un punto de in-
flexion (Fig. 3.2).

Las curvas para seis y ocho cuantos potenciales presentan un mini~
mo, el cual tiene un valor positivo (Fig. 3.3) y se vuelve a observar que -
las curvas para el potencial Tl estin mas proximas entre si que las co-=
rrespondientes al potencial T2,

Para 10 y 12 cuantos se obtiene un estado debilmente ligado, p#u-a
ambos potenciales (Fig. 3,4), para valores de €* 110 parael poten--x-
cial T1 y €%85 parael potencial T2, EI valor mas cercano a la ener-
gia de amarre del deuteron corresponde al potencial T2, En los calculos |
usando el potencial T1 ‘se encuentra que el valor dptimo de la energ{a a 16

cuantos es de £= —1.5 MeV para € =100, a 20 cuantos se obtiene - - -



= -1.91 MeVa €% 95, 'pafé‘24 éuahtés la curva E,q (T1) mues
tra un minimo en € = 30, con un Qalor' = ~2.11 MeV (Fig. 3.5). Pa
ra el potencial T2 se encuentran valores ligeramente mejores para la ener
gia a 16 y 20 cuantos que los anteriores (Fig. 3.6), para 24 cuantos se en-
cuentra practicamente la misma energia que en el potencial T1, pero en to. k

dos los casos el valor de © para el cual se alcanza el minimo de'las cur

vas de energia es menor en el potencial T2,

De los resultados obtenidos se observa clarament'e.ﬁu\e iu‘ssar‘ld’o los
potenciales T1 y T2, nos acercamos a la energia del estado base en saltos
de cuatro cudntos, mostrando ademéas que en cuanto a’umenta el numero de
cuantos, el valor de la frecuencia para el cual se logra la Optima energia
disminuye .

Para 28 cuantos usando el potencial‘ T, se obtiene el mejor valor
de la energia ( E = ~-2.21 MeV) para € = 83, valor bastante cercano a-
la energia de amarre; para 30 cuantos encontramos que para valores de

€ entre 67 y 104, la energia Els ('Tl) es mayor que la energia de ama

rre (Fig. 3.7), o sea que para estos valores de € , el potencial T1 so-
breliga ligeramente, el vaior minimo se obtiene en € = 80 yesde - -
-2.27 MeV. Este resultado para el potencial T1, puede deberse 4 la forma
en que fue construido este potencial, ya que al ajustar los defasamientos -~
hay un ancho margen de error experimental, lo cual da lugar a una impreci
sién en la determinacidn de los parametros del potencial.

Para obtener la energia en {uncion del nimero de cuantos, solo con-



sideramos los valores de la energia de cuatro cuantos en cuatro cuantos
(Fig. 3.8), observandose que a medida que aumenta el nimero de cuantos,
la curva correspondiente al potencial T1, s,e acerca 2 la obtenida para el
potencial T2, de manera que a 24 cuantos tiene practicamente el mismo -
valor. Parece ser que si aumentamos el nimero de cuantos, obtendria--
mos para el potencial T1 valores de la energia mas grandes que la ener
gia de amarre, lo cual nos hace sospechar que al aumentar el nimero de
cuantos, la energia predicha por el potencial T1 tenderia asintdticamente
a un valor mayor que el encontrado a 30 cuantos. En contraste, el poten-
cial T2 parece producir resultados asintoticos a la energia de amarre del
deuterdn. Para obtener una respuesta definitiva, se tendrian que llevar a
cabo calculos a mayor niunero de cuantos.

Por ltimo analizaremos los eigenvectores mayores, tanto para la
onda S como paralaonda D , los cuales nos proporcionan el traslape
de la funcion de onda de prueba a un cierto nimero de cuantos, con los es-
tados 10@11) y 10211}

Tambien mostramos la probabilidad de encontrar a la funcion de
onda de’prueba en los estados 10011) y |0211) , que son denotados
por 1{¥ °°“}\z v 1 (dlozi ')\2‘ respectivamente, en funcioén
del nimers de cuantos (Fig. 3.9),

Lias curvas fueron trazadas usando solamente los resultados a 8, 12,
18, etc. cuantos, ya que hay cambios notables en estas probaLbilidades ’sc')lo

al variar el nimero maximo de cuantos en cuatro, la razdn para presentar
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reép?l.ta;los solamente a partir de 8 cuantos, es que antes de él,l no se obser
vb ningin minimo en la grafica de energia contra frecuencia. | |
- Para el potencial T1, vemos que de § a 16 cuantos las amplitugies

. i< “"\ébl 12 y 1{tloz ”)‘2' disminuyen, siendo mas pequ‘ena
la dismingcién en el segundo caso; entre 16 y 24 cuantos 1<l 00“)\2
aumenta rapidamente, hasta alcanzar su valor maximo a 24 cu_an_tos, e_l cual
es cercano al 70 % y para 28 cuantos disminuye pruscamente a; 59.1%; des
‘pues de 16 cuantos 1Alo210? ‘2. dilsmin‘uyeb_not_aélefmen»te v afpiartir‘ de los T
24 cuantos aumenta ligeramente. Nétese que después de 16 cuantos, al au--
“mentar |(“{'I oot ) disminuye \{"hol“)l% . ¥ en tanto que --
l {¥loe1y |7. alcanza un mé.ximo,. |<"“ 0zt ")lz ‘ Ilega a .;.u ’vg

lor minimo. . iy
, . . : 0 [

- L :

Para el potencial T2, | <Moo "  digminuye al aumentar el ni
mero de cuantos, de 8 a 16 cuantos disminuye rapidamente, en tanto que para
16 y 20 cuantos es muy parecido, siendo ligeramerte mayor para 20 cuantos,

. , o
al aumentar a 24 cuantos se observa que | (4\_00 L )‘ disminuye; res
‘ 7 .

pecto a i< Nloz nyl se observa que varia muy poco con el nimero de
cua.ntc;s, manteniendo su valor muy cercano al 4 %.

Los resultados anteriores muéstran que antes de 20 cuantos, la fun
cion de onda de prueba para el potencial T2, tiene una componente mayor de
100412 gue la funcién de prueba para el potencial T1; después de 20

cuantos es menor para el potencial T2 que para el potencial T1.

De los resultados anteriores, observamos que tenemos que ir has-



ta numeros de cuantos altos, ya que la funcion de onda de prueba tiene gran
pépté de | o001} , que, debido a los fuertes carozos re’pulsivos de los po-

tenciales, da una contribucion fuertemente repulsiva a la energia.

En conclusién; hemos encontrado que para potenciales con partes no
centrales, pero cuya parte radial es una superposicion de gaugsianas, la - 4
energia se acerca a la energla del estado base, de una manera cualitativa-
mente igual a la rnostrada por potenciales centrales, que consten de una su
perposicion de gaussianas (Feenberg, E, etc.). El potencial T1 sobreliga
' ligera.mente y de los potenciales usados el niéjor'es ei T2, atn cuando éste
ultimo sblo ajusta los datos de dispersion hasta 100 MeV, .Por nltimo, el
hecho de usar la base de funciones del oscilador, nos fuerza a llevar nues-
tros célgulos hasta un nimero congiderable de cuantos para poder obtener
resul’cados razonables para la energ:.a Esto se debe en buena parte a la
contribucion repulsiva de los elementos de matriz <°°'“ hlooi 1}

Fué debido a este Ultimo punto, que surgid la idea de construir una
base de funciones en que se tomara en cuenta que los carozos eran altos y
que al mismo tiempo tgvierayla ventaja de mahejarse con las tecnicas desa
rrolladas para la base del oscilador: o sea poder obténer expresiones ana
l{ticas para todos los elementos de ma;criz. '
En los capitulos siguientes explicamos en detalle una manera de -~-

construir tal base de funciones, asi como los resultados obtenidos.




3.3 Indice de Figuras.

Fig. 3.1:
Fig. 3.2:
Fig. 3.3:
‘.Fig. 3.4
Fig. 3.5:
Fig. 3.6
Fig. 3.7:
Fig. 3.8:
Fig. 3.9:

Curvas de energia a cero cuantos en funcidn de € (e hw/ mci)
ES{T) y €4(7T2) , paralos potenciales Tl y T2. La eneg
gia se da en MeV. en esta y en las siguientes figuras.

Energias E (T}, Eg(Ty |, E\lT2) y EZ(TZ) para dosy
cuatro cuantos, usando la base del oscilador armodnico, para los
potenciales T1 y T2.

Energias para seis y ocho cuantos (Ez, ) Eq) usando los poten-
ciales T! y T2 usando la base de oscilaaor.

Energias Eg , Eg para diez y doce cuantos respectivamente
con los potenciales T1 y T2, usando la base de oscilador,

Energias Ea(m), Eyp (T, E (™)  en funcién del parame-
tro € , usando funciones de oscilador para diecisels, veinte
y veinticuatro cuantos respectivamente, para el potencial Tl1.

Energlas Eg(12), E0(72), E (T2) en funcidn ue € , pa-
ra aieciseis, veinte y veinticuatro cuantos respectivamente, para
el potencial T2.

Energias €4 (T1), Eys {TY para veintiocho y treinta cuantos,
para el potencial T1. Notese que la curva para treinta cuantos
sobreliga ligeramente.

Energia de amarre del deuterdn como funcion del nimero de ~~-
cuantos, para los potenciales T1 y T2. El numero de cuantos
se vario de cuatro en cuatro.

Amplitudes 1€ ¥l oo\’ l CHloz i) T

para el potencial T1, y [ %leal |>l-|-1 {(ploz v1? ‘7

para el potencial T2, en funcion del nimero de cuantos, notese
que para el potencml T2 solo se llega a veinticuatro cuantos y
que el numero de cuantos se vario de cuatro en cuatro,
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CAPITULO 1V

4.1 Funciones de onda correlacionadas.

Los resultados obtenidos en el calculo variacional para poder ajus
tar la energia de amarre del deuterdn usando la basge de funciones de onda
de oscilador arménico y suponiendo una interaccion nucledn-nucledn que -
consiste en su parte radial de una superposiciéon de gaussianas, requiere el
uso de un numero muy grande de funciones de oscilador para poder ajustar

la energia del estado base. Esto se debe a la fuerte contribucidn positiva
de los elementos de matriz {oounlhlaoil) . Lo anterior nos lle-
va a preguntarnos si no es posible encontrar otra base de funciones de onda
que nos permita reproducir el estado base con un niimero relativamente pe
quefio de ellas y tal que los elementos de matriz del hamiltoniano sean fa-
cilmente evaluables. |
Para resolver esta cuestion construiremos una base de funciones
correlacion_adas del tipo propuesto por Jastrow 14) y desarrollada reciente
mente por Clark et al.ls). Aln cuando estas técnicas son usadas para po-

tenciales con carozo duro, son directamente aplicables a nuestros potencia

les con carozo blando. Haciendo uso de este tipo de funciones correlacio-
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. .. 16 ' R ‘
nadas, Ciofi logro un buen aJuste con los datos expemmentales para el

6
factor de forma de "Li, tomando en cuenta las correlacxones de dos cuer

pos provenientes de los carozos repulsivos de la interaccion nucleon--
nucledn. Para sus cilculos Clofi hace uso de una densidad del estado base
“del tipo propuesto por Jastrow, la cual es de la forma:

PU:---,,M;_\ iyl T Ty

. ’ Led
donde rq;

la funuon de correlauon

es la funclon de onda del estado base ant151mctr1zad a y defme

F(Qj‘) = 1-exp (=Ml #)

(4.2)
T(S = (_‘F:_ - F:Si ’
irnponiendu en esta forma las condiciones
Sim F(ﬁ. Y=o
fl._s—vo
; Flrg) 2 sty @D

Aqui, T eslallamada distan&ia,dé "cﬁi‘aciénff‘ dé 1&!unc10n de 'onda‘qua

describe el movimiento relativo de dos nucleones}‘

La Ldea basica del ff)rmallqmo de bases de f..n“mnes correlaciona
SR )| L o .
das (C.B.F.), es que la funcion de onda que caracteriza a un sistema

de A nucleones cuyo hamilioniano es de la forma:

a
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g2 Z
Z_ V toax(e,f) (4.4)
L(&
donde 1}(11_/) es un potencial nucledn-nucledn, debe ser tal que para = -
(’-& -0 , la funcién de onda nl'(?u "'IFﬁ) tienda a cero. Lo anterior

sugiere usar una funcidén de prueba del siguiente tipo
Y= ¥g (4.5)

donde ¥  es un factor de correlacién real y simetrico en las coordenadas
de las particulas y ® s una funcién modelo, que contiene las propieda
des de simetria y estadistica del sistema bajo consideracion.

Nuestro factor de correlacion es de la forma propuesta por Jas-

trow 14)

F=TT 5»(&5) (4.6)
ted |

en donde

Lim "'“Li\ =0

('L\-#Q

dim fmip) =t wwe
QS"V \[] » ('4.'7)

siendo (¢ el radio del carozo.



Sea 6 §mk un conjunto completo ortonormal de funciones de
particula independiente. Este conjunto ser{a Qtil para tratar lag propieda-
des mas importantes del sistema, si no estuviera presente la fuerte repul -
sion a cortas distancias. Sin embargo este conjunto completo nos servira
para construir un nuevo conjunto de funciones de onda correlacionadas nor-

. . . 15
malizadas, pero no ortogonales entre s{ y definidas como ):

3" = F8m (4.8)
'"‘ b & ml 72| By

con esta base de funciones correlacionadas se calculan los elementos de -

matriz del hamiltoniano, asi como lbs del operador identidad, d sea:

hma = <("l‘m‘ hl""n? (4.9)

qmn = < A"m‘“&’v\) : (4.10)

Veamos ahora que forma toma el problema de eigenvalores. Expresando
nuestra funcidon de onda de prueba como una combinacion lineal de las - -

A“’m tenemos:
f\{;—_Z_Qm(\{,m C(4.11)
m , ‘

y el valor esperado del hamiltoniano sera



Chy = <YLY L ok co { tbl b))
<Y Z_"_i c",'fc% AL

(4.12)

El mejor valor que podemos obtener para la energia, usando funciones de

prueBa del tipo (4.11), es algiun valor estacionario relativo a las @m oa

las C#; , con lo cual la condicién extremal toma la forma:
9“2 zo ¥ r (4.13)
CLCS

Usando 1a ‘expresion (4. 12) es facil ver que la condicién extremal queda ex-

présada como’’

l ¢n [ hen =) Ylm\=o (4.14)

La expresion anterior nos lleva al problema secular:
‘JQ'H hen -Eflm.‘ =0 | - (4.15)

Este problema puede ser resuelto usando técnicas de diagonalizac‘iﬁn si-=
multanea para 1asv matrices- \'\ y (l , . Sin embargo es conve -
niente matemétic;niente y para propositos de interpretacién fisica, trans+ -
formar de nuestro conjunto de funcionesvcorrelanciohadas no ortogonales a
uno ortogonal, antes de calcular los eigenvalores de la energia.

Para resolver nuestro problema seguiremos los pasos siguientes:

a) Evaluacion de los elementos de matriz del hamiltoniano en las bases co



rreiacionadas no ortogonales, asi como los elex:

dor identidad.

b) Transformar el conjunto correlacionado no ortonormal a un nuevo con=
junto de funciones correlacionadas y ortonormalizadas respecto a las cua-

“les el operador hamiltoniano y el identidad tienen elementos de matriz

ﬂ’/mrg y Nma= Smn.

¢) Diagonalizacion de la matriz ﬂm,g .

Es conveniente hacer notar que debido a que Nmn= Jmn la
,transform’aci()n que nos lleva de la base & §m} a'la base ﬁ gm.'l .
la cual esta ya correlacionada y ortonormalizada, es una transformacion

unitaria 13) .

4.2 Transformacion de Lowdin.

Como es facil observar, las funciones correlacionadas, al no ser
ortogbnales, no permiten una interpretacion directa del problema fisico co
mo la que es posible hacer con las func.iones no correlacionadas. EI pro-
blema secular se complica debido a l1a no ortogonalidad de la base, por lo
que es conveniente transformar el conjunto original H“l’mk a un conjun-
to correlacionado ’18"& ,» lo cual puede lograrse por medio de la trang

formacion de Ldwdin 15) .

La ley de transformacion para pasar al nuevo conjunto se puede -

, expresar en forma compacta, siinterpretamos “"‘M“‘ y I\ 9"\‘ :

emenios de matriz del opéra

i
I}
t
H
[

A
i
i




como los vectores renglon ‘\;’ y @ respectivamente, 'y denotamos la

matriz con elementos an por Yl . Tenemos entonces:
@ = (2.16)

Veremos ahora como esta transformacion nos lleva efectivamente a una

nueva base ortonormal, para lo cual demostraremos que

@@ =T (4.17)

La matriz Yl , la podemos expresar como la suma de la ma-

triz unidad y de la desviacion J de ella, o sea

La matriz J tiene elementos de matriz

Jmm =0
(4.19)

: -1
Usando un desarrollo matricial binomial, podemos calcular '?’ lz‘ en
la siguiente forma

'["”“ = (p+7) = -3 T+3 702 g% (420

-1
De la expresion anterior vemos que si Yl es real y hermitiana, ’l ,2‘

también lo es .



[

Recordando la definicién de Y( , asi c"orﬂdj‘l‘ del vector ¥

tenemos

Py = N RS (4.21)

o~

» Calcﬁiémdé éhora ® @

® ®=(4 q-“z) ( ny q-‘lz) Al 4 4 Yl—\lz, ,L.\lzym

¥y de aqui

-t O Y -\
' Del desarrollo de Q fa vemos claramente que Vz_ ' y n'
v " . N
conmutan, o sea Vl IQ‘Q b q rl (2' . Usando este resultado, tene-

mos

B@= =y
; “. Hemos demostrado que la transformacidn de Léwdir dada en (4.18)

nos permite pasar a una base correlacionada y normalizada,

La convergencia del desarrollo (4.20) sera rapida, si la desvia--

“eibnde F  dela unidad, ocurre en una pequefia regién del espacio de -

iconfiguracién. La transformacidén de Léwdin es pues apropiada para nues

tro problema.
Veamos ahora cual va a ser la representacion del hamiltoniano en

la base \ Qm} . Definimos la matriz 9'/ como aquella que esta for-




mada por los elementos ﬁ/m,l = (Bl hl6n) o sea:

W=Bho- Y("‘l’* $h Y(‘l% ' Vl""" (4.24)
en donde hmr;: (“{’mlh\“h)

Estamos ahora en posicion de poder resumir nuestro ataque al problema.:

a) Evaluacion de los elementos de matriz ‘f\mn N {lm’L del hamilto
niano y el operador identidad, con respecto al conjunto de funciones corre-

lacionadas &"}m} .

b) Transformacion del conjunto s 4’,“} al conjunto ﬁ Qm} 9 usando
la transformacion de Ldwdin, y calculo de los elementos de matriz ¢‘mﬂ

¥ Nmn en esta representacion.

c) Diagonalizacion de la matriz # y obtencion de los eigenvalores y -

eigenvectores.

4,3 Aplicacidon de correlaciones en el deuterodn,

Nuestro primer problema, en el caso del deuteron, cqnsiste en
escoger la base de funciones ortonormales no corrclacionadas, asi como '
la forma explicita del factor de correlacion. .

Usaremos como base no correlacionada al conjunto de funciones

de onda de oscilador armonico definidas por:
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{anp:@\nQ {}g;’-“:_\ ’(4-2‘5)' '

La base correlacionada no ortonormal seré entonces de la forma . i

F(fiz) Indsy)
tndsy, = 1L ‘
A% \ﬁnosg\ﬂ(r.l)\nﬂsg?

‘ ;(4'26)

Como sabemos que para el deuterén é solo puede tomar los valore
v dos, y que se trata de un estado triplete con j =4 3 lafun on de

de prueba que usaremos sera la siguiente:

=] Cg \ nig) Uyl YA ) ‘f"(4.27)
§=0 I

se definen

en donde N es el nimero de cuauntos y n(@ 'y (}(04)
por las relaciones:
: Q" 4 N
Nl = 4 modulo (nl2 +1) = { Fenle (4.29)

L 9-(nize) onz

b9 = o § & rf2
2 7 M2

(4.29)
El factor de correlacidn que usaremos, fue escogido de furma gue fuera in
dependiente del momento angular orbital, independiente del momento angu
lar orbital, independiente de lag diferentes partes del potencial {central,

V

, \ :
tensorial, etc.) y tal que los elementos de matriz <ﬂ'Q‘3§l Fa(ﬁz)in'asi / i
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fueran facilmente calculables.

El factor de correlacion usado fué

Flf)=1-b zx.F(—o.r‘%) (4.30)

. Es facil ver que este factor de correlacién cumple con las condiciones

ft'm_ F(rg) = 0
fiz—v0 '

Lim Firg) =1 awf
r\l_' ro ' : (4'31)

siendo (. el radio del carozo,

Los valores de @ y b se encontrarin haciendo un anilisis va
riacional para la energia, a un nimero dado de cuantos. Esta es funcion -
de tres pardmetros, los parametros de correlacion Q y b , ylafre-

cuencia del oscilador,

4.4 Calculo de los elementos de matriz del operador identidad y de la ener

e . 18)
gia cinetica en las bases correlacionadas

.

Recordemos la definicidn de los kets |{s{? y inQ) 1lacuales:
"

tesy? = g@sg (4.32)

)= Rat (4.9
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De la definicion dada en la expresidn (4.10), tenemos que los elementos de

matriz del operador identidad son

qn(a)eu),n(@)u@,) = c< n@) £ea) 11l n(e) depdt ", (4.34)

Si aplicamos la definicidn de las funciones correlacionadas dada en la expre

sion (4.26) tenemos :

"lnmem, n(p)d(p) -

@) 11l T2 nce) (&) 1\
J-n(pl\ Q@Y I FE n(a @) ti) < n(E L) 1 L7 n(e)l@)! \)

{ n@ Q) ¥ n(a) Uee)) ( Qv H(a) 1y

f( ) Ll 2 nai @} (0 0] 1600 (n(pi o) 72 n(el@) (Uginlleny
,(4.39)

y usando las propiedades de ortogonalidad de las (D.SA‘]  se tiene :

Tamili), ne)e)

- (ﬂ(d\ QL::\HFQ | n(®) l(@)) SQHU Q(Pa\’ (4. 365
JOa) LN FEn@)a)) (nge) U@ TF I nip)e))

De la ecuacion anterior se ve facilmente que F no podra conectar estados

con distinto momento angular orbital y en el caso en que 9 sea igual a

@ , 0 sea para elementos diagonales, su valor es 1 . Por lo tanto



g Phoan } 4“*. o

q"‘“" ba)nie) gy

R TS I R
TS e ay ke (= i

=0 .lr;'}
ylm«)ud);"(@)é(@) ',SL, _l_d\_é fp) (4.37)

Obtendremos los elementos de matriz  ~ { n(d) &(a) } ¥\ n(@).Q(@)). v
para lo cual pasaremos a las variables adimensionales ¥ y P dadas por:
— -
d,= [R_T
M (4.38)
- -y
fu = VMuhw T
en}s diénde M es la masa reducida de dos nucleones.
En funcién de las variables adimensionales, el factor de correla-

cion toma la forma:

Fr) = \-b exp(-sez) (4.39)

o 2 _ '
en donde S_-_z( h & ) € = 4 o -

Mmcif ¢ T Tmet ’

™M  es la masa de un nucledny M 1la masa del electron,

De 1o anterior vemos que el elemento de matriz toma la forma:



- 14 -

( ne) Lea) | FR0n) nep) Leg)) = SQ(M,Q(@ E(nu) (W In(p) die)) -
= 2b (nw@l 1) expl-se2)neal (o)) +

+ bz(nwuox)lex‘a(—zsﬂ)]n(@)a(@)ﬂ (4.40)

Los elementos de matriz de la derecha se pueden evaluar usando la rela-=
cidn de ortogonalidad de las funciones radiales de oscilador arméonico, asi

- 12 . (17
como log coeficientes B (n‘, -Q/, n, Q,f) ) y las integrales-de Talmi®”)

definidas en el capitulo 2. Usando lo anterior se tiene:

(na) 2ed) 1 ¥2en n(p) &((ﬂ} aRY) H);Q(@)[ Sngy, n(g) t

el +n(d) +n (@) b 2
' T ke VP L
+h. | B(n(-t),,l(d),n(p,i(@),f) (H—ﬂ—:&-:)?””- ~(H- ié&j) S}
P=0ld)
(4.41)
en donde K., esti definida como
2 (4.42)
=P =g n’ ;
) 81.1966 {m

Con la expresion (4. 41) podemos calcular los elementos de matriz del ope-
rador identidad haciendo uso de la expresion (4.36). La matriz Yt , sera
una matriz simétrica y real que para un nimero N de cuantos, tiene di

mensidn (N+1) % (N+1) y consta de dos bloques separados, como



se muestra esquematicamente :

Nigrt N2
Niz+1 l-0o ‘.0
Niz, o) 0-2

. Antes de evaluar los elementos de tuatriz de la energia cinetica, demostra-
remos algunos resultados auxiliares. Calcularemos los elementos de ma-
triz del operador adimensional Yz‘ definido en (4.38), ya que de ellos es
inmediato el cé.lculo para la energia cinética. Para ello veamos cual es el
efecto del operador ?2‘ sobre las funciones de onda del oscilador armoni

co que se denotan por el ket
10) =R Y 4.43
\nd 1y (4.43)
Deseamos encontrar una expresidn para
L(p? z) _ r* 'y
pringy = 2L 2V PTHT Z ]\n (4.44)

Si recordamos que el hamiltoniano para un potencial de oscilador armonico

tiene la forma:
Hoge = ,{[?ZH'Z])F\LG (4.45)

es facil ver que
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‘;‘,‘ (P2+r2)inl) = (2n+ Lesla) inl) (4.46)

ademas, como sabemos que

r2inl) = (an+ b+ 31;\ )~ (nh) (nals 3)2) tnet £ —

(4.47)

‘fn(n+Q+ \Iav.\l in-1 0y

Obtendremos

?" ind) = (an+l+ 3/z) InQ)h/(nH\( n+l+ 372,—)‘|n+\0) +

(4.48)
o Un( nlsiz) (n= ' ,

Veamos ahora cual es el efecto del operador ¥ 5@.. gsobre las funciones de
r .

oscilador, para lo cual usaremos la forma para &nﬂ) dada en la referen-

cia (10), Asi tenemos

i) = A ( —Vt-?z‘)" ﬂam(—r{) loy (4.49)

en donde

- Tt
Ang = (-) /(zn)!‘. (an+ ale)tY

Q:\—I—_';:‘ (F'-,.'%,’) | (4.50).
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Haciendo uso de la definicion de F( tenemos :
;f-?{: Ji (r2- f"-i;f'-'r"—i.?'-?) | (4.51)
y usando el hecho de que
L‘}F’.F"=i?’.,‘f +3 : (4.52)
se obtigne
F{ Fl' = i (rz;?143) -1 ?"f” , | "'(4.53)

Si ahora recordamos que

o P .
[P =lrf.Lg=r2 (4.54)
L 9r
vemos que el operador 8. se puede expresar en funcidon del operador
or
. o d
de creacion VK en la forma ,
C — = 2 el _ — .
So T g (R-pt-a)-n o (4.55)

Obtenemos asi,

2 3 »
c -é?-; th)=[ 3‘{("7’*? ) - '1*] Inl? -p2 1nl) -

- ;{ﬂ' i) (4.56)

Usando las expresiones (4.46) a (4.50) obtenemos :



- %'lnﬁ) :—% InY +V (41} (nels 3fa) Inkidy -

' \
"\[n(n+ 0r ) In= ) (4.57)

Veamos ahora cual es el efecto del operador ?7‘ sobre las funciones de

onda del oscilador armonico multiplicadas por una funcién de € o sea:

P’- T Indy = = V- §(F0r) 100y} = =7+ (F i) Tin)+inl) TFcrl) (4.58)

 Aplicando el operador nabla, tenemos

?2 F(r1inl) = F(r) p2 In Q) -2VF(e) Pin) +inl) ‘(”’FU’) ‘ .(4.59)

si  Fr) eg el factor de correlacidén dado en (4.39), entonces tenemos :

§2F(r) =2bS exp(-sr2) (252 -3) (4. 60)
asi como
VE(Fl- VInQ) =2bs exp (-s72) T > (in) UV

Si hacemos ahora uso de las expresiones (4.48), (4.57), (4.59) a ’(4l61) ;se

obtiene
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$2 Feelinly = (an+ Qe 32) ind) +V (ne1) tna e 3[2) 1neid) ¢

+\/n(n+Q+;lz) in-10y + Lexv(—er)\[‘\sr" -

- (2n+{+ 3/1)] inl) —J(n+\)(n+o+3lj(\+qs) inkil) +

e atnete el (4s-1 in-i 02} (4.62)

Multiplicando la expresion anterior por el bra  {w!{\F(r) se tiene final

mente :

CAUFE p2ren ) = (anele 3f2) & + [ntd(ntle 32} § 0

+ [ nine Lefz) §atpny ~ b (4n+alsa) {nl gl exp(-st2)|nl) -

- 2b(1+28) it (n+le 3} {nitl exp(=sr) i n+1 ) +

¥ ab{2s-1) \ n(ntleila) (n'@lexpl-se2)In-t) PR (2nele3fa)x

x {n'Q |exp(-25c2)|nl) + b2( 14 4s) § (e 1) (o 04 3f2) (n') xpl-2sr)néy 0)

¥ b (‘\-45\\{ n(n+d v1{2) (n'Q) 2xp(-23 r2)ln-10) +

(4.83)
+ 4sh (n' Q| 2 axf(~sr’-\\n0)~4:§'(n‘¢z\rl exf(-zsrzhne)

Para expresar este elemento de matriz en funcion de las integrales de Tal

mi usaremos los siguientes resultados:
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lenfen
{ntliexp(-se)inly= ) B(n'l n,g,¢) (”;_\‘)“Pr—;rz.
. ; S

p=t
T L4nten .
"y r2axp(- = ny At p)
(n't) pl-se2}ing) ?;B( tLinid7) (1+5)P+ 52

B(n‘[‘QJ n, Q: ninl¢ 9.'“) =B n',Q,h"\,Q, “""“""Q):

=Bn",{, n-y,0, nenlel+) =0

Por lo que nuestro elemento de,"matriz toma la forma

<'\'Q““T‘F\(T‘)"‘f1FU“ I’ID = ’(2""’ Q+ 5'/2) 5n€n+‘J Y\(Y\*Q* \IZ) S""n_; '
C4nanlyy

S.(pr3lg)
+\[(n+|)(n+l,+3la.\‘5n1m+l*"Z ([(4& e : )ﬁln‘,ﬂmlwh
p=0

+€@"{‘VB(H',{Q‘.’n-t,Q,?)J- ¥, Bin)) ¢, m—nQ,?)-_\ T—‘;—)—P—m +

+{(«1 i%f_ti—-)g (w4, n,[,f)-\-@t‘b(n,l,n 7) +

+(, Bl L, n+|Q,?.‘\ (4,'65)

(H—:Ls 3l }

en donde hemos definido

(4.64)



e T s

demamte

o, = —b (4n;k-:10+3) dg = B (2n+ L+ 3la)
By ==2b (1-2s) | (n+)(n4l+3[2) .= R(1-4s) {niasbeif2)
fi = -2bl2s)finedimtesl) = b (1v4s) [ilenateahe]

8[ = 4szb 81-—— "‘451 ht (4.66)

|

Debldo a que trabajaremos con un hamiltoniano adimensional, calcularemos

"~ log elementos de matriz

Enen gt ting Lty .7)
con
=-L-= L ¢gp? _ 4.68
Y i - mz .z‘ e? ( )

y el elemento de matriz de energia cinetica calculado en la bage correlacio

nada es

Sﬂ(*) Lar il 1 nep) Qigh )< ;—f nu)Q‘umly’-\n(g)O(@)n)c (4.69)

Aplicando la definicion de las funciones correlacionadas se tiene:
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{nrtalnlting L) DA

c (@) LV FPRFin(e) ge) 1)

—

i
2

f( N Lia) 11} F2 | n@ Ll ) Onler dep) ¥l v)

v recordando la definicidn del ket | nl%&)

: m |
lntsj)':i (s mi-mg mglymy I nd? fs * (4.70)

My

tenemos:

(n' sy} FpREL an&? =

2[ (e's my-mg vns«\jm;)ﬂs my - mg ms\gm-s)(n'a’\vyzﬂne) Smsms'

et My

Como

(n' P E PRl ) = AN LT 2F N2 §q ¢

se tiene:

(AUSFPRFInGs(Y = CnUIFpFlal) Sy (47D

Usando ahora este resultado y notando que

<nﬁsg|Tz\nasS7= (nl|F¥nl) | : "(4»72)

se obtiene el elemento de matriz de la energia cinética en la base correla- -

cionada ;
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<n(¢) (TCARIRE ln(@) Q((;,) ||)C =

_te CGUR)IF P2 F Jnee)8ee)) Sgw), dew)
2

V(@) 2 ¥ i Q@) (n(e1 (el Fein@lag) ]

(4.73)
Esta expresion y las ecuaciones (4.41) y (4.65) nos permiten eva- A
luar ios elementos de matriz de la energfa cinetica en la base correlacio-
o
1.5 Elementos de mafvri'zv'd:élhémiltoniano en la base correlacionada.
Tfabajar‘exﬁos con un hamiltoniano adimensional definido por
=+ (5,) (4.74)

en donde

€T

L

, . R
V()= ”——w:czz; V,\(r) (0)‘ :2_ '0&(() w;
b

(4.75)

en donde la parte radial del potencial tiene la forma:

G Z mcz 2y (-zd%rlle) (4.76)
Q=1

.o con

dex=

qu.x

Mrncq-



Estamos interesados en evaluar los elém'én{osf(‘irej matmzdel hamiltoniano
en la base correlacionada, para lo cual(s‘olo tc;lemos dee kevaluar los ele-~
mentos de matriz del potencial en esta base, ya que’tenemoé evaluados los
de la energia cinética en la seccidon anterior. Recordando la definicion de
las funciones correlacionadas y teniendo en cuenta la expresion (4.78) para

el potencial tenemos:

S et Singe) g@) 10 =

_ ; ¢y 0y 01 F Dy &) F L n(p) 0p) 117

- 4 \ 4.77
\[(nmm\wzlnu)ﬂcd)) (n(p) Q(@)\Fz\n(@mm\ ( ,)

Los elementos del numerador pueden separarse en la integral radial por un

lado y la angular por otro, o sea:

<t fed) i F&A&/\v\ n(a) Lg) 1) =

. N ’
= ( e} 4ed) wzﬂ‘}j np) u@ﬂ <) ) Qe (4.78)

Si calculamos las integrales angulares y usamos (4.77), obtenemos la si--

gulente expresion para los elementos de matriz del potencial

& na) il Sl dping, =
\

- . b1

o VT Qe T2 e (n(e) Le) 177 nimie) )

x g () L) 1F2 G‘C\n(p)u@))di Q) (Q@+) (g Ll & Inplal)+
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Wyayr () L\ P t‘“":\ ael el + 0(8) ( Lp)+ 1)

x  ne) L@l ¥ «S;.L\n(p)l((n) * % i g, ALY Q(d)\Fld'Tln(g)l(p)ﬂ Sy At

* S‘OZ(«), ligr2z, (m’”Qw‘”-f:q"ﬂ:\'l“(?”"'((”)'5(10;\\,4((5)*1'.2.k

(4.179)

en donde los coeficientes WQ(O)H s Sl_(oll,l( @)1 Sdu), pita, vy
fueron definidos en el capitulo 2.
La expresion (4.79) nos da el elemento de matriz del potencial en
las bases correlacionadas, en funcidn de las integrales radiales
(nld) Q)| F* &A‘ n(pl Q(@)) que, para el factor de correla~=~

cion que estamos usando, toman la siguiente forma:

(nu)luHF"O"\lr\(@)u@ﬂ = (e Engg) Up)) - :
{4.80)
= 2b(ne) Qb exp(-5e2) 3 in(e)e() -+ (nid al} axpi-2312) 9, 1 nlp) dep))
Si ahora expresamos los elementos de matriz de la derecha en funcion de
las integrales de Talmi de orden $ , o sea haciendo uso de las relacio-

nes

£ (') enend

{ n‘Q'\gcﬂan) = [ B, 00,0 p) I‘,

P= L (0+0')
2 (4.81)
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7 1. = 2 f®r2?+z

_r2
? Tprala) exp( (')%(rldr

es facil ver que nuestro elemento de matriz toma la forma:

7 (M + U@} + nta)en(p)

(md)lu)l?z Mn(gs\u@\) Zs(nw teal, n(e), L@, f] x
P=1l0wi+ Ue))

1b
+
Z {. ( 1+ 2dg /e)? U+5+ ad.%le\wh' (4.82)

. i ]
(;+zs+zdg;,/e)?”'7'

en donde hemos definido

ﬂg)._. _)33__

mct
La expresion anterior nos permite calcular los elementos de matriz en fun-
cion de los coeficientes B( n',Q" n,Q,{’) , los parametros del poten-=
cial, epsilon y los parametros de correlacidn.

Los elementos de matriz del hamiltoniano son ahora fécilmente eva
luables, usando la expresion (4.73) qué nos da los elementos de matriz de
ia energia cinética en la nueva base, las expresiones (4.79) y (4.82) nos -
permiten cal.cular los de la energia potencial. Daremos explicitamente los
elementos de matriz del hamiltoniano en la base correlacionada para los -
tres casos que necesitamos:

a) Primer caso Q(M:Q\@)=0, n(al= Yl', ﬂ(@)=ﬂ

{n'oit inod+ o} FR Uc 1n0)
\ﬂn'01¥1\n'0)(nul¥2\no)' (4. 83)

]

{n'oulhlnon), =
[ of



b) Para Q(d):?(@):z y ﬂ(d):-n,, Yl((ﬂ=n

(a'21thinzn) = ‘ x
e © JnaFEez)(naiFEing)

x[ (naltin2) + (n'21%2 9 Ine) - 3 (n'2\ %2 & ina) +

(W21 T, Lna)belnu Opin)- 2l F ] (488

¢) Para ) ¢ (@), nldl=n' n(p)=n
(n2itlhinonL = {nonlhln21} =
< < ¢ c

_ _\V8 (n'2) ¥ G| no) w.55)
,\{(7\'9.! F2{n'2) ( no1¥2ino)

4,6 Momento Cuadrﬁpolar y valor esperado de 12

En esta seccion deduciremos las expresiones del momento cuadru-
. . 12 .. -
polar electrico y el valor esperado de ¥ en funcion del numero de cuan
tos, la frecuencia del oscilador y el eigenvector correspondiente a la ener-
.

gla minima calculada en la base correlacionada y ortonormalizada.

La funcion de onda de prueba propuesta fué: ~

"“"[ Qq Intg) Lg) 17, | (4.88)
3 .

Pero para conocer los coeficientes QQ se tendria que hacer una diago-

nalizacién simultinea de las matrices N y Q , este proceso debido a



su complejidad fué evitado, por lo que preferimos usar una transformacion
de Lowdin, para pasar a una nueva base correlacionada, pero la cual ya es
ortonormal ;. como hemos visto esta transformacion tiene la siguiente for-

@ = ,q,vrlla, o (4.87)

en donde el vector 4’ viene dado por

b= ( 43, 4p) -
(“'S:(\°°"7c7||0"7<;’"'7IN)LOH)C) (4.88)

$D={toamdy ey -y Injz=12 1% )

’ | n-l AN
y recordando que para obtener fl 12' se usa la expansion binomial dada

en la seccidn (4.2), es ficil ver que esta matriz tiene la forma

r,l-ll'z_ :‘ Yl3~llz a

L (4.89)
o )’(.D z

donde las matrices QS y Y(.'D estan definidas como aquellas que tienen

elementos de la forma:

- 1
NS = C(\ncnllncau)c
(4.90)
YLD nn! "~ ¢.< nizu] nQ”)c.
lag cuales tienen dimensiones ( Nz #1)x( Nla+i) y

( N/i) x( Nll) ' respectivamente, siendo el nimero de
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cuantos denotado por (N

Entonces la transformacion de Lowdin toma la forma:

® = (s, ) (qs-*h o )=Msr(8"“,nl»n )

o Wt (4.91)
Por 1o que podemos expresar el vector ®  como:
® - ®s,®) | (.92
definiendo 1c;é vectoress ®S  y @D " como: |
@S =45(ns)h
© {(4.93)

@D =D (o)

De la definicion del vector "‘l’s y T{’:D , asi como la del ket "'.SS)C

es facil ver que

|
qJS:(Ioo)c)llo)cl---'\leo)c) /-‘foll k
: (4.94)

|
YD = ( loz), i), .-, | Nlz-t 9-)c) 'i'“
donde hemos definido el ket ln‘)c de la siguiente manera:
(e
Int), = (A \nd) (4.95)

J (ntiF2Inl)




De lo anterior, vemos que podemos expresar la funcion de onda en término °

de la base correlacionada y ortonormalizada de la siguiente manera:

Ny, N2 ot
‘\l} = Z SCyp @Sy + Z 3Dy @Dq ’ (4;95)'
n=o nzo ' AR

y usando la expresion (4.93) tenemos:

Nz Ny ‘

@S, =£_:°(/*4»s)K (43"’2)Kn =) o) (sTR), Y.,

(=0

Ny -\ Nz~

@oq=] (o), (p7R) = ) k) 19" (52‘,,

Kz

(4.97) -
e insertando estos resultados en (4.86) tenemos:

Nz ofy |
%=1 1 s (qs““‘)m ko), M4, +

n=o K=o

rifz2-1 Wizl ( \

+ (i n-Y2 .
Z. Z_ SDVILY[D )Kﬂ ‘KL)( {82“

n=o K=o

Esta expresion nos permite expresar las funciones radiales como:

(4.98)

N_/‘z
Psird= ) Sea (r(s“‘h)m IKo), o
niKks=o (4}39)
Nz ~| y ‘
i) = L Soa D7) il

K=o

En el capitulo 2 vimos que p;ra calcular @ y {r'*)  se necesitaban eva
‘ 2
luarlas integrales radiales (‘{’5\ rzws) . (‘PD\ r2| %) y (45‘ f WD)

las cuales usando las ecuaciones {4.95) y (4.99) tienen la siguiente expre-~
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sion:

(‘93“'2“05‘\:

Niz, :

: sen Sent (19717 cn (n5712) omt (Ko 1F202) KO)
nn'=o J (ke 1% ko) ( wiol ¥2| wia) (4.100)
K W=n

(?S\rzl‘en) =

alz Miz- -

- Z St SDw (MST'R) 0 (WD 'h)uw (Kol F2re| wia) (4.101)
niKzo nhlzo \/v(KO IF2 ko) (K2) 'FZ\K"L)‘

( ‘PD \ \'Z“QD ) =
2=y
. $0n Soa' (M0} in (1 D7H2) it (K2 1F2r2] W) (4.102)
L. N |
mze J { w21 F21K2) (w21 ¥2iuiz)
Calcularemos ahora los elementos de matriz (n'L'i¥2rznd] s

para un factor de correlacion de la forma:

F(r)= i-% up(—srz) (4.103)
de donde es inmediato que

(ntl 1¥tr2inl) = Cnll {£2 Inl) - 2b (n'0 | exp(-se2) r2inl )+

r ot (m @' texp (-2572) r2)nl), (4.104)
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~Calculando estos elementos de matriz se obtiene:

(n'Q’ tF2¢2(nd) = 540! l_"\l:’(nN-QH-lIE én‘nl-l +

+ (antet's 3/2) s,,,,,v—'\/(n'+\\(n’+0'+3/z)‘5n,n'+i] +

'3( i)+ nen!

+b ZB(n',z',n,(,P)i ~2(pt3la) . _b(pralz) } “

p=Atae) (es)PFSI (14a5)Pr5h 105)
y recordando que
Bt I SUNECTNEE SN LS STy
- & 2 21¢,)] (4.107
(r )=}1—J§[ (Psir219s)+ (@ ir "fu) B (410

vemos que tenemos todos los elementos necesarios para calcular Q y -

e

En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos para

la energia, cuando se usa la tecnica de funciones correlacionadas.
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'CAPITULO V

5.1 Proceso de Céalculo.

Para el calculo con funciones de onda correlacionadas, se fijo el

nﬁmero de cuantos y -se calculd la matriz 'l_ , cuyos elementos son
Vlv;u) Q) ncpl 0“@) , dados en forma explicita en el capitulo an-
terior. Se calculd la matriz de la energia cinética, asi como la de energfa
potencial, en la base correlacionada no ortogonal. El siguiente paso con-=
sistio en usar la transformacion de Lowdin, la cual nos permitié pasar a la
base correlacionad'a y ortonormalizada; para esto se obtuvo la matriz - -

'l_'lz , usando el desarrollo binomial. Asi pasamos de la representa

cidn del hamiltoniano en la bage no-ortogonal a la base ortogonal, por la. -

transformacion
] -1
=17 /e krllz (5.1)

Se diagonalizb la matriz # , encontrandose de esta forma el eigenvalor
minimo y su eigenvector respectivo, el cual nos proporciona los coeficien-

tes 3Cn y SPn  mencionados en el capitulo anterior.



El analisis variacional s,é‘llévé?'a,cabo ari arémetros i

independientes, los cuales son: epsﬂon, que es ‘ese' 1 nte: f euucn-‘

cia del oscilador, asi como los parametros de correlauon a. Y b Se

hizo el cilculo a cuatro cuantos, fijando mexalmente el valor de epsxlon y

variando los parimetros O. y b , hasta obtener un ‘par de valores de

ellos, que nos dieran un valor de la energla‘cei"cano:a;unrnmim'o rglati_vo’i.
Con este par de valores, se procedid a obtene la energia co
la frecuencia del oscilador. |
En los calculos para ocho'y docé c1‘1ax‘1t‘c'>ys,"seA Supuso q'uéblllols para-
metros de correlacién no dependian fuertemente del nimero de cuantos de
la aproximacion; razon por la que solo analizamos regiones cercanas a los
- valores obtenidos para & y b a cuatro cuantos, buscando aquellos valo
res que nos diera un minimo en la energia para estos nimeros de cuantos ;
obtenido; estos se vio la forma como la energia depende la frecuencia.
Como se ve, el problema variacional usando funciones correlacio-

nadas, es bastante complejo, ya que los valores para la energla del estado

base dependen del nimero de cuantos, la frecuencia del oscilador, asi co-

mo de los parimetros de correlacidn, los cuales es de suponerse que depen

den de la frecuencia y del nimero de cuantos; la primera dependencia fue

ignorada en este trabajo.

5.2 Resultados.

En nuestros calculos usamos funciones de onda correlacionada de

la forma:



Indsy) = Fehinks ) 6.2
© J(nﬂsslvzcr)\nﬂs_g?ﬁ L

con un factor de correlacion
F(fig) = (= b QXP(‘G-V\’i) (53

donde @ y b sén los parametros de correlacion, con  Q.( ‘dét‘ia: en
""‘_2‘ , entanto que P es adimensional,

Los potenciales que se estudiaron fueron T1, T2 y E , compa
randose los resultadﬁs obtenidos en la base correlacionada (B.C.) con los
obtenidos al usar la base no correlacionada del oscilador (B.O.).

Denotaremos por EN/K(P!Q) la curva de nivel de la energia,
para un n(imero de cuantos N , usando el potencial P yenlacualse
estd variando q. que puede ser igual a cualquiera de los parametros - -

6. , b 6 € , manteniéndose fijos los restantes.

En el célculo de la energia a cuatro cuantos, se obtiene que todas
las curvas  E {p, B) alcanzan un minimo para valores de bel que
se encuentra debajo del valor que se obtiene con la B.O. (‘L'-'O)' , para to-
dos los potenciales usados.

Para b%¥| las curvas EQ(?; b) e encuentran arriba de la
energia calculada con la B.O. en los potenciales T2 y E mientras que
para el potencial T1, el valor optimo de la energia se alcanza para bat .

S0lo mostramos (Fig. 5.1) las curvas Ei(Elh) , ya que para los poten=~



ciales restantes se obtiene un comportamiento cualitativamente similar,

; De las curvas EQ(PI"L). - vemos que para .4 l-frv;z' la energia
calcul;:i; zén la B.C. es mayor que con la B.O. ( bf-O) . noténdose ade-
méas que cuando b=+l esta separacidn se hace mayor.

Para Q> l-fvn_z, Ea( P @)  decrece rapidamente hasta al--
caﬁzaf un minimo después del cual la energia es poco sensible al incremen
tode Q. (Fig. 5.2).

También mostramos los resultados obtenidos para valores muy pe
qﬁugf_ﬂos de a (F"ig.' 5.3), usando el potencial T2, en donde se observa que
é’ayrva b=‘ ., la cu‘rv‘a EZ(TQ:,.Q-) se aleja de la energia calculada con
la B.O. cuando &*0 , lacual se debe a que en este caso F(r) tiende -a
cero y“nuest;‘a base de »funcj.‘ones correlacionadas queda indeterminada.

) | _Pa;‘a ocho y doce cuantos, se obsefvg que para pequefios valores
de Q (0‘-41{1\'1)‘ , las curvas E4(P'°‘) y EG(P,O.)

estan arriba del valor obtenido usando la B.O., como se ve para el poten-
cia‘ll T2. (Fig., 5.4). Paralos potenciales E y T1 se encontrd un com-
portamiento cuglitativamente similar.

De estos resultados vemos que, para &<l {m’z’ » NO es con
veniente usar la técnica de correlaciones, en tanto que para valores de
mayores que lfm'z' , esta téecnica nos permite mejorar notablemente -
nuestros resultados.

El comportamiento de las curvas E4( b))y Ee (p, L,)
es similar al descﬂto 'para E.Z (f, L) ; se encuentrs que para el po-

tenciai E las curvas E4(E'h) y EG ( E, h) estan muy cerca



nas entre s{ (Fig. 5.5).

En la Tabla III se muestran los valores dptimos de los parametros
de correlacion a cuatro, ocho y doce cuantos para los potenciales usados.

Las curvas EN/Q(P,G) se obtuvieron usando estos valores pa-
ra los parametros de correlacion , excepto en el cilculo a ocho cuantos,
en donde se usaron los valores optimos obtenidos para doce cuantos.

Para los potenciales Tl y T2 a cuatro cuantos (Fig. 5.6), se en-
- contrd que aln y cuando el uso de la B.C. no predice un estado ligado, si se
logra una gran mejoria ton respecto a los resultados que se obtienen cuando
se usa la B.O., siendo &sto mas notorio para el potencial T1. Los resulta
dos para ocho cuantos muestran como el uso de la B.C. nos permite prede-
cir un estado debilmente ligado en ambos potenciales, para un valor de €
menor que el predicho por el calculo con la B,O. (Fig. 5.7). En los resul-
tados para doce cuantos notamos que la mejoria es menor que la lograda en
los casos anteriores, siendo el potencial T1 el mas sensible al uso de la -
B.C., pero para ambos potenciales las curvas de energia obtenidas usando
la B.C., estan siempre por débajo de las correspondientes a la B, Q. (Fig.
5.8); ademas, el minimo se logra para valores méas pequenios de € en
las curvas calculadas con la B.C.

Los resultados méas halagadores se obtuvieron para el potencial -

E , ya que a cuatro cuantos se obtiene un minimo de la energia correla

cionada iguala E=-1.8 MeV, en tanto que usando la B,O. se tiene un

valor minimo de E=- 1,25 MeV (Fig. 5.9). Para ocho y doce cuantos -




uny valor muy cercano al valor' Pxperunental (-—2;.22 ’I
cialla € parala cual se alcanza el mxnimo e_nﬂla cu

das es mayor que la correspondients a 1a B.O,

5.3 Potencial Efectivo.

~Como hemos visto u"sar_u'r»xq;‘b‘;vts;’é;aeﬂf‘r4:&:’:, ionadas, :co:[:x", g
plica el problema ma'temé,t‘ica‘r;;‘e’ntte‘ Es por estarazén quenos hacemos l‘a
sigﬁiente pregunta: | o o | |
¢ No seria posible obtener los mismos resultados logrados enla B.
C. usando, en vez de un potencial fenomenologico V{an. un potencial --
"efectivo", de la forma \IQH ={ - e ex{.:{—- o{f“& ):l V-;Qn.
pero usando la B.O.? O, en otras palabrés, nos preguntamos si la efecti~
vizacion lograda usando la B,C., es equivalente a tener un hamiltoniano - -

"efectivo! de la forma:

Hqg T+ VQH (5.4)

Para encontrar 1a respuesta a la pregunta anterior, procedimos a
buscar la pareja de valores @& y (:S , para locs cuales ambos métodos
dieran los mismos resultados.

Cormo

qH T+[I“(%a.xf( ~ar’ ]\!{_m (5.5)
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se puede encontrar facilmente la matriz HG_-H. , siendo sus elementos

de matriz:

<ttt Hofffnowty = %[(ln+5iz) St +{ (k) nesiz) Sppyy i *

Y nmeifz) § M n,] +Cn'o\4§“ #no) (5.6)

{nizil Heffinaviy __52 [(2n+?~!2,) S n W (n+i)(nt#/2 ) Spryn T

+ 'n(m- 5/2) 5,‘_,'n:]+ :n'zifﬂ*:#(m) «5(n'ziq:#|m) +

+3 (niz) O'ij\ n2) + 6 {nlz| 4915_#1 nw) —2(n'z| 4)'1.8#[ nz) (5.7

v(‘n’aHIHQHInlll) = /8 (n‘OMS*Te{’[‘Iﬂ-’L) ’ (5.8)

Hay que tener en cuenta que se esta trabajando con un hamiltoniano adimen
sional, ya que “QH ~ es el hamiltoniano efectivo en unidades de M&%
) L
En las expresiones (5.6), (5.7), (5.9), A ‘3;‘ Hl nl) esta

definido como:
(f"Q'“’;a#an)f-fi"Q"a:\‘nQ)—-@anleF(-dffi_)d‘;\fnl) (5.9)

este Ultimo elemento de matriz se calcula facilmente, ya que:
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(| QXP(—o{f“Q:L) 'ljlan) =
&

= ‘ . gl - 2 '
Z Ay, <n'l'lexpl (“:zotl,\)r/e]ln’l)  (5.10)
L= .
| _ah:
con K = A
Mmc2
Usando las expresiones anteriores se calculd la matriz HQ-H’ , enla -
aproximacibn en que se toma solo un cierto nimero de cuantos, la cual fue
diagonalizada‘v; los eigenvalores obtenidos fueron comparados con el espec

tro en el cual se encontraba el valor optimo de la energia calculada usando

las bases correlacionadas.

A continuacidon se muestran los resultados obtenidos para el poten

cial T1, en la aproximacion a cuatro cuantos.
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‘Caso Correlacionado 1.631 13.845 15,384 37.839 49,000
ol
1.25 Oéé 1.648 13.683 15.3485 37.629 47,858
1.3 0.8 1.605 13.637 15.384 37.548 47.691
1.15 1.0 1.677 13.750 15,388 37.354 47.207
1.2 1.0 1.610 13.678 15,385 37.215 47,247
1.2 1.1 1.641 13.719 15.387 37.216 47,148
1.25 1.1 1.570 13,644 15.385 37.067 47.184
1.256 1.2 1.643 13.721 15,387 37.219 47.134
1.3 1.2 1.568 13,643 15,385 37.057 47,185
1.3 1.3 1.681 13.1757 15.389 37.361 47.162
1.36 1.3 1,604 13.676 15.386 37.185 47.188
1.50 1.5 1.702 13.1757 15.389 37.639 47.374
1,55 1.5 1.628 13.682 15.386 37.457 47,383
1.65 1.6 1.686 13.726 15,388 37.744 47,528
1.7 1.6 1.616 13.659 15,386 37.569 47.528
1.85 1.7 1.837 13.662 15.386 37.1768 47.693
1.9 1.7 1,574 13.600 15.384 37.608 47.685

Espectros de energia para el potencial efectivo a cuatro cuantos,

usando el potencial T1.

De la tabla anterior se observa que existe un gran niimero de pare-
jas d y (5 que predicen aproximadamente el espectro obtenido-usando
la base correlacionada. El mismo resultado ée encontrod para el potencial
T2. Un detalle importante es que aiin cuando el nimero de cuantos de la. -
aproximacién aumente, la existencia de varias parejas de parametros de
efectivizacidn sigué persistiendo.

De lo anterior concluimos que no existe una relacion biunfvoca en
tre el problema con la base correlacionada y aquél en que se usa un poten-'
cial efectivo, sino que dado un par de pardmetros de correlacién & y b

’

les corresponde un conjunto de parametros de efectivizacion ol y (‘5
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No nos fue posible encontrar un criterio para escoge

alguna pare -

ia de valores o y. (5 , Pero pensamos que el estiblecetly ser

Esto nos permitir{a calcular muy facilmente los eigenvalores'de -

energia correlacionada usando funciones de onda de oscilador.

Potencial ' No. Cuantos"

td

Ti

gy T g e

Valores Optimos de los pardmetros 4 y b , para los potenciales -~ - o
E, T1 y T2. . o B
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5.4 Conclusiones.

La Tabla [II, muestra los valores optimos de los parametros de co

rrelacidn, para los potenciales usados en este trabajo. Se observa que el

‘mejor valor de b , se encuentra alrededor de 0.5, en los potenciales E y

T2, entanto que para el potencial Tl es 0.9; es notorio que el valor de eg

te pardmetro es siempre menor que la unidad. Lo anterior indica que el -

usar un factor de correlacion de la forma:
Ffg) = 1- expl-a6E) © (5.10)

no es apropiado en general, pues se deben averiguar otros valores de b
menores gue uno, ya que de otra forma el usar la técnica de funciones co-
rrelacionadas puede resultar initil, o bien s0lo obtener ligeras mejorias,

También se observa que el parametro % , no depende fuertemen
te del nimero de cuantos, lo cual nos permite calcular el valor de este pa-
rametro para nimeros bajos de cuantos, en donde los calculos son mas sen
cillos, y posteriormente hacer un analisis variacional pero sdlo en los pa-
rametros & y €

Respecto al parametro Q@ , es importante notar que para valo-
res menores de | $m*, la técnica de funciones correlacionadas da resul
tados bastante desalentadores en todos los potenciales usados en este traba
jo. Otro resultado importante es que la energla es poco sensible a cambios

de este parametro, para valores mayores que el valor optimo.

i
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Nbtese, que los valores dptimos para . , se encuentran entre
2.5 fm_2 y 3.5 fmaz, ademés el valor de este pardmetiro uepende fuerte--
. mente del numero de cuantos, y esta dependencia varia de potencial a poten
cial; asi en el potencial E, al aumentar el nimero de cuantos, el valor de
este parametro disminuye, en tanto que para el potencial Tl, crece al au-
mentar el nimero de cuantos; para el potencial T2, no se observa xlingurxa
regularidad al aumentar el nimero de cuantos. La Tabla IV nos muestra
los resultados para la energfa, cuando se usa 1'a~rbase‘ éprrelacioqadé yla. -

base del oscilador.

Tabla [V
.Potencial . No.<_,Cuahtos . €5 . Ego a b ec - Ege
C4.. . | 24 | -1.25 35| 0.4a.] 28 | -1.8
B | o8- | 20 |-142 | 2.5 0.5 28 | -2.05
R 12 _ ~_17 -1.46 | 2.5 | 0.5 28 | -2.15
CTio |8 110 | 1.87 3 0.9 80 | - .09
12 110 | -0.61 3 0.9 8o | -1.28
T2 8 80 | 0.1 3 0.4 70 | - .35
12 85 | -1.19 3 0.4 80 | -1.39

" €5 se refiere al valor de € pira el cual se encontrd la dptima energia,

. cuando se usd la B.O.; Eso es el valor de esta energia en MeV;. & yb
son los pardmetros de correlacién, el primero dado en im~2 y el segundo
es adimensional, €¢ es el valor de € para el cual se logra la dptima -
energfa al usar la B.C , Egc se refiere al valor de esta energia en MeV.
Los resultados para el potencial E, usando la B.O., se obtuvieron del tra-
bajo de Yeh(7). ‘
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Vemos claramente como en todos los casos la energfa obtenida, usando la
B.C., estd méis cerca de la energia experimental, la cual es de ~2.22 -
MeV. De los potenciales usados, el potencial E es con el que se obtienen
mejores resultados, asi a 12 cuantos se logra un 96.8 % de la energia de
amarre; recuerdese que este potencial solo presenta parte central, y que
la funcion de onda de prueba, tanto cuando se ugo la B.O. comola B, C.,
sélo contiene onda §

De los potenciales propuestos por Tamagaki, se observa que es en
el potencial Tl en dont_ie logramos mejores resultados, logrando a 12 cuan-
tos un 57,6 % de la energia de amarre; el T2 fué el menos sensible al uso
de correlaciones, lograndose un 62.6 % de la energia de amarre.

Respecto al valor de € para el cual se logra el minimo en el ca-
so correlacionado, es notorio que para los potenciales T1 y T2, este es -
menor en el caso correlacionado, en tanto que para el potencial E, es ma-
yor en el caso correlacionado, Se ve que en este Ultimo potencial, €c
varia muy poco al aumentar el nimero de cuantos, en tanto que Es dismi
nuye notablemente.

Creemos que seria util el usar este tipo de funciones de onda, en
problemas de 3 o mas cuerpos 20), as{ como ver los resultados que sge ob—‘-b
tendrian en el modelo de capasm), al usar esta base correlacionada.

También es de interés obtener {¥'?) y @ en las dos bases,

para lo cual serfan Gtiles las expresiones deducidas en los capitulos 2 y 4.
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5.5 Indice de Figuras.

Curvas de energia Eg_(E,‘?) obtenidas usando la base de funcio
nes correlacionadas a cuatro cuantos, con dz=cte y €=15
para el potencial E. Nbtese que el minimo aparece en la curva
correspondiente al valor &= 35,5 fm™2 ) para %=Q se tiene
la energia usando la B. O,

Curvas de energia E.z( E,&) , para distintos valores de b s

€ =25 , para cuatro cuantos. Para b=0 se tiene la ener
gla correspondiente a la B.O.. Notese el comportaniento de la
energia para pequefios valores de € . El minimo se obtiene
para b=.4y QA=3.5m"2,

Curvas de energia Eo (T2 70-) para valores pequefios de &,
con €=25 ylos valores de b mostrados. Para b=l

“es el Gnico caso que la energia no esta cerca del valor no co

rrelacionade para pequenos valores ae O .

Curvas de energia Eq(TZ)Q-), E¢ {122} para ocho y coce -

cuantos con bz=o.4 y €=30 , también se muestran las cur

vas para b=Q que corresponden a la energia &4 {7T2) v
E¢ ¢72) calculada usando la B.O.. Véase que para - -
a <14m? las curvas €4(T2a) y E¢(v2,a) estanarri

‘ba de las curvas  Eq(12l y Eg(72)

Curvas de energia E4(E/b) y EglE,b) para G=3.5{m>
€=25 , para ocho y doce cuantos. También se muestran las
curvas para & =0 que corresponde a usar laB.0O.. Para -~
@0 y b=t 1o estd definido el valor de la energia. El
minimo para ocho y doce cuantos se obtiene para b= d.5
L
Comparacion de las curvas de energia obtenidas usando la B.
C. yla B.O. a cuatro cuantos para los potenciales T1 y T2.
E,(Tt) y Eg(T2) sonlas curvas que se obtienen con la
B.O.; Ez(T\,G) con &= 2.5 fm"2 y b=0.9, Ez('m,e}
con Q4 =2.6fm 2y b=0.4 , son las curvas que se obtie-
nen usando la B.C,

Comparacidn de las curvas de energia obtenidas usando la B,
C. y la B.O. a ocho cuantos para los potenciales T1 yT2,

E4(T) y E4(T2) sonlas curvas obtenidas con la B,
O.; E4(T4,€) con A =3im2y b=oq, EgqlTa,6)
con @ =3 fm™2 y b=o4, sonlas curvas obtenidas con la
B.C.
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Comparacion de las curvas de energia obtenidas usando la

‘B.C. yla B.O. a doce cuantos para los potenciales Tl y T2.

B¢ (T) y E¢(T2) sonlas curvas obtenidas conla B.
O.; E¢(T,€&) con @=3fm™2y bzog, Eg (72,€)
con @= 3fm-2 ¥y b=ok , sonlas curvas que se obtienen
usando la B.C.

Comparacion de las curvas de energia calculadas conla B.O.

y la B.C. a cuatro cuantos para el potencial E, Eg (e) es

la curva parala B.O. y EZ\E,E) con @=35fm™2 y
b=0.4 , eslacurvaparalaB.C.

Comparacion de las curvas de energia calculadas conla B.Q,
yla B.C. a ocho y doce cuantos para el potencial E, E4(E)
vy Eg(E)} sonlas curvas correspondientes ala B.O.; --
E4qlE,€) con @=2.5fm 2y bz=o5, Eg (E,€)
con Q= 2.5fm"2 Yy b=0,5, sonlas curvas para la B.C.
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CONCLUSIONES

Se ha demostrado 10) que al hacer un analisis variacional usando
estados de oscilador y suponiendo un potencial central arbitrario V(r) s
la mejoria en la energia de amarre ocurre cuando se incrementa el nimero
de cuantos en cuatro. En este trabajo hemos encontrado un comportamiento
cualitativamente similar para potenciales que contienen partes nd centrales,
con la diferencia de que para éstos logramos una mejoria apreciable al -
cambiar de cero a dos cuantos, pero para nimeros mayores de cuantos, la
mejoria también se logra al aumentar en cuatro el nimero de cuantos. Es-
to hace suponer que este comportamiento es independiente de que el poten-
cial contenga partes no centrales.

Hemos visto también que es inconveniente 1:\sar la base del oscila-
dor para los potenciales propuestos por Tamagaki, ya que para poder obte=-
ner resultados satisfactorios se deben hacer calculos con un numero maxi-
mo de cuantos muy grande.

Encontramos que uno de los potenciales fenomenologicos usados

(TI) predice para el deuteron una energfa de amarre ligeramente mayor -

que la experimental, lo cual lo elimina como potencial razonable.
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El usar una base de funciones de onda que tome en cuenta que la
interaccion nucledn-nucledn es repulsiva a cortas distancias y que ademas
se puede construir facilmente a partir de las funciones de oscilador, nos
permite obtener mejores resultados para la energia de amarre. Asi, para
el potencial E, a 12 cuantos se obtiene un 96 % de la energia experimental,
en tanto que se obtiene 66 % usando la base de oscilador.

Si el factor de correlacion es del tipo:

F f“z') =i - be.x.f;(—qr",:)
encontramos que el valor optimo de b siempre es menor que la unidad,
pbr lo éue el proponer apriori b=} , no.es adecuado. El valor ue este
parametro depende muy poco del nimero de cuantos.
i’or Gltimo encontramos que el valor 6ptimo del pardmetro Q es

cercano a 3fm "2

, notandose que la energia es poco sensible a cambios en
su valor, cuando ( esta cerca de su valor optimo.

Por los resultados que hemos' obtenido pensamos que el uso de ba
sés correlacionadas seria de gran utilidad al tratar gl problema de pocos

nucleones, dando el presente trabajo algunos criterios para obtener los va

lores Optimos de los parametros de correlacion,
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