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lNTRODLCCION 

En este trabajo se estudia el problema uel tleuterón, :;uµo11iendo 

que los nucleones inte1·accionan por medio ue potenciales "realistas" que 

contienen partes no centrales, pero cuyas funciones radiales son una supe!:_ 

posición de gaussianas. 

La función de onda variacional de prueba adoptad·a para este sis te -

ma se expresa como una combinación lineal de funciones de onda del osci

lador armónico en coordenada relativa. Se estudia la forma en que la ene!: 

gía del estado base converge a la energía experimental, cuando se incre -

menta el número de funciones de la base del oscilador. Encontramos qul~ 

la convergencia es sumamente lenta. lo cual se uebe principalmente a que 

los potenciales usados contienen un carozo repulsivo muy alto. 

En vista del resultado anterior nos propusimos la tarea ue cons -

truir nuevas bases de funciones de onda, que sean fácilmente obtenibles ae 

las funciones de oscilador y que tomen en cuenta la fuerte repulsión a cor

tas distancias del potencial nucleón -nucleón. Estas son las llamadas fun

ciones de onda correladonadas, que contienen los llamados parámetros ue 

correlación que se determinan por medio de un análisis variacional. En-

centramos los valores de estos parámetros para los potenciales propuestos 
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por Tamagaid y Eickenbrnich. 

También se comparan los resultados obtenidos para la energía con 

la base correlacionada con los que se obtienen usando la base de oscilador, 

encontrándose que en el potencial propuesto por Eickenbroich el uso de la 

base correlacionada nos da una mejoría apreciable. 

Por Último se estudi.a la posibilidad de obtener los resultados de la 

base correlacionada usando un potencial efectivo, llegando a la conclusión 

de que ésto no es posible para el tipo de potencial efectivo prqpuesto. 



CAPITULO I 

l, l Potenciales Fenomenológicos. 

Debido a que las fuerzas nucleares son inaccesibles a observaciones 

macroscópicas directas, nos vemos en la necesidad de hacer un gran núme

ro _de. suposiciones acerca de ellas. Así, se supone que estas fuerzas son 

derivables de un potencial, que este potencial es independiente de la carga, 

etc. 

Bajo estas hipótesis se procede a la construcción de potenciales nu -

cleares y, por comparación con los datos experimentales. se trata de en-• 

.contrar una descripción de las fuerzas nucleares que actúan entre dos o -

más cuerpos como función de su separación relativa, orientación de spin, 

etc. 

Para encontrar el potencial entre dos nucleones se procede a deter

minar su forma explícita por medio de tres procesos complementarios 4l 

que son: 

a) La imposición de principios de invariancia. 

b) Datos Experimentales. 

c) Teoría del Campo. 



- 4 -

Para el sistema de dos nucleones se cuenta con dos tipos diferentes 

de datos experimentales. Un conjunto de ellos consiste en los resultados 

del estudio del Único sistema ligado: el deuterón. Experimentalmente se 

han encontrado diversas propiedades estáticas del deuterón l) que pueden 

usarse para probar los diversos potenciales propuestos. 

El otro tipo de datos experimentales del sistema de dos nucleones 

proviene del estudio de la dispersión de un nucleón por otro nucleón. La 

función de onda que describe a un ensemble de partículas moviéndose hacia 

el centro dispersor con velocidad constante, se ve alterada al salir de la 

región de interacción, debido a la perturbación producida por el centro di~ 

persor. Tal cambio de la función de onda puede obtenerse haciendo unan~ 

lisis en ondas parciales; el efecto del centro dispersor será el defasar c~ 

da una de las ondas parciales por el corrimiento de fase 

que depende del spin total S , el momento angular orbital L y el mo-

mento angular total J' . Además la dispersión produce mezclas entre e~ 

tados del mismo spin, paridad y momento angular total, las cuales son ca-

racterizadas por los parámetros de mezpla E J' A partir de los datos 

experimentales. de dispersión a bajas y altas energías, es posible cono-

cer el conjunto de defasamientos que caracteriza la interacción nucleón

nucleón 2). Desgraciadamente, el potencial q~1e resulta del análisis de los 

datos de dispersión no es único. 

En la Fig. 1. 1 se muestran los defasamientos así 

como los parámetros de mezcla E:r , obtenidos por Green, Mac Gregor 
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y Wilson 3). Veamos ahora cuales son las principales características que 

presentan los defasarnientos 
4l : 

a). - .Los defasamientos ~('So) y S('3,J 1) se vuelven negativos a par

tir de una cierta energía. Alrededor de 250 MeV en el estado singulete y 

300 Me V en el estado triplete. Esto nos indica que para estos estados el 

potencial se vuelve repulsivo a distancias menores que una cierta distancia 

relativa, que es cercana a O. 4 fm. 

b). - Las ondas con L impar para estados singulete, muestran defasa-• 

mientos negativos para toda energía, lo cual indica una repulsión en los e~ 

tados singulete non. 

c). - Las ondas con L par superiores y para estados singulete, sufren un 

defasamiento positivo, indicando que existe una atracción en estados singu-

lete par. 

d). - Para los estados '3P01 1 1 :l. (triplete impar), se define un defasa-

rniento promedio 4l, dado por : 

(l. 1) 

El cual al ser graficado, nos muestra que existe una repulsión para distan

cias menores que una cierta r'c y que a grandes distancias existe una dé

bil repulsión. 
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+ + 
De lo anterior se observa que para los estados 3 1 y 3 exis -

te una fuerte repulsión de corto alcance; por otra parte en el estado 1 • 

existe repulsión a toda distancia internucleónica, como se puede obser-

var de los defasamientos, ya que estos son negativos para toda energía 

( ó { 1-p,) ) . 

Para explicar estos resultados experimentales en base a la teoría 

mesónica, propuesta por Yukawa, se ha seguido el llamado 11 Programa de 

Taketani 11
• Taketani et al. dividen el problema en tres regiones : 

a) La región externa, la cual consiste en distancias internucleóni• 

cas r ~ ~.I t"l , en las cuales el potencial dominante es el debido al inter-

cambio de un solo pión (OPEP). Como demostró Iwadare, este potencial 

tiene la forma: 

f ~ 
VfoPel>) = -

4rr1\c 

en donde 

~ [cr,·6) +( ,,.-ª. +~)S l e~f<-xl 
I .t. . ;.( ;xf I~ X (1.2) 

Se puede comprobar fácilmente 4) que este potencial es atractivo p~ 

+ + - -ra estados par (3 , 1 ) y repulsivos en estados non (3 , 1 ) . 

b) La región intermedia para 1 t"' ~ r ~ ~.I tft\ , en la cual el 

potencial debido al intercambio de dos piones (TPEP) es más importante 
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que el OPEP y llegan a ser considerables los efectos del retroceso nucle-ª. 

nico. En esta región todavía hay bastante ambiguedad respecto a la forma 

exacta del potencial. 

c) La región fenomenológica en la cual existe una fuerte repulsión, 

que se supone e~ causada por el intercambio de mas de tres piones, así c~ 

mo el intercambio de bosones pesados. Debido a que existen pocos datos 

experimentales, esta región se ha representado suponiendo , ya sea que: 

El potencial se hace infinito positivo para distancias menores que 

un radio dado f"c (Carozo Duro). O bien que: 

El potencial se vuelve suavemente repulsivo a una cierta r hasta 

alcanzar un valor positivo en r:o , (Carozo Blando Repulsivo). Para ex

plicar la existencia del carozo repulsivo hay tres hipótesis 5). 

La primera de ellas considera que esta repulsión es independiente 

del estado y es producida por el intercambio de un mesón vectorial neutro. 

En la segunda hipótesis se considera que el carozo repulsivo es la manife~ 

tación de efectos dependientes de la velocidad, los cuales son fuertemente 

repulsivos para altas energías; y la tercera, es considerar el carozo como 

un substituto fenomenológico de la manifestación del carácter de muchos -

cuerpos, del sistema que forma la parte central del nucleón. 

En este trabajo trataremos con potenciales fenomenológicos de car~ 

zo blando, con correcciones no estáticas, para incluir los efectos de la de

pendencia de la velocidad. Estos potenciales tienen la siguiente forma: 



- o -
... 

(1. 3) 

en donde: - ~...., r¡2. ::: r, - r a.. 1 

Los Últim.os términos de (1. 3) representan el substituto fenomenológico pa-

ra efectos no - estáticos. Además los potenciales que se usaron son tales 

que 

3 

V>-(r12.)=L ~).~ exr[-(r¡:¿/~;,n)~] (1.4) 
11~1 

en donde el subíndice ). se refiere a las distintas partes, o sea, central, 

tensorial, etc. En (1. 4) el mayor alcance (n::. 1) corresponde al OPEP. 

El más corto (n :::. 3) caracteriza la interacción en la región interna - -
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( f f:. l f~) y n = 2 la interacción en la región intermedia, 

La tabla I muestra los valores de los parámetros de los potenciales 

que hemos analizado, aunque solo se muestran para el estado triplete par. 

De los potenciales usados, el potencial Tl (Tamagaki l) reproduce 

los cambios de fase hasta 300 Me V de energía 5), el T2 (Tamagaki 2) los 

ajusta sólo a bajas energías (menores de 100 MeV), y el potencial propues-

to por H. Eikemeier y Hackenbroich, el cual describe correctamente la ene!. 

gía de amarre del deuterón y los datos de dispersión en los estados trlplete 

hasta 300 Me V 6). Este último potencial fue usado en los cálculos con fun-

dones correlacionadas, ya que recientemente 7) fue reportado el análisis 

variacional. con funciones de oscilador. 

Tabla l 

Potenciales l/c1 t/.c:t. Y/.c! Y/.r1 Y/ra. Ylr3 Y'/.w~ ~ LLl. 

\{ I Ycz. '\{3 v,., ~ Yr3. Ywa Yu.~ -

Tl 2.~ 0.942 0,447 2.5 1.2 0.447 0.942 0.942 

Tamagaki I -5 •230 2000 -7.5 -67.5 67.5 -30 30 

T2 2.5 0.942 0.6 2.5 1.2 0,6 0.942 0.942 

Tamagaki 11 -5 -210 500 -7.5 -67 .5 67,5 -20 20 

E 1.6223 1.4142 .4264 

Eickenbroich -27,6 -70 600 

-

Las unidades de Y i. son Me V y las de 1 i son fermis. 
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De los valores de los parámetros dados en la tabla 1, se observa que el Tl 

y T2 difieren en la parte central, en la altura del carozo repulsivo, el cual 

es más blando en el potencial T2; además, el alcance de la gaussiana de 

la región más interna, es mayor en el T2. 

El potencial E, que solo contiene parte central, tiene un carozo con 

una intensidad muy parecida al T2, pero con un alcance similar al Tl. -- · 

Respecto a la región intermedia Tl y T2 son practicamente iguales, pero 

el E es menos atractivo, aunque su gaussiana tiene un alcance mayor. Por 

Último, en la región externa, los potenciales Tl y T2 son iguales mientras 

que el E tiene una intensidad mayor, pero con un alcance menor. 

En su parte tensorial Tl y T2 sólo difieren en la región más inter-

na, en el alcance de la gaussiana, el cual es mayor en el potencial T2. 

Por último, las correcciones no estáticas W12. y L~ están da-

das por una sola gaussiana. La diferencia en esta parte entre Tl y T2 es 

la intensidad de las gaussianas. 

Es necesario tener en cuenta que 3 "t ) \JT (f¡~ es bastante incier-

to, ya que los parámetros de dispersión 3S1 + 3 .01 , no han sido bien esta-

blecidos a altas energías, 

De los potenciales fenomenológicos anteriores, solo el E describe 

correctamente la energía del estado base del deuterón, mientras que para 

5) 
los dos restantes (Tl y T2), el autor no menciona ningún resultado a e~ 

te respecto. 



- 11 

En los capítulos posteriores, centraremos nuestro interés en enco!!_ 

trar la energía de amarre· del deuterón, que predicen estos potenciales, -

así como la convergencia al valor experimental. 
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("(~.s+'L ) , o :r y parametros de mezcla €¡. 



- 15 -

Es por lo anterior que analizaremos el µroblema usando este sistema de 

referencia. 

Sabemos que para poder reproducir el momento cua.drupolar eléctri_ 

co del cleuterón, es necesario suponer.que la función de onda del estado ba

se es una mezcla de estados de triplete par con R=o y ~ =.t U). Por 

lo tanto supondremos que la función de 011da del deuterón estará dada por: 

t(J r"t?j 
en donde se ha definido .J ~ SJ como 

(2. 1) 

u ;JIJ [ rtfs 

.Jt.sJ = <es rnp,,.slJrtiJI '<tyY\~ {.!l.)ls «tJ (2.2) 
,.,,,, "'s 

que por comodidad, será denQtada por 

l~sJ) = (2. 3) 

en el resto de este trabajo. 

En la expresión (2. 2.), Ya, mt ( J2.) son los arrrionicos esféricos 

IV n?J' 
de orden 2 y proyección n1t' ..'w¡ son las funciones de spin y 

es un coeficiente de Clebsch-Gordan. 

Procederemos a encontrar las ecuaciones diferenciales que cumplen 

las funciones radiales 'fi, ( 'i<.) de la expresión (2. 1). De -

bido a que la función de onda (2. l) representa el estado base del deuterón, 

debe cumplir con la ecuación de Schrodinger. 
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(2 .4) 

en donde 

(2. 5) 

con A.::: M/a. , siendo 11 la masa de un nucleón, y en donde E es 

la energía del est'ado base del deuterón. 

Usando las expresiones (2.1), (2.4) y (2.5) tefüm1os: 

\ ![-{: dd;2 ,. + .Sr2.J+~\( fslon)+~I>t.tll~ = 

(2. 6) 

Multiplicando la ecuación anterior por el bra (o 11\ tenemos : 

(2. 8) 



- 15 -

Es por lo anterior que analizaremos el probleina usando este sistema de 

referencia. 

Sabemos que para poder reproduc.:ir el momento cuadrupolar eléctrl:_ 

co del deuterón, es necesario suponer .que la función de onda del estado ba

se es una mezcla de estados de triplete par con R:o y ~=:l. 8
). Por 

lo tanto supondremos que la función de onda del deuterón estará dada por: 

(2. 1) 

1LJ (l')J 
en donde se ha definido '..Je Jj como 

{J "'J [ ~.r 
.J t SJ = < ~ s rnpn.s 1J Wlj) '( t VYI (_a..) j <r:t) (2. 2) 

,.,,,, ""s ~ . J 

que por comodidad, será deeotada por 

\~sJ)= 
(2; 3) 

en el resto de este trabajo. 

En la expresión (2. 2), l~ mt {..a.) son los armónicos esféricos 

/V ''?r 
de orden e y proyección IYI¡? 1 ,}.J¡ son las funciones de spin y 

es un coeficiente de Clebsch-Gordan. 

Procederemos a encontrar las ecuaciones diferenciales que cumplen 

las funciones radiales ~ (r¡~) y 'fi, Uii) de la expresión (2. 1). De -

bido a que la función de onda (:d. 1) representa el estado base del deuterón, 

debe cumplir con la ecuación de Schri:idinger. 
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(2. 4) 

en donde 

H -= T + V :: -h: - .l _d_ r + _L_ t V 2... [ i. .,..2... 1 
:i. J..l r d.rt ~2.ri 

(2. 5) 

con ).{:: M/2. , siendo M la masa de un nucleón, y en donde E es 

la energía del estado base del deuterón. 

U sandC> TI.as ·exp:re.siones ·l2. l), (2. 4) y (2. 5) tenemos: 

( -(2.f_i d' r + t
4 1+v\[ fs\011)+~D\:t11)1 = l :i f'- l r d rz -t;..2. r2. · 

(2. 6) 

Multiplicando la ecuación anterior por el bra <o 11 \ tenemos : 

Recordando que 

(2. 8) 
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( 21 
S 1J1 \ Q s f) = ~11111 e§ ,_ áj'l S 

J '(. ¡¿ S .:i J ml' m~ . (2.9) 

tenemos 

Análogamente, multiplicando (2. 6) por < i 111 y usando (2. 8) y (Z. 9) obt~ 

nemos: 

+ <2.11\V~slrl\011)::. E~l>(r) 

Porloquelasecuacionesquecumplen 'fstrl y <Iocr), so.n:. 

- ~ .l dt r'{lstrl + <c11\V~s<rl\011) + 
21J.. r dri 

(2. 10) 

(2 .11) 
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Además, si suponemos que (2. l) está normalizada, tenemos 

(2.12) 

en donde hemos definido : 

que acostumbran llamar la probabilidad del estado S o la del estado D 

'Ps::: ( ~s<r)I ~scrl) (2.14) 

(2. 15) 

La condición de normalización entonces toma la forma: 

'°Ps + '"?D -::. l (2. 16) 

Hasta aqtÚ no hemos hecho ninguna suposición acerca de la forma 

del potencial \J ( 1 1 ~ } Consideremos un potencial de la forma: 

(2 .17) 

donde ).. denota central, tensorial, spin-Órbita, cuadrático y W1a., y 

"' los operadores t.P), están definidos por S) 

{2. 18) 
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(2. 19) 

/~ A'~ 
l(,¿s = e; ·S (2.20) 

~V'li¿-= { ts )- (dij + i:T, ~o;_,) i( f+1) (2.21) 

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.18) a (2,21) es fácil demostrar 

IJ-f 1 J) 

" 
S"t 1 ~ 1 1> --

¡ji-1 1 j) 
¡j o j) 

-.i(}-1) o 6./jCJ°+if 
.2.~+l 

2 
2-Í +I o o 

Ei/jO+t( -2 cj+2} o 
Zj+I :¿ ~ + \ 

o o o 

o 
u:¿ ~-1) /3 
- (Q~-l}lrll+3)/3 
( ~ + 1) ( 2 Q + 3) / 3 

o \j-11j) 

o 1 ~ l j) 
o ¡j+1 \ j) 
o l j o j) 

(2. 22) 

s ::o 

S:. 1 

(2. 24) 
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Veamos ahora que forma toman las ,ec:uaciones (:¿, 10) y (i.!, 11) si su-

ponemos que la interacción nucleón -nucleón es de la forma (2. l 7), para lo 

cual necesitamos evaluar las integrales angulares ; <O 11 l V "1s \ O 1 1 'I 7 

En general tenemos que 

Haciendo uso de (2. 25), así como de las ecuaciones (2. 22) a (2. 24) 

obtenemos 

(2111Vl{l5 <rll 011}:: fs<d(i/i'~T(rl} 

(011l'J~D(r)\1..11)-=- {B1 tfJ>(r)'JT(r) 

. '. \ .,:. 

(2. 2G) 

Por lo que las ecuaciones acopladas para 'f5 tr) y tflo(r-) , suponien-

do que la interacción nucleón-nucleón es del tipo (2. 17), L¡uedan expresadas 

como; 
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(2. 27) 

Así nuestro problema queda teóricamente resuelto, ya que lo único que ne - • 

cesitamos es conocer la forma explÍcita de las partes radiales del potencial 

'J.>.lC") y resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (2,27), Una -

vez hecho esto conoceremos la función de onda que caracteriza al deuterón 

usando la ecuación (2.1). Desgraciadamente los métodos numéricos emple~ 

dos para resolver este sistema de ecuaciones son bastante complicados, ra

zón por la cual trataremos de encontrar <fs.crl y '{JDtrJ sin resolver el 

sistema de ecuaciones diferenciales acopladas 

2 2 A '1· . . . l. f . d ·1 d ' , . 21> , na isis var1ac1ona con unciones e osc1 a or armomco . 

Para encontrar '8- cd y c.p~ ( ,., haremos un análisis variacio-

nal usando como funciones de prueba combinaciones lineales de funciones de 

onda del oscilador armónico hasta un número dado de cuantos. Como hemos 

visto en la sección anterior la función de onda del estado base del deuterón 

tiene la forma 
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Las funciones radiales <fJ.s (r) y tfi, <r) se expresan como combinado-

·-l 

nes lineales de furiciones de oscilador, o sea 

N/2. 

........ <fs (r) ::: L S,, 'Í-{110 
l'\:O (2. ::lll) 

N/l.-1 

'f D (,.., -:: L l>I'\ í=\11:t 
l'l:.o 

donde definimos el número de cuantos como 

(2. 29) 

Entonces la función de onda de prueba que usaremos para una aproximación 

a un número de cuantos dado toma la forma: 

rifa N/:z.-1 

1' = [ Sn 'Roo ~: 11 + [ 'Dtt 'R.n2. 111~, 1 
n=o n=o 

La cual puede expresarse en una forma más compacta como : 

N 1 

~-= [ e~ t:{nt~l a<tl ilJ~up 11 
q~o . 

(2. 30) 

en donde se han definido n ( ~ l y Q ( ~ l como : 
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Por comodidad definimos el ket 

(2 .32) 

y usando la definición anterior nuestra' función de onda de prueba toma la 

forma: 

N 

~ = [ e~ 1 n<~, ~<~l ll) (2. 33) 

~:o 

Como deseamos que nuestra función de onda de prueba esté normalizada, 

los coeficientes e !j. cumplen con 

(2. 34) 

En esta notaci~n la probabilidad del estado S y .V toman la forma: 

N/1 
'Ps :: [ 1 e~ \2. 

~:.O 

(-1 

. \' ~ 
'P.D =- L \ e e¡ \ 

1:. Nj1+l 

(2. 35) 

Nuestro problema consiste en encontrar la mejor de las funciones de prueba 

del tipo (2. 33). para lo cual pediremos que el conjunto de e~ que determ! 1 

nan la función de prueba cumplan con la condición de normalización dada en 

(2. 34) y que sean tales que minimicen la energía del sistema que estamos 

considerando. El valor esperado del hamiltoniano es 



E- <1-n- <11(.IHl"Y> 
- - (411>) (2. 36) 

y usando nuestra función de onda de prueba tenemos : 

(2. 37) 

Como se desea encontrar el conjunto de C~ tales que minimicen el va..1.'or · 

esperado del hamiltoniano, estas et se~án tales que ante una pequeña va'.. 

riación de los parámetros et , el valor esperado del hamiltoniano será 

estable. En símbolos, necesitamos que;. 

(2. 38) 

Usando la expresión (2. 37) para el valor esperado del hamiltoniano tene--

mos: 
~ ( H} _ -liL-c_r-.!\l.-:.:< rt.:..:(:.:..:d..:...) =-ll~rJ....:...) _11 _\ H_l t'l_C_r_) -~l_('_l _11_) __ 

ice/ - /_ c.{c5 <rHpl2tr>11\n<s)~cs)11) 
1'S 

L cf Cs < n<fl ~<fl "' n(sl t<.s)I ') 
'PS 

(2. 39) 

Al imponer la condición extremal (2. 38) vemos que los parámetros 

Cr que minimizan la energía del sistema tienen que cumplir con la si--

guiente condición : 
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N 

L Cr ' <n úill hc1.111 I Hlrttrletr-111)-E 6t1úi1.Mtrl ¡ t""->tc.r> \=o (2.40) 
r:o 

Para que este sistema de N+I ecuaciones homogéneas tenga solución dis-

tinta de la trivial es necesario que: 

(2.41) 

Lo cual es conocido como el determinante secular. 

Para resol ver (2. 41) procederemos a construir la matriz H cuyos 

elementos son 

(2. 42) 

la cual será diagonalizada posteriormente. El mínimo de sus eigenvalores, 

es entonces la energía del estado base y consecuentemente el eigenve~~E. 

correspondiente es el conjunto de C i 
.......... 

2. 3 Cálculo de los elementos de matriz ( rtlcl.l Qc11) '' l \, 1 •U('I fC~) 1 1). 

En esta sección deduciremos las expresiones para los elementos d~ 

matriz del hamiltoniano de dos partículas que interaccionan por medio de un 

potencial que, en su dependencia radial, es una superposición de G 

gaussianas; usaremos como base las funciones de onda del oscilador arm2, 

nico. El hamiltoniano para dos partículas que interaccionan por medio de 

l. 

· ,_. 
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un potencial \J ( r') es: 

H =-
"P'i + 'J l r') (2. 43) 
;¿ µ, 

en donde 
_, I _ _, 
(" ::. 'i 

_,. ~ 

-r, = fi:z.. y ,A es la masa reducida del sis te -

ma. En vista de que un gran 111'.unero de resultados con funciones de oscil~ 

dor se encuentran en términos de variables adimensionales definidas lO) 

como: 

r = ¡ µw/.ft.
1 

estas serán usadas en el presente trabajo. 

4/ r 

(2.44) 

El hamiltoniano en función de las variables adimensionales toma la 

forma: 

(2 ,45) 

Como hemos mencionado anteriormente, los potenciales que usaremos son 

del tipo 

(2 .46) 

La forma explÍcita de las funciones radiales V). t r') fue escogida tal que 

la e•:aluación de los elementos de matriz del potencial fueran calculables de 

una manera sencilla, razón por la cual los potenciales con que trabaj~remos 

son los propuestos por Tamagaki y H. Eickemeier et al, los cuales son po-



tenciales fenomenológicos y su parte rauial es una superposición de gaussia-

nas, o sea 

(2. 47) 

En función <le las variables adimensionales ueiinidas por las ecuaciones -

(2. 44) de esta sección tenemos : 

(i 

V>.. cr)= [ r'~>. e.x.l' (-.io1.~>- rife:) 
~=! 

en donde hemos definido ol.~ ).. y € como : 

E :. 

con M la masa del nucleón y V'f1 la del electrón. 

Por comodidad aefinimos el hamiltoniano adimensional 

h = H 

cuyos elementos de matriz toman la forma 

{2. 48) 

(2. 49) 

{2. 50) 

(2. 51) 
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Para cakular el elemento de matriz de la energía cinética usaremos el he -

cho de que 

(2. 53) 

en donde 1-losc. es el hamiltoniano para una partícula sometida a un pote!!_ 

cial de oscilador armónico. Usando el hecho siguiente 

que puede demostrarse fácilmente, teniendo en cuenta 

~ºSe ~,,~<r) lQm~ la.) = l:i.ri+ ~ + 3/:t) {:\ lÜ ~ n~ t r) '1a "1Q (.a.) 

. (2.55) 

\r1(~\Qcf¡l.sj/ ='t{ri(Alllt>.) l < Ql~) s tno1f!>) rnsljm~) \c,.11111 (il)~"'td) 
1- I"' ~l,1'1s t" ~) 

y usando las expresiones (2. 53) y {2. 54}, tenemos que el elemento de ma-

triz de la energía cinética (adimensional) toma la forma : 
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Si ahora definimos el ket 

(2. 5ti) 

y recordamos la definición del ket 1 rl(~} €(~) 11> , el elemento de ma -

triz de la energía cinética queda expresado como 

( 1t(d.l Q lo.) 1 q ~ 'f ¡,, ((O)U~l 11) = ( :iri<r>l-1lc~J+3/2) E ón<«I ne~) dfo~J l{~) -

- i- ( t1(~)~(c:01 i-21 n(~)Ql@)) Jec~) e(~) 
(2. 57) 

Teniendo en cuenta que l l) 

de las ecuaciones (2.57) y (2,58) obtenemos la expresión final para el ele-

1 

1 
1 
í 

mento de matriz de la energía cinética: 1 

( rHd.) ~lt1.J 1 ti f f~ 1 rt(~Hc~> 11) -:: ± € [ ( a11{p) +t<~) + 3/a.)cSrz(~), r'llPI) + 1 

+ / ( 11(~)+1 )( n(~)t ü<P,) + 3/2. )

1 

Ó lll~HI, lllal.) 

(2. 59) 

De la definición del ket 
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el elemento ue matriz de la energía potencial {adimensional) es : 

- ~ 

= L ( l'ltd.)Q(O.)l l)!rll r'l(~lH~)) ( Q(Gt) 11i4').I Q(~) 11) 
.>. 

(;!., liO) 

{2. !i 1) 

Para obtener los elementos de matriz de los operauores angulares usrunos 

las expresiones (2 .18) a {2. 24) ya que las primeras nos dan las definido-

nes de los operadores angulares y las últimas nos permiten evaluar sus va-

lores esperados. Desarrollando la expresión anterior tenemos: 

<nco1.tQ(.:llllf'IJ-(rJln<~Hc~)11)=[Cl'll~lQt~H ~ ln<(l>Jec~J) -

~lPil( ~<M+t) 
- --¡:- ( 11co11ec<lJ 1~s111c~JQ<~1) + w Q<~I, 1 ( Y1Cc4HCalll ~.2. lnt~lQ~l) + 

+ a(~){ ff ffll) ( rt <<1. lhd. 1 / ~ 2 1 r?( ~H' 1,¿;J] á ec.a 11 ~(~) t ( 11tqJ l(aJ 1~1 ~~I Q\?i)) X 

X [ Sqc~J,foal¡I ~ecM,elJ) + se(cL)¡ ¿(~j±~,I óe<p<J,€(~)±.J.1 {2. 6 2) 

en donde los índices l! , i.. S , Wr2 1 T y i.. ~ se refieren a c.:entral, -

spin -órbita, corrección no estática, tensorial y cuadrática, respectiva - -

mente. 

Para evaluar los térÍninos W ~(~}, 1 y 

necesitamos conocer los valores explícitos de 

itti.) y ft~) ; haciendo uso de las ecuaciones (2.22) a (2.24) podemos 
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evaluar fácilmente estos coeficientes. 

Con las ecuaciones (2, 5!:l) y (2. 62) estamos en posición de calcular 

los elementos de matriz del hamiltoniano, en los cuales distinguiremos 

dos casos, el primero cuando Rld.)-= fi(¡;) =o o' Z. y segundo cuil.!!_ 

do llt1..J =:¿ y Q.(~) =o . 

Primer caso, ~(tÁ./:: UCf.J) 

+en~\ eld.ll "élrzc~l4Cdl)-f < ri(Q(JQtci1.ll tt 1 n<~lh~l) + 

+- ~ ~ \ C l'ICtAI 2ú411 ~w,l-1 n( ~)Q( c11) r QLtAI( eL~Jti} ( n(o1.J Qtr4ll \Te-\ ri(pl ttr1.)) + 

(2.63) 

En el miembro derecho de la expresión anterior, en el saxto y en el últi.,, 
mo términos se toma el valor cero si hrJ.1-::. ~{(?J) =O y los valores 

7 y -2, respectivamente, si Rlri.J= ~(~)=Z 

Segundo caso, llcl.) = h~J ± Q., 

(2. 64) 

Las expresiones (2. 63) y (2, 64) nos permiten calcular los elementos de m~ 

.. 
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triz del hamiltoniano en función de los elementos de matriz de lás ·partes 

radiales del potendal con respecto a las funciones radiales de oscilador 

armónico. 

Deduciremos ahora la expresión explfoita de lós elementos de ma-

triz usando para V). la expresión dada 

en(2.48) 

( rtlol.) Q(rA) 1 ~ l 1t(~}i(~)) = 
e;¡ 

=-g, ~ A~>. <'H"'' ~t~i1 ~.r(-.Ú.~>- ("2./~)l n(~>,ql~ff :)2 :. 6!?) 

en donde se ha definido · 

. !i~ 
fli ~ : /'>')C~ 

• • • • 1 • ' ' • .: :·.·.} ' 

Desarrollando el elemento de matriz de la derecha en una serte dé inte'gi·~ 

. 12 13) 
les de Talm1 ' tenemos : 

( fl<.rAH(cl¡j t)lp( -~al~.>. rt /E) 1 n(~)Q¡~)) -::. 

i (Q(¡t)+Qt~l)+ 11CQ.I ~ne~> 

-:::. [ B(r1~l, lt~I, n<ti>,Qc~l1 F) I~ 
t=}(~CI()+ Q¡ft)) 

). 

La integral de Talmi de orden f 7 I f está definida por: 

(2. 66) 

. (2. 67) 
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que es fácilmente evaluable, ya que 

leo l'I i'(nt 1(2.1 
r 2 e.><:p(- a.ri)df" = · _ ___,_ 

o :¿_ C\. n +-1 l:z. 
(2. 68) 

Haciendo uso de las ecuaciones (2. 65) a (2. 68) tenemos que la expresió~ 

explícita de los elementos de matriz de la parte radial del potencial está 

dada por: 

( núllQtd.ll &>.1 "(~)Qc~))-=-
tl Qlal.l..,Ql~l)+riCal+ n<~) 

=. t Aii. [ :Blnc.111 Qw 11 •1¡.i,Ql(>I, r l ( ~~ rufa 
~=' -P=J: (Q<J.IHtt!a)) 1+ ~ 

(2. 69) 

,: 

Las expresiones (2. 63), (2. 64) y (2. 69) nos permiten pues calcular 

los elementos de matriz del hamiltoniano para dos partículas que interac -

cionan por medio de un potencial que tiene una parte radial, que consiste 
,, 

en una superposición de gaussianas. 

Usando las ecuaciones (2, 63) y (2. 64) se construyó la matriz 

¡ ... ,. 

1 
i'. 

Mostraremos explícitamente los distintos elementos de matriz necesarios 

para construirla. 

(2. 70) 
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+ 1-(n12lt>- ln:t)+6(n1.il'l}-~lni)-2.{ri'~l'&,.ln~) 
W1:z. l: 

(2. 71) 

Para flt1.J -=o 1 Rl,,)-=Q, t1(oi.)-= '2~ J'l(~}=rt. 

(2. 72) 

2'. 4 Cálculo de ).l. , Q y j ( r'~ )' 

En esta sección deduciremos las expresiones para el momento cua-

drupolar eléctrico así como el radio cuadrado medio. 

Sabemos que el momento cuadrupolar se puede expresar como : 

(2. 73) 

en donde r' es el vector de posición relativo entre las dos partículas, 

pasando a las coordenadas adimensionales y usando la definición de los ar-

mónicos esféricos tenemos : 

(2. 7 4) 
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Recordando que la fqpción de onda del deuterón es 

(2. 7 5) 

se tiene que, el valor esperado de r,y~ toma la forma: 

( r 2 y;> = { l{>~ 1f'4 1 ~s) <o 111 '(~ t o 11/ + .2. (!(Is 1 rªI i.e~) (011\ "'(~ 1 Q.11) + 

(2. 76) 

Para calcular las integrales angulares haremos uso del teorema de 

Gaunt, el cual establece que 

f Yt"' y"" Y."'
1

d..!Z. = 
e L. º' 

= IBu·1l<2Q'+1) (La' Mrt1'1 q tv')<LQ.'oa\ e.o) ,r 411 c.ia+ , 
con lo cual obtenemos 

(2. 77) 

(2. 78) 

Usando esta expresión, el momento cuadrupolar eléctrico puede expresar-

se como 

(2. 79) 

Debido a que 'fs y c.p.D se expresan como una combinación lineal de 

funcione::; radiales de oscilador armónico con momento angular cero y dos 

respectivamente, o sea 
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~~ 
'f's-=- L Sn 'lino 

1\ :.o 
N/z-1 

<f.n -=- L J)n ~nQ. 
n::o 

Los elementos de matriz que necesitamos evaluar toman la forma: 

N/1. tJ./-z.-1 

( lf.s 1 ri l lf.D)-= L L Sn J>r: ( not r2. \ n1.:t) 
n=o n1::o 

1"4/2.-1 N/z..-1 

( ~.ni r 2 1 ~.D) -=- [ '[ Dn D~ ( n:l.l r2. In•~) 
n:.o n'=o 

(2. 80) 

(2. 81) 

Para evaluar los elementos de matriz de r:¿ con respecto a las 

funciones radiales de oscilador armónico usamos los r~suliados deducidos 

en la referencia (11). Haciendo uso de estos resultados se obtiene 
N/1-1 . 

( tf.s \1" 2 1 ~0) =/_ Dn \ Sn Jcn+sJ~)(n+3/2.)-2Sn+1 J(n+il(n+s/2./i + 
n=o 

N/a-l 

+ [ .Sn+1'D0_1 ·{ñ(t\+1)' 
(2. 82) 

n::. 1 
Nl-l,-1 r4}i-I 

( ~.1> 1 ri. 1 ~.o) = [ 'D~ ( :t n+ f/2.) - 2. L :Dn Dn-1 J r1 ( n + 5 M 
n::o r'l-=I 

Por lo que el momento cuadrupolar eléctrico toma la forma : 

(2. 83) 
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Esta expresión nos permite evaluar el momento cuadrupolar eléctrico en 

función del número de cuantos, la frecuencia del oscilador, la cual es -

nuestro parámetro variacional y los coeficientes JI,, y J)11, • La fr~ 

cuencia del oscilador se escogerá como aquella que nos de un mínimo en 

la energía para un número dado de cuantos, siendo el eigenvector corres -

pondiente a esta energía el conjunto de coeficientes S,, y D,, 

Calc).llaremos ahora el valor esperado de r 1:¿ con respecto a 

nuestra función de onda de prueba. Sabemos que 

(2. 84) 

y usando la expresión (2. 75) para la función de onda, obtenemos: 

(2. 85) 

Nos basta ahora calcular la primera integral radial, ya que la segunda fue 

calculada anteriormente. Usando el desarrollo de 'Is en términos de las 

funciones radiales del oscilador tenemos : 

N/Z N/L 

{'Is 1 r.t l lfs)::. L r_ Sn Sn 1 e nol rZ.ln'o) (2. 86) 
rl:.O 1'1 1:o 

evaluando estos Últimos elementos de matriz ll) se tiene 

N/,,_ r-ll~ 

C~slr¡l<f.s) = [ s; (2n+3/2.)-;¿L s.,s.,_,Jncn+1'2.)' 
,.,-::o ~=I 

(2. 87) 
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Usando este último resultado: 

M/:¡ 

(r':¿)-= .i1\ [ 3/~ + D~+[Sn(nSn- Jn(n+.1{;] .Sn-1) + 
.ALU "::.1 

H/t-\ 

+ [ 'Dn( (n+1) :Dn - /'fl(n+ 6"/2.) Dn-1 )J (2.88) 
n =l 

Con lo cual estamos en disposición de calcular el valoi· esperado de r1.l. 

como una función del número de cuantos, la frecuencia del oscilador y las 

componentes del eigenvcctor. 

Respecto al momento magnético del deuterón, sabemos que tiene 

1 
. . . t . , 8) 

a s1gu1en e ex.pres1011 : 

(2. 89) 

Hasta aquí hemos m'ostrado el formalismo necesario para atacar el probl~ 

roa de dos cuerpos, cuando se usa la base del osciLidor, en el siguiente -

capítulo se muestran los resultados obtenidos para el cálculo de la energía 

del estado base del deuterón, usando los potenciales T 1 y T2. 



CAPITULO lll 

3. 1 Proceso de Cálculo. 

En el análisis variacional con funciones de onda del oscilador arm~ 

nico, se calcularon los elementos de matriz del hamiltorúano, usando las 

expresiones deducidas en el capítulo anterior. 

Debido a que en los potenciales fenomenológicos propuestos por -

Tamagaki, el potencial en el estado triplete par no tiene parte spin-Órbita 

y los parámetros propuestos para la parte cuadrática y la parte de corree -

ción no estática sólo difieren en el signo de la profundidad, los elementos 

de matriz para la parte .U w1z y J.. t para los potenciales Tl y -

T2 son: 

(3. 1) 

(3. 2) 

Por consiguiente para los potenciales Tl y T2, los elementos de matriz 

del hamilto1úano para 2 :,i son de la forma. siguiente: 
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(n'.:1.111h1n:u1)= 1 ( (~n+ "'f-/:¿..) S,.. ,,, +/ (rH1)( n+ 'l/:¡ )

1 

Ón+1,"'' 

- 2 C n'Q.I ~-1 n:¡) (3. 3) 

Para el potencial de Eickenbroich et al (E}, consideramos que la 

función de onda del deuterón sólo contiene onda S . Esto se hizo para 

comparar los resultados us~do la base correlaéionada con loá obtenidos 

por·w. W. Yeh ?) , así conio para comprobar el program·a usado:· ·· 

Usando las expresiones deduddas en el capítulo anterior, caJ.'cula-

mos las integrales radiales ( n' 0'1 ~ l "· Q) con las cuales s·e constru:.. 

yó la matriz . H , con elementos de matriz 

En el caso l:.Q 1=Z , usamos la expresión (3. 3}, en tanto que,' para 

4=-l'-::o y e=o, q'=2. • se usaron las expresiones deducidas en el c~ 

pítulo anterior. 

Obtenida la matriz H, se procedió a diagonalizarla, escogiéndose 

el eigenvalor mínimo, el cual es el valor _de la energía de amarre predi-

cha para un número dado de cuantos, y para una frecuencia del oscilador; 

el eigenvector correspondiente a este eigenvcilor nos da los coeficientes -

S11 y l>11 . (Ver sección (2.2} ). 

Para el Tl los cálculos fueron hechos hasta 30 cuantos, mientras 

que para el T2 se hicieron sólo hasta 24 cuantos. 

La forma en que fueron comprobados los programas para estos -

~·:' 

nit.li!!llllÍllil--~~~~~--------~iiíi 
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cálculos fue la siguiente : por un lado, se reprodujeron los resultados ob-

tenidos por Yeh para el potencial E y por otro lado, verificamos las pro-

piedades variacionales de los elementos de matriz del ham.iltoniano con -

respecto a las funciones de onda del oscilador arznónico, encontrada por 

Flores et al. 19). Esto es, se verificó la relación 

~~ ~ < m~ 11lh 1nQ11):: J t~n+ !lha)(~rH~) (rni 11\ h 1nt•Q1\)-

-J (2n+~Q+l)an' < MQ1d h 1n-1Q11) + /c.inH~~+?.)(~IWl+if (1'11+1t11lhlnt11) 

(3 .4) 

en donde ~ se ha definido como 

(3. 5) 

y ~ es la masa reducida del deuterón. La expresión anterior, en fun-

ción de la variable. adimensional E , toma la forma: 

(3. 6) 

Esta relación se verificó gráficamente para los elementos de matriz 

(0011lhl ~011) y . Los elementos de -



matriz < l'l'.2111h1 \'1011) no fueron verificados en esta forma, ya que 

la propiedad variacional anterior sólo se cumple para cl ementos de matriz 

con l.= 01 

3. 2 Análisis de los resultados. 

Antes de mostrar nuestras conclusiones, inencionaremos algunos de 

7) . 
los resultados encontrados recientemente por W. W. Yeh , usando la base 

del oscilador y suponiendo interacciones nucleón-nucleón puramente centr~ 

les. Entre ellas se encuentra el potencial E. , cuya parte radial consis -

te de una superposición de gaussianas, como en las interat:ciones estudia-

das en este ·trabajo. 

Debido a que los potenciales usados por Yeh sólo tienen parte ..:en-

tral, la función de onda de prueba usada en sus t:álculos es del tipo: 

. (3. 7) 

o sea solo contiene onda s en tanto que la función de onda de prueba 

que usamos pa;a los potenciales Tl y T2 es de ia forma: 

(3. 8) 

Yeh mostró que una característica común a todos los potenciales p~ 

ramente centrales, que constan de una superposición de gaussianas, es que 

at aumentar el número de cuantos, el eigenvalor mínimo se aproxima a la 

energía de amarre del deuterón. 'Pero esta aproximación no se lleva a ca-
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bo en una forma uniforme, sino que sa producen cambios apreciables en la 

energía de amarre predicha Únicamente cuando se incrementa el número 

máximo de euantos en cuatro unidades. En consecuencia, la curva de la -

energía en función de la frecuencia, para un número N de cuantos, es muy 

similar a la curva para N + 2 cuantos y difiere apreciablemente de la cur 

va para N + 4 cuantos. En otras palabras, los resultados para cero y dos 

cuantos son muy parecidos entre sí, pero difieren del de cuatro cuantos ; 

igualmente ocurre para cuatro y seis cuantos, ocho y diez, etc. 

Otro resultado reportado por Yeh, es que al aumentar el número de 

cuantos, disminuye el valor de la frecu~ncia para la cual se encuentra la 

energía mínima. 

Los números cuánticos de los estados son n y Q. , por lo tanto 

el número de cuantos es N = ~ n + l ; entonces para 8 cuantos, el núm! 

ro cuántico V\ va desde cero a cuatro para onda S ( ~.,,.o) ; y desde 

cero hasta tres para onda .D 

Los resultados para la energía del estado base, obtenidos para un 

número de cuantos N, son denotados por En , en donde t'l es el valor 

máximo de este número cuántico, para un número de cuantos dado ( N/ 2). 

Así, los resultados obtefli:dos para la energía a 24 cuantos serán denotados 

por E1:t . Además para distinguir los resultados para los potenciales Tl 

y T2, se indica entre paréntesis el potencial al que corresponden los resul . -
tados. Así, por ejemplo, E12 (Tl) es la curva de energía en función de la 

frecuencia del oscilador, obtenida para 24 cuantos con el potencial Tl. 
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Para los potenciales Tl y T2 encontramot> que al aumentar el núm~ 

ro de cuantos, el mínimo en la energía se aproxima á la energía del estado 

base, en una forma cualitativamente similar a la encontrada por Yeh, a p~ 

sar de que estos potenciales contienen partes no centrales; la afirmación 

anterior proviene de que en los resultados obtenidos para estos potenciales, 

también se observan cambios apreciables al cambiar en cuatro el número 

de cuantos. 

La diferencia entre nuestros· resultado.s y los reportados por Yeh, 

consiste en que la curva para cero cuantos (Fig. 3, 1), está. bastante aleja-

. d.a de la curva correspondiente. a dos cuantos ; o sea que. en nuest;ros ,res~ 

tados, encontramos un caso en el cual se .logra una notable ,mejoría.al: incr.!::_ 

mentar en dos cuantos el número de estados, lo cual no.suqed.e .al usar po -

tenciales puramente centrale·s. De forma que, mientras en los .casos ;ana-

lizados por Yeh, las curvas Eo y E1 estan muy cercanas, en nuestro 

caso encontramos que E, y E¡ son bastante parecidas, y como ya hemos 

mencionado E0 se encuentra bastante alejada de ellas (Fig. 3 .. 2). 

Al aumentar el número de cuantos las curvas En y Erit1. están 

cada vez más cercanas, razón por la cual no mostr.amos los resultados pa-

ra 14, 18 y 22 cuantos, ya que estos son muy similares a los resultados o~ 

tenidos para 16, 20 y 24 cuantos, respectivamente. 

Para cero cuantos se tiene que para ambos potenciales Eo es una 

función creciente y positiva de € ( E :: Jf.. Ul / rnc.z ) , el parámetro 

adimensional correspondiente a la frecuencia del oscilador La curva -
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se encuentra arriba de la curva E.0 (T2} . Lo anterior es 

fácilmente explicable, ya que a cero cuantos, sólo interviene la parte cen -

tral de los potenciales, que presentan un carozo repulsivo bastante alto; 

el potencial Tl tiene un carozo repulsivo mayor que el correspondiente al 

potencial T2. 

Las curvas E 1 y E.i para ambos potenciales son funciones ere-

cientes y positivas de. E , pero se encuentran muy por debajo de la curva 

para cero cuantos. Las curvas para el potencial Tl, se vuelven a encontrar 

arriba de las correspondient.es al potencial T2, con la característica de que, 

para el potencial Tl, las curvas E, y E.z se encuentran más cercanas 

entre sí que las curvas correspondientes en el caso del potencial T2. Pa-

ra este Último las curvas de energía €-\ y Et muestran un punto de in- 1 

flexión (Fig. 3. 2). 

Las curvas para seis y ocho cuantos potenciales presentan un míni-

mo, el cual tiene un valor positivo (Fig. 3. 3) y se vuelve a observar que -

las curvas para el potencial Tl están más próximas entre si que las co-• 

rrespondientes al potencial T2. 

Para 10 y 12 cuantos se obtiene un estado debilmente ligado, para 

ambos potenciales (Fig. 3. 4), para valores de E ~ a 1 o para el poten - -

cial Tl y € ~ 65 para el potencial T2. El valor más cercano a la ener-

gía de amarre del deuterón corresponde al potencial T2. En los cálculos 

usando el potencial Tl se encuentra que el valor Óptimo de la energía a 16 

cuantos es de E'= -1. 5 Me V para € = 100, a 20 cuantos se obtiene - - -

l· 

I' 
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E:: -1. 81 Me V a E i::! 95, para 24 cua~tos la curva E. 1 ~ (Tl) mue§._ 

tra un mínimo en E:: 90, con un valor E = -2. 11 Me V (Fig. :). 5). P~ 

ra el potencial T2 se encuentran valores lige1·amente mejores para la eneE, 

gía ~lo y 20 cuantos que los anteriores (Fig. 3.6), para 24 cuantos se en

cuentra prácticamente la misma energía que en el potencial Tl, pero en t2_ 

dos los casos el valor de E. para el cual se alcanza el nún.i.mo de las LUr 

vas de energía es menor en el potencial T2. 

De los resultados obten.idos se observa claramente que usando los 

potenciales Tl y T2, nos acercamos a la energía del estado base en saltos 

de cuatro cuantos, mostrando además que en cuanto aumenta el número de 

cuantos, el valor de la frecuencia para el cual se logra la Óptima energía 

disminuye. 

Para 28 cuantos usando el potencial T 1, se obtiene el mejor valor 

de la energía ( E = -2. 21 Me V) para E. ::: 85, valor bastante cercano a -

la energía de amarre; para 30 cuantos encontrarnos que para valores de 

€. entre 67 y 104, la energía E15 (!ll es mayor que la energía de am~ 

rre (Fi.g. 3. 7), o sea que para es tos valores de E. , el potencial T l so-

breliga ligeramente, el valor mínimo se obtiene en E. ::: !jU y es de 

-2.27 MeV. Este resultado para el potencial Tl, puede deberse a la forma 

en que fue construido este potencial, ya que al ajustar los defasarnientos -

hay un ancho margen de error experimental, lo cual da lugar a una imprec..!:_ 

sión en la determinación de los parámetros del potencial. 

Para obtener la energía en función del número de cuantos, sólo con -



- '17 -

sideramos los valores de la energía de cuatro cuantos en cuatro cuantos 

(Fig. 3. 8), observándose que a medida que aumenta el número de cuantos, 

la curva correspondiente al potencial Tl, se acerca a la obtenida para el 

potencial T2, de manera que a 2~ cuantos tiene prácticamente el mismo -

valor. Parece ser que si aumentamos el número de cuantos, obtendría--

mos para el potencial T 1 valores de la energía mas grandes que la ene!. 

gía de amarre, lo cual nos hace sospechar que al aumentar el número de 

cuantos, la energía predicha por el potencial Tl tendería asintóticamente 

a un valor mayor que el encontrado a 30 cuantos. En contraste, el poten

cial T2 parece producir resultados asintóticos a la energía de amarre del 

deuterón. Para obtener una respuesta definitiva, se tendrían que llevar a 

cabo cálculos a mayor número de cuantos. 

Por Último analizaremos los eigenvectores mayores, tanto para la 

onda S como para la onda J) , los cuales nos proporcionan el traslape 

de la función de onda de prueba a un cierto número de cuantos, con los es-

tactos 1oo11) y 102. 1\) 

También mostramos la probabilidad de encontrar a la función de 

onda de prueba en los estados \ oo 11) y \02.11) , que son denotados 

por l<."'110011)\~ y 1<4to:i11)\~ respectivamente, en función 

del número de cuantos (Fig. 3 . 9). 

Las curvas fueron trazadas usando solamente los resultados a 8, 12, 

16, etc. cuantos, ya que hay cambios notables en estas probabilidades sólo 

al variar el númer; máximo de cuantos en cuatro, la razón para presentar 



-· 4.b -

resultados solamente a partir de U cuantos, es que antes de él,, no se obseE_ 

vó ningún mínimo en la gráfica de energía contra frecuencia. 

Para el potencial Tl, vemos que de 8 a 16 cuantos las amplitudes 

1<~10011)\a. y l<r{.\0:¿11)!t disminuyen.. siendo más peque~a 

la disminució~ en el segundo caso; entre 16 y 24 cuantos \ < 11\il 00 11) \ i 

aumenta rápidamente, hasta alcanzar su valor máximo a 24 cuantos, el cual 

es cercano .al 70 o/o y para 28 cuantos disminuye ?ruscamente al 59. 1 "/o; de~ 

· pués de 16 cuantos 1<"1102. I 1) I:¿, disminuye notabl~mente y a partir de los 

24 cuantos aumenta ligeramente. Nótese que después de 16 cuantos, al au--
. ', '· . . . . 

disminuye mentar '\< 't 1Oo 1 l) \~ 
j(~loe!>t1>l2. 

1<410.i11)lt , y ~n 

l<"f.\oi11)jt alcanza un máximo,. 

lor mínimo. 
··' 

tanto que --
·," ¡ . 

ilega a su v~ 
. . ' -

Para el potencial T2, \ ( tV\Ool\)IQ. disminuye al aumenta17 el ni!_ 

mero de cuantos, de 8 a 16 cuantos disminuy~ rápidamente, en tanto que para 

16 y 20 cuantos es muy parecido, siendo ligeramente mayor para 20. ~uantos, 

al aumentar a 24 cuantos se observa que 1 ( 4 \oo l I) lt .W.sminuye; re~ 

pecto a se observa que varía muy poco con el número <le 

cuantos, manteniendo su valor muy cercano al 4 o/o. 

Los resultados anteriores muestran que antes de 20 cuantos, la fun 

ción de onda de prueba para el potencial T2, tiene una componente mayor de 

l 00 J t) que la función de prueba para el potencial Tl ; después de 20 

cuantos es menor para el potencial T2 que para el potencial Tl. 

De los resultados anteriores, observamos que tenemos que ir has-
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ta números de cuantos altos, ya que la función de onda de prueba tiene gran 

parte de loo H) , que, debido a los fuertes carozos repulsivos de los po-

tenciaJ.es, da una contribución fuertemente repulsiva a la energía. 

En conclusión; hemos encontrado que para potenciales con partes no 

centrales, pero cuya parte radial es una superposición dt¡! ·gaussianas, la -
r 

energía se acerca a la energía del estado base, de una manera cualitativa-

mente igual a la mostrada poi· potenciales cenü·ales, que consten de una 8!:!_ 

perposición de gaussianas (Feenberg, E, etc.). El potencial Tl sobreliga 

ligeramente y de los potenciales usados el mejor es el T2. aún cuando éste 1 · 

Último sólo ajusta los datos de dispersión hasta 100 Me V. Por último, el 

hecho de usar la base de funciones del oscilador, nos fuerza: a llevar nues -

tras cálculos hasta un número considerable de cuantos para poder obtener 

resultados razonables para la energía. Esto se debe en buena parte a la 

contribución repulsiva de los elementos de matriz (ooul hloo11) 

Fué debido a este Último punto, que surgió la idea de construir una 

base de funciones en que se tomara en cuenta que los carozos eran altos y 

que al mismo tiempo tuviera la ventaja de manejarse con las técnicas des~ 

rrolladas para la base del oscilador: o sea poder obtener expresiones an2:_ 

líticas para todos los elementos de matriz. 

En los capítulos siguientes explicamos en detalle una manera de 

construir tal base de funciones, así como los resultados obtenidos. 

1. 

F 

f 

1 

1 
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3.3 Indice de Figuras. 

Fig. 3 .1: 

Fig. 3. 2: 

Fig. 3. 3: 

Fig. 3 .4: 

Fig. 3. 5: 

Fig. 3. u: 

Fig. 3. 7: 

Fig. 3. 8: 

Fig. 3. 9: 

Curvas de energía a cero cuantos en función de € 
1 

( f: = 1'.Ul/ 111c;a), 
E0 (TI) y E0 (Ti) , para los potenciales T 1 y T2. La ene E_ 

gía se da en Me V. en esta y en las siguientes figuras . . 
Energías E 1 (TI} , E.i ( T 1) , E 1 ( T.tl y E2. ( T2.) para dos y 
cuatro cuantos, usando la base del oscilador armónico, para los 
potenciales T l y T2. 

Energías para seis y ocho ·L:Uantos ( E.'.!I, E_,) usando los poten
ciales T l y T2 usando la base oe oscilaaor. 

Energías Es , E& para diez y doce cuantos respectivamente 
con los potenciales T 1 y T2, usando la base de oscilador. 

Energías Eg(Tl), EIO(Tl), E.1t,lTI) enfundÓndelparáme-
tro €. , usando funciones de oscilador para dieciseís, veinte 
y veinticuatro cuantos respectivamente, para el potencial Tl. 

Energías Ea (Ti) , E1a (n,) , E ~lTi) en función ue ~ , pa
ra aieciseís, veinte y veinticuatro cuantos respectivamente, para 
el potencial T;i.. 

Energías E1,4 (TI), ElS L Tl). para veintiocho y 'l11einta cuantos, 
para el potencial Tl. Nótese que la curva para treinta cuantos 
sobreliga ligeramente. 

Energía de amarre del deuterón como función del número de 
cuantos, para los potenciales T l y T2. El número de cuantos 
se varió de cuatro en cuatro. 

~ t -
Amplitudes l<"tloo1l)\ TI , l <1'IO:tl•>ln 2. 

para el potencial Tl, y I< _,.loo11'>IT4 , l<"'loa, .. ) lr~ 
para el potencial T2, en función del número de cuantos, notese 
que para el potencial T2 solo se llega a veinticuatro cuantos y 
que el número de cuantos se varió de cuatro en cuatro. 
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CAPITULO IV 

4. 1 Funciones de onda correlacionadas. 

Los resultados obtenidos en el cálculo variacional para poder aju~ 

tar la energía de amarre del deuterón usando la base de funciones de onda 

de oscilador armónico y suponiendo una interacción nucleón -nucleón que -

consiste en su parte radial de una superposición de gaussianas, requiere el 

uso de un número muy grande de funciones de oscilador para poder ajustar 

_la energía del estado base. Esto se debe a la fuerte contribución positiva 

de los elementos de matriz (0011lhloo11} Lo anterior nos lle-

va a preguntarnos si no es posible encontrar otra base de funciones de onda 

que nos permita reproducir el estado base con un número relátivamente p~ 

quei'lo de ellas y tal que los elementos de matriz del hamiltoniano sean fá-

cilmente evaluables. 

Para resolver esta cuestión construiremos una base de funciones 

correlacionadas del tipo propuesto por Jastrow 
14l y desarrollada recient~ 

mente por Clark et al.15). Aún cuando estas técnicas son usadas para po-

tendales con carozo duro, son directamente aplicables a nuestros potenci~ 

les con carozo blando. Haciendo uso de este tipo de funciones correlacio-

f 
1 
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. . 16) ' . .· . . . . . . . . . 
nadas, C1of1 logro un buen ªJuste con los datos experimentales para el 

factor de forma de 
6
Li, tomando en cuenta las correlaciones de dos cuer 

pos prove1úentes de los carozos repulsivos de la interacción nucleón - -. 
nucleón. Para sus cálculos Ciofi hace uso de una densidad del estado base 

del tipo propuesto por Jastrow, la cual es de la forma: 

(·L 1) 

donde t1p es la función de onda del estado base antisimetrizada.y define. 

la función de correlación 

imporúend,, en esta forma las condiciones 

Jim. F <rl)) =o 
r1~ -.o 

. 
lL 

{4. 2) 

(4. 3) 

Aquí, rh es la llamada distancia .de 11 curadón" de la.función de onda que 

describe el movimiento relativa de dos nucleones. 

La idea básica del forn:1alismo de bases de funciones correlacion~ 

15) 
das (C. B. F.). es que la función de onda que caracteriza a un sistema 

de A nucleones cuyo hamilloniano es de la forma: 
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(4.4) 

donde 't}(i.,jJ es un potencial nucle~n-nucleón, debe ser tal que para - -

fs.~ _,O , la función de onda "'(r,, ... ,rfl) tienda a cero. Lo anterior 

sugiere usar una función de prueba del siguiente tipo 

(4. 5) 

donde F es un factor de correlación real y simétrico en las coordenadas 

de las partículas y ~ es una función modelo, que contiene las propied!_ 

des de simetría y estadística del sistema bajo consideración. 

Nuestro factor de correlación es de la forma propuesta por Jas-

14) trow 

en donde 

f·¡vtl. f (rij) = \ 
r.1.~-t f'o 

siendo re el radio del carozo. 

(4. 6) 

(4. 7) 
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Sea ~ !f? m' un conjunto completo ortonormal de funciones de 

partícula independiente. Este conjunto sería útil para tratar las propieda-

des más importantes del sistema, si no estuviera presente la fuerte repul-

sión a cortas distancias. Sin embargo este conjunto completo nos servira 

para construir un nuevo conjunto de funciones de onda correlacionadas nor

malizadas, pero no ortogonales entre sí y definidas como 
15

): 

(4. 8) 

con esta base de funciones correlacionadas se calculan los elementos de -

matriz del hamiltoniano, así como lbs del operador identidad, o sea: 

(4. 9) 

(4.10) 

Veamos ahora que forma toma el problema de eigenvalores. Expresando 

nuestra función de onda de prueba como una combinación lineal de las - -

4~ tenemos: 

(4 .11) 

y el valor esperado del hamiltoniano será 
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,,. 

(4. 12) 

El mejor valor que podemos obtener para la energía, usando funciones de 

prueba del tipo (4 .11). es algún valor estacionario relativo a las l?"f o a 

las con lo cual la condición extremal toma la forma: 

(4 .13) 

Usando"Íá.:expresióh (4.12) es fácil ver que la condición extremal queda ex-

prí:isada comci 

I. e~ ( \\ r ti - ( h) ~ tn ) ~ o (4. 14) 

n 

La expresión anterior nos lleva al problema secular: 

(4.15) 

Este problema puede ser resuelto usando técnicas de diagonalizaeión si--

multánea para las matrices h y . Sin embargo es conve -

niente matemáticamente y para propósitos de interpretación física, trans .. 

formar de nuestro conjunto de funciones correlacionadas no ortogonales a 

uno ortogonal, antes de calcular los eigenvalores de la energía, 

Para resolver nuestro problema seguiremos los pasos siguientes: 

a) Evaluación de los elementos de matriz del harniltoniano en las bases co 
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l'r¿Lacionadas no onogonales, <.si como lo.o ei¡~m:;;n:.u:: d1; rnatriz. del open_:_ 

dor identidad. 

b) Transformar el co.njunto correlacionado no ortonormal a un nuevo c.:on -

junto de funciones correlacionadas y ortonormalizadas respecto a las cua-

les el operador hamiltoniano y el identidad tienen elementos de matriz 

9/,,,rt. Y rl mn.. = J',,,'1. 

c) Diagonalización de la matriz 

Es conveniente hacer notar que debido a que 

transformación que nos lleva de la base a la base ~ 9m T 

la 

la cual esta ya correlacionada y ortonormalizada, es una transformación 

•t . 15) uru ana . 

4. 2 Transformación de Lowdin. 

Como es fácil observar, las funciones correlacionadas, al no ser 

ortogonales, no permiten una interpretación directa del problema físico c~ 

mo la que es posible hacer con las funciones no correlacionadas. El pro-

blema secular se complica debido a la no ortogonalidad de la base, por lo 

que es conveniente transformar el conjunto original a un c:onjun-

to correlacionado ' ern T I lo cual puede lograrse por medio de la tran§_ 

f . ' d L" di l 5) ormacion e ow n . 

La ley de transformación para pasar al nuevo conjunto se puede 

, expresar en forma compacta, si interpretamos y 
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como los vectores renglón "Ji y .@ respectivamente, y denotamos la 

matriz con elementos ~ W\ rt por '1. . Tenemos entonces : 

(4. 16) 

Veremos ahora como esta transformación nos lleva efectivamente a una 

nueva base ortonormal, para lo cual demostraremos que 

(4. 17) 

La matriz V1 , la podemos expresar como la suma de lama-

triz unidad y de la desviación :r de ella, o sea 

yt=-I+J (4.18) 

La matriz J tiene' elementos de matriz 

J "'n'l. =o 
(4. 19) 

Usando un desarrollo matricial binomial, podemos calcular r1-•lz 
'l en 

la siguiente forma 

(4. 20) 

"-'la. De la expresión anterior vemos que si ~ es real y hermitiana, 'l 

también lo es . 
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. Recordando la deÍinición de V1_ • así como la::del vector "\' 

tenemos 

('V 

Calculemos ahora @ @ 

rv 

®® 

(4. 21) 

•' . . . 

(4. 22) 

t ''. -, 
Del desarrollo de r'/.-l/'l. vemo~· ~lá;ram~~te que yt-'/i y Y(. 

conmutan. o sea Yl_-l/:t, ~ ~ V1, yt 'f .i . Usando este resultado, tene-

mos 

(4. 23) 

,,-,; · ·"Hemps de~ostrado que la transformación de Lowdiddada en (4,16) 

nos permite pasar a una base correlacionada y normalizada, 

La convergencia del desarrollo (4. 20) será rápida, si la desvia--

de .ia unidad, ocurre en una pequeña región del espácio de -

;é:on;figuración. La transformación de Lowdin es pues apropiada para nue~ 

tro problema. 

la base 

Veamos ahora cual va a ser la representación del hamiltoniano en 

\ G.., ~ . Definimos la matriz r;./ como aquella que está for-
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mada por los elementos W,.,,fl.-= (SmlhlQ") o sea: 

'}J = ®'h® = ~-''2. 4t 4yt-'1:z.-=- r(k h.~-'12.. {4.24) 

en donde hmtt -: ( "tm 1 h \ flf n) 

Estarnos ahora en posición de poder resumir nuestro ataque al problema: 

a) Evaluación de los elementos de matriz ~l'l'I" y ~ mtt del hamilto 

niano y el operador identidad, con respecto al conjunto de funciones corre-

lacionadas 

b) Transformación del conjunto ~ ~ rYl f al conjunto ~ 9 fYI) 1 usando 

la transformación de Lowdin, y cálculo de los elementos de matriz 1:J f'\ n 

y l'I mi'\ en esta representación. 

c) Diagonalización de la matriz ?J y obter1ción de los eigenvalores y 

eigenvectores. 

4. 3 Aplicación de correlaciones en el deuterón. 

Nuestro primer problema, en el caso del deuterón, consiste en 

escoger la base de funciones ortonormales no corrcb.cionadas, así como 

la forma explÍcita del factor de correlación. 

Usaremos como base no correlacionada al conjunto de funciones 

de onda de oscilador armónico definidas por: 
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(4. 25) 

La base correlacionada no ortonormal será entonces de la forma 

(4. 26) 

Como sabemos que para el deut.erón i. sólo puede tomar los 'Valores:ce:ro 

y dos, y que se trata de un estado triplete con 

de prueba que usaremos será. la siguiente: 

~l 

""= L e~\ nu+i a t~\ \\)e 
q:.o 

¡ - J. . . .. ';, ): .. 2 .. • .... 
J - • lafuncron,de onda 

en donde N es el número de cuantos y rl{~) y Q { ~-) se definen 

por las relaciones : 

l't (~ \ :: e:{- rnód.u.lo ( l'l/:?. + \ l ':: l ~ 
l 't- (NIZ+I) 

:f f: Nf ~ 
~j N/~ 

(4. 2di 

( 1!. 28) 

El factor de correlación que usaremos, fue escogido de forma que fuera i~ 

dependiente del momento angular orbital, independiente del momento ang;¿_ 

lar orbital, independiente de las diferentes partes del potencial (central, 

tensorial, etc.) y tal que los elementos de matriz (t"1Q1:;p F¿(i1zlil'IQs.~) 
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fueran fácilmente calculables. 

El factor de correlación usado fué 

(4. 30) 

Es fácil ver que este factor de correlación cumple con las condiciones 

f .t.·#'L 'F ( rn.) : O 
r¡~ -4>0 

f i."'- F< r,a,\ -=- 1 
r,2. ... fo 

siendo r, el radio del carozo. 

(4.31) 

Los valores de l\ y b se encontrarán haciendo un análisis va 

riacional para la energía, a un número dado de cuantos. Esta es función -

de tres parámetros, los parámetros de correlación Cl. y b , y la fre-

cuencia del oscilador. 

4. 4 Cálculo de los elementos de matriz del operador identidad y de la ene!. 

' . ' . 1 b 1 . d lB) g1a c1netlca en as ases corre ac1ona as . 

Recordemos la definición de los kets 1 h\) y 1 ~Q) la cual es. 

10 m! 
1 ~ s J) :: .J Qs ~ (4.32) 

\ni)-=- 1-\"'t (4. 33) 
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De la definición dada en la expresión (4. 10), tenemos que los elementos de 

matriz del operador identidad son 

(4.34) 

Si aplicamos la definición de las funciones correlacionadas dada en la expr!:_ 

sión (4.26) tenemos: 

_ ( nlJ.) Ha> 1 fi.I n(t\) d<&)) < ~Ci:l\ 111~((!.)l1) 
-.¡ ( 11(4.) lld.lll=~t n(ctl ltd.}}< l l«) 11 \ f(q)I 1) ( t'l(¡L\ {((!>} 1 -¡:'l.\ rt(~)Q~)) ( (l~) 11l ((~)1I), 

• (4, 35) 

y usando las propiedades de ortogonalidad de las \ lsj '¡ se tiene : 

= (ntlk\~ta..)lfl\n(t'){(~)) ~9~1,Q(,.) 
J {tito..) l< <(.) \ F 2 l 11(ct \Q(d.l) ( nt~) e<~) 1 "F2 \ nl ~ Ht~ll' 

( 4. 36) 

De la ecuación anterior se ve fácilmente que F no podrá conectar estados 

con distinto momento angular orbital y en el caso en que e(. sea igual a 

~ , o sea para elementos diagonales, su valor es 1 . Por lo tanto 

•.· 
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(4. 37) 
·¡l. '·'• 

Obtendremos los elementos de matriz 

para lo cual pasaremos a las variables adimensionales f' y y dadas por: 

(4,38) 

; . \ 

1 \' 
en c\onde ){ es la masa reducida de dos nucleones. 

' 1 ~ 

En función de las variables adimensionales, el fact<?r .de correla-

ción toma la forma: 

;: lt) =- \- 'b t::ty (-srz} (4. 39) 

en donde 
S ~ ~( M~c~) ~ 7 E = !:~ 

M es la masa de un nucleón y ~ la masa del electrón. 

De lo anterior vemos que el elemento de matriz toma la forma: 
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- i b ( nliil eLi)l .e.xp(-sr'H n(~l Q(~)) + 

+ 62 
( l'\l'-l hd.) le,l(\'(-i.sri)j Y1(~) ~<~) Ü (4. 40) 

Los elementos de matriz de la derecha se pueden evaluar usando la rela--

ción de ortogonalidad de las funciones radiales de oscilador armónico, así 

como los coeficientes 'B (n'1 e', fl¡ ~¡f) 12
) y las integrales de Talrni 17 l, 

definidas en el capítulo 2. Usando lo anterior se tiene : 

(4. 41) 

en donde K.. está definida como 

I{ = 
(4. 42) 

Con la expresión (4. 41) podemos calcular los elementos de matriz del ope

rador identidad haciendo uso de la expresión (4. 36). La matriz Yl , será 

una matriz simétrica y real que para un número N de cuantos, tiene di_ 

mensión ( N+I) )( (N+1) y consta de dos bloques separados, c.:omo 
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se muestra esquemáticamente : 

rJ/:i.+I r-J/~ 

o 

o 

Antes de evaluar los elementos dE:: matriz dt la. energía cinética, demostra

remos algunos resultados auxiliares. Calcularemos los elementos de ma -

triz del operador adimensional f 2. definido en (4. 38), ya que de ellos es 

inmediato el cálculo para la energía cinética. Para ello veamos cual es el 

efecto del operador f 2. sobre las funciones de onda del oscilador armóaj_ 

coque se denotan por el ket 

(4.43) 

Deseamos encontrar una expresión para 

(4.44) 

Si recordamos que el hamiltoniano para un potencial de oscilador armónico 

tiene la forma: 

(4.45) 

es fácil ver que 
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además,· como sabemos que 

rt\ 1'1Q)::. (:H'l+ ~+ 3/2.) 1-nO -J Cn+1) (l'l4-Q+ ?.}.,_)' \l'\+I O -

( 4. 47) 

Obtendremos 

( 4. 48) 

Veamos ahora cual es el efecto del operador r ~ sobre las funciones de 
iH" 

oscilador, para lo cual usaremos la forma para 1 n t) dada en la referen-

cía (10). Así tenemos 

(4.49) 

en donde 

A"~=<-{' 

(4. 50) 
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-+" 
Haciendo uso de la definición de ~ tenemos : 

(4. 51) 

y usando el hecho de que 

•-P-v _,~ 

Lf·r=Lr·r+3 (4. 52) 

se obtiene 

(4. 53) 

Si ahora recordamos que 

(4. 54) 

vemos que el operador f' ~ se puede expresar en función del operador 
_, ar 

de cr.eación ~ rt en la forma , 

(4. 55) 

Obtenemos así, 

(4.56) 

Usando las expresiones (4. 46) a ( 4, 50) obtenemos: 
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'O . "3 I , 
r - lnO -=- <. \l'lO+v ('fl+t\ tn~h3/:¡) \n+d.) -ar 

-J n ( n + h 1/:t )
1 

1 r'\-1 Q) ( 4. 57) 

Veamos ahora cual es el efecto del operador ¡>l. sobre las funciones de 

onda del oscilador armónico multiplicadas por una función de f" o sea: 

f~ "Ftrl lnQ)-::. -il·\](i:cr\ 1-n~))=-V·(rtrlQ\1'.l)+tnOVf<rl) (4.58) 

. Aplicando el operador nabla, tenemos 

Si 'F <rl es el factor de correlación dado en (4. 39), entonces tenemos : 

(4. 60) 

así como 

Si hacemos ahora uso de las expresiones (4.48), (4.57), ~4.59) a (4.61) se 

obtiene 
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+ / V\ ( n + h 1/:z.) 
1 

( 4s- 1) 1 n-1 ! ) 1 (4. 62) 

Multiplicando la expresión anterior por el bra < n1 ~ l'f'<.f') se tiene final 

mente: 

(4.63) 

+4sb <n 1 ~1 rt Q'Xf~-sri.\¡,.~)-4s\,~<ri'Q\rte.xr<-.isri\\nQ) 

Para expresar este elemento de matriz en función de las integrales de Taj_ 

mi usaremos los siguientes resultados : 
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(4.64) 

.Por lo que nuestro elemento de. matriz toma la forma: 

< "'Q·\ F,tr)f''Ftr)I nt) = ·l~t1:t h 3-/:z.} cSn¡n-1- J n(YH{·Hl'.l.)
1 
~n',n-1 

~+n+'l\'+I ~ ( I ) 
+Jtn+1Hn+l:t'3l2.)'án\n+i '*"L { [ (~, + 

1 1:;
3

~ ):scn1
1.Q. 1 ri 1.l,f)+ 

¡>:Q 

(4. 65) 

en donde hemos definido 
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Cl(. 1 : -b ( 4 n+ :iQ+:3) ~~: ~:<. (~n+ ~+ 3/~) · 

~'-=- -~k{ 1-2s) Jln-1-tHn+Qn/~~ ~,,_ =- bi.( 1-..\s) J nln+l+1/2)' 

Qt::. -.2..b(1+:is)/cn-t-1Hn .. Q+3/~)' r :t -=- bi( 1+4s) ,Jlvi+1lcri+QHh.)
1 

ó,::. 4s2 b ó:t::::. - 45-:t ~2. (4. 66) 

Debido a que trabajaremos con un hamiltoniano adimensional, calcularemos 

· · los elementos de matriz 

(4.67) 

con 

(4. 68) 

y el elemento de matriz de energía cinética calculado en la base correlaci~ 

nada es 

Aplicando la definición de las funciones correlacionadas se tiene: 

•. illlllliUit N 
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\ 

y recordando la definición del k.et 1 \"\ l ~ 1) 

tenemos: 

-::.[ ( ~'s mi-rn5• V'lls•\jrn1><h m!-ms l'Yls\Sm~)<n 1Q'l"F?'rtn~) &'"'srfls' 
~' fl\s 

Como 

se tiene: 

(4. 71) 

Usando ahora este resultado y notando que 

(4. 72) 

se obtiene el elemento de matriz de la energía cinética en la base correla-

cionada: 

,¡-" 

¡ - ( 
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:. l E. ( l1(t1.l~ll!)IFfF lrtCe>)~Ub)) ÓHc1..J,~lP:.) 
JCri.1..rJ.) ~C.U..ll"f~ll'\t~lQl..i.l).(n(~lQ(fJl\fz\n(~)~tf.>)l 1 (4. 73) 

Esta expresión y las ecuaciones (4.41) y (4.65) nos permiten eva-

luar ios elementos de matriz de la energía cinética en la base correlacio-

nada. 

4.5 Elementos de matriz del harniltoniano en la base correlacionada. 

Trabajaremos con un ha.miltoniano adimensional definido por 

en donde 

h:;. t + ·Ü'(<;2.\ 

t :: .L E 'f~ 
.:¿ 

en donde la parte radial del potencial tiene la forma: 

con 

(4. 74) 

(4. 75) 

(4. 76) 

-
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Estamos interesados en evaluar los elementos de matriz del hamiltoniano 

en la base correlacionada, para lo cual solo tenemos que evaluar los ele--

mentos de matriz del potencial en esta base, ya que tenemos evaluados los 

de la energía cinética en la sección anterior. Hecordando la definición de 

las funciones correlacionadas y teniendo en cuenta la expresión ( 4. 7 5) para 

el potencial tenemos : 

. . . 

[ < IHd. \ Q (.d.l ll \ '.f c1> ,>. (Y>- t= l V\ ((O) Q ( ~) 1 \) 

- ~ ;::=============:::::::::::=================¡ - J-c 11.lcl) Ht;(.\ lr2 1 ntdJQ(ct>} ( n(ro> ~{~l IF2 \11(~)Qlf¡)) (4. 77) 

Los elementos del numerador pueden separarse en la integral radial por un 

lado y la angular por otro, o sea: 

. " 
= ( rt(o.) ~tt.A.\l"f2 -lr;.I nt~ltt~)) {QlrJ.} 111 t0;.. \Qt~l 11) (4. 78) 

Si calculamos las integrales angulares y usamos (4. 77), obtenemos la si - -

guiente expresión p:;ira los elementos de matriz del potencial 

< r\(~) hcA.) 111 ~ l rt({O) Q(~) 11 )c.::. 
e 

- 1 ll 

- {l rtl"'-.l ho..l l"f2 1 VllcOHdl) (n(~) tt~Hf'Z\ n(fb)~t(\l) 
1 
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WRl~),I ( l'lld.dCa.l\r~'Ó"~ 1~\l'l(~lH~l) + Q(~)(\~)+1) • 

)( ( nt~ l t wl\ 'T?. '6-2. \ r\(~lll~U + ~ 1 ~ ( núll ~llil\'f~1l'°TI n(f) .H~l U &ttiAl Ria.)+ 
l: lL<t 1 ~(~\1 1 I \.\" 

(4. 79) 

en donde los coeficientes v-IQ(fllil , S ll~l,h ~ ), I 'Se(~), Q(~)± !l.1 \ 7 

fueron definidos en el capítulo 2. 

La expresión ( 4. 79) nos da el elemento de matriz del potencial en 

las bases correlacionadas, en función de las integrales radiales 

que, para el factor de correla--

ciÓn que estamos usando, toman la siguiente forma: 

(4. 80) 

- a. b ( ntctl Qld.>I eJ1.p(-sr~) a;_ l n(~lQ(~l) + b~ (l'llwL\ (<AJI u f{-2.S tz. ),Y>.\ ~(fil t(~l) 

Si ahora expresamos los elementos de matriz de la derecha en función de 

las integrales de Talmi de orden -¡> , o sea haciendo uso de las relacio ~ 

nes 

~ (Q+(') +Ml\.1 

( n'~'\~c.rllni)-:: [ 'Sl"1
1Q'1 n10,p) Iy 

1'= l. (6+~') .¡ 
(4. 81) 
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y 

es fácil ver que nuestro elemento de matriz toma la forma: 

}(tlt!.l+t(~l)+ rH-AHn(~) 

( ntli) hd )1 "fz ~,. lit((!il H~\) = L 33( nl'41 1 t<.a\1 n (~\ 1 ~<~) / f) • 
~ ¡i=iU1.ül+ tt~)) 

(4.82) 

+ 

en donde hemos definido 

La expresión anterior nos permite calcular los elementos de matriz en fun-

ción de los coeficientes ~(n',~',n,q¡f) , los parámetros del poten-• 

cial, epsilon y los parámetros de correlación. 

Los elementos de matriz del harniltoniano son ahora fácilmente eva 

luables, usando la expresión (4. 73) que nos da los elementos de matriz de 

la energía cinética en la nueva base, las expresiones (4. 79) y (4. 82) nos -

permiten calcular los de la energía potencial. Daremos 2xp1Ídtamente los 

elementos de matriz del hamiltoniano en la base correlacionada para los -

tres casos que necesitamos : 

a) Primer caso 

(4. 83) 
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b) Para y 

< V'\ 1.2, ll\ hlt\2.11) -
. e e 

+ f ( n1:t 1 r~ 1'.tW,-¡, \ n ¡) +(, lt1 1 ~\ "F~ t\_2. t Yl1)- Q.(n1 ~ \ "f~~ \ t'l ~n (4. 84) 

c) Para _f (el..,) f l ( ~ ) I 12 (d..} : 11.
1
1 n ( ~): I'\ 

( n'~ 1 ll h \no 1 1) -::. < no 111 h 1 n1Q.1 I) -=-
' c. e e 

::. ~ ( Vl 1a,\"'f:l.'8;-I f\O) 

Jl n1a..l'f 1 \n12.}( no\"fllno)' 
(4.85) 

4,6 Momento Cuadrupolar y valor esperado de r'~ 

En esta sección deduciremos las expresiones del momento cuadru-

' ' ' 2 . ' 1 , d polar electrice y el valor esperado de r en fu¡ncion de numero e cua!!. 

tos, la frecuencia del oscilador y el eigenvector correspondiente a la ener-

gía mínima calculada en la base correlacionada y ortonormallzada. 

La función de onda de prueba propuesta fué : -

"t-= [ Q~ lwH~) ~(~) l \)e (4.86) 

~ . 
Pero para conocer los coeficientes O.~ se tendría que hacer una diago-

nalización simultánea de las matrices h y ~ , este proceso debido a 
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su complejidad fué evitado, por lo que preferimos usar una transformación 

de Lowdin, para pasar a una nueva base correlacionada, pero la cual ya es 

ortonormal ;. como hemos visto esta transformación tiene la siguiente for-

ma: 

e (4. 87) 

en donde el: vector viene dado p:lr 

( 4. 88) 

(1-·1~ y recordando que para obtener ~ l se usa la expansión binomial dada 

en la sección (4. 2), es fácil ver que esta matriz tiene la forma 

( 4. 89) 

donde las matrices ~ S y ~] están definidas como aquellas que tienen 

elementos de la forma: 

ris nn' ::. 
(4. 90) 

V'l..D r1n' ::. ~ n•:ual n :u 1)c 

las cuales tienen dimensiones { NI~ t- 1) i< ( N 1.a. + 1) y 

respectivamente, siendo el número de 

1 ·.1 

1 : . 
¡'~ 
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cuantos denotado por N 

Entonces la transformación de Lowdin toma la forma: 

Por lo que podemos expresar el vector @ como: 

@ =( @S ,@D) (4. 92) 

y @J> como: 

(4. 93) 

@D -= rt l> ( rt_:P t'l2.. 

De la definicion del vector '4 S y 11\i] , así como la del ket l f)h~ ), 

es fácil ver que 

(4. 94) 

donde hemos definido el ket 1 ni )e: de la siguiente manera : 

1 n l)c ::.. '"ftr) 1 n U (4. 95) 

J<nQ\l"¿lnO' 
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De lo anterior, vemos que podemos expresar la función de onda en término 

de la base correlacionada y ortonormalizada de la siguiente manera: 

Nl2.. Nfa-1 

"li = '[_ Sen @SI\ + l_ .S Dr¡ @:Dr¡ 
n:o n:o 

y usando la expresión (4. 93) tenemos: 

N/2, N/i 
@s,,=[ t4s)KU1.s-1'2)

1
vt =[ 11oe.o)ctv{_s-

1'2.) 1"\ ~~ 11 
K:.o 1(-:.o 

e insertando estos resultados en ( 4. 96) tenemos: 

N/2. N/-¿ 
t'f : '> ) Se (vi S - •l:i.) 1 Ko) AD 

1 + L L n 'l K n c. .Jo 11 
n:.o i<:.o 

f'l/i-1 ~/2.-1 

+) I SD11(Y1.o-•l:i.) IKl) rU' L ·t ~n e J:z11 
n:o 1<=0 

Esta expresión nos permite expresar las funciones radiales como: 

r-ii2, 
l{>5 (rl = [ Sen (yts-•l:t)k.n \Ko), 

"'""º 
N/2.-1 

\.f 0 tr) -: '[_ ~Dn l J'l.D- 1
/
4

) l<n \ 1<·2.lc 
Yl¡K:.o 

(4. !:l6) 

·.·;. 

(4. 97) 

(4. 98) 

(4. 89) 

En el capítulo 2 vimos que pa"ra calcular Q. y ( r' :z.) 

luar las integrales radiales ( ~.s \ r2. 1 ~s) , ( ~ ll 1 r2. \ ~.D) 

se necesitaban eva 

las cuales usando las ecuaciones (4.i:J5) y (4.99} tienen la siguiente expre--
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sión: 

( 'tls 1 ri 1 ~s ) =-

1'1/4 -L se" Sc.n' ('1.~-llt}Kn ( ns- 1 l~)1<.'Y1' lKo\"f2.r2 lt<.'O) 

,.,,,,•-::.o J l K.o ll'?. \ KO) ( K10l 'ft \ 1-<.'o) 
.... ~'-:. () 

(4.100) 

l'llt r'h.-1 1 : l [ Sen S.Dn' (V\.~- 1 /i) 1<.r\ ( Vl.D-
1 ~)1<•n• (1-(ol"Ftr1 1 '"t) (4 •101) 

ll1K-:or-1,1<'-:.o J(11..01;:2.f~o) ( i<.'tl rZ\K.''l.)
1 

( ~l) \ f2. I ~D ) = 

Ñ/2.-1 
:: [ so,, So.,r (rti)" 11i.)Kl'l l 'JD-IJ'l.) K'n' ("'t.1'f2rtl ~.'2..) 

"•
111 -= 0 J ( Kilrlttc.i.}(IC.'.tl'fllK'4).

1 

~, 1<.1:.0 

(4.102) 

Calcularemos ahora los elementos de matriz 

para un factor de correlación de la forma: 

(4.103) 

de donde es inmediato que 

(4.104) 
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Calculando estos elementos de matriz se obtiene: 

tl ht 1 )-4-n+n 1 

+ b [ :B { V1 1
1 (

1
1 n1 l 1 y) 

p: !lf .. t') 
i 

y recordando que 

-:i(.p+ 3/<.) 

(1+s)P+!i/i. (4.105) 

vemos que tenemos todos los elemen~os necesarios para calcular Q. y -

< r'~) 

En el siguiente capítulo se muestran los· resultados obtenidos para 

la energía, cuando se usa la técnica de funciones correlacionadas. 
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CAPITULO V 

5. 1 Proceso de Cálculo. 

Para el cálculo con funciones de onda correlacionadas, se fijó el 

número de cuantos y se calculó la matriz 'l , cuyos elementos son 

~ "<41 Qccll, ti< (?JI de~) , dados en forma explÍcita en el capítulo an-

terior. Se calculó la matriz de la energía cinética, así como la de energía 

potencial, en la base correlacionada no ortogonal. El siguiente paso con-• 

sistió en usar la transformación de Lowdin, la cual nos permitió pasar a la 

base correlacionada y ortonormalizada; para esto se obtuvo la matriz - -

,,.-•h 
-._ , usando el desarrollo binomial. Así pasamos de la represent~ 

ción del hamiltoniano en la base no-ortogonal a la base ortogonal, por la -

transformación 

(5. 1) 

Se diagonalizó la matriz # , encontrándose de esta forma el eigenvalor 

mínimo y su eigenvector respectivo, el cual nos proporciona los coeficien

tes Sen y Sl>f\ mencionados en el capítulo anterior. 



- .:l4 ··~ 

El análisis variaeiorial se llevó a cabo variarict() lr~s parámetros 

independientes, los cuales son: epsilón, que. es es~~~ia~~;r1t~'·1Xrrecuen -
cia del oscilador, así como los parárnetros de c~rrey~¿¡6~ ;Q'._:y b . . Se 

hizo el cálculo a cuatro cuantos, fijando inicialmente el valor de epsilón y 

variando los parámetros 0... y b , hasta obtener un par de valores de 

ellos, que nos dieran un valor de la energía cercano .a un mínimo relativo. 

Con este par de valores, se procedió a obtenci/1aenergía 'crJmofu.úció11 de 

la frecuencia del oscilador. 

En los cálculos para ocho y doce cuantos, se supuso que los pará-

metros de correlación no dependÍan fuertemente del número de cuantos de 

la aproximación; razón por la que sólo analizamos regiones cercanas a los 

valores obtenidos para a. y b a cuatro cuantos, buscando aquellos val~. 

res que nos diera un rrúnimo en la energía para estos números de cuantos; 

obtenidos estos se vió la fonn.a como la energía depende la frecuencia. 

Como se ve, el problema variacional usando funciones correlacio-

nadas, es bastante complejo, ya qu.:; los valores para la energía del estado 

base dependen del número de cuantos, la frecuencia del oscilador, así co-

mo de los parámetros de correlación, los cuales es de suponerse que depet:!, 

den de la frecuencia y del número de cuantos; la primera dependencia fue 

ignorada en este trabajo. 

5. 2 Resultados . 

En nuestros cálculos usamos funciones de onda correlacionada de 

la forma: 

r 
•' 
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(5. 2) 

con un factor de correlación 

F ( <¡~) (5. 3) 

y 6 son los parámetros de correlación, con Cl dada en 

, en tanto que b es adimensional . 

Los potenciales que se estudiaron fueron Tl, T2 y E , comp~ 

rándose los resultados obtenidos en la base correlacionada (B. C.) con los 

obtenidos al usar la base no correlacionada del oscilador (B. O.). 

Denotaremos por E Nf:t ( f 1 ~) la curva de nivel de la energía, 

para un número de cuantos N , usando el potencial 'f y en la cual se 

está variando i;¡. que puede ser igual a cualquiera de los parámetros 

O.. , b ó E manteniéndose fijos los restantes. 

En el cálculo de la energía a cuatro cuantos, se obtiene que todas 

las curvas E.,i( 'f 1 b) alcanzan un núnimo para valor~s de b< 1 , que 

se encuentra debajo del valor que se obtiene con la B.O. (o...:o)·, para to-, 

dos los potenciales usados. 

Para b~ 1 las curvas E .i ( f 1 b) se encuentran arriba de la 

energía calculada con la B. O. en los potenciales T2 y E mientras que 

para el potencial Tl, el valor Óptimo de la energía se alcanza para ~~ 1 

Sólo mostramos (Fig. 5. 1) las curvas ~~E J b} ya que para los poten -
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dales restantes se obtiene un comportamiento cualitativamente similar. 

. De las curvas E.:¿ ( f 1<L) vemos que para <l.< lf mz. la energía 

calcul~~~ :·on la B. C. es mayor que con la B. O. ( 6-:: o) • notándose ade-

más que cuando b ~ 1 esta separación se hace mayor. 

decrece rápidamente hasta al--

ca.rizar un mínimo después del cual la energía es poco sensible al increme~ 

to de O.. (Fig. 5. 2). 

También mostramos los resultados obtenidos para valores muy P!:. 

que_íl.os de O.. (Fig. 5. 3), usando el potencial T2, en donde se observa que 

para b= 1 , la curva E.2 (T.t,o..) se aleja de la energía calculada con 

la B.O. cuando Cl-+O , la cual se debe a que en este caso "'f(r} tiende·a 

cero Y. nuestra base de funciones correlacionadas queda i_ndeterminada. 

Para ocho y doce cuantos, se observa que para pequen.os valores 
~ ' 

de Cl ( a. < 1 f ,.,-2.) , las curvas E'\ (Pi o..} y 

están arriba del valor obtenido usando la B.O., como se ve para el poten-

cial T2. (Fig. 5. 4). Para los potenciales E. y Tl se encontró un coro -

portamiento cualitativamente similar. 

De estos resultados vemos que, para , no es co~ 

veniente usar la técnica de correlaciones, en tanto que pára valores de 

mayores que esta técnica nos permite mejorar notablemente -

nuestros resultados. 

El comportamiento de las curvas 

es similar al descrito para E:¿ l f 1 b) 
: ' . 

tendal E las curvas y 

se encuentra que para el po-

están muy cerc~ 
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nas entre sí (Fig. 5. 5). 

En la Tabla III se muestran los valores Óptimos de los parámetros 

de correlación a cuatro, ocho y doce cuantos para los potenciales usados. 

Las curvas se obtuvieron usando estos valores pa-

ralos parámetros de correlación , excepto en el cálculo a ocho cuantos, 

en donde se usaron los valores Óptimos obtenidos para doce cuantos. 

Para los potenciales '1'1 y T2 a cuatro cuantos (Fig. 5.6), se en

contró que aún y cuando el uso de la B. C. no predice un estado ligado, si se 

logra una gran mejoría con respecto a los resultados que se obtienen cuando 

se usa la B.O., siendo ésto mas notorio para el potencial Tl. Los result~ 

dos para ocho cuantos muestran como el uso de la B. C. nos permite prede -

cir un estado débilmente ligado en ambos potenciales, para un valor de e 
menor que el predicho por el cálculo con la B. O. (Fig. 5. 7). En los resul

tados para doce cuantos notamos que la mejoría es menor que la lograda en 

los casos anteriores, siendo el potencial Tl el más sensible al uso de la -

B. C . , pero para ambos potenciales las curvas de energía obtenidas usando 

la B. C., están siempre por debajo de las correspondientes a la B. O. (Fig. 

5. 8); además, el mínimo se logra para valores más pequei'1os de €. en 

las curvas calculadas con la B . C . 

Los resultados más halagadores se obtuvieron para el potencial -

E , ya que a cuatro cuantos se obtiene un mínimo de la energía correl~ 

cionada igual a E-::. - 1. 8 Me V, en tanto que usando la B. O. se tiene un 

valor mínimo de E= - 1. 25 Me V (Fig. 5. 9). Para ocho y doce cuantos -
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:· - -.~· : •• ; J - '·" ':~ -- :·-•• ~ ' ,_: • '.· 

las curvas correspondientes a las B. C. Cfig. 5. 10)~ alcanzan su' iril.nimo' a 
<.~.;··._ ',. . . . ,-::_:,. . '.-:. 

un valor muy cerca.no al valor experimental (-2. 22 ''.Me'v);2;~y/é1i;e·~t~ poten-: 
.,-;·; 

cial la € para la cual se alcanza el mínimo en 111~ :c~~~i~~;~b~rel~Úo~a-

das es mayor que la correspondiente a la B. O. ·, .. :,,-,.· 

5.3 Potencial Efectivo. 

" '-· - ' .. '. : 

Corno hemos visto usar una base ele fuii~fones)orre.ii:i.ci.óhadas, com 

plica el problema matemá.ticalUente. :Es por esta razón que nos hacemos la 

siguiente pregunta : 

¿No sería posible obtener los mismos resultados logrados en la B. 

C. usando, en vez de un potencial fenomenológico '-lf~n. un potencial 

''efecti vo 11
, de la forma Vefl ::: [ 1 - ~ Uf-' ( - cl r,1., J} V.JQ.11 , 

pero usando la B. O. ? O, en otras palabras, nos preguntamos si la efecti-

vización lograda usando la B.C. • es equivalente a tener un hamiltoniano - -

"efectivo" de la forma: 

(5. 4) 

Para encontrar la respuesta a la pregunta anlerior, procedimos a 

buscar la pareja dé valores o<.. y (~ , para los cuales ambos métodos 

dieran los misrnns resultados. 

Como 

(5,. 5) 

'¡ ., 
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se puede encontrar fácilmente la matriz He.tf siendo sus elementos 

de matriz: 

(5. 6) 

Hay que tener en cuenta que se está trabajando con un ha.rniltoniano aclime!!_ 

sional, ya que ~eH es el hamiltoniano efectivo en unidades de rnc.t 

E 1 . - ) ( 5 8 (rl1 t't~~u,nn} esta'' n as expres10nes (o. li , 5. 7), ( . , }, ~ " 

definido como : 

este Último elemento de matriz se calcula fácilmente, ya que: 

.• . . ~~ 
t . ·,~ ... · 
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(n'l' t ~x.p(-ol r~) 'tt>-1 nQ) = 
(( 

:: L fl;..i.. Cn'a'lexp[-C~t-~cX.L.>..)r¿/E}lnO 
l == 1 

ó = 

(5. 1 O) 

Usando las expresiones anteriores se calculó la matriz H~tf , en la -

aproximación en que se toma solo un cierto número de cuantos, la cual fué 

diagonalizáda; .los eigenvalores obtenidos fueron comparados con el es pes:_ 

tro en el cual se encontraba el valor óptimo de la energía calculada usando 

las bases correlacionadas. 

A continuación se muestran los resultados obtenidos para el pote!!_ 

cial Tl, en la aproximación a cuatro cuantos. 
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Caso Correlacionado l. 631 13.845 15.384 37.839 49.000 
rJ.. f.i 

1. 25 0.8 1.648 13.683 15.385 37.629 47.658 
l. 3 0,8 l. 605 13.637 15.384 37.548 47.691 
1.15 1.0 l. 677 13.750 15.388 37.354 47.207 
l. 2 1.0 l. 610 13.678 15.385 37.215 47.247 
l. 2 l. 1 1.641 13.719 15.387 37.216 47 .148 
l. 25 1.1 l. 570 13.644 15.385 37.067 47 .184 
l. 25 1.2 1.643 13.721 15.387 37.219 47.134 
l. 3 l. 2 1.568 13.643 15.385 37.057 47.165 
l. 3 l. 3 1.681 13.757 15.389 37.361 47 .162 
l. 35 l. 3 1.604 13.676 15.386 37.185 47. 188 
l. 50 l. 5 1.702 13.757 15.389 37.639 47.374 
l. 55 l. 5 l. 628 13.682 15.386 37.457 47.383 
l. 65 l. 6 1.686 13.726 15.388 37.744 47.528 
l. 7 1,6 l. 616 13. 659 15. 386 37,569 47.528 
l. 85 l. 7 1.637 13.662 15.386 37.768 47.693 
l. 9 l. 7 . l. 574 13.600 15. 384 37,608 47.685 

Espectros de energía para el potencial efectivo a cuatro cuan tos. 

usando el potencial Tl. 

De la tabla anterior se observa que existe un gran número de pare-

jas ol y ~ que predicen aproximadamente el espectro obtenido.usando 

la base correlacionada, El mismo resultado se encontró para el potencial 

T2. Un detalle importante es que aún cuando el número de cuantos de la. -

aproximación aumente, la existencia de varias parejas de parámetros dé 

efecti vización sigue persistiendo. 

De lo anterior concluimos que no existe una relación biunívoca e!!_ 

tre el problema con la base correlacionada y aquél en que se usa un poten -

cial efectivo, sino que dado un par de parámetros de correlación O.. y b , 

les corresponde un conjunto de parámetros de efectivización <i.. y ~ 
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,i:.i de valores ex , pero pensarnos que el establect:rl~;~erádé 
gran importancia. El paso siguiente sería es~ucliar1a. dep~nd~Acia. de los 

parámetros de efectivización con los pai·iimetros deeor;el~dór1,, en otras 'i 

paJ.'3.~'ra;;, encontrar las funciones 

I!:sto nos perm1ti.ría calcular muyfácilrnente los eigenvalo1~es de 

energía ~orrelacionada usando funciones de'ondade oscilador .. 

Poh:ncial b 

E 

Tl 

4 0.4 

0.5 

Valores Óptimos de los pará."netros Q. y b , para los potenciales 

E, Tl y T2. 
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5. 4 Conclusiones. 

La 'Tabla III, muestra los valores Óptimos de los parámetros de co 

rreladón, para los potenciales usados en este trabajo. Se observa que el 

mejor valor de b , :;e encuentra alrededo'r de O. 5, en los potenciales E y 

T2, en tanto que para el potenctal Tl es O. 9; es notorio que el valor de e~ 

te parámetro es siempre menor que la unidad. Lo anterior indica que el -

usar un factor de correlación de la forma: 

(5. 10} 

no es apropiado en general, pues se deben averiguar otros valores de b 

menores que uno, ya que de otra forma el usar la técnica de funciones co

rrelacionadas puede resultar inútil, o bien sólo obtener ligeras mejorías. 

También se observa que el parámetro b , no depende fuertemeg_ 

te del número de cuantos, lo cual nos permite calcular el valor de este pa

rámetro para números bajos de cuantos, en donde los cálculos son mas Se!!_ 

cillas, y posteriormente hacer un análisis variacional pero sólo en los pa

rámetros a. y € 

Respecto al parámetro Cl , es importante notar que para valo -

res menores de 1 f "'-t, la técnica de funciones correlacionadas da resaj_ 

tados bastante desalentadores en todos los potenciales usados en este trab~ 

jo. Otro resultado importante es que la energía es poco sensible a cambios 

de este parámetro, para valores mayores que el valor Óptimo. 
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Nótese, que los valores Óplimos para l'.l. , se encuentran entre 

-2 -2 ' ' 2. 5 fm y 3. 5 fm , ademas el valor de este parametro uepende fuerte--

mente del número de cuantos, y esta dependencia varía de potencial a pote!.!_ 

cial; así en el potencial E, al aumentar el número de cuantos, el valor de 

este parámetro disminuye, en tanto que para el potencial Tl, crece al au-

mentar el número de cuantos; para el potencial T2, no se observa ninguna 

regularidad al aumentar el número de cuantos .. La Tabla IV nos muestra 

los resultados para la energía, cuando se usa la base correlacio~ada y la -

base del oscilador. 

Tabla IV 

. )?otenqial. No.·. Cuantos b 
- ___ .. --

-~---~ .. -. 
.. 4 24 -1. 25 3.5 0.4 29 -1. 8 

..... E 8 20 -1.42 2.5 0.5 28 -:.l.05 
. . . . 

.. 12. ·:_,,' t 17 -1. 46 2.5 0.5 28 -2 .15 

Tl :8 110 l. 67 3 0.9 80 - . 08 

i 
12 110 -o. 61 3 0.9 8U -1.2u 

T2 8 BO 0.1 3 o .'t 70 - . 35 

12 85 -1. 18 3 0.4 !.SO -1. 3¡3 

.·Es ~e refiere al valor de t pára el cual se encontró la óptima energía, 
. cuando se usó la B.O.; E.110 es el valor de esta energía en MeV;. a. yb 
~on los parámetros de correlación, el primero dado en fm -2 y el segundo 
es adimensional, € t es el valor de E: para el cual se logra la Óptima -
energía al usar la B. C , E.se se refiere al valor de esta energía en Me V. 
Los resultados para el potencial E, usando la B. O., se obtuvieron del tra
bajo de Yeh(7). 
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Vemos claramente como en todos los casos la energía obtenida, usando la 

B. C., está más cerca de la energía experimental, la cual es de -2. 22 -

Me V. De los potenciales usados, el potencial E es con el que se obtienen 

mejores resultados, así a 12 cuantos se logra un 96. 8 °lo de la energía de 

amarre . recuérdese que este potencial solo presenta parte central, y que 

la función de onda de prueba, tanto cuando se usó la B. O. como la B. C., 

sólo contiene onda S 

De los potenciales· propuestos por Tamagakl, se observa que es en 

el potencial Tl en donde logramos mejores resultados, logrando a 12 cuan-

tos un 57. 6 o/o de la energía de amarre ; el T2 fué el menos sensible al uso 

de correlaciones, lográndose un ü2. li o/o de la energía de amarre. 

Respecto al valor de € para el cual se logra el mínimo en el ca-

so correlacionado, es notorio que para los potenciales Tl y T2, ·este es -

menor en el caso correlacionado, en tanto que para el potencial E, ea ma-

yor en el caso correlacionado, Se ve que en este Último potencial, E e 

varía muy poco al aumentar el número de cuantos, en tanto que Es diami 

nuye notablemente. 

Creemos que sería Útil el usar este tipo de funciones de onda, en 

, 20) , 
problemas de 3 o mas cuerpos , as1 como ver los resultados que se ob--

tendrían en el modelo de capas
21 l, al usar esta base correlacionada. 

También es áe interés obtener ( y-itl) y Q. en las dos bases, 

para lo cual serían útiles las expresiones deducidas en los capítulos 2 y 4. 
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5. 5 Indlce de Figuras . 

Fig. 5;1: 

. Fig. 5 .2: 

Fig. 5, 3: 

Fig. 5_.4: 

Fig. 5.5: 

Fig. 5. o: 

Fig. 5. 7: 

Curvas de energía E,i(E 7 b} obtenidas usando la base de funci2_ 
nes correlacionadas a ..:uatro cuantos, con a.r-c:i'e. y E -=is 
para el potencial E. Nótese que el mínimo aparece en la curva 
correspondiente al valor a,:: :J, 5 fm -2 , parn O..-= Q se tiene 
la energía usando la B. O. 

Curvas de emergía E¡ ( E¡<l.) , para distintos valores de b , 
E : :Z 5 , para cuatro cuantos. Para b -::.o se tiene la ener 

gía correspondiente a la B. O .. Nótese el comportaTlLiento de la -
energía para pequeños valores de E. . Ei mínimo se obtiene 
para b:::o.'I y O..:: 3. 5 fm -2. 

Curvas de energía E~ ( T2. ,a.) para valores pequei'los de Q.. , 
con E:. =- ¡ 5 y los valores de b mostrados. Para b :. 1 
es el Úni<:o e.aso que la energía no está cerca del valor no co 
rrelacionado para µequ~nos vaiores ae O.. 

Curvas de energía E4<1i,<l.}, E, tT¡,a..) para ocho y ooce -
cuantos con \i.:.0.4 y '=:f.o , también se muestran las cur 
vas para b-::.IJ que corresponden a la energía E.4 {T:Z) y --

Etj (T:l.) calculada usando la B.O .• Véase que para - ··. 
~ < 1 -fm2. las curvas E'\ { n,~J y E,<n,o..) están arl'i 

ba de las curvas E.¡ (T~ l y E" (T2.) . 

Curvas de energía E. 4 {E, lo) y E., l E,~) para a.-::. a.5' fm-2
', 

E:. .:tS , para ocho y doce cuantos. También se muestran las 
curvas para Q.,,;Q que corresponde a usar la B.O .. Para -

<l. ..:.o. y b.,,, 1 no está definido el valor de la energía. El 
mínimo para ocho y doce cuantos se obtiene para h: 0,5 

' Comparación de las curvas de energía obtenidas usando la B. 
C. y la B. O. a cuatro cuantos para los potenciales T l y T2. 
E~ l T l) y E..i l T:t) son las curvas que se obtienen con la 

B.O.; E~\'T\ 1 6) con ll.= 2.5 fm-2 y ~-=o.q, E.~(T:i.,e.\ 
con Cl = 2. b fm-2 y \:. :0.4 , son las curvas que se obtic~ -
nen usando la B. C . 

Comparación de las curvas de energía obtenidas usando la B. 
C. y la B. O. a ocho (;Uantos para los potenciales T 1 yT2. 

E-t (TI) y E'l (Ti.) son las curvas obtenidas con la B. 
O.; E.4 (TI,~) , con Q,..:. 3 fm-2 y \,-:o,q , E.'4 l T~, E) 
con O. :: 3 fm - 2 y b ~0,4 , son las curvas obtenidas con la 
B.C. 



Fig. 5,tl: 

Fig. 5. 9: 

Fig. 5.10: 
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Comparación de las curvas de energía obtenidas usando la 
B. e. y la B. o. a llOCe cuantos para los potenciales T 1 y T2. 

E, (TI) y E(, (T¡} son las curvas obtenidas con la B. 
O.; E,lT1 1E.) con a..:::ifm-2y b-=.o,q, E"(T~ 1 f.) 
con a.:: 3 frn -2 y .b ::o,+ , son las curvas que se obtienen 
usando la B. C. 

Comparación de las cur\•as de energía calculadas con la B. O. 
y la B. C. a cuatro cuantos para el potencial E • E,i (E) es 
la curva para la B. O. y E.~~ E 1 e) con a.-: 3. 5 fm -2 y 

b::o.4 , es la curva para la B.C.. 

Comparación ele las curvas de energía calculadas con la B. O. 
y la B. C. a ocho y doce cuantos para el potencial E, E 4 ( E) 
y E." (El son las curvas correspondientes a la B.O. ; --

E 4 l E¡ E:) con O..= 2.Srrn-2 y ll-:o,5, E.6(E 1 E) 
con O..= 2. 5 fm -2 y },: o,5 , son las curvas para la B .C. 
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CONCLUSIONES 

Se ha demostrado lO) que al hacer un análisis variacional usando 

estados de oscilador y suponiendo un potencial central arbitrario V( r) , 

la mejoría en la energía de amarre ocurre cuando se incrementa el número 

de cuantos en cuatro. En este trabajo hemos encontrado un comportamiento 

cualitativamente similar para potenciales que contienen partes no centrales, 

con la diferencia de que para éstos logramos una mejoría apreciable al -

cambiar cie cero a dos cuantos, pero para números mayores de cuantos, la 

mejoría también se logra al aumentar en cuatro el número de cuantos. Es

to hace suponer que este comportamiento es independiente de que el poten

cial contenga partes no centrales. 

Hemos visto también que es inconveruente usar la base del oscila

dor para los potenciales propuestos por Tamagaki, ya que para poder obte

ner resultados satisfactorios se deben hacer cálculos con un número máxi

mo de cuantos muy grande. 

Encontramos que uno de los potenciales fenomenológicos usados 

(TI) predice para el deuterón una energía de amarre ligeramente mayor -

que la experimental, lo cual lo elimina como potencial razonable. 
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El usar una base de funciones de onda que tome en cuenta que la 

interacción nucleón -nucleón es repulsiva a cortas distancias y que además 

se puede construir fácilmente a partir de las funciones de oscilador, nos 

permite obtener mejores resultados para la energía de amarre. Así, para 

el potencial E, a 12 cuantos se obtiene un 8ti % de la energía experimental, 

en tanto que se obtiene 66 % usando la base de oscilador. 

Si el factor cie correlación es del tipo: 

encontramos que el valor Óptimo de b siempre es menor que la unid.ad, 

por lo que el proponer apriori b = 1 no es auecuado. El valor ue este 

parámetro depende muy poco del número de cuantos. 

Por Último encontramos que el valor Óptimo del parámetro Q. es 

cercano a 3 fm -2 , notándose que la e1~ergía es poco sensible a cambios en 

su valor, cuando Cl, está cerca oe su valor Óptimo. 

Por los resultados que hemos obtenido pensamos que el uso de b~ 

ses correlacionadas sería de gran utilidad al tratar el problema de pocos 

nucleones, dando el presente trabajo algunos criterios para obtener los va 

lores Óptimos de los parámetros de correlación. 
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