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INTRODUCCION

La principal motivacién para el presente estudio fue la necesidad de com-
prender los fenémenos de transferencia de calor en los flujos magneto-
hidrodinimicos (MHD]) que se presentan en diversas miquinas de induecidn,
particularinente en los generadotes MHD. E] diserfio de tales maquinas re-
guicre del conocimiento de los perfiles de teruperatura y los flujos de calor
cn los distintos modos de operacién del sistema.

El objetivo fundamental del trabajo es caracterizar la influencia de un
coeficiente de transferencia de calor finito en las paredes de un ducto MHD,
lo que matematicamente implica resolver la ecuacidén de la energia bajo
condiciones a la frontera de tercer tipo. Este probleina tiene relevancia
debido a que los trabajos anteriores sobre la transferencia de calor en ductos
MHD se habian centrado en resolver la ecuacion mencionada bajo condi-
ciones a la frontera de primer o segundo tipo, es decir, mantenjendo cons-
tantes las teiperaturas de las paredes (coeficiente de transferencia de calor
infinito) o iuponiendo un flujo de calor constante a través «de las mismas,
respectivamente, Sin embargo estas condiciones no siempre reproducen
adecuadamente la situacion real, por lo gque considerar un coeficiente de
transferencia de calor finito en las fronteras da la posibilidad de obtener
una descripeién mas realista del prolilema. :

Con ¢l fin de estructurar, en la medida de lo posible, un documento
autocontenido y ubicar al lector dentro del contexto general del problema,
se incluyen dos capituios preliminares. El primero establece las ecuaciones
del campo electromagnédtico y su incorporacion a las ecuaciones de balance
de un medio continuo, lo que da lugar a las ecuaciones fundamentales de la
MHD. Elsegundo describe los distintos modos de operacion de las maquinas
de induccidén asi como los principales fendmenos que se presentan en los flu-
jos MHD en canales; posteriormente se establece un modelo sencillo a partir
del flujo laminar de Hartmann que permite predecir el comportamiento de
las mdguinas mencionadas.

El wltimo capitulo contiene una revisidn bibliografica de los diferentes
autores que previamente habfan tratado el prolblema de la transferencia de
calor en ductos MHD. A continuacion se formula el problema v se resuelve
analiticamente la ecuacidn de balance de energia bajo condiciones a la fron-
tera de tercer tipo. Finalmente, partiendo de la solucién encontrada, se
lleva a cabo un estudio paramétrico con el objeto de determinar la influen-
cia de los diversos factores fisicos del sistema ¥, en particular, del coeficiente
de transferencia de calor de las fronteras, ilustrando griaficamante los per-
files de temperatura en el fluido y los flujos de calor a través de las paredes,
Cono casos limites se obtienen los resultados para condiciones a la frontera
de primer ¥ segundo tipo.



Capitulo 1

ECUACIONES
FUNDAMENTALES DE LA
MAGNETOHIDRODINAMI-
CA

1.1 Introduccién

La magnetohidrodindmica (MHD) estudia e] movimiento de un fluido con-
ductor de electricidad en presencia de un campo magnético. Aqui €l prob-
lema principal es que las corrientes eléctricas inducidas dentro del fluido en
movimivnto modifican el propio campo. ¥ el flujo de estas corrientes dentro
de! misino campo da lugar a fuerzas mecdnicas que modifican el movimiento
del fluido. El interés y la dificultad de la MHD se cifran precisainente en
esta interaccion campo-movimiento.

El estudio de la MHD abarca un amplio rango de fendémenos fisicos,
desde el flujo de metales liquidos en presencia de campos magnéticos hasta
plasmas interestelares. Cada tépico en particular presenta condiciones es-
pecificas que determinan el tratamiento del problema. Sin emhbargo, para
que ia MHD sca estrictamente aplicable, es necesario que las distancias ca-
racteristicas ¥ los intervalos de tiempo para el movimiento en cuestion sean
mucho mayores que la trayectoria libre media y el tiempo libre medio entre
colisiones de los portadores de carga. En otras palabras. la MHD trata
u} fluido desde un punto de vista maeroscdpico considerindolo como un
continuo susceptible de ser descrito en términos de propiedades locales, A
la aproximacisn del continuo o hidrodindmica se incorpora la hip6tesis del
equilibrio local, que perimite describir el estado del fluido en cada punto me-
diante pocas variables, relacionadas entre si de la misma forma que cuando
" el fluido se encuentra en equilibrio,

E! principal efecto de un campo magnético sobre un fluido conductor
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es, por una parte. el surgimiento de fuerzas de cucrpo sobre el fluido, ¥ por
otra, el intercambio de energia entre ¢l campo ¥ el fluido. En consecuencia
las ecuaciones ordinarias de la mecdnica de fluidos por si mismas yva no
son suficientes para dar una descripceidn adecuada del fendirieno cuando se
considera la interaccién electromagnética, v es necesario combinarlas con
las ecuaciones del campo electromagndtico a fin de obtener las ecuaciones
fundamentales que gobiernan el Hujo de un fluido conductor en presencia
de un campo magnético,

En ¢ste capitulo se establecen las ecuaciones fundamentales del campo
electromagnético que se utilizan posteriormente en la obtenciéon de las
ecuaciones de balance de un fluido conductor en presencia de un campo
magnético, Estas dltimas se simplifican mediante una aproximacion ade-
cuada v con ayuda de las ecuaciones constitutivas se cstablecen las ecua-
ciones que gobiernan los procesos disipativos en la MHD. Debido & que el
interds primordial del trabajo yace en las maquinas de induccion MHD que
operan con metales liquidos, las discusiones posteriores se centrardn en este
tipo de fluidos.

1.2 Ecuaciones del Campo Electromagnético

Las ecuaciones que gobiernan los fenmnenos clectromagnéticos son cono-
cidas como las ecuaciones de Maxwell. Dichas ecuaciones junto con la
ecuacién de Lorentz para la fuerza, establecen las interacciones fundamen-
tales del campo clectromagnético, gue se caracteriza pot los siguientes vee-
tores: intensidad de campo cléctrico E(r.t), induccién eléctrica D(F,1),
intensidad de campo magnético H(#.1). induccién magnética B(F, 1) y den-
sidad de corriente de conduceién J(F,t).

En +u forma diferencial las ecuaciones macruscépicas de Maxweli (en el
sisterna MKS) se expresan de la siguiente forma 1!

¥ .D = p,. (1.1)
. E. OB :
Vo E - 50 (1.2)
. - 8D .
 xH=J- 'é't—, (13)
y
V.B =0, (1.4)

'Los nimeros entre corchetes | | indican las referenciax al final del trabajo.




donde p. cs la densidad de carga eléctrica. Las raracteristicas del campo
clectromagnético en distintos medios materiales dependen de Ja estructura
de tales medios y su estado termodindmico. Por lo tanto las ecuaciones de
campo debien complementarse con relaciones entre los vectores de campo y
los pardametros caracteristicos del mnedio respectivo, conocidas como ecuna-
ciones constitutivas. En un medio homogdéneo e isotrépico en reposo dichas
ecuaciones en la aproximacion lineal. s¢ pueden expresar mnediante un mo-
delo simple, a saber

D . ¢E, B - ,uﬁ, (1.5)

donde ¢ v u son escalares conocidos como la permitividad eléctrica y la
permeabilidad magnética del medio, respectivamente. En general ¢ y p
podrian depender del estado termodindmico del medio, sin cimnbargo para
ja gran mayoria de los problemas tratados en MHD ¢ y ¢ pueden consid-
vrarse caonstantes. En particular, al trabajar con fluidos conductores (v.g.
metales liquidos, gases ¥ soluciones) es posible tomar como una muy buena
aproximacion g = jig, donde g ¢s la permeabilidad magnética en el vacio.
En algunos gases {en particular plasmas). la permitividad cléctrica ¢ cs
aproximadamente igual a la del vacio; sin cmbargo esta condicién no se
satisface en general para liguidos conductores (1§,

Otra ecuacién constitutiva muy comin es la llamada ley de Ohm que
cstablece una relicién entre la densidad de corriente J v la intensidad de
campo eléctrico 1-'?, ¥y en un medio en reposo se exXpresa como

J - oFE, (1.6)

donde ¢ es la conductividad eléctrica del medio, la cual en una buena
aproximmacidn pucde suponerse constante. Esta ley dnicamente es valida
para meudios lineales homogéneos ¢ isotrépicos, ¥ al establecer una relacién
local entre la corriente y el campo se supone que la densidad de corriente
en un punto del conductor depende sélo del campo en cse punto. Esto a su
vez presupone que la trayectoria libre media de los clectrones es pequena
comparada con las distancias sobre las cuales el campo cambia apreciable-
mente. La ecuacion (1.6} no incluye el efecto del campo magnético sobre la
distribucién de corricntes, conocido como efecto Hall que puede suponerse
despreciable al tratar el flujo de metales liquidos en campos magnéticos.
Este efccto puede ser de importancia en algunos prohleinas de fisica de
plasmas [6.35,36,37.

Las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante un grupo de trans-
formaciones conocido como grupo de Lorentz, lo cual implica que dichas
ecuaciones tamnbién son vidlidas en medios en movimiento uniforme. Para
obtener una descripeion adecuada de las cantidades del campo electro-
magnético vistas por observadores en distintos sistemas inerciales de re-



ferencin, es necesario combinar las tran-furmaciones de Lorentz con las
ecuaciones de Maxwell '1}. Las ecuaciones constitutivas (1.5) y (1.6) son
validas dnicamente en el sistema en reposo (5.e. e} sistemna respecto al cual
el fluido se encuentra en reposo), ¥ en consccuencia es necesario utilizar las
transforinaciones para las cantidades de campo para obtener su expresion
en el sistemna de laboratorio (1f.e. el sistema respecto al cnal el fluido se
desplaza con velocidad v) . En su forma completa tales ecuaciones resul-
tan complicadas [2]. sin cmbargo en la aproximacién no relativista y para
los problemnas tratados en MHD {en mecdios isotrépicos lineales), pueden
utilizar=e en la siguiente forma simple:

D =¢E, (1.7)
B =uH, (1.8)
J-'—" O'(E_: U ﬁ) -~ P.U, (19)

donde shora todas las cantidadces estin referidas al sistema de laboratorio.
El término p,¢ de la ecuacién (1.9) se denomina corriente de conveccién.

Un medio conductor en movimiento en cuyo interior se encuentra un
campo clectromagnético, se ve influido por la presencia de dicho campo.
Para escribir la ecuacién de inovimiento del medio desde un punto de vista
newtoniano, se debe expresar la accion del campoe mediante una densidad
de fuerza, La ley de Lorentz para la fuerza electromagnética da la fucrza
sobre una particula con carga cléctrica g bajo la accién de un campo elec-
tromagnetico

F . q(E =9~ B). (1.10)
La ecuacién (1.10} ¢s una expresidn vilida en cualguier sistema, siendo
# la velocidad de lz particula con respecto a dicho sistema y £ ¥ B son
los eampos locales vistos por un observador en el mismo sistema. Para un
medio continuo que contenga particulas cargadas, la densidad de carga estd
dada por
La o
= &a 9 111

Pe AV ( 1 )
donde g, son las cargas de las diversas particulas en el volumen AV, que es
pequeno comparado con las diinensiones del problema, pero grande com-
parado con las distancias entre las particulas cargadas. De la misma manera
se define la densidad de corriente como

F_Ya e Ga g

- wedlele, (1.12)
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donde 1T, es la velocidad de la particula de clase a. T'nmnrc'h. paraun nwdio
continuo con densidad de carga p, ¥ densidad de corriente J la ecuacian
(1.10) se transforma en la densidad de fuerza

f=nE +Jx B. (1.13)
En ¢l caso no relativista se puede considerar comno nna buena aproximacion
que la densidad de fuerza electromagnética es invariante ante un cambio
de sistema inercial de referencia, Formalinente, para probar la validez de
la ecnacién (1.13) para medios en movimiento, se rlcbé'm__)'t.ar'que dicha
ecuucién representa la parte espacial de la expresion covariante

[ = JaFsa. (1.14)

siendo J3 el cuadrivector de corriente ¥ 3, el tensor’ de campo electromng-
nético 13, y donde se ha utilizado la convencién de que indices repetidos
indican suma. Con ayuda de las ccuaciones de Maxwell ¥ las cenaciones
constitutivas (1.7) ¥ {(1.8), las componentes de la densidad de fuerza clec-
tromagnética se pucden expresar en la forma 12,41

dg; 9T, k

T B, -2 1.15
(prE J B) a' Brk ( 1-’)
donde
§=DxB (1.16)
se define como la densidad de momento electromagndético v
Tix = D;Ey -+ BiHy - 6.&2'(D-E*B-H), (1.17)

es el tensor de esfuerzos de Maxwell.

1.3 Ecuaciones de Balance de la Magneto-
hidrodindmica

Balance de Masa

Sea p = p(7.1) la densidad de masa del fluido ¥ ¥ = ¥(F.1) ¢l campo
de velocidades del misme. En su forma integral la ecuacion de balence de
masa establece que

d
a—ij;_pdV =0 (1.18)

donde dV es el elemento de voluinen ocupado por el fluido. Con ayuda del
teorema de transporte de Reynolds {5: 1a ecuacién (1.18) puede expresarse
en la forma



dp
-2 = pV . F)dV =0,
| fLEE 7)
_dohde V es un volumen que s¢ desplaza junto con ¢l fluido y d,dt denota
la derivada material dada por

d a -
—= - TV . 1.19
R di = o (1.19)

~Puesto que el integrando es nna funcién continua v ¢l volumen de inte-
- gracion es arbitrario, se tiene que

dp i

e — gV T - .
| , 3 ~ PV -0 (1.20)

“Utilizando {1:19), la ecuacién (1.20) se puede reescribir en la forma

ap -
a—— T e . 2
3 v . (1.21)
donde el vector

J=pv (1.22)

se conoce como la densidad de flujo de masa. Su direccidn es la del
movimicento del fiuido mientras que su magnitud es igual a la masa de
Auido gue atraviesa por unidad de tiempo un drea unitaria perpendicular
a la velocidad. Como pucde observarse la ccuacion de balance de masa no
se ve alierada por la interaccion clectromagnética.

Balance de Mumento Lineal
La ecuacién de balance de momento en su forma integral es la siguiente

d Y U e
5 vad\ --/;r it da j:'fdt . (1.23)

La integral de superficie del lado derecho considera las fuerzas de superficie
que se presentan en el fluido, donde § es el tensor de esfuerzos mecanico
y 7 es un vector unitario normal a la superficie. La segunda integral del
lado derecho toma en cuenta las fuerzas de cuerpo que actian sobre el
fluido, siendo f la densidad de fuerza de cuerpo. Mediante el teorema de

transporte de Reynolds ¥ la ecuacion de halance de masa {1.20), se obtiene

d oy de .
2 . oot _fvp-a-t- dv, (1.24)
mientras que, utilizando ¢l teorema de Gauss, se ticne que
f%-ﬁda:/ T.EdV. (1.25)
s v

8



- Sustituyendo (1.24) y (1.25) en la ccuacién (1.23) sc obtiene la forma dife-
rencial de la ecuacién de halance de momento lineal, es decir

dv

o

El efecto del campo electromagndtico se incorpora a travds de la fuerza

de Lorentz (1.13), que se puede entender como una fuerza de cuerpo. De

modo que para un fltido conductor que se desplaza en un campo magnético

la ecuacién de balance de momento toma la forma
dv .. - ~

pd-’-=v-.-—.—p,E+unoH. (1.27)

dondec se ha utilizado la ecuacidn (1.8) haciendo i := jio. Recordando que la

densidad de fuerza electroinagnética se puede expresar mediante la ecuacién

(1.15) y utilizando la ecuacién de balance de masa, la ecuacién {1.27) se
puede reescribir en la forma ’

=V.F+f. (1.26)

oG .
of AU | (1.28)
donde
G~pttg (1.20)

cs la densidad de mnomento total del «istema fluido-campo electromagnético.
y el vector § esta dado por (1.16}, mientras que

“ik pt‘,v‘. = Tik — _'I'.-* (130)
es ¢l tensor de densidad de flujo de momento total del sistema. Si 4 es
un vector unitario norimal al clemento de superficie da, entonces Il,  nx es
el flujo de la i-ésima componente del momento lineal a través de dicho
elemento.

Balance de Energia
Bajo la hipdtesis de equilibtio local, la forma integral de la ecuacién de
balance de la cnorgia es la siguiente

d < v = 7. h F - T ida - F.Edv
s fote+iyav == [ Goidas [(F-0)-7daw [ T Eav. (131)

El miembro izquierdo de la ecuacion (1.31) representa la tasa de cambio
temporal de la energia contenida en el volumen V. donde pe y pv?/2 son
las densidades de energia interna y cinética respectivamente. El primer
término del miembro derecho representa la transferencia de calor por con-
duccién térmica debida a la diferencia de temperaturas en e) fluido, donde

9



¢ denota al flujo de calor, Este término indica e¢émo fuye el calor en la
superficie del volumen V. El segundo término del lado derecho representa
el flujo de enecrgia a través de la superficie, tanto por transporte de masa
como por procesos de friccion interna. Eliltiimo término representa la tasa
de cambio temporal a la cual el campo electromagnético hace trabajo so-
bre el volumen de fluido V [3. Esta potencia representa una conversion
de encrufa electrornagndtica en energia mecdnica o térmica, como se verd
posteriormente.

Utilizando el tcorema de transporte de Reynolds v la ecuacién de ba-
lance de masa se tiene

d 12 dez 1de?
—_ -—— S = v - —
dt.[vp(eJ"z)d‘ fr”(dt R TRAME

y del teorema de Gauss se sigue que

fq nda fV qd‘l’

L ﬁ')-nda-—/V (7 v}dl

de donde la ecuacién {1.31) pucde ewcprosarqe en la b:gumnte forma diferen-
cial

dz | ldi?
P+ 2 ) _
Sustituyendo en esta ecuacion el campo cléctrico ohtenido de la ley de Ohm
(1.9) al despreciar la corriente de conveccidn® p, v se obtiene una ecuacién
que 1mnuestra mas claramente cl intercambio de energia entre el fluido ¥ el
campo clectremagnético, cs decir

= -V (F-5) - T-E. (1.32)

ds  1drv? . - T T i
p(d'{'r'é‘at— ——V-q—\"-(. ‘l-'}"'(J- B)'l - —t;-. (1.33)

Los dos 1iltimos términos del lado derecho de (1.33) representan el inter-
cambio de energia efectuado entre el campo y el fluido. E] primero de ellos
representa la conversion de energia electromecanica, es decir. es la tasa a
la cual la fuerza electromagnética hace trabajo sobre el conductor creando
energia cinética o ayudande a vencer otras fuerzas. El segundo términa
da la energia perdida por disipacién dhinica al fluir corrientes eléctricas o
través del conductor,

?Esta aproxlmac:on es vilida en 7 la mayotia de los problemas en MHD ¥ se justificar-
en a siguiente seccién

10



Con ayuda de las ecuaciones de \‘Iax\wll el téraino J + E se puede
reescribir en la forma 13]
- = = 6..: '
J. -V-5- = .
E= §- 3+ (1.34)
donde

S=ExH (1.35)
cs la densidad de flujo de encrgia clectromagnética, conocida como el vector
de Poynting y

1, = = -
w= s(B-E+ B-H) (1.36)

es la densidad de energfa electromagnédtica. La ecuacién (1.34) se conoce
como el teorema de Poynting y establece un balance de la energia electro-
mugnetica.

Utilizando las ecuaciones de balance de masa ¥y momento junto con
(1.34) la ecuacién de halance de energia (1.32) se puede escribir en la forma

oW .
. = —v- .. .
o A (1.37)
donde
. - 4L l-.: 1 = = . 7] ¥ - N
Wep(s+ ) - S(D-E- B H) (1.38)

es a densidad de energia total del sistema, mientras que

K = pi(e + l:;-) -f.F-¢g-E»H. (1.39)

es la densidad de flujo total de energia. La interpretacién de la ecuacion
(1.37) es mds evidente cuando se expresa en la forma integral

d . ;.
a'?fv war - - [ Koide. {1.40)

Entonces el cambio en la energia del sistema contenida en el volumen V
es igual al fiujo de cnergia a través de la superficie que encierra a dicho
volumen. :

En resumen, las ecuaciones fundamentales que gobiernan el flujo de un
fluide eléctricamente conductor en un campo magnético, estin dadas por
las ecuaciones de balance (1.20), (1.27) ¥ {1.32), que en su forma compacta
se eXpresan ¢omno



g =~V
,..A-':-:L_‘.'_._ R
ar TV K

Estas ecuaciones involucran derivadas de los campos E. D, B vy H,
de modo que deben complementarse con las ecunaciones de Maxwell que
relacionan cstas derivadas. Sin eimbargo éste atin no és un sistema completo
de ecuaciones ya que cs necesario incluir ecuaciones constitutivas para la
densidad de corriente, el tensor de osfuerzos mecanico, el flujo de calor, etc.

1.4 Aproximaciéh Magnetohidrodinamica

En esencin. la aproximacion MHD se basa en Ias signicntes suposiciones: a)
la velocidad del fluido ¢s mucho menor que la velocidad de la luz (aprox-
imacion no relativista. 7 < ¢*): b) los flujos ticnen Iugar en campos
magndéticos cuasi-estacionarios o a bajas frecnencias. y ¢) los camnpos eléctricos
son del orden de magnitud de la fean. inducida ¥ + B,

Con cestas suposiciones se pueden incluir simplificaciones adicionales en
las ecnaciones que gobiernan el movimiento de un fluide conductor en un
campo magnédético. Primeramente. en esta aproximacion, se desprecia la
corriente de desplazamiento de Maxwell. Esta ¢s una aproxiinacion que co-
muniente se hace en cualquier problemna de electromagnetismo donde no
intervienen oscilaciones de alta frecuencia. Fisieamnente lo que se estd des-
preciando es el proceso de acminulacion o redistribueitn de eargus celéctricas,
Sin embhargo esto no quicre decir que los efectos electrostiticos debidos a
la acumulacidn de cargas no scan importantes.

En la mayona de los problemas de flujos de metales liquidos en cam-
pos magnéticos, es comin que la magnitud de los términos E y & » B
sca del mismo orden {1'. lo que fisicatnente quicre decir que los campos
cléctricos ~on del orden de magnitud de los cfectos inducidos; esto equivale
a suponer que ¢l campo magnético inducido ¢s imicho menor que ¢l campo
magnético aplicado. Realizando esta suposicidn sc establece la invarian-
cia del camupo magnético en los distintos sistemas de referencia. Por otra
parte. obteniendo el cociente de la mapnitud de los términos p,E yJxB
que aparecen en la fuerza de Lorentz, y suponiendo que | E =| U x B
se encuentra que dicho cociente es de orden v?/c®, por lo que ¢l término
cléctrico en la fuerza de Lorentz resulta despreciable. Una consideracién
similar se puede llevar a cabo para comparar los términos p.0 v J de la
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densidad de corriente, encontrandase que la corrwnte convect:va os despre-
ciable en esta aproximacion; por cnnﬂlgmentt& la corrwnte de rnndmnnn
J se toma como la corriente total. Lo anterior irae como consecuencia que
la densidad de corriente no cambia ante una: transformaczon de sistema de
referencia. A su vez la parte cléctrica d('l tensor de’csfuerzos de Maxwell v
de la densidad de energia pueden omitirse bujo’ esta aproximacidn. Incluir
estas cantidades en el tratamiento de un prol)l ma dado Hevaria vinicamente
a considerar correcciones de orden v?/¢2, que en la préctica son completa-
mente despreciables. Un andlisis dotallado de los:érdenes de magnitud de
las cantidades anteriores puede encontrarse en- '1] v T

Con estas aproximaciones las ccuanone'.-. dcl campo clectromagnético en
un conductor en movimiento son R

(1.41)

(1.42)

¥ T

v-B=0 (1.43)
donde se ha incluido la ley de Ohin en la ecuarién (1.42). De esta ecuacién
se siguc la condicién V - J = 0. que equivale a despreciar la corriente de
dosplazamicnto. En csta aproximacién es apropiado ignorar la ecuacién
de la conservacién de la carga eléetrica {1.1), ya que el cainpo e¢léctrico
ostd commpletamente determinado por las ecuaciones rotacionales y la ley
de Ohm, En s mismea. Ja disiribucion de cargas no es de interés en MHD,
sin embargo s importante notar que no s¢ csta afirmando que V - E = 0.
Por otra parte. al flespreciar la corriente de desplazamiento las ccuaciones
(1.41)-(1.43) pierden su invariancia ante transforinaciones de Lorentz, con-
servando finicamente la invariancia galileana, Esto no causa ningin pro-
blema ya qgue las ecnaciones de la mecdnica de fluidos son ecuaciones no
relativistas de modo que el conjunto de ecuaciones MHD mantendrd el
mismo cardcter. B

Expresando E en términos de H por medio de la ecuacién (1.42). susti-

tuyendo en (1.41) y utilizando la ecuacion constitutiva (1.8} con p = yy se
obtienen las ecuaciones que satisface la intensidad de campo magnético

OH - - s

aj—{ =V {fx H) -~ v, V°H, (1.44)
t

C.H=0. (1.45)

donde v, = 1/ouy se conoce como la difusividad magnética. Dependiendo
del valor de la conductividad del fluido, en la ecuacién (1.44). dominarid el
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término convectivo V x (i x H) si la conductividad es alta o el térinino
difusivo 1, V*H si la conductividad es baja.

1.5 DProcesos Disipativos y Transferencia de
Calor en la Magnetoliidrodinamica

En esta seeeidn se hace una descripeidn general de los procesos disipativos
en MHD. mencionando algunas de sus aplicaciones practicas y los distin-
tos enfoques de deseripeidn: posteriorinente se establecen las ccnaciones
fundamentales que gobiernan tales procesos en el caso de metales liquidos.

Desde un punto de vista practico, el interds por el estudio de los fenémenos
de transferencia de calor y masa en campos magnéticos ha surgido funda-
mentalmente en relacién a las aplicaciones en «istemas de enfriamiento con
metales liquidos en rcactores termonucleares (8, asi como en sistemas de
conversion de energia térmica en energia cléctrica tales como los gener-
adores MHD {9!. Aunados a estas aplicaciones existen problemas en los
gue son necesarios campos mnagnéticos para el control de ciertos procesos
en ingenieria quimica, metalurgia, m.:unomqumuca v otras ramnas de la
ciencia ¥ la tecnologia.

El analisis general de los fenémenos de tr.m-i'ort‘ncm de calor ¥ masa se
puede realizar en base a la termodindmica de procesos irrever<iblesi10. Tal
analisis dcja claro que las caracteristicas de los procesos de transferencia
de calor ¥ masa en presencia de campos externos en mnateriales isotrépicos,
se manifiestan csencialmente de dos mwaneras. En primer lugar a travds
del cfecto de nuevas fucrzas de cuerpo ¥ la presencia de nuevos mecanis-
mos para la conversion y disipacidn de energia, ¥ en segundo mediante
In accion de nuevas fuerzas termodindimicas. Todas las nuevas fuerzas de
volumen que afectan la hidrodindinica del Hlujo pertenecen al primer tipo
de frndimenos: la fuerza clectrostitica debida a la interaccidn de la carga
espacial con el campo eléetrica, las fucrzas ocasionadas por la interaccion
entre las corrientes conductivas v el campo magnético v las fuerzas debidas
a la interaecion entre los momentos eléctricos ¥ magnéticos internos con los
campos eléciricos ¥ magneéticos externos. Junto con estas fuerzas existen
nuevos fenamenos que influyen t1érmicamente en ¢l sistema. tales como los
cfectos electro- ¥ magnetocaldricos, ¥ el calentamiento del medio por efecto
Joule que consiste en que parte de la energia cs disipada por las corrientes
inducidas que atraviesan el fluido. En el segundo tipo de fendmenos se
encuentran los efectos de sedimentacion eléctrica v magnética en sistemas
polarizables y los fendémenos de migracion eléctrica durante la difusion de
componentes cargados 8],

Cominmente en las leyes de Fourier y Fick en lu aproximacidn isotrépica
se toman en cuenta dinicamente efectos directos. Sin etnbargo, bajo una for-
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mulacidn rigurosa del problema, en presencia de un campo clectromagnético
existe una gran cantidad de efectos cruzados. En tal caso los coeficientes
de transporte (conductividad térmica y cléctrica; viscosidad, difusividad
térmica, etc.). que son cscalares en la aproximacién isotrépica, se trans-
forman en cantidades tensoriales v son los responsables de la aparicién de
anisotropfas en las propiedades de transporte con respecto a la direccidn
del campo. Aunque practicainente no oxisten resultados experimentales
sobre los cocficientos de transporte apropiados para tales procesos, estima-
ciones burdas muestran que ¢l cfecto deé la mayoria de estos fenémenos es
despreciable ¥ no es necesario considerarlos en los problemas de transfer-
encia de ealor y masa por conveccidn [8‘ ‘La 1inica excepeidn os el efecto
Hall que on algnunos casos puede ser de importancia tanto desde el punto
de vista hidrodindmico como de transferencia de calor y masa para gases
ionizados afectados por interacciones MHD. Por otra parte, en un fluido
incompresible eléctricamente conductor {(v.g. metales liquidos, soluciones
electroliticas) los efectos de polarizacién cléctrica comuninente tienen una
influencia despreciable. El efecto del campo magnético en la transferencia
de calor en tales medios se manifiesta como. efectos viscosos mediante la
redistribucién de las velocidades de flujo, oc:is‘iq_g_mda por la interaccion del
campo magndtico y las corrientes inducidas 'y a travds del ealentamiento de
Joule en el fluido. Desde el punto de vista h:drmhnamscn, la disipacién de
Joule tiene un efecto notable en la estabilidad del flujo, pues se presenta
un amnortiguamiento miis ripido de las perturhanoncu que cn casos donde
inicamente prevalece lu disipacian viscosa.

Incluir efecros disipativos en la mecéanica de ﬁmdoa ordinaria significa
fundamentalmente tomnar en cuenta la \'1sco-1dad del mnedio ¥ la conduccidn
de calor. Enun fluido isotrépico cstos efectos estdn gobernados por tres can-
tidades, a saber dos cocficientes de viscosidad ¥ la conductividad térmica,
que en general pueden depender del estado termodinamico del sistema,
Aungue en principio la pérdida de isotropia introducida por el campo
magnético tiene como consecuencia que el nunero de pardmetros necesa-
rios pura describir los procesos disipativos en MHD sea considerablemente
mayor que en la mecanica de fluidos ordinaria. para el finjo de metales
ligquides en tales campos se puede considerar una buena aproximacion el
que todos los coeficientes cindticos son constantes a través del medio., y en
particular independientes de la magnitud y direccion del campo magnético.
En estas circunstancias sélo ¢s necesario anadir la conductividad eléctrica
o, a los coeficientes de viscosidad ¥ a la conductividad térmica.

Ya que los metales liguidos presentan un comportamiento esencialmente
newtoniano e incompresible, Ia ecuacién de balance de masa (1.20} toma la
forma

T.i=0, {1.46)



mientras que la ecuacién de balance de momento (1.27) para procesos disi-
pativos en MHD se convierte en {11]

dv

Pdt

donde 5 es el coeficiente de viscosidad dindmica y se ha hecho uso de la

ecuacidén {1.42) para cscribir la densidad de corriente. Esta es la ecnacién
de Navier-Stokes en MHD,

Con ayuda de las ecuaciones de balance de masa ¥ momento y algunas
relaciones termodinimicas es posible expresar el balance de energia {1.32)
(dentro de 1a aproximacion MHDY), en una ecuacién con un sentido fisico
mads claro 11}, a saber

= —Vp+nV?F~ uH % (V x H), (1.47)

ds - ” 1 - )
pT (5E+u.v.s) =7 V0+ VT + -(V x H)? (1.48)
c
donde s es la entropia por unidad de masa de! fluido, 7' el tensor de esfuerzos
viscoso [5] y ademais se ha incorporado la ecuacién constitutiva més comin
que relaciona el flujo de calor § con el gradiente del campo de temperatura
T, conocida como la ecuacidn de Fourier, dada por

§d=—kVT, (1.49)

donde & es la conductividad térmica del medio.

La ecuacidén (1.48) es la ecuacién de transferencia de calor en MHD; el
tado izquierdo de esta ecuacién representa el calor generado por unidad de
tiempo y volumen en un elemento de fluido en movimiento, mientras que
el lado derecho representa la disipacién de energia por unidad de tiempo y
volumen, debido a la viscosidad, la conduccidén térmica y el calor de Joule,
respectivamente.

16



Capitulo 2

FLUJO MAGNETOHIDRO-
DINAMICO EN
CANALES

2.1 Introduccion

Este cepitulo presenta los principales resultados clasicos referentes al flujo
de metales liquidos en canales MHD. incorporando algunos conceptos ¥y ex-
presiones matemdticas que son de utilidad en el capitulo 3. Se describen
los diversos modos de operacidon de una mdquina de induccién MHD, al
ignal que el cfecto Hartmann caracteristico de este tipo de flujos. Poste-
riormente se¢ ostudia el Aujo de Hartinann, en base al cual se establece un
modelo sencillo que permite predecir el comportamiento de las miquinas
mencionadas, endonde se encuentra la principal aplicacién de este trabajo.

2.2 Maquinas de Induccién : Efecto Hart-
mann

En esta seccién se analizan de manera cualitativa ¥y con cierto grado de
sirnplificacién los principales fenémenos dindmicos que se presentan en los
flujos MHD en canales. Considérese un canal con la estructura tipica de
una mdaquina MHD, es decir, un ducto rectangular suficientemente largo
colocado en un campo magnético transversal uniforme con una induceién
B,, a través del cual se desplaza un metal liquido con un flujo laminar en
estado permanente. Las parcdes del ducto perpendiculares al campo tienen
una longitud 2b y se suponen no conductoras de la electricidad mientras que
las paredes paralelas al campo se consideran conductores ideales de anchura
2¢ haciendo un contacto eléctrico perfecto con el fluido. La suposicién
adicional b - a permite considerar al flujo plano ¥ paralelo. La figura (2.1)
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Figura 2.1: Seccidn transversal de una maquina MHD tipica

niucstra un corte transversal del canal descrito anteriormente.

La fuerza de Lorentz F = ¢ » By actia sobre una carga eléctrica ¢
inmersa en el fluido en movimiento en direccién prependicular tanto a la
velocidad local ¢ del fluido como al campo magnético By. Esta fuerza
induce una separacion de cargas quc establece un campo clectrostatico Ey
en consecuencia se produce una diferencia de potencial entre las paredes z =
+b v =z = —b. El campo electrostiatico se opone a la fuerza electromotriz
(f.e.m.) inducida # x By y en el caso de circuito abierto, es decir, cuando
no existe una trayectoria externa para la corriente, eventualmente ambos
campos llegan a igualarse quedando equilibrada la tendencia a la separacién
de carge y evitandose un flujo de corriente posterior (fig.(2.2.a)).

La intensidad del campo electrostéiticoe E puede reducirse conectando
a los electrodos una carga externa {fig.{2.2.b)); en estas condiciones se
presenta un flujo restringido de clectrones desde el electrodo negativo hasta
el positivo a través del fluido, regresando al electrodo negativo via la carga
externa. La fuerza de arrastre que actia sobre los electrones es igual a la
diferencia entre la f.e.m. inducida y el campo electrostitico y se conoce
como f.e.m. total. El valor real de la f.e.m. total depende claramente del
valor de E que a su vez depende de la resistencia 6hmica total del circuito.

Si la resistencia externa se reduce a cero (fig.(2.2.c)) existird un flujo
irrestricto de electrones desde el electrodo negativo hasta el positivo y nue-
vamente al negativo. En este caso el campo electrostitico es cero pues no
Se presenta ninguna distribucion estdtica de cargas (corto circuito).

La densidad de corriente en el fluido puede calcularse a partir de la ley
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Figura 2.2: Flujo de un metal liquido en un ducto colocado en un campo
magnético transversal
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de Ohm (1.42)

J: = a(E: + v;By). (2.1)

donde los subindices z y 7 indican las componente: de la densidad de co-
rriente, del campo electrostitico v de la velocidad a lo largo de tales ejes
coordenadas. Cuando no existe trayectoria externa para la corriente, la
integral de la ecuacion (2.1) sobre la seccién transversal del ducto debe ser
cero, de modo que

f_ " (E: »v:Bo)dy = 0. (2.2)

Se pucde suponer ademas que en la superficie de un conductor ideal el
campo cléctrico tiene la misma intensidad en cada punto y puesto que el
flujo es plano y paralelo, en las capas de fluido adyacentes a una cara dada
el campo tendrid también la misma intensidad manteniéndaose uniforme a
través del fluido. De {2.2) se tiene entonces que

1 o '
F——g— - u — -—" .
E, (2a f v dy) Be By, (2.3)

donde V,, es la velocidad media del flujo. De esta forma la densidad de
corricnte s¢ expresa ¢omo

J: = oBg(v: — Vin). (2.4)

De la expresién anterior se observa que en el centro del flujo donde v, > Vi,
la corriente fluye en una dircceidn mientras que cerca de las paredes donde
r; < ¥, la corriente fluye en direccidén opuesta..

En el capitulo anterior se nenciond que uno de los principales efectos de
la interaccidn del campo magnético ¥ el fluido conductor es el surgimiento de
fucrzas de cuerpo que actian sobre el fluido. Estas fuerzas son producidas
por la interaccién de las corrientes inducidas con el campo magnético y se
expresan en la forma (1.13). En el problema que se esta analizando, la
fuerza magnética predominante viene dada por

f2 = Jd,By = B3 (v: — V). (2.5)

Esta fuerza se opone al movimiento del liquido en el centro del flujo (f, > 0).
mientras que en las capas de fluido cercanas a las paredes se presenta un_
efecto opuesto. Ya que sobre la pared v; = 0, la existencia de una fuerza
J: < 0 en capas de fluido cercanas a la pared en un flujo con velocidad
media constante, incrementars el gradiente de velocidades, ocasionando un
aumento en la friccion en las paredes. La fuerza magnética total en cada
seccién del ducto es cero ya que la corriente eléctrica total es cero. Este
conjunto de fenémenos se conoce como efecto Hartmann [14].
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Cuando las corrientes inducidas son de gran magnitud, los campos
magnéticos autoinducidos pueden distorsionar significativamente ¢l campo
aplicado. Esto ocurre en un fluido con una alta conductividad o en un flujo
a grandes velocidades con dimensiones de flujo caracteristicas muy grandes.

Silas caras z = b estédn interconectadas a travds de un circuito eléctrico
externo, se obtiene una mdquina MHD tipica. Si se coloca un voltimetro
entre los electrodos, éste actuard como una rosistencia infinita (circuito
abicrto, fig.(2.2.a)) ¥ midiendo la diferencia de potencial resultante puede
caleularse la velocidad media del flujo. Cuando se suministra energia
eléetrica al fuido, este arreglo representa una bomba o vilvula, ya que
Ia fuerza magnética producida empuja al fluido. Por otra parte, cuando se
obtiene cnergia eléctrica del movimiento del fluido, el sistema funciona como
un generador. En este caso la integral de corriente sobre la seceidn transver-
sal ya no cs cero, de modo que la fuerza total de frenamiento tampoco es
cero. Por consiguiente para mantener un flujo con velocidad nedia con-
stante, debe incrementarse el gradiente longitudinal de presién, en primer
lugar para vencer a las fuerzas de cuerpo magnéticas que desaccleran el
flujo ¥ en segundo lugar para compensar las fuerzas de friccién sobre las
paredes, que son mayores gue en flujos sin campo magnético.

2.3 Flujo de Hartmann

El flujo de Hartmann es el andloge en MHD del flujo de Poiseille en la
mecanica de fluidos ordinaria. El nornbre hace alusion a J. Hartamnn
[12.13) quien en 1937 rcalizé los primeros trabajos serios teéricos y ex-
petimentales sobre el flujo de metales liquidos en presencia de campos
magnéticos. Este problema tiene relevancia debide a que, por una parte,
adinite una solucidn analitica sencilla que permite verificar claramente los
Hmites para campos magnéticos nulos o muy intensos, y por otra, repro-
duce en gran medida la estructura caracteristica de los flujos laminares en
canales MHD. dando una informacién hidrodindmica immportante para el
estudio dec flujos mds complicados. Asimismo el flujo de Hartmann es de
gran utilidad practica en el establecimiento de modelos para el generador
MHD.

El problema consiste en el flujo faminar en estado permanente de un
fluide conductor de electricidad entre dos planos paralelos virtualmente
infinitos separados por una distancia 2a. Se supone que el fluido es viscoso
e incomnpresible y se considera la existencia de un campo magnético externo
normal a los planos. El flujo esta completamente desarrollado de manera
que &} problema es unidimensional existiendo sélo una componente de la
velocidad (componente z) que depende de la coordenada norma! a los planos
{coordenada y). El flujo puede ser inducido por gravedad o por un gradiente
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de presion, o bien, por la imposicién de corrientes normales al campo que
ocasionen una fuerza magnética en la direccién de flujo. La presidn depende
de la coordenada axial {direccién de flujo) ya que debe existir un gradiente
de presidn en la direccidn de movimiento para mantener al flujo permanente;
puesto que se supone que las dimensiones de las superficies son muy grandes,
los efectos de borde son despreciables.

Si no se impone campo elécirico alguno en la direccidén de flujo o en
la direccién del camnpo magnético aplicado, las corrientes inducidas en el
medio fluyen vinicamente en la direccién de ¢ » B. Si estas corrientes en el
fluido y en las paredes de retorno, se toman de modo que formen circuitos
o lazos cerrados en los planos normales a la direccion de flujo. cada lazo
formara parte de un solenoide infinito coinpuesto de lazos similares parale-
los, con su ¢je en la direccion de flujo ¥ por lo tanto se induce un campo
magnético en esta misma direccion. El tnico efecto del campo magnético
inducido es producir una fucrza de cuerpo irrotacional en la direccion del
campo aplicado, que es balanceada por un gradiente de presion en direccion
opuesta [1}. El campo magnético aplicado se distorsiona sélo ligeramente
debido a las corrientes inducidas; de hecho ¢l campo magnético inducido
sparece como resultado de una ligera deformacién del campo aplicadoen la
direccién de movimiento. Una medida de la distorsién del campo aplicado
ocasionada por el campo inducido la da el mimero de Reynolds magnético
que se define como el cociente de la induceién del campo magnético inducido
entre.la del campo aplicado [14]. es decir

Re,, = pocUL, (2.6}

donde [/ y L son la velocidad ¥ longitud caracteristicas del problema. En
los problemas a escala de laboratorio y en particular en el flujo de metales
liquidos en canales MHD, el mimero de Reynolds magnético es siempre
mucho menor que la unidad, lo que indica que el campo megnético inducido
es despreciable.

Las ecuaciones que se deben satisfacer en este problema son las ecua-
ciones de balance de masa (1.46) y momnento {1.47), y la ecuacion de trans-
porte de campo magnético (1.44) junto con la ecuacién {1.45). Suponiendo
que el campo de velocidades y el campo magnético tienen la forma v =
(v.0,0) ¥ H = (H., Hy,0) respectivamente. donde Hy es el campo cons-
tante aplicado, de las ecuaciones (1.46} y (1.45) se sigue que v = v(y) y
H. = H.(y). De la componente y de (1.47) se sigue que el gradiente de
presién es constante [1). De esta forma la componente z de las ecuaciones
(1.44) y (1.47) queda

dv 1 d*H.
H " =22 =0, 7
ody poo dy? (2 )
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d*v dH, Jp

—-—— + poHy-—; - = == = consiante. 2.8
n dy? Hollo dy 3z ( )
Estas ecuaciones pueden desacoplarse facilmente obteniendo una ecuacidén
para la velocidad independiente del campo magnético inducido. Conocida
v, H: puede encontrarse directamente. Las condiciones a la frontera sobre

las superficies sélidas no conductoras son las signientes

v=0 H,=0 paray = *a, (2.9)

donde 2a es la distancia entre los planos. Las soluciones de (2.7) y (2.8)
que satisfacen estas condiciones son [11]

v= g E‘Eh;’u o cosh%;:u_ (2 10)
T 0T coshAMf -1 -

(y/a)senhM -- senh®k
H, = —vofaq 920080 — 70 .
‘ voven coshAM — 1 (2.11)
donde v es la velocidad del fluido en el plano medio y = 0y Af es el niimero
de Hartmann definido como

M= GPQHQJ:_;" y (212)

cuya magnitud elevada al cuadrado es el cociente de la fuerza magnética
entre la fuerza viscosa.

En el limite Af — 0 el perfil de velocidades (2.10) recupera su forma
parabdlica, es decir, se recupera el flujo de Poiseille ordinario {1]. Cuando
el camnpo magnético se incrementa, el perfil de velocidades se aplana en
la mayor parte de la seccion transversal, y la velocidad media se reduce
para un gradiente de presion dado. El descenso en la velocidad ocurre
principalmente en capas limite de grosor 8 cerca de las paredes transversales
al campo magnético. Entonces, si el campo es suficientemente intenso. ¢l
flujo entre dos paredes infinitas paralelas puede dividirse en un nicleo donde
la fuerza de cuerpo magnética opuesta al flujo se equilibra con el gradiente
de presién, y una regién con capas limite de grosor § = a/AM [7] donde la
fuerza magnética aceleradora se equilibra con las fuerzas viscosas, siendo
a la longitud caracteristica del problema (fig.(2.3)). Para que se presenten
capas limite bien definidas se debe tener § << a, es decir M » 1. A menudo
estas capas pueden servir para completar las trayvectorias de corriente dentro
del fluido,
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Figura 2.3: Perfil de velocidades de Hertmann



campo magnético

corriente inducida

campo inducido

Figura 2.4: Flujo de un metal liquido en un canal MHD

2.4 Modelo del Generador Magnetohidrodi-
namico basado en el Flujo de Hartmann

Las consideraciones hechas para resolver el problema de Hartmann siguen
siendn validas si se hace la suposicidn adicional de que los planos paralelos
estan limitados por paredes conductoras transversales separadas por una

_distancia 2b, siempre y cuando b > a. En este caso sc tiene el flujo de un
fluido conductor en un canal de seccidn transversal rectangular en presencia
de un campo magnético transversal como se muestra en la figura (2.4).

A las paredes conductoras laterales se puede conectar un par de ter-
minales ¥ eventualmente colocar una carga externa o una fuente de poder
(fig.(2.1)). En principio las paredes laterales dan lugar a un problema bidi-
mensional pues el campo de velocidades desarrollado al igual que el campo
inducido H; dependen de las coordenadas z e y, lo que ocasiona densidades
de corriente en ambas direcciones {15!. Aplicar el flujo de Hartmann en
este caso es una aproximacién que simplifica el problema en gran medida;
sin embargo su uso se justifica al observar los resultados précticos,

En vez de resolver el sistema de ecuaciones (1.44),(1.45), (1.46} y (1.47)
conviene, para fines del modelo, resolver el sistema equivalente
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VxE=o0, (2.13)

Vxﬁ.#J-=a(Ef 7 x poHY, (2.14)
V-H=0 V.5=0 {2.15)

-
p(¥: V)= ~Vp+nV3s+J » uol, (2.16)

en donde aparecen explicitamente el campo eléctrico ¥ la densidad de co-
rriente. Ya que se supone que no existe ningun campo eléctrico impuesto
en las direcciones z 6 y, (s.e. E; = E, = 0), la ecuacién {2.13) implica que
la componente E; es constante, de modo que la corriente inducida fluye
s6lo en direccién z. El campo E; es el campo electrostitico inducido por
la separacidn de cargas en el fluido ocasionada por la fuerza de Lorentz y
es paralelo a ¢ x uoH pero de sentido opucsto; obviamente dicho campo
depende del circuito externo. La tinica componente de la densidad de co-
rriente dada por la ecuacion (2.14) es

J: = o(E; + vuoHy) (2.17)

¥ de (2.14) se sigue también que
OH,
- G =Y (2.18)
De la ecuacién (2.16) se obtiene
ap d*v
=-22 . %Y _ Ju0Ho, )
0 az ndyz #oddp (2.19)
y sustituyendo (2.17) en (2.19) queda
d?v o 1 {dp
dy MoHn; = (5-:-: -:-angoE,) . (2.20)

Puesto que (dp/8z) y E, son constantes, la velocidad v se puede obtener
integrando (2.20) sin necesidad de encontrar H,. La solucién de dicha
ecuacién que satisface las condiciones de frontera v(+a) = D es [1}

_a f18p M [o cosh ¥
VT Ar (;31 T a \./;E") (.coshi\! -1 (2.21)

En términos de la velocidad media V|, el perfil de velocidades se expresa
coImo
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= = (coshM — cosh .My (2.22)

donde A =coshM - M~ lsenhM La densidad de corriente, dada por la ley
de Ohm, se expresa entonces como

=oFE, + M—-\/'— (cosh.M' - cosh- ) (2.23)
y la corriente total por unidad de longitud del canal en d|recci6n zes
% = [° J.dy = 2(a0E, ~ \J5TMV,,), (2.24)

donde I es la corriente total que pasa por el circuito externo y L es la
longitud de los electrodos. Puesto que no existen variaciones temporales,
el voltaje terminal entre los electrodos situados en z = 2:b estd dado por

b
= —be,d::: _2bE,

y al sustituir el valor de E, dado por (2.24) se obtiene

b1 T 2bMYV,

&y = —-m \ g--- — (2.25)
En la modelacién de generadores MHD es comin la visualizacién del
generador como un circuito equivalente [1,16,17i. Esto permite calcular
con facilidad los diversos parémetros relevantes del generador. Aqui se
utiliza el método propuesto por Hughes para determinar el eircuito equiva-
lente en base al teorema de Thévenin. En la teoria de circuitos este teorema
establece que enalquier arreglo de resistencias y baterias que tenga doa ter-
minales de salida puede reemplazarse por la combinacién de una resistencia

y una bateria en serie, tal como se observa en la figura (2.5).

La forma de} circuito de Thévenin muestra inmediatamente cémo de-
terminar los valores de la bateria y de la resistencia equivalentes sin tener
que conocer la configuracion real del arreglo mismo. La fuente de voltaje
equivalente es justamente el potencial en las terminales de salida cuando
la corriente de carga es cero, es decir, el voltaje de circuito abierto. La
resistencia equivalente (o interna) es entonces el cociente del voltaje equiv-
alente entre la corriente de carga cuando la resistencia de carga es cero, es
decir, la corriente de corto circuito.

De esta forma el fluido, que se mueve a través del campo magnético
aplicado, puede representarse como una fuente de circuito abierto en serie
con una impedancia interna. Puesto que la caida a través del circuito ex-
terno puede ser positiva en el caso de una resistencia externa o negativa

27



.JL..I
+

.

Figura 2.5: Circuito equivalente de un generador MHD
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para una generador externo, la energia eléctrica puede extraerse del o intro-
ducirse en el fluido. Entonces se puede analizar una bomba o un generador
dependiendo de la magnitud y polaridad del voltaje terminal.

El voltaje de circuito abierto puede obtenerse de (2.25) haciendo I = 0,
de modo que

3o = [T2MVn (2.26)
o a
Aunque la cotriente total I sea cero, J, no es nula; de hecho, bajo condi-
ciones de circuito abierto, existen corrientes recirculantes completando sus
trayectorias en los electrodos o, en el caso de paredes aislantes, a través de
Ias capas de fluido cercanas a las paredes. La corriente de corto circuito se
obtiene de (2.25) cuando el voltaje terininal es cero, entonces

I.= \/gzLaMVm (2.27)

y la resistencia interna cuando la velocidad media se manticne constante
{t.e. gasto constante) estd dada por

m= ¢¢a b

Igc GLO )

Aplicando la ley de los voltajes de Kirchhoff al circuito mostrado en la
fig.(2.5), se obtiene

(2.28)

¢.-I(Ri +R)=0, (2.29)
de modo que al sustituit (2.26) y (2.28B) en {2.29), la corriente total resulta
_ [m2bMV,, 1/R.
r= \C e i1 (R/E) (2.30)
y utilizando esta expresién en {2.24) el campo eléctrico toma la forma
c a 1+{R/R)’

Es conveniente definir un nuevo pardmetro llameado factor de carga dado
por

E'Z—

(2.31)

K=- _E
Veso Hy
que toma valores entre 0 ¥ 1 cuando el canal opera como generador. El
signo menos se introduce para definir a K positivo. Ya que el valor de E,
depende de la resistencia éhmica total del circuito, el factor de carga da
una medida de la importancia relativa del campo electrostatico ocasionado

(2.32)
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por la carga externa K, y la f.e.m. inducida por el movimiento del fluido
en el campo magnético. Sustituyendo (2.31) en (2.32) se obtiene

1
oS LR R

de modo que en términos de K, la densidad de corriente se expresa como

(2.33)

s
J, = \/aﬁ%"l(coshM - coshj-‘::E — K4}, (2.34)

que s la expresidén que se utilizard en el capitulo 3 para expresar el término
de calor de Joule en la ecuacion de transferencia de calor.
La potencia de salida total del generador esta dada por

. 2
2b MY m) 1/R, (2.35)

a 1+ (R;/R:)? !
donde ¢! volumen de integracidn comprende a todo el generador. Obvia-
mente cste resultado puede obtencrse directamente mediante el producto
del voltaje terminal por la corriente total. Maximizando la ecuacién (2.35)
respecto & la carga externa, se encuentra que la condicién para obtener una
potencia de salida maxima es

!)anllda:ﬁ'f'ﬁﬂ,:E(

[+

R.= R, (2.36)

es decir, la resistencia de carga debe ser igual a la resistencia interna del
generador, lo que se conoce como condicién de igualdad de impedancias; en
términos del factor de carga, esta condicién se expresa como K = 0.5. Por
otra parte, la potencia total del fluido, al impulsarse a través del campo
venciendo la fuerza magnética (potencia de flujo), estd dada por

Pﬂuja=/;’(fx poH)-vdv, .

e integrando

’ r 2 _ -1
Pyiujo = 2abLln (-)LI‘-:—"l) (2}( _ 2+t (1/coshM) - 3M tanh.hl)

(1 — M-1tanhAM)?
: (2.37)
Por consiguiente, definiendo la eficiencia eléctrica local del generador

como el cociente de la potencia de salida entre la potencia de flujo, se

obtiene en el caso en que M > 1

2R:/R,

Re = 37— M{zmM-3] °
f-]\?’(fm’)';
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Maximizando esta ecuacién respecto a R, se encuentra que . la condicién
para obtener una eficiencia eléctrica maxima es

R = -2 (2.39)

:_,Jl—_—zﬁv

_ M(2M - 3)
T Ta-MT

donde
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Capitulo 3

TRANSFERENCIA DE
CALOR EN UN FLUJO
MAGNETOHIDRODINAMI-
CO

3.1 Generalidades

El estudio del proceso de transferencia de calor en medios eléctricamente
conductores en canales MHD es de gran importancia debido a sus aplica-
ciones en bombas y medidores de flujo electromagnéticos asi como en ge-
neradores MHD. El disefio de tales dispositivos requicre del conocimiento
de los perfiles de temperatura en el canal asi como de los flujos de calor
en ¢l mismo, ¥ de cémo éstos son afectados por los diversos parametros
v condiciones fisicas del sistema, tales como el campo magnético, la carga
externa v los materiales que constituycen las paredes del ducto, al igual que
las propiedades fisicas del fluido. Un estudio de este tipo puede utilizarse
para determinar las condiciones 6ptimas de operacién del sistema y poder
evaluar la conveniencia de incorporar sistemas de enfriamiento adicionales.

Un anslisis exhaustivo de este problema deberiz incorporar el estudio
de flujos turbulentos y su influencia en la transferencia de calor. Sin em-
bargo es evidente que tal enfoque es extremadamente complicado y resulta
pricticamente imposible en este momento obtener resultados concluyentes
en tal direccién. Por otra parte, como se menciond anteriormente, la
teorfa laminar tiene un rango de aplicacidn méis amplio en MHD que en
la mecanica de fluidos ordinaria debido a los efectos estabilizadores del
campo magnético sobre el fluido. Es por ello que el andlisis de la transfer-
encia de calor en canales MHD no resulta demasiado artificial cuando se
utilizan estructuras de flujo laminares.

Una de las caracteristicas esenciales de los flujos MHD es la existencia
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de uvn mecanismo de generacidn de calor interno en el fluido, ademads de
la viscosidad, que ocasiona que la distribucién de temperaturas presente
un patrén fundamentalmente distinto al de los flujos ordinarios endonde
no existen fuentes internas de calor. El campo magnético tiende a aplanar
el perfil de velocidades parabdlico caracteristico de flujos en ausencia de
campo (fig.{2.3)), lo que trac como consecucncia que la velocidad del fluido
en regiones cercanas a las paredes sea mayor en los flujos MHD que en
los flujos ordinarios. Debido a la dependencia de los efectos disipativos
dhmico y viscoso en el perfil de velocidades, el calentamiento del medio ne
serd uniforme y se alterard la diferencia de temperaturas entre la pared
y el fluido. Adicionalmente, la disipacién éhmica estd gobernada en gran
medida por el modo de operacion del sistema, es decir, por la carga externa
que modula las corrientes eléctricas que circulan por el fluido.

Matemidticamente e} problema se reduce a resolver la ecuacién de balan-
ce de la energia en un canal MHD bajo ciertas condiciones a la frontera. En
un flujo incompresible las ecuaciones de balance de momento y masa estdn
desacopladas de la ecuacion de la energia [5] ¥ pueden resolverse independi-
entemente para determinar el perfil de velocidades. Una vez conocido, éste
puede incorporarse en la ecuacion de la energia ¥y buscar una solucién para
la distribucidn de temperaturas que satisfaga las condiciones de frontera
establecidas.

El proceso de transferencia de calor en un flujo laminar forzado en
canales MHD ha sido investigado por diversos autores desde finales de los
afios 50. En su gran mayorfa los irabajos centran su atencién en resolver
la ecuacion de la energia de la MHD para ¢sta geometria bajo condiciones
a la frontera de primer tipo caracterizadas por temperaturas prescritas
en las paredes o bien condiciones de frontera de segundo tipo endonde
se fija €] flujo de calor a través de las paredes. Con excepcidén de Javeri
i18] que resuelve ia ecuacién mer:cionada bajo condiciones de frontera de
tercer tipo para un caso muy particular, al parecer no existe un estudio
completo de este problema utilizando dichas condiciones. Fisicamente las
condiciones de tercer tipo implican que el flujo de calor local en la pared
es una funcién lineal de la temperatura local de la misma., Esta situacién
se presenta en procesos donde la transferencia de calor por conveccidn se
puede describir en términos de la ley de enfriamiento de Newton. Como
se menciond en la introduccién, la importuncia de este tipo de condiciones
yace en gque el mecanismo de transferencia de calor hacia el exterior descrito
anteriormente, implica la existencia de un coeficiente de transferencia de
calor finito en las fronteras y en consecuencia se acerca mas a la realidad
que suponer que las temperaturas de las fronteras permanecen constantes
o que ¢l flujo de calor a través de las mismas es fijo.

E! objetivo central del presente estudio es investigar la influencia de
las condiciones de frontera de tercer tipo en la transferencia de calor y
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determinar la influencia de un coeficiente de transferencia de calor finito en
la pared en este tipo de flujos.

3.2 Trabajos Previos

El anélisis del proceso de transferencia de calor en un canal MHD de seccién
transversal rectangular puede llevarse a cabo mediante distintas aproxima-
ciones y diversos grados de complejidad. La primera aproximacion para un
flujo teminar estacionario utilizada practicamente por todos los autores es
la suponsicion de que el ducto tiene una relacién geométrica suficientemente
grande, cs decir, que el cociente de la longitud de las paredes normales al
campo magnético entre la longitud de las paredes paralelas al mismo es
mucho mayor que la unidad. Esto implica que los efectos de los flujos
ocasionados por las paredes laterales son despreciables. En consecuencia,
al no considerar el flujo a lo largo de tales paredes, no se trata en este
andlisis la transferencia de calor a través de las mismas. Entonces bajo
esta aproximacion el problema se reduce a considerar la transferencia de
calor en un flujo laminar forzado entre dos planos paralelos infinitos bajo la
accion de un campo magnético externo norinal a los planos. De csta forma
es posible utilizar un perfil de velocidades completamente desarrollado cuya
finica componente en la dircccion de flujo depende sdlo de la coordenada
transversal (perfil de Hartmann), eliminando cualquier dependencia en la
direccion normal a las paredes laterales.

Otra aproximacion bastante comun ¢s suponer la existencia de isotropia,
de modo que las propiedades fisicas del fluido sean constantes y en par-
ticular independientes de la temperatura y del campo magnético. Cabe
mencionar que la mayoria de los estudios en esta drea se han realizado
para fluidos newtonianos, aunque existen algunos intentos interesantes que
analizan la transferencia de calor en camnpos magnéticos con fluidos no
newtonianos {19,20!. Sin embargo este tépico estd fuera del interés del
presente trabajo ya que los metales liquidos presentan esencialmente un
comportamiento newtoniano.

Dentro de estas aproximaciones el caso més simnple que se puede re-
solver e5 el de un flujo completamente desarrollade tento hidrodindmica
como térmicamente, de modo que se trata de un problema unidimensional
endonde no existe ninguna dependencia en la coordenada =xial (i.e. en
la direccion de flujo). Esto equivale a considerar el flujo en regiones muy
alejadas de la entrada de! canal o de cualquier discontinuidad en las tem-
peraturas de las paredes o del medio ambiente externo a ellas, La ecuacién
de la energia en este caso toma en cuenta iinicamente la conduccién de
calor en la direccién del campo magnético y las fuentes de disipacién de
calor internas en el fluido, es decir la viscosidad y el efecto Joule, despre-
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ciando la conduccién de calor axial v los efectos convectivos. Este problema
ha sido tratado por Sutton y Shermann i21] y por Cramer y Pai [22] wuti-
lizando el perfil de velocidades de Hartinann y con condiciones a la frontera
de primer tipo, es decir con temperaturas constantes en las paredes que se
suponen no conductoras de la clectricidad. Dichos antores obtienen el perfil
de temperaturas integrando directainente la ecuacion de la energia y poste-
- riormente analizan el comportamiento de tal perfil para diversos mimeros
de Hartmann y distintos factores de carga.

El siguiente grado de complejidad en el problema consiste en considerar
el flujo hidrodindmica- ¥ térmicamente desarrollado pero sin climinar com-
pletamente la dependencia en la coordenada axial. Se supone que existe un
flujo de calor uniforme a través de las parcdes independiente de 1a posicién
axial mientras que la conduccidn de calor en la direccion de flujo se considera
despreciable. El problema en si basicamente sigue siendo unidimensional
pero ahora se propone que el perfil de temperaturas esté compuesto de dos
partes, una que dependa lincalmente de la coordenada axial y otra que
sea una funcion de la coordenada transversal. Introduciendo esta forma
funcional en la ecuacidén de la energia no es necesario eliminar el término
convectivo, obteniéndose una ecuacion que puede integrarse directamente
para encontrar la dependencia del perfil de temperaturas respecto a la co-
ordenada transversal. Este problema fue resuelto por Siegel {23] con un
perfil de velocidades de Hartmann despreciando los efectos viscosos y en el
caso en que el flujo neto de corriente es cero (circuito abierto, K = 1} y
los planos son eléctricamente aislantes. Alpher (24! considera exactamente
el mismo problema pero permitiendo que los planos tengan una conduc-
tividad eléctrica finita, sin embargo no obtiene resultados numedricos. Pos-
teriormente Snyder {25] resolvié el problema incluyendo disipacién viscosa
y efecto Joule, bajo condiciones de carga externa arbitraria (K variable).
Analiza también el efecto de la conductividad eléctrica finita de las paredes
resolviendo simultdneamente el problema en las paredes y el fluido me-
diante condiciones de acoplamiento adecuadas en la interfaz fluido-pared.
Desafortunadamente sus resultados numéricos son muy pobres y el andlisis
contiene algunes errores.
~ El siguicnte grado de dificultad en el problema consiste en consid-
erar e! flujo hidrodindmicamente desarrollado {perfil de Hartmann) y si-
multineamente permitir que se desarrolle térmicamente a partir de un
cierte punto, dando lugar a una regién de entrada térmica. Adicional-
mente en una primera aproXimacion se desprecia la conduccion de calor en
direccién axial. Generalmente en los problemas donde se trata el desarrollo
térmico, la estrategia de solucién involucra la divisidn del flujo en dos re-
giones, a saber, una region de entrada térmica ¥ una regién térmicamente
desarrollada, y posteriormente la superposicién de las soluciones encon-
tradas para cada regién obteniendo finalmente el perfil completo de tempe-
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raturas, Michiyoshi y Matsumoto |26, trataron este problema imponiendo
condiciones de frontera tanto de primer como de segundo tipo pero sin in-
cluir efectos viscosos y en condiciones de circuito abierto. En su andlisis, en
algunos de los casos cstudiados el problemna en la regién de entrada se re-
duce a la obtencion de los eigenvalores ¥y eigenfunciones de una ecuacién de
tipo Sturm-Liouville. Sin einbargo, para obtener una precisién adecuadaen
la regién de entrada es necesario calcular demasiados eigenvalores y eigen-
funciones. Por otra parte el cstudio paramétrico presentado resulta muy
poco extenso. Por su parte Hwang et al. i27] consideran este problema
bajo condiciones de {rontera de segundo tipo incluyendo viscosidad y per-
initiendo que el factor de carga tome distintos valores. La ecuacién de la
energia se resuelve mediante el método de diferencias finitas considerando
tinicamente la regidn de entrada térmica. Este trabajo ofrece una discusién
detallada de la influencia de los efectos viscosos en las zonas cercanas a las
paredes. Un andlisis similar al anterior basado también en el método de
diferencias finitas pero utilizando condiciones de primer tipo fue llevado a
cabo por Erickson et al. (28|, donde se reporta que la temperatura me-
dia del flujo depende fuertemente de la disipacion viscosa y el niimero de
Hartmann; a su vez se menciona gue ¢l nimero de Nusselt s¢ incrementa
apreciablemente al aumentar Af, mientras que su incremento es menor al
aumentar el factor de carga. Tanto en este trabajo como en los anteriores
se supone que la temperatura del fluido en la: entrada es uniforme. Fan et
al. 129 consideré un enfoque distinto a los anteriores permitiendo que los
perfiles de temperatura y velocidad se desarrollen simultdneamente en la
regién de entrada partiendo de perfiles uniformes en un inicio. Las ecua-
ciones acopladas de momento ¥ energia se resolvieron por el método de
diferencias finitas imponiendo condiciones de no deslizamiento en las pare-
des en la ecuacién de momento ¥ de flujo de calor uniforme en la ecuacién
de energia. Un andlisis similar pero menos extenso fue llevado a cabo
por Shohet [30]. Por otra parte Viskanta {31} analizé el efecto del campo
magnético en la region desarrollada con condiciones de primer tipo, con
un fiuido conductor que ademas es capaz de absorber o emitir radiacién
térmica. 5in embargo la solucion numérica muestra que la influencia de la
radiacion en la distribucién de temperaturas es pequefia,

Una complejidad adicional consiste en tomar en cuenta la conduccién
o difusion de calor en la direccién mxial, cuvos cfectos se manifiestan pri-
mordialmente en la regién en desarrollo térmico. El despreciar este efecto
es una aproximacién valida Gnicamente para flujos con ndmeros de Péclet
suficientemnente grandes. Puesto que el nimero de Péclet es igual al pro-
ducto del nimero de Reynolds por el niimero de Prandtl! (el cual es una

1El nimero de Prandil se define comu Pr = pucpfx, donde p es Ia densidad, v la
viscosidad cinematica, ¢, el calor especifico a presion constante y = la conductividad
térmica del fluido.
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constante del material y no depende de las propiedades del flujo), se es-
pera que la conduccién de calor en la direccién de flujo sea importante en
metales liquidos, donde el nitnerc de Prandtl es pequeiio, ¥ en un rango
de niimeros de Reynolds que comprenda flujos sustancialmente laminares,
Back {32! llevd a cabo un estudio endonde toma en cuenta este efecto, man-
teniendo constante la temperatura de las paredes, Sin embargo su andlisis
contiene demasiadas simplificaciones. La mds grande de ellas es suponer
un perfil de velocidades uniforme a lo largo del canal y despreciar entonces
los efectos disipativos viscosos. Esta suposicién es vilida dinicamente para
nimeros de Hartmann suficientemente grandes de manera que el perfil de
velocidades sea esencialmente plano. Las soluciones anliticas a este prob-
lema involucran las regiones de entrada y en completo desarrollo. Un resul-
tado intercsante de este analisis es que la conduccién de calor longitudinal
es importante cuando la regién de entrada térmica es del orden de la altura
del canal. Otro trabajo en esta direcciém fue llevado a cabo por Le Croy
y Eraslan {33]. Su andlisis es mas completo y extenso que el de Back ya
que utiliza un perfil de Hartmann e incluye efectos disipativos dhmicos y
viscosos y diversos factores de carga. El problema asociado de cigenval-
ores se resuelve por el método de Galerkin bajo condiciones de frontera de
primer y segundo tipo. Estos autores subrayan la importancia que puede
tener el ofecto de conduccion de calor axial en la region de entrada térmica.
Wu y Cheng !34] efectuaron un analisis del problema en el caso en que los
planos se mantienen a temperaturas constantes pero diferentes incluyendo
disipacién éhmica y viscosa. Para la solucién del problema se utilizé un
método de expansion de eigenfunciones, determinadas por el método de
Runge Kutta de cuarto orden. Eraslan et al. |35} analizan este prob-
lema mediante ¢! método de Galerkin con condiciones de primer tipo pero
incluyendo el efecto Hall que tiene relevancia cuando se utilizan gases par-
cialmente ionizados en vez de metales liquidos. Andlisis similares fueron
llevados a cabo mis tarde por Bhat y Mittal [36,37] endonde ademds del
efecto Hall se considera el deslizamiento de iones,

Dentro de este contexto es posible considerar una variante adicional al
tipo de problemas discutidos anteriormente, Se trata de un flujo hidrodins-
micamente desarrollado (perfil de Hartmann) endonde pueden identificarse
dos regiones térmicamente distintas, cada una caracterizada por temperat-

_uras constantes en las paredes o en el medio ambiente externo a las mismas
o bien por un flujo de calor constante a través de dichas fronteras. Las dos
regiones se unen en una cierta seceién transversal ortogonal a la direccion
de flujo determinando entonces una discontinuidad en las condiciones de
frontera del problema. Fisicamente la discontinuidad introduce una per-
turbacidn en la distribucidn de temperaturas en la regién de flujo la cual
tiende a cero a grandes distancias de la discontinuidad. Suponiendo que la
discontinuidad se localiza en el punto r = 0 (siendo  la coordenada en la
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direccién de flujo), el flujo en su totalidad puede visualizarse en regiones
térmicamente desarrolladas (localizadas en r = #00) donde el efecto de la
discontinuidad es despreciable ¥ en regiones en desarrollo térmico donde el
fiujo es perturbado por la presencia de la discontinnidad. Este problema
es intercsante porque se pucde visualizar como una generalizacién de los
problemas de desarrollo térmico discutidos con anterioridad. De hecho es-
tos 1ltimos pueden considerarse aproximadamente como el andlisis de la
regién z > 0 del presente problema. Ademds, el considerar las dos regiones
conectadas por la discontinuidad permite que el efecto de la conduccion de
calor axial se manifieste mds claramente. Desde el punto de vista prictico
este problema ayuda a entender los fendinenos que se presentan en flujos
MHD en condiciones de temperatura ambicente no uniforme, como podria
ser el caso de una maquina de induccion MHD real.

Nigam y Singh [38} fueron los primeros en proponer y resolver este
problema utilizando ¢l perfil de velocidades de Hartmann con paredes cléc-
tricamente aislantes ¥ condiciones a la {rontera de primer tipo. Su anadlisis
incluye los efectos de disipacidn Shimica y viscosa en el caso de circuito
abierto. Desafortunadamente en la ecuacién de Ia energia, el término de
calor de Joule fue escrito crréneamnente, lo cual invalida sus resultados,
Esto ha sido mencionado por otros autores :28.31]. Posteriormente Jain y
Srinivasan |39) resolvieron el mismo problema pero considerando paredes
de conductividad eléctrica finita haciendo uso del perfil de velocidades y de
campo magnético inducido obtenidos por Chang y Yen [40). El método de
solucién fue el mismo desarrollado por Nigam y Singh. A su vez Singh y Lal
(41! utilizaron el mismo método para resolver un problema muy similar, a
saber, un flujo entre cilindros conxiales con discontinuidad en las temperat-
uras de las paredes en presencia de un cainpo magnético radial. Por iltimo
Singh y Lal {42] resolvieron otro problema parecido bajo condiciones de
primer tipo considerando el flujo en un ducto rectangular cuyas paredes
no son conductoras de la clectricidad, utilizando las expresiones obtenidas
por Sherclifi 43| para el perfil de velocidades 3 el campo magnético in-
ducido. Para la solucion de este problema tridimensional se utilizé un
método numeérico implicito llegando a la conclusién de que en presencia de
un campo magneético la temperatura muestra una tendencia decreciente en
la region cercana a la discontinuidad mientras que lejos de ella la temper-
atura tiende a incrementarse con el niimero de Hartmann. .

Resta por mencionar el trabajo de Javeri [18° endonde se utilizan condi-
ciones de frontera de tercer tipo en un flujo en desartollo térmico pero
hidrodindmicamente desarrollado con el perfil de Hartmann. Partiendo de
una temperatura uniforme en el punto de entrada, se desprecia todo tipo
de disipacidn {Shmica ¥ viscosa) al igual que la conducciéon de calor axial.
La ecuacién de la energia simplificada por todas estas aproximaciones se
resuelve por el método de Galerkin-Kantorovich. Los resultados indican
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que el proceso de transferencia de calor se puede ver afectado de manera:
sustancial por un coeficiente de transferencia de calor finito en las paredes
de un canal MHD. Sin embargo vste estudio resulta muy limitado desde el
punto de vista practico debido a las excesivas aproximaciones introducidas
en ¢l modelo,

El problema a investigar en el presente estudio es una generalizacion
del planteado por Nigam y Singh 38!, Se trata de considerar el problema
de la manera mas completa posible sin despreciar ninguno de los efectos
disipatives ¥ permitiendo un flujo neto de corriente a través de una ecarga
externa, utilizando condiciones a la frontera de tercer tipo. Asimismo se
considera la transferencia de calor tanto por conveccidn como por difusidn.
La solucién del problema eliptico bajo estas condiciones permite estudiar
regiones en desarrollo térmico asi comno regiones totalmente desarrolladas
térmicamente v analizar la influencia de un coeficiente de transferencia de
calor finito en las paredes de ambas regiones. La solucién general permite,
por una parte, recuperar en los litnites adecuados resultados de trabajos
anteriores y, por otra, efectuar un estudio paramétrico bastante amplio que
da Ingar a la deteccidén de nuevos cfectos térmicos.

El método de solucién utilizado e¢n este trabajo fue esbozado primera-
mente por Dennis y Poots '44} ¥ por Dennis i45] en problemnas de trans-
ferencia de calor en flujos laminares en ausencia de campos magnéticos.
Posteriormente Singh "46! utilizé un método sitnilar para tratar este mismo
tipo de problemas. Finalmente Nigam y Singh 38 fueron los primeros
en aplicar el método a un flujo laminar expuesto 2 un campo magnético
transversal. La solucidn matematica consiste en encontrar la distribucion
de temperaturas a distancias muy alejadas de la discontinuidad y separada-
mente ocbtener las perturbaciones a tal distribucion en regiones cercanas a
dicho punto. Por iltimo ambas soluciones se superponen obteniendo la
distribucidén de temnperaturas en toda la region de flujo. En la region cer-
cana a la discontinuidad la ecuacion se rcsuelve utilizando una expansién
en series de Fourier reduciéndose entonces a un problema de eigenvalores,
los cuales se determinan obteniendo las rajces de un polinomio infinito. Se
tiene entonces un conjunto infinito de eigenvalores para cada regién (z < 0
y r > 0}). Asociado a cada eigenvalor existe un conjunto infinito de coefi-
cientes o eigenvector cuya determinacion completa se efectiia imponiendo
condiciones de continuidad sobre la temperatura y sus primneras derivadas
en el punto de unién de las regiones. La imposibilidad de tratar en la
prictica con un sistema infinito lleva a la necesidad de considerar un poli-
nomio de grado finito, aproximando entonces la solucidn, No obstante se en-
cuentra que ésta converge rapidamente por lo que los resultados numéricos
permiten obtener perfiles de temperatura bidimensionales bastante acepta-
bles dentro de un amplio rango de variacién de los pardmetros fisicos del
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sistema.

3.3 Formulacién del Problema

Considérese un fluido viscoso e incompresible fluyendo de izquierda a derecha
en estado estacionario entre dos planos paralelos infinitos, El fluido es con-
ductor de electricidad y se supone la existencia de un campo magnético
cxterno de intensidad constante orientado de manera perpendicular a los
planos y a la direccién de flujo. Los planos tienen una conductividad
eléctrica nula y se considera que la temperatura ambiente en el exterior
de ellos se mantiene en un valor constante Ty hasta una cierta seccién
transversal localizada en el punto x' = 0 endonde la temperatura dej exte-
rior cambia a otro valor constante T, , como se muestra en la fig.(3.1). El
flujo se divide entonces en dos regiones, cada una con su propia temperatura
ambiente, conectadas por una discontinuidad.

El proceso de transferencia de calor en este sistema esti gobernado
por la ecuacién (1.48). Para determinar las derivadas de las cantidades
termodinamicas en un fluido incompresible, se puede suponer que la presién
es constante 147}, de modo que

ds ds aT ds
a—(a;—v), FTl Vs-(a?‘)p vT,
¥, ¥a que T(8s/8T), es €l calor especifico a presién constante ¢, se obtiene

T(ds/0t) = ¢p{8T/0t), TVs = ¢,VT. Entonces, para un fluido newtoniano
incompresible la ecuacién (1.48) se transforma en

aT *T 8T 2 J2
ar (3:n 3y|2) +n (dy o) M (3.1)
donde se supone que tanto el calor especifico a presién constante ¢, como

los coeficientes x y n se mantienen constantes, ademas de considerar que ¢}
perfil de velocidades tiene la forma ¢ = v(y'}r.

pepv -

El miembro izquierdo de la ecuacién (3.1) representa el calor transferido
por conveccion en direccion axial debido al movimiento del fluido. El primer
término del miembro derecho representa el calor transportado por difusién
en ¢l fluido tanto en direccidén axial como en direccién transversal, mientras
que los términos segundo y tercero son las fuentes de disipacién de calor
dentro del fluido ocasionadas por las fuerzas de friccién viscosas y por la
circulacién de corrientes eléctricas en el medio, respectivamente.

Supeniendo que el fluido presenta un perfil de velocidades de Hartmann
dado por (2.22), la ecuacién {3.1) toma la forma
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My' 8T; aT; BTy
.__(coshM—cosh 1. = "’(amw . By'z)

MV \? My
+n( J-) (senh? — +

(coshM - cosh

My .
W~ KA (32)

Para escribir el término de disipacién dhmica se ha utilizado la expresion
para la densidad de corriente (2.34) surgida del modelo de circuito equi-
valente para el generador MHD. En la ecuacién (3.2} se ha introdueido el
subindice j para indicar las dos regiones del problema, es decir la regién 1
para ' < 0 y la regién 2 para ' > 0.

La ecuacion (3.2) es una ecuacién diferencial parcial de tipo eliptico por
lo que se presenta difusidn de calor en ambas direcciones, lo que trae como
consecuencia que, en principio, el flujo en la region 1 se ve afectado por la
regién 2,

3.4 Condiciones a la Frontera

Las-condiciones a la frontera consideradas en este problema son las llamadas
condiciones de tercer tipo cuya expresion matematica general es

.\.%T-‘ + kT = f(F 1), {3.3)

evaluada en la frontera de la superficie, donde 8/3n indica la derivada
normal y positiva hacia afuera de la superficie,h es ¢l coeficiente de trans-
ferencia de calor de las paredes, k es la conductividad térmica del fluidoy f
es una funcién que en general puede depender de la posicién y del tiempo.
Las condiciones de frontera de primer y segundo tipo (i.e. temperatura
constante en las paredes y flujo de calor constante en la pared ) se pueden
obtener de la ecuacién (3.3) haciendo « y h igual a cero, respectivamente.
E] significado fisico de la ecuacién {3.3) es que la frontera de la superfi-
cie bajo consideracidén disipa calor por conveccién de acuerdo a la ley de
enfriamiento de Newton (f.e. el flujo de calor es proporcional a la diferen-
cia de temperaturas) hacia un medio ambiente cuya temperatura varia con
la posicién y el tiempo & lo largo de 1a frontera. Esto se puede mostrar
haciendo un balance de energia en la frontera de la superficie §
or

—Koo = h(T |s -Ta),

o bien
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n-a—T- + hT = hT, = f(F,t) en S
an
que tiene la misma forma que la ecuacién (3.3), siendo T, la temperatura
ambiente, Es importante notar que en el problema a resolver esta condicién
se ytilizard bajo la suposicién de que el grosor de las paredes es desprecia-
ble de modo gue no es necesario resolver simultdneamente la ecuacién de
conduccion de calor en la pared. Asimismo debe tenerse presente que el
coeficiente de transferencia de calor i puede depender de ciertas variables
tales como el espacio, tiempo, geometria, condiciones de lujo y propiedades
fisicas, ¥y de hecho la solucién del problema depende fuertemente de él.
Entonces las condiciones a la frontera del problema son

Regién 1
aT,
- x-a—y:- +h(h -To) =0 eny = —a, (3.4)
8T
pc-é-g% +h(Th—-To) =0 .en y =a, o (3.5)
Regidn 2
- n-aﬁ + h(T2 - To) =0 eny = —a (3.6)
ay'
¥y
aT;
,,-_,‘_3?3. +h(T: -To) =0 eny' = a. (3.71)

Los signos opuestos que anteceden a las derivadas de la temperatura res-
pecto a la coordenada y' evaluadas en las diferentes fronteras (ecs.(3.4)-
(3.5) ¥ (3.8)-(3.7)) se deben a que las normales a los planos tienen sentidos
opuestos. Fisicamente se estd indicando que en una z' dada el calor fluye
hacia el interior en ambos planos o bien es expulsado hacia e! ambiente
exterior a través de ambas fronteras, itnponiendo entonces simetria respecto
al plano medio y' == 0. El considerar signos iguales en las derivadas respecto
a la coordenada transversal en ambos planos implica absorber calor por
una frontera mientras se expulsa por la otra. Estd condicidn es mds dificil
de realizar experimentalinente que Ia anterior, aunque matemiticamente
ambos problemas presentan soluciones similares.

En las condiciones a la frontera (3.4)-(3.7) se ha considerado el mismo
coeficiente de transferencia de calor en ambas regiones. El introducir coe-
ficientes distintos dnicamente implica considerar propiedades fisicas difer-
entes para cada regién. Posteriormente se analizardn los casos limites en
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los que h = 0 ¥ h = oc, correspondientes a paredes térmicamente aislantes
y paredes mantenidas a temperatura constante, respectivamente.
Las condiciones de continuidad del problema son

T = T, ?3,1;} %% en =0, ~a<y <a, (3.8)
Estas condiciones dan la posibilidad de unir suavemente la solucién en
la regién 1 con la solucién en la regién 2. La interpretacién fisica de la
pritnera de estas condiciones es que la temperatura es una funcién continua
univaluada de la posicién, mientras que la segunda implica la imposibilidad
de que existan fuentes o sumideros de calor singulares en el punto de unién
de las regiones.

3.5 Solucién de la Ecuaciéon de Transferen-
cia de Calor

Introduciendo las variables adimensionales ©;, z e y definidas por

T RN SN
Q; = T T E:::Pe, Y = a( - 1) (3.9)
la ecuacién {3.2) se transformaen
’0; 9*0; a9;
20°9;  9°0; 8 M- v _ 4]
e 547 3ix 2(t:oshM coshM( 1)) e
- M (cosh2M (-—— - l)
™
2y
~2(coshM - K A)coshM P 1
+(coshM — KA)?), (3.10)
donde
_ Vpape, _ 4AnV,, _ 4
Pe = -‘__K. » @= 1r'-';c(T0~— Ts) y a= 3rPe’ (3.11)

En la ecuacién (3.10) se observa que el término difusivo en la direccién axial
estd gobernado por el factor a que va como ¢l inverso del nimero de Péclet
Pe. Asimismo la disipacién por efecto Joule estd modulada por el factor
de carga A, que para un generador MHD toma valores entre 0 y 1.

Expresando las condiciones de frontera y continuidad en forma adimen-
sional se obticne
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- - -1} = = ) 1
5y ~ 5 (@-1)=0 z<0y=0, | (3.12)
%%‘—+E§E(Ol.—l)= T < 0, y=1.r, (3.13)
99: _2Big o z>0,y=0, © (3.14)
ay - 2= y U= U, . .
26 281 .
_5;;3_;._..__” ;=0 z>0, y=17, (3.15)
01=0; z=0,0<y<n (3.16)
Yy
89, 80,
—51——--5; I——0,0(y('ﬂ (317)
endonde se ha introducido el nimero de Biot definido como
. ah
Bi= — (3.18)

que permite investigar simultdneamente ¢} efecto de h y « en la frontera,
Reescrito en la forma Bi = (a/x)/(1/k), el nimero de Biot puede inter-
pretarse fisicamente comao el cociente de las resistencias térmicas interna y
externa del sistema en la direccién normal a la superficie.

La temperatura ©; en cualquier punto de la regién de flujo puede supon-
erse comnpuesta de dos partes. La primera, {1; representa la perturbacién
creada en el flujo por la discontinuidad localizada en £ = 0. Esta serd
una funcién de £ e ¥ que tenderd a cero conforme | z |-+ co. La otra
parte ¥; serd una funcién de y dnicamente y representara la distribucién
de temperaturas para grandes valores de z.

Entonces se propone la solucién de (3.10) en la forma

9; = n,—(z,y) + ‘l’,-(y) ' ) (3.19)
donde

Nj(z,y) -~ 0 cuardo |z |-~ 00, (3.20)
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3.6.1 Solucién de la Ecuacién en las Regiones Aleja-
das de la Discontinuidad

Sustituyendo la solucién (3.19) en la ecuacién (3.10) y tomando el limite
cuando | z |- oo se obtiene la ecuacién que debe satisfacer la funcién ¥y,
a saber

v @
o = 220, (3.21)

donde se ha definido la funcién disipacién como

B(y) = —M%cosh2M (3;—’ - 1) ~ 2{coshM - K A)cosh M (zﬂ—y - 1)
~(cosh M — KA)*}. (3.22)
Las condiciones a la frontera para ¥, son
d¥, 2B; _ _
-———dy —-—E--(‘l'l"l)——o z<0,y=0, (3'23)
d¥,  2Bi
-J'y—' + ";‘(W] - 1) =0 < 01 y=m, (3'24)
d¥; 2Bi _
-;E;-—-—;——Wz-o z2>0,y=0 (3.25)
y
d¥; 2By _
"d—y'—-+—;r—'yg—-0 -'L'>0,y—ﬂ'. (3.26)
La solucién de (3.21) sujeta a las condiciones (3.23)-(3.26) es de la forma
¥i(y) = %F(y,M, Bi,K)+1 para z < 0, (3.27)
¥s(y) = %F(y,M, Bi,K) para z>0, (3.28)
donde
. _ = o (2y _ )
F(y,M,Bi, K) = 16{_t:osh M - 1

~8(coshM — KA)cosh M ('—i;y - 1)

sM?
3 (cosh M — K A)*y(y — =)
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— %{-’,(kenh?M — 8({cosh M — K A)senhAf

+4M{cosh M — R A)?)
-~ cosh 2M + B{coshM — KA)cosh M} . (3.29)

Nétese que se satisface ¥,(0) = ¥,(n). lo cual muestra la simetria de la
solucidn respecto al plano medio y == n /2. Cuando B: — oc las expresiones
(3.27) y (3.28) se reducen a la solucién del problema con condiciones a la
frontera de primer tipo en las regiones térmicamente desarrolladas. Es im-
portante mencionar que en este limite las soluciones (3.27) y (3.28) difieren
de las obtenidas por Nigam y Singh :38] debido al error cometido por estos
autores a) escribir el término de disipacién de Joule. Por otra parte las
soluciones mencionadas pueden considerarse en si mismas como la solucién
del problema parabélico (i.e. difusién de calor sdlo en direccién transversal)
tratado por Sutton [21] y Cramer {22] con condiciones de primer tipo.

La fig.(3.2) muestra el perfil adimensional de temperaturas en la regién
2 como funcion de la coordenada transversal (y) en puntos muy alejados de
la discontinuidad (solucién (3.28)). El perfil correspondiente para la regidon
1 es exactamente el mismo pero desplazado una unidad hacia arriba. La
figura mencionada muestra el comportamiento del perfil de temperaturas
para diversos nimeros de Hartmann, en condiciones de circuito abierto
(K = 1) y con un mitnero de Biot infinito (> 100) que implica temperatura
constante en las paredes.

En uste caso el flujo neto de corriente elécetrica hacia el exterior es nulo
presentandose sélo corrientes recirculantes muy pequefias dentro del fluido
que ocasionan que el calor disipado por efecto Joule sea pequeno comparado
con el que se genera por disipaciéon viscosa. Es la disipacidén viscosa la
que domina la distribucién de temperaturas, mientras que el nimero de
Hartmann tiene un efecto relativamente pequefio. De hecho la temperatura
en ¢l plano medio excede la temperatura de la pared sélo por una cantidad
muy pequeiia.

La figura (3.3) muestra una grafica similar a la anterior pero en condi-
ciones de corto circuito (K = 0). En tal caso el flujo de corriente es méaximo
¥ ya que el calor de Joule es proporcional al cuadrado de la densidad de
corriente, un pequefio incremento en el mimero de Hartmann lleva a un
sumento muy grande de la temperatura en e] centro del canal.

Asimismo, al elevar M, también se incrementa el lujo de calor hacia las
paredes del ducto. De hecho cuando BY — oc existe un efecto competitivo
entre la generacion interna de calor ¥ la ripida pérdida de calor hacia
el exterior. En este caso el principal efecto disipativo es el efecto Joule
mientras que la disipacién viscosa comparativamente es despreciable.

El efecto de las condiciones de frontera de tercer tipo es analizado en la
fig.(3.4). que muestra el mismo perfil de temperaturas que la fig.(3.3) pero
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Figura 3.2: Perfil de temperatura en z = oo para diversos nmimeros de
Hartmann, Bi=oc, K =1
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Figura 3.4: Perfil de temperatura en * = oo para diversos nimeros de

Hartmann. Bi =10, K =0,

ahora con un mimero de Biot finito (Bi = 10).

Mientras que en los casos anteriores (Bt -+ oo) se tiene que ©;(0) =
©;(7) = 0, que es obvio por el hecho de pedir como condiciones a la fron-
tera que las temperaturas en las paredes sean fijas, en la fig.(3.4) se observa
que ©2(0) = ©3(x) > 0. Esta es unaconsecuencia directa de las condiciones
a la frontera de tercer tipo, ya que el considerar un ndmero de Biot finito
equivale a considerar un coeficiente de transferencia de calor finito en la
frontera (t.e. una pared con un mejor aislamientc térmico); por consigu-
iente el mecanismo de transferencia de calor a través de las fronteras se ve
modificado, ya que se permite que la frontera de la superficie disipe calor
por conveccién, de acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton, hacia un
inedio ambiente cuya temperatura es fija. De esta forma, mientras que un
nimero de Biot infinito ocasiona que el flujo de calor a través de las fron-
teras sea tal que mantenga las temperaturas de las paredes fijas, para un
nimero de Biot finito el flujo de calor a través de la frontera es proporcional
a la temperatura local de la misma siendo dicho nimero la constante de
proporcionalidad, es decir

g x Bi{T; - T,) = BiAT.
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Figura 3.5: Perfil de temperatura en z = oo para diversos mimeros de Biot.
M=10,K =05

Entonces la temperatura del fluido en las fronteras se acomoda de forma
tal que para un mimero de Biot dado se permite esta clase de intercambio
de calor con el exterior.

Para una AT fija, una disminucién en el nimero de Biot trae como
consecuencia una disminucidn en el flujo de calor a través de 1a frontera lo
cual se manfiesta mediante un aumento general en la temperatura del fluido.
Comparando la fig.(3.4) con la (3.3) se observa que el efecto de la reducciéon
del nimero de Biot es mds notorio para nimeros de Hartmann grandes
{M = 10) en donde ¢] aumento general en la temperatura al disminuir Biot
de infinito a 10 fue aproximadamente del 16 %, mientras que para niimeros
de Hartmeann pequenos (M = 1, 3) tal aumento fue menor al 5 %.

La fig.{3.5) muestra los perfiles de temperatura (©; vs.y) para diversos
nimeros de Biot (3,10,30) conservando el nimero de Hartmann M = 10,
en condiciones de méxima potencia. Esta grifica muestra claramente el
efecto del nimero de Biot en el perfil de temperaturas, observiandose una
tendencia de aumento de la temperatura conforme el nimero de Biot dis-
minuye. En este caso la disipacién éhmica predomina frente & la viscosa,
aunque no es tan considerable como en el caso de corto circuito.
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Figura 3.6: Perfil de temnperatura en z = oo para diversos mimeros de Biot.

M=10,K =0

Esto puede observarse cuantitativamente comparando la fig.(3.5) con la
{3.6) endonde se observan los mismos perfiles que en la anterior pero en
condiciones de corto circuito (corriente méxima). En tal caso la disipacidn
por efecto Joule es méxima observindose un aurnento en la temperatura del
fluido de cerca del 200 %% respecto al caso de potencia méixima. Entonces el
efecto combinado de mdxima disipacién con un mimero de Biot pequeiio,
que en Ja prdctica se traduce en una frontera con un aislamiento térmico
mais eficiente, trae consigo un sumento considerable en la temperatura del
fluido. La disminucién del niimero de Biot ocasiona que disminuyala razén
de disipacion de calor hacia el exterior, mientras que en general se observa
que un incremento en el factor de carga es equivalente & una disminuciin
del lujo de corriente eléctrica a travds de] ducto y en consecuencia es pro-
porcional al descenso en el calentamiento de Joule en el fluido. Para un
M y un Bi dados, la razén de incremento en la temperatura se reduce al
aumentar K. '
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3.5.2 Solucién de la Ecuacién en las Regiones Cerca-
nas a la Discontinuidad

Sustituyendo la solucién (3.19) en (3.10) y haciendo uso de (3.21) s cn-
cuentrz la ecuacién que debe satisfacer {1;, esto es

0280 8Ny 80

Fye B g(v) az ' (3.30)
donde
- .8 _ 2y _ )
gly} = asz{coshM cosh M ( -~ 1 } (3.31)
¥y cuyas condiciones a la frontera son
a0; 2Bs _ .
__E_y__—ﬂ-—n,_ |z]>0, y=0, 7=1,2, .(3.32)
on;  2Bi _ .
—5;-+-}—n,—-0 ]3')0, y=m, 3=12, (3.33)
My(—oco,y) = Mz(00,y) =0 O<y<m, (3.34)
14+0(0,y) =M(0,y)=0 O<y<n~ (3.35)
¥
an, _ dfl _
—a'-:'-‘——a? I—0,0<y<71'. (3.36)

La estrategia de solucién de la ecuacién (3.30) sujeta a las condiciones
(3.32)-(3.36) se disefié siguiendo las lineas propuestas por Nigam [38] y es
a grandes rasgos la siguiente: a) se propone la solucién fl; como una serie
de Fourier cuyos términos son el producto de una funcién U, j(z) (a de-
terminar) y una combinacién lineal W,(y) de funciones seno y coseno con
amplitudes distintas. El argumento de tales funciones es el producto de la
coordenada transversal por ciertas raices Ay que se determinan resolviendo
una ecuacién trascendental obtenida a partir de las condiciones (3.32) y
(3.33); b) sustituyendo la solucién propuesta fl; en (3.30) se obtiene una
ecuacién diferencial para las funciones Uy j{z), después de haber eliminado
la dependencia en la coordenadas transversal multiplicando la ecuacién por
la funcién Wi(y) e integrando respecto & y de 0 a 7. La solucién a esta
ecuacién diferencial se encuentra como el producto de una funcién exponen-
cial exp(&;z) por ciertos coeficientes a;,, donde §; y ax; son constantes a
determinar; ¢) introduciendo esta solucién en la ecuacién correspondiente
se obtiene un sistema infinito de ecuaciones lineales para los coeficientes
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axj. La existencia de una solucién no trivial del sistemna de ecuaciones im-
plica que ¢l determinante de la matriz de coeficientes asociada al sistema
debe anularse, obteniendo entonces un polinomio caractristico de grado in-
finito cuyas raices determinan los eigenvalores? £, permitidos; d) asociado a
cada eigenvalor existird un eigenvector infinito formado por los coeficientes
aix; cuya determinacién completa se efectia aplicando las condiciones de
continuidad (3.35) y (3.36).

De acuerdo a la estrategia mencionada la solucién de la ecuacién (3.30)
sujeta a las condiciones (3.32)-(3.36) se propone en la forma

() = 1 5 Uil =12 (3.37)

donde Uy ; es una funcion a determinar y

Wi (y) = sendy + prcos Ay . (3.38)

Las rafces A, deben determinarse a partir de las condiciones de frontera,
de modo que al sustituir (3.37} y (3.38) en (3.32) v (3.33) sc obticene

A
Pe = Eﬁ (3.39)
j
}F
tan Ay = %‘b-"l-g’-' (3.40)
3, Ax
donde se ha definido
blzg.g_'. , 52___3,3_'

Entonces los valores permitidos de A;, que satisfacen las condiciones de
frontera, se obtienen de las raices de la ecuacién trascendental (3.40). La
fig.(3.7) muestra graficamente la solucién de la ecuacién (3.40) para un
numero de Biot igual a 3.

Nétese que si el nimero de Biot tiende a cero (paredes térmicamente
aislantes) o a infinito (paredes a temperatura constante) la ecuacién (3.40)
se reduce a

tan Jm =0 (3.41)

que determina raices enteras para tales problemas. En particular para
paredes a temperatura constante (Bi -~ oo) la funcién Wy se reduce a

2En este trabajo los términos eigenvalor y eigenvector se utilizan en un sentido mas
genertl que en el algebra lineal

54



e
S
o L e
o
1 A
. I %: - ﬁ
100 L : i
I
]
-
I
l tan A, r
I
-300 |- II
||
i
. l
~-500 H 1 l J

0.00 100 200 300 400 5.00 600

AH’I‘

Figura 3.7: Solucién gréfica de la ecuacion trascendental para Bi = 3
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Wi(y) =senky &k =1,3,5,.., (3.42)

que es la funcidn utilizada por Nigam [38] y por Jain |39] en la solucién del
problema con condiciones a la frontera de primer tipo.

Cabe mencionar aqui que en el caso en que b, == bz, es decir, cuando se
absorbe calor por una de las fronteras mientras se expulsa por la otra, las
rafces ), también son enteras y en este caso la funcién W, es de la forma

Wi(y) = sen(ky - Bi), (3.43)
donde
B¢ = arctan Jer k=1,35 (3.44)
k== 2B =1,3,5,.... .

La solucién a este problema no ¢s simétrica respecto al plano medioy = 7/2;
en el limite Bf -+ 20 esta solucion se reduce correctamente a la solucién para
el caso de temperaturas constantes en la pared.

Sustituyendo la solucién (3.37) en la ecuacién (3.30) se obtiene

5 (o

donde la condicién (3.34) unp!ica que

o2 U,,, .m,,, o(y) - A U“_) Wily) =0, (3.45)

Up,j[“-x‘) = U,,,-(:x:) =0. (3.46)

Multiplicando (3.45) por W,(y) dada por (3.38), en donde n no nece-
sariamente es igual a k, e integrando respecto a y de 0 a 7 se tiene

e, d v,
5 (0B T2 - G gt - A'-;B..kv,,-) =0,  (347)
k=1
donde
B,:Efww.,dy (3.48)
n - o n -
v
2 r* .
Gk = = ]; oW Wi dy. (3.49)

El cdlculo de la integral B, ; puede efectuarse directamente dando como
resultado, cuando n = k

sen2A,T sen?\, 7w
( v ) : (3.50)

Bon=1+(p; - 1) 53— * Pn
nT
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Cuando n # k se obtiene

_ sen(A, + A)w
Bay = (1+papi) "“('"A—'—:—i':)-;}"- = (1 — papi) - (AW
—cos(A, — Ae)7
"'(Pn PI:) (m—_
+(pa = Pe) - (C:S(j: ):):")" . ' (351)

Nétese que cuando el nimero de Biot tiende a infinito (A, entero) la integral
{3.50) da como resultado la unidad, lo cual concuerda con el hecho de que
en tal caso las funciones W,(y) estarfan dadas por (3.42) y evidentemente
serian ortogenales en el intervalo (0,7). Sin embargo en el caso general
(ec.(3.38)) para un niimero de Biot arbitrario, las funciones W,(y) no son
ortogonales como lo muestra la ecuacién (3.51), aunque numéricamente se
encontrdé que los valores de B, son pequefios en comparacion a los valores
de B, ,.

Para evaluar la integral (3.49) es conveniente prirmero expander la funcién

g{y) en una serie coseno de Fourier en el intervalo (0,7). La expansién estd
dada por

2y bo i :
g(y) = cosh M - cosh M (— - 1) =24 bcosry,  (3.52)
n 2 r=2,4,..
donde
BMsenhM
=24y b= -

Sustituyendo la expansién (3.52) en (3.49) y efectuando la integral se ob-
tiene paran=kyr=2n

bo AL

Gnn - "Bnn + b _‘:‘E

sen?h,.ﬂ’ 1 —cos2A,m
[(1 Pn)— N oA ] (3.53)
yparan # k
= (An + AL)? sen{A, + )7
- b, ¢ —2— %L . 1 = popy)— T
o = E {00 [ - P 32



- cos{An + Ak)w}

| RS RT

o (Ae m AR sen{An ~ A7
- _—kA,‘)'-') [(_1 + pnpk)"‘m':j“x:ﬁ*

sl

. "'(Pn +F-’k)1

(o - pa) (3.54)

La solucién de la ecuacién (3.47) sujeta a la condicién (3.46) se propone
en la forma

Uij = ax,ezp(§iz) J=1,2 (3.55)

donde £, es positivo y £ es negativo. Sustituyendo (3.55) en (3.47) se
obtiene

f,,,—a,,,--{-tia horar; =0 i=1,2 k#n, (3.58)
donde I
faj = a®Bunk] ~Gunks — Bundy, 7=12n=k (3.57)
¥
hnk = 02Bnaif? — Guu€i — Badl i=1,2n#k. (3.58)

El sistema de ecuaciones {3.56) puede expresarse matricialmente como

Hi hia ks ... a;;
hyy fa; has ... az;

=0, .
hyy hss fo; ... as j (3.59)

Para que este conjunto infinito de ecuaciones lineales homogeneas en a,;
tenga una solucién distinta de la trivial es necesario que el determinante de
la matriz de coeficientes sea igual a cero, es decir

Afg) =1L 4, 1= 0, (3.60)

donde A,, son los elementos de la matriz de coeficientes. Las raices de la
ecuacién (3.60) definen un nimero infinito de eigenvalores £;. La existen-
cia de tales raices esté asegurada ya que el determinante es absolutamente
convergente [46]. En genera! un determinante infinito converge si el pro-
ducto infinito de sus clementos diagonales principales y la suma infinita

58



de sus elementos no diagonales son absolutamente convergentes [48]. En-
tonces dividiendo cada renglén de A(£;) entre su elemento diagonal princi-
pal correspondiente se puede probar que A(£;} converge siempre y cuando
vl A,, |, (r # 8) converja y £ no tome ningun valor que anule a algin
elemento de la diagonal principal.

Ya que todos los elementos de la diagonal principal son cuadréticos en
&, la condicién (3.60) arrcjard un nimero infinito de raices positivas y
negativas. Las rajces positivas se denotardn por

E{q) g=1,3,5,....
y se admiten en la regién x < 0, mientras que las raices negativas

9 g=1,3,5,..

son aplicables en la regién £ < 0. Conociendo estas raices es posible en-
contrar relaciones de proporcionalidad entre los coeficientes a,; a partir
de (3.56). Es decir, para cada raiz {o eigenvalor) £(cl existird un conjunto

infinito de coeficientes am (o eigenvector) los cuales pueden relacionarse en
la forma

a¥? = 0n(£/N)el) j=1,2 n,9=1,3,5,.., (3.61)

donde On(fj(f”} es una cantidad conocida. Entonces la solucién de la ecuacién
(3.30) que satisface las condiciones (3.32)-(3.34) es

o
——

Z a“)exp(e(":c)(senf\gy + prcos Axy) . (3.62)
k=1g=

am

Hasta este punto los coeficientes am no estan completamente determi-
nados. Para lograr su determinacion es necesano utilizar las condiciones de
continuidad en £ = 0. De esta forma al sustituir (3.62) en (3.35) y (3.36)
se tiene

2EE 2 =1
1+ =3 S alilWe(y) = =3 alWi(y) (3.63)
Lk k=1g=1 ﬂ k=1
¥ ‘
2 & &
=2 el (y) = L Z ¥allw, (v), (3.64)
k=1g=1 =1g=1

donde se ha utilizado la identidad (3.38). Muhiplicando (3.63) y (3.64) por
W,(y) e integrando respecto a y de 0 a 7 se obtiene
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1 . - {2 o N ()
3\—[1 — €OS AnT + prnsend, ) 4 ayy Buy = Lﬂank (3.65)
n - k=1g=1 k=1g=1
y .
0 X o
> Yo €aliBar = 303 effal B (3.66)
k=1g=1 k=1g=

Estos sistemas de ccuaciones junto con {3.59) determinan completa-
mente a los coeficientes a,(,f}. Sin embargo el primer término del miembro
izquierdo de (3.65) converge lentamente por lo que conviene utilizar un
principio variacional que permita encontrar una expresién equivalente pero
cuya convergencia sea mds rapida {49;. Entonces, partiendo de la ecuacién
(3.63), se requicren encontrar los coeficientes al¥} tales que minimicen la
integral

Vs

k=1g= k=1¢g

4
a},"gu’.(y)»r-;i) dy. (3.67)

It
—

Definiendo

&(9) >_‘ a(@)“rk (y) (3.68)
k=1

se tiene

= = 2 T :
sy = [ (Sap-Sa0e3) . e

g=1I =1
Entonces minimizando {3.69) se obtiene

5% 2 (ZA?’ ZAm )Amdy_
2

£l

+

o bien

Angl]

3 alflw, (y)) (i ai';’w.(;))

1g=1 =1

> a£°,’w.,(y)) (£ atiw.0)

1¢=1

Zal';'w,(y))] dy=20 n,q,k,s=13,... (3.70)

a=1

r-—-../-—'-\
i[]s

WA
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Efectuando la integral (3.70) término a término, se obtiene la condicién

equivalente a (3.65) que deben satisfacer los coeficientes aL"} ¥y cuya forma

es

o (n)

By, (el) - alyel? = ) -a;{:—(l - cos A, + p,send,7) =0 (3.71)

[ ]
-

,8
8

k= a=1

-

g=1 2=

1

En resumen el procedimiento para el cédlculo de los coeficientes a!,',), es
el siguiente: a) Una vez determinados los eigenvalores E;" a partir de la
solucién del pelinomio surgido de la condicion (3.60), el conjunto infinito de
coeficientes aL"J) asociado a cada eigenvalor, queda completamente determi-
nado mediante la solucidn simultdnea de los sistemas de ecuaciones lineales
(3.59), (3.66) y (3.71). b) Obviamnente en la prictica no es posible resolver
este sistema infinito de ecuaciones. Lo que debe hacerse entonces es tomar
sisterna (3.59) de un cierto orden finito, por ejemplo N. De esta forma se
tendrd un polinomio caracteristico de grado 2,V que arrojard a su vez 2N
rafces, NV positivas {regién x < 0) y .V negativas (regién z ;> 0), de modo
que en los sistemas de ecuaciones {3.66) v (3.71) las sumas se extenderdn
de g = 1 a N, siendo ¢l rango de k y s también de 1 a N. ¢} Se establece
entonces un sistema de 4.V ecuaciones con 4.V incdgnitas a!,",', que al re-
solverse arrojara 2N coeficientes para cada region ¥ finalmente la solucién
(aproximada) para {1,(x,y) se obtiene a partir de (3.62). d) Sumando las
funciones N; v ¥,, el perfil adimensional de temperaturas para toda la
region de fiujo queda expresado en la forma (3.19).

Lus figuras (3.8) y (3.9) muestran los perfiles de temperatura adimen-
sionales como funcién de la coordenada transversal (y) en las regiones cer-
canas a la discontinuidad. Las distintas curvas son los perfiles correspon-
dientes a diversas posiciones axiales (coordenada z) tanto en la region 1
como en la regién 2. Ambas grdaficas fueron obtenidas considerando un
numero de Biot infinito y mimeros de Hartmann y Péclet iguales a 3, en
condiciones de maxima potencia (K = 0.5). La diferencia entre las dos es-
triba en el hecho de que la fig.(3.8) fue calculada tomando .V = 3, es decir,
considerando los tres primeros términos de la serie de Fourier, mientras que
la fig.(3.9) se obtuvo utilizando iinicamente dos términos del desarrollo de
Fourier. En amnbas graficas las lfneas discontinuas muestran los perfiles co-
rrespondientes al punto r = 0 calculados por la izquierda y por la derecha.
La discrepancia observada en estos dos litnites se debe a que se esta con-
siderando idnicamente un ndmero finito de términos de la serie de Fourier;
entonces la temperatura en el punto r = 0 se tomoé como la interpolacion
de estas dos curvas mediante el promedio aritmético (i.e. la linea — - —
representa el perfil promedio artimético de @(0*) ¥ ©(0") ). Aunque obvia-
mente csta extrapolacién no es un resultado arrojado de la teoria, parece
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- bastante razonable suponer que esta curva se acerca a la temperatura real
en la discontinuidad.

Comparando las figuras (3.8) y {3.9) se observa que la correspondencia
entre las dos aproximaciones ¢s bastante buena, de forma tal que los perfiles
en puntos £ # O priacticamente se sobreponen ¥ ann los promedios de las
curvas £ = 10 coinciden aceptablemente. Obviamente ¢s de esperarse que
mientras mas términos sean considerados en la serie la aproximacidn serd
mejor; sin embargo los resultados numeéricos muestran que la convergencia
de la solucién es muy ripida en toda la regién de flujo, a excepcidn de las
vecindades del punto x = 2-0; de modo que el considerar N = 3 en vez
de N = 2 no mejora sustancialmente los resultados, observandose sélo una
ligera mejoria en la vecindad inmediata de la discontinuidad. Por otra parte
cuando IV = 3 necesariamente se complica el dlgebra involucrada, pues se
deben encontrar las raices de un polinomio de sexto grado para determinar
los eigenvalores y resolver un sistema de 12 ecuaciones con 12 incégnitas
para obtener todos los conjuntos de coeficientes o eigenvectores, mientras
que cuando N = 2 el polinomio ¢s de cuarto orden y el sistema de ecuaciones
lineales es de 8 por 8. Por las razones anteriores se juzgd conveniente
incluir dnicamente dos términos del desarrollo en serie de Fourier de la
solucion (3.62), aunque un estudio detallado de la vecindad inmediata a la
discontinuidad requieriria de un mayor nimero de términos,

El calculo de las rajces de los polinomios surgidos de la condicién (3.60) ¥
la solucién de los sistemas de ecuaciones lincales para los coeficientes a'f) se
realizaron utilizando Jas subrrutinas CO2ZAEF y FO4ATF respectivamente,
de la hiblioteca NAG del sistema FORTRAN VAX i50].

Para lograr la apreciacion mas clara posible de la influencia de los di-
versos factores fisicos en el perfil de temperatura en la regién cercana a la
discontinuidad, se efectué un estudio paramétrico tomando como referencia
el punto (M = 3, Pe = 3, Bi = 3, K = 0.5) en el espacio de pardmetros.
La variacion de los pardmetros se realizé de la siguiente forma: el mimero
de Hartmann tomé los valores 1,3 ,10 y 30, ya que en este rango se com-
prenden desde perfiles esencialmente parabdlicos (M = 1) hasta perfiles
en donde el aplanamiento producido por el campo magnético es bastante
notorio (M > 10); al niimero de Péclet se le asigneron los valores 0.3, 1,
3, 10, 3C y 100 gue comprenden flujos en donde la transferencia de calor
por difusién es dominante (Pe = 0.3,1) y flujos en los que el mecanismo de
conveccion es el que predomina (Pe > 10); el nimero de Biot tom6 los va-
lores 1, 3, 10 ¥y 100, incluyendose en este rango fronteras con un aislamiento
térmico muy alto Bf = 1 y fronteras en donde se mantiene la temperatura
pricticamente constante, lo que corresponde a un coeficiente de transfe-
rencia de calor infinito (By > 100); por dltimo, para el factor de carga se
consideraron los valores correspondientes a los modos de operacidn tipicos
de un generador MRD, es decir, corto circuito (K = 0), potencia maxima
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Figura 3.8: Perfil de temperatura con tres términos del desarrollo de
Fourier. M = 3, Pe = 3, Bi = o0, K = 0.5.
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- (K = 0.5) y circuito abierto (K = 1).

El primer grupo de grificas lo constituyen las figuras (3.10),(3.11) ¥
(3.12) endonde los niimeros de Hartmann, Péclet y Biot se mantienen
iguales a 3 mientras se explora la influencia del factor de carga, que toma
valores de 0.5, 0 y 1 respectivamente. En este andlisis se ha supuesto que la
temperatura ambiente en la regién 1 es mayor que la de la regién 2 siendo
esta eleccién arbitraria.

El efecto concreto de la disminucion del factor de carga es aumentar la
disipacién interna y en consecuencia elevar la temperatura del finido . Este
aumento es mucho mayor en £ = 00, donde al pasarde K =0.5a K =0
hubo un incremento hasta del 200 % en le temperatura del fluido, mientras
que en las regiones cercanas al punto z = 0 el mismo cambio de condiciones
dio lugar a un aumento méximo en la temperatura cercano al 10 %. En las
figuras (3.10-3.12) la concavidad de los perfiles de temperatura es la misma
en ambas regiones; esto indica que el calor generado por disipacién interna
fluye hacia el exterior a través de las fronteras. Debe notarse sin embargo
que otra parte del calor generado es utilizada para clevar la temperatura
del finido en el centro del canal. Los gradientes de temperatura en la pared
son mayores ¢n el caso de la fig.(3.11) donde K = 0, que en las figs.(3.10)
y (3.12) donde el factor de carga toma valores de 0.5 y 1 respectivamente.
Esto indica que al aumentar la disipacién interna se incrementa también la
tasa de disipacién de calor por las paredes para un niimero de Biot dado.

Al igual que en las regiones muy alejadas de la discontinuidad (Seccién
3.5.1), el efecto de un niimero de Biot finito se manifiesta primordialmente
en un aumento generalizado de la temperatura del fluido tanto en las pare-
des como en el nicleo del flujo. Esto se observa claramente al comparar las
figs.{3.10-3.12) con la fig.(3.9). Lo anterior es consecuencia de la disminu-
cién del flujo de calor a través de las fronteras respecto al caso Bs = oo.

En las tres figuras mencionadas los perfiles correspondientes a £ =
—10, -1, .05 se sobreponen, lo que indica que en esa region la temperatura
del luido no se modifica debido al cambio abrupto en la temperatura am-
biente en la regién z > 0 y cede calor hacia el exterior a una tasa constante.
En el punto z = —0.1 el fluido disminuyesu temperatura al ceder calor ha-
cia el exterior a una tasa mayor que la anterior, o bien cediendo calor hacia
la regitn maés fria por el centro del flujo dependiendo del nimero de Péclet.
Este fenémeno muestra el cardcter eliptico de 1a ecuacién de transferencia
de calor, que se manifiesta fisicamente en ¢l hecho de que la temperatura
en la regién 1 se ve afectada por las condiciones en la regién 2 a pesar de
que el fluido se desplaza de la region 1 a la 2. Esto se debe a que el calor
se difunde axialmente en la direccién positiva ¥y negativa.

Cuando Pe = oo el problema se vuelve parabélico y los elementos diago-
nales del determinante (3.60) en vez de ser cuadriticos son lineales en £; de
modo que el polinomio caracteristico tendré \inicamente un nimeroc infinito
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de raices negativas validas para la regién z > 0. En la practica cuando se
considera el determinante de un cierto grado N las rafces positivas toman
valores muy grandes tendientes a infinito. Esto excluye la posibilidad de
tener difusién de calor axial en la regién £ < 0. De hecho la distribucidn
de temperaturas en ia region 1 < 0 es independiente de £ en tal regién. Es
importante notar que hacer Pe = oo podria convertir el problema en un
problema singular, ya que el factor 1/ Pe multiplica al término que contiene
la derivada de orden mayor en la ecuacion (3.47); sin embargo en los resul-
tados se encontré un comportamiento uniforme en la solucién conforme el
nimero de Péclet aumenta. Recordando que el niimero de Péclet estd dado
por

Pe = RePr (3.72)

donde Re es el niimero de Reynolds y Pr es el nimero de Prandlt, el des-
preciar la difusién axial serd una buena aproximacidn para fluidos con un
nimero de Prandit grande o bien, flujos con nimeros de Reynolds suficien-
temente grandes. En esta aproximacién la distribucién de temperaturas en
la region z < O es .

e = %F(y,M, Bi,K) +1, (3.73)

mientras que pars la region z > 0 se tiene

23 .
@, = - ,,2_‘, ?:qa(i'gcxp(fg'l:)“’g(y) + %P(&h M,Bi{,K). (3.74)

Grificamente este limite se muestra en la fig.{3.13) endonde se observa
e] perfil de temperaturas como funcién de la coordenada transversal para
un ntimero de Péclet igual a 10. manteniendo los valores M = 3,Bi =3y
K =0.5.

Aqui los perfiles correspondientes a Ias posiciones axiales z = —10,—1,-0.5
y -0.1 se sobreponen indicando que la temperatura del fluido se modifica
hasta que pasa por la discontinnidad; su temperatura entonces empieza a
disminuir conforme se aleja de la misma. Este efecto se observa claramente
en la fig.(3.14) donde se muestra el perfil de temperatura en el centro del
canal como funcién de Ia coordenada axial para diversos mimeros de Péclet.
Conforme Péclet disminuye, el efecto difusivo se huce mis notorio al de-
scender la temperatura del fluido mucho antes de llegar a la discontinuidad.

La conduccitn de calor axial se vuelve despreciable para grandes valores
del nimero de Péclet y por ende las soluciones que se obtienen excluvendo
dicho efecto pueden considerarse vilidas para Pe > 10. Sin embargo el des-
preciar la conduccidn de calor axial puede introducir un error considerable
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Figura 3.13: Perfil de temperatura para diferentes puntos de la coordenada
axial (z). M =3, Pe=10,Bi=3, K =05

70



i50

¥-) Pe = 0.3
1;25 B Pe = 1
-l-.._-‘__‘ h‘\\j
100 X
N\
\ \x
0.75
0.50
0.25
0.00 ] ] ]
~-5.00 -3.00 -.00 300 X 500
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en la solucién para nimeros de Péclet pequenos en regiones cercanas a la
discontinuidad que pueden considerarse como regiones de entrada térmica,

En la fig.(3.13) se observa que la concavidad de todas las curvas es
la misma; entonces al igual que en las figuras (3.10-3.12) parte del calor
se expulsa a través de las fronteras. En ningin punto de las fronteras se
absorbe calor del exterior. En la fig.(3.15) se grafica el flujo de calor en la
pared como funcién de la coordenada axial para diversos nimeros de Biot
¥y un mimero de Péclet igual a 100.

En la regiédn z < 0 el fluido cede calor al exterior a una tasa cons-
tante hasta llegar a la discontinuidad donde Ia tasa de expulsién de calor
aumenta abruptamente para después disminuir suavemente conforme el flu-
ido se aleja del punto z = 0. En las regiones aledafias a este punto las tasas
de expulsién mayores corresponden a nimeros de Biot grandes (10 y 100)
que se acercan més a }as regiones de frontera de primer tipo en tanto que
para casos con nimeros de Biot pequenos dichas tasas de expulsidn son
menores, manifestéindose un aislamiento térmico mias eficiente. Al igual
que ]a temperatura, el flujo de calor es simétrico respecto al plano medio
del canal. .

Para casos donde el nimero de Péclet es pequeno, la difusién de calor
axial se vuelve mas importante y se presenta un fenémeno interesante en
Ja transferencia de calor en el fluido v a través de las fronteras. En la
fig.(3.18) se ilustra el perfil de temperatura como funcién de ia coordenada
transversal para un mimero de Péclet iguala 1l y M =3, Bi = 3, K =0.5.

En este caso los petfiles correspondientes a las distintas posiciones axia-
les en la regién r < 0 no se sobreponen indicando la influencia de la regién
2 sobre 1a 1 debida a la conduccién axial; por otra parte la concavidad de
la temperatura va cambiando al acercarse a la discontinuidad y por tanto
el signo del gradiente de temperatura también cambia. Esto se observa un
poco mas claramente en la fig.(3.17) en donde el Péclet se mantiene igual
a 1 mientras que los otros pardmetros toman los valores M = 10, Bi = 10
y K=1 ,

En estas dos iltimas gréificas el perfil correspondiente a la posicién x =
—~0.1 muestra que la convergencia de la solucidn para estos valores de los
parainetros ya no es lo suficientemente buena en regiones muy cercanas
a la discontinuidad, Cualitativamente lo que parece estar sucediendo es
lo siguiente; Al aproximarse a !a discontinuidad, el fluido cede calor por
difusién por el centro del flujo, en un principio sin dejar de ceder calor por
las paredes. Es decir. la presencia de la discontinuidad se hace patente
primero en el centro que en las paredes dando lugar a que para una cierta
posicién axial el calor fluye por el centro y hacia afuera del sistema a través
de las paredes. Posteriormente el gradiente de temperatura cambia designo
en una regién cercana a la discontinuidad, donde el fluido absorbe calor del
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exterior para compensar el calor que estd fluyendo por el centro hacia la
region mds fria. Al llegar a la discontinuidad el fluido deja de absorber
"calor del exterior y abruptamente lo expulsa a una tasa muy grande que,
después del punto r = 0 va disminuyendo hasta tomar su valor asintStico
en r = foo. Este fenémeno se observa claramente en las figuras (3.18),
.(3.19) y (3.20) donde se muestra el flujo de calor en la pared como funcién
de la coordenada axial para diversos nimeros de Biot ¥ nimeros de Péclet
iguales a 30, 10 ¥ 1 respectivamente, Obviamente la intensidad de los flujos
de calor depende de] niimero de Biot. Las asimetrias de las regiones x < 0
¥ z > 0 se deben a la direccién preferencial de la velocidad.

Las figuras (3.21-3.23) muestran el efecto del nimero de Hartmann en
el perfil de temperatura para un nimero de Biot finito. La fig.(3.21) fue
obtenida utilizando un Hartmann igual a 1 (Pe = 3, Bf = 3, K = 0.5)
por lo que los resultados se acercan al problema meramente hidrodinimico.
Al comparar este resultado con el obtenido cuando se eleva el nimero de
Hartmann a 10 (fig.{3.22)) se observa que el efecto neto de este aumento
en M es incrementar la temperatura general del fluido en cerca del 70 %.
Los gradientes de temperatura, sin cambiar de signo, aumentan de magni-
tud. De hecho, la influencia del aplanamiento del perfil de velocidades en la
transferencia de calor continda al elevar M yva que los gradientes de veloci-
dad se hacen més pronunciados aumentando entonces la disipacién viscosa.
Asimismo, como se explicé en la discusion de los resultados obtenidos para
la regién r = o, la disipacién éhmica también aumenta con el niamero de -
Hartmann. Esto se corrobora en la fig.(3.23) donde se muestra el perfil de
temperatura como funcién de la coordenada axial para diversos nimeros
de Hartmann.

Las figuras {3.24-3.27) junto con la fig.(3.10) ilustran el comportamiento
de los perfiles de temnperatura para diversos niimeros de Biot finitos, mante-
niendo los nimeros de Hartmann y Péclet iguales a 3y un factor de carga de
0.5. Una comparacion directa de las figuras (3.24), (3.10) y (3.25), endonde
se ilustra en forina grifica la temperatura del fluido como funcién de la co-
ordenada transversal (y) para nimeros de Biot 10, § y 1 respectivamente,
muestra que el aumento generalizado de la ternperatura de! fiuido ocasio-
nado por la disminucion de tal niimero se manifiesta més intensamente en
las regiones cercanas a las fronteras que en el centro del flujo. Existe una
tendencia al aplanamiento del perfil de temperaturas conforme disminuye
Biot, lo que a su vez indica que se reducen los gradientes de temperatura
y en consecuencia son menores los flujos de calor hacia €l exterior. En el
limite Bi — 0 el flujo de calor es nulo ¥ los perfiles de temperatura tienden a
unitse en uno solo, independientemente de la posicién axial y de los valores
de los otros pardmetros; la temperatura tenderd entonces a infinito debido
a la presencia continua de la fuente de calor interna en el fluido.

La fig.(3.26) muestra el perfil de temperaturas en el centro del canal
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‘como funcién de la coordenada axial para diversos ndimeros de Biot, no-
tandose nuevamente la tendencia al incremento de temperatura conforme
disminuye Biot. Se observa tamnbién que la union entre las regiones 1 y 2 no
es suave, reflejaindose el eardcter nproximado de la solucién obtenida con
dos términos del dAesarrollo de Fourier que se manifiesta més intensamente
en las vecindades del punto £ = 0. La fig.(3.27) contiene los perfiles de
temperatura en la pared como funcion de la coordenada axial. La curva
correspondientea Br = 100 pricticamente coiucide con el limite Bi = oo que
caracteriza las condicionces de frontera de primer tipo. Con tales condiciones
las temperaturas de las fronterus estan fijas y en consecuencia el cambio
de una regién a otra se manifiesta como un escalén. Al disminuir Biot la
temperatura de la pared aumenta en ambas regiones pero la transicidn o
une regién a otra se suaviza, ya gue e} mcjor aislamiento térmico ater-in 'a
influencia de la discontinuidad,
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CONCLUSIONES

La aportacién central de este trabajo es el andlisis del proceso de trans-
ferencia de calor en un flujo laminar MHD considerando un coeficiente de
transferencia de calor finito en las fronteras. A diferencia de las soluciones
obtenidas con condiciones a lu frontera de primer y segundo tipo, la solucién
que aqui se obtuvo permite una comprension mas realista de la transferen-
cia de calor en Jas regiones cercanas a las fronteras ya que no se exige que
las temperaturas de las paredes se mantengan fijas o que e] flujo de calor
a través de las mismas sea constante sino que el intercambio de calor con
el ambiente se dé de acuerdo a una relacién empirica del tipo de la ley de
enfriamiento de Newton.

La solucién encontrada es fuertemente dependiente del coeficiente de
transferencia de calor y permite recuperar como casos limite las soluciones
para temperaturas constantes en la pared (k = oc) o bien para fronteras
térmicamente aislantes (h = 0). La convergencia de la solucién es inuy
ripida, lo que permite truncar el desarrollo en setie a un orden mnuy bajo.
Sin embargo en regiones muy cercanas a la discontinuidad, la convergencia
deja de ser aceptable por lo que un andlisis detallado de tal regién requiere
considerar un mayor niimero de términos del desarrollo en serie.

El efecto combinado de un niimero de Biot finito con la difusion de
calor en la direccién axial llevd a la conclusién de que el efecto difusivo es
despreciable para nimeros de Péclet grandes, que en la prictica es el caso
més comuin; sin embargo despreciar este efecto para nimeros de Péclet
pequenos en regiones cercanas a la discontinuidad puede conducir a errores
considerables.

Los efectos disipativos ocasionados por la interaccién directa del campo
magnético con el fluido en movimiento, que se manifiestan en el incremento
de los gradientes de velocidad en las regiones cercanas a las paredes y por el
calentamiento de Joule producido por las corrientes inducidas en €l medio,
fueron caracterizados observando la influencia del nimero de Hartmann y
el factor de carga en el perfil de temperaturas.

Ya que el trabajo ofrece una descripcion detallada de la fisica del proceso
de transferencia de calor en canales MHD, los resultados globales tienen su
aplicacién mads inmediata en el disefio de méqguinas de induccién y en par-
ticular en los sistemas de conversion de energia térmica en energia eléctrica
(generadores MHD).
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