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INTRODUCCION 

La principal 1notivación para el presente estudio fue la necesidad de com­
prender los fcnón1enos de transferencia de calor en los flujos magncto­
hidro<linárnicos (~·IHD) que se prc~entan en diversas máquinas de inducción, 
part.iculitrtn<>ntc en lo~ generadores !\·1HD. El di~cño de tales máquinas re­
quiere del conocitniento de los perfiles de tc•n1pc•ratura y los flujos de calor 
<'n los distintos modos de operación del sistema. 

El objetivo fundan1ental del trabajo es caracterizar la influencia de un 
coeficiente de transferencia de calor finito en las paredes de un dueto ~fHD, 
lo que 1natemáticamente implica resolver la C'C\Utción de la energía bajo 
condiciones a la frontera de tercer tipo. Est<' problt•1na tiene relevancia 
debido a que los trabajos anteriores sobre Ja transferencia de ra)or en duetos 
!vlHD se habian centrado en resolver la ecuación mencionada bajo condi­
ciones a Ja frontl•ra de prhner o segundo tipo, es decir, n1ant<'11iendo cons­
tant<'s las f<•tnpl·raturas de las paredes (co('firicnte de trnn~ft·rC'nci<t dC' ralor 
infinito) o iluponiendo un flujo de calor constante a tra,·é!'i 1\c la!" tni~mas, 
rc~p<'ctivanll·ntt-. Sin e111hargo esta!' <"on<li<"ioncs no sit•rnpre reproducen 
adccua,l.a1nr11te la situación real, por lo 1¡uc l'Onsid<'rar un c:oefici<'nte de 
tran~fc.·rl"ll<'ia de calor finito en la..~ front<'ras da Ja po~ibiJi,)ad de ohtr.n"r 
una dC'~<"rip<"ión más realista del prol1lema. 

Con "l fin de estructurar, en la nt<'dida de lo posible. un <loru111cnto 
autocontt>nido y uhi<"ar al lector dentro del <'nntC'Xto general del ¡1rohl1•ma, 
~e incluyen dos capítulos prc1in1inares. El ¡1rinu~ro establece las ecuaciones 
del cnn1po electrornagnético y su inrorpora<"ión a las e<'11H<"Íones de balance 
de un m<'dio <'ontínuo, lo que da lugar a las C'CUa<"ioncs fundamentales de la 
~1.HD. El segundo describe los distintos modos de opc.·ración de las máquinas 
de indurción así corno los principah•s fenót11l•nos <¡ne se presentan en los flu­
jos ?\lHD en canales; postt-riormente S<' c•stahlccc nn inod<'lo Sf'ncillo a partir 
del flujo laminar de Hartmann que pl~r•nite prc>derir el con1portamiento de 
las n1áquinas mencionadas. 

El últiino capítulo contiene una rrvisión bil1liográfica de los diferentes 
autores que previamente habían tratado el prohlt>ma de la transferencia de 
ralor en duetos MHD .. .\ <'Ontinuacidn !:'e formula el problema y se resuelve 
analíticainente la ecuación de balance de energía bajo condiciones a la fron· 
t1•ra de tercer tipo. Finahnente. part.iendo de la solurión encontrada. se 
ne .... ·a a cabo un estudio parainétrico ron el objeto d<' determinar la influen­
cia de los diversos factores físicos del sistema y. en particular, del coefici<'nte 
de transferencia de calor de las fronteras, ilustrando gráficamante los per· 
files <le t<'Jnperat.ura en el fluido y los flujos dt- <"a1or a través de las paredes. 
Co1no casos límites se obtienen los resultados para condiciones a la frontera 
de primer y segundo tipo. 
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Capítulo 1 

ECUACIONES 
FUNDAMENTALES DE LA 
MAGNETOHIDRODINAMI­
CA 

1.1 Introducción 

La magnetohidrodinámica (~IHD) <'Studia f') rnovhniento de un fluido con­
ductor de electricidad en presencia de un ra1npo rnagnético. Aquí el prob­
lema principal es que las corrientes eléctriras inducidas dentro del fluido en 
111ovitnicnto n1odifican el propio catupo. y el flujo de estas corrientes dentro 
dt>I 1nis1no can1po da lugar a fu<'rzas rnN:áni<"as que modifican el n1ovimiento 
del fluido. El interés y la dificultad de la ~tHD se rifrau prf>rif->arnente en 
esta intC>rarC'i<ín campo-n1ovhni<'nto. 

El c.'~tudio de la :v!HD abarca un a111plio rango d•! fcnómC'nos fú.ico5'. 
d1•sde el flujo dr tnetalcs líquidos en presencia d<• C'Hn1pos 111agnéticos hasta 
p)asrnas int.cTt'!<>t<:>lares. Cada tópico en partirular pr<·senta condirioncs es­
pC'cífiras qu<· deterrninan el tratamiento del prohl<>n1a. Sin etuhargo, para 
qll<> la :i..1HD sea t:'strictamente aplicable, es nct'c~ario quC' las distancias ca­
racterísticas y los intervalos de tieinpo para el 111oviinicnto t•n cucst ión sean 
mut'ho n1ayorc8 que la tra)·ect.oria libre media )' el tiempo libre medio entre 
colisiones de los portadores de carga. En otras palabra~. la :\IHD trata 
al fluido desde un punto de· vista macroscópico considerándolo como un 
continuo sust'<>ptible de ser descrito en términos de propiedade!; locales .. .\ 
la aproxitnación del continuo o hidrodinámica se incorpora la hipótesis del 
equilibrio local, que per1nite describir el estado del fluido en cada punto me­
diante pocas variables, relacionadas entre sí de la rnis1na forma que cuando 
el fluido se encuentra en equilibrio. 

El principal efecto de un can1po magnético sobre un fluido conductor 
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es, por una parte. el surgimiento de fu('rzas de ruc·rpo sobre el fluido, y por 
otra, el intl?r<'ambio de energía entre el <'R.n1po y el fluido. En conse<."lH'Tl<'ia 
las ccnacioncs ordinarias de la fil(•cánica de fluidos por sí n1i~mas ya no 
son suflcic-ntcs para dar una dc~<"ripción ad<>cuada del fcnóincno cuando se 
considera la interacción electrornagnética~ y es nc>cc•!l'ario comhinar]n:o; con 
las c>cuacioncs del catupo clE>ctron1agnético a fin de obtener las ecuaciones 
fundRmentalc~ que gobiernan el flujo de un fluido conductor en prC'sen<."ia 
de un ca111po inagnético. 

En c.•ste rapítnlo se estab1ecPn las ecuaciones f1111damentalcs del campo 
clectro111agnético <¡uc se utilit.Rn posteriormente en la obtención de las 
ecuaciones de bal11.nce de un fluido conductor rn presencia de un ca1npo 
magn~tico. Estas últimas se sin1plifican mC'diantc una aproximación adc­
<"nada y con ayuda de las ecuacion(?s constituti,·as se establecen las ecua­
cionrs que gobiernan los procesos disipativos en la ::'\1HD. Debido a que el 
intc.•rés prhnordial del trabajo yace en las rnhquinas de inducción ::\lHD que 
opC'ran con mr.tales líquidos, las discusiones post•·riorcs !"e CE'ntrarán en este 
tipo de fluidos. 

1.2 Ecuaciones del Campo Electromagnético 

Las ecuaciones que gohil'rnan los fenr'nnl'nos c•lectromagnéticos son cono­
<"idas· como las ecuaciones el<' ~tax\\·ell. Dichas ecuaciones junto con la 
ecuación de Lorentz para la fuerza, <'stahlc>cen la~ interacciones fundamen­
tales del campo clt!ctron1agnético, que se caractt•riza por los siguientes vec­
tores: int<'nsidad de campo eléctrico É(r~.t), inducción C'}éctrica .D(r,t), 
int~nsirlad de campo magnético ii(r. t). inducción tnagnética fi(r, t) y den­
sidad de corriente de conducción J-( f, t). 

En ~u fortna diferencial las ecuacion<'s 1nacro!oi<"Ópica.~ de !\iaxwel1 (fin el 
sish•n1a ~KS) se expresan de la siguiente forn1a '. I; 1 

.... fJ . .,.., Pe· (1.1) 

\ >- E aD 
(1.2) - ¡¡¡· 

Vxfi=f-
ali 

(1.3) ºiif' 
y 

V. jj =O, (1.4) 
------------··· -

1 Los números entre corche1es i] indican las referencia!' al final del trabajo. 
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donde Pe es la den~irlad de carga C'léctriC"a. Las rfl.ract<•ríst.icas <lel C'htr1po 
cle~tron1ognl;tico en distintos rnedios rr1ateriales dr•p<'ndC'n de la cstrurt ura 
de tales ml'dios y su c>stado tcr1nodinhniico. Por lo tanto las cruacioncs de 
campo dC'li<'n compl<·1nentarsc con rrlacio111·s entre los vertorcs de ra1npo y 
los parán1<'tros <"aracterísticos rlcl 1ncdio r<·~pcctivo, conocidas como f'rua­
cioncs constitutivas. En un 1nrrlio hou1og(;nco e isotrópico en rC'poso dichas 
<>cuaC"ioncs en la rtproximación 1in<•al. S<• pn<"den expresar 1ncdi1111te un mo­
delo sirnplc, a sa hl'r 

J5 . <É. jj = ¡iÍÍ' (1.5) 

donde ( y µ son C'scalarcs conoridos como la prr1nitividad clf5ctrica y la 
p(•fJJlf•ahilidad ruagnética dC'] tn<'ctio, rC'speC'ti\·tt111c>nte. En g<•neral ( y µ 
podrírtn dl.'pendcr del estado t<:>rn1odiná1nico d<'l tnc-ciio, sin cinbargo para 
la gran Juayoría de los probl<•tnas tratados en ~tHD ( y µ put•dcn consid­
(•rarsc C'on~tantes. En varticular, al traLajar con ftuirlos conductores (v.g. 
inetalcs líquidos, gn~cs y solurion<'s) ('S posible to111ar C'otno una n1uy buena 
aproxi11111<'ión µ -:-; 11 0 , donde l'o f'S la pl•rn1cahilicia<l magnética en el \·acío. 
En a1g1111os gases (en ¡1artic11l11.r plasma~). la pC'r111ith·idad clé-ctrica ( es 
nproxilnadc:uurntc igual a la d<>l \'hcío; sin t•111brtrgo esta conrliC'ión no ~f' 
~atisface en gt•tH•rctl para líquidos conductores ,lJ. 

Otra ecuación constitutiva inuy cntnlín es In lh'ltnada ll'Y de Ohtn que 
<'Stablcc~ una rC'l;!ción C'utrc la rl<'nsidad de corri('nte J- y la int<'n~idad de 
campo <'lf5ctrico E, y en un ln<'clio C'll reposo se cxprC'sa co1no 

(1.6) 

donrle o es la conductividad C'll~C'trica del medio. la cual en una buena 
aproxirnarión puede suponerse constante. Esta ley únican1ente es válida 
para mudios lineales homogc\'neo!i C' isotrópicos, y al establecer una relación 
loC"al <·ntre la corriente y el ca1npo se supone que la densidad de corriente 
en un punto del conductor deprndc sólo del ca1npo en ese punto. Esto a su 
vez presupone que la trayectoria lil1re 111C'dia de los electrones es pequeña 
cotnparada con lM- distancias sobre las cuales el carnpo cambia apreciable­
mente. La ecuación (1.6) no incluye el t>fecto del C'an1po magnético sobre la 
distribución de corrit·ntes, conocido C'omo efecto Hall que puede suponerse 
despreciable al tratar el flujo de n1C'talcs líquidos <'Il <"<ttnpos rnagn~ti<"os. 
Este efecto puede ser de importancia en a)gunos problernas d<' física de 
plasmas [6.35,36,37j. 

Las ecuaciones de Maxwell son in\·ariantes ante un grupo de trans­
formaC"iones conocido como grupo de Lorentz. lo cual irnplica que dichas 
ecuac:iones ta1nbién son válidas t-T• m<'dios en 1novitniento uniforme. Para 
obtener una descripción adecuada de las cantidades del campo <'lectro­
magnéti<"o vistas por observadores en distintos sistemas inerciales de re-
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fcr(>ncia, es ncrC'sario con1liinar las tran .. forrnacinncs de Lorcntz con las 
ecuaciones de Maxwell 'lj. Las eruacioncs constituti\"as (1.5) y (1.6) son 
válidas únican1c.•ntc en el sis.tenia en reposo (i.e. el sisterna respecto al cual 
el fluido se encuentra C'n reposo), y en consC'rucncia es necesario utilizar las 
transfor1naciones para las rantidades de campo para obtener su exp:-<•sión 
en el i;:istl•tna de laboratorio (i.e. el sist<'rua respecto al cual el fluido se 
desplaza ron velocidad tf') . En su forma completa tales ecuaciones resul­
tan con1¡1lirac1as [2}. sin C'tnbnrgo t>n la aproxin1ación no r<'lativista y para 
los probletnas tratados en ~IHD (en mC'dios isotrópicos lineales), pueden 
uti1izar~e en la siguicute forn1a siinple: 

fj = f.E, (1.7) 

ii~µii, (1.8) 

j = u( É 1· v x B) - ""'• (1.9) 

dondr ahora todas las cantidades están referidas al siste1na de laboratorio. 
El t~rmino pfti de la ecuación (1.9) se denon1ina corriente de convección. 

Un medio conductor en movitni<'nto en cuyo interior se encuentra un 
C"arnpo cll•C"trotnagnético, se ve influirlo por la presencia de dicho catnpo. 
Para rs<"ribir la <>cuación de 1novin1ie11to del n1edio desde un punto de vista 
Jll'\\'tonirtno: se debe f'Xprcsar la acción dE"l ran1po mediante una dc.•nsidad 
de fuPrza. La ley de Lorentz para ta fuerza <"lectrotnagnética da ta fuerza 
sobre una partícula <'On carga rléctrica q br1jo la acción de un can1po elec­
tron1ngn~t ico 

i' q(E ~ ü> .8). (1.10) 

La ecuac1on (1.10) <'S una exµr<·~ión válida en cualquier sistema., siendo 
ü la. velocidad de la partícula con respecto a dicho sistt>ma y E )' jj son 
los C'ampos locales Yistos por un observador en el mismo sistema. Para un 
medio contínuo que contenga partículas Chrgada~. la densidad de carga está 
dada por 

(1.11) 

donde q0 son las cargas de las diversas partÍt'ulas en el volumen AV. que es 
pequeño t'Omparado con las ditnensiones del problema, pero grande com­
parado con las distancias entre las partículas cargadas. De la misma manera 
se drifinP la densidad de corriente como 

(1.12) 
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donde t7n es la velocidad de la partírnlH de cln!'t• n. Entonrcio;, pnra 11n tnc>clio 
contínuo eon cl<•nsidad de earga p, ;r d<·n:-=idnrl de corri1·ntc j~ la l!C'nacitin 
(1.10) se transforma en la <lí'nsirlit.d de fuerza 

l = p,E + s X ñ. (1.13) 

En <•1 caso no relath·i!"ta S<' puede considerar corno 11na hncna aproximación 
<¡ue ln densidad de fnf'rza elcctrn1nng11(·ti<'a «~s invnriuutc ante un <'tt1uhio 
de sistC'1na inercial de rcf<'r«~n<"ia. Forn1ahnrntc, ¡ .. u1ra probnr la validez de 
la <·<'nación (1.13} Jlitra tnrclios <'n 1noviinirnto, ~<· rlcbc not.ar qne clirha 
ecuación reprt'sc.•nta la parte espacial de In c.•x¡>rusiúH covari8nte 

f, = J..7 .• ,. (1.14) 

!'iendo JJ el cuaclrivc>('tor de c.-orricute y 73, el tt•n"'or' de cnmpo C'h•ctron1ng-
11ét.ico ;3;, y donde se ha utilizado la ronv<•nción de qur ínrliccs repetirlos 
incliran suma. Con ayuda de las l'<"Uacion<!s de ~lttx\\·ell y las t•cnacionrs 
<"Onstituti\"as (1.7) y (1.8), las cou1pont'ntc!" dl" la dt'n!'hlad dt.• fuerza <'icc­
trotnngnética se pueden exprc~ar en la for111a :2,41 

dondr 

( E ·· S ··· B) .· iJg, · i!T, ~. 
p, ' a1 a.c1c · 

g·~iixii 

St' dt•finí' corno la cl<'nsiclad el<' rnomcnto l'lectro1n~1gnt~tico y 

1 - - - -T;, ., D;E, ~ B,H, ·- ~'':i(D ·E - B · H), 

es el tensor de <':-;fucrzos de ~lax\\0ell. 

{ 1.15) 

{1.16) 

(1.17) 

1.3 Ecuaciones de Balance de la Magneto­
hidrodinámica 

Balance de Masa 
Sea p = p(~t) la densidad de masa del fluido~·•"= ti(r.t) el campo 

de \0 elocidades del 111ismo. En su forma intt•gral la ecuación de balance de 
masa est ablccc que 

!._ /. pdV =o dt ,. (1.18) 

donde d\-" es el clen1ento de volu1nen OC'upado por el fluido. Con ayuda del 
teorema ele transporte de Reynolds ¡s; la ecuación (1.18) puede expresarse 
en la fortna 
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!. dp ( - - + pV. ii) dV =O, 
. dt 

donde l~ es un vo1urnen que S<' desplaza junto C'On e! fluido y d/ dt. dt·nota 
la c1<•ri'\·nda 1naterial <lada por 

'!_ = a_ ~ 17. V (1.19) 
dt éJt . • 

Puf'~to que el intt•grRndo C'S nna función continua y el volumen de inte­
gración es arl,itrario, ~<' tiene que 

(1.20) 

Utilizando (1.19), la ecuación (1.20) se pu~de r~cscribir en la forma 

donde el vector 

8p ' - -~--V·; at · (1.21) 

(1.22) 

se conoce romo la d1•a .. i,lad de flujo dr nutsa. Su dirección es la del 
1110\•ÍJnit•nto d«•l fl.uiclo 111i<•11trns qur su nuignitud es igual a la rna..~a de 
Ruido que atraviC'sa por 11ni1\ad de ti<•mpo nn área unitaria pcrpcnrlicular 
a la VC'loridad. Co1no puc·d<' observarse la <·cnación de balance de masa no 
se Y<> cslt<'rada por la int<•raccion cl<'ctrou1agnéti<"'a. 

Dala.rice de J\.fumento Lineal 
Ln C'C'\lación dt.• balance de 11101ncnto <'ll su forma integral es la siguiente 

-~- [ piTdl" ·= [:; • ñ da -- [ fdlº. 
dt Í\' Ís ),. (1.23) 

La i11t<>gral d(• supE>rficie del lado derecho con!iidcra las fuerzas de superficie 
que s<' pr'·~entan en el fluido, donde T es el t<·n~or de <'sfuerzos me<"ánico 
y ñ es un ,·t•ctur unitario normal a la !iUpt>rficie. La SPgunda int<>gral del 
lado dt•rt•cho to1na en cuenta las fut>rZas de cuerpo que actúan sobre el 
fluido, siendo /-la drnsidad de fuerza de cut•rpo. ~iecliantc el teorema de 
transporte de Rcynolds y la ecuación de halan<'f' de masa (1.20), se obtiene 

!!_ f pvdl' = r P el_•'. d1 • • 
dt ],. fv dt (1.24) 

niientras que, utilizando el t<>orf'1na de Gauss. se tiene que 

(1.2&) 
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. Sustituyendo {1.24) y (1.25) Pll In t•cnarión (1.23) ••obtiene la forma dife­
rencial de la ecuación de 1?H1nncc de 1notn<'nto lineal, es decir 

dv _ -
p-·- =V· r + /. 

dt 
{1.26) 

El cf<'cto del <"ampo cl<>ctron1agnético se in<"orpora a través de la fuerza 
de l.orentz (1.13)~ que se pn<'dt• entender cotno una fuerza de cuerpo. De 
u1odo que para un fluido conductor que sc desplaza <'Jl un ca1npo magnético 
la t•ctuu:ión de balance de 1110111<'nto ton1a la forma 

di' - - -
p - = '\' . f + p,E + J X 1•0H. 

di 
(1.27) 

donde se ha utilizado la ccuac-ión ( 1.8) hacic>ndo JI ;-::. llo. Recordando que la 
densidad de fuerza <'lectro1nagnética se puede expr<'sar mediante la ecuación 
(1.15) y utilizando la ecuación de balance de ma•a, la ecuación (1.27) se 
pu<'dc reescribir en la forma 

donde 

c1G -
·· ~ ·-'V·Il, 

lit 
(1.28) 

(1.29) 

es la dt•n.~idad de 1no1nento total del "'istl•tna ftuido-carnpo e1C'<"tro1nagnético. 
)'el '\'t.'ctor ii <•stá •lado por (1.16} 1 niientras que 

(1.30) 

es el tensor de 1lensidad d.e finjo de motn<'nto total del sisfE>ma. Si 11 <!S 

un ''ector unitario nortnal al rh•mc•nto du ~uperficie da, entonces n.knk es 
el flujo de la i-ésinta con1ponentc dC'I u1omento lineal a través de dicho 
ele1nento. 

Balance d< Energ(a 
Bajo la hipótesis de equilibrio local, la forma integral de la ecuación de 

balance de la cnt>rgía es la siguiente 

_'!J. p(o + ,.: ) dV =-J. ii· ;, da+ J. (f · ñ)- iida •J. J-. E dl'. (1.31) 
di \" 2 S S V 

El mit>Jnbro izquierdo de la eruación (1.31) representa la tasa de cambio 
temporal de la {'nerg{a contenida en el volumen \'. donde p~ y pv7 /2 son 
las d(•nsidadcs de energía intt>rna y cinét.iC'a respectivamente. El primer 
tér1nino del rniembro derecho representa la transferencia de calor por con­
duC'ción térmica debida a la difE>rencia de t<'rnperaturas en el fluido, donde 
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q denota al flujo de calor. Este tér1nino indica l'Órr~o fluye el ralor en la 
supt·rficie del voltnncn ¡:. El segundo térrnino del lado derecho representa 
el flujo de energía a través de la superficie, tanto por transporte de n1asa 
como ¡>or procesos de fricción interna. El últirno término representa Ja tasa 
de ('R1nbio t.en1poral a la cnal el can1po f'lert rorru1g11ético hace trabajo so­
l.re el volttm<:'n cle fluido l' Js:. Esta potrncia r<:'prcscnta una con,·crsión 
de encrgfrt elt•c1rornagnétirn ('fl c>n<•rgía rnecánica o térmica, romo se Verá 
post erior1nen te. 

Utili:t.ando el tcor<•ma de trnnsporte de Reynolds y la ecuación de ba­
lance de rnasa 5e tiene 

d J. •" J. tfr - p(< +--)di'= p( ··-
dt V 2 1º di 

y del teurt.~1na de Gauss se sigue que 

- f q". ñ da = ·- r "" . qd\'. 
Ís lv 

f ( f . i!) . i1 da = { v . ( f . i') d\·" , 
ls 11: 

de donde la ecuación (1.31) pul'de expr<'sarsc en la siguiente for1na diferen­
cial · 

d;: 1 dt·' - - - -
p( --- -'- - - -} = · v · q - v · (• · i!) - J · E di ' 2 dt ' . (1.32} 

Su!'t ituyC'ndo <'Il esta ecuaci6n el rntnpo C')<'ctrico ohtcnido de )a ley de Ohm 
(1.0) a) d('spr<'ciar la corriente de ro1r-.:ecrión 2 p,V se obtiene una ecuación 
qu<' 1nucs1ra más clara1n<'nte el intcrcamhio de <'ncrgía t"ntre el fluido y el 
campo electromngnético, es decir 

d;; 1 di·' - • 
p( - -r - ·-··-} = - v · q - v · (,. · v) 

di 2 di 
- - JZ 

- (J > B). i' ~ -- . 
o 

(1.33} 

Los dos últin1os términos del lado dc•rerho de (1.33) reprc::0entan el intcr­
can1bio de energía efectuado t>ntre el carnpo y el fluido. El primero de ellos 
representa la conversión de energía elt:·ctromecánica, es de<"ir. es la tasa a 
la cual In fuerza electromagnética hace trabajo sobre er ronductor creando 
enl'rgía cinética o ayudando a vencer otras fuerzas. El segundo térn1ino 
da la energía perdida por disipación óhrnica al fluir corrientes eléctrica!" n 
través del conductor. 
------------··--

2Esta aproximación es \'1\lida en la rnayon'a de los problema:i; en ~1HD y se justifk11r· 
en la siguiente secdón 



Con ayuda de las <'Cuaciones de ?\fRX\\ºf~ll el téri.aino J · E se puede 
r<'<'scribir en la forma !3] 

f. E = -v . s -- º"' ( ) éJt ' 1.34 

donde 

{1.35) 

es la densidad de flujo de f'nergía <'lectrotnagnética, conocida como el vector 
de Poynting y 

l - - - -
w = :i(D ·E+ B. H) {1.36) 

es la densidad de energía electrotnagnét.ica. La ecuación (1.34) se conoce 
como el f<'orcn1a de Poynting y establece nn balance de la f'nergía electro­
JllHgntót ica. 

Utilizando las ecuarioncs de hRlance de n1asa y mom<'nto junto con 
(1.34) la t•ruación de halan<e de en.rgía {l.32) se puede escribir en la forma 

donde 

iJU' -
·=-'il·K. 

cJI 

• I':: 1 - ~ - -
1\ "p(~ ~ 2') - 2 (D ·E-· B · H) 

<'S la d<'n!'"idad de rncrgía total d<'I !!'Í~tt•n1a. mi<'ntra~ que 

·-:. - t':: ~ - - ·~ -
E " pt•(ó + ) - • · 1· • q -· E '' H. 

2 

{1.37) 

. {1.38) 

{1.39) 

es la densidad de flujo total d<' <'JH·r~ía. Ln intt.•rpretación de la ecuación 
(1.37) es más evidente cuando s.c t•xpr<'sa C'n In for1na intrgraJ 

.i!... J. W di· -· · f J( · i1 da . 
éJt ,. .Is {1.40) 

Entonces el cambio f'Il la <'nergía d<'l si::-tt•1na contenida en el volumen l~ 
es igual a) Aujo de energía a través de la :n1p<•rficic que encierra a dicho 
volumen. 

En resumen, las ecuaciones fundarurntalcs que gobiernan el flujo de un 
fluido eléctricamente conductor en un cau1po n1agnético, <'Stán dadas por 
las ecuaciones de balance {l.20), (1.27) y {l.32), que en su forma compacta 
se expre~an coino 

-V ·J, 

ll 



aá -
-=-'V·TI, 

81 

éJH' .· -
···-=--'\;·K at .. . 

Estas <'cuaciones involuC"rnn dc>rivnrlas de los _campos E~ D, B y ii, 
de modo que dchc>n cotn]'h.•n11Jntarse con las ecuaciones de ~1ax\\•ell que 
relacionan estas derivnclas. Sin c>111b11:rgo é~tC a1ín no e~ un sistema completo 
de ecuaciones ya que es necesario incluir c>cuacioncs ronstitutivas para la 
densidad de C'orricnte, el tc•nsor de <·~fucrz.os ntcC'ánico, <'l flujo de calor, etc. 

1.4 Aproximación Magnetohidrodinámica 

En c_..C'llC'ia. la ltproxin1ación ~IHD se bn~a c>U }a!' ~igni('11tc!'1 !i>Uposicioncs: a} 
la \"(•]oriclad del fluido C$ 1nnrho 1n<•nor que la VC'locidaci de la luz (aprox­
ÍJnHrión no rC'lativista. r 2 ~ c2): b} los fl.ujn!' ticn<>n lugar en campos 
n111git<~tiC'o_.. cllnsi-r. .. t acionHrios o ahaja:- frf'Ctl<'JH·ia~. y e) los ca1npos eléctricos 
son dC'l ord<'n dl' 1na~nitud de la f.E>.Ju. induridrt t; • ñ. 

Con t·~tas ~uposiriont's ~e puc>den incluir si111pliticacionC's adicionales en 
las eruarionrs quu gobiernHn el rr1ovitnit•nto de un fluido ronductor en un 
rampo rnagnettco. Prin1f'ramentc. en esta aproxin1ación. se desprecia la 
corrientr de d<•!'plazamiento de ~IHxv.·rll. Ei;ta es una aproxitnación que ro­
n1un1ncntc se hnce en ru:tlquicr prohlt•1na ele <')!'rtron1ngneti!-'t110 donde no 
inter\·ic•ucn oscilarioncs d<' alta frectu·nria. Fí ... irf1111t•ntc lo c¡nc sC' está des­
preciando es el proceso de ac11111ulacic>n o rt·11i .. 1 ril1uc·i1)11 ele rarga:s c•léctricas. 
Sin f'Inhargo esto no quier<' d<.·cir que los t•fccto~ C'lc•ctro~táticos debidos a 
In hr11n1ulación ele cargas no ~··an hnporthntcs. 

En la 1uayon'a de los prohle1nas de flujos de n1etalrs líquidos E>n ca1n­
pos 1ua~nético~. es co1nún <lue la tnagnitud de los tér1ninos i y ü >. B 
!-C'a clel i11i~1no orden ¡1·;. lo que físic111nente qui<:'re d1•cir que los can1pos 
C'léctriro~ ~on del orden de 1nagnitud de los efecto~ inducidos: esto equivale 
a ::.uvont•r 1¡uf' l'l rautpo 111agnético inrlucido <'!' 1nncho n1cnor que el campo 
tnagn~tico ap1irado. R<'a.lizando esta suposirión ~<· l'stablece la invarian­
cia del carupo rnagnético en los distintos 5isternas de referencia. Por otra 
parte. obteniendo el cociente de la rnagnitud de los términos PrE y f x ii 
que <tpnreccn <'fi la fuerza de Lorentz, y suponiendo que 1 E 1:::1 V x B ! 
!loe <'llct1entra que dicho cociente es de orden v~_!cz., por lo que el término 
elértri<'o en la fuerza de Lorentz resulta d<'sprl'ciable. Una consideraC'ión 
similar se puede llevar a cabo para co1nparar )os términos Pr ti y f de la 
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densidad de corriente, encontrandosc 'Jlle la corrirntc convPctiva es dcsprc· 
ciablc <'n C'Sta a¡>roxitnación; por ron~ignÍC'ntc, la corrirnte ·de C"onducción 
J- se to1na como la corriente total. Lo antC'rior tfae._cOmO Consecuencia que 
la densidncl de corriente no rn1nhia antc _una_.t_rait;sforr.~ac~6n de sist.e1na de 
referencia .. .\su vrz la parte c>lértrira dc>l,ténSo_r __ dé:_~~fuCrzos de ~vfaX\\'cll y 
de la dt·n~irlad de> t!nPrgi'a puc>dt•n ornitirs~. p_ujo 'és_ta·_:·apfoxin1acidn. Incluir 
est.as rantirladcs en el trata1niC'nto ele un pÍ-óhletna dadO llevaría tínicamente 
a consi<l~rar corrc>ccioncs de ordt•n 1• 2 /c2 ,-· cj\1<,· en--·la '¡:)fáctica son co111plcta­
n1rnte cl<·sprf'ciablcs. Un análisi5 rlctttlládO. de los-:_óTdenes de magnitud de 
las cantidadrs anteriores pnl•dc cncontrHrsP en''·[lj· y i7j. 

Con estas aproximaciones las ecuaciones dcI·c8mpo electromagnético en 
un conductor en 1n0Yitnicnto son 

v ;.; E = ( 1.41) 

(1.42) 

v·B=O (1.43) 

dondes<' ha incluido la ley de Olun f'n la <'C11arión (1.42). De estn ecuación 
se !iigu<' la condición V · .T- =- O. que <'qnivnlc a despreciar la corriente de 
clesplazauiic.•nto. En l'!'ita rtproxituación <'S a¡)ropiado ignorar la ecuación 
rlc la <"011s1•r\"a<"ión de la cnrga t•léctrica \1.1), ya que el ca1npo t•léctrico 
t•stá rn111pletan1<'ntc <lc.·tl'ru1innrlo por las <.'cuacioncs rotacionales y la ley 
dc• C>lun. En sí niisrnh, la di .. trihuci<ln rlc.• cargas no es de interés en ~-IHD, 
!'ÍJl rrnbargo es in1portant<' notar que no !-l' está afirinando que '\7 ·E ::;: O. 
Por otra partf'. al rlf's¡>rrciar In corriente de· dcsplazarnicnto las ccunciones 
(1.41)-(1.43} piC'rdrn ~u invariancia <tJttl' 1ran~for1nacioncs de Lorentz, con­
servando únican1cnt<> la Ílr\"ariancia galilr.'ttna. Esto no causa ningún pro­
blema ya que las <'<'naciones de la nu•cánica de fluidos i;;on e<"uaciones no 
relati\'istas de modo que el conjunto <le ecuaciones ~IHD 1nantendrá el 
mismo carártcr. 

Expresando E en térn1inos de ii por n1<'dio de la <'C'UHción (1.42). susti­
tuyendo <'n (1.41) y urilizanclo la t'ruación con~titutiva (1.8) ronµ :; µ 0 se 
obtienen las ecuaciones que sa~isface la iutl'nsidad de ca1npo magnético 

aii ·· - = v :•. ( 1' ·,· H) -· v.,\' fi, 
üt 

v·H=O. 

(1.44) 

( 1.45) 

donde llm = 1/uµ 0 S{' conoce como la difus.i\'idad n1agnética. Dependiendo 
del \"alor de la conductividad del fluido, en la ecuación (1.44). dominará el 
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tPrmino convectivo \7 x {ti x H) si la conrlHC'tividacl es alta o <'1 t~r1nino 
difusivo Vm V 2 j{ si la conducth·idad CS baja. 

1.5 Procesos Disipativos y Transferencia de 
Calor en la Magnetohidrodinámica 

En <'Sta Sl'<'<'ión S<' hace una clcscripción gf'nc•ral ele lo~ JJrO<'CSOl" disipativos 
en ~HD, u1c•nC'ionando algunas de :-;ns npliC'ncionC's prácticas y los distin­
tos <'nfoqncs de dc~C'ripcic>n: posteriorincnte se cstahlrrC'n las ecuaciones 
funda1ncntales que gobicrnaH tales procC'sos en el C'Ct!"O el<' Inctalcs líquidos. 

DcsdC' un punto de vista ¡irál·ti<'o, C'l i11tcr1:-!' por l'l l•:-:-11clio de los fen6n1cnos 
de tran~fcrl•nria de calor y tnasa t•n carnpos tnngnéticos ha surgido funda­
mentalrncnte rn r('larión a las ttpliC'aciones c>n :-istt·1nas dC' enfriamiento con 
n1et.ales líquidos en r<·actorc..o; tc>rn1onucl<.•nrf'~ ~s:. R!SÍ C'On10 en sistf.'n1as de 
conversión de energía térn1ÍC'a f'n energía C'l6ctrica t alt's ('orno los grncr­
adores ~1HD /9¡. Aunados a estas apli<'h<'iones C'Xh~ten proh1Ptl1H!' en los 
que son necesarios campos 1nag,nC'ticos p<1ra el control dC' ch.•rtos procesos 
en ingt·ni"ría química, metalurgia. tnagnC'toquín1ica y 01 ras ra1nas de la 
ciencia y la tecnología. 

El análisis gl•neral de los fenórneno ... ele tran!'.-fPrcncia el<> calor y masa se 
pucd<· r<•alizar <>n base a la tr.rtnodinán1ic·a dC' proct'sos i_rrt•\"C'r ... ihlrs jlO,. Tal 
análi~is deja claro que las carac1<·rísticas clt• los procc!:o;os dt;~ transferencia 
de t'alor y rnasa en prcsrncia dt· <"an1pos ext<'rnOs <~n tnat<.•rialcs isotrópicos, 
se nui.nifiestan csc11cialn1ente de dos inaneras. En priiner lugar a través 
del cofccto de n\lf'\'as fnt•rzas 1lc rut•rpo y la pre:-;t•ncia de nuevos n1ccanis-
111os para la coh\'1•r~ión y db.ipación dt> t>11t~rg,fr1, y C'n segundo mediante 
In H<'<'ión de nuc,·ns fuerzas te.r1nodinffniira~. Todas la:-- nuevas fuerzas de 
voluuu.·n qut~ aft.•l·tan la hirlrocliuñ111ira dl"I flujo pt·rt<'nt•ren al primer tipo 
de fl•nón1l'nos: la fuerza cl<•ctro!Stática d"hida a la interacción de la carga 
espa<"ial <"on el ca111po C'liict riro, las fut•rzas oC"u~iona<la~ por la int(>racción 
.:•ntrc> la~ C'orriC'tlt<·~ C'onclucti\'as y el can1po 111rignt~ti<'O y las fu<'rzas debidas 
a la intl·racción entre los 1no1nentos eléctricos y n1ag11ético~ internos con los 
can1pos clt-ctricos >' nusgnéticos cx1ernos. Junto ron esta!.' fuerzas cxist(>n 
nuevos ft•nótu(>nO!-i que influyen térrnicau1ehtc C'Il PI si~tl'UHL. t.n]cs como los 
efectos electro- y magncto<'alóricos~ y el calenta1ni<'nto clel 1ncdio por efecto 
Joule que consiste en que parte de la energía es di!"ipada por las rorrientes 
inducidas que atra\'iesan el fluido. En el s<>gundo tipo de ff'nÓ1nenos se 
encuentran los efectos de sedimentación eléctrica y rnagnética en sistemas 
polarizables y los fenó1nenos de migración eléctrica durante la difusión de 
componentes cargados ¡s]. 

Cotnúnmente en las leyes de Fourier y Fick en la éiproxirnación isotrópica 
se tornan en cuenta únicamente efectos directos. Sin etnhargo, bajo una for-
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1nulación rigurosa del proble1na, en prt~~t'ncia de un ca1npo clectrornaguético 
<'Xiste una gran C"antidad de efectos cruzados. En tal caso los c-::>eficientes 
de transporte (conclucti\'idad térmiC"n )' el~ctriC"a, visc-o~idad 1 difnsividad 
térmica, etc.). que son escalares en la n¡)roxÍJnetción i~otrópica, se trans­
forn1a11 en cantidades t<'nsorialcfi y ¡.;on los rcsponst1 hlcs de la aparición de 
ani~otropías en las propi<.>daclcs de transporte con respecto a la dirección 
del campo. Aunque prácticaln(.•ntc no <•xistC"n rt>..,;uhados ('Xperitncntalcs 
sobre los coC"fiCil'ntt~s rle transporte> apropiado:-; para tnlcs proc-csos, C!Stima­
C'ioncs hnrrla~ 11n1«stran que> C'l l•f(·l'lo de la 1riayoría-dC" estos fenómPnos es 
<lr~µrPriable y no C!'ii H<'C<'!--Hrio con!'id(.•rHrlo~ <'11 los problc1nas de transfer­
encia de rnlor y 1nas~1 por convC'rcicin [8]. I .. a tíniC'a t•xccpción es el efecto 
Hall que en algunos ra¡.;os puede sc•r de in1port<111cia tanto dcsdr. el punto 
de vi~ta hitlrodiná1nico como de 1ran~f<-•rencia de calor y 1nasa para gases 
ioni"tados afectados por interacciones ~1HD.' Por ot"ra parte, en un fluido 
incon1prcsible C'léct.ricatnr.nte condu('tor (v.g. ntctalcs líquidos, ·"olucioncs 
electrolíticas) los (.•fcctos de polarizacitín elél·trica co1uunt1\t•ntc til"ncn una 
infl.uPnria despreciable. El cft•cto del <'ampo n1agnético en la transferencia 
de calor en tales tneclio~ s<> n1Hnifi(·~ta rotno rfc>cto5 viscoso!' tnediantt• la 
rrtli~t ribución de las v<•locich1dC"s ele U u jo _o_ccisionnda por la int l'racl'ión del 
rau1po 1nagn<Ítico y las corricntC"s iudurida~ ~·a tra~·és fl<'l cnl<~ntarniento de 
JoulC' en el fluirlo. De:-;tlt•- Pl punto de vista hiclrotlinámico, la rlisipa<'ión de 
Joule tiene un eft•cto notable en la ··:0tahili<lad clel flujo, purs s<• ¡Jrc~enta 
un 1t1nortignu1nil•nto uuí .. r;í¡iido clt• la.!-" perturbacionc~ qur C'll casos donde 
única1nt•ntc prl'va lec<' l<t clh.ipa<"i<ln_ ,·isco!>a. 

Iurluir ('fectos cli:-.ipativns en la uu•cáni<"a d(~. fluiclos ordinaria significa 
fund~mt•u t ft h11cn t<> to1nhr en cut'nt a la vis<'o~irlacl del tnt>dio y la conducción 
dC' C"alor. En 1111 fluido i~ntrópico <•st.o!-' t•frctos <·~tán gobernados por tres can~ 
titln1lcs. a ~ahcr do~ <'o<•ficicnt.cs tlt.' \'Ísrosi<lad y la conductividad térn1ica, 
<}\ll' C'll gt•Jit•ral puC'dt•n depender r}r} l'Sté1Cl11 tPrmoclinátnico del 8istema . 
.. .\nnqul.' en }'rincipio la pérdida dl• isotrOpÍH introducida por el c:.an1po 
tnagnético tiene cotuo consecuencia que el ntírnero de pará111E'tros nrccsa~ 
rios pura descrilJir los procesos cth .. ipativos ('tl ~tHD sC'a considerablr111ente 
n1ayor que en la tilt'l"ánica de fluido" ordinaria. para el tlujo de u1etales 
líquidos en tale~ Clt.I11pos se pnC"de ('unsidcr<tr una bul•Jla aproximación el 
que todos los coefi.cit•ntcs cinéticos son con.stant<'s a través del medio.). en 
particular independientes de la 111agnitud y dirl·cción del catnpo magnético. 
En <'Stas circunstancias sólo es nect•sario aiiaclir la conductividad eléctrira 
a, a los coeficientes de viscosidad y a la conductividad t~rmica. 

Ya que los mct.;Llcs líquidos prCSC'lll 1111 un co111port a1niento esencialmente 
ne\\'toniano e inco1nprcsible, la ecuación de halaucl' de n1asa (l.20} toma la 
forn1a 

(1.46) 
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mientras que la ecuación de' balance de momento (1.27) para procesos disi­
pativos en l\1HD se convierte en ¡11j 

dil .. - -
p·dt = -Vp+ r¡V·v- µoH X (V X H)' (1.4i) 

donde r¡ es el coeficiente de vis'cosidad dinámica y se ha hecho uso de la 
ecuación (1.42) para c~cribir la densidad de corriente. Esta es la ecuación 
de Navicr-Stokos en :V!HD. 

Con ayuda de las ecuaciones de balance de masa y momento y algunas 
relaciones termodinán1icas es posible expresar el balance de energía (1.32) 
(dentro de ln aproximación f\1HD), en una ecuación con un sentido físico 
más claro \11;, a saber 

pT (~; + ¡¡. vs) = f': Vii+ 1<V2T + ;(v X H)' (1.48) 

dondes es la entropía por unidad de masa del fluido, f' el tensor de esfuerzos 
viscoso ¡s] y aden1ás se ha incorporado la ecuación constitutiva más común 
que relaciona el flujo de calor q con el gradiente del campo de temperatura 
T, conocida como la ecuación de Fourier, dada por 

¡¡ = -t<VT, (1.49) 

donde K es la conductividad térmica del medio. 
La ecuación (1.48) es la ecuación de transferencia de calor en MHD; el 

lado izquierdo de esta ecuación representa el calor generado por unidad de 
tiempo y volumen en uÍl elemento de fluido en movimiento, mientras que 
el lado derecho representa la disipación de energía por unidad de tiempo y 
volumen, debido a la viscosidad, la conducción térmica y el calor de Joule, 
respectivatnente. 
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Capítulo 2 

FLUJO MAGNETOHIDRO­
DINAMICO EN 
CANALES 

2.1 Introducción 

Este capítulo presenta los principales resultados clásicos referentes al flujo 
de rnetalc~ líquidos en cnnalcs ~1HD. incorporando algunos conceptos y cx­
prc~ioncs rnat<'tnáticas que son de utilidad en el capítulo 3. Se describen 
los diversos 1nodos de operación de una máquina <le inducción :\·tHD, al 
igual que el efecto Hartrnann característico de este tipo de flujos. Poste­
riorn1entc se estudia el flujo de Hart.rnann, en ba~e al cual se establece un 
tnodelo sencillo que per1nite predecir el comportan1iento de las máquinas 
1n<>ncionadas, cndonde se encuentra la principal aplicación de este trabajo. 

2.2 Máquinas de Inducción : Efecto Hart­
mann 

En esta secc1on se analizan de manera cualitativa y con cierto grado de 
sirnplificación los principales fenómenos dinámicos que se prc>sentan en los 
flujos ~fHD en canales. Considérese un canal con la estructura típica de 
una máquina !\.1HD, es decir, un dueto rectangular suficientemente largo 
colocado en un campo magnético transversal uniforme con una inducción 
Bo, a través del cual se desplaza un rnetal líquido con un flujo laminar en 
cstndo permanente. Las paredes del dueto perpendiculares al campo tienen 
una longitud 26 y se suponen no conductoras de la electricidad mientras que 
lm; paredes paralelas al campo se consideran conductores ideales de anchura 
:?a haciendo un contacto eléctrico perfecto con el fluido. La suposición 
adicional b ~ a permite considerar al flujo plano y paralelo. La figura (2.1) 

17 



- Terminales -
2b 

8 Lz l 
V 2r 
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magnético 

Figura 2.1: Sección tran5vcrsal de una máquina ~1HD típica 

n1ucstra un corte transversal del canal descrito anterior1nente. 
La fuerza de Lorcntz F ·= qt" x Bo actúa sobre una carga eléctrica q 

inmersa en el Ruido en n10Yirnicnto ('fl rlirci'ción prcpendicular tanto a la 
velocidad.local t7 del fluido como al ca111po magnético ño. Esta fuerza 
induce una separación de ('argas que t>stahll'ce un campo electrostático E y 
en consecuencia se produce una difcr<.•ncin de potencial entre las paredes z = 
+by :: = -b. El campo elC!ctrostátiC'o se opone a la fuerza electromotriz 
(f.e.m.) inducida V x Boyen el c~o dC' circuito abierto, es decir, cuando 
no existe una trayectoria c>X1t:rna pnra In corri<'nte, eventualmente ambos 
campos llegan a igualarse quedttn<lo t.>quilibrnda la tC'nden<'ia a la separación 
de carga)' evitándose un flujo de corriente posterior (fig.(2.2.a)). 

La intensidad del campo electrostático E puede reduC'.irse conectando 
a los electrodos una <'.arga externa {fig.(2.2.b)); en estas condiciones se 
pre!!l-enta un flujo re!;tringido de electrones desde el electrodo negativo hasta 
el positivo a tra'\•és del fluido, regresando al C'lC'ctrodo negati'\'o vía la carga 
externa. La fuerza de arrastre que actúa sobre los electrones es igual a la 
diferencia entre la f.e.n1. inducida y el carupo electrostático y se conoce 
como f.e.m. total. El valor rral de la f.e.m. total depende claramente del 
valor de E que a su \'CZ depende de la rcsistc>ncia óhmica total del circuito. 

Si la resistencia externa se r<'duce a cero (tig.(2.2.c)) existirá un flujo 
irrestricto de electrones desde el electrodo negati,·o hasta el positivo y nue­
vamente al negativo. En este caso el <'ampo ('lect rostático es cero pues no 
,se presenta ninguna distribución estática de cargas (corto circuito). 

La densidad de corriente en el fluido puede calcularse a partir de la ley 
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f.e.m. total 
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Figura 2.2: Flujo de un 1nctal líquido en un dueto colocado en un <'ittupo 
mngnét irn tratts\"t..•r~al 
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de Ohm (1.42) 

J, = o(E, + v,Bo). (2.1) 

donde los subíndices z y :r indican las component.C'~ de la densidad de co­
rriente, del campo electrostático y de la velot'idad n lo largo ele tales ejes 
coordenados. Cuando no existe trayectoria l'Xterna para la corriente, la 
integral de la ecuación (2.1) sobre la 5ccción transversal del dueto debe ser 
cero. de modo que 

f_ª. (E, ,. '" Bo) dy = O. (2.2) 

Se purdc suponer adcmá.c;; que en la sup<•rficie de un conductor ideal el 
campo eléctrico tiene la misma intensidad en cada punto y puesto que el 
flujo es plano y paralelo, en las capas de fluido adyacentes a una cara dada 
el <'Btn¡,o tendrá también la Inisma intc>nsi<lad n1antenic'ndose uniforme a 
través del fluido. De (2.2) se tic:>nc entonces que 

E,= -( 
1-/ª t',dy) Bo = -VmBo, 

2a -a 
(2.3) 

donde l'm es la vl'lOC"i<lad n1c>dia del flujo. De esta forn1a la densidad de 
corriente se expresa como 

J, ~ oB0 (u, - l'm). (2,4) 

De la t~xpr<'5ión anterior se observa que en el ct•ntro dt>l flujo donde v:t > \..m 
la t'orriente fluye en una ñir,·cción tnicntras que cerra de las paredes donde 
t~z < \··m, la corriente fluye <'Il direcrión o¡na~sta .. 

En el capítulo anterior S<" tncncionó que uno de lo~ principales efectos de 
la int<>racción del campo magnético y rl fluido conductor es el surgimiento de 
fuerzas de cuerpo que actúan sobre el fluido. Estas fuerzas son producidas 
por la interacción de las corrientes inducidas con el campo magnético y se 
expresan en la forma (1.13). En el problema que se está analizando, la 
fuerza magnética predominante viene dada por 

f, = J,Bo = oB~(v, - ¡•m). (2.5) 

Esta fuerza se opone al movimiento del líquido en el centro del flujo (f, > O). 
mientras que en las capas de fluido cercanas a las paredes se presenta un 
efecto opuesto. \·a que sobre la pared t'z = O, la existencia de una fuerza. 
Jz < O en capas de fluido cercanas a la pared en un ftujo con velocidad 
media constante, incrementará el gradiente de velocidades, ocasionando un 
aumento en la fricción en las paredes. La fuerza magnética total en cada 
sección del dueto es cero ya que la corriente eléctrica total es cero. Este 
conjunto de fenómenos se conoce coino efecto Hartmann [14]. 
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Cuando lns corrientes induriclas son clf' gran tnagnitud, los campos 
magnéticos autoinducidos pncd<'n <Ji!'torsionar significativamente l~l campo 
aplicado. Esto ocurre en un fluido con una alta conductividad o en un flujo 
a grandes velocidades con dim<>nsioncs <le flujo cnrftctcrísticas muy grandes. 

Si las <"aras z = _ib están interconf'rtrtdns a 1 ravés de un circuito eléctrico 
cX1C'rno, se obtiene una 1náqnina ~1HD típicn. Si se coloca un voltímetro 
entre los electrodos, éste actuttrá con10 11na rcsistt•ncia infinita (circuito 
abic·rto, fig.(2.2.a)) y tnidicndo la diferencia de potencial resultante puede 
("Rlcularse la velocidad n1edia del flujo. Cuando se sutninistra energía 
f'lt~ctrica al fluido, este arreglo rcprC'scnta una ho1nba o válvula, ya que 
la fuf'rza rnagnética producida ctnpuja al fluido. Por otra parte, cuando se 
obtiene <'Jl('rgía eléctrica del IDO'\'Ímif'nto del fluido~ el sistema funciona como 
un g<'llf'rador. En este caso la int«'gral de C'orrirnte sobre la sección transver­
sal)"ª no es cero, de 1no1lo que la ful'rza total de fr<'rHtndrnto tampoco es 
cero. Por con!-'iguil'nte para n1Antrncr nn flujo cun vclocirlad inedia con­
stante, debe incrcn1C'ntarsc el graciit•nte longitu<litutl <le {JrC'sión, en prirner 
lugar para vencer a las fuerzas ele ruerpo 1nagnéticas que desaceleran el 
flujo y en segundo lugar para C"otnpcnsar las fuerzas de frirción sobre las 
paredes, que son n1ayorcs que en flujos ~in <"<nnpo trlHgnético. 

2.3 Flujo de Ilartmann 

El flujo d<' Hart1nann e~ el análogo f'Il ~HD del flujo de Poiseille en la 
mecánica de fluidos ordinaria. El notnbrc hace alusión a J. Hnrtamnn 
112.13; quien t>n 1937 r<'alizó los priineros trabajos serios teóricos y ex­
pcrint<'ntnles sobre el flujo de 1nctales lí11uidos en presencia de campos 
1na~1u:?tiC"o8. Este problf'Jna tiene relc\·ancia d(•bido a que, por una parte, 
ad1uite una solucitln analítica sencilla que J><'rn1Ít(! V(•rificnr claramente los 
li111itc~ p11ra can1pos n1agnéticos nulos o muy int<'nsos. y por otra, repro­
duc(' en gran n1edida la estructura característica de Jos flujos laminares en 
canales ~lHD. dando una información hidrodituín1ica irnportante para el 
estudio d(' flujos más cotnplicados ... \simi!'mo el flujo clr Hartmann es de 
gran utilidad práctica en el establecimiento de nlodelos pa.ra el generador 
MHD. 

El problema consiste en el flujo laminar en estado permanrnte de un 
Huido conductor dt> electricidad entre dos planos paralelos '"irtualmente 
infinitos separados por una distancia 2a. Se supone que el fluido es Yiscoso 
e incompresible y se considera la cxistenC'ia dr un can1po tnagnético externo 
normal a los planos. El flujo está cornplt>tamente desarrollado de manera 
que el problema es unidimensional rxistiendo sólo una componente de la 
"\'elocidad (componente x) que dependC' de la coordenada normal a los planos 
(coordenada y). El flujo puede ser inducido por gravedad o por un gradiente 
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de prcsión1 o bien, por la imposición de corrientes normales al ca1npo que 
ocasionen una fuerza magnética en la direrción de flujo. La presión depende 
de la coordenada axial (dirección de flujo) ya que debe •xistir un gradiente 
de presión en la dirección de movimiento para mantener al flujo permanente¡ 
puesto que se supone que las dimensiones de las supl•rficics son muy grandes, 
los efectos de bor<le son dcsprc.•ciablcs. 

Si no se impone campo eléctrico alguno en la clirPcción de flujo o en 
la dirección del ca1npo rnagnético ap1icado1 las corrientes inducidas en el 
medio fluyen \1nicat11f'nte en la dirc.•cción de ti )'. ñ. Si C'~tas corrientes en el 
fluido y en las paredes <le retorno, se toman de modo que formen circuitos 
o lazos cerrados en los planos nor1nalcs a la dirección de flujo. cada lazo 
formará parte de un solenoide infinito co1npuesto de lazos similares parale­
los, con su eje en la dirección de flujo y por lo tanto se induce un campo 
magnético en esta misma dirección. El único efecto del ca1npo magnético 
inducido es producir una fuerza de cuerpo irrotacional en la dirección del 
campo aplicado, que es balanceada por un gradi<>nte de presión en dirección 
opuesta ll]. El campo magnético aplicado se distorsiona sólo ligeramente 
debido a las corrientes inducidas; de h<>cho el ca1npo magnético inducido 
aparece como resultado de una ligera dcfor1nación del campo aplicado en la 
dirección de movitniento. Una medida de la distorsión del campo aplicado 
ocasionada por el campo inducido la da el tnúmero de Reynolds magnético 
que se define como el cociente de la indnrcióu del campo magnético inducido 
entre-la del campo aplicado [14\. es decir 

(2.6) 

donde U y L son la velocidad ;,• longitud características del problema. En 
los problemas a escala de laboratorio y en particular en el flujo de metales 
l(quidos en canales MHD, el número de Reynolds tnagnético es siempre 
mucho menor que la unidad, lo que indica que el campo tnagnético inducido 
es despreciable. 

Las ecuaciones que se deben satisfacer en este problema son las ecua­
ciones de balance de masa (1.46) y momento (1.47), y la ecuación de trans­
porte de campo magnético (1.44) junto con la ecuación (1.45). Suponiendo 
que el campo de velocidades y el campo 1nagnético tienen la forma V = 
(v,0,0) y H ~ (H,. Ho,O) respectivamente. donde Ho es el campo cons­
tante aplicado, de las ecuaciones (1.46) y (1.45) se sigue que v = v(y) y 
Ho = H,(y). De la componente y de (1.47) se sigue que el gradiente de 
presión es constante ll}. De esta forma la componente x de las ecuaciones 
(1.44) y (1.47) queda 

dv 1 d'H, 
Ho-+ ---··--=O, 

dy "ºª dy' 
(2.7) 

y 
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d'v dH, ap 
r¡-- + JloHo--- - = - =constante. 

dy' dy ax 
(2.8) 

Estas ecuaciones pueden desacoplarse fácihnentc obteniendo una ecuación 
para la velocidad independiente del campo rnagnét ico inducido. Conocida 
v, Hz puede encontrarse directan1ente. Las condiciones a la frontera sobre 
In. ... 8Uperficies sólidas no conductoras son las siguientes 

V= O Hz= O para y:=. ±a. (2.9) 

donde 2a es la distancia entre los planos. Las soluciones de (2.7) y (2.8) 
que satisfacen estas condiciones son ! 11 J 

y 

cosh.M - cosh~-" 
V = Vo--------ª-

coshi\f - 1 ' 

(y/a)senhM ·- senhH• 
Hz= -vov'tn;----- --- --- ··- -- --E-, 

coshAf - 1 

(2.10) 

(2.11) 

donde Vo es la velocidad del fluido rn el plano medio y = O y Af es el número 
de Hartn1ann definido como 

(2.12) 

cuya rnagnitud elevada al cuadrado es el cociente de la fuerza magnética 
entre Ja fuerza viscosa. 

En el límite Af ~ O el perfil de veloci<lades (2.10) recupera su forma 
purabólica, es decir, se recupera el flujo de Poiseille ordinario ltJ. Cuando 
el campo magnético se incrl•menta, el perfil de velocidades se aplana en 
la mayor parte de la sección transversal, y la velocidad media se reduce 
para un gradiente de presión dado. El descenso en la velocidad ocurre 
principalmente en capas Jímite de grosor 6 cerca de las paredes transversales 
al campo magnético. Entonces, si el campo es suficientemente intenso. el 
flujo entre dos paredes infinitas paralelas puede dividirse en un núcleo donde 
la fuerza de cuerpo magnética opuesta al flujo se equilibra con el gradic>ntr 
de presión, y una región con capas límite de grosor 6 = a/ AJ !7J donde la 
fuerza magnética aceleradora se equilibra con las fuerzas viscosas, si<•ndo 
a la longitud característica del problema (fig.(2.3)). Para que se pres<•ntcn 
capas límite bien definidas se debe tener 6 ~a, es decir Al~ l. A menudo 
estas capas pueden servir para completar las trayectorias de corriente dentro 
del Huido. 
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Figura 2.3: Perfil de velocidades de Hartmann 
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2.4 

Figura 2.4: Flujo de un metal liquido en un canal MHD 

Modelo del Generador Magnetohidrodi­
námico basado en el Flujo de Hartmann 

Las consideraciones hechas para resolver el problema de Hartmann siguen 
sieudo válidas si se hace la suposición adicional de que los planos paralelos 
cst.Án limitados por paredes conductoras transversales separadas por una 

. distancia 2b, siempre y cuando b » a. En este caso Sl' tiene el flujo de un 
fluido conductor en un canal de sección transversal rectangular en presencia 
de un campo magn~tico transvcri;al como se muestra en la figura (2.4). 

J\ las paredes conductoras laterales se puede conectar un par de ter­
minales y eventualmente colocar una carga externa o una fuente de poder 
(fig.(2.1)). En principio las paredes laterales dan lugar a un problema bidi­
mensional pues el campo de velocjdades desarrollado al igual que el campo 
inducido Hz dependen de las coordenadas z e y, lo que ocasiona densidades 
de corriente en ambas direcciones \15). Aplicar el flujo de Hartmann en 
este caso es una aproximación que simplifica el problema en gran medida; 
sin embargo su uso se justifica al observar los resultados prácticos. 

En vez de resolver el sistema de ecuaciones (1.44),(1.45),(1.46) y (1.47) 
col!'viene, para fines del modelo, resolver el sistema equivalente 
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V X E= o, (2.13) 

V x H = .f = u(E .,- v x µoH) , (2.14) 

V·H=O V·v=O (2.15) 

y 

p(ii. v)v = -Vp ~ .,v2;; + .f x µoii, {2.16) 

en donde aparecen explícitamente el campo eléctrico y la densidad de co­
rriente. Ya que se supone que no existe ningun campo eléctrico impuesto 
en las direcciones x ó y, (i.e. E,= E"= O), la ecuación (2.13) implica que 
la componente Ez es constante, de modo que la corriente inducida fluye 
sólo en dirección z. El campo E., es el campo electrostático inducido por 
la separación de cargas en rl fluido ocasionHda por la fuerzr1 de Lorentz y 
es paralelo a V x µoii pero de sentido opuc::;to; ob,·iamentc dicho carnpo 
depende del circuito externo. La t'inica con1poncnte de la densidad de co­
rriente dada por la ecuación (2.14) es 

J, = u(E, + vµoHo), 

y de (2.14) se sigue también que 

_ aH, _ J 
iJy - z. 

De la ecuación (2.16) se obtiene 

ap d2v 
O = - - -'- r¡ -- - J µoHo ax '. dy2 z , 

y sustituyendo (2.17) en (2.19) queda 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

Puesto que (ap/8.r) y E, son constantes, la velocidad v se puede obtener 
integrando (2.20) sin necesidad de encontrar H,. La solución de dicha 
ecuación que satisface las condiciones de frontera v(±a) =O es !t} 

v = ~ (.!. ap .,. M ~E-) (cosh~ _ 1) . 
M' r¡ az a \ r¡ • coshM 

(2.21) 

En términos de la velocidad media Vm el perfil de velocidades se expresa 
como 
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Vm My 
v = --(coshM - cosh··-), 

A a 
(2.22) 

donde A= coshM - M-1senhM. La densidad de corriente, dada por la ley 
de Ohm, se expresa entonces como 

Ml' ( My) J, = uE, + -!'.:,¡¡;;¡ coshllf - cosh--
aA a 

(2.23) 

y la corriente total por unidad de longitud del canal en dirección :z; es 

f = 1-: J, dy = 2(auE, ~ y'Dij"Ml'm), (2.24) 

donde / es la corriente total que pasa por el circuito externo y L es Ja 
longitud de los electrodos. Puesto que no existen variaciones temporales, 
el voltaje terminal entre los electrodos situados Pn ;: ·..:. ±b está dado por 

+r = - j' E, dz = -2bE, -· 
y al sustituir el valor de E, dado por (2.~4) se obtiene 

bl r1f2bMV,. 
+T = - aLo + 1¡-¡, ··-·~-. (2.25) 

En la modelación de generadores MHD es común la visualización del 
generador como un circuito equivalente ¡1,16117J. Esto permite C"alcular 
con facilidad los diversos parámetros relevantes del generador. ~.\quí se 
utiliza el método propuesto por Hughcs para determinar el c::ircuito equiva­
lente en base al teorema de Thévenin. En la teoría de circuitos este teorema 
establece que cualquier arreglo de resistencias y baterías que tenga dos ter ... 
minales de salida puede reemplazarse por la combinación de una reaUtencia 
y una batería en serie, tal como se observa en la figura (2.5). 

La forma del circuito de Thévenin muestra inmediatamente cómo de­
terminar los valores de la batería y de la resistencia equi,,sa!entes sin tener 
que conocer la configuración real del arreglo mismo. La fuente de voltaje 
equivaleiite es justamente el potencial en las terminalea de salida cuando 
la corriente de carga es cero, es decir, el voltaje de circuito abierto. La 
resistencia equivalente (o interna) es entonces el cociente del voltaJe equiv­
alente entre la corriente de carga cuando la resistencia de carga es cero, es 
decir, la corriente de corto circuito. 

De esta forma el fluido, que se mueve a través del campo magnétiéo 
aplicado, puede representarse como una fuente de circuito abierto en serie 
con una impedancia interna. Puesto que la caída a través del circuito ex­
terno puede ser positiva en el caso de una resistencia externa o ne1&tiva 
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Figura 2.5: Circuito equivalente de un generador MHD 
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para una generador externo, la energía eléctrica puede extraerse del o intro-­
ducirse en el fluido. Entonces se puede analizar una bomba o un generador 
dependiendo de la magnitud y polaridad del voltaje terminal. 

El voltaje de circuito abierto puede obtenerse de (2.25) haciendo I = O, 
de modo que 

.,. = \(if_~b_MVm . 
a a 

(2.26) 

Aunque la corriente total 1 sea cero, J~ no es nula¡ de hecho, bajo condi­
ciones de circuito abierto, existen corrientes recirculan1cs completando sus 
trayectorias en los electrodos o, en el caso de paredes aislantes, a través de 
las rapas de fluido cercanas a las paredes. La corriente de corto circuito se 
obtiene de (2.25) cuando el voltaje ter1ninal es cero, entonces 

(2.27) 

)· la resistencia interna cuando la velocidad media se mantil'ne constante 
(i.e. gasto constante) está dada por 

R. = .,. = _b_ (2.28) 
lec aLt1 ' 

Apli~ando la ley de los voltajes de Kirchholf al circuito mostrado en la 
ftg.(2.5), se obtiene 

•,. - I(R; ""R,) =O, (2.29) 

de modo que al sustituir (2.26) y (2.28) en (2.29), la corriente total resulta 

I = fif2bMVm 1/ R_, _ 
Vo a l+(R;/R,) 

(2.30) 

y utilizando esta expresión en (2.24) el campo eléctrico toma la forma 

fif MVm 1 
E, =-y o-a-1 + (R,/ R,) . (2.31) 

Es conveniente definir un nuevo paráIJ?-etro llamado factor de carga dado 
por 

(2.32) 

que· toma valores entre O)' 1 cuando el canal opera como generador. El 
signo menos se introduce para definir a K positivo. Ya que el valor de Ez 
depende de la resistencia óhmica total del circuito, el factor de carga da 
une. medida de la importancia relativa del campo electrostático ocasionado 
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por la carga externa Rt y la f.e.m. inducida por el tnovimiento del fluido 
en el campo magnético. Sustituyendo (2.31) en (2.32) se obtiene 

1 
K = l + (ll;/R,)' (2.33) 

de modo que en términos de K, la drnsidad ele corriente se expresa como 

MVm ( l My • ) J, = ,!Ori-·- coshJI/ - cos 1 ·- - /\A , 
a A a 

(2.34) 

que es la expresión que se utilizará en el capítulo 3 para expresar el término 
de calor de Joule en la ecuación de transferencia de calor. 

La potencia de salida total del generador está dada por 

, J. - - '1 (2bM'l'm) 2 1/ R, 
I ,,,. •• = v J' Edl' =u a i + (R;fR,)'' (2.35) 

donde el volutnen de integración comprende a todo el generador. Obvia­
mente este resultado puede obtenerse directamente mediante el producto 
del Yoltajc terminal por la corriente total. ~faxitnizando la ecuación (2.35) 
respecto a la carga externa, se encuentra que la condición para obtener una 
potencia de salida máxima es 

(2.36) 

es decir, la resistencia de carga debe ser igual a la resistencia interna del 
generador, lo que se conoce como condición de igualdad de impedancias¡ en 
térrninos del factor de carga, esta condición se expresa como K = 0.5. Por 
otra part.e, la potencia total del ftuido, al itnpulsarse a través del campo 
vt>nciendo la fuerza rnagnética (potencia de ftujo), está dada por 

P¡1u;o = Ív(f X #oH) · ii'dV, :::. 

e in legrando 

p . = 2 bL (Ml'm)' ( 2K _ 2 + (l/coshM) - 3M-1
tanhJll) 

/1•1• ª r¡ a (1 - M-•tanhJ\1)2 

{2.37) 
Por consiguiente, definiendo la eficiencia eléctrica local del generador 

como el cociente de la potencia de salida entre la potencia de ftujo, se 
obtiene en el caso en que M ;:)> 1 

71, = 2 M(2M-3¡ ' 
K - KZ(1-M) 

(2.38) 
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Maximizando esta ecuación respecto a Re se encuentra que. la condición 
para obtener una eficiencia eléctrica máxima es 

R; 
Re= , 

.J1- 2/1 
(2.39) 

donde 
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Capítulo 3 

TRANSFERENCIA DE 
CALOR EN UN FLUJO 
MAG NETOHIDRODIN AMI­
CO 

3.1 Generalidades 

El estudio del proceso de transfcrenC'ia de calor en medios eléctricamente 
conductores en canales ~1HD es dC' gran hnportancia debido a sus aplica­
ciones en bombas y medidores de flujo electrotnagnéticos así como en &e­
neradorcs ?\'f.HD. El diseño de tales dispositivos requiere del conocimiento 
de los perfiles de ternperatura en .el canal asi con10 de los flujos de calor 
en el mismo, y de cómo éstos son afectados por los diversos parámetros 
y C'Ondiciones físicas del sistema, tal<'~ como el campo magnético, la carga 
externa y los materiales que constituy,•n las paredes del dueto, al igual que 
las propiedades físicas del fluido. Un estudio de este tipo puede utilizarse 
para determinar las condiciones óptimas de operación del sistema y poder 
evaluar la conveniencia de incorporar sistemas de enfriamiento adicionales. 

Un análisis exhaustivo de este problema debería incorporar el estudio 
de flujos turbulentos ·y su influencia en la transferencia de calor. Sin em­
bargo es evidente que tal enfoque es extremadamente complicado y resulta 
prácticamente imposible en este momento obtener resultados concluyentei 
en tal dirección. Por otra parte, como se mencionó anteriormente, la 
teoría laminar tiene un rango de aplicación más amplio en ~vfHD que en 
la mecánica de fluidos ordinaria debido a los efectos estabilizadores del 
campo magnético sobre el Huido. Es por ello que el análisis de la transfer­
encia de calor en canales f\.1HD no resulta demasiado artificial cuando se 
utilizan estructuras de flujo laminares. 

Una de las características esenciales de los flujos ~lHD c>s la existencia 
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de un mecanismo de gencrac1on de calor intt•rno en el fluido, además de 
la ,·iscosidad, que ocasiona que la distribución de temperaturas presente 
un patrón fundamentalmente distinto al de los flujos ordinarios endonde 
no existen fuentes internas de calor. El campo magnP.tico tiende a aplanar 
el perfil de "·clocidades parabólico característico de flujos en ausencia de 
campo (fig.(2.3)), Jo que trae como conscc\ll"Jlcia que la velocidad del fluido 
en regiones cercanas a las paredes s<'a mayor en los flujos ~1.HD que en 
los flujos ordinarios. Debido a la dependencia de los efectos di~ipativos 
óhmico y viscoso en el perfil de velocidades, el calentamiento del medio no 
será uniforme y se alt~rará la diferencia de temperaturas entre la pared 
y el Ruido. ..\dicionahnente, la disipación óhmica está gobernada en gran 
medida por el modo de operación del sistema, es decir, por la carga externa 
que modula las corrientes eléctricas que circulan por el fluido. 

f\1atcmáticamente el problema se reduce a resolver la ecuación de balan~ 
ce de la energía en un canal MHD bajo ciertas condiciones a la frontera. En 
un flujo incompresible las ecuaciones de balance de momento y masa están 
desacopladas de la ecuación de la energía !&1 y pueden resolverse indcpendi~ 
entcmt>ntc para determinar el perfil de velocidades. Una vez ronocido, éste 
puede incorporarse en la ecuación de la energía y buscar una solución para 
la distrihu<'ión de tetnperaturas que satisfaga las condiciones de frontera 
establecidas. 

El proceso de transferencia de ralor en un flujo laminar forzado en 
canales ~1HD ha sido investigado por diversos autores desde finales de los 
años 50. En su gran ma)'orí'a los trabajos rentran su atención en resolver 
la ecuació11 de la energía de la ~ .. tHD para <·~ta geon1etría bajo condiciones 
a la frontera de primer tipo caracterizadas por temperaturas prescritas 
en las paredes o bien condiciones de frontera de s(•gundo tipo endonde 
se fija el flujo de calor a través de las paredes. Con excepción de Javeri 
!18~ que resuelve la ecuación me!:cionada bajo condiciones de frontera de 
tercer tipo para un caso muy particular~ al parecer no existe un estudio 
completo de este problema utilizando dichas condiciones. Físicamente las 
condiciones de tercer tipo implican que el ftujo de calor local en la pared 
es una función lineal de la temperatura local rle la misma .. Esta situación 
se presenta en procesos donde la transferencia de calor por convección se 
puede describir en términos de la ley de enfriamiento de ~ewton. Como 
se mencionó en la introducción, la importancia de este tip_o de condiciones 
yace en que e1 mecanismo de transferencia de calor hacia el ~xterior descrito 
anteriormente, implica la existencia de un coeficiente de transferencia de 
calor finito en las fronteras y en consecuencia se acerca más a la realidad 
que suponer que las temperaturas de las fronteras permanecen constantes 
o que el flujo de calor a través de las mismas es fijo. 

El objetivo central del presente estudio es investigar la influencia de 
las condiciones de frontera de tercer tipo en la transferencia de calor y 
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determinar la influencia de un coeficiente de transferenria de calor finito en 
la pared en este tipo de flujos. 

3.2 Trabajos Previos 

El análisis del proceso de transferencia de calor en un canal ~1:HD de sección 
transversal rectangular puede llevarse a rabo 1nediante distintas aproxima­
ciones y diversos grados de complejidad. La primC'ra Rproximación para un 
flujo laminar estacionario utilizada prácticarr1ente por todos los autores es 
la suponsición de que el dueto tiene una rclarión geométrica suficientemente 
grande, es decir, que el cociente de la longitud <le las paredes normales al 
campo 1nagnético entre la longitud de las paredes paralelas al mismo es 
mucho mayor que la unidad. Esto implica que los efectos de los flujos 
ocasionados por las paredes laterales son despreciables. En consecuencia, 
al no considerar el flujo a lo largo de tales paredes, no se trata en este 
análisis la transferencia de calor a tra\•és de las mismas. Entonces bajo 
esta aproximación el problema se reduce a considerar la transferencia de 
calor en un flujo laminar forzado entre dos planos paralelos infinitos bajo la 
acción de un campo magnético externo norinal a los planos. De esta forma 
es posible utilizar un perfil de velocidades completamente desarrollado cuya 
\Ínica componente <'n la dirección de flujo depende sólo de la coordenada 
transversal (perfil de Hartmann), elhninando cualquier dependencia en la 
dirección norntal a las paredes laterales. 

Otra aproxitnación bastante comlín es suponer la existencia de isotropía, 
de modo que las propiedades físicas del fluido sean constantes y en par­
ticular independientes de la te1nperatura y del campo magnético. Cabe 
ntencionar que la mayoría de los estudios en esta área se han realizado 
para fluidos ne\\.·tonianos, aunque existen algunos intentos interesantes que 
analizan la transferpncia de calor en ca1npos magnéticos con fluidos no 
newtonianos !I9,20l. Sin embargo este tópico está fuera del interés del 
presente trabajo ya que los metales líquidos presentan esencialmente un 
comportamiento newtoniano. 

Dentro de estas aproximaciones el caso más sitnple que se puede re­
solver es el de un flujo completamente desarrollado tanto hidrodinámica 
como térmicamente, de modo que se trata de un problema unidimensional 
cndonde no existe ninguna dependencia en la coordenada Rxial (i.e. en 
la dirección de flujo). Esto equivale a considerar el flujo en regiones muy 
alejadas de la entrada del canal o de cualquier discontinuidad en las tem­
peraturas de las paredes o del medio ambiente externo a ellas. La ecuación 
de la energía en este caso toma en cuenta 1íniramente la conducción de 
calor en la dirección del campo magnético y las fuentes de disipación de 
calor internas en el fluido, es decir la viscosidad y el efecto Joule, despre-
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ciando la conducción de calor axial y los c>Íectos convectivos. Este problema 
ha sido tratado por Sutton y Shermann '.21) y por Cramer y Pai 122} uti­
lizando el perfil de velocidades de Harttnnnn y con condicione5 a la frontera 
de prinier tipo, es decir con tetnpcratnras con5t.antes en las paredes que se 
suponen no conductoras de la electricidad. Di<"hos autores obtienen el perfil 
.de temperaturas intPgrando directatnente la c>cuación de la energía y poste­
~riormentF analizan el cotnport.amiento de tal perfil para diversos números 
de HarttnHnn y distintos factores de carga. 

El siguiente grado de complejidad en el prob~e1na consiste en considerar 
el flujo hidrodinámica- y térn1icarnente desarrollado pero sin eliminar com­
pleta1nente la dependencia en la coordenada axial. Se supone que existe un 
flujo de calor uniforme a través de las paredes independiente de la posición 
axial mientras que la conduc<"ión de calor en la dirC'cción de flujo se considera 
despreciable. El problema en sí básicamente sigue siendo unidimensional 
pero ahora se propone que el perfil de temperaturas esté con1puesto de dos 
partes, una que dependa linealmente de la coord<'nada axial y otra que 
sea una función de la coordenada transversal. Introduciendo esta forma 
funcional en la ecuación de la energía no es nect•sario elí1ninar el tértnino 
convectivo, obteniéndose una ecuación que puede integrarse directamente 
para encontrar la dependen<"ia del perfil de teniperaturas respecto a la co­
ordenada trans,·ersal. Este probletna fue rcsut~lto por Siegel !23} con un 
perfil de velocidades de Hartnlann despreciando los efectos viscosos y en el 
caso e'n que el flujo neto de corriente es CE>ro (circuito abierto, K = 1) y 
los planos son eléctri<"atnentc aislantes. Alpher ;24; considera exactamente 
el mis1no problema pero permitiendo que los planos tengan una conduc­
tividad eléctrica finita, sin embargo no obtiene resultados numéricos. Pos­
teriormente Snyder \25] resolvió el problema incluyendo disipación \riscosa 
y efecto Joule, bajo condiciones de carga externa arbitraria (K variable).. 
Analiza ta1nbién el efecto de la conductividad eléctrica finita de las paredes 
resolviendo simultáneamente el problema en las paredes y el fluido me­
diante condiciones de acoplamiento adecuadas en la interfaz fluido-pared. 
Desafortunadan1ente sus resultados numéricos son muy pobres y el análisis 
contiene algunos errores. 

El siguiente grado de dificultad en el problema consiste en consid­
erar el flujo hiclrodinámicamente desarrollado {perfil de Hartmann) y si­
multáneamente permitir que se desarrolle térrnicamente a partir de un 
cierto punto, dando lugar a una región de entrada térmica. Adicional­
mente en una primera aproximación se desprel"ia la conducción dC calor en 
dirección axial. Generalmente en los problemas donde se trata el desarrollo 
térmico, la estrategia de solución involucra la división del flujo en dos re­
giones, a saber, una región de entrada térinica y una región térmicamente 
desarrollada, y posteriormente la superposición de las soluciones encon­
tradas para cada región obteniendo finalmente el perfil completo de tempe-
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raturas. Michiyoshi y ?\·latsumoto ~26; trataron este problema imponiendo 
condiciones de frontera tanto de prin1er como de segundo tipo pero sin in­
cluir efectos viscosos y en condiciones de circuito abierto. En su análisis, en 
algunos de los casos estudiados el problema en ln región de entrada se re­
duce a la obtención de los eigenvalores y eigenfunciones de una ecuación de 
tipo Sturm-Liouville. Sin einbargo, para obtener una precisión adecuada en 
la región de entrada es necesario calcular detnasiados eigenvalores }' eigen­
funciones. Por otra parte el e!"tudio paramétrico presentado resulta muy 
poco ext<"nso. Por su parte H"·ang et al. ¡21} consideran este problema 
bajo condiciones de frontera de segundo tipo incluyendo viscosidad y per-
1nitiendo que el factor de carga tome distintos valores. La ecuación de la 
energía se resuelve mediante el método de diferencias finitas considerando 
únicamente la región de entrada térmica. Este trabajo ofrece una discusión 
detallada de la influencia de los efectos viscosos en las zonas cercanas a las 
paredes. Un análisis similar al anterior basado también en el método de 
diferencias finitas pero utilizando condiciones de prhner tipo fue llevado a 
cabo por Erirkson et al. ¡2s}1 donde se reporta que la tc1npcratura me­
dia del fl.ujo depende fuertrrnC'nte de la di~ipaC"ión viscosa y el número de 
Hartmann; a su vez se menciona que el n1í1nero de N"usselt se incrementa 
apreciablemente al aumentar.~!, mit•ntras que su incremento es menor al 
aun1<"ntar el factor de carga. Tanto en este trabajo como en los anteriores 
se supone que la te111peratura del fluido en la· entrada es uniforme. Fan et 
al. ¡29; consideró un enfoque di~tinto a los anteriores pcr1nitiendo que los 
perfiles de t('mpcratura y velocidad se desarrollen simultáneamente en la 
región de entrada partiendo de perfiles unifor1nes en un inicio. Las ecua­
ciones acopladas de n101nento y energía se resolvieron por el método de 
diferencias finitas imponiendo condiciones de no deslizamiento en las pare­
des en la ecuación de momento y de flujo de calor uniforme en la ecuación 
de energía. Un análisis similar pero menos extenso fue llevado a cabo 
por Shohet !30]. Por otra p•rte Viskanta !31) analizó el efecto del campo 
magnético en la región desarrollada con condiciones de primer tipo, con 
un fluido conductor que además es capaz de absorber o emitir radiación 
térmica. Sin embargo la solución nnm<'rica muestra que la influencia de la 
radiación en la distribución de temperaturas es pequeña. 

Una complejidad adicional consi~te en tomar en cuenta la conducción 
o difusión de calor _en la dirección axial, cuyos efectos se manifiestan pri· 
mordialmente en la regióñ. en des~rrollo térmico. El despreciar este efecto 
es una aproximación válida (1nicamente para flujos con nú1neros de Péclet 
suficientemente grandes. Puesto que el nún1ero de Péclet es igual al pro­
ducto del n\1mero de Reynolds por el n\1mero de Prandtl1 (el cual es una 

1 El número dt' Prandtl se define comu p,.. = pvc,,/rr., donde p es la densidad, v Ja 
viscosidad cinemática, e,_ el calor especifico a presión constante y rr. la conductividad 
térmica del fluido. 
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constante del material y no depende de las propiedades del flujo), se es­
pera que la conducción de calor en la dirección de flujo sea importante en 
nietales líquidos, donde el número de Prandtl es pequeño, y en un rango 
de números de Reynolds que compr€'nda flujos sustancialmente laminares. 
Back í32J llevó a cabo un estudio en donde toma en cuenta este efecto, man­
teniendo constante la temperatura de las paredes. Sin embargo su análisis 
contiene dema...,iadas siinplifi<"aciones. La más grande de ellas es suponer 
un perfil de velocidades uniforme a lo largo del canal y despreciar entonces 
los efectos disipativos viscosos. Esta suposición es válida lÍniC'amente para 
números de Hartmann suficientemente grandes de manera que el perfil de 
velocidades sea esencialmente plano. Las soluciones anlíticas a este prob­
lema involucran las regiones de entrada y en completo desarrollo. Un resul­
tado interesante de este análisis es que la conducción de calor longitudinal 
es importante cuando la región de entrada térmica es del orden de la altura 
del canal. Otro trabajo en esta direccióm fue llevado a cabo por Le Croy 
y Eraslan l33J. Su análisis es más completo y extenso que el de Back ya 
que utiliza un perfil de Hartmann e incluye efectos disipativos óhmicos y 
viscosos y diversos factores de C'arga. El probl<>ma asociado de cigenval­
orcs se resuelve por el método de Galcrkin bajo condiciones de frontera de 
primer y srgundo tipo. Estos autores subrayan la importancia que puede 
tf'ner el efecto de conducción de calor axial en la rrgión de entrada térmica. 
Wu y _Cheng !34j efectuaron un análisis del problC'ma en el caso en que los 
planos se inanticnen a t€'1npt:•raturas constantes pero diferentes incluyendo 
disipación óhmica y \'Íscosa. Para la solución del problema se utilizó un 
método de expansión de eigcnfuncioncs, determinadas por el método de 
Runge Kutta de cuarto orden. Eraslan et al. [35j analizan este prob­
lema mediante el método de Galcrkin con condiciones de primer tipo pero 
incluyendo el efecto Hall que tiene relevancia cuando se utilizan gases par­
cialmente ionizados en vez de n1ctales líquidos. Análisis similares fueron 
llevados a cabo más tarde por Bhat y Mittal l36,37J endonde además del 
efecto Hall se considera el deslizamiento de iones. 

Dentro de este contexto es posible considerar una variante adicional al 
tipo de problemas discutidos anteriormente. Se trata de un flujo hidrodiná­
micamcnte dc>!-arrollado (perfil de Hartmann) endonde pueden identificarse 
dos rc>gioncs térmicamente distintas, cada una caracterizada por temperat­

. uras con~tantes en las paredes o en el medio ambiente externo a las mismas 
o bien por un flujo de calor constante a través de dichas fronteras. Las dos 
regiones se unen t>n una cierta sección transversal ortogonal a la dirección 
de flujo determinando entonces una discontinuidad en las condiciones de 
frontera del problema. Físicamente la discontinuidad introduc<' una per· 
turba<"ión en la distribución de temperaturas en la región de flujo la cual 
tiende a cero a grandes distancias de la discontinuidad. Suponiendo que la 
discontinuidad se localiza en el punto x = O (siendo x la coordenada en la 
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dirección de flujo), el flujo ""n su totalidad puede visua1izarse en regiones 
térmicamente desarrolladas (localizadas en x = ±oc) donde el efecto de la 
discontinuidad es despreciable y en regiones en desarrollo térmico donde el 
flujo es perturbado por la presencia de la discontinuidad. Este problema 
es interesante porque se puede vi:;ualizar <'orno una generalización de los 
problemas de desarrollo térmico discutidos con anterioridad. De hecho es­
tos .líltimos pueden considerarse aproximada1ncnte romo el análisis de la 
región x > O del presente probletna. :\dernás, el considerar las dos regiones 
conectadas por la di<.;continuida<l permite que el efecto de la conducción de 
calor axial se manifieste tnás claratnC'nte. Desde el punto de vista práctico 
este problema ayuda a entender los ft'nÓtnrnos que se presentan en flujos 
f\1HD en condiciones de te1nperatura an1hi<'nte no uniforme, como podría 
ser el caso de una máquina de inducción ~HD real. 

Nigam y Singh [38] fueron los primeros en proponer y resolver este 
problema utilizando e] perfil de velocidades de Hartmann con paredes eléc­
tricamente aislantes y condiciones a ]a frontera de primer tipo. Su análisis 
incluye los efectos de disipación óh1nica ). viscosa en el ca...,o de circuito 
abierto. De~afortunadatn<"nte en la ecuación de la energía, el término de 
calor de Joule fue escrito c>rrón<·aincnte, lo cual invalida sus resultados. 
Esto ha sido 1nencionado por otros autores :28.31}. Posteriormente Jain y 
Srinivasan \3CJ; rcsolvi<"ron el rnis1no problen1a pero con~iderando paredes 
de conductividad el~rtrica finita haciendo uso del perfil de velocidades y de 
rampO rnagnético inducido obtt"'nidos por Chang )~ "{en 140). El método de 
solución fue el mismo d<'sarrollado por Xigatn y Singh. 1\ su vez Sin.gh y Lal 
\411 utilir.aron el mismo tnétodo para resolver un problema muy similar, a 
saber, un flujo entre cilindros coaxiales con discontinuidad en las temperat­
uras de las paredes en pr<'sencia de un carnpo rnagnético radial. Por último 
Singh y Lal \42J resolvieron otro problema parecido bajo condiciones de 
primer tipo conRiderando el flujo en un dueto rectangular cuyas paredes 
no son conductoras de la electricidad, utilizando las expresiones obtenidas 
por Shercliff ;43J para el perfil de velocidades y el campo magnético in­
ducido. Para la solución de este problema tridimensional se utilizó un 
método numérico implícito llegando a la conclusión de que en presencia de 
un campo inagnético la t<"1nperatura muestra una tendencia decreciente en 
la región cercana a la discontinuidad mientras que lejos de ella la temper­
atura tiende a incrementarse con el número de Hartmann. 

Resta por mencionar el trabajo de Javeri j1s: endonde se utilizan co~di­
ciones de frontera de tercer tipo en un flujo en desarrollo térmico pero 
hidrodiná.1nicamente desarrollado con el perfil de Hartmann. Partiendo de 
una temperatura uniforme en el punto de entrada, se desprecia todo tipo 
de disipación (óhmica y viscosa) al igual que la conducción de calor axial. 
La ecuación de la energía simplificada por todas estas aproximaciones se 
resuelve por el método de Galerkin-Kantorovich. Los resultados indican 
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que el proceso de transferC'ncia de calor se p11C'de ver afectado de manera 
sustancial por un coefiriente de transferencia de calor finito en las paredes 
de un canal MHD. Sin <"mhargo este estudio resulta muy limitado desde el 
punto de Yista práctico debido a las excesivas aproximaciones introducidas 
<"n "1 modelo. 

El prohle111a a invc~tigar en el presente estudio es Una generalización 
del planteado por Ki~am y Singh i3S!. Se trata de considerar el problema 
dt• la tnanern 1nás ron1plcta posible ~in despreciar ninguno de los efectos 
dit~ipativos y pc>r111itil•ndo nn flujo neto de corriente a través de una carga 
extt>rna, utilizando condirioncs a la frontera de tercer tipo. Asimismo se 
considera la transferencia de calor tanto por convección como por difusión. 
La solución del problema l'líptico bajo estas condiciones permite estudiar 
regiones en desarrollo térmico así co1no rc-giones totalmente desarrolladas 
térmican1cnte y analizar la influencia de un corficiente de transferencia de 
calor finito ('fi las parcdC's de a1nbas regiones. La solución general permite, 
por una parte, TC'C'Uperar en los lí1nites adecuados resultados de trabajos 
anteriores. y, por otra. cfcct-uar un estudio para1nétrico bastante amplio que 
da lugar a la dctt'cción de nuevos <'fcctos térrnicos. 

El 111étodo de solución utilizado en este trabajo fue esbozado primcra­
Jn<'nte por Dennis y Poots '.44J y por Drn.nis i45} en probl(>1nas de trans­
f(•r(•ncia de calor en flujos larninarC'~ en aust-ncia de f'ampos 1nag11éticos. 
Posteriorn1l·ntc Singh :46! utilizó 1111 rnétodo ~i1nilar para tratar este mismo 
tipo df' problrn1as. Finalntente .:"iga1n y Singh ;3s; fueron los pri111eros 
<'Il aplicar el n1~todo a uu flujo lan1inar expuesto a un ca1npo magnético 
transversal. La solución 111aten1ática consiste en encontrar la distribución 
de ten1peraturas a distancias muy alejadas de la discontinuidad y separada­
rnente obtener la" pcrturbacionC's a tal distribución en rtigiones cercanas a 
dicho punto. Por últiino ambas ~tllucioncs se superponen obteniendo la 
distrihución de te1nperaturas en toda la región de flujo. En la región cer­
cana a la discontinuidad la ecuación se rc:suelve utilizando una expansión 
en series de Fourier reduciéndose <'ntonccs a un problema de eigenvalorcs, 
los cuale~ se determinan obteniendo las raÍC"<'~ de nn polinomio infinito. Se 
tiene entonc<'s un conjunto infinito de f'igl'nvalores para rada región (x < O 
)º z '.:=°·O). A~of'iado a cada eigenvalor existe un conjunto infinito de coefi­
cientes o <'Ígenvcf'tor cuya deter111inación con1plCta se efectúa imponiendo 
condif'iones de continuidad sobre la teu1pcratura y sus priJneras dcri,·adas 
en el punto de unión de las regiones. La imposibilidad de tratar en la 
prác.t ica con un sistema in finito lleva a la ñecesidad de considerar un poli­
nomio de grado finito, aproximando entonces la solución. ~o obstante se en­
cuentra que ésta converge rápidamente por lo que los resultados numéricos 
pt>rmiten obtener perfiles de ten1peratura bidimensionales bastante acepta­
hlcs dentro de un amplio rango de variación de los parámetros físicos del 
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sistema. 

3.3 Formulación del Problema 

Considérese un Huido viscoso e in<'omprcsible fluyendo de izquierda a derecha 
en estado estacionario entre dos p]anos paralelos infinitos. El fluido es con­
ductor de electricidad y se supone la existencia de un campo magnético 
externo de intensidad constante orientado de manera perpendicular a los 
planos y a la dirección de flujo. Los planos tienen una conductividad 
eléctrica nula y se considera que la temperatura ambiente en el exterior 
de ellos se mantiene en un valor constante To hasta una cierta sección 
transversal localizada en el punto :r' = O endonde la temperatura del exte­
rior cambia a otro valor constante T, , como se muestra en la fig.(3.1). El 
flujo se divide entonces en dos regiones, cada una con su propia temperatura 
ambiente, conectadas por una discontinuidad. 

El proceso de transferencia de calor en este sistema c~tá gobernado 
por la ecuación (1.48). Para determinar las derivadas de las cantidades 
termodinámicas en un fluido incompresible, se puede suponer que la presión 
es constante 147}, de modo que 

as (as) éJT ª' = ar • ¡¡¡ · Vs= (!;), VT, 

y, ya que T(8s/8T)p es el calor específico a presión constante e,,, se obtiene 
T(as/at) = c,(élT/éJt), TV s =e, VT. Entonces, para un fluido newtoniano 
inco~prcsible la ecuación (1.48) se transforma en 

aT ( éJ2T a'T) dv J' 
pc,váx• = 10 ax" + ély" + 'l(dy•)' +a' (3.l) 

donde se supone que tanto el calor específico a presión constante e,, co1no 
los coeficientes te y f1 se mantienen constantes, además de considerar que el 
perfil de velocidades tiene la forma ii = v(y')i. 

El miembro izquierdo de la ecuación (3.1) representa el calor transferido 
por convección en dirección axial debido al movimiento del fluido. El primer 
térn1ino del miembro derecho representa el calor transportado por difusión 
en el fluido tanto en dirección axial como en dirección transversal, mientras 
que los términos segundo )' tercero son las fuentes de disipación de calor 
dentro del fluido ocasionadas por las fuerzas de fricción viscosas y por la 
circulación de corrientes eléctricas en el mE"dio, respectivamente. 

Suponiendo que el fluido presenta un perfil de velocidades de Hartmann 
dado por (2.22), la ecuación (3.1) toma la forma 
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l',.. My' aT; 
pc,-;¡-(coshM - cosh-;;-) ax• (

a•T· a'T·) 
= K. 8x'~ + 8y'~ 

+11 (1\ll'm )' (senh•My' + 
a A a 

My' 
(coshAf -cosh- -K.4)2 ) (3.2) 

a 

Para escribir el término de disipación óhmica se ha utilizado la expresión 
para la densidad de corriente (2.34) surgida del modelo de circuito equi­
valente para el generador MHD. En la ecuación (3.2) se ha introducido el 
subíndice j para indicar las dos regiones del problc111a, es decir la región 1 
para x' < O y la región 2 para x' > O. 

La ecuación (3.2) es una ecuación diferencial parcial de tipo elíptico por 
lo q~e se presenta difusión de calor en ambas direcciones, lo que trae como 
consecuencia que, en principio, el flujo en la región 1 se ve afectado por la 
región 2. 

3.4 Condiciones a la Frontera 

Las·condiciones a la frontera consideradas en cst.e problema son las llamadas 
condiciones de tercer tipo cuya expresión matemática general es 

t<~: + hT = /(f,1), (3.3) 

evaluada en la frontera de la superficie, donde a¡an indica la derivada 
normal y positiva hacia afuera de la supcrficie,h es el coeficiente de trans­
feiencia de calor de las paredes, K es la conductividad térmica del fluido y f 
es una función que en general puede depender de la posición y del tiempo. 
Las condiciones de frontera de primer }. segundo tipo (i.e. temperatura 
constante en las paredes y flujo de calor constante en la pared ) se pueden 
obtener de la ecuación (3.3) haciendo ti: y h igual a cero, respectivamente. 
El significado físico de la ecuación (3.3) es que la frontera de la superfi­
cie bajo consideración disipa calor por convección de acuerdo a la ley de 
enfriamiento de :'\ewton (i.e. el flujo de calor es proporcional a la diferen­
cia de temperaturas) hacia un medio ambiente cuya temperatura varia con 
la posición y el tiempo a lo largo de la frontera. Esto se puede mostrar 
haciendo un balance de energía en la frontera de la superficie S 

ar 
-1< an = h(T Is -T.), 

o bien 
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aT 
"- an + hT = hT. = f(r,t) en S 

que tiene la misma forma que la ecuación (3.3) 1 siendo T11 la temperatura 
ambiente. Es importante notar que en el problema f\ resolver esta condición 
se utilizará bajo la suposición de que el grosor de las ¡1arcdes es desprecia· 
ble de modo que no es necesario resolver sitnultáneamente la ecuación de 
conducción de calor en la pared. Asimismo debe tenerse pre..'iente que el 
coeficiente de transferencia de calor h puede depender de ciertas variables 
tales como el espacio, tiempo, geometría, condiciones de flujo y propiedades 
físicas, y de hecho la solnci6n del problema depende fuertemente de él. 

Entonces las condi«ioncs a la frontera del problema son 

Región 1 

Región 2 

y 

oT1 - "av + h(T, - To) =o 

éJT, 
i<- + h(T, - To) =o ay• 

éJT, 
- i<- + h(T2 - T0 ) ~ o ay• 

aT, ,._ + h(T2 - To) =O av 

en y'= -a, 

en y'= a, 

en y'= -a 

eny' =a. 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

Los signos opuestos que ant€'ceden a las derivadas de la temperatura res­
pecto a la coordenada y' evaluadas en las diferentes fronteras (ecs.(3.4)­
(3.5) y (3.6)-(3.7)) se deben a que las normales a los planos tienen sentidos 
opuestos, Físicamente se está indicando que en una x' dada el calor fluye 
hacia el interior en ambos planos o bien es expulsado ha<"ia el ambiente 
exterior e través de ambas fronteras, irnponiendo entonces simetría respecto 
al plano medio y' = O. El considl'rar signos iguales en las derivadas respecto 
a la coordenada .transversal en ambos planos implica absorber calor por 
una frontera mientras se expulsa por la otra. Está condición es más dificil 
de realizar experfmentahnente que la anterior, aunque matemáticamente 
ambos problemas presentan soluciones sitnilares. 

En las condiciones a la frontera (3.4)-(3.7) se ha considerado el mismo 
coeficiente de transferencia de calor en ambas regiones. El introducir coe­
ficientes distintos únicamente implica considerar propiedades físicas difer­
ente~ para cada región. Posteriormente se analizarán los casos límites en 
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los que h = O y h = ex:, correspondientes a paredes térmicamente aiF1lantes 
y paredes n1antenidas a tctnperatura C<?nstante, respectivamente. 

Las condiciones de continuidad del problema son 

aT, aT, 
= x' = O, -a < y' < a. (3.8) 

8:r.' Bx' 
Estas condiciones dan la posibilidad de unir suavemente la solución en 
la región 1 con la solución en la región 2. La interpretación física de la 
pritnera de estas condiciones es que la temperatura es una función continua 
univaluada de la posición, 1riientras que la segunda implica la imposibilidad 
de que existan fuentes o sumideros de calor singulares en el punto de unión 
de lns r<·gioncs. 

3.5 Solución de la Ecuación de Transferen­
cia de Calor 

Introduciendo las variables adimcusionales e,., X e y definidas por 

' 3 0 = !j -Ts 
1 To -Ts ' 

x = 2xPe, y' =a( 
2

y - 1) 
. " 

la ecua"ción (3.2) se transforma en 

8 2 0· 8 2 0· 
ª2 ----' + ---· _ _}_ = 

éJx' éJy2 
-~--(coshM - coshM (

2
y - 1)) as; 

3.~rr2 rr ax 
- QM' (cosh2M ( 2

y - 1) 
A' rr 

-2(coshM - K A)coshM (~~ - 1) 

(3.9) 

+(coshM - KA)2 }, (3.10) 

donde 

Pe= l~mapcp , 
r< 

4 
a=--. 

3rrPe 
(3.11) 

En la ecuación (3.10) se observa que el término difusivo en la dirección axial 
está gobernado por el factor a: que \."a como el in·verso del número de Péclet 
Pe. Asimismo la disipación por efecto Joule está modulada por el factor 
de carga. K, que para un generador ?\1HD toma valores entre O y l. 

Expresando las condiciones de frontera y continuidad en for1na adimen­
sional se obtiene 
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y 

a01 2Bi 
-- - ---(01 - 1) =O z <O, y= O, 
8y " 

a01 2Bi 
--+-(01-l)=O x<O,y=1T, 
8y " . 

ª0• - 2»!0, =o z >o, y= o, 
8y " 

a0, 2Bi 
--- + --01 =o X> O, y= 1T, 
8y " 

01 = 0, z = o, o < y < " 

a01 ae, 
ax = --¡¡:¡: X= 0, 0 <y< 1T 

endonde se ha introducido el número de Biot definido como 

(3.12) 

(3.13} 

(3.14) 

(3.15} 

(3.16} 

(3.17) 

Bi = ah (3.18} 
K 

que permite investigar simultáneamente el efecto de h y K en la frontera. 
Rccsc.rito en la forma Bi = (a/it}/(1/h}, el número de Biot puede inter­
pretarse físicamente como el cociente de las resistencias térmicas interna y 
externa del sistema en la dirección normal a la superficie. 

La temperatura 0; en cualquier punto de la región de flujo puede supon­
erse cornpuesta de dos partes. La primera, O; representa la perturbación 
creada en el flujo por la discontinuidad localizada en x = O. Esta será 
una función de x e y que tenderá a cero conforme 1 x 1--1' oo. La otra 
parte ~; sf'rá una función de y únicamente y representará la distribución 
de te1npcraturas para grandes valores de :r. 

Entonces se propone la solución de (3.10} en la forma 

0; = ll;(z, 11) + '11;(11), (3.19) 

donde 

O;(:i:, 11) -~ O cuando 1 x 1- oo. (3.20} 
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3.5.1 Solución de la Ecuación en las Regiones Aleja­
das de la Discontinuidad 

Sustituyendo Ja solución (3.19) en Ja ecuación (3.10) y tomando el límite 
cuando 1x1--+ oo se obtiene la ecuación que debe satisfacer la función~;, 
a saber 

d'IJ!. Q 
dy'

3 = A,-+(y)' (3.21) 

donde se ha definido la función disipación como 

t>(y) = -.M2{cosh 2.M e: -1) - 2(cosh .M ·-KA) cosh .M (;' - 1) 

- (cosh M - K A)2
} • (3.22) 

Las condiciones a la frontera para q,, son 

dlJ/1 - 2Bi('"1 - 1) =o o T X< , y=O, 
dy 7r 

(3.23) 

dlJ/1 2Bi ·-- + ---(IJ/1 - 1) = 0 X< 0, y= 7r, 
dy 7r 

(3.24) 

dlJ/2 - 2Bi IJ/2 = 0 X > 0, y = 0 
dy " 

(3.25) 

y 

dlJ/2 2Bi ... _ 
0 -+-w2- x>O, !J=7r. 

dy " 
(3.26) 

La solución de (3.21) sujeta a las condiciones (3.23)-(3.26) es de la forma 

donde 

IJ/1(y) = ~,F(y,M,Bi,K) + 1 para x <O, 

IJ/2(y) = ~ F(y, .M, Bi, K) para x > O, 

F(y, M, Bi, K) = - "
2 

{ cosh 2,\f (
2

y - 1) 
16 7r 

-8(coshM - KA) coshM (!~ - 1) 

8M2 

+-;;r(coshM - KA) 2y(y - rr) 
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M 
--,(2senh2M - S(coshM - KA)senhM 

Bi 
+4.llf(cosh M - K.4) 2

) 

·-cosh2.'\f + 8(coshM - KA)coshM}. (3.29) 

Nótese que se satisface >1' 1 (0} = '111(1T), lo cual muestra la simetría de la 
solución respecto al plano medio y = tr /2. Cuando Bi -- oc las expresiones 
(3.27) y (3.28) se reducen a la solución del problema con condiciones a la 
frontera de primer tipo en las regiones térmica1nentc desarrolladas. Es im­
portante mencionar que en este límite las soluciones (3.27) y (3.28) difieren 
de Ju obtenidas por Nigam y Singh i38] debido al error cometido por estos 
autores al escribir el término de disipación de Joule. Por otra parte las 
soluciones mencionadas pueden considerarse en sf mismas como la solución 
del problema parabólico (i.e. difusión dE' calor sólo en dirección transversal) 
tratado por Sutton ¡21] y Cramer ¡22] con condiciones de primer tipo. 

La fig.(3.2) muestra el perfil a dimensional de temperaturas en la región 
2 como función de la coordenada transversal (y) en puntos niuy alejados de 
la disrontinuidad (solución (3.28)). El perfil correspondiente para la región 
1 es rxactamente el mismo pero desplazado una unidad hacia arriba. La 
figura mencionada muestra el con1portamiento del perfil de temperaturas 
para diversos números de Hartmann 1 en condiciones de circuito abierto 
(K = l) y con un número de Biot infinito(> 100) que implica temperatura 
constante en las paredes. 

En <>Ste caso el flujo neto de corriente eléctri<a hacia el exterior es nulo 
presentándose sólo corrientes rC'rirculantes muy pPqueñas dentro del fluido 
que ocasionan que el ralor disipado por efecto Joule sea pequeño comparado 
con el que se genera por disipación vh1cosa. Es la disipación viscosa la 
que domina la distribución de tempf"raturas, mientras que el número de 
Hartmann tiene un efecto relativamente pequeño. De hecho la temperatura 
en el plano medio excede la temperatura de la pared sólo por una cantidad 
muy pequeña. 

La figura (3.3) muestra una gráfica similar a la anterior pero en condi­
ciones de corto circuito (K = O). En tal caso el flujo de corriente es máximo 
y ya que el calor de Joule es proporcional al cuadrado de la densidad de 
corriente, un pequeño incremento en el número de Hartmann lleva a un 
aumento muy grande de la temperatura en el centro del canal. 

Asimismo, al elevar M, también se incrementa el flujo de calor hacia las 
paredes del dueto. De hecho cuando Bi - oo existe un efecto competitivo 
entre la generación interna de calor y la rápida pérdida de calor hacia 
el exterior. En este caso el principal efecto disipativo es el efecto Joule 
mientras que la disipación viscosa comparativa1nente es despreciable. 

El efecto de las condiciones de frontera de tercer tipo es analizado en la 
f!g.(3.4), que muestra el mismo perfil de temperaturas que la fig.(3.3) pero 
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Figura 3.2: Perfil de temperatura en x = oo para diversos números de 
Hartmann. Bi = oc, K = 1 
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Figura 3.3: Perfil de temperatura en r = oo para diversos números de 
Hartmann. Bi = oo, K = O 
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y 

Fig~ra 3.4: Perfil de tetnpcratura en x = oo para diversos números de 
Hartmann. Bi = 10, K = O. 

ahora con un número de Biot finito (Bi = 10). 

Mientras que en los casos anteriores (Bi -.... oo) se tiene que 0 3 (0) = 
0 2 (7r) =O, que es obvio por el hecho de pedir como condiciones a la fron­
tera que las temperaturas en las paredes sean fijas, en la fig.(3.4) se observa 
que 0 2(0) = 0 2 (7r) > O. Esta es una consecuencia directa de las condiciones 
a la frontera de tercer tipo, )'a que el considerar un número de Biot finito 
equivale a considerar un coeficiente de transferencia de calor finito en la 
frontera (i.e. una pared con un n1ejor aislamiento térmico); por consigu­
iente el mecanismo de transferencia de calor a través de las fronteras se ve 
modificado, ya que se permite que la frontera de la superficie disipe calor 
por convección, de acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton, hacia un 
inedia ambiente cuya temperatura es fija. De esta forma, mientras que un 
número de Biot infinito ocasiona que el Rujo de calor a través de las fron· 
teras sea tal que mantenga las temperaturas de las paredes fijas, para un 
número de Biot finito el flujo de calor a través de la frontera es proporcional 
a la temperatura local de la misma siendo dicho número la constante de 
proporcionalidad, es decir 

ijrx Bi(T, - T.)= Bit!i.T. 
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Figur-a 3.5: Perfil de temperatura en .z = oo para diversos números de Biot. 
M = 10, K = 0.5 

Entonces la temperatura del fluido en )as fronteras se acomoda de forma 
tal que para un número de Biot dado se permite esta clase de intercambio 
de calor con el exterior. 

Para una AT fija, una disminución en el número de Biot trae como 
('onsecuencia una disminución en el flujo de calor a través de la frontera lo 
cual se man6esta mediante un aumento general en la temperatura del fluido. 
Comparando la fig.(3.4) con la (3.3) se observa que el efecto de la reducción 
del número de Biot es más notorio para números de Hartmann grandes 
(M = 10) en donde el aumento general en la temperatura al disminuir Biot 
de in6.nito a 10 fue aproximadamente del 16 %, mientras que para números 
de Hartmann pequeños (M = 1, 3) tal aumento fue menor al 5 %. 

La fig.(3.5) muestra los perfiles de temperatura (02 vs. y) para diversos 
números de Biot (3,10,30) conservando el número de Hartmann M = 10, 
en condiciones de máxima potencia. Esta gráfica muestra claramente el 
efecto del número de Biot en el perfil de temperaturas, observándose una 
tendencia de aumento de la temperatura conforme el número de Biot dis­
minuye. En este caso la disipación óhmica predomina frente a la viscosa, 
aunque no es tan considerable como en el caso de corto circuito. 
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o.oc 
O.DO 0.79 1.57 2.36 y 3.14 

Figura 3.6; Perfil de temperatura en .x = oo para diversos números de Biot. 
M = 10, K =0 

Esto puede observarse cuantitativamente comparando la fig.(3.5) con la 
(3.6) endonde se observan los mismos perfiles que en la anterior pero en 
condiciones de corto circuito (corriente máxima). En tal caso la disipación 
por efecto Joule es máxirna ob!'ervándose un aumento en la temperatura del 
fluido de cerca del 200 % respecto al caso de potencia má."'ima. Entonces el 
efecto combinado de máxima disipación con un número de Biot pequeño, 
que en la práctica se traduce en una frontera con un aislamiento térmico 
má.s eficiente, trae consigo un aumento considerable en la temperatura del 
fluido. La disminución del número de Biot ocasiona que disminuya la razón 
de disipación de calor hacia el exterior, mientras que en general se observa 
que un incremento en el factor de carga es equivalente a una disminución 
del flujo de corriente eléctrica a través del dueto y en consecuencia es pro­
porcional al descenso en el calentamiento de Joule en el fluido. Para un 
M y un Bi dados, la razón de incremento en la temperatura se reduce al 
aumentar K. 
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3.5.2 Solución de la Ecuación en las Regiones Cerca­
nas a la Discontinuidad 

Sustituyendo Ja solución ·(3.19) en (3.10) y haciendo uso de (3.21) se ,.,,_ 
cuentra Ja ecuación que debe satisfacer O;, esto es 

(3.30) 

donde 

g(y) = -~{coshM - coshM (
2

y - 1)} 
3All'2 ,,. 

(3.31) 

y cuyas condiciones a la frontera son 

~.!.11 - 2Bin. =O 
ay ,,. ' 1 XI> º· y = º· j = 1, 2. (3.32) 

~n; + ~.!12n. =o ay ,,. ' 1 XI>º· y="· j = 1, 2. (3.33) 

n,(-oo,y) ~ Oz(oo,y) =O O< y<"• (3.34) 

1 + n,(o,y) = nz(O,y) =o o< y<,,. (3.35) 

y 

x =O, O< y< 7t'. (3.36) 

La estrategia de solución de Ja ecuación (3.30) sujeta a las condiciones 
(3.32)-(3.36) se diseñó siguiendo las líneas propuestas por Nigam !38] y es 
a grandes rasgos la sigUiente: a) se propone la solución O; como una serie 
de Fourier cuyos términos son el producto de una función U•;(x) (a de­
terminar) y una combinación lineal w.(11) de funcione• seno y coseno con 
amplitudes distintas. El argumento de tales funciones es el producto de la 
coordenada transversal por ciertas raíces "• que se determinan resolviendo 
una ecuación trascendental obtenida a partir de las condiciones (3.32) y 
(3.'33); b) sustituyendo Ja solución propuesta n, en (3.30) se obtiene una 
ecuación diferencial para las funciones u.;(:r), después de haber eliminado 
la dependencia en la coordenada transversal multiplicando la ecuación por 
Ja función W•(ll) e integrando respecto a y de O a ''" La solución a esta 
ecuación diferencial se encuentra como el producto de una función exponen­
cial e.rp(e,-x) por ciertos coeficientes ª*'' donde e; y a1r.; son constantes a 
determinar¡ e) introduciendo esta soluci6n en la ecuación correspondiente 
se obtiene un sistema infinito de ecuaciones lineales para los coeficientes 
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a1;. La existencia de una solución no trivial del sisterna de <'C'uaciones im­
plica que el determinante de la matriz de coeficientes asociada al sistema 
debe anularse, obteniendo entonces un polinomio caractrístico de grado in­
finito cuyas raíces determinan los eigenvalores2 e, pC'rmitidos; d) asociado a 
cada eigenvalor existirá un eigenvector infinito formado por los coeficientes 
ª"' cuya clcterminación completa se efectúa aplicando las condiciones de 
continuidad (3.35) y (3.36). 

De acuerdo a la cstrat<-gia mencionada la solución de la ecuación (3.30) 
sujeta a las condiciones (3.32)-(3.36) se propone en la forma 

2 ~ 

O;(.r, !I) = - E u.;(x)IV,(y) 
7r 11'=1,3, .. 

i = 1,2 (3.37) 

donde Uk¡ es una función a determinar y 

W•(Y) =sen)» y+ P• cos ~•!I · (3.38) 

Las raíces >. .. deben determinarse a partir de las condiciones de frontera, 
de modo que al sustituir (3.37} y (3.38} en (3.32) y (3.33) se obtiene 

y 

donde se ha definido 

~. 
P• = -­

b1 

tan>.1r7r 

b 
_ 2Bi 

1 - -- ' 
2Bi b,=---. 

1r " 

(3.39) 

(3.40} 

Entonces los valores permitidos de At, que satisfacen las condiciones de 
frontera, se obtienen de las raíces de la ecuación trascendf'ntal (3.40). La 
fig.(3.7} muestra gráficamente la solución de la ecuación (3.40) para un 
número de Biot igual a 3. 

Nótese que si el número de Biot tiende a cero (paredes térmicamente 
aislantes) o a infinito (paredes a temperatura constante) la ecuación (3.40) 
se reduce a 

tan Át1' =O (3.41) 

que determina raíces enteras para tales problemas. En particular para 
paredct:. a temperatura constante (Bi - oc) la función W* se reduce a 

2 En este trAbajo los t~rminos ei1envalor )' eigenvector se utiHzan en un sentido más 
general que en el algebra lineal. 
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Figura 3.7: Solución gráfica de la ecuación trascendental para Bi = 3 
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Wt(Y) = senky k = 1, 3, 5t .•. ' (3.42) 

que es Je función utilizada por Nigam !3Sj y por Jein [39] en Ja solución del 
problema con condiciones a la frontera de primer tipo. 

Cabe mencionar aquí que en el caso en que b1 = b;i, es decir, cuando se 
absorbe calor por una de las fronteras mientras se expulsa por la otra, las 
raíces .>.11: también son enteras y en este caso la función W1i; es de la forma 

Wt(Y) = sen(ky - {3.), (3.43) 

donde 

f3t = erctan (;;;) k=l,3,5, .... (3.44) 

La solución a este problema no es simétrica respecto al plano medio y = 7t' /2; 
en el límite Bi ·-'f .JO esta solución 5e reduce correctamente a la solu('ión para 
el caso de temperaturas constantes en la pared. 

Sustit.uycndo le solución (3.37) en la ecuación (3.30) se obtiene 

2 X°- ( 2 d
2
Ut, dUt; ( ) 2 ) W ( ) ;r ~ ª -,¡,;;- . ¡;.-g" - >..u.; •" =o, 

lr=I 

(3.45) 

donde la condición (3.34) implica que 

Ut;(·-x-) ~ u,,(oc) =o. (3.46) 

:!\.foltiplicendo (3.45) por w.(y) dada por (3.38), en donde n no nece­
sariamente es igual a k, e integrando respecto a y de O a 71' se tiene 

(3.47) 

donde 

(3.48) 

y 

21a· Gn, = - gW.Wtdy. 
" o . 

(3.49) 

El cálculo de la integral Bn t puede efectuarse directamente dando como 
resultado, cuando n = k 

( 
2 )sen2J..n7r ( sen

2
J.."") Bnn = 1 + Pn - 1 ··---- ~. Pn Pn + ··---

2~n1!' )¡n7!' 
(3.50) 
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Cuando n ~ k se obtiene 

(3.51) 

Nótese que cuando el número de Biot tiende a infinito (An entero) la integral 
(3.50) da como resultado la unidad, lo cual concuerda con el hecho de que 
en tal caso las funciones Wn(!I) est.arían dadas por (3.42) y evidentemente 
serían ortogonales en el intervalo (011!'). Sin embargo en el caso general 
(ec.(3.38)) para un mímero de Biot arbitrario, las funciones Wn(!I) no son 
ortogonales como lo n1uestra la ecuación (3.51), aunque numéricamente se 
encontró que los valores de Bnt son pequeños en comparación a los valores 
de Bnn· 

Para evaluar la integral (3.40) es conveniente primero expander la función 
g(y) en una. serie coseno de Fourier en el inter-·alo (0,?r). La expansión está 
dada por 

g(y) =coshM-co•hM(
211 -1) = bo + f: b,.cosry, 

1t" 2 r='2,4, .. 

donde 

bo = 2A y b = _ ~~!senhM 
r 4 .. \12 + 7r2r2 

(3.52) 

Sustituyendo la expansión (3.52) en (3.49) y efectuando la integral se ob­
tiene para n = k y r = 2n 

(3.53) 

y paran"#' k 
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( , ) 1 - cos(>.n + >.;)"] 
- Pn -,- Pk (.\n + .\;)'1" 

(>.n - >.•)' [(l )sen(>.n - >..),.. 
( )") + PnP• -(-- ) r2 - Án - >.• • .lln -- >.• '1" 

1 ·- cosPn - >.•)"]} - (Pn - P•) _ .. _... · 
(-"n - >.•)" 

{3.54) 

La solución de la ecuación (3.47) sujeta a la condición (3.46) se propone 
en la forma 

(3.55) 

donde ~ 1 es posith·o y 6 es negativo. Sustituyendo (3.55) en (3.47) se 
obtiene 

"" /n;an; + L hntOtj =o j = 1,2 k .¡. n, (3.56) 
i:=J,3,., 

donde 

(3.57) 

y 

(3.58) 

El sistema de ecuaciones (3.56) puede expresarse matricialmente como 

h13 h, 5 

Í>; h35 

hs, Is; 
... ) ¡:·;1 • • • 31 

. . . as; 

... . 
=O. (3.59) 

Para que este conjunto infinito de ecuaciones lineales homogeneas en an; 
tenga una solución distinta de la tri,·ial es necesario que el determinante de 
la matriz de coeficientes sea igual a cero, es decir 

<l.(~;) =I! A,.!!= o, (3.60) 

donde Ar, son los elementos de la matriz de coeficientes. Las raíces de la 
ecuación (3.60) definen un número infinito de eigenvalores e;. La existen­
cia de tales raíces está asegurada ya que el determinante es absolutamente 
convergente \46J. En general un determinante infinito converge si el pro­
ducto infinito de sus elementos diagonales principales y la suma infinita 
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de sus elementos no diagonales ~on absolutamente convergentes !48]. En­
tonces dividiendo cada renglón de A(e;) entre su elemento diagonal princi­
pal <:0rrespondiente se puede probar que A(e;) converge siempre y cuando 
E :L 1 .4., ¡, (r ¡t s) converja y e; no tome ningun valor que anule a algún 
elemento de la diagonal principal. 

'\"a que todos los ch·mentos de la diagonal principal son cuadráticos en 
e,., la condición (3.60) arrojará un número infinito de raíces positivas y 
negativas. Las raíces positi...-as se denotarán por 

e!•l q= 1,3,5, .... 

y se admiten en la región x < O, mientras que las raíces negativas 

e!•l q = 1,3,5, .... 

son aplicables en la región x < O. Conociendo estas raíces es posible en­
contrar relaciones de proporcionalidad entre los coeficientes tln; a partir 
de (3.56). E• decir, para cada raiz (o eigenvalor) ej•l existirá un conjunto 

infinito de coeficientes a~q] (o eigcnvector) los cuales pueden relacionarse en 
la forma 

(3.61) 

donde On (ej•l¡ es una cantidad conocida. Entonces la solución de la ecuación 
(3.30) que satisface las condiciones (3.32}c(3.34) es 

2 ~ ~ 
O; = - L L: aL•)ezp(ej•lx)(sen>.•y + P• cos >.•y). 

1l' t=l q=l 
(3.62) 

Hasta este punto los coeficientes aLq) no están completamente determi­
nados. Para lograr su determinación es necesario utilizar las condiciones de 
continuidad en x = O. De esta forma al sustituir (3.62) en (3.35) y (3.36) 
se tiene 

2 00 00 2 q=l 

1 + - L: L: aL'/W.(y) = - E aL•Jw.(y) 
1T •=• q=l 71' A:=l 

(3.63) 

~ f: f:. d'1aL•/w.(11) = ~ f: f: d•laL•Jw.(11), 
71' A:=l q=l 1l' t=l q:"l 

(3.64) 

donde se ha utilizado la identidad (3.38). Multiplicando (3.63} y (3.64) por 
W 0 (y) e integrando respecto a 11 de O a,,. se obtiene 
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1 0000 0000 

-,-(1 - cos An11" + Pn•enAn11") + L Lªl'/Bnt = L L:al'JBnt 
An k=l q=l k=l q=I 

(3.65) 

y 

00 00 00 00 

L L e\'1al'/B •• = L: L d'1al'JB... (3.66) 
k~lq=l k=lq=l 

Estos sistemas de ecuaciones junto con (3.59) determinan completa­
mente a los coeficientes a~9). Sin embargo el primer término del miembro 
izquierdo de (3.65} converge lentan1<'nte por lo que conviene utilizar un 
principio ...-ariacional que permita encontrar una expresión equivalente pero 
cuya convergencia sea más rápida Í49j. Entonces, partiendo de la ecuación 
(3.63), se requieren encontrar los coeficientes aL9J tales que minimicen la 
integral 

( ~ ) r(oooo 0000 71")' 
J ?; a~•J = lo ?; ?; al'/W.(y) - {; ~ al'JW.(y) + 2 dy. 

Definiendo 

se tiene 

J(A\'l) = [' (t A\'l - f:: A\'l + ~)' dy. 'º q.:l q=l 2 
Entonces minimizando (3.69) se obtiene 

o bien 

..!{.¡ = 2 !,• (t A\'l - t A\'l + ~) A\'l dy = o, 
aA.2 º q=t q=1 2 

1.· [ (fi f;, al'/W•(!I)) (t. a\';llV,(~)) 
-(t. f;, a1•Jw.(y)) (t. a!;lw,(y)) 

+ (~ ~a\';lW,(y))] dy =O n,q,k,s = 1,3, .... 
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Efectuando la intrgral (3. 70) término a tér111ino, se obtiene la condición 
equivalente a (3.65) que deben Satisfacer los coeficientes a~q} y cuya forma 
es 

c:c CJQ CJQ co (n) 

L L L B,,(aL•/ ·- aL•JJa!~l.,. L -ª~ 2-(1 ·- cos >.,ir+ p,sen>.,ir) = O (3. 71) 
t=l q=l 1=1 1=1 ,, 

En resumen el procedimiento para el cálculo de los coeficientes a~ql es 
el siguiente: a) Una vez detcrrninados los eigenvalores ~!qJ a partir de la 
solución del polinon1io surgido de la condición (3.60), el conjunto infinito de 
coeficientes a~9] asociado a cada eigcnvalor, queda completamente determi­
nado mC'dinnte la solución sitnultánca de los sistc.•mas de ecuaciones lineales 
(3.59), (3.66) y (3.71). b) Ob\'iamente en la práctica no es posible resolver 
este sistema infinito de ecuaciones. Lo que debe hacerse entonces es tomar 
sistema (3.59) de un cierto orden finito, por ejt•mplo N. De esta forma se 
tendrá un polinotnio característico de grado 2,\? que arrojará a su vez 2N 
raíces, N positivas (r<'gión z < O) y .\"' negativas (región x :> O), de modo 
que en los sistemas de ecuariones (3.66) y (3.71) las sumas se extenderán 
de q = 1 a .lV, siendo el rango de k y s también de 1 a J\r. c) Se establece 
entonces un shstema de 4.\"" ecuaciones con 4,,\r incógnitas a~9]. que al re­
solver.Se arrojará 2.'V coefi<"icntes para cada región y finalmente la solución 
(aproximada) para O,(x,y) se obtiene a partir de (3.62). d) Sumando¡..,; 
funt'iones O; y ,¡,,, el perfil adin1<•nsional de tl'tnperaturas para toda la 
región de flujo queda l'Xprcsado en la forma (3.19). 

Li.s figuras (3.8) y (3.9) muestran los perfiles de temperatura adimen­
~ionales con10 función de la coordenada trans\'ersal (y) en las regiones cer­
canas a la discontinuidad. Las distintas cur'\'as son los perfiles correspon­
dientes él diversas posiciones axiales (coordenada x) tanto en la región 1 
co1no en la rC"gión 2. Ambas gráficas fueron obtenidas considerando un 
r11ín1ero de Biot infinito y números de Hartmann )' Péclet iguales a 3, en 
condiciones 9,e máxima potencia (K = 0.5). La diferencia entre las dos es­
triba en el hecho de que la fig.(3.8) fue calculada tomando.\" = 3, es decir, 
considerando los trrs prÍineros términos de la serie de Fourier. mientras qur 
la fi.g.(3.9) se obtu\'o utilizando únicamente dos términos del desarrollo cli· 
Fourier. En atnbas gráficas las líneas discontinuas muestran los perfiles co­
rrespondientes al punto :r = O calculados por la izquierda y por la derecha. 
La discrepancia observada en esto!' dos lí1nites se debe a que se está con­
siderando únicamente un número finito de términos de la serie de Fourier: 
entonces la ten1peratura en el punto x = O se tomó como la interpolación 
de estas dos curvas n1ediante el promedio aritmcítico (i.e. la linea - · -
representa el perfil promedio artimético de 0(o•) y 0(0-) ). Aunque obvia­
mente esta extrapolación no es un resultado arrojado de la teoría, parece 
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bastante razonable suponer que esta curva se acerca a la temperatura real 
en la discontinuidad. 

Comparando las figuras (3.8) y (3.9) se observa que la correspondencia 
entre las dos aproximaciones es bastante buena, de forma tal que los perfiles 
en puntos x # O prácticamente se sobreponen y aún los promedios de las 
curvas x = ±0 coinciden aceptabletnC'nte. Obviamente es de esperarse que 
míen tras más términos sran considerados en la serie la aproximación será 
mejor; sin embargo los resultados numéricos muestran que la convergencia 
de la solución es muy rápida en toda la región de flujo, a excepción de las 
vecindades del punto x = ±O; de modo que el considerar N = 3 en vez 
de N = 2 no mejora sustancialmente los resultados, observandose sólo una 
ligera mejoría en la vecindad inmediata de la discontinuidad. Por otra parte 
cuando J\1 = 3 necesariamente se con1plica el álgebra involucrada, pues se 
deben Pncontrar las raíces de un polinomio de sexto grado para determinar 
los eigenvalores y resolver un sistema de 12 ecuaciones con 12 incógnitas 
para obtener todos los conjuntos de coeficientes o eigenvectores, mientras 
que cuando l\r = 2 el polinomio es de cuarto orden y el sistema de ecuaciones 
lineales es de 8 por 8. Por las razones anteriores se juzgó conveniente 
incluir únicamente dos t~rn1inos del desarrollo en serie de Fourier de la 
solución (3.62), aunque un estudio detallado de la vecindad inmediata a la 
discontinuidad requieriría de 11n mayor número de términos. 

El.cálculo de las raíces de los polinomios surgidos de la condición (3.60) y 
la solución de los sisten1as de ecuaciones lineales para los coeficientes a!.9! se 
realizaron utilizando las .subrrutinas C02AEF y F04ATF respectivamente, 
de la loiblioteca JSAG del sistema FORTRAN VAX ¡so). 

Pnra lograr la apreciación más clara posible de la inftuencia de los di­
versos factores físicos en el perfil de temperatura en la región cercana a la 
discontinuidad, se efectuó un estudio paramétrico tomando como referencia 
el punto (M = 3, Pe = 3, Bi = 3, K = 0.5) en el espacio de parámetros. 
La variación de los parámetros se realizó de la siguiente forma: el núme~o 
de Hartmann tom6 los valores 1,3 ,10 y 30, ya que en este rango se com­
prenden desde perfiles esencialmente parabólicos (M = 1) hasta perfiles 
en donde el aplanamiento producido por el campo magnético es bastante 
notorio ( .. \1 2: 10); al número de Péclet se le asignaron los valores 0.3, 1, 
3, 10, 30 y 100 que comprenden flujos en donde la transferencia de calor 
por difusión es dominante (Pe ::: 0.3, 1) y flujos en los que el mecanismo de 
convección es el que predomina (Pe 2:: 10); el número de Biot tomó los va­
lores 1, 3, 10 y 100, incluyendose en este rango fronteras con un aislamiento 
térmico muy alto Bi = 1 :r fronteras en donde se mantiene la temperatura 
prácticamente constante, lo que corresponde a un coeficiente de transfe­
rencia de calor infinito (Bi ~ 100); por último, para el factor de carga se 
consideraron los valores correspondientes a los modos de operación típicos 
de un generador MHD, es decir, corto circuito (K =O), potencia máxima 
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Figura 3.8: Perfil de temperatura con tres términos del desarrollo de 
Fourier. M = 3, P~ = 3, Bi = oo, K = 0.5. 
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(K = 0.5) y circuito abierto (K = 1). 
El primer grupo de gráficas lo constituyen las figuras (3.10),(3.11) y 

(3.12) endonde los números de Hartmann, Péclet y Biot se mantienen 
iguales a 3 mientras se explora la influencia del factor de carga, que toma 
valores de 0.5, O y 1 rcRpectivamente. En este análisis se ha supuesto que la 
temperatura a1nbiente ~n la región 1 es mayor que la de la región 2 siendo 
esta elección arbitraria. 

El efecto concreto de la disminución del factor de carga es aumentar la 
disipación interna y en consecuenc:-ia elevar la temperatura del fluido . Este 
aumento es mucho mayor en x =-= i:oo, donde al pasar de K = 0.5 a K =O 
hubo un incremento hasta del 200 % en la temperatura del fluido, mientras 
que en las regiones cercanas al punto z == O el mismo cambio de condiciones 
dio lugar a un aumento máximo en la temperatura cercano al 10 %. En las 
figuras (3.10-3.12) la concavidad de los perfiles de temperatura es la misma 
en ambas regiones; esto indica que el calor generado por disipación interna 
fluye hacia el exterior a través de las fronteras. Debe notarse sin embargo 
que otra parte del calor generado es utilizada para elevar la temperatura 
del fluido en el centro del canal. Los gradientes de temperatura en la pared 
son mayores en el caso de la fig.(3.11) donde K =O, que en las figs.(3.10) 
y (3.12) donde el factor de carga toma valores de 0.5 y 1 respectivamente. 
Esto indica que al aumentar la disipación interna se incrementa también la 
tasa de disipación de c.alor por las paredes para un número de Biot dado. 

Al igual que en las regiones muy alejadas de la discontinuidad (Sección 
3.5.1), el efecto de un ntímero de Biot finito se manifiesta primordialmente 
en un aumento generalizado de la tetnperatura del fluido tanto en las pare~ 
des como en el núcleo del flujo. Esto se observa claramente al comparar las 
figs.{3.10-3.12) con la fig.(3.9). Lo anterior es consecuencia de la disminu­
ción del fl.ujo de calor a través de las fronteras respecto al caso Bi = oo. 

En las tres figuras mencionadas los perfiles correspondientes a x = 
-10, -1, - .05 se sobreponen., lo que indica que en esa región la temperatura 
del fluido no se modifica debido al cambio abrupto en la temperatura am­
biente en la región x > O y cede calor hacia el exterior a una tasa constante. 
En el punto :r: = -0.1 el fluido disminuye su temperatura al ceder calor ha­
cia el exterior a una tasa mayor que la anterior,. o bien cediendo calor hacia 
la región más fria por el centro del flujo dependiendo del número de Péclet. 
Este fenómeno muestra el caricter elíptico de la ecuación de transferencia 
de calor, que se manifiesta físicamente en el hecho de que la temperatura 
en la región 1 se ve afectada por las condiciones en la región 2 a pesar de 
que el fluido se desplaza de la región 1 a la 2. Esto se debe a que el calor 
se difunde axialmente en la dirección positiva y negativa. 

Cuando Pe = oc el problema se vuelve parabólico y los elementos diago­
nales del determinante (3.60) en vez de ser cuadráticos son lineales en ~; de 
modo que el polinomio característico tendri únicamente un número infinito 
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de raíces negativas válidas para la región :r > O. En la práctica cuando se 
considera el determinante de un cierto grado ~v las raíces positivas toman 
valores muy grandes tendientes a infinito. Es.to excluye la posibilidad de 
tener difusión de calor axial en la r<•gión x < O. De hecho la distribución 
de temperaturas en la región x < O es independiente de x en tal región. Es 
importante notar que hacer Pe = oo podría convertir el problema en un 
problema singular, ya que el factor l/Pc rnultiplica al término que contiene 
la derivada de orden n1ayor en Ja ecuación (3.47); sin embargo en los resul· 
tados se encontró un comportamiento uniforme en la solución conforme el 
número de Péclet aumenta. Recordando que el número de Péclet está dado 
por 

Pe-~ RePr (3.72) 

donde Re es el número de Reynolds y Pr es el número de Prandlt, el des­
preciar la difusión axial será una buena aproximación para fluidos con un 
número de Prandlt grande o bien. flujos con números de Reynolds suficien­
temente grandes. En esta aproximación la distribución de temperaturas en 
la región z < O es 

0 1 = ~2 F(y,M,Bi,K) +l, 

mientras que para la región x > O se tiene 

(3. 73) 

(3.74) 

Gráficamente este límite se 1nuestra en la fig.(3.13) endonde se observa 
el perfil de temperaturas como función de la coordenada transversal para 
uri número de Péclet igual a 10. manteniendo los '\'alores M = 3, Bi = 3 y 
K =0.5. 

Aquí los perfiles correspondientes a las posiciones axiales x = -10, -1, -0.5 
y -0.1 se sobreponen indicando que la temperatura del fluido se modifica 
hasta que pasa por la discontinuidad; su temperatura entonces empieza a 
disminuir conforme se aleja de la misma. Este efecto se observa claramente 
en la fig.(3.14) donde se muestra el perfil de temperatura en el centro del 
canal como función de la coordenada axial para diversos números de Péclet. 
Conforme Péclet disminuye, el efecto difusivo se h11ce más notorio al de­
scender la temperatl.:1ra del fluido mucho antes de llegar a la discontinuidad. 

La conducción de calor axial se \'Uelve despreciable para grandes valores 
del número de Péclet y por ende las soluciones que se obtienen excluyendo 
dicho efecto pueden considerarse vilidas para Pe > 10. Sin embargo el des­
preciar la conducción de calor axial puede introducir un error considerable 
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en la solución para números de PéC'let pequeños en regiones cercanas a la 
discontinuidad que pueden considerarse como regiones de entrada térmica. 

En la fig.(3.13) se obsen·a que la concavidad de todas las curvas es 
la misma; entonces al igual que en las figuras (3.10-3.12) parte del calor 
se expulsa a través de las fronteras. En ningún punto de las fronteras se 
absorbe calor del exterior. En la fig.(3.15) se grafica el flujo de calor en la 
pared <"orno función de la coord<'nada axial para diversos números de Biot 
y un número de Péclet igual a 100. 

En la región x < O el fluido <"ede calor al exterior a una tasa cons­
tante hasta llegar a la discontinuidad donde la tasa de expulsión de calor 
aumenta abruptamente para después disminuir su a Yemen te conforme el flu­
ido se aleja del punto :r = O. En las regiones aledañas a este punto las tasas 
de expulsión mayores corresponden a números de Biot grandes (10 y 100) 
que se acercan más a las regiones de frontera de primer tipo en tanto que 
para casos con números de Biot pequeños dichas tasas de expulsión son 
menores, manifestándose un aislamiento térmico más eficiente. Al igual 
que Ja temperatura, el flujo de calor es simétrico respecto al plano medio 
del canal. 

Para C'asos donde el número de Péclet es pequeño, la difusión de calor 
axial se vuelve más importante y se presenta un fenómeno interesante en 
la transferencia de calor en el fluido y a través de las fronteras. En la 
fig.(3.-16) se ilustra el perfil de temperatura como función de la coordenada 
trans'\•ersal para un ntímero de Péclet igual a 1 y M = 3, Bi = 3, K = 0.5. 

En este caso los perfiles correspondientes a las distintas posiciones axia­
les en la región x < O no se !!'obreponen indicando la influencia de la región 
2 sobre la 1 debida a la conducción axial¡ por otra parte la concavidad de 
la temperatura va cambiando al acercarse a la discontinuidad y por tanto 
el signo del gradiente de temperatura tan1bién cambia. Esto se observa un 
poco más claramente en la fig.(3.17) en donde el Péclet se mantiene igual 
a 1 mientras que los otros parámetros toman los valores M = 10, Bi = 10 
y K =l. 

En estas dos t'1ltimas gráficas el perfil correspondiente a la posición % = 
-0.1 muestra que la convergencia de la solución para estos valores de los 
parátnetros ya no es lo suficientemente buena en regiones muy cercanas 
a la discontinuidad. Cualitativamente lo que parece estar sucediendo es 
lo siguiente: Al aproximarse a la discontinuidad, el fluido cede calor por 
difu!'ión por el centro del ftujo, en un principio sin dejar de ceder calor por 
las paredes. Es d.:•cir. la presencia de la discontinuidad se hace patente 
primero en el centro que en las paredes dando lugar a que para una cierta 
posición axial el calor fluye por el centro)" hacia afuera del sistema a través 
de las paredes. Posteriormente el gradiente de temperatura cambia de signo 
en una región cercana a la discontinuidad, donde el fluido absorbe calor del 
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exterior para compensar el calor que está Huyendo por el centro hacia la 
región más fría. Al llegar a la discontinuidad el fluido deja de absorber 
calor del exterior y abruptamente lo expulsa a una tasa muy grande que, 
después del punto x = O va disminuyendo hasta tornar su valor asintótico 
en :t = ±oo. Este fenómeno se obscr\'a <"laramente en las figuras (3.18), 
.(3.19) y (3.20) donde se muestra el flujo de calor en la pared como función 
de la coordenada axial para diversos números de Biot y números de Péclet 
iguales a 30, 10 y l respectivamente. Obviamente la intensidad de los flujos 
de calor depende del número de Biot. Las asimetrías de las regiones x < O 
y :i: > O se deben a la dirección preferencial de la velocidad. 

Las figuras (3.21-3.23) muestran el efecto del número de Hartmann en 
el perfil de temperatura para un número de Biot finito. La fig.(3.21) fue 
obtenida utili"zando un Hartmann igual a l (Pe = 3, Bi = 3, K = 0.5) 
por lo que los resultados se arercan al problema meramente hidrodinámico. 
Al comparar este resultado con el obtenido cuando se eleva el número de 
Hartmann a 10 (fig.(3.22)) se observa que el efecto neto de este aumento 
en M es incrementar la temperatura general del fluido en cerca del 70 %. 
Los gradientes de temperatura, sin cambiar de signo, aumentan de magni­
tud. De hecho, la influencia del aplanamiento del perfil de velocidades en la 
transferencia de calor continúa al elevar M ya que los gradientes de veloci­
dad se hacen más pronunciados aumentando entonces la disipación viscosa. 
Asimismo, como se explicó en la discusión de los resultados obtenidos para 
la regi6n z = oo, la disipación óhmica también aumenta con el número de · 
Hartmann. Esto se corrobora en la fig.(3.23) donde se muestra el perfil de 
temperatura con10 función de la coordenada axial para diversos números 
de Hartmann. 

Las figuras (3.24-3.27) junto con la fig.(3.10) ilustran el comportamiento 
de los perfiles de ternperatura para diversos números de Biot finitos, mante­
niendo los números de Hartmann y Pklet iguales a 3 y un factor de carga de 
0.5. Una comparación directa de las figuras (3.24), (3.10) y (3.25), endonde 
se ilustra en forina gráfica la temperatura del fluido como función de la co­
ordenada transversal (11) para números de Biot 10, ¡y l respectivamente, 
muestra qne el aumento generalizado de la temperatura del Buido ocasio­
nado por la disminución de tal ntímero se manifiesta más intensamente en 
las regiones cercanas a las fronteras que en el centro del flujo. Existe una 
tendencia al ap18.namiento del perfil de temperaturu conforme disminuye 
Biot, lo que a su vez indica que. se reducen los gradientes de temperatura 
y en consecuencia son menores los flujos de calor hacia el exterior. En el 
límite Bi - O el flujo de calor es nulo y los perfiles de temperatura tienden a 
unirse en uno solo, independientemente de la posición axial y de los valores 
de los otros parámetros; la temperatura tenderá entonces a infinito debido 
a la presencia continua de la fuente de calor interna en el fluido. 

La fig.(3.26) muestra el perfil de temperaturas en el centro del canal 
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"con10 función de la coord(•nada axial para diversos números de Biot, no­
t.ándose nuevftuu•ntc la tcndrnria al incrc1nento de temperatura conforme 
di!-ln1inuye Biot. Se oLs(•r\·a ta1nbién que la unión entre las regiones 1 y 2 no 
es suave, reflejándose el raráctcr aproximado de la solución obtenida con 
do!' t~rmino!' del <1<•!-lHrrollo de Fourier que~<' manifiesta más intensamente 
en los Yl'dnrladcs clcl punto :r = O. La fig.(3.27) contiene los perfiles de 
trtnp<'raturn en la par<'d con10 función de lii <"oordenada axial. La curva 
corr(·~pondientC' a Bi .::. 100 práctÍC'Hffit•nte coiucidc con el límite Bi = oo que 
<"aracteriza las condicionc!s <le• frontt~ra de prhner tipo. Con tales condiciones 
la!!i temperaturas de la!!i fronter1l5 están fijas ),'. en consecuencia el cambio 
de una f(•gión a otra se rnanific~ta con10 un e~<-alón. Al disminuir Biot la 
te1np<•ratura de la parC'd aumc.•nt.a ('fi an1ba."' r<•gioncs pero la transición rl1~ 

nne rrgión a otra sr :-011uviza1 ya q11e el n1<'jor ai5:lan1icnto térmico atc•1•·i11 1ft 

influen<"ia dC' la discontinuidad. 
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CONCLUSIONES 

La aportación centra] de este trabajo es el análisis del proceso de trans­
ferencia de calor en un flujo laminar MHD considerando un coeficiente de 
transferencia de calor finito en las fronteras, . .\ diferencia de las soluciones 
obtt>nidas con condiciones a la frontera de prin1er )'segundo tipo, la solución 
1¡ue aquí se obtuvo permite una cornpr<'nsión rná.s realista de la transferen­
C"ia de calor en las regiones cerc-anas a las fronteras ya que no se exige que 
las t.<>mperaturas de las paredes se mantengan fijas o que el flujo de calor 
a través de las 1nismas sea constante sino que el intercambio de calor con 
el ambiente se dé de acuerdo a una relación empírica del tipo de la ley de 
enfriamiento de Nc\\•ton. 

La solución encontrada es fuertemente dependiente del coeficiente de 
transferrncia de calor y permite recuperar como casos lhnite las soluciones 
para temperaturas ('onstantes en la pared (h = oo) o bien para fronteras 
térmicamente aislantes (h = O). La convergencia de la solución es 1nuy 
rápida, lo que permite truncar el desarrollo en serie a un orden 1nuy bajo. 
Sin emhargo en regiones 1nuy cercanas a la discontinuidad, la convergencia 
deja de ser aceptable por lo que un análisis detallado de tal región requiere 
considerar un 1nayor ntín1ero de términos del desarrollo en serie. 

El efecto combinado de un número de Biot finito con la difusión de 
calor en la dirección axial llevó a la conclusión dr que el efecto difusivo es 
despreciable para números de Péclet grandes, que en la práctica es el caso 
más común; sin embargo despreciar este efecto para números de Péclet 
pequeños en regiones cercanas a la discontinuidad puede conducir a errores 
considerables. 

Los efectos disipati'\'os ocasionados por la interacción directa del campo 
magnético con el fluido en movhuiento. que se manifiestan en el incremento 
de los gradientes de vl'locidad en las regiones cercanas a las paredes y por el 
calentamiento de Joule producido por las corrientes indúcidas en el medio, 
fueron caracterizados observando la inftu<'ncia del número de Hartmann y 
el factor de carga en el perfil de temperaturas. 

Ya que el trabajo ofrece una descripción detallada de la física del proceso 
de transferencia de calor en canales ~tHD, los resultados globales tienen su 
aplicación már:i inrnediata en el diseño de máquinas de inducción )• en par­
ticular en Jos sistemas de ron versión de energía térmica en energía eléctrica. 
(generadores MHD). 
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