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l. 

!.SUMARIO 

El propósito del presente trab2jo es triple.En primer lu¡:pr , 

prosent•:tr el problema de la multicolinealid:~d como u:1a 'enfe!. 

me dad estadíGtica' que o.contece muy frecuentc:ne:'.lte en e J. aná

lisis de regresión y en particular en econometría, así como -

sus má.s obvias e inmedit.tt8..s co:;sectitmciócS en la estimación pa

ramétrica, inferencia esto.dística, especificación funcional y 

predicción en modelos econométricos uniücuacionnlcs. 

En segundo lug;ir, y bajo este mismo contexto, describir y dis

cutir las técnicas y métodos más conocidos de detección y diag

nóstico para percatarse de su presencia y medir su grado de in 

tensidatl. 

1n tercGr y Último lugar, pre:ientar y discutir tma lista de -

las técnicas disponibles y más amplia.mente utilizo.d::ls hoy en 

día para atac~rla. 

Conviene dest:::c:1r, pura fj.nalizar, que no es la pretensión de 

este trabajo adcntrurse en la dem::istraci6n o ~ustificaci6n ma

tem~tica ri,gurosa de cada una de las técnicas y métodos descri

tos en el minmo - que a lo sumo se bosquejan o se menciona la 

referencia corres¡Jondicntc para el lector interesado - sino 

fundamntalmcnte, buscar su aplicación para entender, reconocer 

y corregir la :nulticolinealidad, utilizando para ello casos -

concretos y ejemplos i.lustr::i.tivos tomados de la ecorl.omía y -

ciencias sociales, básicanente, nara así. comnrender mejor su 

naturalez:i, c6:110 se manifiesta y afecta a un modelo de re,c:re-

si6n o econom~trico (uniecuacional) y la manera de resolverla 

en la pr&ctica. 



,.•' 

II. EL PP.OBLf:í,:A DE IJA :1.ULTICOI,lNE,,J,IDl\D EN EL úNALISIS DE 

REGHESION. 

2.1 IHTRODUCCION. 

2;. 

La interpretación del modelo de regresi6n depende implícita.

mente del supuesto de que las var:l.ables ex~llicativas no estéÍn 

fuertemente interrelacionr~das entre sí. Es corr.ún interpretar 

a un coeficiente de regresión como la mediu<l del c~unbio de la 

Vi:triable-respuestfa cuando la variable explicativa corres"l)On-

diente se increment<:c. en una unid.od y tofü•s lf,.s dea;{ts oer:nane

cen constantes. Sin cmbéirgo, esta interpret~.ción ( como efec

to margimtl del coeficiente referido sobre ln varü"ble de1Jen

dient.e) puede no ser v;;í.lida cuando existe una fuerte relación 

lineal entre las variables explicativas del modelo. 

Aunque teórica :.ente es sie;¡¡pre posible incremenL<~l' el valor 

de una variable ex:;ilicatiV<:l y :::antener a lus otr:::.s constantes 

en un modelo de regresión, en la nráctiva., uuede no existir 

infonn:ici6n sobre el resultado de d1cha n:unipulaci6n en los 

datos nura estir.iación. Es m:b.s, :iuede incluso ser imposible -

hacer vnriar a una v:,riable explicativa y mantener a l;:..s otras 

constantes en el l)roceso bajo estudio, Cuando se -presenta t.m 

nivel -.:ieli.n:roso de multicolinealidad, ·1a inter9retaci6n sim

ple del coeficiente de rei:;resión como un "efecto marginal",al~ 

dido anteriorn~ent e, se pierde. 



Cuando existe :"u:ocnci<J. cor::plt·t:1 de rel~1c·i6:1·1ir:Pa1 entre 1 t¡; -

variabln::: explicutiv~;:;, r~c úicc r;uo C:~d:u.n ¡_:on "ortogonLtlr.s".E:1 

la mr.yoría dü lns uplic~:cioncs t-n eco:icr.1\1tría .Y Lw cicnci.:.~ -

cocial.cs, ll:¡: vnrü.tbl.cb cxplic:.ü:':.;"c.:::-: no ison ortocoi)::1.r_•::.i·:orm:i1-

mente Je que sucede en u:chof~ c::!:o,,, e<i ~;>.:.': re::mlLn i:i:ponibJ.c 

est):;:r~r lo~ cf.;cd .. :J:--: 11 :; .. i:~;laci.o::.:'~-te v~1ri~'..t:JC·[~ :Ln(_ljvjc.u.,'.!.r'E· en el 

h6n. 

La cor,cUci6n ele no-o:rtogom1litl:.u sr:vcn'. se conoce en le;. litc-

retura t6c~ica co~o problc~u de "datos colinRulrc", "coli~n~li-

cifi0aci6n <~1;0 pt.0dc descubrirse fCtcil:!:':!nsc cxp.Lorcc:1(h lo:' 1·0si

dunles de J:,: rc ... :rcsj6n.Dc hucho, corr.o verc;noc dcf:pwfr:, cr-:te n:rc-

blcrno no es nn error de modeluje, aw1quQ p:wdc fü,rse, c}aro está. 

Sino ftmcbn,(;ntaL::entc 1 es una condición de dcficiend.~~ en los da-



De cual<;uicr monera, es importante conocer cuémdo se presenta 

y estar prevenidos de sus nosibles consecuencias, De <lhÍ la re

comendación y adverteiwia al investig:.~üor par~. que sea extrema

dwnente precavido al forrnule.r conclusiones sustantives basadm 

en un modelo de regresión o econornétrico en presencia de rnulti

coline¡;,lidnd. 

A pesar de ser un problema a1e jo Y y de la incuestionable im

portancia de la mul ticolineu.lidrid como u:n " enJ'ermcdud esta

dística" en el análisis de regresión y mús concret~m.:.ntc en el 

proceso de for.nulsición de modelos econom6tricos - dada su fre

cuencia y efectos nocivos - no existe en nuestro mcd.io,, liter~ 

tura en nuestro idioma sobre e~:te tema, ni mucho menos accesi

ble para la nt8.yod.a de los no-esnccialfaados en este campo, na

ra enfrentarla y resolverla. 

El fin último lle este tr8.bajo, es por consit,ruic:'lte, coadyuv,_,_r 

modestamente a llenar este enorme vacío poniendo en manos del 

investigo.dar interesado, sobre todo del no-e:«9erto en la mats

ria, y particulurrr.e:1te al del cam;:¡o de lcis ciencias sociales, 

económicas y ad.rainistrativas, un instrwHento de C:)nsulta -CO!!!_ 

pendiado y accesible- dise:lado de tal forma de proporcionu.rle 

Y Ragn:.¡r Frisch fue uno de los CJrL:eros en analiz:.tr el proble
ma de la multicolinealidad desde 1)34, observando que :nuchas 
series de tie111rio o cronoló,rric::i.s, sujetas corno están a un -
conju..'1to común de fluctuacLnes económic<,s, se movían juntas 
a través del tiempo , y por consiguiente, resultaban alta'l1?1-
te colineales. 

Véase, Frisch, R. Statistic'Ü Confluence Analysis by [1Jeans of 
Comnletc Rerrression S.vflte:11s,Oslo Norway~ Univ::rsity Economics 
Institutc, 1J34. 
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los elementos de juicio suficientes p .• ril comprender, manejar 

y encarar con éxito este prcblema tan común y frecnente en el 

curso de toda for:::uL;.ci6n, unálisis o valitlaci6n de un modelo 

de regresi6n o economdtrico, deriv~do o como parte integral 

de su quehacer de investigación rutina.da dentro del campo del 

análisis de regresión o econo;11étrico. 
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2. 2 DEFINICIOtl DEL PRCBLK·~A EN EL CWTEXTO DEL MODELO LINEAI, 

GENERAL. 

Antes de comenzar formalmente con nuestra discusi6n sobre el 

problema de la multicoli:1ealid::td y las técnicas existentes 

para ataca.rla, trataremos :irimerumente de definir el proble-

ma. 

Sabemos que el modelo gener:.ll de ree;resi6n múltiple, también 

llamado 11 modelo general de regresión lineul
11

, o sencillamente. 
11modelo lineal general'; se puede escribir,en forrna escalar,como~ 

donde: i = 1,2,3,, .. ,n 

O alternativa.110nte, co:no un sistema. lineal~ 

Y1-::: ~of~1X11.1-pz'1<tl+···+fh .. X1:.,1 +U.1 

'ú-:: ~D + {>1 ~ll- -t ~¿ '11-¿z.+ ... ¡- P~ l<~,2 -\ vi l. 
'{~:: f>o-t ~I 'í1l _¡. f;z. :X2.3 -i· • ·· t" pi.: 'h,3 .¡ Ú3 

Yn-:::: (3°-+ P' ")(,,, + ¡3z)(z11 + · · · i fk'XK,11 + (,{ 11 

O también, en términos matriciales: 

donde las matrices Y,X, y U se definen como: 

Y, ')(11 'N1 Y.3, .. -- x~" fo 

\' ~ '<z. '¡( Jl. 'l. u. Xi¿ .•. Xi:,¿ ~I i U= y~ j X-= j~= . )( Jj Xu XH .... 'XJi.,) PL 
• ' • -

'( n 
J x,/\ Xin X3n ... Xi:, 11 

. 
~14 

( 2) 

{3 ) 

u, 
Uz. 
u~ ( 4) 

U.n 



S:i.n embargo, la exrin~::;i6n m{J.s común:~«rntc utilizada en Hl 

análisis de regresión y tm:..: de Lis ;d.s em;:ilead::i.s en este tra

bajo, al menos que se especifique lo contrurio, es lu "forma 

de desviación con respecto a lu. mc:d ia", rnisma que se puede ob

tener , medfo.nte una sencilL1 transforff .. :Lción ci l~.i.s variables 

del modelo (l).Esto es~ 

X ij = Xij- Xi ; Yi-=Yj-Y i=l, 2, •.• ,k 
j=l, 2 1 , •• ,n 

(5) 

Si aplicamos lu transforrn::i.ción w1tcri.or ::i.l modelo (1) defin:i.do 

anteriormente, se puede dariv:u' una nueva expresión n<:.ra el -

mismo en los siguientes términos~ 

( 6) 

que denom.i.naremos por brevedG.d como "forma compacta" de (1) y 

que desarrollada, p,enera al e: is tema lineal: 

(7) 

y cuya notación matricial resulta idéi¡tica a la exnresi6n(3), 

esto es: 

Y-:.X~+·ll 

aunque las matrices que ahora la inte,c¡ran difieren considera

blemente de l~s definidas en la expresión (4) 1 es decir: Obser 



...... 
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vamo:! de entrada C]\J.e lé!. :wtríz X de datos er-; ahora de tanmrío 

n x k en lu¡::ar de n x(lal) y el vector -colu::'lnn f3 de ouró-

metros es ~;Lor::i c.1c di:r!en:-j6n k en lur;:.1· de dir.icnG1Ón (k+l),:::in 

conLar c¡ue los ole11:ent.o::; (oc est:.;.s rr.::Lriccc hnn sido transfor--

rn::iclor; prnvia'T!cnte a su forn:a 11 con:p~.ctu 11 , 

Por otrr~ narte, en el modelo 1L'1e:ü ,sener:.ü definido en la ex

presión ( 3) suponemos implíci:tuil<<;>nt.c que ~;e cumplcr" cada una 

de las siguientes condiciones o hia6tesis genarnless 

Pr:irr.err1s E (U) = O 

E ( U U ' ) = {fu. I n 

Terce:r.a~ X es una ~:atrfa (nxk) de m."uner·o~3 fijos, 
(8) 

Cuart::~~ füill{!,O (X) = k > n donde n=: númc::ro de obse:rv::.ci.o-

nes en la rnuestru, k = rnimero ele vari'lbles exr.licati-

vas en el modelo, 

La prj_n:era suposición implica que la· media de la variablie : .. üe:lto-

ri.G, t6rmino de perturbación o estocústico 11 U11 e<: coro. 
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La scgunrla miposición implica l;uc y ude:r.ú~,, --
que B (Ui UJ') c:O,.; L J. r··r· ·~o·· .; .; 1., ..... r , ,Ju d ,, u.t .... 1 .J ::.o 1 '-, ••• 1 n. Esto qtd.c-

re clcci:c en otr:l:J pcl·1br<t"-'i que: la v;.:rüu,do. del término CL'to-

cástico o de pnrturt~ción e::: constHntc y que lu covuriuncin de 

dos térrr.inos alcutorio;, tl ü;tintor es nvla. 

De las dos sup,~siciones :::.nteriorcs se puede infer:i.r, en p:~rti-

culcr, que no existe relación 1 iner.l 2lc;u1:a ( e:,to, no ex is te co

rrelación ) entre l~cs V:trü.:.Hr.s explicF-.tivns i:1cluid:t~~ en !~l :no-

tnr este hecho debido a su :rclcv:::nci[). en ::uer.trn chscu::iiór: poste-

rior. 

La tercera suposición ea equiv~lcntc a decir que la mAtriz X de 

mente fijo", lo C:U8 ~-:icüfi.c:i. sim¡ilc:::cnt,c q-v.e en to~:~•s las --

pruebas de hipótosis y proced:n:icr:to~ de r:::ti:.:,·:c:i0:i, 2c ccnr;i-

dera.'1 a las Vl\riéibl'C'2 CX!)lic::•t.i.v;c:; o indc~ienrJ.icnti:s l.l,X2, ... 

• • º ,X1.iC co::.o si fu0rc~n 11 cor.~~tantc~". E:.:-; üccir, en rr.1Jc2tras rcpe-

tidus, sé c-.cepta o supO!lt: o~«= l·:, 1bic'.c fuente úc v:1ri::ci6:: de 

la V<lrL,ble d.epcn:lil'r>.Le "Y" es h1 prov~nicntc del témino e:::.-

tocástico o vector "U", y r.ior co:-'.r,,'i¡;-.: 'Lente, tod~l>' l::;.~ prop:i.ed::.-

de::; de m.:estros estim~{dorcs y J.cis pri.1eb:c2 de hinótesis re;..;.J.iza--

das sobre los v:.üores de éstoz, esb.n ccr.dicionc-.d[:s u los valo-

rcs de la matriz X. 
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Por último, la cunrta suriosici6n implicu simplemente la no- exi~ 

tencia de dependencia lineal entre tod'.ls las colurrmas (o hile -

ras) de la matríz x. En especial, si denotamos como x1,x2, ••• ,Xk 

a la primera, segunda, tercera, .•. , k- ésima columna de X, ten

dremos un conjunto de vectores lincalillenle independientes.Es de

cir, dada una combinación lineal de ellos iryalad<:?. a cero: 

01 ~1-t C{z_/(z.+ · - ·t Q¡¿. )'(!:'.'..=O (9) 

entonces y solo entonces: 

a,= az. = . . . = a~ ==o (9-bis) 

A Xl,X2, ••• ,Xk, se les conoce indistintamente como "variables 

explicativ:.;.s" o "vuriables inrJi;pendientes" del moddlo (1). Y 

a Yi, como le. "variable - resnucsta" o "dependiente" del re

ferido modelo. 

La cuarta suposición os sumamente importante ya que de no -

cumplirse, no se pueden estimar los parámetros del modelo (1). 

O en otras palabras, no se puede con)cer el efecto individual 

o separado de las variables explicativas sobre la variable-re~ 

puesta, 

Entonces, la suposición de independencia de las variables ex

plicativas es asegurar que el determinante /X' x{ f.. O, y por le> 

tanto, el sistema de ecu.aciones normales generado a partir del 

sistema (2) tenga una solución única. Esto resulta evidente ~ 

también recordando que nuestro estim:1dor de mínimos cuadrados 
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tiene la formas 

f-."' (x' xY' X' Y ( 10) 

y como su c6mputo rec~uiere forzosamente de la inversión de 

la matriz (X 1 X)('), noo du:r,os cuentn inmediatnmcmte de la -

imposibilidad de lo¡:;rotrlo si el ra.'1G'O de X es menor que k.O 
.;v sea, si: 

raviso {x) L k 
( 10-bis) 

entonces el número de variables expJ.icativas sería menor que 

el núinero de parámetros existentes en el modelo, contr2.rio a 

la cuarta suriosici6n. Y co;!:O consecuencin de ello, tendríamos 

que el determin<...entc~ 

(11) 

luego entcnqes, no existe lu inversa de (X'X) y la ex~resi6n 

definida er. (10) no tiei:.e o caree~ de ::c1:ticlo • Y cuan¿o -

eoto acontece decin•os que estamos tmte un c&.so de "extrema o 

perfecta ruulticolinealidc.d". Esto es, ale-unas o todas las va

riables explicativas de nuestro modelo, son perfectanmte coli-

( 1 ) Utilizando le. notación corr.pacta definid.a a::teriorrnen-i;c para 
los elementos de X, el producto ( x• X) ticn~ la formas 

[

1:¡:,'- ~ .:t,l:L •••. ¿:Xi Xi:: ] 

(x'x):: ~~;i;:,. ¿.',(·L:. ·. ~ZL~"-
¿;q.__x, ti:.:i:, .... Z. .x:z~ 

1/ Para una discusi6n pormenorizada sobre la condición respecto del 
rango de la matríz X, 
Véase, Tintncr, G. A Note on Rnnk ,litulticollinearity and lfol
ticollincnrity {..:.nd i .• ultj.ple Rc1~r0:::s1on • .1rnnuls of i'irathemati
cal Stat istics, 'lol.16, 194 5, pp. J04-J08. 
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neales, 

Atmt;ue la multicolinealidad perfecta es teóricamente factible, 

en la práctica, como se verá desrrnés, el determinante/ (X.' X)/ no 

necesita ser cero para generar un nivel "peligroso" (o inacep

table) de multicolinealidad, ( +) Esto sucede cuando la hipótc-

sis~ 

( 12) 

. ( ++) 
se cumple marginalmnnte. Cu::1ndo esto sucede decimos que las 

varJ.ables explicativas en cuestión son "altamente" nero 

fectumente"colineales, 

no"ner . -

Por otro 1aclo, sabemos del C!m'ilisis de rcr,resión por minimoz. cu_!! 

dr&.dos ordinarios,c;ue la matriz de variancia-covurinncia del -

estimador f tiene la form~<~ 

( 13) 

que pone de manifiesto ,otra vez ,el payJel crucial de la no-sin 

gularidad de la matriz (X'X), 

( +) Aunque más adel2..nte sr- da una definición formal resn.ecto 
a lo que entenderemos por "pelieroso" o "inaceptuble",por 
el momento, !Jodemos adelantar que intuitivamente esto sig
nifica w1a fuerte dependencia lineal entre las variables 
explicativ:..:.s del modelo, que sin ser perfecta, genera esti
madores paramétricos muy poco confir.bles, 

(++)En la práctica, la comput2dora fija arbitrariamente un va
lor rnuy 0 cercano" a cero 0ara el valor del determincmte men 
cionado ( co11;0 cota inferior) de tal suerte LjUe cualouicr -
valor mc.yor que éste, resulta ser diforente de cero para e
fectos de cómputo) y por ende, puede c~fplir la condición (12) 
y procede a calcular la matriz (X'X) y estimar al vector f , aunque de hecho el determiante lx•xj sea cero. 



Aunque lo intentaremos mostrar mús adelante, es evidente que 

conforme crece.la interdependencia entre las variables expli

cativas Xi's, la matriz (X'X) tiende a hncerse ninguLlr y los 

elementos de la matriz inversa (X'X)-l tienden u hf:cerse muy 

grandes.Y en el límite, la dependencia lineal nerfectn entre 

las variables Xl,X2, ••• ,Xk e;.:,nerará un conjunto completamente 

" /' " " indeterminado de estimadores narar!"!étricos Bo,Bl,B2, •• ,Bk .I·.;ás 

formalmente, esto quiere decir que los elementos diae·onules 

de la mntríz (X'X)-l que corresnonclcn a ele;.entos linealmente 

dependientes de X, tien:ic:r.. a infi:1ito. Y por consigttiente,lós 

varümcias res;.iectiv'-'s de los estin:adores de los coeficientes 

cuyas variables están afectadas, también crecen ó.esn:esura-,,.. 

damente, 
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III. MS PR1NCIPALF.S CO:·.'~:EcrJF,'.·,'CI.t,S J)Ic LA '1ULTICOL1 - . - 11. · , H E:A_!dQ.:.hQ. 

Antes de comenzar a discutir luG consecuencias ir.mediatas de 

la multicolincalidad en diversos asDectos de un modelo de re

gresión o econométrico, se deben acL1rar dos puntos fundan:en_ 

tales en opinión de J .Krnenta.Y: 

l. La 1nulticoline<:lidad es una cuestión de !'.re.do y no de claro. 

La dictinción significativa no es entre la T)resencia. o au

sencia de este problema en un modelo, sino entre sus varios 

grados. 

2. Como la multicolinealidc.d se refiere a una condición sobre 

las variables explicativas que se suoonen no-estocástica~, 

entonces es una car~cteriatica de la muestra y no de la po

bla.ci6n ha.jo estudio.Y 

Todo lo anterior ürpl ice. c;.ue la mul ticolines.l ülad es una condi

ci6n de interde.,endencia entre Xl,X2, •• , ,Xk que puede existir 

independientemente de la de¡-;endencia entre la matríz X y la VE; 

rü~ble Y.Esto es, la multicolinealidad es una propiedad del con

junto de variables explicativos {mica;nentc. YNo importando el --

Véase, Krnonta, J. El.ements of Econometrics. The Macmillan Com 
pany,1971,pp.380-391 
Vé~se, Kmenta., J. lb id, 
Cuando ocurre la multicolinealidad, es como si los miembroo 
del subconju:1to de vs.ri.ables exnlicativc..s afectadas actuaran· 
en unísono. Co;r.o resultc;do de ello, los datos carec'en de su
ficiente Vl:rÜici6n inde-.end icnte par'-l permitirnos determim r 
el efecto seo~rado de cada variuble explic¿tiva.Entonces ~ 
problem::: de ia multicolinealidad no es un problema del méto
do· de estimación, ni de lu población, sino de los datos,un 
problema básico de la fonna de "r'.eneraciÓn" de las obscrv~ 
ciones, un fenómeno mu,y frecuente en econometría por ejemnlo, 
donde Be trabcljB con datos de ciencias no-e;:~)erimentales,como 
la economía y h\s ciencias sociales en general. 

Véase,Kmenta,J. Ibid. 
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grado o inclusive lu existencia de <tlguna rclac:i.611 de dependen

c1a o causalidad entre X y Y. ;¡/ 

Con estos antecedentes como marco, podemos :.iasgr ahora a des

cribir 1os principales efectos de lu multicolinealid::1:l en un 

modelo de regresión o econorr.étrico, en la cstimaci6n par<:.métri

ca, inferencia estadística, especificnci6n funcionul y predic

ción, respcctiva:;;ente. 

Ji A prop6sito, el hecho de que no exista interde,cendencia en
tre las variables explic:;tiV«fl de un modelo no implica que 
no exista o nueda existir una relación de causalid;1d o 11 efec 
to de intera~ción 11 entre óstus ·~,r lo. v~criable-recnuosta.Por -
ejemplo, unu cosa es decir qu.e en el modeJ.o linoa1 C=f(Y,L) 
donde C re prc¡;c::ta EÜ consumo o de:'landu E"1c;regada, Y l-i.l inp;r~ 

so aeregado, y L los activos líquidos en una economía, y que 
estas dos v;;.:riécbles exnlic::;tiv1s scanaltamen»;e .colineaJ.cs, 
dada su natural e-a eco:16mica, y nor lo mismo, no yiuedan •.!sti
marse indeDendi·rlte!::ente, y otra cosa n:uy distinta, es implicar 
que no exista un efecto de interacci6n entre lo.s minma:i y 
la variable dependiente.Esto es, puede do.rse el caro que la 
función definida a.YJ.teriormente sea en realid.:;;d de le. fornH:~: 
C = f (Y,L,YL), Entonces el proble1r:a de lamulticoline&.li
dad es trat::tr de estimar los coeficientes ( ~' ':l lh ) asocia.
dos a las v:.i.riubles Y, L cu&.ndo éstas son "al tame~1'te" col i
neale s. C6mo obtener e inter·:•rctSir un estimador nura el coe
ficiente ( P>) asocio.do a la v'""ríable YL, es un asunto tott'Ll
mente diferente, que no será abordado en este traba.jo.Para 
los intcresc:dos en e:::te temu, le suge:rimos la siguiente fúCl'l-k! 

Véase, Sonquist, J. A. y J. N, fiiorgtm. 'l'he Detect ion of Jnterac
tion Effects. Survey of Research Ccnter, hlonop-ruoh No, 35, 
Ann Arbor, iúc!iigan~ University of :.'.ichiean Press,1964. 
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3 .1 EFECTO DE LA ilfULTI COLINEAL IDAD EN LA ES'l' IMACIOll PARAMETRI CA, 

Los grmdes vu!ores de las v:trüwcias de los estimadores pro

venientes de Variables multicolineales, indican muy apropiada

mente, el bajo contenido de inform,~ci6n rle los datos observados 

y por consi{;;ilie:ite, son un indic:lt ivo de la baja cnlid::i.d de los 

mismos. 

Discutiremos pri:neramente el efecto de la mul ticolinealidn.d en 

la estimaci6n paramétrica cuMdo aquélla es perfecta., Par!l este 

propósito usaremos el enfoque de J,, R.Klein.Y 

Si transforma11os las v;_;¡rfa.bles originales del modelo 

te la transformación:{+) 

x"' ~it- 'k 
' lt:: --5-t.-. -

• 
I 

(1) medían-

( 14) 

donde~ Í=l,2, .... ,n.; l= 1 1 2, ... , 1( y Sy, Si 1 son las desviacio

nes estándard de Y y ,Xi, res;-iectiva:nente.Olltendremos una ver-

si6n "estandarizada" del modelo { 1) 1 co!r.O si,zue~ ( ++) 

Y* -ll ~ p., ...,,.~ )f. = ~I :(, + f2Xz. + • • .+ rK.-..<.. k -t !>-'- {15) 

y Véase, Klein, L. H. A Textbook of Econo1netrics. Prent ice-Hall, 
Inc.,1974,pp.104-158 

(+)Nótese que~ F:(:l¿~)=oJ E:(Yl'J=o) Var (-X./)=1, v'ar(Y/)=I 
~ COY ("x1'> Y/)-;;; 'flj , 

( ++) Por simplícidud hen:os eliminado los subíndices correspon-
d ientes de esta ecuación. 
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Nótese que esta versi6n, no debe confundirse con la forma com

pacta del modelo lirjeal t;eneral definida en ( 6). Asi!t:ismo, ob

sérvese que las vari::tbles estondurhadas definidas en ( 1.i1) tie

nen media cero y variancia unitaria. Además , si denotamos --
'' , ,11 11 • J¡ l f' . riJ y riy como os coe 1c1cntes de correl~ci6n simple entre 

las variables Xi y Xj y entre Xi y Yi, rcspectiva.,;ente.Enton

ces, es claro que rii "" l. 

- ' 
,... 

Entonces,segú.~ L.R.Klein 11 , el est imudor pi de ( 1) se puede 

expresar como: 
r, z. _ ... r, ':l ..• (111: 

frz. l"i, y .. ' Y'i11. 

" l'ii!- r.i.K ••• Y1<';1. - •• 

~· --
f11. - .. r¡ i ... (¡1<. (16) 

ftz. ... ric: ... rzic 

- - . 

(11!. fil!. ... (Kl · · · • 

Ahora bien, si dos elementos. Xi,Xj del vector ( Xl , X2 , ... , Xk ) 

estuvieran perfecto.ir.ente c.orrelacio:lados, esto es, si rij = 1, 

entonces la i-ésirna y j-ésima hilera ( o columna) del denomi

nador de la expresión (16) serían idénticas y el determinante 

se anularía. Esto es evidente, ya que si observarnos las hile

ras referidas con más ddtenirniento; 

r~' (~z n~ ' .. . f:'i. ',,, r· <J ••• riJ.(. 

rj1 rF Y)~ tj'i ... Yjf .•. rj·K (17) 

donde ·sabemos que rii = 1, rjj = 1 1 pero como rij =1 por --

;V Véase, Klein,L.R.(1974),0pus cit. 
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hip6tesis, entonces rij = 1, y por consi1T11iente, tenemos dos 

hileras idénticas y el determinante anterior se anula. 

Observemos uhora la i-ósima y la j-ésiin2.. hiler<L del nwnerador 

de la misma expresión petra ver que succ'de~ 

r.: 1 r~z. n?. ... r,!:l ... ,~,_¡. . rlK. 
r;1 rii r/'3 ... Y'J°l;J • · · (jj . · · · · (i1<. 

. (18) 

En la i-ésima columna de la expresión (18) tenemos a riy, rjy 

pero a:nbos son idénticos,ya que hemos supuesto que rij = 1 y 

como consecuencia de ello, el numer'-"dor de la expresión (16) 

se hace cero, 

Esto es, si tenemos una pareja (Xi,Xj) de variables explica-

tivas que están perfect::i.::1ente correlacionadas, entonces el es
.-\ 

timador r• resulta indeterminado. o sea~ 

"" o 
fi. :: o (19) 

Se infiere fácilmente que obtendrerr.os la misma indetermina

ción si existiera una relación lineal exacta entre todas las 

variables explicativas, Lo que implica .simplemente que no pode-

mos determinar el valor de ~1 1 10 cual era de esperarse, pues 

si Xi y Xj están perfectamente correlacionadas, no es posible 

evaluar su efecto separa.do sobre Y. 

Por otra parte, analicmnos ahora el efecto de la multicoli--
e-;h01ad~ A 11 

nealid;;i.d en la V•.lrismc1a\'éfe p• • De acuerdo a L. R. Kl.e irl.:!:f la 

~/Véase, Klein,L,R.(1974).0pus cit. 
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,,.. 
vuriancia estimada ele /H r.c n11edt' eYpr·'~":r ,.!or.:o~ 

Far-(~.:)=~; \(x'x)~J. 
1 ( ;:''1<) 1 

( 20 ) 
1\ z 

donde el término a~ corresponde u la variancia esti~aaa del 

término de perturbación r~ue f;Ucde '2ECribii•;-:t; a SU V(';~ CO!::o~ 

;.i _ fe'(_ Ze/· -= 2C~•-LJ.Y·= ZC'<i-9..)' 
UlL - ue - ri-tt. I\·\<. 11-)(. ( 20-bis) 

utili•z.nr.do pEL!"a ello, la versión corr.pact9. del modelo lineal 

genere.L(+\a mntríz (X'X)ii de la ex11rcsi6n (20),.rosulta de 

eliminar d~ la matriz (X'X) definida enseguida, la 1-éeima hi--

lera G i-ésima columna. Eoto oss 

L. -tz. X, L:xt:d 2-:r}x~ 

¿·x}:1} ?.z:z. ¿ zt :e: 
(X'X) . . . ( 21) . = 

'L :tf x, l::t!Z} 2. '-1.. . :tK 

O en otros términos,. la rnatríz (X' X) ii queda def]nida co1w~ 

(X'X)ii= "2.X,~,-;d 
L"zt.,x:. 

( 22) 

. , .. 

Como en la ~atríz anterior y quo también aparece en ol numera-

dor de la expresión ( 20) no existen la i-éoiinu hilera e i-ésima 
columna, su deter:ninunte no ee hace cero o ~ula en --

(+) 
11 11 , ~ 

N6t.ese fü:ui que <?~os el. termino de porturbacion estimado,--
conocido en la literatura técnica como término o elen1ento 
"residuu.l" del modelo en cuesti6n.S~.;to es, e; es el estima-
dor corres,1ondknte a u,· uue no se conoce. Y ne le ntiede de 

t • A '\ ~ -

finir formalmente comos tZi:: U..:= Y~·- <:J.: :: y.·-Y,· 
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virtud de la perfecta correlaci6n entre Xi y Xj, en tanto su 

denominador - que es esencialmente el mismo que el definid o ,,. . 
para el entiruador ei en la expresi6n (16) ·- sí se hace cero. 

Luego entonces: ( +) 

(no est1 definido) ( 23) 

Afortunada""ente, a. pesél.r de toclo lo anterior, le. multicoli--

nealidad no afecta a J.a v~riancia residuu.l del modelo J.ineal 
'l. 

gcncr:i.l (6e.) <n.í.n cua .. '1do los estimadora::: obtenidos sc'm intle--

terminados.Esto es, a pesar de que ex.i:~ta multicolin.:alLLd 

perfecta entre l-:is variables. Es te resul t:1do es par.ti.cul~r-

mente importante y será utilizado posteriormente a lo largo 

de nuestras discusiones • 

Sup6ngase que rij :::: l y que el model.o de ref,resi6n 

( 24) 

ha sido estimudo. Ei1tonccs, de la la.:,r 2a. hip6tcsis de nuestro 

modelo general de regresión .r:e infiere (!uC': 

E. ( Ut :t;) "'º 
( 25) 

donde: j =1,2, ... ,i-l,i+l, ... ,k tr=l, 2, ••• , n 

(+) Lo cual resulte clnro, ya c1ue si estandariz~t:::os tod<;>.s las 
variables Xi,Yi del rr.o<lelo J.ineaJ. r;eneral (1), resulta c?ue 
rij:: 1Xt~t , J.:;inde x.,~,l.;·~ .. :J Yr renreserJtan la fom.a es
tandarizada de Xi,Xj y Yi. Nótese a nr.)pósito, que los ele
mentos de las matrices definidas en (21) y (22) estún en -
su forma estunduriz..cda. 
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o equivalentemente, en térm:inos del elemento residual: 

{ 26) 

Ahora bien, si recalcul.:11r,os ( 24) con Xi incluida, estando prE_ 

sente Xi, dudo que rij = 1 1 entonces debemos tener también 

que: 

( 27) 

Ya que como Xi es perfecta~ente colineal con Xj por hipótesis, 

entonces podernos ex:lresorlo como: 

(27-bis) 

Luego entonces: 

q.e,d. (28) 

Esto quiere que la. adici6n de Xi, o sea, de una variable multi

colineal a nuestro modelo de reeresi6n o econoinétrico, no agre

ga nada a la correlación global del mismo y en consecuend.a, no 

altera o afecta al estimador de la vnriancia residual. 

Multicolinealidad No-Perfecta 

Hasta ahora, hemos consid"-"r:tdo el caso té o rico de la mul t ico

lineal Ldad perfecta en la esti.maci6n paramétrica.Pero en la prác-, 

tica, manejamos en realidad valores 11altosn de rij, digamos en 

-- " 
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el intervalo: 

O· 5 L J ( ~:; l L 1 ( 29) 

donde Y.ª no tenemos estimo.dores indeterillin<1dos ni vc .. rümcias 

e_normes debido 

te ahora. 

a que la inversa de la matríz (i•x) sí exi~ 

Cuando la multicolinealidud es alta pero no '1erfecta entre las 

variables explicativas, existe una reluci6n aproxim:td:.t:ucnte li

neal entre las mismas, y aunque podc::ios obtener en este caso 
A 

valores numéricos reales para los estimadores 13; , el ryroblma 

ahora es cómo interpretar estos valores y c6rno responder cuan 

do la mul ticolinealidad es un !'roblema, 

Primeramente, debemos percatarnos que frente a la mul t icoli-

neulidad no-perfecta' nos enfreta:nos a un oroblema. de cómputo • 
..... 

Por ejemplo, el c6mputo de p< , im-plica la inversión de la ma--

tríz de correl'.lci6n R, definida como: 

f1z. fo .... (11:. 

R= 
r., (i.i, r,~ .... (¿~ 

(30) 
'(3 1 f°H (n .. .. r1io 

í1a l't¿ rlG~ . _. r"" 

A propósito de esta matriz conviene aclarar que esta versi6n 

es la sugerida por L.R.Klein 1/ y difiere ligeramente de la pr2_ 

U Véas.e ,Klein,L. R. (J.97 4>oOpus ci t, p.107 
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proporcionada -por otros autor0s, como por ejemplo, de la uti--

lizada por J .John:::ton,Yque incluye además dz los element.)s de 

la matriz definida anteriorme?i.te, ::i. una hilerF, y columna adici.'2_ 

nales,conteniendo a los tdrminos de la fonna "riy", esto es, a 

los coeficiente.s de correl!,ción simule entre Xi y .Yi. Aunc,ue pa

ra propósitos del presente análisis esta cuestión no tiene mayor 

relev::mcia, consid:r:i.mos oport~ino hacer estu uclcff~>.ci6n pa.ra el 

lector familiarizado con a:ibos autores, con el objeto de evi-

tar posibles confusiones, en virtud. de que ar~bos utilizan in-

clusi. ·re la misma notación p:ir3. dicha mo.tr:í.z, aunque nosotros n0Sl.!ff9art"ITO 

a la sugerid~ por L.R.Klein, es decir, a la dada en (30), 

Regresando a nuestra discusión, observmnos uue confor;r.c au:r.cn-

ta lu multicolinealidad pero no es 'Crfecta, el detc1·minante 

de esta matriz tien e a cero. En la ¡iráctica, se '!JUede usual

mente esti:n:;1r una invers¡;. p:;,ro. R, si: 

/ni= E = o (31) 

donde t (épsilon) es U>rn const m te muy pe~:ueña arbrit ~tria:mm

te fijada por el cornuut~dor. 

Para problemas de orden penue!lo, dig~i.!JOS para K =2, 3, hasta 7, 

normal:nente es nosible obtener suficientes dígitos de pr7c:i.si6n 

!/ Véase, John.ston, J, Ei~onometric íftethods. ~fo Graw-Hill Ku¡pkusha, 
Ltd. Tokyo, Second Edition,1972,p.132 



24. 

-1 
para asegurar que R sea culculcida ,de rnnnera correcta, numéric,:i.; 

ment~habhndo.Sin embargo, si k es grande, por ejemplo de or

den 8 en adelante, se pierde mucha pro cisi6n en las etapas 

sucesivas del proceso de cómputo, h&ciendo dificil calcular 

la inversa de R con la debida •)recisi6n, El ca.so es que aún 

las computadoras sum<:1::iente noderosas no la pueden calcul<.lr 

fácilmchte cua.-:.do "épsilon" es suficientemente peque:ra.11 

A pesar de que existen muchos criterios para evaluar la exac

titud numérica de R-1 , la ::irueba última de evaluación es ve

rificar que se cumnla la conocida condici6n: 

( 32) 

donde I es la matriz idéntica. 

La f6rmula para la desviaci6n estándard de los estirnadores de 

los coeficientes de regresión (véase la expresi6n ( 20)) mues

tra c6mo la mul ticol inealids.d cu:;i.ndo es al ta !)ero no completa, 

'en el sentido de correlaci6n unitaria, Ímplica denominadores 
...... 

más y más pequeños en 13. expresión para la variancia de p.: 
(esto es, el deter:ninante de la matriz (X'X) tender& cero),lo 

que a su vez genera unfi. tendencia h:'1cia V'.1riancias de pe: (VGK"(f1.)) 

cada vez mayores, al menos que el ajuste global de la ecuación(R2) 

sea suficie nternente P.;I'::tnde, que haga que la variancia del térmi

no residu::..l ( 6~) sea casi cero. Y 

y Véase,Klein,L.R.(1974),0pus cit. 

y !bid. 
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Cuando l~ intercorreluci6n ec.trc lris variubJ.es (rij's) es alto. 
•) 

en relación a J.a correlación (~lobal) rr.últiple (R~) de 12. fun--

ci6n estimado., J..a tcnder:ci~1 hé>C:i_:;: coro del de!lomin<ldo.r ae lr~ __ 

expresión ( 20) es rr<'(s "ráuid:'. 11 C)ue L~ ter:clend.c;. del numerador 

·de la misma CX!Jresión hrici:i cero, y por lo t::i.nto, las desvü,ci~ 

nes cstánckrd de loo est:\.r.:·,:dores r;eri:-1 gra::ü.e3, Irnpli.cundo con 

ello, va} ores "t" insi,y.ificcmtcs pan~ los coeficientes. (por --

. 1 1 . - d) J./ eJemp o, menores (:ue . n u.nieto. -

Específicar::ente, cu.e.ndo ur:a ec1rn.cion p2.rezca tcne1· un btien ajus

te (R
2
), die8.mos entre (P.

2 
=)0, 7 y 0.9 , y lao intcrcorrel:icj.ones 

entre las variables· explicéd,ivc;.s sean altas y <::.demás :ilgum,s o 

la mayoría de los V:tlorec "t" de los coeficientes de regresión 

sean peque?~os o indgrüfi: antes, tene:r.os una sofí.al clctra de la 

exisLencici ce r.;ulticoline2.lid2éi. y 

La proposición del per.últi!r.o púrrafo en el sentido de CTUe la esti 

maci6n por cini~os cu~drados ordinarios (+)puede conti~uur ro~e-= 
randa resultados confiables ctnndo el término de perturb;c.ci6r.. tie

ne una vorj.ancia peque'.!ri, en Drescncill de rr.ulticolinealidad alta 

f t + . d t .. ' " D tt·1 j/ pero no per ec a, es coxpnr.1 a arnoien por ~ •• u ~ • 

y Donde "t" es el cstadí.::t i_go "t" Je Studn.:1t 1e fin ido c:o:no t= ~0 Viir"( 
Se dlice qi.t·3 el estim.·:tclO!' J:H es 11,3ie;nific.~.ti.'lJ.:~ent•3 Jistii:to de 
cero 11

:;ji "tº c~lcu::.td.:.l (cor .. di.:-::i:·1 c:.:·1r"JS~ 15!1) resalt:'.! ~.1:.yo~ ~ue 
"t" tabulu3.a, ;i 1.'r:.t un v:ilor prefijado Je 2i.gnific:1:1Ci1.1. 
Véase, Kele;jL1n,H,H. y ·,·1.E.Oa~t!s, l.otr-1•h:~tior. to -~G 1n:o 1 ::-'.:t-c·ics, 
Hu.roer '.:intl Ro1·1,Secoml :\dition.1;101.p.')2 y Ihid. 

(+)Al.<jw:us veces nos referiremos a estos estim:::.dores como "vLS" 
( Ordbary 1e':l:it Sc¡uar0s), 

JI Véu.sc, Dutt~, ~:. Scon'.l:::,nric I.'.cthods. South-','/estern Publishing 
Co.1)75,pp.1~7-156 
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A este respecto rn. Dt«~ta Y propone el sigui.ente modelo1 

y -= ~ J -x;, + f> z z 2. + u ( 33) 

donde U.. es el térinrno de perturbaci6n1 donde ~l y 132 :/:o. 

Sup6ngo.se ahora que Xl y X2 son altamente, pero no perfecta-

mente colinenles.Entonccs la v::i.ri.s..ble X2,por ejerllplo, se puede 

escribir como~ 

(34) 

donde supone!l1os que v es un elemento residual muy pequeño-rerof'ndo 

-¿tr= o> L°'-T-:<1-::::0 
(35) 

Nótese que Xl y X2 en la expresión ( 34) aparecen en su forma 

"compactatt,Si suponemos además cue 

L ·x.}- = L: xt =- 1 (36) 

entonces tendremos oue; 

(37) 

En especial, la mhtríz (X 8 X) puede escribirse comos 

b ]= [' líz.1 
r21 1 (38) 

1/ Véusc, Dutto., ¡,;. Opus cit. 
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Análoga.monte, la inversa de (X'X)-l ae puede escribir comos 

(x.'xf'= _!__[' -Yi2.,J 
¡\-'(',~ -l'"12 

(39) 

Haremos ver que el estimador Bles seagado (+).Esto ess 

"' E (131) = Bl (40) 

El otro caso puede demostrarse en forma análoga. Como sabemos 
,,... 

de la expresión {10), 

expresar comos 

el estimado1· 731 del modelo (34) se puede 

~ - ~x,~ 
,1 - I i.. X1 

sustituyendo el valor de Y definido en (33) en la Última expre-

si6n, observamoa ques 
P• :: Z: ::e 1 ( f31 .Z1-+ f3z.Zz..¡. u.) 

~ -;c,z 
::: • {31 ,:Z:t,t-+ @z. -zx,;q +~-;(, t<. 

~ ::c,2 (41) . 

Pero como ? ;t}::.1, 1" X1:r2==S entonces ~l ae puede escribir comos 

11 A /\ 
JU = JU + D2 rl2 + Í 'X1 U. ( 42) 

Si aplicrunos el operador E a la expresión anterior, obaerva-

mos inmediatamente ques 

~l = ~l + ~2 r12 ( 43) 

Pero como B2 rl2 r O , entonces reeulta evidente que la ex-

preei6n (40) se cumple, esto ess 

~ 

E {131) /, JH 

(+) Este es el efecto que se lograría al "eliminar" de la ecua
ción (33) la variable X2,por ejemplo.Cosa parecida ocurriría 
si eliminararnos la variable X1 de la misma ecuaci6n.Volvere
mos a retomar este punto en el Apartado 3.3 
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Por otro lado, de la definición de lamatríz (X'X), y de su-

inversa, dcfinidc..s resnectivarmnte en las expresiones ( 38) 

y (J9), es fácil obtener la matriz de v,.riancia-cov~trian--
. ~ cia de í para el modelo (33)~ 

lS' u. (x'xf = ~ 2 1 l'>t [ 1 

1- '(,:: -f1z. 

de donde se desprende que~ 

(45) 

De las expresiones ( 44) y ( 45) resulta evidente que conforme· 

aumenta el coeficiente de corrélaci6n simple, la variancia y 

covo.rianc ia de los e st irnndore n tienden a infinito, en valor 

absoiUto. ( +) 

Excepción hecha del caso en c;ue el término de perturbación tie 

ne una variuncia pequeña, en generrü, poder:ios concluir.JI'''r con-

siguienteJque nuestros esti~adores OLS tienden a ser , menos 

confiables conforme aur:'lenta el nivel o t;r.:-:do de ¡1;ul ticolinenli

dad en el modelo. Aum:ue O\L~s údela.'1te estudiaremos criterios -

precisos :-iara reconocer estos niveles, un buen punto de p::Jrtida 

.,que usualmente se recomienda, es anali~ar los elementos no-diago 

nales ae la matríz de correluci6n definida en (30).11· -

(+) Puedo tiue hemos visto que la varL.mcia del término de -pm:. 
turb. ción no se vé o.fect::,do oor la nresencia de multicoli-2 . . 
nealifütd 1 Y adem<is, COl!:O cr .... = const:::.nte mayor C)U~ cero,si 
r12· tiende a uno, entot!ces el tér.r.ino rl2/( l-rl2 ) de las 
expresiones (44) y (45) tiende a infinito, ~. entonces, 
el valor absoluto de Var( p1 ) y Cov(~,,f,) tienden también 
a infinito. 

!/ · Klein,L.R.(1974).0pus cit.· 

~~----------........... 
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3. 2 EFECTO DE LA l1'.ULTICOLINEALIDAD EN Li1 INFEP.'.'.:NCIA ESTADISTICA 

Utilizaremos uri caso de estuclio real en esto upo.rtado para mos-· 

trar lo. ambigUedCLd result~:.nte al intcnt<:ir identificar una va-

riable explicativa in.portrmte de entre un conjunto de variables 

altamenLe dependientes, El c..1ntexto de este estudio se basa en 

una invest).gación origin¡;,.J. recilizada en los E.E.u.u. por J.s. 

ColemanY, y también en forma indcuendiente por F, Mostellir Y, 
sobre igualdad de oportunidades de educsi.ción en escuelas públi

cas en dicho pais. 

La motivación de dicha investigación se fundo.menta en el Acta 

de Derechos Civiles de 1964 aprobada por el Corit.;reso Norteame

ricano, dando como resultado un esLudio a nivel nacional enfo

cado a· analizar la falta de igualdad en el acceso a oportLmida

des de educación para los norteameric:;mos, por r:,zones de raza, 

color, religión u origen nc:cional1 en instituciones de educr::ci6n 

pública • .Y 

y Véase, Coleman,J,S, et al. Eouality of Educ:1tion::!.l Onnortunit;y. 
Washington,D.c. U.S. Government Printing Office,1966. 

y Véase, Mosteller, F. and D.P.Moyniha.n,Eds.On Equality of Edu
cational Opyiortunity 1 Randon House, New York,1972. 

JI Véase, Chatterjee, s. and B. Pricc. Reeref'.sion Analysis by Ex
ample. John Wiley ru:td Sons, New York, 1977, pp.144-151 
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Los datos pera esta ii:ivestigación fueron recabados en 1965 a 

partir de un muestroo de sección o corte transversal de di-

versos distritos escolares a través de toda la Unión America

na. Aderr.ús de reportar est<,disticos sumarios de variables ta

les como el nivel de aprovechamiento, fa.cilido.des en lúsescue 

las, etc.Se utilizó el análisis de .regresión para establecer -

O déterminar qué factores podrían considerarse como las más 

importantes causas del aprovechamiento escolar O·académico. 

Los datos de la muestra, de un total de 70 escuelas selecciona.. 

das al azar, inclufan variables c:ue medían, arrovechumiento ac.§!: 

démico, facilidades escole.res y orepara.ci6n académica del -;>rof~ 

sorndo. El objetivo era determinar el impél.cto de e'.,tos insumos 

escolares en el anrovecha.-::iento gener;:,,,l o glob:ü del estudian

te en las escuelas públic¿s a nivel nacional. 

Supóngase que el indice desarrollado en este estudio para n:e.dir 

aquellos aspectos del !f:edio escolar que se esnera afecten el -

aprovechalil:ie nto, es aceptable. Este Índice comnrende eviiluacio

nes de la planta ffoica, material didáctico, progr::.mas esnecia

les de capacitaci6n y motivación docente,etc.La varb.ble "upro

vech::i.miento" se mide medi.:mte un índice construido a partir de 

l 'f' . t d . d (+) ca 1 1cre1.one s es an ar1za as. 

(+) Véase la definición de VL1.riable estandari7,ada dada en la 
expresión (14) del Anartado 3.1 
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Existen te.mbién otras vc..rü1.blcs que puoden afectar la relo.ci6n 

entre 10s insumos escolares y el aprovechLcmi.ento.Est.e último 

puede verse afectado también por el ambiente fa.miliar del 

alumno y la inf1.uenci.a de su grupo monitor en lli escuela. Estas 

variables deben torn;;.rse muy en cuentct en el unálisis antes de 

evaluc.r el efecto de los insumos escolc~res sobre la vai'iable-

respuesta (aprovechamiento), 

Supong::mos que los :índices constntidos paro e ,·.da una de l<cs -

varinbles del modelo son suficientemente satisf;...:.ctorios para 

nuestros prop6sitos. El modelo en cuesti6n oueda definido co

mo sigue:(+) 

APROV = po + ¡n FAI;I + ~2 lWN + ~3 ESC +U (.46) 

donde: ( ++) 

AI'ROV = Indice de aprovechamiento académico del alumno, 

FAM = Indice de la influencia del ambiente fo.miliar del 
alumno en su aprovechamiento académico, 

MON = Indice de la influencia del ti-rio de gruno monitor al 
que pertenece el estudiante, en su aprovechamiento. 

ESC = Indice del impacto de diversos insumos escolares como: 
planta física, tr:lteri:ll didc:íctico y diversas fo.ci.lida
des didácticas, cauacitaci6n y motivaci6n docente,etc,, 
en el aprovechamiento del alumno, 

(+) Para difercnci<lrlo de otros modelos que discutieremos ~ lo 
largo de este trabajo, algun&.s vt::ces nos referiremos a er:;te 
modelo con:o el "modelo escol&r", 

(++)Las variables del modelo original han sido modific:1dus por 
el autor de esta investigación N.:i.ra facilitar la TJresente 
discusi6n. Sin emm•rgo1 r,ara una discusi6n sucinta sobre el. mo
delo original, véase, Chutterjee,S. y B. Price.Opus cit. 
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Los datos para una de las variables anteriores anarecen en la 

Tabla 3.2.l(de la pr6xi:l:a hoja). Todas aparecen en forma estan

darizada. 

Observemos de la ex~resi6n (46), que la contribución de la va

riable "ESC" puede medirse utilizando el estadístico "t" para 

el coeficiente p3 , Recuérdese ciue este estadístico, en e~te -

caso, uermite verificar si lét variable ESC es necesaria o --

no1 en la expresi6n ( 46) toda vez que las v::i.riable s "FAM" y "lWN" 

ya se encuentran incluídas en la misma, Efectiv::.mente, otra ma

nera de reformul::i.r el modelo ( 46) sería considerar única!.entes 

APROV = J3o + '/31 FAM + J32 MON + U (47) 

esto es, un modelo orient;.1do a determinar el impacto de la va

riable FAM y MON sobre APROV, antes de incluir la variable ESC 

como en ( 46), Otra manera alternativa de "ajustar" el :nodelo 

original, sería considerar la ecuación: 

,,.....__. 
APROV = APROV - )31 FAI.1 -)32 MON = )30 + "/33 ESC + U ( 48) 

en donde notamos que el miembro izcuierdo es un índice "ajusta-,,....._, 
do" para la variable A.PROV ( A?ROV), donde se ha eliminado FAM y 

MON, La ecuaci6n resultante es en consecuencia, un inodelo de -

regresión que mide el impacto de la variable ESC sobre el ín--
'' ,, ,.-.-, dice de aprovechamiento ajustudo (APROV). 



.. ______ _ 
TABLA 3.2.l 

DATOS SOBRE LAS V ARIA BLES Ex.PLIC1i.'L'I V AS Y EXPLICA
DA DEL tliODELO DEFINIDO EN ( 46). (INDICES ESTANDARl, 
ZADOS), 

Hilera FAM t.10N ESC APROV 
1 • O. f10R l 4 ('l 0 (1) '-n<l O.tf•hOi -o,43\4S 
2 . (\ • i e; )rO (i ... M:4 ll. ~ 3 1 ~" o. 711 ~.lhQ 

) . -O. 1\ :! "JO -o. tl \ Q!d -o. 7"hll -o. ')2f1!,7 

4 . -1. :'11 o -1.:\hll -1 • o• o n -2. 1 c:tOP.l 

' . (l. l j )!\~ -n.1'2'>1~ (\. 1 i1 :! ~ q -2, :tt. R 1 fC 

6 . r..:(.11:,,. '~ • 1 2 1;,4 o.~¡ Jl \ -o. h!.~ J) 

1 . 0. Z !i: R.', .. n. n•in: 2 o. o~ i:i'> 1 ~.~1hl4 

r. . o. ·,'¡4: 1 c.:IJjO o. 'df.H :.J~Bli 

9 . -o. t• l ~·'· i -'). !.~I) 1l -n.61.'19 -lJ,91101 

1 o . o.<¡.;. jlj 1 0, '1: ~ lR o.cn1~R o. 5,4. \ 

11 . 1.1112 l ) , (IQh 2 7 l.17Jql 1,? I OlJ 

1 ! • r .. !il t. ~6 O, 11 I Ol o. ~~l) ¡¡; t.H1tó4 

D . o.~) ¡.ri.~ l~ • ? .'.o ¡ R l (). 121 ~4 -o. 1 O l IR 

14 • -fl. ;~ s 12 . u."'" 11 -(1, ~69Rb -2.~¡q4o 

15 . -o. 1141)7 -n. 1.lVi1 -Q.?1710 ! • Q: j9Q 

16 . l.AOl\3 l. 1 40•1 l.) 11 :¡ .::. • J ~Ott! 

11 ' 1.li4lrJ', ! • =o::?º \. l.02 &'l l • 5 i 9 ~ 2 
IR . -n. 11 JO!. -n .1.1 7')KO -o.' 11. 55 3. fJ ~tí!\~ 

19 . l. 2g~z s l.1:441 1. ~04 .,~ 1.on )\ 

~o . -1, 51 ';R -1. 2.' ~11 s -1 • Jo\Qtt -O.hllR9 

21 . -CJ. l~~ 21. -O, 1} ~ 1~1 -o. ll\60 •O. f-3 ~~4 .. . -O. lllSó -e ... ~hfl\ -n. 5'.\ i 1 R -~.()2h59 

23 . 1. 21f:4f1 Q. ~l <l7 e. 9t0&1 - l • ~ C.'i'J2 
1!. • e. c.J 11 n :". 101 ~l) o. 41:11 ) • 110 78 
¡ 5 . -1.~%1 o -1. o 15; 2 -1.•n11 ·2.IR91R 
¡~ . 0.77911· O, R 7171 o. it>!C)f\ l. 9 l 711 

27 - t. 0411,\ -0.77\Jh -o. q 1)91 -i.111.28 

lR . - 1. 6) 2 1) -1.l7199 -l. 711!1 -b.\9~52 

zq o. 4l. J2 5 n. t-ni:i ,,, O, llRll ~.65101 

JO • -Tl. :?!+tl 7 2 (1. í) 1~1 1, -o. 1; l 16 -0.11112 .. ) 1 • ~n.JJ4RC -o. )9J1" -o.l't9F -2.4H59 

Jl . -O. 2N1qC .. 1) • 1 ) ~· j ,, (¡. 05~2 6 -1.2rno2 

n • -t.99)75 -i. 6'1)8 7 -1.n•Je -1.480~8 

34 • o. 614 ¡¡ n.7%7n o.~•s•,1 l.RB639 

JI . -o.:! i'l 71 Q, tnR 17 -o, H450 5. C64 59 
)6 . -n. i. J9'l11 -e. J:' 012 -O.'U490 1. 9r, J 3 5 
)) . -o, IJ5) J4 ..(J. 'll 196 -~.16795 o.26214 

JR . -2 .OH"" -1.11H):! -1, 720Rl -: • ~ ~ 5 "l) 

• J? . -1.0201.0 -1.llRIR - l.! 'H 2G -1 • )f4.6 ,!.!! 

40 . o. 4 'iíl!. i o.: 1 55~ c. :1 J.\) ... (). !019] 

41 . r.. 9 JQ 79 :J • f¡) 1, ~ !. r .• &9901 -1.01~~0 

:.,] • -0.912H •\/. Q;: l ll -! ,02725 -t .H)Pó 

4) . -Q.)\9bfi -\). 306'1) -o. 4í17. 3'.! o. ;s 111 

( Esta tabla se continúa en la próxima hoja) 
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TABLA J.2.1 

( O o n t i n u a e i 6 n ) 

DATOS SOBTIE LAS VARIABLES EXPLlCATIV,\S Y EXPLICA
DA DEL 1.10DELO DEI~INIDO EH ( 46). (INDICES ESTáNDARl 
ZADOS), 

Hilera FAM MON ESO APROV 
44 . -0.00118 O .1.'9 RI o. 02 l.~ s l. 17t '·' 
41 . ·O. ;M91 "'º. 079 s f} o. r.? 7114 -1. (\ ?'" t\ 7 
H . n. ~ 1111 o. 4 71l!. !. n .. r. 1n,,. ) • ~( 1 111 
47 • -2.0~'J'll -1 , R 2 'l I '1 -l. 1 f.11.I -: • f14 l 4 l 
4R . o. 3 21 ~ l -1). ~ ~, 9' 1, l o.]! ó}: o. éll~ 7 
•9 . -1. 4 2 lRl -IJ, 11 fi ! r, -1 . :' ,' '../1 O. 'OH. 1 
lo . -o. o l~ll -o. l l li. 1 -fí. l l ; ~o o. 6• ,, 1 
11 ' -o. 14"71 -0.0110: ·G. l 1°\" 3 1. 4 1}~ 14 
ll . o. ::r,b o. 1r.1 ·.? i:i.7t)b) n. r..t',lj~ 
ll . .. l. t.•J] f'2 ·l.Oln'l ·l.H.:01 !'. f:i i 7 4_; 
14 . -o. 94 ;17 -1.209~! - l.¡'.\ J l;I J -1. 1)1) 74) 
H . 0. 14 l\O Q,P)]ll4 o. ~ 1l ~ l'J 6 -o.) 7 t. I)~ 
16 • -0.4\610 -0.6011: -'l. )t. 9 ~ t -2.~:C\2~ 
17 . 1. 1• 14 J l . ~l.)~]. 1, )QI, ¡q 0,'1:'171 .. SS . 1 • r J~o6 o. 91611 o.? ih.: 2 ~. 'j l ll 7 7 
19 . ·0. Rfol• -o.~:'> 3 ;o -n. 11t,1J l ...... ;i ~; l(J 

''º . I • Orl 5 ~ ~ ~, I¡ ~ iP/l o. ,:'lfl.() l ~ • 9,, nt. 7 
61 • ... 1. ~) i 4 2 -\, '.}!,\ rfO .. t . ~ ~ •14; : . ~; fit>~ 
62 . J. B llíl4 1, 4 71 l)A 2. ;~ 1~2 -1l • ~ 6 d ~" 
~J . 1. ~hlll t. 112 ¡ q · 1. •~o> 1 -0.:.11)~ 
64 . -l.lll~2 -ll.&'17): -3.~31º7 -2. Z1~¡71 
61 . l. 419;8 !. l 1 ~ ~ ! l.:?~ )~8 l. b.? 6 ~:. 
66 ' o .119•0 o. 1#: 1 52 o.) )4 7 7 \). t) 10 J 1 

67 . o. 224• I o.nRno o. 6b 1 f\2 ·J. t'1•1'L\ 
68 • 1.4112H 1. 4 70 7• l • 5:. i R ~, - : • ~l,,'tf) l 
69 • 2. 014? 1 l.60Jf.• 1. 'JC,066 ('. h4~ 1)8 .. '10 • t. 14o;s 0.6 1t~H~ 1.87)72 -t.7)91! 

Fuente~ Los datos que aparecen aq.ui no son los autén
ticos, sino que fueron especialmente genera-
dos por Chatterjee,s. y B.Price,opus cit.para 
efecto.s de este ejemplo. 
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Si utilizamos la inforroaci6n de la. Tabla 3.2.l ae puede estimar 

el modelo (46) obteniéndose los resultados sumnrion que aparecen 

en la Tabla 3. 2. 2 (que aparece en la próxima hoja), así como una 

gráfica. ( Figura J. 2.1, que se muestra eneeguida de 1'1. Tabla 3. 2. 2) 
11 

que muestra los residuales estandarizadoa (e•) contra los valo--

res estimados de APROV. 

Primeramente, observemos de la Figura 3.2.l, dudo ol comporta-~ 

miento de loa residuales1 que no existen huellfis de mala especif,! 

caci6n funcional en el modelo estimado.La observación localizada 

en la part~ inferior izquforda de la gráfica tiene un valor reai

dua.l de aproximadamente 2.5 desviaciones está.ndard de la media -

cero y debería de observarse con más cuidado. Sin embargo, si se 

elimina de la muestra, loa resultados de la regresión práctica~ 

mente no manifiestan cruubio alguno.Por consiguiente, la observa

ci6n se retiene en el análisia. (+) 

Por otra parte, los reeultadoa de la Tabla 3.2.2 muestran que a! 
rededor del 20~ de la variación total en el índice de aprovecha

miento ( esto ea, en la variable-reopuesta) queda explica ---

(+) Se omiten los detalles de esne procedimiento para simplifi
car la presente expoeici6n.A ~ste respecto, conviene señalar 
que se ha seguido lc1 metodología propuesta por Chatterjee, s. 
y B.Price. Opus cit. pp.19-50 quienes sugieren unu serie de 
criterioo precisos para reconocer la presencia de problemas 
de especificación en un modelo de regresión o econométrioo, 
a ~artir del análisis de los elementos residuales del mode
lo estimado, así como lu manera de "ajustar" el modelo en 
cuestión, a fin de eliminar dicho problema. ( Aunque convie
ne aclarar que el transfondo de dichoe procedimientos, es 
hacer que ~e cumplan las primeras do~ condicionea del mod_! 
lo lineal general ). 



36. 

TABLA 3.2.2 

1 
RESULTADOS sur.IARIOS DE LA REGRESION DEL MODELO ( 46) 

VARIABLE COEFICIEN'rE DESVIACION VALORES 
ESTU:ADO ESTANDARD ti t " 

• FAM 1.101 1.411 . o. 780 

• MON 2.322 1.481 1.568 

ESC. - 2.281 2.220 -1.027 

,,.ONSTANTE - 0.070 0.251 0.279 

N= 70 R
1 = 0.206, S= 2.070 

Fuentes Obtenidos a partir de los datos de la Tabla 3.2.l 



F i g u r a 3.2.1 

GRAFICA DE LOS RESlDUAl~S ESTANDARIZADOS (E:-f} CONTRA 
1 

LOS VALORES ES'rrn,rnos DE LA VARIABLE DEPENDIENTE (APROV), 
PARA EL MODELO ( 46) • 

. J 

'1 

.¡, 

-2 

-J 

. - ........ 
-l -2 

1 1 

l 1 

1 1 1 l 
1 

1 1 1 
2 

-1 

2 
.1 1 

r 1 . 

·- l 
l 1 1 1 

1 

l 
1 1 

... ... - - . 
~----~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~, 

APROV 
Fuentes Chatterjee,s. y B.Price,Onus cit.p.148 

37. 
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da conjuntruuente, por las tres v~1riablcs explicativas incluidas 

en la ex~resión (46). El valor de F calculada es de 5.72 con~ 

(3. 66) grados de libertad, que resulta ser significativa. al l?~. 

Por tanto, aÚ!'l CtJ.::illdO l::t V~'tri::i.eió!'l tot"l explicad:i del modelo ::e esti 

ma en sólo un 2o;i, se acepta oue las v;;,riables ex!':ilic:-i.tivns co:-res--

pondientes s·:>':'l. •1álidas.Ann11u•3 los valoras individual0s de l::rn°tll::;~m 

todos muy peque:los. Es decir, los este.dísticos sumarios indicsm 

que aunr.1ue l•c;s tres v:,_riables del :nodelo (46) tomHdas conj1<.:1t.J.:ne.n 

te, oon muy im1)ortante2 1 a juzgar por los v.üores "t" indivi-

du<iles de h s mismas, se desprende que alc;u.na de dichas v·.tria-

ble s puede elimJ.n;trse del modelo, co,1 tal de mantener a les -

otras nos restantes. 

Estos resultados muestran una situs:.ción típica en donde existe 

un nivel peligroso• de multicolinealid3.d. Las variables explica

tivas están tan al tamen:.e correlacionadas entre sí que cualquie

ra. de ellas puede servir como un::i. apro:ümación de las otras des , 

sin afectar el poder explicativo global del modelo.I,crs valores 

peque?íos de "t" confirman u.ue cualquiera de las variables ex-

plicativas pueden elirr.inarse de la ecuación ( 46). 

Por consi~tiente, el análisis de regresión no nos permite obte

ner ninguna infor.-:iación para evaluar la imnortancia de los in-

swnos escolares en el aprovechurniento académico o escolar.La 
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causa de todo esto, es claramente la multicolinealirlad.Las 

correlaciones simples· entre las v ..!riables explic.itiv:J.s FAM y 

MON; PAM y ESC¡ y r.íON y ESC de .960, .986 y .982 respectiva

mente , asi lo confirma.'1. 

la multicoline:.::.lid:.:.d en cstgmodelo er~ de csper~rse.Es la --

naturs.leza de estas v.o_riables c:ue hace r~ue cada w1a de ellas 

esté determL"l:J.da por , y contrib'1.ya a determin~1r a las otr:.s 

variables • No es ü6e;ico pensar , por coi1siguiente, que no 

se trs.tan de tres, si!'lo de Lill'.;J. sul3. variable. 

Des8Sortunnda:nente la conc lusi6n anterior no nos ayuda a con

testar 1 a pregunta inicial sobre el efecto de los insum:is es-

colares (variable ESC) sobre el 9.nrovcchamiento o.cadé!Tlico (va

riable- res~uesta A?ROV). Existen dos posibilidades a este --

respectoi 

Primero, que la multicolincalidud se presente por deficiencia 

de los datos, en cuyo ct.1so puede sú.bsanarse recabe.ndo infor-

maci6n adicional. 

Segundo, que la multicolineúlid~d se presente debido a que las 

interrelaciones entre las v=iriables en cuest i6n sean una carac

teristica inherente al fen6meno bajo estudio.Ambo.s situaciones 

se discuten brevemente a continuaci6n. 

En el primer casJ, la muestra debió ser escogida de tal suerte 
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de asegurs:.r que 1:1 correlación enLre las variablos explicat:ivas 

no fuesen tan gr~mde.Por ej0mplo, conuidérense. las variables -

FAM y ESC. Si Gro.fico.'.:.os lJs \"J.l.ores de ámb~s v:11·iablc:s en :¡:1 -

eje cartcsi~10 (con ?~M en el 2je v0rticul y ESC en el aje hori-

:;,ontal) o";:; tenüre::!o:; unu .a;rL!.'ica, co1::0 1.o. que apc1rcce en l:;. lli.;u-

ra 3. 2. 2 ( que ::.t'.'lil!'OCC en la :JrÓxi::i::c hojo.), :lon,1e :iot•J.mo3 c;ve -

todas las observ:wio:1es se ,;ncue:1~r":1 ui.:;0:nin.:.i.do.s alr0ded0;- d•.? una 

línea recta ~ue cruza los v..:lores ¡;,0dios de l:ts v~1rLtble::~ F,\;,; y 

ESC, esto Cf:> 1 el punto (0,:.1) del eje cartesia:10.To..mbién Ge obser-

va que no existen datos sobre l~ vuri~ble SSC en esta m~c~~~~ con 

valores e!'l la P':crte sun:::rior h.!·,uiercb e .inferior derecha del 

plano de la figurc1, Y por lo :cis:n'.:'l, no existe inforrna:::ión e:1 la 

muestra sobre la vari'.1ble A?P/.J/ c'..t~udo el valor FAi.1 es alto y el 

de ESC es bajo, o c:..w.:;,Jo F&.: es bajo y ESC es :.ilto. 

Pero es sólo con datos rec::;.bados baj::i estas :los condiciones que 

los efectos de FA:'.: y :SSC sobre Xi"!10V podcían, en un morr.ento d3.-

do, detcr;ninarse.Por eje~1plo, sun6~1;:;a.se que existiese ali:;una 

observación en l:i. :i:otrte sunerior iz(:uierda del cuadrante de la 

Figura 3.2.2, &itonceG serfa. factible, cu~;:1do ;;ienos, comn:ir::::.r 

el valor pro~1cdio Je la V<Jri::1b1.e ;,;)R.'JV ccin v:üor-::s etl tos y l:o.--

jos de las v:::.riaül e .2SC c:..t::mdo 1 o.i. V:1rhbl:; F A.i.1 se ma."lt iene 

conntante. 
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R I GURA 3.2.2 

GRAFICA DE LA VARIABLE 11 FAI1i" CONTRA "ESC" PARA EL 
MODELO ( 46). 
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Fuente: Chatterjee,S. y B.Price.Onus cit.p.149 
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Al agregar la tercera variable explicativa, r.iON, al modelo, im-· 

plica la existencia de 8 combinaciones distintas posibles de 

datos que uebfo.n ser incluidos en la muestra, Si denotamos con 

el símbolo 11+" a un valor arriba del pro;r.cdio, y con "-" a un 

valor abajo del nromedio, tendremos las ocho posibilidades que 

se muestran en la Tabla 3.2.3(qu.e apvrece en la siguiente hoja) 

Al analizar la Tabln 3. 2, 3, nos percatamos e ue las grandes co

rrelaciones encontrads.s en el anilisis, sugieren o.ue s6lo las 

combinacio!1es 1 y 8 están represcnt-'-das en los dJtos. Si la -

muestra bajo discusi6n resultáse de esta mam,ra t)Or .ª2\ªl' o ca

sualidad, la receta .oara climino.r la multicolinoalidad serÍ!:l. 

entonces recabar infor:Haci6n adicional sobre las otras comb:i.

nacio1ies de da.tos no considero.d~'s en la muestra original.Por 

ejemplo 1 los datos basados en lns co•nbinaciones l y 2 única-

mente podríl:.Ul usarse oaré:i ev:.:iluar el efecto sobre APROV,mante-
.::01>> Q.__;._ 

/ niendo a FAl'I! y rrnN{'constuntes'! ambas vr..riables to:no.das con va-

lores arriba del proncdio.Si estus fueran lus únicas combina-

cienes represent:-.das en los datos, el análisis consistiría en 

una regresión simple de APROV contra ESC. Y los resul ts.dos sirro

jarían una res:~uesta parcial, es decir, una evuluaci6n del a-

provechamiento escolar cuéllldo las VJriables FAM y !1!CN se con-

sideran arriba del promedio. 

Sin emb:irgo, la receta de recolección de información adicional 

para resolver la multicolinealidad no debe considerarse como -
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\\ ,, 
una panacea, Con frecuencia , es práctica:uente imposible recr:l--

bar más du.tos debido fw1clwnentalmente u ~,roblem:J.s presupuesta

rios, de tiempo y/o ele personal.Es siewpre mejor estar "preve

nidosº ele antemano ele posibles def1ciencias en los d~l.tos, En -

consecuencia, siempre que se puedo., la infor:n~1ción deber<.Í reca 

barse de t:í.cuerclo a un dise:ío. Dese<fortw1acLtmente, el diser1o "a 
q . 

priori no es siempre factible.En determinadas inve~tjgaciones 

económicas o estudios de observación social corno el Dresente, 

los valores de las varfa.bles exµlicatiV'.;!S usualmente no se -

conocen hasta que el dato se elige de la muestra, despu6s de . 

un proceso de.medición sumcunente J:rgo y costoso. Con dicho -

procedirr.iento, resulta muy dificil la obtención de u...""la muestra 

"balanceada" como la e: ue se recomiendli, 

La segunda razón de la existencia o aiiarici6n de la multicoli

nealidad en e 1 modelo uuede radic11r en que l;:i relaci6n entre -

las variables explicativJs sea w1a car::cteristica inherente o 

intrínseca al proceso o fenómeno muestreado. De tal forma que 

si las vo.riable s FA!l, !l!CN y ESC existen en la '[)Obl~tción sólo 

como combino.cienes de datos de la formo. 1 y 8 de la Tabla 3,2.3, 

por ejemplo, entonces seria imposible pretender estimar los efe~ 

tos individuales de dich2.s variables sobre la variable-respuesta 

APROV. 

El único recurso viable para continuar con el análisis de estas 
, ,1 ,, 

efectos, en este cn.so1 seria buscar las causas subyacentes eue --

'Pudiesen explicar l<.:ts interrelaciones existentes entre las varia-
• •O:-. 

bles explicativas.r.~ediante este proceso, se 'Podrían descubrir 
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inclusive, otras variables explicativas que pudiesen afer.tar más 

determinantemente a. la variable-resnuesta en consideración, y 

reformular incluso,el modelo en cuestión. 
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3, 3. EL EFECTO DE LA 1:.ULTICOLINEAI,IDAD EN LA ESPECIFICACION 

FUNCIONAT,, 

Según D,E, Farrar y R.R. Glauber Y " ... La correcta especifi

cación normalr..entc es más import[mte p:;,,ra la construcción co

rrecta de modelos que la elección de tma técnica correcta de 

estimación". 

Sostiene que la especificación comienza Ordinarirunente en la 

1mnte del constructor del rr.odelo. A través de una combinación 

de teoría, infor;:mci6n i:l!1terior e intuición, el investigador 

escoge las Vécriables explicativas que supuestamente le permitj,.. 

rán explicar el comportamiento de la v:.i.riable dependiente o -

variable- res~mesta. Y por lo general, el trabajo no termina 

con la primera esnecifi.caci6n tent·:,t iva. Antes de que una e-

cuaci6n se a::onsidere corno "acepts.ble" debe ser· sometida a pru! 

bas a través de un conjunto de datos empíricos. Si ésta es de

ficiente de al¡;una manera, se modifica y se Vtt<::l ve a probar 

otra vez. Y 

y Véase, Farrar,D.E. y Glauber,R. P.. Multicollinearity in Re-
gression Analysis: The Problem Revisited, Review of Econo-
mics and Statistics,Vol.49, 1967, pp.92-107 

g/ !bid. 
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También, afirm<:ll'l que inde!"Jendienterr.ente de la naturaleza de la 

dependencia real entre Y y cada variable de un conjunto rela-

tivamnnte grande de vurfables irldependientcs contcnidan en la 

matriz X, el aumento de la intcrde·,endencia dentro de X al 

aumentar su tamaño, he: ce que disminuya réqlidar.iente la e stabi-

lidad y por ende, la signific::i.ci6n de la contribución de cada 
. 1/ 

variable inde:iendiL r.tc en la variflci6n total del modelo. :!:! 

Por otra narte, de acuerdo a T.C.Liu Y . 11 ••• Las limitaciones 

de inforrr.~:ci6n y no las teóricas son lRs urincipales res11onsa

bles de la tendenciri. persistente a subespecificar un modelo de 

reeresión o econométrico". 

Farrar y Glau.ber concluyen que "· •• independientc1::ente de la si 

tuaci6n particular, la esenciu. del problema de rnulticolineali

dad es la cantidad de infonnaci6n requerida para una construc

ción modelística satisfactoria contra la contenida en una mues

tra de datos disponible. Y si al modelo se le ~retende nresen

tar en toda su com;.:ilejidad, la sillluci6n del probléma de multi

colinealidc.d requerirá atur.ent::-.r la muestra disponible nara. in-

troducir información adicional.JI 

Vamos a hacer ver a continuaci6n, cómo la rnulticolinealid:Jd afec

ta a un modelo subesuccifjcQdo y cuál es su cnnsect<cnciz. en ia 

· estimaCi6n par&métrica. A este respecto, consideramos 0ue es -

1/ Véase,Farrar y Glauber,Oous cit. 
y Véase,Liu,T.C. Underidentification, St.ructural Estimation and 

Forecastin~.Econometrica, 28, October,1960,p.856 

"}/ Véase,Farrar y Glaubcr.Opus cit. 



48. 

oporti.mo se:'íalo.r C!Ue es muy frecuente en la esoecificaci6n -

modelística, tener que reducir el número de variablos expli-

cativas neceLlarias a un número mucho menor por insuficiencia 

de infornmc:ión. Esto imposibilita entre otr~,s cosas, la posi

ble eliminación de una V;-.riablc mul ticolineal en el modelo, ex

presándola como cn::.bir..o.ci6n lincD.l de otras que no lo son, y asi 

eliminar la ooline?.liciccd en el modelo afectado. 

Para co:nenzur, convier.e aclarar r;ue la exclusión arbitraria d3 

una variable altan:ente colineal de un modelo de regresión, corno 

se acostumbra muy a menudo, como una forma 11 ró.n:i.da" de desha--· 

cerse de la multicolinealidad, cO?'!tribnye a la incorrecta esp&

cificación de la estructura e;lobal del mismo, cre~mdo al mismo 

tiempo, sesgo en los estimad0res pararnétricos, como observHre

mos enseguida. 

Usaremos el enfoc:ue de M.Dutta Y nara demostrar que da.do el -

modelos 

( 49) 

donde Xl y X2 están altamente correlacione.das entre sí. Si al

guna de ellas se elimina. del mismo, el estimador del parámetro 

que quede en él,resultará sesg"do. Como ee muestra enseguida4N6-

.tese de paso que el modelo anterior ee encuentra en su forma ~ 

compact4 
Supóngase pues que para "corregir" el nroblema de la. mul tico--

y Véase, Dutta,r.i. Econometric li!ethods.Orms cit, 
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linealidad, eliminamos la variable X2, Nuestro modelo se trans

formaría ent0nces en 1 

(50) 

donde 1J es ln nueva variable aleatoria, Nuestra estimación de 

mínimos cuadrados aplicado al rr.odelo anterior, nos dice que: 

(51) 

pero como la variable Y de la expresión ( 51) en re:üidad tiene 
A 

la forma definida en ( 49), entonces el estimador f->1 se puede 

escribir to.mbién comos 

¿x, (13,x, + 'f;>¿Z¿+u.) 

Z:c,t. 

Apliccndo el operador E a la expresi6n anteriQr: 

i [ ,!x, (f31X1 .¡. f;:X. •+u. ) ] E ( 1): E ---_-z-~-,z.----

- _E [~x1 (~1:C1+~t~t..+-t()J 
l: :i;:,l 

dondes 

Zx,x-. = f.-1-t lh ·- =- ¡31 + /Sz.. $ 
:r.:i:..i. 

¿; = Y-11 4 o 

Es decir: 

$ (~1) • 131 + 132 

. Y por lo tanto. : 

E'. { ~l ) =F 131 , q.e.d. 

(52) 

(53) 

( 54) 

e 55> 

(+) Lo cual concuerda perfectamente con el reeultado obtenido 
en el Apartado J.2 (página 27). 
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Según M. Dutta Ysi la multicolinealidad entre las variables 

independientes es severa en lm r:wdelo esnecifícado correctamente, 

la relüci6n puede resultar en canjea_!:cierto ni'r0l de sesgo en 

el estimador por ur1a variancia menor del mismo, en virtud de -

que la varíancia del esti:;;udor que Queda en el modelo en nresen

cia de la variable rr:ulticolineal es mayor que cuando se c2.lcu1a 

en ausencia de ella. O sea, si den0t~~os a la variancia del --
-" estimador pi como: 

( Antes 

(Después 

Var ( Bi"l 
V ar { .Bi '"') 

entonces lo anterior implica que~ 

(Con multicolinealidad 

(Sin multicolinealidad 

Var (~i«if) ) Var ( 13i ~) (56) 

Lo cual es fácil de cemostrar para el caso que nos ocupa, ya 
1\ 

que .La varia.ncia de p1 en el modelo ( 49), que denotarem,Js como 

"" Var( JU ) , (esta última calculada en ~resencia de la variable 

multicolineal X2 ) se puede demostrar fácilmente que es ie;ual 

as 

( 56-bis) 

"" y como por otro lado, sabemos que la Vé!riancia de J3l para el 

modelo (50), que node:11os denotar como Var(}31"'"), (calculad::L ah~ 

'.--------------------
1f Véase, Dutta, M, Econometric l'i:ethods. Ouus cit. 
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ra des~ués de eliminar del modelo a la variable multicolin~al 

X2), se puede escribir como~ 

~~ Vo.r- ( M') =- __ v_-__ 
2z.~ 

( 57) 

Ahora bien, a partir de (56-bis) y (57) resulta evidente que: 

1. 
(58) + 

de donde se infiere que: 

( 59) 

puesto que el segundo tém.ino del :niembro iZ~!Uiardo de la ---

igualdad (58) es siempre positivo. Y por lo tE,üto, se sigue 

que la desigualdad (56) es cierta.O sea~ 

En otras pal:i.bras, la v:Lriancia del estimador que queda en €1 
modelo después de eliminar la variable colineal, es menor que 

la variancia aue tenía el mismo estimador antes, o sea, en -

presencia de dicha v~riabla c~lineal. 

·-
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señalar 

para concluir 
considera.m0s 

convaniente 

el hecho de que en muchas ocosioneo en econo'"ia, yor razones 

de lndo1' téorica, quede suceder que se qostule o esqecifi-

que un modelo como el que siVJ.e~ (60) 

en donde definimos cada vsriablc del modelo anterior'º"º' 

Yt = consumo egre gad o on el a'• o e orrien te l t 1 

Xt = Ingreso disponible en el aüo oorriente ( t l 

xt-1 =Ingreso disponible en el ª'º onterior (t-1) 
A Xt = X t Xt-1 = Dif "'ne ta entre e 1 i.~gre oo del a''º oO rrien-

te y el ingreso del a1 o onte ri or ( i. e. s sta v~riable re-

presenta el "efecto de l" o<pectativas"d• l• sociedad 

derivadas de c""'biOS recienL•S en su nivel de ingresos) 

Notamos de ent~ada, que en el modelo mencionado, existe multi-

/ colinealid•d perfecta, ya que l•S variables xt y xt son lineal 

mente de pendtent es. LO cual ha'' iropos iOle , te 6 ricao•n te , estimar 

por separado lOS •ral ores de los poráme t ros de dicho mod el O , 

como hemos destacado antériormente. 

No obstante, en l• prádtic•, y con el au<ilio de l• coronutadora, 

es. posible usuolmente,coti•ur el modelo (60) "ero con la .;os,.n

taJ• de obtener estiroadoreo muY poco confiable• y voriables no-

significs.tivas. 
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Para resolver este tipo de problc1n'.:.!s hay necesidad de reformu

lar o reespecific~1r com'.Jleta~nentc el modelo origi!ml en térmi

nos de las Vó:riables origilnles a :fin de romper el "c:mdado" 

de rnul ticoli:'iealidad co:¡¡o el que afecta al !T'1idclo ( 60), de 12. 

manera como discutire:n.Ji3 1.m i:..i:·:aci. por:nenorizada en el CupítuJ:o v 
al abord::r el r.múlisis de las técnicas y métodos disponi-

bles hoy en día para la corrección de la multicolincalidad. 

Sin embargo, y a propósito del modelo (60J, conviene observar 

asimismo, que incluye como una de sus vu.riables explicativas, 

a una variable con retr:i.so ( o "retr'.'isada"). Esto es mu.y común 

en economía. Esto es, un ;r.odelo econométrico puede incluir a

parte de determin::i.das v:.::.riables colineales, una serie o sub-

conjunto de variables retrasadus. A propósito, U.'1 modelo eco--

nométrico con retraso distribuido de orden "K ~ sobre la va--

riable explicativa "Xt" se define como~ 

( 60 -bis) 

cuyo tratamiento requiere del uso de técnicas especiales, Exi~ 

ten para el efecto dos a.mplia!!•ente conocidas y utili'.?.adas en e

conometría, cada una con ventajas y limitaciones particulares. 
. . u y 

Estas son la de L.M.Koyck y la de S,Almon • 

y Véase, Koyck,L. lrl. Distrir:utcd La.!:':s and ln•restr.ient Analysis. 
North Holla.'1d: Amsterdnm,1954. 

g/ Véase, Almon,Shirley. The Distt•ibuted LaP" 9etween Ca~ital 
Apgropiations and Exnendit~res,Econometrica,33,January 1965, 
pp.178-196 
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La técnica de Koyck en particular tiene la ventaja de minimi~ar 

la pérdida de inform::i.ci6n ocasion~1da por l·• maGnitud del retra-

so ( pues su ap1ircaci6n requiere m'd:::n:.ís de un periodo de retra-· 

so de la vario.bles - cxplic~itiv,; objeto ) :01.unr:uc tiene la li:r.i-

tante o desv2nta;j~: ... de cener .. tr autocorrel:1ción en el m0delo re--

formulado o corrct;ido. 

Por su parte, Li técnica. de Almon a diferencLi de la de Koyck, 

requiere de mús de u::'1 neriodo de retraso de la v;;,ri::!.•)le -exuli

cativa objeto para lo. esti::1,:.ci6n del :nodelo corregido (esto es, 

requiere usuEJ.lmcntc de rn:tJror i:i.for:naci6n que la de Koyclc) p:?ro 

tiene la ventaja de no vioL:r ninr;uno de los supuestos del mo-

delo lineal General, y por lo r:iismo, permite la estii::ación de 

estimad.ores confiables y est:.~bles rura la inferenci;:i estadizti

ca y pr~dicci6n, por ejemplo • 

.--- En consecnencfo., - y adelantá.'1dohos un poco al pr0ceso de correc

ci6n de la multicolinealid>1d - ante el tipo de sit·.taci6n ::i.nterior, 

se recomienda primer'1.:nente aplicar o. cada u..--ia de las variables -

retrasadas L~cluidas en el ~odelo en cuestión, de ser posible, 

la técnica de AJ.man (por Lis razones ex;iuestus) .Y posterior::'.en-

te, alguno de los métodos para corregir la :nult icolinealido.d que 

serón discutidos en el ~adtulo V, y de esta ;¡:ancra, refori~cul'.lr 

o reesnecificar en definitiva·, el :nodelo en cuestión. 
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3. 4 EFEC1'0 DE. LA :1mLTICOLEmALIDAD E:I LA PREDICCION 

J.R. Meyer y E.Kuh Y sostienen que "· •• Aquellos dedicados a 

realizar pr:m6sticos no deben nreocupnrse por la nresencia 

de la multicoline~lidad. 11 

Esto es comprensible, ya que aunque el intervalo de predicci6n 

tiende a ser may.)r cuando existe multicolinealidad, el pron6s

tieo en sí prácticamente es el mismo, 

Lo anterior se desprende por el hecho de que el valor proyec-
A 

tado (o ,Pr:mostico) ~o correspondiente o asociado a un valor Xo 

del modelo lineal general se puede escribir como~· 

(61) 

donde Xo es el vector corresriondiente de observaci6!1 definido 

como: 

X~=( XlO, X20, • .".,Xk:O) ( 62) 

Nótese que el valor prJyectedo definido en (61) ha sido obte

nido a partir del modelo general en su forma compacta y cuya 

expresión matricial es la conocida ecuacións 

(3) 

Por otra narte, sabemos ~el anJ.lisis de re~resi6n por mínimos 

cuadrados, que lót v.'lriaacia dc ~ºse ;.11.1eJ.e expresar .r;2mo: 
\J~( qo) :: [ 't-0

1 
(X'Xf

1
Xo -t 1] a~ ( 63) 

y Véase, Meyer,J.R. '1 Kuh,E. How Extraneous are Extraneous 
Estim:ites ?, Review of Economics and Stat1stics,Vol.3'J, 
November,1357,pp.380-393. 
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y la banda del error o"bnnda de co.1fian3a" para ~ºse puede de-,·-

finir comos 
(64) 

donde d... es el nivel de significac.iÓ11 previa::e:1tc fijado. 

Entonces, conforme. la multicoline;:;.lidad au'.nenta (!)ero no es 

perfecta como sucede en la vida real, o en l'.:i mayoría de los ca

sos) la matriz (X' X) t:i.e::idc a hr..:ccrse si:iguL,r y los elemen~ os de 

(X'X)-1 tenderán a hacerse infinitos com'J ya hemos se::alado unteri~! 
mente y entonces la band:1 del error tenderá a ser :r1ayor en -

presencia de multicolinealid:cd quo en ¡:usencia de ella, toda ,,.. 
vez que el único f'-'ctor de la v:1riancio. de \j., r::ue cre~e. con la 

multicolinealidad es precisamente la matriz (X'X)-1
, ya que el 

1. 

término ~~ (esto es, la v~riancia del término de perturbaci6n) 

perma"lece const::.nte, coiY:o yo. he·!\OS destac:,d.o anterior:nente.De 
A 

la m:i.sma manera, noto.mas que el valor de pron6stico ~d no se vé 

afectado, ya que como se observa de la expresi6n (61) sólo de-. 

~ pende de ~ y del vector Xo, o sea, tiene la forma~ 

A -"\o-'\ o .-'\O 

l;1¡0 ::: f-'1 'X, + ~ z. Xi -1- • • • t ¡3 \!. X !::'.:. ( 65) 

cuyo valor no es de esperarse se vea afectado aún existiendo 

alto nivel de multicolinealidJ.d en el modelo, con tal que la -

relación estructural entre las vuriables explicativas Xl,X2, ••• , 

Xk, se mantenga inalterable.(+) 

(+) Podemos agre,<e:.ir de naso, que todo 1º dicho sobro la b<:..nda 
del error res!1 ecto al pro!'lóstico ('Jo) tam_Rié').. se cumnle pa:
ra el valJr medio esper~ldO defi~ido co-ino f.o: '10 -l y cuya va
riancia se puede escribir Var()Ao) = ~~Xo (X'X) Xo 
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Si aplicamos estos resultados al cc:iSO de un m:.idelo de una var:i::i 

ble explicativa ( o dos variables en total), podemos visuali--

zar esta situación mejor medüintc u.'1a gráfica como la que se mue~: 

traen la hoja que si~ue (Picura 3,4,1). 

Resulta entonces claro que es probable redud.r sustancialmente 

el intervalo de predicción definido· como~ 

(66) 

mediante la eliminación de un cierto número de variables coli

neales del mqdelo af~ctado, -pues de esta rranera, reducimos la 
A 

magnitud de la varíancicl. de ~º • Sin embargo, como ya hemos 

discutido en el ape:.rtado anterior, esta "receta" en !)articular 

para eliminar la multicolinealidad, genera a su vez, sesgo y -

subespecificaci6n en nuestro modelo, 

Pero como B. R, Chiswick y s. T, Chim'lick Y afirman , el problema 

de la multicolinealidad es indeseable si el objetivo es la obten

ci6n de estima.dore!: confiubles de las variables explicativas q~e 

lo conforman. (Lo cual no hace más que corroborar lo pernicioso 

del efecto de la multicolinealidad en la inferencia estadísti-

ca discutido en el Apartado 3,2 ). 

Por consiguiente, la multicolinealidad no representa realmente 

un problema, si el objetivo del análisis es la predicci6n. Y si 

1J Chiswíck,B.R. y Chiswick,S.J. StPtü:tics cmd Econometri.cs~A 
Problc1:1 Solvinr.: Text. University Park Press,1J75,pp.180-191 
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F 1 G U R A 3.4.l 

EFECTO DE LA MULTICOLINEALIDAD SODRE LA BANDA 
DEL ERROR DE PRONOSTICO. 

/' 

/ 

'><o 

/ 
/ 

/ 

--_ _,,,... 

/. 
/ 

Banda del error de pro
nóstico en ausencia de 
multicolinealidad. 

--
- l3anda del error de , . 

pronóstico en preseu 
cia de multicolinea
lidad. 

Fuentes Elaboración del autor de esta investigación. 
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se puede suponer adeíl:ás que la misma ectructura al tarnente mul ti

colineal que ex.iste en la poblaci.6n de la que extrajo la inuestra 

para efectuar la rerresión ( obcerv::icioncs 1,2,3, .... ,n) se man

tiene o existe también en la nobl:tción de la que se extrae o s~ 

lecciona la mue2tra i;::ra la predicción ( observación n+l,n+2, •• 
V ... ) . 

Esto implica, en otras palabras, que dado un modelo econométri

co de la forma~ 

(3) 

estimado a :¡artir de una mue2tr<J. de "n" observ.aciones y en donde 

.existen al menos dos v:.;.riable:s colineales Xi y Xj, entone~;:; nuestra 

predicción tendrá sentido si la relación fu..~cional existente 

entre ambas permanece inalterable para la observación n+l, n+2, 

etc. O sea, d en particular la eotructura mul ticolineal exis-

tente en la muestra, sigue Drevaleciendo en la yioblaci6n. 

Meyer y Kuh Y confirn;an lo anterior are;wr.entando que en tanto 

que la eliminación de variables explicativas colinealen tiende 

a reducir el intervalo de ;:iredicci.ón, como acab:.;.rnos de obser-

var, el pronóstico re::.ü, nor hipótesis,. cambia muy poco, como -

también se ha destacado. Y además/ éJ.gre{;un que aunque el uronns

tic:ldOr pragmático es indiferente al grado de rnulticolinealidad, 

y el rr;ás sofistico.do no lo es, ambo~ obtienen pronósticos si!r.i-

lares y los errores reales de pron6ztic.:o son aproxirr.adarr.ente i-

guales. 

JI Véase, Chiswick y Chiswick. Ü!JUO cit. 

y Véase, Meyer y Kuh.Opus cit. 
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Meye:r y Kuh 1/ terminan sugiriendo el uso combinado d~ dutos de 

corte transversal y de series de tiompo y la utilización de "es

to!Jladores "ajeno3"(0 "ex6genoe") Yen el proceso d~ estimación 

para eliminar el problema de la multicolinealido.d,Y 

Para clarificar los conceptos antes expuestos, consideramos ºPº! 

tuno y conveniente incluir en este apartado, un ejemplo 

1f Véase, Meyer y Kuh.Opuo cit. 

¡/ Se refiere a ciertos tipos de estimadoroe parámétrico~ calcu
lados a partir de datos de corte transversal que luego oon -
"reutilizados" en fonna "exógena'' para la estimación de otros 
parámetros de un determinado modelo-objeto, usando para es-
te último propósito, datos de ceries temporalco, con el obje 
to de eliminar o ''romper" el candado de la mul ticolinealidad 
en ciertos modelos eoonométricos, Aunquo hay que reconocer -
que algunos autores señalan diversos peligros e incovenien
tes sobro su uso generalizado en econometría para atacar -
dicho problema. Sobre el pe.rt icular, además de la referencia. 
anotada en el pie de página anterior, 

V6ase, Kuh,E, The Validitv of Cro~s-Sectionallv Estimated 
Behavior Equationo in '11 irne-tleries Annlicatio:13·. Econome·tri
ca, Vol.27, No.2, April 1959,pp.197-214 

Para una discusión pormenorizada sobre la manera de aplicar 
la técnic11 de combinación de datos de corte transversal y 
de series temporales ( "Pooling Techniquo") para efeciuur -
la estimación de un modelo en presencia de multicolineali-
dad se sugieren al respecto, lua siguientes referenciass · --

Véase, Tobin,J. A, A Statistical Demand Function for Food in 
the U.S.A. Royal Statistical Socioty, Vol.113-A,1959,pp.113-141 
yéase, Wold, H.O.A. y Lars Juréen.Domand Anal,ysiss A Study in 
Econometrics.New Yorks John Wiley and Sona, 1953,pp.192-195 

Véase, Stone, J. R.N'. The Measurement of Consumera 1 .Exnendi-
ture and Behavior in the Unitcd Kinadom,1920-1938.Cambridge, 
Englands Ce1.~bridge University Press,1954. 
Véase, Balestra,P, y M.Nerlove. Poolinu Cro:;1s-Section e.nd. -
Time Series Data in the Estimation of a Dynnmic r~odel: 'rhe 
Delúand fer Natural Gas.Econometricn, V'ol.34,No. 3,Jul7 1966, 
pp.585-612 
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concreto del efecto de la mul ti col inealid:id en la predicción. 

Este nos permi:irá obscrv~r, entre otras cos~s, que el valor 

del pronóstico ( ~~) no c::c:nbb prtict ica1:1e:n te :i. pes·:,r de la ex is 

tencia de fuerte colineu.lidad entre li:>.s vuri=lbk s explicati

vas, Adem:ás, este ce.so ilustrativo resulta de nn.rticular in

terés en este tr&b<tjo, ya que nos servirá de r<Jferencia rr.1.'la 

adelante al tratar los temas de detección y corrección do la 

multicolinealidad. 

Hernos seloccio:1ado un c:iso de estudio bas.:ido en información 

macrooconómica r8ferentc a importaciones dela economía --

francesa, Esta información fue origi.n:J.lmente a.'Ylal.izap.a por 

E.Malinvaud Y. La presente discusión se basa en d:í.cho aná-

lisis. Las V(iriables involucrad:.ts son~ Las im::iorto.ciones to

tales (IliiPORT), la producción dor:iéstica (DO!'ROD), la forma-

ci6n de capital (STOCiC), así co:no el consumo doméstico(CO'.fSUM), 

todas ellas expresadas en miles de millones de fretncos france

ses, a precios corrientes, durunte el período 1949-1966.Los 

datos se renroducen en la Tabla 3.4.l(que aparece en la 

pr6xima hoja). El modelo en cuesti6n queda formulado en los 

siguientes términos: 

Los resultados de la regresión del modelo anterior aparecen 

en la Tabla 3. 4. 2 (enseguida de la Tabla 3, 4. 1) .La gráfica de 

residuales contra el tiempo, que aparece en la Figura 3.4.2 (des-

pués de la Tnbla 3. 4, 2) 1::uestra un patr6n cloro que sugie--

!/ Véase, Malinvaud,E. Statistic:ü !;~etllods of Econometrics.Horth 
Hblland Publishing Co.,l')?O,pp.30·-85,pp.204-205 



TABLA 3.4.1 

DATOS SOBRE LA ECOIW~.'.IA FRANGES!~ (1949-1966). VARIABLES 
EXPLICATIVAS Y EXPLIC•IDA PAR,'. EL ?1í<)DELO DEr'INIDO EN ( 67). 
(CIFRAS EN MILES DE i\IILL01'l'ES DE iRANCOS I"RANCESES) 

A.ffOS IMPORT DOPROD STOCK GONSUM 

19 B,9 149.) t.. i 111r..1 
}O . 1 h,4 lhl. z •• l 1¡4. 8 
1 l 1•.o lil.'> l.i 12}.: 
S2 19. 1 l 7L$ ), l : :b. 9 .. 
~) ¡ •• 8 l~~., 1.1 1 ¡:, I 
54 20, L 1 ~o. r 2. 2 1 j ¡, 7 

··H 22. 1 7n?. I 2. l llb.O 

~- ~b.5 ~ 12. ~ ~.h l '4. 1 
17 2R. I 2:h .1 s.r. ¡ ~¡. 1 
IR = 7. 6 211. q L l IH,l 
19 :!b .1 =''". n ~. l 167. 6 
60 ) l. 1 2 ~~.o Lh 17~. s 
6 l . ll.) zr.q." l. q 1•6. 6 
62 J1,n 2Mft. t. J .1 1 qq. 7 
6) 41, J l04.I 4.6 21 J ,9 
c;•i. H.~ )2),\ 1. o nJ.~ 

bl ~o. J J) 6, 8 1, 2 2Jl .o 
H Só ,6 lll. q 4. \ 212. 9 

62. 

Fuentes Malinvaud,E. Statistical Methods of Econometrics.Opus 
cit. 
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TABLA 3.4.2 

RESULTADOS SUMARIOS DE LA REGRESJON DEL MODELO (67) 
ESTIMADO PARA EL 1'ERIODO 1949-1966. 

VARIABLE COEFICIE'!TE füSVIACION VALORES 
ESTI!i:ADO ES'j'J\ND.\RD 11 t 11 

·-

DOPROD 0.032 0.187 0.171 

STOCK 0.414 0.322 1. 286 

CONSUM 0.243 0.285 0.853 

CONSTANTE -19. 730 4.125 -4.783 

n=18 R2 =. 973 S=2.258 F C3,14)= 168.45 

Fuentes Estimados a partir de los datos de la Tabla' 3.4.1 

63. 



F I G U R A 3.4.2 

GRAFICA DE RESIDUALES EST ANDARI ZJ\DOS CONTRA EL 
TIEMPO p;,RA EL MODELO ( 67) ,PERIODO 1949-1366, 
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Fuente: Chatterjee,S, y B,Price,Opus cit,p.153 

64. 



• 
\O 
\O 

TABLA 3.4.3 

RESULTADOS DE LA REGRESION DEL MODELO (67) ESTIMADO PARA EL PERIODO 1949 - 1959; 

COEFICIENTE DESVIACION VALOIZtS MATRIZ DE CORRELACION 
VARIABLE ESTIMADO ESTANDARD u l" DOPROO STOCK CONSUM 

• OOPROD -0.051 0.070 -0.728 0.026 0.997 

.STOCK 0.587 0,095 6.179 0.036 

• CONSUM 0.287 

• CONSTANTE -10.130 

n = 11, 

IMPORT 

0.965 

0.251 

0.972 



F I G U R A 3,4,3 

GRAFICA DE RESIDUALES ESTllNDARJZADOS CONTRA EL 
°TIEilíPO PARA EL :rnDELO ( 67) , PERIODO 19 49-19 59. 
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Fuente$ Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.154 
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la Tabla 3. 4. 3). 

De la Tablu 3.4.3 es evidente que ln v~riaci6n exnlicada del 

ljlOdelo es alta, 0.99. Sin c:<ib,~re;o, el cocficienLe de DORP.Oii 

es neeativo y no ce estadistic&mente si.¡i:nificativo, contrario 

a las exriectativu.s inicüües. Esto es, era de es'1cn~rse, eco-

n6micamente hablm1do, que si 1:::::.ntuviésemos cor.st:111tcs las va 

riablcs STOCK y CClíSU:.í, un incremento en la vcriablc DOPROD 

im-plicaria neccearif.i.r.:cntc un incre:nento en la variable Il.'.FORT, 

probablenente en el rubro de n:aterius primas e in::mmos o equi

po de m8.nuf::ictura, como resulto.do de una expansi6n. en la pro

ducci6n domésticu. 

Por consi_r;,'1.licnte, la multicolinealide.d se torna ele una posibi

lidad, en un proble1r::i res.l para este modelo. Ya que se observa 

de la Tabla 3. I',. 3 que el coeficiente de correlación simple 

entre COilSUM y DOPROD es de 0,997 • Y proftmdizE:ndo rpás en el 

análisis se puede demoatrrJ.r que la Vé>riablc co~rsm:: es anroxi

madamente igual a 2/3 de DOPROD a través de todo el ~eriodo 

de 11 años (1949-1959). Ya que la relaci6n esti:nada entre es

tas dos variables resulta ser:(+) 

,,..,,.-... 
CONSUi:: = 6.258 +0.686 DOFROD (68) 

(+) Resultudo de efectuar una regresi6n simple de la vuriable 
CO'.iSur.1 sobre la variable DOl:lROD, utilizando para ello los 
datos de la Tabla 3.4.1, para el periodo 1949-1959. 
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Aún ante la presencia de multicolineo.lidLi.d severa,corno en este 

caso, el modelo de r~gresión estimado puede proporcionar bue

nos pronósticos.La ecuación de pronóstico puede escribirse uor 

lo tanto cornos 
/""---. 

IMPORT= -10.13 -0.051DOPR0D+0.587STOCK +0,287C0i"~SU!.: (69) 

Nótese que el ajuste del modelo anterior a los datos históri-

cos es bastante bueno a. .iuzgotr por el VDlor de R2 ( vénse la - · 

Tabla 3. 4. 3) y el com9ortamient.o ale<i.torio de sus residucües(véQ: 

se la Fir;ura 3. 4. 3). Sin e::;bs.r,o;o, -para pronosticar debemos es-

tar seguros que el carácter y la fuer:c;a de la relac.ió~1 gloh~ü 

entre las Vdriables explicativas y la explicada r,ern:anecerá -

inalterada en períodos futuros.Esta cuestión de confianza es 

un problcir.c. en cuS:lquier rr.odelo de Dronóstico exü:ta o n6 rnul

ticolinealidad.Para propósitos de este ejemplo, supondremos 

que la relación global entre las vc«riables que conforn:en el 

modelo {69) sit;Ue siendo válida en periodos futuros.(+) 

Implícita en la suposición anterior se encuentra la hinótesis 

de la relación existente entre las va.ria bles DOPROD y co:·tSU!.1. 

O sea, el modelo de pronóttico ( 69) será bueno,es decir,produ-

(+) Para propósitos de esta exposición se soclaynn las difi-
cultades suscit~:das debido a nuestro hallazgo inicial en 
el sentido de que 1'1 for::;é,ción del :.:ercOI~:tÍ.n h3.bÍa al ter::, 
do las relaciones estructurales del rr.odelo ba,jo discusión, 
desde 1960.De donde resulta import2.nte y oportuno advertir 
al lector que cua.lq.uier cambio en la estructura de un mo
delo puede afectar sustancialmente al pronóstico, aún cuan 
do el ajuste histórico haya resultado excelente. 



10. 

eirá buenos pronósticos en tanto los valores futuros de lus -

variables DOPROD, S'l.'OC;<: y co:isur.~ sean tales ques 

COHSUf{; ~ 2/3 DOI'ROD (70) 

Por ejemplo, pronostiquemos el cair.bio en la v::.riuble Ift:TlORT -

paru el atlo siguiente correspondiente a un incremento en DOPROD 

de 10 unidades, mientras se mantienen las variabl·es s•rOCK y CON

SUM a sus niveles corrientes. El modelo resultante tiene lo. formas. 

---· IlliPORT
1959 

- 0,51 (71) 

Nótese que la ecuación anterior se obtiene de restar las si-

gi¡ientes ecuacioness 
.,,,,..-..., 

IL'IPORT
1960

=-10.13-0.051( 239. 0+10. O) +O. 587ST0CK+O. 287CONSUM ( 72) 

_-..... 
IMPORT

1959 
=-10.13 -0.051( 239.0)+0. 587STOCK + O. 287CONSUM (73) 

que resultan de sustituir, respectivamente, en la ecuación (69) 

el valor de DOPROD para 1969 y 1959 - esto es, 249.0 (=239.0+10,0) 

y 239.0 - manteniendo a las variables STOCK y CONSUM como "cons-

tantes". 

Obsérvese que si utiliza~os el modelo (71) para predecir la va-

riable IMPORT para 1960, obtendríamos un va.lor de pronóstico que 

resul taría11 subestirr.ado
11 

re:specto del verdaQ.ero valor .,histórico 

report&do nara dicha variable en 1960 (véase Tabla J. 4.1)°,que 

utilizando el modelo definido en (69). 
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Aunque el valor subestimado en si no difiere gran cosa del -

valor histórico real de dicha v .. ·.riablc, co1r.o se verá :r.ás ndela:l 

te, es mu.y import~mtc resnltar el hecho d.e que desde un punto 

de vista macroeconómico, el modelo (71) resulta inconsistente 

puesto que implic:,1 c:v.e d<J.do un incre;nento ( de 10 unidades en 

este caso ) en el nivel de producción dom6stida 1 o sea, en ln 

variable DOPROD, se produce o corresponde, un cambio negutivo 

o contracción en el nivel de import:.:ciones,esto es~ 

lo cual es un contrasentido, o cuando menos, no es de esperar

se,de acuerdo u la teoría económica. 

No obstunte, si torr-.arr.os en cu e,·:·!, a ~.21 rel~:.ción entre las varia

bles DO?ROD y co~1surr. definida en (70), entonces la V'.,riable 

CONSUM se incre;r,ent2..rá en 15 U."lidades y el modelo resultante 

adoptará la forma~ 

_..........._ _...-....... ---

(74) 

IMPORT1960 = BfPOTIT1959 -O. 51 + 4, 305 =IMPORT
1959

+3, 795 (75) 

Nótese·· aqu:i . que la ex~resión anterior reTJrei::enta un modelo 

econométrico más cor..gruente que el anterior ya que el cambio 

en el nivel de importacio:1es ahora es positivo y por ende, es 

de esuer;:;;rse que produzca un 1r.ej0r pronóstico qJ.e el obteni

do utilizando el modelo .< 71). 
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Esta situación se puede visualizar fácilmente oboervando la Tabla 

3.4.1 que muestra los valores histórico3 realoa de las variables 

IMPORT, DOPROD, STOCIC y CONSlJU pura los años 1959 y 1960 quo se 

reproducen por comGdidad del lector en el siguiente cundros 

IMPORT
1959 = 26.3 DOPROD1959 = 239.0 ¡ STOCK1959 = O. 7 

CONSUM19 59 = 167.6 

IMPORT1960 e 31 1 1 DOPROD1960 = 258.0 STOCK1960 = 5.6 

coNsur'\9 60 = 176.8 

(76) 

Ahora bfen, sustituyendo el valor histórico de la variable IMPORT
1959 

en la ocuación (75), notamos que el pronóstico para la variable -

IMPORT1960 usando dicho modelo es1 

IMPORT1960 = I1'U'ORT1959 + 3.795 ~ 26.3 +3.795 =30.095 (77) 

que implica una diferencia de un poco más del 3% (3.23) del valor 

histórico real (= 31.1). 

Sin embargo, si hubiésemos utilizado la ecuación (74) el pronósti~ 

oo para IMPORT1960 serías 

IMPORT1960 = IMPORT1959 - 0.51 = 26.3 -0.51 = 25.79 (78) 

en cuyo caso, notamos que el valor de pron.Sstico dili'iere en un --

poco más del 17~ (17.1) del valor histórico real de la variable ~ 

explicada.O sea, con est& modelo,se tiende a subestimnr más el valor 
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histórico rc·ü, o scncill w.e!1t.e 1 el vüor re~!l de lo. v:n·ütble ex

plicada I~PORT, co~~ yn hubíamos hecho not~r nreviaxentc, 

Por otr~i. p:trte, y si;:uie:1'io con cc·ta misma línea de ideas, si nos 

olvida:nos por un momento de l:.t reL·.ción e;.:i;3tente entre l'tS V'.1.-

riables COHSU'..~ y DOVROD dofiniJ.a en (70) y sim[ll!.!!rne!'ltc sustitui

mos, en el modelo de pronóstico definido en (69), los vul0res 

históricos ~nra c'.tda una ele lus y,,rj:lbles exvJlicativ·u:; q·1e lo 

conform8.'!1. y que se nropord.o!nn ~ura f::tcilid;.;,d de esta exposición, 

en el C'J.adro de la ex~iresi6n (76), obt¡;n:irc:!,OS un v'llor pronosti

cado para 19. v::.:.riable n.wom·
1960 

t.J.l que~ 

.....--....... 
DiPORT

1960 
=-10.13 -0.051(253.0) -+·0,587(5.5)+0,287(176.8) 

= -10.13 -13.16 + 3,3 +50.74 = 30,75 ( 79) 

cuyo valor difiere muy li13er:i.:::e:i.te del obt¡;nido con el modelo 11re

formul,1do 0 definido en ( 75) ya<.: ue sólo difiere en un poco n:!ts del 

1% (1.12) del valor histórico real (31.1). 

En consscuencio., estos e,jem:1lo:: muet,tr.:m clt.:ir .... me!1te c:tte los d2.tos 

no-o:t'togon:lles o colineales, no tienen nin¡:;una importa!1ciu ..:n el 

propeso de predicción, obtenidndose nor consig~iente, esencialme~ 
" te, el mismo v~lor de oronóstico (y.,) con o sin :nulticolinealid:td 

en el modelo, siempre '·!Ue se haya elimin<:do nrevio.me!1to del rdmr.o, 

cualquier pro':>lema de esnccific'.lción. El úni.co bconve!'liente 1 co:no 

ya hemos se1alado al comienzo de este apartado, es que lu b~ndu 
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del error óc -nr::m6:;tico ;; . .ntc l~ .:.resenci.i de mui-ticoli'.lcalidacl, 

tiende a Ecr mayor que si~ ella, y p0r lo tanto, el proceso de " 
inferenci::.;. y prucb~<s de hinÓté!sis sobre el v:llor de pron6ntico ( ~~), 
se torna ;;,(;!nos confiuble, 
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Como cualquier otro problcmu est~distic0, nueGtrn nrimcra 

tarea parn utacar la multicolin~~lid1d es detectar su nrcsen-

cia y su erado de sev;:;ridad. 11 

Con el propósito ante1·.~or discutirer~os ::.,:ui las t•fonicas mús 

co:nunes existentes 0:1 la literatur'-' u:tra detec t tr su ~rescrici'.J. 

así co1no su ¡;rado de ~;evt:rid,«l. 

Emuezare:::os inicialn:ente co:i. el :mrilisis de las rGGl:..s er.-:píri-

cas más conocidas, abra lu~go p1sar a discutir lns t6~n~cus 

más sofisticadas. 

Regla i) Si lrijl>. ,8, e:1toncss la rrulticolineali:l::id exis--
-1 ')/ 

tente es neli~ro~a. ~ 

Donde rij es el conocido· coeficiente de correlació!: 

simple entre Xi y Xj. 

Y' Cua:1:'l.O h~:bla:nos del "gr::ido de severido.td" de la mul ticolinea
lidad e:J. un modelo, nos re!'erimos usualmente :i. la mu.gnitud 

( 80) 

de su ;:icligrosi.J,~d en el mis:no. Esto que do:i.rá Je :::anificsto -
después de cubrir el :natericü de e:.;te capítulo en donde anali
zarer.:ios ·criterios precisos p~tra determin2.r cu::i.ndo ésta es peli
grosa. 

y Citada por Farrar y Glauber.Onus cit. 
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Esta es la m<b pooul:tr do tod~!..s lus "rce,Lis del p:.llr,ar" 

en el ancilüJis de re,~resi:b y quiztí.s la definición ope

racional ~ás simple de ~ulticolinealid~d "inucept~Jle~ 

Como oe observo., consiste llanamente en li::iitar los eoe

ficient(rn de correlaciÓ:1 simple, r:•_,ra cado. pareja de va

riables cxpliccitiv::i.s dentro del m:idelo, :nedi:mtc una co

ta suoerior de r = 0.8 6 0.9, 

Regla ii) La interreL:.c16:-i o r:--:t1ticolin•'oe:.li::lad no es neccs:-iri:i-

mente nelL!.rOs'.:!. ·ü menos cue s 1.;2 aJ.t::i en relación nl 

coeficiente de correlación :;,úJ tinle ¡rlob:ü. 1/ 

Esto quiere decir, en otras p~labrns, que~ 

existente es peligrosa 

do~ie Ry es el ~oe1icientc de correlación múltinle en

tre Y y las v::riabl2s Xl, X2, ... ,Xk~Nótes~ también -

que este coeficiente es igus:l a la raíz cus.druda del 

conocido"coeficio:::nte de determinaci6n" R
2
). 

Pero de acuerdo con l~arrar y Glaubcr g/, ta..l'lto la regla i) como 

la ii) son al tar:iente vulnerables cu:mdo se trabaja con un espa

cio de :nás de dos dimensiones.Debido a r-:ue la multicolineulidad 

total es completamente co:-isistente con bajos niveles de corre-..: 

"J/ Citada por Klein,1.H. An Ir.troü:_1ction to Econo:¡¡otrics. ~nglewood 
Cliffs, N.J., Prentice- Hull,1962.pp.64, 101. 

y' Véase, Farrar y Glauber.Onus cit. 

.. 
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laci6:'1 simple por p:trejus, entre los miembro's del conjunto de les X's. 

Esto es, puede acontecer quP lr, variable Xi, en nuestro modelo 
. <:fue 

generctl ( en for:r.c. cornnacta)Y";3e puede escribi.r cor.10~ 

( 82) 

sea tal que~ 

( 83) 

es decir, que Xi sea uno. con:bin2ción lineal perfectr~ de las -

restantes variables explic~tiv~s con excepción de Xj, y darse 

el caso que: 

y también que~ 

( 85) 

O sea, cumplirse que Xi sea cor.:pletúr:;ente colineal con respec

to a todas las demás variables cxnlicu.tivas en el rr.odeJ.o, pero 

no peligrosarr.ente multicolineal por 110.rejas ( en especial, con 

respecto a Xj ). 

Regla iii) Re.o:lei Emníric:.1 de Farr~'r v Glc.uber Y 

Unu vario.ble Xi es Deli,"ros:trLC!"ltc r..1.rlticoiir.eal sola--

rr.ente si su coeficiente de correlé1ci6n :mütinle con --

re~~<:cto n l:;s ·otr-".~' V'.1ri~ 1.bJco::-. i::clcnendicntes (P.i) ,es 

y Véase, Farr;,:.r y Gl:?..u.bcr.Onus cit 
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ma;vor C)lJ.C t>J cocfic:ir:1tr de COY'r'C'L1c:i6n m1.ílti"'le de Y(?.;v) 

Es decir~ 

(86) 

exintente es peligrosa 

O alterns.tiv<:c~.-.entc~ 

Si Ri/R;v ? 1 , €:1to:1c~~' la !7:ulticoli:-:.e~~-:.id'.l.d ( 87) 

existente es peligrosa (By~ O ) 

Regla iv) Rep;J.a Smuirica de Ha.i tOV!:'.kV J/ 

Con:o 12. regla empíric<:.: de Parrar y Glau1Jer y J.a ~;u¡:;;eridn por -

Klein dependen en parte del coeficiente de correluci.6n múl ti-

ple entre Y y el conjvnto de vari3.bles XJ.,X2, ••• ,X1<, es posi-

ble que cierto nivel de colineclid;:.d con resnecto a Xi en este 

conjunto no sea considerado peligroso cuando Ry en eJ. denomina

dor de la expresión ( 87) cambie debido a un cai:1bio en la varia

ble dependiente, O sea, cuando Ryl I= Ry2 , ambr~s prucbc.s no -

son concluyentes, 

y Haitovsk:y, Y, Multicolli:1r.r~rit:v in TicP:ression /mC>..lysis~Con:r.icnt. 
Review of Econornicn ancl Sts.tistics, Vol,I,I,:Iovcrr.ber 196'), 
pp.486-489 
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Entonces la evidencia de pel:igrosid:;i.d de la.mtllticolinealid:td -

propuesta. por Parrar y Glav.bcr es d:i fercnte l):::.ra las dos regre-

sioi~es. Fara demostrur <'Sto, Dutta ]}recurre a un cjcrnplo !!1U~' sen_ 
• cillo. 

Supóngase que Ri ==0.8 en dos car;os sepan;cloo, Caso I y Caso II. 

Y además qur: Ryl=O. 4 en el cuno I : 1U efectuar una regrefd.ón de 

TI sobre el conjunto Xl, X2,.,.,X:k, y Fl~r2=0.9 en el Co.so II~Al 

efectuar una regres:i6n de Y2 sobre Xl,X2, ••• ,X.k, 

Observ&:nos cn~onces que aunque el conjunto. de v:::.riables e:xnli-

cativas o indepe!1dicntcs Xl ,X2, ••• ,X'.< no es n.cnos rr.uliicolincal 

en relación a Yl, que con respecto a Y2, su efecto :.iuede resul-

tar más serio en uno u otro CflfJO, de acu,'. rcio a.l ~ ri terio ut il i-

zado para "medir" su nivel de peligrosidc1d, Así tenemos que~ 

o.8 /0.4 > 1 

o. 8 /o. 9 ;t> 1 

(Caso I 

(Caso II) 

(88) 

(89) 

y por consiguiente, el caso I r0sulta con nivel peligroso de 

multicoliner::..lidad, mientras que en el caso II no exiPte c.:irno !'ro-

blema. 

Lo anterior imulicu c:ue 12s re&las ii) y iii) a .. "ltcs referidas 

no juzgan en términos de la existenci.n de multicolinealidacl en 

el conjunto de vnriablce Xl,X2, ... ,Xk , sino en términos de su 

y Véase, Dutta, r.~. Ecorcometr:i_c !·.~ethods. Opus cit. 
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severid:~d en 1·claci6:1 '' u;, 1.<"rir::stro dndo, e:,·to es, en re1aci6n 

a la vc:riablc de~_iern:.nente esper,ífic:1 "Y" con que se trabaja. 

Y . ' y ¡· ' . t ! y ' ] ' ' por co::s11;inentc, ,;r,1 0·1s;:y ;,u¡1;iere .. a SJf:'.1llfmtc :re,<::;L.'.: 

RecmrJlazar el nurnc,1''ldor ce L;. cxnresión (87) r;or el cor,ficiC'nte 

de correlaci6n p.:1rciúl ( Rij. 1 2 3 ... k) ci:.tre h'.s vuriables 

e:xplicativc:s Xi y Xj cu:;11do les· d.e::,é,s V?.ri<tblec.: indei;endien-

Si Ri ~. 1 2 ~ •••• k ), 1 1 .:.C'.:...;1:...:!;:...:.::...:'º.:...:':...:·"-' :...:r:_.;;.l.:...:· .-'-:-:·:...:·'.1:...:).:-· t::...1::..· .:;..cc::.0..:..1 .::2-:...:'~.:...r'_ .. .:...-,_1::;;· :.:...·¡ :::...:ic~l 
ny '? 

(90) 

~ntenti, ~n Mliv.ror.m (Ry ¡l O) 

del mismo defecto que se~ala [.Duttn, Fuesto ~ue 16 severid~d de 

la rr.ul tic<Jl:i.n(:Gl:i.ch:.d no i--;•.iede v::.riu.r ul c::r.:bi"r la v·.trinblc de-

pendiente, f't<es lG r~uitice>i.i~:l:ó . .Lid:..!.d e~ ¡;n fcn6:r.0no ou.e der;ende 

de las vario.bl0s exnlic:.tiv-~s exclus~.v_,:;L.r:te,y no !1resuDor.e o -

implica un2 relación ccu::;al con res;~rcto a la v~;,riable - rer:..,ues -

ta, cor.:o quedará de 11:"1nificsto en nuestras discusiorn~s sub2i.s,1.tien-

tce. 

1/ Véase, Haitovsky, Y. Opus cit• 
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Si denotamos como rii al i-,simo ele~onto diagonal de la in-

versa de la matriz (X'l), os decir, ul corresncndiente o aso-

ciado a la variable Xi, 

bir~ Y 
se ~uede h~cer ver que es posible escri-

\ (xix),ll 

1 X'X 1 

i=l, 21 ••• ,k (91) 

donde el numerador y denozinador de la expresión (ql) se defi--

nen a su vez como se indica en l~s exnresiones (22) y (21),rgs-

pect i 'rn~:.ente, 

Con:o ilustro.ciór! de su manejo, lu u~.l.ic~tro:r.os Dl caso k= L¡ , i•e, 

para un r:-.odelo ele l¡ vccriccble:s exnlic~t iv:,s, Para i= 3, el ele

mento dfo.gon::ü r 33 asocü!do a J.~ vo.ri<:lble XJ se nuede escribir 
(¡ z. y-, 'i 

(u (i.'i 
como~ 

V'11 

f1¡1 (t¡¿ t'1¡4 

r33 =>-.,...---------.-

(92) 

1) 1 fn <"n r'i'I 

V'ijl ('lz. fqi '{¿¡<¡ 

1f El método atuí descrito y :;.tribu.ido a Par.:--~r y Glauber (onus cit.) 
se inspira en rcalifüd en una investi,q;aci6n anterior realizada 
por Glauber y otro colec:2,, co~i un enfouuo pragm~í.tico, orier..tada 
a"localizar la rr.ulticolinealiiad 11 rr,cdiante un !Jaquete ·de regre-
si6n. 
Véase, Glauoer, R. R. y E. A. 3eaton. 2bt i st icFJ L<iboratorv Ul ti
mate Re c:-rect: ion T'o.ck:~n: ProrT'11r:1!1.n.'.)'. Car.ibrióge, :.:c,s::rnchussct3~ 

Harv~rd st~tiotical L~bor~tory,1962. 

g/ Véase, Klein,L.H. (1974).C'n.us cit.-c.75 
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Entonces r.i la. v:ü·i.uhlc cxpJ.icativ::i. Xi r;e conr;iclora ortogo---~-~ 

nal con resuecto a lus der'.13.s vuriabl<}G exnlicr.tivas,es fÉ.cil 

inferir que~ 

1 
( v •X) i· 1· 1-1..,. • ·r 1 .. .. . ~- ... ~ .. (93) 

ya que t~:nto eJ. nu:• ;,rc:.dor CO!l'O denomi.n:,.dor de lu exnrcsi6n (91) 

estó.n for¡r,¡:clos r;;:ir dcter;ü?L:.nteD cuyos c1.0r..er:tos no-diagon¡:J.es 

to es, rij=O, pc:ra toclo i/j y ri.i==l , cLdu c;ue Xi.Xj=O,Xi',Xi=l 

por el sur·Uü!:·.t0 de ortogonalid~cd cntr2 h~s V:J.riablcs Xl,X2 1 , •• ,Xk. 

Y por consicuiente, la Gxpresión (91) se reduce sirr.plementc ::.~ 

ii 
r = 1 (94) 

Si aplicamos estos resultados a nuestro ejemolo, lu expresi6n (92) 

se transfor:r.:i en . , o o 
o 1 o 

r33 o o 1 
(95) == 1 

\ o o o 
o 1 o o 
o o 1 ó 
o <!) o 1 

·pues se supone q•..te l3 es com ple lat11 e1\ te ortogon~l respecto de 

Xl,X2 y X4. 

Por otra p·,1rte, si Xi ;vese peri'ecta::-,entn d.enendiente c:m rcs,,ecto 

a los dc;mís ::lic:nbros de la m~1tríz X, ~l Jenornin,1dor se haría ::;~·ro 

mientr·::.s que el mu:.er'-1.dor, como no contiene a Xi uor definio::i6n, 

d I ~ .¡. • r• to e·~ I "'y/- o , r.J"r" "!1 cJ.moio el ie ter---no sev .. na :.i.::ecu::.·J.o. ~s .,, ·"- .. '"' ~ .., ~ 
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ii ' r quedar1a Indcf 1'nida : 

(96) 

dada en ( 20), r.~s:.::.1L. 8Vi.\-'.)1:t.'.) c:ue utiLi:-·.:::,::clo el c::i··J.~'.lpt::> 1.1'.l-

do e!1 (91) n0d0 :LJ:; c::c~· ,;¡ir n:::t n•Fvn Yers:i.5n no.ru la mism;;. 

en los siguie~le~~ ~~r~~.nos: 

A A 

/'-'r ( ~i ) 
ii r (97) 

ii 
entonces cuando· el eler.:er!to r c~·ece desme:oure.d2.r.;e:1t~ E.'!1 la --

"' expreci6n anterior , la v<~riancia estimada. de EH t;':~bión crecerá 

des:nermrada!:,en t;e. 

F"1.rrar y Gl'.luber 11 sostie:i.en 

1 L ii 
r L oO 

está poco explors.:lo, los ele:z:ent:)s diagon:;,.les,:'.lor ~;u tama'.10, 

nos proporcio::-v:i.a u:v:. visi6::1 heurís t: i.ca o "cruda" ·::e l 3.. severi-

Jad rel-ltivu de la r~ulticolinealid=1j así como de la ubicación 

de ésta de!1tro del conju:1to :le v:.::.rio.bles explic'.:..tiv:ts del :r.O-·· 

delo. 

1J Vé;::.se, Fo.rr."-r y GLmber,Onus cit. 
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Por conr;iL;:,ücntc 1 d::.c!Ns '.~~üores afir.1.an que Jcfin:i.cndo 1'1 :::i..11-

'bicoli:-wuL: d;;tl c?'l tér:nin:Js de su 11aJ.ejamiento de la ortoeo11a11dad 11 

ofrece dos ventajD3S(+) 

bJ.e1;:r,,. tle lu f:lulticoli1ea2.L1':1d { no inde:10ntlo:icL• o interde-

pcndencia c:ntre l::s v:cri:1blcs explic:.tiV'~s) y los sintor:ns 

o efectos ~!Ue pr0Jucc .r::racir.:3 3. (,sta re1:ición de denend,"YJ--

cia. 

2o. La or·t;ogonn1i:l.ad se :ircs·Ga ccn facilill:i::l '.l 1:. for.r.ul·:.ci6n de 

hip6tesi3 e;.;t:~díst.ic:.::s .Y co::.o t:~l, llGvu Jir0ct::.:1:e:1tu :ü -

des::..rrollo de est:td:í.sticos de :irueb:!. s.;ju.st'cdos nor:¡ el núme

númcro dt: ·.r[.::'iubl:.::s ~' :)·or·;erv::.ciones en el co:1j'J.nto X, o::·:mtra 

los que se p'J.ede c::lli!n·ar 1::, sov0ri-:hd en tér:i::'..!'1Js de su a-

lejur.iiento de le. ortogon:ilid:td.Dcsarrnll,fouose con snficien

tc detalle, dichos estadísticos pueden ofrecer una visió!1. --

profunda de la locali:~aci6n ·;j el patrón de 1:::. multicolinca

lidad, asi co:r.o de ln severid·::td de la interde9endencL1 c;ue 

secaba la calidad ex:)eri1r.2nt:ll de deterr~inada inform<:lción 

Lo ant~rior se puede entender en ciert:;. for:!1a observando lo --

que dichos ;-mtore::: h'.1:1 ua:1o por 1 L1r¡.ar uns 11 reJ..1ci6n neuristica" 

(+)La utili<.í:td del c::mcer;to de ort:>,r;or::tlU.·:ld a1JlicrHlo :ci la c1e-
tecci6n de la mul tic0li!1ealid'.ld c;ued:1r~: de .,anificsto al ana
lizar el i'.!étoclo «1e l:.>.G Comnonentes i?rincioale.s .;ue s:;rá discu
tido exten,3iv:::.:.:.:mte en el próxirr.o c:partado. 
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entre el co:-:cepto de ortogon:üid::td y el dct.ermi:'l.Hntr:: ele Li. m::,-

tr:íz (X' X) c:us c:ueda exprcs:::do en el espectro:. 

o L ( 99.) 

A este rei:311ecto, Fo.rT'..cr y Gl:c:uber Y afirmLm que trs.ns.!'orn:<lndo 

a l<x•x)f ei: i.;n cstudístic0- c.r)roxir:','.:d].~crn~r: Ji.,-cu~:clruclo, ::e puc--

de obtener u~u escala ~decu~ó~ conLr~ l~ cual se puede c~lihrnr el 

alejamiento de la ortor.;onul id:,:d ele 1~1s v:.:r:Lcbles exnl ic:~tiv~:s. con

tenidc.s en el conjunto X, :,r -por cn{le, el grarliente entre i~~. s:\.n!',U-

larid<~c1 y ortoGon:.üirJ. 0 d de J.n m'.l.trb 1'.i·:J correlaci6n del i::odclo 

de re.:;resión ori~inul). Es!Jecífic::..r::~mte, el est::.dístico nror;ucs-

to tiene la f or:::a~ Y 

(100) 

donde n y k se definen co:no rmte s "'.:l el miembro izquierdo de la -

expresi6n anterior es unn variable d i:::tribuida ar:iroximadc.~ente -

como una Ji-cuadrada con )/= 1/2 k(k-1) e:::-ados. de libertad. Y 

Farrar y Glauber so.stie::ien ademús que, ci se ucepta la. hipótesis 

normal m~ütivn.riada 1 los niveles de probctbilidad ofreden una rr.ecl.i

da curd:i.nal del f:rado de i:1terder;er.denci?.. en el conjur.to :C. Pura --

lo cual proppnen una medida cardinal de la severidod de la mv.lticolin: 

]/ Vé<~::-e, Farrar :' raauber.Opus eit. 
y Par'.=.I. la deri'r:ci:b y :.iTJlic:-tción de este est~idistico, 

"léase, B«rlctt,3. s. Test o: SL";:li:'ic,~nce in F:ictor Amll.'r:.>:if;. 
Briti.:ih Journ:.ü of Psicolocy, St:...c~i:3tici.:!l Scction, 3, 19'50,p.f33 

2/ Ibid. 
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lidad eb una variable Xi, quo definen como~ Y 

(101) 

donde W~ es U..'1 estadístico que se distribuye como una variable 

F con (n-k,k-1) grados de libertad, donde n y k se definen como 

anteriormente. Entonces, es de esperarse que si F "calculada" de ,_ 
finida como el val.or absoluto de la expresión ( 101), resulta ma--

yor que F 11 tabul.ada 11 , esto es, F(tablas) = F(n-k,k-1) ,enton-

ces la variable en cuestión es multicolineal, para un nivel de 

significación prefijado. 

Farrar y Glauber g/ eventualmente recomiendan que un criterio -

más confiable p~tra probar la presencia de mul ticolinealidad en -

un modelo de regresión o econométrico puede obtenerse de la si-

guiente manera~ 

a) Determínense los elementos rii y los correspondientes coefi--

~~· cientes Ri2 para cada una de las variables explicativas del 

modelo. 

b) Verifíquese la significancia de cada uno de estos coeficien

tes, a través de un estadístico de Fisher como el defini-

do: en la expresión (104).(1-101 o.delante). 

1J Véase, Farrar y Glauber.Opus cit. 

y lbid. 
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c) Obsérvense los cstudíaticos F definidos en el peso nnterior -

que ce::m m.·::1·girinJ.111cntc GlQ"lific:clLivos o con:plctua;ente no-sig--

detcct~r a las variublos sos 

pcchoc~s de crulticolineulid~d. 

Para facilitar el p!·oce~:o <mtcricr, los autores. referidos rcco-

miendn.n c;uc a µs.rtir del vnlor del e J. e/liento rii, se obten¡{<:• el 

valor di::l cocfic:i.~ntc Ri
2 ;~ .. ~:,lin::t'~ l" cit..,cticnte cxprer.'.i6n: Y 

? 

-. 

- l/Hi ~ (102) 

Ahora bien, sabe:nos por otr~· p:lrte, que el estadístico F defini-

do como: Y 
F:: R'/K 

(1- R.2·)/(n-K-1) (103) 

sirve como una prueba estadística p~ra medir la influencia o im--

pacto estadístico de lrts variables explicativas Xl,X2,.,, ,X'..\'. sobre 

la variablc-resnuestu "Y". O en otras palabras, rr.ide la signifi-

cancia global del r~.odelo lineal general definido en (1). 

En consecuencia, si aplic~mos el estadístico definido en (103) p~ 

ra probar la sienificc:ncia de cada uno de los coefici(mtes Ri po--

de:nos obtener una nueva versi6r. del rr.ismo, con10 sigue~ 

fi· _ R~ /o~-1) 
l - (1-Rn/(n-v.) ( 104) 

Nótese que con el N;tadíctico anterior se pretende determin:1r el 

i'llpacto o influencia de lns variables ex¡Jlicutivo.s Xl,X2,, •• ,Xi-1, 

Xi+l, .. , ,Xk sobre la v:..:.riable explic:c:tiv;;i. Xi consiO.erada cor::o"\"3.--

riable-reopuesta", 

y Véo.sc, Farrur y Glauber, O rus ci t, 

Y Véo.cc, J ohnston, J, Fcor:o:n0 t ric r.':0t.hcrls, McGruw-1-Iill ,Ko~akusha Ltd, 
Tokyo,l~7Z ,pp.159-168 
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Farrar y Glauber Y concluyen que observando 'el valor para cada 

~ Fi~ de la· expresión anterior, se podrá detectar el grado de mul

ticolinealidad inherente a cada variable explicativa Xi, a pe-

sar de que la mayoría, sino es que todos, resulten significa-

tivos y nos indidarán el área sobre la que debemos dirigir 

nuestros esfuerzos para buscar mejor y más prov:echosa informa-

ci6n1 y eliminar así1 la multicolitjealidad existente en e 1 mode-

lo. 

!/Véase, Parrar y Glauber.Opus cit. 
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4.3 METODO DE LAS CO!v'.PONENTES PRINCinEs. 11 

Ya hemos visto a lo largo de nuestra exposición hasta este roo-

mento, que la multicolinealjdad se asocia usualmente co:1 cocfi-

cientes estimados inestables.Esta nituación comb producto de la 

presencia de fuerte dependencia lineal entre las vaiiables ex-

plicativas.No es en esencia un problen:a de enpecificaci6n.Por -

lo mismo, la investigación empírica de los problemas derivados 

de un conjunto de datos eolineales debe comenzur solan:ente des.;..

pués de que el modelo en cuestión haya sido satisfactoriamente 

1J El método de las componentes principales usado en este aparta
do se encuentra en la mayoría de los libros de análisis esta-
dístico multiv::iri3.do. Se observará que el análisis de las com-
ponentes principales se orienta a caracterizar la naturaleza 
de la infor:nación e identificación di:! las dependencjas (cuan
do existen) entre las v~riables explicativas de un modelo de 
regresi6n o econométr:i..co. A continuación se enlista una biblio
grafía te6rica y aplicada sobre esta técnica,para el lector -
interesado: 
Véase, Press,S.J. Anplicd tfaltivo.rfate Anal;vsis.Holt Rinehart 
and Winston,N.Y.1972 

Véase, Kendall, M.G. Á Course in Multiv~1riate Analysis. Charles 
Griffin, London,1957. 

Véase, Girshick,M.A. Princinal Comnonents.Journal of the Ame
rican Statistical Association, Vol.31,1936,pp.519-528 

'véase, Hotelling, H. Anal:vsis of a Comnlex of Statistical Va-
riables into Princioal Comnonents.Journ<il of Educational Psyco
logy , Vol,24, 1933,pp.417-441 

Véase, Massy, W.F. Princinal Comnonents ReRression in Explora -
tory Statistical Rescarch.Journal of thc American Statistical 
Association, Vol.60, No.309, March 1965,pp.234-256 

Véase, Adams, F.G. Consumer Attitudes, Buying Plans and Purchase 
of Durable Goods: A Princinul Co:1:noncnt Amüysis,Review of Eco
nomics and Statistics, Vol.46, 1964,pp.3~7-355 
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especific&do. 

Sin embargo, pueden aparecer signos o indicaciones de multicoli

nealidud suscito.dos durante el proceso de adición, eliminaci6n o 

transformaci6n de v•:.riables u observaciones en busca del modelo 

adecuado, Estas :i.ndicaciones que implicc.m ine~;tabilidad en los 

coeficientes estimados se reflejan en general c·omo~ 

l. Grandes variaciones en los coeficientes estimados cuando se 

agreea o elimina una variable explicativa. 

2. Grandes variaciones en los coeficientes estimados cuando tma 

observaci6n · (o dato) se altera o elimina de la muestra bajo 

estudio.Ahora bien, una vez que la gráfica de residuos estan

darizados indique que el modelo se encuentra satisfactoria-

mente especificado, la multicolinealidad puede darse si se -

observa que ~ 

3. Los signos algebraicos de los coeficientes estimados no corre!! 

ponden o concuerdan con las expectativas te6ricas o lógicas. 

4. Los coeficientes de las variables que se espera sean importan

tes, tienen grandes desviaciones estándard. 

Para visualizar y entender mejor estos conceptos, analizaremos -

brevemente el caso del modelo de la 11economía francesa" discuti-

do en el Apartado 3.4. 
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Recordaremos que en dicho modelo, definido en ( <:, 1') corno: 

IMPORT = [30 + /H DOPROD + {)2 STOCK + f33 CONSUM + U 

era de esperarse que el coeficiente est~nado de la variable 

DOPROD fuese positivo, de acuerdo a la teoría económica.Sin 

embargo, en la práctica, el coeficiente de dicha variable --

previa eliminación del problema de especificación, resultó Ger 

negativo y no significativo, como se desprende de la Tabla 3. 4.3. 

También notamos que la presencia o ausencia de ciertas varia-

bles tiene un efecto sustancial en los otros coeficientes.(+) 

No obstante, puede darse el caso de que los signos algebraicos 

de los coeficientes de un modelo concuerden con las expectativas 

lógicas, pero suceder que las desviaciones estándard de los mis

mos sean tan grandes que ocasione que éstos resulten no-signifi

cativos. Como ejemplo de es·~a situación, podrn.os citar el caso 

del modelo (46) discutido en el Apartado 3.3. Se recordará allí 

/ que los signos algebraicos del modelo en cuestion definido como$ 

APROV = ~o + ~l FAM + ~2 MON + f33 ESC + U 

era de esperarse que fuesen todos positivos, por la naturaleza 

misma de las variables FAM, MON y ESC. Se observa entonces, a -

diferencia del caso anterior, que los signos algebraicos para -

este modelo, sí concuerdan con las expectativas lógicas, a juz-

gar por los resultados de la Tabla 3.2.2 .No obstante, sus des-

viaciones estándard son tan grandes que hace que todos resulten 

(+) Es decir, los coeficientes de este modelo resultan inesta-
bles. Se omiten los detalles de este proceso para obviar esta 
exposición. 
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no-signific~tivoc, Aunque era de esper~rse que todos los coefi-

cientes fuesen im:,ortrmtes, esto es, significativos. 

Por otra parte, y como ya hemos apunt~do anteriormente, la pre-

sencia de multicolinealid:.:.d t8.lnbién se manifiesta por el t::mafto 

de los coeficientes de correlación simple entre las variables ex

plicativas, Un coeficiente de correlación c,rande es indicativo -

de una fuerte dependencia lineal entre dos vnriablc·s.Los coefi·-

cientes de correlación, por parejas, para las variables del mo-

delo (46) resultaron muy grandes a juzgar por los valores obteni

doss .960 (FAr.í y MON), ,986 (FAM y ESC) y .986 (MON y ESC) mani

festando con ello , una fuerte dependencia lineal entre las mis

mas.De la misma manera, para el cetso del modelo (67) de la"econ.2,. 

mía francesa: el coeficiente de correlación entre DOPROD y CONSUM 

resultó ser de ,997 como se desprende de la Tabla 3.4.3, eviden

ciando también una fuerte denendencia lineal entre ambas varia-

bles, contrastando con los valores de los coeficientes de corre

lación entre la interacción de dichas V"'-riables y la variable -

STOCK.Esto es, de ,036 (entre CONSUM y STOCK) y de .026 (DOPROD 

y STOCK). 

Sin embargo, en la práctica, la fuente de multieolinealidad en un 

modelo puede ser más sutil que una simple relación entre dos va

riables. Una relación lineal puede involucrar a muchas de las 

variables explicativas.No es posible detectar dicha relación con 

un simple coeficiente de correlaci6n simple, o en gener~l, median 

te reglas empiricas como las estudiadas anteriormente. Como ejem

plo de esta situación analizaremos el siguiente casos 



93. 

Supóngase que deseamos investigar el efecto o impacto de los --

gastos de publicidad (PBt ,PBt-ls en el a:1o corriente y año ante-

rior, respeclivumente), gustos de µromoci6n (PRt1PRt-ls en el -

año corriente y a;'ío anterior, respectivumente) y e;-:.stos de ven--· 

tas (GVt), sobre las ventas totales (VTt'l de una cierta empresa,uti_ 

li2'.ando para ello la información de la Tabla 4~3.1 (que aparece 

en la próxima hojai y que presenta los datos históricos para -

dichas variables para un total de 23 a~os durante los cuales di

cha empresa ha operado en condiciones muy estables.El modelo de 
11publicidad" pro pu.esto queda formuludo en los siguientes térmi-

nos= 1/ 

VTt=Bo +Bl PBt +B2 PRt +B3 GVt +B4 PBt-1 +B5 PRt-1 + IT (105) 

J,os resultados de la regresión del modelo (105) se expresan --

en la Tabla 4.3.2 (ense~uida de la Tabla 4.3.1). Se observa tan-

to de la gr6fica de residuales cont~a los valores e~timados de la 

variable explicada (VT), esto es, de la Figura 4.3.1 (enseguida 

de la Tabla 4.3.2), como de la gráfica corresuondiente de l.os resl

dvules estandarizados contra el tiempo, o sea,la Figura 4.3.2 

(inmediatamente después de la Figura 4.J.l), que no existen pro

blemas de mala esµecificaci6n en dicho modelo. 

Por otra parte, de la Tabla 4.3.2 obseryamos que.los coeficientes 

de correlación entre las v,,riubles explicativas son peque?ías. 

1/ Tomado de Chatterjee,s. y B.Pric€:,Opus cit.p.157 
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DATOS ANUALES Süi.JRE GAS'l'OS DE PUBLICIDAD (PB) ,GASTOS DE PROMOCION (PR) ,GASTOS 
DE VENTAS (GV) Y VENTAS TOTALES (VT), EN MILLONES DE DOLARES CORRIENTES,PARA 
EL MODELO (105). 

Hilera PB! PR GV PB-1 PR-1 VT 

1 1 l. 98786 1 .o. ' 0.30 2.017?.2 o .o 20. 11371 
2 '. ,91;1118 o.o • o. 30 1.987% 1.0 15.10•139 
3 2. 199511 o.a o. 35 i.9111118 o.o 1s. 6a315 
4 1 2.00107 o.o o. 35 2. 19~511 o.a 16.05173 
5 1 i.&~2n 1. 3 o. 30 2.00107 o.o 21. ]0l•l1 
6 1.74334 0.3 o. 32 1.69292 1. 3 17 .85'l01i 
7 2.0690'/ 1.0 0.31 1.·¡43311 O,J 18.875?8 
P, • 1.o1709 1 .o o. 41 2.06907 1.0 21.26?'H 
9 • 2.0191i6 0.9 0.45 1 .01','09 1.0 20.1;~1n3 

10 1 1.06139 1.0 o ,115 2.01906 0.9 2eo.5~n32 
11 1, 115999 1 ,5 0.50 1.0~139 1.0 26. 1~ 1::11 
12 1.87'> 11 o.o 0.60 1, 115999 1.5 21,71(.06 
13 • 2.?.7109 o.a 0.65 1.87511 o.o 28. 6'j~95 
111 1 1. 11191 1.0 o.,.,, 2.2·1109 o.a 2s.e;no 
15 1 1. n 110·1 1.2 0.65 1. 11191 1 .o 29.31987 
1 ti 1 o.95s·1a 1.0 0.65 1. 771107 1.2 24. 1~(!111 
17 • 1.98930 1.0 0.62 0.95878 1.0 26.53966 
18 1 1.97111 o.o 0.60 1.98930 1 .o 22.?4~66 
19 1 2. 26603 0.1 0.60 1.97111 o.o 24.79944 
20 1 1.98345 o.r O.ól 2.2660~ o. 7 21.19105 

1 21 1 2. 100511 1 .o 0.60 1.9834 0.1 26.03441 
1 22 1 1 .06815 1.0 0.58 2;100511 ' 1 .o 27. 39304 

Fuente~ Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit. p.158 
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RESULTADOS SUMARIOS DE .LA REGRESION DEL MODELO ( 105) 

VARIABLE 

PB 

.PR 

.GV 

.PB-1 

.PR-1, 

CONST. 

n=22 , 

COEFICIENTE 

ESTIMADO 

5.3606 

8.3(22~ 

22. 5.210 

Fuente$ Estimaciones 

DESV 
ESTAND. 

v'AlllW __ M"'"A.-T_RI""'Z'---D-"E_C...;_O"'"RR.;_E_LA.;.;;C...;_IO_N'----------==..:....+ 
11 L• 

PB PR GV PB-1 PR-1 VT 

-.35695 . -.12852 -.13974 -.49599 -.17041 

.06259 .. ~.31646 ~.29636 • 540811 

- ._166_43 • 20811 .a1us7 

-.35776 -.30516 

-.052041 



FIGURA 4.3.1 

GRAFICA DE RESIDU/\LEf ESTANDARIZi\DOS COií'1'RA VALORES ESTI
hTADOS DE LA VAHIABJ.J.'...,.IfüSI'ULSTA (V'l') ,PARA EL irrDDELO {105). 
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Fuentes Chutterjee, s. y B.Price. Opus cit.p.159 
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FIGlJRA 4,3,2 

GRAFICA DE RESIDUAl.5 ES'l'ANDARI ZADOS CONTRA EL 
TIE!lil'O, PARA EL ~iODELO (105). 
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Fuente~ Chatterjee,s. y B.Price.Opus cit.p.160 
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Sin emlmrgo, si realizamos tm poco de experiment¿:ción para veri

ficar la est;;1bil:idad de los coeficientes estimados, eliminando 

por ejemplo, la :variable PBt{gasto de publicidad) del modelo,se 

producirían muchos cambios~ El coeficiente de la variable PRtse 

reduciría de 8.37 a 3.83 ( se desplomaría en un 54.2~ ), y los 

coeficientes rezag!:.ldos de PBt-1, PRt-1 cambiarían de signo y 
ele dd,,.,.,,,,·.,.¡ c.;cf.,, 

ya no serían significo.tivos. Pero el coei'icienteYde"ventas to-

tales" (VT) es estable y R2 no cambia mucho. ( +) 

La ev:idr:ncia empírica sugiere entonces la existencia de algún 

tipo de reJ.nción involucr:;.ddo las V'4riablcs PBt y PBt-1 y PRt-1, 

puesto que la regresión de PBt respecto de PBt-1 y PRt-1, cuya 

ecuación estimada es~ 

/'. 
PBt = 4.63 - 0.87 PRt -0,86 PBt-1 -0,95 PRt-1 (106) 

posee uri coeficiente R
2 

= .973 , manifestando así una fuerte -

dependencia lineal entre dichas variables, 

Investigando con más detalle las operaciones de la firma bajo -

estudio, se detectó que la misma ejerció una estricta política 

de control presupuestal a lo largo de los 23 años de vida es-

table de la misma.En particular, se determinó una regla empíri

ca aproximada impuesta en materia presupuestaria por la firma,--

(+) Estos cómputos se omiten para obvi2.r esta exposición.Es ins
tructivo y deseable que al lector interes~do los realice por 
su cuenta a fin de familiarizarse con los conceptos y procedi 
mientos hasta aquí disdutidos. 
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11 
\consistente en hacer que la suma de las variables l)Bt, PBt-1, 

PRt y PRt-1, fuese aproximadawente igual a 5 unidades;1 por cada 

período de 2 a~os.Es decirs 

PBt + PRt + PBt-1 + PUt-1 ~ 5 (107) 

lo cual evidentemente explica la multicolinealidad en el modelo 

(105). Por lo tanto' se desprende r¡UC una bt.'tsqueda completa de 

la multicolinealidad en un modelo de ree-resión o econométrico 

en general, incluye la verificación de los v:üores de n2 para 

cada variable explicativa (Xi) contra, o con re~;pecto a,las demás. 

Lo cual concuerda con nuestras observaciones y criterios anterio~ 

mente discutidos para detectar la presencia de multic.ol.irealidad. 

Sin embargo, como se observa del modelo (105),J.lcgar a descubrir 

- sin conocer los antecedentes específicos del caso - que el ori

gen o fuente de la multicolinealidad en dicho rnodelo,se debia -

precisamente a que sus variables guard::i.ban en realidad una depen

dencia o "patr6n 11 lineal como el que se muestra en la expresión 

(107) no es tarea fácil.La técnica de las componentes princi1)ales 

nos ayudará a resolver este tipo de problemas.Antes de aplicarla 

a la resolución de un problema en particular, discutiremos breve

mente en qué consiste. 

Dado nlXBstro modelo general definido (matricialmente)en (3) <.0010: 

Y=XB +U 

con las mismas hipótesis sobre U establecidas anteriormente, 

excepto que ahora, tanto sus elementos como los de las matrices 

Y y X han sido estandarizados previa.mente.De tal suerte que en -
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particular ,los productos X'X y X'Y son ahora matrices de coe-

ficientes de correlación.(+) Entonces existe una matríz e (no~ 
singular de orden k ) tal tJ,ue: 

C'(X'X)C =-/\ y C'C = CC'=I (108) 

donde /\ es una mat_ríz diagonal cuyos elementos s:m las raíces 

características "ordenadas" de la matríz (X' X). Si denotamos a 

estas raíces como /.1, '/.z1 .... > ).k , entonces podemo·s escribir o 

expresar a la matríz !\ como $ 

">-1 o. .. o 
o >iz. o 

/\ = o o /i~ ... O )., ~ )z.?···~AK (109) 

o o o ... :>iK. 

Nótese que las columnas de la matriz e son los vectores carac---

terísticos nonnalizudos correspondientes a las raíces caracteris 

ticas ~1, )i1 ·• • • • .,)k y la matrí.z C puede usarse para estimar 

/ un nuevo conjunto de variables explicativas, esto es$ 

( W(l), W(2}, ••• , Vl(k)) = '11 =XC= ( X(l),X(2), ••• ,X(k)) (110 

que son funciones lineales de las variables explicativas origi

nales.Las nuevs.s variables IV' s se conocen como "componentes prJ.n.. 

cipales''.Entonces la ecuación (3) podemos reescribirla en términos 

9-e las componentes principales como$ 

Y'= Wot. + U (111) 

donde W es una matriz de tama?i.o ( nxk) y rX. es un vector-columna 

(+)Nótc:::e en p:::.rticulcir, que con este rm-puesto coinciden lci. !'!!a-
tríz (X'X) y lu matríz de correlación R·definida en (30), o -
sea, (X'X)== R. 
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de dimensión k, tales que: 

\V = XC y cX..= C' B (112) 

El concepto de componentes principales y raíces característi-

cas puede utilizarse para detectar y analizar la colinealidad 

( o mul ticolinealidu.d) existente entre las variables explicati

vas de un modelo de regresión o econométrico.La reformul:.-tci6n 

del modelo lineal general en términos del modelo de regresión 

definido en (111) debe concebirse, en consccuencia;co:no una 11 re-

parametrizaci6n" de la ecuación ( 3), ::> sea, un replanteamiento 

del modelo lineal general en términos de variables explicati--

vas ortogonales.Es decir, en términos de variables Wi (i=l,2, •• ,k) 

t~les ques 

Wi' • IV j =0 ( i ¡{ j) , \Vi' • Wi= ').t (113) 

donde la raíz característica Ai. corresponde a la variancia mues

tral de las componentes principal Wi • Luego entonces, si )¡ =0, 

entonces todas las observaciones en la i-ésima son también cero. 

Y como la i-ésima componente principal es una función lineal de 

las X' s, digamos de la formas 

Wi = CliXl + C2iX2+.,, .+ ClciXk (114) 

se sigue que, cuando ~l =0, existe una relación lineal perfecta 

entre las variables ex!üicativus del modelo original como la -

definida en la expresión anterior. 

De lo anterior se infiere oue cuando /iL es neouería (anroximada-

mente cero) existe una relación 1 ineal aproximadamente exacta 

entre las variables explicativas.Es decir, una raíz car~cterísti-
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ca pequcíü1 es U!1 indicador de la existencia de mul ticolinealidacl 

en un modelo, Además do que la exnresi6n (114) identifica o re-

fleja el 11 oatr6n" o forma exActa dí:! Ll rclac:i.ón lineal que oca-

siona u orgina la r:1ulticolineaLid<td, 

Conviene de pano hacer referencia en esta peque5a discusidn --

te6rica sobre la técnica que nos concierne, a algunos aspedos ink(e-.a.n 

tes sobre la"nrecisi6n de las funcio~ns lincalef"l construidas 

a partir del estimador ~ "• Y 

f\ A 
Si denotamos a el~ p como los estimadores de mínimos cuadrados 

de ol y f3 , respectiva;nente, entonces se puede demostrar ques 

y viceversa (115) 

dondes 

A -1 d.= (w•w) w•r (116) 

se sigue entonces que la matríz de variancia-covariancia . de <ft 

se puede expresar como: 

_,.. A-1 lf2. 
Var( o( ) = 1' \Ju. (117) 

y la correspondiente matríz de variancia-covariancia 

.'\ -1 'l. 

Var( f3 )= C f\ C' (fu. (118) 

y Para una discusión te6rica detallada , así como la.justifica-
ción matemática de los conceptos 'Oc+ut vertidos sobre este 
particular, 
Véase, Silvey,S.D.lllulticollinearity and Imnrecise Estima.tion. 
J.Royal Statistical Society,Vol.31,1969,pp.539-552 

.. 
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""' En síntesis, la variancia de la función '{' resulta ser una sim-

ple combinación lineal de los recínrocos d3las raíces caracte-
/\. 

rísticas. Se sigue ento:lCes crue la función 1f tiene un::i."buc!la 

precisión", si ninr'l!l1a de l ·s ra:í.cc!r: carncterÍDtieas es cerca--

o b . . . l J." .2 na a cer , o ien, ?l n1nr;u:10. exceue :~ su correspG:-iL 1ente ri , 

cu.ando ri es rnuy nequería ( o sea, cu:indo )¿ es tal 1;ue: oL ~.: !: it:1.; 

con ri peoue?ia ) • Ademús, s.iempre es posible seleccionar un vec

tor'1T1: y por endc 1construir una función de i de t:.,1 forma de eli 

minar el efecto de una o dos raíces características pequeílas, y 

lograr que la f1mci6n definida en ( 120) tenga una variancia pc-
queña. Y 

A propósito de la presente discusión, conviene mencionar aquí 

una regla empírica cituda nor Chatterjee y Price Y para detec-

tar la multicoline;:üidad en un modelo y que utiliza precisa:1;ente 

el concepto de las componentes principales~ 

"Si algunu de las raíces carncteristic~s es ~enor oue 0,01 6 la 

suma de los recí....,r.>cos de tod:::.::: ·~ s raíces del modelo en cuestión 

es mayor que cinco veces el n~mero de v~riables exnlicativas en 

dicho modelo, entonces dichas v;1riables se cDnsidor8.n 1coline:ües 1 

( i, e. existe rnul ticolinealidad en el modelo referido). De lo con-

Aunque estos conceptos se dcsar~ollan con un uoco más de deta-
lle al tratar el Método de la Dirección Ontima de Silvey en -
este mismo capítulo, en el presente anartado - adelantándonos 
un poco a dicha discusión - buscaremos su anlic:aci6n a casos 
concretos p:.;ra diagncsticar la multicolinealidad así ·como 
para descubrir el "patrón" de rnul ticolinealidad inherente en 
los m~delos estudiados~ 
Véase, Silvey,S.D.Opus cit,pp.539-552 

g/ Véase, Chatterjee,s. y B.Price.Orus cit.p.200 
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trario, las variable G SC consideran como 1 no.;..col inealc s' ( i, e• no 

existe rnulticolinco.lidad ) 11 11 

Antes de proceder a abordar un caso concreto de aplicación de --· 

la técnica antes descrita para detectar la multicolinealidad en 

un modelo de regresión y corr.o ésta permite descubi·ir el 11 9atrón11 

de multicolinealidad existente en el mismo, conviene hacer algu

na::; consideraciones adicionales importantes a este respecto. 

Los indicadores para detectar la multicolinealidad l{Ue hemos ana

lizado hasta ahora pueden derivarse u obtenerse media.11te proce-

dimientos computacionales norr:1ales de análisis de regresi6n.Em-

pero, la técnica de las componentes principales implica procedi

mientos de cómputo que usual:nente no se incluyen en los paquetes 

de regresión estándares. Como se puede notar de la suscinta expo

sición teórica sobre la misma 1expuesta lineas arriba, esta técni

ca se basa en el hecho de que el modelo lineal general se puede 

/. reexpresar en términos de un conjunto de vc.1riables explic1J.tivas 

ortogonales (véase la expresión (111)). 

Ya hemos señalado que estas nuevas variables ortogonales o "com

ponentes princi~alcs" (i.e. las Wi's definid~s en (110) ),se -

pueden obtener como una combinación lineal del conjunto de --

variables explicativas originales. 

1J Véase, Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.200 
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Sen T un vector arbitrurio de constrmtus de orden (kxl). L:i fun

ción lineal definida como: 

lp = T'f3 ( 119) 

tiene como estimador de mínimos cuadrados a~ 

~ = r·~ ( 120) 

y una matríz de variancia-covariancia de la forma: 

(121) 

Sea Ci la i-ésima colu:nna ó.e la matriz C. Entonceo el vector 

T puede escribirse como: 

k 

T = I riCi = rlCl + r2C2 +., .+ rkCk ( 122) 

donde rl,r2,, •• ,rk son constari.tes apropiadamente seleccionadas, 

Entonces la ecuación (121) se transforma en: 

A -r 2. 
Var(~) = S'/\ S(f.._ (123) 

donde la matriz S es tal que: S = C'T. 

O equivalentemente: 

( "")" r/) z 
Vo.r ( ~) = L -X: Ó u. (124) 

En otras palabras: 

( 

1. 1 l) ?. - Yj rz \'"t, Vo r · ( ~ )- - 4- --- .+· • ·+ - Óu.. 
~I ~L ~~ . 

(125) 
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Sin embargo, ea oportuno observur, quo ol rnodolo definido en ( 111) 

a partir de las componentes principales, careco de una interpreta

ción siroplo, ya quo como so nota, dicha.e variables son en realidad 

una "mezclu" o combinación de las variables explicativas 01•igina- . 

lol!I. Aunquo, como quedará. do manifiesto mls adeln.nte, la técnica 

de las componentes principalee proporciona un enfoque unificado 

para obtener información sobre el po.tr6n dei mul ticolinGalidud en 

un modolo y nos servirú de batie como unn. técnica do estimación al

torr.ativa para corregirla - aspecto este último que se diecutirá 

en detalle en el pr6.ximo cs.pítulo -. 

Para desarrollar el método de lus componentes principales, primero 

notemos que la base "de cualquier análisio do la multicolinealidud 

subyace en la estructura de las correlacioneo de lus variables ex

plicativas. Como las correlacione o no se ven afectadas por la esca.

la., basta y convione trubajar con variables estundurizadas. Ya h! 

moa visto que una variable estandarizada se obtiene restando a ca

da observación su valor promedio y dividiendo esta diferencia en

tre la desviación est{mdard de las oboervaciones.(+) 

~ u~ Esto es, si denotamos como X~ y J., a la.a varinbles estandarizadas 

correspondientes a las variables Xi y Yi,respectiva'llente, enton-

oes resulta evidente que se cumplen las siguientes condiciones 

__ (-t) Véase la definici6n de variable estandarizada dada en la ex-
presión (14). 



para las variablcia estundurizadas :rt y Y~: 
.E (1/) =0 1 E (y/) :::o, V0.1"" (t/) =1 1 Vaf (Yl) = l 

'j c.ov (-:i:J', ~!)=ns 
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( 126) 

Por otra pu.rtc, con·ricnc recordar c1uc un conju:1to de variables 

es linealmente i~dcnendicnte si no existe relacidn lineal entre 

las mismas, Es decir, si Xl,X2, .... ,Xk son linealmente indepen-

dientes, entonces~ 

e,x1 + e,x2 + E5X:3+ ••• +6'.X1{ -- o (127) 

Si Y solo SÜ 81 :: fS}¡_ :::, , , = QK::: Ü, 

A propósito, es fácil h~ccr ver que si Xl,X2, ••• ,Xk son ortogo

nales, entonces también so!1 lineulrnente fodcpendientes~Esto eo, si 

Xi • X:j ::: o , ( i I j ) ' Xi • Xj '= 1 (128) 

para todo i,j = 1,2, ••. ,k, entonces (son ortogonales y) tambidn 

cumplen la condición (127). (+} 

Entonces la matríz de v.iriancia-covariancia del vector $ del mode

lo lineal general (3) definido a partir de un conjunto Xl,X2, ••• 

• • • , Xk de V;lriables ortoco:1rüe ¡,;, previrPncnte e stu.ndarizo.das, es de 

la forma: 
1 o o 

VO.Y' ( ~) :: O \ • . · · O 
o o \ .... o 
o o o ... 1 

( 129) 

(+) Lo contrario no es rn:cesariarnente cierto.Considérense los vec
to!l'es (3,0,2), (7,0,9) y (4,1,2) que son linealmente indepen-
dientes pero no o~togonales.En cambi~los vectores (l,O,O), 
(0,1 10) y (O,O,l) son ortoeonales y linealmente iddependientes. 
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La matriz de variancia-cov irianci::i, calculuJa a partir de los -

datos prevL,;ncntc cstand~rizacto~ prov.:!nicntes de la •rabla 3, 4.l 

resulta ser: DOPl?.ot! s roc:K-w Ctlf.JSl.)1-\A' 

°l)OPIZO!)''i . 02.G. . 9'11 

S TOCl'l< .02G:. . 03(,, 

(129-bis) 
COJJSUMlC ·'l91 ·03C.. 

Por otra :iarte, sabomoa de: nue:ctra discusión téoricu de la técni

ca de las compor,cntcs princip:J.l()S ( v•5c::n~"º l:is expresiones (111) 

y (112)) que la Vctrü,\Jlt:i- r0~;puesta r.;r>ORT se puede escribir como 

una cornbinaci6n line:;;:!. Je sus componentes pr1ncipales, que denota

remos corno Zl,Z2 y Z3 y que se puuJ.e hacer ·nr r¡ue pueden ddfinir-

se mediante la Lran3forrn:::.ci6n : (+) 

71 = . "=to<:.:. DoPROb .¡( + . QL¡ 3S STOlK.1 -t. 1065 COJJS() M 1' 

C¿ = -.0351 DO PRO!). + .'}'l90 sroo~f - .0256 cOrJStJl-1 11 

D~ _ .001osroc~f + .1012coµs1Ji.-¡4 Za::. - .101ó M"f'11.0 

( 130) 

La matríz. de Vi.:!riancia-covariancia para e~;tas nuevas variables --

tiene la forma general: 

o o . o 

( +) L"-S constante a que definen la transfon::.aci6n ( 130) corrospo!!_ 
don, reapectivamonte, a las componentes de los vectores ca-
racterísticos normalizados correspondientes a las variables 
independientes. 



109. 

Para el ejemplo que c::tamos ;:.n.nej,indo, Lt matriz /\ definid~t en 

( 131) aplicado u loe datos del modelo ( 67) resulto. ser~ 

-:z 1 "Z z. -z.~ 

7, 1. 'l'lct o o 

'l,_ o . q9g o (131) 

t3 o o .003 

esto es, /Ir.:: 1.999 ; ?z.:=.998 ; '/.3== .003, Donde se percibo clara-

mente la t~xistencia de multicolineali.dad dado el valor pe()ue?ío 

de :A, respecto de )., y )2.. 

Pa.ra las vuriables del modelo ''eocol¡;¡r" definido en ( 46), la ma-

tríz /\. t ienc 11:1 formas 

2.qsz. o a 

/\ = o . 040 o (132) 

o o . ººª 
en donde también detectarnos inmediatamente, la presencia de mul-

ticolinealidad manifiesta por el valor de ~3::: , OOB, en relación 

con los valores de ;11= 2.952 y Í\2= .Oi\O, lo cual era de esperar-

se. 

Análogamente, para el modelo de"publicidad
11
dcfinido en (105) la 

.·. 
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mntriz correspondiente serías 

1.101 o o o o 
o f • Z'b & o o o 

/\ = o o ¡.¡i..¡5 o o 
(133) 

o o o .isq o 

o o o o .. 001 

cuyo coeficiente ~5:..:,007 r::iw.:·tra clara:r:c::1tc la presencia de ir.u1, 

ticoli.::ealidad en dic:lio tr.o<lelo, 

Una ir.:".'orr .. ~1 c:'6n ~-Hlic1en::.1 ouc e:=.: r1<.if!~blc obtc-!'lr?l" n l°'~..:rtir c1r. ,-:ste 

al'H~li!::.s Ctl 0] f:i1nJ~ente~ Con:o Jo.~~ ?.i'f, ~:e:: lns \•f:!r~i~u1ci1·!!'":· dP Ji~s 

1a 

una cr::?tantc?, 

De Jo a:itcrior se desnrcndo m''' l:~ ccn'in"i.ún one define la cor.:no--

nente nrincipel afectctj~ oropcrcion~ una idea del tino da relac1ó~ 

eri:tre 2-r~s V'.:lTi~l::l•~f' f'Y.TJljN1tiv:ts n11e l,!:l.{t cc:n~'é1CCTO l.ri m11]i,icq1i-

nehl :i;:::j Oll(' n.fr:ct;a ul m,J<\elo en c1.i1.•etü5n, Cor::o ya hcrr.os destaca--

. 
Con estos elementos como marco, podemos proceder a dincutir a con-

tinuación ln aplicaci6n do la técnica de las componente princirs

les a dos modelos ncrticulares - prcvia~entc analizados - con el 

propósito de identificar cl 11 putrón de colinealidad
11
existente entre 

las variables explicativas de los mismos. 
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Comenzaremos aborciando el modelo de la 11economia francesa11 uefinido 

en (67) rnecli:u:te la e;cvaci6n: 

IMPORT = {30 + 131 • DOPROD + (32. S'I:OCK +¡33. co:isuM + (J 

Como sabemos de la rnatríz /\definida en (1J5) que A3=.003 ~O, 

cntoncco1 la componente pri~cipal asocisdn a cs~a raíz (Z3) es -

casi co:-istL!r.te, Est~:i. consti::nte es el vaJ.or medio de la vurir.i.ble 

Z3 que es curo, ;ira Cl1C! todas las co:nponentcs principulcs tienen 

media cero, pues :;.;on c·.J:111.Jin~.ciono:J lineales ele V:J.riableE; e::tan

da.rizadas cuy<"s rnedi8.S son cero. En cons(,c1rnncia, de la expresión 

{130) tendre1r,os que~ 

Z3 = - • 7070 DOPROll-k - .0070STOcK* + • 7072coxsm.:""=O. . 0,34) 

que en fonr.a sirr.pl ificada equivn1c a1 

(135) 

que nos representa la relación anroxirnada sobre las versiones -

/ estandarizadas de li:w vnriablcs co:-:sUI.''. y DOPROD,Lo cual es consis

tente con nuestro hallazgo inicial basado únicamente en el coefi

cl.ente de correlaci6n simple entre las variablei:: CONSUM y DOPROD 1 

que era de r = ,997, 

Como A3, es la única raíz can:cterí.otica más pequeña, el método 

de lé1.S componentes principales nos indica que la estructura de -

ia dependencia entre las v~rinbles explicativas del modelo (67), 

a. juzgar por la manar& en que se refleja en los datos, no es más 

co:nple ja e¡ue nna simple relnci6n lineal el1'tre las varia.bles CON

SUM y DOPROD que era de r = , 997, 
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De igual manera, p:11'a el 111odelo dc 11 publicidad« definido en (105) 

como$ 

V-rt= Bo + Bl PBt +B2 PRt +B3 GVt +Bl1 PBt-1 +B5 PRt-1 +U (105) 

tenemos que la raíi más neque~a de la matriz definida en (133) 

es A5=.0J7, Entonces la comnonente principal asociada a esta raíz 

es Z5, def)nida co1r.o siGue: ( +) . 

zs"' .51~ PB"t +.489 rnt -.010 av'l + .428 rn't-1 +.559 Pnt-1 (13 

Si hacemos Z5 :::O y dcspc j::1.1:10s a la v~,ri.nble PB"'~ de la expresión 

anterior, tendremos quci 

p.rft = -.951 PIÍt -,833 PBt-1 -1.087 PHi-1 (137) 

que confirma nuestro previo hulJ.azeo sobre la relación entre -

las variables PBt, PRt, PBt-1, PTit-1. J\demé.s, como l.~s ruíces res

tcntes: )'1=.859, A.3 ==1.145 , A2=1.288,'.h:: 1.701 poseen grandes 

valores, p.)demos cst:\r ser,uro~: que la única fuente de colineali

dad en el modelo (105) es la representada por la relación dada 

en (1.37). 

Para finali:>;ar cr;tO apurtado, conviene destacar que , a través -

del mismo, hemos discutido diferentes t~cni.cas para detectar la 

presencia de colincalj.dacl en un modelo a través de la magnitud 

(+) Se omite la descripción del sistema de componentes nrincipales 
corrnspondicnte a este modelo en obvio de sim.plificaci6n de -
esta exposición. 
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de divercos indicadores, llá~ase coefjcienie de corrclaci6ri oim 

ple, de detcrminaci6n,etc., o inclusive rniz CLtructeristica.Au~ 

que usualmente hubJ amos en términos de "grande" o "pcquci1o 11 , no 

hay manera de estab1r~ cer valon:F "frontera" que precisen dichos· 

conceptos. El concepto de magnitud debe servirnos únicamente P.§; 

ra proporcionarnos una indiC[•Ción ele que todo. se encuentra ''en 

orden 11 o que "¡;.lgo anda mal". 

Por lo tanto, el único criterio razonable para juzgar el tamaí'!o 

o magnitud de un indjcador p'..l.ra detectar la multicolinealidad,eo 

decidir si la ambie:ücdad result::m'~e co:no cor.secuencia de la nreS!); 

cia de multicolinealida<.l es o nó de importancia fundrunenté!.l pan1 

el modelo en cuestión. 

De cualc:uicr mcillera, e independientemente del nivel de 11eligros.:!:_ 

dad de la multicolinealidnd en u.n determinado modelo, considera--

mos que el método de las com!1on0ntes principales, dada su natur'l 

leza y la manera corno opera, es una técnica muy poderosa que nce 

permite no sólo detectar la presencia de multicolinealidad en el 

modelo afectado, sino tmr.bién y sobre todo, conocer el patrón lle 

colinealidad existente entre las variables explicativas que lo 

conforman, lo cual la .convierte en una de las más efectivas para 

analizar y atacar el nroblema de mul ticolineaJ.idad, aunque claro 

está, implique un poco más de computo e investigación que las 

técnicas tradicionales.Pero consideru;nos que el esfuerzo adicio

nal es recompensado con creces por los beneficios obtenidos.Coa1 

parecida podemos decir del Método de Regresión de Cordillera q~ 
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es ol tema. del pr6ximo npurtmlo, y que combinado con la técnicR 

objeto de este apartndo r ofrece un enfoque muy -poderooo y efcc-

tivo no s6lo para detectar sino también para corrf.lgir la multi-

colineulidud en un modelo ele rcrr,rcsi6n o cconométrico, como que

dará de manifiesto en el tr¡mscurso de cstu investigHci6n. Y 

y EsLe COJ1c>1t::.1rio ¡lc:;do lue,r:o e!3 válido rara todas las t6c:ni
cao y métodoa ouc serún nbordadon u. travJu del prese11te t:r.a 
bajo, que consiclnrarr1os para afectos prücticon, como las mtG' 
conocil.1113 y uoplin01cn.to uti1izadu.s actualmento en econoi;ietría 
y en el unálisi:i tk reeresión en r.;enerul,Sin ombargo,.para poder 
gener<J.lizur o extrapolar osto. ufi.r:::'.lci6n al univeri;o di!! ·-~--
técnicas hasta hoy iave:..;ti.r;::i.dus sobre lll materia, tendríamos 
en justicia que ::malizur y dü:cutir en detalle, algunos o-tro3 
enfoquei.3 que aunque indudabler.iente novcdoaou e intcresanteo, 
su tratu:nien.to e inclusión so omiten aquí en obvio de tiempo 
y por exceder los alco.ncun de estEl obru.Dc cualquier ffié!.rnira , 
a continmición se enlint::m algunas reforcncin.!3 1Jara el lector 
intere:-;ado en conoeor y profundizar sobre al€,i.moe de dichos 
enfoc¡uess 

Véase,Bcsloy, Kuh and Wolsh. Regreirnion Di:Hmor1tica' Iclcnti
fxinr, Influ~nti,•.l fütt\l. and Sources of Coll~ritv.John \hlny 
and Sons. 191.lO. 

Véase, l'lillan and Watts. lfoaninr;ful Multicollinl'larity !.1eanu-
~. Tcchnourntrice, 1lol.20, No.4, Nov~mber 1078. 

Véase, Swindol, B.F'. Instability of Reo:ression Coefficients Il
lustruted.The American Statisticiun, 25( 2) ,1974,pp.63-65 
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4. 4 J\:F:TODO DE LA RSGRESIOi·l DE C0i1DILLERA y 

Antes de pasar a cliocuti.r la foraia de detección de la multicoli 

nealidad mcdi2nte esto método, conviene describir brevemente su 

metodologín. 

Considérese el moclc>lo orir:;in:ü en r;u f·:irn:a matricial (~): 

Y= xp + u 

dor:.de como subeino::;, Y es el vector colw11na de o'uservaciones 

correspondiente a ln v::riablc-respuedu do dirr.c:1sión n, X eG la 

matríz dd obserVu'C iones corres pond i.cn.tc a ltcs k Vocriables expli

cativas, de tan.a~io nxk , ~ e~; el vector colurr.na de coeficie~1tes 

de regresión ( o nur~ruetros) de di~m1sión k y U es el vector co

lurmrn. de rc::>iduales ( o tér:r:rnos dG rcrturbación) do dimensión n 

y que s~.;ti:3foce to:~v.s lns proi:.1icd01J.cs ;p co:10oido.s. (Véase (8 )). 

Se supone además que X y Y hun sido csc~laüus de tal foroa que -

los productos X'X y X'Y sean ~utrices de coeficientes de correl! 

ci6n nimplc, 

1/ El nombre en in,:;10~3 de est;e método es "Ridr,e R·3gresEüon Analy
sis" y fue utiliz;,do f'or~nnlmcnte nor vez ~iri.ir.eni nor A.E.Hoerl 
en su investit;::ciéin: Aunlit""~~ti.0:1 of Ridr~e Ann.lysis to Rcr!ro~sion 

Problcn!• Cllem.Engr.Pro1.;1·c:;s, '.jf,,U62,pp.54-59, pJr su semej~'1..'1za 
con el sn:Hisis cfectuudo con superficies ele respuesta ele so
gundo-orden en much:::s v<.1ri:J.bles en un trabujo anterior tlel re
ferido autor tituL•do: Ont'i'.::um :-;01utions of '..::rn:r V~1riar,Je:::.Chem, 

Eng,Proc:ress, '.!5, l'J'.!9,pp.ú9-78, en donde aplicó esta téci{ica, 
Sin crr1b.:rGo, la nrcr3ente clú;c,u:;ión se basa funda•nent:ümcr.te en 
el trah:1,jo eon,j\1:Jt.o de dicho acltor con R.I.!, Kr.mnarcl,tituloclo: 
Ridr:c r\PT0ssion, !H:.rnccl E:·.Li:::aU.r:i~1 i'0:r r:on0rthop;onal Problems, 
TcchnumuLries, J2,!J10, p~.GJ-b2. 
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Sabc1:102 de ( 10) c;t:.'; e l. e :·t.i:::arlor ~e mí:ü11")::' cu.td.i-;,dos el.o] ·:·odc-

lo- gcnerrJ. es <:ic lci fo! rr:r:~ 

F.'ntonccs, según. Hoorl 
/" 

[.!SE(~ ) 

donde /11 ~ 'Az. ~ )~ ~ 
cas de la m-:-ti.rí:~ ( x• X). ::J. n:iemiJro i~1.un).(~J~:·io c1b (13,3) ne Je cono-

" ....... ( ) ce corno "error cuetdr{d.:ico r.,cdio i.ot.;:J de f3 (rc:.~1''.'Cto de ¡3) + .Y 

representa 1mn m:.·cl:illa co:7.YJUé':d;, «e ltt dt:f;Vi--,ci6!1(o '.hr-:t1:'1:c·ic¡)nl 

ro:=. F:1 ~ ~ e or:t cxto c1 el .ni·~J ü· :i :-; cJ e rc'r_:!'c ;: j 15n :102' :r.:f ni.:•o f' cw· (1 !'a

d os on'\:in:ri.c:.', 1.':·t0 t{)·;:::::o c1;i_;·iv:.clc :.el:. v·,ri;:r:ci:c rlol 0::d:tma

clor p (i.e.'f:~:- (~)). 

colinc[,J.:!chtd co s:i.nón:i.i:.o c]c r:.:ír:c::; Cc:r:1ctc>r5.~·tjc~::". pccuc:-:hs.~e -

i.n:t'jr; re c:ic la r;cur:c:i.éin (J.J~',), c:•1' cv: ndo VllL• o ma:o.: de lus '.A's cr:; 
A ' • . . . pcc:v.c:i:?. 1 rl. •:rror cu:·úr.'ctico :-:10t\;o tot:1.1 oe p '-'" c1':.::100, l.'n~J inan-

do con e11o, ir:iprcc:i.s:!ón e!:. el n·r.1cc:-.o de cr;t:i.r.·.:,c:.ón t)Or rnín:iir.or; 

y V6:-.ne 1 !lo·:-;·~ .Y Kc;1n·,)'rl.OPl1~-. c-.:Lt. 
(+) ¡i'i~¡:;:; e~~; l~t ::brcvi,·cVm en :i:1r;10~: c1C' 11.: 1~un Sqm .. 1·c• l:~rro:r'.IJtiJ.i~.::!; 

TliO[; e ~·te: notación n.:rc f ..:e i : j Lcr le\ co:,;,:ulta de ·f'qcnte~: or-ir.-:i
n~·J r: r; f'\l'-l'rid:w c-.:l lc:_;tor :i:1tr:rcc::' 1.-io,,~ nronó~;ito, el error --- . . i" . 

ou::.dr:'\tir:o N·t::io (: .. ;J.-:) de 1111 c·,--t:i1r::1dor éJ. ckl oar:'imetro ol.. se --
A . 4 

nucdc dcfi_~1ir t;._,,,¡,~{:n co:::o: ¡,;s:::(d) 0-'f,.r('1) + [:'(;;!) -o1]. 
Nótcr::c (lli•.' ct:::nr_~(J 'J.!:!) ü1:·c:sr:~c10,cs (!ecir, ¡;:(J) o·o/.. ,rJ~ii;()\1CC8 
!í!SE(t2) -: "hr(é1) •. •:1 1•;,if·.:Ho, !'i iJ. e::. ur: Pstir.1 1:ii101'' 1 efird.c:~;;_¿' de O:,J 
es do C'::nt•r:~r~ e 1: ::0 r·:r:1 11 1:" 1\n•.ndc, :.:e crn~nJ a <•1.W r.1SE(~)!:¡;1;m(ot.) 

,..J . . t . . 11 • , t " . ~J donde ol e~~ cu:cl.<;1.11cr ot.ro e:~· .1¡::.uor r;nns1::;ccn·e ne v.... 

Véase,Kclej:i.-..n,H.li. y ','i.!·:.O:.tes, lr.i_!:_E~.;~nction i.o 'Econo:;:r::i;rics. 
Secon:-1 ::;dii.:ion, !!11'¡'1CJ' ~-.!'1t1 How,lJSl,Op.\:; dt,r.2'J8 

Y Vé·.tse, !lo:Jrl y Kcnnurd,Op11~: cit. 
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Hberl y Kennn.rd Yproponen la con::itrucción de una cla¡3e de esti

madores "indizados" re:3pecto a un parfünctro "p" ( p> O ) • 

/\ 
El "cst imudor de cord :i.ller:::." de ~ , par:l un valor dado de p, se 

define coJfiOS ~(rl. (x'x + pIY' X''\'~ (x'x + prf
1

l<.'<Jl ( 139) 

/\ 

el valor espurado de pCp) ess 

{:: (¡~ (p)-J -:: (x'x .¡. p:tY' 'J\
1

1' I~ 
(140) 

como~ 
(141) 

la variación no-exp1.i..cud<i. ( o ¡;u:na de los cu:turados de lon erro

res) del mod¿:lo (3) asociaJ::> ::i.l cstim'.:iJor i(p) , se define corno: 

(Y~ )(r,(p))' ('l~Y.~fr))-:::. ('i'-~~)'('1-Y.r) + (M2) 

y el error cnD.:ldit ico medio t0tal co:r~·cspondiente, según esto'<> 

autores, se puede escribir co::10~ 
E'[ ( jl(p)- p )'( í' (pl- p IJ s ~~ l r• '1A [ (Xx HI f' Y.'X (<'X ;p!f'} < 

+ p1 ~? 1 {x'Y.t p1('·~ (143) 

= ~~ f f.d).i.tP>"ª-t \'l r--' (x'r. H'.\Y2.r-> 
i:: 1 

t16teoo ""' el prüU término del mic"bro derecha de la expresión /\ 

anterior os la '"'"' de Hs v ""'"'"iros de 1 ao eom ponentes de ~( p) 

(variancia total) y el segundo, rcprc;;enta el cuadrado del sesgo 

cor1·c sno~1d lente. 

y Véase, '\oerl y J~cnnurd.Opus cit. 
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..... 
Entonces p;tra p >O, f3( p) e;; sesgauo y este so::;~o aumenta. con--

forme crece el valor de" p'! Por o ~ra :;arte, la v _.ri':u1cia total 
/\ 

de N p) es una función d0crc;c:i.cnt..:~ .Je• ''p'~ I,n idc:t de l.;; ro."'.re~>i6n. 

la varia~1ci'J. t;otal no !~'.·.).:·!. r0L~·-t.J:~ ... 1a nor <.:.:1 i:~c!_~l~ . .:e~1t;o d·~.,.l :..:~esro. 

Esto us, Jlo,Jrl y Kc:n:mr·d Y Ú(·::::.\r,,; Lr<"rn ciu.c cxi:3te un vo.lor üc 

p>O, tal tJUC~ 

(144) 

sugieren que un valor 11p'' rJi..iedc fieleccion:1.rse obscrvan:lo la "tra-

za de cordj1lera" y algunas cst.ad:ísti.cos su::i.n•io~; co:nple:;\Onto.rb s 
,1\ 

de 13(p). 

La "trazu. d~ co~rli1lnra" co:.10 se obscrvJ. en la Ii'ir_:ura 4.4.1 (ho

jas más ·adel?-'1.te) es Ulú 1;d1fiC~.!. si:nctlt:ht~·l. del. vector ~(p) con

tra el pnr{::;etro "p", con"p"loc;.iljzado en el inl;erv~ilo [O,l].Si 

la rnulticoJ ine::.-.ldd:1cl es peligrosa, los "estirrndor'<S de cordillc-
A 

ra" ( ~i( p)) v.~.riar:fo drcun:'J.tica!ne!üc co:lforrne ''p'' uu:~oe:üe lenta--

mente su ·mlo:r dcsJ,, cero. El vectcir fC p) cvc!"ltualr.mnte se esta

bilizará. 

,1\ 

El comi1orL:.1:íl:i1):1L:1 d.::.Jª-(p) co;r.o tu:1 1\i:ie:ión dc''i," :;0 nuedc o"::is(~J'-

va.1 .. f:·lcjJ::.P~·!L.:: de.' l.·L tr·.::·:1 d1~ corJilleri:.t. EJ. v.'.11or ;1.?'
1p" c:)le(_~cio 

n::tdo e::; r:l. :•1{1Yim0 °'''llor qn0 h:_i.;e "-~-~-pJ_cl_~r:tabl.c. Adc;~:1s,en 

e;1tc valor min:i.:110 dr: "11'; l:c v:·!ri.an:•:i;_,_ nn -•~xnl ie;cla ( ~~u·u:J. de los 

cu::idr:J.do::; de 1os l'!'rorn:J) e:·L::r:~t cc:1·r,;1 d.; f'll v:llo1' 1~inimo y ln 

tJ Véasl' 1 Hoerl y Konnard.Cl¡ius cit. 
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1\ ' matrÍ7. ele variancia-cov '.ri.anci:i el e fil.E_) tenri.ra la ri.n:tric~ncia cl0 

un sistema arts~· 11 

Los estimadores de cordillera h8n sida gene1~1llzaclos de variaa 

maneras, Algunas v12ccs se lc:c conoce e;cnérü:3.rnente co:rr.:i "csti:nn

dorcs de coinpact&ir.iento" ( o bachiccc;!¡)enL0
1
) porque la rc¡:;resi6n 

de cordillera tiende a 11 corn:i'.:1.ct;.i.r•• a los est .. 1mridores de los --• 

coeficio:1tcs ele re.':rcsi.ón lH-Ci!J. cero. 

Para visualizar una posible gener~li~aci6n de estos conceptos, 

consid6r~ce el modelo de re~rcsión expresado en t6rminos de sus 

componentes principales, definido en (111), esto es: 

Y=Wo< +u. 
donde '11 llS J.a inatriz (nxk) y <X. es el vector-column3. ( de dirren

s:i.ón k) clefinidos en ( 112), talc-s que: 

W:::XC cl:::C'f3 

y C es la ffi'°ltl'ÍZ no-singul:.•r de orden k definida en (108) tal q.va: 

y donde la uiatríz f\ se define corno en (109), esto es~ 

?.1 ('.) . o 

/\ -::: o :>-t o 

o o . ).\(, 

1J Véas~, !locrl y Kcnn~trd.Opus ci.t. 
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Entonces sct,-rún !100rl y Kennard Y el error cu'Adrático medio total 
1\ 

de P(p) se pueda escribir como: 

[ 
~ z \ >. · '\" r-z. d ~ 

E (~(p)-P..)'(~(p)-f})J ::> ~\.(. L f>.-it~)' + L (>.C:rf>)z ( 1'15) 

donde o( es w1 vector~ co lu:nna tal que ~:: { ol.l, ol2, o!3, , • , ,O:k J 
En luenr e.le t,)mar un sóJ.o v:llor 

varios v:llorer; difcrcntcrn pci.ra"ri:' diga:;10r; pl, p2, p3, ••• Jl)k.Co!! 

sidcremos q'1r~ímetros <.ic 11 CO!!l?nct.J.ción" ucp'.''r:tdo:3 ( i.c, f;:ictorcs 

de achic:;;:ijc!1to) p<.t!';t cada urto uc los <.;.)eficic~:t0u de re,0;r02i.6n, 

Ento;ices el csc<:ilar "p" se convierte er un vectol' 11 1_ 11. El e--

rror cuadró:tico U<edio to~nl ckfinido nn (1'15) ce trtmcformnrfo. 
21 

ahora en ~ :::; 

(146) 

La expresi6n unter:i.or de uonfor:nid:i.d con lloerl y K1m .. '1ard )./se mi-

nimiza huci~ndo: 

(147) 

y estos autores m.ir.peron a este rcsnecto, un i;irocodimiento itera--

1/ Véa:;,;e, Jlo0rl y Kcnnard. Or.ius cit. 

:?/ Ibid. 



121, 

tivo pura obt.rmcr los cstim:idore3 de compactación~ 

En el r.irüner p:.lso, oc uroccde u estimar 11 pi 11 usando los estimadores 
t 

de mínimos cu::iJ.r<tuos ordinarios ele (f y oL;.. 

"' "" En el sc~undoJ se c;:¡J.ctüa un nuevo val·.:>r cldl vector ol(p):lcfi:üdo 

comos 

(148) 

usando para ello los valores pl, p2, •.• ,pk obtenidos del p::i.so an-

tcrior,Estc [JrOC1~so se rc1'litc h:1:::L::i. obt.c:-icr cu.:r.bios i~w.ignifican-~ 

tes en la:.> componentes del vector :Z(p}. í~nto:1ce:; 1 uti.J.iz:,ndo la 

versión "vectoriz~ida" üc la exrH·0:.:i6n (112), se puede estimar ~( p) 
(esto es, el vcctt>r de csti11Gd0rcs de compactación) como sirruc~ 

(149) 

Los dos tinos de cstim:lJor~s de coriillcro. definidos Jaturior-

mente ( uno a partir de un solo valor deKiY el otro a nartir 

de varios Vc'.lorcG de"¡:)') así co·::o otras t0cnic:«s de estimaci6n 

alternativas o. la de mínimou cuudrudoc y relacionndas con este 

tema son discutidoc en detalle por Dcmpster et al, Y 
En dicha inv0stig.-tció:1 se c,).r:í1::iran y t)vcütbn todas ellas medü1!1-

tP. el Método de f,'.onLc Cnrlo,En ge:1eral, se observet uue la oelec-

ci6n del mejor método de Cf"ti:a:wión p~ira un nroblcma ;.iarticuL1r 

V Dempster, i\,[', et ,¡J,¡', ~l~.r,.ul .t:i.on :3Ludv or AJ.tcrn·tL:i.ves to Or
d:i.:nnr Le:t::[; :;~, . .:::_~. [(·~-·;_;,_· 1rch l~c!;10rt :J-35, 1J0p.crt.:::nnt of ~3t;a

t1stic:;, ih1·v:trd llni.vcr..;ity,1975. 
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depende del moJelo y d~tos csocclficos que se tr~te. Dcmpstor et 

al l/ tcrmin;m nor Gnuc rir u1 tirh1 Je anÚJ.jsis que pe) dría ut i1:i-

zars0 P'-",ra idcntific:o: el m~jor método de estim'.:Lci6n p<ira un <.:on

junto dado de d~tos. 

Para nronóritos de l~ presente diHcuci6n adopt~remos lu vcraión 

mús simple del m6todo de lo. regrcai6n de corcliller<1, e~to e!.:, uti-

lizando un :::o lo ri•iráme Lro úe c.:irdillcra "p", oeh~c,)j on:.tüo dc:opués 

de un enn:cn r;r{,fi.co dc la 'tY-:.iZ:l dr~ cordillera, El o.tractivo de -

este enfoque, rudica en ~ue su representación ~rJfic~ p0r~ite ob-

servnr los efector; de h~ multicol:i.ne:üidad en los coeficiente·:· cs

t imacl os • ?-./ 

En consecucncir,, se d.csp:nmdc de la discm;ión tcó:'ica 11ntcricr ··

que el análisis de r~crcai6n de cordillcrR proporciona un m6todo 

alternativo de a;otin:<:<ción ( al de mínimou cuadrados ordj_J!arü1 :; u 

OLS) que puede utili~arca vc~t~jo~3~entc cuando lao v~riables ex-

ten v~;.rürn 1! ;n;r}r:.,~.: c'ic dl'J"jn:i.r y Cé'.lcu.lar le~~ catj:;,:·ic:.orus de -

corcli1.Un·~;.:;::;: .. ):: c!c·(·i.d:iuc p:.v::;clll::l' el ri.ét.odo n::wcL1do con la --

"trn<;a de cordil1er~,", ¡;oi' considerarla coff,o un cni'rn:•.ic· gr~fico 

J' conC'eLirln. n::',}: bien co:t.~1 nna técnica ex!lloratori'.i., 

·V Dcmp:.~ter, / .• F. et r:;J.. .\ Sir'.•J}•t·ion <:tur1~r of .~.lt:·rr. .. Ji,;ves to o,~d'.,

T\<'.T'Y I,e:.1:3!. !) 1 ::.::1~·~.· Opvscit. 

y Par11. el. lector inl<:>resado en ahondar rrds en el aná.H.si.s de cor 
di.llera le recorn<?ndanios con¡,uftar /a. fvente qve aparece ense-
lJUida 'J qve compendia vna listé! mvy completa de referencias s2 
bre la materiat 
Vciuse,Hockinc,R.R. The Ana/ysls and Sel<?~tion of Variables in 
~incar Re..::!:c'>sio_12, Bi:lmdrics, 32, 197G 1 ¡¡p.1-49 
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El <múlisi:; c1c rcr-rcs:ión de cordillera mediu.n te la "traza de cor-

ci6n y cstin,:1c:ión cum;,!o ne sospccll:t la uxi~:tcncia de mul t:icolinca-

dillcra~ l~prercntu un enfoque unificudu u loe problcmus de d0tcc-

lifü;d. Aunqtl.f' lor..; c:.:t:i.11<~',forc·r: obtrnidos kl,jc' l':;tc unc'tlisis rrnn ceo

gado:>, ti.efüL:n n tener un error cw,1l1·:'.'vi.c-c medio ( i. e, MSE[~C p~)mc-
nor quc el de Jos e~.:tir.ndo::.·cr; OL~; (i.c,\ICLr(~)) con:o y2 se destc.có 

oportunan,elH(' (véw:c ]¡, f:'xm·e:.'ión (J.!¡:j)). 

Los euti:naclorc•é: ele cordillcrct SL):·1 c,~tablee en el f.tentido de que no 

ci6n, clcbicio :_:, ln r·roi:•icd:cd ( l-lt.) sobre ~;vé~ e.rrorc>G cu,:drütieos me

dioG, Jos vu.Jore:~; de Joc e::::t:'.m:.,do1·r::i úc roorciille1·;:1. se espera estén 

f.>{' S que Jos 
estiniudon::s 0IJ::-;, Ar3imi::.:::o, Jo::; 11roncí"ticof: de la variuble-rc:~pues-
ta corrcsponc1:it:~1Lcs a v;1Joror> ch~ Lis v:0,rictb]cc explic<>Livas,no in--

modelo en cue:3Lión , tienden u ser :::éb exacto~_;, 

Como el caso del lli6todo de 1~s cc~ronon~0s orincip&lcs, los crite-

riot> p~ra decidir cu;~ndo ut.:iJ izar el método de rep·esión de cordi-

llera en 1U{~8r del 1r.óto~OLS, clep,.n1dc ele los valores reale::: de los 

pa~ámetros dn el lliodelo bajo estudio. 

Los estill'lado!·er: de coral.llera de los n;!.l'ÚmLrcs pi' s pueden obtener

se ·re~wlvlcndo w: sL>tema de ecuac·ioneG muy purecitlas ul dq las -

''ecu:.cio11es nor::-:::.1()6:.::.·n otras palaLrus, supóncanc el modelo lineuJl 

gcncrnl, en su forma cst<..tnliariz::i.clu pr.::vü1rucnte definida en la --
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la cxpresi6n(l5) co~o~ 

Entoncco el s:i.slerna de"\~clF'cior;os norrn.:tler..''ptlrd. determinar loo 

cocficicntcc de cordiller~ de los purámetros del modelo (6) se 

define como ~ 

(I+ p) f31 .i. (¡z. ~'l.+ · · · · · · f r11~ i\.:: \"1 ':1 

l"u. Í>· ¡. (1+p) í3~ +. . ... + "(n. r;,, = r2 lj 

... t (1-1p)~~= 1~1<Y (150) 

d el " . ·" ' 1 .('. ' , . 1 . 6 .. 1 t on e l'l.J corre:;;ucn.:ie P. cOE:.c :i.c:i.eihe ue corre ;::,c1. n s1r.ip e en re 

Xi y Xj y 11 riy" al cDcficicntc ele correlucicSn simple entre Xi y Y. 

La solución del sistema (150) es el conjunto de 11esti~adores de -
11 A/ ,.._, ,,..... 

cord:i.llerG. bl, b?, ••. , bk • El p~1NcnPtro c~:cncial c¡u0 tlistingi:e 

el análisis de regresión de cordillera tlcl de tdnimos cu.<;:.drados,cs 
,...,, 

precisamente el paró.nit:tro "p".(n6te~1c que cuando p= O , los b's se 

reducen a los eeti111:,dor0s OLS). El n~·:rá:nctro "p" se conoce cotr,o 

el 11part'rn1ctro de oc:;go", c0nf1.)ru.c ''p" incre:r.enta su VéÜor u partir 

de cero, el ces{',O ele los cstrnmdoruo aumento.. Si1' p11 sir::;ue aumc~.ton

do sin ucotarniento, los cstilliudores referido~ tienden a cero. 

Se hu c1c~1tac:J.do ar1ter:i orn,c.n Le que oxiste un Vé.lor posi.t:i.vo de "p" 

pura el cm'.! todoc los CL;tin:udo1·es de rorciillcra sr: estnbil.izan 

con respecto a pcquefios cambios en los datos de estimación. 

En la pr:!tctica, se escor;e un valor de 11p 11
, calculn1~c10 los cstima-

rv tJ rv · 11 11 • 
dores bl,· b2, ... , bk para un rango de valores p, dentro del --
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intervalo [0 11] y cruficando lo:: resultéi(1 os co1Tcs1:ondientc.·s 

contra el ]'l'Jr<'ime tro "p". 11 contü<uación ~;e: m1cir.re una metodolo

gía p:1ra scleccior,;:ir e] v:,<.lor "6ptimo" de 11 p11 , a tr;.:vL\s de un -

ejemplo concre Lo. re ro ccn tes, co~1v:i.enc h.}c:ur é:1pm:i.:: considera--

Exürt:cn don n;étoclof> pura detectar Ll mu1Ucolineul .i.dnd que c:o.tán 

indiscutiblc:~:ente af;odr1(lc,; con .Le recrcs:ión de conJ.illera, El pri

mero, se relaciona con el efecto de ln multicolincalidad en el 

error cr,trc lo~; es"t,iI11< 1dc•rc:-; OLS y lo:; vnlorcs l'oales de lo~~ pa-

rámctros P' s • El secundo, se refir:re a la inestabilidad bár.i:i.-

ca que los e:;;t.~í!:é<tlore~; OLS m:mjfj_c;·t:m co¡;10 result~Jdo de varüicio-

nes pcc'.u.eñas en los füd;os de e~:;ti1rnci6n. 

El primer ffiétodo de detección utiliza el co~cepto de "Factor de 

Inflación de la Varütr.ch~" (1-'IV)(+) que ::.;e define lincus ab~::jo.Ln. 
precisión de u.n estimé'.dor OLS se mi.de por cu VHrL:.r,cia que er,; pro

'l. 
porcionul a (\"\(., ecl.o es, u la v:..rinncü.: del término de ~;erturba--

ci6n o estocástico del modelo dP rc/~rc~1jón,La cor.ol:'.-.nte de propor--

cions.lichid co~Tr:r;rondicn Le rccultct ser precü::.ctrnern.e dicho factor, 

En consecue11ci2.1exi.:..tc un FlV pan.t cada e:>t.imarlor OLS. El li'JV pa-

"' ra bi se define como: 

(151) Lii'IVi 1 
( 1 - R/) 

d 1 
., . 2 1 l ·-1--1-1---,.....;.-. -,--[ ---1-.....J' ' '1 t . 1 

once i.i ec e cu:.1c ru: 0 e e. CO'll 1c1c:r .. c e e corre acion mu · ip e 

de la vu.riublc Xi resor:cto de las den18.o v::,rial;les explicativas, 

(+) J,as sig1:1s en int:léf; de or;tc foct.or son
1
VI1"

1
(Variance lnflation 

1"actor). 
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Conforme Ri
2

t:i.eEdca1, indic~1ndo ln pr0ccncia de multicolincali-· 

dad en el modelo, el F'IV de la v~u·h:.ble Xi o.fecLada ticnch.' a infi-

nito, Corno una rc~gla e::•piric;,;. se G.ccpt~1 en gcncrnl que~ 

Si FIVi ~ O ~La 1r.ult.:i.colil1ealid;;.d e·~ 
pclir:rosa 

( 152) 

Si la condición anterior se cun.nle p:.:ra a:l¡:;unrr"i", entonces la -

presencia de multicoli:ic;;.l:i.dad en el moóclo puede estar ocasiomm-

d b] l t . '6 ' . -1 • d ~F1'''q o pro e ma~1 en a e r: J m:1ci n r::trrni:o Lricc;, i~. c.1nccrJ1:0 e • . ., pue-

de utilizarse t<l.:nl .. ién nara obtener u1u oxpresi.ón nar<l el cu.2·draclo 

de la d:i.st1:!nci::i. esper:tda de lo:: e::;ti1r::1dorcs OLS ele su~; valort}S -

verdaderos. E;-;ta di:::ttmc:i.a es o'vrci liiedic1n rle rrcci.sión U.o los es-

timadon:s OLS. r.lientrr:i~> más po(:u·Ji:tt :iNi., m:b prc.~cisos ser1'.in dichos 

1 2 estimadores, Si denottLC!O<: n esta dü~tancia ul cur:~clrado como ,-

ento:1ces podernos escribir: 
K 

L
2 =(u. LPIVi ( 153) 

.:.::1 

O al ternat ivan:entc corr10 ~ 

L
2 = lJ~(FlVl + FIV2 + ••••• +PIVk) (154) 

Obsérvese que si todas las v¡;,ri.ablos exyilicativa.s del modelo li-

neal gencr<~J fuesen orl;o,son~cles, entonces todos los FIV' s serían 

igm.1.es a la unidad y Ja expresión unter:ior se truncforrr.aría en: 

(155) 

En el otro extremo, :J1. tocLs lar; vari11'1¡lc·s fuesen totalmen Le de-

pendientes, cnLollccs ltt suma de los Ji'IV' s sería un nt'unero M, tan 

grande como t 
2 ( t l ¡;e qui:üc:ra 1¡ie tul mrnr e que L scr:La R que: 

( 156) 



Y . . t 1 2 . 1 ] . por cons1yicn ·e, occ1. a en e .. intervalos 

k CT~ f: L 2 /.. oO (157) 

Con base on estos rcr:ult ·ele·':, se :1u·~·(:c· ento::ccc tlefinir la sir.:uien-

te raz6n: 1(. 

\S"~ IFlVl 2 F\\I.,· 
RL "' - '.:1 (158) -

\'- ~ ~ \<. 

tmn::li'ío del error, en caso de l)L:.c toda~; 1•1;~ v:trilci::'. es clel modelo -

original fuesen ortoí':onr.tlcs, Por co:·1::úi:.iente, nL n1.1.ede utilj7,::r-

ae t:.1mbi¡\n co ... o un :Í.ndicc de C:ctccci.cin <ló :LL r..nlt:ico1·:rw:·.1~d1.Ld, 

Nótese de la ciefinici6n de R
11 

que cd.a r~1zón ::.e cncuentr:-1 en el 

i.ntervnlo 

( 1S9) 

Por ejemplo, si usc:iruos los J·tos dc1 1:;oc1clo de ü;\cono:n:í.u frunce-

su'' definido en (h 1) , se T)UCdc h~:ce:r ver que lor- 1''1V' e p1:n'a J.os 

coeficiur.'~es de cordillcru de las v¡;ri::J:iles DOPl·:OD, S'I'OCK y cm;sm1 

son 185.9'), 1.02 y 136,10, respoctiv~u: .. :nLe. n1, rcsult:J. ser de 124.37. 

Es decir, el error aJ cuadrado de lor; e~~t;irn:;,cio1·cs OLS CE'. 124 veces 

mayor que ::a dichus v:"riabler; explic:2.t:ivLis ftl'~scn ortogonales.La 

magnitud de lu réiBÓn n
1 

sec,ula clar:1n:Gn ;;e lu. pni ~;encü:. ele rr.ulti-

colinculid:,d. 

El uso de n
1 

y los PIV' s es posible:rentc mucho más do lo _que se 

requcrirí.a pnru de toctar la mul tic(1J.incalidnd en el 1wdelo anl;es 

rnencicm.-=:do.necuérdc~Jc c1ue el c-:,ef:icicnt.e de correlación rúmnle --

entt"C las vari.:ibli:~s DOPROD ·;/ CO:!SLJí';: era de , 9rJ7. Sin Clllb:.irp:o, cote 
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ejemplo h;:;, sido bueno p~ira prop6¡;itos ilut:trativos.En el próximo 

capítulo veremos un::i. anlicaci6n mó::; compleja del misr.:o. 

El segundo método p~~ro. detectar lu rrnlticü) inec.lir1;"d b,·sada en el 

anúlüiio de rr:¿:rcsión de cJrdille1«:. tiene qur. ver con la inc,;t<~bii.l,i 

lidud r~enrr:.:.du en los c:;tjn:~tdor(•:J Cl,::; co:u<i ~n·oducto de cambies o 

variacionr,'c pequ•Jíi::s en los du.to':; de. e';tjm;;ción. Est:.i. incst:::.bilidad 

puede observarse en la"trHzu de cordillera~ 

Ya hem0B i:!nYté·,d.o que Ju. tr;1zEi ele conlil1cr;< es ww. gráficu flimul-

t{mca á.c los k cocficir?nLel> de regresión cont.ra el paró.metro "P"• 

Hemor1 scíírllado que "p" e": el 11 po.rcimetro dn sesr:;o". 

Conviene destac~1r <'.He y; . .i•a v;c:J.ore~~ p(~t¡ucf!os de p = .001, .OO~~,etc., 

los cst.im2dorc~;; de cor·djJ.J er:1 corr1.";!-.clndj1."' tn:; pued8!1 verse como 

prodU<.:to dC' un con,iur:to uo d:1~os l:i¡,;r!1'<t:r<t:11Lc aJ.t.cr;_:do.En la prÓ··

xima hojn, se prr!st:nta ln Pir:ura ti. l¡. l qt>i' u1ue::;tra la tré1zn de 

cordillera par.i el modelo { (;.1) • (Es ta gr~',ficu fue construida a 

partir de los dHLOu de la Tabla 4.4.l que Je sucede y que con·tic

ne 10~1 estim .. dcren de cordillera p~n·u 29 vüoror. rlc "p" que van 

del O nl 1). Típic~..:nente, los v:~lorc~. de "p 11 que se escogen ci· !:«"'}.uc

cionun se encu'=·ntr:m conc"!:1trndns cerca c:te la parta más ba,i::i. do 



FIGURA ·~.4.1 

TRAZA DE CORDILLERA PARA EL f,'.ODELO Ui 7) 
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füente: Ohatterjee,S, y B. Price,Opus Cit. :p.184 
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T A B L A 4.4.l 

ESTli1\ADOH!~S DE COfüJILLERA 1'1\HA EL MODELO (e,, 7) 

Hilero. p Bl l:l2 B3 

nnl n.fJO') -. Jl? º· ~1' 1. 1•\2 
nn2 11.l'líll - .111 ').:: .. ( ,n!~fl 
n·1J n.or):i 11,('}ff') r.:lfi (1,(Jl_i:' 
(1n 1, O.Oíl) (1,rtft,l (l.~!" 0,R7'l 
nn\ n.riO'· r. • 1 ,~) n. :11 n.~11 

ºº'' 0.001 n.1•1¡ n, ?I 7 o. i¡.q 
Of•7 t1.0M1 11, ::.·~ n.:17 n.1.1~. 
M.~ n.nflJ 1),.!'"il n.n1 "· 'º" r,nq (l,n(IR O. :ni n. ?17 0,')1'11 
oln n,t¡fit¡ l~. ;:it11, p, :i11 n.u.ri 
Oll n.n10 n. ~,.¡.', ri.;ii1 ('l,f,'jl, 
011 o.rno 0, 1 l<f n. 217 n. 11S 
01 J t1.n10 n.t.N, n. :! '" o. l.'.] 
014 !1Jtf10 O,!.¡n n. 111 fl,\1r, 
011 o.n\o f).4~7 o.~ 11 o. '11 
OH• º·º''º o .. ~ 11 o. ~f)f} O. ~l)G 
017 o.n7o n.:.1!, l'l. ?\l7 0.1.11 
01~ º·º'º (¡. 4Jo n.:i•1'• n,4q1 
OP (),0Qf1 ÍI .... ~li r,, '.'fl4 n.1.¡;f. 
0211 (),fflfl 0,-'.i ,,, n. ?11-: 11,MH 
·021 n. :rn ,,., • ! ::~· o.1n,; n.4"n 
021 o. )'1r1 n.1.11 .1.1n 0,1127 
OZJ n.4nn n. 3..¡r, 0.11.1 0,.'oOR' 
0~4 o. ~nri 0.,1PI n.111 n.l'il 
º~~ 11,(1~'1 n. J'•7 n: ! !.2 O.Jlf, 
016 r•. 71111 n. 1\t. 0.1 '' n. Jiíl 
021 o.P.oo o.~,:.~ f'l.tifl o. J:.:J 
Mfl o.•o~ n. 1111 0.1" 1 l). i )f, 

___ Jj on 1.oon 0. ')lO 0.11' n. 1Z\ 

Fuente~ Estimaciones a pHrtir de los datos de la 
~'abla 3.4.1 
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Lo que e:-; evb·mte de la tra,:a de cordillera, a ju:.:g .• :· por lo,~ 

valores de la Tabla 4.~.l, es quo los nsti:1ntdorc:: do los part1metros 
rJ "' 131 y /33 ::;on i;.uy inestabl(;rJ p::i.ra va1or•cs G<!•.;uc:io:1 Je "p". Se obscr-

,... 
va, por eje:npl0, t1ue el cstim:iJor d0 {31 c;,;nbic~ l'<Ípidamente de un 

inaceptable ·;,1lor de -. 339'1 ;!. u:·t V.il.or c::;t:;ble de lürcdeuor de • ii2. 

Asimismo, el ,:;:;t:Lui:J.do1· de fo3 ;;e comn::c:t::c de l. 3028 h J.cia un 'nlcr 

est•Jble de aoroximacl'.l.:!:,:nte • 52 • En contr:~str~, el coeficiente de 

la V'.triablc STOCl~, '/32 , no se vé afectado vor la n:ulticoli:rn::üidu.d 

y per:n8.nece estnble a lo largo de todo el ranr::o en alrededor de .21. 

El próximo p::so en el ar:(tlisis de i·errcs:i.ón es sclecciorn.r un VCt.lor 

de 11p 11 y los correspo:-11.1 il~::1tus or.rti:n·;tdor0r: de los coeficiantes de -

regresión, 

fi.. continuJ.cién se pr::iporci:ina una ue:rio de lineo.1nientos generales 

para selecci0:inr el valor de "p", sufcrirlos por Hoerl y Kennard.Y 

y se ' . l comuortnra como un sin ;emu ort º""'JD::tl. 

2. Los cocfir~ientc:1 ch~ ri~r-re:-::ió;i :10 !1:·mifc 0:tar6.n v:_1lores ahsolutos 

irra:'.onab1,0 s dn reü1ción a factorc;; inra los Our'! r0nrescntnn --

tanas de ~:i.:~1bio. 

3. r,os coefj cientes co!i s:i."':10n 1 i:nr>r'.1nio:-;' en n :::O tcndcr;ín a r0--

1/ Véase, HoGrl y Kcnnard, Opus cit. 
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' s0 ra ---

z,onahlc'1 n::t!''.:. el "l':?·:>r>~~o r:1t':'_!_i1'nt'\'Ó Ja i:1f:ir:n:rc"i.ón nara 2~:-:ti

mad.rSn. 

Como ya hemos destac2do de la Tubla 4.4.l para los datos del mq

delo de 1<1'\~con0;d.'.l fr;in.::csa 11 (133) que Cf;ta:nos discutiendo, Ja 

traza de cordi1lcru, p:.1·ecc cst·:,,,bilizursc p;irg, un valor de "p" li-

gera11ento mayor que • (ll, 

N "-' .._, 

Por otra parte, si e~timamos los valeros de los FIV's para~'' p2 ~ ~3 
notamos que éston se proximan a la unidad, como so observa do la 

Tabla ij.4.2 (en la ¡Jróx;m,1 hojo.) 1 es decir, prcscnt~~n un valo:c 

típico de un sistc~ia de v;:rialllc: s ortogon:ücs, para un valor de 

p = .03 y .04. 

Entonces seleccion:1~iOs p =.0'1 como la solución.Es deseable oscoe;er 

el valor 111íni::10 de "p" nrira el cual se obtiene la estabilidad, pues

to que el tamaiío dG "p" está direct;:rncnte ligado a la m<:tgnitud c12l 

sesgo en el estimador correspondiente. 

Para este valor, k = • 04 1 el i:liprocedente sie;no ncg:!'tivo del es-

timL:.dor de ~J. dcsamH'cco y dicho coeficiente se estabiliza en al

rededor de , 1\2,La V8.ri:lciÓn 110-exolicada se incrementa sol·::lmentc 

de .0081 (para p =0 ) hasta ,0117, en tanto n2 
pasa d~ .992 a .988. 

Por tanto, 1 a solución de p = , 04 parece satisfactoria de sdc toc.bs 
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~' J\. B L A 4.4.2 

F/\CTORBS DE INJi'J,i,CIOt! DE LA v,;rn,'\':·CIA (Ji'IV' s) PARA WS 
COEFlCIE:·l'.i'E;) DE COR!HLL:~:u DEL i.:om;LO ((,7). 

, ..... ---------·-.. ------......~--~--~---· 

Hile1'l'. p J3l B2 ~l. -
o .e no 1RI.9; 1 1 .o! !l 1"1 .. ~19 

1 . 1. ooF. 99.UlO 
t . o ,(li'l Qf!,. '! 72 

!1 l. 1.n~ "1. Jf,'• 1. on J 
l . o. no 2 t.i LfHl~ l¡\,JHJ o ,•¡t¡q 
~ . (¡. 0\l) )().) 11 

){l. ;:?fJ ~ O , 'I ~111 s . i; .or·4 ~ 1. ('02 
b . e.no; 22, l)~f, 1). qo 3 

1 'i .n~ P. o. q<¡¡ \ ~. (1f18 
1 . 11. no~, 14. \,, 1 ir.. \'j:? O,?~ R 
s . ,),0117 11. ~1; 
9 ¡) ,{¡(¡fl, 1 ~ • fJ l ~ (:, O}ih 

1 o. r,?D o. "16 ~ 1 n, Oflh 
1() . o.r109 

R •f.(.\ o. 91\ 2 R, '•OS 
11 " ".o! o : • 5'10 2.f.'JIJ íl. qr.: 
11 (l, r,',!(l I • \O) 
11 . !"I ...-,-,n l.~<· o. q!,) 

(J. n 2 S (J.'! l; 
14 • o·'""' n,cq.:¡ 

,, • 7!1 O • 1iOK (J, 1 ~ J 
1 ~ . o. nlo 1).;:n 

fJ • ~ 1 ·~ o .1.0 1 
16 . o.º''º o. 48~ 
I T . o. n ;o n. ~ !1<'1 o. 31' 

o. t.:?fl O.• 5 R o .1.2p. 
18 . n.0i,r. r¡, ~·l.1 o. Jñ6 
19 . (]. h'~ú o. 10& 

íl. t'nn (l,j'i.., o. liil o. j~) 
'1.0 . • I'\. '!110 
11 . o. ion ".;to ~.~o\ 

o.~ o·, I), ~q 2 O, 20A 
H ú. :.no (1. 1 P.2 
B • e. rnn n. 1 ~~ o.;¡ o 

n,Hf1 n. 441, n. 1 ~~ 
14 . i). r.oo u. l ;~ 

(I,\)¿ ()')O\ 
25 . r ,,1or, e\, Jf;O o.\ t,(, o. )t.11 
26 . o. ¡n~ n. t 10 

IJ,\Jí') (l, jf')i) 
27 . n. \'.O'.' n .121 
28 . l;. 1100 n. 121 o.: 17 

n. 11 J !). : c,o n. t 1.1 

19 • \,l)ll'I 

Fuente: Er:;tirrw.ci.ones u partir de los datos de la Tabla 
3.4.1 



4.4.3 

ESTHlADORES DE CORDILERA P1~H.'\ EL iWDJ::LO DE LA ECOl{Oi>JA l~RJ\:~CESA (b7) ( +) 

VARIABLE 

• DOPROD 

• SJOCK _; -.•• 

• CONSUM • 

• CONSTAN.TE 

ESTIMADORES OLS 
CK = O ) 
,.._, 
b b 

-.3394 

• 2130 /SBÓ9 
---

.992 

ESTIMADORES DE CORDILLERA 
CK = • 04 ) 

b 

;4196 .0635 

.2127 • 5859 

(+) Esta tabla nresenta los v:::.lores ele los coeficientes estimados btpo.ra el 
modelo (133'> en su versión este.rldo.rizada, '-'SÍ con~o loe respectivos val~ 
res do los estimadores bi corr¡:~·mondient.c::; al 11,odelo orirrinal. ( Recuér 
dese que bi se puede di.:ri'·T~'.r a n2.rÚr del valor de bi corno~ bi = bi(Sy/Si), 
donde Sy y Si son le;.:::~ de2viacio:-,cs i::;t{c;1d8.rd de la VE<riablc-resnuesta y la --
i-ésima variable explic:;;.tiva (Xi) ,respectiVWr!ente, del modelo original. 

Fuente~ Estimaciones a partir de los datos de la Tabla 3,4,1 



135. 

los angulon. Los resultados se resumen en h T<.tbla 4, 4. 3 ( quc1 -

aoarece en lu pr6xima hoja) 

El modelo resultante para p == .04 se puede cxprcs·,r en cont:JC!Cuen-

cia co:no i 

------.. 
IMPOH'r ~~ -8. 5537 + .0635 DOPROD + , 5859 S'l.'OC:\: +.1156 CONSU:fJ 

Lo. ecuación cintcrior ofrece tma rcrircsc!"1taci6n más plau:üble de 

(160) 

lu rclaci6:1 rmt.re lw; v~ri~~l.il0::: exnlic•tiv~ts y lo. varj.::i.bJe-ros-

puesta, Aded.sJ:::or~.o se ob!;erv;~r~'í. postcrj_or;nentc, no dificrc sas

tnncialr:iento de 1'1 i¡uc ;;e obt;.-;:1d1·ía utilit~ar:do 1:1'.> dos primeras --

componentes princi!iaJ.es. Aunque, cl;;.ro estfí. , l.O!J dos ·métodos pa

rezcan diferentes. 

Para cerrar este capítulo conviene destacar que los dos dltimos 

métodos de esti;n·:tció:-i dü;cutidos - el de rec;rcsi6a de cordillera 

y el de co:npon•mteG principales - penn1ten olJton~T i11:formanión -

adicional soln·c los datos bajo 0:3tudio. 

Hemos visto c;u:' l -i::-; r<nce~; caract.•;,rÍt>tic~ls de Ja mirtri2! de CO!.'rc--

laci6n de lLw variai>les e;q:ilico.tiv:.is del moL1elo original dr:r>e!!lpC"··

fl::m tm ,.,,·,pr:l l'.lUY L.:1ort: .• ntc 11,n'a dutcetnr la rnulticolincalidad y 

;;u1ulizar sus efectos, Y tambión c¡ur. los cstimu.c:torc:3 obt•.midos :ne--

dü:mtc estos llll~todos, ecuo.que cesgador;, ~meden ser más ¡Jrecisos 

que los correspondientes cstim,Hiorcs OLS en túrminos do sus erro.. 

res cuadráticon rr.ctlios. 
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Si.n cmburgo, es :i.mposi.ble cvalv;ir con preciGi611 la ganancia pnra 

un problema enl'ecífico e.l apJicur c112..1.qui.era de cl:i.chos métodoH, 

pues una co:np<n•rtci6n de les mír;:110::; respecto de ln rcrresión do 

mínimos cu:<dc':,dof: (OL:5) l'""Uic?re del ;:T.ocimie:~:to de los Vét.lorcs 

vurdu.oeros cú: loe parúr::r'tro::;,No ob::t<n1tc, c·.1;:::1do r:e sosnccha lé:1. 

exii;tcncir.. de mnlt:icoJ.jne:::.!1fü;d !c~C\'era en un r::odclo, .V8.lr. Ja ne

na e::;tinúr al ¡y,cncs c:.n c-::1:,junto ;.icHcion:d til: cstjn.é1clorec: po1· 

cu~llr!uicrn de c:oto'1 r. .J todos - íln~:!'te üe loD cst:in'.f,flores minimo

cuadrúticot1 - :J'ª (''Je úic:Lc.·:: estrn;;:dorc<> pocírL1n ::nH}~r:i.r un~. in-. 

terp:reto.ción <listint:;!. de la infon::ac:ión L(uc no i:io h?.oía contem

plado an terior:r:ent.e, 
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DE LA 1.:1n;r1cor,rn2·:1\LIJJ;~D. ----------

Exi.st.Jm diver:0.:cri técnj_c<t:o pétl'<~ c1:LI:.in:cr 1a n:ulticolincnlidacl de 

un rnoci.c1o ele l'f~'1''2E:ión mult:i.plc ( o eccmométrico) donde al menoa 

dos de sus variublcs explicativas están ufcctudua, Sin embargo, 

como veremos, djcJi::~fJ técni.c:::; rc;:re:·.cr,t~1n en r;cnernl tUl costo 

para lo. Of.'t in:uci6n ·prirun;é t; r1ca, 

Proccclc1·cm0D cntr.1r.cr:::; Et dc::;cribir cnsccuidu al¡;--un:>.s do las téc-

n:ic as mCts urnpl i.<.ll!;entc ccr:oc:i.tlns y utilizadas :tctunlmcnte en la -

literatura para t!icho propósito, 

5.1 !EETODO DF: EJ.,IlilINACIOr1 DE VdlIADLES. 

Este método lo dcnon;irnffc11;os de esta '1:aneru, en virtud do no exis

tir en ln litcraturr.., un nombre p[~l'tic:;lar o específico para él y 

también por o1 hecho de que consi ~.:to pre e i.::;a1r.cnte en eliminHr del 

modelo ufecktdo, aquella o uqucllr:d.i vnri~üile~] que poseen un nivel 

µeligro::::o de 1~.ultleollneulidnd. 

Pero cocliO ya se ha de¡:;tuc:,do antcrio:;¡r,cnte, este técnica en ospe-

ciul po.1·a r~tac~.r la rnul"Licolincalid<:d - que entre ~iaréntesis es --

la más socorrjdu en el. unálisis de rrgrcnión por su facilidad de 

aplicación - tj ello el incouvcnü:nt(! de producir ci~rta pérdida del 

poder explic:d;ivo del modelo ba,io er;tudio, así como sengo en los 
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estirnCJ.dores de los par~mctros de lns vuriables no multi.colineales 

que perrr:aneccn en dicho modelo, después de eli:ninur del mismo, lm 

variables colincalc~s. 

Por con::d.{}'.:Lcnte, el método de "eliminación de vurinbler;" puede 

consitlen;rse justifidable sieqire y cu2.ndo tr,1tE.'mos de obtener 

estimadores más confiublcs de parámetros purticulnres o de oro-

bar 1:::. signific<.!.r.cia c:ot:cdí::tic:i. de \' cl'i::\.Jl(:~; cspecí.ficc,::;' como 

ya se mencion6 antcrior:r,cntc ( vé:we la exnrcsión (56)), pero no 

es recon.crHlé;.ble cu~.ndo se uti.liz;_1 péll'[t fines de predicción por 

ejemplo, por 1<110 r<.s.oncs 0Xll1'C'L>L:c,f; en el pií.rrufo ant:.er:i.or y -

tumbién 1::.:.c mcncio::~~d::u: en el Ap:.:rt~ldo 3.~. (~·) 

5o 2 PilOCEDil\'.IENTO DE CORP.ECCION DE LA i1'!ULTlCOLINEALIDAD MEDIANTE 

ESTHIADOH:SS EXOGEHOS. 

De acuerdo con Farrar y Glauber 1/ al tratar con el problema de 

la multicoJ.ine•üidad, cu:mdü no disponeir.os de información adicio-

nal, poro t.ene!:ioc; en cambio, estimaclorc;; de alc;unos de los parú-

metros (calculados de fuentes ajenas o ex6ccnas, dignmoB) nademos 

entonces p:r0cE.der a 11 rec~;;tirr.:cr 11 nue2t;ro r~1odelo, usando estos es-

tim~dorcs pura incorporarlos en nuectro proceso de esti~1ción, con 

(+) Recuérdese que cu.nudo se elimina urbitr:c.riarr.entc una variable 
colincal de un modelo, nuode :iconteccr cuc la subespccifica-
ción recultuntc altere ~-3eriu.meLte la e:~tn;.ctura del modelo ori
girwl haci.cncio por tunto n.uy ~1oco confi.:-1.lílcs los vulores nro-
nosticado~J obtcn:ii.: os a p.trtir del rr;1sli:o, nues una de 4,gf c0rch 
cionc:.:; búsicus de unu .buenu prcüicción, º"~ 11recj.::2s.ent~'l. PST 
manenciu de lu reLtción estructural (multieolineul o nó) exis 
tente en el u:·nado entre las v~~riablc::; explicativus,siga sien 
do vúli<la kJ::bién en el fuLuro. 

!/ Véase, Farrar y Glauber,Opuo cit. 
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el propósito de estimar los pará.-::~tros res·Lantes y entonces eli

minar la mul ticolincalic1ad del modelo rssul tante, 

Esto es prccisfimente lo quo cliccntiremos en este apartado.Utili

zaren.os par~1 ello, el enfo,ue de J,Johnston.11 

Supóngase que en nuestro modelo line<ü general cxpre~~1c10 en forma 

matriciaJ.: 

tenemos únicamente estirr.adores de (k-r) de lon k elementoo del 

vector ?> , C Sea, se desco¡:ocen "r" cstir:::tdoros de lon le paráme-

troo. 

ReenumerP.mof; em;cguida las varü1blos Xi' s de tal suerte que los 

coeficientes estim·.-.dcs tornen el lu,c,-J1· de lus últimus (k-r) varia

bles de la matriz X, h~cicndc que los coeficientes por estiwar o-

cuµen los primeros "r" lug:.::.res en la misma 

posibilidad de abordar la técnica en cu.ostión. 

Ahora estamos en 

Primer:::.mon-tc, rer.:ov<::reir.os de ln v:.otriable Y, la influer..cia lineal 

de las variablcn Xrl, Xr2, •• , , Xrk ( i.c. las var:L3.bles exrli~ 

tivan C~)rrespomU.cntes u los par(unctros: ~,.+,, f3r+i, ... ., ~\L-•, f.." ), 
Si llan:amos br+1, 'Drn, .. - .. '> bi<. a los resocctivos estimo.dores 

de los paró.metro~; ~r+1 1 ~f.¡Z ¡ . · · ) \?. K entonces pc(_\emos es--

1) Véase, Johnston,J.Opu:.; -cit. 

Se supone en esta discu~>ión que n )k > r donde"n"es el núrncl'J 
de observ~tciones, nkneJ n(unero total do p~1ró.rnetro::; en el modelo 
lineal gcncr~tl y "r" el número de parámetros dosconocidos o es
t iir.::i.dos exógenamcntc, 
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cribir: 

( 161) 

donde~.( ce nuestra variable dc11cndicnt.e "corrcgidl!",Podemos, por 

tanto, r.eescribir la expresión anterior en términos matriciales co

mo sigue~ 

(162) 

donde la IDldríz Xk SC define CO:t!O~ 
-r 

X ~-r = [ Xr"'1 °)(r+2 ... 'x)(.] (163) 

cuyo tamai"ío es de n x (lc-r). Y el vector-columna b~-r- se define 

comos 

(164) 

Resulta útil petra nuestra discusión ::mboiguirmte, de finir las -

signiente s matrices y vectores: 

Xr = [ Xl 1 X2, •••• 1 Xrl de tamaño me r 

X = Ix ~ 1 de tamaño nxk 
. r -r 

p = { Br Bk-r~ vector-columna de tama.'ío le (165) 

b = { br bk-r ~ . vt:ctor-columna de tamaño k 
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Supóngase a!Joru que bk es un cstirn::tdor insesgndo del po.rárnc--
.-r 

tro Bk • fü; decir: -r 

(166) 

y que su rr.atríz de v;;i.rif.lLcia-covariancia se conoce y es de la -

forma~ 

Var(bk-r) = E (bk-r - Bk-r)(bk . -R ) ' 
·-r -k-r 

(167) 

y que el est;imudor bk ec indcpenchente del conjunto de datos .-r 
que se usaron r;ar::.. e st itnélr b 

r 

NuestrG proble~~ consiste entonces en cstim~r: 

b = (X' X )-l X1 Y~ 
r r r r 

sustituyendo (162) en (168) tenemos que: 

b = (X' X )-l X' ( Y - X
1 

bk 
r r r r .{-r .-r 

Si desarroll2mos (169) obtendremos~ 

b.::(X'X)-1 [x'Y'-X'X, b 1 
r r r r ·r r.-r k-:rj 

= (X' X )-1x• Y - (X' X )-l X' X b 
r r r r r r · !c-r k-r 

= x-1(x• )-1 x• Y - x··1(x• )-1 x• .. b 
r r r r r r 1'Jc-r k-r 

-1 -1 
=X ·I·Y- X ·I·X,~ bk r r K-r -r 

Esto es: 

-1 -1 
b =X Y -X x

1 r r r {-r b k-r 

(168) 

(169) 

(170) 

(171) 

pero de nuestra definición de Y duda en ( 3) sc;.berr.os que podemos 
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escribir: 

(172) 

ya que Y puede expresarse corno: 

(173) 

pues X y~ se definen como en (165). 

Si sustituimos ( 173) en ( 171) obtenemoa: 

-1, ) -1 \:• = Xr Xr Br + ~{-r Bk-r + U -xr· JSc-r bk-r 

= x-1 x B + x-1x. B + x-1u - x-1x. b r · r r r -~-r k-r r r -~-r k-r 

= B - x-1x. ( B - b ) + x-1u 
r r --i.:-r k-r k-r r 

= B -1- x-1 x. (b - .H ) + x-1 u 
r r k-r k-r k-r· r (174) 

de donde b se puede exrires<.'tr ¡1hora como: 
r 

b = B + x-1 X (b -Il ) + x-1u 
r r r 'k-r k-r k-r r 

( 175) 

Pero como sabemoa que E(U) ==O, E(bk )=Bk , por hip6tesis, cn-L'Dn.-r -1 

ces aplicando el oper:-u1or E a la expre~ión anterior tendremos cpe ~ 

E(b ) ::: E(B ) + x-1x [ E(b - B )] + X-l E(U) 
r r r k-r k-r k-r r 

= B + x-1 
:r'k I E( bk - n1 ) J + X-l E(U) 

r r -r .-r c-r r 

B 
-1 X ( B - B ) -1 E(U) = + X + X r r k-r k-r k-r r 

= B + o + o (176) 
r 
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Por consit,i.liente: 

E(b )=B 
r r ( 177) 

q.e.d. 

y nuestro estiir.ador b es un estimador insesg::ido de B 
r r 

Procederemos enseguida. a cleterminar la mo:tríz de v<:.riancia-cova-

" riancia pura ~ • Espccificu:;.cntc, demostraremos que:: 

Var(b) = Var (b ) + A Var(bk ) A' 
r .-r (178) 

donde A es u~a matriz definida coffioS 

A - (X' X )-l X' X 
.:::i r r r --k-r (179) 

Por otra parte, de la suposici6n de independencia de los dos 

conjuntos de ilatos paru esti:nr b y b respectivamentc,te-r k-r · 
nemas que$ 

Var(b ) =E f Cb -B )( b -B )
1

} r r r r r (180) 

De la expresi6n (174) tenemos que (b - B ) se puede expresar r r 
como~ 

b -B r r 
-1 -1 = X U + X ~--r r n.-r 

~ (X' X )-l X' U + 
r r r 

(bk -Bk ) -r -r 

(X' X )-l X' X (b -
r r r lc-r k-r 
~n~er1or 

de donde trasponiendo la exprcs1oñYLuncmos que~ 

(b -B)=(x•u)(x•x)-1 +(b -B )
1

x_• X (X'X)-l 
r r r r r k-r k-r --1{-r r r r 

(181) 

(182) 
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multiplico..YJdo lF>s exprerJioncs (181) y (182): 

(b - B )(b - B ) 
1 

::: Ü' X )-l X U U' X (X' X )-l + 
r r r r rr r r rr 

+ (X' X )-J. X X ( b - B ) U' X (X' X ) 
r r r k-r k-r k-r r r r + ('.1.83) 

+ (Xr' X. )-J. X' u (bk - Bl ) 'x,1 X (Y.' X )-1 
r r -r c-r ~-r r r r + 

-1 ' , + (X' X ) X1 X (b B )( b B ) X.1 X (X' X )-.e 
r r r -ic-r k-r - k-r k-r - k-r ·-x-r · r r 'r 

Aplicando el operador E la c;.:presión anterior notat::os que~ 

EÍ(b -B )(b -D ) 
1

}:.: (X' X )-l X' E(U'U) X (X' X f 1 + l r r r r r r r r r r 

+(X' X )-l X' X E{{b -B ) u•) X (X' X f 1 + (184) 
r r . r. k-1' k-r k-r r r r r 

+(X'X)-1 X'E{U(b
1 

-B
1 

)
1

}}~' X (X'X)-l + 
r r r c-r ~-r 1c-r r r r 

+ (X~. Xr)-1 X~ Xk-r E { (hk-r - B¡,_.1) (bk-r - Bk_)lS':-rXr(X~ :\)-1 

'l. 
=~u.(X' X )-1x• X (X' X )-1+ (X' X )-1 x• X Var(b )X.' X (x•x)-l 

r r r r r r r r r !c-r k-r lc-r r r 1 

Si haccmor; en l'.1 exp.reE :ión e .. ntcrior, enton-

ces podemo:.> conclui.r que: 

(185) 

Entonces ~;e hu Jwcho ver t}\IC lu. mwvo. mo.tríz do v~triancia-cova

riancia de b es J~i <•u:1:~1 uc la matr:í.z de V; .. ri::J.ncin-cov:ll'i<.!.ncia del 

estirr.:..itlor b 1ds un tér1cir:.o dc 11 ajuste o corrección~· Es evidente 
r 

que l:i ¡ire:.;encü~ de este tér;d!'lo 0~3 11ucosC1.ria debido a la inc.:;r.-

t;:i.dumbre <lsoc::i.;·idn a los co•~ficientos utilizados en el 11 c1juste 11 
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Pero si obeervamos lu exprcsi6n (184) nos percatamos que no pod~ 

moa proceder a realizar lé:i estimación dcl (178) si desconoceruoo 
t 

el valor de ff~. Podemos obt&ner un estirnodor de su valor utili--

zando la conocida expreaións 
(+) 

/\'1 O ... :: __ e_'<Z __ 
n ~ , .. (186) 

pero dondo "e" queda ahora definida comos 

"=Y!1f-X b -"' X b 
Q r r - ¿ - "r r (187) 

Nótese de paso que en la expresión (186) dividimos entre (n-k) 

y no entre (n-r) pues el modelo "ajustado" (162) depende en rea

lidad de k parámetros estiro~dos. 

/\l_ 

Es decir, el poder conocer el valor de ó' .... definido en (186) noo 

permitirá entonces obtener la variuncie. do br definida en ( 18?), 

"corrogida"por el efecto de la inclu~ión de los (k-r) eetimudo-

res ajenos de loa parámetros B 1 , B 2 , •••• ,Bk y utilizadoa 
r+ r+ 

para romper el "cuncludo de multicolinealido.d" en el modelo ori--

ginal, y que ee espera no.tur:-!lmento, soa menor que la varia.ncia 

asociada al modelo "sin ajuste", para de ei:ta manera, mejorar la 

precisión de los nuevos estimadoreo, 

Cabo notar, no obstante, que esta. técnica sólo puede aplicarSG 

cuando se dispone o puede conseguir inforoación adicional para 

estimar "exógenrunente" a cierto número de parámetros de nuestro 

modelo objeto, como ya se ha destucado. 

(+) Nótese que esta definición oa equivalente a la proporciona
da en la expresión (20-bis) en el Oapítulo I. 



146. 

Sin embargo, disponer de infor;n::i.ción adicio!1al no es posible 

en much:is ocasio:1es y t cnemos quo c:rnfo¡_-;¡¡:_trnon solamente con 

la nrur~::;trd dispD!Üble, I'·:'1'0 inclw:i·;c cu::mdo esto fuese posi-

ble, nin¿;unr:i de l:.tt> técnic:ts hrwta. ahora discutida:J, incluyen

do u la de Forrar y Glauber, nos da unQ indic~ci6n precisa de 

cómo rornpcr el ''candado de :r:ulticolir.c~'lh'lau"en el rnotlelo.Esto 

en precis~mcnte el propósito da nuestro próximo método a dio-

cutir, esto es, el suc:erido por S.D.Silve;r.l/ 

1J Silvt?y,S.D. '.1'•tltj.colli;ie::rit:; ~I!v1 I:r.orecü:r~ Eé~tim'ltio:i. Jou!'. 
nal of the Roy:ü Statistical Socie·cy, Serie3 B, Vol.31,1969, 
pp.539-552. . 

Sin restarle los :11érito:; y 1:1 import'-<ncia t6ori.ca :r pr<.'teti
ca del M~todo de l~ Dirección Ootimn de Silvey -objeto d0l 
pr6xi:í10 apa1·t...:.dl1- ccnlV il!ne re s:1l L:ir ( wle lc:.:üú.ndonos u.n noco 
a su discusió~) que pu~u poder cu~plir con di0ho cometido, 
dicho método requiere 1fo info:-H:<::c:ió:1 o.Jicionnl pura poder 
a p\ic:or'<>e , a difercr.cia Je otros ;:10todos co:r:o el de las -
Componentes Prü1cip·.:i.J.P:J - cuyof; porrr.eno~·es ser:ia asimismo 
analbados en este misno capítulo -quG t:imbién sirven al -
mismo propó::d.to, p<ffO ~ün !ll:ccsicl,<u de n~querir do informa
ción fuera de lu muestra orl~inal, 



147. 

5. 3 tl!ETODO DE LA DllECCION OPTE\J\ DE SILl/EY .!/ 

Bajo las suposiciones del modelo gc~eral rc~resi6n se puede -

demostrar la validez de la siguiente propocici6n. 

Pro11osici611~ I,a matrb (X'X) es simétrico. de orden .k y es posi

tiva -tlefinHa. Y por consi{\Uie:üe, tiene k raíces caracterísl;i

cas diferentes de cero, Y 

Sea V= [v1, V2, ••• , Vk] la matríz asoci;ida a l·:is raíces caracuc 

rísticas de (X'X) donde Vi denota el vector-columna asociado a 

la raíz ).¿ , o sea~ 

(X'X)Vi=AiVi (188) 

y también tenemos que la matriz V cumple con la condici6ns 

V' V == VV' = I ( 189) 

pues es una lil3.tríz ortogonal. 

Se puede demostr, .. r que cualquier combi::-ié.!.ci6n lineal de los coe--

!/ Véase, Silvey, s. D. 0-pun cit. 

y Para una demostrJ.ci6n de estos 

Véase, lladley,G. J,ine'-lr Al,o;ebra. Addisson-Wesley,1966, 
pp. 245-249 
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ficientes eatimados ( í3i 1 s del modelo lineal gcnoro.1$ 

Y' =-' Xf3 + U 
( 3) 

Se puede escribir corno una fu~:ci6n lineal tal que~ 1/ 
(190) 

donde C es un vector-columna de k cle:nentos conocidos.Como C 

contiene k ele.nentos se pur.de cxyir~·sar cor:io una combinación 

lineal de le v•~ctorcs caractcrí!:'tico:1 ortogonales (Vi's).O sea~ 

e = V o/... "' Vll(, -t V2 c:/.z + ...... -r VI< o(.,_ 
.. (191) 

donde d.. es un vcctor-colu~ma tal que ~ 

. (192) 

Usando ( 191) se puede demostrar que la variancia de C'~ se -

puede escribir comos Y 

Var( c•n) = O'~ c).'v' ( x'xf
1 

Vd. ,,. 
-= O'~ d. 1 ('\\J.. 

(193) 

donde /\ es la conocida !llatríz de raíces características defi

nida previamente en (lOJ),esto es~ 

')q o o .. o 

o ;>.-z.. o .. o 
').1 ~ ), 'l.~ •• ·~ AK 

/\ = o o h .. o ·, 

o o o .. )1: 

1f Véase, Silvcy,s.D.Opus cit. 
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N6tcsc que la expresi6n (193) se puede escribir tambión como 

sigue~ 

l/').1 o ... o 

o Yh .. .. o 
... 

( 194) 

(195) 

,... 
Entonces la varia.ncia d8 C1 f3 denendc inversarr.ente de los va--

lores característicos de la matriz (X'X).Esto es,. mientras 
, 

mas 

neque~u sea )i ~~7or será su contribución a lu variancia y por 

ende cont-::-ii:Juir:í nrworre0nte o. socabar la nrecisi6n de la fun--

ci6n c•n (com0 ya se destacó en el A;iart•ido 4.J.) 

Supóngase que estarnos interes'.-i.dos en un estimador en particu--

" lar, die;a:nos en ~i. Entonces el vector C definido en ( 191) ten-

drá un sólo "uno'' en la i-ési1.1a posición y "ceros" en los otros 

lugares y
1
por conaiguicnte 1 dichn cxpresi6n se puede expresar 

también como~ 

r:J.:::: l/'C = 
(196) 
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donde 'ln 11 \fiz, · · · ;v·'-K :Jon lo~.: elcraentoG de ln. i-ésirnn. hilera 

de la matriz V, Esto se puede entender mejor observundo que la 

matriz V se puede expres::i.r co:no: 

'\1"11 'lf1 z .... Vi 1 .. V1" 

\f1.1 \J"Lt \f(1 V1.~ ..... 
\/"11 lf'12. .. t.ro . . lTa I!. 

V= (197) 

'\f¡q \f1:.z. .. !J.:" • 'lfi<:t<. 

y por consi¡;uicnte, c1 producto v•c resulta ser: 

Vi1 V'i1 . .'lf1:1 (J \)~¡ 

'lf1t VtL . Vi<z o Vü 

v•c = = (198) 
1ft1 lfl a . tfl ~ 

'lr11c. \[¿~ Vi:i<: 
C) \f ¡k 

y de (196) es evidente que: 

o(, v..:, 
olt \!'¡' 2 

- (199) -
cX\I, tr..:1<. 

de donde es claro que: 

( 200) 



151. 

Y por con;;;iguir.:1~c de ( 193) es fácil inferir que b. v:triuncin 

"'· de Pi resultu ser: 

"· i ( \f.;~ Var(jh) == ~u. ~ -1 v.-;. -+···t-) 
:>."" 

( 201) 

S D ·1 11 f' , ' •• S:i. vey a· irmci. quE: si pudiescrnos agrCf;élr mas información 

a la muestr:i. original contenida en la mat;ríz X ele observaciones 

de tal suerte de obtener una nueva ~n;1tríz c:u:::ontada X,i¡ tal que 

el producto ( Xi4' X') tuvic:;;e r::dc·.:s c~r:·.ctcds ~ icas (fU. ) que -

fuesen rr:a:,rores que las corres¡iond icntes raíces (A) ele (X'X) '· 

entonces los errores est:.Í.."ldard de los estim:tdores de los coe-

ficientes de rceresión se reduciría."1, 21 

Es decir: 

Si ( 202) 

entonces los errores estc'mdard de los estimadores de los coe-

ficicntcs de regresión serán más peque:íos. Esto es, la precisión 

de la función dci'inicla en (190) tenderá. a au'.::ent:1r, pues la va-

riancia de cada pi definida en ( 201) tenderá a reducirse, nara 

toda i==l,2, ... ,k, y por tunto, la v:irioncin de c•p será más pc

queíia. 

De lo antcrior1 resultn cl~ro que la raíz ~ínuedc increment~rse 

.agrc_r:;mdo inform tCi.ón adicio:rnl en la dirc:cci6n U.el vector ca-

ructerístico Vi , de.i"mdo ~1 los de:r:~~s vectores Y r:dces -car::._cte-

y' Véase, Silvcy,S.D,Opits cit. 

g/ Ibid .• 
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inalter,Jdoc, E"to se demuestra c;iscr;i.üda: 

Sup6nr,asc que a la rnatr Í:'. X se lo au:~enta otra hi lcr::i. de la -

fonna dVi. , do.'1dc 
1
'd

11 
es un escu.lar distinto de cero, para for::mr 

la matriz x~ tal que: 

entortces podrc;:ws escribir el prorlucto ( x11 ' X") como~ 

(xit' x*) = X'X + a2 Vi Vi~ (204) 

de donde: 

( X*' x" ) Vi = x•x + d
2 

Vi.Vi') Vi 

X'XV:i. + d
2 

Vi'Vi') Vi 

? 
= X'X Vi+ d-Vi Vi' Vi 

( 205) 

ya que Vi' Vi =l y (X'X)Vi s)íVi por hipótesis .Entonceo Vi 

es un vector característico de la matríz (xlf' xit) correspón

dientc a b rafa cnractcrística (;\~+ d2). 

Por otra parte, COl!lO: 

(X"'
1 

x*)V.i ·- {X'X + d2
Vi Vi 1 )Vj 

= x•x Vj + d2
Vi Vi'Vj ( 206) 

= /ij Vj 

~uesto que ViVj =0 y (X'X)Vj =lJVj por hipótesis. 
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Por consir,uü'n-te, Vj (j/ i) (:S un vcc:tor cnn:ctcrfotico de ()~1t'x 11 ) 

correspond:i.cn;.e '" la raíz c11r,·:ctcrística AJ°. 

O en otrat: pal<cnr:w, r;c h:.·. dei:•o:.:Lr:trlo (:uí:' lo~> vectores cnracterís

ticoc de (Y!
1
X11

) son len 1;,is:r:o': de (X' X) :I oue todr.t:o su::, rE:lcc!::: c:1-

racterLrbc:1::: son l<l.s rr.i:;;;:éti.~ cxcento quc")i ~;o incrc:r:c1:tn. en ("lli-td 2). 

El n;snltndo r;r)_ncir1éÜ ob1 .. 0nido por Silvcy Yen sn i.nve:.;tir:,,1ci6n es 

en eJ. sentido J.e c¿ue L: dirección ó1~~:i.:1::-J. r!c la nu1,v:.t obscrv::ci6n 

que. mej"orará la precisión de la fwtci,~n C~ ~ CG nrcci:;"1r.,en Le lo del 

vector definido comos 

I + Y.'X)-1c ( 207) 

frente a otros como el de corr.no:ientcG pr:i11ciprt:.Les y el de regresión 

do .:oordillcr:.:. (+), pode"'º'' ob;,erv"r de en~r&c1a que 1.).r.a de r;uc fuer-

tes limitacior-.cs rtHl.icu en cJ l:ccllo dé, 'JUé' presupone> la disnosi-

ci6n de inform«ción aaic-\.onal -;ld(·'m'~~; de la 11~uestr'" original -na-

ra y¡oder oper~1r 1 y por co:·,~i[,'uionte, elirr.:;.n:::.r la mul tj.coliner.!lidad 

de un modelo econon:étric:o o de rerrc~·ión.l)ucsto que corno ya hernos 

destacado antei:iormenLf' ,uno ele los n::.:s grandes escollos en el <máli-

lJ V6ase, Silvey,S.D.C:Yus cit. nara los detalles de la demostr<:tción 
correspondiente, 

(+ )gjercicio que <..unqnc evidcntc:<.ente rcsul tarín. ir.uy interes'1nte e 
ilustr:J.tivo dc~~dc un punto tic vi:>tu teórico y práctico, conside
ramos rrb<.t~a los alc:::r:.ces de la pre~entc inve!::ti,c;;aci.ón. ifotivo por 
el cuul ::;;; de jo. con:o una ü1c;uictud pcr:3.:.1n:ü ptlra el lector intere
sado 'j' curioso en nrofundj:~ar en lo~; rictalles r;o'bre este pa.rticu-
lar. 
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sis de regresión es prcch·;:;_;;¡c::te Clf.i!Üinr la rnuedrn lmjo cstu-.:.. 

dio, por el costo en término::: ccon6r:licos, ticr::po ·~l esfuerzo que 

ello impl:i.co. en go1wrc.l, h<-tci end.:;. prúcticn::¡c:itQ ia:posj ble o in-

viable su o bt onc ión. 

Por consiguicr"tP, :I con le: re:::crv::·. sc::alo.da en el párn::fo prece

dente , este m6to~o podri considerarse cuando cxist~ la ccrtcz~ 

y trnubión la posibilidud ccon6ruic;:t1 de aJ.le¿;::r~'.C cie fofornnc:i.ón 

adicional pCll'R cliit.inar la n.ulticolineulid.ad en el modelo bajo 

estudio • 
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Este es un :nétodo un:pl i:t:r.cntc conocido rmnc;ttC' poco aplicado, El 

propósito de ll~unú.rlo dt: csV1 maiv~rn y de incluirlo aquí resul

tará evidente y adeu:~s su¡;cstivo pclru cl lector no fmül iariza

do dcspué~ dP entenJcr la m~ncr~ cómo trobaja, y sobre todo,-

comprender su operación y u.1c:.nces como un instrur.:enLo "puente" 

o "anteoalR" parél. poder oplic<,r la técnjca de lau roorr.ron'"nteo --

princip~lrs, objeto de nuc:,;tro pr6xi:no aparto.do y con cJ. a.u-

xilio del cual estudiurcnos cómo se nuedc corrcfiir el problema 
/;;¡ 

de(íñul ti col :i.nca.liuad, 

Sea nuestro rtiOdelo de YC!{'.re::.:i6n general expresado en forma com

pacta y prev:iu:~cnte dofi.rdclc 01 ( 6) co:w: 

nuestro objetivo fw!dar111,ntnl de e¡;ti1raci6n consi:1te en determi

nar una soluci6n ú:ücu :::1 sistemu ele ccu:.;i.ciones sirnultáncus~.1/ 

l. :z. :r1lj == f31 ;?-x.2 
+ 132 'f::r,zz-1- .. -~ pf~z:t,.:rl!: 

2 i. l:"::tzlj =. j3 1 Z 'Xz:C1.+ (:lz. 'Zxz -lo ·t {21G ÍZ-z.X~ 

(208) 

Utiliz:¡¡nos aqu:Í el enfoque de K.H.Kclejian y E.0.0G.tcs,única--
mente oxnrc::;:.ndo nuét:Lrtw vari.abl.os en fori;;o. cornn:.:ctn. 

Véase, Kelcjinn, K. H. y 0:1tes, E. O. lntrocln.ct ion to Seo:-~omr1trú!S~ 

Pri.nci:11t':; :·dlr] .\nn"Jj.c::.Lir·?12,Soc<Jncl Sdi"l.j.on, H:J.rnér :::nct How 
Pub1.i:·l1c1·s, 1.J(il, pp. lJ:'-1.36 
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l. z C<:-, ud:::: o 
2. 2 ( x~ L4) -= o 
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( 209) 

Obsérvese que el sistema (208) c~nsistc de k ecunciorcs y k in

cógnitas. Si al¿;una de lus varis:blE:s cxpl icativ::;; del n;odclo ( ó) 

resulta una comtiin<:ció!l lineal n.:::rfect::l ;le Li.r.1 rcst.-:-,ntcf'. 
1 

entcn

ceo este si:::ter:;a scr;Í i:1consü:tcntc, .Y la cstim .• ción de les nani_ 

metro:::: f!>l, /32 1 ••• ,Bk rer:ultr' imposible, corno ya he:1.0s sc:Jn--

lado a lo larr;o rle l11J.0.0 trr.s discusiones unteriores.ll 

En otra::: pcüa.br<.:s 1 el t;5.st0:rr.a unterio:r tc:nürá una soltcci6n única 

siernpre y ctv,ndo el deter:i:inunLe de lu. r;:,.:.t.r:í.z: 

(X'X) :: { 210) 

sea diferente de CC!'O, Y er:to no podr{c ocurrir si al..i;tmo. de la.:; 

Para un'.:: clisc•:sión ~obr(? el uroblcma de oingulnridad resuecin 
al sister.-;a de ecu~;ciones en economc:tria y mt relación· con el 
problema de multicolinenlidud: 
Véar:.c, Klein,J~. H. y Mitntr.a M::ü:amurrr, Sir:rn:}Tity in the ;;:nun.-
tion S·r::tcrn oí' ;.;,·0r.o?netricé;: [)(l:;;r .\~;occt:o 01· th •. ~ Pr:•blr.•1" of -
Mult i.co l.;_ j :1. :. d ~.v. Intc rn .. L ion-..tl.i:.c :):iorr.ic H·'.)V i:)•,·1 1 Vol. J , ¡;o. 3, 
:JcpLQ:·1n!>n· l)ó::',pp.?7•1-299. 
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variablen explic:ttiv:.<1; es pcrf,ict.o.;:1cnt;c <lepcndi1.mt.e con rc::p.~cto, 

a cui:mdo inr.nos alc;ur.:~s ele las otr:w varinblo:; cxplic~ttivuo,pucsto 

que ello ocu,:ion:)r.í.u (]lH: éste se anulara. 

Con totlo lo untcrio~~cnLc revi~~do co~0 m~rco, pnsarc~os nhorTI 

8. uÜ;c1;Lir el 1;;étotlo que !lOfJ atailc, 

Supóngase yue la variabla Xi e:3 ncrf'cctamenLe dependiente U'~ Xj. 

Entonces sabemos 4uc no ~iedc existir una solución anica al sie-

tema (208) puesto que tenJríamos (k-1) ccuncioncs con k inc6@1i-

tas por estimar. 

Sin embargo, 
\\ ... ,,. 

si pudiérai;-ios de al¡:;ur:o. manera cst::i.bJ.ecer una res-

tricción en los yiaráme trr,.:;: respectivos de est<ts v~ririblcs rnulti-

colinenles, con!O por ejemplo, Li restricción: 

vJ ::constante ( 211) 

entoncus tendr:~~.::aos k ec:1:tcio::cs j :1ü.cpendi.entes (puesto que a -

las (k-1) ecm:ci.o:1es norn •. .tles le e~; t,rL11os ~lt''.l'Pgando ahora la ecua

ci6n corresponclü:nLc a la restricción ( 211) y k -parámetros por -

esti:nar.Lucgo ,;nto:1ces, os p0sible encontrar u:1a solución ú:üca 

nl sistema (208) sie~p~c que /cx·~>/J o. 

No olrnt::.i.nte,11:tra poder aplicar eorrecta:;·critn este método, e·s nece

sario conocer, a trav0s de un análisis a priori o de evidenci.:i -

empírica indrnendiuntc, que las re3triccioncs imnuest~s a los coe

ficientes sean consistentes con la realidad, 
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Una de las limit::icio,;cu m:is fa·::rtes con c¡ue se cnfrent:m loe --

investieadorcs que trc1ttm de <qüicur er:t;c métorlo p:iru erradicar 

la muJ.ticol inesüidad se debe a (;tie por lo re¿;-uL:r no se co~1oce 

a priori ln fo::%'1 t.le l:i~; restric.:cionrs <:uc Guby . .;.cen 0nt.re los 

coeficientes de l~s v~ri~Jles multicolin~ulcs.Dichis rcatriccio-

nes no pueden "i~1ventar:.:.t~" o c,c:ncr:trsc no~· "inspiraci6n div.i.n:1". 

Hacerlo de cst:J. :1:a..'le1\:. po.r t:··:~.'l!' lle eli:1:in:tr el problcmci de --

multicolinc,::ilidu~l, nor.: llev r:L t~:~iG;!;ns~1to ~1. empeorar el panora-

ma inicial <tl producir ustimudor:!~~ c~1rc~nt,es de ;;·:?::'ltiuo p:trci lsi. 

adecuct::la to:::é~ de: deci:.~io:-irs. l/ 

Sin embareo, oi eHtc IH:todo lo uplic<·m:o:; en comuir.ación e on la -

técnica de l<is com11orwntos nrincipales -ante.riorn:e:-rtc discutido-

lo. roclc1w:> confir:nar l:< cxistcmd.u del nivel peli.r_;1·oso de rr.ulti

colincal id~d. 

20, Conocer las v:.irüiiJlDs expli cnt ivas que ¡;enerun la mult icoli--

3o. Jdeni;ificar el t:iiio de relación lineu.l aproxinado ( o "natrón" 

de multicol.ineaJ.itlad) que r;u.:,·rdan los coeficicnte~1 de lan v¿¡-

1/ P:-<r~1 una clil~cu~~ión en torno a ciertos criterio::; -paru .iuzg .. tr la 
aciecuacióu de restricc:i.oncs r1:tr'é.l!nétricas en un n:odolo economí..H;rj, 
co, 
Véase, 1roro-Vi~c::!rr·o~1do,c. y 'l'.D. Wallacc. A Tc~;t of ~;t''m Square 
Error Crjtt:ri'l for Rcr:\Yict:ions in Linear R0P'rCS!ÜOn, J'oumal 
of t}i(, ;\I:icrican 0i.dti.::t1~aJ ,i\Gt;Oci.utl.on. Vol.63, 1968,pp, 558-572. 
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rinblcs r.:ul ticolincalec. 

Y con e ~Jtc marco, !JOd en.os a:ril ic2.r e 1 n;étodo de i;,, re rrtric (:ión 

paromútricu con efic;..:.ci:\ y cficicncb .• l'or t;ü motivo, t>l -pr6-

ximo upc;rté,do se cnfoc::.:rú " la dir:;c\l;.:ión dct<.:llada del n:étoclo 

de lnc cor:;nonc'ntc~.~ nrincip:cle::.~ del cur: no::· i;crvil·cn;os nnr2. i

lustrm· la l~-~:r.c·rc: .. de utiU.::ccr el méiodo obj<:'to de este u11:..i.rto.·

do para corregir J.:., 1r.ul ticoliw~'.,2.id:d (le un n:cdclo de reí;r0s:i.6n 

o ~conornótrico,con lns ventaj&s untes ffiCricion~das, 
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5. 5 !l':E'l'ODO I;E Li\S CCi.'.i'0:1S!'c'FS J>RDC1 .P.\!.:0::5, 

Este método lo nplic<lrernos a u.no de los casos discutidos con --· 

6 l\ ' ,, 
antclaci n. Concrctu:r,e:1tc, al mo<h lo de la ccor1o<n1a fruncQsa d.e--

finido en ( 67) co:r:o: 

ll;lPOH'l' == po -t-IH.· DOPROD ·t f!,2. Sl'OCK ·tf33. co:;:.;i.::1í +LT 

Recordareir,os que (lcsdc un TJrir.r:ipio, pod'iamos c;;r.cro.r <:fü' lor. -

efecton margi1;aler; ele DOrROD y co:;su:.; fuGccn ie;u::-:leD, EH decir, 

en base a la teoriu económica y tln-tc>s de anal~ zar los dator.;, po

díamos :suponer que~ 

f3l = 13 3 ( 212) 

o cquivulentemente~ 

f3L - (33 = O ( 213) 

Bntonces utilizo.1,do la info_•::i'"-ción U.o lu Tabl~ 3. ~. l, pode;ros -

efectuar una regrcoi6n de l<-t vv.r:i.uble I!.'I'ORT contra STOCK y unn 

nueva variable (NE:',l/úR)Jquc crca:11os,definidu. cou;o~ 

HEl'Nf1R ~ DOPROD + CONSU!.': ( 214) 

N6tese quo lu vw.riable NEWVAH tiene E>ignificancia sólo como una 

ma."lipu l<ción técn:ica para cncontr:::r un ectimi:.dor del valor común 

de los coeficientcG p1 y ~3 .<+l 

( +) Se supone t,ue todos los coeficientes dal rr.odelo ( 67) han si
do prcv:iarncnte estirr.u.dos, véa~;e i'ablu 3. 4, 2 
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Luego entonces, podemos dofinir un nu0vo modelo en los si,c;uicntes 

términoss 

( 215) 

Loo result¡tdos del mocielo anterior se prei:.;c!1tr:.n en ln 'l'abla 5.5.1 

( cb la pr0ximn hoja). El coeficiente de correlr1ción simple entre 

lns variables S'l'OCK y Nfü'.V Ml es de O. 299 y la matriz /\ pura di-

cho modelo resuJ.tu ser: 

/\=[1.030 ºl 
o . cno j ( 216) 

la cual rr.unifit:Eta clf.:ra:r.cntc 12 avscnciu de multicolinealida:'! 

en el modelo referido. 

Por otra prirt,~, l:_o.~, c;r2.fica:.; de Jos rcsiduoG c~~t::::1durizudos con

tra el tiempo y contni los vulores cst imndos de la varüüilc-res

pucsta, como ~w cles!irc:ndc del 0núlü;ifc: de lns 1''ir;t.1rns 5.5.1 y 

5.5.2 1 respectiv::::mcn"l:r. (Y que up2reccn enseguida de la 'l'abla 5.5.1), 

tampoco obe:erv<:.tn señales de proble1I<e1s de especificación. 

En consecuencia, el modelo e:.~tin.:.do dcspuéo de e orrcgir el pro-

blcma de mttlticolinenlitlad tiene la forma~ 

_...._ 
IMPOR'J.1 = -9.007 +.086 DOPROD +0,612 S'rüCK +0,086 CONSU!~ ( 217) 

Nótese a este respecto q.ud t ~mbién Ber:í.u perfectamrnt_gno::-iblc 

probur J.u restricción ~l ~ p3 como una hipótesis est~dística. A~n 

cuumlo é~:ta haya sido impueda en base a la teoría (económica) -



TABI,A 5.5.1 

RESULTi".DOS smlARIOS DE LA REGHt:SION DEL !{,ODELO ( 21'5) 

COEFICIENTE DESVIAClON v'M-011.[S 

V AR!ABLE ESTIMADO EST ANDf1HD 4\ t'' 

.STOCK • 612 .109 5.60 

• NE\NAR .086 .003 24.23 

• CONSTANTE -9.007 -- --

n =18 R-Z= .987 I S=.569 

Fuente~ Estimaciones a partir de los datos de la 
Tabla 3. 4.1 

\ 
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F I G U R A 5.5.l · 

GRAFICA DE RESlDLJAtEI ES'rili'ID,\!UZADOS CJNTRA EL TIU'.PO, 
PAHA E.I;i i!ODELO ( 218) • 

' I .'..+ 

·: 
o.R+ 

. ' 

IR 
o.o+ 

: . 
: 

-• .~· . : 

i ..... _ -·- - --·- -- -·-- - -+- - •• ....._ - - - ... __ --.f - -- - .+ - -- ....... -- - ~ -·--- -4 - - .. -+ 
lt)t.'l lr'l'(l l 11 5J JC·~~ l'l~l tq.;4 (tit.'i ll'!V1 (ll\7' ¡r¡.;,':I ¡nVI )'lf,(I t .. "il 

Tiempo 

Fuente~ Clrn.tterjee,S y B.Price. Opus cit.p.165 

163. 
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FI G U IlA 5.~.2 

GRAFICA DE RESIDl!Alfl EST .'1.'.·I i.JARI ZADOS cc::rrnA VALORES ESTI
:MDOS DE LA VAlUABLE-!lESPUES'r1\ (Irril'Oil'l') ,PARª EL J.JODELO 
( 218). 

1 

1 
1.6+ 

O.H 

1 
o 

o.o• 

1 
-.8+ 

' -1.6t 

' -2.4+ 

. ' ... 

•· 

.. 
+ ....... ----+----... ----·---............ ,._ ______ --·· --------- f-----·---+ 

11. 18. 21, 24. 21. JO, )), 

IMPoK.r 

Puente: Clrntterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.166 
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exü:tcntc, rem:.lta ir:tcrc·s~tnLe eV<!lunr el t;fecto de dicha res--

tricci6n cobr·¡• el riouer. e:rnlic~itivo del :w1dclo orir:innl (con sin 

rest:riccionc[:). ;,~~í, o\Jr;c:rv::,:;:o~· ou0 }.O[' V'tlorcs de n2 pr:r:1 e1 -

modelo "completo" o ::iocieJo ori¡;ir,:ll clcfinirlo en (67) y el modc-

lo "reducido" Jt:fir.i.óo en (215) c:;tir:t:.do con l~ rr.stricci6n ba

jo e:::tudio :::en, rc:cpecti·1:c:::nr.tc, .\)92 y .CJ87 (cor.¡o se desprende 

de las 'l\tblas J,'1,3 y 5.').l respccti•hmcntP). 

El c:.;t1~dLtico i" ct~lctiJ <>l1o IJªr't rrob,:r la hipótc;;ü: nula Ho: ~L:=J33 

resulta ~1er de 3. 36 con (1,7) gr~'do~:; de lib~l't::d,Co:r.o la }' t<<bu

lada corre:::T)Ol\:.!:;•.:1:1.c :d e\_, ·J,0') de rüt,nifi(:::ncL: non arroja un 

valor de '.i.5~J, er:tci;:;;c.;; :::.e :!ccpt:< L! hipótv:,·is nula, ósea, se 

adepta la bip6~c·sis cic i;ue la restricción pt ::: p3 es sirmifi-

cativa en la estruc:tur~, dol n:odclo origim:l. 

Cabe aclarar que el rcslilt~do anterior es consecuencia directa 

de aplicar la rn~6n F como una prueba de hipótesis ectadistica 

para deterrr.:inar la significancia de aloma restricci6n que 

involucre a un subconjunto de n•lr{:r.1et.rou ( de i:l.l rne:nos dos el•~--

mentas) de un modelo rc:c~esi6n n~ltiplc y ~ue se nuode 

que tiene la forn!r'~ 11 ( f:: Vl\l.l(l-\tZ.)-V/\t.J(l-\c)J/c~+1-P) 
\Í />.t.l (1-'IC.) /(1'-l<-1\ 

demostrar 

( 218) 

!/ Al lector intercs::.do on los detdJ.es de este rei:ul tado así -
cowo otros t6uicos rcl~"cúirc·<dos con el mismo,lo rorr.itimos a 
consul tc..r las {d,e~uj c)n.t.0~; fuente!:;, 

Véase, Plackett, H. L. l10 '"I'8c':üor. .Út'.1 l ys is_. Oxford Universi ty 
P1~us, lon0cn,1)6ü. 

Véase, Hao,C.R. Lin••::r ~L:.tt,L:tical lnfe:r·tmce ;-,nd AnpJications. 
Wiley ,New Yorl:, 1:)73. 

Véase,' Sc~ber, G,J<'. Lin(·cd' i1 r:r;rt!s;üon ;\na1y~;ü;.Wilcy, New York, 

1977. 
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donde~ 

V/1N(MC) -· Variación t;o-exnl:ic&da del modelo '1corr.plcto" = L(Yc:- 'i_.)2 

= suma de las desviz,cjo:ws :ü cuSJ.drado dc la variable-res--
,.,.., 

puesta (Y:i) res1)ccto de f.311 corrcr;po:1di2ntc vn.lor estiíuJ.do(Y.:). 

VilN(MR) :: Variación No-·exp1icccda del modelo reducido ::: L ('(¡- ~l) 

ta del modelo oriGinDl o completo (Yi) ros~ccto del vulor csti--

. " . '' (Al() mado de la vari.alJlc -re~:puc:cto. del moaelo rc<luc1do '(.: • 

donde F es una dintrHJ\l.ci6n de Fü:hcr cor: [(k+l - p), (n -k -1)] 

grados de libert~d. (Si0ndo n - n~mcro de observacio~es, k = n~

mero de par~metros ea el ~odclo completo y p = n~mero de paróme

tros en el ffiodelo reducido). 

Debemos enf~1tiz~r en e~ta discusión C!UC J.ri restricd,ón ~l :::1133 es 

por supueoto sólo un ejemplo de l<.;.s muchas restricciones posi-

bles que pueden utili~arsc al especificar un modelo de regresión 

o econcmétrico.Exi:;tc una infilliúc~cl de posibilifütdcs a este res

pecto. 1/ 

Y La clase eencr~ll du pod bil icbdec se encucntréc de Lerrninc.da por 
el espectro de hip6tcr;i::i mús cor;Ünir.cntc ewpleadus) que son~ 

l.Todos los uar~m~troa aon cero.Es decir, no existe relación 
lineal cnt~·e he var:i.uLlc denen'.ii,mLc (o rcs¡iuer>ta) y las 
vari:üJlcs indcucn:!ient,c·s (o cxplic:~t"U.vas). 

2. Un sulJconjunto de p~1rúrnetros ( de al if.enos dos elementar;) es 
nulo,E0to es, todos esto::; p~irá::.etro:.i son cero. 

).Un subconjunto de p<::r~~rnc,tros son i.r;tH.:.les enLre 
, 

Sl .• 

V6ase,. Plackett,R.L,(1960); Ruo,C.R.(1973) y Sebcr,G.F,(1977)» 
Opus cit. 
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Las re;:;triccionen se ju~;tific::m normalmente en busc a la teoría 

subyacente que ~;e trate.(Para el c<t:}O qu(~ aNi.bamoc de rn1ali?.ar 

natur&.lmentc es en ha.se a Ja tcor:í.a económic<2).se puede ufirmar 

en f\P.nercJ. que c~>tus tecr:L,:1 ~·on rrecw.cr;tcmro:ite las resuonsa--

bles del nroblc::::1 de la n.ulticolinc~'licl<:d,údcH:ás , cu:üqu.1cr 

restricción en Oilrlj.culc.r p1.H:dc con:;üirran·c co·no una hipó-

tesis Cbt,udír.:ti,:;c., ::;ujet,:, u co:;,!,roL<.ciún por los método~1 comrcn-· 

cionalE:G do prueba de hipótesis, 

Recapitulando lo expuesto h1.wt0. uquí en relación a1 método de 

lan !OD:nponcnLcs principaleu podemos observc-,r que este puede -

in¡.erpret::i.rEc tlc dos maneras: . 

La primera se refiere al análisis del r.:rndo de no-ortogonali-

dad de lus v~rLt1J1es explicativas multicoline&les ( unfoque u::ia.--

do prev:iarr:ente en el Ap3rb.do '1. 3 pcira detectar la n:ulticoliriea

lidad) y la segu.tilb) se relL.cicna con el anúlisis de las relacio

nes existentes entre Los coeficientes de las variublcs explica--

tiva.s colineulc::::, Esta es L: cr;twnos tn".tando de introducir en 

·1a prec:ente diocucii6n y que trataremos de umpU.ar un poco más en 

lo que sigue. 

Para uno. mayor comprensión ele estn se¡;U!1da internretuci6n o fa-

ceta de esta técnica, retorr.ure:aos nucv:;u::ente el modelo de ln 'cco
nomfo francesa" definido en ( 67) pL.ra m:_1strar corr.o opera y se apli

ca pnrL. corregil' el prnblerr.a de la multic.:olinealide.d en un mode

lo econométrico ecpecífico. Es decir~ 

HlPOH'l' ~o .¡ J3l• DOPROD + 132 •3'1'0CK +f.13· cmrsurr: + u 



168. 

Entonces snbemoc de nuestra c1iscusi.5n del Ar::rtado 4.3. (véuse -

la expreni6n (130) que l<.c~: componentes orincin:llcs de l':s vctria

bles explicaU.ve:c;J estnnd'.i.ri:"•1chs del rnoO.clo unLr:rior son~ 

Zl ::: .7063 DOF!10D* + .0435 S'l'OCK .\' + .70G5 co 11sur;!lf 

Z2 =-00357 DOPRODX- + ,9990 !3TOCK>t ,0258 C00SU1.'il! 

Z3 =-.7070 DOPTIOD* - .0070 ::;'l'OC;{* + .7072 m.r;sUf{;lt' 

y donde las variuncias de Zl, Z2 y Z3 son reopcctivamente ~l=l.999 

/i2 = ,998 y /.3::: .003. Donde l'..!2 )i 1 s son h:.s r·-d.cec cC!r:1cte.dsti-

cas de la ::<cctríz de cor1·eJ.:.;ci6n ele L:s v:.:;,rinb·l ('f Pxplicativas del 

modelo ( 67). E!1tonccs la forrr.:1 cd~mdad :o:acia de este Úl t:imo rcsul-

ta ser: 

( 219') 

O al tcrnat:i.varnonte, en tén:d.nos de 1<1t~ ron:ponentes principales~ 

+ d~ Z3 + U ( 21!0) 

Obsérvese que lr:. ecuación nnterior e~: ec:uivalentc a la ( 219) .No 

obstante, las Zi's son ortogonulcs.Esté1 cquive.lenciu es una 

consecuencia :i.nrr.edj[tta de la relacjón di.recta entre la;:; Ol 1 s y 

''s definida en (112). En particular se puede hncdr ver que, 

o!1 = "' "' "' •lC>C.3 f-" ..+ .OL/35~z + . (0(,513?> 

. ( 221) 

(/.,:. -·035? ~· 
....... 

,.,, 
.+. e¡ '1'}0 131. • 02Sl1 {h 

.... "" cXJ.= _,y010 />• - . 0010 ~t. .+ .1on p.. 3 
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e inversamente: 

,...., 
f.>1 = • -:¡D<,,3 o!.1 _,o3S=tot.a - . -:ro?Ool.3 

~~: .OLl35 olr ..¡. . e, "r <ro clz. _ .ov1ool.~ ( 222) 

f3~ = • fDbS olr . 02'52 d-t ..¡. , tC'1Z. d. '?i 

Las nd.m1:us ro J.ucLm~ f; con válidas p¡1ru los e ;::t i:1.adore ~~ minirr,::icr:m--
~ -. drúticos do lof: cX i 1 s y ~.: 's , e to os, p:¡r:t lét:J O..: 's ':l bi S, Fnton-

cos estos osti~adoros pueden oblencrso efoctuundo ln reGresi6n ~ 

ln. variable I:'.'.I'O:JT* co:·1tr:J. L:s v:o,riéüJles exvlicatiV.ls indic,·:.das 

en l<cs ocuuciom!s ( 219) y ( 220), ros:·cctiv::rn:ente, 

Obsérvese que cJ n::idelo de rcgresi6n ( 220) dcfiniclo en térr!'lbcis 

ele lo.s co;;:pc:-:cntl1.s princin«les no ucimitc urin interpretación sen

cilla.Las VJriablr::..; explic:;xcivas (Zi's) en este ca20 rcpreccntan 

combin~ccionos linoQlc:~; de 1(1s V:cri::1blrs exnlicéiL i·J"rts oricine.los 

(Xi' s). Por con :::icn ient.e, las IX 's ~t d ifc !"onc :i .. :::. de le;z. ~ '.r , no per-

miten una int.erprct::ci6n simple co:no efector: marginales sobre la 

variable depcndünte rcr;pccto de c~rn1bios unitarios en las varia

bles explir: é\tivas origirn:.les. 

Por lo b1~to, d cbcrnoro uti1iz~:r ltt ror:rGsión en tér:ninon de l:,.s 
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Con ecte m<i.rco, cstar:.os ahorc. cm posibHict::;.d de us~1r la técnica 

de las componentes r,rincipalt~ G parn reducir la rnul t ico lineal iclad 

en los dRtos de estirr:éici6n. Esta roducd 6n se logra usando un sub-

conjlmto deJ. total de corillJOner:te~; princirJ~'tlcs del n:oclelo oric:inal 

con el propósito de explic~:r .la v:.1riü.ci6n en lóL v<:•ri~!ble-res~mcg_ 

ta. Cuando se utiliz~n tod~3 las (tres) co~ponentcs ~rincipalPs 1 
la solución por míni~os cu~drados se reproduce exuctamente upli

CCTido el nistemn de ecuaciones (222). 

Co1r.o la variable Z3 tiene urn1 varinnc:i.u ir,uc..l a , 003 1 la fur.ción 

lineal definido. nor Z3 e-::; '.i:i:.·ox:!:r::dmnente iGUétl o. cero_, .Y es la 

fuente üc rnulticolinüaliú<o:d en los t'btos.En~onccs si excluimos a 

Z3 del modelo( ;:;20) ·:l consiúeramos la::: rcr:resiones r.: sultant.es de 

la variable Ir.Ti)Ons:* conlrc: Zl sola y Zl y Z2 1 respectiva:nente.En-

toncc.s tcn~Ire!nos que~ 

IMPOíl'l'>t=d1 Zl + U ( 223) 

y t:1mbién~ 

( 224) 

Ambos modelos eencr,.:.n estimullor'3s p·.1r:.: los tres coeficientes ori

gin:i.lcs ~l. , %2 y ~3 . ~;~o;tos e::1t.i:nador1)s son sesgados puesto que 

parte de la inform::;,ción ( :n en ( 224) y Z2 y Z3 en ( 223)) hu oi-

do eliminada en los dos casos, 

Los estim~1llorcs par:i ~1 d ~' 'J oli. se obtienen efectuando una re-

1 'ó d 1 . b] r.·t.no·.·"l'~ co•.1tr" Zl y desn,.LH~S con'tra Zl y z~. u:rt,:i:i. n e ... a varia .e _ , ...,. , 

No obstant;c, oxürtc un proccclimicnto cor:lDutacion::i.l que ex!üot:i. el 
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( I·) 
concepto de orto¿;on:ll:i.d:.d inherr.nl;c a Zl, Z2 y Z3. Por cjcmnlo, 

el mismo estimuJor p'.:lru ~1 JC podría obtener medi~1te los mode--

los (220), (2?.3) y (224). Anó.J.o¡;ament.c, el esti:n::1<.lor p:.;.ra olz po

dría obtenerse de (2?J) y (22·i). 

Se si,c;uc ta::;bién de e:3to que si obt_;!1cmo~1 los estim'.:ldOl'CS mínimo-,.., 
cundrá.ticoa de los f3i' s , l.o:J cstfr,:.tJo~·"'' ele lati cl..'S ~e pueden --

obtener rnedLmte Üt ·~cuación ( Z21). :~¡¡torwcs lo:; csti:L•.dorcs de 

los parcír:Jetros ~i's de 18.s co:;inonentu3 principales correspilmdic_!:! 

tes a los :;iocidlos (2:?3) .Y (224) puP,1cn calcul.'trsc scncillamcn-

te utilizando las ec:u~-'cia:;cs ( 222) ;/ haciendo cero l'.:ls<i's apropiG-

das. 

A continuación veremos como se llev~ a cabo este proceso para el 

presente caso de estudio. 

Los estim:J.dores p:1ru. el. modelo (220) se nroporciona.'1 en ·1a Tabla 

5.5.3 (que '''P~~rcce en la próxi!ll,_-t hoja), Entonces ele la cduación 

( 221) podemos obtener los cBtim::.i.dor•!;; para las o!'s , que resultan 

ser, rcsp:?ctivarncntc, de~ oll=: .6900, o{z~.1913 1 ol..3=1.1597 .Si CU§. 

tituiinos ol.l= .6900 y o<2 :::: o!3 "'º en :!.ds ecuaciones (222) obtenemos 

los cstimndores de la::i pi' s corrcsoo:H1ientes sola:nente a 13. pri-

mera co:m:ionente ~1ri!1cip::il ( Zl). "!é:.1~3e la T3.bl;_i. 5. 5. 4 (enseguida 

de la Tabla 5.5.3). 

(+) E:1 cu<üo.uie!' :!1od8lo .de ret·-r2,ücín d:mdc el conju:1to tot:tl de 
sus v~trütblP.s cxplicaLi•1:.,s '.;'.rn ort0;:;onale;:;, los estim_,dol'Cs 
de los c:iuficieni;es de ref2:resi6n no ::e :üter'.ln r.u·.mdo sub-
conjunt:i~; pr-:iµios ( n0~vacíos) de dicha::; variables se agregan 
o eliminan llel modelo en cun~;t;i6n. 
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T A 'B L A 5, 5, 3 

.RESULTADOS SUMARIOS DE LA REGRESION DEL hlüp~~O (67) 
{Incluyendo los coeficientes Bctu) 

COEF IC IEIHES COEF IC IENHS DESV. VALORES 
BET~ OLS STAND. "t 11 

VARIABLE ( r .. · ) < r~ ( f3t ) 

.DOPROD -.3394 - .0514 .0703 -. 731 

• STOCK • 2130 .5869 .0046 6.203 

.CONSUM 1. 3023 .2368 .1022 2.806 

• CONSTANT o -10.1300 1.2122 -8.355 

(+) La mayoría de los paquetes de regresi6n,por ejem-
plo el SPSS ( Stat ist ical Packace for Social Soiences), e~c. 
producen junto con los coeficientes minimocuadráti--
cos (OLS» los coeficientes est~mdarizados (Beti:i.) aso
ciados o correspondilmtcs u los parámetros del mode--
lo original¡los estim8dorcs msncionados satisfacen la 
relación bi= bi (Sy/Si),dondo Sy y Si se definen como 
anteriormente (Véase,Tabla 4.4.3). 

Fuente: Estimaciones a partir de los datos de la 
Tabla 3.~.l 



T ,\ B L A 5. 5 º 4 

RESULTAbOS DE LAS REGRESIONES DE LOS i.'.ODELOS (b7),(220),(2'2.~) y (224) 
(~oeficientes Beta y Coeficientes Mi~imocuudráticos) 

· . ·· 1 a. 1a. y Za. TOTALIDAD DE LAS 
COMP. PRINCIPAL COMP. PRINCIPAL COMP. PkINCIPALES/MINIMOS CUADRADO 

"' b b b 

.0738 .4804 .0727 -.3394 -.0514 

• 2211 .6091 ~2130 •.... :5869 

:2868 

.-1b.13bo 

º_,.-:-:/ 

~,-~--;, --,-• -oc·_·_~-~.:;=-. -°""''--!:'- - =:;;;-'ó_:O,- ,,- -':--;'.-e: o'_~, '.':°'~:-,:o:=-~~~;~~·-~·~_;_,~--~: -oc 
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Equivalu:1tc:ncmc, lii definición de Zl de la cxrireoión ( 130) puedo 

usarse para obtener una nueva formulación del modelo ( 219) como 

lllPOH'l'*= • 6'300 (. 7063 DOPJKrn*+.0.135 STDCi(,\'·f· • 7065 co:~SUiií~) 
== .4873 :CO"t'RO.!J"' + .0300 STGClt + .487') COi'l'.JU:.1>'! ( 225) 

r' 
Análogament,c, los estimaclores :l.c l<.u; ·13i 1 s ( ft y ~Z ) s0 obtic--

nen efcctuD.ndo L.: regrcsió:1 de la variriblc lll:PJR'r con respecto a 

las do;; primeriis co:~ponc1ü8~~ princ:i.p·ües definidas en ( 224 )Jo lüen) 

su::itituycndo "los valores cXl= .6900 y d2"' .1913 y cX3:= O en 

las dos riri:nerc1s ecuaciones de la cxpre~ü6n ( 222). 

De la Tabla 5.5.4 resulta c:·riicntc que use.ndo difcrontes subcon

juntos propios ( no-vacíos) de componentes principalí~s obtenemos 

resultados sudtancialxcnte diferentes. 

Ya hemos mencion:do que los estimadores OLs son insa·tisfact,orioo. 

P 0 r ejemplo, el signo negativo del coeficiente de la variable 

. D0PHOD
11 

no era de es11erar0e, ;t por lo mismo, no puede interpre-

tarse 16~icamente o de acu~rdo a la teoría económica.Además, exis

te un nivel peli[;roso de mul ticolinealidad que se refleja a tra-

vés de la tercera co:npon0.ntc principal Z3. Esl;a variable tiene -

una variancia de c:rni cero ( )3= ,003)
1

y es por lo tanto, "lnroxi

madn;nonte igual a cero. 

De lus otras dos co:nponentcs principales ( Zl y Z2), CD .. !UUY el uro 

que la primera ~e asocia con el efecto combinado de DOimOD y COtlSUM, 

La segunda co:11po:1ente Dr:i.ncip~ll se asocia únicé!M<?ni:e con STOCK. Esta 
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conclusi6n sd desprcnrlc obscrv~1do los valores de la Tabla 5.5.4. 

Ya que los co 1.:!ficie!1 l,0;; ele DOP:tOD .Y CO'.·i3U:! se det.crminan comnle-

tamente cfectuan,.lo le, rc,.;rcsión ele H'.POHT,i¡contra Zl solamente,I,a 

adición de Z2 li·=,_cc qu<' el coeficiente de S1'0GK au;1:('nte de .Of.126 

a .6091. Asi:r,is:rio, R
2 

creen de .(l')'.2 Cl o'.J~·S, Si e;_;co;-;();i;os el ;nodo-

lo b:.=t~1<.do ()n l:o:.s nr1:-c:rr,,s dos C(J:r.pc•::cnt0~~ pri11cip'.LJ.es, la ecuución 

............... 

e ,. • ..., .. 

ltiiPOnT = -9 .1057 + • 0727 D:JP!iOD + • 6091 STOCK+ , 1062 co:1suM ( 226) 

El modelo anterior ofrece una ronreacntuci6n más plausible y, sobre 

todo,rnb.s ló¿üca que la obtenida mediante mínimos cu::.drados oriina-

rios.Ade:nfis, nuestro un:Ílisis nos permite l::i obtención rle una cuant,:h 

ficación explicita (en tdrminos de v~riables estw1dari~adas ) de la 

dependenci:.J. lüieal existente entre l;..>.s Vé~ri::lbles exnlicativas.gs-

pecíficamente1hsciendo Z3 = O y sustituyendo este valor en la --

expresión (130) tendremos: 

-. 7070 DOPR'JD* - • o no S'l'OCKK + • 7072 co::sur.;.¡(,; o ( 227) 

Los valores est&ndnrizados de DORROD y C0'.1SUIIÍ son esencialmente 

los mis:nos.Esta infor:nación pue:le ~;er útil cuanti y cualit'3.i;iva-

mente si la ecuación ( 226) se usa para la predicción o para el -

análisis de polític2.s, 

Entonces si;,1licndo ·con nuestra discusión sobre l::i segundn inter-

uretaci6n de la técnica de l:w ro:::ponente~; principnles, reiterarnos 

que dicha técnica se asocia a la noción de imposición de restric--
... 

cienes enLre h:s /h' :o que hé" Dido introdudda en discusiones an--

teriores, 
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Aoí, tenernos c:u•; J.o~ est:m:.:dorc11 de ln -eclwción (224) nuedcn 

obtencn:o haciendo ol3:0 en Lis ecuaciones O.el. f.:isterna ( 222). 

-.1010 ~l -.0070 ~2 + .7072 ~3 =o (238) 

o equjvalentc~entc~ 

( 229) 

fa;. ccu~1ci6!! ( 228) en términos de los parámetros O:?."ig:i.nnler-:, rerml

ta ser~ 

-6. 67 ~l + 4. 54p3::: o ( 230) 

o también: 

~l :::: . 6-372 f33 ( ?31) 

Recuérdese que ye. snb:í.amos c'.ue ln restricción definr"da en(2.11..): 

era un~ restricción válida desde un punto de vist~ téorico, o sea, 

::mi;iusimos que C[·.ta restricción crn el result::.tlo de un an:Hü·.is 

cualitativo ba~1ndo en e] oonoci::iic.nto del rroceso b·.::jo estudio, 

Y se .impuso sin r xnn:ürn:.r lo. inform:.teión. ,. hon~ b irm, ut :i.1 i.z ~.mdo 

datos concr·ctc:~, hcmor: "dcscub:i.(~rto" t¡uc la recresj.Ón de laB 
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componentes principnJ.c3 Zl y Z2 r,Pne1·u un re::mlt¡::do que cto equi-

valuntc u imponer ln rostricci6n (231) al ffiOdclo ori~innl.Esto ca, 

el ret;ul todo Stt{:ic re que el e:fco Lo mart~inal de la 1:,roducció:1 do-

méstica (DOI'ROD) cobre 1~~.s imporLcionc~ (lr.'.f·ORT) eu nlrcdeclo:· de 

69~~ del efecto r.::.u·r;in~1 del consut:io doi::ésti.oo (COHfüi!,;) sobre lf-;s 

imporkwi.oriec ( H1POld'), 

riEbJnc Ol"ir·:b::oJ.o!; r-~2F: 1"r.·nrr·~··cnt~·-~'! ]a fu0~~tr· de l~-t :::ulticol:i.nc:tli-

dad, 'l'~i:::b::.én Ja •:>J:ic:·irni.ción c:c Ji: :::uJt.·ico}i:H~:1}:'.d:cd :-:~ntl~ó!~_to la rP.-

moc:i.6n de •.::no :::{~::; co:::1:•0nc>1~1.c~: rrj_:'.cir::.1c~J r1i:-: un :-~~l'.lc1o r\.-. !'"---
grcsi6n es e~u:iv,~~J.e1:tc· c.; it::t)C'·!1t~r re~:trir.c:ioncG :-~r'cr-e 10~:.: TJ~ 1.r:~:.·s!-

tros o co0fjc:ir-n:.c~3 ele l''''Tc"ión, Adicionalmente , '·' tr~·vé:c: tt" 1n. 

técniea de las c:0ri1-:io!!0n..:.c:--; t1l'i!'1ci.n:·L]J?::: es uor~:i.hJ.e identi.fie··1r G1H~ 

waci6n contc1:'tc!t: on lo'.' ,_::üo~-;, y ele Cf.:ta fll'.lnr::rri, el nror.c:--n ·~e r•l:i-

min0c:i6n no r0n'ltu arbi. t~<:irio o 11roclucto cic u.n~ rrern. "cor;'·•r.n:H1"J.'~ 

como sur.cele no~· lo rr'.c·i)}::r:_i C0!1 lL-~8 co~;;-ccucno1·ls \'H r:.noi:arln~ "T' e]. 

Annrtado 5. l. 

A p:cop6sito, y ya r¡uc estamos abordando el tema de las restriccio--
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nos sobre los p<.:r;.'.metros de un modelo de rc;:rc:Ji6n, co'.wionc 

destacar un asncc t.o irr.portontc sobre h:s 11 comhin:.:icio!"'.es lineo.les" 

de éstos. Es decir, sohro lac fw1ciones lineo.lec que se pueden 

construir a partir de los estimad.ores de los parámetros Bi •s. 

Supongamos cue el modelo gcr.eral definido en ( ó) con:o$ 

ha sido cuidHdosamantc esnecificado de t~l suerte que los coe-

ficientes de dich:, ecuación son de intoróa primordial para el nn! 

lisis de políticas y la toma dc decisiones. Ee:}:Os visto que la 

presencia de multicoJ inealidad en un mociolo puede iinuooibi1 itor, 

o al menos dificultr•r, la estimación de parámetros individu:üos. 

Sin embargo, ~ie -puede dcrr.ostr<:.!r que sicm;;rr. es posible es-tin::ir 

con exactitud algun2.!3 ftmcior~es lineale~; dn le.s ~i's. 1/ 

No obstante, la. pregunta obvio. t¡uc resulta es: ¿ Cuáles de estas 

funciones linealen p~wdcn estimarse?, y ele écta~;, ¿ Cuáles son de 

interés pé:ra nuestro análisis?. Aunque más adela.'1te en este 

mismo apartado utiliZLlremos los füüos del modelo (ó7) de la
11

eco

nomía francesa" p<ira estimLl.r ciertas combinaciones paramétricas 

de valor especial pura nuestro estudi.o, por el n;omento, demostra-

remos de una manera indirecta, que sier.inrc existen funciones li-

ncales de las Pi's que pueden ser estirn~tlas con precisi6n.Es de--

y Véase, Silvey, S. D. lV!ul ticollincarity and Imnrccise Edimat ion. 

Opus cit. 
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cir, consid&rese el modelos 

IMPORT =~o + i)l·DOPROD +~2·STOCK +P3·CONSU!ri +U 

Ya hemos observado que existe wm rclnci6n histórico. entre las va--

riables COiiSlfo'. -;i• DOPHOD definida en la expresión (70) corno~ 

COll:JUM = ( 2/3)DOPROD 

Si sustituimos la expresión (70) en la ecuación (67) obtenemos el 

modelo:. 

Ili!PORT ;:: ~o + ( /31 .¡. '2/3) ~3)·D0Pl10D + ~z ·S'rOCK + u ( :?32) 

Es decir, ul elimir:ar la vE,rio.blc COi/!3Uf1'. de la ccu:-.c:Lón ( 67) pe-

demos obtener estimadores prec:i.sos de los porár.:ctros ~i+(2/3)l33 .Y 

~2· Donde la multicolinccilid~~d ya no existe más.Los resultados de 

la re5reDi6n del. ir.ouclo (232) se ;::ucstran en la Tabla 5.5.5 (que 

aparece en ln próxima hoj::1) en d\.>ndc obsl,rv:o:mos que el valor co-

rrespond:i.cnLc ue R2 ( ,983) práctic~:.::.cnte no camb:i.a (respecto por 

ejemplo, al valor rcport;:;.do en la '11 <:1blc, 5.5.4).Por otra nartc, 

sabemos de la Tabla 3. 4. 3 que lu corrclaci.6n entre las variables 

DOPROD y STOCK es de .026.Si construyeramos las gráficas corres-

pendientes de residuos observarí.amos que éstas guc'.I'dan un compor-

t . t t' f t . (+) am1cn o sa·1s·ac·or10. 

En resumen, pora este caso hemos usado inforr;1aci6n adicional a -

los datos para mostrar que el parámetro de DOPROD en el modelo (67) 

( +) Se omiten esta.~y;r•:if~cas para simpl if.'icur la presente cxposi-
ción. 
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TABLA 5,5.5 

RESUL'.l'@OS DE LA REGRESlOil DEL 1WDELO ( 232) 

COEF l crn~!'.i.'E DESV, VAWREf-
FUNCION LINEAI, 

ESTH!J\DO ESTJ1ND. "t" 

.145 .007 20.70 

.622 .128 4.86 

2 
R :::.983 S= .667 

li'uente~ Estimaciones a partir c.1e la Tabla 3.4.1 
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es una combinación lineal de la forma~ 

/31. + ( 2/3) ~3 ( 233) 

De igual manera,hemoo hecho ver que esta funci6n lineal puede -

ser estimo.da con exactitud aún cuando exi:3ta rnulticoJ.inealic1ad en 

los elatos, Cue el vttlor de la expreci6n anterior tengo. o n6 una 

utilidad o "sentido económico~ (como en este caso) es desde luego 
.. '• 

otra cuestión, Al menos,es importw1tc saber que el estim~dor --

del coeficiente de DOPROD en el m0dEdo ( 232) no estú midiendo tí.ni

ca.11ente el efecto marginal de la va.riable DOPROD sobre lo. varia-

ble Il/IPORT sino también incluye parte del efecto de la variable 

COl!SUM. 

Siguiendo con este orden de ideas, utilizaremos el concepto de -

las componentes principales discutido en cJ. Apartado 4.3 pnra ider:. 

tificar las combinaciones lineales de l:;,s J3i' s que pueden ser exác 

tamente esti1:?~das. Lo aplicaremos al modelo de "publicidad" defini--

. .--- do en (105), e8to es~ 

VT.t,-=~o +~lPBt+,B2PRt +/33GVt +/34PBt-l +¡35PRt-l +Ut 

Aunque los conceutos aquí vcrtitlos son menos intuitivos que los 

discutidos antorioru:ente en relación al rr.étodo de lus componentes 

principales, trataremos de sim·'llificar esta ex11onición para ma:-{or 

comprennión de los no especi<tli:o~<~dos en la materia.Un desarrollo 

formal para los especializados se ofrece en las referencias biblio

gráficas recomendadas. Aunc¡ue parte de ella ya se describió en el 

Apartado 4. 3· 
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Comenzaremos recordando que lu transfori:i~iei6n definida en ( 110) 

convierte a las vnr:lahlcs cxnlir.8.tivas cstandm·izad:1s en un nuc-

vo conjunto de vuriablc.s ortogor;'.Llcs.Par;, sjmplific~cr esta c·q-1osi-. 

ci6n denominaremos como Xl, X2, •.. ,X5 y Y reapcctivwncntc, a 

las variobleu cxplicativss y explicada del modelo (105). 

};ntonces, si anlicamo;3 la tra:isfon:a.:ci6n rc:fcrida n las varhibles 

arriba menciom,das, podemos convertir a Xl,X2, ... ,X5 en un conjun

to de vnriables ortogonalcB Zl,Z2, ... ,Z5 me:dLntc el sistema~ 

Zl -.532 Xl + • 232 X2 :+-. 389 X3 --. 395 X4 .¡. • 595 X5 

Z2 := -.024 n + .825 X2 -.022 X3 -.260 X4 - • 501 X5. 

Z3 = -.668 Xl + .158 X2 -. 217 X3 +•692 X4 - .057 X5 ( 234) 

Z4 ::: ,074 lJ. - .037 .. .., 
A~ +.895 X3 +,338 X4 - • 279 X5 

Z5 :=: .514 Xl + .489 X2 -.010 X3 +.428 X4 + • 559 X5 

N6tcse ar•uÍ que los coeficientes de la ecuación que define a Zl 

son las componentes del vector c~ructerístico correspondiente a 

la raíz caracter:í.sticü. más grm1de de la rr.'.:td.z de correlación ( R) 

asoci:'.i.da a las variab} es ex1ll ice: ti vas oril'jinu.l es. Asimismo, los 

coeficientes que definen a lhs variables Z2 hasta Z5 son,a su 

vez, las componentes de los vectores cal"(ccterístieos corresnon-

d:ie ntcs a las ruicos car,1cterísticas restcmtes, en orden dccro--

ciente de rr.ac,nitud. 

Por consiguiente, el modelo (105) puede expresarse en término~; 



de sus variables e~:tanrlnris<-Hbs :n·,x2, ... ,X5 y Y, como: 

r- ("V ,...., l'V l'V 

T= pl Xl + p2 X2 + ~~ X3 + a4 X4 + 85 X5 +U' ( 235) 

Los coeficiantc2 1~1 ~odelo euta~d~ri~udo unterior se conocen --

usualmente en la lHeratur~. co::io "C0cficiente:J Pcta".Reprccentan 

los efedto~> :r.J.r(J?Lües df~ Lis varü.1.oJ.cs cxplic;itiv:is cstand~ir:i.za-

das sobre la variuble- rcr.nucsta, en términos de unidades cs~::i.n--

darizad~s de Jesviución.Par eja~plo, el pnrj~etro pt m!~e el 

cumbio en unid:iclefJ es tundari2udus de l:.rn ve!'1t~1s totale::J ( V'i'J co-

rrenpondk ntes ~ un incrcm:Jnto de una unidad de rlcsvL1ci6n (rn-t;;{n--
. . ~p 11 ' ) dard de 1::1 voinable 8-1;, 1;_,_;1Js üc publicidud , etc. 

Sabemos de la. expresi6n ( 111) que lo. cctmción (interior cocribi.rsc 

al. tGrnativa:;:cnte C!1 términos de las co:;:ponentos nrincipal·~s defi-

nidas en ( J./19) co:no~ 

'i ~ o!1Zl -t ~tZ2 + ~;.'Z3 + d~ z4.¡¡. ~s zs + U' ( 236) 

La e4uivulenci.a de la ecuación ( 235) y la ( 236) es consecuencia 

directa de la relación exi~tcnte entra J.ao variables Xi's y Zi's 

definidn3 medirn1te la transfornw.".!ión (234) y la relación exl.sten--

te entre las ~·s y ~·s y sus vulores estim1dos que denominare--

mos en lo succr.;ivo co:no 11 a.'S" y 11 b's 11 se define asimismo 

modia~t'.! la siguie:-1t;c transform:i.cións 
.f'J 

b1 -:::: -.s3z q, - .az~c:i:. -· Cf.8Cl; +. ov1a4+. s1LtC!s· ,.., 
bi: .BZ. 01 +.~ZS'Ch -t .1s~a'!o -·03tO<j +.LJR9Qs-

( 237) 
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Obsérvese que la tnmsfor::naci6n anterior involucra los mismos 

"pesos" usados para la definición de la transformación (234).Es-

to es consecuencia de la propiedad teórica e.0:tablecida en (115 ). 

La ventaja de trabaja~· con el modelo transformado ( 236) es que 

las variables Zi' s son ortogonales.Por ejemplo, la iH'ecisión de 

los estimadores de los parárnotros ol's se puede evaluar fácilmen

te por la vari::u1ci:i. de l:is O.'S. Sctbemo:> por la expresión (119) 
po¡..j.¡,,.ocl .... 

que la varianc~una "O.:" en p::i.rticuLtr se puede escribir 

como~ 

/'- ""' '?~ V~r ( ol.: ) = V ar ( a ( ) -- -
- /.. ¿_ 

( 238) 

es decir, resulta inversa.mente rroporcional a la i,.-ésima raíz 

carac-ter:í.stica. Si recordamos que 19. mat;riz /\ para el modelo oo 
\
1publicidad

11

definida. prevü1::iente en la expresión (133) como~ 

J.101 o o o o 

o \.?.BB o o o 

/\ = o o 1.14S o o 

o o o . ~se¡ o 

o o o o . oo:i 

notaremos ense¡jttida que ·todas las variancias do J.as 0 Cl1'.
1
S11 

pueden estimJ.rr;e con r.rccisi6n modicL11ta ( 238) con excepción de 

la asociada a la ra:í.z )S , que resulta desmesuradamente g-rande 

en relación a las otras v::irümcias,denotando con ello, la preser& 

cia de mul ticolinealidnd entre las variables explicativas ( estm-
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darizadas) que co::-,for:n:m la componente principal Z5. 

Nuestro interés e!1 l:;is d.1S es soLtí!18!1 te por;¡ u e son un medio para 

cn.ali~!ar las ~·s. 8.1be:n0s por (125) 1.;ue la VLlriuncia estiir.,füi. 
rJ 

de una bi cualquier;1 pciede e)(.presarse c0mo~ 

,,.. 
'~ r'* A r-J 

var ( fH ) -= Var ( bi.) = 

[ 

.,. 'l t ~t( )] ........ , , (.:) '(l. ( i) . '~ i ~lf 
':l - -+---+ .... -t -- \Ju, 

~, /1i. >is (239) 

donde (,i(i), · · · · ., Y'<;
2

(i) corrcs 1Jonden rcG110ctivar:iente, a los coefi

ciente:3 O co:-wta!1tc s c:ue definen l:i. co¡;¡b.L:-iaci6n lineal qua :l::i. -
~ Á~ 

origen a b~ de co:1for:nidud con la transf'ormaci6:-i ( 237) y ()': 
"'t 

es el valor "corre¡:;ido" ele ~u. qu1" definiremos mt'ts adela.nte.El 

valor de la vuriancia de bJ. tiene cnt'onces la forma~ 

( 240) 

O en otras palabras~ 
~ ~ 

V~( bL ) = (0.428 +0.120 + 0.714 +0.317 .;-102.420) cr,, (241) 

esto ess 
,., "¡¡i 

var (bl) ~ (1.579 +102,420) ~~ ( 242) 

O alternativamentes 

/\ ~ ~t 

V&t- (bl) = (1.579)(1! .,.. (102.420) ~ ( 243) 

Obsérvese de (240) c;uo /.1~)l..>,. .. ·A )s ·y cue s6lo·· AS es des

proporcionad:i:nente pequefia ( )S::,007).J,ue~o entonces, como pode--
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mos n0L"l' Je. l:i.:~ cz~Jrc,~ü:1H!~; ( 2~1)-( 243), e~i sólo el último ---
c.!.-h'rnt!cic ,.., 

tér:r.i:'w de la v·.tri~c: b:t ( que i:wolucr·:J. a }5) que riucde ,., 
destruir la precisión d2 bl. por s1t e!1or:ne mJ.,::nitud. 

Por otr:~ r.urt0 1 co:Y) ~ét:1 ex']re::;io:-i..:!.:i poil';t l~is v·,rLmcias de lus ,._, 
otrfü; bi•s ptH:d 13:;_ 'va:;ibi.•j~, obtc,,c,rne "" n::;.:·tir ,¡,::! (239) tm !'e---

tran:::f:> .::"';;: .. .-! i6:1 ( 237) c:~i! ..icor! i:;. ( l1 ":nc~pea n) a 1 os 2:; t í:n:J.d O!'es 

{a~~ h:,::;i:..; {bi.f e::·, L0:·:::2.~ :icd-::.~.o::; c0ncluir l.uc b3 es el esti-

,._, 
l::t v:u"':!.u~1ci.::. de b3 

Se puede extender u~ poco rnds esto tino de análisis p-r~ id0nti-

ficar funcione~; l:Ln~!al-~s .-;i¡:nificativas de las 
..., 

e:3t i:!l~i.:~L e c~'n ;4::.í::; ,o r~c i:: ié~1 :.. u. r~ l ·J.~ f3i' s ir~:! i ·1::. ~.! n:J :.os. Po!" ·.} j i;m--

plo, "9Jd:r·:í. . .:.:t:.J;:; c2t<•·.!~ rr.:~~:3 ii'1L:.:~'C:~::·!dOs en C! .. :ti~n:·l!~ 2.2 .. c;;)r.tbin-=!.ci_6~1 
#>J ,J ~ "'· 

( /31 - p2) · ·-··" L .:.1 :~ :: .. ~·:c:nd, :-:·o.:. 131. y ~2 2,r: p 't"' l · i:r.'mt•~. 

u.na ro duce ión o b;,'.ja. unit:.irb en JO"\ GttSi.OD de pro;110ción PcU'::.t el 

(bl 
IV 

a"ío corri·.~nt.n ( rnt) º 1-J. v:_~r i:1:1 e i a de - b2) p:.·i.:--~~l e:.-itc ca:-oo 
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puede ca.lcuLirse simplcrnente reGt;undo 10:1 VHlores de los coefi-

cientes corrcspondiontcs dcf'inidos en lu trannrormación ( 237) 

y utiliZ<:l:1do los coofic ientcs rest:c~1t.es ,k las O's coí;.J ~mtcrior

mente. Las ra.:í.ccs ?H, )2, · · · ))5 si,2'.ten siendo h1r1 misrn:.1s,Esp~
cíficarnente se tiene c¡uo~ 

f'J ,., 

bl - bz= -0.761/Qi -D.8490i.- 0.82óQ3 +0,lllQq 10.0;!';iQ5 (:;y¡ 4) 

,.., ,.., 
y entonces la ~ariancia de ( bl - b2) se puedo escribir co~os 

( 245) 

Otra vez, or:->-Jr\r·:.!:103 0ue ol coe~"icio:;t.c ~ ... ·~t~ ~0!llfi.e:1 ··-~1 f·ird·('lyi 

( 1/').5) h::\ce n.'..'lsio:i.e CfJti.::~··r cr)~ "'!'<>cisión :.11 ,.-,·,r·":::0t ro ,.;1- ,8.z), 
Gene r,ü i Z'lndo es!; e nro e 1:d i::: ic:: t :) ~· :~::clu::F:r) s :·1; 0 ::-w·,;' ·ti.,.,!" :~ '.':.~hi-

,J 

nacióti 1::.1~c:ll de l";.s 1?'_s_:·up ·.~Cl'\~;0nf:1 n:1 ne<.i.10::0 r·1~efi.ci.·'":.r• --

asoci:1do al fdctor "ur'.lblo•1vl" ( 1/)5 r·~1 '~:·.'t." r:c2::i) ":1 1 e;, <:>Y:•rt~-

ci.sión, 

Por úbtirno, eonvie:rn insistir quo ~tunquo Ja técnica J 0 l·ir: cnr:i

poncn~cs princinciles es bast:mLc rodero,,~,, el nrocc~~o c10 '.:ó::q1c1-

to involucra.do p::i.r'.i eo;te tioo de anúlisis es rmís co:1!n ~e jo y no 

es posible n~'.:i.liz'..lrlo con la 11 !J<-t(!ucteri::i. c:oL~'1r.''i'Jrd 11 (S0F'í' ·,:\:1>:) 'liE_ 

poniblc para el amíli~ÜG de rer;resi6n, como y:1 herr.o:, der.it:i:: •.do 

con anterioridadoPuesto que los d:ttos deben ser !Jr0r::esndo'.C ;:•c-

dia.ntc U:'1'.1 snbnttina ele corrmoncntes Drincipales o:uo tr:·1b:.lj··· r:v)1 
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la m:üríz de eorrel':ci6n de lct~1 v.:riablcs cxolic:1tivas del mo-

tcrí::.iticr.:::'. ~'lo~' coeficic:1~.c'-' de> la tra.11sfor:naci6n corre~rnondien-:-

te co~o lh ~uc se define en (231). 

puto. En lC< próxi:;;a hoj;.,: :?e Present'.l la '.i\~bla 5.'.i.6 en :iO?l:lc se 

mue;sLrci..'1 los c3ti:n:1dorcs n::1·:i::·1étricos ··:e"'.: el :r::iiielo (10'.;) c:uc 

hemos 83Lé!dO Ul:JCllt:i.:;r.ti;i h ;:3ta '.thor:J., U:· c:~d') 0.~'t,l ~:l.':°IJl'm'~'.:ión, 

n~)t:t .. ::;s c_:_r.; el estim:.·'lor di;(~\ - 'j32) e•:: .~83 ...• ::·,13 -=-.3'.JO .Y 

que los ·r"lores "t" 'f''':·i probnr L1 sir:ní..f.'icanciel c~:f:.,di.stic:i 

( . . ) l t F\1' .. '.' ill· 1gual '-' cero cio os l)~,r::;;.c .ro::: 1 . ,_, 

¡Y 

Nótese de Dé'i.fJO c,uc c.1 cueficiur.te beta, f3i, e~: un vc,rsión e~:ca-

( 246) 

,\ 'Z. 

este vulur 11 t•• !-.~ ~~e· ::.:!_·:_c:r~1.::j~-1 e¡;:.u:_;rt-:o, el Vl.~lor c~o ~! ~·:·.J.o:~ 

'"" ..:..\. .. , 

fc>.ctor cic i~r:r."1.2c. i~l v:·:lor Üt! c:::te té!·:::ino e::: el v:_-Jcr de L'. vn-

riH!lCih del__ térrn:r .. o de nPrturbación (Ctcl !!~dút1lc de re.u·:r·eG.LÓ:-! ori
'l. 

l~ir.,~l ( cr..._) ) diVilliciO CEcl'f, lél ~ol.l!!.ó~ Je :i.:.tS dcsvi:¡cic:-:;:~; '.] C1.U1--

drado respecto de la ií.edia de la variable""'.'re spuesta • .,2 sea, entre 

la''variuci6n tota.l
11

(L°('1'\·'if), Es decirs 
t ...{-z. 

~1 = ~u. - ~ ( 247) 
2: ('1~- 'j) 



TABLA 5.5.6 

RESULTADOS DE LA REGHESION DEL MODELO (237) 
(Versi6n csttmdarizuda del modelo {105)) 

COEFICIENTE DESV. VALORES 
VAtltll0LE 11 t 11 BE,IA ST~D, 

.. 
( b.: ) ( b~ ) 

(para bivbi) 

PB~ .5830 .4380 1.331 

PRt .97311 .4170 2.334 

·Gv: • 7859 .07476 10.512 

PB\-1 .3953 .3670 1.077 

PR\-1 .5035 .4754 1. 059 

n=22 I Rz=.9169, S=. 0721 

( &~"l. -"' - .0052) 

Fuen~e$ Estimo.cioncs u partil' de los datos de 
la Tabla 4. 3.1 

189. 
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Pura el probü,ni;.:. que ef,t<:.n.vf' 1mmejrn1do1tendremo:J c¡vc~ 

donde lon vulore~ p~1rn C'l' nur:'.e:·: ;1cr y denominador éic 11;;_CXll!'G(;:i.én 

anterior é'e i11ficrcn c:c 1:. :inf'.ir.:.~·ci6n c:or,tc1~ir1<' c:;:1 l.a '.!.'Gbl~~ ·1.3,?. 

que corresponde u lu rcr;rcc:ión or·i.rino.l./\ltcrt',t:.ti·1r;:rr1entc, el·-

valor de {fr2. ar;f c0n.o ci ele los co"ficientcs 11 betn" nueddn ob-

ten.:'r:;;e rr.ediw:Lc la rci:rc!c.ÜÓn dl'1 modelo ( 235) 4vs 1·cprcsentaln 

vcrsj.ón e:::t:mdn·i;.¡¡da del ;.,odclo or:i,i;;ir1::.l ( 105). Loo resu'tta.dos 

son los qc;.e se nresentc:.n en la 'l'a\Jla 5. 5. 6, 

Por cUUll)Uiera de los uroccdimiontos antes señe.lados, se -puedo 
1\ 2 

conOC'er el valor de·~~, .v nor ti.~nto,cs nosihle calculnr el v::t-·-
,.., "' ,.,, 

lor de la varirmc ia de b y ( b1- b2) , nor e jemolo. De J.a ex-

presi6n (245) rAsulta evidente que 5 

[ 

. t • '!. 
,,... .v ~ (-.1-G~)i <-· ~i¡ti) ..L (-.'ínir (.111) (.ozs)J 

V ( b 6 )- -- i· - .... .-.-- -+~ +- (.voSZ) ( 2 ~:i) ar l.- 2 - (1. 101 ) (1.20B) (1.14S') (.gs&i) (.oo=t) _,~ 

= (1.5129 +0.0893) (.0052) 

= (0.0019 + 0.0005) = 0.0084 

"" ,..,, ..... 
Var( bl -62) = o. '.)084 ( 250) 

,y 

Am'tlo{;::trr.ente, 1~odemo~: · cc:~lcul<-~r la varianeia de 61 , ut il iznndo 

la cxprcci6n (243)
1
resultn evidente que~ 

V~r (b1) ::: (J..579)( .00~12) + (102.420)(.0052) 

= 0.0079 + 0.536 = 0.5405 ( 251) 
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y por consiguiente, es posible clctcr:nirwr int~~rvalos de con--

fianza pr;ra dicho:-; cstiir.ador<:s, :ror ejemplo, un intcrvr.lo del 95% ,.., ,.,, 
de confianza para el .C!'.>tirr.::1tlor (bl -b2) ,._,( .5f'30 -.9134) = -. 390 

será s 

-.390 ! (2.12)-V .008~ ( 252) 

O en otros términons 

( -.583 1 -.197) (253) 
,... 

Sim.IJarmente, pata bt = .5830 un intervalo del 95;-b de con---

fianza será1 

.5B30 + (2.12) -Vo.s~os' ( 254) 

es decirt 

( -.97G , 2.1.42.) (255) 

,.., 
Naturalmente q'.lc existen otnJ.s funciones 1 inenles de las f3i. 1 s 

que podrian estimarse e on precisión.Por ejemplo, cno.J.quier fun-

ci6n que produzca un coeficiente ncqueflo u.nocfodo al factor (1/') 5). 
en su vurinncia, es una podbilid'~d.Dc la. e:r.presi6n (237) es --,..., ... ~ 

fácil note.r que todas lns di.rcrcncio.s que involucran a be~ bi1 .. , bs 
podrían considerorse.No obstante, o.1[;1.:.nc.s diferencias tienen sen

tido, en cambio otras n6. Por ejemplo, el parámetro (~l -~2) n:os 

indica que el efecto de desplazar una unidad de t;:1cto de tiromo

ci6n hacia publi.cidt1d en el aiío corriente / representa una pérdi-
. . ... ~ 

da entre 0.197 y 0.583 unidudes estundurizadas en las ventas -
N N 

totalos.Pero1 sin embargo, (~l -#4) no lo es, porc;ue representa 
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el impacto en las ventas totales, de desolazar w1a unidad de -

gasto en publicidad del a:10 corriente hacüi eJ gasto en publi-

cidad del afio anterior.Lo cual es un absurdo, etc.etc. 

En general, cuando las constantes o "nesos" de las ecuaciones 

de la transformación (237) se conocen, asi como los valores de 

las raíces características, sie1;.pre es posible "ei;>cudriñar" di

chas constt:.ntes e identificar aquellas con:bi.nacioncs lineo.] es 

de los coeficientes o parámetros ori{'.inulcs ( ~i' s.) que pueden 

estimarse con precisión.Desde luego que de todus esas funciones, 

solo ale;un._,s resul tará.'1 de interés y tendrán sentido para nues

tra inventigaci6n como ya hemos oboervaclo. 

En resumen, y para concluir con este anartado, podemos afirm~r 

que cu2.ndo se 11resenta la multicolinealidad y r.o se puede obte

ner información adicional (esto es, de tipo extra.-muestral) por 

la raz6n que sea, siempre es posible estimar algunos coeficien

tes de regrGsión y a'derr.ás1 alguna funci6n de éstos, con preci::;ión. 

Para determinar cuáles coeficientes y qué combfoaciones lineiü<:s 

de los mismos mwden estirr~rse, se recomienda precisamente, la 

técnica de las componentes principales, cuyos alcances hemos 

intentado introducir en este ap::i.rtado. Aunr¡ue debemos reconocer 

que la técnica aludida no resuelve por sí sola el problema de 

multicolinealidud cuando ésta se presente en un modelo, s:í. re-

presenta un poderoso instrumento p;:,,ra identificar las dependen

cias estructurales entre las variables explicativas y qu~ fun-

ciones po.ramétricas son estimables, abriendo con ello la 'Posibi-
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lidad indiscutible de ooder aplicétr correcta y efcctiva:nente, 

el m6todo de la restricción param~trica o de eliminación de -

variables inclusive, pt~ra correcir o eJiminar , esto es, rom-

pe:r el "candado" de la multicolinealidad en un modelo de regre-

sión o econométrico uniecuacional cualquiera. 

--
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5.6 Ml~TODO DE S!:LECCI<X! 'JE VPIABL~:s y 111'\ HEGRE:nm1 DE CORD1LL'ERA1 

En nuc!Btras discu!:l:i.oi-:.es rmtcr1ores !:'Obre el modelo lineal e;cnc-. 

rul supusimos c1u0 Les v:1rlabJ.e~: qué' se incluían en la ecur:;.ción 

habían sido scl.cccio::ndac: nrcvium:;r.·~e. Nue~.tro unálisis se enfo

caba en el exa!l.cn de li:::. ccu·;;.ci6?1 :-•::r2 nveri¡_,'ll:.lr si la espocin-

caci6n funcional cn1 o n6 corrcct~t; y si lon supuestos sobre el 

término de perturbc:.ción o a.le~,torio cr,'110 nó V<~lidos. El análi

sis presuponía. que el conjunte de v::.rL:.blcr. por incluirse en la 

ecuación ya estaba decidido. 

Sin embargo, en :r.uch:.s aplicaciones economé'Lricas o ºdel o.náli--

sis de regresión en genero.l, el e onjunto de V&riables por in-

cluirse en el n.odelo no está prcdctcrminudo ,y frecuentemente , 

la primera parte del onálisi:::; consictcJ precisamente) en seleccio 

nar dichas variables. 

Existen algunus ocasiones donde por razones teóricas o de otra 

y Aunque e1 método de selección d2 variables no reuresenta en 
si mismo una técnica dise.l:tda ex-rirofeso nara atacar la mul
ticoline:üi(\ad e:1 un mouelo ele rer;:re~1i6n, el prop6:1ito de 
tratarlo aqui ea orin~tarlo a la eliminación o minimización 
de dicho nroblcrr:Ei 1 y ba;jo el contexto del método referido, 
busc21r y rv~,;l,t,,1· ~;u li.1~azón co::. el un<ÍJ.i:Jis de rot:resión 
de cordillen1 ce tudi:l.do en el A11nrt:ido 4. 4 • Para mayor abun
damiento sobl'e el método de selección de variables s_e rcco-
rnif:,ndn l<~ ftH':itc q1 .. w se cita ent~C','PJÜ:a~ 

V6aae, Hocking,R.R. Miosnecification in Re~reseion. The Ame
rican Statistician, 28 1 1974, pp.39-40. 
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Índole es relutiv~1::-,cn Le fúc-il determinar l:.ts v"riubles por in-

cluirsc en la ocu~ción,Sin c~b~reo, en otrus, en donde no exis-

te una teoría específica de respaldo, el probleffia de selección 

de variables se vu~lve muy i:q1ort::.nte, 

El problen•a óe selección de vuriables y el de e~;pecific::i~'iÓn -

funcional de lP- ccu::ción c~'t:J.n :i:1J;y ligados entre sí. Las in te--

rrogantes c¡ue deben corrLestar:;c <'.l for·r..uJ.,~.r un l!.Odelo de rce;re

si6n o eco~¡ornétrico son~ ¿ •.,ué vo.rjo.ble:; deber!.:·, ele ir:cluirse C!'l 

la ecuación?.¿ Y de qué mr.i::cra deber:l.'1 én incl.uir~e? .Ssto es, 

¿ deberemos inc1:;irL.s en ~u fOi':i;a o:ri,r;ir.al Xi 6 como un:i. va--

riable transfor:r.:Hb como ~ Xi 2 
, l/Xi , logXi, etc •. o. u::a combi

nación adecuada de dichas for~as ?, cte. 

Aunque sería dcseabJ e poder resol ver mi;boa riroblcm;i.s a le. vez, 

se reco1denda ntn('arlos en for;.:<:.:. secuencial: Es decir,· uri;;-,era-

mente deterrr.inur qué vc:irinbJ.es se incluir<in en la ecuación ;,• -

postcrionr.ente, in ve st ir::;r;r la fo rnn exacta en que dich<'>G V:.!ria

blcs debefc.'11 :::oareccr en la e.cu:::.ci6n, 

El enfoq1J·'> ~tntcrior es una ublp1 ificaci6n evider.tem~nüE-, :,e1'0 -

permite hncer rn~s trutnble el nrobJ.~~a de selecci6n de vari~bles, 

es decir, unu vez inc1uid::.3 e:1 lu ec•.mc:ión (o :J!Odelc) ic,r- varia-

bles correctas,s~ Drucede n aplicar los ~étados co11vencio~~los 

del rrnúli:üs dc> rer;resi6n uc.rri. determinar 1:::. forma cx<:1cta en -

que apnrecerán lltS varinbles explicativas en la ccu~~ción fin'.11. 
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Considérene el rr,odclo lineal gcnerc.l definido en (1) corr:o: 

Yi = f3o -+ ~tn + ~2.Y..2 ;. •••• +~l<Xk +Ui 

donde ~i son pórár::etrof; y U i es el conocido téridno de pertur-

baci6n • En vez de tréttGr con todo el conjunto de k vo.riabhs 

{ sobre todo cu21dc k es RrE~ac), roJri~mos optur por eJ.iminar 

un cierto número de ellas y construir un<1 "nueva ccu"!ción" con 

un subconjunto ue las Je vuriHblos. Uno de 1os nronó:ütos de es-

te apartudo se f'boca :1 detcr:r.in'J!' (¡ué v:,riables clcter~n i:ierm~me

cer o retenerse en lo. nuevc1. ccuflci6n. 

Denoü::remos a bs variablos retenidas corr:o Xl, X2, •••• ,Xp y 

a las que EC e lirninan co:r:O Xp+l 1 Xp+ 2 , • • • • • 1~ • 

Examinemos breven•Entc: el efecto de la elimin:::ci6n el e v:::.riahles 

bajo las dos cond i cion-::s generelcs r;i/iui.cnt,cG: 

1, El modelo q1_¡e relaeiona a 12. variab1 e-r'3sr1uest:~ Y con to-

das h.c.Xi's tiene coeficii::ntes ~i 1 s (j30 1 ~1, ••• ,l}K) d~'.::t5.n

to~ de cero.(Esto es, e~ :r.otlelo (1) con ~i.fO ). 

2. El a:0c.lelo {}) ~o~·, ~ó, /31 1 1)2 1 ••• ,Bp~ O !.'''"T''.' 13p-t1. ,f3p+2.''' .,!311:=0. 

Sun6n,o:r.se t-.ue en lun:!.r cie e::;Lirr. . .;.r el modelo (1), t:'..'..i.::: .::!Of.: ~l 

sub-r.:odclo o modelo "rcdui:-ü\0 11
) si,i:1ür~ntc~ 

Yi =f.o-+ i'lXl-+ /3Zi:2-t ••• + ll¡>:Cp +· Ui ( 256) 
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Describiremos el efecto de estimar el modelo (1) con todus y -

parte de las varinbhrn ex-¡ilic::ltiV:.iS contt1 nidtrn en el mismo,ba-

jo las dos condicL:;nes '..l.not;.;.das u::.tcriordJ·3ntc. :Ssto es,armli:::a

rernos los efectos (te incluir ciertas vuriubles en una ecuaci6n 

cuando deberían h:.ü.iersc eli:::i:-i;i.do ( por:¡uc :ms p2,r:.L:1eti;-os pobla

cionales son en realid'1d ce1·0) así como el efecto de dejar "afu~ 

ra" determinadas variables explicativas, cue debería..11 estar -

"adentro" ( porque sus Dará.metros poblacionales eon en realidad 

distintos de cero) 

Examinaremos _el efecto de la eliminación de variablr.s. sobre los 

est'imadores de los parámetros y los valores pronosticados de Y. 

Veremos que la soluci6n al problema de selección de variables 

resulta evidente cu:indo se e onceen los efectos de la eliminación 

de variables esencic.i.les en u:i.a ecuación o modelo de re~resión. ( +) 

1 * 1* 1* L~ 
Denotemos como t>o J 1>1 J Di , ••• • 'J Pic. a los estimado:·es de las j:li' s 

cuando el modelo (1) es estimado con todas sus v:.i.riables expli-

cativas~ Xl, X2,,,. ,Xk. Y co~o ~ bo, b1,. bi, ... , bp a los estima-

dores correspondientes a los parámetros del modelo (256). 

(+) Aunque la m:::.;{or parte del m::tterial sobre eliminación de v:;.
riablen y ::;1¡ ·imp'.l.cto sobre 1:1 precisión de los esti:n:i.dcres 
de un modelo de rei:;resión ya ha sido tratado con anteriori-· 
dad y form:ümente en el Apartado 5.1, consideramos oportu.."lo 
y conveniente revisur someram2nte algunos aS!)ectos sobresa
lientes sobre este tópico por su importancia y .cstrechu Vi!!, 
culación con el tema objet& de ~ste auartado. 
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/\ A 
Sean Y,. y Y los valores prononticados correspondientes ob--

tenidos consi:J.cr<.mdo .el !".l'.ldclo (1) y el modelo (2%),respccti-

vamcnte, corresµondin'1.te a un mismo conjunto de datos (Xl,X2, •• ,Xk). 

Entonces se puede de;;iostr:!r '· uc \os si1'.l1iGn te~> rcsuJ.t:<dos son 

válidos~Y 

lo. Los esti:nado~·es bo J b1) bz / · · · > b P sou esti.1i:1dorcs sesga-

don de /30,¡u, ... ,Bp "l .T;enos que Ls restantes f3i.'s en el 

mode}o (f.lp+l 1 8p+ 2, • .. ,¡3k) ::;cu~; cero o que el non,j:mt:) .le 

variables :ü, X2, • , • , Z;:i se::. Ot'to c;onal r0snccto ·:11 con--

junto ue ·variabl•2S X X ·r· , l 1 • 2 t • • • ' ... K ' p+. p+ 

2o. Los cstim~dorcs 

loB cstim~..>.dor-:?s 

Var{~i ) ? 1far (bí);;,.,0,1,2, ... ,p ( 257) 

Es decir, la vario...'1.cia üe l.)s cs~ii:1c:..dor:o::i lol :ll'.l•folo redu~irla 

( 256) no son :nC:J.yores que 13.s varj~mci"18 corr·c::moncii;; ntes de los 

es·tim'.ldor~s ciel :uod.al:i comple~o (l).Co~:u ~uc ]' ·:1c:.;0;3 d&:::ostr:i-

~ 
Como bi es un osti:n::idor .~es.:;:tdo de ~i :l bi. !'.·'.l lo es, U:'i'.:l me,jor 

y V6:;.sc, HocldnG 1 R.R. (1974).0pus cit. 

(~) Véase la discusión del Auurtado 3,3 y cspccific~aente, la -
expresión (56}. 
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comparnción de la prncü;i6n de los ost:immiores, f'e puede obtener 

comparando el error cut.'.clrútico r!1Cdio (11'.SE) de bi. con L.~s va---
lt 

riancias de bi .. Fnto:1ces tendremo.s unLt fo:rr.ir:. alternativa ue ex-

presar la condic:ión (257) corao sigue~ 

"lt 
MSE( b¡ ) t. Vor{ bi ) ( 258) 

la cual. es vá1:.ida siempre que las variables eliminadas poseen e.:! 

timadores con valores más nequc.:Jos en magnitud ( o .valor absolu

to) que los correspondientes V<:lores de sus desviaciones estt'in-

dard,( Esto es, siempre c!ue las variables eliminadas senr. no-sig

nificat ivas). Nótese de paso que el estimador de G'~ corren~ondien.:. 
te al modelo reducido está seseado hacia arriba,11 

Bajo este orden de ii:leas, revisaremos brevemente el efecto de 

la eliminación de vuriables en la predicción.Como consecu.enc:ia -de nuestra discusión anterior, se desTJrende que el estimador '( 

es sesgado al menos que las variables eliminadas !)Osean petrámetros 

Y Véase, Hocking,R.R, (1974).0¡ms cit. 

.:1 
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nulos o que lils Vclriables retenidas sean ortogonales respecto 

al a::onjunto d0 variables removidas. 

/\. 
La variancia de Y , o sea <iel v~.ilor pron0sticado del modelo ( 2:Q 

por eonsigUiente, es menor o igual que la variancia del va.lar· 

pronosticado de yk del modelo (l).Es deCir~ 

Var( ~) ~ Vt'.r ( Y.i¡). 

La exprosi.6n e(wivalento a (257) para las varia.'1ciu de 

será~ 

lfiSE ( 'Y ) f Var ( yit) 

( 259) 

A 
'[y yX 

( 260) 

Entonces la justificé1ci.6n ,, . .Jru l::t DcJección de v::iri:1b1oa n"cde 

resumirse en Jos sjrnic"tLl:~> t0rr~:inos~ Aún c\1.-_,ndo lns v~ir~··~blt:s 

El precio napado uor Ja eli~inHción de v~riuhlcs os lu intrn~1c-

te, exi~tcn CO!Hi).<"!i:)nns, co¡:10 hr?::;:Js rli!:(~1rr.i<10 !.:nl:1;1··Lny~:. 1 ~·1: .• ,~ ( nn 

el arní.lüds ele cordi1lor<1), dornl0 el error cu•<ddrt:i::o :~'!1!io (;.!::T.) 

ta afectada por el cuadrado del aesr,o.Por otra fJ'J.rto, si. '1: .. ::;i1!1a 

de las variables retenidas en lu ecuuci6n son irrelevantes o ~~-

esenciales,esto es, tienen parámetros nulos menores que los valo 
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res de sus recmcct.iv~:r; desvi:1cior1eD cstándard, entonce¡; lr: rc-

tenci6n uc d icli:::~ varü:.blcs en la ecu~.c:\ ón referida ¡;cner2. -

ur1a pér,~illa dq 1:irccisi:Sn t~:r~to en la cstir.nc16n como en la ~re-

l . . , 
UJCC10n, 

/:nte:> de n<":c::::r u dir·cvt:i.r el ir.étodo ele eeJ.ección de vnri~bJes 

propiu~s~tc dicho, conviene h~cer ~oE consideraciones previas~ 

Prime1·air.entc
1 

normD.Jr;;.;.,nte i:o tiene n.ucl:o [:c1:tido ha.b1nr cicl "me 

jor c<)r.ji.:nto" cir. v:irü:hl(•;,; c-;.".pljchtivas por incluir en un rr.ode

lo de rC::(f'l!f~ión, l'orcl:.c ~'.).:r.pl01;,cnte r10 existe un "mejor conjunto" 

de vei:ri:::J1ler.;. Unr·. ec:u::dé.n J.0 regrr:sión p1H•de servir 1mra vn-

rios p:cor.·6::-itos. i·:l con.junto de v:iriublc:s qu".'! re su] ta el ''mejor" 

parr. un propó~~:i.t.o puede J!::-1 ;·C'rlo !Jara otro. Luce;o entonce E~, el 

prop6dtc n:::1"a el cu·,1] s0 crir!..:truyc mm GCUttC ~.6n debe tenerse 

sicr:mrc nr•'~;C':·,-t;o riurtn~.c Pl r:r0cc!c·.c1 de ~:clcc:ci6n de variables. 

Veremor> rr.ás adcl.,:ltc que· uJ..cLc; nror;6sito determina loe crite-·

rios r1<1rn r.eJ.eccior.ur y cva1m•r las c011tribuciones de lus di--

ferentcs variables, 

Sec;und<l, cOi!'.O rrn h:~.y un 11r:;c,ior c.Jnjuntd' ele variabl<rn, exi.,stt:m 

v2.1·ios subconj 1.mto2 dQ ó:rt<'s l!'~'=' pueden r;er adecu8.dOH y ser -

uti1 izadtHi J"-'n.i .f\ir:·.:·1· l::1r:. ,_,cu;;c:ión.lln buen procedimiento de -

selccc:cón (te vurü:hle:::.t ch:be c:Jor:arse u dcterrnine.r varios sub--

conjuntos v no concretar:,e a g(;ner<ll' un único "mejor" cor.,junto. 

Los diver~;o~: r.;ubco1:,iu:-:.tos de variublcs ndccu~c:dos nos nronorci.o-

mm infor:;;r.;.cjÓn cobre la estructura de loe. datos y r.os ayudan a 

c,1mpr•:i:der el proccori ~;nby,;.ccntc en loo mis:nos. De hrcho, el riro-
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ec~'º de :;<'lccc·jón r1~; _ _y_;_~!..:.~~:.11~1.'.::~-~\~:~'-'2-l'.~~!...~.'::.!!!Tll_~~~rsc corrn un nn:'tli-

sfa ini.r!li'.>ivo de• l.L'-~~.::J·.2.~-~-~u:;::.....!-:5!E!.::~ ... IL~~~}_5~r~_'.;!l,._rlo Lu:; varinhhrn 

in 1J e n'!nr: .?~-~1!_~ :...·~-~: __ :·~~'..'.:..._.:1_lj_:_0::~!.Li ..... ..:! . .!.!..C~i.~L~'...'.l::::LY .. _cc.gn.Jun t ~1n.e11"L (~ , ~i la 

v:1I'i:· l:} ~~-~~'J~:~j~~~-1...'.:'.'. .... ~:~1-,i~~:~ :~~-~i-~ .. .J~.'.:.!.l'._;_~-~::'.~.J :1 ra:1,6n nor l_'.:;_ cvro.1 

hr:n;oro-3.:.::iL.:.:..J.2<::..:' .. ~ . ..0.!.... ... J . ."'.!..~',:.::.:.'~~~:J:_i_: _ _:: .. ~J;~_l'_~~l._,,~<_{:_!:_r:::_<_l_<? en r:or,exión~ 

1 n e e r 1 ·r· r ~:.:i.~L~'-2.:~LU~Ji1.i1 ~.0 _ I ... ~,d i.'.~l_.ci rL_L1_i:.1__1.:_:~~:l 1.C:~..9-~l9._n~ l'l"r· n i ón. 

De cmtJ.c11J;e1' H:':l1<-'l'é.,l.o., do:; ptH1Lou :1nLr·1·jorer; u.fectfm la mcto

logÍ<l C)Ue prccer1l::1'r!r.io~; a co1i t."i n1wc:i ón en rn:Laci6n con ln se lec-

ci6n de v:::ria1lou. 

I'r.ira cowi:~n~ar, f'í.:co:cdnreruon que unu ecu;.:.ci ün rlíl regresi611 puc--

de ori.ent·tr:~c a var)<H: usoo altoruati.von.Est.os pueden resumir-

se en trr;B p·~•ndc:·: Ciüer~or~bn~ 

i) Para la dcr"cririción de un fenómeno y fox'iriulación ele un mo-

lo 

ii) P<::.rí.1 pro¡;ó::Hcs tlo ustirnución y prcdicc:i.6n 

iii)Corno inr.::truwc:·~Lo Ce cont.1•01 

En el rn•irr:or cuu0 ( i), la ccu~,c::i.6n uc uti.li:1.:;. pura describir 

un 1.iroccflo pé11'Uc·;lnr o co11:0 v11 ll!ode1 o ruru expresar un ~;:i.stema 

de intorucción c(lmpic;jo, El propódLo üc la cr;u8.ci611 puede fJer 

mcrrn::c!1tc deucriptivo p:1r<1. c:.:clttrC!COí' J.c1 nutura1cza de esta 

inter::.c:ci6n coinple,ia.Sin embargo, P~'ra este fin existen dos 

requeri.1r.:i en toe b:'.uicos en conflicto QW deben cumplirse: a) Ex--

plicur l~t mayor r,:.1rtc de la variación total de la variable-rer;;-
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puesta, que irnnlic'-1 !)O!' .lo rcr;ul.~!r L~ includ.6n ue un r;r::.n nú-

rnero éic v.:.ricc!;lcs y, b) LD::·¡;:.:1'r:;c ~d. princ inic de 
11 si::1nlifir!~tci6n" 

cial l 
. '6 . l .~i. v;.:~1·1c:-.~c 1 n (~e· a 

une. llc1T::.:1:icnt'~ <Je e o:-'.tT'01.:~1 -¡:,•rJnÓioito do co~1:.ct.n1.~.r tU",~l P(·
1

.:f ... -

ci6n t\('. ("'I" t:i.!.0 ¡;¡;<:dC: rJ"r de[;(;]":·,:',!~:;~· 1."l ; :·:,¡-nit1Jé1 r.:::r l_:l '¡ll\.' 

\.;le tlc·nc1;·.11c::tc (o v •:·:i;_tt!C··!'C'snu•:.t,·. ob.ié·Lü) .,\qu:ÍJ o~ r.:o·1<'10 ,10 

rc¡:::rcsi.ón :·~e c'.1::.::jLe c'.;~·í: unc1. f'.:.;:c"ión-rc:::1~u(·::::·:,,,., cJ,w1dr. Y e:: ~-·,, 

decir, 
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Sin eH:bc.rgo, y co~no ya lo l:e:i.os r;cil;tl'.J.do, Lt:.i enteco rías n.nten 

mencionc..cns D'.ir:·, lo~· -u::.or_: de un mode1.o de recl'er.;ión o cconcr.1é--

trico son sti.a •. :irnc-nv, ::..:;n1~liLcn,Prcc~;.or:tc:pento éstr·.s ue ¡:mtreL1~'1·'.J~'. 

y Vlfü ccu:~ci6D írc.edc ut.~ :1 i'.:::r"c f!d1'<l uno o toc]c:: J 0s u::oc. re--

feridcc .. Lo c:v.:: l:'JLV iCLl? cnL; ti:: ar es c¡uP. e1 :ir·opcbi to c~?nt1·:,1 

nara el Cl.1"'.l ~'.C' C'.!!"1:.:tru;yc L:i C'ClW't:ién, dotc::rr.'.i:1:--, e>] cri tc::·ü· 

se uc::cribcn er. J¡t ljtcr:ctura cstrüiísticn.Di::H:uti~c:;;os brc·1e¡;-.cn-

te doe Que consideramos de loa más ~tilos. 

y Un:\ lü:t:c exh:.:.1wtiv:.; ele c::t.os criterios u: r,uc-dr. c·::cnt:L:':.or e: 
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estadístico se define comoi Y 

VAN 
( m:s)k =-n---l!---1 - ( 261) 

donde VAN se define cor.;o~ 

n 

VAN = L ( Yi - Y.:) 2 . ( 262) 

,· "' 
Entonces dada dos ecuüdones, ac;uclla cuyo RMS sea. el menor,ae 

escoge en especial si el objeto es la cxtrupolació~.~ótecc de 

paso que el estadístico m.;s no es otra co2~~ que el cstitnador 

para la varü:1ncia del término de Dl'rturbc<ciór. L1efinido en ( 20-bis). 

Es evidente que Hii1S se pu'~de n~lucio:·:c.r con el coefici·m~;e ele 

determino.c:i.6n a2 y el c:oefic:iPntc de determinación "njust:.:.do" 
2 R que a como ya sabemos, son eatad:í.sticos que nos si1-ven J;L,rr, juz

(t). 
adecuación del a;juste r;lobal de tm modelo.La rel:o:c:ió1: en-gar le. 

tre RMS y R2 es tal que~ 

R
2 

:.: 1 - (n-k-1) Rl·'.S 
VA'f 

(+t) 
donde VAT (variación. total) se dcfjnc como~ 

n 
~ - ') VAT ::¿( Yi- Y}~ 
i,el 

( 263) 

( 264) 

m.1s~ son las r:.ir,lus en inglés de 'Residual Mean Squ::..r•".! 1
• 

Vóase, Hocking,H.n. Opns cit. 

(+) R
2 

se define corno R
2 

:;. l -( n- 1
1
)(1-R

2
), donde n y k st' defi-

a a ~-~-

nen como antes. 

(++) En un modelo de regresión cu~.1quiera se cumple que: l/AT = 
l/AP. -t VAE (Variación total== variación explic:idn + varia--
ción no;..cxplicada), donde VAN y VAT .se definen como en (262) 

y· ( 264) ,respecitvar:ientc, y. VM como VAE •Z°(Yi. -'{}2
• 
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1 

Similnrmente, se puede hacer ver ques 

R
2 

= 1 - (n-1) a 
VAT 
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( 265) 

Por otra parte, her:-:os sc 0!:1lr!do rcnteriorir.c:1tc· que los VfJ.loros --

pronostic2.do:3 de wrn ec1.wción do ?'e¡;rcsió:1 b3[~::i.dos on un ~ubeon 

desempeño de un:~ ccu;·,c"ión consideramos el erro-::- civdr~í.tico m¡)-

dio (!•!SE} del valor prono~·;tic~do en lug«l!' de la V:Jriancia, 

Enton0.c::> u pét2:tir del co:,ccpto de r.'.SE pot::c•:110:; clef:i.ni.r 1;n nuevo 
.. , . ( . t ,, J" 11 ) est-;ict:i.st :i.co éJUe ucno a.re:::oo co:r,o ,. p··:.r·.l ::iedir el error cuu-

K 

drático medio total c~1L.1.:1C:~trizfüio de oretlicci6n P'.:t~·::, 103 datos 

observ~dos, o neu~ 

n 
- 1 \ ' ~ c.•-¡·' ( e . ) 
-~T .. 1-;,..;-.)J. ( 26G) 

O· al L8rriut ivamento ~ 
(j~ ¡.= 1 

donde ¡,JJE 
,.._ 

pronod;ic;-:do ~. 

F!SE( ~1) ( 267) 

es el En·ror cuauré.tico n;:éEo del i-ésJmo v .. 1.or 
lf'} d~ un ¡;¡".::idelo de k Vé1ri.:cl;J.0s explic:d.ivu.;J y u ...... 

..... 
Entonces t>l. t;~r~lin~ l.'.SE(':\l} tiene <las componentc3 1 1·1 v:1ri•):1cia 

.... 
de predicción que resulta de la estim~cidn (i,e. Var (Y~) ) y 

una co:nnon~nt;c de scs;_;o n•s•.tltante de la elimin:1cióa ,le Lls va-

riables. (+-) 

(+)Este tér;ai..'10 e:3 de la forrnu General: [E(Y.:')-~i] 2 ;tl:mde "'~Z e:i 
el e:,;tir.rnlor Je ~l J.el ~n·Jdelo del que se h~_-111 climinudo un 
cierto número de Vúrütblr~s. 
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En particul::.tr, ::.;e puede dcrno:>tr,tr que Jk se puede cxprcsur co~o~ 

( 268) 

donde ol pri;r;.:;r y r.:[)r;~i.:~do t(:r::ano diol :Jiie:nbr:;. derecho tle L:. e:cpn:? -

si6n anterior corresp~m;icn, ru ;;p>J e L i•1:~m:!ntc, ;.:; l::s co:n:)0!1C!l t,•.!;J lle 

variunc:ia y sesgo. Eé1::cc;:í.fic:Tnani..:1, !:iC ¡)Ucde h::icer ver que: Y 

+ [::(krl) -n] ( 269) 

Para e;.iti::l'..ir J. ~JC>\lazriD~:; ·__¡~::'.!' ~l cst:1<1ís_tico CK, definido co•::o~ 
:{ 

~ [2(l:-tl) -n] ( 270) 

dond(; 

tnV<i..-~10 orji.:~i:l:i} .(con k v: .. ~ ... i~-t-:.ll~s).:Jn p·J.0:.12 ·Jc:no:-,tr~: ,sef:,ú·;; I,:.'J.--

llor:~; J/ q1w c>L ·_r.,l_:)r ·~::"' :·:d~i d0. C:Ji: ~~G (J:·+l),~·:J .1é>cir~ 

. ' 
liJ~(·~n 

----·--------
1 I y 

11 !LiJ. 

tl<~ e.Jt·;::. prnoit-~L1d~ 

S .. ;n:P ~;o,:~:¡:-:!:·~ t 8 0!1 e 
p 

( :?71) 

• Tccimc::::: tri~~:;, 1'.'· ,197 J, 
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oriii:-t:ü con k v:1rio.ble:.:.Por conr:i:-;i..tie:1te, lri :le~wiac"i.ón :i,: Gk 

rc:;;pecto de (k + 1) puede uti.li:~ar;:-;c co .. :o uni:i. :n.::dicla do scsi':º· 

faicgo e:1to:1cc<J, 01 c:;t:.idL:tioo Ck mide el desr.tr:;:ie:io de .1 :1 :~ V'.' .. ·-

ri:..i.üles en térin)nos J0l erro:- c-.i:.d:'Útico ;.:..:uio c;.:L~Hl~tri:~:.:.Jo Je 

pri!dicción C.\), y toma en cuent2., t:::.:1to Jl 3C:é'i;O co:ao 1_·1 •.ra-·

riimcia co1·rcspon::licnte. 

res de C, cC!rc;.!l.os n (1~+1) ;:~~n 1.·J:~ ~-:-u.~1~·:1:~.;,~·:t.o~~ .. ~;::~':b1r1:~ 0 r_.· 1 :·;,~-
--- lC 

lección de nbuc!1os" su;')c~-i;1;jnnto;3 ~e r2a~i G. {;r .. :::-ic:J..:·l:1 ~·YLu. :1;..u.·'..;l. ·-

e:3te propó,;Uo r:r. co:~:.:;tru:,r0 'J.'''' 1;d;fj_r_:a ele? e,_ con-tra (k-tl) Pf: .. 
za la lír1c:1 ck == k + 1 en Ji\--:h·:l t;ráfic~:. .. :::::t:')•;_(~'-\'.::~ :i.~¡,, ... ~:.·:.r.'.: .~~,~:;-

r.oni~111io~ de vnri.:!.!)la:.: cor:r::n~):~11.Li:nt-.P:' ~: ~-i~.~~1t-,.·):~ ·~.~~ ... r;-'.:-:;o:· ·1:-~ 

} 5..nt.:iU C, ~ k f 1 fJP".r:~:1 ~_o,_· ;'"'.'l:-~.'l.~.:q '!;0~:-

1,!..~'.:!'3. int~PT'1l' l:i •1rq·~('·dn.Y SJ. '.l::o Je L::; 

do sobre al cstadi~tico 

niel y 'Nood Y, 
"C H) 

p 

• , '.; ~ 1 ·. : .. ' ~-: 1, 

y VÓú;;e, Ch•:tterj3c, s, :f B.I'ricc.Cpu~~ cit. p.]"'.J 

D '':: .. , :· 

'd "/éa:ia, lJ;:tr:iel, 0, :i· f,S.Wooc\, Pittir:r; 0'."J.·1tüu:] to l):,, ..•• ··:i-
ley, New York,1S71. 
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Para poder discutir los :.1roc0dimie:1tos de ~;clccci6:i de vciriahles 

debemos tlistii~cuir entre dos erandes .v diferentes situ:tcionr:i:;: 

l. Que las variaüles i!'!depcndi•mtc:.o no :>ean coline.:iles, o sen, 

que no exista eviclencüi ele multicol.inc~lid'.1d !)Cligrosa. 

2. Que Lw vo.riabl00 indencndiente:; sc::t colineales, esto es,que 

los datos se~m '.::.ltar.v::nt,~ coline..i.les. 

Depen11ie:ido de lr: estruc:f;;.tra de corrcl!:ición de l<is vo.riables 'i.n-

dependümtcs, !H'OponemJs difernntn~J enf.)l;ues pnra. r1.. ,.,roceaimicn

to de ::;elccció:-i de varüúlles. Si los datos c:.n:.lliz:J.doa no son coli-

neal3s 0roccucrcmos de un8. nrmcrü, y por el contr:.:Lrio, si 'l.o con, 

proc9dere~o~ de otra. 

Como pri~cru providencia ~n el nroccdimiento de solocci6n de va

riable:; ;:;·:; rcco:,'ii;;1vh1 cal:::ul'lr h1r. rtd.c:0;; c.~.:.'.'-!'.:tn.:r1:·•·t;icar; :lo la --

matriz :10 ::orro1aci6n, '.t !1cirtir dr) .t t~s vari:!.blc~; i:1de¡rnndicn"ccs. 

Co:;10 lw. siclo ex1üicmlo en el Apart::.do ~.3, L'. 'Té~;,e>nc:L:i 30 .!"·:d.ces 

1~1..G ritÍc1"!:~ c:.t~r_1.cterí.~:ti.c~.in es :·::c:-:.:_)r OH·~ '),.()J 6 ,_::~ ~·,;·:~"- :10 :~_: re

, cí~~roe:o~; <'i'~ l~:.~J :;:i~ .. ~~i'.:l.S es :?1'.ly:n'." ~'.l·~ L1i.r:J.r.!J!:, ci:ic:) ·l 1:ce::-; ·":·~ nljme-

ro ele v:.::·i.·,blc ~íl i::'..t t ivac.J en é• l .nad9 1 o, e·:-, tu:c.-~?:.· : ·:if~ ·ca:l:>i rlera

mos co;:.o i:.i rucr~~1·'colincalcf;1.Si 0::-:Ln..~; co'·~rJi~iCJ:1·.~s '1"J se cn~1~1len, 

entonces l:n1 v~:.rLtbl<}n r;c to:nun corno 1no-coline:::.')_,;::,' 
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A conti::1uaci6n cstudLircmos dos grandes categorías de nroc'~di--

mientos sobre s~lccci6n de v :ri'.1blcs~ A) Procedi;n:Lento de evalu:2: 

ci6n de todas lno ecuqcioncs posibles y B) Procedimientos de 

sclecci6n du variables,por nasos,(+) 

A. I'rocedirr.ien-::·J de Ev:.!l\:·:ció:i de tod:1s lan Ecuaciones Po:~:í.i.J~.e:s. 

El nri:ner proc·~dimiento que abord;.imos es muy directo y se aplica 

muy bien tanto ::. datos colinoaJ.os como a los n·:::>-colincales.Es--

te implica cst:i.m:.tr todo:~ los subcon,iuntos posible;3 de ccq·J.r:ioncs 

(derivé1do~; del total de v:::ri:..1blcs c):pl:ic ,_,tiv~w del modelo orici

nal) utiliz'.mdo oaru ello un rni.srw conjunto do d~·üos. Si el ?no:.lc-

lo es ::le k ve .. rif,bles, ent'.)nces el nl;mero de ccu,1ciones por e::.:ti-

?
l: ( ++) 

mt'J.r zerá 1.l e ~ • 

O sea, en c~tc espectro de ecu~ci0nes se incluyen ~ '..i~uell~B -

que contienen a las k variables y uc¡uello. que !10 c:mtic<le J ni_!2 

guna v~riaül·:: explicativa. (Para esta últim~i :::e ticn~ simGlcmen

tc que : Yi "" Y ) • 

(+) l'Ul'<l el lccLor intcros8.do, é;u !1ombre en in,:-lé:::~ $elcc~-io:!:Jf 
V'..irLiblc:-:; 1 Stcp;•1ise Proccdures. 

( ++) De l;_;. teor:Í.:J. de conj 1J .• '1tos, c.:1ber.ios 
ne n eJ<c.:::entos, entonces el númnro 

n · 1 d 1 ' A es 2 , 1nc uyen o ~ v~cio y a 

:~ue si :.;n co::,; 1x-:'.J> " ti,'.;;. 
tot.:i.l :10 sn.1.Jcon,j i.,t;o;~ de 
él mismo. 
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Este método pr,;porci.on:::i cLcr<;l!,e?üe ttl invcstig:~dor la mt'ixima --

cantidad de infon:::·.ci6n no<'iblo re~1:wcto :t l;.; natnralozn de ltl.s 

relnciones entre Y y el conju~to de l~u X'S.Sin e~bargo, el -

número de octwcionc:; e ü1for::nc:ionos ~"trnlc:r.enk:ria o 8.d:!cion~il .. 

que debe fmalizarsc 1 rcsult;·J1 nruh:bitiv"3· :-'u(·s1.o r;'.'-" 1)·.:r2 un 

modelo do sólo 6 v;·,rLll:Jlc:s, tcnclría::,0~·. c.uc C'c::L; m:_·r v revis~'.r 
6 ' 

2 = 64, y p:lrlo U!1 modelo de 7 u R V:ri~'.bks c:::,lic;:l·l;iv~c;_: 1 t.en--
d L • ] r, 7 ] ') ~' ') 8 '), ,' . ' , rJ.ar.:os <:t'E.CO:lsicrr:,r .::: = ... ) y , = ,.?o ccuac1orws,.resnect.1va-

mente,lo cual no renil ta f«ctibJ.c ni pníetk 0 1 '.1c~:·de cw,Jr!uior 

ángulo que se le mi re. 

Por co~u::i¿vieY'te, c\1..ir.do se 'Jtiliza ec-:te H:étodo, 1.:·~s ecu:.'cjonen 

más ~Jrometedores liO "~tÍslan" :r,•:d.i<:ntc J.os c:t::Liist.icos Ck 6 Ri1'!S. 

Las ecu~~.ci0!1Gt: ais1~~.(:n.s son .,1or;terior~·, 1·:·n·~c nnr~1 iz:J.dr.::1 ~~ tr:Lvé: 

de un exu.n:cm d0 !::'\I[' ob::.1srVúc~oncfJ "dc,.f:ts·1dc1s"(.•-; o •.r•:rific:"n-

do lu rosible exister:ci<J d<: t'utocon·eL.e:ón, '.) b::.e!:, c2tur1: ·:·~·r1o 

SUGCrir in-i-.e;rl)nit2.c:iorH>.E; <fo loo dator-; <:11·2 nu•:·dcr: h:·ber cido -

omitidas en un rirocc1din1icn to más Cf>tricto de sc2.ecci6n de '"-'-· 

ric.bJ.es. 

' ser r:r~c-

(+) :Sst~·\f: obFerv-tci.e>r:cs son :.;qu·:!;_]:.cs C:1.\:'f08 re::i<.lu:,'.l•.:s e;,.i.:0.nu,1-
r.iz:.ido~; se enc~H:ntr:_;n o loc<:l:i ... :m "fucr':1.1c:e foc:n" tJr,:·:t.ro 
de la r;d1ficn de :i;'esidu:':lcr. C! contra Yi, 
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dos ("a.tajos") que no rec:nicrcn de c~1lcnl:.1r .;l co:1junto total 

de ecuc.cio:ies en el nroce~o ele b:í:::quc,i.1 do los r.ubconju:üo~; de-

e bl f · . l ; + l . ' ., t . .L . ó 1f .. s a es y '-1.CJ._ •. "·.n t.!rt ,:::r•"n :r;cc ic1·;, .1..: ·,:rr:u uc ::-.o ccci in. ..o --

dirr.icntos rcqct:i.P.rcn toLlavía une.. c•;.:1;,·.iécr::uiJ e canticbc: dí.' cóq:u

to. 

Sin er.:bur~o, cxi.ston otrof.· Jff(.·ccdi::'.icnto~; o r.iélodo:::: de ~¡elección 

gador o m:.<.üisl.n con t<,::ta infor'ií.:'.(~ión c¡~J.f' en~i::.,~::do todur. 1~:¡' 

ecuc:cio:-;es po:oiblcs, le pel'r.:i:en n;duc::\r ol vo1t•:~<rn de r;Ó::x)1,to 

requerido y -puoue !'t:n~ct:e:·.i·,~-· en UD i::o::on::L:: cl:;d0 l:~ 1)r:ica t·oJu.-

"Froccd im:ie::: to¡; de 5,, le ':e ión ,L: ·1;:: :·'...ubl 0 ;, por h·-~:o;.;" y n· ::ul tr:..'1 

muy eficie1:':0~: pcir:::. tncb:cj:·c~· cci:1 Ú:lcO:-: r.o-co2.inP'.tlc>:·. E:n c0r::·:r-

cucncj.~:, no sr. rPco;;~j·::i11üa ~~u u~o 1~:...-..-;,~c~ dcitor~ eolir.caJ.<;r.:.A nc.::l~ 

de el1o, co:;.~juerf.mo:: l~é.'1·.·:c':-:::ic-r:tr> )' º"02·tuno ,." di:oc1t~:·i.é1:: ,-.\:uí 

por sti 11t;jJ :i.d:~<: e~ rl r:roc:e::Ll tic "~1ccurr1ción" tic v~:1·i::.bl~!C ti'! 

·------·------·----·---------

Vér_:r:r; Pu-r.~;j.vc:~,r;.~'. y H, 1
1
41 • Wi}L·on Jr. Pc¡;r0!:..·~io;~ Il:'"' Ler·r.·~ 

o.ntl Dc:mds. Tcchnor:icLricD, 16, 1';.!74, pp. 4119-512 
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Bo Procedin:ientos de So1ccei6n de Variables nor I'aFoc, 

Estos procedimientos se uplies.n cuiindo cxjp te un rron núi:wro de 

variables cr.plicativo.s y se tri:i.baja con ur1 ~: ubco;ijunto prord.o 

del total de variable::; cxplicatj.vét::.Ticnen la caractcrísti.cu 

primordial de que introducen o cli:~:im-n Ul1'-1 variable a la vez 

de la ecuadión c implican examinar sólo un i-:ubconjunto de va-

riables del universo total de nubcon.íun-i;os de lo:c; le var:iablcs 

cxplíc~ttivas orir;in:;l.e~·'.,Esto es, D'·'rn t:.n modelo de k va:rio.b1cs 1 
j,mplicará considerar a lo :n;is (l<+l) cc11,•cion8c 1 en contraete con 

1 2
k . . l . . 

as ecur~cJ.oncs rcc¡u0ricu.Ll ¡krd exrn;.inelr todas las ccuuc:ío -

nes posiblC's.F:2tos procodimicntof.> se Gtibclus:ifican en dOl1 ¡~~r<.:Jn-

dcs categorías~ B.l) El proccd:i.!Licnto de selección f!e v::iri::i.blcs 

(por paDoc) h~cia edelo.ntc (FS) (+) y B.2) El procodi~icnto. de 

selección ele v~rii~bles (por po.:;os) por climinnci6n h<wia at,rús 

(HE) ( :·+) 

B.1) Procedimk nto de Selr:cci6n de V:::.r:i.nblcs (Por Pcir:cd f-hcia 

Adel~.n;.te ( PS). 

Este proccdimie;nto co:nienza con unu c::cuuciór: <JU•l 1:0 c·Jntienc nin

guna variable expli,~ativ::i., s6J.o ei térxino conr:t'!r~l.c. L:.:. nri;;.era 

variable• en inc}.uirse en ln ecuación en m¡u.-·lJ a con el rd.r: <ll--

to coeficiente de correlación f.>imple con rcmJ0cto n la v:a·:i.:;bJc 
,, ,, 

dependfonte Y. Si el cocfid.cnte de Groto. variable rc::).l~ tL: sirni·· 

ficutivnr¡,r:ntc d:iJ: tinto de coro 1 cntoncen se rctjone en l.:, ccu.:i-

ci6n. (De lo contrurío·, f;c.> tonu ln ;;egundu vur).;"blc cc;n el :r.<b 

alto coeficiente de correlación simplq 1ctc. y usi nuccsivorr.ent;c, 

(+) Im in;;ltS~'-': PS=-: 1 l'on-1<.m.i Sc1ection P.rocedure' 

(++)En inglés: BE:: 'Buckward Eli::1ination I'rocedure• 
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hasta encontr<"tr una variable cuyo coeficiente sea significa.tivn.

mente distinto de cero. 

La variable que :i.r.gresa a la ecuaci6n como "se¡p.mda" variable es 

aquella que posee el rr:::í.ximo coeficiente de correlt:!ci6n simple con 
,, 11 t,I 11 

respecto a Y(l) ( donde Y(l), es el resultado de ajustar a Y por 

el efecto de la prirr.cr;;;. v;.;.riable , o sea, la variable con el m:f.s 

grande co,~ficiente de correl:-ici.6n con respecto a los elementos 

residuc.lcs del paao antc;ior], Entonces, ~~e prueba le. s:i.gnifican

cia del coeficiente de recresi6n de la segunda variable.Si éste 

resulta sigrüfic<.:t ivo, se busctt una tercera vririable de la mio-

ma manera. Si no lo es, ee sigue el rn:i.Hmo procedim:ie nto sup.;erido 

en el paso anterior. 

El procedimiento terr.üna cuundü lu últirr.a vo.rie.blo que iwr,resa. 

a lu ecuélción: posee un coeficiente ele rcr;rcsión no-sit..rnifica.tivo1 
o bien 1 cu2.ndo todc.s lc.s v::iriables se han incluido en la ecu·~ci6n. 

La significancia del coeficiente; de rei~rcsi6n de la Última va-

riable in traducida en la ccu~ci6n se verifica rnedfantc el esta-

dístico "t" calculado u p:.trtir d.e la últirr.a ecuad6n.A este rcs

pecto1 conviene se:.·.llar que la m::yoría de loa alr;;oritmos de seleo

ci6n de variables ( por petcos) hacia adelante usan lU1 valor "pi

so" de "t" muJ' bajo u:J.rq. juzg:J.r ) ~i significancia estadística de 

los coeficie?"ltes de lu~; nuevas variables que ingresan u la ecua

ción, y por lo tanto, los proccdimicntoE de selección hacia ade 

hmte consideran tod::i.s las variubles explicativas y nos propor-

cionan un total de k ecuaciones posible~;. 
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B.2 Procedi~icntns de Selección de Voriahles (por n~soc) nor 

Eliminación hacia ~tris (BE). 

Este µroced imiento ririnciuiu con la ccu~,ción complota (de l<: va-

riablcs), y succsivo.mPnte1lets va 0lirninu.ndo una a lu vcz.L!s va

riables se elimi:nn en bL,sc a su contrib11d 6n a 111. rcuucei6n -

del estadístico v.rn ( i. e, l:~ suma dP. los cu;·tdrndos cie los erro-

res definido en ( 262) ) , Esto es eq:üvalcntc a elimin<:..r la va--

riable con el míni::~o valor "t" ( j. e. el coclente del valor del -

estimador del coeficiente de rerrcsión de la variable en cueGti6n 

entre el valor de la desviación estú::i.clard de dicho cstim::tdor) de 

entre todas las variablcn contnnidas en la ccuución original, 

Si todon los valores "t" resultHn sir,nificativos en el proc:eso 

anterior, entonces se retienen tod:1s 1:-s varittbles de la ccuaci6n, 

Suponiendo que exista una o más variubles con valores "t" no-oig 

nificativos, entonces el oroccdi:niento sugiere eliminar t"l.quella 

variable con el mínimo vu.lor "t" no-si,-;nifi.cativo.Entonces se 

estima una nueva ecuación con l:,s rest::tntcs (k-1) variables ":i' se 

vuelven a examinar los valores "t" pura los nuevos coeficientes 

dd regresión. El procedimiento finaliza. cu2.ndo todos los valores 

"t" son si.enific&.tivos o bien cuando tod;:,s las varü1.bles, excepto 

una, h.-m sido elirnin&clas º 

En la mayorb de los algoritmos hacia atrús, la cota inferior de 

"t" se fija tun al ta que el procedimiento analiza todas hls va--
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riables, e::-. ele e ir, en:pü,2·1 con unc1 cccwción de k vrirü:ble>rJ •>i.ira 

lvcgo t.0rn.in.,r con un<::. ec•.1 .. :c:\6i: c:c t..na Dol:.< v~'.rL.ble e):plic":l.ivn. 

Este método e:.:; or:(mr.i~.1,:1cn~c un pr0c0clir:;ie:::to de nclecci6!'1
11

haci::i. 
,, 

adclc;~nt:(~ ( F,S) noro co!: 1::1 r.ondic :iór. ::,Cic'i.0~·1:_;1_ qu~~, ~!n C'2..da eta--

p:.i, se conDidcr::-1 _J_a ~1osib:i.li·1 ::-~d c1~; eli::-.i:!~\r Ui"'~r: v~,ri::.iblr:~ co:~.o en 

] el -··'--·· , . 6·1",, ....... ..,,.r/~" r p~-) .a · .1..f1: ... ddCJ .... _ .. ( 1 . .1. .... v 4l,1 , _.._.. • 

puede 11cc:-~r ~L SL:r c:'..i:::i:-i~!d:.: e:: et·t!'e>S nor:c<'riorcs.!0:_· c:'it::.,..ion 

para l~: incltu::iún o c:·:clt\::iétn ele l:•:_, v:·:ri.:blc:: ::u::. Jo" :;d::-~r.os 

atr~1s''· l''rncue~1t.c::1er~tc, ::;e utiJi¿,~-~~1 dif('l'C~'l'Gc~, ni 1i·c1cs :10 !Jit_::i.i

fic n~cir..!. p:.~rc: d 1~:it,rr:rd~1~1r 1.:..:.. inclu~-;ién o ex(~:u!..:i6?1 t.1e v~~riab1e0 

~·1r c•l 11 ·rr"1 .;r)"' 11 ···t\,,;,,,, .:,. "1·,, .ir• '/·•1·1· ·,'•]e.-: i;., ~·~ .. ··1 p~ P-r' <··'e 1·1s v···--....... . .••.. J ... • .. ~ ............... o· ... •, .. ~·. ... . ..... ._, ....... _,...1. ....... \.I ·•· ., ... · i.A •· l ... 
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riablcs inr,rcsan o su1en de lu. t'CU't<:ión no debe i:Yternrcr.a:rs~ 

como producto de la importancia rclativn de l:;..s vari:!.blL~:;. Si 

por pasos"rco1·cr.:cnL:~m hcrr:·i:11j cr.t:•s pooer:H1':cs n<~rn. 1:::. sclce-

ción do vud.u.b1cs no-colir1c:üP~1. 

Los tre::: o:·oc~d:iíliÜ:nLo;; de~:critos antcii'ion:;ontc arrojan jL'"'lG

ticamente Je, mis:nct ~;cJocción de v"'riub}e;o 9:u·n dato::; no-c:ili-·

ncales. Y n:rtu:rElru:ntc, implican mucho memos cómp-o.<to que ,. L --

p'1:rn lo ... a~ot'Cdi·rie ~·to:i po,... T' ···o~ 'J•1:• "" ,., .. t ·1 d" 11 '•1 t:-i" oun '"1 

l~ prác:i~;1 ~~~ r~·su~·t,,;lo 1r.~1:r! ;;i:c:~i:,~ ~,~'~d:~sc;ih:-~~~;e¡~uj:d~~ 1/ 

Dctoncr~2 ~i el ~ini~o valor 1ti~1 

En el •.::jcmplo que :;n cit::i. ;n::s :1bu.jo, :::o ilu~Jtrará el efceto de -

b:1.rgo, se reco;niond:i cm :'e:1ur;ü el proectlilnlento "h~1ciu. atr:Ís" 

sobro el pr:.icetli:ni.ento'1h~wiu '.idelante 0 • Una razón obvi::i. de esto 

lJ V~u.se, 8hatter,jeo, S. y B.?rlcc. Ol)US cit. 
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e " L1 lt··· en c'l ro "'·'1· ... · ,..., •· '.) 
11

' ,- ,; ·- ·•t ·'"" ·1 · . ·' oJ •j. \;;. •-. p (;._.u ... .l.C.1 H •• 1.lt-~i..·J. ·~ .. rtl•.), .. d ecu~t::l.on con t.Jj»!f1 

las vari:.tblcs, se cstirn :r :;e puede cxo:nin:-ir aún c:uanrlo ~10 

utilice co::·:o ecu~ci6n füul.. .1u?nuc no ~'e rcco:dc:1::lu el uco de 

so ha pJdido co~:iprob.~:.r e:r.pírica:r~~nte qur. al nro(_:ed:i.::ti0nto 11 !1·1 __ 

cin a\..r/:n" r"~~JLúta <.1 1.!jo:r ~.r':. ;1:·1:1l:jar el r:rc·blc1:ia .<10 1~1 :n:tl"l.i

coline:llidaJ qtic el n!·ocr:J.i:nic::i.to "lHcia. <'.d<:Lmtc".V 

En la:: :t:Jli\.~:.: .. ci .. J·1•:.s de lo~ orot~':!d-i_::1ientas por pa~.10~~, s•1 -:-rc:·1c'1-;1.n 

variw; (o rnuci1:u;) ccw:c:i.0:1(!:J 1 c~'Ü.'l un2. con un mimc!'O d:i.sti.:1-to 

u.tiliz:i:1do e:3t:u.~ Í~; tic·)~; co::.J e,. é> H.:::s. De .L:i .:!::..~1:ni.t ~:ii.·~n:~rr~, 
h 

los rt?!3i:hl~i.1.':~:: ele :La~; d1.fcr·::ntt .. '~. ec~l':t:~io:~r:;; ~1cb1~n 0x:1mi:1a~[)-:":t) .. -

ción de variable:.; ::;e ilu::it:ra a travé::1 del siguic!'lte ejemplo~ 

pcr:n:i.t,tr.. 1.1 c:1r:<~t.eri:::.:tción de buenos SU!JervL;vr:J8 por cJ. pur;JO

n:ü quo c:J ;~'.\1Jt:r'J'Ü'.:;1Jo r,or 15::to::i. El modelo ::e co:ic::L:uyc c0n ~·.l. 

p1•opl'ísito üo e:Ü~!nd8J' el nroc0::;n Je llU1J'Jrvisión y ln imporll:!l

cia :r.;l~tt'iv::. ·:1e l·.~ts tliferüntcs v~:iriables cxplic:..tti\r'J.s. E~ téY-:~i-

non de lo~> urrnll ,le u:u cCU'.lc:ión de rc:¡;rcsión o :noJe lo ceo1inmé--

lf Vé,1se, r.'.:ml,cl, N. \'1l::r SL2nJ'.)·:r.1 l'r1.1·>' .1•r:·: ··l in '!--:ri.aoll~ :::·~i.P.c

tion. 'l'cchno:ne~ric!.1, l:?, 1.')70, pp.~9Í-612 
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trico, este caso implicaría que deseamoo conocer los estimado-

rea de los diferentoa coeficientes di! regreai6n, en contrHete 

con un modelo u'tilizado sólo con prop6si tos de predicción, El 

modelo en cuestión, tiene la fonnu: 1/ 

YT = BQ + Bl Xl + B2 X2 + B3 X3 vB4 X4 + B5 X5 +B6 XG +lJ (272) 

dondo Y y Xi ( i=l,2, •• ,,6) se definen como: 

Y s Calificación global del trabajo realü:ado por el Supe! 

visor. 

X2 s 

X3 s 

Mano ja adecuadamente las quejas de los empleado a, 

No concede privi.legioo especinleis e. aubulternos. 

Brinda oportunidades al personal a su mando para aprendo1~ 

laborea nuevas. 

X4 Promueve ascensos o promocioües entre su personal con

forme a desempeño individual. 

X5 $ Es demasiado critico reispecto a desempoilos pobres, 

X6 Grado de estímulo o upoyo a subalternos para el logro de 

mejores puestos. 

Los datos para el modelo anterior se presentan en la Tabln 5.6,1 

(que se reproduce en la próxima hoja).De igual manera, la matriz 

de correlación para dicho modelo se presenta en la Tabla 5.6.2 

( que aparece inmediatamente después do la Tabla 5. 6.1) .Por otro la 

1J V~aoe, Chatterjee,s. y B.Price.Opus cit. 
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DATOS s·.u:c L.1S VAífL\i.:LE:.i )~XPLJC.\rJV;\3 y EX.PLl!.::1D.\ DEL !.'.ODELO (272). 

!IiJ.er,;. y Xl X2 X3 X4 ·x5 X6 

1 43 51 JO 39 61 92 45 
2 63 64 51 54 61 _; 73 47 
3 71 70 68 69 76 86 43 
4 61 63 45 47 5L1 84 35 
5 81 78 56 66 71 83 47 
6 43 55 4) .14 54 49 34 
7 58 67 42 56 66 68 35 
8 71 75 50 ~: 5 70 66 41 
9 72 8'> ,_ 72 67 71 83 31 

10 67 61 45 47 62 80 l)l 

11 64 53 53 :i9 58 67 34 
12 67 60 47 V) . .,. 59 74 41 
13 69 62 57 42 ~)5 63 ·25 
14 68 3J 83 ¡¡~; 59 77 35 
15 77 77 54 72 79 77 46 
16 81 90 50 '/2 60 54 36 
17 74 ·S'.i 64 69 79 79 63 
18 65 60 65 75 'i'-• ::> 80 60 
19 65 70 '16 57 75 85 46 
20 50 58 68 54 64 78 5 ,, 

(. 

21 50 40 33 34 43 64 33 
22 64 61 52 62 GG 80 41 
23 53 66 52 50 63 80 37 
24 40 37 ,A,') ,,_ 58 5() 57 49 
25 63 51¡ li2 H'l 

··~ 
66 75 .3 3 

26 66 77 6G i313 88 76 72 
27 78 75 58 74 so 78 49 
23 48 57 44 45 51 SJ 38 
29 85 85 71 71 77 74 55 
30 8?. 82 39 59 64 78 39 

Fue::i.Le~ Ch.itterjce,S. y 3,Price,Opu3 .cit.p.61. 



TABLA 5.6.2 

MATRIZ DE CORREALCION PARA EL MODELO C274) 

X1 X4 xs 

X1 1.000 

0.558 1.000· 

1.UOO 
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la 1wttriz /\ fJ._: '.'.U. e:.;te f:!Jdr.!:l O re :>u1 ta ser~ 

'3· 23" ·o o o o o 

o ¡.o';) o o o o 

o o o.1so o o o 

-· o o o os~s o ó ( 273) 

o o o o o:z.n o 
o (.') o o o 0.1'13 

Esto es, l<~s raí.ces C'tr::tcter:L;·tica~; corrcsnondilmtes pnra el mo- . 

de1o bajo estudia sons 

¡. ' :::: 1. z 3 eo , ¡.. i = i. º n ~ /> ~ ::: o. 1 s º) /lq = <!" s 3 s 
( 27 4) 

Co:110 obs~rv.J.1:!0'1 1 r1:i.r.1;1.tn:t de 1:1s raíces es ¡;¡e:nor que .01 1 ni 

( 275) 

es umt cl.fru tal que no oxct:!lltt n 30 ( es decir, cinco veces el -

n~mero de vuriablcc c~pl:i.cativus en e1 modelo (272)) concluimos 

por tanto qu•: 1'1:1 d:.ttos l•J este modelo no son necesariamente col"i 

ne:ücs y por lo mi:~rno, ¡iodc:1:o:J uplicar los oroced:i.micntos nor -pa

sos :1.ntcx·i0r1! .. :mLe d:i.ncutidou, 

Lo::i rcau!Lttlo:J cu:inrios de e:.plicnr el procedimiento (!lor narJos) h~ 

c:i.a adcL1ntc, ce prc::cnt~'l en la 'l'abla 5.6.3(cn la próxima hojo.} 

En 11.:mde oc detallan para cada una de las ccuacione.ssucn::;iv·,1s, 



TABLA 5.6.3 

SELECCION DE SELECCION 
.. .=;. 

VARIABLE EXP. 
EN LA 

X1 

X1 X3 

~·· 4 

.: ' .. : . : 

.x1 x3>x6X2 5 

X1 X3 X6 X2 X4 

X1 X3 X6 X2 X4 X5 

Fuentes E~timaciones 5.6.l 
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Los valores do 10(1 estadisticoe R!~S y Ck .La Última. columna -

muestra el rango del subconjunto obtenido mediante el procedi

miento (por pasos) "hacia adelilllte", renpecto al mejor oubcon

junto del mismo tamaño ( en base al estadíotico RMS). 

A continuación, ae proporcionan doo criterios empíricos de "alto" 

aplicados para este problemas 11 

\ l.Deteners• ai el valor mínimo de "t" os tal ques JhJú.os(n-•-1) 

Ea decir, parar si el valor m:L~imo de todas las t'a calculsdaa 

resulta menor que su valor tnbtllHdO pura un nivel de d...= 5% de 

significancia, con [ n- (k-1)] grados de libertad. 

2.Detenerse si el valor mínimo de 11t" ea tal ques l lc:\ L 1 

O sea, parar si el valor mínimo de todas las t's calculadas re-

sulta monor que la unidad. 

Nótese que el primer criterio es más estricto que el segundo y 

termina con la selección de las varfables Xl y X3. El segundo es 

menos estricto y finaliza con la inclusión de las variables Xl, 

X3 y X6. 

Por ot~a parte, la aplicación del procedimiento de selección por 

eliminación "hacia atrás" nos arroja los resultados presentados t>n 

!J Obsérvese que estos mismos criterioei se aplican para el proce
dimiento "hacia adel1:1.nte". 

Véase, Chntterjee,s. y B.Price.Opus cit. 
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lü '.l.1abl:1 5.G.tl (que se muc~rt;ra en lr1 hoja siguiente) -:l que rl!:ml-

Para este arJccdi~icnto se utili~~ron los si~1l0~tc3 criterios 

de"alto"~ 

"t" e:: t'.J.l (}Un.~ 

Con el orü,icr criterio ~-;e seleccio:1:n L:.; ,_,.~!'L!u~.2:::: X1 :r X3. Y con 

adeléintc" y "h:ici:~ :.1tn~s 11 :i.rro;j:rn i:~. :nü::~.~ subcnn,junto de eduo-

cioneJ p;,ra este nroole;:i'.t, uunquc este no es sic:.~orc 81 c::i:.·o, (+) 

En con:>ec~te:1ci:-1, n:tra Jesc.:ribii· l.:! V'.lric.Gle-res¡mestu objeto del 

modelo ( 272) se rec0:niP:vi:1 lft si::ui"J'ltc c:::•.) .. -~ción~ 

/\ 
Y= 13.58 + o.62x1 + o,31x3 -o.1qx6 (276) 

y Vétts8, Ch:.:-.tt·'.!"Jl~(·,!), ,y F.3"'~:ice.Opns cit. 

(+) Si. se :::1~ic"I!\'. ei ·d·to:1o -.Jr~ sclccc:i.ó:1 de '! :ri'i.oles ~'·'.Jl' p·1::os 
( 3, 3) dL;r~11tiJo ::t:,t1.•rio2·::.rnta, sP o\x:rrv-. ria '"JC .::e obt!'ndri:• 
el :ni!..H:L1 rc~::_t~~t .. ,.Jo.s(~ o~:ito~ lo~-; r:.,.D:)J.t:1J. 1J:: ~~~1 obvio de :.'..Jirn
plific::.;i::in d2 cc:tu CZ!1".::,ici6n., 

(++) Se 0::1iti:~ la gr:Lfica corrcnpo:1dlente por cimr.li.;·ülad .de la 
cxriosición, 



TABLA 5.6.t, 

SELECCIO~ DE VARIABLES MEDIANTE EL PROCEDIMIENTO DE SELECCION POR 

ELIMINACION HACIA ATRAS, PARA EL MODELO ( 272) 

VARIABLES EXP. 
EN LA 

. ECUACION 

X1 X2 X3 X4 XS X6 

X1 X2 X3 X4 X6 

X1 X2 X3 X6 5 

~ 4 

X1 X3 3 

X1 

Fuentes Estimaciones 
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Como el preecnte problema tiene solo seio vario.bles explicativas, 

el número total de ecuaciones que pueden estimarso conteniendo 

al menos una variabl~ explicativa es 63 (i.e. 26- 1 ). Los valo

ree de Ck para las 63 ecuaciones se muestran en la Tabl~ 5.6.5 

( que aparece en lo. pr6xima hoju).Los valores del estadiatico 

ele ae grafican contra los valores de (le + 1) en la Figura 5.6.1 

(que se presenta enseguida. de la Tabla. 5. 6. 5). Los mejores oub-

conjuntos de variables seleccionados en base a los valores del 

estadístico referido se muestran en la Tabla 5.6.6 (que aparece 

cnaeguida de la Figura 5,6.1). 

Se observa que loa subconjuntoH de YuriablC! s seleccions-.das mo-

diante ck eon distintos de aquellos obtenidos por los "procedi-

mientos por pasoan así corno aquellos seleccionados mediante el 

estadiotico Rii!S. Eota diacrepancia trae a colación u.~ aspecto 

muy importante respecto al estadíotico C. que el lector debe 
K 

tomar muy en cuenta. Cuando se aplica 
2 

sita un estimador de ~~ .Normalmente, 

dicho estadistioo,se nace
? 

el estimador de cr~ se ob--

tiene de la suma de loa cuadrados de los residuales del modelo 

original o "completo". Si éste tiene un gran número de n.riablc.'le 

explicativas sin poder explicativo (i.e.sus parámetros poblacio

nales so11 cero), el estimador de O'~derivado del modelo orieino.l 

será grande.La pórdida. de grados de libertad no es recuperada por 

la reducción en la varianción no-explicada. 

At 
Si el estimador cr ... es grande, entonces Ck es pequeña. Para --

que el estadístico e trabajo bien se requiere un buen esti ---
~ k . 

mador de (f""'. Cuando esto no es poaiblo, Ck sólo es de 

utilidad limitada • Para el presento ejercicio , el ---
.,.. 
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TA B L A 5.6.5 

VALORES DEL ESTADISTICO Ck, PAHA TODAS LAS ECUACIONES 
POSIBLES, PAHA EL ¡.:ODELO ( 272), 

\lan~ble) (¡" Vc<1abks e~ VHiabb (~ Yafi;}b!eJ CK 

1.41 1 5 l.41 1 6 l.Jl l 1 6 5. ll 
4~.40 ¡ 5 4S. 6~ ¡ 6 46.19 ¡ 5 1. 47.91 

1 ¡ l. 26 1 ¡ 5 5. 26 1 ¡ 6 5. 22 ¡' ¡ 5 6 7.22 
26,56 ) 5 27. 94 l 6 24.82 ) 5 6 2:;02 

1.1 1.11 l ) 5 l.11 1 l 6 1.60 1 l 5 6 l.46 
¡ ) 26.% ¡ ) 5 26. SJ ¡ l 6 24.62 2 ) 5 6 2!i. ll 

1 ¡) 2.11 1 2 l 5 •• 11 1 2 ) 6 l. 28 1 2 J 5 6 5.14- • 
J0,06 4 5 ll.<ii < 6 n. 7l 4 5 6 l~.50 

1 4 J,19 1 4 5 5.16 1 4 6 4. 70 1 4 s 6 6.69 
2 • l'J.20 ¡ 4 1 10. '12 :! 4 ( :?S. ?1 1 4 s 6 n. n 

1 ¡ ' 4.?l 1 ¡ < 1 6. 97 1 2 ' 6 6. 6) l ¡.' 1 (, B.61 
l 4 ll. 21 J 4 1 25. 2) l ( i 16. 50 ) • 5 6 10,42 

1) 4 J.09 1 ) 4 5 5.09 l 3 ~ 6 J.l5 1 ) • 5 6 5. 29 
2 ) 4 24.56 2 ) 4 5 26. 5) 2 3 " 6 17. ~7 2 J 4 5 6 19, 51 

l ' 3 ' 4.49 1 2 ) 4 5 & • .aa 1 ¡ ) 4 6 5,07 l 2 ) 4 5 6 7.00 
57.91 57 .91 1 6 19. 76 

Fuentes Estimaciones a partir de los datos de la Ta--
bla 5.6.1 

··.~ 

' / 



F I G U R A 5.6.1 

GRAFICA DE LOS VALORES DEL ESTADISTICO Ck CONTRA EL 
PARAMETRO (k + l),PARA EL MODELO (272.). 

10,000 

9.1G7 -

8.333 -

7.500 -

6.()67 -

&.833 -

el< 5.000 -

4.167 

3.333 

: •11.l.J.C.j'l.J.l.U.tl 

./ 
7
·,""""• 

•11,SJ • 
•1u1 '1 
111,41 

IUI 

2.500 

1.6G7 

0.833 -

0.000 
5 

(1'+ 1) 

Fuentes Chatterjee,S. y B. Price. Opus cit.p.207 
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TABLA 5.6.6 

SELECCION OE VARIABLES MEDIANTE EL ESTADISTICO Ck 

PARA EL MODELO (272) 

VARIABLES EXP. 
(¡¿..+ I} EN LA /2HS Ctl-

ECUACION 

X1 2 6.993 1. 41 

X1 X4 3 7.093 © 3.19 

I~ X4 x6) 4 7.163 .. 4.70 

X1 X3 X4 XS 5 
7.080 j 5.04 

X1 X2 X3 X4 XS 6 7.139 0 6.48 

X1 X2 X3 X4 XS X6 7 7.068 7.00 

230. 

fZMJGO . 

1 

2 

5 

6 

4 

Fuente= Estimaciones a partir de los datos de la Tabla 5.6.1 

• 
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estadistico R~S para el modelo cnmnlct~ con sei~ variables os --

mayor que illilS !nr~! El rnodrJ o coi: trc~.; V'.'.riabl.un Xl, X2 y X6. f'or 

consirrutcn1;o, 102 valeres U.e Ck ne distc·r8iona11 :, i10 r:-c::. n~vy útl .... 

les p:1r:J 1.u. :::-clecciór. de V<:ri:d-:i:!.t"~s 1.m c·1 !;1'cs0:;tc. c:l~·o. 

El tipo de Ei.tu<..:.cüln dc:;critu :.::.n-::el'i or;:,11::tc· qucd:., de 1r.<-:.:-: ifir-:3to 

obscrvc..ndo el co:í1portLc:üuntn ¿e~ le~· v·,1lorf[~ del estndístic0 m.~s 

'Il r . ( +) . • 
en lm.; ub:Uir: 5.c.2 y 5.t .. ~- •• l':r:tc con:port0.:n.l.c·nto su91cre c•;t.> 

lns últi.r:t::-"c v2rütb:!.c0: no Of:tu1 co:.tribuyc::•io ~·j¡):i.ficai.ivc1~"~··1:te 

u la rucJucción u.e Le Vc:1·ü:ncic !!0-CX-nlic:ula (vnr).l,c: DpliC'~:dén 

útil del cr.tr.:Liístico Ck rcc;uü'~·c: de un monitorco D'-l''c.lclo del. es 

tadíst:i.co rr;,:::; p;ccn:::. cvit2.r poéd.t .. :.ec disto~·sio':es, ( ++) 

ta el p:::·oblc:;.c. el.e r.1ul ticolinct:li<:J:.1d entre 1"~; v:.i1·ü:iJ1.es invo--

(+)En l<..i.:3 'l'nblar- 5.E.2 y 5.G,/1 :;otr~For: nu1~ c1 t:[:L•übt:i.co ¡;:-.'..::; 
tiende Ct llccrlcccr p:·ir~':r:;r;:('!c',t! 1 r)c'n; li.;.c¡::o ~:u::J'ff~';:' o c:n:-
ccr en ctape:.c no:::tcriorl'~:.ll·,_! cual.qu:..ur ::.:.~r.d·~:, 1nr« :.'::\,or> -
cutoos, cJ :::ubccnjtmto de V'11'L,blns c: 1.~0 dctc::rn:i.nnr.. cJ rrfr:i:no 
VL<.lor de n:.:s Cf) e] intC?,rr<idO fJOr l'JS vo.r:i.r:.b1c·s X1,X2 y x;. 

(++) Né•tc::-c d0 ü1 ~·'.~bJ: ~;,(,.6 r;1.i•:' ~'] csi;(;dL>1.jco r,;.;~: prir .. 0:·c -
au:1:cntt: p:n-:' ücr~t:l:éc di::;1.imlir ( y l;uc el valo1· é.\:2. c.·i.r,-
di~.;tico C1 .. "Lic!·iJc :J crccc.:1~ ::;i~JtP:':·~t:~.·J::.~l~tc i.~~: t1dc.'2· 1~;;3 -
ca::;on~ T:tÍ:.las 5.6.3, 5.6,,., y :'.t:.G).Obsérvcse q~;0 p] :::t:.t-
conjunto do v~n,::·:iJJr. ... ~-j sclecc:ion~Ld:1..s en b~.u:;e ::J.1 c~~t:...:.Ufr:ti--

co ck CG {xl,Xtl,XG~ CU" .::ificrc del '''!lbcrmju~to{x1,:r.2,:o\ 
scleccio:~·,·do en b~'"e u los orocüdimientos "hc .. cic:. '..•dCL!nLe" 
(Tub1.a '3.6.3) y "lL"ci.n :1tr:ír.; 11 ('rc'..blc: :J.6.~) discutidos :m
tericra:r,!'!te. 
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lucradas. 

Existen do:c enfoquo~s r1nr01 r;;'.lnt'jnr esta oit1w.ci6n.Fl t'rin:c~·o, quo 

no recomcrH.la:ros :wclic-, C:.'.'. e:;. u,étotio de elimin8.d.ón de vari::.bles, (+) 

El Ge¡;un::lo,c,tw d. se rec01;::i.cn,1:.i, e::; e J qv.s utili:--.c. la rerre1;iói' 

de coJ'dillor2. (nidcc Iler;:::·c:;::io1~) como hc~rr<;münt::t r.rinc:i.paL 

Ya hemos RCiía1udo con antcriorüLd ( Apnrt'.ldo ti. i1) q:w uno de los 

objetivos de la recrruión tle cordil!0ra es producir o ~cncrar 

una ecu2ción de regresión o m:.>tü:Jo cor:. cocfic:icr:t.cs eotr;.b1cs. 

Ecto~ ~on c2trt]os en el sentido de ~~e ne se ven ufcct~dcH por 

liger:w variaciones en loe dctt.os, :r por er.de, :oon confiablE•U 

y uermitcn la adecu.·d~ infcrcn~in y pr0dicción. 

Por otre p•1rtc, r.:ccJ.n C!l~.tterjeL• y l'rice -~/, los objetivos de 

un buen método o ";roc:cdi:nicnto de ::·clecc:ión de V<J.rt:f.bles son~ 

:i.) SelE!Ccion;a~ un eonju:1~0 C.c vctriabJ.es o.uc faciliten o nerr:-,i-

t"'n un clnro entcn,~imionto del fenómeno o proC'csu bn¿o .:)stu

di.o. 

pr'ctiiccione:; o eo::t."'..::-.·:.r2c::c~ de la v::1ri~b1 c-r0~:11\:r;:·t:1 ~or·rcr:-
1'\ec.e~a··i~me"&e 

n0n,3icr~tc n v~ .. 1o:·r!J de J:_.e V8.ri·1U1es ex"P.lir::;.ti,i:H~ !:r-::Vj.:-:r:i.u.i-
ct\<h•' . 

do.e en eJ. e stlldio (o ir.cJOT)'C~ l:t rr.uentr::t l.Ju.jo estudio). 

(+) SaJ.vo qu" 'ºº é:nlique bet,io lun circnnntu.nci.:-·s mencionadas en 
el lill;irt...:do ~' .• l (:1'.étodo dC' i::limin:~ci6n de V·.cri:.tbl0:.;) y nre
vio uncilisis del costo de :.:tlopt.ar este proccdi:ni!::nto, c:1 lu
gur .del rnéto'1o de la roct:ricci.ón pararr.étrica,por cjcmplo,quc 
es meno$ peli.¡:ro::.o y m:1s poderoso, <Ju.r.quc un poco mús to.rda
do. 

1/ Vóa:w, Ch::i.tterjee, S. y B.Prico.Opno cit. 
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Se observo. pues, que los objetivo~~ ch~ un buen método Lle cclocci6n. 

de varinblot y los del an:.'üis:i.s de regresión de ccrdiller~' recul-

tan muy similnrcs 1y en ccnsecucnc:ir:) este Últ'.i.1r.o DUé'dc e:r,plc:".rsc 

o aplic:;..r::e p:i!\~ lor,rar el r;ri:~,erc,ec; dccir,lor;r:u· u:w bt1t':!l[1 se-

lecci6n de vuriublcs, 

La selección de v:triables se rcaU.::.<..t cx«mil·,é,ndo la "trnza de --

cordillr:l'S." cur:::s cur:;.ct;crí::;tic;:;.:: y p:s.:ÍmC!tros ye. h·m s:ido :i.ntro 

ducidoc en el I\p3rtudo !¡,tl , I,G. tr:iza de cordilJ.era ~.;e utiliz.n. 

para c}irr:innr l'-'ls V<.:rir..bles de lu ccuuci6n.1.:rn ree-J.us cs1,ccífi-

c ~"' 1J"l"' et'1'c}1·· "] J'n·1'1·1··c1'ó•1 r.~on, ''C-,":l,111 u.0•'rl y 1'\.'cn~. ,···.rd ;tj! -~-· <• <4 \. Ü ~., . .J . et • ' - - , , J v _ .; • 

aoJ.icét D drJ.tnn e::t:1~:i:·.ri~::·,~:o:c 1 las rr.:o.rnituü0s dr. lor, d:iYPi:-r.oo 

co (> .fic ir:nt.c é" é~Ol~ CO:'.':Y!l'i.(010. :' di 1'0Ctil~:1011 t p. 

32osenn cor:ficicnt e~; i.ncl-;tco.bJ.C'r,, nuc tiend.:::.n a ce-ro. 

1f Vé::.sc, lloc;·l, A, E. y R. ".\',Kcnn'.'.rd, Riill•e Tierrts:,:ior.: i\nril ic'~-
tinnr: to l'!onortl:orc-11:,1 Pro\,J.c~:::-:,Opus cit. 
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bles, interrar~n 1:::. ec1J:~ci6n f:in'.:1. oh,ieto. 

El subconjunto de v2riabloc (r) que ~ued~n de2rr1éc de] nroceao 

de eliminación descrito unter:cr:r.cnte, dcbel'~; ser· cxan:in~!do 1Ja ·-
ra ver ci co:-.stitn;ye un c,:mju:-ito ortoc:;o!1:ü,Un r::étodo cr'..tfico 

para realizar esto se obtiene grafj.c·c!Y-1do el tér;r:i;:io clPi'inido 
(+) 

como~ 

"(" 

2. ~t (p) = 
A 2 A 2 "" 2 tn (p) + ~2 (p) + .... + 13r (p) ( 277) 

{.= l 

contra el pi::rámetro "p". t;óte<:c qtw er:. térmülOD 0eornétricos,ls. 

expresión f<nterior representa la dü~t::mcia r,1 ctudrado de lof~ 

estir:mdorcs de cordillera respecto r:l origen, Se puede der.lO::Jtr:i.r 

qu'" !-Wr<• un sistema orto¿:;ona.l estl! diEt::mc.d.:1 ttdopta l~i form¡¡,~ l/ 

(278) 
( 1 + p)Z. 

1 (""'?. ~"Z. ~"%. ) 
_ ~ 1 (o)..i, ¡n, (o).+ ... + pY' (o) 
(1+p)1. 

dor..de el térrc:irjo pi{O) correr;por:de EÜ estin:)dor de mfoimoc cvr:.-

dr~dos de la i-ési:na VQrjhble y "p" ea e}_ pt.0.rúrr.etro de co!.'dille-

. ( +) 
A e~<€sfi.L... . 

El térn::ino ru(p) :::] 0lf'ec1;•i'jcit-:nte rle cordillera" de lH i-ési 
mu v:1riablc corrc$rond ie~!te a1 parú~ctro '1p". 

Véc.se, Hoerl y Ke>nnard.Onus cit. 
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cu s. 

Si lu.s gr6.fich~: son idént íc::s ce proCEclc :ü puso sir..!.icnte del 

análisis, pero si so:-, :~u.y dii'erer,tes, es ::.ccc~:nrio eJ.imi:-w.r 'la--

rü.blcs r.;.ci.icicn<:.Jcc.kts v&ri:tblcs elirr.i.m,do::: son .-1cpJ01las con coe 

ficientes ines"vr.blcs,Este :i~·oceüii:::i.cnto cic<:c cond•.a:ir a un con--

junto r.:.prox:i.rr, .. ;cL:.:r.er.te Ol·tcror:~~l.1-:: t:cu~:c:i.ó:: final si; cstirN1 u-

p1icc.ndo la re,;rec:i.ó:1 de cor::iil l CFl a ln ecu(~ción completa en vez 

de aplic:;:.r OLS ;;.l ¡;:oüelo rcduc:i.do,::'sto e:.; cquival.r.ntr- .n. descnr--

les a sus nro:r.;,.::lios 1nr:: todc.F. lt.:..s prN1icc1onE:s.A cor.tinuaci.ón 

se ilustra ectc rirocedin:icnt::i :r:~c!Lmtc un ca!:o c.'Jncreto de ectu-

dio o 

Este estudio se debe u i{;cDon:Jltl ;,r Schwi.'1g1/,v se refiere a la --

forr.:ulr.:d 6n de un n.o delo o:ff:l cxr-lico.r l:o. r;;ortalióad total de 

un cierto grupo hwn;:no de u..-;.:..i región dctcr;::i:-i~.-da, en términos de 

varfo.bl es el i:r,:.'tt ic:u;, soc ioe coi·,ó:~.ic<.cs y de cot~t<.;n:in;cc i6n um(Jien

tal.En lé.. 'l.18.bJ.c1 5.6.7 (ce le. rr6xit:io. hoja) se enlist:;m ;r dcé;cri-

ben un total de 15 v:trirtbJ.es (:ue caen dcn'vY-o de las tres grandes 

cu.tcgo:?:'i<~s untes rcfericlr.s. Lu v: .• rü::blc óependic!'!te (Y) corres--

ponde <• la "morto.l idod ajnstada' 1en térrdnos de años, por toc1:::s --

f .· l 'l•cir; ~bler~ ev .. plicc;tivas en l::l t::i. lt:!..s cauoas u que se re_· 1e~en ;.~s -- .......... 

é G e R. e. ~ch·.·.•.;n.r.r.. Ins t.:;bil i t~'/ of Re crression V ase, LlcDonald, •. y - ~ ~ 
fü.itirnates i1cl~tt:i.nr ,\ir ro11ution to ;1'.ort:üit;r. Technor~etri.m, 
15, 1973, pp.463-~l 
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Media Dcsv.Es~. 

V:.l~i:J.ble 

1 

2 

4 

5 

' 
7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

fuente~ 

Prn0ipit.'.c:i.ón AnT1l Pro::-.cdio 
( en pu~.r,.'.l:1r-.), 
"Ic:nper:~::u>.'c;. P1·o:::edio e:-i E:1cro 
(en ¿;r'~~: '.l::; l·':,h.:- .' n:; e i t ) • 
Tc2ner~~uru Pro~edio en Julio 
(en :~:r~tio~~ P~~h!"e:rü:eit). 
Po::-c;~:1t::..,;c r.! 1.' Pobl:,ción con -
rr.ás dt:? 65 ~--~O:·J d~ e~:L!d, 
Nú:-.i;;1·0 de F:-·::ili:cs E:-:i:o;t;e:1tcs 
en l~ pobl~ciSn to~~l objeto, 
Pro:;iedio de E:hi.c~'ción (en afioo 
curs:'cd o'.] :r te r:1.i:1 ·.ao~1). 
Po~·:;:~nLtje de U!:1 :i j,~,r}ps Jhbi ta-·
cion~le s en Bu~n E2t~do, 
Pobl~ci6n por Mi::3 Cu~dr~da. 

Porcent~je ~a Población que --

37.37 

33,98 

74. 58 

8.80 

3,26 

10.97 

80.92 

3' 876. 05 

U.87 

Porcent~je de E~~leo en Actividu 46,08 
des ele ti;10 Admvo, o Burocrático. 
Porce:'lt~je d2 F~~ilius con lngre- 14,)7 
so In::'cr::.o::' :, lo:' 3,:YJü clóü;:::·es, 
Cont'·.¡:iJ.:Hci6n R'Jl:.HiVcl. por Hidro 37.85 
cu.rburos. 
Co:-1t:!:(:1::.,:c1on Rel:1 t. iv .t por 0.iúxicio 22. 65 
de Nitrór:·:·:J.o. 
Co:lt~!liJ.1:.:1ció:1 \l;-:!L<tiva por llió;:ido 53. 77 
de SuJ. fu:-o. 
Porcc '.i t<lj e cie Hcu:;e d:1d R'e lu ti v:-1., 57. 67 

9098 

10.17 

4.76 

1.46 

0.14 

o.85 

5,15 

1,454.10 

8.92 

4.ól 

4.16 

91.98 

46 • .33 

63.39 

5. 37 

;,:cDor:nld,G, C, y Fl.C. ~chwü:r;. ln:1tabil:i.ty of Rcr:rescion 
t ir:'.a tes He la t ~ r:r: ;,ir l?o l ht ti¡m--t o ;.:o r·tal. i t,y. Or..n,r.: e i t. 
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bla ;r,1Jncio:1,da. El mo óclo en cu•: stión queda formulado como~ 

y-= ~o+ ¡nx1 ..¡. ~2X2 + •••• +~LSXLS +u ( 279) 

qui entrar en la discusión da los ~spccta~ c9~~A~~o:6~ia0a Je 

cionadn, 

C\..13 

tan 

de l "". ~:.:tríz 

enr~(+) 

/i1 =4.~5272 
í\ 2 ~,;:. 75 17 

'),3 00.<~.05.¡5 

)4 -~L3·1"37 

)s =l. 2227 

)G 
).7 

)8 

)Q 

'A10 

~~u9Lo.~stns resul---

"" • S605 /.n .160'.i 

-- • c::.24 'At2 - ,12?5 

- .• -, ""'() 
o ·r 1 :.:. > ')13 ,11112 

= •. ~708 j) 1.4 - ~ i') ,7 6C) 

:;: .~163 )LS -= ,004J 

risticas uuy pe.;1 . .te ias ~14"' .0450 y )1.S= .')049 .'.!.'~!:lbié:1. not::i--

(+) Culculadus a p~~tir de lu m~triz Jo correlación que apare-
ce en la 'rabln 5. 6. 8 
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1 

T A B L A 5.6.8 

MATRIZ DE CORRELACION PARA LAS VAR1AJ3I,ES EJ..'PLIC,\TIVAS DEL !i'.ODELO (279) 

L. 10 11 ll ll 14 11 lb 

.c,n .'loif··· '1011 .HH .. ,1.901. - .4901 .. ,0(')\ . 'l)! -,l91l , SOH - . ~ 11 a - ' '~: l - '10&9 ·.~ni '1091 -------
•·.· ;lHl -.3911 - .109 l • l lb) ,Cll'l ... )()01 ,q1s • ? lt10 , H~\ . HC S .)!10 -.107! . {'fo:~ -, OJOO 

·--·~·----------------·-----·-------

"'•"lt.0 .H:J ·.210 -.4U~ -.0{.10 • ~ 1 \) ... o 111. . ~ 1? l ... ) ~ fl ~ -.111! ... CQ9) ... 4 )16 'l! :~ ------- --------------------· 
... ~í11 l - . l 1!? . e~ i. '1 ':i.. 2 0 .. . '-P~ ... 1\ 11 .. ' l'.l'H' ... r. ¡o~ - • C'Oi l . o l:: . 11 ll ... l 7"6 

-~------------------- --------- ----- ------- -- ---~ - ------------------
- . 1 Q ~ l - . i. •) 'J ~ - • : e 1. ' 

...... -----------·----·-----------·-------------·-· --------·-
!----------------·--·------------------ ---------·-------------

'll!l)6 - , l.1l'l l ,ll1t -."i~•)"' .1f;•,q .JI.lb -------------------------·-------·---·------.. ----- .. -·_ .. _ ----· ----·-----------

ll 

11 

·------·----- ·--------------- -------
- .'1:> .... 

--------------·------

¡-------------------------------------------~-·---------< ll -----------------
-------·-----! 

Fuente~ McDonald, G.C. Y R.C.Schwing. Instability of Regression Estimates 
Relating Air Pollution to Mortality.Opus cit. 

-.. --¡ 
\ 
1 
1 ' 
!. '•, 

1 

¡ 

1 
~ 1 
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mos que la su:na de 103 rccíprooo3 de las raíces de la expresión 

(l.nt~rior es tal que~ . 

15 

~ -= 263.06 ( 281) 
(.:.1 

O sea, c::i.si 3. 5 veces m:.:.,yor que cii:ico veces el rn.í.mero de varia

bles cxplic::iti1rns en el m:iclelo (es dr:cir, 5x J.5 ==75) .Li1 co!1::;c--

cuencia, se dcsn:re!1de c:ue existe i:i~tl ticolineal iclad en el :nismo. 

Si examinamos el vector c~r&ctcri~tico co:rrespondiante a l~ raíz 

carGcterístic,, ::i:ls ¡.1cc:'..lc1o. 1 io!O decir, )15c:,rl049, nos percata--

mos que existe una fucrt·3 rclJ.ci6n o dcrnend·3r..cia lii':e~l entre 

las variables 12,13 y 14.Espccífic~~ente)esta dependencia adop

ta la forma~ 

-0.689 xf2 + 0.112 xt3 - 0.108 x14 =o ( 282) 

donde Xi ( i=l, 2, 3,. , , , 15) es la V<.:U'Ü.:ble esta'1darizatla corres

pondiente a la vu:riablc Xi (i=l,2, ••• ,15) y los coeficientes 

del resto de v::iriablcs explicativas son apr·'.)Xirn::1la:nente cero, ra 

z6n por la cual se omiten de lu exprJsi6n anterior. 

En base a la"traza de cordillera" construida para este proble-

ma y que se muestra en la Fi,¿;urd 5.6.2 (de la hoja sig1.lientc), 

procedr·remos a la eliminaci6n de variables. 



F I G U R A 5.6,¿ 

TRAZA DE CORDILLERA PAHA EI, MODELO ( 2 79), 

.9 

,8 

.7 

,6 

.5 

,4 

.3 

.2 

·.3 

·.4 

·.5 

·,6 

IJ 

1 --..:::::::=:::- ,, --.:::, 

,5 

~ A 

~:: ... -······-·········--------·-------··-·---·::::;: .. -·-·¡..----··· .3 

·,9 .2 

·l t__J_--1 
o .1 .z ,) .4 .5 .6 .7 ,8 ,9 l.ll 

p 

Fuente: McDonald,G,C. y R.C.Schwin¡;. Instabilit:v of 
Reeres~ion E~timates Relatinp Air Pollution 
to i·1ortn1ity.Orus cit. 

240, 
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.Apegándonos .::tl 9rj.:r.cr criterio p~.trn. el e facto ( + ~ elirninci~~Ja ·nri-

bles ti.e!1c:-i co~~ficic:1t·.~'° u:~1y 2st'.,b:!.es, ~i. juzg .• r nor lo"au::.:·m·1do" 
fl . ,, 

de sus tr:.tz;as de cordillera., éstos resultan muy pec:ue:~os, 

El seeundo criterio reco;r.ienti:.t elüninar <.<t:uel l:crn vt1r·ü1blt>:; ~~011 

coeficic:1l;,,3 inest<:.':Jlcs que tienden a cero. RecxJ.:-::in:mdo l'l tru-

za d~ c01·dillcr~<, nJs ncrc:1to!r,os que l':i::; v;i.riabh~s 12 y 13 caen 

dentro de esta cate~oria, 

El tercer cri.terio 8'.l[:;iorc cli:ni~1L.r Cl'.JUcllas v¿n·Lrh1e8 co•1 coe--

ficientes inestubles, y revisando ot1~ v2z l~ traza de corJille-

ro., se ob5crv:t l?, .. H.! l~s "l=-~ri:1bJ.c.~8 3 y 5 c:ien e:i cst~i categori:1.Las 

v:irio..bles ~ue ~]'2r:n·_·_:1ecen rlc:::Tl·-tés d8 ost:.;,, "denura~ión" :r.e::.i::.:.i1--

te la traza de cordillera sons 1,2,6,8,9 y 14. 

Para verific:lr s~ l·-1s v:~riallles retc:üd:1s efectiva:n0nt3 o:.icden -

con::;id·~r:".rse co:::o un "::0:1;ju:1t::i ortocon,cl ", ·:: o:::n:n··1:::::is la. lo;-igi

tud ( o dist<.!.'1ci.·-1)0:.1:3erv8.d::t :ü c1.n.drado del ve~tor de co8fic:Lm--

tes de coJ.'diller::i rcsoecto lle L:. l::ingit:.i.d esner::i.d~ ,-,1 cu~tdr,:da 

del vector de c0cfi~i~ntcs de cocdillnra C)ue se obtendría ~i el 

conjunto de V~trL~blc;; CX':'lir:·'-'Liv·_rn f'.rnsc orto¿;::in,lloEn ot1•·c:.s nal~ 

bras, ·:lcbc:nx; co::1::.: .• r:!r L:ri rsrJfic:;.s de las cu1·v;1r; ( 2Tf) y ( 278) 

contr:c< el u~;r:~:r.etro "p".A:nbc.1:J cu1''ht3 se :~:·.tc~:tr:Jn en l;t PL,-¡-1.t.'.''J. 5.6. '3 

(+) n::cu6rdcse c;ct•3 el priir.·.:r criti.'!rio establece ciui:i -dcbc?r.os eH-
mi:ur pri:u~r :.:::Pnte ac¡ucl lus V'1rL1.bl0s cu,yos coeficieri;;eo r;on 
estubles nero oeque~osº 
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(que aparece en la hoja [.Oi 1 T1\:_"!:l~n),Do:1,1r. not~:t~lO~; :1UC J.1 curv:_t -

'!)Untead;;. corrc::;;.¡!'..l:1dc a 1.a ccn·v.l tcóric:1 (ortogo:!u.l) d•?finicl:";. C!l 

la ex:ircsi6n ( 27.q) y Ll c:i:'ltÍ:11n ·., 1 "l. curr~1 rc·.ü o Ycrchtkr<: ( 0 

sea la calculada. 3 n.:irtir de los coeficic:1tes de cordillern es

t:i.:r•Aas) :lefinÚla en (277). 

La Fig·ura 5. 6. 2 rnuestra 1.;ue l.:t t~t;lza de cordilleru es e::;t::~ble --

para el val:ir p ::: '), 2. L''L ecu;!ción csci:r.:::.:li1 en tér;ninos uc 1.s.s 

1 ''1Y)f 
• ( _ _.1 .. t~ + ( 283) 

Por lo t;into, he:r.os vi:·ito <:uc ,\e un conjunto de 15 V:lrL,~Jl.cs se 

han selecci:::m:.1d0 ·_¡~1 subcon.ju:!to de sólo 6 v,,ri:::olcs par« f:ir::;~,r 

tico3 que fueron utilizD.do;~ :L·~l .. '1 j·;.~-::¿~a:" la ccu.ació~ c~~1¡,erior son 

C, ~5052 y ~2=0.57L (+) 
K , 

Para fi:n&li;:;<:ir, resu1tr~ el. ,.:.'CJ de nu:~stra discu0ión c~1 este ~pr.tr--

te.do qu0 el tll'\)C8GO de ~:elccc:i.6n de \r~J.riei.bl~ s 1 :r en es~eci:·!~., !:!'~t 

vi.1cu:i..Jció:-: 1;¿,r.! ·~"t~ c.r0dsi7.o con el a:-i:.J.lisi~ Je re:::rc::·:U~ cie 

(+) La er~\.nci6n 0~1Li'.11aJ'.1 (~'.33) observ . .c un c'.Jt~'.)Jr'L<:~.'.cnto b~:ct:c!1-

tc ,:d::?cuuJo b tjJ ·~or; di.:::ti:1tos e;;t.:idh~tice>::; :¡ ·::ritorioc re-
ferir\::>s ~1 lo l:ti':;o ·Je ~:uc:::;r,ts di.:::cnsiones n:ü'u .iu:::r;,~r el -
de~1emre:io de u:-ia L:cw1ci6n. Se o:n.;.ten ;Los cr~lculos. 



F I G IT R A 5.6.3 

LONGITUD AL CUADIUdJO DEL VECTOR DE COEFICIEN'I'ES DE 
CORDILLERA PARA LAS VARI ABLZS Rt:TE!!IDAS DESPUES DEL 
PROCESO DE ELH'.INACIO:-i DS VA~IABLES ¡·,;EDIANTE EL ANA 
LISIS m; CORDILLEHA APLIC;IDO .".L l'WDEW ( 279) • 

• 6 

··· ... 
·· ... 

. ~ ·· .. 
............... 

• 2 

.l 

o.__..__.._.J__j__j~..__~~~-.J 
o .l .2 .J .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0 

p 

Fuentes ¡,:cDonald,G,C. y R.C. Schwing.Instabilitv of 
Regression Entim::ltes Relating Air Pollution 
to Mort~liy,Opus cit. 

242. 
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todo, al abordar el cuso de Ja selecci6n de variables multicoli

neules, 

En cºonclusi.6:1 1 d.ebGmos h[:ccr hincapié en el hecho d.e que lo. selec

ción de variables no debe rc:..li-o :trse en for:na mecánica y corno un 

fin en sí mismo, sino com~ una exuloraci6n en la cstruoturn de 

los datos bujo cr;tutlio, y po:' co:::,;:!.~;ui·-'"ri:c, el "exp1or~tdo~" o 

investigador en cu0stión debe guiarse en unr.t me~;cln de teoría., 

intuición y sentido co:nún rcir:1 noder. tenr.·r éxito en su empresa, 
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VI. CONCLUSIONES 

El peligro de la multicolinealidad en el análisis de regre-

si6n es particularmente agudo en aplicaciones económicas y -

sociales como hemos destacado, debido a la no.turuleza misma 

de los problemas, así como cuando se manejan muestras peque

ñas, principalmente acuellas de series cronológicas o de cor

te transversal que se generan "en vivo" o en la realidad, y 

no por experimentos controL,dos y muestreo aleatorio, como S1;! 

cede en las ciencias exactas, físicas y biológicas, en donde 

por lo mismo, su ocurrencia es menos frecuente. 

Como resultado de lo anterior, el investigador de las ciencias 

econ6micas y sociales necesita conocer cómo responder adecua

damnte al'infortunio' de la multicolinealidad y evitar, o al 

menos reducir éÜ mínimo, sus ad·:arsos efectos en 1:a estimación 

pararnétrica e inferencia estadística, principalmente. 

Desafortunadamente, como ya se ha observado a través de todo 

este trabajo, no exL~e un tratamiento uniforme, ni mucho menos 

directo para eliminarla o erradicarla de un modelo de regresión 

o econométrico afectado, como seria el caso de cualQuier otra 

enfermedad estadística resultante de la violación de algunos 

de los supuestos genero.les del modelo lineal general, como por 

ejemplo, la autocorrelaci6n o heteroscedasticidad, por citar 

las más importantes. 
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A pesar de lo anterior y previo ru1álisis de las diversas té~ 

nicas y métodos disc.utidos ac,uí petra diagnosticar y corregir 

el prcblema de la mul ticolinealidnd, el enfoque que en nues

tra particular opinión resulta mús conveniente y efectivo p~ 

ra cumplir con ambos propósitos, es el que explota el conce.E. 

to de ortoe;onalidad implícita o inherente a las variables -

explicativas del mJdelo lineal general. 

Concretamente, nos referimos a la técnica de las componentes 

principales, que por sus raructerísticas particulares resulta 

tm instrwnento sumamente poderoso tanto para el diagnóstico 

y análisis profw1do de la mult icolinealidud como para su e

rradicación,a través del auxilio de otras técnicas como la de 

la restricción paramétrica o la de la regresión de cordillera, 

que consideramos muy convenientes y adecuadas para la elimina

ción de la colinealidad y que aunoue por sí solas pueden coad

yuvar a eliminarla, su mejJr efectividad se obtiene cuando se 

puede conocer y ::i.nalizar la estructura colineal existente en

tre las variables exnlicativas afectadas, objetivo este Últi

mo, que se puede lograr precisa 1,ente, aulicando la técnica de 

las oom .,onentes principales, como hemos trcltado de resaltar 

a través de prácticamente todo este trabajo. De ahí se expli

ca el énfasis y relevancia que se le ha asignado a través del 

mismo. 

Sin embargo, no obstante todo lo anterior, podemos sentir un 

cierto alivio desµués de percat~~rnos que la colinealidad ·se 
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vuelve menos seria y por lo mismo menos da'íina, al aumentar 

el tama•1o de la muestra, ya oue al suceder esto, la varian

cia del término de nerturbaci6n tiende a disminuir forzosamen

te y nuestros estimadores se vuelven mús confiables, como he-

mos se:íalado. 

Aunque no debemos olvidar en el se?íalamiento anterior, que las 

muestras grandes son mó.s costosns, tanto para recabar como pa

ra analizarse, A este 9rop6sito 1 podemos a[regar que una ven

taja de la técnica de las :omponentes principales, además de 

las se}aladas en el párrafo anterior,con respecto a otras téc

nicas - como por ejemplo, la de la Direcci6n Optima de Silvey

radica en que no rec:uiere de inform::ici6n adicional para su a

plicación y por lo mismo, resulta más práctica y por supues

to menos costosa en términos económicos y de tiempo, auncue 

hay que reconocer , uc su <1plicaci6n implica un po90 más de es 

fuerzo que las técnicas tradicionales. 

Conviene enfatizar, por otra parte, que con los diversos mé

todos, proced~hientos y técnicas discutidos a lo largo de es

te trabajo hemos intentado presentar w1 compendio, lo más ex

haustivo posible de las técnicas existentes y más amplia--

mente utilizadsLs por el investigador en la materia actualmen

te. 

Empero, y a pesar de tod:1s nuestras recom0ndaciones, el mé

todo o técnica en particular que ha de aplicarse en cada caso, 
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dependerá en última instancia de la nnturaleza pronia del -

problema, de la severidad de lu multicolinealidud en el mode 

lo en cuestión, y finalmente, :Jero no menos importante, del 

propio juicio del investigador. 

Para terminar, conviene hacer hinca~ié en el hecho de que e~ 

ta aportación ha sido un intento modesto do analizar el fenó 

meno de la multicolinealidud en el análisis de re.gresi.ón en · 

una "cápsula" y tratar de presentar de una manera coherente, 

con un lengu::..je accesible, prag.11<.Hico y por demás ''desmistifi-
' . 

cado, las técnicas más conocidas en la li ter:itura especiali..,. 

zada a fin de diagnosticarla y atacarla, con la esperanza de 

que pueda ser utilizada co1110 un instrumento de consulta por 

el investigador interesado, en especial al de las ciencias 

económicas y sociales, a quien funda11entalmente está dirigi

do a quien no dudamos le sea de al,csuna utilidad, a pesar de 

sus limitaciones y posibles omisiones y errores involunta-

rios, por los cuales asumo responsabilidad plena y suplico 

disculpas y comprensión de antemano al lector. 
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Thc :nain •.loc:y.of lr;is !:\ble riv.:; sr:!cctld v:1!ucs of Z' a11d the cor
rc;pon•lin:; Pr(Z ~ Z'), wh~rc Z i:, a r:u:dom v~.ri:\bk havint ;t '1an
d.ird n )rrna! ,\istdbution (SéC s~c1:on lü.1). In thc followin!; fi:~.\:rc, 

z• is :; s;:i.:.::iiic 1•alu~ of Z, and Pr(Z;;:: Z") is 2iven by t!t.: '•ha,!cd 
are;;;. 

p(Zlj 
i. 
i 
1 

i· 
¡; 
p 

Th!s table is uscd 10 :mswcr two typ~s o: prcbability problcn:s .. 
First, 

find a such th:\t Pr(Z ~ z•¡ "" a 
¡ 
;,. ,, 

In thi:. c~sc thc z• 1 a:uc is givcn, ;.nd 1h.: t:.bl~ :s uscd to dcter111iI1e 
the coac;ponc!ir.g pr.:>i1:,::·i!i::;, whkh is dcnotcd by"· Sc;ond, 

Find Z' sud1 th:1t Pr(Z 2: Z') "" a 

/Í11 thi; c;1sc thc prohab:iity anwt:?ll (a) is ~:h·cn, and 1'1c 1abl~ is us·~d 
,to clctermi:1c th-.: criti:al val.ic oi' Z (c:.::1otd ¡;c11é"rally by Z', bu! cor
rcS;J0:1din:; to Z" in tl1.: tauk) 1h~1 h:iu:1d; c:;::c1ly ci prob:!bi:i1y in thc 
ri3ht-,1::.nd t<-.il. In both cases, intcrpo!ation c::n b·: t:scd if grc:ucr 
prccis:on is cksir.:d. · 

Thc lowcr scction of ti1e t<tbl~ ¡:ivcs severa! prob:ibility r.tatcmcnts 
tiiat r:rc oi sp~c!::l imerc;t far 11a1istical in~cr~n:c. 
Fo~ &!Xarnpk, ,;;i'. C!l z· == l.50, wc finJ th::t Pr(Z:::: l.50) = .067. 

Also, gh·~n tL., ?r(Z:::: Z') == .25, wc fir.d 1!1~: Z' lks bct.vcr.:n 0.65 
and C.70; intcrp.:!ati~g. wc may s:1y fr,;:¡¡ Z'"' 0.675. 
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Tahlc ,\-1 SI;mclard (\i;rm:!l l);~:ri\n:~i1::1 

z• Pr\Z ~ z•¡ z· Pr(Z ~ z•¡ z• Pr¡Z ~ Z') 
----··-------.. -·---·-----

0.00 .500 !.()) .15') Hfl 
0.05 AEO ' i.os .! 47 2.05 
0.10 .. 1w 1.10 .ljó 2.10 
0.15 . .i.:o 1.15 .125 2.15 
0.20 .421 1.20 .115 2.20 
o.~5 . .:01 l.25 .ICó 2.2S 
0.30 ,j82 1.31) .097 2,)1) 

0.35 .363 1.35 .OS9 2.)5 
O.•\O .345 1.40 .OSI 2.40 
0.45 ,;26 1.45 .Oi4 : 45 
í;,5,) JJ) ISJ ,\.\.17 . ,. .. 
0.55 .:'.91 !.SS .Cúl ~.u 

o:w· .274 : 1.60 .ú55 :.eio 
0.65 .25S l.6S .0-19 2.65 
0.70 .2.12 1.70 .(}15 2.70 
0.75 .:.21 1.15 .NO D5 
O,S') .212 .. !.SO .036 2.SO 
0.85 .193 1.35 .032 2.85 
0.90 .1&4 1.90 .029 2.90 
u.95 .171 1.95 .026 2.95 

'+---------·-
3.00 

ÍPr(Z ;¡,, U~2) ~" .10 

¡ Pr(Z ;,. 1.6~5) ~ .es 
Pr(Z ~ l /JW) :.,; .0~5 

, Pr(Z ;¡,, 2.3:6) = .Gl ' 

. Pr{Z ;¡,, 2.575) ~ .r1:S 

, Note: T;'ib!e :n::¡l!:S Jiv: z• :i.n.! corr.:spo:ic!i:iz Pr(Z ~ Z' ), ' 
1 So:lfce: Computi:d l!.>inz Fortran subroutinc~ frcm thc IMSL Libr~r¡. 

. i ' '¡ 

1 
1 

1 1 

l. 

" 

i 
'1 

1 

" ! ! 
1 

1 1 

¡· 1 ' 

·¡ 

,,I 

:f l 
: .i 1 

H 
1·11 ;1¡ 

1 
•. 1¡,, ". 

• ;¡ !1: 
1; .: 
• ;1 

.02) 

mo 
.018 
.016 
.OH 
.012 
.011 
.WJ 
.008 
,()()7 

,C".\ 

.ws 

.oos 

.OOl 

.cm 

.003 

.OOJ 

.002 

.o:n 

.002 

.ro1 
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Use o! Tn!Jlc A-2: Thc t Db::·:b:i<ion 

This t:cbk ¡;ivcs s:k~¡cd ri~;ht-ha:1d t;:il pr0b:ibilitics for ::i random 
\'ari::b!c !1r.ving a 1 Gistributio!l with df Jct:rC•:S cf frccdom (~•e Scc
tion 10.2). Each cntry in thc tab!c is thc amwcr to a prob!cm of thc 
icrm: 

Find ci such that Pr(I ;:: 1 •) = a 

In hypot!ic;is tcsti:13, this a is l:r.own as thc P-v:ilu~. In the fol'owi:J?, 
fi¡:u~e, 1 • is a ~p~cific valuc oi th~ rar.:lom vari:ibk ami the ' 
probabiii,y a is ¡;ivcn by thc shadcC: ;irca. ; 

!, 
p(I): 

~·-·---
o 

~i .. ~~\~~·~'"'-~~ .. ·-· 
;. r 

ln tite ta'.)!c, various 1 • va!u~s are givcn in thc column headings, and 
•he corre~¡.:onding a is found in thc row labcled by df. 1 

For e~.:i:nplc, if df = 15, we find that Pr(t ;::: 1.50) = .077 and , 
?r(I;:: 2.50):: .012. · 

! 
11 

1 

¡ ,. 
' i 
i 

I· 
1 

1 

i! 
i· 
i 

¡ 

r ¡ I 
1 

! ¡' 
. ' " 

,,. 

1. 

1 
'1 

!. 
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Sl'ATISTICAL TAllLES 

i 
---------¡ 
Table i\.-2 P-Valucs for thc 1 !listribution 

r• = 0.50 1.00 1.25 1.50 1'.15 2.00 2.~5 2.SO 3.00 

d/ ,,_·¡ .352 .2~0 .215 . IR7 : .165 .:.is .133 .121 .102 
'2 .333 .21,1 .169 .136 .111 .on .077 .C65 .().18 
) .326 .195 .150 .115 .0~9 .070 .055 ,0"4 .029 
!4 .322 .187 .140 .IC4 .078 .058 ,().l.l ,OJJ .020 
'.5 .319 .182 .133 ,097 ,070. .OSI .037 ,027 .015 
6 .317 ,178 .12~ ,092 1 .O!iS ,016 .OJ3 .Oll .012 

¡ :1 .316 .d5 .126 .OR9 ¡ .062 .O;J .oJO .OlO .010 
1 8 .315 .173 .123 .OS6 ; .059 .o.:o .027 ,018 .009 
1 9 .315 .172 .121 .034 l .057 .038 .026 .017 .007 
1 lb .314 .liO .120 .OS). '1 .055 .037 .024 .016 .rm 

11 .313 .169 .119 .OSI '.054 .035 .023 .015 .006 
12 .313 .169 .118 .oso ! .053 .034 .02.! .014 .006 
13 .313 .16S .117 .079 ¡ .052 .033 .021 .DIJ .005 
14 .312 .167 .116 .07S 1,051 .033 .021 .013 .005 
IS. ' .312 .167 .115 .077 : 050 .032 .ow .0:2 .ro: 
16 ; .312 .1i6 -.115 .077 

¡· 
.OÍi .019 .012 ,(IO.j 1'050 

17 . . 312 .16ó .114 .076 ,().19 ,031 .019 .011 .004 
IS ; .312 .165 .114 .(JiS ,.0;9 .OJO .019 .011 ,(X;.I 

19 '.311 .165 .113 ,075 ,.o48 .OJO .018 .011 ,IX'rl 
20 '.311 .165 .113 ,075 1.0\8 ,Q)¡) .018 .011 ,!Xl4 

21 .311 .16-1 .113 .01·\ ;.0-n ,029 .018 .OIO .OOJ 
' 

1 
22 .311 .16-1 .112 .074 :,047 m~ .017 .010 .OOJ 
23 .311 .164 .112 .074 ¡.011 .029 .017 .010 .003 
24 .311 .164 .112 .073 .046 ,02~ .017 .OIO .OOJ 

1 2$ .311 .163 .111 .073 ! 0.16 .028 .017 ,010 .003 
1 26 .311 .163 .111 .073 

1
:016 ms .017 .OIO ,(X)J 

' 2i '.311 .163 .111 .073 .046 ,028 .016 .cm ,CXJJ 
'I 28 i .JrO .163 .111 .072 :,().16 .028 .016 .O:i.l .001 

,i 29 ¡.310 .163 .111 .072 ,.Q.15 .027 .016 ,{)(f) ,OOJ 

.1 3Ó .310 .163 .110 ,072 :.().ll .027 .016 .rxn ,()(J3 

1 40 .310 .162 .109 .071 ;.014 .026 .OIS .00:1 .002 

lO : .310 .161 .!()') .070 1.041 ,025 .014 .C~IS .CXl2 

60 ! .309 .161 .!03 .C6'J 1,0\3 .025 .014 .008 .CXJ2 

70 .30'J .1€0~ .103 .0-59 • '.042 .025 .014 .007 .002 

80 J .309 .160, .107 .069 ,.0.12 .024 .014 .cxn ,002 

90 ; .309 ,160' .107 .069 ,042 .014 .013 ,007 .002 
l 

.160 .107 .068 ,(j.\2 ,024 .013 .007 .002 100 ¡ .3Cl':l 
125 ! .309 .160 .107 .058 .Q.11 .024 .013 .cm ,002 

1 150 : .309 .15~ .107 ,068 .011 .02"1 .013 .007 .()()2 

200 ,JO':} :159 .106 .063 .041 .023 .013 .00? ,002 .. ; .309 .159 .106 .067 .040 .023 .012 ,006 ,001 

': Note: Tnblc entry &ivcs Pr(l ~ 1•) for 1• in cc.Jumn heading. 

l 
¡. Sourc~:.Compulcd using Fo;tron subroulincs lrom th< l.\lSL Llbrary. 

1 1: 
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Use of Table A-3: Tl:c t Di!;t rErntiu11 ji 
Th. bl . . . 1 1 - d . bl l . : 1s tn e g1vcs en uca ''ª ucs 1 or a rnn 0111 vana e iavmg a IJ 

distribution wi1il d/ dc:;r~c.1 of fn:c;lorn (scc Sc:tion 10.2). The table i~ 
, arr:rng~d to answer problc::is of two forms. First: f J' 

Fi:lc t' such thnt Pr(t ::::: t') =u · 

Various cnc-tr1ikd a v<llucs •~re givcn in lht column hcadingi, nnd th 
corresp0Jndir.:; critica! vnlu~s. t', ::re founc! i11 thc row for a p::micula~ 
m:mbcr of dcgrces of frcc,;om. In thc following figure, thc shaded 
arca co;-rcsponds :o thc i::iwn ri, ::nd r' is thc t valuc that bouncls ' 

· prob:ibility in thc ri¡;ht·hanu raíl of thc di~lriburion. 

p(r)l 
1. 

__________ ._.. ___ ,¡~'~ 

O r' 1 

The se~ond problem is oi thc form: 

Find t' such that Pr(iti <: t') =a 

The probnb!lity ninount a is ~p:it bctwccn thc two t~ils of thc distribu-· 
· t!0:i, e1ch co:::air.in~ a/2. V:!rious rwo-taikd cr rnluco; :m: givrn in rhc. 
column hcadings, a~d rhc corrcsponding positive critk:il vJlu~. t'., is 
givcn in :!1c :;p;:iropri:lte row (thc orhcr critic:il valuc is - t'). In thc 
fo!¡owi11f; fieure thc two shadcd nre:is togcthcr corrcspond to thc given 
ex, and t' is the t value that bounds rx/2 probability in the right-hand 
t&il. 

~ =< -r' · o 1' 
1 

1 ·¡ 
1 

For cxlmplc, if <!;" = \.'.' ::md C! = .05, t' = 1.753 for n one-tnUcci 
test, :md t' = 2.131 fer:-. 1wo-mi!cd test. Note that 1' for a onc-t:!il~q 
test with a= .05 is t~.c sr.:r.~ as t' for a two-tailcd test with a= .10. ! 

1 
1 

l ¡ ,· 
11 

¡ 

1 
1 
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·J 
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i 
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Table A-3 Crilical Valucs for !he ~ !Jistribution • 

Onc-lailcd a= .IO .os 
.10 ~~o-:aih:d a. =: .:o 1 

df"' l 
' i 

1 ~ 
6 
?, 
~-
9, 

. I~ 
Ji i ¡ 12 . 

, '. I~ 

·l: ¡:t 
• • 1 

. 16 

! 17 
IS 
19 
20 

.21 
22 
23 
24 

2~ 
26 
27 
28 
29 
30 

\! 40 
' so 
) 60 

70 
so 
90 

100 
125 
150 
200 

.¡ ~ 

-¡-
3.078 1 6.314 
UoG 2.920 
1.638 2.353 
1.533 2.132 
1.475 

IA.:Ó 
1 1.415 

1.397 
1.383 
1.372 

1.363 
l.j!S ,· 

l.l~O; 
1.j15 
1.l~l . 

1.337 1 
1.333 ¡ 
1.330 ¡ 
l.31S: 

\ 
(¡; 
:, 

1.325 ; 

1.323 '. 

1.321 1 

·' 
1.319 • 
1.318. 

1.316 
: 1.· :,, 

'-. •I • J.315 ' 

1
,. 1.314: ¡. 1.313 

1.311 
1.310 

1.303 
1.299 
1.29(~ 

1.294\ 
1.292. 

1.291 

1.290 
l.2SS 
1.28'/ 
US6 
1.282 

2.015 

1.943 
.. 1.895 

1.S(,() 

l .833 
l.812 

1.7'6 
.1.n2 

' . 1 ."171 
1.761 
1.753 

1.746 
1.740 .. 

'1 ' 1.734 •. 
1.729 
1.725 

1.721 
1.717 
1.714 
1.711 
1.708 

1.706 
1.703 
1.701 
1.6?'1 
1.697 

1.6&4 
1.676 
1.671 
1.667 
1.664 
1.662 

1.660 
1.657 
1.655 
1.6~3 

1.645 

.025 

.os 

12.706 
4.303 
3.182 
2.776 
2.571 

2.447 
2.3(.5 
2.3()(1 
2.262 
2.2~8 

2.~01 

. 2.179 
2.160 
2.14l 
2.131 

2.120 
2.110 
2.101 
2.0)3 

' 2.086 
2.0SO 
2.074 
2.f)6C). 

2.0VI 
2.C-60 

2.056 
2.052 
:.rAS 
2.().15 
2.().12 

2.021 
2.!Xl9 
2.000 
1.994 
1.990 
1.967 

1.9&4 
1.979 
1.976 
l.~72 

1.960 

.OI 

:o2 

. 31.f.21 
6.9úl 

. 4.5.\I 

. 3.7-17 
3.365 

1 2.i/l~ 

2.583 
. 1 2.567 
'¡ :;?552 

2.~39 

2:5~s 
2!s¡s 
2;~os 

?..500 
2:492 
2:.tss 
¡i..479 
2.473 
2.·167 
2.•6~ 
2.457 

.2A23 
2.~03 

2.J!Xl 
2.381 

. 2.374 
:i.J6~ 
2.3&1 
2.357 
2.l51 
2.345 
2.326 

.005 

.01 

63.657 '". 
9.9:?5 ; . 

5.841 
4.601 
4.032 

'3.W7 
3.499 . ' 1 

'3.l)S 
3.250 

"3.169 

3.106 
. '3.055 

3.012 ·" 
2.977 

1 

2.947 

2.9~1 

2.898 
2.878 
2.861 

' 2.84~ 
. 2.531 • I 

2.819 
1 

2.807 
2.797 
2.7C7 

2.779 
2.771 
2.763 
2.756 
2.7~0 

2.7().l 
2.678 
2.6(,0 
2.r,;a 
2.<13? 
2.632 

2.626 
2.616 
2.()IJ 
2.COI 
2.S76 

! -~~~~~~~~~~~~~~ 

l No: .. ·: T J.ble cntr)' r,ivcs i' corrc~vonJin& to Pr(t ~ le) :: co für onc·tailcii ¡c,::.ts t.nj 
•Pr(lti;:;: 1<) =" ÍN 1wo-1ail<J tom. 
; Soum•: Compute;! usin& Fortran ;ubrou1incs Crom lhc IMSL Library, 

'·· 
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Us~ ci ~~aLI!.' A-4: 'I h~ Clii-Squ:1rc Dio:tri!H!íiot: 1 

'[his ;ab!c cil'cs cr;ti-::c.I nilu~s fur a r:md0m vari:iuk having a 
chk¡¡ua:e distriimtion with df d~c~rccs of írccdom (scc 1!1.: ;ip¡J..'r.di:{ 
to Clrn.p.cr 10). Each c•1my in thc table is :he :mrnw to l proli!cm of 
thc fonr.: 1 ' · 

·! 
:i 
1 

V:trions va!:i~3 of a are gíl'c:J i:1 tite colurnn !i~:idin['.S. ami thc cor·' 
rc,pon~rr.:; (.';'.~)' i> iou:id i11 thc row l:ll..idcd by dj. Criti;;:;! v;: l!<'S for · 
arcas in th~ lcft sick of thc (btritL::it111 can be found by subtra.:tion. 
· For .exnmp!e, if df = 35, (~ 1 )' = 53.22 for «"" .025 ancl 

(xi}'= :.o.5:'.i f0r u •• .975. 'Th::s, (\1
)'"" 53.2-~ i.i..m;1d• .ü25 probabili!y 

in thc rir,ht·hand ::.:1 ·r:::J (x'l' ~, ~u.56 bound; .025 prob:tbiliti in thc 
left sirle. · 
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Table A-4 Critica! Valucs lor lhe Chi-S~u~rc llbiriimtion 

Ct"' .9')0 .975 .9~0 ,').):) .110 .Olu .025 .010 
-------- ------. --·----------

d/<= 1 0.02 2.71 3.:n l.02 6.6-1 
·2 0.02 0.05 O.IO 

1 
0.21 4.(,() 5.'11 7.JS 9.22 1 

),, 3 0.11 b.22 0.)5 O.SR 6.25 H1 9.)6 11.32 
4 0.30 o..:s 0.71 1.06. 7.78 9.-19 11.15 . 13.28 
s O.SS 'c.sJ 1.1.\ ' 1.61 1 9 . .:!4 11.07 I2.S~ .1$.()') 

6 0.87 ~ . 1.24 l.6J 1.10 1 10.65 12.W :.i..i<i 16.81 
7 1.24. 1.69 ~.17 2.S3 ' 1i.u2 14.07 16.02 • .. 18..17 
·s 1.6-1' · 2.IG 2.73 l 3.49 "l3.36 15.51 17.ll 1 1 20.0S 
f) 2.<l'J' -~.70 3.~2 1 • 4.17 ¡, l·I.(.') 16.9] 19.ül ' 21.Gl 

10 2.55. 3.24 3.9·1 4,56 ll.9~ 18.JI 20.lO · 23.19 

11 J.05 3.81 . 4,57 s.~s 17.2~ 19.(o:I 21.93 ·2U5 
12 3.57 4.40 5.22 6.30 JS.5l 21.0l 23.ll . 26.25 

: 13 .1.10· - l.01 5.89 7.0.: 19.~:I 22.JJ 24.75 :n.n 
:.1.1 4.65. . 5.(.2 ¡;_¡7 ' 7.79 . 21.07 23.69 26.13 , . 29.17 
:.1:s 5.23' 6.26 7.26 8.55 22.J 1 25.00 27.50 30.61 
¡ 16 5.BI' 6.90 7.96' 9.31 ¡. 23.55 26.JO 2S.&~ "32.03 . : 1.7 6.11} 7.'..6 S.6i 10.08 2·1.77 27.S'J )0.:'.0 JJ,.14 

: 1 18 7.t-0 8.23. 9,J'J iO.f\6 21.9') 2S.8:l 31.5.; 34.83 -¡--

! 19 7.63 S.!IO 10.11 11.Gl 2i.21 30,ll 32.87 36.22 

'20 8.21 9.59 10.85. 12.M :~.42 31..:2 H.18 37 .59 

'¡ 21 &.SY 10.28 11.59 IJ.24 · ZCJ.62 32.68 35.49 38.96 

;i :Í2 9.l3 10.98 12.J.t 14.04 . 30.82 33.93 JG,79 . 4(),31 

¡ :1 13 10.19 11.69 13.W 14.85 ./ 32.01 35.18 38.09 ,41.66 
¡ 1 

J 
24 10.s5 . 12..10 n.E4 15.(.6 . JJ.20 36 41 39.:s ,43.00 

25 11.ll 13.11 H.61 16.47 34.38 37.(6 .:o.66 . 44.J·I 

i 1 26 l~.19 IJ.:!·! 15.3S 17,29 35.57 38.89 41.94 45.66 
1. 1 27 12.87 !4.57 16.15 13.11 36.7-l 40.12 43.21 46.99 . ., 
1 

:¡ 
28 13.55 15.30 1( •. 92 18.9·1 37.92 41.3'1 4·1.47 48.30 

29 1..;.2.1 16.0.: 17.7\l 19,77 39.09 '!l.56 45.7·1 49.61 

1 
30 14.9·1 16.78 18.49 20.W ~o.:6: 4).78 46.99 50,91 

1 35 1s..;9 2U.l6 2L.0:6 2.:.79 46.06 '•9.81 53.22 . 57.36 

! 4() 22.14 ~4.-!2 26.ll 29.0.1 SI.ha' 55.75 59.J.I 63.71 
' . 1 
1 1 45 25,88 ~-i.36 31).61 J3.J6 57.50 61.65 65.41 69.98 

1 1 
50 29.liS • 32.35 34.7.3 37.69 63.16 67 .so 71.42 76,17 

1 i ~5 33.55 3,6.39 3S.96 42.06 68.71) 73.J 1 77.38 82.31 

: GO )'/ .• :6 .:IJ..17 ·13.19 46.46 7.1.)9 79.03 83.30 8&.<J 

1 
! 6S 41.42 4~.GO 47.45 50.89 79.97 84 .82 89,13 94.44 

1 70 45.42 48.75 51.74 Sl.33 Ul.52 9().lJ c;s.:.n 100.4'1 
1 59.80 91.Cli 'l:i.21 IC0.84 106.41 

1 
?5 49..16 52.94 56.05 
' %.57 m: .ss IC6.63 112.34 

1 

80 53.52 57.ll W.39 64.28 

SS 57.62 61.38 6-l.75 63.78 102.07 to/ .52 112.4() 118.25 
./ 

~ 61.7·1 65.6-l 69.13 73.29 107.56 ii J.1.1 118.14 124.13 

95 65.E3 69.91 73.52 77 .82 113.03 1 !r .. 7l 123.86 129.9'J 

100 70.05 74.::?Z 77.93 82.)b 1 loA9 12.;J.1 12~.5G 135.82 

,Noh•: Table cr.try givcs b.1)" i:.:llrrcs¡lu11L.!in~ to Pr().
2 ~ (). 1

)c) ~ ''· 
: Sourr~·: Co:nputi;d us:r_1& Foruan .\~broutines lrom 1t.1c l.\~~L 1.ibmr>.'. Sorne valucs 

dlflcr shghtly frn111 thc»c 111 othcr puohsllCd table.;. 1 1 ¡ 
: r ! 1 -----



Use o! Tahks A-5 antl h-6: Thc F Distribntio:1 

Thcsc t:.blcs ~ivc cr:tic:1: va\ucs for a rnndo;n varbbk h~,;·jq~ :m F 
dis~ri'cu~ioa wii~ 11 ürgrc\!s ni frL'~t!cm in th..: ¡:uml!r3~or ar.d d d~grcc~ 
oi frccc'.01:1 in th~ ci.:non:in::ror (s·:~ thc aprc;:dix to Chapt..:r IOJ. Each · 
cntry in th.:: tables is thc answi:r to a probbn of t\\I~ forrn: 

Find F' snch that Pr(F""' :o:: F') =et 

T::lb:c /-.-5 ~or.t::lins th~ F' l'alucs for thc .05 kvcl of >iQniiicancc, and 
Ta\::lc ,\.6 cont~ins thc F' va\ucs lo~ " "" .Ol. Thc cntry fo: a par
ticular distributio:i is in thc cvlnmn hcadcd by 11 and thc row labcld 

bv d. ! 
/ For cx::lm[l\c, if :'1 == ~ :md d = 50, F' :.: 2.56 for ~ = .OS ami 
Fe= 3.72 for a= .01. ' • !: 

1 i 

l 1 

¡' 
. ! 

262. 
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STr\TISTICAL TAlll.FS ---------------------------------------

T~blc A-5 Cti:!cal V:ilJ~s for tli~ F Di\tr;u:¡thn; (cv = .05) 

il = l 2 6 10 15: 
----------·-·------------------·- ------------ ____ J_ 
d" 1 

2 
3 

!Gl.<1 
IS.51 
10.13 
7.71 
6.Gl 

6 s.~IJ 

5.59 
5.J2 
5.12 

10 4.% 

11 4.04 
12 4.75 
13 4.67 
14 4.60 
15 4.54 

16 4.<!? 
17 4.45 
I& 4.•'.I 
19 4.):1 
20 4.3$ 

21 .;,jz 
. n 4.3o 

23 4,2) 
Z4 <.2-5 
25 4.24 

26 ·l.2J 
27 01 
:.~ 4.20 
29 .\, 18 
;o ~.11 

q '"·"' so 4.03 
G0 •\.IU 

7J 3.93 
~o 3.~G 

9V 3.95 

l(Xl 3.94 

1:?5 3.9:! 
150 3.9'~ 

200 3.il9 

"' 3.84 

t<:'J.S 215.7 ~1~.6 

19.~ 19.iú l~.:15 

9.5) 9.~8 9.12 
ó.94 ó.59 6.39 
5.79 5.~I 5.1') 

5.14 4.75 4.53 
4.74 U5 4.12 
4 . .;6 -!.07 3.S.: 
~.25 3.~6 3.r\J 
4. hl J,71 J..16 

3.9S 3.5) J.36 
3.69 J,.;9 3.é6 
3.81 3.·11 J. IS 
3. 74 J.34 J.11 
3.63 3.l•J 3.CV,; 

3.63 J.l~ 3.Cl 
;.:-:, 3.:::i 2.9ó 
;.~,; 3.16 2.'.13 
J.52 3.D 2.90 
3.49 3.10 . 2.S7 

3A7 3.07 2.S-1 
).44 3.05 2.~2 

J .• :o 3.01 2.7S 
3.39 2.99 2::6 

3.37 2.% 2.74 
3.35 ~.·J(j ~.73 

3.3-.i -:!.~5 2.7 J 

.· .. ~,) 2.93 2.70 
3.32 :: . .;~ 1.t.9 

~.23 :u>~ 2.61 
3. ¡ ~ ::.~9 ~ .. 56 
3.15 2-'6 2,;3 
3.13 ~.74 2.50 
3.11 2.72 2 . ..:9 
3.10 i..i ! 2.·:? 

3.0? 2:;0 2.-1S 
3.ú7 H:~ 2.~-1 

3.0-J 2.66 2.~J 

3.0.! 2.65 7.,•!:! 
3.(YJ 2.C-0 2.37 

2J0.2 
l~l.JO 

~.01 

6.26 
5.05 

.\.)9 
3.97 
3.(19 
3.•tS 
3.J.l 

3.cO 
).11 
).C:J 
2.9l) 
2,l;Q 

:!.Si 
:.77 
2.7·~ 

2.71 

2.6~ 

2.60 

2.~9 

2j7. 
2.56 
~.55 

l.)) 

2 .. n 
2.37 
).):Í 

2)3 
2.32 

2.31 
2.2) 
2.27 
2.26 
2.21 

:.H.O ,' 238.<l 
19.33 19.37 
S.94 S.85 
6.16 6.0-: 

4.~s 

3"17 
l.53 
3.'7 
J.2:! 

3.t:-J 
3.CD 
2.92 
2.f 5 
2.79 

~.i·~ 

2.tíú 
2.6) 
2.(.i) 

2.!7 
2.55 

2.~I 

2.-15 

' ., ...... _ 
2.3·l 
2. :9 
2.:-'S 
2.~3 

:.:?l 
2.:0 

2.19 
2.17 
"?.16 
2.14 
2.!0 

U5 
3.73 
) . .:.1 
).2) 

1.07 

2.95 
2.SS 
2.7'1 

2.5~1 

2.-10 
n1 
2.36 
2.3-! 

2.32 
2.31 
2.:.9 

2.27 

2.D 
2. J(J 

~.en 

2.l\5 
2.0: 

2.03 
2.01 
2.0J 
J.93 
1.9-1 

No1.:: Tabh: cntry l:i':cs ¡:e corr~:>:~-.i::r..'..ing to l'r\F,. d ~ F") :;.! .GS. 
Soutc.:: Computcd usir.g Foi·1.·an :;L.t.routims írvrn °th~ l.\tSL Li~rnry. 

I 
.' 

:?.:t.9 2 :S.9 
19.~0 19.~) 

3.79 S."'.io') 
5.% 5.S6 
~.7-t .;,{J2 

4.C6 
3.64 
3.)5 
3.1.\ 
2.•)g 

:!35 
2.75 
2.ó7 
2 .. )J 
2.1-1 

: .. :9 
2.45 
2.11 
2.JS 
2.)$ 

2.32 
2.10 
2.27 

'" ....... 1 

2.24 

2.n 
2.W 
2.19 
2.18 
2.16 

2.C~ 

2.0l 
l,•j9 

1.97 
1.95 
1.91 

1.93 
1.91 
1.89 
l.SS 
J.Sl 

3.<}4 
3.51 
3.2~ 

3.01 
2.SS 
2.7:! 
::!.é2 
2.5, 
2.·~Ó 

2AO 
2.35 
2.:1 
~."2.'i 

2.13 
2.20 

2.18 
2.15 
2.11 

2.1 ~ 

HIJ 

2.07 
2.(l.) 
2.tH 
2.03 
2.t!I 

1.92 
J.S7 
l .~-1 
1.r.1 
1.7) 
J.73 

1.77 
J.75 
J.73 
J.72 
1.6'1 
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Ti!!:!c A-6 Critic:tl \':.iiu,•s !or t!:c F niMiilu:ior. (a= ,lll) 

1: "= 1 6 10 15 
¡-. -----------·---------+---~-· -----·------

: d"' 1 4052. 4•1•.>~>. ~·:Ol. 56:\.1. 57M. SXS9. 5%1. WS6. 6157. 

12 98.SO 9'1.VJ ~9.17 99.2S 99.)0 9~.33 •)').37 99.40 ~9..13 

:3 34.12 ;O.>~ 29.4G 23.71 2S.:'A 27.91 ¡7,.\9 27.23 26.87 
'4 21.23 18.~·,¡ :6.69 1588 15.52 15.21 14.S'J 14.SS IUO 
1 s 16.26 13.:7 11.Ct> 11.39 10.97 10.67 lú.2.J 10.0S 9.72 

¡,6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 ! S.10 7.S7 7.56 
¡·7 12.25 9.$5 8.4S 7.85 7.46 1.19 i. 6.S4 6.62 6.31 
; 8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 q.37 ¡ , 6.03 S.SI 5.52 
'. 9 10.56 8.02 6.9:1 6.42 6.06 ~.Sv 5,.:7 5.::?6 4.96 
10 10.c.i 7,56 6.ss ~.9'J H4 S.39 · . 5.06 4.~s u6 
11 ~.r.s 1.2i 6.:2 s.67 s.n lo7 ¡ · U4 u.1 us 
12 9.33 6.93 5.9S SAi S.C.6 4.s2 :· 4.~ll 4.30 4.01 
13 9.07 6.~o S.74 S.21 ' ·l.86 Ü: '¡· 4.31 4.10 3.8~ 
l4 8.86 6.51 5.56 5.01 4.(.9 ~,4(, ' 4.14 3.94 3.66 
(5 8.68 6.;6 5..:2 4.0~ 4.56 •!.32 t H>.l 3.SO 3.52 

16 8.53 '6,23 S.N 4.77 4..l·l 4.20 I' 3.S'I Ho9 3.41 
! 17 

18 
19 
20 

21 
22 
23 

8.2~ 

8.18 
8.10 

~.02 

7,.9S 
7.ES 

6.1 ! 
6.01 
5.93 
s.ss 
5.7$ 
s.n 
S.66 

5.!9 
5.(;') 
S.01 

4.87 
4.R2 
4.76 
·1.72 

4.67 
4.SS 
4.50 
.j,43 

4.37 
4.31 

" 4.34 4.10 3.7'.l 3.59 
4.25 .;.01 3. 71 3.! 1 
4.17 3.9·1 3.6) 3.43 

4.10 p1 . 3.s6 3.37 

4.0: :¡.st 1 ! 3.51 3.31 
3.9) p1; . 1 3.45 3.26 

4.26 . 3.9.1 pt ' . 3 . .:: 3.21 

3.31 
3.23 
3.15 
3.09 

3.03 
2.98 

¡. 25 

26 
27 

7.82 
7.77 

7.72 
.i.tis 
7.6-1 
1.(,0 

5.61 
S.51 

5.Sl 
5.49 
s . .:5 
SAZ 

·l.6S 4.18 

4.14 
4.11 

3.90 j.67 1 ·: 3.'" 3.17 
3.85 t.63 1 ¡ 3.32 3.13 

3.82 ).59 'I 3.:9 3.0'I 

2.93 
2.89 
2.85 

2.kl 
2.78 
2.75 

! 
1 

:is 
29 
30 

40 
so 
60 
70 
so 
90 

\()() 

125 
ISO 
200 

I"' 

"!.56 

7.31 
7.17 
7.0S 
7.01 
6.96 
6.93 

6.90 
6.S.\ 

6.81 
6.76 
6.63 

5.18 
S.06 
4.98 
·l.'{2 
4.38 
4.~5 
4.S2 
4.78 
4.75 
4.71 
4.ól 

1..60 
.;57 
4,j.\ 

4.SI 

4.)1 
4.~o 

4.13 
4.07 
4.o.i 
4.01 

3.98 
3.94 
3.91 
3.SS 
3."/~ 

4.07 

·t02 

3.83 
3.72 
'.\.(,5 
3.W 
3.S6 
3.S3 

3.51 
3.47 
3.45 
3.41 
3.32 

3.78 }.56 1 3.26 3.0<í 
3.7S ~.5) 1 ' 3.21 3.03 

3.13 uo :· l :!O 3.00 
3.70 3..17 3.17 2.98 

3.51 
J.41 
3.3.\ 
).29 
3.26 
3.23 

3.21 
3.17 
3.14 
3.11 
3.02 

3.29 2.9'l 
3.19 2.f:9 
3.12' ' 2.~l 
1.01 2.n 
3.01 2.H 
3.01 2.72 

2.99 2.69 
2.95 2.l6 
2.92 2.(.3 
2.89 2.60 
2.1;!) 2.51 

2.80 
2.70 
2.63 
2.59 
2.SS 
2.52 

2.SO 
2.47 
2.44 
2.-11 
2.32 

1'11.>fL': T~bli: cntry ~iv1.·s ::t currc:spoadins to 11 r(f",,, J ~ F() ;;:= .01. 
Sourcc: Com~utcd usin~ Fortran 1ubroutir.cs fro:n thc IMSL Library. 

'' 1 
I'. ¡ 1 

i 

2.7) 
2.70 

2.S2 
2A2 
2.3S 
2.ll 
2.27 
2.2.\ 

2.22 
2.19 
2.16 
2.13 
2.0\ 
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