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Introduccién

De manera informal podemos decir que los elementos de un problema de negociacién
entre dos individuos (jugadores) son un conjunto de acuerdos o resultados ¥ una relacién
de orden (para cada jugador) que refleje las preferencias sobre dichos acuerdos. El azar
puede intervenir en un problema de negociacién y tal vez no sepamos con certeza a
qué acuerdo se llegard sino sélo con qué probabilidad se llegard a éste. En este caso
los jugadores necesitarfan definir su relacién de preferencia no sélo en los resultados
posibles sino en las distribuciones de probabilidad sobre estos resuttados. En un enfoque
clsico para modelar matemdticamente un problema de negociacién lo que se hace es,
para cada jugador, asociar un pago numérico a cada resultado de manera que refleje las
preferencias sobre los mismos. A esta asociacién se le conoce como funcién de utilidad.
Esto no es suficiente dado que no s6lo se considerarsn los acuerdos sino también las
distribuciones de probabilidad sobre los mismos. En este sentido fue necesario extender
el concepto de funcién de utilidad a las distribuciones de probabilidad. La manera cl4sica
de hacerlo es a través de lo que se conoce funcién de utilidad esperada. Nash dio una
solucién a los problemas de negociacién utilizando esta herramienta, sin embargo, este
método de solucidn tiene algunos problemas. Existen muchas relaciones de preferencia
que no son representadas adecuadamente por esta funcién de utilidad esperada. Ademads,
empiricamente se ha visto que muchas personas utilizan este tipa de preferencias por lo
que se han buscado formas alternativas de funciones de utilidad que las representen.
Desafortunadamente no hay una manera estdndar de construir funciones de utilidad que

representen a este tipo de preferencias y se tiene que utilizar una distinta para cada caso.



Rubinstein, Zafra y Thompson (1992) dan condiciones para la existencia de una so-
lucién equivalente a la de Nash en problemas de negociacién sin recurrir al concepto de
funcién de utilidad. Ellos utilizan s6lamente la relacién de preferencia de los jugadores
para dar la solucién. Esto permite obtener una solucién para los problemas que no nece-
sariamente tienen funciones de utilidad esperada. Como ventaja adicional esta solucién
tiene una interpretacién intuitiva lo cual es muy satisfactorio ya que nos da una idea del
tipo de proceso de negociacién se est4 llevando a cabo,

El objetivo principal de este trabajo es mostrar la forma en que se aborda este proble-
ma, y organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo se estudian las funciones
de utilidad, en el segundo capitulo se expone la solucién que Nash dié a los problemas
de negociacién. Finalmente en el tercer capitulo se desarrollard el trabajo de Rubinstein,

Zafra y Thompson.



Capitulo 1

Teoria de la Utilidad

Un juego es cualquier situacién social donde intervienen varios individuos {jugadores)
cuyas acciones tienen cierta influencia sobre el resultado final. La teorfa de juegos intenta
modelar matemiticamente este tipo de situaciones.

Formalmente llamaremos juego a una situacién que tenga las siguientes caracterfsticas

que lamaremos elementos de un juego:

1. Un conjunto de jugadores, entre los cuales puede estar el azar,

2. Un conjunto de sucesiones de movimientos, algunos simultdneos, que pueden ser

decisiones de los jugadores o resultados del azar.

3. Una descripcion de la informacién disponible para cada jugador en cualquier mo-

mento del juego.

4. Un conjunto de resultados de cada sucesién de movimientos. (En la teorfa de juegos
este conjunto puede tomar varios nombres, como conjunto de premios o conjunto

de acuerdos, usaremos esos nombres indistintamente).

Lo primero que necesitamos para modelar un juego es una forma de ordenar los

posibles resultados que reflejen nuestras preferencias sobre ellos. Consideraremos sélo



aquellas preferencias que se puedan representar por una relacién > sobre el conjunto de

resultados posibles que cumnpla las siguientes condiciones:
1. a > a para toda a € A donde A es el conjunto de resultados (reflexividad)
2. a>» byb> cimplica que a > c (transitividad)
3. Para todas a,b € A tenemos @ =~ b o b > a (completitud o totalidad)

Las dos primeras propiedades nos dicen que la relacién es un quasi-orden y la tercera
nos dice que es total o completa. Si a un jugador lo denotamos con i, a esta relacidn la
llamaremos la relacidn de preferencia del jugador i y la denotaremos con >, Interpreta-
remos & ¢ = b como “e es preferido a b por el jugador i”. Cuando a >; by b >; a decimos
que “a es indiferente a b para el jugador i” y lo denotaremos con @ ~; b. Sia >, b ¥ no
pasa b >; a entonces decimos que a es estrictamente preferido a b y lo denotamos con
a ;b

Supondremos que estamos tratando con individuos racioneles, con esto querernos
decir que escogeran sus acciones de manera que el resultado al que se preve llegar sea el
mdximo alcanzable segtin su relacién de preferencia.

Para seguir modelando matematicamente este tipo de situaciones quisiéramos poder
asociar un pago (mimero real} a cada uno de los resultados posibles para asf poder usar
tas herramientas del cdlculo al tratar de maximizar la relacién de preferencia. Por lo
tanto el pago deberd asociarse de manera que respete esta relacion de preferencia. Esta

asociacion se hace generalmente por medio de lo que lamamos una funcidn de utifidad.

1.1 Funciones de Utilidad

Definicién 1.1 Sesn A el conjunto de resultados posibles sobre el cual se tiene definida
una relacidn de preferencia > yu: A — R une funcién. Decimos que u es una funcidn
de utilidad que representa la relacidn de preferencia = si se satisface que u(a) > u(b) &

a>b.



Notemos que hay muchas funciones de utilidad que representan una misma relacién
de preferencia, en particular la composicién g o u de una funcién monétona creciente g
con una funcién de utilidad u es también una funcién de utilidad que representa la misma
relacién de preferencia.

Podrfa parecer complicado manejar el hecho de que haya una infinidad de representa-
ciones para una misma relacién de preferencia por lo que gustarfa tener un resultado que
permitiera caracterizar a todas estas representaciones. Para esto podrfamos preguntarnos
si todas las funciones de utilidad que representan a una relacién de preferencia resultan
ser una transformacién monétona creciente de la otra. La respuesta es afirmativa si el
conjunto de resultados cuenta con elementos maximo y mfnimo, respecto al orden de la
preferencia. Formalmente, si existen a y a, € A tales que ¢, > a > a, paratodoa € A
tendremos que: si dos funciones de utilidad u,v : A — R representan a la misma rela-
cién de preferencia - entonces, existe una funcién creciente (no necesariamente iinica)
g : R—R tal que u = gov. Esta funcién g la podemos definir como g(zx) = u(g;) si
existe a; € A tal que v(a;) = z. Faltarfa definirla en los valores en donde z # v(a;) para
toda a; € A, esto lo podemos hacer de varias maneras siempre tentendo en cuenta que la
funcién g tiene que ser creciente. Podemos definirla de manera que incluso sea continua;
sean s, = sup{y = v(a;} con y < z}} e i, = inf{y = v(a;) con y > z}}, entonces existe
p € (0,1) tal que z = ps; + (1 ~ p)i; y definiendo g(s.) = sup{g(z) conz < z} y
gliz) = inf{ g(z) con z > z} los cuales existen ya que hay un peor y un mejor resultado
por lo que las funcionés de utilidad estdn acotadas. Ahora podriamos definir g : R—R

como

u{ap) si z < vlap)
(@) ufa;) si existe a; € A tal que v(a;) =z
gy =
po(sz) + (1 — p)g(iz)  sino existe a; € A tal que v(e;) =z

u(am) 8i T 2 v{am)

vyasiu=gow.



Todavia no hemos visto que estas funciones de utilidad existen, para el caso en que el
mimero de resultados es finito es muy facil construirla y es lo que se hara a continuacién.

Dada una relacién de preferencia = sobre A, donde A es finito podemos construir
facilmente una funcién de utitidad para que la represente. La relacién de indiferencia ~
es una relacién de equivalencia sobre los resultados entonces, induce una particién en el
conjunto las clases de equivalencia. Nétese que las clases de equivalencia son un nimero
finito, y los elementos en cada una de ellas también son finitos. Numeramos las clases de
equivalencia de tal manera que sie € A; y b € A;,, entonces a < b para cada ¢. Ahora
definimos 4 : A — R como u(a) = 1 para a € A; , por la forma en que se construy6 u
resulta ser una funcién de utilidad que representa a la relacién de preferencia > .

Si el conjunto de resultados A no es finito, jexistird una funcién de utilidad que
represente a una relacion de preferencia > en A? En general no, el siguiente ejemplo lo

muestra.

Ejemplo 1.1 Sea A = R2 y la relacion de preferencia = el orden lexicogrifico donde
(z1,01) = (z2,10) © 21 > T3 0 1) = 22 yy1 > y2. Con una relacidn de preferencia defini-
da de esta manera no existe ninguna funcién de utilidad que lo represente. Supongamos
que ermistiera u : A — R gue la representara entonces como para toda * € R tenemos
(z,1) < (z,2) por ser funcidn de utilidad debe suceder que u(z,1) < u(x,2); podemos ast
elegir un nimero racional r; tal que u(z, 1) < r; < u(z,2) notese que si T # y entonces
r: # T, pero entonces estamos poniendo en correspondencia a los nimeros reales con los
nimeros racionales y esto no puede ser ya que tienen cardinalidades diferentes por lo

tanto no existe una funcidn de utilided que represente la relacidn de preferencia.

El que exista o no una funcién de utilidad que represente la relacién de preferencia
depende de las propiedades de dicha relacién. Si el conjunto de acuerdos o resultados es
A C R™ convexo entonces podemos definir las propiedades de continuidad y monotonfa

que nos permiten garantizar la existencia de una funcién de utilidad.

Definicién 1.2 Decimos que la relacidn de preferencia > en A C R® convezo es conti-

nua si para toda b € A los conjuntos Apy = {a€ Alaz bl yA,_={a€ A|b>a}
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son conjuntos cerrados (topolégicamente).

Definicidén 1.3 Decimos que la relacidn de preferencic > en A C R™ convezo es mo-
ndtona st dados a = {a;,...,a,), b = (b,...,b,) € A tales que a; > b para toda

1=1,..,n, entonces a > b.
Esta propiedad refleja el hecho de que “mas es mejor™.

Teorema 1.1 i una relacidn de preferencia > sobre A = R™ es continua y mondtona

entonces existe ung funcidn de utilided u: A — R que la representa.

Demostracién : Por continuidad los conjuntos A, 4+ y Aa_ son cerrados entonces los
conjuntos By = {e € R|oe>a} yB.={aeR|a> ae} cone = (1,1,...,1) son
cerrados (porque son la interseccién de A, 4 y Aa - con R) y por monotonia son no vacios,
notemos que por la completitud o totalidad de la relacién >, R ¢ (B, U B_), como estos
conjuntos son cerrados no vacios y R es conexo se tiene que (B, N B..) # {7 Por lo tanto
existe un escalar o tal que ae ~ a, ademds por la monotonia aje > ase siempre que
a1 > o;. De lo cual deducimos que si ae ~ a entonces o es iinica, asi podemos definir
la funcién u : A — R como u(a) = o (figura 2.1). Supongamos quea > byu(a)=ay
u(b) = [ como ae ~ a y e ~ b entonces tendremos que ae > fSe, por monotonfa o 20
asf u(a) > u(b), el regreso es igual, por lo tanto u : A — R ser4 una funcién de utilidad
que representa la relacién de preferencia >. B

Podemos graficar las curvas de nivel de u en el caso de que 4 = R Seaa c A
tal que u(a) = o entonces a pertenece a la curva de nivel {z € R? | u(z) = o}, a la
que llamaremos curva de indiferencia de a, ya que todos los puntos de la curva son

indiferentes a a {a ~ z).



/

Figura 1.1: Curva de indiferencia de a

Con ésto queda garantizada la existencia de una funcién de utilidad para algunos
€asos.

Como vimos anteriormente el conjunto de jugadores puede contener al azar lo que
introduce incertidurhbre sobre el resultado. Esto es, no sabremos con certeza a qué
resultado se llegard, sino solamente la probabilidad con la que se llegard a éste. Por lo
tanto la relacién de preferencia tendré que estar definida también para las distribuciones
de probabilidad sobre los resultados, a las que llamaremos loterias. Esto trae un nuevo
problema, definir una funcién de utilidad que represente a las relaciones de preferencia
sobre las distribuciones de probabilidad sobre los resultados. Esto se abordard en la

siguiente seccifn.

1.2 Utilidad Bajo Incertidumbre

Primero necesitaremos que la relacién de preferencia no sélo esté definida para el conjunto
de resultados A sino también para las loterfas.

Si A es finito las posibles medidas de probabilidad son discretas y faciles de manejar.
Si A es un continuo necesitariamos tener definida una o—4lgebra en A y una medida de

probabilidad P, para poder trabajar con medidas de probabilidad (loterfas) f(a) conti-
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nuas. Resulta mucho mds facil trabajar con medidas de probabilidad discretas, entonces
para claridad de la exposicién trabajaremos con el caso A finito o a lo mds numerable, a

menos que se haga la aclaracion de otra cosal.

Definicién 1.4 Una loteria es una funcién L : A — [0,1] tal que 3", _, L{a) = 1.
También podemos decir que una loterfa es una distribucidn de probabilidad sobre los

acuerdos en A.

Denotaremos lot( A} el conjunto de todas las loterfas sobre A.

Una forma muy titil de representar las loterfas es por medio de una matriz

gy |az|a3]|---|Gn

PL|P2|Paf " |Pn

donde a; representa un resultado y p; la probabilidad de que se llegue a ese resultado.
Notemos que el conjunto de los resultados se puede representar como un subconjunto

de las loterfas identificando al resultado a, con la loterfa L, : A — R tal que

1 51 a; = a;
Ldi (a'j) =
0 siai#a;
Es en este sentido que decimos que el conjunto de loterfas extiende al conjunto de resul-

tados.

Ejemplo 1.2 Sean A = {a,b} el confunto de resultades o premios.
L: A — [0,1] definida como L(a) = } y L{b) = } es una loterfa y L(a) se interpreta como
la probabilidad de que a sea el resultado (o premio) que resulte del juego. Generalmente

'En la mayorfa de los casos si tenemos un conjunto de resultados A que es un continuo sélo usaremos
loterfas discretas, esto es, medidas de probabilidad con soporte finito.

11



las presentaremos de la siguiente manera

W e
B [t

FEsta loterfa la podemos pensar como un “velado” en donde se da el premio a si cae sol
y b si cae dguila; ya que el “volado” tiene probabilidad ; de que caige dguila y § de que

caige sol.

Ahora pensemos en la siguiente situacién, se tira un volado, si cae sol se gana b y si
cae dguila se tira otro volado, si en el segundo volado cae sol se gana b y si cae 4guila se

gana a. Esto se puede representar por medio de una loterfa de la siguiente forma

albd
1 1 b
L=113]z
1 1
2 2

en donde el primer volado est4 representado por la caja grande y donde los premios son:
b (si cae sol) y otro volado, representado por la caja mis pequeiia, (si cae dguila). Esta

seria una loterfa de loterfas a la que llamaremos loteria compuesta.

Definicién 1.5 Una loteria compuesta es una loterfa del conjunto de loterfes. Es
decir, es una funcion L : lot(A) — [0,1] tal que 3 ic1qay L(1) = 1

En la loterfa L se est4 abusando de la notacién ya que en lugar de escribir

=

(10
<
—

[1ld
[ &1

sélo escribimos los premios que tienen probabilidad positiva {(mayor a cero), ésto se hace

para facilitar la notacién. De ahora en adelante sélo escribiremos la parte de la loteria

12



en donde se les asigna a los resultados una probabilidad positiva.

Un individuo que supiera un poco de probabilidad se darfa cuenta de que en términos
de probabilidad la situacién representada por L es la misma que si se tira un volado en
donde la moneda estd cargada con probabilidad { para que caiga 4dguila (y ganar a), y
probabilided § para que caiga sol, {y ganar b). Esto se debe a que la probabilidad de
sacar a en la loterfa compuesta es  x { = 1 y Ia probabilidad de sacar b es ixi+i=12

Entonces para este individuo la loterfa compuesta L se puede sustituir por la loterfa
alb
1]3

4 4
En general siempre podemos pasar de una loterfa compuesta a una loterfa simple

simple

“equivalente” en términos de probabilidades. El siguiente ejernplo ilustra el procedi-

miento.
ar |2z | a3
az
M=llpnip|n
T 72
ai G2 a3
nxXq pxqgipxq)te

Una vez que se introduce el concepto de loterfa surge la pregunta de cémo establecer
una relacién de preferencia sobre las loterfas. Una manera natural de hacerlo serfa hacer
una extension a partir de la relacion de preferencia » que se tenfa para los acuerdos.
Como hemos visto los resultados se pueden identificar con un subconjunto de las loterfas

entonces la relacidn de preferencia sobre las loterfas =, debers cumnplir que
Q> ay o La; e Lag

Si los resultados son premios monetarios un individuo racional preferirs los resultados

con mayores premios a los de menor premio. Durante el desarrollo de la probabilidad en

13



siglo XVII, matemiticos como Blaise Pascal y Pierre Fermat propusieron, para extender
la relacion de preferencia a las loterias, que dada una loterfa L(x;) = p,, donde z; repre-
senta el i—ésimo premio monetario que se obtiene con probabilidad p, |, se calculara ¢}

valor esperado de la loteria, o valor monetario esperado, mediante la funcién
n
E(L) = Z T,pi
=1

y basandose en este valor, extender la relacién de preferencia sobre las loterias prefiriendo

la loterfa que diera un valor esperado mayor, esto es,
Li=e Ly & E(L) 2 E(Lj).

El hecho de que los individuos consideran algo mds que el valor monetario esperado para
extender sus preferencias se ilustré mediante un ejemplo propuesto por Nicholas Bernoulli

en 1728 y se conoce como la Paredoja de San Petersburgo.

Ejemplo 1.3 La loterfa de San Petersburgo es un juego en donde se tira una moneda al
aire hasta que salga cara por primera vez, si esto sucede en la k—ésima tirada se ganan
2% pesos. Podemos representar este juego por medio de la loterfa L(2%) = 5 que indica
que 2% es el premio resultante con probabilidad 51,,—, entonces el valor monetario esperado

de esta loterfa es

ElL) =) 2°L(?") = Z?”% — 141414
keN keN
el cual es infinito. Entonces esta loterfa serfa preferida o cualquier otra que tuviera un
valor esperado finito como por ejemplo la loterfa que da probabilidad 1 a gener 2™ para
olgin m € N y cero a 2% para cualquier otro k # m. De aguf que la persona preferiria
entrar a la loterfa a recibir cualquier cantidad 2™ pero esto no es muy razonable. La
gente racional preferirfa tener la cantidad sequra 2™ para algin m a entrar en la loteria

de San Petersburgo, en donde sélo se puede ganar la cantidad 2™ con probabilidad 2%,

14



Con esta formza de extender las preferencias se pretendfa deducir el comportamiento
cle los individuos en situaciones de incertidumbre tomando en cuenta sélo las preferencias
de los individuos en situaciones seguras lo cudl es insuficiente. Cuando hay incertidumbre
o riesgo necesitamos de una teorfa que también tome en cuenta el grado de riesgo que
los individuos desean asumir. Von Neumann y Morgenstern desarrollaron una teorfa de
este tipo. Ellos dieron una lista de postulados de racionalidad sobre las preferencias en
situaciones de riesgo que implican que una persona racional, al elegir entre dos loterfas,
se comporta como si estuviera maximizando algo, que no es necesariamente el valor
monetario esperado. Para esto definieron la utilidad esperada, que es la generalizacién
més natural del valor esperado, ya que esta no sélo funciona para juegos en donde el
premio sea monetario o numérico sino que al usar la funcién de utilidad podemos también
contemplar juegos con pagos no numéricos. Ademss la actitud de los individuos frente
al riesgo queda dada por la funcién de utilidad.

1.2.1 Utilidad Esperada

Definicién 1.6 Lg utilidad esperada de una funcién de utilidad u : A — R es una
funcidn Eu: lot{A}) — R que se define como Eu(L) = Y seaula)L(a).

Von Neumann y Morgenstern proponfan que la utilidad esperada representara las
preferencias sobre las loterfas. A continuacién daremos dos ejemplos de relaciones de
preferencia en donde la utilidad esperada no resulta ser funcién de utilidad que las re-

presenta.

Ejemplo 1.4 Sea A = {0,1,1} con la relacion de preferencia inducida por el orden
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1> 1> 0,y sea la funcidn de utilidad u: A — R definida como la funcion identidad

0 sta=0

.\

ahora demos la relacidn de preferencia sobre las loterfas de A de la siguiente forma

0131
Ll e L% e L. e L e Lﬂdonde L. = 1 z 1 ) Le {IOt(A)/{LI)L%IL(hL-}} en

Liplt

2 2
este caso

1
E‘U.(L.) = 5 < E'u(Ll) =1

pero

Lc t! Ll

por lo tanto la utilided esperade no resulta ser una funcidn de utilidad que represente la

preferencia =, .

Ejemplo 1.5 Sean A,> y u definidas como en el ejemplo anterior. Le relacidn de

preferencia sobre lot(a) la definimos como Ly >, LJ!. = L' = L' =, L donde

03! 0|i|1
L= 2 L= y L € {lot(A)/{L1, Ly, L', L"}}. Tenemos que
21p11!l 2ol 2
3 3 i 1
Bu(l) =15 By =1
u(L) = 3 u =1
pero

L” te Ll’

entonces la utilidad esperada tampoco resulte ser una funcién de utilidad que represente

la preferencia >, .
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Como vemos en los ejernplos no cualquier relacién de preferencia sobre las loterfas
estd representada por la funcién de utilidad esperada. Lo que significa que si queremos
usar funciones de utilidad esperada para representar preferencias bajo incertidumbre nos
tendremos que restringir a cierto tipo de las preferencias. Von Neumann y Morgenstern
proponen dos cendiciones, también llamadas principios de racionalidad, que caracterizan
a este tipo de relaciones de preferencia. Con ellas se garantiza que la utilidad esperada
representa a dichas preferencias sobre las loterfas. Hemos invertido el orden en que se
dieron los postulados originalmente para facilitar la comprensi6n de los mismos.

El sequndo supuesto de Von Neumann y Morgenstern sobre las preferencias >, es que
cada premio intermedio entre el mejor, que denotaremos por W (del inglés win}, y el peor,
que denotaremos por £ (del inglés loose) sea indiferente a alguna loterfa L € lot({W,L}).
Esto es, para todo a € A existe ¢ € (0,1) tal que a ~, Ly donde L, es la loterfa que le
asigna a W probabilidad g y a £ probabilidad {1 — ¢). Notemos que se est4 cometiendo
un abuso de la notacién en la expresién a ~, L; ya que formalmente deberfamos de
escribir Ly ~, Ly donde L, es la loterfa que se identifica con el acuerdo a. Este supuesto
implicitamente nos restringe a las relaciones de preferencia sobre los acuerdos tales que
podamos decir cual es el mejor y cuél es el peor, condicién que siempre sucede cuando
los resultados son finitos, de otra manera esta serfa una condicién més que tendria que
cumplir la relacién de preferencia sobre los acuerdos. Ademds nos dice que cualquier
conjunto de resultados se puede identificar como un subconjunto de las loterfas con sélo
dos elementos, el mejor y el peor?.

Von Neumann y Morgenstern suponen implicitamente que a un individuo no le im-

porta que premios indiferentes sean sustituidos en las loterfas. Formalmente si a; ~ b;

?Podemos extender este supuesto a conjuntos no acotados, teniendo dos resultados a y b tales que
a < by para todo resultado ¢ € A exista g € [0.1] tal que el resuitado intermedio entre 6,5 y ¢ sea
indiferente a la loterfa que asigna g al mejor de los tres resultados y 1 — ¢ al peor de los tres.
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para ¢ = 1, ..., n entonces

a; | dz | Ay

Gn

PrLiP2 | Ps

Pn

by

by

b3 bn

4|

P2

pa P pn

Dados estos supuestos las loterfas sobre el conjunto de resultados originales también

quedardn identificadas con algunas loterfas sobre el conjunto de estos dos resultados de

la siguiente manera.

ay|az| |an

Sea L = » usando que a cada acuerdo ¢; lo podemos sustituir por

hi|p2| " |Pn
una loterfa L, equivalente

WL Wil L Wit
Leeligy | 1-qif|| g2 j1-g2 G | 1-ga
F4! P2 Pn

y sustituyendo esta loterfa cornpuesta por una simple equivalente

w

L

L~

2 i1 Pidi

1= 3 P

Suponiendo que tenemos un conjunto de resultados que se puede reducir de la manera

anterior a un conjunto de s6lo dos resultados podemos plantear el primer supuesto.

El primer supuesto de Vor: Neuman y Morgenstern sobre las preferencias =, es que

de entre dos loterfas definidas sobre un conjunto de dos resultados que consisten en W

(el mejor) y £ (el peor), un jugador racional preferird siempre la loterfa que asigne mayor

probabilidad a W . Estoessi L; =

w

L

b

l—-m

Ly

Wil L

P2 |11

Y 2>,

entonces L; =, Ly. Obsérvese que bajo este supuesto lo recfproco también sucede, esto

es si L) =, Ly entonces p; > ps.

Ahora podemos mostrar que con estos dos supuestos el jugador se compartaré como
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si estuviera maximizando la utilided esperada cuando se desea establecer la preferencia
entre dos loterfas. Como el jugador asigné un orden de preferencia mayor a W que a
£, también su utilidad serd mayor, es decir u(W) > u(L). Para simplificar los calculos

podemos suponer que u{W) =1 y u(£) = 0, entonces

EBu(ly) = pruW)+(1-pu(l)=p y
Eu(Ly) = pyu(W) + (1 — pz)u(L) = p; lo que implica
Eu(l)) 2 Eu(ls) e p2p Lz, Lo

es decir Eu : lot({W,L£}) — R es una funcién de utilidad que representa la relacién de
preferencia >, sobre lot{{W,L}).

Como se mostré en los ejemplos anteriores no siempre la utilidad esperada resulta ser
una funeién de utilidad que representa las preferencias sobre las loterias, cuando si lo es

la llamaremos funcidn de utilided de Von Neumann y Morgenstern.

Definicién 1.7 Una funcidn de utilidad u: A — R que represente la relacidn de pre-
ferencia = sobre el conjunto de resultados A es una funcién de utilidad de Von
Neumann y Morgenstern o funcién de utilidad esperada, si Eu - lot{A} - R es una

funcion de utilidad que representa a =, la relacion de preferencia sobre las loterias.

La importancia de los supuestos de racionalidad es que garantizan la existencia de
una funcién de utilidad, a saber la utilidad esperada, que representa a una relacién de

preferencia sobre las loterfas. Esto se resume en el siguiente tecrema.

Teorema 1.2 Si la relacion de preferencia =, sobre el conjunto de loterfus del conjunto
de resultados A cumple con los supuestos de recionalidad de Von Neumann y Morgens-
tern entonces. emste una funcién Eu : lot(a}) — R que es una funcidn de utilidad que

representa a o relacion de preferencin > ..

Demostracidn : Por el segundo supuesto podemos definir u : 4 — R como u(a,) = g,

donde ¢; es tal que Ly ~, a;. Primero verificaremos que es funcion de utilidad. Sean
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a,.a, € A y supongamos a; > a;j, tenemos por el segundo supuesto que existen
4. q; € (0,1) tal que a; ~ Ly, donde L,, es la loteria que le asigna a W probabilidad ¢
y a L probabilidad (1 — q) y a; ~. L,,- Como a; > a; tendremos que L, =, L, y por el
primer supuesto ¢; > g¢; y u(a;) > u(a;). Para el regreso supongamos que u{a;) > u(ay)
entonces ¢; > ¢; por el primer supuesto Ly, =, Ly, ¥ como Ly, ~, a; tendremos

a; > a; por lo tanto tenemos que u es una funcién de utilidad que representa a la relacién
de preferencia > . Para verificar que esta funcién de utilidad es de Von Neumann y
Morgenstern recordaremos que a un jugador no le importa que en una loterfa un premio
(o resultado) sea sustituido por otro que le es indiferente, y que tampoco le importarfa que
la loterfa compuesta sea sustituida por una loterfa simple “equivalente”. Sea L € [ot{ A)

queremos confirmar que Eu es una funcién de utilidad que representa las preferencias del

jugador sobre sus loterfas

g |@ |- ]an

Pr|Pr||Pn

podemos sustituir a los premios e; por un premio indiferente Ly, , que existe por el segundo

postulado,
Wi L W\ L Wit
Lty (1~ || @ [1-@ G |1~ ¢n
g P2 Pn

sustituimos la loterfa compuesta por la loterfa simple “equivalente”

w L
Yoamg |13 pig

L~

podemos llamar r = 3", pigi y con esto L ~, L, entonces dadas dos loterfas L y M
podemos llegar a loterfas indiferentes L ~, L, y M ~, L. y por el primer supuesto

de Von Neumann y Morgenstern un jugador racional preferird la que tenga mayor r.

20



Tenemos entonces que L >, Msi y sélosi L, », L, ¥ por el primer supuesto, esto

sucede si y s6lo si r > 7' y como
T=p1q1+ -+ Pngn = prufer) + - + poufen) = Eu(l)

esto ditimo sucede si y s6lo si Eu(L) > Eu(M). Esto demuestra que Eu : lot(A) — Res
una funcién de utilidad que representa la relacién de preferencia =, del Jugador sobre las
loterfas y entonces u : A — R es una funcién de utilidad de Von Neumann ¥ Morgenstern
que representa la relacién de preferencias = sobre los premios. B

Observemos que con estas preferencias el individuo se comporta como si estuviera
maximizando la utilidad esperada.

La racionalidad que est4 reflejada en el primer supuesto de Von Neumann se puede
establecer por medic de la propiedad de preferencia estocastica dominada, que dicha de
manera informal es: “se prefiere la loterfa con m4s probabilidad de mejores premios y

menor riesgo”.

Definicién 1.8 Diremos que una relacion de preferencia - tiene la propiedad de pre-
ferencia estocdstica dominada de primer orden si cade vez gque una loteria L se
pueda obtener de M disminuyendo las probabilidades de ciertos resultados y aumentdn-

dolas en otros mds preferidos (en cuye caso diremos que L domina estocdsticamente a

GGzt Gy ay | Gp | - | ay
M), entonces L = M . Esto es, dadas L. = y M=

Pr|Pz || Pn G id2| | ¢qn

donde ) Xay = --- < ay,, s
k
Z(Pi—Qi)SOpam todai1 <k<n

=]

entonces se debe tener que L = M.

20 [30]100 | _ 20 | 30 | 100
Ejemplo 1.6 L = tiene que ser preferida a M =

W N
3 |37 3 |3 |3
yu que la probabilidad de ganar 100 auments de § a (§+1), disminuyendo la de el menos

Catma
[ 10d
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preferido 20.

2030100 | . 20) 30100 .
L'= tiene gque ser preferida a M = ye que la probabi-

0 {3 |3 2 10 {3
lidad de ganar 30 aumenta sin afectar la de mayor ganancia 100,

Supongamos que tenemos resultados monetarios, esto es A = {a;,..,a,} cong; € R
y una relacién de preferencia tal que a; < -+ < a,. Recordemos que cada resultado a,

se puede identificar con la loterfa

al a2 PPN a' v aﬂ

L, =

de tal forma que es fécil ver que L,, domina estocasticamente a L, si y sélo si

a; = aj. Los individuos se comportardn de manera racional si su relacién de preferencia
es compatible con la relacién de orden comin de los resultados de la siguiente forma:
a; > a; < a; > a;. La funcién de utilidad esperada representa la propiedad de preferencia
estocdstica dominada si cada vez que a; > a; entonces u(a;} > u{a;) estoessiu: A > R
es una funcién creciente.

Supongamos que tenemos una relacién de preferencia sobre las loterfas con los mismos
premios que la loterfa de San Petersburgo, que cumple con los supuestos de Von Neumman
y Morgenstern. Entonces la utilidad esperada de la loterfa de San Petersburgo serfa-de,
la forma
1

-u(2) 4

Eu(L) = %u(?) +- 4 %

5i la funcién de utilidad sobre los premios u : A — R se definiera como u(a) = 44/a. La

loterfa de San Petersburgo tendria una utilidad esperada

4
-— l )
]

Eu(L)=4{%\/§+...+§1¥\/§:+...}=l

Ast la loterfa de San Petersburgo serfa equivalente a una cantidad finita de dinerc mayor

o menor dependiendo de cémo fuera la funcién de utilidad u. En el caso anterior ya no se
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prefiere la loterfa de San Petersburgo a cualquiera otra que diera una cantidad finita, de
hecho podemos encontrar muchas que sean preferidas. Pensemos otra vez en las loterias

Ly, definidas como Li(2%) =1y Lg(2?) = 0 tenemos que

Le>. L& Bu(Ly) > Eu(L)

entonces para que Ly fuera preferida a L tendrfa que pasar que

Eu(Ly) = u(2*) = 4V2* fuera mayor que Eu(L) = 1 :
I-7
De aquf obtenemos la condicién
WE > 8 — a2k > (1 - i)-z © kIn(2) > —2In(1 — i) e,
1- 7 \/i \/-2—

E > —2ln(l—%)/ln(2).

Asf ya tenemos muchas loterfas que son preferidas a L, todas las loterfas Ly con £k que
cumpla la condicién anterior.

Las funciones de utilidad de Von Neumann y Morgenstern nos dan una idea de la
actitud de el individuo hacia el riesgo. En el siguiente sentido, suponga que se le ofrece

al individuo una loterfa

116
M:

411
515

este jugador le asignara a la loterfa una utilidad de
4 1 4 1
Bu(M) = zu(l) + zu(16) = : X 41 + < X 416 =64
El valor monetario esperado de la loterfa es

E(M) =3 x 145 x16=4
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En este caso el jugador le da una mayor preferencia a tener 4 con seguridad que entrar

a la loterfa que tendrfa como valor esperado 4 ya que
Eu(Ly) = u(4) = 4V4 = 8es mayor que Eu({M) = 6.4

Recordemos que el premio 4 estd identificado con la loterfa L, definida como Ly(4) =1
L{(27) = O st j # 2 asf u{4) = Eu(Ls). En este ejemplo el jugador prefiere un resultado
seguro al riesgo de una loterfa que involucra probabilidades.

Trataremos de definir de manera més precisa las actitudes de los individuos frente al
riesgo empezando con un caso ideal en donde los premios (o acuerdos) sean un continuo
en los reales y la funcidn de utilidad que representa a nuestra relacién de preferencia es
continua y de Von Neumann y Morgenstern. Entonces el valor esperado de una loterfa
(s6lo tomamos las loterfas con soporte finito) resulta ser un nimero real que cae en
el continuo de los premios, es decir, el valor esperado de una loteria coincide con un
premio. Al hacer esto vemos a la loterfa como un premio mdés y parecieran no importar
las probabilidades de la loterfa, y podemos calcular la utilidad del valor esperado de la
loterfa {visto como premio). A diferencia de lo anterior al caleular la utilidad esperada
de la loterfa no perdemos la informacién sobre las probabilidades, ni sobre la utilidad de
los acuerdos. La comparacién de estos dos valores, la utilidad del valor esperado de una
loteria y la utilidad esperada de la misma loterfa, nos permite establecer un criterio para
determinar 1a actitud del individuo frente at riesgo. Si la utilidad del valor esperado de

la loteria resulta ser mayor que la utilidad esperada de la misma, es decir,
u{E{L)) > Eu(l)

podemos pensar que al no tomar en cuenta las probabilidades (que implican un riesgo)
el individuo valoré mds la loteria (vista como premio) que al tomar en cuenta el riesgo,
por lo tanto es averso al riesgo.

Para los casos en donde la funcién de utilidad es de Von Neuman y ademas el conjunto
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de acuerdos o premios es un continuo en los reales y las loterfas con las que trabajamos

son agquellas que tienen soporte finito, podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 1.8 Decimos que un individuo es averso al riesgo si prefiere tener el valor
monetario esperado de una loterfa con sequridad, més que entrar « la loterta, esto es
E(L) >, L donde L € lot(A). Siu es funcidn de utilidad de Von Neumann esta condicicn
es

w(E(L}) = Ew(E(L}) > Eu{L) para toda L € Iot(A)

’
o, lo que es lo mismo,

uEB(L) > Bu(lL)

u(Za,-p.-) > Zu(ai)Pi

Como 3 ,c4P: = 1, esta condicidn es equivalente a decir que la funcién de utilidad u

debe ser concava.

En resumen, si la funcién de utilidad es céncava decimos que el jugador es averso al
riesgo, y por el contrario, si es convexa, decimos que es amante del riesgo. Cuando la
funcién u es lineal, decimos que el jugador es neutral al riesgo.

Siguiendo 1a idea anterior, si el conjunto de premios {dados en nimeros reales)_ es
discreto podemos decir en este caso que el individuo es averso al riesgo si el conjunto
de parejas ordenadas {(a1,u(a,)), ..., (@, u(a.))} tiene una “forma céncava”. Es decir,
un individuo es averso al riesgo si ﬂ"—;&f}f‘é‘ﬁl < ﬂ‘i‘;‘):—:}“%‘ﬁ para i = 2,...,n. Andloga-
mente, s el conjunto de parejas ordenadas {{a;,u(a,)), ..., (n, u(6n))} tiene una “forma
convexa”, o estén en una recta, diremos que el individuo es amante del riesgo o neutral
al riesgo, respectivamente.

En la siguiente figura damos un ejemplo de una funcién de utilidad de un individuo

. . a) | Gn -
averso al riesgo, con premios en los reales. Sean a; < a,, L = yan~,lI,

a | 1l-«o

nétese que & = F{L), graficamente la funcién de utilidad es:
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u{a,)
uB(L)
/
Eu(L /‘
ufa,)
a; E(E} [+ 7%

Figura 1.2: Funcién de utilidad de un individuo averso al riesgo

Ya habfamos notado que las relaciones de preferencia ter;fan varias funciones de utili-
dad que las podfan representar y podfamos encontrar algunas componiendo la funcién de
utilidad con una funcién monétona creciente. Con las funciones de utilidad de Von Neu-
mann Morgenstern estc no necesariamente sucede ya que a pesar de que transformaciones
mondtonas crecientes de una funcién de utilidad vuelven a ser una funcién de utilidad
sobre los premios o acuerdos, no siempre el valor esperado de la funcién compuesta re-
sulta ser una funcion de utilidad sobre las loterfas. Unicamente las transformaciones de

la forma
b-u(z)+c,condb>0

llamadas transformaciones afines, resultan ser a su vez funciones de utilidad de Von
Neumann y Morgenstern. Efectivamente, si u es funcién de utilidad de Von Neurnman y

definimos «' = b - u(z) + ¢ con b > 0, la utilidad esperada de

L _ ay|azl|---|an
p1 p2 Py pﬂ
seri
BW(L) = Y v(a)p
i=1

1

Z(b -ufa;) + ¢)p;

=1
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fl

Z(b -u{a})pi + ¢

n

= bZ ula}p, +¢
=1

bEu(L) + c.

i

Que al ser una composicion monétona creciente de Eu(L), que es funcion de utilidad sobre
las loterfas, resulta ser también una funcién de utilidad sobre las loterias y entonces u’
es una funcién de utilidad de Von Neurnman y Morgenstern.

Més ain, se tiene que cualesquiera dos funciones de Von Newmnman v Morgenstern
que representen a la misma relacién de preferencia se relacionan de esta manera, como

Io muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.3 Supongemos que u; : A > R yug: A — R son funciones de utilidad de
Von Neumann y Morgenstern que representan a la relacidn de preferencia =, definida en
lot(A), que cumple con los supuestos de Von Neumann y Morgenstern. Entonces existen

constantes B > 0 y C tales que uy = Bu, + C.

Demostracién : Sean B; y C; las soluciones de

0 = B,-ui(ﬁ)+0,v;
1 = B,u.-(W)+C.'

para i = 1,2 (se puede checar que B; > 0). Definimos las funciones de utilidad
Ui = Biu; +C; para i = 1,2. Consideremos ahora cualquier premio w € A ¥ escojamos g
tal que w ~, L,, donde L, es la loterfa que da a W la probabilidad g y a L la probabilidad

1 — g. Entonces

Ui(w) = BU(w) = BU(L,) = qUiW) + (1 — qUi(L) = g parai = 1,2

27



esto implica que

Byuy(w) + C) = g = Baus(w) + C
y resolviendo para ug(w},

C -G

us{w} = Bu;(w) + C, con B > 0 donde B = B yC= B

B,

|

Notemos que este tipo de transformaciones conserva la concavidad de la funcién y
entonces también conserva la actitud del individuo frente al riesgo.

Ya vimos que la funcién de utilidad nos puede dar informacion sobre las actitudes
que los individuos tienen frente al riesgo. Teniendo dos individuos aversos al riesgo, nos
podrfames preguntar cudl es més averso al riesgo. En ocasiones se dice que la concavidad
de la funcién de utilidad podrfa medir la aversién al riesgo, pero esto no puede ser ya
que podemos cambiar la concavidad de la funcién de utilidad por una transformacién
afin y obtener otra funcién de utilidad que represente a la misma relacién de preferencia,
pero que sea mas céncava. Es por esto que para medir la aversién al riesgo de una cierta
relaci6n de preferencia = se necesita que la medida sea invariante bajo transformaciones
afines. Arrow y Pratt, modificando la manera de medir la curvatura de una funcién,
propusieron una medida tal que tuviera esta caracterfstica (que por lo mismo ya no es

una buena medida de la curvatura).

Definicién 1.10 Siwu es una funcidn de utilidad de clase C? que representa a la relacidn
de preferencia < definimosr : A — R, la medida Arrow-Pratt de aversién al riesgo

de la preferencia =X, como r,(a) = _:':(:)'

5i ryle) = —:;:((E)l > ry(a) = —%%’% para toda a € A, el individuo con preferencias
representadas por la funcién de utilidad « es mis averso al riesgo que el individuo con
preferencias representadas por la funcién de utilidad ».

Veamos que esta medida es invariante bajo las transformaciones afines. Seau: R — R

una funcién de utilidad que representa las preferencias = y v = Au+ B: R — R una
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transformacion affn de u. Si calculamos s medida de Arrow-Pratt r, tenemos

v"(a) _ _ Ad"(a) _ _u'(e} — ru(a)
v'(a) Au'(a) wla)

ry(a} = —

Entonces no importa qué funcién de utilidad usemos, la medida de aversién al riesgo es

igual si la relacién de preferencia que representan es la misma.

La siguiente proposicién establece la relacién que debe existir entre las funciones de

utilidad para que una refleje més aversién al riesgo que la otra.

Proposicién 1.1 Seanu : R = R y v : R — R funciones de utilidad de clase C? que

representan distintas preferencias. Entonces, r,(a) > r,(a) para toda a € A si y sdlo si

existe a : R — R creciente y concava tal quev=aou

Demostracién : Supongamos que existe o : R — R creciente y céncava tal que v = aou,

derivamos y obtenemos

v = o(u)-

Vo= o"(u) [P+ o (u)

entonces la medida de Arrow Pratt r,(a) es

v o) [u]P+u o ()
v o' {u)u’
un’f a”’(u) . uf
v ofu)

" .t
Como o es céncava y creciente tendremos que — ) > [, entonces

o' (u)
1 L
v u
ry(a) = v Ty ru(a)
"f’ " " i
Ahora supongamos que r(e} = -% > -4 = r,(a) entonces tenemos X — £

< 0.

Quisiéramos encontrar una funcién a céncava creciente tal que v = o o u. Como u es

29



creciente (por racionalidad) su inversa existe y podemos definir @ = vou™!, asi

aou=vou~!ou=2»sdlo falta ver o' > 0 y o” < 0 por la forma en que se defini6

o = o (uY (1.1)
a’ = " [ YPR+ @Y Y (1.2)
como u o u~! = I entonces
1
-1
(u™)y = o
_ u”
(u l)n - _W

sustituyendo en 1.1 y 1.2 tenemos

1
o = v.-=
u
"
o = UM__}___E___' ’
! ["—'F
o (U" ‘u,”)
T v W

ur'
- <0

como u ¥ v son crecientes o' > 0 por otro lado tenfamos por hipétesis que ‘;—'.’ -
entonces a” < 0. B

Notemos que Eu, la funcién de utilidad esperada, es lineal en probabilidades y es-
t4 totalmente determinada por los valores u{a;), los cuales sirven para determinar las
propiedades de las preferencias como racionalidad o actitudes frente al riesgo. En este
sentido, podemas decir que la funcién de utilidad esperada Fu exhibe ciertas propiedades
de la preferencia a través de sus coeficientes u(a;).

Pensemos a Eu como funcién de las probabilidades, esto es, renombrandola como
V:5"! > Rdonde §*! = {(z),...,z,) ER™ | 3.7 z; = 1} tendremos que
V(P) = V(p1,oospa) = Loentlap

e La funcién V : §*~! — R definida como V(P) = V(py,...,2a) = 3 ,c4u{a:)p:
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exhibe 1a propiedad de preferencia estocdstica dominada si y sélo si los coeficientes

{u{a:)} preservan el orden de los a,, inducido por la retacién de preferenica.

* La funcién V : §*7! — R definida como V(P) = V(py,...,p,) = Paeaula)p

exhibe aversion al riesgo si y solo si los coeficientes {u(a;)} son céncavos en a,, esto

- u{oiy1)—uia,) u{a,)—u{a,—1) .
es la relacién o Ta < T gza_ " s cumple para toda i.

e La funcién de utilidad esperada V*(P) = V*(py, ..., pn)} = S u"(a;)p; exhibe més
aversion al riesgo que la funcién V{P) = V(py, ..., p.) = 3 u{a;)p; si y s6lo si existe
una funcién céncava y creciente o : R — R tal que los coeficientes u*{a;) = afu{a;))

para toda 1.

Ya hemos visto que los modelos que usan este tipo de funciones de utilidad son muy
dtiles, ya que con sélo conocer una funcién de utilidad que represente a la relacién de
preferencia, tenemos mucha informacién de las actitudes del individuo frente al riesgo.
Estos modelos. lamados de utilidad esperada, han tenido mucha aceptacion y la mayorfa
de los trabajos en teorfa de juegos estdn basados en este tipo de modelos. Pero aiin hay
problemas ya que los individuos no son muy racionales frente a situaciones de riesgo,

como se ilustrard por medio de un ejemplo en la siguiente seccién.

1.2.2 Utilidad no Esperada

Hay situaciones reales en las que se dan relaciones de preferencias que no necesariamente
satisfacen los supuestos de Von Neuman y Morgenstern, Allais lo mostré mediante el

siguiente ejemplo, llamado la paradoja de Allais.

Ejemplo 1.7 Tenemos cuatro lotertas sobre el conjunto de premios {$0,81m,85m} (se

dan en millones de pesos).

80m | $1m | $5m
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$0m | $1 $5
K - m m m

.01 89 |1
L $0m | $1m | $5m

.89 11 0

0m | $1m | $5m
M =

9 0 1

Se le pregunta e un individuo cudl loterta prefiere entre J y K, la mayorta de los indi-
viduos prefieren J ya que tienen un milén con seguridad y en la otra hay un riesgo de
obtener nada, entonces J =, K. Al hacerles la misma pregunta entre L y M prefieren M
ya que si el riesgo se va a corver es mejor la loterfa que paga mds es caso de ganar, as{
M ». L. El problerna es que con estas preferencias la utilidad esperada Fu de cualguier
funcion de utilided u no resulta ser una funcion de utilidad que las represente (es decir
ninguna funcién de utilidad u es de Von Neumann y Morgenstern para estas preferen-
cias). Supongamos que Eu fuera la funcién de utilidad esperada que representa a estas
preferencias y gue u{0) = 0 y u(5) = 1 entonces

Eu(J)
Eu(K}

u(0) x 0+ u(l) x 1+ u(5) x 0 =u(l)

Il

u(0) x .01 + u(l) x 89+ u(5) x .1 = {u{l) x .89) + .1

como J =, K debe ser cierto que

u(1) > {u(l) x .89)+.1
u(l)x(1-.89) > .1
u(l) > 10/11
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por otro lado.

Fu(L)
Eu(M)

2(0) x .89 + w(1) x .11 + u(5) x 0 = u(1) x .11

]

u(0) x 9+ (1) x 0+ u{5) x .1=.1
como M =, L entonces

1 > u(l)x.11
10/11 > u(1)

Y esto no puede ser posible por lo condicidn anterior; por lo tanto Fu no representa
a estas preferencias. Por el teorema 1.2 sabemos que las preferencias dadas no son
consistentes con los principios de racionalidad de Von Neumann y Morgenstern yo que

si lo fueran ezistirfa una funcidn de utilidad esperada que las representara.

Intuitivamente podemos notar que la mayorfa de los individuos a los que les fue
presentada esta situacién, se comportaron como aversos al riesgo al escoger la primera
vez ya que el incentivo para entrar en la loterfa K era muy poco, pero se comportaron
como amantes del riesgo al escoger la segunda vez ya que se sacrifica seguridad por
expectativas de ganar mis dinero.

Vamos a hacer notar que en el caso de tener sélo tres premios, como en ejemplo ante-
rior, este comportamiento no es posible st las preferencias cumplen los supuestos de Von
Neumann y Morgenstern . Supongamos que tenemos tres premios, dados en mimeros
reales, y a; < az < a3 entonces las loterfas estdn determinadas por ternas de mimeros
(p1, P2, p3) tales que Zle p: = L. 5i despejamos po = 1 — py — p3 podemos “representar”
a las loterfas como los puntos de el tridngulo unitario en el plano (p;,ps).

Movimientos hacia arriba dejando a p; fijo aumentan p; al ir disminuyendo p; y movi-
mientos hacia el eje p; sobre lineas paralelas a la hipotenusa del trisngulo aumentan ps

disminuyendo py (ver figura 1.3). Entonces, como la utilidad esperada de las loterfas va
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aumentande {al aumeritar la probabilidad de los mds preferidos) las preferencias aurnen-
tan en esas direcciones. Veamos comno son las curvas de nivel de la funcién de utilidad
(figura 1.3), a las que llamaremnocs curvas de indiferencia.
3
Eug = Y ufe)pi=ula)p +u(a)(l - pr — pa) + ulag)ps

=1

ps = Eug—ulag) + (u(az) — u(a1}}/(ulas) — ulaz))p;
Entonces las curvas de indiferencia son rectas con pendiente
(u(az) - ula))/(u(as) — u(az))
y la preferencia va aumentando hacia la izquierda de dichas rectas.

B,
1

o 1y

Figura 1.3: Curvas de indiferencia de la utilidad esperada

Las curvas de nivel del valor esperado son:

3
Zafpi =a\pr+az{l —pr — p3) + aspa
=l

ag — a3 + (a2 — @1)/ (a3 — a2);

1

P3

que es una recta con pendiente

(az — a;}/(a3 — @2)
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y las llamaremos curvas de iso-valor esperado, esto se puede ver en la figura 1.4.
)

Figura 1.4: Curvas de iso-valor esperado

Si el individuo es averso al riesgo la funcién de utilidad que representa sus preferencias
serd céncavay como @) < az < a3 tendremos de acuerdo a la definicién de averso (amante)

al riesgo que

(ulaz) — uwl(@))flaz —a1) > (ulas) — ufa2))/(as ~ ay)

(u(a) — u(a1)/u(as) — u(ez)) > (a2 —a1)/(aa—ar)

que implica que las curvas de indiferencia tienen pendiente mayor que las curvas de iso-
valor esperado. Y el individuo es amante del riesgo las curvas de indiferencia tendrdn

pendiente menor que las de iso-valor esperado.

5,
I .

o 1P
Figura 1.5: Curvas de indiferencia de un averso al riesgo y curvas de iso-valor esperado

Entonces si la funcién de utilidad es de Von Neumman y Morgenterm, independiente-

mente de las probabilidades de ganar o de perder el individuo mantiene su actitud frente
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al riesgo, lo cual no sucedi6 en el ejemplo anterior de la paradoja de Allais.

Por las preferencias que se dieron en la paradoja de Allais las curvas de indiferencia

tendrian que ser de mayor pendiente que el iso-valor esperado en el caso de comparar

J con K y de pendiente menor al comparar L con M. Esto se muestra en la siguiente

figura.

0

Iy

Figura 2.6: Ejemplo de la paradoja de Allais

Debido a que la funcién de utilidad esperada es lineal en probabilidades por la forma

en que se definié

Bu(L) =) wa:)p:

a€A

las curvas de nivel de la funcién de utilidad esperada serdn rectas paralelas, es decir, las

curvas de indiferencia son independientes de las probabilidades.

Si queremos trabajar con preferencias del tipo de las que se presentaron en la paradoja

de Allais necesitamos considerar otros tipos de funciones de utilidad que no sean lineales

en probabilidades, a las que ltamaremos funciones de utilidad no esperada.

Se han propuesto varias funciones de utilidad no esperada como

> aca u(a;)m (i)

Loaca tla)pi/ LaeaT(ai)pi

Toca w{ai)n(pi)/ Laealpi)

Yaeanladlglpr +---+p) —glpr + -+ +pic1)
Yo 80P + [Taea lai)pil?
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Las funciones m(-), 7(-), (-}, etc. no tienen una forma explfcita lo que hace es dar condi-
ciones sobre ellas para que las funciones de utilidad definidas por medio de estas funciones
exhiban las propiedades de dominancia estocéstica, aversi6n al riesgo etc. Macchina dié
un enfoque més general para tratar con este tipo de funciones. Para estudiarlas a todas en
conjunto y no una por una, utiliza el Calculo Diferencial para recuperar las propiedades
que se habfan obtenido. A continuacién se describe bevemente este enfoque.

Como se recordard en el caso de la funcién de utilidad esperada V : $"~! — R donde
S = {(x1,....,Za) | 1 z: = 1} definida como V(P) = V(py, ..., pn) = > ula)p se

obtuvieron las siguientes condiciones:

e La funcién V : §*~! — R definida como V(P) = V(py,...,pa) = Yooy ula)pi
exhibe la propiedad de preferencia estocdstica dominada si y s6lo si los coeficientes

{u(a;)} preservan el orden de los q;.

* La funcién V' : "' — R definida como V(P) = V(py,...,pn) = L% ula)p:

exhibe aversién al riesgo si y s6lo si los coeficientes {u(a;)} son céncavos en a;, esto
p}=u(ai} o wle)—ula,-))

11— e |

es la relacién "'(“; se cumple para toda i.

» La funcién de utilidad esperada V*(P) = V*(p.....p,) = >on, u*(a,jp: exhibe m4s
aversion al riesgo que la funcién V{P) = V(p;,....p,} = Y0 u(ai)p, si y s6lo si

existe una funcién a : R — R céncava y creciente tal que los coeficientes

u*(a;) = a(u(a,)) para toda i.

La idea es que si las funciones de utilidad no son lineales en probabilidades. entonces
exhibirén las mismas propiedades si sus mejores aproximaciones lineales las exhiben para
cada distribucién P de probabilidades.

Tomemos la funcién de utilidad V(P) = V(p,..... p,) diferenciable y considere sus
derivadas parciales. Sean U(q;; P) = a_gg_q . Sabemos que la mejor aproximacién lineal
Lp a ta funcién V alrededor de un punto P est4 dada por
Lp(Q) = Le(qr. ....qn) = Lo, Ulai; Pg.. Siguiend6 las ideas anteriores diremos que:
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s La funcién de utilidad no esperada V : 8°7!' — R exhibe preferencia estocsstica

dominada si y sélo si {¢/(a;, P}} son crecientes con respecto a a; para toda P.

¢ La funcin de utilidad no esperada V' : ! — [R exhibe aversién al riesgo si y sélo

si {84(a;, Py)} son céncavos respecto a a,, para cada P.

¢ La funcién de utilidad no esperada ¥* : 57! — Rserd al menos tan adversa al
riesgo como V : 8! — R si y sole si para cada P existe una funcién
ap : R — Rconcava y creciente tal que los coeficientes U™(a;, P) = ap(li{a;, P))

para cada 1.

Macchina logra obtener condiciones que deben de cumplir las aproximaciones lineales
de las funciones de utilidad no esperada para recuperar las propiedades que tenfa la teoria
de utilidad esperada. En el siguiente capftulo veremos como se resuelven los juegos de
negociacién suponiendo modelos de utilidad esperada y después se resolverdn juegos de
negociacién para modelos de utilidad no esperada que exhiben todas las propiedades que

se tenfan con la funcién de utilidad esperada.
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Capitulo 2

Enfoque Axiomadtico de la Teoria de

Negociacion

2.1 Teorfa de Negociacién
Usaremos el término de “negociacién” para referirnos a una situacién en la que

1. Los individuos o jugadores tienen la posibilidad de llegar a un acuerdo para beneficio

mutuoe.
2. Hay un conflicto de intereses sobre el acuerdo al que se llegars.

3. No se puede imponer ningtin acuerdo a ningin jugador sin su aprobacién.

La teorfa de negociacién es una exploracién de la relacién entre el resultado de la
negociacion y las caracteristicas de la situacién.

Suponemos que los jugadores son racionales, que todos tienen la misma habilidad
para negociar, que sus preferencias sobre los posibles resultados estdn bien definidas ¥
cuando tienen que escoger un resultado escogen el més preferido.

Para dar un modelo teérico de negociacidn usamos la teorfa de Juegos ¥ la solucién

se da, en este caso, con el modelo axiomatico de Nash.
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2.2 Enfoque Axiomatico

En 1950 Nash establecié un marco teérico para estudiar los problemas de negociacién.

Los problemas de negociacién tiene los siguientes elementos:

# Un conjunto de negociadores N, al que llamaremos conjunte de jugadores, en

general s6lo consta de dos jugadores N = {1,2}.
s Un conjunto de acuerdos posibles al que denotaremos con A.
¢ Un desacuerdo al que denotaremos con D.
o Para cada jugador (i ) una relacién de preferencia >; sobre el conjunto A U {D}.

L.os jugadores pueden llegar a un acuerdo en el conjunto A y si no lo hacen el des-
acuerdo I} ocurre. As{ (N, A, D, >; con i € N) define una situacién de negociacién.

El conjunto de posibles acuerdos o resultados A puede tomar varias formas. Un
acuerdo puede ser un precio o contrato detallado que especifique las acciones que se
tendr4n para distintas contingencias. No pondremos ninguna restriccién sobre A, pero sf
se necesita que haya un tinico desacuerdo D.

Las actitudes frente al riesgo de los jugadores tienen un papel importante en la teoria
de negociacién de Nash. Requerimos que la relacién de preferencia de cada jugador esté
definida sobre el conjunto de loterias sobre los acuerdos y no sélo sobre el coniunto de
acuerdos !. Esto se debe a que muchas veces no sabemos a que acuerdo se llegara, pero
tenemos idea de la probabilidad con la que se llega a él.

Suponemos que la relacién de preferencia de cada jugador satisface los supuestos de
von Neumann y Morgenstern. Entonces tendremos que para cada jugador 7 existe una
funcién de utilidad de Von Neumann u; : AU {D} — R es decir, una loterfa se prefiere a
otra si y sélo si la utilidad esperada de la primera loterfa es mayor que la de la segunda.

Y por el teorema 1.3 sabernos que la funcién es tnica salvo transformaciones afines.

'Puede ser que el conjunto de acuerdos no sea finito, pere para facilitar los cdlculos sélo tomaremos
loterias con soporte finito.

40



Dados el conjunto de posibles acuerdos A, el desacuerdo D, ¥ las funciones de utilidad
para cada jugador podemos construir el conjunto de pares de utilidad, que representan
los posibles resultados de la negociacion, esto es, S donde
S = {(ui(a), uz(a)) para toda e € AU {D}} y denotamos d = {(u1(D}, ua(D)). Nash usa
a la representacion (S, d) para resolver el problema, ¥& que resume la misma, informacién
que (N, A4, D >;coni € N). De ahora en adelante entenderemos por un problema de

negociacién a lo siguiente:

Definicién 2.1 Un problema de negociacién es un par (S,d} donde S  R? es com-
pacto y convezo, d = (dy,dy) € S es un punto distinguido de S que representa al des-

acuerdo y ol menos eriste s = (s1,5;) € S tal que s, > d; parai =1, 2.

Gréficamente un problema de negociacion se representa como un compacto convexo

S en R? con un punto interior distinguido (d) que ser4 el desacuerdo.

us(a}

de t;(a)

Figura 2.1: Ejemplo de Problema de Negociacién

Notemos que de esta manera eliminamos al conjunto de acuerdos A de la discusion
y dos situaciones de negociacién que induzcan el mismo par (S, d) serdn tratados igual,
aungue los conjuntos de acuerdos y las relaciones de preferencia no sean iguales. El su-
puesto de que S es compacto significa que las utilidades que se obtienen en un acuerdo
son limitadas. El supuesto de convexidad de S es una restriccién mayor, se necesitan con-

diciones sobre e} conjunto de acuerdos y sobre las funciones de utilidad. Esto se satisface,
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por ejemplo, en el caso de que A sea el conjunto de todas las loterfas sobre un conjunto de
acuerdos, ya que A, resulta ser la cdpsula convexa de los acuerdos. También suponemos
que hay un acuerdo preferido por los dos jugadores al desacuerdo asf aseguramos que
haya incentivos a negociar y llegar a un acuerdo.

Ahora quisiéramos encontrar una solucién para el problema de negociacién, para lo

cual definiremos lo que se entiende por una solucién de negociacién.

Definicién 2.2 FEl conjunto de todos los problemas de negociacidn se denota con B. Una
solucién de negociacidn es una funcion f . B — R? que asigna a cada problema de

negociacidn {S,d) € B un dnico elemento de S.

De acuerdo a esta definicién habria muchas soluciones de negociacién. Nash propuso
que la solucién cumpliera cnatro propiedades, llamadas axiomas de Nash, las cuales
reflejarian las propiedades minimas que tendria que cumplir una “buena” solucién. M4s

adelante aclararemos que es una “buena” solucién.

0

2.3 Axiomas de Nash

Nash impuso cuatro axiomas a la solucién de la negociacién f : B — R2.

El primero formaliza la suposicién de que las preferencias de los jugadores son lo
importante para resolver los problemas de negociacion, y no las funciones de utilidad
que se usan para representarlas. Recordemos que dada una relacién de preferencia >
podemos construir varias funciones de utilidad esperada que las representen, pero todas
son una transformacién affn de la otra (Teorema 1.3 }. Entonces una “buena” solucién
deberfa de respetar estas transformaciones, en el siguiente sentido. Si pensamos en un
conjunto de acuerdos A, un desacuerdo D y unas relaciones de preferencia »;, podemos
tomar S = {(u;(a), uz(a)) para todaa e AU{D}} o
5 = {{eyur(a}+ 3,, aguz{a)+ 3,) para toda a € AU{D}} como posibles representaciones
del juego y quisiéramos que si u;{a*} = f;(S,d) entonces fi(S',d) = oiui(a*) + 3, para
i=1, 2 . Esta propiedad queda reflejada en e} siguiente axioma.
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e INV (fnverianza a Representaciones de Utilidad Equivalentes) Suponga que el pro-

blema de negbciacién

(&', d') se obtuvo de {S. d) por medio de la transformacién s; — a;3;+ 3, donde @; > 0
parai =1, 2. Entonces fi{{S".d'}) = & fi(S,d) + 3; parai=1,2.

Nétese que en la formulacién de este axioma no imponemos la condicién de que
(8. d) y (S,d) se obtengan a partir del mismo problema de negociacién, lo que lo hace
mas general.

El segundo axioma plantea que si los jugadores tienen el mismo poder de negocia-
cién, esto es si los jugadores pueden obtener las mismas utilidades {posiblemente en
distintos acuerdos), la solucién deberd ser equitativa, dando la misma utilidad a los dos.
Formalmente esto se puede establecer de la siguiente manera, si {s1,82) € 5 entonces
{52.51) € 8, en cuyo caso decimos que S es simétrico. Entonces la solucién de nego-
ciacién deberd asignar un elemento de S para el cual los jugadores obtienen la misma
utilidad.

Formalmente, el problema de negociacion {S,d) es simétricosid; =dy y (s,8) € S

si y sblo si (sp,8) € 5.

o SYM (Simetrfa) Si el problema de negociacion (S, d) es simétrico entonces
hH(S5,d) = f2(8,d).

El siguiente axioma es el mds controvertido ya que tiene que ver con lo que tendria que
suceder si hay una reducci6n en el dominio S de negociacién. Si pensamos en un conjunto
de acuerdos A, un desacuerdo D y unas relaciones de preferencia >, ¥ suponemos que
ui(a®) = fi(S, d) con § = {{u:(a), uz(a)) para toda a € AU{D}} al reducir el conjunto de
acuerdos A a un subconjunto de acuerdos A’ que contenga a a* entonces se deber4 tener
que f;(T,d) = ui(a®) donde T = {(u,(a), uz(a)} para toda a € A'U{D}}. La idea detras
de este axioma es que si se escogi6 a* cuando se tenfan los acuerdos de A, al reducir los
acuerdos a A'se tendrdn menos de los que se tenfan antes y por lo tanto el resultado se

deberfa conservar. Entonces todos los elementos de T', menos (u;(a*), u{a*)) se vuelven
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“irrelevantes”. en este caso podemos decir que la solucién no depende de alternativas

irrelevantes.

o 1A (Independencia de alternativas irrelevantes) 5i {S,d) y (T, d) son problemas de
negociacién con T C Sy f(S,d) € T, entonces f(S5,d) = f(T,d).

En un principio parecerfa muy natural pensar que si f{5,d) = s es la solucién de
un problema de negociacién entonces para todo conjunto T C § tal que s* € T deberfa
dar la misma sclucién, es decir, f(T',d) = s*. Pero bajo este axioma pueden presentarse

situaciones como la que se ve en la figura 2.2:

uyfa) ug(a}
(0,100) {(0,100)
{5,50) (5,50)
s T
d (10,0)  tfa) d (10,0)  4,(a)

Figura 2.2: Ejemplo de alternativas irrelevantes

En este ejemplo, en S los jugadores Hegan a un acuerdo (5,50} donde ambos ganan
la mitad de lo posible. Pero en T (5,50) ya no es una solucién muy adecunada ya que el
jugador 2 ganar4 todo lo posible y el jugador 1 sélo la mitad de lo posible. Es dificil
pensar que el jugador 1 estarfa dispuesto a dejar que 2 ganara todo, siendo que él gana
s6lo la mitad. Es debido a este tipo de problemas que el axioma es controvertido.

Por ultimo deberfa de suceder que una “buena” solucién f debers ser éptima en el
sigunientesentido. Si se eligié (5, d} = $™ no deberfa existir otra alternativa que dejara a
un jugador tan bien como en s* y mejorara al otro. En este caso se dice que la solucién

es Pareto 6ptima.



» PAR (Pareto Eficiencia) Suponga que (S, d) es un problema de negociacién,
s€ES LE S yt, > 5 parai = 1,2 y la desigualdad es estricta para algunai = 1,2.
Entonces f(S.d) # s.

Notemos que con este axioma se garantiza que f(5,d) ser4 distinto al desacuerdo ya
gue en un problema de negociacién existe s € S tal que s; > d; para i = 1.2.

Es importante observar que SYM y PAR restringen el comportamiento de la solu-
cién en problemas de negociacidn particulares, mientras que INV y I1A requieren que la

solucién sea “consistente” entre problemas de negociacitn que guardan ciertas relaciones.

2.4 Teorema de Nash

Se demostrard que siempre existe una tinica solucién que cumpla los cuatro axiomas
anteriores, a la que llamaremos solucién de Nash. Sc mostrard que la solucién es la
que selecciona al par de utilidad s € § que maximiza el producto de las diferencias entre
la utilidad de cada jugador y el desacuerde para el dominio en que cada diferencia es
positiva. De hecho el siguiente lema muestra que este producto tiene un mdximo en estos

casos y que el par en el que se alcanza es tinico.

Lema 2.1 5i eriste un punto s = (s,,82) € S tal que 5; > d; para i =1, 2, entonces
la funcion g : §54 = R con S,4 = {8 € S| 8 > d; para i = 1,2} definida como

9(8) = (81 — dy)(sz — d3) tiene un mdbxrimo en 5,4 y es tnico.

Demostracién : Como S es un conjunto compacto su interseccién con

{s = (s1,92) € R?| 5; > d; parai = 1,2}, que es cerrado, sers también compacto (cerrado
y acotado). Como la funcién g es continua, alcanzard un méximo sobre dicho compacto,
y como existe s € S tal que s; > d; para i = 1,2, este méximo serd estrictamente mayor
que cero. Si s; = d; para alguna i entonces g(s) = 0, por lo tanto el maximo de g est4
en Suy={s€8}s >d parai=12}

Para probar que el méximo es vinico suponga que hay dos puntos 3 y s € S,4 donde
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g toma su méximo, y sea M = g(s) = g(s') = (s; — di)(s2 — dp) = (5] — dy)(s} — d2)
ese médximo. Si s; = 5| entonces s; = s, y ya acabamos. Supongamos que s; < s,
entonces sz > s;. Como S, es convexo, ya que es la interseccién de los convexos S y

{s € R? | 5; > d; para i = 1,2}, se tiene que el punto s = %s + %s’ € S,4. Ahora

gloo) = (3or+ 35— d) - (3or 4 ah— k)
_ ((81-d:)+(3'1—dl))_((32—d2)+(3'z—d2))
B 2 2
O d1)2(32 — ds) + {s1 - -5‘1)4(52 ~ 5) + {si — d1)2(3'2 —dy)
= 2o(s) + gols) + Cimallon =)

sy — 51}(s2 — &
M—}-(’——1%4(—2——3—)—::»Mporques.<s’1ysz>s’2

Esto contradice que M sea el méximo, entonces tiene que suceder que s, = 3] y 5, = 5}

y se probo que el méximo es vnico. B

Teorema 2.1 Heay una dnica solucién de negociacidn f¥ . B — R? que satisface los
aziomas INV, SYM, IIA y PAR, y estd definida como fN(S.d) = 5* donde s* mazimiza
ag:Ssa—R. g(s) = (51 ~ d){s2 — d2) donde Sog = {s€ S| s; > d, parai=1,2}.

Demostracion :
1. Por el lema 2.1 la funcién estd bien definida ya que s* existe y es inico.
2. Hay que verificar que f¥ satisface los cuatro axiomas.

o INV: 5i (5, d') se obtuvo de {S,d} por medio de la transformacién

§; — 8 = a8, + 3;, donde ¢; > 0 para 7 = 1,2, tenemos que
1

g(s') = () ~ di)(sh — do) = (aysy + By — (eudy + B)))(awsy + B, — (0odz + 5,))

= ago (81 — dy)(s2 — dy)

azayg(s) con aza; > 0
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entonces si s* maximiza g(s) sobre 5,4 tendremos que
§'* = (a1s] + f), 025} + ;) también maximiza g(s) sobre S, ,, y se cumple

INV.

¢ SYM: Supongamos que (S.d) es simétrico i.e. dy = dy y (31,82) € Ssiy
s6lo si (s3.51) € S. Supongamos que (s} — d,)(s; — d3) = M entonces como
dy = dy tendremos que (83 — d,}(s] — d3) = M y como el maximo es tnico y

53, 87) € S se tiene que s} = 33,
2 8 1= 92

o IIA:Sea T C Sy f¥(5,d) = s* € T. Entonces ¢ alcanza su maximo sobre Sad
en s". Por otro lado como T C S tendremos que Tsq C Ssq4 de modo que g

también alcanza su mdximo sobre Tsg en 8" € Tsq y por lo tanto f¥ (7T, d) = s*.

e PAR:Seas € Stalques; > s? parai=1,2 con alguna desigualdad estricta.
Entonces s € S>a y {51 — d))}(s2 — d2) > (5] — d;)(s3 — d;) de modo que s* no

maximiza a g sobre S,4 y por lo tanto f¥(S,d) #£ s*.

3. Falta probar que la funcién fV es la iinica solucién de negociacién que satisface los
axiomas. Supongamos que existe f : B — R? que satisface los axiomas INV, SYM,
IIA y PAR, probaremos que f¥ = f. Sea (S,d) € B y
fY(5,d) = s* = (s}, 53) tomemos la transformacién affn de S definida por
s ¢ = (f?:—;'}, ﬁ) (es una transformacién afin ya que s; > d;) y llamemos
S’ a su imagen. Bajo esta transformacién (d,,d;) — (0,0) y (s],83) — (1,1),
entonces por INV f¥(5,(0,0)) = (1,1) = (a8} + B, 28} + B,). Como f es
solucién también tendremos que f(8',(0,0)) = (en f1(S,d) + By, 02f2(8,d) + 8,).
De aquf que fV(S,d) = f(S,d) si y s6lo si f¥(5",(0,0)) = f(5,(0,0)), por lo que
bastard demostrar que f(5’,(0,0)) = (1, 1). Primero notemos que todos los puntos
que pertenecen a S’ satisfacen que s; + 52 < 2, ya que si hubiera un punto de la
forma (1 +z,1 —z+¢) en & con z,£ > 0, tenemos que la linea que lo une a (1,1)

estd contenida en S’ (por convexidad). Evaluando g en cualquier punto de esta

47



linea

gl =ML +AMl+z,1-xz+e) = gl+ Az, 1+ Mz —€))econl<Ar<

{1+ Az)(1+ Az —€))

14 Xe + Mz{e — 1)

Sie > = o en caso de que £ < 1 si elegimos A suficientemente cerca del 0, podemos
asegurar que 1 + Ae + A%z(e — z) > 1 lo que contradice que (1,1} es méximo. Sea
S” la interseccién de todos los conjuntos convexos, cerrados y simétricos respecto
a la recta ¥y = z que contienen a S (a este conjunto se le llama la cerradura
simétrica de S'). Obsérvese que S° es un conjunto compacto y convexo, y como
{s = (51,52) € R? | 5y + 52 < 2} es un conjunto cerrado, convexo y stmétrico
que contiene a §', los puntos de §" siguen cumpliendo con la propiedad de que
sy + 8, < 2. Asf, por SYM la solucién f(S”,(0,0))debe ser de la forma (s”,s").
Por PAR si s = (5;.5) € S y s, > f(S".d) para i = 1,2 entonces s; = f;(S",d)
para i = 1,2 esto implica que f{5”,(0,0)) = (1,1). Por HA f(S',(0,0)) =(1.1) y

esto completa 1a prueba. B

La siguiente figura ilustra como se obtiene la solucién de Nash f¥(S, d).

v
|\ {52, Moy dy ) =caratante
A

uz(a)

k]
[

2 48.4)

d u,(a)

Figura 2.3: Solucién de Nash de un problema de negociacion
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Ejemplo 2.1 Dos individuos quieren dividir un peso de cualquier maners. Si no se
logran poner de acuerdo el peso se pierde. Los individuos pueden tirar parte del peso. En

términos de nuestro modelo tenemos
A={(a1,a2) €R?|a;+a3<1 cona; >0 parai = 1,2}

vy D ={0,0).

Cada jugador i estard interesado sélo en la parte del peso que recibe y preferird al acuerdo
(a1,a;) € A sobre el acuerdo (by,b;) € A siysdlosia; > b; para i = 1,2. Obsérvese que
el acuerdo (0,0) es el peor para cada jugador y para cade uno de ellos existe el mejor,
Bi = (1,0) y By = (0,1) para el 1 y el 2 respectivamente. Para que las relaciones de

preferencia sobre las loterfas satisfagan los supuestos de Von-Neumman vamos a suponer

0,0 B;
que para cada jugador i la pareja (ay,an) es equivelente a la loteria 0.9 1. Ast,
1- a; | a;
se cumplirdn los dos supuestos de Von Neumman y Morgenstern. Enfonces eziste una

funcidn de utilidad w; : A — R gue represents a la relacidn de preferencia > | pama
i =1,2 y la funcion de utilidad esperada representa la relacidn de preferencia sobre los
loterfas. Obsérvese que, por la forma en que estdn definidas las preferencias, el valor de
la funcidn de utilidad v; solo depende de la coordenada i, de tal forma que podemos pensar
que estas funciones estdn definidas en el [0, 1], lamemos u)(a) = u;(a,b) con {a,b) € A.
De esta forma podemos saber qué actitud tienen los jugadores frente al riesgo, viendo si
u; es concava o convera. Supongamos que los jugadores son aversos al riesgo, esto es que
cada funcidn de utilidad u : {0,1] — R es concava y también que u}(0) = 0 para i = 1,2.
Notemnos también que los conjuntos

u; (b, c]) {(ar,a2) € A| b < ui((ar,a9)) < ¢}

{{a1,02) € A u7'(b) < &; S ujY(c)}

fl
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son cerrados, por lo tanto las funciones u; son continuas. Por esto y dado que A es un

compacto tenemos que el conjunto
S = {(u](allai’)!u?(al,aﬁ)) = ]R2 l (alta‘?) € A}

es compacto. Pare probar que S es convezo tomemos (u;{ay, a2), u2{a,,22)) ¥
(u;(a}, ay), u:{a}, as)) y demos una combinacion conveza de estos

a(ui(ar, az), uzlar, az)) +(1 - a) (w(}, a3), ue(d;, 03)) =

(aus (a1, 35) + (1 — &) w1 (a}, a), aualar, az) + (1 — a)us( ), a3)),

51 SUPONEMos que a; < a} tendremos que

u,( ay,a7) € aui{a), as) + (1 — a)wi(e], a)) < u,{al,al).

Yo mostramos que u; es continua y como A es conezo existe (x;,y,) € A tal que
u,(zi, 1) = au(ar. az) + (1 — ajuiay, ap) ¥

(w21, y2), u2{T1, 42)) = (owi(ar, a)) + (1 — ) wi(a), ap), auglar, az) + (1 — @)us( 4}, a3))
donde (ry,y2) € A porque al ser u; creciente en cada coordenada se debe tener que 7, < a)
vy < a) entonceszy + 2 < ay a5 < L. '

Ademds S contiene a d = (1, (0}, u2(0)) = (0,0) y existe s € S tal que s5; > d; paru
i =1,2. Entonces {S,d) es un problema de negociacidn.

Para que el problema de negociocidn sex equitativo supongamos que las preferencias de
los jugadores son iguales (u; = uy = u), lo que se reflejard en que {S,d) sea simétrico.
En este caso por SYM la solucién es de la forma (u{z, z),u(x, z)} y por PAR la solucién
serd (u(3,3),u(}, 1)) que corresponde al acuerdo en el que el peso se divide en partes

iguales. Esto se ilustra en la figura 2.4.
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ug(a)t
Uy(1)
(v1(1/2),us(1/8))
S
d ug(1) i1(‘1)

Figura 2.4: Ejemplo 2.1

Nos podrfamos preguntar cémo cambia el resultado anterior si las preferencias no son
iguales, digamos que uno es més averso al riesgo que el otro, intuitivamente su poder
de negociacion se ird reduciendo mientras mds averso al riesgo se vuelva. Supongamos
que el jugador 2 se vuelve m4s averso al riesgo entonces por la proposicién 1.1 podemos
pensar que su nueva funcién de utilidad serd v, = houy, donde h: R — R es una funcién
de clase C? cdncava creciente y continua con h(0) = 0, lo que implica que v3{0) = 0. Las
preferencias de! jugador 1 quedan igual, es decir, v; = 1. Sea (S, d) el nuevo problema

de negociacién donde
S = {(v1(a1}, va(02)) € R? | (a1, ;) € A}

por argumentos similares a los anteriores se puede demostrar que S es un compacto y
convexo. La solucién de Nash al problema de negociacién del ejemplo anterior (S, d) es
{u1(2), 82((1 — z,)) donde 2, = } maximiza la funcién u;(z)ua(l — 2) con z € [0,1].
Andlogamente podemos plantear la solucién de Nash de (S, d) como (v;(z,), va(1 — z,})
donde z, maximiza la funcién v (2}vs(1 - 2) con 2 € [0,1]. Si ), #g ¥ b son derivables
en (0, 1) entonces, utilizando la condicién de primer orden para méaximos, si z, € (0,1)

tendremos que z, es tal que ,
u_ll(zu) _ ﬂ(l - z,)

ﬂ(zu) B ﬂ(l - )

(2.1)
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Andlogamente para z, se tiene

H(m) _ H(ual - 2)) (1 - =)
wiz) Al - z) (2.2)

Por la concavidad de h y dado que 2{0) = 0 tenemos que K/(t) < -"—&9 para toda t, entonces

uiz)  hlul - 20l -2)  wl - 2)

Wiz — w(l = z)h(u(l = 2) w1 - )

de modo que por 2.1 tenemos que

Como u, es céncava, creciente y positiva entonces el lado izquierdo de las ecuaciones 2.1
y 2.2 es una funcién decreciente en z, y por lo tanto z, < z,. Como sabemos que z, = %
tenemos que z, = % Resumiendo tenemos que si el jugador 2 se vuelve mds averso al
riesgo entonces el jugador 1 obtiene una mayor porcién del délar que cuando tenfan la
misma actitud frente al riesgo.

Ya vimos que si pedimos a una solucién que cumpla INV, SYM, IIA y PAR ésta es
tinica y es la llamada solucién de Nash. Si a una solucién sélo le pidimos que se cumplan
tres de los cuatro axiomas mostraremos que existe otra solucién, diferente a la de Nash,
que los cumple. Esto es, la solucién de Nash pierde la unicidad si sélo se cumplen tres
de los axiomas.

INV: En este caso sélo pedimos SYM, IIA y PAR. Sea h : R? — R definida co-
mo h{zy,z2) = (z1 + x2 — \/m)ﬁ, nétese que esta funcién cumple con las
siguientes propiedades:

e Six > x| y 2 > 74 entonces h(x|, x2) > h(z}.73). Esto se deduce de la siguiente

identidad:

h(IleQ) - h(I’lI};) = h(IhI?) - h(I;)IZ) + h(ﬁ’l,.'l’,‘g) - h(Irla I‘,'..1)
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ah
= 5o =2l + o e )

con ¢ € (z),71) y n € (3, %2) {por el teorema del valor medio). Y de el hecho de

que las derivadas parciales de h son positivas en cualquier punto.

1

¢ Las curvas de nivel de A(x), z2) tienen pendiente ~1 cuando x; = z; y son estric-
tamente convexas, para ver ésto obsérvese que se puede despejar z; como funcién
de z, de la ecuacién de cualquier curva de nivel y se calculan sus derivadas. Ver la

figura 2.5.

Figura 2.5: Curvas de nivel de la funcion h(z,, zz) = 2222=V/E-2l1¢

Consideremos el problema de negociacién {S,d) y sea la solucién de negociacién
[ (S,d) = s, € S tal que maximiza h{s; — d, 3; — d;) sobre
A={3=(81,82) € 5|8 = d; coni=1,2} el cudl existe pc\irque h es continua y A es
compacto. |

Esta solucién satisface:

o IIA: Al estar maximizando una funcién si su méximo en T es s € § C T entonces

el maximo en § también serd s y por lo tanto [IA se cumple.

» PAR: 8i s; > s, para i = 1, 2, entonces s; — di 2 S, — d&; y por la primera

propiedad de h tenemos que A(s — d} > h(s,, — d) pero s,, maximiza y al ser las
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curvas de nivel de h estrictamente convexas el maximo se alcanza en tdnico punto

y entonces s — d = 3, — d.

o SYM: Sea (S, d) simétrico y sea s,, €l mdximo de {s € R |(s,s) € §}. El conjunto

T={t=(ti,t2) € R? | ¢; € 25, — 1} es simétricoy § C T como la pendiente

de la curva de nivel que pasa por (8n, 8m)} €S -1, entonces (8, ) € S maximiza a

h{s; — dy, 82 ~ d3) sobre T y también sobre S por lo tanto se cumple SYM.

Obsérvese que para el problema (S, d) donde S es la cdpsula convexa de (0,0), (1,0)
¥ {0,2) y d = (0,0)la solucién f'(S,d) es (122, 1\2%32) yla de Nash es (3, 1).

De esta forma tenemes una solucién distinta a la de Nash que cumple IIA,PAR y

SYM.

SYM: En este caso le pediremos a la solucién que cumpla ITA, INV y PAR. Sea

h: R? — R definida como h(z;, 24) = (z,—d; )} (23— d2)'~® para & € (0, 1). Consideremos

el problema de negociacién {S,d) y sea f*(5,d) la solucién de negociacién

F*(5,d) = 5, € S tal que maximiza h{s,, s3) sobre
A={s=(81,8) €58 2d parai=1,2}.

e Verificar que es PAR y ITA se hace igual que en el caso anterior.

e INV se satisface ya que al hacer la transformacion s; ~— as; + b con a > 0 se tiene

que, si h{sy,, Sm,) = h{s1, 82) entonces

ah(3m, , Sms)

a8, — d1)%(3my — d2}'

(a8m, — ad))*(asm, — adz)!™®

(a8, + by — ady — b1)*(a8m, + by — ady — bg)' @

h(asml -+ bl,a.sm, -+ bz)

y se cumple INV,

AV AV L A LY

v

ah{s;,s2) yaquea >0

a(sy ~ d1)%(s2 —dp)' ™

(asy — ad1)*(asz — adz)' ™

(asy + by —ad) — b)) (asz + by — ady — b)Y

h{as) + by, as; + by)



Obsérvese que para el problema (S, d) donde S es la cipsula convexa de {0,0),(1,0)
y (0,1) y d=(0,0), la solucién f*(S,d} es (a,1 — a) y la de Nash es (1, 1).

Por lo tanto tengo una solucién distinta a la de Nash que cumple I1A, INV y PAR.

ITA: Ahora le pediremos a la solucién que cumpla sélo INY, PAR y SYM. Para
cualquier problema de negociacién {5, d) se s el maximo de {as s; con
sEA={s= (31,3-‘\.) €S5|s 2 d;con i = 1,2}, esto es Ia utilidad méxima que'el
jugador i puede alcanzar en el juego. Consideremos la solucién f¥5(S,d) que asigna a
{3, d) el elemento méximo de S en el segmento de recta que une d y (s7, s7*). Estaes la
llamada solucién de Kalai Smodorodinski. 7

wi)] o (TR

rRs s, |

Figura 2.6 Solucién de Kalai Smorodinsky

o PAR: La sclucién cumple con PAR ya que estd en la frontera de § y por lo tanto
“no hay s = (81,83) € S tal que s; > f¥5(5,d) para i = 1,2 con al menos una

desigualdad estricta y s # f%5(5,d).

o SYM: Si el problema es simétrico sT* = s7* y la linea que una dy(s7,s7) esla de
45° entonces f5(S,d) = f¥5(8,d).

o INV: Sea L la linea que una d y (s}, s") entonces L = (dy, d3) + Md; — s, da — s7*)
sea IXN = (d,,dy) + MM (d; - s7',dy — sT') el méximo de S que est4 sobre esta
linea, entonces fX5(S,d) = XV Si hacemos la transformacion s; — s, = as; + b
con @ > 0 tendremos el problema {S',d) y la linea que una d' y (s;", 57"} es

L'= (adl +b|,adz+b2) +A(ad1 + by "08?—bl,ﬂrda+bz —GS?"—bg) =
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(adl + by ady + bg) + Aa(d1 - S’l", dy — Sg‘) Yy
U'KN = (ad; + by,ady + by} + X ¥a(d) — s7,dy — sT') es el maximo de §' esto es

1KV o+, "N de modo que se cumple INV.

Para el problema (S, d) donde S es la cdpsula convexa de (0,0),(1,0), (1,3} y (0,3)
con d = (0,0) se tiene que f¥5(S,d) = (%, 1) y la de Nash es (3, 1).

Por lo tanto tenemos una solucién distinta a la de Nash que cumnple INV, SYM, ¥
PAR.

PAR: Par ultimo sélo le pediremos a la solucién que cumpla INV, SYM, 1IA. Consi-
dere la solucién f9(S, d) = d. Claramente se satisfacen SYM, IIA y INV pero es distinta
a la de Nash.

La solucién de Nash nos permite tener una solucién tnica para todos los problemas de
negociacion. Pero por la forma en que estd definida no podemos dar una interpretacion
intuitiva de ella, y mucho menos del proceso de negociacién por el cudl se llegd a ella.
Por otro lado habfamos visto que las funciones de utilidad esperada sélo funcionan para
cierto tipo de relaciones de preferencia. En el siguiente capftulo se extender4 el concepto
de solucién de Nash a una mayor cantidad de problemas ya que no se utilizara el concepto

de utilidad esperada.
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Capitulo 3

Extension de la Solucién de Nash

En 1992 Ariel Rubinstein, Zvi Safra, y William Thompson publicaron un artfculo en
donde dan una extensién de la teorfa de negociacién de Nash a problemas de negociacién
con preferencias que no cumplen los supuestos de Von Neumann y Morgenstern (tam-
bién llamadas preferencias de utilidad no esperada). En este capftulo se presentara esa

extensién.

3.1 Comenzando por Preferencias

En busca de una manera mds natural de definir la solucién de Nash cambiaremos el
lenguaje de utilidad por el de preferencias. Un problema de negociacién de Nash (S, d)\
es una versién condensada de un problema mdas natural (A4, D,>,,>,) donde A es el
cqnjunto de acuerdos o alternativas, D es el desacuerdo, y >;, > son preferencias defi-
nidas sobre las lot;arfas de A (lot{ A)) Que son medidas de probabilidad de soporte finito
en las que los premios son elementos de A. Notemos que antes se habfa definido a lot(4)
como el conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre A, esto se hace para facili-
tar los cdlculos. Habfamos visto que los elementos de A se pueden ver como elementos
de lot{A).” Ahora nos referiremos a (A, D, =, =3} como el problema de negociacién. Y

restringiremos €l conjunto de problemas de la siguiente manera.
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Propiedades del problema de negociacién:

1. A es un conjunto compacto y conexo en algiin espacio topoldgico en el que para
toda ap € A los conjuntos {a € A|a <; a0} y {e € A|a>; ay} sean abiertos que

son sub-base en la topologia de 4 para cada ¢ = 1,2,
2. D es un elemento de A tal que A — {D} es conexo

3. Las preferencias >, y >~ definidas en lot( A) son continuas en el siguiente sentido:

Lir
para todas L, L' y L" € lot(A) los conjuntos {a € [0,1]] = L'} y
alfl-a
L|L
{a€]0,1]] = L"} son cerrados en R.
al|l-a

4. Pa.ratodaaeA,ai,-Dparaz'=1,2yexisteaeAta.]queatha.rai=1,2.

5. El problema es “convexo” en el sentido de que para todas a,a’ € A, ¥ para toda

a|da

a € [0,1), existe a” € A tal que w;a” parai=1,2,
ajil—-a

6. No existen a y o' € A tales que a v @’ parai=1,2 y a # a' (No redundancia).

7. Para cada 1, existe un \inico mejor acuerdo B; € Atal que B; »; a para toda a € A,

(I#B.yB;V‘JD

8. Paratoda a € A, existe un tinico a’ € {a € A | no existea” € A tal que a” >, @ para

i+ = 1,2 con alguna preferencia estricta} (Pareto 6ptimos) y un tinico a € [0, 1] tales
2 | D
que v a parai= 1,22
al|ll—-a

!Esta propiedad no la requieren en el articulo original, pero es importante para darle una topologfa
al espacio A que sea consistente con las preferencias.

*En la demostracién del teorema que se d4 en este trabajo se necesita Ja conexidad de la frontera
Pareto y para probarlo es importante tener esta condicién, que nos permite retraer el conjunto a su
{rontera Pareto.
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Recordemos que la solucidn de Nash era una funcién definida sobre todos los pa-
res (S, d). Habfamos notado que un par {S,d) podia ser obtenido de distintas cuartetas
{A.D. =, =), entonces podrfamos generar el espacio de Nash de pares {5.d) cambiando
las preferencias y dejando fijo el conjunto de acuerdos o cambiando el -conjunto de acuer-
dos y dejando fijas las preferencias. En este nuevo enfoque la solucién no estars definida
en un dominio tan grande, éste se elegird dejando fijo el conjunto de acuerdos y variando
la preferencias, por las siguientes razones.

El dejar fijo el conjunto de acuerdos nos podrd dar una idea ms intuitiva del signifi-
cado de la solucién.

Ademis en este nuevo enfoque el axioma IAT serfa innecesario al estar trabajando
directamente con las relaciones de preferencia y no con funciones de utilidad.

Con esta nueva forma de definir los problemas de negociacién tendremos que definir
axiomas equivalentes a los de Nash, y esta manera de generar el dominio permite una
interpretacién mds intuitiva del axioma IIA que seré el que usaremos en lugar de IIA de

Nash, pero antes necesitamos definir qué es la solucién de negociacion.

Definicidn 3.1 Sea C = {{A, D, =, >3) con A fijo y variando >, y =2}. La solucidn
de negociacion es una funcion F : C — A que asigna a cada elemento de C un dnico

elemento de A.

Para facilitar la notacién como C est4 generado por los pares (>, *3) ,dado un con-

junto de acuerdos A, podemos pensar que F : {(tl, =)} — A

» Decimos que una solucién F satisface ITA si se cumple la siguiente condicién: Sea
F( »x1,2z2) = a” con a* € A y sea> una relacién de preferencia en lot(A) que
coincide con »=; en el conjhnto de acuerdos A (identificados con las loterfas corres-

pondientes), tal que:

(#}Sia > ;a*y «; a" para algunas ¢ € Ay p € [0, 1]
pll-p
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al D
entonces, =< la°
pll-p
.. . : a. D
(i) Sia < @ ya-— para algunas a € Ay p € {0, 1]
g |11-g¢

a* | D

entonces, o - |
g |1-¢g

entonces F( »;,=;) = F( =i, ;).

Para dar la interpretacién intuitiva de este axioma primero definiremos qué se entiende
por objecién a a* y por contra objecién. Decimos que el jugador i objetara a® con a € A4

(0 demandar4 el acuerdo a sobre el acuerdo o) si existe p € [0, 1] tal que
a|D . . . |a|D
=i a". Y decimos que el jugador contra objetard asi > a.
pll-p pll-p
Notemos que el cambio de las preferencias del jugador i reflejan una mayor aprensién

al riesgo de demandar acuerdos que son mejores {mds preferidos) que el resultado a.
Entonces dadas las nuevas preferencias a pesar de que el jugador i todavfa prefiere a
sobre a*, i es menos arriesgado a objetar a* con a, pero sigue contra objetando con la
misma intensidad. El axioma captura la idea intuitiva de que la solucién a* del problema
de negociacién seguir4 siendo defendida ante posibles objeciones de a* y el cambio en las
preferencias no deberfa cambiar la solucién del problema de negociacién.

Ya hemos dado el axioma equivalente a ITA de Nash utilizando sélo preferencias ¥
hemos visto que el axioma IAT de Nash no es necesario, falta dar los axiomas equivalentes

de PAR y SYM.

¢ Decimos que una solucién F satisface PAR si se cumple la siguiente condicién: Si
F( ri>;) = a*, entonces no existe a € A tal que a >; a* para i = 1,2 con alguna
preferencia estricta.

La equivalencia de este axioma y el PAR que habfamos dado cuando tenfamos fun-

ciones de utilidad es trivial dado que o >; a* sf y sélo si u{a) =, u(e*).
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Antes de dar el axioma equivalente a SIM de Nash tendremos que definir lo que

entenderemos ahora por un problema simétrico.

Definicién 3.2 Decimos que (A, D,>1,>3) es un problema simétrico si eTiste una

funcion @ : AU {D} - AU{D} que satisfaga las siguientes dos condiciones:
® ®(a)=a'siysolosi®(a')=a y HD)=D

¢ Para todas las loterfas L y L', se cumple que: L =; L' si y sdlo si
®(L} =; ®(L’) donde ®(L) es la loterta en la que cada acuerdo a en el soporte de
L es reemplazado por el acuerdo ®(a). En este caso llamamos a & una funcidn de

stmelrfa,

Ya con esta definicién podemos establecer qué significa que una solucién satisfaga la

condicién de simetria.

» Decimos que una sohucién F satisface SYM si se cumple la siguiente condicién: Si
{A,D,>\,>2) es un problema simétrico con una funcién de simetrfa ® entonces,

F( x,>;) es un punto fijo de la funcién de simetria .

Para ver que SYM es equivalente al axioma SYM de Nash consideremos un problema
simétrico {A, D, >, »,) donde las preferencias satisfacen los supuestos de Von Neumann

¥ Morgenstern (VNM). Entonces para cada ¢ € A existen 71y p2 € [0,1] tales que
B | B ,
a 1y 2 (primer supuesto de VNM). En términos de funciones de utilidad, si
i [1-p
elegimos que ui(D) = 0 y w(B;) = 1, ®(.} tendra que transformar un acuerdo a con

el par de utilidades (u,(a), uz(a)) = (c, d) en un acuerdo ®(a) con el par de utilidades
{ur(®(a)), ua(P(a))) = (d,c). Por SYM hay un punto a* que es un punto fijo de ®(-}, esto
es ®{a’) = a*, entonces ®(a*) «; a* y tendremos que ui(®(a*)) = w(a"}, pero por la
condicién anterior u;{(${a*}) = u;(a") y juntando las dos uj(a*) = w(e*), que es el axioma

5YM de Nash,
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3.2 Redefiniendo la Solucién de Nash

Ahora se buscard una definicién alternativa a la solucién de Nash, que utilice sélo los tér-
minos desacuerdo, acuerdo, preferencia y evite el término utilidad. Después de trasladar
los axiomas de Nash a un lenguaje de preferencias, se podrfa pensar que la conjuncién de
los axiomas serfan una definicién de la solucién equivalente a la de Nash, pero esto no es
asf, ahora buscamos una solucién que especifique el resultado del problema, sin referirse
a su “consistencia” con los resultados que da la solucién a otros problemas y que tenga
una mejor interpretacién. Para esto empezaremos por definir qué se entiende por una

solucién de Nash de un problema espectfico.

Definicién 3.3 Una solucién ordinal de Nash para el problema (A, D, >y, =3) es

un acuerdo a*, que satisface lo siguiente: para toda p € [0.1] y pare toda 2 € A, si
al D a* | D
=i a*, entonces =ja.
pyl-p pl-p

Con esta definicién podemos dar una mejor interpretacién a lo que llamamos solucidn
ordinal de Nash. Suponga que los jugadores creen que cuando ellos objetan un acuerdo se
enfrentan con cierto riesgo de llegar al desacuerdo. La condicién anterior se interpretaria
de la siguiente manera. El acuerdo a” es solucion ordinal de Nash si cada vez que
el jugador i objeta a a* sugiriendo el acuerdo e con probabilidad (1 — p)de llegar al
desacuerdo, entonces es éptimo para el jugador j insistir en el acuerdo original a® aunque
su insistencia llevara al desacuerdo con probabilidad (1 — p).

Primero quisiéramos verificar si la solucién ordinal coincide con la solucién de Nash,

para cada problema, en el caso de preferencias que cumplan con los supuestos de VNM.

Proposicién 3.1 Sea (A, D, >;,>3) un problema en el que las preferencias cumplen los
supuestos de VNM. Entonces la solucidn ordinal de Nash estd bien definida, y es igual
a e® siy sdlo sila solucidn de Nash en (S, d) estd bien definida y es igual a a”donde
S = {(u(a),uz(a)) € R? | @ € A} con u; y uy funciones de utilidad que representan a

las relaciones de preferencie =, y > .
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Demostracidn : Podemos suponer que (D) = 0 para i = 1,2. Si a* es solucién de
Nash

w(a”)uz(a”) 2 ui(a)ua(a) 3.1)

al D
paratodaae A . Si >ia” como u; es funcién de utilidad de VNM,

pil-p

ui(a)p > u;(a*) de modo que p > —‘}(—)1 Por 3.1 —1—1 > ﬁ—%entonce;p) ﬁy
at | D

>; a. Esto prueba que a” es solucién ordinal de Nash.
pll-p
Ahora supongamos que a* es la solucién ordinal de Nash ¥ que a* no es solucién de Nash,

entonces existe a € A tal que

u(a)uz(a) > ua(a*)uy(a”) (3.2)

entonces tendremos que u(a) > w;(a”) para i = 1 o 2,si también u;{a) > u;{a*} con
J # 1, @® no serfa solucion ordinal de Nash y ya se tendria la contradiccin. Entonces
debe suceder que u;(a) < u;{a*), de modo que de ésto ¥ por 3.2 se tiene que

ui(a®) _ uj(a)
w(a) ue”) T

Podemos encontrar p € (0,1) tal que -'-‘1(% >p> :((7)1 de donde u;(a) > pu;(a*) y
pui(a) > u,(a*) contradiciendo nuevamente que a* es solucién ordinal de Nash. Por lo

tanto a® sf es solucién de Nash.

3.3 Familias de Preférencias

Quisiéramos mostrar que las nuevos axiomas ITA, PAR, y SYM caracterizaran la solucién
ordinal de Nash. Por la proposicién anterior tenemos que la solucién ordinal de Nash
para la familia de preferencias que satisfacen los supuestos de VNM la solucién ordinal

corresponde a la sotucién de Nash. Con una familia de preferencias mayor que la que
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satisface los supuestos de VINM, quisiéramos hacer lo mismo. Definiremos qué condiciones
tendrd que cumplir la nueva familia de preferencias y probaremos que las preferencias

gque satisfacen los supuestos de VNM pertenecen a esta nueva familia.

al D
Para facilitar la notacién de ahora en adelante la loterfa la denotaremos
pil-p
ajad{D
con pa. Y la loterfa la denotaremos con pa + ra’.
plr|{l—p—r

Consideraremos fa familia de preferencias que cumpla los siguientes supuestos:

¢ Una relacion de preferencia > satisface la propiedad DOM (Dominancia Estocasti-
ca): Sia~ Dy p > g, entonces pa + ra’ > ga+ ra’ para toda @’ € A y para toda
T €[0,1).

¢ Una relacién de preferencia > satisface la propiedad C {Cuasiconcavidad): Si

L'~ L entonces al’ + (1 —a)L > L.

¢ Una relacion de preferencia > satisface la propiedad ESC (Equivalencia Segura
Condicional): Si a «~ L, entonces aa + (1 — a)a’ = aL + (1 — a)e’ para cualquier

a' € A tal que o' > b para toda b € A en el soporte de L.

s Una relacidn de preferencia > satisface la propiedad H (Homogeneidad): Si

a > L entonces ca > al, y si a «~ L, entonces aa — oL.

La siguiente proposicién muestra que la familia de preferencias que cumple con los
supuestos de VNM est4 contenida en la nueva familia definida por las propiedades ante-

riores.

Proposicién 3.2 Si una relacidn de preferencia > satisface los supuestos de Von Neu-

mann y Morgentern entonces cumple las propiedades DOM, C, ESC y H.

Demostracién : Supongamos que a > D y p > qy sea u la funcidn de utilidad que

representa a la relacién de preferencia > tal que u(D) = 0. Como cumple los supuestos
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de VNM podemos usar la funcién de utilidad esperada entonces
u(pa +ra'+ (1 —r — p)D) = pu(a) + ru(a) y

u{ga +ra’ + (1 — ¢ - r)D) = qu{a) + ru(a’)
como p > g
u(pa+ra’ +(1-r-p)D)>ulge+ra’ +(1—qg—r)D)
entonces
patrad+(l-r—p)D>qgqatrd +(1-q—7r)D

con esto queda probada DOM.
Supongamos que I/ = 3" a;p; = L = 2;1 b;p; entonces

Eu(L) = 3 w(a)p: > Bull) = 3 ub;)p; (3.3)

m
i=1 i=1

Construyamos la loterfa al/ 4+ (1 — a)L tomando su valor esperado tenemos

Bu(al'+(1-a)l) = 3 u(a)opi+ Y ulb;)(1 - a)p;

=1 i=1

o Zu(ai)p,' +(1—a) Zu(bj)l’j

por 3.3 P‘E::; ula)p: + (1 —a) 3071, ulbs)p; > 3072, ulb;)p; con lo que
al' +(1-a)l =L

por lo tanto cumple C.

Sean a -~ L, y a' € A tal que a’ > b para toda b € A en el soporte de L construyamos las
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loterfas aa + (1 — a)a’ y oL + (1 — a)a’ y calculemcs su utilidad esperada

Eu{aa + {1 — a)a’) = aufa) + (1 - a)uld) ¥y

Eu(aLl + (1 - a)d) = Zu(b,-)ap; + (1 — a)ula’)

=1

como a ~ L, u(a) = 3°7  u(b:)p; entonces
Euloa + (1 — a)a’) = Fu(al + {1 — a)d’)

por lo tanto

aa+ (1 —a)d ~al+ (1 —a)d.

Si @’ es tal que o’ > b para toda b € A en el soporte de L se cumple C y si o’ = D se
cumple la segunda parte de H.
Si suponemos que a » L por un procedimiento andlogo al anterior encontramos gue

a6+ {1 —a)a’ ~ aL + (1 — a)a’ entonces se cumple la primera parte de H. B

3.4 Teorema de Nash

Antes de continuar con el Teorema equivalente al de Nash en el nuevo marco de prefe-

rencias daremos algunos lemas que serdn de utilidad.

Definicién 3.4 Dados a,b € A decimos que & es mds-m4s preferido que b (que denota-
remos por a >> b), si ezisten un negociedor i y un nimero p € [0, 1] tales que pa ;b y

Cl?"jpb.

Intuitivamente esto quiere decir que si €l jugador i objeta b proponiendo a con proba-
bilidad p, el jugador j no estard dispuesto a contraobjetar, esto es, aceptard a en lugar
de b con probabilidad p.

Usando esta nueva terminologia podemos dar la solucién de Nash en términos de >»> .
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Proposicién 3.3 a* es solucién ordinal de Nash de (=1, >2) si y s6lo si no eristea € A

tal que a »» a*.

Demostracién : Supongamos que ¢° no es solucion ordinal de Nash entonces existen
a€ Aype|0,1] tales que pa »; a” y a >; pa” y entonces a > > a*.
Si suponemos que existe a € A tal que a > > a* entonces pa >»; a* y a =; pa® por lo

tanto a* no es solucidn ordinal de Nash. &

Lema 3.1 Si la relacidn de preferencia > es continua y satisface ¢ = a = b entonces,

existe p € [0, 1] tal que pc+ (1 - p)b ~ a.

Demostracién : Supongamos que esto no sucediera, entonces para toda p € [0,1] se
cumple sélo una de las siguientes desigualdades pc + (1 —p)b > aopc+ (1 — p)b < a.
Esto implica que Ci={p € [0,1]lpc + (1 — p)b > e} yC2 = {p € [0,1]lpc + (1-)b < a}
son conjuntos ajenos cuya unién es el [0, 1], por continuidad son cerradcs. Ademds son
no vacfos ya que 1 € Cy y 0 € C; entonces tenemos una contradiccién a la conexidad del

[0, 1]. Por lo tanto debe existir alguna p € [0, 1] tal que pc+ (1 — p}b ~ a. W

Lema 3.2 Considere un par de preferencias continuas ( =1, >2) que satisfagan DOM, C,
y H. Sean a,b,c € A acuerdos Pareto dptimos que satisfacen ¢ >, a > b. Si no sucede

a > ¢ entonces a »> b.

Demostracién : Notemos que por ser pareto dptimos si ¢ >; a »; b tendremos que
b»g a3 ¢ De aquf se obtiene que c >, Dy b, D.

La demostracién la haremos por contradiccién. Supongamos que no sucede a > = ¢
ni a »> b. Tenemos que ¢ >y a >, Dy b >3 a =, D, entonces por el lema 3.1 existen
. q € (0,1) que satisfacen pc ~; a y gb ~3 a. Como pc ~; a por DOM para cualquier
P € (0,1) tal que p > ¢/ tendremos que a ~; pc >, pc pero no es cierto que a >> ¢
entonces ¢ >3 p'a para cualquier p’ € (0, 1) tal que p > p'. Por continuidad de la relacién

de preferencia (propiedad 3) tendremos que

crapa (3.4)
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Andlogamente usando ¢b ~; a y que no sucede a > > b tenemos que

by qa.

Por el lema 3.1 existe alguna o € [0, 1] tal que

a~ac+ (1 —alb

Usando H y pe ~; a tenemos gpc ~, ga. Por Cy 3.5

g(1 —a)b+ (1 —q(1 — a}lgpc =) qa.

Usando H y 3.6 tenemos
ga ~ q(1 — a)b+ gac

entonces por DOM 3.7y 3.8
(I-g(l-a)p>a.

Andlogamente de H pgh ~; pa, por Cy 34

pac + (1 — pa)pgb =2 pa

(3.5)

(3.6)

(3.7)

al ser a pareto 6ptima y dado 3.6 tendremos que a =5 ac + (1 — a)b que por H implica

que

pa >z pac+ p(l ~ a)b

por transitividad

pac + (1 — pa)pgb =2 pac+ p(l — a)b

asi por DOM tendrermos que (1 ~ pa)pg > p(1 ~ o} de donde

g~12(pg~ 1
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y de 3.9
(pg—Na>pg-p

entonces

=~}
|
v

Pg—p

L=}
|
v

plg—1)comog<1

1 < plo cual contradice que p < 1.

Con lo que queda demostrado el lema. &

Lema 3.3 Considere un par de preferencias continuas (=1,>2) que satisfacen las con-
diciones DOM, H, C y ESC. Sea a" la solucidn ordinal de Nash de(A, D,=,,>3). Si

p € (0,1] y a € A satisfacen a ~ pa®, entonces a* >, [QIT;J)]G'

Demostracién - Supongamos lo contrario, esto es a ~; pa* y [(zl—p)}a »1 a*. Por con-
tinuidad podemos encontrar ¢ tal que p > ¢ > 0 ¥ [ﬁ]a =1 a*. Aplicando ESC a

a ~g pa* y a* = a*, que est4 en el soporte de pa® tendremos
pay ) 4

ta+ (1 —t)a" =s tpa” + (1 — t)a* = (tp+ (1 — t))e" para toda t € [0,1]

[

Por ser o* Pareto éptima y dado que por hipétesis existe a’ € A tal que @’ »; D para

1 =1,2 tenemos que a* »>; D para i = 1,2. Usando DOM como p > p' tendremos que
W ;
(tp+ (1 = t))a* >3 (8" + (1 — t))a* para toda t € [0,1]

por tanto si a = tp’ + (1 — t) entonces

ta+ {1 - t)a" >, oo’ para toda £ € [0,1] (3.10)
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Por otro lado pasando de loterfas compuestas a simple tenemos que

afta + (1 —t)a*) ata + afl —t)a*

Is

(1-a(l-1t)) a+all -t

at
(1-—ca(l1-1t)

Si demostramos que h—_—:‘({_—ma »1 a* por C tendremos que a(ta + {1 — t)a*) »; a*.

Sustituyendo & = tp’ + (1 ~ t) tenemos que

at _ tF+(-t)t
(Q-a(l—t) 1-(ty+(1-)1-t)

sacando el lfmite cuando ¢ tiende a cero usando la regla de L'Hopital

(tr' +{(1—t))t _ 1 B 1
PRl -+ (l—-t(1-¢8 1-p+1 2-p

como [(2—_1p,—)]a »1 a* por continuidad existe y cercana a cero tal que (IT:(HIEEWG > a*

donde ag = tgp’ + (1 — tp), y entonces
ao(toa -+ (1 - to)(l-) 1 a’ (311)

Por “convexidad” (propiedad 5) existe b € A tal que b ~; toa + (1 — tp)e* parai = 1,2,
entonces por H, 3.10 y 3.11 se tiene que b >, opa®y opb >, a* contradiciendo que 2* sea

solucién de Nash. &

Lema 3.4 5i las preferencias son continuas y cumplen Hy DOM. Dados b€ A y
p € (0.1] fijos el conjunto @ = {a € A| pa <, b} es abierto en A.

Dermostracién : Sea ag € ¢ si ag = B; entonces pB; <, b, como a <; B; paratodaa € A .
a # B, por H tendremos que pa <; pB;, por lo tanto Q@ = A/B; que es abierto en A. Si
ay <; B; y pag <. b por continuidad existe a € [0, 1] tal que pap <; p{l —a}ap+paB; <; b,

por “convexidad” existe o’ € A tal que 2’ ~; (1 — a)ao + aB; usando H pay ~; pa’. Por
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H ap <; o' entonces ap € {a € A ] a <; @'} y este conjunto estd contenido en Q, por lo

tanto €} es abiertoen A. W

Proposicién 3.4 Sea > una relacidn de preferencia definide en lot(A), continue y cum-
ple los supuestos de Von Neumann y Morgenstern. FEntonces le funcién de utilidad

u:A— R que representa a > es continua.

Demostracidén : En la demostracién del teorema 1.2 se muestra'que u : 4 — R existe y
representan a > st la relacién cumple con los supuestos de VNM, sdélo falta probar que
es continua, para esto veremos que la imagen inversa de abiertos es abierta.

Sea Cy ={z €R|z < ycony€ R fija} por hipétesis existen B y D € A tinicos tales
que B > a = D para toda a € A entonces u{B) > u{a) > u(D) para toda a € A.
Si y > u(B) la imagen inversa de C, es A que es abierto. Si u(B)} > y > u(D) existe
p € [0,1) tal que pu(B) + (1 — p)u{D) = y y por la “convexidad” de A (propiedad 5)
existe b € A tal que pB + (1 — p)D ~~ b como la relacién de preferencia cumple los
supuestos de VNM u{b) = pu(B) + (1 — p)u(D) y entonces la imagen inversa de C, es
u Gy} ={e € A| e < b} yaquea < bsiysolosi u(a) < u(b), por hipétesis u=}(C,) es
abierto (propiedad 1). Siy < u;(D) la imagen inversa de C, es el vacio, que es abierto. Y
para los abiertos de la forma D, = {z € R | z > y con y € R fija} se hace andlogamente.

Por lo tanto u; : A — R es continua. @

Lema 3.5 Seen (>x1,>2) un par de preferencias definidas en lot(A), para cadaa € A y

para cada i = 1,2 existe ap, € A pareto dptima tel que @ v ap,.

Demostracién : Seanb € Ay C = {a € A | e ~; b}, este conjunto es cerrado (propiedad
1), ¥ como A es compacto (propiedad 1) C también es compacto. Si tomamos la familia
de conjuntos cerrados {a € A | a »; c}eec , ésta tiene la propiedad de la interseccién
finita de compactos. Esto es, para cada nimero finito de conjuntos {a € A | a = ¢;},ec,
j =1,...,n su interseccién es no vacia, de hecho es el conjunto {a € A | a >, ¢;,.} con

¢; % ¢;, para toda j = 1,...,n. Por el teorema de la interseccién finita de conjuntos, la
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interseccién de toda la familia {a € A | @ =; ¢} debe de ser no vacfa. Ademds por
no redudncancia {porpiedad 6} debe ser un sélo elemento de A. Sea a,, ese elemento,

entonces a,, € B y a >, ¢ para toda ¢ € €, por lo tanto ap, es un Pareto ptimo tal que

aw,—ap‘,.l

Lema 3.6 Sea p : A — {D} — F definida como pla) = ap, donde ap, es el acuerdo
Pareto dptimo tal que pay, ~; a parai = 1,2 (propiedad 8} y F es el conjunto de todos
los Pareto dptimos. Si los relaciones de preferencia >; para i = 1,2 cumplen H y DOM

entonces la funcién p(-) es continua.

Demostracién : Para ver que p es continua probaremos que la imagen inversa de los
abiertos basicos es abierta. Sea C un abierto bésico en F de la forma

C = {a € F| a < ap con ap € F fijo} la imagen inversa de C es el conjunto

p~HC) = {a € A| existe p € [0,1] tal que pay, ~; a para ¢ = 1,2 para algin a,, € C}.
Sea a; € p~!(C) entonces existe p € [0,1] tal que pay, ~; @) para i = 1,2 para algdin
apo € C . De esto ap, =i a9, por H pay, <; pap con lo que a; ~; pay < pag. Por
“convexidad” de A existe b € A tal que b «; pag parat = 1,2. Sea

E; = {a € A| a <; b}, es un conjunto abierto en A y a; € E;. Como a,, es Pareto
6ptimo tendremos que @y, = g ¥y por H a; v pape ~; pag ~; b. De aquf que a, € E;
con E; = {a € A| a >, b} abierto en A, entonces a; € { £; N E;} que es un abierto en A.
Ahora veremos que {F;NE;} C p~}(C), sea ¢ € {E;N E;} por hip6tesis (prop. 8) existen
q€[0,1] y o}, € F tales que gaj, ~, a para t = 1,2, entonces qa,, < Pl ¥ 90y *; Plo.
Quisiéramos demostrar que a,, ~<; @p 0 equivalentemente al ser a,,, Pareto 6ptimo,

ag =j @y, Supongamos que p < ¢, por DOM paf,, <: ga,, entonces pa,, < ga,, =i Pap,
por H a,, <; ap y ya acabamos. Ahora supongamos que p > ¢ por DOM qa]’w ~j Plpo
entonces Pago >; 9y, =; pag por H ag <; a5, Por lo tanto £ 1(C) es un conjunto abierto

v p es continua. W

Teorema 3.1 La solucion ordinal de Nash estd bien definida para todos los problemas

en los cuales las preferencias satisfacen DOM, C y H.
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Demostracién :, Veamos primero que la solucién ordinal de Nash existe: Si no existiera
entonces, habrfa un problema tal que para toda a € A existe b € A con b »> a. Por
el lema 3.2 para cualquier a Pareto 6ptima es imposible que, para by ¢ Pareto éptimos
(p.o.) se satisfagan b >, a, b >> a, ¢ =3 a ¥y ¢ >» a simultdneamente.. Entonces
podemos separar la frontera Pareto (el conjunto de todos los p. o., al que denotaremos
con ¥} en dos conjuntos V; = {a p.o.| existe b p.o. b>; a y b »> a} para i =1,2. Estos
conjuntos son ajenos ya que dado b € V; tenemos que b »; @ y al ser a p.o. a >=; b con
lo que b ¢ V}. Para mostrar que son no vacfos, recordemos que por hipétesis para cada i,
existe un tinico mejor acuerdo B; € Atal que B; »; a para toda a € A, e # B;, y por lo
tanto B; es p.o., ademds tenemos que a >; B; «~; D para toda a € A. Por la propiedad
4 de los problemas de negociacion existe una a € A tal que a »; B;, por la propiedad 8
y DOM existe o' p.o tal que o’ =; @ »; B;. Para mostrar que B; € V; sélo falta ver que
a' >»> B;, por DOM para toda p > 0, pa’ >; B; como B; »; o' »; D por continuidad
existe p tal que @’ >; pB; entonces ¢ »> B; y B; € V;. La unién de V] y V; es toda la
frontera Pareto, ya que si a es p.o. como no hay solucién de Nash existe b € A tal que
b > a. Adem4s por no redundancia (propiedad 6) pasa sélo una de las siguientes & >, a
0 b >3 a con lo que a estd s6lo en V; o s6lo en V5. Falta ver que los conjuntos V;, V5 son
abiertos relativos a la frontera Pareto esto es, ver que

V/ = {a'€ A éxiste bpo. b>; ayb »> a} es un abierto en A. Notemos que
V!=tUer{{a € A|b>iaconbpo (fjo)}Nn{aec A|b>>aconbpo. (ﬁjc;)}}
si brobé:a.nios que {a € A| b >> a con b p.o. (fjo)} es abierto, V/ serfa la unién de
abiertos y por lo tanto serfa abierto. Sea ag € {a € A| b>> a con b p.o. (ijo)} entonces
eﬁste Po 6 [0,1) te;.l que pob >; ag ¥ b >; ppay de modo que

@eC={ac A | pob ~ia}N{a € AJb>; ppa}}, por el lema 3.4 el primer conjunto
es abiértp_ y el segundo lo es por definicién entonces, su interseccién C es un conjunto
abierto ;qu;e cc;ntienlea a gp. Si probamos que C C {a € A | b >» a con b po. (fijo}}
éste 1ltimo conjunto serd abierto. Sea a; € C entonces pya; >; b y a; >; pob con lo

que a; ~> bpor lo tanto {a¢ € A | b >> a con b p.o. (fijo)} es abierto lo que implica
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que V es abierto y V; es un abierto refativo a F. Al ser estos conjuntos no vacfos y su
unidn el total tendriamos que la frontera Pareto F no es conexa. Pero por el lema 3.6
podemos construir una retraccién p de 4 — {D} en su frontera Pareto F, es decir existe
p: A—{D} — F continua y sobre de modo que, como A — {D} es conexo la frontera
Pareto también lo es. Por lo tanto la solucién ordinal de Nash existe®.

A continuacién veamos que la solucién es Pareto éptima (PAR). Sea a” la solucidn
ordinal de Nash para las preferencias (>, >2). Si existiera un acuerdo a tal que a >;a
y a *; a* entonces por continuidad para alguna p cercana a 1 tenemos que pa >; a* y
por PAR a =; a* »; pa” contradiciendo que a* sea solucién ordinal de Nash, entonces a*
es Pareto 6ptima.

Ahora mostraremos que la solucién es tnica. Supongamos que existen dos soluciones o
y b tales que b =, a. Entonces por ser soluciones ordinales de Nash no es cierto que b »> a
ni a »> b. Por convexidad y la propiedad 8 existe a* pareto 6ptima tal que a* »; o+ 1b
para i = 1,2. Entonces por C y PAR b »; a* >, a, como b es solucién ordinal de Nash,
no sucede que a* >> b. Asf por el lema 3.2 tenemos a* »> a contradiciendo que a sea

solucién ordinal de Nash. B

Teorema 3.2 Sea B cuelquier dominio de problemas en el cual la solucion ordinal de
Nash estd bien definida. Entonces la solucidn ordinal de Nash satisface PAR, SYM, y IIA.

Demostracién : En la demostracion del teorema anterior se ve que la solucién ordinal
de Nash cumple PAR ahora veremos que también satisface SYM y IIA.

La solucién satisface SYM. Suponga que (>;,>2) es un problema simétrico con la
correspondencia $. Si ¢(b) >> ®(a) entonces existen p e ¢ tales que p®(d) »; d(a) y
() >; pP(a) como ¢ cumple con L »; L' sfy s6lo si $(L) =; ®#(L') entonces pb >; a
y &> pa con lo que b »> a. Entonces si a” es solucién de Nash también lo es $(a*). Y

como la solucién es tnica $(a*) = a*.

*En el articulo original se d4 una demostracién ansloga pero no se llega & una contradiccién. Para
resolver este problema se hicieron los supuestos adicionales de las propiedades 1 y 8 del problema de
negociacion.
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La solucién satisface TIA. Sea a* la solucién ordinal de Nash para las preferencias

{(z1,22) y sea > una preferencia que coincide con >; en A, tal que

sia>;a’y pa~; a", entonces pa < a* {3.12)

sia” x;ayqa® ~;a, entonces ga* ~/ a. (3.13)

Probaremos que si a* es solucién de (>;, ;) también es solucién ordinal de Nash de

(=;. ). Suponga que existen p € [0,1] y a € 4 tales que pa ~ia*, por DOMa > a’y
por contrapuesta de 3.12 pa >; a* o a* >; pa. Supongamos que a* >; pa, COmMo a >; a

por continuidad existe ¢ > p tal que ga ~; a* entonces ga <! a*. Por DOM

pa =} qa X a”y por hipétesis pa >| a*, de modo que sélo sucede pe >; o' vy, al ser a”
solucién ordinal de Nash, pa* »; a. Ahora supongamos que existen pyatalquepe»>ja

por DOM a »; a*, por ser a* pareto éptima a* >; a, al ser a* solucién de (>3, =) tenemos
que pa® *; a. Por continuidad existe ¢ < p tal que ga* ~; a y por 3.13 ga" ~i a. Asf por
DOM pa® ={ a, y a* es soluci6n de (>, ). Por lo tanto se cumple IIA. W

Teorema 3.3 Sea B cualquier dominio de problemas que contienen todos los problemas
(A, D, =\, =2) donde las preferencias cumplen con los supuestos de Von Neumann y Mor-
genstern y satisfacen DOM, C, ESC, y H. Entonces, la solucién ordinal de Nash es la
tnica solucidn en B gque satisface PAR, SYM, y IIA.

Demostracién : Sea a* solucién ordinal de Nash de (>,>,) y supongamos que hay
otra solucién F(>),>3) que cumple SYM, IIA y PAR. Definimos (>}, =5) relaciones de
preferencia que cumplen los supuestos de VNM, que coincidan con (=1,22) en A y que

satisfagan que para cualquier acuerdo a € A Pareto 6ptimo

sia > 18"y a~;pa’ para alguna p entonces a ~} pa" y o’ t[(2 ] (3.14)

sie < 14"y a~ pa para alguna p entonces a ~| pa* y a" ~} [—_;)—)]0(3.15)
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Notetmnos que si queremos definir una relacién de preferencia =’ sobre lot(4) qué cumpla
con los supuestos de VNM basta dar una funcién de utilidad u : A — R que represente a
la relacién de preferencia >’ sobre los acuerdos (que en realidad son las loter{as que dan
1 a un acuerdo y cero a todos los demas). Esto es porque para cualquier par de loterfas
L=3%" ap; y L' =32, big tendremos que L > L' si y s6lo si Eu{L) > Eu(L'), que
por definicién es 37 u(a)ps > 37, ulbidg:.

Entonces para verificar que la relacién de preferencia > est4 definida en lot(A) bastara
ver que las condiciones 3.14 y 3.15 determinan una funcién de utilidad u; : A — R
que representa a la relacién de preferencias »| sobre los acuerdos (recordemos que u,
existe por que > cumple los supuestos de VNM). Sea a € A por el lema 3.5 existe un
acuerdo Pareto éptimo ap, tal que @ ~; @, como la relacién de preferencia es total
sucede que ap, > @* 0 4y, %) a*. Si suceden las dos ag, ~; 6° y como las preferencias
coinciden en los acuerdos ag, ~i a® entonces u;(a) = (o) = ui(a®), si sélo sucede
Gpo 1 ¢ entonces ag, >; a* y al ser a* Pareto éptima tengo que a* >3 ap, y por
el lema 3.1 existe p € [0,1] tal que ap ~3 pa* . Usando la condicién 3.14 tendremos
que ui(a*) = [(Z'Tp)]u;(apo) + {1~ [(—217)])1.11(1)) entonces podemos despejar 1,{az) y
obtendremnos u {ap.) = ui(a} = f(u)(e*),u;(}), que estard determinada en funcién de
u {a”} y u1{D). En el caso de que suceda sélo ap, <; a* tengo que ayp, <, a* y por el
lema 3.1 existe p € [0, 1] tal que ap, ~ pa*, usando la condicién 3.15 u,(a) = u;(ap) =
pui(a® Y+ (1—p)u; (D). Entonces tendremos la funcién de utilidad u; : A — R tota.lmer;te
determinada simplemente otorgandoles valores a u;(a") y u;{D)}. Por lo tanto sabemos
c6mo estd definida la relacién de preferencia >{ en lot{A). Y por un procedimiento
anslogo vemos cémo est4 definida la relacién de preferencia >4 en lot( A).

Escojamos funciones de utilidad de VINM u, y 42 que representen a >} y >, tales que
wi(D) = 0y ui(a”) = 1 para i = 1,2 y para todo a Pareto 6ptimo u;{a) + uz{a) = 2.
Veamos c6mo es la imagen de A bajo (u;{a ), uz(a)). Sea § la imagen de A bajo

(ui(a ), uafa)), primero como u;(D) = 0 para i = 1,2 tengo que (0,0) € S. Por hip6tesis

para todo a Pareto éptimo v, {a) + uz(a) = 2 como B; para i = 1,2 son Pareto éptimos
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entonces (0,2) y (2,0) € S. Usando la “convexidad” de A para toda p € [0, 1] existe
a € A tal que a ~; pB) + (1 — p)B; para i = 1,2 entonces al cumplirse los supuesto de
VNM u(a) = pui(B1) + (1 - phu(Ba) y (2, (1 — p)2} € S para toda p € [0, 1}, que es el
segmento delarectaz +y =2donde 0 K s <2y 0<y <2 queesla imagen de los
pareto optimos. Ademds por ser estos pareto 6ptimos tengo que, para todo (z,y) € S,
z +y < 2. Por hipétesis para toda a € A, e >; D entonces, para todo (z,y) € 5,0 <
y 0 <y. Ahora usamos la “convexidad” con un acuerdo pareto 6ptimo 2, y D entonces,
para toda p € [0, 1] existe a € A tal que pay, ~; a para i = 1,2, con funciones de utilidad
esto es ui{a) = pui(age} + (1 — plu{ D). Por lo tanto (pu; (ap.), puz{am)) € S para toda
p € [0,1]. Esto es, el segmento de recta que une (0,0) con un puntc del segmento de la
rectarz+y=2donde 0 <z <2y 0 <y <2. Por lo tanto el conjunto S es

{(z,y) eR*|2+y<2con0<z<2y0<y<2} (ver figura 3.1).

ug(a}t
up(1)

(us(1/2),85(1/2))

d UI(I) til(a)

Figura 3.1: Representacién de S

Para verificar que el problema es simétrico defina & : A — A como ®(D) = D y para
a € A por el lema 3.4 existen p, g € [0, 1] tales que [pB, ~} ay ¢B; ~} 4], definimos &{a)

como e} acuerdo en A tal que

[pB2 ~3 ®(a)y ¢B; ~ $(a)}. (3.16)

Ver que la funcién estd bien definida es facil si usamos funciones de utilidad. Sea a € A
tal que pB) ~} ey qB; ~3 a para algunas p, q € [0, 1] entonces u,(a) = pu,(B,) = p2 y
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ux(a) = qua(By) = g2. Como (u{a),u2(a)} € 5 tengo que

pu{By) +qua(B} =p2+q2 <2

entonces

pu(Ba) + qui(B1} =p2+ g2 <2

lo que implica que (qu,(B,), pu2(B,)) € S. Asf debe existir b € A tal que uq (b} = qu, (B;)
y ua(b) = pua(Ba) con lo que $(a) = b que es tinica por la condicién de no redundancia

(propiedad 6). Gréaficamente lo podemos ver en la figura 3.2

ug(o)y

Figura 3.2: Representacion gréfica de a y ®(a)

Veamos que se cumple la primera condicién del problema simétrico. Si $(a}=by
pB; ~{ ay ¢B; ~4 a tendremos que por 3.14 pB; ~, ®(e) = by ¢B) ~) ®(a) = b enton-
ces $(b) = a, y por tanto se cumple la primera condicién. Falta probar la segunda, sean
Ly L' € lot( A) tales que L »! L’ usando que las preferencias cumplen con los supuestos
de VNM existen o, 8 tales que aB; ~; Ly 8B; ~{ L' y a > 3, como ®(L) = ad(B;)
y ®(B;} = B; tendremos que ®(L) = ®(L’). Por lo tanto el problema es simétrico.
Entonces por SYM F(>%, =3) es un punto fijo de &, si b* es ese punto fijo ®(b") = b* ,

por la definicién de ® tendremos que
pBi~\ by gBy ~ B(67 ) =¥
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usando la funcitn de utilidad ¥; que representa a >

pu (B} = qui(By)

P =g
Por otro lado usando pB; ~) a y ¢B; ~3 @, p = ¢, ¥ las funciones de utilidad u; tenemos

w(b') = pw(B)=p2
ug(b)

puz(B;) = p2

con lo que u;{b*) = uy(b*). Al cumplir la solucién PAR tengo que u;(b*) = uy(b*) = 1
entonces, como 1o hay acuerdos redundantes (propiedad 6) &* = o* y F(z{,>5) = a*.

Ahora mostraremos que los problemes (>},>%) y {>1,%%) satisfacen las condiciones
necesarias para aplicar ITA. Para checar la primera condicién de 1Ia Supongamos que
para alguna a € Ay para alguna p € [0, 1] tenemos que a >1a"y pa ~} a*. Entonces por

el lema 3.5 podemos encontrar un b € 4 Pareto 6ptimo tal que a ~} b y entonces por H
b>1a"ypb~ia* (3.17)

como las preferencias coinciden en los acuerdos b >, a* y ademds como a* es Pareto
dptimo a* > b. Como las preferencias son continuas por el lema 3.1, podemos encontrar

g € {0,1] tal que

qa® ~y b (3.18)
Por el lema 3.3
1 .
I—-——~(2 =3 jt=ia (3.19)

ESTA TESIS WO MEBE
SALR DE La BisuiOTECA
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y las propiedades 3.14 y 3.18 b ~4 ga” y a* ~4 [ﬁ]b. Ahora, por ser preferencias que

cumplen con los supuestos de VNM y 3.17 se tiene que

y sustituyendo en 3.19 pb =%, a*. Con esto queda democstrada la primera condicion de
11A. (El caso de indiferencia a ~} a* es trivial)
4

Para checar la segunda condicitn supongamos que ¢* »] ¢ y ga* ~} @ Como antes,

sabemos que existe b Pareto dptimo tal que b ~| a entonces
a' > byga* ~1 b (3.20)

y como en los acuerdos las relaciones son iguales a* >; b. Entonces podemos encontrar
p € [0,1] tal que & ~, pa* ¥ de 3.15 se tiene que b ~} pe*. Como las preferencias cumplen
los supuestos de VNM y de 3.20 p = ¢ y entonces b ~; ga* con lo que se demuestra la
segunda condicién de IIA.

Ver que (=1,>%) ¥ (>1,>;) también cumplen las condiciones de IIA se hace por un
procedimiento andlogo. Por lo tanto, como la solucién F' cumple con I14 se tiene que
F(>1,525) = F(>,>5) = F(>1,>3) = ¢* y la solucién ordinal de Nash es la iinica que

cumple los tres axiomas. B

Proposicién 3.5 5i =) es mds averso al riesgo que =, entonces la solucidn ordinal de
Nash de (=1, =3), b* es menos preferida por 1 gue la solucidn de (=,,>32), a*. Esto es

N(>1,72) = a* =y N(=, ) = b*

Demostracién : Suponga que 6" >, a*. Por DOM y C b* | ab® + (1 — a)a* >, a*, por
“conexidad” {propiedad 6) podemos encontrar un acuerdo a ~; ab” + (1 - a)a’. Por et
lerna 3.5 existe a,, Pareto éptimo tal que a ~, &g, entonces b* >, ay, >, 8. Como a” es
salucién ordinal de Nash no sucede a;, > > a* por el lema 3.2 a5, »> b*. Esto es, hay un
nimero p € [D-, 1] tal que pay, >3 b° y 6po >y pb*. Como >} es més averso al riesgo que
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> tendremos que ap, =] pb* lo que es una contradiccién a que b* sea solucién ordinal de

Nash de (1, >5). ®
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