
22 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

Grupos Cristalográficos 

en dimensión baja 

T E S 1 S 
Que pa rn obtener el título de 

MATEMATICO 

presenta 

MARIA ANTONIET A MOLINA GARZA GALINDO 

_ México, D. F. 19011 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INTRODUCCION 

En dimensión dos se tienen tres geometrías; la euclidiana, la eHptica y la 
hiperbólica. 

En el primer capítulo estudiaremos un poco las tres geometrías y el problema 
que queremoe resolver es ~·con qué triángulos geodésicos podemos enlosar nuestros 
espacios modelo? La respuesta a esta. pregunta la dá el Te~rema de Poincaré. 

En el segundo capítulo damos algunas bases de grupos topológicos y de acciones 
de grupos en va.riedades, las necesarias para responder a la pregunta ¿Cuá.ndo el 
cociente de una variedad bajo la acción de un grupo es variedad? La respuesta a 
esta pregunta la dá. el teorema 2.41. 

Después estudiaremos un poco sobre estructuras geométricas y queremos saber 
cuándo se le puede dar a una variedad de dimensión dos una estructura geométrica 
completa modelada en los espacios P E {El, §2, H2} estudiados en el capítulo 1, del 
tipo (Iso(P),P). Es decir, nos preguntamos si dada una variedad M de dimensión 
dos, Podemos parcharla con abiertos de P pega.dos mediante isometrfas de P. 

ProbaremOI que el problema de encontrar estructuras geométicas completas 
del tipo ( I .so( P), P) es equivalente a encontrar un grupo G de isometrías de P tal 
que P/G = M. 

Terminaremos el capitulo probando el teorema de ensambladura que nos dice 
que si noeotroe armamos una variedade con objetos de P mediante isometrías, obten
emos una variedad con una. (I.so(P), P) estructura. 

En el tercer capítulo construiremos los grupos G de isometrías de P que hacen 
que P/G sea una (Iao(P),P)·estructura, tales grupos son llamados cristalográficos 
de P. 

Esto es, definimos grupo cristalográfico como aquellos grupos de lsometrlas que 
actúan en P de manera propia y discontinua tal que el cociente sea compacto. 

Se puede encontrar para toda M variedad dlferenciable un grupo cristalográ6.co, 
en la tesis l01 calculamos para toda va.riedad diferencia.ble de dimensión dos ex
cepto para el cuo en que M sea no compacta y no orientable, suponem01 que el 
procedimiento que usamos para construir las variedades compactas sirve para las 
no compacta.e, sin embargo no encontramos una. forma canónica de partirlas, de 
algún modo con todo esto hemos clasifica.do los grupos criatalográ6.cos libres de dos 
dimensiones. 

Existen otroe grupos cristalográficos no libres que hacen del cociente casi una 
variedad excepto que se tienen singularidades, en el apéndice A ponemos algunas 
definiciones sobre estos espacios y damos una clasificación de sus grupos crista
lográ6.co11 en una tabla. 



' 

En el apéndice B planteamos el problema de cuántas estructuras geométricu 
completas se le pueden dar a una misma variedad. 

En el apéndice C se plantea el problema en dimensiones superiores y por último 
en los siguientes apéndices se establecen algunos de los teoremas más importantei 
que se usaron en el desarrollo de toda. la. tesis. 

Quiero agra.decer a. mis maestr06 y amigos Jesús Muciño y Ana Irene Ram.C.-ez 
la. paciencia. que tuvieron conmigo durante el desarrollo de estu. tesis. Sus cons(\jos 
y enseñanzas me han hecho crecer como estudiante y como persona.. 

También quiero agradecer al Instituto de Matemáticas el apoyo que me di6 
para la realización de este trabajo. 
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CAPITULO 1 

En este capítulo estudiaremos las geometrías de dos dimensiones: la Eucli
diana, la Elfpticn. y la Iliperb61ica; de ca.da una de ellas daremos modelos, un 
producto interno, su grupo de isometrías con respecto a la métrica obtenida. por 
el producto interno dado y haremos una descripción de las geodésicas como curvas 
que minimizan la distancia. entre dos puntos. Calcularemos el área de los triángulos 
geodésicos. Definiremos Grupos Triangulares: Euclidianos, Elípticos e Hiperb6licos 
los cuales son subgrupos de isometrías generados por reflexiones particulares. El 
Teorema de Poincaré nos permitirá afirmar que la imagen de un triángulo bajo 
todos los elementos de un grupo triangular forman o constituyen un enlosado de 
nuestro espacio modelo. 
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Geometría Euclidiana 

Nos referimos e. le. geometría. que cumple con los cinco postule.dos de Euclides, sin 
embe.rgo, el hecho de que permite.mas que el quinto postula.do de Euclides referente 
e. la existencia. de pare.lelas falle permite la construcción de otras geometrías. Le. 
Elíptica. en el caso de no existir pe.re.lelas y la Hiperb6lice. en ce.so de existir más de 
una, empecemos con le. euclidiana. 

El modelo de estudio es el plano euclidiano R1
. 

El producto interno es el producto interno usual, es decir, el dado por: 

(u, 11)p == Í: g¡; dx¡ © dx;. 
l<i<l 
1~;$1 

desarrollando se obtiene: (u, 11) P = dx? + dx~ con lns Yii == ó;; In delta de J{ronecker, 

donde u y 11 están en el espacio tangente a R1 en p, Tp~ 1 y p está en IJ?2 • 

1.1. Definlc16n 

Le. longitud de 1: [a, bJ --> H2 una curva diferencie.ble en R1 es 

rb ((d1 d'f)) 1 
Ía dt' dt dt = L('t). 

y la. distancia. entre dos puntos p y q como sigue: 

d(p,q) = inf{L("t)I 1 es una curve. diferencie.ble que une p y q}. 

Hemos definido la distancia. entre dos puntos de nuestro modelo es claro que s{ es 
una distancia y como toda distancia induce una métrica. tiene sentido que llamemos 
E1 al espacio métrico (IR 1, (,) p) la métrica inducida por la distancia. definida, coin-

cide con la métrica usual de R 1• 

1.2. Definlc16n 

Una aplicación difcrenciable f : E 2 -+ E 1 es una isornetrfe. de E1 si satisface 
que 

(u,v)p = (dfp(u),dfp(v)) para toda. p E l.í? 2 y u,11 E Tplll2
• 

1.3. Proposición 

Las traslaciones, las rotaciones y las reflexiones son isometrías de E 1• 

Demostración. 

Las traslaciones por un elemento b de l.í? 1 estan dadas por Tb(x) == x + b ce.lcu
lando su diferencial se tiene 

con dnp(u) ==u y dTbp(v) == v entonces se tiene 

(u, 11) == (dTbp(u), dTbp(v)). 
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Las rotaciones por un fogulo O y con centro en el origen cstnn dndns por una 
transformación lineal cura inatriz es simétrica y con determinante uno, u.~! que se 
puede ver como 

Ro(x) = (cosO 
sen O 

-senO) ( x1 ) = ( x 1 cos O - x1senO) . 
coso X2 X¡scnO - X1 coso 

Ya que las rotaciones son lineales se tiene entonces que su diferencial es 

dRo¡; = Ra(P) 

as! que se se tiene 

(u,v) = (dRop(u),dRop(v)) = (Rop(u),Rop(v)). 

De la. misma. manera se prueba que las reflexiones a lo largo de una recta.! que pasa 
por el origen y forma un ángulo O con el eje X son isometrfas pues también son 
lineales con m1.1.triz asociada del siguiente tipo: 

Ri(x) = (cos 20 sen20 ) . 
sen20 - cos 20 

Probamos que las rotaciones, las reflexiones y las trnslaciones son isometrías, 
pero la pregunta que nos interesa es si son todas, es decir, si toda isometría es de 
alguno de estos tres tipos. La siguiente proposición nos caracteriza a las isomctrías 
de E2• 

1.4. Proposición 

Una aplicación " es una isometría. de E2 si y sólo si es de la siguiente forma.: 

o:(x) =Ax+ b con A E 0(2) y b E 1í12
• 

Donde 0(2) es el grupo de me.trices ortogonales de 2 X 2. 

Demostración. 

o 

Sea f : R 2 -+ lli 2 una isornetr!a si f (O) :j:. O entonces cosideremos g = T _/(o) o f, 
es claro que g(O) = O y como s11bemos que si g es una. isometrío. que fijo. al origen 
es lineal entonces por preservar el producto interno es ortogonal as! que se tiene 
que g(x) = Ax para alguna A E 0(2) y entonces f = T¡¡o¡ o g es de la. forma 
f(x) =Ax+ b. Ahora sea. a(x) =Ax+ b si b ;/O entonces a no tiene puntos fijos, 
sea f3 la. composición de o: con T _b, /3 = o: o T-b entonces {J = Ax si el determinante 
de la ma.triz A es 1 entonces sabemos que A es la ma.triz de rotación para algún 
ángulo y si el determinante es -1, A corresponde a una matriz de rerflexión, de 
aquí que f3 es una rotación o una reflexión, así que o: es uno. rotación compuesta 
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con una tra.5lación o una reflexión compuesta con una traslación, en cualquiera de 
los Ca.<lOS es una isomctría por lo tanto qu1~dó probada la aflrmnción. O 

1.5. Proposición 

El conjunto de isornctríns de :;:·¡ es un grupo que denotaremos I.so(E1 ). 

Demostración. 

Sean a y ¡3 isom!'trías de E 2 se tiene entonces 

i) La composición '¡ ,_, 3 o n ps uua isomr.tría si 1~ = Ar+ a v /3 = Bx + b se 
tiene entonces que ¡ '' C.r ;- e donde C '~ lJ ·A y e = Ba + b 

íi) Es asociativo por la a.5ocintivida<l de l¡1 co1nposiciún de las funciones 

iii) El elemento neutro es la aplicación identidad. 

iv) El inverso de a es la isometría que tiene como matriz, la inversa de A y la 
traslación es por --.·t··· 1a, a- 1 := A- 1x- A·· 1a. 

v) El grupo /so(E 2
) no es abcliano. O 

Veamos ciertas propiedades de las isomct:i:i..; . 

1.6. Propiedades ele las Traslacion.~s : 

T.i Las traslaciones form¡m un subgrupo normal <le Iso(E1) 

T.ii Ln.5 traslaciones distintas de '.10 son libres de puntos fijos, es decir son tales que 

si Tb(x) = x se tiene que b =O. 

T.iii Toda traslación tiene orden infinito en !.~o(E 1 ). 

T .iv Si cp es el homomorfbmo dado por <p (Ax+ b) = A he tiene la siguiente sucesión 
exacta: 

o ..... ~ 1 _!.,¡3o(E 1 )~0(2)_!_.o 

donde tf>: Cii:~ -• I so(E2) es el homomorfismo que estú. dado por tf>(b) = Tb. 

T.v Toda traslación Ta es composición de dos reflexiones en rectas paralelas l y m 

paralelas ent::-e sí, ortogonales n 11 y a distancia 1%J entre sl y la construcción 
no depende de la elección de las rectas. 

figura 1 

Las rotaciones que mencionamos en el principio tenían centro en el origen de 
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R2 
, sin embargo a la composición de una rotación con una trulaeión, tambi.m la 

llamaremoe una rotación y laa denotaremos R(ll,a) donde R(ll,a) = R, o Ta. 
1:1. Propledadu de Lu Rotaclonea : 

R.i Laa rotaciones con centro en el origen forman un aubgrupo de Jao(E2) iaomorfo 
a 80(2) el grupo de las matrices ortogonales de 2 x 2 con determinante p01itivo. 

Si tomamos el grupo de lu rotaciones con centro en a E 12 1e obtiene otro 
¡rupo ilomoño a 80(2) que denotaremos 80(2) 4 , Si bes otro punto de E2 y 
conaideramoe el grupo de las rotaciones con centro en b se tiene que 80(2)4 es 
conjugado de 80(2)b en Iao(E2) • 

R.il El grupo de rotaciones es cerrado bajo coajugaci6n por trulaciones esto es 

T& o R(O,a + b) o T-b = R(O,a + b). 

R.iii Si .R, es una reftexión entonces 

R1 o R(O,a) o R1-
1 = R(11,R¡(a)). 

R.iv Toda. rotación fija un punto. 

R.v Lu rotaciones R(O, a) tienen orden infinito ct14Ildo 8 es un múltiplo irracional 
de 11". Si 11 es un múltiplo racional de 71" 1 O= ~ con~ irreducible R(O,a) tiene 
orden finito q. 

R.vi Si R(ll,a) tiene orden infinito entonces genera un subgrupo denso de 80(2), 
esto es, se le puede dar a 50(2) una topología y entonces un subgrupo es denso 
si como aubespacio es denso. t 

R.vii Si R(ll, a) tiene orden finito entonces genera un subgrupo discreto de 80(2). 

R.viii Toda rotación R(O,a) es la composición de doa reftexiones sobre rectaa 1 y m 
en R2 tales que se cortan en a haciendo un ángulo de ~ y la construcción no 
depende de la eleccíon de las rectas. 

\ 

Las reftexiones como vimos son isometrfas pero no preservan ángulos orientados, 

t En el siguiente capítulo veremos con detalle como dar una topología a los grupos 
que estamos estudiando, para mayores referencias ver [Both]. 
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los invierten de signo. La composición de dos reflexiones puede ser como vimos una 
traslación o una rotación as( que las reflexiones no forman un grupo por s{ mismas. 

1.8. Propiedades de las Reflexiones: 

Rf.i Una reflexión cualquiera Ri y la identidad Id forman un subgrupo de Iso(E 2) 

de orden dos. 

Rf.ii Si G 1 es el grupo generado por {R¡, Id} y G2 es el grupo generado por {Rm,ld} 
entonces G1 y G1 son conjugados. 

Rf.iii Las reflexiones dejan fijos todos los puntos de la recta sobre la que reflejamos. 

1 -i-
figura. 3 

La. composición de una reflexión con una traslación no es rotación , reflexión ni 
traslación pero es In composición de tres reflexiones, la denotamos G(l,a), donde l 
es la recta sobre la que reflejamos y a es es un vector en 11!2 con el que trasladamos. 
Ya vimos que si a E Iso(E 2) entonces a(x) = Ax+ b con A E 0(2) y b E 1112, a.si 
que toda isometrla es una rotación, unn reflexión , una traslación o unn reflexión 
compuesta con una traslación. Si A E 80(2) entonces A es la matriz de una rotación 

y a= R(O, b). Si A E sºd{J¡ entonces A es la matriz de una reflexión¡ si b =O es una 
reflexión y si b :j:. O entonces es la composición de una reflexión con una traslación. 

Hemos analizado algunos aspectos de las isometrfas de E 2, todas ellas como 
vimos se pueden considerar como la composición de reflexiones a lo mé.s tres en el 
caso de las que llamaremos reflexiones trasladadas G(l,a), dos en el caso de una 
rotación o de una traslación. Se tiene entonces la siguiente proposición: 

1.9. Propoalcl6n 

Toda isometr[a de E1 es composición de reflexiones. 

Sean x y !J dos puntos de E1 con la misma abscisa, es decir, x1 = !/!• Sea 
"t: IR -+ 11! 2 donde -y(t) = (to, t) con t0 = cte, to E lít Se tiene que 

1.10. Propoalcl6n 
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Se tiene además que Lb)= d(x,y) con 1 como en el párrafo anterior. 

Demostración. 

Sea 1' otra curva diferencie.ble que pasa por x y por y parametrizada por f 
entonces se tiene que 

Lb')={' ( ( d~1) 2 
+ ( d;;2) 1) t dt. 

esta integral es mayor que L("I) siempre que * sea distinta de cero. De la 
definición de d(x,y) se cumple que L("t) $ d(x,y) y como L(1) $ L("t) para toda 
1' que pase por x y por 11 se tiene entonces L("t) = d(x, y). O 

l.ll. Definición 

La.s geodésicas son las curvas que minimizan la distancia. 

De la proposición anterior se deduce que todas la! rectas que aon 11erticalu aon 
geodéaiccu, además se tiene la siguiente proposicici6n : 

1.12. Propoel.dón 

Cualquier recta en R2 es geodésica de E2• 

Demoatracl.ón. 

Como la.s isomctrlas preservan el producto interno, preservan distancias y por 
lo tanto mandan geodésicas en geodésicas. La imagen bajo cualquier isometrla de 
una recta es una recta y podemos mandar siempre cualquier recta. a otra dada, por 
lo que cualquier recta es geodésica.. O 

Ahora. podemos he.blar de triángulos geodésicos. Como en este caso coinciden 
con los usuales de R2

, utilicemos lo que se.hemos de ellos. 

1.13. Prop011l.clón 

La suma de los ángulos internos de un triángulo es ,,. . 

Veremos más adelante cómo este hecho cara.eteriza. la. geometrla. en la que es
ta.moa trabajando. 

Demoetraclón. 

Ver figure. 4. 

figure. 4 
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1.u. Definld6n . 

Si Ges un subgrupo de isometrfas de X una variedad riemanniana decimos que 
un conjunto cerrado F de G es una región fundamental si: 

i) LJgEG g(F) = X y 

ii) Fº n g(Fº) = 0 donde Fº es el interior de F. 

Entendemos por un enlosado de X a la descomposición asociada en i). 
Un enlosado lo hacemos copiando una región fundamental por medio de is~me

trías y armando nuestras regiones de una buena manera, es decir de manera que se 
cumplan i) y ii). 

Inversamente si en E 1 pensamos en que la región F sea un triángulo las condi
ciones para que F sea una región fundamental de algún subgrupo de isometrfllll y se 
obtenga un buen pegado implican que los ángulos internos de F son de In. forma l! 

n¡ 
para algunos enteros n¡, para que todas las copias de F que compartan un vértice 
constituyan una aureola cerrada de 2ir alrededor del vértice, además se tiene que 
todas las copillll de F deben tener las mismllll dimensiones para poder ensamblar 
lados de la misma longitud, esto es lo que llamamos un buen pegado. 

no 
buen pegado figura 5 

Ob1ervacl6n. Existen otras definiciones de enlosados en las que lllll regiones 
fundamentales no son necesariamente isométricas, se puede enlosar también copian
do lllll regionea y armando de otra manera, llamamos a estos enlosados no regulares, 
pero en general estos no tienen relación con subgrupos de isometrfas en el sentido de 
la Definición 1.14. La correspondencia entre enlosados y subgrupos será estudiada 
más detenida en el capítulo 2. 

figura 6 

Nos interesa estudiar los enlosados regulares hagamoslo con triángulos. Para 
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ello queremos encontrar triángulos con ángulos a,/J y 'Y tales que a = ~· fJ = i 
y 'Y = ¡ con p, q r enteros, esta condicl6n está dada para que lu aureolas en 
loa vértices de loa triángulos del enlosado formen un buen pegado y como ion los 
ánguloa de un triángulo euclldlano se tiene que por la proposición 1.13 deben ser 
t&les que ~ + ~ + ~ = l. 
l.l!S. Propo1lclón 

Lu ternas euclidlanaa (p,q,r) s6lo pueden ser (3,3,3),(2,3,6) y-(2,4,4). 

Demoatraclón. 
Se tiene que p, q y r no pueden ser l. 

Si p = 2 se tiene que ~ + ~ = ~ por lo que q y r tienen que ser mayore1 que 2, 
si q = 3 se tiene que r = 6, por lo que se tiene la tema (2,3,6). Si q = 4 ae tiene 
r = 4 y se obtiene la tema (2, 4, 4). 

Si p = 3 entonces se tiene que ~ + ~ = f por lo que q = r = 3 y nos queda la 
terna (3, 3, 3). 

Se tiene que p no puede eer cinco ni mayor que seis pues 111. expre1l6n no tiene 
solución en los enteros, por lo tanto son las únicas terna.a. D 

Llamaremos 6(p, q, r) al triángulo con ángulos ~' ~ y ¡. Sean A, B, O sus 
vértices a, b, e sus lados y L, M, N reflexiones eobre a, b, e respectivamente. 

1.16. Propo1lclón 
Lu reflexiones L, M y N genera un subgrupo de 1 .to(El) denotado 6' (p, q, r) 

llamado grupo triangular. D 

Llamaremos palabra.s a loa elementos de un grupo triangular, veamoa algunu 
copias de 6{p, q, r) bajo algunas palabras del grupo triangular euclidiano corre1pon· 
diente¡ 

6. (3, 3, 3). 
Podemoe utilizar como reglón fundamental un triángulo equilátero con vértlcea 

X, Y, Z hagamos un bosquejo de 111. imagen del triángulo bajo algunu palabru del 
grupo y veamos como se e:i.aamblan las coplu de la reglón fundamental: 

figura 7 

g 



Todo punto de R2 se encuentra en alguno de los triángulos y solo en uno, si 
reconocemos como un mismo punto :i: todos aquellos que aon de la. forma g(z) pe.re. 
alguna g E t. •(3, 3, 3), existe un represent!Lllte de cada clwie y uno de toda clase. 
Este. construccl6n quedará m!l.s clara con el teoremo. de Poincaré que veremos al 
final del capítulo. 

Veamos como se ven ahora para 6'(2,4,4) donde los triángulos son rectángu
los e is6celes que a su vez ensamblan rectángulos y hexágonos ae ven como Indica 
la figure. 8. 

figura 8 

.6 • (2, 3, 6) es un triángulo rectángulo con el que s61o podemos construir rec
tángulos y se ven como siguen: 

figura 9 

Si consideramos el grupo de ieometrfas t:i(';, ~, $) Existe un cuarto triángulo 
con el que podemos enlosar E 2• Este se obtiene de la siguiente form&: 6 • (p, q, r) 
contiene rotaciones en cada vértice de ánguloe f, ~. ~¡., ¡, ªf, ¡, 5¡ 1 el tí.nlco trián
gulo que podemos construir ademé! de los cuatro que tenemos es t.(1f, f, i). Sin 
embargo, este triángulo no tiene sus ángulos con la form& de los tres anteriores. 

Ahora sí son todos los triángulos con los que podemos enlosar & E2 
1 u{ que 

sólo existen cuatro triángulos. 
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Geometría EUptlca 

Sea la esfera unitaria en R3
, § 2 = {(x, y, z) Jx2 + y2 + z2 = 1}. 

En coordenadas esféricas se tiene que 

§2 = { (x, y, z) Jx = cos O cos rp, y = ein O c08 rp, z = ein rp, 

con O$ O$ ir y O$ rp $ 2ir}. 

La métrica canónica de R3 induce una métrica de Riema.nn en §2 por su enceje. 

La métrica canónica de R3 desarrollando se ve como ds2 = d:z:2 + dy2 + dz2 

donde ds = (x, 11); que en coordenadB.B esféricas se transforma. en 

como en la esfera se tiene que p = constante = 11 la métrica. restringida a §2 se ve 
ds 2 = d92 + Rin2 Odip 2

• 

1.1'1. Definición 

La. longitud del segmento de la curva. diferencia.ble 'Y que une a :r: y a. v dos 
puntos de § 2 está dada por la siguiente expresión 

L('Y) = !, ds 

y definimos la distancia entre dos punt08 x y y como sigue: 

d(p,q) = inf{L(,8)J,8 es un segmento de curva diferencia.ble en § 2 que une a p y q}. 

§ 2 no es un buen modelo de geometría pues como veremos por dos puntos 
distintos pueden pasar más de una geodésica es decir, más de una recta, en el tercer 
capítulo daremos la construcción de otro espacio, el pr0yectivo que nos servirá para 
quitar este problema, ein embargo, este espacio no se puede encejar en R3 ver 
[DoCar2]. Pensemos en el espacio métrico (§2, d), calculemos las isometr{as de este 
espacio y calculem08 las geodésicas. 

1.18, Proposld6n 

El grupo de isometr{as de §2 I so(§2), es el grupo de las ieometr{as de 123 que 
dejan invariante a. §2• El cual es el grupo ortogonal lineal 0(3). O 

Son las isometría.s que dejan fijo al origen de 111 3
• 0(3) tiene dos componentes 

conexas dependiendo del signo que tenga uno. matriz, estará en SO(S) o en lo. otra 
clase. 80(3) es el subgrupo de Jso(§2

) que contiene a la.s rotaciones, isometr{as 
que fljan a. dos puntos diametralmente opuestos y rotan o. § 2 con eje de rotación lo. 
recto. en R3 que une a los dos puntos. 
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1.19. Propoalclón 

Los elementos de 80(3) tienen orden finito si son rotaciones con un ángulo 
multiplo racional de 71' e infinito en otro caso. O 

Si A tiene determinante positivo es claro que A preserva orientación as{ que los 
elementos de 80(3) preservan orientación. 

FUemonos en los elementos de 0(3) con determinante negativo¡ estos aon de 
dos tipoo dependiendo de que tengan o no al 1 como valor característico. 

Si A E 0(3) e invierte orientación entonces -1 es valor característico de A y 
entonces debe existir una recta por el origen en R3 la cual queda invariante bPJo la 
isometr{a recorrida en sentido opuesto. 

El plano ,,. ortogonal a la recta l invariante por la isometr(a a con matriz 
asociada A, queda también invariante y la restricción de a al plano debe ser une. 
rotación. 

Si esta rota.ción es lo. trivial, es decir, al ángulo de rota.e Ión es cero, entonces 
a es una reflexión sobre el plano ,,., Si no es trivial o: solo fija al origen y en §2 no 
tiene puntos fijos. 

Con lo 11.nterior hemos prob(l.do el siguiente resultado. 

1.20. Proposición 

Hay dos tipos de isometr{as que invierten orientación¡ rclle.xiones, las cuales 
fijan un c{rculo máximo de § 2 y las isometrío.s sin puntos fljos. O 

figura 10 

Un ejemplo de una isometrla sin puntos fijos es la función o aplicación ant!poda 
f : § 2 -+ § 2 con f(x) = -x. Solo falta ver que las isometrías sin puntos fijos estan 
generadas por reflexiones. 

Sea f : § 2 -+ § 2 una isometrla sin puntos fijos, si componemos una reflexión 
con una rotación con eje normal al plano del c!rculo máximo que queda fijo con un 
ángulo de ,,. obtenemos una de estas isometr{as y todas son de esta forma. 

1.21. Propoalclón 
El grupo de isometdas de § 2

, Iso(§ 2
) está generado por reflexiones. O 
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Ahora estudiaremos cuales son las geodésicas de §2
, es decir, cuales son las 

curvas que minimizan la distancia entre dos puntos. 

1.22. Proposlclón 
Los círculos máximos son geodésica.s. 

Demostración. 

figura 11 

Sean Po y P1 dos puntos con misma colatitud, es decir con la misma 6 su
pongamos además que 6 = O se tiene entonces que Po = ( cos rp1, O, sin rp 1) y P1 = 
(cosrp2,01 sinrp2) Sea 'Y= {PE § 21P = (cosrp,O,sinrp) para algunarp1 $ rp $ rp 2 } 

el segmento de semicírculo máximo que pasa por Po y P1 se tiene entonces 

1'1• 

drp = cp2 - cp¡ = L(¡). 
'TI 

Si 1' es otra curva que pMa por P0 y por P1 se tiene que, L(¡') ~ L(¡) siempre que 
la coordenada de O sea distinta de cero. Por lo tanto de la definición de distancia 
se tiene que d(P0 , P1) = cp2 - cp 1• Y entonces se tiene que 'Y es una geodésica. 

Como el grupo de isometrías es transitivo sobre c[rculos máximos, es decir, 
podemos mandar con una isometría un circulo máximo a otro dado, por lo que se 
tiene que todos los drculos máximos son geodésicas y no hay más que esas. O 

Los círculos máximos tienen el mismo papel que las rectas en R2. La de
mostración de que son geodésicas es casi una copia de la demostración que dimos 
para las rectas en la sección anterior, analizemos ahora el problema de unicidad de 
geodésicas, para ello tenemos el siguiente resultado. 

1.23. Proposición 
Por dos puntos distintos no diametralmente opuestos pasa una y sólo una 

geodésica. 

Demostración. 

Ver figura 12. 

Sin embargo, para dos puntos diametralmente opuestos pasan una infinidad de 
geodésicas, esto aclara un poco más lo que dedamos sobre el modelo que tomamos. 

13 
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/ ,, 
figura. 12 

Los triángulos geodésicos son los que estan formados por segmentos de geodésicas, 
a diferencia de que en E 2 los ángulos no determinan el área. de un triángulo en § 2 

si queda determinada el área por sus ángulos internos. 

1.24. Proposición 
Sea T el triángulo esférico con ángulos: a,{3 1 7. Su área es (a+ fJ + 7) - 7r. 

Demostración. 

----{> 

figura 13 

El área de la luna entre m y n es 2a. Calculando obtenemos : 

!:::. +t::,.2 = 2a 

.6+/::,.1=27 

.6 + .61+62 + Í::,.3 = 211" 

Así que 
2 !:::. +21r = Za+ 2P + 2¡ 

de aquí que 

Si queremos enlosar § 2 con triángulos,· necesitamos encontrar los grupos tri
angulares esféricos es decir, tenemos que encontrar ternas (p, q, r) tales que a = 
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~,/J = i•"'I ==;::sean racionales con 1í y se tenga que ~ + ! + ~ > 1 entonces se 
podría construir un triángulo con angulos internos Ct., {J, y "'tq que nos serviría para 
enlosar a § 2

• 

1.25. Proposición 

Las ternas (p,q,r) en § 2 sólo pueden ser (2,2,n),(2,3,3),(2,3,4) 6 (2,4,5). 

Demostración. 

Es claro que si p = 2 y q = 2, r puede ser cualquier entero. Si p = 2 y q = 3 
r solo puede ser 3,4 6 5, pués de otro modo si r fuera mayor que 5 la suma sería 
menor que uno. O 

Los grupos triangulares esféricos 6' (p, q, r) se construyen de manera análoga 
a los euclidianos. 

Veamos como se ven los enlosados de § 1 por los grupos triangulares esféricos. 
6 • (2, 2, n) Está constituido por triangules isóceles en los que en cada vértice de 
los angulos de Í están pegados cuatro triángulos y en el vértice de ángulo ~ estan 
pegados 2n triángulos. Este grupo es llamado el grupo diédrico de orden 2n. Y 
ademas es isomorfo al grupo diédrico de orden 2n conocido en álgebra. El enlosado 
se ve como en la figura 14. 

/ 
figura 14 

t:.•(2,3,3) es isomorfo al grupo de simetrías del tetraedro T con vértices sobre 
§ 2

• Si proyectamos desde el origen de 1.1!
3 obtenemos claramente un enlosado de §

2 

por cuatro triángulos congruentes y equiláteros. Un tetraedro esférico. Los vértices 
en los ángulos son de f y el otro es recto, si tomamos el centroide del triángulo y 
consideramos también las aristas que unen los vértices del triángulo con el centroide 
obtenemos nuevos triángulos, se llama subdivisión baricéntrica a este proceso, esto 
nos dá un enlosado de § 2 por 24 triángulos congruentes con ángulos Í• ~ y ~. 
identificando un elemento del grupo de simetrías con uno de los triángulos, que 
equivale a elegir uno de los elementos del grupo triangular nos da el isomorfismo 
buscado entre los elementos del grupo de simetrías de T y el grupo triangular. 
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figura 15 

De la misma manera como se hizo para el tetraedro se puede probar que existe 
un isomorfismo entre los elementos de 6. • (2, 3, 4) y el grupo de simetr!ns del cubo o 
del octaedro que son el mismo. El enlosado se vería mas o menos como en la figura 
16. 

figura 16 

En el caso del grupo 6"(2,3,5) el isomorfismos es con el grupo de simetrías 
del dodecaédro o del icosaédro pués ellos a su vez son isomorfos, el isomorfismo se 
construye de la misma manera que los isomorfismos anteriores y se ve como en la 
siguiente figura. 

figura 17 
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Geometría Hiperbólica 

En el ca.so de la. geometría hiperbólica existen más de un buen modelo. Empezare
mos dando el modelo del scmiplano superior. 

donde oo E t. 
Demos el producto interno dado por la siguiente cxpresi6n 

l 

(u, u)p == L g;¡dx; 0 dx; 
j,i=l 

con gu = g12 =~y g21 = g12 =O, p = (x,y) E H2 y u,11 E TpH2
• 

1.26. Definlcl6n 

La longitud de una curva diferenciable en H2 está dada. por 

L(1) = ~ ds 

donde ds ::: (u, 11) l. 
La. distancia entre dos puntos la definimos como sigue: 

d(p, q) = inf{L(-y)b es un segmento de curva diferencia.ble en H2 que une a p y q}. 

Por abuso de notación llamaremos a H2 = (H2
, d) el espacio hiperbólico de 

dime11J1ión dos. 

Por la. deflnici6n de longitud de curva ¡ se tiene que si In curva. toen a.! eje X 
tiene longitud infinita., llamaremos puntos a.I infinito de H2 al conjunto de puntos 
del eje X junto con el punto al infinito de C, la. esfera. de Riema.nn. Estos puntos 
forman de manera na.tura.! la. frontera. de H2 como subconjunto de C y pueden ser 
visualiza.dos como una. circunferencia., un § 1• 

Si hacemos una. aplicación entre H2 y t dada. por f : H2 
..... if: con regla 

f (x, y) = x + iy con y~ O, ds1 se convierte en 

donde z == x + iy y z es el conjugado de z. 

Queremos encontrar lso{H2
) el grupo de todas las isometrías de IH1 2

• Sen 
SL(2, R) el grupo <le todas las matrices de 2 x 2 con determinante uno. 

Sea a la. transformación que manda. x + iy en -x + iy de H2 en sí mismo. 
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Dada A = (: ! ) E S L(2, ll!) y si A¡ denota la transformación lineal z ,_. 

m!Í· Entonces afirmamos que A .... A¡ es un homomorfismo de S L(2, ll!) en I so(IHl2) 

con núcleo {±J}. Si PSL(2,ll!) ~ SL(2,ll!)/{±J} entonces se tiene el siguiente 
resultado. 

1.27. Proposlclón 

Jso(H 2
) ~ PSL(2,ll!) U a:· PSL(2.ll!), 

donde a:· P S L(2, R) son !ns composiciones ,B • a: para .8 E PS L(2, ll!). 
Demostración. 

Sean .4. = (: ! ) E SL(2,R) y z = x + iy E IHl 2 • Escribiremos z• = x• + iy• 

parn A¡(z). Entonces A¡(z) = z' E lh'l 2 ya que y• = (fc::~~V = lcz!dl' ~O. 
A¡ es una isometrfa ya que tiene inversa (A - 1) ¡ y preserva la métrica. dz' = 

dz • así que se tiene que d •(' 0-jf = ~!!l. (c.+d)'' v· 11 

El nucleo de A ,_. A¡ es {±!}, además a: está en lso(H 2 ) y el subgrupo de 
lso(H 2 ) que deja fijo o. i E IHl 2 debe actuar como 0(2) sobre el tangente a. H2

, por lo 
que se tiene que P S L(2, ll!) U a:· PS L(2, ll?) es todo el grupo de isometrías. O 
1.28. Proposlclón 

P S L(2, 1.1?) es el subgrupo de l so(IHl2) que tiene todos los elementos que preser-
van orientación, es decir, PSL(2,R) ~ lso+(H 2

). O 

Veamos los tipos de isomctrías que hay: 

Si I es una recta vertical en H2 la reflexión euclidiana sobre I es una. isometría 
de H2

• 

- Si componemos dos reflexiones sobre I y m sobre rectas verticales de IHl 2 obte
nemos una traslación horizontal que también es una isometría. 

Las inversiones de IHl 2 sobre semicírculos de radio r centrados en un punto a 
del eje x son isometrlns. 

Demostración. 

La inversión puede escribirse como: 

rl 
f(z) = --- +a 

z-a 

queremos probar que 
dzdz df (z)dl(ii 

(z - z)2 = (f(z) - /(z))2 

usando el cambio de ¡r~¡ por (;~~' se tiene el resultado. D 

Sabemos que las inversiones mandan círculos y rectas en círculos y rectas. 
Además se tiene que las inversiones preservan ángulos en magnitud, invierten sentido 
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e intercambian el interior del drculo sobre el que invertimos con el exterior. Las 
llamaremos reflexiones. 

Queremos probar como en los dos en.sos anteriores que el grupo de isometrín.s 
está generado por reflexiones, para esto es necesario so.her cuáles son las geodésicas. 

Sea 1 la semirrecto. vertical que une a P0 y P1 dos puntos de H1 que tienen por 
coordenadas (x0 , y0 ) y (x0 , y¡) respectivamente se tiene entonces que: 

d.s = -dy = logj-j = L("t). 1 ¡Y• 1 !11 

1 Yo Y Yo 

1.29. Proposición 

Las semirrectas verticales en H7 son geodésicas de H1
• 

Demostración. 

Si 1' es otra trayectoria de P0 a P1, la longitud de "(1 está. paro.metrizada por 
t, entonces 

de aqu{ que las semirrectns verticales son geodésicas. o 
Como las isometrías que hemos estudiado mandan rectas verticales en semiclr

culos con centro en el eje x, se deduce que todos los semiclrculos con centro en el 
eje x u ortogonales ni eje x son geodésicas. 

1.30. Proposición 

Las únicas geodésir.as son las semirrectas verticales y los semicírculos con centro 
en el eje x. 

Demostración. 

Sea l una geodésica; podemos encontrar puntos P y Q sobre la recta 1 tales 
que el segmento de 1 entre P y Q sea el má.s pequeño de lns curvas que los unen. Es 
decir un segmento de recta o un segmento de semidrculo. Como entre dos puntos 
existe une. y sólo una geodésica que los une, 1 misma tiene que ser la recta o el 
semicirculo. 

figura 18 
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Utilizando las geodésicas probemos la siguiente proposición: 

1.31. Propoelclón 

El grupo se isometr{ns de H2 está generado por reflexiones. 

Demoetraclón. 

Senµ. una isometría de H2
, fijemos un punto PE H2

• 

Siµ. no fija a P componemos aµ con una rellexion u que mande µ(P) a P. 

Sea /3 = u oµ, se tiene entonces que f3 fija a P. 

Sea 1 una geodésica. por P, si fJ deja invariante a 1 como conjunto y fija los 
extremos de 1, entonces f3 debe fijar a 1 puntualmente, ya que los puntos de 1 están 
determinados por su distancia orientada. a P. 

Si no es as(, componemos /3 con una reflexión r sobre una geodésica. por P, 
para obtener 1 =ro (J, tal que 1 fija a 1 puntualmente. 

Si 1 intercambia los lados de 1, componemos con una reflexión sobre l. 

Para terminar tenemos que probar que si 1 es una isometda de H2 que fija 
puntualmente a 1 y no cambia los lados de 1 entonces 1 es la identidad. Para ver 
esto, sen m cualquier geodésica por P, se cumple el resultado. Por lo que una 
isometría de H2 es composición de a lo más tres reflexiones. O 

Observemos que toda geodésica determina de manera única dos puntos en §1, 
el conjunto de los puntos al infinito de H2

• 

1.32. Definlclón 

Si 1 y m son geodésicas de H2 se dice que 1 y m son paralelas si se cortan ni 
infinito. Puede ser que se corten en el punto al infinito de {: o que se corten en un 
punto del eje X. 

figura 19 

1.33. Definlclón 

Si 1 y m son geodésicas se dice que son ultraparnlelas si no se cortan ni en H2 

ni en el §1, ver figura 20. 
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figura 20 

1.34. Deflnicl6n 
Un polígono se llama ideal si está. constituido por segmentos de geodésicas 

hiperbólicas y tiene algún vértice o algunos vértices en el conjunto de puntos infini
tos. 

Esta construcción es particular de la geometría hiperbólica. En las geometrfos 
euclidiana. y elíptica no tiene sentido definir polígonos idee.les. 

1.35. Proposlcl6n 
Doa gcodéska.9 que no se cortan tienen una perpendicular común. 

Demostración. 
Pare. coll5truirla en el caso de dos circunferencias que no se cortan 1 y m se 

coll5idera a P el punto medio del segmento que une los centros de los clrculos y 
trazamos desde P una tangente a alguno de los círculos; el punto medio medido con 
le. métrica. usual de R, se puede trazar e.l menos una tangente a uno de los círculos 
por la. condición de que los círculos no se intersectan. construimos el círculo con 
centro en P y de radio la longitud de la tangente como las dos circunferencias 
son coaxiales y P está en el eje radical se tiene que la circunferencia construida 
es ortogonal a. los dos círculos l y m. Pare. co115truirla en el caso de que una de 
las geodésicas sea una semirrecta se construye la circunferencia. con centro en el 
punto del eje X que corta. le. semirrecta y con radio la longitud de la tangente e. la 
circunferencia. ver figura. 21. O 

Como las reflexiones invierten orientación cualquier isometría a que preser\'a. 
orientación es composición de dos re!!exions sobre geodésicas 1 y m. 

1.36, Definición 

Si las rectas 1 y m se cortan en P E H1
, la composición de la refl.. :ión sobre l · .", 

compuesta con la reflexión sobre m es una isornetría a tal que a(P) P llamada. 
una rotación. 
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figura 21 

La manera de medir el ángulo entre dos geodésicas es tomar el menor de los 
ángulos entre ellas. 

Una isometría a actúa en C que contiene a Hl El ángulo de rotación es dos 
veces el ángulo entre 1 y m. Y una rotación no fija puntos al infinito. 

J. 

figura 22 

1.37. Definlclón 

Si 1 y m se cortan al infinito entonces a, la composición de la reflexión sobre 1 
y la reflexión sobre m, es una traslación llamada parabólica. La isometría a fija un 
solo punto al infinito. 

En el caso de tener dos semirrectas verticales la traslación actúa como una 
traslación euclidiana {figura 23 (i) ). Si son semic!rculos se ve como en la figura 23 
{ii). 
1.38, Definición 

Si l y m son ultraparalelas a deja invariante la única perpendicular común n, 
que esta a una distancia de 2d donde d es la distancia perpendicular de 1 a m. La 
isometrfa a es llamada hiperbólica o traslación a lo largo de n. Esta isometría fija 
exactamente dos puntos al infinito. 

Daremos otro espacio como modelo de la geometría hiperbólica el modelo del 
disco hiperbólico. 
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figura 23 

figura 24 

Sea T la trl\Il!lformaci6n de Mobius dada por z >--+ ill que ma.nda H2 con
formemente e.l interior del disco unitario de R2

, A. 

La métrica de H2 se transforma en : 

La pareja (A, d) = A es el modelo del disco, donde des la. distancia inducida por la 
métrica. dada, como en el ceso del modelo del semiplMo. El grupo de isometrlas se 
obtiene del anterior conjugando con T, todos los elementos del grupo de Lo;ometrfas 
del otro modelo. La.s geodésicas son las imágenes de las otras por T, que resultan ser 
todos los segmentos de círculos ortogonales a la frontera. de A. La imágen de rectas 
verticales son círculos ortogonales a la frontera y la imágen de los semicírculos con 
centro en el eje x también se convierten en círculos ortogono.les por ser T conforme. 

Con esto tenemos la siguiente figura las geodésicas en A. 
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geo~icas paralelas 

figur& 25 
ultr&paralelas 

En la figura 26 ae ve cómo las isometrías ma.nda.n un& geodésica en otra depen
diendo del tipo de isometrfa.s. 

rotación parab6lica traslación 

figura 26 

Hay algunos result&dos que se prueban má.s fa.cilmente en un modelo que en 
otro ésta ee la razón de no queda.moa con un sólo modelo. 

Si a e1 une. isometría que invierte orientación induce un homeomorfismo de § 1 

el círculo al infinito que invierte orientadón de H2 . Como a fija al menos dos puntos 
de §1 debe dejar invariante una geodésica l. 

Si componemos con a una reflexión sobre l obtenemos {J = a o a que preserva 
orietacion y deja l invariante, por lo que vimos en la prueba de que laa isometrías 
es composición de reflexiones, se concluye que {3 ea la identidad o una trasla.ción 
sobre l. Entonces a es una reflexión sobre / o una reflexión traslada, es decir 
una reftexión compuesta con una traslación. Sea el coajunto de puntos fijos de a, 
/i:i:(a) = {:i: E H2 U § 1Ja(:i:} = :i:} Se tiene entonces el siguiente resultado. 

1.39. Propoelción 
i) Si a y {3 eon isometrías que preaervan orientación de H2, entonces a y {J con

mub.n si y s6lo si /i:i:(a) = fi::(/i). 
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ii) Si a es una isometrla no trivial, es decir distinta de la. identidad, que preserva 
orientación de H1 entonces el conmutador G(a) :::: {/3 E Jso(H1)1{3 o a= a o {3} 
es abeliano e isomorfo a § 1 si a es uno. rotación e isomorfo a R en otro caso. 

Demostración. 

Primero observamos que /ix(/300:0{3- 1) = fix(fJ(fix(a))) Si a y fJ conmutan 
fJ deja /ix(a) invariante, si /ix(o:) = {P} con PE H1

• Si f3 conmuta. con a, fJ 
debe fijar a P, entonces f3 es una es una rotación por P y f ix(o:) =-= fix(fJ). Es 
más, G(a) consiste de todas lo.s rotaciones con centro en P y es isomorfo a § 1

• Si 
a es hiperbólica, /ix(o:) = {x,y} con x, y en § 1• Si f3 conmuta con a, f3 llja a 
x y a y o los intercambia Pero la única isometr{a que preserva orientación de H1 

que puede intercambiar a dos puntos de § 1 es una. rotación por 71", f3 no puede ser 
una rotación por lo anterior, entonces se tiene que /ix(n) = f ix(fJ). Es mo.s G(n) 
consiste de todas lo.s isometrlo.s de H1 que fijan ax y a y de donde G(a) es isomorfo 
a R. Si a es parabólica /ix(a) = {x} con x E § 1

, como antes si fJ conmuta con a, 
fl(x) = x. Si f3 fuera hiperbólico., a sería hiperbólica, entonces f3 debe ser parabólica 
y fix(a) = /i:r.(/3). C(n) consiste de lo.s isometr{as parabólicas de H1 que dejan fijo 
a. x y entonces es isomorfo a R. O 

Calcularemos el área de un polígono ideal en H1
. El elemento de área es~. 

para ello definimos el área hiperbólica del polígono F en H1 como 

~t(F) = f dxdy 
lF yl 

donde la integral está calculada en todo el interior de F. 

Por el Teorema de Green sabemos que 

l ( :~ -:: ) dxdy = lF udx + udy. 

si hacemos u = 1 y u = O entonces ~ = - ~ entonces se tiene u ou u 

Supongamos que 1 es el segmento de geodésica comprendido entre dos puntos. Por 
lo que 

L(I) = f dx = {1 d(r~osO) = _ (1dO={3_1. 
11 Y 1(3 rsmO Í{3 

Observemos que la. integro.! no depende del ro.dio del círculo que determino. la 
geodésico. si no solamente del ángulo que subtiende. (ver figura 27) 

Como en la. geometría elíptica los ángulos de un polígono determinan su área.. 
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figura 27 

Si F es un triángulo geodésico con lados a, b y e, se tiene que 

A(F) = f dxdy = f dx 
. fr Y2 fo;· Y 

= r dx + r dx + r dx = 
fa Y Jb !í fe Y 

= /3a - "la + f3b - "lb + f3c + "le 

como 8F es una curva cerrada simple por lo que se tiene que A(F) = 11' -(a+ f3 +1) 
donde a, /3 y 1 son los ángulos internos de F. t 

figura 28 

En el caso de que F sea un polígono cerrado hiperbólico con m lados se; tiene 

que m 

A(F) = ir(m - 2) - L 1i· 
i=l 

t Para más detalle esto ver [Verj]. 
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1.40 Corolario 

El área máxima de un triángulo hiperbólico es 7r. 

El área de un triángulo está acotado, veremos al final del capítulo una tabla 
que nos permitirá. decir má.s sobre este hecho. 

En la geometría hiperbólica suceden cosas interesante.~ como lo que dice la 
siguiente proposición ya que podremos construir un n-á.gono con suma de sus ángulos 
internos igual a cualquier número entre las cotas que marca la proposición, en 
particular nos interesarán aquellos que la suma de sus á.ngulos internos sea 271". 

1.41. Proposición 

Para todo n 2: 3 existe un n-ágono regular con ángulo interno a para cualquier 
a que satisface O~ a~ (n - 2H. 
Demostración. 

Tomemos n rayos desde el centro del disco unitario con ángulos iguales entre 
ellos. Sean P1 , P1 , ... , Pn puntos sobre los rayos a la misma distancia d del centro. 
Entonces P¡, P1 , ••• Pn es un n-6.gono regular. Cuando des muy pequeña a está muy 
cerca de (n-;.1l" y si d es muy grande a se acerca a O. Por continuidad, cualquier 

valor entre O y (n-;.l)w es tomado para alguna d. O 

figura 29 

Como en los casos anteriores queremos encontrar triángulos para enlosar nues
tro espacio modelo H1

, queremos encontrar los grupos triangulares hiperbólicos, 
buscamos entonces ternas (p, q, r) de enteros que satisfagan que ~ + ~ + ~ < 1 

1.42. Proposición 

Las ternas (p, q, r) en H1 pueden ser (2, n, m) con n, m E N con n, m 2: 5, 
(3,3,m) con m 2: 4 y (n,m,1) con n,m,12: 3. 

Demo1tración. 

Si p = 2 entonces q y r pueden ser cualquier número entero mayor que cuatro. 
Si p = q = 3, r puede ser cualquier entero mayor que 3. Se tienen entonces todas 
las ternas (2, n, m) con n, m 2: 5 , (3, 3, m) con m ~ 4. 

Hay demasiadas ternas para construir todos los grupos triangulares, recorde-
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mos que está generado por las reflexiones sobre los lados de nuestros triángulos 
geodésicos, para ver algunos ejemplos de grupos triangulares y como enlosan a. H2 

es necesario que demos nuevas definiciones. 

Supongamos que p, q, r son enteros todos mayores que 3. 

1.43. Definlc16n 
Sea. 6(p, q, r) = T el triángulo con ángulos dados, podemos suponer que el 

vértice con ángulo a = .!!: está en el centro de LJ.. Y resulta que dos de los la.dos 
son diámetros de A.Por Preflcxíones sucesivas de T obtenemos un conjunto de 2p 
triángulos isométricos, a T con un vértice común y cuya uni6n es un polígono cerrado 
convexo F ver figura 30. Llamamos triángulos de primer orden a los triángulos 
construidos. 

figura 30 

1.44. Definlcl6n 
Llamaremos abanico del vértice /1 a la colccci6n de los 2q - 2 triángulos que se 

obtienen por reflexiones sucesivas sobre los lados opuestos a a. 

Los triángulos de los abanicos en los vértices de F se llaman triángulos de 
segundo orden. La uni6n de F con todos los triángulos de segundo orden constituyen 
el polígono convexo F1 • 

figura 31 
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Repitiendo el proceso anterior se construye una. sucesión Fi. Fl, ... , de poHgonos 
convexos tales que U;eN F; = A el disco unitario. 

Si uno de los ángulos del triángulo es f nuestra. construcción es diferente pues 
el poHgono no nos queda convexo, si en un vértice concurren más de tres ángulos 
iguales , añadimos un triángulo más por ese vértice lo ha.cernos en cada vértice y 
obtenemos una región convexa que lla.mamos Fk. Dado un triángulo contenido en 
el disco unitario nos dá un enlozado del disco unitario, esto quedará. más da.ro con 
la demostra.ción del teorema. de Poinca.ré, veamos en las si¡;uientes figuras algunos 
ejemplos de grupos triangula.res. 

(
n n •) a· 3 • 2 
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Ahora probaremos el resultado principal de este ce.p[tulo y con el cual re
sumimos los casos de grupos triangulares estudiados en las tres geometrías. Las 
referencias principales son: !Verjj, [MilnJ, !Scotj y !Sullj. · 

1.45. Teorema de Polncaré 

Dado el triángulo T = 6(p, q, r), el es una región funda.mental para la acción 
correspondiente 6'(p,q,r) para cualquiera de los tres casos P = {E2,H\§2}. 

En otras palabras las imágenes de T bajo todas las g E 6'(p,q,r) son mutu
amente disjuntos excepto pn.ra los puntos frontera de T, y forman una. cubierta. de 
P. 

6 • (p, q, r) tiene una representación con generadores L, M, N que corresponden 
a reflexiones sobre a, b, e las aristas de T y relaciones L 2 = N 2 = M 2 = 1 y 
(LM)P = (MN)q = (NL)' = 1. 

G 

A 

1L ,. 

figura 32 

e 

De alguna manera. podemos decir que T determina la geometría ya que deter
minará el espacio modelo en el que vive dependiendo de que la suma de sus ángulos 
internos sea 71', mayor que 71' o menor que 71'. Es decir, si tenemos que T = 6(2,2,9) 
entonces por ser T un triángulo forma.do por geodésicas (rectas), se tiene que sólo 
puede estar en § 2 así que quisieramos demostrar que T es una región fundamental 
para la acción de 6'(p,q,r) sobre § 2• 

Demo1tracl6n. 

Primero probaremos que LM es una rotación por un ángulo de 1ff alrededor 
del vértice C de T así la relación (LM)P = 1 se satisface en 6'(p,q,r) • De la 
misma forma se prueban las otras dos igualdades. L 2 = 1 ya que L es una reflexión 
sobre las arista a y lo análogo para N y M. 

Sea Ó(p,q,r) el grupo definido por una representación de L,M,Ñ con rela
ciones i2 = 1,M2 = l,Ñ2 = 1 y (L)P = (M)9 = (Ñ)' = l. Entonces existe un 
homomorfismo natural de g >--> g de f:i.(p, q, r) a 6 • (p, q, r) dada por una corres
pondencia. entre los generadores de 6.(p, q, r) a. los de 6' (p, q, r). 

Queremos probar que este homomorfisreo en realidad es un isomorfismo. 
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Tomemos bo(p, q, r) x T, el conjunto que consiste de la unión disjunta de los 
triángulos (g, T), un triángulo para ca.da. g elemento del grupo. Para. ca.da g pegamos 
el lado ªO de (g, T) con el lado ªOoL de (9 o L, T), lo mismo para bo con booM y para 
co con COoN· 

Sea K el espacio de identificación que se obtiene de 6{p, q, r) x T donde (g, x) 
está identificado con (g, :i:) está identificado con (§R, x) para cada. g en Ó(p, q, r) y 
R = {L,M, N}, y para. cnda x E 1 C T donde les un lado de T, 1 = {a,b,c}. 

Usando las relaciones L1 = 1'Í1 = N1 = 1 se ve que existen exactamente dos 
triángulos pega.dos en cada. lado de K. 

Consideremos la función ip : .6.(p, q, r) x T -• P dada por (Y, x) ,__. g(x) donde 
g corresponde a. g del homomorfismo entre Í'.(p,q,r) y 6"(p,q,r) 

Esta. ip es compatible con la identificación es decir si (Y, x) =: (gñ, x) donde 
R E { L, .Ü, N} para. cada x en el lado 1, como R es una reflexión deja. fijo a 1. 
Entonces existe una función inducida por ip, f de K en P. 

f:K-+P 

Queremos probar que fes un homomorfismo. Consideremos la. situación alrede
dor de un vértice 

(§,C) = (9i,,C) = (gÍ,M,G) = (§LML,c) = ···, 
si usamos que (LAf)P = 1 vemos que precisamente 2p triángulos de K están pegados 
al rededor del vértice (§, C) Los 2p triángulos son distintos ya que los 2p elementos 
L, LA!, LM .i, .. · , (LM)P de 6 son mandados a. distintos elementos de 6. •. 

Con esto probamos que la vecindad estrellada que consiste de 2p triángulos 
pegados alrededor de un vértice de K bajo f es un homeomorfa a una vecindad de 
g(v) en P. 

La vecindad imagen es la unión de 2p triángulos en P, que tienen un ángulo 
interior i en el vértice común g( v), f : K -+ P es un homeomorflsmo local, podemos 
levantar a K, cualquier trayectoria en P, de donde la función fes cubriente. 

Como P es simplemente conexa entonces f es un homeomorfismo. Entonces es 
claro que el homomorfismo natural es isomorfismo y 

LJ g(T) 
gEC.• 

cubre a. P y los triángulos sólo tienen en común los puntos de T. 

Finalizamos el capitulo con algunos comentarios. 

Las tres geometrías que hemos estudiado son las únicas geometrías que podemos 
construir en dos dimensiones en el sentido clásico. 

Esto es, sólo hay tres maneras de considerar el quinto postulado de EucHdes 6 
bien sus negaciones: 

31 

D 



-Existe una y sólo una paralela a una recta dada por un punto dado. 

-No existe ·una paralela a una recta dada por un punto dado. 

-Existen una infinidad de rectas paraleln.s a una dada por un punto dado. 

Cada una de ellas dá lugar a una de lllll geometría~ ya cstudiadM, en las que 
se cumplen los cuatro postulados de la geometría de Euclldes naturalmente, para 
ello pensamos que la.s geodésicas que tenemos en E 2 , § 2 ó H2 corresponden a las 
rectas en el sentido axiomático de Euclídea. Una discusión detallada de esto puede 
encontrarse en (Port) y en (Sullj. La forma de considerar el quinto postulado implica 
que la suma de los ángulos internos de un triángulo sen. 7r, mayor que 7r o menor 
que 7r. Podríamos decir que esto caracteriza la geometría de dos dimensiones en la 
que estamos trabajando. 

Es posible moatrar que f : P -> P es una isometrfa si y sólo si preserva 
distancias ver (Helgj. Ea por esto que podemos afirmar que la forma que dimos de 
medir en los espacios modelo es acorde con el concepto intuitivo de medir. 

Otro resultado sorprendente es el Teorema de Uniformización de Koebe-Poin
caré dice que si M es superficie de Riemann, se tiene que su cubriente universal 
es conformemente equivalente a uno de los siguientes espacios: H2

, C ::::: R2 o t 
ver (Alfh2j !Abilt]. Los tres espacios modelo que tomamos parn. construir las tres 
geometrías. 

Por otro lado para la geometría diferencial, cada uno de estos espacios resulta 
ser una variedad riemanniru1a de curvatura constante, O, 1 ó -1, geodésicamente 
completa ver (KobaJ ó (DoCa.r2J, para P = E 2,§l ó H2

• 

Esto es, desde el punto de vista de la geometría clásica, la teoría de superficies 
de Riemann (!-variedades compleja.s), o de la geometría diferencial, los objetos 
principales de estudio corresponden a E2, § 2 y Hl. Todo ello podemos agruparlo en 
la siguiente tabla. 

Espado Tipo de Existencia de Area de Equivalencia K 
1 

Geometría Paralelas Triángulos Conforme C~rV!!.luo 

R2 Euclidiana SI y es única 27r e o 
s¡l Elíptica No ex + {3 + "f - 27r t >0 
H2 Hiperbólica Sí y muchas 27r - (a+ ,8+1) "2 <O 

tabla 1 

En los demás capítulos seguiremos explorando las consecuencias de esta trico
tomía. 
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CAPITULO 2 

Estudiaremoe la noci6n de grupos de Lie para llegar a probar que si G es un 
subgrupo discreto del grupo de isometrfas de PE {§l, El, Hl}, entonces el cociente 
G / P es una variedad. 

Después estudiaremos estructuras geométricas en variedades y la parte más 
importante de este capítulo será. probar la equivalencia entre la existencia de un 
grupo G de isometrías de P actuando en P de manera libre y propia y discon
tinuamente tal que P /G = N sea una variedad diferenciable completa, con una 
( G, P)-estructura completa sobre N. 
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Grupos Topológicos 

2.1. Dellnlc!ón 

Un grupo de Líe es una variedad G con una estructura de grupo tal que las 
funciones: 

y 

GxG-+G 

(x,y) ...-. xy 

G-•G 

son diferenciables. Es decir, la C8tructura de grupo es compatible con la de variedad 
diferencia ble. 

De la definición de grupo de Lie es claro que la.s funciones: 

L. :G-• G 

L.(y) = xy 

y 
R.: G-+ G 

Rz(Y) = yx 

resultan ser difeomorfismos. L. y R. son llamados traslación izquierda y traslación 
derecha respectivamente. Lz y R:r: pueden ser definidas si G sólo es grupo topológico 
y en ese caso resultan ser homeomorfismos. 

Ejemplos: 

i) o¡n con la operación de suma es un grupo de Lie. La.s traslaciones L., : R" -+ R" 
y R:r: : R" -+ Rn estan dadas de la siguiente forma: 

Lz(y)=x+y y R.(y)=y+x. 

ii) § 1 y §3 son grupos de Lie. 

con la operación del producto de complejos. 

con la operación producto de los cuaternios. 

iii) O(n) ={A E Gl(lí!, n)/ AA1 =/},es un subgrupo de Gl(R, n) que es un grupo 

de Lie por ser un abierto de Rn', donde la operación que lo hace grupo es el 
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producto de matrices, O(n) resulta ser subgrupo de Líe que a su vez es grupo 
de Lie. 

O(n) es compacto y tiene dos componentes conexas, una de ellas es SO(n) la 
cual resulta ser conexa y compacta. 

iv) Los grupos de isometrías que preservan orientación de P con PE {§2
, E2, H2

} 

son grupos de Lic. 

J,,o+(E 2) es isomorfo a a § 1 x R1 , la operación está dada por la composición de 
una rotación con una traslación, resulta ser grupo de Lie con esta estructura. 

Iso+(§ 2) es homcomorfo a HP3 = §3 
/ {±!} que resulta ser de Lie. 

Por último Jso+(H2
) ~ § 1 x H2 e.~ de Lie. 

v) Los grupos topológicos son grupos en los que la acción no necesariamente es 
diferenciable. Da.remos un ejemplo de un grupo topológico que no es de Lie: 

Dif(M) = {f: M -• M/ J es un difeomorfismo} 

Los ejemplos en iv) son subgrupos de Di/(M). 

Acciones de grupos en variedades 

2.2 Dcfinlcl6n 

Un grupo de transformaciones diferenciables consiste de uno. variedad diferen
ciable U, un grupo G de Lie y una acción a, que es una aplicación a : G X M -t M 
diferencia ble. 

Ejemplos: 

i) Si a: l x R2 -t R2 está dada por traslaciones, es decir a(n, x) := (n+xi, n+x2) 
se tiene que la acción es continua y diferenciable. 

ii) Si a: 12 x§2 
__. § 2 está dada por a(f, .:i:) = f(x) donde fes la función ant!poda., 

f(x) = -x es también continua y diferenciable. 

iii) Tenemos que Di/(M) actúa sobre Muna variedad diferenciable de la siguiente 
forma: 

a : Di/ (M) x M -t M 

a(f, x) H f (x) 

Llamaremos a esta la acción evaluación. Se tiene que 1 so( P) actúa en P por 
evaluación de manera diferenciable, es decir es un grupo de transformaciones 
diferencie.ble. 

iv) Ahora demos un ejemplo de un mismo grupo G actuando de distinta manera 
en una variedad M. 

SiM =C y G == R 

a1: R X e-te dada por a1(t,z) = e1z 

y CX2: R XC-te con a2(t,z) = ei1z. 
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De aqu( en adelante supondremos que se tiene una acción fija a. Denotaremos 
a a(g,x) = g • x = g(x). 
2.3 Proposición 

La aplicación g : X -+ X es difeomorfismo para toda g E G. 
Demostración. 

X-.GxX-+X 

X 1-+ (g,x) 1--+ g ·X 

resulta ser composición de difercnciables, es diferencia.ble y se tiene que 

es diferencia.ble. 

2.4 Definición 
o 

SeBll a una acción y M una variedad se tiene : 

1) a es efectiva, si para toda g E G, g f 1 existe x E M tal que g(x) # x. 
2) a es libre, si g(x) = x implica que g = l. 

3) a es traiuitiva si dados x1,x1 E M esiste g E G tal que g(x¡) = x1• 

4) Ct es propia 11 discontinua, si: 

i) Si x E M tiene una vecindad U, tal que para toda h E G se tiene que 
hU n U f 0 es finito. 

ii) Si x, y E M con x # g(y) para toda g E G, entonces existen vecindades 
U, V de x, y respectivamente tal que Un G(V) = 0. 

Ejemplos: 

i) La acción l." X R" -> R" dada por traslaciones es efectiva, libre y propia y 
discontinua. 

ii) La acción l.!o(P) x P-> P dada por evaluación resulta ser transitiva. 

iii) Una acción no libre y efectiva sería una acción constB.Ilte, a : G x M -> M con 
a(g,p) H p. 

iv) Un ejemplo de una no efectiva serla la acción identica: Ct: G X M-> M con 
a(g, x) = g(x) = x. 

v) La acción generada por una rotación en R1 con un ángulo racional con 271', 
actuB.Ildo por evaluación no es efectiva, ni libre pués fija al origen. Ct : (Rs) X 

R1 -> R1 dada por g · x = g(x) donde O= ~y g E (Ro) es propia y discontinua 

sobre R2, Si O no es racional con 7t', vimos que formaba un grupo denso que 
además no actúa de manera propia y discontinua. 

2.5. Definición 

Se dice que un subgrupo Ge Iso(P) e8 discreto si como subespacio de Iso(P) 
tiene le. topologle. discreta. 
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Estudiaremos los cocientes que se obtienen al identificar los puntos de una 
variedad por la acci6n de un grupo, veremos cuales son ln.s condiciones para. que el 
cociente sea. una variedad y en en.so de serlo que dimensi6n tiene. Para todo esto es 
necesario dar otraa definiciones. 

2.6. Definlclón 

El conjunto G(x) == {g E GI g • x = x} es un subgrupo de G, llamado grupo de 
i3otropía de x . 

Sea la relaci6n de equivalencia ,.., en M definida de la siguiente manera: 

Sean los puntos x, y E M entonces x ~ y si y s6lo si existe g E G tal que 
g(x) =y. Denotaremos indistintamente g•x 6 g(x), aunque la acción no sea siempre 
por evaluación, esperemos que no exista confusión al respecto. 

2.7. Proposición 

La relación ,.., es una relaci6n de equivalencia. 

Demostración. 

La relación ,.., es reflexiva., ya que 1 · x implica que x ,.., x. ~ es simétrica: 
Si x ,.., y entonces existe g E G tal que g(x) = y, entoces g-1 E G es tal que 
x = g- 1 • g(x) = g- 1(y) de donde se tiene que y ,.., x. Probemos por último 
que ,.., es transitiva: Si x ,.., y y y ,.., z entonces existen g¡, gl E G tales que 
g¡ (x) = y y gl(Y) = z, como gl(g1 (x)) = Yl(Y) = z entonces (glg1)(x) = z por lo 
tanto:Z:"'!I· O 

2.8. Definlc16n 

La órbita de x, que denotamos O(:z:), es la claae de equivalencia de x. 

Ejemploa: 

i) Si a: Ax Rn -+ Rn está dada por a(t, x) = tv + x para. algún v E ir entonces, 
se tiene que la órbita de cualquier punto x E R" es la recta que; pasa por :z; con 
vector director v. 

ii) Si a : l X R -+ R está da.da. por a( n, t) = n + t se tiene que la. órbita de cualquier 
punto de R es discreta. 

2.9. Propoalc16n 
Existe una biyecci6n contfnua entre el espacio cociente G/G(:z:) y la órbita de 

:z;, Es por eso que llamaremos a este cociente el espacio de 6rbitas de x. 

Demostración. 

Sea 8: G/G(x)-+ O(x) dada por la siguiente relación: 

O(gG(x)) = g · x 

donde G(x) es el grupo de isotrop{a de x. Se tiene entonces: 

gG(x) = hG(x) <=? g-1h E G(x) <=? (g- 1h) · x = :z; <=> h · x = g • x 
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por lo que B esU. bien definida., es inyectiva y por el regreso de de lu equivalenciu 
a.nteriores se tiene que e ce una. biyeeción. 

Nos falta. dcmostre.r que O c.s contfoua, sea. <P. : G -. O(:i:) definida. como 
q,.(g) = g • :i: que es continua.. El siguiente die.grama conmuta.: 

donde p estÁ dada. por p(g) 
continua. 

2.10. Propotlclón 

G 
lp 

G/G(:i:) 
/9 

O(x) 

= ¡g¡, resulta ser de identificación por lo que O es 
o 

G(:z:) es un col\iunto cerrado en G p!U'a. toda x E M. 

Demoatraclón. 

Sea.n x un punto de M y i : G -1 G x M c.s tal que x ._. (g, :i:) entonces Ja 
composición 

a_i_.ax M~M 

resulta ser continua, como M es una variedad { x} es un cerro.do en G pero si 
g E (a o i)-1({:z:}) entonces (a o i)(g) = :z: por lo que g E G(:z:) y de aquí que G(:z:) 
es cerrado. O 

2.11. Deflnlclón 

Lln.mamoa a M/G el espacio de órbitas. 

El primer problema que queremos resolver es reconocer M/G topológicamente, 
el segundo será tratar de caracterizar aquellos grupos G tales que M/G es una 
va.riedad diferencie.ble y además calcular de qué dimensión es. En el ejemplo i) 
de 2.8 se tiene que el cociente es una variedad de dimensión uno, noe interesan 
aquelloe espaci01 de órbitas M / G que resultan variedades de In. misma dlmeru1ión 
que M. Como lo es R2 /Z2 donde el cociente es el toro de dimensión dos. Para esto 
ee necesario estudiar mú sobre Jos espacios cocientes. 

2.12. Propoalc16n 

La función proyección p : M -+ M / G es abierta.. 

Demo1tradón. 

Sea V un conjunto tal que V e M y que sea abierto. Por demostrar que P(V) es 
abierto, como pes identificación basta ver que p-1(p(V)) es abierto. Consideremos: 

p-1(p(V}) = {:z: E Vjp(:z:) = p(11) para alguna 11 E V}= 

= {:z: E Vj:z: = g(11) para alguna.11 E V y alguna g E G} = 
= LJu·V 

gEG 
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como g ·V es abierto para toda g E G se tiene que p- 1 (p(V)) es abierto. O 

Si a : G x M -> M es transitiva se tiene que O(x) y M son homeomorfos. 
2.13. Proposición 

Si G(x) es cerrado en G, G/G(x) es de Hausdorff. 

Demostración. 

Sean g1 G(x),91G(x) dos elementos del espacio cociente tales que g1G(x) f: 
92G(x) entonces 9192 E G(x) como Gx G -+ G con regla (x, y) ,__. xy- 1 es contínua, 
Ges grupo topológico y como G(x) es cerrado, podemos tomar una vecindad W de 
9192 1 tal que W n G(x) ""O. 

De la continuidad se sigue que existen vecindades U de 91 y V de 92 tales que 
uv- 1 cw. 

Sabemos que p : G ---+ G(x) es abierta po lo tanto p(U) y p(V) son vecindades 
de g1G(x) y de 92G(x) respectivamente. Por demostrar que p(U) n p(V) = 0. 
Supongamos p(U) n p(V) f: 0 entonces existen u E U, v E V tales que uG(x) = 
vG(x) entonces uv- 1 E G(x) con lo cual llegamos a una contradicción pues 91 G(x) f: 
92G(x). Por lo que queda probado que p(U) n p(V) = 0 y entonces G/G(x) es de 
Hausdorff. O 

2.14. Teorema 

Si M es una variedad diferenciable y a : G x M -+ M es una acción libre y 
propia y discontfnua de Gen M. M/G tiene una estructura de variedad diferencia.
ble que hace de la proyección p: J\f-+ M/G un difeomorfismo local. 

Demostración. 

Para cada p E M tomemos una parametrización en p, '{> : V -+ M tal que 
cp(V) e U donde U es una vecindad de p en M tal que Un 9(U) f: 0 con g 'I= l. 

La aplicación Plu es inyectiva claramente, de donde <Ji = p o'{> : V -+ M/G 
también es inyectiva. 

La familia {V, <Ji} cubre a M / G sólo bll.Bta probar que las aplicaciones de cambio 
de coordenadll.B: 

</i1 = p o cp1 : V¡ -> M/G y </i1 = p o 'P2: V1-> M/G 

con <Ji(V¡) n <Ji(V1) 'I= 0, son </il 1 o </¡2 diferenciables. 

Sea p¡ la restricción de p a cp¡(V;) con i = 1,2. Sea x E </i1(Vi) n </i2(V1) y 
z = cp; 1 o p;¡ 1(x). Sea W e V1 , entonces restringida a W 

basta probar que pl1 ºPles diferenciable¡ sean !11 = p;¡1(x), y¡ = Pl1 op;¡- 1 entonces 
y¡, !12 son equivalentes en M, por lo que existe g E G tal que g • !12 = !/lt si ahora, 
y1 E p(W) entonces pl1 o p2(y') = y" donde y" es el único punto de 'P1(.:z:1) tal 

39 



que p(y") = p(y'), por otro lado, gy1 E 'P 1 (V1) y p(gy') = p(yt) luego gy' = y" = 
p¡- 1 o P1(y') esto es la restricción de p¡ 1p1!'1'(IV) coincide con un difeornorfisrno 
4>9l'l's(W) lo que prueba que sí es difcrenciable y es un difoornorfisrno local. O 

Queremos probar que si M /G = N es una variedad diferenciable entonces 
G ~ II1 (N), para esto definamos la monodromía de un espacio cubricnte de la 
siguiente manera: 

2.15. Definición 

Sea f : M __, N una función cubriente entre variedades diferenciables, sea 
Yo un punto de N, la fibra de !Jo, ¡-1(!10) tiene un numero numerable de puntos 
x1,x1 1 ... 1 definimos a: íl1(N,yo) __, ¡-1(y0) dada por a(¡)(x¡) = x;, donde 1 es 
un lazo que empieza y termina en !Jo que al levantar 1 a M con punto inicial x¡ 
se obtiene una única trayectoria que termina en x¡. De hecho se tiene que a(¡) es 
una transformación de cubierta, la única transformación de cubierta que manda x¡ 
ax;. 2.16, Proposición 

La monodromfa es un homeomorfismo de grupos entre TI 1 (N, !Jo) y el grupo de 
transformaciones de cubierta. O 

2.17. Teorema 

Si G actúa libre y propia y discontinuamente sobre M simplemente conexa tal 
que N = M/G entonces se tiene que G ~ TI¡(N). 

Demostración. 

Quisieramos demostrar que el morfismo anterior es un isomorfismo. Sean p : 
M ...... N la proyección de lvf a N y a la monodromía de p. Tornemos y0 cualquier 
punto de N y fijemos un punto Xo E M de la fibra de y0 • Debernos establecer 
un isomorfismo entre la fibra de !Jo y el IT1 (N, !Jo). Sea 11 E TI 1 (N, yo) un lazo y 
consideremos su levantamiento a Af que cubre a 1 1 y que empieza en x0 ; el cual 
termina en un punto x1 = a(¡1 )(xo). 

Sea g1 tal que g1 (x0 ) = x1 entonces si hacemos la correspondencia 1 1 +-+ g11 se 
tiene el isomorfismo buscado: 

Esta función está bien definida: 

Supongamos que 11112 E IT 1(N,yo) tales que ambos corresponden a g1; en
tonces 11112 tiene la propiedad de que a(1¡ 112)(xo) = x0 • Como M es simple
mente conexa se tiene que ¡ 1 y 12 son homotópicas en M. 

La inyectividnd se dá por que la acción de G es libre. Resulta ser sobre por la 
conexidad de M, pues todo g E G corresponde a algún 11 E IT1(N,yo). 

La función resulta ser isomorfismo, ya que la monodrom!a es un homomorfismo 
del II1(N,yo) a la fibra y de que la acción de a sobre la fibra y la acción del g1 E G 
correspondiente coinciden. O 
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Eetructura1 geométricas. 

Nos interese. dar estructuras geométricas a las dos variedades que se pueden 
modelar en PE {E\§2,H\ bajo la acción de un eubgrupo de Iso(P), la teoría 
de estructuras geométricas es general por eso daremos las definiciones generales y 
tendremos cuidado de que con los ejemplos quede mas do.ro en el caso que nos 
interesa. 

2.18. Definición 

Un espacio geométrico (G,X) es una pareja donde Ges un grupo de Lie que 
actúa sobre X una variedad diferencie.ble, continuamente y de manera única local
mente, esto es si U ~ X es abierto, g E G y glu = id. entonces g = id .. 

Ejemplos: 

i) Se tiene que (J so(P), P) es un espacio geométrico para toda P. 
ii) (G/(n,R),R") es un espacio geométrico. 

iii) Para toda n se tiene que (O(n),§") es un espacio geométrico. 

iv) Sea Dif¡00 (M) que denota al conjunto de los difeomorfiamoe locales de M. 
(Dif1""(M), M) no es un espacio geométrico por que aunque la acción es única 
localmente, Difioc no es grupo ya que la composición no está bien definida. 

2.19. Definición 

Dada Muna variedad diferencie.ble, un ( G, X) -atlas sobre Mes une. cubierta 
coordenada {(U a, Za)} a El donde U a ~ M son abiertos para toda a, Za : U a -+ 
za(Ua) ~X es un homeomorflsmo y Za o z¡i 1 es la restricción de alguna gap E G a 
zp(Ua n Up) f; 0. 

Una (G,X) - estructura es un (G,X) - atlas me.ximal sobre M. A la pareja 
M con un (G,X) átlas maxime.l la llamaremos une. (G,X) - variedad. 

¿ 

w 
X 

<!~--

~· l;·. ~l 
figura 33 

Pare. obtener un (G,X) átlas en M podríamos recortar abiertos {za(Ua)}aer 
y pegarlos con elementos de G dados por la acción sobre X. 
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2.zo. Deftnldón 
Una. (G,X}-funci6n es una aplica.ci6n, f: M1 -+ M2 de (G,X)-varicdades es tal 

que z .. 1 o f oz¡1 es la. restricci6n de algún elemento de G donde este esté definido. M1 
y M2 son (G,X)-11ariedadu1 equivalentes si existe una (G,X)-funci6n invertible. 

Las definiciones anteriores generalizan los conceptos de variedad düerenciable 
y difeomorflamo. Los problemas principales que nos interesan son: 

1 º-Dada una variedad diferencia ble M caracterizar bajo que condici6nes admite 
una (G,X)-eetructura. 

2º-Y si M admite una (G,X)-estn1ctura, contar cuántas no equivalentes exis
ten. Empeeemoa con algunos ejemplos: 

i) Si Go ~Ges un subgrupo de G entonces (G0 , X) es un espacio geométrico. 

Cualquier (Go, X)-estructura sobre M se extiende a una ( G, X)-estrutura. sobre 
M. 

ii) Sobre el toro T, tenemos una (/6o(R2),R 2)-estructura. 

iii) A § 2 le podemos dar una (0(3), § 2) trivie.J.mente y una misma estructura a P2 • 

iv) A R2 como variedad diferenciable podemos darle una estructura (/so(~ 2),R2 ) 
trivialmente y una (/.so(H2),H2)-estructura de la siguiente manera: 

<[ 

Si damos a H2 la métrica. hiperb6!ica h;; y f es un düeomorfismo entre H2 y 
t, entonces se tiene que a IE le podemos dar la métrica f.(h;;J• donde /. es 
la diferencial de f tal que t con esta métrica es isométrico a H . Esto nos dá 
un ejemplo de una. misma. variedad que admite dos estructuras geométricas de 
tipo distinto. 

El problema de equivalencia de dos estructuras en el caso que a nosotros nos 
interesa queda resuelto por el siguiente resultado. 

2.21. Propoalclón 
Sean p : L -+ M y q : L -> N cubrientes de variedades ricmannia.nas con G y 

G' los grupos de transformaciones de cubierta. Entonces M y N son isométricas si 
y s6lo si G y G' son subgrupos coajugados en el grupo de isometrfas de L. 
Demoltracl6n. 

42 



Como M::::: L/G y N = L/G', sea fes una. isometría de L con JGJ- 1 := G1, 

entonces 7: M -> N definida por J(G(x)) = G'(f(x)) es una. isometrfa por ser 
trB.I1sformnci6n de cubierta. 

Inversamente, sea h : M -+ N una isomctrín. hp : L -+ N tiene un levantamiento 
h relativo a la cubriente q y h es una isomctría de L por ser cubriente de h. 

Se tiene que h(G(x)} = h(p-1x1
) == q- 1 (hx'} = G1(hx1

), así que h conjuga. a G 
ya G'. o 

Con esto, el teorema 2.17 y 2.14 se tiene una primera respuesta. al problema de 
la existencia de une. { G, X)-estructura sobre JI,{ que es, que exista un monomorfismo 
del IT 1 (A!) en G tal que la. acción evaluación a.socia.da, sea libre, propia y discontfnua.. 

Con respecto al problema de (G, X)-equivalcnci!lS de estructuras en el caso de 
que X sea. una variedad ricma.nniana. y G un subgrupo de su grupo de isomctrfas. 
Entonces por el resultado anterior dos CBtruct urn.s en M serán equivalentes si Ia.s 
imágenes de II1(M) en G bajo los monomorfismos asociados son conjugados en G. 
En lo que sigue exploraremos estas relaciones con mns detalle para. el en.so general. 
Es decir, donde X no tiene una estructura de variedad riemanníana determinada. 

Queremos en.her como levantar la estructura. de una variedad a un espacio cu
briente. Mediante la función que llama.remos holonomfa. de una (G,X)-estructura 
sobre M de algún modo cstable<:erem06 que relación existe entre el grupo fundamen
tal de M y G. Esto nos ayudará a resolver el problema en general de las estructuras 
equivalentes. 

2.22 Propos!c!6n 
Sea M, un espacio cubriente de M y p la proyección p: M-> M asociada. 

Si Mes una (G,X) - variedad, Mes una (G,X) - variedad con funciones 
coordenadBIJ Zaop· 

Demoatrad6n. 

El (G,X) - atla.'I para M está da.do por el atlas {(Ua,Zaop)} donde Ua es un 
abierto de M y Zaop es un homeomorfismo, además se tiene que (za: o p) o (p- 1 o 
z,8 1

) =Za o z{J- 1 que es la restricción de algún elemento de G. Si U0 n Up # 0. O 

Sean Muna (G,X) - variedad, m0 un punto fijo en M como punto base del 
grupo fundamental l11{M,m0). Fijemos una carta z0 : Uo-> zo(Uo) ~X donde 
mo E Uo. 

2.23. Definición 

La ho/onomía de M es una función X : JI 1 ( M, mo) -> G cuya regla de corres
pondencia es x(a:) :::: Yno• donde a: es una trayectoria. cerrada basada en mo y Yna 

se construye de In. siguiente manera: 

Como <x es compacta la cubrimos con una cadena finita de cartas coordenadas 
Uo, U¡, ... ,Un (ver figura 34). 

Sea zo = z0 , z0 o z¡1 es la restricción de algún g01 E G, el cuál está definido 
par todo elemento de X. 

43 



~ \ 
i" .. '1• \ • 

figura 34 

Sea Zt = Yo1 o Z¡ inductiva.mente obtenemos que z; = 9;-1,; E G. 

Zn, Eo son dos funciones coordenadas de la ( G, X) - estructura definida en unn 
vecindad de mo con lo que queda claro quien es 9no. 

2.24. Definlcl6n 

Llamamos proceso de continuación analítica de una (G, X)-estructura a lo largo 
de una curva a, al proceso de ir definiendo una función a lo largo de las intersecciones 
de vecindades como se hizo en la definición de holonomía. 

Cabe señalar que esta definición generaliza el concepto de continuación analítica 
de una función holomorfa. 

2.25. Proposlcl6n 

Si ao es homotópica a a 1 con respecto a m0 , entonces se tiene que x(ao) = 
x(ai). 
Demostración. 

Sea la aplica.ción H : I x I -+ M una homotopfa entre la curva ao dada 
por H(O, t) t a1 dada por H(l, t), dada.s dos curva.s H(E, t) y H(6, t), si E - 6 es 
suficientemente pequeño una misma colección de de discos cubre la imagen de ambas 
curvas de donde la holonomfa. asocia.da. a ambas curvas es igual. Como la imagen 
de I X I bajo H es compacta en M, el proceso puede repetirse transitiva.mente una 
infinidad de veces, para mostrar que la holonomfa de H(O, t) y la de H(l, t) son 
iguales. O 

La proposición anterior nos prueba que la holonomfa está bien definida. 

La holonomfa depende de la carta coordena.da z0 elegida en mo, sin embargo, 
cualquier otra carta es escencialmente g o z0 para alguna g E G. Obteniendo 
gx(a)g·· 1 en lugar de x(a). 

Si escribimos In G = {'P: G-+ Glip(h) = ghg- 1} y consideramos la acción de 
In G sobre el conjunto de homomorfismos de G' en G donde G' es cualquier grupo, 
Hom(G', G). Dados por X>-+ tp o x, 

ip o x: G'3...G-:f..G 
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H 

figura 35 

figura 36 

se tiene entonces que la holonomfa puede verse como un elemento de la forma: 

Hom(II1(M,mo),G) 
XE InG . 

Ver [Port2]. 

Ejemplos: 

i) Si identificamos los rayos de un sector de ángulo O en E2 o en H2 

M el espacio cociente quitando el vértice tiene una (Jso+(E2),E2)-estructura 
6 una (Jso+(H2},H2)-estructura. En este caso II1(M2 ) ~ 71.. 

Si a es un generador de IT 1 (M) y calculamos la holonomfa obtenemos que 
x(a) =Ro una rotaci6n por O con centro en p (en E2 o en H2

). En particular M 
es una (0(2), 12 2 

- {p}) - variedad o una (0(2), t-0 2 
- {p}) - variedad donde pes el 

vértice del cono, ver figura 36. 

Ejemplo: 

Sean G y G' los grupos generados por la identidad y las traslaciones en E2 

T0 ., T112 y por Tu;, Tv~ respectivamente con v1 = (1,0), u2 = (O, 1) y v( = (1, O) 

y v~ = ( ~, ~). Se tiene que G y G1 actúan sobre ll!2 de manera libre, propia y 
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discontinua, el cociente bajo In. acción de estos gnipos es homeomorfa al toro plano 
de dimensión dos, calculemos la holonomía pnra uno de los gencrndorcs del TI 1(T 2). 

Se tiene: 
X : Il¡(T1

) -+ G está dado por x(n) = Tv, 

y 
x' : I1 1 (1' 2) -• G' dada por x' (a) = Tv;. 

Por lo tanto la..~ dos estructuras planllll que le hemos dado al toro son distinta..'> ya 
que G y G' no son conjugados en I 8o(E1). 

'k (o,o) (•,o) 

2.26. Proposición 

(c.~ 

figura 37 

t;.,L\ u "l'' 

Sea Muna ( G, X)-Vll!'icdad. Si M _!_. M es In aplicación cubriente y levanta
mos la G - estructura de M a M con p(rño) = m0 • Entonces cualquier lazo á ~ M 
en m0 se proyecta a un lazo a= p(éi:) en m0 y :\'. = x o p. donde p. : TI1(M) -+ 

TI1(M). 

Demostración. 

El proceso de continuación ano.lítica a lo largo de ii está dado por las mismas 
cartas coordenadas que para a, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo. 

TI1(M) _ 
lP• 'l 

Tii(M) -+ G 

Y el resultado es cierto. O 

Si la holonomía de una (G,X)-variedad Mes trivial, esto es x(TI1 (M, mo)) = 
{id}, entoonces tenemos una (id, X) - estructura sobre M. 

Fijemos una función coordenada z0 en m 0 • Sea m E M y a ~ M una curva 
que une a m0 y a m. Apliquemos el mismo proceso de continuación analítica de la 
definición de la holonom{a y definamos f(m} = zn(m) E X donde Zn es la última 
función coordenada del proceso de continuación analítica sobre el lazo a. 

2.27 . .Proposición 
La aplicación f está bien definida si la holonomla de M es trivial. 
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Demostración. 

Sea a' <; Af otra curva que une a m0 y a m, a- 1 o a' es un lazo en m0 y 
x(a- 1 o a) ={id}, así que z;,(m) = zn(m) y f está bien definida. IJ 

La aplicación f resulta ser una inmersión ya que localmente es como unn ( G, X)
carta coordenada. Y se tiene que flu0 = zo, f es un homcomorfismo local. 

Observemos que si hubieramos empezado con g o z0 en lugar de con zo lo que 
obtendriamos a g o f en lugar de f. 
2.28. Proposición 

La holonomfa de una ( G, X) - e"'tructura sobre M es trivial si y sólo si existe 
una inmersión f : 'M --+ X. 

Demostración. 

Solo nos falta ver como una inmersión determina una (id, X)- e~tructura sobre 
M, que equivale a decir que la holonomfa es trivial. 

Restringiendo Ja inmersión f a Jos abiertos donde es homeomorfismo local 
obtenemos el (id, X) - atla.s para M. O 

Estudiemos ahora la función desarrolladora de una estructura geométrica. 

2.29. Definlclón 

Sea Muna (G,X) - variedad, sea p: M--+ M la cubriente universal de M, 
levantemos la estructura a Ü. Como IT 1(Ü) es trivial, la holonomía x es trivial y 
entonces una carta coordenada sobre Ú se extiende por la proposición anterior a 
una inmersión. 

D: Ü--+ X. 

D es llamada la función desarrolladora para M con respecto a la carta elegida. Si 
elegimos otra carta coordenada, obtenemos g o D para alguna g E G. 

Ejemplos: 

Tomemos a AJ como el sector de ángulo irracional con ir, la aplicación desar
rolladora nos dá. como cubriente M una espiral infinita ver figura 38 (i). 

En el caso de que el ángulo sea de la forma ~ nos queda un disco partido en 
n partes iguales ver figura 38 (ii). 

Y por último si el ángulo es de la forma ~ se ve como en la figura 38 (iii). 

2.30. Proposición 

La función desarrolladora es equivariante. Es decir, Do Ta = x(a) o D donde 
Ta es una trll.IlSformación de cubierta y a E IIi(M,mo). 

Demostración. 

Si T una transformación de cubierta es decir, si p o T = p. Existe una cor
respondencia 1 - 1 entre los elementos del II1 (M, mo) y las transformaciones de 
cubierta, da.da como sigue: 
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(i) 

(ii) 

(iii) 
figura 38 

El punto final de íi es T0 (rñ0 ) y D(Ta(rño)) = x(a)(D(rño)) por las defini
ciones de D y x(a) o z0 • Donde continuamos x(a) o i 0 a lo largo de jj- 1 entonces 
D(Ta(rñ)) = x(a)(D(rñ)) por lo que la proposición es cierta. Si en lugar de D 
usamos g o D obtenemos que (g o D) o Ta= (g o x(a) o g- 1¡ o (g o D). o 

Sea a un lazo basado en mo E M, sea rñ E J.i levantemos a a a de forma que 
empiece en rño. Sea í3 una curva que una a rñ0 y a rñ. Si fJ = p(P), que termina 
en m = p(rñ). Levantemos {J- 1a{J a p1&p- 1 ~ Ü que empieza en rñ y llamaremos 
T0 (rñ) a su punto final. 

D(rñ) está definida por continuación de io a lo largo de {J, mientras que 
D(T0 (rñ)) está definida por continuación analítica de z0 a lo largo de P'&. 
2.31. Proposición 

D : M -• X es un homeomorfismo para toda a E TI1(M,mo) y alguna 
(G,X) - estructura sobre M. Si tenemos dos estructuras equivalentes sobre M; 
un homeomorfismo h : M -+ M el cual es una (G,X)-función entonces tenemos 
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"'· 

figura 3g 

D(m) 

funciones desarrolladorna D, g o D oh donde h es el levantamiento de h. 

M 
lp 
M 
u 

h-1(U,.) 

l•·h 
X id _, 

u 
U,. 

l •· X 

o 
Ahora simplemente mencionamos como se le puede dar uno. topología al espacio 

de (G,X) - eatructuras 

Sea M una (G,X) - variedad con atlas ma.ximal Ama .. Sabemos que existe 
un {G,X) -11ubatla11 A= {(U;,z¡)} s;; Amoz con un número finito de cartas coor
deno.daa. 

Sabemos que X es un espacio métrico, podemos definir distancia entre dos 
subo.tlas JI y A' de Amaz que tengan las mismas cartas coordenadas {U¡} de la 
siguiente manera: 

d(JI, JI') = sup sup {d{z¡(m), zHm))}. 
i mEU1 

Esta distancio. es nna métrica en el conjunto de todas las subcubiertas de Amoz· 

Consideremos otra (G,X) - eatructura sobre M con A' de Jlmoz con cubierto. 
{U;}, entonces definimos 

con A" e .11:,.0 z y JI"= (U;, z¡) 
La funci6n que definimos de distancia. es una distancia en el sentido de análisis 

podemo: definir E-vecindades para definir una topología r ver [Verj]. 
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2.32. Propotldón 

La topología r es independiente del subatlas A elegido pata representar cada 
(G,X) - eatructura con Am .. :s coma at!M máximo ver !Port2]. O 

En los siguientes ejemplos la. construcci6n de las estructura.s depende de ciertos 
parámetros, la varia.ci6n de ellos produce estructuras distintas y E cerca.nDS. 

i) Si tenemos la banda infinita en R2 comprendida entre lM rectas x =O y x = 2 
si tomamos el cociente que se obtiene al identificar los puntos de la forma 
(O,y) con los de la forma (2,y) obtenemos un cilindro recto. Sin embargo 
si identifica.moa (O, y) con (O, 11 + E) tambien obtenemos un cilindro pero las 
estructura.s que noR quedan son distintintas. Si E es pequeño es posible mostrar 
que las estructuras asociada.a están cercanas. 

o o 
figura 40 

I 
Q...____O 

ii) Demos a § 2 - {m11 m¡, m3} une. estructure. hiperb61ice. identiftce.ndo los lados 
de dos triángulos idea.lee mediante isometrías como muestra la figura 41. Sin 
embe.rgo, si cambia.moa la identificación podemos obtener otra (J so+H2

, H2
) -

eatructura que no necesaria.mente es equivalente ver [Verj]. 

figura 41 

2.33. Definición 
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Si X e1 un espacio mHñco completo decimos que una. (G,X)-estructura sobre 
Mes completa. si 111. función desarrolladora D: M-+ X es una. función cubriente. 

Ejemplo: 

Sea M 2 un pantalón (ver ti.gura. 42), le podemos dar dos estructuras hiperbólicas 
distintas. Primero construyamos la. cubriente universal del pantal6n de la siguiente 
manera: 

Cortemos a. lo largo del y a. lo largo de m, dos geodésicas, ~n el disco unitario 
dibujemos una regi6n fundamental F isométrica. al pantalón después del corte, F 
se puede ver como dos hexágonos hiperb6licos unidos por uno de sus lados, por los 
lado! que no forman la frontera de M 2 repitamos la configura.ción, resulta que lo que 
obtenemos después de reflejar de toda.s las manera.s posibles e1 simplemente conexo, 
sin embargo no es todo el disco ya que los puntos de los lados que corresponden a 
frontera de M 2 no 11on parti: de M2, la estructura que acabamos de do.r al pa.ntal6n 
no es completa. 

Sin embargo, si pens&mDll a M2 como una superficie de Riemn.nn tiene una 
(PSL(2,C),C)-estructura. completa ya que por el teorema de uniformización 

su cubriente universal es todo t::i.. que es completo. 

figura 42 

Cuando X es simplemente conexo, D es un homeomorlismo y podemos hablar 
de X como de M. 
2.H. Definlcl6n 

Una. métrica de Riemann sobre X es G-invaria.nte si la acción la acción 11.110-

cia.da. a : G x X -+ X e1 por isometrías. 

En nuestro ca.so P E {§2, E2, H2
} sabemos que tal métrica existe. 

Un problema general que no analiza.remos con detalle es determinar dado el es
pacio geométrico ( G, X) bajo qué condiciones existe una métrica en X G-invaria.nte. 
Al respecto se tiene la siguiente proposici6n: 

2.35. Propo11lcl6n 

Supongamos que la acción de G sobre X es transitiva y que el grupo de isotrop!a 
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de cualquier punto ee compacto. Todo e.paclo geo!Mtrico (G, X) tiene una métrica 
de Rlemann G-1.nvariante. 

Lademoetracl6m utiliZ& la. existencia de la. medida de Baar, para. esto ver 

~· ~ 
La mfüica. ea compatible con la. topología original de X ver [Splv]. El problema. 

de encontrar métricu G-invaria.ntea con G un grupo de Lle no ea trivial, veremos 
un cuo en que no u.laten. 

Ejemplo: E1 p1>1lble mostrar que 1i X == C y G ion lu transforma.dones 
afines /(z) == az + b con a, b E C y a '/: O entonces (G,X) no tiene una. métrica 
G-invariante. Podemoe observu que en este caso loa grupoe de laotropfa no son 
compact1>1. 

2.s&. Propo1lcldn 

El eepaclo mfülco determina.do por una. métrica G-invariante sobre (G, X) 
donde G fil ttamitlm IObte X y tiene grupo de isotropf& compacto ea completo. 

Demottraclón. 
Por la. prop01ic!6n anterior y como X ea UnlL varieda.d ae tiene que ea localmente 

com.pactL Entonce. la métrica ea localmente completa. SI :r E X fijo y elegimos un 
abierto coordenado con cerradura completa, podemos suponer que es una bola de 
radio 6 homeomoñ& a una bola de I". Decimos que la. vecindad ea una. 6-vecindad 
en % enct,j&da. Por la invariama de la métrica btjo G y por la transitividad de la 
acción 1e ve que cada punto tiene una 6 -vecindad encajad&. 

Conalderamal una 1uceai6n {:r;} en X, eea io tal que si j ;::: Jo entonces 
d(z;, z;0 ) S f entoncee 11 j ;::: jo entoncflll :r; E 6-vecindad encajada de Xf0 la 
cual et completa, por lo tanto{:;} converge. O 

2.S'T. PropOllcldn 

Sea.Muna (G,X}-varledad. SI X tiene UJlJ. atrica de Riemann G-invarian
te, entoncea M tamblm la tiene. 

DecimOI entones que M tiene una (G,X)-métrica de Rlemann. 

D•mo1tracl6n. 

Si :i E T ,..M N tiene entonces que 

(, ),,. = (1 .. )"( 1 )•.(s) 

donde : 0 : u .. -+X es una carta coordenada y z~ : TU0 -+ TX está dado por la 
invena de la diferencial de 1 0 • 

En general al p : M -+ M es un espacio cubriente de M, podemos darle a M 
una métrica riemanniana. de la siguiente forma.: 

(' ),;. = pº( ,)P("'l 

De aquí que p ee una. isometrfa local y la función desarrolladora D : M -+ X lo es 
también. O 
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'• 

figura 43 

J,38, Propo1tcl6n 
SI M ea un eapacio métrico completo, entonces M también lo es. 

Demo1trac16n. 

Sea rñ; ~ M wur. sw:esi6n de C&ucb:y, como p : M -+ M es localmente une. · 
iaometrfa podemos encontrar una curva que un.e a rñ y rñ' eatt. curva se proyecte. 
en una curva sobre M que une a m = p{rñ) y a m1 = p(rñ' de le. misma longitud, 
entonces d(m,m') $ d(rñ,rñ') entonces {mj} ea una sucesión de Cauchy donde 
m; = p(rñ;). Como Mes completa entonces {m;} converge ame M, levantamos 
una curva que va de m1 a m2 y de m2 a m3,. • .,y que termina en m la podemos 
levantar a una curva en M y su punto final rñ es el límite de lu rñ;. O 

Observemos sin embargo que a una milma variedad topológica se le pueden 
poner estructuras completas o incomplctAS cono en el ~emplo después de la defini
ción 2.33. 

Como en el capítulo anterior definimos la longitud de una curva O, que une a 
p y a q con respecto a la métrica G-invariante como L( O) = f 0 da y definimos la 
distancia entre dos puntos como: 

d(p,q) = in!{L(C)/donde O es una curva que une a p y q} 

2.39. Teorema 
Sea Muna ( G, X) -variedad, supongamos que tenemos una métrica riemannia

na G-invarill.Ilte sobre X entonces M es un espacio métrico completo si y sólo si 
Mes completa como {G,X)-variedad. 

Demoatracl6n. 

Sea un espacio métrico completo. pare. probar que le. estructura sobre M 
es completa, levantemos une. trayectoria C ~ X por le. función desarrolladora 
D : M -+ X a une. trayectoria. Ó ~ M. Como D es un homeomorfismo lo
cal podemos hacer Jo que queremos cerca de 0(0) al menos si C(O) E D(M) 
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aupongamos que uí es y que no podemoe levantar toda O; entonces sea t0 = 
sup{t/ podemos levantar a C aobre [O,t)} con to~ 1 y c(t0). 

Supongamos que G es suave y de longitud finita. é el levantamiento 4e [O, tj 
tiene también longitud finita y como D es una isometr(a local se tiene que G(to) E 
M. 

Sea Ü una vecind11.d de m donde D es un homeouwrfuimo, v-1 está definida 
sobre D(Ü) y podemoe entonces levantar a toda G por lo que se tiene que D es 
cubriente y entonces la (G,X)-estructura. ea completa. 

Probemoa el regreso, supong8.lll08 que la (G, X)-estructura sobre Mes com
pleta.. Si {m¡} ea una sucesión de Cauchy en M, tomemos una subsucesión {n¡} 
tal que d(m¡, m;+1) ~ fr• entonces podemos unir los puntos de In. subsucesión 

por una trayectoria o de longitud finita. Levantemos e a é f; ü vía D. Sea. Zo 
una función coordenada en C(O), podemos extenderla a. una. trayectoria en X de 
la misma longitud. Como X ea un espacio métrico completo, la trayectoria que 
levantlll!loa tiene un punto final. Sea m = o(Ó(l)) entonces mes un punto final de 
O= p(C), m = limm11 entonces ea el límite de la sucesión original y entonces M 
es un espacio métrico completo. O 

Se tiene el siguiente teorema que nos dice como podemos darle una estructura 
a la variedad que se obtiene armando triángulos geodésicos mediante isometr!n.s. 

2.,0. Teorema de Ensambladura 

Tomemos una colección de triángulos geodésicos {Ta}aeI en P con Jo.dos {T!} 
donde k = 1, 2, 3. 

Si los triángulos Ta tienen identificados 108 lados por aplicaciones f !~ : T! -+ 
T~ entre loa lados de loa triángulos tales que forman una triangulaci6n de una. 
variedad topol6gica M y se cumplen que: 

(i) Las aplicaciones f!'P son isometrfas. 

(ii) La suma de los ángulos en la aureola asociada a cada vértice de los triángulos 
T0 es 21!'. 

Entonces se tiene que M tiene una. ( I "º( P), P)-estructura.. 

Demo1tracl6n. 
Sea 80 : Ta-+ M el homeomortlamo sobre su lmágen dado por la construcción 

de M. Por hip6tesi.s M tiene une. topología, queremos darle un átlas del tipo 
(I.,o(P),P). Construyamos primero los abiertos del átlas en M como sigue: 

Si :z: E M existe a€ I tal que :z: E O(Ta)i 
ler. caso 

Si :z: E (Oa{Ta))º 1 "el interior", entonces definimos Ua = (Oa(Ta))° y la función 
coordenada Za: U0 -+ P como la restricción de 0;1 a Ua. 
2do, CIUIO 

Si se tiene que x E 8(80 (Ta)) entonces :i: es o no vértice de T ... 

C1U10 a) Si :z: no es vértice de Ta entonces se tiene que x E Oa(T!) y x E Op(Tá) 

54 



para algúna f3 E J. 

Dellnimoa Va= B,(x) UB!(z) donde B. y n;(z) son las P-bolllll de radio E con 
la distancia dada en el capítulo uno, elegimos la epsilon de manera que B.(x) e Ta 
y B~(x) C T.s en eate CllJIO co11.1truimoe como función coordenada a !la : Va --+ P 
dada. por lla(Va) = B(O), eato se puede hacer por la condición (i) del teorema, la 
elección no ea única pero existe eiempre una y no importa cual eligamos, ver figura 
45. 

Caac b) Si x ea un vértice de Ta existen Ta,, ... , Ta. una subcolección de 
triángulos te.leo que X es vértice de ll0 (T0 ),lla(Ta.) 1 ... ,ll0 (TaJ, definimo5 lllll car-
taa coordenadas de la siguiente forma: W0 = B:(x) U B:• (x) U ... U B:•(x) con 
una f adecuada para que se cumpla que B~ e Tp, donde f3 = a,a1, ••• ,an. Por 
la condición (ii) de las hipóteois del teorema tenemos que existe una aplicación 
z°': W0 -+ P que manda W0 1. una bola con centro en el origen como en el caso a), 
ver figura 45. 

Con estas cartas coordena.du queremos darle un (l3o(P), P)-átlllll a M. 

Tenemoe que probar que en caao de intersectarse dos abiertos debe existir una 
isometr{a de P tal que sea el cambio de coordenadas entre las dos cartas. 

Sea Áa n Ap f. 0 con A0 y A.,e de tipo Ua, V0 , Wa, se tienen varios casos 
dependiendo de loe tipos de A.0 y A.p, como juegan el mismo papel analicemos los 
casos con A.a: 

Si A0 = U0 y x E U0 n A.p entonceo se tiene una (Ua, Za) carta para x, veamos 
como puede ser (Ap,lp) con 1 = .i1 111 z, se tiene que si Ap = UfJ, como la carta de 
x ca única por estar en el interior de 11;;1 (T0 ) y la composición es la identidad, ver 
figura 46. 

Si Á,8 = Vp entonces se tiene una carta coordenada (Vp, yp) y queremos probar 
que %°'o 11¡1 restringida a U0 n Vp es una isometr!a. 

6Vij\J o t 
IH 

[q ? 
~ 

/ 0 $'2 

+ Ei 

figura 44 

Si A,a = W,a entonces tenemos que probar que ZOI o x~ 1 restringida a Ua n Wp 
es una isometr{a. 

Si se tiene que A0 = Vp entonces Ap sólo puede ser Vp o una Wp. Si Ap = V.s 
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entonces es claro que !la o ii¡;1 es una isometr!a. ' 

Si Áa = Wa entonces Ap s61o puede ser del tipo Wp y la composición Xa o x-¡; 1 

es la. identida.d que resulta. iaometrfa. De aquí que M tiene una (J.,o(P), P)-eatruc-
tura.. o 

El teorema de ensambladura es cierto en dimensiones superiores planteandolo 
&decuadamente, por ejemplo para dimensión tres. pedir que se ensamblen tetraedros 
sólidas con caru totalmente geodésicu, que caras con caras de tetraédroa eaten 
identiflcadu mediante iaometríM, que se cumpla que en ce.da arista exista una 
aureola. de ángulo 211' e.lrededor de él y en cada vértice loa ángulos sólidos de loa 
tetraedros en la aureola formen un ángulo sólido de 411'. 

Observemos que en la de=tración M puede ser cualquier dos variedad abierta 
sin frontera. Sin embargo, si M es compacte. con frontera se tiene que el teorema 
de ensambladura. es cierto si pedimos quie la. frontera de M sea. geodésica y que 
la aureola de los vértices que esten en la frontera. de M formen un ángulo de 11' 

alrededor de ellos. 

Existen otras formas distinta.a de armar variedades como en el caso de pegarle 
a un cilindro finito dos casquetes esféricos por la frontera, sin embargo el objeto que 
se obtiene de este pega.do no es de Isa. variedades que nos interesan pues tiene en 
los extremos estructura. elíptica. y en el cilindro estructura. ple.na. 

Es por esto, que tenemos que pedir que todos los triángulos sean del mismo 
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(]:CJD 
r-· .. C' 

figura 47 

tipo, o sea que los pedazos tengan la misma estructura. 

Se tiene el siguiente resultado que nos ayuda a resolver el problema de dar 
estructuras geométricas a las variedades y será el camino que seguiremos en el 
capítulo 3 para dar a toda 2-variedad una estructura geométrica. 

2.41. Teorema 

Un sub grupo G de hrn( P) actua en P, donde P E { E2, ~1 2 , § 2
}, por evaluaci6n 

es tal que el cociente N :::: P / G es una variedad difcrenciahle de dos dimensiones si 
y sólo si existe una (G,P) - estructura completa sobre N, de hecho la estructura 
es del tipo (Iso(P), P). 

Demoatraclón. 

Sea Fes una regi6n fundamental de P para la acción de G, Sea Fº su interior y 
Uo :=: Fº, para cada X E aF sea u. una vecindad abierta de X tal que u. nuu. = 0 
para. toda g E G distinta de e. 

Esto se puede hacer por la discontinuidad de la acción de G sobre P. 

Sea Uo U {U,} zEDF = A. Es claro que A es una cubierta de N, se tiene que 
z0 : p-1(U0) e N --+ U, e M, como además se tiene que si U, n u,, :f 0 entonces 
z, o z;,1 = id. por la construcción de los U, lo mismo si U0 n u. :f 0, así que N 
tiene una (G,P)-estructura, que resulta ser completa por ser P completa. 

Inversamente si N tiene una (G, ?)-estructura completa se tiene que D : 
Ñ -+ P es una función cubriente y es una isornetría como además se tiene que P es 
simplemente conexa entonces se puede considerar a Ñ como P, por el comentario 
anterior a la definición 2.34., ns( que se tiene que el siguiente diagrama conmuta: 

Ñ ~ M 
lv / 
N 

por lo que se deduce que P / G debe ser N. 

57 

o 



CAPITULO 3 

Estamos interesados en estudiar subgrupos G de I11o(P) con PE {E2,§2,H2} 

que actúen sobre P de manera propia y discontinua tales que P /G sea compacto. 
A tales G los llamamos Grupos cristalográficos de P. 

Como sabemos si G también actuara libremente tendríamos una variedad como 
cociente y sabemos que entonces la variedad resultante tiene una (I 11o(P), P)-cstruc
tura que resulta completa. 

Con todo lo que se estudió en los capítulos anteriores probaremos que toda dos 
variedad tiene una (Iso(P), P)-cstructura. 
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Grupos Jrlatalográficoa libres. 

Haremos una descripción y cla.sificación de los grupo.q cristalográficos para P E 
{E2,§2,H2}. 

Grupos Cristalográficos libree de E1• 

Por la definidón de grupo crislalográfico, estamos buscando grupos G, de isometrías 
de E2 que actuen de manera propia y discontínua, si además actúo. libremente 
sabemos que el cociente es una variedad. 

El siguiente resulto.do nos dá una caracterización de los grupos libres de E 2 • 

3,1. Propoelclón 

Sea G un grupo de isomctrfo.s que e.ctúa librememnte sobre E1 y sea G1 el 
subgrupo que consiste de todas 11111 trMlaciones en G. Entonces se tiene que G = G1 

o que G = G1 U /3G 1 donde /1 = Bx + b que es una isometrfa de E 2 con D :::: 

(~ ~1 ) y B(b) = b 1 O,b E R1
. Inversamente cualquier grupo de traslaciones 

actúa libremente sobre E2, y un grupo G == G1 U f3G1 actúa libremente si y sólo si 
2b :/; (B + I)a donde Ta E G1 
Demostración. 

Sea la isometrfa a con 1 :f a(x) = A(x) +a E G con el determinante de A igual 
a uno. 

Si A :j:. I entonces (A - J)E2 = E2, as{ a = (I - A) 11 para alguna 11 E Do?
2

• Ahora 
a(11) = A(v) +a= u la cual es imposible. EntoucCB A = I y a es una traslación. 

Ahora G = G1 o G = G1 U /3G1 donde /J{:t) = D(x) + b, con determinante de 
B igual a -1, {3 2 = B 2 + (B(b) + b) querem08 probar que D2 =J. 

Sea { u11 112} una base ortonormal de R2 en la cual B tiene matriz asociada o ~i)· 
Como antes b </. (B - I)E1 , as{ b = b1v 1 + b2112 con b1 :j:. O si trasladamos el 

origen a a = -;/ b1e,, f3 toma la forma 

Ta o /3 o T¡; 1 = B +(a+ b) o T_b = B + (b+ (B - I)(a} 

as( b se convierte en b1e1 y entonces f3 es como dice la proposición. 

Ninguna traslación tiene puntos fijos, así que cualquier grupo de traslaciones 
actúa libremente. Sea G:::: G1 U{3G 1 un subgrupo de 1Bo(E2 ) donde G1 es un grupo 
de traslaciones y f) está dado por f3 = B + b como en el enunciado de la proposición. 
Si x E E 2 y 91 E G1 con (/Jg¡)(x) = x entonces: 

91 == Ta , a= a 1
t11 + a2v~ , :t = :i: 1

t11 + :t1
112 b = b1

t11 

y calculando se tiene: 

l 

L xiv; = B(x) + b(a) + b = (a1 + b1 + .x1
)111 - (a2 + :i:2 )v2• 

i 

59 



Entonces se tiene que 2b = 2b1e1 = -2a1e1 = (B + 1)(-a), mientrll-'I tenemos que 
T-a = g¡- 1 E G1. 

Inversamente si 2b = (B + J)(c) donde Te E Gi, entonces e= c1 111 + c2112, y= 
y1

111 + y2
112 , y2 = ~c2 y tenemos ,B o T; 1 (y) = B(y) - D(c) + b =y entonces G no 

actúa libremente. O 

Con la siguiente proposición obtenemos una clasificaci6n de los grupos crista
lográficos libres de E2 • 

Sea G = G1 UfJG1 la descomposición anterior. 

3.2. Proposklón 

Un grupo G1 de tra.slaciones de E" actúa propia y discontinuamente si y sólo 
si existen m vectores linealmente independientes 11¡ E E" o~ m ~ n, tal que G1 

consiste de todas las traslaciones Ti:n'•• con ni enteros. 

Y G1 es un grupo abeliano libre con m generadores. 

Demostración. 

Sea V un subt?Spacio de E" generado por todos los a E E" para los cuales 
T0 E G1• Tenemos una base {11¡} de V con T0 , E G1• Si Tu E G 1, aproximamos 11 

por una combinación lineal racional de los llij esto dá enteros n} tales que nJ =f O y 

2 

.lim Í: n} - n~v =O. 
1-00 i=I 

Por discontinuidad de G1, ,L;n}u¡ = nJ11 para j suficientemente grande, quitando 
denominadores {l,Tu,} genere. un subgrupo de índic.e finito en G1. Ahora G1 esta 
finitamente generado, es abeliano y no tiene elementos de orden finito. Cambiando 
notación tenemos {Tu,, .. ., Tu~} como un conjunto mlnimo de generadores y por 
nuestra argumentación 111, ... 1 llm son linealmente independientes y G1 consiste de 
todas la.s T:,_• o ... o T:;;: = T:i:n,vi con n¡ enteros. o 

Si el grupo G actúa libre y propia y discontinuamente se tiene entonces: 

l. Si G1 = {1} entonct?S g2 f: 1 implica G = l. En este caso se tiene que 
E2/G = E2 

2. Sea G1 un grupo dclico infinito y G = G1• Entonces G consiste de todas las 
Tna con n entero, para algún vector fijo a I= O y a E E2• En este caso E2 /Ges 
un cilindro. 

3. Si G1 es clclico inñnito y G =f. G1 entonces G 1 consiste de todas lM Tna con 
n entero y se tiene que G = G1 U f3G1 con f3 = B + b como en la proposición 
anterior /32 = T2b E G1 as{ 2b =na para algún n impar n = -2m + 1 Podemos 
reemplazar {3 por {Jo Tma = B + b + ma = B + ~' para B(~) = ~ ya que 
B(b} = b y a es multiplo de b, G es clclico infinito generado por f3 = B + b 
donde fl2 = T2b genera e. G - l¡ D2 = I i B y B(b) = b f= O. Entonces H2 /G 
es una banda de Moebius . 

4. Sea G1 abeliano libre con dos generadores y G = G1 entonces G consiste de 
todas las Tn•a, +n•a,. con n' enteros, para alguna base { a1 , a 2} de H2 

• Entonces 
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R2 /Ges un toro. 

5. Sea G1 un grupo e.beliano libre con dos generadores y G /= G1 Entonces G = 
G1 U fJG1 con fJ = B + b con {32 = T2b como en la proposición 3.1. y pedimos 
ndemás que le. norma de b sea la más chica es decir con jjbjj minimal. 

G1 consiste de todas las T,.•a,+n•ai• ni enteros, para alguna base {a¡,a2} de 
E 2 con 2b = a1. Sea e= a2 - B(a2) entonces B(c) =-e=/= O. 

Así: 

( i) e es ortogonn.I a a 1 

( ii)EI conjunto de todos los n1a1 + n 2c es un subgrupo de índice dos en el 
grupo abeliano Z2 = {n1a1 + n2a2jnison enteros} Existen dos posibilidades 
que ~ E Z2 o que ~ f/. Z2• En el primer caso podemos suponer que a2 = 
~ = -B(a2). En el segundo CllBO podemos suponer que a 2 = ~¡entonces 
/J oTa-,1 = B + T - a2 = B + -;• E G. -,_e es un punto fijo de {Jo T;, 1 lo cual es 
imposible. Entonces podemos suponer que B(a2) = -a2. Ahora G consiste de 
todas les /J", T:;' donde B2 = 1 i= B, B(b) = b f: O y B(a) = -a. R2 /Ges unn. 
botella de Klcin, viene de un toro cortando y pegando en el sentido opuesto 
por donde cortamos. 

En las figuras que estan n. continuación veremos como son cada una. de estas 
superficies y do.remos una región fundamenta.! de ca.da uno de los grupos para. que 
veamos como se van pegando. 

D 

D 
3.3 Teorema 

Cilíndro 
figura 48 

Banda de Miibius 
figura 49 

---

Los grupos cristalográficos libres de E 2 son por la descripción anterior: Iso-
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Toro 
figura. 50 

Botella. de Klein 
figura. 51 

morfos a los grupos fundamenta.les del toro y el de Ja botella. 

Se tiene que el cilindro y la banda infinita no son compactos, as( llamaremos por 
abuso de nomenclatura., Grupos cristalográficos libres con cociente no compacto, a 
sus grupos asociados. 
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Grupos Cristalográficos libree de § 2 • 

Se tiene el siguiente teorema que nos permite clasificar los grupos que actuan libre
mente sobre la esfera. 

3.•. Teorema 

Los grupos cristalográficos en § 2 son el trivial y 71. 1 y las únicas superficies 
completas conexas con una (I so(§1

), § 1)-estructura son salvo isomctrías la esfera 
§ 1 y el plano proyectivo P1 = § 1 

/ { ±!} que son las superficies asociadas a los 
grupos cristalográficos. 

Demostración. 

Sea G el grupo de transformaciones de cubierta de p : § 1 -+ A-!1 donde M1 es 
una superficie completa conexa con una (G, § 2)-estructura, G C 0(3). Si g E G 
tiene determinante 1 entonces g tiene un valor característico igual a 1¡ el vector 
característico es un punto x E § 2 tal que g(x) == x entonces g == I, si g E G tiene 
determinante -1, entonces g1 = I por lo anterior entonces g tiene solo a ±1 como 
valores característicos pero como no puede ser 1 se cumple que g == -J. Ahora 
G ={±!},y de aquí se concluye que M1 es isométrico a § 2 o P2

• O 

Si G == I entonces .M1 es isométrico a la esfera. 

Si G = -I se tiene que M1 es el espacio proyectivo de dimensi6n dos. Veamos 
como se construye el espacio proyectivo. 

figura 52 

63 



Grupos Crlstalográficos libres de H2• 

Con la siguiente proposición resolvemos una gran parte del problema de encontrar 
estructuras sobre variedades de dimensión dos, por el teorema 2.41 esto equivale 
a encontrar grupos que actúen libre, propiamente y discontinuamente sobre H2 as( 
que tendremos una buena lis ta de grupos cristalográficos libres de H2

• 

3.5. Proposlclón 

Toda variedad diferenciable orientable de dimensión 2 compacta de género g :'.". 
2 tiene una (Jso(H 2

), U2)-estructurn. 

Demostraclón. 

La estructura la damos de la siguiente manera: 

Sea un pollgono F regular hiperbólico de rilados con n multiplo de cuatro, con 
la suma de SUB ángulos internos 2ir. 

Tal F existe gracias a la proposición 1.41. 

Si G es el grupo generado por las traslaciones sobre los lados de F, dos a 
dos como en la figura 53, el grupo de traslaciones hiperbólicas es transitivo en 
las geodésicas por lo que existe siempre una traslación hiperbólica que manda una 
geodésica a otra dada, se tiene que G C I so(U2

). Resulta que G actúa propia y 
discontínuamente sobre H2

: Podemos establecer una correspondencia uno a uno con 
los elementos del grupo G y los elementos del enlosado que induce la acción de G, 
como lo hicimos en el caso de los grupos triangulares, se tiene que todo punto de H2 

está en uno solo de los elementos del enlosado por lo que la acción resulta propia y 
discontínua resulta ser libre por que todo grupo de traslaciones es libre. F resulta 
ser una región fundamental. 

El cociente puede ser obtenido de F identificando las parejas de lados identi
ficadas por las traslaciones. Lo que nos queda al identificar es una. superficie de 
género .¡ compacta orientable. 

Todos los vértices del pollgono se identifican en un sólo punto, se forma una 
aureola de 2ir al rededor del vértice. Por el teorema de Ensambladura se tiene que 
es una (Iso(H2), H2)-estructura. D 

3.6 Teorema 

Los grupos construidos en el teorema anterior son todos los grupos crista
lográficos G tales que H1 /Ges variedad compacta orientable. 

La demostración Re basa en el hecho de que con este método obtenemos todas 
las variedades compactas orientable de género mayor que uno. D 

Ejemplo: El doble toro T2 tiene una (Iso(li'l 1},IHl 2)-estructura. Sea F un oc
tágono regular hiperbólico con suma de sus ángulos internos 2ir, sean a,b,a- 1 

,b-1, e, d, c- 1 y d- 1 SUB lados tomemos el grupo cíclico generado por las trasla
ciones que identifican los lados m y m- 1 con m ==a, b, e, d lo que se obtiene al hacer 
la identificación es el doble toro y se ve como muestra la figura 53. 

Con todo lo anterior hemos terminado el caso de dar estructuras hiperbólicas 
a las superficies compactas orientables de género g ~ l. 
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H 

F 

figura 53 

Estudiemos las superficies no compactas. Quu corresponden a grupos crista
lográficos hiperbólicoo libres y con cociente no compacto. Se tiene el siguiente 
resultado. 

3.7. Teorema 

Toda 2-varieda.d difcrenciable, orientable Af2, conexa y no compacta tiene una 
(I so(H2).H2)-estructura complete.. 

Demoetracl6n. 

Caso l. Si la variedad M 2 es simplemente conexa. 

S.8 Lema Toda J.!2 como en el teorema es difcromorfu. a R2
• 

Demoetrac16n (del Lema) 

Por el teorema de Uniformización se tiene que M 2 es confonncmente equiva-
lente a C o a .ll. En cu11.lquiera de los casos se tiene que es difeomorfn a C. O 

Si M 2 es C entoncCll vimo8 en la pnrte (iv) del ejemplo de 2.20. como darle 
una (Jso(H2

), H2)-estructura. 

Caso 2. Si II1(M2) :f Id. podemos dar a M 2 una (Bihol(t).C)-estructurapor 
el teorema de uniformizaci6n se tiene que M2 puede ser e o .ll. 

Si la cubriente es .ll, la estructura es una (I.rn{H2
), H2}-estructura ya que IBB 

transformaciones de cubierta de t;:,, son isometrlas de H2 y es automáticamente 
completa. 

Pero si es C se tiene que M 2 puede ser C o un cilindro diferenciable por la 
claBificación de grupos criatalográ.ficos en E 2 y el hecho de que En el grupo de 
transformaciones de cubierta que estan en Bihol(C) no hay rotaciones ni homotecias 
por que este es subgrupo de Iso(E 2). 

Por lo tanto el teorema queda demostrado. 

Observemos el siguiente resultado. 

3.9. Lema 
El cillndro diferenciable tiene estructura hiperbólica completa. 
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r 
figura 54 

Demostración (Lema). 

Pensemos en el grupo G generado por una. traslación hiperbólica que manda. 
una geodéaica a ot.ra que no la corta, si hacemos el espacio cociente de la acción 
sobre H1 obtenemos que el cilindro tiene una (J.,o(H2),H1)- estructura. O 
3 • .10 Corolario 

Las únicas 2-variedades diferencia.bles orientablcs y no compactas que admiten 
una estructura plana completa, es decir una (/ so(E2), E1)-estructura y una estruc
tura hipcrb61icn completa son R2

, el cilindro. 

En el caso de la.s 'r1U'iedadCB no orienta.bles se tiene que la banda de Móbius 
infinita admite una estructura hiperbólica que se puede obtener como el el ca.so del 
cilindro, solo que &! identificar se invierte Ja orientación. 

Encontraremoe otra lista de grupos cristalográficos de H2 con el siguiente teo
rema. 

3.11. Teorema 

Las variedades diferencia.bles de dimensión dos no orienta.bles compactas, tienen 
una (Iw(H2

), {H2)-estructura. 

Demostración. 
Sea M un& variedad no orienta.ble y compacta, 

Por el Teorema de Clasificación de superficies, se tiene que M es suma conexa 
de espacios proyectivos, es decir, se obtiene de una esfera menos discos que tapamos 
con gorros cruzados. Una variedad no orienta.ble está doblemente cubierta. por 
una orienta.ble. Queremos darle una (/.,o(P), P)-estructura a M. Se tiene que si la 
variedad es l!UIIU!. conexa den espacios proyectivos, M = #Pl entonces x(M) = 2-n 
y x(Ml-1) = 4 - 2n = 2 - 2{n - l}, donde Ml-t es la'\rariedad orienta.ble que la. 
cubre doblemente. 

Queremos dar a M una (Jso(H2), Hl)-estructura, sabemos que si M2-l tiene 
género mayor que uno entonces tiene una ( I so(H2), H2)-estructura, la proyección de 
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M2-1 a Mes un difeomorfismo que podemoa levantar a H1
• 

Quisiera.moa que p o f fuera una trans:fomui.ci6n de cubierta de H2• Afirmamos 
que existe una transfonnaci6n de cubierta de Af1 _ 1 tal que sucede que p o f es 
tl'llll5formaci6n de cubierta de H2

, con lo que M tiene una (f.,o(H2), H2)-estructura. 

Si M2-I tiene n hoyos, es decir tiene género n es poaible poner en M una 
estructura hlperbólica que cumple con que "cortando a M por un plano transversal" 
de tal forma que lu dos partes nos queden aimétricaa e isométricas. Nos queda que 
en cada un.a de 11111 partes tiene u.n número n + 1 de componentes en la frontera 
de cada. uno de IM partes, en cada una de ellas nos falta identificar los puntos 
diametralmente opuesto!, esto es como en § 1, lo qu.e se obtiene en cada una de las 
componentes es una variedad isométrica a M. 

Todo el proceso anterior es una trll.I1Bformaci6n de cubierta que ha.ce de M una 
variedad con (I.,o(H2),H2)-estructurn. o 

figura 55 

El método anterior puede usarse pa.ra dar estructura geométrica hiperbólica a 
algunas variedade.I no campactas y no orienta.ble, sin embargo no pudimos gener
alizar este método pan. todas estas variedades. 

Ob1ervacl6n Las estructuraa no completas no provienen de acciones en P. 

En la siguiente tabla se presentan algunos resultados que resumen los resultados 
de las secciones anteriores de Cllte capítulo. 
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Elípticas 
D 

º''t"to. 11•111'lt•Wt1 

Compactas §l pl 

No Compactas 

ct;tr.tl\~ie 

Toro 

Cilindro 
Rl 

tabla 2 
1 

Planas Hiperbólicas 
o.; no 

C•·f'n: 1\ble Of 1rntablr (!1ÍtM-fa.t!e" 

Botella u-Toro .#P2 
Banda Toda superficie 

no compacta 
orientable o no. 

Finalmente se tiene un resultado muy interesante acerca del número de varie
dades hiperb61icas completas de dimensión dos que tienen la misma área. 

3.12. Teorema 

Sea Muna dos variedad riema.nnia.na, conexa, orientable y completa con estruc
tura hiperbólica. Se tiene por el Teorema de Gauss-Bonnet que sí el Area(M) $ oo 
entonces Area(M) :::: -2irx(M), donde x(M) denota la característica de <le Euler. 

Sólo hay un número finito topológica.mente hablando de variedades con ese 
volúmen. 

Si Vol(M) = 2irk y k es impar entonces existen !.:p posibilidades. Si k es par 
existen ~ + 2 posibilidadel! de variedades M con volúmen 2irk. 

Demostración 

Como la característica de Euler de una variedad es siempre un entero se ticn 
que los volúmenes solo pueden ser 211', 4ir, 6ir, etc. 

Si k = 1 queremos calcular las variedades con las hipótesis del problema que 
tengan área 2ir. La variedad M puede ser la esfera con tres ponchaduras o el toro 
con une. poncha.dura. 

figura 56 
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Ya que la característica Euler de una superficie de género g es 2 - 2g y cada 
vez que he.cemoa una poncha.dura topológicamente es como si quite.ramos un disco 
y la caracterlstica se disminuye en 1 así, si a una variedad con caracterlstica m le 
hacemos n ponchadurs.s su característica es m - n. 

Si k = 2, contamos de cuántas manera.s puede ser M para tener caracterlstica 
menos dos. Si a § 2 le quitamos cuatro puntos las característica se disminuye uno 
por cada punto, así que x(§2 

- 4 pto3.) = -2, lo mismo si al toro le quitamos dos 
puntos y lo mismo para el doble toro, MÍ que tenemos que hay tres para k = -2. 

Se tiene que si k es par la variedad de género -k es una de nuestras variedades 
M, y entonces de todas las va.riedades de género par menor que k podemos obtener 
una de las variedades buscadll.'I con área 2irk he.ciendole las ponchaduras necesarias, 
por esto obtenemos que si k es par existen 1~ 4 = ; + 2 variedades con área 2irk. 

Si k es impar se tiene que M una variedad con gkero g = -;+1 tiene carac
terística -k y su área es precisamente 27fk si a la vn.riedad con género g == -k2-

1 le 
quitamos un punto se tiene que tiene el área buscada as{ que tenemos de k es impar 
que existen ~ variedades con volúmen 2irk, ver !Gromj. O 
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APENDICE A 

Orbifolds 

Definlc16n 

APENDICES 

Una orbifold O es un espacio localmente modelado sobre R", módulo la acción 
de un grupo finito. Esto es, O consiste de un espacio de Hausdorff X 0 , con una 
estructura adicional. 

El espacio Xo tiene una cubierta dada por una colección de conjuntos abiertos 
{U¡} cerrada bajo intersecciones finitas. A cada U¡ se le asocia un grupo finito 
r¡, una acción de r, sobre un conjunto abierto Ú¡ de R" y un homeomorfismo 
cp¡: Ü¡--. Ü;/r,. 

Siempre que U; e U;, existe un homomorfismo inyectivo /¡¡ : r ¡ <-t r; y un 
encaje p¡; '-> Ú; equivariante con respecto a/¡;. 

(Si / E r¡, P;;("lz) = /¡;("l)cp;;(x).) 
De tal forma que el siguiente diagrama con.muta: 

Ú¡ 'Pi¡ 

~i -+ 

l 
V'IJ~/f; Ü¡/r¡ ü,¡ /¡;(r¡) 

J 
- ! 

U;/I'; 
T U¡ ....... u, 

Consideremos rp¡; definida salvo composición con elementos de r; y /¡; salvo 
conjugación por elementos de r¡. No siempre se cumple que rp¡1c = ,P;1c o rp¡; 
cuando U¡ e U; e UJ:i pero debe existir "1 E r1c tal que "ftp¡1c = f,;1c o rp;; y 
"/o f¡1c(g) o 1-1 = fjk o f;;(g). 

Ejemplo: 

Una variedad cerrada es una orbifold donde cada grupo r, es el grupo trivial 
as( que Ü =U. . 

Ejemplo: 

A una variedad M con frontera se le puede dar una estructura de orbifold mM 
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en la cual su frontera se convierte en un éspejo esto es, cualquier punto sobre In 
frontera tiene una vecindad modelada en R" /l1, donde l1 actúa por reflexiones en 
un hiperplano. La siguiente proposición generaliza el teorema 2.21. 

Proposición 

Si M es una variedad y G es un grupo que actúa propia y discontinunmente 
sobre M, entonces M/G tiene una estructura de orbifold. 

Definamos lo que significa orbifold cubriente. 

Deflnlclón 

Una orbifold cubriente 6 de una orbifold O, es una orbifold, con una proyección 
p : Xó --t Xo entre los espacios adyacentes, tal que si x E Xo existe una vecindad 

u == ü ¡r para cada componente V¡ de p- 1 (U) isomorfa n ü ¡r;' donde r; e r es 
algún subgrupo. 

El isomorfismo debe respetar las proyecciones. 

Delnlclón 

Una orbifold es buena si tiene a una variedad corno orbifold cubriente. 

Ejemplo: 

Si consideramos el Tea.rdrop T, una esfera con un punto cono que tiene como 
espacio subjacente a XT = §1 y se obtiene como H2 /l,, = T donde l,, actúa por 
rotaciones T no tiene cubiertas no triviales conexas y se tiene que es una orbifold 
mala. 

Cada X en o tiene 1111ociado un grupo r .. bien definido salvo isomorfismos: En 
un sistema de coordenadas locales U = ür, r z es el grupo de isotropía de cualquier 
punto en Ú que corresponden a x. 

T 

figura 

Deflnlclón 

El conjunto 

es el lugar singular de O. 
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Cuando O es una variedad se tiene que Eo = 0. 

Se tiene la siguiente proposición que no daremos su demostración. 

Proposlcl6n 

Una orbifold O tiene una cubriente universal Ó. 

Resulta que la cubriente universal de O, Ó, es una cubriente regular esto es, 
para cualquier preimagen x del punto base x' existe una transformación de cubierta 
que manda x1 ax. 

Definición 

El grupo fundamental ITt(O) de una orbifold O es el grupo de todas las trans
formaciones de cubierta de la cubriente univeraal O. 

Necesitariamos probar que deberas es grupo y las propiedades del grupo fun
damental sin embargo, supondremos sin más comentario que llBÍ es. 

De aquí en adelante supondremos que O es una orbüold buena. 

Proposición 

El lugar singular de una orbifold de dos dimensione tiene alguno de los sigu-
ientes tipos de modelos locales. 

(i) Espejo: R1 
/"11. 1 donde "11. 1 actúa por reflexiones en el eje Y de R1

• 

(ii) Puntos elfpticos de orden n: R1 /ln, con ln actuando por rotaciones. 

(iii) Esquinas reflectoras de orden n: R1 
/ Dn, donde Dn es el grupo diédrico de 

orden 2n, con presentación < a, b : a1 = b1 = (ab)" = 1 > . Donde a y b 
denotan reflexiones en rectas que se cortan haciendo un ángulo de ;. 

tii¡ (iii 

figura 

En dimensión dos todas las orbifolds O tienen un espacio adyacente Xo topo
lógicamente una superficie y posiblemente con frontera. 

Hagamos una clasificaci6n de las orbifolds de dos dimensiones. 

Como antl!s podemos definir (G,X)-estructura sobre orbifolds y la aplicación 
desarrolladora definida para una (G,X)-orbüold O. 

Proposición 
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Cuando G es un grupo de difeomorfismos de una variedad X entonces toda 
( G, X)-orbüold es buena. 

La función desarrolladora D : Ó -+ X está. definida. 

Si Ges un grupo de i.sometrías actuando trB.llllitivamente sobre X, entonces si 
O es cerrada o completa, es completa. 

Si X es simplemente conexa entonces Ó =X y 11¡(0) es un subgrupo discreto 
de G. 

Se tiene que a una orbifold se le puede definir una característica de Euler, se 
obtiene trunbién que con hipótesis adecuadas se tiene w1 teorema de Gauss-Bonnet 
para orbifolds. 

Se tiene entonces el siguiente resultado que no probo.remos yn que varios de 
los resultados ya han sido probadoa y otros requieren de un estudio más profundo, 
para mayor referencia de los resultad03 de este apéndice vea.se !ThurlJ. 

Teorema 

Una orbifold de dos dimensiones tit>ne una estructura plana, elíptica o hiper
bólica si y sólo si es buena. 

Se tiene que O una orbifold tiene una estructura hiperbólica si y sólo si x( O) ~ O 
y una estructura plana sí y sólo si x(O) =O. 

Una orbifold es elíptica ó es mala si y sólo si x(O) ~ O. 
En la siguiente tnbln se mue5tran todas la.a orbifolds malas, planas y elípticas 

donde (ntt ... nk¡ m¡, ... m¡) denota una orbüold con puntos elípticos de ordenes 
ni. ... , n1i: y esquinas reficctoras de ordenes m1, ... , m¡. 

Todas las orbifolds que no aparecen en la tabla resultan hiperbólicas. 

Esto es, el teorema nos dice que toda orbífold buena tiene una estructura del 
tipo (Iso(P), P)-estructura y se prueba que todas las orbüolds buenas de dimensión 
dos que no aparecen el la lista tienen estructura del tipo (Iso(H2),H2

). 
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Xo Maine Elfptlcas Planas 
La esfera (n) () (2,3,6) 

§2 
(n1,n2) (n, n) (2,4,4) 
n1 < n, (2,2,n) (3,3,3) 

(2,3,3) (2,2,2,2) 
(2,3,4) 
(2,3,5) 

El disco ( ; n) ( ; ) 
A ( ;n1,n2) ( ;n,n) ( ;2,3,6} 

n1 < n2 ( ;2,2,n) ( ;2,4,4} 
( ;2,3,3) ( ;3,3,3) 
( ;2,3,4) ( ;2,2,2,2} 
( ;2,3,5) (2;2,2) 

(n; ) (3;3) 
(2;m) (4;2) 
(3;2} (2;2; ) 

El plano Proyectivo P2 () (2,2) 
(n) 

El toro T'I () 
La Botella de Klcin K () 

El Anillo A ( j ) 

La Banda de Mobius M ( ; ) 

tabla 
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APENDICE B 
Espaclo1 de Estructuras Geométricas 

Hemos dado a una variedad de dimensión dos una estructura geométrica, en 
el capitulo tres, la pregunta. que nos ha.cernos ahon. es: t_. Cuántas estructuras no 
equivalente le podemos dar n. una. variedad de dimensión dos? 

Este problema es estudia.do desde el siglo pasa.do, en el contexto de superficies 
de Riemann, ya que en el caso particular de estructura hiperbólica. en una super
ficie compa.cta y orientable el determinar el numero de estructuras hiperbólicas es 
equivalente a determinar las estructuras holomorfas. El problema es conocido como 
el espacio de moduli o el espa.cio de Teichmüller. En general la colección de estruc
turas geométricas en una Vlll'iedad dada. tienen estructura de espacio topológico e 
incluso de variedad diferencia.ble u holomorfa. 

Veamos algunos ejemplos: Por el teorema. 2.2L po.!emos decir en algunos ca.sos 
cuál es. 

En el caso del cilindro con estructura plana completa su moduli o espacio de 
estructuras planas está parametrizado por la distancia. entre las rectas que tomamos 
para hacer la identificación, o en otrn.s palabr!IB la norma del vector por el que 
trasladamos y generarnos su grupo de traslaciones. 

En el caso del toro se tiene que el espacio de estructuras planas se obtiene como 
sigue: 

Primero observemos que una estructura plana induce una estructura holomorfa. 
El determinar las estructuraa holomorfas en el toro es un cálculo clásico: Para. ello 
debemos halla.r todas las parcjM de números complejos z, w tales que el grupo 
generado por las traslaciones asociadas T. y T.., produzca toros no biholomorfos 
entre si, sin pérdida. de generalidad puede hacerse z = (1, O) y w E H2

• Dos parejas 
(z, w) y (z, w') producen toros equivalente si y solo si 

aw' +b 
w = -,--d con a,b,c, d E Z yad- be= l. 

cw + 

Si SL(2, l) es el grupo de tra.nsformaciones de Mobiu.s con coeficientes enteros 
y determinante uno, entonces las estructurM holomorfa.s del toro están parame
triza.das por H2/SL(2,Z), este cociente tiene estructura. de variedad compleja., es 
biholomorfa. a. e, de donde las estructuras holomorfas en el toro forman de manera 
natural C. 

Finalmente da.da, una. estructura. plana en el toro genera.da. por (z, w), para. A E 
ai+, (Az, .\w) generan la. misma. estructura. holomorfa. pero no la misma. estructura 
plana. Con lo que tenemos que es espacio de estructuras planas del toro es e X llil:+. 

El problema en general no es nada. sencillo y podemos dar como referencia a 
las personas int~resa.da.s por el tema. a. [Bers2]. 
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APENDICE C 

Estructuras Geométricas en variedades de d!menelón tres 

En el C8.SO de tres dimensiones el problema de encontrar los grupos crista
lográficos y por lo tanto estructuras geométricas modeladas en E 3, §3

, H3 las ge
ometrías euclidiana, ellptica e hiperbólica en dimensión tres se complica. demasi
ado. Uno de los problemas es que no se conoce la clasificación topológica de las tres 
variedades y otro es que no tenemos un teorema análogo al de uniformizo.ción. Por 
lo que hemos visto a lo largo del trabo.jo, todoo los problemas antes mencionados 
guardan relaciones entre sl. Actualmente se conocen todos lo grup06 cristalográficos 
de E3 y § 3 pero no los de H3

• 

Se sabe que no toda tres variedad topológica admite una estructura geométrica 
modelada en E 3, § 3 o en H3

. Por ejemplo; §l x § 1 no puede tenerle. ya que aplicando 
la teoría que hemos visto, el que tuviera estructura geométrica de los tipos anteriores 
implicaría que su cubriente universal fuese E3 , §3 o H3

, lo cual es una contradicción 
ya que su cubriente universal es §l x R. 

Recientemente William Thurston ha conjeturado la existencia de estructuras 
geométricas para toda tres variedad compacta utilizando técnicas de cirugía (cor
tando la variedad a lo largo de superficies) y ampliando la lista de posibles es
tructuras a ocho tipos, loe cuales incluyen a E 3 , § 3 y H3

• W. Thurston y otros 
matemáticos han probado que la conjetura es válida para tipos muy amplios de tres 
variedades. Sin embargo, no hay todavía una prueba completa de la conjetura. 

Las referencias principales que proponemos en este tema son [Thurl), [Thur2] 
y [Scot]. 
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APENDICED 
Topologfa de Superficies 

Resumimos algunos resultado que se utilizan implícitamente en el el capítulo 
tres. El primero de ellos es: 

Teorema de clll4ijicació11 de .mperficie3 compactas. 

Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a una suma conexa de 
toros, o a una suma conexa de planos proyectivos. 

La demostraci6n de este teorema se encuentra en !Mass]. 

La característica de Euler de una superficie compacta oricntable de género g es 
2-2g = x(M). 
Propo111cl6n. 

Se tiene que si M es una variedad conexa no orientable, compacta y es suma 
conexa de n espacios proyectivos, su característicn es 2 - n. 
Proposlcl6n. 

Toda varieda no orientable está. doblemente cubierta por una orienta.ble. 

Un resultado muy interesante acerca de la característica de un espacio cubriente 
con respecto a la variedad que cubre, es el siguiente. 

Proposición. 
Si M' es una cubriente de orden p de M, entonces se tiene que x(M1

) = px(M). 
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APENDICEE 

El Teorema de Gauu-Bonnet 

Este teorema fué uso.do en diversas versiones, empezando por cara.cterize.r la 
suma de loe ángulos internos de un triángulo geodésico. Enunciamos aquí una de 
sus versiones más generales. 

Teorema de Gauu-Bonnet. 

Sea R e S una regi6n de una va.riedo.d düerencíable riema.nniana orienta.ble de 
dimensión dos y sean G1,C1 1 ... ,0,. curvas cerradas C 00 por pedazos que describen 
la frontera de R, 8R. Suponga.se que cada C; está. positiva.mente orientada y sean 
Oi, 01, ... , ºP· todos los ángulos externos de las curvns e,. 

Entonces 

donde s denota. la longitud de nrco de C; y la integral sobre C; denota. lo. suma de 
laa integra.les sobre todos los nrcos regule.res de C;, kg la curvaturn. geodésica y K 
lo. curvo.tura Go.ussiana. 

Se tiene el siguiente corolario, que en ocasiones es llamado el teorema. de Gauss
Bonnet. Cuando hacemOll mención en la tesis a este teorema es en esta versi6n. 

Corolario. 

Sea S un& varied&d diferenciable Riemanniana., oriente.ble de dimensión dos, 
entonces f Is KdA = 2irx(S). 

Como refernciu principales se puede ver (DoCarlj o !Spiv2j. 
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APENDICE F 
Coordenadas Ieotermlcas 

Para la existencia de estructuras hiperbólicas usamos fuertemente el hecho de 
que toda superficie orienta ble tiene estructura holomorfa, para ello primero ponemos 
en ello. una métrico. de Riemann y luego se utiliza lo. existencia. de coordenadas 
isotérmicBB. 

Supongamos que en una. vecindad del plo.no tenemos uno. métrica de Riemann 
d~ = gudx2 + gndy 2 + 2g11d:tdy. 

Decimos que lus funciones de cambio de coordenadas dadas por u= u(:c,y), 

11 = v(x, y) con g¡:;~j 2?; O introducen coordenadas isotcrmBS para. la vecindad si 
son tales que; 

donde >. es continuo.. 

Teorema 

Existen coordenadas isotermus para. todo. variedad orientable. 

Por lo anterior es posible obtener cambios de coordena.dus conformes, con lo 
que se tiene el siguiente resultado 

Teorema. 

Una variedad de dimensión dos orientable M difercnciable, puede ho.cerse o se 
le puede dar una estructura de superficie de Riemrum. 

Una referencia de la demostración de estos teoremas se encuentra en !Bersl]. 
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APENDICE G 
El Teorema Uniforml.zaclón 

El teorema de Uniformizaci6n fué utilizado p:ua dar estructura geométrica a las 
superficies, ya que intruducicndo en ellas una estructura holomorfa y lcvanto.ndolo. 
a la cubriente Wliversal es posible hacer que IB.S transformaciones de cubierto. y por 
lo tanto los cambios de coordenadas sean transformaciones de Mobius y por ello 
isometrías. 

El antecedente del teorema de Uniformizo.ción es el¡ 

Teorema de la aplicación de Riemann. 

Dada cualquier regi6r1 simplemente conexa O del plano que no es todo el plano 
y un punto z0 E íl, existe una única función analítica f (z) en O con las propiedades 
de que /(zo) =O y f'(zo) ~ O tal que /(z) define una función uno a uno de íl al 
disco unitario D.. 

Para generalizar el teorema anterior, por el apéndice 3, sabemos que toda dos 
variedad oriente.ble es de hecho una superficie de Riemann. Se tiene un teorema 
de uniformización que nos permite clasificar superficies de Riemann simplemennte 
conexll!I. 

Teoremade Uniformi::ación. 

Toda superficie de Riemannn simplemente conexa es biholomorfo. o conforme
mente equivalente a e, e o al disco unitario !:l.. 

Como referencia para una demostración del teorema de la aplicación de Rie
mann damos el (Alfhlj. Y para una demostración del teorema de uniformización 
ver !Abikj y !Alíh2]. 
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