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PROLOGO

Todo empresa requiere optimizar y raclonolizar sus recursos, y
en lao medida en que ésto esté mejor administrada, tendré moyores po
sibilidades de éxito. Entre los técnicas especificos de la Adminis
tracién que son escenciales para el profesionol que preste sus ser-
vicios en este tipo de instituciones figuran las Matematicos, los -
cufles, constituyen una excelente herramienta para medir, pronosti-
car y planificar el oprovechamiento de dichos recursos.

Ahora bien, cuclquier entidad administrative requiere también,
tonto de persongs copacitedas paro tomor decisiones como de profe -
sionales aptos para plantear ol ejecutivo los opciones dptimas. Si
lo informocibn es plonteoda de manera exacta y sistemdtico, valién-
dose pora ello de herramientas mateméticos, seré fécilmente utiliza
ble poro temar una decisién asi como para pronosticar el futuro -
més ocertadamente que si el odministrodor se bosa exclusivamente en
lo supuesta experiencio.

Son los argumentos anteriores el motivo fundamentol pare reali
zor un estudio de las Mateméticos oplicodas a la Administracién de
Empresas. .

El objetivo de este trabajo es proporcionar al alumno de cien-
cios. administrativas, de uno manera sencilla y clara, los elementos
matematicos escencioles y su oplicocién directa o lo Administrocién
de Empresos en el planteamiento, resolucién e interpretacién de los
problemas que en ellas se presentan,

Por Gltimo, deseo ogradecer el apoyo, lo colaboracién y el in-
terés brindado por el Ing. Enrique Omofia, Coordinador Académico de
lo Universidad Anéhuac, pora realizar el presente estudio. Espero
que el mismo seo de algunu manera una contribucién pora aquellos -
que deseen iniciar o ampliar sus conocimientos en relaci6n o los Mo
temticas y la Administracién, K



INTRODUCCION

E} desorrollo de lo Ciencio Matemética ha provocade el que el
uso de. ésta dentro de la Administrocién de Empresaos, no sea contem-
plodo como un requisito sino como una necesidad imperiosa; por tol
motivo, es imprescindible el desarrollar textos dentro de la Escue-
lo de Administracién y Contedurfa de la Universidad Anéhuac, gue se
ajusten a los programas de estudios de la mismo y que mediante e -
jemplos especificos resolten la aplicacitn de los temas, sin tener
que recurrir o un sinndmero de fuentes de informacitn. El presente
estudio, tiene como objetivo primordial el empezar o cumplir con tg
les fines.

El contenido de este trabojo se divide en cop!tulos que abar -
con los conceptos bhsicos de Mutemticos; cada uno de ellos comien-
2o con las definiciones y en su coso, principios y teoremas corres-
pondientes. A continuvacién, figure wna coleccién de problemas re -
sueltos 'y otro de problemas propuestos; ambos han side formulados -
de manero que proporcionen una visién clara de la oplicacién de ca-
da uno de los conceptos explicados o la Administracién de Empresas.

Los caopftules que conforman el estudio corresponden a los te -
mas incluidos en el Programc de Estudios elaborado por la Universi-
dad MNacionol Auténoma de México poro el curso de Motembticas Basi -
cas en lo correra de Administracién de Empresos, y son los siguien-
tes

€l copitulo I especifica los objetivos perseguidos, la hipéte-
s propuesta y los tipos de investigocién a reclizar.

-

En el copftulo II, se destaco la Importancia que tienen los-Ma
tembticos en el anblisis y solucién de la problembtico que se pre
sentao en lo Administracién de Empresos y se discuten algunos de los
problemas comunes en lo docencia de dicha moteria.

€l capitulo I1l, presento los principios fundamentales del &1-
gebra, incluyendo el leguaje y teoremas de la misma, asf como los o
peraciones algebrbicas y los casos de productos notables y foctori-
zocién,

En el copftule 1V, se desarrollo el tema de 4lgebra de conjun-
tos, el cubl comprende los relaciones y operaciones entre conjuntos,
los subconjuntos, el uso de diagramas y los aplicaciones de esta =
teorio en la obtencién, anélisis y evaluacién de informacidn.

El capftulo ¥V, explica el anélisis combinatorio, fundamenténdo
se en los conceptos de conjuntos ordenudos.



El copftulo VI, desarrolla la teorfa fundamental de la probabi
lidad, incluyendo la probabilidad simple y la conjunta.

El capftulo VII, define los funciones lineales y su-representa
cién, os{ como los conceptos correspondientes o la recta y o los -
sistemas de ecuaciones lineoles. Todos los conceptos anteriores -
son aplicados en el capftulo VIII, en el cuél se ensefia ol plantec
miento, solucién e interpretacién de modelos matemticos y de la -
progromacién lineal, destacondo la-importancio que tienen éstos den
tro de la Administraci6n,

En los capftulos IX, X y XI se desarrollan los temas de logo -
ritmos, progresfones y matrices, y por Gltimo se presentan las con-
clusiones derivados del presente estudio.



CAPITULO - I

PLA'EIACION DE LA INVESTIGACION




1.0

OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL

Anallzar y desarroller los principios matemdticos indis -
pensobles pare el plonteomiento, resolucién e interprota-
cién de lo problemética que se presenta en la Administra-
cién de Empresas,

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1

Establecer la importancia que las Mateméticas hon adgui
rido dentro del campo de lo Administrocién.

Analizar lo teorfa de conjuntos, sus conceptos y oplica
ciones, destocando la importoncic que tiene esta teoria
en la obtencién, ondlisis y evaluacién de informacién -
para. fundomentar decisiones,

Conceptualizar el anélisis combinotorio como fundamento
del estudio de la probabilided, mostrando mediante e)em
plos espec{ficos el campo de accidén que puede llegar a
tener ésta Gltima,

Desarrollar analftica y gréficamente los conceptos de -
funciones linealesy de ecuaciones e inecuaciones, esta-
bleciendo su utilidad poro expresar las interrelaciones
entre los elementos de un fenémeno particulor bajo esty
dio.

Plantear la resolucién e Interpretacién de modelos mate
méticos de utilidad en la Administracién de Empresas ta
les como: punto de equilibrio de la oferto y la demonda
y punto de equilibrio de lus ventas y los gostos.

Conceptuclizor el método gréfico y lo trascendencio -~
préctice de la regresién lineal simple y lo programa =--
cién lineal,

Definir los conceptos de logaritmos, os!{ como explicar
las ecuaciones exponencioles.

Establecer los principios de los progresiones aritméti-
cas y geométricas y lo resolucién de las mismas.
Introducir los conceptos bésicos del célculo matricial,

Crear y resolver ejerciclos que muestren lo aplicocién
de los temos planteados en el presente estudio dentro -
de lo Administracién,



PLANTEQ DEL PROBLEMA

¢ Son las Matemdticos, reolmente una herromienta Otil paro el --
planteamiento, resolucién e interpretacién de problemas odminis-
trotivos que se presenton en los orgonfzaciones en lo octuoli -
dod 7

HIPOTESIS

Si se cuenta con los conocimientos sobre los métodos y herramien

tos bésicos de la ciencia Matembtica, es posiblie lograr un mejor
plonteomiento, resolucién e interpretocién de los problemas odmi
nistrativos, as! como alconzar uno moyor eficiencia en el plan =
teamiento del proceso de toma de decisiones, evitando el opoyar-
se en la experiencia y opreciacién personal exclusivamente.

1,3.1  VARIABLE DEPENDIENTE

Un mejor planteomiento, resolucién e interpretacién de -
los problemos odministrativos y unc mayor eficiencia en
el plonteomineto del proceso da tomo de decisiones, evi-
tando el apoyo exclusivo en la experiencia y apreciocién
personal.

1.3.2  VARIABLE INDEPENDIENTE

El conocimiento de los métodos y herramientos basicos de
lo ciencio Motembtica,

DISEND DE LA PRUEBA
1.4.1  INVESTIGACION DOCUMENTAL

Parc efectos del desorrollo de este estudio, se recurri-
r& como fuentes de investigacién documentol o los si -
guientes bibliotecos :

+ Biblioteca Universidad AnGhuac,

+ Biblioteco Instituto Tecnolégico Autémomo de México.
+ Biblioteco Universidod Iberoamericona.

+ Bibliocteco Tecnolédgico de Monterrey.

1.4.2  INVESTIGACION DE CAMPQ

Lo porte correspondiente o lo investigacién de compo, -
consistiré en la creacién y desarrollo de ejercicios po-
ra lo aplicocién practica de cado uno de los temas plan-
teados o lo lorgo del presente estudio, dentro del compo
especi{fico de lo Administracibn,




CAPITULO IT |

LAS MATEMATICAS APLICADAS A LA ADMINISTRACION
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2.1 LAS MATEMATICAS

Desde el inicio de la hiatoric escrita, los avances cientificos y
culturales hon dependido del uso de los "sfmbolos”. El hombre primiti-
vo descubrié que las ideas se desarrollen y comunicon mejor por medio -
del lenguoje hablodo y escrito, es decir a través del uso de simbolos -
que representon los imégenes mentales. En la medido en que se avanza -
en el conocimiento de cualquier 4rec, dichas imégenes mentales se hacen
més complejas.

‘Cuando los conceptos a que se refieren los simbolos son esenciol-
mente no cuantitcotivos, los simbolos y sus relaciones pueden ser estu -
diados en el morco de lo Ldgica, y no es requerida lo Motemético como -
tol.

) Cuando los simbolos representan conceptos cuantitotivos esencial-
mente, la ciencio Motembtica es Otil y de hecho indispensable para ano-
lizor sus relaciones.

Los Motemdticas,presentan entonces una estructura sistemdtica den
tro de lo cuol se pueden estudiar las relaciones cuontitativos.

Existen bésicamente dos conceptos de la ciencio Matemética :
a) Los Mateméticas Puras,
b} Las Moteméticas Aplicadas.

En forma muy general podrio decirse que ambos conceptos de la --
ciencio Motemdtica difieren en un aspecto muy importante : en lo Matemd
tica Pura los simbolos representan conceptos abstractos cuyes propieda
des se fijaon por definicién, mientras que en la Matemético Aplicoda, mu
¢hos simbolos representan variables que se observon en el mundo real y
cuyas propiedades deben determinarse no por definicién gbstracta, sino
por observocién, para luego establecerse en formo matemético.

- Con objeto de definir mejor estos dos conceptos de la Matemitica,
se explicarén a continuacién en forma més extensa.

2.1,)  MATEMATICAS PURAS

Cuando se introduce la estructura légica en los Mateméticas, se -
hace necesario permitir que algunos emunciados queden sin demostracién,
es decir que no se deduzcan de otros enunciados, para tener algo con -
qué empezar. As{, el teorsma 10 puede ser demostrodo hociendo ver que -
consscuencio légico del teorems 9, de igual modo, puede demostrarse el
teorema 9 a. portir del 8, y os! sucesivamente. Tarde o temprano se ten
dré que detener y conceder la verdad o clgunos enunciados sin demostrao-
cién,

En caso de que se tratora de demostror todos los enunciodos, nece

sariamente se caer{a en la trama de lo "circularidad”, Esto es, si se
dice que el enunciado *A" es verdadero porque "B”" es verdadero y se ase



gura que “B" es verdadero porque se sigue del “A” y "A" es verdadera, -
se estd utilizando un razonamiento circular.

Por otra porte, todo enuncicdo motemético envuelve ciertos "térmi
nos®., Si preguntomos lo que un términe significe, éste podria definir-
se en términos de otros términos, y éstos Gltimos definirlos a su vez o
través de otros términos nuevamente. Tarde o temprano este proceso de
definicién, como el proceso de demostrucién debe detenerse ; as claro -
que no pueden definirse todos los términos sin caer <n el pecado de lo
“circularidad”. Deben usarse algunos términos sin definicién, mientras
otros términos se definirén, en Oltimg instoncia, con estos “términos -
indefinidos”. En resimen, todus los definiciones deben involucrar algu-
nos términos que no se definen.

Ahora bien, cuando paro explicar cierto enunciado o palabra, se -
ve uno conducido o basar lo totalided de sus definiciones sobre algunos
enunciados o término indefinidos, se ha hecho "Ciencia Matemdtica Pura”.
Es decir, uno ciencia Metemitica Pura es una coleccién de enunciados --
que comienzon con ciertos enunciados no demostrados {postulados),. que -
involucran ciertos términos no definidos, y todos los otros enunciodos
de sus sistemo se deducen légicamente de los postulados y todos los nue
vos términos de definen en téminos de los indefinidos.

Considérese un ejemplo de lo anterior :

Tomando los "términos Indefinidos”: “x","y","a”,"b", supénganse. -
los *enunciodos no demostrodes o postulodos” siguientas : -

POSTULADD 1 1 Todos los “x* son “y”,
POSTULADO 2 :  Algunos “x".son “a”
POSTULADO 3 :  Todos los *y” son *b*

Partiendo de que los “teoremas” son consecuencios légicas de los
postulados, se obtiene lo siguiente :

TEOREMA 1 Algunos *y" son "a”.
DEFINICION 1 : Todo "y* que es también “o”, serd llomado "F*
TEOREMA 2 : Algunos “b"” son "F*

Este ejemplo muestra una ciencic Matemética Pure con 4 términos -
indefinidos, 3 postulodos, ) definicién y 2 teoremas. Es sin dude una
ciencia Matemdtico Pura en miniatura, pero describe todas las caracte -
rfsticos propias de la misma: comienza con términos indefinidos y posty
lodos indemostrados, pero de oh{ en odelante todos los nuevos enuncia -
‘dos {teoremos), son consecuencios légicus de los enunciados previos'y -~
todos los nuevos términos {como el término “F”), son definidos a partir
de términos usados previamente [como”y" y “¢”).

2,1.2  MATEMATICAS APLICADAS

Se tendré vna “oplicocién o interpretacién” concreta de la cien -
cio Matemtico Pura, cuando se asignen significados o los términos inde
finidos de dicha clencia Mistemética.

S{ los significedos asignades o los términos indefinidos son to -



les que, cuando estos significados se sustituyen por dichos términes in
definidos, los postulados se convierten en enunciados verdaderos, enton
ces, en virtud de que los teoremas son consecuencics légicos de los pes
tulados, los teoremas se convierten autom&ticamente en enuncicdos verdy
deros acerca de estos significados.

Se llamard entonces “Motemiticas Aplicadas” o los aplicaciones o
interpretaciones concretas de los MatemGticos Puras,

Es ®in emborgo importante sefiular por ¢ltimo, que la ciencic Mate
matica Pura seguiré siendo vélida sea que se encuentren o no interpre-
taciones o aplicaciones concretas de lo misma,

2.2 APLICACION DE LAS MATEMATICAS A LA ADMINISTRACION DE:EMPRESAS

Los Matemdticas son bdsicos a todas los materios en las que se in
yecta uno estructurc légica.

"Motematizar” un asunto, no significa meromente introducir férmu-
las y ecuaciones en el mismo, sino més bien moldearlo y fundirlo en un
todo coherente. Esto es, estructurarlo con postulados reconocidos de mo
nera clara, con definiciones impscables y conclusiones escrupulosemen
te exoctas. En otras palabras, "matematizar® un tema significa simple-
mente ponerio en forma de una ciencia Matemética pura.

Ahora bien, en virtud de que la Administracién se relcciona con -
conceptos que son de natyralezo esencialmente cuantitotiva, por sjem -
plo: precios, costos, escolas de salarios, inversiones y utilidades, -
gran parte del anélisis administrativo es ineludiblemente matemitico en
su noturaleza.

Cuando los voriables administrativas se representon con s{mbolos
y sus propiedades se eatablecen en forma matemdtica, las Matembticos -
proveen las técnicos pora onalizor los relaciones entre los sfmbolos y
por lo tanto entre los variables que ellos representan,

Hace algunos ofios, el recurso de los técnicas moteméticas ero li-
mitado; sin emborgo se ho estado produciendo una evolucién que ha propi
ciado que numercsas ramos de esto ciencia se hogon indispensables para
poder osumir las funciones de responsabilidod de lo empresa.

El volimen de los negocios, lo ropidez de las decisiones, la im -
portoncia de sus consecuencias y la multiplicidad de coscs que atender,
se han incrementado en proporciones tales que lo naturgleza de los pro-
. 'blemas de las empresas se ha modificado profundamente: “es urgente com-
biar lo consigna”. Hoy, los hombres de negocios no dependen mis de co-
razonodas, por el contrario, cusntan con informecién sistemGticaomente -
organizada como base pora el efectivo control de sus compaiifas.

Ahora bien, a medida que crecen en nimero y complejidad las opli-
caciones de los Motemdticos a los problemas de negocios, se va haciendo
cada vez més diffci] el determinar cuéles son los aspectos pertinentes
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de las MatemSticos pora tol efecto : ¢Seré la programecién lineo' lo -
clave de los Mateméticos pore la direccién de negocios? o bien, élo se-
ré entonces la probabilidad o olguna otra?. El hecho es que el poder
més significotivo de éste y otros podarosas herromientos, desde el pun-
to de visto del administrador de una empresa, no reside en lo complicu-
do técnica analftica, sino en algo relativomente més simple y de efecto
més sutil y penetrante: las Miteméticas le ayudarén o examiner, aclorar
y mejorar la légico en su toma de decisiones.

Con cobjeto de oprovechor estas ventajas tan importentes, el hom -
bre de negocios no necesita adquirir lo ogudeza intalectual o habilided
con los nimeros del matemético. As{ mismo, tal vez es de poco valor el
conocimiento muy detollado de los aspectos mecénicos de los técnices -
muy refinadas pero complejas. Lo que se requiere es oumentar el conocl
miento, comprensién y opreciacién ccerca de los “oplicociones y usos” -
de las Matemé&ticas en su campe de accién,

Utilizando ung anologfe, puede decirse que no es necesaric tener
lo facultad de componer misica o de arreglar la partitura de une orques
ta sinfénica para ser capaz de apreciar las grandes obras musicoles del
mundo, EI hombre de negocios tampoco tiene que ser un virtuoso motemdti
co para entender y utilizar los grandes conceptos matemdticos universo-
les, con lo finalidad de mejorar la toma de decisiones o hacer un uso e
ficaz de las Matemiticas dentro de su organizacién.

La tendencia hacla una tome de decisiones més cient{fico contindo;
es por ello que, &s evidente que quienes tengon un buen conocimiento de
las Mateméticas y.sus aplicaciones tendrén una notable ventaja sobre -
los que carezcan de dicho conocimiento. Sin embargo, la gran mayorfa -
de las personas que estudian uno correra profesional, entre elles lo Ad
ministracién de Empresas, se preguntan & por qué es necesario estudiar
Mo temdticas 7.

Cuondo no se conoce el campo de oplicacién de los Motemétices, re
sulta dificil contestar a tal pregunta; motivo por el cual se mencionc-
rén a manera de ejempo algunos temas para los cuales el conocimiento mi
nimo de los mateméticas resulta sumomente i{ndispenscble. Dichos temas -
son; modelos mutemiticos, conjuntos, curvas de regresién, programacién
lineal y estad{stica.

A) Modelos Mateméticos :

Dentro de lo teorfo administrativa, uno de los aspectos més impor
tantes es aquel que ne refiere o tomar una decisién respecto.a un -
problema real.

Para tomar tal decisién, debe hocerse una representacién del pro-
blema real, considerando Gnicamente aqusllos condiciones que tienen
una mayor relevancia, ya que serfc imposible consideror todas las -
que podrian intervenir,

A lo representacién antes mencionodo, se le conoce como "modelo”
y sl se expresa con simbolos matembticos se le llamo modelo matemsti
co, ‘
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Como ejemplos de modelos motemdticos frecuentemente oplicados a -
la Administrocién podemos citar el modelo de punto de equilibrio en-
tre lo oferta y la demanda y el de puntc de equilibrio entre las ven
tos y los gostos. Ahora bien, si consideromos los onteriores mode -
los como representaciones linsales Gnicamente, es decir como opllca-
ciones de lo recta, para poder obtenerlos es necesario saber por lo
menos: obtener una funcién limeal, resolver e interpretor gréfica y
onalfticamente un sistema de ecuaciones lineales, etc.

Conjuntos ‘1

Las Mateméticos moderpas tienen su columna vertebral bosodo en -
los conjuntos. Por medio de lo teorfo de conjuntos puede encontrar-
se lo relacién con temas tan trascendentoles para le Administracién
como es la probebilidad,

Curva de Regresién .

" Como ha sido visto, lo Administroci6n tiens como uno de sus pilo-
res o lo teoria de lo toma de decisiones; ahora bien, si el ondlisis
de regresién sirve para poder predecir un valor desconocido, luego -
entonces resalta su importancid.

Para poder obtener lo curva de regresién mis simple, una recta, -
@8 necesario saber de menos: obtener lo ecuacién de una recto y el -
valor de uno variable dependisnte conociendo o la variable indepen -
diente.

Progromacién Lineol
Una de las principoles finolidades de la Administracién, es lo de

" maximizor o minimizar, segin seo el coso, las ganoncias obtenidas o

-~

los gastos reclizados; lo anterlor pusde calcularse mediante la pro-
gromacién lineal.

Para poder desarrollor lo programacién lineol es indispensacble co
nocer las sigulentes bases : obtener ecuaciones de rectas, gqroficor
inecuaciones lineales, resolver sistemas de acuociones lineales y -
trazar ung recta medionte la pendiente y la ordenada al origen.

Estad{stico :

Antiguomente, cuando los empresas eron pequeiias, los dirigentes -
podfan conocer todos las funciones y operaciones mediante el contac-
to peraonal con los empleados; pero como cedo dia los empresas van -
creciendo, se requiere moyor planeacién y sistematizacién, es decir

.que el contacto personal se sustituye por el anélisis e interpreto -

cién de lo informaci6én numérica obtenida y os{ poder ploneor activi-
dades.

Lo onterior puede logrorse mediante lo estadfstica , lo cuél -
no podria dominorse si no se tienen los siguientes bases matemdticas:
Glgebra, cplicaciones de funciones y ecuociones, trazo de curvas y -
rectas, etc,



Se podrion seguir analizando mis temas administrativos basados en
los Motemdticas para observar lo importancia de éstas, sin emborgo, con
_lo antes expusstos se tiene una imagen general al respecto.

Por Gltimo, se podrio concluir que de uno u otro maonera, las Mote
méticos son utilizadas en coda érea o aspecto de una empresa: produccidp,
finanzas, ventos, mercadotecnia, ploneacién, control, etc. y que los -
hombres de negocios exitosos estdn octualmente resolviendo problemas me
diante técnicos matemiticas exactas y clent{ficas, -

2.3 LA DOCENCIA DE LAS MATEMATICAS

2.3..1 CONTRIBUCION DE LAS MATEMATICAS AL APRENDIZAJE DE OTRAS -
MATER]IAS

Si las Moteméticos no fueran (tiles, hobrfan desaporecido ya del
plon de estudios de centros docentes de todas las categorfas, En estos
momentos o3 la utilidadde las Matemiticas lo que les otorga preeminen -
cia en los programas de estudio.

A comienzos  del presents siglo, lo relocién entre lo Motemética
y otras ciencias era escasa, Lo biologfa, historia, economfo y otras a-
signoturas; poco o ningln coso hacfan de los ciencios exactes,

Posteriorments, o consecuencic de los grandes progresos en las -
clencios en general y en las Moteméticas, y ol mismo tiempo o consecusn
cia de los adelantos en didéctica motem§tica, se produjo un deslinde mE
yor de asignaturas por un perfodo largo,

Es por ello que en la actualidad, se nota una creciente preocupa-
cién por parte de un gron nimero de hombres de ciencia y educadores en
pro de obtener uno armonfa y relaciones mutuas entre los mateméticos y
las otras esferas del sober en que tienen oplicacién.

Respecto de la contribucién de los mateméticas en el aprendizaje
de otras clencias, podemos decir que en gfios recientes la ensefianza de
éstos, se ho hecho més formal y més matemético :

~ Los cursos de f{sico son ms técnicos que antes y destacan conceptos
y leyes en unc explicacién teérica, estructurada y matemética del --
mundo fisico.

- Los cursos de quimica requieren explicacién abstracta, casi motembti
ca del comportomiento da lo moteria, tonts orgénico como inorgénica.

- La teorfa celular en biologfo, se esté desplazando més y mds hacia v
no descripcién matembtica de los seres vivos, de manera anéloga @ lo
que sucedié en el desenvolvimiento de lo fisica atémica,

- Los teorias de los procesos econémicos se han absorbido en explica -
ciones basadas en la probobilidad,

- Y otro tonto ocurre en astrofisice, astronomic, geologfa, sociclogfa,

13



sicologla y muchos otras ciencias de gran importancic en estos momen
tos,

Lo intervencién de las Moteméticas en otras cienCius es entonces
cada vez mayor. Existen hoy, un creciente nimero de hombres de ciencio
que en su investigacién dependen més y més de los modelos mateméticos.
Cuando se proponen construir un cuerpo estructurado del saber, recurren
fundamentalmente a los aspectos estructurados de los Motemiticas., No se
trato de fisicos relativistas solomente, sino de bidlogos moleculores,
de sic6logos del comoortamiento, de estodisticos industricles, de inves
tigodores opsracionales y de administrodores de negocios entre otros -
mbs,

Estos personas reclomun de las escuelos una ensefianzo mds profun-
da, més amplia, més préctica y de contenido més estructurcdo que nunca,

2.3.2  PROBLEMAS EN LA DOCENCIA DE LAS MATEMATICAS

A nivel profesional se monifiesto constontsments una carencia muy
acentuada de preparocién matemético por parte de los estudiantes,

£l contacto informal y cotidiano con ellos, ho mostrado que olgu-
nos experimentan miedo ante lo solo mencién de lo palobro "Mateméticas”.
No en pocos casos, se ho podido constator que muchas personas, llegado
o} momento de la eleccién de una carrerc se pregunton: & En qué carrera
no se necesitan Matembticas § , desde Juego, lao respuesta condiciono su
decisién, i

Los Motemdticas, sin emborgo, constituyen una disciplina sencilla
y facil de comprender. Es posible que el temor ante ellas se deba o -
que algunas veces los matemdticos, acostumbrados al lenguaje de esto -
discipling, no ponen verdadero #nfasis en explicar de manera clara leos
ideas y conceptos matemiticos, por ko que lo mayoria de las personas se
intimido ante ese lenguaje cparentemente incomprensible. E£n la medida
en que las Matemdticas sean explicados al estudionte de monera ordencda,
sencilla y accesible, el gusto y dominio en esta ciencic se verd incre-
mentado,

Otro ospecto muy importonte en lo que o las MatemSticas y su do -
cencia se refiere, es que el estudiante dessa saber para qué sirve di -
cho ciencia, especialmente en algunas carreros donde imperan los actity

des pragméticas. No pone en tela de juicio las oseveraciones de los -
cultivadores de esta disciplino, pero desea conocer la utlidad de laos -
mismos para poder resclver sus problemos précticos.

Finolments, es tambidn importonte resaltar lo carencia de concien
cia acerca de gque los Moteméticas constituyen una discipline fundamen -
tal en la formocién integrol de cualquier profesionista; los méteméti -
cas son Otiles précticamente en todos los campos de la octividad humona;
el manejo de las mismas permitird ol estudionte de hoy, el profesionis-
to del mofiana, enfrentar con mayores perspectivos de triunfo el ejerci-
cio préctico de su profesidn,
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3,1, CALCULO DE PORCENTAJES

3.1.1  DEFINICION DE PORCENTAJE

+ El término "por clento” indica una cierta cantidod de centésimos.

+ Este término es gensralmente utilizodo pora determinar la cantidad -
de elementos de un grupo total que cumplen con uha caracteristica --
especifica. As{, el decir que el 15% de los clientes de una compo~
A{o estdn ubicados en el estado de Querétaro significo que 15 de ca-
do 100 clientes de la empresa estén en dicho estado.

3.1.2  REPRESENTACION DE PORCENTAJES

+ Lo representacién de los porcentajes puede ofoctuuru de difererentes
maneras :
a) Por medio del simbolo "$".
b) A través de dividir el nimero dado entre 100 (pudiéndose simpl“i
car la froccién obtenida).
c) En forma de decimal.

Ejemplos :

a | b’ } c

50% 0 1 .50
T 2

25% 25 1 .25
W ¢ 3

5% ‘ 5 _ 1 .05
00 - 20

+ Aun y cuondo los porcentajes pusden representarse de cualquiera de -
las formas indicadas, las més usadas son las del simbolo y lo dccl =
mol

+ Para poder transformar un porcentaje de la forma del simbolo a la -~
forma decimal y viceversa, se procede de lo siguiente monera :

Del Sfmbolo o Decimal --- se divide entre 100 y
sa desaparece el simbolo,
De Decimal ol Simbolo ~-- se multiplica por 100 y
: se aogrega el s{mbolo.




3,1.3

CALCULO DE PORCENTAJES

+ Paro encontrar el porcentaje de uno contided determinada, debe multi-
plicarse dicha cantidad por la forme decimal que represents el por -

centaje deseado.

x% de ung contidad "y* =

{forma decimol de x%){contidad "y*)

EJERCICIOS RESUELTOS

1) 2% de 700
. 2% = 2/100 = .02
700 - .02 = 14
2) 4.5% de 900
4.5% = 4,5/100 = .045
900 ..045 = 40.5
3) 2/5 % de 1200

2/5%=2/5/100 = .004
1200 -.004 = 4.8

EJERCICIOS POR RESOLVER

4

3)

140% de 5000
140% = 140/100 = 1.40
5000« 1,40 = 7000

.25% de 6000
.25% = ,25/100 = .0025
4000+ 0025 = 15

‘: ’A)‘Convlortu los slgulontes porcentajes en forma de s{mbolo a la for

~ ma de decimal

.05%
.015%
a/10 %
5/8 %
4/3 %

Convierta los sigulentes porcentojes en. formo de decimal o forma

1.0800
0065
.0024
0N
.020

.05% de 9000

1) 98% é)
2).268,10% 7)
3) 175% 8)
4) 145,50% 9)
5) .55% 10}
" B)

‘de simbolo :

1} .95 6)
2) .3350 7)
3) .5540 8)
4) 1.45 )
5) 2.5050 10)

C) Colcule los siguientes porcentajes :

1) 45% de 1800 4)
2). 80,50% de 400 7)

1.10% de 750



3) 120% de 2000 ©B) 2.05% de 480

4} 180.50% de 200 ?) 6710 % de 600
§) .70% de 5000 10) 374 % ds 2000
ALGEBRA

3.2.1 DEFINICION

+ 5S¢ lloma Algebra g la ramo de los Motemdticos que estudic lo conti -
dad consideroda del modo mis general posible,

+ £l Algebra es lo porte de los Moteméticas que estudic las rejaciones
que existen entre las contidades conocidas y las descanocides, consi
derados todos ellas como expresiones algebréicas.

3.2.2 DIFERENCIA DEL ALGEBRA CON LA ARITMETICA

+ El Algebra difiere de lo Aritmético fundamentalmente en lo siguiente;
A} £l Algebro tiens un concepto de contidad mucho més amplio que lo

B)

Aritmética,

En Aritmgtico -~~~ las caneidades son representodas por "nime - -
roe”, los cubles expreson *valores determino-
dos.

‘En Algebra -~- los cantidades pueden ser representadas por ~
*letras”, y éstos pusden expresar "cualquier

: valor”, Con ésto se logra lo generalizacidn,

Ejemplo : mientras que en Aritmetica “10" expresg solo un valor

determingdo "10" y si se quiere expresar un valor mayor o menor

que éste, se requerird escribir un nimero distinto de *10*; en -

Algebra, "o” represents sl volor que se quiers asignorle y por -

tonto puede representar *10%, més de Y10 o menos de "10*, con -~

la Gnica restriccién de que cuando en un problems se le asigna -

a uno letra un valor determinado, dicho letra no pueds represen-

tar, en el mismo prqblm, otro volor distinto ds! que se le ho

asignado.

El Algebra es més gensral que lg Aritmético.

En Aritmética --- se resuslve un problema concreto coda vez.

En Algebra --~- se do unag reglo gensral que permite resclver ~
muchos problemss de un cierto tipo.

Ejemplo : cuando hollamos. lo wtilided antes de impuestos de una

empresc cuyas ventas osclenden o 100 v cuve costo y gastos toto-

les representon 40 y 20 respectivomente, obtendremos como resul-

tado 40 .., * ésto es Aritmética ", Pero al estoblecer que : -



" U= V-C-G " se dice que para hallar lo utilidad antes de impuestos de
cualquier empresa. se debe restar e] costo “C" y los gustos totoles "G”
a las ventas “v",,. “ésto es Algebra”,

3.2.3 UTILIDAD DEL ALGEBRA

El Algebra no es solamente un concepto fundamental dentro de las
Mateméticas, sino una importontisime herramiento en el desarrollo de = -
las ciencios oplicadas como la Ingenierfa, Quimica, Fisica, Economfa y
también de los técnicas mercantiles y odministrotives.

El espfritu de esto rama de los Matemiticas es el deseo de encon-
trar las soluciones de un problemo dodo y especiclmente, descubrir méto
dos genarales que engloben todos los problemas de una clase determina -
da. Este deseo de generclidad es el origen de muchos de los modernos -
progresos en todos los campos.

En lo Administracién, se requiere constantemente la formulocién y
utilizacién de férmulas o generalizaciones. Si se quiere sober cudnto
interés realmente se pago cuando se obtiene un préstamo o se compra o -
plozos, empléese uno férmula; si se desea encontrar el costo total de -
la produccién de un ortfculo, empléese una férmula... y recuerde siem -
pre que tales férmulas son "clgeabrdicos” y que algunos de estos proble-
mas nunca podrian resolverse si no es por medio del Algebra.

La vtilided del Algebra reside pues, en que ésta permite estoble-
cer reglas generales expresadas en términos algebrdicos, que muestren -
la relacién entre dos o més simbolos que a su vez representen variables
o concéptos recles en el mundo ds los negocios.

Ahora bien, el Algebra no es sélo uno taquigraffa conveniente si-
no que, escribiendo las relaciones entre las diferentes varicbles en es -
te adecuodo simbolismo, espsciolmente cuande las férmulos son mucho més
complicadas que las mencionados anteriorments, seremos caopaces de com -
prender “con un vistazo® muchos aspectos interesantes que serfon diff -
ciles de caoptor de un complicado enunciado de polobras. Y ademds, cuan-
do se oprende a manejar tales expresiones algebrdicos, resulta que se -
podré resolver problemas cosi automiticamente, problemas que de otro mo
do requeririon de un largo y loborioso esfuerzo mental. -

Concluyendo, el uso de letras para representar némeros desconoci-
dos es lo que hace posible en Algebra, tronscribir grandes problemas, -
relaciones e implicaciones de una organizacién en expresiones matemiti-
cas breves y lo atroctivo de la misma. es que permite resclver dichos -
problemas, que pudieron haber sido diffciles, en formas répidas y f& -
ciles,



3.3 - LENGUAJE ALGEBRAICO

3.3.)  SIMBOLOS DEL ALBEBRA

+ En el Algebro se emplean 2 tipos de sfmbolos para representar las -
cantidades: los nimeros y los letros.

a) ‘Los nimeros ~-- se utilizan para representar cantidades conoci
das y determinadas; reciben tombién sl nombre
de "factores numéricos”.

b) Los letros --- se utilizan para representar toda cluse de can
tidades, ya sean conocidas o desconocidos.
-~ las primeras letros del alfobeto : a,b,c...

expresan cantidades conocidos.
-~ los Gltimos letras del olfabeto: u,v,w,x...
expresan cantidodes desconocidas.
Las letras son llomodas tombién “factores lite
rales”. . =

3,3,2 SIGNOS DEL ALGEBRA

+ "En el Albebro se emplean 3 closes de signos : signos de operacién, «
signos de relacién y signos de agrupacién.

A) - SIGNOS DE. OPERACION :

+ En ol Algebro se realizan los mismas operacionss que en Arit -

mético.
Opsracién Signo Ejemplo Forma de iserse
uma + a+b o més b
resta - a-b a menos b
meltiplicacién [ x « () | axb,a'b,(a)(b) a multiplicado por b
divisién + /] - azb,a/b, a a dividida entre b
eslevacién a b
potencias ()" a ¢ elevadaa lopotencia b
extraccién de b
rafces " Va rofz b de a

+ Observaciones }

- El signo "+" y "-" tienen en Algebra 2 aplicacionss: uno, indi-
car las operaciones de suma y rasta, otra, indicor el sentido -
de las cantidades : positivo o negative.

- Entre foctores numéricos y literales, el signe "x" suele omitir

s8; axb = ab
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B)

0

+

+

Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la unidad:
0 =0
Cuondo un radical no tiens {ndice, se deduce que se trate de uno

rafz cuodroda : Vo=

SIGNOS DE RELACION .

Son empleados para indicor lo relacién que existe entre 2 canti
dades.
Los principoles son :

Signo de Relocién Ejemplo Forma de Leerse
= a=b o "igool o b
> a>b o "mayor que” b
< a<b o "menor que” b

'SIGNOS DE AGRUPAMIENTO

70,

Son. empleados para indicar que lg cperocidn colocada entre e --
1los debe efectuarse primero, y que los términos encerrados den.
tro de los mismos se consideran como uno sola contided,

Los principales son :

Signo de Agrupomiento Nombre Ejemplo
() Paréntesis (a+b)
[} Corchete a+b
{3 Llaves a+b
_— Barra v
+ Ejemplo:
(a4b)e indica que la suma de "a” y "b”" debe ser multi

non

plicada por *c”,
{a~b) &+ (c+d) indica que la dlf.ronclo entre "a” y "b" debe
: dividirse entre la sumo de “c* y “d*.

Reglas para suprimir los signos de agrupamiento

1) Si el signo de ogrupamiento es precedido por un signo "+*,-
dicho signo puede suprimirse sin modificor los términos que
contiene.

Ejemplo :  (2x+dy) + (6xy-2x'} = 2x+4y+bxy-2x

2) 'Si el =signo de agrupamiento es precedido por un signo “-’,
dicho signe puede suprimirse ceambiondo el signo de cada uno
de los términos que contiene.

Ejemplo : {2x+d4y) - (6xy-2x2} = 2x+dy-éxy+2x?

3) 5t sn una expresién figura mds de un signo de ogrupamiento,

su supresién se debe realizor. empezando con los signos inte
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riores y terminondo con los signos exteriores.
Ejemplo i Ix -[ & - {22 -5y}] = 3x-[6x? -2:2+5y]
= 3x-6x? +2x? -5y

3.3.3 - NOMENGLATURA ALGEBRAICA

EXPRESION ALGEBRAICA -

+ Es una combinocién de nimeros, letras y signos ligodos por los o-
perociones fundamentales del Algebra.
As{, 4a+8b ; 10ax' ; 20{2x+8y} ; a+2bWx; (8x-4)a / X' son expre
siones algebréicas.

TERMIND

+ So lloma término, a la expresién algebréico que consta de uno o
varios nimeros y/o letras , no seporados entre si por el signo -
*+* {gumo} o "-* (resto}, La multiplicacién o divisién si pueden
estar indicadas.

As{, b ; 2a; 3xy ; 40/% son t‘rmtnos

GRADD DE UN TERMING :

e gl grado de un tefmino puede ser de dos closes : grado absoluto o

grado con’relacién a una letra.

+ Grado absoluto de un término, es lo suma de los exponentes de

¢ todos sus foctores literales.
As{, el thrmino Ao es de prlm'r grado y el término 6o‘b'c’ es de
séptimo grado porque 242+3 =

+ Grado con relacién a una letra de un término, es el exponente -
de ‘dicho factor litersl,
As{, ol término bo'b!'c' es de segundo grado con relacién o "o,
de segundo grado con relacién a "b" y de tercer grado con rela-
cién o "c”,

CLASES DE TERMINOS :

+ "Término Entero”, es aquel que no tiene denominador literal.
Ejemplos: '4b,20'b*,50/2 )
"Término Froccionario®, es oquel que sf tiene denominador literal
Ejemplos: Sa/b, éxtly :

+

*Término Racional”,es aquel que no tiens radical.
Ejemploy:- 4b, 2atb?, Saf2

+ "Término Irracional”, es oquel que s{ tiene radicol.

Ejemplos: /@, 50/

+
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F)

+

*Términos Homogéneos”, son aquellos que tisnen el mismo grado ab-
soluto, es decir que lo suma de los exponentes de todos sus facto
res literoles es la misma.

Ejemplo: 2x2y3 y 8xy? son homogéneos porque ambos son de quinto
grado (243 = 1+4)

“Términos Heterogéneos”, son cquellos que tienen distinto grado -
absoluto.

Ejemplo: 2x2y“ y 3xy2 son heterogénecs porque el primeroc es de -
sexto grado [2+4:6) y el segundo es de tercer grado (1423}

+-

+*

"Términos Semejontes”, sen aquellos que tianen les mismos facto -
res literales (incluyendo exponentes} y sélo difieren en su coefi
ciente numérico.

Ejemplos 2xy? y - -3Ixy! /4 son términos semejantes.

-

"Términos Disimiles” o nc semejantes, son los que tunon factores
literoles diferentes sntre sf.
Ejemplo 1+~ 4x y éx! son términos no semejantes.

COEFICIENTE

+ Un término estd formado por uno o varios factorss: nimeros o le -
tros, :

+ Cualquier factor de un t‘rmino o= llamado "coeficiente” del res -
to de dicho término. '
Asi, en el término 4x'y’ ; 4 - es el cosficlents de x'y’

4x! o5 ol coeficiente de y?
. 4y* s ol coeficiente de x*

+ Se lloma "Coeficiente Numbrico”, al factor numérico de un térmi -
no.
Asf, en el término 4xy, 4 es el coeficiente numérico de xy.

+ Cuando un término no tiene cosficiente numérico, se asume que su
coeficiente es la unided, As{, ob equivole o lab.

+ Se lloma "Coeficiente Literol” o uno de los factores literales -
de un término. Cualquiera de los factores litercles de un térmi-
no puede ser el coeficiente litercl de los restantes.

As{, en e] término cbcd 1 a s el coeficiente literal de bed
b es el cosficiante literal de ocd
y as{ sucesivomente.

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS :

+ Los expresiones algebréicos se closifican en :

'Moﬁomiof, que s una expresién algebrdica formada por un solo -
término. ’
Ejemplo: <50 ; 8b ; x'y' /20"

23



"*Polinomic”, que es uno expresién algebrdica formada por varios -

términos, :

Ejemplo: x4y ; 2a*+3b'+Bo ; x* +bx+c

“Binomic”, es un polinomio formado por dos térmi -
nos. :
Ejemplo : 2a0+Bab?

"Trinomio”, es un polinomio formado por tras térmi -
nos.
Ejemplo: 20+Bab? -4c?

G) GRADO DE URA EXPRESION ALGEBRAICA :

+ El “Grado de un Monomio® , es el correspondiente ol grade obsolu
to del dnico término que forma dicho monomio, ésto es, la sumo de
* . los exponentes de todos sus factores literales. .
Ejemplo: el grado de 5 y'z es 34241 =

+ El "Grado de un Polinomio®, es el correspondiente al término de -
moyor grado, cuyo cosficiente numérico sea distinto de *0°,
Ejemplo : los grados de los términos del polinomio 4ty - 6xz' +
Ix'y? son respectivamente 3,4 y 6, por consiguiente, ol grado del
polinomio #s 4.

3.4 TEOREMAS DEL ALGEBRA

+ - Este grupo de teorsmes son utilizodos frecusntsmente para la resolu-
ci{én de operociones clgebréicaes.

+ En.virtud de su sencillez y con objeto de sintetizor su oxposicién,
se mencionorén sin necesidod de demostrocién.

“3.4.1 ' TEOREMAS BASICOS DEL ALGEBRA

" TEOREWA # 1

si: az=b ejemplo: 5=35

sntonces: a+c = bec 542 = 542
@-¢ = b-¢ 5-2 = §-2
d.c = bec 5°2 =52
afc = blc  (cdD) 5/2°=5/2
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"*Polinomic”, que es uno expresién algebrdica formada por varios -

términos, :

Ejemplo: x4y ; 2a*+3b'+Bo ; x* +bx+c

“Binomic”, es un polinomio formado por dos térmi -
nos. :
Ejemplo : 2a0+Bab?

"Trinomio”, es un polinomio formado por tras térmi -
nos.
Ejemplo: 20+Bab? -4c?

G) GRADO DE URA EXPRESION ALGEBRAICA :

+ El “Grado de un Monomio® , es el correspondiente ol grade obsolu
to del dnico término que forma dicho monomio, ésto es, la sumo de
* . los exponentes de todos sus factores literales. .
Ejemplo: el grado de 5 y'z es 34241 =

+ El "Grado de un Polinomio®, es el correspondiente al término de -
moyor grado, cuyo cosficiente numérico sea distinto de *0°,
Ejemplo : los grados de los términos del polinomio 4ty - 6xz' +
Ix'y? son respectivamente 3,4 y 6, por consiguiente, ol grado del
polinomio #s 4.

3.4 TEOREMAS DEL ALGEBRA

+ - Este grupo de teorsmes son utilizodos frecusntsmente para la resolu-
ci{én de operociones clgebréicaes.

+ En.virtud de su sencillez y con objeto de sintetizor su oxposicién,
se mencionorén sin necesidod de demostrocién.

“3.4.1 ' TEOREMAS BASICOS DEL ALGEBRA

" TEOREWA # 1

si: az=b ejemplo: 5=35

sntonces: a+c = bec 542 = 542
@-¢ = b-¢ 5-2 = §-2
d.c = bec 5°2 =52
afc = blc  (cdD) 5/2°=5/2
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Si o cantidades iguales “g” y “b”, se efectlan cperaclones iguales
{+,-,%,1), los resultados serén tombién iguales. Es decir, se pue-
de sumar, restar, multiplicar o dividir la misme cuntidad en cado -
miembro de lo tgualdad, sin olterar la misma.

Lo 0ltima operacién es vélida @ condicién de que c#0 , yo que lo di
visién entre cero no esté definida.

TEOREMA # 2 .
sl a+e = bic efemplo: 542 = 542
a-c = b-c 5-2 = 5-2
g-¢ = bec 52 =52
ale = ble 5/2 = 5/2
entonces: a=b =5

" Reclprocamente al teorema " 1, s{ o dos cantidades "a” y "b* se les
" efectian operaciones iguoles (+,~,x;/) y los resultados son iguales
{lo igualdod se mantiene), dichos cantidodes son iguales.

TEOREMA # 3 :

si: ath = ¢ ejamplo: 542 = 7
sntonces: o = c-b 5= 7-2
si: a-b = ¢ 5-2 =3
entonces: o = c+b 5 = 32
sl .ab=zc 52 =10
entonces: a=c/b 5=10/2
sis a/b = ¢ 5/2 = 2.5
entonces: a=c-b 5=25"2

Al cambiar un término de un miembro de una igualdad al otro, el mis.
mo_pesa con. la operacién contraria: si esté sumando pasa’restando
si estd restondo posa sumando, si estd multiplicando pasa dlvldien-
do y 51 estd dividisndoe pasa multiplicondo,
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TEOREMA # 4 4

si: a= b ejemplo: 5=6

entonces: -~a = -b -5 = -5

+ Se podrén cambiar los signos de todos los términos que cporecen en
uno igualdad sin glterar #sta. Esto es llamado también "multiplica
cién por -1°,

TEOREMA # 5 :

a-0 = 0 _ejemplc 5-0=10

+ La multiplicacién de cualquier nimero por cero es iguol a cero.

TEOREMA # 6

si: 0=0 6 b=0 § c=0 ejemplo: a=0,b=5,¢=2
entonces: o-b.c =0 0:5:2 = 0

+ Si uno solo-de los varios factores de un producto es igual o cero, |
ol producto es igual a cero y viceversa, si un producto de factores
o3 lgual a cero, significa aue por lo menos uno de los factores del
mismo también es iguol a cero,

TEOREMA # 7

a (bsc) = ob +ac  ejemplo: 5(24c)=1045¢

+ El producto de un factor por un binomio, es igual o la suma o rests,

- seqln sea el caso, del producto del factor por el primer término ‘-
del binomio,y el producto del factor por el segundo término del bi-
nomio.
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3.4.2  TEOREMAS DE LOS EXPONENTES

TEOREMA # 1 ;

n m n+m 344 7

a +0 % a ejemplo: PE L 2 =2

* + EL producto de coeficientes iguoles elevados a cualqulier potencia -
es igual al coeficiente elevodo o lo potencia que se obtengo suman-
do los sxponentes.

TEOREMA # 2

a a ejemplo; _i 2 2
m . 43T
a 2

+ El cociente de dos cosficientes iguales elevados a cualquier poten-
cia #s igual al cosficiente elevado a lo potencia que se obtengc de
restar los exponentes.

TEOREMA # 3

6

n)m n«m

z a sjemplo: (43)2 =482

=4

{a

+ Al elevor un coeficlente , elevade o uno potencia, a otro polencia,
ol resultado seré igual ol coeficiente slevado o la potencia que se
obtenga de multiplicar los exponentes,

TEOREMA # 4

0'"/“ = nf;ﬁ ejemplo: 53,2 = 2J-5T

+ Una base elevads a una potencio froccionaria es iguel o la rafz de
lo bose elevada al numerador de dicha fraccién, y que tiene como in
dico del radical al denominador ‘de lo mismo fraccibn,
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TEQREMA # 5 ©

{ab)" = oM. b" ejemplo: (2.5)2=2.57

+ El producto de dos factores elevado a una potencic determinadg es i
gual al primer factor slevado o esg potencia por el segundo factor
elavado tombién a lo mismo potencia.

TEOREMA # 6

A no_ gn ojemplo: 2)2 - i2
e/ " VAR

+ .El cociente de dos factorss elevado o una potencia determingda es i
gual .ol numerador - elevado o esc potencia determinuda entre el deno
minador elevado también a la misma potencia,

TEOREMA # 7 .

a =1 ejemplo: =

+ Cuolquier contidad elevada a la potencic cero es iguol o lo wnidad,

TEOREMA # 8 :

= ejemplo: 1 5

+ Cualquier denominador elevado a un sxponente positivo o negativo “.-
pusds pasar o ser numerador, con solo cambiar su exponente a negoti
vo o positivo respectivamente.

EJERCICIOS
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EJERCICIOS RESUELTOS :

1} (x-3}{x+1) =0 Comprobaciones
si ol producto de dos factores
es igual a "0", por lo menos u
na de ellos debe ser "0",
{x-3)=0 {x+1)=0

x = 043 x = Q-1
x =3 x =z =]
2) x(5+4) = 5x+4x 5+44 = 9
= 9x (x}9 = 9
ay 2220 . 2§’3 23:43 AT
=2 27:2%= 4+8 = 32
- %2 =
0 22 A2 2% 224
2 2.5.2
=2 2?4 :
s 2% 2% (2874w
; I:
= 64
6 (2.3)2 = 2% 32 12.8)2 = 6% =36
= 49 ’
= 36 .
n A2 . (3)3-3.3.3 8
3 3 3 333 ¥
= §_ )
37 ,
8 o _ 1 T S
5T 53 5" =
a a g9 Q
- 1
= TEg
a
) |
= 7
[+]
-2
= a .
.5 5-3 5 5 3 5.3
9) a” = a ¢ = ava =0 =
3. 3
a 2 a
= Q
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10/

1)

12)

13)

)

15)

4/2 2

:‘
14 1/4-3/4
a _O
0314 _0-2/4
=9y,
=Q
-
772
g
-
e
0.
a 2]
71 BT
a Q
312
=a
(3:3)% =23 3%
2727
= 729
(3114)302 _ glia-ar2
L 8

T

(24- 25)3='(2‘53-(z5;3
= 212, 91
+ - 227

EJERCICIOS POR RESOLVER .

1}

2

3)
4)

5)
)

01x¢y) =

2,442,

W2

e
8)

(od)(a_-l) =0
(@202

30

10) 25 =
m (2%,
NS

333 s (93 -

1,53 (24;5
(2"}
227 .

(2

9) 4

12)

729 g

)’



3.5 OPERACIONES ALGEBRAICAS

A

—

8

A

~

)

3.5.1  SUMA ALGEBRAICA

DEFINICION

La suma algebrdico es la operaclén que tisne por objeto reunir 2 o
més axpresionss algebrdicas llomadas sumandos, en uno solo exprs. -
si6n olgebréica llomada suma,

En Algebra, lo suma puede significar aumento o disminucién; es de -
cir,sumar una cantidod negativa equivole ‘o restar una cantidad posji
tiva de igual valor absoluto.

PROPIEDADES DE LA SUMA ALGEBRAICA

Propiedod Conmutativa :
+ El orden de los sumandos no altera el valor de la suma.
+ Asf{: asb = bsa y 542 = 25

Propiedad Asoclativa:
+ Se puaden agrupar los sumandos de cuolquier formo sin que se al-
tere el valor de lo suma.
+ As{:  atbeced = a+lbrced) = {asblelced) y
5423341 = 5+(243+1) = (5+2)¢{341)

REGLAS PARA SUMAR

Loy.do los Signos y los Coeficientes :
+ Para sumar dos cantidodes algebrdicas del misme signo, se suman
sus valores absolutos y se coloco el signo comin,
Ejemplo : 20430 = +5a
-20-3a = -50

+ Paro sumor dos cantidodes algebréicos con signos opuestos, se -
resta lo contidod del menor velor obsoluto de lo de moyor velor
absoluto y se coloca el signo de la contidad de mayor valor abso
luto, -
Ejemplo: 20-3a = -la

-2a+3a = +la

Unicamente podrén reducirse o eliminarse entre s{ los términos se- )
mejantes (aquellos que tienen los mismos factores litercles incly -

. yendo exponentes),

A

PROCEDIMIENTO -PARA SUMAR

Paro sumar dos o més expresiones algebréicas :
1) Se escriben unas o continua¢ién de otros, cada una con su respec
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tivo signo.
2) Se reducen-términes semejantas si los hay.

Ejemplo: f2a+3b) + {2b)
1) 20+3b+2b
2) 20+5b
B) Pora restor dos o mhs expresiones algebrdlcas ;. :
1} Se combia el signo de la cantidad que se esté restondo [sustroen~
do}. . .
2) Se suman siguiende el procedimiento de la suma.
Ejemplo: -b6a-{4a-2b)
1} ~do-40+2b
2) -100+2b

EJERCICIOS RESUELTOS

+ . Encuentre las siguientes sumas algebréicas ;

1} (xzdx)*(-Sxmz) xzd -5x+x2
2
X 4+x" +4x-5x

2x2.x .
. ) (m2+n2)¢(-3mn+4n2)#(-5m2-5n2) m2¢62—3«n+4n2~5m2—5n2

wonon

m2'- +0+4n° =50 ~Jmn

~4m"45n°-5n" - 3mn
= =-4m°~3mn
3 (ox—36x~2%#(50x;‘ténx'a)+(7gx~3u}x-4){(ox-]-sfio*"a) =
RS 2 50% Lo 07X e -%30’("
='a%5e ‘mx‘ 530”‘«50"" +7a "0 2130" " 4a®”
= a®46a™ " 20" 40" .
M) (x54x~9)+(3x‘—7>2(2+6)\\5-3x3-4x+5) .
x5+x~g¢3x3'7x +6-3<"~4x+5
X4 wdn a7x wdxax=P4645
u5+3x‘-3x3-712—3x02
uasubz%— (7092 +9g2b)
o ~ab®-7ab” -9a"b
o%-80b%-90%b

o

"

x-1

)

5)

R S
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6} (x?%_xv) +( -_l_ky+y2 Yo (=5xy #2_)'2 )
[ 6 3
= xzog'xy -_l_xy+y2-§xy+zy2
: 3 4 6 3

= xzfzxy—lxywz-éxwzy
2 3 6 6 3 2
x“+2xy-Iny-Sxy +y +2y

3
] uz-_2_xy¢§_y
6 3

7 (302-50)-(50%)
3§ 3

= 302-50 502

8 Iy
= -||o -50
ﬁ
2 2
8) (x? +y §2ny) (—y 8 -lxy)
B lzoy Ehyov -5 ’h
= n eGn"=2xyednyey Hy ¢
~4x"+2xy+2y )

9)  (2meSnelp)-(men-p)
5% %

= 2m+Sn+ Ip-m-n+p
182

'Zm-moé_n-ml_mp
3 [3 2
= In-Inidp
36 2
10)  (a+bsc )= (1a-3b+2c)
7713

= asbec-la+db-2¢c
7%

a-1a+b+db-c-2c
Y

la+7b-5¢

72473

EJERCICIOS POR RESOLVER

+ Encuentre ius sigulenéas sumas algebréicas: :

1) (2a+3b- c)+(3u+2b+c)
2}/ (9x~3y +4) +[~x-y+5) ¢ {~5x+4y- B)

k]



3} {-3m+2n-6)+{3In-Bn+7 )+ {-5m+n-10)
4) (-umoln:-és)0(ls-om-lm;)¢(-2s-5mn+3om)m n
5} {50"-3a"-7a") +(-Bg*+5a-8a" ) 4 (-] V0" +4a™+ 100"}
6} “mdb?_hu?_smmg) o(?mo‘?-ém“z-ma"sl 0(-5m°”¢3m°‘24)0m°+3)
7} (4ab-3b OSCdio(2bc+3cd-2do)+Hbc-S%bedo)+(-3bc-6cd-ab)
}

8) (3x-ly )0(—gxyolyzlo(j_yz)dlxyoly
4 5 6 10 10

%) (x‘-x 05)4{2!3—21-3) +( -gx‘¢§xa-gx)

4 5 2 4
n) (ma-mzn)—(Tmanmnz
12} (azob2-3ob)¢(-b2¢30 -4ob)
13} (ogdos-hg-ldo)—(—20§+Sab-8cdo5do)
i4) Ay 551 55' 520)-(-)0)' #205 —6y2-|5y
153 (6m -n"a5m n-8mn")-(10mn - 15m nedm -4} . .
18) (ﬂxay-|gky30y‘-hzy2)-(-u‘—5ly3‘3052y2-213y)
17) (o®sae .sgzb‘.w)-mo b .«25-30 b‘-b%
18} (-iswéxay -9uy5+40)-(-8x649y —|Ux‘y2-x y‘)
19) (2m3005m2n201mn3-6)-(-m‘07m2n -2mn")

2 2

] 5 & 4
10) lxm]-S:“ &)xma) +(2-M3-2:M243x°” )"'3,‘0#2’3‘003)
i 5 K L)

200 (Sa%+30b-86%)-fa2-ab-26%)
§ 4 3

3.5.2  MULTIPLICACION ALGEBRAICA

DEFINICION
+ Lo multiplicacién es una operacién que tiene pb; objeto, dodos dos -~

cantidades llamadas factores, hollor ung tercera cantided llamado pro.
ducto,

PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION ACLGEBRAICA

A} Propiedad Cormutativa : _ )
+ El orden de los foctores no oltero el valor del producto.
+ Asf:i ab=bia y 2.5 = 5.2 =10

B) Propiedad Asociativa:
+ Los factores pueden agruparse de cualquier forma sin que se oltere
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el valor del producto,
+ Asl: obe = a{Be) = ablc) y 2:5°3 =.2{5-3) = (2+5)(3)

" C) Propiedad Distributiva: . .
+ El producto de un foctor “s* por la sumo de otras dos cantidaodes
*b,c*, as igual o lo sumo de los productos de *ob* y "oc”. En es-
ta propiedad distributivo ss cpoya el tsorema #7 del punto 3.4.1.
+ Asf; albic) = abeac ¥ 5{2+%) = 10415 = 25

REGLAS PARA MULTIPLICAR

+ Para poder afectuar cualquier producto olgebréico, deben respetorse -
los siguientes layes

_A) Ley de los Signos :
+ El producto de dos signos iguales do positive. =
+ €l producto de dos signos difersntes do negativo.
+ Asf: («a}lsb) = ab {-a){eb) = -ob
{~a}{-b) =ob ¥ feadl-b) =
8) Ley de los Coaficientes:
+ El coaficiante del producto de dos factons o8 igual ol producto «

de los coeficientes de los foctores,
+ Anf: (5a)(2b) = 10ab

C} Ley de los Exponentes : ‘
- + Para multiplicar potenciaos de lo miema bose, se escribe dicho base

y 88 le agrego por axponents la suma de los exponentes de esto bo -
sa on los dif:rcn o8 fugtgrgs.

s Mty (ot Me¥)

PROCEDIMIENTO PARA MULTIPLICAR

A} Paro multiplicor manomios :

1)} Se multiplican los coaficientes. )
2} A continuacidn de este producto, se escriben sn orden olfabético
los latros de los foctores.
3} Se coloca e codo letra un axponente igual o lo sums olgebrdico de
los exponentes, que tenga dicho letro an los fouctores.
- 4) €} aigno del producto esté dado por la ley de los signos.

Efempla: {30} (~2b%x)

13} {3)(2) =

2) babx

3} 8adbix

4) {4){-) = (-]
= ~6a%h3x
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8) Para-multiplicar monomios por polinomios ¢ )
1) Se multiplico el monomio por cada uno de los términos del polino-
mio {siguiendc el procedimiento para multiplicar monomios),
2) Se tiene en cusnta en cada caso Ja ley de los signos,
3)  Se seporon los productos parciales con sus propios signos.

Ejemplo, (402—3015)(4&( )

N2 (he?)fhod) = 160’
{- 3u?(4ux2’ -12a%x
(5?54“ .= 20ux§
3} 1éa"x 12024 +200x
C) Pora multiplicor dos palinomios

1} Se multiplican cada uno de los términos de uno de los polinomiou
) por cada unoc de los términos del otro polinomio.

2)  Se tienen en cusnte en cada caso lo ley de los slgnos.

3)  Se reducen los términos semejantes,

Ejemolo: lda —3b)(-2b+502) B
1) 2) dal(-2b) = -8a%b ; do(50°) = 200*

-3b(z2b}, = 6b -3b{5a2) 5 -155%b
3)  200%-80%- lSngboéb - 2Oo§gzau5b¢ab9

EJERICICION RESUELTOS

+ Efectée los siguientes multiplicociones

1) [oul x42” 30"2 3)
xol X42 x42

3 x+?g*2bx¢299
3u2x»3bx+5

%oun

2) {-3%*) (-50%0y®)
é
3 2by‘ 5

UU!I

‘3 Qby
02b

Y

") — g; o

3) (o bnwmzlbnﬂ m<2bml£(3azb)

= o"b"%a%b 4 o " laab - o™ 2 a5%
= 3™ bn+!+3om‘ p*2 gm0 +2
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4) (3y3+5-6y)(y202)
(3y%45-8y)
(yzﬂ)
3
+by +10-12y
3y505y2-6y3
3 5 .2
y~ +5y° +0 +)0-12y
= 3y%i5y2 129410
5) ‘02/3_2‘20-213)(300-2/3_‘0-4/3)
(02/3_2.20-2/3)
(3+a -2/3 s -4/3 )
-2/3 o -4]3 o -2
0-4a_2/3+80_y;5-00

+a -20_2/302

4302734 u89

+3a2/3.5 0+100""

- 2629.5,100-4%_00"

4/3 2

EJERCICIOS POR RESOLVER

+ 'Efoct(n los siguientes multiplicaciones :

Ik (-‘monb lc)‘ 2m2° -3 b-l)

2) (-x a~) mr2)( 0-3 m-2 2)
) {3n7-5x yebry"-2y )(20 xy )

4) (o"a" " )(o.n
5) 2510 2,23 343,

y e3xy- ly M-20"x"y
.5 5 5 10 . 3
61 (1a2-12e12-1y%) (-307m)
2 _ 3 4 3 )
7) (0:3—9y3¢6xy2-3x2y)(2x+3y) :
8) (mool_zmaoz_mQQS‘movA)(mc-a_ma-l‘mu-Z)

9) (4x2~x3/2y]l2-x|12y312»xy)(x‘/2+y]/2)

101 (x~34,302 5 <114 114 112y (518 112 g -BIA_ V14 <112
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3.5.3 DIVISION ALGEBRAICA

DEFINICION

+ “lLo divisién es una operacién que tiene por objeto, dodo el producto
de dos factores (dividendo) y uno de los fectores {divisor), holler
el otro factor {cocients).” (1)

+ De aqul se deduce que el cociente multiplicado por el divisor repro-
duce ol dividendo.

REGLAS PARA DIVIDIR

+ ‘Paro poder efectuor cualquier cociente olgebréico deben de respetar-
so los siguientes leyes:

A

Ley de los Signos:
+ El cociente de dos signos iguales da positivo,
+ El coclente de dos signos diferentes do negotivo,

+ Asf: a 6 -0 a
b°F 5°°F
-a_ @ a__ o
.S R A
B‘) Ley de los Cooflclontas i

+ El cosficients del coclents results de dividir ef cocficionto dol -
dividendc entre el roeficiente del divlsor )

+ Asl i?. . 3o
. "
Ley de los Exponentes :
+ Para dividir potencias de lo mxsm bese, se escribe dicha base y «

se le coloca por exponente lo diferencia entre el exponente del di
videndo y el exponente de! divisor,

+ Ast: g__o-=o

2
(-]

¢

PROCEDIMIENT) PARA DIVIDIR

A) Para dividir monomios .

*{1) Boldor Aurelio. "Algebra Elemental”. Pog. 79.

a8



[«

—

1) Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del di

viser,

2} A contitnuaci6bn de sste cocliente, se escriben los letras en orden
olfabético.

3) Se coloca o cada letra un exponents igual a lo diferencia entre el
exponente que tiene eso letro en el dividendo y el exponente en el
divisor.

4) El signo del cociente esté dado por la ley de los signos.

Ejemplo: ba'b]

-30b
1} 673 =

2) 29

3) 2ag'lb3" = 2a'b? = 2ab?
4 s)- = -

= -2ob2

Para dividir polinomios entre monomios:

}) Se divide cada uno de los términos dol polinomio, ontro ol mono -
mlo, .
2) Se separan los cocientes parciales con sus propios signos.

-'3) Se tiene en cuenta en cada caso lo ley de los signos,

—

Ejomplo:  2a2-da’besob?
-]
1) " 2% =0 ; 4ob=20b ; 6ab> = 3b°
L =
2} a-~2abedb
Para dividir dos polinomios ;

1} Se ordenan el dividendo y el divisor en relacién o una misma le -
tra y en orden creciente o decreciente del exponente.

2) Se'divide el primer término del dividendo entre el primer término
del divisor y se obtendré el primer término del cociente.

3) Este primer término del cociente se multiplica por todo el divi -
sor y el producto se resta del dividendo { para lo cual hoy que ==«
combiarle el signo); debe escribirse caoda términc debajo de su se

mejante;  si algin término de este Oltimo producto no tiene térmi-
no semejonte en el dividendo, se escribe en el lugar que le corres
" ‘ponda de ocuerdo con la ordenacién del dividendo y del divisor.

Se divide el primer término del resto entre el primer término del

divisor y se tendré el segundo término del cocients.

Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divi -

sor y el producto se resto del dividendo obtenido (combiondo los.

signos).

Se divide el primer término del segundo resto obtenido, entre el -

primer término del divisor y se efection las operociones anterio- -

4

5

[

—
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res, y as{ sucesivometns hosta que el residuo sea 0 (en el caso de

las divisiones exoctos).

E]

amplo :

+ Serdn comparadss simulténeomente los procedimientos paro resol -
- ver uno divisién algebréico y una aritmética, con el objetode de
mostrar lo sxmilxtud entre ambos.

2)

-.3)

Nne

s

“En

2x”+3x-2

x+2 2x2¢3x-2

2x2/x = 2x
2x
2x293u-2

x+2

2x(x+2)=2x2f4x
2x
x+2| 2x +3x-2
-2! ~dx
0 -1x-2

=te/x =
2x-1

x+2 2x§+3x—2
L2k -

’ Tlx-2
:(-‘)(xté) = =1x-2

2x-1 -
%42 2x203x-2
e
~1x-2
0.0
tonces :

2

x+2 - = -1

2)

3)

25 | 625

62125 =
2

2

(2)(25)=50
2

fzsle;; E ‘..f

4)

5)

A

4

=50
V25

125/25 = 5 :
25

25| 625
=50 -
128"

{5)(25) = 125

-
25| 625
=50
125
_E{l;
0

25



EJERCICIOS RESUELTOS

+ Efectis los siguientes divisiones :.

-4 - -4 -5 - -4-2 - -6 -
n u‘vs o y5x2y’_,‘2y5*‘_ ‘sya
-1 = -
LIS 4
2) ul/ab . <‘lliibo\lﬂ’a ) cl/3+|l4b,+3 . o7/|2b4’
~174 -3~ h -
a b )
3) m‘om2-203m'2-2m“= w22
o mtom 2 | nbom? 2430 22m
_mlmZ_mﬂ
—— TR
0i2m ~3e3n™ 220
2 2 ;-2
~2m" +2-2m
0 ~lemiant
e w et
o 0 6 -mt
0 S g g
T2, 172 ' TR IR T
: V2,12 [ BTE VT Y73 3T
7R 26314
o 5o Roae-1TA_3T4, 374
- Ordenando nusvomante 374 114 . -1i4 -3/4
20" -5a 4o ~a
-263/‘0lq‘l‘—20-|ll
o - o W pa VA 3TF
s o' ga 14,4731
b} [ ]
5) metm!/Sen=d05 ,
= 2/5 -2/5
" / 42m” _m-U s m ;2;01-
oS! Bt | m-bmam §
a5 _apdlS

o5 TS 35 5,375
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o_5ml/5+m-31.‘3_2m3/5

3/5 1/5 .-3/5
-2m
3/5‘ )/5 -1/5

—1/5 -3/5
1/5 w305

Ordenando nuevamente: :
+2m

l/5

0 1/5

=2m
~2m
+2m
0

EJERCICIOS POR RESOLVER

+ Efoctﬁo las siguientes divisiones :
1"
-40"b"
2) -3"%"
ab
3i P me2 B0 “med
: 23 -

[

4) 20t 10X 2

51 a+a

6) mz-llmo27
m-4
7) Jn4x‘°mbx‘°xgm‘gnix
Pl
0 Cacdactae _
-4 -2 h
~x 4]

9)  3m2/3_5,10m /% 802

P i

-2 =3/2 -1/2 -1 -1, -2

X K y Xy 42y
=1 =172 =112 -1 -
X =X y +y

10)
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3.6 . PRODUCTOS NOTABLES

3.6.1 DEFINICION

+ Existen clertos productos que ocurren tan frecusntemente en el cél
culo olgebréico, que necesitan consideracién especial.

+  Se lloma "productos notobles” o ciertos productos que
+ cumplen con reglas fijos y
+ su resultado puede cbtenerse por simple inspeccién, sin necesi -
dad de verificor da multiplicacién.

Los productos notebles mis utilizados son:

+ Cuodrado de un binomio -

+ Cubo de un binomio

+ Binomio de Newton

+ Producto de dos binomios con un término comon
+ Producto de dos binomios conjugedos.

3.,6.2  CUADRADO DE UN BINOMIO

FORMULA
(u:b)2 - o? 4 20b + b?
DEMOSTRACION .
(a40)? = (asb) (asb) (0612 = (a-b)(a-b)
a+b 0-b
a+b . a-b
a“sab o -ab
'nbobz -aboh2
02¢Zah4b2 02-20b0b2
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DEFINICION

€l cuodrado de un binomio, es un trinomio constituido por: el cua-
drado del primer término, més dos veces el primero por el segundo,

“ més el cuadrodo del segundo términe,

1
2)
3)
4

8}

1)
2)

3)
4)
5)

En el coso de que se trate de un binomio constituido por la dife -
rencio de dos cantidades, el segundo término del trinomio resulton
te llevaré signo negotivo

EJERCICIOS RESUELTOS
(2x¢y)2 (2()242(2x)(y)¢(y) = 4x2+4xy+y2
(niagz = (x)2 (x)53)+(g) = xPebxs? 23
(.”n 2(7)32”)(1“1)%” 20y,
(4x7ySe 1 )° = (4x’y") +2(4x Yy H L (1 )%= lexy o2x + 1

A , ) 1@{4
lda-100b)2 = (4a)2-2{4a) (10ab)+{100b}? = 1602—160 b+1000%b
T ) AR b3

EJERCICI0S POR RESOLVER

{abs5)? =
Ho? .

(8o ab%)? -
(.9_ Yll 2
(om }bn¢1 moIb)Z

3.6.3 CUBO DE-UN BINOMIO

FORMULA

(a:p)s = o + 3o2b +'30b2 + b3

DEMOSTRACION

(asb1? = (asb)?(asb) (o-6)° = (a-b)2(a-b)
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0202ab+b2 02-20bd b2

LT R o-b

030202b+ob2 3 03-2o§b+ub22 3
a?bs2absb - a’ba2abl-b

oa+302b+30b2+b3 03-3025430b2-b3

DEFINICION

+ El cubo de un binomio es un polinomio de 4 términos constituido -
por: el cubo del! primer término, més tres veces el primero ol cua-
drado por el segundo, més tres veces el primero por el segundo al
cuadrado, més el cubo del segundo,

+. En o] coso de que se trote de un binomio constituido por lo dife -
rencia de dos cantidades, el segundo y cuarto términos del polino-
mio resultonte llevarén signo negative.

EJERCICIOS RESUELTOS
1) (8x62)% (3x13.8(3x)21204313x) (2)2412)° < 27:3554x24 3648
21 (-3 - (x2)33(x2)2(3x3)+3(x2)(3)(3)2-(3x3)3=x6-9x7+27x8-27x9

3) (w3)? 2 1’ 3,3(x) (3)+3(x)(3)24(3)3 = s 27027
) % @ @, ), ,8 4 7
4)  (2ab°- = (2 b ) 3£2ub } £I)+3(2¢b Y=
= 120 b +6ab“-1
5) (5 °*‘42xy2) - (5x°* 13, 3(5x°‘°& é?xy g(gx°*')£2xy 120203

l25x3°+3¢150x2o+ Y 060x y 183 %

EJERCICIOS POR RESOLVER

1) (2ub033
. 2) (2c¢b)3 =
3) (I—Zy) =
)
2,3
4) (2022 -
5) (2 2m n- ' 3my2n)3

é 64 BINOMIO DE NEWTON

+:.El binomio da Newton consiste en una férmulc general para olevor ~'}
un binomio o cualquier potencla
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FORMULA

(uib)n = uninu -1y wnin-1)a""b 22 m(n—l)(n—?lan-ab3
2 {2)(3)
+n(n=1)(n-2) (n- 3)a™%¢ m(n-l)(n-zl(n-3)(n-4)un'5b5
(2)(3)(4) {2)(3)(4)(5)

Por lo‘ tanto:
(o+b)4 = a cluaboéa b Mobaob‘
Y 4 3.7 5
(a+b)” = a 5150%b+10a% 4100 b450b? +b
8,605 +15046%4200%%+ 150%b 4+6ab 5+
é

(a_f_b)6 = g +ba
b»2105b +350 b3+3503b‘o2102b +7ab6+b

(a_o_b)7 = a7+7a 7

CONCLUSTONES

EL dcsorrollo de lu potencia de un binomio tiene tantos términos co
unidades al exponente més uno.

El primer término del binomio oparece en todos los términos del de-
sarrollo excepto en el Cltimo, El primer término de dicho desarro-
1lo oparece con un sxponente igual ol del binomio y vo decreciendo

ose exponents de unidad en unidad hasta que en el Gltimo término -
tiene un valor de cero.

El segundo término del binomic aparece en todos los términos del de
sorrollo excepto en el primero; en éste, el exponente tiens un vo -
lor de cero y va aumentondo de unidad en- unidad hasta que en el ¢l-
timo términc tiene un valor igual al exponente del binomlo.

El coeficients del primer término del desarrollo sismpre es uno y -
el del megundo es igual ol exponente del binomio. Para colcular el

coeficiente del tercer término y el de los subsiguientss, bosta con
multiplicar el coeficiente del términc que le preceds por el expo -
nente del término “o” y dividir el resultado entre el exponente del
término *b* més uno.

Otro forma de calculor los coeficientes de cada término, es valer -
se de la siguiente pirémide, en lo cuél el valor de coda nimero es

igual o lo sumo de los dos nimeros a sus extremos colocados en el -
renglén onterior,

Coda nuevo renglén de lo pirémide deberd empszar y terminar con la
vnidad.
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121
13 31
1 4 6 41
151010 51
1615 20156 1
17213535217 9

El‘gfado de cada término del desarrollo es lguol al grado del bino-

mio.
Si el binomio es una diferencic sn vez de uno sumo, los signos apa-

" recen altsrnados empszando por "+".

1}

2)

)

. 5
3)

5)

EJERCICIOS RESUELTOS

(i)‘os(x)352)Qo(x)2(2)2¢4(x)(2)30(2)‘

n +8x +24x"+32x+ 16

{x-2y)%- !x)é-b(x)5(2y3915(x)‘(2y32—20(x)3(2y)3+|5(x)2(2y)‘
-6(!)(2y)502y

e 0125y s0x 216063y 224062 - 1920y 64y

2001} = (20) .752.)2(\)*21(21 (MZas2)* (11 33512x)

] ::;:;x) (11 07(25)(!) :(!) i 2

txe2)?

St

+448x +872x"+560x +280x " +84x " +14x +

EJERCICIOS POR RESOLVER

2
(3y°+1)8
2
(12—2x3y)4 -
(4 s
X -5)
7
{2x+y )
(u+b)‘° =

non

3.6.5 PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CON UN TERMINO COMUN

FORMULA

(x+a) (ueb) = x2 + (otb)x + ab
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1}
2)
3)
4)

" 5)

1)
2)
3)

4)
..5)

+

DEMOSTRACION
{x+a)(x+b) = x+a
x+b

bx + ab
x5+ ax

x2+(a+b)xmb

DEFINICION

El producto de dos binomios conjugados que tianen un término.comin;
es up trinomio constitulde por: el cuadrado del término comin, més
la sums algebréica de los términos diferentes por el término comin,
m4s el producto de los términos diferentes;

EJERCICIOS RESUELTOS

(x+2) (x43) = x)2+(203)x¢(2)l3) < %2 x+4
{y=7)Ly+5) = (y)+(~738)y+(-7){5) = y“~2y-35 2 .
{20-3b} (20+5b) = (2a)€+(-3b+5b)(2a)+{-3b}{5b) = 4o +dub-15§

(xao-_]_ Hx3+3) = (x3)2¢(_l_0(_3_)(x3)+(1) (8) = x6+2x3+§_
22 2 2 4

'(xom*yl/'z“xo*m“ylll’) (xmm)? |/2’ ]/2)‘xa¢m 172

1/2
+ly 4 ) (4y
x20+2m+5xocmy1/§

J+ly

+4y

EJERCICIOS POR RESOLVER

Oy 21 1x0-3y2) =
{02b°~1}{a?b32) =
(y"=1){y"+1) =

2

(2ab-1)(2ab-2) =

(3xll_2ym-l*50) (3‘]/2ym-l

410) s
10

/3.6,  PRODUCTO DE DOS BIMONIOS CONJUGADOS

Se llama "binomios conjugades”, o lo sumo de dos contidodes por la
difersncic de las mismas.
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1
2)
3)
4)

5)

FORMULA

{a+b) (a-b) = 02 - b2

DEMOSTRACION
{a+b)
{o-b}
a“+ab
-ab-b%__
o " b’
DEFINICION

El producto de dos binomios conjugados es uno diferencia de cuadra-
dos, es decir es igucl al cuadrado del primer término de los bino -
mios menos el cuadrado del segundo ttrmino’do los mismos,

EJERCICIOS RESUELTOS

(x 3)(1-3 x -9
(y 1) {ye7) = -49
{4a-8) (40+8) = ‘68 -64
(2xa1)(2x-1) = 4x°-1

2 4
(631 = 18
Y ~4
y Y Y

EJERCICIOS POR RESOLVER

{m+n) (m-n) =
(2x 1){142x) = . Fh b
go?) 2m-9) = : : o LRI
v -8 ty3ea?) = : v
(2~-lxy)(4xy¢2)
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3.7 FACTORIZACION

3.7.1 ° DEFINICION

+ * Los foctores de uno expresién algebréico doda, son dos o més ex -
prasiones algebréicos que multiplicados entre si, originan lo prime
ra.” {2}

+.- Factorizar una expresisn algebrédico significo convertirlo en el pro
ducto indicado de sus factores.

+ Llos ¢ princlpahs casos de factorizacién a trator en sl presente a-
partado son

1} Factores en comin.

2) Agrupacibn de términos semejantes.

3} Trinomio cuadrado perfecto.

4) Trinomic cuadrado perfecto por adicién o sustraccién,
5} Cubo perfecto de un binomio

6) Trinomio de la forma x obx ni2,

7} Trinomio de la forma ox obx"lz
8) Diferencia de cuadrados perfectos.

9} Suma o diferencia de cubos perfectos.

+ En cualquiera de estos 9 casos, la pruebo consiste en multiplicer -
los foctores que se cbtisnen. y su producto debe ser iguol o lo ex-
presién que se factorizé, .

3.7.2  FACTORES EN COMUN

FORMA DE FACTORIZAR

1) Se descompone coda uno de los términos en sus factores primos.

2)- Se forma un monomio con los factores primos comunes a todos los -
‘términos de la expresién,

3} Se multiplico ese monomio por . un polinomio compuosto de cada uno
de los términos de la expresién olgebréica original entre el mono-
mio obtenido.

{2) Spiegel R. Murray, “Teoria y Problemos de Algebra Superior”.Pag.26
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1)

2)

3)

4)

s)

1)
2)
3)

4)

§)

EJERCICIOS RESUELTOS
2

X +2x =
x"= XX
2x= 2+x

ctores comunes a los dos términos : x

X 42x = x(x+2}
10x2-5x+15x% =
1042 = 25+ n°x
Sx = 5.x

5%z 5e3exexexex
Factores comunes: 5, x .

1052-5x415x4 = 5x(2x-143x3)

|0y420xy2 =
0y =.2°5'y
20xy2 2. 2.2.5.x.y.y

Factores,comunes: 2, 5, y

loYiZOxy =, 10y (1-2xy)
24a"xy " =36x"y" =

240 xy = '3.2:2.a-a'x-yy

= 3°3°2°2'x0xeyey yey
Foctores comunes: 3,2,2,x,y,y
2402xy2-3612y‘ = |2xy2(202-3xy

aénzy‘

x{2a+b+c)-20~b-c =
x(204b+c)~{20+b+c)
Factor comin: (2a+bsc)

7)

x{2a+b+c)-20-b-c = (2a+b+c) (x-1)

EJERCICIOS POR RESOLVER

2
x4x =
35x2y3-7 13 =
15x 426 -8x =
232

55x2y314l10x y 2 -22Obax2 =

9m2-12m0+15mn2~24mn

3.7.3 - AGRUPACION DE TERMINOS SEMEJANTES -

FORMULA
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2

3

—

4

5

—

axtbx+... saytbys... = (oxsbx)+.., +{ay+by)
x{a+b) +...+y{asb)
{a+b) {x+y+...)

FORMA DE FACTORIZAR

Para el caso particular ax+bx+ay+by :

Los dos primeros términos tienen sl factor comin “x“ y los dos Glti
mos tienen el factor comOn "y".

Se ogrupan los dos primeros términos en un paréntesis y los dos 6l-
timos en otro pracedido por el signo "+* en este casc, porque el -
signo del tercer término es positivo,

Se separo de cada poréntesis el factor comin de los términos incluj
dos en 61.

Se multiplican, las cantidodes que gquedon dentro del paréntesis des
pués de sacor el factor combn, por la suma algebréica de los facto=
res comunes.

La agrupacién o que se refiere el punto 2) puede hacerse gonoralmon
te de més de un modo, siempre y cuando:

+ Los dos términos que se agrupan tengan algln factor comén,

..+ Los-contidades que quedon dentro del paréntesis después de sacar

1)

2}

3)

4)

5)

el factor comin en codo grupo, seun exéctamente iguales.

EJERCICIOS RESUELTOS

'x3f2x2y+lx+8y = (;3+2x2y)4(4x+8y)
= xz(x+2y;+4(x+2y)
= (x42y) (x“44)
8ab-2b+160-4 = (8ab-2b)+{16a-4)
= 2b(4a-1)+4(40-1)
= {40-1){2b+4)
= (ub2-7ab)+(3h—2l)
= ab(b-7)+3{o-7)
= (b-7){ab+3)
2x2-3xy-4x+6 B (2x2-4x)-(3xy-6y)
= 2x{x-2)=3y(x-2)
= {x 2)(2x -3y ) .
u2x-u12-2u y+2axy+x -2x y = (gzx 20 y)- (ux -ZOx!)o(x -2x y)
a {x =2y )-ax(x=2y ) +x" (x- 2y)
= (a®~ax+x") (x-2y)

obZ43b-7ab-21
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1
2)
3)
4)
5)

2)
3)

4)

1

EJERCICIOS POR RESOLVER

miuﬁ?#mx*%x =

b -a"+b-a’b =
403y—402b+3bm-%omy =

202b4 20c2+b2c +ob3 =
‘xa—an2+4xz2—2n22-6ny2+12xy2 =

3.7.4 TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

FORMULA

02:_2ab¢b2 = {osb )2

FORMA DE FACTORIZAR

Comprobar si la expresién es un “trinemio cuadrado perfecto”,

Condiclones : ‘ . ‘

+ ol primero y tercer términos tienen rafz cuadraoda exacto y son
poeslitivos, :

+ ol segundo término es dos veces el producto de las rafces cus -
dradas del primero y tercer términos.

Se formo un binomio elevado ol cuadrado,

Los slementos del binomio son:

+ primer término : rofz cuadrado del primer término del trinomio.

+ segundo término : rafz cuodrada del tercer término del trinomio.

El signo del binomio resultante seré el signo del segundo término

del trinomio originel.

EJERCICIOS RESUELTOS
o?saabedb? =
2
g =a
Y- »

2(a)(2b) = 4ab
aP-dabetb? = (a-26)2
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2)

'3}

o

5)

1)

2

3)

xzobmﬁ =
4
QJ )‘5 = x
T . b
7 2
2(x){b) = 2bx = bx
2 7.7 2
x“4bxsb® = (x4b)
4 2
4000%4406% 41 =
2Je00a" = 200°
1 =1

2{20053(1} = 40a>

4000'%4400%41 = (200
)+ 250%a? = 280%-atel
7% %3 k7 S 1]

50!)2

2 /25«z = 50°

k13 3
2 JFT‘ =

75 5
20802) (1) = 20a° = o

g 3% 3
250‘-020 1= (50?-_)_ )2
% 31.% % 5. :
16-104x2e169x% = 169x4-104x2416
2 1691‘ = 13)(2

2/1_; = 4
2( 1352} (4) = 104x
16ot- 1002006 = (13l-a)?

2

EJERCICIOS POR RESOLVER

02;2001 = .
Py -30x"y+25x =
x axyty” =

q
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4) m2¢2m mm)+(m+n]2 = 9
5) {a+b)“~1(x~m) (a+b)+{x-m}" =

3,7.5  TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION O SUSTRACCION

FORMA DE FACTORIZAR

+ Hay ocaciones en que un trinomio que no es cuadrado psrfecto, pusde
convertirse en éste, suméndole o resténdole una contidad determina-
da,

Sin embargo, para que el trinomio dado no se alters, se debe restaor
(en caso de que se haya sumado)} o sumor {en caso de que se hayo res
tado) la misma contidad que le fue agregads para convertirlo en tri
nomio cuvadrodo perfecto,

Una vez que se ha convertido el trinomio original en cuadrado per -
fecto, se factorizo de igual modo que el caoso 3.7.4, y se deja in -
dicodo la sumoo resta, segin sea el coso, de la contidod que hubo -
necesidad de agregar.

2

EJERCICIOS RESUELTOS -

4 22 4
1) x e yCey” =

,2/:T'= o

2 2

2(:2)()'5) = 2:2y2 4 x2y2

Paro convortiSlQ on trinomio cuadraodo perfecto, se noéosito sumar
le una vez "x“y“”"; para no afectar lo expresién también se resto -
uno vez “x“y“¥;

‘4 22 4 4°22 4 22 22

xoaxyCay = x ey ey ety fox
: O uzy!

2
= X 42X E 4y -

Trinomio cuadrodo perfacto.
2)2 -12)'2

= bl
2). 4!‘}16!2y2
',2 “l‘ = 2:2 !

2 o, & = 3?2

2281 3%) = 1232 4 162

Paro convertirlo en trinomio cuadrado perfecto, es necesario res -°

oyt e
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'tur%o "4x2y2" : para no ofsctar lo expres{én, también se le suma -

Ydx“y"

4x‘416x2y2*9y" = 4x4+l6'x2y2+9y4—4x2y2¢4x2y2
- 22
= 4x +12x y +9y +4x"y

3 grlnomia cuadrado perfecto.
= (Zx +3y") il y

EJERCICIOS POR RESOLVER
4 2

x m 42)

4): +3x"y +9y =

25m4¢54m2n24l9n4 =

121g -lsgczb‘.sab"‘ .
_ 49c” +75a b e ol%u b

3.7.8 CUBQ PERFECTO DE UN BINOMIO

FORMULA

ua_f_Sazbtsobziba = {as b)a

FORMA DE FACTORIZAR

Comprobor que es un cubo parfecto,

Condicionss:

+ debs tener cuctro términos.

+ @l primero y el cugrto término, deben tensr railz cibico exacta.

+ el ssgundo términc deba ser igual al triple de la rafz cobica -
del primer término al cuodrado, por le rofz cébica del cuarto -
término. - :

+ ol tercer término debs ser igual al triple de lo rofz cbico -
del primer término por lo refz cGbica del cuarto términe ol cug
drado.

+  los signos deben ser todos positivos o altornodumntu pocluvos
y negativos,

Se forms un binomio elevade @l cubo.

Los elementos del binomio son:

-+ primer término ; rafz cibica del primsr término de lu oxprulén
dada.
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4}

2)

3)

4)

5)

+ ssgundo término ; ralz cGbico del cuarto término de la exprs

si6n doda,

El sigho dal binomio es positivo, sl todos los términos de lo ex -
presién son positivos, y s negativo, si los signos de los tbrml -

nos son positivos y negativos olterncdamente,

EJERCICTOS RESUELTOS

w23l edn- =
Yd - m
3J1=1

3m20) = oo
3(m}{N2 = 3n
m3~3m2¢3m-1 B (m-l)3
80341202460f) =

3/50—3 = 20

Yy o

320)%(1) = 120°

3203 11)?

803+1292060?) = (20+])3

Tei2xsdtxesas] =

0

Jé‘x = Ax

3(\) {4x) = 12x

3(')(4x)2 . 48x2

lvl2x~48x +6lx (l+4x)3

8: % 26x ywSlxy2427y3 =
8: = 2%

J;;;s =

al2x) 23y} = 36

3{2x)(3y)2 = Saxy

8x3¢3Au2y‘54xy2427y3 = (2x43y)2

640°+2400%+300ab2 412567 =

3/;40—3=4u
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9 125b = 5b
. 3(4a) (Sb% 240a
3(43)(5b) 30005 3

640°+24002b+300ak+125b° = (4o+5b)°

EJERCICIOS POR RESOLVER

i) 27- 27b¢9b2 b

2} 27%>+108x wuh% o64y
3) 125‘34150; ;‘eox; vy =
4) l6¢3x +3xy ¢

5) 216u6y ohlﬂxzy 0!06: yé

3.7.7  TRINOMIO DE LA FORMA : x+bx™ 24c

FORMULA

x":_bx"’zic - (x n/2 d)(l“niﬂ

donde:

oo
e
LN )
nou

o

FORMA DE FACTORIZAR
1} Comprobor que es un trinomio de la forma :"obx"noc .

Condiciones:
+ ol cosficlents de x" ‘o8 igual a uno.
+ la variable que en el primer término esté elevada o lo potencio
*n®, on sl segundo término debe estor elevada o la potencio *n/2%
+ ol coeficients de la voricble en el segundo y tercer “mlnos de
ben ser factores numbricos.
2) El tésultado lo formo el producto de dos binomios.
3) Los elementos de los binomios son;
+ primeros términos : la rofz cuadrado del primer término del tri-
nomio; este primer término es iguol en ambos

binomios.
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+ gegundos términos : los formon dos nimeros cuyu suma algebréica
sea igual al coeficiente del segundo. término
del trinomio original y cuyo multiplicacién
sea iguol al tercer término del mismo.

En el primer binomio, se pone el signo dsl segundo término del tri

nomio y en el segundo binomio se pone el signo que resulte de mul-

tiplicar los signos de los términos segundo y tercer del trinomio.

EJERCICIOS RESUELTOS

1)
2)
3)
4)

5)

N

2)
3)
4)
5)

0245048 = (x43){xe2)
-1207106 = (xe8) (xe1}
x2-20x-300 = (x-30}{x+10)
me-7ma12. = (m-4)(m-3}
0°4280-29 = {a+29)(a-1)

" EJERCICIOS POR' RESOLVER

02-5006 =
m2¢5m-24 =
m-+Im-18 =
54sa>-150 =
m?-2m-528 =
3.7.8 TRINOMIO DE LA FORMA : ax"sbx"2sc
FORMULA
ox"_g_bx"n_:c = u(uxn_tbxnm:c) ]
= ozx":(o)(bx"/z):oc
= (ux"lzid)(axnlzio)
donde :
d+e=b
d . e=ac
- (uxnlz_d)(“nni.)
a
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2)

3}

)

2)

FORMA DE FACTORIZAR

n/2 ,

Comprobar que es un trinomic de la forma *ax"+bx" “ac”,

Condiciones

+ las condiciones son las mismas que para los trinomios estudiados

en el punto 3.7.7. Gnicamente se diferencian

estos trinomios de

los antsriores en que 8l primer término tiens un coeficiante di-

ferente o uno,

Se multiplica todo e! trinomic por sl coeficients de *x"* {"o"}, -

dejondo indicada dicha operacién en el segundo
mio.

Se procede igual que en el coso 3.7,7, excepto
que la suma de los dos nimeros que constituyen
de los binomios resultontes, debe ser igual al
trinomio sin considerar el foctor (“a*} por el
Como en _un principio se multiplicé el trinomio
de la x'', se debs dividir chora entre el mismo
terar el trinomio,

En caso de que Jos binomios no seun divisibles
puede descomponerse el mismo en un producto de
los cuéles s{ puedon dividirse los monomios.

EJERCICIOS RESUELTOS

6(602+7042)
360%+(6) (7a)e12
(b0+4](6043)
{6a+d){6a+3)
fordilierd

6ﬂ2<7ao2

I

{60+4){60+3)

= (38+2){2041)
5{5m+13m-8)
25m<+{5}{13m)-30
{8ms15) (5m-2)
(5m+15) {5m-~2})
5

{5m+15) (5m-2)

5 .. 1

{m+3) (5m-2)

Sm2-+13m-6

) oo
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término del trino -

que se considerg -
el segundo término
segundo término del
que se multiplicé.
por @l coeficiente
nimero para ho al -

entre ese nimero, -

dos nimeros entre - .



3 15t 11aa12 = 15018kt 11x2212)
226x*- (15) (11x2)-180

(15%2-20) (15x249)
= [15¢2-20) (15x%49)
5
2.20) (15%249)
ST
{3x2-4) (5x243)

{15x

EJERCICIOS POR RESOLVER

1 3%’-50-2 =
2) 12%-35-16x =
3) Sme2m 2 =
0 Nos2102-2 =
5) 20s°-40-7x =

3.7.9 DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS

FORMULA

(o2-6%) = (asb)la-b)

FORMA DE FACTORIZAR

1) Comprobor que los elementos que formon la diferencia uonon ro(z .
cvodrada exacta.
2) . Se forma el producto de dos binomios cuyos slementos son-
+ primer término ; rofiz cuodrado del primer elemento de lo dlfoun
¢ia dada.
+ segundo término : rafz cuadrada del segundo slemento de lo dlfo-
rencia daoda.
3} Los binomios deben tener signo diferente; es docir, uno posiuvo Yy
otro negativo,

EJERICICIOS RESUELTOS
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2)

3)

‘8

RIZEER Y]]

JRLI T
4x2 = 2x

2 4

B1y8 - 942

xZaiy? 2 (2xe9yD) (x99

16-b2 =

e -a

20T s

1662 = {4+b){4-b)
1-902p4ce® -

i

2302754 = aob2c%d*

190264848 = (1-30b%c %04} (143002 3ah

\00-m2n6 =
2100 = 10

im ﬂ6 = mns

25y - 1ex'0® -

198 1R

2 ] 2
25xy" = Sxy
9% k]

2 08 5.4

161‘ y. = dx’y
(3] i

25x4y 2 16x'0

" 100-mn® =- (104007 (10-mn)
5)

8 2, 5 402 54 )
y = { 5xCy+Axy ) {5xCy-4xTy )
i3 N | X SR B o

TEJERCICIOS POR RESOLVER

9-:2 =

2
2 3

100x ; -16906 =
]

2a
 x Oy

m2xn ax

-l =

25
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3.7.10 SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS

FORMULA

(oa¢b3l 2 (oob)(oz-ob«bz)
(ua-ba) = (o-b)(czmbobzl

FORMA DE FACTORIZAR

1}  Comprobar que won cubos perfectos.

Condiciones: .

+ los términos tiensn raiz cbico exacta. :

2) €1 resvlitado de lo suma de dos cubos perfectos as el producto de:

+ wn binomic cuyos elementos son las rofces cibicos de los tdemi-

-, mes., sumodoa . :

+ un trinomio cuyo primer téemino es ol cuadrado de lo rafz cObi-
co dal primer slemento del binomio; el segundo elemento con sig
no negativo en ol producto de las dos rofces cdbicas y el ter -
cer slemento as ol cucdrodo de la rofz cébico del segundo ale -

monto de} binomio. - o
3} El resvitado de lo resta de dos cubos perfectos es exactomente | -
gvol que ol de lo suma, Gnicomente que se combion el signo del bi-
nomio y el signo del segundo término del trinomic obtenidos.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.2327 =
| SR S

Yar < 3 \
% =27 = {x=-3}{x"+3%sP)

'maz
3/::2
3M = M

Bon® = (me2) {me-2med)

27:30125 =
3 27»3 = 3n

3‘5:5 .
27574125 = (3x+5) (Px2-15x425)

~-2)

3

—~—

43



4} ya-l =

UP -y

31 .

ot = ly=niyeye)
5) 27658 =

3 27::6 = a2

58

o
©w

EJERCICIOS POR RESOLVER

1 03¢53 :
2) 2707sb" =
31 -6l
4) xbya-ﬁ =
5) m°-8n ’

b

4.7.11 MISCELANEA

1} 03-404 s

3) x2-10x425 =

5) 125m341475mo+15m =

7} éniesm-d =

9) Bmo-1 =

1} 3mnlz—2y2—2x2¢3mny2 =
13} usdu‘bdﬂéb =

15} x2412—8x =

17} 250622121 =

19) 14a’bl-28004560* =
21) xt-xy, 4y /4
23} m~gm+3m-
25} 15x"+14x-15
271 8.
29) 6a-9b+21bx-14ax =

]

9
27607 = {30631 {90% 43076 46%)

2) 3a—2b—2bx4+3ax‘ .

4} o +3a ¥4 =
4) x2~\5x—14

8) 1-4x" =
10) 24b2xy2-36xy”

12) 490%-700°b2xe256 %7 =
14) Oy3-ay Py

16} Gx"~}4x-15 =
18} 644x” =
20) 1+x93x§+3y =

22) 49+76b°+64b? =

24 -17g- =
}a 1]360 10

24)-256m “-289n"b
28) y—yz*ys-Y‘ =

30} 4-4(1-x)e{1x)? =
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31) 1-126xdyder80xy? - 32) £4a%+240a%5+300ab2+125b% -

33) x2-41x+400 = 34) InZ4dTmed =
35) of-ax!® - 36) 5124275 =
&
37) 3~2y¢6xy-5x3y2+Bx2yz+4mxy2 = 38) éx 44axy+4uy2—6xy2-4ax2-6x2y=

39) 9(a-b)2412(a-b} (aeb)+afasb)? = 40} BIxPyB 29242y %2042562'¢ <
1) 640°-2400%% 1250 243000°68 = 42) xPe43xe432
6m_b2n

) 150806 = 44) éa
o

+81c” /4270 23 =

‘oc-éﬂ Ix 2‘1/21:-6/7

al.b-‘/5+8c-m,3b_“5+ 3 N ]2b-4/5 .
6c5’3 5 ‘abusxm? 5c10/3

. wl/Sy-l/SZ-Sla R 9 . 1 .

-2/3 -1 1/3 ~4/3 1/5_5/3
y z 2w Uy T2

-4/5‘:6/7‘50-6/5
“1/4

417
3/4

45) 9a

46) x

47) 3
27«:'!y'3 /513 2 8w
9/5 5

« 27y %2
o4 w-2y'3/513 .27

®) 9 . 2 2 ”"-815"3/2‘ “"8/5),-3/2 .
PR TR ;6 9 50z
9/4 3/2 0 ~9/4 =12 9/2 -1
+2 x'@
y-§f2 9/4 B

+ Ix
270

49) 20 y + 4x + 10a
I e g
50} o213 y‘/S.-IO/S + 300 - ax-2°4/3

yTISO-BIS 8 léy—4/5“10/3 Y-l/5 -
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CAPITULO IV

.- ALGEBRA DE CONJUNTOS
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4,1 - UTILIDAD DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS

Lo nocién de conjunto es muy antigua; desde hoce siglos el hom
bre ha tenido uno idea intuitiva de conjunto, Cantor y Boole, duron-
te ol siglo XiX elevaron lo nocién de conjunto al rango de método ma
tembtico, ésto permitié uno reestructuracién de los Maoteméticas. Lo
que hobf{a sido descubierto en Mateméticos continué siendo cierto, se
establecieron solomente nuevas bases para definir conceptos yo esto-
blecidos,

Si bien es cierto que los Matemdticas hon existido y progreso-
do hasto el siglo XIX sin ninguna oyudo de la Teorfa de los Conjun-
tos, as{ como que muchas de los disciplinas de las Mateméticos.como
ol Algebra y lo Estodistica entre otras, pueden ser estudiados y com
prendidas sin el recurso de esto teorfa, tombién lo es, que las Mo -
temdticas modernas han estoblecido un instrumento valioso que permi
te visvalizor y clasificar los conceptos, as! como definirlos con ma
yor precisibn, Por lo anterior, esta teorf{o permite el aprendizaje
de:temos matemiticos més avanzados como la Probabilidod, Muestreo, -
Funciones, Optimizacién y otros, permitiendo representar en forma ~
muy osequible algunos conceptos l16gicos que constituyen un fundamen-~
to esencial para el trabajo con modelos motembticos.

En los organizaciones, las aplicociones de la Teorfa de Conjun
tos son muchas y muy voriadas; en realidad, en el andlisis de nego -
cios constantemente se estudion conjuntos de varios closes, desde ~
eonjuntos de dotos hosto conjuntos de merconclos fobricados o de re-
sultados fovorables de decisiones. Se puede afirmar que un probleme
analizodo en su totolidod a través de la Teorio de Conjuntos, permi-
te que sus componentes y el comportamiento entre los mismos seon re-
visodos y como consecusncio, puede logrorse eliminar aquellos compo-
nentes que por su naturalezo no son relevontes en la solucién del -
plonteomiento original, Asimismo, o través de los operaciones con -
conjuntos, se combinon los elementos de uno situocién dodo, con el
objeto de identificor alternotivos de accién, evaluands la informa ~
cién para lograr tomar uno decisién,

Quizé lo major monerc de tener una idea de lo utilided del Al-
gebra de Conjuntos en las orgonizaciones, es considerar un problema
diffcil de coptar mentalmente, pero que se resuelve sencillamente -
por medio del uso de dicha técnico, como veremos posteriormente : -

_los estatutos de cierto compafifo requieren: o) que la Junta de Direc
tores forms con olgunos de sus miembros todo el Comité Financiero; -
b) que ninguno sea miembro o la vez de lo Junto de Directores y del
‘Consejo de Asignociones, o menos que también forme parte del Comité
Financiero; c) que ningOn miembro del Consejo de Asignaciones perte-
nezco a dicho Comité,

67



4.2

+

Por Gltimo, cabrio mencionaor que la metodologla de los conjun
tos y su rozonomiento deductivo, no sélo fijan un marco de referen=
cio para el anélisis légico de situaciones complejos, sino que ade-
mbs sistematiza lo capocidad enalitica en el monejo de situaciones
diffciles.

DEFINICION DE CONJUNTO

Mateméticomente, un conjunto se define como: cualquier agregado
o coleccién de objetos o entas de cualquler Indola, con o sin re
laci6n entre ellos.

Ejemplos:-

-~ El conjunto de los clientes de la empresa "X S,A,

- El conjunto de los alumnos de Administracién de la Universi-

dad Anéhuac,

Los objetos que forman a un conjunto se denominan “elementos” o
miembros del conjunto.

" 4.2.1 REQUISITOS DE UN CONJUNTO

Los conjuntos, desde el punto de visto matemStico, deben cumplir

A)

8)

C).

. los siguientes requisitos :

Lo coleccién de elementos debe estor descrito en forma lo
suficientemente clora para que no hoye dudo olguna acerca
de si cierto elemento pertenece o no al conjunto.
Esto definicién elimipa colecciones imprecisas,

Ejemplos de conjuntos bien definidos:

- El conjunto de los meses del ofio segln el calendario ~

gregorianc.
- El conjunto de los nimeros pares enteros negativos.

Ningun elemento de un conjunto debe considerarse més de u-
na vez; es decir que gunque se repito varias veces, sélo -
se contobilizo en una ocasién.
Ejemplo;
'~ #Cubntos elementos forman el conjunto constituldoe por
los contidodes siguientes: $50,$75,$50,8607. Lo forman
3 elementos porque no deben considerorse més de una -
vez los repetidos.

El orden en que se coloquen los elementos que formon el -

conjunto carece de importaoncic.

Ejemplo:
- El conjunto formado por los elementos o,b,c, es igua]
al conjunto-formado por lés elementos. c¢,a,b.
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4.2.2 'REPRESENTACH.)N DE _UN CONJUNTO

Los conjuntos generalmente se demotan por -letros maylsculas o

AB,C... vy los elementos se representan con letros minlsculas i
a,b,c,ivs

Existen dos métodos para representar conjuntos:
A} Método de Enumeracién o Extensibn :

Consiste en encerrar entre dos llaves o todos los elementos -~
que formon el conjunto, separados por wno coma. A pesar de -
que no todos los elementos de cierto conjunto pueden esfecifi
carse de esto forma, este método es sOmomente sencillo.
Métaodo de Comprensidén-a Descriptivo

Consiste en encerrar entre !laves una propiedod {frase) que -
exprese cloramente los requisitos que debe sotisfacer un ele-
mento poro pertenscer al conjunto en cuestibn.

—~—

Ejemplo:

£l conjunto de los letras de lo palebro motemdticas.

A) Enumeracifn : {m,0,t,e,{,c,8}

B) Comprensién : {x/x es un letra de lo palobro motumétl -
cos } {se lee: x "tol que” x es uno le-
tro de la palabro motembticas).

EJERCICIOS RESUELTOS

A)

B)

Basbndose en la definicién de conjunto, diga si los siguientes
enunciodos representon o no un conjunto

1) Los 10 mejores obros musicales de todos los tiempos. NO
2) Los mejores progromas de telavisibn. NO
3) Los activos de lo empresa “La Mercontil®a fines de 1979, SI
4) Los alumnos que ocreditoron Matembticas | en la Univer  SI
sidad Anéhuac en 1985,

Los albafilles de México qua ganen un sueldo diario de
un millén de pesos.

5

Especifique los siguientes confuntos por el método de enumera -
cibn o comprenslbn seglin seq el coso :
1) A = {1os océonos del planeta tierro}
A = {pocifico, otléntico, fndico, értico, untbrtico}
B = {los nimeros reales enteros pos{tivos}
8=41,2,3,4,5,...} -
3) € = {dimus, fobos }
C = {x/x es un satélite del ploneto marte}
4) D = {américo, guadalajara, atlonte,... }
D = {x/x es un equipo de foot boll profesionol de primerc di
visién en México }

2)
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5) 4%

Es(#‘ .
E = {x/x =316}

EJERCICIOS POR RESOLVER

A

8

)

Boséndose en la definicibén de conjunto, diga si los sigulentas
enunciodos representan o no un conjunto

1) Los objetivos institucionoles de o UNAM,

2) Los coches que viajon o més de 1000 km/hr,

3) Los aves que llegon o lo lunc.

‘4) Los 10 mejores progromas de lao T.V. mexiconc segin Teleguic.
5) Los objetivos de lo Universidad.

6) Los 10 mejores coches del mundo.

7} Los gentes que tienen mGs de 200 afios de vida.

8) Los integrantes de lo seleccidn de foot boll mexicana,

9} Los desiertos con clime frio de lo tierra,

10) Los granos de arena de la playa del puerto de Veracriz.

Especifique los siguientes conjuntos por el método de enumero -
cién o comprensién, segin sea el caso :

1) A ={ x/x e8 un punto cardinal }

2} B ={ x/x es uno vocal del alfabeto castellaono }

3} C={ lo luna }

4) D ={ ombrico, osia, &frico, europs, oceanfa }

5) A=gb,cd,f,... 2)

6) B ={ x/x es un dedo de lo mano humono }

71 € ={ Miguel de lo Madrid }

8) A ={ x/x_®s un némero entero,par,positivo}
9} B ={ mercurio, venus, tierro,... pluténd
10} € =€ gusto, tocto, visto, oido, olfoto}

4.3 RELAC[ONES ENTRE CONJUNTOS Y ELEMENTOS

+

Existen bésicamente dos reluclones entre conjuntos y° olomentos» '
A) Relocibn de pertenencia y no pertensncio.

. B} Némero de elementos de un conjunto,

4,3,1 RELACION DE PERTENENCIA Y NG PERTENENCIA °

Un elemento determinodo puede pertenecer (formar parte o ser . -
miembro) o no pertenecer o un conjunto.

Para simbolizar la pertenencio se utiliza la letra grﬁegu opli-

lon :
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Asf, cuando un elemento "o” pertenece a un conjunto "AY, se re -
presenta

a§ A
Y cuando un elemento "¢” no pertenece o un conjunto A", se re -
resento
P ! af A

+ - Es importonte aclarar que lo pertenencia es una relacién que vin
cula o cado elemento con un ¢conjunto y no lo relacibn que vincu-
lo elementos entre s{ o conjuntos entre sf.

Ejemplo:
S$i A = {x/x es uno cuenta del bolonce general de "Z" empresc }

Entonces H ocreedcl‘es S
mobiliorio y equipo &
acciones comunes 5
En cambio : " ventas []
sueldos y salarios )
gostos de administracién #

D> >

4.3.2 NUMERD DE ELEMENTOS DE UN CONJUNTO

+ Para cualquier conjunto "A*, el nimero de elementos que integran .
este conjunto se representa por :

l n(A)
Ejemplo:

De los siguientes conjuntos indique cuél es al nimero de ele -
mentos y enumérelos:
1YA=1{a,b,c}
n{A) = nla,b,c} =
2) B =413,57,911,9}
niB) = n{3,5,7,9,11,9) =
3) € = { x/x es un nbmero entero entre 10 y 20 }
n(C} = n(10,11,12,13,14,15,14,17,18,19,20) = .
4) El cuadro siguiente indica la distribucién de los meseros -
del restaurante "El Goloso” S.A., en funcién de sexo, edad

y. estudios :
__321215229133 hombres mujeres
edad primaria | secundaric | primaria [secundoria
2.0 30 4 5 13 5
31 a 40 31 12 18 3
41 a 50 75 20 18 2
51 1 60 51 1 14 1
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Especifique por comprensién el conjunto de referencia.
= { x/x es un mesero o mesera del restcurante "El Goloso” }

Obtenga el nimero de elementos de cada uno de los conjuntos si
guientes
o) A= { x/x es un meserc que estudié solomente primoric }

n{A} = 4431475451 n{A}=161 )
b) B = { x/x es una mesera que estudié solamente primoric y
tiene entre 31 y 40 ofios de edad }

n(B) =
c) C={ x/x es un mesero o una mesera del restauronte *El
Goloso“ ¥

n{C) = 161448461411 n(C) = 281

4.4  RELACIONES ENTRE CONJUNTOS

+

Para poder anolizor los relociones entre conjuntos, es necesorio -
definir antes algunos conjuntos catalogodos como “especiales”,

4.4.) . CONJUNTOS ESPECIALES

Son 4

A) Conjunto Universal
B) Conjunto Vacio

C) Conjunto Finito

D) Conjunto Infinito

A} Conjunto Universal

Es aquel conjunto que contiene todos los elementos existentes del
conjunto particulor en el que se esté interesado.

Puade decirse que el conjunte universal es * un conjunto de refe -
rencio poro el conjunto que estudiamos ”. (3)

Se réprgsantu por la letra griega omego : "+ & por la letra *y”.

El' conjunto universal normolmente se elige de acuerdo a las nece--
sidades y: tomondo en cuento 2 consideraciones:
a) el conjunto universel no es. "Gnico”, ya que depende de:
~ la naturalezo de los elementos estudiados o del problemo --
que se esté analizando.
- el grodo de omplitud que se quiers dor al problems.

(3)

Fiol Michel. Arias Galicic Fernando. “Elementos de Matemiticas
para los Cienciocs de lo Administrocién y el Comportomiento®. -
Pag. 42,
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b} el conjunto universol de un mismo problemo anclizodo puede ser
distinto dependiendo de:

~ el criterio que se aplique para elegirlo.

Ejemplos .

1) S1 el conjunto o considerar incluye como elementos o los -
empresas textiles del centro del D.F., el conjunto universal
a elegir puedo sert

- El conjunte de empresas texttles de México,

~ El confunto de empresas textiles de Américe.

- El conjunto de empresos textiles del mundo.

La eleccibn del conjunto universal dependers de cubles empre
sos textilea sa esté hoblondo en cuanto a su locolizacién se
refiere (criterios poro elegirlol.

Si el conjunto a considerar incluye como elementos o los li-
bros de Matem&ticos de lo Biblioteco de lo Universidod And -
huoe, el conjunto universcl podria ser :

~ £l conjunto de los libros de Matemdticos de México.

- El conjunto de los libros de Matemiticos en espoiiol.

- El conjuntc de los libros de Mateméticas en todos los idig
mas.

2

€s importonte ocloror que lo relativo libertod que se tiene paro s

legir al conjunto universal no implico que éste deba tomarse como
un conjunto impreciso o de naturoleza vorjoble, De hecho, al ser
escogido e conjunto universal, éste permanece fijo durante todo -
ol andlisis de uno sitiocién particulor.

8) Conjunto Vac{o

El conjunto vocfo * es oguel conjunto particular que no contiene -

ningln slemanto * (4). Es decir, es un conjunto que corece de ele
mentos. :

Se represento por lo letre griega fi: “4" cpor{ } .
El conjunto vocto s{ es un conjunte "Onico®.

Es importante aclaror que el conjunto vacio "d4” es distinto de *0”
y {0y .
é4 o { } ~— aes 8l conjunto vacto.
- {0} ~-- 8 un_conjunto formodo por un elemento: el *0”.
0. -~~~ N0 @ un conjunto, es un nimero.

SpringarH Clifford, Herlihy E. Robert, Baggsl Robart. "Mate-
méticos’ Bésicos”. Pag. 262,
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Ejemplos -
1) Los siguientes conjuntos son vocfos :
A= {x/x es uno persona viviente moyor de 200 ofios. }
B= {x/x es una plonta industrial con 75 millones de emplea-
dos } :

C= {x/x es un perro que habla }

€} Conjunto Finito

+ El conjunto finito " es aoguel cuyos elementos se pueden listor -
exhoustivamente y contar uno a uno hasta el Gltimo “. (5}
En otras palobros, un conjunto es finito cuondo ol contar los ele-
mantos del mismo, el proceso de conteo puede acabar.

Ejemplos
1} Los siguientes conjuntos son finitos :
- As{ x/x es un dia de lo memonc }
B=¢ x/x es un residente dei D.F.3
Ca £ x/x #s un empleado de lo empresa "X" S.A.}
D={ x/x es.un grano de arena de la playo de Mazotlén)

D) Conjunto Infintto

+ El conjunto infinito " es aquel cuycs elementos no se pueden lis -
tar exhaustivamente porque nunca se terminan de contor ", (4) .
Ejemplos : -
1} Los siguientes conjuntos son infinitos :

A ={ x/x es un nGmerc entero positivo}
B ={ x/x es uno recta que posa por un punto}

EJERCICIOS POR RESOLVER

A} - Indicor si los siguientes enunciodos son verdaderos o falsos :

1) {Py = {pr,Q} 4} 4 = {é

2) £0,0,1} = (4,1} 7YL5) =58

3 {éy = {0} &) 6 5 {53

C 4} 42-23 = {0} ?) {x/x§ N, 142} = {03}
5) .6 = {0} 10) {x/x§ N, x<3} = £2,1}

(Sea N=conjunto de nimeros
enteros positives),

{§) Fiol Miche], Enriquez F. Jose Jaime. "Algebro pora Estudiontes
de Administroéién y Economfa”., Pag. 43. : :
{6) 'Ibidem. .
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B}

De los siguientes conjuntos, dige si es finito o Infinito y repre

sentelos por comprensién y por enumeracibn :

1} €l conjunto de $250,000 en acciones comunes y $500, 000 en bo -
nos que constituyen el capital-de lo empresa enlatadora “La Lo
to”,

2) El conjunto de los enteros positivos pares,

3} El conjunto de los empresas : “Cartén y Popel de México", “As-
trolito” y "Kimberly Clork*, proveedoras de "Artfculos de Car-
tén DIN",

4) El conjunto de los letras de la palabro “rentabilided”.

§) El conjunto de transacciones de venta - de la casa de art{cu -
los poro el hogar “Kolmor®,

4.4,2 CONJUNTOS TGUALES

*El conjunto A es igual ol conjunto B, si ambos tienen los mismos

+
slementos, si coda elemento que pertenece o A,pertenece también o
B y si coda elemento que psrtenece a B, pertenece también o A.”
{7}
+ En simbolos :
Para todo 0 §A --- se tiene que ag B vy,
para todo b §A --- se tiene que bg B
+ 51 dos -conjuntos son iguales, se representa A =
+ Es importante recordor que:
- Dos conjuntos pueden ser iguales sin importor que los elementos
no estén en el mismo orden,
- Dos conjuntos pueden ser iguoles o pesar de que se repitan sus e
lementos, -
- Dos conjuntos definidos por el método de comprensién pueden ser
iguales aunque los frases que los definan sean diferentes.
- Dos conjuntos vacfos son iguoles; ésto confirma que el conjunto
vac{o es Onico.
Ejemplos : ’
1 SlA:{ 5} y B=(3,4,2,1,5} Entonces : A =B
2) Si A =16, y B=4{8,6,8,7} Entonces : A = B
3} St A = {x/x os vno de los tres soclos de la Clo.Mexicana S.A}y
= {Juan Pérez, José Lbpez y Jeslts Gémez)
Entoncosx A=B
(7) - Lipschutz Seymour. "Teorie y Problemus de Teorfo- de Conjuntos y

Temas Afines”. Pog,2,
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Sy A = {x/ (x-2){x-1)=03y B =z{x/ 0<x< 3} Entonces: A =B
§) SL A= ¢ y B=4d Entonces: A'= B
4.4.3 CONJUNTOS DESIGUALES
+ 'El conjunto "A" es desigual o diferente del conjunto "B", si algu-

no de ellos posee un elemento que no pertenszca tombién al otro.

+ En sfmbolos : .
Existe un elemento o tcl que ofA y aofB o
existe un elemento b tol que bfA y bgB

+- 5§ dos conjuntos son desiguales se represento : A # B

Ejemplos :
1) St A=41,2,3,4} 'y B=(1,4,3} Entonces: A ¢ B
2) 51 A ={x/x es o] motrimonio de los reyes de Espoic}
y B ={El rey Juan Carlos}
Entonces: A ¢ B
3) Si A ={x/x es un nGmerc entero positivo moyor a 5 y menar o 10 }
yB=06,89}
Entonces: A 4B

44,4 CONJUNTOS DISJUNTOS

+ Dos conjuntos "A" y "B” son disjuntos si, y solo si, no tienen ele
mentos comunes, es decir, si no existe ningln elemento que perte -
nezca a ambos conjuntos,

Ejemplos :
1) S1 A={1,2,3,4} y B ={5¢6,7,8} Entonces AyB son disjuntos. -
2) Si A ={ x/x es un obrero de la empresa “X" S.A.}
y B ={ x/x o3 un gerente de lo empreso “X* S.A. }
Entonces : AyB son disjuntos porque ningln obrero de lo empresa
es gerente de la misma y viceversa.
3) S1. A ={ x/x es un ntmero entero positivo}
y B ={ x/x es un nimero entero negativo}
Entonces : AyB son disjuntos porque ningdn nimero positivo es
negativo o viceversa, '

EJERCICIOS POR RESOLVER

A} Colocar un signo *=* o *#*, o bien la palabro disjunto, segtin con

venga :
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1) {o+b, (b-0) (bsa) ,a4a} { b2-02,20 a+b}

2) {54] 7,34416,0} 2 { 5-4,51,2,841}
9y ¢3%,20.5%,253 ___ 199,253 ___ 81,370,25,25)
4) 0, 10, 41y {01}
15 4
5) lasb)®-(asb)?y { -0%-b2420b+b%+30%b+30b2 40 }

4.5 SUBCONJUNTOS

4.5, DEFINICION

+ Un conjunto *B" es "subconjunto” del conjunto "A", si todo clomd_rl
to de "B" es tombién elemento de “A", es decir que "B” esté in -
cluido en *A",

+ La forma de representor ésto es:

‘quo se lee: "el conjunto B es subconjunto del conjunto A" y signi
fico que todos los elementos de °“B" estén incluidos en "A", Y.

se lee: "el conjunto B no es subconjunto del conjunto A" y signi-
fica que cuondo menos un elemento de “B” no es elemento de “A”.

+ En 8l caso de que "A" sea iguol o "B", entonces a serd “subconjun
to propio” de "B" y o lo vez, "B" seré subconjunto propio” de "A”,
Lo onterior se representa :

ugniﬂcu que :

Si AzB
Entonces : ACB

B C.A
Y AcSH

+ Esto relocién de inclusién o de .wbcon]unto, es parecido a lo de
pertenencio { §), s6lo que la primero relaciona conjuntos con con
. juntos y lo segunds relaclonu elementos con conjuntos.
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Asf: si-"a" es un elemento del conjunto "A" se escribe : o § A
si el conjunto “B" es un subconjunto del conjunto "A", se -
escribe B cA, pero se prohibe escribir o © A, porque “0”
es un elemento y no un conjunto.

Ejemplos :
1) A = { poblacién del D.F.} B ={ poblacién de Méxicol} ,
AcB (A es subconjunto de B ) i
2) A ={posivos circulontes} B ={activos}
{ A no es subconjunto de B )
a,8,i,0,u,2} B = {x/x es uno vocal }
{ A no es subconjunto de B )
produccién, ventas, recursos humanos, finanzas }

B
3) {
B
{
{x/x es un érea funcional de lo empresc }
B
{
B

4)
{ A es un subconjunto de B )

9,b,c,d,e } B ={a,b,e,d,c}
{ A es un subconjunto propio de B )

5)

> > T
meraonn /o R/

4.5.2 PROPIEDADES DE LOS SUBCONJUNTOS

1) Propiedod Reflexiva :
Todo conjunto es subconjunto de s{ mismo. Esto es cierto porque -
todos los elementos de "A" estén en "A”,

ACA
2) Propiedod Transitiva
Si "A" es subconjunto de "B" y "B”, o su vez, es subconjunto de -
" *C", luego entonces *A” es subconjunto de “C*. )
AcB y BCC ==z AcC
(impllga
que
3} Propiedad Antisimétrica :
Si el conjunto "A" es subconjunto del conjunto "B”, no necesoria-
mente el conjunto "B* debe ser subconjunto de "A”.
Ach f=DBeaA
{no im?lico
que
4) Inclusién del Conjunto Vaefo

El conjunto voclo es subconjunto-de todo conjunto.

Esto porte de lo siguiente : para que un conjunto *B* no.sea sub-
conjunto de otro "A*, se necesita que por lo menos un elemento del
primeroc no sea elemento del segundo, Es decir i a 6B y a fA ..
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o

oy

* Como el conjunto vacio carece de elementos, esta situacién, nun-
co ‘puede presentarse, y por lo tanto no importando cual sec el
conjunto A que se elijo ( incluyendo los cosos A=d y A=), -
siempre se cumplird que :

3
a

5

TESS MO
LA

édc A v (8)

- EJERCICIOS RESUELTOS
(e
m _,‘\e\) Sean los siguientes conjuntos :

A={ab,cd,e,f,gh,i}

B={0b,cde}
Cz{bd,fg.i}
O0={(c,f, i
E={ci}
F=4f1
6= 4 )
Determinar cuGles de los conjuntos anteriores son subconjuntos de
a) Ay 8B
‘b) D
c)DyE
d) CyD
e):ABCyD .
o) AcA BcB d) cccC pcD
BeA GeB FeC ECcD
- CcA . 6e=C FeD
DA G=D
EcA Por lo tanto: F y G
FcA
GeA
Por lo tanto: By G
b) OcbD e) ACA ceC
- EcD . BcA FeC
FcD . CcA 6eC
Gel Dc A
Por lo taonto: D,E,F y G Ec A DD
¢) Db EcE A ﬁzg
Ech GeE . 6cD
FcD g8ch N
GeD Gc B

Por lo tonto: Ey G . Por lo tonto : G

(8) * Kleiman Ariel, Kleimon Elena K. de. *Conjuntos, Aplicociones Mote
mbticas o lo Administrocién”. Pog.34. T
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8} Lo f4brico de aceftes comestibles "Caso S.A." tlene 6 sucursales
en el D.F. y otras 4 en el interior de lo Replblica : 3 en Queré -
taro, | en Puebla, 1 en Tlexcala y ! en San Luis Potosf.

Se pide encontror las relaciones que existen entre estos conjun-

tos.

Para logror lo onterior es necesarlo formar los conjuntos per-
tinentes y representarlos en un diograma de arbol

F
[
I

k]

"N —TD

Todes las
Sucursoles
de “Casa -
S.AY

{F)

conjunto de todas las sucursales de "Coso §.A."
conjunto de sucursales de "Casa S.A." en el D.F.
conjunto de sucursoles de "Casa S.A.” en el interior de

la RepGblica.

conjunto de sucursales de
conjunto de sucursales de
conjunto de sucursoles de
conjunto de sucursoles de

1

Sucursales |”

"Casa
“Casa
“Casa
"Casa

Querétaro {Q)

en ol intel  oiebla (P)

~---rior de la

Reptblico
(r)
-~ D.F. 1
Sucursales |~ D-F 2
-- D.F. 3
== on el .D.F. D.E. 4
(M) e
- D.F. 5
-- D.F. &

-- Tloxcala {T)
-- San Luis Potost (S)

(0,
(o))
D .
(03)

(0f)
(0])

Los relaciones entre los conjuntos son,

QICQ
02 cQ
03 <Q

1
1
1
1

0 - v O
nnnn

EJERCICIOS

DM
D,c M

EAA A
W TN —

o
ann
X E

POR_RESOLVER

S5.A." en Querétaro.
S.A" en Puebla.
S.A." en Tlaxeala. )
S.A.” en San Luis Potosf.
-- Querstaro 1 (Q
-~ Querétaro 2 (@,
-- Querétaro 3 (Q

-
nn
mm

Al Complemente la siguiente tabla coloconde c , ¢ o.E
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- Conjuntos {1} ] {0} .41,0} |43,0,1}

[
{1}
1,3}
0,1}

0,13}
{0}

A) Digo cubles de los siguientes expresiones son verdaderas , cubles
falsas y el por qué.

B A si: A4 W $6 A

06 ¢ Ac i

AD ¢ 5 = {5)
2<41,2,3} 4§ {1}

éc {0} Re R
¢c{} éc{),2,x,y}
¥E ¢ si Wi Rc 2

08 ¢ ‘

4.5.3  CONJUNTO POTENCIA

+ En el anGlisis :de clgunos problemos especi{ficos es importante co-
nocer cubles son todos los subconjuntos de un conjunto dodo,

+ Se llama “conjunto potencia” al conjunto formado por todos los - -
subconjuntos de un conjunto., En otras palobras, el conjunto po -
tencia es el conjunto de los subconjuntos y se represento de lo
siguiente formo

Conjunto Potencia de A : P(A).

o bien:
P(A) = {x/xcAo X cA}

+ Existe una regla general paro determinar el nGmero totol de sub -
conjuntos de un conjunto dado :

IPM)=TMW.

En donde 2 siempre es constante y n(A) es el nimero de elementos
del conjunto dado A.
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Ejel

mplo:

= {x,y,2}; encontror:

a)

b)

Todos los subconjuntos de A
Cuénto vale el conjunto potencia de A : P({A)

" subconjuntos de 0 elementos: & (6 es subcon]unto de A)

5 se
““*,.

Esto
-l
- tod

subconjuntos de 1 elemento : {x},{v}, {z}

subconjuntos de 2 elementos: {x,y},{y,z},{x,2}

subconjuntos de 3 elementos: {x,y,z} (A es subcon]unto de A)
Entonces

P(A) = {{x} Ly} €} ,{x,y 2y, 2> {x, 2} {x,y. 2} 6}

Se observa que P{A) esté formado por 8 subconjuntos. El nome
ro de subconjuntos se hubiese podido encontrar también, utl-
lizondo la férmula

PIA) = onlA)
sé: n{A) =
P(A)
P(A) = 8
oplica lo férmula del conjunto potencia al conjunto vocio -
.para saber cuéntos subconjuntos tiene, se encuentra gue :
Plé) = 2"
si: n(é) =
Pld) = 20
Pl(d) =
conflrmn que:

conjunto vacfo es subconjunto de s{ mismo,
o conjunto es subconjunto de sf mismo,

EJERCICIOS POR RESOLVER

A)

Enco
mina
1) A

ntraor todos los subconjuntos de los conjuntos dados y deter~
r cuénto vale el conjunto potencic P(A} .
{1,2,3}

2} A = (ozul,rojo,verde,omurillo}
3) A= {a,e,i,0,u}

" 4) A = {Juon,Pedro,Migue!l,Pablo }
5) A = ¢a,b,c,d,e,f } .
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4.4

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

En los opartados anteriores se ha utilizado lo Teorfo de Conjun -
tos como un lenguaje; &sto ho servido como une simbologfa adecus-
da para representor ciertos conceptos y sus relaclones mutuas. En
este apartodo se definirén los operociones entre conjuntes.

* Las operociones entre conjuntos son formas espec{ficas de combi
nar conjuntos para formor otros conjuntos. Constituyen un sistema
légico de construccién de nuevos conjuntos en base o conjuntos da
dos. Estos operociones y sus propiedades nos llevan a lo teorfe -
de conjuntos como un 6lgebra, o sea como un "sistemo matemGtico””.

Los operociones entre conjuntos son cuatro
A) Complementacién

B) Interseccitn

C) Unibn

D) Diferencia

4.6.1 - COMPLEMENTACION

Definicibn

Sea "A" un subconjunto cualquiera del conjunto universal. El com-
plemento de cuolquier conjunto “A" con respecto al conjunto uni -
versal, es el conjunto de los elementos de dicho conjunto univer-
sal que no pertenecen a A, .

Notacién

Se designa el complemento de un conjunto A" con respecto al con-
junte universal por : ’ o

!A’:KiC(A)

Entonces el complemento de un conjunto "A” puede definirse a tro-
vés de lo siguiente expresién mateméticc. '

A= fxIxgW y xg A}

(9} Kleiman Ariel, Kleimon Elenc K, de. 0b.Cit. Pag.55
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Ejemplos

1) Sea el conjunto universal: - hJ {a,b,c,d,e, f,g.h, 1,{3}
Y los subconjuntos de éste: ={a,b,c}
B ={d,e, f,a3
Cadh.i, 2

Especifique por extensién los conjuntos A',B' y C',

A' = {d,e,f,g,h, 1 i}
B8' = {a,b,c,h,i,j}
C*' z{o,b,c,d,e,f,g}

2} 51 "Y"as el conjunto de todos los clientes de lo smpresa de ropa
pora bebés "Baby Dlor 5.A."'y "A" es el conjunto de los clientes
de la misma que pagon sus pedidos al contodo. Especificar por com
prensibén el conjunto A'.

W s{x/x es un cliente de lo empresa “"Baby Dior S.A."}

A={x/x es un cliente de la empresa "Hoby Dior S.A." gque pogo
al contodo }

A'={ x/x s un cliente de lo empresa "Baby Dior S.A." gque no -
poga ol contado }

Propiedades

1) E} complemento del conjunto universol, es el conjun-
to vacfo. S1 en cualquier problemo particular el con

m junto universal I , contiene todos los elementos o -
que se puede uno referir, el complemento de este con’

junto universal no contiene olamantos y es ol coni -

junto vacio. En simbolos:
Wo={x/x g} =

2) El complemento del conjunto vocfo es el conjunto uni
versal, Si en cuolquier problemo particular el con -
junto vacfo no tiene elementos, su complemento esto-
r& formodo por todos los elementos del conjunto uni-
versal al cual estd referido. En simbolos -

: ’ ¢ ={x/xf d) =L{x/x 68} = §

3) El complemento del complemanto de un conjunto, es &)
o miamo. ~El complemento del confunto Ai{A'}, ests for

mado por todos los elementos que no pertenecen a A,
m A su vez el complemento de A’ esth formado por todos
Los elementos gue "no’ estén en A' (o sea por todos
los que no quedan fuera de A), y éstos son exéctomen
te los elementos del conjunto A, En simbolos: -

(A" ={x/x g A'> = {x/x§ A} = A
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4)

2}

Un elemento del conjunto universal pertenece a un

Si: ofA conjunta A o o su complemento A', pero no puede -~
Entonces : pertencer a los dos ol mismo tiempo. Se dice que
o h X Ay A' son mutuoments excluyentes. . .

4.6.2 INTERSECCION

Definicidn

Lo interseccién entre dos conjuntos cuolesquiera "A" y "B* que es
tén fncluidos ‘en un conjunto universal, es el conjunto de elemen-
tos qua son miembros tonto de A como de B. Es el conjunto forma~
do por los elementos comunes a ambos conjuntos.

Notacibn
Se designa la interseccién de dos conjuntos cualesquiera por el -

a{mbolo

Entonces, la interseccién de dos conjuntos "A" y “B” puede definir .
se o través de lo siguiente expresién matométicu ¢

<. ANB = {xlx‘AyxiB)‘

Ejemplos
Sea e} conjunto universal ¥=11,2,34,5,6,7,8,9,10}
Y los subconjuntos de éste: A =1{1,2,3,4,5,6}
, B<-04.5678}
Especifique por extensién la Interseccién entre A y B, os{ como -

‘1o interseccién del complemento del conjunto A: A’ y B,

ANB = {4,5,63
A'NB : A' ={7,8,9,10)
A'AB ={7,8)

Si U 'es 6l conjunto de todos los empresos de cajos de cartén en

" el D.F., A es el conjunto de empresos que fabrican cajos de car -

toncillo en el D.F. y B as el conjunto de empresos que fabricon -
cajas de cartén corrugade en el D.F,, especlfiqus por comprensibn
lo interseccibn entre A y B.
ANB ={ x/x s una empresa en el D.F. qoe fobrica cajos de car-
toncillo y cajos de corrugado }
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Propiedades

)
| ANB = BNA l Lo operocién de interseccién es conmutativa,

2)| AN(BNC) = (ANB)NC = ANBNC Lo operacién de interseccién

3)
ANA = A \

4) —
An4=6|

5)

é)

es asociativa.

Cuando dos conjuntos son iguales (A=A}, los ele-
mentos comunes o los dos conjuntos son los que -
forman el proplo conjunto.

Lo interseccién de cualquier conjunto con el con
junto vacfo es el conjunto vacfo. Como el con -
Junto vacio carece de elementos, no pueden exis-
tir elementos comunes entre &l y otro conjunto A,
cvolquiera que seo este Cltimo.

Lo interseccién de cuolquier conjunto con el con
junto universol, es el mismo conjunto. 5i A es
un subgonjunto del conjunto universal, todo ele-
mento que pertensce a A, pertenece al conjunto y
niversal también,

Lo interseccién entre dos conjuntos complementa-
rios es el conjunto vaclo porque un conjunto no
tiene ningln elemento en comin con su complemen-
to.

7) . |
Sii A disjunto de B La interseccién entre dos conjuntos dis-
ANB = ¢ juntos es el conjunto vacio,porque entre
ombos conjuntos no existe ningGn elemen-

to en comon, ‘

8)

Si; A no disjunto de B Si existen elementos en comin entre -
ANB 4 é dos conjuntos, lo interseccibn es dife
rente del conjunto vacio. -

9)
lAnenc...|

La interseccién es aplicable o cualquier nimero
de conjuntos.

86



2

4.6.3  UNION

Definicidn

La unlén de dos conjuntos cualesquiera "A“ y "B” que estén inclui~
dos ‘en un conjunto universal, es el conjunto de elementos que per-
tenecen a "A”, o “B“ o a ambos ["A"y"B"),

Notocidn

Se designa la unién de dos conjuntos cuclesquiera por el simbolo:

[ ]
Entonces lo unién de dos conjuntos "A” y “B” puede definirse o tra

vés de la siguiente expresién motemdtico :
AUB={x/xf§AhoxfB}

Ejemplos

Sea el conjunto universal : W =1{1,2,3,4,5,6,7,8}

Y los subconjuntos de éste: . A ={1,2,3)
B={3,4,58)}

Especifique por extensién la unién de Ay B,

AUB={1,2723,4,5,83 )
Nitese que el elemento 3 forma parte de ambos conjuntes
{ANB) y se indlca una solo vez.

Lo empresd -“Enlatadorc de México §.A." ho decldido fusionarse con
lo empresa “Latas Durobles 5.A.” para formor una sola empresa deno
minodo “Latos de México S.A."; los socios de la primarac son los -
Sres, Juon Pérez, RaGl Gobmez y Eustaquio Rodriguez ; los socios de
lo segunda son los Sres, Agustin Blonco, Ro0l Gémez, Juon Pérez y

- Carlos Diez,

¢ Cémo queda integrado lo nueva empress ?

A ={x/x es un socio de lo empresa"Enlotndéro de México S5.,A.")

A = { Juon Pérez,RaGl Gbmez,Eustaquio Rodriguez }

B ={x/x es un soclo de la empreso "Lotas Durables S.A." 3

B=y Aguét}n Blonco, RaGl Gémez, Jubn Pérez y Garlos Diez }

C ={x/x es un sacic de la nueva empresa "Lotas de México S.A." }

C="AUB ={Juan Pérez, Rall Gémez, Eustaquio Rodriguez,Agustin
Blanco,Corlos Diez }

Los socios de la nueve empresa (AUB)} son tonto los socios de lo
empresa A, como los socios de lo emprese B, asi como los socios
de ombos (AHB)
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Probiedades

AUB=8BUA ’ La operacién de unién de conjuntos es conmutati
va,

AU (BUC) = (AUB) UC=AUBUC | Lo operacién de unién es oso
ciativa,

1)

2)

3)
AUA=A Lo unién de dos conjuntos iguales es el conjunto -
mismo porque los elementos de Ay los de A son § -

dénticos,

4)
Lo unién de un conjunto cualquiera y el-conjunto -

vacfo es igual al conjunto mismo, Como el conjunto
vacf{o no tiene. elementos, el conjunto de los ele-
mentos de ambos conjuntos incluye solo los elemen-

tos de A,
5) . :

‘ AUE =U - La unién de cualquier conjunto con el conjunto uni
versol es igual ol conjunto universal, porque los
elementos de A son tombién elementos del conjunto
universal,

6) .

l AUA'=Y l Lo unién de un conjunto cuolquiera con su comple -
mento es igual al conjunto universol, porque los e

lementos del conjunto A’ son los elementos del con
junto universal que no pertenecen a A.
7) . '
La unién de dos conjuntos es - igual ol conjunto va
cfo, sélo si ombos conjuntos son vocfos,

8) ——

AUBUC ... La unlén'es oplicable o cualquier nimero de con-
e Juntos,
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4,6.4 DIFERENCIA

Definicién

- ‘Lo diferencio entre dos conjuntos cuclesquiera "A" y “B" que es -

-—

-—

tén incluidos en un conjunto universal, es el conjunto de los ele-

mentos que pertencecen a "A* y no pertenecen o "B”. En otros pele

bras, es el conjunto de los elementos que faltan a “B" para tener
todos los elementos de "A".

Notacibn
Se designa la diferencic de dos conjuntos cualesquiera a través -

del signo :

Entonces, lo diferencio de dos conjuntos "A" y "B" puede definirse
por medio de lo siguiente expresitn matemética :

A-B={x/x§Aox§B)

Ejemplos
St A= {1,2,3,456,7} y B={3,3,473
Especifique por extensién, lo diferencio de A-B.

A-B={1,2,56) }
En o1 ejemplo nimero 2 de lo unién de conjuntos, especifique la di
ferencio del conjunto de los socios de la nueva empress “"Lotas de
México 5.A." creado por la fusibn, y el conjunto de los socios de
la empresa "Lotos Durables S.A." i

C=z= AUB = { Juan Pérez,Ro0]l Gémez, Eustoquio Rodriguez,Agustin

Blanco,Caorlos Diez }
B = { Agustin Blanco,RaGl Gémez, Juén Pérez,Corlos Diez}
C - B = { Eustaquio Rodriguez}
La diferencio entre ambos es un solo socio, el cuél pertenecia -
a lo empresa A pero no pertenecia o lo empresa B,

‘ Propisdades

1)
A-B 4 B - A Lo operacién de diferencio no es conmutotivo,

excepto en el coso de que ambos conjuntos seon
iguoles., Ejemplo:

< B =1{3,4,5}
{6,7,8}
¢
¢

> > o

0"

Co 3 @ >
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3)

Y

A)

(A -B) A El conjunto de los elementos que pertenecen o
(8 -A)cB Ay no a B [A-B} pertenecen a A, por tanto es-

ta diferencio es subconjunto de A, Lo mismo sy
cede en el caso de (B-A),

B S{ un conjunto es subconjunto de otro y se le
¢ resta éste segundo, se obtiene como resultado

el conjunte vecfo, porque no hay ningln elemeﬁ
to que pertencezco al subconjunto y no al con-
junto en el cubl este subconjunto esté inclui-
do, Ejemplo:

FHTS 120,
(A-B)N{(ANB) =4 Lo interseccién de cuolquiera de es-
(B-AJ N (ANB) =4 tos conjuntos es vacle,

(A--B) N (B -A) =4

~15) (AnC).UD

EJERCICIOS RESUELTOS

Ssa ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Y sus subconjuntos : A= {1,2,3,4} B =024,628)
) c=4{1,3,57} D=5}
Aplicando los definiciones de laos operaciones obtenga los con -

“Juntos

1) A

2) 8’

3) ¢

4 ALB
5) (A U B}’
4)BUC
7)-(B U C)
glcup
9) (Cu D)’
i0)A-B
1) 8 -A
12)8 -¢C
13) A-D
14).€-D

LI I T T S T TR T T TS I 'R TR 1}
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16} (A}’ = A={1,2,3,4y

17) BN C = ¢

18) ADC ={1,3}% .

19) (AncChH = W -{1,3=42,4,56,7,08,9,10}

20) (AnBACND} U D = {(ANBACND) = ¢ )
6 UD = D={5}

Una. empresa con 250 obreros esté en huelgo; el gerente generol -
recobb los dotos acerca de la posicién de los diferentes grupos -
de trabojodores frente o lo huelga. Los resultodos se encuentran
tabulados en lo siguiente tablo :

_Posicién obreros:
“capa- | supervi | maes [ouxi - | Total
: toces | sores tros | liares
A favor de la huelga [ 24 50 B0 160
En contro de lo huelga 2 19 21 38 80
Sin opinién . 2 1 0 7 10
Total 10 44 70 1125 250

Partiendo de que:
F = confunto de empleados que eston a favor de la huelgo.
N a2 conjunto de empleados que estan en contra de la huelgo

C = conjunto de copatoces
Sk= conjunto de supervisores
M = conjunto de maestros

Determine el nomero de empleados de cado uno de los siguientes

conjuntos :
niF) = 180 CUS = 10444 = 54 N-{SUC}=80-21=59
n(C) = 10 FNS=24 {FUN}* NC= 2
n{s) = 44 (FUN) '= 250-{60+80)=10  M-{FUN}'=71-0=71
n{M) = 71 {SUM} NN=19+21=40

Escribo cada uno de los siguientes conjuntos usando sblo los -
simbolos: F,N,C,5,M,",U, N
a) El conjunto de emplecdos que estén o favor de la huelgo y
que no son obreros. cuxiliares,
f[CUSUM'DF
b} El conjunto de empleados sin opinién.
(F-U N}’
¢} El conjunto de empleados que no dieron opinién y son obre-
ros auxiliares.
(FUNI' N{CUSUM’
d} El conjunto de empleados obreros y en contra de la hualga
NN(Ccus)
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EJERCICIOS POR RESOLVER

A) Complete las sigulentes expresiones :

1) nés=

2) {0} V{0} =
3) v =

4] A UA=

§) én{LlYy =
6} W-K''=
7) BN =

8] ANA =
?) M-N ©

10) (A - B) N1 {B-A} =

8) Bajo qué circunstancias las siguientes proposiciones son cler --
tos:
1} MC4
2) MO =m
3 MUL=MNL
4} [AUB)NB' = A
5) (ANB'L U 8 =AUB

Exprese lo proposicién P =@, utilizondo los siguientes con -
untos y operaciones : P,Q,U, 0,

Dado el conjunto F = {0,5,9,20,24,34,48,65}
Construyc 4 subconjuntos de F que sean diferentes ol conjunto -
vacio ¢ y que satisfagan .las siguientes 2 condiciones :

FlUF,UFy UF, = F y

FyNFy=Fy NFy=Fy NF =F, NF =4

C

)]

E) St FUG =4 _
¢ Qué se puede concluir de los conjuptes Fy G ¢
Si, FC6 'y FNG=é
4 Cémo debe ser F 7

Siy FNG=¢
t Gué se puede concluir de Fy G ¢

4,8,5 - ALGEBRA DE CONJUNTOS

-+ En resGmen, los propiedod-s o las que cbodecen los oporacionol
antre conjuntos son :
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1} Leyes Conmutativas: ANB=8BNA
AUB=BUA
2} Leyes Asociativas: AnN(BAC)=(ANRBIAC
AUBUC)=(AUBIUC
3] Leyes Distributivas: AN{BUCH=(ANB)U (AR C)
AU BnAC)=(AUBIN (AUC)
4) Leyes de Tautologio: ANA=A
AUAS=A
5§} Leyes de Absorcibn: AN (AUB) = A
AU(ARB) = A
4) i.oyn de Complementa ANA =4
cibdn: AUA = w
7) Ley de lo Doble Com-
plementactén: (A} = A
8) Leyes de Morgon: {ARB) = A" UB
(AUB)' = A' D B'
9) leyes de é y § : "N A=4
$UA=A
é =¥
N A=A
NuaA=y
W=

+

Todas estos propiedodes se derivan de las definiciones de conjun
to universal y conjunto vaclo, de los operaciones de complementa
cién, interseccién, unibn y difurencio y de la reloci6n de lguoT
dod entre conjuntos. .

Estas propiedodes caracterizon un “sistema matemitico” que se de
nomina Algebro de Conjuntos. Este sistema esté formado por:

-~ slementos : los conjuntos {incluyendo i y 4).

~ ‘relaciones : de {gualdod y de inclusién.
- operociones: de complementacidn,interseccibn,unién y diferen-
cia.
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4.7  DIAGRAMAS DE VENN

Definicibn

+ Las {mégenes oyudan a menudo o visuolizar conceptos abstractes. -
Es por ello que ol trobojor con cenjuntos, con las relaciones y o
psraciones entre ellos, es Gtil disponer de un s{stemo de repre -
sentacién gréfico que permita visvolizor lo que ocurre e interpre
tor los deduccionss obtenidas.

+ 'El procedimiento para representor gr&ficomente los conjuntos se -
conoce como "Diogramas de Venn®,

+ Los Diogramos de Venn consisten en dibujor un recténgulo para re-
presentar el conjunto universal y cfrculos { u otros figuras) po-
ro reprasentar los subconjuntos del mismo, en cuyo intariar esta-
rén todos los elementos.

+ .5 no se sobe nodo especifico acerca de los conjuntos que se pre-
tende representar, los circulos se dibujortn de forma que puedan

representarse todas los posibles opsrociones y relociones entre -
ellos,

Representacién

_+ Se jlustrar® lo utilidad de los Diagramos de Yenn considerando di
versos casos de reprasentacibn gréfice de conluntos '
Caso 1
Representocién gréfico de un subconjunta *A” del conjunto univer~
. sal “b*
]

At
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Caso 2

Representacién gréfico de dos subconjuntos "A” y "B" del conjunto
universol "y”

1] u
AdB
{Disjuntos) {Con Elementos Comunes)
‘ ) ‘ ]
B A
AcB . Ac'B

A través de sstos Diagramos de Venn, puede observorse y comprobar
ae que ;.

’ AcB siysolosi ANB=A

AeB siysolosi ANB'= ¢

ASB siysolosi A'NB=B-A
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Coso 3

Reprv-osent'ocién gréfica de ‘tres subconjuntos *A", “B" y "C" del -
© " conjunto universal Y* : S

u
A 8
[+
Caso 4
_ Representacién gréfica de las operaciones entre conjuntos
W ]
A B A B
ANDB . AUB
" {Interseccién) : {Unién)
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A B
A-B B-A
(Diferencia) (Diferencia)
¥
iy
‘hn,-ﬂﬁ
{Complementacién)

A través de estos Diogramas de Venn pueden observarse y comprobar
se_olgunos propiedades de esas operaciones :

Interseccién Uniép Complementacién
ANfBc A AC AUB AUA =
"AfBS B BS AUB ANA = ¢
ANB=8NA ANBs AUB (A') = A
ANAc=A AUA:=A

AN =A AUW=U




4,7.1 REGIONES EN LOS DIAGRAMAS

+ En cuclquier Diograma de Venn pusden reconccerse varios regiones.
Las regiones se simbolizan por la letra "R” y son utilizadas para
identificar los relaciones de pertensncia y los operaicones combji
nodos entre los conjuntos,

+ Los regiones que pueden definirse en los tres diagramos més utili .
20dos son :

Caso 1
Regiones de un subconjunto "A* del conjunto universol "y° :
[}
Al
)
Se obtienen 2 fcglonu f
Regién: Por Comprensién: Corresponds o: .
Ry ={u/nb A} A
Ry s{u/x6 A'Y - A
. Caso 2
Regiones de dos subconjuntos A" y "B de conjunto universal ‘y”:
[}
A B
Ry
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Se obtienen 4 regiones :

Regibn: Por Comprensiéni Corresponde o
Ry S{x/x6 Ay x B} AN B
R ={x/x§ Ayx§B3} A-B
Ry ={x/xf Ayx§B} B - A
Ry s{x/x8 Ay x$§B} (AUB)
Regiones de tres subconjuntos A", "B* y “C* del conjunto univer=
sal "
w .
Rg
Se obtienen 8 regiones :
Regién: Por Comprensién: Corresponde o:
Ry ‘={x/x § Ax 6§B,x8C} Angnc
R2 ={x/x § A,x § B,x § C} AnBnc
R3 ={x/x § A,x §$B,x§C} ANBNC
R4 ={x/ix § A,x §B,x8§C} A'tBNnC
Rs ={x/x § Ax f§8,x8C} Ansnc
R¢ ={x/x § Ax§BxgC} A'MBNC
R7 | sfxix f Ax$B,x6C}| ARBNC
Rs ={x/x #§ A,x §B,xfC} AN BN C
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Aplicaciones de las Regiones

+ El definir las regiones dentro de un Diagrama de Venn tiene dos o
plicaciones fundamentalmente :

A) Cualquier conjunto expresado en términos de diverses operacio-
nes puede representarse por olguna combinacién especifico de -
regiones de un Diagroma de Venn.

Ejemplo :

Tomando como refarencio las regiones en &l diagroma Coso 2:
dos subconjuntos "A" y *B” del conjunto universal “W*, espe-
cifique los regiones o que corresponden las siguientes expre

siones:

1) ¥ = R,R,R,R 4) ARB = R

20 A = n:,ng e 7) ANB = Rg

3) A" = RyRY 8) ANB = Ry
4B = RYRS 9) (ANB) = Ry R.R,
5) B' = RyRy 10) WUB) = R}

8) Los propiedodes de los opsrociones entre conjuntos, pueden ser
demostradas o través de las regiones de un Diogramo de Venn,

Ejemplo .
- Tomando como referencic el mismo diogroma que para el ejem -
plo anterior, demuestre o través de regiones que:

(AUB). = A" N B

Conjunto : , A 8 I AUB (A U B)
Regiones : ] Rl R2 R R [RI’RZ'R R4
Conjunto :| A A ]l s | B fjane
Ragiones : 1 R R, [ R..R, TR R, R

Entonces: (A UB)' = A' N B' =

- EJERCICIOS RESUELTOS

1) Roprosento con un Diogramo de Venn para dos conjuntos todoi los «
posibilidodes en los cuales se cumple que : .

PAQ4 4
Pueden presentarse 4 situaciones :
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PNQ4d ' PNQ &é

2) Se tienen 3 conjuntos: "X*, *Y" y “2° que satisfacen las siguier
tes relaciones : :

a) Xel Cod) Ynz=4
bl XNZ¢é e Y EX
) .ZeX f) Yyex .

Represente medionte un Diogramo de Venn estos 3 conjuntos.
Procedimiento ; '

a) 'Com_iderundo X @ Z se podria tener :

o
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b) Si- XN Zd¢é, se elimina una de las 3 opciones onteriores:

c)sizex , queda solamente una posibilidad
o r

d} SL. YN Z ¢ é, se podria Vtomr !
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" e} $51°Y #7 se siguen teniendo los mismas 3 opciones anteriores.
f) Si YE© X, el diograms resultante es :
‘ ]

'3) St P vy "Q" son suBon]Untos de "|J*, determinar cubl de las si i~
guientes proposiciones son folsas. : :
Para’las falsas muestre un Diogroma de Venn.
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Sit : ¥

P a
~al.(PUQIF SR v) d (PUQ) cPha)y (V)
B)PUQGSPNA {v) o) QcPNQ {F)
ce) (P NQIUP=P {v)- diagrama 1
u
-0
BEl-rne
Por lo tanto:
Qg PN aQ
PUPNG) =N () MPROEPUQ (V)

gl (pnaQ) v)

4) Considere el Diogramo de Venn de 3 subconjuntos "A*,"B* y "C"d.l
“conjunto universal "y* :

{ Diagrama pora los ejercicios
4),5),6) y 7) }
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Indique las raglones que corresponden

nes
A = RyRyRyRy
8 = R, ,RRDR
320 506
¢ = R ,RZ,RD,R
. 140305107
A + R.,R°,R0R
. 50047 8
| = R, ,RS,R0,R
3.4 7.8
O = RLRLRLR,
ANB = RLR {
CANC= RRY
BAC: RR

a

ne

ANB = R)
AUB = R‘,R
AUC = R’,R
BuUC = R‘,R
AUBUC = R’,R
AUBUC)H = RB
Auslne = RI'R
ABB NC = Rd
AR (B ACH = RS

las siguientes expresis

R, R, RLR
ARG RS RS
3Ry B3Ry
R R R R
R2RSREIR R
RS RS RE LR R,
3R

5} Utilfzondo sl mismo dicgramo de Venn que pora el elercicio 4}, in

dique las regiones o las cuales corresponden los sigulentes ex

presiones :

ANBAC = Ry AnC = RR,
AfBNC = R2 B A = RZ'Ré

+ ’ - va, )
anenc s R e o R

. o8 = Ry

A'n B’ = R7,Rs (AUB}~C = RZ'RA'RA
B'ft C’ = R‘,Ra (B-A)NC = Rb

4} Escriba los expresiones que corresponden en el dicgramo del ejer
ciclo 4} a laos regiones dados, usando los conjuntos *A","B" y *C”
asf como las operaciones entre conjuntos.

R‘IR3 i = ‘A nC’

R',Rz,ﬁa,R‘ = {((ADCYUA) or (ANUW )} o: A .

Ry RORp R = (B') os (U-8) osl{AUBUC) UAUBLC)-
R,‘,,R‘,Rb,fl8 = (C') o: {W-Clo:{{AUBUC)H B ({AUBUYC)
R,1R2 = (I\ ﬂa) *

Ra = {(AUBUC)'o; (A B'RCY)

Rt'RZ'Ra’Rs = {({(AnB)U(BACHU{CNAY

R, Ry = {AUB)

7} Demuestre lo propiedod distributiva de la interseccién respecto

la unién en el coso de tres conjuntos

AN{BUCI=(ANBIU{ARC
Utilice de nuevo el diagroma del ejercicio 4).

-]

Conjuntos A { Buc | An(BYC
Regiones : | Ry, Ry Ry.R, ’R',RZ.RS,RS,Ré,R7 | RyoRyuRy.
Conjuntos (| ANB | Anc | (ANB U{ANC)
Regiones : R’;R,L, l R,,Ra RI,R2,R3
Entonces + A N {B U C) = (AnBYU(ARCH = RI'RZ‘RS
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8) De acuerdo con el siguiente Diagromo de Venn, escribo con todos ~ .
los stmbolcs dqdos, la expresién que corresponde o los reglones

tndicados +*
"}
J A 1
N
RI )
ﬂoatonon R Simbolos a usar : H,H,1,J,J,0,N, °
Respuesta: ((J NHU ALY e

.9} -Utilizondo el miamo diograma que para el ejercicio 8), indique a
qué regiones corresponde lo siguiente expresién :

Expresion: {(I' NJ) N (W'D I' N J)')

Respuesta: R‘ -

10) Represente un Disgrame de Venn con los conjuntos “X*, *Y* y *2° -
_que son diferentes al conjunto vacio y que cumplen con loc con -~
dlclonn llgulontu ' . .

X'z

NXN{;JN
D D1 o
2~ I~
-
-

e wa
o NN

, O
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EJERCICIOS POR RESOLVER

i1} De acﬁordo ol siguiente Diogromo de Venn, escribo con los simbolos
dodos, 1o expresién que corresponde o las regiones indicados.

R\
Regiones: ] S{mbolos a ulwrx
fo o Ry HHL,5.300a0,0,°,","
LS P R )
Ry Ry Ry Re iR Ry Ry | MM NN, 0

2) Utilizando »\ mismo Jiagroma onterior, especifique chora a qué re-
. -.giones corresponden los siguientes expresiones :
a) (Hnlnd)e-{Hn 1)
by (HU (J nH)Y
3) De acuverdo ¢l siguiente Diagromo de Venn, escriba con los sfmbolos
indicodos, lo expresién que corresponde o los regiones dodos.

W
i)
Regiones: 1 S{mbolos a usor:
R IR '}R :R HlxIJIJlnIUI-I,I’
RS RS R R LR, ML I000,0,7 0,
RyRg HHLUA,

07



' 4) Utilizando el mismo diogramo, especifique choro o qué regiones -

5

corresponden las siguientes expresiones :
o) IJNHYIU N YY)

yoAI N gy u N )
e) {HN gy u (Hh 1o yry)

Represente en un Diogramc de Venn o los conjuntos *X*, "Y" y "Z",
que son diferentes del conjunto voclo y cumplen con las condiclo -
nes especificadas :

Diograma 1 Diagrama 2
Za X ¥pYex
ZNX=2x InyY=12
X-Y=X Xey
XuYyez InX=4¢
Xnz#é YeX
iy

__Diogromo 3 Diagroma 4
YéX . Yez
YoX Y-7=Y
InvYée XnYyecX
ey Xecy
InYcXxnl 10X =46
Z¢X :

‘Dlogrumu S

- > MNP

no,o>oa

TN < < N
Hown -
-
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4,

8  APLICACIONES

4,8,1. NUMERO DE ELEMENTOS DE LA UNION DE CONJUNTOS

Antes de Iniciar el tratomiento de las aplicaciones concretas de
lo Teorfa de Conjuntos, s necesario conocer cbémo se colculo el
nimaro de elemantos de lo unién de dos o més conjuntos.

Anteriormente se introdujo el simbolo "n(A)" pora indicar el no -
mero de elementos de cualquier conjunto "A"; se requiere ahora u-
tilizar este conocimiento para determinor el nGmero de elementos
que formon la unién de conjuntos.

Nomero de Elementos de lo Unién de Dos Conjuntos

Para obtener el nimero de elementos de la unién de dos conjuntos
“A* y "0", existen dos casos :

A} St "A"'y "B son conjuntos disjuntos, el nimero de elementos -
de lo unibn es :

| n(A UB) = nlA) + n(B) l

B) Si "A” y "B* no son conjuntos disjuntos (tienen elementos en -
. comGn), el nimerc de elementos de lo unién es :

[ nlA UB) = nfA) + niB) enlAN e)|

Nota: ol sumar el nOmeroc de elementos de "A": n(A), con el no-
mero de elementos de "B*: n(B), el nimero de elementos de lao -
interseccién se ha contodo dos veces { uno vez al calculor n(A)
y-otra ol colcular n{B) ) porque los elementos de A n B, perte
necen tanto al conjunto *A” como al conjunto "B*, es'por ello”
que es necesario restaor uno vez nfA NN B} de modo que los ele -
mentos de lo mismo sean considerados en uno solag ocosién.

Ejemplos;
1)°Si A= {x/x es un acreedor de la empresoc Lo Loma S.A }
= {BS,BHNF} _
y B = { x/x o8 un acreedor de lo emprso El Logo S5.A.}
= (BC,FV,1B}

Determinar cubntos elementos tiene la unién de A y B.
Ay B son conjuntos disjuntos,
“nl(A UB) = n{A) + n(B) Comprobacién:
nAUB) =3 +3 =4 A U B ={BS,BM,NF,BC,FV,LB}
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2) La Asociacibn Nacional de Productores de Algodén ha organi
zado dos concursos. Todos los miembros han confirmedo su ~
porticipacibn; de ellos, 140 porticiparén en el primer con
curso, 84 en el segundo vy 15 en ambos,
¢Cubntos miembros integron la Asociacién?

A= = {x/x es un miembro de la ANPA que participaré en el
primer concursol}

B = {x/x es un miembro de lo ANPA que participaré en el
segundo concursa }

A B ={ x/x @ un miembro que participard en ombos concur

s0s.}

n{A UB) = n{A) + n(B) - n{A NB)

n{AUB) =140 + 84 - 15 = 209 miembros.

Nomero de Elementos de la Unién de 3 Conjuntos

Para obtener el nimero de alementos de la unibn de tres conjuntos
puede generolizarse, por un razonomiento anélogo,la férmula des -
crita onteriormente :

n(AUBUC) = n{A)+n(B)+n(C)-n(ANB)-n(ANC)-n(BNC)en{ANBNC)

Nota: ol sumar n{A},n(B) y n{C), se han tomado en cuenta dos ve -
ces las infersecciones entre cada dos conjuntos; ANB, B ACY -
A 1 C; deben entonces restarse éstas para ser considerodas en una
solo ocasién, Por otro parte, la interseccién entre los tres con
Juntos + A NB NC, ha sido conteda 3 veces ol efectuar la suma -
de n{A)+n(B)+n(C}'y después descontada 3 veces ol efectuar lo res
ta de n{A NB), n(B NC)yn(CNA) as por ello que para incorpo
rar los elementos de esta regién, se debs sumar una vez la misima
ol resultodo del cémputo anterior.

Ejemplo:

1) Lo familic Gonzélez ha decidido poner un. pequefio negocio de
slaboracién de zapatos; las funciones a realizor son fundo -
mentalmente 3: producir el zapato, venderlo y llevar la con-
tobilided del negocio. Casi todos los miembros de lo familia
desempefan més de una funcién como sigue
A ={productores de lo familio Gonz&lez}={ Miguel,Pedro, José}

B ={vendedores de la familia Gonzblez} = {Miguel,Carlos, Jorge} .

C ={contadores de lo fomilia Gonzélez}= {Pedro}

n{AUBUC) = n(A)m(B)on(C)-n(AnB)-n(AnC)-n(BnC)m(AﬂBﬂC)
N{AUBUC) =3 + 3+ 1 -1 -0-14+0
= 5 Gonzblez
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Lo férmulo puede extenderse para obtener el nimero de elementos -
de lo unién de 4,5,... "n* conjuntos utilizondo rozonamientos ané
logos o los presentades.

4.8.2  APLICACIONES : OBTENCION, ANALISIS Y EVALUACION
DE_INFORMACION

Hasto chora han sido desarrollados los conocimientos sobre la Teo
rfa de Conjuntos; en este apartado se pretende estudior los opli-
caciones a problemas précticos. Es decir, serén oplicados los con
ceptos e instrumentos aprendidos para anclizar légicoments con]un
tos de informacién, evaluar su consistencic interno,obtener lnfor
macién adicional, interpretar su significado en un contexto espe-
cifico y discriminar lo informocién que es irrelevonte de la que
o8 fundomental paro el proceso de tomo de decisiones.

Se utilizarén dos diferentes ejemplos para mostrar lo anterior,

Ejemplo )

‘Unc empresa produce tres tipos de productos: shompoo 1, l‘hompoo 2

y shampoo 3 con los siguientes atributos :

Atributo | Shampoo 1 | Shampoo 2 |_Shompoo 3
calidad olto medla baja
‘precio’ $400 $450 $200
publicidad televisién televisién ninguna
promocién ninguna ninguna . concursos, rifos
distribucién tiendos depar | supermercados | farmacias
tamentales, farmacias abarroterfas
supermercados
perfumer{os

Lo empresa produce y distribuye en toda lo Rep(blico y es poli-
tica de la mismo el distribuir o coda ciudad igual cantided de co
do tipo de shompoo. Lo cludad de Querétaro ha ocesionodo proble -
mas: los ingresos de los ventos no.alconzan siquiero @ cubrir los
gastos para distribuir el producto en dicho lugar. Es por alle
que el duefio de lo empresa decidié contratar o un investigador de
mercodos, quién obtuvo lo siguiente informacién de una muestra de
1250 personas

94 consumen el shampoo 1

386 consumen el shampoo 2
776 consuman el shampoo 3
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40 consumen los shampoos 1 y 2
192 consumen los shompoos 2 y 3
a4 consumen los shampoos 1y 3
40 consumen los tres tipos de shampoo

Se pide o usted, que onalice dicha informaocién, obtenga informa -

cién adicional, separe los dotos que son irrelevantes de los fun- -
domentales para evaluor el problems e interprete el significado - -
de los primeros tomando en cuenta el contexto especifico de la em .
presa y productos dados, .

Salucién

Se consideran los siguientes conjuntos

A = { personas que consumen el producto 1}

8 = { personas que consumen el producto 2}

C = { personas que consumen el producto 3}

"+ Con la informacién obtenida del problema se puede eloborar lo si
guiente tablo : '

Producto Consumido | No.de Personas que lo Consumen! Conjunto
1 94 A
2 386 . B
3 : 774 . C
1y2 40 ADB
2y3 - 192 Bnc
1y3 S ARC
1, 2y 3 40 ANBNC

+ Se puede representar estos 3 conjuntos por medio de un Ofagromo --
de Venn y sus reglones :

)
A B R‘z AnBnNcC
R2= Angnc
R3= Angac
w R4= AN B'NC
o && Rg = AN 8D C
R6= A B8 nC
R7= angeng
Ry ¢ Ry = A
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+ Ds todas las regiones definidas en el dlograme onterior se cono -
ce Onicomente R, sin emborgo, es posible determinor todos las -
demés regionss considerando los relaciones de 1o tabla de datos -

del problemo .
Regibn R‘ '
- representa el conjunto de personas que - -
consumen los 3 productos simulténeaments.
- R = AnNBncC
an‘) = 40 (sagOn los datos del problema)
Regibn R2 '
- representa el conjunto de personos que -
consumen los productos 1y 2 (el 3 nol.
-R% ={AnB)-(AnBnC)
R 'n s 0 - 40
v n(:2 =
Regibn Ra 1
: ~ representa el conjunto de personas que -
R consumen los productos 2 y 3 (el 1 no).
- Rg = (BNCl-(ANBNC)
n(Rs) = 192 - 40
o n(R = 152
Regibn R‘ : )
. - . representa el conjunto de parsonos que -
) consumen los productos 1y 3 (el 2 no).
ﬂw - Re = (ANCI-(ANBNC)
n(R‘) = 44 - 40
niR,) = 4
Regibn R5 t
- representa sl nimerc de personas que com
& pran exclusivamente el producto 1.
- Rs = A-(ANBI~(ANC)+{(ANBAC)
‘a n(R)=94-60-“+40
: n(R ) = 30
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" Regién R

&

i ?R)-

n(R)

~ representa el némero de personas que com-
pran exclusivamente el producto 2.

B-(A nB)-(BNCl+{ANBNC)

366 ~60 ~ 192 + 40
174

Regién R7 H

o0

- representa el nimero de personos que com
pran exclusivomente el producto 3.

c-(AncC)-(Bncl-(ansnc)

n7R7) =776 - 44 - 192 + 40
n(R7) = 580
Comprobaciones :
A:R'}szﬁ‘oRs
A=40 + 20 + 4 + 30
A=94.7 :
B:leﬂztﬂafRé
B =40 + 20 + 152 + 174
B = 386 V
C;R'+R3¢R‘+R7
C=40 + 152 + 4 + 580
C=776 v
Regibn R8 - representa el nomero de personas de la: -
© muestro analizada que no compru ninguno -
de los 3 productos.
e - n{Rg) = nly) - n(AUBUTC)
: n(AUBUC) = n{A)+n(B)+n{C)- n(AﬂB)-n(BnC)-
’ n(ANC)+n (ANBNC)
RB = 9443864776-80-192-44+440 = 1000
W= 1250 .
n(RB) = 1250 - 1000 = 250
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+

: Diagrama de Venn como sigue :

Con todos los datos obtenidos se puede volver o representer el -

An&lisis de la Informacién obtenida :

~-'Rg = 250 ; 25071250 = .2

De la muestra tomada, Gnicomente el 20% no consume nlr\guno de -

los tres productos de la compafifa, lo cuol indico que Querbtaro

es un mercodo en donde 8l fndice de consumo de los productos de
esta smpresc en genercl, es muy elevodo,

¢ CuGl es entonces el problema en esta civdad ¢

Del 80% restonte de la poblacién que sf consume los productos -

de lo compoRfo, se encuentra que

40 ; 40/1000 = .04

Sélamonto el 4% de los consumidores compron indistintamente el

shompoo 1, 81'2 o el 3. Esto comprueba que los ospectos de ca-

lidod, costo, publicidod, promocién y distribucién que diferen-
clon @ los tres productos son muy importontes {en el $4% de -
los veces) paro lo decisién de compra.

) = 20 ; 20/1000 = .02

~R3 = 152; 15271000 = 152

R‘ =4 4 471000 = ,004

De -los personos que compran indistintamente dos de los tres -

shumpoos que produce lo empresase puede.concluir que:

- el porcentaje de personas que consumen el shampoo 1y 3 simul
_téneomente es insignificonte {.4%}; esto es légico, ya que =
las diferencias en costo y colidad entre uno y otro son bas -

- tante representativos. '
~ el porcentaje de personas que consumen el shampoo 1y 2 simul

téneamente {2%) es mayor gue el grupo anterior, sin embargo -

sigue representando un grupo muy pequefic frente al conjunto -

de personas que consumen los shampoos 2 y 3 {15.2%).

Los productos 2 y 3 tienen un punto de distribucién comln: -
“los farmocias; existe entonces lo posibilidad de que estas re .

presenten el intermediario més interesante en lo ciudad de -

1
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Querétaro.

- de los datos anteriores y conslderando los supuestos de cada
diferente producto se puede deducir que :
el mercado de Querétaro tiende més o consumir productos de co
lidad medfo y bojo que productos de calidad alta y medic.

- R5 = 30 ; 30/1000 = .03
R6 =174 ; 174/1000 = 174
R7 = 580 ; 580/1000 = ,580
Se puede concluir que més de la mitad (58%) de los consumidores

de Querétoro compra exclusivomente el producto 3; el 17.4% ex-
clusivamente el producto 2 y sélamente el 3% adquiere Gnicamen-
te el producto |,
Lo anterjor indica que el mercado de Querétaro se inclinc prefe
rentemente al producto de tipo econémico.
Por otra parte las cifras muestran que el producto 3 tiene uno
fidelidad de marco superior a cualquiero de los otros dos pro -
-ductos,
Tomando ‘en cuenta los dotos del problema, el producto 1y 2 tie
nan publicidad en televisibén ,y que el producto 3, pese a no -
contar con ningn apoyo publicitaric, superapor mucho en ventas
a los otros dos productos, se recomienda que lo empresa cyestio
ne seriomente la utilizacién de medios publtciturlos en Queré -
taro,

- Por Gltimo cabrio concluir, que existen diferencias muy marca -
das en el volimen de consumo de cada uno de los tres productos,
de donde se sugiere que la empresa estudie lo posibilidad de e
liminar lo politico de distribuir iguol tantidad de cada pro -
ducto pora esto ciudad, y reolizar la distribucién de acuerdo a
las necesidodes del mercado especifico.

De una manera semejante o lo anterior se podrion seguir extrayen-
do conclusiones, sin embargo bostan las presentedos para mostrar
que a través de lg utilizacién de la Teorlc de Conjuntos se puede
extraer, analizar e interpretar el significado concreto de un.gru
po de dotos, asf como fundomentar en su caso la tomo de decisio -
nes parag reso]vor algunas deficiencias.

Ejemplo 2

Uno empresa trasnacional productora de maguinaria pesada ha efec-
“tuodo un estudio sobre sus 700 empleados para conocer lo referen-
te o sexo, estado civil y lugar de origen de los 'mismos, Han stdo .
obtenidos los ‘siguientes resultados :

335 empleados son hombres
260 empleados son casados
125 empleados son extronjeros

118



180 empleados son hombres,solteros y mexiconos

115 empleados son hombres y son coscdos
65 empleados son hombres y extranjeros
5 empleados son mujeres,cosados y extranjeros,

Se pretende determinar :

a) éCubntos empleados son hombes, casados y extranjeros?

b} 2Cubntos empleados son mujeres, solteras y mexiconas?

¢) ¢Cubntos empleados son mujeres, cosados y mexiconos?

d)} éCubntos empleados son hombres, solteros y extronjeros?

e} 2Cubntos empleados son hombres, coscdos y mexiconos?

f) Cubntos empleados tienen uno solo de los sigulentes otribu -
tos: hombres, casados, extranjeros,

g) ¢Cubntos de los empleados tienen exéctomente dos de los si -
guientes atributos: hombres, cosodos, extronjeros?

~ Solucién

Sean los conjuntos

H = {emplecdos de la empresc que son hombres }
C = {empleados de lo empresa que estén casados}
E = {empleados de la empresa que son extranjeros}

Se puede‘n representar los datos proporcionados y los preguntes, -
por medio de operaciones entre conjuntos y groficarlos en un Dio-
gramo de Venn :

Atributo No. Empleados Conjunto
hombre 335 H
casado 260 C
extronjero s 125 E
hombre-sol tero-mexicano 180 HncCnE
hombre-casado ‘115 : HNC
hombre-extranjero 65 HNE
myjer-casodo-extranjera 5 H'ACNE
+ Se pide :

a)

b)

c)

d)

e)

f)

a)
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o) b) c) d) o) £) g)

Parg poder obtener cuclquier dato, se requiere conocer el nimero
de elementos de (HN C N E) i
nfH) =n(HNC' NE')+n(H N Clen(H N E)-n{H n C n E}
335 = 180 + 115 + 85 - alH N C N E).
Despejondo;
nfHNCNE) = 180 +« 115 + 65 - 335
=25

Se puede entonces conocer todas las zonas restantes e indicorlos
en ol Diagramo de Venn :

- AHACNED =nlHA Clon(HA CA E)
= 115 - 25
- 90

n(HN C'NE =nlHN E)-nlHA CN E)
= 45 - 25
= ‘o
B AH'ACA E') = n(Cln(HA Cl-nfH?ACN E)
2260 - 115 - 5
: 4 = 140

n{E)-n(H NE)-nlH'AC N E)
125 - 65 - & i
55

@{m nlH'NC'NE.)

AL



W-nfHUCUE)
n{H)+n{Cl+n{E}-n(HNC)
-n{CNE)-n{HNE}+ * -
n{HNCAE)

= 335+260+125-115-30-65

+25 = 53§

n{H'AC'NE'} = 700 - 535

- 168

oo

- En el Diagroma de Venn: ‘ u

Respuestas :

o} empleados hombres, cosados y extanjeros

=n{HN CNE) =
b} emplecdos mujeres, solteros 'y mexicaonas
=nlH'NC' NE'} = 165
empleados mujeres, cosadas y mexicanos
=nfH'NCnE') =140
empleados hombres, solteros y extrcnjeros
=n(HnCnE) =40
empleodos hombres casudos y mexiconos
=n{HNCNE') = S
empleados que tienen uno solo de los siguientes otributos hom =
bre-cosado-extranjero
=n(HACNE) + n(HNCNE') 4 alHNCAE)

=180 + 140 + 55 = 375 : .
smplaudos que tienen exéctomente dos de los siguientes atribu -
tos: hombre-cosado-extranjero .
=nHNCAE)} +n{HNC NE) + n{H'NCNE)
=90 + 40 + 5 = 135

c

d

- f

g

e




EJERCICIOS POR RESOLVER

I} Uno de las dependencios del gobierno ha realizado un cense scbre -

2

io’ poblacibn econémicomente cctiva en el Distrito Federal, obte. -
niéndose los sigulentes resultados ;.

40.5% de lo poblacién esté estudiando.

38.9% de lo poblacién estd trabafando.

41,5% de lo poblacién es menor de 25 ciios.

B.6% de la poblocién estd estudiondo y trobojando o la vez.
24,9% de lo poblacibn es menor de 25 afios y esté estudiondo.
16.0% de la poblocién es menor de 25 afos y estd trobajondo.
77.6% de la poblocién o estudia o trobaja o es menor de 25 o -

nos,
£l estado desea saber
o} & Qué porcentoje de la poblacién de} Distrito Federal no en-
tra en ninguna de estas tres categorias ¢
b) ¢ Qué porcentoje de la poblacién se encuentra en dos de es -
tas categorfos o lo vez ?
¢} & Qué porcentoje as menor de 25 ofios, estudio y trabojo §

Lo agencic de viajes "MundoMex” esté investigondo cuél es la prin
cipul motivacién del turisto de origen norteamericano pura visitor
nuestro pafs con el fin de lonzar su campaiio publicitaria de 1786
con bose a esto motivacién. En el afio de 1985, realizé para tal e
fecto uno encuesta sobre 8000 turistas que visitaron México.

Los resultodos indican que .
4600 turistas viaforon o México porque esté cerco de su pafs,
400 turistas viajaron a México porgue tiene lugores atracti -
vos y porque es baoroto.
600 turistos viajaron a México porque es borato y esté cerco -
de sy pals,
800 turistas viajoron o México porgue esté cerca de su pafs y
tiene lugares atroctivos,
1200 turistos viojoron a México por algin otro motivo diferen -
te o los tres mencionados onteriormente, -
Lo agencia deseo que usted determine :
a) ¢ Cubntos turistas viojoron o nuestro pafs por dos motives -
de los tres mencionados §
b) £ Cubntos lo hicieron exclusivamente por uno de los tres mots
vos ¢ ’ :
c) ¢ Cubntos turistos se vieron influenciodos por los tres moti-
vos ?
Considérense las siguientes condiciones para obtener todos los . -
datos anteriores : que el nimero totol de personas que consideran
que nuestro pafs tiene lugares atroctivos es igual ol nimero de -
personas que estdn motivados porque es un lugor borato; odemés, el
ndmero de personas que consideron o México un pafs atractivo misel
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4

nGmero total de perscnos que lo considersn barato es igual o nue- "
ve veces el nimero de personas que viajan al mismo porque es ¢ -
tractivo, barato y esté cerca.

El Sr, Rodriguez vo o Inicior un negocio de ropo en el centro de -
lo ciudad de Guodalajaro, sin emborgo no sobe si se dedicaré o la
ropa de hombre, de mujer o de nifio. Para determinar lo onterior -
ha estodo investigando el giro de las 520 tiendas que estén en el
centro de lo ciudad; de éstos :

120  venden ropa de hombre

41 venden ropa de mujer y de nifo.

146 ~ venden ropa de mujer o de hombre,

22 venden ropa exclusivamente de nifio.
Ademds se sobe que :

a} el nimero de tiendws que venden ropa para mujer y hombre es i
gual o dos veces el nimero de tiendos que venden ropa de los
tres tipos.

b) el nimero de tiendos.que venden ropo pora mujer y nific es i --
gual ol nimero de tiendas que venden ropa de hombre y de nifio.

c) el nimero de tiendas que venden ropa para mujer es igunl ol -
nimero de tiendos que venden ropa parc hombre més ocho.

El Sr. Rodriguez contratc sus servicios pora que determine .

a) #Cuéntos tiendas venden al menos dos de estos productos?

b) &Cubntas tiendos venden un producto exclusivomente?

c) ¢Cubntas tiendas no representan competencio alguno parc el -

nuevo negocio?

d) ¢Cubl de los tres negocios es el menos competide en esa zona?

Unc tlenda departamental estd realizondo una investigacién para de
terminar cuél de los siguientes factores tiene mayor incidencio so
bre el ptblico en el momento de decidir el establecimiento especi-
fico en que realizart su compro : precios, surtido, atencién.
De la muestro tomada se obtuvieron los siguientes opiniones :

1200 personos escogen la tiendo en que comprarén boséndose en -

la atencién.

1457 lo hocen bos@ndose en el surtido.

1600 lo hacen boséndose en el precio. .

Ademds se sabe que:

a) el nGmero de personas que seleccionan la tienda en base o los
3 foctores conjuntos es igual ol 1% -del total de perscnos en
trevistados, -

b} el nomero de personas que lo hacen en bose al precio y a la a
tencién es igual al 10% del nimero totcl de entrevistodos,

c) el nimero de personas que se basan en la otencién y el surti-
do es iguel al nlmero de personos que se basan en el surtido y
el precio.

d) el nGmero de personas que se baosan en el surtido y el precio

- es igual o aquel que se baso en el precio y lo atencibn.

e} del totol de entrevistados ninguno opiné que alguno de estos -

3 factores fuero totalmente irrelevante para decidir,
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l.a tiendo desea conocer :
a) ¢ Cubntos se basan en dos de estos tres factores enel momen
to de seleccionor la tienda en que realizarén su compro @
bl ¢ Cubntos seleccionon la tiendo en base ol precio solamen -
te ¢
c) ¢ Culntos se basan en uno solo de los tres factores ?

5} Televisa ho reclizado unc ‘encuesta para investigar lo preferencia
del pOblico respecto a 3 programas que son televisados a las 9 PM
en tres dlas diferentes; de una muestra de 23,085 personos se ob-
tuvieron los siguientes resultados :

6880 personas acostumbran ver el progromo | o el 2.
4370 acostumbron ver el programa 2

4215 ven exclusivamente el programa 3.

11075 - ven el programa 2 o el 3.

Si e} nimero de personos gue ven el progroma 1 y el 3 es iguol o -
15 veces el nimero de personos que ven los 3 progromos, se pide o
usted que determine

o) & Cuéntos persongs ven los tres programas de Televiso ?
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CAPITULO ¥

CbNJUNTOS ORDENADOS 'Y ANALiS]S‘ COMBINATORIO
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5.1:‘ CONJUNTOS ORDENADOS

+ En el capftulo onterior quedé establecido el volor de la Teorfo -
de Conjuntos como herramienta Gtil pora lo resolucién de proble -
mas; dicho teorfa brinda una estructura légico y ordenedo para -
tal efecto.

+. En el presente copftulo se pretende mostrar lo utilided de los -
conjuntos pora sistematizor el proceso de generacién de alterno -
tivas, elemento fundomental para la. toma de decisiones del ‘admi -
nistrador,

-+ El "An6lisis Combinatorio” tiene su fundomento en lo Teorfa de -
Conjuntos, es por ello que serd necesario examinar previomente el
concepto de orden, el de conjunto ordenado y el de producto car -
tesiano para comprender dicho tema,

§.1.1° DEFINICION DE ORDEN -

+ Al establecer lo definicién de conjunto, entre los diversos requi
sitos necesarios se menclion, que el orden en que se coloquen los
‘elementos que forman el conjunto carece de importancio. Ahora, -
los conjuntos ordenados espec{ficamente, son conjuntos en los que
es fundomental el orden en que estén dispuestos dichos elementos.

+ Es complicodo estoblecer una definicibn puromente matemético de -
orden” en virtud de que existe més de una nocién de éste; sin -
embargoe, el orden puede definirse esenclolmente como "una rela -
‘cibén entre los elementos de un conjunto”. (10)

En wn orden interviene al menos un par de objetos; por ejemplo se
dice: "a" es moyor que “b" ; "m" estd o lo izquierda de "n* ; *x"
.es podre de "y", etc. Estos expresiones indican relociones entre

elementos.

+ _Existen bésicamente dos clases de orden porc colocar los elemen -
‘tos de un conjunto ordenado :
“A} Orden Noturol. :
: + " Cuando el orden surge de la propio noturaleza de los ele -
mantos que forman el conjunto.
+ Ejemplo: el registro de operaciones que siguen un orden -~
cronclégico toles como: lo sucesién de presidentes de lo -

{10}  Kleimon Ariel, Kleiman Elena K de. 0b.Cit. Pag.121.
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* compafifa Ford.

. B) Orden Convenciongl :

+  Cuando el orden surge de un criterio convenclonolmonto Q-
ceptado.

+ Ejemplo: el conjunto de letras del obecedario suele ordo -
norse en el orden alfobético convencional.

En el caso de que no exista un orden natural ni tampoco uno con -

_venclonal ,debe indicorse cubl es el criterio de ordenocién, Lo an

terior es as{, porque un mismo conjunto puede ordenarse de dife -
rentes moneras, segln seo el criterio que se slija.

5§.1.2  PARES, TERNAS Y CUARTETAS ORDENADAS

Pares Ordenados:

A los conjuntos formados por dos elementos se les llama "pares o
parejas”,

Para indicar que uno de estos pores as ordenadc, se acostumbra.en
cerrarlo entre paréntesis.

As{, el coniunto (x, y) es un par ordenado en. donde *x" y "y se -
denominan “primero”y "segundo® elemento raspectlvumenta.

Ejemplos: ‘

1} Sea el conjunto ordenado (2,18} en el que el primer elemento
se refiere al nOmero de méquino y el segundo ol nimero de o-
brero que lo manejo; = como se comprende, es bien distinto el
par {2,18) del par {18,2),

Sea el conjunto ordenado (a,b} en el que el primer elemento
es el nombre de la moteric prima y el segundo el del produc-
to terminodo; luego entonces el colocar los elementos como
{b,o) producirfo informacién folso y tal vez hasto ilégica -
para el deportomento de produccién,

Nota:
*Puede haber pores ordcnudos que tengan iguoles el primero y el -
segundo elementos toles como : (1,1},(4,4),(5,5)", (1)

2

La relacién de igualdad entre conjintos. difiere en el coso de los
conjuntos ordenodos como sigue : :

{11} Lipschutz Seymour., 0b.Cit. Pag,.é6. o
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En el coso de dos conjuntos

En el coso de dos conjuntos

"no ordenodos” "ordenados”
A = {x,y} B = {a,b} . A= (x,y) B = (O,b)
A es igual a B si se cumple A es igual o B sf y solo sf:
que:

x=a y ‘y=b . o bien:
x=b “y .y=a

x=a y y=b

+ Es decir, en el coso de dos conjuntos ordenados: A es igual a B, -

solo si el primero y el segundo elemento de un par son iguoles res
pectivomente ol primero y ol segundo elemento del otro par.
Ejemplo : los pares ordenados A= {3,5) y B= (5,3) son distintos -
ounque se cumpla que {3,5)} = €5,3}

Ternas y Cuartetos Ordenodas

Lo mismo que se ha definido para pares ordenados puede definirse -
para ternos, cuartetas o conjuntos ordenados ton “n” elementos.

En estos casos, el orden de 'los "n" elementos debers también repre
sentarse de acuerdo al criterio de ordenacién emplecdo pare el con
junto,

. Ejemplos:

1} “A = {nombre del empleado, nimero de clove, departomento en -
que lgborc) es una terna.

2) B =-{empresa, direccién, teléfono, monto de! crédito) es una
cuorteta.

3) €=12,4,6,8,10) es un conjunto ordenado de § elementos.

5.1.3 CONJUNTQ DE CONJUNTOS ORDENADOS

As{ como existen conjuntos cuyos elementos son conjuntos, por ejem
plo: A= {{a,b},{c,d},{e,f} . {g, 4} . onélogamente existen conjun-
tos cuyos elementos son conjuntos ordenados, por ejemplo: A= .. -
{ (a.b}, (c,d),(e,f), (g, h) } que es un conjunto formado por cuatro
elementos, codo uno de los cuales es un por ordenado.
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5,1.4  PRODUCTO CARTESIANG

5.1.4.1  DEFINICION

+ En el capitulo onterior fueron introducidas los 4 operacfones fun-
domentales entre conjuntos: complementacién, interseccién, unibn y
diferencic, los cuales permiten construir nueves conjuntes a par -
tir de un conjunto dodo.

+ El producto cartesiono es otra operatién entre conjuntos que tiene
por elementos pares, ternos, etc. ordenadns,

+ El producto cartesiano de dos conjuntos “A" y “B" se simbolizo por:
"AxB* ; se deflnq de lo siguiente monero :

[AxB = {{x,y}7 xHA, y6BY¥]|

y se lee: " "A" cartesiono "B*, o el producto cartestano de "AxB" *,
es el conjunto formado por todes los pores ordenados, donde el pri-
mer elemento de cado par pertenece al conjunto "A" y el segundo al
.conjunto “B".

+  Puede ocurrir que se requiera construir el producto cartesiono de -
"BxA", en cuyo caso los primeros componentes de los pares ordeno -~
dos se eligen del conjunto “B* y los segundos componentes del con -
junto “A*,

Entonces, “ el producto cartesiong de dos conjuntos no es conmute -
?lvd, es decir que en general AxB # BxA, salvo el caso en que A=B."”
12)

Ejemplos

1] Sean los conjuntos A= {2,4 }
Entonces AxB = {(2,6),{2,8

y BxA = {(6,2),(6,4

Nétese que AxB + BxA
Una empresa closifico a todos sus trabajodores (T) en tres ca
tegorfos: ejecutivos (e}, empleados odministrotives (o), em =
pleados operativos (o); odemds para efectos de sueldos, clasi
fica o todo su personal en tres niveles segln su eficiencia
(E} : superior (s}, media {(m), inferior (1). El gerente de
personal desea saber cudntos suveldos distintos tiene lo compa
fifa, para mondor imprimir las formas correspondientes.

B= {¢,8,9}
),12,9),04,6),14,8),(4,9) }
),(8,2),{8,4),(9,2),19,4} }

2

(12} Suger Eduordo, Moroles Bernarde, Pinot Leonel. “Introduccién o
la Matemético Moderno”. Pag.46.
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Entonces : = {e,0,0}

= {s,m, i}
Para respander esta pregunta se forman todos los pores orde
nados posibles, respetando el orden de que el primer elemen
to portanezcc o “T" y el segundo 0 *E",
: TxE = {le,s),(a,m),(e,1),{a,s, )la,m), (o i}, lo,s),

{o,m}, (o, i)}
TxE = 9 pores ordenodos.

+ Un caso especial es el del producto cortesiane de un conjunto consi
go mismo tal como AxA o BxB,
Ejemplo : A ={2,43} B ={4,8,10}
AxA = £1{2,2),12,4),(4,2), (4,4}
BxB = { (6,6),16,8),(6,10),(8,6},18,8),1(8,10),{10,6)
(10,8}, (10,10} }

+ OGenerolizocién del products cortesiano :
Asi como los elementas del producto corteslano de dos conjuntos son
pores ordenodos, los de tres conjuntes son ternas ordencdes y osf -
succsivomente
Ejemplo ={1,2} B=
AxBxC ((l 3, 1,
8},

1 ‘

15,6}

€3, C=
1 1,4,5 )HAM(?SS)
2,48 .

{
(@,

5.1.4.2 NUMERO DE ELEMENTOS DEL PRODUCTO CARTESIANO

+  El nimero de elementos del producto cartesiono de dos conjuntos as-
té dado por
| ntast) = ath)-ate) |
Donde

n{A} = nimero de elementos del conjunto A
'n{B} = nomero de elementos del conjunto B
n{AxB} = nimero de elementos del producto cartesianc da AxB

+ Este teorema es intultivomente evidente: si se toms un elemento de
"A*, éste puede formar pareja con todos los elementos de “B*; un se
gundo elemento de. "A* puede tombisn formar parejo con todos los ele
mentos de "B”, 'y asf sucesivamente. Luego, todos los elementqs de
"A" pueden formar porejes con todos los elementos de “B*, n{A).n{B)
veces.

+ El nimaro de siemantos del producto cartesiono de 3 o més conjuntos
esté dado de forma onbloga por: .
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A

n{AxExC) = n(A) - n(B) - n{C)
n{AxBxCxD) = n{A) - n(B) . n{C) . n(D)
Ejemplo;: :
Si A =4v,r,0} B={1,2,3,4}
Entonces : n{A) =3 ; ni(B) =4 ; n{AxB) = 3.4 =12
Comprobacién;  AxB = {(v, 1), (v, 2) {v,3), (v, 4), (r, 1), (r,2),(r,3},

{r,4),(a,1},(a,2),{0,3),{0,4)}

Nota : .se ha visto' que en general: AxB # BxA , sin embargo, debi-
do a lo propiedad conmutativo de los nimeros {e]: 3-4 =-4:3), se -
tiene que:

n{AxB) = n{A) - n(B)
n(BxA) = n{B} * n{A)
n(AxB) = n(BxA)

5.1.4.3 METODOS PRACTICOS PARA CONSTRUIR PRODUCTOS
CARTESIANOS " .-

Es conveniente disponer de métodos pr&cticos paro listor sistem8ti-
camente todos los elementos de un producto cartesiono y evitor erro
res.  Se considerorén paro tal efecto, 2 métodos fundomentales:

A) Diogromas Arborescentes.

B)  Toblas de Moltiple Entrada.

Diogromos Arborescentes :

Un diagromo arborescente se construye de la siguiente monera:

a) Fijar un punto inicial,

b} Abrir o partir de 8ste tantas romos como elementos tenga el pri-

mer .conjunto.

Abrir de coda ramo anterior {punto b}, tantas romas como elemen-

tos tengo el segundo conjunto.

d} Continuar asf con los demés conjuntos del producto cartesiano.

e) Obtener, siguiends lo secuencia de cado rama, los elementos que
forman a cado par, terna, etc., ordenado,que ¢ su vez integron el
producto cartesiano completo.

c

Ejemplos:

1) Si A={2,4} y B = {6,8,9} ; obtengo el producto carte-
siono de AxB
Se elobora un diograma arborescente:
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Entonces: AxB = {(2,6),(2,8),(2,9),(4,4),14,8),(4,9)}

2)S1 A={ma}, B={rs,t,u} y

----- X memme= o, x)
---- rl""' y ==-== (m,r,y)
----- z ~===- {m,r,z)
----- X ~==-= [m,s,x)
“““ §|=omemy mmeme mys,y)
_____ n meme- g =---= [m,s,2)
S pmm——— X wmmee {m, t,x)
= t~ ----- LY =mme- {m, t,y)
----- z ---e- (m,t,2)
----- x ===== {m,u,x)
----- Ulemmmm y meeme (mu,y)
----- z ——em= (myu,z)
b e X meeee {a,r,x)
'''' "I----- y ==-== lo,r,y)
mmme= 2z mew-- (a,r,2)
----- x ===~ {o,5,x)
il e y ==-=- {o,s,y)
_____ a -ein= 2 -o--- la,s,2)
----- x =-===_ (0,t,x)
'''' t |-,-~-- y -=-==.lo,t,y)
----- z ~---- fa,t,z}
Cmme—- | JELEEEY {o,u,x]
----- Ll e A LT
----- 2 -=-m- {o,u,2)

C = {x,y,2} obtenga AxBxC.

Entonces: AxBxC ={ (m,r,x),

(m,r,y).(m,r.VZ).(m.s,x).(m,S.yl.

(m,s,2z), (m,t,x), (m, t,y), {m,t,2), (mu,x),
(m,u,y), (m,u,z),{a,r,x), (a,r,y), (a,r,2),
(0,s,x), (o,5,y),{0,5,2), (a,t,x), (a,t,y),
{e,t,2), (0,u,%), a,u,y), la,u,z} }

B) Toblos de Multiple Entrada :

+ Otro procedimiento semejante consiste en utilizar toblos de doble,
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triple,etc. entrado.

Estas tablos se eloboran de lo siguiente formas

a) Construir el formato de lo tablo indicondo los elementos del --
primer conjunto en los renglones y los elementos de los conjun -
tos segundo y tercero en las columnas.

b) Los casilleros se llenan formando pores, ternos, etc. ordenados
‘an que el primer elemento se toma del renglén y el segundo, ter-
cero, etc. de la columno correspondiente.

Pora ilustrar este método se recurrird o los dos ejemplos anterio -

res;: .

¥) St A=1{2,4y B =(68,9} , obtengs AxB.

A B é 8 9
(2,6) 1(2,8) § (2,9}
4 (4,6) | (4,8) ] (4,9)

" Entonces AxB = {(2,8),(2,8),(2,9),(46),(4,8),(4,9)}
2) Si A=4qma}, B =drs,t,udy C=4{Ixy,z}, obtenga AxBxC.

B x y v z ;
rls t v r s t Ju|lrjs t u
(mrx)(msx)(mtx)kmux)(mry)hmsy)(mty)hmuy}k@r: (mszX{mtz}(muz)
(arx)(osx)(atx)houx)(cry)hasy)(nty)huuy)horz)(csz {otz}{avz)

Entonces AxBxC ={ (m,r,x), (m,s,x), (m t,x), (m,u,x), (m,r,y),
(m,s,y), (m, t,y), {mu,y), (mr, 2}, (m,s,2),
{m,t,2), {m,u,2), {o,r, %}, {o,5,x), o, t,x),
{a,u,x),{a,r,y), (a,8,y), {0, t,y), la,u,¥),
{a,r,z}, la;s,2), (0, ¢,2), {a,u,2) }

5.1.4.4 SUBCONJUNTOS DEL PRODUCTO CARTESIANO

Ss observé que el producto cartesiano es un conjunto y éste a su -
ver asté formado por vorios subconjuntos ordenados.

Ahora bien, en clertos circunstoncias especioles, interesa consi -
derar el caso de algun subconjunto especifico de ese producto cor-
tesiano.

Por ejemplo, del producto cartesiano de 2 conjuntos (AxB}, puede -
ser de interés,especificamente algino de estos casos :
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o) A= d(x,yl/ x6A, y6B, x>y}

b} 8 = {ix,y}/ xA, y68, x=y}

e} €= {ix, vy} x6A, y8B, x<y)

d) D= {ix,y}/ x§A, y68, x#y}

e) E =d{x,y)/ x5A, y§B, x-y # -2}
fY F = d{x,y}/ x8A, y6B, x = 2y}

An6logamente, para el producto cartesicno de tres conjuntos (AxBxC),
puede ser de interés alpuno de estos casos

a} A =d{x,y,z}/ xgA,y4B, 26C, xDy>z)

b} B = d{lx,y,z)}/ x§A, y§8B, 26C, z=y=2}

c) C=dix,y,2)/ xgA, y§8, 26C, x<y<z}

d} D =d{ix,y,z)! x§A,y$8, 28C, x=y, yéz}

o) E ={{x,y, 2}/ xfA, ygB, 28C, xéy, yéz, 2¢4x}

Coda uno de estos subconjuntos puede resultar ineresante en ulgu -
na eireunstancia particulor.

En los temas siguientes ser& enfocado el andlisis de los subconjun
tos del producto cartesiono en los cucles los elementos de cado -
par, terna, cuarteta, etc. “son diferentes” {caso d)

EJERCICIOS POR RESQLVER

A) Mencione si las siguientes expresiones son verdoderas o falses:

1} £2)' es un conjunto ordenado

2) (lun mar,mie, jue,vie} o8 un conjunto ordenado naturalmente.

3} €2,4,5% es un conjunto ordenado

40 5) 5,1)

5) P :'{(1,2);'(3,4),(5,6)}

8)Ex,y,2¥ - Lz,y,x}

7) Bx@ = {Um,n)/ mgP, ngQl

8) AxB = BxA sl A y B son conjuntos ordenados

9) nlAxB} = n{BxA) si A y B son conjuntos ordenados

10) (AxB) =(FxG) - si AxB= {ix,y)/x§A, y§B, xéy}y FxG=f{x,y)/x§F,
y§Gly: A=F, 8=G

8) Encuentre el producto cartesiano y su nimero de elementos de.los

c

~

siguientes conjuntos por el método de diagroma arborescente.

1) AxB si: Az{x,y,z% Bafa,b,c}

2} CuAxB . af: A={10,20,30} B={40,50,60,70} C-={80}

3) AxBxCxA si; A={x}8={o,e,i,0,u} C=dy, 2}

4) PxP si; P={c,0,l,8,9,t }

5) AxBXCxD si: A<{1,2} B={3,4,5) C=15,7,8,9% D=410, 11,12}

Encuentre ol producto cartesiano y su nimero de slementos de los

sigulentes conjuntos por el método de toblas moOitiples de entro-
da.
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1) AxB si: Asft,r,a)}B={p,0,n,i}

2) BxA si: Ax{l,m |,v,5,d}B={e,f,0,0,n,k}
3) AxBxC sl A={1, 5} B=12,4,6} CcA3,7,9}

4) CxBxA . 311 Az{m,a,r} Bz{t,i,e,n} C={b,c )
5) AxAxA  si: A= {f 1,0, (}

5.2 ANALISIS COMBINATORIO

5.2.1  PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

+ Al obtener el conjunto formdo por el producto cortesiono AxA,
puede ser de interds el caso especifico del subconfunto formdo -
por los pores ordenodos que contienen “elementos distintos®:

, AxA = Lix,y)IxgA, ygA, xéy } )

Por ejemplo: - ]

Si A ={o,b,c,d, e} , se pide construir el conjunto AxA, en el

cval todos los pares tengan dos elementos distintos entre sf -

{xdy).

-Puede utilizarse una tabla de doble entrado en la cual se elimi

nen ‘los cosilleros que contengan pares con elementos fguales. -

a [ [ d [
a {a,b) | {o,c}] {a,d) }(o,e)
bl (bal {b,c)| tb,d) {{b,e)
¢ | le,0)] (c.b} {c,d) | (e, e}
d | td.a}] {d.b)} 1d,¢) |id,e)
o | le,a)l (e,b) | le,c)] le,d)

Eliminando los pares con elementocs iguales, se cumple con lo -
condicién establecida (xéy} y se llega al sigulente conjunto es
pecificado por extensidn:
AxA = { {a,b), la,c},(a,d),{0,e),(b,a),(b,c},{b,d},
{b,e}, (c,a), (c,b}, lc,d), (c, e}, (d,a),{d,b),
(d,c},{d,e), (o,a) (e,b},(e,c});{e,d)}

Nétese quo on este lubconlunto todos los pores ordenados tienen
elementos. distintos. Si se cusnta e} nimerc de paores ordenados
se chserva que al subconjunto en cuestién lo formon 20 elemen -
tos, )

133



+ - Ahoro blen, el nimero de pares que conforman este subconjunto pue- ;
de obtenerse sin necesldod de utilizor un dicgroms o una tabla, -
. Bosta can razonar lo siguiente
+ Al ser ol producto AxA, los elementos de ambos conjuntos son =
los mismos. Como est6 cnolizéndose el caso en que los elemen - :
tos de cada par son diferentes, considerando que el nimero de e i
lementos de A es 5 {n{A)=5}, se tiens que: !
- @] primer elemento de coda par puede elegirse de 5 maneras di
ferentes:. a,b,c,d,e. :

- como al selecclonar uno de estos elementos ya no se puede utl !
lizar nuevomente, quedan 4 de ellos paro olegir sl segundo -
componente de cada par; es decir, si se elige "a" como primer
elemento del par ordenado de entre 5 alternotivos: a,b,c,d,e
y an dicho par no se puede repetir elementos, el segundo de -
elios ne tendrs que elegir de entre b,c,d,e, o sea, se tienen
4 formas de elegir este segundo elomonto.

+ Para obtener el nomero total de posibles pares ordenados, se -
multiplica el nimerc de formas en que se puede elegir el primer
elemento, por el nimero de formas en que puede elegirse el se -
gundo elemento. {
Entonces, los dos lugares que formon cada por ordenado de este :
subconjunto se pueden cubrir de: 5x4=20 maneras distintas, o

+ El razonamiento onterior se conoce como el "Principio Multiplicati . ;
vo”, el cubl puede extenderse o cualquier moOmero de conjuntos y e- i
" lementos como sigue: . 4

L

i

51 una primera eleccién puede efectuarse ds "f* for 5
mas distintas, una segunda eleccién de “g” formos - §
distintas, uno tercera eleccién de *h* formas dis - t
tintos y as!{ sucesivamente, el ntmero totol de posi :
bles elecciones es igual o: i
{

Némero Total de

Froxhx.. = Posibles Elecciones

Ejemplo:
El Sr. Velasco deseo establecer una fébrica do refacciones para

aparatos eléctricos y ho solicitado los servicios de una compa -
iifo de colocacién la cubl le ha proporcionado lo siguiente:

Para gerente de produccibn puede elegir entre el Sr, NGAez (n) ,
y. el Sr. Gonz4les {g); paro gerente de finanzas, entre al Sr. To
rres (t).y el Sr. Serna (s); para gerente de recursos humanos, -
entre el Sr. Cabezo (c), el Sr. Zopoto (2}, el Sr. Lépez {1}, el
Sr. Espinozo (e) y el Sr. Domfnguez (d) y por Gltimo para geren

134-



+

te delyent entre el Sr, Alvarez {a), el Sr Buenrostro {b) y el

Sr. Méndez (rn)

= Aun y cuando este problema podrio resolverse con un dicgroma
o con una tabla de multiple entrado, es més sencillo utili -

zar el principioc multiplicativo.

P={ng} - n{P}=2
F={ts} - n(F)=2
R={z.cl,e,d} -—- n(R):5
V={o,bm} --- n{v)=3

La primera decisi6n (gerente de produccibn) se puede elegir -
de dos formas diferentes, la segundo (gerente de finenzos) - -
tombién de dos formas distintas, lo tercera {gerente de re -~
cursos humanos) de cinco y:la cuorto (gerente de ventas) de .
tres. -
Aplicando el principio multiplicativo-

fxgxhxi = Ninero Total de

Posibles Elecciones -

Formas Diferentes de
Conformar el Cuerpo Gerencial

2x2x5x3

Coso Especial -
Cobe mencionar un caso especial del principio multiplicative- cuun
do “s{" pueden repetitse los elementos, o sea:

AxA = {(x.y)/ x§A.yg8 }
Este os el caso en que f = g = h = ..., ‘es decir la eleccion se -
pusde hacer siempre de la mismo cantidad de veces. As{, si n(A)=4:

Lo o eleccién se puede hacer de 4 formas diferentes.
Lo 20 eleccién se puede hacer de 4 formas diferentes.
La 3o eleccién se puede hocer de 4 formas diferentes.

La ro eleccién se puede hacer de 4 formas diferentes.

Si“se considera que r=n(mero de veces que hay que elegir, entoncas
el principlo multiplicativo para este caso especial se enuncic de
lo siguiente formo:

St cade uno de las "r* decisiones sucesivas puede
tomarse del mismo nGmero de formas diferentes -

“(k=cte) 6] nGmero total de formas diferentes que
pueden tomarsepara *r* decisiones es igual a:

kxkxk ... xk=k
|

r veces
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Entonces paro el conjunto A formedo por 4 elementos: 4 x4 {x-
oo x4 (r veces) = 4T

+ En . ocasiones, al tomor uno serie de decisiones sucesivas, en algu-
nos de ellas es posible repetir elementos y en otras de ellas no -
se parmite hacerlo; en esta situacién se utilizan ambos cosos del
principlo multiplicativo.

Ejemplo:

Una papelerfo desea poner clave a coda uno de los productos que ;
"~ vande, con el objeto de facilitor el control de inventarios; lo i

clave deberé constar de 5 digitos, los dos primeros deben ser -- i

letras y los tres Gltimos nOmeros del 0 al 9; es polftica de la -~

compaiifa evitor claves que empiecen con dos letras iguales, pues

se ha comprobado que son fusnte de constontes errores en los re-

gistros, &Cubntas claves diferentes pueden formaorse?

clave: Ilotral letral nimero }n{mn,ro 1.'|amor01

8i: letras = 29
nimeros = 10

El ler digito puede slegirse de 29 muneras. !
El 20. dfgito puede elegirse de 29 moneras. :

El 3er digito upede elegirse de 10 moneros.

El 40. digito puede elegirse de 10 manaras,

El 50. digito pusde elegirse de 10 moneras.

Aplicondo el principio multiplicativo :

Nomero Totol de Claves Posibles = 29 x 28 x 10 x 10 x 10
= 812,000

5.2.2 NOTACION FACTORIAL

~+ Una de las grondes cualidodes de las MatemSticas es lo de escribir
algunas expresiones complicodas por medio de simbolos especificos.
Uno de estos sfmbolos se conoce como “foctorial”.
A menudo se encuentra un producto de vorios nimeros naturales ente-
ros positivos consecutivos o partir del "1* , los cuoles:pueden o-
breviorse usondo la notocién factorial:

Producto Consecutivo | Notacién Factorial | Se lee
2-1 . 2| dos factorial
3.2 31 tres factoriol
4:3.241 44 cuatro factoriol
5:4:3:241 H cinco factorial
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+ Y

en general :

nin-1(n-2) ... (3)(2)01) =

El factorial de un nimero es la multiplicacién de di
cho nimero por todos los némeros enteros y positivos
menores que é1.

+ Lo notaci6én fatorial tiene los siguientes propledades:

1

2)

3)

4)

5)

El cero factoriol sismpre es igual o lo unidad por definjcién:
ol =1 ejemplo: 41 = 41 = 8} .

(7] 1.
El foctorial de un nimero dodo (n), es iguol al producto de di-
cho nOmero por el foctoriol del nimero consecutivo anterior: --
(n-1).
nl = n{n=1)} ejemplo: 101 = 10 x 91

EJERCICIOS RESUELTOS

Colcular 14|
141 = 14413+12+11+10:9:8+7+6+5:4:3:2+1
= 87,178,291,000

Colcular 81
8l = 87645432 l
= 40,320

Colcular 71/3t
70 = 7:6-5+4:3:2-1 ; pero 3:2:1 = 3|
K 3-2-1
7 6:5:4:3) = 7:6:5:4 = 840
31

Colcular 101/714)
101 = 10-9-8-21 = 10-9:8 = 720 = 30
7141 7141 4:3:2:1 24
Coleular 11161/913101
1M =T (-10°91) (6:5°4-31 = 11+18:6:5:4

913101 91 31 0i o1
= 13200 = 13200 = 13200
0l 1
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"EJERCICIOS POR RESOLVER

1) Colculor 121

2) Calculor 2017154

3) Colcular 20110181/1611014101
4) Calculor 8176121

5) Caleular 6151/5131

5.2,3  OPERACIONES

5.2,3,1. PERMUTACIONES

+ Se considero que dos conjuntos ordenados son Iguales, sf y solo'sf
tienen los mismos elementos y estos elementos estén en el mismo or
den,

+ Frecuentemente es importante saber cuéntos conjuntos ordenodos de .
‘n" alementos "distintos” pueden formarse de un conjunto de "n” e-
lementos. Para calcular ésto, se utilizo lo que se conoce como -
“permutaciones” . . .

Definicién :

+  Se lloma "permutocisn® de "n* elementos a cualquier conjunto orde-
nado de esos "n* elementos.
Por ejemplo: del conjunto A= {a,e,i,0,u}, (0,e,{,0,u) es una per
mutacién, (a,0,e,1,u) es otra permutacién y {e,i,0,u,0) es otra -
mds .

+ Codo permutacién: )
~ esté formada por todes los “n” elementos del conjunto original,
- difiere de otra Onicomente en el orden de sus elementos.

+ El nimero total de permutacidnes de *n* elementos se simbolizapor:
P
Cn
As{, P. simbolizo el nimero total de permutociones de 5 elementos,
PIO el de 10 elementos, etc.

Clculo del Nimero de Permutaciocnes :

+ Suponiendo que se tiene un conjunto de 'n® elementos y se desea sa
ber de cudntos formas diferentes pueden ordenorse los "n" elemen -
tos sin necesidad de formor cada una de ellas, es decir, cuéntos -
conjuntos ordenados distintos de esos mismos “n“ elementos pueden
formarse sin elementos repetidos:
el ler elemento puede escogerse de " n formas diferentes
el 20. elemento puede escogerse de "n-1* formas diferentes
el 3er elemsnto puede escogerse de “n-2" formas diferentes
y asf sucesivomente hasto que el Gltimo elemento puede escogerse -

” 3
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de und solu forma. -
Utilizondo el princlplo multiplicativo, el nlmero total de posi - -
bles conjuntos ordenados serfa entonces igual a:
aln-1){n-2}(n-3)..." {3}(2)(1)
Utilizando lao notocién fuctorial lo onterior es iguol a:
nl

+ Se concluye finolmente, que el nimero total de permutociones de -
“n" elementos de un conjunto de "n* elementos origincles, sin ele
mentos repetidos es:

Ejemplo:

En el comité directivo de cierto obro de beneficencia se tienen 4
personas. Se deseu nombrar 4 puestos presidente vicepresiden -
te, secretorio y tesorero.

¢t De cuéntas formos distintas pueden ocupar los cargos esas per: -
sonas, si no existe prioridod de ninguno de ellos para un puesto
especifico y no puede algulen ocupor dos puestos a lo vez ?

Sean lgs personss : a,b,¢,d y los puestos :

presidente | vicepresidente | secretario l tesorero‘

El ler puesto {P} puede ser ocupado por 4 personas distintos,
El 20. puesto {V) puede ser ocupado por 3 personas distintos.
El 3er puesto {S) puede ser ocupodo por 2 personas distintas.
El 4o. puesto {T) puede ser ocupado por 1 persono solomente.

Entonces, el nimero total de formas diferentes de osignar los 4
personos o los 4 puestos son :

_ 4:3°2°1 = 24

Ahera bien, el problema onterior puede resolverse directomente
a través de la férmula del nimero total de permutaciones de 4 e
lementos : :

P = ni
n

F"1 = 4] =24

5.2.3.2  ARREGLOS

Definicibn

+ "Arreglos” de "r" elementos tomados de un conjunto de “n" elemen-
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tos, son todos los subconjuntos ordenados de "r” elemantos toma -

dos de los "n” elementos origincles,

El proceso para encontrar arreglos consta de dos atapas

o) se selecciono un subconjunto de “r” elementos (donde: 1<r<nl,
de entre los “n” elementos disponibles.

b) se formon todos los conjuntos ordencdos posibles de esos "r” [
lementas seleccionados.
Por ejemplo: del conjunto A = {o,e,.1,0,u} hoy 5§ elementos; de -
estos § se desec seleccionar 3 y formcr con ellos todes los con
juntos ordenados pasibles,
Uno seleccién posible &s {a,e,1} en cuyo caso se obtienen los -
siguientes arregles ordenados de 3 elementos: {a,e, i}, {a,i,e),
{e,0,1),{e,1,0},{1,0,8}, (i eaqa},
Otro seleccién posible es {e,i,0} en cuyo coso se obtienen los
siguientes arreglos ordenodos: (e, i,0),{e,0,1}),{i,0,0},{1,0,e),

(a,0,1), {0, 1,0},
Y asi en forma ondlogs para los demis selecciones posibles.

Un orreglo
~ difiere de otro si tiene ol menos unc de sus r elementos distin

to, o 1
- difiere de otro si tiene los mismos'r elementos que otro, pero

colocades en distints orden, )
El nimero total de orreglos posibles de “r* elementos, tomados de
*n" elementos se simboliza por: .

Aﬂ

simboliza el nbmoro total de arreglos de 3 elemsntos to
mados So 8 elementos; A!o 50 arreglos de 5§ elementos tomados de -~

10, ste,

Célculo del Nimero de Arnglos i

Lo férmula bésica puro el célculo del nimerc de arreglos de ‘r [
lementos tomados de "n" elementos originsles, sin elementos repec
tidos, y cuyo demostrocién el presante astudlo se chstiene ds de-

sarrollor as
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Ejemplo:

Una compaiifa pequefia consta de 15 obreros con diferenta experien
cia y desea formar equipos de 3: un moestro, un oyudante y un o-
prendiz, &Cubntos equipos distintos puede formor?

N6tese que el orden en que son asignades los 3 trabajodores es
importante porque no es lo mismo que una persona ocupe el puesto
de maestro al puesto de aprendiz. Sin embarge no son permutacio-
nes porque no se incluyen o todos los elementos originoles {15),
sino orreglos de 3 elementos tomados de 15.

Entonces, el nGmero totol de equipos de 3 trobojodores diferen-
tes as
151 151 15-14+13° l2| 15-14-13 _ 2730

his,0 - {15-311 = 120 121
Se puede comprobor lo anterior utilizando el principio multipli-
cotivo como sigue 1
ol ler. obrero, se le puede elegir de 15 formas distintas
ol 20, obrero, se le puede elegir de 14 formas distintas
ol 3er. obrero, se le puede elegir de 13 formas distintos
Entonces, &l nlmero total de squipos de 3 trabojadores diferen -

tes es 15-14-13 = 2,730

Casos Especiales :

Existen alglnos cosos de valores de "r" que merecen ser anglizo-
dos:

a) cuondo r
b) evondo r

n
n

(L]

o) En el caso de que r=1, se estd seleccionondo un elemento de -
los "n” disponibles., Esto puede ser efectuado de “n* formos
diferentes {una por coda uno de los elementos disponibles).
En lo férmula:

An ~_nl_ _n-)l_om
[n-1) =101 ©

An'] = n

b) En el coso de que r=n, se est4 seleccionado “n”" elementos de
entre "n", &sto es, no se efecta ningunc seleccién, sencilla
mente se tomun los "n* elementos disponibles y se reordenon -
de todos los formas diferentes posibles, )

Este es precisomente el coso de las permutociones, es decir,
cvando el nimero de elementos de un orreglo es igucl al del -
conjunto origlnal, se trata de uno permutocién, que constitu-
ye un caso particular de los arreglos.
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En4 lo. ?6rmulu .

Ann at.  _al 'l nl
! n-n)l 0T T T
A =P =nl
n,n )

5,2,3.3 COMBINACIONES

Definicién

*Combinaciocnes’ de "r* elementos tomades de un conjunto de “n* a-
lementos, son todos los subconjuntos “no ordenados® de “r* elemen
tos { donde KK r<n), tomados de "n" elsmentos originoles,

Por ejemplo: del conjunto A = {a,e,i,0,u} con 5 elementos se de -
ssan formar combinaciones de 3 elsmentos.
Algunas - combinociones pasibles son: {a,e, 1}, {e,1,0},{i,0,u}

Una combinacién:

~ difiare de otra, sl y solo sf, difieren ol menos en un elemen -
to, siendo obsolutamente “irrelevante el orden’ en que son coloca
dos los “r" elementos.

As{, mientros en el coso de los crreglos: {o,s,1) # {e,i,0)
En los combinaciones no importa el orden y: {a,e,1} = {e,{,0}

El nGmeroc total de combinaciones posibles de "r* elementos tomc -
dos de “n? elementos origincles se simboliza por:

C

n,e
Ast, C simboliza el nGmero total de combinaciones de 3 elemen
tos tomadas de 10 elementos; C‘2 o de 4 elementos tomedds: de 12,
etc. '

. Clculo del Nimere Totol de Combinaciones

Lo férmula para el célculo -del némero de combinociones de *¢” ele
mentos tomadas de "n” elementos origincles, sin elementos repeti-
dos, cuyo demostrocién tampoco se considera necesorio desarrollor
es: y . . .

[ nl
o= Tn-riird
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Casos Especiales

Existen algunos cosos de volores de
dos

o) cuando ‘¢
b) cvando r

"r* que merecen ser analiza -

|
n

a) En el coso de que r=1,3e elige un elemento de los "n" disponi-
bles. Esto pusde reclizarse de “n” formas diferentes :
nl n{n-1)1

nl n
L ey P T v 3 Tl v 1 Y TR

C = n

n, 1

b) En el casc de que rzn, se esté seleccionondo "n”" slementos de
sntre "n” elementos originales. Esto puede efectuarse de u -
no. sola manera en virtud de que en las combinaciones el orden
on que estén colocodos dichos “n* elementos seleccionodos es
irrelevante,

En la férmulo

Cn"= nl _ al _nl- nt 1
N (a=edTel T Tacadind T OTal ~ Al -

Ejemplo:

Una empresa produce 6 productos, debido o lo crisis oconémicu por
lo que paso, se ve obligada o recortar su linea o 4 productos Gni
comente. :

¢ De cubntas moneras pueden elegirse estos 4 productos ?

NStese que no se incluye o todos los elementos: 6 {por tonto no
son permutociones) y que el orden en que son elegidos los pro -
ductos no es importante, se trato entonces de comblnaclonu de
4 elementos tomados de & elementos.

Entoncn, ol némero total de formas de elegir 4 productos es:

C - nl . 1} [ 6:5-41 30 15
- {nv-r”ri: E=ayiay © 24 T e l
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Diferencio Entre Permutaciones, Arreglos y Combingciones

+ La diferencia entre permutociones, orreglos y combinaciones pueda
concentrarse en el siguiente cuodro :

1)

tos originoles

tos originales.

Permutaciones Arreglos Combinaciones
Se toman "n" elemen Se toman "r* elamen | Se toman “r* elemen
tos de “n" elemen - | tos de "n” elemen - | tos de "n” elemen -

tos originoles,

S{ importa el orden
en que sean coloco-

S importc el orden
en que seon coloca-~

No importo el orden
en que sean coloca-

dos los “n" elemen~| dos los "r* elemen- | dos los “r* elemen-
tos, tos. tos,
Férmula; F6rmula: Férmula:
Pn = nl N nl [ .= nl
U s 1 MNP = e Tie)

Cosos Especiales: Casos Espacioles: . Cosos Espsciales:

o A= Goa= "

An.n = nl cn,n =1

EJERCICIOS RESUELTOS®

Lo Bolsa de Volores tiene 10 empresus‘cuyos acciones estén coti-

zadas como las de moyor valor en el mercado.

€l Sr.

sea invertir en 4 de ellos, 4 sumas de dinero diferentes:

$100,000 on la primera, 380 000 en la segunda, $60,000 en la btor

cera y $40,000 en lao.cucrta.
¢ De cubntas moneras diferentes puede invertir su dinero ¢

Nétese que no son permutaciones porque no se incluyen todos
los elementos originales {10); no son combinaciones porgque sf

es importante el orden ol ser diferentes los contidades a in -

vertir en la primera, segundo,tercerc y cuarta empresa.
Son arreglos de 4 elementos tomados de 10 elementos.
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El ntmero total de posibles formos diferentes de invertir son:

A nl 101101 10+9:8+7 = 5040
R e By T o 3 ¥ il Y '

2) - Es cuerpo directivo de lo Cémora de la Industric del Calzado, pe
ro 1987 deber& estor integrado por 5 miembros. Han sido propues
tos 6 hombres y 4 mujeres para ser electos, -
Determinar de cuéntas formas puede integrarse dicho cuerpo direc
tivo :

o) Si se desea que en e} grupo directivo figuren 3 hombres y 2 -
mujeres,
b) Si se requiere que hoya como minimo 2 hombres y ! mujer.

Nétese que no se toman en cuenta todes los elementos y que el
orden carece dn 1mportonclo se trato entonces de combinacio-

nes, . -
IHIMIHLMIMI

Se deben escoger 3 hombres de entre 4 propuestos y 2 muje-

res de entre 4 propusstos,

* En virtud de que ambas selecciones son eventos simulté-
neos, es decir, deben dorse el primero y el segundo, se

a) Grupo Directivo :

multiplica :
%,3 " C2
Corg o 8L 45431 654 120 20
UM T =5) K ET 33 T 3206 T 20°6=120
C‘ ' 4| 4-3-20° 43 126
! (F=2nzi 2121 "2 T2
b} Esto condicién puede satisfacerse de 3 formos diferentes :
Cé'4 . C"] H]H]M H H
c6,2 . C"s H H 1M MM
c6,3 . C"2 H H M M H
Entonces
CG‘_ [1] S 8 654 65 30 15
A T ) AT TR I T Y FICTE S B
C‘ I = -4t __ A 43 4 4
R 3 ) N N N R Y 1 I R
C62_ [ 41 4541 _6-5 30 15
4T (8 ’ﬂ 2 '! B T T 2 Ml B
© 1431 4 A
(4 5, 3 5 < K I

Coa®
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. 3)

4)

Cong. 8l ! 6:5:4-3)  6.5.4 120 .,
% = 7637131 3131 3131 321 &
C, .= 4l 4] 4:3:2] 43 =12=¢6

LA e I I A R D
Entonces: )

¢ C,. = 151 4=90

c:; chl= 15 a0

Colar Cyly = 20 -8=120

En virtud de que estas tres olternativas para cumplir -
con la condicién de que haya por lo menos 2 hombres y 1
mujer son eventos que pueden ocurrir "uno u otro”, pero
no los dos o los tres al mismo tiempo, se suma :
célic"‘ + Céléc‘la + C6,§c4,2 =90 + 90 + 120 = 300
Lo empresa *La Salode® 5.A. se ha visto en lo necesidad de ser
‘liquidada. El contador ho clasificado sus deudas en 7 grupos -
distintos; no existe un sistemo de prioridades parc atender los
deudas, con lo salvedod de que los trabajadores grupo "a* deben
ser indemnizados antes que nadie y los accionistas grupo "g* -
recibirén su dinero después de que todos los demés grupos hayon
recibide sv parte.
& Cubntas secuencias diferentes pueden seguirse para hacer fren
te o todos los deudos de lo empress ?

Grupos : | a | b cl d] el flal
Hay 5 grupos ocreedores cuya secuencia puede variar: b,c,d,s,
f. Después de pagor ol grupo a, el primer grupo o pogarle -
puede elegirse de 5 formas distintes, el segundo de 4, el ter
cero de 3, el cuarto de 2, el quinto-de ] y despubs se pagoag.
Entonces da acuerdo ol principic multiplicativo se tendria -
que el nimero de secuencios diferentes para las deudas es:
P+5+4+3:2-1+1 = 120
Sin embarge, lo onterior puede resolverse tombién por medio
de permutaciones (porque sf es fimportante el orden y se to -
man todos los elementos del conjunto original: 7) como sigue:
= 5!
5
5 = 120
$1 un librero tiene 3 libros de inglés, 4 de Glgebra y 6 de his
toria, ¢ de cubntas moneras se pueden escoger 6 de ellos en ca-
da uno de los siguientes casos 7 :
a) Deben ser 2 de codo materia.
b) Deben ser al menos 2 de historio y 2 de 4lgebra::
c) Deben ser 4 de 4lgebra.
d) Deben ser como minimo 5 de historla.
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o) Deben ser 2 de coda materin :

SONIDE

42 gpr=r =8
C,,_ 31 _ 3 3
3'2'”21' L
Cop_ 61 45
$2=qar=Tr ="

b} Deben ser al men

HiH]A]A H CG,‘.CMZ =
Ml H]|AJA]A]A Célz-C‘l‘ =
HIH|ALA]IT]I célz-c",‘,-cal.‘, =
HIHIALALHLA c6,3.cl,3 =
HIRLAFALH]I] C6'3‘C"2'C3" =
HIH]A]JAJAGL C6'2"C"3-C3'] =
Al menos 2 do‘hlltorla y.2 de S8lgebro ¢
90 + 15 + 270 + B0 + 360 + 180 = 995

c) Daben ser 4 de 4lgebro :
Al A A HI H C‘ ‘- 6.2 =1.15
A A C‘ 4'C3 2° 1:3
Alalalalnll C“ C,1°C0 °
4 de Glgebra : 15 + 3 + 18 = 36

d) Deben ser como m{nimo 5 de historio :
H|l H] H]{ H] H]{ H Cé,é =)
Wl H ’H H]l H| I C6‘5C3',=6-3
Wl Wl wlwlula ChgCyy = 64
Minimo 5 de historio : | + 18 + 24 = 43

€,2%,2°%,2

2 de cada materi
6315 =

a

270

os 2 de historia y dos de &lgebro :

65 4:3 = 90
P A
T{:é- = 270
Q]j-TiTl = 80
2063 = 360
15-4°3 = 180
e 15

=3 .

1°6:3 = 18
=18

= 24

5) Un estudionte debe resclver 10 preguntos de 13 de un exémen,
¢ Do cubntas maneras debe sscoger los 10 preguntas bajo los si-

guientes condiclones ?
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b

c
d

b

c

d

} Escoger los 10 preguntas.

) St una de las 2 primeras es obligeotorie y ko otra no debe. -
contestarse.

} Si tiene que contestar exfctamente 3 de los 5 primeras,

} 51 tiens que contestor por lo menos 3 de las 5§ primeras.

} & De-cuéintos meneras puede escoger las 10 preguntas ¥

Cia 1o« 131 _ 1312411 _ 286
R N 2y R
} St ung de los 2 primeras es obligotoria y lo otro no debe -~
contastarse.
c i 1110 55
1,9 1T 7 e St

C 111019 55
1,9 S 117 ik el

5i escoge una u otro s 55 + 55 = 110
St tiene que contestar exéctomente 3 de los 5 primeras:

Coq . 51 54 10 (pora los 3 primeras}
593 = 3i3= T = ‘
Cg,=8_8 =8 (poro las 7 restontes)
87 TS T L

St contesto exédctomente 3 de las 5 primeras : 10.8 = 80

Si tisve que contestor por 1o menos 3 de las § primeras :

-8l contosta3de los § ¢

Ceq 51 . 81 10.8_80
R R L
- si contesta 4 de las S :

c5,4'C6,6= §t . 8! 5.28 = 140

=

Vid4 2161
- si contesta las § . .
Coc'Cyo_ 8L - Bt _ 1+56 54
55 5=y 3mr e - G
Si contesta al menos 3 de las 5 primeras: 80 + 140 + 56 =274

EJERCICIOS POR RESOLVER :

1}

81 una ploca de coche asté formade por 3 digites diferentes se -
guidos de 2 letros diferentes y pueden utilizorse los 27 letras
del olfabeto, asf{ como los 10 dfgitos conocidos, encuentre: :
a) ¢.Cubntos placas diferentes pueden formarse % .
b} De las placas que pusden formarse, & cuéntas no empuxnn ni s

con el cero nt con el 1 %

¢} & Cubntas placas tienen digitos moyores ol § o digitos meno -

res ol § ¥

d} & Cubintos plocos tienen vocoles excluslvamer\u 1
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2)

3

4

5)

Si se tienen 3 nifes y 2 nifias, as!i como § asientos para los -

mismos, encuentre :

a} tDe cubntas moneros pueden sentarse los tres nifos?

b} ¢De cuéntas maneras pueden sentorse todos los nifos, si los
tres nifios se sientan juntos y si las dos nifias lo hocen jun
tasi

¢} tDe cubintas maneras pueden sentarse todos los nifios si Gnico
mente las dos nifas deben quedar juntas?

d) 8De cubntas moneras pusden santarse todos los nifos, si los
nifios deben quedar juntos?

El sindicato de ung empreso eats formado por 15 omploado-, de -
los cubles 5 son de confionza, 3 son eventuales y 7 son de ba -
se, Si dicho sindicoto debe formr un comité de 5 personos, dde
cufintos maneros podré hocerlo para cada uno de lol siguientes -
condiciones?:

a) Debe haber cuctro empleados de lo misma cotegoric.

b) No debe haber empleados de confianzo.

c) Cuando menos debe haber tres empleados de bose.

Los claves numbricas con los que se lleva el control de orticu-
los de una tiendo de autoservicio estén formadas por 5 nimeros.
Considerando que no pueden repetirse los nimeros en una clave y
que pueden utilizor los nimeros del | ol 9, tcubintos claves di -
ferentes pueden formarse para cada una de los condiciones si -
guientesd: -

o} Ninguno clove puede tener al 4 y al 9 al mismo tiempo.

b) La clave debe ser divisible entre 2.

¢) Lo clove debe taner nimeros mayores a 20 nimeros menores a 8.
d} Lo clove debe tener dos nimeros pares y tres nimeros impores.

Lo direccién de trénsito vo o emitir nuevas placas pora autombvi
les, mismas que estorén compusatas de 4 nimeros y 2 letras en di
cho orden, Consideronde que no pusden repetirse nimeros y le -
tras en uno placa y que se pueden utilizor los nimeros del 0 ol
9 y los 27 letros del olfabeto, fcuéntos placas podrian formorse
paro codo uno de las condiciones siguientes?: -

o) No debe haber constantes ni nOmeros moyores a 8. ,

b) Se deben tener nGmeros moyores o 2 o menores a 9.

c) Lo porte numérico debe ser divisible entre 5,
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. CAPITULO VI

TEORIA FUNDAMENTAL DE LA PR.OBABILIDAD
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6.1 UTILIDAD DE LA PROBABILIDAD

El importante y fascinante tema de lo Probobilidad empiezo en
ol siglo XVII, con los esfuerzos de matem&ticos como Fermat y Poscal
por resolver preguntas relacionadas con los juegos de azar y no es -
hasto e} siglo XX cuando se desarrolla una teorfa matemdtica riguro-
sa basada en axiomas, definiciones y teoremas.

Con el correr de los ofios, la Teorfo de la Probabilided encuen
tra su cauce en muchas aplicaciones, no solamente en lo Ingenierfo o
las Motembticas, sinc tombién. en compos como lo Medicina, la Psico-
" logla, la Sociclogfa, la Agricultura, lo Administrocién de Empresos,
la Ciencia Polftica, lo Educocién y 1o Economio.

Lo necesidad de la Teor{a de lo Probabilidod en lo préctice aod
ministrotiva surge cuande se han de estudiar exparimentos o fenime -
nos oleatorios en los que no se pusde predecir los resultados antes
de llevorse a cabo el experimento o fensmenc.

Aun cuondo la Probobilidad se oplico o muchas situaciones préc
ticos de los negoclos, lo comprensién de las nociones bakicas del te
mo se hace mds simple si se aplico o situaciones toles como ciertos
" juegos de ozor. Por esta razén algunos de las definiciones y re --
glos de la Probabilidad se explicorén ol iniciarse el presente copf-
tulo en el contexto de problemas idealizados, sin embargo dichas re- +
glos se oplicarén después o las situaciones de lo vide recl que se -
presenton #n los problemas précticos.

La construccidn de modelos teéricos parc explicar los fenéme -
nos que se don en el mundo de los negoclios, es una de las principa -
les funciones del administrodor; si los modelos son reqlistas, los -
conclusiones derivodes de ellos, serdn realistas tombién, Ahora bien,
os relotivomente sencillo contruir un modelo de Probabilidad pora -
jusgos de azor, pero es més diffcil contruirlo pora situociones de -
negocios cuando existe muy poco informocién sobre lo cuél fundomen -
tor el modeio; es por ello que debe reconocerse que 1o confiabilidad
de un modelo de Probabilidad pare los negocios dependeré obviamente
de lo cantidod de conocimiento que se tengo de la situscién en cuea-
tién,

Por otra parte, entre algunos de los herromientos més importan
tes del hombre de negocios se cuenta lo Estodistico y no es sino hos
ta el advenimfento de lo Probobilidad cuondo se puso- de monifiesto
que la Estadistico podria emplecrse en lo extraccién de conclusiones
vélidas y en-lo toma de decisiones ; por ejemplo en lo teoric de -
muestreo y prediccisn. - En otras polabros, el temo completo de da in
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ferencio estadistica esté bosado en consideraciones probabil{sticos,
es por ello que paro poder utilizar estos técnicas inteligentemente

®s nacesaria una profunda comprensién de los conceptos de Probabili
dod.

Un Gltimo ospecto importante que conviene recalcar es que, ode
més de fomiliarizorse con muchos conceptos y métodos espec{ficos, -
el odministrador debe sobre todo desorrollar cierto criterio: “pen -
sar probobilfsticomente®, sustituyendo preguntos toles como: ¢ Duran
te cubnto tiempo continuo funcionaré este meconismo ¥ por : & Cubl -
o8 lo probobilidad de que este mecanismo funcione durante B horas -
contfnuas ?. En muchos situociones, lo segunda pregunta puede no so
lo ser la més atinado, sino de hecho, la Onica pertinente.

No es necesorio seguir remarcondo lo importoncia de lo Teorfa
de la Probabilidad; basta con establecer que los modelos matemSticos
apropiados para la descripcién y estudio de un gran nimero de fenéme
nos observobles en lo Administracién de Empresas, son “probabilfsti-
cos” y no deterministicos,

6.2 CONCEPTOS

~+ Con el objeto de comprender la Teorfo de la Probobilidad, es ne-
cesario definir primerc los siguientes conceptos :

A) Experimento

+ Fanémeno provocado que puede consistir en uno o varios operacio-
nes o intentos,

-Ejemplos:
- el “experimento® de lonzar - ol "expsrimento® de lanzor
_ | dado una vez, consiste - | dado 200 veces, consiste
en 1 intento. . on 200 intentos.
8) Evento

'+ Codo unc de los posibles resultados que se pusden obtener ol .-
fectuar un intento en un experimento.
Se acostumbra representar un evento de la siguiente manera :

E
n

En donde, el subindice "n* indico el nimerc del evento.
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Ejemplos: ) ; .
- si-se lonza uno vez un dado - i se lanza 100 veces un -

se tienen 6 diferentes re - dodo, se tiensn 6 diferen-
sultados posbiles, ésto es, tes resultados posibles, -
é eventos es decir, los mismos 6 e -
E|=1 E3=3, E5=5 ventos
”E2'=2‘E‘=4 56=6 E‘=153=3‘55=5'
52 =2 E_ =4 E_ =6

4 (]
Los eventos pueden ser de dos tipos '

- Evento Simple
" Aquel evanto qus no pusde descomponsrse en.una combinacién de
otros eventos. Este tipo de eventos pueden describirse con una
_caracter{stica Onica.
Ejemplos:
~ E] evento de obtener un 4 ol lanzar un dodo al oire.
~ E1 avento de obtensr un as de una boraja omericona.

- Evento Compuesto
Aguel evento que pusde descomponerse en una combinacién de dos
‘c mis eventos simples. Este tipo de eventos tienen dos o mds -
caracter{sticas, :
Ejemplos:
- El evanto de obtener una suma de 4 al lonzor 2 dados si -
multéneomente. Dicho evento puede descomponerse en 3 e -
ventos simples :

| dado | dado 2

evento simple E, ¢ 2 2 =4
:v.n::"o‘ svento simple E; ] 1 3 =4
onp svanto simple E; f 3 1 =4

- El evento de obtener un as negro, tombién pueds descompo -
nerse sn 2 aventos :

svento simple E. ¢ as

evento simple E, | negro

evento
compuesto ;

Se puade concluir que el avento compussto, no es mds que una
coleccibn de eventos simples.

C) Espacio Muestral :

Asf como un evento es cada uno de los resultados posibles de un -
intento, el espatio muestral es el conjunto formado por *todos”®
es0s resultodos posibles (eventos), luego entonces, un evento no
o8 8ino un subconjunto del espaclo muestral.
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Ejemplo :
~ El espacio muestral de lazar 1 dado es el conjunto de “to-
dos* los eventos posibles :

HHERDE

Es importante aclorar que el espacio muestral dependers del tipo
de problsmas que sea onolizado o de las voriobles que se estén -
monejondo; es decir, un espacio muestral puede obtenerse con e -
ventos simples o compuestos,

Los espacios muestrales pueden obtenerse fundamontolmente a tra--

vés de dos formas :

o) Tablas de Contingencia.

b) Utilizacién de An8lisis Comblnatoric : permutociones, arre -
glos y combinaciones,

Ambos métodos hon sido explicados con detolle en el copftulo an-
terior, de modo que se procederé (nicomente a presentar dos e -
jomplos : ;

Ejemplo 1
~ El espacio muestral de lanzar 2 dados ol aire serfo :

do #1
:327\ vl 2| 3| e s}

! (LU ,2) 1,3 001,44(1,85)1€1,8)
(2,1)}(2,2)] (2,3)[(2,4)](2,5){(2,8)
(3,1}](3,2)] (3,3)1(3,4)|(3,5}](3,4)
(4,1)1(4,2)1(4,3)[(4,4)](4,5){(4,8)
(5,11115,2)1(5,3)](5,4}](5,5);(5.8)
(6,1){(6,2)1(6,3)1(6,4)1(6,5)1(6,6)

O e N

Es decir, que hay un conjunto de 34 posibles resultados o
. .eventos
Ejemplo 2 :
~ El espacio muestral de obtener 2 pelotos de una bolsa de 15
pelotas, si no importo el orden, seris :

C i nl
AN v Fry
cls2 15} 151 15.14-131_15-14 210 _105
RS N T Y I T I YT T I T M B

Esto significo que hay un total de 105 resultodos posibles,

154



DEFINICION DE PROBABILIDAD

Definicién :
La Probabilidod puede interpretarse como la posibilidod de que un
evento ocurra.

Reprasentacién :
La probobilidod de ocurrencia de un evento se representa por :

Lo probabilidad de no ocurrencia de un evento se representa por :

Lo probobilidad de ocurrencia de un evento se define como el nG-
mero ‘de “resultades favorables® dividido entre el nGmero total -
de "resultados posibles® ; lusgo entonces, la férmula gensral po
ra obtener la probabilidad serfo :

Férmula

P(E) = # de resultados favorables
# de resvltodos posibles

0 bien :
P(E) = # de eventos favorables
& de eventos posibles
Tecremas :
Teorema 1

Lo probabilidad de ocurrencio de un evento "es un nimero compren
dido entre 0 y 1. Si el suceso es imposible (no puede ocurrir},
su probabilidad es 0. S$i es un suceso cierto (tiene que ocurrir),
su probabilidad es 1. * {13)

(13} Spiegsl R. Murroy. “Teorfa y Problemas de Estadfstico”. Pog.99.
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A

—

i0<P(E)SIl

Teoremo 2

Lo probobilidad de ocurrencio de un evanto més la probobllldod -
d- no ocurrencia del mismo es iguol o lo unldod

[P(enom = 1 |

Tipﬁ de_Probabilided :
Existen bésicomante dos conceptos de lo Probobilidad

Clésica
Probobllldc_d Objetivo Clésica Ewpirice
Probabilidad Subjetiva

Probobilidad Objetiva
Es aquello que pusde ser colculado de unc forms cbjetiva, es de -

¢ir que 31 ex calculode por dos personaa diferantes, debs orrojor
ol mismo resultado.

La probabilidod objetive se closifica en dos:

+ Frobabilidod Objetiva Clésica :
Es oquelio que al colcularse ae besa en el hecho de conacer -
previoments el proceso que se ests onolizando.
Ejmplo 1
- Lo probobilidad de ocbtener un rey de uno baroja omerica-
no de 52 cortos que consto de 4 paloy : corazén, diomon-

te, tréhol y espads, cada uno de los mismos subdividido
en 13 cortas,

Probobilidad

Prey) _ # sventos fovorables _ 4 1
= ¥ eventos posibles 03

Esta probobilided es objetiva clélxca en virtud de que ~
puede cbtenerss lo probabilidad de socaor un rey sin si ~

qu%ara tener la borajo (conocimients pravioc del proce -
so).

+ Probabilidad Objetive Clésica Empirica
Es oquello que se boso en ciertos dotos observados y no en un
conocimiento pravio del proceso.
Ejemplo:
~ ~ Se tiens un grupo de 40 productos de pldstico recién sa-

lidos de lo méquine con los siguientes condiciones : |
15 miden 50.5 cms.

20 miden 50,0 cms,
5 miden 49.5 cms,
40
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Obtener laoprebabilidad de que al ssleccionor un preducto -
de pléstico oe dicha mbquina, éste mida 50.5 cms.

P(50.5 cms.) _ # resultados fovorobles 15 3

" ¥ resultados posibles  ~ W03
Esto probabilidod objetivo es clésice empirica porque es -
obvio que tuvieron que observarse los resultodos de los ta

mafios o medidas dentro de clertc cantidad de productos.

B) Probabilided Subjetiva
Es oquello que es calculado de acuerdo al criterio de uno persona
determinada, lo que ocasiono que pueda haber divergencic en los -
criterios utilizados por dos o més personos.
Ejemplo :

- Un ingeniero ha diseiiado una nueve méquino parc ogilizer -
lo produccién de lo fébrica, se desea conocer la probabili
dad de éxito de que los 20 obraros aprendan-a manejcrla,

- El criterio del inventor de la méguina respecto o 'la pro
babilidod de &xito en su manejo, puede estor influencio~
" do porque lo'miquina le parece sencilla y dirfo que lo -
probaobilidad de éxito es grande.

~ El criterio del gerente de recursos humanos esté influen
ciado porque pienso que los obreros no estén suficiente-
mente capacitados para monejar lo nueva méguina y difie-
re del criterio del inventor.

- Entonces, lo probabilidad de éxito ser(o diferente depen
diendo de la persono que le calevlera.

"'La asignacién de probobilidades o diversos eventos suele estar
basada en la experienciac previa, opinién personal de! individuo
'y el anBlisis de lo situacién particular, * (14)

+  Hasto ahora hon sido definidos los conceptos elementales pare po-
" der manejar la probabilidad, @ continuocién se desarrollorén las
reglas bésicas para poder desarrollar los diferentes célculos que
pueden obtenerse a través de lo probobilidad.

4.4 PROBABILIDAD SIMPLE

'+ Es aquella * probabilidad de ocurrencio de un evento simple, un [
vento descrito por una sola caracteristica .* (15}

(14) Berenson Mark L. Levine David M. “Estadistica para Administra
eiény Economlc, Conceptos y Aplicaciones”. Pag 114,
(15) - Berenson Mark L. Levine David M. 0b.Cit. Pag.118.
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+ Como fue mencionado, la probabilided simple esté dado por :

P(E,} _ # do eventos simples favorables
" % de eventos simples posibles

Ejemplos:

1} Calcular lo probabilided de que al extroer uno corta de uno -
barajo de 52 , ésto
o) sea un 5
b) sea de color rojo

o) P(5) = # eventos fovorables = # de cartas *5*

~ § eventos posibles - T ¥ total de cortas
4 2 1
-+ Bl T )
b) P(R). _ # eventos fovorables _ # de cortos rojas
~ ¥ eventos posibles ~ ¥ total de cartas
2131 :
FRTHI

2

Colcular la probobilidad de que ol lonzor un dado 6l aire :
a) caigo un 4-
b} caigo un nimero par

a) P14)._ # eventos faverables _ # de caros cuotro dsl dado .
" # eventos posibles ~ ¥ total de caras del dado
1

%
: : # de cargs del do-
b) P{par) _ # eventos favoraobles _ 4o 1804581
" ¥eventos posibles ~ # mmél go caros del -
. ado

= -8- = ]
§°7

Calculor lo probobilidad de que ol socar una solo bola de uno
urna que centiene 5 blancas, 4 rojas y 3 omarilles, se obten-
ga
a) ‘una bola blance
b) una bolo roja
¢} vna bolo omarille

a) P(B) _ ¥ eventos favorcbles _ # bolas blancas 5
~ #eventos posibles ¥ totol de bolas 12

b) P{R) _ # aventos favorobles _ # bolos rojos 4
- T Weventos posibles ¥ total de bolas ~ 12

¢) P{A} _ # eventos fovorables _ # bolos omorillas_ 3
~ Feventos posibles ~ ¥ total de bolas _ 12

3

"

1
3
1
[]
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4.5  PROBABILIDAD CONJUNTA

La probobilidad conjunto es aquella probobilidad de ocurrencic de
un evento que pusde descomponersa en eventos simples.

Cuando se relacionan dos o mfis eventos, éstos pueden combinorse. -
de dos formas :

Que en lenguoje de conjuntos se represento : AN B

E, for 52

Que on lenguaje de conjuntos se representa : A UB

Lo onterior do lugor @ 2 reglos pora el céleulo de probebilide  ~
dll ' ‘

a) Reglo de lo Adicisn (E, "o Ez) ‘
b} Reglo de lo Multiplicocién (g, "v* 52)

Se procederé a desarrollar cadu unc de ollés s

6.5,1 REGLA DE LA ADICION

Se vtiliza parc encontrar la probobilidad de que ocurra el evento
"A" “0” el evento "B* ; P(A o B) = P[AUB) - L

En @l ctlculo de P(A o B}, puden darse los dos slguiuntes casos :
a} Que "A" y “B" sean eventos "no excluyentes”, .
b} Que "A* y "8” sean eventos *excluyentes”
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Que "A" y "B" secn eventos
"No Excluyentes”

Que *A" y "B" sson eventos
*Excluyentes”

+ En los eventos no excluyentes,| ¢
lo oturrencia de un evento no
impide la ocurrencio del o -~
tro, es decir qus ombos pueden
darse simulténeamente.

+ Ejemplo: ung corto "os-negro” { +

+ En un Diagrama de Venn, se re-| +
fiere o la ocurrenica, ya sea
del evento "A”, del evento "B”
o ds "AyB* (ANB) :

En ‘los eventos exciuyentes, -
1o ocurrencic de un evento -
impide lo ocurrencia del otro,
es decir que ombos no pueden’
dorse simulténeomente.

E|lemplo: uno corta "os-rey”

En un Diagrama de Yenn, no e-
xiste interseccién entre el e
vento "A" o sl evento “8" {no
existe ninguno corto que cum-
pla ombos carocteristicas), o
bien, lo interseccibn es i -
guol a 0,

(constderado
dos veces)

+ En este caso, la probabilidod | +
de * Ao B " se caleula :

P(A0B) =P (AUB}=P{A}+P (B )P (AyB)

En este caso, la probobilidod
de * Ay B” se calculo

P(AcB)=P{AUB)=P(A)+P(B)~P(AyB)
P(AoB)=P{AUB)=P(A)+P(B)- O

+ La Reglo de lo Adicién, toma

lo probabilidad de “A" y le a

P{AoB) = P(AUB) = P(A}+P(B)

fiade lo de "B*. La probabili=
dad de intersecciébn de "AyB* +
debe restarse de este total -
porque yo se ha incluida 2 ve
ces en el célculo de P(A) y =
P(B), Esto puede mostrarse -
con cloridad en el diogroma,

La probobilidad de que ocurra
el evento "A* o el evento "B”
es igual o lo suma de laproba
bilidad de ocurrencia de “A*y
lo probabilidad de ocurrencia
de “8*,
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+ Ejemplos:

1) Una empresa productoro de fibros de limpiezo hace uno investi--
gacién de mercados que arrojo los siguientes resultodos acerca
de lo opinién de 150 amas de coso sobre su producto :

5 opinon qus las fibras son excelentes (€)
40 . opinan que las fibras son muy buenas (MB)
40 opinon que las fibras son suficientemente busnas (58)
30 - opinon que los fibros son regulares (R}
© 15  opinon que las fibras son malos (M}
20 opinan que los fibros son pésimos (P}
Lo empresc desso televisar entrevistos o amss de cosa escogi -
dos al azar; sin embargo, para no arriesgor su imogen, deseo -
saber primero lo probabilidad de que :
o) solgo uno oma de casc que digo que su producto es sufhclon
"temante busno o una que diga que es regulor.
b} wolga uno ama de cosa que diga que su producto es excelente
o uno que diga que es pésimo,
salgo unc oma de coso que no digo que su producto es exce -
"lente o uno que no diga que es muy bueno.

c

+ Dado que codo oma de casa puede generar solo una opinibn,
los eventos E, MB, SB, R, My P, son “mutuamente excluyen
tes”, Entonces :

a) PiSBoR) = P(SB) + P(R)

40 + 30 = 70 = 7
730 56 %0 5
b) P{MoP) = P(M} + P(P} = 15+ 20 + 35 =7
T8 % %6 W
c} Partiendo de que P + Q = 1, en este cosoc lo probebilidaed
de ccurrencia de E + MB, mbs la probabilidad de ocurren-
clo de SB + R + M + P es igual o lo unidod, se puede es-
tablecer que

1-pP=4Q

Luego entonces, es mds facil colcular 1-{P(E)+P(MB)), -
que coleular P(SB14P(R}+P(M})4P(P) y ombos representon lo
probabilidod de que salgo une oma de casa que no digo . -
que el producto de lo empreso es excelente o uno que no
diga que-es muy bueno, qus es lo mismo a que solgo una a
ma de caso que digo que su producto es suficientemente -
bueno o una que diga que es regular, o uno que diga que
o3 malo o yna que digo que es pésimo,
V = (P(E)+P(MB)) = P(SB)+P(R}+P (M)}+P(P})
Entonces :
1- (P(E)oP(MB)) =} «( 5 +40) =1 - 45 =V -3 27"

50 750 150 i 0
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2) Uno empresa gubernamentol se ve en la necesidod de correr o - -
uno persona porque deben ser solo 50 empleados. En virtud de -
que todo el personal esté calificado como excelente, el direc-
tor ha decidido escoger al azar lo persona que seré despedida,
El gerente de recursos humanos teme que le toque o los emplea-
dos de su departomento, y desea calculor a portir de los si -
guientes dotos que posee, olgunas probabilidades :

Trabajados! 2 afios [ 5 aofies | 10 afios | 15 ofios | Total
Tipo de empleado

Ejecutivo 5 1 5 2 i3
De Conflanza 15 7 é 10 38
Total . 20 8 1 12 51

o) Probabilidod de que despidan un trabajodor de confionza o u
na psrsona que lleve dos ofios en la empresa,

b) Probabilidad de que despidon un ejecutivo o una perscno gue
lleve dos afios en la empresa.

c) Probabilidod :de que despidon e un ejecutive o una persono -
que lleve 15 ofos en la empresa.

En virtud de que los eventos tipo de trabajador y nimero de a-
fios trobojados, no son excluyentes { pueden darse simulténea -
mente ), las probobilidodes se calculen como sigue ‘¢

De confionzo = C
. Ejecutivo = E

a) P{Co2) = P{C) + P(2):-~ P(Cy2)
51 51 51 51.
b) P{Eo2} = P{E) + P(2} - P(Ey2)
_ 5T 51 51 &
¢) P(Eol5)= P(E) + P{15) - P{Ey15}

L

Belz-2 =2
5T 57 5T &

6.5.2 REGLA DE LA MULTIPLICACION

+..5e utiliza pora encontror lo probobilidad de que ocurra el evento
'A' "y* al evento "B* : P(AyB) P{ANB},
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+. En el célculo de P{AyB), pusden darse los dos -xguhntn cases:
a) Que "A"y “B* asan eventos independientes.

b) Que “A* y "B® ‘seon svantos depandientes.
Que “A" y "B" seon sventos Qua:"A® y "B* uknnbovont‘n
*Indepsndisntes” “Dapendientes”

« En los eventos independien
tes, la ocurrancia de un U
‘vento no aofecta la ocumn
¢io del otro evento.

Este o8 el coso del "mues-
treo con resmplazo®, en el

que cualquier eeleccibn -

posterior, es independien~
‘te de. la enterior,

+ Ejemplo: )
‘Probabilided de sacor dos
bolas de una urna, siendo
la primero rojo y lo se -
gundo tombibn, si se reem
plozo la primersc que se -
soch.

+ En'sl coso de eventos in-
dependientes, lo probabi-
lidod de ocurrencia de -
“Ay B" se culcula s

{eiayer = e pe [

+ Lo probobilided de ocu ~
_rrencia de "A'y B" es { -
gual o lo-multiplicocién
de lo probabilided de que
ocurra *A” por lo probobi
lidad de que ccurea “B”,

+ - En los sventos dependientes
lo ocurrencia de uno de los
sventos sf ofscto la del o-
tro; en otras palebros, lo
probabilided del evento pos

" terior, depende de lo que -~
haya resultodo del anterior.
Eate ot ol caso del "mues -

. trec ain reemplozo”.

-4 Elwlo: :

Probabilidod de sacar do) -
bolas de una urna, siando -
lo primera rojo y la segun-

do tombién, si no se reem -

plaza lo primara que L u-

c6,

-+ En el caso de eventos depen

dientes, lo probabilidod de
ocurrencia de "A y D'. 1. -~
colculu '

| P(Ay B) h PIA) - P(B/A) ] |

+ Lo probabilidad de que ocu-
reon "A y B® es iguol a'la
probabilided de que acurre
*A* por lo-probabilided de
que ocurra *B", “hobjendo -
yo ocurride “A* “.

I3 E)cmlos [

. l) En una bodega hoy 20 televisiones du lel cu&hlz 7 son grandu, .
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10 son medionas y 3 son chicas. Una personc vendada selecciono
ré6 en forma aleatoriao 2 televisiones entre las 20. Holler
a) La probaobilidad de que las 2 televisiones fueran chicas si
se devuelve a lo bodego la primero televisibn, despubs de -
determinor su tomafio y aontes de sacar. lo segunda televisién.
- b) Lo probobilidad de qus las dos televisiones fueran chicas -
si no se devuelve la primeroc que se seleccions,

a) P(CH, y CHy) = P(CH,) *PICH,) =3 - 3 . 9
200 20 00
Lo probabilidod de que salga lo primera televisién chico
os de 3/20, como se devuelve ésta, la probobilided del -
segundo evento es independiente de lo que hoya sucedido
on el primero, es decir, lo primero ssleccién no ofecto
la segunda. Entonces lo probabilidad de obtener otro te-
levisién chica vuelve o ser 3/20.
P(Cﬂ‘ y CH2) = P(CHI) ’P(CHZICH‘) =3 .2= 6 =13
W T W T
En este caso lo probabilidad del segundo evento si se ve
influenciada por el primer evento, en virtud de que al -
sacar lo primero televisibn chico quedan en loa bodega -
2 televisiones chicas y 10 televisicnes en totol, luego
entonces, la probabilidad de que la segunda televisién -
seo chica se calcula sobre el restonte” del primer even
to,” es decir "ya ocurrido” el primer evento : 2/19,

b

2) Uno fébrico tiene 8 obreros cosados, 3 viudos y @ solteros. Re -
quiere escoger 3 al ozar paraque monten guardio uno noche. Deter-
mine la probaobilidad de que :

a) Los 3 obreros ean cosados.

b) Los 3 obreros seon viudos,

c) 2 cbreros seon casados y uno sea viudo,

d)} Se escoga un obrero de coda estado civil.

e) Los obreros escogidos seon en sl orden casado,viudo,soltero.

Se observa que el primer evento afecta el resultado del segundo y
éste el del tercero, porque van quedando mencs obreros de donde -
escoger, luego entonces, se trata de eventos "dependientes®,

P(Ay By C) = P(A) « P(B/A) . P(C/BIA)
o) P(3 casodos)
+ ‘Por el mbtodo tradicional
P(Cnchyca’ = P(Cl) . P(Cle‘) v P(CGIC2/C|)

= B .7 .6 =233 =14
2798 b WS
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¢ Utiiizundo Anélisis Combinatorio :
P(3 casados) = # eventos favorables

# eventos po_le[es
= todos los grupos de 3 cosados tomodos de 8
todos los grupos de J obreros tomodos de 20

G5
C20.3
81 B7:6 336
SOT_3TT 6 s 14
0]~ 20-19-18 © T E840 - 1140 * 285
VT . 32 ;

b) P(3 viudos)
+ Por el Método Tradicional : -

) P(V'yvzyva) = P(Vl) . P(VZIV‘)'- P(VSIV IV‘)

+ Utflizando Anblisis Cqmbinatorio '
P{3 vjudos) -= # eventos favorables
eventos posibles
= todos los grupos de 3 viudos tomados de 3
todes los grupos de 3 obreros tomados de 20

%3
D atm——

C20,3
al
Joar )
= TRgT < TS
AT

"¢ Nota :
Alguien podria pensar que al considerar las combinacio-
nes de 3 obreros viudos de los 3 existentes se estd to-
mando an cuenta el orden; obsérvese la diferencia consi
derando que los obreros viudos fuesen numerados : V
V2 y V3 .
+ Sin arden: Ca'3 =1 v‘vzva V3V2V‘- v V3 2
Ya¥i¥a= VaYa¥y= VaiiYy

V‘V2V3£ V3V2V‘{ \I‘Vav2

vzv,vat V2V3V14 AR
Como puede observoru, el nimero de arreglos es supe --
rior al némero de combinaciones debldo o que se consi -
derarfan diferentes los grupos de 3 formades, segln el

orden,

u
o~

+ Con orden: A3’3
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¢} P{2 casados y 1 viudo}
+ Por-el Método Trodicional
" P(2 cosados y 1 vivdo) : pueden tenerse los siguientes -

€805
PICCV) =8 .7 . 3 =168= 28 = 7
20 79 18 4840 1740 285
plcvcl=8 .3 .7 = 7
20 19 T8 785
PIVCCl =3 , 8, 7 =7

20 19 18 285

Como puede darse el primer caso "o* el segundo "o" el ter
cero, y.los tres eventos son excluyentes {es decir, no -
pueden darse simulténeamente), entonces :
P{2 cosodos y 1 viudo} = P(C,C,V)+{P(C,V,C)+P(Y,C,C)
: = 7 +.7 + 7 =2=17
785 785 785 585 9%

+.Por el Mtodo de Anélisis Combinatorio :
P{2 cosodos y 1 viudo) = # eventos fovarables
: ’ # eventos posibles

grupos de 2 casodos tomados de 8 y
_ grupos de | viudo tomodo de 3

grupos de 3 obreros tomados de 20

%25,
€20,3
81,31 87,

R B4

S TUZmy T Te T Dt
5

B~

d) P() de cado estado civil)
+ Por el Método de Anélisis Combinotorio 1

P{1 de coda estado civil) =

o) PUY casado, ! viudo, 1 solterc)

+ Considerando que se marco el orden especifico de que el -
primero seo casodo, el segundo viydo y el tercero soltero,

se tendria :
P(CyVyS)= 8.3 .9 = 216 =54 = 3
: 201918 840 1710 95
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6.6 TABLA

+ Con el objeto de comprender mejor todas los probabilidodes hasto -
ahora vistos, se representar8n éstos medionte uno toblo :

i UN " propABILIDAD [ P(A) -  Sventos fovorobles
EXPERIMENTO SINPLE * eventos posibles
i L L
3 i EVENTOS EXCLUYENTES.
AcB)=P(A) +P (B
P(AcB) P{AoB)=P(A)+P{B)

" EVENTOS NO EXCLUYENTES:
00S 0 MAS | PROBABILIDAD | P(AGB)=P(A)+P(B)-P(AYB)
EXPERIMENTOS  CONJUNTA -

AB,...) EVENTOS INDEPENDIENTES:

P(AyB)=P(A) * P(B)
EVENTOS DEPENDIENTES:
L PlAyB)=P{A) - PB/A)

P T = =@P>PD®O DV

P(AyB)

EJERCICIOS RESUELTOS

1) Hollor lo probobilidad de que en un lonzomiento de dos dodos (uno
rojo y otro azul) hayo 3 o menos en el dado rojo y 4 o més en el
ozul. : '

- dado rojo (R) puede ser : 3020 |
- dado azul (A} pueds ser : 40 50 4

P(Ren 3020 1) = P(3) «P(2) + P
RN :_3_:
5 @ [}

(eventos excluyentes)

[

P(4) + P(5) + P{4) {eventos excluyentes)
1elel 2321
é

)
1
3
P(Aen 4050 86)

non

T § % 3 .
P(R{30201} y A{40506)) = P(10203)-P(45506) (eventos independien-
eVl = tes)
I3 3

Entonces : P(Rojo en 3 o mencs y Azul en 4 o mss) = |
' , , v
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2) Dos parsonos de edad avanzado hon decidido hacerse un‘choqueo médi
co general; el médico les ha dicho que lo probabilided de que el -
Sr, "A" viva dentro de 10 afios es de 2/5 y lo probobilidad de que

el 5r. “B* viva dentro de 10 afios es de 2/3

Los sefiores "A* y "B",
sean conocer las siguientes probobilidodes, con el fin de dejor --
sus negoclos orreglodos ontes de morir.

o) Probabilidod de que ambos vivan detro de 10 afios.

b) Probabilidad de que vivo solo el Sr. "A*,

¢) Probabilidod de que viva solo el Sr. "B",

d) Probabilidad de que vivo uno ol menos.

hermanos y socios en varios negocios, de -

Son considerados 4 eventos posibles y sus probabilidodes :

P{viva A) = 2
5

P{vivo B) =
o) P(vivan ombos)

b) P(vi;a solo A)

c) Plvive solo B)

P{muera A) = 3

| — o

P{muera B) =

P(viva A y viva B) (eventos independientes )
P(vivo A) - P{viva B)

P{viva A y muera B)
P{viva A)P{muera B)
2.1 .2

5 3715

P(viva B'y muere A)
P{viva 8) . P(muera A)
2.3 4.2

3 8°13°

d) P{viva 1 al menos) = P{viva solo A) o Pviva solo B)

3) Lo empresa “La Urgida"
pe el puesto de Subgerente Generol ; parc lo anterior ha decidido
recurrir a una compafilo de "Head-Hunters”, la cudl tiene en sus ar
chivos los nombres de 200 hombres de primerc que han estudiado pa-
ra ocupar dicho puesto.
trio, 40 han hecho sus estudios en E.U.A y 12 de los que hon estu-

diodo en E.U.A tienen moestrfa.

La Urgida envia por correo su solicitud paro que le manden un pros

pecto., Determinar cuél es lo probabilided de que reciba

o} Un prospecto con estudios en E.U,A. .

b} Un prospecto con estudios en E.U.A. y sin moestria.

‘c) El condidato elegido lloma o lo empresec para concertar uno c¢i -
ta; lo personc que contesté sobe que ese condidato es egresado
de la Universidad de Harvard. ¢ Cusl es la probobilidad de que
no tenga maestria 7

o P{vivan ambos)
2 4 24444 12 4

2
BRI I 5 - "15°F

requiere encontrar un odministrodor que ocy

De éstos 200, -un total de 35 tienen maes -
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d) Un prospecto con estudios en E,U.A o que tengo maestria,
- Se sugiere utilizor uno tablo de 2x2 pora evoluor les probobilida-
des.

+ Lo informocién dodo puede resumirse :

N\&%o‘ Con Sin Total
Lugor de Estudios

E.UA 12 80
México
Totol 35 200

+ Completondo la tablo se tiens que :

\-&% Con " Sin Total
Lugor de Estudic

CE.U.A 12 48 60
México 23 17 140
Total 35 145 200

o} P(EUA) = 60 = 3
. W0 T

b} P{EUA y s-Moestrfa) = P{EUA) - P{s-Moestria/EUA)
T = 40 48 . 4B & 6
0% M0 % v
- Lo onterior puede tombién obtenerse directomente de lo -
tablo observando que 48 de los 200 condidatos cumplen con
lo condicién de ser de E.U.A. y no tener moestrio.

" c) Pls-Masatrio/EUA)

St P(EUA y s-Maestrie) = P(EUA) - Pls-Moestria/EUA)
Entonces : P(EUA y s-Maestria) = P{s-Moestrio/EUA)

PTEUA
4
Pls-Moestria/EUA) _ 75 60 12 4
\ T 75T
700

d) P(EUA o c-Moestrial=P(EUA) +P(c-Maestria) -P(EUA y c-Maestria)
(8035 12 8
T 200 © 200 ~ 700 - 200

4) Uno fébrica encuentra que el 15% de los chapas producldns‘por una
nueva mdquino que comproron, salen con pequefios defectos..Si se e-
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ligen & chapas ol azer producides por dicha méquina, hallor la -
probobilidad de que :

a) Se obtenga | chapa defectuosa.

b) Se obtengon dos o més chapos defectuoses,

c) Se obtengon més de la mitad defectuosos,

Si P(D) = .15
y P(ND) = .85
Entonces:

a} P() Defectuosa) = P{D,ND,ND ND,ND,ND)
= P{D)*PIND)-P(ND):P(ND}.P(ND) - P(ND)

= (18)'.(.85)% < 15..4437 = L0666
Stn embargo, (D,ND,ND,ND,ND,NP}.no es la Gnica manerc de obte
ner 1 defectuosa y 5 no defectuosas, pueden obtenerse :
(D,ND,ND,ND,ND,ND)
(ND,D,ND,ND,ND, ND}
_ND,ND, D, ND,ND, ND)

b -C 81 61
(ND,ND,ND,D,ND,ND) 6,1 SIS 6
{ND,ND, ND, ND, D, ND) UL
{ND,ND,ND,ND,ND,D) 6 moneras de escoger 1 defectuosa y
: 5 no defectuosas,
Entonces :
P{1 Defectuosa) = 6(.0666) = .3996
b) P( 2 o més Defectuosas) = 1- (p(o defectuosas)oP(l def.ctuosa))

1-(C4 153°¢. as)°+c NEDUELY

= 1-(|~\-.3771 + 6-.15-.4437)
= 1-{.3771 + ,3993) = .2236
P{ 2 o més Defectuosos) = ,2236

¢) Plmbs de la mitod Defectuosos) P(4D) + P(5D) + P(6D)
= ¢, (1191008917 4 ¢y (197 0an! v g, (11510085

=( &1 (,0008)(, 7225))0( 6I {.00008X. 8500))#(1( 00001}{1}}
L R TET
{15+,00036) + (6-,00006} + {1-.00001)
.= (.00540 +..00036 + 00001 )
= 00577

5) El gobiernc ha decidido vender olgunas pardestotales, Se integrorén
paquetes de 4 empresas al azar. El S5r. Gonzélez est& interesado en
adquirir un paguete de empresas y ha averiguado que quedan en 'ven -
to solamente 3 empresos buenas, 4 regulares y 6 molas, Antes de in-
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vertir desea conocer la probobilidod de que le togue un paguste
integrado por s

a} 2 empresos buenas y 2 regulares.

b) 3 empresas buenas y 1 mala.

c) M&s de una empresa molo.

Sean: 3 empresas buenas (B)
4 empresas regulores (R)
4 empresas malas (M)
13

o} P(28y2R) = P(2B) P(2R/2B}

3 L6 =
BRI 7 36 7'" T“
Puds hoy 6 maneras de obtener 2 buenas y 2 regu-
lares .- 'BBRR, RREB, BRRA, RBBR, BRBR, RARE .

an
w
M
h

0 bien :
Pl2By2R) = ©3,2 " Cu2
“3,4
3 .4l 3 .12
2 o2 c T 7 8
131 ® 7320 T 7
Iy 4-3:201
b) P(3ByiM) = P{3B) P{IM)
o 38,2, 1.6 -3 _ 3 .4_ _6
I TRTT07 A6 C Ta30 "'5" 75
Pues hay 4 maneras de obtener 3 buenas y 1 malo ;-
BBEM, BEMB, BMBB, MBBB . B
0 bien
Pragymy = ©3,3 "G
' 13,4
- V.6
R 1 MR 1

1-(P (OMo tM}
Y- P(OM) + P(IM) )

P{OM) : 81 no se quiere obtener n!nguno‘mulo, quedan 7
empresas paro escoger los 4 a“tntegrar el poque-
te, antoncos I
c 700 788

PIOM) = Leb L X I B |
Cpa BT {3ZATI0 7S

! Jnar 320

F{IM] : si se desec obtener | mala, ésta se escoge de §
que existen, mientras que las 3 restontes se ¢ -~
1igen de los 7 empresas que no son malos

c) Plmés de M)

[}
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7.6.5
Pt = %1 %3 5327 210
Caa 798 7715
Entonces : !
Pimas de IM) = 1-{ P{OM) + P{IM} )
1-( 854210 ) 1-(245) _ 470
= s s - 5 © 7S

EJERCICIOS POR RESOLVER

1) En ung fébrica trabajan 20 hombres, 10 mujeres y 2 menores, de los
culles estén afiliodos al sindicato, 1o mitad de los hombres y lo
mitad de los mujeres. Hollar la probabilidad de que uno persona -
escogide al azaor )

a) Sec hombre o mujer.

b} Sea hombre o pertenszca ol sindicato.
c) Sea mujer y no pertenezca al sindicato.
d} Seo miembro del sindicato.

Al tirae un dudo una vez, cubl es la probahilidad de que lo cora -
del dado seo :

a) Por

b) Par o impar.

¢} Par o un" tres,

d) Impor o un tres.

e) A lo vez por y tres.

f) Dado que la coro es impar, seoc un tres,

2

3} $1 se seleccionora un empleadc de una empresa.que tiene 10 perso -
nas en el deportamento de finanzas, 30 en el de produccién, 20.en
el de ventas y 15 en el de contabilided, hallar lo probabllldod de
que bsta seq :

a) De contabilidod o de finanzas.

b) No de finanzas o no de vantas.

¢) No de ventas,

"d} De produccibn.

e) .De finanzas, de producctbn o de ventas,

4

—

Si se extraen dos empleados sucesivomente de la empresa del proble

mo-anterior, reemplazando de nuevo al empleado ontes de extrasr el

siguiente, hallar lo probobilidod de que :

a) Anbos sean del departomento de produccién. :

b) El primero sea de finonzos y ‘el segundo de produccién,

c). Ninguno ‘seo de contabilidod.

d) Los dos seon de finanzos o de produccitn o de ambos departamen--
tos.

e) E1 segundo no seo de ventas.

€) El primero sea de contobilided,

g! Al menos uno sea de ventas,
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5

6

7

8)

h} No més de uno sec de finanzas,
i) El primero sea de produccién pero el segundo no.
|} Solamente uno seo de finanzas,

Obtener la mismo informaclén pedido en el problemo anterior, pero
sin reemplozamiento.

Uno distribuidora de Renault ho organizado un concurso para pre -
miar o los gerentes de sus sucursales; los gerentes que entrerén -
serén : 7 dela sucursal A, 4 de lo sucursol B y 5 de lo sucursal C.
Si se escogen 3 personas poro dorles premios, hollor lo probebili-
dad de que

o) Los tres gerentes sean de lo sucursal A.

b) Sean 2 gerentes de la sucursal Ay 1 de la B,

c) Sea | gerente de cado sucursal,

d) Sean cuondo menos dos gerentes de lo sucursocl C.

Se suglere resolver este problemo a través de onslisis combinoto -
rio, - .

El gerente de ventas de lo empreso "X", ho decidido meter unoc de -
sus vendedores al concurso anuol de vendedores. para que represen-
te o la compofifa. Se ho determinade escoger dicha persona al ozar
o partir de los siguientes datos :

\ZOI‘\O\ i 2
eficiencid

muy eficients 70 50

ef iciencia normol 40 40

Determinar le probobilidod de que se elijo :

o) Un vendedor muy eficiente.

b) Un vendedor muy eficiente y que pertenezca o lo zona 1.

¢) Un vendedor muy eficiente o que pertenezca a lo zona 2.

d) Supbngase que se decide escoger uno de los vendedores califica-
dos como muy eficientes, & Cubl es lo probabilidod de que sea -
de la zono 1 2

El Bonco Azteca tiene categorizodes sus inversionistas segln el -
monto de su inversién y el nimerc de ofios que han tenido cuento -
con ellos. Los estudios revelon que de sus 500 clientes, 210 han -
hecho inversiones menores o $1/000,000 ; otros 260 han tenido cuen
ta en el mismo 4 o més ofios y B0 han tenido inversiones mayores a
$1'000,000 y han tenido cuentas de inversién por menos de ¢ ofios. -
S{ se selecciono al ozor un cliente, cuél es la probabilidad de . -
que : . '
o) Tenga una inversién mayor de $1'000,000 .
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10

)

b) Tengo una inversibn menor de $1°'000,000 o hoya tenido su cuen-
ta por lo menos & ofios.

c) Tenga una inversitn menor de $1'000,000 y hayo tenido su cuen-
ta por lo menos 6 afios.

d) Suponga que sabe que el cliente ha tenido su cuenta de inver -
siones menos de 6 ofos, & Cubl es la probobilidad de que tenga
uno inversién menor de 1'000,000. 7

Se sugiere tomar una tabla de ?x2 para evaluar las probabilidodes.

El 40% de los obrercs de lo empreso "Saldremos” estén en cursos -
de capocitacién y adiestramients, Si se eligen 8 obreros al o -
zar, hallor lo probabilidad de que .

a} Seon 3 exéctamente los que est&n en copacitacién.

b} Sean cuarido menos 4 los que estén en capacitacién.

c) Sean 2 o més los que astén en copaclitacién,

Los resultados de uno investigecién detarminaron que de uno mues-
tra de 1500 fomilias con 4 hijos codo uno, existe iguol probebili
dod de que los hijos hombres trabajen y las hijas mujeres lo ha -
gon. Se pide determinar el nimero de fomilios que :

o) De los 4 hijos trabajen 2 hombres y 2 mujeres.

b) De los 4 hijos trabaje al menos un hombre,

c) Do los 4 hijos no trabaje ninguna mujer.

d) De los 4 hijos trabajen o lo sumo 2 mujeres.
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CAPITULO VII

FUNCIONES LINEALES - -
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7.1 RELACION

+ Si se tienen dos conjuntos “D” y "R*, puede definirse uno relacién
entre ellos medionte el producto cartesiano.
El producto cartesiano D x R esté formado por todos los “pores or-
denados” (x,y) en los que el primer elemento (x) pertenece al con-
junto *D" y el segundo elemento {y} pertenece ol conjunto "R*.

Ejemplo:
D={2,4} R={1,3,5}

DxR= {(2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5) }

Entonces:
relacién = r ={(x,y)/ x§D, y §R}

+ Considerando algunas de los distintas relaciones que pueden tener-
se del producto cartesiano D x R, los cuéles son subconjuntos del
mismo, se tendrfo :

la. relocién . {1(2,3),(2,5),14,5)}

{ix,y}! x80, y56R, rcy}

€(2,2),0(4,5)}

€ix,y)/ x8D, y&R, y=x+1}

{(2,5)}

{{x,y)/ x6D, y&R, y=x+3}

Entonces, se pusde describir al elemsnto *y* como uno relacién
de *x", lo cuél se represento :

l y=r(x)]

+ Nétese que al igval gue cuande se habls de producto cortesionoc, el
orden de los elementos es vital.

r
r
20, relacibn : r
r
r

3a. relocién «

unononouwon

r

+ Concluyendo :

Uno “Relacién” es cualquier subconjunto de un produc
to cartesianc.

- - El conjunto formado por los primeros slementos de unc relacién
se llemo “Oominio” (D).
.= El conjunto formado por los segundos elementos de una relacién
"~ se llama *Rongo* (R},
Ejemplo :
Doda lo relacién r = {(4,2},(9,3),(16,4)) deffnose el domi -
nic y el rango.
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D= {4,9,16}
F-{2.3.41 .
y puede definirse que r es : y = Vx

+ Se recusrda que todo conjunto es subconjunto de af mismo, por lo
tanto unc relacién puede ser el producte cartesiano mismo,

7.2 FUNCION

+ Explicado sl concepto de relocién puede definirse el concepto de
funcién, que es un caso particular del primero,

Una “Funcién es uno relacién en donde o cada elemento
del dominio, le corresponde un elemsnto y solo uno =«
del rango. '

Esto definicibn destoca dos aspectos importantes del concepto de

funcién .

'~ Que "a todos” los elementos del dominio les corresponde un. e-

"~ lemento del rango. )

~ '‘Que o los elementos del dominio les corresponde “exéctamente -
un® elemento del rongo.

E]omplol t

Digase si las siguientes relcciones “T* constituyen tombién u-
. no funciénr :

D= {1,2,3} S D=11,2,3}
R= {4,561} R={8} :
Relocién "T* , Relacién “T*
T={1(1,4),12,5),(3,4) 2 T=1{(1,8),(2,8),(3,8) }-
1 4
g 2 v —F 8

"T* sf es una funcibn - *T" s{ es una funcién -

porque a coada elsmento -
del dominio le correspon
de un solo elemento del”
rango. :

porque nétese que la de-
finicién permite el mis-
mo elemento del rango pa

ra mbs de un elemsnto -
del dominio,
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Relacién *T*
T=4{1,3),12,4),(3,5}}

w N
G

"T* ot es uno funcibn -
porqua lo definicién per
mite tombién que existon
slamentos del rongo que

no se relacionsn con nin

gun slemento del dominio.

D={243

R={4,628}

Relocién *T"

T =4{{2,4),12,6),14,8)}

=

"T* no es una funcién -
porque a un slemento del
dominio {2} le correspon
den m4s de un elemento -
del rongo fdyé).

D = {8}

R=41,2,3}

Relocisén "% :

T ={(8,1),18,2),{8,3)}

|
S

*T" no es una funcidn -~
purque al elemento del -
domin{oc {8) le correspon
den més de un elemento -
del rongo (1,2y3}.

0=¢1,2,3})
R=4{4,5)
Relocisn *1" .
T=012,4),(3,5)}

|
2 4
3 5

"T* no @s una funcibn -
porque existe un elemen
ro del dominio {1) al -
que no le corresponde -
aingun elemento del ron
go. -

+..Con 8l fin de comprender mejor el concepto de funcién, se estruc-
turard una ssgunda definicibn:

- Voriable : es un simbolo que puede tomar difersntes valores.
- Cuando se tiene une funcién, resulta claro que se tienen doy -
voriobles relocionadas entre sf de alguno manera.

Ejemplo :

y = 2x' ' an donde E "x* s una varioble

"y* es otro voriable
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Dentro de esto funcién, el valor de lo varicble "y* depende -
del volor que tenga lo varioble "x”, entonces se puede defi -
nir que :

y = varioble dependiente

x = vorioble Independiente

Cabe aclarar que en un momento dado lo funcién pedric hoberse
definido como x = y/2 ; entonces, el valor de "x" dependerio
del de "y*, y podrta definirse que :

x = variable dependiente

y = varioble independiente

+ A través de lo anterior se puede conlcuir antonces que :

"Se dice que y es funcién de x, cuondo o cada volor de
x, correspondon uno o varios valores determinados de -
la-variable y.* (14)

7.3 ° FUNCION LINEAL

+ Una funcién- lineal es aquello en la que las voricbles estén eleva
" dos a lo potencia uno y cuya representacién gréfica es uno recto.

+ Las funciones linsales pusden ser representodas por cuolesquloro )
de las dos siguientes formas :
A) Representacisn Anolftica ---- Lo Ecuccibn.
B) Representacién Gréfico ---- Lo Recta.

7.3.1  REPRESENTACION ANALITICA

+ En general, los funciones son expresables en ecuaciones o férmu -
los cuando se conoce la relaciédn matemStica que liga lo vorioble
dependiente con lo vorioble independiente.

+ La ecuocién serd entonces lao expresién analftica de la iunéibn -
lineal y puede adoptor cuolquiero de los siguientes formos :

y=mx +b donde: m y b son constantes @) xzdx+5
x= ¢ donde: c es una constante ej: x=-5
ysc donde: ¢ es una constante e]: y=b

(16) Boldor Aurelio. O0b,Cit, Pag. 283,
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7.3.2  REPRESENTACION GRAFICA

Resulta indispensoble contar con algunc formo gréfico de represen-
tar las funciones linecles. Sin emborgo, pora poder realizer lo on
terior es necesorio primero axpllcor el concepto de coordenados -
cortesionas,

Coordenados Cortesionas :

Los coordenados cartesianos se definen como dos rectos que formon
©0° entre si y en el cruce de los mismas se tiene el *origen”.

A las dos rectas se les conoce como "ejes cortesionos®, siendo lo
recto horizontal el "eje de las obscisas (x)" y lo recto vertico!
el "eje de las ordenados (y)*; oclorondo que pora *x*, los valores
positivos estén o lo ‘derecho del origen y o lo izquierde los valo-
ras negotivos; os{ mismo, pare "y” los volores positivos estén ho-
cio orribo del origen y hocio abojo los negativos.

Lo gré&fico indicade divide el espocio en 4 regiones llomades *cua-
drantes”, los cubles se enumeran en sentide controrio o las maneci
llos del reloj.

En los coordencdas cartesianos, se pusde entonces representor cual -
quier par ordenado que se indique.

El origen, es decir el cruce entre los dos ejes, se define como el
punto (0,0) donde x =0 y y = 0.

Para cualquier otro punto Pix,y} diferente ol origen, el primer -
ntmero {x) es lo distancio perpendicular del punto al eje de las -
ordenadas o eje de las y's; y el segundo nimero ly), es lo diston-
cio perpendicular del punto ol eje de las abscisos o.eje de los -
x's,

Jodos los conceptos descritos pueden observarse en las coordenadas
corteaionas trazados en lo pagina siguiente.

Representacién Gréfico de Funciones Lineales

. La representocién gréfica de los funciones lineoles consiste en re
_presentar a éstos en ejes cartesianos, en cualquierg de sus 3 ecua
ciones antes descritos :

A y=mx+b
B) x=c¢c
C) y=e
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i
P
f

9
8
7
I3 .
CUADRANTE 11 5 CUADRANTE |
4 :
3 ___._..-.....? P{x,y)
2 L ,
1 IE | AescsAs (x)
4 et teteng — e
=10 -9 -B -7 -6 -5 -4 -3 -2 ., <\1:2 345678910
' =2 1 ORIGEN P(0,0)
-3 :
S -4 ,
CUADRANTE 11 5 CUADRANTE 1V
-4 A v
-7
-8 4
-9 4

~-+-u- EJES CARTESIANOS .- =10

ORDENADAS - (y)

' COORDENADAS CARTESIANAS

. A) OGré&fico de lo Ecuacién y =mx + b

+  Es uno lineo recto que corte ol eje ae los ordenodas {y), enel -

punto (0,b), y ol eje de los cbscisos en el punto en o] cusl ol -

volor de "y’ es igual o cero.

+ Formo de Groficor :

- Pora poder trozor una funcién linecl, se debe indicor o 'lo mis-
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mo en la forma y = mx + b,

Ejemplo

i

“2x vy =6
y = 2x +6 .
- S8 toman volores arbitrdreos de *x* y se colculan sus carres-
pondientes de 'y”,. tabuléndose de lo siguiente manera :
b Z
-0 5
1 8
.2 10

3 12

~ Se sobe que poro cado volar de "x", corresponde un valor de -
*y*; tomando los valores de “x* y "y* obtenidos, se tendrén -
una serie de puntos. El conjunto de todos eatos puntos serd
una linea rects que represento la funcibn.

- Sin embargo, por geometrias, poro poder trazar una recto, se -
necesitan ten solo 2 puntos cuclesquiera de ella,

Es conveniente obtener
- El punto donde la recto cruza ol ele de los ordencdos (y),
es decir P(0,y) :
paro x = 0
- y = 2u4b
y = 2{0}+6
y =6 AN
Por lo tento, el punto donde la rectu cruzo el eje de las .
y's.es : P(0,68},
- El punto donde la recta cruzo al eje de las abscisos (x)
s decir Px,0} :

noaon

n

pars y = 0
= 248
-2x = 4
x=_§_
py] .
x = -3

Por lo tonto, el punto donde lo recta cruza. ol clo da las
"x's e P[-3,0}.
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+ Puede entonces trozarse la rcctg '

P(-3,

0)

? P{0,6)

B) Gréfico de la Ecuac

Ejemplo ¢ x =2

1t

© 6 -5 -a/la -2

i6n x =

-1
-2
3
-4
5
-6

(e

94
»
o 4
o~

= constante)

+ Es unc lineo recto que no corto ol eje de las ordenodos (y) es de
‘ cir es parolelo o éste y se separo de &1 el valor de *
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C) Grafico de lo .ecuocién y = ¢ { ¢ = constante )

+ Es una ifnea recta que no corta al eje de las abscisas {x), es -
decir es poralela a &1 y se separa del mismo el valor de "c”.

Ejemplo : y = -3 Y

- N W & ;o

PRI SR SR WY W IS WY S S S | x
T
-6 -5 -4 -3 -2 - ).123:';456
-2 7 '

-4 4 . y =-3
.
-6

EJERCICIOS POR RESOLVER

1) En los siguientes funciones especifique el dominio y el rango
a) F= {{a,1),(b,2),(c,3)}
b) F= {(7, 10}, (\1 \o) {6,10) }

2) Si el dominic es D ={2,4,6,8,10,12,14,16} y el rongo es R={a,
b,c,d;e,f} ; determinar si los siguientes conjuntos son una re
locién y determinor si son tombién una funcibn.

e} T = {(10,c),{14,fF)}
b} T = {{2,d}, U,d), (6,d),8,d),(10,d),(12,d}, (14,d}, (16,d) 2
¢} T = {{4,d),(4,b),(4,c),{4,d},(4,e},(4,f)}

3) Digose cubles de las siguientes relaclones son funciones y ]us-—
tifiquense sus respuestas :
o) R= {(1,7),(3,4),(2,0),(4,003 cuyo D = {1,3,2,4}
b) R=H{ (1,2),(0,2),(2,4l,(b,6)} cuyo D = {1,0,2,b}

el oy = 2xed cuyo D = {x/x o8 un nimero
real}
d) y= x4 : cuyo D = {1,3,5,7}
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4}

5}

é)

-7

8)
9

10)

Represente las siguientes expresiones coma funciones lineales:
o} BysZy4?x-2x = 1

b} y = <!

?:'
c) = Bx+12y-10-4
d) l = _é_ .

12x

Roprosonto en eles cartesionos los siguientes puntos '
a) P'(Z -1}

b} P,{-3,-2)

c) P3(3 2)

d) P {0,0)

o) Pgl0,5)

Trazor en un sistema de coordonodos los siguientes funcionn 17y
neales:

e}y =~
bl x = -4
c) -2x+3y = -~

Exprcyso'por enumeracién y gr&ficoments en ejes cartesionos, 1o
funcién cuyo scuacibn es:

a) y = Ix cuyo D ={8,12,16}
[

bl y = 345x cuyo D ={2,4,6}

Exprese por medio do uno ecuacidn lo funcibn F = £ (0,0),(1,3),
(3,9),(4,12)) y por enummracién el conjunto del dominio y el -
range de esta mismy funcién.

Exprese por descripcién lo funcién cuyo dominio es D= {3,4,9)} y
cuyo rango es R ={.7,9,11} , respetando que el método Je des -
cripcibn o8 F ={ {x,y)/x§D,y6 R, y=F(x)}

Exprese por- descripcién y gréficomente los-funicones :

~a)F= L{0,0,{1,3),(2,8),03,9)}
S b} F o= oglo,-1),01,1),(2,3), 13,50
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7,4 " ECUACIONES £ INECUACIONES

7.4.1  ECUACIONECS

Una “Ecuecién® as una fguntdad sn la que s¥iste yu
o vorios cantidodes desconecidas | lueadas *ipcdgn-
tes”, y lo cubl enlo es vardadera parg detarmipados
volores de dichas inchgnitas.

+ Se acostumbra representar las inchgnitos o Lravés de bgs Oltimas
letros del olfabsto : u,v,w,«,y,2.
Ejemplo;
bx+2 = 14 8% unG wcuncin, porque es uny fgugldod gp iy -
que hoy ung inchgnita: Px", y esta rgugldod se-
lo es verdudarn pars &) valar x:7. Ln efecty,
si se sustituye Ja “4* pur ) se Vigne
{2447 = 14
14 = 14
+ No se debe confundir el conceplo de ecustitn ton &) roncppte de
identidod.
Uno “jdentidod” es unu iguulded que se werifico pury *ayalesayie
ro” volores de los letros que estén en eflo.
Eiemplos:
{o+b}? = ot «Zobeb’
b = {p+b) (omb)
son identidodes porque se verificuo purg cuclesquiera yals -
res de Jos letrus ‘0" y “b*.
£l sigre op ddentided es 4 £ 4, el ud) se lee fidéntico &%
Se llomo “Miembro® de who eoupcidn o lo eapresiin que sst o g4-
do lndo del signo de iguuidud. S ncostumbre §lomae frimer ani g
bro o 1o expresitn del lode jequierds y segunde miembric o o del
lode dereche del signe de igupigud.
Eiempic:

Zx-f & 3x-®
P

ler Zo.
miembrs  miembre
~ Se llompr "Térmings® de wno ecuocin ¢ code woo de los cpndido -
des gue sstén concectutos por el sigho T G Tt

He deben confundirse Jos miembrot de wng erwucifn oot los tdrmi- |



nos de la misma, éstos serén equivalentes solo cuondo en un miem
bro de una ecuocién exista uno sola contided,
As{, en la ecuccién
2x-5 = 3u-9
los términos son : 2x, -5, 3x, -9.

Las "Soluciones” de uno ecuocién son los volores de las incégni -
tos que verificon lo ecuacién, es decir, que sustituidos en lu -
gor de las incégnitas, hacen que ombos miembros de la ecuacién -
sean iguales.
Asi, en lo ecuacién

2x-5 = Ju-9
la solucién es "4*, porque hoclendo xz4 se tiene que :

2(4)-5 = 3(4)-9

8-5 = 12-9
3=3

@9 decir, que 4 satisface la ecuocién.

El método generol para encontror las soluciones de una ecuacién,
consiste en transformar las ecuaciones a trovés de ciertos operg
ciones permitidos, de lo cubles se enumeran las principales o -
continuacién :

Operaciones principales permitidas en la transformacién de ecuc-
ciones : - .

a) Cualquier término de una scuacibn, se pusde posar de un miem-
bro o otro, combiGndole el signo.

Ejemplo:
Sea lo scuocién: 2y-dx = 8
Entonces : 2y = Bedx

Porque ésto equivale o sumor o restor o los dos miembros
de la ecuacién lo mismo contidad {en este caso 4x):
2y-4x+dx = Bedx
2y = B4dx

b) Cuolquier factor que esté multiplicando o un miembro de lo e-
cuacibn, puede pasar (con su mismo signo) dividiendo al otro
miembro de la ecuacién,

Ejemplo:
Seo la ecuacién: -dx = 15
Entonces: x=15 = -5

Porque ésto equivale o dividir los dos miembros de la e -
cuacién por la misma contidod (en este caso -3):

~3x = 15

a3

x=15= -5
3
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c) Cuolquier término que esté dividiendo o un miembro de la ecun
cién, puede pasar multiplicando al otro miembro de la ecua -
cién conservondo también su signo original,

Ejemplo;
Sec la ecuoacién: 5y = 5x
4%
Entonces: Sy = 5x(4x) = 20x

Porque 4sto equivale a multiplicar ambos miembros de lcl e
cuacién por uno misma contidod (en este caso 4x):
{dx)5y = 5x(4x)
F
= 5x{dy) = 20«

+ En resOmen, el método de resolucién de ecuaciones, consiste’en a
plicar estos oxiomas paro aislar a lo incbgnita de un lodo de lo
ecuacibn. Se dice cominmente que el método consiste ‘en “despejor
lo incbgnite”. .

+ Paro comprobar una ecuccibn, se sustituye la solucién encentrada
en lo eucocién originol.

Ejemplo:
La solucién de Ak = 15
Fue : -5
Sustituyendo el voler de "x" en la ecuscién:

x"
-3(-5) = 15
15 = 15

7.4.2  INECUACIONES

Uno "Inecuacién” es uno desigualded en 1o que hey u-
na o més cantidodes desconocidas (incégnitas), Lo -
cubl solo se verifica pora determinodos valores de -
los incégnitos.

+ "En laos Inecuociomes se utilizan los siguientes s!mbolosrda desi-
gualdod :

1, x2y significa “x es mayor que y"

2. x <y significo "x es menor que y*
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3. x2y significo “x es mayor o igual que y*

4, xSy significa "x es manor o iguol que y"

5. 0<x<3 significo "x es mayor que cero y me-
nor que 3"

6, 0<x<3 significo “x es mayor o igual que ce
ro y menor o igual que
3" " (17)

Ejemplo:
k=128 es una inecuocibn porque tisne lo inchgnite

"x" y solo se verifica para cualquier valor
de "x* mayor que 3.

Del mismo modo que no se debe confundir una ecuacién con una | <
dentidod, tompoco debe confundirse uno inecuacién condicional -
con una inecuacién absoluta,

- Una "Inecuacién Condicionol” es aquella que es verdadera solo
para ciertos vaolores de las variobles.
Ejemplo:
x+2 >4 es clerta solo cuando “x* es mayor que 4,
- Uno "Incecuacién Absoluto” es oquellc que es verdadera para -
todos los valores permitidos de las variobles.
Ejemplo;
{x¢y}r 20 es cierto para todos los volores de “x” y -
"y", yo que el cuadrodo de cualquier nimero
real es positivo o cero,

Resolver unao inecuacién consiste en hallar los valores de los in
cégnitos que sotisfacen la inecuacién.
igual que en el coso de los ecuaciones, los inecuociones se  --

- transformon hosto despejor la incégnita, a trovés de los operc -

ciones permitidos, de los cubles se enumeran las principales. .

Operaciones principales permitidas en lo tronsformacién de ine -
cuaclones :

o) Cuolguier -término de uno inecuocién se puede pasar de un miem
bro o otro, cambiéndole el signo y el sentido de lo inecua -
cién no cambia.

(17) Saville Joel, Flol Michel, Souvegroin Robert, “Tépicos de Mo

temiticos pare Administracién y Economfa”. Pag.90.
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Ejemplo:
Sea-lo {necuocién: y+3> 7
: y> 7-3
. y> 4
Porque éste equivale o sumar o restar, segin el coso, lo
misma cantidod o los dos miembros (en este caso 3).
y+3-3> 7-3
y> 4

b) Cuolquier término positivo que esté multiplicondo o dividien-

do a un miembro de lo inecuacién, puede pasor (conservando su
signe original), dividiendo en el primer caso o multiplicon -
do en el segundo, al otro miembro de la inecuacién, sin que -
el sentido de la misma cambie,

EJemplo:
Sea lo Inecuacién: 5x < (2x)(3y)
7y
Sx < (3y)(7y)
2x -

Porque ésto equivale o multiplicar o dividir, segln el
caso, ¢ los dos miembros de lo desigualdad por lo mis -
ma contidad,

c) 51 el mismo nlmero negativo multiplica o divide o ambos miem-

bros de-la inecuacién, su sentido se invierte,
Ejemplo:
Sea la inecuacién -y< 0
Se puede multiplicar por "~1" ambos miembros, entonces
el sentido de la inecuocién se invierte:
{-13(~y) > (0)(-1)
y> 0

EJERCICIOS RESUELTOS

‘1) Resolver lo ecuacién 5x-5 = x+11 y verificor su resultado.

Selucién; Verificocién:
Sx=5 = x+11 Se realiza sustituyendo en
Se posa "x" al primer miem los dos miembros de lo e -

bro y "-5" ol segundo, com
biéndoles los signos:

5x-x = 1145
Reduciendo términos seme ~
jantes:
. 4% = 16
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cuocién, la incégnita por
lo solucién obtenida y si
ésta es correcta, los dos
miembros serén iguales:
Asi, haciendo x=4 en la e-
cuacién deda



Despejonds "x”, pora lo - - 5x-5 = x4}
cutl es necesario pasar - 5{4)=5 = 4411
el 4 que multiplico al pri 20-5 =15
mer miembro, dividiendo al 15 =15
segundo miembro :

X = Jﬁ

Y simplificando:

x =4

2) Despejar la variable "y* de los siguientes ecuaciones:
0) 2y+9-y-2 = 5x+8-4x-3
2

Reduciando términos semejontes:

2y-y+9-2 = Sx-4x+8-3

2
10_7_ = x+5
2
Utilizondo las operaciones permitidas para tronsformar e -
cuaciones:
y+7 = 2(x+5)
y+7 = 2x+10
Y = 2x+10-7
Ly = 243
b) x+5 = 1
y-10 2
Utilizando el mismo procedimiento:
x+§ = 1 (y-10)
2
x+5 ='y-10
22
x = y-5-5 = y -10
w2 2.
x+10 = y
2
x+10)2 = y
2x420 = y
y = 2x420
“e) L:!: -4
x+5 - 5

y-8 = -4{x+5)
: 5

v-8 = Ax20
-5 5
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¢) -x-{-{3x+1})

-ix-4
5
-ix-Ao—B
5

~4x+d
H

x+1d47x
Ix+Bx-x-7x = 14+4
11x-8x
Ix

X

o (ol m — —
“"‘cncnm

x

b) (7-2x){-3+10x) = {4x=5){=5x+4)

3) Resolver los siguisntes ecuaciones:
o) In-44Bx =

=21470x+6x-20x? = -20x? +16%425x-20
-20+21

70x+46x-20x? +20x? ~16x-25x
35x

X

wonou

-xt +3x+]
- +3x+l =
= +10x7 =9 +3x~20x+5x+42x
30x

%

Selucién:

1
1

K
~5{2x+1) (x=2) +(3x-7)2

~5(2x -4x+x-2)+9x? -42x+49
~10x? +20x-5x+10+9x? ~42x+49

-1
58
58

3o

+10+49

=29

1

4) Resolver lo siguiente Incecuacién y verificar su resultado : -
Ix-5 > x+3

Verificocibn:

3x-5 > %43
Pasando “x" al primer miem
bro y "-5* ol segundo:
Ix-x > 3¢5
Reduciendo términos seme -
jontes:
2x > B
Despejondo la "x":
x> 8
2
x> 4

Lo que significa que-la de
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Un némero mayor que 4:5

Sustituyendo en la inecua
cibn:
3x-5 2 x+3
3(5)-5> 543
15-5> 8
10> 38
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siguoldad dada, solo se ve
rifica paro volores de “x"
menoras que 4,

5) Resolver las siguientes incecuaciones :
a) x=21 2 -8x+b
x+Bx > 6421
9x > 27
x> 27
9
x> 3

b} 26+{y~1){y+2) < {y+4)(y+5)
264 (y? +2y~y-2) < y* +9y420
¥l 42y~y+26-2 < yt+9y+20
vyl +y+24 <y +9y-20
yi-ytey-9y < 20-24

-8y < -4
yvo<A=]
% 2

c) 4{x-2)" 5 & (x-7)+(2x-3)2

: 40 x8-3x1 (2)43x (212220 > 4P =285 +4x? = 12x49

400 -6 +12x-8) > 4! ~24x! “12x49

45 245 448x-32 > 4x! -24x! ~12x49

Ax? ~4x? -24x) +24x? +48%412x > 9432 '
C60x> 41

x> 41
: 60

EJERCICIOS POR RESOLVER

A)  Resolver las sigulentes ecuaciones :
1) 7x+65x+4102481 = 5x+6x
2) 101-4y-3343y = -16y-100+108
3) Jy+53y-172 = -51y-30y-15y+8y
4} 1/2x(2x+142) = x+3(x-1)
§) 1 -2(xt +7)-x{x41143x(x=23)45(x47) = -4
6) 14(3-y)t = (y-2)1
7) m(x=3)+{x-2)0 = -(x+2}{x-1}+3(x+4)(x-3)+2
8)  (y=3){y+2){y+1) = (y-2){y+1)(y+})
9] dxe1)(x=1)-2 = =3{x+5)? 47 (x-4)?
10). yly=-3)-2y(y+5)+6{y? -3y-7) = 5{1-y)3+2

B) Resolver las siguientes incecuaciones ;
1) -842x+3-x < x-6+x
2) 1443y < -2+7y
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3) (y-21r < {y-1p-7
4) 10x-2-8x-1 2 10+x
3 3

§) 2x{x+3) > (x+4){2x-1)-3(x-2)
8) (x-2)(x-3) > (x45)(x-4)
7) 4(1-2y)-7 < 4{3-y)-3y
8) - (3x+4-2) (x~ 4+x)+6(x’+|)< 3(5x+21)
9) (x=1)243x > (x-1}{x+3)
10) x<xed - 4

R TS

7.5 LA RECTA

7.5.1  PENDIENTE DE UNA RECTA

+. Dada una funcién lineal y=mx+b, se puede definir la pendiente (m)
de dicha recta como :

Donde: {x,,y.) y (x,,y,) son los coordenadas de los puntos P, y
'd ll g 2 1
P, o recta.

+ Puede demostrarse que lo pendiente de lo funcibn linecl se obtie
ne o través de dos puntos .
- Sean los puntos de la recto yzmx+b, los siguientes :
P'(x],yl)
P2(12:Y2) ‘
- Sustituyendo dichos puntos en la ecuocibn de lo recta:
¥ = mx, +b
2% mxzob
- Entonces:
Ypo¥, = mxzob-mx -b
¥a-¥y = m(: -x )
Y2‘Yl

)(2-“
+ Es importonte notor que :
- Pueden tomarse cuclesquierc dos puntos sobre lo rects y obte-
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ner sl mismo resultodo pare lo pendiente,
~ - No imparto el orden en que se tomen los dos puntos de lu recto,

Ejemplos: . -
1} Encontror lo pendiente de la recto Sx+by = |-
Sxeby=)
By=-5x4l
y=~5x+l
I
y= mxsb ; entonces m= -§

[

2} Dada la funcién y=3x+6, encontror lo pendiente por medic de
dos puntos de lo recta,
Se calculon dos puntos de lo recto;

y=3x+b
si x= y=6 . Polx v, = {0,8)
y=0 xez o O0REnERS:pl T < 12,00

Se caleulo lo pendiante:

Interpretacién de lo pendiente :

Groficando o funcién del ejemplo onterior:

¢« f P (0,8)
5/
y=3x+6 4
!
3
,(-2,0) .g { .
65 43R, | 1,23 456
, Ll
-3t
-4 b
-5 §
-6 }
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~ Lo pendiente "m”, se interpretoc como el monto del cambio en el
eje de las ordenadas (y), como consecuencia de! combio de uno
unidod positivo en el eje de los obscisos {x}.
Asl, en el ejemplo onterior, por codo unidod més en el eje de
los x’s, hay un aumente de 3 unidodes {m=3) en el eje de los -
y's. Fsto puede observorse cloromente en lo gréfica.

-~ Por otra porte, la pendiente puede tombién definirse come el -
volor de la tongente del &ngulo que la recto forma con el eje
de los x's; dicho &ngulo esté indicodo en lo gr&fica por "9 *

Si lo pendiente m es positivo --~ el &ngulo es ogudo.
St la pendiente m es negativa --~ el dngulo es obtuso.
$i lo pandients m no esté definida --- el dngulo es da 90°

Ejemplos
1} Dado lo funciém lineal y=x+2, #Cuél es lo pendiente de lo
recta y qué dngulo formo con el eje de los x's?
81 - yzmusb
m= )
m = tong #
® = ong tang (m)
& = ong tang {1}
® = 45" (tomado de toblos de tongentes)
2} Dado lo funcisn linsal y=-x+2, LCubl es lo pandientt de -
lu recta y qué Gngulo forma con ol eje de las x‘s?

i y=mxeb
m= -]
= tang ¥
# = ang tong m}

® = ong tong {~1)
¥ =" .ong tang {1}
# =45" (tomodo de toblos de tangentes)
Ahora bien, un éngulo nngotivo de ~-45° equivale o ~
un 8ngulo positivo de :
¢ = 180°-45°
o= 135"

7.5.2 ORDENADA AL ORIGEN

+ Lo ordenado ol origen de uno recto se define como el valor de "y;,
en.el punto en el cuél la recto cruza al eje de las ordenadas (y}.

196



*

La ordenada ol origen se represento por la letra "b".

Utilizando la mismo gréfica de lo funcién y=3x;6 se tiene:

Y
é #-EI(O,G):P(O,"b")
s /4o
)
4/ & :Ordenadn ol Origen = b = 6
L6
'
2 1
1
o
» P REN
et x
’-6-5—4_‘-3/2_1 12 3 45 &
. 2
-3
-4
-5
-6

El valor de la ordenada ol origen (b}, se obtiene despejando la -

varioble "y* de lo ecuacién considerando un valor de "0 para lo
vorfable “x”. . -

E]emblo:
y=mx+b ‘ y=3x+d
si x=0 si x=0 .
y=m{0}+b y=3(0)+8
y=0+b ) y=0+6
y=b y=6

Eswimportunte oBsorvur que al igual q'\.Je ebn el caso -de luv pendien-

te ‘m", 'la ordenada al origen "b* se encuentra. indicado explicita
‘mente, R
y=mx+b

b = ordenada al origen
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7.5.3

LA ECUACION DE LA RECTA

+ Se considercré chora el problema de expresar una funcién lineal,
#s decir una recta, en formo clgebréico. ’

+

Se presentan en general dos cesos:

a} Cuando se conoce un punto P‘(x‘,y‘l y lo pendiente m de lo rec

ta.

b} Cuando se conocen dos puntos P1(l|,yl) y Pz(xz.vz) de lo recta.

Cuando se conoce :
UN PUNTO Y LA PENDIENTE
DE LA RECTA

Cuondo se conocen :
DOS PUNTOS
DE LA RECTA

+ Geométrica y algebréicamen
te, una recta quedo definj
do por uno de sus puntos y
su direccién {doda por m).

+*

Aprovechaondo que lo pen
diente se define con cua -
lesquiera 2 puntos sobre -
lo recta, tomando cual --
quier otro punto Pix,y) so
bre dicha recto se tiene:

y-y

—— M

X-l‘

Sin embargo esto formo de
lo ecuocibn de lo recto, -
puede ser transformodo o v
na forma més usual ol qui-
tor el denominador:

+ Geombtrica y onol{ticomen~
te, uno recto queda también
definido por 2 cualesquiera
de sus puntos.

+

Portiendo de que la formo u
suol de lo ecuocién de lo -
recto es:

Y-y, = m(l-xI)
Y sabiendo que la pendiente
ests dada por:

Y-y, = m(x-n‘)
2™

uz-x'
Sustituyendo se obtiene que:

+

y-y,l = m(l-!(l)

y-yl = m(x-n‘ )

Y'V] = Vz‘Yl (’"-],
.2-.1

Ecvacién de lo recto que -
pasa por un punto y tiene -
una pendiente doda.
Sustituyendo el punto --
P“x ,y‘) y lo pendiente m,
puede obtenerse lo ecuo -
cién de la recto.

+

Ecuacibn de lo recta que -
posa por dos puntos.

*

Sustituyendo los dos pun -
tos: P (x],y') y Pz("TY?)
puede obtenerse lo“ecuo --
cién de lo recta.
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+ Ejamplo:
Hollar lo ecuscién de la
recta que paso per el pun
to {},5) y tiene una pen-
diente m=2.

y=y, = m{x-x_}
y-5 = Z(x-li
y-5 = 2x-2

y = =245
y = 2x+3

Se trata de uno recta cu-
ya psndiente es 2 y cuyo
ordenada al origen es 3.

+

+

Pusde graficorse esta s -
cuacién de lo recta, te -
niendo 2 puntos: se cono-
ce el punto (1,5) y se co
noce de la ecuacibn obte-
nida y=mx+b, la ordenado
al origen b=3,
Y

¢ y=2x43
5 P(1,5)
4
3 £(0,3)
2
-3 -2/(I 1 2 3
-2
-3
-4
-5
4
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Ejemplo:

Hollor la ecuacién de lo
recto que pasa por los --
nintoss P](-3,2) ¥ P2“.6]~

y-yy = vpmyy (xexy)

2™
Cy-2 = 6-2 {x-1-3))
1=1-39
y-2 = 4 (x+43)
3
y-2 = x+d
y = %4342
y = 4§

Se trota de una recto cu-
ya pendiente es 1 y cuyo
ordenada al origen es §.

Pueds graficorse la ecua-
cibn de la recto obtenids,
o trovés de los puntos do
dos: P'(-3,2) y P2(),6).

y ysx+5

4 ;/A/;(),é)
§ HP(0,5) bs5

9




+ En los cosos en que se co
noce:
~ la ordenada al crigen -
{que no es més que el -
punto cuyas coordenodas
son {0,y) y la pendien-
te m.
un punto cualquierc de
la recto y lo recta po-
ralela (cuya pendiente
m es la misma).
El problemo se reduce o -
hallor la ecuacién de la
recta que pasa por un pun
to y tiene una pondionto
dada.

y=yy = m(xfll)

"-"+ Puede comproborse en ombos casos que cualquier punto sobre la -
recta sotisface la ecuacién obtenido y reciprocamente, cualquier
punto calculodo a partir de lo ecuacibn, se oncuontra sobre lu -

_reacta de lo figura.

+ P(%,‘) esté sobre la recta. | o P(-1,4) ests sobre lo recta.
y = :4d y = x5
‘=2(l)0‘ 4 = =145
2 4=4 J
4:=14
4=4. v
+y = 2x43 +y = x+5
i x = -] sl x = -2
y = 2(~1)43 y = ~245
y = ~243 y=23
] y =1
P(-l,l)ostobsobrolo recta, P{-2,3) esté&aobre larecto.
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7.6 . SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

7.6,1 SISTEMA DE- ECUACIONES

+ Un sistema de ecuacliones es uno reunién de dos o més ecucciones
con dos o més incégnitas respectivamente; se dice que dos o més
- cuociones son “simulténeas” cuondo los mismos volores de las in
cégnitos satisfacen todas las ecuaciones.
Asf, los ecuaciones:

x4y =7
x-y = 1|
son simulténeas porque x=4 y y=3 sotisfacen "ambas” ecuociones.

+ ‘Lo solucién de un sistemo de eucociones consiste en encontror un
grupo de valores de las {ncégnitas que sotisfoce todas las ecuo -
ciones del sistemo.

Lo solucién del sistemo anterior es: x=4 , y=3.

+ El tipo de sistemas de ecuociones a tratar en este capftulo son:
"sistemas de dos ecuaociones linecles con dos incégnitas”,

+ Existen fundamentalmente 4 métodos para resclver sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos ‘incégnitos, sin embargo, ontes de ex-
plicar los mismos, es oportuno estudier los cosos en que un siste
ma de este tipo “no tiene una solucién Gnica”, y que son dos:  ~

7.6.2 CASOS EN QUE UN SISTEMA DE D0S ECUACIONES LINEALES CON
DOS INCOGNITAS NO TIENE UNA SOLUCION UNICA

+ Son dos:
A) Cuondo el sistemo es inconsistente,
B} Cuondo el sistemo es redundonte,

A) Sistemos Inconsistentes

+ Considérese el siguiente sistemo
xty = 4
xty = 6 R o
Es obvic que x+y no puede ser igual simulténecmente a 4 y a 6y -
por tanto, este sistema no tiene solucién.
“Paro aclaror lo onterior se despeja "y” en los dos ecuaciones del
sistemo (es decir se transformo cado ecuocién.a lo formo y=mx+b):

Y
Y

nn

-x+4 donde: m=-1  b=4
-x+6 donde m=-1  b=é



+

Concluyendo:

ombas ecuaciones.

Se dice que un sistema es "Inconaistente” cuando tiene
como carocter{sticos:

+ Que los dos ecuaciones tiensn lo misma pendiente m.
+ Que las ordenadas ol origen {b}, son diferentes en -

+ Gaombtricomente lo anterior equivaldrio o dos rectos porolelas -
{porque tienen lo misma pendiente) y que cruzon ol eje de los y's
on diferentes puntos (porque tienen diferentes ordenadas al or{ -

+ Considéress el siguiente sistema:

+ Estos dos ecuaciones

gen).

Este sistema no tiene solucién porque dos rectas porolelas nunca
se cruzon y como se vers en el método gréfico de resolucién de e-
cuacionss lineales con dos incégnitos, la solucién o dos rectos -
se encuentra en el punto de interseccién entre ombos. )

14 I :
xey=6 x+y=d
Jyz-)ué § A0 8) y=-x+4
5
si: x=0 " si: y=0 oi: x=0 si: y=
T oy=-0+6 0=-x46 4 y=-0+4 0=-x+4
y=6 . x=6 3 y=4 x=4 -
P' (0,6) Pl(é,O) 2 P,(O.C) Pz(l.OY
! LR
L%
-+ +—t —- +—nt Ay
-6 =5 -4 3 <2 ) 12 3.4 56
-2
-3
-4
-5
-4

B) Sistemas Redundotes

[
son realmente une sola, lo cuol se comprueba -
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f&cilmunto viendo que la segundo no es sinc la primera multiplico
da por 2.
Despejando estos ecuociones o lo forma y=mx+b se tiene:

y = -x 43

2y = -2x+b

+. Gréficamente estas dos ecuociones son una misma rects. Como se so
be, una ecuacibn lineal con dos incbgnitas es sotisfecho por to -
dos los puntos de la recta que representa, lusgo entonces este -
sistema no tiene uno solucién Gnico, tiene infinitos soluciones,
yo que las dos ecuaciones son realmente uno solo recta.

4+ Concluyando:

Se dice que un sistemo es "Redundante” cuando tiene como
caracter{sticos:

+ Que los dos ecuaciones tienen lo misma pendiente m,

+ Que las dos ecuociones tienen la mismo ordenads al o -

rigen b,
Y
x+y=3 I 2x+2y=6
yz-x+3 5 2y=-2x+6
y=-2x{2+612
sis x=0 si: y=0 4 y=-x+3
=043 0=-x+3 P(0,3)
y=3 %= 3 \1 si =0 sis y=0
— 4 3 y=-0+3 0z-x+3
P (0,3) P,1(3,0) | y=3 %=3
<Fn(a o) N A {0,3) 92‘3:0)
-t 1 r Ll v T v’ T -\ ¥ T A
-1
-2
-3 4
-4
«5 4
-6

+ Se deduce entoncos que antes de trotor de resolvar cuulqular sis
- _tema de dos ecuociones linecles con dos incégnitas, se debe con -
firmor si no se trato de un sistema de ecusciones inconsistente -
ni redundante, ‘o través de transformar lo ecuacién o la forma -
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ysmx+b'y comparar sus pendientes {m) y sus ordenados al origen

(b},

+ En resGmen:

Sistema: Las 2 ecuaciones tienan:
Inconsistente =m 4b
Redundante =m = b

+ Un sistemo de dos ecuaciones lineales con dos incégnitos, no es -
ni inconsistente ni redundants cuando sus ecuaciones tienen dife-
rente pendiente e iguol o desigual ordenade al origen; este siste
ma pueds resclverse indistintamente por cualquierc de los cuatro
métodos de resolucién que o continuacibn se desarrollon.

7.6,3  METODOS PARA RESOLVER SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LI-
NEALES CON DOS INCOGNITAS

+ Se onalizarén 4 métodos :
A) Método gréfico
B) Método de eliminacidn por adicibn o sustraccién.
€} Método de eliminacién por sustitucién.
D) Mbtodo de eliminacién por igualacién.

A) Método Gréfico

+ "Se representan los dos ecuaciones en un sistema de coordenados -
cartesionas y se obtienen osf dos lineas rectas. La solucién si -
multénea es dada por los coordenadas (x,y} del punto de interse -
ccibn de estos rectas”. (18)

Ejemplo:
2x-y = 9
n4dy = 12
- Primero se comprueto que el sistema tenga solucién (no aea in
consistente ni redundante) o través de adoptar lo forma -
_yzmxeb

(18) Sevilla Joel, Floi Michel, Souvegrain Robert. Ob,Cit. Pag.101.

204



y = 2x-9
y = =Ix+12 5 =1xeé
. 7T 7T 7
En virtud de que mlim2 y b]a(b2 , este sistema s{ tiene -

~solucién.

- Se procede entonces a graficar. Como se mencioné anterior-
mente, es conveniente hollor los puntos en que:los rectas
se cruzon con los ejes de las x's y los y's a través de -
sustituir x=0 y ys0 respactivomente :

y=2x-9 . ’ y==1xsb
2

sis x=0 sis y=0 sl x=0 si: y=0 H
y=2{0)-9 0=2x-9 y=:_1(0)06 O=-1x+6 :
v=0-9 -2x=-9 2 2 : o
y=-9 ‘r=-9 o oy= 046 dx=6 . i
. -7 y=6 2 . . 5
x= 4,5, x=12 - !
Pl0,-9) ~ P(4.5;0) P(0,6) P{12,0) i o

" = Groficando los. puntos resultantes se obtlenen las 2 ractas:

gl
G‘NP‘O’Q ;
5

4
3 Solucién: P(6,3)
2

o

12410 -8 -6 -4 -2
,_7; :
-3
-4
-5
-6

205




+ Lo solucién simulténea que satisfoce ombas ecuaciones P(6,3) es
el punto en que se intersectan ambos rectas.

Comprobacién
-y = ¥ x+2y = 12
2(4)-3 = 9. 442(3) = 12
12-3 =9 646 = 12
9=9 12 =12

+ E]l método gré6fico poses lo ventajo de que permite coptor visual-
mente los conceptos principales implicodos en lo resolucién de -
un sistemo de ecuaciones.

B) Método de Eliminacién por Adicién o Sustroccién

+ Consiste en eliminor una de los incégnitas multiplicondo, si es
necesario, las ecuaciones por nimeros tales (positivos o negati-
vos), que hogan que los coeficientes de uno de los incégnitas en
las ecuaciones resultontes seon iguales pero con signo contro -
rio.

Al sumar las ecuaciones resultontes se elimino una incégnita.

Al tener s8lo una incégnito se despejo éste y uno vez obtenido -
su valor numbrico, se sustituye en cuclquiera de los dos ecuacio
nes para obtener el volor numérico de la segunda incégnito.

Ejemplo:

- Considérese de nusvo el siguiente sistemo de ecuaciones:
2l-y =9
42y = 12

Poro eliminar "x* se multiplica la segunda ecuacién por "-2"
obteniendo el siguiente sistema :
. 2x-y = 9
~2n-dy = ~24
. Se suman ombas ecuaciones y se despeja la incbgnitc resulton
te :

Se sustituye el volor de lo incégnito en cualquiera de los -
dos ecuaciones originoles :

2x-y = 9
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2x-3 = 9
x = 943
2
xz 6

Lo soluci6n del sistemo es P{s,3).

C) Método de Eliminecién por Sustitucién

+ Consiste en despejor unoc de los variables (primera) en cualguiera
de las ecuaciones y sustituir su despeje en lo otro ecuccibn.
De la expresitn obtenido se calcule entonces el voler de lo segun
da varioble y sustituyendo el mismo en el despeje inicialmente ob-
tenido de lo primera variokle, se obtiene el valor de esto ¢ltima.

Ejemplo:
- Considérese unc vez més al sistema de ecuaciones:
2)‘-)’ =9
x+2y = 12 .
- Se despejo "x* (o bien podria ser "y") en una de las dos ecuc
clones:
= 12-2y
- Se sustituye este volor en la otro ecuacién:
2X-y =9
2012-2y)y =9
Se despeja “"y*:
24-4y-y = 9
=5y = 9-24
y = -5
-5
3

- Ahoro se sustituye y=3 en el despeje inicialmente obtenido de
lo primera varioble: '

x

x

12-2y
12-2(3)
12-6

x
woRonon

De nuevo se ha obtenido 1a solucién P{6,3).

D) Método de Eliminacién por Igualacién

+ Consiste en despejor lo mismo incédgnita (primera} en las dos ecug
ciones e igualar ambos resultodos.

Posteriormente se despejc esta primera incégnite y obtenido su va
lor numérico se sustituye el mismo en cuolquiero de las dos ecua-
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clones originales pare obtener el valor numbrico de la segunda in
cognita.

Ejemplo:
- Velviendo al sistemo de ecuaciones:
-y = §
x+2y = 12
- Se despejo "y" (o pudiera ser "x") en los dos ecuaciones:
2x-y = 9 2y = 12 ’ :
-9 =y y = 12-x
y = 2x-9 72
y = -Ix+é
2
- Se igualon los valores de "y" :
o y=y
-9 = -1xeb
T
- Se despejo “x": :
- x4 lx = Peb
F)
S5u = 1§
H
5% = ]5(2)
x = 30
T
: x sz b .
- Se sustituye x=6 en cualquiera de los dos ecuaciones origina-
les: .
: xedy = 12
602)! = 12
2y = 12-4
y=28
7
y=3

= La solucién es igual o lo obtenida por los otros dos Mtodos
Pl6,3),

€8 importoante mencionar qus es exdctamente igual utilizar cual -
quierc de los 4 métodos estudiados poro resolver un sistems de -
dos.-ecuaciones linsoles con dos incégnitas; los soluciones inde -
pendientemente del mbtodo utilizado, siempre ser8n las mismas,

;208



EJERCICIOS RESUELTOS

1) Determinar si los siguientes sistemos de ecuaciones son inconsis-
tentes o redundontes

a) -4y+3x = 2 b) 3x+5y = 2
-6x48y = -4 Ix+15y = 8
-4y = 2-3x By = -44bx Sy = -3x+2 15y = -9x+8
y = =3x+2  y = -d+bx y = -3x42 y = =9x+8
-3 3 FE 53 15 {5
y = 3x-) y = Ix-1 . y = -3x+8
77 7 513
Las 2 ecuaciones tienen Los 2 ecuaciones tienen
m=m, y b,=b,, luego my=my y b,=b, , luego
entonces el sistema es entonces el sistemo es
redundante. inconsistente,
2) Resolver por el método gréfico el siguiente sistema de ecuociones;
x+2y = 13 . g
) 7x-3y = 6
En lo forma y=mx+b .
yo= -%413 - ; oy s =xeb
7 . 33
y= Tx-2
Se obtienen 2 puntos de cada recto
y = -x+13 ) y = Ix-=2
27 3
si x =0 si x=90-
= 0413 y = 7{0)-2
772 N
y =13 y=-2
2
Y y=7.5
siy=0 siy=0
0 = -x+13 0= 7x-2
77T N
x =13 -Ix = =2
2 7 3
x= 13(2) = 13 x=2(3) = -6 26
2 w707
P(0,6.5) P(13,0) P{0,-2) . P(4.,0)
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Graflcando : Pl0,4.5)

‘Solucién P(3,5)

~14-12-10 -8 -6 -4 .'? [57 4 8 1012 N
p

{0, -2}

B 3) Resolver por el métode de eliminacién por odicién o sustroccidn -
ol siguiente sistema de scuaciones : ‘

Tu-#y = 10
Px+By = 26
{2) {7x-4y) = (10}
14x-By = 20 Px+By = 26
FueBy = 24 y = -_:_xo%d_
23n = 46 y = -9(2)426
x = 46 =+
2 y =-i£b2£ z ! =)
x=2 g8 8 -

Solucién, P{2,1)

4} Resolver por el método de eliminacién por iguolocién el sigulente
sistema de ecuaciones :

~18y+bx = -B5
X = 85418y "5
6 & il
X = -5503Y
&
Igvalando : -85~3y 54y
24 24
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Despejando y: Sustituyendo y en el despeje de x:

3y-Sy = -5485 u = =545y
P TR 24 24
72y-5y = -5+340 x = -545(5)

24 24 24 24
67y = 335 x = -5+25
W 7424

y = 335(24) x =20

24(67) 24

y="5 x=5

é

Solucién P(§,5)

5) Resolver por el método de eliminocién por sustitucitn el slguiun-
te sistema de ecuaciones :

bx+8y = 48
12x+10y = 24
Despejondo "x" en Sustituyendo "y” obtenido -
cualquier ecuacién : en el despeje de "x‘ :
dx+8y = 48 x = B-dy
x = 48-8y
T7T x = 8-4(12)
x=8-4y K
3 x = B-48
K3

Sustituyendo "x" en

lo otro ecuactén : K= 5;‘6
12(B-4y) +10y = 24 x = -
3
96-16y+10y = 24
~by = -72
y:-—?_z:]z
-6

Solucién P{-8,12)

EJERCICIOS POR RESOLVER

+ Resolver por dos de los cuatro métodos cado uno de los siguientes
sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. Verificor

- ontes de resclver si no se troto de un sistemo inconsistente o re
dundonte, -

1) 6bx+3y = 21
10x+2y = 26

2) 42y = 0
IxeBy = 5
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3)
W
5}
8

7

8

9)

10)

“17x+12y-104 =

Bx+léby
4y-16x

18x+10y = 11
-9xelby = -5

-Sxty = 8
Bx-7y =25

-x+]Sy = 40
8x+19y = 2

19x+15y = -3
=~17x+12y = 20

12x-14y:. = =19
-14x+12y = 20

J2y-25u-13 = 0
16y 15x-1 =0

19x¢15y+31

oo

o




CAPITULO -VITI

- APLICACION DE. LAS FUNCIONES LINEALES »




8.1 DEFINICION DE MODELO

+ En la teorfa econdmico y administrotivo es necesario realizor u-
na abstroccién del mundo reol. La gran complejidod de los pro -
blemos en lo realidad es lo que, entre otros factores. hace impo
sible entender todos sus interrelaciones o lo vez; ahora bien. -
no todas las interrelociones son de igual importancis poro lo -
comprensién de un fenémeno particulor bojo estudio. Luego enton
ces el proceso consecuente consistiréd en seleccionar los que o -
nuestro criterio parecen ser los foctores principales y los re -
laciones més relevantes para el problema bajo estudio - y enfocar
la otencién Gnicamente o éstos,

+ Tal esquema analftico simplificado es llomado *Modelo® ; por e -
jemplo. una noranje es utilizado como sustituto de un ser humeno
para aprender o inyectar y constituye por tanto un madelo

+ Cuondo se utilizan conceptos o simbolos moteméticos pora expre -
sor un modelo., se le llama “Modelo Motemético”.

+ En el presente copftulo serén anolizodos 4 modelos matematicos -

de especial importancio para la Administraciém ¢

-~ Modslo motembtico para lo determinocion del precio de equili-
brioc de lo oferta y lo demanda.
Modelo matematico para lo determinacién del punto de equili -
brio de las ventas y los gastos.
Modelo de regresién lineol simple.
Progromacién lineal,

+ Lo utilidod de code modelo desde el punto de visto administroti-
vo seré precisado ol desorrollar cado uno de estos

8.2 -MODELO PARA LA DETERMINACION DEL PRECIO DE EQUILIBRIO
~ DE LA OFERTA Y LA DEMANDA

+ Se llomo "Precio de Equilibrio". o oquel precio en el cuél la -
cantidod de productos cofrecida (oferta) y lo contidod de produc-
tos demandada (demanda)} son exéctomente tguales.

+ Lo obtencién del modelo pora lo determinacion del precio de equi
librio de la oferto y lo demanda.; no es mos que lo oplicocién de
los conocimientos sobre “Funciones Lineales” adquiridos en el co
pitulo VI1, en un mercado hipotéticamente simplificado.

+ Paro efectos del modelo, se considera un mercade hipotético en



el cubl se negociorh un producto cuyo contidod demandodo por los
comprodores y cuya cantidad ofrecida por los vendedores vorfon -
solo en funcién del precio.

+ Lo onterior significa que se consideran exclusivomente 3 vorio -
bles que son : i

Qd = Contidad de productos demandados
Qo = Cantidad de productos ofrecidos
P = Precio del producto

+ Es necesorio también establecer los siguientes 3 suspuestos bs -
" sicos :
o) A medida que el precio aumenta, la cantidod demandada dismxnu
ye; es decir, Qd es funclén lineal decreciente de P.
bl A medida que ) precio oumenta, la contidod ofrecido oumenta;
es decir, Qo es funcién lineal creciente de P.
¢} El mercodo del producto de referencic se considerar& en equi-
itbric solo 81, la demondo es igual a la oferta (Qd=Qo).

+ Portiendc del supuesto de que se conocon los funciones porttculo
res que relacionan tanto el precio con la cantidad demandeda, co
mo el precio con lo contidad ofrecida, se tiene el siguiente sii
temo de ecuaciones :

Qd = a-bP
Qo = -c+df

Donde: a,b,¢,d son 4 variables que representon ccrstontes cuyo -
valor lo definiré cada uno de los problemas especificos,

Estos 2 ecuociones son ecusclones linecles de uno recta de la- -
forma y=mx+b, las cubles pudieron ser cbtenidos a partir de dos

puntos cuolesquierc, es decir de observor o investigor la conti-
dad demandada y ofrecido cuando se tiene un precio *1* determina
do y la contidod demandada y ofrecido cuando se tiene un precio

*2" determinado.

+ Por otro parte, el precio de equilibrio esté dado en el punto -
donde la contidad demandodo y lo contidoad ofrecido son iguales
es decir :

Qd = Qo

+ ‘_Apursntemente, se tiene entonces un sistemo de 3 ecuaciones con
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b i e

3 incégnitas
Qd = a-bP

Go =z ~c4dP
. Q= Qo
Sin embargo, lo reolidod es que la tercera ecuacidn puede ser -

indicada como .
Qd = Qo = Q
De donde se obtiene un sistema de dos ecucciones lineales con -~

dos incégnitos

Q@ = o-bP
Q@ = -c1dP

8.2,1 SOLUCION GRAFICA

Para resolvar el sistema qua relacions el precio con la conti -
dod demandeds y con lo contided ofrecide "por el métado gréfi -
co, se representan en un sistema de coordenados (P y Q) las fun

ciones de demonds y oferto y la solucién o precio'de equilibrio

esters dada por las coordenodos de! punto de interseccién entre
ombos rectas,
Ejemplo ¢
Las funciones particulares que relocionan el precio con la
- cantidad demondada y con lo contidad ofrecida son
Qd = 4000-15P
Qo = -1400+300P
51 Qd=Qo=Q, lo anterior se reduce o un sistemy de dos scva
- clones lineoles con dos inchgnitas .
Q = 4000-15p
) Q = -1400+300P
Se obtienan dos puntos pora trazer codo recta :
Q = 4000-150F Q = ~14004300P

-

oi P =10 si P=0
Q = 4000-150{0; G = -1400+300(0)
Q = 4000 Q = -1400
iQ=0 8 Q=0
0 = 4000-150P Q0 = ~1400+300P
P = 40007150 P = ~1400/-300
P = 26,67 P = 4.66
Pl0,4000) P{26.467,0) P{0,-1400}  P(4.46,0)
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- Se grafican los buntos obtenidos

Q=0s=Qo
4000 ' 4 P(0, 4000) OFERTA
Qo=~1400+300P
P(5,3250)
3000
PUNTO DE EQUILIBRIO : P{12,2200)
2000 -
1000
- 'p {5,100 -~ N\P(26,4,0) b
S SRR St R
. 10 20 o
P(4.7,0) ‘
-1000
¥ri0,-1400)
] DEMANDA
-2000 Qd = 4000-150P

+  Conclusiones

- Lo funcién de demando expresc que si el precio fuera igual a
$0, lo demando serio de 4000 unidades y por cado peso que se
‘incremente el precio, lo demanda disminuye en 150 unidades -
{m=-150),

- Lo funcién de oferta expresa que para un precio iguel o infe
rior o $4.7 la oferto es iguol a 0 unidades y por cada peso
que subo el precio, lo oferta aumentaré en 300 unidades {m =
300},

Noto: Es importante estoblecer que en los funciones que ex
presan relaciones econdmicos, el dominio y el rango
se definen solo para los valores positivos. En este
caso en particular, no tendric sentido hoblar de de-
mando,' oferta y precios negativos.
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El punto de equilibrio se tiene cuondo se habla de 2,200 uni

. dodes de producto.

€]l precio de equilibric entre la oferta y lo demonda es de -
$12; es decir que cuondo el producto cueste ésto, se iguela-
rén lo cantidad de unidodes ofrecidas y la contidad de unida
des demandodos . .

Si el precio de codo ortfculo disminuye de $12 (precio de e-
quilibrio), se tendré que de acuerdo o los funciones, lo con
tidad demandada serfao mayor que la cantidad ofrecido.

Ejemplo :
Para P = $§5
. Qds 4000-150P Qo = -1400+300P
Qd = 4000-150(5) Qo = -1400+300(5}
Qd = 3250 Q = 100
3250 > 100
> Qo

Lo anterior puede observarse con !ineas punteodas en lo -

grafica.
Si el precio de cada artfculo oumento de $12 (precio de equi
librio) se tendr4 que de ocuerdo con las funciones, lo canti
dad demandedo serio menor que la cantidad ofrecide.

Ejemplo :

Para P = $20
Qd = 4000-150P Qo = ~1400+300P
Qd = 4000-150{20) Go = ~1400+300(20}
ad = 1000 Go = 4400
1000 < 4400
Qd <Q

Por Gltimo es importante observor, que siempre que la funcién -
de demanda se grofique, &sto deber& tener uno ordenado ol ori -
gen (b) positiva y ung pendiente (m} negotiva ; del mismo modo,
la funcién de oferto siempre deber& tener una ordenada ol ori = ¢

gen (b) negativa y una pendiente {m) positiva.

\ﬁ

Funcién de Demanda Funcién de Oferto
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8.2.2 - SOLUCION ANALITICA

De igual modo que un sistems de dos ecuaciocnas lineales con des
incbgnitas puede ser resuelto indistintamente por cualquiers de
los 4 métodos estudiados en el copltulo onterior, el precio de
squilibrio entre la oferta y lo demando, puede ser obtenido tan.
to por el método gréfico,como por cualquiera de los tres méto -
dos olgebréicos, obteniéndose lo mismo solucién siempre :

- Método de eliminocién por adicién o sustraccibn

- Método de eliminacién por sustitucién,

- Método de eliminocibn por igualacién.

Partiendo de las suposiciones ;

Qd = Qo
0d = o-bP
Qo = -c+dP

Como Qd=Qo=Q, quedon dos ecuaciones con dos incégnitas {(PyQ) y
cuatro constontes {a,b,c,d) : )
Q@ = a-bP
Q = ~c4dP
Para cbtener el precio de equilibrio se resuelve el sistemo por
el método de igualacibn (o cuclquier otro) :

a-bP = -cdP
a+c = dP+bP
© P = ase P=ag+c¢
d+b : "d+b
Sultnuyando P se obtisne @ :
Q = a-blasc)
d+b
Q = cld+b)-ab-cb
+b
Q@ = od+ob-gb-cb
d+
Q= od-cb Q=-0ad -¢cb
d+b d+ b

" A través de estos dos férmulas obtenidas, pueden colculorse los
valores del precio del articulo, osf como la contidad ofrecida 'y
lo cantidad demondado en el precio de equilibrio de lo ofertay
la demande para cualquier problema.

219



Ejemplo i .
~ Seré resyelto al mismo ejemplo del método grafico, o través

del método anolftico,
Sea el sistema
Q@ = 4000-150P
G = ~14004+300p
- Por.al método de igualscién :

Q@=Q
4000-150P = -1400+300P
~150P-300P = -i400~4000
-450F = 5400
P .= -5400/-450
P =12
Q = 4000-150P
Q = 4000-150{12)
@ = 2200 ]
#{12,2200) i |

~ Lo solucién del sistemo o punto de equilibric as P{12,2200),
decir que el precio de equilibric de la oferta y la demonda

R P = 312 ;
8l cubl origine que lo contidod producida y demondado seon )
fgval @ 4y . 2000 unidodes

. + Qo = 2200 uynidudes
~ Para verificaor lo onterior, se obtiens el precio de squiliv
brio directomente medionte los férmulas genercles ontes ob-

tenidos s o - 4000~150P
Qo = ~14004+300P

P = g+¢ Q = ad-cb

d+b o Tdvb
P = 400041400 Q@ = (4000){800}-(1400){150)

15043 1504200

P = 5400 Q = 1'200000-210000

i50 L TTTRsSTT T
Po=12 = 2200

P(12,2200)

EJERCICIOS POR RESOLVER

1) Lo empresc "El Sol* ha tenido problemos de altos remonentes en =
invantorio de producto terminado; ests produciéndose més de lo ~
que le demonda el mercodo, E1 departamento de invastigocién de
mercodos ha presentado la relocién entre la vorioble precio y la
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2}

3)

4

5)

contidod demandada y ofertada como sigue :
Qd = 20-5P

- Qo = -7+4P .
Se pregunta : ¢Cubl serb el precic de equilibrio paro que la -
cantidod de orti{culos ofertados sea igual a lo cantidod de ar -
t{culos demandodos, y ademés cuGl ser4 el nivel de produccién -
bptimo o este precio, de modo que no hoya remanente alguno?
Resolver el problema :
o) Gr&ficamente,
b) Anol{ticamente.

Supbngose que después de 6 meses lo empreso empieza o tener de’
nuevo el mismo problema; choro los ecuaciones que relocionon -
los voriables {nvolucrades son:

Qd = 30-6P

Qo = -26+8P
Calcule por el método gréfico y anelitico el nuevo precic de e-
quilibrio y lo cantidod demandoda y ofertado o este precio,

Resuélvase el siguiente madelo de mercado por el método que pre
fiero y explique el significado del resultodo obtenido

Qd = 110-5P

Qo = -70+10P

El estado ho recibido Gltimomente varias quejos sobre lo molg -
distribucién de gosolina; lo cantidad de combustible demandada
es superior a lo contidad ofrecida. Se sobe que ser& neceserio
hocer una modificocién en el precio. Sabiendo que las funcio -
nes de la cantided demondada y ofrecida de gosolina son .

Qd = 2000-10P

Qo = 250+20P
Colcule o través de las férmulos generales del modelo de deter-
minacién del precio de equilibrio de la oferta y la demando, el
precio que debe fijarse para que la contided demondado y lo can
tidad ofrecido sean iguales. Colcule ademés cubl serfo la di -
ferencio entre la contidad ofrecido y la demondada si se mantie
ne la gasolina al precio octual ({$55}.

Se se tienen las siguientes funciones que representon un modelo
motemético : )

Qd = Qo
Qd = ~-9P+18
Qo = -4+12P

Utilizondo el método gréfico y los férmulas genercles del mode-

lo.del precio de equilibrio, determine

o) Cubnto vale la contidod demandoda en el punto de equilibrio
de la oferto y la demondo.

b) E£1 precic en el mismn punto anterior.

c) La contidad demondoda si el precio Gnitario fuera de $0.50.
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8,3 MODELD PARA LA DETERMINACION DEL PUNTO OE EQUILIBRIO DE LAS
VENTAS Y LOS GASTOS

+ El modelo del punto de equilibrio de las ventas y los gostos, -
trate, entre otros cuestiones, el problema de determinar el pun-
to donde el ingreso por ventas se iguolo o los gostos totales de
uno empresa.

Este punto es llamodo *Punto de Equilibrio” de la emprese, e in-
dica el volémen de ventos en donde #sto no cbtiene utilidedes ni
sufre pbrdidos.

Con un volGmen de ventas menor ol punto de equilibrio, lo organi
zacibén sufre pérdidos y con un volOmen de ventos mayor al punto

de equilibrio, obtiene wtilidudes.

+. Paro introducirse ol modelo, es necesario primero definir los 2
tipos de gastos qoe tiene uyna empresa :

Gostos Fijos ---- aquellos que no vorfon en funcibn del voll -

men de lo produccién (dentro da ciertos limi

tes} y se caleulon durante un determinado pe

riodo de tiempo.

Ejemplos : renta, sveidos administrotivoes, ~

depreciacién del equipo, etc,

Gostos Varlables - aquellos que varion de acuerda ol vol(men de
produccidn y que permanacen constahtes por y
nidod durante un determinado perfodo de tiem
po.

Ejemplos : materio primo directa, mono de o-
bra extra, etc,

+ Con la finalidod de simplificar y facilitor la comprensién del -
tems que o este aportodo ocupa, se deben simbolizar los aiguien-
tes conceptos : '

V ‘= ingresos por ventas

P = precio de vento por unidad

X = unidades producides y vendidas
Gf = gostos fijos por perfodo

Gv = gostos variables por unided
Gt = gastos totales '
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4+

Para poder hoblar de funciones lineoles,se consideran en este mo
delo también, los siguientes supuestos bésicos :

¢} Se produce y vende un solc artfculo.

b) El voltmen de unidades producidos es exédctomente iguel ol de
unidades vendidas.

c) El precio de venta (P) no varic con el volimen de ventas. -

d} Los gostos fijos {Gf) permanecen constontes durante el perfo-

do considerado.

Los gastos voriables (Gv) por unidod permonecen constantes -

por unidad durante el perfodo considerado.

Con los anteriores restricciones, puede iniciorse el modelo :
Variobles ] Constantes

v P
X Gf
Gt Gv

Se establecen los ecuaciones que relacionan los ventos con las u
nidodes y el precio , y los gostos totales con los gostos fijos
y voriables :

‘Ventas = # de Unidades . Pracio por Unidad
Gostos Totales = G.Fijos + G.Variobles # de Unidodes

Punto de Equilibrio = Donde las Ventos y los Gostos Toto-
o les son iguales. )

En simbolos :

V=P
Gt =. Gf + GvX
V= Gt

Como puede chservorse, la primera ecuacién de ventas (V) es una
funcién lineal de dos variobles { la varicble independiente *X"
y lo variable dependiente "V*) , es decir uno recta con pendien-
te "P" y ordenada ol origen cero. Lo ecuocién de los gostos to-
toles expresa también una funcién lineal {con "X" como varicble
independiente y “Gt” como varioble dependiente) con pendiente -
*Gv* y ordenada ol origen “Gf*, ' Lo tercera ecuocién es lo del
punto de equilibrio y estoblece que en este punto, las ventos -
son iguales o los gastos totales,
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+

de resolverse por cuolquiera de los métodos: grdﬂco o analfti.
co. BR o

+ SOLUCION GRAF I CA

+

Socn lo- -cuactonn

H
Vo= XP
Gt = Gf +GvX
V. =06t

-Sustituyendo la tercera ecuacibn en la sogur\da quedu un siste
" ma de dos ecuaciones linsales con dos incégnitos - -

v.=XP

L K] Gf*GvX
, Lul cu&lu pueden adoptor la forma y = mx+b como sigus ;
’ Vo= XPa0 {b=0)

V= Gv)(on {b=Gf)

+ Lo lolucién grdficn conshtlré on trozar los dos ractas yde -
terminor los coordenadas del punto de interseccién, con lo. -’

cull se obtienen los valores de X y V=Gt en el punto de’ equill
brio entre los ventas 'y los gnatos

+ Grcﬂcondo 5o Y=PR30
, ZPKA0 =
v, 3
l
‘ 6t - -= Gt=GvX+Gf
1 { PuNTo DE EQUILIBRIO
At POLY) oo
e , - Z0NA DE
: UTILIDADES
N ". G“
1 s TR R G
-l X X,
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“X¥ ===~ NOmero de unidades que necesiton producirse para que
los ventos sean iguoles o los gostos,

Si' el ntmero de unidodes es menor a X ---- se tienen Pérdidos.
51 el nimero de unidades es moyor a X ---- se tienen Utilidedes.

Por ejemplo en la gréfice, si el nimero de unidades producidas
as igual o X, , se tendrén unos gastos totoles de Gt unos -
ventas de V., de donde se puede observar que 1os utiiidades -

son iguales u :

U:V]-Gt]

Gensralizando, los utilidades son fguales o los ventas menocs
los gostos totales :

U s V-6t

Cobe aclerar que s{ Gt fuerc mayor que V, se obtendrfa un pun~
to en la zona de pérdidas,

Ejemplo ¢

Uno empresa produce un solo tipo de artfculo, tiene como gas
tos fijos $35,000 onuoles, gostos variables de $300 por uni-
dod vy un precio de venta de $450 por unidad.

El director deses calculor el nimerc de unidodes que debe
producir poro que lo empresa asté en su punto de equilibrio,
es decir no gane ni plerdo; adembs quiere conocer cubl serd
el monto de sus ventos y sus gostos totoles, si produ]era di
cho nomero de unidades.

- Se tiene que:

Gf = 35,000
Gv = 300
P = 650
- Dodos las ecuaciones:
¥V = PX
- Gt = GvX + Gf
¥ = Gt

- Sustituyendo lo tercera ecuacién en lo primera se obtie-
ne un sistemo de dos ecuaciones ocn dos incégnitos
' V= PX
V = GvX+Gf
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Entonces: V = 650K

v = 300X+35000

- Conociendo las ordenadas oi origen (P(0, 0) y P(0,35000)
respectivaments), poro groficar se obtiene un punto cual
‘quiera mbs de codo recta :

Vv = 650X ) Gt = 300X+35000
si:. Gt = 10000 si: Gt = 40000
X = 10000 : X = 40000-35000
“&50 0
X = 15.38 X = 16.66
" P(0,0) P{15.38, 10000) P{0,35000) P(16.66,40000)
- Graficando los puntos
V=06t
100000 |
90000
80000 | PUNTO DE EQUILIBRIO
P(100,465000)
70000 +
60000 |
50000 |
. apoo0 | _
- 30000 - TP0,35,000)
20000 |
10000
50,0) P{15.38,10) - )
10000 + 10 20 30 40 50 40 70 8090100 110 120130140 150
-20000 }

+ El punto de equilibrioc es P{100,65000), lo cubl indico que el -
.~ ntmero de ynidodes (X) que se deben producir para que lo empre-
80 no gone ni pierda son 100 y que en este nivel de produccién,

- las ventos y los gastos totales-son 65000, .

- Compro_bocsbn '
V = PX Gt = GvX+GF
= 650{100) = 65000 Gt = 300(100)+35000=45000
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Punto de équillbrlo V=
65000 = 45000 v

8.3.2 SOLUCION ANALITICA

+ Considérense las mismos ecusciones generales :
v = PX
¥ = GvX+Gf
Sa r?suelvo este sistama por el métoda de igualoueiébn (o cuclquier
otro) :

V=V
PR = GF4GvX
PX-GvX = Gf
X(P-Gv))( : Géf . X = Gt
Fov . o
Sustituyendo X en cualqutnr_ucuaclbn H
¥ = PX
¥ = P GF ) .
Gy ——
V= PGF ¥ = PGf
P-Gv F-Gv

+ 'Puede también calcularse lo expresién que de lo utilidad, ya seo

positiva {ganancios) o negativa {pérdidos) :

Se sabs gque :

U = V-Gt

Suatituyendo que :
¥ = PX
) Gt = GvX+Gf
Se tiene qus

U = PX-(GvX+Gf)

U = PX-GvX-Gf
Y = X(P-Gv)-Gf [ U = X{P-Gv)~-Gf
Ejemplo

'S¢ resolverd par al método .onalitico el mismo 'problm que on el
.caso del método gréfico. El gerente desec saber odmeds, qué ni
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vel de produccién requiere para obtener una gononcio de $20000,

- Portiendo de los ecuaciones :

V = 450X
¥ = 300X+35000
Por el método de igualocibn (o cualquier otro}:
V=V
650X = 35000+300X ¥ = 850X
450%-300X = 35000 v = 650{100)
350X = 35000 vV = 65000
. X = 35000
350
X = 100

Solucibng P{100, 45000)

- Se comprueba que el nivel de produccién requerido {X) es § -
gual o 100.y los gastos totales y ventos a ese nivel de pro
duccidn son de 656G0. L

- Ahoro bien, los velores obtenidos pueden colcularse directa -

mente tombién,utilizondo las férmulas generales descritos, -
ton solo sustituir las constontes o dotos del problems :

1

X=_of V= PGf
P-Gv P-Gv

X = 35000 v = (450} (35000)
355-300 650-300

¥ ='35000 v ¥ = 22750000

' 350 350

X = 100 v vV = 65000 v

"~ Por ¢ltimo, pa;'n responder o la pregunta del nivel de produ -
cclén requerido pore gonor una vtiiidad de 320000 se tiene, :-

U = X(P-Gv)-GF
20000 = X(650-~300}-35000
20000435000 = X{350)
55000 = X
350
X = 157,14 unidades
X = 157 unidades

. EJERCICIOS POR RESOLVER

: 1) Colevlar por el método gr&fico, el punto de equilibrio de una ‘em-
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2

3

4

5

}

presc que tiene gastos fijos de $17,500, gostos variebles por wni
dod de $150 y un precio de venta de $225,

Colculor tombién, por medio de los férmulos generales del modelo
del punto de aquilibrio de ventas y gastes, los resultedos de lo
vtilidad o pérdida poro un nivel de produccién de 115 unidades.

Lo empreso X tiene gastos fijos por.$50,000 y gostos variobles -
por unidod de $100, Calcular por el método onalftico, el precio
unitario que necesitor{o lo empresoc para obtener.uno utilidad de
$20000 con un nivel de produccién de 105 unidodes

Lo empresa “El Fin*; tiene gostos fijos de $20000 y gastos varia-

bles por unidod de $450. Esta empreso produce y vende un.solo ar~

ticulo cuyo precio es de 3530 Lo empresa ls pide a usted que -

colevle :

o) Utilizando. el mbtodo gréfico y. el mbtodo analitico, el punto -
de equilibrio de lo compoifa.

b} Interpretar el significado de este punto de equilibrio culculo
“do. -

c) Hallar qué precio necesitor{a poner lo empresc o su artieuls -

" sl se deseo que las utilidodes asciendon o $500,000 si se sabe

que la empresa tisne capocidad para producir 1000 unidades.

Lo compaiifa “Nuevo Mundo”, es uno organizocién de beneficencia, -
que recibe un solo tipo de medicina para distribuirla “al costo”

entre las gentes necesitados de una ciudad ofectade por unc epi -
demio. El némero de unidodes de distribucién es de 100; sus gas -
tos fijos oscienden o $300 unuoles y los gostos variables son de

$2 por unidad.

Se sabe que el ingreso por ventas osciende o $600 y se sospecha -

. que se estd lucrondo indebidamente con las medicinas.

¢ Cubl serd el precio ol cuél deberfan venderse los productos po-
ra que lo empreso no gone ni pierda ? ¢ Qué utilidad esté obte -
niendo actualmente esta compariia 2

Lo empresa Johnsons produce jobones de un sola tipo, teniendo gos.
tos fijos de $2,500 y un precio de vento de $15 cada jebén. Si =
la cantided de jobones qua deben producirse es de 1000 jobones pa

ra obtener el punto de equillbrio entre los ventas y los gastas,

8@ pregunta

a} ¢ Acuéinto ascienden los gastos variables por unidad en el punto
de equilibrio?

b) ¢ Qué contidod de ingresos por ventos se tienen en el punto de
equilibrio ? ’

c} & Cubles son las pérdidas o lo utilidad si lo empresa produce -
1500 jabones disminuyendo su precio a $10.00 ?
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8.4 MODELO DE REGRESION LINEAL SIMPLE

Utilidad

+

El Anélisis de Regresibn es una importante oplicacién de los con-
ceptos de relacién y funci6n estudiodos en el copftulo onterior,
que reviste una gran troscendencia préctico en lo prediccién eco-
némica de los empresos.

En lo pr6ctica administrotiva, se encuentra frecusntemente, que e
xiste una relacién entre dos ( o més ) voriobles,

Por ejemplo, “si se reducen costos se influye en los ganancias o
utilidodes y posiblemente tombién en los precics, la pesicién com
petitiva, etcétera. Una reducciébn del inventorio de existenclas
tiene gran efecto sobre lo inversién, la rentabilided, el espocio
de piso, lo faocilidod de preparcr embarques o remescs..., y as{
sucesivamente, Cada decisibén o occibén origina complejas reoccio-
nes en cadena que influyen en las “variobles relacionodos”.* (19}

Ahora bien, los relaciones entre varicbles son siempre diffciles
de encontrar y representor; es por ello que en muchas ocasiones
es (til expresor la relocién en formo matemético, determinondo -
una "ecuacibn que conecte los variables”.

El An6lisis de Regresién, consiste precisomente en determinar di-
cha ecuacién, de modo que o partir de ello se pueda estimar el va
lor de uno varioble “y” (variable dependiente), que corresponde a
un valer de una variable "x” (varioble independiente).

Por ejemplo, determinar a través de datos histéricos, lo ecuacién

que relociona el monto de los utilidades de una empresa, con el -
monto de los gastos de la mismo, y o partir de esta ecuacién es -
timor los utilidades que corresponderian a cierto volor dado de -
gostos. -

Es importante resaltar el hecho de que en el anblisis de los pro-
blemas précticos de relociones entre variobles, debe distinguirse
claramente la . voriable dependiente de la varioble independiente;
puede considerarse a la variable independiente como “cousc” de un
fenémeno y o la dependiente como "efecto” del mismo.

De entre los diversas aplicaciones del Antlisis de Regresién, es

(19) ‘Springer Clifford, Herlihy Robert, Beggs Robert. Ob.Cit. Pog.

145,
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sumamente interesonte ol caso en que la voriable independiente ex
presa unidades de tiempo (horos, dfos, meses, afos, etc.).

Por ejemplo, las ventas de una empresa registrados duronte los -
61times 20 ofios pueden ser Gtiles paro expresar unc recto de re -
grasién,considerando las ventos como variable dependiente y los o
fios como varigble independiente, En otras palabras, considerando
los ventos como dependientes del tiempo, puede obtenerse la ecua-
ci6n de regresidén que permita proyectar las ventas para ofios fu -
turos,

+ El An6lisis de Regresién que incluye solo dos voriobles linecles
es llomado *Anélisis de Regresién Simple~”.

+ Esto-seccibn, como los anteriores modelos, se circunscribiré a la
Regresién Lineal Simple y describiré dos de los métodos més sen -
cillos poro determinar la ecuacién que exprese lo relocién entre
las voriacbles,

Modelo

+ Con el fin de comprender me|or el Modelc de Regresién Lineol Sim-
ple, se trobejarb con un ejemplo que vaya ilustrando los posos ]
seguir.

Ejemplo ¢~

La empreso “Z* fabrica productos sobre pedido (nicamente; el -
nuevo encargado de reaclizor las cotizociones emples un valor de
$750 poro cado producto encargade por el cliente ML-14; sin em-
bargo sus cotizaciones no hon sido'muy correctas, Segin se cree
el costo unitario esté relacionodo con las cantidades del artf-
culo ordenadas. Se deseo encontrar cubl es lo relacién entre -
el costo y la cantidod y la monero de calcular el costo en bose
o lo contidad pedida.

+ Pora determinar la ecuaeién que relociona las voriables es necesa
rio seguir los siguientes pasos :

Paso 1

+ Recopilar uno musstra de pares ordenodos (x,y) de dotos, en don
de el primer elemento es el volor de 1o variable independiente
y el segundo el de la variable que se supone depende de lo pri-
mera.

En el ejemplo :

Se reunen los costos de los pedidos mensucles de los cajos
ML-14 durante los 0itimos 9 meses y se forman 9 pares orde-
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nodos en donde el primer elemento se refiere o la cantidod de uni
dades - ordenadas (x) y el segundo elemento ol costo correspondien-

te (y): o
X Y

Contidod Ordenoda Costo
P‘ 15 400
P2 23 805
PS' 7 700
P‘ 22 825
P5 20 800
P6 26 880
P7 13 640
Pa 16 650
P9 9 750

Aun y cuando se utilize un ejemplo con uno muestra de pares orde-
nados de datos bostante pequefio paro proveer inferencins realmen-
te validos, éste sirve para ilustrar los Métodos de Regresién Li-
neal aplicables o cualquier nimero de datos.

Paso 2

Representar les pares ordenados {x,y) como puntos en un sistema -
de coordenadas. El conjunto de puntos resultantes se lloma *Nube -

- de Puntos”,

Y Costo
1000
900 Py e
"800 }. Pse* g
PS . 2
700 p e Py
" of
400 .8 e
. 500 P
400
a00
200
100
———— ———= X Cantidad
10 20 30 o
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Paso 3

A partir'de lo nube de puntos es posible visuvolizar o imaginer
una curvae (recuérdese que la recto es un caso particulor de la
curva), que se aproxima o la “tendenc!u que siguen-los datos
de puntos representados,

Dicha curva es llamada “Curve de Regreslén" y pueden dorse en
general tres situociones :

A) Cuondo lo tendencia y ubicocién de los datos parece ser  --
bien oproximoda o una recta, se dice que existe uno “Regre-
8i6n Lineal” entre los voriobles. Este es el caso o estu-
diar en es$e capftulo,

Tt —t——t—t— 4t X

REGRESION LINEAL

-B) Cuondo la tendencia de los datos parece oproximerse a uno -

curva, entonces se trota de uno “Regresién Curvilineo”.
Ty )

— L’l |‘;JALIgI x

4 REGRESION CURVILINEA
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C) Cuando no existe ninguno tendencio comin entre los dotos
significo que los varlicbles no se encuentran en uno relacién
de dependencic, es decir, que si vori{a el volor de uno vorig
ble, no existe up patrén, ounque sea oproximade, de la vorio
cién del volor de la otra vorioble,

vy

Poso 4

Se describir4n dos métodes poro determinor lo rects y su ecun -
¢i6n que reprasents lo tendencla de los puntos y por tanto lo -
relacién entre las dos veriables involucrodas

A) Método Visual

8) Método de Semipromedios

8.4,1  METODO VISUAL

Procedimiento

Una vez representodos los pores ordenodos en un sistems de coor
dengdas cortesianas, usondo el criterio personal, se dibuja una
recto oproximado que se ajuste al conjunto de dotos {nube de ~
puntos ). )

Es importante mencionar, que 1o recte trozoda o criterio, puede
pasor o no por algunc de los puntos originales,
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En-el ejemplo :

Y Costo

~ 1000
900
800
700
400
500
400
300
200 }
00 }+

+ + —r —+— X Cantidod
10 20 30

2) Para obtener la ecuocién de la recto correspondiente, se sele -
ccionon sobre lo recto dibujado, dos puntos cuolesquiera P (x‘,
Vl’ y P2(x2;v2) y se sustituyen en la ecuocibn de la recto de'la
forma .

y=yq = mlxexg)

donde - :

~
t
<
[
-~
~
[)
~<
—
x
¥
x

En ol ejemplo
Pilagivy) = £{0,300)
P2(x2,y2) = P{26,880)

=¥y = vpy baoxy)
24
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y-300 = 880-300(x-0)
26-0
y=300 = 580(x)
26
y = 22,30x+300

Ecuacién de Regresién

Lo ecuacién de regresién obtenida relaciona el costo {y} con la

contidod de orticulos pedido o lo empresa {x)., - Esta ecuccién -
tiene la forma y=mx+b, donde 22.30 es la pendiente y 300 es la -
ordenoda al orfgen de lo recto de regresién.

3) Si se deseo estimor o proyectar aproximadamente un valor de "y"

para un valor de "x" dado, se sustituye en la ecuacién de la rac
o m

ta de regresién el valor de "x*.

En el ejemplo

Parc estimor oproximadamente el costo que tendria un pedido de
10 articulos ML-14, se sustituye x=10 en la ecuoci6n obtenida
en el paso anterjor.
) 22.,30x+300
22.30(10)+300
223+300

Y
¥
Y
y = 523

[ TR T

Desventajas

+ Es muy importante establecer que el método visual para trezar la
recta de regresidn, tiene la desventajo obvia de que el criterio
individual aplicade, no es en general lo suficientemente "preci-
30", y cado persono puede obtener diferentes rectas o portir de

" la misma nube de puntos.
Es por ello tomblén, que cuslquier proyeccién que se reulize se~
ré también estlmcdu o oproximada®.

+- Naturalmente, lo estimocién seré mbs confiable
- A medido que se consideren moyor cantidad de datos [esto'es ,
mayor contidod de pares ordenados que relacionan ombas vorio-
bles y resulton en una nube de puntos més lleno).
- A medido que les puntos que representan los dotos sstén més -
cerconos a la recta de regresién utilizado.



8.4.2  METODO DE SEMIPROMEDIOS

Ventajas

El Método de Semipromedios para determinar lo ecuacién de lo rec
ta de regresibn, es un método mbs elaborado que el anterior y e-
vita totalmente el uso del criterio personal en lo construccién
de lo misma.

Procedimiento

Para poder oplicar el Modelo de Semipromedics, es necesario sq -
ber colcular el promedic més conocido: "Lo Medio”, la cu6l no es
més que lo sumo de todos los valores de una variable, dividida -
entre el nimero de volores que adopta lo varioble.

La media de una voriable “x" se represento por :

aTn

'
E|emplo : _
Obtener la media x de los siguientes volores: 5,6,8,7,9,

X = 546484749
T35

"X =

X =

"Los posos del Modelo de Semipromedios, para determinar la ecua -

cién que relociona las variobles son

Ordenar {en sentido crecienta o decreciente) los valores de la -
variable independiente “x*, acompofiondo a éstos de sus correspon
dientes valores de la voriable dependiente "y"

Es importante recordor que debe raspetarse la relacibn indicada
por los pares ordenodos (x,y).

Utilizando el mismo ejemplo de los orticulos ML-14 :

X Y
Cont idod Ordenada | Costo
13 440
15 400
16 650
17 700
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19 750

20 ' 800
22 : 825
23 805
26 880

2} Se divide el conjunto de valores de lo variable independiente
*x" en dos subconjuntos : ”xl" y 'xz" que incluyan el mismo nd
mero de elementos codo uno.

Se realizo ex6ctamente lo mismo con "y" "yx“ y ”y2". .
En el coso.de que el nimero de elementos de “x” y "y" fuese im

" par, se incluye el elemento central en los dos subconjuntos,
En el ejemplo: » ’

Y
Cantidad Ordenada Costo
o3 440
1os 400 1
bt 650 1 v,
Y/ 700 _ |
Lo 7507 |
. 120 800 !
x | 22 B25 } Yy
2 1 23 805 | 2
L2 880 _

3) Se calcula lo media (x)(y) de cada uno de los 4 subconjuntos -
formados : X%, ¥ 0¥y -

" En el ejemplo ¢

X, = 13415+16417419 = 80 = 14
! 5 T
%y =0 19420422423426 =110 = 22
2 T 5 5
Xy = 640+600+65047004750 = 3340 = 668
N N
X, = 75048004825+805+880 = 4060 = 812
5 5

4) Con‘(i,,?') y (X,,¥,), se tisnen definidos dos puntos, los cuf
les sirven poro calculor lo recta de regresién.
Se sustituyen los puntos en lo ecuocién
y=yy = ygrylaexy)
27
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En el ejemplo ;
Pl(xl,y') = P(16,648)
. P2(x2’y2) = P(22,812)

y-668 = 812-6481x-16)

22-16
y-668 = 144 (x-16)
4 .
y-668 = 24({x-16)
y = 24x-3844668
y = 24x+284

Ecuacién de Regresién

5) Con la ecuacién de regresién definida, puede calcularse o pro-
yectarse cuolquier valor de "y" para un volor de "x" dodo, sus
tituyendo el primerc en lo ecuacién.

En ol ejemplo :
Se deseo saber qué costo tendriaon los productos ML-14 si el
cliente correspondiente ordena la contidod de 10 unidades.

y = 24x+284

y = 24(10)+284
y = 240+284

y = 524

Compargcién del Método Visugl y el Método de Semipromedios

+ Si se comparon en un sistemo de coordenados las  rectas de re -
gresibn obtenidos, se observa que la recta obtenida por el Mé-
tode Visual pasa por los puntos P,(O,SOO) y P2(26,880) y lo -
obtenida por el Método de Semipromedios pasa por los puntos -
Pl(lé,ééﬂ) y P2(22,812).

+ De hecho las dos rectas de regresién son muy semejantes, lo -
cubl indica que el criterio personal que se emples en el Méto-
_ do Visuol fue bastaonte odecuado. Sin embargo, a trovés de este
tltimo método la recto pudo haber diferido més de la obtenida
por el Método de Semipromedios y ser por lo tanto mucho menos
exactas las estimaciones de la variable dependiente derivadas
de la misma.

"+ Lo onterior puede cbservorse claramente en la gréfice siguien-
ctes '
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y = 22.30x+300

7 = 24x+284

3

Costo

1000 P26,880) -—--,

900
800
700
400
500
400
300
200
100

N — . — T r— X Contidod

+ Por Gltimo, es importante mencionar que existe un método més e
laborado y més exacto que el de semipromedios, que es llamado
M&todo de los M{nimos Cuadrados, el cubl se trata en cualquie-
ro de los textos clésicos de Estod{stica. Este método no ha ~
sido desarrollodo en el presente cop{tulo debido a que rebosa
los propbsitos introductorios de este trabajo.

EJERCICIOS POR RESOLVER

1) La empresc “Rico el Polla” hizo un experimento con 8 pollos; 4
de ellos no recibfan concentrado olguno, se olimentaban énica-
,mente con grano y 4 s{ consumion 80 kg. de concentrado con vi-
taminos y minerales. El rendimiento en corne de cada pollo =
vendido se muestra en lo aiguiente tobla:

Pollo # |Kgs. de Concentrado | Rendimiento (kqé)

1 b} 12
2 0 36
3 0 6
4 0 18
5 80 128
é 80 112
7 80 112
8 a0 72
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a) Obtenga lo ecuocién de regresitn que relociona las vario -
bles inveolucradus, a través del método visuol y del método
de semipromedios.

b} Muestre en uno gréfico, qué ton acertodo fue su criterio
para trazar la l{nec de regresién por el primer método -
comparéndolo con la recta trozode por el método de semi -
‘promedios.

c) Prediga el rendimiento de corne de un pollo alimentado -~
con 50 kgs. de concentrodo.

2) Una empresa pide o usted administrader que determine lo relo -
cién entre lo contidodde dinero gostado en publicidad de sus
artfculos y lo contidod de orticulos vendidos. Lo tabla si -
guiente muestra lo suma total gastodo en el ofic 1985 en publi-
cidod por cado unc de las 4 sucursoles de lo empresa en cues -
tién, en diferentes estodos de le Reptblica,

Sucursal - Publicidad Monto de Ventos
[(ancientos de miles j (en millones de
de pescs) pesos)

1 74 139

2 43 108

3 48 98

4 36 76

5 27 62

é 15 57

a) Calcule la ecuocién que relaciona el dinero gostado en -
publicidad con el monto de les ventas o trovés del método
gréfico y del de semipromedios.

Tomando como més exacte lo ecuaciédn obtenida por el méto-

. do de semipromedios, &Cuél serfo el monto de las ventas de
cado sucursol si el director de lo compoiifo autorizaro -
un oumento del 20% sobre el presupuesto de 1985 de coda -
sucursal?

b

3) Uno empresc desea hacer un pronbstico de las utilidades onuales
para les siguientes 5 oiios; los dotos estadfsticos sobre utili-
dodes en los Oltimos 10 odos son ;

Ao | Utilidodes Anucles
1976 750,000
1977 900,000
1978 : 800, 000
1979 1050, 000
1980 1300, 000
1981 1350, 000
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4

1982 1250,000

1983 1600, 000
1984 1550, 000
1985 ©1700,000

Suponiendo que la empreso montenga su estructura de costos {50%
sobre ventas} y de gustos (20% sobre ventos) igual que estos -
Gltimos afios y lo economic del pais no tenga caombios drésticos,
calcule el pronostico deseado,

Para efectos de simplificacién considere 1976 como afio 1, 1977
como afio 2 y osf{ sucesivamente. '

Una empresa productora de pure de tomate tiene el monopolio de
dicho producto en lo ciudad de Monterrey; la misma, estimo sus
ventos en base al aumento de la poblocién. Los datos en los Gl-
timos afios muestran que lao poblacién y las ventos han ido cre -
ciendo en los siguientes proporciones :

Poblacién # de lotos de pure consumidas
(en cientos de (en millones)
miles)
1.?
0

cmvalbhocmovmerNnwoonNwon

NN NONGRENNO VOO DO ~N~N®O

O 0 O
O == ba

VRO REROCWNNN==ONN—~DO0W—O

OO Ui bbb @QLQWRRRPRNRORON

20.0

a} Colcular lo ecuacién de regresién que relaciona.lo pobla-
cién y el monto de latas consumidos.
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b) Estimer lo vento de oroductos cuando lo peblecién olcance
los setecientos mil hobitantes,

5) Lo compoiifa vendedoro de bienes rofces “La Periquerc”, hao deci
dido construir un edificio. El gerente deseo saber cuénto con-
tribuyen el tamofio y lo visto de codo deportomento en su vaolor
comercial; tombién desea encontrar un método justo pora esto -
blecer un precio rozonoble o coda deportamento. Paro obterer -
informacién, el gerente selecciont 20 deportamentos en diferen
tes edificios cerconos y de lo misma calidad, obteniendo el -
tamafic y precio de cada uno, as{ como lo clturo correspon -
diente. Los datos obtenidos se presentan en la siguiente tobla:

Departomento) Areo Altura Precio
{en miles | (en pies s/el (en millones
de pies) nivel del mor) de_pesos)

1 14.2 155 3.9
2 13.8 158 2.9
3 14,4 158 3.9
4 14,0 170 5.1
5 23,0 185 6.8
é 19.4 205 7.0
7 15.2 215 5.8
8 i8.3 195 5.1
9. 16,7 160 4.9
10 14,5 190 5.3
1 17.4 125 4.3
12 . 4.7 158 4.1
13 12.7 158 3.2
14 17.4 157 4,1
15 . 21.8 172 5.8
16 17.5 175 6.8
17 18.3 185 6.5
18 21.7 178 5.3
19 13.6 205 6.0
20 121 203 4.8

a) Culcule por el métoda de semipromedios, lo ecvacién de re
gresién que relaciona el tamafio de un deportomento de es- .
te tipo con sv precio correspondiente.

b} Estime qué preciotendrio un deportamento de 20,000 pies -
cuodrodos.

¢) Colcule por el mismo métedo la ecuacién de regresitn que
relacicne lo olturo y visto del departomento con su pre -
clo correspondiente.

d) Estime qué precio tendria un departomento con uno oltura
de 200 pies,
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8.5  PROGRAMACION LINEAL

8.5, DEFINICION

+ Antes de definir lo que es la Progromacidn Lineal, seré referidec
su uvtilidad :

+ Lo Administroictn dispone de hombres, dinero, moteriales y méqui
nas, cuyo suministro es limitodo. En caso de que &stos recursos
fueran ilimitodos, no existirfo necesidad alguna de intrumentos
de Administraci6n tales como lo Pragromecién Lineal,

+ Desgrociodomente.en la moyorla, si no es que en todos los empre-
sos, los recursos son limitades, es por ello que la organizacién
debe encontrar lo mejor asignacién de sus recurses a fin de au -
mentor ol méximo sus gonancias y reducir al minimo sus costos,
Sin-embargo, lo ejecucién de esto tarea comprende grondes pro .-
blemos, y por lo tonto es evidente lo necesidod de métodos cuon-
titativos vy matemdticos que. fociliten y simplifiquen este tro -
bajo,

Lo Progromocién Lineol, es precisamente uno técnica matemético -
para determinor la mejor osignacién de los recursos limitodos de
unc empresa,

+ Puede definirss entonces, que lo "Progromocidn Lineal” es un mé-
todo de solucién de problemas en el que una funcién objetivo de-
be moximizorse o minimizorse cuondo se consideran ciertas res -
tricciones.

+ Fs obvio que resulto dificil entender la definicién y conceptos
onteriores o primera viats, sin embargo, o trovés del plantes -
miento y solucién de algunos problemas de Programacién Lineol -
se comprenderd fécilmente lo definicién estoblecida,

+  Se entiende por *Funcién Objetivo”, o lo expresién motembtica -
lecuscibn) que represento el objetivo de, maximizar Jo contribu-
cién utilizande los recursos disponibles, o bien, producir el -

costo més bojo posible usonde una contidod limitodo de factares
productivos,

Noto : Se llemo "Contribucién de un Producto”, o la expresién -
P-Gv (preclo de vento menos gastos voriables) y repre -
sento lo parte con que contribuye cada unidad de produc-~

to a cubrir los gastos fijos y en su caso formor los uti
lidades.

+ Para efectos de exponer el tems, puede decirse que los problemss
de Progromacién Lineol incluyen en general 2 situociones o casos:
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A) Maximizacihn,
B) Minimizacién

Se gnolizoré codo uno de ellos

8.5.2 MAXIMIZACION

8.5.2,1  PLANTEAMIENTQ DE UN PROBLEMA DE MAXIMIZACION

A través de un ejemplo se tratoré el concepto de Programocién Li
neal y se desorrolloré el Método de Solucién Gréfica pora proble
mas de esta close que incluye "solo dos voricbles”,

E omplo 1

- Lo Compaiifa "M* fabrica dos modelos de productos: A y B.

- Lo contribucién promedio (P-Gv) del modelo A es de $40 por uni

dod y la del modelo B es de $10 por unidad. -

La empresa tiene una demanda superior a sus copacidades produc

tivos,

Lo fabrica esté formada por 3 departomentos: estructuros, en -

sambles, acabados; el primero solo puede trabajar 800 hes, men

suales; el segundo solo 600 hrs, mensuales y el tercero solo -
80V hrs. mensuoles..

El ‘procesoc de produccién de codo producto es:

- ol producto A, se procesa primero en el departomento uno por
4 hrs.,luego en el departomento dos por O hrs. y por Oltimo
en el departamento tres por 4.5 hrs,

- el producto B, se proceso en el departamento uno por 2 hrs.,
en el dos por 2 hrs. y en el tres por 1.5 hrs.

El problemo consiste en colculor "qué combinaci6n de productos
(de A'y B) debe procesar la empresa dioriomente para maxim®zor
lo contribucién, dentro de los limites de las restricciones de
produccibn’.,

1

Lo informacién obtenido del problema buede ordenorse en la 51 -
guiente tablo ‘

Requerimientos de Tiempo

Deportamentos: | producto A | Producto B | Capacidod Mensual
{en hrs.) {en hrs.) {en hrs.)

departomento 1 4.0 2.0 800
departamento 2 0 2,0 600
departomento 3 4.5 1.5 801
contribucién 4 10
por unidod : $40 ’
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+ A partir de esto tablo se puede expresar y resolver mas facilmen
te el problema en formo matemética.
Los variables del problema son :

x = # de unidades del producto A
y = # de unidodes del producto 8

8.5.2.2 METODO GRAFICO

+ El método de solucién gréfica de problemos de Programacién Li -

neal de moximizacién, solo puede utilizorse cuando no hoy més de

2 variables, porque es muy diffcil dibujar mbs de dos dimensio -
nes,

+ Existen 4 posos bdsicos en lo solucién gréfico de un problema de
este tipo :

Pasos de Método Gréfico

+ Bé4sicomente el primero y e! segundo pasc del método consisten en
expresar de nuevo la informocién dada en el problema, en formo -
motembtico,” y los posos tercero y cuarto en resolver o encontrar
la combinacién de la cantidad de cado uno de los dos productes -
que moximize la contribucién dentro de las restricciones esto -
blecidos.

Paso |

+ Establecer la “funcién objetivo” de la empresa en formo de ecua-
eibn lineal.

+ Lo fungién objetivo, muestra la relacién de lo producide con la
contribucién,

En ol ejemplo :

Lo contrlbuc(én “E* (Efectividad) de la produccién del mode-
lo *"x" y del "y" es:

E = 40x + 10y

to ‘en términos genercles la forma :

EfC]x ¢C2y
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En donde, "Cl y "C “-son el monto de los contribucicnes de los
productos *x* y *y" respectlvumente.

Se vuelve o hacer notar que el propésito de este capltulc se res
tringe a problemas de Programocién Linecl con dos variables (“x*
y “y*), por las limitaciones del método gré&fico.

Obviomente, lo contribucién E, seré mayor o mayor cantided de or
tf{culos “x* y "y* producidos y vendidos, sin embargo, el valor -
méximo que lo contribucién E puede olconzar estd determinodo por
los restricciones de produceci6n,

Pogo 2

Expresar matemdticamente las restricciones en forma de inecuacio
nes lineales,

En problemas de Progromacién Lineal cosi todas los restricciones
se expresan como ineocuaciones que fijon lfmites superiores (<)
o inferiores (2), paro los valores de “x* y “y*, pero que no -
expreson igualdades exactas (= ).

En el ejemplo :

Maximizar : E = 40x ¢+ 10y
Sujeto 0 : X
Restriccién del departomento | 4x +2y < 800
Restriccién del departomento 2 2y < 400
Restriccién del departomento 3 : 4.5x +1.5y < 801
Simplificondo éstas
Restriccién del deportomento | : 2x +y < 400
Restriccién del deportoments 2 : y £ 300
3

Restriccién del departomento 3 : - 4.5x +1.5y <. 801
Estas tres inecuociones se refieren al tiempo emplecdo en lo fa-
bricacién de uno unidod de productos A y B, del lado izquierdo -
de ‘lo iguoldad y ol tiempo total de que disponen los departomen-
tos,de! lado derecho de la fgualded.

Los horas necesarias paora fabricar wno unidad del producto A, -
multiplicodas por el nimero de unidodes producidas del mismo, vy
los horos requeridas pora fobricar uno unidod del producto B por
el nomero de unidodes producides del mismo, deben ser iguales o
menores ol tiempo disponible de cada deportomento.

Cabe hocer notar que los tres desiguoldodes representan 3 restri
cclones de copacidod respecto o las unidades producidas ("x" y
y") y no o lo contribucién (C).
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+ En términos generales los restricciones de un problema de Progra
mocién Lineal adoptan lo formo

u]'lx +'o"2y < cte,
azl lx + a2,2y < cte.
Gy %+ Oy ¥ < cte.
um,nx + um,ny < cte,

Oonde "m" es igual al nimero de restricciones , *n" al nimero de
producto .{que en este casc se restrings o 2} y "cte* o cualquier
constante.

+ En todos los problemas de Programacién Linenl existe un tipo de
restriccién odicional, qus aungue es obvio, debe enunciorse ex -
plicitomente ¢ “ningunc” varicble de los problemas de Programo -
cién Lineal ("x" y "y*) puede tomor volores negotivos, porque se
produce “una” unidod de los productos {valor positivo) o bien no
se produce {valor cero).

Lo onterior significu que gréficomente lo solucién debe hollorse
en el primer cuadrante de un sistemo de coordenadas cortesianas.

Paso 3
+ Se expresan en formu gréfico los desiguoldades de restriccién,

+ Es necesario para allo, cbtener dos puntaos de coda inecuocién y

poder os{, trazor lo recta correspondiente, que serf el limite -
del Grec definida,
La forma més sencilla es representar lo inecuacibn en la forma
tradicionol y £ mxsh, pora identificar su ordenada al origen o
punto en que lo recta cruzo ol sje de los y's y posteriorments, -
sustituir en la ecuacién y=0 poro encontrar el punto en que la -
recto cruza el efe de las x's.

Ry , Ry ' Ra
- 2xey £ 400 y £ 300 4.5x+1.5y £ 801
y < -2x4400 y £ 45080
donde b=400 donde =000 | o _gi5 oo
donde b=534
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Ysi . y=0 Ysixy:O

0 < -2x+400 0 £ -3x+534

2x < 400 3x < 534

x £ 400 x £ 534
e A

x <200 x < 178

Entonces, los puntos de interseccién de los rectas con om -
bos ejes son :

R | R | Ry
P{0, 400) P(0,300) P10,534)
P(200,0) , P{178,0)

+ Los valores obtenidos de x< 200 y x< 178 se toman como x = 200 -
y x = 178  pora trozor los rectos que indican los Limites de -
los regiones establecides por los inecuocliones.

_+ Groficondo :

Y
400

500

400

300

200

100 £

ATV WAL
9978747 AN

cawmvavavarads W
200

Donds :

‘ y < ~2x+400 % y < 300 m‘y < 3xs5ad
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+ Es importonte hocer notar que cuondo se groficon las inecucciones,
éstas se representan cOmMo un &rea limitado por una recta, es de -
cir se troza la recto correspondiente y se indica o relleno el &6-
rea cuyos puntos sotisfacen la ecuocibn,

+ En el caso de que la inecuacién tengo como signo * £ *, esto érea
corresponderd a toda la superficie inferior de la recto y ambos e
jes.

+ En el coso de que lo inecuacién tenga como signo " 2 *, el érea -
corresponderS o la superficie supsrior o la recta.

+ Lo onterior resulto més claro ol observor los siguientes diogro-

mas :
y < -2x+400 y < 300 y S -3x+534
Y Y Y
x x x
S por el contrario, los inecuaciones tuvieran el signo * ", -
se representarfan :
y 2 ~2x+400 y > 300 y 2 -3x+534

g

+ El poligono sombreado en lo figura en que se representon las rec -
tos de los tres restricciones funtas, indico el 4rec cuyos puntos
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[“x" y “y"} respeton las tres restricciones de produccién.Esto 6-
reg es llamada “Regién Factible”.

Nétese que esto reglén factible incluye también los puntos de las
rectas que la limitan,

Paso 4

Conociendo la regién factible, el problema se reduce o encontrar
un punto (x,y) que maximice {haga lo més grande posible) lo con -
tribucién E=C x+C_y , en este coso E=40x+10y , respetando que se
encuentre dentro de esto 4rea foctible. Es decir, encontrar lo -
recto de la funcién objetivo E, cuya ordenads al orfgen (b) sea -
ton grande como sea posible y por lo menos un punto (x,y) de esta
recta se encuentre en lo regi6n factible,

Para obtener lo anterior, podrian dibujorse vorios rectos de lo e
cuacién E=40x+!0y paorolelas y con ordenados ol origen diferentes
hasta encontrar aquella que tiene lo ordenada al origen mayor po-
sible y toco o la regién factible en uno de sus puntos.

Sin emborgo, existe uno forma més sencillo y precisc de obtener -

Ia ordenodo ol origen mayor posible (la cu8l maximizo la funcisn

objetivo ) que togue en un punto la regién factible, y consiste

en

a) Determinar el valor exacto de las “coordenodes de todas las =
esquinos” de lo regién foctible, portiendo de que en todo pro
blemo de programocién lineol, lo solucién se encuentra en uno
de estos esquinas.

b} Sustituir los valores de cado esquinoc en lo funcién objetivo,
pora seleccionar la esquina que produzca el valor méximo { o
minimo en caso de minimizacién) de la funcién objetivo,

Ahora bien, para determinar las coordenadas de los esquinas, bos-
ta con determinar los puntos de Interseccidn de los rectos con am
bos ejes en la regién factible, y encontrar, a través de un siste
ma de ecuociones, el punto donde se intersectan las rectos que rs
presentan los l{mites de laos dreas de restriccion,

En el ejemplo :

Punto 1 : Interseccibn de lo recto de restriceién R con el e-
je de laos y's.
P, (0,300) (obtenldo enel paso 3 : b de
-300)
Punto 2 :  Intersecciénde lo recta de restriccibn R y la recta

de restriccibn R2.

RI: y £ -2x+400
C Ry y <300



' Por el método de igualocién .
300 < -2x+400
2x- £ 400-300
x< 100
2

x £50 y £.300
Entonces el punto de interseccién es P2=(50,300)

Punto 3 + Interseccién de la recta de restriccién R] con la -

T -recto de restriccién Rg. o
Ri:oy & -2x0400

Rit -y £ -3x+534

3 .
Por el método de igualocién
-2x+400 < -Ix+534 y £ -2x+400
-2x+3x £ 534-400 y £ ~2{134)+400
x £134 y < 132

Entonces el punto de-interseccién as‘P3=H34, 132}

Punto 4 : . Interseccién de la recta de restriccibn R3 con el e
jo de las x's.

P‘(I78,0) {obtenida en el poso 3)
+ Graficondo :
Y
600
N R]
so0 [
N
3 N
00 LR
Q‘ N
R

1) R I B i\ e =R

200

REGION FACTIBLE {134,132}
100
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+ Obtenidos todas las esquincs de lo regi6n factible, se sustituyen
los valores de coda una en lo funcién objetivo y se selecciona a-
quello que preduzca el valor méximo de E.

En ol ‘ejemplo Funcién Objetive

Esquina Plx,y) E = 40x+10y

P, 10,300) E = 40(0)+10(300) = 3000

P, {50,300) E = 40(50)+10(300 = 5000

P, (134,132} E = 40{134+10{132) = 6710
PAlwa,o) E = 40({178)+10(0) = 7120 -4

Efectividod Moximo

+ Lo anterior indica que de los 4 combinaciones de cantidad de uni-
dodes que deben producirse de los dos artfcules *x* y *y" , la -
que produce la contribucién méxima { E=7120 = E=6710 E=5000
£=3000) es 178 unidodes del producto "x" y 0 unidades del produc-
to "y", siendo entonces esta ¢ltima la solucién del problemo de
Progromacién Lineal plonteado.

8.5.3  MINIMIZACION

+ Ha sido ilustrado el Método Gréfico para solucionar problemos de -
Programacién Lineol y especificomente problemos de moximizaeién.
Puede oplicorse fécilmente diche método a los problemas de minimi
zacibn, reolizando unos cuantos combios pertinentes.

8.5.3,1  PLANTEAMIENTO DE UN PROBLEMA DE MINIMIZACION

+ Se utilizar4 también un ejemplo préctico pare faocilitar la com =
prensién del concepto de minimizacién y su Método de Solucién Gré
fica. ’

+ Elemplo :

- Lo fébrico de yogurt Donone, adquiere 2 tipos de productos pare
fabricar sus productos : el producto “x* que es leche de vaca y
el producto *y* que es fruta. El precio del primero es de $70
kg. y el del segundo de $105 kg.

- Cado frasco de yogurt requiere 3 ingredientes pora ser alimenti
cio y cumplir con los requerimientos de scbor -
a) Glucositos, en una cantidod m{nimo de 20 uds. por kg.

b) Minerales, en una cantidad minimo de 48 uds, por kg.
¢) Vitaminas, en una cantidad minime de 60 uds. por kg.
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- Los contenidos de ingredientes nutritivos de lo leche y lo fru-
ta comprodas son:
- un kg. de leche contiene : 0 uds. de glucositos, 8 uds. de mi
nerales y 6 uds. de vitaminas.
- un kg.de fruta contiene : 4 uds. de glucositos, 2 uds, de mi-
nerales y 3 uds. de vitaminas.

- El problemas consiste en calcular conqué combinacién de le -
che {x) y fruta (y) debe producrise cada yogurt, con el fin -
de “minimizor” el costo de dicho producto y satisfacer los re
querimientos o restricciones nutritivas y de sobor .

8,5.3.2 METODO GRAFICO

+ Se seguirGn los mismos 4 pasos descritos en el problemc de maximi
zocibn con olgunos pequefias modiflicaciones :

Paso -1

+ Se concentro la informacién del probleso en uno tobla:

Ingredientes Contenidos Requerimientos M{nimos

.| Producto x | Producto y Nutritives y de Sober
{en uds. x kg. )l{en uds. x kg.} (en uds. x kg.)
Glucositos 0 4 20
Mineroles 8 2 48
Vitominas é 3 &0
costo
por unidad: $40 $105

+ Se establece la funcién cbjetivo, solo que ésta se referirs en -
vez de o lo efectividad “E”, al costo “C" de los productos “x* y
"o,

E [
nelejemplo s ¢ 00 4 105y

Paso 2

+ Se expresan matem§ticamente las restricciones en forma de inecua-
ciones lineales; obsérvese que en el caso de minimizacién, las ‘e-
cuaciones tienen el signo " 2 " , en virtud de que se tiene gue -
cumplir con requerimientos minimos. '

254



Er ¢l ejemplo :

Minimizor C = 70x+105y .
Sujeto o 3 Simplificondo :
R, 4y > 20 R‘ ' yz25
R, +  Bx+2y 2 48 R2 1 dxey 2 24
Ryt éxedy 260 Ry 1 2xsy 220
Paso "3

Se expresan en forma gréfica las desigualdodes de restriccibn; ob
sérvese que en el caso de minimizocién, las inecuociones represen
tarén un 4rea limitada por uno recta.

Al ser el signo " 2 ", el é&rea corresponderé a lo superficie supe
rior o lo recta limite (superficie rayado en lo gréfico).

Pora graficar, se obtienen dos puntos de cada recta de restri -

ccibn,

En el ejemplo :

Ry R2 ) R3
y 25 dxey 2 24 2xsy 2 20
. y > -4x+24 y 2 -2x420
donde b=5 donde b=24 donde b=20
y sii y=0 y ai y=0
02 -4xe24 02 -2x+20
4x2 24 &x2 20
x2 24 x2 20
) 7
x> 6 x 2 10
P(0,5) P{0,24) P{6,0) P(0,20} P{10,0)

Lo gréfica resultante es representada en la pagino siguiente. N6_
tese que la regién foctible respetc las tres restriccionesa de re-
querimientos nutritivos y de sobor de los productos “x” y "y".

Poso 4

Conociendo la regién foctible, se calculan las coordenados de co-
do una de las esquinas o puntos de interseccién, pora determinar
en qué punto {x,y) se do lo combinacién adecuada que minimizo lo
funcién objetivo y cumple las restricciones o la vez.

En el ejemplo :
Punto 1.: Interseccibn de lo recto de restriccién R2 y el e-
je de los x's,
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P|‘0,24) lobtenida del paso 3: b de R2=24)

Punto 2 : - Intersecciébn de lu rectu de restriccidn R2 y la
recta de restriccién R3.
R2 t oy 2 -4x424
R3 Ty 2 -2x+20 ’
Por el método de jguolecién
=4x+24 2 -2x+20

y 2 -2x+20
~4x+2x 2 20-24 y 2 -2{2)+20
“2x 2 -4 y 2 -4+20
x2 -4 y2 16

2

x22 ‘
.. ... . .Entonces el punto de interseccién es P2(2, 16)
Punto 3.1 Interseccién de lo recta de restriccién Ry lo
recta de restriccién R3'
’ Rl 1y 25
R.':l 1y 2 -2x+20
Por @l método de iguolocién
; 52 ~2x420 y25
2x 2 205
x2 15
-
x2 7.5
Entonces el punto de interseccién es P3(7.5,5)

+ Graficondo :

24 LP10,24)
22+
20 &
18 ¢ REGION FACT]BLE :
16
14
12 %
10 ¢t
8 r‘
¢ o s s A » R
4 \5’3(7.5,5) \\ 1
AY \
2 | \‘RZ \':\\RS s
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+ Obtenidas las coordenodos de cada esquina de la regién foctible,
se sustituyen en la funcién objetivo para seleccionar aquella que
produzca el valor minimo de "C".

En el ejemplo :
Funcién Objetivo

Esquina Pix,y) C = 70x+105y
P](o,u) C = 70(0)+105(24} = 2520

: P2(2,16] C = 70(2}+105(16) = 1820
P3(7.5,5) C = 70{7.5)+105(5) = 1050 -3

Costo M{nimo

+ Lo anterior indica, que de los 3 combinaciones de leche (x) y -

fruta (y) para elaborar el yogurt, aquella que cumple con los re

. querimientos nutritivos y de scbor y que genera el costo m{nimo
posible,es 7.5 gr, de leche y 5 gr. de fruta,

+ Hon sido ilustrados dos problemas prototipo de Programocién Li -
neal, los cubles se dan muy frecuentemente en la reolidad; es -
tos dos problemas prototipo son an@logos en su estructuro o cual
quier problemo de Progromocién Lineal,

+ - Por Gltimo, es importante hacer mencibdn de que existen "Métodos
Algebréicos” para lo resolucién de problemos de este tipo, los -
cubles no se restringen al coso de "2* voriables (pueden involu-
crar més), sin emborgo, dichos métodos quedan fuera del Gmbito -
intreductorio de este traobaojo.

PROBLEMAS POR RESOLVER

1) Lo empresa “TeJidos Finos", produce dos tipos de productos: cal
cetines y guantes; cada unidad del primer producto produce una
contribucibn [precic de venta menos gostos variables por unidod)
de $25 y cada unidod del segundo praducto produce una contribu -
cibn de $38.

Los productos se procesan en 3 tipos de miquinas: A,B y C; el -
primer producto requiere 1 hora en la mbquina A, 1 en lo By. -
" 3.75 en lo C; el segundo producto requiere 2 horas en la mdquina
A, 2enlcBy3enlaC,
Sin embargo, el tiempo disponible de las méquinas A, B y C esté
limitodo o 1000, 1200 y 3000 horas mensuoles respectivomente.
Colculor cubnto debe producirse de guantes y de calcetines para
maximizar lo contribuci6n.

2) Determine lo combinacién de crema y leche que debe producir unao
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3)

empreso de lécteos pora moximizar sus utilidades, considerando -
que lo cremo genero una contribucién total de $27 por unidad y -
la leche de $20 por unidad, y que cado porducto peso por 4 depar-
tamentos cuyos horos estén restringidos segin el siguiente cua -
dro :

Requerimientos de Tiempo : H

loras

Departamento: Crema (x) Leche {y) Disponibles:
. {en hrs,) {en hrs,)

Extraccién 0 2 800
Desinfectontes 2 3 1500
Pasteurizacibn 1 1 600
Empaque 3 2 1500

La compafifa Mexicana Textil fobrica octuolmenta dos productos nue
vos, con una produccién actual diaria de 50 unidades del modelo -
ES-4001 y 100 unidades diarios del modelo LS-4002 ; el director -
sabe que lo compafifa puede vender cualquier cantidad de estes pro
ductos y, deseo saber si podrion aumentarse las gonancias combian
do 1o mezcla de productos entre los dos modeloa. Ha sido obteni-
da la siguiente informacién ocerco de las horas requeridos paro -
la fabricocién de cade modelo y las capacidades de cado departa -
mento de la fébrica, as! como la contribucién total por unldad -
que coda modelo genera.

Requerimientos de Tiempo :
Departamento Capacidad
de Fabricacién: ?En“a?: )(X) 5:;‘323 ()y) Departamental:
1 3 0 450
2 0 ) 1200
3 [ é 1320
4 1.5 1.2 300
Contribuctén
por unidad : $58 482

a) Determine lc mezcla éptimo de produccién, suponiendo que lo -
empreso tiene capacidod para vender los cantidodes que seon.

b) Colcule qué oumento significaric en la contribucién a los cos-
tos fijos y o las gonanciaos esto mezcla éptima.en comparocibn
a la octual mezcla.

c) Si por combios en el precio de venta del modelo ES-4001, la --
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4

5

contribucién del mismo aumentara en $25 por unidad, icubl serfo -
lo mezclo éptimo de productes?.

Lo mismo empresa textil del problema anterior debe comprar dos -

sustancios para colorar los listones y los elasticos; las dos sus

toncios o materias primas llevan uno combinocién de tres colores:

- Codo kg. de la materia prima | contiene, odemis de otras sustan
cias : 2 gr. del colorante 1, 3 gr. del colorante 2 y 4.5 gr. -
del colorante 3.

- Del mismo modo, cado kg. de le moteria prima 2, contiene 5 gr.
del colorante 1, 3 gr, del 2 y 9 gr. del 3.

Todos los productos de lo empresc que serén tefiidos can estos sus

tancias deberén contener un minimo de 200 gr. del coloronte 1, de

90 gr. del 2 y de 180 gr. del 3.

El costo de la moteria prima 1 es de $40 el gr. y el de la mate -

rio prime 2 es de $60 el gr.

El gerente de compras desea que usted le calcule que contidad de

cado uno debe compror o codo proveedor para minimizar los costos

y cumplir con los requerimientos de produccién.

Cada cajo gronde de harino para pastel fobricado por "industrics
Pronto*, debe contener un minimo de 900 gr. del ingrediente |, -
1200 gr. del ingrediente 2 y 700 gr. del ingrediente 3.

Lo horina se hoce con dos materios primos : A y B; cado kg. de lo
A contiene 150 gr. del Ingrediente 1, 150 gr. del {ngrediente 2 y
700 gr. del ingrediente 3; cuda kg. de lo materia prima B con --
tiene 300 gr. del ingrediente 1, 400 gr. del 2 y 100 gr. del 3.
Si lo materia prima A cuesta $157 el kg. y lo B $201 por kg. col-
cular las cantidades de los dos maoterios primas que deben compror
se para producir cada caja de haring,respetondc sus requerimien z
tos y teniendo un costo minimo.
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- CAPITULO  IX

LOGARI TMOS
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9.1 DEFINICIONES

?.1.1 LOGARITMO
+ En ocosiones, pueden encontrarse expresiones de la forma * y=a" *
en los cuSles es necesorio conocer el volor de “x". For los mbto
dos tradicionules del Algebro no es posible despejar dicho varia-
-ble, sin embargo utillzando las operaciones conocidas como “logo
ritmos®, lo situacién unterlor desaparece.

+ . En lo -xpruibn ’ -o *, se le lloma *bose” o lo ¥a* y *exponen-
Cte" 0 lo "x", -

+ . El "logarltmo de un nimero es, el exponente al cudl se debe ele
var otro nomero llomodo base, pora que reproduzco el primero.

+Los logoritmos se representon por :

logb
“ Donde “6” es lo base.
Ejemplos “:
1 2%-8 3 es el logaritmo en base 2 de 8, porque 3 es

el exponente ol que se debe de elevor lo base
2 para obtener 8 ; este logorumc se represen
to 10328 3=

2) el log,81=4

'3) 82125 --- Log, 125-3

4) 8°=44  w-- l°98“=2

5) 10%-1000 -- log,,1000-3

+ Generolizondo :
i= Lo expresién "
Yy =a
- Se puede representor como
= log v
*x" es el logoritmo an base "o de “y*, en donde ;

o - es lo bose del logoritmo

x --p o3 ¢l logoritmo-en bose "o de "y"

y -0 es el nomero del cuél se esté obtenjen-
do e! logoritmo,
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De lo anterior se deduce que :

y=a

X = logu y

Se le lloma “forma exponen
cial” y permite colcular -
"y" en funcibn de "x",

Se le llama "formo logo-
ritmica” y permite cono-
cer "x" en funcién de -

"y".

9.1.2  SISTEMAS DE LOGARITMOS

-

La “base’ de un sistema de logaritmos puede ser cualquier nimero
positivo, Nétese sin embargo, que la unidad no puede tomarse como
base, porque todos los potencias de 1 son iguales o 1.

Puediéndose tomar como base cuolquier nGmero positivo, el nimerc
de sistemas de logaritmos es ilimitodo.
Sin emborgo, los sistemos gensrolmente usados son dos :

a) Sistemo de logaritmos decimales, cuyc bose es 10,
b) Sistema de logoritmos noturales, cuya base es el nimero *e* |

el cu6l tiene un valor de 2.71828182845}).

Los logoritmos que Interesan pora efectos de este capitulo son
los logaritmos base 10, llamodos logaritmos decimales, vulgaores
de Briggs.

9,1,3  PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS

1) Lo ”’bose" de un sistema de logaritmos no puvede sér negotivu.

Si fuero negativa, sus potencias pores serfan positivas y
sus potencios impares serfon negativas, y por lo tonto ha

En cualquier sistema de logeritmos, se cumple que :

bria nimeros positivos que no tendrign-logaritmo,

Efemplo .

“-3" es una busa‘ncgotivc:

log .81 =4 -3,=81
log ,-27=3 -3
-3 %27

109_327 =1

se negotiva.

2} Los nimeros negativos no tienen logoritmo.

su potencio par es positiva
su potencio impar es negativa
el nomero 27 {pcsitivo), nc
tendrio logaritmo en esta bo

Si lo bose es positiva, todas sus potonéins, yo sean pores o
impores, son positivas y nunca negotivas.
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De lo anterior se deduce que :

y=a

X = logu y

Se le lloma “forma exponen
cial” y permite colcular -
"y" en funcibn de "x",

Se le llama "formo logo-
ritmica” y permite cono-
cer "x" en funcién de -

"y".

9.1.2  SISTEMAS DE LOGARITMOS

-

La “base’ de un sistema de logaritmos puede ser cualquier nimero
positivo, Nétese sin embargo, que la unidad no puede tomarse como
base, porque todos los potencias de 1 son iguales o 1.

Puediéndose tomar como base cuolquier nGmero positivo, el nimerc
de sistemas de logaritmos es ilimitodo.
Sin emborgo, los sistemos gensrolmente usados son dos :

a) Sistemo de logaritmos decimales, cuyc bose es 10,
b) Sistema de logoritmos noturales, cuya base es el nimero *e* |

el cu6l tiene un valor de 2.71828182845}).

Los logoritmos que Interesan pora efectos de este capitulo son
los logaritmos base 10, llamodos logaritmos decimales, vulgaores
de Briggs.

9,1,3  PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS

1) Lo ”’bose" de un sistema de logaritmos no puvede sér negotivu.

Si fuero negativa, sus potencias pores serfan positivas y
sus potencios impares serfon negativas, y por lo tonto ha

En cualquier sistema de logeritmos, se cumple que :

bria nimeros positivos que no tendrign-logaritmo,

Efemplo .

“-3" es una busa‘ncgotivc:

log .81 =4 -3,=81
log ,-27=3 -3
-3 %27

109_327 =1

se negotiva.

2} Los nimeros negativos no tienen logoritmo.

su potencio par es positiva
su potencio impar es negativa
el nomero 27 {pcsitivo), nc
tendrio logaritmo en esta bo

Si lo bose es positiva, todas sus potonéins, yo sean pores o
impores, son positivas y nunca negotivas.
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+

3) En cuclquier sistemo el logaritmo de 1" es igual o *0",

' logb 1=0 I )

Cualquiero que seo la bose, si se eleva ésto a lo potencia -
“9", resulta "1":
b% = 1y entonces: 1obb1 =0
Ejemplo: ’
250= y entonces: 109251= 0

4) En cualquier sistema de logaritmos, el logaritmo de lo base -
mismo es igual o "17,

logb b=

Cualquier bose elevada a le potencio "1" do como resultodo -
lo misma base
b‘ =b y entonces: logbb=
Ejemplo:

251 - 95 y entonces: 1092525= 1

9.1.4 LOGARITMOS DECIMALES

Como fue mencionodo, los logoritmos que intereson pora efectos de
este copitulo, son los de base 10, en virtud de que son los mas -
cominmente usados por lo focilided para culculurlos.
De acuerdo o lo definicién de logaritmo, se llomaré "logaritmo de
cimal” de un nimero, al exponente ol cuél se debe elevar la base
10 poro obtener dicho nimero.
En los logoritmos decimales, se acostumbro no escribir lo bose, y
se sobrentiende que ésto es igual ¢ 10,

Ejemplo:

log 25 = log]0 25

9.1.5 ~ PROPIEDADES PART!CULARES'DE 1.0S LOGARITMOS DECIMALES

Los logaritmos decimales cumplen con olgunas propiedodes particu-
lores que hon hecho de ellos los més comunes en su utilizacién.
Serén onolizados dichos propledades
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1) En el sistemo de logoritmos decimales, los Gnicos nimeros cv
yos logaritmos son nimeros enteros, son las potencios de 07

10; = 10,000 log 10,000 = 4
10, = 1,000 log 1,000 =3
107 = 100 log 100 =2
|00 =10 log 10 =
IO_‘ =1 log | =0
05, =4 log .1 = -1
107, = .00 log .01 = -2
n)'4 = ,001 log .001 = -3
10°! = .oo0y log .0001 = -4

2) El logoritmo de todo nimero que no sea una potencio exocto -
de 10, no es un nimero entero, sino que consta de: uno parte
decimal, o de uno parte entera y otra decimol,

log 5 = 6990
log 25 =~ 1.3979

CARACTERISTICA Y MANTISA

La parte entero de un logaritmo, situado antes del punto se-lla-
mo “Carocter{stica”,

Lo parte decimal de un logoritmo, situodo después del punto, se
lloma *Mantiso”.

Ejemplo

log 25 = 1.3979 caracter{stica = |

montiso L3979

€s importonte resaltar que :

+ Lo corocterfstico puede ser : positiva, igual o "0 o
.negotiva,

+ Lo montisa siempre serd : positive o lguol a "0* (ai se .
trota de uno potencio exacto de 10).
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?.2.1  PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LA CARACTERISTICA DE UN LO

GARITMO

+ Lo caoracter{stica de un logaritmo se determina de acuerdo con las

siguientes reglas :

1) Si el nimero es mayor que uno, la caracterfstico: es positive
e igual al nimero de cifros enteras ( o lo izaquierdo del pun-
to decimal) disminuido en unc unidad.

Ejemplos:
Nomero Caracteristica de su logoritmo
5397 3
{Nétese que la contidad 5397 compren
de 4 cifras antes del punto decimal;
entonces lo caracteristica del logo
ritmo cor\rruspondlente es: 4-1=3).
24% 2
905 2
34.8 ]
613,15 2
19851.10 4

2} 81 el ntmero es menor que uno (sélo tiene parte decimol), la -
caracter{stica: es negative e igual al nimero de ceros que ha-
ya irmediatamente después del punto decimol,aumentado en ung -

unidad,

El signo negativo de lo coracteristico se acostumbro escribir
encimo de ésta, pora indicar que solo lo carocter{stico es ne-

gativa,
Ejemplos
Nomero Caracter{stico de su logoritmo
005210 3

{N6tese que la cantidad .005210 tie-
ne dos ceros después del punto deci-
mal y ontes de lo primera cifra sig-
nificativa; entonces lo caracter{sti
co del logaritmo corresponde a: --
2+41=3) .
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2525 -
.00010
.00425
.00008
.20000

—l ol fm) j—t

9.2.2  PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LA MANTISADE UN LOGARITMO

+ Lo montiso o parte decimol de un logoritmo se obtiene por modic
de "Tablos de Logoritmos”.

+  Los tablos de logaritmos son cuadros que contienen los mantisas

de los logoritmos hosta un limite que voric segin lo extensién -
de los tablos.
Existen tablas que proporclonun las montisas con tres, cuatro y
mbs cifros decimales, sin emborgo, para los célculos a realizar
en este copftulo, es suficiente monejor con destreza, los tablos
de logoritmos con 4 decimoles.

+ Con el fin de facilitar los célculos o reclizar en este copftu-
"o, se incluyen en la pégino siguiente los tablas de logaritmos
“con cuatro decimales.

+ . Para determinor la mantisa del logaritmo de un nimero vy utilizan
do tablas del tipo al que se ha hecho referencio, se sigue la sT
guiente-regla :

* Se determina lo mantisa, buscando en lo tublo, en la primera -
colunna de la izquierda (N}, el nOmero formodo por los dos pri -
meras cifras del nGmero propussto, empezando por su primero ¢i -
fro significativa. Se sigue en el renglén correspondiente hasto
“-llegar o la columnc encabezada por lo tercera cifro del nimero -
- dodo; y en el cruce del renglén y la columna se encuentra la man
tisa buscada.” (20)

+ Si el nGmero tiene menos de tres cifras,se completa con ceros y
se busco lo mantisa.

+ Si el n(mero tiene 4 cifras, o lo montisa sncontrado para los -

+ tres primeras cifras se le ogrego lo parte proporcional que do -

la tabla pora la cuarta cifro. La sumo obtenida seréd la mantise
buscada.

{20) Cobollero Arquimides, Mortinez Lorenzo, Bernérdez Jests. "Mo
tembticaos”. Pag. 372, -
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Fuente: Coballero Arquimides, Mort{rez Lorenzo, Bernérdez
s0s. “Toblos Matembticas”.
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EJERCICIOS RESUELTOS

" 1) Determinar el logoritmo de 764,
La coracter{stica de este nimeroc es 2. :
Para encontrar la mantiso se busca en laos tablos, en la primera
columno de lo izquierda {N}, el nimero formado por las dos pri
meros cifras del ntmero dodo, es decir 76, Se sigue el ren =
glén correspondiente hasta llegar o lo columna encobezada por
4, tercera cifro del nimero dodo, y en el cruce del renglén y .
la columna se encuentra la mantisa buscado: 8831,
Entonces:
. log 764 = 2,8831

2} Determinar el logoritmo de 9268
La caracter{stica es 3.
Se encuentra primero la montisa del nimero formado por sus - --
tres primeras cifras siguiendo el procedimiento del ejemplo -an
" terior, Lo montisa de 926 es: 9464, Por el mismo renglén se
continGa hasta llegor a la columno de portes proporcionoles en
" cobezado por la cuarta cifra del nimero dado (8) y en-el cruce
se encuentra el nimero 4, - Sumando : 9646+ 4 se obtiene 9670,
que es la mantisg buscoda.
Entonces:
© log 9268 = 3.9670

3) Haollar el logaritme de 54,
Lo caracterfstico es 1,
Paro hollar lo mantiso de este nimero que tiene menos de tres
cifras, se completo con ceros, es decir se busca la montiso de
540 : 7324,
Entonces:
log 54 = 1,7324

4) Hallar el logaritmo de 706,4
La caracter{stica es 2.
Para hallar lo montisa, "se prescinde del punto decimol”; es -
decir se busca la mantisa de 7064 que es: 8488 + 2 {parte pro -
porcional} = 8490,
Entonces :
: log 706.4 = 2.84%90

§) Hallar el logoritmo de 0.00682

Lo coracter{stica es 3.
Poro hallar lo mantisa se prescinde del punto decimal y se to -
man solo las cifros significotivas: 682, encontréndose que la
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mantisa de dicho némero corresponde a ; 8338,
Entonces: .o .00682 = 3.8338

+ Por Oltimo, puede generolizorse, que los nimeros que solo difie-
ren en la localizacién del punto decimal, tienen la mismc manti-
8o, variondo Onicomente la carocter{stica.

Lo anterior es en virtud de que en el célculo de la montisa se -
hoce coso omiso del punto decimal,
Ejemplo:

log 7394 = 3.8488 log .7394 = 7.8488
log 739.4 = 2.8688 log .07394 = Z.8688
log 73.94 = 1.8688 log .007394 = 3.8488
log 7.394 = 0.8488 log .0007394 = 4,8688

EJERCICIOS POR RESOLVER

+ Hallor los siguientes logaritmos
1} log 8

z 6) log 7?6.5 =
2) leg 9.9 = 7) log .0076 =
3) log 228 = 8) log 8.001 =
4) log 4329 = 9) log 1 =
5) log .2'= 10} log 7.255 =

9.3 LOGARITMOS NEGATIVOS

+ Aun y cuondo se ha mencionado que lo corocter{stico de un logo ~
ritmo puede ser positivo o negativo y la montisa del mismo siem-
pre seré positiva algebréicomente puede obtenerse que un logo -
ritmo sea negative tanto en la caracteristica como en la manti -

sa. :
Ejemplo: )
Considerando que el logaritmo de 0.07394 es 7.8688, se ten ~
drfo :
2.8488 = F + 0.8468
caracterfstica mantiso
= <2 + 0.8688
Sumando algebréicamente :
= -{l1.1312)

+ Nbtese que el hecho de que la mantisa de un logaritmo sea nog&tl
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A)

vo se debe o la oplicacién del Algebra, ounque de origen ., di -
cha mantisa nunco podré ser negotiva. -

Lo anterior puede ser confirmado obteniendo el logaritmo en cual
quier calculodora de bolsille, 'ya que éstas no pueden manejar nl
meros con portes positivos y negativas al mismo tiempo.

En conclusién )

Un “Logaritmo Negativo” es aquel en que tanto la caracterfstico
como la montisa son negativas.

Procedimiento para transformar un logaritmo con caracteristica
negativo y montisa positive, en un legaritmo negotivo :

Dado un legaritmo con caracterfstica negative y montisa positf -
va, pera convertirlo en un logaritmo negativo, "se suma uno o lo
coracterfstica y se resto uno o la mantisa”, operacién que no al -
tera lo cifro doda,

Ejemplo: _
Convertir el logaritmo 3.7190 en un logoritmo negativo.
’ 37190 = (-3) + (+.7190)
Sumando y restondo 1 ¢ (+1) (-1}
(-2) + (-.2810)

De este modo se tiene

un logoritmo negativo: -(2.2810)

Esto conversién, como se ver& posteriormente, es escencial cuon-
do se multiplican o dividen logaritmos entre uno cantidad deter-

. minoda, yo que resultaria complicado manejor por separado la ca-

racter{stica y lo mantisa que tienen signos diferentes y determi
nar qué signo tendric el resultodo.

Ejemplo:
4 Cébmo resolver ? : 1.7190
o) 4(3.7190) b) B

Se convierte el logaritmo

en un logaritmo todo nega

tivo: -
3.7190 = -(2.2810)

Se multiplica por la can-

tidad doda: .
4(-2,2810) = -9,1240
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Se convierte el ‘legoritmo -
en un logaritmo todo nega
tivo:
3.7190 = -(2.2810)
Se divide entre lo conti-
dod doda:
-2.2810 =
8

-.2851



+ Ahora bien, en ocusiones es necesario reclizor el proceso contra
rio : . :

B} Procedimiento pora tronsformor un logaritmo negativo en un loga

ritmo con coracter{stica negativo y mantisa positiva

+ Dado un logoritmo con caracterfstico y montisa negativas, con el
fin de volver positivc o esta Oltimo, "se resto uno o lo corocte
ristico y se suma uno o la mantisc”, operacién que tampoco alte-
ro lo cifra dada.

Ejemplo:
Convertir el logaritmo -{2.2810) en un logaritmo con caracte
ristica negativo y montisa positiva,

-{2.2010) = (-2) + (-,2810)
Restando y Sumando |« {-1) + (+1)

{-3) + {+,71%0)
De este modo se tiene :
un logeritmo con corac
ter{stice negotivo y - -
mantisa positiva: = 3.7190

-+ Eata conveﬁsién, como se verd también posteriormente, es funda - '
mentol cuando se realizan sumgs y restas entre logaritmos.

Ejemplo:
& 'Cémo sumar ?

2.7214 - (2.2810)
Se convierte el logaritmo negotivo en un logaritmo con manti
. o posltivu:
2.7214.- (2.2810) = 2.7214 - 3.7190
Se suman- las caructer(sticas y las mantisos por separado:
27214 -3,7190 = 7+ .7214 + T + 7190
+ 3+ 7214 + 7190
+ 1+ 4404
+ . 4404
4404

LTI TR T
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9.4 LEYES DE LOS LOGARITMOS

+ Las leyes de los logaritmos son fundomentalmente cuotro :



A) Ley del logoritmo de un producto.
B) Ley del logaritmo de un cociente.
C) Ley de! logoritmo de uno potencia.
D) Ley del logoritmo de uno rofz.

9.4,1 LOGARITMO DE UN PRODUCTO

L_GZ .

E! logaritmo de un producto de dos o més factores, es igual o lu
suma de los loguritmos de coda uno de estos factores.

lc:gb (A+B)= lngbA + logbB

Demostracibn

51, b* = A y b’ =8
Entonces : X = logbA y y =z logbB
Si se desec multiplicar

(A*B), se tiene que: A+B = b* bY

Y de acverdo a las le - R

yes de los exponentes; A'B = bxi 4

Entonces, “x+y" es el -
logoritmo del producte
(A*B), pues es el expo-
nente al. que se debe e-
levar la bose "b* para

obtener (A*B). logb(A'B) = X4y

Pero si: ! x = logA y y = log B
Sustituyendo se com -~

pruebo que : lcgb(A'B) = logbA + logbB
Ejemplo

Encontrar el valor del logoritmo de (226)1{8232).

log {226-8232) = log 224 + log 8232
2,354) + 3.,9155
6,2696
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9.4,2 LOGARITMO DE UN COCIENTE

Loy

El logaritmo de un cociente es igual ol logoritmo del dividendo
menos el logaritmo del divisor :

log = logbA - logbB

A
8

Demos tracién
Si: b= A y bY=B
Entonces X = logbA y Y= logbB

Si se deseo dividir A: A"
8 B Y
Y de acuerdo con las -

leyes de los exponen - A
tes: B

Entonces, “x+y” es el
logoritmo del cociente
A/B, pues et el sxpo -
nente ol que se debe e
levor lo base "b* para log, A
obtener A/B : B

Sustituyendo que: x = logbA y . y-= logbB

x=y

Se comprueba que: loQb-g— = logbA - logbB

Ejemplo

Encontrar el valor del logaritmo de 226

8232

log - 226
8232

log 226 - log 8232

2.3541 - (3,9155)

-{1.5614) )
Convirtiendo este logoritmo negativo a uno con caracter{stico
negotiva y mantisa positiva se obtiene que :

-(1.5614) = 2.4384 ( v

Puede comprobarse que el logaritmo de 226/8232 es 2.4386, ob -
servando en toblas que el logaritmo de 02745 es 2.4386,

[

274



9.4.3 -~ LOGARITMO DE UNA POTENCIA

tey

El logaritmo de uno potencia es igual al exponente de la poten =
cia, multiplicado por e! logaritmo de lo bose de la potencia.-

log A" = 1 (ldgb A)

= exponente de lo potencio
A = bose de la potencia.

Demostrocién
Sis b = A
Entonces: X = logb

Si se elevo ambos miembros
de b =A o lo potencia n: B*" = A"

Ahora, sl "nx” es el expo-
nente al cudl se debe ele-
ver lg base “b* para obte-
ner A, entonces “nx”, es

el logurltmo en bose "b" - log, A® =
de A" o9yt = X

Pero como se vié en un -
principio de esta demostra

clbén: X = logbA
Sustituyendo se compruebo
que: !ogbAn =n (logbA)
Ejemplo
Encontrar el valor del logoritmo de (68),
log (68)* = 2 * log 48
= *1.8325
= 3 4450

Puede comprobarse que el logaritmo de (68)* es 3.,6650, obsorvun-
do en las tablas que el logoritmo de 4624 es 3.6650
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©9.4.4 " LOGARITMO DE UNA RAIZ

Loy
El logaritmo de une rofz es {guol ol logaritme de la contidad -
subradical, dividido entre el {ndice de la rofz.

logb VA = logbA
n
Demostracién
St b* = A
Entonces: x = logbA
Si se desec extraer la rofz
enbsimo o ombos miembros de " .
b%: A, se tiene Ofo* - R
De acuerdo o las leyes de - win o
los exponentes . b™ = VA
Ahora, si "x/n" es el expo-
nente al que se debe elevar
la_bose “b" paro obtener -
NY& . *x/n* es_el logaritmo 1 R = )
bose *b* de "VA . o9, b %‘-
Sustituyendo que: X = l°gbA
Se gompruebo que logn 0= logbA
n
Ejemplo

Encontrar el valor del logoritmo de 3/.089

log *v 089 = log .089

= 7.9494
3
Aqul se presenta de nuevo: 4Cémo dividir unc contidad que tle-
ne su porte entero negotiva y su parte froccionaria pbsitivu
entre un nimero determinado. Parc resolver lo onterior es ne -
cesarioc convertir todo el nimero en uno cantidod negativa, si-
guiendo el procedimiento antes explicado. Luego
2.9494 = -(1.0506)

276



Entonces:
log *V.089 = -1,0506
3

= -,3502
Y chora es necesoric convertir este logaritmo negative en uno
con mantiso pesitiva :
-.3502 = 1.64%8
Entonces:
log *v.089 = 1.6498

9.5 ANTILOGARITMOS

Definicién

+ . Determinar un "Antilogoritmo” consiste en encontrar el nimero ol
que corresponde un logaritmo dado.

+ El antilogaritmo de un némero se representa por:

antilogb

Donde;

b = buse
Sin embargo, recuérdese que para efectos de los logaritmos deci-
males, no es requisito poner la bose, se sobrentiende que es 10.

Tablos

+ En los tablas de logoritmos, ademés de hallar el logoritmo de un
nGmero, se puade resolver el problema inverso, es decir, conoci-
do el logaritmo de un némere determinar dicho nimerc.

+ Sin embargo, con el fin de agilizor los célculos existen “tablas
" de antilogoritmos” “que permiten obtener éstos con moyor rapidez,
mismas que son incluidas en lo siguiente pbgina.

Procedimiento

+ Para encontrar en los tablas el antilogaritmo de un nimerc se -
procede de acuerdo a lo siguiente regio':

" Para obtener el ontilogaritmo de un logoritmo dodo, buscomos -
en la primera columna de la izquierdo de las tablos de ontilogo-
ritmos, el nomero formade por los dos primeras cifros.de lo mon-
tiso doda. Se sigue por el renglén correspondiente, hasta llegar
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o la columna encabezoda con la tercera cifro de la mantisa, y -
se anoto ¢! nimero que se encuentra en el cruce,

Se continlo por el mismo renglénhasto la columna de las partes
proporcionales morcada con la cuarto cifra de lo mantisa,y el -
nGtmeroc que ah{ se encuentro, se suma con el anotado anteriormen
te, obteniéndose osi los cifros del ontilogaritmo buscodo, empE
zando por su primera cifra significativa.” (21}

La coracterfstico por su porte, indica el lugar donde debe colo
carse el punto decimol o bien, el nimero de cifras enteras on -
tes del mismo.

- 81 lo coracterfstico es positivo, el nimero de cifros enteras
antes del punto decimol seré igual o lo caracteristica més u-
no, - Nétese que hobrd ocasiones en que seré necesorio comple-
tor con ceros, :

© = 51 lo coracter{stica es negutiva, ésta indicord el lugar que
debe ocupor la primera cifro significotive a partir del punto
decimal,

Ejemplos

1] Hallor el antilogaritmo de 2.7045,

En la primera columno de la izquierdo de las tablas de ontilo-
garitmos, se localizo el nfmero .70 formado por las dos cifros
primeras de la montisa. En'el cruce de este renglén y la co -
lumno encabezada por 4 (tercera cifra de lo mantisa) se encuen
tra el nimero 5058, y en el cruce del mismo renglén con lo co-
lumna de los partes proporcionules encobezada por 5 {cuarta ci
fro de lo montisa) se hallo el nomero 6. Sumondo 5058+6, se -
obtiene 5064,

Como lo corocteristico del logoritmo dodoc 2.7045 es dos, el -
antilogoritmo deberé tener tres cifros enteras antes del pun -
to decimal,

Por tanto :

ontilog 2.7045 = 506.4

2} Hallar el nimero cuyo logoritmo es 4.3478.
Procediendo como en el case onterior, en el cruce del renglén
que empieza por .34 y lo columno 7, se encuentra el nimero -
2328; en el mismo renglén, en la columno 8 de las partes pro -
porcionales estd el nimero 4. Sumando 2328+4 se tiene: 2332.
Siendo la caracterfstico del logaritmo dadec 4, el nimero que -
ge busco debe tener cinco cifros en lo parte entera, por lo -
que se deben completar con un cero las cifras hallados,
Entonces :

ontilog 4.3478 = 23320

{21} Caballero Arquimides, Martinez Lorenzo, Bernérdez JesGs. -
0b.Cit. FPog. 374
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3) Hollar el nimere cuyo logaritmo es Z.1440

Donde se cruze el renglén que comienza con .14 y lo columno 4,
estd el nimero 1393; en este caso no se suma parte proporcio -
nal porque el cuarto digito de la montisa dado es 0.

Lo caracteristica es 2, lo cuél indica que la primero cifra -
significativa debe ocupar el segundo lugar a partir del punto
decimal, o bien debe haber un cero antes de dicha cifro signi-
ficativo.

Entonces:

- antilog 2.1440 = 01393

4) Hollar el antilogaritmo de ~{2.7590) .

Primero debe convertirse este logaritmo negativo en uno con ca
racter{stico negativa y montiso positiva, para poder buscarlo
en tablas.

(=2} + (~.7590)

(=1) + (41}

(=3) + (+.2410)
Entonces el logaritmo correcto es 3.2410, cuyo antilogaritmo -
en tablas y tomando en cuento la localizocién del punto deci -
mal dada por la coracteristica 3 es

antileg 3.2410 = .001742

5) Hallar el antilogaritmo de 5,2550 ,
antilog 5.2550 = 179900

EJERCICI0S POR RESOLVER

+ Hallor los ontilogaritmes de los siguientes nimeros :

1) 2,4950
2) 4,9866
8) -(3,4021)
4) 3.2980
5) T.7495
4) 1.1810
7).5.2794
8) 7.4484
9) -{2.5760)
10) .3333
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9.6 CALCULO DEL VALOR DE EXPRESIONES POR MEDIO DE LOGARITMOS

+ Las leyes de los logaritmos, hacen posible emplearlos en el cél-
culo del valor de diveraas expresiones.
Ejemplos :
1) Hollar el volor de 952.B *.,95, o trovés de logoritmos.
El logaritmo de un producto es igual a lo sumo de los lo-
garitmos de sus factores,
log (952.8- .95) = log 952.8_+ log .95
2.9790 + 1.9777

2.9567
Ahora bien;
952.8 .95 = antileg 2.9567
antilog 2.9567 = 905.1
952.8 *.95 = 905,)
2) Hollor el volor de 4214+ ,0023 -(-25.74) a través de logo -
ritmos.

Como un nimero negotivo no tiene logaritmo, se trabojoré
prescindiendo del signo menos de 25,76 y luego, hoyado el
producto, de acuerdo a lo regla de los signos se le pon -
dré el signo "-".
log{4214 - ,0023 -25.74) = log 4214 + log .0023+ log 25.74
3.6247 + 5.3617 + 1.4109

2,3973

4214 .. ,0023+ 25.76 = antilog 2.3973
antilog 2.3973 = 249.7
4214 0023+ -25.76 = -249.7

3) Hallar el valor de .358 por logaﬁtmos.
46.31

log .358 = log .358 - log 44.3)

4631 | T.ss539 - (1.6857) ,
Volviendo la coracter{stico negotiva y lo montisa positi-
va del segundo factor se tiene :

(-1} + (-.8657)
(=1) + (+1)

T32Y + (.3343)

Entonces: .

log 358 = 7.5539 + 2.3343
46.31 . 3 8802 N
.358 = ontilog 3.8882
I o
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" 4) Hollor el valor de(ﬂ.?Sé)é por logoritmos.
log. {6.256)° = 6(109 8.256)
= 4{0,%168)
= §,5008
ontllog 5,5008 = 317000
(8.256)8 = 317000

5) Hollor el vnlor de I~ por logaritmos.
log H = log 4
5

= ;46021
5
. = 1204
ontilog .1204 = 1.319 -
: Sy7 = 1.319

bel mismo mode pueden resclverse o través de logaritmos, tomblién
expresiones que contengan vorios operaciones .o lo vez y cuyo cél-
culo por medio de la aritmético, serfa tol vez muy tordodo.

“Ejemplos;

1} Hallar el valor de C=2l'20.)0 * 06230  por logoritmos.
9.27 * .098

1092/(_120.10 « .0623) =[{10g120.1+10g.0423) -{10g9.27+105.0%8)] 12.
{ 9.27 -.098 ) = -

[2.0792 « 2.7945 -(0.9671 + 7,9912)] /2
[.8737 - {-.0417)] /2
(8737 « 04121 12

oW B oMo

9154 1 2
antilog .4577 = 12,8688
Entonces: C = 2.8688
2} Hollar el volor de x = 3 15430 » .34 por logqritmes
742.,9 ¢+ 08

log x = log 15430+ log .34 -~ {log 742.9+ log .08)
= 4,1883 + 5'115 - (2,8709 » 2.9031)

= 3.7198 - (1.7740)
3
= ,6484
antilog .6484 = 4.4520

Entonces 1 x = 4.4520
3) ‘Haller el valor de m = /1 q9V + 45.12 - 482 por logaritmos.
PR .08+ (8.27) +
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2{l0g.89)+10g45.12+10g4825 - {10g.08+31098.27+l0g 25)
]

logm= 5
2{T.9494) +1.6544+3.6834-(7,903143(0.9175)+1.3979
logm = 7 L
\ =.1012 + 1.6544 + 3.6834 -(Z7.9031 + 2.7525 + ,3495)
og m = 3
1 5.2364 - 2,0051
egme g
logm = 1.6158
antilog 1.6158 = 41.2%
m = 41,29

4) Utilizondo logaritmos encontrar el volor de b, en la siguien
te exoresibn 1°9b L094 = 4,28

bi 2 - ona
log b %" = .094
4,28 log b = log .094
log b = log.094
T4
log b = 7.973)
4,28
Convirtiendo 7.9731 en logoritmo negativo:
log b = -1,0249
4,28

log b = -0.2399 o
Convirtiendo el logaritmo negativo en uno con mantisc posi
tiva para poder obtener el antilogaritmo

log b = T.7601 _
b = antilog 1.7601
b = 5755

5) Exprese la siguiente relocién por un solo logaritmo, es de -
cir el logoritmo de una sola cantidad :

4logA+1logC-1logh
5

4

4 log A = log A]/B

12%_5 : log C
log D = log D]

/5

4log A+ ) log C - log D = log A*+1og C'/8. Log p'/®
8 5 L log (A:-C:;:)-log 0%
= log (A*C ")

( D]IS )
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EJERCICIOS POR RESOLVER

"+ Hallar el volor de las siguientes expresiones por logaritmos:
1) . 8.10+102.2 - 3548 - 9622 _

2+ ,0025
! 2) 2432 631.50 =
.0009 24

3) 7 8
18.65‘

4 Y BT

——

1748000
; 5)  y 1985

. =

003210
1/4

6) (.02871)
(,029)2
7) 78.4- 47778 -18.4)% .7
23,2+ 37104 +(9.2) - 0.5
8) 5,915+ o089 - (sa)!
32y m-a.lB 150
9) [ 3450 ¢ (.009990)° + °y 129+ " g3

U ae.78 47830

10) 2 41,700 129.60 - 94 18
14+ 150+ (25890)°
—7

9.7 ECUACIONES EXPONENCIALES

Definicién

+ “Uno ecuocién exponencial es lo que incluye una,o varias incbgni-~
tos en un exponente, por ejemplo: a%=5, 27N v (22)

(22) Ridel L. Paul. *Algebro”, Pog.239.
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En otras palabros, las ecuociones exponenciales son oquellos en -
los cubles la "incbgnito” es el exponente de una contided.

Para poder resolver este tlpo de ecuaciones es necesario utilizar
logaritmos, )

Procedimiento para Resolver una Ecuocidn Exponencial

Paro resclver una ecuacibn exponanciol :
1) Se aplican logaritmos a los dos miembros de la ecuacién.
2} Se despeja lo incégnita.

Ejemplos
Hallar el volor de “x" en las siguientes ecuaciones :
N 8" =70

Aplicando logaritmos :

log (8%) = log 70

x{log8) ; log 70
Daspejando x

Entonces
s2.043] -

2) 32 s
Aplicondo logaritmos :

log (63‘_2) = log 245
3x-2{log 4) = log 245
3x-2 = log 245 = 2.3892 = 3,0702
Tog & .7782 :

Despejondo x
x = 3.0702 + 2 = 1,6901
K]
Entonces
63( 1.6901}-2 . 945

3) ‘3x+5 . 36x-2

Aplicondo logaritmos :
(3x+5) {logd) = (6x-2)(log3)

log 4 = 6x-2
Tog 3 3x+5
L6021 = 6x-2
4771 B

1.2620 (3x45) = 6x-2
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3.7860x + 6.3100 = 4x-2
46,3100 + 2 éx ~ 3.7860x
8.3) = 2.2140x
Despe jondo x:

[T ]

x = B.31 '=3.75%4

2,2140
Entonces
‘3(3.7534)+5 - 36(3.7534)-2
log x
o 75 % < 60000
log x
log 78 = log 40000

{logx)(log75) = log 60000
{log x) = log 60000

log 75
log x = 4,7782
2 1.8751

log x = {2,5482)2 = 5,0944
x = antilog 5,0944
x = 124,800

Entonces ¢

log 124800

75 = 40000
5) ——-—-1§-§;- - 10
6001°g 34%-5
log 32x_5
15 = (10) 800,
o
%% N 6Oolog J4x-5
2x..
log 15 _ log (60098 375
T 2
log 15 = {log 3°"-5)(log 800}
10

log 1.5 _ log 3°%-5
Tog 400 ~
. 2x
log 1.5 W0 log 3
log 600
log 1.5 +5 _ 2x log3
Tog 600 h :
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log 1.5 5
To LeSoo' * 5
x

og 3 *
log 1.5 .S
og 800 ' _
2 log 3 = X
1761 5
2.7781
a7 T
x = .0834 + 5
.9542
x = 5.,3062

éJERClClOS POR RESOLVER :

"+ Hallar el volor de la varioble “x” en los siguientes expresiones:
1) 9% =132,80 '
2) 124.50% = 1.1309
3 2 - 7504
o 3 - gess0
5 1227 2900
¢) 42x-1 _ 5x+2
7) sx-l - 5]-3x
0 0380 19%/2)s g0

9) 4200 =N
70°Iog(§l2x] -

!
10) —TeETD - 4200
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10.1 © DEFINICIONES

Sucesién, "es un conjunte ordenado de nimeros que se deducen v -

nos de otros medionte una regla definida”. (23)

. Términos, son los nimeros que forman lo sucesién.

Ejemplos :
1) 1,4,7,10,,., es uno sucesién cuyo reglo es que cado tér
mino se obtiene sumando 3 ol término onte-
rior,

2) 1,3,9,27,... es una sucesién cuya regla es que cado tér
mino se obtiene multiplicando por 3 el tér -
mino anterior.

Las sucesiones que serén estudiadas en este capftulo son los -
progresiones, los cubles se closificon en :

A) Progresiones Aritméticas,
B) Progresiones Geométricas,

.2 PROGRESIONES ARITMETICAS

10.2.1  DEFINICION

"Progresién Aritmético” es uno sucesién en lo cuél cade término
después del primero, se obtiens sumando ol .término precedente u-
na cantidod constante 1lomado diferencia combn.

Se acostumbra separar codo término de la progresién oritmético -
medionte una coma.

Si se considera lo siguiente sucesidn

8 =0, 0y 04, 0,, Qg ... O
Para que tal sucesién sea una progresibn aritmética, se debe -

cumplireque :

{23)  Splegel R, Morray. Ob.Cit. Pag.140,
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+

+

+

wouonon

c|+d

024d

u3+d donde

o, +d = diferencia comln
] +d

-

En toda progresién aritmética, la “diferencia comin* se halla -
resténdole a un término cualquiera el término anterior.

Ejemplos :

1 1,5,9,13,17,...

2} 10,5,0,-5,-10,...

es una progresién aritmético cuyo di

" ferencio comin es 4 porque:

17-13 = 13-9 = 9-5 = 5-1 = 4

es una progresién aritmética cuye di-
ferencio comin es -5 porque: :
«10=(=5) = =5=0 = 05 =z 5-10 =

10.2.2 ° ENESIMO TERMINO

En términos generales se tiene que cuolquier progresibn aritméti
ca estd representodo por :

G|,02,03,d 05, ‘e On

En donde : a
: n

1

[T)

]
n

Como fue mencionado,

es iguol al ontarior

a

o
Lt &N

a

primer término
nGmero del término
el enésimo término o términc “n"

en todo progresién aritmética cada término

més lo
a ¢ d
a, + d
2

o, +d

uatd
4

diferencia comGn:

= (o|+d) +d = o + 2d
= (u +2d) +d =0 +3d
= {a +3d) +d= o * 4d

Puede observarse, .que cada términc es iguol ol primer término de
lo progresién (a.} més tontos veces lo diferencia comin (d) como

términos le preceden,

Como esto ley se cumple paro todos los términos se tiene que :



o =a;+ {n-1)d

El *enésimo término* de uno progresién eritmético (o ), es iguol
al primer términc (o,) més tontas veces la diferencia comin (d)
como términos le preceden (n-1).

A través de esta férmulo general del término enésimo, puede obte
nerse cuolquisr término de uno progresién aritmético.

Ejemplos :
1) Hallar el 102 término de la progresién aritmética : 2,5,
8,1 ...
9, =2 . a,=aq, + (n-1)d
n =10 90" 2"+ (10-1)3
° = %p o= 2
d =5-2=13
2) Hallor el 2592 término de lo progresién aritmética:.-3,3,..
oy = -3 a =a, + {n-1}d 510
5 aye= -3 + (25-1)9
n =25 5 10
9, = 9y aps= -3 + 218 = 244216 = 210
d = 3-(-3) =346 = 9 5 10 0 0
875 T70 10 9y=2)

De la férmula del enésimo término, pueden deducirse laos férmulas
del primer término, de la diferencia comin y del nimero de térmi
nos,

Férmulo del Primer Término :

a, = ur(n—”d a, = g - {n-1}d
a - {n-1)d = 9,
Férmula-de la Diferencia Comin :
a,'=a +{n-1)d . -a
ay-ay = {n-1)d d = D 1
o -0 n-1
n 1 _ d
7 =
Férmula del Nomero de Términos
on=o+(n-|>)d g -a +d
o -a, = (n-1d n=n_1_
a -a, = nd-d d
no1
Qe -a,4d = n.
n 1
d
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10.2.3  SUMAS PARCIALES DE TERMINOS

Abn y cuando uno progresién oritmético es infinito, o menudo es
necesario encontrar la suma de algOn nimero finito de sus térmi-
nos, :

Lo férmulo paro tol efecto esté bosado en lo siguiente .

Términos Equidistantes

En toda progresién aritmético, la suma de dos términos equidis -
tontes (locelizados o la mismo distancio) de los extremos, es i-
guol o lo suma de dichos extremos.

. Seo - lo progresibén aritmético :

0] cen [-] ...Oq e On

Lt L S |
n términos n términos
Suptngase que entre o, y o_ hay “n” términos y entre oy én hoy
tombién “n* términos, entofces o y a_ son términos eqﬁldistan -
tes de los extremos; 9 ya. 9

Segin lo expresado anteriormente, se busco demostrar que :

g +0 s 4, +0
. p q 1 n

Hobiendo "n” términos entre o, y a_, ol término o_ le preceden
n+1 términos (contando a,) ; entonges, puede deciFae que segdn
lo férmula del enésimo término :

9, =0+ (ne1)d (u)‘

Usando la mismo légica, hobiendo n términes entre oy a,. se
tiene que : a

oy = g ¢ {nel)d (b)

Restando (b) de (o), se obtiene :

a_=a,+ (n+l)d
-a, =-a - (ne))d

Op'ﬂn = U‘ - Oq
Pasando o ol primer miembro de lo igualdad y % al segundo, se

comprueba’ que

a 4uq=ul#a
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Férmulo de la Suma de “n” Términos de una Progresién Aritmético

Paro. obtenerla
- Sea lo progresién aritmética :

GI,Ob,GC verase al,um,an

"

- Designando la sumo de “n" términos de esta progresién con la
letro "Sn", se tiene :

S =o,+0_ +a  .,.... 0, +0a_+a
n 1 b c 1 m n

Expresién que es lo mismo que :

= + L2 I T I
5n 9% * Oy 1 ¢ c b 9

- Sumando estas dos igualdodes se cbtiene :
25 = {ayta Melagea Jela_sa)),.... +(ol¢ac)f(ammbh(unfa'v)
- Sin emborgo, todos estos binomios son iguales a: (o +o") en -
virtud de que se ho demostrado que lo suma de dos tgrminos e -

quidistontes de los extremos es igual o lo suma de los extre -
mos { 0 +a_= ay+9 ).

- Ahoro, como hay tantos binomios como términes (n) tiene la pro
gresién, se obtiene que :

25, = n(ultan)

- Y de oquf se puede concluir entonces que la "f6rmula general*
paro obtener lo suma de “n” términos de uno progresién es :

S, = _g_ (al+cn)
Donde:
5n = suma de “n" términos de unc progresién aritmética.
n = nbmero de términos o sumar de la progresién,
a) = primer término o sumar de la progresién,
o = Oltimo término o sumor de lo progresién.

Si en lugar de conocer el primero y Gltimo t&rminos o sumar, se
conociera el primer término y lo diferencic comGn, la férmula -
por aplicor serfc lo que se obtiene ol sustitulr lo férmula del
enésimo término : o =0, +{n-1)d , en la férmula general :

Sn = (a' + On)

a
2



(o‘o(a]+(n-l)d))

w
"
=1

w
"
>

ol 2a|+(n-|)d )
2

Ejemplos )
1) Hallar la sumo de los 59 primeros términos de lo progre -
sién oritmética que tiene como primer término 3 y como -

192 término 57 -, . ]
4

0, 3 S n (u +0_)
1 7 19 = ] n
n=19 Si9 =19(8+57)
019= 57 23 7

4 Syg =19.60 = 1140 = 285

2 4 8 e
2) Hallar la sume de los 59 primeros términos de la progre -

sién aritmética: 11,1,-9,...
n =59 Seo = n (20,+{n-1)d)
ay= 11 5% 771

d=.1-11 = -0 559 =59 (2(11)+(59-1)-10)

>
Sc, =59 (22-580)

5 "5

559 =§; (-558)

S5q =-32922 = -1446)

2

10.2.4  INTERPOLACION

+ Se. llomon "medios oritméticos* o los términos de una progresién
oritmético que se encuentron entre el primero y el Oltimo térmi-
no de la misma.
Ejemplo :
En lo progresién oritmética: 4,6,8,10,12, 14, los términos -
6,8,10,12, son medios aritméticos

ot lnterpolur medios aritméticos entre dos nimeros se refiere a for
mar una progresién, cuyos extremos sean los dos nimeros dados,

"+ Poro obtensr los medios oritméticos, basto con sumar al primer -
término la diferencia comGn , sumar al término obtenido, de nue-
vo la diferencia comén ,.. y os{ sucesivamente,



+ Dados el primers y Gitimo térm
poro obtener lo diferencio com

inos de lo progresién aritmética, -
on, se utilize lo thrmylo deduct ~

do onteriormente. :

Ejemplos :
1) Interpolar 4 medios oritméticos entre 12 y -8,

2

—

12 y -8 son los extremas de lo progresién,
Lo diferencio comin es :

4= 001 -1z 20 -4
* Ta-1) &1 " 5

Y los términos buscodos se
cia comin al término precedente o porti

obtienen sumando esto diferen- .
r del primera :

a‘=\2 04=4—4=0
02=|2—4=8 0550-4a—4
oy = B-4 = 4 g, = -4o4 = -8

Lo progresién resvltante es @ 12,8,4,0,-4,-8
que tiene comnd primer térming 125

Determinar lo progresién
progresibn tiene 1!

y. como ¢ltimo 150, si se sabe que la
términos.

o, = 125

o = 150

n o= 1

Lo diferencic comin es :

®n%) 150-126 25 _ %

d s e T2
Entonces:
0‘ v 128
02=125+§22_§§
2 2
03=2§£~§=260=130
2 2

y as{ suceaivomente.

Lo progresién buscodo &s :

!25,-2_52,130,265,135,2151,}40,32_5'.145,3?3;150
Z wE 7 ) 7



7 10.2.5 - - APLICACIONES

+ Resumiendo los conceptos de progresiones aritméticas explicados
hasta chora, ‘se cuento con las sigulentes férmulas

Enésimo Término
a, =0, + (n=1)d
Primer Término :
ay=a - (n-1}d
Diferencia Comin :
0 -a
4= n !
(n-1)
Nimero de Términos :
o, -ap+ d
ne T3
Sumo de_“n” Términos:
' s .. nlapal Cuando- se con‘g
n='y n ce: o, ya .
17 %n
S n {2a,+{n-1)d) Cuando se cono
n =z 1 -
2 ce: o, y d,

+ A continuacién se presentarén problemas elementales de tipo admi
nistrotivo en donde se aplican los conceptos explicados en esto -
primero porte del presente capftule.

" PROBLEMAS RESUELTOS

1} El precio de 10 kgs, de cocos para una fébrico de chocolates, -

297




2

3

sube o rozén de $1100 codo mes. El proveedor gorantiza que man -
tendré este incremento grodual por 8 ofios. El gerente de compras
desea saber, suponiendo que el consumo de esta moteria prima per
manezco constante, cudl serd el precio de lo misma dentro de un
afic 81 sl precio actucl es de $4600 ( por 10 kgs) y cuénto ha -
br& gastado lo compaiifa en cocoo en 6 ofos.

0‘ = 6600 . Q. = Q‘Q(H-”d .
d'’ = 1100 n
a,,= precio en un affo 9 =-6600+(12-1)1100 = $18,700
’ 5757 8Umo en & afios (6-12=72)
. = n (20,+(n=1)d)
h ’ 1 -
572 =72 (2(6600}+(72-1)1100)
K3
572 =36 (13200478100) = $3°286,800

Una fébrico produjo el primer ofio de trabojo 500,000 toneladas
de cemento y el Gltimo. 1'900,000 tonelados del mismo. Si se sa
be que en coda aiio se produjeron 200,000 tonelados mbs que el -
anterior, Cubntos ofios estuvo funcionando esta fébricad.

o = 500000 o"-nlod
a, = 1900000 natp o
d = 200000 1900000-500000+200000
n =1 n.s= 3
n = 8 affos

El Sr. Alfonso Urquize ho decidido poner un restaurante. Este -
ho ido incrementando sus ventas en progresién aritmética mes -
con mes desde que arrancé. Si en junio vendié 2'700,000 y en -
diciembre vendis 4'800,000 , :Cuénto vendié codo mes de enero o
diciembre?

junio t n=b a, = 27 (en cientos de milesde pesos)
diciembre : nz12 o,='48 (en cientos de milesde pesos)

12
Aplicando la férmula genercl : a, = olo(n-l)d '
gy = e Hl6-1)d o a), = aye(12-1)d
7 = a,45d (o} LI a‘dld (b)

Para encontrar LI d, se resuelve un sistemo formade por es -
tos dos ecuaciones. ‘

a = 27-5d

o = 48-11d
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—_

Resolviendo por igualogidn :

27-5d = 48-114d = 27-5d
21 = -4d a, = 27-5{3.5)
d=-2) =21 =7 =35 o =27-17.5=9.§
-6 [ 2
Lo progresion quedoria

ol = 9.5

ay = 9.543.5 = 13

9y = 13+43.5 = 14.5

Y os{sucesivamente Hosta a o lo cuél significo que los montos
vendidos - de enero o diciembre fyeron:
$50,000, 1°300,000, 1'650,000, 2'000,000, 2'350,000, 2°700,000,
3'050,000, 3'400,000, 3'750,000, 4°100,000, 4°450,000, 4'800,00C

El gerente de uno empresa desea amplior su capocided de produ -
ecién para un nuevo proyecto con una durocién de 43 meses. Ha -
preguntado al departamento de finanzas si es posible disponer de
$50,000 el primer mes y de un incremento del 40% sobre esta con-
tidad iniciol, codo mes. El departamente de finanzos desea sa -

. ber qué cantidod implicorfo en totol ‘este proyocto y cuél es la

contidad o entregur ol gerente en el mas 43.

o, = 50000 oy = a,+{n-1}d
d' = 52000( .40) = 20060 a3 =.50000+(42}20000 = $890,000
= 4

: i $ =0 {2a+(n-1)d)

4 " "oz

S4q = ¢ §,37 43 43(2(50000)42(20000))
13" 21 .5(100000+840000)
5,57 $20210,000

El departomento contable de una compafifo “Beta” realizb un estu-
dio sobre los estimulos econbmicos que ha otorgode o los emplea-
dos cumplidos, durante los Oltimos 10 afos.

Si los resultados obtenidos indican que durante dichos !0 ofios -
ho entregado $71,500 y los estimulos durante e! 99 ofio fueron '3
veces mds que durante el tercer ofio, se pregunta :

o} ¢ Qué estimulos entregb el primer afio ?

b) & Cus) es lo diferencia de estfmulos entre dos ofios conseci-

tives ¢

cl ¢ Qué estimulos entregd el 49 afo ?

d) & Qué estimulos entregoré en el 119 gfio-?

Los estimulos estdn en progresibn aritmética,
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n=10 L9 = ?
Sy = 71500 d' =7
10
o, = 3a % = i
9 3 0” ]
" Para resolver :

S" = % (2q|+(n-])d) Y 9
71500 =10 (2a,49d) Peros o
2 a3

71500 = 5 (20,+9d) Entonces: g
71500 = 20,493 9
= 1 u,oﬂd
uloﬂd

20

14300 = 2a,49d (1) 1
i o

Formando con (}) y {2) un sistema de ecuaciones se puede obtener

o, yd:
14300 = 20]49d Mm
cll = d {2)
Por sustitucién :
14300 = 29|+9q| Y como c]
14300 = Hol d

a = 14300 = 1300
SN
Entonces

a} Estimulos entregados el ler. afio

b) Diferencia de estimulcs en 2 afios consecutivos = $1,300

c) Estimulos entregados el 42 aio :

won

"

303
u‘f(Q-I)d
a'&(3-l)d
303
3(o|02d)
30|06d

2d

d

1300

$1,300

66 = ulo(é-l)d = 1300+5(1300) = $ 7,800

d) Estfmulos que se entregarén el 119 afio :
9= o]+(ll-l)d = 1300+10(1300) = $14,300

PROBLEMAS POR RESOLVER

non

{2)

a]de
o|+2d

1) Una empresa imprenta deseo comprar uno coleccién de 10 libros an-

tiguos que fueron de las primeras ediciones de la compafifa; el

vendedor le pide por cada uno de ellos $300 més que por el ante -

rior, Si se scbe que el libro nimera 10 les cuesta $5,000, en

cuentre cuénto les cueston los primeros cuotro libros y cuél se -

ria el importe total de la compra.
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[

7

8

-9

)

Uno empreso “x” tiene aoctualmente un préstomo de Fogoin que pLe -
de ser pagado en 5 afos dondo $20,000 el primer mes y en cada mes
posterior $30,000 m4s que en el precedente. &Cudl es el importe o
pagard

Un obrero .desea oportar o la caja de chorros una contided mensual
de su sueldo. El primer mes aporta $500, el segundo $800, el ter
cero $1,100 y os{ sucesivamente. A los dos ofics y ocho meses es-
te obrero decide dejar el trabajo y desea ver qué cantidad ho me-
tido en total o la coju de ohorros paro compararle con la conti -
dod que le regresorén y ver cudnto goné de intereses.

Las ventas anuoles del primer afc de lo miscelanea "De todo”, -
fueron de $1'800,000; después de 11 ofos las ventos anyales de -
la . empresa usclenden a $6'800,000; si las ventas estén en progre
sién aritmético. & Cubnto mhs vendié cada afio en relacibdn con el
anterior ?

La méquina nimero 35 del departamento de empoque de la compoiifa =
*La Chatarra” fue comprada hace 5 afios y pora entonces ya ero vie
jo. El Glitmo ofo empocé 3'000,000 unidades de producto. Si coda
afio logré empacar 300,000 unidades menos que en el anterior por -
descomposturas codo vez més frecuentes, :Cuéntas unidodes empoco-
ba cuondo se compré?.

Los ganancias de 5 ofios de una popelerfa estén en progresién arit
mética; el.primer ofe gané $2'300,000 vy el tercer afo $4'802,000 |
¢ Cubles fueron las ganancias en los afios 2,3 y 4 ¢

Los pérdidas del mes de aseptiembre de la compaiifa de sal *Lo Se-
loda”, suman $-117,000. Si en el noveno mes del afio obtuvo 2% ve
ces lo que obtuvo en el segundo mes, determine : ¢ Cubnto se ob -
tuvo el primer mes ? & Culnto el quinto mes ? & Cubnto més se tu-
vo cado mes en relacién ol anterior ? ¢ Cuénto suma lo obtenido -
en el tercer mes y cuarto mes ?

Al personal .de la compofifc "Y* se le pago su sueldo diaric, y en -
progresién oritmética del dia primero ol dfa Gltimo del mes., Un
obrerc tenfa en su cartera $4,000 come resultado de no comprar -
nada con su sueldo diario la sume de los primeros 8 dfes del mes.
Si lo suma de lo que tenfa el dfo 7 y el dio 3 ero también $4,000
entonces: 2Cubnto era su haber el primer dfa del mes ?, &Cuénto
més se le paga coda dfa del mes en relucibn_con el onterior?, & -
Cubnto junta con lo que gand el dio 4 y lo que goné el dfo 87 ,

. ¢Cubnto se le paga el dia 20%.

El departamento de finanzas de lu compafifa “Omego” realiz6 un es-
tudio respecto a los estimulos econémicos que ha otorgado o sus
empleados més sobresalientes en los (ltimos 10 ofios., Los resul
tados indican que durante el décimo afio entregb $1°175,000 y du -
rante el noveno ofio entregé $175,000 més que durante el segundo
afio, Considerondo que los mencionados estimulos forman una pro
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gresibébn aritmético, encontror: ¢ Qué contidod se entregb el sex-
to afio por concepto de estimulos 2 ¢ Qué contidod se entregoréd
durante el quinceavo ofio suponiendo que los condiciones de los
fios onteriores sigan prevaleciendo ? ¢ Qué cantidod se entregb
duronte los primeros § ofos ?

1la ¢

El Sr. G4mez realiza un estudlo respecto a sus ingresos persona-
les que ha obtenido durante los Gltimos 8 afios y observa que és
tos forman uno progresibn aritmético. S{ duronte dichos 8 afios”
el Sr. Gémez ha ganado un total de $5'240,000 y el séptimo afio
gonb $4B0;000 més que el tercer ofio. Ayude ol Sr, Gémez a en -
contrar: ¢ Cuénto gand el quinto afe ? & Cuél fue la diferen -
cia de ingresos entre el séptimo y el cuorto afic 7 § CuGato go.-
né durante los Gltimos 4 afios 2.
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10.3  PROGRESIONES GEOMETRICAS

10.3.1  DEFINICION

+ Una "Progresién Geométrica” es ung sucesién en lo cudl, cada tér
mino después del primero se obtiene multiplicando el término pre
cedente por una contidod 1lamoda razén comdn.

Se acostumbra separar codo término de unc progresién geométrica
mediante "dos puntos” : ":",

+ Para que una sucesién sea una progresién geométrica, se debe ‘cum-'
plir que :

02 = o]r

9g = Gyr donde :

a, = dgr r = razén comin
ag = 9,r

9 za_ ,r
n n-1
+ En toda progresién geométrica, ‘lo razén comin se obtiene divi -
diendo o cualquiera de sus términos entre el anterior.
Ejemplos :

1) 4;12:36:108:.., ' es una progresién geométricao cuya rao -
z6n comin es 3 porgue:
108=36=<12=3
36 12 1
es yng progresién geométrico cuya ra -
26n comin es | porque:

2} 4:2:0: ...

"
ENTNY
"

N —
rof —

10.3.2  ENESIMO TERMINO

+. Cuolquier progresién geométrica puede representarse por:

0".02'.03'.04105'. «+s Q

En donde primer término

némero del término
enésimo término

2
woBow

303



+ Como fue mencionado, en toda progresién geométrica codo término
es igual ol onterior multiplicado por la razén comin .

ay = oyr.

Q= a,r = (o,r)r = or?

3 2 1

a, = g,r = (o, )r = ar

of = o3 = fale)r = art
5774 ! - e

Se observa que cada término es igual al primero (a,) multiplica-
do por la razén comtn (r) elevada o una patencia igual al nOmero
de términos que le preceden (n-1). ,

+ Ahorg bien, como ol término.“a ", le preceden “n-1" términos, se
deduce que la férmula generol Hel enésimo térmlno es :

e = g rn-l
n 1
Ejemplos
1} Hallar el 119 término de lo progresién geométrica 8:4:2...
o = 8 R n-1
r=d=1 o’
g 2 10
no= o= 8
c o= .0078
2) Hallar el 69 término de lo progresién geométrica 3:-1:
toaas 4 2
3 -1
9 = 3 a =,
7 n i
J1l.8 42 o =30-2)% = 30-1317)
r=2v3*7%°73 773 4
06 = -,0988

Nota :

Cuando la rozén comdin es negotiva, les términos de lo progresién
geométrico son alternadomente positivos y negativos :

-~ 8f "n-1" es por, el resultado tendrd signo positivo

~ 8i "n-1" es impar, el resultodo tendré signo negativo.

+ Despejando la férmula del enésimo término, . pueden deducirse las
férmulas del primer término y de la razén comin :
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Férmyla del Primer Término :
. n-1 . .

9 =g o
~3n _ 9y o1
n-1 r
r

Férmulo de la Razén Comin

n-1
G = a,r
n 1
o rn-l :
— = n-1 a_ .
a n
1 r=
°
n~l / a
L
S =

10,3.3  SUMAS PARCIALES DE TERMINGS

Sea . la progresién geométrico :
Gy 10y 18370 Q1 1s O
cuya razbn comdn es r,

Designando la suma de “n* términos de esta progresibn por "Sn',
se tiene :

S =zo

+ 0
n 1

+0, + ,...4Q

2% % "% n

¥ multiplicondo ambos miembros por la razén :
%f B O P+ A,r 400 40,04, 000

Ahora, si se resto lo primera igualded de lo segunda se obtiene:
Sr=o0,r+a,r40,r+a,r+.,..ar
n 1 2 3 4 n

- Sn = =0y -Gy -0y -G, ...-0F

5(\1‘-5n =0 r-a,

Al efectuar lo resta se tiene presente que coda término multi -
plicado por lo razén comin do el siguiente. Asf :

a,r = o, y este a, se anula ¢con -9y
02r = 03 y este a, se onula con -03
98 = a, ¥ este o, se anulo con -9,

y os!{ sucesivamente,
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Entonces en la primera iguoldod queda solo “o.r y en lo segunda

solo ‘—o] , y de aqui resulta a,r-9;-
Simplificando
Sr-S5 = a -a
n n nr 1
S {r-1) = ar=-o
n n i
g = %" "9
)
r}
Donde :
S = sumo de "n” términos de uno progresibn geométrica.
n
a = primer términc a sumor de la progresién.
o = Oltimo término o sumar de lo progresién.

razén comdn,

En ocasiones; no se conoce el enésimo término o término “n", en-

tonces se sustitulrd :

_ n-1
a, = a;r
en @ s anr-u]'
n =
r-1
dando : -
Quedando (a‘rn ‘)(r)-o‘
sn r-1
ar" - a
1 1
5n= r-1
Ejemplos :

1} Hollar lg suma de los 12 primeros términos de la progre -

sién geométrico: |
2

a

1 =
n

— =]

N —
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alrn-o‘
§ =
n r-) .

12

1:43) 1 (531441)-1
§ - 2 v 2 2
n - 3-1 - 2
S = 265720

nt o5 132840



2) Haller lo suma de los 7 primeros términos de la progre -
sién geométrica : 4:-8:16: ...

a, =4 a,r-a
L N Sy =
7 r—l7
n =7 s7=4(2)-4-4(128)4
: : -3 -3
S, = -516 =172
7T

10.3.4  INTERPOLACION

Interpolor medios geométricos consiste.en formor uno progresién
geométrica cuyos extremos son dos nimeros conocidos.

Para lograrlo baosta con hallarla rozén comln o través de lo f6r-
mule obtenido para el efecto y multiplicar el primer término por
ella para obtener el segundo término,. éste o su vez multiplicado
por lo rozén comén doré el tercer término y as! sucesivamente.

Donde :
n = nimero de términos de la progresién geométrica, tomando en
cuento el primero'y Gltimo términos dados.

Ejemplos :

1) Interpolar dos medios en lo progresién geométrico cuyos -
primero y Gltimo términos son ; 5§ y 625,

c]=5
a = 625 - n—l/a
n n
no= 4 ro=
. u]
An]  —— —
et 625 75 - s
5
Lo progresién quedarfa :
oy = 5 .
0, =5+ 5 =25
“g =25 5 = 125 5:25:125:625
O 125 * 5 = 625
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2) Determinar lo progresién cuyo primer término es B y cuyo

octavo término es 1. .

9, =8 18
an =_I_

14
n 8

n-1
P

a
n

9

'Y la progresién resultar{o :

o=
02=8'.5=4
,03=4' 5 =2 .,. hosta

8:4:2:.5:,25:,125,.0625: ...

©10,3.5 APLICACIONES

1

quedar:

® _".oors = .5

7/
r=
8

RS Resumiendo los conceptos de progresiones geométricas explicodos
hasta ohora, se cuento con loz siguientes férmulas :

Enésimo Término :
6 = ar"!
n 1
" Primer Término 1
oy . In__
n-1
r
Razén ComOn :
n-1
a
n
r= e
1
Suma de "n" Términos y
B
on r-1
n
s - ar -9,
n r-1

Cuondo se co-
noce: o ol
1Y %

Cuando se co-
noce: @ y n.

308



 PROBLEMAS RESUELTOS

1)

2)

3)

El costo de impresién del material punto de venta pora los ciga
rros "x" es de $21,870 por coda 10 cartelones. Sin embargo, o
medido que la contidad pedida oumenta, los costos unitarios von
reduciéndose, de modo que por cado 10 cortelones més el costo -
es de 1/3 del Oltimo precio. 2 Cusl es el costo de produccibn ~
de los cortelones si el cliente decide ordenar 80 2.

a, = 21870 o =a.n!
AL no 1 8-1
3 ag = 21870(})
n =8 3
o o2 ag = 21870(.00048)
8 ag = $10

Un hombre ho decidido poner un negocio; después de hober hecho
un estudio de mercado y proyector sus ventas y uvtilidades, de -
termina que el primer afio espera tener ventas por $500,000, y
como resultado de reinvertir los utilidades para expander el ne
gocio, espera que cads afio posterior venda el doble del ofio que
le precede. ¢ Cubnto espera vender el décimo ofio 7 & Cubl se -
ré lo sumo de las ventos durante estos primeros 10 ofics del ne-
gocio ¥

o, = 509000 a o}
P2 no 9
R o, = 500000(2)’= 500000(512)
=4 o, = $256°000,000
a,.= ¢ 10
5:g=? ' 5 - n
(R |
r-1 T
5,0 = 256000000(2) ' °~500000
77
Syp = 3262, 143,500,000

Unc empresa ha decidido meter parte de sus utilidodes a lo Bol-
sa de Valores, en 6 meses ho ganodo $346'400,000; si cado mes ho
ganado la tercera porte de lo que goné el mes anterior , & Cubn
to gond el primer mes. 2, -

n
5, = 38'400000 s = T
B n
sl r-1
3 Despejando o, :
a, = ¢ n
1 S (r=1) = a,{r-1)
n=6 " st(e-1
n
9 =5
-l

309



364000001 - 1)
~ 3
1ETTE
(3)
36'400000(-2} :
i T | 247248447
17 728 T TL9988
729

0, = $ 24'300,000

4) Lo distribuci6n de las ccciones de una empresa esté .en progre -
sidn geométrica. Si el porcentoje de lo que tiene el socio nG -
mero 2 por lo que tiene el socio nimero 4 es de 16%, & Cudnto -
tiene el socio nimero 3 ?

0y + 0y = 6 % i t:)'rn
R 2l
{ayrila,r?) = .16
fo,2¢%) = 16
Pero si : (o]rg)2 = (ulzrd)
y ! (a'r ) o= a,
LUEQZS' = (012r4) = .16
op =416 = .04
0y = 4% '

5) Los intereses de un crédito otorgado por un baneo van en progre

.. si6n geométrico. 5i el producto del interés cobraodo en el ter-
cer afo por el interés cobrado en el quinto ofo es iguol a  --
27.04% , ¢ Cubl fue el interés cobrado el cuaorto afic ?

4y . 95 = .2704 23 i :I:i
"7 ' (iirz)(u,rd) - 2704
(0,2¢%) = L2704 :
Pero si (o]ra)2 = ‘°|2r6)
Yo (o]r ) o= a,
Luego :
o = (0,2 = 2704
9 T To0d - .52
a, = 52%

4
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PROBLEMAS POR RESOLVER

1) Uno coleceldn de cuadros antiguos estd formada por 5 pinturas. -

2

3

4

5

6

7

8

?

10

)

Cado uno de ellos vale el doble que lo onterior. 5i el quinto y
Gltimo cuadro cuesta $100,000, ¢ Cudnto vale codo cuadro y cuén-
to la coleccién completa ?

Una persona tiene acciones en una pequefio empresa. Como lo compa
fila esté dondo un rendimiento sobre lo inversién cada vez mayor,
esta persono he decidido que {nvertiré code medio ofc el doble -
de lo que Invirtié el semestre onterior, Si el primer semestre -
inviarte $20,000, 3 CuBnto invertiro en el tercer afo y culnto -
llevaré invertido en totol o fincles de ese afic .

Un trobajador pide un préstomo o su potrén y éste no le cobra in
terés alguno; ademés le permite le pogue cado mes las dos terce-
ras partes de lo que le pagd el mes onterfor. 5i en los prime
ros 5 meses le ha pogodo un totol de $21,100, ¢ Cuénto le pogd -
el primer mes ?

Los comisiones de un vendedor estén en progresién geoméirico; se
gbn el nimero de unidodes vendidas. S{ le mitod del producto -
del porcentaje gue gana por vender 3000 unidades por el porcen -
toje que gana por vender 5000 unidodes es igual o 1/1152, ¢ Qué
porcentaje ganaré si vende 4000 unidaodes ?

Los abonos para comprar un coche van en progresién geométrico; ~
si el coche se pagors en 5 pagos y se sabe que el quinto pogo es
de $200,000 y el triple del tercer pogo es de $400,000, & A cuén
to asciende el primer pago ? -
Una empreso ho metido parte de sus utilidodes o lo Bolso de Yalo
res; en 6 meses, ha ganodo $36'400,000; si cada mes ha ganade la
tercero porte de lo que gond el mes onterior, & Cuénto gond el -
primer mes ?

La poblocién de la ciudad de México vo aumentondo en progresién
geométrica; de 24,300 hobitantes que eranen 19281 o 34,400 habi -
tantes en 1984, & Cuél es la rozén o tosa de crecimiento por a -
fio ¢

E}l saldo de lo cajo chica de uno empresa esté en progresién geo-
métrico; si los saldos de los dfas uno, dos y tres del mes son :

160,000 , 40,000 , 10,000 , y se sigue sacando igual proporcién -

del soldo de codo dfa, ¢ Cubl es el saldo del octavo dfa ?

Los objetivos de ventos de Io empresa “X* este afo establecen -
que los meses unc,dos y tres se vendo $25,000 , $50,000 y $100,
000; siguiendo la misma tendencia,? Cuénto se llevaré vendido pa
ra el décimo mes ?.

La produccién de una fébrico de yeso se incremento cada dos afios
en progresién geombtrica; si se sabe que el doble de los que se
produjo en el afio cuotro por lo que se produjo en el oo ocho es

‘iguol-o 32,000,000 tonelados, ¢ Cu6nto se produjo en el afio 3 ?
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CAPITULO X1

MATRICES




11,v  DEFINICION DE MATRIZ

+ Se lloma "Matriz? al conjunto ordenado de cantidades dispuestas -

won

_ en "m" renglones y “n” columnas,

+ Los contidades que forman una matriz pueden ser nimeros, operocio
nes o funciones, sin embargo, el presente capftulo se referiréd G-
nicamente al estudio de motrices cuyas cantidades son nimeros.

11.2  NOTACION

Orden de una Motriz

+ El orden de una matriz indica el némero de renglones y el nomero
de columnas que tiene dicha matriz.

+ E! orden de uno matriz se acostumbra representar por ;

Donde :

m = nomero de renglones de lo motriz |
n = nimero de columnas de lo motriz,

‘Representacién de una Matriz

+ La formo de representor uno matriz es por medio de uno letra mo -
yiscula (A,B,C;,..}) escribiendo abajo-de lo mismo el orden de’la
matriz,

Alm,n)

+ ‘Lo matriz mismo puede reoresentarse de cualquiera de las sigulen-
‘tes tres formos, slendo lo primerc la més comin de ellos.

.4 2 -4 2 -4 2
I -3 1 -3 1 -3
0.1 o 1 [V

Corchetes Borras Llaves
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Ejemplos i

1) AlZ,a) = [ g _l -3 ] Es uno maotriz de orden (2,3},
8 -5 1

2} B ‘0 23 Es yna matriz de orden {3,3).
(3,3) = 405 -

3) A(l,d) = .3[ 0-2 1 ] Es una matriz de orden (1,4).

4) C(2,]) H [ g ] Es uno motriz de orden (2,1).

+ Obsérvese que si se multiplico el némero de renglones (m) por el
némero de columnas (n) indicados en el orden de lo motriz, se ob-
tiene el nimero de elementos que constituyen la matriz.

Representacién de los Elementos de ung Motriz

+ Cada elemento de uno matriz puede ser representado por el simbolo:

°1,1)

= el renglén en que estd localizado el elemento,
j = la columna en que estd localizado el elemento.

Ejemplo

Representar algunos elementos de lo siguiente matriz :

A B P P U T WY L I
(2,4) "oy 0g 5 05 94
a = elemento del primer renglén y la primera columna.
a,', = elemento del primer renglén y la tercera columna.
1,3
a = elemento del segundo renglén y lo primera columna.
2,1
9y " elemento del segundo renglén y lo cuarta columna.

lgualdad de Motrices

+ . Dos matrices "A’ y “B" son iguales sf y solo si:
a} Sen del mismo orden,
A(m,n) = B(P:Q)
51+ mp y n=x
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b) Los elementos que ocupan el mismo lugar en los dos matrices
dadas son iguoles.

a a

: b, . b
1,1 9,2 8 e
Ma,2)% (921 %2.2 ERTR he N e
/. 3,1 %3,2 3,1 73,2
A=8B Solosi:
o115 9,27 02,
2072 92,2 % 2,2
. 9,1 7 Pat 3,2 % °3,2
"Ejemplo : )
AL a3 8 vy 8 N -
{2,3)" 4. x 0 (2,3)" j-4 2 .0

A=B si: x=2, y=-I

Tablos de Doble Entrada

Las matrices son una herramienta muy adecucdo para representor y
resumir informocién o datos de un problema que relociona dos va-
riobles.

En estos casos las motrices conforman lo gue se svele llaomar “Ta
blas de Doble Entrada®”.

Ejemplo i

- Un fabriconte de ropa produce pantalones, foldas y chaoquetos
de piel en tallas chice, mediano, grande y extragronde. Los
ventas de la sucursal 2 pueden representarse o través de uno
tobla de doble entrada que ‘es uno matriz de orden (4,3), la
cuél muestro cébmo los ventos de cado tipo de producto se dis
tribuyeron entre las diferentes tallas y cémo los ventas de
cada tallo se distribuyeron entre los diferentes tipos de ar
ticulos,

Ventas Sucursal 2

Pantalones | Foldas | Chaquetas
Chico 30 40 54
Mediana 85 92 70
Grande 52 5 63
Extro-Grande 7 2 18
30 . 40 54
A . |8 92 70
- 7(4,3) 52 5 63
: 7 2 18
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11.3  TIPOS DE MATRICES

+ Matriz Renglén
Es oguella formada por un solo renglén y “n
que su orden es (i,n).
Ejemplos :

Mg s [s5027] g [H0-]
+ Motriz Columna

Es oquella formada por “m” renglones y una solo columno, es decir
que su orden es (m,1)
Ejemplos :

s 2
Mar = )2 Mz, = 1o
1

+. Matriz Rectongular

Es aquella en que el nimero de renglones f el nGmero de columnas
son diferentes, es decir m4 n.
Ejemplos

" columnos, es decir

A(l,3)= [5 2-1]

Es aquella en la cuél, el nimero de renglones y el nimero de co-
lumnas son fguales, es decir m=n,

® N

Ma,a) =

© N
—_N o

+ Matriz Cuadrodo

Ejemplos
’ -1 0 2 0-2 5 3
A = 2.3 -1 A = i 8 13
3.3 7| 5 3 (4,4) DT
1-2 20

Lo "Diagonal Principal” de una matriz cuadrode esté formada por
oquellos elementos cuyo renglén y columno en que se encuentren -

localizados son iguales, es decir aquellos elementos e | en que
i=]. '
Ejemplos :
3 5.2 1
A = g 4 01
(4,4) g -1 -1 -l
-6 4 0

Matriz Cuadredo Diagonal Principal

316



Los motrices cuadrades pueden ser a su vez
Matriz Diagonal :

Es una motriz cuadrado en la que los elementos fuera de lo diage
nal principol son itguoles o cero.

Ejemplos :
w [)
{2,2) \ 0 -3 A(S,S) =

Motriz Identidad :
Es uno matriz cuadrcda en lo cubl los elementos de la diogonol -

y -los que se encuentron fuera de elle son -
”IM

oo o
QWo
oo

principol son “unos”
Yceros", Se represento por lo letira

Ejemplos :
[ 1 00
T 0 I = 010
o 0
Motriz Cero o Nula

Es oquello matriz en lo cubl todos los elementos son iguales. o
cero.

Ejemplos
A . 1o A . 000
w2y ® f o 3,3)* o oo
g 0 0
00

Motriz Transpuesto

Lo transpuesto de ung matriz “A” es oquello matriz que se ohtie-
ne de intercambior en lo motriz “A” los renglones y las columnos
que tienen el mismo fndice; es decir que el rengl6n “1* de o mo
triz "A" posarfo a ser la columns “1* de su matriz tronspuesta,

el renglén "2° de lo motriz “A" pasaric o ser lo columne "2' de

lo tronspuesto de "A” y os! suceslvamente,

Lo motriz transpuesto de "A” se simbolizo por :

Ejemplos : 3
A = fz2a | 4 - 2
(1,3} ’ 3,1} -



| 2 41 v [207]
Bi2,3) = [o 203 ] 8 2,3) ° [4 -2J
1 3

0-1 2 t 0-3 &
C = -3 4.5 C = -1 47
(3,3) - (3,3) 25 6

En el coso de que A = At, se dice que se tiene una motriz simé-
trica.

.4 OPERACIONES CON MATRICES

Las operaciones que se pueden realizar con matrices son
+. Suma.

+ Producto,

+ Inversién,

11,41 - SUMA

Requisitos

Para que lo suma de dos o mds motrices puedo ser efectuada, es ne
cesorio que las motrices sean del mismo orden.

Procedimiento

La suma de dos o més matrices se reoliza sumondo los elementos --
que estén locolizados en lo misma posicién en cada motriz,
Ejemplos

Sumar las siguientes motrices .:

Ty -8l Lo 6] L [woasl o 13
57 -4 2 - 5-4 742 i 19
(1 6 47 [2 611 142 646 43 312 8
o | 203,15 Vo) lasonaa] |7 13
-l -6 4 1 -3 |-wd-6411-3 " |3 5.2
Lo 4 0f [0 2-2 040 4+2 0-2 0 6 -2
3) -3 -1 -4 N 010 N 5 7-8|_1t2 7-14
4 21 010 1-2 3775 1 4
f B . (s B No se puede efectuar porque las motri
0-1-3 ces son de orden diferente:(2,3)4(2,1)
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5} Lo mercerfa “X" tiene 3 sucursales en la ciudod de México que’
venden listones (L), estombres (E) e hilos (H) de dos marcas
diferentes: "W y “2”. Las cantidades (en miles de pescs) -
vendidas en el mes de noviembre en coda tienda se dan en los
matrices que o continuacién oparecen; exprese la venta total
como una solo matriz.

Sucursal 1. Sueursal 2: Sucursal 3:
| L E H |L EH | L EH
W 1100 62 50 W ’45 30 20 w [738 46 51
2| 70 BO 45 z 51015 Z | 40 42 12
100 62 50 + 45 30 20 R 38 46 51| _ 183 138 12
70 80 45 51015 60 42 12} ~ 135132 72
Propiedades

Lo sumo de motrices es conmutativa.

an)*BMm) = Hmn)‘Ahm)
Lo suma de motrices es osociativa,

Amen) * Blm,m) * Ctmend = Pimn) Bimen)? * Cimyn)
' Ahm)+(hmnVCMm”

$1.4.2  PRODUCTO

Una matriz puede ser multiplicade por una constonte o por otra -
© motriz, .

Producto de una Matriz por una Constonte :

Procedimiento

El producto de wno matriz por una constante se realiza multipli -
cando @ cada uno de los términos de lo motriz por dicho conston - ’
te. :

Ejemplos

Efectuar los siguientes productos :

6 5 2 -1(6) -1(5) -1(2) -6 5.-2
oo 0-3-7] = |-1{0) -1{-3)-17) ] = 0 37
’ -1 8020 (1R <1(8) -=1(2) 1 -8-2
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2 s 135-7]_ [501) 5(3) 5(5) 5¢7)) | 51225-35
9-50 2} |5(9) 565 5(0) 5(2) 45-250 10

3)  Unc vez que lo mercerfc “X* ha conocido el monto de sus ven-
tas totoles del mes de noviembre, deses estimar los del mes
de diciembre en base a un oumento del 30% en virtud de que -
sus productos son indispensables parc los adornos de navidad.
Exprese lo ventoa estimado poro este mes como una matriz.

Vento Total en Noviembre

W | 183 138 12
z | 135132 72

1.30 [183 138 121] - E.ﬁ(lBB) 1.3(138) 1.3(!21]

135 132 72 1.3(135) 1.3(132) 1.3(72}

[237.9 179.4 157.3]
175.5 171.6 93.6

Producto de Matrices ;

Requisitos

Pare que la multiplicacién de dos motrices “A” y "B" pueda ser
efectuada, es necesario gue el nimero de columnas de la prime-
ra matriz ses igual ol nOmero de renglones de la segunde mo -
triz.
A . B
{m,n) {p.q)
—

Si: n=p
Ejemplos :
1) s A(S 0 B(4 " Si puede multiplicarse
Si A(2:3) y 3(3:2) Si puede multiplicarse

St A(5,5) y 8(515) Si puede multiplicorse

> > > > >
ww oW

Si A(S 2) Y 8(3 3) No puede multiplicarse A-°
Si A(IZZ) y B(]:z) No puede multiplicarse A
Procedimiento

Lo multiplicocién de 2 matrices se realiza multiplicondo cado e
lemento de los renglones de la primera matriz por los correspon
dientes elementos de los columnas de lo segunde motriz, sumando
luego los productos resultantes,

Es decir, se multiplico el primer elemento del rengldn uno de -
lo matriz “A" por el primer elemento de lo columno uno de la mo
triz “B"; después se multiplica el segundo elemento del renglén
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uno de la matriz "A* por el segundo elemento de la columna uno -
de la matriz “B” y asf sucesivamente los “n* elementos del pri -
mer renglén por los "n" elementos de lo primera celumne, efec -
tuando al final la suma de los productos resultantes.

Se realizo el mismo procedimiento con el renglén dos de “A" por
la columna dos de "B", con el renglén tres de "A" por la colum -
no .tres de "B" y as!{ sucesivamente.

Como puede observarse el procedimiento anterior resulta complica
do, es por ello que es convenjente valerse de la siguiente re -
glo para multiplicor matrices :

- Trozar l{neas horizontales por cada renglén de la primera ma-
triz.

"< Trazgr lineas verticales por cade columne de lo segunda ma -
triz.

- Donde se cruzan dichas l{neas deben efectuarse los productos
de los elementos correspondientes { primer elemento con pri -
mer elemento, segundo con segundo, ete.) y sumar dichos pro -
ductos.

~ En s{mbolos . n b
8 = [p1,) bh2
2,1 2,2
- i |
i |
TRIII) I l,l:';l,l---"l,)!';l,z- -
A= 1,21%2,1 °1,2'{ 2,2
|
H 1
93,1 92,20 --- --"2,1}‘;!,1--;"2,1:2’,2- -
b L *%2.2%,0 *%2,21%2,2
g emp los
Multiplicor las siguientes motrices :
2.3
2 4 3 )
Va2 |7 4 Bi2,4)° [5 00 3]
‘A+B ¢ (3,2):(2,4) 51 puede efectuarse el producto
s 2 4 3 ]
8- [5 0 0 a]
! ' ' i
2 2{2) 2(4)_ 2(3)_201)
_ S3[5175701 723700 -513)
Az |oa gt | e212)_-ald)_-4(3)_-4{1)
= T{s17 10} "1{0) T113)
0 5 0(2)__0{4)__0f3)__of1)

5(5)5(0) 501 3'257“"

] | I i
I i 1 i
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“4-15 840 6-0  2-9 -1 8 6 7
AB = [-Br 5 -16+0 -12+0 -443 |= |- 3 -16-12 -1

0+25 - 040 040 0415 25 0 0 15
21 & 8 7 46-5 1
A =15 4-3 0 B = 3-2 01
R R @Al 1o 4 1 -2
A+B 1 (3,4):(3,4) No puede efectuarse el producte -
et porque el nimero de columnas de A
es diferente del nimero de renglo-
nes de B, :
2 1-4 r95,6]
A =17 3 1 B = ]1-3 20
(3,3} 50 2 (3,3} -4 1 3
A*B : (3,3}°(3,3) Si puede efectuarse el producté.
-9 5 6]
B = -3 2 0
-4 1 3J
1 I ]
- | i i .
2(9) 2(5) 2{6)
2 1 -4 == {=3)rent(2]=--1{0} -~

S4(-4) -4[1) -413)
1 1 1

7091 7(5)  716) .
A=|7.3 3| =|---3{-3)-=-3(2)---3{0}---
=4 10 {a)
5(9)  s(5) 5(6)
5 0 2| ]---0(-3)-2-0(2]---0¢{0}
S0y 2 2(3)

h i '

-

18-346 1042-4-12+40-12 a8 0
A'B = 63-9-4 35+6+1 424043 = | 58 42 .45
4540-8 254042 30+0+6 37 .27 36

Propledades

1) Al multiplicer matrices, el producto resultonte seré de un orden
tal que su nimero de renglones serd iguol al nimero de renglones’
de la primera motriz y su némero de columnas serd igual al nime-
ro de columnas de la segundo matriz. .

Amind * Blnvad = Stmq)
emd
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2) El producto de matrices no es conmutativo,
A'B 4 B+A
Noto: La propiedad conmutativa se cumplird solamente cuando se -

multiplice una matriz por s misma y dicho motriz es cuadrg
da,

EJERCICIOS POR RESOLVER

1) Efectée la suma de JA-2B dodas las matrices A y B,

e 341
A= 17 9 B= 149

2) Encontrar el valor de -] A-38 dodas los motrices A y B.

4-3 2 4 2.5 2
A= {0 §5-4 B= |0 142
4 -6 1 3-4 0

3) Efectuar el producto A+B si los matrices A y B son:

' 3.2 § P 3 1.6
A= 1 6 -2 B = 2 10 3
5 3 2 0 4 15

"4) Efectuar el producto A '8 de las siguientes dos matrices :

fs31 70 063 41
. 1 1-2 1 -2 8= a-t 0 5-1
A= | 6 4 0-4 8 T l1-2 0937 2
2 3-5 21 5§-3 140
-5 0 6 0 4 :
5) Efectuar el producto A *B de las siguientes dos matrices :
2310 3 2 4
1 5.2 4 4 -1 -6
A=laor sy  B= 2903
-5 2 33 450

11.5  INVERSION DE MATRICES

Concepto

+ Aun y cuondo en el conjunto de lop nimeros recles existe lo opera

cién de divisién, en el caso de los mutrlcu dicho operacién no -
“se encuentra definida.

+. Sin emborgo, s{ es posible encontrar lo *Matriz Inverso” de 'un‘u -
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2)
3)

4)

matriz dada.

En el coso de operaciones algebréicas se tiene que :

En el caso de operaciones con matrices también se tiene que :
Aot

A']

Donde

A"l es lo inversa de la matriz A.
1 es lo matriz identidad

Noto :
Recuérdese que se define ¢ lo motriz identidad como cquells mo -
triz cuadroda en la cuél los elementos de la diogonal principal
son "unos” y los que se encuentron fuero de ella son “ceros”.

10 1. 0.0
B
0 0
Ahoro bien, si : A= 1
. A-l

Luego : A A-l .1
Se pueds concluir entonces que : lo motriz inversa de una matriz
“A" s oquello matriz que multiplicada por "A” es igual o lo mo-

triz identidod.

Reguisitos

Para poder caleular lo inverso de una matriz, ésta debe ser cua-
drada, . :

Aun y cuando se tenge una matriz cuadrodo, puede suceder que es-
ta no tenga inversa.

Propiedades

El producto de uno matriz por su {nverso es igual o lo matriz i-
dentidad y es conmutativa,
-1

P
Lo inversa de uno matriz doda serd siempre dnica.
5i "A" tiane como inversa a “A”'" ,”A—]"tlene como inversa o “A",

Lo inversa de un producto de matrices es igual al producto de los
inversas en orden contrario.
(A B)F 2 B=l o A
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+

Para calcular lo inverso de una matriz doda, es necesario compren
der primero el concepto de "Determinante”.
Determinante

Sea lo matriz de orden (2,2) :

o _.-b
[a\d]
En donde :

——p s lo dlagonal prindpal :
----- # o3 lo diagonal secundaria

Lo determinonte de esta matriz equivale ol producto de los sele -
mentos que pertenecen o lo dicgonal principal menos, el producto
de los términos que pertenecen o la diogonal secundorio.

Es decir
ro = fo-d)-(brc) |
E]omplo t s 3
Hullor la determinante de lo matriz A(2 2)° [6 ‘]
= {5:4)~(3-4) = 20-18 =
En el caso de uno matriz de orden (3,3)
o b c
é . f
le h 1]

Paro poder trazar tres diogonoles principoles y tres diagonales

‘secundarios, se repiten debajo del tercer renglén de la matriz,

los dos primeros renglones de lo misma :

Lo determinante de esta matriz equivale o la sumo de los produc-
tos resultantes de los tres diogonoles principales menos, los -
productos resultantes de las tres diogonoles secundorias,

IT- (g:e 1)eldihic)e{gebef)-lciag)=(f-hea)={i:bed)
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Ejemplo :

5 4 -2
Hallar la determinante de la matriz A = 01 ¢
(3,3) 32
5 4 -2
01 4 D= (5:7°1)+(0°2-2+434:8)-(-2-1--3)~
<3 2 1 ~(6+2:5)-(1-4-0)
5 4-2 D=54+0+ (~72) =6 =60 =0
01 6 D= <133

C4leulo de la Inversa de una Matriz

£l método més sencillo para invertir matrices es el "Mé&todo de
Cofoctores”, el cudl consiste en 5 pasos :

Paso |

Se obtiene lo "Matriz de Menores” g portir de la matriz orlglnﬁl.

- Para formar lo matriz de menores (M), cada elemento (m ) se

obtiena encontrando el valor de la determinante que
sulta de eliminar al renglén "1 y a la columna *j".

- El orden de la matriz de menores es el mismo que el orden de -

la matriz original.
Ejemplo :

Sea lo matriz original :

3 2090
A= 112
3 23

Se obtiene la matriz de menores :

L=

n
g lroges

[ ST TIES N | NENU ¥ S S——

i H

o

1

o

L]

o

NN WOWON —WN WA

S
N "

[ rewrse, =

G e e R —
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2

3,1 = l.\
" _ 3
3,2 1
= [3

1

Entonces lo motriz de menores resultonte es :

0
2
0
2
2
i

J NN [ S § B )
"
o
1
o
n
o

Paso 2

+.Se obtiene la "Matriz de Cofoctores” , o portir de lo matriz de me
nofes,

- Coda elemento de la matriz de cofaoctores (C) resulto de multi -
plicar al elemento correspondiente {m, .} de lo matriz de los -
menores por el término (-1)1* 3

- “El orden de la matriz de cofaoctores es iguol al ordende la mo-
triz de menores, .

Siguiendo el ejemplo anterior :

IRYSY
Ci'] = mi:l( 1)
R T T S T T
C]'2 = ..3(_])'| = “3(-1) = -3
' 43 4
C‘ 3 - —l(—l)2 = =1(-1) = -]
. +1
C = &(-1) = &(-1) = -6
2,1 242 4
C2 9= 9(-1)2 = 9(-1) = 9
, +3 5
C = 0f-1) = o(-1) = 0
2,3 341 4
C3 1= 4(_1)3 = 4(-1) = 4 -
. +2 5
C3 9 = 6(—1)303 = 6(-1)6 = -4
C3'3 = 1{-1) = 1(-1) = |
Entonces :
-1 3 4
C = -6 9 0
4 -4 1
Poso 3

+ Se obtiene lo "Motriz Adjunta" (Aad )
" puesto de la motriz de los cofactoled. )
- Como fue explicodo onteriormente, transponer una matriz consis-

que no es mds que la trons:
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te en intercombiar en lo misma los renglones y los columnos
que-tienen el mismo {ndice.

En el ejemplo

-1 <6 4
A= 39 -6
ad] I

Paso 4

+. Se divide lo motriz adjunto entre el valor de lc determinante (D)
. de la matriz original (A), para obtener finalmente lo “Motriz In
versa’{A”'),
En el ejemplo :
Se obtienen lo determinonte de lo motriz originol :

3 20
A= T 12
3 2 3
3 2 0
12 D(A) = (3-1:3)+(1.2:0)+(3-2.2)
3 2 3 -{0.1-3)-(2.2.3)-(3-21)
3 20 D(A) = 9 +0 +12-0-12-4§
12 D(A) = 3
Se obtiene la matriz inversa :
A
A_] i odj
D{A)
-1 -6 4
3 9 -4
A-I -1 0 1
3

. SR -3 -2 an
Al 103 9 4] = 13 -2
3 L1 0 ) -3 013

+ Paro comprobor el resultado, se multiplica lo motriz inversa por
la matriz original, debiendo resultar lo matriz identidaod,

Pase §
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173 -2 43

120 r
A=z 112 A = 1 3 -2
3 2 3 -13 0 W8
Muitiplicondo A - A.i :
i -1/3 -2 413
A = 1 3 -2
-tf3 6 13
! i \

N ; -
- a(-1/31  34-2)  3{e/3)

3 2 0 | eee| 200} oo 20F)enn 2(2) onn
0(-}/%) 'Oiq) 0(133)
H-173) 1-2) (43

P T R B e L L 13} === 12} ---
2(-1/%) 2(0) 2(t13)

3(-1/3} 3(:2) 3473}

g2 g | eei] 201} mee 2{3) -e- 2(-2) -~
Lo 4 3(-173) 3M0) A
. - i
r~
. ~1+240 64040 4-440
ae At o | 21730278 26340 413-242/3

~1+2-~1 44640 d~4+l
| 1 e 0
A'A‘ _I 3 0 l 0
0 o }

"EJERCICIOS POR RESOLVER

+ ‘Hégase lo inversién de los siguientes motrices .

: 134
11 A = f-1-2-3
: 11 -2
: T2 61
2} A = 3.1 1
2 12
i [ 173 -1 =112 :
. A= | =121 320
L 13 12 302
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11,4  RESOLUCION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

+ Una de los aplicaciones mis usuales de las matrices se refiere o
lo resolucién de un sistemo de ecuaciones linecles.

+ Para resolver un sistema de ecuaciones lineales o través de m' -
trices se siguen fundamentalmente cuatro pasos, mismos que serén
explicados o trovés de un ejemplo.

Se0 el sistema :

Ix ¢+ 2y = 12
X+ y+22=17
Ix ¢+ 2y + 32 =15

Paso |

+ Representor la parte del sistema que contiene los voriobles, a -
través de un producto de dos motrices.

En el ejemplo :

Ix + 2y + 0z 3 20 x
In+ly+2z = Pi2 y
Ix + 2y + A2 3 .23 z

Puade comprobarse lo operacién anterior :

i)

-
. : 3(x) r -
3 2.0 - 2aly) oo 3x-+ 2y + 0z
0('1)
} 1{x)
v 2 ===y == Ix + 1y + 22 v
2(Iz)
I(x)
32 3 —-|2{y) - |--n- I + 2y ¢ 32
3(z) L J
. Lo d
+ Nota : o )
Obsérvese que si :
3x + 2y + 02 = 12
In s ly 422 =7
=15

x + 2y +. 32
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Entonces :

3-2.0 x 12
Yy o2l ctyt=y?
323 2z 15

Debido o que ¢l producto de los dos matrices da como r'osultu:}c [T
no matriz columna.

Despejondo lo matriz de los incégnitos se tiene :
12

R 7

% 1S

1-320
S
32 3)

0 lo que ex lo mismo

- v 12 320 "
vl = 1722
| 2 15 323

Por o que se concluye que es necesario invertir lo motriz origi-
nol de los coeficientes de los variables y multiplicarla por lao

matriz columna de los términos independientss paro obtener los vo
lores de las incégnitas.

Paso 2

Invertir la motriz original de los coeficientes de los voriables,
Pora lo.onterior, se utilizo el método de inversitn de motrices
por cofactores, mismo que fue explicodo en el opartado onterior.
En ol ejemplo

-1

2 0 ~1/3 <2 4/3) Colculada en -
3 v = 1 3 -2 el opartado an
2.1 2 =113 0 /3] terior.

Poso 3

Multiplicar la matriz inversa obtenida por lo motriz de los tér-
minos independientes paro obtener el volor de los incégnites.

En ol ejanplo !

~1/3 -2.413 12 -4 14 20 2
A3 -2 g 7 1= 12 2130} = 3
-1/3 0-1/8 15 -4 0 5 1



. Entonces se tiene que :

Resultados :

N X
nonon
- N

Paso 4

+. Comprobar que los valores de la incBgnitaos cbtenidos, sotisfocen
ol sistema de ecuaciones original. :

Ix + 2y = 12
x+ y+2z=17
3x + 2y + 32 =15

3(2) + 2{3) « 12
142) + 1(3) + 2(1) = 7
3(2) + 2(3) « 301} =

e A

EJERCICIOS POR RESOLVER

+ Resolver por motrices los siguientes sistemos de ecuaciones :

1) 2x + 3x -
e y-
I~ . y+

2} 429 - 2
2x - y+ 2z
X+ . y=~-22

4
-2
s

" un

NW Lo

~
noa

x - 2y

3) 2x + 3y + 2
Ix + 22 =

4)

x NX
'

wop<

+

~

n
i —

x
+
~
]
[X 19 NT Y
"
o

5)

X MM Wix
'
w B

M NN N
-

wWin NN
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Las Moteméticas, lejos de ser una ciencic meramente obstracta,
constituyen una ciencia préctica y aplicable o situaciones vy concep
tos de tipo administrotivo tales como precios, costos, escalus de -
salarios, inversiones, utilidades, predicciones, etc.

Cualquiera de estas variables administrotivos puede ser repre-
- sentoda por simbolos y sus propiedades pueden ser estoblecidas en
forma matemdtica, de modo que las Motemiticas proveen los téenicas
para analizar las relociones entre simbolos y por lo tonto entre -
las variables que ellos representan,

.Cado uno de los temas expuestos o lo largo de este estudio con
tribuyen de una U otra monero a lo Administracién

El Algebra, permite establecer reglos generoles expresadas en
términos algebrdicos que muestran la relacién entre dos o mas simbo
los que a su vez representan variables o conceptos del mundo real -
de los negocios,  Por otra parte, el manejo de toles expresjones al

_gebrdicas permite resolver problemas casi automticamente, que de
otro modo requerirfan de un lorgo y laborioso esfuerzo mental. En
suma, el Algebfa permite traonscribir grondes problemas, relaciones
e implicaciones de una organizacién en expresiones matemticas bre-
ves y hace posible resolver dichos problemas de manera fécil y répi
da.

En lo que o Teorfa de Conjuntos se refiere, ésto es un instru-
mento.que do la oportunidad de sistematizar nuestra manera de .pen -
sar, desarrcllondo as§ la copocidad de onélisis. Por otra parte, -
constituye una valiosa oyuda para visualizor un problema en su totg
lidad y determinar los interrelaciones existentes entre todas las -
portes componentes de dicho problema.

" El Anélisis Combinatorio provee un medio Gtil para sistemoti -
zar el proceso de generacién de alternativas; a través del mismo se
pueden combinor loc elementos de una situocién doda e identificor -
entonces las diferentes olternativas de accién, resultando una ma -
yor eficiencio en lo toma de decisiones.

Lo necesidad de la Teorfo de la Probabilidad en la préctica, -
surge cuondo se han de estudiar experimentos o fenémenos oleatorios
en los que no se puede predecir los resultados ontes de llevarse o
cobo el experimento o fenémeno., La utilidad de esto teoria reside
entonces, en que los modelos matem&ticos apropiodos poro el estu -



dio-de un gran nimerc de fenémenos apreciobles en los negocios, son
probabil{sticos y no deterministicos. Es decir, si se porte de que
cualquier situacién o decisibén que se tome tiene cierto grado de -
riesgo o incertidumbre o bien, tienen cierto probabilidad de ocu -
rrenciay clerta probobilidod de no ocurrencia, el fomiliorizorse -
con los conceptos de la Teoria de lo Probobilidad permite al admi -
nistrador desarrollar cierto criterio : pensar probobil{sticamente,

En lo teoric econémica y administrativa es necesorio con fre -
cuencia reéalizar una abstraccién del mundo real. Lo gron ccmpleji -
dad de los problemas de lo realidad es lo gue hace imposible el en-
tender todas sus interrelociones o lo vez; sin emborgo, es posible
elaborar yn esquemo anal{tico simplificado y expresado en simbolos
matemGticos, Este esquema se llama modelo matemdtico y constituye
una herramienta de suma importancia pora el odministrador.

El Mcdelo para la Determinacién del Punto de Equilibrio entre
lo Oferta y la Demanda, hace posible a la empresa el determinor el
pracio requeride del articulo paro que la cantidod de productos o -
fracido por el vendedor sea igual a lo cantidod demandade por el -
consumidor, evitando de esta manera situaciones toles como cltos -
remonentes en inventarios, insuficiencia de un producto para cubrir
las necesidades del mercado, etc.

El Modelo del Punto de Equilibrio entre las Ventos y los Gas -
tos, permite al administrador conocer el volGmen de ventas en el -
cuol los ingresos por ventasde una organizacién se igualan o los -
gastos totales de la misma, y en consecuencia lo empresa no obtiene
utilidad ni sufre pérdida. )

En lo préctice administrative se encuentra frecuentemente que
cada decisién o accibén origina .complejas reaocciones en codena que -
influyen en otras variobles relocionados. Lo Regresién Lineol por
su parte, constituye una herramienta valiosisimo paro expresar la -
relacibn entre dos variables y predecir en base o ésto el valor de
una variable en el futuro; puede decirse entonces, que esta técni -
co reviste uno gran trascendencia préctica en la prediccién econd -
mico de las empresos.

Lo Administracién dispone de hombres, dinero, moteriales y ma-
quinas cuyo suministro desgraciadumente en lo mayorfa, si no es que
en todas los empresos, es limitado. Es por ello que lo orgoniza -
cibn debe encontrar la mejor asignacién de estos recurses, résulton
do entonces evidente lo necesidod ce métodos cuontitativos y motemd
ticos que simplifiquen la ejecucién de esta tarea. El Oltimo de -
los modelos mateméticos estudiodos: la Programacion Lineol, consti-
tuye uno excelente técnica para determinar la mejor osignocién de -
dichos recursos a fin de agumentor al maximo les gononcios y reducir
ol minimo los costos.
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Como ha sido mencionado, la relocién entre voriobles puede ser
reoresentoda medionte una expresién matemdtico, sin embargo en oca-
siones pueden encontrorse expresiones en las cuoles resulta imposi-
ble conocer el valor de uno varioble determinada a través de los mé
todos tradicionales del Algebro; es entonces cuondo los Logaritmos
representon un recurso Gtil para el administrador.

Los conocimientos sobre Progresiones son importantes en virtud
de que algunos veces las operaciones comerciales o actividades pro
“ ductivos de una empresa siguen uvna secuencio regular determinada y
es necesario conocer los valores de las variobles de dicha secuen -
cie y el orden de los mismas. .

En lo que g la utilidad de las Matrices se reflere, é&stas con-
forman un {ntrumento que permite representor y resumir informacién
o dotos de una manera ordenada y sistemética,

A través entonces de las explicaciones sobre los conceptos y a
plicaciones de los métodos y herramientas bbsicas de la ciencio Ma-
temdtica, as{ como de los diversos ejemplos y ejercicios précticos
desarrollados o lo largo de este estudio, puede cbservarse que me -
dionte la uvtilizacién de estos métodos es posible lograr un mejor -
planteamiento, resolucién e interpretacién de los problemas adminis
trativos y alcanzor una maoyor eficlencia en el planteamiento del -
proceso de toma de decisiones, evitando el apoyarse en la experien-
cia y apreciocién personal exclusivamente.

Por Gltimo, la conclusién tol vez més imoortante a la que lle
go después de eloborar este texto para lo Escuela de Contodurfa y
Administracién de la Universidad AnGhuac, es que cualquler teorfo,
técnica o medelo matemdtico por complicado que porezca, puede ser -
descrito o explicado en forma sencillo; en lo medida en que los i-
deas y los conceptos de los Mateméticas sean explicados el estudian
te de manera ordenado y accesible, el gusto y dominio por esta ma =
teria se verd incrementado,
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