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JNTRDDUC:CJON 

deacribir loa patron•• d• ll•q•d• y/o partida Cnervicio> 

por A'l•dio d• diatribucion•& de prob•bilidad apropiada&. 

Despu•a •• d•rivan caracterLaticas operativa~ de una 

•• utilizando la 

lo• ti•~poa preqn•dio d• ••pera hasta que G& complet• el 

••rvicio d• un client• O el porcentaJ& de ti•mpo en que 

••t• ocioso •l ••rvidor. Tale• medida• permiten a Jos 

•rNli•t•• ha~r in~•r•rtei•B •c~rca da la operación del 

d• • ...,.vicio> pueden entonces •Justarse para anegurar un~ 

utiliz•c:idn miillla •f'•ctiva de•d• loa purotos de viat• tanto 

d•l cli•nt• cCMto d•l ••rv:idor. 

" menudo •• basar decisiones 

.-n elqón •nAliaia d• coatoa. Por U.Je111plo, un aumento •n 

•Y•ntual .. nte promedio d• ••pera pero 

Por otro lado, ur.a 

di .. inucidn •n el nó,..ro de aervidor•a •umontarl• •1 

ti.,..po pl"'C*9dio de eaptPr• petro disminuirl• •1 costo de 



promedio de ••per• en valorea monetario•, es pouible 

tHJl&C"C'ionar el n6rnero 6ptiMo de aervidores (o tasa de 

.. rvicio> que minimiza l• eUl'IA de los costos d~ servicio 

)' ••Pftra. 

D•n•rall'lente 

Aunque vsto es te6rieamente posible, 

•urgen dificultades en la pr~ctica al 

••tiMar •1 eosto por unidad de tiempo de espera • Er1 la 

.. yor'• d• lo• caeos, ••to• costos aon tan •utiles que 

una ••ti•aei6n confiable •s préctica111ente imposible. En 

tal•• caeo•, uno deb• buac•r otro criterio como longitud 

d• la cola, tieMpo proMedio de respuesta, etc. para 

Lo Teorl.a Colas provee varios r11odelos 

.. t..,attcoa 

..-.sultadoa 

caracteráatie•• d• la cola para eatoa modelos. 

La• colaa aon eoMUn•• en aiatema11 de cómputo. 

Aai, 

ter•inal, eol•• d• inatruccion•a para ser procesadas por 

•l •i•tema, eolaa de li•tados para a•r impr~&oa, etc. 

En cualqui•r tipo de •i•tema de cómputo que puede 

••r mtOCl•lado por un •i•t._a de eolas e~teten puntos a 

favor y en contra que d•b•n ••r conaid•r•dos. 



Por" otro lado, si "todas las pi:!r"ll50nas debe,., unir"ae 

• una cola y las ter1o1inales estón rara ve:: libr-e!!i, puedL> 

•Hi•tir" inaat1sfacci6n y po~iblemonte gente que ya no 

"'uchos permite al diuettador de sistemas da 

c:<:Mllputo1 asegUr"ilr"BD que l!H!' alcanee el ro1vel d~seAdo de 

••rvicio en tttr"mino• da loo r"•quer"i1nientos da tian11po de 

"'9•puesta (t i•mpo de reopuet0ta e~ la suma del t ie111po deo 

••pera y •l tientpo de •ervicio) y al mis1110 tiempc. 

El diseñador puede hacer 

••to con•iderando varias alt&r"n.::i.t iv.:1s de sistl!111aB y 

•valu•ndolo• mediante modelos analltieos de Teor"áa da 

Col••· 

El da!Htmpatto futuro de UY• sista111a aMistente puedo 

p...-d~irae de tal forma qua pueda meJorarsa el sistema 

f19riodica .. ente. 

puede 

Por ll'JE!mplo, un modelo anall.tico da ur1 

indicar que dentr"o de dos attos la 

capacidad no s1u"'Ai •uficiento1 el modelo puedo permitir 

evaluar 

capacidad, tales co1110 agregar" 111.ift 191emoria1 obtoroer- un 

CPU 11t.la r.lpido, prov~,.. M6s almaeen•Je au"ili.al'"', cet~1blar 

d•mco• au•v•s po~ duro•, •te. 

E•t• t••i• ti•ntt co•o obJcto •1 d• introducir •l 

1.ctor • 1• T~"''ª de Col•s y moatrar l•& •PlicaetonPG 

prAlctic•s que •st• tien• en el •n•li5i5 y ovaluaeidn de 

S•9tem.as d~ computo. 
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El cap•tulo I introduce al 

Contiene un eJe.tplo •n el que se muestra una 

aplicacJdn 

TaorJa de 

de la T•or•a y •• introducen lo• elemontos de 

Cola• que •• •~plican con mas detalle 

poat•riormente en •l Mi•Mo cap•tulo. 

El capttulo 11 trata los doa modelos con qu• 

pulKfen •olucionar•• loa probleman de linean de espera, 

•l MatemAtico y •l de aiMulacidn. Se habla también 

acerca de las .. didas de eficiencia y de la evaluación 

d• d•....,.P•ño que aon muy importante& para lo que ae 

plantea •n el tlltimo capitulo de la t•l!OiS y fin•lr11ont• 

•• t&mas en los que ae h~n hocho 

aplicaciones de T•or•• de Colas. 

En el cap•tulo 111 ne tratan tre• aplicaciones de 

Se ve cor110 se 

apl icat- lo• modelen teórico• para resolver 

proble•a• •n tr•• •i•t•m•• diferente• y •e utiliz~n la• 

fl'Nrdida• de •f'ieiencia y •l ª"'ªlis is de de&eJnpeho para 

lograr ci•rt•• m&Joraa en ellos • 

• 



CAPJTULO I 

TEORIA DE COLAS 

1.1 INTRODUCCJDN. 

L• TeorJa de Col•s ea el estudio de los fenómenos 

de l•• lin••• de esper•. 

En un •i•tema abierto de colas eMiste una 

poblaciOn d• client"ts potenci•lea siendo que el tórrttlno 

eJi•nt• aignifica una unidad que desea alguna clase de 

aeryicio -la transrttialón di'! un rttensagro>, procu1la111ie,..,to dE.

algun tipo de información, ••rYicio de J/0- de un local 

de ••,...,,.icio en vl cual hay uno o mas servidores, que son 

unidad•• que prov•en el servicio requerido por los 

Si todo• los aervidoreB eat~n ocupados cuando 

un cli•nt• entra •1 sist•r••, el cliente ae u,..,e a la cola 

ha•ta que un Bltl"'Yidol"' euté- disponibl" siempre y cua1"1do 

haya •npacio •n la ••l• d• espera. 

Una cola ocurre •n cualquier sistema cuando en un 

llOtltento dado, el ndmero de clientes que desean servicio 

eNc•d• l• capacid•d de la• instalaciones de servicio. 

fE•to pu.el• d•b•r•• a qu• no pueden predecirsP las 

llegad•• •n un MOM•nto dado o a otros '•ctores de los 

que •• hablar• ••• tard•>. 
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Eo el aro que la 

inst•l•ei6n do aervieio debe ser aurici•nte para atender 

•1 nó,..ro promedio d• llegadas de eliantea1 sin embargo, 

d•bido • las variaciones •n loa intervalos de tiempo 

•ntr• ll•gadaa y • la duración v•riablo de los tiempos 

aunqu• la proporción del ti•mpo que lou servidores eutAn 

ocupado• con •l tillHltpo en el que ••t4n desoeupadou sea 

J)9qU•~·· 

1.2 UN EJEMPLO. 

Con el obJ•to de dar a conocur la terminologia 

Conatd•r•ae la operación de un aervieio de autos 

•n •l cual loa automóviles e•peran en una !.!n@e para ser 

lavado• al p.aar • trav6a de un aiuteroa d• chorros de 

cepillo•, Se les da 

.. rvielo a lo. autos •n el orden •n qu• llegan 1~~!~~1:2-

Supóngase que el 

Por lo tanto 

duración. 



po•ibl• est i111ar l• G!!!tt:ibu&:i~n_s!!!:l-D.!lm2c2_dg_llc1u!GA2-

egr __ Yn!9~9--dR_11~mgg o l• di5tribuci6n del tie~po entre 

llegad••· D• ahl qua •l ndmero de auto• esperando en la 

•on l•vado• a una tas• con5tante • Cautos por unidad de 

tiernpo). TaJ11bién S!r.H!!D el •iate1na • una tasa COl'o&tante 

•i•nt~•• hay• cola. El dU•Ho d• la empras• puode estar 

int• .... ••do •n el gc21n~e!2--~B1--~~~!!:C2 gg_~~t2~ en l• 

lirw• d• ••Per• p•r• poder proveer espacio •Uf'iciento 

para los auto• y para det•rminar &i el aistema ea 

•dlH:'uado para m•n•Jarlo•. Un el le,.1tP pued.,, 1t!!ees1~!:!li!!:~!! 

y dltC'idir irBe porqul!iP hay dernaaiado& autos f'rente a ,_l f 

Nultiplic•ndo el n~mero d• autos •n la cola f'rent• a él 

por •1 tiet11po de ••rvicio obtiene un intervalo de tiempo 

.. yor al que desea •aperar. El dueño. que ha visto que 

•Mi•ten clientes que •• van por impaciencia, deeide 

abrir otro &:!!!D!l __ slw __ AlrC:ti~.!9 de tal rnodo que los dos 

c•nal•• cooperan para servir a Jos autos que estan 

.. J)9rando. Por lo tanto 1• longitud prom~dio de la eol~ 

puede r•dUcir•• con•iderabl•~•nte utilizando dos s•nal•~

llAC81@12a--1rm•e~nd!Rnt••· La pl"'Obabilidad de que un 

cli•nte •• iNpaci•nt• y •• •arche pu~de, por lo tanto, 

reducir••· 
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Si 

pueda 

adicional, 

•n--•~cic-

., 

una cola para obtener aervicio 

el canal de lavado y el de lubricación QQ~CAD 

Cada uno puede tener una cola frente a ~l. 

Pu•den a&ignar•• RC12ci~A~tm a clientea, ai eatoa desean 

P•Q•r •A• por ser ••rvido• antes. 

El du•tto pued• d•cidir • qu6 cli•nte aervir 

lanzando un dado de tal ~•nera qua cada individuo sea 

igual,..nte probable d• ••r elegido (glcssién_Alca~2cie 

98C•~••1:Yi~i2>. En particular en eate negocio, eato 

puede •igniticar la quiebra. 

Aal, c01110 •• indicó anteriormente, el conociNiento 

de la di&tribución de la• llegada• y tasa de servicio 

lea P9r•ite tanto al dueño como al cliente tomar 

dec'i•ionee Muy Otil••· 

1.3 auE EB UNR LINEA DE ESPERA. 

Una lin.a de eapera o cola •• el resultado de las 

aigui•nt•• condicion••• 

•> Unid•d•• qu• r•qui•~•n ••rvicio (por •J•~plo 

8 



de tiempo de uervicio dedicado a unidades, etc.) y puede 

deberau • una pl.aineacidn in!liUficiente de la~ 

inatalacione& eMistentea. 

b) L .. instalacion•a da servicio per111anee1tn 

d1tsocupadaa <empleados 1tsperando cliente&). Este tiempo 

en cant i d•d, Bino del eapacia1nlento da tier.tpo entro 

llegadas, y de si loa clientes no se marchan antes de 

••r atendidos. 

En cualquiera de ea tas aituaciones, o una 

COoMbinación de ella&, •• forMa una lin.a de •Gper•. En 

a) laa unidadea de entrada •st~n en espera de servicio. 

cli•nt••· 

1.4 QUE ES UN PROBLEMA DE LINEAS DE ESPERA. 

Un probl .. a de lineas de espera envuelve el 

c•r•cter cambiante d• la• unidadea que llegan, o de la• 

Para afectar estos 

•• r•quiere •anipul•r o eontrol•r loa 

aigui•nt•• 

•ervicio1 nómero d• inatalacionea de ••rvicio1 etc. El 

propósito de ••t•• manipul•cionen •s •1 da obtener un 

reaultado m~s eficiente y económico. 

9 



•• ••on,ona d• t•l ~orm• que l•• operacionea de l• 

En esta situación, 

como •n •uchaa º'r••, •l costo debido a la ••pera (cola 

varia •n 

proporcíón inv•raa •1 n~mero d• llH!CAnico& disponibles, 

d•aocupadaa 

de lft9C'6nicoa~ La suma d• esto• do• costos ser~ alto 

cuando hayan •uchoa .. c6nico•, P•ro también cuando haya 

El 

El probl••• •• arreglar ol proceso, si es 

Figur• 1 

10 
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••pmr-a pr0111edio, en t6r•inos de otra& co1no la tasa 

pl'"CNINtdio de llegada y la tasa promedio de &ervicio1 

de~nd• de la natural•z• de laa entrada• y aalidas. 

Alguno• hechos conc.rniendo el tiempo entre llegadas y 

•1 requer-ido para •ervicio pueden 

determinado• Co supuestos>. Por e.Jetnplo, al et>tudlar-

una •ituación particular. las ob~ervaciones sobro un 

periodo de tiompo pu.-den indicar que lo~ clientou llegan 

para .. rvicio de acuerdo a la siguiente tabla1 

Ti-po entre 1 legada& • de • acumul•tivo 

de el iantes llegadas de llegadas 

o 4.9 min. G3 &3 

5 9.9 min. 23 a& 

10 14.9 Jni n. 9 95 

J5 19.9 •in. 4 99 

20 111in. o ••• 100 

inrorMación importante& •"el anAlini• de un procvoo d• 

cola• •n •l cual loa cli•nt•• con ••t•• caract•rlatica& 

un periodo de ti••po d• 15 Nin. o menos prec•de la 

ll 



JJ•g•d• d• 95 cli•ntos da c•da 100. lnforMación &irnilar 

del ti•mpo de servicio a estos clientes ••ria necesaria, 

y •e con•iderarian otro• puntos como prioridad de 

n~mero de puntos de aervicio Cmostrador•s>, 

qu• h•c•n loa cliente• cuando deben esperar, variaciones 

por teMporadas, etc. 

Co•O una breva ilustración de un problema de 

•Upongamos la siguiente inrormación acere• de una 

gasolinera atendida por una oola per•or1a y que eat.i en 

.. .-vicio 24 hra. 

periodo d• 8 hra.). 

Cun eMpl•ado •&t~ en turno por cada 

llagadas 

l. Auto• llegan para s•rvicio a una ta!5a pror,,edio de 

uno cada 2.5 min. En un intervalo dado de S Jnin., 

pued•n hab9r cualquier ndm•ro de llegada!51 puro en un 

pttriodo lrlA.a largo de ti•~po, ae eapera un promedio de 2 

llegadaa en cada intervalo d• 5 min. 

2. El tier,,po de llegada •• alll'atorio, i.e. el tiarapo 

•• una llegada •• impredecible y no entA 

influ•nciado por otra llegada. 

3. Cada auto to~• •u •itio en la cola •n ord•n d• 

llegada y le toca ••rvicio cuando el auto frente a él se 

Y•• 



•ervtcio 

l. Al ••pleado l• to•• un promedio d• 1 2/3 min. •l 

•tend•r un •uto1 '·•· •n prOM•dio1 3 auto• requieren un 

tot•l de 5 •in. E•te tiempo incluy• •1 requerido para 

••lud•r •1 nuevo client• de•pué• de terminar con el 

•nt•rior. 

a. El ti•mpo de servicio p•r• c•d• auto ea aleatorio y 

COMpl•t•~•nte indupandt•nt• d• •l del auto anterior. 

Alguno• auto• r•qutaren Muy poeo ti•mpo de servicio, 

Mi•ntr•a que otro• ~ui•..-.n m6• del ti91Wtpo protnedto1 

paro sobr• un periodo d• ti•mpo se espera un proMedio de 

3 •Utoe ••rvido• •n un total de 5 min. cuando hayan 

auto• ••P•rando servicio. 

ee d•••• tnveatigar •i tener 

la d•Mand• da servicio. 

cliante• ineatisfechoe, si .. reduce el tiempo de eaper• 

• un •!niMo M&diant• la inatalaeión de Más empleados, 

•Miat• un aumento •n el costo de Mano de obra requ•rido 

cantidad y tipo d• ••rvicio par• que la •uM• de ••to• 

do• co•to• ••• •!ni••• Eata •& una •ituación Muy co•dn 

13 



auto• •n l• linea •n cualquier momento, y el tie~po 

pl"'OM9dio que un eli•nte d•be esperar, puedan •xproaar&• 

•" t•r•ino• de l•• tan•• promadio da llegadas y de 

••rvieio. CVer seceidn e.e> 

1. 5 ELEMENTOS. 

Cada probl .. a d• col•• tien• su propio conJunto de 

todo& los problemas de 

cola• l•• siguientes 

Lo• elient•n pued•n ll•gar a la ••taeidn d• 

.. rvieio • una ta•• prClfl'tedto c-onatant•1 sin •Mbargo, loa 

int•rvalo• •• 
9•"9ral .. nt• V•riables al••torias ind•pendi•ntea d• la& 

cual•• •• BUpon• ti•nen una distribución qu• puede 

apro"i•ara• por obs•rvaei6n o •Mperiencia previa eon 

La ta•• prOM•dio de ll•gad•• de 

el ''"'t•• •• d•nota por X 1 qu• ea igual •1 reeiproeo dll'l 

ti .. po pr~io •ntr• ll•Dad•• aue••ivas • 

•• 



Suponemos que lo• clientas llagan al siste"'a en 

lo• ti•mpo• to tl < tn. Las Var"i<1ble-5 

tk tk-1 Ck 1> son loa tiempos entre 

Suponemo• quu las Tk forman una secuencia de 

vari•bla• aleatorias independientes & ident icar11ente 

distribuidas. 

El patrón de llegadas ~aa com~n en Teoria de Colas 

E e to 

la distribución del tie111po entre llegada& 

•• Etcponenelal, ••to •n, "P(T c.\:,.)• \- &-)."=. para cada 

en cualqui•r intervalo 
... -•l¡~I..)" 

"! 

y la probabilidad de n llegadas 

n • 0,1,2, ••• 

donde ~ ea la ta•a promedio de llegadas, y el n~mero de 

ll•gada• por unidad de tiempo tiene una distribución 

1.5.1.1 Supuesto• d• la distribución da llegadas 

Poisson. 

Para t•ner un patrón de ll•gadau Poiuson1 deben 

aatiatac•r•• la• condicione• siguiunt~~• 

1. El nd~ero total d• llegadas durante un intervalo de 

ocurrieron ante• d•l comienzo del intervalo. 

15 



2- Par-a cada int•r-valo <t,. t+dt>, l• pr-obabilidad de 

que •Mact•••nt• una ll•gada ocur-r-a •• ~dt, X e• una 

con•tant•. 

-t•d'•tica •• 
ob••r-vacidn de Ja r-ealid•d. Se denC'lta como/""" a la taa• 

pl"'OM9dio •n 1• cual un cli•nt• ea ser-vide, eato ea igual 

al rec,pr-oca del pro•edio del tiempo d• ••rvicio • 

.. t""Vicio aleatorio. La runcidn de diatrJbucidn d•l 

"' .. rvicio •l••torio ••tiA dada por 1- ~-1'> con t > O. 

1.5.2.I Supu .. toa d• la di•tribucidn d• tieMpo d• 

int•rYalo de ti.,.po dt •• /"'1t dand• ~ •s una con•tant•. 

D1t allJ qu• la runcidn d• r..-.cu1tnci• d1t loa ti•Mpo• d• 

u; 



•• 
el valor ••p•rado de t •si 

ECtl - J'" r~&_,.t e 1/J"-

1. 5. 3 f!i!b!~S!~D· 

La población 

infinita. •i la población •s finita 

Cual"ldo 

di.,.inuci6n da l• población. 

Un •i•t•~• cuya población e• finita no puede tener 

un cola arbitrariaM•nte larga y •l nómoro de clientes en 

Para un ainte111a 

cuya población •• infinita. la cola para servicio es 

Loa c~lculo• •on Mucho maa •imple• para modelos 

infinltoa. 

17 



L• di•ciplin. d• la cola, •• la r•gla para 

••llK:'cionar al eigulente cli•nt•. 

Si no •• ••ptH:ifica d• otra Man•ra, •• •upone qu• 

•l ord•n •n el cual loa clientes son •ervido• •• priJmPro 

En Mucho• c••os eetw 

•• •l ord•n wn el cual lo• cliente• •on oervidos. Otras 

disciplina•, tal•• co111<> ••l•cción aleatoria •Misten •n 

ca•o• COMO loa d• •i•t•M•• t•lerónicoe y MantenlMiento 

d• mAquina•. 

Cuando •• asignan prioridades a lo• clientes que 

llegan •n bao• a ti ... po ••pmorado de a~rvicio o coeto de 

la ••p•ra1 

ar9Ctado•. 

lo• par•Metro• de int~r•s del •i&teMa •on 

Eeto• parAMetro• eona n6mero promedio •n la 

obt•ner ••rvfcio, etc. 

En algunos 

eupone in,inita. E•to ••, a cada client• que llega •o 

capacidad d• ••p•ra cero. E•to ••• •i un clienta llega 

'ª 



las in•talaciones de servicio eatAn •iendo 

totalll'tente 

•i•t•ma. Otro• •i•teMan tienen capacidad positiva puro 

no inf'inita. 

El aiste~a mas ai•ple de colas e• •l de un molo 

••rvidor. El aiatema de servidor-ea r11óltiples tieno e 

L• intensidad d• tr4fico u e• 14 proporción entre 

el ti•mpo d• a•r-vieio promftdio y el tiuMpo pro111adio 

E•te •s un par~metro •uy i~portante de 

loa sist•m•s du eolaa y eat4 dertnido por1 

u .)./JAw 

La int1tr111idad d• tr.Af'ico d•t•rr.,ina el """'•ro 

•ánimo de 

••nt•n•r el f'lUJo d• clientes. 
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Otro par4metro importante es la intenaidad d• 

tr•f'ieo poi"' servidor \..le qu• e& llarnado utilii:aeión d•l 

nervidol"'. cuando al trAfieo estA igualmente diatribuido 

•• la probabilidad da que un ••rvidor ••t• ocupado y por 

lo tanto -.a la f'raceión aproHt,..ada dft ti&mpo qua cada 

••rvidor 

•ervidol"'9 d•be notarse que la intensidad de trAf'ico && 

igual a la utilii:ación del ••rvidor. 

1.5.9 er:egAb!!idAd_d~-9~~-D-S1i~D~gg_.gtgo_go_g! 

.•1»~.m~-~D-S!-~1m!!92-t• 

Pn et>, depende no aolo de t, 

•l nó .. ro de eli•nte• preaentea cuando 

COflli•ni:• •• funcionamiento 

Para los 

ai•t-•• ••• ótil••• euando t aumenta, Pn<t> •u acwrca a 

un valor •atable d• Pn, el cual •• independiente tanto 

d• t C'OMO d• laa eondiciones inieialea. 

•ntoncea qu• al aiat ... a ••tA ••tabl•-

Se dice 

La Teori• d• Cola• prov•• imrdidaa eatad,sticaa del 
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••pera on la col• w, el tiempo promedio de oapora en al 

•i•t•m• R (que •• la numa del riempo promedio de esper• 

promedio de clientes •n la cola L y el n~mero promedio 

•n •l •i•teMa N <que us el numero promedio en la cola 

mas el numero de clientes que estan aiendo atendidos>. 

L•• •iguientea rd...,.,ula• conocida& eor110 la Ley de 

son muy ótiles para relacionar 

•ata• cuatro mm:tidasa 

L • )i.u N • )..R 

1.6 NOTACION. 

"'°tacidn d• K•ndall. Eata notación fue deuarrollada 

para ••P9Cif'ic•r •i•tet••• de colan )' ti•ne Ja f'orraa 

AJ"DJ"c/K/NJ"Z. 

ti•mpo •ntr• ll•gadas, D la di•tribucidn del tieNpo de 

••rvJcio, 

•i•t•Na, N el nómero •n Ja pobl•cidn )' Z Ja discipJJn• 

de Ja cola. 

U•ualN•nte •• utiliza Ja not•cidn A/BJ"c cuando no 

eMi•t• llMite en l• lin•• de ••pera, la población e& 

infinita y l• di•ciplina de l• col• •• FCFS <priNero en 
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CAPITULO I.! 

SOLUCJON DE PROBLEMAS DE !:'OLnS .. :ius nrLICA::IC~!ES 

2.1 SOLUCION DE PROBLEMAS DE LIN~ns ~= ~~p=~n. 

L'll solución de un problemz. de :.:.i~1':l:l";. c:!c &:c~c-1·.:. 

toman supueato!!I con re!!lp(!cto a l.!iR lleoadaa y servicio )' 

post•riormente "" escriben •Cuaciones que repreaantDrr 

partes del proceso. Por eJemplo, ?Uede comenzar por 

•Uponerae qu• 11'1 porCE1nt ... Je de llegad"'"° e$t.i relacior1ado 

ti•111po entre llegadas por una ley matem4tica 

repl"ltaentada en Ja siguiente 'igurar 

"'- -- -- - - - - - - -...... -
.. .. 

Figur• 2 

L• •Cu•ción •• la curva que reprrsenta la 

di•tribución de tiet1po •ntre llegadas, ue usa entonces 
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Junto con otra ecuación que eKpreGa la distribución del 

tiempo de ser-vicio, par-a llegar • 
quedescriban el proceso. Estas relaci~neb se resuelven 

para obteneor el tiempo pl"'Or1tedio de esper-a, longitud 

ate. Cuando pueden asignar&e 

costos del tJempo de e~per-a y de los ser-vid~reG 

danocupados, puede,., 

deter-miniitr!H!• la!i c:;-ondtcior.es par-a roinimi:::ar el coste. 

total. 

b> Yn_rn29~!2-d~-a!~yl~~!Qc, es aqu~l en la c:;-ual se 

dupl :tcan, ml!!!'cénicaniente, 

Este m~todo, cor•oeido coMo t.!'l de 

Monte Carlo, resuelve el problema Jugando ya sea con las 

o con las supuestas. Vi\riando 

l•• ••tadisticas y duplicando miles do llegadas, puede 

•ntudi•r"•e el ef'"ecto de un cambio en las c01'"1diC'ior.es sin 

t•ner que eaperar los d•tou reales ~n un periodo largo 

Este método es particul~rme~tu valio5P ni se 

cu•nta con una computadora. 

23 



1. Se toman muaatraa aleatorias del 

dlstr. da llegada& 

2. Se obaervar'o t 

Taaa de llagadas 

Tiempo de aspara 

Longitud da la cola 

(el i11tntes) 

y dlstr. de aorvlelo 

Tasa d~ 5ervicio 

Tler11po de ocio 

3. S• repite el muestreo <en papel> un nOmer-o grande! 

da v•cea para cada variación de factores CTaga da 

.. .-vicio, Tasa de llegadas, etc.) que pueden 

controlarul!!'. 

4. S. asignan costo• al tierapo d• espera y al titsr111pol 

de ocio. 

5. Se det•rMina la pol,tica para obtener el •'nlmo 

co•to total. 

----·-------------------------
Tabla 2 
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2.2 UN MODELO MATEMATICO. 

P•ra denarrollar fórrnulas do la lol"ogitud esperada 

d• la cola en el D.J0f11plo de la gci.aolincr"a 1 se comlenr.!'I 

escribiendo hechos acerca de las probabilidades de que 

haya un nO~ro dado de autos en la linea de e~pera b~.J~ 

varias condicione5 de llagada y de servicio posibles. 

Esto ll•va a ecuaciones que pueden resolver~e p~ra 

elemento• particulares del proceso. Para ol caso de la 

•e tomaran como i;¡upuostos que la 

diBtribucion de llegadas e& Poisson y Ja do tiempo de 

aervicio es EMpononcial. Se t ionu que ni ). es el 1"1Üh1ru·o 

de l lt!!gadas por Unidad de t ie1npo (t.J~a promedio da 

ll•g•das, y p. es el nl.'.unero de unidades que pueden ner 

por unidad de t iernpo lta'.lia prornedio de servidas 

aerviclo>, entonces la longitud promedio de la cola L, 

(incluyendo •1 auto que entA siendo atendido), P.5tA dada 

por la fórMula 

L • >. 1114-).. l 

Esta ~6rmula de la longitud promedio de la cola, 

muestra que cuando la tasa promedio de servicio se 

aeerca • la do ll~gadas, 

incrementa rApidarnente~ 
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A la proporción ~/JA- se le llama intensidad de 

Por lo tanto, si ae desea evitar mucho 

tr.tfico, ll!'B necesario plantear las instalaciones de 

••rvieio de tal Aunque 

est• r••ultado puede ir en contra de la intuición, debe 

recordarae que ) Yf- son ta&ds promedio, y los tieMpos 

de llegada& y d• servicio non aleatorion. Si A BQ 

mucho . ,.. el tJempo "perdido" o& dif'íeil de 

recuP«r•r un• ve~ que la cola se comion~n a formar. 

tienden a infinito, a menos que so i nt errurnpa la 

actividad de la estación. 

Si la t•s• promedio de aorvicio Dn igual a la tana 

frontera. 

En el caao de la gauol il'"oera, l<ll tasa promedio de 

llegada• en un auto cada 2.5 min. Entoncen1 con base a 

un intervalo de 5 min., La tasa promedio de 

aervicio ea 3 •Utos en un intervalo de 5 min. Dr. ahl 

Sustituyendo ero la f'drmula, L•a. 

E•to aignifica qu• ai lo• supuestos acerca de las 

llegada• y ••rvicioB se cumplen, debe e5perarne que en 

En ••ta formulación del probleflla, cuando un auto eat.t 

•iendo servido, seo incluye cohlo tnle1nbro do l" col•. 
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Para este tipo de problema {de un solo servidor), 

tambien ea posible der-ivar una Fórmula para el tiempo 

promedio de espera W, 

t"ór-mula est 

de los autoa en l~ cola. La 

w - ). /fl-"<JA--1 )) 

CEato no ineJuye ol tiempo requerido de servicio>. En 

•l •Jemplo, •l tiempo promedio de enpera es 213 min. o 

40 segundos. 

Por Jo t•nto, parece que con ur1 empleado en turno 

•• •uficiente sin arriesoaree ~ una col• grande y sin 

oe:aaionar largas esperas a Jos clientes. 

En 

resultado 

•Npre••rse 

111uchos 

de 

ca!Sos, las distribucJoneu que Eon 

las ob5ervaciones directas r•o pu1:1den 

2.3 UN MODELO DE SIMULACION. 

Para ilustr•r el mótodo do Monte Carla en la 

•olul:'ión del problema de Ja gasolinera supondreMos qu~ 

•• anotan lo• tiempos de llegadas do autos y el nómero 

di!' ininutos requ•ridoo da servil:'io para cad<l auto n,., ur1 

de Est .. 

int"orMaeión podl""J• obtener-se ya t"uera por 111ut1's';.reo de 

1•• di•tribuciones teóricas o supuestas, o por muestl"tl'o 
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d• , .. opal"'•cionea actuales en un periodo de tiempo. 

Los r•sultados de un muostreo 5& oni:-uantran en ,. 
•igui•nte tabloll. 

Ti-po Tiempo Tiempo TitH•po Long. Tiempo Tiompo 

ll•g. ..... v. com. t1trm • cola espc.ora ocio 

8•00 ª'ºº 8101 o o 

8t03 8103 Br04 o " 
8104 2 8104 8106 o o 

8•05 8•06 8107 2 o 

8•06 4 8107 ª' 11 2 1 o 

8108 Btll 811<! 2 3 o 

8109 1 8112 8113 3 3 o 

8114 8114 8115 o 

8119 2 8119 8•21 1 o 4 

81<!1 2 8121 8123 o o 

8126 1 8126 8127 o 3 

8128 2 8128 8130 1 o 

Total 19 17 a 11 

PrOMedio 1158 1142 o.67 0.92 

T•bl• 3 
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Cel procedimienEo debe 

repetir•• varias veces>, debun esperarse, en promedio, 

o 2 autos en la cola en un me.mento dado, el tiempo 

promedio de espora para un auto us de 40 seg. 1 el 

•mpl••do tiene un promedio de 55 seg. desocupados entre 

y wmpl•a un poco .,._& de 1.5 •nin. en pro1r1edio 

•n cada el iente. 

Si •l pro~edi•iento de Muestreo se repite un 

nómero grande de veces, los promedios du lo~ result~dos 

obt•nido• pumden tom•r•• como valorea r•prenentativos 

d•l pro~elito. Una venta.Ja de esti:- tuétodo eG que p~un:le 

utilizarse aun con lao di•tribuciones de llegadas y 

••rvicio que no pu•d•n anot•rtHt e1epll.cltahlente. En E.>!:ot11 

eon •l •upuesto quo los datos. son 

d•l proceao. 

manipulaci6n que pulrde hacerue di:- los Factore• que están 

•UJ•tos •l control. Por •.Jernplo1 puede investigarse el 

•t.cto de dar •A• o m•nD• tiempo para servicio, o de 

incr•mantar o di•111inuir •l nórnero de unidad&l'S de 

•te. ... La investigación puede lle"arae a cabo a.limer.tando 

un una computadora. 

duplic•ndo asi, •n uno• cuantos segundos, miles de 

l l•gadaa y servicios. 



Por ~edio del siguiente 1tJemplo se ilustra el 

,..todo de Mont• Co11rlo e-orno •yuda para tomar una decisión 

de l• form• 6pti~a de aeomodar instalaeiones de sarvieio 

para ••r•eJar un tipo de llegadaa y servieio en un111 nola 

estaeidn. 

Sup6ng•ue que a los empleados de una gasoliner• se 

le• po11ga 94000.00 •l di• por 8 horas do trebaJO• Los 

•uto• llegan para servicio (gasolina, aeeite, llantas, 

a una tasa pro111e-dio de un auto cada S 111fn. El 

ti-po d• s•rvieio en promedio en de 4 111Jn. por auto eon 

3 Min. por auto eon dos Df'l'lpleado& y 2 mfn. 

por auto con tr•s empl••do•. La utilidad prom~dio por 

Debido a la local f::aeidr1 

de la ga•ol in•ra, •e ha notado que el nil111ero de autos en 

cola en cualquier tnomento, no a~IX'ta la decisión do otro 

cliente d• unir•• a ella. Sin nmbargo, cuando la cola 

exe.de los 3 autos, algunos clientes ae impaeient~n y so 

marchan •in •ervicio. El promedio de "perdidas" e!J de 

so• con un eiwpleado, 20• con dou y 10~ con tres. So 

supone qu• no exi&ten otros factores que af'ecter1 la 

•ttuaei6n. 

-Pl•ados quo deben tenerse un un turno para minirnizar 

•1 co•to de Mano de obro11 M~s el costo dobido a pérdidas 

d• cliente• en un P9riodo d• 8 horas. 
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El mótodo da Monta Carlo con:¡i&tQ en tor.1ar 

....,patidamentu muestras aleatorias de la di~tribucidn de 

llegadas y de cada una de las tres distribuciones 

alternativas de uervicio. 

y clientes perdidon puoden duplicarse muchas veces en 

una co1r1putadora sin tener que esperar rnucho ~tempo para 

obtener datos real ea. El costo tot•l puede ontoroet.-s 

det•rminar&e para c:•da eOl"•dictdn de sei-vic:-to. y la 

alternativa cuyo costo total soa el menor, 

consid•rada dpttma. 

Loa datoa resumidos despueoa de vari.JB r11ueatran 

para un turno de 8 horas sor• los ~igutentcst 

No. empl ll!lados 2 3 

Tasa prom. ! legada• •n s mtn. 

T••• prom. servicio en 5 min. 114 2/3 2 1/2 

No. autos unen a cola de + de 3 30 15 10 

X c:l.ientea perdido• 50~ ZO" 10~ 

No. prOMedio clientes p•rdidoa IS 3 

Costo por el iontes pordidos 7500 1500 500 

Costo por emple•doa 4000 ªººº 12000 

Costo total 11500 ""ºº 12500 

31 



Da lo• dato• pueda ver•• que el mlnimo co&to total 

es de •9500 cuando 2 aMpleadoa ent~n en servicio. En 

•nt• caso no ae están tomando en cuenta otros costos 

como al da clientas innatiufachos por al servicio. Debe 

l'IQt•ru• también que los costos totales obtenidos son 

costo• Mesper•do•" o C"osto• pre1rnedio que ue obtandrArr 

de un largo periodo de •ervicio baJO las 

CQndicioneu supuestas. 

Los •Jemplo• aqui •Mpuestos son muy &iNples. En 

la aplicación de Teorla da Colas, pueden tomarse en 

cuenta variaciones en las tasas de llegada y servicio 

por d'• de semana, hora del dla o ostacidn del año. Una 

vez que •e han reunido •uficianteu datos que describan 

la• condicionen, loa efectos de tales factores como 

de&COMpo•tura. de equipo, mal clirna, tien,pos e>etr.in, etc. 

y lo• eoatoa total•& ronultantos de la operación, pueden 

••tudiar•• utilizando la t~cnic• de Monte Carlo. 

1.4 MEDIDAS DE EFICIENCIA. 

Al buscar c•ntidades cuantificables que sirvan 

criterio• para estudiar un •interna de colan, 

cOfltO poaibl•• M&did•• de ef"icier1cia. 

la teorla han llovado a medidas d• ef'icionci• qua no 
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aolo eatan basada& en la teoria sino que han probado ser 

medidas efectivas para proveer reinedio5 a problu111as 

prActicoa. 

A continuación su dar~n algunos eJemplos de 

medidas de eficiencia utilizadas en Teoría de Colas. 

El conocimiento de la leoo11YS--S~-la_l!nE~-d~

El!REC§ permite tomar decisiones acerca de oi hay c~paci~ 

•Uficiente para los clientes que deban hacer cola para 

esperar servicio. 

kA-DC22ebil!d~ELS2-!.ED2c_n_sli@n122_2aegcenS2~-~n

muc~iEi2 __ gn_c!_1i2~ag_t. dadas las condiciones iniciales 

del siste111a es necesaria para calcular el ní.unero 

promadio de el lentes en al 11ieterna. 

b§ __ ac22obil!Q~Q __ gg __ ggeEcec __ m~n2§_gyg_yn_t12me2-

g9gg __ I as nece11aria para calcular el tiempo promedio de 

espera. 

Si la probabilidad de esperar mas de T es grande, 

lo• cllante~ pueden desanimarse y ya no harán cola¡ por 

lo tanto esta probabilidad puede utili:zal'"se co1no una 

medida do efici&ncia. 

&1--~i@me2_ac2mcSi2_Qg_~ne~ca puede utili:zal'"so, por 

•Jltfllplo• par• determin•r si es m•s bal'"ato •umental'" el 

nóm&ro d• can•les o estacione• de gervleio o meJorlu~ el 

•istem• disminuyendo •l tiernpo promedio de servicio. 

Asl, puede tomal'"BD una deeisión 1 toman~o en euPnta lüs 

co•toa, acerca de cual MDJora debo llevaran a cabo. 
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L•s medidas ma• comun•• y mayormente utilizadas do 

un •i•tema de cola• •ona utilizoción do aervidores, 

inten•idad de trAfico, tienpo de respuesta o de entancla 

tiempo de espera en la cole, tiernpu de-

nervicio9 longitud de la cola y nOraero promedio do 

unidades en el sistema. Otra medida rnuy Otil os el 

percentila E?ncontrar el valor de >1: tal que Y" del tien1po 

el nOmero de unidades en el sistema soa menor que M. 

mayor sea y, meroos probabilidad de 

cong•ationar el siatema>. 

2.5 EVALUACION DE DESEMPE~O: 

Con ayuda de la• modidas de eficiencia anali::adas 

en la •ección anterior, es factible y al mismo tiempo 

f4cil 9 anal:i:zar y evaluar el dest!!mpei"io de uro sistema. 

Debe tenerse en cuenta que •• 
cornprender, intuir e incluir un níamero de parámetros 

clave• par• poder controlar un sistema. 

Esto puede ayudar .a evit.ar uro &11tr10 prcoblema come:• 

•• el que durante el desarrollo de un &i&te111a roe• t>P 

considere el de•empe~o y 

tot.al11t1tnte inaceptable • En ente catoo, las do5 opciorrir·c 

.abandonar el siatema o redi•enarlo y 

volverlo • deaarl"'ollal"' hasta qun se~ ~ceptable. 
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Cualquiera de estas opciones es mucho más cara que el 

di!!Utó\o y denarrollo de un Diaterna que desde el prineipio 

considere desempeno eNpl,ettamente. 

Algo que se debe tener ero cuPnta porque. ber1of'icia 

en 6ltima instancia al dosempe>.o da un sistema e~ 

compartir recursoa. El eJEHnplo cl .. \sico e~ nl do un 

sistema opor-ativo multiproorarnable, cuyo ObJotivo ~~ 

tener- varios programas utili:ando el proce~ador y las 

unidades de entrada y aalida al mi~mo tiempo de tal 

forma que cada uno progrese er, f'orr""' sirni lar a como lo 

h•"''ª •• estuviel"'a solo la m.1quina. Eute 

compartimiento de recurso& reduce el costo atribuido a 

cada prograMa 1 i. &. ' ni un solo progr.:11na utilt~a la 

r..tquina, debe cargJir&ele el costo del tier11pc. qua esté 

desocupada y del que esté ocupada. En el ~lntema de 

multiprogramación idaal, a los programas se les carga 

solo el tilM'tlpD que utilizan los recursos. Sin embargo, 

al compartirlos es causa inhera~to de com~ntir por 

ellos1 •i dos programas necesitan el procesador, Ul'"o~ 

En un &i&terria bie?n diseñado, la garo.nncia 

por compartir" es mayor que la pét•dida por c.;:.mpetlr. 

Paro esta competencia e~ generalraerite un f'actc.r 111~1y 

•ignl~lcativo de daneMper.o y uno de los mn~ dl~lciies d~ 

cuantificar. 



El an.lliaia del desen:ipeo;o de ur1 nioterna de cómputo 

•s una b••e par• planear vl f'uturo, 

2.6 AlGUNAS CONSIDERACIONES IMPORTANTES. 

Situacionea de eol•B dif'ioren vntt"'V al en el 

n~n:iero de canales de •ervicio disponibles y en las 

Pulii'den ewintir 

otras dif•renciaa corno un patrón de llegada• que no sea 

Pois&on o prioridadea en la f'orn1a de a1rrvicio p1tl"'o 15'Dt.oJ.!.. 

Ea por esto quo ur•a 

f'amilia de dos 

Estos p•r~metroa &on' el 

n~mero d• can•l•• de ••rvicio y la intensidad d• trAf'ico 

y aus coMponentes, 

P•r• un •i•tmma de col•• cor• l l•g•d• Po1aaon, un• 

•ola lin•• de •apera sin deserciones y t1•mpon de 

la distribución d• equilibrio 

del nómero de cliente• atendidos en uro intervalo d~ 



tietnpo arbitrario e& la mi5ma que la distribución de 

e• decir Poisson, para cualquier n6mero de 

•erY1dore11. 

Este re•ultado tienu aplicaciones un problernas de 

cola& da colas. 

Un BJemplo 115 el de cliente5 ero una tienda que 

deben ser atendidos primero por un vendedor y d•~puós 

por un caJero o alguien que envuelva 9U niorcancáa. Otro 

rnas complicado en el de uro.::io 11 arnada telaf'ónlca 

que pasa por ur• fii&teraa de redes de tr>lófonoB. 

lntuitivar11ente IQ'Bt.t claro qua o.-. lo!: procesc-5 de 

colas de colas del tipo mencionado, si la d:i.stribu~i6t1 

dtt aal ida de cada otapa e& tal que el Bi5teMa f'orrn.:i.do 

por la !H!'QUnda etapa es ceoinpatible para ser ar1ali;:ado, 

entonce& la cola de colas; puede nr+alizarse por otapan. 

E&te tipo do •nAliei& por etapaG es mucho rn.Jo5 sencillo 

qu& •• •e tr•ta de analiz:ar todo ol sistema 

•intult.lneamante. Afortunad11mente, baJo la& c:or1diciones 

citada& • continuaeión, ea VOl"'dad que la ealida tit-ne la 

• imp l leidad requerida para tratar cada etapa 

indivldu•lrnente. 

- El_m2'1n.lsz 

"'La ea.lid• de un aie;tnrna do colas ceol'l llegariaG 

Pol•son y tieMpo• da aerviclo EMporoencial es Poi"°~r:oro ... 

L.os detalles de ••ta hip6te~:i.S 9Ur• le•• aiguicroteá; 
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Suponemos una cola de una •olb etapa con llegadas 

•leator&as. El intervalo promudio Ol"•tre llegada& tiene 

longitud 1/,\ Esto EH!lt la probabilidad di!! ur .. 1 llegada 

durante un intervalo de longitud t es ~t. 

E•i•ten e servidore• (canales;) cada uroo cor1 ur1a 

diatribuc:"ión de tiempo de Bervic-io EHponencial coro 

pro111edio 1-?t: Loa tiempos de servicio son completa111ente 

independi•nte& d~ todau l•& condiciones. Por lo tanto 

la probabilidad de que un e-lienta que est~ recibiendo 

••rvicio al principio de un intervalo t terrnine durante 

el int•rvalo •&)'--t. 

BaJO estos supuesto• y la condición de que c >)-?', 

•"int• una distribuc-ión de equilibrio del n~mero de 

cliente• en el siste~a. MAs aón, esta distribución eu 

la Mi&m• qua la de lon entados encontrados por los 

Todos lo• cliente• se quedan en el •i~toma hasta 

hatHtr recibido aervicio. De otra f'orma, la discipliroa 

de la cola, u orden do sarvicio es irralevanto, ya que 

la distribución d• aalada y no la de retra~o es la d~ 

Jnterés. 

La prueba d• eate teorerna puede encontrarse en 1 

.. The output of' a Dueuing Syatvin" de Paul J. Burke. OR 

1956. 
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Para ilustrar uroa aplicación de e!St~ resultado, •a 

I• id11tal iz:aci dn de la situaciól'I con 

vendedores y caJeros ant11t& mencionada. Se supondrA que 

los el iol'ltea t tenen acceso a cualquiera de los 

vendedores que osté libre y que los vorodedores tienen 

De!!5pul>n de ser atf!'rodido 

por un vendedor, un clienta procede a los c~Jeros y 

tiene acceso a cualquiera de ellos sin ir11portar 111 

EMi&te una sola cola 

fr1rnte a los vendedorea y una sola cola f'runte a los 

C'AJ1tr0!50 El servicio dado por vend~doras y C'aJ•ro~ es 

•n ordero de llegad•• 

Sa aupondr".t. .nde111As que &Mista evidanC'ia de que lo• 

tl~mpos de murvtcio de los vendedores pueden ~proMi~arse 

•atisfaC'toria~ent• por" una distribución EMponenC"ial con 

prOMedio de 1. S mir .. , rnierotr"a!I que el t ientpo de ~ervicio 

de los caJeros es casi C'onata.-,t;e en 1 1.11n. El prob!er1111 

•s d•t•,..Minar las cant 1daden de vendriodores y C'fllJVr<•5 

necesaria& pa.ra qu1t las probabilidades dP o.lUU un cl1er1tv 

deba ••per•r m•u. de 3 Min. frente a loa v1tn¿1tdorc~ u 11100~ 

d• 2 iain. f'rente • lo• C'AJltrC.5i so•n cada uroa. de r11e.-,01o d& 

O.OS por un periodo de v•rias horas durante la5 eua.l~• 

l•• ll•gadan d• lo• cliente ~on ale•tor1au IPoistu:'lt•' cor• 

uro promedio de é! pot' Mln~ot.o. 



Debido • qua Jos tier11pc.s de nervii;:oio de los 

vend•dor•• son EMponenciales, puede lrof"eri rae del 

t•orem•, que l•s ll•gada• • lon ca.1eros nor1 Poi&&on con 

un PrOMedio d• 2 por mir1uto sin importar el roilmero de 

vendedorea, 

•• nclmero de Clil.J9r"'O& pued" 

indep•ndlentemente del nilmero da vendedores. 

El nilmaro d• vendedores requeridos esr Para S 

vandedore&1 el tiempo en el &istem• e& 0.60 Y• que lan 

ll•g•das non 3 por tiempo de uorvicio¡ y la probabilidad 

de un retraso de m•• de 2 tiempos da servicio C.3 111in> e& 

.0047, lo cual o&t.ti dentro de lo& llr11iteo del Cr"'itu,..io. 

P•ra ~ vendedore• sin e111bargo, P.l tiempo en el ni::;.ter.ta 

•• o.75 y 

de 

d•l 

V•ndedorea. 

la probabilidad de un retrauo de ma& de 2 

•ervicio es 0.07 lo cual no esta en los 

D• 1• ininma forma ni hay 3 ca.1eros, el t iempc• on 

•1 •i•t••• e• de 0.67 y 1• probabilidad de retraso mnyor 

Por lo 

cumplir con lo• criterios del •is.tema. 
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é:. 7 APLICACIONES. 

Entre las apiicacionc~ de Toorl.a de Cola!I dr 'aayor 

inter6• (aparte dol trabaJO en telOfonos>. ue encuontran 

•nalisi!I de los retrasos ero el trAfico de la!I Cllt:a~ta.y en 

tllnelea y puer1tl!a de puerto!J• la obtencion del nllmero 

6ptit110 d• empleados que deben asi¡¡r1arse a lo<s talleres 

•n uno de fabricas de aviones. Se han hoc:ho 

aplicaciones ir1du'!ltrialcs ir.iportantes a problernan de 

r"eparaci6n d• MAquinas dc•co1o1pueutaa. 

asigna..- ml!'cAnieo• para ..-epa..-ar mAqulr.as de tal forma que 

•• minimicen p~rdidas de producción causadas por la 

falta de mil.quinas en buaro entado. 

mAquinas forman una linea de aspera para ser reparadas 

por loe meeArlico~ que leli!I dar1 •ervicio. Existe un punto 

•n el cual lon aalarioa do Ion MecAlnieou ar;.ignadc·!I a 

•atar li1>tos en ca•o de una falla en algul"l.:ii rn.!quir1.1 sor1 

""ayores que la péordida de produeclór1 p-:.tenc.·iA1. D~· 

nuevo aq u i, ae busca el nómi:;oro ópt l•no de mec/Jinic:os 

utilizando Teoria de Colas. 

En el gran ndmero d• los procesos que val~n la 

pena de ser estudiados por an.::11ltstas de opor'acieol'1~s, "'"'"' 

gr·an parte puede deucribir&e muy bier1 p~r un modelo de 

cola&. La t•orJ..a s&r'a v.altoaa pllra obtene1· int'orm~ciór1 

a11n1l.ar a 1• discutida en el problirMa de '?avado de auteos 
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descrito en Ja Sección 1.2 y en la sección de medidas de 

ef"iC"lll'nci•· 

de Teoria de Colas sor11 

conversaciones telef"onicas 1 aterri~•Je de aviones, carga 

y de&carga de barcos, cit.au de paciente& er1 clinical!l 1 el 

paso do gente un la aduana, doscornpistura y r•paraeion 

de m.-.qui nas, moviemiento de aeronaves en pi&tas1 lavado 

de autobul!l 1 el iente• impaeientes en una t ienda 1 

r•diOC"OMunieaeiones, aupermerc;111dos 1 boletos do elne y 

t•atro1 f]UJO de produccton1 etc. 
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CAPITULO III 

MODELOS DE COLAS EN SISTEMAS DE COMPUTO. 

Hasta ahora ne ha hablado de Taoria de Colas y se 

han mencionado loa atstemas de cómputo vat"'ias vec"1's1 a 

continuación s& dasarroJJo];n varias aplicaciones máa de 

•ata TeorJa en dichos &istemau. 

Un •istema de cómputo puede repreaentarse como ur1a 

d• colan y aor evaluado analiticamente. Los 

r•curaoa dal aiuta~a son Jos centro& de servicio, y Jos 

usuarios o transaccionos toa clientes. 

La cr&cient• popularidad da Teorla do Colas para 

modelar ciateinan de cómputo nao debe principalmt>nte a 

cuatro razones1 

1) Estos Modelos capturan lon fact.orEtS m.is 

i ndep1tnd i ent "ª con col•• y JOba mov.aéndosa de un 

mecaniamo al sigui•nte. 

2J Loa aupuestos del an•lisis son realistas. L•s 

distribuciones E"pononcialeu del tiempo do eervic.ao se 

NaneJan en Muchos macanismoa. 

3) Los algoritmos que rnsuelVEl'n las ecuacJones del 

Modelo ••t•n di•poniblea como paquetes muy efictent~a do 

•valuación d• r•d•• de colas. 
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4)Con los modelo• dP. cola& pueden estudiarse 

medida5 de dti!'Bempetio tales como utlll:a:ac-ionots, lor1oltud 

promedio de la cola y tie111po promedio de respuesta en 

11istemaa t"'aales. 

3.1 APLICACIONES DE UN MODELO ABIERTO DE COLAS. 

El •itstema de cola• M.IM.lc ee u,., modelo &imple y 

•bierto que puede ••r utilizado para modelar. al monos 

muchos sistemas de computo. 

constd•ra abierto porque loa clientoa llegan al sistema 

desde a~ue ... a, reciben BOl'"'Yicio y salen del sistema. Los 

en loa que lo• elientes nunca aaler1 

Las ecuaciones 

de ••t• •i•te•a de colas, asi C"olftO •u demont ... •ción, Be 

encuent ... an en el Ap6ndice A dlt ~&ta tesis. 

Eat• aplicación tiene base en una empt"'eaa en la 

que los empleado• dicen t•ner que eaperal'"' mucho tiempo 

pa ... • poder utiliz•r Ja computadora. L• lógica indica 

que •l n-:tmeo ... o de ter-Minales que actuaJMente ao tienor1 

•on •uflcient•• para que no deban e~pel"'ar demasiado. 

Pultd• T•ori• de Colas ayudo111r • l• toma d• una d&C'ioión 

•n eat• caso? 
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Unai ernpresa tiene una termini'l er1 l inca 

conectada a un ai•tema central de cómputo 8 hora5 al 

di•. El patrón de la gente que llega a la oficiroa a 

ut1lizarla ea Poi•son con un pro1nedio da 10 pertoonas al 

dia. La distribución del tiempo que pa•a una persona en 

1• terrninal es aproxim.11darnenta E>iponencial coro un 

promedio de 1/2 hora. Por lo tanto la terminal es 

utilizada 5/8 (10 )( 1/2 5 horas de 8 posible& en 

prorned lo>. El gerente recibe' queJas de loo usuario& por 

la eantidad de tternpo que Muchos de a-1 l.:as. tienen qua 

eeperar para utilizar la termiroal. Al gerente no la-

parece razonabl• ponnr otra termir••l cuando la de ahora 

•ólo •e utiliza 5/8 del tiempo, en promedio. 

Teorla de Colas ayudar al a•rente? 

Cómo puede 

El •i•t•m• de colas 1"111"1/1 es un ri1odelo 

5/8. Usando las 

ecuacionO"s del Apéndice A para O'l rnodelo M/M/c cor1 c • 

1, pue'den calcular•e las medidas de deaempeño. 

w 

R 

SO mtn. 

80 mtn. 

Tiempo promedio de e5pura en la cola. 

Tiempo proMedio on el sisttmia. 

Pqt90) .. 146.GI Min. 90 parcPritt l du tler11po ero la cola. 

Como ~ • 10 per8onas por e•d• 8 horaR • 10/ 18>160) a 1/48 

per•on••lrni n. 



L • t. 0417 Nómero prorriEtdio dEt gente en l• cola. 

n 1. 667 per•ona• Nó1nero promedio de gente p•ra usar 

tul"rninal. 

Eato11.s estadjatican Muestran que m•~ d• una persona 

al .,. so pierde haciendo cola para utilizar la 

terminal. 

En el problEt111a del pró>eimo eJemplo ae mostrar6 

corno el modelo M/M/e puede utilizarse para ayudar a 

obt•n•r la información r1ece•aria para tomar una decisión 

para resolver el problema. 

el tiempo promedio en la cola son SO min. con 10~ 

teniendo que ~aparar man de 146.61 mtn. El problel!'•a no 

podja resolverse con horario• de utili%ación para Jos 

uauariow ••• •• que deb{an agregarse una o mAs 

terminales. Se especificó que el tier11po promedio en la 

cola debia ser Menor a JO min. con 90~ sin eMceder 15 

min. El gerenta pensó que si al t ier11po pr-orriedio en la 

cola con una terminal era de SO min. 1 con do& terminales 
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FJ gul"'ill 3 

La solución depende de cómo se utilicen las 

tl!!'rminales i.e. puedo utili%al"'se ~l sistema d~ colas 

o varios niatemaa M/Mll. Pl"'iMel"'o ae buscarA la 

solución con el sistema M/M/c pal"'a c•2. 

u - .625/2 - .3125 

cc2.l¡,,..> - cc2 •• G2s> - .1~sa 

W - 3.247 min. 

Pq C90) • a. 67 

Por lo t•nto bast• otra termiroal para ••tisfacer 

Si l• segunda terminal se utiliza dn tal forma que 

wl t,..&f'ico ae reparta igual entre las dos, t. e. corr 2 

W • 13. 6.lt min. 

PqC90> • 49.72 min. 
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Pq (90) tertriinale!5 aisl;ema u .. 
lltG.61 1 M/M/1 • 62-'t so 

8.67 M/M/2 • 312~ 3.25 

49.72 2 M/M/1 • 3125 13.64 

15.86 • MIM/1 • lS&a S.55 

7.65 s 1'1/M/1 .125 4.29 

Tabla • 

Por lo tanto harían falta cinco terminalaa para 

cuMplir con los ruquiaito!5. 

valorea par• varios •istema•. 

3.2 MODELOS DE COLAS CON POBLACION FINITA DE SISTEMAS 

DE COMPUTO INTERACTIVOS. 

En loa dos e~emplos ant•riores se utilizaron 

modelos abiertos con un n~mero inFinito d~ clientes. En 

la r•alidad~ hay Muy pocos aisteman que sean realmente 

abierto• muchos 1:;ister.ta& 

pueden aproicimados por dicho• modelos. 

considerar• ahora un modelo de cola• mA• realista que es 

c•rrado Cninu~n client• •ntra o aal• del ai•tema) y 

tiene una población finita de clientes. 

48 



Ft gu..-a lf 

En la figu..-a ae muestra un r1tOdelo de colan con 

población rtnita que podria rep..-e$enta..- un &interna de 

cómputo interactivo. El Binteraa consta de una cola para 

•l proc:-.sador central, un CPU, 

servicio .. Loa cliente• Cunuorios> interactOan con el 

niatema po..- medio de N terminales. Cada el ieni;e 

Cuauario) •ata eMact:amal"lte en uno do tres estados er1 

'" "per1aando" en la 

tel'""i:nin•l, <2> haciendo cola pal'""a un tipo do ne..-vteto, o 

13) recibtundo •ervicio. El ti•mpo en qua esta 

pen•ando, ineluye todo Q} tieMpo que pa•a entr~ la 

finalización del •ervicio, haata que ne hace un pedido 

Un usuario en una terminal no 

puede p•dtr aervicio de CPU hasta que el ante~tor 

aervicio ha sido tel'""minado. Las ecuaciones vAlida~ para 

todo• loa Modelos d• est• tipo estan en el Apénd1ce A. 

aodelo pu.et• aplicara• er1 un probl••a 

pr~ctico de un •i•t••• de cóMputo como el que nigue. 
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Un aisterna do có111puto il'lteract ivo finJto 

tiene 20 terminales activas, un t J1tmpo promedio de 

penaa111iento de 3 seg. una taua promedio de servicio del 

CPU de soo.ooo instrucciones por- segundo. y requisitos 

promod10 de 100,000 instrucciones. 

tiempo promedio de respuesta R y ld utilización dol 

CPU. S• de11ea saber también cd"1o cambiarlan estos dat.os 

a.i ae agregar• 10 terminales i. e. 

terr"t na lea. 

con un total de 30 

Como cada inter~cción requiere de la 

•J•cueión de 100, 000 inatruceiones de CPU on pro1.1edio, 

"-/P.. - soo, 0001'100, 000 

La probabilidad da que el CPU esté desoeup.:tdo es 

Po • • 04559321 E. 

El tie1npo promedio de respuesta es1 

R • 1.191 aeg. 

La utilización del CPU ee1 

p .... 954'• 

La• inter•ceionau por unidad de tiemp~ Hon1 

.\ t .. .-.. 72.2 .i.ntar•cciones por segundo 

Si •1 nilM•n·•o de t•rMin.ales se auhlenl:a a 30, c-rif:onces los 

resultados son1 

Po• .00022118 

f' ... 99977881!:' 
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R • 3.oo seg. 

~ t • 5 interacciones por aeg. 

Por lo tanto un aumento del 50" en el número de 

terminales o111ument:ó las aalidau en solo S.B" mientras quieo 

el tiempo de reapuesta aumentó en un 151.9"!' 

Este eJemplo muestra 11tl cor"IC'epto de sat:urac:iór1 de 

Si hay una t~rminal, no hay c:ola. Para 

poc:a• termina loo, loa usuarios int:er~ieren muy poc:~ 

Generalmente c:u~ndo un usuario quiere 

utili;ar el CPU, 

poc:a col a. 

los otros Qst.in per1Bcindo aut que hay 

Existen canos en los qun un número olavado do 

t. e. que 

compitan por los reet1rsoa en ve; de compart i rloo. 

3.3 EL MODELO DE SERVIDOR CENTRAL DE MULT?PROGRAMRCION. 

Est• modelo es m'-s eornpleJo (con trnayor detalle) 

que loo modelos considerados Pr•vi amente. 

est• repre151~ntado eor1 Ja f'igur• siguiente1 
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Figura 5 

E• un modelo C'E"rrado ya quo eont10 ... e un rnlmoro 

fi.JO programa• k que circulan en el siste1M1 

interminablemente. Sin embargo, c.!'lrla vo::: que ur1 

programa completa un ciclo dol CPU al CPU, se supone quo 

•& ha coMpletado una e.Jeeuci ón de un progrcun~ y uno 

cada uno con su 

pl"'opi a cola cada uno eon tien1pos de 1>ervicic• 

distribuidos EJCponnnci~lMunte cor• tasas prou1edio de 

•ervicio }'i <i•2,3, ••• ,M>. So suporoa quo ol CPU tambiér1 

provee servicio Exponencial (con tasa proruodio de }1>. 

Al terminarse una D.J&cUeió1"1 en el CPU, el Job regresa al 

CPU con probabi J idad pl o requiere de un mec::-ani 1ur10 de.< 

1/0 con probabilidad pi < i•Z, 3 1 ••• ,M>. Al ~.'.\lir del 

mecanismo de I/01 regresa a Ja cola del CPU P"'ra c•tro 

ciclo. S•• K 

con K el n~rnero de JOb!i •n la i-ól:.irna cola (en C't.">]a o en 



•orvicio>, entoncea las probabilidade~ pCk1,~2, ••• 1 kM> 

~ 
pa.ra Ck1,k21 ••• ,kM> ta.lea qua- Z:kLLll'

Í1. 1 

donde GCK> aP. duf'ine de tal f'or111a qui!' las probabllid<.ldes 

•umen 1. 

El método par~ calcular G<OJm1 1 G(1> 1 G(2J, ••• 1 GCK> 

eat6 dado a eontinuación1 

Dados Jti• pi para. 1-1,2, ••• ,M, el alooritmo ganorn 

l.. asignar valores a. >ei 1 

g Ck 1 l) para k 0 1 1, ••• ,K 

g to, h> 1 para h 1,2, ....... 

3. inicial izar k1 

k - 1 

4. calcular el k-ésirno rengldn1 

s. incrementar kt 

k - k+l 

G. algorttri10 f'inali::ado? 

Si k K ir a 4. Do otra f'orma 1 termJnar el 

•loorJ.trno. 
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g<n,H> • G(n> paran• 0 1 1, ••• ,K 

La• ecuacione!!J que describen e~te Modelo se 

encuentran en el Apendice A. 

A continuación se muestra una aplicación en l~ qua 

•a hace una DVillluación de dttsempe;;o y so obtiene una 

predicción, 

•f'icioncta, 

por medio del cAlculo de medidas de 

eobr• loa ef'ectoi;;. que tendrían de1s ca111bios 

en un modelo de este tipo. 

Se desea modttl•r un sistema ltro el cual el 

•iatema de procesador central oe el modelo del QervJdor 

central. Durante el periodo mAa ocupado del dla 1 ne 

tiana un profl'ledio de 100 terMiroales activas con un 

tteompo pro1nedlo da pen&amiaonto d• 13 seg. 

proM~dio de respuesta observado os de 6.~1 aeg. 

At • 5.15 interacciones por min. 

El tiempo 

Lo• par~Matroa de la parte del Modelo que ea 

aervidor c•ntral sont 

.. 
K 

}" 

/""' 
}"' 

3 

• 
100 

"" •o 

Un CPU y dos mecaninMo& de I/O 

Nivol do multiprogr.aMación 
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pl • 1 

p2 .2 probabilidades de ramtficaci6n 

p3 • 7 

Yaloru• observados de utili~acióni 

/'• o.sa1 utili:;:ación del CPU 

/'2 0.409 utili:z:aciJn del prirner hlOC'd.rll lil>lO l/Q 

/'3 0.911 utilización del ~egundo me-eanismo 

'" '5. 18 interacciones/seg. 

R • G.41 seg. ttumpo proro1edio de respuestoll 

inventigar los ei"octos de dos posiblt~s me-Joras de 

hArdwaro. La primera lllP.!Jora cc.nniderada OIJ la de dar 

memoria pl"'incipal adicional suf'ictente- p.ara au111r!'rotar el 

nivel de multiprogramación de 4 e 15. La segunda meJr-.ora 

•• la de hacer eembios en hardware y so~tware qu~ 

aument1tn las V1tlocidades do los de.a rnecaf"11srnos de I/O en 

Con ol algorit1ao antes 101011t,..~do Cnlgorit1110 do 

9u:z:en> •e calcula1 



coñtinuando con l!'l algot"'itmo1 

•• x2 x3 

.e •• 75 

o G(O> 

'·e 3.55 G C 1 > 

2 2.44 8.6525 13(2) 

3 2.952: 18. 093875 6(3) 

• 3.3616 35.02588125 13(4) -K 

Sustituyendo en l•• ecuaciones1 

I'' • 51658586 utilización d•l CPU 

pe • 413268688 utili~ación del 1 (H"'o meco11niGmo 

/'3 • 904025256 utilización del 2do. Mecanismo 

.l. t s. 1658586 i!io!\l idas 

• - 6.357866 ti1t111po pro111udio de respuesto11 

Eatos valores mon muy c•rcanos a los medidos para 

validar el Modelo. 

C~lculos simil•rea Muestran que si el nivel de 

multiprogramación •• incrementa da 4 a 15, entonces1 

¡a. .571282414 

¡ae • 45702:5931 

/'3 .999744225 

.l. t S.71292 

R 4. SOS seg. 

56 



Por lo t•nto ••• salida9 promedio se hllln 

inc:rementlldo en un 10. 6" y el tiernpo prc11t1edio de 

respu&sta ha dismir1uido en un ~9. 2;it. 

Si ol roiv1tl du multiprogra1nación Be Mlllr1tter1e en 4 

y •e inc:-rer11enta la velocidad du los macanis111os en un 

25"' entonces1 

~1 .616300129 

/'2 .394432082 

I'ª . 86282018 

~t .. 6.163 

R • 3. 226 ~ey. 

La segunda me.Jora parace ~er 1,i.'\u favor-able qu1.1 la 

primera1 me.Jora las nalidas promedio en un 19.3" y 

diHll'linuye el tle"'po promedio dr respuo'll.ta P..., uro 49.3% y 

interacc.lseg. y A serla 1.039 seg. 

E•to muestra un ir1cremanto del 15. 6" en Hilll ic::l.JB 

promedio y una diaminución en E!'l tiempo de rr.spuesta en 

un 67.0~ •obre la segunda mo.1ora. 

oriDir1al representa uro incrernent<:i en ,\t de 24. 7;( y un.111 

di11minución del 76~9" en tiempo pro1nc.-dio do reupuosta. 
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Si el prlm•r mocanismo del si.etem• original •s 
reemplazado por uno con la mi&ma velocidad que el 

•egundo y l• carga de los dos •e balancea de tal forma 

que la pl""obabilidad d• ra111lf'icaci6n de cada uno nea di!' 

.. 45, entonces 

3. 205 seg. 

E•te nsodelo se utiliza para •odelar sistemas de 

cómputo de multiprogramación. 

Se ha mostrado, con breves eMplicaciones y varios 

para crear MOdelos analiticoa de nisterna.s de córnputo. 

Estos modelo• son ef'iclenteo y fáciles de utilizar, y 

r•qui•r•n 111uy poco ••f'uer;::o para obter1•r pr•dicciones 

razonablemante eMactaa del desempeño de un sistema. 
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APENDICE A 

EL PROCE!:lD DE NACIMIENTO V MUERTE. 

En el conteNto de Teor"la da Colas. un nacirnienteo 

as l• Jiogada de un cliente •l siGtema du colau. y el 

tél""frlino un.aerte &a ref'iere a una salida de un client1t que 

Y• ha aido servido. 

Los supueato• d1t un proceso de n~cimiento y muerte 

son los •iguienten. 

Supue~to 1. Dil.do que el r16mero an e1 sistema 

ea n, la distribución de probabilidad del 

tiempo que queda pil.ra que suceda el siguiente 

nacimiento Cl lea•d&l> e>cpononciol coro 

parAmetro >-...., (n - o, 1,a, ... l. 

Supuesto 2. Dado que al n6mero en etl Giste111a 

la dl5tribuciór, de probabilidad del 

tietr1po qu1t queda para qu€• GUC'eda la GiQuier1te 

muerte <finali;zación de servicio) 

e>cponenci•l con parAr'1atrojA..Cn., 0,1,~, ••• ). 

Supuesto 3. Sólo un roaci.rniento o inuttrte 

pued~ ocul"'rir en un rnornento dJic'o. 
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Co1110 y ,,.h 
resurr1ir estos •Uputtstos nn el siguittnte diagrama dEoo 

transición. 

L•• en 

transiciones posibles en el &istema y Junto a cada 

flecha •e muo&tra la tasa con la que paua de un estado a 

otro. 

Considérese cualquier e5tado dnl •istttma n <n • 

0,1,2, ••• ). Sup6ngase que se •mpie~• a contar el nOmero 

de veces que uale de aste estado. Como lo$ dos tipos de 

estos dos nUmeros d~bon aer 

Eota pooible diferencia 

de 1 causal""ia tsolo uno muy pequotto diferer,cia en los 

ta-.o.s prom&"dio. 
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iguales on el lar'go pla:!o,. Esto non llo""" a.l si¡J1.1icYot.e 

principio. 

TASA DE ENTRADA • TASA DE SALIDA. P.:.r'a cualquier" 

la tasa pr-orrn~dio con la que 

oeur"r-on lo!!l incidentes de entl"'adas debe ser- igual 

a la tasa pro111edio con que ocur-r'en los lneirter1tos 

de sal ida. 

La ecuactdn que ewpl"'esa e&te pr-ineipio na 11.irna ecuación 

Despuéa de conntruir la6 

•euaeione5 d9' balance para todo& los estados en términos 

di!' las pr-obAbilidades desconc•eidas Pn CProb~ob.llid.act de 

qul!f esten n en el sister11al, aste •.iste.ríla de ~cuacior1eB 

puede renolYers• para encontr.:.r dichas pr'Obabllidades. 

Para ilustrar una ecuación de bi1.lar1ce-1 consid,o¡.r-eae 

ll'l estado O. El proceao antr'a a c-sto estad<) ne>lo dri-1 

estado 1. 

•atado 

Poi"' lo tanto la prob.abilidad de estar en ol 

CP1> r•pr'esenta la propor-cil~n de tiP.1r1po que 

••ria posible para que el proee&c• er1tre er. el eislado o. 

Dado que ll'l proceso está en ~l catado 1, 

promedio de entrar al esta.do O es }4- 1 (~n otras 

p•labras, para cada unidad de t;fcrnpo que el procosc- c-st;il 

en el estado 1, el nOmero esp1?r.'.'lldo de vece1:o que saldr{a 

del estado para erttr.r1r' al osl;ado O C'!i )-41 • ) t>..-

cualquier otr'o estado, asta taua pro111ed io es o. De ahi 

qu• la taaa pr'omedio a la qur.- ol ¡:>r~ccP.so s"lo de su 

eatado actual para entrar al estado O es 
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Con •l ~inmo r~zonamiento, la ta~a promedio de salidas 

debe ser l.P., por lo que la eeuaclón de balance para el 

otro e~tado •Mi•ten dos posibles 

tr-anuicione& 

Por lo tanto c•da lado de las ecuacione~ de 

balance par-a estos estados representa la ouma de las 

tasas promedio para l•• dos transiciones. A par-te do 

11!>1 razonamiento es ewacta111onte igual al r¡ue se 

hizo par• el •atado O. Eata ttcuaciones de blllal"1ce se 

encuentr•I"• en la Biguiente tabla. -- , .... -.TU•• • ~•UÜM 

• p_.'?, ' >...tt • 
~;.>. • ........ • o .. •p;\1', 

' ~,'?, • )4'8 "P. (~ •• ,... \1', 

n•I \,..1."1n°1 •JA ... "P... • (}\ ... , •)' .... ,,"Pn•I 

ft ~ •• ? ... , .,._.""""·•. (~".,,_\"P ... 
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o 

• 

,., 

Para nimplificar Ja notación, aea 

e"-:. >.. .... , \...,., ••• ~. 
,..,.14,. .•... JA• 

Por lo tanto las probabilidade9 son 

El rffqu~rimiento de que -~ ..... .l.. 
"'" iNpl ica que 

(i. + ~c .. 1'¡:>º ~ .l.. ... 
J. ""?o ~ 

1 +.!c.. 
"" Dada esta j nfortnaci ón 

N • f .. '"? .. .... 
63 
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También, eomo Ql nOmero de eervidore& e representa 

•l nOmero de c-1 ientoa qu• pued~n &er sorvtdos 

•tnultaneamente (y asi ••lon dG la eola>, -l : Z: (,.. L)i'n ,.:., 
Estos resultados rueron obtenidos baJo el supuesto 

d• qua "-n YJ4n tienen valores tales que el proceflo llega 

si ~n • O para algOn valor de n 1 por lo que oolo un 

rtnito de ••tados es poniblo. T iUlfbi Ól"I !Ollil' 

m•nt ion• • i empra • i ¡o :. )./CJA-C 1. , 

EL MODELO BASlCO <TASAS DE LLEGADA V DE SERVICIO 

CONSTANTES. 

E• muy comOn qua en un siatem~ de colas la tasa 

proMfifdio de llegadan y la tasa proMedio de servicio por 

•arvidor ocupado searo constanteo. De ahi que ~1 111odelo 

bAnieo to1ne •&te aupueoto. Cuando el sistema tieno s61~ 

un 1Servidor 

el proceno de nac-it11i11nto y 1nuerte son ~n- ~ <n•01 1,2,.) 

y 14,. •JA- Cn•O, 1,2, •• >. Los diagramas de tr.!lnsición ae 

muentr-an a c-cnt i nuac-i dn. 

64 



b> Servidorea mQltiples <c,1> 
nt1,t, ... ,c 
ftt.t,e.•·· ... ,~ ••• 

Sin er11bo11rgo cuando el eistero1a tione ~e,.vidore!li 

Manténgase en mente que}4n representa la 

tasa prornt!'dio de servicio para todo el sist.,,,,,.. (i,e. la 

tasa pr-omedio con l.- cual ocurren las ter'minac:ior1es de 

los tlDl""Vicios para que lo• eliantea dl!'.Jen al aistem¿,) 

cu.-ndo •Misten n clientes an el sietema. Cuando la ta11a 

pro111edio por servido!'" oeupado esf'-, la tai>a de !loorvic-io 

p•r• todo el aiste~a con n servidores ocupados P&..,.., 

Por lo tanto 

cuando n:i: c14 es decir cuando todos los servidores est.Al't 

ocupados. 
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Cuando la ••Mima ta11a prornedio de !lervicio (e,,.) 

•Mc•de 1• tas• promedio de ll•gadan (~)T esto es cuando 

/" lo.. <i. .,,. 
El aistema .alcanzar.i eventualrnente una condición 

•ntabl•. En eata aituación lon reaultados obtenidos 

para la condición ••table se pueden aplicar directarnente 

eonio se muestra a C'Qnttnuación. 

Por lo tanto 

donde 

"P.:& --'-
' + Z.,o" ... 

• (l¡o")"' ... 
: (..!...\ •• 

·-~l 

: •-¡o 

Con•ecu•nte1nente, 

GG 

t'\ c.1, t, ••• 

na' 1 '• • , • 

ft••. •.•, ... 



• 
11 • z: ft( '.,.'),." 

••• 
: (o-p)¡o i: ~ (¡o") ..... p 

(• -p) ¡0..L ( z poi) 
dp " .. 

,, -p)p ..L (-' ~ 
•¡a 1-¡o 

: ..e ~ Á 1-p ..... ),, 
En ~orma siMilar. 

: N - .L(i-1'~ 

Resultados para ~)1. 

n: '• '• ... ,e 
,. 

n•c,c:.ti, ... 

.. 
( 

/( 
... 

d. z: 
••• 
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'i'.' ¡ ( ~$);,. 
(~¡,.)• 'i'o 

C! C. ... , 

Usando la notación p = >.)}'e 
~ 

L = Z:, (n·.)'i'n 
n;c -• ¡. i'P..•i 
•'º 

' t. i (~¡,.yf'¡ í>. 
jl• C! 

m .1 º) ''i'. Cl./e \• f' .t. -¡;; (p1 
C! ¡:• p 

= 'i'. ~f' .A. ( f ¡oi) 
C! dp ;z• 

''i', (l./,.\.,.._¿ ( ...!.... ) -¡-¡--- .., , _, 

= 'i>. ( >.1;ijo 
C! (1-J*\'l 

w • ..h. 
JI, 

~· W•jz 
'4 • i., (W•fa' 

•L+.A. 
}'" 

&O 



~:\\ 1:: 
Con •l método descrito 

los aiatemas dl!t col••· 

u - ~ 'I'-

P(nl • CJ - U>ir U<1 

N • U / (1 - U) No. pro111ndio l!tn si~te .. a 

W • U I ~e 1 - U> Tiempo de e&pera 

L • U / Cl - U> Longitud promedio col• 

R • 1 / JAC 1 - U> Tierapo do respuoa"ta 

u_,.,,.. 

p •U/e 

Po .. c!fl -,,->ccc,UJ /u& 
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Pn • 

u" 
Po n • 0 1 1, ••• ,e 

n! 

u" 
Po 

C' ! r!' ... 
n > e 

CCC',UJ • cu' le!> / rcuc1e! > + <1 -p>E Lfln!J •.. 
Todos los narvidor~a ocupados. 

L - u e <e, U> I C' ( 1 - p ) 

La• fórMulas para el sistema de población finita 

d• un Modelo de cómputo interactivo aoror 

ECtJ • 1/~ ea el tiempo promedio de pensamiento. 

[
" N' ( ) 1-1 Po • ~ ___ .:..__ -~- "' 

"'~ CN - n! > )'>-

La utilización del CPU esi 

¡0•1-Po 

El tieNpo proMedio de rr.spu~sta esi 

N 

• """1-Po> .C.. 
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>.l - /',,,.. -

d~ multiprogramaeión son1 

son: 

-lG IK-1) / G IK> 

.JA:•P• "P.: 
14" 

~· ..!!... - .L 
M. I"-

71 
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COMENTARIO Fit•RL 

En eata t&ai!I se trató do hac.,r una eowpouieiór. 

data.l lada de TeorJa de Colas par'ct po&teriormen!:e mo~trar 

algunas apl tcaciones que ésta puedP. ter1r.r c-r, ni <;tffm.:it. ~e 

cómputo. 

Cabe recalcar la gran itnport&l'lcia que tienl!' ol 

derivar medidas de des1:u11pQ;;c. ut i 11 ~ando JO!:> Mc.é'i:¡olO!: de 

Teorla de Colas que, como se 1no!:itr6 c.•n los e~emplos, 

proveen ir1f'ormaci6n vital pare. d!c;e;;o;.r l.'f'ic-iente-:i1ri-r1t:e 

sistemas da cola.s que alc.Jncen l•n baldnce apropiado 

entre el costo de proveer un ac;rvlcio )' a: cc.t.to 

asociado a esperar por eaü servicio. 



BIBLIOGRAFIA 

Arnold O. Allen. Probability, Statiatice and Ouuuing 

Thuory. Academic Pruus. 1978. 

Arnold O. A1len. Cueuing Modelos of CoMputer SysteMG. 

JBM Systerns Sei&nee Instttute. 

Arnold O. Allen. Capacity Planning f'or Management. IDM 

SyuteM& Manageflt&'nt Institute. 

Paul J. Durke. The Output of' a Oueuing Systern. 

Operations Reuearch 4 (19SGl. 

CoH & Smith. Oueueu. London ( !961 >. 

Hillier, LI eberrnan. Operations Reneareh. Seeond 

Edition. Holden Day. 

"· Chandy1 c. Saver. Computer Syutems Perf'or1o1ance 

fllodeltna. Prentice Hall 1981. 

Philip f'I. Morse, H.N. Gnrber. R Farnily of Oueuing 

Problerr1n. Oporations Research 2 (1954>. 

Philip fll. Morse. Dueuelil 1 Inventorios & Maintenance. 

Wiley, 19SS. 

Taha. Operations Research. Col l ier Mac::mi l lan. 1976. 

Thorr1as L. Saaty. Resume of' Usef'ul Formulas in Dueuing 

W. R. 

Theory. Operations Rusearch 5 (1957}. 

Van Voorh l s. 

Tool. 

Waiting Liria Thcory as a M"'nager11E>nt 

73 


	Portada 
	Índice 
	Introducción 
	Capítulo I. Teoría de Colas 
	Capítulo II. Solución del Problemas de Colas y sus Aplicaciones 
	Capítulo III. Modelos de Colas en Sistemas de Computo 
	Apéndices 
	Comentario Final
	Bibliografía 



