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INTRODUCCTION



Se purde mencionar que en aeneral, 1 estadisticn
mitemdtica se aboca a resolver problemas en los cuales ias
observaciones de oladn  fendmeno contienen elementos de
variabilidad fuera del control del nbservador, y ademds
fyera de cualquier otro control que se pudiera establecer}
as deciry, son observaciones de procesos estocdsticos.

Una de las principales preocupaciones de la
estad{stica consiste en la estimacidn o inferencia de
pardmelros  desconocidosy, los  cuales puedan ayudar 2
determinar las verdaderas caracteristicas del fendmeno en
estudio,

El procesn de construccian de modelos
prohabilisticne a travées de 1la experimentacién, la
observacidn y el registro metddico de los resultndos, es un
ejemplo de la infarencia estadistica; la cual puede
llpvarse a cabo de muy diversas formas -algunas de las mds
comines estdn desarralladas en la teorfa clisica o de
Neyman—=Fearson; con el uso de las pruebas de hipétesis.

Ademds de las inferencias, el estadistico estd
interesado en establecer criterios que le permitan conocer
1ne gradns de confianza que pueda tener en las inferencias
y (ue también le brinden la opportunidad de comparar varios
resultndosy obtenidos de diversas farmas, con @1 ob,jeto de
decidir cuales 4son los mas adecuadons vy por qué lo son,
Estos criterios se pueden obtener a través del empleo de
técnicas sobre  pruebas  de  hipdtesis o teorias de
decisinnes,

Sin  embargn, para llevar a cabo inferencins y
pruebas de hipAtesis, es necesario que el estadistico
determine, a priori, las principales caracteristicas tanto
de muestreo como de 1a técnica que va a utilizar, Esto es,
el estadistico debe contar con un *Plan Muestral® por medio
del cual queden completamente determinados el tipo de
myestra a estudiar, el ndmero de observaciones que se
degean tomary la técnica para el procedimiento inferencial,
el contral de los erroresk y, en qeneral, la estructura del
estndio 2 realizar,

¥ Error tipo I rechazar una hipdtesis cuando 4Asta es
verdadera,
" Error tipo II aceptar una hipétesis cuando asta es

falsa.
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En esta tesis se pretende presentar las pruehas
secuencinles bayesianas como una  técnica alternativa de
solucion o los problemas de lu inferencia estadistica y las
pruchas de  hipdtesisy 2 través del uso de nuevos elementos
ne considerados en 1o estadistica cldsica,

e acuerdo con la tenrla de Neyman-Fearson, en el
momento en que se realizan  las pruebas de hipdtesis, el
estadistico estd interesado en minimi2ar el error tipo II
dada  una  coto superior fija al error tipo I} sea esta cota
iqual a 7} esto se debe a que, en este punto de vista
cldnico, se considera wmds importante evitar el recharo de
una  hipdtesis cuando  ésta es verdadera, que avitar
aceptarla  cyando ésta es falsay por lo que, con base en
peste razonamientoy el estadisticoy finalmentey concluye,
nada mds, si en la muestra tiene la evidencia suficiente o
no para rechazar upd hipitesis,

Es deciry en su decisidn no se determing si tiene
o no la suficiente evidencia para aceptar una hipdtesis, En
contraste con esto lus pruebas secuenciales, bajo un punto
de vista cldsico, le permiten al estadfstico controlar
anbos  tipos de error con cotas 7y B respectivamente; y como
consecuencia de esto, poder decidir si en sy muestra existe
n no la suficiente evidencia para aceptar una hipdtesis o
rechazarla,

Esta {eoria de las pruebas secuenciales se ve
enriquecida con 1n estodistica hayesiana por medio de la
incorporacion de probahilidades a priori  y de
probahilidades subjetivasy vy por elementns de la teorfa de
decisiones  estadicticas, que son  importantes para 1la
aptimizacidn que el estadistico debe hacer sobre sy plan
muestraly tales elementos son! el riesgo, la pérdide v la
funcidn de decisién.

l.a técnica de los pryehas secuencinles bayesiianas
estahlece criterios que indican cudl es al mejor plan
meestral a través de la  resolucién del problema de la
parada  6ptimay, tema central del presente trabajo, cuyo
nbjetivo  primordial  es?!  formular reqlas de decisién
sdlidas, con bhase en las cuales poder determinar en qué
momento e debe detener el muestreo, y tomar uno decisién
que garantice tener un riesgo estadisticn, o pérdida
esperada, minimo.



Esto ©sy con base en las pruebas secuenciales
hayesianas, el prohlema de la parada oOptima pretende
proveer al estadistico de los elementos necesarios para
determinar cudl es el mejor plan muestral, tomando en
cuento el riesgo y la pérdido.

Esto hrinda la posibilidad de redurir costos por
muestreo en muchos casos, y conocet, si en algunns otros,
es mejor tomar una decisién sin  llevar a cabe ninguna
obsarvacion,

Esy por todas las razones mencionadas, que esta
tdenica se presenta mis atractiva al estadistico vy le
hrinda un campo de decisién mis amplio y pleno de elementos
importantes, como el riesqgo vy la pérdidi, que le permiten
fundamentar en cimientos mis sdlidos su decisidn,

Como se natard en el transcurso de dsta tesis, la
metodologla que se utiliza pretende brindar no sdlo una
nueva perspectiva de solucidn para problemas estadisticas
sino  que tombién una nueva filosofia para 1o Aptims
aplicacidn y utilizacién de los recursos econdmicos para la
resolucién de éstos problemas.

FPor otro lada, se debe subrayar que ésta filosofia
@s cimiento fundamentol para la presentacidn, en dsta
tesis, de una metodologia que proporciona una alternativa
para el estadistico interesado en optimizer tanto los
resiiltados como 10s recursns que se aplican en la solucidn
de problemas de decisi6n,

En el primer capftulo de la tesis se describen las
principales propiedades de las pruebas secuencinles desde
un punto de vista cldsico; teoria que se concretiza por
medio de un ejemplo en la dltima seccion del miswo
capituln.

El sequndo capitulo expone los conceptos bisicos
de la estadistica bayesiang y la teoria de decisiones}
parny, en el capitulo IIl presentar formalmente las pruehas
secyenciales bayesianas y e] problema de 1a parada éptima,
tema central del presente trabagjo.

Con el ohjeta de entender perfectamente la
aplicacidn préctica del método de las pruebas secuenciales



hayesianas, en el capitulo IV se presento un ejemplo tipo y
su resnlucidn. Ademis, en el capitule V, se analiza un
problema prdctico que presenta un algoritmo de sonlucidn que
o5 aplicable a  otros  problemas con  caracteristicas
similares,

Finalmente se resumen las conclusiones
sobresalientes del trabajo en geperal, Ademis existen dos
anexos  con  informacidn  sobre los programas de computadorg
ytilizadaes y 1o distribucidn de probabilidades betaj
respectivamente.



CAPITULDO I

LAS PRUEEHAS SECUENCIALES
DESDE UN FUNTDO DE

VISTA cLAaSICO



1.1 INTRODUCCION

La tenria de las pruebas secuencianles formaliza lIa
aiguiente idea intuitival desarrollar una técnica por medio
de la cual se realicen ohservaciones en forma secuencial vy,
despuds de cada una de ellas, se evalde un criterio por
redio del cuitl se determine si se tiene la evidencia
suficiente en la muestra para tomar una decisin, ya sea
aceptar una hipdtesis o rechazarla, o si es necesario hacer
uso de una nueva ohservacidn, Todo ésto syjeto al control
de los dos tipos de error.

Desde el punto de vista de la teoria de
Neyman-Pearson, se minimiza el error tipo II dada una cota
superior  para el error tipo I y un ndmero fijo de
observaciones; y con la prueba de la razén de
verosimilitud, que es la m4s potente (ver! Mnod, Graybill,
knes.), se puede concluir 351 an la muestra existe la
evidencio suficiente o no para rechazar una hipétesis,

Si ahorQ. se desea analizar cudndo se tiene
suficiente evidencia o no para aceptar una hipdtesis como
estadisticamente verdaderay serfa necesario aumentar el
ndmero de observaciones o crear un diseflo de experimento
que permita controlar los dos tipos de error, Para la
primer solucién serta posible que el costo por nuestren se
incrementara de manera significativa y para la otm
respuestay serta necesarioy bajo 1la teoria de
Neyman-Pearsony disminuir la potencia de lg prueba con su
consecuente pérdida de control sohre los errores.

Sin embargoy, bajo el punto de vista de las pruebas
secuenciales, es posible controlar los dos tipos de ervror
sih necegidad, ni de disminuir la potencia de la prueba ni,
de hacer crecer la muestra a altos niveles; es deciry es
pnsihle, fijar cotas superiores para ambos tipos de error
yy» dehido a la naturaleza de la pruebae controlar el tamafio
de 1a muestra} que en muchons casos serf{a menor que el
utilizado bajo la teorfa clisica.

Esta metodologia reduce 1los gastos por muestreo,
en wmychos casos), y es sy dtil cuando el estadistico estd
sujeto a un presupuaste y las observaciones. tienen un
costo.
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Por ejemplo! i se sobe que en un lote de
articulos 1la mayoria son defectuosos o no lo sen pero no
e sube cron certeza cudl de estes afirmaciones es
verdadera, es mds venta,joso contar con un plan muestral que
indiquey por ejemplod

*Tomar una  muestra de dos articulosy si ambos son
defactuosos entonces 1o decisién es que 1o mayorin
son  defectuososs si  los dos estdn en buen estado
entonces la decisién @s que lo mayoria también lo
esti; de otra forma, sacar otra muestra de dos
articulos y repetir la prueba.*®

que con otro que establezcal

*Tomar una muestra de n observaciones y hacer la
prueha de la razdn de verosimilitud (o cualquier
otra)'

y para el cual n saa suficientemente qrande,

En este capitulo se desarrolle la teorio de las
pruechas secuenciales desde un punto de vistiae cldAsico y se
analizan sus limitaciones. Debido o la naturaleza de la
tdsisy no se presentan pruebas rigurosas de todos los
teoremas y conclusiones) sin embarqoy, se indican las
referencias bibliogrdficas para las pryabas respectivas,

Siquiendo el planteamiento tedrico y después de un
andlisis del mismo, se podrd dar respuesta afirmativa o las
siguientes interrogantes! 1) { Es pasible tener una prueba
que permita aceptar casi sequramente una hipétesis 7y 2) §
Es posible controlar ambas tipos de error en una prueba ? v
B L No es necesario fijar o priori el ndmero de
nbsarvaciones en un plan muestral ?

Se recomienda como bibliografia adicional el
texto de Mood, Graybill, Eoes,
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1.2 FPRUERAS SERUENCIALES, UN ENFORUE CILASTCO

Camo se menciond anteriormente, en esta seccidn se
presenta el desorrpllo de las pruebas secuencinles desde el
puntn de vista cldsicos Para tales efectos se define la
prueba de la razénm de la  probabilidad secuencial y se
estudian sus propiedades. Sin embargo, antes de entrar en
detalle en el estudic de estas pruebas se establece la
notacidn que serd usada o lo largo del capttulo,

Sean

XEpR29XZp00e voriables aleatorias inde-
pendientes e idénticanente
distribuidas (iid).

Supéngase que so tienen dos hipdtesis simples
sobre la  estructura probabilistica  (distribucion de
prohabilidodes) de las Xi’s, denotadas por

PO(Xi) y PLUXi) 3
es deciry las Xi’‘s tienen alguna de estas dos estructuras
prohabilisticas; pero no se conoce con certeza cudl de
dstas @s la verdadera,
Asociadas a éstas estructuras probahilisticas,
sean las funciones de densidad de probabilidad

fOUXL) y fLXL) W

Es importante notar que, debido a que las
variables alaatorias son  independientws e idénticamente
distribyidas, se tiene que!

FIIXDI=RIXI= 00 v 00 e=fi(Xj)
Y i=0,1
F'i(X1)=F'i(X2)=on....=F’i(X.j)

14



Con estos elementnsy definose a

fO(X!.XZp....Xu)
Igs ===~—memmmmmemmomee (1
H(Xl,XQ.. oo Xim)

como  la ramdn de verosimilitud, donde m ec el ndmero de
ohservaciones y fO(X1pX2peseXm) ¥y FLIX1pX2y444Xm) s0n las
funciones de densidad de probabilidades conjuntas de
X1pX2peeoXme

Como las Xi’‘s son idependientes, se concluye que

FLOXL Xy s o o X =R LX) FICXD) o0 FitXm)  i=0,18,

de modo que
mn o £O(Xi)
L ’ (2)
ist f£1(XD) :

que es, como se menciond, la razdn de verosimilitud que se
utiliza para la preeba del mismo nombre que ©5 la mds
potente (ver! Mood, Grayhill, Boes).

Habiendo establecido la nntacidn necesariay, es
posible continuar con el desarrollo de Jlas pruebaes
secuyanciales de acuerdo con la idea intyitiva escrita en Ia
introduccion de este capitulo,

Uno de las principales objetivos de las pruebas
cecuencinles es acotar los dos tipos de error con niveles
preasignados; sean estos Ty B para los tipos de error I v
I1  respectivamente; de  tal  forma quey en términos
mitemdticos, lo que se deseq es tener
Pri{rechazar ung hipétesis dado que ésta es verdadera} ¢ 7

Fr{aceptar una hipdtesis dado que ésta es falsa) ¢ B

Si se considera que la hipdtesis nula es la

15



pstructura probabilistica FO  (podria considerarse también
Fl)y, las ecuaciopws anteriores podrinan formularse de la
siguiente manera

frirechazar FO/FO es verdadera) ¢ 7
y (P
Friaceptar FO/F1 e3 verdadera}t 8

con  las cuales quedy satisfecho el requerimiento del
control de ambos errores y se puede definir la prueha
secuencial de la razon de probabilidades,

FRUERA SECUENCIAL DE LA RAZON DE PROFABILINADES:

DESCRIPCION 1 Sean, Ay E dos constantes tales que A%l y
B*1. Supbngase que se tienen ,j observaciones
aleatorias @ indepandientes entre si del
fenémeno en estudio (j=1,25440)s Evaldese 1
(definida por la ecuacién (2)) y!

51 1,j<A acéptese P{
si 1j>R acéptese PO

s A<{lj<B tomese otra observacidn vy
evaldese 41,

Notese que 1,j no es sino el cociente de las
funciones de verosimilitud, vy que si

1j¢A entonces 1j<1
(4)
de modo que J d
o FUXDr w fOUXD)
i=1 i=t

por 1o que as razonable aceptar o Pi comn lu estructura

probabilistica del fenomenn, Esto es, se acepta Fl cuando
@l divisor del cociente 1 es mayor.

16



Intuitivamente, y debido a la naturalera de 1o
pruchay, es l6gico pensar que las constantes A, K estdn
relacionadas con los valores de las cotas superiores de los
Arrores, #e decir) se espera que

A = G1(TR) y B = G2(7)R)
nor lo cual es importante determinar estas constantes como

funciones explicitas de 5, B,

Esta relacidn funcional puede derivarse de las
restriccidnes de los dos tipos de errors Sea

Cn=C(x1,%2y, ..):n)/Ml.j(IU .j=1':'.~ ve=131In<A>»
es deciry Cn es el conjunto de vectores (x1,%2y444kn) tales
que 1la prueba secuencial termina con la aceptacidn de
Ptydespuds de n observaciones y no antes,

Supdngase ahora que se tiene ung prueba secuencial
con errores 7y B exactamente, Entonces se tiene que!

% = Pri{rechazar PO/PO verdadera)=

® n o n
= L meo(Xi) ¢ T n f1{Xi)=
n=q fi=l n=1 ji=1
Cn Cn
] n
= Al mfLXi) =
n=1 fi--x

Cn

= A Pr{rechazar FO/F1 es veradpra) = A(1-8)

1o que implica que
AL /701-8) 3 %)

17



y de manara similar puede ohtenerse la relacién

B & (1=7)/8 (4)

Yy pOP aproximacidn, puede tomarsge!

A= 5/C1-8) v B'= (1-7)/B} (7)

debido a gque, por ejemplo, la decigién *FO es la verdadera
distribuciéon de prohabilidades® se tomo si se cumple que
In>8 mas que cuapdo 1m=KB (para alquna m que cumpla con
ast0)} por 1o cual se puede suponer que parn que se tome
esta decision dehe de cumplirse que?! B{imc¢B+s} eon donde €
@s un nrhmero mayor que cero. Es claro ver que esto se
cumple para cualquier £>0 de tal forma que las constantes
Ay B pueden ser definidas correctamente por la ecuacién
(7)$ vy ndemis, se cumple gue!

A CACB LR,

C Nota!l sean 5‘y B’ los errores de la prueba
secuencial definida por las ecuaciones (7); entonces se
puede demnstrar quel

THBY < TR

por lo cual 1las restricciones se siguen cumpliendo (ver?d
Mood, Graybill, Hoeg). ]

fla esta forma han  quedado detrminadng  las
relaciones funcionales de A y B con 7 y § de moners
explicita, y se cumple la restriccién sobre el contral de
los tipos de error, que era uno de los principales
objetivos de la prueha,

Por otro lado, como e) musstreo es secuencial, lo
que constituye otro de los objetives formulados, es
necesarin analizar algunas de las caracteristicas mds
importantes acerca del nhdmero de observaciones en la
meestra  (j) que, como se subraydy €5 una variahle
aleatoria,

18



Antes de proceder o la obtencién del wvalor
esperadn ELj1, es necesarin anatar que el interds de estas
praahas  estd centrado solamente  en aquellos procesos que
rumplen con

Prd j<ok=1} (8)

lo cual denota que se consideran s4lo procesos gque terminan
con probahilidad 1§,

Esta condicidn se cumple si se cumple tambiédn que
las wvariahles aleatorias son independientes, lo que se va a
syponer acontinuaciéng vya que, par el contrario, se podria
dar @l caso en e} que toda la informacidn obtenible este
contenida en las primeras m ohservaciones} y si en ese
momentn . no e ha tomado una decisidn, entonces ésta nunca
ce llegard a towmar y el muestreo se harfa infinito, lo que
significa que si!

la=lmti parn i=°|112n XX}
entonces

Pr{.j<at#1
y 8i, ademis?

A<In<B
entonces?

A<Im4i<R im19293p0000

1n que implicarfa que el muestren nunca terminaria y la
prucba perderia sentido,

Es puesy, por esto que la condicion de
independencia entre las variables aleatorias debe cumplirse
ya que en otro caso no se podria nsequrar que 1o prurba
termina con probabilidad uno.

Finalmente, se presenta la expresiéon de la
esperanza  del ndmero de ohservaciones en la muestra}
siempre y cuando asta esperanza exista y sea finita,

Se sabe quet

19



J F0UXi)
Amm———- - ¢ R
ist f10Xi)

entonces si
£O(Xi)

f1(Xi)
se obtiene

J
Log A<CEIZi <log B
i=1

Ohsérvese que, como las Xi’‘s son independientes e
identicamente distribuidas, las Zi’s tombién lo son, Ahora
supongase que para toda 2i se cumple que!l

ElZii<w y EC2i] ¥ 0

entonces pot la desigualdad de UWald (ver! Feller) se
concluye qued

ELZ142244..42]
ELjl = para toda i}
EC2id
con la que
TLog A+ (1-7) Log B
ELj/P1) & ===~ (N
ECZi/P1]
14
(1-f) Log A ¢+ 8 Log B
ELj/FO] = (10)
ErZi/P0]

Para una pruebn formal de las igualdades (?) y
(10) congdltese el textn de Silvey.

20



En estos momentos va se cuenta con los elementos
necesarios  para las  pruebas secuenciales), 1ng que se
resumen y enumeran adelante y se concretizan con un ejemplo
prasentadn en 1a siguiente secridn,

RESUMEN DEL METODO

Sean?  X1yX2seseeess variahles aleatoriag ieiedes

supdngase que se quiere efectuar ung prueba de hipétesis?
K0! PO vg Hi! Py

en donde FO y F1 son estructuras prohghilisticas

diferentes, con funcionrs de densidad de probabilidades €0

y 1, respectivanentes definasel

J o foXi)

b
i=t f1(X1)

Az 7/(1-B) Y Bz (1-7)/8

en donde 5, P son las cotas superiores de los errores tipo
Iy 11, respectivamente.

Tomense ohservaciones secuencialmente, vy después
de cada una de ellas prudbese?

31 14<A acéptese Pl
si 1j»F oaceéptese FO
i ALLjE obsdrvese Xj+l.

l.a esperanza del ndmero de observaciones a
muestrear estd dada por las ecuaciones (9) y (10),

21



1,3 EJENPLO

Supdngase que se sabe gue las varinbles alentorias
Xi‘s tienen una distribucidn normal con media desconocida y
varianza iqual a 143 ademds, se sabe que estas variables
son independientes ¢ idénticamante distribuidas.

Supéngase, también, que es conocide que la media
puede tomar los wvalores 11 6 12y, pero no se sahe con
exactitud cudl de énstos es el verdadern. Y el estadistico
desea  hacer wuna prueba de hipdtesis sobre la media de la
distribucidn, pero controlando los tipos de error con
niveles 0% para ambos,

fs decir} se tiene!

Xi con distribucidn  N(w,16)

7= 0%

= .05
y se quiere probar?

HO? w=11 vs H1=! w=12

En primer lugar, al estadistico quiere determinar

2]l wvalor esperadn del ndmero de observaciones a tomar, Sin
embargn, antes as necesario evaluar las canstantes A, B,

h=7/(1-0)¥.051.95=.0526358

B=(1-7)/B=.95/,05=19
1o que implica?

7100 A ¢ (1=7) 1ng B
E[j/w=ll)

ElZi/u=11]

(&)
r



(1-8) 1og A + B log K

ELj/w=12)=
ELZi/ws12]

perad 3 2
ELZi/w=111=(w0=-wl)" /25" ~
ELZi/u=1217-(w0-w1)" /25°

en donde samlé wo=11 wi=12

entonces?

EfZi/w=111= 1/32 y  E[Zi/w=12)=-1/32%
por lo que!
ECj/w=111=84=EL,j/u=12]

es deciry el wvalor msperado del ndimero de ohservaciones a
muesitrear es  aproximadamente 84 para ambos casos.En
contraste con ol ndmero que se pide para pruebas cldsicasy
el cual es de 100,

Ahoray el estadfstico procede o determinar la
prugba de hipdtesisy para la cual debe de determinor el
cociente de la razdn de verosimilitud?

'j
axpd(=1/32) T (xi-127)
i1
1.j= -------

J
apL(~1/3) £ (ui-110")
i=1

lo que implica guel

l.i l,'
lLj=enp{(-1/32) T (23-2:1))=axp{(~1/32)(23,-2 I »i)}
i=] i=1




y se obtiene la pryeba
W05243158 < 1j < 19
0y equivalentemente

J
Nj=~47,111024(23/2) j < E »i < 47,111024(23/2) j=R}
i=1

fju¢g determina la prueba, vy el estadistico punde llavar a
tabo ]l muestreo secuencials

Supongase que el estadistico realiza el muestren y
ohserva los wvalores que se muestran en la tabla 1.1
(valores <imulados con wuna computadora, cuyo programa se
adjunta en el Anexo ty programa uno, por medio de un
generador de ndmeros aleatorios de una distribucién normal
con media 12 y varianza 14),

Después de 32 ohservaciones, el estadistico
concluye los siguientes resultados?

AJ2=320.889 , BI2=415.111

32
L wi= 415,489 2B32
i=1

lo que indica que el estadistico debe rechazar HO! w=ll y

aceptar H1! w=12 (que es el valor verdadero de w).

Ge presenta, en la tabla 1.2, un grdfico con el
comportamiento de la sumatoria de las ui’4, las zonas de
aceptacidén y rechazo, y las bondas que las determinan.



TARLA 1.4

M £ % Aj B
1 9,597 9.597  -35.618 98,411
2 12,404 22,002  -24,11¢ 720,111
3 11,330 33,332 -12.611 81,411
4 12,981 44,314 -1,111 93.111
b 12.%62 58,878 10,389 104,481
] 13,348 72,245 21.869 116,118
7 16,423 H9,648 33,389 127,611
8 10,002 100,671 44,889 139.111
9 14,426 115,097 54,389  150.61¢
10 10,928 126,025 47,889  142.111
11 15,560 141,584 79,389  173.611
12 18,422 140,009 90,889 185,111
13 12,423 172,432 102,389 196,618
14 11.548 184,000 113,889 208.1%11
15 9.425 193,424 125,389 219,411
16 10,623 204,049 134,889 231,111
17 12,032 216,082 148,389 242,411
18 14,034 232,114 159,889 254,111
19 10,932 243,048 171,389 243,411
20 14,322 257,371 182.889 277,111
21 15,432 272,806 194,389 288.641!
2 12,423 285,227 205.889  300.11f1
23 R.439 293,844 217,389 314,61t
24 16,325 310,192 228,889 323,111
2% 11,569 321,741 240,389 334.411
26 17,424 339,185 2G1.6R9 344,118
27 10,423 349,809 263,389 337.41t
28 11,562 361,371 274,889  J49.114
a9 13,623 374,985 284.38%  380.411
30 12,423 487.419  297.689 392,111
3 15.4628 403,047 309,389 403.411
32 12,642 415,489 320,889 415,111
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zona de aceptacion H1
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zona de aceptacion HO




1.4 LIMNITACIONES

Hastn estos momentos se ha desarrollado la teoria
wstadistica de las pruebas secuenciales desde el punto de
vistn cldsico, y se ha dado una respuesta ventajosa a lns
interrogantes  planteadas en  la  introduccidn de este
capftuln.

Es decir, se han logrado los dos objetivos
principales, a saber!

-fontrolar ambos tipns de error y hacerlo en forma
Hptimay

-nuestrear securnhcialmente,

Sin embargo, surgen otras dos interrngantes acerca
de la optimizacién del *Plon Mupstral®!

LEn qué momentn ae 6ptimo detener una prueha de
cardcter secuencial?

{En qué casos no es relevante muestrear, dehido a
1a escasa posthilidad de aumentar la informacidn
sobre ¢1 fendmeno en estudio?

Todo esto es debido a que, en michos casos, el
astadistico estd sujeto a un presupuesto y el muestreo
tiene un costo; por lo cual desea optimizar sus estrategias
inferenciales y sus tdcnicas muestrales. Esto esy serdq
dtil contar con un criterio que evaluara el riesgo de
continuar muestreando y, con base en éste, doeterminar
cudndo e debe detener una pruesbas y tamhién, en
particular, cudndo se dehe iniciar el muestren, y cuindo
las observaciones no enriquecen en  forma  importante o
significativa la informacidn que hagta el momento se tiene,
por 1o cual no es Aptimo hacer uso da una muestra.

Con la teoria de las pruebas secuenciales cldsicas
no as posible dar respuasta a estas interragantes debido a
que no se cuente con los elementos necesarios pora ello. Y,
por otre lado, en esta teoria no se toma en cuenta la
informacidn que el estadtstico pudiera tener, a priori,
sobre el fendmeno que deseq analizary por lo que se hace



necesario  estudiar  alguna otro teorda qgue brinde 1la
posibilidad de superar Ins obstdculos mencionados.

Una  técnica que provee una  sonlucién adecyada g
aste problema es el andlisis de las prusbas secuenciales
baywsiangsy las cunles hacen uso de nuevas herramiantas,
desde ntro punto de vista, de tal forma que permiten al
astadistico llevar a «abo una optimizacidn de su plan
muestral a  través de la solucidn del problems de 1a parada
dptima.

Y no solamente se consique esto optimizacidny sino
que tambien, dentro de esta técnica, se pucde tomar en
cyents vy evaluar el conocimiento a priori que el
estad{stico tenga} experiencia que, en lo mayori{a de los
casns, resulta relevante e importante,

Far otro ladoys y como principal caracterfstica de
la pruebay es 1a dnicqa manera de resolver varios tipos de
problemis para los que en la teoria cldsica se podrian
tener wvarios resultados iguales sin  llegar o alguno en
concreto.



CAPITULDO 11

ESTADISTICA BAYESIANA

TEORIA DE DECISIONES



2¢1 INTRODUCCION

En la seccidn final del capfitulo anterinr se
enumeraron  las principales limitaciones de las pruehas
secuenciales clisicas, motivo por el cual en las secciones
subtiecuentes se desarrollardn técnicas y criterins de las
pruehas secuencianles hayesiapas y del problema de la parada
dptima.

Sin  embarao, antes de abordar de lleno estos
temis, €% necesario presentar los conceptos bdsicos de la
astadistica bayesiana y de la teoria de decisiones,
técnicas por medio de las cuales se puedan combatir
oxitosamente tales limitaciones,

En este capitulo se desarrallan y presentan estos
conceptos, en forma no muy profunda, vya que esto no se
considera tema central de este tesis, Como bibliografia
complementariay para  una  formalizacidn de los temas
tratados, se recomiendan lns textos de! O, Kerger, Eox and
Tiao v De Groot,

Es muy importante analizar la relevancia de la
estadistica bayesiana dentro de la inferencia vy las pruehas
de hipdtesis, y de la trortiq de decisiones, pare una nueva
presentacién de muchos problemas. Esta nueva técnica estd
basada en la misma idea intuitiva del andlisis estudistico,
pero ircorpora  y formaliza elementos no considerados
anterinrmente.

Fundamentada en el teorema de Rayes, la
estadistica bayesiana trabaja con elementos nuevos que
permiten  hacer uso de informacidn importonte para la
ragolucién de problemas  inferenciales., lno de estos
elementos es la incorporacién de una distribucién a priori
del pardmetra a inferir, la cual refleja el grado de
creencia que el estadistico pudiera tener sobre el fendmeno
on estudin} antes de llevar a cabo algdn muestreo, Es
deciry la esperiencia del estadistico es tomada en cuenta
para la inferencia.

En 1la mayoria de los casos, los pardmetros de
o4tas prohahilidades apriori son completamente subjetivos y
rompen con la ides frecuentista cldsica? por Jo que la



interpretacidn  de  unpa  probabilided es omplinda para
aquellos  experimentos y sucesns que no pueden sar
repatidoss For ejemplod Si oe menciona que la prohabiliduad
de que se case X con Y es un medio, bhajn la  idea
trecyentista no es posible concehir el hecho de que se
1legd 2 este ndmero al repetir el experimento una infinidad

~de wvecesy por lo que este ndmero pierde su interpretacion
prdctica. Ahora bien, hajo el punto de vista bayesiann, el
suceso de que X se cuse con Y se asocia a un experimento
nxiliar, sen este  experimento, por ejemplod el de lonzar
una moneda ul wire, y la interpretacién que este admaro
tiene es que es tan probable que se case X con Y como que
al lan:zar ung maneda gl gire salga dqguila.

Ndtese que el mperimento auxiliar, cualquiera qQue
#ste seqa, sirve para *pasar’ de creencias y experientias a
una distribucion de probabilidudes ndmerica y concreta.

For otro lado, y haciendo uso de la teorfa de
decisiones estadisticasy se pueden evaluar lps riesgos y
las pérdidas para ung praeha de hipdtesis. ldeas que en
alguna forma  conceptuslizan vy evaldan los procedimientos
inferenciales adecuados para poder optimizar el plan
myestral v la toms de decisiones. :

Con base en estas ideas y conceptos, y despuds de
sy presentoridn en  este capitulof yo serd josible, en los
siquientes, hacer un andlisiz formal de la teoria de las
pruebas secuencinles bayesianas y del problema de la purada
éptima.



242 PROFARILITIAN SUHJETIVA

Como se menciond en la introduccién, por medio de
la metodologin de la prohabilidad subjetiva es posible no
sAlo asignar probabilidades a aquellos eventns repetibles,
sino  (que también a sucesos que no se pueden repetir para
ohtener sus frecuencing de ncureencia,

No se desarrollard un andlisis profundo al
respectn  ya que este tema, por sf mismo, podriq representagr
un  estydio individual} por el contrario, se presenta
solamente con suficiente detalle para llevar a cabo ciertas
consideraciones en  la  justificacidn  del wusn de la
estadistica bayesiana.

El objetivo principal de la probabilidad sub,jetiva
&5 interpretar 1o factibilidad de 1a ocurrencia de un
evento como probabilidad, por wmedio de un euperimento
auxiliary de tal forma que esta regla de asignacidn de
probabilidades determine un ordenamiento completo del
con,junto de aventos.

Sea
§ e=-mm—msecmee=x @] espacio muestraly

A ~-==-=meeceee=-« @]l conjunto de coventos
asnciados con S}

y definase una relacién dentro de A de la suquiente
maneray para cualesquiera dos aventos osb £ A,

a b s{yshlosi b es ms factible que n}
a=b silysé6losi b es tan factible comn a}

2 ¢ b siyshlost b es, al menos, tan factihle
COMme Qe
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Nétese que esta relacidn determino un ordenomiento
completo del conjunto A ya que para cualquier pareja de
plementos de A esta relacidn se cumples

Teniendo ya nn  ordenamiento de #ste conjuntn, se

persigue encontrar uno funcion numérica que este de acuerdo
con este orden, @5 dacir!

si Fla)<P(b) entonces 0 < by,

Ahora Ssupdngase que la relacién < cumple con las
siguientes propiedades?

1) para todo  ay b € A, se cumple sélo una
de las expresiones siquientes!

an<b 4 a=b 6 b<a
2) si a € A, entonces!
g ¢a vy enparticular g ¢ S,

Con ayuda de estos dos supuestos y la definicién
de un experimento auxiliar, se estard en posibilidades de
asociar una probabilidad dnica para cada elemento de A,

Supongase la existencia de una clase 8 de eventos
tque cumplen con?

1) Cada elemento de B tiene una probabilidad de
ocurrencia conocidas

2)  Para todo nfimero p (0(ptl) existe un
elemento de £ cuya probabilidad de ocurrencia
2% e

Por ejemploy para algunos cososy de mapera natural
se puede definir esta clase de eventos B, con una variahle
alentoria uniformemente distribuida en el intervalo 011,
Esta variable aleatoria cumple con 1las dos propiedndes
anteriores, por lo que e puede usar como experimento
auxiliar,

4
"



Entancesy, con  ayudo de este experimentn, es
pnsihle asignar probhabilidades a los elementas de A, Fara
ceda elemento o € A, se define su probabilidad asigndndnle
1a misma de un elementn b £ 8 vy que cumplan que?

ash
yy 0 partir de aqui se puede construir la distribucidn de
probebilidades de A,

NAtese quey para este ejempla, 1l clase B la

inteqran los intervalps

COyX23

donde X €9 una variable aleatoria con distribucidn ULD?1]3
par lo gue se tiene gue

P(a)=m st y s6lo si (O,m) E a
donde a €A y Oimel}
dy de otra forma? a = (0,P(2)),

Y P es 1la funcidn de densidad de A}y ahora lo
dnico que queda por demostrar es que esta distribucion de
probabilidades cumple con!

' 1) P(g)=0
2 P(S)=1

3 I P{ajda = 1 6 IR =1
A A

(ver! e Groot.)
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2,3 ESTADISTICA BAYESIANA

Fn esta seccidn se desarrollan las principales
caracterinticos y  los  principales criterios de 1o
estadi{stica bayesiana, todo ello con nyuda de Ia
probabilidad  subjetiva  para  la determinocién de las
distribuciones a priori de los pardmetros. ’

Supdngase que se tiene un problema inferencial
sobre un determinndo pardmetro B numérico o vectorial que
pertenece a un conjunto de estns mismos 0,

Se denomina  distribucién de probabilidades a
priori de 8 al qrado de creencia que el estadistico tiene
snbre la posibilidad de que cierto pardmetrn 8 € ¢ seq el
verdaderos este qrado de creencia puede quedar determinado
por 1la experiencia del estedisticn, o puede ser que, a
falta de ésta, por ejemplo se determine que! todos los
alementos de ¢ tengan la misma probabilidad,

Es deciry el propio pardmetro desconocido puede
tener una distribucidn de probabilidades que se busca
determinar,

Ged X=(ulyudexIpesetn) un vector de observaciones,
las cunles se distrihuyen con dependencia de un pardmetro 8
%= 0 desconocido, sobhre el cual se guiere hocer inferencia.

Se tiene entonces que!

1) P(B) ==-==e- la distribucién a priori
del pardmetro 8 € 9,

2)  P(X/8) =---- 1n distrihucidn de los
ohservaciones dado 8,

Y con base en ésta  informacién se desed
determinar!



3 F(B/X) e la distribycion del
pardmetro dadas las observacinnes,

A P(AZX) se le conoce como distribucidn de
probahilidades a posteriori de 8 € @,

Por el teorema de Bayes Se sabe ques
PIX/B)P(B)=P(X,8)=F(B/X)P(X) ,

.en donde P(X,d) es la distrihucién conjunta de (X,8) schre
el egprcio § % 0. ( § es al espacio muestral)

Iada la observacién X, ©s posible obtener la
distribucidn condicional del pardmetro 8, que es la

distribucién a posteriori} ésto estd dade por Ja siguiente
expresion?

P{X/8)P(8)

en donde se tiene quel
|

1) PO=E(P(X/6)) e5 la esperanza de F(X/Q)} para la
cual X constituye un vector de observaciones
conocidas y como se obtiene esto esperanza sobre
el espacin 0, entonces asta expresidn es una
constante}

2)  F(H) es la distribucidn a priori de 0 £ 8}

3 R/ @5 la influentia que tiene la ohservacidn
X sobre 1o creencin que se tiene apriori del
pardmetro y

4)  P(A/X) es la distribucidn a posteriori de B.

Nétese que F(X/8) se trata como funcién de 8 y no
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de X, dobido a que X es un vector que en e) momento de la
inferencia es conncido} o esta funcién  se le denominal
funciién de verosimilitud,

A F(8)y distribucién a priori del parimetro a
inferiry se le denotard en una forma diferente con el
ohjeto de estar acordes cnn la literatura general, por lo
ques F(B)=n(a),

Por lo que se tiene!

TMBIF(X/B)
P(B/X)z  ==m==mcmmmee 3
P(X)
nBIF(X/A)
P(B/X)8  =mememmmaman
E(P(X/8))

pern como E(F(X/8)) es tan sélo una constante que normalize
P{8/X)y no es necesario ponerla en su forma explicitas por
10 tanto la enpresidn anterior finalmente queda de la
siguiente formal

P(a/X) o« M(BIP(X/B)

o bien Pasx) = kw(8)P(X/8)

en donde K es un nfimaro renl que se determina en tal forma
que se cumpla que

[ FCa/X) d8 = 1 en el caso continuog
[ ]

L P(a/X) = ¢ en el caso discreto,
[}



En el caso en que se tengun dos ohservacionesy o
conjunto e nhseryaciones secuencinles, senn estas Xt y X2
2 la distribuciden a posteriori F(B8/X1) se le puede usar
rcomo distribucion a priori para 19 informicidn contenida en
Ya observacidn X2y si X1 y X2 dos son independientes e
idénticamente distribuidasy y ast para el caso de n
nbservaciones

P(e)x1,x2)o: TP (X1,X2/8)
pArod F(X1,X2/8) = P(X1/8)F(X2/8)
a1 X1y X2 son independientes dado 8, por tanto
P(B/X1,X2) oL m(B)P(X1/A)F(X2/R)
pero n{B)P(X1/8)c F(A/X1)
de tal forma quetl

P(B/X1,X2) o« F(A/X1)F(X2/68)

en donde puede notarse que P(A/X1) desempafia el papel de la
distribucién a prinri de 8 pore lu segunda observocién X2

Finalmente, ya teniendo la expresién para F(B/X),
e punde llevar a caho la inferencia del pardmetro de
gruerdo con los criterios elegidos por el estad{stice.
También ps posible determinar intervalos de confianza y
reqlizar  pruebas de  hipétesis acarca del pardmetro
inferido.

En resumen, es posible mencionar que n(8) es la
informacidn que el estadistico posee del pardmetro upriori,
ya ska por experiencia o por cualguier otro factor, y que
F(X/A) o3 la infnrmacidn que la ohservacién X proporciona
sobre el pardmetroy si w(B8) es, al final, muy diferante a
F(a8/X) <«e puede concluir qua las ohservacibénes tuvieron
aran influencia (proporcionaron mucha informocidn) para la
inferenciay y que an camhioy 1la informacinn o priori no
tuvo gran relevancia para la resolucién del problemas
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2,4 LOS CONCFFTOS TE PERDINDA Y RIESGO

Los conceptos e pérdida y riesgn =on parte de 1a
teorla de decisiones estadisticas, vy juegan un  papel
preponderante en el desarrollo del prohlemsy de la parnda
dptimay ©s por esto quey en esto seccidn, se estoblecen sus
definiciongs formales y se comentan sus propiedades mas
impartantes,

Como bibliograffa complementaria se nsugiers el
texto de Fergusony en el que se presenta un extensn tratado
nn s0lo de estos conceptos, sino tamhién de 10 que en
qgeneral trata la teoria de decisiones.

Cuando se trabajn ron herramientas estadisticas vy,
©on  particulary con técnicas inferencinles) es porque, como
3@ ha mencinnado, existe algdn pardmetro o estndo de la
naturaleza que resulta desconocido para el estadistico, En
la gran mayoria de los casosy la inferencia de dicho estado
as necesorio  para Jo toma de acciones que permiton
optimizar 1los resultndos deseadas; es por ello que la
teoria de decisiones oestadisticos busca desarrollar
criterios  indicadores de acciones estndi{sticas en el
momento de la inferencin.

Se sahe que Al estado de la naturaleza pertenece a
un  conjunto @ de entre los cunles uno es el verdadero y se
tieney,  también, un conocimiento a priori acerca del
pardmetros  con estos datosy, el problema, en quneral,
cnonsiste en determinar 1la mejor aproximacion al pardmetro
verdadero.

gin  embarpo, s muy posible que en ciertos casos
tanto la observacién como 1o inferencia en si tengan un
costo determinados por lo tanto el estadistico no solo estd
interesado en una huena estimacidn del pardmetro, sino
tamhién en e)] control de los gastos en los que se pueda
incurrir,

Este tipo de  restricciones dan lugar @
consideraciones adicionales sobre la estimaciones.

Se puerde entonces definir un espacio de decisiones
Dy cuyws wlementos sean acciones a tomar; sin embargoy a
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cadn decisidn d € I le corresponde un rissgo determinodo y
upa  pérdida  (ganancia en el caso neqativo) dada por alguna
funcién  que  tome en cuenta el verdudern vialor del
pardmetro,.

Esta funcién de pérdido se define o conptinuacion,

DEFINICION £ A una  funcidn L2 0 x U === |k que cumpla
con Ja siquiente propiedad!

L(8,d) westd acotadn por ahajo} para todo
(Byd) € ® x Iy se le llamg funcidn de
pérdida.

Esta funcidn de pérdida cusntifica lo pérdida de
tomar la decisidn d cuando 6 es el verdadero pardmetro,

#hora, debido a que el pardmetro 8 no es conocido
y cobre 8] es la inferencia, es natural pensar en ohtener
la esperanza wmatemitica de esta funcidn, que no es mis que
el riesgo que el estadistiro corre al tomar la decision d.

Esto wsy, si mw(B) es la distribucidn a priori del
nardmetro, entonces el riesgo de  tomar 1la accion d estd
dedn port

rimyd) = I L.(Byd) m(H) dB
¢

an donde se supone que la integral existe y es finita paro
toda d £ I} entendiendo a la inteqral como un sinholo de
sumatoria en el caso discreto,

Se puede dar ya una definicidn formal dr riesqo
pata toda d € I, solamente con el objeto de resumir los
conceptos del parrdfo anterior, como siquel

DEFINICION 2 Fara  una  funcidn de pérdida L(R,d)y la
funcion  de riasgoy denntada por ¢(8,4), estd
definida por la expresién sigquiente!



w(Byd) = EXL(H,d)) (Byd) £ & u It

en dnnde la esperanza se toma en el espacio
X '

DEFINICION 3 Fara  cualguier distribucidon, w del parimetro
Ay el riesqgo bavesiono se define como lg cota
inferior de la funcidn de riesgo olmyd), para
toda d € D se le denota por ok(w), Esto es!

ok(m) = {nf @a(w,d)
den

y n la d que cumple con esta condicion se le
conoce como decisidn de Bayes en contra de w,

Estas definiciones conforman tonda la base scbre la
cyal  se trabajard} sin emwbargo, es necesario extenderlas un
pnco para los casos en que se tengan observacinnes.

Fs 1ldgico pensar que, en los casos en lus que se
pueda hacer uso de un conjunto de ohservaciones, la
decisidn sea una funcién de este conjunto} y en lugar de
tener y denotar westn decisiidn como d, se debe hacer como
fyuncidn explicita de la muestra; es deciry Si Se han
muestrendo X1,X2,.449Xn} entonces a la funcién que vincula
estas observaciones con w©l espacio @' se le conoce como
raqla o procedimiento de decisidn y se define comn?

DEFINICION 4 A une funcién Q! S =-=-= D sp le llam
procedimiento de decisidn siy cuando se ha
observado Xy entonces se toma la decisidn
alx) £ I,

Finalmentay, se modifican las definiciones 1y, 2y 3
para los ¢a505 en los que se tenga n en lugar de dj es muy
isportante dorse cuenta de las diferencias bdsicas que
estas definiciones tienen entre si, ya que los conceplas
que estdn en ellos son la base tedrica para el desarrollo
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del tema central del presente trahojo,

DEFINICION S

DEFINICION 6

la funcidn  L(B,0(X)) es la pérdida de tomar
1o decisidn (X))  cuondo el  pordmetro
verdadero s 8 y se ha observado X.

Fara cualquier distribucidn a priori w del
pardmetro A £ @, y cualquier procedimiento de
decisidn o(X) € ¢

elmeit) = E(L(By(X))) = I L(B,n(X)IP(X,8) d¥ d@
[

DEFINICION 7

Con

XS
4 bien

Tinyq) = [ f L8y alX))F(X/8)m(B) dyx d8&
Je IS

#s el riesqgo esperadoy o pérdida promedio,
del procedimiento respectiva.

El riesgo de Rayes con observaciones se
define comn!

okin) = {nf a{mn) = okimnk)
neh

y 12 09X s¢ le conoce como )i decisidn de Raves
en contra de m,

actos conceptns perfectamente hien entendidos

o5 posible entrar de 1lleno al tema de las pruebas

4



secuenciales bayesianas y al problema de la parada dptima.
Sin embargo es importante que antes de seguir adelante se
haga wuna  revisidn general de tndo el material quey hasta
shora, se ha presentadn.

o



CAFPITULD 117

PRUEEKAS SECUENCIAMLES

BAYESTIANAS

EL PROBLENA nE LA PARALDA

AP TIHA



3ol INTRODUCCION

Uentro  del problema general de la tenrin de
decisiones estadisticas, la parte referente a las pruehas
secueniiales  bayesinnas  y, espectficamente, al prohlema de
la parada  dptimn  tienen una gran  importancie  para la
optamizacién del plan muaestral del estadistico,

Comn sa ha mencionado en capitulos anteriores,
astn  optimizacién  del oplan muestral no es sina el
astablecimiento vy formulacidn adecuados de  la  regla de
decisidn muestral, '

En este capitulo se consideran prohlemas paro los
ciuulas el estadislico tiene la posihilidad de tomar las
pbservaciones una  por una, es deciry secuencialmente, de
alquna distribucidn con un pardmetro o vector de pardmetras
8 desconocido., lespuds de cada observocién Xiy el
estadistico puede avaluar la informacidn que ha obtenido, a
través de  las muestrasy y con hase en ello decidir si
rcontinua muestreande o toma una decisidn en ese momento,

Todo esto se hoce suponiendo que el mistreo tiene
un costo -supnsicién que se cumple ¢n la mayoria de lons
Cas0s.

Con este finy el estadistico cuenta con un plan
mestral, que e5 1o estrategiao de muestreo que serd
optimizadas vy con una regla de decisions Repls que indice
qué accién se dehe tomary de acuerdo a la informacidn que
se tenga, as decir, es una funcidn del espacio muestral S
al campo de decisionas D,

Para  Jos efactos de 1o optimizdacidn  ontes
mencionaday, el estadistico dehe de evaluar los riesgos que
tiene en el momento que se quiere tomar lu decision y
determinary si 1o esperanza  matemdtica del riesgo de la
continuacidn es mennry, a @l riesgn de tomar yno arcién
inmedinta, que se debe elegir otrn muestra que esté en
posibilidades de oportar informacién adicional para una
aleccidn pasterior qua minimice un poco mds los riesgos.

Es muy importante conocer y manejor los conceplos
de riesgn y de pérdida, definidns en 1a ditima seccion del
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rapitulo anterior, asi como sus prapiedades; puestn que con
hase en ellos se desarrollard toda la teorin en el presente
capitula,

FEn principioy, se formulo el problema para casos
que estdn acotados en el ndmero de observaciones, esto es,
para  cas0% en los que a lo mds se puedan tomar n
ohservaciones ( n £ N )y haciendo usn de una tdcnica
1lamada induccidn retrospectiva (seccidn 3.2.)

€n la seccidn 3.3 e extienden y se amplian las
conceptos para casos en los que se puedan considerar hasta
un nimero infinito de nbservaciones.

Finaleentn, se termina con algunos comentarios y
conclugsiones qenerales para  la aplicacidn prdctica de las
conceptos e ideas presentadas,

Como bibliografia adicional se recomiendan los
textos de! Fergusony Silveyy Lehmann y De firont,

La notacidn usada esy pricticamente, la misma}
aexcepto por algunas nuevas inclusiones que se definirdn
conforme se vaya haciendo necesario} vy, en su totalidad,
nstd de ocuerdo con la usada en los textos sobre la
materia,

T
> -



3.2 INIUCCION RETROSPECTIVA

Como fue mencionado en la introduccién de este
" capltulo, se inicia con lda presentaciéon formal y rigurosa
d2l  casn acotado; por 1o que, en esta seccidn, a1l andlisis
a8 cuntra, solamente, en los casos que cumplen esta
restriccion,

DEFINICION ¢ Un procesn de decisidn secuencial acotado en
observaciones as aquél que cumple con!

Pr{N ¢ n} = §

en donde N es el ndmero de observaciones y n
as un entero positivo.

Es deciry un proceso de decisidn secuencial
acotado eon observaciones es aquél] para el cual, o lo mis,
se pucden tomar n muestras X1,X2p.eepXn0

Por otro lado, y como fue sefaladn en lu seccion
2,4y s sabe que w(8) es 1la distribucién a priori del
pardmetro @ € 03 pern, despuds de j observaciones, a
F(B/X1yX2p 0009 Xj) se le puede considerar como distribucidn
a priori parg la observacién j+1 por lo quey con el objeto
de  facilitar la nntacidn, se define el concepto de
distribucién a priori despuds de i ohservaciones.

DEFINICION 2 Sea mw(@) 1la distribucién a priori del
pardmetro 8 € O} entonces, a la distribucién
de probabilidades a posteriori?

mi(A) = P(B/X1pX2pe00aXj)
para J%1H2s3eeeen ce le denominard

distribucidn a priori despuds de j
observaciones, y 2 w(8) se le denotard por
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no(H) = w(d)

Ahora, antes de continuar, es importante anotar
rcudl es el objetivo primordial que el estodistico persique
con el uso de esta técnica de la tnduccidn retrospectiva, y
hecer alounos comentarios acerca de la idea intutive que
systenta esta metodologiq,

El fin dltimo que se persique es el de encantror
yn procedimiento optimo para  prohlemas de decisién
secuencial acotodosy, entendidndoce por proredimiento a la
estructura del plan musstral y o la regla de decisién
respectiva, que minimice el riesgo esperado del problemg.

La  técnica  de la  induccidn retrospectiva se
amplea, como sy nombre lo indicay considerando en  un
principio el d4ltimo paso del miestren, y de ahi se continda
trabajundo hacia atrds, Esto es asi debido a gue la ideaq
intuitiva que sustenta esta wmetodologia seflala que, para
que @l estadistico pueda tomar una decisidn, en un
determinadn paso del proceso, @5 necesario qie analice y
considere en cudnto mis  puede ayudarle una nueva
ohgervacién, si  es conveniente tnmarla, Yy cémo la
utilizarta’ en tal casne Como <dlo se pueden tomar n
miestras, resulta clarn que el primer paso es tan solo el
andlisis, determinista, de Ja informacidn que se¢ podria
tener, y de la pérdida n ganancia que en cada caso se
abtendries Para el sequndo paso se hace ung evaluacién
similary y se compara el riesgo de detener el estudio en
ase  momento contra @l riesno esperado de tomar ung muestra
adicional, mds el coato por muestreo} y ast sucesivamente,
haste 1legar al dltime paso, en el rual todavia no se
tienen observaciones.

Debido & la complejidad y contidad de cdlculos
numdricos que se deben de llevar a cabo para un estudio de
astn indole, es deseable contar con la ayuda de una
computadora,

l.a construccidn de este procedimiento de decision
shcuencial optimo  por el métndo de 1a  induccién
retrospective es llamado! *Frincipio de Optimalidad® (ver
Kellman) y se enuncia de la siguiente maneral



*El procedimiento secuencial dptimo tiene que
satisfacer el requerimiento de que, si en
algdn  pasn del procedimiento los valores
HlpH2peeepstj  {,j<n) se han ohservadn, entonces
la continuacidn de éste tiene que ser la
decision secuencial optima  del nuevo
procedimiento para el cual 1o distribucidn
apriori de 8 estd dada  por wj(@) =
MB/ X yN2pe0epj)s vy para el quey, a lo mis,
n-j observaciones se pueden tomar.®

Esto @s, después de cado observacién que se toma
s@ considerq un nuevo problemas pero con una distribucion a
priori  del pardmetray, o estodn de la naturaleze, nueva
también, que estd dnda por la distribucidn a posteriori del
paso anterior y con un ndmero de observaciones por tomar
meanr 4 las que se podian tomar en el paso inmediato
anterior,

Kasado en el principio y en 14 idea intuitiva
mencionndnsy en adelante se  presenta el desarrollo
matemdtico  para la construccién del procedimiento de
decisidn  secuencinl  dptimo, aQ través del uso de la
inducciédn retrospectiva,

For  razones de notacién, en este desarrollo
matemitico se usardn signos integrales) los cuales, an los
casog discretos, deberdn interpretarse como sumatorias,

Asi pues sypdngase nue se tiene up problems en el
que se densconoce @1 pardmetro B que pertenece a un conjunto
de pordeetros €, para el que se tiene la  funcion de
probabilidodes a priori 70, Se sabe que el riesgo
hayesianoy del procedimiento dptimo, pare una decision
inmedinta estd dado por

m{n0(@)) = inf 1.(8,d) w(a) d& ; (1)
dzDjo

cde la misma monera, después de j nhservaciones, el riesgo
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hayesiano para ung decisidn inmediata estd dado por?

e(mj(8)) = {nf [ L(A,d) mj(8) d8 ()
dED Jo

Es importante aclarar, antes de continuar, que
s8lp se consideran riesnos y decisiones hoyesianos, ya que
el procedimiento correspondiente es w©l que tiene riesgo
minimoy lo cual es uno de lus objetivos mencionados.

Con objeto de facilitar ofin mis 1o nntacion, se
presenta la siguiente definicidn, Fara ella, y para el
resto del proceso siguiente, supéngase ademds que cnda
observacién tiene un costo Cj por guestreo,

TEFINICION 3 El riesgo de la paraday, clespuds de
observaciones (jin), estd dado pori

i
Uj = etmj(a) + I Gy
i=1

en donde a(mj(8)) estd dado por la ecuacion
(2)s FPara el caso j=n, lg definicidén pierde
sl varinbilidad estocdstica, y se tiene la
utilidad determinista y se escribe
aimplemonte como Un,

En estos momentos vya se cuenta con los elementos
necesarios para poder establecer los criterios de la
técnica de 1o induccidn  retrospectiva, Sinquiendo la idea
intuitiva, supdngase que e tiene wuna pohlacidn de n
alementos.

Comenzando por el dltimo elemento de la muestra,
es decir, suponiendo que va se observaron los n slementos ,
antonces e# puede llevar o caho un andlisis determinista
para la tomn de docisinnaes; y, con hase en 81, elegir la
decision d que hagy dptima lo funcidn de pérdida.
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Valdria la pena aclarar que este desarrollo
retrospectivo de la pruebq ‘soln se hard analiticamente. lUna
- vez teniendo este desgrrolle analttico no 6% pecesario
hacer todo estn en la prdactica. Es deciry practicamente no
se Meva ocabo el estudio en forma retrospectivas sie en
cambioy en forma normal.

Ahora supénqose que se tienen n-3 observaciones,
Lo que se quiere decidir es si se miestrea al dltimo
elemento de 1la poblacidny o se toma ung decisidn que
garantice la minimizacidn del riesgn esparadn, Se sahe que
8] riesgo de detener Ja prucba en esos mowentos sstd dado
por la expresién siguiente’

n-1
U =¢(r (B))¢ I Ci (3
n-1 n-t i=1

y 8se quiere comparat este valor contra el riesqgo msperado
de tomar la n-ésima muestray lo cuel queda determinado pord

n
FEUnl=ECa(m (8/%Xn))1¢ I Ci (4)
n-1 ist

‘en donde la esperanza 5@ toma sobre § (espacio muestral)
debido a que se pretende determinar ©l beneficin «n
promedio que se obtendria de muestreor Xnj lo cual se puede
exprasit de la siguiente farma tamhidnd

ELUnl= f a(mw  (A/Xn)) £{Xns/8) du ()]
n-1

para la ctual £ es la funcidn de probabilidades de 1o
variahle aleatoria Xn, dado el pardmetro 8.

Nétese que o(w(f/51,%7y¢0eun=1,Xn)) @5 una funcidn
de Xn exclusivamente, par 1o que tanto la esperanza como la
inteqral, o sumatoria en su coso, se¢ definen sobre el

wn
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aspacio S5 como se gaclard anteriormentes vy lo dnico que
indica es cémo utilizaria el estadistico la informacién
dada pur lo variable gleatoria Xn,

El procedimientn odptimo y  la regla de parada
(stopping)y en este caso estaria dado por la siguiente
dmgigualdad? :

a1 Un=-1 < EfUNn]

entoncesy dehido a que el riesgo o la pérdida en prosedio
por parar el procedimiento es menory se debe de dejor de
miestrear} si esto no sucede, entonces hay que sequir
muestreando. Es  deciry con esto se determina 8i en el paso
n-1 del proresn se encuentra la parada optimn,

En vista de lo anteriory, el riaesgo del
procediniento optimo VUn-1 estd dado por la siquiente
axpresion?

Un=1 = min {Un-t, ELUn12, (6)

Farga una muestra anterior, se podria considerar ol
wismp  raconamientos pero  en  Jugar de tomar a la
continyacion Optima como a ECUn-13 se debe tomar a ELUn-1],
ya que en el (n-1)-édsimo momento de la myestra el riesqo
estard dado por VUn-t y no por Un-{, For lo que en el paso
n-2 el riesqo del procedimientn dptimo estard dado pord

Vn-2 = min {Un-2y E[Vn-112} (7

y se debe de continuar muestreondo el n-1 ésimo elemento de
1a pohlacidn sis

Un=2 = ELUn=-1] < Un=2 (8)

Ahora  bien antes de 1a estructuracién del
procedinientn de la parada 6ptima o, lo que o5 lo mismn,
con la determinacidn drl momento de la paradn Gptimas se
define formalmente a V,j como ol rimsgo del procedimiento
sacnuencial optimo.



DEFINICION 4 .- Suptnqase que se han  nbservado
elementos de la poblacisn ( js0s1,2
sirpn=1)y entonces el riesqgo  del
procedimientn dptimo estd dado por!

Vis min {Uj,ELVj#13} 3
y para j=ny definase n!

Un= min {Unylin} = Un.

Entonces, en cualgquier paso del procediniento
Gptimo, el riesgo de éste mismn estd dado por la definicién
anterior vy sil

i ¢ ECV, 411 9

entonces debe detencrce &l miuestreo, (ohviamente para la
primer j que cumpla esta restriccidn) y, en ese momento, €@
tiene la parada 4ptima. Es importante seflalear que, nunque
en el caso en el que I;=E[Vj+1] se podria continuar el
miegtren sin perdar condiciones 4ptrimas, se debe detener
la prueba ya que el tomar una observacién mds no brinda
informacién extra considerable.

Se he establecido el criterio de la induccidn
ratrospuctiva; vy lo 4nico que resta on estos momentns es
hacer la anotacidn que resume el proceso y los indicadores
generales,

INDUCCTON RETROSFECTIVA

Entre todos los procedimientos de decisién
vecuencialy el dptimo esta dodn por?

'Si se han muestreado ,j ohservaciones (,jz0,1,
20e0sn) ¥y s@ cumple que!



W ¢ ELV 41D
y Ui > ECVidtLd para todo i< »

entonces deténgase el muestreoy y témese g
dacigsion d¥ tal que cumpla con

o(w(B)ydd)= inf I L(Byd) mi(a) d6 }
d=D Jo

en otro caso tomese la muestra j+41,°

El riesqgo hayesiano del procedimiento de decisidn
necunncial  Optimo, segdn el método de la induccién
retrospactiva, est4 dado por la definicidn 4.

En la siquiente cerciéon se generalizon los

conceptos, y se determina el procedimientn Aptimo parn
procesos no arotados en el ndmero de observaciones,
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33 CASD GENFRAL

Mabiendo establecido el criterio de 1a induccidn
retrospectiva, reviste mucho interés el contar con un
procedimiente para casos que no estén acotados en @l ndmero
de observociones, [e manerq intuitiva se puede nbservar que
la metodologia de la induccidn retrospectiva no se puede
aplicar directamente a estos casos; sin ewbarqo, después de
una serie de restricciones, se podrd ver en qué forma
resulta posible llavar o caho esta adaptocién,

Es importante aclarar que, si hien se considerardin
proresns no acotados en observaciones, es decir pracesos
generales, se tendrd gque tomar en cuenta una restriccidn
para ellos! se considerordn procesos para los cuales se
cumpla que 1la probahilidad de que terminen seq unn, de la
mising forma que se hizo en el cupitulo 1. Asi los procesos
considarados cumplen

Pr{N<ar=Lin Pr{N<nl=1
N-e®

iebido o que ya no s6ln se trata de una decisidn,
sino a2 que ésto es todo un procedimiento de decisién, se
modifica la notacidn wutilizadn en la seccidn anterinr,
referente al campn de decisiones y n sus elementes pnr la
presentada a continuncioén.

NEFINICION 1 A una funcidn niS --- @ se le conoce como
procedimientn de decisidn secuencial. Ep
donde @ e3s el espacio de procedimientos de
decision vy S el espacio mupstraly es decir?

alx) € 0 para toda X € S,

Por otro lado, se entenderd como varinble de alto
(stopping) a aquella wvariable que indique cudntas
observaciones se deben tomar en cada procedimientn. Nétese
la estrecha relacidn que existe entre ln que es un
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procedimiento de decisién secuencial 0 % @ v lo que es una
variable de alto.

Iebido o esta estrechs relaridn, se puede ver que,
de hechoy un procedimiento 0 estd completamente determinado
por la wvariable de alto respectiva, ¥y viceversaj por eato,
f nn solamente denotard al procedimiento, sino que tasbién
serd utilizads como variable de alto, en la forma indicada
en 1n siquiente definicidn. .

DEFINICION 2 Para cualguier sucesion infinita  X1,X2,X3,
oo de observaciones en el espacio muestral
Sy la ecuacion

A\(XI.XZ’.XJ... veed=n

denota el ndmero de wuestras que se deben
tomar antes de una decisién; de modo que el
procedimientn muestral debe detenerse después
de n ohservaciones, y no antes

Con estas hreves modificaciones notacionales, es
pasihle iniciar la determinacidn y demnstracion de la
existencia del procedimiento éptimo,

Inicialmente, se anotan 'y definen nalgunos
conceptos importantes para e cumplimiento del objetive
deseado} posteriormente, se establece la existencia de un
procedimientd de decisién secuencial dptimo en @5 vy,
finalmente, se desarrolla un método por medio del cual se
puede aproximar este procedimiento dptimo a través de la
aplicacion de la induccidn retrospentivas

DEFINICION 3 A una funcion de decisidn o definida en el
espacio ST =8x6x5M5x8Mee e cOn  la siguiente
propiedad
58 N(X1yX29XBpeae)=n

para alguna secuencia infinita de
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observaciones y si Y1,Y2,Y3,... es oatra
sucuencia  infinita de observaciones tales
qued

Xi=Yi parq todo i=1.2.3n.n
antonces se tiene que
n(Xl,XZ.XZS.... )“ﬂ(Yl.szY:;' seedTn

y a esta d4ltima se le denomina variable de
. alto,

DEFINICION 4 El  conjunto <{a=n)> es aquel conjunto que
contiene a todas los sucesiones infinitas de
observaciones  X1,X2)X3yess tales que terminan
sy procedimiento de decisidn secuencial
dasnyés de n observaciones, y no antes,

DEFINICION 5 A un procedimiento de decision secuencial o €
@ se le llama reqular si narg tado (xlyx2yxdy
ere¥in) € {0in) se cumple que!

ELa(mon) /5l g #2900 sknyXntdd<olmn (8D $ne
para n=1y2p3p 00
en donde ¢ es el costo por nuestreo.

Esta dltima definicién indico, solamente, que un
procedimiento es reqular cuando el rimsno de continuar es
menor que o1 riesgo de detener la prueba, si A indica que
hay que tnmar mds observaciones.

Nebido a que estos procedimientos son congruentes
y naturales, el presente trabajo se restringe célo a
agquellos que cusplen con esta definicidn

LEFINICION & Para un procudimiento de decisién secuencial
regqular a4 € @, y para cualquier entern
positive ny, a’ & @ serd el procedimiento
acotado  tal que o=a’ en las primeras n
observacionisy pero bajo a’ la prueba se
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DEFINICION 7

termina después de n ohservaciones nada mds,
El procedimiento o' se dice que se ohtiene de
truncar & en  n observaciones. Si en
particular a<n entonces A=n’,

Si Aalyn2yeeunk son K procedimientos de
decisién secuencialy entonces el
procedimientn definido pord

mix{al, 02y0000k)> £ @
as el procedimientn aque indica que otra
ohservarién se deba tomar cuando al menns un
ni asi lo dindique (i=1,2y444K)3 de manera
andloge se define el procedimiento

sup'(nl Wiy e s 1KY £ @,

Ya con estas definicidnes se puede continuar con
la dempstracion de 1o existencia de un procedimiento Aptimo
en @3 para luegay, y como se anntd anteriormente, determinar
dste mismo yy finalmente, aplicar el métndo de la induccién
retrospectiva,

LEMA 1

DENOSTRACION

Sean al £ @ y a2 £ P procedimientos de
decisdn secuencial requlares eantoncas

n=mdx {nd,02} es tumbién regular y

glmeit) ¢o(myni) 121,20
Supdngase que alxady entonces, por la
definicon 7, A=ty y como Al es reqular

entoncas  también o lo esy de la misma forma
para a2,

Ahora, para un punto G2y eeepiin)d
(considérese sin pérdida  de generalidad que
at>n)y, entonces se cumple que?d

E[c(w.n)/Xl.XQ....Xn)=E[w(ﬂ,nl)/X1.X2;...XnJ



LEMA 2

DEMOSTRACION

“ELa(nn(8) I4nc

=ELa{wei2)/X1s X2y 040 XN

lo que implica quel-
rlwen) Lo (m,nd)
y de manera similor puede verse quel
e(myn) Lolmpnl)
L.Q.0.D
Sea i € @ (i=1,2,.44) una secuencia
procedimientns de decision regulary y seq!

Gn=zmix {01 15121 e efdN)

de

para n=1,2,%».00.0 entonces, para todo ny Gn

es regular y se cumple que!
U("vsn) ks V(W.Gi) 151'2"3000"

y ei(mbn) + alw,Gntl)

Se puede ohservar ngue!

Gi=n{

G2=mdx {n1,n2}

y por @l lama 1} GI y G2 son regulares.
Ahoral

i3emdx (a1,02,03r=mix {a1,562>

por loa que 63 tamhién es reqular, y asiy

inductivamente!

Gn=mdx {nl1,Gn-1)

es regular para n=19293e0
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LFEMA 3

DEMDSTRACION

LEHA 4

DEMOSTRACION

Por otro lados la primera relacidn se cumple
para n=1,2, o5 decir?

almel) ¢ olw,61)

elmB2) ¢ mlwpni) i=1,2 (lema 1)

y 1o sequnda relocifn se cumple para p=i
c(wefil) 2 olmymi2) (lema 1)

y finaleente, definiendo a Gn=mdx {nl,6n-12,
se praeban  poar  induccion Ias dos relaciones
parn n=1'203v ‘e

L+@eQiDe
Sman i y Gi (i=1,293444) como se definieron
an el  lema 2 y sea Osup (N1,0244e0)y
antonces?

Pr{G<e>=1

come Al € @ para todo i} entonces?
sup N1,02)03y00.) € @) entoncest
622 y Pr{Gimdsi

L-Goauno
Sean ai Gi  (i=1,2,3y.e0) como se definieron
en los  lemas anteriores; entonces, para
i=1s2y 3eeey se cumple que!

wim,6) ¢ a(wmGi) ¢ olmni)

Por la aplicacién directa del lema 2,
relacidn 1, se sube quel

oi{myGi) & rlwynt) im1p 2930 0re
y por la relacidn 2 del mismo lemal

e{myGn+l) ¢ o(mlGn)y lo que implica qued
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En

W(Wvo) £ U(ﬂyﬁi) i=102930'00
Ys #n general?
m(wyB) ¢ olwmyBGi) £ ol(weni) para  i=1,2y3440

LeQs@eD0

estos momentos, vy con  la ayuda de los lemas

anteriores por su aplicacidn directas el siguiente tenrema
demuestra lg existencia de un procedimento éptimo en @,

TEOREMA 1

LEMDSTRACTON

Existe un procedimiento de decisidén
secuencial dptimo en @,

Sea 1 N2reens uAn secuncia de
procedimientos en la clase @ tales que!

Lim walmyni) = inf olmn)
ivo neag

se puerde asumir que ai  (i31y2pee4) @S
regular,

Ahora  sea  ak=sup  {nl,02ye.4), entoncesy por
los lemas 2y 32 o% & @ y!

elmpk)  otmyni) para 1%1,2,30000 ¥

ainy %) 4 infé  o(mn)
nee

y como 0Kk £ @, entonces también se cumple
que!

elme ) = Anfd  rlme0) y
nse

ok es dptimo vy pertenoce a @,

L.Q.0.0,



Finalmente, y vya hahiendo establecido formalmente
1a estistencia de un procedimiento dptimo en la clase R, se
presentan un teorema y dos corolarios que indican que con
el uso de procedimientos truncados, se puede aproximar este
procedimiente  Aptimos utilizando para dicha aproximacién la
metndolngia de la induccidn retrospectiva presentada en la
seccidn anterior.

TEOREMA 2 Para n=1,2y,ss 3ra OGn como se define
ndelante!

On= F(mn (8 Fn il 2y o0 e xn/8)M(B)H0
{n%>n}

ahora, para n=1y293p00e sea  Qan el
procedimiento que se obtiene de truncor el
procedimiento  éntimo N8 despuds  de n
obs@rvaciones.,

S5 Lim 0On=0 entonces Lim e(man)zcl{m,as)
n>e nse

Para su prueha se puede hacer referencia al texio
de e Groot} ademis, el teorema dice que si el
procedimiento  Aptimo tiene riesgo  finito puede ser
aproximado por an pare n suficientemente gronde.

En este teorema nétese que Un es la eperanza del
riesqo de no continuar y de tomr une decisidn despuds de n
chservacionesy y  quey finalmente, el riesgo de tomar una
decisidn se aproxima a cero cuando n tiende a infinito.

CORDLARIO 1 Sea n& y an (n=1,2,...) como se definieron en
el teorema 2} entonces?

Lim almpnn)=oi{myaR)
n>o
se cumple, si se cumple alguna de las dos

condiciones siguientesd
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1) Existe un  ndmern K tal que, para todo
(N’ﬁ(g':{s'ooc)\'ﬂ) e {a¥>n) vy para f‘l:l'Z'oo»

almn(8)Y < nk}

2)  Lie Ed{elan(@)]} =0
N>

Yy finalmente, concluye estn seccidn con 1la
presentacién de un corolarin y sy demostraciéng el que
indica que el procedimiento dptimo nk puede ser aproximado
por el procedimiento nptimo acotadol y éste se pupde
encontrar con la aplicacidn del método de la induccion
retrospectiva.,

COROLARIO 2 Si se satisface alguna de las condiciones del
coranlario 1} entonces se cumple que!

Lim ELr(m/X1sX2ye,eXn)I=ok(n)
neo

LEMOSTRACTION Sea qany como s, define anteriormente, el
procedimiente que se obtiene de truncar el
procedimiento  dptimo  AX  despuds de n
abservaciones; se cumple, por los propiedades
Optimns de ax y de ELo(m/X1yX2pe0sXn)1y la
relaciong

o) ¢ Elar(m/X1,X2y044Xn)] ¢ olm,an)
entonces!

a¥(m) = Lim ECo(m/X1,X2,X3449Xn)]
n->w

Loannono

Con esta dAltime demnstracidn, @ dispone de una
metodologia  para  determinar Al  proceso de decisidén
secuencial dptimo para problemas generales,
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3+4 DISCUSION Y COMENTARIOS

S@  han visto y apalizado 1a formalizacidn vy
aplicacrien de Ja técnica de Jas prushas secuencicles
hayesianas vy, particularmente, e} problema de la parnda
dptimay que no es mds que la eleccidn del procedimiento de
decisifn  secuencial que optimiza el plan wmuestral del
estadistico,

No obstante es necesorio concretary de una menera
palpable, los wusos que a enta tacnica se lLe pueden dar, Es
por ello que, en @l siguiente capitulo, se presenta un
ajemplo prdctico.

lebido 4 las carocteristicas qenerales de esta
técnicay el lector puede darse cuenta de gue lns procesns
que se han presentado proporcionan un método para  la
resolucién de prohlemas inferenciales y de pruebas de
hipdtesis.

Principalmente, esta metondolonia es dtil pare los
casos on  los gue se debhn de llevar a cabo una optimizacidn
de los presupuestos a los que pudiera estar syjeto el
estadisticos va gquey comn sucede en la realidad, los costos
por mursiren y andlisis de informacitn son muy altos.

Sin embargoy nn para todos 1los casos es dsta
técnica la mds adecuada. Esto es, existen infinidad de
problemas nue pueden set resuelins, con mayor venta,ja, pof
medio de 1n aplicacién de algune otra teoria inferencial,

Es pues, por esta razdn, por 1a que el estadistico
debe estar familiarizado con otras  metondologlas
alternativas de solucidn -para poder discernir entre ellas
y la presentada en el texto, evaluando las ventajns vy
desventajas que cada una de ellas presente,

Por otro lado, de lu filosofia que sustenta a las
prucbas secuenciales hayesianas surgen nuevas inquietudes
algunas ya teorizadas, que sequranente el estadistico y los
estudiosos de la wmaterin encontrardn  interesantes para
andlisis y aplicacioén prdctico.

El problema de la parada dptima en casos mas
vomplejos -par ejemplo, para martingalas o procesos de
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Markov- es fuente de dinvestigaciones tedricas como de
aplicaciones prdcticas hoy en din,

Adicionalmente a 10 anotado en secciones
anteriores a la presentey 1o técnica de la  induccidn
retrospectiva estd limitade a c¢asos en los que exista un
namero fijo de ohservacinones muestreables. Aun cuando se
1lega a generalizar paro todos los casos, inclusive los no
qcotados en  ohservaciondsy e puede ver que se pierde
eficiencia para déstos y quesy en tal case, los cdlculos
numéricos se hacen tedinsos y largos.

Ferny por ontro lado, el control de ambos tipos de
error suple vy supara las desventnjas antes mencionadas, en
términus de resultadoss vya que con ello ase consiguen
decisiones mds acertadas y razondhlesy estadisticamente
hablandn,

Gin  embargn, pese a todos las comentarios vy
conclusionses que se  pudieran hacer al respecto, as
necesario quey para cada caso, el estadistico evalde cudl
es @1 mejor procedimiento inferencial, de acuerdo con sus
nbjetivos y restricciones,
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CAPITULD v
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4,1 INTRODUCCION ¥ CONSIPERACIONES

Habiendo desarrolladn todo el marco tedrico
conceptual de las pruebas secuenciales bayesianas, se
presanta, en este capf{tulo, el planteamiento y solucidn de
un  problema prdctico con el objeto de concretar los
conreptos expuestos en capftulos anteriores,

Es importante wmencionar que el problema tratudo
e5y en sy planteamiento, realistal aun cunndo la solucidn
propuesita no se haya puesto en prdctica.

Antes de iniciar el planteamiento del problema, se
tienen que hacer algunas considerociones para lograr un
mejor entendimiento del mismo -ademis de una comprension
propia de la filosofia de la solucidn propuesta,

tna de estas consideraciones, ~n el momentn del
andlisis de 1a solucidn presentadn, @s el hecho de que se
adopta un punto de vista nuevo en la concepcidn de la
funcién de pérdida; vy mds adn, en la interpretacidn que de
édstn se dd.

El  estadistico dehey en el contoxto de la
optimizacidn en la toma de decisiones, considerar no sdlo
la pérdida como tal, sino que es de sum importancia el
hecho de considerar, dentro dea esta pdrdida, el rechazo de
una  oportunidad que, en el caso de ser ventajosay hubiese
dejado un margen de utilidad considerable.

Esto asy el costo de oportunidad debe de jugar un
papel preponderant® en la toma de dacisiones. lle heche,
desde el planteamiento de la teorias en el copitulo [, se
manciona que una de las ventajas que ofrece el mAtodo de
les  pruebes  secuenciales  es, justamente, que en la
estimacion de un pardmetro se puaden controlar ambos tipos
de error; es decir, tanto e] rechazo de una hipdtesis
verdadera (tipo 1), como la naceptacién de una hipdtesis
falza (tipo I1),

Con esta manera de pensary c¢omo principio
fundamentaly se da solucion a) problema en cuestidn,.
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El cdleulo numérico de lu solurién se llevé a cabo
con  Ia ayuda de un coumputador, y se presentan los programas
que se hicieron en el Anexo 1 (Frogramas 2,3 y 4),

Finalmente, cnbe nencionar que, por el
planteamiento y solucidn del problema, es posihle extender
el uso de esta solucidn y de los programas mencionadas en
el pdrrafo anteriory, a uno extenss variedad de nuevos
prohlemas a 1lns que se hard referencia en el dltimo
rapltulo,

Se recomiendany, como hibliografia adicional, los

ajemplns presentados en los textos del Ferguson, Silvey y
DeGroot.
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4,2 PLANTEAMIENTO

La  industeia X desea adquirir un lote de autos
para sy departamento de promocién  en ocasién  del
lanzamientn de un nuevo producto.

Debido a que el estudio de mercado previo al
Innzamiento  requiere de astn informacién, tal empresa desea
determinar, de la mejor manera posible, los costos y el
rendimientn de esta inversidn. Adicionalmente ce desea
disefar  una  estrategia  de  compra que optimice los
reciltados del desembnlso econdmico nue, en su caso, podria
realizar 1la empresa,

Los autos serdn proporcionados al personal del
departamento de °*nuevos productos® para la promocidng, la
eal  durard  solamente un aflo. Se establece que estos autas
dardn servicio o la empresa durante este perindo vy al
tarmino del aflo, se pondrdn g 1a venta, Debido a4 asto, el
director de compras de la empreso deteemind que un lote de
10 autos usados, en huyen estndny redne las caracterfsticas
necesarias para el logro de los objetivos propuestos.

Para los efectos de la compray la compafifa recibe
la oferta de tres lotes diferentes de diez autos cada uno.
Sin  embargn, tales lotes se venden en paquetes (de los diez
autoe  respectivos) y no pueden ser adquiridos parcialmwente,
Es deciry o se compra un lote complieto de diez autos, o no
€ CORPTra ningdn auto de ese lote.

El director de compras de la compafiia X considera

atractivas las ofertas, y desiana a un  responcable de
proyecto para que realice un estudio minucioso de dichas
ofertas y analice la factibilidod de adquirir los lotes.

En una reunion que tiene el director de compras
con el responsable del proyecto se concluye que, debido al
precio tan atractive de los lotes, se puede pensar en
considerar como pérdida para  Ja empresa tanto lu pérdida
que resulte de los autos malos, cono la utilidad que se
deje de realizar en caso de rechazay una buenu oferta,

Antus de tomar una decisién, el responsable del



proyectn desea realizar algunas pruebos o los coches, v
pide a un mecdnico qum le propurcione un presupuestn pof
cadn  pruebas Ademds, le indico a este macdnico que, aen los
rasultados de  cadn prueba, se deherd especificar? si el
auto  en  turno estd en condiciones de cumplir los objetivos
drsendosy  dentro  del aflo  de  servicio, sin  fallas
conniderables «que impliguen un desembolso significativo
para 1o empresa Xi o que @] auto tiene fallas que lo hacen
indtil para todo el afio.

EY wmecdnico decide que, por cada prueha, cobrard
tres mil pesos y que #sta le tomard una hora hdbil, For
atro  lado, aflade que determinard si el coche cumple con los
requerimientos establecidos; odemis de que no dard un
reporte detallado del estadn fisico del automnvil} pero que
se  comproniete y qarantiza los autos que 41 mismo determine
antos  contea cualguier reparacion mayor, i 246 que éstns se
llegan a comprar,

Por otre ladoy el director de cnmpras pone al
servicio del responsable del provecto a4 un estadistico, con
@l onbjeto de que determine unn estrotegia de muestreo v
andlisis de informucién que proporcicne los olementos
necesarios para poder tomar la decisidn mas venta,josa para
la estrategia de compre de la emnpresa.

lespués de un apdlisis minuciose del casny el
estadistico propone, con base en Ja filosofia de perdidas
propuesta por el director de compras y los costos por
pruebay, que Ja  mejor alternativa la brinda el andlisis de
prubas  secuenciales hayesianasy vy que, en  tal casn, se
podeda usar romo funcién de pérdida a

L{ByR) =K (8-a1)

en donde 8 representa el porcentoje de autos buenos en el
lote en estudio, dato desconocidos y 0y el procedimiento de
decision y wvariahle de alta, zerin la oestimacidn del
pamimetro B, e5 decir!

atxr=h



on donde X es el wmumstreo? vy, finalmente, K seria una
tonstante que indica la pérdidn por auto debida a una mala
decisién,

Como justificacidn para el uso de esta funcién de
pardida, el estadistico argumenta que ésta wide amhns tipos
de pérdida propupstas de aocuerdo con el responsable del
proyecto, decide que el valor de la constante K nuede ser
el costo por unidad en cada lote, yo que se estimg que la
productividad por automAvil podria quedar, mis o menos,
detirreinada  por el doble del valor de adquisician del mismo
qutn} de éste mndo, restando su costa, la utilidad estimada
seriq iqual a su costo de compra,

Con base en estas consideracinnes, se deciden los
siguientes valores para la constante Ki

1/250,000,00 lote
1/500,000,00 lote 2
1/750,000,00 lote 3.

k=
K=
K=

Se acepta la propuesta del estadistico y 'se dd
iuz verde® al estudio,

Para 1o determinacidn  de  las funciones de
probabilidnd a priocri de 8 el estad{stico piensa que, ya
que el priser qgrupo tiene una pérdida unitarig iqual al
costo unitarioy mis pequeflay, es posible que en este lote
axiste una probahilidad mds bogja de que un autn estéd en
bhuen estedol de igual forma, una prohabilidad un poco mds
alta para el segundo qrypoy ¥ 1a mis altg pura el tercero,
En tal farma que las funciones a priori son

n{8)=pe(l,2) para el lote !
n(@r=pe(l,1) parq el lote 2
m(e)=Be(lyl) para el lote 3

en donde Pe ms la funcidn de distribucidn de probabilidades
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heta?

riath) a-1  b-t
LTI LY Lo — 8 (1-8)
Fia) I'(h)

con pardmetros a4 y b (para una consulia tedrica de estq
funcién as{ como de sus principales propiedades, refidrase
al Anexo 2).

Finalmente, comn 1las pruebas de tas coches pueden
tenar solamente dos valores, o saberd

1 si el coche estd en huen astado
Xi= i2192y0 410
0 i el coche estd4 en mal estados

se cansideraran, en términns estadisticos, ensayos de
Rernoulli con  pardmetro B8 esto para cada grupo poer
separado,
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4,3 DESARROLLO DE UNA SOLUCION

Es importante, antes de establecer y desrrollar
une solucidn al problema de la compafifa X que sp revise
tndn el material incluidn en el Anexo 2 sobre la funcinn de
distribucion beta y se considere la siguiente definicidn?

UEFINICION §  Supdngase que se han observado j automdviles
de un determinado lote, entonces definase at

J
84% € ni
ist

claramente S es el ndmaro de autos buenos
después de j observaciones.

Para una distribucidn de probabilidades beta, su
esperanza y varianza quedan determinadas pord

EL8J=a/(atb)
VarLB1=ab/ (a+h)* (ath+1)

(consdltese Anexo 2)3 y por el teorema 4 del Anexo 2 se
sabe que 1a distribucién a posteriori, despuds de
obsarvaciones para cade Qrupo s

Fia'+b’) a’-1 b=t
Y L — 8 (1-8) '
Fia’) rip’)

cond a'=a4S,j y hi=bdj-8; .

Como se anoté en <u oportunidad, en la seccién
antarior, ®] objetive principal parn el estadistico es la
determinacién  del procedimientn secuencial dptima que
incluye la eleccidn de la varable de alto y la decisién
que mininice el riesgo.
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Tal wmeta se resume, en tévminos matewdticons, en la
eupresitén  siguiente, que campara 1los riesgoes  tante de
detener la prueba y de tomar una decisidn, como de
continuar muestreando una unidnd mis; es decirs

Vj=min (U ,ErV,j+¢12} 0209302030009

y v10=10
para 1o cual 3i Vj=U,, entonces el proceso muestral debe de
datenerse y estimarse B} de otro modo se dehe checar el
siguiente auto. Todo el procedimiento se hace para cada
grupo de cocheas por separado v, al final, se comparan los
riesqos iniciales para determinar con qué lote se inicia la
nyestra,

Fs importante aclarar que lg eleccion de los
cnches, en un  determinado lnte, se debe hacer
aleatoriamente; ya que de atra manera toda la prueha pierde
a4y sentido.

Asi, resulta que lo primero que se debe de

determinar es3 el valor de Uj, dadas j observaciones; para
lo cual se procede de la sigquiente manera?l

1,jsr(n(8/5,))= min f k(8-8)" ma/sj) a8
¢

esta exprosion se minimiza cuandn?
UJ=Uor(8)=ob/(n+h)a(q+h+l)
para
» '
A=EL8Ia/Cath)

de mndo que nara cada grupo se tiene, respnctivduante:
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Grupo 3 B=(1461/(,j43)

]
U= (148, (24§50 /(43T (j#4)

Brupo 2 BeC164) /042

UJ=(1+SJ)(1+J-SJ)/(J+Q)°(JOJ)

Brapo 3 Be(248,§) /(40

D= (248,5) (14,-540/ 0430 ¢j40)

valares que deben ser comparadns contra ELV 412,

Faroy para ronncer ELV,j¢t] es necesario antes
haber detersinado las prohabilidades condicionales de Xj+1
dado 83 tas runles s# obtienen, directamente, del
estimador de 8 despuds de | observaciones que por lotes
son?

fropn 1 BXjH1=1/8,)=(148,)7(j43)

FUXjHLI=0/8, 1) =(i42=8,1) 7 (j+D)

Grupn 2 P{Xi41=1/6)=1148,5)/(j42)

POXj+1=0/8,0=( i+ =80 /(j+2)

firnpo 3 POLHI=1/5)=( 8,1 7( 40
PAXjH120/8,)) =0 i1=5,)3/ (D)

Con estos resultndos se puede obtenar E[Vj#1133 con
10 que finalmente, quedy completamente determinado e}
procedimionto Optimo paro el quey, si el estimador de B es
miy ba,jo vy se dehe detener la pruaeba, ontoces no e debe
romprary i el estimidor es alin, tambiédn <@ debe de
detener 1a prusbaj entonnes, ¢l lote debe ser adquiridod vy,
de otra forma, continuyar la prueba,
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4,4 CALCULO PE LA SOLUCTON

Ya teniendo determinado el procedimiento éptimo,
lo dnico que resta por hocer es realizar los cdlculos
numéricos quey, por su complejidad y ciantidad, se corren en
uny  computadordy Ccuyns programas se presentan en el anaxo
uno (programas dos, tres y cuatro); para los riesgos de
parar después de j observaciones, de continuar despyés de
ohgervacionesy, y prohadbilidades condicionales de Xj+1 dado
Sje respectivamente,

lebide a que el estadistico todavia no realiza las
pruehas de campo, los programas son exhaustivos) esto es,
5@ toman en cusnta todas las posibilidades para §,j (de 0 a
J4) Yy para j (de 0 a 10),

En las tablas 4.1, 4.6 y 4.11 se presentan los
valores de la matrir de riesqos de la parada después de j
ohservacioness en las tahlas 4.2, 4.7 v 4,12 los valoras de
la matriz de riesgos esperados de la continuacion después
de ,j observaciones; en 1las tablas 4.3y 4.8y 4,13 los
valares del procedimiento dptimo, que no es mas que los
minimos entre los valores de los dos conceping anteriores;
y ©n las tablas 4.4 y 4,5, 4,9 v 4,10, 4,14 y 4,15, los
valores de las rondicionales de X,j+1 dadas ,j observaciones,
para 1 y 0, respectivamentey todas ellas para los tres
lotes., Esto es!

Tablas 4.1y 4.4y 4413
U,
Tablas 4,2, 4.7, 4,12
ECV,j+1]
Tablas 4.3, 4.8y 4,13
Vj=min <U,j,ECV.j+17>
Tablas 4.4, 4.9, 4,14

PIX,j4171/5.))
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Tablas 4.5, 4,10, 4.1%

P(Xj+1=0/8))

todus =llas paral
9J=°;1'213000»J

J=°v1.2'3000o10.

fon todos estos valores, el estadistico estd en la
posihilidad de hacer el ondlisis final, y de presantar los
resultados y estrategias de muestreo y toma de decisiones
que optimizan e] procedimiento de las pruebas secuenciales
bayenianns pare este problema en particular. Informacidn
que se presenta en la siquiente seccion.
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TABLA 4.9

GRUPD 1
RIESGO UE LA PARADA DESPUES DE J DBSERVACIONES

ALTOS  OBSERVADOS
(4]

] 2 3 4 - [ ? [] ] 10
A o 69444 49878 39313 33802~ 31133 30191 30346 31227 32609 34248 38340
u 1 65500 56000 48683 43888 41042 29608 IR 19496 4035% 41822
€ 2 86000 63642 50265 47652 A5778 44864 4466t 45029 45880
N 3 48683 50265 49722 48864 418273 48105 48368 48019
0o 4 42888 47552 48864 49409 439826 $037t 81133
8§ 6 41042 45778 44273 49826 51038 52109
§ 33605 44864 48105 503714 52189
7 39182 44461 48268 81433
8 39496 45029 49019
9 40389 45880

to
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AUTOS
8 o
u ]
E 2
N 2
0 4
S . 5
]
7
A
9
10

TABLA 4.2

GRUPO

RIESGD DE LA CONTINUACION DESPUES DE J OBSERVACIONES

QHSERVADOS
o] 1 2
46026 44423 428219
492231 49231
49231

41447
48316
50604
48315

4

40102
47170
80604
50604
47170

5

39348
46026
90032
51368
50032
46026

38547
44957
49231
51368
51368
49201
44957

37867
43986
48357
60979
51852
50979
48357
43986

37204
43112
47481
50396
61853
51853
§0396
47483
43112

36780
42327
46642
49724
51573
62189
61573
49724
46642
42327

1o

38240
41622
45850
49019
51133
52 188
52109
51432
49019
45850
41823



AUTOS

wozmMEd

OB NITAaON-0D

OHSERVADNOS
o ! 2
46026 44423 39333
4921 49201
4921

RIESGO DEL

33802
48018
50604
48315

TABLA 4.3

GRUPD 1

PROCEDIMIENTO DPTINOD

31133
43848
50265
50269
43888

1]

301919
41042
47552
49722
47662
41042

30748
39605
45778
40064
48864
451778
39605

313227
Je 182
44864
48373
49409
40273
44064
39182

32609
39496
44661
48109
49826
49826
48105
44661
39496

34248
4025%
45029
48368
%037¢
51038
50374
48368
450129
40358

10

36340
41822
45080
49019
51139
52189
82189
84133
49019
45050
41623



TABLA 4.4

GRUPO

P(X,,=1/5,) CONDICIONAL DE X, <1 DADO § .

: AUTOS  OBSERVADOS

! 0 1 2 3 4 5 6 7 [} 9 10
g B 0 0.333333 0.250000 0.200000 O.166667 0.142857 0.125000 O0.114114 0.100000 0.03050%9 0.083333 0.076823
: u 1 0.500000 0.400000 0.333333 0.285714 0.250000 0.222222 0.200000 0.181818 O. 166667 O.153048
: [3 2 0.600000 0.5G0000 0.42857¢ ©.375000 ©.333333 0.300000 0.272727 0.250000 0.230769
: N 3 0.666667 0.571423 0.500000 O0.444444 0.400000 0.363636 0.323333 0.307692
| o 4 0.714286 0,625000 O.5%5566 0,500000 0.454548 0.416667 0,304615
| S 5 0.750000 0.666667 0.600000 O0.545455 0.500000 O0.461838
i 6 0,777778 0,700000 0.636364 0.583333 0.538462
i 7 0.800000 0.727273 O0.666667 O0.81338%
8 0.818182 0,750000 0©.692308

L) 0.833333 0.769221

10 0.046184



AUTOS
8 o
1] 1
E 2
N 2
o 4
S 5
6
7
L]
9
10

OBSERVADDS
o 1 2

0.666667 0.750000 0.800000
0.500000 0.600000
0. 400000

TABLA 4.5

GRUPD

P(X,,=0/5,) CONDICIONAL DE X,, =0 DADO S,

3

0.833333
0.666667
0.500000
0.333333

4

0.857142
0.714286
0.571429
0.428571
0,285714

0.875000
0.760000
0.626000
0.500000
0.37%000
0.250000

0.888889
0.777778
0.666667
0.555556
0.,444444
0.333333
0.222222

0.900000
0.800000
0.700000

0.%00000
0.400000
0.300000
0.200000

0.909091
0.018182
0.72727)
0.636364
0,8545459%
0.454545
0.363636
0.2712727
0.181818

0.916667
0.8323333
0.750000
0.666667
0.%3331
0.500000
0.416667
0.333322
0. 250000
0. 166667

10

0.923077
0.846184
0. 769201
0.692308
0.615386
0.538462
0.461%38
0.304618
0.307692
0.230769
0. 153846



TABLA 4.6
GRUPOD 2
RLESGD DE LA PARADA DESPUES DE  OBSERVACIONES

AUTOS  OBSERVADOS '
0 1 2 3 4 5 6 7 [ ] 9 to

e O 125000 86322 62250 49000 41762 37959 36229 15816 36273 3732¢ 38014
u 1 86333 81000 69000 59619 53265 49250 46926 45810 4559% 46026
€ 2 62250 69000 65671 60918 57063 64322 52636 51793 61635
N 2 49000 59619 60918 59667 s0037 86727 85928 55641
1] 4 41762 $3265 67062 58037 SR091 57992 580458
S ] 37949 49260 54332 66727 57992 S8046
6 36229 46926 52636 55926 60045
7 35815 45018 51793 586414
a 36273 4559% 61838
9 37394 46028
10 0014



i
H
]
i
i
i

AUTO0S

nwoZzmMow

DO NOAUBRDO=D

TABLA 4.7

GRUPD

2

RIESGO DE LA CONTINUACION DESPUES DE J OBSERVACIONES

0OBSERVADOS
(o] 1 2
50833 50033 48750
50833 55000
48750

46667
55000
55000
46667

44881
53610
56786
§3810
44881

43393
52321
56786
56786
523219
43393

42153
50833
56042
57778
66042
£0833
42153

1114
49444
56000
67778
57778
55000
49444
Aty

40227
40182
53864
657273
68409
57272
53864
48182
40227

39470
47045
82727
56518
58409
58409
56516
52737
47045
39470




TABLA 4.8

GRUPD 2
RIESGO DEL PROCEDIMIENTO OPTIMO

AUTOS  OBSERVADOS
[+]

1 2 a 4 g 6 7 ] ? 10

8 o 50823 50833 48750 46667 41762 37959 96229 5816 96272 37391 8014
v 80823 55000 £5000 63810 62321 49250 46926 as8is 45595 45026
€ 2 48750 $5000 56786 56786 56042 54323 52638 51793 51835
N 3 46667 3810 56786 571778 57778 56727 55926 85641
0 4 41762 52321 56042 57778 58091 £7992 58045
s 5 27959 49250 54333 66727 57992 58846
6 36229 46926 52636 55926 58045

7 35815 450818 51793 55641

[ ] 36273 45595 51639

9 37331 46026

10 38814



AUTOS

VoZMCO
COBDNAVLWIN=0

-

DASERVADOS
0 ] 2

0.500000 ©.333333 0.250000
0.666667 0©.500000
0. 750000

3

0.200000
0. 400000
0, 600000
0. 800000

TABLA 4.9

GRUPO 2
Nxmnt/s‘l) CONDJCIONAL DE X, =t DADO 'sl

4

0. 166667
0.333333
0.500000
0.666667
0.6833333

0.142857
0,2868714
0.428571¢
0.571429
0.714286
0.857143

0. 125000
0.250000
0., 375000
0.8500000
0.625000
0. 750000
0.875000

7

O. 411t
0,2223222
0.33230
0.444444
0. 559556
0.666667
0.711718
0.888889

0. 100000
Q, 200000
0. 300000
0. 400000
0.500000
0.600000
0. 700000
Q. 800000
0.900000

9

0.090309
0.181818
0.272727
0.363636
0.45484%
0.545453
0.636164
0.727273
C.818182
0.808091

10

0.08333)
0, 1666687
0.250000
0.332339
0.416667
0,500000
0.582333
0.666667
0, 750000
0.833333
0.916667



AUTaS
8 O
u 1
3 2
N 3
o 4
S 5
6
7
a
9
to

PX,, =0/S,)

OBSERVADOS
0 ' 2 3
0.500000 0.666667 0.750000 0.800000
0.333333 0.500000 0.600000
0.250000 0. 400000
0.200000

TABLA 4.10

GRUPD 2
CONDICIONAL DE XJ”'O DADO S‘

4

0.833313
0.666667
0.500000
0.333233
0. 166667

]

0.857143
0.714206
0.571429
0.428571
0.285714
0. 142867

0. 875000
0.750000
0.626000
0. 500000
0.375000
0.250000
0. 125000

7

0.888839
0.7771778
0.666667
0.555566
0. 444444
0,332
0.222222
o. 11111

0. 900000
0. 800000
0. 700000
0. 600000
0. 500000
0. 400000
0. 300000
0. 200000
0. 100000

C0OCOO00000O

.909091
.a1a182
.7272713

636364
545453
454545

. 363636
272727

, 030909

0.918687
0.833333
0. 760000
0.660687
0.%58337)
0. 500000
0.416667
0.33239)
0,250000
Q. 166667
0.083333



TABLA 4. 11

GRUPD 3
RIESGO DE LA PARADA DESPUES DE J OBSERVACIONES

AUTOS  OBSERVADDS
o

2 3 4 .8 € 7 (] '] 10

8 o 97222 90500 76000 64556 . 5664) 51458 48247 46458 45694 45697 48272
u o 68625 76000 71500 65571 60573 56889 £4409 52926 52240 52189
E 2 52667 64556 65571 63611 61210 59182 57747 56915 88627
N 3 43722 56643 60673 61210 60773 60157 £9719 595868
0o 4 aa7e6 51458 56889 59182 60157 60654 s1068
S 5 36267 48247 54409 57747 59719 81068
6 35284 46458 52926 569185 59588

T 35318 45694 52240 86627

8 36052 45697 82189
] 37283 46272
10 Je878

;
l
i



AUTOS
8 O
u 1
3 2
N 3
[+] 4
$ 8§
6
7
a
9
10

TABLA 4,12

GRUPD 3

RIESGO OE LA CONTINUACION DESPUES DE J DBSERVACIONES

QBSERVADOS
(o] 1 2
52436 56923 56923
50192 56929
47949

5564 1
68846
55641
46026

4

54038
58846
50846
54038
44423

£

824136
GA045
59915
68045
624386
43084

50940
56923
59916
659915
£6927
50940
41966

7

49580
55699
593714
60594
59371
55699
49580
41014

48357
54476
58555
60594
60594
58555
64476
48357
40198

47250
63299
87613
60202
61063
60202
57613
53299
47258
39492

10

46272
82109
56627
69586
61068
61063
59806
56627
52189
46272
anere



TABLA 4.13

GRUPO 3
RIESGO DEL PROCEDIMIENTO OPTIMOD

AUTOS QBSERVADOS

[} 1 2 3 4 5 [} 7 a 9 10

a o 52436 56923 56923 5564 54038 51458 48247 48438 45694 45697 46272
u t 50192 56923 58846 658846 58045 56089 54409 52926 62240 52189
€ 2 47949 65641 658846 69915 59915 59182 57747 $6915 56627
N 2 43722 54038 58045 69916 60594 60157 59719 59088
a 4 3a786 51458 56889 59182 60157 60654 61068
S -] 36267 48247 54409 657747 89719 61069
6 35284 46453 62926 56915 53508

7 35318 45694 $2240 66627

8 36052 45697 82109

9 372683 44272

10 ' 38876



AUTOS

moZmom

OBSERVADOS
o 1 2

0.666667 0.500000 0,400000
0.750000 0.600000
0.R800000

3

0.333333
0. 500000
0.666667
0.833333

TABLA 4. 14

GRUPO 3
P(X,, =4/S ) CONDICIONAL DE X,

4

0.20865714
0.4208571
0.571429
0.714286
0.857143

. 250000
.375000
. 500000
.6265000
. 7150000
. 875000

[sJodoR=NeRel

;=1 DADO SJ

0,222222
0.333333
0.444444
0.6555556
0.666667
0.777718
0.888889

cooQo0o000Q

00000000

181818
araral
3631636
454345
545455
636264

.7272713
.818182
. 909091

copoe00000

166667
250000
333333
416667
500000
58332)
666667
760000
833232
916667

10

0. 153848
0.230769
0.307892
0.384618
0.481538
0.538462
0.618348
0.692308
0, 769231
0.8461%4
0,923077



AUTOS
8 0
u 1
[3 2
N 3
0 4
H <]
[
7
A
9
10

P(X] =0/S ) CONDICIONAL DE X =0 DADD S
i 3 1y

OBSERVADOS
0 1 2

0.333333 0.500000 0©.600000
0.250000 O©.400000
0, 200000

3

0.666667
0.500000
0.33333)
0. 166667

TABLA 4.15

GRUPO 2

4

0.714286
0.671429
0.428571
0.285714
0. 142857

5

0. 750000
0.625000
0.500000
0.375000
0.250000
0. 125000

I}

0.777778
0.666667
0.555556
0.444444
0.33333
0.222222
0. 111119

0. 800000
0. 700000
0.600000
0.500000
0. 40000G
0. 300000
0.200000
0, 100000

0.818182
0.727273
0.636364
0.545455
0.454545
0.363636
0.272727
o.18ta18
0.0903%09

0.83230)
0. 750000
0.666667
0.583333
0.%00000
0. 416667
0.33332)
0.250000
0.166667
0.083333

10

0.848134
0.769231
0.692308
0.6153a8
0.538462
0.461538
0.304618
0.307682
0.230769
0. 153846
0.0769223



4,5 CONCLUSTONES Y PRESENTACION NE RFSHLTANDS

lespués de analizar las tablas presentadas en la
seccidn  anteriory el estadistico conforma las tahlas 4.1,
43 vy 4.5 que determinan, de minera dnica, el
procedimientn  optimo  que presenta al responsable  del
proyactn, junte con las grdficas de continuncinn anaxadas
en  las toblas 4.2, 4,4 y 4,4y puro cada lote de autos,
respectivamente.

Para  la  interpretacidn  de las  tablas, el
estadistico informa que lns  valores tienen la
interpretacién siquiente?

1 sequir checando autosy
2 detener 1o prueba y comprar e) lotes
3 detener la prueha y rechazZar la oferta.

Sin  embargo, antes de iniciar las pruebas, es
necesario que se indique con qué grupo se debe iniciar el
muesitreoy,  con cudl se debe de seguir en cdso de np compror
el primer lotey y con cudl se dehe de finalizar en caso de
no comprar In dos lotes iniciales,

Sa sabe que las valores iniciales respectivas de
riesgo son?

59,444, 44
125,000.00

97,222,22,

por 1o que el estodistico aconceia iniciar el muestreo con
@l qrupo uno (riesno inicial mennr), continuar con el grupo
tresy o0 casn de ser necesarioy vy finalisar cop el dos,

9



Con todo esto quedg debidamente determinado el
procedimianto éptimo, vy se pyede continuar con las praebas
de Canpo.

Junto con asta  informacién, el estadistico annta

que, o lo mds, se checardn, para cada qrupo, cuatro, ocho y
siete coches, respectivamente antes de tomar una decisidn,

100



TABLA DE RESULTANDS 4.1

MATRIZ DE DECISION DEL GRUFO UND

10

1

0

Autos (bservados

LB B Bl B R S Tl o

MM NN 0

MMM NNCic

Lar B or Mo B o/ B ot S 2Tl S I o

MMMl eyt

Lacl o B ac B O N o BN

MM

P oomi vt o

™ e -

-t ot

-

(-]
O e CIM® O DO -

€ 3P L oo cow



ot

continuacion (1)

grupo 1

aceptacién ()

rechazo (3)
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1

TAEL.A DE RESULTANOS 4.3
HATRIZ DE DECISION DEL GRUFD [0S
0

Autos (bservados

MM MmNt

Lar B o Mac Bl s B e M o M o Nl 5 By ]

Lac B or B o e B ol I A VRN I o O o]

MG P e e O3 ON Y

MM v = 0N

) ot ot ot w1 Oy

M oot =0 w0

el ol o

o
O iMeEy: BN~ MO

C I+ Cwu Lo cow




oL

grupo 2

continuacidn (1)

aceptacion {2)

rechazo (3)




TABLA DE RESULTADOS 4.5

MATRIZ UE MECISION REL ORUFO TRES

10

1

0

Autns Observados

MMM Mot N TNy

MMmmemonaIoN o

MMM eI cy IS

MMMy CIed

1 e e O3 09 Cd

M vt vt e NN

- vt e e

-t ot ot T4

- ot e

-ty

-t

(-3
O CIMET N O 1 O -

<2+ 0w 2IIsscsew



ot

grupo 3

aceptacic;n (2)

/_

continuacion (1)

rechazo (3)




CAPITULD v

FROBLEMA FRACTICO



S+1 INTRODUCCION Y FLANTREAMIENTO

Finglmuente, a manera de conclusidn, e presenta el
andlisis vy la  solucidn o un nueva probhlema cuyas
congideraciones y restricciones se  indican de una manera
realista, de t{al forms que el alooritmo de solucidn aqud
planteado sea 4til en 1la aplicacion y solucidn de atros
problemas.

PLANTEAMIENTO?

*Supdnqase que el seffor X estd interesado en
aitquirir un lote de autos vy desea minimizar la
pérdida que este lote le puede proporcicnar a
través de los affns de uso de cada auto. (en el
raso de ganancia se puede considerar como pérdida
negativa).

Supangase ademds que la duracion de cada auto es
de cinco aflns, y que en otro caso éste serd
vendida, Para los efectns de la compra, el seNor X
tiene 1a oportunidnd de probar loa cnchesi para lo
cydl cuenta con  los servicies de un mecdnico que
cobrard un costo determinndo por cada prueba,

Es importante aclarar que @1 resultadn de cude
pruehn que lleve a cabo el wmecdnico snlamente
indicard si e autn se encuentra en buyen estaedo o
3{ dste necesita una repnracidn mayor.

Para la evaluaciéin de la utilidad del lote, el
seffor X ruenty con?

= una tahla de pérdida/(utilidod} por aunte, 1la
cual estd en funciodn del tiempo esperado de
duracitn de cada uno de #5t0s,

= unn funcion de distribucidn o nrioriy, que
indica 1o probabilided de que un coche esté
en buen estado ol momento de la realizacidn
de la prueba mecdnica y

110




= una funcifin de probahilidad paro la duracién
en tiempn (aflos o fracciones) de cada auta.

Con todos estns elewentos y con el uso de lus
pruebas de los coches a que tiene derecha, el
seffor X desea determiner la estrateqia dptima de
decisién para la compra o el rechazo del lote en
cuestidn,

Para  tales fines »l seflar X pide a un estadistico
le ayude o doterminar el mejor plan muestral y el
mejor andlisis. El1  aestadistico propone como
nltermativa de solucién el andlisis de las pruebas
secuencinles hayesianis,®

Antes de sequir adelante con el desarrollo de una
solucidn  es necesario subrayar ques debido al nunvo
planteamientn del problemay, 1a solucidn presantado puede
5@t puesta en prdctica cuando las condiciones asi lo
exijane ks por elln nque en un principio {seccidn $.3) se
drsarrolla un algoritmo general para la  resnlucidn del
problema y e3 hasta la seccidn 5.4 que se analiza un caso
numérico.

En oeneral  la notacidn y  los  elementos
estad{sticns son los mismos que se utilizaron en el
cepltulo IV y solamente se establece la funcidn de
probabilidades de duracidn de cada autn comn nueva
definiciony Ja cual se presento en la siouiente seccion
Juntn con un sumario de la terminolngia que serd utilirmada
para la presentacidn de la solucidn técnica del prohlema,

Notese también la nueva eleccién de la funcidn de
pérdida y los resultadns que se obtienen g partir de ésta.
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5+2 DEFINICINNES Y NOTACTON

Cnmo se menciond en su oportunidnd se presenta un
qumario de la notocidn nque se ha venido wtilizando en
captiulos anteriores, 1n rmudl no  presenta variacidnes y
queda de 1 forma siguiente!?

a prohahilida de que un nutn esté en buyen
estado en el momento de la prueba mecdnica,

me) distribucién de probahbilidad a priori del
pardmetro 6y

nj(a) distribucién de probabilidades a posteriori
del pardmetro 6 despuds de j observaciones
(distribucion 2 priori  después de
nbservaciones para 1o observacidn j+1),

Bala,h)  distribucion de  probahilidad beta con
pardsetros o y b,

X variahle aleatorin que indica el resultado de
la prueba del j-édsimo cache (Xj=t indica que
el coche estd eon busn estado y X,j=0 indica
que el coche estd en mal estado),

S ndmero de conches en huen estado después de |j
prushas (F Xi),

L funcion de pérdida

thy funcion de utilidad después de j pruebas y

UA rirsgn  de la continuacién despuis de
observaciones.,

Sin embargo, debido a la mndificacion de los
términos  del problema, es necesario hacer uso de un
alemento nuevo para  la  husqueda de una solucidn. Este
alemonto se define en sequidn en formg aeneral para poder
emplearlo en la determinncidn del atgoritmo de snlucidn,

12



DEFINICION.1 Al vector F(t)=(p0ypl,pdepd,p4spd) se le
* denomina  probabilidad de duracidn de
cada coche y denota la probabilidad de
que un coche dure i=0,1,2,3,4,5 affos, de
tal formo  que P debe cumplir la
_ propirdad?

Pern P(L) nse modifica de acuerdo 2o los
resiltodos de )lus  pruebas mecdnicas de
1os autaes por 1o que

P(£/51)=Pj (1)

@8 1o probabilidnd de durncién de cada
coche después de ,j pruebas.

Comop se mencinndé en la geccidAn anterior, la
funcidn de pérdida tiene una nueva concepcidn debido o que
ahora ya no estd ligada a el porcentaje de nutos en buen
astado solamente, ya que un auto en ml estado puede -or
reparados de tal forma que ahora wstd intimamente
relacionsada con Ja duracién de cade auto ( o con la
esperanza  de 1a pérdida/(utilidad) que eada  autoe
proporciona debide a su duracidn) por tanto L es chorg un
vector de pérdidas/(utilidades) con los valores siguientesd

La(L0y 1yt 241 3,1.441.5)

que indican que se tiene nna pérdida/(utilidad) Li si un
coche dura mds de i anos y menos de 1+1,

Con ayuda de éstos conceptos que modifican las
ideas expuestas hasta el nomento, en la siquiente sececion
se nresenta el algoritmo general de solucinn parg problemas
con caracteristicas similares a éste y en lo seccifin 5.4 se
desarrolla un ejemploc numérico parn este caso particular,

Notase antes de continuar la importancia del
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cambio en la interpretracidn de la funcidn de pérdida en
rcomparacion con la utilizada en el capttulo 1V, la cual era
cuactrdticy vy estoba en relacion directa con @] pardmetro 8,
5in  embargo esa misma funcidn (la utlizada en la resolucion
del problema del caplituln anterior) se wutilizard en el
momento de  las pruebas mecdnicas por lo que los resultados
obtenidos  con anterioridad serdn isportantes pare  la
resolucion  de este nuevo caso, Aungue para la formulacion
de lo tabla del procedimiento dptimo serd utiliczoda ésta
nieva funcidn de pérdida/(utilidad) (la definida en ésta
seccidn) pues en ella se incorpora la duracidn de los
automéviles,
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5¢3 DESARROLLO DE UNA SOLUCION

5@ sabe que ol sefor X estA interasade en el
establecimiento del procedimienio que le permita optimnizar
tanta sn decision de compra ¢ rechazo del lote en cuestién
as1 como Ja estrateqgin de muestreo por medio de la cual se
ainimice la inversidn en priuehas weecdnicas, dadas las
restricciones que se han considerardo,

El estadistico que estd realizandn el andlisis
previo al wmuestreo, basado en sy expuriencia vy en las
estimacionns del sefinr X y del mecdnico, concluye gue la
forma que la probabilid de tiempo de duracidn de lus roches
dadn  una  ohservaciéon ( P(L/X1=x1) )} purde quedar exprasada
por las ecuaciones

P(t/X1=1)=P1(2)=(pO~2espl-epltle,p3+.Snypat,.5e,p5)
si @1 ayto estd en buen estado y (H
P(t/X130)=P1(t)=(p0+3a,plieyp=sSe,pl-1.3eypd-e)pT=-e)
si ¢) auto estd en mal estado,

dnnda @ es una constante que estd en funcidn directn de los
valores iniciales de F(L)y y que cumpla con

PL(t/X1=x1) 2 O Y pi(t/x1r=t

0

1 ™M

1i-

il

(Nota? se podria definir a e como unia funcioén
cualgiera, sin emhargo esto no se hace asi ya que en tal
.casay en el momento de 1o optimizacidn, se tendria que
llevar a cabo un andlisis funcional mis complajni de tal
forna que en este caso @ denola tun solo a una constante
sujeta  sd4lo  al  cumplimiento de las  restricciones
anteriores,)

Se sahe de 1n definicion 1 de la seccién
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anterior que la funcidn F,j(t) no solamente es Ja funcidn a
pnsteripri  despuds de j observaciones sinn que también
Juega el papel de funcidn o priori para lo muestra j+1. Por
tantny, si el ndmern de muesteras tomadas hasta un cierto
momento es | de las cuales K son outos en buen estado se
concluye que

r
Fill)=Pa/ul ey srpij)=  pO-SketXje
. pl-2ket je
PR4LSke= 5 je
: pAt2ke-1.% je
" patl SKe-jeo
!ns-Je+Ke

para e tal que cumpla con

]
Pity 2 0 Y Lpjial,
i=0

For otro lado supbngase que la distribucién a
priori del estadn de los coches en el momento de la prueha
es

pela,b) Feta con pardmetros 9 y b}

por tanto para tal prueha, se conoce que la distribucioén a
posteriori despuds de  observaciones (a priori para la
observacidn j+1) astd dada por la expresidn

(=R (atk, bt j-K)

en donde K es el ndmero de autos en buen estaro, por la gque
las prohahilidades de Xj+1 quedan

K+
POLj4121/6)) 8 ~eemcene
Jjt2
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FXj+1=0/8,))= ~=mmmmmm .

Como se punde observar, la metodologia en general
no  tuvo variaciones siqnificativas, no ast 1a concepcidén de
la funcidn de pérdida; de tal fForma aque la funcién de
riesgo bayesiano para la determinacisn del momento de la
parada dptima presentq modificacidnes.

Esto esy #l riesqo hayesinno para la parada dptima
en un momento determinado j estd expresado por

Ujsjetton £ Likji
i=1

on  donde ¢ es el costo por prueba mecdnica de cada coche,
el riesgo de sequir muestreando es

Vit1=ELUj#10=F (X i41=1/8) (U +1/X j+1=1)
+ F(Xj41=0/8)) (U,j+1/Xj+1=0)

y el procedimientn éptimo quedu de 1y siguiente forma

vjemin <14, ELV 411>

para cualquier momento j3 y paro ,j=n

Vn=ln, -
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De esta forma queda completamente determinado el
procedimiento de decisién dptimo para el problesa en
ruestidn, notese que en téeminos generales la metodnlogla
presentada  en éste capitulo no presenta grandes diferencing
con lu desarrollada  en el capitulo anterior de no ser por
1a incorparacién de probahilidades de durncidn por afio.

En la seccién siguiente se ejemplifice la técnica
presentnda  por medio de una aplicacidn numéricn para este
mismo cas0f sin  embargo, es importante subravar que el
alqoritmo aqu{ desarrolladn puede ser empleado para In
resolucidn de muchos otrps problemas e caracteristicas
similares al planteado en la seccidn anteriar,
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5.4 EVALUACION NUMERICA

Fara dejar claros los ennceptos precentados, en
sty soccidn  se evalda una aplicacién numérica al problema
dal seflor X,

Supdngase que el  seffor X y el estodistico
drterminan que  los  valores para 1o funcién  de
pérdida/{utilidad) quedan como sigue

L0=4 17900,000
L1=% 1/600,000
L2=4¢ §50,000)
L3=%(1°350,000)
L4=9(1°450,000)
LE=%(1/925,000)

(ndtrse que los valores negativos paera L2y L3, LA ¥y LS
respresenton  utilidades)d los valores dniciales para los
probahilidades anuales son

p0=0,20
P {=0,32
p2=0,24
p3=0.13
pé=0,11
p5=(). 10,

1g  diztribucidn o priori del pardmetro 8 (probabilidad de
qua  un  auto estd en huen estada al momento de 1a prueba)
astd duda por

n(B=p{1,1) ,

el costo por chequeo de cado automdvil es

c=4 45,000,

119



y la cunstante
o=,008

Con westa informacidn y con la ayuda de los
programas 2y 3y 4 y 5 del Anexo 1 se determinan los
resultados presentados en las tablas .1 9 G412 y se
wncuantra la astratdgia dntima para este caso particulare.

En la dltima seccidn del presente capitulp se
anotan  las consideraridnes finales vy los resultados a los
aue se 1lead en esta aplicacién numpérica,



TABLA 6.1

RIESGOD DE LA PARADA DESPUES DE J OBSERVACIONES (000)

AUTOS OBSERVADOS
[¢]

| 2 3 4 ] 6 7 [ ] 9 10

8 o 505 1341 2176 J012 3847 4683 5518 6354 7189 08025 6o
u 1 28 861 1696 2532 3367 4203 5038 5074 6709 7648
[3 2 -4656 8¢ t216 2052 w7 3722 4558 65394 8229
N 2 ~93% -99 736 1572 2407 3243 4078 4914
0 4 - 1415 -579 256 1092 1927 2763 3590
-] S - 1895 -10%9 -224 612 1447 2280
6 -2375 -1539 =104 132 07

7 - 2855 -2019 - 1184 -340

a8 -333% -2499 - 1864

9 -3815 -2979

10 -4208



AUTOS
8 0
u 1
[ 2
N 3
o 4
s 5
6
7
a
9
10

TABLA 5.2

RIESGO DE LA CONTINUACION DESPUES DE J OBSERVACIONES (000)

QBSERVADOS
o 1 2
205 1738 2683
: -931 936
- 1826

3

3584
20085
176
-2494

. 44823
2929
1394
-518

-2948

$330
827
2323
772
1145
-3356

6189
4709
3229
1749
172
~1672
-3637

7

7043
5581
4120
2658
119¢
-378
-2102
-3856

7893
6448
4999
3582
2105
657
-875
~2453
-4032

8740
7308
5470
4433

1563
130
-130%
-2740
-4178

1[]

8060
7848
6229
4814
kL1 L)
2282

987
-J40
- 1864
-2979
-4293%



AuTaS
a o
u 1
€ 2
N 3
[+] 4
s &
. 6
9

a

9

10

OBSERVADOS
4]

205

| 2
1341 2176
-931 261

-1826

TABLA 6.3

RIESGO DEL PROCEDIMIENTO OPTINO {(000)

3012
1696
176
=2494

0847
2532
1218
-518
-2988

4683
3367
2052

736
- 1145
-3956

5518
4203
2887
1572
172
~1672
-3637

8354
6038
3723
2407
1092
-379
-2102
-J3056

7189
5874
4558
3243
1927
612
-a71%
-2453
-4032

8025
6709
5394
4072
2763
1447

130
- 1308
-2740
-4178

10

8860
7848
€229
4914
3598
220

0"w?
~348
- 1884
-2979
-4298



TABLA 6.4

PROCEDIMIENTO OPTIMO

OBSERVADOS

AUTOS

10

o

CHCECI U O ™ o= o o

BN 0% €% Y (Y > o= o

RS 20 K Radh ol of

NNy - -

€Y Y 0 ™ v

N -

0'23‘567'9m

BJWZow



AUTOS
8 o
u )
[3 2
N 2
0o 4
S &
6
7
8
9
10

PUXy, =1/5,)

OASERVADOS
(o] | 2

©0.500000 ©.333333 0.250000
0.666667 0.500000
Q. 750000

0. 200000
0. 400000
0. 600000
0.800000

TARLA 5.5

CONDICIONAL DE X, =1 DADD §,

4

0. 166667
0.333333
0.800000
0.666667
©.832333

0. 142857
0.,206714
0.428571
0.571429
0.714286
0.857143

Q. 125000
0. 250000
0.376000
0. 500000
0.625000
0.750000
0.675000

7

0. 111111
0.222222
0.33333)
0.444444
0, 565658
0.666667
Q.777778
Q.s8a809

‘a. 100000
0.200000
0. 300000
0. 400000
0. 500000
0. 600000
Q. 700000
0. 800000
G. 800000

©0.090909
0. 181018
0.272727
0.363636
0.454545
0. 545455
0.836384
0.727273
0.8181082
0.909091

10

0.083303
0. 166467
0. 250000
0.23330
0.416667
0.300000
0.383303
0.6668667
0. 750000
0.033333
0.916667



AUTOS
8 0O
u 1
E 2
N 3
o 4
s &
6
7
a
9
10

P(X,.,=0/5, )

QBSERVADOS
o ' 2

0.500000 0.666667 0.750000
0.333333 0.85C0000
0.250000

0.800000
0.600000
0.400000
0.200000

TABLA 5.6

CONDICIONAL DE X, =0 DADD S,

4

0.83232)
0.666667
0. 500000
0.33333)
0. 166667

§

0.857143
0.714286
0.571429
0.428671
0.285714
0. 142887

0. 875000
0. 750000
0.625000
0. 500000
0.375000
0. 250000
0. 125000

7

BLLLLL L)
LT77778
666667
556556
. 444444
.33333)
.222222
0. 111111

coco0000

0.900000
0.800000
©.700000
0.600000
0.500000
0. 400000
0.300000
0,200000
0, 100000

0.908091
0.810182
0.727273
0.636364
0. 545455
0.454545
0.363636
0.272727
o. 181818
0,090909

0.9166687
0.833333
0. 750000
0.686467
0.582323
0. 500000
0. 416667
0.333333
0. 250000
0. 166667
0.00000



AUTOS
a o
uy ]
€ 2
N 3
o 4
S 5
6

7

)

9

10

PROBABILIDADES DE DURACION PARA EL

QASERVADDS
[+ ] | 2

G. 200000 0.218000 0.236000
’ 0.188000 0.206000
0, 176000

a

Q. 254000
0.224000
0. 194000
Q. 164000

TABLA 5.7

0.272000
0.242000
Q, 212000
Q. 182000
0. 152000

Q. 2390000
0.260000
Q. 230000
0, 200000
Q. 170000
Q, 140000

PRINER AeQ

CoO0O00

. 308000
. 278000
. 248000
. 318000
. 188000
. 1568000
. 128000

-1-2-3-2-3-¥-3

k)

326000
. 296000
. 266000
236000
206000
» 476000
. 146000
. 116000

Q. 344000
0.314000
0. 204000
0, 254000
0.2324000
0.194000
0. 184000
0. 134000
Q. 104000

0.382000
0.332000
©.302000
0, 272000
0.242000
0.212000
0. 182000
0. 153000
0. 122000
©0.092000

10

0.380000
0. 350000
Q.320000
0.2%90000
0. 260000
0.230000
0. 200000
0. 170000
0. 140000
0. 110000
0.080000



TABLA 6.8

PROBABIL IDADES DE DURACION PARA EL SEGUNDD AeD

AUTOS = OBSERVADODS '
4} 1 2 k] 4 5 (] 7 [} 9 10

8 0 0.220000 0.226000 0.232000 0.228000 0,244000 0.250000 0.256000 0,262000 0,268000 0.274000 0.280000
U 1 0.214000 0.220000 ©0,226000 0.232000 0.238000 0.244000 0.250000 0,256000 0.262000 0.268000
E 2 0.208000 ©.214000 0.220000 0,226000 0.232000 0.238000 0.244000 0.250000 0.356000
N 3 0.202000 0.208000 0.204000 0.220000 0.226000 0.232000 0.238000 0.244000
a 4 0.196000 0.202000 0.208000 0.214000 0.220000 0,226000 0.232000
$ S 0, 190000 0.196000 0.202000 0.308000 0.214000 0.220000
. 6 0.184000 0, 190000 0.196000 0.202000 0.200000
7 0.178000 0. {84000 0.190000 0. 196000
8 0.172000 0.178000 0. 184000
9 0.166000 0. 172000

10

0. 1860000



AUTOS
a o
U $
E 2
N 2
o 4
s &
6
7
8
9
10

PROBABILIDADES DE DURACION PARA EL

0BSERVADOS
o ' 2

0,240000 0.237000 0.234000
0.252000 ©.248000
0.264000

3

0. 231000
0, 246000
0.261000
0.276000

TABLA 5.9

4

0.228000
0.243000
0.258000
0.273000
0,288000

0.225000
0.240000
0.25%000
0.270000
0.285000
Q. 300000

TERCER Ae0

6

0.222000
0, 237000
0,252000
0.267000
0.282000
0. 297000
0.312000

7

0.219000
0.234000
0.249000
0.264000
0.279000
0. 294000
0.309000
0.324000

0,218000
0.231000
0.246000
0,26 1000
0,2768000
0.281000
0.306000
0.321000
0,336000

0.2+3000
0. 228000
0. 243000
0.258000
0. 273000
0.2088000
0.303000
0. 318000
©. 333000
©0.348000




AUTOS
a8 o0
u 1
E 2
N 3
o] 4
S ]
6

7

-]

9

10

PROBAHBILIDADES DE DURACION PARA EL

ORSERVADOS
"0 1 2

0.130000 0.121000 0. 112000
0.133000 O. 124000
’ 0. 136000

3

0. 103000
0. 116000
0. 127000
0, 139000

TABLA

4

0.094000
0. 106000
0. 118000
0. 130000
0. 142000

5,10

0.085000
0.097000
0.109000
0. 121000
0.133000
0. 145000

CUARTO AeD

0.076000
0.088000
0. 100000
0..112000
0. 124000
0, 136000
0. 148000

0. 058000

0000000

070000

.082000

094000

. 106000
. 118000

130000
142000
164000

0.049000
0.081000
0.073000
0,085000
0.097000
0, 109000
0.121000
0, 133000
0. 145000
0, 157000

10
0.040000
0.053000
0.064000
0.07600Q
0.088000
0. 100000
0. 112000
0. 124000
0, 138000
Q. 140000
0. 160000



AUTaS
8 o0
u 1
[3 2
N 2
o 4
S ]
6

7

a

9

10

[}

PROBABILIDADES

OBSERVADOS
3] 1 2

. 110000 O.104000 0.098000
0.113000 0.107000
0. 116000

0.092000
Q. 101000
0. 110000
0. 119000

TABLA 5. 11

DE DURACIUN PARA EL

4

0.086000
0.095000
0. 104000
0. 113000
0. 122000

-]

.0BOOCO
.089000
.Q98000
- 107000
. 116000
. 126000

000000

QUINTO Ae0

Q000000

.074000
. 083000
-092000
. 101000
. 110000
. 119000
. 128000

7

0.068000
0.077000
0.086000
0.0950Q00
0. 104000
0, 113000
0. 122000
0.131000

0,082000
0.07t000
0.080000
0.089000
0.098000
0, 107000
0. 116000
0, 128000
0. 134000

0.056000
0.065000
0.074000
0.083000
0.092000
0. 101000
Q. 110000
0. 119000
0. 128000
0. 137000

0.0%50000
0.059000
0.068000
0.077000
0.006000
0.09%000
0. 104000
0. 113000
0. 122000
0. 121000
0. 140000



AUTOS

wozTmMCS

CQUINONIADN=O

-

TABLA 65,12

PROBABILIDADES D€ DURACION PARA EL SEXTO AeD

OBSERVADOS
[+] 1 2

0. 100000 0.094000 0.088000
' 0. 100000 0.094000
0. 100000

3

0. 082000
¢. 088000
0.094000
0. 100000

0.076000
0.082000
0.088000
0.094000
0. 100000

0.070000
0.076000
0.082000
0.088000
0.094000
0. 100000

cooo000

064000
070000
076000
082000
088000
094000
100000

7

0.058000
0.064000
0.070000
0.076000
0.082000
0.088000
0.094000
0. 100000

0.082000
0.058000
0.064000
0.070000
0.076000
0.082000
0.088000
0.094000
Q. 100000

0.046000
0.0%2000
0.058000
0.064000
0,070000
0.076000
0.082000
0.088000
0.094000
0. 100000

0.040000
0.046000
0.052000
0.058000
0.084000
0.070000
0.076000
0.082000
0.048000
0.094000
0. 100000




S.% CONCLUSIONES Y PREBENTACTON DE RESULTALOS

Finnlmente el wastadistico presenta al seflor X las
tablas de la seccidn Y5.4 Jjunte con los comentarios
siguientes y la tabla de resultados 5.3,

fomn  ronclusidn, ol estadistico indice que para la
interpratacion de la tabla  de resultados 5.13 se tienen
los siguientes indicadoras con sus  respectivas
interpretaciones

continuar probande antos

0 rachazar lu oferta
1
2 compror &l lote,

Nitese que aun cuando se han probado por ejeiplo,
nueve coches vy los nueve estdn en  bhuen estadn, lo
estrateqgia dptima  indica que se sina muestreandoj esto se
debr a4 que como @s muy bujo el coste por prucba en
comparacidn a los valores de 1a tabla de pérdida/(utilidad)
avisten ciertos momentos  dol muestreo para los que es mds
importante contar con mivor informacién aun cuando se pague
up poco mas por ella,

También es impartante notar que ©n el momento
inicial el riesge es favorable para las pruebas mecdnicas
de los coches vy as por ello gue el estadistico reromienda
iniciar el estudio.

Ya con todo éste paquete de informacidn, nl seffor

X estd en posibilidades de iniciar el miesiren y tomor la
decision que en cada caso sea la ms adecusda,
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6+1  GONCLISIONES

Como se pudn notar, a traves del desarrollo de
todn  la tesisy, la metodoloqgis ha si1do poro utilizaday y
presenta  na nueve  perspectiva de  solucién para los
prohlemos de lo inferencia estodistica y de los pruebas de
hipotesis.

No obstante, como en todos laos casosy el éxito de
ln aplicacidn  prdctica  de  las pruehas secuencigles
bayesidanas, vy del problema de To parada dptima reside, en
gran  mediday, en la interpretucion que el estadf{stico haga
de  los resultados, ast como @n lg correctq aplicacidn y
utilizacion de 1n mismae

Ademdsy en forma importante, para los cqsos en los
aque  se wige una  éptima aplicacién de los recursos
econpmicos  para la  resolucidn de un problema, esto teoria
sa presenta como altamente atractiva para el estadistico y
para oguel que sea responsahle del proyecto en cuestidn,

Es  importante aclarar que, durante toda la
presentacién del  temas yy mis  adny  en el momento de la
eleccidn de ésta, la filosofia vy el propdsito principal
fueron siempre onimados por lg didea de desarrcllar una
matodalongin  nueva que se  aplique para ohtener soelucibnaes
que  optimicen, tanto los resultodos como los recursos que
2@ pudieran invertir en los proyactus a snlucionar, Frusha
palpable de ello fue la eleccidin de la funcidn de pérdida
para el ejemnlo prictico que se resolvid en el enpitule (V.

Sin  embarpoy esta técnica no esy en todos los
casosy  la major, ni 1o mas venta,josn en tArminos de
resultadoss pero s represento unn olternativa interesante
para el estadistico. Alternativa que, en cada situncidng
debe de ser evaluada para una correcta aplicacién de la
mism, &N SN €A%0.

Por atre ladn, Jo estadistica matemdticos o
inclusive esta teoriny huscan dar un soporte adecundo a la
toma de derisiones, 1a cual debe de jugor un papel mis
wmportante en  estos mowentos en los que, por la situacisn
peonémicey  se  exige la utilixecién de las mejores técnicas
y la aplicacidn éntima de los recursos para conseguir y



detorminar  los wmejores rpsultados, con base en lus cyales
s#  ofreaca una solucidn de las problemas en farma ventajosa
y eficaz,

Asi puess, la intencidn oque se persigue con este
trahajo, es la de heindar una nueva  técnica pare la
problemdtica inferenciol y de pruebas de hipétesis] ademis
de  presentar una breve introduccién a  la teorta de
decisiones,

En 1o bibliografia  anexa  se  enumeran log
nrincipales textes que fueron cimiento de la  tésis, v
cualquier profundizacidn de los temas tratadonsi ast como Iln
formalizacién de aquéllos qua shHlo se  tocaron
syperficidlmenta, puede ser  referida a los libros que, en
cada 2180, @ mencionan &n la misma.



ANEXD 1

PROGRAMNAS DE COMNPUTO



1

PROGRAMA

"GENERADDR DE NUMEROS ALEATORINS (NUR"AL)

L1l

v Z<DEZ NORMAL HED -
ZEMED+HDES =0 ST 204+ /0,01 = 457100
v
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2

PROGRAMA

RIESGD [E LA PARADA DESPUES DE J OHSERVACIONES

L1l
£23
L=1

£41
L33

v N RIEZGEAY CONZT e
Re (N, N PTL
o SLZE N
RN ST B

v

NepM+1

Llzlieti+l
RLWz 1« (

( )

R.‘
PXJ <

-~

yre

HLMN )N 1HNALX - L UL

REZ«RE

DonRES

b=ty (._.N H‘f‘f'ﬁ'N [ZPR A
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RIESGO DE LA CONTINUACION DESPUES DE J OBSERVACIONES

v ESFCOmDs )
26 (NN PR e JeN e YIS DRI
REe- 2 11 11 FO = RECLs 12RO = et
Laadedsl = LS|
RECLede v el 2004 U vy, LOUSY WAty v e s [ELSR
Clad L IR LA s LD HREL Lt L s w e PR
NERTE N -
LSeRECTe s e (1) L1 FmeREilesd=fr+1 011 11 Py
KECL s =V
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ANEXD 2

LA FUNLTON hE DISTRIBUCION

NE FPROBARILIDADES BRETA



I.A DISTRIBUCION TE FROKABILIDADFS HETA

Una  familia de densidades de prohabilidades de
variables aleatorias continuas, en el  intervalo 10$1],
pertenece o la familia de distribucidnes heta; cuya
tlefinicion  y  principules coracteristicas se  anotan a
continuacion,.

NEFINICION § 81 una wvariohle aleatoria X tiene una
densidad dada pord

f"(ath) n-1 b-1
Ba(aph)=f(X)=f(Xjnph)seenncceana X (1=xy 1 )
"ta) Fh) rot1Y

donde a>0 y h:0; entonres se dire que X
tiene una distribucidn de tipo beta,
En particular fe(l,1)=U00d11,

TEOREHA 1 Si X @5 una  variahle 4leatoria  con
distribucidn Beli,b), entonces!

EfX1=a/(n+h) N .
YarlX3=ab/(ath+1) (ath),

TEORENA 2 Supdngase gque X1y X2y X3yeedng es uno muestra
aleatorin de  ensayss de  Bernonlli con
pardmetro  desconocido 8, Supdngasey tambidn,
que In  distribucidn a priori del pardmetrn 8
astd dada  por feln,b), Entonces, 1a
distribucidn o posteriori de Ay dadas las n
ohservaciones  Xi=ui izl 293y 0eyit)y €5
tambidn  bheta con  parametros A/3ad8n oy
h'=h4n=8n? @n donde Sn @5 la suma de todas
1as variablas Xi=ui para 131,232,300,
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