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~~mY~L! 

INTRODUCCION 

Una de las m4s comunes y primitivas actividades del hombre ha sido -

agrupar, donde, por agrupar se entiende el proceso de organizar elementos 

de un conjunto dado en subconjuntos homogéneos. 

El an41 i sis de cúmulos comprende diversas técnicas de agrupamiento, 

cuyo objeto es formar grupos o cúmulos, que cumplan con los siguientes -

prop6sitos: 

1) Los e 1 ementos dentro de cada grupo o cúmulo deben ser de a 1 guna man! 

ra "semejantes'', es decir; se pretende que los elementos dentro de -

un grupo sean homogéneos entre si. 

2) Los elementos de los diferentes grupos o cúmulos deben ser "no seme

jantes", es decir; se desea formar grupos heterogéneos entre si. 

Al hablar de semejanza entre individuos o elementos, se presupone que 

existe una "asociaci6n natural" entre éstos. En muchas ocasiones se dis

tingue con facilidad cuando dos elementos o individuos son semejantes o -

no. Por ejemplo, una piedra es diferente a un animal, se puede argumen-

tar que uno es un ser inerte y el otro un ser vivo, y por lo tanto no son 

semejantes. 

Sin embargo, una rana .Y. un gusano al pertenecer al reino animal gua! 



dan una asociaci6n natural entre ellos. Por otro lado, el gusano perte

nece al grupo de los invertebrados y la rana a los vertebrados, visto ei 

to de otra fonna se podrfa decir que no son semejantes. 

Del ejemplo anterior, se observa que es necesario definir las cara.!:_ 

terfsticas o atributos bajo los cuales se desea agrupar, ya que de esto 

depender! que los individuos se consideren semejantes o no. 

Hasta este momento s61o se ha mencionado si dos elementos o indivi

duos son semejantes o no; con frecuencia no es suficiente el poder dis-

tinguir si dos individuos son o no semejantes, sino es necesario saber -

que tanto lo son. Para ello se requiere medir el grado de semejanza en

tre los elementos. 

El grado de semejanza se obtendr!, por medio de alguna medida de as.Q_ 

ciacl6n entre los elementos, esta a su vez dependera de las caracterfsti 

cu que definan a dichos elementos. 

Aunque el grado de semejanza tome valores en una escala continua, -

sera necesario definir un criterio respecto al cual el grado de semejanza 

sera "alto" o "bajo", con el objeto de detenninar los elementos dentro de 

un mismo grupo y los que est4n en diferentes grupos. Tales criterios de

penderan del objetivo que se tenga al agrupar. La solucl6n a este probl! 

ma puede darse, buscando que el grado de semejanza entre los elementos de 

cada grupo sea mayor o igual a un cierto valor (cota), en este caso el nQ 

mero de grupos no se fijara de antemano, sino se formaran los grupos de -
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tal manera que los elementos de cada grupo cumplan con dicha restric-

ci6n. Otra solución, para el caso en que se fije de antemano el número 

de grupos, se obtiene al maximizar el grado de semejanza entre los ele

mentos de cada grupo de tal forma que se llegue al número de grupos de

seado. 

Casi todos los procedimientos usados para descubrir grupos o cúmu-

los definen como medida de asociación la distancia entre los puntos (mé

trica) definidos por las caracterfsticas o atributos de los elementos; y 

por medio de un método iterativo se encuentran los grupos a partir de V! 

cindades definidas en términos de medidas de asociación. 

A grandes rasgos, los métodos de agrupación se dividen en "métodos 

jerárquicos" y "métodos no jerárquicos''. Los primeros tienen la propie

dad que en cada paso un grupo se obtiene como la unión de grupos obteni

dos en pasos previos, 

Por otro lado, conviene mencionar que en muchas ocasiones el proble 

ma de cúmulos se puede plantear como uno de optimización matemltica. -

Usando téni cas de programaci6n, ya sea 1 i neal, no 1 ineal, dinámica, ent! 

ra, etc., dependerá de la naturaleza del problema, el cual define las -

restricciones y la función objetivo en el planteamiento de optimizacf6n. 

En esta tesis se planteará el problema de cúmulos de varias formas, 

con el objeto de lograr una mayor comprensión de su naturaleza. En esp! 

cial se hará énfasis en aquellos casos en que el problema puede verse e~ 
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mo uno de optimfzaci6n. Ademas, se pretende la obtencf6n de un programa 

para el an4lisfs de cOmulos por métodos jer4rquicos, que podr4 ser utfll 

zado en mf crocomputadoras. Lo que parece de gran ut f 1 f dad ya que este -

tipo de equipos ha prol fferado a Oltimas fechas y no existe suficiente -

"sofware" para ellos, sobre todo en lo referente a métodos estadlstfcos 

multfvarfados. 

Para lograr lo anterior, la tesis se ha dividido en 8 capltulos. El 

te es el primer capitulo, que como ya se vi6, da una idea general del -

problema de cúmulos y refiere el resto de la tesis. En el Capitulo 2 se 

plantear! el problema de cúmulos como un problema de partfc!On, se har4 

un breve an4lfsfs de las variables y sus escalas. En los capltulos sub

secuentes se tratar! el problema para variables continuas y cuantitati-

vas. En el tercer capftulo se definir4n las medidas de asociaci6n de m_! 

yor relevancia como son las funciones de distancia y de proporcf6n. En 

el cuarto capitulo se exponen los criterios de optfmalidad que servfr4n 

para la obtencf6n de la funci6n objetivo del problema de cúmulos, se me.!1_ 

clonarán principalmente tres criterios de optfmal !dad a saber¡ los que -

buscan obtener homogenfdad dentro de los grupos, los que su objetivo es 

lograr la heterogenfdad entre los grupos y un bfcrfterfo que pretende o!?_ 

tener los dos objet f vos anteriores. 

En el Capftulo 5 se plantea la solucf6n del problema de cúmulos co

mo uno de optfmfzacf6n y se analiza el uso de mt1todos de programacf6n m_! 

tem4tfca para este ffn. En particular se describen: la Programacf6n D.! 

n4mica , la Entera y el Planteamiento en base a Teorfa de Gr4ficas. En 
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el mismo capitulo se analizarán métodos propios del análisis de cúmulos, 

como son los métodos jerárquicos. 

El Capitulo 6 describe un programa computacional para resolver el • 

problema de cúmulos por medio de tres de los métodos jerlrquicos mis im· 

portantes como son el de Uni6n-Simple, Uni6n-Ex~austiva y el de la Medi! 

na. Una aplicación de estos tres métodos usando dicho programa se harl 

en el Capitulo 7, en el que se agrupan las entidades federativas de la • 

República Mexicana en base a su rama de actividad econ6mica. Se usaran 

los tres métodos jerárquicos ya mencionados y se compararan resultados. 

El último capitulo dará las conclusiones finales de toda la tesis • 
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE CUMULOS cor«> UNO DE PARTICION 

Un problema de camulos puede ser planteado como un problema de par

tfcfl1n, ya que los grupos o camulos que se forman cumplen con la deflnl

cll1n de partlcfl1n. 

En este capftulo se darl la deflnlcl6n de partlcf6n en tfrmlnos ge

nerales, seguida de la notacll1n que se usara en el resto de la tesis. Se 

darl la apllcacll1n del problema de partlcfl1n al de camulos y su plantea

miento. Finalmente se verln algunas propiedades de la variables que de!_ 

criben a los elementos. 

2.1 Oeflnicfl1n 

Cons 1 dere un conjunto 1 = n 1 , I 2, ... , 1 n J y una famil 1 a de subcon

juntos de 1 f =ft1,,2, ... ,,m¡ tal que 'k ~ 1, k < K = (1,2, ... ,m¡; -

' se define como una cubierta de 1 si U 'k • 1. 
ktK 

Y si adem4s se tiene 

tkíl'j"~ ,..,j,kcK,j•k 

t define una partlcl6n de 1. 

SI Pes el conjunto de particiones posibles de 1, se define la fun

cf6n de costo total G: P -> R asociada a cada partlcf6n de P ~ Rm. 



El problema de partici6n consiste en encontrar la partici6n 6ptima 

V• que minimice el costo total, Es decir, encontrar: 

G(V•) = Min G(V) 
w,p 

2.2 Notaclan 

Sea 1 = <I1,I2, .. .,Inl un conjunto que denotan elementos o indi

viduos de una poblaci6n. 

Suponga que se tiene un conjunto de caracterfsticas o atributos 

C= 1c1 ,c2, .. .,Cp l observables y poseidas por cada individuo u elemento, 

Dicho de otro modo, a cada elemento del conjunto ! , Ij le correspo!!_ 

de un vector de atributos Xj, cuyas componentes son las medidas de cada 

caracter!stica asociadas a dicho elemento. 

Como cada lj (j=l,2, .. .,n) esta descrito por p caracterfsticas, -

entonces Xj=(Xlj,XZj'""Xpj) ser& un vector de p variables. 

Para cada i=l,2, .. .,p y j=l,2, .. .,n, Xij es la medida de la -

i"ésima caracterfst1ca del J-ésimo elemento. 

En consecuencia, el conjunto 1 de elementos puede ser descrito por 

una matriz X de p x n que tiene los valores de las p variables para to

dos los elementos de 1. 
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Por lo tanto X: 

l'" 
X¡2 

''"] X21 X22 X2n 

Xp¡ xp2 xpn 

Conviene hacer notar que en caso de que los elementos que se prete.!!_ 

de agrupar est~n definidos por una sola variable unidimensional (en R) -

este problema es "sencillo" de resolver, ya que en los Reales (R) existe 

un orden. Es decir, dado Xi, Xj e R siempre se puede decir si Xi > Xj 

o Xi< Xj o Xi= Xj; sin embargo, si las variables Xi,Xj e RP p ~ 2, 

no se tiene un orden, y el problema de agrupar se vuelve muy "dificil", 

ya que no se puede decir si Xi> Xj o Xi< Xj. 

Debido a lo anterior, es necesario utilizar criterios para determi

nar un orden de un conjunto de vectores X=!X1 ,x2, ... ,Xnl definidos en -

Rp (p ~ 2), estos criterios se determinaran en base a medidas de asocia

ci6n, las que se trataran en el Capftulo 3, Dichos criterios no son úni_ 

cos (dependeran de la medida de asociaci6n que se elija) incluso puede -

ocurrir en algunos casos Xi< Xj y en otros Xi> Xj' En el siguiente 

capftulo se propondr&n varias medidas de asociac16n para estas compara

ciones. 

2.3 El An&11sis de Cúmulos como un Problem1 de Part1ct6n 

Dada la matriz de observacH!n de los atributos, el problema de cOmJ!. 
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los pretende determinar m grupos o cúmulos de un conjunto dado de elemen 

tos que satisfaga cierto criterio de optimalidad, 

Si • = {V¡ ,v2,.., ,vm} denota el conjunto de m grupos o cúmulos del 

conjunto de elementos !, v será entonces una partici6n de I que cumple 

con: 

m 
u ' = 1 

k=I k 

y que para Ij , l s6lo pertenecerá a uno y sólo un elemento de '' es de· 

cir: 

para 1 j < 

Si lj "vk => Ij l. vt( .Y. t• k = 1,2, .. .,m) 

En consecuencia, el problema de cúmulos se reduce a un problema de 

partici6n del que se tendrá como objetivo determinar la partici6n 6ptlma 

t* del conjunto de particiones P que satisfaga el criterio de optima! i

dad, que estará dado en términos de una relaci6n funcional a la que se • 

le dará el nombre de función objetivo. 

Los criterios de optimalidad para el problema de cúmulos tenderán a 

formar grupos heterogéneos entre si, y a su vez los elementos que forman 

cada grupo sean lo más homogéneos posibles. Lo que significa que se de

sea, formar grupos donde la asociación natural de los elementos, que se 

manifiesta a través de los atributos observados, sea mayor dentro de los 

grupos, y menor cuando los elementos pertenezcan a diferentes grupos • 
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2 ,4 Comportamiento de las Variables 

Se considera que se tienen observaciones de cada una de las p varl! 

bles que describen a los elementos, y que éstas corresponden a un fen6m! 

no empfrlco, que se caracteriza por la propiedad de que al observarlo b! 

jo determinado conjunto de condiciones, no siempre se obtiene el mismo -

resultado (de manera que no existe regularidad determlnfstica), sino que 

los diferentes resultados ocurren con regularidad estadfstica, Esto qui! 

re decir, que existen nOmeros entre O y !, que representan la frecuen-

cia relativa con la que se observan los diferentes resultados en una se

rie de repeticiones independientes del fen6meno. 

Para el an&11s1s de cOmulos puede considerarse dos situaciones que 

se definen a continuaciOn: 

1) Aunque el fenOmeno es aleatorio en ocasiones sOlo se tiene una ob

servacl6n del fenOmeno, se agrupa en base a ésta como si fuese un 

problema determinfstico. 

2) En otras ocasiones se cuenta con mayor informaciOn acerca del fenO

meno (por ejemplo: varias observaciones, su d1stribuc16n a priori, 

etc.), por' lo que se puede manejar como un problema probabflfstico. 

Las situaciones antes definidas se plantean independientemente y de 

acuerdo a la naturaleza del problema. En general, esta tesis estar• de

dicada al estudio del problema determinfstico. 
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2.5 Las Variables y sus Escalas 

En general, las variables observadas se va luan en unidades diferen

tes y las escalas que se usan para medirlas pueden set' de diferentes ti

pos. 

La diferencia de unidades entre las variables y en especial las di

ferentes escalas, pueden hacer imposible el uso del an&lisis de cúmulos. 

Una clasificaci6n sistem&tica de variables, origina una estructura 

conveniente para identificar diferencias esenciales en los elementos o 

individuos. Las variables pueden clasificarse de acuerdo a su "recorri

do" y a su escala de medida. 

Si se entiende por recorrido la cardinalidad del conjunto de valo

res que la variable puede asumir, el recorrido de una variable se puede 

clasificar como: 

- Finito 

- Contable infinito 

- No contable infinito 

La clasificac16n de las variables en base a su recorrido debe tomar 

en cuenta dos factores a saber: 

- Su "tipo de recorrido" 

- El "tamano de su recorrido". 
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En cuanto al tipo de recorrido se hablará más adelante, para ilus

trar la importancia del tamano del recorrido se recurrirá a un ejemplo. 

·Suponga que se desean agrupar empresas usando dos variables que son: ven 

tas (en pesos) y número de empleados. El tipo de recorrido de estas va

riables es el mismo (contable finito); sin embargo, el tamano de su rec.Q_ 

rrido puede ser muy diferente, ya que el recorrido de las ventas se pue

de suponer de miles de millones de pesos, mientras que el número de em-

pleados a lo mh se mide en cientos de pesos. 

Basados en estos conceptos, las variables a su vez se clasifican en: 

• Continuas: pueden tener recorrido finito o no finito, pero no -

contable. Tales variables pueden asumir cualquier valor dentro -

de un intervalo o colección de éstos. 

• Discretas: Tienen un recorrido finito o al menos un recorrido 1.!! 

finito contab 1 e. 

• Binarias o Olcot&nicas: son variables discretas que sólo pueden 

tomar dos valores. 

En esta tesis al referirse a variables, sólo se supondr4 que éstas 

son del tipo continuo. 

La clasificación de las variables, de acuerdo a su escala de medida 

se har4 en relacl6n al siguiente esquema. 

Para la k-ésima variable y los i-éslmo y J-ésimo elementos con los 
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valores Xki' Xkj respectivamente, se dirá que la escala es: 

- Nominal: si solamente distingue entre clases. Es decir, s6lo se 

puede decir si xki = xkj o bien si xki • xkj' 

- Ordinal: si puede ordenar elementos. Además de distinguir entre 

xki = xkj o xki • xkj' se puede decir si xki > xkj o bien, -

si xki < xkj' 

- De Intervalo: si asigna una medida significativa de la diferen

cia entre dos elementos, es decir se puede afirmar que e.l i-ésimo 

elemento es (Xki - Xkj) unidades diferentes del j-ésimo elemento. 

- De Raz6n: si es una escala de intervalo con un cero absoluto si 

xki > xkj se puede decir qu el i-ésimo elemento es xki / xkj -

veces el j-ésimo elemento. 

Se hace notar que el tipo de medida de asociaci6n elegida dependera 

del tipo de escala de las variables en cuesti6n. 

Con frecuencia, las variables con escala nominal u ordinal son para 

variables categóricas o cualitativas; las variables con escalas de inter 

valo o de raz6n son variables cuantitativas. 

La tesis se limitará a analizar sólo variables cuantitativas y como 

ya se mencion6, variables continuas. 
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MEDIDAS DE ASDCIACION 

La necesidad de cuantificar el grado de semejanza entre elementos, 

propici6 el uso de medidas de asociaci6n entre elementos, 

Las medidas de asociaci6n que se utilizan con mayor frecuencia son 

las de distancia, a las que se hace referencia en este capftulo, Se an! 

11zar4n también, medidas de asociaci6n que determinan el grado de rela

ciOn lineal entre los elementos. Finalmente se dar4n algunas relaciones 

estadfsticas para medir el grado de semejanza entre los elementos. 

El uso de una u otra medida de asociaci6n depender! de la naturale

za del problema en cuesti6n, es decir, de c6mo y qui se desea agrupar y 

del tipo de limitantes que se tengan. 

3.1 Funciones de D1st1nci1 

Sea X el conjunto X•!Xl'x2, ... ,Xnl, cuyos elementos se llaman pun

tos¡ se dice que X es un espacio mftrico, si a cada par de puntos Xi ,Xj 

hay asociado un número real d(Xl'Xj) llamado distanci1 de Xi a Xj' tal 

que: 



La funci6n d se le llama funci6n de distancia o métrica. La métri-

ca de Minkowski, conocida por la norma te' se define para Xi' Xj <X C.Q. 

mo: 

Para diversos valores de e se obtienen diferentes funciones de dis-

tanci a. 

Con c=l, se tiene la norma t1, definida como: 

La distancia euclidiana o norma z2 se obtiene cuando c•2 

e 2 1/2 
dz(Xi'Xj) • [ 1 (Xki - Xkj) ] 

k=l 

La métrica de Chebychev se obtiene de: 

lim dc(Xi,XJ) 
e-> CI) 

que en general se conoce como la norma suprema tm, lo que se define: 

dm (Xi'Xj) • Sup !I Xki ·- Xkj 1 l 
k•l,2,. •• ,p 
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Para visualizar el significado geométrico de las funciones de dis

tancia, ya definidas se dara un ejemplo: 

Suponga un conjunto de puntos x1 ,x2, ... ,Xn• para los que 

"' i • j. 

es decir, un conjunto U= {Xi 1 dc(Xi,Xj) • l Jf. i • jJ este conjunto 

se denomina, la esfera unitaria de la mftrica. 

La representaci6n gr4fica de las esferas unitarias de las mftricas 

tl' t2, tm, en dos dimensiones se tiene en la figura (1). 

Las esferas unitarias que las mftricas te' para l<C<2 son curvas 

conexas, que se encuentran en las esferas unitarias de las mftricas t1 y 

t2' 

Para el caso en que 2<c<m la esfera unitaria para una e dada es -

una curva conexa que se encuentra entre las esferas que las mftricas t 2 
y tm' Tales esferas representan, la superficie formada por la colecc16n 

de puntos que est4n a una unidad de distancia del centro, 

El siguiente teorema proporciona una ordenaci6n de las funciones de 

distancia definidas por la norma te. 

La desigualdad 

dh(Xi ,Xj) ~ dm(Xi'Xj) 
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REPRESENTACION DE LAS ESFERAS UNITARIAS L1, Le y La> 

Xi 

X1 

Figura 1 



se cumple 

J#'o xi. xJ • RP <""> h ~ m 

3.2 Comportamiento de las funciones de Distancia 

Cualquier elemento descrito por un conjunto de caracterfsticas, PU!· 

de ser localizado como un vector o punto en un espacio multivariado, 

Usando los atributos del elemento como valores de las coordenadas rectan. 

gulares de dicho punto; es decir, Xki es la componente del vector x1 a 

lo largo del k-ésimo eje coordenado. 

Con objeto de facilitar la vfsual izaci6n grafica y el manejo de ecu! 

clones, se har~ referencia al caso particular de dos dimensiones, es de

cir, se consideran sólo dos atributos para los vectores Xi' Xj' que se -

definen como: 

Se desea analizar el comportamiento de las funciones de distancia -

definidas para los vectores Xi' Xj' al rotar dichos vectores, 

Como se expuso con anterioridad, la magnitud de h diferencia de los 

vectores Xi' Xj es la distancia euclidiana entre éstos, representada por: 

(donde 11 significa magnitud). 

Al rotarse x1 y Xj en los ejes coordenados un !ngul o $, para todos 

los valores de $(0º ~ $ ~ 360º), graficamente X1 y Xj formaran circulos 
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con radios: 

y 

respectivamente. Lo que se observa en la figura (2). Donde IXil es la 

magnitud de Xi, es decir, la distancia euclidiana de Xi al origen, 

Sea R la matriz de rotacidn definida como: 

l-cos ~ 
R = 

-SEN ~ 

SEN ~] 
cos ~ 

Donde~ es el ángulo de rotaci6n. 

El determinante de la matriz R de rotacidn es: 

1R1 = m 2 ~ + cos2 ~ = 1 

Sean Xi' y Xj' los vectores rotados definidos por: 

Sea C el vector diferencia entre Xi y Xj 

cuya magnitud al cuadrado se define con la distancia euclidiana entre Xi 

Xj al cuadrado, es decir, 

1c1 2 • d2(xi'xJ) = 1x/ + 1x/ - 2 1xi1 IXJI coso 

donde e es el angulo entre Xi Y Xj' 
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ROTACION oe VECTORES 

Xj' X¡ 

Figura 2 



Sea C' el vector diferencia entre x1' y Xj' C' = x1' - Xj', cuya 

magnitud al cuadrado se define: 

donde e es e 1 ángulo entre x1' y Xj', 

Como ¡x1' 1
2 

= ¡Rx/ = IRl 2 ¡x¡i2 = ¡x/ 

lo que implica que ¡c¡ 2 = IC' ¡2, lo que equivale que: 

Por otro lado, C' = RC 

[ 
cos $ 

(c ',c ') = 
l 2 -SEN $ 

SEN $] 
cos $ 

c¡' = (X¡¡ - Xlj) COS ~ + (x21 - X2j) SEN $ 

c2' =-(Xu - X¡j) SEN$+ (X21 - x2j) cos $ 

y como C' =(Xi' - Xj'), por consiguiente: 

X¡¡' - X¡j 1 = (Xu - Xlj) cos $ + (X2i - X2jl SEN $ 

x2i' - X2j• = (X2i - x2j) COS $ - (Xli - X¡j) SEN$ 

con lo que se concluye que la norma ~2 comúnmente llamada distancia eucl.! 

diana entre dos vectores, es invariante de la rotacidn de ambos, siempre 
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y cuando el Sngulo de separaci6n entre dichos vectores se conserve. 

La norma t1 que se definió con anterioridad como: 

para el caso de dos dimensiones (p=2), se mantiene Invariante si los vef 

tores Xi y Xj se rotan un ángulo ~ =n(90º) donde n e Z~ 

La norma suprema definida como: 

Sup¡¡xki - xkJll 

k = 1,2, ... ,p 

para p=2, 

será la misma para los vectores rotados con ~ = n(lBOº) n t Z~ 

En el anexo A, se generalizará el comportamiento de las funciones -

de distancia para p dimensiones. 

Las funciones de distancia como medidas de asoc1aci6n entre elemen

tos miden el "grado de dlslmll itud" de estos, ya que mientras mayor sea 

la distancia entre sus vectores correspondientes, menos semejantes serln. 

Se dicen que dos vectores Xi y XJ son iguales si d(Xi,XJ)•O, 't' 1 • j, 

A continuaci6n se da una definici4n que aclara lo anterior: 

Para el caso del problema de cllmulos se tiene que un elemento 11 • 1 
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pertenece al grupo wk de una partidón de l <=> 

-k nk -l. n1. 
donde X = l Xi/nk y X = í Xi/nl. se conocen como centroides 

i=l i =l 
de los grupos 'k y wl. respectivamente; y además, nk y ni son el nQ 

mero de elementos de dichos grupos. 

En consecuencia, el grado de semejanza entre dos elementos que se -

mide a través de las funciones de distancia, se hará de manera inversa, 

es decir, si se desea obtener máximo grado de semejanza entre dos elemen 

tos, entonces se minimizará la distancia entre sus vectores. 

Lo que se explicará con mayor detalle en las siguientes secciones. 

3.3 Funciones de Proporcidn 

Como se mencion6 en la sección anterior, el grado de semejanza en-

tre dos elementos puede determinarse en base a la distancia entre los vef 

tores que los definen. Es posible construir otras medidas de asociacidn 

basadas en las proporciones que guardan entre si las componentes de di

chos vectores. Una medida de este tipo es el producto punto entre ellos. 

Sean Xi y Xj vectores de p componentes, el producto punto entre Xi 

y XJ es: 

xi • xj • r xki xkj 
k•l 

- 23 -



el que en términos de magnitud y del 4ngulo entre los vectores Xi y Xj, 

se define también como: 

donde $es el ~ngulo de separaci6n entre Xi y Xj' 

El producto punto equivale a lo que en estadfstica se conoce como -

covarlanza entre Xi y Xj' la que se define a continuaci6n: 

La covarianza entre las variables Xi y Xj es 

donde E(X) es el valor esperado de X. 

Un estimador lnsesgado de la covarianza entre Xi y Xj es: 

s(xi'xJ) • l/(P·ll I xki xkJ 
k•l 

Dos elementos representados por los vectores Xi y Xj, son iguales -

con referencia a las funciones de distancia si 

sin embargo, para el caso del producto punto, no se puede determinar cuan. 

do dos elementos xi y xj. son iguales, ya que el producto punto depende 
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del producto de las magnitudes de los vectores asociados a dichos elemen 

tos. De lo anterior, se concluye que el producto punto entre dos vecto

res va a depender de la escala de estos. 

Puede presentarse el caso que las componentes de los vectores X¡ y 

Xj tengan una misma proporción, es decir, 

xki = e xkj ;.¡. k=1.2 ... .,p y º R; 

en este caso se puede decir que Xi y Xj son iguales, si su medida de -

asociación es el producto punto. 

El hecho de que Xi = e Xj se le conoce·como una relación lineal -

entre Xi y Xj. 

Basados en la definición del producto punto entre dos vectores Xi y 

si ~ que es el ángulo de separación entre dichos vectores, es igual a C! 

ro (~=Oº) entonces los vectores Xi y Xj son semejantes y su producto -

punto es: 

el que sólo depende de las magnitudes de los vectores. 

Se observa, que si las magnitudes de estos vectores son "pequenas" 

su producto punto es "pequeno", mientras que si sus magnitudes son "gran 
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des" su producto punto es "grande". Lo anterior se debe a que, como ya 

se mencion6, el producto punto no es independiente de las magnitudes de 

los vectores. Por consiguiente, se desea una medida de semejanza tal -

que distinga los casos en que las componentes de los vectores sean pro

porcionales de aquellos en que no lo son. Para obtener esto sera nece

sario usar una medida semejante al producto punto, pero que sea indepen 

diente de las magnitudes de los vectores. Esto es sencillo de lograr -

si se normaliza el producto punto. 

Normalizando el producto punto, se puede comparar diferentes pares 

de vectores sin importar la escala de estos. A esta medida de semejan

za se le conoce como el coeficiente de correlaci6n lineal entre dos Vef. 

tares dados que se define a continuaci6n: 

El coeficiente de correlaci6n lineal entre dos vectores Xi y Xj es 

rij •xi • xj I IXil IXjl• 

El coeficiente de correlaci6n lineal entre dos vectores estl norma

lizado y toma valores entre -1 y l. Lo que viene de dividir Xi entre -

su magnitud; e 1 vector que se obtiene es de magnitud uno, es decir, 

a Ui se le llama vector unitario. 

El producto punto entre los vectores unitarios Ui Y Uj de Xi Y Xj · -

es: 
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y como 

se tiene que 

El coeficiente de correlación lineal entre Xi y Xj equivale enton· 

ces, al coseno del angulo de separaci6n entre dichos vectores. 

Para los vectores 

de p componentes, el coeficiente de correlaci6n lineal entre ellos 

r(x1 .xj) se define: 

r(Xi,Xj) = riJ = kl=l Xkl xkJ' I {f;zkf2 {f;zkj2 Vk~1 "kf 'M1 'kj 

donde 

l Xki = r Xkj = O, En consecuencia ·l ~ r fj ~ 1, 
k=l k=l 

El coeficiente de correlación lineal no depende de las magnitudes 

de los vectores, sino de la proporción que guardan las componentes de d.! 

ches vectores. 

El siguiente lema muestra que sf dos vectores X¡ y Xj son propor-
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cionales, su coeficiente de correlaci6n lineal !rijl =!,y por lo tan 

to xi y xj son proporcionales. 

El coeficiente de correlacidn lineal rij = ± l <=> x1 = K Xj' -

donde K e R. 

riJ =xi • xj I IXil IXjl = x1 K x1 I ¡xi¡ IKI ¡xi¡ 

= K x/ / 1 KI x/ = K / 1 KI = ± 1 

Por lo tanto, el grado de semejania entre Xt y Xj es "alto" en -

forma positiva cuando rtj tiende a uno¡ es "alto" en forma negativa cuan 

do rij tiende a menos uno¡ y se dice que el grado de semejanza es "bajo" 

cuando rij tiende a cero. 

Cuando lrtjl =!,Xi y Xj son iguales en base a la proporción en

tre sus componentes¡ cuando r ij = O se dice que Xi y Xj son diferen

tes, es decir, cuando 

r ij • O el COS ~ • O 

y para que esto ocurra, se tiene que el 4ngulo entre Xi y Xj, en este -

caso ~ = ± 90º, lo que significa que Xi y Xj son ortogonales. 

Para 
-k nk 
X = Í Xi/nk 

i•l 
y 
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en ténninos de cúmulos, un elemento del conjunto !, Ii pertenece al gru

po 'k de una partición , de I, < => 

Jt. t=!,2, ... ,m 

El hecho de que un elemento Ii pertenezca a un cierto grupo 'k t!!_ 

mando como medida de asociación el coeficiente de correlación lineal, no 

implica que tomando como medida de asociación alguna función de distan

cia, dicho elemento Ii perteneciera también al grupo 'k' sino podrfa pe! 

tenecer a otro grupo diferente de 'k' ya que el significado de semejanza 

cambia en ambos casos. 

Esto se explica con mayor detalle en la siguiente sección. 

3.4 Cornparaci6n entre Funciones de Distancia y ProporcH!n 

Hasta ahora se han analizado las funciones de distancia y de propor. 

ción como medidas del grado de semejanza entre elementos; sin embargo, -

cada una de ellas define el concepto de semejanza de manera diferente. 

A continuaci6n se ilustrara como se mide el grado de semejanza uti

lizando las funciones de distancia en comparaci6n con las medidas de se

mejanza obtenidas de las funciones de proporci6n. 

En la figura (Ja) se presentan dos vectores Xi y Xj, cuyo 4ngulo de 

separación o es "pequeno", es decir, que Xi es semejante a Xj usando co

mo medida de semejanza la proporcionalidad. Sin embargo, la magnitud del 
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vector diferencia de dichos vectores JXi - Xj J es "grande", por lo tanto 

el grado de semejanza entre estos vectores, utilizando funciones de dis-

tancia es "pequefto". 

En la figura (Jb) se presenta el caso contrario al anterior, en que 

e 4ngulo entre Xi y Xj es "grande", mientras que la magnitud del vector 

diferencia entre dichos vectores ¡x·i - Xj J es "pequefta". En consecuen-

cia, el grado de semejanza medido por funciones de distancia es "grande'', 

mientras que el grado de semejanza que se obtiene al utilizar funciones 

de proporci6n es "pequefto". 

Un comentario acerca de estas medidas de asociacl6n, es que el coe

ficiente de correlaci6n lineal est4 normalizado, ya que toma valores en

tre -1 y 1, mientras que las funciones de distancia no lo esUn ya que -

su valor mbimo es arbitrariamente grande, lo anterior complica la norm! 

1 lzaci6n de estas funciones. 

Otra observaci6n de las funciones de distancia con respecto a las -

de proporcionalidad, es que toman sus valores de manera inversa, es de-

cir, las funciones de distancia ser4n mh "pequeftas" mientras m4s seme

jantes sean los vectores¡ sin embargo, el valor absoluto de las funcio-

nes de proporcionalidad serci mayor mientras m4s semejantes sean dichos -

vectores. 

Ejemplificando el caso descrito por las figuras anteriores se tiene: 
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SEMEJANZA POR FUNCION DE PROPORCION 

Figura 3a 

SEMEJANZA POR FUNCION DE DISTANCIA 

XI 

Figura 3b 



l. Para la figura (3a). 

Xi = (2,4) y Xj = (3, 7) 

e : 3° de separación entre Xi y Xj. 

2. Para la figura (3b), 

Xi = (-1,3) y xj = (1,4) 

e :32º de separación entre Xi y Xj' 

__ 3_4_ 

/20 158 

0.8436 

0.998 

En este ejemplo se muestra que para el caso de la figura (3a) Xi y 

Xj tiene un grado de semejanza "alto" con referencia al coeficiente de 

correlación lineal, ya que rij es cercano a 1, mientras que para el caso 

de la figura (3b), Xi y Xj tiene un grado de semejanza mayor, si se con. 

sidera de la funci6n de distancia euclidiana para definir semejanza, ya 

que la distancia entre dichos vectores es menor. 

3.5 MAtrica de Mlhalanobh 

En ocasiones resulta necesario asignar diferentes "pesos" a las va

riables que definen a los elementos •. De esta manera se define una fun·

ción de distancia que escala dichas variables por medio de una transfor-
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mación 1 ineal. Esta función de distancia se define como: 

donde !Wk, k=l,2,. . .,ples el conjunto de pesos asignado a cada una de 

las p variables. 

Sea Xi' = WXi [ l W1 O • •• O 

~ .... ~~ .. ::: .. ~ 
o o . .. wP 

dw(Xi,Xj) = [(W(Xi - Xj))T W(Xi - Xj)]l/2 

= [(Xi - xJ J r wT w(xi - xJ ))112 

La función de distancia con pesos dw en el espacio original es s61o 

la distancia euclidiana en el espacio transformado. 

La transformaci6n anterior (que escala las variables) puede genera-

lizarse a una transformaci6n 1 ineal como la rotaci6n. La matriz de "P! 

sos" para este caso sera: 
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de lo que resulta una funci6n de distancia generalizada, 

Si se define Q • wT w 

Para el caso de variables no correlacionadas y de igual varianza, la 

distancia euclidiana es apropiada para agrupar elementos¡ sin embargo, en 

la realidad se presentan casos en que las variables que describen a los -

elementos esUn sustancialmente relacionadas (reflejan la misma informa-

ci6n). Para ello, se define una general izacl6n de la distancia euclidia

na que es la métrica de Mahalanobls, que se relaciona con la funcl6n de -

distancia general izada Ow(X1'Xj) arriba definida; ya que para el caso de 

la métrica de Mahalanobls, Q equivale a la inversa de la matriz de varia!]_ 

za-covarianza (s-1) entre las p variables (en el anexo B se tiene la de

mostraci6n de que Q • s·l¡, 

la mAtrica de Mahalanobls se define por: 

donde S esta dada por: 

S • l/n I (Xi - X) (x1 - X) T 
fa! 

S debe ser positiva definida, 
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if" k=! ,2, .. .,p 

En c_onclusi6n, la métrica de Mahalanobis corrige el efecto que se -

provoca cuando hay gran relación entre las variables, o bien cuando las 

escalas de éstas difieren en gran medida, lo que da una mejor y m.ts seg]!_ 

ra estimación del grado de semejanza entre elementos. 

Desarrollando la métrica de Mahalanobis DM que ya se definió se pu~ 

de observar: 

donde XiT s- 1 Xj es la parte asociada a la proporcionalidad. 

Por lo que el Indice de correlación lineal se general iza como se -

muestra a continuación: 

X s-I X 
i 

3.6 Sfmll ftud entre Perfiles 

Una forma gr4ffca de representar en un espacio bidimensional, vect~ 

res con p componentes (caracterlsticas), es en base a perfiles. 

Considere una gr4fica en el plano cartesiano, donde los valores de 
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las variables se representan en la ordenada (Y), y el nOmero asignado a 

cada variable en la abscisa (X): la lfnea que conecta los puntos, as! -

definidos en el plano (XV) se llama perfil. 

De acuerdo a lo anterior, la semejanza entre elementos se reduce a 

la semejanza entre sus perfiles. 

ParaXi.\x1i'x2i'"''Xpi) y Xj"(x1j,x2j""'Xpjl' se tiene la re

presentaci6n gratica de sus perfiles en la figura (4). 

Para este enfoque se tienen algunas medidas de asociaci6n que deter. 

minan el grado de semejanza entre sus elementos. 

Para medir el grado de semejanza entre elementos, que como ya se d.! 

jo, se reduce a medir la semejanza entre sus perfiles. OU-MAS define un 

coeficiente en términos de la direcci6n de las pendientes de los segmen

tos del perfil de cada elemento, comparando con el nOmero total de seg

mentos que definen los perfiles de dichos elementos. 

Un segmento del perfil se define por la linea que va de un puntodel 

valor de la variable al punto que determina el valor de la variable ady! 

cente. Para p variables existe p-1 segmentos de un perfil. 

La probabilidad de que un segmento aleatorio resulte con pendiente 

positiva o negativa es 1/2. 
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REPRESENTACION GRAFICA OE LOS PERFILES 

2 5 B 7 

p variables 

s ... p 

Figura 4 



Sea Sjj el número de segmentos de los perfiles que definen al i-6s! 

ll'O y J-6sill'D elemento de igual direcci6n; y sea TiJ el número total de 

segmentos de los perfiles del i·himo y J·hill'D elementos, menos los seJl. 

mentas con pendiente cero, 

El valor esperado d~ SiJ sera l/2Tij' es decir, 

donde Tija(p·l) • [núrnero de segmentos con pendiente cero]. 

El coeficiente de OU-MAS para Xi y Xj denominado DM(Xf'XJ) se defi· 

ne COll'O: 

OM(Xi,Xj) = 2(Si/TiJ • 1/2) 

este coeficiente tiene media O y rango (·1,1). 

La distribuci6n de Si/T iJ es una distr1buc16n Binomial, con para. 

metros (TiJ,1/2), la que par1 TiJ 'truy grande' puede aproximarse con una • 

d1str1buc16n Normal. 

como 

y su desv1ac16n esUndar es: 
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La varianza del coeficiente de DU-MAS es entonces: 

y su desviaci6n est~ndar es: 

Una critica al coeficiente de DU-MAS, es que éste depende de la se

cuencia en que se ordenan las variables, y que s6lo concentra su atenci6n 

en la direcci6n de las pendientes de los segmentos y no al tamano de h

tas, 

Otro coeficiente que mide el grado de semejanza entre elementos es 

el coeficiente de Cattell, que se define bajo los supuestos de conside

rar que las variables son independientes, y se distribuyen Normal --
2 (µr'ªr } "I' r=l,2, .. .,p. 

Sean Xi y Xj dos elementos definidos por Xi=(X 11 ,x2i""'Xpi} Y 

Xj=(Xlj'x2j""'Xpj}; y sean c1,c2, .. .,CP las p variables (o compone_!! 

tes} que definen las caracter!sticas o atributos de dichos vectores. 

2 Si Cr "I' r=l ,2, .. .,p se distribuyen Normal (µr•ªr } se esta!! 

darizan determinando nuevas variables Zr definidas por: 
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que se distribuirán Normal (O,!) .Y. r=!,2, .. .,p, 

La distribución de las diferencias de dichas variables (Zri - Zrj) 

sera Normal con los siguientes parámetros: 

E{Zri - Zrj) = E(Zri) - E(Zrj) =O 

VAR(Zri - zrj) = VAR(Zri) + (-1)
2 VAR(Zrj) = 2 

Por lo tanto, (Zri - Zrj) se distribuye Normal (0,2), y en cons! 

cuencia r (Zri - Zrj)2 se distribuye / (p), 
rm! 2 

Con lo que se define el coeficiente de Cattell para Xi y Xj: 

de donde se tiene: 

E[ I (Zri - zr/l = r E(Zri - zr/ • 2p 
r=! r=l 

por lo tanto, el coeficiente de Cattell para Xi y Xj es: 

este coeficiente tiene propiedades similares al coeficiente de correla

ci6n lineal, que se describe a continuaci6n: 

- El coeficiente de Cattell para Xi.Y Xj toma valores en un interv! 

lo (-!,!), es decir, -1 ! Ct (Xi,Xj) ! !. 
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- Si Ct (Xi ,Xj) tiende a 1, significa que el grado de semejanza 

entre Xi y Xj es "alto", 

- Si Ct (Xi,Xj) 

media (2p). 

tiende a O, es que t (Zri - Zrj) tiende a su 
r=l 

- Si Ct (Xi,XJ) tiende a-!, significa que el grado de semejanza 

entre Xi r XJ es "bajo". 

Para la práctica el coeficiente de Cattell se basa en dos suposici.Q. 

nes muy fuertes, que un gran número de ocasiones no se cumplen. Estas -

son, como ya se mencionaron, que las variables son independientes y que 

su distribuci6n es Normal. 
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cRmR1os DE OPTIMALIDAD 

lntimamente relacionado con el problema de cúmulos, se tiene el con. 

cepto de criterios de optimal idad, el que definira la funciOn objetivo -

del problema. Lo anterior se debe a que, la soluc16n al problema de cú-

1111los es determinar aquella particiOn que satisfaga un criterio de opti

malidad para una medida de asociaci6n dada. Por ejemplo, se desea obte

ner la particiOn de un conjunto de elementos, con un criterio de optima-

1 idad que maximice la distancia entre los grupos que forman dicha parti

ciOn. 

Para el problema de cúmulos se plantearan algunos criterios de opt.! 

malidad de los que se obtendran diferentes funciones objetivo. En gene

ral, éstos buscan la homogenidad dentro de cada grupo y/o la heterogeni

dad entre los grupos. 

En consecuencia, dependiendo del criterio de optimal idad que sea -

utilizado se llegara a diferentes agrupamientos. 

En esta secciOn se expondran algunos ejemplos de criterios de opti

malidad que es taran dados en tArminos de una relaci6n funcional, que co

mo ya se menciono en la secci6n 2.3, se le da el nombre de funci6n obje

tivo. La selecciOn mb adecuada de ellos dependera de la naturaleza del 

problema que se esté anal izando. 



4.1 Criterios de Optimalidad Cuyo Objetivo Pretende la Homogeneidad 

Dado el conjunto de elementos (!= 11 ,12 , .. .,In¡ cuyos vectores de -

atributos esUn contenidos en el conjunto X=¡X1,x2, .. .,Xn¡, se dice que 

los elementos Ii, 1 j de 1 pertenecen a un mismo grupo 9k si el grado -

de semejanza (para una medida de asociaci6n dada) entre Xi y Xj es sufj_ 

cientemente· "grande". Por otro lado, se dice que estos pertenecen a dif!!_ 

rentes grupos si el grado de semejanza entre Xi y Xj es suficientemente 

"pequeño". Los criterios de optimalidad que tienen como objetivo buscar 

la homogeneidad dentro de los grupos, se basan en maximizar el grado de -

semejanza de los elementos de un mismo grupo, 

Si se define un vector Yk=(X1 ,x2, ... ,Xnk) de nk componentes para -

cada grupo ~k' se tendra un conjunto Y=!Y 1,v2 , ... ,Yml asociado a cada -

partici6n ~e P, donde Pes el conjunto de particiones posibles de 11 • 

Es posible definir una funci6n F: Y-> R que mida la homogeni

dad en cada grupo, a partir de la cual se puede evaluar la homogenid.ad 

de la partici6n. Sea F(Yk)=yk el valor de dicha función para el k-~sj_ 

mo grupo; y sea G: P -> R donde P e Rm, la funci6n objetivo que 

buscar! la partici6n óptima y• del conjunto de particiones posibles de P, 

que maximice la homogenidad dentro de los grupos o cúmulos de dicha par

tici6n; es decir, dado el vector y=(yl'y2, ... ,ym) y e P se tiene que 

la partición deseada ser! aquella para la cual G(y*) = MIN G(y), 
ycP 

El ntlmero total de particiones posibles so da por el número de 
stirling de segunda clase que se verá en el siguiente cap!tulo, 
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Cuando G(y) es una funci6n de costos o disimilitud al minimizarse, 

maximiza el grado de semejanza dentro de los grupos. 

Para aclarar lo anterior se tiene el siguiente planteamiento: 

PARTICION 

como: 

FUNCIONES PARCIALES 
(PARA CADA GRUPO) 

F(Y¡~F(Y2 ),. .. ,F(Ym) 

FUNCION OBJETIVO 
(PARA CADA PARTICION) 

G(y) 

A continuaci6n se darán algunos ejemplos de funciones parciales y -

funciones objetivo: 

FUNCioN PARCIAL 

F(Yk) = yk 

PARA CADA GRUPO 

nk k 
1. ¿ d2(x .x l 

i•l i 

Varianza de 1 grupo t k 

2 2. MAX {d (Xi'Xj)l 

l<j=!,2,. • .,nk 

Distancia m~xima de -
los elementos de 1 gru 
po \ -

FUNCION OBJETIVO 
G(y) 

PARA CADA PARTICION 

m 
G(y) = l Yk 

k=I 
Suma de las varianzas 
de los m grupos 

m 
G(y) = ll yk 

k•l 

Multipllcaci6n de las 
mbimas distancias de 
los m grupos 
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CRITERIO 

HAX O MIN 

MIN G(y) 
Y<P 

MIN G(y) 
Y<P 



FUNCION PARCIAL 

F(Yk) = yk 

PARA CADA GRUPO 

nk 
J, iL-1 ¡rijl 

< J-

Suma de la correlación 
entre los elementos del 
grupo Vk• en valores -
absolutos 

nk nk 2 4. 1/nk Í Í d (Xi,Xj) 
i=l j=! id 

Suma de distancias de 
todos los elementos -
del grupo 'k 

2 -k 
5, MIN ¡d (Xi,X )J 

i=l.2, .... nk 

Mfnima varianza del 
grupo ~k 

2 -k ' 
6. MAX {d (Xi,X )J 

i•!,2, .. .,nk 

Mbima varianza del 
grupo t k 

2 
7. MAX \d (Xi,Xj)J 

i<J=l,2,. •• ,nk 

Mbima distancia entre 
los elementos del gru
po 'k 

FUNCION OBJETIVO 
G{y) 

PARA CADA PARTICION 

G(y) = MIN ¡yk J 
k=l ,2, ... ,m 

Valor mfnimo de las su
mas de las correlaciones 
de los m grupos 

m 
G(y) = ~ y 

k;I k 

Suma de 1 as distancias 
de todos los elementos 
de 1 os m grupos 

m 2 
G(y) = k~l yk 

Suma de las mfnimas va 
rianzas de los m gru-
pos 

m 2 
G(y) = ~ y 

k~l k 

Suma de 1 as mbimas -
varianzas de los m -
grupos 

G(y) = MAX {ykJ 
k=! ,2, ... ,m 

M3xima distancia de en 
tre los elementos de:
los m grupos 

• 45 • 

CRITERIO 

MAX O MIN 

MAX G(y) 
y,P 

Mlfl G(y) 
YeP 

MIN G(y) 
YeP 

MIN G(y) 
yeP 

MIN G(y) 
Y<P 



·k nk 
donde X = l: Xi/nk es la media del grupo 'k' 

i=l 

nk es el número de elementos del grupo 'k' 

m 
lo que implica que n = l: nk. 

k•l 

Observaciones importantes acerca de los ejemplos anteriores: 

En el Ejemplo !, se pretende encontrar la partición que minimice la 

suma de las varianzas en los grupos, ya que: 

nk 2 ·k •k T "k l d (Xi ,X ) = (Xi • X ) (Xi • X ) 
i•l 

esta función parcial es igual a la definida en el ejemplo 4, en el que • 

se pretende minimizar la suma de cuadrados de la distancia entre todos • 

los elementos que pertenencen a un mismo grupo. La equivalencia de la • 

funci6n del ejemplo 1 y la del 4, se muestra en el anexo c. 

En el Ejemplo 3, el criterio de optimizacidn es maximizar la medida 

de asociacidn usada, que es el coeficiente de correlacidn entre los elJ!. 

mentes. (Como se explicd en la seccidn 3.4, esta medida toma sus valo

res de manera inversa a las funciones de distancia).' 

En el Ejemplo 5, se pretende encontrar la particidn que minimice la 

suma cuadrada de las mfnimas varianzas dentro de cada grupo, tendiendo a 

formar grupos extensos y con varianzas desiguales; en comparacfdn con el 

ejemplo 6 que pretende minimizar la suma cuadrada de las mbimas variln· 
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zas dentro de los grupos, buscando as 1 formar grupos compactos con varian 

zas similares y distantes entre si. 

En el Ejemplo 7, se toma como cota máxima, la máxima distancia entre 

pares de elementos la que pretenderá ser el máximo diámetro para cada gr]!. 

po y se tratará de minimizar. 

En genera], cada uno de los ejemplos anteriores, dar! como resultado 

diferentes tipos de agrupamientos, es decir, la partición Optima ser! di

ferente, dependiendo del criterio usado para definir homogenidad y la me

dida de distancia establecida. 

4.2 Criterios de Optimalidad Cuyo Objetivo Pretende 11 Heterogen1dad 

En la sección anterior, el objetivo del problema de cúmulos se plan

teó como el de encontrar la partición óptima, de n elementos dentro de m 

grupos disjuntos, que satisfaciera un criterio dado de homogenidad dentro 

de cada grupo, Ahora, se anal izará el criterio de heterogenidad entre -

los grupos que formarán la partición óptima. Para ello, se busca minimi

zar el grado de semejanza entre los elementos de diferentes grupos. 

Sea F una función que asocia los elementos de un grupo con otro, y 

sea Y =!(Yk,v1)¡ k < 1, .Y.. l,k=l,2, ... ,m el conjunto de pares ord! 

nades; como ya se definió en la sección anterior Yk=(X1,x2, ... ,Xnkl 

..,.. k=l ,2, ... ,m. 

F(Yk,Y1)•ykl se define como una función que relaciona los elemen
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tos del k-ésimo grupo con los elementos del 1-ésimo grupo de una cierta 

partición. Lo que significa que cada grupo vk de la dicha partición se 

asociar& con los m-1 grupos restantes, 

Por lo tanto, F: Y-> R, Y C R2, genera las componentes para el 

vector y=(y12 ,y13 .... ,ylm' Y23 ,y24 .... , Yzm•"., Ym-lm) que tiene 

M•m(m-1)/2 componentes. 

La función objetivo del problema G: P -> R P C RM ser& tal que: 

G(y*) = MAX G(y). Esta funci6n representa el beneficio total para cada 
yoP 

partición del problema y se maximiza, lo que equivale a minimizar el gr! 

do de semejanza entre los grupos. 

Para este tipo de criterios se tienen algunos casos en los siguien

tes eJemp 1 os: 

1. 

FUNCION PARCIAL 

F(Yk,V¡) = ykl 

PARA CADA PAR 
DE GRUPOS 

ni nk 2 
j~l 1!1 d {Xi ,Xj) 

Suma de las distancias 
entre los elementos de 
los grupos 'k y 'l 

2. MIN ¡d2(xi'xJ)J 
i=t ,2 .... ,nk 
j=l ,2 .... ,nl 

Mfnima distancia entre 
los elementos de los 
grupos ''k y 'i 

FUNCION OBJETIVO 
G(y) 

PARA CADA PARTICION 

G(y) • MIN {ykl J 
k<l • 1,2, ••• ,m 

Mfnima suma de distan
cias de elementos en
tre los m grupos 

m m 
G{y) • k~l 1~1 ykl 

Suma de mfnimas distan
cias de los m grupos 
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CRITERIO 

MAX O MIN 

MAX G{y) 
yoP 

MAX G{y) 
Y<P 



3. 

FUNCION PARCIAL 

F(Yk,Vl) = ykl 

PARA CADA PAR 
DE GRUPOS 

n n 2 l l d (Xi,Xj) 
i=l j=l 

Suma de las distancias 
entre los elementos de 
los grupos 'k y 'l 

Suma promedio de 1 as 
distancias entre los 
elementos de los gru-
pos 'k Y '1 

nl nk 2 
5. l l rjj 

i=l J=l 

Suma de la correlaci6n 
cuadrada entre los ele 
mentas de 1 os grupos -: 
'k y '1 

6. MAX fDM(Xi'Xj) J 
i•l,2,. • .,nk 
j•l ,2" .. ,nl 

Mbimo coeficiente de 
DUMAS entre los ele
mentos de los grupos 
'k y '1 

Oistancta estad!stica 
entre los elementos de 
los grupos 'k y •1 

FUNCION OBJETIVO 
G(y) 

PARA CADA PAR TIC ION 

G(y) = MAX {ykl J 
k<l =1,2,. .. ,m 

Mbima suma de distan
ci as de elementos en
tre 1 os m grupos 

Mfnima suma promedio de 
1 as distancias entre -
los m grupos 

G(y) = MAX (ykl J 
k<l = 1,2,. • .,m 

M&xima suma de correl a
ciones de elementos en
tre los m grupos 

G(y) = k~l l~l ykl 
2 

k<l 

Multip11caci6n de los m! 
ximos coeficientes de -· 
DUMAS cuadrados de los m 
grupos 

m m 
G(y) = l l Ykl 

k=l l=l k<l 
Suma de distancias es
tadfsticas de los m • 
grupos 
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CRITERIO 

MAX O MIN 

MAX G(y) 
y,P 

MAX G(y) 
Y<P 

MIN G(y) 
Y<P 

MIN G(y) 
Y<P 

MAX G(y) 
y<P 



A continuación se har!n algunas observaciones importantes de los -

ejemplos anteriores: 

Los Ejemplos l y 2 comparten un objetivo parecido al maximizar una 

funci6n de la mlnima distancia entre elementos de diferentes grupos, dan 

do como resultado un gran nQmero de pequeftos grupos compactos y distan

tes entre si. Lo que se Ilustra en la figura (5a). Los agrupamientos -

6ptimos para dichos ejemplos no son necesariamente iguales. 

Como un caso "rec1proco" al anterior se tiene el Ejemplo 3 donde -

se maKimiza una función de la máxima distancia cuadrada entre los eleme.!! 

tos de los grupos, formlndose pocos grupos con un número considerable de 

elementos y gran dispersi6n entre los elementos de cada grupo. Esto se 

ve en la figura (Sb). 

El Ejemplo 4 representa un caso intermedio de los dos anteriores, -

ya que ma~imiza una funci6n del promedio de la distancia cuadrada entre 

los elementos de diferentes grupos. Lo que se ilustra en la figura (Se). 

Como se puede observar, existe una infinidad de maneras para plan· 

tear un problema de cúmulos, por ello, es de suma Importancia que se • 

analice el tipo de informaci6n que se tiene, los objetivos del agrupamie,!! 

to y las limitaciones para su desarrollo. 

Para los Ejemplos 3 y 6 se busca minimizar la funci6n objetivo ya 

que tanto el coeficiente cuadrado de correlac16n lineal como el de DUMAS, 

mientras menor sea su valor menor sera el grado de semejanza entre los • 
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elementos de diferentes grupos, 

La funciOn descrita en el Ejemplo 7 se le conoce como la distancia 
k nk 

estadfstica entre el k-6simo y el 1-himo grupos, donde R = ¿ Xi/nk. 
i=l 

Hasta el momento se han analizado aquellos criterios que pretenden 

la homogenizaciOn de los elementos de un mismo grupo, o bien, la hetero

genizaciOn de los elementos que pertenecen a diferentes grupos. En la -

parte siguiente de este capftulo se real izara un breve estudio para los 

casos en que se plantean ambos criterios a la vez. 

4.3 Bicriterio de Optim1lid1d en el Problem1 de COmulos 

En un gran número de aplicaciones tanto el criterio de homogenidad 

como de heterogenidad de los grupos son de gran importancia, pero con -

frecuencia se encuentra en conflicto. 

La mayorfa de los algoritmos para resolver el problema de cúmulos -

prestan atenciOn a sOlo un criterio, en esta secci6n se planteara el pr.Q. 

blema optimizando el bicriterio basado en una funciOn de utilidad. 

Se empezara por algunas definiciones: 

Una particiOn se le llama eficiente cuando no existe otra con mejor 

valor para uno de los criterios de optimalidad mencionados, y da al me

nos un buen valor para el otro criterio. En otras palabras, una parti-

- 52 -



ción eficiente obtiene el mejor valor posible para uno de los criterios, 

sujeto a la restricción de que el valor del otro criterio no será menor 

a un valor dado. 

Sea D=!djj) una matriz que mide el grado de disimilitud entre los 

pares de elementos 11 e lj para i,j=!,2, ... ,n. Como 1 esU asociado a 

un conjunto de vectores X=1x1 ,x2, •.. ,Xnl' D puede ser la matrii de di! 

tanela entre dichos vectores, ya que de alguna forma ésta mide disimili

tud (o bien, D sólo puede tener significado ordinal). 

Como ~denota una partición de 1 en m grupos, sea P el conjunto de 

particiones de 1 con m grupos no vacios y r· el conjunto de particio-

nes de 1 con a lo mAs m grupos no vacios. 

Recordando que Vk est4 asociado al grupo 'k de la partician • y el 

vector y con la partición •de P. 

Se define el di4metro d(Yk) de un grupo 'k de t como el grado mbl· 

mo de disimilitud (o bien, máxima distancia) entre los elementos de 'k' 

es decir: 

d(Yk) • MAX dij 

i<j•l,2, .. .,nk 
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se define como el m4ximo dUmetro de sus grupos o cOmulos, o sea: 

d(y) = MAX d(Yk) 
k=l,2, ... ,m 

Una particiOn de mfnimo d14metro t* de 1, en m grupos cumple con: 

d(y*) MIN d(y) ,,p 
o bien: 

d(y*) = MIN MAX d(Vk) •HIN {MAX {d(Vk)¡¡ 

tcP 'kº' tcP k=l,2, ... ,m 

o bien: 

d(y*) = MIN MAX MAX dij = MIN !MAX { MAX dij}} 

tcP 'kº' 11'1j º'k tcP k•l,2,. .. ,m i<j•l,2, ... ,nk 

Se define la separaciOn S(Vk,Vl) del grupo 'k de '• como la mfni· 

m1 distancia entre cualquier elemento de 'k y cualquier elemento de otro 

grupo (t1) que esté en '• es decir: 

S(Vk,Vl) = MIN dij 
i•l,2, ••• ,nk 
j•l ,2, ... ,nl 

La separaciOn S(y) de una partic16n • (con S(Vk,Vl) • Ykl Y 

Y • (Y¡2•Y¡3, ... ·Yim•Y23•Y24•· ... Y2m•'"•Ym-lm)) se define como la mf· 

n1ma separaciOn de sus cOmulos • 
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Una partici6n de máxima separaci6n ~ de 1 en m grupos es: 

S(y) MAX S(y) = MAX ¡S(y)J ,.p ,.p 
o bien: . 

s{Y) = MAX MIN S(Yk,Yl) = MAX {MIN { S(Yk,Yl) ¡¡ 
,.p 'k ~ 'l •' !<P l<k=l,2, ... ,m 

o bien: 

S(y) = MAX MlN MlN dij MAX {M!N { MlN ! dij JJJ 

,.p 'k~'1•' 1 i.~k' 1j•'1 ,.p l<k=l,2,. • .,m i=l,2, ... ,nk 
j=l ,2, ... ,n1 

Se define una partici6n ' de m grupos como eficiente si y sdlo si -

no existe una partici611 ~· • p· tal que: 

d(y') < d(y) y S(y') ~ S(y) 

o tal que: 

S(y') > S(y) y d(y') ~ d(y) 

Ndtese que en esta definici6n a '' se le permitir! tener menor o -

.igual número de grupos o cúmulos no vacios. 

Dos particiones eficientes , y ''e p· son equivalentes si y sd-

lo si d(y) • d(y') y S(y) • S(y'). 

Como se definid al principio de esta seccidn, una particidn es efj_ 

ciente cuando no existe otra con mejor valor para uno de los criterios 
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de optimalidad mencionados, y da al menos un buen valor para el otro crj_ 

terio, entonces: 

Sea E el conjunto de particiones eficientes de l. Se dice que E es 

completo si y sólo si cualquier partición eficiente de 1 pertenece a E ó 

es equivalente a una partición eficiente de E. 

Sea E el. conjunto de particiones eficientes de l. Se dice que E es 

mfnimo si y sólo si ningún par de particiones eficientes de E son equiv! 

lentes. 

Sea U(d,S) una función de utilidad definida para todos los valores 

del d14metro d y separación S pertenecientes a D•{dijl' Se supondrA -

que U es monótona decreciente en d y monótona creciente en s. 

El bicriterio para el problema de cúmulos con una función de utili

dad busca determinar ;¡ tal que: 

U[d{Y), SG)] = MAX U[d(y), S(y)] 
ttP 

Como ya se definió E es el conjunto de particiones eficientes de 1, 

la función de utilidad se puede definir entonces: 

U[d(Y), S(.Y)] • MAX U[d(y), S(y)] 
hE 

Un caso particular de la función de utilidad es el siguiente: 
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s < smin o 
U[d,S] 

d.o.f. 

donde Smi n y dmax son cotas dadas. 

Los elementos de la matriz de disimilitud deber4n satisfacer las • 

condiciones de una métrica; esto es: 

a) dij~ O, b) dij• dji y c) dii •O para i•j • 1,2, .. .,n. 

De esta forma, las particiones eficientes determinadas por el algo

ritioo del bicriterio para el problema de cúmulos, son invariantes a las 

transformaciones rfgidas de (dij}. Por que cuando {dij) no tiene un si_a 

nificado métrico, una transformación a la función de utilidad U[d,S] da· 

da, podrfa dar óptima una partición eficiente diferente a ~. en tal caso 

será necesario formular la función de utilidad de manera diferente. 

Por otro lado, es posible definir dos par&metros Qh(y) y Q
5
(y) -

que indicaran la "calidad" de la hoioogenidad y de la separaci6n (o hete

rogenidad) respectivamente, para una partici6n de ' de l. 

Sea Qh(y), la calidad de la homogenidad de una partici!ln •de I, • 

la raz6n del nOmero de pares de elementos {li'Ijl con distancia dij ! d(y) 

en diferentes grupos, con el número total de pares de elementos. La ca

lidad de la homogenidad de una partici!ln ' de 1 se define como: 

Qh(y) • {{li'ljl e I / 3 k•l / 11 e\• lj e •1, dlj!d(y)l / n(n•l) 
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La calidad de separación Qs(y) de·una partición • de 1 se define en 

forma an4loga, como 1 a razón del número de pares de elementos ! l i '1 j) • 

con distancia dij ~ S(y) del mismo grupo, con el número total de pares 

de elementos. La calidad de la separación de una partición• de 1 es: 

El conjunto de particiones eficientes E de 1 para el dUmetro d y 

separación S, es un conjunto mfnimo completo de particiones eficientes 

para la calidad de homogenidad Qh y la calidad de la separación Qs. 

Para el caso en que se plantee un bicriterio en el problema de cúm.!!_ 

los, se har4 en t6rminos de calidades que ser! entonces, determinar la • 

partición i' de 1 tal que: 

Con U como función de uttl idad definida por Qh y Qs e [O,!] y 

Qh + Qs = !. 
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_ffü!~~Q.__§_ 

METODOS DE SOLUCION PARA EL PROBLEMA DE CUMULOS 

En los capitules anteriores se mencion6 que el problema bb1co en el 

an41is1s de cúmulos es obtener una partic16n de un conjunto de elementos, 

de tal manera que se satisfaga un criterio fijado de antemano. Cabe re

cordar que una partici6n es una familia de subconjuntos llamados camulos 

o grupos, tal que sus elementos son mutuamente excluyentes y colectivame.rr 

te exhaustivos. En este contexto, el criterio para obtener la part1cic5n 

consiste en optimizar el grado de homogeneidad de los elementos en cada -

grupo y/o el grado de heterogeneidad entre los grupos. 

Al cuantificar el problema el grado de homogeneidad as! como el de 

heterogeneidad, se expresan en términos de una funci6n que mide el grado 

de semejanza y/o disimilitud entre los elementos, a la que se le da el -

nombre de funci6n objetivo. El criterio para hacer la part!c1c5n es en-

tonces, maximizar o minimizar dicha funci6n objetivo bajo ciertas restrlf 

clones que se definen de acuerdo a la naturaleza del problema. 

Por lo tanto, el problema de cúmulos se reduce a un problem1 de op

tlmizaci6n. En este capitulo se analizaran algunos algoritmos de progr! 

maci6n matematica para su soluci6n. 

Se hablara de algoritmos de dos tipos, los que conducen a un1 solu-

ci6n Optima (de tal forma que puede demostrarse la optlmalfdad), y los -



heurfsticos que s6lo conducen a una soluci6n cercana al 6ptimo "Buena" 

(en algunos casos podrfa ser la 6ptima); sin embargo, hta no se puede 

demostrar. 

En general, los algoritmos que resuelven el problema de cúmulos son 

heurfsticos. Los algoritmos que conducen a una soluci6n exacta estan -

basados en Programaci6n Entera, ProgramaciOn Oin~mica y Teorfa de Grat.i 

cas. Por otro lado, se tiene la Enumeraci6n Exhaustiva, la cual se 11-

mita a problemas muy peque"os, dada 1 a magnitud de c41 culos que deben re! 

lfzarse, aunque garantiza una soluci6n Optima. 

5 .1 Mftodo de EnumeraciOn Exhaustt va 

Una forma de resolver el problema de cúmulos es evaluando la funciOn 

objetivo para cada alternativa de agrupaci6n de un conjunto de elementos 

1, y as! elegir la partic10n que proporcione el valor Optimo de dicha -

func16n objetivo. 

El número de Stirl1ng de segunda clase S(n,m) proporcionar& el núme

ro de alternativas que se obtienen al agrupar n elementos del conjunto 1 

en m grupos o cúmulos, de tal forma que el orden de los elementos en ca

da grupo sea irrelevante, y que ningún grupo sea vacio. 

El número total de formas de dividir n elementos en m grupos (sub

conjuntos) no vacios esta dado por: 
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Si el número de grupos o cúmulos m no se especifica, entonces el n_g_ 

mero de alternativas de agrupaci6n son: 

n r S(n,m) m ~ n 
m=I 

Una segunda aproximaci6n del número de Stirl ing de segunda clase • 

cuando el número de elementos n es muy grande {n -> m) 

11 m .ilfu!!U. • ..L 
mn mi 

n -> QI 

Asint6ticamente, se obtiene: 

m" S{n,m) = iñT 

En la Tabla (1) se tienen los valores de S{n,m) para valores de • 

n ~ B y m ~ B donde n ~ m. 

m 
n 

1 
2 
3 
4 
s 
6 
7 
8 

NUMERO DE PARTICIONES DE Utl CONJUNTO DE 

n ELEMENTOS EN m GRUPOS o CUMULOS 

1 2 3 4 5 6 7 

1 
1 1 
1 3 1 
1 7 6 1 
1 15 25 10 1 
1 31 90 65 15 1 
1 63 301 350 140 21 1 
1 127 966 1701 1050 266 28 

TABLA 
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El algoritmo para resolver el problema de camulos por Enumeración -

E~haustiva es: 

1) Se elige una fUnci6n objetivo (como puede ser la suma de varianzas 

dentro de cada grupo) , 

2) Se desarrolla una lista con todas las particiones pasibles del con

junto de n elementos en m grupos o cúmulos. 

3) La función objetivo especificada se evalúa en cada una de las parti 

ciones posibles. 

4) La alternativa o part1ci6n que proporcione el valor 6ptimo (mfnimo 

o m~ximo) de la función objetivo se selecciona. 

Como se puede ver, este procedimiento es impract1co, aunque n sea 

muy pequefto. Como dos particiones cualquiera pueden contener algunos 

grupos o camulos iguales, los cal culos se repetiran en el m~todo de EnJ!. 

mereci6n Exhaustiva. 
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5.2 Mftodo de Programac16n Di nám1ca 

El algoritmo de Programaci6n Dinámica aplicado al problema de cúmu

los fue desarrollado por Jensen [ ¡ ] . 

El prop6sito del análisis de cúmulos bajo un esquema de Programaci6n 

Dinámica, es la búsqueda sfstemátfca de agrupamientos que proporcionen el 

valor mlnimo de una funci6n objetivo g(y), eliminando aquel los grupos que 

no proporcionan valores mlnimos de g(y) y aquellos que son redundantes o.!!_ 

teniendo asl la partici6n 6ptima. 

En esta secci6n se darán las caracterlsticas principales de un pro

blema de Programaci6n Dinámica, que servirán como base, para el plantea

miento general del algoritmo de Programac16n Dinámica de Jensen para re

solver el problema de cúmulos. Usando este algoritmo se resolverl un • 

ejemplo práctico. Finalmente se compararán los resultados de la solucf6n 

del ejemplo con los obtenidos usando el m~todo de Enumeraci6n Exhaustiva 

(ver 5.1). 

Para resolver un problema de Programacidn Dinlmica no se tiene un • 

algoritmo est!ndar, sino bte se formula de acuerdo a la situacidn del • 

problema que se desea resolver. Por esta raz6n, se darln las caracterl! 

ticas principales de los problemas de Programaci6n Dinámica, para asl r!_ 

conocer una situacidn que podrá ser planteada como un problema de Progr! 

m1c idn Di nlmi c1. 
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Estas caracterfsticas son: 

l. El problema se podrá dividir por etapas con una polftica de decisi6n 

para cada etapa. 

2. Cada etapa tiene un nOmero de estados asociados. 

3, La polftica de decisi6n en cada etapa es transformar el estado ac

tual en un estado asociado con la etapa anterior. 

4. Dado un estado, la po_l!tica 6ptima para las etapas restantes es in

dependiente en la polftica adoptada en etapas previas. 

5. El procedimiento de soluci6n comienza encontrando la polftica 6pti

ma para cada estado de la primera etapa. 

6. Una relaci6n recursiva identifica la polftica 6ptima en cada estado 

de la etapa k, dado de la polftica 6ptima para cada estado en etapa 

k-1. 

7. Usando esta relaci6n recursiva el procedimiento de soluci6n va eta

pa por etapa encontrando la pol!tica 6ptima para cada estado hasta 

encontrar la soluci6n 6ptima en la etapa final. 

5.2. 2 ~!!n~!~!!n~!!-~!U!S2~!~-~-~!n!!n 

Usualmente un problema de programaci6n din!mfca se reduce a una ecu! 

ci6n recursiva que refleja las mOltiples decisiones interrelacionadas, -

cuyo resultado final es "6ptimo". 

Jensen [!] da una formulaci6n general para el problema de cillllulos 
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utilizando Programación Dinamica, en términos de la siguiente ecuación -

recursiva: 

para k = O 

para k=l,2, .. .,m 

Para que el problema sea óptimo, se bu~cara minimizar la funcidn -

gk (5, Y k) en cada etapa k, es decir, encontrar: 

En la Figura (8) se encuentra la estructura basica que describe es

te algoritmo de Programación Dinamica y en la siguiente sección se defi

ne la notación utilizada. 

s.2.2.1 Def1n1c1ones 

n a número de elementos a agrupar, 

m a número de subconjuntos disjuntos y no vacios en los cuales los 
n e 1 ementos son agrupados. 

;¡ fndice o variable de etapa 

{

m 
m = 

0 - n-m 

si n ~ m y n • 2m 

si n < 2m 

5 a variable de estado que representa al conjunto de elemento que 
se obtiene en la etapa k. 
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variable que representa al grupo 'k de elementos que se 
adicionan en la etapa k. 

conjunto de elementos de la etapa k-1. 

costo de transicidn de los elementos del grupo o camulo 
'k' (F(\l se define m4s adelante). 

funcidn objetivo de costos de los elementos del conjun
to S divididos en k subconjuntos no vacios, donde Yk es 
e 1 k-~s imo grupo. 

g~(S) func16n de s obtenida del valor m!nimo de la funcidn o~ 
jetivo (en la etapa k) sobre todos los valores de Yk' 

Recordando que 'k es el grupo o cúmulo de nk elementos, se tiene que 

el costo transicional F(Yk) del grupo 'k se define como: 

que es la suma de varianzas de los nk elementos del grupo 'k (suponiendo 

que esta es la medida de asociaci6n que se desea utilizar. Ver capitulo 

3), 

El número de etapas es m
0 

•m si n~m y n=2m; y m
0 

=n-m si n<2m. La r! 

zdn de esto es que si n<2m habr5 2m-n etapas cuyos grupos o cilmulos se

r4n de un s6lo elemento. El costo de transicidn para el grupo de un sdlo 

elemento es O (varianza de un elemento), por lo tanto no se altera el Y! 

lor de la funci6n objetivo, y se puede reducir el número de etapas en -
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m
0

=n-m. El proceso termina en la etapa m
0 

y se asume que los cúmulos -

restantes son de un solo elemento. 

5.2.2.2 Algoritmo 

Para el caso del problema de cúmulos, un algoritmo de Programaci6n 

Dinamica es el que obtiene agrupamientos Optimas por etapas, de tal man~ 

ra que en cada etapa la funci6n objetivo se calcula hasta obtener la so

luci6n Optima. 

Las etapas de este al gor1tmo son: 

Etapa O. 

Se tiene g;(s) = O por defin1ci6n. 

Et1p1 1 

Se calcula g 1 (s,Y 1 )•F(Y 1 J+g~(S·Y 1 ) 

se tiene s = v1 
entonces g1(s,v1J•F(Y1) • F(S) 

Y gf(S) • min !F(S)l = F(S) 
yl 

Et1p1 k 

se calcula gk(s, Y k)•F(Y k)+g~-l (S-Yk) 

donde S = S + Y k 

y se determina g~(S) • min {gk(S,Yk)l 
yk 

Et1p1 m0 

El algoritmo termina al llegar a la etapa m
0 

(ver 5.2.2.1), 
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Se calcula gm {S, Ym ) = F(Y ) + g• (S·Y ) 
. o o mo mo-1 mo 

Si X={X1,x2,. .. ,Xn) es el conjunto de valores de los n elementos a 

agrupar, en esta etapa s6lo se tiene un estado que es S : X y asf 

se obtiene: 

5.2.2.3 Formaci6n de Estados para cada Etapa 

El problema principal de un algoritmo de programaci6n din8mica es 

1 a formaci6n de estados en cada etapa. 

Para el problema de cúmulos se tiene que un estado en la etapa k se 

define como el conjunto de elementos de k grupos o cúmulos. Como ya se 

llM!ncion6 en la secci6n 5.2.2.1, ses la variable de estado que se recal

cula en cada etapa de acuerdo a los elementos del nuevo grupo que se le 

adicione. 

Por lo tanto, se tiene que S para la etapa k, se forma de los ele

mentos del conjunto S de 1 a etapa k-1 y de los elementos del grupo repr!_ 

sentado por Yk' es decir: 

S:.S+Yk 

A continuaci6n se describir! la formaci6n de estados para cada eta-

pi: 

Et1p1 O. 

En esta etapa S = t por lo tanto s61o se tiene un estado. 
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Etapa l. 

SI S = S t Y 1 y S de la etapa anterior es vacfo, entonces S = V 1 •• 

Como v1 representa al grupo t 1, la fonnacit!n de estados se hara de 

acuerdo a los diferentes grupos o cúmulos , 1. El namero mblmo de 

elementos del grupo •¡ estará dado por max(l} • n·mtl, y los gru

pos restantes ser&n de un s61o elemento (ya que no pueden ser va· 

cios). 

El número mlnimo de elementos del grupo t 1, estarl dado por m1n(1}, 

que se define como sigue: 

51 n es múltiplo de m entonces 

min (1) = n/m 

Si n no es múltiplo de m entonces 

min (1) = [ 

(n/m] + l para l ~ n-m[n/m] 

n· (m· 1) [ n/m] para n·m[n/m] < l ~ m 

donde [n/m] es el mb1mo entero menor o igual a n/m. 

Por lo tanto, los estados para esta et1p1 son los grupos que se ob· 

tienen de las combinaciones de los n elementos a agrupar tomados de 

j en J "4-j • min (l), ... ,max (1), Es decir, son los grupos de car 

d1n111dad entre m1n (1) y max (1). 

El número tota 1 de estados NS(l) en la etapa 1 es entonces: 
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Etapa k. 

Se tiene S: S + Yk lo que significa que los estados de la etapa k 

estan formados por los elementos de k-1 grupos o cúmulos m!s los -

elementos del k-ésimo grupo. 

El número m!ximo de elementos en cualquier estado de la etapa k es 

max (k) = n-m+k, y el número mfnimo de elementos para los estados 

de la etapa k es: 

Si n es múltiplo de m min(k) = k(n/m) o bien, si n no es múlti-

plo de m, se tiene: 

para l ~ k 5 n-m [n/m] 
min(k) = { 

([n/m]+l)k 

n-(m-k) [n/m] para n-m[n/m] < k ~ m 

Por lo tanto, los estados para la etapa k se forman de las combina

ciones de los n elementos a agrupar tomados de j en j 

"I' j = min(k),,,.,max(k). 

El número total de estados disponibles en la etapa k es: 

NS(k) • f l 
max(k) n r (ji 

j•min(k) 

Si k=O 

se puede observar que esta f6rmula es general, para todas las eta

pas del algoritmo. 

Etapa "'o· 

En la secci6n 5,2.2.2 se mencion6 que en la etapa final mo del alg.Q. 
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ritmo se tiene s6lo un estado de n elementos. Esto se probara usan 

do las f6rmulas de la etapa anterior. 

Para k = m0 s 1 n es múltiplo de m 

m0 = m 1 => max (m0 ) = n-m+m 

=> max (m0 ) = n 

el número maximo de elementos de algún estado de la etapa m0 es n. 

min (m0 ) = m(n/m) = n, 

Lo que significa que el número mfnimo y el mhimo de elementos en -

cualquier estado de la etapa m0 es n. 

El número de estados disponibles en la etapa lllo es entonces: 

n 
NS(mo) = ¿ (jn) = (~) = 1 

j=n 

Por lo tanto, cuando n es múltiplo de m, se tiene un estado de n el! 

mentes {los n elementos a agrupar). 

Para el caso en que n no es múltiplo de m, se tiene que m0 • m. 

Por lo tanto, el número mbimo de elementos en algQn estado de la et! 

pa m0 es: max(m0 )•n-m+m•n y el mfnimo es: min(m0 )•n-(m-m)[n/m]•n 

y se vuelve a cumplir que en la etapa final del algoritmo se llega 

a un salo est•do de n elementos. 

El número total de estados en este algoritmo, es entonces: 

1¡.1o NS(k) 
ki:l 
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5.2.2.4 Relaci6n Entre Estados de Diferentes Etapas 

A las diferentes maneras de formar un estado en la etapa k se les da 
o 

el nombre de arcos factibles. 

Un arco factible conecta un estado de la etapa k-1 a otro de la eta

pa k, si los elementos del estado de la etapa k esUn tambi~n contenidos 

en el estado de la etapa k-1. Esto significa que no puede existir un ar

co factible entre un estado de la etapa k-1 y otro en la etapa k, si los 

elementos contenidos en el estado de la etapa k-1 no esUn contenidos en 

el estado de la etapa k para 2 5 k 5 m. 

En el algoritmo de programaci6n Din~mica, el número total de arcos -

factibles es: 
'!!o-1 

NA • NS(l) + r NA(k) 
k=l 

donde NA(k) representa el número total de arcos factibles entre la etapa 

k y k+l para k•l,2,. . .,mo. El valor de NA(k) esta dado por: 

max(k) max(k+l)-min(k) 
NA(k) • r r A(i ,j) 

i•min(k) j•l 

donde 
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Planteamiento del Problema: 

Se pretende agrupar un conjunto de 6 elementos en 3 subconjuntos -

llamados cúmulos, cuando la medida de asociaci6n entre los elementos es 

la distancia Euclidiana y el criterio de optimalidad es minimizar la su

ma de varianzas de los elementos de un mismo grupo (criterio definido -

en la secci6n 4.1), que como ya se mencion6 es la siguiente: 

m 1 nk nk 2 g(y) • l zn l L d (Xi'Xj) 
k•l k ia1 j•l 

Desarrollo del Problema con el Modelo de Jensen: 

En este caso n=2m y como m•3 se tendrl que m
0
•3, lo que slgn! 

f1ca que el algoritmo consta de 3 etapas. 

Se calcula el mblmo y el mlnlmo número de elementos para cada eta

pa, como sigue: 

max (1) = 4 
mln (1) = 2 
max (2) = 5 
min (2) . 4 
max (3) . 6 
min (3) . 6 

El número total de estados en las etapas O, 1, 2 y 3 est& dado por: 
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NS(O) = 1 

4 
NS(!) l (?) = 50 

i =2 1 

5 = 21 NS(2) = l (6) 
1=4 i 

NS(3) = (~) 

El número total de estado es 75 y 6stos se 1 is tan en la Tabla (2). 

El número total de arcos factibles es en cada etapa: 

Para 1 a Etapa 1 

4 3 
NA(!) º l l (~) (6j 1) 

1=2 j=! 

4~1+j~5 

2j + i ~ 6 

i ~ j 

= t (~) (~) + (~) (~) + (~) (~) • 135 

NA(!) = 135 

Para la Etapa 2 

• (~) (~) + (~) (¡) • 21 

NA(2) • 21 
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ETAPA O 

l. () 

ESTADOS POR ETAPA PARA UN PROBLEMA DE CUMULOS 

(n•6, m•3) 

ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 3 

l. p.2,3,4) 
2. 1,2,3,5) 
3. (1.2 ,5,4) 
4. (1,5,3,4) 
5. ¡s-2,3,4) 
6. 1,2,3,6) 
7. 1,2,6,4) 
8. 1,6,3,4) 
9. 6,2,3,4¡ 
10. l 1Z 15,6 
11. 1,5,6,4) 
12. 5 ,6,3 ,4) 
13. 5,2,3,4) 
14. 1,5,3,6) 
15. 5,2,6,4) l. ¡1,2,3,4,5) 
16. ¡1,2,3) 2. 1,2,3,4,6) 
17. 1,2,4¡ 3. 1,2,3,5,6) 
18. 1,2,5 4. 1,2 ,4,S,6) 
19. 11'2,6) 5. !1'3,4,5,6) 
20. l ,3,4) 6. 2,3,4,5,6) 
21. 1,3,5) 7. 1,2 ,3 ,4) 
22. (l ,3,6) 8. (l ,2,3,5) 
23. 

r-4,5) 
9. (l ,2,3,6) 

24. 1,4,6) 10. p.2,4,5¡ l. (l,2,3,4,5,6) 
25. 1,5,6) 11. 1,2,4,6 
26. 2 ,3 ,4) 12. (l ,2,5,6) 
27. (2,3,5) 13. ¡1'3,4,5) 
28. 2,3,6) 14. 1,3 ,4,6) 
29. 2,4,5) 15. 1,3,5,6) 
30. 2,4,6) 16. ( 1,4,5,6) 
31. 2,5,6) 17. ¡z.3,4,5) 
32. 3,4,5) 18. 2,3,4,6¡ 
33, 3,4,6) 19. (2,3,5,6 
34. 3,5,6) 20. (2,4,5,6) 
35. 4,5 ,6) 21. (3 ,4,5,6) 
36. 

11'2) 37. 1,3) 
38. 1,4) 
39. 1,5) 
40. 1,6) 
41. 2,3) 
42. 2,4! 43. 2,5 
44, 2,6 
45. 3,4) 
46. 3,5) 
47. 3,6) 
48. 4,5) 
49. 4,6) 
so. 5,6) 

TAILA 2 



Por lo tanto, el número total de arcos factibles del problema es: 

2 
NA= NS(l) + f NA(k) = 50 + 135 t 21 = 206 

k"l 

=> NA = 206 

Para cada uno de los 206 arcos faáibles se tendr! que evaluar la -

función de costo transicional F(\l del grupo ~k en la etapa k. 

Si se tiene que los 6 elementos se definen en un espacio de atribu

tos o caractedsticas con p=2 se tiene: 

o bien: 

(1,1) 

(3,4) 

(5,5) 

x4 = (4,4) 

x5 (1,2) 

x6 (5,6) 

X = ( 1 3 5 4 1 5¡ 
145426 

la matriz de Distancia cuadrada es: 

'{ 
13 32 1(1 

·¡] o 8 

o 25 

o 13 

o 32 

Oe acuerdo al algoritmo de Programación Dinamica, se tiene: 

Etapa O: 
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Etapa l: calcular g1(s, Y1) • F(Y1) + g~(s-Y 1 ) 

Enlaetapal S•Y1 

entonces g1(s, Y1) = F(Y1) = F(S) 

9f(S) • min (F(S) J = F(S) 
yl 

Por ejemplo: 

gf(l,2,3,4) • F(l,2,3,4) 

= 17. 75 

Se calculan los 50 valores de los 50 estados de la etapa l (ver ta

bla (2)). 

Esto se representa en la tabla (4). 

pira cada conjunto de elementos de la etapa 2. Es decir, para cada est! 

do de la etapa 2 descrito en la tabla (2). 

Un ejemplo de esto se tiene en 11 t1bla (3), 
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EVALUACION DE LA FUNCION OBJETIVO (PARA n•6 Y m•3) EN LA ETAPA 2 

Para difere1.tes valores de v2, se tiene: 

g2((t ,2,3,4,5), !5} ) = F(5) + 9f(l,2,3,4) 

g2(0,2,3,4,5}, (4) ) • F(4) + 9f(l,2,3,5) 

g2((1,2,3,4,5l, {3} ) • F(3) + 9f(l,2,4,5) 

g2(!1,2,3,4,5J, {2} ) = F(2) + 9f(l,3,4,5) 

g2(!1,2,3,4,5l, {lJ ) • F(l) + 9f(2,3,4,5) 

9z(ll,2,3,4,5}, {l,2J ) • F(l,2) + 9f(3,4,5) 

g2(c1,2,3,4,5J, 11,JJ l • F(l,3) + 9t(2,4,5) 

92(11,2,3,4,SJ, 11,4¡ l • F(l,4) + 9f(2,3,5) 

92(11,2,3,4,5l, 11,si J • F(t,5) + 9f(2,3,4l 

9z(!l,2,3,4,5J, 12,3) ) • F(2,3) + gf(l,4,5) 

g2(!1,2,3,4,Sl, !2,4J ) • F(2,4) + gt(l,3,5) 

g2(U,2,3,4,5J, !2,5J ) • F(2,5) + 9f(1,3,4) 

g2(U,2,3,4,5J, {3,4J ) • F(3,4) + 9f(1,2,5) 

g2({1,2,3,4,5J, 13,5J ) • F(3,5) + 9f(1,2,4) 

9z(!l,2,3,4,5J, {4,5) ) • F(4,5) + gf(l,2,3) 
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RESULTADOS DE LA ETAPA 1 

gy(s) = F(Y1) vr 
(l ,2 ,3,4) 17. 75 (l,2,3,4) 
(l ,2,3,5) 21.00 (l ,2 ,3 ,5) 
(l ,2,3,6) 25.00 (1,2,3,6) 
(l,2,4,5) 13.50 (1,2,4,5) 
(1,2 ,4,6) 21.50 (1,2,4,6) 
(1,2,5,6) 25.75 (l ,2,5,6) 
(1,3,4,5) 22.75 (1,3,4,5) 
(1,3,4,6) 24.75 (1,3,4,6) 
(1,3,5,6) 33.00 (1,3,5,6) 
(1,4,5,6) 27.50 (1,4,5,6) 
(2,3,4,5) 13.50 (2,3,4,5) 
(2,3,4,6) 5.50 (2,3,4,6) 
(2,3,5 ,6) 19. 75 (2,3,5,6) 
(2,4,5,6) 16.75 (2,4,5,6) 
(3,4,5,6) 19.50 (3,4,5,6) 
(1,2,3) 16.67 (1,2,3) 
(l,2,4) 10.67 (1,2,4) 
(1,2 ,5) 7,33 (1,2,S) 
(1,2 ,6) 20.67 (1,2,6) 
(1,3,4) 17.33 (1,3,4) 
(1,3,5) 19.33 (1,3,S) 
(1,3,6) 24.67 (1,3,6) 
(1,4,5) 10.67 (1,4,5) 
(1,4,6) 21.33 (1,4,6) 
(1,5,6) 24.67 (1,S,6) 
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g!(S) = F(Y1) Y* l 

(2,3,4) 2.67 (2,3,4) 

(2 ,3 ,5) 12.67 (2,3,5) 

(2,3,6) 4.67 (2,3 ,6) 

(2,4,5) 7 .33 (2,4,5) 

(2,4,6) 4 .67 (2,4,6) 

(2,5,6) 16.00 (2,5,6) 

(3,4.5) 13.33 (3,4,5) 

(3,4,6) 2.67 (3,4,6) 

(3,5,6) 19.33 (3,5,6) 

(4,5,6) 16.67 (4,5,6) 

(1,2) 6.50 (1,2) 

(1,3) 16.00 (1,3) 

(1,4) 9.00 (1,4) 

(1,5) 0.50 (1,5) 

(1,6) 20.50 (1,6) 

(2,3) 2.50 (2,3) 

(2,4) 0.50 (2,4) 

(2,5) 4.00 (2,5) 

(2,6) 4.00 (2,6) 

(3,4) o.so (3,4) 

(3,5) 12.50 (3,5) 

(3,6) 0.50 (3,6) 

(4.5) 6.50 (4,5) 

(4,6) 2.50 (4,6) 

(5,6) 16.00 (5,6) 
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Entonces se calcula para los 21 estados de la etapa 2. 

g~(l,2,3,4,5) = min ¡g2({1,2,3,4,5J, v
2
)¡ 

Y2 

Esto se presenta en la Tabla (5). 

Il!e!J.: calcular g3(s,Y3) = F(Y3) + g~(S-Y3 ) y 

9J(S) • min (g3(s,v3)¡ para cada conjunto de elementos (estados de la· 
y 

et1p1 3). 3 Para el eje~plo m
0

=m•3 es la Oltima etapa S•(l,2,3,4,5,6), 

Hay 21 arcos factibles entre los estados de la etapa 2 y los de la etapa 

3. Por lo tanto se eligir! el mlnimo de 21 valores 

Es decir: 

gS(l,2,3,4,5,6) • min {g3(¡1,2,3,4,5,6), Y3)¡ 
Y3 

• min !F(Y3) + g~({l,2,3,4,5,6) • Y3)} 
Y3 

En un procedimiento de programaci6n din&mica la forma general de re· 

presentar la Oltfma etapa se da en la Tabla (6). 

Tabll (6) Ultima Etap1 (m
0
); de un problema de Progr1· 

mac16n D1n!m1c1. 
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ETAPA 3 (Final) 

'l g3(S, V3) • F(V3) + g~ (S • Y3) 
- 9J(SI V3 

s (1) (2) (3) (4) (5) (6) (12) (13) (14) (15) (16) (23) (24) (15) (26) (34) (35) (36) (45) (46) (56) 

(1,2,3,4,5,6) 5,50 J.17 5.17 5.17 5.50 J.17 9, 17 20.67 13. 50 1.50 25.00 5.50 1.50 6.67 5.00 s.oo 17 .17 1.50 11.17 5.50 18.67 1.50 

im 

TABLA (7) 



En la Tabla (7) se tiene el resultado final del ejemplo. 

Que en resumen se tiene: 

Si V~=(X3,X5l v2•(Xz,X4) y Y!'<X1,X5l o sea ~3={13,l5l • 

~2=!I 2 ,I 4 l Y ~ 1=!! 1 ,I 5 l o bien se puede variar el orden de • 

los grupos pero con el mismo resultado. 

Tomando el ejemplo de la sección 5.2.2 en el que se pretende agru

par 6 elementos en J cúmulos, se tiene que el número total de particiones 

o formas de agrupar los 6 elementos en 3 cúmulos (ver 5.1) es: 

3 
5(6,J) = l/JI l (-1 )k (~) (3-k)6 = 90 

k•O 

Las 90 alternativas de agrupación o particiones se muestran en las 

tablas (8), (9) y (!O). 

Donde, si nk es el número de elementos del grupo 'k' para k•l,2,J. 

En la Tabla (8) n1•4, n2•1, n3=1; en la Tabla (9) n1•3, n2•2, n3•1 y en 

la Tabla (10) n1•2, n2•2 y n3=2. Bajo EnumeraclOn Exhaustiva la func10n 

objetivo g(y) necesita ser evaluada para cada una de las 90 alternativas 

de agrupac!On, y de htas se elegir& la alternativa de agrupaclOn (partJ. 

ciOn) para la que g(y) es mfnima • 
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(l,2,3,4), (5), (6) 

(l,2,3,5), (4), (6) 

(l.2.5,4), (3), (6) 

(1,3,5,4), (2), (6) 

(5,2,3,4), (1), (6) 

(1,2.3,6), (5), (4) 

(l,2,6,4), (5), (3) 

(1,6,3,4), (5), (2) 

(6,2,3,4), (5), (1) 

(l,2,5,6), (3), (4) 

{l,5,6,4), (2), (3) 

(5,6,3,4), {l), (2) 

(5,2,3,6), (1). (4) 

(l,5,3,6), (2), (4) 

(5,2,6,4), (1). (3) 

Tabla (8). Particiones con n1 • 4, n
2 

• 1, n
3 

• l 

- (1,2,3), (4,5), (6) (l,4,5), (2,3), (6) (3,4,5), (1,6), (2) 
-(1,2,3), (4,6). (5) (1,4,5). (2 ,6). (3) (3,4,5), (2,6), (1) 

.· (1,2,3), (5,6), (4) (1,4,5), (3,6), (2) (3,4,6), (1,2), (5) 
(1,2,4), (3,5), (6) (1,4,6), (2,3), (5) (3,4,6), (1,5), (2) 
(1,2,4), (3,6), (5) (1,4,6), (2,5), (3) (3,4,6), (2,5), (1) 
(l,2,4), (5,6), (3) (l,4,6), (3,5), (2) (3,5,6), (1,2), (4) 
(l,2,5), (4,3), (6) (l ,5,6). (2 ,3). (4) (2,5,6), (1,4), (2) 
(1,2,5), (4,6), (3) (l,5,6), (2,4), (3) (3,5,6). (2,4), (1) 
(1,2,5), (6,3), (4) (l,5,6). (3,4), (2) (4,5,6), (1,2), (3) 
(1,2,6), (4,5), (3) (2,4,5), (1,3), (6) (4,5,6), (1,3), (2) 
(1,2,6), (3,5), (4) (2,4,5), (1,6), (3) (4,5,6), (2,3), (1) 
(1,2,6), (3,4), (5) (2,4.5), (3,6), (1) (l,6,3), (2,5), (4) 
(1,4,3), (2,5), (6) (2,4,6). (1,3), (5) (4,2,3), (1,5), (6) 
(1,4,3), (2,6), (5) (2,4.6). (1,5), (3) (4,2,3), (1,6), (5) 
(1,4,3). (5,6), (2) (2,4,6), (3,5), (1) (4,2,3), (5,6), (1) 
(1,5,3), (4,2), (6) (2 ,5,6). (1,3). (4) (5,2,3), (4,1), (6) 
(1,5,3), (4,6), (2} (2,5,6), (1,4), (3) <(5,2,3), (4,6), (1) 
(1,5,3), (2,6), (4) (2,5,6), (3,4), (1) (5,2,3), (1,6), (4) 
(l,6,3), (4,5), (2) (3,4.5), (1,2), (6) (6,2,3), (4,5), (1) 
(1,6,3), (4,2). (5) (6,2,3), (4,1), (5) 

(6,2,3), (1,5), (4) 

Tabla (9). Particiones con n1 • 3, n2 • 2, n3 • 1 · 
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(1,2), (3,4), (5,6) (1,4), (2,6), (3,5) 

(1,2), (3,5), (4,6) (1,5), (3,4), (2,6) 

(1,2), (3,6), (4,5) (1,5), (3,2), (4,6) 

(1,3), (2,4), (5,6) (1,5). (3,6). (2,4) 

(1,3), (2,5), (4,6) (1,6), (3,4), (5,2) 

(1,3), (2,6), (4,5) (1,6), (3,5), (4,2) 

(1,4), (2,3), (5,6) (1,6), (3,2), (4,5) 

(1,4), (2,5), (3,6) 

Tabla (10). Particiones con n1 • n2 • n3 • 2 
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Una observaci6n sobre la lista de alternativas es que por Enumera

ci6n Exhaustiva la función objetivo g(y} se calcular! más de una vez pa

ra alguno de los cúmulos, por ejemplo el cúmulo (l,2,3). 

Si, como ya se definió en la sección anterior 

1 nk nk 2 
(Yk} = zn l l d (X¡ ,Xj} 

k i=I j=I 

donde Yk representa al grupo 'k de nk elementos. 

F(Yk} proporciona el calculo translcional para cada grupo 'k de una 

alternativa dada. 

El m~todo de Enumeración Exhaustiva hace 3 c41culos transictonales 

para cada una de las 90 alternativas, resultando un total de 270 c51cu

los transicionales. El método de Programac16n Oinlmica envuelve 206 -

dlculos transicionales (uno para cada arco factible, ver secci6n ante

rior}. ahorr!ndose 64 calculos. 
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5.3 Problema de Cúmulos Definido como un Problema de Programaci6n 

Matem6tica 

En el problema de cúmulos es necesario asignar los elementos a gru

pos o cúmulos en números enteros, por lo que en el problema de cúmulos -

b6sicamente maneja variables enteras. 

A continuaci6n se plantea el problema general de programaci6n ente

ra como: 

max g(y) donde y cS f. zn f. Rn 

donde zn es el conjunto n-dimensional de vectores enteros y g es una -

funci6n de vectores enteros definidos en s. El conjunto S es llamado -

conjunto de restricciones y g es llamada funci6n objetivo. 

Cada y e S se le da el nombre de soluci6n factible del problema. 

Si existe y* e S que satisfaga 

g(y) ~ g(y*) < m lt- Y e S 

entonces y* es la soluci6n 6ptima del problema. 

El objetivo en los problemas de programaci6n matem6tica es estable

cer si la soluci6n óptima existe, encontrarla, o bien, encontrar todas -

las soluciones óptimas, si hay más de una. Como se ha visto, el proble

ma de cúmulos puede plantearse de diferentes formas¡ dependiendo de la -

función objetivo o criterio y de 1 as restricciones, 
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En esta sección se estructura el problema de camulos en base al mo· 

delo.de programación lineal entera, para lo que se tienen las siguientes 

definiciones: 

Fo1111a genera 1 : 

MU Cy 

y S • fy 1 Ay = b, y ~ O entero J 

Fonna esUndar: 

s.a. 

y j ~ O entera j•l , ••• ,n 

Donde, A es una matriz de R X n, bes un vector de R componentes, 

C es un vector de n componentes, y O es un vector de n ceros. Se asume 

que las entradas (o elementos) de A, by C son siempre enteros. 

Un caso especial del modelo de program1cf6n lineal entera es el que 

tiene variables binufas, al que se le anide la restr1cc16n de Xj ~ 1 • 

j•J, ... ,n, o bien, en vez de X ! O. se tiene X• 0,1. 

COlllO se explic6 en el capftulo 2, el problema de cilmulos es equivl· 
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lente a un problema de partici6n, que se puede plantear como un problema 

de programaci6n lineal entera con variables binarias de la siguiente m! 

nera: 

Considere el conjunto !={!¡ ,12, ... ,In} y un conjunto ,=¡,1,,2, ... ,,
8
¡ 

(a=2n - !) donde ~j f. l j, J=¡l ,2 , ... ,5¡ un subconjunto J* f. J defi-

ne una partici6n de 1 si 

u , = 1 
jcJ* j 

Sea Cj >O el costo asociado a cada j ,J, el costo total de la -

partic16n definida por J• esta dado por ¿ ej. 
j,J• 

Por lo tanto, el problema de cúmulos puede plantearse como uno de -

programaci6n lineal entera, de la siguiente manera: 

B 
mi n ¿ cj yj 

j=l 

a 
s.a. r ªiJ yj = 1 i=l,2, ... ,n 

j=l 

= m 

donde { 
j=1,2, ... ,a 

Si [i E 'j 

d.o.f. 
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d.o .. f, 

n n n n 
a= (n-(m·IJ}+(n-m} + (n·(m+IJ} +,,,+ (n-(IÍ·ll} 

a es el número total de subconjuntos de 1, considerando que se de· 

sea m en cada partición; m es el número de grupos o cúmulos requeridos • 

para cada partici6n. 

El costo para cada grupo 'J' j=!,2, ... ,5 puede definirse utili

zando una función que mida el grado de disimilitud entre los elementos 

de dicho grupo, como las vistas en el capftulo J, 

En particular, el problema se puede definir como sigue: ~;, 

donde x1 es el vector de atributo asociado al elemento 11 •i=l,2, ... ,n 

Xj es la media del grupo 'J 'I" j•!,2, .. , .a, que se define: 

n 
nj = l: ªfJ .11-j•!,2, ... ,a, es el número total de elementos del 

i•l 
grupo •j' 
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En la práctica, la manera más fácil de abordar el problema de progr'ª

maci6n lfneal entera es usando el método Simplex (ignorando la restric·

cf6n de que las variables son enteras) para luego redondear los valores 

no enteros a enteros en la solución final. Este procedimiento no es sie!!! 

pre adecuado, ya que la solución óptima del problema de programaci6n li· 

neal, no necesariamente es factible después del redondeo. Otra dificul

tad es que aunque la solución óptima del problema de programación lineal 

sea factible después del redondeo, no se puede garantizar que sea una S.Q. 

lución óptima al problema entero. 

Por estas razones es de utilidad analizar métodos que obtengan di-· 

rectamente una solución óptima entera. 

Un número considerable de algoritmos se han desarrollado con este -

propósito. 

A continuación se expondrfo algunos métodos importantes para resol 

ver el problema de programación lineal entera. Se desarrollar! una ver

si6n del algoritmo conocido como de Ramificación y L fmites (o acotamiento) 

ver sección 5.3.2 para el problema de cúmulos visto como un problema de 

programación lineal entera (con variables binarias) planteado anteriorme11 

te. Adem!s, se tratar! el método conocido como de planos cortantes, ver 

secci6n 5.3.1. 

s.3.1 ~!2~.!!!.e!!~2!.~2r!m!! 

El método de planos cortantes busca resolver el proble11111 de progr! 
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mación 1 i neal entera, generando una secuencia de desigualdades 1 i nea les 

que "recortan" parte de la regi6n factible del problema correspondiente 

de programación lineal dejando intacta la regi6n factible del problema -

entero. cuando se han generado los suficientes hiperplanos cortantes, el 

problema de programaci6n 1 ineal entera tendrá la misma solución 6ptima -

que su problema correspondiente de programación 1 ineal. 

Un ejemplo para ilustrar esto es: 

max 2x1 + x2 
X¡ + x2 ~ 5 

·X¡ + x2 ~ O 

6X¡ + 2X2 ~ 21 

X¡ , X2 ~ O enteras 

~ ..... 
la regi6n factible de su problema correspondiente de programación lineal 

se muestra en la figura (9) (área dentro de las lfneas continuas), los -

hiperplanos (lfneas punteadas) recortan esa lrea, para dar lugar a la r! 

gi6n factible del problema entero, la cual comparten. 

Suponga que e 1 conjunto: 

5 • {X ¡ AX • b, X ~ O enteras J de soluciones factibles, esta 

acotado y que por lo tanto tiene un nQmero finito de puntos. 

Se define el conjunto s+ llamado casco convexo de S comen 

s+ • !y j y • f ªi X1' ªi ~ O, l ªi • 1, Xi cS J 
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REGION FACTIBLE OEL PROBLEMA OE PROGRAMACION LINEAL ENTERA 

3 

e 

A: Solución dptima por programacion lineal 

B:Soluc1dn óptima por progremac1on llneRI entere 

C: Pleno cortante 1 O: Pleno cortante 2 

4' 

' ,, 
' 

Figura 9 



donde 

S f S+ f T = {X 1 AX = b, X ~ O¡ 

con T es el conjunto de soluciones factibles del problema correspondie.!!. 

te de programac i 6n 1inea1. 

Para el ejemplo anterior, la regi6n compartida es s•. Los dos pla

nos cortantes e 1 imi nan T - s• de T. 

Corno cualquier problema de programaci6n entera acotado, tiene s61o 

un número finito de soluciones factibles, es natural considerar el uso -

de algún rnt!todo de 'enumeraci6n para encontrar una soluci6n 6ptima. 

Ramificaci6n y lfmites es un método de optimizaci6n que usa el ~rbol 

bbico de enumeraci6n. 

La idea general del método de ramificaci6n y lfmltes es la sigulen-

te: 

Suponga (a ser especificado) que la funci6n objetivo debe ser mini

mizada. Se considera que el lfmlte superior de la funcl6n objetivo esta 

disponible. (Este usualmente es el valor de la funcl6n objetivo para la 

mejor solucl6n factible identificada hasta el momento). El primer paso 

es dividir el conjunto de todas las soluciones factibles en subconjuntos 

y obtener el lfmlte inferior de cada uno de ellos, del valor de 11 fun-

clOn objetivo de las soluciones dentro de cada subconjunto. Aquellos -
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subconjuntos cuyos Hmites inferiores exceden el Hmite superior del valor 

actual de la función objetivo, se excluyen de cualquier consideración. (Un 

subconjunto que se excluye por esta u otra legitima razón se dice que es pe

netrado). Uno de los subconjuntos restantes, aquel menor Hmite inferior, 

se divide entonces en algunos subconjuntos. Se obtienen otra vez sus lfml 

tes inferiores para excluir algunos de estos de consideración. De todos 

los subconjuntos restantes se selecciona uno para dividirlo y as! sucesl 

vamente, Este proceso se repite una y otra vez hasta que se encuentra una 

solución factible tal que su valor correspondiente de la función objeti

vo no sea mayor que el limite inferior de algún subconjunto. 

En resumen, ramificación y lfmites es un mHodo de optimización que 

usa enumeraci6n en forma de "arbol", y requiere el cSlculo de los Hmi

tes superiores e inferiores de la función objetivo, para acelerar el pr_!! 

ceso de penetración y as! cortar la enumeración. 

s.3.3 ~192r!~'!.'2-~~mu~.B!'!'!!!m!~~-l-~!'!1!~!! 

Paso Inicial: 

Se comienza con un conjunto de soluciones iniciales {incluyendo so

luciones no factibles) como el único "subconjunto restante". Sea Zu el 

limite superior del valor de la función objetivo. 

Paso de Raml ficacf6n: 

Usar una regla de ramificación para seleccionar uno de los subcon

juntos restantes, (Aquellos no penetrados ni divididos) y dividirlo en 

dos o mas subconjuntos nuevos de soluciones. 
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Paso de Limite: 

Para cada nuevo subconjunto se obtiene su lfmlte Inferior ZL del V! 

lor de la funcl6n objetivo para las s·oluclones factibles del subconjunto. 

Paso de Penetraci6n: 

Cada nuevo subconjunto es exclufdo de otra consideracf6n en base a 

las siguientes pruebas: 

2) El subconjunto encontrado no tiene soluciones factibles. 

3) La mejor soluci6n factible del subconjunto ha sido definida (de 

manera que ZL corresponde al valor de la funci6n objetivo)¡ si 

ZL < Zu entonces se reajusta Zu • ZL, se guarda esta soluci6n 

como la solucf6n titular y se repite la prueba 1) para todos -

los subconjuntos restantes. 

Regla de TenninaciOn: 

El procedimiento se detiene cuando no quedan subconjuntos (sin pene

trar). La solucl6n titular actual es 6ptlma. SI no hay soluc16n titular (es 

decir, si Zu sigue teniendo el valor inicial), entonces el problema no tiene 

soluciones factibles. De otra forma, regresa al Paso de Ramlflcac16n. 

Si el objetivo es maximizar en vez de minimizar la funclOn objeti

vo, el procedimiento no cambia s61o le Intercambian los papeles de los -

lfmltes superiores e Inferiores de la funclOn objetivo. Por lo tanto, -

Zu se reemplaza por ZL y viceversa, y 11 d1recc10n de las desigualdades 

se cambia. 
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Reglas de Ram1flcac16n: 

Las dos reglas de ramlflcacf6n m§s conocidas para seleccfonarel su~ 

conjunto que se va a dividir es la del mejor 1 Imite y la del limite nue-

vo. 

La Regla del mejor Limite selecciona el subconjunto que tiene el l.!. 

mite mas favorable (limite inferior en caso de minimización) ya que di-

cho subconjunto podrfa ser el mh prometedor de contener el 6ptlmo. 

La Regla del Limite nuevo selecciona al subconjunto creado m!s re-

clentemente y que no haya sido penetrado. Para los subconjuntos creados 

al mismo tiempo se elige el del limite m!s favorable. 

5.3.4 ~n-~ls2r!!'!!2_~!-~~'!!!f!m!~n-l'-~!'!!!~!!_em_!L~r2~l!'!!!_~! 

~º'!!!!12! 

Planteando el problema de cúmulos como un problema de programacl6n 

lineal entera de variables binarias (sección 5.3). Se desarrolla un·a1-

gorltmo para su solucl6n basado en el método de Ramlflcacl6n y Limites -

ya analizado. 

La forma ya convenida de plantear este problema es: 

B 
m1n l: cj yj 

j=l 

B 
s.a. I ªlj Yj • 1 

j•l 
para 1•1, .. .,n 
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yj=O,l para j=l, .... a 

Nota: Las especificaciones sobre ªiJ, y j y C J se dan en 1 a secci6n -

5.3. 

Todas las variables se reordenan de acuerdo a sus costos Cj --

(J•l,2, ... ,a) en fonna creciente. Es decir, 

Con el problema de esta fonna el algoritmo tender! a hacer las va

riables cero tanto como las restricciones se lo permitan, pero dando pr! 

ferencia a las variables iniciales cuando sea necesario dar el valor de 

1 a algunas de las var1abl'n. 

El algoritmo va definiendo subconjuntos de soluciones, asignando V! 

lores a las primeras variables fonnando as! una solucHln a la que se le 

da el nombre de soluci6n parcial actual (yl'y2, .. , ,y) (donde, • es el -

nllmero de variables asignadas a subconjuntos en actual consideracidn), -

cuya solucidn complementaria es (y1,y2, ... ,y •• Y.+l''"'Yal· 

Paso lnfcf1l: 

Como se puede verfffcar a simple vista la solucidn trivial 

(Y¡"Yz"" ,•ya•O) del problema de cúmulo ya planteado, no es factible 

(que serfa la que diera el mlnfmo costo). El algorftmose fnicfa coriuna 
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soluci6n parcial de y¡=l (y todas las dem4s variables igual a cero),· 

es decir, con •=!. Se tiene como limite superior del valor de la fun· 

ci6n objetivo Zu = ~. 

Paso de R1mif1c1c16n: (En el caso inicial se sigue al Paso del Lf. 

mite). 

En base a la soluci6n parcial previa (y1 ,y2, .... Y •• 1), ésta se div.!. 

de en dos nuevos subconjuntos (de soluciones parciales), uno con y
0
•l • 

y otro con Y.•o. Para hacer la selecci6n de la nueva soluci6n parcial 

actual se usa la Regla de Ramificaci6n del Lfmite nuevo, que se eKplica 

en el siguiente paso. 

Paso del Lfm1te: 

El lfmite inferior ZL del valor de la funci6n objetivo de la solu-· 

c16n parcial actual (Y¡ ,y2, .. .,y) es: 

. 
z, • ¡ r cj yj si Y. = 1 

J-1 

·-1 
jI1 cj Yj + c.+1 si Y. = O 

La raz6n de anadir c.+l si Y. •O es porque el algoritmo calcula 

este limite s61o si previamente se encuentra que (yl'y2, .... Y •• ¡Y. •O,. • ., 

Y. •O) no es factible. Esto se presenta mientras se trata de llevar la 

sol uci6n parcial previa (Y¡ ,y2, .. .,yM) donde M=maK{j 1 Yj"ll a la pru! 

ba 3 del paso de penetraci6n.' Por lo tanto, el lfmite ZL siempre es me· 

nor (o igual) para y
0
•l que para y

0
•0, asf que, usando la Regla del 
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Umite nuevo siempre se seleccionar! primero Y. =l como solución parcial 

actual si ninguna de las dos ha sido penetrada, El motivo de esto es pa

ra que el paso de penetración no se aplique a la-solución parcial con -

y0•0 hasta después de que la solución parcial con Y. •l haya sido·pene-

trada (probablemente penetrando todos sus subconjuntos subsecuentes). 

P110 de PenetracHln: 

la penetración de una soluci6n parcial se lleva a cabo bajo las si

guientes pruebas: 

Prueba 2. (El subconjunto encontrado no tiene soluciones factibles). 

Se hace analizando si alguna de las restricciones no se satisface 

completando la solución parcial. 

Por lo tanto, la soluci6n parcial es penetrada si: 

para alguna i•l, ... ,n 

para alguna i•l, ... ,n 

donde 
max mu 

{afj'OJ • {aij Yj 1 Yj • 0,1) 

mfn mfn 
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y 

" B ¿ y t ¿ 
j=! j j=•+I 

B 
l: yj + ¿ min {yj 1 yj=O,ll > m 

j=¡ j=•+I 

Prueba 3, (Se encuentra la mejor soluci6n factible del subconjunto). 

Se obtiene analizando si la soluci6n correspondiente al lfmite inf_! 

rior ZL del valor de la funci6n objetivo (sea la soluci6n parcial • 

m~s Y.+¡ • l·Y. y el resto de las variables iguales a cero) ac

tualmente es factible. 

Por lo tanto, la· tercera forma de que la soluci6n parcial actual -

sea penetrada es cuando: 

" 
j~I ªij Yj + ªi•+l(I • Y.) = 1 

" l yj + (1 • y.) = m 
j=I 

"1- i=!, .. .,n 

Si esto ocurre y ZL < Zu, entonces se hace Zu = ZL y se guarda es

ta solución como la soluci6n titular actual. 

Para ilustrar el ordenamiento de los pasos anteriores se tiene el -

diagrama de flujo mostrado en la figura (ID), 
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Con el objeto de ilustrar el algoritmo de Ramificaci6n y Lfmites, • 

se usa el ejemplo que se resolvi6 en la secci6n anterior, utilizando 

Programaci6n Din§mica. En dicho ejemplo se tienen n=6 elementos defini· 

dos por: 

X¡ = (1,1) 

x4 = (4,4) 

x
2 

= (3,4) 

x5 = (1,2) 

x3 = (5,5) 

x6 = (5,6) 

El planteamiento de Programaci6n Lineal Entera para resolver este • 

problema de camulos es el siguiente: 

B 
min ¡: cj yj 

j=! 

B 
s.a. l ªfJ Yj = 1 para i=!,. .. ,6 

J-1 

para j=!,. • .,a 

donde a·(~) + (~) + (~) + (~) = 56 grupos o cúmulos (son los equfva· 

lentes a los cúmulos definidos en la Tabla (4) mh los 6 grupos de un • 

s61o elemento). 

j e J* 

d.o.f. 
j=l ,2, .. .,56 

(Si •j estl dentro de ia partici6n. Ver 5.3) • 
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para i=l, ... ,6 

d.o. f. j•l, .. .,56 

La matriz A • {aij 16x56 para este ejemplo se tiene en la Tabla 

(11). 

Si se define el costo Cj (j•l , ... ,56) para cada grupo o cúmulo -

como:' 

donde xj 

se tienen los costos Cj para j•l,2, ... ,56 grupos o cúmulos en la Ta

bla (12), y de acuerdo a estos se reordenan los grupos o cúmulos en for. 

m1 creciente, es decir de tal forma que: 

Finalmente, utilizando los valores de .. iJ y Cj' el planteamiento 

del problema queda como sigue: 
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A• 

MATRIZ A6xSG PARA n•6 ELEMENTOS AGRUPADOS EN m=3 CUMULOS 

1 o o o o o 1 o o o o o o o o o o o o l o 1 o 1 1 1 o o o o 1 o 1 o o l o l 1 o l o o l 1 1 1 1 l 1 l l l l l 1-

010000010010011111110110010101110001101000101101000011 o o 

00100000111011000110000000111100100101111110010010111001 

00010001100111001010101111001110001011100100001110010010 

o o o o 1o1 o o o o o o o 1ooooo1 l lo 1o1,11l11o1 1 o lo o l l l 1oo1oo11 o o o l l l 

00000100010110011110000000000001011010010111101101111111 

TABLA (11) ~ 



!~~L!m 

COSTOS Cj PARA CADA CUMULO ORDENADO 

GRUPO COSTO 

'J cJ 

(1,2,3,4) 17. 75 39 
(1,2 ,3,5) 21.00 46 
(1,2,3,6) 25.00 53 
(1,2,4,5) 13.50 31 
(1,2,4,6) 21.50 48 
(1,2,5,6) 25.75 54 
(1,3,4,5) 22.75 49 
(l,3,4,6) 24.75 52 
(l ,3,5,6) 33.00 56 
(1,4,5,6) 27 .50 55 
(2,3,4,5) 13.50 30 
(2,3,4,6) 5.50 19 
(2,3,5,6) 19.75 43 
(2,4,5,6) 16.75 37 
(3,4,5,6) 19.50 42 
(1,2,3) 16.67 36 
(1,2,4) 10.67 26 
(1,2,5) 7.33 22 
(1,2,6) 20.67 45 
(l,3,4) 17 .33 38 
(l ,3,5) 19.33 41 
(1,3,6) 24.67 51 
(1,4,5) 10.67 25 
(1,4,6) 21.33 47 
(1,5,6) 24.67 50 
(2,3,4) 2.67 14 
(2,3,5) 12.67 28 



GRUPO COSTO 

'J cJ 

(2,3,6) 4.67 18 
(2,4,5) 7 .33 23 
(2,4,6) 4.67 17 
(2,5,6) 16.00 32 
(3 ,4 ,5) 13.33 29 
(3,4,6) 2 .67 13 
(3,S,6) 19.33 40 
(4,S,6) 16.67 3S 
(1,2) . 6. 50 20 
(1,3) 16.00 33 
(1,4) 9.00 24 
(l ,S) o.so 
(1,6) 20.SO 44 
(2,3) 2. 50 11 
(2,4) o.so 8 
(2,S) 4.00 lS 
(2,6) 4,00 16 
(3,4) o.so 9 
(3,5) 12 .so 27 
(3,6) o.so 10 
(4,S) 6.SO 21 
(4,6) 2.so 12 
(S,6) 16.00 34 
(1) o 
(2) o 2 
(3) o 3 
(4) o 4 
(5) o 5 
(6) o 6 



10 12 14 16 
mfn 0,5 r Yj + 2.5 r Yj + 2.67 r Yj + 4 r Yj + 

j=7 j=ll j=l2 j•l5 

18 21 23 
• 4. 67 r y j • 5. 5 y 19 • 6. 5 r Yj • 1. 33 r yj • 

j=17 NO j=22 

26 28 
+ 9y24 + 10.67 r Yj + 12.5 r Yj + 13.33 y29 + 

j=25 j•27 

31 . 34 36 
+ 13.5 r Yj + 16 r Yj + 16.67 r Yj + 16.75 Y37 + 17 .33 Y39 + 

J-30 ja32 ja35 

41 
+ 17.75 y39 + 19.33 r Yj + 19.5 y42 + 19.75 Y43 + 20,5 Y44 + 

j•40 

+ 20.67 Y45 + 21 Y45 + 21.33 Y47 + 21.s Y4a + 22.75 Y49 + 

51 
+ 24.67 r Yj + 24.75 y52 + 25 y53 + 25,75 Ys4 + 27.5 Yss + 33 Ysg 

j•50 

s.a. 

20 32 
Y2•Y9+Y11+ r yj+Y2z+Yz3•Y25•Y29+ r YlY35•Y37•Y39+ 

Jo14 jaJO 

+ y 43+Y 45+Y 46+y 49+Y53+Y54 • 1 

11 30 
Y3 + r Yj + Y13 + Y14 •Y¡9 + Y¡g + r Yj + Y33 + Y35 + 

j•9 j•27 

43 53 
+ r Yj + Y45 + Y49 + r yj + Y55 • 1 

j•38 ja51 
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14 26 
Y4 +Ya + Y9 + r Yj + Y¡7 + Y¡9 + Y2¡ + r Yj + Y29 + 

j=!2 j=23 

39 49 
+ Y30 + Y3¡ + Y35 + r Yj + Y42 + r yj + Y52 + Y55 • 1 

j=37 j=47 

23 32 
Y5 + Y7 + Y¡5 + j~21 Yj + Y25 + j~27 Yj + Y34 + Y35 + Y37 + 

43 56 
+ r yj+Y46+Y49+Y50+ r yj=l 

j=40 j=54 

19 
y6 + Y¡o + Y¡2 + Y¡3 + r Yj + Y32 + Y34 + Y35 + Y37 + Y40 

j=l6 

45 56 
+ r y J • y 41 • y 4a • r y j 

j•42 j=SO 

56 r y = 3 
jo! j 

Yj = O,! lf'. J•l, ... ,56 

Siguiendo el algoritmo de Ramificación y Acotamiento se busc1 la -

solución al problema de cúmulos ya planteado como se describió en la seE_ 

ción anterior. 

En h Tabla (13) se dan los valores m!s relevantes pira varias ite· 

raciones del algoritmo. 
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!TER~ 
CION 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

---

--------
-
-

----

ITERACIONES DEL ALGORITl«l Y RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO 

PRUEBA 
SOLUCIDN PARCIAL ZL 

<PENE- DE zu SOLUCION TITULAR TRADO? PENETRA 
CION-

l) o NO m -
11) o NO m -
111) o SI 2 m -
110) o NO m -
1101¡ o SI 2 m -
1100 o NO m -
11001¡ o SI 2 m -
11000 o NO m -
110001¡ o SI 2 m -
110000 0.5 NO m -
1100001) 0.5 SI 2 m -
1100000) 0.5 NO m ------

V¡•l,yfl,yj•O 19.50 SI 3 19.50 y1 •l ,y2•1, 
..,. j 3,. • .,41 Yfº• ilf'j•J.,,,. 

y •1 43,. ... 
42 

IO) o NO 19.50 
101) o NO 19.50 
1011¡ o SI 2 19.50 
1010 o NO 19.50 
10101 ¡ o SI 2 19.50 
10100 o NO 19.50 
101001¡ o SI 2 19.50 
101000 0.5 NO 19.50 

-: 
~2 ·l ,yz•O,y3=l ,y j"O 16. 75 SI 3 16. 75 yl •1,y2•0,y3•1 

j•4, ... ,36 Yj"O•Y37•l 
.. j•4, ••• ,35 

38, ... ,56 

roo) o NO 16.75 
1001) o NO 16. 75 
10011¡ o SI 2 16.75 
10010 o NO 16. 75 ... 
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PRUEBA 
!TE~ SOLUCION PARCIAL ZL 

lPENE- DE 
zu SOLUCION TITULAR CIO TRADO? PENETRA 

CION-

- ¡ioo101 ¡ o SI 2 16 .75 - 100100 0.5 NO 16. 75 -- --
IY¡:l •Yz=O ,y3=0,y4•1 19. 75 SI 1 16. 75 IYrº j-s, ... ,42 

- ¡1000) o NO 16. 75 - 10001) o NO 16.7S - 100011 ¡ o SI 2 16 ,75 - IOQO!O o.so NO 16. 75 - --
iY¡=l ,y2=y3=y 4=0,ys=l 5. 50 SI 3 S.50 Y¡•l,Yz"Y3=Y4=0 

iYtº j=6, ... ,18 Y5=I,yj°O• 
Y¡9•1, j•6, ... ,18 

J=20, .. L56 

- rOOOO) o NO 5 .50 - 100001) o NO 5. 50 - 1000011} 0.5 SI 2 5.SO - 1000010) o.s NO 5.SO -- --- V1 =1 Yz=Y3=Y 4=y5=0 
v6=1 Yj°O j•7, ... ,29 13.5 SI 1 5.5 

- 100000) O.S NO 5 .so - 1000001) o.s SI 2 5.SO - 1000000) 0.5 NO S.5 - 10000001) 0.5 NO 5.S - 100000011¡ 1.0 SI 2 5.5 - 100000010 1.0 NO 5. 5 
- 1000000101 ¡ 1.0 SI 2 5.5 - 1000000100 3.0 NO S.5 - 10000001001 ¡ 3.0 SI 2 s.s - 10000001000 3.0 NO 5.5 
- 100000010001 ¡ 3.0 SI 2 5.5 - 100000010000 3 .17 NO 5.5 
- 1000000100001) 3.17 SI .2 S.5 
- 1000000100000) 3.17 NO 5.S 
- 10000001000001 ¡ 3 .17 SI 2 5.5 
- 10000001000000 4.S NO 5.5 
- 100000010000001 ¡ 4.S SI 2 5.S 
- 100000010000000 4.5 NO 5.5 
- 1000000100000001) 4.5 SI 2 5.S ... 
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PRUEBA 
ITERP SOLUCION PARCIAL ZL 

lPENE- DE 
zu SOLUCION TITULAR CIOÑ TRADO? PENETR~ 

CION 

- 1000000100000000) 5.17 NO 5.5 - 10000001000000001) 5.17 SI 2 5, 5 - 1000000 l ººººººººº) 5.17 NO 5,5 - 100000010000000001 l 5.17 SI 2 5.5 - 100000010000000000 6.0 SI l 5.5 - 10000000) 0.5 NO 5.5 - 100000001) 0.5 NO 5.5 - 10000000 u ¡ 1.0 SI 2 5.5 - 1000000010 3.0 NO 5.5 - 10000000101 l 3.0 SI 2 5.5 - 10000000100 3.0 NO 5.5 - 100000001001) 3.0 SI 2 5.5 - 100000001000) 3.17 NO 5.5 - IOOOOOQOIOOOI) 3.17 SI 2 5.5 - --- 100000001000000000) 6.0 SI 1 5.5 - IOOOOOQOO) 0.5 NO 5.5 - : 
- 100000000100000000) 6.0 SI. l 5,5 - 1 OOOOOQOOO) 2.5 NO 5.5 - : 
- 10000000001000) 6.0 SI 1 5.5 - IOOOOOQOOOO) 2 •. 5 NO 5.5 - -- IOOOOOQOOOOIOO) 6.0 SI 1 5.5 - --. - 100000000000000000) 6.0 SI 1 5.5 - O) o NO 5.5 - 01) o NO 5.5 - 011) o NO 5.5 - Ollll o SI 2 5.5 - 0110 - o NO 5.5 - --- 0110000000000000000) 6.5 SI 1 5.5 - 010) - o NO 5.5-- --- 000000) o .. 5 NO 5.5 - 0000001) 0.5 NO 5.5 - 00000011) 1.0 NO 5.5 - OOOOOOlll) 1.5 SI 2 5.5 
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PRUEBA 
ITERA SOLUCION PARCIAL ZL 

lPENE- DE zu SOLUCIOll TITULAR 
CIOÑ TRADO? PENETRA 

CION-

- (000000110) 1.5 SI 3 1.5 (0000001101000 
oo ..... 000) 

Y7•Y9ªY1o•l 
Yj"O + j•l,. .. ,6, 

j•ll , .. .,5 

- 00000010) 1.0 NO 1.5 

- 000000101) 1.0 NO 1.5 
- 0000001011 ¡ 1.5 SI 2 1.5 
- 0000001010 3.5 SI 1 1.5 
- 000000100) 1.0 NO 1.5 
- 0000001001) 1.0 NO 1.5 
- 00000010011 ¡ 3. 5 SI 1,2 1.5 
- 00000010010 3.5 SI 1 1.5 
- 0000001000) 3.0 SI 1 l. 5 
- 0000000) 0.5 NO 1.5 
- 00000001) 0.5 NO 1.5 
- 000000011 l 1.0 SI 2 l. 5 . 000000010 3.0 SI 1 l. 5 . 000000001 0.5 NO 1.5 . 0000000011 ¡ 1.0 SI 2 1.5 
- 0000000010 3.0 SI 1 1.5 . 000000000) 0.5 NO 1.5 . 0000000001) 0.5 NO 1.5 
. 00000000011 ¡ 3.0 SI 1,2 l. 5 . 00000000010 3.0 SI 1 1.5 . 0000000000) 2.5 SI 1 1.5 

Oespub de haber encontrado la soluci6n titular: 

(0000001101000 ••• 00) 

en las iteraciones subsecuentes se tendrfa que las soluciones parcia· 

les restantes no dan mejor soluci6n factible, por lo tanto, la soluci6n 

6ptfma es: 

Y7 • Y9 = Y10 = 1, Yj = O 'fo j•l , .. .,6,9 y 

j•ll, ... ,56 
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donde Y¡ representa al grupo t 7 • (1,5) 

y8 representa al grupo 'a • (2,4) 

y y10 representa al grupo 'lo• (3,6) 

lo que significa que el conjunto l = CI 1,I2,I3,14.1 5,I6J 

tiene la partici6n 6ptima: 

, • !!11,I5J, !12,I4J, {I3,16n que es la misma soluci6n que se· 

obtuvo por Programacl6n Din4mlca. 

5.4 Teorfa de Grlficas y el Antlisis de Cílmulos 

Una gran clase de problemas de Programac16n Lineal Entera pueden -

asociarse con el concepto conocido como una gr&fica. Una grlfica consi! 

te de un conjunto, cuyos elementos se denominan nodos y de una relac16n • 

entre parejas de éstas. Si das nodos estln relacionados, se dice que • 

existe un arco entre ellos. Las gr4ficu tienen la ventaja que pueden -

representarse pictOricamente, lo que ayuda a comprender y resolver los 

problemas planteados por medio de éstas. 

Una representaclOn pict6r1ca de una gratica se da en la Figura (11). 

Los cfrculos corresponden a los elementos de un conjunto dado (nodos), y 

111 Hneas indican la relacMn entre pares de elementos (arcos). 

Dtftnlciones 

Sea Xa{Xi 1 x1•1,. .. ,nJ es un conjunto finito y Ses el conjunto • 

de todos los pares desordenados (XpXj) de elementos de X, esto es: 
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Sea G•(X,E), E ~ S una grUica donde, los elementos de X se le 11! 

man nodos y los elementos de E son los arcos de la gr!fica. 

Si ek•(X1 ,Xj) el k-ésimo arco se dice que es incidente a los nodos 

Xi y Xj que son a su vez incidentes al arco k. 

La relacHln de incidencia puede representarse por una matriz. sea -

A•{oik} • i=l, .. .,n , k•l,. .. ,q (donde n es el número total de nodos y 

q es el nOmero total de arcos) es la matriz de incidencia que se define -

en la gr!fica como: 

- í l 
ºlk - l. o 

si ek y Xi son incidentes 

d.o.f. 

De la matriz A se le da el nombre de matriz de incidencia de la gr! 

fica G•(X,E), AL i-ésimo reng16n de A le corresponde el nodo Xi' y sus 

unos Indican todos los arcos incidentes de dicho nodo. A la k·bima co

lumna de A le corresponde el arco ek y puede ser un vector unitario o -

tiene dos elementos iguales a l. El primer caso ocurre si y s61o si --

ek•(Xl'Xi) para alguna 1. 

Se dice que dos arcos son adyacentes si ambos son incidentes de un 

mismo nodo. Una secuencia de arcos distintos (ekl ,ekZ" .. ,ekql donde 

(ekt'ekt+ll son adyacentes para t•l,. • .,q-1 , se le llama una trayec

toria. 
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Una trayectoria que empieza y tennina en el mismo nodo, se le da el 

nombre de ciclo. 

Una gráfica conexa es aquella tal que '1" Xi ,Xj e X , 1-j existe al· 

menos una trayectoria que conecta los nodos Xi y Xj' 

Una gráfica G=(X,E) es subgrafica de G=(X,E), si G se puede obt! 

ner de G quitándole el subconjunto E-E de arcos y algún subconjunto -

X-X de nodos que no son incidentes a algún arco de E. 

Una grHica conexa se dice que es un árbol si no contiene ciclos, -

Una subgr4fica de G=(X,E) que es árbol y que su conjunto de nodos e:o X -

se le da el nombre de !rbol de trayectoria de G. 

Una forma de representar el problema de cúmulos es usando. teorh de 

gráficas, 

El t~rmlno nodo x1 e X se puede asociar a un elemento 11 e1 o a 

·un cúmulo vi e '· o bien, a un grupo de cúmulos. Y formar una grSfica el!_ 

haustlva G•(X,E) dando peso a los arcos ek =(Xi ,Xj) e E E ~ S de la gr! 

fica, de acuerdo al grado de disimilitud d(X¡ ,Xj) entre sus elementos 

correspondientes. 

Se han definido un gran número de algoritmos que resuelven el probl~ 

ma de cúmulos mediante teorfa de grlficas. Probablemente, los alqorit

mos de teorfa de graficas más conocidos son los Jerlrquicos de UnH!n Si!!! 

ple y Jerlrqulcos de Un16n ·Exhaustiva que se describen en la siguiente • 
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secci6n. 

Gower y Ross [2] discuten algunos algoritmos para encontrar el 4r· 

bol de trayectoria mfnima y lo relacionan con el m6todo Jer!rquico· de • 

Uni6n Simple, Consideran que la longitud de un !rbol es la suma de la -

longitud de sus arcos que componen el 4rbol, por lo tanto, el 4rbo1 de -

trayectoria mfnima se define coioo el 6rbol de longitud mfn1ma, 

Si la longitud Lk del arco ek•(X1'Xj) X1'Xj •X se define como •• 

lk•d(Xi'Xj), el algoritioo va agrupando nodos (los que pueden ser elemen

tos, cúmulos o grupos de cilmulos) cuya longitud de arco (grado de d1siml 

litud) sea mfnima, es semejanza al m6todo Jer4rquico de Uni6n Simple. 

Los algoritmos Jer4rquicos de Uni6n Simple proporcionan particiones 

con separac16n (heterogeneidad entre elementos de distintos grupos) 6ptl 

ma, pero descuidan la homogeneidad entre elementos de un mismo grupo, • 

mientrH que los algoritmos Jer6rquicos de UnMn Exhaustiva proporcionan 

particiones con buena homogeneidad, pero no toman en cuenta la separacf6n 

(heterogeneidad). 

Usando teor!a de grtficas se desarro116 tambi•n un algoritmo para 

resolver el problema de cúmulos con el bfcriter1o [3] de optimalidad d! 

finido en el Capitulo 4. Este algoritmo, primeramente determina las • 

particiones i de mbima separacftln (heterogeneidad) por medio de un al· 

goritlllO Jer4rqufco de Un14n Simple y la partlcitln •* de mfnimo dl!metro 

(homogeneidad) con un algoritmo no Jerlrqulco [4] de Un1tln Exhaustiva • 
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Y as!, trabaja con una secuencia de subgrHicas Gt=(X,Et) de G=(X,E) • 

donde Et=(ek=(Xi,Xj) 1 d(Xi,Xj) ~ t¡, t toma como valor inicial s(!) (do_!! 

de Ses la separaci6n máxima), y va tomando valores de d(Xi,Xj)<S(t) • 

en orden decreciente. Si la coloraci6n -p de G se define como la asign,! 

ci6n de uno entre los p colores para cada nodo de G, tal que dos nodos -

adyacentes no tengan el mismo color. El prop6sito del algoritmo es que 

cada subgráfica Gt tenga una coloraci6n 6ptima (m!nimo número de colores). 

Se puede demostrar que los grupos de nodos del mismo color en la c~ 

loraci6n 6ptima de la última subgráfica Gt colorable en m colores define 

la partici6n de I de m!nimo diámetro en m cúmulos; por lo tanto, la par

tici6n 6ptima de m cúmulos que cumple con el Bicriterio para el prob•ema 

de cúmulos es aquella que se obtiene con t•d(t*) (donde d es el m!nimo 

di4metro definido en el Capitulo 4). 

5.5 M6todos Jerirquicos 

Esta seccf6n esU muy relacionada con la parte de teor!a de grlfi· 

-cas tratada en la secci6n anterior, ya que muchos algoritmos para resol

ver m4todos jer&rquicos en el an&lfsis de cúmulos han sido desarrollados 

por medio de gr&ficas. 

Se tiene que 1•(!1,1 2, .. .,Jnl es el conjunto den elementos a agr.!!_ 

par y P•!P0,P1 , .. .,Pml es una sucesi6n particiones de ! _tales que: 

j) El número de cúmulos de Pi es mayor que el número de cúmulos 

pi+l • 
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ff) P
0
•(fl¡J,{l2¡, ... ,¡Inll es la particf6n de 1 en n cOmulos de 

un s61o elemento. 

fff) Pm•(l 1,I 2, ... ,Inl es la partición de 1 en un cúmulo.den ele

mentos, 

Es decir, P
0

,P1, ... ,Pm forman una sucesi6n de particiones de!, -

tal que la prfmera partic16n (P
0

) contiene n grupos cada uno con un sólo 

elemento y la última partición (Pm) contiene un scSlo grupo de n elemen-

tos, 

Tomando como medida de asocfacf6n entre los elementos f-t!sfmo y -

J-tsfmo de la particfcSn Pk de 1 (1" k•l,2, ... ,m), la d1stancfa cuadrada -

Euclfdiana d~J' es posible asociar a cada partición Pk una matriz de df! 

tanelas cuadradas entre sus elementos, sea esta Dk. 

Se tiene que 0
0 

es la matrfz de d1mensf6n nKn y Dm es la matrfz de 

dfmens16n 1 K l. 

A c1d1 part1c16n Pk se le asocia, tambftn, un número fk llamada fuer. 

za de agrupamiento o punto Rama, que se deffne como: 

fk • mfn 
p,q 

2 ¡dpq \ lf'o p • q 4!s1mos elementos de .Pk-I J 

y que cumple con: 

11) fk < fk+l ..,. k•l,2, ... ,m 
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Una representaci6n esquemática de los resultados de los métodos je

rárquicos es a través de "árboles" (definidos en la secci6n de grHicas) 

o "dendogramas", Un dendograma, es una clase especial de !rboles cuyos 

niveles numéricos esUn asociados con los puntos Rama (fk), como se ilu! 

tra en la siguiente Figura (12), 

La matriz de distancias 0
0 

para la partici6n P 
0 

de 1 se tiene en la 

Tabla (14), 

(J 

o 

Tabl1 (14), Matriz 0
0 

Para la Partic16n 

P0 • {{1 1J,{!2¡,¡13¡, .. .,ln¡¡ 

Suponiendo que li e lj son los elementos con mayor. grado de se~ 

Janza, es decir: 

d~j = min ¡dpq l.11-p•q ésimos elementos en P0 l 
p,q 

Entonces li e lj se unen para formar el cGmulo nuevo {11'ljl• -

Ahora, la matriz o1 de dimensi6n (n-1) x (n-1) para la part1c16n P1 se 

tiene en la Tabla (15). 
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{i¡ ·' '1 12 13 • , In 

{li, lj J o 2 
dijl 

2 
dij2 dij3' ,dijn 

11 

12 

13 

o 2 
dl2 

2 
dl3 

2 
.dln fl • d~j 

o 2 d2. 
d23 ' 2n 

o 2 .. .d3n 

Tabla (15). Matriz o1 Para la Particidn -

Pl = ({!i' Ij¡, Il'"''In¡ 

Se puede observar que (n-2) renglones de la nueva matriz o1 de di! 

tanela cuadradas de P1 se toman directamente de_ la matriz anterior 0
0

, 

sin recalcularse. Los demh, en este caso el primer reng16n se calcula 

de nuevo. La distancia d~jk para k•i•j k=l, ... ,n, va a estar en -

funcidn de la matriz previa, y asf la cantidad de c4lculos se minimiia. 

Lance y Wil 11ams [5] dan un esquema recursivo donde el calculo de 

la matriz de distancia sdlo depende de los elementos de la matriz de -

distancia de la etapa previa. A este esquema se le da el nombre de CO.!!! 

binatorio, y se define como sigue: 

Se tienen dos cúmulos (sean estos •¡ y •j) de una cierta particfdn 

con n1 y nj elementos respectivamente y cuya distancia es d~j. Se con

sidera que d~j es la mfnima distancia en el sistema, asf que t 1 y 'J se 
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unen para formar el nuevo grupo t 1, es decir, 'i U 'J = t
1 

con n
1 

ele-

1111ntos (n1 • ni + nj), 

La determinación de la distancia entre el nuevo grupo t
1 

y un terc! 
2 2 2 ro 'h se hace en función de los valores de dhi, dhj, dij, ni Y nj, que 

son ya conocidos y que se encuentran en la i-hima y j-ésima columnas de 

la 1111triz de distancia de la etapa previa. 

La relación combinatoria para d~ 1 es entonces: 

donde los par4metros ªi'ªJ'ª y y se definen de acuerdo a los diferen

tes rnltodos jer4rquicos como se explican en las siguientes secciones. 

El rnftodo de Unión Simple se conoce tambifn con el nombre de Vecino 

Cercano, ya que los cúmulos se van fonnando en cada et1p1 por la mfnima 

y 111ls peque"ª un16n entre ellos. Es decir, la distancia entre dos cúmu

los o grupos se define como la distancia entre sus elementos mis cerca

nos. 

De acuerdo a la relaciOn combinatoria, pira este rnltodo se tiene -

que ai•ªt Í• a•O y y•· Í· Es decir, despufs de haber unido los grupos 

't y 'J para fonnar un grupo o cllmulo ·~· la distancia entre fste y -
2 1 2 1" 1¡ 2 2 1 un nuevo grupo 'h es: dh1• I dhi + I "hJ - I dhi - dhj lo que signi-

ftc1 que: 
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si d2 > d2 => d2 = 2 
hi hj ht d hj 

que es la m!nima distancia. 

O bien, si 2 2 
dhj > dhi => d~t = 

2 
dhi 

Por lo tanto, para el método de Uni6n Simple la relac16n combinato

ria se puede expresar como: 

Una caracterfstica de este mHodo, es que conforme el grupo va 'cre

ciendo se va acercando a algunos o a todos los elementos restantes. La 

posibilidad de que un elemento individual se una a un grupo preexistente, 

en vez de que éste sirva de núcleo a un grupo nuevo, se incrementa. Por 

lo anterior, este método obtiene grupos o cúmulos en forma de U (no eliE. 

soldes), y se dice que el sistema tiene tendencias 11encadenad1S 11
, 

La critica al método de Un16n Simple es que los elementos de los e! 

tremos del grupo son marcadamente diferentes. 

Este método se conoce tamb16n como de Vecino Lejano. 

En este método la distancia entre dos cúmulos o grupos se define C-º. 

mo aqu611a entre el par de elementos mh lejanos (uno en cada grupo). -
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Los par4metros de la relaciOn combinatoria son ªi=ªt Í·a=O,y• i· Es d! 

cir, despu~s de haber unido los grupos 'i y 'J para fonnar un grupo o -

cúmulo f t' la distancia entre éste y un nuevo cúmulo 'h se define como: 

Lo que significa que: 

si d~i > d~j _, d~~ • d~i que es la mbima distancia •. 

Por lo tanto, para el mltodo de Uni6n Exhaustiva, la relacMn combi 

natoria se puede expresar como: 

En este caso, 1 os grupos que se forman conforme van creciendo pare

cen alejarse; los elementos individuales que aan no est&n agrupados es-

tan m&s propensos a fonnar el núcleo de un nuevo grupo, 

Se conoce como el mltodo del centrolde ya que considera que un gru

po definido en un Espacio Euclidiano fste se reemplaza por lu coorden! 

dlS de su centroide. 

La relacldn combin1tori1 en este mltodo se obtiene cClllO sigue: . 
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Si después de haber unido 'i con 'J se obtiene 'i' se tiene que el 

centroide del grupo 'i es: 

xi = ni xi + nj xj 
ni 

donde ni, nj y n
1 

son el número de elementos de los grupos '1' 'J y 

t
1 

respectivamente. 

Por definición se tiene que la distancia de un grupo 'h al grupo 

'i es: 

desarrollando se tiene que: 

Por lo tanto, los par!metros de la relaci6n combinatoria para el m! 
todo del centroide son: 

Una desventaja del método del centroide es que si ni y nj son • 

"muy diferentes" el centroide del grupo formado por la uni6n de los gr.!! 

pos 'i y 'J, (•i U 'J"'il es decir, •1 estar& mis cercano al grupo con 
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m!s elementos, y las caracterfstfcas del grupo de menos elementos se per_ 

der4n. 

Para corregir lo anterior se desarrollo el método de la mediana. • 

Este método es independiente del tamaño del grupo, ya que toma ni=nj. En 

este mAtodo los par&metros para la relac!On combinatoria son: 

1 1 
ªi • ªJ • 2 • a = • l Y Y • 0 

Es decir, la distancia entre el grupo 't y un nuevo. grupo 'h es: 

Lo que en un Espacio Euclidiano significa que usando el método de • 

11 mediana el centro del nuevo grupo 't esta en el punto medio del lado 

mas pequeno del tri4ngulo definido por ~i, ·,j y 'h y d~t se mide a lo 

11rgo de la mediana de ese tri4ngulo. 

El algoritmo para resolver el problema de cQmulos a travfs de méto

dos jer4rquicos se describe a continuaciOn. 

Paso 1: Sea m•l, calcular la matriz 00 • 

~: Se busca de la particiOn Pm·l los el-ntos tales que: 

2 2 
dij • min {dpq 1 poq, 'p•'q•Pm·l¡ 
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Paso 3: Se forma el grupo ,
1 

= 'i U 'J y conservan los dem!s grupos • 

iguales (con esto se define la partici6n P m) 

2 Se calculan fm y dht como: 

(donde los par!metros ªi 'ªj, a y y toman valores dependien

do del método jer4rqufco que se elija). 

Paso 4: Si Pm es la partici6n que contiene un s61o grupo termina, si 

no se hace m=m+l y se regresa al ~· 

En general, los mHodos jer!rquicos resuelven el problema de cúmulos 

tratando de optimizar la trayectoria por la que se va obteniendo los cOm.!!. 

los o grupos. Dando una soluci6n que no necesariamente es 6ptima. 

Volviendo a utilizar el ejemplo que se us6 en Programaci6n Dinamica. 

y en Ramiffcacf6n y Acotamiento en las secciones anteriores, se resolve

r& por mftodos jer4rquicos. 

Sea X¡=(l,l), X2=(3,4), X3•(5,5), X4=(4,4), X5=(1,2) y Xs•(S,6) y 

se tiene 11 matriz de distani:fas cuadradas: 
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41 

8 

32 

o 

y la partfcf6n del conjunto 1=(11,12, ... ,1 6¡ es 

Po• {{11)• {12¡' !l3J• !l4J• 05J• {l6}} 

Para m=l, se tfene f 1•1 

y Pl • ¡¡11,1 5¡, ¡12,14¡, 113,16¡¡ 

usando el método de un16n sfmple (vecino-cercano) se calcula la nueva -

matrfz de distancias cuadradas: 

{11' 15) {12' l4J !13• 16) 

{ 11,15) o 8 4 

0 2• 14l o 2 

{ 13,16) o 

Para m•2, se tiene f 2•2 

y 
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{11' 1s) 

{12• 13•I4,I6J 

o 

Para m=3, se tiene f3=4 

y 

4 

o 

Esto graficamente se representa por el siguiente dendograma: 

.-1-=-º---i------+--....__ _ _,_1 Puntos Rama (fm) 

El algoritmo permite agrupar los elementos del grupo 1 en 4 formas 

diferentes (dada. por P 
0

,P1 ,P2 y P3) obteniéndose un coeficiente de -

agrupamiento, fm para cada una de éstas. Interpretando los resultados • 

obtenidos se tienen los siguientes puntos: 
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1) Como f¡ = d~5 • d~4 = d~6 se agruparon en la primera iteraci6n del 

algoritmo. (Se puede ob.servar que este fue el resultado que se obtJ!. 

vo por Programacf6n Oin!mfca y por Ramificacf6n y Acotamiento). 

2) El grupo {!l'lsl es el que esU mh separado del resto ya que es 

el que se integra a éstos con la mayor fuerza de agrupamiento (Pun

to Rama) f3•4. 

- 134 -



-~m!Y~Q ____ J_ 

UN PROGRAMA PARA CUMULOS JERARQUICOS 

Para poder resolver un problema por medio del analisis de cúmulos es 

necesario auxiliarse de una computadora, ya que por muy peque"º que sea -

el problema {como se vi6 en el capitulo anterior) la informaci6n y los -

calcules que se necesitan hacer son muchos, y es casi imposible realfzar

lo sin esta ayuda. 

En este capftulo se descrfbira un programa computacional que se pla

bor6 para resolver el problema de cúmulos por medio de tres de los ~to

dos jerSrqufcos m!s relevantes; a saber: 

- Mátodo de Un16n-Simple 

- Mátodo de Uni6n-Exhaustiva 

- Método de la Mediana 

El programa original se tom6 de Anderbeng [ 6] se le hicieron cam· 

bios y adaptaciones que se explicaran aquf. Adem!s de describir el pro

grama se explica que informacf6n requiere y los resultados que proporcio

na, obteniándose asf una gula para su operaci6n. 

6.1 DescripcUln 

El programa original se. tom6 de Anderbeng [ 6] donde se encuentra • 



programado en lenguaje Fortran, en esta aplicacMn se reprogram6 en len

guaje Basic y se le hicieron algunos cambios. 

El programa que se obtuvo finalmente se encuentra en el anexo D de 

esta tes fs, puede ser utfl hado en mlcrocomputadoras IBM/PC o compati b 1 e. 

Este programa consta de un programa Principal y de 3 subrutinas que 

se relacionan como se ve en el Diagrama de la Figura (13), y se describen 

a continuaci6n: 

Progr11111 Prfnc1pal: 

Da la capacidad mlxima (en palabras) del programa¡ dimensiona todos 

los arreglos utfllzados en fste¡ lee las especificacfones al problema de 

cúmulos que se desea resolver, asf como algunas opciones del programa. 

El programa principal llama a la Subrutina de Lectura y a la Subru

tina de Agrupamiento. 

Subrutfn1 d1 Lectura: 

Lee la Matriz de Simfl1tud de una unidad de dfsco especfficada en -

el Programa Principal, asf como su fonnato de entrada. Este fonnato PU! 

de ser de dos fonnas: 

1) Cada registro es un rengl4n de la matriz triangular inferfor. 

2) La matriz triangular inferior se lee por renglones en arreglos de -

un mfsmo tama~o. que se especifica en el programa pr1nc1pal. 
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DIAGRAMA Cll;L PROGRAMA 

6UBR..JTINA 
DE 

LECTURA 

PROGRAMA 

PRINCIPAL 

SUBRUTINA 
DE 

AGRUPAMIENTO 

SUBFUTINA DE lvETa:Jal 

DE AGRUPAMIENlD 

F1¡¡wre 13 



Esta subrut 1 na manda un mensaje de error cuando 1 ee m4s o menos i nfo.i: 

maciOn de la esperada, 

Como se puede ver, es necesario hacer un programa adicional que cal· 

cule la matriz de similitud. Este programa debe tener como entrada los • 

datos del problema, como son los elementos a agrupar y sus variables. 

En el anexo O, se dar! este programa adicional cuya salida es la ma· 

trlz de similitud en el formato descrito en 1). 

Subrut i n1 de Agrupamiento: 

Compara los valores de la matriz de similitud obtenida en la etapa • 

previa (primera etapa matriz original) para decidir cu!les ser!n los gru

pos que se unan en cada etapa. 

Luego, calcula los valores de la nueva matriz de similitud llamando 

a la subrutina de Métodos de Agrupamiento. Esta subrutina da los result,! 

dos finales del programa, en forma de tabla en la que se tiene la lnform,! 

ciOn del agrupamiento por etapas con sus correspondientes fuerzas de agrJ!.. 

pamlento•. 

Subrutina de Mlltodos de Agrupamiento: 

Esta formada por tres programas uno para cada Método de Agrupamien· 

to, que como :;a se mencionaron son tres: 

• Mlltodo de UnlOn-Slmple de Johnson [ 7 J. 

• Ver S•ccilln 5, 5, 
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- Método de Unión-Exhaustiva de Johnson [ B], 

- Método de la Mediana de Gower [ 9 ]. 

De acuerdo al método elegido para el agrupamiento, se calculan los 

nuevos valores de la matriz de similitud que dependen de los grupos que 

se unan en cada etapa. Estos métodos jer4rquicos ya han sido explicados 

detalladamente en el capitulo anterior. 

6.2 Entradas y Salidas del Programa 

La descripción de entradas y salidas del programa se esquematiza a 

continuación, la definici6n de variables y opciones se da en la sigu.ien

te sección, 

Esquema Genera 1 : 

lnformaci6n uerida 

Programa 
Principal 

Subrutina de 
Lectura 

Subrutina de 
Agrupamiento 

Entradas 

DATOS: 
TITLE 
NE 

OPCIONES: 

DATOS: 

OPCION: 

ISIGN 
NTSV 
NTIN 
INOPT 

X(I) 

MET 

Información Proporcionada 
Salidas 

MENSAJES DE ERROR: 
"Se encontr6 EOF cuando ninguno espe
raba" 

"No hay EOF cuando se esperab1 uno" 

RESULTADOS: 
TITLE 
1 
11¡1¡ JJ 1 
SS 1) 

IL!ll JL 1 
MEXT(I) 
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6,3 Descrlpcldn de Variables y Opciones 

6.J.1 ~~-~umm!.e~!~~!e!! 

DATOS: 

T!TLE, 

NE. 

OPCIONES: 

Variables alfanumérica de hasta 20 caracteres, que -
representa el titulo que se deseee dar al problema -
de cOmulos que se pretende resolver, 

Variable num6rlca que toma el número de elementos que 
se desea agrupar. Esta variable detennina la capaci
dad requerida para guardar la matriz de simil ltud. 

Asumiendo que la matriz de similitud es s1m6tr1ca se 
tiene (~E¡ • NE(~E-l) pares de elementos, lo que -
determina el número de datos de la matriz de simili
tud. Por lo tanto, la capacidad requerida para gua.r. 
dar la matriz de similitud (en relación al número de 
elementos NE) es entonces: 

~ 

25 
50 
75 

100 

Capacidad Requerida 

300 
1225 
2775 
4950 

En este programa se tiene una capacidad de 2775 para 
75 elementos a agrupar, Sin embargo, se pueden am
pliar. 

!S!NG. Opción de elección de la medida de asociación 

Si !SIGN • 1 -Se toma la distancia Euclidiana como medida de -
asociación que mide el grado de dis imll itud entre 
los elementos. 
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Si ISIGN = -1 -Toma el coeficiente de correlaci6n lineal como "!. 
dida de asociac16n que mide el grado de similitud 
entre los elementos. 

NTSV. Opci6n de salida de los resultados del agrupamiento. 

Si NTSV ! O -Los resultados del agrupamiento no se imprimen. 

Si NTSV > O -se imprimen los resultados del agrupamiento. 

NTIN. Unidad por la que la matriz de similitud se lee. 

NTIN = J ,2,3 -Puede tomar estos tres valores para la microcomp.I!. 

INOPT. 

INOPT ~ O 

INOPT > O 

DATOS: 

X( I) 

MENSAJES DE ERROR: 

tadora que se esta usando en este caso. 

Opci6n que da el formato de entrada de la matriz de 
similitud. 

-La matriz de similitud es una matriz triangular -
inferior donde cada registro representa un reng16n 
de ~sta. 

-La matriz triangular inferior se lee por renglones 
en arreg 1 os de un mismo tamafto, es decir, de ~n -
tamano rnOPT. 

Es la variable de entrada de la matriz de similitud, 
que como ya se expl ic6 esta relacionada con el name
ro de elementos NE. En este caso tiene una capacidad 
mbima de 2775. 

"Se encontr6 EOF cuando ninguno se esperaba" 
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Este mensaje significa que se ley6 menos informac16n 
de la matriz de similftud de la esperada. 

"No hay EOF cuando se esperaba uno" 
En este mensaje indica que hay mb informaci6n de la 
matriz de similitud de la esperada. 

&.3.3 ~D.!!.§~~M!~!-~!-~me!!'!!~~!! 

OPCION: 

MET. Opci6n de elecci6n del mftodo que se desea uti llzar 
para hacer la agrupac16n. 

MET = 1 
MET = 2 
MET = 3 

RESULTADOS: 

Uni6n-Simple 
Uni6n-Exhaustiva 
Mediana 

Se tiene una tabla con los resultados de todas las 
etapas de 1 proceso. 

TITLE. Es el tftulo que se da inicialmente. 

l. Etapa en la que ocurre la agrupaci6ri. 

11(1) camulo que inicia el agrupamiento de la etapa l. 

JJ( 1) camulo que finaliza el agrupamiento de la etapa l. 

SS( 1) Fuerza de agrupamiento con la que se unieron los ca
mulos de la etapa 1. 

IL(I) Etapa previa en 11 que el cOmulo inicial 11(1) en la 
etapa 1 ya ha sido unid.o. 

JL(I) Etapa previa en 11 que el cGmulo final JJ(I) de 11 -
et1p1 1 ya ha sido unido • 
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MEXT( 1) Etapa posterior en la que el cúmulo inicial II(I) de 
la etapa !, se vuelve a unir. 

La subrutina de métodos de agrupamiento no tiene entradas y salidas 

al usuario, trabaja internamente calculando los nuevos valores para la • 

matriz de similitud, de acuerdo al método elegido y asf poder formar los 

agrupamientos en cada etapa, 

6. 4 Coment1r1os 

Los métodos jer4rquicos como ya se ha mencionado, no dan una solu· 

ci6n 6ptima al problema de cúmulos, sino dan una o varias soluciones •• 

aproximadas que se consideran bastante "Buenas" si se analiza con cufd! 

do el proceso de agrupamiento. En particular, esta soluciOn puede ele· 

girse de las etapas del algoritmo de métodos jer4rqufcos, de acuerdo a 

la manera en que actúan las fuerzas de agrupamiento, o bien, al número 

de cúmulos o grupos que se desea obtener. 

En el siguiente capftulo se utilizar! el programa que se describiO 

aquf, para un problema especffico y se anal izarán los resultados compa· 

rando 1 os tres mdtodos. 
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UNA APLICACION PRACTICA DEL ANALISIS DE 

CUMULOS: LA CONCENTRACION GEOGRAFICA 

DE ACTIVIDADES EN MEXICO 

Una apl1caci0n real del problema de cúmulos es la mejor forma de -

comprender y analizar los métodos jer4rquicos descritos en la secci6n -

5.5 y para los cuales se realiz6 el programa que se detalla en el capf

tulo 6. 

En este capftulo se agruparan las entidades federativas de la RepQ 

bltca Mexicana de acuerdo a la importancia relativa de sus ramas de ac

tividad econ6mica. Para ello, se planteara el problema en términos de 

analtsis de cúmulos y se resolvera con los tres mftodos jerarqu1cos prQ. 

gramados. Se formaran grupos o cOmulos de entidades federativas cuya -

distribuciOn de ramas de actividad econ6mica sea semejante. Por último, 

se compararan los resultados de los tres mftodos Jerarquicos y se dar4n 

conclusiones de interés. 

7 .1 Planteamiento del Probltm1 

Problema: Agrupar las treinta y dos entidades federativas de la -

República Mexicana dé acuerdo a la distribucH!n porcentual (%) de nueve 

ramas de actividad econ6mic1. 



Planteamiento: Sea n el número de elementos a agrupar, en este -

caso el número de entidades federativas; y sea p el número de atributos 

o caracter!sticas pose idos por los n elementos, en este caso el número 

de ramas de actividad econ6mica. Entonces, se tiene n=32 y p•9. 

Se define el ·conjunto de elementos 1=(11,12, ... ,132 ¡ como el con 

Junto de entidades federativas, y el conjunto de caracterlsticas o atr.! 

butos sea C={C¡ ,c2, ... ,c9¡ como el conjunto de ramas de actividad ecJ?_ 

n6mica, de la siguiente manera: 

11 = Aguascalientes 
12 : Baja Ca 1 i forni a Norte 
13 =Baja California Sur 
14 : Campeche 
15 : Coahuila 
16 : Colima 
17 : Chiapas 
18 : Chihuahua 
19 : Distrito Federal 
l 10 : Ourango 
111 = Guanajuato 
112 = Guerrero 
113 =Hidalgo 
114 =Jalisco 
115 = M6xfco 
l 16 = Mi choacln 
117 =More los 
118 = Nayarit 
119 = Nuevo Le~n 
120 = Oaxaca 
121 = Puebla 
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122 = Querdtaro 
123 = Quintana Roo 
124 = San luis Potosf 
125 = Sinaloa 
126 = Sonora 
127 = Tabasco 
128 = Tamaulipas 
129 = Tlaxcala 
130 = Veracruz 
131 = Yúcatln 
132 = Zacatecas 

los datos sobre la actividad econ6mica por ramas, se obtuvieron del 

X Censo General de Poblaci6n (10] y se pueden ver en la Tabla (16). las 

ramas consideradas son las siguientes: 

c1 = Agricultura, Ganaderla, Caza, Silvicultura y Pesca, 

c2 • Explotaci6n de Minas y Canteras. 

c3 • Industrias Manufactureras. 

c4 • Electricidad, Gas y Agua. 

c5 • Construcci6n. 

c6 • Comercio al por mayor, al por menor, Restaurantes y Hoteles. 

c7 • Transporte, Almacenamiento y Comunicaciones. 

c8 • Establecimientos Financieros, Seguros, Bienes Inmuebles, etc. 

c9 • Servicios Comunales, Sociales y Personales. 
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AGRIC. MINE GANAD, RIA ETC. 
C1 C2 

11 2a615 503 
12 3a1ao 502 
13 1353a 592 
14 42a36 292 
15 76343 7532 
16 30291 922 
17 421561 504 
Ia 137909 6405 
19 202336 33385a 
110 110311 3300 
111 187495 6a886 
112 318424 993 
113 la7043 3987 
114 267a24 193a 
115 367888 4115 
116 344325 147a 
117 76303 510 
118 a4819 351 
119 67308 2246 
120 474793 1663 
121 447439 2237 
122 65035 1326 
123 23136 110 
124 181346 4415 
125 156542 1225 
126 100765 4330 
121 127459 4678 
120 112362 3835 
129 65906 165 
130 678029 7a32 
131 115336 406 
132 148474 5901 

PERSONAS POR RAMA OE ACTIVIDAD ECONOMICA 

MANUF. 

C3 

23323 
5469a 

5226 
9925 

69841 
8155 

25576 
82286 

407001 
27151 
80307 
35a59 
42452 

229277 
505855 
69745 
29078 
16241 

197791 
40283 

120031 
39381 
4554 

47484 
40197 
46493 
22266 
744a1 
25575 

144494 
35671 
14427 

ELECTR. 
GAS Y CONSTR. 
AGUA 
C4 C5 

224 10625 
143a 25010 

292 4a76 
255 a6al 

1956 31698 
470 7310 

1001 18929 
1594 412a5 

72810 321627 
891 16763 

2953 62693 
674 22552 
663 17939 

2580 a0092 
8718 13a731 
1165 38135 
545 22131 
467 11263 

3073 5a712 
5a3 18370 

1736 39961 
377 16296 
225 4562 
630 26191 

. 1238 30211 
1530 29206 
415 16365 

2113 45234 
181 7599 

37a5 82113 
929 22433 
421 18744 

TABLA . (16) 
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COMERC. TRANSP. 
TURISM. ALMAC. 

c6 C7 

16566 7954 
55454 16027 
a2a9 3362 

10a21 4980 
49163 22047 
11381 5332 
34139 10837 
67457 30294 

134858 37105 
25920 12474 
49464 28200 
49978 15771 
27197 12307 

157843 53741 
245000 104705 
70661 23603 
29159 10561 
19169 7671 
a9990 38634 
34393 11063 
82621 27806 
18171 7962 
9934 3278 

39957 15559 
51912 24474 
512a6 24344 
20608 9311 
70613 21ao1 
9740 4913 

134702 519a5 
33621 10763 
19229 7241 

FINANC. 
SEGUROS SERVICIOS 
INMOB. 

Ca C9 

2oao 20514 
92a6 67323 
1264 12143 
1215 18266 
7a30 69510 
1320 16413 
3163 48196 

11551 a5323 
162970 222606 

3679 39126 
110a2 51065 
3569 97606 
2428 51945 

25225 180655 
45736 332344 
6722 77073 
3575 43829 
1a10 24846 

23661 131095 
2369 67961 
9673 109276 
3014 26589 
1082 1282a 
5182 61032 
9688 65999 
9761 64843 
2a83 30681 

10342 9842a 
751 17295 

1435!; 194176 
503a 51499 
2590 27629 



7.2 Desarrollo del Problema 

A cada en.ti dad federativa del conjunto l, 11 (para i=l ,2,. • .,32) le 

corresponde un vector de distribuci6n* de ramas de actividad econ6mica -

Xi, cuyas componentes son los datos asociados a cada entidad (ver sección 

2.2). 

Como cada entidad federativa li (para i•l,2,. • .,32) esta descritapor 

9 ramas de actividad econ6mica) entonces Xi•(X1 i'x2i , .. .,x9i) ser& un vef 

tor de 9 componentes. 

Por lo tanto, el conjunto 1 de entidades federativas se describe por 

una matriz X de 32x9 elementos que se encuentran en la Tabla (16). En b! 

se a la matriz X y usando como medida de asociación entre elementos la -

distancia Euclidiana, se calcula el grado de disimilitud entre las entid! 

des federativas, para ello, se utiliza el Programa del Anexo D que calcu

la la matriz de disimilitud para este problema, la que se encuentra en la 

Tabla (17). 

Esta matriz de disimilitud, servira de entrada al programa que resuel 

ve llll!todos Jer&rquicos. (Ver Capftulo 6). 

7.3 Anllisls dt RtSultados 

Los resultados de los agrupamientos por los tres mftodos Jer&rquitos 

• Se calcula la distribuci6n porcentual de las ramas de actividad eeonllmi 
ca de la poblaci5n econ6mic11Mnt• activa para estandarizar la informa': 
cil5n. 
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MATRIZ úE DIS!MJL!TUO 0[ f.Ní!DADES FEDERATIVAS POR 

RAMA DE ACT!VIDAQ ECONOMJCA 

,.)fJ ,lb .J:t ,':'::' ,•·M ,Jh ,:_-.~ .·:•r, .:'~ ,:,:: .• :~··, ,:;7 .:":! ,.:.·_~ ,¡q .~:' .l:O .::O.!~ ,5:! .:'.(1 ,1:~'.lt,1 ,:?4 ,19 ,(1'1 ,;':'.: ,(1:'., ,:?!. ,':!!? ,10 ,4ú 
.15 ,(10 .1:1 .:·l ,!:' ,:!7 .~;:'.H.;~ .3(, ,·.:¡ .·l'I ,.1'1 .lt •. !·1 ,•I~· .:'·1 "11 ,J'I ,:.:l .•l"t ,"27 .:O .~.7 .::":(I ,J9 ,'15'. .t: _.¡o ,-1:: .:':I .~::! 
ti:' ,J? ,o)(J .ti? ,I:! ,JI.!.::' .!1) .:-:: ,::: ••.. ,:;.; .:'.•:1 .H .;••i .~.¡ ,1C1 ,;:¿ .:'7 .5·) .:vi ,19 .I~ .2:' .lb ,1)7 ,:1 ,(I°/ .::? .::7 ,t? .:.o 
,:!::! ,34 ,Jr,- ,•)•;o ,::1) ,t-,:J ,:.JI ,17 ,f!:: ,\¡.j ,Jt;' ,t,I, ,J.~•••,_•) oL ,1') ,(ll! ,'IÚ ,;'.;:? ,J:; ,JS ,(>'f ,(lt; ,(•~ ,J5 ,J~ ,_::i¡ ol:'• ,t)<; ,1)<1 ol,.I 
·,l)~ ,12 ·•?. .2•1 ,(,.;. ,Jíl ,!:,,7 ,(•O .2~ -~~ •• ::1 ,;.r( .::-1 ,1).'> .<i.¡ ,.·:, ,15 .:.¡ .17 .• 55 .:.n .in ,::1 .2.7 .21 ,J(I ,35 ,1)5 ,3(1 .::.:> .:1 ,.17, 
.1!> .~~7 ° lt ,C•fJ , !6 .r'.:(1 .•11 .11 .:;; .11 , IU .::·:. , ¡r, , 17 ,:·~) .;'•.i ,(•:'-J , J::; .~'1 , '":.'I .19 .• 14 .V~i .1~ .(•~ ,(IC3 ,::•:i .1'1 • t? , ló ,.,;17 .:.:·.1 
-~~t¡ .67 ,:_-,:;> .34 .~7 ,.1J .(H) 14C/ .71 .:1 ,.14 ,jq .:::: .• ~ •. • •• Al .::~ ,'1.3 .::li .7:! ,(•3 .:!·I .. n ,.1(1 .:(1 .37 •• 11: •• :.::: .z.i .::9 .~~ .'!.b ,p; 
.os ,Jü .to .17 .e.a .11 ,19 J1(1 .":'.(•.Je ,1:1 ."':.:> -~' J>t, • 1.1 .::.:' ,c10 .::?. .::-1 ,.1:1 .:s .1•) .11 .19 ,14 ,1)4 .::7 .u •• :»~,·.•.¡ .14 .-:.s 
.:-o .::-o.::::. ,4:: .:-~ ,:;-.7 .:•1 .::c1 .IJ(• •• 1:; .• ::7 .t~o .~ .. ) ,;·<¡ .:·7 ,',11 .:.u ,•113 .2i1:1 ,éB .49 .::: ,•1() .44 ,4,:i ,11 ,5(1 .:!.9 ,•IS ,M:l ,'11) .:-.6 
,:;'?3 ,'.!;(J'o~- ,1)·1 .:·~ .11 .31 ,!(t .'13 ,I)•) .19 ,J•I ,(•'t.~; .. 31 .1.-1 ,J:: ,(tf, ,.12 ,:'! ,(19 ,¡:::;,JI .(•::' ,(•i ,17 J19 .:!1 .11) ,•'.1.!: ,(1¡, ,17 
,2<:1 ,'.!.J ·.::.: ,J? .:'I .1'3 ,.14 ,17 .:::i ,1'7 ,fu) .::.n .:'4 .:~•.i .::t .. :'~·, ,17 ,::?. ,';,!~ ,4; .::4 ,15 .~l .J(} .1'1 .17 .~4 .::1 .:'~ ,=-::-.• 10 .3•) 
,z,;f ,.¡q ,·.)4 ,¡t, .~·~ ,::3 .!? .:~:: .::;6 ,14 ,1-:1 ,•:o.: ,t)C' ,:;7 .-i<l ,.,,, ,;::1 .Jü .ti~• ,17 .11 .:-:~ ,::.! .1:: ,J'I .:.¡ ,1..~a .:.c. .ll, ,(1'? .1q .N~ 
,J.I .44 ,:'!l) .1;~ ,3J ,J? ,:;-:, .:7 ,';,;(1 .1H ,'..:4 .oo .(••J .·!.1 .:...i ,1•~ .~!.(lb .4'~ ,:1 ,•)4 .:"l ,:1; .C•i' .1:5 .~b ,(14 .~~ .~19 Jri: ,J4 ,!•J 
.(IJ .lt. ol'i .:?: .• :.¿ .!7 .. ~r: ,(•! •• :·9 .::; .• :?l'.1 ,';";? .~1 •• : • .;. ,(••/ .1:; .:¡1 .l't .~,¡ .29 .1~ ,2(1 ,::;4 .t9 ,J(I ."::.:? ,()!;! .:"t) .::fi .te ,4(1 

,1.;i ,14 .:o . .::1:1 .·~·:: .z'.i .!.t .1a .:.7 .:.t .::6 .. 111 .:.ü ,,:.,, .. :i... .::1 .:.b .11 .~.f:l .::.6 .in. .:·a.:.:- .-::.1 .1s .:.9 ,,., ,:J':! ,'!.l· .:-1. ,..,-: 
,3.! ,45 .::1 .13 .:":'5 .~1:i ,:?';': ,:!7 .5•) .Jú .:'~i ,t)Q ,(1~! ,".:! ,':"'J ,•)i"• .::1 ,(1::0 .~·.u .:o ,("i .:?2 ,l? ,(1(: ,IS ,:?6 ,(•·l .:.2 ,1•:1 ,1;14 ,¡,. ,)'I 
.n .::'4 .!tJ .1.:• .1~ .05 .e:. J·ü .:.5 .1~ .17 .:~ .::;¡ .1: .• :.-1 ,:: 1 ,(u) .17 .31 .. 11 .::'•) .11 •• :.~1 .1.i. .Ml ,o'1f, .:-:~ .11 ,111 ,J":.l ,11; ,:·v 
.:u .-11 .::.!. ,(•tl ,:;1 .l;;l .:•¿ .:~3 .'1& .uú ,:?::; .10 ,t'.c. .:~o,:.,,.~,'.~ .1·1 ,(1(.1 ,.¡7 ,:11 ,(1(, ,J'1 ,15 .ú!..t .11 .:~.e·~ .:·8 .11 ,r1: .11) .r:: 
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de Uni6n-Simple, Unf6n-Exhaustiva y la Mediana, se encuentran en las ta

blas (18), (19) y (20) respectivamente. 

Cabe mencionar que en la etapa fnfcfal los cúmulos se numeraron de 

acuerdo a su número de elemento (como el m6todo de Cúmulos Jer4rqufcos -

lo indica, ver seccf6n 5.5) es decir: Ii • •i .Y. f•l,2, .. .,32. 

En 1 as tab 1 as s61 o se da e 1 número de cúmu 1 o y la forma en que se -

van agrupando etapa a etapa, Al agruparse dos cúmulos el número del cú

mulo fnicfal se mantiene para la uni6n de estos. Por ejemplo, tomando -

la Tabla (20) de resultados del m6todo de la Mediana, en la etapa 1 se -

une t 18 con t 30 entonces se tiene que: 

•1a = '1a u •30 

en la etapa 5 t 16 = t 16 U t 27 

yen la etapa 6 t 16 = t 16 u t 18 

lo que sfgniffca que: 

'16 = '16 u '21 u '1a u •30 

es decfr, el cúmulo t 16 en la sexta etapa del mAtodo de cúmulos JerarquJ. 

cos por la Mediana, esta formado por: 

Lo que sfgnfffca que en t6rmfnos de agrupar entidades federativas, 

es que Mfchoac4n (1 16), Tabasco (1 27), N1y1rft (1 18) y Ver1cruz (I30 l -

forman un grupo (en la etapa 6) con distribuc16n de ramas de actividad 
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ec6nomi ca muy* semejante, 

Para anal izar la manera en que se van uniendo los grupos o cúmulos 

etapa a etapa, de acuerdo con su grado de disimilitud (fuerza de agrupa

miento) se tiene una representa.c;i6n gr&fica a la que se llam6 dendograma 

(en la secci6n 5. 5). Los dendogramas que se obtuvieron al resolver el -

problema ya descrito por los métodos Jer&rquicos de Uni6n-Simple, Uni6n

Exhaustiva y la Mediana, se tienen en las figuras (14), (15) y (16) res

pectivamente; y se analizaran en las siguientes secciones. En las eta-

pas en que el rango de las fuerzas de agrupamiento es muy pequefto, se t.l!_ 

vo que reescalar para ampliar esas secciones del dendograma. 

7 • 3.1 ~~fü~!U!!.8!!~~l!!~2L~!!L~!2~2-~!!-Y~!~~:?!1!1el!! 

Con ayuda de la Tabla (18) y la Figura (14) que contienen la solu-

ci6n al problema, de agrupar las 32 entidades federativas de acuerdo a -

su rama de actividad econ6mica, por el método jer&rquico de Uni6n-Simple, 

se determinan los cúmulos o grupos. 

Se comienza formando grupos con pares de elementos los que poste-

riormente se unen a nuevos elementos o a grupos ya formados, hasta que se 

llega a un s6lo grupo compuesto de todos los elementos. 

Los grupos que se distinguen marcadamente, antes de que se lleguen 

a unir todos (etapa l a la 19) son: 

• Esto habrb que analizarlo cuidado1amente en base a la fuerza de agru
pamiento con la que se unieron eatoa 9rupoa, en COll\paración con el re! 
to. 
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METOOO DE UNIDN SIMPLF. 

ETAPA CUMULO INICIAL CUMULO FINAL FZA AGRUPAMIENTO 

18 '3(.1 2.148267E-•)2 
2 1(1 24 2. 24(1599E-02 
3 7 '.:!(! 3.287578E-02 
4 1 14 3. 373813E-1)2 
5 16 27 .3. 59.3847E-Q2 
6 13 21 3.729735E-02 
7 13 18 3. 848126E-•)2 
8 13 16 3.91)7956E-02 
9 4 31 3. 994072E-•)2 
10 4 1(1 4.042856E-02 
11 4 25 4. 147(126E-02 
12 8 26 4. l 58026E-02 
13 1 5 4. 34481)3E-(12 
14 6 17 4.552141E-02 
15 6 23 4.598829E-O:? 
16 4 13 4.676125F.-02 
17 4 6 .(1512741 
18 1 8 5.331921E-02 
19 1 28 5.371342E-02 
21) 1 4 6.417438E-02 
21 1 29 6.671036E-02 
22 1 3 6.999263E-02 
~3 1 32 7.695156E-02 
24 l 12 • 0782564 
25 l 15 9.561145E-02 
26 l 22 .11)1)6832 
'2.7 1 19 .1107824 
28 1 2 .1158776 
29 1 7 .1364967 
3(1 1 11 .154378 
31 1 9 '2542665 

.TABLA (18) 
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ETAPA PRE-ETAF·A ¡¡ PRE-ETAPA JJ ETAPA 11 SIGUE 

(1 o 7 
2 1) C• 10 
3 o (1 29 
4 C• (1 13 
5 •) (1 8 
6 o o 7 
7 6 1 8 
8 7 5 16 
9 o •) 10 
1(1 9 ., 11 
ll 1 (1 (1 16 
12 1) 1) 18 
13 4 o 18 
14 o o 15 
15 14 (1 17 
16 11 8 17 
17 16 15 .20 
18 13 1: 19 
19 18 1) 2(1 

2c:1 19 17 21 
21 ~·) (1 22 
22 21 1) 23 
~-3 2.2 (1 24 
24 2~ f) 25 
25 24 (1 26 
26 ., •. _.., (• 27 
27 26 (1 28 
28 27 (1 29 
~9 28 3 31) 

3(1 29 o 31 
31 30 (1 o 

i i 

Cont. TABLA (18) 
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1) v7 = u7,120 ¡ este grupo se considera aislado de todos los demas,ya 

que se forma en la etapa 3 y se vuelve a unir hasta la etapa 29. 

2) v13 = n13 .1 21 .118 ,1 30 ,1 16 ,1 27 i este grupo se obtuvo de la unión de 

dos grupos v18= u18 ,1 30 ¡ y v16 = 0 16 ,1 27 ¡ ya formados en etapas -

previas (etapa 1 y etapa 5 respectivamente) y dos nuevos elementos 

113 e 121 " partir de la sexta etapa. 

3) v4 = n4.131 ,I10 ,1 24 ,125 ¡ este grupo se comienza a formar a partir 

de la etapa 2 con 11 10 ,124 ¡ al que se le une en la etapa 10 114,131¡. 

y finalmente el elemento 125 en la etapa ll. 

4) v6 = (1 6,1 17 ,1 23 ¡ este grupo se obtiene de la uni6n del grupo 

v6 = 116,1 17 ¡ (en la etapa 14) con el elemento 123 (en la etapa 15). 

Este grupo puede considerarse como parte de v4 ya que se une a Aste 

en la etapa 17. 

5) v1 = !1 1,1 14 ,1 5,18,126 ,128¡ este grupo se comienza a formar en la -

etapa 4 como v1 = !11 ,1 14¡ a este se le une 15 en la etapa 13, pos

teriormente se le une el grupo obtenido en la etapa 12 •a = !I8,1 26 i 

y finalmente en la etapa 19 se le une 128 . 

Los 10 grupos restantes son de un s6lo elemento, a saber: 

'29"!lz9l• v3=!13l• v32•032l• '12=U1zl• •15=ll15l• '22•!l22l• 

'19º11 19!• Vz=Ozl· •11·{111) y V9•!l9l· 
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Estos grupos se van uniendo al grupo 'l a partir de la etapa 20, de 

ahf la tendencia encadenada del m~todo jerárquico de Uni6n-Simple (ver -

5.5. l). 

Otra forma de determinar la soluci6n es tomando en cuenta que en la 

etapa 16 y 17 se forma un grupo que une a los grupos t 4, , 13 , y t 6 ya d! 

finidos, al que se nombra 14 como sigue: 

Este grupo puede considerarse como "bueno" ya que el grado de disi

militud (fuerza de agrupamiento) con el que se lleva a cabo la uni6n es 

"pequena" dentro del rango que se tiene en el problema, es decir: 

Para v4=t4 U 113 U 16 se tiene un grado de disimilitud de 0.054 -

dentro de un rango de (0.021, 0.254); por lo·tanto, otra soluci6n a es

te problema es con los grupos: 

'1 • II¡ ,I¡4•I5,Ia,I25•I2al • 

14 " ll4,I31 •110•124• 12s• 113•121 •11B• 130• 116'l27• 1&• 117• 123l 

y los 10 grupos de un s61o elemento. 

Se puede observar, que conforme el grupo va creciendo, se van unien 

do todos los elementos restantes, incremenUndose la posibilidad de que 

un elemento individual se una a un grupo preexistente en vez de que hte 

sirva de núcleo a un grupo nuevo. 
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Para analizar la soluci6n que se obtiene por el método jer~rquico • 

de Unión-Exhaustiva se utiliza la Tabla {19) y el dendograma de la Figu

ra (15). 

Los grupos que se distinguen hasta la etapa 20, ya que a partir de 

ahf la fuerza de agrupamiento se comienza a crecer en mayor proporcl6n, 

son: 

1) ~ 7 = (17,120 ¡ este grupo se forma en la etapa 3, se considera aisl! 

do ya que se vuelve a unir hasta el final del proceso con el resto, 

con el mayor grado de disimilitud (.54). 

2) t 4= 11 4,1 31 ,1 10 ,1 24 ,1 25 ¡ este grupo se comienza a formar en la eta· 

pa 2 con !1 10 ,124 ¡ al que se le une 11 4,131 ¡ en la etapa 8 y final· 

mente se le une el elemento 125 en la etapa 13. 

3) •1 • !11.114 ,15,1 8,126 ,1 28¡ este grupo se forma en la etapa 4 con· 

{11,114¡ a éste se le une 15 en la etapa 10, el grupo {18,126 ¡ en· 

la etapa 15 y en la etapa 17 128 . 

4) •13 = fl 13 ,1 21 .116 ,127 ,1 18 ,130 ¡ este grupo se obtiene de la unf6n • 

del grupo 1118 ,130¡ de la etapa 1 con 0 13 ,121 ¡ de la etapa 6 y con 

0 16 ,127 ¡ de la etapa 5. 
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METO DO DE UNION EXHAUSTIVA 

ETAPA CUMULO INICIAL CUMULO FINAL FZA AGRUPAMIENTO 

18 30 2.148267E-02 
2 1<) 24 2.:?40599E-ü2 
3 7 21) 3.287578E-02 
4 l 14 3.373813E-02 
5 16 27 3.593847E-ü2 
6 13 21 3,729735E-02 
7 4 31 3, 994072E-02 
8 4 lC< 4,042856E-02 
9 8 26 4.158026E-02 
10 1 s 4.344B03E-02 
11 6 17 4.5S2141E-02 
12 6 23 4,598829E-02 
13 4 25 4.673235E-02 
14 13 16 4. 727!549E-02 
15 1 8 5,331921E-02 
16 13 18 5.864972E-02 
17 1 28 5.882001E-02 
18 4 6 7.780171E-02 
19 12 13 7.972695E-02 
20 12 32 8.285375E-02 
21 1 15 9.507588E-02 
22 1 3 • 1237679 
23 1 22 .1254316 
24 4 29 .13301 
25 2 19 .1421224 
26 1 2 • 1470325 
27 4 12 .1586859 
28 4 11 • 1909428 
29 l 4 .2163228 
31) 1 9 .278!5187 
31 l 7 .5394737 

TABLA (19) 
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ETAPA PRE-ETAPA ll PRE-ETAPA JJ ETAPA ¡¡ SIGUE 

1) o 16 
2 o (1 8 
e' o (1 31 
4 o 1) 10 
5 (1 (1 14 
6 (• o 14 
7 (1 (1 8 
8 7 2 13 
9 o (1 15 
1(1 4 (1 15 
11 o (1 12 
12 11 (1 18 
13 8 1) 18 
14 6 5 16 
15 1(1 9 17 
16 14 l 19 
17 .l5 o 21 
18 13 12 24 
19 (1 16 20 
20 19 o 27 
21 17 (1 22 
22 21 t) 23 
.23 22 (1 26 
24 18 (1 27 
25 (1 o 26 
26 ~·, 25 29 
':!.7 24 20 :0 
28 27 <) 29 
29 26 28 30 
31) 29 (1 .31 
31 30 3 o 

Cont. TABLA (19) 
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c.on el elemento 123 en las etapas 11 y 12 respectivamente. Este -

grupo posteriormente (etapa 18) se une al grupo , 4• 

6) , 12 = {1 12 ,1 32 ¡ este grupo se forma en la etapa 20, puede conside

rarse como parte del grupo, , 13 ya definido, pero como su uni6n -

con este involucra un grado de disimilitud "alto" (,08) a compara

ci6n con el grado de disimilitud con el que se hicieron las demls 

uniones en este grupo. 

7) ~2 = (12,1 19¡ este grupo se forma en la etapa 25 con el grado de -

disimilitud mayor (.14) al resto de los grupos, puede considerarse 

separado, o bien como parte del grupo 'i definido, ya que se une a 

éste en la etapa siguiente a su formaci6n. 

Por último, se tienen grupos de un s6lo elemento, los cuales se PU! 

den unir a los grupos ya existentes pero con un grado bastante "alto" -

de disimilitud, esto serfa como sigue: 

Grupo: Se une 1: Con grado de disimilitud: 

'1s • 01sl •¡ 0.095 

•3 = 03 } '1 0.124 

'22 • {!22! '1 0.125 

'29 = { 129! •4 0.133 

'11 = !lu l '4 0.191 

'9 • !l9 } '1 0.279 
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No se considera "buena" otra alternativa de agrupamiento ya que cr! 

ce en gran proporciOn el grado de disimilitud (fuerza de agrupamiento) -

al unir algunos de los grupos ya mencionados. 

Se puede observar que en la soluciOn obtenida por el m6todo jerlr

quico de UniOn·EKhaustiva, los grupos que se forman conforme van crecien. 

do parecen alejarse de los elementos' Individuales que no esUn aún agrupa

dos, por lo tanto es tan mis propensos a formar el núcleo de un grupo nuevo -

(ver 5.5.2). 

La soluciOn obtenida por el mftodo jerlrqulco de la Mediana es casi 

la misma que en los dos métodos anteriores (sobre todo en el de UniOn·E! 

haustiva) con diferencia en el comportamiento de los cGmulos o grupos de 

un sólo elemento que se obtienen al final. Esto se ve en la Tabla (20) 

y en el dendograma de la Figura (16). 

Una observaciOn importante acerca de la fuerza de agrupamiento (gr! 

do disimilitud} en este mftodo (en general m6todos de centroide) es que 

hta puede incrementarse o decrementarse de etapa en etapa, lo que orig.! 

na ramas que van en reverSI en su dendogram1. 

Los grupos que forman la solución por el método de la Mediana son -

los siguientes: 

1) , 13 • n13 ,1 16.1 27 .118,130 ,1 21 J este grupo se forma de 11 unien del 

grupo 0 18 ,1 30 ¡ en 11 et1p1 1 con u16,127 1 en la etapa 5 y cori -
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. METODO DF. LA MEDIANA 

ETAPA CUMULO INICIAL CUMULO FINAL FZA AGRUPAMIENTO 

18 3(1 2. 148267E-02 
2 11) 24 2. 240599E-l">2 
3 7 :o 3.287578E-02 
4 l 14 3.373813E-02 
5 16 27 3.593847E-02 
6 16 18 3.045296E-02 
7 13 16 3,154816E-02 
8 1:. 21 2.885306E:-02 
9 4 31 3,994072E-02 
10 4 25 3.411613E-02 
11 8 26 4,158026E-02 
12 l 5 4.378875F.:-02 
13 4 1(1 4. 429911E-02 
14 6 17 4,552141E-02 
15 ( 28 4.627485E-02 
16 1 8 4.4'55839E-02 
17 6 23 .0516081 
18 4 6 5,849897E-02 
19 13 29 6,575731E-02 
20 3 6. 61)(H)64E-02 
21 12 32 8,285375E-02 
22 1 4 9.554992E-02 
23 12 13 9,175914E-02 
24 1 22 9. 661655E-•)2 
25 15 19 .1107824 
26 2 15 .1145349 
27 1 11 . 123807 
28 l 12 .1502028 
29 1 7 .2233815. 
30 2 9 .2296233 
31 1 2 .3491708 

. TABLA (20) 
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ETAPA PRE-ETAPA II PRE-ETAPA JJ ETAPA II SIGUE 

1 o o 6 
2 o o 13 
3 o (1 29 
4 o o 12 
5 o o 6 
6 5 1 7 
7 (1 6 8 
8 7 (1 19 
9 (1 (1 10 
10 9 o 13 
11 o o 16 
12 4 o 15 
13 10 2 18 
14 o o 17 
15 12 o 16 
16 15 11 2(1 
17 14 o 18 
18 13 17 22 
19 9 (1 23 
20 16 (1 22 
21 o o 23 
22 20 18 24 
23 21 19 28 
24 22 (1 27 
25 o o 26 
26 o 215 30 
27 24 (1 28 
29 27 23 29 
29 28 3 31 
30 26 (1 31 
31 29 30 o 

Cont. TABLA (20) 
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2) , 4 • ¡14,131 .1 25 .110 ,124¡ este grupo se fonna de la unian del grupo 

¡110 ,124¡ en la etapa 2 con el grupo ¡1
4

,131 ¡ de la etapa 10 y fi

nalmente el elemento 125 • 

3) , 7 • 0 7,I20 J este grupo como en los m6todos anteriores se conside

ra aislado, ya que se fonna en la etapa 3 y no se vuelve a unir ha! 

ta la etapa 29 con el grupo t 1 con un grado de disimilitud de 0,22. 

4) •1 "_ 0 1.1 14 .1 5.128,18.126¡ este grupo se fonna de la unian de -

o1.114J de la etapa 4 con los elementos {15¡, e ¡128 ¡ de la etapa 

12 y 15 respectivamente y finalmente con el grupo 0 8,126¡ de la -

etapa 11. 

5) t 6 • o 6,\7'I23 ¡ este grupo se forma de la uni6n del grupo ¡16,1 17 ¡ 

de la etapa 14 con el elemento !123¡ en la etapa 17. Este grupo -

puede formar parte del grupo , 4 definido ya que se une a fste en -

la siguiente etapa. 

6) 112 • o12 ,132J este grupo se fonna con un grado de disimilitud de 

0.083 "alto" en la etapa 21, puede fonnar parte del grupo , 13 defi 

nido ya que se une a este en la etapa 23 pero con un grado de dfsi 

mil itud mayor al resto de los elementos de este grupo {0.092), por 

lo que se considera independiente. 
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7) v2 • ¡1 2,1 15 ,1 19¡ es un grupo que se forma de la uni6n del grupo • 

o15 ,I19 J de la etapa 25 con el elemento 11
2
¡ en la etapa 26, con -

un grado de disimilitud mayor a los grupos ya definidos (0.114), 

La soluci6n tiene entonces 12 grupos, de las cuales 5 son grupos -

de un s6lo elemento que si se unen a los grupos ya existentes lo har4n -

con un grado d<: disimil ltud (fuerza de agrupamiento) muy "alto", como s.! 

gue: 

Grupo: Se une a: Con un grado de disimilitud: 

'29 = {129l Vl3 0.065 

•3 = !13 } '1 0.066 

'22 = <122l VI 0.097 

'11 = (111) Y¡ 0.124 

Y9 = (19 } U2 0.230 

Otra alternativa de agrupacl6n no se considera "buena" ya que el • 

grado de disimilitud (fuerza de agrupamiento) conforme se van uniendo los 

grupos se incrementa en mayor proporción. 

Como se puede ver en las secciones anteriores, la solución al pro· 

blema de agrupar las 32 entidades federativas de acuerdo a sus 9 ramas 

de actividad econ6mlca, es casi la misma en los tres ~todos (UniOn·Si!!! 

ple, UnfOn·Exhaustiva y Mediana) con ligeras variaciones. Los tres~

todos coinciden en: 
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, El grupo , 7 = {1 7,1 20 ¡ que se forma en la etapa 3 (de ambos métodos) 

es un grupo a.Js 1 ado. 

• El grupo t 13 = 11 13 ,121 ,1 16 ,127 ,1 18 ,1 301 se forma de la unión de • 

tres grupos es decir: {1 18 ,130 ¡ U !116 ,127 1 U (1 13 ,121!· 

• El grupo t 4 = {14,1 31 ,1 10 ,124 ,125 ¡ se forma de la unión de los gru

pos {110'124 ¡ U ¡ 14,131 J U {l25 J. 

·El grupo 11 = 0 1,1 14 ,15,18,126 ,1 28¡ se fonna de la unión de los • 

grupos 0 1,1 14¡ u 11 5¡ U (18,126 ¡ U {l28 J. 

• El grupo 16 = 11 6,117 ,123 ¡ se fonna de la unión de los grupos 

!16,1 17 ¡ U (1 23 ¡ o bien, puede considerarse como parte del grupo , 4, 

- Los grupos de un sólo elemento son: !129¡, !13¡, !122 1. 1111 ¡ Y Ogl· 

• El grupo que se une con mayor grado de disimilitud (fuerza de agru~ 

pamlento) al grupo final es 19• 

Los tres métodos difieren en: 

• El grupo t 12 • (1 12 ,1321 se fama en el mttodo de UnMn-Exhaustiva 

y en el mftodo de la Median• pero no en el de Unión Simple. Este 

grupo. en ambos casos puede fonnar parte del grupo 113 definido pe

ro con un grado de disimilitud "alto". 

• El grupo 'z se fonna en el mftodo de la Medllna como •2•112,115 .1 19¡, 

en el mAtodo de Unión-Exhaustiva este grupo c1mbl1, es decir ••• 

12 • !l2.1 19J, en el mftodo de Un16n-Simple no se unen estos il•· 
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mentos, sino se tienen como grupos de un s61o elemento. 

- El rango en que se encuentra el grado de dis.imilitud (fuerza de -

agrupamiento) con el que se unen los grupos en los tres mátodos es 

muy diferente, Es decir, para el mátodo de Uni6n Simple su rango 

es (0.021, 0.254) ya que en este caso se toma la m!nima distancia 

entre los elementos que se unen; el mátodo de Uni6n Exhaustiva ti! 

ne un rango de (0.021, 0,539), mayor al anterior por tomar la m!x.!_ 

ma distancia entre los elementos que se unen; el m6todo de la Me

diana tiene un rango intermedio a los dos anteriores que es (0.021, 

0.349) al tomar el punto medio del lado m!s pequeno del tri!ngulo 

que se forma de los dos grupos ya unidos con el que se van a unir. 

- El método de Uni6n Simple forma un s61o grupo en la etapa 17, que 

contiene los grupos , 13 , ~4 • 'i, ~6 (ya definidos), al que en et! 

pas posteriores se le unen los grupos aislados y los de un s61o -

elemento. A esa tendencia a dar cúmulos en forma de serpiente se 

le llama encadenada (ver 5.5.1). Sin embargo, los otros mátodos -

van formando varios grupos que se unen hasta las últimas etapas -

del proceso. 

La soluci6n obtenida por el mátodo jer!rquico de la Mediana es la 

que se tom6 como soluci6n final al problema de agrupar las 32 entida

des federativas, por ser la que menos grupos de un s61o elemento ti! 

ne. 
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7.4 Comentarios Respecto a la Concentrac16n y DhtribuciOn de Activi

dades en M6x i co 

Los grupos o cúmulos obtenidos de alguna manera se pueden asociar -

con la concentraciOn de actividades en diferentes regiones de M6x1co. P! 

'ra ello, resulta de inter6s analizar: 

- La local 1zac16n geogr4fica de estos grupos. 

- Algunos factores demogr4ficos de estos grupos, como son migraci.Q. 

nes, tipo de asentamientos humanos (poblac16n urbana y rural). 

- Relacionar estos grupos con un esquema de desarrollo. 

- Los propOsitos del Plan Nacional de Desarrollo para las entidades 

que forman 1 os grupos obtenidos. 

En las siguientes subsecciones se comentaran estos puntos. 

Los 12 cúmulos obtenidos como soluciOn al problema de agrupar las 

32 entidades federativas de acuerdo a la dhtribuc16n porcentual de 9 

ramas de actividad econ6mica, son los siguientes: 

t 7 • {Chiapas, Oaxaca ¡ 

113 • {{Nayarit, Veracruz}, {Hichoacln, Tabasco}, {Hidalgo, Puebla}} 

14 • {{Durango, San Luis PotosfJ, !Campeche, Vucatlnl, !SinaloaJJ 

11 • {{Aguascalientes, Jalisco), {CoahuilaJ, {Tamaul!pasJ, {Chihu! 

hua, Sonora}} 
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~6 = {{Colfma, MorelosJ, !Qufntana Roo}} 

v12 = {Guerrero, ZacatecasJ 

v2 = ({Baja CalffOrnfa Norte}, (Méxfco, Nuevo Le6nJJ 

t 29 = {Tlaxcalal 

v3 = !Baja Calffornfa Sur! 

v22 = !Querétaro J 

v11 = !Guanajuato} 

• 9 = !Dfstrito Federal} 

Los elerrentos de cada uno de estos grupos tfenen una dfstrfbucf6n 

de actividad econ6mica "muy serrejante" ya que pertenecen a un mismo • 

grupo, 

Los cúmulos o grupos de entidades federativas se representa geogr! 

ficamente en el mapa de la Figura (17), de donde se pueden hacer las s.!_ 

guientes observaciones: 

• El grupo v7 que comprende a Chiapas y Oaxaca se localiza en el sur 

de la República Mexicana, son estados vecinos. 

• El grupo t 13 se localiza en el este de la República Mexicana a ex

cepci6n de Nayarit y Michoac!n que se encuentran hacia el occiden

te. 

• El grupo v4, los estados de Yucat.in y Campeche son vecinos en el • 

sur, asf como en el noroeste Sinaloa y Durango. 

• Las entidades del grupo t 1 se localizan en el norte de la RepOblt· 
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ca Mexicana, a excepci6n de Jalisco que se ubica en la regi6n occi· 

dente. Sonora, Chihuahua y Coahuil a son estados vecinos, as! como 

Aguascalientes y Jalisco. 

• Los estados que pertenecen a los grupos ~6 , ~12 y ~2 tienen una lo

cal i zaci6n geografi ca distante entre si. 

En la econom!a mundial los paises desarrollados son aquellos que las 

actividades primitivas (agricultura, ganader!a, silvicultura, minerfa, • 

caza y pesca) se encuentran mecanizadas y ocupan "menos" mano de obra • 

sin que la producci6n que se obtiene de estas actividades descienda por 

esto. 

Por otro lado, en estos pa !ses la mano de obra se concentra en act.! 

vidades industriales, de comercio y servicios. 

En México una gran parte de la poblaci6n (37% de la poblacidn econ~ 

micamente activa (PEA)) se dedica a la agricultura, ganader!a, silvicult,!!. 

ra y pesca (ll. En algunas entidades federativas estas actividades son • 

preponderantes (m!s de un 50% de su PEA), pero para otros m!s desarroll! 

dos estas actividades pasan a un segundo o tercer ttrmino con respecto a 

las dem!s actividades. 

(1) A estas 5 actividades 1 Agricultura, Ganader!a, Silvicultura, Caza 
y Pesca se incluyen al. referiroe a la Agricultura • 
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En base a esto se propone un esquema sobre el nivel de desarrollo <1> 

en el que se da un orden de importancia a las ramas de actividad econ6· 

mica. Este esquema se aplica a los resultados de agrupar las 32 entid! 

des federativas, para ordenar los grupos obtenidos. 

ESQUEMA DE DESARROLLO 

En este esquema, el grado de importancia de una actividad se mide 

por la proporci6n de la PEA ocupada en dicha actividad. 

Nivel 1: Las actividades preponderantes son la industria y los servi· 

cios en segundo término el comercio, las actividades agrlco

la y de construcci6n son de baja importancia. 

Nivel 2: La industria y los servicios por separado, son del orden de 

importancia de la actividad agrlcola, el comercio y la cons

trucci6n son importantes. 

Nivel 3: Los servicios y el comercio en conjunto, son del orden de i!!! 

portancia de la actividad agrlcola, la industria y la cons·· 

trucci6n son importantes. 

Nivel 4: Un poco menos de la mitad.de la poblaci6n se dedica a la ac

tividad agrlcola, la industria, lÓs servicios y el comercio 

son importantes, 

(1) Este esquema sólo considera ramas de actividad económica cuya po
blaci6n (PEA) sea mayor o igual a un 10\ de la PEA • 
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Nivel 5: Un poco mas de la mitad de la poblaci6n se dedica a la activ.i 

dad agrícola, y el resto a la industria, servicios y comercio. 

Nivel 6: Preponderantemente agr!cola, entre las otras actividades des

tacan los servicios y el comercio. 

Nivel 7: Preponderantemente agrícola, el resto de actividades carece -

de importancia. 

1. 4. J ~l!~!f!m!~~-~!-~~H~~~!LE!~m!!m.~!-~~~!r~ul 

g~g~!i!1~-~!.!!!mr2l l2 

Los 7 niveles del esquema de desarrollo planteado en la secci6n an. 

terior, basicamente corresponden a los grupos de entidades federativas 

que se describen en la secci6n 7.4.1. Esto se comprueba ubicando m4s 

espec!ficamente estos resultados dentro del esquema de la Tabla (21), a 

partir de lo cual se obtienen las siguientes observaciones: 

- En el nivel 1 se puede ubicar al grupo , 2, el cual correspond~ a 

los estados de Baja California Norte, México y Nuevo Le6n; en és

tos, las actividades preponderantes son la Industria y los Servi

cios. Son estados de fuerte atracci6n migratoria [11], cuya pobl! 

ci6n en su mayor parte es urbana [12]. 

- En el nivel 2 se puede ubicar al grupo 'l' con los estados de Agua! 

calientes, Jalisco, Coahuila, Chihuahua, Sonora y Tamaulipas. C.Q. 

mo ya se menc1on6, con excepc16n de Jalisco, son estados del norte 

de la República Mexicana, cuyas actividades preponderantes son la 

agricultura, los servicios y la industria¡ se distinguen por ser 
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•:S: D 

NIVEL GRUP 

•g 
1 '2 2 '1 

'3 3 '6 4 •4 
'zg 

5 '13 6 '12 7 '1 

2 • 3 '11 6 
3 • 4 '22 

E5QUEMA DE DESARROLLO PARA LOS GRUPOS DE ENTIDADES FEDERATIVAS 

(Porcentajes Promedio) 

AGRICOLA SERVICIOS INDUSTRIA COMERCIO CONSTRUCCION MINERA 

10% 12% 22% • 17% 18% 
15% 22% 30% 18% 10% • 
25% 21% 22% 15% 10% • 
27% 25% 10% 17% 10% • 
37% 20% 12% 15% 10% • 
45% 17% 12% 12% • • 
50% 14% 20% • • • 
m 13% 10% 10% • • 
60% 15% • 10% • • 
74% • • • • • 
34% • 15% • 12% 13% 

37% 15% 22% 10% • * 

OTRAS 

21% 
5% 
7%. 

11% 
6% 

14% 
16% 
14% 
15% 
26% 

26% 

16% 

• Actividades poco significativas ya que tienen menos del 10\ de la poblaci5n (PEA) y van •.!!. 
madas en la columna de Otras. 



estados de equilibrio migratorio [11], es decir, sus inmigraciones 

son equivalentes a sus emigraciones, por lo que se consideran est! 

dos estables. La mayor parte de su poblaci6n es urbana [12], 

- En el nivel 3 se ubica el grupo TI6 con Colima, Morelos y Quintana 

Roo. En este nivel comienza a ser importante la actividad agr!co

la; sin embargo, la ~urna de las actividades comerciales y las de -

servicios es del orden de ésta. Son estados con fuerte atracci6n 

migratoria [11]. 

- En el nivel 4 se puede ubicar al grupo TI4, que comprende los esta

dos de Durango, San Luis Potosi, Campeche, YucaUn y Sinaloa. Ca

si la mitad de la poblaci6n (PEA) de estos estados se dedica a la 

actividad agrfcola; sin embargo, los servicios, el comercio y la i.!). 

dustria en conjunto son del orden de importancia de ésta. Campeche 

y Si na loa son estados de equilibrio migratorio; Durango, San Luis P.Q. 

tos! y Yucat&n son de fuerte expulsi6n migratoria [11]. En estos 

estados la mitad de su poblaci6n es urbana y la otra mitad rural (12]. 

- En el nivel 5 se puede clasificar al grupo ~ 13 , con los estados -

de Nayarit, Veracruz, Michoacán, Tabasco, Hidalgo y Puebla. En ei 

tos estados más de la mitad de su poblaci6n (PEA) se dedica a la -

actividad agrfcola y la demás se reparte en el resto de activid! 

des, Veracruz, Mi choacán y Puebla se encuentran en los 5 primeros 

lugares de los estados más poblados [10] dentro de la República M!_ 

xicana. Los estados que pertenecen a este grupo tienen diferente 

categor!a migratoria, es decir: Tabasco es de ddb1l atraccMn -

migratoria; Veracruz es de equilibrio migratorio¡ Puebla y Nayarit 
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son de dAbfl expuls16n; y M1choacln e Hidalgo son estados de fuer

te expulsi6n migratoria [11), Son estados cuya poblaci6n es su -

gran mayo'r!a es rural [12). 

- En el nivel 6 se puede ubicar al grupo , 12 con Guerrero y Zacate

cas. Son estados cuya poblaci6n (PEA) es blsicamente agrfcola, -

aunque los servicios y el comercio son importantes. Son estados 

de expuls16n migratoria [11) y su poblaci6n es casi en su totali

dad rural [12), 

- En el nivel 7 se tiene el grupo , 7, fonnado por los estados de -

Chiapas y Oaxaca, los que son preponderantemente agr!colas sin nin 

guna otra actividad· de importancia. Son estados de fuerte expul

si6n migratoria [11). Cuya poblaci6n casi en su totalidad es ru

ral [12). 

El resto de los grupos son los que comprenden una sola entidad fe

derativa y aunque podrfan clasificarse en alguno de los niveles propuei 

tos, utilizando como base la proporc16n de su PEA dedicada a la agricul 

tura, esta ubicaci6n estarla forzada. Lo anterior se debe a que las prQ_ 

porciones relativas de su PEA muestran peculi1ridades que salen fuera -

del esquema propuesto, ya que este esquema es solamente una conceptual.i 

zaci6n de un continuo de valores de la distribuci6n de actividades que 

se han reducido a 7 niveles. 

En estos niveles fue posible ubic1r a 11 m1yor parte de las entid! 

des federativas, para clasific1r 1 las restantes se requerirla un mayor 

nOmero de niveles y una Jerarqu1uci6n de 1ct1vidades mis completa, por 
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ejemplo, que dé un orden de importancia a las industrias extractivas. 

Los 5 grupos de una sola entidad federativa se han ubicado en la -

Tabla (21) entre dos niveles de los propuestos, pensando que esUn en -

una etapa de transición que podrfa localizarlos en alguno de ellos. La 

única excepción a ésto es el Distrito federal que muestra un comporta-

miento parecido en parte, al grupo del nivel 1, pero con la peculiari-

dad de una alta proporción de su PEA dedicada a la minerfa. En resumen, 

para estos grupos se tiene que: 

- El grupo , 9 que es el Distrito federal cuya actividad principal es 

la industrial y destaca significativamente las actividades mineras 

y de construcción. Es la entidad con más población dentro de la -

República Mexicana (10] y es una entidad de equilibrio migratorio 

(11] cuya población es totalmente urbana. Por su bajo nivel de as_ 

tividad agr!cola este grupo se ha ubicado antes del nivel l. 

- El grupo ~3 que es el estado de Baja California Sur cuyas acti~ld! 

des principales (de igual peso} son la agrfcola y la de servicios; 

es un estado de atracción migratoria [11], cuya población en su m! 

yorfa es urbana (12]. Este grupo podrfa estar en el nivel 2; sin 

embargo, la pequena proporción de PEA dedicada a la industr'ia lo 

situar!an en el nivel 3, por lo tanto, se ha puesto entre dos ni

veles. 

- El grupo 'u es el estado de Guanajuato en el que se destaca asf 

como en el Distrito federal su actividad minera, que en conjunto 

a su actividad Industrial son del orden de su 1ctlvldad agrfcola. · 
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Este estado se encuentra en el 72 1 ugar de mayor poblaci6n en la -

República Mexicana [!O], es una entidad de equilibrio migratorio -

[11], cuya poblaci6n se divide por igual en rural y urbana [12], -

Por sus actividades agrfcola e industrial podrfa ubicarse en el nj_ 

vel 3; sin embargo, las actividades de servicios y de comercio co

rresponden al nivel 7. En forma tentativa se podrfa ubicar entre 

los niveles 3 y 4, o bien, entre los niveles 2 y 3. 

- El grupo ~22 es el estado de Quer~taro, cuya industria y servicios 

en conjunto son del orden de su actividad agrfcola; es un estado -

de d~bil expulsi6n migratoria [11], cuya poblaci6n en su mayorfa -

es urbana. Este grupo tiene una actividad industrial importante; 

sin embargo, la construcci6n, los servicios y el comercio tienen -

niveles bajos. Es de esperarse que este grupo pase al nivel 2, P.Q. 

drfa clasificarse entre los niveles 3 y 4 o bien, entre los nive

les 2y3. 

- El grupo t 29 que es el estado de Tlaxcala, la mitad de su PEA se -

dedica a la actividad agrfcola y tiene una actividad industrial i.!!! 

portante. Es un estado de fuerte expulsidn migratoria [11], cuya 

poblaci6n se divide por igual en rural y urbana [13]. Este grupo 

se clasific6 entre los niveles 4 y 5, aunque su actividad indus

trial lo situarfa en niveles mis altos. 

1.4.4 ~Q~M!\?!_~~r!.!U!!~-~!~!mU!Jl!!!m!!2-112r 

m!~!~.E!~!r!$!~! 

En esta secci6n se buscara una relaciOn de los lineamientos del -
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Plan Nacional de Desarrollo en su parte de Polftica Regional, con los 

resultados obtenidos en el esquema de desarrollo propuesto en la sec

ci6n anterior y asf analizar, las acciones de dicho plan en las activi

dades econ6micas de cada entidad federativa. 

LINEAMIENTOS DEL PLAN NACIONAL DE DESARROLLO 

En la parte de Polftica Regional del Plan Nacional de Desarrollo, 

se aspira a la obtenci6n de un desarrollo estatal integral que incluya 

a la totalidad de las entidades federativas sobre todo a las menos des! 

rrolladas, con la intenci6n de que cuenten con la capacidad econOmica y 

administrativa que les permita alcanzar mayores niveles de bienestar y 

progreso. Algunas de las acciones que se emprenderán para el logro de 

este objetivo, son las siguientes: 

- Desarrollo agrfcola y pesquero en Sonora y Sinaloa que permit1r4n 

sustentar la integracf6n de actividades industriales y de servi

cios. (Nivel 2 y 4). 

- La ampliaciOn de recursos se orientará al desarrollo de la agricul 

tura de temporal, de la explotaci6n forestal y minera, en Chihua

hua, Durango y Zacatecas. También se impulsar! la fruticultura C.Q. 

mo opci6n de creaciOn de empleos. (Niveles 2, 4 y 6). 

- En el noreste existen condiciones de integracf6n favorables dado -

el tamafto econ6rnico de Monterrey y de las potencialidades agrfcolas, 

ganaderas, mineras e industriales de Coahuila. Por lo que resul

ta necesario aprovechar estas perspectivas para la descentraliza

ciOn regional. (Nivel 1 y 2). 
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• Se intensificar& la explotaclOn nacional de recursos pesqueros, mi· 

neros y turfsticos er, las costas de Baja California (Norte y Sur), 

(Nivel 1 y 2). 

• Se racionalizar& el crecimiento urbano de las ciudades del sureste 

afectados por el auge petrolero y se dar& pr.ioridad a la previsi6n · 

de infraestructura, vivienda y servicios. (Niveles 4 y 5), 

• Se fomentar& la integracMn entre las regiones de Nayarit y Oaxaca; 

la integraci6n de circuitos turhticos de los centros 1 la costa, 

c•in el objeto de incrementar la afluencia de visitantes, (Nivel 

2, 3, 5, 6, 7), 

• Manzanillo consolidar! sus funciones comerciales y de servicios CO.!! 

virti~ndose en el puerto principal del centro y occidente del pafs. 

(Nivel 3). 

• Nuevas infraestructuras de transporte y abasto para fomentar la in· 

tegraciOn de Ja11sco y Puebla. (Nivel 2 y 5). 

• Se establecer! una estrategia coman de apoyo a las comunidades cam

pesinas de las sierras de Guerrero y de Oaxaca, tendientes a racio· 

nalizar la explotaci6n de recursos naturales. (Nivel 6 y 7), 

• La reordenaci6n de la zona metropo11tana de la Cd. de Nxico para • 

asegurar un desarrollo regional mis equilibrado. (Nivel 1). 

• Se fomentara el crecimiento de las !ndustrils de bienes de consumo 

tradicional en lreas urbanu que y1 presentan un desarrollo sfgnif! 
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cativo de Guanajuato, Jalisco, Puebla, Tlaxcala y Veracruz. (Nivel 

2 y 5). 

- Se promoverá el desarrollo de los servicios profesionales y tecni

cos en las ciudades medias y ciudades mayores - Guadal ajara, Puebla 

y Monterrey - reforzando el contrapeso de estas ciudades frente a 

la capital. (Nivel 1, 2 y 5). 

- Con el objeto de frenar las migraciones hacia la zona metropolitana 

se buscar! fortalecer las condiciones de desarrollo rural en zonas 

de expulsi6n migratoria. (Nivel !). 

- Se har4 una integraci6n de las econom!as regionales en el occidente 

incorporando e 1 estado de Jalisco con los centros de Aguascalientes 

y San Luis Potosi para aprovechar m4s el puerto de Manzanillo para 

las relaciones con otras regiones y con el exterior. (Nivel 2, 3 y 

4). 

- En la regMn del Golfo se integrarán las econom!as de los puertqs -

con el 4rea de Puebla y Tlaxcala y se reforzar! esta última como ar. 

ticulaci6n estratégica entre la costa y el altiplano. (Nivel 5). 

- Se deber! restringir en forma severa pero selectiva el crecimiento 

de actividades en la ciudad de M4xico. (Nivel 1). 

- Se impulsar! el aprovechamiento de recursos naturales y el desarro

llo agroindustrial en los estados de Hidalgo, M4xico y Morelos, da.!! 

do prioridad a la consolidac16n y desarrollo de cuencas lecheras, -
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la avicultura, producci6n de forrajes, producci6n de hortalizas y -

su industral izaci6n. (Nivel 1, 3 y 5). 

- Se reordenará la urbanizaci6n en la zona metropolitana de la ciudad 

de Mbico y su periferia para albergar en forma adecuada el futuro 

crecimiento demogrHico,para ello, las polfticas de transporte, sue

lo y localizaci6n industrial se considerarán en forma conjunta. (Ni 

vel 1) •. 

- En el Distrito Federal se establecerán medidas que orienten la act.!_ 

vldad industrial en forma selectiva. (Nivel !). 

- En el Distrito Federal se pretende disminuir los altos fndices de -

rezago y pobreza, el crecimiento demogr4flco y las migraciones tra

tando de revertirlos, para lograr un equilibrio en todo el pafs,por 

medio de la descentralizaci6n de la vida nacional. (Nivel !). 

COMENTARIOS 

El esquema de desarrollo propuesto en la secci6n anterior se consi

dera 1 imitado, ya que los datos censales corresponden a una fecha deter

minada y en base a ésto se clasiflc6 a las entidades federativas en los 

diferentes niveles. La obtenci6n de esta informac16n coincide con el -

allo (1982) en que fue propuesto el Plan Nacional de Desarrollo, por lo 

que se pretendi6 buscar una relac16n de este esquema con los lineamien

tos del Plan Nacional de Desarrollo. 

En t~rminos generales, no se considera haber encontrado una rell· 
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ci6n directa entre el nivel de desarrollo de cada entidad federativa con 

las acciones del Plan Nacional de Desarrollo, ya que una misma acción se 

propone para entidades de diferentes niveles o bien, acciones diferentes 

para entidades de un mismo nivel. Sin embargo, en algunos lineamientos 

del Plan Nacional de Desarrollo se proponen para entidades de un mismo -

nivel, como en los siguientes casos: 

- Racionalizar el crecimiento urbano de las ciudades del sureste afes_ 

tadas por el auge petrolero, estas ciudades se localizan en los es- -

tados de los niveles 4 y 5. 

- Se fomentará el crecimiento de las industrias de bienes de consumo 

tradicional en áreas urbanas que presentan desarrollo significati

vo de Guanajuato y Jalisco en el nivel 2; Puebla, Tlaxcala y Vera

cruz en el nivel 5. 

- Frenar las migraciones y reordenar la urbanizaci6n en el Distrito 

Federal y Estado de Mex1co que son entidades que pertenecen al -

nivel !. 

- Integrar las econom!as de los puertos con los estados de Puebla y 
Tl ax ca 1 a, que pertenecen a 1 ni ve 1 5. 
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La dinlmica poblacional se encuentra determinada por la acci6n de -

diversos fen6menos, entre los que destacan los llamados demogrlficos. E! 

tos se constituyen en factores fundamentales del cambio en el tamano y -

composici6n de la poblacian. Un factor de este tipo que ha sido estudi! 

do ampliamente es la mortalidad, ya que esta representa uno de los ele-

mentas prioritarios e indispensables en el conocimiento de la evoluci6n 

poblacional de cualquier pafs. 

Varios estudios han mostrado una estrecha relaci6n entre los indic! 

dores de mortalidad y los del desarrollo econ&nico y social. En esta l! 

nea, la mortalidad infantil se ha identificado como el parlmetro de mayor 

sensibilidad a los cambios socioecon6micos. Por esta raz6n, se compara 

el nivel de desarrollo (ver secci6n 7 .4.3) de los grupos de entidades f! 

derativas propuestos en el esquema de desarrollo por ocupaci6n, con el -

nivel de desarrollo de dichos grupos determinando por su probabilidad -

de muerte infantil <1> 

Cabe mencionar, que los datos de probabilidad de muerte infantil P! 

ra cada entidad federativa [13], son para 1970 ya que no se dispone de -

la informac16n para 1980, en que los datos de poblaci6n por rama de act! 

vidad econ6mica [!O] fueron obtenidos. Por consiguiente, se toma en con 

sideraci6n que en 10 anos el des1rrol lo econ&nico de un cierto estado o 

(1) Defunciones de menorH de un año entre nacido• vivo1 • 
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entidad federativa puede cambiar, aunque es de esperarse que este cambio 

no sea radical. 

La probabilidad de muerte infantil para cada uno de los grupos de -

entidades federativas obtenidos en la secci6n 7 .3 se calcula, consideran 

do su poblaci6n y su tasa de natalidad 11> para el ano de 1970 (14), de_ 

la siguiente manera: 

Sea: PM('k) la probabilidad de muerte infantil para el grupo 'k' 

PM(Ii) la probabilidad de muerte infantil para el estado Ji. 

TN( Ji) tasa de natalidad para el estado 1 i. 

nk número de estados que pertenecen al grupo 'k' 

Pob(li) poblaci6n del estado 11. 

entonces se tiene: nk 
l TN(li) Pob(li) PM(li) 

PM(1k) =~~·..=l ______ _ 

l TN(li) Pob(li) 
i•l 

De 1 o anterior se obtiene: 

PM(,2) = 58.62 

PM(t1) = 58.08 

PM(t 6) = 63.56 

(1) Nacimientos por cada mil babi tantea, 

- 187 -



PM( v4) = 62.09 

PM( v13 ) = 73. 79 

PM( t 12 ) = 65.27 

PM( , 7) = lOl 37 

y para los grupos de una sola entidad federativa se tiene: 

PM(t9) = 54.85 

PM( t 3) = 54. 55 

PM(t11 ) = 65.00 

PM(,22 ) = 69.25 

PM( t 29) = 64. 70 

Con estos datos, se establecen niveles de desarrollo para los gru

pos en base a su probabilidad de muerte infantil, y se comparan con los 

niveles ya propuestos en el esquema de desarrollo de la seccMn 7 .4.3. 

Esto se muestra en la tabla (22), en la que se observa que el nivel de 

desarrollo determinado por la probabilidad de muerte infantil, se inter. 

cambia en pares, con respecto al nivel obtenido de la ocupaci6n de los 

grupos, s6lo el grupo , 7 permanece en el último nivel para ambos casos. 

Como ya se menciono, se puede deber a que en 10 anos el nivel de desa

rrollo para algunos estados ha mejorado, como son los grupos t 2, t 6 y • 

t 13 , ya que de los niveles 2, 4 y 6 en 1970 han pasado a los niveles 1, 

3 y 5 respectivamente, Sin embargo, Asta es s6lo una posible raz6n. 

Los grupos de una sola entidad federativa algunos mejoran su nivel 

como •u Y •22 ; otros permanecen en el mismo nivel •gY t 29 ; y el grupo 
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GRUPO 

~2 

~l 

~6 

~ 4 

~13 

~12 

~7 

~9 

~3 

~11 

•22 

~29 

NIVEL DE DESARROLLO DE LOS GRUPOS POR 

OCUPACION Y POR PROBABILIDAD DE MUERTE INFANTIL 

NIVEL POR NIVEL POR PROBABILIDAD DE 
OCUPACION (1980) MUERTE INFANTIL (1970) 

1 2 

2 1 

3 4 

4 3 

5 6 

6 5 

7 7 

1 1 

2 1 

2-3 o 3-4 4-5 

2-3 o 3-4 5-6 

4 4 

TABLA . (22) 
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13 pasa del nivel l al 2, 

Estos res.ultados son relativos ya que por un lado la poblacf6n por 

rama de actividad se obtiene en una fecha dada (del censo), y los datos 

sobre mortalidad infantil se obtienen en un cierto intervalo de tiempo. 

Sin embargo, el nivel de desarrollo medido por 11 mortalidad Infan

til y el medido por la proporcf6n que representan lu diversas ocupacio

nes, guardan una "buena" congruencfl, l.e., no hay cllllbios radicales. -

Lo anterior da un cierto grado de confianza al uso de la distrlbucMn de 

la ocupaci6n por ramas para detennlnar el nivel de desarrollo de los gr.!! 

pos de entidades. 
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COMENTARIOS Y CONCLUSIONES FINALES 

En este capitulo se dar! un resumen general de los temas desarroll! 

dos en los capitules precedentes, haciendo énfasis en lo logrado, y men

cionando sus limitaciones. También, se proponen temas abiertos a inves

tigaci6n que se desprenden de este trabajo, 

8.1 Comentarios Sobre el Trabajo Realizado 

Como ya se expuso en el transcurso de esta tesis, el problema de cQ 

mulos puede ser resuelto de varias maneras; ya sea usando m6todos propios 

del an!lisis de cúmulos como son los m6todos jer6rquicos, o bien, usando 

técnicas de programación matem!tica. Para poder aplicar estos últimos, 

el problema de cúmulos se plante6 como uno de optimizaci6n. El plantea

miento no es único ya que se puede elegir desde la medida de asoc1aci6n 

que determina el grado de semejanza entre dos Individuos o elementos, -

hasta el criterio que se desea utilizar para encontrar la partici6n 6ptJ. 

ma. 

Debido a lo anterior, se proporcionaron diferentes medidas de aso

ciaci6n y criterios de optimalidad. Cabe mencionar, que aún cuando se -

presentaron medidas y criterios de tipo estadfstico, lstos no se analizan 

con detenimiento, ya que el enfoque de la tesis es mas bien de lnvest1g! 

c16n de Operaci6n que estadfstlco. 



Uno de los objetivos centrales de la tesis fue proporcionar métodos 

de programaci6n matem&tica para resolver el problema de cúmulos; la mee! 

nica de éstos se present6 y se ilustr6 mediante la soluci6n de ejemplos 

sencillos, Se coment6 el hecho de que el tamaño del problema de cúmulos 

crece aceleradamente conforme aumenta el número de elementos que se de

sea agrupar, sobre todo en los mAtodos de Enumeraci6n Exhaustiva, Progr! 

maci6n Din4mfca y Ramfficaci6n y Acotamiento. Debido a lo anterior, los 

problemas de interAs pr!ctico deben ser resueltos con la ayuda de un CO!!! 

putador, ya que es pr!cticamente imposible resolverlos "a mano"; inclu-

so, se encuentran problemas considerables para su soluci6n con microcom

putadoras personales. 

Para ilustrar la utilidad del anAlisis de ctlmulos, se decidi6 resol 

ver un problema pr4ctfco¡ sin embargo, la ut11fzaci6n de un método de op_ 

tfmfzacf6n requiere del uso de paqueterfa, de la que la autora no pudo -

disponer, o bfen, de un esfuerzo de programacf6n que iba mas all! de los 

objetivos de esta tesis. Debido a lo anterior, se opt6 por utilizar un 

m6todo heurfstfco, el presentado en este trabajo como m6todo jer!rqufco. 

Otra raz6n por la que se decfdf6 programar un algoritmo para mAto

dos jerlrquicos fue, el que es posible programarlos para ser usado en m! 

crocomputadores personales, ya que htos tienen suficiente capacidad pa

ra manejar el problema jerlrquico. 

Usando el algoritmo programado se resolvfO una ap11caci0n, en la -

que se busca agrupar las 32 entfd1des federativas de la RepObl fea Mexfc! 
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na de acuerdo a' la ocupación de sus habitantes, por rama de actividad -

económica. Se presenta un esquema de desarrollo basado en la importan-

cia relativa de las distintas ramas de actividad, se compara con un es

quema comúnmente aceptado, basado en la mortalidad infantil, y por últi

mo, se clasifican los ·grupos obtenidos del análisis en base a ~ste. Lo 

anterior, parece a la autora ser de utilidad, ya que permite asignar a -

cada grupo un nivel de desarrollo. 

8.2 Posibles Extensiones del Trabajo Realizado 

De lo expuesto en este trabajo, es evidente que el problema de agr.!!_ 

pamiento es sumamente complejo; aún t~cnicas aparentemente "bien establ! 

cidas", como el an41isis de cúmulos, presentan un sinnúmero de alternat.!_ 

·vas y problemas aún no resueltos. Debido a e~to, no es diffcil mencio

nar temas de investigación sobre este problema. A continuación se enum! 

ran s61 o unos cuantos problemas, que están fnt imamente re 1 acionados con 

este trabajo y que no fueron resueltos en el mismo, ya que aqul sólo se 

pretendió sentar las bases para iniciar investigaciones futuras en una -

faceta del problema; su solución utilizando programación matemltica. 

As! pues, se pueden mencionar como posibles temas de investigación 

futura, los siguientes: 

- Desarrollar un an4lisis m4s exhaustivo del comportamiento de las V! 

riables que definen a los elementos en el problema de cúmulos, ya -

que en este trabajo sólo se consideraron variables cuantitativas y 

continuas. 
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• Dar un enfoque estad!stlco al an!lfsis de cúmulos. Como por ejem

plo; obtener funciones de distribuci6n para los grupos y hacer pru! 

bes de hfp6tesis que comprueben que un elemento dado, pertenece a 

un cierto grupo. 

- Hacer una comparaci6n pr!ctica de diferentes algoritmos para resol

ver el problema de cúmulos, y decidir por ejemplo cúal es el m!s ef! 

ciente, el m!s r!pfdo (en computadora), el que util Iza menos memo

ria, etc. 

- Utilfzar diferentes medidas de asoc1acl6n que determinen el grado -

de semejanza entre los elementos a agrupar, y asf, analizar y comp.! 

rar los diferentes agrupamientos que se obtuvieran como resultado • 
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ANEXO A 

La general izaci6n del comportamiento de 1 as funciones de distancia 

para p dimensiones es el siguiente: 

Todo vector Xi en RP puede expresarse en término de una base, Sea 

a•{e1,e2, .. .,ep¡ una base de RP a la que se le llama Can6nica, cuando -

sus vectores son definidos: 

e1 = (l,0,0, ... ,O) 

e2 = (0,1,0,. • .,0) 

ek = (0,0,. . .,0,1,0,. .. ,O) 
k-ésimo 

ep = (0,0, ... ,O,l) 

tales vectores son 1 inealmente independientes y son unitarios 

( lei 1 = l "I' 1), por lo tanto a={ei J j=l es un conjunto de vectores .ortJ!. 

normales. 

Por lo tanto, todo vector Xi e RP se puede expresar en ténninos de 

la Base Canónica a, es decir 

Al rotarse Xi, su sistema de referencia cambia, por lo que cambia -

de Base x¡ denota el vector. rotado que se detennina por una base 

a'•(ek} ~.1 fonnada de vectores ortononnales {e'k}k representarl un s1! 
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tema de referencias nuevo, que se origin6 de la rotaci6n del sistema or.i 

ginal un 4ngulo ~. 

En la Figura (18) se observa que Xi equivale a Xj pero en diferen

tes sistemas de refencias. 

Por lo tanto Xi' = r Xk' i e' 
k•l k 

Como se dijo, Xi=Xj pero con diferentes sistemas de referencias. 

Por lo tanto k Xki ek = k Xki ek 

~ Xki ek e~ • k Xki ek e~ 

_, ~ Xki ek • e~ = X~i 

k = l 

k - l 

.. X~i • ~ [e~ • ek] Xki "I" t=l,. • .,p 
k•l 

eÍ •e2 ... e¡ •epj 

ez•e2 ... ez·ep . . . . 
e~ ·e2 ... e~ •ep 

~ ser4 entonces la matriz de Rotaci6n en un espacio p-dimensional. 

En tlrminos generales la Rotaci6n es una transformaci6n rfg1da ya 

que preserva la Distancia Euclidiana (norma i 2). 
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OFERENTES SISTEMAS DE REFERENCIAS PARA UN MISMO VECTOR 

e2 

Figura ~B 



Para las otras normas no se puede decir nada, s6lo que dependen del 

4ngulo ~ de Rotación. 
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ANEXO B 

Para un problema mas general, una métrica apropiada corresponde a • 

la que transforma las variables a no correlacionadas y de igual varianza, 

es decir, mapear la matriz de varianza covarianza a la matriz identidad, 

Sea la matriz de varianza covarianza: 

s = l 
n 

n • • T 
l (Xi·X) (Xi·X) 

i=l 

• 1 n 
X = - l Xi 

n i=l 

Se desea una matriz de transformaci6n W (de pesos) tal que: 

s JL, l 

Si vi=wxi su matriz de varianza covarianza para Vi es wsll•r. 

Las transformaciones que obtienen variables no correlacionadas 'son 

- las que diagonal izan la matriz de varianza covarianza. 

Si Xj=$TXi cuya matriz de varianza covarianza (sim4trica) sera • 

$TS$ =A= diag(>.1, ... ,>.p) donde $Tes la matriz de transformaci~n • 

ortonormal (ortogonales y unitarios). 

.. 
Oespu4s de una transformaci6n ortonormal, las varianzas de las VI· 

riables que describen a los. elementos estan dadas por los valores caras_ 

terfsticos ( >.1 .. , >.P), 
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Para que dichas variables tengan igual varianza sólo se necesita -

una transformación que reescale A-l/2 matriz diagonal con Ai -l/2 como -

el i-ésimo elemento diagonal. 

En conclusión, A-112 es una transformaci6n ortonormal 'blanca' ya 

que en primer lugar rota las coordenadas de la matriz de varianza cova

ria_nza de las variables para obtener la matriz diagonal de var-cov y -

luego escalar dichas coordenadas y obtener la matriz identidad: 

1) x; = .r x S _, / S ~ • A 

2) Y' • A-l/2 X! , A .,, A-l/2 A A-l/2 • 1 
i 1 

La transformaci6n combinada es: 

Y • A-l/Z ~T X • WX 
i i i 

donde W es la matriz de 'peso', la métrica generalizada en el espacio de 

Xi corresponde a la métrica Euclidiana en el espacio de Y i y es una med! 

d1 apropiada de distancia para agrupar 

2 2 dz (Y1'Yj). dz (W xi.w Xj) 

• (W(Xi-Xj)) T W(Xi-XJ) 

T T 
.-• (Xi-9 W W(Xi-Xj) 

La matriz wT w = Q de lo que se deduce lo siguiente: 
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Q es la inversa de la matriz de varianza covarianza, por lo que -

la mHrica de Mahalanobis para x1 y Xj es: 
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ANEXO C 

Demostraci6n de la igualdad entre las siguientes medidas de asocfa-

ci6n: 

nk nk 1 T 
_L r r d2(x X ) = - \' j' (X X ) (X X ) 
2nk i~l j~l i' j 2nk l' J i" j i" j 

Si 

entonces se tiene: 

T T -k T (j' T¡ "k . t [Xi xi - xi X ] • t xi xi - T xi X 

por fo tanto: 

Por otro 1 ado: 

nk 2 "k nk -k T "k r d (Xi ,Xi) e I (Xi-X ) (XrX ) 
1=1 i•l 
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Por lo tanto: 

lo que significa que: 
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ANEXO O 

PROGRAMAS COMPUTACIONALES 

0.1 Programa que calcula la matriz de Disimilitud. 

O. 2 Programa para H~todos Jer!rquicos • 
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10 REM 
:o REM 
30 RF.M 11-iltHH1+1H•- PROüRríMP1 QUE CALCULA LA MATRIZ OE DISIMILITUD ***11-**•• 
40 REM 
50 REM 
60 REM 
7<l REM 
80 REM LECTURA DE 'IAR 1 ARLES Y ELE~IEMTOS 
90 REM 
100 REM 
110 DIM Y<50,::0l ,X<5(•,~0) 1 EH5t)>,D<50,50>,S<50,50>,T<50l 
120 DIM R<50> 1 TT(50> ,RfH50l ,INV(20,.:?0> 
130 OPEN llJ 0

1 ft2,"B:OAT" 
140 PRINT " f, VARS, f, ELE.MS" 
150 INPUT f1,N 
160 FOR 1•1 TO N 
170 S(ll=O 
180 FOR J=l TO 11 
190 INPUT f12 Y<l,.ll 
200 8 CI l=S<l) +Y(! ,J) 
210 NF.XT J 
22(1 FOR J= 1 TO M 
230 X<l,Jl=-=Y<t 1 J)/5(1) 
2•ll) NEXT ,J, I 
250 REM 
::!6fl REM ELECC 1 ON DE LA MEO IDA DE ASOC l AC 1 otJ 
270 REM 
280 REM 
290 PRINT 
~(J(> PRINT 
?.10 PRINT "DlSTAMC!A EUCLIDIANA <.-1 l" . 
32<."l PRINT 
330 PRHff "COEFICIEtHE DE CORR!.::lr'4Clot·I cr1'" 
340 F'RINT 
350 PRJNT 11 METRICA DF. MAHALANOBtS C t)., 
360 PRINT 
370 INPUT MA 
380 IF MA>=O GOTO 53(> 
390 REM 
4(10 REM •••*** CALCUl.O DE LA DISTANCIA EUCLtOIANA •11-*** 
410 REM 
421) OPEN "O" ,ftl, "0: MAT 11 

431) FOR K=-2 TO N 
440 FOR l•l TO K-1 
45(1 T=O 
460 FOR J•I TO M 
47(1 TaT+<XCK,J)-X(l,J))"'~ 
480 NEXT J 
490 0(K,Il=T,.·.5 
50(.1 PRINT f"l,0(1(,l) 
510 NEXT I ,K 
520 GOTO 1131) 
530 I F MA= 1 GOTO 930 
540 REM 
550 REM 
56ü REM 
570 REM 
591) REM 
590 REM 
ÓÓL) RF.M 
610 REM 



620 REM 
630 REM 
640 REM 
MIO REM 
66•) REM 
670 REM *"**" CALCUl.O DEL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL ••••• 
680 REM 
690 REM 
700 REM 
110 oPEN "º" ,r.1 11 e1 MAT 11 

720 FOR K•2 TO N 
730 FOR l•I 'TO K-1 
741) SCK,l>•O 
75(1 T (l(l •O 
760 R(l)•O 
770 FOR J•l TO 11 
780 S<K,l)mS<K,ll+V<K,J>•V<l,Jl 
790 T<K>• TCK)+VCK,J)A2 
8(•0 R <I > •R ( 1) +V ( I, ,J> "'2 
810 NEXT J 
820 TT (K) aT(K) A, 5 
930 RR<ll+R(!)A.~ 
840 D<K,I>•SU;,Ill(TT(Kl•RR<lll 
850 PRINT t,l ,DCK,I> 
960 NEXT 1 ,K 
970 GOTO 1130 
sen REM 
890 REM 
900 REM ••H• CALCULO DE LA METR 1 CA DE MAHALANOB 1 S ••••• 
910 REM 
920 REM 
930 OPEN "l 11 ,t1~ 1 °D1IMV" 
940 REM 
950 REM LECTllRA DE LA MATRIZ INVERSA 
960 REM 
97(1 PRINT "LECTURA DE LA MATRIZ SINGULAR INVERSA" 
980 PRINT "DE VARIANZA COVARIANZA POR RENGLON" 
990 FOR J•I TO 11 
1000 FOR L•l TO M 
1010 INPUT t12, INV(J ,L> 
1020 NEXT L,J 
10~0 OPEM º0 11 ,ft!, 11 B1MAP' 
104(1 FOR K•~ TO N 
l05c' FOR I•l TO K-1 
1•)60 DO<, I>1110 
ICl70 FOR J~ 1 TO M 
1080 FOR L•l TO M 
1090 O IK,J) •D<K, 1 l +<X <K ,L>-X ( ! ,L> l •INV<J ,L> •(X CK,J>-X (l 9J)) 
1100 NEXT L ,J 
1110 PRINT t.l,D<K,I> 
1120 NEXT 1,K 
1130 STOP 
1140 END 



10 REM 
¡>O -REM 
30 REM ·it**** PROGRAMA PARA RESOL\JER CUMUl.OS JERARQUir::DG M-H** 
40 REM 
50 REM 
60 DIM X (2775), TITLE (20>, IT (50) ,JJ <50), IL(5(1l ,SSC50> ,JL (50) 
70 OIM MEXTC50) ,NEARC50) ,SREFC5(1) ,F'IST<50) ,LLAST<50) 
80 LIMIT=:?775 
90 PRINT "DE EL TITULO DEL PROBLEMA" 
100 1 NPUT TI TLE$ 
110' PRINT 11 DE LAS 1JARIABLES NE, IGIGN,NTSV,NTIN, INOPT 11 

120 INPUT NE, ISIGN,NTSV,NTIN, INOPT 
130 PRINT TlTLEi 
140 PRlNT 11 NE= 11 NE, 11 lSIGNi=t 11 1SIGN 1 "NTSV= 11 NTSV 1

11 NTIN= 11 NTIN, u INOPT1111 11 INOPT 
150 REM LECTURA DE LA MATRIZ DE SIMILITUD 
1 óO GOSUB 2:!.0 
170 REM Ll STO PARA AGRUPAR 
180 GOSUB 930 
190 END 
200 RETURN 
210 REM 
220 REM 
2:::0 REM *** SUBRUT l NA DE LECTURA *** 
240 REM 
250 REM 
261) OPEN "I 11 ,f1NTIN, 11 EtzMAT" 
270 IOPT=INOPT 
280 IF IOPT<=O GOTO •110 
290 REM LECTURA DE LA MATRIZ DE SIMILITUD EN BLOCKS 
300 FIRST=I 
310 LAST=IOPT 
320 FOR l=FIRST TO U~3T 
33•) INPUT t1NTIN, X< 1) 

.340 NEXT 1 
350 REM USE EL FIN DEL DISCO CONO FIN DE LA MATRIZ DE SIMILITUD 
360 IF EOFCNTIN>THEN 530 
370 FIRGT=FlRST+lOPT 
3BO LAST=LAST+IOPT 
390 GDTO '32t:1 
400 REM LECTURA DE LA MATRIZ DE SIMILITUD COMO MATRIZ TRIANG INF 
410 FIRST~! 
420 LAST=l 
4:30 FOR K=2 TO NE 
440 FOR I=FIRST TO LAST 
450 IF EOF <NTIN) THEN 650 
460 INPUT t•NTIN,X <1> 
470 NEXT 1 
4130 F l RST::sLAST + 1 
49(1 LAST=LAST +I( 
500 NEXT K 
510 REM PAGO DEL EOF 
521) IF NOT EOF CNTIN) THEN b7í.1 
530 RETURN 
540 REM 
550 REM 
560 REM 
57(• REM 
580 REM 
590 REM 
600 REM 
610 REM 



á:!O REM 
630 REM MENSAJES DE ERROR 
640 REM 
650 PRINT "SE ENCONTRO EOF CUANDO NINGUNO SE ESPERABA" 
660 GOTO 680 
670 PRINT "NO HAY EOF CUANDO SE ESPERABA UNO" 
680 PRINT K,FIRST,LAST,Z 
690 FOR 1•F1 RST TO LAST 
700 PR!NT X ( I> 
710 NEXT 1 
no END 
730 REM 
740 REM 
75•) REM 
760 REM 
770 REM 
70(1 REM 
790 REM 
800 REM 
810 REM 
820 REM 
830 REM 

... SUBRUTINA DE AGRUPAMIENTO 

840 REM 
850 REM 
86(1 REM 
87C1 REM 
880 REM 
890 REM 
900 REM 
910 REM 
920 REM 
930 PRINT 
940 PRINT 

"DE EL METDDO QUE DESEE LIT I L IZAR 1 11 

950 PRINT " 
960 PRINT 
970 INPUT MET 

1 SIMPLE-L!Ni(" 
2 COMPLETE-LINK" 

MEDIAN" 

*** 

980 REM INICIAL!ZAC!ON DE VARIABLES Y CONSTANTES 
990 NCL=NE 
\000 K=l 
1010 S!GN=lSIGN 
1020 BIG=SIGN•tE+3ú 
1030 REM INICIAL! ZACION DE ARREGl.OS 
1040 FOR J=l TO NE 
1050 LLAST (J) =O 
1060 MEXT<J>=O 
107•) PISTCll)=J 
108•) SREF CJ > •B!G 
1090 NEXT 
1100 llF.M 
1110 REM 
1120 REM 
1130 REM 
1140 REl't 
115•) REM 
1160 REl't ENCONTRAR LA ENTRADA EXTREMA EN CADA RENGLDN" 
1170 REl't 
1180 REl't 
1190 L=O 
1200 FOR 1•2 TO NE 
1210 11•1-1 
1220 FOR J=l TO 11 
1230 L•L+l 
1240 REMEN EFECTO X(Ll=XCl,Jl 
12!0 IFCCXCLl-SREF<t»•SIGNl>O GOTO 1280 
1260 NEAR ( Il •J 
1270 SREF < 1 l •X <L> 



1280 NEXT J, l 
1290 REM 
1300 REM 
1310 REM 
1?-20 REM 
1330 RF.M 
1340 .REM CICLO PRHICIPAL , ENCUENTRA EL VALOR EXTREMO ENEL ARREGLO SREF 
1350 REM 
1360 REM 
1370 REM 
1380 SREFX=BIG 
1390 FOR 1 =: TO NCL 
140C1 LISTl=PIST C 1> 
1410 IF C CSREFCL!STll-SREFXl•SIGNl>O GOTO 1450 
1420 IREF=I 
1430 LREF=LISTI 
144(1 SREFX=SREFCL!ST!l 
1450 NEXT 1 
1460 REM 
1470 REM 
1480 REM 
1490 REM LREF ES EL NUMERO DE RENGLON QUE CONTIENE LA ENTRADA EXTREMA EN S 
1sc10 REM 
1510 REM 
1520 NREF=NEAR CLREFl 
1530 REM SE GENERAN LOS DATOS PARA EL l\RBOL 
1540 11 n:> =NREF 
155(1 J,l n: P=LPEF' 
1560 SS CIO =SRE:FX 
1570 I L (K l =LLAST (NREr> 
1580 JLCKl=LLAST<LREFl 
1590 L.LAST C NREF l =i( 
1600 IF IL(~'.)=0 GDTO lf130 
1610 !U'..= IL 00 
1620 t·IEXT C IL~l =I< 
16?.0 IF JL (1() ==O GOTO t 660 
1641) Jl.l<=JL 00 
1650 ME.'<T CJU~> =~~ 
1660 1.:=KH 
1670 REM 
1681) REM 
169•) REM TERMINA SI SE HAN HECHO N-1 NEZCLAS 
1700 REM 
171() IF K=NE GOTO 11360 
1720 REM DATOS PARA EL CICLO SIGUIENTF: 
1730 NCL 02 NCL-1 
1740 IF IREF>NCL GDTD 1790 
1750 FOR l=IREF TO NCL 
1760 PISTCll=PISTCl+ll 
1770 NEXT 1 
1780 REM DATOS PARA EL SIGUIENTE CICLO 
1790 GDSUE1 2~~_$(.1 

1800 GOTO 1380 
1810 REM TERMINA EL AGRUF'Al11ENTIJ 
1 llZO r<EM SE GUARDAM LOS RESUL TACOS COMO SE DESEE 
1830 IF MET=l THEN LPr<INT METODD IJE UNION SIMPLE" 
1840 IF MET•2 THEN LPRINT " METODO DE UNION EXAHUSTIVA" 
1850 IF MET=3 THEN L.PRINT " METODO DE LA MEDIANA" 
1860 K=K-1 
1870 IF NTSV<•O THEN RETURN 
1EJ80 LPRINT" ",TITl.Et; 
1890 LPRINT 
1900 LPRINT 
19ll) LPRINT 
1920 LF'RINT " ETAPA CUMULO INICIAL CUMULO F JNAL FZA ·AClRUP" 
1930 LPRINT 



1940 LPRINT 
1950 FDR I•l TD 1( 
1960 LPRINT 11 11 ,I,II<I>,JJ(I>,SS<I) 
1970 NEXT 1 
198c1 LPRINT CHR•<12) 
1990 LPRINT 
2000 LPRINT " ETAPA PR·E-ETAPA 11 PRE-ETAPA JJ ETAPA 1 I SIGUE" 
2010 LPRINT 
2020 LPRINT 
2030 FDR l•I TD K 
2040 LPRINT" ",1,IL<l>,JLCll,MEXT<I> 
20!50 NEXT 1 
201>0 RETURN 
2q10 REH 
2090 REH 
2090 REH 
2100 REM 
2110 REM 
2120 REH 
2130 REM 
2140 REH 
21!50 REH •H SUBRUTINA CON METDDOS DE AGRUPAMIENTO •H 
2160 REH 
2170 REH 
21GO REM 
2190 REM 
2200 REM 
2210 REH 
2220 REM 
2230 1 F MET::::r 1 GOTO 2260 
2240 !F MET•2 GOTO 2880 
2~~0 IF MET=3 GOTO 3380 
2260 REM INICIAL!ZACION 
2270 81Gi=SIGN•1E+30 
2280 REM UPDATE FOR NEXT RDUNO 
2290 FOR J•I TO NCL 
2300 l=PIST (J) 
2310 JF I•NREF GOTO 2850 
2320 1 F I>LREF GOTD 23!50 
2330 LL=-< ILREF-l>•<LREF-2) )/2+1 
~340 GDTO 2360 
2351) LL•< II-l>•<t-2> )/2+LREF 
2360 1 F I>NREF GOTO 2390 
2370 LN• C <NREF-ll • CNREF-2>) /2+1 
2380 GOTO 24(10 
2390 LN• < <1-ll • C 1-2) > /2+NREF 
2400 IF CCXCLL>-XCLNl>•SIGN»•O GOTO 2690 
2410 X <LNl •X <LL> 
2420 IF 1 >NREF GOTO 2490 
2430 REH 1 < •NREF 
2440 REPI CHECAR SI SCLNl TINE MEJOR VALOR QUE SREFCNREFl 
24!50 IF ((X (LN>-SREF <NREF)) •SIGN»O BOTO 29!50 
2460 NEAR <NREF> •! 
2470 SREF<NREF>•X<LN> 
2480 GCTD 28!50 
:.!490 IF I>LREF GOTO 2820 
2!500 REPI 
2!510 REM 
2!520 REl'I 
2!530 REl'I 
2!540 REl'I 
2!5!50 REM 1 >NREF ANO I< LREF 
2!5•0 REl'I 
2!570 REH 
2~110 REl'I CHECAR SI X<LN> TIENE l'IEJDR VALDll c:IUE SREF<ll 
::?!590 REl'I 



2600 REM 
2610 REM 
2620 REM 
2630 REM 
2640 IF ((X(LN>-SREF<I>>•SIGNl>=O GOTO 2850 
2650 SREF ( 1) =X <LN> 
2660 NEAR ( I> =NREF 
2670 GOTO 2850 
2680 !F l<LREF GOTO c85(1 
2690 REM 
2700 REM 
:1710 REM 1 AREF 
:?7~0 REM 
2730 REM 
2740 REM ACTUAL! ZAR EL ARREGLO CON ELEMENTO EXTREMO LREF 
2750 REM 
2760 REM 
2770 REM 
2780 REM 
2790 REM 
280(1 REM 
2810 REM 
~820 I F NEAR C I > < >LREF GOTO 2850 
2830 NEAR ( 1 > =NREF 
2840 SREF < I) =)( <LN> 
2850 NEXT J 
2860 RETURN 
2870 REM 
2880 REM IN!CIALIZACIDN 
2890 REM 
z~100 DIG=SIGN• 1E+30 
2910 FOR J=l TO NCL 
2920 I=PIST(J) 
'.;!93t) I F J =NREF GOTO 304(1 
2940 l F I>NREF GOTO 2970 
2950 LL•«LREF-l>•<LREF-2> )/2tl 
29ó0 GOTO 298(1 
2970 LL= C < I-1) • <I-2> > /2+LREF 
2980 1 F . I>NREF GOTO 301 O 
2990 LN=C<NREF-l>•<NREF-2>>12+1 
3000 GOTO 31)20 
3010 LN=< (l-1)•(1-2> )/~+NREF 
3020 IF C<X<LL>-X<LN»•SIGN><=O GOTD 3040 
3030 X (LN> =X !LL> 
3040 NEXT J 
30:50 REM 

·.,. 

3060 F<EM SI EL ELEM EXTREMO EN EL RENGLDN 1 FUE TAl'1B!EN LREF O NREF' ES'· 
3070 REM NECESARIO ENCONTRAR UN ELEM EXTREMO NUEVO SIN CONSIDERAR •LOB 
3080 REl'1 RENGLONES ANTEF<IORES A NREF 
3¡l90 REM 
3'100 REM 
3110 FOR J•l TO NCL 
3120 I=PIST(J) 
3130 IF l•NREF GOTO 3150 
3140 NEXT J 
3150 IF J•l GOTO 3280 
3160 SREF<I>•BIG 
3170 .ll•J-1 
3180 FOR L•I TO JI 
3190 LISTL•PIST <L> 
3200 1 F 1 >L l STL GOTO ~230 
3210 LL• ( (LISTL-1> • <LISTL-2> >12+1 
3220 SOTO 3240 
32:10 LL•<CI-l>•Cl-2))/2+LISTL 
3240 IF ((X (LL>-SREF(I) l*BIGm >•O GOTO 3270 
3~!!0 NEAR ( 1 > •L ISTL 



3260 SREF C I) •X CLL> 
3270 NEXT L 
3200 J•J+l 
3290 IF J >NCL THEN RETURN 
3300 IQPIST (J) 

3310 IF NEARCl>=LREF OR NEARCI>•NREF GOTO 3160 
3320 GOTO 3280 
3330 RETURN 
3380 REl'I INICIALIZACION 
3430 131G•SICJN•1E+30 
3440 RF.M 
34!50 REl'I 
3460 REM DATOS PARA LA VUELTA SIGUIENTE 
3470 REl'I 
3400 REl'I 
3490 1 F LREF >NREF GOTO 3!520 
3!500 LEIET• < <NREF-1>•<NREF-2>>12+LREF 
3!510 GOTO 3!530 
3!5W LBET• C (LREF-1 > • CLREF-2> l /2+NREF 
3!530 FOR J• 1 TO NCL 
3!540 l•PIST <J> 
3!5!50 IF l•NREF GOTO 36!50 
3!560 1 F 1 >LREF GOTO 3!590 
3570 LL•«LREF-1l•CLREF-2l>n+I 
3SBO GOTO :0:600 
3590 LL= (( l-1 l • C l-2>) /2+LREF 
3600 1 F 1 >NREF GOTO 3630 
3610 LN•«NREF-ll•CNREF-2))/2+1 
3620 GOTO 3640 
3630 LN=C< 1-1 >• Cl-2)) 12+NREF 
3640 X <Ull • C X CLN) +X CLU l 12-X CLBET> /4 
36150 NEXT J 
3660• FOR J• 1 TO NCL 
367Ct IQPIST CJ) 
3680 1 F l •NAEF GOTO 3700 
3690 NF.XT J 
3700 IF J•l GOTO JEl3í.t 
3710 SREF(l):aBIG 
3720 JlaJ-1 
3730 FOR L•I TO J 1 
3740 LISTL•PISTCL> 
37!50 IF l>LISTL GOTO 3780 
3760 LLQ( CL!STL-ll•<LISTL-2> >n+I 
3770 GDTO 3790 
3780 LL•<<I-l>•<I-2>1/~+LtSTL 
3790 IF ((XCLU-SREFCl))•SIGN»•O GOTO 3820 
3900 NEAR<l>•LISTL 
3010 SREFC l>•XCLL> 
:::B20 NEXT L 
3930 J•J+l 
:::B4Q 1 F J >llCL THEN RETURN 
39!50 l•P!ST CJ > 
3960 1 F NEAR C l l •LREF OR NEAR <1) •NREF GOTO 371 O 
3970 GOTO 3B3<J 
3880 AETUFlN 
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