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' ' . ' .. ·',: : .. ··.···· 

·~na.·.···C:omparac •. i.Oh·•••de •. i·os:•·m~:l:odos .. ·est~dfst·réci~·· 
qlJe para eÍ'.a11.~i isisde fablas ele. doGf~~rit~ada una 
pór celda existen.·· . ·. · .. · · . ·. · 

. Se espera qÚe sea úti 1 paraiJoda~: élqué'I las pe~sonas; que s~ enfrel1 
ten, con este tema~ múy ·en.•particular, ·para·· ·1,os 'estüdi.atjtes.·qU~ de: 
seer{ \ler un Poco más. "a fóndo''c; el tema.: de 1 ;') , i ~teracc i Ón . . . .. 
b-'~·a~>de ... ·:d.ó~-~ ~ .'.e_nt·r~~·~· · ·· .. --. 

El.contenido del ~apft1Jlo es;: una ,.evisi611 ge~tiral;d;./ 
ta dos. más ... importantes' ,que pt1ra. rn<ldel os de rango;ócimpleto. e .íni:;orn'"'.~ .• 
¡)feto e~i ste. · · · ·.· , · .· ·.· · .· · ·· ·· ·.•. . . 

. •,,E 1 •. ~apftu ltl· ··11 pr¡;i~enta. hi ~eorfa de 16~·· ~odel.oá dé .. rango i ncoll)p l.!:_•.• 
.to para datós con dos criterios de clasifjc;acicSn coriul'la y con\'a--
,r i as observac.i ones por e~ Ida; 

El ~apftulo 11 bosquejé! la teoría relaci~~ada concada ÚM de los ' 
enfoques que se aná l. izan en. este trabajo. . . 

Para final izar, el capítulo IV trata los detalles m.ás generale~ ~::. • 
efectúados, al realízár la simulaci6n q1Je áhf ll)ismo s;;; comenta y. -
concluye . recomendando derta~ di re~c iones a seguir en f.utur:os' esti!, 
dios; 
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Parte 1.- Modelos de Rango ·Completo. 

1~~ Defini~iones y suposic.iqnes. .. . . . 

Consídere1nos la función de frecu~ncía {<';J; ~11 X~ 1 ~, ... 1)<.7Jl11f'.7..r'·:···· _ 
::.._;A1!· _ -de\rna variabl_e aleatoria - 'J , la cu.al dependerá.de . .J{­
c_a~1t i dade.s cono e idas X17 X,,1 X'7 ''"'.'"J 'I¡ y de · Jf., parámetros descon2 
e íOps fdf'-1/3w···~·i /1:1 • . • .. - ·. . . . - ·--
~upondremos que lf tilme una med_ia igual a f,IJ.tX-<· y-una varianza 
de. crtta·rnbién desconocida;; la cual no .dependen ni dir. j3_; ~-- Xj"". 
para -!-f. 11J.

1
3r .. ,.,.

1 
?- ~ - - - · 

Si se. hace . la tra~nsformac.i6n e.: 8 ;.:~p.<><.c entonciei>' . e es. una var i!! 
ble aleatriria con media ·cero y V<iriar¡za O':J..~ É~ta 6ltin1a ecüa~­
ci6n 'puede _ser eser ita _coino• 

't 
--~•-f.-· ~-•x-- • f- e .L. ,..( ~ .· ' . '· ... ' . . 

u a~_ándo 1 a en este ~asó ."ecuac"i 6n de pretj ¡ éé ión'~ ~ 

-·•Porque en,•g~neral _las./1.,.·/.spn;d~~-conoc:_idasrt13~'dt'emo~:~u.~ e~tj~----·­
·marlas _tomando ~na·muestra de tilmaño)? ·, d~~otánd~.I~ p~-~·.ft1 ·~7 

__ ~, ....... '.'jf,,, _donde f?¡=(W;.lííi;AJ:tj{¡),-•"•·j_-t'¡J r~pre;s~nt~rá una, ob-~ 
servac 1 6n de _ f<,Y) , donde 1_ os va 1 ?17~S <C<>rrespond,1 entes . a J as_ 
~iables >íf:i serán considerados constanté.s conoc::idas~ 

el si ste1i1a qe. observacipnes es: 
.r¡ . . 

l/. =- X.. 13~· ><Ji .¡. e ·_ v,¡ J. ,· . . ' 'jj 

' . ' ' ' /='l.'-; ..... "" 
vectorial 

donde_ 
Y :=· vector de n observac i_ones a 1 eator i o. 

X ::;: matriz de e 1 ement_os cono e idos fijos de rango ~- {<¡< it) 

· f vector de <;:¡ . parámetros desconocidos 

~=vector aleatorio de n componentes, 
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La cons i der.uc i 611 de 1 as !'estantes secciones esta sujeta a 1 a su 
posición que se haga en torno a 1 a di str í bue i 611 de 1 vector e : 
Las suposiciones son las Siguientes: 

Caso 1.- El vector e .se distribuye como ,una N(i5,tr:i.l), don­
<J'- <es' desé,onoc ida. 

··>c~sº z.,_ e es un vector: a1ea~oriota1 que Ere1::oy eoy'(é):. 
'E:(~~u ;:! rr'-[, donde: !T~ és desconocida. 

Ambos.casos serán con~iderados · .. ~n el si~u i'en~e .. inciso,. 
~F caso:.to de. la ''teorf~ no~IT1al" para el resto. . 

\: " ' ,,· . : ,· ,- ·:: :· . ::, . :·. . .· ,.· .. " 

·.· be acuerd~con la suposjci6n en.tur~o d~I vector é, .. e~tima~e-:--. 
' .... · ... · .. ·. '.· .·. ' . ' . . . . . ·. '. ~· ·., ·:· .. ·. '. :· .. ·.• ' 

.··.· m?s los. pa~á~e~ros ,Sui8úAr":;:7 '4 <t ·. , por ~ L'métod~ de má:-- ·· 
;_ / -~ '-~~.~v.~ros 1.m._t) J.t~.9~.·:, ·.. ._. -.. -. <- · . 

l' 

... j 

d~ •v~rosimili~Üd.es 

' l' .·. 1 > . ·.···[-·(Y·- xpS'.(Y-xA)·"]·· .· 
¡(é}f1 0-t)::: (Úr(J'-)-w~ EX.¡> ' ....... · tJ.(r~ : , . 

. , ogar i tmos se obtiene 

loo.'.·¡···• .. ! e1· A. - rr~J.= -. '!1 i• .. ·.·(:l.lrJ ... - 77 fi.·oq··.ª'"-_i_.······ (;-x~.:.)'(Y-ii.) ··.· v · ... · r1 . ···t. c1. ·· ,__ _d :zcr~. ·. r .. · . r 

sierldo 1'os estimadores de máxima_;verosimiLitud de/~rJ':Jas solU"' 
ciones a las ecuaciones. 

~-[Jotf(e.¡~;crit)] =.O· 
A . . {"' ' 

Lf :Jo.··. º. q ·.!.< .. e. ¡:¡..-.. . d :i)] = o dfi d JC/ , 

.. .'' lD 
siendo las ~oluciones las ~iguient•s:. 
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La ecuación matl'icial X1X$ r.X'Y es llamada o conocida también -­
como las •ecuaci~nes normales", jugando un papel impbrtaríte en -

'toda la teorfa. 

Como X es de rar\90 f/ ésto implica que X'X .tenga invel"sa 
l'o tanto que ·se.a 

F~ecue~teme~te ª·' i:>rodúct~ matricia.1 X'X se le deri'óti:ll"á 
itiat~ii ,S •. 

. Po~ sér ~sti~.ador~s de maxLmaiveros i mi i·itud, son cons ísfont~s y .. 
< ef iCi.ef\tes p~ro s61 º< r ~13 i n~esgéld(); se pµede, obtener sin e~bar_ 

9() e 1 <est i maclór i nsE;'sgado .de q-:t i::¡üe e~,: . ·.. ..• ' '' ' ·, . 

·&:.~ - 'h 0:-2-_>IY ~·x§_~'(Y~xiJ. 
, -?1~? .· - • .· ·!Ji-<f .. r 

.m~mento·· se. puede .démos~rat•que ~6,_;'rÍ. son•e~tlmadores 
··completo.s.Y por/lo,: . .tanto.de varianza.mfoi.mi:l ,.;· ~ue<-

' ' . 

En ~e~~e cas.o e 1 súpue~fo no permite e 1 emp 1 ea de 1 mH()do ante---
r i ormente usado por fo que se recurrir.él aJ de "nifnimos cuadr.~dos"> 

Aqi.rf también se trata ~e ~n~ontr~,e~valor de ¡8 que minimicé~ 
1 a . suma· de cuadrados s 1 gu 1 ente · f. lf'_.¿ • • 
-. .. . ·. -." .. . . .· 

la suma anterior vista vectorialment'e da: 
. ·.· . . •, · .. _.. ' 

?i·.· 
te];:; éíé -=- < Y- xf l<Y-xfJ 
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por 1 o tar1to e 1 va 1 Ot' .de J •Jue rn i.ni mi za e: I e está dado P?r 1 a 
soluci6~ a I~ ecuaci6n: 

d.· te1 ;;:-;)··· ·· . ··-' . 
. . <::: - o 

· .... ·.·.• .. ;; ~#:·· .- ·. 
·yési;o nos. da que¡5:=~-'X'Y.1 el. c~al. ccíincíde·cón ·er 

máx i ma:...veros i mi Litud bajo 1 a. "tedr fa norma 1"-. 

mi.rii ~izad i 6i1· de.· la•·.·. suma dé cuadra~os.•éje· no'Rroporcio~a •ni_!!._·· 
· · ~u~ é ~timador· de (T~ , ,si .n embargo; ·e 1 1.1sti ma.dpr i nsesgado de ~ 

cr?; basado e.n el obteriido parfi! 1 erJeste mismo m~todo esfá .d,e_ 
· do>p?t' -

11· . :;,, ·.•. - - .. • . ,A . 

rr .:¿. ~ (y;,. X.tJ'. (Y-X$) 
-· ·.· ·r,· .... · G 

11~¡··.. - . 

.. I: ~:¡~~:l~9d.F.:z; ~:~:?¡~~!:~, ,~~~¿~;: :;~~:' r.:~;~~d~i-~·.•·· · 
.-nes~.s •• n.embargo exi.ste im teorem~. que demuestra que }os e.stÍin!! 

·.'dores de mínimos cuadrados enel modelo en cuesti6n, tien(¡in una 
•.- •. ~mejor". bondad· que'· cua_lqu íer otro,estiríiador. 'qué .e.sté·'-en func,i6~ .. 
.. · especfflca de las observaciones f , este teoréma es el de Ga'us.s. 
- ".'.Mar.koff,.el cual simpleniente se énunciará. · · 

Teorema de Gaüss~Markoff, 1.-

Si. en la hipótesis del modelo 1 ineal general de rango completo 
y;; 'X/+ e '•. e 1 vector e se haya cond i e jo nado a: 

•1) 

2) 

E(~J:: o 
E{ ee'J==rr'-l 

entonces, e 1 mejor estimador 1 Í·neal i nsesgado de, ¡3 está dado ,.. 
por mfnimos cuadrados. 

Demostraci6n: Ver referencia lr 
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Hasta el momento se ha hablado anicamente de la estimaci6n de - · 
las ¡S1 , siri embargo, muy .frecuentemente se requiere .estimar -
ciertas fUnciones de las f9..i·, En el caso.l no existe problema 
alguno debido a '·ª "invarianza" de los estimadores, siendo algo 
directo el procedimiento de obtenci6n de un estimador. de cual-.;. 
quier, tratisformac i 6n uno a .uno de las • fL.'. , esto.mismo bajo e 1 
supuesto 2 n() es tan si mp 1 e; ,existe sin embargo un caso i mpor-­
tahte en el. que 1.a invarianza de los esti'madores mfnimos cuadrá 
ti cos se retiene, es eri e 1 casode una transfornia'c i 6n 1 i nea 1 d-;; 
las ./3j_ , I~ cual se demostrará en el siguiente teorema • 

. Teorema 2. -

Bajo 1 a h i p6tes is deJ mode 1 o linea 1 genera 1 dada en e 1 teorema 
anterior, el mejor estimador 1 i neál. insesgado de. cua 1 quier __ .,;_ 
combinaci6n 1 ineal de las ¡q ... · ,. es la mi~ma c~mbinaci6n lineal -
de 1 os mejores. estimadores . .' i nea 1 e.s i. risesgados de 1 ªª111. ~· . ' .. 
Oemostraci6n;-

Seá l:;.o un vector constante c~r\~cido de'~xl y A un~ mat,ri~"':.. 
d~ ix ?1 (. 1 a cua 1 tendremos qu~ determinar, además sea rs;!"= tY1)1 
una func í6n 1 i riea 1 genera 1 de Y , 1 a CUéJ} . tomaremos como una e.!!! 
timación de f~ • 

. . . ·· . 

. '• s~~Á de tal. f~rma qu~ 1.:.15...~ª ef mejor·e$t_imador in~esgad9 de ..;• · t;s , en particular A"'S x.:.,<~, como .:S 'X es conoc1do, lo que 
no~ hace frilta es dete~mina~ 8 . 

Tomando la esperanza del estimadór vemos que: 
. . 

E(13*J··~ Efi'AFI~ {'(5~1X'fB} Xft= [f+l'8x¡. 
a~ora, .P~':_ª 3Ue(3* sea insesgado tenemos que l 1BRf:O, en par,.; . 
t1cularBX::Q. · 

Por 1 a propiedad requerida_ de. que sea" e 1 mejor" estimador, de­
bemos encontrar la matriz.A que minimice la varianza, conside~~ 
rando la r~stricci6n BX=O, Por lo que anal izaremos la varianza: 

V~<13~J = E[ {f~- ip)(f~-lplf 
. =E { ! l' ( s ·1x'-t 8 lY- ip J! l'rs-x'+ 8JY-ip Ij 
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usando el hecho de que Bx=-0 y sustituyendo Y 
tenemos que: 

.va-;rf *J = E {l 1 5-1 x'E?e 1xs-i1 -1- :P5lié'B'{f 

t·f3eéxs~1l+l 1Bee18't} == .. 

·· d~(-{i5-1l ~1l'8f/l) = cr:i.{f(s~1 ~ j¿·1J {j. 

........... ~~a'if81= l ~ {J~.). Entonces tene~os que 1 a r~ <fi*I:: (!~ {l'(s~i~~I 
· .. t,J.··· •. . ·. 

Obsérvemos que_si queremos m1n1m1zar la. canti.dad anterior, debe:. 
moa minimizar /5ya que los cJemás térm.inos son constantes. 

,._- - .' .·' ·-
Por lo tanto; debellios encontrar una. E tal. que tcido. elemento de 
e sea ·mfnimo. 

PeroE=BB'~s positiva semi definida¡. de aquf que s ...... i ?;, o 
para .A.Ú"' l1J.r .... r7 . 

'11 ¡ 2 
Eii particuiar observamos que para ... ú·¡/ :p.<='fo.yy si ~.:o para 
toda i, esto i mp 1 i c·a que fu¡= O,, para toda .J.. e J , . é:ond i c i 6n · -­
q~e ;también implica que Q,f:::. 1'6.4.1t..6;'.1..·. =O y por lo tanto B=O. . . el-'., .,4 .. , . . •. • . . 

La conclusi6n final (§-:o) es compatible con la de que SX-.::.0 
y por lo tanto Á"' 5-zx Y/3,"= t 1 s,-1.x 1 Y. 

11 1 •. - Prueba de 1 as' h i p6tes is de que j3t ~¡~/*7/f'-;:/l'r .. ...... · ----· j 
/11;,,,/3/ donde 1 ás ¡<J ... / son constantes dadas. · . 

De aquí en ade 1 a.nte únicamente estamos cons í derando e 1 caso 1 o 
d~ la. teb~f& riormal. 

¡ . Probar que¡B¡S*C¡4*conoc ido) es ~o mismo que probar que cada /l...i 
· es i gua 1 a una constante dada/...: , 

~'~ra pr~bar 1 a h ~ p6tes is f!o: j =¡3* se debe encontrar una fun--,-
c 16n .de prueba ,d 1 gamos, ....<-<.. = J( /f,~f/~1 ............ ,!J.,., x,,, 'X1=1 _'Xi:;.l':_ ........ 7X.,,1)1 
ta 1 que. 1 a di str i bue i 6n deA. sea conocida cuando ¡Ó :::.¡S if-. La di§. 
tribuci6n debe también ser conocida cuando I~ hip6tesis alterna 
tiva llt.¡§lf*es verdadera, para poder evaluar la potencia de 1; 
prueba. 
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P~ra ha~er lo anterior empleare~os el coci~nte de. verosimilit~~ L 
como la. funci6nde prueba. Definiremos en primer lugar la. ecua- . 

· ción de .verosimi 1 itud ~orno: · · 
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E 1 ca 1cu1 ó de las expresiones anter.i ores genera 1 mente se prese.!! 
ta. en una. tab 1 a denominada dé aná 1 is is. de varianza, 1 a cua 1 con 
ti.ene los "grados de 1 ib~rtad" (GL), "suma de cuadrados" (SC) y 
"cuádrados medios" (CM). correspondientes a' las diversas ."fuen--
tes de variaci6nn (FV) descritás (Tabia:l), · . 

. ·. Jt 
Tabla de Anéil isis de Vari.anzá para probar /I=l• 

GL 

'Total .· 'h 

Debido af t 
Error .· 11:...r 

··a== <Y-x1r·1'rY.~x1~; ... ·. 
Q2;=(9-. x//1J'~s·1~'(YéXf'l. 
&; -:. 'i' <r- x.g.~ix.'J. 9 

. CM•· 

·.·.·Veamos ahor~ el .tipo de· distribuci,6n que.lafunc.i6n'de prueb~­
.L ... nos ·detel'mina cua2do~lfo.:A;;#.,· es.verdadero y cuando<~ ·¡;5 
falso, es decir, //¡_.:(1.'f:f*es ~~rdadera. . •... ·· 

¡ ·· · Sea 

} A - ¡-· . .{::: xs-x 
. ' , . : 

si Y se distribuyi:_ como NCX#,O-".L), entonC::es ~.se distr.ibu­
ye como )((x/··X~~(J2-f)y por lo tanto en base al teorema 4.16 de -

··. 1 a referené ia 1 tenemos que:. 

Í'Ái0-:!.. se distribuye. como· ~~71-1J 
i1A1%~ se di stl" i bu ye como :k~r¡/I) donde ·· 

'J. = Y9i'!&~ X W-f'l = 
<T .. ·. 

además i'A,ip~ y i'lf:í/u:¿ son independientes'. 

De 1 o anterior se observa que: 
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l{:::.(ft1f~./:./i;;1,/i}((1¡-7}/!/}se distribuye como F'(~,11-~ 7 1) y se rs:. 
duce a una f de Snedecol' si y so 1 o si f!o es verdadera. 

También sé puede observar que 1J- ::: 7 ?< / Í (71-?) f tu. != . 

~1A"",_~/i 1~ .tiene una distribuci6n E'le¡1 1'J-f¡ JJ. 

Reccins i der~rido 1 a i guá 1 dad q~e e 1 coc i e rite de máxima veros i mi 1 j_ 
tud L no~ dá, el'l~oritramos que: 

.······ .·.•.... . - A> - ~~ ?JA¿ ·...• .·· . qz .. · . .... . .. ·.·. . . .·. . ···?IÁ···· .· .. 

L ·=fcf.~,'f/)'(Y~Xf}·.1 .. ··. •· = (1':"1f} %. ~<.[· .. ···.· ·.· .. 1 •.. ·.·.·.··.·•·· .. ···.· .··•··}······.:i. · .· .. le r-:-i/'J'(~Y7Xf3P· •.. · · .··• . · ·.•.. . .. ·· .· t-1- 1 r/r 11~ v u. .. ·. · 
ob~e-Vá~dose • que /_ es. tlna fUnd; ~o ••n.Ún i Cs tonto de '11;" cqóo •·. 

·de .·U ~. ,s i,el'ldo pos i bl.~ por .. este •. hecfio que. tanto ·. · O.. •·corno:· .. /V'- . 
p\~edarl s~r ··~sádas como· func.iones 'de.· pr~eba. parci · i a·h i p6t~s is _;.. 
/je }/~13· . . . . . . . •· .. ···· ' . · .. · .... ·. ,· . ···. 

Todo lo antet>ior. dá.las.bases. para demostraci~~ d~l>teore~a 
enuncia. 

Teorema 

h i p6tes is de 1 móde 1 o li ne~ 1 g~neril 1 cl~d~ en un. pr i ne i p io 
donde é se dí str i buy~ c 0 nio N(o, epi) 1 a cantidad 

se distribuye como una F'(?111-frÁJ dondé ~+<9~ es el mfni1rio 
córl . r:~iJt;ctó a i de • ( ?- x13/1 (t¡'- ~f:J, ~u.ando !lo ~s .. ~erdade~o y 
• /dr es e 1 mJn i mo con respecto a ¡B cuando no ex 1 s,te restr .1 c~­
c i6n sobre·¡ " 1 
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Resumiendo, para probar 1 a h i p6tes is. !lo ·"ft";S.~ se requiere e va­
l uar ., a tab 1 a de ariá 1 j sis d~ varianza correspond j ente .á i os da 
tos que se estén manejando; uná vez hecho ésto calcular 1.a .,..-: 
F(p1 ?,-7J' con los cuadrados medios.pertenecientes al vector·d~· 
parámetros y a 1 v~ctor de, error y co.Ínparar 1 a con una F,,,. <1, 'll~f)' 
observada en .tablas para un nivel de signific:ancia 6<. • 

IV. - ~a prueba de h i pÓteSí s de que u~;;¡ func i 6n 1 inea 1 -'F 1¡§ · 
es igüa 1 a .¿.º , dond~ . ··7-,· es .un vector conoc,i do )'. 1-o un e:Sc2_ 
lar cono~ido. 

En e 1 in~i so .11 .. ·.se dij6que) s~ distribuía comounél,/'I~ .. •( )Q}~-J ' 
' .· ) y 'se 1;1uede demostrar que: da.da 1 a func i 6~ '' l) neél,1 de '' ' / ;¡:~ ''' 
. éo~ ~.·.··conocida ésta se distribuye como:una/l(?-#HTªf/ .~):.) por 

l,o que la varia.ble l< se distribuye co111ó .una tc,,-v gi'éldos·de':.. ' 
i ibertad, .donde l< es · · · · · · · · 

l(- ¿:,,J~· ;;¡_·~ . 
. ~. I

1.-1s-·1- i\.j Y ..,.. /r <T ... ·. ·.·. 

· Por' l,o ,tanto ~af>a probar Ja h.ip,~tesis llo~; '1'ÍJ 1-a ·· ·. . . 
se '.reEiniP,fazá 7-'ft ....•. por.··~' ese;:¡, lar con~c i dcr ,11.. en ·'a ecua e h5n'·' 
anterior,. c?mparando el valor de u.. con el yalor de tablas de 
la' distrihuci6n t de Si;udent con 11-:} 9rad~s de libertad~ .. · 

' ,· . ., ' . . .. ·. ' . 

Eh 1 a obtenc i.6n de la f6rmu 1.a ant~~ ior ~e observa que: 
A .. , . 

' 1';¡ r, ' 1.r= te·.':" 0 ·· 

' . ' ' 10-~p s,·y.' ' ' ' ' ·, .· ' ' ', ' 
•se distri.b~ye como un~ /¡10>!} d~nd~ ,/< =-<;J!·7;)-(rT2 ·P.S-1jF!,)., 

con. 1 o cual 1/'.J. se d 1str1 buye como.una . ~ (17 :J) donde . .· 

y por lo tanto 

Z= 

( - - ' '):{ Á:: ' 1-:S -.7;, 
:.iT~ps~1 .:¡. 

'1 ' 

--o-a. - (?-;4 - -¡.,,) 
ff'-/r:r~ - #'-1,s111-

se di str i bu ye com~ una F'(11 1¡~r7 :¡ J 
de Snedecor si y s6 I o s i 11,,: j.}S ::= 'ro 

, reduciéndose a una F -
es verdadera. 

' '' 



; 
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V.- La prueba .de hipótesis de que un subconjunto dado. de fi:.<'.s 
es igual a un conjunto de constantes conocidas, dejando las res-

. tantés 131 sin especificar. · . · 

· Para poder 1 1 evar a cabo 
•e represent~ di~idiendó 

1 • • • • • ' ' 

· .. si g\J.ienté.manera: 

la prueba ant~rio~,el modelo_ Y=>7,Pfe_ 
a la matriz. X. y al vector (3 de ra -· 

··/1~/21··· 
X/ de 'ñ X~ dimensionl:)s y /i de 1-Xl 1 ~ritonces 

r~presentado también de_ la siguien_té.mane*°'.a~ · 

x»[t}f e 
XrY,~-. f x. {Ji f ¿ · . __ .· _.·· -.· ·.·. -... . º'· . 02.. . . . . 

. En este caso, se tt>ata·d~ ~robarla:Jiip6tesi~ ./fa:i;:/4 (f?c~no-
6ido) .; sin estipular n~tia, so~re.J;.~ c~moJ::·=·01~!:1·;., .... 1f!J. 
tenemos entonces que 1 a. h 1p6:tes1 s .en cuesti 6n, -es equ rva 1 irnte a -
Pf'.Óbar l .a h i p6tes is ~~A •,¡S.:i =A•J .... ; ···;. }f3?-==fll (<:on .7" < yJ en 
el mode 1 o u. ::::: I J )(.:,-A· .¡.e,_ •. • ·. · · . · · ' ·. VJ . -<:;t '.f-rA ' ' V ' . . .. 

. ' . ' 

El 15 i gu i ente _teorema estab 1 ece 1 a pru~bé.l de i a hi p6tes is 
~demás de su construcci6n. 

Teor.ema 4. -

E~ e 1 mode 1 o definido en e 1 i ne i so 1, cuya representac i 6n puede -
ser 

donde g , ~s de di me ns i 6n 1-XJ y e 1 vector é se distribuye co­

mo 11_{ ~-) r¡'J._I) , e 1 ,f_ · r~ced i miento. que hay q~te seguir par• a. p~o~ar -
la h1p6tes1s /10 : (/i'"'J:11 por medio del cociente de veros1m1l1tud, 

• . . l I . 
es el siguiente: 
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a) Obtener el valor que m1n1m1ce ~'~ ~on res~ecto al vector de 
parámetros coinp 1 ~to f en e 1 mode 1 o 9= X(3fe , denotando este va- ., 
lor por Qo .• ·.. · · · 

· b l Obtener e 1 va 1 or que mi" i mi ce e1f! con respecto a 1 vector .de -
. pará111et~os B .• en el mo?~ 1 o Y~ Xiif'•/x;JIY.e .. , +~mibién cCinoc ido .. -"~. 

·. coÍÍTO el modelo restrihgido por la hipótesis~ .Denotando el valor - . 
correspond i.el'lte por Qo .¡. Q! '' . ' ·.. . . . . . 

·,e) Sea Q~ Qof~tf~:¿ donde Q= (f":"X1J1~ 1 {Y"-~Jf'): 

d)Ev~luar la cai~tidad l{ ; la cUat'esÚ definida como 

•·u= !/-h~t¡)/1'1.fQ,//;oI·. . 
y por lo tanto se distrib~1ye.como úíla F'(?--1 ?1~7/J) 

«ff';Jt'i§rJ~JJ*J .. ·.·· J == ... · .•.. ·.·. !l..tr~ . > .•.•. 

y·,8 .es igual ~ S= Xt'X(-Xt'X~fX1ZJ'X:.%i ; e.orno B. es una ,ma-,'" 
.. tri z .positiva .def i ni.da~. ent9nc:es/.(se.~. iskibúye como u tia, F_ <zr .. {. 
11~rJ .si<~· solo si flo es verd.aderi;l, est'? BSt SÍ )' SO 1 º·,si df =.J/~ 

'.' . 
. . ·. . : . 

Oemostraci6n; "." Ver re fe rene i a L 

La t~bla que sigue es la de análi,sis de variaílz~, que 
a Ja prueba de la hipótesis e~ cuesti6n. (Tabla2) 

Tab i a de Áná 1 is.is de Varianza para probar 1 a 
subh i p6tes is J1 = d1, fl' .• 

F.V. G.L~ s.c •. ·· 
Total 

Debí da a l:. .1 
,, " J~ (no ajustada) ¡-r-

,, J1 (ajustada) · 1-

Error 17-
(!.J·- - ... -~ T se define como T.::: Y- Xtfi • 

Tabla 2 
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V...!.'."' Pru~ba de l_as I~ ip6tes~s ;[,'ff=-Jífi:::.. ....... =i/¡:_O, donde fi'j1 ~A :Jiil,····•··?"k/> . son func l o~es 1 1 ne~1 es de ¡s , y 1t7 :l.iJ ......... ,11< son .:.._ 
vectores 1 1ne.a1 mente 1ndepend1 entes.· . .· 

•• 1 ,· .. •• ' ' .:- • ., 

.. · < ~ª~~ real izar e~ta pru~ba se "aso e i élrlin" 1 os ,vectores ~' il 13j .... ·· 
. :ltt · ... ::14 !º una matriz dé .• ~ i. me ns i ones/.kx f , en este .:.ºª9º .sea • 
. !j\= (f,7:l;1.{·'.·: ... :: .. 7:J1<J;~. la :c~al:••·t.iér\e:rango ~-·_.,..1séa:/;I ~na~a.:::. tr1:z: d~ d1me11s1ones fX~ de.rango ~;tal q~e ll:::(/11;/6./ '. 

' . -· 

~ond~ 1·a ~at~iz A.t_.t iene di_me,nsi~!}:~~--­
~a.tr1zconoc.1d_a, .. se· dedu.ce que .. lf· -4:-

s i gu' i entes 
-· '.,.'· · ..... ·· ' .·.' ·:: .- ' .... ' -.. 

·· JP-i.K/L=iXA;,,q,); l4,~J ~ t ···· .. 
. lífI:-l j~l<(. !f.i)·· ... =:"O( ... 

. . .· { '!~r J .· o.:; ..... · .. ••· .... 
p~r Jo t~nto el. m~de lo qué.~_: .!1<!._.z8D~ 1 ! ~ado• hasta ahor~ Y:f ~iJ~ . 
puc;:de ser expresado como, X- X lí H ¡B .i- e ·. · o sea pomo. Y :;;: J! <>< 
1-e 1 oalternativari1entecoinO ·. 

Y= ·ziif<.1.fi_,__o<·;i.. f ·e .. 
Es evidente que probar 1 a hip6tes i ~ ~1= o , es equiva 1 ente a 

· probar líi.¡3.:::ó y·· por . 1 o tanto. es de hacE!rse •notar 1 .que· e 1. i riel . 
so anterior (V) es e 1 que hay que seguir párá pr'obár 1 a h i p6-· 
tesis en cuesti6n, .. por lo qUe.s~ prese~ta latabiadeanáli-­
.s is de varianza correspondiente, ··que. no es más que. úna forma 
abrev i áda de representar di cho pPo~ed i miento. (Tab 1 a 3). 
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Tabla 

'en.··esté .. ca·so- se ericont~6 
2~s~ hizo b~jó ~I mo~eio 

......... ······< ·.·· ....... ·.·· 
Part.e 2. - ModeJ~k d.e Rango 1ncC>1iip1.eto ~ 

. . . . . ' : . . 

• J."" Introduce i6n. ~ H.asta ~hor~ se ha re~ iza do escueta me!) te ..... 
.. teorfa· .. rélácfonada. con los modelos! ineales dé rango completa y 

como se vi 6, se supon fa qu~ 1 os datos captados en uri .mornento da'7 
do p~dfon ser representacl()S por ~no O· más parámetros réal~s> S j Í1' 

• embargo e 1 . m~yor i nte~és estribaba en.determ i riár .¡a dependencia 
funcional de.1 significado de lá, informaci6n en báse a los parání~ • 
tras ésccig i cfos. · • · ' ·· · · · 

En esi::a parte ana 1 izaremos escuetamente 1 os mode 1 os d¡a di s~ñl>s ~. 
de ~xperimentos,:también conocidos corno modelos de clasifica'ci6n 
y cuy0 objetivo es determinar l;¡s diferencias qué· i mp 1 i ca fa co.!l 
si derac i 6n de di st i ritos factore~ ~® · . . 

Debe hacerse. notar que en este. caso 1 as Var i ab 1 es 5on indicado-:.. 
ras de la existencia de un "nivel" del factor o factores en est.![ 
dio., 
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El 111odelo se define como 
!/. . . 

Y - .z fL:'X_,:./..e .... :::i./~~ 
cada elemento se. id~ntificá de la siguiente 

~ -·'va~ iable aleatoria obse~\lable.. . 

·-~~"; parámetJo 'desc6n~cido Ó'.'"G~/···•·1f) 
X.i': . ~ant.idacfes con6d das· .. que sólo. toman 
(J.':: !12-;:·?<1) ..... . ·•,·. ·.....•.... •. . .. 
e E var i ab 1 e a 1 eatórd a no obser~abl e. 

el modelo se 

· ...• Y~T<e:-F~- •···.·. 
mode 1 o que difiere de 1 visto en 1 a parte .f, ·.por du~ 1 a;·~~~~¡ :i X .·. 
de 'hxf es de rango;l<?:, aden1ás de, que' ca~a,(.l<)'.'(¡"=l:)~f:.,Este>-:•· .. · 
inode'I o frecúentém.ente se id~nt<ific.~ .también 6oníó ·la hi p6tesi ~ .del.·· 

-~.m~·~ei~-: ·,_(·(~-~·~~_r<::se:~~r,a),. d.~ ·r.·a_n9~'· J n~_hinP.r:~~<>-~ ·---:;;:., 

· rrant~~~iento~ don~e ~~· ois~r~e·n .~á~ .cláramente·' 1as caraÚerrsti·-····. 
cas º· fo~nias. de> estos modeÍ os se püeden ver eri: 

.~J Refor~tlcia f,· p~gi~as 22i 
: b} Refcirenc i ~ 2, p~g;fria SS¿, 
c) Referencia3; páginas 360 

En .esté caso· e f vector é también se. sujetará .a .1 as supos íc iones 
plante~das en la secci6n .. l,parte 1. 

ll~"-Estimaci6n pUntuaJ d.e O'~y .ciertas funciones 1.ineales ele las 

·.}-<···· 
Ca~o2).- . . . . 

. A~a li zaremos inicia 1 me!l~é 1 ~ est i mabil i d2d_ ~e e i er!,~j·· fy_l1c i one.s •• -
L1neale¡s de las /i-< , suP,on1endo que 1('1}:-0 y E(~e ::(!~lo s~a ~~.ll 
si.dcrando el.caso 2. · 
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Si emp 1 eamos .1 (Js mJn irnos cuadrados, ya hemos visto que 1 a deriva 
da parcial r-especto a,$del pr-oducto e1e da. :l.x1 xft.;_~x1 Y, ~. igui 
landa a cer-o la ar:iter-ior cantidad, Se obtienen las .ecuaciones --
norma 1 es, q~e son · x1xj. ~ 'i19, · . 

Si la matr-iz ·.x,. es de r-an90 completo, 5< 1 .X:tiene una inversa y la 
. ~.~ lll,cj6n. para 1~. es .'ún i car s. i en do¡§ un. est i m~dor; ) nses9ado de ¡, . 
.. En e 1 ·. C

0

aso de . que Xno•• S~a de ra~9~ C()mp 1. eto,, ' x;X.no ti en.e 
s~ y'elsi.stem~.de,ecuaciones nornnales debe ser analizado, 
ve~. si exi~te<úna s~l~ci6~.·· 

,' '., .... ' •" : ·... . ·: 

P~oc~di~ndó de acúerdC>con lo anterior, nofainos lo \;gúiente:-

. ·· 1) Las m~tric~~ asoci~das con el:si stema de ~c~a~ione~ nor~a le~·· 
son :2\:ox1x; y Ta matri~aument~da ,S'C(,i1Rr.X''Y"J, la ci.iaJ 
támbién se puede expresar como X: 1 (>('f.)f) •. ' . 

2) Analizando 'º~rangos de ias~atrices asd~i~aas 
que; . · < ·' .. · ... •,·····.• .. ··. ·.·. ··•· ·· .. ·.·.· ': · ... · .. · .. · .··.· 

•li•~:Jt:~¡~t~" <i• ;¡ ~s "iR , 01 ;an!Jo de la .;tci z 

'Como el .rango de X' es~y el rangodelá matriz 
no pui:lde ser más que( mayor o igual que'~ , . y como 8 es 
e 1 producto de' 1 as dos matrices ariter iOres .se conc 1 uye, 
que e 1 rangÓ de B es .A fart;b i tSn~ ·., ·. : · ' · . ·· ·· . • 

. . . 

Por lo tailto de a) y b) se concluye que el sistema de ecuacione.s 
.es con~ i stente. 

ri:>ao lo anterior 'nos proyecta a una situací6n no muy deseable¡ -
puesto qlle dos investigadores con un mismo mode 1 o e i ~ua l ~s ob-­

. servac iones podr fan obtener diferentes estimaciones de ft . 
' . .• • ' . '.. d 

Cómo cualquier sol.uci6n a las ecuaciones norma.les para /3 estará 
en func i 6n Línea 1 del vec.tor de. óbsérvac i o hes Y , es importante 
hacer notar que no existe comb i nac i 6n 1 i nea 1 a 1 guna de Y que dé 
un estimador i nsesgado de ~ o 13,.;, • 
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Demostremos lo enunciado. 

Supongamos que existe a 1 men.os una .comb i nac i 6n .1 i nea 1 de f , y -· 
s¿,3 A ) a matr i z · de ~ x n , · constante e i ndepend i ente de·"¡§ , ·. que .. -
.da 1 a comb i nac i 6n l j nea 1 que proporé i ona el est j mador i nsesgádo 
dé f .. , tomando: la esperanza se observa que: 

~. . ' . - . ·.. . . .:· - .': . - · .... : - : ·~,.. . 

E< A-9) = f(Afx1-1é)) =.-1-x¡S 
P_?r Jotanfo si>A)Í e~ ·esti111a~or insesgadodef .. • ténem~s que -­
. AX-debe ser igual á L, pero:tal cosa es imposible .ya que "A'x ..,. 
es de rango:~a lo más, con;/i~rf, lo cual impUé"a que no 'existe 

... 1 o tanto est i mildores i n~0't;;9,adó~. de,$ • .· ... ' ' .. 

Por. lo tanto e~isten esti~~dorei ins~~g~dós ífoican¡ente. de ·combi;;,·· 
•. :_11acÍ on.es. j ,ipea les ··.d~ ·¡I /~'ft.J,_:•. d,opde j° ~~--Un·' Vector \c;fe ccfost'a~-:~> 

tes'. c~rioc idas de, !/X 1. / !>e pu~dé ob~ef"vat ,ql:'e Jo. an~e~ i Ór no 'es i 
e i erto para. cua 1 quier vect.orc ::l · r como ser fa e 1 casckf)ara Cual ..,..7-; 

· ·· q~i er .. "e.C:tó.r c~~?n i~.<:>- •• ·de fRf,.· ya 9úe_e l lo i mp lj'éarta. qlieA, .~¿,,.¡~, 
estimador .. 1 nsesgad.o• y se. ha demost·rado qüe eso ·n.o .es pos i:;;, 

>. ·:·.· : . ·_ . : .. ', ·-.-··:: .. :'. '. ·, .-. . ..... :.·. · .... '.\,• ,.; :, .. :·. ·'. · .... · ····.·' 

_Una vez que se ha visto ~a, que cierto tippde>combináciones 1 ¡ . .: 
., neal,és son estimab.les, Veremos lU1· .. teorema qye !=!YUdar'á a. detérmi­

nar si ésto es cierto.para la~ombina,ci6n'l'in:¡;·aL·que se 'intente. 

Teorema .J • .:: ·. · . .,- . ' .. 

· Enél ~odelo encuesti6n, ·c~so .. 2; ·la co~binaci6n 1 in.eal i'j (~ 
vector qe···constantes cono,cidas) esest.irÍlablé si y· s6lo si .existe 
Üna ~o 1,uc i 6n papa .:;: . en 1 as ecua.~ iones :x1.i ji;.:;¡ ', 

Dem~~traci6n~~ Ver refe~encia 1. 

Es importánte hacer notar que para e 1 ino.de 1 o que se estu~ i a en -
· esta parte, existe un teorema aná 1 ogo a 1 de Gaüss-Markoff (Teor~ 

ma. 1, parte ¡1), el cual se ve a continuaci6n. 

Teorenia 2.- · 

En e 1 mode 1 o que se está .tratando, caso 2, el. mejor estimador 1 i 
nea.1 ínsesgado para cualquier funci6n estimable ?:í6 es ;¡.'x'Y· -
donde ?= satisface 1 a ~cuac í 6n S 7= ~ • 
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D~mostraci6n.~ Ver referencia 1. . . 

Por~ue como se vi 6, 5 n.o es .de rango coinp 1 eto, observamos que -
esto implicaba la .existencia de una cantidad infinita.de solll--
ci 011es a 1. sistema .s ;¡. '."~ s¡.f ¡6 es una combina~ i 6n 1 i neaf estima- . 
ble, sin embargo el siguiente teorema ·estipul13 que éste. no .es - . 
. e 1 caso. . ' . ' . . ' 

. T.eorema · 3~ -

Si f'p es llna·,funci611 és~i~é3bl.e, enton~es cuai.qUíer vector·;¡. 
que. sat i sface.•.e 1 s iste.ma ·:élé. ~cy.¡ci o~e~· S"~~~ pr()porc i ona · eJ. 

'. mo ist i mi:)dor. de .··.:l;A' .. 

· ·· • .• ••··· il;:*d:·•;,.:J·~· t:id~~:m;!j!º~~~="·~º·.:zn~TJ~" • ~::~i~]t •• J~.~.· 
t() ten~nios que .~~ es Una . sombjn?c i ~n lfnei:) I · esti.mable. A con-':-

. t ipu¡Jc i 6n v,emos un 1'éo~einii, que d~rnUestra que.· é~e no .es e 1 

Teor.ema 4.:-

·• :~~isten exaci:alllerite -Á 0

funci onés e~t i mables •. , inéa 1 mente· 
clientes, donde ...t es e 1 ri:)ri9o de x . · ·· ' .· · .. · · 

Ver refe~encia 1~ 

. Del teorema anterior se puede observar qüe 1 as fuhc iones mafoi -
. c~ales :~/3. t x'x¡J sói1 esti.rnabl e.s; 19 cu~I se demostrará a con-
't 1nuacr6n. · 

'f<f1 es estimable~ 

. :Dem~stra~T6n.-

Partamos f.a matr i :z. ·x en 1 a forma 

x~ (f) 
eri ·donde carla .X; es ·;n vector de rxi y que forma· la. i7 ésima -
fila 'de ;5(. Se intentará demostrar que X;.foes estimable para t2 
~~ ~ "'-L, ~, •• , .... 1 'J? , si esto es e i erto, se habrá demostrado que 
Xf3.esestimable~ . , 
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Ahora b i én, sabemos qUe R..·"fo es estimable si ex i st~ una ?-j ta 1.;..., 
que x'Xi-1=.X... y por el teorema 4 parte 2 se ve que cualquier x""¡, 
~$ .estiiilabler por lo tant~ Xf',' es estimable. · ,·· . .· 

De lo.anterior seconclure que. B9J=Xf.~·s ... estimable, en con~e-­
cuencia, aplic;:ando un ra:i:~naniientó semejante, se pued~ demostrar. 

. .:- ·--.. '. ·.~ .... ··.' . ' : . . . .,... . .,. ·.. ·:.· . . . ...... ·.· .· .. · ..... _. :· .. " 

O.t1~,, .X'Xf3. • es. ~.~t imab le:. t:a~b i~r:·, 'E,!ipJe~ en e~te case( X_¡ X¡B,'· 'dcihdé 
~ .. es un reng.16n :de: la .matriz .X' • · · : . . . ' . •, ., . . '. " ' . : '.: ' ., ·.. . ~ . 

T~oée~a'5~'."· 

··.~.:; .. 6~/tkf:Jf1J~-·~:fass~zn::~~~l:~::t7:!Lí:~!·e::.·::·~:!···~~~7~'.·ººmoi•na.:·· 
.·.· 'Démo~traci6'n;~ Ver. ref~renci~ 1~', . . ' .· ... ·. . .. .. . ·' . 

. · .. ·· \: ·.· .... ·•.. ' 
... ,. "' 

Teor¿ma 

.·.E 1 ínej~I' est i J\1ado~ 1 inea t in~~~9ado 'di e~·.··· .. ······.·mu.· .. ·.".'•.·.·.ªs• .... m· .... cª·".· .... º .... ···.m0"".b0>.:,mibn .. ·ª,·.·.·nº.·····ai.•:.60.· .... ~.··. ·.ó·.·.·n'.· .. · .. i· •. ·"º.·,· .. ·.•.e •. 1. ª.!1··.·.· •. •e,l. .. a··. d.·l;.·.e .. · fünciones>~stimables, ,está datlópor• . . 
de. Jos mejC>res est i niádór~s li.nea les .i risesgaí;fos, deiJas: funcí.ones ' 
est iÍTtab 1 es •. · . . . . . . ,·,., 

..• ~::~11r~:;~ ···'·i~ un CciriJ~Oto d~'.f~n¿;o~~sjsf 1~b )•s •. J'P": ..... 
. el:·.·t.eorema 2 par.te2,·se sabe.que ex1.sten··los s1.gu1ente's':produc-··· 
. ·t~~ f:l~~Y · .. ·,desde•. ···~=4~,3, .. :.~;,s · .;·.·•· c1tn~. ~hopÓr,bfonah.9orre5pó~~j~n7 
temente .·.los• mejores. est i madores .. l,i r\eaJ~.::i .•j r¡sesf!ados .<fe YA ;Jah,2 .. 
~a ,s~a.n:.~"q"' ~,, .• ~ .. ;.~")a:;. c~r¡s,t_ante1:;1)~.7~I ¡¡~es.,· ,ái}et~r~i~a.inos .fa.;· .. 
combt nac ,16n 1 in ea 1 • fo= 2:1 r?. :/..-,· , · se demuestra por e 1 teor~ma 5 - - . 
patte .. 2,qué ,,:,/ es una fo;,é,i,6'n asti~QbJe;>y ~n ~st~ .;áf>?'.la .. mi 

. jor esf i maé i 6n. 1 i nea 1 i nsesgada 'de 1 a 'c.oinb i nací 6n 1 i nea 1 esta-. da 
d~· por.: ·. ' . . . . . . . . . . . . . -

·.donde · 
s 

- .L o.fJ'. 
I Je. 

Caso 1) •.;.. 

Consideraci6n del caso normal para ia estimaci6nde una cierta -
C~mbinác i 6n 1 i nea 1 de /8-<'S ·• 
si resulta que e 1 vector e se distribuye como ;../(ÓfJ,"f) , . 1 a max i..:. 
mi zac i 6h de 1 a ecua e i 6n de veros i mi 1 i.tud 1 leva a 1 os mismos re-- . 
sultados que en el caso anterior. 
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. . 

Sin embargo, ~s posible reparametrizar, el modelo de rango incom 
pletó a.unó de rélngo completó, y en este caso poder aplicar tod-;; 
lo.observ~do en di·cho mode~o~ . . . . 

Por 1 o que. se aconseja revisar todo fo. re 1 ac i o·n.ad.o ~or1 r'eparame.­
.tr,izac i 6n, ·en la'rel'.érencia 1, a partir 'de fa pág'ina 235. . '·. 

Estimaci6n de la varianza (a'-).•. 

······_~.~- 6_n 1···-~~-~ Y.···: .. :!_-·· .. ~ 1_._:_:_·-~_ª_-~=.•.·_~_:. :_!_t·j···~_·_ .• _f_·.·_·_.····~- :_-_t_.".,¡··_.: __ ._c_)_.·~.º .. ·-ª•~ .• ~-·.~_.:_e_._···~-·._·u_'. e .•. i_~.·~~ .... ª.:~.-_:_._~.ª_-_d···. ª.·_·· .. ···.e_:_;s_-.·.~-".~·-ª .••• _dr_._··~.:-.'.~:_ . '. . 
por :· •. :l~ : ; do.nde ¡s , (lS cua 1qu1 er .so 1uc1.6n a . 1 as ec!Jac 1 on~s .. n.or_in2.. 

· 1 es; "ªniºª a déinostrar ta 1 h~cho forma 1 mente en· e 1 .si guj ent;é téo ._ 
i:'erna para pÓ'st~r iorinente déiiiost'rar teorema que: ésto mi~: .. ·.·· 

s~ observa' en<la éstimaci6n d_e . . . ·.· . : .. 

Teorema . ··.· .· · · . 

. ·.· .. · ~~a ~A ·u~a func_i 6n esti_ma,bJe··~n (ll _ m().dél º.•en cu~sii 6~,_f' !>ean .~ . , 
., ..... !' Y, O< . do.s vector~s ,?xt que sat i sf,ac(ln 1 as éc1ié1c. i on~s nol".ma.~-

. 'les;' e'~.decir. x1xi=x1 'l·'y X'X~-::.·~'.9 ,_en:tonc~s,-;¡~,;·=~~,4y··.·t°(i'//'.: 
~.f ti"il=J'J; q ·. . . . . .' '·. . .. •. ·ª ' . . ., .... · .·. 

. . 

·.· Déínosfrac i 6n. -
. . ·.·. " ·. A_ A 

·.Por h i'p6tes is, se tí en~ qi.:e J y _.·¡;¿· .. son dos 
,· ce-n l'ás ecu~c·i one~ r-orrita 1 es, ,o,: s~.a·: 

. '" .·. . x'xa<.: X~Y · 

(b) asirnú;mo hemo.s establecido q11e -~ 
hnto 'cons i der.ando e 1 teorema 2 parte 2, 
un veCtor ~ ta 1 qúe 1='S<iX=~'. 

. . 
es. estimable· y pÓr lo -
Se obse~va.qU(l existe -

(~) Premultipl i.coodo por lf- 1 ambas e.cuaciones de (a), se obtiene: 

-'i1 X19. l ==- 1-1 X1Y ,, j 7-1 X'X ~ -= i-' X'Y 
:o sea 'Jj = 1-'X'Y :J :¡-',R .=J';R'y 

lo cual implica que 

y por lo tanto se observa que: 

[( :i'Jt~ =E (51~) == E{?-1 X'?) ::: 7-' X' E (v) = 1-1 X'Xf- = f'¡d . 
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Teorema 8.-

En. e 1 mode 1 () que se esta ana 1 izando 1 la cantidad 

. ff. '- d: 11~ ( 9 -x~)'( Y-X#J- ·· 
,, , : . •.:' .. . . , . ·. , A .·.. . . : : : . , 

. ·.·e~: i n~ar i ante Pª.S:ª 9.ti':1,.! qu .i erf ·, , que sea so 1uci6n para 1 as 
Cl()n~s .norma!e~ XIXl~X'.li'. .. ·.... ' · · .... ,·· .. ·.··. , 

Entendié!ldosepo~··illvélriante,. el ··he.cho d~ que 0-tse~.·.·ía 
pa~a cu~l.quiér 'soluc.i6ti que se empJee de las ecUac·i.bn~s 

De~c>l3trélc i6n.,.. 

/s~an .~ ~ll do,,s. soluc i o~és·· cuale¿quT~fa.·.de 1 as.·.ecuacipnes n~rina--­
.... 1 es; ant~r i orníeh:te .·.se· .•. del)lo¡;tr6•· .. que.·'i.1.:~s esti mabJ,er:y··p9r eL#eo 

····· .·. ·. ·. tf ~f~~~~~;:~::!{ii~~;l!tt~I~~~~i~:f~~Nir~ti~:~~~í~t(l· 
1.f1,/~Pr'~eba·d~· .·.la··. hlp6teéí~·d~-qtJEg.;~J'na.•ci~~ta fÜnc·i6l1 estim~bÍe ... 

• :::.- s:.~r: 'c:b:·:.t¡:::::·a:º~\:~r::,j (~{.;.j,~~J.i .;'. ~· •• 
· c,1Jo7) de una fuhcí 6h esti111~ble .J'Atf/' ·:·'. clebeinos eri.'pr imér ,1 u- · · 
ga'r suponer que e se qistribuYe:c:·omo A/(o,u~fJ ,en ségUndo I~;.. ·. 
gar ¡.;~pé)rametr, izar e 1 .. · mode 1 o Y'"'.ff,te:_ con .. ~ ~. r:_ang~ ~.y djmens i 2. 

· ne:S 'ñXf/. (recüerdese:-A<1<71), al,mcí,delo Y=z.¡;¿fe con x .de­
.·. 11-xJ., Y t'ángO ~ t donde Un e 1 elÍleOtO. CUa 1 qU jera de,,:,;¿·· .. I eS deC j t' 
·~ =i~, ~ ... , , , ', ,· , :. ,, ,, ·. , ·.·.· , ·,, .·,.· ... · ', ,• , 

En t~rcer lugar yconsid~rando•que una vez. reparametrizado un mo 
del~ de rango incompleto, éste tiene todas las ic~.rácterf~t'icas: 
~istas en.·'ª par:te1 de éste•capftulo,:lo que 9ueéla por háceren 

, realidad es la prueba de la hip6tesis siguiente: /.b:o<_.·::;o(.," donde 

.... ·:~. m~~~'~[Jn~i;e~=d~x1r~á r~?g:iJ{;'fe1.c~zees:i~!~::~~é:~~=~i~:- . 
. ¡ de , 1 a reparanietr i zaé i 6n rea 1 iza da anter i.ormente ~ ' 

Por todo lo anterior y resumiendo se puede comprobar que~ 
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. "' -· - ·. 

('i 1i)0<.='l.'Y son las.ecuaciones normales del modelo reparame-
trizado/ .. .,..,. 

~ obviamente puede ser obtenida, 

~· se distribuye como .iV (o< ... • J <?;.,: uy donde e.1...: es e 1 í -és i mo 
e 1 ernento de 1 a di agona 1 de (i,1-iJ-L 
d) (11-,,() (ffYa:i) ~e ,di :si~ i b~Y~ :ci~o . 'J:hn7.AI .·· ·. . . 

~) Qoe ~¿ Y ff'~o{;n<Jepend;~~tes i P~' 19 t~nto o/~ (~-.~-..·M~ .· 
distribuy~ como .• uh~··.~ deS¿dent. ~on ·•?¡-M. 9'rados de,Jibertad. 

i•;; .. ~;~:!J'~.',~y.~.,·;~~~~~:·t~~·\:c~~~~d,d5 ;,.!!.Mj~.i:J,i/'(~f' ·.··· .. 
qi)se distribuyecomó.una,, Ff'(.t.;11~J,~).·dori.de. ~ ~s igqal a 

·· . .'lf ~·~{cr~ lf¡·~·~/X' · 
~atural~enteie~ i~u.af acero ~}.y ~61~.·~¡ .. • .. ~J1.~~L i~~al a· 

··.1vt:.p~~~bél!d.e. 'ª. h,i;6¡~:i~ .. ¿tfe~-·~¡._ .... >.~-:~~{f~~·rJ~ •.. ··. 
'(·' 

. Natur~lniente,. s6lo .. se discÜtirá'n: l~s'pr'Üehas'de'hip6tesis, est.íma""· 

·t~;J;··s{.5~º 7~.r•~.··.·.:T .•..•. :~.¡::~teJrs~4j.·~~¡~j.~l~:~ttnM~~!:;::: ..• :.:~.·:t:3'.~.··j~~ .. · 
nea.lmen~e·.rnd~pen.~ie-;n!es~;~.yg,,i¡/1 ~'.;,~:··¿?"'f ta,I qüe He s,ea Yerc;la,..·• 
d~'7ª• .s1 y s61o s1 1.í!3,='Azf=···~ .. ~~!?r.f'=P· · >;, .. ·· · . 

. ··. Definici.6n. - .•.. u~ah·i p6tesis .. Wd>~e~á>l:lama;da: ~~·tilnable. ··si· .• existe .. -
· u~_co__~Junfo ~?~ .. fonci~nes esti~ables' t. inea~rn~nte·i.nd~pe_~di~1~7e ~J 
~,f?J r.1·•·· ?:lne ta 1 q~e /lo. es verdadera s t. y s6 I o: s 1 ':l.JI =;/JA;:: .... 
.. ~= ~::O. . .. . . . ··. . ·. 

- ·- . 

Teorema 9.-· 

En el mode.lo de ·rango .incompleto, Pªf"ª probar la hip6tesis' de que 
. /9:1.=/3:1. =(3a =·· · .;'..:::¡d.((R~:~J 1 la cua ~ supo.n~inos. es·· equ i ~alente_a'):lr~b_?r 

q~1~ .. las f1J.J'~1.ones estimables l1neal.m~n,te 1ndepend'.en~es A.Jf3c:-l.:,.S= .· 
:l]p= · .... .,,1,.,,.S:: o, 1 o que ten,emos que hacer, .es 1 o s 1gu1 ente: · 

- . - . - . - . . - . 

· 1) Obtener cualquier .. soLuc~6n a las ecua~iones n~r1~ales X'Xf.=X'Y 
y formar <lo= ('i-xfo)'(Y-xfo) ·. . 
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. 2} Obtener cu,a.lquier .soluci6n a .las ecuaciones normales i,,_'i.aF:a;. 
·.~~Y, Ja.s cuales se.obtienendel. modelo Y:.'i~ie, bajo las 0 ondi 

. c.i one.s pi. 1 .:g,_::. ....... ~/3..e:_ Cj?notango a 1 mode 1 o r.educ ido por Y= ~Ji-fe J 
.y ,formar Qo+~l = ()l-i!2J1J (.9-i,_¡iJ y · · · · 

·, . . ' . . ' ,·· -·:.·. 
; . . 

.·· ·' ·.·-'' .. ' />~,..::-~·:;·.~· ... ;..j.'.~-< << ·. 
'h.- f . Q, : (J. X'Y-j l#.Y ~ 71.;~ . , 

?>-r· .Qó r y-¡:_/'F~f m · · .. ·· . 

. · ~·· . 
-.- - ··> 

· ···~i'~•~:~:t1~~~.y~~tt·;~~ti~-~;f ;1;f t~~~~;1?iI~~·i. .··· 
c()n Jas <;!el .·.•vec:t;or·C>C-~r111an •lln con~J.llnto,cl~.j/{ func1ones.e$ttma:::-'."-··· 

:: ;:.~~:::··imr~p~::~::t:·.citi;::j.:;r~r(:~~ó~::~~!:··. 
trizar. el modelo. en 'cuestión, ',á uno de rango bompte,to~ obser'vamf.)s 
que est~ último lo podernbs representar corrto::•·· . , .·· 

- ···:·'. · .. · .. · 

9~ •···~·•··;;(. f.i:J-f'-1: e··· 
y pór 1 o. tanto. /lo es verdadera si y s61 o. si '· y para pro;.. 

. bar la hi p6tes is podemos emp 1 eat> e 1 i ne i so V de la par.te l. . 
. ·. '·,· ' . ' 

Las cantidades importantes según lá notaci6~ ~mpleí'!da hasta el mo'."'. 
mento, son definidas ¿ómo sigue: 
. .:· -· :;~ -:_'· .. ' : . A·. _·· ... ;\ -. . - . 

. a) (.Y-i5J'ty-i6) o sea la suina de cuadrados debida al error do,!! 
del es la soluci6ti a las ecu~cio~~s normales del modeló reparáme.:... 
Ú izadÓ. .. 

. . . . 

.. ·.-::j __ - ;:::.... .... -· . ~ ' ' ' ' · .. - .. ·- ' . 
b) S '~'y.:. ¡f' 'i,_' Y '· tamb i éncon.oc ida .comci 1 il spma de cuadrados debl 
.da a ·;;_ ajustada par~ Ji 1 donde r es fa SO 1UCj6n a 1 as ecuac iOl')éS 

norma 1 es . 'i-J. 'i,_f"' "i.J. Y" Estas ecuaciones not>ma 1 es son derivadas de 1 
mode 1 o y• i,_¡.+e " . 
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De acuerdo con a} y b), observamos qüe si empre que querainos probar 
1 a h i ·,6tes is en cuest i 6n, tendremos necesidad, .de calcular 1 a ma--- · 
fri.z ~ , lo cual s~rfa completamente tedi~so, sin embargo loante-

¡... i º .. ·:·r.ª .. for.tu· ... t1.ªd.a.men_t.e np····· :.e.·s··. n.e.ce .. sar .• i.·.º.~. :'.cª.:_q.· i.¡.e.·/ .. '=.º.d.-e.~ ... mo·s· em. ·~.l .. ear· .. -.· ·•.e_. I;.,··.-.. -. teo,rema 8 ~arte 2 para d.~mostr~r ,que (Y-:>t61 (Y-i!g) ~tY-9.¡fiJ'('y'-X~) .. · 
lo .cual ev.1ht tal molestra. Evidentemente por. la m1smaraz6n tene-' · 

.. ~os qu~ el ·.:t.érr~i no··· ( 9~t;.l)'.(9~~~1f}. pu~dc_ ser obf:_~n ¡ d(Jj~ • 1 ~s .- - .. 
· e¡;:1.1aciones,~1ormales qUe .son derivad~$ del ·m?delo :Y::X'ffe _Con la 
co~dic:i6n i.ie 9t1Ei<¡9i=/i'J,=¡3i,=··· .. ::.ts~. ·. .·.' .. ,· · ... ·.·. • '·. . 
P~r lo .fa:nto con '·º·· a.nt:r i or se ju st 1 fica 

te()rema 9. p~rte 2. · · 

· 1·~-"" Graybjl ¡ .. ·· Frankl. in· A.·,· ~n· l~troduct.i,on.,to Line~r . 
. de.Jsi.Y.ofume l,·New Yofk: McGraw""'.H,ill, ~º'*·co..· Jríc;' 
Edition}~··· 

2.'" d ndgren B~~nard w~ I Stati stica 1 
Pub}i¿hióg,>1976 (ThirdEditiorí}• 

3. ~ Sea~le s. R.; Li~eú Mode 1 s, NewYOrk: J~hn Witey & So~s, !ne. 
197L(First Edition). 
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' ' 

Revisi6n,de modelos para datos con dos criterios 
de el asíJ i cae i 6n. ( Mode 1 os de rarigo i ncomp 1 eto). 

1.-, lntrodúcci6n;- En el capítulo anterior se, vi6de.una forma g~ 
rieral; lé! teoría relacionada con los model()s 1 ineales de rango,--' 
comp 1 eto, e i ncq~p 1 eto respeci:i, vamente; ana 1 í zan~o o revisando '.;.._~ 

' s.i empre re su 1 tados para e 1 caso más genera 1 , '' ó sea supon i end() • que 
, cui:tf qlt i era que ftiese C 1 fflOde 10 t ~St~ j inpl i CClba' e 1 mayor , n6merci de 
fa(;tores en, la comp~síci6n ''anal ítícá" dél mi¿mó. , .. ' ·' ;'-·.· .·· - : ··. ..· .·. 

,>sí n embargo, cl)a'I quiera que fuera e 1 niode lo ,b cu a 1 esqu i,er:a, que _,:, 
· ··. fueran· .. ·. la~ .• • situaciones, ,r;urica. se .prop1.(so• cons idek.ar e 1 nada remo-

. ·. to fenómeno de la. i nterá~c i ÓIÍ entre los fáctores':"cons i derados en 
el estÜd'io e'n ;;1.1esti6n. ' ',, .·. •'. . ' .. ·· ., ' . . . . 

. Est~he~ho •. ·que .• es·.···de· .s~~.~· ...•.• i.mpo;tancí él .y·· .. ·C¡ue ·fo,rm~··Ja ... P~r~e médu--
. ·· lar.9el••.•·pre~en•te. t.rfbájo .... se pl.~nté<1rá .. eh,este, :~apftulo, .haciendo'.·. 

notar y como e 1' Htulo, del mismo 1 o í11d ica, .QUe se:,c()'n&idef'.ªrán 

.· ... · ..• i76a:i~.h·' :~·~::,d·!:e:.h: r·•1·~ª;.¡F:Y·i·~~~:7·~····· ~~·".d7·~:·ñ!i~~:t:~.~:~J•.~l~.;~: ·.·· 
.más·s~ncíll'o qÚ~.permit~ lá ~ons:ide~~cí6~ de•la intEÍr~ccí6n~ ·· · 

Esta···.decisi.in···Mo s~.·· d~be• de,~ingunamanera:a ,·~·····.·intencí6nde .mi•·ni 
mí zar trabajo, sino ,q~e responde aun~ tendencia. éeMrafde fa,i.: 
gent(!.·.··que desarro,1.16 esta área de invesfi gac:j i6n··· y.··Q';le ··c()i1sj ste .. · en 

· rep:esentar a 1 os <Fenómenos ei1 estudio >cbn Ta .co~s i derac i ón. del ~ 
ménor ll~mero dé f~cto~es. posible, fa' cual di6 co~~ resuita'do :qde ' 

.hoy en dfa existan un mayor núínero de métodos para modelos con m~ 
nos fadtorés; que para modelos c'on muchos. factores• · · 

". ·.. .. . . . ··, ,· .· .. 

Por último es imporh1nte.·m~n~ionár, ql.le. muy frecuetjt~;nente y .por 
.diversas.razones·la.determinaci6n'ae un· modelo noper'mite la rea­

l izaci6n de varías JbservacióneJF para un conjunto de valores .de­
.· termínadós para la~variables xi; e;,,to implica la necesidad'de~. 
cons i derár modelos que serán determina dos con más de uiia· C>bserva­
ci 6~ por celdclIDYmodélosq;ie se.detérrl1'inaráncon una observación 

··por celda. · 
. ·. . 

Para hacer más notorio el fenómeno de la interacción, !>ª analiza­
rán los. modelos con más de una y una observaci6n por celda, para 
1 o.s casos de no-i nteracc i 6n e i, nteracc i 6n respectivamente. 

11 .- Modelos sin interacción. 

a) Con una observación por celda. 
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Antes de. seguir adelante con eJ caso en cuestión, definiremos cier 
. tos e 1 ementos que .serán cÓmu.nes a cua 1 qui era de 1 os . mode 1 os que se 
ana 1 i :zarán: . 

. . . 

./"" será. lln. parámetro desconocido, denom ¡nado frecuentemente como 
1 a media genera 1 : · .. · . . 

{'t·J será. un conjunto de parámetros asociados con uno de los 
· ter/ios <:>.factores.en conei.ider~ci6ntartibi.éri desc.onocidos; 

rtr ser~ o.tro conjunto de, pa~ám~tro~ asóc i ado~ con ~·· 1 
o factor restante,. obviamente deséorioc idos.. . 

' '·'\ •. ·· ......•.. •1'' ., . ' .••.. , 

L~s datos que se anaJi :Zan de acJe~do a . d~~ c~ l ter i.Ós 
e i6ti y 'una. obser..,acifo po~ Ce 1 da .:t i.eri~ne I s ¡ gui~nte 

:J..,¡·~/<. -f i-~.\.¡ /¡ f ·~\/ .. 

· ... j'=./;~, ... ,. .. ,~J; · .... ·· ·,· · . 

. <l .. º.'~d .. é.·:•.3-<J . es 1.a .obse.~vac .. ii6~.d~.1 .. ªi.¡ ·.·.J.L.·é~lma .~el.d~, ~ e:..·> e 1 a v .. ·.·. 
ria[?ieialeator iá ·a.saciada~ di ch~ observa~i6n,. 14.}::u~) Xo·.:ti~n~/i::H 
rre' tac i 6n ,a 1 ~una con·:ot~a ~ar.i~bl e ·~or~a;t;C>r .. i a· y además ti ene< media 
cero y varianza (j~ ;,.los .. demás elementoS:son ~b~Ó se dÚinie~on' . 

. ·· .. '¡;r-~~ia~enté~ · .. · 

· 'Es e 1 ~ro ~ue para rea 1 (:zar . prue~a~ de. h i p6te~is y/o' ·~a 1 Lrar i nt~r 
vaios 'de, confianza. se supondrá:que IÓs. errÓh~s. ·se:•,dh:ít.~'ibÜyennor: 

· nia i mente• 
.: _··· .. ·:·<·,': . 

" , · ... 

Gener'a 1 mente 1 a fina 1 idad 
tés~ l:~C. y :rrl.fl.J· , 

. ···="Zi: y JJ=J:..=···; ..... ,= f.:r 

:. •, ,:· "' • e 

de .. ~st~ mÓdelo será éstlmar los contras­
adt~más . de probar 1 as h i p6t~s is 'Z¡ =·i-:1. = ~ .. 

Est i mac i 6n Punfoa 1 ~ - Como se recordará/ en el icapftulo anteri cir .:.'"'. 
pártti. dos, •. se pi ante6 ·~ 1 hecho. de que para saber si una combina--"'. 

<ci6n 1 iheal, digamos ·.i!i:·, er~ estimable, era nece~ario encontrar 
Un vector .::¡: que cump 1 i era 1 a condi ci 6n x'xf,,: !l; todo 1 o cua 1 pro­
voca. en s f. ün p!"oced Ím i en to J abar i oso• sobretcidci si ... ¡as di me ns iones 

• de la1natriz x'x son de un tamaño respetable~ 

Sin embargo esta situación poco agradable se puede evitar, SI en -
lugar d~ considerar lo anterior empleamos el. hecho (también plan-­
teado en e 1 cap r tu 1 o anter ¡ or) de que 'Xl y x1xf> son est i mab 1 es, -
E)n cuyo caso algunas veces se podrá decir casi i nmed i·atamente si -
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úna ciet:'ta .funci6n de los parámetros es estimahle, esto ,es; si es 
funci6n line~I dél-os renglones dé X~ o de i</xft 

. - . . ' 

Una vez que se ha escogido, la última alter•nativa,. el problema que 
' queda· por• resoJv.er es eJ. dé la, ob~enci6n·de)·.· ineJor:e:¡;¡tiniador de>-

1 a cdnibl 11.;íci 6n Ji riea 1 correspon~ ¡ _en~e (N6tE)sé, que se'g6n) 1 (). expues 
+:o en> el capftul o •. anter iot:', el_.· __ mejor. e~tim,ador estarí~ dado :Pt~r : 

·· .• nJ'[~~~-~~r!~.1~.,;~~:?ion(Z~~-~·1~·s·:º·~j=t~·~~~:::~.~ih::~~}df~··i ~G:{··~·=······ .·.. , 
LIE)Vará a cabo éin~l{ial'\dO, la~ e¿uaéi~nes•:norrnéj,,E)S; cor.resp911dientes_··' 
y el sieuiente cordlario:... . ' ·.·.· .. •·.· .. ·.· ... ' ' . 

··. 2:r<)l~~io .. ~·· Si •.. ;i•,6. c•s estima~l~ •. :existe u~ .. Jec~or s•· tal 
S1 X'~:, , y .. el mejqr estimador l)nea 1 i hsesf}adC! de i~ · 

, .2l~sé~véce por. lo, t~nto.;que det.~secu~--~·¡~~¿~s.nc,rma'l~s {e)<>x,6 __ ·. · .. 
:·: }( 1Y) •.. y·: 1 od i ello: áriter i ormente; cua 1 quier comb ihaci6r1'.:l tri.ea I' de 1 os< 

' renglqne~ del. __ ,ladq i';tquierdo qt?laiiec'uacfo[i(ls r1o~riial~s ~s ~stimi.· . 
.... ·6.1e __ (e1 ínii ~ando'Jossombréros)i y por él C:C>rola~io se· •• •tfene.'.'que·;~¡,_· ..•• n~r 11~:17· ~:~~l~;t:~~l"~:~·tzg~ ·~1;~fü\;:~ri.l·.~6:~r :~;.;" ;··'~·. 

. . 1 o tanto' procederemos' a obten~~ las. ecua e¡ onés ri'orm~ 1 es de; 
ca~o en c~esfí6n; , .. ·.. . > ' < .·. ,•, 

. ' ,. ·~ .· .·i . . -

.;.._ ...•. ..-¡ ·. . .•. · . : > -1 . . • . ;f .. · i . ) .' . ··. ' : ' 
lJjJ . + J -q . ..; ... :~.+ J?; t- lt .;-......... :-1-..z;1.r ~x.~ 
J) -f . Ji¡ . . +. i ~ ........ f i~ .. = Yp. 
· ·. -1. J • . '1_.· úf=?_~ ... J_I. I) i ~ f ..... ;.-f 2r + .. .lfr · =Y.:¡ 

' ' .· -~=9~, ... /f 

·~·-.·· 

''}:f:. 

li: 
De, las eC:uac iones. anteriores se 
las. óniC:as co~bi~aci~ries de la~ 
mab 1 es s_on 1 os contrastes. 

p~ede observar que efectivamente 
?::,,,; o de 1 as JJ· que soh est i -

Pruebé1 de Hipótesis.- Para llevar a cabo la prueba de hipótesis . .,. 
't= ?i = .. • .. ·= '?¿ o 1 a de tft~f,_,,; ~' ..... -:=-Jj. se debe encontr~r en pr i -
mer. lugar: · 
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. . 
1. - La redu.cc i 6n debida ~ 1 vector de pará~e!r~s ¡§" , 1 a ~ual se ,.. 
sue 1 e .denotar como. R yeJ= ~~)'?: J ji)= 1'5.' X''Y .~ 

2.- La reducci6n debida alconjúnto de parámetros no inc.luidos ba 
jo la hip6tesís, considerando a los incluidos com.o nul.os. Cant.i:-: 
dad que.··.~"'. .den~ta como· .. f?(Q{:i)~R(.,u.;¡')·· (~'=R(l-<1 .~)):::.·~~x~y· 

, 1.' .. ' ,' . . .. · .. 

3 .... ta redu~~i 6~ debi<ia a' ·conj~nto:d¿· pa~ámet~os in6'1(Ai d&s b~Jo• 
.. la hip6tesis· ajustada par.a el éonJ~nto de parám~tros.no i,'ncluJdos• 

• E~.ta cantidad se 'denota c~iiio · . . . 

····)r0J-;8<;~)•; k0,t1;·~ R(;,1Jtq-· .=:f(~;j,¿úiB0,~JJ®·• Y.·· 
. , '·' 

.. ·.•·· .. . .. .. d·~y;·¡f !i'~~·~·;t· ..• ·.·. . ·. > 

• P~r!'I ca 1 cul ar Un(), obs!'lrVi3.;lO~ique necesitamos 
· · x~Y 1 ¿,: .teni3n1os dé 1 1 ado · deri::cli~ dé 1 as . 
sea tenelÍ)o~ cjue 

.. R(A,~¡.J ==04;>t.4 t ~~"Yt ·.+• ·~·.~···Y~p.•···· 
.···ah()!'ª una forma .sene Í1 "ª de ·encon~riJr un valor. di;,<A es. 9on-1si de~ . . 
'ir'ar las combinaciones liríealcs .. no estimables .2:~¡=? y •.l.:J'¡oi:iiC>i ,·. 

qÚe Juntó conJas ~cuaciones normales .nos, da los.siguientes r'esuJ. 
>tado$: . · ... ·., .. 

. sé obti~ne que:' 

la cantidad dos se ca 1cu1 a cons i derai1do a 1 mode í o en este caso, -
como 

tü.J = 0 + rc-)f ¡.1 .¡. e~,¡ 

fl-v· :=:. / J¡ .f ¡
1 

-1 e.,;;i <? "1-) r ~ =-~ f <: 
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±iene como ecuaciones no~m~les·a 

... ··.·' ~; 

;f 
• • • • • 1 • 

'/¡···· .. _.;· 
··.·:· ·n.· ·, 
~' ' ./-.. 

-.·': · .. ·' 

i gua_·d,:a>ª .•....•.•. •_.". 1 a 
·que 

de_I punto cuatro n¡,_es más que 

. J..'d_R· .• ~· ~-.. R_,(._·,u.._:.·,.··.··~·-··i4)_ · · .. 
MIT .yJ,}O 

Todo 1 o· anterior se puede e~poner en una tab 1 a 
varian~acomo ·'ªque sigue a confinuacl6n. 
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' ' 

Aná 1 is i 5 de Var i an.za para un Modc lo 
eón dos:criterio~ de clas1fi~~ói6ri; .. 

s.c. " 
::~ . .u:J;.'' 

', 4-.. 'flpt/ 
f,fy., 1...1 · 
> "/ lJ' ' 
: ""'Y.f' Y.L , S(\A...;.. •"'". ,.;,;• · .... . ·.·º.~<.r··.·u· 

se olyide las defin,iciones preés:fable~id~s. 
' ,. ·, .. - .: - . •' .. . . - . ' ." . 

' ' 

A l··j gtlal ···que. ·en •e 1 .Caso .ante~.ior .. ·.fa real ¡f~~i 6n. d¿ p~uebas •de ·.~···· 
hip~te~isy/o cálculo de ¡'~tervalos de cqnfianza.se bas~rán.en · 
eL supuesto de .·que· los err:ores se .distribú'yen no.rmalmente. 

". .. ' .. · . . ' .. - . - . ' ;. 

-:·.·' 
' De L ~¡ smo modo, la f i ~a ·1 i dad de este mode 1 o ~érá e~t i mar 1 os 
confra'~-j:es 'I_~,rJ y . 1: rJ.¡J'J , adeniás dé probar..' 1 as h ip6te~is ~ 
t°."'~;¡_=·~··;·'.=~ y &=Ji'."'·······O::/J- • . ,, 
Estimaci6n p~ntual.- Empl.eando todo< lo expuesto en.el punto 'a), · 
obtenemos las ecua e iones nor'llla 1 es de 1 caso en cuest L6n. 
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. A 

· __ IMJf -.=X1· 
}:: L¡ '-r. u•7J . . 

. . fe.: I_ /vf M_ Á·.·_·. + 8 ~.f. .•. ...• 7-#fí-l _ 

.. U!f . / .. 

· ... Se ptiede compraba~> de· nueva cuénta q~e: las an icas é::omb i nac ion.es . .:..., 
.·. de ,fa.7 'rp:O /J :.· que S()n est ,i mab 1 ~.s s.an Jos contrástes, . . . ' 

··.· ··· .. ::.~:b:r~:a~•·¡·~~!j~~·T_~.~/J~r•,::~·~·.i·~2fet~·:\::·::l. ··~(:~~~e~:~'t::i:.a:be·~······· · 
.. é:alcu.lar··la·s.cúát~o·~antidacles·yi;i e~puestasi que son: · · 
··-' >'· ·.!,'.' -: ·:·_ ·:··.· ... :;~;-::··:·:::-. .-

... · ·l.; ·_.··,·.. . ·· .. ····. f .• · •·•···•··.•·· . ~ ··.·· ... _····~· .. ·· < . . ..... ~'rJrt~tl:,f¡g if ftt- ~d +&~~ J~J 
._·yjJ•.1n_•.=.·_.Ji1••·-t•·~/·.·t·_.g.····•f;.:e1/·?f··.· .... . · 

• ff-<J 1n =='/< ~ ·l V.ii :~~.;,,·· .. · ···<=_ •. º.n····· .: __ .·_• .. • :_.··.fa<._._ •• _ •• .-•. =.·.•·.·.: ".ü_·_. ·l.cr._.·. · ' :· .· .: . . : . .d/. . :.. . . ·: /.' . / -~ 

.t i~rne como ecuacíone~· norma I~~\ tl:. 

···A·= · 1rlvfA*+ . .z1;1~Á•1 .. ~·····~r* iu¡;. ·~ .. x .. > 
.. if ~.: 111A*+ .-..... • t/44:· .. ,. =xi~ 

·.· Emp 1 e ando 1.a combinación 1inea1 :n~ est i mab 1 e ;LJ¡-;:tX ~ la cu a 1 
que . . 

_A * ~ X.. ~ Í ;:Y.,: - Y. .. < 
1111 . · .. · . . · 'i lH :!JN 
. ?'5? = (){~yJ'= (Y.;;) r.,.7 Y.:t;) •• H •••• •/,Y:¡.)111 : 

. . . . . . ' 

i· 

IJ . . . . v:t /l .. V'- v:i)· . . 
A 011J ~ ; JM ·+\m ~ .fm···-.·- · 

' ·1··. 
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111'.'- Mode 1 os con i nteracc i 6n. - Antes de qüe. procedainos a é,studiar 
los modelosque .consideran ya el fen6merio,de la. interacción,., se h<i 
ce necesario ver que se entiende pÓf" i ritera~c i 6n ó por no::_ i hterac: 
ci6n; .. . . . 
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Considérese en primer lugar, que tenemos una funci6n de dos 
f<>-i 7x,_) y féwmúlece Ja siguiente definjci6n, 

. DefJnici6n L'"' t(X1,X;i.) . se d~finirá como Uhi:I furici6ii<sin ínter 
si .y s61o si e>;isten funciones Ji(X¡) J~(K~} tal.·:..: 

' .. :· .. :· '.' .·: '; 

- ·. --· ·.- -·.; ... -

···· t$~r:~~r:~ 
···.·.·•.En ;\Jn~ f~~ma general ~e .pbse~0~ 

._····0"/Y,JY···- -0J,· yt1,):_· ·-~-~·-··~--~')•··?<;;xen,Jr~•·· 
,., ·:. -:-.... -:··· _. 

paratoda · ~'.1 )•1 · Jy. J' ·. , n6té~e ·sin ~mbargo que ~éarre~ 1 ando 1 os 
t~rminos tenemos que: 

. "· .. :., . · ... · . -~ :· -·.' ' ' -. _-.. .- . . ., .... 

0{J /""J·,):~ {JU/-/'-':J') - (JJ-tJ~ (J:¡-)J,/= 0 

por lo tanto tenemos la siguiente definición: 

.Defiriici6n.2.-. El modelo para •. daios condos.criterios de clasifi- · 
cae i.6~ 8-{/ =fi:.t,ff f.i¡' s.erá. un .~odeJO ád i t.ivoo en otras ·paÍ abras 

. sin í nteracc i 6n/ si _/<-•:/ es ta L·Gtue ()<--<'J;J-1-'?J')- (A .. <;)'71".t"{j')=O 
para toda Aj -<j J :J J' , En caso contrario se dirá que es uh mod~ 
1 o no· aditivo o con i nteracci 6n • · 
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a), Con una observaci~n pór celda • 

. E 1 . modeló correspondiente .par.a datos ana 1 i zadós de acuerdo con ~ 
las caractéHáticas en cuesti6n se define como:. 

' ,·· _·, . ' . ·{ , . ' 

.· Y-f/ - ;/< 'f z~· 'f (¡· .· -1 ·· /?'//-</ ·{ e .. 9 ... 
' .. _. ', . . - ' .... , ·.· .-. . ' 

·con . -<-~":: 11 :z,3, .. ,.";Jz: .. •i. i~,4,~¡3¡.C ,;/ ·j. e'1,~uQI dÍf ier:e . • 
· ?eJ :P la~tea~o.en .1.1·· .. ·a) ..•. • .. e,n ,e, 1.,t~rri_ino., .<?'J') .. <,¡>,querio·.~~P~:e~enfa . 
. •et•producto,de.··los niy~J·~sj.· .. e.'J7"ésimo: de Jo.s factoresA ... Y···.Bres .... · •... ·· . ·.·•· 
·. p'ectivall)erit~ (o vi ceve~sa)¡ ··s·i no. q¡je repr-eséhta •fa cantidad de :·.·.·. · · . • 
inte~acc i 6n que: el f~ctor A: ti ehe sobre• eL factó·f:.. B ·(o v icé~ersa) ,•·. ·• 
~n l~s n j .;el ~s i é J'.:"ésimé{ r~~~~ctiyáméhte~ . . ' ..•. ·' . . . . ... 

. ·.··:·.-;..,·• 

N6te~~ ,que adéinas de Ío p lantea'<f¡} ell•.rit~bs casos; aqu.f se i nten­
•·.tara· ppobar· 1 a• h ipotesi ~ ,'deq.~e. ('f¿tJJé'9 ~#~ª :todo·f .~ .. ·· r .. 

··· ..• ~!;' =~!f tl0t:if "!f :LiT~!:~~1:;~~8z~;~!~'R4;~:~:fü~=~.i:~.t• 
.• ·.·~.····0:,.• .. •. :.·• ... :.• •if ¿3···+ ··J/~.'6J.f/fJ~i~~ f ;.~.('t~Í6¡J,:r.·· 

L¡ Jj< + .. J ?:f .. ·.·· .J; ·.· ·.· Z:df. .·. f ; !~•(CZ-¿{l¡;j=. Yp. 
"'·· ... v ··.·•···· 4 . . · x···.·.····· ..... · . . . ~: ·Jf .. t L~· t ·. ·· Ij'; :1 •. -f <1JA1·i:x.1 .. 

.. .. · l'IJ'h : Ji + P••Y;;= 1, ~···'·'·'~"" r+= ~ ~~:(!4f :'.' >f r 
'.. : ·, '' ; ··.,_·<··:.' ·,., ''. . · .. ·. ';' ··..;.' .. ·,· . 

No ~sdif.fcTI .compr~bar.que en est.é,caso· 1.c>s.contrastes de las .. 
'(_): O ?e 1 (;is a:,• 1~0 son est i mab) e~, d~b ido, a q~e l OS parámetros "-­
(':tJ' )f• o ('fó}~ no pueden ser, separa,dqs de .·Y, .º ~ , t!eSpectl 

Vahíe.nte (Hágase Pªr'ª los éontrastes sene i 1.1 os como son ?.:- - '?'°..<~ y 
. & ...; ~·1 , con :Á.f ..1.'1 y JiFJ' y. 
sin embargo e 1 mode 1 o propuestO puede ser escrito r'eparametr iza­
do en . 1 a s j gu i ente forma 

/ü/ = !~ f f: . .ti! -1 c~¡J .. J -f ! ~· - ?: i rr-/Jc·. ~ <er/J.'.f 
··:r I Ji· -i 1 ccr¡ )/ - ccr¡ J .. J 11 (?-/le/..; (TJf}-<-. - (1::/J.lt(f¡J.J 

-f f:-~/ (1.) . 
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. . . 

'. ·Y ~e p~~de0 observar que los .pará~etrós '?.:;'"ó Ojtson esti.mables y 
que Jas e'cllaeiones enrealidad siguen siendo las .mismas 
obtuvieron ,en Un princ ip ÍO. . 

·.·•· 

de.H.ip6fesi.s•- La realización de pruebas de h·ip6tesis re-'-
. quiere dé r qá 1cu1 o de· I as cantidades exp 1 icadas en 1 a parte H' a); 
·. ' - . 

>s;~ embargo dichas pruebas de hip6tesis no se pod~án hacerpor 
1 ó que se verá más ade 1 ante. 

Obtencí6n de la cantidad del punto uno; 



'· 
' 
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Para gbtener ~sta cantidad se ha.ce necesario tener una so 1uci6n 
c:le. /3 ..• <por 1 o que se ernp 1 ~arán 1 a,s sigui entes> cornb i naciones 
no estímábles, .¡:~_...:o ; 4 f.:o j (Gt-Jt) ... ·,:.O para 
~= J,:1.F'.'"·"1.I. e · (~Í};¡-C:: o" 'para J: 11 :1, , .... 1 J . 

;¡ 

¡§. seda: 

= >'¡:/,. 

' ' 

Antes.de seguir ccmcuéllquier.otr~ •cálculo se.puedever que el 
.Púnto. cuatro que ··es. 1 a···sumade erro~es a 1 .. cuad:ado menos , R:</11 · .. 
, ~ff1 (1-J')) < Y~ a l"'CSU lt.ar ser ~ero Y. pÍ:W ·I o tanto. no h~brá un 
est,imador ·de la variania .• que.permita la realízací6n,de pruebas 
.de hipótesis o cálculo de intervalos de c~nfianza. · 

Es de notarse, qlJe Jara obtene~ uncsfimad.or de la varianza . 
. ·stSlo se hecesitá una observaci6n qiás para al mer)os una de las·-

. •· . 
·celdas •. 
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•-_Por lo tanto ~e· procederá con el modelo que considerando la 
acc i.6n ti ene más d.e una observac i 6n por ce Ida. 

: • ' '. < 

. J,) Con más de una observaci6n por cel.da •. 
. ·. ' .. 

·.· ·: S\.ipon9ám~s ahora>eLmis~o~odelo.qüe e~ ei··.caso'anter.ior, 
.. más. con . .la di f~ren~ iil ·• c9~1) ya se. d Uo1 de cil!e aci~ f -. . 

01 >tJ observacf?nes por. celi:la~ · · · · 

~otam~s entori~~s·que' el modelo ~n· ~uesti6n e~ 

•. Y,;trt ~J-<f ·~ j~ 1 <-r¡J~· f f-:fm .• •·· 

Laá ecuac i on~s norfni:J I ~.s 

·. iJ#¡4+·Ju(L_~)~IU.(z~J+H(7<'fJfjf ·~···•y..,·· 
. -~: JMf l{M. ~ 4· N (2JY /-1-· MJ} tt¡Jlf¡•J-=Y¡, .. ·· 

#' .. 111.}(f.f {t f, )+JH4 { Utf <ff tr)~Y-f, 
(t-/lf¡: N;J + M 1f t H~. -t lf(cr?Jt¡ . ~.· }J¡;. 

' .· . . ' 

Ernp 1 e~ndo 1 as ~ond i e í ones no. est i mabI es 
Pilra _,<';Lj"J·· .. -j·l e J= l7~······1J se 
lución: · · 



. . . 

Hip6tesi~."" Antes de proceder con laprueb~ 
t.~· .. ~te q. i:¡e !>ª······ pued~ hacer .• en el mod~I o en cuest i 6~, se 

i · rá su íádi.dez;. 

¡ ·U~tf I·~FHf :~ilfri1!!JI:~~~~;:Jt~:f ::?t:,:l ;One• 

para toda -i .Jt./ 
Más esta dltima ~xpre~i6n en ~ealid~d.es 

·.: - . ,• ' : ·. :. 

(~¡)11 ~ tfiJi - (CC/L·. f('tf/· 

"i' 
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Ahora bien .supongamos que ('rfJJ· =O para toda A.'. .R.. J , entonces, 
tenemos·. que 

' ' 

tcr¡J.;j-(~f)/y- ~ (~¡J~t f (1"'f)~1 
···••debe se~>igú'aJ a,ccrópa,rnf;'ida,..:1,li1J ~Ji·.··-···~ .. pero,:$Ustítuyér1do·_.··.··_: . 

.. (TJ'~' . f'b~ ./t(;./ ~,A~~· t· ·. obte,némos Ja si gu í, e~t~ '"i gua.!)> • · • · .. 

.. = 't~4J-;,j~t1~if ~~.;.~¡r1~r 
cu9f, 1 ~ s~pué~to, 'quedéd~rnÓstradó •. ' 

._. . .- · .. ·.· _,.· . '. , .· .. ;:- .... ·,· ... _ .·.·:_' 

;i:fü;; f .:i:~f ~rnfüfü;~f i;~:~;ti:~!~~~t~~¡I§:~r~~füi~~~J~. 
'p~()ced~mos' pJe~ ·. : ~a 1 C1Jfc3 1~C .pJnt~~ 1 ' a A 

··<le la :p~uébaO · 

L"". 

> .· ·.·.·•··.. '· ... ·· >.···~·· ... '·····._.··• ... ··a: i ~ :t.· .. ·.· .. :t> ' X0l C(:;f/Lvr¡t) ~ ÍJM f (~Jf'>~ .. };11)·+(5~ ._. {jg). ·. ·. 
+_Jii.új--u ... -~1 .. l$")YLJ~ : ¡f J4~ ... 

2,..,. En este caso el modelo más importante ª' supóner 
que 

o sea el rrioqelo que resulta de suponer en.el modelo en b'uesti6~ 
'que no existe interacci6n, sin dejar de considerar' los modelos 
·que para ~l·cas~ de sin interacci6n se pr~e~ari e~·~ste mismo~~ 
punto, los cua_les son iguales. . . 
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Ante¿ de seguir adelante kagamos una important~ observaci6n. 

Según la ··notaci6n·•·empleada.·y de .. acuerdo .con·. los 'fundamentos con 
los cuales· se .calculan los módel.os en este punto, también serfa 

·posible c;on~iderar los modelos .. <(_,µ,f¡l)'¡IJ,<(~7 CC;l.:Cjl) 
o····. \.f<:·1 l?:/l) ; Sir ernba~go f"esu.l:i;a que cfidai~no de e¡;;to.s,p~ •. •· 
.siblesmodelos·, en. La reducción en suma de cuadrados cortéspon­

.. ·di entes,· da una éanti,dad igual· ·.a 1 a.·. de 1 mode'lo!i ni cJalmente con 
·,sic¡'e~ado • {<f!) :"r/f!1 f':'rJ!tl., y pof' lo, J(!nto. t.as c:anti.?~~es qú~ .. 
•• se.~alculan·en.el punta,3.resuJ.tarJan.<ser cero, cuéll.qu1era que 
~fi.(erél e(m6délo que se '?º~siderará y por éon.sigüi•eílt~ ~fémpre -
res(l I tar fa. qlJe Pe <R. éori 1 as . consabidas con!;·éctienc ¡·as.{f) ·· • 

, .'.· .- . -,:· .:_:··.:.·: -... :···:· .. -. ·, ; ... ' 

.Debe• 'de .obs,e~v~rse tambié~ 1.quEi raie>ilable~ente 16~: il!ódelos· méri.: 
e ionáclos. eri realJ dad no t i,.;inén ningGn sentido,·. púes én genera 1 

..•. sed a·· i l 6gico: pensar.en. un. llloCtelo est~dfst ico, que .éotÍsJclerara< ·. 
1 ai presencia de .térm i.nas· de in't;era~ci6~ 'el1tr~ do.s·faC:fo..;el;, ~si.· · 

. ~i:i •. s j mism~ el mode 1 ono·ti ene ·t.ér~i ~os :~~Ociados)cqn.dos\ f~é);,; 
tor.es ;di st i.ntos.. · 
: :" "' .:··.,·':: 

El cálc~I~ c~rresptihdi~rtte,· a ... supo~ i e i Ú; hecha .. e·¿ e 1 
. ·:.•.'. ,· - . · .. 

· 4~- Por 61timo tenemos que 

~· Y)j~ - l<.(fi~!;lrfI)= .-{ (!l/111- (/{]·.)~ 
-<¡j ,'M ·. Ád 1 .· 



Los c.uatro puntos an.teriores, como en. los otros casos, también - . 
se presentan en una forma abreviada, empleando una tabla, cor;lo - · 
la que a cont i nuac i 611 se da.. · · 

' . '· ·: 

2.- Lindg~enBernar.d w~, Statistkal Theory,.New York. MacmUlan· 
Publ ishing, 1976(Third Editi~ri}; 

.. - . ; ' ' ' ~ " 

3~"".·Seárle S.R., .lineai:' 
197L(Fir.st Edition), 

' .· .' , ' 

York: John Wi 1 ~Y & Sons; 1 ric. 
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An.á 1 i s'i s., de 1 a i nter~cci 6n en dato~ con dos cr i te 
rios de clasificaci6n y unáobservaci6n por celd;. 

1 •. - 1ntroducci6n • .,. De 1 cap ftu 1 o anterior se. pudo notar que 1 a con 
s iderac i 6n de 1 a ,, i nteracc i 6n" para e 1 ~ná 1 is is de datos, es de : 
un13 importancia e ,1 ~menta.1, pues aún .cuan, do e 1 mod~ 1 o 1 ine<~ 1 . gen.e;;. 
ra f a~jti VO¡ .. pu1;1de' .ser "coínp f efoitt pud'i era ser, que Ja, cons Ícfera.-- ·. 
¡::¡ 6n de··•· la ·. i nteracc i Ón ayudara. a de ser i b ir. más. correctaniente 1 os . 
datos en cúÚti6rl, po(·Ío qu~ si~~npre se hace·r~comendabl~ probar. 
~n · modé 1 o más Compl ~to o que' cons i de(;~ ,.1 a jtiteracc i 6ri, · · · 

•,' 

·.ofra.•·.costi que'se'pudÓ··.•~bs~~~ar; y ~u'~· forn1a;la, ba~e· de e~istencia 
del presente. ca~ftulo, fué fa:imposibiJ·idad de 'Nialiiarel aná(i­
~i·~.devarianza para .. ·e1 mo,de.10 que :é()nsrd~ra •.·'·~• ·¡n·i:er.ac~i6 11 Y· .. q~~· 
ti ene una ·observac i 6n ,por'·ce ICla/ caso: muY particú 1 ar,• el 'pual ·ha 
:~ido estudiado con diversos :~uni;os de vlsta por Tukey, M~ndé l ,· _;;. · 

· .. G~aybill~,Millik~n, Sd~effé; ·M~n~ez y,,8Js:to'1.;·entre .. otr.os1 · · 
. ·.enfoques ;o. métodos se bosquejarán a<'con't inúa.ci6ri. ' 

1 f. ¿.Enfo~~e de rJke~:'. > .~.·•···.·· ... > ••. ··~·· .. ·.· .· •. • · ··•••·· ... 

Jukey fué uno .de•.· fos pri·n{er()~· q~~. re~n zo·:stud i~sacerca.de 
ínt~raC:ci6n en tablas. ci~ dóbie ehtradá/y Ün~ observaci6ti por. 
da. 

·El mode 1 o que é 1 propuso. fué: 

. (i}i ifc<J = _/-<f czt· ·YJ:/ f'Í?:·i- f(?-f/ 
con ~= !,~;·: .. "JI ...e "fl= IJ:lF; .. ,~7.il· .. 

' ·- ' : 

suponiendo que 1 as ~-fj se distribuyen nor~a lmen:t;e<~on 
y varianza (J:l.. y 1 as condiciones 1éltéra1 es Z't·= IJt¡·=o, 

media .Gero ·. 
se ·cump 1 en. 

La prueba de más interés en este ca~o, como se .dijo .en el capftu;.; 
1 o anterior, consiste en considerar qu~ 1 a i nterácc i 6h es nula en 
cada ,;cel<:la", y q~e para el ,mo.delo en cllesti6n serfa probar. la h_L 
p6tes is ./lo: A .. O 

A cont i nuac i 6n se. bosquejan 1 os ·fundamentos en que se basa. 1 a __ .._ 
prueba de ·ta hi p6tes is antér i or. 

Coinó se.recordaráj la pérdida de la 1 ihealidad en la esperanza de 
1 as. observaciones 8,.:¡, impide 1 a ést i mac i 6n di recta de 1 os paráme-

l ... 
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tros_;<J. f't.·1,fa',,.J,). .. Sin embargo supóngase que los parámetros ,-­
,.. f'r..:J :1 f !i J so1\ <.:onoc i d()s y .mini mf cese 1 a sigui ente expres i 6n por 

el método de mfnimos cuadrado,s: 

(:t) .J-f e..j = f f ( ~ü/-~~· .. ?-~· ~IJ·. -:l't·f.¡)~ 
IJOdrá comprobarse; ~~ encuentra que el estimador de 

{3) . ·• .. t~ L.';J-c.~fci ·. 
s.i· se considera Una 'soma de··cuadradós para 
tenemos: qllé.é~t;a>se. hay~ ''<lada por , 

,.,, 

2,; 

l :t.i .Z::t 't".;lJ· //..:,¡ J 
Z"tl . .f.t/~··. 

·si· re.empla~'~n1os. en '(5)1.<Js 't)'/ iJ:pcw·. sul; 
téndrem¿s que< 

·st';. ::fzl E.r:~'.~d~·Ir· ..... 
.. . ......... t'B. "a. r~r+ .. · ... ·· ' ' '.'' ~ "'º.l ' ' 

.estí r~acl~i·es r 1-i,e·lseríán 

tü r . ··~ ... ·. ·• fa< +, ~-/ + )e + . ~~·t'. · 
" / . ' (/J ' ' 1' ' 

; 6~n ~¿¡.distribuyéndose cl)mo /l/(o7~"JyI.'t;,"l~~bpara toda ~ .1l. j 
···. En este. momento se· intenta emp 1 ear SC;A•, . con 1 a> i ntenc i 6rr de re ch~ 
.zar la Hoi1>=o si .resulta.que la.Sc;l,es "sUficientemerrte gra11de",·. 

1 o cua L se presenta en e 1 ·sigui ente teorema que na·!~a máÍ3 se enun..: 

Teorema.:.. 

tenemos e 1 . sigui ente . mode 1 o 
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con <2-f;' distribuyéndose corno N(O¡Ul) y las condiciones laterales -
.! 't: =- l'JJ·"º, y que definimos 

• . ", : ·. l 

s e R .. x 1t ==. ~ · J. · (¿¡, · · ~ M. 
4 

.. - ?'.{· .• ;..• · ;l. /~ ,. ·. ' .• ' ' ..( J ;; / ·• ' ~ ' (/J ' • ' 
, ' " ... : .. · 

. : . 

= $ c.Bxe ~ .5 e~·;· ... 
• "1 

JI, =. //.''J. •. ":"' !/ •• (/,/ 

EntÓnóes · .. bajo e r ·•.· mode 1.o · .. propue~to, .tenelllo~ 
se' distribuyen 
un O e ll:.. l-J grados dé 

·. Demostraci6n.- ·v~r ·refere~~ia 14. 

La tabla.de .análisi~ de.vari~'nz·a>que se genera· en e~te ~aso, es la • 
siguiente: 

Tabla dé 

Media 

"<(ajüstada) 

reajustada) 

ERROR.Ai·A· * 
·No-aditividad 

Er~or.,.;.,.;rn 

*!{.A.= Modelo aditivo. 
Hl-f.//.A.=Modelo no aditivo •. 
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Do.nde si ñ. es mayor que una Fi.1 IJ-.Z•J de.tablas con un nivel. de 
significancia (>(, la hipótesis /{,,:~::O se rechaza. 

· i .Por. último es importante .hacer< notar que esta prueba de aditivi-­
dad de. Tukey, será, en general un dispositivo para indicar ciérfo 

.'.:tipo de transformaci6n en la información, para producir aditivi-:-
dad en l~s datos. · 

"' -.. 

llL;;;Enfoquede G~aybiLI y Milliken!D 

Este enfoque tiElne: como prop6si to dewostrar que 1 a teorfa ·de 1 mo.; · 
delo ·1 inea1· general,·. puede. ser usada para probar ·1a hip6te~is. ---
/1.,.'. ci< •º , en e.I siguiente modeló . .. .··· 

. . . (tJ 9~: xffPD< f~~· .. . ·•·.· .. · .... ··· ... · ...... ··. .·. · .. 
do11de Y es. un vector ~e. ob~~l"'V(lci.ones de. 'h'l(J ! x , es tH)~ matri; · .. -: 
de_ co~st~nt~s co~o<; i da7 de ?i~xf ,Y r'arigo.~ (;t{ <9J r / es ü~ yector . 

. ·de parámetros desconocr dos, F es. una.matr1 z· d~?!>t.Rcuya·for,ma fun 
ciOnal e~ conocida y>es funci6n .de··.las;fu~~i~nes .e!:i:tifllélbl~s def-

; (f:.~f{yJXAJJ ·},•.~··un ,~ector 'de.scoriocido'yé' un, ~ect()_rd~·errore~ 
. á leator i os no observáb 1 e~ . . . .. . '. ' 

..... Arifes cfo proceder, con. la teorfa, es :.Ímporta~te mencion~r que el ·:- .·. 
: mtide 1 o {[) ·es .Una 1 i gera 9E)ne~afi zac i 6n de 1 móde 1 o pr~púe sfo i:i6r · 
¡ S~l1effé!!le1 cuél!'a sU vez es una general iza.ci6n del modelo pro-:--

puestó porTukey~ · · · · · · · · · · · · ···· · · 
. . ... 

(O . ya p 1 an:teado s.e pu~de r~presentar:- también como: 

. . _ _ v; I ><,F1/1/1 e ······ .. ·. · .. · .. · ·. · · .· .. ·· 
donde. [X7 r j · es de rang<? '}- C<?n.1'.<1--<.?1,. ;· fa. hipótesis c¡ue. se. 
·intenta probares ·f/.:.Xi::Ócpntra Jáalternatíva'l/o:<Xto; 'por el -
mom.entó sup6nga se que F es. IJOa m~tr i z de níímeros cono~ i doJilr ób-

. servemos qqe la hip6tesis planteada es muy< semejante a la que se 
reá l iza en e 1. teorema 4 .de 1 a parte . 1 de 1 pr i mer capftu 1 o, por 1 o .. 
tanto, es posible desarrol l~r un procédimiento si mi.lar al emplea-,.·· 
do en dicho teorema. 

La.función de prueba se~á: 

'V= ' Q, . (11·1') 
Qo (-,.4) .· 

Qi == 'i' r <í - xx-J /?Jf(i-xx-Jr:r r m 

Qº = 9'í l- R5tl Y - Q! 
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y donde el símbolo A- denota a la inv(~rsa general izada de Moore-Pen 
rose de una matriz A 

Bajo la hip6tesi~ a probar se obtienen las"siguientes propiedades 
di str i buc.i ona 1 es: 

A.~ Q.,/cr~ se distribuye corno·. 
.. 

'sr ~1/d'- se distribuye 'como. 
~:t . .. ("1.;:,RJ .. 

··c.-·.·.' Qo·.·y Ql·sqn ind~pen·dientes,. y 
. • .·.,,.; . ff1 : (?t~:;;J < :·. . ·. . .. ·.. . . 
D:;- .. Go (-1'.-.R r se d ¡ str ¡bu ye como · 

'~Por 1 o tant{) ·.'ir. podr' fa se~ usada :como un~ estadf ~ti6a de ~~ueba "" \ 
. ·paraHoíJ) excepto que no ·püed~ .~al éularse ··de 1 os -~atosobiservado,5' ;_ · .. 
por que 1 a matr lz ft 'es desconoc idi:l", ahor~.s i ·.:t~oéih~s en• cuentá -­
que F. es u~a func.i6n de) as cantídade~ d~'~9inoti.d~s .~ft>; ·_.Y, a~emá~ 
qüe · · 1 a forma fúnc iófla 1 de cada e 1 eménto: dé F és •conoc i dár: ·' ohserv¡;¡- · 
m~s:(¡Ué podemos modificar '7rde .t~). ·mapera'qÚe p\jeda serca.1~\jl~da·, ... 

~~4'.·;~ .... d;tº·~~~d:6:eu::~i·e~~·~~~~·~b;:~~º•~p•·ªl./{;?~~n:m~-:.?t=5(~n·, ~ºr.·.·.~.: 
'XfJ, ,donde. ~ e~ ~I e~ti.inador .• dé inJn'i~oscua~r:a~~s dej¡B: e~ _el-:.·. 
modelobaJo. la h.1p6tes1s.Jlo, .·Por .lo ta~t1:>,:tenemo,s que F:[/{¡'(xx-~¿} 
Y. l:)bseryamós que fx,'f Jti.ene .rango··..,_ con probabi 1 i dadJ ~ 

Por Id tanto después dé la sustituci6h ténemos•que: 
. . . ·, .. . : •.' . 

9·'1 tf.- x x'J l1 tri~ xx:.;11-y 
A · • .. · ... · .A 

Qº ~li-'i"x"' tr~ Q1 

~ :: . Q"j· (?t-7-1 

. <So (1'-.t') 

Perci 9'( f..;.XX:.)y es independiilnte de xp y<de équf también s~ ""-· 
tiene que es índepehdiente de F ·. 

Por> 1 o tanto, bajo e 1. m~de 1 ó dado~ Pº!: · 1. a hí p6tes is ··/lo ·' l.a di strl 
buci6n condicional de Q, dada .,f':: ;:-*(una nia.triz constante) no -

. -. . A. . . . . A 
depende de·¡:: , lo mismo sucede para Qº ,por lo tant9 también Q1•y 

tJo son independientes. Luego entonces, cuundo Ho es v~rdadera, t~ 

',) 
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nemos·que ..¡}-tiene la misma.dístr.ibüci6n que'lren ({))y por lo -­
tanto 4 pUede ser ca 1 culada de 1 os datos observados X y Y • De 
todo lo anterior, ccinclufmos que ,Y. es una estadfstica de prueba -
d~ la h i p6tes is ó<.::: o . 

N6tese tainb i éri que 'lr'.' es el cociente .de. dos formas cuadrát i e.as en 
las X.:J y ,que•&- nó lo es, y poi• último, que cuando 0tfót 'li:-. es 
una ,t:" no centra 1 y que 4 no es una F no centra 1 e i ne 1 uso poco 
se co~oce de ~ cüando O< 1f ó . 

,,.!, 

·· 1 V • .;:, Enfoqlje ·de Mande l • 

Ant~~ deproc~der .. con el enfoqúe,en ~t~sti6,ri es'importantehace~ 
, . not¡ir que e 1 presepte enfoque, atélca e 1 'prob 1 ~ína (le 1.a interab---

: c i6n de .. uricf m'anera compl etan1ente' si sfeniá,ticá,·· dado que se, ,part~' 1 a' 
. i pÚr.acc i 6ri·. (~1]4}. en, tarit()S Jérminos .. i,ndi Vi dÚ~les~q":J() l8s ,fll,is~os 
datos 1 o requ •.eran, además ri6tese 'que ·no se :hace .n tnguna supOs 1-~ 
ci6ri previa sÓbre linealidad.' •· · ·.·•. ··.·.·· 

E~te método o enfoque ~ede'r.iva ·d~I.' decomponentesp~incipales, .. -
·. usádopara··.el anál.isisde fact;,res,en anátisis estadfs~ic~iTiúlti 

variado, .. c'uyo. estúd ip, se de!,é. P~;inc}pa lniente a· Haro Id ~()te 1 li ng~-. 

Mientras que los resultados inat~~titic~s·en los que se •a~~~a el--··· 
presente método son· cónoc idos/ e 1 pÜnto . \:le vista. es \~eallllente. 
V,CdosO. <. _ .... : .. ·.: :.,· . , 

Otra cósai mportante de men~ i onares e 1 'hecho de que e 1 prMente 
enfoq1:1é1 trata .indistintamente a los rengl~nes y a .las co1Ull)08S, , 
quedando la asignaci6n,del papel d,e ren.916n ,o colu~na sujeto a-:-.~ 
una ,elecci6n subjetiva de los criterios cjue se hari mencionado con 
anteriorid¡;id. · · · . 

Por últ i mo1 debe observarse que e 1 enfoque en. cuest i 6n podrá ser 
usado para probar lá ad i t ivi dad de efe~tos de 16s criterios¡ para . 
. 1 o c\Ja 1 será pre.ci so formu 1 ar e i ertas SIJpos i.c iones en torno de la 

'' forma part i cu 1 ar en que se exnresa el efe<;:to' d~ i nteraéc i 6n en ,e 1 
modelo e~ cuesti6n~ •' ' ' ' 

El modelo que considera Mand~I es 

(t) 'j.,¡i =¡-< + "t...: -+ l1 -¡. 1l-<j' 
con Á -::: '1 fJ.) ...... ; :e -JZ /-=- Í; ~J ... .. ) ([ • 
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. do11de ? es una .1 itera 1 asignada para · 1 á medí a genera f, las '?::.· Y' · 
1 as Jj· son 1 as 1 itera les asignadas para. 1 os efectos pr i ne i Pi;l I es por 
r~ng 1 ón. y ·.por e~ 1 umna respect i vament~,. y. 1 as l itera 1 es %'.i.rep~ese!!: 

. tan. fa 1nteracc16n. entre el renglón 1:-és1mo y la columna J:-ésinia; 
· ob~.iarnente las.condié:ionés laterales acostumbradas se tienen, re-'-. 
cuerderls~ qüe son: . 

(~} Z 't.;.· : 0 ¿ dJ· =O Z.r11l'=- ~· 1ii~ o 
·· 1 as 1/-<J' m1.1>' .frecuentemente se cons i derári como'~na .vár'.iáble al eato,.. 
. ¡.. i a' con. media cero y var i anz.a <r 2 , en este caso, . a ( mod~ 1 ci <iF se · · 
I~ co~óce como aditivo;. sin emba~go, esto. último ¡1() s{eriipr•e.e~ vá:­
l ido,, en duya si tuáci ón se·. recomienda .cóns í de'rar . .:i l gun~. otr~ "es:..;.. 
tructura" de la ~.¡· .:: 

' , . . .. .~· 

,Mandel suponec¡ue, la estructura.de .la ~-ff es•la si 9uierrte: 

··.·.·.·c. 3.·. ·.J· .· ·. · •. · .. ;, . . • · •.• ¡1;·¡ , í ·· . ri1; .. ,, •. ··f, ... ·• > . · •.. 

. . ~~J =: º {/-:c·.v; + ~ í!-«t .;, '? tt"· 1ll .f ·:"·,:"t e-<./. . . 
· donde r¿..¡ .• ·es. fa! que ,f(e-iJ)=Ó , V(e~·J=r:i. ·'J .{(e;,)e.,·:¡1)¡:: O · .. para 

.-t.'r¡!A.'1. e J:/:J~, cump)iendoseademás las.siguientes r,oéstric~iorrns 

('//) ·~ ~~, -• ~u~ - ;I /;'/ .... ·. :: ~ _,;; :::; ~,,~>~ ... ~· ·.· •. ~ 
..e:. ""!..{ - L...'-<.< - .4... Lf.{ - ......... ,z V •·.. ¿_ VJ - ......... . V 

( 1:-J· .... ~ .~ ~ ~ , :{ _ > 11Z ·. ~ "'"~~- .z~,., -t -1· 
;; . .4 .({, - ..:_ ~' - ./... t_¿ -: ...... ":- .L.;: "J . .,.. ~ . VJ 7 ~ • • • •. - •.. 

De lo arterior observamos que el problema que t4iin~rnos a'.:.cra, es en 
contrar estimadot'es para los par~metros e, 8) G') ... , .. 'll/.1¡11..!;tt; ..... :¡ 

f'lfj'(!;}j···•"·• y para 1 a varianza .de 1 ér•rol' <Y'-. · · . . ·. . . 
. . 

La estimación se real izará empleando ·et método, de mfnimos cuadra-,:-
.dos. 

Un estimador de mfiiimos cuadrados de.1 efecto de interacci6n lo for 
ma.el residuo d11· que se da por la siguiente relación. 

·¿ .. =t .. M··.·A-t -J ... V . 'J ,,,_ . . ·. QJ 
donde ,,A = ~ .. e .Y lJ) :J.~ Y4 

11: = (1.,:.-fl,. :(.f/j)l.Y..¡-!/.. 
J 

4 
J': :: IJ ;J ~ t¡.. = ( 1/¡) J; Y.y - y.. 
J ~ 
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Con el objeto de ir ajustando lá interacci6~, supongá primero que 
está dada por la siguiente rel~ci6n 

. .·. . . 17.,q "=; 91.1 .. · V:¡ f ~ .:¡ . . . . • .· . . .. ·.· 
d?ndelA:l-€tÍ(/se.hall.:1n sujetas a .las.condiciones. (l/)y (5} ,por 
lo qlje los estimadores. de mfnimos cuadrados se obtienen minimizan· 

.. ,c;lo 1 á sigui e~te, expres i 6n: · . . · · . . -

11·= ! f rc1~:l -&tt .. ·7{;·I:. - e;, < 4. o.l·- t J - :t:. e L. "o/:i.-1) 
-~ (l:u .. -}- '271'. (:l.1{¡) -

. dori~e ~i1 ~1J/"l')JjiJ. s~9rnültipli~~doré~ 
. ·, ·, .. 

Después de efeqtuar :1 os cá'I ~JJ()s corre~pond i enf~~ 
· siguientes reláciones:' ·' . . · 

i.· 

que: 

··(r¡).' . , ej_. 11t·.··• =· s_ •.· · ;, • s ·t· :_ 
··'-<l ... ,.4..:..14",( ·~··· .·,, 

niatric.ial. tenemos c¡üe, la. eciuaci6n 

(lo)' :: s-_· ...... ~-!J-1 -·· .. , - . •· . 
. ' 

con S'E 11zx.l , PfiMJl'J' , dondfD representa a la .ma.tr i z de r~s i d~o~ 
y e 1 áp6~tr'ofe es para 1 a matr. i ~ transpuesta. Entonces . (<¡}se .. 
vie~te en: .· . . ·'· .. · .. · , ·. . ... ·· ·.· .. · 

Úl) .· 
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con af!R. 1
; de (!¡) se obserl,'a que B~es un eigenvalor de lama­

triz S y ~el eigenvector asociado. 

En una forma si mi lar se puede demostrar que 

( [ ~) !) '- ;¡;. -:_ {!J I !5)~ 
con N-: t!i IRJ' ; . y por .1 o tanto la mi n im i zá~ i 6n de 11 , se 1 ogra~~ :..,.. 
cons i dera'ndo como e~ e 1 .e i gen va 1 ór más 9rai1de, ya sea de la ma--0:. 
tí'. i z S ·() de Ja matriz (D 1b°J . • Adem¡3s puede pr()bar·se e 1 heého. de . ..: 
qúe habiendo escogido conió e~al etgenvalor más,.grande de la m.a-­
triz s I Si Se deseara minimizar la siguiente expresi6n 

.. · .. (!3j;, f. ad;i - r;,,,. ~!" k 'd/17.' r . . . . 
con. resp,ecto a e'(./,..· "Y NJ.'. f co.n .".'-!' i_:¡•o/j' ~ujeto.s a l'as>restr i,S 
ciones (J{) y.(5) , se obtendrá que>el·val.or n1fnimo se logrla to-­
mando a 8 1

'- como el. segundo ~i9é1walormás grande de Ja ·matriz :..< 
,· ,S or i g i. n13 l / con U' J 'if' <:~mo 1 os Vectores aso!? i ad~s. en. sus respec:-

ti vc;>s c·a.sos. · . · ·• .·... . · . .· 

Por lo tanto, obteniendo los eigenvalorés de cuaíquiera de las _:_ 
dos matr i c~s y los dos conjuntos de vect6res aÍioc i'ados en sus res 
peC:tivós casos, (;IS suficiente p~ra tener los estim~drires de mfni: 
mos cuadrados para todos 1 os parámetro~ c!e (3) • 

Por ótro 1 ado, ya qu~ 1 os residuos Se 'obtienen éÍ part i ~ de 1 os es 
t ¡~adores que se <cal cu 1.an ·por e e método de mfh i mas cuadrados, se-
t iene que .1 a matriz .a i%s ti ene a 1 o más r~ngo. i 9u~!I a f-mi.v\. et1JJ •· 
- L]; es decir ex j st irán .cuando .ri1ucho f ?T!t..-; a, J)-.t 1 e ígenva 1 ores 
dis:t.into.s.cle.cet'O y por lo tanto, se tendrán como .. rnáximo {'>'1'tcM_(4;. 
J)·L}términosdel tipo 8U.i1(; • · ·. · 

La manera en que Mande 1 cletef'.m i ná e 1 número .de términos de 1 á for 
ma · Bu.-7;¡ que se han de i ne 1 u ir en e 1 .. mode 1 o es interesante. e i 1 u-; 
trat i va, eri e i erta forma es una genera 1 i z.ac.i 6n de 1 criterio usad;; 
en el método de componentes pr í ne i pa 1 es, y es explicada por Man--
de I ~& la siguiente manera: 

"Sup6n9ase que se ca 1cu1 an. todos 1 os términos de 1 tipo é)u_¡ v-. de 
·' · modo que 1 as e .... ;/ son hechas i 9Üa I · a cero". . . . J 
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Entonces se obtiene lo siguiente: 

/:l. ...1~ ..-1 :,_ · ./1 0 .· , 
(Jíl) ~ 'f- Cí-f/ =. f! ·f (}' f f}'' T. · · .. · · 

Resli 1.t.ado obtenido a partir de 1. a c.ond i c i 6n de ortogona 1 i dad de -
los e i gerwectores y de 1 a re.1aci6n (3) • . · 

"La ecuac i 6n (L4') correspond~ a. una part ici 6ri de 1 a sUrn~ dé, cua,.­
drados de 1 a i nteracC: i 6n,. por fo .que uno se ve .tentado a rea Li zar 
un tratamie~to del tipo de a~ál ísis de varianza. Sin embargo, 1.as 
$'-no sc.>n formas cuadrátic:as de. las observaciones originales~ •.. · 

· A pesar de Lo cua 1 es pos i b 1 e 1~ormülar el . prob 1 e111a en un 1 e~guaJe 
de anál isís de var'ianza eh virtud .de las siguientes cori,sideracio-

Suponga. en primer 1 ugar que 1 as Y...r forman una. rnue~tra a 1 eatoria . 
de una.población A{(OJ.t) ·~.Entonces las canti darles B~ ~'}B't· .. ·/or'." · 
niarán cada una poblaciones estadfsi;icas particulares. ··•·· •i. • 

Se ar\ 

. . ..•.. á _ r l/"l:d .· ,1 ····E· · .. ····(e':tr · · . 
. ·· !V_IL ..., CN ~O.j ¡' l"f:l -:::. ¡.¡ . JJ'"""' •• 

"Donde E es e 1 operador· esperanza y// indica. 
ma 1 éstandar (N(O, tJ)~'. ·. . · · 

Si lá pob 1aci6n riormá 1 tuv.i era una varianza i güa 1 a, tr:t en vez de 
igual a L •, ento.nces 'ta~ cantidades H!,M,_7 ...... ,,estaríah ~i111ple~ente 

mu lt'i p 1 i caclas por. <J'-- • 

Si lo. que tenemos dado ahora es una matriz de cibs.ervaéi,ones 

.. . .. ··. . . ' . . . 9 =fr1J ·.. . ; .· . . .· . . 
donde los términos de 111teracc16n no son ·si.no ,errores normales -­
( co~ di str ihuc i 6n de probab i 1 i dad. norma 1 }, · .. entonces 1 os coé i entes 
de los valores ez. obtenidos .a p~rÚr de estos datos, entre los co· 
rrespondientesvalores de M, ~b·tenid~s de.una matriz d~ observa:· 
cion~s /'t/(oil) de las mismas dim~tisiones,son simplemente estima­
dores de (]" ..• 

Gontinuandoun poco más con este argumento, y haciendo un ra'zona­
m i en to de tipo heur f st i co, podemos esperar qUe s L e 1 mode 1 o r~a 1 
contiene p término~ del tipo fJu,.·v¡, entol")ces los correspondientes 
p valores .de GJ:¿se'rán inflados por los efect9s sistemáticos .de­
estos términos mientras que los términos restantes (e<PJP-1 (éW'"')~ . 
.... ...... , s6 I o serán estimadores de: 
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;l~an o-~_, M¡JT': vi, 11 ffª cr- ~ ..... 

( &{Pl/1'- l f) (p.¡:1.)):i..) . .... ;, 
J . . . 

;lf¡H~ M,Pta · .. ·. ·· 
cr'- ,, . 

de.esta forma qUe ~no puede reai izar uri. juicio.iob~'ee( 
términos' ,&i:17. que han de cÓriside~arse en cJ rnodeio. 

Rea H iando Un estudio Mont~~Carl o se deter~in~~on •.. ·1 os va lores de :."" 
•• )(,,lliJJ.!3r·~''. para di st i nfos .;a ior13sde Z.11. J ... Va I i éndose ... de estos va;.; 
. lores sé plante6 una .analogía qe las .tablas de)nálisis de variallz.a, 
fa. cu.al se presenta a contiritlaci6n: 

F.V. 

Tabla de Análisis de Vari.anza generada 
e 1 .. ModeJo . M~nde h. 

G.L. 

[J. 

l-. [ 
J-t 

(r-tJ(J'..,t) 

M.L 
N,_· 

/>13 
··.'4 ... . . 

'• 

11 Ahora .se examinan 1 os cuadrados medios. correspondientes a 1 a part i 
c.i6n de '174 en 1 a suma de térm í nos· $q_.;71j, • En este momento no se : 
ti~ne una distribución te6rica ~a~a estos cuadrados medio~~ y I~; - . 
pruebas exactas de significancia no.se pueden real izar. Sin errtb&rgo, 
adn la interpretaci6n intuitiva de. los cuadrados médios nos llevará 

; a determinar fácilmente el número de túmirios multiplicativos que -
han de ser considerados en e 1 mode 1 o. . . . 
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Asf, si ninguno de los cuadrados medios relacionados con términos -~ 
Bu.<71j· resulta ser .drásticamente mayor que los demás,· por lo 'expues 
to. aiites, ningún término mu 1tip1 i cat i vo será cons i d~rad~ en e 1 mode'3 
lo que se ha de ajustar a los elatos que se estudien. Esdecir, eL m2 
delo es un mo.defo es.trictamerite aditi.vo: 

' ' ' /f .. y = 0 .¡. ~ ~· -f;Jf f é,¡ ' ' 
Esta puede ser uha a 1 ternat i Va a fa.· prueba de ad i ti .v id~d. de Tuke~; :­
sin embargo cómo se not6 anter i ormenté~ se; desconóce<I a. di st'r'ibuc i 6n 
de é2,y en consecÜénc i a el n ive 1 ·de s ign i f i'canci ~ reaÍ. de I~ prueba.> 

l Si·acaso resulta ser, que.solam~nte el prim~rc~adracfo medio, es de­
cir ~l correspo~diente a f!}t1.;11j ~s sighificat'ivame'r1i::e mayor que los .;. 
correspondientes a los ·términos semejantes .po::;ter ior.es, e 1 ~ódel.o ,en 

'este.¿aso serfa0 .. ' ' '•' ' .. 

·. :¡ 

tl..;j'. -=-,A i ~: f Jf . f (la~ o/ .· .¡ • e~l · · 
incluye como c:~so párticular .la s7'posici6n '<le•Tul~ey para su.· 

pru'eba de no ad i t iyi dad 
. ' .. · .. 

.. //.~./ =. ;A T 1-_.· .¡. t-. f A·<t:IJ· ;¡. é'.i/ ' 

Aslpodrí~ cóntinuarsetisando los'valo~e.sde la tabla de análisis de 
vérianza". 

V.~ En~oque de Mlndex y B~stos. 

En.téi:'mino~ gen~rales se puede decir que éste enfoque, es el niismo :­
que e01p lea ~lande 1 , .con 1 a diferencia .de que e 1 criterio de determ in!!_ 
c i 6n. clél riúmero de. términos Bu.,.·77 en e 1 modelo; es:tá s).ljeto a 1 as -.,. 
propiedades de los residuos. 

Por' lo. tanto se explicará ,unicamente los fundamentos en que se basa 
~I crYterio.de elección par~ ::;u apl icaci6n. 

·El desarrol l.o del criterio anterior cor:lsiste en el ajuste suces-ivo -
-. de mod~los como el ~iguiente~ 

(·t)· u ,¿,;.. f. JI. f rJ f /')¡., ''i /'Jlf ;,;,,,,_._"_¡ ' ..; ... i = /< + t .. < (J/ t7 t..f ,< v:¡· .. . e;; tt,; v;- c..,, .0 '/. T • ·· ·. '. 

f 
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o 

coii jJ=- o)'r,:i.r'"' en 'el que cada vez se .hacen pruebas para la nor"" 
mal idad, independe!:lcia y h~mocedasticiCÍad; 

''E 1 criterio en s r para 1 a déterril i nac i 611 def' (número de térm lnos 
del tipo·, Su..,·71j· ), f i'~ne una generación 'básicamente heuHsticai 

Esto és, lá consideraci6ri de que para ,datos reales, lassiguien-:­
tes prelll isas se cumplen: . · 

l.- Los datós reales generados por un prticeso ffsico, qufmico o :­
.b i,o l 69 i co reciben 1 a i t1fl uer:ic i a de un nt'.í1nero muy grande. de facto;. 
res~···· 

·: 2~- El modelo éstádfsti,co lineaJ incluye los factores más impor7-
tantes• 
. . . . 

3. ~ ~ 1 término de error, además' de los ér,rore~ de medid¿ se ~ene;. 
. ra por un grari nl'.imÚo. cJ~ efec.t.os de poca íinpo~ta.nci a :cada uno de 

e 11 os, y · 

: . 4. - los efectos tjue generan é 1 error; por ser de p6ca i níportanc i a 
'. ac;:tuan en forma aditiva'' •. 

De lo ant~rior se concluye, que u10~ erro~es debeii i;enerdistribu 
ci~n 11orm~), con base en el teorema central del 1 fmite. Además 
tendrán independencia y homogeneidad de \'ar ianias';. 

'Por todo 1 o anterior,; se puede esperar que én u11.modé 1 o como.(!.) I 

agregando términos de i nteracc i 6n (de 1 tipo ya de ser i to), 1 os re­
. si dlms a 1 éan zen 1 as propiedades deseádas en un momento dado, esto 

será uria e 1 ara j nd i c~c i 6n de que han quedado i ríe 1 uídos en e 1 mode 
16 en forma exp 1 íc ita 1 os efectos de más i mportanc i ~, por uh ladÓ 
y por. otro, qúe 1 a "exp 1 i cae i 6n" de 1 a i nteracc i 6n de 1 os efect'os 
a lograd~ su mejor ~orma en los datos en cuest16n. 

Es. de hacerse notar, que para datos generados artificialment~, -­
l~s supuestos mencionados con anteriori.dad no se cumpl~n, por 1.o 
que se espera que ~ste criterio para determinar .e 1 nt'.ímero de ter­
m inos (8a.,,·v:¡) en (!)no funcione satisfactoriamente. 
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' ' 

l.~ lntroducci6n~- La com~araci6n de los enfoques ~>métódos plan 
tead6s en rit caprtulo anterior, implican la re~I izaci6nde una: 
.simulaci6n que>permita, más o menos, dar.se una "buena" idea de -
fos pros y contr' as que e 1 emp 1 eo de 1 os mismos p1Jede acarrear'• 

·'. ' . 

Eri este.capf.tulo se pr,esentan, Jos detállesmás impórtantes de­
fa· si~u 1.aci6n que sé> efectú6, ,en 1 ~>'computadora' BUrroughs s670Q 

··.de.I 1 .• l~M~A.s. (U.N.A.,M.},·'mediante_un programa:eri<FORTRAN'.(Pro"-
9rélma que se iri~.luye en e 1 i:lPéhdice A} y él. uso de uhé\s rut.i nas · 
del_ pac:¡ueté l.M~s;L. ( lhternationat. Máthematical and Statistlcal · 
librar!es)/ . · · .·.· · · . 

11>.:. Descr i pe i 6n -dé ' 1 as .consi derac i.ones más 
·· enfoqües a 1::omparar• · 

... . . . :· 

a)' Enfoqu~ de Tukey~ · . . .· 

· fa~~~:.~·f ~~:.~:-~:¿: •· ~~~:~~;, dr~ ~ir1~~·.~º;¿f~I~~a~~.:~1· 1 ····"· 
tr¿s,ni~eles de s:i9nificaiicia ;(o.os, o,02sy.o.·01).~ · · ·· 

, . . ,. 
' ' 

En este caS:o, cilnsi derandb lo general de_ 1 métodoí se 
1 os sigui entes dos -supu~stos; . 

. 1) la matriz f de dime.ns iones 11xÍ1 se escogi6 
con ..(..,,l. si empre, por '¡o qUe la~ i nter,acc iones 
estuvieron dadas en Mrm i rios de un ve~tcir. . 

De lo anterior~ se c~ncluye'·ta~bién1que el 
vecto; ¿j(· se redujo a ~n el ~mento nada más. 

2}<Se cons i derarori cuatro formas func i ona 1 es ·,... 
conocidas, .como son: . 

Á J f ( ?'_,·)¡} 1 = ec_.. flfl 

.MJ fC?°-i'7f.¡) = CC:·3 ~J'¡. 

µ;,; fc~..:1 1J)::: (e~) .. ¡; 

' ' 

,::·.:!:/ i:L. ... ' 
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. . _,;_Al"') (< r...., f.¡) = f ( ~ / 1-.,./) 1/ 1.i 10-f-0,_ CC:.· ,,: o 
. . t~IO~l/(60t'PJ) /'~ '(;;=O 

· A<<n'\. Rl e [.'fs,t) . . ·. · . 
Al igual que en a), la llo ·~<><=O correspC>ndiente se hizo para 
tres.niveles de signifieancia. 

'¡ ~} Enfoque de. Maride 1 • 

-·,i 

1 

.· En éste cáso ,: la apJi cae i 6n de 1 método fue, di recta, con• 1 a !'.in i­
ea ~ªl' i ac i 6n de que e 1 cr i.tér. i o muy "s'uhjet i vou de detérm i na-.. -
c i 6~ del n6mer~ de t§rmin?s 6)V..·~ , · f.Jf ~~b~fituid,C> pcn~ e!c~l 
ter10 que considera; que un término del tipo 19u.,,~ de~e estar> 
i ne 1 u ido dentro de 1 mode 1 o' si su 'cuadrado medio corr~i:;porid i en­
te' .• es mayor qUe la mitad. deFcuad~adC>in~dio.~orresporidiente al 
térm i nC> a'riter i or. . . . . . . . . . . 

En particu·lar, en la tabla de anáÚsis .de varianza g~he~'ada p'cir 
el modelo··Mandel, del· bap,fti.ilo,,ant~~iC>r, tene~os qué si s""~(i.11 
es mayor (inenor o igual) que la mitad del cuadrado ínedio'corres 
portdi~nt~ a la fuenb de variac;i6n ?¡.;¡.1 ent<}né:es ~I término eV,,_; 
~-(no) debe. apare9er en 1 a descr i pe i 6n ,dé 1 mode 1 o en cuest.i 6n/ 

::c~nfo•c¡ue de Méndez y Bustos, .. ·.·.···· .. ·. ·· • · . . · .... ·... ·.·. · .. · . 

. ·En este caso. y como ya se dijo.anterio"'.mehte,:se realiz~ron..;.~­
pruebas de hip6tesisestadfsticas, sobre los residuos corréspon 
di entes a cada uno de 1 os ajustes 5uces i vos~ . . -

L~~ pruebai que se real izaron.fueron: 

1.- Normalidad.- Se apl ic6 la prueba de Kol.mogorov-Smirno~ 
emp 1 eahdo 1 as tab 1 as de U 11 i efors (1967). Los ni ve 1 es qué se -
probaron fUeron 0.2, o.is, o_.10, o.os y 0.01. ·· .. ·.·.. . 

2.'-SimetHa.- El parámetro t.,,E(x;uJ.3/rrse estima poi' ~/mi
1

'-:;J, 
donde ?n/<..=(:U'ti.1-x/9/71, se obtuvo :fu y se prob6 la hipótesis J,=o 
al 0.01 y O.OS úsando las tab.las de Snedecor y Cochra.n (1967). 

3.- Kurtosis.- El pará~etro ~~=E(X')'J+"/uY'.qui: es i~ual a 3 en el 
caso normal, se estim6 con J,_:.m'f/?'11,_l. • La h1p6tes1s ~,,_::: 3 , se -
probó usando las tablas de Snedecor y Coehran (1967). 

...... 
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4.- Aútocorrelación.- Se empleó .la prueba de Von N.ewman con t.,t.r:: 

g'J./ S'- donde 6'-=Ut':~Je'é -ei-i/"}/(n-1.)y S=l ==(~'/re(-~. )~J /11 . 

Se. probó la hipótesis de independencia usando las tablas d.e - -
Yamane (1967). 

. . - . :·. 

5,...; Momocedast i e i dad,~ .Se usó la prueba .de Cochran a h í 1.eras 
co lümna~ de i os· re$i duos. Las tab 1.as 'empl ea~as fueron 1 as. d~ 
Joh.nson y Leo ne Ü 96 8). 

'.· - . ... · ... ; ., .'.- ·. ' , 

ÁquJ cabe hacer notar, que.la apl icaci6rí e~act~, ,que se'pl-opone 
.~n 1 a referencia t, resti'I taba en un ncím~ro de ,veces; bastahte -'"'." 
cons i d~rab:I e .c()n 1 a ac~p7,Íic i 6n ;· dE) .· 1 a h i p6tEl~:i s lfó: f?~O. ? ~~a -

. que n.o se rechazaba la h1p6tes1s deque. el modelo era adrt1vo, 
debido principalmente•ª que por lo meno~ algu:nas pruebas c(rnsi-
derab.an dos niveles de SÍE)nificancia para aceptárcele cÓmover­
dade~a, se opt6 por tomar el njv~I inás p~queffo en cohsideraci'6n; '.· 

·, lo<cual en pa~ticul,ar "relajo": el crít~rfp iiliciál d~'pruebasin 
. duda alguna; pero sin.embargo se.l'udo:compro,bar,q1,ie eL.ndrner,o .­
. de.veces en que<se 1 legarfo a. la conclu~i6n de .. que ~'lmode.lo -­
. era no ad iti.vo~ .cuando ~n. reaLi dad' los d~tos creadri.~. presénta-::-
. ban u ria el ara i nter~cc i 6n auhieni;o.; . por 1 o ,que se>esper6 que fu.u 
cionara, mejor, aún para acepi;ar lá'hip6tesis de que el modelo' 
era aditivo. 

,il l.-.Descripci6n de la simufaci6~. 

La obtenci6n de datos u observaciones se real iz6, f.ijando. dife­
rer1tes ni ve í es, de 1 os factores A y s!D adeinás se. girneNiron núme;.. 
r .. º.s ~se···udo.'.'.aleato. rios con dist.r .. ibücí6r\ /l(o,rr3.J, .. empleando la_;.; 
fur1c16n GGNOR del paquete IMSL (para CTª=:<..)•. 

Se consideraron además tres tipos de i~teracci6n, a la hora.de 
generar los datos, como son: · 

a) c:r...: • /.¡ 
b) cr_¡3~J'.; 

e) r/" .. ·"/.J" 
Por 1 o tantci, considerando 1 os sigui ent.es v~ 1 ores /A:o.07 CCí = 
-6. O JJi =.-B.O "J e,= -1. 56243879, tenemos que 1 a observa e i 6n Yn 

estaría dada para cada tipo de interacción. de la siguiente man~ 
ra: 

-e"N'er'ti. 
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::i) '>11 :fi f ~ t d1 .¡. '?'1. •Ji -f f!¡¡ = 0-f (-6) f {-8) ¡l (-6)~{-8) .¡. 

(- f.S6:i.'(3879) = 3;(. '18r56f2../ 

b) Yu = /". f. q¡ f ¡f . ..¡. ·.cz::; 3,.. <ft .f. eu .= o -1- <- 6 J l- (- 8/f (- 6 fi(-s) 
f (-/. 56~J/38r7 ).= J:r1:.. t./3'1S 61:l.r . . · .· 

e) ~' = ¿t-f 1j -f fi -1. (~ YfJ(~ J)tlj f c2¡¡= .o f:~f) .¡. (-~) f . 
(O.t)o:<.(/ "1$r$2-)t/t <-e) f (~;.s6~'138'f?)=.~t5.a-B:.~6BfJ.1.. ·. 

' .. ' . . •. para las demas observaciones;. 

·Una ve:z: .generad-~$ 1.as. observaciones para .un tipo de. i.ntel'acéi6n, 
se aplicaron •1os .. cuatro .. enfoques.para obtener las tablas.aé· anlilj_ 
S i.s de V~r Í an:ia correspondientes •. ,· . . 

En el enfoque de T9l<ey y en el de .Graybf J L.y Mi 1 (¡ ~~n s~•emplea;;.'" 
rcíri valorés de Ftabula~fos a.tr:-es.diferentes niveles de sigh'i.fi~-

. canci.a (o~.05, Ó.025 y o.01); cor. sus apropiado~'srados de Jiber-'-'> 
tad •. 

. · .· En e 1 enfoque de Méndei y Büstos y en e 1. de Maride!; 
apli ciaron 1 os e~ i.t~r jos .corresporid i ~rtes ta r cua 1 • 

' . ···;·.- . ' - .· ;:. . ,·. , . ·, , .·. ·.· .•:: ;' ._ ' 

C~n la fin¡'l(idad de construir la. pot~ncia .de las pruebas de hip6.;. 
tesis., se hicieron ;ariar; los va.lor~s dé la,~ 'Z;: y;f./ c::.u.antifi~'­

i canc:lo eLgrado de d1spers16n de la. 1ni;eracc16n1 'por.una su111a de .-c 
cuadrados, según se indica. . . . . . . . 

/.'] 
'!·¡.' 

.~,; ... 

S CA8 • = 2_( :S.if -f~ j~ 
Par.a cada combinaci6n de. disp~rsiones de las 't.• 1 S y de. las J'/s .;. 
se generaron cien tab .1.aS .de observaciones y se ana 1 i :z:6 cada .con'-­
jünto por Jos cúatro ~étodos dese~ itos;. 
. : ,,·, . ' . ·- ' 

¿ esta forma se obtuvi er~n 1 as potencias empfr icas .de 1 as. prue-.­
bas, con .el programa que se desárro116., Los puntos que dieron lu­
gar a las gráficas de las c~rvas de,potencia empfrica, se obtuvi~ 

·ron, usando como abcisa, las dif~rentes súmas de cuadrados de los 
parámetros al fijarse los diferentes valor~s de los mismos y como 
ordenada la p'btencia empfrica de la prueba la cual se obtuvo del 
cociente P. E,:=R/T, donde R es ~ 1 número de veces en que se recha-

$;fo ';.::,.~:i~,.j;;z,,;:,;;,; A; <' 'L> '··rinü:. 
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z6 la hipótesis de no interacción en cada caso y Tes el número 
to ta 1 de· pruebas q'ue se h i e i eron (T=lOO), 

El faCtor a estudiar en las gráficas de potencia empfricafué -
uno: la interacción A• S; las funciones de interacci6n con~ide­
radas en la gcneraci 611 de datos fuer6n tres; tres niveles de :__ 
significancia (0;05, 0;\125y 0.01), aunque no: para t~<los Los ~n ,, ''· : ·''.. ' ' ' :i. ' ' ' '' ' '' ,'' ,, ' ' < ' -

. foques; - Uf\ va 1 or ~le Q" (2). ;Joda esto hace que se tenga. 1 X; :3 X 
3x)=9gráfi~a~dcpoteri~iaempf~.ica'.·' ,· , ,, · 

. . : · .. ·, . ~' , , . . . : e: . , . :'_ 

.Ad~rnás,. si ,para c~da pÜnto gerierado. e~ 1 a suma< de cuadra~o~ pa'" 
··ra Ja;int.eracci6n; .. graficainos la mediá de' lósi::uadrados medios 

·. de 1 error; podrein~s anaf i z~~ 'con!P' se ~omport.;in en 9~ner.a l J9s - . 
·enfoquespará estimar .La varianza del,errof:i. ,En ~ste' cas~, cóiHo : 
se' t i.enén .tres fri.)os de' 'inter.acc i 6n, : ión t'res 1 _a's ·gráficas' giie ' 
s,é 'generail. 

J .... 

IV,¿ ~esLlJtado~ y Dtsc~si6n~~ . 

. Eh e$ta pa~te,. se anal izar séis gráficat'l ~ue s
1

··•
0
e

5 
.. ·_P.-.... •rp··· .. ~a'ts_er.·.·_.,._.o,,_ tnaens•-.· 

· apéndi_ce B~ L~s pr imeras}re:>c~rres,po~den a ._ 
vadds en ,.-Ja ¡:iotenci a_ .• emp1r ica- Pi;lrá,:caqa,, tipo_··· de_ :i ntenacéT6h;y-•' 
al .••. nivel 'de··_~igñff.icancia del .9~95; ya".q~e<par.a;0-~025.y _ó •• otJos 
resu,lta,dos,:_fuer~n ,mlÍy semejante,s,_· 1,as<'tre~re'~t¿ntes corresp~n:".' 
den al comp9rtamientoestimativo de lava¡'..ian:i:a deJ ert:or :>egún 
sea la.interacción. El an.álisis se efectuarapor/int,era~ciÓn -'-· 
con~ íderada,. 

a) lnÚracc i 611 (A * B}.-' 

En téruii nos generales se, obser~a qu~ la ,gráficai de pqtenc i,a 
enipfrica (P.E.), cuando la suma de c,uadradospara fa ihteracci6n 
(SCAB) es cero empieza en el nivel correspqndiente de signlfi--, 
~~n"C.i···a;' c.ofl,e.,~~~pci.6n. ~e ... 1 .. os enf~.qu~~··"d~· ~and_e·~ .. ~ ... 9e :M-~~d.eZ Y-· 
Bustos, 1 os cu.a 1 es para este punto 'presentan una po~enc ia. muy ... 
grande, .Jo cuá 1 i mp 1 i ca que estan cometiehdo error tipo 1 con -
probabi 1 i des (O. 3>!4 para Mande 1 y O. 635 para, e 1 de Ménde'z y Bu~ 
tos) rnucho mayores que el nivel de signifiéancia de,s.eado; Aquí 
se observa t,ambién que el enfoque de Tukey o su equiv;;¡Jerite él 
de Graybi.11 y Mi 11 iken opción uno presentan las característi6as 
más apropiadas de un método estadfstico "bueno"; puesto que, -­
conforme 1 a SCAB va cree i endo 1 a P. E. aumenta mon6ton.amente 11 e 
g~ndo a 1 en ~I punto igual a i89.84 manteniéndose <1sf poste-.-: 
r i órri1ente, 
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También se observa que 1 as opciones dos >' tres de 1 enfoque de Gray 
bi 11 y Mi 1 l iken se comportan. más o menos como la 6pci6n uno del -­
mismo enfoque o sea como el enfoque de Tukey e incluso estas dos -
opciones presentan un comport~~iento alternante, pues algunas ve~­
ces es mejor la opci6n dos y otras veces la opci6n tres • 

. Lo que s f, verdaderamente es grave, es 1 a opc i 6n cuatro. de ~rayb i 11 
y Mi 11 i ken puesto que aún cuando en .O (para SCAB) comienza aprox i -
madarnente bi ~n, conforme 1 a SCAB va bree i en do, hasta ~ntes d.e 1S01 

: . . fa P.E. crece .muy poco, tan poco que alín en el/nivel más al.to de -
si gn ifi canc i a, nunca a 1 can za e 1 valor de • 2 y si e.n cambio a p~r...::.. 
tir de 150 en adela~te va decreciendo hasta que la P()tenciá es ce­
ro Í cosa que si gn i fj ca que se é~tá comet ¡ endo e 1 error tipo 11. có~ 
probab i l ¡dad .l. o. sea, se están aceptando h ¡ p6tes is f~ 1 sas; en. este 

···.·caso, se está ~ceptando Ja hipótesis· de aditividád, cuando en gen~ 
.ra 1 ex.i ste Una .gran i nteracc i 6.n en 1 a i nfórmacf6n. ·. 

Por otra parte, la gráfica dé mediasde ·1oscúadrados medios del ""·.•. 
error· ( CME) con re~pecto a SCAB, . nos·. ~uest~a que 1 as curvas qorres 
pond i entcis para 1 os enfo¡:¡ues d~ Mande.1 1 Ménd~z y Busto~ y de Gray:' 
bi 1 l Y. Mi l.l·ikeri.opci6n. c~atro; tiend~n ~crecer •.. desmesllrádame~te;_···· 
~onforme. l.a SCAB aum~nta, .p~oduciend~ sobreestimaciórles muy gran-­
des de· 1.a v~r i ~nza. de 1 error~.· no. asf los restantes enfoques, al me 
nb's. cua~do lá SCAB es menor que 700, porqué postéri ormente si guerí,... 
1.a ·mi srna tendencia, aunque no tan ma~6ada111ente. ·· · ·. 

, - .· . 

b) Interacción (A 3 *B).-

Aqu f, i gua 1 que en e 1 caso anterí or, observamos que los enfoques .:. 
de Man dél y de Méndez y Bustos. c~ando 1 a SCAB es o; tienen una po-,. . 
. tencia muy grande.(error tipo 1 con alta pr:obábilidad) • 

. ·_, . '· . 

Tamb i érí se puede observar, que a pa'rt ir de que la SCAB es i gua.1 a 
7.6171 la potencia de preferencia sér[a la del. enfoque de. Mande!. -
y/O la de 1 enfoque de. Méndez y Bustos, ya qüe crecen más ráp i dame!l 
te, conforme 1 a SCAB aumenta y sobre todo., porque permanece cons-.­
tantemente. en J una ·vez que a· a 1 canzado este va 1 º"·' no as f los res 
tantes métodbs que en particular observan dos bajas de potencia _: 
con su correspondiente regreso :a 1, .Y una de esas baj~s· va más .. __ 
allá del .5, cosa muy del fcada. Puesto que, de acuerd~ a la teorfa, 
SCAB es parte dél parámetro de lió centralidad de la F para probar 
interacci6n, esperando por tal hecho que si aumenta la SCAB, aume!! 
te la potencia; es decir la potencfa es función m6~6tóna ~reciente 
de SCAB. Es raro el hecho de que la P.E. no resulte mon6tona ere-­
ciente. 



~I enfoque de Graybi 11 y Mil liken opci~n cuatro continóa con las -
caracterfsticas ~el c~so ante~ior, nadamás que más acentuadas. 

Por otro lado, la 9ráfi·ca d~ medias de los CME con respecto.a $CAB 
muestra una t~ndenci a tremendamente cree i ente para todos. lós enfo:.'. 
ques, .. sien.do la más "suave" la que corresponde al· enfoque de Gray-' 
bill y Mílliken opción dos, que en partícularconcuerda con el.ti-' 
po de i nteracb ión empleado. para generár los. datos, en este cilsó. 

' ' ' 

· :~ • ~:::' :::l ~no~:::: ~I::} q"' en O. (e''• SCAé) e•~ ; todos! os• e nf ó e • 
. qves .e~cepto los ,mismos que e.n Los otros casos, observan va'lo.:.es -
má~ O menos apr()pÍ cld0.s .·a 1 n j vé f de .Si 9n jfj c;anc i a COf"respohd íérlte, . 
pero conforme el ·~alÓr de SCAB.aurrienta, todtis IÓS r~étÓdos~ntraiL­
en ~nasituaci6n osc.ílarite ha~ta aproximadamente 620L6J>punto;a -· 
pÚtir dei cual, se sc:istiené la potencia empírica de.i, 
todos' 1 os métodos menos 1 a opción. ,cuatro de í erif()é¡üe de 

· M.LLf·í ken'·~. - . . ' ' - . . ··, .. ·.- .. :· .'· :.- .. 

.. , L() Eixpuesto anteriormente, e~ n1llY 9rave én. general 
ni~tcidos¡ por lo discutido en el caso {b)... '. 

"fambi.~n se puede ... notar que··.1a·· 9pci~n•,t~eii dé'! enfoque de Graybí).1· 
y MiJÍ.iken es mejor qÜe la· opci6n unéÍ del r\iisrno enf~q~e, <;iebiendo ·. 
se esto a que la c 1 áse. de datos generados ein este ca~o y Ta carac · 
terizaci6ri de lainteracci6n e.nesté enfoque.~~inciden.· 

., ' . ; ' ,· ,' ·' , 

Finalmente, ana.lizando la gráfica dernédias,de IÓs.CMEcontra lá.., 
· SCAB, observan1os que en térÍní nos 9eneraltis; el compOr:f;~mTento que 

sigUen. las "curvas" en esté caso, es ~proÚri\adamente el misriío que 
prese~tan 1 as "curvas~' de pote ne i a yá ana 1 i ::ádas para e 1 caso en -
cuesti6n, notando únicamente que '·ª cllrila que en este caso ~orres-
pondé a 1 enfoque de Grayb i 11 y Mi 1 1 i !<;en ()Pe i 6n tres es más ''suave" 
que las demás,. pero con la misma tendencia ~ la lárga, dé producir 
sobréest i rnac.i ones muy gr.andes cuando 1 a i nte~acc i ó~ és grande. 

,· ' ' . ' 

V.• Conclusiones ,Y Recomendaciones.-

De todo 1 o Visto anteriormente se puede conc 1.u ir 1 o si 9u i ente:' 

1.-, Que e 1 enfoque de Méndez y Bustos es un enfoque demasiado "r i -
gu~oso" o "exigente". 

Ademá~ que no detecta muy biéh la aditividád o sea que tiene una -
potencia muy grande cuando 1 a i nteracc i 6n es nu 1 a, re su Ita dos todos 

.· . 

~: ...•• ~'i;k ¡::, ·Ú·é.i•:,.·,.),:~,; •, ,;-:. < ·F.f"'···.' 
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estos~ los cuales más o menos se esperaban, debido a las consider~ 
clones qu~ se hicieron en s1 de~ ~nfoque. / 

2,-;Que los altibajo$ que se observan en las curvas de potencia -­
para 1 a i nteracc i6h (EXP( A)tB). son bastantes i rPegu 1 ares, puesto. - .. 
que· confcmme 1 a i nteracc i 6n aumenta, deber fa esperar.se que 1 a po-=-

. \ tencia de 'los métodos fué~a l y 11() descendiera anivele.s muy.bajos, 
ya.que.eso. esta ii~dicando que no,ex'iste gran interacci6nen los ~.2.· 

i. tos, I~ cual defi~itiva.~ente no es cierto.. . . 

, . Cdn' respecto 'a este ~Unto es de hacerlOe notar que se t'~Vi$6 una --
Vez más el prográiná heého y n~sé encontro fa.IJ~ alguna~ pOr lo.-­

.~n este: caso no se sábe exactamenÚ que sú~eda. ' ,..,_ ·,.· ' . 

Que.fa$ ()Pció~es deLet~foque Graybi.11 y Mili ik~n que éorrespon,. 
a el 'tipo de iriteracc i 6ti, consideradoen cáda caso· parfo ra ge..:' 

11erac(6n de datos, son las que mej{)r ~stiman' la' varianza; del error 
.. sÚpuesto, aún ciJarido se observe que c~rifol"me: la SCAB aumenta,· ·ta-

. ·estimaci6n:de ·:1,a· varianza aumenta también •.. Adem~s· es imp~rtánte···iw 
tar qJe:·.•laopci6n. dos' de Graybill •• y.~i}lík~n·en ~ucas(),··.~.·~·.·J<l·'qu; 
más m<lf estima la varianza dél error ~n compéÍr'acióncon fas·otras' 

. . . . . . . del erifoque Gráyb i 11 y M ¡ 11 iken' filn su~ i::~s¿s C::orresp~n--.:. . 
: .·, .,· . >".·:·.:. . :,; ' 

,· . ,' ', .: '· .. ' ' ·. 

enfoques de Tükey y la .. opci6nu~o del de Graybi LL'y Mi 
.lliker{ (qúe son idénticos) .son los que m~jor tr~tan .. la .infÓrma~.i.S;;:r 
para cualqUiera de lostre~ tipos de intera¿ción 'con~idér~a'dos; .. 

s.- Que la c;on~ideración del enfoqúedeGr~ybill·y.Millikenopci6n 
cuatro; re su 1 ta pésima para cu a 1 quier , tí po de i hteracci{irr que se -'· 
consid~re~ . . 

anterior se recomlendai 

L:_.Real izar estudios comparativos en.datos reales para poder ana­
l i zélr inás a fondo el enfoque de .Méndez y Bustos. 

2.- Supóner otros ~alores de vélrianiél.para los errores, a la horél 
de generar datos. 

3~- Modificar el 
de f tipo 8,q•'llj· 
ei1 esté trabajo. 

ériterio de determinación del número de términos 
en el cnfóq~e dfil Maridal, con respecto al empleado 
O sea~ incl&ir un término en el modelo, solo si ~ 

st1 cuadrado medio correspondiente es mayor .que 1 a parte prÓporc i o­
~a1 que se escoja, del cuad~ado medio correspondiente al término·-' 
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' . 

anteri,or.,. E incluso r•eal izar ,Un estud_io, respecto a este punto_;..; 
para .uri cierto conjunto de partes proporcion"11es, 

. ' ,·_. .: " ·. 
' ' 

4ó- Eliminar de futuros estudios, la c,onsidertici6rt del enfoque,de' 
Graybill yMilliken opci6n cuatro,,pues según parece, el.tipo de· 
func)6nque es efrsi ellogaritmó natl\ral es l·o qÚt{provoca qÚe, 

. el .. enfóqueno sea· "bueno";' • ,···.' > ,·'·_·· ·.·.·• ,,·, 

's.¿ c6rik'ide~ar·~ l g~no's 'otros tipos de· i,nte~aC:c i 611 ,fah~~ en: 
ti~r.cici6n de'dafos é:onío eí1 la apl icaci6n.del 'en~oq~e 
MÚ,lik.eri~. 
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Capítulo 

l.- Por un mC>d~lo lin.eal see.ntenderá Ul1¡] ecuaci6n o igualdad ,ma-,, 
témática que comprenda v.aria!:>fes .rnatemátic~s,. variables a(eaforias • 
y parámetros .siendo 1 ineal en los elementos de los dos últimos ti 

::pos. Con 1 a pos i bi 1 id~d de que 1 as variables aleatorias ~ean deff 
riidas qomo p,ertenec:ientés a .una cierta fonci6n de distrlbuc.i6ri. -

· 2 •• -··E~ es¿• s~cc ió~•. se·empleara. la notaci6n····,-.J·· pa~~. de~Í>t~i a -~· • 
losiestimadores de. máx.irna••v~l'.'OSÍmilitud Y·./:--··. paPa· ló$ estir~ad~r.es 

. i ~~e.sg~dos •. >'' · ·.·.·. · .• ·.· . 

.• :3.'--!F~s~I es¡)ácio !/.4-i dimensional, definido por •lasdesigG~I> 
dade,s p~ (T'{<_~ > -oo ~~ <oe · ( .,.,::: ~ ~, 31 •.... ~ ...•. 7 .9 ) . y d<)nde Jt: 
.es' e 1 •pünto de. d ióhd esp¿¡cio d()nde l.a de véro!:lim i 1 itud ' 
maXim iza. : . •·· .· .. · · .... ·.· . .. ·.· .. · .. · 

. ;J¡~~~f!MJ;ar-6~~~:·~i~~t~ :~~;ttf ;t!!t~~~.;j?tj~jr.1¿:~~: 
• verosi.mi.I itud .!:ie max.imi'za;. 

4.~ ~¿rma en. qÜe ·~er¿~élremó~ M.ahb~~· en ad~l~nte a 
·.·qu~ .•. se éons.ideren eh un n1i)d~lo.de•.rcangC> incomplet6, ·cuy~.·• 

.. rfsÜca principal si:ieie ser· la no "111e,dil;)iJidad". 
;.·. ' .·· 

. ·' ·: .... 

5.-' En. este cáso el. valor .de 
gui.e~tlil · .teorenm; 

~ se · ha U á 'ciet~rm i nado .por ·el 
; ~: 

foor-ema.- •sajo \as condic.iones ··d~I te~~ema 9 el. 
é~ntra l id~'d es: 

Capítulo 11 

1.•:..: Recuerdese l.a. notá número. 4 del capft~lo anter.ior.·· 

2;- En ~ste trabajo únicamente consideramos .los modelos, qU(l en " 
todas .y cada una de las celdas (vease la nota número 3)tiénen él 
mí.srno número dé observaciones, e,n partic;du1• /vÍ c;~Ó¡> ¡({~l. ), -
[Ri.i 1anceados1 • 



. 3.-' Se 1 lamará celda a I<~ "intersecci.6n" muestreable, del i-esimo· 
~ivel del factor ·<t-, con ~l .. j:...ésimo riivel del factor/. 

4,.., Ei). el modelo en cllesti6n, Una CO!Jlbinación 1 ineal ·de párámefr~s' 
Ia_.,¡_¡ es 11 amada cc:rntraste si .~e t ie~e é¡ue X. a.:.;""'º · .. 
Ca~~i·d~des qúe Ú.lrnb i én sé suelen .denoÜr éolllo: 

· ;•• ~ft01/).i.f ;.. l<.! c/!;),<J~)/···· 
· · •• ~::it~~1~!~:a:t;:!~~;:~¡r~~~!::~:~r .:i~~}f ,=;tiHt~. 

·se.el irninah .los elementOsasoéiados dicho f~~to¡.·,' 

···~~cuerdes~· ..•. ra ;~.notl···• n6m:~~~······~·······.· .. 
Té!mb.ié•n.se.~udo co~¿i,dir<ir,· .. ~·<;Jl/ 
O, sea/ s i~lllpr~- se .. aceptarl~ I~. 

(Úl, ctlestiljn.. .. . .. 
:·· ... : ·, . 

. . _\<~ '<:'··.·_: .. ~· \. '." .... : . _.,. 

i.-:Este. rnétodo tienela 
tanfoa modelos de 

· en e i e~{os 
,;· .. . . ,·· 

2;- N6t~sd que si la hip6tesis #~;;<.::6 n6 sé rech.aza,.;É!I· .. ·· .. 
( 1) 1 1 ega a ser. el. pi arite~do en ef · c;a-~o de: diseños >de º><Pet' i rneh-,- . 
tos o, ~ea 9.=~/+e .. 
3,::. Ver la r~feren~ia 14 ~roblem~ 4,19,, 

. . ' . - - . - . 

4. ~ •Esta su pos i e i6n también se efectua en. e L. modé 1 o de Tukey pará 

.. tt~.1 .. ··!J l.J: .. iJ,; ª.·demás.n6tese·q.üé·e.n,ef_.ª .. ª.s~ .... deJuke.y la +J.j 
(:X~)Z:: ~·t.¡, siendo un, vector de.· IJ elementos •. ·... . 

5. - Nótese ~ué si 1.a h i p6tes is flc no es e i erta, r¡,t- se di str i f?ü­
ye conio u~1a F no cénfra 1 • 

6.- Considere las siguientes relaciones·: 
. /) . (.O) e; e(/) /")//.;,. Ll(:t). . . 
D': e ) = .. · J C7 - í7 l ............. ; . para comprender' mejor 

no·l.:ac i ón. 
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7~_:;.N6tese ~ue la d•te~minaci6~ de un termino m~ltipl ic~tivo en el 
modelo ;;e h!3ce de. manera subjetiva. 

S.~ Advi erta~e qu~ p~demos. den:~ta;,,·· <1 5g_'. como X-,. por~ 1 o qtie e,··· 
. p~odu~to que tenemos~ que es x t~·xrx, 'con G'=ff<ixf' . . 

i ,· simp't ificar a ')(~-:~~~.X' .... 'X(x'xt8"> 

: · <'. ~.{·\l~~il a ricita, ·.·· Nt: b ·······~· co~~i d~r; ~~en\~s 
nes:·. . .. 

. A:. . •.. ... . .. ····.· 

,X:} ... ó:o/ 8.d,: 0.,o,• o.o·,\o.o>;'• 

:;s. · ~j~}lrº};~;6~:¿;q~~;~f t;/L · 
?'.-1 .s,·•~-ó.7s,· o.o; .. ···o·~ 1.si:"1~s;·.•· .. · 
.~4•0,, ~2.0; 0;0;• 2.d,;4,0~ ' 

. · ... ·.·· ' .. '' ' 

',,:<:··. 

,: ¡ : :o, Ó. J, •o. O, o.o, o·,o, o.o, o.o, b.:, . . .. 
·;;.r •• "'0.25, 2o.~87s, -o.12k,~o.Ó62s, o.66is~··º~.12s, 

.];_¡) -i'.;o, -:0;75, jo~s, -0.25, ·o'.2s, o.s;. 0,75; 

)~Y. -"3~o, ·..:;2.is, -i.s,· ~cL75; 0;1s, ·1~s, 2.2s,• 
·i ,J) · ;.;s~o;.·-fr~o, ~4.o,· -2;q, 

El valor de J~ media fue 
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