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| SUMARIO Y OBSERVACIONES GENERALES

SUHARIO

v?"

7H;1as pruebas dc h1p5tes1b. La generallzac1on de esta tecnlca

3jfel caso. mululvarlado es HANOUA (multlvarlate 'anqlvsysuprvar;agp"i”
~l'Ce) sobre 1a cual trata este trabaJo. ‘?
Los capitulos de este trabajo conszsten brevemente cn lo Sl f

‘_ 0u1ente., "’

" C3Pit§id.I:";'Introducc16n.‘f;k~*? .‘*“

, nc1pa1es resultados en
'cada uno de los mwdelos del,anallsls_de varlan.
multldlmen51onal. s

» i'ffépffuioﬂff.‘«Presentac16n d

VHa casos un1d1mcnsxonai

Igcaﬁifﬁlb{IfIQ Pruwbas para vcrlflcarﬁla
D A ,Jg’ﬁnes de unbo de’ los modelos. prcsentados er 
L pitulo II.V(HANOVA modelo II)

lferenteSVSup051c10ﬁi“

 lfqépftu16'IV; Se. prescntan dlferentes crlterlos para efectuarf?( .
S _:pruebas de h1p6te51s en uno de los: modeloa pre-;iﬁgfff
’?sentddos en el capltulo II (MANOUA modelo II)
'f}fcépf;ﬁiosv;.f Se prc:entan las. pr0plcdades estadlst1cas de. ‘-f s
g ""loa dlferentes crlterlos descrltos en el capltﬁffkk'
: a‘lo anterlor.‘ R Lo S

Se anexan apgndlccs quc contxencn las Tablas de Hec“, las~Té-'d;v'

blas de R elaborados por Plllal una comparar1on entrc d1ferentes

’f‘ aprox1nac1oneq a los percentlles de T’ blbllograflas de eJemplos y

de progranas de computadora para MANOUA modelo I.




 L;L_ de Olson y de Plllal en cuantc a sus propledadeq debpotenc1a

fjfy robustez.; Ademas contlnuar el trabajo de Olson en‘cuanto a com’”

R oﬁsERVAéthEs 'GEVNER‘AL‘ES‘." |

_Como resultado del presente trabaJo cabe hacer‘notar que res

~gpecto a los dlferentes modelos y crlterlos de prueba en MANOVA noA
:;;esta todo escrlto y que es 1mportante segu1r 1nvest1gando en estef[i

4icampo

Algunos temas para futura< 1nvest1gac1oncs podrlan ser el mo

’}delo 1T de HANOVA estudlar los crlterlos de p1ueba de Gnanad651-¥

’5ﬁparac1on de todos 1os CTltchOS de prueba respecto
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 GAPITULO I. INTRODUCCION. : =

 En los ﬁltimos aﬁos ha surgldo un’ gran interes por, el es:ud1o de 1a

]}estadistica multivariada y en especxal de MANOVA (multlvarlate ana1y31s

:=_o£ variance) debido princmpalmente a’ la gran cantxdad de aplicaciones de

;;ésta en dlversas éreas de estudio. Sin embargo, debido a la aCtltUd de La .

;~mayor£a de los investigadores en todas las Areas con reqpecLo a sus publi-

“fi'caciones se presenta el problema de que 105 resultados eqtﬁn muy dlsper-

o {sos, ya que el numero de trabajos puulicados por cada 1nvestigador influye;

‘.’directamente en su sueldo y prcstigio lo que 1leva al 1nvestigador a: :

'vpartir un resultado (sxn 1mportar muchAS veces la: xmportancia de éqte) en 4‘,’5

'1‘resu1tados més pequeﬁos 1os cuales publica en difercntes revistas"ograudoll

=

 f‘de'esta forma aumentar su contabilidad personal (ver Searle (1979)-),j1;75 o

':actitud mencionada anteriornente dzficulca grandemente el aprendxvaje de e

v :f'cualquler disc1p11na.

“‘Por 1a razén menc1onada anterzormente se con51der6 1mportante prcsentar un{V

panorama gcneral sobre MANOVA,,en el cual se preaentan las aportacicncs db .

" ,105 diferentes autorcs en cada tcma indicando en la mavoria de los casos :::' e
lea importancia y utilidad de cstas respecto a los resultados c“!stences '
: ';tla fecha de su publicacién Ademés dentro de estL panorama se descrlben y
blycéﬁparan los dlfcrentes m;todos y- resultados exlstentes en MAVOVA En unof' k
o de 1os apéndxces se publlca una guia de egemplos claslflcados pov érea de i7x
"f;’aplicacién y métodos empleados. Por lo anterior, el presente trabajo podré~ii.-ﬂ
vtxser usado coma un- auxillar en el aprendxzage y apllca;ién de MANOVA

§'SEarlek S. R. (1973), v Oﬂ publlshing extenued abstracca, and reviews" -
: the americanStatxstician Volu 27 pp. 155 - 157 v




‘e‘ectuar est:e trabajo x:ué necesarxo revisar, analizar y clasificar

aprox,rrauame*xte 200 articulos sobre el tema mismos que 8 ‘,encu_entra.n

“a d1sposicic§n de los interesados en 13. biblioteca del nmAs




Gepitulo :_[I.l)iférentes' modelos MANOVA..
: 2.’1". 'INTRODUCCION

. Se considerarﬁn en detalle dos modelos el L y II los cuales son generalz.—_;‘; S

,zac:’.ones de los modelos ‘de ef«.ctos fl.jOS y de efectos aleatorzos pvesenta‘;:' !

B ‘—"’dos por Eisenhart (1947)

',"_"’Estos modelos se han tratado en de*alle en Roy & Gr\anadesikan (1959a),

-   (1959!=) (1956), Ry (1954), Roy & Bos« (1953).

o Noz:'ac‘idn”‘.} A manoa que se- espc,cifique lo contrario las matrices se denota_',
i ran por med:.o de letras mayusculas, y 1os vectores por med:,o de miruscu- :‘;
; las con una barra baJo ellos (eJemplo a), el Transpuesto de la m.atliz f_-" o

- (o vector) 55 se denotara por ;’

La dimen516n de la matriz y vector se especificaré a contlnuacmn de ésta‘, S

o ,erntre Parénte is (eJemplo A( n % m ) s una’ mat‘-‘iz °°“ n renglones e <

: : lumnas, a( 1 xn ) es un vector reng].dn con T componenges). o

_"Las matr:.ces 1déntzca y nula (mat:r:.z de cc.ros ._g"fepxgs_éﬁtaf_én rcspnct:.-

3 : vamente por I y O

“-.‘."'Se presencaré pr:.mero el model.o I de anél:.s:.s de varia*lza (ANOVA) y a conv_'."

"."“ﬂv'tinuacidn el’T de anshsis de vanzmza multlvarlado (\A’\OVA), dcspués el

l_ﬁII de ANOVA y el II de MA\’OVA est:o se hace para cxponer los rc.sult_ados env" T

MANOV". como una generalizacidn de los de A‘\OVA "En cada caso al fmal de_»

'71a presentacldn de los resultados de’ A"JOVA modelo I .ANOVA'Modelo I

) ANOVA modelo II MAI\OVA modelo II, se ddra la biblmografia correspond:.e-1 T

l*’te para facilidad de consult:a.




2.2, \ionaw Ds .x\ovA

B :_Sea xv ( 1 = ) = (\1, X.,, ..., X"l) un vector rengldn dende cada componen o

"~t:e es-una var..able aleatona observable y tal que X se yuede expresar como-‘f'.'::

z 2~,1z’zf=‘;:;1i‘f> = <nxn ) "(}_"c‘;x‘:; x1) +,_ (nx1l)m <n o

; donde i) A ( n:x n ) es la matriz dc. diseﬁo cuyos elemem:os son constan‘

i z:es deteminadas por las condiciones en que se hizo cada obser-,“‘j"[“'

‘vvacidn, esto se puede determinar mcdianta al dise?{o de un expe-‘-" '

"rmnco o un e.,quema de mz..estra, ‘el rango de A es T \(m s Ny o

3 (mxl ) es . vector de pardmetros desconocidos, | -

( n x 1 ) LS un vcctor uyos element.os son "errores y que '

: Vf.'co'xsiderado éomo. x.n co'x_]unto'es una muestra aleatoria de tamﬂoﬁf ‘

n de la poblacién ncrml N ( O G" ), G" es desconocido.m"uy

‘vBajo el modelo zmt:erlor es: fdcil ver (Grayb:.ll (1961), Searle (1971) )

E f:'ique x ( '1 x 1 ) es u'1 conjunto de o variables normales mdependientes, |

. 'con vari.anza cor:\m ,‘7 y medxas dadas por~ S ,'

E(.;{)(nx1)=}.(nxm) @ (mxl)

'

ciay que no:ar quc 1a suposicicm sobre normal:.dad no es necesaria para la

: sclucmn dz. 1os problems de esr_imacidn hneal y que los resultados " que o
.- se presenta*an a co*xtinuacian son vzllidos bajo 1,, uguiente Suposic:.on-'
[ n x 1 ) ( y por. lo tanto X ( n x 1 ) v ) es un conjunto de variables R

o 2
g valcacorias no corrclacionadas y ‘con’ vamanza comdn (J‘




Comio A ( nxm ) es de rango r% <m < n " entonces se pt;ede encontrar una -
‘V-base de A (esto es r columnas de A 11.nea1nent:e mdependlentes) y form.ar a: )
partir de ésta una natr:.z A ( nX X, ), entonccs sin pérdida de gene.ral:.-‘. S
dad se. pueden reenumerar las columnas de A ( nx’ m) v 1os elementcs de. ‘
-,_;E ( n x 1) para que las columnas de A ( n.x r ) »ean las primeras rAco-'

= . lumnas de A ( n xom.}- ‘de’ donde obtzenemos una particiﬁn de A ( nx m ) =

o [A (nxr),AD(nxtn-r))]yentoncesAf.’

E(X)(nxl ) B[AI’A} :

domde Ap (nxr ), Ap (n % (m-x) ) B (xx 1 ) Bp € (m

§ 2.2.1. "" Estimicion “li‘neél._

Se busca un est:.mador lmeal inse5gado y de var:.anza mnim para una fun R

o ~»fci<5'1 lmeal de 2 ( m .c 1 ) dada, la forma de esta funcld*z lmeal ser&

i( 1 x ‘o ) 2 ( m x 1 ) y el. estimador lmcal insesgado de minima varlan

"'tza sera de 1a forma b'( 1 x n ) X ( (% x 1).

Al partir A en. Ai > 6 determina una. Partlc:.dn de B'en BI y §D la que_ SROr

f’"a su vez detemma una partzcxdn de C' éen _g_]': y “C‘;) Entonces pode'nos ex-

yA

=L

f"presar a 'CvB omo C' 4 BI + C‘ J_3D » Los s:.guzentes re.';ultados son inva_;~ V'
; ',"‘iv‘rmntes bajo dlferentes particiones de A k

'.'Ur;a condz.cidn necesarm y svufx.cienteb sobre C' 'para que un’ est:.mador 11—
o ',ineal insesgado a')( para C' B exista (en cuyo caso se alra que C'Q_ ‘es eév-"’ :
' :t::.mable ¥ la condic:.dn sobre C' . ueré una condician dr. cstxmbllidad) es.
 (ver’ Roy (1954) ) R B

&'p= S'I—(A'I Ar ) Al &y




© .Ctra forma de expresar lo anterior es:

: rango . a ,’Rka‘ngo,-( A)

X Lx(n) -AI ¢( AI)

ndtese q\.e al ertimador 1ineal de minmos cuadrados de: una fum:ién '_vn.n‘ a1':: i

: estvimblu C' B es el ﬂi.mo que el dado anteriomente. REA

R

2.2.7.  FRUERAS DE WIPOTESIS LINEALES, ° -

e’ probardlahipdtasis ‘

: Ho [4 ( s*c m) ‘g' (mxl) =0 ; ( SXl DN

-“d'o-‘xde ( C’l c,, ) es la parti.cién de C ( 8. X m ) correspondiente a la par-;
""‘_tic;.dn de 3 = '5‘1 , ‘ i




:jflf—i 'y Cl )

- ¢ontra la alternativa

'#!A"i:' < Cl C?-.*i")" Il_(s x 1 ) ;e 0 ( s xl )

}C ( s ®xm) es una matriz de rango s dada 1a thdtesxs (se dete“mxna de R

”Lacuerdo a lo que “se desea probar) y por esto recibe el nombre de la 'ha— ,f”4

‘»_triz de la hlpdtes1s . Los resultados que se. obtienen a coutinuacidn sonlf;f7

,;’7invariantes xespecto a la partxcidn de A (y por lo tanto invarzantes a ff

-Un conjunto de condiciones suficientes para la existencia de una’ prueba

-_sobre regiones similares es l S

‘.]'notar que C2 debe estar relaciouada con C1_de la mlom& forma que C’D con :

' T'Q;I En estc caso la hipdtesxs es susceptiole de ser probada (Testanle
“‘ffhypothesis) y a 1a condicidn anterior sobre Cz se 1e conoce como la condif,
1'cidn de prueba (Testabilxty condztxon). Notar que CI rasu&ta tambzén defg L

*q,rango s.,

"?La estadistxca F para,probar Ho tiene bago Ho una d;strlbuc*dn central F Lo vf

'ZTf“con s y ( n. - r ) grados de libertad y estd dada por.‘ J_',ij

T, <“-r) XAI@'I AT) CC1 (A'I Ar) C'D CT (A'I AT) A‘VT'VX_G-‘]IE

s x' CI (n) - AI ( AY 1 AI ) I 2\_ A

‘se usazi- ‘ R

F .= ) - para indicar que el numerador multiplicado por
?C (n-r)/(n-r) o L e




s;/o'f?, se distribuye como ;(.2 con s grados de 1zbertad est:a ;{,2 es eencraL c
o' ro central "e acuerdo a gue la Ho sea c:.ert:a L) no. El denominador mul-!f'“-"" -
g ftiplicado por ( n -‘ . )/ 0”2 se distrlbuye como unz:t')C2 central con ( n - r)" . i

grados de ].n.ber:ad s:.n mportar si Ho es cierta ] no.

La forz::a cuadra‘.tma eq el nu..erador es conacida con el nombre de suma de

- .'f-_‘cuadrados dcbida a la hipdtesis Ho y la forma cuadrdtica en el denom:.na‘-'if‘ :

],dor es conoc:.da como 1a. suma de cuadrados debido al error. R

"'I"Y'V—_Ba_)o HA la es:adfacica F (presencada ant:er:.ormcnt:e) se distr:.bu/e Qf- no

' i;,central con s y (o= x ) gradoa de’ libertad, Y el parametro‘de'. no-centra -

"'»li&ad es d /(;- donde

: 2.9

. ‘Suponga que se tien

.

Hey i (g 1?;;-‘5’" .

i
&

"Ho

LY

(a1 C220 |

,"ﬁltxr. e
g
]

contra las respect:’.vas alz:ernativas HAly HAZ tal é&mpy_" se ha inicadoen S

'la sec:cidvx an:erlor. L

'Sup(mga que rango Ccll C12:> = "31 y rango . C C"l 022) - 52 de tal

-~

B V‘foma que 31 -rv ::2 & T gim < n,.l Entonces para Hol y Hoz'.‘tenemos,,:eg i

_ pectivameﬁte L:LS siguientes estadistzcas F-

. :-'8-




I S ololite S . o %Y fsy

;:donde el denommador de Fl y F2 es el mzsno que el de F en la su.'cidn an-

terior ¥ los numeradores se obtienen al Sustituu: en el numerador de F

-,".Cl por Cll y 021 respect:’.vamente. j(, 1 y 31/.2 son 1ndepend1.entes deﬁ'.o.

x_ 1 yx 2 no son siempre :Lndependient:es la condxc:.& para qu‘. sean 11:1

& [dr.pendientes es que

o .VciL ‘(» ‘”f'i‘%* ‘{)"71«,_92;1._3 ‘o,_'_([slf_;’c’}“ég‘)';ﬂﬁ;l’

S ~E1 que ?.1 y 9(, 2 sean mdependmntes no ;melic 'I’z sean :.ndepen

,‘tdientes sin embargo simpli.fi.ca bastante el proble—na de p:.obar s:.multénea— S

: tesis-

- Hol: C-:?@ '9;;2‘ 2

j,‘donde ( C 12 ‘:) es una matriz de ( si xm ) particionada de acuerdo a -

p_, donde el rango de CC ,1 ) es S:l. ( i.u 1 2, cvis k) y adenﬁs

:L'=l

.si’. £ r < m < . Un ,@:‘E?i'xju’nf;b:de‘-‘ c'ondic_ion'es‘ne'cesalrizis:_ y.:sy'uf‘léien‘\":'es. R

B s pm;a ;—p:olﬁ;ﬁf ‘las kk.'hi.[.wdt.ie"s;{si enforma.quas:,- 1ndepend:.enteesque

o (A ArYT G =0 (s s s (ERf el




C2.2.4. INIE \.'ALOS bE. cor:pm*m.

' Se Qbserv* de la hlpdc‘_szs aitemat:.va en 1a secc:.dn 2 2 2 que n ( s x 1 )

L ( # 0 ) eq una- desv acidn de la hipdtesis Ho. Con un’ coeficiente de con-"

‘. vf:.anza conjL.nta 1 = o( (para ddctenainada de‘ antexmno) se tienen la.s si

"",‘.-guleutes cotas de confia'zza (ver & Gna"x dGVSikan (1956) (19593) )

_A s {n kcl <A’

S
Jd,o_nde A, = [ F ( 5’ n ", r )(T ‘Zu 1

( n f

’ “;.e*u:or'ces Pr (=f-~‘

: cocas son

(:ﬂ l/i s

L _A‘nora s1. “se el:.m:.na cl elene*xto

: [: 3&1)2] 1/2 i A < {_(1): )y, i

" ( m”} 1/2 ,.A

o imo };—éngflkd,r’t' v aC‘z ‘ 9‘-2 :déf‘vmia" e“ '

- ‘.;v’?:‘:’_), en v,'ez_'“ciévcl“(v sz r Yo 3 De estos intcrvalos ha.y s (uno por cada ele"j“

men:o) .

'.‘}‘;SL se elimj.nan dos elemﬁtos de n se obtiene en ;Eorma anfiloga-: ‘
[ 2, (i j) J1/2 <A 45 , j) I’Clci,a) (Ar A ) <i j) ] -1 (z,n} 1/2':,” |
g [ %(1,1)~J 172 LA

: '»bl-v'péiira. i =# j aa 1 2, seey s, donde. n(i’j) 01(1-,3) y(I' }_’,(i -“2 denot:an res

,;104'




Sl

o pecLivamente ei vector n sin las componentes i y iy la matrz.z ¢, sjiti'i'o\sk'_"i
o renglones L—ésimo y j émimo y Gf 9(0”) f cefinldo como ‘en” 2 2 2

:'pero con.c (i j) (( 8 ; 2 ) X r ) ds (;( s A:; ), Hay( \ de: este tipo 1:{€;

l"'"’V'Q;ide_.»*i_ntlexvalos. ST

. omro 1 pewome

'¥ Sea X( p)(h ) f“ 

ria de dimens:.on ( p % 1 ). : Esto vectoreugspn observables y Lals_s que

o F/ ( u x p ) e8! tal que sus eler‘entos son"‘r.rrorcs" y sus h:.leros conthtu e

';(yen una muestra aleatorxa de tamaﬁo n de tma poblac16n normal p- varlada

o »:,;noj singular N [o ( px 1 ), . ( p x p")]
“'  ( n_" 

o nes para estimar todos los parémctros). :

’) (esto para asegurar que haya Un nﬁmero suf:.cxente de observac:_o‘_

“*_Como el rango de A es r_$' m < n,sea A ( m.x.r ) uﬂa matrlz foxmada por‘;'f

.":’vectores columna de A que forman “Gna. base_ de A Entonces, ‘sln pé“dida de

»generalidad (como en el caso ANOVA modelo I) se puede expresar A= CA A }

\' donde AD ( n x ( m - r ) ) y e1 consecuencia exprt.sar C ( m x p ) (@* ]
i @5

j':"“dr::nde f_?}._ 3 Qson matricr.s de’ d:.mcnsion ( rx P ) y ( ( m- r )x p ) res-

- 'pectivamente v son la’ partu.cidn de @ asaciada a la partxcmn de A,

* "En esta secc:.dn 2 3 consultar Roy y - Gnanadesikan (1959b), Morrison
(1967), Press (1972) s . o L

V'illé




v‘,Bajo c_sce mdclo Xi ( P X 1 ) ( :L = 1,.., avey n) scn n vectores al.eat:c-‘

e 1_-1osy indepe d:.em:es con D componentes tales que Xx. se distrlbuye

"“V’(" (X1, 37: ), donde f_es una r.at.riz de dispersidn descormcida de: di.- Sl

f_,‘mensi.On € p\p ) ypata i-=l1 2,7_.._.,n E (Xi) est:I dada por
(‘CI)(nxp)=A(nxm)G(mxp) . :

"‘.'_rrque por la part:.cid'z mencioqada anteriormente ‘ CA AD'_) GI

g ,ﬁ_‘Ha; que notur que cono en 1a. seccidn 2 :2 la V'Suposicidn de normalida nof:;-,f s

;es necasaria pa;a propdbi:os de estimacién '.la.neal

231 ‘Esrzsmci’o’n z;nm‘;,a 'i'_“ :

'-iy_La fuucid"i 1:.'~aal al Q se dice que es escim.ble si;existeruna f\mcxdn

J - —

"v"vectores de dimenaidn ( m x ) y ( n K 1 ) respectivamente. i

"?ress (1979) pag. 211 y 212 y Rao (1 9‘65) pa‘ . 222-5 presentan los siguien:«.i_} _'; _ i

tes resx..ltados- B o

YEL es}.imadcr por mf.n:{.mos cuadrados de Q es. @ ( m x p ) - (A' A) A'

. :.donde (A A) es’ la. inversa genera.lizada de (l—.'A) (ver nota) Este est:.ma ' .

: ';dcr ccincide con eL Quﬁ se obtiene al m:.nimizar 1a traza de ( S_ E )

I 2 E[ (determ.nanr.e dc .c_ &). S L

i I.xn esti_.ador tns es:rado de zbasado en. @_ estd dado por-.i

Z(Pxp)==‘

Cext - AE__)'.,.;‘(:X"',T-, A@)

S 5

~1l2-




*Lds__‘éstimaores de maxima ‘vexosimilitud 'bajd la sq’poéicibn\d_‘é‘horm.‘a‘]v_'i.aa’d o

R 1 .
X(pw)n cx'-A6>' <x' -aa>

n

. "‘nOt:ese' que los estimadores de E tanto la m’I\c:Lma vemsimlitud como"los S

'VmInimos cuadvados coinclde mientras que los estimadores de“l”bi ,J.eren

or una conscante, s:.endc el estimador de maxima verosim:.l:.tud sesgado.

“,NO'I‘A Rao (1965) presenta los siguientes xesultados sobre 1nversa genera

1izada -. -

":-“‘_’a) Dada una mat:riz S existev una ma.triz S llamada inversa generalizada

"can la propiedad que‘

S S 5 = S Y 'l‘raza ( S 3 ) rango S :

: b) Una solucmn general de una ecuacidn consistente S ;5 =, Q es S Q -r QNI

('TI - S S )Z dondeZ. es axbz.traria.v Cuand S es cuadrada y nc s:,n

;“gular' "‘ = S 1",:'13. lnver:sa verdadera.

Rao (1965) demuestra que 1 cuacidn normal (A'A) Q A' X es c.onsis-,jvf‘

e

: t:ente_;y_; entonces si se e.ncuentra 1a :anersa g»neralizada de ( A' A )

c ucidn particular estare‘l dada por ( A' A ) A' X ':,fque es e

L ._resultado presentado anter:.ormente. —__}_:;5. e s

' ;'_En }.a préctica el problema de encontrar ( A' A ) sé '-r'a'c.iu.ce é eﬁcbri-
E trar la inversa verdadera de ciert:a matriz (para m:{s detalles ver:

"‘Rao (1965), Rao & M:Ltra (1971) Searle (1971))

Rt




2,32, 'PRdPTEDADéS>bE»Los'ESTiMADOREs;"’

} l Consis.en;ia. Q'y 2: son consxstentes bnjo Ias suposicicnes del mojy :"”;

: delo, ya que son los e9timadores mézima verosxmllitud y todas las con-S-

:V;dicxones de’ regularidad requerldas pa a los estlmadores mdxima vero

-sxmilitud se satis:acen (ver en Wald (1909) estas condiciones de regu

1aridad) Rt

 Inseswaﬁiento. @ Q ¥ :L;‘sdﬂrLééeégadpé*fﬁet:ffééé:(1§72)‘Qaféfié f:

'udemostraclén)._ i

”.fnrndos, csto eu, Q tienef‘:" a3

‘vf‘todos lo -mado:es llnualeu mnsesgados, la mdtrlz de covarxanzaa de

'"7vaes:ada a la matriz de covatianzas,deucualqu r otro estimador re-f

‘m;}-,g;g;?.- ,xi\aﬁ;fj.z v;;é;,i:'iiz_; ae_f';ai'a_ | Ademés Rao (1967) ¥ (1968) demos;_.’_,f'

:tré lo SLguiente. una condicidn necesaria y snficxente para que ;eiv””

\estlma“or por miulmos cuadrados de @ sea un estlmador insesgado de

2

.fygr'> ‘g m*nima cs que 1a ma:r17r

;‘:CO-X';!‘()- Z' = ﬁ.n A' +Z. r-" ,?_i. . + a\ I(n)

i { 'j:.:donda S’L (m x m) ¥ fﬂ Son matrices arbitrarias, EX ea un- escalar

Le covarianzas de & pueda expresarseg"V

'frarbltratio no negativo ¥ EE es una. matrxz de rango maximo de cal que:;:fj*jf

ZL »A = O

::}1;14;']"




- :Se puede probar que la’ matr:.z de covarianzas dentro de’ cla.ses es A

5 miembro de es...a famlia. i

4. ,‘.‘O'rt:ogonalldad. El. espacio de observaciones es ortogonal al espac:.o

i de residuos, e.,t:o es. o

K =kt Coxe A e Y =0, (AB)L (X ~4AQ

'cver Prass (1972) ).

Matriz t_le covarianza v-distribucidn de’G'.'*

2:3

.3. PRUEBA DE HIPOTESTS LINEALES,

“La extensidn multivariada de la hip6tesis lineal geéneral

}io C(sxm) Q( mx p)M (p"‘)=0 (sxu );'_

: Oen forma particionada o

Hot Cop )| GpfMo=o L

R i



cpncra 1a alternativa Hﬁ, c @ M 7[ ( §R W ) ;t o donde c = ( c:1 cz)
Jer
i@

Ia parcxcmn de A = CA ) Cl v C2 son ma..r;.ces de dimens:.én ( 8% r );_-

se detex Lna ‘por 1a partxcidn de 1a qx.e se obt::.e'me a 1a vez de’

y ( $ % ( w-T ) w:espe:ct:l.vcum.znt:«a.'C1 es de rango 3. E

C y M son. n:.atriccs detcminadas por 1a. hipét:esls que se desca probar y pa."

ra: "es:o se les }.lama mtrices de Ia hipdtesis, estas matrices 50:1 ::ales

’que el rancro ( C ) = s<r = m‘4 n y rango ( M- ) =u.<p, ’)L(
una xratriz arbitrana, no especificada d:.ferent:e de la matriz nula. 'Nv‘ -

' :ese ‘que s, pucde sex 5\.;. Y4 s;U-

BT

Es ;impor..a'xte notar que 1a hipdtesis Ho de la fOLma establecxda vnterior

rr.ente no es 1z h:.pdtesis mas general, aunque :!.ncluye-' una gran ﬁari ‘ ad de

hipétesis hn(_alcs de las quc se presentan en aplicacxones.» Es importan

te. 'm‘.ar Que con facxlidad-; uede‘ ‘vodiflcarse ‘a C G M 3’\/espec£ficada)

ntte los diferentes pardmetro., de respues

v re'xtes elemencos de un rengldn de @ Esto es M ‘re.present:a las comb:. am=

ciones lineales de las. v‘.riables dependien:es que ‘se’ prueban s:.nmltdnea-:-r'.

] n.v.nCe. i

‘ Los sigu;.mtes result._dos so—x invari.antes ba;o'elecczon de una base AI

de A ( y ba.;o la consecuente particidn de @y"C).,; . _b

‘ L',_I;a:_c'or‘:d'iéiiﬁn-de Ipifixeba- es--laz, xﬁisﬁa q’ué eﬁ;;‘a seccidn 2~.':2:.2:..i SR




 ‘La prueba esta ddda por medxo de la siguxente regla de decisidn, en . la

'“‘-que < max ( A ) es la raiz caracteristlca de mayor tanaﬁo de. A~ ‘

:vﬁrechace Ho contra HA si Clnax ( Sy S -

) 3;]3cg;b (.u, 5, n - r ) y acepte . o
Z,(no rechace) Ho contra HA en otro caso. C max ( Sl S“; ); es positiva

"_5excepto en_un conJunto de medida cero y Cp& (JL, nos r ) se- denotard

o :Co( por brevedad.f C(x es ‘wna- con°tante que depende del nivel de SLgﬂifi

‘7cancia o< de 10s grados de libertad,u, 5 y ( n - r ). El critelio del
%valor caracteristico maxiwo se debe a; Roy ( 1957 ) y se puede apllcar en
"1;general aunque 1as tablas disponibles para este criterio solo tiunnn B
‘:falgunos valores restrlngidos de los pardmetros. Tablas para este crite-i- :

brvfrlo fueron preparados por roster & Rees ( 1957 ), Foster (1957 1958),

fﬂ;‘;i'Heck (1960) y Pillal (1960) Las tablas de Heck se reproducen ‘eni. el

‘ ”rapéndlce A

Sobre esta prueba se abundaré mas adelante por ahora solo Lo

'“xse menclonara que es lnseSoada.;;jj’f

L Si es una matrlz simétrica =4 cuando menoa positiva semi defznlda de ran

5;‘530, casi en todag partea ( excepto sobre un. co1junto con modida de proba

‘ }i}'billdad cero) igual a min (Al, s ) y,oc defln. como‘

R

"x-’.s Sl(.u xu)-M' XAI (A' AI) c 1 [cl (A' AI) c"cl (A AI) A' x'm H
iy S es una matriz ( 41::4; ) sxmétrlca y casm en Lodas partes definlda pd

' sitiva de rangoa; ( necesarlamente ) y se’ deflne como‘a o

( m =T ) s (M XA ) =M' X CI(n)" A (A AI) All):“

‘ffiHay que notar que

;C may ( Sl S ) = C max ( H E: l )'

'~,La matriz H se conoce como - la matrlz de suma dc cuadrados y producLos debiao.”“ 

a la hxpdtesis y la matriz E es 1a matriz de Suma de cuadrados A productos

B _deb:.do al error. w

"','177" |




-,:Como se *ecordard c ( o ) es e.l punto que da una probabiliqad c>< de

; 'que C max ( :{ 1 ) ‘séa f C (o< ) cuando Ho es cierta. Heck (1960)

trabajd con la distribucién de la ra!z caracteristica m&xzma de

‘H- }\("l-i-E){ 'ﬂOenvez de con Cmax(HE )ypor esta‘ra”

zofz la tabla debe cor\Sultarse con la esta.dist:ica de prueba

8!

;asyigia.

s .'_:_dondc: }‘ es una v:n:iable alcatoria T de Sncdecor con Zml + 2 y 2N + 2

’gra.dcs de libertad. La esnadistioa cambién ‘se puede calcular directamen- G
' N + L

' te de la atz, diferc.n..e de cero, C = 'I.‘raza ( H E -1 ) com.o VI‘=,,'

. ;;13,.’ :




2,34, Hrportsis Piiomms EN FORMA Q'UASI‘—II\'DEPENDIENTE.'

-f_ﬂ:Se introducird la noc16n de: hlpdtesis probadas en forma quaSL-lqdependLen

”-‘te comc una. generalizacmn de 1o presentado en la seccxdn 2.2 3.' .

,fpara que dos o n&s hipdtesxs de la forma Ho- C Q M = 0 se Pmeben si-f' S

: jumltaneamente en forma quasi-independient:e es nccesarm sat:.sfacer c:.er-, s

,,tas condiciones Roy & Gnanades:.kan (1959‘b) establece.n para. esto un co~1-

_junt.o de. condiciones necesatias y suficient:es en el caso en que la ma.tr::.z

. -‘M es la mi.sma en todas 1as hipdtesis, esto es, sdlo varia la matriz C de i

Ry tal forma que tenemo

Hoi-f oL ( sixm)” @,‘ (mxp) M

para i = 1 2, .,.., k,-,,i

“de CL:.ES si y

?m< n, entonces considerando las part:ici.ones de Ci y Q asoca.adas a la par

. enzs _pgf:zggy_-s;.;cgsggaejs;gaﬁi-";('-195_9,.; N

‘,_,1-',1 problema de h:.pdte51s que se prueban simulténﬂ-amcnte en anallsls mult:L-

‘vari.ado ha sido Lratado entre otros por Roy & Bose (1953) Roy (1957)

: ,Ramachandran (1956) Gabritl (19683 1968b 19GQa 1969b), Gabricl & Sen
f'cwes), Kris‘maiah (1965a 1965b 1965c, 1967 1968 1969), Krishnaiah &
Jayachandran (1953), Miller. (1966), Srivastava < 1968). ., '

E :’—'1'9'~ 3




' De las referencias anterzores son bds;caa las sigulcntes' Krlshnaiah (1969)

.".fya que se consideran diferentes pruebas bajo dxfurentes modelos MANOVA y .@ 1if?‘f

"f —se consxderan alﬁuqas propledades de éstas. En el modelo MA\OUA algunos de

;‘es:os procedimientos son equivalentes a. la prueba de la maxima raIz caracﬂ,"'

¥:teris ica de Roy, pruebas de 1ncersecc16n finita de Krishnalah T2 de Ho-ri

“frtelling (estas pruebas entre otras se tracan con detalle en el capitulo
'53) Gabr1e1 ( 1969b) es. importante ya que presenta los pro;edxmlentos diéfy)f;*i

&

";~y observando que ?l(;s K AL-) representa la desviacidn de Honzentonc

' ‘:t1e1e'que (ver Roy ¥ Gnanades;nan (1956))~ con un)coeflciente de confianza

. > !-—0& para ’bk :ija se tianen Ios sigulentes limites de confia

"”‘s1mu1:Aneos-

[_c wax (s -sl)] ["Cx c m;-zx s] [c m;ttx ["l ( o (A A. "C')b 1

¥ cono en el caso univariado se pueden obtener lfmites de confianza en tér

- 20 -




‘~;1mkno de Cag pero para W; 1 y S truncados como en la Jeccién 2 2 4., y de

;esta forma obtenemos intervalos de confianza para cualquicr rengIOn, colum

",na 0 elemento de'n. '

‘-\"‘»-if»32,'14.;"';5}{6{)3‘1.0»11 -ﬁE'J-AN'OvA'r;.“ N

‘ffBajo ese’ modelo Roy & Gnanadesikan (1959a)—/ presentan los siguientes P

flresultados-siy &

i / Sobre esta seccion consultar también Searle (1971) pp. 376 ~'514 .

o ‘-?21'- o



f'}s. ( Rox 1 ) se d*stribuye ‘i ( E ( )(), i ) do"de E (X) es un- vector dev,\ :

g :reas.Lcn ( a ;; 1 ) y ¢ es una mtriz de dimcnsion ( n x n ) donde

& CE(X)= A (haxm)

es' un vector de d3 mensidn ( m l ) donde todos sus componente

e s ) )=
‘ __.L__l)’:‘g‘h ((3@:) Al :

. {~A’[E‘f’"

e



- Q,Comc en la.s secciones 2 2. y 2 3 Hay que observar que para propOsitos de

.,estlmaciﬁn las suposxciones de normal.z.dad hechcs sobre G y £ no son necesa-‘:

‘~rias, sin embargo, esta suposicidn sz.mpliflca los problemas rela!:wos a 1a.";

"'dlstribucidn de las escadisticas que resultan en 1as pruebas da hipdtesis

s '«i(simultaineas o: lndivxduales) y en la est:.maciﬁn por intervalos de conf:.an—

';»Royl & Gnanadesikan (1959"‘") obtxenen resultados sobre el modelo II, cuandoI

¥ sus maltiplos



o ;"2.47;2. . Esrn A.CTOI D‘-‘ LOS comm\'z: $ DE vmm\'za

‘ ”Para 1as pruebas de hipo:esz.s, los intervalos de conflanza. y 1a estimacién

v"?'de los cmrpmenz:es de varianza Roy & Gnanademkzm ( 19593) presentan "1 si‘.' L

""""ghiente resultado que fue deuostrado por Carpenter (1950) y Ogowa (1950)

ril-‘lemayA) S:{. X ( nx 1 ) se distribuye N [E ( X ), Z( n x n )}y '='

?Q x(iuo 1,

k ) es una. forma cuadrética de rango n; ,( NL.EM)

f;v._‘;-E-atoncea un conjunt:o de condlciones necesarias y sufici.entes para que ‘4'

ma anter-r or _'_c-L) asegura para las s distribuci.ones?(_z 7‘(nobne‘ i

,ces.arxamen:e ceqtrales) @) asegu::a la centralidad de las distr:.buc:.ones e

ante"io*es y o’) asegura la independencxa de las g—i s, medlante i) y

- ,‘:Li) del 1ema antermr se tiene un conJunto de restricciones sufic:.entes e

'Dara asegurar algunas propiedades Duenaf‘ de las soluc:.ones de los proble-—

"_mas de es timacidn puncual, prueba.. de hlpdtesia y estimac:.On por int:er\:a- i L

‘ ."»:los de confi‘.noa.

"Es caspropiedades se ‘enunciardn. mas "d}:iel&_ixée, v;‘:éx.%a,'éstd Roy& Gnanadesikan S ;




' >;?(1959a)fdemnescran loszéiguiéntéé-:esuitddqs:"’f»

‘ Lema B) Si E ( X ( p =1 ) Y' ( 1x P. ) ) = 5 (: p x p ) entonces E(X Q_) -

donde Q ( p % p ) es simﬂtrica,es\3trazade(E'Q )

5 se tiene°f'

-'Cbiﬁ'biaiio- Para el modelo i de ANOVA

;El 1ema anterior es, importante desde e. punto de v15ta estimac1dn’ ahora

l desd el punto de vista de pruebas de ‘ip6t251s‘debe‘obselvarse que las ‘hi~ o

tpétes1s concernxentes a cOm onentes de varianza son uSualmente conpuestas
'5f,y que debe obtenerse una prueba sdbre regiones sxmllares para estas hipdte.ﬁf

""‘.":'-_5148‘-

fEsﬂimportante notar que bajo el modelo II, si 4— 3 9;\ satzsfacen 1)

o . S




> y 11) del 1ema a} entonces 13 i ?P forman un conjunto de estadisticas

2.2 -
_suflcientes para Ao,’ri . ;\k (y tambxdn para fo, 51,1\..., G’ ) y tam

: bié1 sat;sf&cen la. condzcién de. complutez de Lehmann & Scheffé ( 1950 ) y

if”']a par;xr de estas condiciones de suficiencia y completez se sigue de otro

 fresu1tado de Lehnann & Scheffe ( 1950 ) que la clase de todas 1as pruebas”

SR 2.
‘:‘_hobre regzones similares ra hipdtesis sohre 105 0"5 seran_de la estruc

ELTR

'Vra de Neyman y regiones con comportamiento Néyman con respecto a- %o Q" '

robre ren;oncs sxmilares con esttuctura meyman o comportamiento Veyman,

‘ ferzrse a Lehmann (1959) y Roy (1950))

Q‘Las hlpﬁtesla quc usualmcnte se” p:ueban son Hox. 01‘{‘~0 contra las respectivas

i

rf‘amfm:ivas }. cr > o (e 1 z, k >, Roy‘& Gna,nadesikan <1959a>

Ifnontra H' : k B ,:

-donde ri bago:n"
3 . 0

c;ene una distribucidn F central con n 1n grados “ 1
‘Ad‘Y.AbL: '11

‘#bfcidn de F anterlor.~ Ademﬂs hacen notar que'las regiones criticas para las S

£ thdtesxs H baJo el nodelo II consideradas f forma ndividual son ianti"
"‘w’cas con aquellas que se obtienun bajo cl modelo I.; Las reglones criticas S
Lbajo 1os modelos I y I son de la misma naturaleza aun 31 se coqslderan Ias‘

- f;hipdtesis sxm&ltuneas Ho c" ==q2 =l =(T chqntra HAi'al menos una

7 O las Quu sbn equivalen:es a H'i?’%iL.-;éf.i':i, 7 contra ﬁAi.al
ey ‘ g i e

  f26?”!, ji




»por el prmcip:.o de unidn :.nt:crsemicn (ver Roy (1953)) es F N >aF2>
: S : - : '*"/M o Las F' ‘ ('e S id
2, k > k 5&/M° . is v récc n.

2 2 3 ) son raaones de varianzas quas:.mdepend:.ences y les a i’s son tales-,‘

.....(1) donde Fi

Lo 'rque 1a reg:.dn determ:.nada en(l) es de t:ama:"io 0(.( para c'& preasi.gnada)

ESTIMACIONES POR INTERVALOS DE CONF'LANZA SIHULTAN'EOS

X para i = 1 2, celey i (donde 1as Ai y ii se definieron

ﬂ— como

.,223)ya

%en 1a3 secciones 2 4., 2 4.

” Es pos:.ble ver:.ficar que 51' s:.erﬂpr - =at:;v.sfa».ce C\ y 2( de don

k_de 51~ se distrxbuye (r %2 donde%(_ ( es la dier:.bucx.on central?(.

(nO)

)

co :n grados de lz.bertad adenz!s % es J.ndépendlente de 4-., 1-;_)

'(;"K ¥ en o

»~...pa.ra :L = I 2, seea 2k  '

. fk'donde J ( p *® q ) es una matriz cuyos elementos son unos y




‘.‘-.Vpara i a‘ j 1. 2, eeey k’-;,‘;,

‘ "ﬁCuaqdo las q estnn dadas de la forma zmterior y satisfacen las restric- By o

: ciones 1) y i:.) de la seccidn 2 lo 2

s | ,
= “:K.,,d_j (n_;) para ‘j>= O l .‘? k tal‘que. -los ntervalos simu (:at»r»teos.j :

'se pueden"en“ ntrﬂr constantes Il vtj (nJ '

: Eara evicarvcasos t: iviales los Clo(j y los Cz 0(3 deben ser tales que todas : N

'__'»las co:as anteriores se.:m no negat:.vas, RS




‘,Cuando las %i ;,sntxsfacen las reStrLcc1one5 1) y il) de la SQCCldn 2 4...”i” e

o entonces para i = 1 2, ..., k, Ei:-—éiﬂL“)) w son quasm~1ndependien:es en v
'el sentido de 1a seccldn 2 2, 3, y cada una tlene una distrlbuc1dn F con’ ni’yff;~

no grados de 1ibertad.\ Como 1a dlstribucidn conJunta de est s F' qua515g“l

.~‘

independientes es conoc1da (ver Gn nades1ka” (1956) y R;mach ndr n (1956))
: entonces e“posible determinar constantes:ril,i?iz, para 1 ) i' 2

tales que los intervalos simultaneos-'*“f:

. -29—7'4




* Adenis E(nxp > y_"l‘a‘s' ~ ,é;_/;' son ‘"md'tu:'a’menc_g' indepen- Lo

‘dientes.

..':"._:i'.’), £ ( ax p ), cuyos elemt.ntos son "errores“ ,‘es.una muestra aleatorid -

de tamaﬁo n de la poblacidn :_'?Jurvariada' no‘ i

:sobre dicha lnves.igaciOn razcn'por la cual:

INTRODUCCION

_VEiéethrE~C:i9§? e
‘ifﬁao; (1954 " ; |
:’:"-.U.'}Roy & Bose_ ( 1953 )
' "-'...""‘Roy & Gnanadesik..—z ( 1956 >

: Roy & Cnauadesxkan ( 19593 )

'Rcy & Gnuna.deS:.kan ( 195% )

‘30-




MODELO /PR AMOVA < .




ille; ( 1966 )




.. Roy & Gnanadesiken ‘( 1959.a )




"Caﬁitdlé III;FY Prucbas sébre‘las'sﬁpQSiciones:dé*MANOVA'MddéibriL _>

 v:3.1.-,'Introduccion._n Como ‘se vio en el capltule II seceidn 2, 3, el mode“{"('

10 I de MANOVA tiene las siguleutes considerac1ones sobre 1os erro'j—:7 "

"res aSi 1a macriz 5 (nxp) es'una muestra aleatorla de tamaﬂo n dc s

,fsiguientes suposic:cnes~ i) normal1dad ix) independencia entre

Vf' rengloues de £ iii) homoscndasticxdad K-y sea la lgualdad de matri

ces dL varianza covarzanza para cada renglon de 8 que corresponde

L a cada obaervacion nultivarlada

'ﬂa[macion a los dacos para correnirla‘oe[in' ‘

fEn caso de no ser p051b1e correglr csta falla mediante alguna translj‘

: formacian, entonces ‘se, cendré'que usaT La prueba més robusca en use_'

 fcaqo. La comparacion por robuacez de 1&5 pruebas de hipotesis en :‘

 "NANOVA modelo I se lleva a cabof,n el capifulo V

i:de normalidad sobre los mccodos de MAVOVA no son hnsta la fecha

Ikvc11ramente entendidOS y al analizar datos con varlos componentes

”(multiresponse da:a) eI desarrollo de neﬁodos eSt&dlSthOS que seﬁnﬁi‘
e frcbustOs a esta divergencxa distrlbucional esta en’ una etapa rudi—;
‘; ;mentar1é- es por esto que és lmportante y util tcner proced1miento§3¥
"fp#ra ccmprobar que tan razonable es 1a Supobicion de normalidad ;n-

'  f>_ : . Avra aun conjun:o de” datos. Si se dispone de estos procedimientos, el

verlficar Ia nornaltdad seré util en’ el anéllsis de los datos ya
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"_una poblncion N [o(pwl), 2{ (pxp)] esto 1mp11ca que se cumplen las;‘7 !‘T

'gsi alnuna suposicxoﬁ falla, pero ‘es posxble apixcar alguna transfor:v”ﬂT

“Nornalidad - Los efectos que pueda tener la falla de las hipotesis”?(' ‘

‘que tal,vcz alguna transformaclon de los datos-Que aprox;me,sutdgg  }.-:




'°:wtribucion a 1a normal o tal vez - indique modificaciones aptonadas o

i‘de los modelos ¥ metodoq para anallzar los datos. .

‘v5'L§ clase de distr1buc10neskﬁultivariadas no normales que ge han -
”{fcon51derado como alternativas ala distrlbucion narmal o ‘es muy
. fica, 1a- mayorxa de laé alternativés (quelgon gamﬁ# ¥ 1ognorna1 mu1? ;
“tivariadas) son tales que tienen propxedades analogas a. la de 1a V

‘Hnormal (esto es que todas las marg;nales pertenezcan a 1a misma

iiclase) 105 datos reales desdc 1uego ng” s1enpre se ajustan a este

*itipo de no normalidad

3:‘Eﬁ'aﬁ§115is ﬁultiVariaddwé‘ necesaria una,gran variedad de tecni—~.;‘1 

'jficos para detectar o normalldad yt'kne hayku‘a*gravaariedad de

fformas en que la hlpotesxs de normalldad faila El de arrollo dc

,vvarias Lecnicas y 18 obtenczon de,la experiencia en y con estas

bf'tecnicas es muy impoztante.'

Téeénicas univariadas. para evaluar normaliddd marpginal,

Lf,En la préculca menciona‘Andrews et a ;(1973), el analisis  ' .

;multivar1ado de los datos necesxta ser aumnntado por medlo

“‘de anallsls de subccn;unLos de respuestas,

i

ijincluyen analxs;s univariado de cada una de las variables.a

‘originales.

’-f'Aunque normalldad marginal o, lmplica normdlldad conJunta

>-,1a presencla de muchos t1pos dc no normalidad a menudo se -

- vrefleja en 1as dlstrlbUCLOHGS marglnales y entonces Ln p*x ,[

:'mer paso al estudiar normalidad.en observacxones con multi

©-35-



e ples respuestas es estudiar que tan razonable es la norma-;j‘H‘

Iidad marginal para Ios datos en cada una de las variables._{ “7

Para este proposito se dispone de varxos metedos que son

i) Pruebas de cocientes de verosimllitud asociadgs con

'a.:ransformaciones pata mejorar la normalidad unzvarla  '_

H‘,:(P“’SS”(1972) pp.,263).

A continuacién se presentardn ¢stas. pruéba

;i) Pruebas de cocienLes de verosimllitudiasoc

”%tradsformaciones para m ‘orar la normalldad univa a S

c”ai (1974))

fjsox & cox’ (1964) ha

prdbuésto'métddOS'para éstimar_:;‘"

funa transformacion del tipo translacion potencia

3 ﬁ( x ; g)'l de una’ variable x de tal modo que 1a disjk
- tribucion de la variable qua resulte se aproxime mas
‘fa 1a distrxbucion normal. Una dé’ las aproximaciones

3 'que sugieren Box & Cox (1964) es estimar éb y )\ porl;:*~
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T méxlma veros1mi1itud usando Ias observac1ones sobre
':x. El 1ogar1tmo de la func1on de verosxmllicud

fﬁux(, (que 1n1c1a1mente se maximlzo r;specto a

: medla ¥ 1a varlanza para & y A dados) se max“ y

5respecto.: Jf y X para obtener e1 estlmador de mé

¢x1ma veros1m111tud de é y )\ (sean estos ﬁ ) ;*5:;-

;A cont1nuacion se. usa 1a CEoria a51ntot1ca aproxima~‘ﬂ_;777

lda qu 'Box & Cox (1964) propusieran para dar una re—

se traslapa con la recta

iiPruebas de aszmetrla y Kurtoszs (Pearson & Hartley

’f':f(1966),_ Mard‘ia. (1970))

Los méﬁbdés, e, asimetrxa y Kurt051s brlndan medidas

a{fé¢E55»‘  'ma11dad de tal for jf

,ma’que pruebas que se basan en ellas'tienen una venta-"

i ja sobre las otras..a

. ?=D Agos~ino & Pearson (1973) han trabaJado tambxen en

b‘f.el tema y han' obtenido una prueba basada en. Ias dos

o fmedidas que propone Mardia (1970) Ellkrabajo de Mar4~ DL



“'dia‘(19]6)’se;éébdzalbrgyéméﬁte a'cphtinudéién}ﬂi"v' e

“zf!La‘medida de asimetria ¢oiresp0ndieﬁte a Q, P(la
5?“fmed1da teorica) basada en una muestra aleatoria

‘3~x‘,,,.,xn esta dada por"‘ =

r‘ : “4 CC"VV‘N' tl' ) (1’ N
5 " 5 5 l\/\u?t Mm‘f:

' '-:se utlliza el resultado.,« :-:

’V\ g/ /9 f\/ im
: 6

J’Q’O*')(/ﬁz)/é




,[ﬂY para probar @2 b - %J( f’*’z) : SQ‘Pﬁéde‘dtilil'L(A1asr

: f-'zar que

B | /a.
u,, b - ez w{s 2 cfam /m}

'“Se distr buye asinLotxcamente N (O 1) cuando

Qz.{, lia(‘/ﬂ)sea cierta.

»','.'ria.bles ordenadasrestan correlacionaﬂas) Se pue-

'itdeﬁ>ajustar modelos lineales o de orden mayor v

.gsse puede a;ustar un coclente del tipo F para eva,-" o
>ﬁ7fluar que tan adecuado es el aJuste Esta aproy1¥
tl?maclon va. se ha estudlado y aunque se obtuv:.ercﬁft

’falgunos resultados, el Pr°°edimi¢9t°aes:a.queFof"”‘
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"_;‘hste procedimiento puede usarse con encuestas 1ncom-.‘“7

"de cuadrados que es sinetrxca respecto a la medla ea

-_f independ1entc de Ia ordenac;on y ‘es fac1lmente compu* -

fg*torxas, el objetlvo es detivar una prueba para la hi

‘t;"potesls de que Y es una muestra de una poblaclon nor

Ca que la seluccxnn de modelos de orden grande os ",J o
: ‘praCtlcamente 3rbitrar1a, sin embargo se sigue inves:'~

’tigandc este camlno.“

o otro camino que se ha investigado por Shapiro & Wilkf‘ 

:?(1956 C) es comparar la pendxente al cuadrado de la ‘ﬁ?

: representacxon gréfxca de 1a regresion 11nea1 que

"Vbajo 1a hipotes;s de normalldad es un estlmador de:

woola varianza poblacional multipllcada por una constan~:'

o :’*'te,. ;'-

,,pletas._t,:;

';Como una alternatxva a 1as ancarxores Shapltc & Wilkf-’r;”

\;1(1965L) p:oponen para muestras completas que la pen— 

-dicnue al cuadrado pueda compararqe con la suma muestral

table. Lsta alternqtlva ga’ menclona brevemente a con‘-”

,v':muacion (para detalles ver Shapiro & Wilk (1965 a)

 V"sea (Y.,..., Yn) un vector de observaciones a1ea7 ‘

"mal con: media/u y varianza'; O‘Z ambas desconocidas._ g "} 
i jSean‘ n' = (m., ml,...,mﬂo el vector de valores eSpn’
irados de estadlsticas ordenados N (0 1) y V“ (v ) la

v‘correspondience matriz de varianza covarianza

40—



:-Entonces los e“timadores por minlmos cuadradcs ge

g"nerallzaaos estan dados por-~7

'm v"(’»’nl 1 5*7 ) Y":’J

A |
e ;1’ VL Ty (1 v-'a7)
e v g

AV g rv”», (p}’_'

: »Donde 1 es‘un vector columna de unos. B Rt

'”EﬂtdnéésiSi!ﬂ'Tﬁ

los valores-

: ‘;?observac;mnes ordenadaq (Y;) ‘sob

-

& :‘esperados (m;) de la estadlstlca adecuada de 1a

Z;N (O 1);‘_ La constante C se de,u.ne de tal forma que -

los coeflcientes 1inea1e.s eﬁscennm'malxzados. Ade-‘-

si realmence sa mu'

rea de una poblaclon nor -

: ’-f'mal entonces el numerador (32) y el denommador

S (82) de w son anbos,,except:o por ‘una: constante,' es R :

Ht:.madores de 1a mlsma eantidad (0‘2) Para poblacw- Sl
,Lnes no. normales en general b2 v 32 no’ estiman lo

B f_mi.smo‘.» Los coef:.cxen_l:_es { ap 1. son ;1o'sv »cqef,).—v .
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~f1cientcs '%cjores, lxqeales e 1nsesgados" ("best_~il;”

.'lxnear unbmqed coefficxen:s") :abulados por

f:' Sarhon & Creenberg g1956),

i fA contxnuacion se mencionan algunas propiedades,f

f?fde W que sc demuestran enlshaplro & W11k (1965a)

L?w es 1nvariante respecuo a tnnslaclones y'trans RO

,"formacxones de escala

»iiijﬁ"W'cfé é»uné?d stribuczon- ue solo uepende del

"‘tamaﬁo de mueStra n_ pa:, mucstras extraidas

| de wna poblacién movmal.

B0 - GWINE 6 M

1 valor mikino de Wes 1.

ddqdéfgzjyﬁg fsgfdéfiniéiénjéﬂtefiprméhﬁé’:f::*““”l'fx

N jf7) Una distt1buc1on conjunta que involucra W se

define por

k(u.}e)z M.;_)-k(.u z.(l w)ﬂc“'") 'vff“'?ef 6049

;.:sobre una region T sobre 1a que las 6,4 y LLJ



'hb}soﬁ'iudependientés; v dcnde3K es Una,conétadté; 

: 8)‘ Para n = 3 la denSIdad de W es

(f—w> f ot %, wel

: f Resumiendo el obJeto de la prueba h es proveer una eSj

'3f tadist1ca para evaluar la supcsicion de normalldad en}}"*'

' fLuna muestra completa.~Se ha demostrado que 1a estadls ”'

3f-tica w es una medida efectxva de normalxddd aun para_ f‘ -

}muestras pequeﬁas (n <20)

'1komparan 13 Pruoba W contra

iotras pruebas y encuentran que 1a prueba w es meJor, R

;105 resultados de este estud o aparecen en Shaplr/f‘°

f fwnk _ (1964)

:‘tectar desviac1ones de 1a normalzdad debidas‘a asi

: meera y Kurtosis.

'L?Como se vio anterlormente Shaplro & Wilk (1965a)

':=presentaran una prueba de normallda basada en una

estadistica W que es e1 me;or estlmado

‘Usesgado del coclente entre la desv1acion estandérT;' 
hpoblaclonal y la varianza muestral 13 prueba pue;f
e 2Qde usarse con tanaﬁos dL muestra de: 3 a 50 .
”1Shapiro & Wllk no: extendlefon su. estudl§ a muestras

B de tamaﬁo mayor a 50 ya que por varlas razones di-

'cha extension no es posible, entre esas razones es;

fﬂta el encontraz 1os pe505 adecuaios para 1as obserj‘ ;i Q




 vaciones ordenadas para el numerador de W ya quei

f cada camaﬁo de muestra requiere un nuevo conjunto.

de pesos. Pero aun si. el anterior problema se- re—”:

 501viera quedaria el problema de enccntrar la dxs}

"vﬁtribuclon nula apropladu para W.lvaj-  

e

: ,‘Agostino presenta una nueva prueba de normalldad

”;aplicable a nuestras de tamaﬁo mayor o igual a 50

iifEs:a prueba no requiere tablas de pesos y para es:'

i anaﬂ05dc nuestra la distribucmoh nula de D puede\ i

laprcximarse por medio de Iasexpansion de Cornish--  ;,“

'.‘TFisher‘utilizando nomentos hasta de ord;n 4 ..La  "'.

jprueba ba ada en la e‘cadxstica‘D es ex epto por RN

ajco stante 1a 'azon de Downton (1966) que es e

'qjun estimador lineal 1nsesgado de la desviacién eS' L
Vj;candar normal entre la desviacion estandar mues-f”

’”ijtralif'

"151 X,,..., Xn representa una muestra aleatoria de

'Vtamax'lo n y s«..a.n \.,“ ,".;.‘) XMM 1a=, observa-{, SR

”f"cxones ordenadas, la escadistica es:a dada por'

i‘v(itéS513—ﬁédid’ﬁpesffa1);;1119

-LEI estimador inscsgado original de la desVlﬂcion

'i.esnandar de la normal propuesto por Downtow (1966)

i ‘f44;{




es Z\F_"T /{u(u-«)z, entom:t,.s excepto por una

e constante D es igual a1 cocxente entre el estan—yu‘

“‘Q dar de Downton y la desv1aclon estandar muestral'7

”;Si la muestra se extrajo de una dlstrlbucion nor-

Tmﬂw el valor eSPerado de D Y 13 d35V1a°1°“ estan- :

dar asintnt1ca son-‘*’

2{5%7’ f{'“) 'ﬁ(?rﬁ)

fy la desviacxon estandar asiﬂtotica (dea)

Z'T”fdéafgnjl o 09998598

»”mo trabaJo tambien se presenta Ia distrzbucion aéin'

‘ijtqcica,nulaﬁde D-t:-' :_3 i

; iV) ' 'Reﬁi:{ersiéﬁ't'aé:{.ri")ﬁ grafica de 'prb.bébil:':‘d'gd:_e's rormales.. .
-'En la practica es comun graficar una mueqtra de obser
'vaclones (en la mayorla de 1os casos mediciones) sobrc
:;papel normnl antes de empezar cualquier anélxsis esta’
‘dié@iéq_fqrmal; La supdéicion‘de_nqrmalxdaé'gs;adprg45,

. —45—‘  ; 



fséntn eﬁ la mﬁyorla dé.léé tecnicas mas ﬁode?osas pa—i!
“'i::;ra e1 anélivis de varlables continuas ¥y la gréfica so{  ff‘[rf
'%bfe papel normal provee una” guia vxsual de gran utilié“
'7;dad para determlnar que,tanto 1a muestra disponible ;i'A

{cumple con es:a supoqicion. _“

-‘fEUna asimetrxa mArcaaa (tal que sugiera una transforma:v;'

cion de los datos),kse muestra por medio de una curva‘
"tura cn la grafzca y 1a presencia de Kurtosis es tam-;fﬂ

";bien facilmente distinguible.'i-'”

TﬂlPara mas detalles sobrc esta tecnlca ver Healy (1975)}

'['Press (1972) gt wmz & Gnanadesikcm (1968) Estos mi to-"::

tdos no dan una regla de decision para 1a normalxdad

' unicamente de modo suijetivo se 1nvest1ga el grado de

'"cercanla" de los datos a la normalidad

vﬁszukev (1962) ha sugerxdn un coigunto de metodos nume*g

ricos,‘equivalenteb a Ia representacion gréflca para

,1a prlmer etapa en e1 proceso de anéllsis de los datos

O el e S, g T
V.Técnicas multivariadas para:-evaluar normalidad’conjunta;’

Y_fLas pruebas de" 1a secclon anterlor soﬁ sen51blcs a alguna§;  ”
' ]formas de no. normalidad en el caso multivarxado que resul—i
‘chan en no normalidad en’ las distrlbuciones marglnales. En‘:'
>;’1a practica dicen Andrews et A! (1973), la no normalidad

"Tmarginal ‘esta presente siempre que no normalldad conjunta :

i este px ‘ésente excepto tal vez en cdsos raros, o patologicos."ifaf

>‘sin embnrgo hay necesidad de: pruebas que explxcitamente ex-"'

‘ ;;Qéf__'



-.ploren la naturaleza multivafiada de los. datos. .
Algunba métodos que permiten: satisfacer esta necesidad son: -

1) Pruebas de razon de verosimxlitud asociadas con’ trans}f

itormaciones para aumentar normalidad

o Andteﬂs et al (1971) extendieron las tecnlcas de Box'
,f& Cox (1964) presentadas en 1a seccxon anterlor al ca;
"fso mulcivariado A contxnuac én se mcncxond brevemen—,‘}ﬁ

f. te este metodo (para detalles ver Andrews etal.,(1971))

v;Suponga que /\ %,)‘E es una familla parametrlca de

";;transformaclones talea que los da tos transfonmados

”J.YCAJ pueden‘expresarse por. medzo de un nodelo simple
"n‘normal nultivarlado. Este modelo proporciona una dls—

r;rxbucion Para Y que depende de 1os Patamctros de S

”*1a trausformaclon X y de 1os parénettos del modelo,'”*”

’nnormal multivar1 do.. Sz 1as transformaCLOnes /\ son’
' ;invertib1Ls, puede encontr&rse una funcxon de verosx-
1militud logarltmlca de todos 105 parametros. La fun— ‘

""cion se maxxmlza f1c1lmente sobre Ios parametrns del

'fimodelo normal usnndo el metodo de mﬁxxma verosimllitud

*”wiEsta func10n maximizada L maxv( X), dependersolo de"
’j{rzs’“zf Andrews Lt al (1973) recomzenda que aun’
lfi'cuando hay solo dos variables lnvolucradas para evitar v>>
.célculos engorrosos y poder. efectuar parte del anéli—v
v‘fsis en forma gréfica las transformacxones debeﬁ éer

: traégformAcxones pOuQnCla de cada eriable separada-

"‘mente sin 1nvolucrar parémetros de traslaclon. )

a1




*~[vec:or de unos) es: 1a unxca cransformacion conszstente con

E "j',_do_nde; s ,\ r-esr el; valor ‘de 2\_ ) que maximiza Imax (’\)

Para la fawtlia de’ transform3c1one° potencia, la tranSfor-

___f- /)\u,. iy ) 1@ = -';l: ( 4 Cun

: macién lineal

R la hipotesis de que 105 datos se dzstribuyen normalmente.
: ~"Ux:a prueba de razon de VGI‘OSlmllltud de 1a hlpotesis )\ 1

puede basarsc en la dis:r:.bucion de

\

‘que es asm:ot:.camantc aproxlmada por medio de una : 9(05)
! TN

—

a{f'ri:,‘  ?f?{f:{, ) PR ";,(if::" e A”'i “iy*"‘5:' >' 'ﬂ‘l
B L max (,\}: ‘.;,b goe} ! Zf‘} » Z ()\ _,) 2'103 E
° | Cfoo) (S.J) ) 3.J>o (‘—"”ﬁ.)'):"f%)

Ly o B

j --._‘;‘(\,m ;'ﬁ/?‘,'}(\/” » )

"Este mecodo no eolo i.ndica cuando 1os datos no son normales 2

v .sino que ademés sugiere ttansformacmnes de los dat:os para o

- ’nejotar la normalldad

1i)‘ fruebar b.a.s:.adasl en de'\sidades multivariadas. 1.&5 prue-— : ‘
':bas clﬁsicas de bo’ldad de a._]uste, tales c:omc?f.2 | ‘
":_I{OImogorov Smlrnov pertenecen a esta. clase. S:Ln embar

go las difﬂcultades e inconvementes de- éstas pruebas
S oen el caso univariado se vea magnlficados en! el caso

E f ‘multivariado y por . 1o tam:o severamente limitadas pa- ;

'*_j"ra los propo..:.::os de esta sec( ion. (Para discusion so’_

:bre q,stas pruebas ver Andrevs- et; _»_al (1972)).

o=



‘Se. han propuesto algunas pruebas que estan basadas,

cuando menos indlrectamente, en las dlstancias entre ..-L7"'

puntos cercanos.en‘un espacio p dimensional 'DOS'de i
Juvestos son. los propuestos por Weiss (1958) ¥ Andarson”:}{f
~(1966), esLas pruebas no han tenldo gran aplxcacion e
D;Una tercer prueba que trata de ser mas sensible a: di

iferencxas locales de 1a densidad por medio de una bus
" queda expllcita del comportamxento de 1as d;stancius

' ,entrc puntos cercanos es 1a propuesta pcr Andrews ‘,k

et af (1972)

"Métddds.basddaéwenvradios.y'énéulos. : Lo

LEI prlmer pasa ‘en’ la presentacxon del mﬁtodo (verff}\{f o

 Agdr¢ws,¢t al (1973)) es obtener 1os resxduales.“?,:

-~

f"donde YI denotan observacionea, Y 3 ‘5 son respectiva

”'f{~mente el vector muestral de medios y la matrlz de co-5~

K L
"uvarianzas, ys-—* es 1a raxz cuadrada simetrica de

5 o (ver Prese (1972), pag. 36 ¥ Andrews et at',v.

;-(1973) Wonnacovr&!onnacott (1979)) Los raleS al

“:s‘cuadrado, o longitudes al cuadrado de 1as ?,

r"‘z (av— 3) 5"(3 et\

",se dlstribuyen aproxlmadamente como una X? con p gra 7"”:

.:deB de libertad en el caso nornal p- varxado.

rEn el caso- bivériado el angulo 'O' que hace ?w- Y
;'con el eJe de las abscisas se di tribuye aproximadamenr

te como una uniforme en el 1ntervalo (0 217) Ias
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fjﬁ : las 69 son aproximadamente'independientesi
i para n grande la dependencxa entra, entre ocras co-

B sss, por los escimadores del vector de medlos y ‘de Ia

.‘,matrxz de covar;anzas.

Para tamafios de muestras grandes se espera (ver
fAndrews et al (1973), (1972)) que esta dependencia

'no tenga efectos graves.';'

“se sabe que la dlstribucion ma.rginal exacta de las

I}:,L es Jume mult:zplo (constc.nte) de una distnbucion ‘

>Beta pero aun para tamaﬂos de muestra “pequeﬁos“ (es s

";‘to es, = 20 o 25 en el caso bivarlado) 1a diferencia H-{'z

‘.encre usat una Beta o una 7.2 ‘es 1nsignificante (ver

'ffcnanadesikan & KetLeanng (1 )'; o

;'jAlounos autores como Healy (1968) Kessel & Fukunaga
;”;(1972) nan sug;rido metodoa para determinar normalxdad

;basados exclusivamente en los radlos al cuadrddo..

’_”iAndrewq et al (1973) proponen un. metodo basado en’ ra-,‘rrﬁ

';"dios y éngulos.

 5Esce ultlmo metodo esta basado en graflcacion y tiene

Aj‘elrmisno espirltu que 1os metodos mencl nados anterior
fmente de represcntacxones gr&ficas de las probabxlida—

des.-f

Pru‘eb'a.i; mult:'iv'az'-ia'das" de normali’dnd qué' "bu'sc'an"' en to

das las proyecciones unid1mensiona1es y utilxzan el prln kN

"""",cip,.o de la union-interseccion de R03(1953) han si

SR do traba;ados por 1 \!ukovztch & Afif1 (1973) ¥ Aitkin (1972).”




3.2.3.

Normalidad Direccional.

';'por Andrews et al

- (por dlrecciones)

f~no normal, si esta presente

'tg;que debe eleg;gse dg;acpe:dofaglas sigu1gntgsjconside;§_

-reioness”

Vf:El vector d

nes en el espac10 de las

ﬂ‘de-xi mlentras que<Au‘, =

El an&1151b marginal de ‘cada una de 1as varAables orlglna»?

les consxdera 1as proyecczones de los datos sobre cada ejef;[

'}de coordenados. Es 1ntercsante usar estas proyecciones y
‘;v‘algunas otras para que entre estas se con51deren aquellas

"que es posxble que exhlban ciertos txpos de na.. normalidad» :

uUn metodo que sigue csta llnea de trabaJo es el presﬁntado‘:ﬂ‘” N

(1971), (1973) que consiste en estxmar 

:rtransformac1ones que aumenten 1a normalldad direccional

Especiflcamente los reﬂlduos

u

‘se obtlenen Cualquler caracterlstica de 1as observaciones i

‘ Y se reflejari como Ia corresPondzente caracterlstlca'de‘7 :

171 §'251;, y Ia direccion de cualquier congunto de puntoq

'se idenLlficara tal vez,‘al

”»_estudlar la s;gulente'sumainprmallzada;‘.[“ L

_Busaenzr
Hf‘”ﬁé'-” VL

;ﬂdonde ]lX Al es “la’ norma euclldeana de x 3aLes una constan"‘”"

provee una parametrizaczon de’ 1as dlrecc1o— 

2:4

(y por lo tanto, en el espa>'~

l‘tcxo de 1as H 5) en terminos - del parametro 0(- 44 d'ﬂ) o

":es sensmble princxpalmente a aquellas _Y s que estan 1ejos

- Ld‘es func;on solo de. 1a orien .
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"":’;tacxon de: 1 st 2 k4 .. En genetal si ol ‘>Oe1 vector d°<_ .
;apuncara (o :e1dera a apuntar) hacia cualquier agrupamlen—j.f

> to de observacxones alejado de la media mientras que parafr

c&n(o el vector alx.apuncarﬁ hacxa cualquxer agrupamien:v

to anormal de dacos cercano al centro de gravedad de losr‘ f‘f s

V-:'Para una 0( especifica el: veccor d “_ corresponde al vector
~ifd o S d‘ten e1 espacio de las observaciones origlnales.‘vf
“’;_Las long itudes de las proyeccxoﬂes de las observaciones ori
f'gxnalea sobre el cspacio unxdimensional especxficado por la s

. {"d1reccion“ d,_’constztuye una mueStxa univariada que pue—

'bde ser estudiada por medlo de cualquier prueba univarlada

: Press (1972) menc1ona que 81 1os resultados en el caso u1ivariado -

'-se pueden utilizar como guxa entonces d be esperarse que una v1o-,;,-'

flacion con cens ecuencias graves en 1as h poteszs del modelo 11nea1

'7 general sea la violacion de la supoqlcion de independencxa de erro :

(En el caso mulrivariado- la violacion de 1a suposxcion de'inzy"a

degendenc‘n 4@ renglones de £).

'f”Si los errores escan fuertemente correlacionados (como se podria ;

de:ermlnar al g*afzcar los residuales para cada ecuacion en’ 1a EorA

i.una raduuxda) los eStimndores de 1os elementos del vector de medios
,'pueden ser. extremadamente inefxcientes pcr tener varianzas grandes.

'»uste problema puede nlnimxzarse por medio de 1a determxnacion de 1a o

 _natpra1ezarde.1a correlaclon esto puede hacerse pot medio de anéll
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fsis de residuales (sobre detallcs de an31151s de re51dua1es vcr ;3:”(

:';nraper & SmiLh (1966), Anscombe (1961), Anscombe & 'Tukey (1963)),.7‘

;'y corregirse al estimar 1los parﬁmetros por medlo de mlnxmos cuadra s

S dos generalizados (sobre mlnnnos cuadrados generalldados ver Pressﬂf»ﬂ

b-*;l'(1972), Aitken (1935), Seaxle (1971), Rao (1965))

Heterbsce&asticidéd; -

fSe pueden presentar dos casos de heteroscedasticidad- unlvariada

' y multlvarxada A continuacion se tratan brevemente cstos'"f ;

a) Hetercscedasticxdad unxvarxada.- En algunos casos 105 vchores

‘,}«de "erroreS",CLenen componentes con varlanzas dmferenLes (hete~’  
. roscedast1c1dad) En este caso,si se puede establecer alguna »
5,re1ac10n s1mp1n entre las varianzas de los componentes (tal coj;ii‘f

v&r‘"( 6.,() ‘T“ E k Xo{ R dcnde K es L.na constam:e y "Cg;
’"1es 1a observacxon d.!Aumm de 1a varzable indeoendxente ‘en una
5?:€regre81on liﬂeal simple) se- podra usar nininos cuadradob genera;?rgf

:lizados y se resolveré el problema (ver Press (1972), pp. 263-;

:riﬁzsa);

',éln embargo en aléunoa c;sos‘no és p031blé hacer 1o anterior y

 fes necesar;a alguna transformaclon de los da os (para trans-or-ik ;1
7 17mac10nes de datos ver Press (1972) pp. 264 265 Andrews et al, iw,
"‘;(1971), Scheffe (1959), pp. 84 365 368 Bartlett (1947), Curtlg'

“-iclgaa), Dolby (1963), Box & Cox (1964))

\
3
PR
3.0
e
I8

'ijb) HeLeroacedasclcidad multlvarlada - En este caso heteroscedasticx'f
' ‘7(dad impllca desigualdad de matrlces de varianza covarianza ‘1a f_:‘“

W,;i que origina el problema Behrens Flsher.
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'  Las pruebas de hipote51s en mululvariado que 1nvolucran varian-

‘f:;zas y covnrlanzas ‘son generalmente extension;s naturales de 135."

'ptuebas univariadas. A continuacxon se present:m brevemente al-'.,-

'."gunas prueba.s de: 1a hxpotesxs de homos;.edastic:dad (homoscedas-*" :

R v'Itic:Lty; o lgudldad de mat:x:xces de varianzas cavarianzas en el, B

. ¢8so mull:wariado. Para probat cuando esta suposicion es correc PP

ta; aun en forma auroximada es necesario usar resultados asxn-;f“

A;;tOticos Presa (1979) hace notar ‘ue al ser la' prucbas de iguali’f;tf

vdad de varizmza un el caso uxuvariado extremadamente sens1b1es

a fallae en la hxpotesi.' de ncrmalidad no debe sorprender 1a.

' »mlsma SeﬂSlbllldad en e1 caso multivariado. S

A co'vmuacion se prescnta e..t:a prueba (Press (1972) pp.3176 B)f‘,_'

i en el caso parametrico'

'}{ (1),..., X UQ ; Ni obscrvacn.oncs p varladas inde

~,‘pend1entes de N ( 9

i
=

- "po:e..is- :

,; ,2_
,..L;

\/ (pxp)

;pa:a i= 1 2,...,1( donde 1a barra sobre Y (1.) denota la medla -
o ,y‘muestral de 105 X,L_G.),o,

.k‘

o '._;i";

sea




‘ *:;se puede checar que 1a prueba babada en 1a es:adxstica que se et -
 obtiene del cociente de verosxmxlxtud (al reemplazar 1as estlma?f"

: ciones méxlma verosimxlxtud por estimadores 1nsesgados) puede o f; i

'« 'basarse en . la estadlstica ;‘ 7 RS 3, - ‘_J'rv"  ”“f_Q,;” T."'
/3 ¢+‘z_ ( ”"') L’ﬁ“’"(“ '<> w;’f"'?‘
‘; :donde e T

(N— ) bg (lu K) - 2_ .yf;— (,u.: .) (‘3 (,u ,,)‘_..i |

;;esco es, ;3C? es e1 coc1en:e de verosimilltud mcdiflcado por es

”7'timadores insesgados"nsta prueba fue sugerida por Bartlctt E'

vlf,(1937), una prueba alternativa basada en‘lo procedimlentos de 5

;¢‘ Prueba union 1nterseccion Roy (1953) es ta dada por Roy (1957)

}céﬁftqio‘iil_;;fi7‘f

3Se rechaza H. si /3 es menor que una constante que Se dete

*'jpaxa cualquier nxvei,,eislgnlficancia preasignado ! 1lizando 1a -E~

:fidxstrlbucxon de)d bajo H.Q & g

’”"'jﬂPara P=1 la prueba de Ho se basa en’ una dzstribucion F de Sne-f“ﬁf"

‘.,-"decor. Pa.ta p)l la distrlbucxon es mas compll.cada' L

";:se definen las 51gu1entes constantes.»fiﬁ“””“

Ly s
AJ:—'l i 6 (f94ﬂ) (fr )

'ﬂi[( r"“/?**?) ( :: ’_l‘); ‘ (u Ik) )""

hi 4862

- 6 (K-—r) : 1 - a)2

‘meox (1949) encontro una buena aproximac1on a 1a distribucxon de .

)j bajo “Ho, 1a que esta: dada por

r_{- ad ;tg pﬁ{% ('F

- —55.-
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4 2‘.f£@f{ét'_f?‘<;,f—4%z CEI-BITW <]y

‘_"furs ‘( ,‘, (p +ﬂ (k 1)

‘ ‘,Zz (s) es una %2 con s grados de llbertad Esto es para

c1erto que

'7;: fdondc D[x] v f denota la dstribucion de X

yi os_ble probarb gualdad de vectorcs dc medlas y‘

'z':a este problena se ia conoce como el problema:Behrens Fxsher. o

er oobre eSt ’problema Bennet (1951), Anderson (1963), Pruss

Liféiéﬁ?};féétééﬂﬁéﬁqéa

“son: e¥tensiones mulclvariadas de el pro-f'

*v1cedimienho preseuhado por Scheffe (l9w3 en: el cabo univarxado A'?

;’g:oara rcsolver e1 problema Behrens Flsh Bennett directamente e

S extewdic e1 renultado scheffe al caso de dos poblac10nes multif‘

'cwarladaS, Anderbun extendio e1 LrabaJo de Bennett a K poblac1o{7

”:;nes y Press ehtendlo el procedxmienro a: matrices de covarlanza L

’ talrs ccmo la matriz de covarlanza dentro de claseb. (ver Press_f B

‘(1972))

'““,'En e1 caso no parametrico (ver Puri & Sen (1071)). Se trata el -

"F;problema de prabar estadisticamente la homogeneidad de varias o
mahrices de disperc1on usando estadzsticas ordenadas por rango
.’(Raﬁk order stacistics) En el caso.no parametrico 1a formula-;“

‘cxon de la hipotesis de invarianza tequiere distribucicnes idenf‘.
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’—ticas, } eéo; a st vez}”requiefe'igualdad‘u.homogéhéidad de pa;:-
'E~rénecros de 1oca1izacxon. En el caso parametrlco el problema de'
'ﬂilgualdad dc matrices ‘de” covarlanza no tlene ‘nada que ver con ;7  . "

‘igualdad de parametros de locallzacion Es por esto que en’ elr o

‘1caso no parametrico se conslderan 1os siguicites problntS'.p' ij;; 3

.Pruebas de homogeneldad de matrices de dlspers1on suponlen

‘do 1gualdad de parémctros de locallzacion.:~

fPruebas de homogeneldad de matrlces de diSperSLOn sin j '"

' asumlr 1gualdad “de’ parﬁmetros de 10calizacion.

“'El problema de probar ‘en’ forma sxmult’4é ‘1a homagenexdad“

f de parametros de localxzac1on y la homogenexdad de matrl-;

b

. fces“de:dlspers;onﬁ L

’,,'En el caso paramctrlco, como be v10 anterlornente, las pruebas

"fde homogeneidad de matrxces de uxsper ién Lstan basadas en 1as

_1matr1ces de covarianzas muestrales (ver-por eJemplo Anderson

.(1958), capltulo 10 y Press (1972), capltulo 7),'91n embargo

"i”en el ca o no parametrxco la matriz dc covarlanzas muestrales

: ”’no se conaldera una estadxsticn aproplada ya que eq sensible a:

‘observaciones "alejadas” (outliers) depende de 1a exlstencxa s

rde los momentos de 1a dioﬁfibUClon origxnal y puede no mantener_“f

e 'su SuflCLEHCla u optxmalxdad en el caso de dxstrlbuciones no

-:normales.,;_

S

g éontihuéclon se presentan brevemente los resultados de Purl &.lf

3Sen (1971)

ﬁ)-(x‘k’~ (x)) d. h--; “@Rﬁf”:

..57- .
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.li§ec€otes.al;a'o?ios,‘Lsdepeﬁélentes e 1dcncica§§nte dLét%leiéos

yicon una funcxon du distribuczon absolutamente cont;nua F (k)(><)

.,3' pnra K 1,... c ( A 2),‘eqtas c mu;stras se suponun mutua- 
' :ii‘men:e independlences. Sea \= 2:‘V‘k y suponga que para toda

 ‘N se cumplen 1a> SigULLﬂtGS desxgualdades.'”

0¢ k k"’ - e c1-de <1 jleene)

','j,j'para alguna‘ >\a fija, tal que )\ n£-—'a-.

“:_Sean F~ (k) (x) y F (i 1) (x,y) la funcion de distribucion mar—'V;';z-fx

iglnal de x (k) (X iﬂik) dﬁk) ) resPectivament‘“Para,r i;J-

>'-"‘J ’f* b ,c

11“La formulacion de las hxpotesis estadls;icas mencionadas en

’1), ii) y Lii) qe da a contlnuac1on-"ﬁ“'“

f.”rPrlﬁero considerando el caso de macrices de covarxanza, suponien; .'

”f»3do igualdad de par&metros dc localizacion, en estc caso 1a hlpo .5:1’

'ftcais es ;'5_‘ ‘ R ' ‘;-3' DRI B
0 “’ te 33 e
He (X> F (x) F ‘ (X) S
_LEsta hxpo:esls impllca que ,é). =5 6300 ’ 'donde‘

()’ Ty
Gb es 1u matri~ de dispersxon de 1os "funcionales de gra

o“ (grade Eunctionals) de 1a h-c91m1 muestra (K=1,...,c) Con—

ca 6(:) . 9“)
L tra cl conjunto de alternatlvas en que RO

b ,f,noz_seah ,t_odas_.isualea

o - - . ""‘ i g . B =
la funcional de grado de Xiﬂf-) se define por medlo de Yiug

idonde g , 1‘,‘ ;-'>:,1 ‘ . L
Ji\ (K} L
/ J(-L) [Hm (}( “‘) ] )A-"I %9 . k= z,J ¢
) (K) . } _-" L e
Hf., (x)- 2_ PR /g)
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Y Ji (u) (i~1,...,p) es alguna func1on absolutamente continua
7';‘de u, definlda en el intervalo ablerto (O 1), y Ji (u) se norma i"

“r.11za de la siguienLe manera -

5J< ,(u) 44,9,,0 j j ch (M) A%

: fEl proposito de lntroducir 1as matrlces de dispersxon anter;o—-. ud

kres es trabajar con una clase de matrlces de dispersion que sean~ -

L invariantes baJO ciertas transformac1ones de 1as varlables, que

‘”sean menos” sensibles a observaciones "alejadas" y al mlsmo tiem ;'ai'

'ijpo que sean medxdas lnformativas.i ;v":

-5te bajo transformaciones monotonas de las variables coo‘denadasﬁ

"'1<',_i_j>°

.f,Ias alternat;vas de Ho

son todas las maneras en que la 1gu

fjdad de las E)(ku’  ,no sea cierta.'fi*i

,ffConsxderando la hipot sis de las matrlces de dléper51on sin su '*fij:

'poner la identldad “de los parémetros de 1ocallzaclon



. En este €aso

e oncra un txpo similar al caso anterloqudternativas que invo-ffv,f'”
;'” lucran a lss : @(*0/ 3 donde desde luego 'en 13 definicion de
) ~t /‘ ;

E@ © _» _en vez de usar F (k) s se usan Fo (k>'s (ver

Pur1 & Sen (1971»

n

ﬁFinalmente se consxdera la hipot251s de que ambas las matrices Lol

'  de localizac1on y dxspersion sean las mismas, esto es.;

rm ' @)

.ﬁ?'&onde E (k) (_) K. = 1 ..-,C) esta dada en’ (*) y 58 prueba o

‘}concra las alcarnativas de que cuando menos una d >las si“'i

.?:es xgualdades no sea cierta.  ﬂif
@ ‘” - @ <<=> a<1> ,><>

5 A continuacxon se presenta en. forma ccncxsa la prueba de: Hbzl)
basada en pprmutacicnca.'{"‘ara Ia:, otras pruebas rererirse al

="-‘..Puri & Gen (1971) ) _,:}E

:jﬁéuniéﬂdéﬂias, N .= ZE 44& observacionas X (O,,

‘.una mues»ta combxnada y denotax‘el punto

~;‘:.muestr31>po: medio cle 1:3 ﬂatriz
Z (qu) = (Km ” 5 e ) B

() la distribucion con-f’ .

'f’y el espacxo muescral por ;l ., BaJo Ho®
'fj junta de Zy permanece invarlante bajo el grupo flnxto de N!

e permu~acioncs de 105 N columnas de z,,. Entonces si se condicio_f




: jna con zN, todas los N‘ puntos muestrales genetados por eétaé

N [N permutaciones de las N calumanss de 2% tienen’ cada‘unaf,.L -'?“

;la probabilidad condlcxonal (nJ/) . Ahora arrcglando idé“

'5‘e1ementos de cada renglon de Z'N en orden crec1ente (en magniﬂ; g

' “;:[tud) obtenemos 1a matrlz : i
S ey

4
. e 1»\, :

'len el 1~e31mo renglon de RN por un conjunco de registros gene-g;3‘1

'ia;_'u_:i (ﬁ)i fj ' ck) 06
—Li’ *‘ B . .‘ .-,E»..k_},r), : FN:QFM:_.‘

'Vobtienen las sigulentes estadzak,ﬂ"f

' ademas se define
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Press (1972) A
 Nornalidad:

f:Ai:kin (1972)

f?:AnderSOn (1966)7:'-.' P

:‘Andrewsr, anmudesikan & warm rk'(1971) y
_ _Ardrcus, Gnanddesikan & Wamer: (1972)7
Andret.’s 5 Gnanadasixan & Warner -(1973)

Cox (1964)

Dl

Agos tino (1971)

D Agostino"{& Pearson (1973) R

: 'Dmmcon (1 966)

Gna' a"es:Lkan & Ketcenrmg (1972)

Healy (1968)
Healy (19"5)

\lardla (19/0)
wulkovi ch & Afifi (1973) -
Dress (1977) e

: Poyj(lgaa) i

-Qbrk,qrhan & Greenberg (1956)

n;o & K-h.llf (196/+)
Snapu'o & Wilk: (1965a)
napiro &Wilk (1965B) -
. 8hapire & Wilk -(1965¢) -
"-'s_napiro w:.lk & cheu (1968)

‘;f*;ukey (1967)

f{wglss (1958)

CwWilk & “nanaaesikan (1968)



> ;Independencla

'f*{fAi:ken (1935)

4\f1_§combe (1961) S
-'Anscambe &a‘ukey (1963)

Draper & Smith (1966)

”Press,(1972)
.;;Rao (1971) ‘
”Sea:1e (1971)

Y Het’}:',e:'yi'ééée‘a‘dras' t':it;cilda:d' '

'.»Anderson (1958)
: Anderson (1963)

Andrews, Gnanades:.kan & Warner (L971)

Bax;tlett (1937)
: Ba‘ tlett (1947)

'3,fMorr1 . (1967)

'“p1acke:: (1947)
‘”'fpress (1967)



CRey sy
“Roy (1957) -

“Wilks (1946) .




‘,Capatu‘o I\{mrerentes criterios para efectuar pmebas de hipm:esis eu S

’-,MAhGVA.,J,—qu'”'

f“INfRdntcc&oufv'

'Vn:AN :A el criterio de prueba dpnimo_es‘generalmence una prueba F de la"

tazdn de varxanzas muascrales (ver Press (1972), Scheffe (1959)), sxn em-4

bo en,el caso mulcivarl do'se han propuesto critetios alternativos par f

f:probar Ia mLSma hipd:251s y escos criteriOQ no sxempre conducen a 1as mis-;rf'”

 ‘mas decis;ones en el caso p dtmenbxonal (Si p 1 conducen a: la miSma de-,

 fc1sion). i‘f‘

:7;1010 de esgos criterios es el mencxonado en la secclon 2 3 3., el cual fue.f ;:;.

'qprcpuesto por Roy (1945), (1953)

ﬁvlgun's crxcerzos son los propuestos ERR

'5:por. Hotelling (1951) bf_ado en- Lauley"(lgss) Wllks (1932)u Pillai (1955)1 e

ﬂf?bagado en’ Ldeas dc Bartletth(1939) GnanadeSLkan etal., a965)“ Roy cnal.; “f: T'

:=:}(1971).”,- e

e En las serc1one5 siguientes se mcncianan brevemente algunos de escos crite'

-y frlos y su L’ili axa Ia noLaczOn de la*seccidn 2 3.3.3v‘jff" g

; LarTraéa*ée“uotaliing';JLaﬁréygf*x” -

Lawley (1938) ccnsideré una estadtstica, que.eré una- éeneraiizacidn dezlﬁ

";,:'pruena F, para prabar signiFicancxa en HANOVA.; La estadistica Toz fué 1n-5':
ix :iﬁducida po. Hctelling (1947), (1951) ecmo una’ medlda multxvariada de dlsl"

Tpersidn ralmcionad ‘cdon el problema de probar la p eciszdn de mlras para bog

i b tderos.‘?':

-6~




: Lgradcs ‘de libertad. Si lo. matr;t.z en 1a distr:.bucidn de D eo

vLa estadistica T02 ha reclbldo eﬁ la literatura espec:.ahzada dlferenceé

B knombres como son la. traza de Hotellzng - Lawley (pot. egem. Olson (1974),.

:  | .Smith et a]., (1962)), '.[‘o2 de hotel].ing o '1‘02 generalxzada de Hotellmg :
:k(ejem. Pillai (1955) P:Lllai & Samson (].959) Constantme (1966) :'liku .

, (1971) Troskie (1971) e Keon (1974)). _

'La estad.tstica '1.‘02 esy la generalizacidn en M—’\NOVA de la estadistu:a T2 tam _ ;

’Ibién propuest:a por Hot:elling (ver Press {1972) Anderson (1968) i(shirga- o

f"gar (_1972)) y de la cual solo se dara la deflnicién- sea &un vector alea-

‘torio con p componentes que se distribuye segun una normal mult:w
y smgular, p varlada con matrlz de covananzas i Sea D una matrf:’ simé- L

f,t:rlca definida pos:.tiva con discubuczdn independlente Vi hart con -ff (7 P)

Liada o S

i eutonces a AR

7 . o TE
la var:_able M (—E—) = se. 1:.. conoce_como la T de Hotel].mg con *ﬁ e

grados de l:.bert:ad

Es :unport:ante observar que T se obt:iene al partir de A

zando a’ ;‘ por su estlmador ivxsesgado —% que sa distrlbuye 1ndepead1en~

temente de - &,en pa.rticular s:. p= 1 la T de Hotc.ll:.ng c. ncide con 1a z‘

’ ,‘de "Student" con. f grados de libertad es por esto que la T'es la gene:.a-

Hl.izaciﬁn en’ al analiszs mult:.varxado de la Z' de "Student"

A reempla- e

L’::nf'ro2 se- define (ver: Press (1972) Morr:.son (1967)) a) To = Traza (HE ),_r.»

"(not:acién seccién 2 3 3 ) Expresmnes equ:walentes a a) son- s

L ”b_) TQ? L Z }\', - ddnde ')q so;i las A (& /o) ‘ra'_icesv catactetist'icas oy
(posici\_raks_) de ( \H E ) ea el caso ‘en que se_,p;ugbe,imdependenc:__g
.entré_ comgohences."- . k '




o s

EMe

A": ') d‘,’“de"‘.’ Af - i N v e es uri; ‘Faiz’caiacﬁeri_‘g -

-

v
.4

‘t::.ca de R. Donde R se construyc como ‘se muestra a continuacidn (Tros— .
.kie (1971)) sea X ( p x 1 ) un vector aleatorio dist:x'ibuido de acue:— o

(1),...,_’-55” -

"'do a ‘una distribucmn normal multivar:.ada /\//C‘k i) Sea ){
‘ ;, (n)’ (N ) f’) . ma muestra aleacoria de N observac:.ones de N/éql X)

' ".y 'sea A Z ( “(a) i X)( xet“ X_) 5 “una’ matriz WLshart. Sea:x par
Ca ci.c:.onado de: la siguz.em:e manera

‘-__"'donde

‘R fué de "inada por I\hat:ri (1964) como unamedlda de la correlacién encre los ey

(l) ( )

o conjun:os X A R se le conoce como la mntriz generalizada. de corre e

1a;:16n :;:ﬁl\:;.ple (ver Troskie (1971))

. hdemas 0% 8¢ az'g b 8B i A’ &4 ycCesuna comstante, -
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d) TQZ = ¢ Traza R (I R) '1 donde ces uua constanre y la macriz R f"'k“

5??( qxq) se definio en el inciso anterlor.‘

La constante c mencionada anteriormente es una onstant depend:eut

’derlos grados de 1ibertad de 1a matrx de 1 ,que se obtuvxer n: las‘

ralces caracteristxcas.«_f“"

iy Pillal & Samson (1959) proponen la estadxstica U (S) que es la suma ?"5

‘,,de los s ( p) raices caracterzstic'? de (HF-l) y_po' lo tanto es' .

un multiplo de T02 En Plll'f & Samson (1959) se da expresiones pa .

}‘Tra 108 momentos de” U (S) para

pueden obtener los momentos de U (s) ‘a partlr de los de VCS) (estadls S

;-,(tica propuesLa por Plllai (1955)), la que se trataré mas adelante en

"f‘.es;e capitulo,‘ o

1La distribucion exacta de To 2 ha sxdo trabajada enLre otros por jh": J 

vh"“““"me ‘1955): Pillai & Jnyachandran (1967), Plllai & Youns S

(1971) Troskie (1971), ‘a continuacxon se presentan brevemente es-j»t'*w(

tos resultados.‘j””'

2','es muy complicada en general, por ejemplo

La distribucion de To

‘11e1 caso p = 2 Press (1972) pag. 126 presenta sU densidad en la que

. se involucra la funcion beta incompleta.'

:“5‘ffSi se_ utillza 1a expresion b) de To (la que ‘se’ uciliza a1 probar

1ndependenc1a entre componentes) Troskie (1971) presenta los sigu1en  _f

tes resultados



- Si 1os con_]mms X (1) y x (2> son. indepc_ndlentES R ciene una distri S
i‘bucion beta multivanada del tipo Iy si h (1) y X (2) no son indepen:{-j"f-"'

l‘dx.entes 1a’ distrxbucion de R es lntratable (I'roska_e (1969))

La r.uncion de distribucion conjunta de las raxces caracterlsticas de

(e,,...,as) se: cmoce y esta. dada por Constantme (1963), esta es

(ver notacmn inciso c))

1(7 p)[ ocs(R)

- ‘icxe"xte Gamma r(a) y la funcxon hl.pergeometrica F:. se definen i

*en Janes (1964)

Lns .(‘:’s.' son 1a‘s rafces ¢aracteristicas de la ecuacidni.




‘:f La funcién de deﬁsidad dé U C)”,;sta dada pot (Troskle (1971))

LG **)/i’s(““ *))F(‘”) lpE.

() rS-I _ Z i Z(( )[(-J-c( U (.L M)’(
o fdzel

(J- )3 'L) “.&ké (T) (3 (P)/k’ (—'N)k (J—) ( (I)

u

o 2
para ] l (,] y donde CLkz ha sido def1n1do por Constantine (1966)

(K (T+A)/c,<w(1;)‘» 2_ Zaka Ca (4) /Ca (7'")
a (a a

Ck~(B)"es e1 pollnom1o por zonas (zonal polynom1a1) evaluado en’ la'f

matriz B. (ver seccion 2 de Constantlne (1966))

La distribucioﬂ exacta de To2 (esto es. cuando la matriz de no centra;«
' -;11dad de H es cero) ha Sldo obtenlda por Hotelllng (1951) en el ca-lll’

50, p-2

Davxs (1968) ha demostrado que Ia densxdad dL Toz”éatiéfécé'ﬁha'ééuar
C1on diferencxal lineal ordxnarla homogenea de orden p. La dlstr1-.”ff -

bucion no nula ha sxdo trabajada (como se menciono anteriormente)

por Constantine (1966), (1963), Troskie (1971) usando polxnomlos por

'?’TI:~v_‘;




) ,,‘Plllal & Jayachandran (1967) han oocenido la dlStflbuClOﬂ nula de

‘;Jal hacer una’ revxslon somera sobre el tema (de donde se. obtuvxelon}‘*

“1fcapiLulo 8 se; presenta al desarrollo de esta aproxlmacion) Cuando la

;f-hipoceqio nula es cierta (ver seccion 2 3 3) se tiene que NTo

"zonas j funcxones hipergeome:ricas con argumentos matric1a1es (sin v

”"embargo estos rgsultados solo son v&11dos en el ‘caso IU I(l)

"'U(-) uqando polinom1o= por zonas hasta de sexto grado. Plllai (1971)f

':en su mzyoria los anterxores datos) menc;ona que no hay expresiones
:'i>exp11c1.as para la distribucion exacta delucP) (o de Toz) para p ) 2
O ( lJ(.)< “’,; excepto la obc;nlda para U (3) por medlo de series &

pcr Pillai & Chang (1968) utilizando transformacion de variables.AEn

- Pillal (19/1) se presenta un metodo para encontrar U (p) por medio

>'.de 1& trausformac1on inversa de Laplace y'se obtxenen distribuc10nes

ija-a p—3 y valores de n(=@”p~1)/2, y s s& def‘ne en la secclon 2 3 3) = j»'

“ﬁ01234y5 p—zeyn:oiz”'

"Se ha trabajado tambien con aproximaciones_a 1a dxstrlbucion de 'Io2

‘l 'Tiku (1971) ol tiene una aprowimacion por edio de la dxstribucionj(z

otra prcxlmncxon por medio de 135(2 se presanta entre otros en ;Z

»Anderson (1958) Morrison (1967) Press (1972) (En Anderson (1958),
2. tien- S
;de a distribuirse scgun Lna§(2 con - us. grados de 11bertad segun e1 ca

jf‘maﬁo de nu:btra cipnda ‘a- 1nf1nxto (recuerde que s es el rango de la

;Qimatria c y U es cl rango dL M ver secclon 2. 3 ). Este resultado }f4:

7 ’asintotlco es’ sencillo de calcular y da buenos resultados. Otra apro
'.jnim&czon asinto*xca es la obtenida por Mcxcon (1974) donde ‘se aproxi
l"ma a lu diatribucion F de Snedecor de dos maneras dxferentus, 1as
.fdos Eécmles de calcular. P111ai & bampson (1959) y Hughes &' Saw '

“'f(1972) proponen otras aprozimaciones usando la F de Unedecor.

~72= -



"Una aproximacmn a 1a distrlbucion nula de U“’) -se propuso en e
) ,Plllai (1954), (1955) y ‘se estudlo en P111a1. & Samson (1959) Ito e
. (1956) obtuvo una expans:.on para la distr:.buclon o nula de '1‘02 1a

.i‘ ;que después Ito (1960) extendlo al caso no nulo. Otros que han estu—

_diado las d1str1buciones aslnt:or.:.cas de T02 son Sugxura & Fuj ikoshl , "

Tq¢f(1969) Davxs (1970&) Muirhead (1970), Slotani c1971) Lee (1971),

""“.,“"Mu:.rhead (1972) y Waal (1975).

Este ultimo presenta 1os resulr.ados dc entLe otros Suglur«. & Fujikoshx*‘;“’" o

=»f(1959) giotani. (1971).

e Una c.xpansmn asmtotica hasta de ordc_n C 1 ha sido obtenlda por

: Slotani (1957) e Ito (1960), despucs se obcuvo esta expresxon has\:a L '

’orden C“2 por Smtanl (1971) usando tecnxcas de perturbacmn' (pertur

bation Techniques) v por Hayakawa (1970) usando sumas’ ponderadas de '

polinomios generahzades de Laguerre. (Detallves sobre est:os pollno-»

B mios en Waal (1975), CaplLulo 1) Muu:head (197") obtu ‘é'-expre~

':-fsion con mas terminos basado en la tecmcas utlllzadas 'por Siot:ani

v Bayakawa

»’:.iI.a region de rechazo correspond1ente a este procedim;ento de prucba

:.Ea u.n nivel -3 (predeterminado) de confianza esto es la regla de de-. ‘, '

,cision es rechazat Ho si. el valor calculado de NTO2 N 'rraza (HE,‘ )v:" R

o es mayor o 1gua1 a %a{ (us), donde 9(4(us) cs el percentil de or

' den l 0'\ de una% ‘con us. grados de libertad

Criterio de Wilks ,;razyénf’de' verosimilitud(likelihood :ra-‘t‘io‘éfit“:éri'dn) .

En el}..ﬁ_ éasquni'\;'a:iado (ver Kshir;ag_a‘r‘ (1972)) hay si’t:‘ﬁ:iycyic’;'nve’s. idéx}gi‘é“ L



f,se construye, a partlr de observaclones muestrales, una estadlstl

:5‘ ca H con d1str1bucion X T cah_-ﬁ grados de 1ibartad (ES‘:O es f{ -

"se discribuye 9/( -F 3, y una estadlstica i.ndependz.ent:e v que t:ie .

'I”._v ’ne una. dlstribucion 22 no’ central con -F, , g rados de libertad A

'partn: de estas sa construye e1 cnterio F ' -f \/ que se usa ‘

: _‘para probar la. hipotesis de que el parémecro de no cem:rahdad de

R

: v es cero.

La I'-:Lpotesm nula sebrechaza aun niQel de significaucm o( "s:‘.'-

4 "‘el valor obscrvado de F es mayor que el punt:o 100 D&'Z,’de 1a d:.stri -
’;»',"bucion de F corr‘.spondlente. El parémetroe 0'2 que és desconoci-"

: do, fio” entra en la dxstu.bucxon de F y esto se logra por la forma e

en que ‘E’ se define. .

","'}El cncerio de 'Jilks (que tambmn es conocldo como crlterio /\ de B

: »i-wuk 5 razon de verosimilxtud criterlo W) txene e1 nn.smo papel en

anahsx., multxvariado que el que tiene F en ané.lxsm univariado.
‘-‘v:(En Kshirsagar (1964) se expone el papel de el criterio de w:.lks

Len andlisxs multivariado).

: "En andlisxs nultlvariado es posib e' construir a: part:\.r de observa

’ cxones muestrales p variad:s dos matrlces A y B t:al que A se dxs-
ibuya seg\m una dxstribucmon WLshart con matriz de escala Z ’,“'
m-q grados de Iibertad (A (pxp)) a’ esto 10 denotaremos W (j p,h—q)

"_Y(ver nirsaéa (1972) y ?ress (1972)) y B (pxp), »mdependiente dé

o ‘A y con una discribucion w (z‘ p,, ) 51 y solo si una. cierta hl’pou
;esis i(o es cxerta de otta forma B se dn.st:rxbuye como una Wlshart‘
: ho cem:ral i es en la mayorla de los casos desconocida a1

’,ig\.al que 0'2 en el caso univariado.

T4




,Cono A y B son matrlces no-se-puede penbar en su cocxente como en

('el caso univariado,‘W1lks (1932) prcpone e1 cr1ter10~
/,\,.' TA+ T

jpara probar Ho. aJ\ se: 1e conoce como el crlterio de - wilks. Para

- poder utllizar este criterlo es necesarlo conocer su di tribucion ,’ g

puntos percentuales.v:k’

: “ LEﬁ écasléﬁes‘q, 1os grados de - llbéttad en éuc B: éu basa,:eé;ﬁéﬁar*
 ’? que p (el numero de varlables) y entonces B .no" puede tener una denf'
' J: 51dadvvishart, en thos casos B tiene una dlstribuCLOn p seudo
ifwishart (ver hshlrsagar (1972), capltulo 3), esto es, B ae dlscrﬁr?

v;;;buye ;Lgual que Z Zc,-, 2..(,) »

”;1ndependientes e 1denticamente»distribuidos segun una normal p va *u‘

iriada con matriz de varxanza Lovarianza ;f s Ias medias de Z (r)

: {son cero sx y solo si Ho LB cierta 'g""

'f'A+B), P (el orden de AyB) ¥y q (105 gtadcs de Iibertad de B)

"7En anélisis univariado u (1a que se: mencxona,éi“p:ihéip16 dé'esta 3

sxs. En anallsls nultivariado A es llamada la matrlz de

;sumas de cuadrados y productos debxdos al error (y ée acuerdo a :’

:la notacion de 1a seccion 2 2 3- la matrlz A es la matriz E). B

> ;es la matriz de sumas de cuadrados y productos debldos a 1a hlpo-

' .itesis (de acuerdo a. la notac on de 1a secc10n (2 2 3) B*H) De

‘1; donde z (r) (r—l 2,...,q) son :k‘;

';FLos parametros de la /\ de‘ lks sonin. (los grados de 11bertad dct}l‘n

seccion) corresponde a: 10 que se conoce como lagumafdéféuadrados' O

del error y v (referido anterlormente) es 1a suma de cuadrados de T




ahox:a en adelan:e en’ esca seccion ucillzaremos para unlfornudnd del» o

o : :rabajo la notacion de Ia secc:.on 2. 3 3.

‘;'113 dviStfiWéi‘én'de k |‘E| el determmante de E (E+H) "‘1 se cono*b'_
- | E++] ' o
ce como la distribucmn /\ (n,p,q) de tilks. Cuando la hxpotes:.s Ho T

S E‘es x:alsa 1a e ibuciéﬁ ud'e": CEL depende de E (z (r)) v se'

»conoce como la dist:ribucion no” nula de vla /\ de Wilks.

o :IAs matrzces E, H y sus gtados de 11bt_rt:ad puedc_n ser presentados

i en una’ tabla de anélisxs de varianza mult:ivarinda (ver Kshxrsagar

'7':_'(1972),' capxtu’o s)

r;'c;RADos DE. . MATRIZ DE SWAS DE - ©
t o LImE AD .. CUADRADOS Y PRODUCIOS -

- HitheSiSHO- : vig ety

_Ertqu' Ll e Tfhfq;;l;

SR I,a /\ de Wi.lks es cntonces el cocience ent:re el deteminante de 1a :

2

4matrlz deblda al error y 1a matriz total (hiv t .SILS v error) El cri’ Lo

(";'ti‘:rlo hubz.era sido ".-,‘.. [Hl 8 osL se hub:.era generalizado direc-”'
o IEI’

R tamente del analisis de - varianza unlvar:_ado, pero '.’/E[ N
: ’ JE-4H

: ‘_mas fécil de tratar y. ademé.s csca relacionndo con e1 crit:er:.o de Ta

) ‘zon. de’ verosimxlitqd.

o Wilks . (1-1_935).7 ?’b’é‘?vév una expresién para la ‘distribuci"éh‘féxra:cfa;vide:i’la.,4
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‘ jde wilks,.esta es muy restringxda ya que solo funciona cuando P&
'y los grados de Iibertad tlenen valorus muy reerlnoldos. Bartlett

: ,(1938) obtuvo una aproxxmacion asmntotxca por\medlo de la dlsttlbu-:
 cion.z? con' pq grados de libertad (esta aprnxlmacion se ewpresara

‘"Jicon mas detalle en - esta secc1on). Wald & Brooker (1941) obtuvieron ‘f 

una expresxoﬁ aslntotlca misma que Rao (1948) modxfico para obteuer R

Ay';una aproximacion que tuvxera una convergencia més réplda Box (19&9)

fdlo aproximacxones asintotlcas a funcxones que~1nc1uyen la aproxima

F;Vcion de Rao como un caso especial Fao (1951) dio una segunda aproxi
k'bimacxon a 1a dlstribucion de 'f\ f}rmlsma que se detalla més adelante.":“

'Rao (1952) obtiene otra expresxon asintotxca de. 1a dlstrlbucion de L

; ;/\ ,:14 cual se exptesa p;?:mgéiq qgrﬁungxones‘beta._ :T
“JSchatzoff (1966) d 15 un método para:obténer 1a dlstrlbucxonvetacta:_
/\ pero no obtuvo expresamente ni: la funclén de denﬁldad nllfb
 1a de: dleribucion. En Pillax & Gupta (1969) se obLlenen en formav“i
';expllcita, expresxones de 1as funciones de: den51dad y dlstrlbucioni.
. ‘para valores de p )6 mediante un netodo mas sencxllo uue el de ©
:uiiSchatzoff Ademas CQnsuI (1966a) obLuvo una expresion para 1a fun«

‘,'cion de d15tr1buc1on de /\ en el caso en que p ) 4, esta prre51on o

¥

e rE T ;
r,esta en; termlnos de serics mientras que, P111a1 & Gupta (1969) ob-f_‘

i jtuvxeron 1a expresion con sumas flnitas. Mathal & Rathle (1971) ob-f
: vtuvieron una expresxon aslntotlca para la dlstrlbucion nula de A

e esta expreslon es sencilla y precxsa.

,’51 trabajo de Pillax, Al Al & Jourls (1969) trata el ‘cdso no central'
o no nulo en este. trabajo se. expresan las funcxones de densldad ‘en i

ktermino de 1as funciones G de Mexgers (1946) y en cl ‘easo p—2 las :fi:'
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‘uncxones de denSLdad y distribuc1on se: obtienen en forma expllclta.>
“ VP111a1 & Al Ani (1967) ob:uvleron la den51dad no nula en. el caso en
'"que p=2 3 y 4 utxlizando crawsformadcs de Mellxn (ver consul (1966a),

f(1967a), (1967C)) y Jouris (1968) demostro por xnduccxon que 1a fun

”»fc1on G se puede erprpsar en: forma diferente que la que se dlo en ﬁEv4-‘

_')piuqi & Al Ani (1967) con 10 que se ong,mo el t:rabajo de Plllax, el

"G:Ai,ﬂnx Y. Jouris. Otros crabajos sobre la distribucion no nula, son f]

lxlos:dc Posten & Bargmann (1964) y Gupta (1971) quien obtlenen expre L

" ﬂsnges en forma explicita para 1a d stribuclon no nula en el caso ERR T

"‘éﬁ que p— 2"3; 4 y 5 y una expresion general para cualquier p.-i

i Aderas Gupta (1971) ewamina en. forma numérxca la apro<1macion suge-3
'f::rida por Pocte1 & Barvnann (1964) y se encontro que en la mayorla‘

v‘,f_de los casos es excelcnte. Expresiones asintotxcas de la distribu- e

xf_ cidn no nula pueden encontrarse en’ suglura & FuJikoshi (1969) y fif'

.‘f,-Ksh1*sagar (1972)

N

CA conclnuaclcq se presentarén en-, forma conc15a algunos de los resul
T tados jaates mcncxonados. Kshirsagar (1972) presenta 1os sigulentes g

‘resultados.

‘i,.q)) en el caso en que p $ q es igual a Ia distribucxon de

donde txxz; t222,...,‘tpp 'son variables aleatorias,,

w'ff,lndependxcntes, donde e

‘dOWdL B (m Q) es una funclon de distribuclon beta con paréme—‘

. fv‘.v’tros o( y Q

T8

,fl) La distr;buciéﬁ de 1a I\ de W11ks con parémetros n,p,q ( A(“;P»

R RNV DERG R




B bles aleatorias, independzentes, donde '

yv?w:‘donde r'(oL) ‘es la funC1on Gamma valuada entx.VCon esta expresion
‘t:f,se pueden obtener 105 momentos de __I\j. Como cada Z; variaven'el '

o 1ntervalo (0 l) (ver Kshlrsagar (1972)) entonces . /\ varia en el

G‘Algunos autores (por eJemplo Consul (1966b), P111a1 (1969)) han tra
- tado de- encontrar a partir del resultado anterlor una expresion ex-'

pllcxta para. 1a func1on de densxdad de /\ (n p,q)

' Han considerado Rn /\ = ;E:£A~ e y escudiado la convolucion de ;
' las variables independientes ﬂn ? :'.,La func16n de densidad re-”“
sultante ha sido compllcada ¥ de poco uso ;J' :
’“En el caso p ) q se txene que 1a distrxbucion de /\ (n,p,q) es la
4 :

L *2 . *2 ' P
: dlstrlbucion de ]V’Zh , donde - Z?. ;,,.,, Zf :i 50“ Varié,v«'l;A

Y

g2 /v kB'((ir_-' ;>+1'-“.i_)/2, 'p/'z_j ;4 ,;=='1‘; '2-',,.'.;‘.'*,'»q-)v.;f‘

::A part1r de los resultados anterxorev se ve que la distribuc1on de
/\(n,p,q) cuando p) q se: pucde obten;r a par:xr de la de /\(n,

,p,q) cuando p ~\q 51mplemente 1ntercamb1ando p por q.

~f,Kshirsagar (1972) presenca ademés 1a sig'lente ewpre51on. ff;‘uAY'

n Loy L) (esiesd gy
§) B (/\ h.e { r(»*'-q;y[ (ww,“' -

V:intervalo (0 1) En general los momentos de ‘una. dlstrlbucion no de
‘;ﬁterminan la dxstrlbucion en fonma Gmica, an embargo ba;o ciertas
;condiciones los momentos determlnan una dxstrlbucxon en Eorma unica

'.,Una condicxon de estas es que el rango seaflnito 0. acotado.

o o-1e-



Kshirsagar (1972) denueStzra que los momc_ncos de - A (n,p,q) ‘no se -a_l_"”’

’teran si se cambia. P por 4. -

R ;prueba de hipo:esxs £0M = 0 se tiene-

o »_i Se rechaza la h;potesis Ho. si (-m -Qn /\ ), donde m =N (p+q+1)/2

.;I-‘"En la e},presion a) si se pone h= - m \(:? C Cge obtiene. :
o An- ?-f-l— ’
(u-h-\ ‘AM@Z) «-3 41—,) i ',',.
: ""“'*-—-—'2 ‘

(f\’“‘"z) £} ex/,[r 4 (-w PAS /\)] z

1.1 Eunc:.on caractcrxstica de - mln /\ “con t en su argumento., i

: .'-’Este resultado es val:.do para :odo TiE- R, solo si las funciones
: g:m:ma mvolucradas exis ten. S:L esto ocurre entonces se puede expander

‘*1a ft.mcxo'l Gauma usando qL.e :

Aeg Tler)s gt + (r+/« )@7 S
-2(,\r~ .Bu’(;‘\%f /2“‘(2)

. L F(rﬂ}x : e : -
dcmde RKH (x) =0 fx'(“")) y Br (h) son polmomz.os Bemoulli, y

'.7 0 (y_) e_sv-ta1: que %‘3‘3 ‘o (‘5)' : 0. Expandxendo 1a funcz.on caract:enst:.
»"ca"de - m)?n AN hasta t:ermmos de orden 0 ( ) y escogmndo 1a

':‘ ccmstante m adecuadamente, Bartlet:t (1938) derlvo el siguiente resul

tado, al que se conoce como 1a aproximacion de Bartlett:- .

{M PR ﬁ,+ 3 4— I) Eév\/\ se’ distribuya aproximadamente como

‘.'-vuna X2 con pq grados de libercad Para aplicar este resultado a 1a : ;

" es mayor que el v...lor resultante con’ el punto 100 0(_% de 1& dist:ribu

. cLo’\ x2 con pq grados de libertad

8-



1a: anturior aprowzmacLon es SLchientemente buena para prop051tos
.pr&c:iuos si u es "moderadamente grande". La aproxxmacion de: Bartlett
dice hshirsagar (1972), es tan buena que dithleQnLe es una aproxima

'cxon es un resultado cxacto.

- Bax (1949) expandio 1a Euncion caraccerlstica hasta terminos de orden

“, n-6 ¥ dxo la siguiente extension del resultado de Bartlett, cuando

se necesita mayor aproxxmacion"

‘-'_"Pr(“’/" a /‘" . U>=C+,g (M)—f--—-—— %(#QM(*Q—"_ (‘*)}"’
. 9[‘71 { (fahg (‘*) - (ﬁ; (‘4)21 r,b -{(.},34,, (%) - (1.,9 (uﬂ]{-

4— O («4 ):;.f : ;“

o dcnde' (’i(“D €s 1a funcxon de distrlbucion de una X2 con 7' grados

:?dg 1ibertad esto es-,_ﬁ

64 w - g %,g (v)_av

‘ ﬁa ( 10 tg? s>/ f/«?f‘
R -,_in, _:  rz 4 ‘[ég [:3/0,,4’3 $ 1‘/0 )49? ID[/?+7-’)+(H‘7)J

;-fiRao (1951) dio una’ aproxinacxon d1ferente que consiste en que:.

.MAS-}-ZA ] ["'w‘____,;
R 5ﬁ,/\yk f' ,.f 

]fftiene una distribucion F con 2t y (ms+x» grados de libertad donde Tl

om=n- <p+q_1>/2 y = pq/z /\ = - <pq 2>/4, 8= <p2q2 4y’ ’- - /
V(p~+q2->Y&’ . Ito (1961) presenta con algunas modzficaciones el re- igf1 ‘ 

»sultado de R0’ (1952)

- Schaczoff (1966) y Pillii & Gupta (1969) han tabulﬁdo los puntos o

_fpercentzles de Ia dxstribucion /\ -de Wilks. Schatzorf preparo un’
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; progfamé'de éomput.ﬁ&éfa- pai-a obtener la éoﬁvoluciéh ’de las \'rariat,‘illes‘
’Qn tilz en forma recurslva par’a obtener la dxstrlbucion de /\ .

k"'Las tablas de Schatzoff y lelal & Gupta se’ incluyen en Pearson (1971)
'Vl‘Estas tablas no da.n 1os percent11es de ‘la dlstrlbuclon de la /\ de
"Wilks en: forma dxrecta Estas tablas dan valores del factor de con- . e

version_ C,{P:q: m), como se indxca con la notacmn este:- factor de- i

pende dc a( el nivel de szgm.ficancza, p, q yM =~\--p - + 1
sigu1ente formula se utilizn para encontrar e1 punto e\acto 100 0&.%,' S

de la distrlbuclon de w =m’ Rn /\ (n,p,q)

W ) = <q<p,q,m) LRG0 (%), donde W (1,p9) 5

| : el punto 1000(% de -una dxstribucion X2 con (pq) grados de 11bcrtad ‘
Las cablas de Pearson dar\ valores de (K(p,q,m) para valores de

0’\ = 0 01 y 0 05 aunque las tablas originales dan valores de 0{ ‘

0 10 0 05 "0, 025 0 01 y O 005 Como /\ (n,p,q) y , /\(n,p,q) tie'k

o nen la misma distribucion entonces (ok (p,q, ) (0( (q,p, )

'La hipotesxs nula Ho ‘se rechaaa al nivel de sigﬁlflcancla 0( si el L
'valor observado de W &em Xn /\(n,p,q) es mayor que W‘C(n,p,q), donde‘.
s n - (p—iq+1) /2 ‘El Eactor de conver31on (u_(p,q m) es sxempre
\'_mayor que uno. . En consecuencia siw < %Cz"ﬁ) ("Q

tonces w ( (_L(p,q,m) x2 (pq) (LY = W,\(n,p,q), ¥ Ho no se recha».‘i':r'

'zaré, en este caso no es necesarlo referxrse a 1as tablas c y 1a
aprox:.mac:.on de Bartlett basada en xz (pq) (0() es suf:.ciente S:l.

: W } -.' \2 (pq) ("() puede ser que W <Wo at. (n,p,q), o sea que

"la. prueba de Bartlett puede rechazar Ho y de acuerdo a la prueba : »

. exacta no hay evxdenc:.a contra Ho. Entonces para mayor ptec*sz‘on de,"“

’ ',be utilizarbe wa(n,p,q) siemprc que W>X2 (pq) ( °<)




‘ﬁ.i4.dicritetio‘dé‘Roy,'

"Al'ér :ério qué utllxza cémo estadxstlcu de prueba 1a raiz car#cté;
"’~rlsn1ca de mayor :amaﬂo (la méwﬁna) se le conoce como el crxterio dé
:éRoy. Se le da este nombre en base ar el prlncipio heurxstiCo para cons: ~f“'
’T:f:trucczon de funciones de prueba que en; 1953 Roy presento. Roy (1953),'_'u
i (195&), (1957) propone el criterio de la raxz mﬁxima y el de 1a raxz o
tAi&;mlnima, szendo el ptimero el mas conocido y sobre el que mas se ha

1J:rabajado._? : = B

'Ehte trabajo presen:a principalmence resultados sobre la raiz m&xima. ff 

‘fEn la seccion 2, 3 3 ya se ha tratado someramente este criterio. En

; ‘V;Ia seccion 2 3 3 se dio la forma de Ia region Ctltlc& ut1lizando es- ;: L

i ta estAdLstica y para deterninar dicha region se’ ut1lizaro> las ta~' »

"7fb1as de Heck (1960), en las que se tabularon los porcentxles de 1a
' v_:dlstribucion de la ra;z caracterlstica mayor o méxima A continuacion

'“3fse presentarén en forma brcv; los trabajos sobre la distrlbucion de k

"flas raices ca*acterxst‘cas.,

: fse dcnota a lékraxé méxlma por~ cs (ver Ito (1961)); es; (vef Pillai
_(1955)) ,Qs (ver hhatri & lelai (1953)), \ (ver Suglyama 1967y,
fCmeavl)(wr31uhnmL ue&n
’?‘;;fPiiIAL-(1955),n(19653); (1965b)'(19613);f(1967b)} (igéa);frillai:& N
;5.,Bancega1 (1959), Pillai & Wijares (1959) James (1960) pregen:an la =
"idlstvibuc1on conjunta de las 5‘ p raxces caracterlstlcas no ‘cero
: 9‘ donde. 0 (0 ez \( aes es” La forma de esta dlstnbucion '
Vcongunca se obtuvo en forma simulténea por Roy (1939), Hsu (1939), Fisher ~

. (1939) Girshick (1939). Ia dlstribucxon tiene 1a forma:
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4: @ e,y [P0 ey,

i.u

5 77 ‘t. e /' :'{—‘.(a;.;,q,j,;,,z;;+3’*‘,;‘,-’,L_; -

A‘;vdonde m’ y n se interpretan en forma d1 erente dependiendo de la hipo’@_

v 'ijCesis que se prueba por ejemplo (ver Pillai (1955) l; f“u

'7 i) En el caso que se pruebe la igualdad de matrices de dlspursion ‘“

"ﬁ7de dos poblacioncs normales ‘B —‘variadas (n‘y n‘ son 1os tama—f‘

1"ﬂos de muestra de cada poblacion) se tlene que-"‘

'\ ;¢ijw?En el caso de. probar la igualdad de vectores de medxas p - di—,-j: 

M'i;mensionales en JQ poblaciones normales p-varindas

(I—Q {o |] !) ‘ (N zQ ~fp'r,‘-'1)

“donde N es Ia suma de los jgﬁthméﬁbsmdélmuesfréﬁ.”"

“En’ el caso de probar independencla entre un conjunto con p-com

ﬂ“;ponentes y u1 conjunto con q componentes en una poblacxon nor-fli

1r,ma1 (p+q) - varxada, con ® < q. (L es el tamaﬁo de muestra)

ww lpane)

'; vEn el caso de probar hipotesis de'1a forma Ho C g M 0 en elviv




modelo general para MANOVA entonces (ver seccidn 2 3 3 y j 

Morrison (1967))

m ...  IS'Ml—- AR ynoo_ M - ’-',u.v -—-'l
fBantegui (1953) obcuvo 1a dlstribucion de 1& méxima *axz caracteris .

: tica utilizando 1a dxstribucxon conjunta anterior, en el caso en que

Effs = 6 misma que presentan Pillai & Bantcgui (1959) En este ultimo ;

ﬁ-crabajo ademés tabulan perccntiles para esta distribucxon.‘

’VUL,James (1960) basandose en 1a distribucien conjunta presentada ante—-ff

". riormente y utlllzando polinomios por zonas , tcoria de representacién‘ :

. ”de un grupo lincal (reoresentation Theory of the 11near group) obtié’

.ine uru prre ioﬂ generali; da de la dxstribucion conjun'r

-"!Ehpresxones exactas de la funcion de dxscribucion d Cs para s=2 3-y35k

f& esLan dadas en Roy (1957), pag.ASS junto con indicaciones hacerca,f?r'

de aproximaciones para valores grandes de 5

u'En 1964 Pillai basado en la distribucxon'conjunta de las s raices L;f;f;‘

 ”qC3faCter1 ticas (expresion antetlor) presenLa 1a funcxon de densidad,;'b:,

~'con3unta de la ma)or de s ralceo‘caracceristicas en’ 1a sxguience forff ;?

‘ma,yen 1a que s& uc;lizan determinantea para expresarla en forma b;;“:“

S a W'a- .) alé‘i je (f 9,) c(gs
P /9 (x) c(s.M,M)
o
(e
’0:"

{r-a Aa, S»‘,]Qaf.f'—%)“i""
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- -donde c (s,m,n) se definid anterformente.

TraLando de resolver la dificultad que tepresenta 1ntegrar cada una -

':f de 1as s‘ integrales multiples en 1a forma anterior Pilla’f
‘55(1956b) sugxrio una formula de reduccion y dlo expresxones exacta

'i; para Ia funcion de distrlbucxon de CS en terminos de funclones 1{£é;1
  ta 1ncomp1etas o funcxones de funciones beta incompletas, para Qnio;:.;'“

‘“ ‘Lfres de s (enteros) de 2 a 10

'”;.ﬂEn PLllai (1964) se. obciene una aprox1macion a la dxstrlbucxon de 1a33 o

: ;‘mé.xlma raiz caracteristica 93 en e1 caso en que s-7‘ y ademés se i

presentan tablab pard los percentzles de esta dierlbucionﬁ‘A conti—ﬁ‘““

”.'3:'__,1 ¢ I(w-}-l)
‘.50["‘45

h O

e a ’ . ’r(..

‘V2MA4?M+ f)(?lm-}zu-#ll) (2m+2u+l3) (w+3) (w-}.u,l.g')

| 6\3__ i S'(?_w -l-zu-{'f)(ZM-}-ZM'i"”) (MA'/'-’») ({“’“2‘#‘/"‘4 “ '!LJ‘{ Aan -1L

um +5:)




: (éwf‘l}(Zé? ‘l) (;g*}f)

A,-

[M.(.z}(u,‘.}-a)(M'f‘I)(ZW'!‘?) (2m+zu +;L) (2.««4-24( 49) (2.,_‘.;_1“.,1.,;)
B: A (,,M+u)[l/w"(m+u)+4° w'?-.;?-u«u 4-.1044 -har]-}namw _Wm_,_az:(w_*’)_f:‘_;i{

“ v ‘{ 3 (z«u, 2av J.r) C2w4 2«4‘?} (Zw 4-2« + 9)(w Ja) Cw-(—:)z(w-‘q) ('««4:) ;

‘(zm+?)}(?c2m+3)(2u+$‘)) 2
e Cw+r)(m+'z)(m+s) (zw +3)(?4-<.+r) (au«ﬁ)
2(2M+3)(zu+:)

A

N
]

3 [2“\ .;-zu +€) (w-#«l) (uu‘—z) («»\4-‘3) (24.«+.r‘) (z««’ #)

’J’z: ‘/M,. ,c(sw +rs)w3+ (V«2+88M+29f)w2 .,L(gz,‘M

+ zl/ M2+ zn’ an’ + :90 ;

(Zu +s ) (Zu-F'l) (z« +.r)

Az ( 2 4 220 +v) (w« +r)~ (2 p2 401) (ss1) (et 2) G i) (renty).

- (2m+ ’),_,

,3’ ;- 1/«.4 /,;(,M -,l;a)w 4(5'«4?%94/«4_“/)&-»(?2 «?-,tsarM -f//:‘.f)m +

450'\43-}37044 ’rl/ﬂfa
N (7‘& 'H) lZu'}‘ll) (2«+S')

A,, (_2«44?&"?)(21«-]?q‘i‘"> (24\.« +zu
: a,, - (w-l-l) (M+£)2(M+1}(ZM-/-3) (gw.,«.;-)

- z;ac) EACON
‘ 5 Xk (/—a)""él 6 I(—U) |
| 'i:., -87-

+'3)(w+u4r) (m+«+£)




:w Es mportante notar: que esta Corma s1mp11£1cada solo es” vélida para i

7 y n.o es de cileulo EEchl

e En Pillal (19653) se obtlene una, expresion general que aproxhna 1a

' ﬂmcion de distribucion de Cs (Lma expresion para valores pares de E
s ¥ otra para valores impa.res).rSugiyama & Fukytam. (1966) present:an
los elementos de p*ohabiilidad de A 5 la menor ra:.z caracteristzi
ca y A, 5 la mayor ra1z caracteristica. Las funcmnes de distribucion A
de /\, e iy >\ estan expresadas en téminos de series de funclones

beta incomplet s y no. es fécil calcularlas. Sugiyama (1967) reprodu
ce las funciones de dis::ribucion de ).,y /\5, y ademés, presenta los

L siguiente resultados"»v PR

yr U1 son dos matrices independlentcs, U1 ‘distribuye W

(s n,, # ) y U se dlstrlbuye w (s n2 ;’_1), donde n,‘M.‘ >, bs.
: Entonces 61 elemento de probabihdad de la raiz caracceristica

mayor ), 'y de ln menor )\s de 1:1 ecuaclon.

IUf ) (u,+u2 )] ‘::f;o,"-’
‘ es:an dadas respectivamen:e por-

% USH)/Z) ((M'h"‘)/z) / (M‘/z>l- ((W-M'H)/Z)}

. Z Z {(JM:/z +k)(( Mz+f+/)/2L (“’/Z)ec

; '-":g({m,,l;,-ﬂ-/)/z E( [L) // /-/ \ Sw/z 7‘4‘ 15{4, B
gy S

ARl ((m+~«z)/z)//’(‘*/) (M +sm/a);fff




i

{(sw/z +k>(( Mz+w>/z> (- V)u

! ;o 3‘*:/;'“(/
(("‘245-*')/2)&3(1((1_; ’ ()' ) Cl)s
donde Is es” la matriz con unos én sus componentes y dc d1mension o
: ~;](pxp), C (Is) 2 K ( 5/2 ).L ‘,' t& es 1a partlcion ( k,,...,xs)

D) Ks ) 0 del em:ero K en no mas de s partes, NI E

7T (a_ £+ (/ "))k .i, a(» (k,) X ks>

N (&\) '»'if - J (\&-H e (J +k¢ - ') .) ( )o - |

. Nét‘at fc’;uei H‘”c'ump'leﬂ coh ,rlas, vcor‘idic’ibnes“de' 'U, y Ev_ﬁ'co:_h‘ 1as delU,.

(/\"<z) ,‘,{., ((5+,)“/2)I-f‘(f,ym,+M1)/z\/f_(“*\zz . DA

((w +s+ !)/a)} 2, Z‘-{(?—Ma +5° 7")/2) ( /




R ()s<7f)— l— f”r (\s>x)_;

tz_'

f-N’(cH,)/z)r((M,mz)/z)r(«/) B
(( mats +/) /a \) } Z '{((—M,-f'.f'/'l)/a)x /"‘e )

((Mz-}s+/>/z) Z(« (I K’ JC) 2/2)7«.;(“

g 3) El h- esumo nomem:o de las ralce., caracterlsticas )n 43 )\sson

E(A,l‘) { ((S-H)/._k ((MI+MZ>/Z/ (“?/z T
((M,uw)/z)) ’f Z Z {GMzH 4—1)/23 (

/(M,+;r;)/2 )4 } (& (I‘k) kl**l(&u:/& -Hc)/(sm/ +’<Hl)
E((I )\ )A) _)) ((51&1)/2)(_((44:'#'“1)/2) (1‘%>,
r//uz45+/)/z)> j 2_ {{( M,-/-.S")L/)/Z ( ’/)

((‘*z.uw)/z) } (..c /z:) /T f‘""'((s«z/z)ﬂ)/cwm

'z( hatr1 & Pn.llai (1968) obtuvieron la funcxon de’ dxstribucion de 1a
et mﬁdma raiz caractenstica la cua.l se obt:.ene por med:.o de series Y

vtabularon lns constant:es involucradas en estas senes. :

'Sugxyama (1970) encuen:ra las funciones de distribucion conJunta y
»distnbucion de la razon de las raices caractcrisncas mé.xima (,\; ) »
y minzm& (Xs) ) cuando la mntriz de covarlanzas poblacionales es es‘

: calar, esto es, de la Eorma. ZL = ‘T I

i Davis (1972) demuestra que las disttibucu.oncs marginales de 1as rai '

: ‘ces caracr.eriscicas forman un s1stema complet:o ‘de soluciones de un ST

=90~ "



:f”tribucxon de 9 5 bajo Ho. Ellos tabularon 1os percentlles 80 85,

B (1957) (1958) excandxo las tablas de Foster & Rees para valores de.

2,3? do por Pillax. lelai & Bautegu1 (1959) obLuv1eron los percenciles,V'

‘i‘_“percentiles 95 97 5 . 99% para 5—2 3 4 5 ’m =‘-,1 0 1 2, aesa 10 y noo

f;s. ; 5

sistema de ecuacioﬂes diferenciales, lineales, ordinarias y que lnva“
‘;eries de po;encias de Sugiyama & Fukucomi (1966) son soluciones Ln

las singularidades regulares 0 y 1

.'~Foster & Rees (1957) prepararon tablas de los percentiles de la dLS';

SR 90 v 99% de la distribucion de la raxz caraccerxst1ca mﬁxima. Fosterﬁ-

‘s =3 y h Pillai (1954), (19563), (1957), (1960) tabulo 1os percen
:: tiles 95 ¥ 997% de la distrlbucion de 9, para s—Z v s=5 usando4su
fmula de aprcvinacion Sen (1957) calculo los percenLlles 95 y 99%‘31

'usando s-3 Venturd (1957) para e=a ambos uiguiendo el mctodo segui'V’v

 95 y 992 para s=b Los percentiles anterzores se obtuvxeron para.
, valores de hn igua1e= a 0, 1, 2 3 4, y n varinndo entre ; a. 1000
:vJacildo (1959) extendio las tablas para 5*2 v 3 & valores de ’ 3 m=

v,TS, 7, 10 y 15,_en el mLsmo rango de valores de n (S a'1000)

. nPillai (1960) publlco todos los percentiles 95 y 99% para s~ 2'344"5 
”"ﬁy Plllai (1964) obtuvo los percentxles para s-7 y valores de m—O,

7h1,...5 7, 10 y valores de n. Lntre 5 y 1000 Heck (1960) obtuvo los ;

’L: lelai (1905&) obtuvo 1os perccntiles 95 y 99% para 5—8 9 y 10 v para
7 valores de m.= O lhid.s5, 7 10 y 15 y n entre 5 y 1000._?111ai (l967a)
 3vob:iene los pe.cen:iles 95 'y 99% para = 14 16 18 y 20 y valores de' o
_;m = 0 1, veer 5, 7 .10 15 v n = 5 - 10, 15,.., 30 40 60, 80 100

'n3130 160 200 300 500 y 1000. En Plllai (1967&) menciona adewés

5y




que ya ha encontrédo los valores de los percentiles éararvaloreq dé ,i‘
 5 de 11 a 20 aunque no ha puh11cauo este resultado. Ademis menciona’”
A.'que aunque los petcentiles 95 v 99A se han obtenxdo para toda s Ln—;'
i tre 2 y 20 (como se ha indicado anterlormente) percentiles para valo—j,?i

'res (enteros) intermedios de & pueden obtenerse de las tablas de ;

‘-;Pillax (apendice B) por medio de interpolacxon l1neal con precisxon =

i —de una unidﬂd en e1 tercer dlglto significativo.

: ‘_"f’tLas Tablas de Foster & Rees (1957, Foster (1957) (1958) y Pillai L

f:}'(1960) estan publicadas en Pearson (1971)"‘r»

e

“* Las dlstrlbuciones nula ¥ no. nula han sido investigadas tambien porfn;l?
ﬁgHayakowa (1967) Waal (1969) lelai & Sngyama (1969) Fukutomi

: -"(1957) y Krishna:.ah & Chona (1970) Waal (1975)

7La distribucion de raices caracterlscicas de matrices aleatorias ha";.'}
1'rec1bido atencion de . fisicos ver Rao (1972) ngner (1967) Mehta
'7“3(1967), Porter (1965) LA matriz que han considerado no es del cipo

"‘~Wishart pero su elemento (1,j) - esimo es una varxable normal con

l_media cero y varianza igual a 2 si i~j e 1gu81 a 1 sk i;ﬁ J..

'Con'la ranz caracterxs:xca mayor es posible construir intervalos g0 .
 ‘bre funciones parametrxcas que sean medidas del alejamxento de la f5 3‘; 
:hxpotesis nula SObre estos intervalos ver Roy & Gnanadesikan (1959b)

) y Smit:h et u., (1962)

o 4f5_c‘£i£éfio' de Billat '-T'Bar'tiett: g

‘~'P111ai propone en (1953) y (1954) el szgu;ente criterlo (basado en

. v_ideas de Battlett (1939))

'k592#;;




v = traza de. H (HEY'

‘;donde H y h se definen en la seccian 2 3.3y se han utlllzado a lo

,~1argo de este capltulo.

En Pilla.l‘. (1955), (1968), Khatri & muai (1965), (1968) Plllal &

‘1';fJayachandran (1967), Murhead (1970) se dcnota a 1a estadxstica V por
vimedio de V“) donde s es el numero de ralces caracteriqtlcas no ce-

\ :ro de . (H+E)‘}v Mienttas que ‘en: Lee (1971), Olson (197&) se utiliza S

V. Fn Roy et aL, (1971) se util1za D pard denotar esta Lstadlstlca

T y en Waal (1975) se utiliza w. A

4Uéiiiééndo‘lajhoﬁéciéhﬁée'ia,seﬁcién éht§riQx;i'”

;‘Pillal (1953), (1954) demostro que la d1str1buc1on de V(” puede apro:fv:
:j7ximarse por medzo de una beta Tipo I dada porli>‘ ‘ '

(; \/“’

S ¢ + -rl /
; V‘;p (v“>) C {V“’ES 24452 > oa

para 0 Lo \/“’ ( i 7
{-’- 5(2u+5+'7 S(?m-/-s

L m y n toman'dlferentes valores dependlendo la hlpotesxs que se pruei_f}

::g;:be (ver seccion anterlot y Pi11a1 (1955))

‘kEn Pillax (1954) se demostro que la aproxxmacxon anterior a la d15~ﬂfl

'3, crlbuc1on de V(‘) es . sa:isfactoria para ‘usos précticos si m + n > 307

SGZ o cuando s ‘aumenta - por una unldad entonces m + n aumenta en - 10

. ‘.ﬁ-:unidades (ver tambien pillai (1955))




?1ilai (1954), (1956 b) ob:uvo 1os cuatro prlmeros momentos de
:fla dis:fibucioh de'V en el caso. s=2 3 v 4. Plllal (1957) ta—,f
E bulo aproxxmacxones a: los percentlles de 1a dlstrlbuclon de

‘V para varlos valores de 1os parametros m y n.,En Plllal & Ml-ﬁa‘

;’Jares (1957) uczlxzando la expresxSn obtenldnd por Roy—Hsu rzs:m

;;\her Glrshzck en (1939) de la dlstr1buc10n congunta de‘las ra1—3}

‘gces carac:eriscxcag (ver secc1on anterlor) se obt1ene 1a fun—n

(s)

"§c1on genera:txz de momentos de V Esta funclon generacrlz

‘}’ha 51do trabaJada anterlormente por P111a1 (1954),,(1956.) y

  “por James (1964), a cont1nuac1on se ptesenca el resultado de R

;’lelal & HlJBTEQ.

5’9:«5 i (l‘e‘ 5“ em“la‘, Ty C‘ ‘ 6;)“' Teu s._‘ . 5

,( 9,) g 49, 5 6 (1 e) T"ow:f

‘4ohde7c(s;m,hl'se{defihiafenflé seccifn. anterior. .S

Dxferenclando suce51vamente la func16n generatriz anterzor

R

.(ver Altker (1956) Mljares (l958))con\respecto a.p y hacxen*qu

do t=0 despues de cada dxferunc1ad10n yidenotando al seudo de;ﬁ

rm;nanta (ver lelax & Mljares (1959)).en.ra expre316n anteC 

o tlor por' ‘




. Entonces; . .ol




“lelai & Mljares (1959) hacen notar que este mecado puede excandcrse ; St

oA cualquxer numero de diferenciacxones.'-

' :En hhacrz & P;llai (1965) se obtienen 10s dos prxmeros mcmentos de

“:7’13 dLs:rLbuciou no-central de V(s) en el cas”‘en que q (1os grados i

k'de libertad de B ver secczon 4 3‘ ‘ea mayor o igual a’ p (las obser

' _vaciones son p—variadas) y da Lna forma para obtener esos momentos

Jeen- el caso e que q <€

'haya dos‘raices poblacxonales dlferentes de caro Solo dos momentos

,:(los prlmeros) se considerarén en e1 caso bplanar", mienLras que en -;.‘7””

o el caso lineal se obtuv1eron los primero cuatro.,«,'

ﬁEn P111a1 (1968) se consxdera la Euncion generatriz d” momentos de

:V(‘)’un e1 caso no. cencral ¥ s

.obtxenen resultados que'facxlitan :

la obtencion de Ios monentos de V(S)v"

vf'Fuzrhead (1970) obtlene una expansion asxntoczca de la distribucion

"7'de ln v. de Pillai la forma de e&ta ewpresion es muy complxcada

“'~fn Pillai & Jayachanatan (1970) Sb propone an metodo para obtener

1’13 funciow de distttbucion exacta de: V(s) El metodo ext1ende los' »
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resultados de Nanda (1950) quien derivo la func:.on de dxstribucmn
'Jen los casos m = o, § = 2 En Pillai & Jayachandran (1970) se propo»u

ne‘el metodo para obtener la func1on de distribucion cuando s ='3} ~‘gf;?

sea menor o igual que 3. ( m: es entero)'  s—= 4 con m = O y 1 Ex-@l

_~presiones expllcitas de los casos anteriores pueden encontrarse en

' ‘Pillai (1972‘;). SR

‘Troskie (1971) en el caso de probar ndependencia entre componentesi.

notacion ver seccxon ’;2 incxso C), expresa a_

.V(s) de 1a’ siguiente forma

V '(?._),"?'.Tfézﬂi RO

‘obtiene la func;o de densida

_e 0 y 1, en terminos de

'matriciales (esto es, Troskie se- ba, e@?rgsgiﬁadds éebﬁéﬁgé‘kiQﬁQ)‘&x,‘ﬂ

stantine (1963)

”3En Lee (1971) se derlva una expresxon asxntotica parailaffunc1on de

: tribucion nula de 1a V de Pillai satisface cierto. 'stema de ecuacio i,:;

‘7nes diferencxales 11neales ordlnarios de orden P--»;:"

_.,?;Waai (1975) da expresxones para la funcmon de dzstrlbucion central ;

viide V(S) en- la pg. 65 ¥y de la funcion de dlstrlbuclon asxntotica
  centra1 en: las paginas 70 72 Ademés presenta el resultado de Pillax S

":(1968) sobre la funcion caractet1stmca de Vm o en el caso de probar‘:



k' ‘iﬁdeﬁéndenﬁiﬁ‘(pig; 85537);5

~1a Tegidu critica de esta prueba es de la forma S

 fd6ﬁd§ﬁ‘){fsé.fi3a dé7é¢ﬁerdo.a ‘

CoErclmey e

:“>O£rdé’dfiferioa déﬁ?fheﬁa;if‘ R

!‘ﬂes..adxst:.ca se. 1e 11ax‘a'<aen este trabajo la estadxstica de OIson B

> ":LBs estadxsticas W(S) {(5) R{S);'T(S) dé;fillAify’Qf;dE'y&::J'

’Plllal (1955) dice que el criterio W de wilks es l'zpoténciavngrff

’::s e:ima de una medxa geometrica mxenttas qu ,TOZ ¥ V(5>isoh.'  :f;

L'ks veces 1as medxaf arxtmeticas y entonces sug;ere ‘las. sigulen“"'

8 3'198 €stﬂdisticas basadas en; 1a media harmonlca (ver notacion
', en. Ia secclon 4 4)

f ,

- gf{)’




i ,_fpiilai' '(19"5,'5\) '~ 'c"(:)fmb.: ce '}neﬁé Lons '»‘fa'x{téﬁcg r}ne‘ﬁ‘cé en la seccisn

k TQ 5 presenta una apxoximacién a la funcién de distribuc16n”r

'fde V(S) por medio'de funciones de distribucién Beta Tip :I.,;?a“ o

fﬁlLa estadistlca w(‘)’ae define por medlo de la estadlstiea vis)

.'  ]de Pillai (secclén 4 S) de la manera sigulente

o<w“’<!

(ct)

(w (53) - c zw 7}

{ S;(zu-tis-#l)/z (]{ S (Zw -LS-H) $ (?u+5+1)}§
7;’ (Zw +s+:)/z | :

=5 (2M+s+r \/z

o La W Y o se varian de acuerdo a 1a hipétesis que se pruebe,ver “g{,w

L seccién 4.4 . Como esta’ aproximac16n se basa en la apxo'lnacion

'i<S>

para la distrlbucidn de V (S) la aproxlmacién ri&é'f
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"fes satisfactorla en los mismos casos que 1a distribuclon de{,f

: 7 :_v(s)

.. La regidn ‘de rechazo.con estd estadfstica es de la: forma

;ef?conces A

"H(S),(l_,. U(‘)) -1.
: 5.

ﬂf‘usaudo eshra transformacion y la funcion de distribucion apro'f

'ffximnda de U( ) ‘se tienu que-



' s i +n/s- | iy 7£7~1
p /{_,(s)\ //_/(J{Z ““( /_/m S(z $ ')/z /b{‘“’“’ Js(zm4$+r)j] -
i para valores de H (S) ent:re ccro y uno. o

F"'Pillai (1955) hace notar que para que la aproxnnaclon a.nterior

sea vélida m+s debe curnplu' Ias condmiones establecidas en

‘ 4 5 para.""-m (m y n se. definen y tomar‘valores como se pec

..‘_fica en la secclon l; 5).

: '“Si se hace la transformacion '.’:' = ( (-e, ), ( T :

f,:la funcion de d1stribucion de las 9.4 que result de la forma

i _dada por Roy-Hsu-Fisher-Cirshick en” 1939 y presentada en} 1a. _

'_ ,(1955))'5"“

’ :y con’ esta transformacion obtiene 1a d15tr1buc;on aprox;.mada

S .'v"de R(‘) la que’ es de 1a foma‘ T R R . -
| () (R(s,> { R(‘) } Sw( R(s))S(au 4J+l>/z ”’Z‘@ gs‘“ ~I-/ 5(?4«.431’7)]

Coh o < R“)<
| Sl © =101~




'Para que la aproximacion tenga valide_z m«m debe sausfacer

'::‘._Ias condxcxones esta.blecidas para m+n en’ el ce.so de V(f) (sec

g cum Z» 5) Debe notarse Ia semejanza entre las distribucione

‘»,."aproﬂmados (ie v(S) v w(S)f‘ y‘ entre las de H(‘)-v')yr R(")

"',obtiene de 1a’ otra 4l 1ntetcnmbiar n por m. )

muclessumuta demq et




‘“15 :Trosk1e (1971) trata las distribuciones nulas de U’ (cono se

‘ $en la secclon 4, 2) y de Q usando coeficientes Gamma:‘

'y funciones hlpergeometricas definidas y usadas por James'

f}(1964) y Constantine (1963)

':iEstas expre51ones ‘son bastante complicadas. Troskie (lQ?l}ﬁA’

.no :rata explicltwnente las distribuciones de H(s);”

caracterxstlcas y que por esto solo puede ufarse con ciercas

‘alternativas'restringidas.de‘la hipotesis nula Por ejemplo

'”'odria usar para grandes desvxaciones de 1a‘hipote519 n:_

"31& cuando las raices caracCerxstlcas‘poblacionales son todasﬂf e

"3_‘diﬁerept¢slde pero.-]

\»vIaS»éstadisticés'U:de Cﬁéhé&esikéh'yps:dé”oléén.

’ffla estadistica U de GnanadeSLkan se define en: Gnanadesikan

e ‘etal., (1965) v Roy etal. , (1971) péginas 72 a 77 de! acuerdo‘r.:',j._'




'ﬁfoﬁucﬁbidéﬁlééﬁs}mafétés;;aicesxdéaﬁq(ﬁ+E)f%:

?La estadistxca s de Olson se definio en OISon (1973 éé@g_ﬁna analo-~




1stantine (1963)
(Constantine (19




comsul- (1966a) .
S rConsul(1966bYy LA
Consul (1967a) . -




"'lconsul (1967b)

Gupta (1971)

Jourisb(1968)

~Kshits Sar (1964)

?osten & Bargmannv(1964)

Press (1972)-i¢

Rao§(1948);:," e
Rao-(1951).
Rao (1952)

SchaLzoff '1966)

Sugxura & Fujikoshi (1969)

'1d»& Brooker (1941)

Wilks (1932)
Wilksj(1935)

Criterio de Roy.
Bantegui (1958)

Fisher (1939)

Foater (1957)
Foste!(l958)



e .F *;er & Ree (1957)

f:[rukucomi (1986)°
 Fulkutomi (1967)-

"‘a9ny_;gff

(1939) <
(1953)

(1954)
(1957);'.

& unanadesikan (1959b)




'-".;‘-: ,Sen (1957)

= }Smith

nadesikat\ & Hughes' : (1962)

: f"}Sugiyama (1967)
‘ ,,;,Sugiynma (1970)

4'Su” yama & Fukut:omi (1966)

;Ventura' (1957),,

‘Waal (1969) =
: Waal g (1975) :

“‘(‘-8?‘%‘? ,(_1957.».),

Eiéetib.iidé"tﬁiﬂai Bartlett

'Khatri & Pillai\ 1965
;Khatri & Pillat(1967):
o ~Khatri & Pillaiv,(1968_

Lee (1971)

:Murhead (1970)

' ":',Nanda (1950)
S v't»101son (1974)

. ‘Pi.llai (1953)..«»; _




jr.‘iniﬁlilSl (1954)

| ‘11'_--‘?:1’51'1'&1 (1955)
"Pillai (1956b)
(1957)

".Piivnal (1967c) :

.Roy (1939) .
i ,“‘[‘roskie (1971)

Iés;.’eéi::'édlsti‘:ca's :U de Gﬁaﬁidelsilcjéh },;iis'/d‘é‘folfsdri.'

i "cnanadesikan Snyder & Yao (1965)

Olson (1973)




. Gnanadesikau& Si';lva‘.:s"tafﬁa; (‘157):7,‘1‘),:. :




kCAPITULO V Propledades de 1os d;fercntes crxterlos de Prueba”

en; WAWOVA modelo I

';;SLi,fiﬁtfééhcéisn}‘

»_vrw‘\'

‘1}?,En el cap1tulc dcs se planteo af- modelo, el I deJMANOVA

Vfoscedastxcldao) En el capltulo tres se dleron metodos para

'tro se presentan dlez crltetlos dei rueba para utllzarse en. HA

‘OVA modelo I. Serfa convenlence saber cua }de;esos»dleztcrlte'

por serel que me;or;resultados pro7

j'idhzca.,SL todos las supos:cxonéb del modeloﬂI de MANOVAfse“cumfb"”'

']plen se‘deberia ‘usar el crit :mlentras que 314,

alguna o algunas suposxcxones fallan debera usarse el mas Lo -

"t“busto. En este capxtulo sc presentaran algunos estudlos sobre

',1a pocenc1a - robusces de 1os crlterxos prasentados en el cap£j5“~*

tulo an:;rlot. Tamblen se presencan algunos resultados sobre~

'admlsszlxdad znvarlanza e 1nsesgam1ento.j R

jEn esta cap1Culo se utzllza la szgulente nomenda:ura para refe:

‘ r1rse a 1as dlferentes pruebas. T02 Lawley—Hotelllng,LJo la esii

’zﬁad1st1ca que P111a1 Propuso y 4ue es proporcxonal a To ii’§; 

l(Uo s T02 ),‘W 14 estad15t1ca de Wles, ‘R la es:adlstlca de Roy
R;=‘max1ma ralz caracteristlca de HF donne 1as matr1ces H y

E ‘se. deflnen en la secczon 2.3, 3 ), V la estadzstxca de Plllal‘“'
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:(secchn 4 5), Q la estad;stlca de Troskle, U la estadi tlca~

(s ) (s) <s) (s)

k'jde Olson, y por H las estadistlcas :;‘

":§r0puestas por Pilla1 y presentadas en 1a secclsn 4, 6 l )

5.2 P'i:bp’fe‘aa'des""dé 'iag: ‘prﬁeb”a’s-pr'es;mtéd‘as.. en el capftuls IV.. .=~

w:}An_erson (1958) menclona que Naran:an7(1956) d‘

‘Hes 1nsesaada y que Roy (1953) establece (91n d

vostrar) algu—;

—?'IproplcdadEB de R,,ccmo es. el qu ,séa 1nvarlante ante alguf

?tlpos de transformaclon.;f

cos. parametros -a un congunto de las rnlces poblac1onales (congf

mportanc1a f131ca muy grande) Los resultados anterloresi'

P111a1

f se prueban en Roy'(1953) Y en Roy & Bose (1953)
‘“,(1953) dlce que una estadlstlca o una prueba basada én. ésta,'
ipara que tenga las propledades anterlores debe ser func1on de vy

'-las ralces caracterlstlcas muestrales.

'En Plllal (1955) se presentan los s1gulentes resultadOS"Ia"‘

f~éstad15tica To ;1ene»lgs propledades.a) y b),menc;onadgs_éﬁ'¢' "
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.f,el parrafc anterlor, ademas se dlspone de expre31ones de la

‘ffuncion de olscrxbucxon (ver secclon A 2) y es lnsesgada; La

1estad1=t1ca R tlene las prooledades a) y b), hay expreslones ﬂ:-:

'¢para la funcioh de distrzbuc1on o al menos para c1ercos pet—

entlles de es:a (ver secc1on 4 &), ademas es 1nsesgada

fhay pos;bxlldades de obtener, por medlo de 1nver516n,l1nterva-

’los,de conf*anza aprop1ados (ver secc10n 4.4)

(50 H(s) (s)

Sobre las e:ta

—dlstlcas W

753§y;&jﬁikﬁéill(1961)14ému§;tr§niq§é=I§2ﬁe$;inééégdd;;”

*Ghosh (1964) demuestra que‘.To2

'mas lxmxtacxfﬂes que la de Steln, ya que la superlorldad de “

Io y'R se’ escablace para valores grandes de los parametro>

':en las hlpote51s alternatlvas y sera utllkel resultado de, 

7Ghééh“éifsé r¢qtrihge eI7domihip”déilééféltérha;ifasg(para;;

" 'mis detalles ver Ghosh (1964)). =

4Eﬁiéqh§gfc27(19§§}‘se”deﬁuésgig:qae5V'é§»ad@fsibie:uéiliéahép:

- e




ftamblen el metodo de Stexn (1956) de donde tlene las mzsmas_é-p:

‘fﬁrestrlcc;ones que las pruebas de Ghosh (1964)

que‘er & Schvartz (1965) demuestran‘admlslbllldad de?al un 5

la estadistica

| cHosh. (1964)
»;Roy et al.,(1971)

”quGhosh (1964)

JRiejers
g (1965) EERERE

~fRoy et al.,<(1971).

'Kleger & Schwar ‘fSchwartz (1964)
Stz (1965)‘ ; ”.4*_K1e3er & Schwartz
' S (1965

[Roy et al.,(1971)




. 5,3"Pcténcid'dé'laé'prueﬁaé.f

" .ereciente. -

'Plllal (1955) menc1ona que T02 ti@ﬁefﬁﬁﬁciﬁnfﬁqﬁeﬁﬁia mbhé:bﬁé“

o«w- i “‘" !

‘cgecxen:g,;

A'al ucllizarse en MANOVA

componentes, tlene“una Eunclon potenlza ‘me, otona cre 1e £

‘proporc1on.,.

Anderson & Mudholka

Das Gupta,

-uno de sus parametros. e

f;Anderson & Das Gupta (1964) obt1enen cond1c1ones suflcxentes

”para que procedlmlentos lnvarlantes de. prueba posean fun01ones]=

Lde po:enc1a monotonas crecxentes en cada ‘uno. de 109 parametros."f

ATE-



N R : .
.,LaS'estad1st1caszo y R satlsfacen estas condlclones.‘Estas

'condlciones aon 1as mlsmas que las dadas en’ Roy & Mlkhall

'-(1961) Anderson & Das Gupta dlcen que Roy & Mlkhall (1961)

1:3010 demostraron qu ivTo2 es 1nsesgada,‘m1entras que dlgeron

‘7‘que tenia ‘una funclon potencxa mon6tona creclente. :

szkhall (1965Y estudla la p'tencza de W en el cago. paZ (aun—'

ﬂque el metodo se puede extender a o ros valores'de p), cuan-,;

do hay collnealldad se recomlenda contlnuar la 1nvest1gac16n{.f”

'“Plllal & Jayachandran (1967) compatan cuatro crlterlos de -

prueba, usando para éllo tecn»czs de 51mulac1on,en computado

Los crlterlos de‘prueba que se’ comparan son R W V y g

51T§ 'a traves de Uo.

i Las comparac1ones sehlcleron con’g=2 y en el caso de que s

i stuvieran probandoylas 51gu1entes hlpote51""1) la 1ndepen—"*'

,denc1a entte un com’ unto entes: y‘otro con'q com—

fponentes en una poblaclon normal (p+q)»v‘_

‘edlas‘en'l poblac1ones normales p

1gualdad de vectores de

‘fvarzadas con matrlz de covarlanzas lguales. P111a1 & Jayacha-'

kndran menclonan que la potencla de R es menor que 1a de Uo,. 

‘f}V o W y por esto solo anallza con detalle 1é potencla de: es- o

:35tos ultlmos (para detalles ver P11131 & Jayachandran (1967)),"

’concluyendc que los tres crlterlos son buenos para probar’féy
 1as hlpotesls 1) o 11) Para valores pequenos de los parame-r.f
 tros de‘déavxaclon, las dlferenclas en: cuanto avpotenc1a de
'b“vilas pruebas son pequenas. Sin embargo sx se consxderan; des~: f

'v1ac1ones graudes tamblen, V tlene ‘una potenc1a mayor,que gl
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resto de los crlterlos (en el caso’ de prcbar 1as h1p6tes;s i

—i)-o )) si los valores de los parametros estan cerca 'e-”

Eﬂjunos de otroo. En el caso en que los valores de los parime——v

“tros sean. grandes y separados entre 51 y el valor de n (esta

e n se def1ne en la secc16n 4 4).es grande entonces la prueba

 basada en Uo tlene ma?or potencxa'que las dem&s pruebas (en -

:"el ¢aso de probar las hlpotesis»l)*bvli)}: ~

 5sl los valores de n no son grandes y los de los parametros:“

fson grandes Y, separados entre sf entonces en’ el caso de pro-'f -

"bar la hlpotesxs 11) w :1ene mayor potencla que V Con tama— ;f

:vnos de muestra grandesila potencla de 1os crlterlos Uo, me

W es casi: la mlamf

7'Qlff  comblnacxon. (ver Gabrlel (1968))

”Iroskle (1971) dlce de 1a estadistlca Q es muy sen51b1e res-/’ 

fpec:o a valores pequenoq de algunas (o todaa) las raices ?f; )
fcaracterlstlcaq y que solo puede usarse contra c1ertes alter
'ﬁatlv;s res:rlngidas'de la.hlpoteszs nula{ Troskze efectﬁa ;kﬂ
’éomparac1ones de las funcmones potenc1a de las estadisticaar.

f‘w R Uo yv reflrzendose a los trabajos hechos sobre este
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respecto por Pillai. & Jayachandran (1967), (1968). .

;jTrbskié‘menciona~que’cuando 1ds'valores de 1és'correladiones
- canonlcas poblac10nales estan ale;adas unas de otras y el tama-

“no de muestra es grande,~entonces la potenc1a de Uo es mayor:

 que la de v y W Sobre 1a estadlstxca Q, mencxona Troskxe, en'?'}f"

 1971;.que esta 1nvest1gando su potenc1a.  

':[Bn Roy et al.,»(1971) se presentan los resultados 81gulentes.:fg'

 demostrac1on de que la func1on potenclawes monStona creclente

fw:en el caso de Toz W y ‘R. Ademas en Roy et al., (1971) se pre- :j:'

;sentan lns resu]tados cbtenldos en un estudlo sobre”la poten~‘v"7”

.c1a de los cr1terlos basados en,las estadmstlcas R, W To Vo

»vy U‘

'f*El estudxo se efectuo utlllzando 1a tecnica Monte Carlo.vLas

‘,“1nd1cac10nes generales de este estudl son que la potencza de

>‘flaa dlferentes pruebas se. puede ordenar de la m1 a.forma en

,yque a contlnuaclon se ordenan las estad1st1cas correspondlen—

 ates.‘gf

Yy Uy >,"T§2 >, R i

]S1n embargo, hacer notar loa autores, parece que hay excepc10‘”

:fnes_gala ordenac1on anterlor (detalles en Roy et al., (1971)

fﬂoilbway & Dunn (1967) usaron tecnlcas Monte Carlo en’ 1a 1nvesi

tigébian de 1a potencia de Toz en el caso de dos poblac1ones.

".lsbtiés3étfai}; (1972) descrmben un algorltlvo para efectuar

‘rfana11813 de varianza v covarianza,
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. e - . .

thzcho algorztmo se 1mplamentc en un’ programa para computadOn

Sra Ed) este programa ‘se obtlenen 1as estadistlcas H de Wllks, :

inZ de Lawley Hotellxng y la de Heck. Sotrea et al,, u;xllzap;f

’7como crlter:o de prueba la estadistlca.

aman es:adistlca dc Heck,y

o la que R es'la estaf”ﬂ

7dlst1cafde'Roy.-De esta estadlsc1ca Heck“(1960) tabulc’percenpi

;:;;esu_(Las tablas de Heck se presentan en.el” apendlce A); ¢W5’

’JfDebe notarse que utlllzar 1a es adistlca de Heck y la de,Roy

"fes completamente equlvalen;e, par lo tanto en este traba o sa~“‘

'futzllzara lqbestadxstlcakk.

Sotres’et al}, por medxo de s1mulac10ne ‘Monte Carlo estudian

vj51n embargo se observo que To ,tuyo

anera dxferente“jﬁf

\7fa la utlllzada por Das Gupta etal., (1964) que R y W txenen F'_

'H;func1ones potencxa monotonas crecxentes, resultado que ya se

L= R _» conocxa; La 1mportanc18 de este trabaJo estr1ba en la formula
7cién;vque es sencilla, de 1as condlcxonea necesarlas para que;ll‘

. una prueba tenga func én potencxa monotona crec1ente.,'f




;fJMorrxson & Bh03 (1973) derlvan la’ funcxon de dlSttlbuClGn no¢-

 centra1 de w para probar h1pocesxs sobre el Vector de medlas!
,de una poblaclon normal multxvarlada cuando un subcon;unto fo

,de varlables no tlene observac1ones sohre algunas unldades ;,7*

'Imuestrales. Obtlene la prec151on‘de4law-rueba al compararl

'”"con la potencxa conocmda cuando la muestra esta com leta.rSu- f

xnvestlgacxon sobre 1a potenc1a de 13 prueba sustenta el uso 

“;de la prueba con datos perd1dos sobre‘la prueba usual Toz.if‘

vf*Eaton & Perlman (1974) trabaJan sobre las funcxones de poten:

lcla de R y To »obten1endo que las funclones son monotonas‘

creglentes. Reflnan 1os resultados anterlore

~5}47ﬁ65ﬁétéivdé?iasﬁPfheSas

”I;cutar la prueba con’ el mlsmo cr:terlo de prueba que si la su..ﬂ“‘

'}posxc16n no se v1olara, pero las funcxones de dletlbuClon

‘no nula son dlferentes de las que se obtendran 31 1a

~¥sup051c10n fuera verdaderd." )

7 ,En Ito & Schull (1964) se conslderan solo dlstrlbuclanes' };,
’

L ' ' 2 2
;jasxntotxcas. En este trabaJo se denota a To 'por ?02';51 la.

sup091c10n de heteroscedastlcxdad es falsa.

e L S Sy v
_Encuentran una aproxlmaclon a la dlstrlbuc1on de To y-esta. -

2"

ffaproxlmacxon es CX (%) ‘donde’ C es una’ constante v XZ C{)fés_‘

'qna XZ con~:8rados de llbertad

| _-1217-




‘[Lbé,valores de -C y {-se determlnan a- partlr de los dos prlmeiﬁf”‘“

- . 2
ro8 momentos de la d1str1buc10n aszntotlca de:To"

En’ Ito & Schull se dan expresxones para C 4 F en 1os casos 41“'7

: "nulo y no. nulo. Ademas los autores encuentran que en el c so,

‘;de 2 muestras ‘de" 1gual tamano, la ptuebakbasada en”To

;tcomporta muy saclsfac:orlamenté respecto a 1a v1013c16n de:

?la sup051c10n de 1gua1dad de matrlcas de varlanza—covarlanig,'ii
 ya que no. ﬁuestra efectos n1 en el n1ve1 de 31gn1f1canc1a n1'
:igen la po:enc1a para valores grandes de N (tamano de muestra)

"Ito & Schull menc1onan después de -un estudlo numer1co en. la;’

os tama— S

7computadora‘que en el caso de K muestras y 51 nodOSi

la prueba hasada en T02 no se vef”

'Ijnos de muLstra son 1guale'

;afectada ni- en’ el nzve de 51gn flcancxa n1 ‘en 1a potenc1a o

”fs1empre y cuando no sea muy grande 1a de51gualdad entre 1asﬂ'

'matrlces de varlanza covatlanza, pero en'eli:aso en que losf

-camanos de muestra qean desxguales se ven afectados fuerce—:,

'fmente el n1v;l de 51gn1f1canc1a y la potencla'de la prueba.

Z';Iqo (1969) estudxa los efectos que sobre,algunos crlterzoa def'f"~*

iprueba en HANOVA producen’lés sxgulentes s;tuacxones. 1) las “'

ﬂ~observac10nes son 1ndependlentes pero no se*distribuyen norﬁy

':-maimente.;rrata solo el caso de muestras grandes ,.estoa es,:?'
':Ttraca el problema aszntotlcamen:e.»Al caracterlzar una dls—
:rlbucLon multlvarlada no normal Ito espec1flca solo 1os prl_

:;meros cu“tro momentos y mencxona que se puede encontrar 1nd1~,f

PRONASTS

cxos aslntotlcos del efecto de .no. normalldad de algunos crlte:'
f*rlos de. prueba on términos de ios cumulantes tercero y cuarto”

;de las dxstrlbuglones orlglnales.

‘r1224.




'tLas pruebas Uo 'y W se- 1nvest1gan en el caso de no normalldad 'gf-
¥ se encuentra que son 831ntoc1camente equxvalentes ¥ que

 ,“1os efectos de no normalldad sobre los cumulantes tercerogy,f'?

g cuarto en las dos pruebas son del mlqmo orden. En las doszJ,”
b pruebas no se afecta el n1vel de 81gn1f1canc1a. La pruebayu6 "
' fse afecta en- el caso de heteroscedast1c1dad. Ico concluye”qdek

‘cuando los camanos de muestra son grandes,‘el efecto de v1ola“f};

?lc1on a 1a sup051c1on denormalld d'es pequeno al probar hlp é

ﬂsls sobre-sectoreswde medlas,'pero es pelxgroso al probar h1—

e potesls sobrp matrlces]de dlsperc'on, como demostro Scheffé

 1(1959) en el caso univarlado.]::"

Mardla (1971) menc1ona que Arnold (1964) v, Hopklns &(layrgy}%ﬁ"

'f (l963) estudlaron el efecto dr “ho norma11dad sobre 1

'ﬂi;Hote 11ng. En Mardla (1971) sxgulendo 1a 1dea de Box & Watsoﬂ

‘,(1962) se estudla el efecto de.no no: malldad Sobre pruebas,del‘"

“hlpotesls en multlvarlado..En

ste trabago se’ encuenkr

V{Qel tratamlento analztlco de Box & Watson (1962) se apllca so

5) Mardza obtlenefu

"10 a la estadlstlca V de P11131 (seccxon é;

éba aleacarlzada basada en la estadlstlca V de P111a1. .fi3

”'(esta estadlstlca es proporc1onal ar la estadistlca generallza

‘tdavbasada en d15tanc1as de Mahalanobts *) Sobre la prueba an
"!terlor Mardla dxce que debe usarse'51empre due se scspecha no: L
‘Efnormalldad extrema. Se- demuestra que V es. robusto en el casor
 fde ‘no normalldad La aprox1mac1on de Mardza es dlferente a la

:de Ito (1969) va. que sus resultados se apllcan a ﬁuestras no—

.fderadamente grandes.

R R




‘zxorxn (1972) 11evo a cabo un estudlo sobre la robustes de R

*Tog, Wy R.,

Fsce es:udxo se llevo a cabo utxlxzando‘tecnlcas Monte Carlou

kaorln concluye de esce estudxo que no hay gran;dlferenc a’ en—'

31tre escas pruebas, auuque R exhszo alejamlentos del n1ve1 de

iszgnxfzcancla preflgado.‘””'

ﬁolson (1974) utlllza cecnxcas,ﬂonte Carlo para estudxar 1a3

Hpruebas R ?, W V U y S en. el modelo Iude HANOVA cuando

algunas suposmcxonea fallan. Olson menclonalque'nlnguna prue—f

‘5f3ba en MANGVA es unzformamente mas pod‘rosa pueden usarse

comparacxones en las potencxas~de las pruebas para 3e1ecc1o—A;'

‘:nar una prueba enruna 51tuac1on part1 lar. Afpartlr de estu- o

:pruebas ‘an HANOVA se encontr

no céntralldad

Esce"resultado‘

‘estadlatlca que;"

no.es’ sorprendente debldo'a que “RY es»la'unlca

caracter{stlca

:Ademas las pruebas

: pueden ord_narse en term no

de sus potenc1as de “la- s1gu1entef

’2 T02>‘ Wl;fv )ﬂU'fc ando,solo hay una ralz de ‘no_.:,
d (> )

LmaneravR

centrallda dlferente de cero, pero la 81tuac1on cambia a

7U V } >’Toz'> R en‘la 81tuaclon no col1neal con la excep—H

'~chon de que v tlende a tener mayor potenc1 'que U cuando los

";grados de llbertad de E aumentan. En general alegamlentos de.g~”
( * ) Ver Olson (1974)



;la normal1dad debxdos a Kurt031s txene efectos relatlvamente'"

suaves sobre el nlvel de sxgnlfzcanc1a de las pruebas en MA~‘<

'_NOVA aunque los efectos son mas fuertes para R U y S baJo

fclertas cond1c1ones‘ Las potenc1as de todas ldS pruebas se

",afectan baJo Kurt051s aunque el efecto es mayor en U y S en. 

»una estructura concentrada (rango uno) de no centralldad y

»para R en ‘una estruc:ura dlfusa.

*@”Heterogeneldad de macrlces de covarlanza es ‘en general 1a v1a R

- .

laé ma se r1 Los nlveles de 81gn1f1cancla se elevan exce

'k781vamente para R, T y w, mleﬁtras que V se atecta en menor :"

T(la dlmenSan) ‘es menor o 1gua1 que cuatro,»pe;o_sewv n_afé

A part1r del estud&b Mcnte Carlo, Olson aflrma que las esta-‘

M de‘homosce—_ 7

~dlst1cas de dlagnostlc% como son el cr1ter1 ;

. _das:1c1dad de Boxk(19491 Y. el crlter1o;de Mardla para as1me~

tria y Ku?tosxs (Nardza (1970)) ofrecen poca ayuda para de-—?;;.ﬁl

termlnar cuando las fallas en las sup051c10ne son pellgrosas.

VJLa prueba R que produce un numero excesxvo de rechazos baJ

’*Kuvtosls y heterogeneldad de matrlces de covarlanzas deben
fdesecharse ya que se- tlenden a comportar como R ‘en este caso.‘

P

*'La prueba V se comporta b1en ante v101ac1ones a’ la sup051c1on o

;de heteroscedast1c1dad aunque el n1ve1 slgnlfzcanc1a sube un:

C‘poco. Como protecc10n general contra v101ac1ones de las supo-

= 125-"




-51c10nes de normalldad y heteroscedastlcldad Olson recomlen
 ~da la prueba V como 1a mas robusta de las pruebas MANOVA y

.5con una potenc1a adecuada contra Ias alternatlvas.

':ii,ﬁfébéﬁb“de Olsbﬁ esrfhn¢ém¢ﬁ£ﬁi;an:glfféﬁa§ “

"fdtiéfés:udiothbrefiqbqstés:dg.Toz”es &1 efectuado por Mardia

sthlreagar (1972) menczona qne hasta 1a fecha en que escrlbloﬁ”

.en realldad hasta la fecha en que,se escrlbe este_ﬁ

‘trabajo) no:nay una ceorla adecuada ﬁue permlta escoger una f

fvésthdistica'

'tuar una prueba. Kthrsagar recomlend,

 Bartlett,-ya que ottos crlterlos nec931tan utlllzar tablas es:r

func on pocencza de w .es. monotona creclente.

Por las propledak

'estadistlca W de Wllks.:
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' Apéndice A: ' Tablas de Heck. (btenidas de Heck (1960). Ver seccidn”
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‘. AEénd1ce B: jTablas;pararR.‘(Sefreprpducenllés‘téblas'que pfesehia:Bdgk L:~}
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' ‘Apéndice D:  Biblicgraffa de ejemplos por seceiomes. T
- ,?.,CA&,;;’-;@I&I'VI'

Cay Seccién ANOVA model b

fcraybill (1961) v

th-:l ej" mplo es en Biologia‘

"',‘T'vMardia (1971).‘ Utiliza 1:1 estadistica vi{de’ Pillai)

‘ ,hejemplo es en Biologia. o



: vii) Morr:.son (1967) Utiliza la estadisnca R (de Roy) Los

':,ejemplos son en Biologia, medicina, bioquimica y soc:.olo-_; o

“fij,i'gia- .

“.f'Muaholkar, Davidson & Subbalah (1974). ucinzan.las es,

k:‘”['disticas w (de w:.lkS), R (de;Roy) y T°2 (leey-Hotelling

“E1 ejemplo es en psicologia‘

Pilla:. & _Samson (1959) Utilizan la estndtstica U

C To?‘, "donde‘-c es una constante y'Toz es la est:ad;[st:i“”%

, cu[ de Lawley-Hotelling) El ejemplo es cor

. fianLropométricas;,,} A

: Press (1972). :

las es::adistu:as W (de . Wilks:

: "”,_:Roy & Gnanadesikan (1957)

k"‘;Roy) . El. ejemplo es»con mediciones ant:ropomét:ricas.

Ut:ilizan las es-k

1 Roy, Gnanades:.kan & S Lvastava (1971)

,'tadisticas W (de WLIks), To ! (de_ Lawley-ﬂotelling), y R

‘Vb(deery_)_,; El ejemplo es. en Quimica. S

Y “Shapiro & wiik:,;<19§5)_e'4" 'n,ti;liza a éél-:a}i"i"'sitifcéf W (de

'.déliﬁédié'idhgs‘5 a'qfrdpéﬁétr‘i@::ﬁé‘; e LA

: xiv) Smu:h Gnanades:.kan & Hughes (1962), utilizan las estadf.s o

o ticas W (de Wilke), To (de uwley-nocening) y R (de Roy).ff

El ejemplo ee con med:lciones antropométricas.. ’ e

: ‘f,—169- ;




0 2.- capftule IIL. -

. Seccién _isobr'e normali dad . ,

”Andreus, Gnamdesikan & Warne

nadesikan (1953)

(1975).

‘Capftulo Iv

de Lawley-Hotelling.

“a) Estadfstica To2

Psicologfa

Pillal & Samson-(1959). ' EL ejemplo es. con mediciones an

d tro pomé ttig;

) aii’kv'-?@'sii’)'é";if‘

EL efouplo s con wedictones antropondericas.

b). la estadfstica W de Wilks. -

) anderson (1958). E1 ejemplo s en Blologfas

| i) cote a ortzsle Q966). Efemplo en Biclogte.

iii) De'pipsvter‘ (1963). .Ej:e;inplo 'vc':b:{;mé’c_lﬁ;“i_éhes';ia‘ntri‘apo':‘iié?:i:-l_.(da}s_.:‘

. ',i‘tv‘)q;nudhonm:, Davidson & Subbaiah (1974) sjémﬁi‘;i',‘ en Psicolos:
S 'jgia.f,-‘ P ’ S R B
- an-




' v) Press (1972). Ejemplo en LingUfstica.

“vi) Roy; Gnanadesikan & Srivastava (1971). Ejemplo en Quimica.

" Shapiro & Wilks (1965). Los 'ejemplo son uno en Quimica y -

. " otro con mediciones antropomérricas,

1) Foster (1957).

) camiet ases
) Morrison (1967).

‘ca'y saciologfa.

mediciones antro~ -

1)~ Roy'& Gnanadesikan (1957)..

e pométricas.

 urdie QO71). Diemsloen sioligfa.

S 4.- "Cépit;ul_bl Vo

' ‘Mardia (1971). Robustes de V (Pillai). Efemplo en Biolc

oAan~
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