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SUMARIO Y OBSERVACIONES. GENEBALES 

1 • . sm,~\RIO. 

En estadística tinivariada y en relación a los modelos linea 

les, existe la técnica de Análisis de Var.ianza relacionada con " 

las pruebas de hipótés.1.s •. La gcÍleralización de esta técnica en 

el caso multivariado es 1-IANOÍ/A (multivariate analysis of varia!!,: 

ce). sobre la. cua:i trata este trabajo. 

·los capítulos de este trabajo consisten br.evemente en lo si_ 

guiente: 

Capí t.ulo I. 

Capítulo·II. 

· .Capítúlo •In. 

Capítulo rv. 

.Capítulo v. 

Intr;ducd.ón. · 

Prescnfadón de los pri'nci.;a1és resultádos en 
cada uno de los ·mcdelos del análisis de varia!}_· 
za.·.casos·.·. u·~idimen~ ionS:i v multidfmensi~nai: . ' .. . .. ,, . . ,·. . ' : ... ' 

Pruebas par~ verificar las ¿lifore~tes suposici~ 
ncs de uno de los modelos prcsentádós·enelca

pítulo II. (.\IANOVA modelo II). 

Se presentan ~ife~entes ~r:Í.terios para efectuár 

pruebas de.hipótesis en uno de los modelos pre., 

sentados. eri el 'capítulo H (MANOVA modelo l!). 

Se presentan las propiedades estadísticas de 

los diferentes criterios descritos en el capít.~ 
lo. anterior. 

Se anexan ip6ndicc~ que contiench las Tablas de Heck, las Ta

blas de R elaborados por Pillai, una comparar.:ión entre diferentes 

~· apro.ximacione~ a. 1os percentiles .de. T0
1., ·bibliogr.afías· .de· ejeinplos y 

· de programas de. computadora para MANO VA modelo I. 
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2, OBSERVACIONES GENERALES. 

,Corno res~ltado dél presente tr~ba)o cabi~acer notar que re! 
' , - - . .- , ·' -·-:. 

p~cto a los diferentes' m~delos y criterios de pru~ba: .en MA~OVP. no 

está todo escrito y que es importante seguir investigando' en: est~ 

campo. 

, ,Algunos temas pa.ra futuras investigaciones podrían ser el m~ 

delo II de /.IAIJOVA, estudiar los, cri tedos de prueba de Gnanadesi~ 
' ' ·. . 

kan, de O.lson y de f'illa:C en cuanto a. sus propiedades ,de potenda 

y ro.bustez. Ademas continuar el trabajo deOlson en cuanto .a CO!!l. 

paración de todos los criterios de prueba r~sp{)cto a robuste'z •. ·, 
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.CAPITULO I. l~'TRODUCCION. 

En ios últim~s ai'l.os ha surgido un gran interés. por e.l estudio de 19. 

·.estadística .multivariada y en especial de NANOVA (multivariate analysis 

of.variance) debido principalmente.a·la gran cantidad de·aplicaciones de 

ésta en div.ersas áreas de estudio. Sin embargo, debido a la actitud de la 
. ·. 

• .I?ayorí.a de los investigadores en todas las áreas con respecto a sus publi.,. 

. caciones se presenta el problema de que los resultados es.tán muy disper.-

• sos, ya que el número de trabajos publicados por. cada investigador· influye 

cifrectamente en su sueld.o y prestigio, lo que lleva al investigador a 
. ,.. . . 

parÍ:ir ~n resultado (sin importar much~s veces la importancia deést~) en 
. . ' . . 

resultados más pequei'los los :cll~iles publica en diferentes revi~tas logrando 
': .... · ·'· . . .· . ·. . . . '. .· .. ~ . ,' . ' . . ' .·. ... . . "'~·~.. '. ·. 

de estaJorma aumentar su contabilidad. personal (ver searle (1973) ), ,la 

actitud mencionada anteriormen.te dHic~lta grandemente e'l aprendizaje de 

cualquier ~isciplina. 
. . . 

Por la razón mencionada anteriormente se consideró importante presentar un 

panofa~ta general sobré MANOVA, en el cua.l ~e present?n Ías aportadones de 

los diferentes autores en cada tema, indicandó en la mayoría de lps casos, 

la impo'rtancia y utilidad de éstas respecto a los resultados c:dst.entes. a 

la fecha de su pUblicación. Además dentro de este panorama se describen Y 

comparan los diferentes métodos y resulf:ado.s existentes en Mi\NOVA. En uno 

delo.s apéndices se publiéa una guía de ejemplos clasificados por área de 

·aplicación y métodos empleados. Por lo anterior, el presente trabajo po.drá 

·ser usado como un auxiliar en el aprendizaje y aplicación de ?-<.ANOVA. 

* Searle, S.R. (1973), 11 On publishing extended abstracts, and· reviews". 
the americanj"catistician, Vol. 27, pp. 155 - 157. 
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Pata efectuar este t:rabajo fué necesario revisar, analizar· y clasificar 

apro;:in:adar.iente 200 artículos s.obre el tema, mismos que sé encuentran 

a di.Í;posici6n de los la. biblioteca 
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C'apitulo II.Diferentes modelos MANOVA. 
2.1. Il\"T.RODUCCION 

Se considerarl!n en detalle· dos modelos el I y II los cu.ales son generali-

zaciones de los modelos de efectos fijos y de efectos illeatorios presentE; 

dos por .Eisenhart (1947). 

Estos modelos se han tratado en detalle en Roy & Gnanadesikan (1959a), 
. . 

(l959b), (tgs6), Roy (1954), Roy &.Bese (1953)~ 

Notación •. A ~enos que se espeéifique lo contrario las matrices se denoi:~ 

rán por medio de leti:as ma.yi:ísculas, y los vectores por medio de minúscu

las. con utta barra bajo ello~ (ejemplo,!!), el Transpuesto de la matriz 
. . 

1 

(o vector) r se denotar.á por f , 

La dimensión de 1a matriz y vector se especificará a cóntinuaci6n de. ésta 
." . . 

entre paréntesis (ejemplo A( n X '!IÍ ) e,1:i- una ir.atriz con n renglones y m C,2 

lunmas, a( l X n ) es un vector. renglón.con n componentes), 
' . ·• .· ' ' . ·.. ' ···.. ' :·. ' 

Las .mati'ices idéntica y ~ula (matriz de cerosj ¡;e r~pr~sentarán respec;ti" 

val!lente por I y Oó 

Se presentará primero el modelo I de análisis de. varianza (ANOVA) y ª· con 
. .. 

t:i.nuación el I de andlÍ.sis de var1anza multival:-iado (NANOVA), después el . 

II .de ANOVÁ y el II de MANOVA esto se hace para exponer los resultados en 

Y.ANOVA como una generalización. de los .de At10VA. En cada caso al. final .de 
-, .. , 

. . . 

la presentación de los re.s;iltados de ANOVA motl~lo I, MANOVA .?:lodelo I, 

ANOVA modelo II, lii\NOVA modelo II, se d~rd. la bibliografía correspondie_n 

te para facilidad de consulta. 
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2.2. ~ODE!.O I DE ANOVA. 

Sea !' ( 1 >; n ) = (Xl, Xz, ••• , Xn) un yector renglón dende cada compone_!! 

te es una variable aleatoria observ.able y tal que ! se puede expresar como: 

! ( n x.l ) =A ( n x .n ) (3 ( m x i ) + é. n x l ); m < n 
. ..::. 

donde. i) A ( n .x n ) es la matriz de diseí'!ó; cuyos elementos son constan 

ii) 

. iii) 

,· . . . . . 
tes determinadas por las cotidiciones en que se hfzo cada obser;. 

vaci6n, esto se puede determiriar mediante el diSei'fo · d.e un expe- · 

rimen to o un esquema de muestra, o l rango de A es r ~ .m { n • 
. - , . , ... 

. . 

( ~ x l ) es vector de parjmctros desconocidos. 
' . ,,· -' . ·,._ :· ... : ·' : ·, . 

E ( n x· l ) es un vector .. cuyos elementos .son ''errores" y que 

~onsiderado como ún co~junt~ es una. mlies tra aleatoria de tamai'to 

n de la población normal N ( O, V:i ), <f"z.~s desconoCido< · 

Bajo el modelo anterior es fdcil. ver (Graybil.l (196Ú •. Searle (1971) ·) 
:.• ·---:· . '·"· .. 

que ! ( n x l ) e~ un conjunto de n variables normáles i~dependierite~, 

·con .varianza.cotr.dn 
-·1 
,, y medias dadas por: 

E ( ~ ) (n ~ 1) = A ( n X m ) ª e m X l ) 
' ,, . . .· . . . 

Hay que , notar ·que la . su¡iosic ión sobre non-.alidad ·no. es necesaria para la· 

solución dé los problemas de es dcación lineal y que l.os reil1Jltados . que 

se prese:ita:r;fa a continuaCión son válidos bajo lÍ!. siguiente suposición: 

{:_ ( n :e l ) ( y por lo tanto !'f.. ( n Y- l ) ) es un conjunto de variables 

aleacorias no correlacionadas y con varianza comón (f 2... 

- 4-. 



Como A ( n x m ) es i.le rango r ~ m <. n entonces se puede encontrar una 

base de A (esto es r colulllllas de A linealmente independientes) y forror a 

partir de ésta una matriz A
1 

( n x r.), entonces sin pérdida de generaH

dad se pueden reenumerar las .columnas de A ( n. x· m ) y los elementos de 

J! ( n x l.) para qu~ las colunmas de AI ( n x r ) sean las primeras r co

hunnas de A ( n X m ) de donde obtenemos una partici6n de. A ( n X m ) = 

[Al ( n X r ) , AD ( n x qn - r )}) y entonces 

E ( ~ ) ( n x l ) .. [Ar, AD J . r_ ~ .. I ]·· · 

ll!n 
doride A¡( n X r ), An ( n X (m - r) ); l!.r (r X l ), fu ( (m - r> X l), 

.2~2.l, Estimación lineal, 

Se. busca un esUÍnadór Üneal insesgado y de varianza· m!nima para u,na fu,!!. 

cic:Sn.lirte.il de J! ( m x l ) dada, Ú forma de .. esta función lineal será 
'· , . :. . .. ' . .. ' .. · . 

.f.1 ( l X m ) .Jf ( m X l ) y el e_stitriador lineal insesgaM de mf.ti.itria variag 

za será de la forma _k.1 ( .1 x n ) ·!;. ( n x l)~ 

Al partir A en A¡ y AD s~ dé termina una partición de -ª.• en lir y !o' la que 

a su vez d~terinina una paftici6n de g' en~ y~~ Entonces.:pode;nos ex-· 

.presar a cin ''Omb C' 'U + e•. R'• Los siguientes resultados son inv~ · . - -: '° -I ~I -n ~D -

riantes bajo diferént:es particiones de A. 

Una condición necesaria y suficiente sobre f 1 para que un estiwador li- · 

· neal insesgado !'X para .Q' · J! ex:Í.sta (en cuyo caso se d.irá que f'ª- es e.! 

t:i.mahle y la condición sobre .Q' será una coridici6n de estimabilidad) es 

(ver Roy (1954) ) : 

-1 
.9.'D .. f'¡ (A'r A¡ ) A'¡ AD 

··,·· 



Otra fo~ de expresar lo anterior es: 

A 

1 rango 
f.' 

L 

Rango. ( A ) 

.El.estioador lfaea.1 insesgado de varianza m!ni.ma .de Q' ]! que es estiIIÍable 

estlt dado por 

La va.danza de este estimador lineal esta dada por 

l 2 C' (A' A )"'. _c
1 

.. ,.,.. 
,:- I I I V 

>un. esti~dor insesgado de· ¿;. .estlt dado ~r 

f ~' l I. ( .n ) ·. - A¡ (A'.r Ar )~l A'r l~J. (n - r)-1 

1l6tése que. el.estimador lineal de m!.ni.mos cuadrados de una funcidn.lu;eaJ. 

estimable f.' 'ª' es ei mismo que el dado anteri6rménte,' 

' ' 

2.2.2·, FRUEB:\S DE HIPOTESIS LINEALES, 

se· probará 1a hipótesis· · 

Ho: C ( s :< m .) 11 ( m x l) ., O ( s x 1 ), 

.o 

Ho; o (sxl) 

donde ( ·e¡ c2 ) es la partici6n de e ( s x m ) correspondiente a la par-

tici6n de 2. =¡li¡] 
~D 

-6-



contra la alternativa . 

e, > l: :l • ( S .X l ) "#- 0 . ( S X 1 ) 

C .t s x m ) es una matriz de rango s dada la hipótesis (se determina de 

acuerdo a lo que se desea probar) y' por esto recibe el nombre de la '\na-. 

td.z de la hipótesis". Los, resultados que 'se obtienen a contmtiación. son . 
. . 

invariantes respecto a la ~artici6n de A (y por lo tanto inyarÍ.ant:es a , 

lh y Ci. ). 

·Un conjunto de 'condiciories.suficierites para la existencia 'de una. pr\lebél 

sobre regiones_ similares es 

notar. que c2 debe estar relacionada con C¡ de la misma fol:ina que f'D cori 
. . . . . 

C' - I. En este caso la hip6t~sis es susceptible de ser probaAa (Testable 
. . 

hypothesis) y a la condici6nanteriÓr sobre Cz ~e le cono~e c~o la c~nd! 
. . 

d6n de prueba (Testability conditión). Notar qu~ CI resulta también de 

rango· s. 

La estadística F para probar Ho tiene bajo Ro una distribución central F 

con s ,y (. n - r )>gra,dÓs de libertad y estit dada por:, 

I ·· · • . -1 •l -1 . '-l 
F _ (n-r) X A¡(A 1¡ Ar) . C1¡ (C¡ (A'¡ Ar) · · C'11 . CT (A'¡ Ar) A¡ X·. 

s !' (L(n) - A¡ (A'¡ A¡ fl A 1 ¡ ! 

se usa 
()"2 cx..2<s)/s 

F = ... 
0"2 x}<n'-r)/(n-r) 

para indicar que el numerador multiplicado por 

-7-
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s/o-2 se distribuye como x2 con s grados de libertad, esta x.2 ;es ó.entral~ . 

o no central de acuerdo a que la Ho sea ciert.a o no. El denominador mul- _ 

2 . '. _ _2 
tiplicado por ( n - r )/ cr se distribuye como una ..x:-- central con ( n -.· r) 

grados de libertad sin importar. s.i Ho es cierta. o no. 

La forr.a. cuadráti.Ca en el numerador es conocida con el nombre de .. swlla. de 

cuadrados debida a l.a hipótesis Ho y la forma cuadrá)::ica .en el denomina~ · 

dor. es conocidO. ~omó lá suma de cuadrados debido al errÓr. 

·. . _·· .. · . ·. .· . . 2 
Bajo HA la estadistica F (presentada anteriormente)· se .distribuye% no 

. . . : ' . . . 

central con s y ( n ;,. r ) grados de libertad, 'I el parámetro de no-centr~ 
. ' .') . ? 

lidad es d'.'° /e-- d onda 

') [·. . -1· . l .:1 .. r = !l. 1 C¡ (A 1 I . Ar ) . e 1 I J . . ·~ . 

. ' 

2~ 2• 3~ HIPOTESIS 

Suponga que se tienen d.os hipó tes is Ht:i1 y Ho2 dadas por 

Ho¡ : 

y 

Ro 

( C11 C12) r fu:-.· •] "' l l!o 

CG,1 '" } [ ! ~y 

o < s 1 x l ) . 

o (sf X l ) 

.. ·. cont~á lás respectivas alternativas %1 y HA2 tal como se ha ÍiidÚ~d~ en 

la secc16n anterior. 

Suponga que rango ( Cu C¡ 2) = s¡ y rango ( Cz¡ . C22) • s2 de tal 

. forma que s¡ + c2 ::: r =::· m <. n• Entonces para Ho¡ y Hb2 tenemos re_! 

pee tivai:ience · l:ls siguientes estad:tsticas f: 

-8-



0"2 ~21 /s1 
2 . ? .. 

cr . !X-1 /s1 
F .. 

1r
2 X2 

o /(n-r) 
y F ,,; 

o-·
2 GJ.,2 º· / (n-r) 

donde el:denominador de F1 y F2 es el mismo que el de F en la sección an

terior y los n"~nieradore1 se obtienen al sustit~Í:r en el. numerador de F 
.· ··.. '•.. .. z' .· 2. . .•. · · ..... · .... · '2 . 

Ct por c11 y C21 respectivamente~ 't 1 y ~. 2. son independientes de J::,. 0 , · 

2 .. ') . 
X 

1 
·· y .~C 2 . no son siempre independientes, la' condici6rÍ. pUra que· srian i,!l, . 

dependientes es. que · 

Cu ( A'¡ A¡ )-l .Gi· 1"' o (s1 X si) 
... '·. . '.,. '· . " 

. , .· . , 

El que ~2¡ y "f-..22 sean independientes no .implica ,q1;1e Fi f r 2. seari +ndepe.!l .. ·. 

dientes nin embargo simplifica basi:antia/ü prqblé:nil da prÓbar ~illllllti:!rteá-

. mente Hó1 y Hoz. E~ esta situación s~; die~ que' F1 y F2 ~on q~~sf;;.in~epen 
· dienfes . y.· que Ho

1 
y Hq2 se prue~an de una: manera q~asi~iride·p~ndiente·. 

Para generaliza¡- esta noci~Ü afChipótesis consi.deie lá.s s:lguien~es K hÍ.p~ 
·tesis: 

Hoi 

.donde ccil ci2) es una matriz 

ll.. donde el rango de ccil c12 ) 

de 

.es 

( s x. l ) 
:L. 

( s1 x m ) particionada 

sí_ (i .. j, 2, ... , k) y 

.. 

de acuerdo a 

ádemás 

·K, 
L s1 '!:; ~ := m <. i:i. Un conjunto a.e condiciones necesarias. y suficientes · · 
i=l 

' ... 

para probar las k ~hipótesis en fOrma qúaÚ:..inÚpendiente es que 

•l I 
(A'¡A¡) C,_1 · 

-9-



2.2.4. I!ITER\'ALOS DE CO~<FIANZA. 

Se obse.rva de la hipótesis alternativa en la s.ecéión 2. 2, 2. que ll ( s x l ) . 

( ;1: o ) es una desviac:l.ón dé la hip6tesis Ho. Con un. coeficiente de con:.. 

fianza conjunta H - "'- (para o<dctem.illada de. antell'.oano) se tierien las s.!, 

guientes ~otas de confian.Za (v~r Roy f, Gnanad~sik.ln (1956)~ (l959a) ): 
- -· ' . . . ·.·. '• . ··' · .. 

donde.A =[s F"'{ s, n - r 

en ~st~s exprcsio;ies a-2 <;t.,2 

) \J .,.{.,!:) . ' . . ,.,.2 <i/ .. ?: .·J1i2····· 
( n - r 

y cr2 xti son crintidacle's dé:finidas én la sec- ·' 
. : _. ' ··. . . ' ' ~ ' 

. Ción 2.2.2. y F ... ( s,. n - {) es.tal que si :f' se dis~~ibuye F {s,ti·r) 

entonces Pr (4'~ Fj:;( s, ·ll - r) ). •l.-<>(. ' . 

Ahora si se Úitnina .d elemento ( .. E!i¡Í.mo de n las cotas. son . 

[~2 i(i)2ll/2 ·~A.~ [ n<7) '[c1 (i) (A' I '\>~le¡ (i~'J ~l .. ll (i] l/2~ • 

·. . - ' ,.,' .· - . 

para i = l; 2, •• ., S donde .li), C¡ (i) :y cr2 %(¡)i dei:totan :respectiva~.!! 
te al vector !!. s iri la ccmponent~ i ". ésima, a la m<l..t.riZ C¡ Ún él i ~· és_i 

mo ::e~gló!l y a r;-2 i definida :e~ lh scccidn :2.2.2~ pero con Ci(i) ( (s-1) 

X r) en ve:z; de Cl ( S X r ) • 

t1e.nto) . 

De ~sto; intervalÓs hay s (uno por cada ele . ,, ... ,· '.' ·, .. ' ... -

. Si. sé el:i.mina!l d?S elementos de n se ~btiéne en fo:rma análoga: 
.·. . . . .. . 

[:r\(i,j)2 Jl/2 _A ~ [~(i,j)'{ C¡(i,j) (A'¡ A¡)-1 C¡ (i,j}'] -lll(i,j)Jlt 

~ [<r2~(1,j)2J l/2 + A . 

para i ~ j '."'l, 2, ••• , s; donde !!(i,j). e¡<i,j) Y<r2;t(i,j)Z denotan re!! 
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pectivamente el vector !! sin las. componentes i y j. la matriz el sin los 
: .· : . 

renglones i-ésimo y j"'.émimo y ut x<•,¡) 2. definido como en 2.2~2.· 

pero con c
1
(i,j) (( s - 2 ) x r ) de (1 ( s x .r ). Hay(~) de este tipo 

de. intervalos. 

Siguiendo de esta fom\n se pueden encontrar intervalos de confianza para 

cualesquiera élement~s de !!· 

2. J. l'loDELO I DE ÚÁNOVA* . . . . . 

·: ·' :" . 

. · .. Sea. X ( p x n) "' ( ~l ~z , .. !~ ) u~ conjunt6de .¡{ vectores columna aleat.2_ 

ria. de dimensión .. ( pxl ). Estos vect~res son observables y tales que 
', . - . ,. . 

i(n x p )= A ( n x m ) Q ( m xp ) + .l ( l1 x p ) , ; • • ( i .) dci~ae coino 

. en él modelo I de ANOVA (ver sección2. 2. )A es la inatriz disei1o c~n -rango 

r ( $ m \( n) ~ a ( m X p ) ~S un conjunto de paÚtrnetros désco~6cidos y 

l (11 x. p ) es tal que sus elementos s~n ''erroresº y sús hileros consd.t~ 

. yeri una ml!_estra aleatoria de .tamai'io n de úna: pciblaeión normal p- vari3da, 
.. · .. ' : _. . ' 

no ·singular N [o ( p x 1 ) , ( p x p ) ] • Ade~iirs,; se suponé c¡~e p ,$ 

( n - r ) (esto para asegurar qt,ie h~ya im ndmer,o suficiente de. observaciE_ 

nes para estimar todos les parámetros). 
•. .. , ' 

"'.'.; , ' ., . . . 

Como el rángo de A es r ~ ~ ~< n 1sea A
1 

( m x r ) una matriz fo1;raada por 
- . - . , 

vectores columna de A que forman Úna base de. A. Entonces, sin pé::dida de 
·. ··. ' '. ' 

~eneralida_d (como.en el caso ÁNOVAmodelo. I) se pilede Citpresar A=> Ur AnJ 
~onde \(nx <.m- r )) y encons~cll~nci¿, expresar Q ( mx p) =;[g:] 
donde ~! ,· Q son matrices de dimensión (. r :x p ) y ( ( m - r ) x p ) res-

. . o .· . ·. . . . 
. pe'ctivamente y son la partición de ~ asociada.ª la partición de A, 

* 'En esta sección 2.3 consultar Roy y Gnanadesikan (1959b), Ncirrison 
(1967), Press. (1972). 
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Bajo este t10delo ,;ii ( p x 1 ) ( i .. 1,2, ••• , n) son n .vcétores aleato;. 

rios 1ndel'cndicntes con p cooponentes tales que _;si se distribuye 

N (E (~i), Í), donde tes una. matriz de dispersión desconocida, de di" 

tr.ensi6n .( p x p y para i "" 1, 2, ••• , n E (lii) está dada por 

E(X) ( nx p )=A ( nxm )0(nixp) 

que por la partici6n mencionada anteriorme~te 

Hay que notar que cor.io en la sección _2,2 i.a suposic i6,r¡ de normalidad ~o 

es r.ei:.e~at'ia para pr~¡>Ó$itos de estimación lineal. 

2.3.1. . ':' : , 

·<La función lineal.a'(i se dice qt!e es.es.Útl'.able si' éxiste i:inafu~cidn: 
!?.' X de las observac.iones tal que E;(~' X' ) "' !.' Q ·, ! y !(son 

VCctorés de climensión ( t:l X l ) y ( n X 1 ) i;espectiv,amente 0 . 

' ' ' 

Las condic.io.nes y, propi~daÚs sobre ésÚr..-ÍbÚida·d y rep.ir mé~rfaaci6n del 

·· inode.lo pu<!de~. consultnrse en Graybill _ (l96i) éap~t1:1lo 11, y en Rey. (1957) 

?ress (1972) pag, 211 y 212 y Rao .. (1965) pag. 22z..;5 presentan.Jos siguie_n 

tes resultados: 

' ' ' 

El est:ir-adcr pc-r minir.los cuadrados de (fes: 
A. ·.. . . , :.. ·. 
@_ ( m x p ) ·.:- (A' A) A.1 X 

donde (;\ 1A)- es la inversá generalizada de (A'A~. (ver riota). Este est~ ·.· 
... · . .· ·-, .. : . .. :' . 

dor coincide con el que se obtiene al minimizar la traza de ( f' () ó 

!l.' El (detett.iilante de f.'f). · 

Un esti=.ildc.r insesgado de 7,basado eri ~ está dado 'por: . 

. -.. 
i(pxp) 

l 

11.,. m 
(X 1 ·A[)' 
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Los estimadores de máxima verosimilitud bajo la sUposición de normalidad -

· s.on: 

~ ( m x p ) = ( A' A A' X 

y 

(p X p) 
1 

,(X' - A~ )1 
( X' - A Q ) 

n . . . . . . ' 

n6t,ese que los estimadores de taritó la m1::dma verosiinilitud como .los . .. . 

m!ni~o's cuadrados coincide, mientras, que los estimadores.de Íciifieren' 

NOTA: Rao. (1965) presenta . los siguientes resultados sobre' inversa gener! 

lizada: 
' • , ., ', •• '. ¡ 

a) nada uná matriz s existe una matriz s· lla_niada i.nversa ge1m:a,iiZada 

con: la propi~dad qu~: 

b) Una solución general de una ecuación conSistente. S ~ = Q es S- Q + · 
·. . . '"' 

( I - g-: S ) Z · donde Z esarbittaria. ·.Cuando S es cuadrada y no sin 

gl,\la1· s· = s~1 ~ la. inversa v~rdader~. 
.. . ·, . ' . .,, .. 

. . . . . . . . ', . . 

Rao (1965rdemuestra que la ecuación normal ,(A'A) Q =A' X es consis-

tente y entonces si se encuentra la inversa ge~era lizad~ de ( A 1 A 

.una soiución 'particular estari.1 dada. por {A' A)- A' x; que e~ el 
' ' ' 

. resultado prese'ntado anteriorme_nte. 

En la pritctica e_l problema de encontrar ( A 1 A )~ se reduce a encon

trar l~ faveJ;sa. verdadera _de. cie~ta IM~riz (para más detalles ver 

Ráo (1965), Rrio & Mitra (1971), Searle. (1971))~ 
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2.3,2; PROPIEDADES DE LOS ESTI}L.\DORES, 

l. 
·... ' .~· ~· .·. 

Consistencia, ~y, f_ son consistentes, bajo las suposiciOnes del mE_· 

delo, ya que SOil los estiir.adores má:d.:na. verosimilitud y todas ·las C0,!1 

diciones de regularidad reqúel;'idas para los estimadores nláxima vero:.: 

similitud se satisfacen (ver enWald (19ó9) estas éondicio11es de refil! 
:, ' ... ., .. ' . ~· 

laridad), 
. . 

. . . 
2; Inses11:aclento, Q ·~ Q y ¡_ .son insesgados '<ver Pre¡;s (1972) para la. 

·.demos tráci61i)• 

3. Eficfoncia. El estimador. de G por m!nimos cuadritdos &. baj~: las sup_2 

.si~iones d~ l modelo~ es Ul1 esti~dor line~i, insesgado; de .varianza m.f 

riil:lil., R..:;o (19ó5) p~ 459 demostr6 que l~s estimadores m:t:n~6~. ~uadra:
d~~ 6ptir:.os en el caso 11llllt:!.vaiiado son, idénticos ~ los optenidos 

ecuación por ecuación en ei caso. uriivariado por medio. de m!nir.i<ls cua'." 
: "·.·. , -. ' ~:: . ·A. ' .... - . ··,. .·· . ..,. . ·: .. _. 

drndos, esto es, Q tiene :ri.1id.ma efi.dencia,. en el sentido de que entre 
. ' .·. .-

. ' ' - ·' 

todos los es::k.adores lineales · :i.nsesgaqos; la n:atriz de cdvarianzas de 

· Q restada a la matriz de covaririnzas de c.uÚqui.er otro est:imadoI"•'re-· 
. '.·' .. ' ·:'' ··".-,'· .· -

sulta una r.i.atriz positiva definida~ Adeil'~s. Rao (1967) y> (196~) demo~ 
tr6 lo siguiente: una coridic~6ri necesariá y sufici~nte pa'ra que .. el 

estin-.aifor por m!nim~s cu~drados de a sea un estirr.ad~r insesgado de .. 

vari.ariza m!.n~.a es que la inatriz de co..iaiianzas de E, pueda, expresarse 
1 . '• .• - '. ·. . • ~-;· .. ·- · .. ' 

como: f- ... AJl.. A~ +z í' Z · + "" I(ll) 

donde _(/_ (Di X m) y r S~n matrices arbitrarias, o<. es un escalal: 

arbitrario no negativo y .z:.· es unª ma.criz de rango w.!xirno de tal que 
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. . - - -

Se puede probar que la _matriz de covarianz,as dentro de _clase.s .es un 
' -

mi~mbro de esta familia, 

' - -

4. Ortogonalidad. El espacio de observaciones es ortogonal alespaciO 

- de, re~iduos, esto _es: 

A',f=A' (X;·AG )=O,· (A~ ) 1 (X 1 ~AQ)=p. 

_ (ver Press (l972) ). 

_,, -- - - --- - - -- - - -- ' _r-' 
5~ Matriz de covariam:a y distribución de B. 

VAR ( Q ) =: , Jf- IZJ ( A 1 :A )-l '=. fil , ( pm x pní ) 

·• (A® B es.eLprodu~t:odÚecto entrelas l}iafricesA.y'B) 
. ~ .... ·. '. ' .. ; . . . < :, :· . .... . . . ': .. · ... ,· -.. . . -, 

ta disti:ib~ci6n de Qes ~orrna1 con nieclia Ciy mat~iz de covariam:a -.-~-

6. (Í972): p. 214). 
', '~·-

··_ .< n.;. m rlf_ rv w cf. p, n - m) 
. ' : . -. ' .. ' : .· . :. 

donde W ( i ,_ p, n .-·m ) ·es una _distribución Wi~~art centr~l-cÓn ma:.. 

~riz·de. escala.J/--y ( n-.·-m) SJ:ados.de~'libertad. <t<P,~ p)·);··· 

:L3.3. ~RuEl3t\. DE HIPOTESIS LINEALES, 
... ··.· .... ' . 

La exte~sÚn multivariadade la hipótesis lineal general 
.. , . 
~· . 

Ho: e ( s X m ) Q (m X p ) M (. p X u) ·-'o ( s X ,u. ) 

O en ferina particionada 

Ho: _ (c1 s2 ) @1 M = O 

(?D 

-15-



·contt:a .la alterMt:iva HA: e ~H "'1\. ( s xu.) 'fo donde c .. CCi C2) 

se detel.-:nina por la partición de a "'[&~] la que se obtiene a la vez. de 

la partiCión de A = (A1 AD). Cl y c
2 

SOn matric.es de dimensión ( s X r 

y ( s x ( m - r ) respectivamente. c1 es de rango s. 

C y M son tr.'.ltriccs determinadas por J.a hipótesis q~e se desea probar y P.é. 

.ra esto se les lla:r.a oatrices .de la hipótesis, estas matrices sori tales 

·que el rango ( C ) = s~ r.::: m ..,_. n y rango ( M) =u;~p •.. 'll, ( s; 1..1..) es 
.. ., . . . 

. . . 

una ir.atrii arbiti;axia; no especificada, diferente dé l<i matriz nula. N6;. • 

tese que .s puede sei: ~.u. 

. . .: : ··, ; •. '· .. ". 

Es il:lportante notar qüe la hipót(!sis Ho de la forma establecidaantedoi; 
: ' . . . . . :·. ' . . : . ,. :- .·· , ·. ·.· . , -/. '"" ·. . ;:'· . .. . . '. .· ...... 

mente no es la hipótesis mas. general, áunque incluye una gran variedad de 

hipótesis lineales de las· que . ~e p~esenta1~ en aplicacfones, 
' .· . . ': . ' .. '._·, 

te. notar que con facilidad puede modificarse a C G M ;= d'(t especificad~~ 

!.a i.atriz e se. refiere ahip6cesis sobre los eleme~tos de. columnas dadas 
' ' . . . . . 

'en ia rr.atriz de pará~tros t:d.entras qü~ H permÚe. la gerierad&.1 de hipó:'. 

tes:i.s en.tre los diferentes par•foictroll de respuest:, esco es, .• :nt:re dif~~. 
rentes elementos de un renglón de G •. Esto es M representa las combina- ' 

ciones linedea de las .var.iab les dépendientes que se l'rueban. s~lt:-tne~-

• . ' ¡ • • • • ' 

' ' ·, .· . . 

Los siguientes resultados son invaririntes b(ljo elección de una bas~ A¡.· 

de A (y bajo la consecuente parcición de ª/c>o .· • 

. La condic i6n de p:-ueba es la misma q~e en la sec~:l.dn 2.2, 2: 
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La prueba está dada por m3dio de la siguiente regla de decisión, en la 

que 'C max ( A ) es la ra:íz caracter!.stica de mayor tamaño de A: 

rechace Ho contra HA si e inax ( s1 s·l ) ~ C" ( .u., s, n - r ) y acepte 

(no rechace) Ro contra HA en otr.o caso. e m.ax ( s1 s·l ) es positiva: 

.excepto en un conjunto de medida cer:o y C"" (..u, s, n - r ) se denotará 

Co<., por brevedad •. C o<.. es úna constante que depende 'del .nivel de, signiff 

cancia o< , de: los grados de libertad .u., s y ( n - r )• .El. criterio d.el · 

valor característico máxiinó. se debe a Roy ( 1957 ) y se puede aplicar en 
' . ' . 

general, aunque las .tablas disponibles pata este criterio sólo tienen 

áLgunos valores restringidos .de los parámetros. Tabias para este crite-
' . ·:' . ; .' ·. .. 

rio fueron preparados por Foster & Rees ( 1957 h Foster (1957; 1958), 
. .~ . . •" ·.··· . 

He.Ck (1960) y Pillai (1960). Las táblas de Heék se reproducen en el 
,_', ,'. . . " .. :. . ' ... - ·_ . 

,apéndice A, Sobre ~sta prueba ~e abundará mas adclante,por ahora .s6lo 
. . ' ' .. . . -~ 

se mencionará que es insesgada, 

s1 es una matriz sirnÚrica y cuando menos positiVa:. semi-dÚinida, de ran, 

gci' cá:si en' todas partes ( excepto sobre un con,junto con medida d.e prob~ ' 
' ' 

bilidad ~eto) ·igual a min (..u.,, s ) y se define com~: 

s S1(.u x:.u)=M' X A¡ (A':J:A¡)"'.
1 

C'1 [c1 (A'¡ A¡)·¿~¿l (A'¡ A¡)-lA 1

1X'K;:.u 

y S es una matriz (.-u. x :u. ) simétrica .y casi en todás. partes definida P.2 

sitiva, de rango-u. ( 11ecesaria~énte ) y se define como: 
' ,· ... '· ' ·,. .··'' -1 •'' ' 

(m ~ r .) S(;u X.U.) = N' X (I(n)- AI (A'r A1) A~¡) X1 H ;E 

Hay qúe notar que 

' 1 ' -1· e ínax ( s
1 

s- ) = e . max ( H. E ) 

La matriz H se conoce como la matriz de suma de cuadrados y productos debid.o 

a la hipótesis y la matriz E es la matriz de? suma de cuadrádos Y. productos 

debido al error. 
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. Coco se recordará: C ( ex. ) es el punto que da una probabilidad o< de 

' ' 1 
que C l:iax ( n r:· ) sea ~ e (o<. ) cuando Ho. es cierta, Heék (1960) 

trabajó con la distribución de la ra!z caracter!stica máid.ma de 

j H -· A ( .H +E ) / =O en. vez de con,C.max ( lLE-l) y por esta ra..;. 

zón la tabla debe consultarse con la estad!sti~a de .prueba 

'ºª' "'--.---
l.+ C~t; . 

e . 
s' 

donde e~ es la rr~.ima i:a!z de LH ,. A E l "' o._Y 's'. = min ~6.1,t). Si.la 

·. hip(Stesis nula es cierta, los dnicos .. patdmetros d~'ia d:isl::ib~ci6ri de e~.: 
' .; ,.. '~·. 

sori:, ·:: . . . ' 

s 1 .. min .( s, Al) 

t:¡' .. t s - J.¡ 1 ... l 
2 

·' .- ·. ' ',: ... 

MorÚso~ (196~) hace.notar··que .. frecuentcmentese tiene a partit.del.dise-
, . ' . . - . . ' . :. : . . . . .. ~ 

ao ~xperimental que s 1 ~ l, y entonces la 'dnica r~i'.z posÚ:i:va ~ de H(H~)-l 
tiene la distribución bl!ta con funciónde de~sidad 

l. 

B. ( ·m¡_ + 1, N + l ) 
. . ' 

· En este. caso los valores crÚi.cos de G deben determinarse .a pártir. ¿{ta-· 

· blas de la fund6nbet<; incompleta ( Pearson ( 1934 )) o nlternat:i~amente 
' . 

·~ travéii d~ fa tr,ansfom.:ici6n 

. N .f.l G 
F.= 

donde F es una váriable iileatoria F de Snl!decor con· 2. m¡ + 2 y 2N + 2 

grados' de libertad. La. es tad!s tic a también. se puede· calcular directame~-
. N+l 

te .de la ra!z, d ifercnte de cero, C = Troza. ( H E-l ) como F= · e. 
· m + 1 

1 ... 

-18-
¡·. 



2.3.4. HIPOTESIS PROBADAS EN FORNA. QUASI·Il\'DEPENDIENTE. 

Se introducirá la noción de hipótesis probadas en ferir.a quasi-independien · 

te como una generalización de lo presentado en la sección 2. 2. 3, 

Pa.ra que dos. o ro.'ts hipótesis de la forma Ho: e (l. M = O se prueben si,. 

.l!lUlt;;'.neamente en forma qu~si-ind~pend'iente es nccesariosatisf~cer cier-. 

. tas condiciones, Roy & Gria~adeSÍ.k.al) (l~59b) establecen. para esto un con- . 

junto de condiciones tiecesal:ias y sÚficie.ntes en el caso en qüé la matriz 
. . . .. . . . . , . . :- '•, ' 

Mes: la misnla. en todas las hipótesis¡ .esto es; sólo varía la niai:riz e, de 

tal forma que tenemos: . ~: 

-.,1 

·Hoi: Ci (si xm )' (f m ~ .• P) M· p X u ) 1" O (si X .u. ) 

para·i =, l, 2, .. ~ ••. k 

• . r 

contra. l~~ respectivas ali:ernat:i.vas~ El rango A~ · Ci, es sOt y 

m .(, n, ent~rices considerando · 1as. pa~tidon~s d~ ci y ~ asociadas a la PªE. 

ticidn de A, se tiene que Ci = (ci1 ·. cip ~~nde Ci1. (si X r ) y Ci2 (si .X 

(m.:. r )), entonce~ la condici'6n nece~arfa y suficiente .para probar sirirul 
. . . 

táneamente las k hipótesis. de una Winera quasi-indepehd:i.ente es 

),.1 C' ... :. 
ji . 

. ' : . ·. ; 

X = l, i, : .... ; k) 

~~bci notarse que e~tas condicio~es son :Í.guales a :la coridiciiln establecida .· . . 

~n 2~2.3. por Roy & Gnanade~ika~ Ú959a}. 

; . . , .. 

. El p;oblema de hipótesis que .se pru~ban simultáneamente. en análisis multi.: 
. . 

variado ha sido tratado entre otros por Roy & Bose (1953), Roy; (195 7). 

Ramachandran. (1956), Gabriel (1968a, 196Sb, l969a, l969b); Gabriel &<sen 

(1968), Krishnaiah (l965a, 1965b, 1965c 1 196 7, 1968, 1969); Krishnaiah & 

Jayachandl"a1\ (1968). Miller (1966), Srivastava. ( 1968). 
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De las referencias anteriores son básicas las siguientes:· Krishna:i.ah ·(1969 )· 
' ' . 

ya que se consideran diferentes pruebas bajo difarentes modelos HAN~VA-y 
. . : . . . . 

se consideran algunas propiedades de éstas •.. En el modelo MANOVA algunos de 

estos procedi'lÚ.entos son equival~ntes' a la prueba dé la mi!xima ra!z cara.!: 
' . ' '.,'' ' ,', ' ' ' .. . '·, •.. .... 2. ' 
ter:i:s::ica de Roy, pruebas de intersección finita de Krishnaiah, T de Ho..; 

telling (estas pruebas entre otras se t~atan ~on detalle en el cap:!tulo· 

3), G.lbriel ( l969b) es importante ya que presenta los procedimientos di,! 

ponibles para efectuar comparaciones' múltiples sob~e variables y efectos .· . ' ' - . ' 

de l'i~WOVJ., además compa~a estos procedimierltos en base .a la potencia qi.t~ 
' . .. . ' .. ~ '. . 

tie~en ·.para det;ctar divergen~ias de las hipótesis, conCluyericfo.d~. ~s.te _. 

,;:,. estudio que la técnica apropiada depende en gran Pllt:te d~>iá h:l.pÓte~is 'a .. <. 
J . _( -

. ·~ . 

' ' 2~ 3•5 t .,. IXTERVALOS DE co:.r!A::;zA. ·'""'·· 
·.'.f'; 

Co¡:¡o la hipótesis. álternáÚ.;,a es cíe 

·.. ., .· .. 
M ... 'tl·· (s x.~'),-¡; O 

. . ,., . 

y. observando que 't(s X AA-.) r~pr~sentala desvi~cidn de' Ho, entonces se 

tiene que (ver Roy y Gnanadcsikan (1956)): c~n un coeficieTI:t~ de conÚanza 

.· ~· p .. ~ para Cl._ iija, se tienen los sigu¡e!ltes U~ites de conÚam:á. 

siD.:Últáneos: 

' V, 
[e tí:ax (s s1) 1 .=- ...;.. [ s Ca(.; 

+ ' ' '. ·.JVz .. e max s. · 

y como en el ~aso univaiiado se pueden obtener límites de confianza en té,! 
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mino de Co<. pero para "ll• Si y S trunc~do.s como en. la sección 2. 2~4., y de . 
. . . ' 

esta forr~ obteneriios intervalos de conÚ~nza para cualquier re,úglón, 

na o etemento ele 'l).. 

Seá ~t ( 1 x n .) . = (X¡ , X2 ; •• ;, 1 xrt) un conjunto de 

t.orias obser\lab·l~s tales qtie 

,, 
tet'llliri~ao~ ~l diseiiar él :experim~nt~, gi,( mi ~x l } es ·una muestra aiea-

toí:ia de tamano mi .. (¿: mi =. m ) de ¡a,pobl.ác'i6n N·C.Á' i, cri2 { 
i=l ' ' 

··(i•l ,. 2 •• , '., , k¡. tale•• quo. g {~Jy .O. •éta .~ttioió•O de .~ •• 6bt0Mmoe• la . 

, corl:esporiÚente P!lrti~i6n ~e A= CA1 A2 ••• A¡¿). ~-- y qL(i:=l; 2, ,;.,K) 

SOll m~tua;.nte ·independierites, f.( IU xl ) es ~al f!Ue ~US eleme~tos son, 
.. '.." .. ·,· ··.. . . -~ . -· 

·· "errore~'' y· co~süt¿ye una mi.iestra. eJatoria de tamailo l1 de ,la poblaéión .. ·· 

· ... ·· N (O, <r2). Las vaidinzas a-?; , .. 1 (f"k2 ~e denotdnan compone~tes de va-

· rianza: •. 

·.Bajo ese .modelo Roy & Gna.riadesi1'.an (l959a)f./ pr~sentan ios siguientes 

resultados: 

. '1:./ Sobre· esta sección .consultar también Searle (1971) pp •. · 3.76 ~ 514. · 
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: .· . . ' 

~ < n x l} ~e dis~rÍ.buye N ( E ( ¿f), t) . donde E (2{) es un vector de. 

di:r.ensidn ( n x l. ) y : íJ. es ~na fatri;z. de dimensión( n x n ) donde 

í 

E.(K)~A(nxt:1)\ . . l !!k 

.. dende ~l es uri vecfor dE! d~i:uansi6n (in x. l ) ~onde todos.· sus éom~;nenl:~~ 
- . . . ' . . . -

. t ( .n x n) =E (! ;.\' ) - E ( ~) ( E {.X))'·.; E ( (A Q+_i) ( xa 'f

".) ') " E(! ) ( E (! ) j. ~A E U! Q.' ) A'.+ E ( H' ) - h !\ ) 

( E ( X)) 
1 

=A E ( @_ Q..') A' +a-2 I (n) - A E ( Q. ) E (CJ.1 
)A 

1 =-. ....•. •· ... · .· 
A [E ( n .~·, ) - ·E ( Q ) E ( (l' ); . A' ·;¡. <r1 Í . .. ~A Var ( Q. ') A + <1\ )'.·· .. · 

·. ·. · ...... - . . . ·. . - lj . ·•. (n) . • ·. ··• ·.·... (n 
"' ·~ . 

. . 

Af<J. 2 r ... O 
. ! . l • •,(n:.1.) 

! -: •• ·-. i 

o 

. .. 

o 

... • 2 <rk ¡· .••.. 
(mk) 

. ' . ¡ .. -
1 ií 
L.• k 

,,·.' 

·i 
-.. ·i 



. -·~-' 

Como en las secéiones 2~ 2. y 2. 3; hay que observar que para propósitos de 

estimación las suposié::iones de normalidad heéhos s~bre Q. y t no sohneces! 

ri¡¡s; sin embargo, esta suposición simplifica. los problemas rela.t:ivos a la 

distribuciori de las est¡¡d:!.sticas que resultan en las pruebas de hipótesis 
- ' ' . .· . . . 

(simul~dneas o individuales) y en la estimación por int:ervaios ae c6nr.Í.an- .. 

za. 
: ·.; . ' ·. , ·, '. ·. : 

' ' ' 

R~y & .Gnanadesikan (1959ri) obtienen ~esult~dos sobre ej modeio U, cua11do. 
- '... "' ·,,-\ ,, . . . . ' ., .. ' 

se Héne K cr:l.tel:ios de~ci~sifictición para los cú~les la i:ia"tt"iz de disei'IO 
.· . ' - •. '¡"·. ·••• • .' 

·. A ( n x m ) es. tal ,que cada renglón d~)a 'submatrÍ.z:~i (n x mi) J i. = l, 
2' • ; • ' k .) tiene un y s9lamente úri' ele~enfo ha (eró; el;c.u,al, es iiual á . 

·uno y.rango (A ) "'m - k+l ('n~te qJ¿,e~ gen~ral ra¡-.go ( A >~ (m - l< 

.¡:. l )). 

•. ' .. . • - ,-_· : : ' • " - • '. • ', ~ :. - ! - '. • \ • '. 

Gnanadesika:n (1956) pag. 59 a, 6~ establece e:¡. siguiente 
. - - ··. -... :. . .. - . -· .. · ..... ,-_ ·--

Para et model~ de.· k. Úasifi~aciones restringido q~e se delini~~ 
ción 2.4, la condición necesaria y suficiente p~ra la estimabÜidad de 

.Q' · ( l x ,m) :E ( .§.) (.. m x 1 ), est~ és una. función Uneal de ;u1 , ... , .Q> 
es .c¡ue el ~oeficiente de/<¡ = coeficiente de,,U.Z = ~ •• "' coeficiente de_µ ~-··· 

. ·.· ·. ' . ,• . . ' ·. l; 

~~di8~te ~ste lema Roy & Gilanadesik8.n (l959a) establecen q\le para el mod~' 
lo anteriormente definid.o las.dnicas funcion~s1ineales que·s~n esHDla:-

. ·' . . : . ,· ·.· :· , . '. . 

·. bles y sob;~·~ios cuales se pueden probar hipótesi~ sonA=-~f?-fi.+:.;;+-AK. 
y sus lll11lti¡>los, 
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2.4.2. fSTIHAé!O!l DE LOS COMPONENTES DE VARIAll'ZA; 

Para Ús pruebas de hipótesis, los intervalos de confia!1Za y la estimación 

. de .los compenentes de varianza, Roy & Gnanndesikan ( 1959a} presentan el sj, 

· guiente ~esultado que fue demos~rado por Carpenter (1950) y Ogowa (1950): 

le~ A): Si~ ( n x 1 ).~:}Í.Strib~uye Ne~ ( ! ), Z'( n X n )Jy 't.t = · • ··.· . 

. · !' Q.U~ ( i .~ ó, l, ·• .'., k ) e~ una forma cuadr~tica de rango n;.; (f.;"t; ~ ~ }. 

. . 

·Entonces un conjunto de condiciones necesarias y suficientes para que '+..¡ 

, < ~"' ... , i< satisfagan l~s siguiente~ concÚ~~ories: 

· ·.· i) \Se distribUy~ /\ 1 'X~ru) ~ do~de '.X?(n.tJ ~enota a la dis tribuci6n i;i · 
. centr~l con .ni grados de libe~tad y )\ ¡ . =-.E (~;}, es.~o para 

. i .= :o,·· 1 1 ••• , k. 
. . . ··: . ·.· '. . - ·. 

· ..... · . ··:· .,, . : 

ii) . r..ls ~·· s sori mutuarilénte inde¡ie~dientes . 
,¡«. . . . . " . • ... ; 

dado por: · 

o:.)< q1;fQ1=Ai Qi . e i ~o, i,\.i, k) 
. . r-

Q> E < .;i'> Qi t e~ ) =.o < i .;.·o; 1, 

. < i -:f. j"' o, 

lema anterior: e\..) asegura para: .1a:s fti' s distribuciohes?(.2 .···(no n& 
. . . :· .. ·'·· . . •' ,; <· .. " 

. . ce.sariame~t:e ·centrales), Q) ascgur13. la centralidad de las distribuciones 

5(2;.a~te::i~:::es y '(~ asegUra. la independe~ciade· las ~i' s, mediante i) y 

ii) c!el le!JD. anterior se tie~e ud conjunto ~e réstdcclones ,srificientes • 

para' asegurar algunas propiedades .buenas c!elas solu~:Í:on~s de: lÓs ,prol)l~-,·, 
mas de est:im.'.lci6n puncuai, pruebas ci~ hipótesis y es~imaci6n por inte.r-:a-

' . ' . . : ". -, . .. . ,' 

los de·confi.inza. 
~: . 

enunciarán mas adelante, para esto Roy & Gnanadesikin · 
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(1959a) demuestran los siguientes resultados: 

Lema B) Si E (~ ( p X l ) X' ( 1 X p ) ) te f. ( p X p ) entonces 

donde Q ( p x p ) es sitriStrica,es htrazade(E Q ). 

· corolario: Para .el .modelo II de ANOVA; se tiene: . 

l 
f. i .;,; E ( .íL.. ) = -- .. E ( ~' Qq() = 
, .· "'.'\i Mi 

Mi 
···.[· ... ~-· ,,.,.,2j ' L \J. ( Traza(AJ 

jq 

·. ~· . ,. . ::. . 

Roy. & Gn'anadesikari (1959a) p~esent~n él. siguien~e r~sul~ádo que b.tsi.ca~ri~ 

te es. ~l mtsmo que el demostr~do po-r Graybi.11 &,Wortho~ (.1956): 

1.<ma. e); ~•Jo •l modelo n; ·~ ~·, ~L .. ; ~J< •oa ( k + l J f~"""' '""''' i_¡ 

cas; de rangos no~ n1, ;; • ' nk~espe~tiyanient~ ; t~les que satisfaÚn i). 

y H) •. del.~ma··· ·a)1 y ·A:... ~E(.!;_·} ent;onces~·•.e{estÍ.!llaci~~-· .. iri,sesg~d?_.co~-va-,. 
rianza m!nima estimabl_é de fe:>.; e,std daÚ por f~ .(;{!-fe ., , 
y es,te _estimador es (except~ sob~e un conjunto de medidll ,cero) una furidón 

.· ... ·: 

. que deperi~e llnicamerite de :fo,; "f.11 •. , ~'<. 

El lema ante.rior es importante desde. el ·punto de ·vista estimación, ahora 

desd_e el punto d~ vist~ de piuebas dc"hipót~sis deb~ obse~vai:se que lás hi 

pótésis concernientes a comppnentes -d~ v~rianza· ~cm usualmente compuestas 

y ql.!e debe obtenerse una pruciba sobre regiones ~ímilares pa~~ estas hipót~ · 

sis~ 

.E~- importante notar que bajo el modelo II, si !f~, ~;J ... 
1 

':f.!<. satisfacen i) . 



y ii) del.lem¡¡¡ a) entonces ~d, •• , 1 'fk forman un conjunto de estad!.sticíls 

. ' ' \ 2 rr-·12' • • •' cr2k. > .. Y· ta,m· suficientes para A" ',, 1 ¡• .. , /\ 1( (y tambi~n para (Í o' V 

bién satisfacen la condición de complete.: de Lehmann & Scheffé ( 1950.) y 
, , 

a partir de estas condiciones .d~ suficiencia y complete;: se sigue, de 'otr:o 
' ' . . . 

resultado de tehmarin .& Scheffé ( 19.50 ) ·que .la clase. 'de todas las pruebas 

. sobre .regiones ~irn:l.lare~'"piira Úpotesis sobre los il• s serán, de la estruct:g_ 

:rá. de Neyman y reg~o~es con C:o:nportamiento. Neyma.n con respec,~o. a ~~I '4-,¡.. '' ~ 

(sobre iegiOnes sü:iilarés con estructi11;a Neyman o compórtamiento Neytrian, r~ 
, . , 

ferirse a Leh.-n.:lnn (1959) y Roy (1950)), 

2 
'Las oipótesis que usualll'.ente. se prueban son Hoi: <ri ··= O contra las respectivas 

'. . ,. ·. 2 ... ·.·. . , '.. . . .·. , , . , .. •. - > .· .· . 
al.ternativas l~( <Ti } O(-~" l, 2, .•. , ~ ), Roy & ~°'.1desikan(l959a) 

deouest~an que la; hipó.tesis anteriores son equÍ.yalentes a Hoi: A~ = x~ , 
contra H'Ai,: X•, >Xo .(i = 1, 2, ~.;, k). 

' . •:. . . . 

Para cáda i se puede probar, bajo el modeló II, H0:1, co~tra_ ti¡[tomand~ ~omo 

. región cdtii:a la. región: 

, ~.1 · 
u -ltl\.o, 

-· doride Fi bajo JI' io tiene una distribución F ce~tl:al con nii.n
0

<grados de 1.t 

bertad.y F~, !\• n
2 

es.el percentÚ, de ordenl,:. ·«,·, d~ la,'distribu~ 

dó,n de F ar.terior. Ade6ás ~acen notar que las .·regiones criticas pÍira las . 
. : '. .' :' . · .. ·. - ·,. . ____ .,_.. ·,_ ... · ·, 

hipót~~is H
01 

bajo el modelo II C:onsideracla~ en forma individual .son idént,! 

cas con, aquellas que se obtienen baJ~ cil modelo .. !._ Las regiones ci:!tic.as 

bajo los oodelos ¡ y r: son de· 'la inisma natura,leza auri si se consider.an lás 

hipótesis simultáneas Ho: o-i .. a;= ... "'r~ =O contra HAi'·ªl menos .una 

G'~ . ¡ O, las que son equivalentes a H~i: t: ... : ;: :1 co{1tra 

menos una -
>-,:.) 1 , . 1 ' .. , ,; • La región critica de a prueba simtiltánea 
" ''º 
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por el principio de Unión intersección (ver Roy (1953)) es: F
1 

) a
1
/F

2
¡ 

·. ·.' fí:../M.; 
a 2 , • .. , Fk ) ªk .... ~ (1) donde F i = ~. • Las F\s (ver sección 

2.2.3,) son razones de varianza~ quasÜndep~ndientes y las 

·. que la región determinada en(l) e's d.e .t~m.ai'!o e( ( parB: 

' ' ' 

2~4~3 •. ESTIMACIONES PÜR INTERVALOS DE CONFIANzA SIMULTA~"EOS. 

Si se toma.11 la~ ~t's como ~' ~I (A~ A1 )-l C' il [ Cu (A' I 

'.·... ·. •l .' ' ' • '· .. 

(A' I A
1 

). A'¡~ •. para i = l, 2, ''.',• k (doride, las A1 y Gil s~ definieron 

.enlas· s~ccion~s 2.4., 2.4.2., 2.2~3} y a 't.; coino ·· 

ti' 

donde, ias suma, s de cuadrados con ·que se ª· efi.n, ieron i~s. :;.; j 'ti, eri~n n: '·gra 
' ' 'l. s l.'' -

·. dCJs de ].ibe~tad, si s~ apÚcan las c~ndiciones ~,@•) Y de. ta sección 2.4~1·, 
~ estas .\¡- ·' , se pue~e verificar' que *.;, ~. 1 ~' ') ~l(satisfácen ~ d~ tal forma 

' ' i s . ' . ' ' ' 
que la. centralidad de la distribución Elstá asegurad~ para cada ~:<. ( i ;,. O, 

l ~ • ~., k ) • E~ posibleverificar: ~ue ~ó siern~re saÍ:isface ~ y d", ~e do.!!. 

de t se distribuye el i (no) dond~ ~2 (no) 'es .la distribución central. c¡..2 
' 

.·con n
0 

grados de libertad, ader.i;1s ~ es inde~ndiéntc de q., 1 ff.L¡ .. • /i-1< y en 
., ' ._ . •. ' . 

··.• tonces (f.~ es. iin estimador insesgado uniformemente de :varianzá · m1~ima de. i2. 
' " 

'· ' ''. : ' . . ' 

. · .. Al aplicar ias condicione~ O\. y 't a !f-1
1 
!f.t, ... r #-k 

en la. siguiente forma: 

· para: . i = l , 2 , ••• , k 

. .· .. · . . : 
s~ obtÚnen ( ~., . , ., <:f-K) 

· dónde J ( p x q ) es una matriz cuyos elementos son· unos y · 

cu < A1
1 A1 )-l c'jl .. o ( (mi - l ) x lllj - l · ) ') 
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para i ,¡. j = l, 2, •• ., k •. 

Cuando las q ts estnn dadas de 1~ formii anteri~ry s~tisfacen .las restric

ciones i) y ii:) de la sección 2.4. 2 se p~cdei:i encontrar constantes xi ~j (nj) 
. , 2 _. .· ..... '. ·-· . 

y :X:2 «.,j (nj) para j ".' O, 1; ~;. ~ k tal. que; los interyalos similltdneos •. 

. 2 ... Q. . 2 ·. . .. ·. . . . 
Xi e<.. < . nj H .,.!J.. •.. ,<.··· X 2 o< j <. nJ ) ; e j ~ o, 1 , • ~ • ; k > ..... j ·.. >.· 

· .. J 

iii) 

. . . ., ·.. . 1( 

te~gan un c~Úciente de coriÜanza conjunto de ( l - O() = 7!. (1- «) ·~· 

'don~e p cr
2
].c<.J (n j ) ~ ~2 ( n. J ) ~ 'X2

2d,.j ( n j y) ;. l • o(_ j y~~nj) 
es una variabtcX2 central. cónnj grados .. de .libe.rtad < J =.o. 1, ·• ·~ k). · 

. . 

A ·partir de iii) se pueden ~btener con ~n coeficiente de .confianza de · 
. . . .· .. . . 

( l .~ ~)los siguientes intervalos de confia?lzá simultáneos 

e ,,c<. l }j ~ >-J ~ e,__ "2 j ~J · e j = o, , , , .. i k) 

donde ~lcx_J' .. [:x;r.(J < n J>J -1. Y c2~j ={cxi~J (nj)]-1 

pára j = O, 1, •• ; , k. . .. · . · .. ' . 
. · --~ . 

A pa·ri:ir de los intervalos de conf.ianza simufsáneos anteriore~ ~oy & Gnan~ 
desikan' ( 1959a ) obtienen para l.os comp~nentes de varianzalos siguience~ 

intervalos da confianza simultáneos 'con coefi~~ente d~ confiallZa de (l .:.O\.)~. 
e,,«-" rf-o r cr 2 $ (_~ cXo. ·flo 

-J; [ (, c<.r 9-, - Lz ~º #aJ $ YJ} { ~ [lz ~, fí, - Lt o<.o !i-r.]. 

·lis cocas antcriOres sean no negativas •. 



·Cuando las ~h' satisfacen las restricciones i) y ii) de la sección 2.4.2. 
' s 

9' / 
t a i l 2 k F -· · /l": A.U s · q as· · d e di · ·e s e en onces· par . = , , • ~., , ,._ _ ·;r. /. ·., . on u J.•ln ep. n en e . n 

4'~M.!A:.,/ 

el sentido de la sección 2.2.3, y cada. una tiene una distribución F con ni y 

no grados de libertad, Como. la distribu~i6n conjunta de est s F' quási-, 
: . · . · , . . · ..••... · ·. · . is 

independientes es c~nocida (ver. Gn nadesik<in (l956) y R maéh ndr n (1956)) , 
.• ... . ' ·. .. 

entonce~' eS posible determinar constantés Fil, ~12 , para i .,¡ l, 2¡ · ~·~., k, 
. '' 

tales que los interllaios simultanees: 

' .. ; '~v'(,xi>-Ü e 
Fj 1 t ~ . 3 z. . ~ (j : 1 i 2.. 1 • ~ . , if) 

'}o/l'.io\~) 

tengat1 una probabilidad conj4nta: ( i - aj 1 par~ una O(, predet:e~t1aci1t 
los' interv~toé simultdn~bs ~ntedor~s :. se ob~ieti~n 'tos .sig\lie~tes .~?lte~~~ 

' . ' _: . . ~ . - ... 
los. M conftat1za _simúlttJneos: · 

. ·.··· .. ' ·[""º . 
Yj "")~l. 

b_ - 1.]·. (:.. <f{ <-·· _I tM', .. '' • J . I · · .. ··, .. ) . 
a . ' ,. - . _:_i. .... ,. .•.. o-.· ..... ··-.·.· .. ·I·.··.· .. ;1 .. lJ .. =.· •.. 112...1 .. •··•• •. ~ .. I\ .. ·.,: ·To . '(f 2 ' Yi.' M.·.;5

1
·.·:· ."- · · · · . · , . r. , , 

:··· . 

con una confianza dé el - o<. )., De mievo: 
- .. ,. ' .. frivÚlidacles .los 

~tli!~ deben sei'. 110. negativos, ' 

i:s. MODELO II DE HANOVA, 

' ' 

Sea X ( p X n ) = [!1 ~2 ... !n-] ün ccinjµnto de ri vector~~- ( conp corap,2 

tientes ~.ia uno ) aleatorios. y observables tales qué 

' e 

t ( n X p ) =A ( n X ni ) J ( al X p y + E en X p ) ; m ( n donde A 'es 

1a matriz disei'Io (~ dcldisei'I~) de rango •r $ m ( n y donde 

es una lliiestra a:leat~ria de tamai'Io m1 de l~ población normal p - variada, 

n.o singular, ( p X l ) , 1(- i < P x P) J ; i = i, 2 1 ••• , ki -
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Adcm.:1s f. ( n x p ) y las son mutuainente indepen-

·dientes. 

ii) [. ( a.x p ), cuyos elell11lntos son "errores", ~s una muestra aleatoria 

de. tamaM n. de la población p .., var:i.aé!a, 110 i¡ingdar N ( (). ( · p x l ), 

1-<px~)),ademásp $(n.;r). 

·, ' . .. . ,. . . . . 

·Rey & ena:i.:idesikan (1959b) p~sentan resulta:dos sóbre esÍ:imaciÓn· puntual, · . 

pruebas de hipótesi$ e intervalps de confianÚ para el modelo II de }IANOVA 

··· en. el ca.sq en que .. · tr • ( p x p ) 4-' i .· . 
p x p ) ya que esta es. 

. una restriccidn muy <fuerte los resul~~dos no se ¡>~esentan. en ~Sta Obra y 

l6s' interes~dos· deberán corisulta],"~l trabajo citado, .•• (Eh él .. ·trabajo' de 

. Roy & enai,,a~~sikan .. ( ·1S59b) ~páred~ la riót~ de ~u~ po~ habe,rse·'esci:ito y 
. ' ' ', 

envi~do a la revista para su publi.c~ciÓ~ e1~· 19Sfa la ·f~~~a d~ ia public~ .· 
- . . :. . ·. ' . . ' ' 

ción se hab!a avanzadoen .ia i~vesí:igaciciri del teiná logrando eliminar .la· 

restriCci.d~ anterior, sdlo qlie nó se ~n~iÓ~· ningdn dat~; bibl~ogdfic~ 
sobre dicha invés~igad.ón rázóri po~ la cual no se. pr~senta/en est~ trap~'" 

.. jo). 

R.o7 (1~s4 > 

Roy & Bese ( 1~53 .) 

Roy & Gnanadesik:m ( 1956 ) 

Rey & .Gnanadesikan 1959a ) · 

Roy ét Gn!lrwdesikan l959b ) 
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.... MODELO I D~ ANOVA 

·· Graybill ·(1961 ) ·· 

1971 ) 

·• Ro~ & Gnana,desiicii~( 
Ro{ & bna.~adesik~> ( 

( 1957 ) 

. . Fos'te~ (1958• ) 

c'196s .~·) 

< i96ab >' . 
( l969a ) 

1969b ,)•· .· 

.&:b~1~i & ~~k ( i968 .> ·. 
''1:·'. 

. Gt~yiJÚ:J. • '( .· Ú'6{ . ) · • 
.·.<~~~i:c;Ü6o) .. :: ... · 
· ··· I<r:i.Slinaiah e .1965a > ·. 

'.'•' 

(·. i96sb • )··.·• · 

( l965c> 

(. 196.8. 

Krishnaiah ( 1969 ) . 

(1968 ) 
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MÚler ( 1966 ) · 

MeirÍ.~on (1967 
' .. 

Peúson ( 1934 ) 

'pilla{ e 1960) 

· Press (1972 ) 

Ramachandran 
. J', 

· Rae ·e 1965. 

M.o ( 1997 ) 

( 1968 ) 

Ogaifa. (1950 ) 

. Racac~andr~.; ,< 1956 ) 

Rey ( 19.56 ) 
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Capítulo III. - Pruebas sobre las suposiciones de MANOVA Modelo Í. 

3.1.-, Introducción.- Como se vió en el capítulo II sección 2.3, el mode 

lo I de MA.'WVA tiene las siguientes consideraciones sobre los err.2 

res1asi la matriz €. (nxp) es.' una muestra aleatoria de tamafio n de 

una p~blación N [o (px1), 1- (pxp)f esto implica que se cumplen las. 

siguientes supo5icicnes: i) normalidad, ii) independéndá. entre 
·. - .. 

renglone~. de E. Ui) homosccdasÜcidad ·º.sea la igualdad de matri· 

ces de varianza covar'ianza para cada rénglón de Í que corresponde 

a 'cada observació~ m~ltivaÍ:iada. 

Si alguna suposició~ faHa,pero e.s posible aplicar ~lgunatransfor 
: • > •• • ' ' • '. • ' .' ., -~ 

. mación alas datos para córr~girl~ se .indicará en este ?apítulo. 

En ,cas~ · dedno.ser posible corregir· esta falla· mediante. alguna. tran.l! 

. formación, entonces se tendrá que u~ar la prüeba más robust:~. en ~s~ 
. •, . ' .··,. . 

caso. I.a comparación por r~bi.Ístez de las pruebas de hi¡>ótesÍ.s. en 

M..IJIOVA modelo I se. Ueva a cabo en el ~apÚulo V~ 

. 3.i~.;. Normalidad.- Los efectos que pueda te~er .la falla de ias hipótésis 

de normalidad sobre los métodos de Mt\NOVA no· son.:hasta la fecha 

. claramente entendidos y al anaÚzardatos éon varios componentes. 

(t:1ultiresponse data) el desarrollo de mÚod~s estadí~ticos que ~ean 
··robustos a esta divergencia distr:ibucional esta en ul1a. etapa rudi

me~taria, es por esto que es :import~nte y útil te~~r procedimientos 
. . . . 

para comprobar que tan razonable es la SLlposición de normalidad p~ 

ra un conjunt:o de datos. Si se dispone de estos. procedimientos, el 

verificar la normalidad será útil en el· análisis de. los datos ya 

que tal vez alguna transformación de los datos que aproxime sil dí_!! 
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tribución a la normal o tal vez :i.ndique modificaciones ap'ropiadils 

de los modelos y método.s para analizar los datos. 

' ' ' 

La clase de distribuciones multivari<idas no normales que se han 

considerado como alternativas a la distribuCión normal no es'muy 

rica, la mayoría de las alternativas (que son gomma y lognormal mul 

ti variadas) son tal.es que tienen propiedades análogas a la de la 

normal (esto, es que fodas las marginales pertcme:t~an a la misma 

clase); .los datos r.ealCs desde luego no si.empre se ajustan a este. 

' tipó de no normalidad. 

. . . -

En análisis multivariado· en necesaii~ u~a gra; variedad de técni· 

· cos para detectar no riormaliÚd ya que hay un.i gran. varÍ.edM de 
' . . . ~ . ., . . . ,• . ' . . . - . . . 

formas en que la hipótesis de normalidad falla. El d.esarróllo de 
.·· .· .· ' ' 

varias técnica~ y . la obtención de la experiencia: en y don .estas 

técnicas es muy importante. 

' ' ' 

· 3 .• 2. l. Técnicas univariadas ·para evaluar normal:i.dad margina 1 •. 

. . . . . ' 

En la prácti~a, inencfona Andrew~ et aL (1973),. e.l análisis 

:: ·-

multivariado de ,los datos necesita ser ,aumentado' por me.dio i 

' de ~I\álisis de subconjuntos de ~espuestas, ~stos análisis, 
'' ' 

in.Cluye~ análisis' univariadOde cada uria 4e las. variables 

oi:iglnales, 
·: ,-

Aunque normalidad marginal no implica no.rmalidad conjunta, 

lá presencia de muchos tipos de no normalidad a menudo se 
, .. . . 

. refleja en las distribuciones margüiales y entonces un prJ: 

roer paso. al estudiar normalidad en observaciones .con múltJ: 
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ples respuestas es estudiar que .tan ra.zonable es lá norma'-
. . 

' . 
Udad marginal para los datos e.n cada una de. las variables, 

' . . 

i>ara esí:e propósito se dispone .de vados métodos qúe so11: 

: . . . ' . 

i). Pruebas de cocientes de ver.osimilitud asociacJ.l s con 

ti:ansformaci.ones para mejorar la normalidad univ'ari! 
' . . . ' . -' ~ -. . . ' : ' . ' 

.·da (Andrews .et;<\J. (1973)), 

.Pruebas de asimetríf y Kui·.tosis ,(ver Pears.o.n & 
,·,·.,··.: .. 

Hartley (1966), M11rdia (1970)) • . ·. . . •.' ,' .· 
. . . 

• • • 1 • • • • 

't>rue,bas ,;omnibus" (omnibus tests) para n~rinalidad 
. . . . . 

(ver prueba w de Shapiro & .WÚk (1965aff pru~ba D de 
\ . ,, ,• ... · .. •, .' ,. " 

D,' AgdsÜno ( 1'971); ~· pr~eb'a. basada. e~ distancias de 

An.drews cit.11!: (1972)) . 
. -.·. '::· - . :· .. · ·. 

Représentación g~áfica d,e probabilidade·s normales 

(Press (1972)PP• :263). 

A··continua.cÚm se preseritarári estas. pruebas~· 

i) Pruebas de .cocientes de verosimilitud ¡¡soéÍ.ado~ co~. 
' . ;:, ... " . .\.·, 

transf~rmácfoncs .para mejorar la no.Í'Í11aUdad univ¡¡ri! 

da (Andrews (!tal. (1974)) • 

. Box (,. Co~'(l964) han propuesto .métodos para estimar 

· una transformác:i.ón d~l tipo t'rads1a~ión potencia 
. . 

( X.+ 0-l de una variable :X .de t~l modo que la .<lis 

tribución de la variable que resuli:e $~ aproxime mas 

a la. distribución normal. .Una .de las .aproximaciones· 

que sugieren Box & Cox (1964) es estimar ·~ y A por 
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máxima .verosimilitud usando las observaciones s,obre 

x. El logaritmo de la función. de Verosimilitud, 

/. ..... ~~((,?.¡, (que inié:ialmente se maximizo respecto a . . . . 

¡a media y la var.ianza para (y), da~os) se maiiimizh 
. ' . ". ' 

respecto a f. y ,\ para obtener el esti~ador de m! 
. ' /\. . .· 

> •• • ' 

· xima verosimilitud de · f,. y X (sean estos ~ ~A ) . 
. - . ··, 

· A continuación se usa la· teoría asiiltótica aproxima-· 
. . . : ' ' 

. d~ qué Box & Cóx (1964) propusieron para. dar una re-

gión .. de coil~ianza .del lpo. (l~o<'..)% para t y ,\., dada 

por: :. 

>p '·. ,··· ~' '\. ' oP 1 lV <? ..... 
0\,."'1.._i< ( 5 JA ) ' ,. CIL~;..~ CJ;A) fT ~1. (~) 

~~(<><) es elpe'rcerit¡l 10~ Ó(% de u~a i;¿2 cori ' 

~ g~aÚos · d~ libertad. u~.;: transrci~ación p~ra ¡ograr 

distribución de' X: sea norrr.al consiste en no r~ ' 
- . ,·. ·: ', :·.·· .. ·· '. ,· · __ .. · 

(al too e<.% niv~l de signifiCaricia) la hi~6te 
~o~didadsi la··anterior región .de confianz-~ 

se tr~slap~ ~on la ~ecta •. ,A =l • 
. . :: ' ,. ' . 

Prúebá,s :dé asitnetr111 y KU.rtosis (Pearson .& Hartley 
' . . ' . 

(1966), Ma:rdfa (1970)). 

' ' 

·~ Los mé~odo:;de 3simetríá y Kurtosis brindar\ ,tnedÍdas 

. directas sobre 1.a ~ep~ración d¿ ~o~maHdad de tal ~º! 
. . . '. . ' . . 

' riíá que pruebas que. se basan ~n. ell~s tienen ,una vent~ 

ja sobre las otras,. 

D'Agosi:ino'& Pearson (1973) han .trabajado tambi~n en 

el tema y han obtenido una prueba basadá en las dos 
.· . .< ·. . . 1··. 

medidas, que propone Mard.ia (1970) •. El trabajo de Mar,-
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. dia (1970) se esboza brevemente a continuaci6n~ 

La cedida de asimetría correspondiente a Gi,p (la 

médida te6rica) basada en una muestra aleatoria 

X 1 ,' ••• ,xn esta dada :por: 

. ·.<.- L. J r-r'J -16' S e r:' 
·ÍJ~,f,- r¡ft. .-..;4~Z' · .·· .. 

M1~;¡.1:) Ml"'.,.t:'> 
111·" . '" ·. 

do.nde 

. I ·''= { s :11 J 

.5 es la matri.z· milestral de covariarizas. La dis• 
.· ,·: . - : 

t~ibuci·¿~~-:a:si~tótica':cfe -·~ .l~r¡ ~· es· ~a-~'2 . CO'n. 

. ·. ·.. ·· ... ·.· . . . 6 .•........ ·····•·•···· . ·· .. · ... · .Y. 
p (p+l) <¡>+2}.si.Pt7 y si p)) e~tonce.s(~t;·~) 2.. 

distribuye .· N[{1J(foft)(t1-z}-3]/.JJ 1] . 

·de Kurto~is. correspondi.ei\te a (!2 , p' 
a partir de la llluestra aleatori~ X ,, :..~;:, 

¡ior .. 

/!\id~ :: -L '!~ {(x~ ~ ~J1 S~' (X; -x )J' 
" /Yl ·~.I . , 

y utilizando el teorell-.a ,ceritral clel límite· • · ·· •. ·• · h 

"·. . . . ·• . . . •. . . ' . ' .. · . . . . //' 

· [0 2 
1 

y, - i fa (1'1·zr C'11- i>/c,~1:1Js]/ fr 1J <~+¿J/~rt 
.. se disttibuyri asit1Úitic~mente N (O,l). 

'._ . < . ·'.· .. ',' ' · ....... .' . : . . 

los resultados ¡¡n~érl.ores Na;ciia· (1970) propone·. 

. . pa~~prob~r normali~ad se Rruebe que á ,1 ¡,:o j 

<Jz,}i~fifo;4en forma separ~da •. Para probar ,'{!1,fo=o 
. . . 

se utiliza el resultado; 

11 . /z 
~J..;{:) íV ·~ Cr) 

6 
doride. y-:: I~ ({c+ 1) (p+z)/6 



Y. par. a pro.bar a · · - J_ ( J_ + t) ,:,p - ~ ·T"' se puede utilJ: . 

Se distribuye <tSintóticam~nte N. (0,1) cuando. 

Ho: -~ >., ~-= ~{fti)sea cierta, 

Mardía. muestra la efectividad de ~u pruéba media11te 

dos ejemplas, 
. ' . 

ii:I:) Pruebas "omnibusi• (omnibu~ test~) para normaÜdad •... · 

a) Prueba w de Sha~iro &Wilk (Üló5) en una rcpr~ 
- ' - .····· ·, : -

sentacdn gráfica d~ 'laprobabÚi,dad; se puede 

corisáerar ia reg~esÍ.6n.dé.las .obsérvaci~nes ói;. . . : . 

denadas ·sobre los v~ lOres espár~dos de las ést~: 

~ística~ de or~cn de la versión es~ándar¡;ada de 

la distdbución 'hipotétiCa. (la .. representación 

g~áfica . ti~nde a se; una recta, si la hi~ót:esis 
és ci~r~a), ent_onces un posib ie método para pr2 · 

'bar suposiCiOnes distr,ib~cionÚes es por med.io 
' ' 

·de un proC:édimÍ.ent6 de t'ipo análisis de vaiianza • 
. ,_ . .·.. ' ,· . ,· •', 

Usaicio· ~inicios cu~drados generaH~ados (las va

... riables oidenaélas ~stal\ correl:cionadas). Se -pue-
, .. - .· . ' ) . . -.· ·. 

den ajustár modelos . lineales 'o de orden inayor y 

se puede ajustar un cociente del tipo F para ev~ 

· luar que tan adeéuado es e_l ajuste. Esta aproxi~ 

mación-ya se ha· estudiado y.aunque ~é obtu~ieron 
·. . .··. ' . 

. . . 

algunos resultados, el procedimiento esta sujefo 
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a que la seÍección de modelos de orden grande es 

prácticamente arbitraria,. sin embargo se sigue in ve~ 

tigando este camino. 

Otro camino que se ha investigado po~ ShÚpiro & Wilk 

(1956 e) es comparar· la pendiente al cúad.r.ado de la 
1 • • • • 

representación giáffoa de .la .regresión lineat, que 
. ·.' .· '· . . :,· ·: .. 

bajo la hipótesis de normalidad es un estimador de 
·. . . 

l.a varianza poblacionai multiplicada por ~a consta_!! 

te. 

Este procedimiento puede ·úsarse con encuestas incom-

pletas. 

Como· úrta alternativa a las anteriores Shapit:o & Wilk 
. . 

. (1965.l.) propone~ para muestrás completas q~ela ¡:ien;. 
. . ,. . . 

di~nte al cuadrado 'púeda ·compararse con .la suma muestral ,,,; . . . 

de cuadrados que es simé.trica respe~to a 1~ media, es 
.. . .. " . . , ' . 

_independiente de la ordenación y es facilmente comp_!:! 
' . . . . . . 

table. Esta altern&dva se menciona, brevemente a cb~ 
' . . .·. ..· 

. tinusción (para de_tallcs ver Shapi~o &. Wilk .(1965 a): . 

sea ·Y 1 = .. (Y 1 , ••• , .Yn) un vector de observaciones alea 
' ·, ',, . ,. : .·. -

· torias, el objetivo es derivar una prueba para la. hJ: 

pótesis de que Y es una muestra de una ¡ioblaci~n no:;: 

mal con media_f' y varianza O- l ambas des'conocidas. 

Sean m' (m,, m,, ••• ,m...,) el vector cde valores esp.!}·· 

rados de estadísticas ordenados N (O,l) y V== (v;;) 

cor-respondiente a:atriz de varianza covarianza. 
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Entonces los estimadores por mínimos cuadrados. g~ 

'neralizados estan dados por: 

A . - in , V . I ( '#¡ J' - 1 ?z ') V~ ' j 
•. . . 1 . 

1·v·'1 'h/ v-' JJr - ( 1'v-'9<f )2 

( ' . . 

y .· ~·· _ rv~ 1I1;iz;;_ ?:-¡1' }V~'~ 
iv~' .1 ?1]' y-'~ ~ (1-v· 1'J.-z) i< 

Donde l es un vector columna de urios. 

~ .··. 

Entonces .si. •.S.·:-i. - v.·(':!· -i.i)'· 
• - ~ 1 J se tiene ,que: ,;., 

·y 

R.ª~'l .),/: -·----
¡ ·.! }< .$ .z, ~ S· ~ 

R2 ,;;,·m' v·I m · 

c2 ;. ro' v1
' y·' 1<t. 

.E:2~· 
. é. 

·1.z· 'v:' 

. . 

Noté que ;/, Ú el mejor estimador. Úne~1, insesga-
. . .· ' ·. . 

do de lá pendiente de la rcgrés:i.éiri lineal. de las 
' . . . ·. . . 

observac;io~es ordenadas (Y¡.) sob~e los. valores . 

esperados (Íii¡) de la estadfatica adecuada de la 

. N (O ,1), I.a constante e se. define de tal forma que 

. los coeficientes l~rieales •'.!~ten no"rll~alizacios. Ade-

más si realmente se mu~strea de. una pobÚción nor .. ,' ' . .. ... ,_ 
mal entonces 'el numerador c.Zi) y ei. denominador 

•' . .· . 

(S2) de W. son ambos: excepto. por una constante, e~ 

timadores de la misma cantidad (cr'2). Para poblaci~ 

nes no .normales en general b2' y s2 rio estiman lo 

mismo. Los coeficientes i a¡,_ } son los coefi-
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ficientes "mejores, lineales e .. insesgados" ("best 

·linear unbl~sed coefficients") tabulados por 

sarhon & Greenberg (1956). 

A continuación se men,cionari Úgunás propiedades 

de.¡.¡ que se demuestran eri Shapiro & Wilk (l96Sa): 

. ,· ,' 

l) w es invariante respeci;o a tms;ac:i.ones y tra~.!!. 
·. fo~ciones de escala. 

~ . ' . ' 

2) W tiene una distribución que solo .depende del 
' '· ~ 

ta'l\Af!o de ;nuestra n, para :nuestras. éXfraídas 

de una población normal, 

4) ' el valor mhimo de w es l. 
. . 

1 • • ' • 

5) el valor m!~imo de W es na,2/ (u~l~ 

6) . LOs. momentos cie orderi l/2 y '¡ de V estan dados 

".por 

E. (W) 

¡ R 2 F { {t~~ r) r . 
e r Ci~)lfZ'1. 
• Rz(rtz+r) . 

:.---'-"'--"--';..>_..;..._.:__..:...;_ 

c2 rv..: -1) · 
donde R2 y C se definieron ruiterionnente 

i) Una distribución.conjunta que involucra w se 

define por. 

sobre tina región T sobre. la que las 5;(¡ y ():) 

.¡ 

'¡ 



no son independientes, y donde K es una constante. 

· 8) Para n = 3; fo densidad de W es 

..l_ (1- w) ·-i: .,,. 
. 
) .1~w~.l .., ' ' ' 

Resumiendo,el objeto de la prueba H. es proveer una e.§. 

tadÍ~tica ~ar~ e~~luar.la suposición de normalidad en 
. . ''. . .. 

. una:. muestra canpleta~ Se ha demostrado qu~ la e~ta.dís · 
,. ' ' ' ' ,' '. ,, -

. ' ' ·. . . . . 

'tica w es una medida efectivá d,e normalidad' aun para 

,muestr¡¡s pequei'las (n, < 20). 
. . .. - .. ·.' ... ,, . . _:. . 

" ' 

shapiro & Wilk (1965a) cotiiparan la prueba w contra . 

. ~tra~ prtieba~ y encuentr.an. que la pru~ba W es mejor,. 

los. res.ultndos. de este estucÚb aparecen en Shapil:'o & 

Wilk (1964). 
-·. -.... . ', . ,· - : 

e) .Prueban·.de .D'Agostino. (D'Agos'tino (1971)): La .. · 

prueba es una prueba "omn,ibu~iiapropiada ·pára de~ 

tectar desviaciones de la normalidad debid~s a as_! 

me tría y Kurtosis. 
' . ' .· 

Como se vió anteriormente' Shápiro &. t~Ük (1965.9 

presentaran una prueba· de. normalidad•. baSada en una 

estadística .w .que es el mejor' estimador .lin~al in 

sesgado del cociente eritre la desviación estarÍdar 

poblaci.6nal y la. varian~a muestra!, Ía prueba pu~ 

de usarse con tamaf!os de muestra' de 3 a .50. 

Shapi~o & Wilk no extendieron ¡¡u estudio a muestras 

.de tamal'lo mayor a 50 ya. que .por varias razones di· 

cha extensión no es posible~ entre esas raz.~nes e~ 

tiÍ el encontra1· los pesos adecua:! os para las obse! . 
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vaciones ordenadas para el numerador de W ¡ ya que 

cada tamai'io de muestra. requiere un .nuevo conjunto 

de pesos. Pero aun si. el anterior proble.m~ se re-' 

. solviei:a quedad.a el problema de encontrar la di_!!' 

tribudón. nula apropiada para w •. 
':'" r .• :·:~~ ~ :'-' ¡1 . , , 

D1Agostino presenta una nueva prueba de nornialidád 
:· " . . 

aplicable .ª muestras .de twnai'lo. mayor o igual a 50, 
·.,,\. .· ', 

Est.a prueba no requiere tablas de •pesos y para e! 

tos tamai'los dt mues trá la ~i.s.td.bución · nula de D puede 

. apro~imarse por medio de la exp~nHón de Cornish-
', ••• -.. •• • • ' ·.. • :. • ... ,' < ' 

Fisher ·utÚizando momento~· hasta·.dc Orden /•º· La 

prueba bas~da en la estadi'.stica D es excepi:o por 
.-·· 

út¡a constante la rilzó.n de'.Do'wnton (1966) que es 

'un estimador l,ineal insesgado de, la desviacióri e~ 

tandar, no.i:mal entre fo desviación estandar. mues- . 

tral, · 

Si X 1 ,,. ~, Xri representa. uria niuesi:ra. aleatoria de 

tamailo n y sean X,,.,... , .••• , X. ... ,..,:. i~s .observa-

. dones ordenLtdas, 1 a estadística está. dadá pori 

D = T· 
nZs 

) (X es la media muesti.al) ; 

El .estimador inscsgado original de la .desviación 

cstaridar de la normal propuesto por Downtow (1966) 
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es 2. fü' 1 /{~(V.·•ll· entonces, excepto poi una 

constante~ D es igual al cociente entre .el éstan

dar .de Downtcin y. la desviación estandár muestraL 

.. . . 

Si la. ffiU(lStí:a se extrajo de una distribución nor-

málel yalor esperado de D y la desviación es tan'-

dar asintótica son: 

E(D): ('1/1-1) 
2'/(2' 'Í( /7) 

1 

' . . r· , ... ,. ) r :;~.-'2 ..:.. 
F(1 ""') 

(t ffr)'-' 
y la desviación éstandar asiritótica' (dea): ,· 

(D) .. _ 0~02998598 
.· ..¡;::;::r . 

Una váriabfo que esta ~stándai:i~adaáproximadame~ 
; ' .. : .. 

te y que··~~s~e asin.tót:icill!i~hte media ~ero· y :.ya:r'iari ·.•·· . 
,.• •• '•' :.··" ••• ' ' ;•' ··.:··. ,! • • ... -. - ·._ •• '.'_ .';"""": 

es: 

y ~¡):.(?_r,r)°"'; 
- .dea (D) 

' . ' 

En el tr~b:Jo .de D 'AgostinCl (1971) ,' se analiza la 
.· ' . ·' . ·' ... -. . .. 

' ' 

prueba aso~iada a !) en .c¡Íani:o a 'potencia,' este. es 
'·· . . ' - . 

·. · tudid·.se hil':.o por. medio ·d~ ~imúfación •. En elmis'

mo trabajo también se presen,ta la distribución ils:í-!! 

t6tica nula·de D. 

iv) Representación gráfica dé probabilidades normales. 

E.n la práctica es común graficar. una muestra de obse_;: 

vaciones (en la mayoría .de los ·casos mediciones) sobre 

.papel norntlll antes de empezar cualquier análisis esta 

dístico formal. La suposición de normalidad esta pre-
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scnte en la mayoría .de las técnicas mas poderosas pa· 

ra el anáUsis de variables continuas. y la gráfica s2 · 

bre.papel.norrnal provee una guia visual de gran utill:,. 

.dad para. déterminar que tanto la muestra disponible 

cumple con esta suposición. 

· Una asinÍetría marcada (tal c¡ue sugi~ra una transform_! 

Ción de los datos), se .m\lestra por m~dio deu~a curv_!! 

tura en la .gráfica y la .presencia de Kurtosis es tam-. 

bién. facilinente distinguible • 

. Para mas detalles sobre esta técnica vér Healy (1975), 

Press (1972), .Wilk & Gnan"d~sik~n (1968) .Estos mito-

.· dos rio dan una •r~gla· dé de~isi6n para la notmalidM; • 

l!nicatJénte de codo subjétiv() se investig~ el grado de 
" . 

"cercanía" de los ·datós a la normalidad, 

. . ' . 

Tukey (1962) ha sugerido un co:ijunto de métodos numé-

ricos, equivalentes a la representación.gráfica, para 

la. primer etapa.en el proceso de análisis di;! los datos 

• 
3;2,2, Téctiicas multivariadas para evaluar normalidad conjunta, 

·JAs pruebas de. la sección a~teriorson .sensibles a algunas 
. . . 

. formas de rio. normalidad en: el. caso. mulÚvariado que résul-

tan en no normalidad en las distribucioni;s marginales. En 
. . . 

la práctica, dicen Andrews et al: (1973), la no.normalidad 

tr.Arginal esta presente siempre que no normalidad conjunta 

este p::esente excepto tal vez en casos raros o patológicos, 

Sin embargo hay necesidad de pruebas que explícitamente e~ · 
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ploren la naturaleza multivariada de los datos. 

Algunos métodos que permiten satisfacer esta necesidad son: 

i) Pruebas. de razón de verosimilitud asociadas con tran_!!, 

formaciones para aumentar normalidad. 

Andrews et cll. (1971) ex:tendieron las técnicas de B6x 
<> ' • ' 

& cóx .(1964) presentadas en la ;ección anterior al c~ 

·.so multivadado. A conÚnuación se mencioná. brevcmen-

te este método (para detalles ver Andrews et· a l., (1971)): 

s:iponga que /\ • {A 1 es una familia param~trfoa de 

. transformaciones tales que los datos transfOrmádos 

X C).) pueden exprésarse por medio de un. modelo s impl~ 
: normal muÜ:ivariado. Este. modelo prbporcio'na una dis-

. . .. 

tribuCión,. p;,tra X, que depende d.e los parámetros de 

· la tra~sformación b_ y de los parámetros. del, modelo 

normal multivariado, Si lás i:ransfoimaciones !\ son 
' '. . . 

invertibles, puede encontrar~e una función de verosi-

militud logaritmica de. todos los pará.-nctros. La fun.; 

ciórl se inaximiza facilmcnte s~bre los parámetros del 

modelo ncinrial usando el inétodo de máximaverosimÜitud. 

Esta ftinción maximizada, L má.x. ( 1>, depende sólo de 

·~ A11drews et al. (1973) recomi.enda que aun 

cuando hay sólo.dos variables involucradas para evitar 

cálculos engorrosos y poder efectuar parte del análi

sis en forma gráfica las transformaciones d.eben ser 

transformaciones potencia de cada variable separada-. 

mente sin fovolucrar parámetros de traslación. 
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Para la familia de transformaciones potencia, la tr:msfor~ 

mación lineal ~ :. f A 1 , ••• 1 ). .¡... ~ / : 

vector de unos) es la (mica transformación consistente con 

la hipótesis de que los datos se distribuyen normalmente. 

Una prueba de razón· de verosimilitud de la hipótesis -~ : · 1 

"puede ·basarse en la distribución de 

que es asintóticrunente aproxiinada por medio de una 

donde es el vB.lor.de que maximiza Lmax ( ~} 

y 
. ·,,.... ·. . . 

L•ox (;~)· - 'f · ~'1 / t) + L~{A¡~1)¡{,-R,,, ~,J 
j ~ij :>o (i:i, ... ,1Á )S=b··')~) con y [-v. ><f) ;_ ( -~·;j) 

' : ;, ·, 

Á -:. ~ . 'I (~) · 1 

i::~-('1lA)~1~·;f( yo.Y~ 1;_?--') 

Este méÍ::odono sólo indi~il cuando los datos no son normales 

sino que además sugiere transformaciones de los datos para 

mejorar la normalidad. 

· ii) Pr.uebas basadas en densidades mtiltivariadas, Lns prue-. 

bas clásicas de bondad de ajuste, tales como :x.2 y. 

Kolmcigorov-Smirnov pertenecen a esta clase. Sin embar 

go la.s dificultades ~:inconvenientes de estas pruebas 

en el caso unívariado se ven magnificados en el caso 

multivariado y por lo tanto severamente limitadas pa

.. ra los propósitos de esta secdón, · (Para discusión s~ · 

bre estas pruebas ver Andrews et; .al.. (1972)). 
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.. 

Se han propuesto algunas pruebas que estan. basadas, 

cuando menos indirectamente, en las distancias entre 

puntos cercanos en un espacio p dimens5.onal. Dos de 

estos son los propuestos por Weiss (1958) y Anderson 

(1966), estas pruebas no han tenido gran aplicación. 

una tercer prueba que trata.de se-r mas sensible.a d.f 

fcrencias locales de iá densidad por medio de .una bu1. 

queda expHcita del comport~amiento de las distaneias 

entre p\intos cercanos es la propuesta por Andrewfi 

et a J. (1972) • 

iii) ·Métodos basados .en radios y ángulos, 

El primer paso en la presentación dél mét~do (ver 

Andrews et· al; (1973)) es obtener los resi.duales.: 

i3. . s -{ ( '.t: - ~) j-:: 1, •.. >""' -.' = I 

donde .Xi de~otan observacion.es, X ·~ S son respectivE: 

mente el vector müestral de. medios. y 1a matriz dé co-. 
varianzas; y S - -:. es· la raíz cuadrada simétrica· dé 

5 ~ 1 
(ver Press (1972), pag, 36 y Andrews et ~1 . 

. (1973), Wonnacon:Rwonnacott (1979)). Los -radios al 

cuadrado, o longitudes al cuadrado de 1a s ¡; : 

,_,'l.. -,'.,~ 1. -)' - 1 (u.ü\ 
•i=.!:,.~i-=\':i:-.';1.s J¡·..1 - - - . -· -) 

se distribuyen aproximadamente como unat.2 con p gr_!! 

dos de libertad en el caso normal p-variado. 

En el caso bivariado el ángulo e¡ . que hace ?.-r 

con el eje de las abscisas se distribuye aproximadameE_ 

te como una uniforme en el intervalo (0,21T)' •. Las 
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<. 
r¡-~ y las 6;'-i son aproximadamente independientes 

para n grande, la dependencia entra, entre otras co-

si)s, por los estimadores del vector de medios y de la 

ron.tri;¡: de covarianzas, 

Para tamaños de. muestras grandes se espera (ver 
~ ' ' . 

· Andrews et al. (1973), (1972)) qu~ esta dependencia 

no ten¡;;a efectos graves. 

se sabe qu~ la distribución márginal exacta de bs 

2 
t¡ :i es un múltiplo (constante) de una distribuCiQn 

Beta, pero at.m ¡;>ara tamailos de muestra "pequeilqs~' (el! 

to es, .11= 20 ó 25 en el ~aso bivariadó) fo difere~cia . . 

entre Usar una Beta ·º Ul'la ,:2 es insignificante (ver 

G!\ariadesikari &.Ketten'l"ing (1972)), 

Algunos autores como l!caly :(1968)íKessel & Fukunaga 

· (l 972) han sugeiido nié~odos para· determinar ncirmaiidad 

basados exclusivamente .en los indios al cuadrado, 
,:· :' ·.·.·. ·,. 

Andrews et a L('l,973) proponen un método basad~ en ra-

dios y ángulos~ 

Es~e último método esta basado en grafiCacfón y tiene 

el mi~mo e~pÍritü que los mitodos mencionados anterio! 
. . 

mente de representaciones g~áficas de .las probabilida-

cic's. 

PTUebas multivariadas de no~lidad que "buscan" en t.2, 

das las proyecciones unidimcnsfonales y utilizan el pri..!! 

.cipio · de la unión-.intcrsección de R.o 'j. (1953) han s.f.. 

do trabajados. por Mu.kovitch & Afifi (1973) y .Aitkin (1972) • 

. ¡ 
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3. 2, 3. Normalidad Direccional. 

El análisis marginal de cada una de las variables origina.: 

les considera las proyecciones de' los datos s·obre cada .eje 

de coordenados. Es interesante ti5ar estas proyecciones y 

·algunas otr~s. para que entre estas se consideren aquellas 

que es. posible que exhiban ciertos tipos de. no no~alidad • 

. uh método que ~igue esta linea de trabajo es el presentado 

por Andrews et al. (1971), (1973); que consiste en estiniar 

t:ransformaeiónes que aumenten la normalidad direccional 

(por direcciones). Especifi.cii.mente los residúÓs 

. .. ..· .. 

. se obtienen, Cualquier caracterl.stica de las observaclones 
. : ·. . ' 

:f¡ se reflejará como la correspondiente característica de 
' . . 

1 s ~¡ , y la .dirección de cual.quier conjunto de pu~t~s 

nó norinal, si esta. presente, se identifÚará, talvez, .al 

estudiar la siguiente suma normaJ:izada: 

W.' e 1\ ~-\!~ . ·-' 
lf t. W¡ ?=; 11 

donde H ~ ll es la: norma euclideana de ! 'l oles una consta!! 
. .·. ,· ' 

... te que debe elegirse de a'cuerdo. a ias siguientes' considera 

_ciones: 

El vector ~ o<.. provee una parametrización de· ias direccio

nes en el esp_acio de. las §:1
.ó (y por lo tanto, en ~l esp~. 

. ' . ' 

cio de las .~ 1:1) en terminos del parámetro o(. ·.-t< ~" 1, !':!: o1. 

es ·sensible principalmente a aquellas X' s que es tan lejos 

de y; mientras que .6i e/.. :::: ,... t)l_es función solo de. la orie_!! 
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tacion de. l s ~ ~ • En general si o/. '::>Oel vector;!<>(.; 

apuntará (o tenderá a apuntar) hada cualquier agrupamien• . 

to de observaciones alejado de la média, mientras que para 

cJ., <o el vector cl <.. apuntará hacia cualquier agrupamie_E! 

to anormal de. datos cercano alcentro de giavedad de. los 

Para \lna ot espedficá el vector ;! o<... corresponde al.vector 
. -~ . . 

;! :_ ·=. S .· z ;! .._en el espacio de las observaci_ones originales. 

Las longitudes de las pr.oyecciones de. lasobservaciones>orJ: 
' . . ' 

ginales sobt'e ~l espacio unidimensional especificad() por la 

''dirección" ;!~ épnsd.tüye una muestra univariada _que pue~ 

de ser estudiada por medio de. cu~iquie~ prueba univariada. 

de nonnaUdad (sección 3.2.l).',. 

3·~3., Independencia, 

... 
Press (1972) menciona que si. los resultados en el caso univariado 

se pueden utiliz~r como gu{a; entonces de.be esperarse que ~na .viO-
. . . 

ladón con .consecuencias graves .en la_s hipótesis .del modelo .lineal 
. . 

general sea la Violactón de la sUposici6n de independencia de erro ·. , . . -
res.· (En el caso multiva.'riado: la violación de la. suposiciÓ!l de i,!! · 

dependencia de renglones de l). 
.. . . . ' . ·.. ', . . , 

. -. . . . . . 

Si los errore~ es tan fuertemente correlacionados (co~o se podría. 

detenninar al graficar los residuales para cada ecl'.ación en la fo_;: 

ma'ráducida) los estillllldores de los elementos del.vector de medios 

·pueden ser extremadamente ineficientes por tener varianzas grandes. . . . ' ' 

Este problema puede.minimizarse por medio de la determináción de la 

naturaleza de la correlación, esto puede hacerse por medio de análi 
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sis de residuales (sobre detalles de anllisis de residuales ver 

Draper & Smith (1966), Anscombe (1961), Anscombe & lu.key (1963)), 

y corregirse al es timar. los parámetros por medio de mínimos cuadr! 

dos generalizados (sobre míni.m.os c.uadrado-s generalizados ver Press 

(1972)., Aitken (1935), Searle (1971), R•o (1965)). 

·3.4, · Heteroscedasticidad~ 

Se pueden presentar dos casos de heteroscédasÜcidad: univariada 
. . - - . 

y ~ultivariada; A continuación se tratan brevemente estos: 

a) Heteroscedastici.<lad univariadá,- En algunos e.ases lós vcctore~ 

de "errores". tienen coinponentes con varianzas diferentes (hete-. 

roscedasticidad) .. En este é:aso7si se- puede establecer algu..;a .. 

relació;,_ simple entre las varia.nzas de los componentes (tiil co-

mo V~r-( ("DI.); IJ} = kX.,¿_ , donde K es un~ constante y Xci_ 

'. . es .la observación ot-t.Ar\.<.t<. de l¡¡ va_riable independiente en una 

regresii>n linea_l simple) se podrá usar mínimos cuadrados gener~ 

li.zacios y se resolverá .el pro~lema; (ver .Press (1972), pp. 263~ 

264) • 

. Sin embargo en algunos cas.os no es posible hacer ·10 anterior y 

_es necesaria alguna tr_ansformación de los elatos (para trans.for- . 

maciones de datos ver Press (1972); pp. 264-265, Andrews et. <11. 

. (1971), Scheffé (1959), pp. Bt+, 365~368, Bartlett (1947), curtis 

(1943), Dolby (1963), Box .& Cox (1964)) 

b) Heteroscedasticidad 1múltivariada. - En este caso hcteroscedas ticJ: 

dad ~mplica desigualdad de matrices de varianzacovarianza, la 

que origina el problema B_ehrens-Fisher. 
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Las pruebas de hipótesis en mult.ivariado que involucran. varian-
' ' 

zás y éovarianzas son generaln1entc ·extensione~ naturales de las . ¡ 

pr~ebas univari:adas, A continuación se presentan brevemente al::. 

gimas pruebás .de la hipótesis de homosce.dastici.dad (homoscedas~ 
, (• ,, .,• ' . ~ ,· 

ticity) .' o igualdad de matriees de. varianzas covarianzas ~n el . 

caso multivariado. Para pro.bar cuando esta suposición es corres.. 

ta,aun en forma apro,.~ada, es ne2es~rio usar i:esultad~sasin-
. ' 

tóticos .. Press (1972) hace n?far que al ~er las pruebas d~ igua_! 

dad de varianza en el caso w1iva~iad~ extrema.dámente sert~ibles 
a fallas .en la hipótesi:i denormalidad, M debe sorprender lá 

misma sensibiÜdad en el caso multivariado, 

. A continuación se presenta esta prueba (Press (197Z), pp •. 176~8). 

en el caso paramétrico: 

se.an .. tJi) ~ ... , !N-.c;.) Ni observa.ciones p·variadas irtd.!: 

pendientes de N ( é; .;,¿;;, ) , i=l, ••• ,K •. ·Se desea. probar. la hl: 
- ,) 4- ' 

pótesis:· 

f! ' ').7-::;t'.;.·~ ... ··_ .... · .. y·.· 
o Lf-:1 - '7 2 - . ' - q~ k. 

Coco la matriz de ~ovariarizas muestrales de .cada pobl!iéiÓll.es · 
' ,·. . .', .· , . 

tina estad~s ti ca sufÍ.cier.te para cada matriz de covariart~as pobl~ 
cionales, se. define . · · .· . · . · · · 

V¡':: {'.1~~(~): z (-L)j [ ~ g(_ (~)-K<.t)].' 
.,(; 1 

.V: Cpxp) 

para· i= 1,2,.;. ,K, donde la barra sobre ! (i) denota la, media 

muestral de los !.,__(;,)'~. 

1( 

N .. L. tJ¡ 
"•:.1 
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Se puede checar que la prueba basada en la estadística qué se 

obtiene del cociente de verosimilitud.(al reemplazar.las estiro~ 

ciones máxima verosimilitud por estimadoresinsesgados) puede 

basarse en la ·estadística: 
' . .. . ' ,'· . 

./L e+ .f. ( IV:2.-:' ) .lod· /V¡ 1 - (N~ k)¿J Iitw/ 
. 1.::1 

donde 
:}2 (N- k.) .~· (N- k)- .± t (.A.1;-1) &,i (Al;.-:r) 
''2. . . .~ .. '. 1:1'. 

. esto es, .e~es el cociente de \ierosimilii:ud modifi~ado por es 

timádores ·{nsesgad~s. Es~a pruéba .fué sugerida por ·Bart:fott . 

(1937);. una prueba alternativa basada en l()S procedimientos de 

prueba unión-inters~cciónRoy (1953) .está.dada por Roy.(1957) 

capítulo U, 

Se rechaz,a H 0 si ··;:\· es menor qúe una constante que ·~e d~~r.rmfoa 
p~ra . cualquier nivel de. significanciti. preasignad.o utilizando la 

distribu~ión de}jbajo.H 0 , 

Para p=l, la prueba de H~ se .basa en unª distribución F de $~~- . 
. . . . . . . ' ' 

dec<ir, Pál:a p )l la dÍ.Stiibución .es mas cqmplicada: • 

se definen las siguient~s éónstantes: 

a =·l . ( '<. 
-.... ·.·~··--

1: 1 ·/Ji - 1 . 

. b 

6 (K- 1 ) 

Box (1949) encontró una buena aproximación a la distribución de 

)j bajo Ho, la que esta dnda por 

Pr.{- éA~Lt~:: ?~{%2.<t)l:tI +.. 
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>f ~[Pr-{X 2(f+lf) Lt:l.,. f'r.[~"U) .< .zJJ + 

+ º C~/01) 
donde f "' ( p ) 

1 ( p +1) (k-1). 

ye;¿. (s), es. unaX2 con s grados dé libertad, Esto es para 

muestras grandes es aproximadamente cierto que . . . : ' 

D[- ~ /J] = l>[ 'lt 2 
( (~) C f:+ 1

) (k ~O)] 

dondeD[~J deno.ta la distribución de X. . 

Si se encuentra que las matrices de covartanza~ no son igual~s, 

e~tonces muchos de. los modelos muÍtivai::Í.ados ;no !lC aplican. SÍ.~ 

embargo es a1.fr1 ¡iosible piob~r igualdad de vectÓres de .~ediás y 

a. este problema sé le cÓnoce coino el problemaBeh~el\s~Fisher. 
~ . . . \ ' ' . . ' ,- . '. ~ .... ' . . - . . . - .. · . . . .. 

• ver sobre e~te problema B~nnet (l 9g), Anderson (1963), Press 

(l.967)~ Estos métodos son extensiones multivariadas de. el pro~ 
.. · ' " ., .. · .... 

ceÜmient.o présct1t:ado por Scheffé (~943) en el caso uniwiriado 
' ' 

para resol ver el problema· B~hren.s-É'isheí:~ Bennett ·directamente . ' ' 

. ' . ' -

e~tendió el resultado sc.heffé al caso de dos. poblacione~,mult.!, 

.;arÚdas, Anderso~ extendió el trabajo de Bennett a K poblacio~ 
nes y PreÚ extendiéi ~l prcic,cdimien¿:o a.matrices. d~ covarianza 

tales como la matriz ¿e covarianza dentro de clases. (Ver Press 

(1972)). 

En el .caso no paramétrico (ver Puri & Sen (l97l)). Se trata el • 
·.a··, 

problema de probar cstadísticame~t:e la homogeneidad de varias 

matrices de disperción usando est:ad{sticas. ordenadas pÓr rango 

· (Rnnk order statistics). En el caso. no. paramét::i:iéo la formula-. 

ción de la hipótesis dé invarinnza requieré distribuci~nes idén ·, 
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ticas-, y eso, a su vez, requic,re igualdad u homogeneidad de pa-

rámetros de localización, En el caso paramétrico el problema de 

igualdad de matrices .de covarianza no tiene nada que ver con 

. igualdad de parámetros de localización •. Es. por esto que en el 

caso no paramétrico se consideran.los siguientes problemas: 

·· i) Prtlebas de homogeneidad de matrices. de dispersión suponie~ 

do igüaldad de parámetros de loc.:Ílizac~ón, 

· ii) Pruebas de homogeneidad de matrices de dispersión sin 

asumir igualdad de' parámetros. de. l(lcaÜzacióri~ 

' . ' . ' . 

iU) El problema de probar en forma·si~ultáne(l la homogeneidad· 
. . ,,,.,: ,. '. 

de parámetros de localizacÚm y la homogeneidad d~ matrl· 

ces· de dis~ersión, 

En el caso paramétrico, como se vio .anteúormente, las pruebas 
. . . 

. de homogeneidad de matrices de disperÚón e;stan basadas en.las 
.,, . . . 

matrices de covarianzas inuestrales (ver por ej~plo Anderson 

(1958), capítulo 10 y Pres.s (1972), capitu.1ó 7), sin embargo 
•. . . 

en .el caso no paramétriéo la .matriz de. covarianza·s muesúales. 
. . . . 

no se considera una estadística apropiada ya .que es sensible a 

observaciones "alejadas.., (outliers), depende de. la existencia 

de los momentos de la distri~ución origin~l y puede no mantener · 

su suficiencia u Optimalidad .en el caso .de distribuciones no 

normaies, 

A continuación se presentan brevemente los resultados ·de Puri & 

Sen (1971): 

(k) ' lk) °!: >l. ( n< p) :: ( X '"'- ) ... ) 

.· (I<)) . . 
X f.iOA... ) oc: 1, ... , 1-11{ > N\: '"' 
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ve.ctores. aleatorfos, indcpendüintes e idcnticamente distribuidos 

con una función de distribución absolutamente continua F, (k) CK), 
para K•l, ••• e ( .} 2); estas e muestras se suponen mutua-. ·, . 

ccnte :!.ndcpendientes: Sea N= 2:: """:I< y suponga que para toda 
. !ti 1 

N se cumple~ las siguientes desigualdild~s: 

para alguna 

Sean .FA. (k) (x) y Fk(i;j} (x,y)·• la función. de distribución·m~r~ 
gin~l de XL. (k} y (X io1.(k) .. , Xj~(k} · r~spectivaníen~¿ pa~a 

i< j : 1) .. ') p b k:: 1) ... ) c.. •. · 

Lá 'formulación de las hipófesis. e.stad{stica.s mencionadas en 

~), ii) y iii) se da a continuación: 

PriMro ~onsiderando el éaso de matrices d~.covari~nza, suponie~ 
do igualdad de parámet:ros de iocalizaeión, en este caso la hip,2 

tesis es . . . 

H .. ">; Fe'' ( ~) :: F cei(K) :: • ·.:: F.<c>('5) 

. Esta hipótesis implica que ·e'·,·= ... ,' = , donde 

. e/'<>. es la matriz de dispersión. de los "funcionales de 'g~_!! 
- . . . . . . 

·. do" (grade function~ls) .de la K-ésima ~uestra (Kcl 0,., ,e). Con~ 
. ll"l.'~) 

tra el. conjunto de alternativas en que 9"'r · · · j · O' 

• nó seall todts iguales. 

(le) 
La funcional de grado de Xi-. se define por medio de Yiot.. 

donde 

v t1<> J [H·. ( . <k>)] 
1;o1.. : . (.i.) . ti) X;c( · . 

-58-

1 
1 

1 
l 



Y Ji (u). (i=l, ••• , p) es alguna función absolutamente continua 

de UJ definida en el intervalo abierto (O,l), y Ji (u) se norm~ 

liza de la siguiente manera 

• : 1 

El propósito de iritroducir las matrices de dispersión anterio-·-

res es trabajar con una clase de matrices de dispersi6n que sean 
- . . ,·· ... 

invaí:iantes bajo .ciertas. í:ransforinaciOnes d'e las yariables, que 

sean menos sensibl~s a observaciones. ·~alejadas" y al .mismo tiem 

po que sean medidas informativas. 

En partic~lar si Je.<) (.v.) es monótona en u ( .ó <.AA< 1 ) • 
. . . . . . ' ' 

V i ,;; i, ••• ,p; entonces Qjit.1<! , K =;l, ... ,e será invariari-
.. . ', \ .' .-.·: 

te bajo tI"ansformadiones mqnótonas. de ill.s variables coordenadas •• 

{l) . 
Las alternativas de Ho son .todas las .maneras e¡{ que la :i.guaJ. 

dád d~ las 9tk.l~ .no sea cierta. 

c.orisiderándo la hipótesis ,de las .matrices. de dispersión sin su 

. pon.er ta identidad de los paránietrós de localización: 

escriba 

donde 

F (k) QD 

.d. (k) = 

= Fq (k) (! - J (k))... (*) para 

( J, (k),,,., d p(k)); (k.= 1, 
' . . . ·. 

~ •• ;e) son .e vectores .réales de p cornpo~entes c.ada u~o~ 
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En este caso 

H (L) • 

• 

contra un Úpo .similai;.. al caso anterioT'dolternattvas qué invo-

lucran a 1ss 

los e(~l~ 

) e<'O~' donde desde luego; el1 la defin:Í.éión de 

en vez de usar F . (k) 's se usan Fo (k) 's (ver 

Puri & sen (1971)). 

Fina1?1erite se considera la hipótesis de que ambas;las matrices 

de localización y; dispersión,sean las mismas, esto es: 

Ro (~) . F (1) •. m "" • • • = F (e) . (~) 

donde F (k) ~) (K "' .l,, •• ,e) esta dadl:Í. en .<'i:). y sé prÚeba 

contra las alternativas .de que cuando'. menos 
... . 
tes igualdades no sea cierta, 

.. e <1) .. ~ .... 0 <e:) ~ (l) = ••• d (e). .- . 

A continuación se presenta en. forma concisa la prueba de H., (l) 

·basada .en permui:aciones •. Para las otras pruebas referirse al 

Puri & Sen (1971), 

<. . . •. '( 

Réuniendo las N = LM1<. observaciones x}' ·. 'e(= l,; ... 
l'f :.t 

' ,"' 

k; k. = l, ••• ,e en una muestra. combinadp;y deriotal.'' ei piiúto . 

111uestral por medio de la matriz 

,· l'l)' , • .-", X .. 
• -...ie., 

y el espacio muestral por J. .. Bajo Hot•) la distribiÍción con-
AJ 

junta de Zw permanece invariante bajo el grupo finito de N J 

perr.iutacioncs de los N columnas de z '¡¡. Entonces si se éond:i.ci~ 
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na con z,,,, todos fos N ! puntos muestrales generados por estas 

N ! permut~ciones de las N columanss de Z1
1j tienen ca.da una. 

la p~obabilidad condicio;i.al ( N ,1) -I • Ahora arreglando los 

elementos de cada renglón de Z ',.¡ en orden creciente (en rnagni-

tud) obtenernos la matriz 

(

R..:'1 ..• R.~~ 
RN (pxN) = : 

n (¡) • • • R l 1) 
i<:-¡,. ~"'· 

R e<.) J ...... .,_ 

r1):..~ . . . . ~ 
. .. . . 

Para. toda i ( = 1,.,. ,p), reCmplazando l.os rangos «. (".'l,; •• ,N) 

en el i~ésimo renglón de R,;' por un conjunto de registros gene~ 

rales {E~/~ = jN<-') (o<.;{N+i) \ ot: 1;·• ., N J J •. se ob-. 

tiene• 1a correspondien~e r.Íat~iz de registros: 

(

E .. (1~ t., , . . e u~ ,,, 
fV)l'-tt C.:-AJ,1('""'• 

F (-1-><.N):: ' -AJ ,_, , 

,c:U.~ c.1 . • • • E .. (.¡.~ ~,, -1J, •4¡.. ,., P"'' 

Con ·l~~ matrices anteriores se obtienen las .Siguientes estadí_g 

ticas: . , 

1 
.:: ---

·MJ<. .-.. . . ' .· .· . '1 "'' (;). . <j) . ·~· ·~ (') 1 . 
. ¿_ E A) .12;(/<¡' E· .. · (.lq - ..L ¿ EIJ' ll·(lc) .•. 
' <>{; 1 ' .... , }J 1 l2r. .......... ot.<~ . 1 .... , M~-1 

·[··~ . . ¡::lj) {~).]' .·1·· . . . • L..-:1.11~ji>l. .. ·.·.) ·~lj··= />,,:, ¡.:,· ) h;:r, ... ,c.. 
<= 1 . 

. .. .. s·· * ·1· . ~. ""''<. (i) . (j) . · ·· t . 1 ·."í'.'· F ·. {'<\ F · (1< 
f.J,ij: --. L ¿_ -:N,R'oot. ·..;. IJ~. 1 

N - 1. 'I<: I «.: 1 . ' " ' Jo( 

. . . 

- AJ ·E~.c>fij'J 
donde 

ademas se define 
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,' ' ' \ '<:. .~ ti) ' tj) (;•) 
1 .... .. ;,( f2 ' .;' / T \ F ' {~)E' (~) E (k) 

.. 'J1'J . . N• ·N- ,._ C- .-N1 R.¡ · >J ri, .· N¡P· ~ 
- - ~' <.:1 . f l~J"" . ' 

para.toda i,i',j,j' := 1, ••• , p. 

' ' ' . . . . 

Y 'V¡.¡(H11) = <<vr~<Rw))) r,s = l, •• ,,,p (p.f:l)/2. · 

.•· ;_ ,:,.,,' .. ; 1; ~ ·• '>~ 

' Entonces~.se éonsfdera la .estadístiea 

se rechaza 

donde l,¡ t se escoge de tal formá que 
·. •·· . " . ,: ' 

i ,{,(Al ~ ~ IJ> <I. {flo (i) }: f ) ·. clo~~e .·o< .é ~ I • 

·.·. es .el tiivel de s igriifl~arici~ de la. prueba. E~ tit~e:s'tr~s "peque- . 

·· .. ·.• ' nas'; se puéde evaluar 'X¡¡~ ~ti~iza~clo. la:ciist'~'ibución ~xacta ... 
(basada~nlas pcnnuq1cionesJd~·~,_J(~er pdra,détalles Puri. ·&. 

Sen (1971)) , . mienttas <Í~e~ para muestras i•~rartdes", 

Puri & .Sen (1971) demuestran cj~e X.v é c6nverge en probabilidad 

a ~2€- ,h' donde cx.26 ,r es él ~unto loo J (1~:)% ¿e tma disi:ri~uci6n 
·, . . .. . ... , . . . . . . ·, 

libcrtad y h 

; .. ·r 
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Capitulo· VlDÜerentes criterios. para efectuar pruebas de hipótesis eri 

En ANOVA, el criterio d.e prueba 6pti~o es g~ne;aimenté una prueba F de la 
' . . 

razón Ú varianzas mi.ie~trales (ver Press (1972), Sch~fÚ (1959)), sin em".' 

. bargo en el caso muli:ivariado se hari propue~t~ critedos alternativos para ·. 

pr~bar la misma h:l.por:eSis y estos c:dt~r.ios no siempre conducen. a las mis,;; 
. . 

ir.as deci.sfones en el caso p diruensiorial. (Si p : 1 conducen a la misma de,,: 

cisión). 

. ' . 

• Uno de estos criterios es e 1 mencionado en la. sección 2. 3. 3.; el cual fué 
. . 

propuesto por Róy (1945). (1953). Algunos criterios son los prof>uestos 

por: Hotetlfog (1951) b:isado en La~ley (1938)/·Wilks (i9J2), PiUai cl955) . 

basiido en ideas de Barclett (1939). G~anadesik.an et;il.' (1.965) Y·Roy et••I., 
ti97l). 

: ' . . 
En las secciones siguientes se mencio¡ian breveíne~te alg~n~s de. estos crit!:_ 

ríos y .se utilizará la: n:otáciÓn de la seéción 2'.3. 3~ 

4.-2~ La Traza de ·Hatelling - Lawley, 

tawley {Í93!3) consideró una estad1st:i.ca, que .era una generalba:6i6n de fa 

· prueba .F, para probar significanda en. NANO.VA. La ·estad!stica To
2 

fué in

troducida por Hotelling (1947), (1951) c~mo unamedida multivariada de di~ 

¡;>ersi6n relscion~da Con el probÚma de probar fa ~i:ecisión de mirad para bOE 

barde ros. 
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. . . . . 2 
La· estad!stica To , . ha r.ecibido en. l_a literatura especializada diferentes 

nombres como son la traza de Hotelling - Lawley (por ejem •. Olson (1974), 

() 
2 -2 . -

Smith et aJ., 1962 ), To de Hotell:Lng o To generalizada de Hotelling 

(ejein. Pillai (1955), Pillai & Samson (1959), Constantine (1966 ), Tik:.i 

-(1971), Troslde (1971), Me Keon (1974)). 

La .estadistiCa To
2 

es .la generalización en M..\NOVA de la estad!stiea T2· ta]! 
·- -

bién propuesta por Hótelli!lg (ver Presa (1972); Anderson (1968), Kshirsá-
- . 

gat {1972}} y de la. c~al solo se da'rá la definición: sea .8 un vector alea-

torio con p componentes que sé distribuye segl:ín una normal multivadada no · 

singular, p variada con matriz d~ covarinnzas t.. Sea .D una ma_trfa simé_- . 

trica definida positiva con distribución indcipéndiente Wishai:t con ..f! () ? ), 

grados de lib.ertad. S:L la rnat.r!z en la distribu~i~n de 'f) es t ;entonces a 

la. váriab le ~ I ( ::-f r ~ se le -~óno~e como la T2 de Rote lling c~n . .f:. . 
grados de ub.ertad~ 

Es importante óbser'-'.a.r que T
2 

se obtiene a partir de ~/t 1!:- _. reempla-

...;f D zando a f por su estimador insesgad_o f: que se dÚ tribuye independien-

temente de é!.- len particular si p ":". 1 la T de l!ot:elling co~ncide con. la L 

de "Studeni:'; con ;¡ grados de lib'ertad, es por e~to. q~e la T es la genera:.. 

lización en el análisis multivariado de la L de "Student"; . 

- 2' . ' .. ,· ,· •,,' ... ' 2 -1 
La To, se define (ver Press ,(1972), Morrison (196'.)): a) To = Tra,za (HE ·.); 

(nota~i6n sección 2; 3. 3.) Expresiones equivalentes a a) son: 

b) 
.. 2 -1. 

To = C. 'Z. ),·1 
¡::\ 

dónde ),¡ son lils ~ { ,< /o) ra!ces cara~ ter!sticas ·. 

. - l . . 
(positivas) de ( H. .E ) en ei caso en que se prue~e independencia 

entre com~onentes.· 
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2 
c) To = ( . ' . e. 

A¡ - --'-- ,_ ~: ') donde y e.._ es una raíz caracteri! 

tica de R. Donde R se construye como se muestra a continuación (Tros~ 

ki~ (1971) ): sea.~ ( p X: 1 ) un vector aleatorio distribuido de acuer-

do a una distribución normal .multivariada Nf,µ. > t). Sea ~(l), ••• , . 

. K(n)'{N >.f:.J lUIª muestraaleat~riá de N obseni~ciones d~ NjA;i:) .··. 
y sen. A :: L (:6<•9 - ~)(~oi. - 8/ , una matriz Wishai:t. Sea i P¡.f 

"'::/ ' 

ticionado de la. siguiente .manera 

X .• r~ (1) ··1 .. t X Ct) 

. <•) l ) X<•>( ) 
donde ~' \.. !i-x 1 } - rx 1 

e:; '.· 
con T ,<.r-) 

·Se part:iciona: A de acu<Írdo a. ta partición 4e ~ y .se obtiene 

A - r .. A,, 1· . 
·A '21 A:t.1. 

donde A" e~ X ~ )) A 17 (~ :<f)) A 2;? (r-xr) ~ .. ·· A¿, (~X 4)' 

Entonces se.define 

J.. '_, .·. · .. •-1/z. e·,' ') .··-¡A A A A ··.R. .. ·.l~.x!I-.)· •... . CZ:.A,, 12 • <z.. 21 11 
.• 

R fué definida por Khatri (1964) como una11,édid~ de la corrélación entre los 

conjuntos !(l) y ~( 2). A R. se le conoce cómo la mat:i::!z generalizada· de corr~ 

· lación li":llltipie (ver Troskie (1971)), 

y C es una constante. 
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d) To2 = c Traza. R (I-R) -l; donde c es una constante y la mat:riz .R 

( qxq) se definió en el .inCiso anter.ior. 

La constarite c mencionada ánteriorrnente es.una .constante 

de los grados de libertad 'de. la mati!z ele la q~e se obtuvie~on las . 

· raíc:es caracter:!s tic as. 

Pillai & Samson (1959) proponen la estadistica U (S) que es la suma 

de los s ( ~ p) rafoescáracterí.sticas dé (RE-1) y por 1o :tanto es 

un múÜ:iplo d~ To2 •. En Pillai & Samson (l959) se dan 'expresiones P!! .· 

ta los inom.entos de U (S) para ~ = 2 ¡ 3, y 4 Y, 1\acen notar 'que se 

p~~den ~btener los momentos de U (S) a partir de losde v<s) (es~adi~ 
' ' . . . . 

· tica propuesta por Pilfai (1955)). la qué se tratará mas adelante en 

este capítulo. 
. . . 

La distribución exacta de To 2 .ha sido traoajad·a entre ci'trós por 

· .. Constantine (1966)., Pillai & .)'11yach•ndran. (1967)., Pillai &Yolliig 

j(l97l), Tr.ciskie (1971)., a continuaciónse 'preseritan bl'.evemente es- . 

tos. resultados • 

• 
La distribución de To. 2 es muy complicada ·en general, por ejemplo 

··.el ca:so p = 2, Press (1972) pag. 126 presenta su .densidad en la que 
' .·. . 

se involucra la función beta incompleta. 

Si. se utilíza la expresión b) de To2 (la que se' utiliza al probar 
. . 

independenC!ia entre componentes) Tróskie {1971) presenta los sigufo~ 

tes resultados: 
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Si lOs conjuntos X (l) y X (2) son independiel,1.tes R tiene una dtstd. - - . . -. , ' -

bución beta .inultivariada del tipo I y si ~ (l) y ~ (2) no son indepe_!! 

.dientes la distribución de .R es intratable .<Troskie (1969)). 

La función de distribución conjunta de las rafoes car~cterísticas de. 

R; (o1 , ••• ,es) se ccnoce y e~ta dada por Coristantine (1963), est:a es 

(ver notación inciso e)): 
>:. . - . ·. ' 

'.:·,( .. ··.: .. ·, 6 ·.\ ~(··rr·szí2./ c(L s)\.· .. ~· .. ·.(R . .iT-··· . .1..·M. -.,....; r).·· 
1\ e'J"'' -l.1- · ·· S l.}\::,/, ¡z. )Z 

ác>n:J.e. 

o\<.e1 {. ·. ·~ é$ <. I . 
. · . - ,· .- -, - , 

. ···(!, (R , ~ <-) .~ ··~· -1~) = {!~ ( i M. )/{r;(-f f)fs(f {~-~))))'· 

• ·.J ·.R· 1 Vz (r-.!-. '·). /. . ... · 1 . .Y, (,.,., -i·~s -r) 1-R .. z .. · .· . ·• 
) 

. · .... · •..•. · ·.~ .. ··. · · .. ( 1( ).. ::. .. 7r ·<· .. {); - e· ).·. l?<rx. sJ·. es un. ·ª.•·.;n~.· t~iz· eón e. 1einentos 
""t . • • . J .) . . . . . .·. ·.··· .. · .. ·, 

(e,< ') ~ . ~ 'f .et) ~ I~ diagon~l ; ~eros ~n otra part¿ E¡ · coe~. 
U:ciente G¡mma fs (a) y. la' función hipergeom~trica Fi se definen 

en Ja:nes (1964). 

Las ('~ 1s son las raíces caracter.ísti~as de la ec.uación~ 



d®de t = [~:; :,~ J 
de? _o. ." 

de. acuerdo ·ª. la 

" " . l~ 
La funci6n de densidad de U . . es ta dada. por (Troskfo.: (1971)) : 

["¡ (¡··M.)/fCs (t_Cv.~r-)j{({."~) )T .. p/!¿N\ 

<o. (JY,_i-S'-1 2_ z: [ 
.. .. k:o. d.:: o 

.l.L .... )· ·(.Lr). 6-. 
~2. "J.·. z.. .. k.. k,.\ 

para /U/ ( / y donde ó...1e
1
na sido definido por .constanüne (1966) 

¿ ((-1/'+d u/{ {-i_ /.Á) k • .·. 
J .· " " " . . . ! 

k (Í) éJ CP)/k} {~ r~)1< (f jd(_~(I).'. 
r,:. 

como 

donde 

\ _ ·( \ 1 \ \ ·)' , Y
1 
~ \.; .¿ . . . ), d s ) 0. 

Q-· ó.)dl)ºº")<Js jo - cJc., r 

• • • 1 

Ck (B) es el polinomio por zonas (zonal polynomial) evaluad.o en la 

matriz B• (ver sec~:i.on 2 de Constá.~tine (1966)). 

· La distribución exacta de To2 ·(esto ~s ·cuando la mat_riz de no" centra 
: . . ' . . . . . . . 

lidad de Hes 2ero) ha sid_o obtenida por HoteUiÍÍg(l951) en el.ca-

so p=2. " 

Davis (1968) ha demostrado que la densidad de To2 satisface una ecu!! 
,· . ·, . ' 

ción diferencial lineal ordinaria, homogenea de orden p. La. dis_fri-
.· ·' . . 

bución no nula ha sido trabajada (como se mencionó _anteriormente) 

por Constantine (1966), (1963), Troskie (1971) usandopolinoinios por 
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zonas y funciones hipergeométricas con argumentos matriciales (siri 

(l) I . . 
embargo estos resultados sólo son válidos en el caso 1 U < f), 
Pillai & Jayachandran (1967) han obtenido la distribución nula de 

. . . 

u(2).usando polinomios por z.orias hasta de sexto grado. :Pi11a1 (1971). 
. . . 

.al hacer una revisión somera sobre el tema (de donde. se obtuvie.ron · 

en su mayod'.1 los anteriores dato~) 'menciona que no hay exprésiones 
' . . . 

explíd.t:as para la distribuCión exacta. de uü>) (o de To2) para.p > 2, 
' '·. . . "' ' 

o < u ( lt) ~ .o " ex~Eipto la obtenida para u {3) por medio de series 
. ' - . . ; ·. 

por ~llai & Chang (1968) utilizando transforinacióri de variables. En 

Pillai (l9il) se pres~nta un método pai::d encont:~ar U (p) por medio 

de la transformación inver~a de J;lpla·c~ y se obtien~ .distribuciones 

' para. p=3 y valores de l\(~~p~l)/2, y s se define en lasecci6n 2,3,3) = 

0,1;2;3,4 y 5, p=4y n== 0;1,2. 

Se ha. trabajado también con .apro:dmaciones a la. distdbución de To2: 

Tiku (1971) o~ticne una aproximación por !l1ediode la distribución;X.2 ,. 

otra nprc:<imaCión por medio de la~2 se pr~senta entre otros en 
. . 

.Anderson (1958), Morrison (196 7), Press (1972), (En Ariderson (1958), 

· capítulo 8 se presenta e1 desarrollo de esta aproximación), cuando ·la 
' '.' 

hipcStesis nula es Cierta (ver sección 2~3.3) se tiene que NTo2 tieri,.. 

de a distribili rse según \:na ,:2 ~on us grados de libertad según ei t_!! 

ca:-\o de nueÍltra tienda a infini.to (recuerde que s es el rango de la 

matÚz C y u es el rango .de M, ver sección 2.3.). Este re;Ültado ·.· 

asintótico es sencillo de calcular y da buenos resultados. Otra apr_2 

d:riación asintótica es la obtenida por NcKcon (1974) donde se apróx.F 
• 1 

c:ia a la distribución F de S)l.edécor de dos. maneras diferentes, las 

dos fáciles de calcular, Pillai & Sa.'llpson (1959) y Hughes .& Saw 

(1972) proponen otras apr~:dmacioncs usando la F de St1edecor, 
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Una aproximación a Ú diStribución nl1la de U(.¡.} se propuso en 

PiUai (1954), (1955) y se estudió en Pillai & samson (1959) •. Ito 

(1956) obtuvo una expansión para la distribución no nula de To2 la 

que después Ito (1960) extendió al caso no nulo, Otros quehan estu~ 

diado las distribucfones asintóticas de To2 son Sugiura & Fuj ikoshi 
'.. . .. ;_· ', 

(196.9), navis (1970a), Muirhead (l970), s:Íotanl (1971), Le¿ (1971), •· 

Muirhead (1972) y Waal (1975), 

.Este último pre~enta los resultados de entre otroi; Sugiura & Fujik6shi 

(1969), siotani (1971). 

UM. expansión asintótica hasta de orden c-1.ha sido obt~nida por 

Siotani (1957) e Ito (1960), después se ohtuvó esta expresión hasta. 

orden c~2 por. Siotani (1971) µsando téén:Í.cas de pe~turb~ción (pei:tu.t> 

bat:Í.oü Techniques) y por Hayaka.wa .(1970) usando sumas pon'deradas .de 

polinomios generaliz?-dos de Lagu~rre. (Detalles sobre estos polino

mios en waal (197 5), Capítulo l). M~i.I'head (19}2) obtuvo .• una ~xp~e., 
·. sión con más términos basado en la técniC:as utilizadas por Siotani 

.y Hayakai:ia. 

La régión de rechazo cÓ~r~spondiente a este· procedimiento. de p;ru~bá, 

~ .un .nivel ~ (predef~nninado) de confianza, esto e,s la regla d,e ,de

cisión, ·es r.echazar Ho si el vaior. ~alculado de' NTo2:: N. Traza (HE- 1) · 
.·.. . z 

es mayor o igual a ~~ (us), donde CXot.(us) es el ¡:iercentil de or 

den 1- o<.. de una~ con us grados de libertad. 

4. 3. ·criterio de wúks, razón de criterion). 

En el caso uni'variado (ver KshirJ'agár (19.72)) hay situaciones donde 
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se construye, a partir de observaciones muestrales, tma estadíst.!,. 

ca H con distl'ibución 9(<f1
lót\.f .. grados .de _libertad (esto es ~ 

·. 7 . 
SC dist:ribuye 9( ( ~2. )) , y una estadística independiente V que ti!; 

ne una distribución ~2 no central cqn .;, , . grados de libertad. A. 

partir de estas se construye el criterio F _ .1'2 V que se _usa 
;(, ·...,.. . 

. • para probar ·l:a ;;htpó'tesis de que el parámetro de no. centralidad de 

v es.· cero • 

. La hipótesis núla sii rechaza, a un nivel_ de signif;icancia o( ' si 

e¡ valor observad.o de F es mayor que el pímto .100 °'% de la distrl, 

bU:ción de F correspondiente. El ;arámetr~s (!"" 2, que es desconocí

. do, no entra en la distribución de F y est_o se logra por la forma 

en que F se define'. 

El crit:Úio de Wilks (que también es conocido como criteriO /\ de 
: ' ' - .. · :. -

Wilks·, razón de verosimilitud, criterio W) tiene d mismo. p~pel en 

análisis. multivariado que d quci tiene F eri a•1álisis univariado, 

(En Kshirsagar (1964) se expone el papel de el ériterio .de Wilks 

. en aniíÚsis múltivari~do). 

,·. . .·. 
En análisis multivariado es posible construir a partir de observ! 

dones muesfr"ales. p"~ariad:as ·do~ matdces A. y B tal que A se dis-' 

tribuya según una dist;ibución Wisha~t con matriz .de escala.·.~- , 

11\-q grados d~ libertad (A(pxp)) a esto lo denotaremos W <ef ,p,tt.·q) 

(ver Kshlrsaga (1972) y Press (197'2)) y B. (pxp), independiente de 

A y con Una distribución W ( t 
1
p, q) siy .sólo si una cierta hip.§. 

tesis !lo es cierta, de. otra forma B 'se distiibuye como una .Wishart 

no cent,ral. 1 es en la mayoría de los casos desconocida al 

igual que q"" 2 en el caso univariado. 
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Como A y B son matric.es no se puede pensar en su cociente como en 

el caso univariado,, Wilks (1932) propone él criterio: 

/\ -

. para probar Ho. a/\ se le .conoce como el crít.e1:io de Wílks. Para. 

poder utílizár este criterio es necesario conocer su distribución 

y punto~ percentuales. 

En ocasiones q, los grados de libertad· en que B se basa, es menor 

que p (el número de variables) y entonces B .no puede tericr una den 

sido.dWishar.t, en estos casos B tiene una distribudón p sNdo 

Wishart (ver Kshirsagar (1972), capítulo 3), esto. es, n se dístri 
'!-

.huye igual que ~ f.cn ?:-( ,.., . , donde ~ (r) (r=l~2; ••• ,q) son 

indep'endientes e idénticament.e distribuidos. según una normal p v~ 

riada con matriz de varianza-t;ovario.rizá f . i~s medias de ~ (r) 

son cero si y sólo si Ho es ciertá~ 

Los parámetros de. la /\ de Wilks son: n (los grados de libertad de 

A+B~, p (el orden de AyB). y q (los grados de Übertad dé B). 

Eri .análisis univariado u (la que se menciona al principiO .de esta 

· secCíón) corresponde a .lo que se conoce como l~uma .de cuadrados 

del erro.r y v (referido anteriormente) esla suma de' cuadrndós .de 
' . ' '·. :· ·, . . 

la hipótesis. Eri análisis multivariado A es llamada. la matriz de 
. . 

sumas d~ cuadrados y productos debidos a.'1 error (y de acuerdo a 

la .notación d~ iá sección 2,2;3: la matriz A es la matriz. E). B 

'es la. mat~iz de sumas ie cuadrados y productos debidos a la hipó-

.tes.is (de acuerdo a la notación de la sección (2.2.3) B':'H). De 
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ahora en adelante en esta sección utilizaremos para uni:formidild del 

trabajo la notación de la sección 2;3.3. 

ia distribución de IEI determinante de E (E+H) -1 se c()n~ · 
1 E+H.I 

ce como la distribución ¡\ (n ,p ,e¡) de Wilks. cuando. fa hipótésis Ho 

es falsa la dis tríbudón .de . l E 1 depende de E (Z (r)) y se 
, ..... ,~,;.... 1 E+H ( 

conoce como la distribución no. nulii. .de. la /\ de Wilks. 

!As r.iatrices E, H y sus grados de libertad pueden ser presentados 

en una .tabla de análisis de varianza: multivariada (ver Kshirsagar 

(l972); capítü!o 8), 

.··oRIGEll 

Hipótesis Ho. 

Úror · 

Total' 

GRADOS. DE 
UBERIAD 

q 

' . ' ' .. - '',' .,. ·. 
N.t\TRIZ DE SUMAS DE - ' ' 
. CUADRADOS. Y • PRODUCTOS 

···u. 

E 

lHE. 

' ' 

ta. /\ de Wilks es enton~es el cociente entre el determinante de la 

matriz debida al error y la matriz total (hipótesis· y error). El crj, 
' .. ; . 

tcr.io hubiera sido __ JJiL . si. s.e hubiera generaÚzado direc-
1 E¡.. ' ' ' ' ' ,' 

'ta1:1ente del análisis de varianzá 1.n1ivariado, pero .. IE/ ·.· ..... :~ .. es· 
,' .. · jE":+Hl 

más f~cil de tratar y además esca t;eladonado con el criterio de ra 

&Ón de verosimilitud, 

WÚks (1935) obtuvó una expresión para la distribuci.ón exacta de la 

-76-



de Wilks, ésta es muy restringida ya que sólo funciona cuando p ~ .4 

y los grados d~ libertad tienen .valores rn~y restringidos. Bartlett 

(1938) obtuvo una aproxirnaeión asintótica por medio de la distribu

ción A'.2 con pq grados d.c libertad (esta aproximación se expresará 

con mas detalle en esta sección). Wald. & BrOoker (1941) obtuvieron 

una expresión asintótica, misma que Rao (1948) modificó para obtener 

una aj)roxilnación que tuviera una convergencia más rápida. Box (1949) 

· dió ap~o~imaciónes asintóticas a funciones que: incluyen la aproxim~ 

ción de Rao como un caso especial.· Fao (1951) d:Í.ó. una segunda aprox.!_ 

mación a la distribución de /\ , misma que se detalla más adelante~ 

Rao (1952) obtiene otra expresión asintóti.ca de la. distribÚción de 

/\ , la cual se expresa por medio dé funciones beta, 

Schatzoff (1966) dió un método para obtener la dÍ.stribució~ exacta. 

de A. pero no obtuvo expresá~eni:e ni la función de densidad, ni· 

la de distribución. En Pillai & Gupta (1%9) se obtienen eh fonna 

explícita, expresiones de las .. funciones de densidad y distribución 

para valores de p) 6, mediante un. método ma~ s.encillo que el dé 

Schatzoff. Además .Consul (1966~) obtuvo una expresión para la fun-

. ción de distribudón de /\ en el caso en que p ) 4, esta expresión 
; 

·. es'i:a en términos de series, míen.tras que, Pillai & Gupta (19.69) ob~ · 

tuvieron la expresión con sumas finitas. Mathai & Rathie (1971) ob-: 

tuvieron una expresión asintótica para la distribución nulade /\ , · ·. 

esta' expresión es sencilla y precisa. 

Ei trabajo de Pillai, Al.-Ani & Jouris (1969) trata el caso no central 

O·no.nulo, en este trabajo se expresan las funciones de densÍ.dad en 

térmfoo de las funciones G M Meijers (1946) y en el caso p='2 las 

-77-

¡. 
:.· 

! . 



,,,,._,·.,'\. 

funciones de den.sidad y distribución se obtienen en forma' explícita. 

Pillai & Al-Ani (1967) obtuvieron la densidad no nula en. el caso en 

que p:2. ,3 y 4 utilizando transformados de MelHn (ver consul (1966a), 

(1967a), (1967C)) y Jouris (1968) d~mostró por inducción que la fun 

· ción G se puede expresar en forma diferente qué la qlle se dió e.n 

Pillai .& Al-Arif (l\ÍG7) .. con lo que se originó el trabajo de Pillai, 

···Al Ani y.Jo1.1ris •. Otros trabajos .sobre la dist.ribución no nula, s.on 

los de Posten .& Barglll<lnn (1964) y Gupta (1971) quien obtienen expr! 

sienes en forma explícita. para la distribución no nula en el caso 

en que p= 2, 3, 4 y 5 y una expresión g'eneral p~ra cualquier p •. 

Adenás Gupta (1971) el(aidna en forma numérica la apro:dmadón suge-
' ' ' 

rida por Pos ten & ÍlargtnJnn (1964) y se enco~tró .que en lamayoría 

.de los casos es excelente, Expresiones asintóticas de .lá. distribu

ción no nula pueden encontrarse en sug~ura & Fuj ikoshi (l9Í>9) y 

Kshirsagar (1972), 

A continuación se pre'sentará~ en forma concisa algunos de los. resu.1 

tados .antes mencionados. Kshirsagar (1972) presenta los .siguientes 

resultados: 

. 1) La distribución de. la /\ de Wilks con parámetros. n,p,q ( l\(n,p, 

q)) en el caso en que p ~ e¡ .es igual. á la dist.ribu.ción de 

..i!. 2 
// 'I'.·· ·;;.:,. .. , , donde tu2, t222, ••• ,. tpp2 son variables aleatorias, . 

i'ndependkntcs, donde 

' ' 

'2. 
{;¡ /V f3(<iv.,"!1+1-i)/2) ·'V2). 

donde B (c.<.¡Q) es una función de distribución beta con p'aráme

. tros ti(_ yQ.. 
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Algunos autores (por ejemplo Consui (1966b), Pillai (1969)) han tra 

tadodeencontrar .a partir del resultado anterior una expresión ex-

plícita para.la función de densidad de /\ (n,p,q), 

" Han considerado .R.n /\ = L R.,..,.. L;; 'l. 

las variables independientes ~n C;¡' 

y estudiado la convolución de .. 

ta funci6n de densidad r.e'." 

sult~nté ha sido complicada y de.poco uso. 

En el caso p ') q 

distribución de 

se tiene.que 

'f * 2 lf C;; 1 dond.e 
,; I 

la distribución de l\(n,p,q) es la 

lí: 2, , , •• , ¿:; ;z . son vari~ .. 
bles 'aleatorias, .independientes, donde 

tii*2 /V B((n' - p+l - i)/2, p/2) ; ( _i 1, 2 ' • ¡ ; ' q). 

A partir de los resuHados antel:iores se ve qúe la. distribución dé 

/\ (ri,p,q) cuando p) q se puede obtener a partir.de la dé 1\(11, · 

p ,q) cuando p ~ q simplemente interc¡¡mbia11do p por q. 

Kshirsagar (1972) presenta a~émás la siguiente expresión: 

a) . E 

de>ride ·· r (o(,) es la .función (',ammi.l valuada en OC. Con esta éXpresión ·. 
. . •. . : 2 .. · . . 

.se pueden obtener los momentos de . /\ •. Co¡no cada t¡¡. vaiia en el. 

intervalo (Cl,l) (ver Kshirsagar (l972)) entonces /\ vaÚa en el 

intervalo (O,l) •. En generál, los momentos de una. distribución no de 

tenninan la distribución en form~ única. Sin embargó, bajo Ciertas 
. . 

condiciones los momentos detenninan una distrib.ución en ferina única. 

Una condición de estas es que el rango sea finito o acotado. 
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Kshirsagar (1972) demuestra que los momentos de /\ (n,p,q) no se a]. 

terari si se cambia p por q. 

En la expresión a) si se pone h:= - m f.'? t" se obtiene. 

-ff-/ · . r(~) ((':'· ~+ r-i ~ ~R '-)? 
¡,, ·re ... ~~;.: _,.,....Rz) r(~.!J:'·;)--=-.)·: 

= E ( /\- ..,.r.i) : E j exf[V-7 r (-'1M L ")] l 
la fondón característica de - m.(.n /\ con t en su argumento. 

ESte resultado es .válido para todo T é. R; sólo si las funciones 

gamma invólucradas existen. Si esto ocurre entonces se puede expailder 

la fi.mción.C<i=a usando' que 

fl_ 0 ,J r(x+t..).: ~~J. fu? f (x+t, - -f.) ~~l X. .,. . X + 
_ ¿"' {-i{ 13 r41 (h) + Rir+ 

1 
(X } 1 

~' r·fr+1)Xr · ·· 

donde R~+I (.xj =O lx-("'+•)) y Br (h) son polinomíos Bernoulli; y 

O (y) es tal que ~ 0 ~~); o. Expandiendo la función cara'cteríst]; 

·ca de - mi n /\ has ta términos de orden O · ( .~. ) y· escogiendo la 

"" 
constante m adecuadamente, Bart~ett (1938) derivó el siguiente resuJ.. 

tado, a.l que se conoce como .la aproximadón de Bartlett.: 

- {......_ ..: { ( p} ~ + r) fL /\ se distribuya aproximadamente como 

·~ .. ·tma x2 con. pq grados de Ubertaéi •. Para aplicar este resultado a .la 

priieba d~ hipótesis C(>M.. = O se tiene: ·. 

' ' 

Se rechaza la hipótesis Ho; si (-m ~n /\ ) , donde .m = n - (p+q+l) /2; 

es mayor que el valor resultante con el punto l.oo O(_% de la distrib_!! 

ció:i x2. con pq grados de libertad .. 



La anterior aproximación es suficientemente· buena para propósitos 

prticticos si u es "r.ioderadamente grande". La aproximación de nartlett, 

d1't Kshirsagar (1972), es tan buena que difícilmente es una aproxim~ 

ción es un resultado exacto. 

BO";; (1949) expandió la función caraCi:ed.stica hasta términos de orclen 

n;.6 y dió la siguiente extensión del resultado de Bartlett, cuando 

se necesita mayor aproximación: 

J.>r (- :i n ,_. ·~ u) = c.,,,~ (·.i.) + :,_ i Cpq ~/u) -e C¡..~ (4)J:+ 

+:.,_.,Lr;, { c¡.ine e"-.) - c11 <~)n- ,-¡{c~H·, (~) - (~$ r~)n+ 

+o (v.~') 

donde (¡.(u.) es la función de dist:ribuéión Ú una Jé2 con~ grados 

d~ .libertad, esto es: 

{~ (<A):: s.(.{ :r}. (v-)cL,; 
. ·º : 

r?.:: p ~· ( #2+.~ 2 ~ S°J/l/g' . . . • . . . . . 

·1., : r}.+ ~,~; [J¡,11+3~f.f10}~~2;_s-o(fo?+1-2)+(!¿?)J. 
l ~. o . . 

· .Rao (1951) dió una aproxiraación diferente, .que .consiste en que: 
, _ ¡\'/J .. 

' i ' • ' 

tiene una ,distribución F can 2r y (ms+~ grados de libertad, donde 
. . .. . .. \1 . 

m = n. - (p+<I;tl)/2 y r;,. p<¡/2, A"' - (p<¡72)/4, .s= (p2q2-4) ~ / 

(pl+qLs:Y¡, • Ito (1961) presenta con dgunas modificaciones .el re

sultado de R;o (1952). 

Schatzoff (1966) y Pillii & Gupta (1969) hon tabulado los puntos . 

pcrcentiles de la distribución /\ de Wilks. SchatzoH preparó un 
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programa de computadora para obtener la convolución de las variables 

.en tii.2, en forma recursiva, para obtener la distribución de /\ 

Las tablas de Schatzoff y Pillai & Gupta se incluyen en Pearson (1971). 

Estas tablas no dan los pe~centiles de la dis.tribución de la . A de 

Wilks en forma directa. Estas tablas dan valores' del factor .de con- . 

versión C.&:p,q, m), como se .indica con la notación, este factor de

.pende, de o( el nivd de significancia ,. p, q y M = M. - p .: + l, La 

siguiente fórmula se utiliza para en~otitrar el punto exacto 100 O<.. i •. 

de.la distribUción de W =-m.l!ri /\. (n,p,q): 

w rA (ri,p,q) = (<>1. (p,q,m) 2 (ot) X (pq) , donde W O'. (n ,p ,q) es 

el punto l.OOtJ.. % de una distribución x2 con (pq) grados de libertad. 

Las .tablas de Pearson' dan valores de (o<. (p ;q ,m) par13. valor.es de 

ol.,, = 0.01 y 0.05, aunque las tablas. originales .dan valores de ~ 

O;lO, o.os, 0.02.5, 0.01 y o.oos;. como · /\ (n,p,q) y /\(~,p,q) Í:i.!! 

·nen la misma distribución entonces ( tA. ... (p;q, ) = <oc (q;¡:i, ) • 

. La hipótesis nula Ho. se rech.aza al nivel de significancia o<. si el 
.· . ·. . 

valor observado de W =-m ~n l\(.n ;R;q) es mayor qu~ .w-' (n;p.,q). donde 

m = n - (p+q+l) . /2. El factor de conversión (OI.. (p ,q ,m) es siempre 

mayor que .uno. fn consecuencia si W < ~~/>%) {o<.) en-

tonces W <. (o<. (p ,q ,m) x2 (pq). (o<.) = W ..._ (n,p ,q), y Ho no se iecha 

zará, en este caso no es necesario referirse a las tablas e y la 

aproximaeión de Bartlett basada en :X2 (pq) (O<.) es suficiente. Si 

w ") x2 (pq) (o<.) puede ser que w < w oc. (n,p,q)' ·º sea que, 

la prueba de Bartlett puede rechazar Ho y de a.cuerdo a la prueba 

exacta no.hay evidencia contra Ho. Entonces para mayor precisión de 

be utilizarse W ~(n,p,q) siempre que W)X2 (pq) (o<.) , 



4.4 Criterio de Roy'. 

Al criterio. que utiliza como estadística de prueba la ra.íz .caracte

rística de mayor tamai'!o (la máxima) se le conoce como el criterio de 

Roy. se. le da este nombre en base a el piinciplo heúrístico para con~ 

t;ucción de funciones de prueba que en 1953 Rciy presentó, Roy (1953), 

(1954)', {1957) propone el criterio de la raíz máxima y el<d~ la ra.íz 

. mínima·, siendo' el primero el mas conoci.do y sobre el que mas .se !la · 

trabajado. 

Este trabajo presenta principalmente resultados sobre ia raíz máxima, 

. En la sección 2.3.3 ya se ha tratado somer~mente este criterio. En 

la s~cción 2.3.3 se dió la forma de la regió~ crítica utílizándo es

ta es tad!:Stica y para dete~inar dicha región se utilizaró.n las ta~ 

blas de Heck (1960) , en las que se tabularán los porcéntiles de la. 

distribución. de la .raíz característica mayor o máxima. A continuación 

. se presentarán en forma br.cve los trabajos sobre la distribución de 

las raíces carácterís.ticas. 

Sé denota a la raíz máxima por: es (ver Ito (1961)), Gs (~er Pillal 

(1955)) .~ s (ver Khatri & Pillai (1968) )¡ A, (ver Sugiyama (1967) , 

c:max (HE71) (ver Smith Ecal. (1962)). 

Pillai (1955), (196Sa), (1965b),(1967a), (1967b), (1964), Pilla{& 

Bantegui (1959), P:Í. llai & }!ijares (1959), James (1960) presentan lá 
. . . 

distribución conjunta de las S .;! p raíces características no cero 

e: donde o < @.. < e ( ... < e < r. La foniia de esta distribución 
.... . .. ' l' \ s . . " ·. 

conjunta se obtuvó en forma simultánea por R.oy (1939), Hsu (1939), Fisher 

(1939), Girshick (1939), La d:Í.stt'ibución tiene la forma: 
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o < {} 1 ~ •••. ·~ lFJ l < . 1 

(_' :(' ' ) - '71' '~ ir r·i~· .. czMll.-12., "1.+.s+.·.:+.····2.J. < '' :>,~,...... . 
~:f° r{; { 2-+;+1)}. r!J, (2N.+,·+:,, irtt~.;, ,_, . ' ' ' ' {, /J ' ./ 

donde m y n se interpretan en fonna di erente dependiendo. de ia: hip.§ 
. ' . ' .... · 

tesis qúe se prueba por ejemplo (~er Pillai (1955)): ' 

i) En el cas~ que se p~uebe la ig~átdad de matrices. de dispersión 
- ' ·. 

de' dos poblacióties noryiales ¡i - 'variad.is :(n,y ne. son los tamá-
' .- . 

··!'los de muestra de cada pobiacilln) se tiene que: 

.m.=.-
2
1 (n 1 - p-: 2) y n =_j_. (n~ -:p- 2) 

' · .. 2 

·. j.i) · En el caso. de probar la igualdad de vectores de medias ¡i - di

mensionales en J. poblaciones norniales p-varüidas: 
. . . . ' . . . ) . . . - . . 

' 1 ' ,. f¡ ·¡· ' l m= 2 ( .x.-p-1 ·D, n':" 2 ( N - ~ - p - 1) 

donde N es la suma de los ·~ tÍl.mai'los de muestril." 
-: - ,· 

· iii) En el caso de probar independencia. entre un conjunto con p-c·O!!! 

ponente~ y un conjunto con q co~ponentes en una población nor-

mal (p-t<¡) - variada, con p ,< q~ (K es .el tamai'io de muestra): 

iv) En el caso de probar hipótesis de la forma Ho: C S M '= O en el 



modelo general para }!A.'lOVA, entonces (ver sección 2.3.3 y 

Morrison (1967)): 

m y n .·"'M -r;..e-1. 

'B.antcgui {1958) obtuvo la distribución de la miixima raíz caracted.s,.. 
' . . 

tica, .Utilizando la distribución c_onjunta ilnter.iór, eri el .caso en que 
' ' . 

s '= 6, misma que presentan PÜlai & Bantcgui (1959). En este últ:imo 

trabajo además t~~tl.lan percentiles paril esta distribución, 

'James (1960) basandose en la distribución conjunta· presentada ante-

riormente y utilizrindo pol:Í.n?Jllio5 por ~onas, y teo;í.a de represent~ción 
de un. grupo lineal (representatton Theory of the linear. group) óbti~ 

' ne ur.a expresión generali~ada de la distdbuci6n ~onjúnta. 

Expresiones exa~tas de la función de distribución de es para s.=2 ,3 y 
. : . . . . .. · 

4 es tan dadas en Ro; (1957); pag~ 55, junto con indicaciones hacerca. 

de aproximaeiones pan v.alores grandes· dé s 

En 1964, Pillai basado en la distrib,ui:ión conjunta.de las s raices 
' . 

éaracterísticas (expres.i6n anterior) .· prc~enta la fondón de dens.idad. 

cor~junta de la mayor de s raiées caracÍ:erlsticas en la dguiente fo,! . 

ma; en la que s,e utilizan determinantes para. expresarla ·en fo~. br!' 

ve: 

. s:et·•'·'(t-&,)"'J~s ··.J~~tli-~.ri a, 
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donde e (s ,1"4,n) se definió anteriormente. 

Tratando de resolver la dificultad qué representa integrar. cada .una 

de lás s f integrales múltiples en la forma anterior;· Pillai (1954); 

(1956b) sugirió una fórmula de reducción y dió expresiones exactas •· · 

pa. ra la fimción de distribución de es en ~érminos de fun~iones . . . - . . . ' . . . .. be-

ta incomplet16 o funciones de funciones beta incompletas, para va10:.. 

· . r.es de ·s (entero~) de 2 a 10. 

En Pillai (1964) se obtiene ~a aproximación a la distribución de la. ·. 

máxima raíz característica 9 (. e~ el c~so en que s=7 1 y además se · 
.. . . .,, '· ··. , . 

presentan tablas para los percentÜes de esta dÍ.stribución. A con ti· 

. riuación se p~esenta esta distribución .p~ra dar una icI~a Ú la SimpJ..! 

· ficación ef~ctuada. 

. ·.· ... · . Pr- {e~ l x}:: k { ~ ó.c 1 0 ( M-\ ./- t>)+ 41 I~ (~+.rJ+: 

tAi.Ic (1M+'1) -/- tA3'.It, (~;¡-3)<- ~r·Io (~-1-¿) +:¿~·TJ~)+ 

.¡ ¿, T(-+1) - !,, 'r/~+<) +~'. I l;.._,_+s}! 

Jo~J.e . 
.. ·.f\ :: [ (<AA +v.+ S") 

· 11r-: r (-w..¡ '.')r(,..+11)· 

O....o-: :i (i.w.+ 2~r-1) (2-+'2AA :,.N)(z~+z.u. ;¡.1'J)(~~M+r) (~+~;+') 

(J..1: I r(2~ 4 <~+ ?)(?(4-t+Z4A +11) (~~ ~ z.,.+13) (~H) <~+~+i) . 

Ú..z:/ S-(-z.~ .¡.z \A+~)(t"-4'.'-..}-~,..+n)('IAÁH) (1¡~Z . .¡.l/~ ~ .fll/ ~ + 

··4-·· // "" ,/- 61) 

-86-



·.,,.·.1 
':·:¡_ 
'~.i ·• 
V.J: ... 

~ 3 ::. ---'--A_.-'-1 _/3~, _ 

(t...,..+J)(z..,..+ 4) (~~+•) 

A, = (iA.A. + 1)( ...... +3)(......., +Y)ú- + r) (2-. + z ...... H) (z.. ....... + 2 ...._ ./·.9) (2 ..... +u .. +"/ 

fJ, ::- {,..,.,.. +..,...) [i¡-.?. t--1: .... ) .¡..,o .,,...2 .¡. 2~ -1-< ..fJc"" -f1or.] +- z 69 ""'-' 7_ .....,1111 +:~zs (-..:,.+i( 

O 1/:: J3 (z....;¡_-1-2.;,, .J..r)(2~4 -z.,.. H) (z,..,;. +z,.,.. + 9)(......, h)(~+~)i(w-+1;)(?.~-1•). 
! • {i..:...:.i-~>Jc? ez~+l)(2.,..+flr' 

.·. 'º : :J ("-+1)(~+2)(~fi).(2~ +3){-i'~+.rJ (a~+:;.) 
.t., :: . A? '3-z. . 

' 2. ( 2;....+.3)("l .... +s-) 
. ~. -~ 

Az -: J{2 ....... +z .... + <t) (~+-1) (~+:.) (~+3) 

q, , Y-'¡(r;. ;,,p:;fr~•+et~+<;r)~• ffü ;._/fJ•i. ~+>,,;;_:,. 
+ '2.,'f ,,,,.?,:¡. 211 "'." + r:ro. 

·~z: . A,'31· ... 

. (i .. +s) (2.,_.fq) (zu.+r) 

A3 :: (2 ~ + 2,... .f9) {4'>f~ ... +.r) (.2~ +.2~ .f 11) (.w;;.1)/1<-<+~) (U<+1) t?cv.+~· . 
• {z..M+ r-) , 

11,:: 1¡~'i.¡(,..,. -ui.)'IAA3 i-(~~'·n~"''"' '1Jt).,,.}+úz,.,..?11oi:.....+11hJ~+ . . < . . . ; ·. ·, . . . ·.' . . ., . ' ~ . '. . . . . . . . . . 
f6o"'1C.f3'ÍOM f /t)!'.~ • 

.¿, 3 : A l¡ ' /J 'I· 
. . (2,,,. ./-J)fz.:..+•i) (2 .. +.r) . 

A~: (2~-1-1,..H)(?..,.,..¡2..,-¡-11) 2(2,.,.,., +¡2 .. +11)('k{+~ff) (~+ .... +t) 

· IJ,, : (4«A+i) (""'1.+i)?("""-H)(z ...,,_ ./-3) (c......_*,¡) .. · ·. · 

Io(k) = X!( (1-X )""'+' 
··~· · .. 

J,e:{1-~)""J~·= 
,•.¡· •• • !: •.. 

iJ;~i;..~.,;,:l.,, '.;i:\'•¿¡;;,Ú,;j;';{;;é:i(,y:,·,, ,,;e 

-87-



E.s importante notar que .esta forma simplificada. sólo es válida para 

. s=7 y n.o es de cálculo fácil. 

En Pillai (196Sa) se obtiene una e~presión general que aproxima la 

función dé distrib~ción de. es (una expresión para valor~s pares d~ 

s .y otra para valcires impares). Sugiyama & Fukytaini (~966) presentan 

· ios elementos de pr,obabÚlldad de ). S , la menór raíz cllracted.st_!: 

éa y A1 , la mayor raíz ~aracter!stica, .Las funciones de distribución 

de.;., , y ·~ .s · >es tan expresadas Ein términos. de serie~ de furicion:es 

béta incomplet s. y no es. fácil calcularlils.: Sugiyama (1967) repródu 
·' ' ·' ·.:' .. ·.. : -

'.ce las funci~nes dedistribUción.de ), 1 y ).,, yadanás, prese~ta los 

·siguiente!: r.esultadós: 

1) Si U, 

(~,n¡, 

yl)t son dos matrices independiinl:es, Ui.. se distrÍ.buye w 

~ ) y U se d~stribuye•w (s,n2,.f),donde n,,~ .. ~ s. 

Entonces el elemento de probabilidad de la. r.aí.z caraéterí.stic~ , · • 

mayor. )., y. de la menor As de la ecuación. 

' {u 1. "". X (u1+ u z. )/ - 0 
. . 

es.tan dadas respectiv~mente por: 

f~ ((SJ.t) 1z) í[ ((M., .+-uL)/z)/ T; (_""t/r.)r; ((,.;., 4s+/) /z.)1. 

· !, ~~I (J:M, ;, H l ( (-..... +,,, J 111, ("' v.) ~ · · 
; (( ~1~f+t)/2 t-'J (o<. (I~) /(,!-' /\/t41/z.-fif"-1 e)~ t 
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.. • f L~1(S"-"z./2 + k)({-Mz fs-11)/z )o{ ( ux_)<X • 

. . ) -' 1 ( (. ) I - , ( ) .s "': / 2 -f k -1 .... 
(( « z ·H + 1) / z ,,(_ k Is k . · I - J s cU s 

do~de Is es la matr.iz con uno~ en sus cemponentes y de dimensión. 
. . - '· .. . 

··· (~Xp):, .. ·.COL(~~> .. =·.2 ~-- (: . . s~. _}'.¿_ , -°"-. .es ··1~··.p4r.tiCión·_(· kt·~.~.-~K:~)_-
- . . - . - ·. 

K,_ ~ , ~. ·~ Ks ··.~·.··O~ del . entero K ~nno mas de s partes,· 

' ,. ' 

·(o-' TT . . 
·•· 'Ol · - ._ · (o.._ - t (i -1))~ · ·. <>(;: (k 'J ••• , k s). 

•·. I "<, ') . . . .. 

';j' 

'(j\Á '~ j(j+1) ..• (j+l,¡-1), c~o)., := 1 

Not~r que H C:U~le con las ,condiciones de V, y E ·c~~ ~as dé' Uz.. 
~. - ' ' ·, 

. Sugiya111a 11.a:ma a la matriz . . ' . 

l~ ma~riz generalizada B. 

,, . . ·. ' 

Ot;rC),ª resultados de Sugiyama (1967): 

La función de distr.iblici6n d~ la 'raíz máxima · )\ 1 y la de la r11íz. 

. As de .la estadística generalizada B se d~n conio ,si.-

. . .- ... ; ' -~ - .. ' ' - ; : ' 

• rt(I~t +~+,1)/2.)J.2- l.·.···{lt-M?_.+t f!)/z)« (~;¿)\.·.···· .••... · .. 
, .· k::.c -<.. . . . .. z .. "'\', .. ·. 

>· ( (""' 1 Fs ~ t)/i ); 
/ f{"' ( ls) k !- 'x<~~'h)+- k: 

y 



l~ () s < X ) : / - fr. C\.s ) X)= 

o,~ I .- Ir¡ ((Hr)/z)r; (( Mt +-.,.dlz) r; ( ~) 

f; (( Mz.+s.+1)/z.))-'} iº [°'i((-tv.,+s+1)/2)o¿{v..Yz)1t· 

• ((.,,.. i -f s +1 )! c. t-' f l«- (Is). k .1-' . (1- x) UtiAz/z}+-1< · ... 

3) El·· h- és imo momen tci de las raíces características A 1 ·~ }. $son: 

. EO, ~} ::i r; ( (Hr)/i!) r; (( ,.,,., ./-tv1z)/z }!; (~7h }· 
. . . . ..,.. . . .· 

. r; ( ( "'-'t -l·S f !)/,)) -.f 1 L · L {(t- N1 z+J + t) /-¿ J~ (~) . · 
I'(: o <'(; . . .. . • . el( 

. UM1 +s+i)/z ))'} («-' (X:s)ff ! _, <. s'l-Í,/z. -flr)/0~1/z+k+-lJ 
. . . . . 

F{ (!;) t )h):: f r¡ (( s + 1)/z.) f; ((~í t·._. 'L)/2) f; ( 1.4~ ). 

. . . . . .· ·oo.,. .· : . . . . ... > 

.. r; ( ( "-l2 ~ 5 +1)/2 ))°'Jl, 2-~ ilt-,41,+l +t)/z) ~ r~~)O( . 

• ((~ < J J 41) lz ); '}/.,_ {i;) k(-Í ( (5 "z/,)+<)/11"'4'; ·. 

K hatri &. Pillai (1968) obtúVieron la función de distribución de la 
. . 

má:dma rafa característica la cual se obtien~ por medio de series ,Y 

tabularon las constantes i~volucradns en esi:11s series. 

Sugiyainá (1970) encuentra ias f.un.ciories de distribuéión conjunta y · 
. . ' , 

distribución de la razón de las raices caractedsticas máxima (.,\ 1 ) 
' . : 

y. mínima (), ~) , cuando la matriz de covaria,nzas poblacionáies es e! 

calar, esto es, de la forma t ;; V' ;z I 

Dnvis. (1972) demuestra que las distribuciones marginales de las ra_! 

ces caracterísúcas forman un sis terna completo de soluciones· de un· 
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sistema de ecuaciones diferenciales, lineales, ordinarias y'que lns, 

series de potencias de Sugiyama & Fukutomi (1966) son soluciones en 

las singularidades regulares O y l. 

Foster, & Rees (1957) pre'pararon tablas ,de ,los percentiles de la di! 

tribución de ''9, s baj_o Ho. ,Ellos tabularon los percentiles 80, 85, 
• • • • ... ,_ •••• "•')•:~ ; ' • • • ' • • • o. • 

90 y 99% de la' ÚsÍ:ribución de la ~aíz cax:acterística ,máxima. Foster 
' ' ' 

(1957) (1958) extendió las tablas de ,Foster & Re".s p~ra valores de. 

s = 3 y 4. Pilla;!. (1954), (195Ga),,(1957), (l960) tabu,ló los,perce_!! ··. .. ' 

t:Lles, 95 y 997. de la dist;ibución de Gs pa~a s=:2 y s=S usando su , 

fórmula de apro:dr.1aCión. ,Sen (1957), ~alcui6 los percentiles, 95. y 99% 
. . . ... ' '. 

usando s=3, Ventura (19SJ) para s=4, ambos siguiendo el método segu}; 

do por Pillai; PiUai & Banfogui (1959) obtuvieron los percent:ile~ 

95 y 99% para s:6. Los percentUes anterio:res se ob,tuvie,ron para , 

valores dé "n'\ iguales a O, 1 12,3,4, y ,n variando entre 5 a 1000, 

Jacildo (1959) extendió las tablas para. s=2 y 3. y ve,lores de 

5, 7, 10 y 15, en el mismo rango de valores de n (5 a 1000). 

m= 

Pillái (1960) publicó to,dos los percentiles 95 y 99%, para ,s= 2 1 3 ,4, 5, 

•Y '6, Pillai (1964), obtuvo lo~ percentiles para, s=7 y va,lores de, m=O, 

, 1, ••• 5, 7, 10 y valores de n entre 5 f 1000. Heck (1960) obtuvo los 
" ' 

percen,t:iles 95,97.5 y 99% para s=2,3,4,S, m ?' - l O, 1, 2, ... , 10 y n 
' ' 2 

~s. 

Pillai (196511) obtuvo los percentil~s 95 y,, 99% para s=B, 9 y 10, y para 

valores de m = 0,1, ... ,5, 7, 10 y 15 y n entre 5 y 1000. Pillai '(1967a) 

obtiene los percentiles 95 y 99"/. para s= 14, 16, 18 y 20 y va~ores ,de 

in= O, 1, ... ) 5, 7, 10, 15 y n = 5, 10, 15, .. , 30, 40 60, 80, ioo, 

130, 16Ó, ·2oo, 300, 500 y 1000. En Pillai (1967a) menciona además 
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que ya ha encontrado lcis valores de los percentiles para valbres ele 

s de 11 a 20 aunque no ha publicado este resultado. Además menciona 

que aunque los percentiles 95 y 99% se han: obtenido para toda s en· 

tre 2 y 20 (como se ha indicado anteriormente)·percentiles paraval.2_ 

res ( ~mteros) intermedios de a pueden .obtenerse de las tablas de . 

PiUai (apéndice B) por medio de interpolación lineal con precisión 

de una unidad en el tercer dígito significativo. 

Las Tablas de Foster & Rees (1957), Foster (1957), (1958) y PillÚ 

(1960) es tan publicadas· en Pearson (1971). 

La~ .distribudones nula y no nub .han sido investigadas t:ambien por 

Hayakowa (1967), waal (1969), Pillai & SugiYªlllª (1969), Fukutoini 

(1967) y Krishnaiah .& Chong (1970), waal (1975)~ 

'La distribución• de raices características de matrices aleatorias ha 
' : • : •: •. 'e' • ' ,•,• 

recibido at~rición de físicos ver Rao (1972), Wignér (1967), Mehta 
,·· ' . . . ' .-' ' - - ·' 

·. (1967), Porter (1965), La matriz que han considerado nci es del tipo 

Wish~rt, pero su elemento (i,j) - ésimo es .una variable normal con.· 

media <'.ero·y varianza igual a 2 si i=j e igual a l si i ¡6 j. 

Con la raii característica mayor es posible construir intervalos S.!! 
'•' •• ; ••• •• ••• 1 ' 

bre fúnciones paramétricas que sean medidas del alejamforit:o de .la 

· hipótesis nula. Se>bre estos intervalos• ver Roy, & G~anadesikan (1959b) 

y Smith et a~. (1962). 

4.5 criterio de Pillai • Bartlett; 

Pillai propone en (1953) y (1954) el siguiente criterio (basado en 

ideas de Bartlett (1939)): 

~92-

.·,' ... 



v = traza de H (H+Er' • ·. 

d.onde H y E se definen en la sección 2.3.3 y se han utilizado a lo 

largo de este capítulo, 

En:Pillai (1955), (196i), Khatri & Pillai (196~), (1968), Pillai··& 

Jayachlndran 'cl%7), Murhead (1970) se denota a la ést~dística V por · 

:medio. de v''?, donde s. es el númeró de raíces caract~~ísti~as no ~e
ro de H (H+E) ~l. Mientras que en Lec (1971), Olsori (1974) se uÚliza · 

. . . 

V~ En Roy ét. al., (l971) se titiÚza D para denotar esta estadís.tica 

y .l!n Waal (1975). se utiliza W. 

Utilizando la notación de la seéci.ón anterior 
. ' s ': .. 
\/(s) = z::_e; 

i = 1 

Pillai (1953), (1954) demostró que la distribución de V(I) puede aprE. > 
. . . 

ximarsé por medio .de una .beta Tipo I dada por 

( 
. .. es¡ .. , ·)s .. <.~~.+. · •. s.~ 1)1 .. ·.·.: 

.. ··· . I ~·V /~ 

0 { \,/U) <. 1 

dond.e ¿ ~;.---'----'-------·-'---------------
, Q l-± ! (2 ~ -r.s+ t)) i 5 (? .tM.f.S f!)} 

m y n toman "liifererites valores dependiendo la hipótesis que se pru! 

be (ver sección anterior y Pillai (1955).). 

En Pillai (1954) se demostró que la aproximación ante,rior a la dis

tribución de V(S) es satisfactoria para Usos prácÚ~os si m :¡_ n ·~ 30 

y. S=2 o cuando s aumenta por una unid.ad entonces m + n aumenta en 10 

· unidades (ver ta.mbien Pillai (1955)). 
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. .. ,·. ,\. - ,,. ,,_,., -~· '· . ' .. ~ -··-:' •. , .. ·.:, . . 

Pillai (1954}, (1956 b) obtuv.o .los cuatro primeros momentos de 

la distribución de V1fl~n el caso s=2., 3 y 4. Pillai (1957) ta

buló aproximaciones a los percentiles de la distribución de 

VUlpara varios valores de los parilmetros m y n, En. Pillai & Mi"'.' 

j.:i.res (1957} Úti1izando la exprési6~ oótenidad por R~y-Hsu...:Fi2_ 
.·, :, .. ,., .. ;:.- ·' 

he~~Girshick ,n (1939) de la distribuci5ri conj~il.ta de las ral-

ees cara e cerÍs t:icas {ver sección anteriOr) se obtiene. la .fun;... 

. ciSn generatriz de momentos de v<s>. Esta función generatriz 

ha siclo trabajad¡¡ anteri<Hménte ~or Pillai (19.54), (1956b) y 

por James (1964), a continuación se. presenta el r.esuÚ.ado de ' 

"·.::··, ·. 

. . ' ' . 
.· ·. .. . . . . ·1·; .. ·· .... ·· .. ·. ·.· .· .. 

1 ..;..+s-1 . ·.·. · .· . · '"" ·• ..i:• ·res . · tf>s .. / (1~eS'e'l'O¡J.o~·· • º e.s c1-e,) e . 'J.es 

Pillai .& M!jaresi 

¡· 

' ·. . . . . . . . 

donde C(s¡m,nl se defini6 en la se:cci6n.antiar~or, 

niferénciindo su~esivameriie la funci6n generatrii ant~~i~r ~ .. 

(ve{Ai tken (1956), M(jares (1958}) con •respecto a t }" haden:-. .. \ . ..· 

· do>t=O de~pués, de cada diferenÚació~ y denotando al f1eudo cÍ~. 

tér!!linante (ver PÚlai &. Mijares (ÚS91) e~ .Ta expresió.n ant~ 
ri·or por: 

' 94 ~ 

d,~'¡,:~,1~H!,fül;~i!:11i::;::1¿i¡;,~;:,+_;;i~~n;~'~:':;:\;r;::\r~;,• <··· ~.,·. 

; . . ,. 



En_tonces.: .. 

.. ·•E•· (v·Cs>)_ ·c(_s,MA,.V.) u,(s 1}s·~·z>s• .• J1 _·~ ._ ..• ,_,)p)·.·.••.· 
. . . 

! E[(V' '').']'= c6, w, .lJ[U ( s/1 , ,,,, ' - ~r· :, 
+ U (s , S ~ r J s · ~ > · •· , 1 > o) ] · . 

.·• 1)1) )·+···· 
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Pillai & Mijares (1959) hacen notar .que este método puede extenderse · 

a cualquier número· de diferenciaciones. 

En Khatri &.Pillai (1965) se obtiénenlos dos primeros momentos de 

la distribución no•central, de vÚ) e~ el caso en que. q (los grados 

de Ubertad de. E, ver sec:Ción 4.~) sea mayor. o. igual a p (las 'obse_E 

vaciones son p~variadas) y.da una .forma ·par~··obtener 'esos momeritoa 

en el caso en que q ( p~ 

Piliái & Jayachandran (1967) obtien~n ia dÚtribt.ición exacta no ce_!! 

tral. de v(5 ) en los casos e~ que s=2 y s~'J>ciebe lá hipó~es:i.s g) ó 

la hipóte~is iH) de 1~ sección 4.4. 

" ', . _· ,···:· ... · .· '_ \, . 

& Pillai (1967), (1968), obtuvier.on los momenf•os dé la distrJ: · 

b~ciónnO central de v<fr, para cuai~ui~r s; end:~asciline~l, esto 

~s, cuando h~y solo una raíz poblaciorial dHerent~ d~ c~ro y en el . 
' . ' .. · .· .. . ·'.' 

. caso iie eSi:ar. en un plane> <?lanar ca~é), esto .es,· el caso. <le. sólo.· 

haya <los ralees poblacional~s dÚeren~e~ de c ~~ó •. sólo dos momentos . · 

(los primaros) se cÓnsiderarán en el c~so ''plariar", ~ién'tras que en 

el. ca~o lineal se obtuvieron. los ~rimero cuatro. 
1 ,· ·" • 

. E.-1: Pillai '(1968) se considera la fund.ón generatriz de momentos de 

\TCS) en el caso no t:~ntral y s~ obtie~en resultado~ que facilit:ari 

la ~bt~nción de l.os ~omentos de v(S). 

Muirhead . (1970) obtiene uria expansión asintótica de fa distribución 

de . la V de Pi llai, la forma de es ta expresión es muy comp 1 icada, 

En Pillai & Jayachandran (1970) se propone un métodopara obtener 

función de distribución exacta de. v(S). El método .extiende los 
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resultados de Nanda (1950) quien derivó la función de distribución . . - . ' . . . 

. en los casos rn = o, s = 2. En Pillai & Jayachandran (1970) se prop_!! 

. ne el. método para obtener la funciibn de distribudón cuando s 3, 

.m sea men~r o igual que 3 ( m es entero) y s = 4 con m = O y l. Ex-. 

presiones explícitas de i~s casos anteriores púeden .encoritrai::se en 

. Pillai(l972c); 
'.'',°. . '·" .,· '. .· ' .. . 

.·· Troskie. (1971)··.en el c~so .de· pro\¡a~ ü1depende~~ia eritre. compo!lentes 
·,", .. ·: .:') • • • > ·-·' '.· ' ' 

.. d~ \lil vector.· (para notación ver sección 4~2, inciso e); .expresa a 

de.la siguiente forma 

,. . - . . :· .>' .··:. ·._-·.. .· ·: ;' 
. . . ' . . . . 

i~ · .. fund.ón de .derisid~d cent~a,l de. if(S) par~ ·valor~s de v ($} 

entr.e O y l, en términos de f~cÍ.ones . hipergeométricas con ~rgurne~tos 
matriciales (~sto es, Troskie s~ bása en. r~súltados de James . (1964;) y 

. - constantine (1963). 
...·. . . 

. . - .· .' . 

·En Lee (1971) se deriva una expresión ~sintética para .lá función de 

distribución de v<S) en el 'caso g~n~ral y se. obtiene Un~ aproxima~ 
. cióri asinhótica de los perc~n~iles d~ la dÍ.stribuCión .de V en ei C! 

. . 
so nulo • 

pavis · (1968); (1970b), (1972) .ha ~emost:i;ado que la función de dis-

tribución nula de ia V de Pillai satisface Cierto sistffo1a de e~uacf..2 
.; . " .. -.·.· ._ ,' 

mis' diferenciaies Íineal~s ordinarios de orden p; 

wa:al .(1975) da expresiones para la función de distribución: central 

de v(.S) en la pg. 65 y de la función de distribución. asintótica 

central en las páginas 70· 72. Aderná.s presenta el resultado de Pillai 

característica de v1
) en .el caso de ·probar 
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independencia (pág. 85::87), 

' ' . ' 

La región crítica de es.ta prueba .es de 

C:V),}_ 

• , donde_ )- se fija de acuerdo a 

P1: (C. \Ho) = o<. 

. ' •' . 

4.6 Otros criterios de Prueba, 

Co00 se habrá notado .los criterios de prµeba ante~iores se b .. asan ·en 

·. rai~~s caraeterís ~icas de funcfo~es de fas matricesH y E. Hay otros 

cr:U:criO.s no tan ''popi,;lares", es~os s;o:n a) w<Ó b) li(S)i ~) R(S);.' 

. d) T (S) , e) U, f) S~ Los. cuatro primeros propJe~tos y estudiados en 
. .. "" . : ·.: . .. ' 

Pillai (195S) y estudiados·mastardé en Troskie (1971). Gnanad~sikan 
. ·. -. . . ' -. . . '.•"··-

etal. ó {1964) y ~oy eÚl. > (1971) estudian ,el criterio. cnanades:i.;an .. 

(U). Olsori {1973), (1974) trata la estadística S, la cualintro<luce 
. : - :, - -_·. ·· .. ~· '. . ' 

cerio un análogo a la. estadística U de Gnnnadesikan, A esta última· 

.· esta.dística se le itamaráea\ este trabajo la estadística de Olson, 

4.6.1 !.as estadíst~cas wCS) ,. u(.S), R(S), T (S) de Pillaiy Q · de 
Troskie. 

. . . ' . 

Pillai (1955). dice qu~ elcriter:i.o·w de·Wilks es la potencia . . ' . . . ' . . . . . . 

s-ésima de .una media geométtica, mientras que To2 y y(S) son 

s 'veces l¡:¡s medias aritméticas y enton.ces sugiere tas siguie.!! 

tes estadísticas basadas en ia: inedia' hai:mo:ciica (ver no.tacióti 

en .la secCión 4.4): 

= s { t O- e;y-·]-' 
. ,_, 
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s . 5- 1 
R.ts): 5 ) s .Le;_, .. 
. l 1; 1 

, (s) . 

T = ). · ~, J;) i . ( ; '; r > • ~ •. •, s.·)· , -'. -----:.__ 
. t..:- {)¡ 

• L •. • • .'• • ', ·, :'·,·· ', ' ,' 

Pillai (1955) como se mencion6 an"t:e~iorinerite enla. secÚ6n 
·' - ' ' • ' ' 1 .... 

4.5, presenta una aproximación.a 1~ función de dhtrib~ci6n .. 
. ' . . .. ' _.;., 

de v(5) por.medio de.funciones de distribución Beta Tipo r: 
,· ' ·, • • •• -.·:, ·_._ 1 .. ••• ' • • •• ' •• •• - _. __ ::-: • 

. La éstadistica. w(.S) ~~ define pór .~edio de la >~stadistica v<~> 
. . . 

de Pillai (se~Ci6n 4.5) de la niahera siguiente:· · 

w(S) 1 .. 

·- s 
' . . ' . : .. . 

entonces. PiUai· (1955) obti.ene. una ilpróximacf6ri:· a, la fu~ci6ri . ,_,,_ .. 

de distribuci6~ d~ W (J) ba~ánd6s~ el"l la ~e ~ (s). , ti f~nci.6n' . 

. de distribución áproXiróada de W (.S)esta dada por: 

donde 
. , 

.. ( = 

· .... • - ·. ·. ·, -· . . . ' . 

. P cw (S)) = c1{u..rts> ~ ~-• (l ..:. wc.''/·-' j o< wl''<} . .. 

. . 

.. . .. ·. ·. . .... . . · .. · ... ·' · .. · ..•• ·.· ·... .• · ..•.. 1 

{S!ú-~Hl)lz (3{1_S(z~+s+1},f !. (?M+H1)1J- · . 

(A :: .S Cz >\M f- H 1) h: 

.e. = s ( z.....: + 5+ r ) /z' 

La ni y ri se varían de acuerdo a la hip6tesis que se pruebe') ver · 

secci6n lf,4 • Como esta aproximaÚ6n se bas~ en la aproxi;;_.adón 

para la distr.ibuci6n de V U), la aproximación de ti. (.S) 

.. , 
' 



es satisfactoria en los mismos casos que la distribuciÓ!l de .· 

vrn. 
. : ,·. . 

La región de rechazo .. con está estadística es de 

e : w<S) .~· A 

X se uJa de acuerdo a 

.•. Considerando ~a estadíst¿~ u(S) ~ To2/~· (ver secd6~' 4,2)~. 
Lil. distribu~ión · apr~ximada de' ·~(5 ) .·se 'ha d~o!ltrad~. (P~llai 

i(vc'>\ ~k luÚ>Z5(Z,.,,;~$+t)!z ~IF r .·• .. ·csy:l ~M'.z~+z4-4HJ)ht1) 
"f' , i - 1 .. I > ' LI + U YiJ . : .· .. . . 

para O( u(S) < cO ••: 

.donde . . _:. .. ,., ' ·· .. " .. , . 

K .• ~.i sscz-+s+-1)/2I!· '1.{ ·s(2--'+.${:,,.~~+1rJ7' 
' . . ' 

. E.n PÚlai (1955) se dirnuesfra que 

s s . ·, ' · .. 
u C> = [ ¿L_ - ·.'.L. c.·.1~. e.1·)· -.. l-'· .. ·j· 

·• ·- (1.:.0;) . ' 1• I · ' i: I . . . . . 

entonces 

H·(S) • ( l+ ··u (S)) -1' 
s ,' 

• • • t 

usando estra transformación y 1a función de di~tribución apr2 

(s· ·' ximadil de U ) se tiene que: 
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,·,,. .> - '·'','···· 

. 
'. ·(f/W)_J11ts)7J""'l1 .. ·11«1)S(r<-··~Hf)/z-IJ;(}.{ .· .1 ( •· .. · )i?J·-1 ·. p, /-1 · j v- ¡ L~ !.-.+11 isz....,.J.s+1J . ·. 

para valores de H (~) entre cero y uno. 

Pillai (1955) hace notar que para qúe la aproximación an'.te~ior 

sea válida m+s debe cumplir. la~ condr,ciories estable~idás eri 

4S ~ara mfri' (m y n se ~Úi~en ~ to~i: v~fores 
fica en la seccióri 4. 5). 

' . -· 

Si se hace la transformación e¡' ;,_. ( (.,. e¡ ) ; ( j = J )'. ' •• , .S ) ~ 

la función de distribuciÍSn de las if:.\ que rris~lte .de la forma· 

dada por· Roy-"Hsu~Fisher;.Girshi~k en 1939 ~·· presentada ~n la 

sección 4.4, tendrá la misma foi-tna q~e ja func:i.ón de dis tribu ' 
; ··:(11 . ,-.·- . . - . ,._. • ... ·,,-

ción conjiJnta de' 1 s e;.~ con ni y n intei:cambiaclfr • 

Se tendrá O ( e,t~ · ·. { e/<f. En.tonces. sise empiez'a eón 
.. . .. . . ' . : . ' · .. ; .. :. ' ,. ·._· ... -- : 

la dis.tribución de 1 s '(); •-:1 se obtendrá que 
' ·- . ·. : . ·"' 

. lil. distribución aproximada M Ú'(S) donde 

s ' 1 

u· (S) :: ¿ •·~: ~'; · .. · 
;:, (1-0;) 

tiene la misma forma que la distri,bución aproXÍil1aaa 

. da~a' ante~iormente¡ solo que m} n es taran ~~terc~~bfa~.15 • 
'. - : , - . "~.. . l . : 

Además, Pillai (1955) demuest7:.a que; 

R(S) = ( 1 + u'•{S))-1 
s 

y ,con ~sta transformación ~btfoné la dis.tribución aproximada 

de R(S), la que es dé la forma: 

'f (Res>); { R c9l sw. ( 1- Rcs>)s( z,.. .J.u1)/z -rfo {s*'4 "''' t s ( z4..-IH ,)] 

lOti R(S)< 1. . 
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.,,. .. ,,, ... , . .,._, ' 

•V ,Y\..''."'.~--~~ .... 1<'.hi.~f-1!"~"'"'•';•,....._;,,,.,,._,..,...,..,,,._,.......___.,,,, .•• 
4

; 

., . ' 
' ' . -

Para que la aproxiinación te'nga validez in+n .. debe satisfacer 

ras condiciones establecidas par~ m+n:en el caso de vü) (seE . 

ción 4. 5). Debe notarse la semejanza: ent~e las dist~ibudories 

· apro:<~m~dos de v(S) y w(S}y entrel~s de:H(~) y R(s), ~a se·. 

obtiene de la otra ai intercambiar n por. rii. 
. ·. ", ',." . . 

'; r';·,,';,,;.,..-;:.,-• 

•' .. 

. (1955) demuestrá'además que 

. ' . . 

T CS) ., R (S) 

. l - lt ($) . 

. ' . . . 

y de. ia distrÍ.ouciÓI\ aproxima<la de R. c.S) 

(tfS)) • /7(sip-;d 
. ., (r-1-i <'>)s<t- fi;.;.+s+•)/i°+r 1 · ... ·· .. ·. , ··r·' ... . >l.· . 

. ···,. ·. ·. '··. .·. ·~(~..._..ft.Y..~ ~ .. -IHI . :>> .. ··•· , . . ...•... · .. · ... ·.·' ... · ! .1 < ·. · . 

. O(. ·re~'<• oo i>ara que ~sta aprciximad,6n sea 

~atisfacer ·ias· ccm,didones .de. ladisGibudón d~ 

(S) . . 
Troski~ (1971); mencfona 1as ~sttl.d!st:i.cas ¡{(s), R(S) y T(S) 

y . la forma ~n que estan aso~¿dos a la e~tadfatica 
U.~ To2 (Llwley7uoGl}i?ú secdó,n 4.2)·,> y .· ~·· ./a' 

· .. e 

la ma.tríZ R 

define en la' sección. 4 .:2. A la ~stacH~tica Q se 

la estadística de''ifoskie. tas r~ía:eiones entre 

', dÍ.sticas H(S), R(.S) '; T(S) con las 

dádas por: 

H (S)"' ( l +_g__)~l 
s· 

R (S) ., ( l + JL)-l 
s 

T ($) .. s 
Q 
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Troskie (1971) trata las distribuciones nulas. de u (corno se· 

me.ncionó e1t. la sección 4,2) y de Q usando coefici~ntes Gamina 

y fun~iones hipergeo~étricas definidas y usadas por James 

(1964) y Constan ti.ne (1963). 

' . . ' . . 
Estas expreSiones son bastante· complicadas. Troskie. (1971) · 

no trata explícitamente lás distribuciones de H(s), R(S) y · 

T(.S) ya que éstas puedenobt~nerse a ~artir d~ las. de·U. yQ. 

tas regiones 'criticas para .las estadísticas !l(S), R(S), 

i<s) y Q esÍ:án dadas por: 
.. . 

e,· Res), A , .H·.· ·u.1> X .. 
. ··' 

· ... ül ·< e . ;H . . ·)·). . J. • . . : ' z 

se fijan de acuerdo.·ª 

"' o( (i l, 2¡ 3, 4). 
' : . :' .. - •. ,. 

hace notar que la ~stad¡sticaQ es 

;aÍores pe'qucno~ ele algúnas ~ tod~s 1~~ ra!C.~s 
.. - .. ·,. ·. . .·. . . .: ·,· .. ·. ' .. ·. . . 

. · caract~}'Ísticas y que po~ esto ·SÓlo puede usarse con cierta.s 

di:e~!\ativas restringidas dé la hipótesis nula¡ PÓr e~empli:i 
podría usar par~ grandes des:;,iaciones de la hipótesis nu- ' .. 

· la 'cuando las raí.ces caractex:ísticás poblaciónales sontodas 

diferentes de cero, 

.. ·_4,6,2 .. Las estadísticas U de G!iariadesikari y s de 015011, 

La estad{s tica U de Gnanade.sikari se define en Gnru:iaCÍ~sikan 

etal., '(1965) y Roy etal.; (1971) páginas n a 77, de. acuerdo 
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U~= ptoducto de las s mayores raices d~ H (H+E)-1• 

La estadísÍ:icai S de Olsod. se definió en Olson (197:3) como 

gí.a a la U de G anadésikan .. se define: 
'.. . ·. . .. 

S ~ pfoducÚ de ús s mayor~s raiées de HE-l . •. 
' . 

' . ' ' . 

• ' ' ~ estadística .u' se ha estudiado poime'dio de'siínulaÚo~~~ en 

· ... dota, los resultados. ele, este' e~tudio se pr,esentan• ~n R~y ~t~l. ~ (1~71). 
LÍi estadí~tica s. trunbié~ s6Ío ha ~ido estudiad~ , e~ OlSon (l97J).y 

-, ., . ····. "; .. 

medio de siÍnuÚcione~ en, compú~ado~a; 

tratan sobte potencia y robhstés de 

rát1 ~t1·e1 'siguiente cap!tul~ con IDás detalle.', 

región .crítica dé. tr estii dada 

' ',- '· 

'u}),• 

>., se determina 

se deté~na 

Pr (e !.Ro) 
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CAPITULO V.- Propiedades de lQs diferentes criterios de. l'ru'eb'a 

en MANOVAmodelo ¡. 

5.1 Introducci5n. 
. ' . . ' . ; . . . . . . . . . . - . . ' 

En el capítulo dos se plante6 uri modelo, el l de M~NOVALyla 
forma. de probar hipótesis sobre: lo~ ;aríimetros. ,El modelo está 

basado eri varias suposiciones (normalid~d. fridependencia, het!_ 

roscedasticidad), En el capi'.tulo tl;'es ~e die_r.on metodos para 

probar las hipótesis del modelo l de }lMlOVA (au11qUe se mericioC' 

narán: .las del modelo I de ANOVA también)~ .En el .capítulo cua• 

tro se presentan diez, CJ.'.Íterios d'e prueba para utlizárse en MA 

NQVA modelo L Sería conveniente saber' ,cual. Ú esos diez crit~. 

rÍOS es el que debe usarse, ppr SCT el que mejor resultados• pr2. 

.duzca •. Si todos las suposiciones Úl modelo I ·de MANOVAcse· CU.!!!, 

,plénse debería usar ei criterio mas J,l'c>tentc,_mic;ini:rasquesi 

alguna o algunas suposicione~ .fallan deberá usarse el •. mÍis ro"'.' 
.· . ' . : . : ·.· . . . . ·.·'. ": ·. .. :'. 

busto; En este capítulo se presentarán algunos estudi,os sobre 

la pot~n_cia o robustes de los cdterios ·presentados en' H capf . 
. . . ., ( ' . ·, 

:túlo anterior. También se P.resentári algunos resultados sobre. 

admisi~il{~•d, i~varianza e insesgamiento¡ 

E.n es ta 

rirse a 

. - .· . . . 

c·apítulo se utiliza la siguiente nom~nc.latura para ref!: 

las diferentes pruebas: To2 Lawley~HoteÜing;l)o la e_! 

tadística que Pillai propuso y que es proporCional a To 2 

(Uo_;... To2 ), W la estadística de Wilks, R la·estadística de Roy - e-- .. . 
<R,,; máxima raíz característica de HE-

1
,donáe las matrices H y 

E se ~efin~n .en la sección 2.3.3.), V la est~dí~tica de Pilljf 
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(sécc;i..ón 4 .5), Q la estadí_stíca de Troskíe, u. la es tadí.stica 

las. e~tadísticas -

propuestas por Pilla;i. '/ presentada~ en la aecc:S:6n 4;6.1.). 

. . . 

5. 2. Propiedades· de las ·pruebas presentadas e.n el capítulo IV. 

Anderson (1958) men:c;i.ona que Naraniart (1956) demo;¡tró que W 
. . ' . . 
·es insesgada '! que Roy (1953) estable.ce (siri demostrar). algu-

•.nas. propiedades .. de R; como. es. el qu.e. sea invar.iante ante a:lg~ 

nos ti~os de ~ransformaci$n. 
, , .. • - ·:. ·, .... - - . '.· : . 

En PiU;ai (1955) se ~res~ntan los ~¡~~i~ntes resultados sdbie•_·· 

.. e'sta_dísticas que se basan en rél:íces· caracter'ísti.cas. e·n an~H-:. 
sis multivariado: a) las raíces cara'ct~~fsf;i.cas muestraies -

.·_: -:' ··.:_, .. ·.··, : . . ... . ·. ., 

son inv.a:riarites bajo ciertas Clases de transforin~C:iones Hne!!. 

les. h) la distribución de. las r~S:c~s caracterí~tiéas muestr!_ 

. les cuando la hipotesiB por s~r probada.es cierta, ¡nvolucr~ 
com~ parámetros a los. grados de libe.rtad y ~n el caso en.que 

la hipótesis a ser probada no sea cie.rta involucra como úni;:. 

cos. parámetros a un conjunto de las rnícesp~blacionales (co~ 

·una. i~porta:ncia física muy grande). Los resultados .~rit~riores 
··-: ,· .. ' .· .. ·. 

se prueban en Roy (1953) y en Roy & Bose (1953). ·Pillai 
.' , ' ' . . :. .. 
(1953) dice que• una estadística o una ~rueb~ bas_ada en. hta, 

para. que tenga las propiedades anteriores <lebe ser fonci6n de. 
: . ' ' . . ' 

l~~ ralees carac~erístita; ~uestr~les. 

En Pillai (1955) se presentan los. siguientes resultados: la 

estadística To 2 
tiene las propiedades a) y b) mencionadas en 
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el párrafo anterior, ademas se dispone de expresiones de la -

. función de distribución (ver.' sección 4.2) y es insesgada. ia 

estadística R tiene las propiedades a) y b), hay expresiones 
. . . ' 

para la, función .de distribución, o al menos para ciert'ós per-
•;" .. , . . ... 

C:entges de és.ta (vér ,sección 4 .4), ademas es insesgada y 

h~y P()¡Jibilidade·s: .. d·~''"~:htener, por. medio de inversión,. interv!_ 

los d{ confianza apropiados (ve~ sección '• .4}. Sobre. las est.!!, 

W(s), H(s), R(s) y T(s) die~ que tienen las 'pro~;Led!_ . 

y b) y comos~ mos~~~ ~n la secc{&n 4.6.1 •. hay expre~-.. . . ' '. ;· . . . . . ..· . 
·. . . . .· ' 

para la ftinción .de distribución de estas. estádíaticaá, 

. . 2 
Roy' Mikhail (196l)'demuestran ~ue To ·es. insésg~da, 

.. · 2 .· 
Ghosh'(l964) de~uestra que To . Y. R son admisibles. Cuand~ 

S'?l,· tó.dos los criterios. ptesent~dos. en el 'capítulo anterior ··. ·' ',.• '.. . . .- : .. ........ . -,, ._. . . 
. . ' .. . . 

scin iguales y admisibl~s. ver .stein (1956), su prueba 

gcneral'ización de un .. result
1
ado de •Lehmann·'y Birn--

b.~uin _c,jú Birnbaum (1955)}. GhOsh (1964) •usa e~ métoclo dé -

· Steín para prubar la ~dmisibilijad d~ To 2 y Rccnt:ra ait~rn2_ 
tivas frrestrictas, l.a prue~a que hizo Ghosh·tien~ las mis.;.-

,, . . . 
mas limitaciones c;ue la de Stein, .ya qu'e la superioridad d.e 

To
2 

y R se és tablee.e para valores grandes 'd.e los par1imetr'~s > 

·en la~ hipótesis al~ernativas y será útil el res'tiltado de -
·,. ·,. ·,. . ·:. .: .. ' . : .. 

Ghcish si se restringe el doinÍnio de las' alternativas (para 

más. d.etalles vú Ghosh' (1964))~ 

En Schwat'tz (1964) se demuestra que V es ad~isÍ.ble utilizando 
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también el método .de Steln (1956) de donde tiene las mismas -

res~ri~ciones que las pruebas d~Gh~s~ (1964) . 
. . . ' ' ,. ·. ..· ; ·: . - ;' : 

Kiejer & Schwartz (1965) demuestra·n .. ~dmisibiÚdad de 

pruebas ;invariantes en el caso ·ae' MANOV.Á y en .el casq de pro-
·,. ' -, ' .. '. 

bar indepfindencia enfré comp~nent~s, la.S prui:!bas To
2

, V y W 

··(ver deÚil.es en Kiéjer t. S ch~~riz). Ademas demuestran, que W. 
·.· .- .; .... ·, ... -· "· 

j V, son in~es~~~as. 

E.n Roy et aL, 
2 · .•. '' 

·To y: V • 

. En resumen: R~Y. (195~). Roy: & Jfose {195J) y. l'illai (1953). -

' (1955). demues,tra~ .~ue las estadísticas b~sad~s• en raí~es 'ca-

•ract~rhticaa muestrale~ son, in~aria~tes bajo éiertá .clase de 

.·· tr~risfo~'uiaciones lineale~', · •. 

Q~Í:enes .han. demostrado 1 a:s' pro..:.. 
pieciádEis ae: · · · · 
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K:Íejer & Schwar 
i:z (1965) ~ -

KieJ~r ~ Schwar 
tz (1965).¡~oy ::" 
et.al., (197.1~ • 

. ' .. , 

Ghosh (1964) 
Roy et al., (1971) 

• Gh o.sh,.(196 4). 
Kiejer:& Schw.ar
tz (1965)., .·· .· •. 
Róy et al., (197l). · 

S chwar tz (196'1) · 
Kiejer .&· Schwartz 
(1965)., 
Roy et .al. ,(1971) 
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5 •. 3 Potencia de las pruebas. 

Roy (1953) menciona que R. tiene s~ función potencia ~onStona: 
creciente. 

Pill~i (1955). menciona que To 2 tiene función ~o tenCia mo.n5 tolla 
' .... ,. .... ~·~:~""~·~"'·"" ' 

crecien t:.e. 

' ' ' 

,Roy & Mikhail {1961) demues,tran qile ia· 1a~t=,adística de prueba -
,· 

. R al utili.zarse en MAN OVA .o ~\ probar in~epencienéfa,.éntre 

componentes. tiene un~ función p,otencia manó ton'~ creciente en 

c.ada ·.uno de los, parámetros de, ri~ centralidad~ este re'sultad'o 

l~ había establecido Roy (1953)sin d~~ost:atlo. Lo a~t~rior 
. !l:roporciona un·. resul i:ado ~as ·fuerte~ cj ua' ~;t que.· se hubiér/ obt~ 

" ,, .·· ·.·- .. :· .--·-.. ··:. ·:.'" . .. -

.·nido por medio. del .Teorema de Údersori (Úderson (1955) ), el 

· ,qµe implica que~ l.a.función.pot~nCia aumén~a'cuaridp todas las';· 
.' • .••• ': • i 

raíces caracterís.ticas se aumentan simulta"~~aine~t:e en la misma 

propor~ión. 
:.·:· ... ' ' - . . . : ·- . . 

D~s.Gupta, Anderson. &. Mudholka,. (1964) dan conaiéiol1es .~ufi
Cientes sobre un cdterio de prueba paraquela función po~en~ 
.cia sea mono to.na credente de c,ada UM 'de lo~ parametr~s. En ... . , ' .. · " . . -,'," · ......... ' 

base ª esi:as condiciones .(basadas ·en que ia resi6n de acepta":" 

ción. sea conVe~a enun cie~to espácfo) d~muest/ran que R, TO~ 
y W tienen funciones pótencia moriótona~ crecie~tes' en cada 

uno d~ su~ ~ara~~tros. . . ' . . . ~ ., 

Anderson & Das Gupta (1964) obtienen condiciones suficientes 

para que procedimientos invariantes de pru!iba posean f.unCiones 

de potencia. monótonas crecientes. en cada uno .de los parame.tros. 

I; 



.Lai e•tadísiicas To
2 1 R satisfacen es~as condiciones. Estas 

condiciones son las mis~as que las dadas en Roy & Mikhail 

(1961). Anderson & Das Gupta dicen que Roy & Mikhail (1961) 

sólo .demos'traron que ·To 2 es insesgada, m;i.entras que dij e ron 

que tenía una f~~ción pote!l~ia .mon6tona creciente. 

Mikh~il {19~5~ est~dia la potencia de W ~~ ~l ~aio p•2 (a~n

que el método 5e. puede ext~nder a. otros va.lores de p), cuan

do hay colinealidad .se recomienda continuar lá investigaciOni. 
' ·. .· ·. . ·_ . . . .- . . 

·. PiÚai & Jayachandran (1967) co~para:n. cuatro cr-j,teric>s de 

prueba; u~ando para éllo teciiicas, de simulación en computad.e_. 
. . . - .' . - . · .. ·- ·.,. 

ra. tos criterios de ;rueba ~ue ~e c~mpa~~h ~o~ R, W, V y 

Toi a traVQS de Uo. 
-. - ·. ,• . 

- - - : . - . 

Las comparaciones sehiciei·on .con s .. 2 y en el .caso .de. que se· 

estuvieran .probando las siguÍeni:es·hipotesis: i) la'indepen-·· 
• • . ·.- i •• ''' . ' .-

dencia. entre un conjunto' con.p compohe11~es y otr~ con q com~ 

p'onentes .en una poblÚión' no~m~r (p+q) \7~riada ; ,· ÍÍ) la 

igualdad de vecto~es de medias en lpobla~i~nes normales p 

vadadas con matriz de ·covarianzas iguales. Pillai & Jayach:.e, 

ndrari ni.enc;:io.nan ·que la potencia .de R es nienor que ia de Uo 0 

~· ó W y por ~ato sólo an&li~~ con detalie·i~~ote!lcia de .es-
- . . - . ' ' ' . . 

tos Últimos (para detalles ver P;i.lTai .& Jayachandrari (1967)), 

conclúyendo que lo.s tres criterios. son .buenos para probar - . 

. las hipótesi~ .i) o ii). Pára valores pequeños de los paráme

tros .de d~sviacion, l~s diferencias en cuanto a pote.nciá de 

lás pruebas son ~equefiás. Sin embargo si se considerán des-
- . ' ' ~ 

viaciones grandes también, V tiene una potencia mayor que el 
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resto de los criterios (en el caso de probar las hipótesis -

i} o ii)). si los .valores de los parámetros es tan "cerca" 

unos de otros; En el caéo en que los valore& de los paráme~~ 

tros sean grandes y separad~s ent~~ sí~ el valor de,~ (esta 

"se d~fine en la secdón 4.4) es grande entonces la ~rueba' 
: . ' . . -

basada én Uo tien~: .. ·~~~;~-~ potenciá que las demiis pruebas (en 

~l caso ¿é prob~r las hip6tesi; i) ; iij), 

Si los val.ores de " no. son grandes y los .de lo.·s parámetros 

, son grandes y. separados entre sí entonces en el caso de· pr()

bar la hipSiesis ii);W tien~ tiay~r ~o~en~ia tjue V. Con .t~ma

ños de muristra grandes .la potencia de los ~rit~rios. Uo, 'V .y 

W es casi. la mism~. 

Gabriel (1968) considera pr~c~dimient6s de prueba .simulta.;:;,,; 
' ' ' 

neos .en MAN.OVA qu~ s~ bá~an ~ri; las raíces c~ractérístidas de 

BE- 1 , eSt~s. estadísticas incluyirn a •los siguientes. R, To 2 , V 

'I W. Co~para las propiedades de tDdo: los p:i;ocedimÚntos co:i 
.- ' -· ··. ' ' 

siderados y demuestr~ que.R ,es preferible a iodos l~~ demá~ 

ya'qu11: para un nivel de significancia dado ~rop~rcÍona la m~ .· 

y~r poi:eri~Ía para hipótesis basadas en una función de una 

~ombin~ción. (ver Gabriel (196é)). 

. . ' . 
Troskie (1971) dice de la esta.dística .Q es muy sensible res-. . . . ' . . 

pecto .ª valores pequeños de :algunas ,(o todas) las raíces 
'. , . 

c~racterísti~as y que s6lo pued~'usarse contra ciertis alte~. 

nativas ~estringidas de lá hipótesi~ nu1a. Trosk~e efectG• -

comparaciones de las funciones potencia .de :las estadís.ticas 

W, R, Uo y V ~efiri~ndose a los trabajos hech6s sobre este -
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respecto' por Pillai & Jayachandran (1967), (1968). 

Troskie menciona que cuando los valores de las correlaciones -

canónicas poblacionales. estan alejadas unas de otras .y el tam.!. 
- . . . . . ' ' . 

ño d'e muestra es grande; entonces la ~otencia de Uo es mayor 
. ' 

que la de V y W. Sobre la estadís~ica Q, menciona Troskie~ en 

1971, que esta investigari'do su p·otencia •. 

. . . 

. En Roy et al., (197].) se prese~tan l()S resultados siguientes: 

d~mostración de que 1'a función potencia es monótona crec:i.ente 
·. . 2 

en el caso de To ., W y· R• Además en Roy: et al., (1971) sé pre-

sentan los resultados ob·t~nidos en·uti. estudio. ~obre la poten

cia de los ~riterios basados ~~ lás estadísticas R, W, To 2 , V 

'Y: u. 

'El estudio se efectuó utilizando l.a técnica Monte Carlo. Las 

indi~aciones gener~le~ de es~e estudiojson que la potencia de 

las dif~rentes pruebas se puede ordenar de. la misma forma en 

que a continuación se orden~~ las. estadísticas correspondien'."' 

tes. 

2 
V ~ U ~ W ~ To ~- R. 

Sin embargo, hacer notar los a.utores, parece que hay excep.ciE_ 

ne·s a. la ordenación· anterior (detalles en Roy et .aL, (1971) 

capítulo V). 

0

Holloway & Dunn (1967) usaron técnicas Monte Carlo en Ú inv.e-2_ 

tigación de la )ote~cla de To 2 eb el caso de .dos poblaciones. 

Sotres et al., (1972) .describen un algoritivó para efecttiar -

análisis. de va~ianza y covariariza • 
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' . . 
.• Dicho algoritmo .se implemento en un programa para computado"-

ra. En ~s~~ programa se obtienen las estadísticas W de Wilks, 

. To 2 ·de Lawley-Hotelling 'r la de Heck. So tres et al,, utilizan 

como criterio .de ~~ueba l~ est~dísti~a • 

. . . . 

. R 
fü 

a la· que •.naman estadística de Heck .. Y en la que R es la esta-
. ·'· 

dí·s.t··~·.ca .··.:de· ···R~·y .• De .e·s.ta. e·~ tadí·s ti ca·:· ·He ck. ·. (1;9~ O)'· t'al?li'~Q ·.pe.r.Ce:!!.;., .· 

ti.les. (Las tablas .de Heck. se presentan en ei ap~ndice A). 

Deb.e nóta.rse que utilizar la estadística' de Heck y la de ll.oy 
. . . ; . . 

• es. cocpletamcnte equivalente, por lo tanto en este trabajo f>E! 

utilizarii la estadística R. . . 

So tres .et iiL, por. medio de sicul~ciónes Monte Carlo estudÍ~n .-,· ...... ·,.. ' . 

·.la poten da' de las pruebas w'. ±o 2 y R. Concl~y~nd~· a.e .este e_!! 

tudio q~e l~s potenc~~s de las tres pru~bas. > 
Se puede ordenar d~ la.siguiente•manera: 

. 2 •· .· . 
To >, . R >, W 

. ·. ,· . 

sin embargo se obsCrvo que To 2 tuvo un nivel de signifi~ancia 
~ayor q~e el esperado, 

FujlkoshÍ(l97J) menciona. y .. demuestra de 'unam~~era diferente 

a la úÜlizada por Das Gupta ~i:a1:, (1964) que R y W tienen -.. 

funciones potencia monotonas crecientes, resultado qµe y'a se 

conocía. La importancia de este trabajo esi:.riba en la formul!_ 

ci5~, que es seri~illa, de las condiciones ne~es~rias ~a~a que . ' . . 

una prueba tenga funci5n potencia monotona ·~reciente. 
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Mordson & Bhoj (1973) .derivan la función de. clistri.bución no 

central d'e W pará probar hipotes'is sobre .el vector de medias 

de una población normal multivariada cu.ando un subconjunto '

de variables no tiene observaciones sobre algunas unidades 

· muestrales. Obtiene la precisión de la prueba al cotnpararla'. 

con la potencia conocida cuando la muestra esta completa. Su 
' ' 

investig~ción sobre la potencia de. la prueba. sus ten ta el uso. 
2 '' 

de la prueba con datos peididds sobre li prueba ~sbal To • 

Eaton & Perlinan (1974) ·trabafan sobre las funciones de, pote!!_ 
. 2 ' ' 

cía de R y To obteniendo que las funciones sori monót~nas 
. . . . . ., ~ . · .. · : . . ' ; . ·. . 

crecientes. Refinan 1o~ resultados an~eriór~s. · 

~.4 Robu~tez de las Pruebas./ 
. ' . .. . 

fto & SchuÜ (1964)·. estudia la robuste~ ~e· To 2:: en MANOV~, -

cu~ndo las matriées de varianz'a-covari~nz~ rio son iguales .Si 

la sup.osición de heteroscedas,ticidad ~s ,¡~¿lada s~ •pu~de' ej~ 

ctltar la prueba con el mism.o .cr'itério ·de prueba que si la SE_ 

.posición no se.violara, pero·las funcie>nes:de distr.ibuciéin 

,riula y no nula son diferentes .de las que s~ .obi:endránsila 

~bposición ·fuera verdadera. · 

En Ito & Schull (1964) se consideran sólo di.atribuciones 

asintóticas; En este trabajo se den~ta a To
2 

·por ~o 2 , si la 

supdsici6n de heteroscedasticidad es falia. 

Encuentra,n. una apr,oximaci6n a la distribución de oro 2 , .es ta. -

aproximación es cx 2 (.f) donde e es una. constante y x2 . (·0 es 
' 2 ' ·, ~ 

una X conl grados de libertad. 
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Los. yalores de C y f se determinan. a partir de los dos prim~ 

ros momentos de la distrib~6i&n asint&tica de ~o 2 • 

En Ito & Schull se dan expresion~s par~ Q y f en los casos -

nulo y no riulo. Ademls los autores encientrari que ,en el caso . . . 

. ' . . . . . ·2 
. . de i ~uestras de ígua~. tama~o, la -pr._ue_bS; ~a~·a~B. e_~:·.To se • 

comporta muy satisfacto.riamente respecto ·a la violai:i611 de 
. . . 

la suposición de igualdad de matrices de :vat:ianza-covarianza, 

ya que no muestra efectos ni en el n.ivel .de significancia ni 

en la potenéia para valore.s granaes de N (tamaiio de ~uestra). 

ltó & Schull mencio~a11 despulás. de .un estudio numérico en. la 

computadoraqu~ en el caso de Kmu~stras y s.i todos los ·cama""'. 
. . 2 .· ... 

ños· de muestra son .iguilles.la prueba;ba.sada .en To· no se ve 

af.ectada ni en el 'ni~el de sigriificancia ni en la potencia 

·siempre y c·uando. no sea muy grande .la des.igua!dad entre 'las 

m~trices de varianza-cova~i~~za, p~ro en el (8H en que fos 
tamaños de muestr~ sean desig~aies se. ven :afectados .fuerte

. :ente el nivel de •significanC!ia .y ia potenciade la prueba, 

Ito ~i969) estudia lo~ efectos qbe ~obte algunos riiit~~i?s de 
prueba ~n MANOVA producen las siguientes sit.uaciones: i) las 

:. ' . :·> ... " . . . . . : 1 

obse~vacionés son indepenlientes pero no .se· d;i.stribuyen n~r-

mátmente .. Trata sólo el cas.o de muestras "grandes", esto~ e~, 
t~at~ el problem~ isi~t5ticament•. Ai caricteriiar una di•""'. 

tribucion> ¡:¡ultivariacla no normal, Ito específica sólo los pri:_ 

.meros cuatro momentos y menciona que se pued~ enccintrar indi-

cicis asintóticos del efecto de no normalidad de algunos crit!_ 

rios de prueba en t~rminos de los cumulantes tercero y cu~rto 

J de la:s. distribuciones originales. 

~.,;::~;,,,;;,,, i ;,,: .. ,;,, .. i " . <. .. . ' ~122-
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Las pruebas Uo y W se investigan en el caso de no normali~ad 

y se enc~entrn que son asint&ticamenie equivaientes y que 

los efectos de no normalidad sobre los ¿umulantes tercero y 

cuarto en lás dos pruebas so.n del mismo orden. En las dos 

pruebas no se afecta el nivel de significancia. La prueba Uo 

se afecta en el caso de he.teroscedasticidad. Ito concluye que 
: . ' 

cuando los .tamaños de muestra son grandes, el efecto .de viál.!!_ 
.· - . 

ciÍin a la suposición d~normalí.dad es pequ~ño al probar hipÓt!_ 

sis sobre sectores de medias, pero es peligroso al probar hi

~6tesis sobre iatrices dé disperción~ co~o demosiró S~~~ff' 

· (1959) E!:n el caso univ.ariado. 

Mard.ia · (1971) meneiona que Arnold (1964) y Hopkins & Clay. 

(1963)· estudiaron el efécto de no normalidad .sobre la,To
2 

. de·. 

Hotelling. En Mardia (1971) siguiendo la <idea de .Box & Watson .. ' .. · . . . . . ' . '• 

Ü962) se estudia .el efecto .de no not'inalidad sbbre prueb~s ele 

·hipótesis' en multi'v~r:i.ado: En est'e .. tr~baj o ·se encuentrk que 
·, . . . ' 

el trata~iento a~álitico de Box & Watson (1962) se aplica só~ . '\ .. ,, ·.. · .. · 

lo a lil estadística V de Pillai (sección 4 .5). Mardia obtiene 

una prueba aleatorizada basada ert la estadística V de. Pillai 

(e~ta ~ª~~dística es ~roporcional a la estadís.tica géneralíz.e_ 

.. da basada en distancias de Mahalanobis· ) . Sobre .la prueha an 

,terior Mardia dice q~e debe us•~s~· s:i.empr~ que se jospeche no 

·norm~lidad extr~m.a. Se demuestr,a que V e.s robusto en el caso 

de ~o normalidad. La aproximaci&n de Mardid es ~iferente a la 

~e 1to (1969) y~ que sus resultados se aplic•n a muestras mo~ 

deradamente grandes. 

·-123-



•'; .' 

Korin (1972) lle.vó a cabo un estudio sobre la robustes de 
2 ·. 

To , W y R~ 

Este estudio se llev5 a cabo utilizando t~~nicas Mon~e Carlo • . - . . . ,. . ', 

Korfo concluye de este. ~studio q.ue no.hay gran diferencia en.:. 
,._ . ' .·:. . 

ere escas pruebas·;·,au:nque R exhibió alejain:i.entos de.l nivel de.·. 

significancia prefij~do. 

' ' 

Olson (1974) utiliz.a técnicas Mont~ Carlo para .estudiar las 

.pruebas R~ To 2 , w, V. u y s en el .modelo I de MAN OVA cu~ndo 

algunas suposici.ories fallan. Olson mencio~a que ninguna p~ue~ .· 
._··· - ,· . . ' . - . ·- . · ... 

' ' ·, ;.' ,·· .. 

· ba en ··MANO.VA· es ._ .. uni'foirnéménte ul.áS ~·o·~-ero~.a::Y·: .. P_u~(ren· -~~-~r-~e ·-
. · ·,· . ' . -,: . -··.,·._·. . ... 

comparaciones en .h~ poten~ias de las pru_ebas para selecd0 -

nár una pr~eba en una sit~acioSn partic\lla~. A partir d.e estu

dios a.nteriores en qué se comparaba ·pot~nda .de diferente'á. 

pruebas en MANOVA se encontr.5 que R. tiene mayor potenciia. que. 

las ,otras pl:üebas cuando las diferencias, ent~e ~r~pos está 

.·concentrada en 'uri~ clini~~sión ca~6n'ici, mient;as que las otras 

. pruebas tienen ~ayor p'otencia qUe R .cuandó la no ~entrÚidad 

está muy c.oncentrada en una ~bla.~aíz (*)~·Este·r~sliltado·· 
es· sórpreridúte debid~ a que R es ia· úniá estadística que .. 

basa en una sola .raíz car~cterística. J\ciem¿ las prµebas 

ordenarse en térclinos de sus potencias de la siguiente 
' .. 2 • 

manera R ~ To ~ W ~ V·>,, U cuando sói'o ~ay una raíz de no 
. ~ ' . . . . . . .. 

ce~tr~lidad (*) diferent~ de cero~ pero la ~ituación ca~bia a .. 

u ~V)_, W~To 2 ·~·· R en Ía ~ituad.Sn no coli11ea1,' con la excep-
-~." ··. . 

ción de que V tiende a tener mayor potenC:Ja que U cuando los. 

g~ados de libertad de E a~mentan. En general ¡leja~iento• de 

( *) Ver Olson (1914); 
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-... -,, ... ,.7,.,'.'_· 

l~ n~rmalidad debidos a Kur~osis tiene efectos relativamente 

suaves sobre el nivel de significanc{a de las pruebas en MA

NOVA, aunque los efe~tos son .mi• fue;tes para R, U y l bajo 

Ciertas condiciones. 'Las potencias de e.odas las pruebas se. -

·afectan bajo Kurtosis aunque el efecto es mayor en U y S en 

una •~tructura concentrada (ran~o uno) de no centrilidad y 

pará R eU: una estructura difusa. 

. . 
Heterogen~ldad de matrices de .covarianza es en generai la ~i~. 

. : . . . 

lación más seria. Los niveles de signÜicancia se elevan exc~_ 

~lváme't~ para R, T y W~ mientras que~ se afecta en menor -. 
- - "/. 

grado. Lós criterios·U y S se ruue~tran conservadores,s~ .1' 

(la dimensión) es menor o .igual <¡ue cuatro; pero se .veti afee"'" 

fados cuar¡d6 pes mayor que<4; 

A part;.,ir del estud'fo Mohte Garlo, Ols~ri afirma q1:1e las esta-:

dís.ticas de diagnóstÍc·~, i.:omo son el crit~riO M. de hómosce-:

dasticidad de Boj· Ci949l y .el cirite:i:io ·d~ ~ardía p~~~ asime-
. -. ... ".> 

tría y Ku'rtosis (Hard~a (1970)). ofrecen ~oca ayuda pa.rlide-,-. 

terminar cú~ndó las fallas e~ las suposicfon~s SO[I peligrosas. 

La prueba R que produce .un nGmero excesivó de rechazo~ baj~ 
' . . . 

'KuY"tosis 'y heterogeneidad d.e matrices de covarianzas.dehen ..;; 

des.echarse· ya que se tienden a comportar. coino R en este caso. 

La prueba V ,se comporta bien ánté violaciones a la suposición 

de heteroscedasticidad aunque el nivel sig~if icancia sube un 

poco. Como protecci5n general contra violaciones de las supo...; 
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siciones de normalidad y heteroscedasticidad, Olson recomie.!! 

da li prbeba V como la m~s robust~ .de las. pruebas MANOVA y 

con una pot.encia adecuada contra Tas alternativas. 

El trabajo' de Olson es fundamental en el tema. 
, . . . ·, ' ' . . . . - . . .•· - . ~ . : . . - . 

Otro estudio sobre robustes de To 2 ·es el efectuado po~ Mardia' 
' ' 

· ei97s). 

Kshirsagar (1972) cienciona que has.ta la fecha .en que: e~cribió 

el libro (y en realidad hasta la fec.ha en q~e s.e esáibe este 

.'. ti:abaj o) no hay una te.aria adecu.ada que permita escoger .una 

es.tadístí.ca en'tre las preseiltadas ,en el capítulo 4 para efe e~ 
' . . - - . . . •', ', . ' .. :·,_' .' :_·· ·.·: 

tuar una. prueba. Kshirsagar rec.omienda 'basado en .la ladiidad 

'en <1.ue PUE!de usarse la w de. Wilks debido a la aproximación de' 
' -

· Battlett, ya que otros criterios rieces.itan utilizar tab,las e!_ 

pedales d~ sus percentiles, Ademiis como se ha visto hasta • . ... . . .. . ' ,_ 

aquf la vrueba de Wilks es Í.nsesgada, invarian~e; admisible, 
' ' 

cumple con lá propiedad b) estableeida en la.secci'ón 5;2y la 

•.. func,ión poten~iade W es monó~ona crecÍ.~nt~. Por las propied.~ 
des a~teriotes. i<shirsagar prefi~re la pr!1e'ba basada en la 

es~aÚstica w de Wilks. 

-.. 
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Naraia:n (1950): 

P'illai (1953). 

PÜlai (195!;). 
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Roy & Bos~ (195'.Ú~ 
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(1968). 
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. Pilla{ & Jayachandran (1167}. 

& Jayachandtan 
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Box & ~at~~n' Ú962). 
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. Hopkins & Clay 

lto (196~) •. 

I.to & Schulf 

(19}2). 
·. . . " 

Kshii-sagar (1972). - - ... ' .. '• ' · ... -

.}Íardia (1971). 

Mardia (1975} • 

. ·. Olso11'.(1974) 
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Ap~ndiCe A: T~blas de Reck. (Obtenidas de Heck (1960). ver secci6n 

2~3.3). 
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• 
Apéndice B; Tablas para R. (Se repr~ducen las tablas que presenta Bock 

(1975 )) • 

' . 
Pillai .(como se indic6 en la sEicci6n 4.4) tabuló los percéntiles de la 

distribuci6n nula de R. ,Obtuvo los percéntÚ~s 95 y 99% (0.05 y .O.OÍ)., 

.. de la est.ad!Stica. 

a·.= 
Gs, ·, 

l.+ºª 

' donde ~s es la mayor raíz cara,ctetístic11 posiÚv~ de m:·l, r.os pe.rcént!, 

les se oh.tienen en té:nninos .de los parán¡etros (ver. secc:i6n 2.3'.~) • 

. s'·u.min (s, u) 

: ln¡• .... 
1 s 

N. ;. 

En '.e.ste a~ndice los percéntiles obtenidos. por Pill<il se preseritan cOilio 

Utia. estadí~tica F gencraliia (B0ck (1975))~ 

F • _t Q 
o r. ··ª 

r=ls-u\+1 

s' '. .. min (s, u) 

t . .Sl'\¡,.l'·u+l 

;..¡42-



, ... l, Up¡,.r5~ polnt• 

. r: . .. 6 ; 8 •·.10 12 16 .22 . 
.. 

32 
t 

zso.oo 1 ; 161.00 200.00 22S.OO 234.00 m.oo 242.00 244.00 . 246.00 24?.00 . 
l . 18.50. >19 .. 00 19.20 •19.30 19.40' 19.40 19.40 l9AO 19:so . 19.SO 
3 . ·10.10 9.55, :'9.12 8.94 . 8.8S 8.79 8.74. ·8.69, 8.65 8.6Í ·. 
.4 . 7.71 6.94 6~39. 6:t6 6.0·f 5.96 5.91 S.84. S,19 5,74 

.5 6.61 5.19 5.19 4.95 4;82 . 4,74 4.68 . 4:60 4.54 4.49· 
6 S.99 S.14 4.53 4.28, 4;15 4.06 . 4.00 3.92 3.S6 3.80 .• 
7 5.59 . .4.74 4.12 3.87 3.73 ; 3:64 . 3.S.7 3.49 3.43 3.37 
8. 5,32· 4;46 3.84 3.58 3A4 3.35 3.28 3.20. 3:13 3.07 
9 5.12 4.26 3.63 3.37 3.23 3,¡4 M7 . 2.99 2.92 . 2.85 

10 4.96 . 4;10 J.48 J.22 . 3.07. 2:9s 2.9l 2.83 2;75 2.69 
ll 4.84· 3.98 .· 3.36 · 3.09 2.95 2.85 2 . .79 2.70 :?.63 2.56. 
12 4.75 3.89 3.26 .. 3.00' 2.85 2.75 2.69 2.60 2.52 2:46 u 4.61 3.81. 3.18 2.92 2.71 2.67, 2.60 2.51. 2.44; 2.37-
H 4.60 3.74 3:11 2.85 2:7Ó 2.60 2.53 2.44' .2.37 . 2.30 
u ·4:54' 3.68 3.06 2.79 

.. . 2.64 2.S4 2As :l.38 .. ·2.31 2.24 
16 •t•W 3.63' 3.01. 2.74 2;59 2.49 . 2.42 .. 2.33 2.:!5 ·.· 2.18 

.11. 4.45 3.59 2.96 . 2;70 2.55 2.45 2.38 2.29. 2.21 .. 2.14 
18 4.41 3.55 2.93 . 2.66. 2.51· . 2.41 .' . 2.34 · 2,25 2.17 2.10 
19 . 4.38 3.52 2.90 2.63 2.48 2.38 2.31 2.21 2.13 2.06 .• 
20 4.35 3.49 2.87 Z.60 . 2.45 2,35 2.28 2.18 · 2:10 . 2.03 22 • 4.30 3.44 .. 2.82 2.;5S 2.40· 2.30 . 2.23 .2.13 2.05: 1.97 .. ,,, 
2-4 · . .(.16 . .3.40 2. 78. 2.Sl 2.36 2.25 ,2;18 2.09 2;00 1.93 " 26 . 4.23 3.37 2.74 2.47 2.32 2.22 2.IS 2.05 1.97 1.89; 
28. 4.20 3.34 . 2.71 2.45 2.29 2.19 . 2.12. 2.02 l.93 1:86 
30 . 4.17 3.32 . 2.69 Ú2 ·2.21 . 2.16 2.09 . l.99 ·l.~I 1,83 
32 4.15 3.29 2.67 . 2.40 . .2.24 . 2.14 2.07 ·l.97 . 1.88 1.81 
34 4.13 . . · 3:28 2;6$ 2.38 . 2.23 2.12 2.os ·1 .. 95 1.86. 1.79 
36 4.11. . 3.26 2.63 '2.36 2.21 2..11 2.03. . l.93 l.8S 1.77 
38' 4.10. 3,24 .. 2.62 .. :z;35 2.19. 2.09 .· 202 1.92. l.83 1.7.S 
40 .(.08 3.23 2;61 2.34 . ·2:18 . :?.Q8 2~00 1.90 1.111 t.73 
.fl 4.07 3.22. 2:59 2.32 2.17. 2.06. ¡;99 . Ú9 . 1.80 1~72 
44. 4.06 3.21 2,53 2.31 2.16 2.05 .. 1,98 1.88 1.79 1.71 
46 4.0S . 3.20 2.57 2.30 2.15 ·. 2.04' . 1.97. 1.87 1.78 . . tio ··. 
48 4.04 3.19 2.s1 Ü9 2.14 2.03 1.96 l.86 1.77 1.69 so 4.03 3.18 2.56 2;29 2.13 2.03 .1.95 1.85. 1.76 1.68 ·ss . 4.02 . 3.16 2.54 2.27 2.11 2.01 ¡;93 1.83 1.74 1.66 
60 4.00 3.lS 2.Sl 2.25 2.io . 1.99 . 1.92 .l.82 . 1.72 . 1.64 . 
65 3.99 ·3,14 2.51 .2.24 rna 1.98 1.90 .1.80 1.71 1;62 .. 
70 . 3.98 . 3.13 2.SO 2.23 2.01 1.97. 1.89 l.79 :1.10 . 1.61 
80 3.96. 3.11 2.49 2.21. 2.06 1.95 1.SB 1.77 1.68 l.S9 
90 '3.95 . 3.10 . 2.47 2.20 2.04 l.94. 1.86 1.76 .. 1:66 1.57 

100 3.94 3.09 2.46 l.19 . 2.03 1.93 . l.85 1.15 1.65 1.56 
125 3:92 3.07 2.44 2.17 2.01 1.91 1.83 1.72 1.63 1.54 
150 . 3.90 3.06 2.43 2.16 2.00 L69 1.82 1.71 Ul .. LS2 
200 . 3;89. 3.04 2.42 l.14 1.98 1.88 · l.80 .. t69 1.60. 1.50 
300 3.87 3.03 2.40 .. 2.13 l.97 1.86 1. 78 · 1.68 l.58 1.48 •. 
500 J.86 .· 3.01 2.39 2.12 1.96 1.85 1.77 1.66 1.56 1.47 

1,000. 3.85 3.00 2.3~ 2.11 l.9S 1.84 t76 1.65 l;S5 . 1.46 
2,000 3.84 3.00 . 2.37 . :uo 1.94 1Jl3 1:75 !;64. 1.S4 1.44 
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'•"'•.1 Upl"'r 1 ..... p0la1J 

l 4 6 8 10 ll 16 <22 32 .. 

lt 405.00 . 500.00 563.00 586.00 598.oo 606.00 61l.ÓO 617.00 622.00 627.00 
l 98.SO 99.oo· 99.20 99.30 99.40 •. 99.40. '. 99.40 99.40 99.SO 99;50 
3 :µ.10 30.80 26.70 27.90 27.SO. .27.20 °27.IO 16:ao 26.60 26.50 
4 21.20 18.00 16.00 15.20 14;80'·. '14.50 14.40 14.:!0 14.00 13.BO. 
5 16.30 IDO 11;40 10.70. 10.30 10.10 .. 9.59. 9.68 9.SI .9.36 . 
6 13;10 10.90 9.lS 8.47 8.10 i.81 . 7.72 .7.52 7.35 7.21.· 
1 12.20 9.SS 1.ss 7.19 6.84 6.G2 6A7 6.27 6.11 s.91 · 
8 11.30 8.65 7.01 6.37 • 6.03 s.81 5.61 5.48 5.32' S.18. 
9 10.60. 8-02 6.42 5.80 Ü7 5.26 5.11 4.92 4.77 4.63 

10 10.00 ·1Ji6 5.99 5.39 S.06 4.85. 4.71 4.S2 .4.36 4.23 
. 11 9.65 . 7.21 5:67 5.01 4.74 4.54. 4.40 4;21 · .. 4.06 3.92 
: 12 9.33 6.93 5.41 4.82 4.50 4.30· 4.16 3.97 3.82 3.68 
; t3 9.07 6.70 S.21 Hl 4.30 4'10 3.96· .. 3.78 3.62 3.49. 
: 14 11.86 6.Sl 5;04 4.46 4.14 :l.94 3.80. 3:G2 3;46 3.33 
·. 15 S.68 . 6.36 4.81 4.32 4.00 3.SO 3,67 3:49 . 3.33 3.19. 

• 
1.16 8Ji3 6.23 4. 77 4.20 3.89 . 3.69 3.55 3.37 3.2~ 3.08 
.~ 17 8.40 6.11 . 4.67 4.10 3.79 3.59 3-46 3.27 3.12 l.98 . 
~· lS . 8.29 6..01 4.58 4.01 3.71 3.51 . 3.37 3.19 3.03 2.90. 
:, 19 8.18 S.93 4Ji0 3.94 3.63 3.43 3,30 3.12. l.96 . 2.82 
j 20 8.10 5,85 4.43 ~'.~¿ 3.56' 3.li. 3;23 3.05 ·2.90 l.76 
;· ·22 7.95 5.n 4.31 3.4S 3.26 :u2 2.94 2. 78 ·. 2.65 
; 24 1.2i 5.61 4.:1.l 3:67 3.J6 3.17 3:03 ns .2.70 2.56 .. 
' 26 7.72. 5..53 4.14 3.59 3.29 3.09 2.96 2.78 2.62 2.48 .,. 

28 7.64 5.45 4.07 3.53. 3.23 3.03 no l.72 . 2.56 2.42 
. 30 7.56 5.39 4.02 3.47 3.17 2.98 2.84 l.66 2.Sl 1:31. :.n .1.SO 5.34 3.97 3.43 3.13 2.93 2.80 '• 2.62 2.46 . • 2.32 

34 7.44 
.. 

5.29 3.93 3.39 3.09 2.89 2.76 . ,2.58 l.42 2:zs 
36 HO 5.25 3.89 3.35 · 3.0S l.86 2. 72 .· 2.54 2.38 2.24' 
38 7.35 S.21 3.86 3.32 3.02 . 2:83 2.69 2.51 l.35 2.2t' 
40 7.31 S.18 l.Sl 3.29 2.99 l.80. 2.66 2.48 . 2.33 .. 2.18 
42 7,28 5.15 3.ao 3.27 2.91 2.78 2.64 2.46 i30 2.16 . 
44 7.25 5.12 3.78 3.24 . 2.9S 2.75 2.62 2.44 2.2s· 2.13 
46 7.22 5.10 3.76 3.22 2.93 2.73 2.60 .. 2.42 2.26 l.IL 
48 ,7.19 5.08 3.74 3.20 .• 2.91 2.72 2.58 2:40 i24 ' 2.10 
so 7.11 S.06 3.72. 3.19 2.69 2. 70 2.56 2.38 .. 2.22 2.08 

: 55 7.12 .. 5.()1 3.63 3.IS 2.85 2.66 2.53 ·. 2.34 2.18 2.04·' 
. :: 60 . 7.08 > 4.98 3.6S 3.12 . 2.'Bl 2.63 2.50 l.31 l.15 2.01 
! 65 7.04 .4.95 .3.62 3.09 2.80 2.61' 2.47 2.29 2.13 1:98 
i ;o 1,01 4.92 . 3.60 3.07 2.78 2:s9 2.45 2;27 2.11 1.91 . ~o 6.96 4.8& 3.56 3.04 2.74 2.55 :Z.42 2.23 .:2.07 1.92 · . 
¡ 90 6.93 .e.SS 3.54 3.01 ·i.:12 2.52 2.39 2.21 2.04 1.90 . 
100 6.90 4.82" 3.51 2.99 2.69 :?.SO . 2.37 2.19 2.02 1.87" 

:¡-·.u:: 6.S4 4.7S. 3.47 2.95 2.66 247 ~.33.· 2.15 1~9S l.83 
i!So : 6.81 4.75 3.45 . 2.92 2.63 2.44 2.31 ·2.12 1.96 1.81 

.. ·ioo. 6.76 01 . 3.41 2.89 . 2.60 l.41 2:27 2.09 1.93 · . t.77 
)o-:> 6.72 -4.68 . 3.38 2.S6 2Ji1 2.38 2.24 l.U6 J.89 1.74 
:soo 6.69 4.6S 3.36 2.84 .. . 2..55 2.36 . 2.22 · .. 2.04 t.87 1.71 
¡000 6.66 4.63 3.34 1;82 2.53 2.34 2.20 2.02 1;85 1.70 
;,<)00 6.63 4.61 3.32 2.80 lJil 232 2.JB :z:oo t83 1.6$ 

Jtnulcs in 1his row •hould ~ mÚlliplitd by 10. 
'· . . 

~ 

j¡ 
¡ 

' } 
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.. ~ l l'pp-cr: s~ po!nh 

r: 2 4 6 8 10 12 16 22 32. 
t 

4.is '• 

12 12.23' 7.78 s,s9 4.81 4,40 3.98 3.76 J.58 3A2 
14 11.87 .7.H 5.39 4.62 4.22 '3.98 3.81 3.59 JAl 3.25 
16 11.50 7.29. 5.19 4.44 4.05 3.80 3.63 3.42 3.24 . 3.0S ·. 
18 11.14 1.05 4.99 4.2.S 3.87 3.62 3.46' 3.25 3.07 2.91 
20 10.78 6.81 .4.79 4.07. 3.69 3.45 3.29 3.08 2.90' 2.74 
25 10.24 6.44 4.49 3.79 : 3..42 3.19 3.03 2.82 '2.64 ' ' 2.48 

·30 9.95 6.24 03 3.64 3.27 3.04 '2.88 2.68 '·' 2.50 '2:34 
35 9.74 6.10. 

.. 
4.22 J.SJ 3,17 2.94 2.78 '2.58' 2.40 2.24 

40 9.59 6.00 4.14 3.46 3.10 '2.&7 ·2:71 2.51 2.33 2.17 
4S . 9,48 5.93 4.07 3.40 J.04· 2.81 '' 2.66 2.45 2~21 2.11 
so ·9,39 5.81 4.0l 3.35 3.00 .2.77 2.61 2.41 :!.23 2.07 
60 9.21 5.78 j,95 3.29. 2.93 2.71 '2.55 'l.35 2.17 2.00 
70 9.19 5.12 3.91 3.25 2.89 2.67 2.51 2.31 2;13 l.96, ' 
80 9.12 .5.68 '3.87 3.21 2.86. 2.63 ' 2.48' ' 2.27 ·2.09 ' 1.93 
90 9.07 5.65 3.84' 3.19 2.83 2.6L 2.45 2.25' 2.07 ,' 1.90 

100 9.04 5.62 3.83 3.1? 2.82: 2.59 2.44.'. 2,23. ·2.05 L89 
, .ISO '8.91 S.53 '3.75 J.10 2.75 2.53 . 2.37 2.17 ' 1.98 1:s2. 

200 8.84 5.49 3.72 ,· 3.07 2.72 2.SO. 2.34 l.14 L95 L'IB 
:. 300 8.79' S.4S 3:69 3.04 ' 2.69 2.47 2.31 2.ll i.92 L15 

500 .8.74 S.42· 3:66 3.02 2.67' 2.45 2.29 .2.09 ,' 1.90 ·. 1.73 
1.000 : 3.71 S.39: ' .).64 3.00 ' 2.65 2.43 2:21 2.07 . 1:88 ' 1.71 
2,000 : ·a.69 S;JS 3.63 '• 2.99 2.64 2.42 

" 
2,27 106 •' "1'.87 1.70 ' 

.• 
'' 

1.-.. .z Uppcr J~ poi~ts 

r.. 1 2 :. ' 6. •. 8'· .. " lo '·)2 16 ·.: .i2. Jl 
t: 

s:6i 12 20.36, 12.57 '8.15 7.40 ' 5;70 .ii.27 ·S.98 S,30. 5.03 
14 .19:so 12.01 s:31 7.01 6.33 S.~I '· '5.63 ', 5.21 4.96' 4.70, 
16 18.63 . IL.45 7.88 6:61 '' 5.96 5.55." s,2s '4.92 .· 4.62 . ·4.37 
18 17.77 '10.89' '7.44' 6,22 S.59 S.19 · 4.92 4.SS 4.29 4.04 
20' 16.90 10.32 '7.00 ' 5.83 ·. S.21 4.83 4;57 4.24 '3;95 J.71 
25,. 15.64 9;so '6.37 5.26 4.67 4.31 4.06 3.74. 3.46 3.23 
30 1•(98 9.07 '6,04. 4.96 4.39 4.04. 3.79 ,' 3.48 3.21 2.97 
35 14.52 8.77 5.81 ·4;75 4.20 3.8S 3.61 • : 3.30 .J:oJ . 2.80 
40 14.20 8.56 S.65. Hl ' 4;06 3.72 3.48 J.11 2.91 2:68 
4S . 13:96 8.40 5.53 4.50 3.96 3.6i 3.39 3.08' ' 2.82 ' 2.59 
so 13.77 8.28 S.44 4:42 3.88 3.54 J .. 31 3;01 2.75 ' 2.51 
60 13;50 8.10 5.30 4.30 . 3.77 3.43 "3.20. .· 2.90 2.64' 2.41 ' 
7o 13.33 7.99 5.22 4.22 3.69 3:36 3.13 2,83 1.51 2.34 
·.80 13.17 1.89 ·s.14 4.15 J.63' 3.30. 3.07 2.77 2.51' 2.28 
90 13.08 7.83 5;10 4.11 3.59 3.26 ' 3.04 2.74 2.48 2.:!5 

100 13.01 7.78 ' '5.06 4.08 3.56 3.23 '3.01. 2.71 2.45 2.22 
uo. 12.74 7.60 .4.92 3.96 3.4S. 3.12 2.90 2.60 2.34 2.11 
200 12.61 7.52 U6 3.90 3;39 3.07 ' 2:85 2.55 2.30 ·2.06 
300 12.49 7.44 4.i!o.· 3:s5 3,34 3.02 2.80 l.51 2.25 2,ol' 
500 . ll.40 7.38 4.76 ).81 3.31 2.99 2.76 l.47 2.21 1.98' 

1,000, 12;32 7.33 4.72 3.78 3.27 2.95 2.73 2.44 2.18 1.95 
2,000 ' 12.29 7.31 4.70 3.76 3.26 2.94 2.72 2.43 2.17 ' 1.93 
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.... ;s· .. Upp.r .5~ polnta 

¡ r. 1 1 4· : .6 .8 10 12 · .. ' 16 22 32·. 

~ 20.2~.' l!.ll .. 8.08 6.69 5.98' S.54: S.25 4.88 4.57 4.31 
; 

)4- 19.55 lL66 7.74 6.39 s~ 10 S.28 '4.9.9 4;63 4.32 '4.06. :6 18.52 11.20 7.40. 6.09 SA2 S.01 4;73 ' 4.37·. 4.0S 3.82 
lB · ISM 10.74 7.06 ,5;79 . :s.14 4.74 '4.0 4.12 3.83 3.58 

"'º 17.36 . 10.:9 6. ~. ·- 5;49 4.86 4,47 . 4.21 ·' 3.87 3.59 3.34 
~s 16.28 9.60 6.2:!' .· s.os 4.44. 4;07 3.82 3.49 3.22 : -2.98 •· 
10 lS.69 9;23 S.9S 4.81 4.22 3.85 3.61 3;29. 3.02 2:78 
is 15.ZS 5;97 . S.76 4.64 .(.06 . 3.70 3.46 3.14 2.S8 2.64 

. {o 14.98. s:78 S.62 4.:Sl 3.95 3.59 Ds 3.04 l.77 2.54',_ 
;5 1(76 8.64 . · S.52 "4.43 .ú6·· 3.51 3.27. 2.96 l.70 2.47 
¡o 14.59 8:S3 S.44 .(.36 3.80 ' '3.45 3:21 ·2.90 2.64 2.41 

. iO H.34 . 8.37 s.n 4.2S 3.70 3.35 . ).12 '2~81 2.SS . 2.32 
ro 14.17 8.27 5.25 . 4.19 . 3.64 . 3,30. 3.06 2.76 ·. :Z.49 2.26' 
lO 14.03 8.18 S.IS 4.U 3.58 3.24 . 3.01 : 2.70 :Z.44 ·2.21• 
10 13.94 8.12 5.1.i 4.10 3.H 3.21 . .' 2.9$ . 2.67 141 . 2;18 . 
)O 13.88 8.08 .. S.11 · 4.07' 3.:51 3.19 2.95 2.65 2.39. .. 2.IS ' 
¡o 13.62 7.92 4.99 3.96 3.42 3.09 2.86 2.56: 2.30 . 2.06 . 

'º 13.50 7.84 4.93 .3:91 !.38 
.. 

.3.04 2;81. 2.SI. 2.25 2.02 
ío 13.38 7.77 -4.88 3.86 .3.33 . . 3.00 l.77 2.47. 2.ll . 1.98. 
~o· 13.29 7.71 4.S4 3.83 3.30 2.9r ' 2.-74 2.-44 2.18 1-.94. 
:¡a ·13.22 7.66. 4.SO 3.80 3,27 2.94 2.71 2.42 .. :us l.92 
XI 13;19 7.~ 4.79. 3.78 3.26 2.93 2.70 2.40 :2.1_4 uo 

'i 

. 
,,~, l'ppcr h polnis. 

r.-. l' 4 6· 8 10 12 16 22 .32 

31;9.:. IS.SI 12.30 10.0S 8.94 8.1S 7.79 7.19 6.70 .6.28. 
30.35 17.83 .11.61 9.43 8.39 7.73 7.28 6;71 .. 6.24 s;s3 
28.16 16.SS 10.92 8.83 7;84 .. 7.21 6.78 6.23 s:n S.38 · 
27.17 ·1s.ss io:22 8.28 7.29. 6.68 6.27 5.15 S.31 .·4.9F 
15.59 ; 14.90 -'9.S'l 7:69 6.74 . 6.16 5.17 5,26 4.84· :4.48 
23.23 13.-48 11.53 6.82 5.94 . 5.40 5:04 4;57 4.17. 3.83 
22.0S 12. 7-1 &.Ol 6.37 S.SJ 5.01 4.66 4.21 3.83 3.50 
~1.26 .· 12.23 .•. 7.65 6.07 . ·S.25 4,75 4.40 3:96 3.59. 3.27 
:0.69 11.ss . 7,41 S.06 5.06 06 4.23 3.79 3.42 3,10 
:o.:6 . 11.61 7.:?2 ' 5.iO 4.91 4.-12 '4.09 '3.66 3;30 2,98 
19.92. 11.41 '. 7.08 5.57 4.80. 4.3! 3.99 3.57 3.20 2.89 
19.43 ll.11 6.57 5.39 4.63 4.16 3.84 '3.42 3.06 .· 2.15 
!9.12 10.92 6.74 S.28 4.53 4.06 3.74 3.33 2:98 2.66 
IS.SS 10.75 . 6.62 S.18 . 4.44 3.98 3._66 3.25 :Z.90 2.59 
16.69 10.65 6.5S. S.12. 4.38 J.92 3.61 · 3.20 . 2.85 .·2.54 
IS.56 10.57 6.49 5.01' 4.JA 3.68 3.57 . 3.16 2.81 2.SO 

· 1s:os l0.18 6.~9 ÜO 4.18 3.73 3.41 3.02 2.67 2.37 
17;¡;5 10.14 6.19 4.S2 4.10 3.66 3.35 2.95 2.Gl 2.J() 
)'7.M 10.01. 6.10 -4,74 4.03 3.59 3.29 2.&9 2.ss 2.24 
17.4& 9.91 6.03 4.6S 3.98 3.54 3:2~ 2.84 2.SO :Ú9 
17;34. 9.83 5.9~ -4.63 J.93 3.50 3.20 2.80 2.46 2.16 

. 17.28 9.19 S.95 -4.61 J.91 3.-48 3.18 2.78 2.45 2.14 
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z'• 4 

., .. .l 2 ·4 6 
t 

io.so 12 29.37 16.97 8.70 
. 14 28.IS. 16.23 10.29 8.27 

16 '26.9~ ·. IS.SO 9.78 7,84 
18. lS.72 14.76 . 9.28 7.41 
20 24.Sl 14.03 8.77 6;98 
2S 22.70 12.94 8.02. 6.34 
30 21.72 12.34 ' 7.61 6.00 
35 21.04 11.93 7.33 S.76 · 

'40 20.56 11.64 7.13 S.59 
45 20.19_. 11.42. 6.98 5.46 . 
50 . 19,90 11.25 6.86. S.36 
60 19.49 .10.99 6.69 . 5.21 
70 19.22 10:83 6.SS · S.12 

J ªº 18.98 10.w. 6.48 · S.03. 
90 18.84 10.60 . 6.42 4.98 

.100 18.73 10.53 6.37. . 4.94; 
lSO 18.ll 10.28 6.~o 4.79 
200 18.10 10.15 6.11 ~.72 

. 300 17.92 .'. 10.04 6.04 4:66 
: .500 17.77 .. 9.96 S.98 . 4:61. 
l,000 .. l7:6S· · 9.88 S.93 4.S7 
2,000. . 17.60 9.85 5.91 ·. 4.5S 

. •'- ,,, 
.. ,,; ;·: i: '. ·2 4 . 

.. 
:'6 

. t 
4ü( 25.74' 12 16:19 12.95 

14 42.46 24.26 IS.19 12'12 
. 16 39.96 '2i11 14.19 '11.29 

18 37.46 . 21.28. 13.20 .10.46 
20 34.95 19;so 12;20 9.62 
25 31.33 17.65 10.77 8.42 
30 29.47 16,54 10.03 7.81 

·35 .. 28.19 15:79 9.S3 '7,40 
40 27.30 .. -15.26 . 9.18 7.11 
4$ 26.64 14.87 8.92 6.89 
so ... 26 .. 12 14.56 8.72 6.72 
60 ·"2S.3i 14.12 8.42 6.48 
70: .24.90 13.84 8.24 6.33. 

. 80 24.48 ¡3,59 s:os 6 .. 19 
.· .90• z4;23 13.45 7,98 6.11 
100 ·24.03 13.33 . 7.90 6.04 
150 2DO 12.89 7.62 ·. S.81 
200.· 22.95' · 12.69 7.48 S,69 
300 :22.63 .12.SO · 7.36 S.59 
500 22.38 12.35 . 7.26 S.51 

1,000 22.18 12:23 7.18 S.45 
2.000 .22.08 12.17 7.14 S.42 
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' ·.· ,· .. : ... 

·<.:,~.éi,;;,;!::~!~~1:i:A~: .. fo;1,:;'i'-~;~:;·;,;·,:;\:x, .. ,·:•· 

' ; 
' '\ 

8 10 12 

7.64 . ,7;00 6.57 
7.25 6.63 6.21 
6.86. : 6.26 S.85 
6.46. 5:89 s.so 
6.07 S.SI S.14 
5.49 4.96 .. 4.61. . 
S.17 .· 4.67·'" 4,32 
4.9S 4.46 Ü2 
4.80 4.31 3.98 
4.68. 4.20 3.67 
4,59· 4;11 3,79 
4.45 3.99. 3.67, 
~.37 .3.90 ' 3.59 
4.29. 3.83 . '3.52 
4.24 3.7!1 3;4f 
4.21 3.75 3.44· 
4.07. 3;63 . 3.32; 
4:01 3.56 3.26 
3.95. 3.51. 3.20 

; ,3;90 3.46, 3:t6 
. 3.86 . ·. 3.42 . 3.13 

3.84 3.41 . 3.11' 

8 10 . 12 

. 11.32 10.33 9.66 
'10.57 9.62 . 8.99 

9.Si· 8.9'. .. .. 8.32. 
9.<n s;n . 7 .. 65 
8.31 1.52 ; '6,98 
7;23 6.Sl 6.01 

.· 6.68 S.99 S.52 
6.31' 5:64 S.19 
6,0S S.40. 4.96 
S.85 S.21 4;75 
S.70 · sm · 4.65 
S.48 '.4.87 4AS 
S.34 · 4.74 ·. 4;33 
S.22 ~.63 4,22. 
S.IS 4.56 4,16 
S;09 4.so 4.10 

· .i.ss· 4.31 3.91 
. 4.78. 4;21 :3.83 

4.68 4;¡3 3.74 
4:61 4.06 .. 3.68 
4.SS 4.00 3.63 
4.53 . 3.98 . J.60 

Upp<r S't pnÍ1ii. 

16 22. 32 

6.0l · S.51 5;¡9 . 
S.68 5.24. 4.87 
S.34 4,92.· . 4~56 
5.00 4.59 4.24 
4;66 ~.27 3.93 
4.16. 3.78 J.~6 
J.89 J.52 . 3.20 
3.70 3;33 ):02 

.. 3.56 3.20 2.90 
3.46 .3.10 2.80 
3.38 3;03 . 2:12 

. 3.26 ·2.91 i.61 
·3.18 2.84. 2;54 
3.12 2.78 2.47 

. 3.08 2.74 . 2.44 
3.0S 2.70 2.40 
2.92 . 2.59 . 2.29 
2.87 '2.53 2.23. 

.2.82 .. ·2.48 2.18 
2.77 2.44 · .. ·,2.14 

. 2.74 2.40 2.10 
2:71. 2.3.9 .. 2.09 

. '• '· 

· .UPP"• l'i> polnu 

16 22 .·n 

·s.82 8.12 7.53 
s;19 7.52 6.96 
7.56 6.92 6.39 

·6.93 ·. 6.33 S;n 
6.30 S.73 5.24 
S.39 4.87 4:42 

··4,93 4.43 ·. 4:00 
4.61 4.13 J.71 

. 4.39 3.92 3.51 
4,23 3.76 3.36 
.:to. . 3.64 3.24 
3.92 3.47 3.08 

..3.80 J.j6 2.97 
3.70 3.26 2.87 ·. 
3.64 3.20 2.Sl 
3.59 3.16 2.77 
J..11 2.98 2.60 
3 .• 33 2.90 .. 2.52 
3.25 2.83 2.45 
3.19 . 2.77 2.39 
3.14 2.72· 2.35 
3.12 2.70 :i33 

¡ 
j·' 

r· . . \:· 
.. 

. '. 
"i·: 
¡ 
' 1 

, · ··'·"'"'''.i!Tr .. ;"'~t'wwn,;~;;;;,i.~;É~EIWfi¡¡L,*~;~,,.~J~i 



•'•·5 Uppcl' Slli pqlnU 

r: 2 4 .6 8 10 12 16 .·22·.: . 32 

.. 
39.52 22.33 13:.16 10.88 9.42 s.R. 7.95 . 7.ll . 6.59 . 6.01 

) :n.10 :?1~:6 13.06 10.30 . 8.90 . 8.~ 7.49. ,6.78 6.18 s:6s 
,i 35'S7 :!'.l.19 12.36 9.il 8.38 7.57 7.03 Ü4 .· 5,71 5.29 
} 34.05 .19.tl 11.65 9.13 7.&ó 7.08 6;57 5.91 · ·S.36 4.90 
) 3;:.23 IS.OS 10.95 8.SS 7.34 6.60 6.10 5.48 .. 4.96 4.51 
j 29.53 16.47 9.91 7.69. 6.51. 5.88 S.42 4.83 4.3.s 3.93 
) 28:06 :IS.6l .. 9.35 7~23 6.IS 5.49 s:os 4;49 4.02 3.62 
~· li.05 IS.O! 8.96 6.90 5,B6 5.22 4.79 4.25 3 .. 79., 3.40 
:¡ 26.33 •. 14.60 8.68. 6.68 . S.66. . S.03 4.61 4.08 3.63 324 
5 ¡s,79 }4,29 8.47 6:50 S.50 • 4.89 4.48 J.~s ·3.S{l 3 .. 12 ...... 

.,,.,.. ) 25.?7 14.03 8.31 6.37 S.38 .· 4.78 4.37 J.SS 3.41 .· 3.03 
) 24.75 13.66 8.07 6.17 S.20 . 4.61 . 4.21 J:.70 3;27 i89 
l 24.35· IJ.43 7.92 6.0S 5.09 4.51 ·u1 3.6Q 3 . .18 l.80 . 

) 24.00. lJ.23 7.79 5.94 4.99 4.~2 4.02 3.Sl 3.10 2. 73 
. ') 23.79 . 13.11 7.71 S.87 4.93. . 4,36 3.97 3.47. J.OS . . 2.68 

) 23.62 13:00 7.64 . S.32 ua . 4.31 3.93 3.43 3.01 2.64 
) 23.00 l:t64 . 7.40. 5.62 4~71 4:1$ 3.77 3.lB 2.86 l.50 
o 12. 70 . 12:46 7.:!9 s.u. 4:62 4.07 J.69 3.21 2.80, 2;43 
9 .U.42 l l.30 .• 7.18. S.44 4.54 4;00. 3.62 3.H' 2 •. 73 .. 2.37 
') 2l.21 12.IS .7.10. S.37 '4,48' 3.94 '3;57 3.09 ·.2.68 2.32 
): 22.03 12.07 . 7.03 · .. .S.31. 4.43 .• 3.89 . 3.S2 . .. 3.05 2.64 2.28 

? 21.95 12.03 1.00 . S.29 4.41 3.87 3.SO: . 3.03 l.62 2.26,' 

l.. . 
í 

.. 
. ' ., 

... ·.{· 
'·'' .. 

1 . · .. ·.' . 

r i(- s . Up(JtFl~ ~lni. 
. ·J r. 1 2 4 6 g 10 12 16 ·22 • 32 . 

h . 59.47 ··3Hj' 20.'2 16.05 IÚS ' 12.Sl : ll.61· 10.50 9;58 :. 8.80 
:4 .SS.S6 .3U2. 19.08 . 14.96 12.88 11.62 10.78 9.72 .· 8:84 s.10 

. ·'s 52.~6 .··:9.23 17.74 t 3:86 11.91' 10.72 9.93 8.93 8.10 7AO 
's 48.66 27.IS 16.39 12.77 10.93 9.83 . :9.08 8.14 7.36 .6.70 
.:o 45,05 2S,06 . 15:05 . 11.67 9.96 S.93 B;:iJ . 1.3S 6.62 6.01 :s .39.86 22.05 1112 10.10 S.S7 7.64 ,7,02 .. 6.22 ··s;S6 s.oo . ( 
¡J . 37.20 .. 20:52 12.14 9:30 7.86: 6.99 6.40' S.6S S.03 . 4,50 

··.·,s. 35.3S 19.47. 11:46 . 8.76 7.38. 6.54 5.98 S.26 4.66 4.15. 

)} 34.12 IS. 74 . 11.CO S.38 7.0S 6.24 ·s.69 4.99 4.41 .3.91 
33.18 .18.:0 1065 . 8.10 6.80. 6.01 .5:47 4,79 4.22 3. 73 

:'.o·· 32.45 11.1s 10.39. us 6.61 5,53 5;31 4:64 4.07 3.59 
-·•''c.~ . ._ .·· . :o 31.:!9 17:16 · 10.00 7.57 6.33 5.51 5.06 4.41 l.86 3.39 

• > •• L •• ::o 30.72 16.78 9.76 7.37 6.15 5.41 4.91 4.27 3.73 3.26 
•:o. ;o.14 16.4.f 9.$4 7.19 6.00 5.27 4.78 4.15 3.61 3.lS 
'.0 ¡9,79'. 16.24 9.41 7.09 . 5.91 5.19 4.70 4.07 3.S4 . 3.0il .. 
jO :9:5Ci 16.08 Úl 7.01 S.83 5.12 4.63 4.01 3.49 3.03 
',O . 26.47 15.49 S.93 6. 7Ci S~i 4.$7 4.40 3.79 );28 2.83 
;o 27.98 15.20 8.15 6.56 5.44 4.15 4.29 3.69 3.18 2.74 
JO 27;53 14,9~ 8.59 6.43 S.32 4.64 4.IS. . 3.59. 3.09 2.65 
lo 27.lS 14.75 R.46 6.32 S.23 4.56 4.11 3.52 J.Ol 2:58 
}o 26.90 14.58 8.36 6.24 S.16 4.49 4.64 .3.46 '2.97 2.53 
:~ Z6.77 !Ul s.31 6.20 S.ll 4 .. 46 ' 4.01 Ml 2.!14 2.SO · 
:.· .. 

/; 
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,'. 6 Upp<r S<:'r piíhil• .. 

r: 2 .¡ 6 8 10' 12 16 22 32 •' 
¡ 

13.Ü 12 50.73 2R.U 16.99 11.32 10.18 9Al 8.45 1.65 6.99. 
14: 48.18 26)6 ·16.06 ll:46, 10.66 9.51 8.83 7.91 1.ts 6.S:!. 
16 . • 45.63 2S.29 lS.13. 11.7l 9.99 g;95 B.Z6 7;33 6.66 .6.os. 
18 43.09 23.83 •, 14.20 10.96 .9.33 8.34 7.68 6.SS 6.16 S.58 
20 40.54 22.37 13.27 10.21 '8.67 '7.73 7.10 6.31 5.66 5.10 
25 36.77 20.20 11,90 9.10 7.69 6;8L 6.25 S.53 4.92 4.41 
30' 34.73 19.04 IL16 a.so 7.16 '6:34 · s.so· 5.10 4.52 4.03. 
35 33:32 lS.~3 10.65 8.09 6.79 6.01 S.48 ·. 4.81 4.25 3.77 
40 3D3 17.66 10.~8. 7.8Ó ' 6.54 S.77 S.25. 4.60 4.05 3.58 

' 45 . JI.SS 17.23 ' 10.01 7.58 6.34 _5.59 5.08 4.44' 3.90 3,;¡4 
so. ' 30,99 16.89 9.80 7.40 .6.19 5.45 4.95 ; 4.3:! 3.79 .3.33 

}' 60 30.13 16.40 .9.49 1.15 · S',97 • S.24 4;76 4_;14 3.62, 3.17 
70 29:58 16.08 9.29 ' 6.99 S.82 5,ff 4:63 4.02 3.51 . 3.07 
80 ' 29.10 15.81 9.ll . 6.85 5.10. 5.00 4.53 3,92 3:41 2.97 
90 28.81. 15.64 9.01 6.76' S.62 03 4;46 3.86 3.36 2.9i 

' 100 28.57 IS;50 8.92 6.69 S.56 07 "4:41 3.81 ' 3.31 2.87 
150 27.71 lS.01 " 8.61 6.44 5.34 . . 4:67 4.21 .. 3:63 .3:°14 2. 71 
200 27.30 .· 14.77. . 8.46 6.32. 5,z3 4:57 . 4.12. .. 3.S4 3.05 2.63. 
300 26.92 14.56 8.32' 6.21 s;14 . 4:48 ; . ,4.03. 3;46 ,2.98 . 2.55 ;. 

! . 500 26.63 ' '14.39 8.22 ··.· . 6;13 S.06 · . 4,41 '·<J.97 3.40 2.92 2.50 
J,OO!J 26.38. 14.2.S 8.13 6.05 5.00 4.JS . 3,91 3.35 2.87 2.-4s. 
2.000 26.27. !4.18 ·8.09 6.02. '4.97• 4.32 3.89. 3.32 · 2.ss .·· l.43 

' . 
. •'·' . Upp<r 1% polot• 

1 2 . 4 6• iO " 

12" 16. 22 32 r: 
i 

25:02 
,, 

.. 12 75:49 .41.82 19.39. 16.S6 14.85 ' 13:71 12.27. 11~08 ' 10.09 
14 10.59 .39.04' 23.29 . 18.00 15.34· 13.74 12.67 11.Jl 10:20' 9.26 
16 . 65.10.- 36.26· 2U5 16.61 14:13 12.63 1Ü2 10.36 '9:31 8.43 
18 60:SO 33;48 '; 19.81 15.22. .lMl ·· l¡.52 10.58 ... ·Mo 8:43 7.60·· 
2() 55.91 30:69 ls:o8 13.83 .. 11.70 10.40 ~ 9.54 8.44. 7.S4 6.78 
2S 48.87. 26.70. .)S.58 !1;84; 9:96 8.81 . .. a.os· Ms 6.27 S.59 
30 4S.29 24.67 1.4.33 10.84 .9:oa 8:01 7.30 .6.39. .S.64 4.99 

.3s. '42.85 23.29 13.47' 10:1.6 8.48 7.47. 6;79 S.92 s.w '4.59 
4G 4L17 . 22.34 12.88 9:69 8.07 1.09 6;43 S.60 4.90 4.31 
4S '39.91. '21,Gf 12.43 9.33 '1.77 6.81 6.17 '5;36:' 4.68. 4:10 
SG. 38.93 21.07 12,09 9.06 7.53 '6.60 · S.91. S.17 4.50 3.93 
60 31;51 20.27 11.60 8.67. 7.19 6;28 . 5.61Í 4.90 4.2.S 3.70. 
70 36'.63 19:77 11.29 8.42 6.97 '6.09 ·S.49 .4.73 4.10 3.55 
80 . 35.S.S 19.33 11:01 8.21 · 6.78 · S.92. 5.33 . . 4.59 3.96 J.42 

. 90 35.38 .19.06 10.85 . 8.08 6;61 s.s1 S.24 4.50 3.88 . 3.34 
100· ' 35:00 18.85 10.72 7.97 . 6:58 5,73 S.16 .· 4.43 3.81 3.28 

·150. 33.63 18.07 10.24 1.59 6:25. 5.43 4.87 .. .4.17 3.57 3.os: 
200 32.97 17.71 10.02 .. 7.41 6.09 5.29 4.74 4.04 3.45 2.94 
300 32.38 17:37 9.81 1.25 5.95. S.16 4.62 3.93 3.35 2.84 
soo 31.93 17,ll ' 9.65 7.12 5.84 S.06 4.S2 3.84 3.27 2.76 

1,000 . 31.5S. '16. o 9.52 7.02 S.15 4.97 4.44. 3.77 3.20 2.70 
. 2,000 31.37 16.80 9.46 6.97 5.11 4.93 4.41 3.74 3.17. . 2.67 
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! ,~-' UppcrS'M point1 

r: i. ·2 .4 6 l(l ll Ji; .22 32' 

i1 6195 34.62 20.47 15.73 13;3S . 1L91 10.95· 9.15 .· 8.15 7.92 •: 
[4 59.51 3:'..71 . 19.29 14.79 lZ,S3 11.17 10.25 . 9.11 8.IS ?.H 
16 56.19 30.80 lS.10 13.SS 1 J.71 . ,.1M2, •. ,9.5S. 8.47 7.56 6.81 
is 52.81 25.8~ 16.92 12.90 10.89. 9.67 8.85 '7.83 6.97: '6,26 
~o ~9.44 26 .. 98' 15 74 11.% 10.06 •.. 

8.92 8.lS .7.18·' 6.38, s;,1 
is 44.44 ' 24.IS 13.99 .· 10.S7 8.85 ' 7;81 .7.12 6.:1.4 5;51 .4.89 ·, 
~o 41.75 22.63 .13.0S 9.83 8.20 7.22 6.56 5.13 5.04 4.45 .. 
·SS 39.88 21.:ss 12.40 9.31 7. 7S 6.81 Ú8 S.38 01 . 4.14.· 
40 38.56 20.83 11.94 8.95 7.44 6.S:Z: 5.91 S.13 '4.48' 3.93. 

... ·'H . 37.56 :!0.27 ' 11.59 8.67 1.20· 6.30 S.70 4.94 4.31 3.76 so 36. 78 19.83'' 11.32 8.46 7.01 6.13 S.54 4.79 4.17 '3.63 
.SO 35.63 19.19 10.93 8;14 ' 6.74 S.88 S.31 4.S8 3.97 3;.45 
iO 34.92 lS.79 10:68 7.95 6.57 5,13 5J6 4.44 3.64 3.33' 
80 34.29 . 18.43 10.46 7.71 .6.41 5:.S9 5.03 4.32 3.73 .3.21 
~o 33.92. 18.22 10.33 7.67 6.32 S.50 .4.95 4.25 3.66 3.16 
00 33.60 18.04 10.22 1.58 6.lS 5.43 4.89 4.19 :ül '3.10 
50 32.43 .17.40 .9.83 7.27 S.97· S.19 4,65 3.98 Hl 2.91 
[)0 31.95 17;10 '9:63 7.12 S.84 S.07 4.5-4 3.87 l.31 2..82 
'qo ' 31.42 16.81 9.<6· 6.98 5;12 4,96 H4 '·3:78 . 3.22 "2..7)' 
:JO 31.03 16.59 9.33. 6.87 5.63 4.87 ·4:36 3.'.10 3.lS .2.67 
00 30.71 16:41 ' 9.21 6.78 s.ss· · uo Ü9 . 3.64· 3.09 2.61 
'Jo 3.0.SS .· 16.33 9;16 6.74 s;s2 4.77 4.26 ''3,61 3,0~ 2'59 

:.+ 

.. 

'•'•' . Upp<r 1~ ~Láll ' 

·r. . 1 2 4 10 12 .. u;: ·21: ' .32 
.... ,. 

so:9s 17.32 ,. Ít42 .· 93.02. 30.00 22.97 19.45 . 1S;90 '· 14.12 ,, 12.65 
66.65. 47.41 27.82 21;26 17.97 IS.98 .· 14.65 l l.98 11.61 10.46 
80.28 43,85 25.64 19.55 •. 16:48 14.64' '13.40 11:as 10.S7, ' 9.49 
73.90 40.28· 23.47 17.83 15~00 13.2~ 12.15 . 10;;1 9.53 B.Sl 

.~o 67:S3. 36.71 2L29 1.6.12 13.52. 11.95 10.90 9:S8 8.4.8 7.56 
'c:s .. sa.:9 31.60 1e.1a 13.67 11.-40 10.0l 9.11 7.9S '7.00' 6.18 
•:30 53.iS 29.02' 16.61 l:.H 10.34 9.01 8.22 1:1~ 6.25 .s.sp 
3s S0.63 · 27.:6 IS.54 ll.61 9.62 8.42 7.61 ,6;59 5,15 5;03 
~o 4e.4G :6,0S 14.81 IL03 9.12' 7.97 7.19 6.21 S;40 4.70 . ' 

45 46.$4 is.JS 14.26 10.60 8.75 7,64. 6.88 • S.93 5.14 4.46 
~o 45.58 24.45. 13.64 10.27 5.47 7.38 6.64 5.71 4.94 4.28· 
~o 43;76" 23.43 lJ.2; 9.79 B.os 7.00 6.29 S.40 4.65 4.01 ·. 

.·~o 42.63 2Z.80 12.85 9.49 7.80. 6.77 6.0S S.20 4.4? 3.84 so·. 41.63 -21.25 12-51 9~23 ,7.57 6.~6 .S.89 S.03 · 4.31 3:69· 
91) 41.04' 21.92 ' 12.31 9.07 7.44 6.44 S.11 4.92 4.21 3.60' 

.: 'uo 40.SS 21.64 12.14 .S.94 7.33 6.34 S.68 '·4.84 4.13 3.53' 
~o ·3s.8.0 20.67 11.56 8.48 6.93 S.98 5.3S <&.54 3.SS n1· 
l"O 37.96 :0.21 11;28 8.27 6;74 .5.82 5.19 4.39 3 •. 71 .3;14. 
00 37.21 19.78 Jl.02 8.07 6.5.7 5.66 s.os. 4.26 3.60 3.03 
)lO 36.Gl 19.46 10.83 7.9:.? 6.44 ·s.s• 03 4.16 3.Sl 2.94 
!l'O 36.15 19.19 10.67 7.i9 6.33" 5;44 U4 4.08 3.43 2.87 

3S.9l ¡9;07 ~0.59 7.73' 6.28 S.40 4.80 4.04 3.40. .2.8l 
!1 

t < l 
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I ,.a · Upptr so:-. polnt• 

r: 2 4 6 8 ,10 12 i6 2i '32 
t 

lÍ.57 12 76.34. 41.58 -~t22 18.41 ' 15.S l · 13.N lÚO 9.90 8.88 . 
. :1.c 71.99 39.16 22.15 17.26. 14.Sl 12.85 "11.1,4 IO.J4 9.21 8.H 

16 .67.65 36.73 21.28 16.11 13,52. 11.95 10.90 9.59 . 8.52 7.60 
18 63.30 .. 34.31 19.81 14.96 12.SJ .·ti.OS 10.07 8,BJ .7.82 . 6.\16 
20 S8.95 3 t.88. 18.H l 3.81 11.SJ 10.IS 9.24 8.08 7.13 6.32 
2S 52.53 28.31 16.18 . 12.11 10.07 8.83 8:01 6.97 . 6:1 l 5.38 
30 49.09· 26.39 15.02 IUI 9.29 8.13 7.JS 6.37 s 56 4.87 
35 46.70" 25.06 14;21 10.58 8.75, 7.64 6.89 5.96 S.18 4;52. 
40: 4s:oo 24:i2 13.65 10.13 8.36 7.30 6SÍ 5.61 4.91 .. ' 4.27 
45: 43.74 23.42 1J:22 9.80 8.08. 7.03 6.33 5.45 4.11 4.0S 
.50 42.77, 22.86 12:~9: 9.54 1:8S 6.83 .. 6.14 5;28 :4.55 3.94 
60 41.29. 22.60 12.40 9.16 7.52 6.53 .S.87 S.02 4.32 3.72 
70 40.37 21.ss 12,10 8.92 7.32 6.35 5.69 4.87· 4.17 3.58 

... 80 39.56 . 21.lo 11:83 8.71 7.13 6.18 . 5.54. 4.72 4.04 3.46 
90 .39.08 20.83 1L67 . 8.58 . 7.02 . 6.08 5.45. 4.64 3.97 3.39 

100 3,8.68 . 20,61 11~s1 . 8.47 6.93 6:00 5.37 4.51 3.90 3.33 
-150 37.23 .19.80 11.so . 8.10. 6.61 S.70 S.09 ·. 4.32 . :3.67 "' 3.11 
200 36.56 19.42 . 10.82 • 7.91. 6.45 5.S6 4.96 ..... 20 3.56 3.Ql 
300 3$.94 · 19.06 10.60 . 1.15. 6.31. S.43 4;84 4.09 3.46 2.91 
500' 35.42 18.79 10.43: 7.62 6.19 . S,33 .• 4.7S ·. .4.00 :3,38 2:83 

1,000. 35.01 . 18'56 . 10.30 . 7;51 6.10 S.25 4.67 3;93 3.31 · Z.77. · 
2,000 34.84 18;46 10:24: 7.46 6;06 s.21 4.63 3.90 3.28 2..74 

• .. ·. 

Upp<;r 1C;; j>oint...' 

r. .. 6 . ·. 8 10 12 . )6 :i2 32 
. I. 

60.90 · 26:si> 18.22 .l6;os 12 112.06 35.34 . 22.s·2 ;'¡9,94' 14.2s 12.79 
'1.4 104.03. . 56.45 32.68 . 24.73 20.75 18.35 .16:74 14;73 . 13.07 . .·:n.68 ' 
16 . 96.00. 52.01 30.02. 22~66 . 18.98 16.75 'IS.27 13.40 11.87 to,ss 
18 87.97 47.~6 •'. 27.36 20.60 1 i.21 lS.16 ¡);79 12:08 10.66 . ·:9.47' 
20: .79,94 43.12 24;70 18.53 1SA3,. 13.57 . 12.32' 10;1s 9.46 . ·S'.37 
25 :68.44 36.76 20.90. . 15.58 . .'12.91 . 11.30 10.22 . ,8.86 7;74 6.79 
30 62.66 33.57 18._99 14:11 · 11..65 10.17 9~17 7.92 6:88 6.00 

.. :: 35 58.72 . 31.39 .17.70 13.10 . 10.79 . 9.40 8.46 .. 7.28 6;30 s •. -11. 
40 56.01 29.90 16.81 12.42 10.20 8.87 1;91 6.84 5.90 s.10 · 
45 SJ.98 28.78 16.14 11.90 . 9.77 8.47. 7.61 6.51 S.60 4.R3 
so 52:42 27.92 IS:63 1t.s1 . 9.43 8.17 7.33 6.26 S.31 4.62 
60 :so.16 26.67 14.89 10.93 8.94 7.73 6.92 5.90 S.04 .4.31 
70 48.75 25.90 14.43 10.58 8.64 7.46 6.67 S.61· 4.83 4.12 
80 47.51 25.21 IM2 ·· 10.26 8.37 . 7.22 6.45 s.47 .. • 4.6s· 3.95 

.·. 90 46.77 24.81 13. 78 . . 10.08 8.21 7.08. 6.32· S.35 :4.55 3.S5 
100 46.16 24.47 13.58 9.92· 8.08 .6:96 6;21 . $;25 4.46 3.77 
150.' .<43.99'. 23.28 12.88 9.38 . . 7.61 6.54 S;82 -· 4.90 4.14 3.48 
200 .. 42.96 22.71. 12.54 . 9.12 7.39. .6.34 S.64 4.74 3.99 . 3.34 
,300 .·· ·42;02 . 22.19 12.24 8.88 7.19 6.16 5:47 4.S9 3.SS 3.21· 
soo 41.30 21.80 12.00 8;70 7.04 6.02 • 5.34 4;47 3.74 3.11 

1,000 40.70 21.47. !UI 8;55 . 6.91 S.9l S.24 ·. 4.38 . 3;66 . 3.03. 
2,000 40.43 . 21.32 11.71 8.48. 6.85 S.86 5.19 4.33 3.62 2.99 
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·'~' Upper 5'# polnU 

r. l 2 ·4 6 8 10 12 16 2i 32 
i t · 49.o; . ·1S.68 ·11,os . 9.9Ó. 12 90.90 28.22 21.23 .. 17.78 14.29 22.s¡ · 

14. 85.44 ·. 46.05 26.4-6 .19.90 16.60 14.62 13.31 . 11.65 10.29 9.16. 
16 79.97 Ü06 24.66 18.52 lS.42 · 13.56 12.33 .. 10.71 9.49.·. 8.43 

1 
lS . 7UI 40.07 .. 22.88 17.14 1.q5 ll.51 11.35 9.&9 8.69 . 7.70. 
20 69.05 31.07 . ltlO 15.76 13.07 11.45 10.37 9.01 7.89 6.96. 

¡ 25 61.02 32.67. 1'8.48 13.72 .11.34 9.89 B.93 7.72 .. 6.72 S.88 ¡ 
30 ·56.75 30.Ji 17.07 12.64 lo.41 9.06 8.H'i u~ 6.09 5.30 
35 .. 53.78 28.67 16.10 11.89 9.77 8.4.9. .. 7.63 5.,66 4.:9o · •• 

r 40 St67-' . lÜJ 15A2 11.36 9;32 . 8.09 . 7.26 6.ll 5.35 4.62 
45 50.10 . 26.66 ... 

14.90 IM6 8.98 7.78 6.98. .S.96 5;!2 · 4.41 
i so 40.SS Z5.98 14.50 .· 10.65 S.71 7:S4 • 6.76 .. s:11 4.94 .4:24• 

.¡ 60 47.07 .24:99 . 13.92 10.20 ··.s:n '(.19 6.43 5.47 . 4.68 4.00 
~ 70 . 45.96 24.37 . 13.SS 9.91 8.08 6.98 .6.23 .. 5.29 .4.Sl . 3:84 
: so . 44;98 ZJ.82. 1Ü2 9.66 7.87 6.78 6.05 .. S.ll. 4.36 3.70·· 
i90 . <14.3S 23.49 ·13:02 9.Sl 7.74. 6.66 5;94 S;OJ • 4:27 . 3.62 ·. 

. ;100 . 43.87 :!3~21 .. 12.86 9.JS. .7.63 6.57. 5.85 ·. 4.95 4.20 J:56 
'150 4106. 22.23. .U.28 8.93 7.24 6.U .. S.S.4 .. .(67 '3.94> . 3.31 

· .. - .. 
;200 . 41.l6 : 21.17 · .. 11.99 g,71 · 7.06 6.06 . .S.38 · . 4;53 3.81. 3.19: 

. (300 .40.39 21.31 · U.74 8.52' 6.89 S.91 · .S.24 .'4;40 ' 3:69' ·. 3.08 : . <.soo 39.82 l0.99 11;54 S.31. 6.76 5,79. S.13 .. 4.30 .3.60 3:00 ··,, 

· .boo 39.:!9 .· 20.71. 11.38 8.24 6.65 S.69' 5.04 . 4.22. 3.53 2.93 ,,·, .. 
.'.000, .. 39.09 . 20.59 U.30 8.18 6;60' S.65 s.oo 4.18 3.49 : 2.89' 

,'":··-->·-:· 

'. ¡; 
);\:: :· 

··¡ 
¡ 

.: ~· 
. ¡ 

] . '~ ·: ,~, ;··.~};· .·_..: 

: J,' •'•' . Upp<r. t~. poln_· ta 
. ~ i· 

<.\,' :¡ ·,:·.i··.l 4 6 .. ·a 10. 12.··16· .22: .n 
' ....... ;';'.}]'12 13is9 71.56. 41;01 ~ºa·.~ 3s. 25.77 ú.10 20.65 ·is.os 15:96 · 14,22 · 

· i 14 17.:;72 . 66 .. 15 37.87 ,, ~ 23:69 · 20.84 . 18.94 16.SS 14.S9 .. 12.96 . 
.'• j· 16 112.SS 60.73 . 3,4.68 · 25,,8 . 21.61 18.98 •17.23. 15.02 . Úll 11:70 · ·:;· · ·.·;:. .. , ¡;~~ ·~ii~ · ¡;:~: · ~~:;~ ~i:~~- g:!! :~:;; · mr :g~ · n:~r ~~:n· 

i, : ··> ' . ' zs 79.01 42.i 8 23,74 '17.58 .14:48 12.61 · ¡ t36.. 9.79 s.so ' 7.41 
, . •'.,° : :; ;o 11:94 . 3s:J1' .:n.41 t5.s4 13.oo .· 11.JO, 10.15 s.71' '7.52 6.s2 : .. ·\·.''. • ':l!f 67.13 ~~;~~ 19.91 .· 14.6.S .. lfOO ··. 10 .. 40 · 9;33 7.98 6.86 ··. 5.92 . 

\,:)iM"JJ·; ·.'. g itH fü~ H:H !tH ¡g:;~ .. Hi nt . n~: . HF Ht 
~:.¡,;,:·;.~':::L. ¡ ~g ~~:J~- ~~:~~ . ~t~~ ·. ff!~ ~:~; ::1~ ~s; · ::~~ n~ !'.!t 
... .- · ... ¡.so .. sHs 21!.23 1s.s6 11.32 9,11 1.ss .. 1.01 · . ss•.·9

7
·
8
1.' ·

4
5 •. 08~·:. 4.22 

'.··'". . . l 90· 52.59. 27.7 ..... lS.28 11.10 8.99 7.72 6.86 g 4.11 
ÍlOO 51.85 . 21.34 . 15.04 10.92 '8.S4 7.58 6.74 S.67· 4;78 ~4.02 

·'•150 49;~1. 25.90 lÜO \0;13 8.30 7.10 6.29 .· S.17 4.42 .· 3:69 
i~oo . 4 ;;n :is·.22 ns1 9.97 ·S.04 6:87 6.os s;os .. 4.25 · 3.53 

·'l3oo : 46.83 2uo 13.44 9,10 .7.81 U6 5.89. 4.91 · uo 3;39 
· i\500 45.96 24.12 ll.17 .. 9.49 7.63 .6.50 5.75 4.78 3.98 · 3.28 

r.~ :f~~ iig ~tl~ · ::ll ~::~ t~r . ~1~ ::~i ~::r J~: 
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' 
l. 

\ 

,'. 10 '\ l!pptr 5'." pninh . 

, .. l 2 4 ·. 6, 8 .; l.O 12 16 }i. 32. 
t 

106.38· 'li.32 ·, tL06 12 51.09: 32:so . 24.32 20.21 17;73 16.06 ··.14.01 
14 . . 99.72 53.46 . 30.38 22:68 IR.83 16.SO ' 14.94 . 13.01 11.41' 10.20.· 

.· .16 93.06 49.84 ,• 28.25 . 21.06 17.45 15.27 . . 13.81 . 12.00: 10.50 ., 9;35 
18 86.41 46.21 26.13. 19.42 16.07. 1'4.04 ·12.68 10.99 ·. 9:60 8.4.9· 
.20 19.15 42,58 24.oo 11,?9 '14.68 12.81 1.l.S5 . ·9.98 : 8.69-. .7.63 
lS 69.95 n2s 20.88, >15.40,. 12.65 11.00 9.89 . 8.SO 7.JS 6.39 
30 64.72 34:40 . '19;11 M.12 11:s1 .10.0.¡ 9.01 7.71 6~6-1 S.14 
35 '6Ll2 32.43 18.o6 13:24 . IQ.83 • 9.37 ,8.39. 7.16 6.lf S.29 

·.40. 58.61 3Ú5 17.25 12.62 ·!O.JO s.9o . 7.96 6.78 S.80 4.98' 
45 56.70 30.01 16.64. 12.IS 9.90 .8.55 .7.64 . 6.49 ' s:s{ · . 4.74 
so 55.19 29.19 16;16 11.79 .· 9.59 8.27 7.38 6;26 S.33 4.55 
60 53;02 28.00'' 15.46. lt.26 9.15 7.87 7.01 5.93 ·5.04 o1:is 
70 Sl.6$ 27.25 ' .15.02 10.92 8.86 . 7.62 .. 6.78 S.73 •US '4.10. 
80 S0.44 26.59 ·. 14.63 lo.62' 8.61 7.39 ' 6.51 5.54 4.68 3.95 
90 ' .49.71 26.19. 14.40 lOAS 8.46 7.26 6.4S S.43 4.58 . 3.86' 

100 :4uo 25.86 14.21 JO.JO . 8.33 ·1.15 6.35 5.34 · . 4.50 3.78 
ISO 46.90' 24.6Íl .13.52 9.77. 7.89 6.75 ' 5~98 s.01 4,20 , 3.SI 
200: 45;92 24:11 13.18 9.52' . . ' 7.67 6.SS S.80 .4:8S' 4.06 3.38 
300 44~94 23.59 12.88 9.29' 7.48 6;38. 5.64 4.71 .. 3.93 3.25. 

.'SOO '44.2S 23;20 . 1i.6S 9.lF. 7;33 6:24 .S.SL 4:60 J.83 .. 3.16 
1,000. ,43.62 . 22.86 . 12.45 .8.95. 7.20 6.13 . ·S.41 4.SO' 3.74 ·.: 3.08 .. 
2,00Q .43.32' 22.71 12.37 '' .8.89 7:14 6;os S.31 4;46 3.70 .. 3.04 

. ' 

, . 
.. 

:,~. 10 tlp¡>ér l~ _p<)r~ts . 

2 4 6.' 8 : 10 i2·: ,·16. 22 32 
t .. 
. 12 .· i:ss.oo 82.99. 47,11 .. JS.20. :i9'.21. '.25.61 .·. ·23;21 . 20.19. ¡7,73' lS.79 
14 ' ~43.04 76.52 -43.40 al.34' 26.8(): 23A6 2i.24 ' :18.4S. 16.17' -14,.36 
16 mm. 70.0S 39.63 29,47. . 24.38 21.32. . 19.28 '16. 71 ·· , . 14.61 12.?2 
18 . 119.11 63.51 :JS.86 ., 26:60, . 21.97 19.17. · 17.31 '14:97 ·.·. 13:os ll.'19 

' 20 107.15 .. 57.10 . 32.09 23.74 19.55 . 17,03 lS.34 13.23 ' 11.49, · Hi.06 
· ·2s 90.10 41.86 . 26.72 19,66' . 16.l 1 .13.98 12.SS, I0,15 ' 9.28 .8.04 

30 81.62 :· 43.26 24.0S 17.63 14.41 'f2.46 11.16• 9.53 8.18 . 7.0S 
3F 75.86 40.13 22.24 .16:26 ' 13;25 11.44 10.22· ·8.10. 7;44 6,38 

.. ~o 71.90 .37.99 21.00 ts:n · 12:46 · 10.74 .... 9.SB s;13 6.93 . 5.92 
'45 . . 68.96 . 36.39 20.07. 14.61, ' 11.87 . '..10.21 : 9.11 .. 7'71·. .6.SS S.58 
50 66.68 ' 35.IS 19.36 l,t.07 11.41 9.81 8.74 7.38 6.26 S.31 
60, ' 63.40 Jl.37 18.33 .13.29. 10.76 9.23 .8.21 ' 6.91 .. S.84 4.93 
70 61;36. 32.27 ' 17.69. 11.81 10.35. 8.B.7 7.88 .· 6.62 S.58 4;70 
80 59.SS: 31.29 17.13 12.38 

.. 
. 9.99 ·. 8.SS 1.sa.·.· .. ,6.36. ·· S.JS 4.49 

9.0. S8.49 30.72 16.79 1213 ' 9.78 8.37 : 7;41' 6;21' S.22· '4.37.:: 
.100. 57.61' 30.24 16.S2 11.92 9.61 ·s.21 1;21 6.09 S.10 4,26 
ISO .· s4.47 28.54 IS.S4 11.18 . 8.99 7.66 6.77· s:64 4.70 3.90 
200 52.99·. 27.74 ·is.os.·._.· 10.83 '3:69 7.40 6:53 5.43. 4;51 J.73 

·300 Sl~64 21:01 14.66 10:5.1 · s;42 " 1.16 6.31 S.24 4.34 J;S7 
500 S0.61 26.4S 14.33 10.27 ·e.22 ·6.98 6.15 • S.09 4.21 3,.45 

·l,000 .49.1.S 25.98 14.07 IO.o7 · s:os 6.83 •. 6.01 4.97 4.10 J.35 
2,000 ~!1.36 25.71 13.94 9.91 7.97 6.76 S.94 4.91 '4.0S' 3.30 
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•'- l1 l!pp<t, 5% polntl 
~ 

r: 1 2 4 6 8 10 12 .16 22 32 

i2 12270 65.SS ··. 37.03 27.SO 2i73 .19.86 17.95 , IS.SS úss .· 11.94 
l4 114.77 61.28 34.54 2$.60 21.14 . 18.45 16.6S 14.40 .· 12.56 11.02 
Í6 106.84 56.97' ·32.04 23.il 19.54 17.04 15.36 13.26 11.5.( 10.10 . 
l8 98.92 5:!.67 .29:54 21.82 17.95 15.62 14.07 12.12 10.Sl ·• · 9.18 
to 90.9.9 48.37 l1.0S 19.93 16;36 14.21 . 12.78 10.98 9.50 8.26 
~ 79.32 42.04. 23.38 "17.15 14;02 12.14 10.88 9.30 8.(10 6.90 
3o . 73.10 )8.66 21.43 15.66 12.77 11.03 .9.87 8.40 7;20 6.18 ·~ 

)S 68.79 36.33 20.08 14.64 11.91 10.27 9.17 7.79 '6.65 S.68 -· 
.10 65.76 34.69 19.13 13.92 lÚI 9.73 8.68 7.35 6.26. 5.33. 
>s 63.48 33.45 IB.41 13.38 10.85 9.3l 8.31 .7.03 5.96 5,01. 

_:¡g 61.70 32.48 11;ss ! :!;96 !O.SO 9.01 8.02 6.77 5.13 4.96 
. 5_9.12 31.0S 17.04 12.34 9.98 8.55 1:60 MO S.40, 4:S6 

io . 57.~9 30.19 . 16.53 '11.95 9.65 a.:6 7,33 . :6:16 5.19 4 .. 37. 
\O 56.0l 29:41 16.07 11.61 9.36 8.01 7.10 5;95 · s.oo· . 4.19 

'° 55.15 28.94 15.80 Jl.40 9.19 1.85 6.96 S.83· 4.89' 4.09 

'º 54.43 .· 2&.SS IS.SS 11.23 9.05 7.73 6.84 S.13 . uo. .4.01 . 
iO .. 51.86 . 27.15 14.77 10.62 8.53 7.27. 6:42 S.35 4.47 3.70 
iO 50.63 25 . .ol8 14.3! 10.33 8.29 7.05 6.23 S~l8 <1.31. 3.56 
)[) .ol9.49 25.87' 14.03 10.~ 8.06 . 6.SS 6:o4 S.02 4;f6 . "3.42-
'íl 48.62 lS.40 13.75 9.as 7.89 6.70 S.90 4.89 4.05 3.32 
IO 47.90. 25.00 13.53 9.68 7.74. 6.$7 .S.18 4.78 . . 3.95 3.23 
)O 47.:S6 24.82 13.42 9.60 7.6& 6.51 . S.73 .. '4.74 3.91 );19: 

j 

.1 
¡ 

.. , ~ 

,-'! . , •··u U~p<r t9o.¡.o1n11 

r: . l 4 "6 .. 8 10 12 16 22 
: ,: >~~. 

178.:29 !IS.IS S3.6S 39.78 32.84. 28.67 25.86' 22.40 19.54 1.7.lS 
!4 lfA.18 s'i,5s 49:26 36.47 . 30.07 26~22 23.65 . 20,43 17.79 . IS.58 
:¡6 150.07 79.93 44.87 •. 33.16 27.29 23.77 2U2 .. 18.47 16.05 ·14.02 
.. :s 135.96 . 7130 .· 40.48 . 29.&5 24.Sl 2L31 19,18 16.SO '14.30 · . 12:46 

:.: !O . 121.85 64.67 36.09 26.54 21.75 IU7: 16.9S ¡4;54 '12.56 I0.90 
.· \s 101.72 ÚSI 29.84 .. 21.83 17.81 IS.39 13.78 . 11;75 10.08 8.68 ~ 

< ·¡o 91.71.. 43.41 26.74 l 9.49 lS.86 .13:67 12;21 10.37 .8.86 7.58 
.. !S 84,91 . 44.74 24.64. 17.91 . 1-1.54 .12.51 11.15 . 9.44 ... 8,03 6.84 

·o :so.26 4::.23 2l20 16.63 13.63 '· 11.71 "10:42 8.80 1.46. 6:33 
.. • ;s 76.78 40.36. 22..H 16.03 12,96 11.12 9.88 s:n 7.()4. S.96 

,O 74;10·. ,38.92 . ·21.30 !HO 12.44 10,.66 9:46 7:96 . 6:72 s:61 
·o .1.0.25. :6:84 20.11 14.SJ 11.70 10.00 8.87 7.43 6:2s S.25 

::o 67.85 35.55 19.37 .. 13.96 il.24 9.59 H.49 7.11 S.96 4.99 

• .. •g 65:13 . 34 .. 41 16.72 .. 13.47 10,83 9.23. 8.17 6.82 5.10 4.76 
"64:48. 33;74 18.34 13.18 10.59 9.02 7.97 6:65 . 5.5$ '4:62 . 

·dJ. 63.45 33.18 18.02 12.94 10;39 8.85 7.81 6.51 5.43 . "4.SI 
'o S9.7S 31.21 16.89 12.09 . 9.68 8.22 7;25 . 6.01 4.99 4.11 
:o 58.04 30.27 16.35 Jl.69 9.35 7.93 6.98 S.78 4.7S 3:92 
'P 5645 29.42 15.87 11.33 9.04 7.66 6.73 S.56 4.58 3.75 
·o SS.~ "8.77 15.50 : 11.0S 8.81 1:46 6.55 .s.co 4.44 ~;61 

'·º 505 2~.23 15.19 10.82 8.6? 7.29 6.39 . 5.26 g~ 3.50. 
'o 53.77 27.98 15.0S 10.11 8.53 7.21 . 6.32 5.20 3.44 
,·1_, 

:# 
_:¡, 

l 
::,··:e \·· 

:< 
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.,'.· J2 Uppcr 5.-. p'1inb. 

·r:. 2 ,4 6 10 12 16 22 32. 
t 

12 140.s1: 74.66 41.84 30.88 25.40 22.ÍI 19.9r 17.16 14.90 ' 13.0I 
14 131.ll 6?.61 . J8.94 

" 
28.10 23.58 20.50 18.45 15.87 13.76 11:?9 

16 121.72 .. 64.56 36.04 26.53 21.76 18.90 16;98 14.59 12.62 '10.Q7. 
' 18 112.32 59.51. 33.IS · 24.35 . 19.94, • 17.29 15:s2 13.3.0 11.48, 9,9S ... 

10 102.93 54.47 30.25 22.17 18.12 15.68 t4:os 12.01 10.34 8.93 
25 89.13 47.os. 26.00 18.97 lS.44 IU2 1,1.90 10.13 .. 8.66. 7A4 
30' 81;80: 43.10 13.73 . 17,26 14.02 12.07 10.76. 9.12 7.77 . 6.6-1 
3S 76.73 40.37 . 22.17 16.ü9. 13.04 lli10 9.97 8.43 7.16. 6.08 
40 73.17. 33.45 21.07 15.26 . 12.35 10.59. 9.42 7.94 6.72 . 5.10 
<IS 70.48 37.00 20,24 14 6.4 ' l l.IÍJ 10.13 9.00 1.51 6.40 ·s.40 

•' so . 68.39. 35.88 19.60 14.15, 11.42 9,71 s:67 ' }.29'. 6.14 S.17 
60 65.34. H.23. 18.6G 13.45 1o;a3 9.:?S 8.20 '.6.87, s.11. . 4.84 ¡--
70 63.42 33.20 18.07 13.00 10.46 8.93 ·. 7.90 '6:61 S.54 4.63 ¡ 

..... 80 '61.71 32;28 17.54 12.61 10.13 8.64 7:63 6.37 S.33. 4A4 '¡ 

90 60.~9 31. 73 17.23. 12.37 9.93 8,46 7.48 6.23 ·· S.20 4.33· 
100 ,, 59.SS 31.28 16.97. 12.18 9.77 ', 8.32 7.34 ' 6:12 5.10 .. i,:4 
150 56.83 · 29.6S 16.04 1 L48 9.iB i.80 . 6.87 . 5;70 4.73. 3.90, 
200. 55.38 28 87 15.59 ,11.l·f .. 8.90 1.56 6.65 ' S.51 4.SS 3.74. 
300 54.0S 28.16 15.18 I0.83. 8.65 7.33 6.44. ·S;)l. '4.39 :3.59 
500 53;03' '27.61 • 14.87 10 .. 60 8.45 '7.ts ' fi.28 ' ·· S.18 .4:21 3.48 

.1,000 ': 52.18 . 21.15 ' 14.'60 '· .. 10.40. 8.29 ' ,• 7.01 6.15 .. S.06 ·. · 4.16 3;37 
2,000 Sl.80 26.93 14.48 10.31. . 8.21 6.94 6.09. s.oo . 4.10' J,32 

•, 

•'•'12 ..• ' Upptrl~ p<>Ínrs· 

r:: .2 4 6 ,., . s.·' '10 :' i:i 16 22 32' 
t ' .. 

IOÚJ · 60.si 4ÚI 36.66. 2a·.59 24.70 :21.42 12 203.10 · 3LS8 : 18:69 
14 187.13, 99.26 '55.45 '40.82, 33.51 '29:10 ' 26.'f7 22.50'' 19.48 16.96 
16 · t70.S7 90;39' 50.39·.' 3.7.04 30;35 26.33 :23.66 .20.30 17.54 : 15.24 

' 18 lS4.01 ·81.52. 45.33'' 33.25 . 27.W · 23:56 21.14.' u;10 ' 15.60 13.SI 
lO 137.~ 12.65' 40.27 29:46 24:05 20.79 18.62 :. 15;90. 13.66 11:1s 

. 2S 113.90 60.02 33.08 24.08 19.57 16;86 .15.05 .12.77 10.90 9.33 
30 ';• 10226 53~11 29.52 21.42 ' 17.36 . 14.92 13:29 11;24' ' 9.55' 8.13 

" 35 '94.34 ,49.52 '27.ll 19.62 15:s1 '13.60 12.09 10:19 •S,63 7.31; 
40 '88.90 46.62 25;46 ui.39 14.84 '12.71 .U.28 ·9.48 ' 8.00 6.76 

. 45. 8~.86 • 44.46. 24.23 17.47 ' 14.08 12.04 .·· ~~:~i. 8.96 7;54. 6.34 

. so '81.7,4' 4279 23.19 16.77 . 13.50 11.53 8.SS '7.lS. , 6.02. 
60, .77.26' 40.39 21.93 15.15' 12.65 ·I0.79 ·. 9.54 7.96 6.66 ' S.56 . 

.70 74.49 38.90 21.09 1.S.13' 12.i3 10.33 9.12 7.60 6.34 ' s.:s 
'80 72,04 31.59, 2Ó;34 ' 14.57 11.67 9.92, 8;75 7.28 6.06 . 5.03 

90, ' 10.59 36.81 19.90, 1·"24 ll.40 9.69 8.54 '. 7.09 S.90 4.SS 
100 69:39 36;17 '19.54 13.97 11.1a 9.49 s,j6 .6.94 S.76 .4.i6 
150 6S.13 33.89 lÜS 1).01 10.38 IÜ9 7.73 6.38 S.21 4.32 
200 63;L2 3282 1,7.64 12.56 10.00 8.46 . .7.43. . 6.12 S.04 4.11 
30il 61.29 31.84 17.09 12.14 9:66 8.16 ·7.16 5.88 4.83 J.92 sao 59.89 31.09 16.66 11.83 9.40 7.93 ' 6.9S S.10 4.67 J.78' 

1,000 SS.73 30.47 16.31 11.H 9.18 7.74 6.77 s.ss 4,SJ 3.65 
2,000 S!Ll9 w.1s 16.15 '11.45 9,08 UiS ,6-69 5.48 4.47 3.59 
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t.·~ 

. , 
, •'13 Upi>«r 5~ polnta . 

r. 2 :4 .6 .8 10 
·' 

'12 1.6 ' ,: 22_: .· •. 32 

'12 '1_59 .. 15 84.lS 46.91. 3H4 28.21 24.46 . : it.96 .. ,IB.84 .. 16,21 )4.13 
;4 148.21. 78.41 : 43;58 3L96 26;14 . :, 22,65.~: :20;32 :17.40 lS:OO 13;00· 
\6 137.28: 72.56 40.26 29.47 24.08 · 20.84 ··.1 s."67 lS.96 Ü74. ILSB. :s 1:?6.34 . 66~71 J6;93· 26.99 . : :22.01 .19;02 17.02 H:S3 12.47 10.75 

' lo 115.41 E0.86 ·33:60· 24.SO. 19.95' 17.21 15.38 13.09 11.21 9.63 
;s 99.36' s 2.21 28.'72 : .20.86" !6;92 14:ss 12.96 'lo:98 . 9.35 . 7.98 
m 90.83 .. 47.iO' .26.!2 IS.92 15.31 B.13· 11.68 !l.86 8:36. 7.10 
IS . 84.94 44:55 ... . 24.3) '17;5g· · 14.19 12.16 ·. 10;19 9.08 ·:1.68 •.: 6.49 

---'~º 80.Sl 42.33 23.07 16.64 13;41 11.47 10.17. ' 8.54 7.10 6.01 . s 77.69 40.66 :i221l. 15.93 ll.83 . 10.96 9.11 . 8.13 6.8( S.15 
'.o 15.16 39.36 ''21.39 15.38 . 12.37 . 10;55 

' . 9.34 7.81 6.56 5;49. 
,O 7!:71. 37.46 . 20.31 . . 14.58 .·11.70 9.97 ·' ·8.81 ,' 7.35 . 6.ts 5.13· 
o '69.49 36:27 •' 19.63 . 14.07 11.28 9.60 8,47 7.06 . . S.89 . 4.90 

·• .. 'o 67.52 35.21 19.03 13.62 10.91 .. 9.27 .· 8.18 "6.80 , : S.66 (69. 
p : 66.3-4 34.58 u:6a .. 13.36 10.69' 9 .. 08 s:oo' ,6;64 S.Sl ·4.57 
o 65:36 34'.os· ·· u.Js ' 13.14 10.SO . 11.92 1,a5· .. 6.Sl.··. :'s.41 4;47 
Í) 61.84 31:17 .. 17.31 12;34 9.84'. . 8'.34 .7.33 . 6.05 . .5.00 .4.10' 
1 60.17 3U8 16.81' 11.96 9.53 8.06 7.07. 5.83 "4.80' 3.92 
~ 58.64 3MS. '16.34 11.61 9.24 . 7.81 6.84 S.63 4.62 3.76;,' 

<'o 57.45 ~9:62.' 15.98 11;35 9.01 .7.61 6,61 5.48 ''4.48·'· 3.64. 
'o . 56.46 •. 29;i9 15:68 ·1u2· .Ul 7.44 :"6.52 ·I~ '4,37, 3.25 
p S6.01 29.04 15,,54 11.02' 8.74 

" 
·7.37 6.45 4~32 3.48 

}· 

·:,:.;·l · 

:-1 , 

32 . 

27.0~ 23.38 ., ' 20;#. 
24.64 21.23 18.38. 
22.19 .19;09 16.48. 
19.75" 16.94 14:59 
17,30" ¡4,79' 12;69 
13.83 ·. 11.75 :. ·10.01 
12.13' 10.26 8.69 
10,97 ~15. 7.80 ' 
10.18' 8.56" •' 7.19 
9:6o 8.04 6.73 .. 

9.IS 7.65 6.39 
8.50 7.08 S.89 

·s.10, 6.73 s.ss 
. 7.75 6.42 5,30 

1.54' .. ,6:24 5.14 
7.37 6.09 S.01 
6;76 - 5,55 4.53 
6A7 S.30 4.30 
6.21 5.01 4.10 
6.01 4.89 3.94. 
5.84 4.75 3:45 
5.76 4.68 3;75 
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' . 
1 "' 14 -:· ,,~~JK'.r: $.':é.:.Pülnts_ 

r: 2 4 6 8 ÍO 12 16.: i2 ·Ji•:·' 
t 

si.i4 ·. t7.6ÍI :¡5;2i 12 l 78.7i 94 .. 3.8 38.18 .. JI.Is.· 26:92 .': 24:t 1 20.S7 
14 166.IS .. 87.68 48.~S .JS.37. '28.8l 14.89 · 22.21 18.98. 16.i9 .14 .. q4 
16 1SJ.S9. 80.97' 44.67 ·]2.56 26:50 ' .. 22.86 i~1~· 17.39 . 14,89 l2.8l 
1& 141.03 .74.27 40.89. 29)$· 24,18 .· 20.83 IS.'19 JJ.49 11.51 
20 12s;47 : 61.56 '37.10. 26:94 ' 2J.8S 18:19·; 16 . .75 14.20 12.10 ·10.34. 
2S ·• 110.0J 57:11 Jt:ss 21,82 IR,44. IS:Sl 14.06 1L86' 10.os ·. 8.53 
30 . 100.24 52.48 '28.60, 20.63 16.63 . · 14.23. 12.61 10.62 . ',8.96 · 1:s1' 
35 93.41> 48.87 . '26.57 19:12 IS.39 . '13.14 'IL64 9.76 8.21 6.91 

·: 40 ·,: '88.72 46.JJ. 25.14 18.06 14.SI. . . 12.38 . .10.95 9.16 '7 .. 68 .. ,6:44 
<IS. .85.14.' 44.-12 24.06 17.26 13.SS .:.tr:aci' 10:43 8.71 7.29 6.09 
so 82.33 . 42.93 '23.22 . 16.64 13.34 11:35 10.02 :8.JS .· .. 6.98 5;82 
60' .. 78.2.5 40 .. 76. 22.00 . 1s:13 12.59 10.70 ll.Ü. 7.84 ' 6.53 S.42 
·70 ?Mil '.39.40 . 2L24 . 15;16 12:12·: ·:10.29.: 9.06 7.52 6.24'' s.11. 
80 73.42 '. 38.19 20.SS, ·14,66 11•70 9.92 ... :8:73. .. 7.2j. S.99. · 4.94.' 
90 72.07 37.47 20.15 14.36 , u:•5 9;70:, " 8.53· :':7.06: 5.84 4:81 

100 70.95 '. 36.81 •19.81 1.Ul 11.25' 9.52 ' 8.37 .!i.91 '.5.11 . ' 4,70 
ISO. ~t~· 34.73, 'IMO . 13.2i ; 1o:sr 8.88 ·.1.18 · .. 6.41 'S.27 . '4;30 .· 
200 33.70• 18,03. 12.79 . 10.u 8.51 ..•1.SO .. !i.16; .··· 5.05 . . 4.11 

'300 '63.24 3.~76 17.SO ;; '12.39 ... 9;83 s:2s ' . 7;25: .. 5;94. ·. •:as · . 3.93 
'500 ; .61:88' 32.04 17.09 . 12:09·· >9.S8 ·:. 8.07' ' 7'05 ·· ... 5,77. ' 4.70. ),(9. 

1,000· . tí0.7S 31.43 16. 15 11'84 ' 9.37' 7.88 .6.88' . ·S.62 : 4:$8 .. · .. J.68 
2,000 '' 60.22 .·· Jl;Ui ·. '16.60 ' 11.12· 9.28 . 7.80 6.81 S.S( 4.52;. 3.63· " .. 

,·,·: ,, 

·: , .. 
. '. 14 

r: ' l .. 2. .. : ' ···.'·: ·22. 
., 

,· 32 
' t 

Ü6.31 44,&S< · 34.68 i2 .·258.SO ·75135 SS.Q3 .· 38.7.S 29.58 ·.··. 25;39 2L9¡ 
' .14 236.62, •.12t68. 68.82 S0.20. 40.87 ..JS.28 31;54 26.87.' 23.0l 19.84 

16 214.74 113.0S : 62.29.· . .. 45:31 26.90 31.81 '. :28.42 ' 24,16 .>20.611 17'77 ' 
18 1n:es ·1olAt. .·ss.76 '•4.0.54 .32:92 28;34 . lS.28 ·2L46 .18.J:f . 1si70 
20 ··.17.0~97 .89:78 .49.23 ·. 35.71'' 28~94 24.87 2i:is. 18.iS lS.96 . ·l~:~~ ' ·-. 2S 139.86 ' 73.25. 39;95 '.28.86 23.29 19.95 17.72 •. '14.92. 12.62 
30. 124:49, 65.10· 35;40 ZS.49 20.si 17.53 !S.S4' 13.04 10.98 9.26. 
3.5 114:oa · s9:s1 ·· 32.3.1 23.20 18.64: 15.90 ·. 14.p7 11;11 9.Íl8 8.29 

• 40. '107.00, .55.80 30.20 ·21.65 17;36 1.4.79 13.06 .10.90 9.12 7.52 .• .. 4S '10Í:71 53.00 .2S.6J 20.49' ' 16:41 13.96 12.32 10.26 . 8.56. 7.13 so 97.62 ; 50.83 . 27.42. 1.9:60 IS.68 .13;32 11:74 '9;76 . 8.ff : '6.75 
. 60 . 91.77 -Í7;73 25.69' 18.32 .14.Ú 12.40 'J0.92 9.05 1.51 '6.21 

70 88.16 .• 4S.8l 24.61 ··· 1.7:53 13.98 11:84 10,41 8.61 7.13 S.87 
:so 84.96' 44.11 23.66 16.83 '13AO 11;34 9.96 8 ,,. 6.19 S.58 
90.'.·· '83:08 43;11 23,10 f6:42 13.06 11.IH ' .9.69 1.99 6.59' 5.40 

100 81.52 42.28 22.64 16.08 12;79 1o:so ·· 9.47 7;80 6.42' 5:26 
150 75.98 .· 39.34 21.0P 14.87 11.79 9:94. 8.70. 7.13 5.84 4.74 
200. 73.36 37.96 ·. 20.23 ·14.30 IL3l 9.53 8.33 .6:a2 s:s6 4.SO 
300 70.99 . 36;70. 19.53 13.79 10:90 9.16 8.00 .· 6.53 5.31 4.28 
500 69.17. 35.74 18.?9 13:39 IO.S8 8.88. 7.74 6.31 ' S.12 4.11' 

1,000 '67.66 34.93 18.SS 13.06. 10.31 s:6s 7.53 .. 6.13 . •(96 3.97 
7,000 66.97. '34.57 1.a:.34 12.91 10.18 8.54 7.44 6.04. 4.89 J.90 
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Upp<r S~ polni. .. 

6 -a JO __ 12 16 ... •• 22·:·. . _ .. _32.: 

) Í9~.51 ,tos.os .. . $1.~ 42.10 34;ll - . 29.49 26.33 .· 2l38 -19:15 .1u5. 
,t -185.lS 97.43 .. s~.s1, . 38.9S. 31.63 27.i3 .·· 24c29. 20.62. · :i?.61 •_: lSJO . 
6 11a:ss 89.80 49;30 . 35.79 •" 29.03 24.97 :.22.;!5 18.86 : ·16.0S. ).3;76 . 
¡¡ 156'53. : Bl18 CS.03' n.64 :26:43 22:10 20.2:? 17.IÓ 14.SS 12.42 .· 
b 142.ZO- .•. 14.SS. . co:16 29:cs.· 23.83 20.44:. 18.18 IS.34 13.02 . 11.07 .. 

<, s 121.15 .. 63:37 '34.U :l4.8S 20.Ql· 17.ll. IS.19 '.12.76 10:77 ,9;10. 
b 1Q9.95 : 57.43 3¡j7 22~.4Q ., 18.01'· lS.31 . 'H.60' .. l 1.39 9.58 8,05 
5.:· 102.!3'' 53.33 211.87• 20.70' 16.61 -14.IS · Ü.51 ·10.cs 8.76 7.33 
·1>-c 96;83 :, S0.45 27:16·. 19.52. 1$:64 .. 13.30 11.74 9.19 8.18·- 6.83 .· 
-~ 92. 75. 48.29 . ·.26:05 18.62 ·. 14.90 12:66 11.17 . 9.29 7.74 6.4-4 

) , 89:S6 . 46.60 25.10 17.?3 . _14;33 '12.16 10.72 8.90 7.41 6.15· 
•. ;tl .'-' 84.<;:4': .. 44,¡4 .23.73 16:91. 13.SO 11.44 10:06 g;33 6 .. ~l 5.71 
-D 82.03 42.60 : 21.87 : 16..28 12:97 10.98' • 9.65 .. .7.98 6.60 •s.« 

"•o· 79,4,4_· . . ,4J;ll ' 21.10' . is;11 12.51 10.58 .. • . 9:29 7.66 _6;33. s.u .. : ·:O. :.n,90 '4o.u· . 21.64,' 15;37, 12.23 10.33 9.01:: ,7.48 6;16 .. S.05· 
o '76:62 39.73 ·:'2l;l7' lS;lO 11.00 '10;14 8.89 ' 7,32 6.02 '.:1~--. ::.-.O. m.os ~1;30,:, : 19.9L 14.10 :11:18 9.42. 8.24' : "6.16 5.54' 

•· :t? 69.87. 36.14. ·19.26 1M2. 10;79 9.08. 1.93 ·.is.~9. ·_ .. 5.30 <4.29: 

" 
-~. 

'.·:~:~i 35.08. ! 18:67 13.iB 10.42. s;16 1.65.' 6.lS . s.09:· uo. 
ÍJ ·_34:26 .1&:21,· 12.84 · 10:15' 8.52 7.43 6.06:: ' 4.92 .•. 3.95,. 

:· ,., ... ::.1) 65~03 33.S 8 .·. '.17.83 12.56'" 9.91 8.31 ' 1.lf 5.90' ·, 11.78· .•. .3•83:. 

f ·::64,o 33.2F_17.6S _12.43 ll.81. . 8;.23 1.11 $.8) 4.72. :' : :L77 
, 

:;¿~. :· i ·: :: 
.. 

',¡', 
'• ·.· ·.<'<·; 
,,..,,. ).:. ,· .. ~ 

"·' \'.·<·~ '.; ·>:.o·'-.•. : . -:,-. .. --, 

:i~~~i&í;}~t~(:~1!t~~~'.~;.~ ... :;:~~)'.L-: ¡~~: L~ z)~/.:;~::¿ (\;_;:.!.~:~;, : . e·.¡:' 
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.. '. :·. ~· . 

·'~ ., ' 

. _; 
uj,~rrl~ ~lnts · 

2 .4 ,6 
·. 

.•·. 8 10 .: 22: .·. ',32 ., 
'319;31 6G.4S < SJ.81,' 46~21 ' 4l:l6 ' 2M4: ' 25.31 ' 11 ·• 167.Sl 9.t73 :'3U3. 

14 29L37 152.1S '83.S4 . 60.4 s 48.91 4L97· ·37:36 3 l.S7 '',26.83' ' 2~;S7 
16 263:43 '137,99 75.3.6 54'46' ' 44.01 ' 37;73 33;55· 28.Jl ',·'. 24.02 '20.43 
18 '235.48 ' 123.23 67.17.' 4SA7 39;12 ' 33.49. 29:1s 25.06 21.21 · 1s:oo .: 

'20 207.54 .· IOSA7 58.99 '42.48 ·. 34.22 29.25' 25.94 21.sa 18 .. 40 15.56 
25 167,90 ' 8Ü4' 47;38 :JJ.99 27.28 23;25 20.S6. 'lÚ9. '14.43 12.ll 
30 148.40 .77.25 41.69 ·29:s2 23.88 20.31 17.93 14.94 '12.49 IOA3 
35 135·19' 70.29 ;7.84 .27.01 .. ' 21.58 18.32 .16;15 13.42 .. IU7· 9.29 

" 
40 126.17 65:54 35.ll, 25.09 20.02 16.97 14.93 12.38 : 10.28 s.s2 

'45 .119.48 '62-01 33.Z6 .. 2U6. 18.86 15.96 ' 14.03 ,' .il.61 '9:62 7;95 
so 114i34 .. ' , 59.29 ' 3'!.76 ' 22:n 17.96. 15~19 13.34 11.02 :9.11 7.5Q 
60 106.94 SSAO 29.61 '' .21:00 :16:68: 1.i:os · 12,35 10.17 8.38 '' 6.87 
70. ··102-3 7 52.99. is~is 20:02 ·. 15.89 13.40 11. 74 9.65 7.93· 6.4S 
80 98.32 SO.SS 27.10 19.17 15.19, 12:80 11.19. 9.19 7.S3. 6. ll 
90. 95,95 49.60 ', 26.41 '18.66 14.78: 12.44 10.88 . 8.9.1 7.30 5.93 

100 93.99. 48.S7· · 2S.84 18.25 .· 14.44 12.IS 10.62 IÍ.69 7.10 s. 76 
1.50 87.02. 44:89 23.81 .16.17 13.23 u.n 9.68 7.89 6.42 S;l6 
!~O() 83:13 '43.16 22.86 16.07 U.67. 10.62 9.24 '7.52 6.09 4.88 
300 .80.7.5 41.59 . ;·21.99 IS.44 12.IS "10.17 a.as 7.18 S.80 4.63 
.500 78.47, 40.39 2Ll3 14;96 11.76 . 9.83 8.54 6.92 .5.57 4.41 

1,000' 76 . .58 39.39 ·20.78 14.SS il.<13 9.55 '. 8.29 6.70 S.39 4.27 
:Z,000 75.71 38.94 20.53 14.37 11.28 • 9.42 . 8.17 6.60 5.30 4.19 
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•"• 17 tJp~r sr;r, polni. 
·~· ----~·-----------~-~------....,...----------' .,, '~:. ' l '1 . ... ' 8. ,' 10 : 12 

•
•.. ::. 1

1
· ~ 244.40 m .99 6ÚS · S0.-46 4o. 77 34.93 31.oS 

· .. :i:is.15 JJS.Js · 64.s2 .. •6:s6 ns8.· · n.1s · 25;ss 
f 16 201.90 1os.12 s9:1s 4::!.:66 3-1.39 .:29 . .z .. ::26,JI 
( IS · 189.65 99.09 53.84 38:75 31 20 . 26 67. 23 64 

.•< 20 171.41 89.45 48.51 · 34.SS ·· 2Úz''." 2ÚI :z1:11 
~ 2S 144.~ ··75,33 40.69 29;13 .· 23.35·. ·19~S7 17.55 
.~ 30. 130.45< 6i.s4 36:55 ·· 26.10 20.ss ; 1P4:' 15.64 
: 35 '. lZ0.66 ' 62.68 33.69 24.02 19.17' 16.26 14.32 
' 40 '113.80 $9.06. 3.1.69 22.SS 17.98 15.23. 13.39 

·"~ 45 1ou4 56;34 . 3ús · 21.45 11:os 14:45 12.10 · 
':·so 104:60 54.21 :29.01 •· 21'.1:60· ·16.38 13.85. 12.ts: 
i 60 98.14 5 U2 27.30, 19.35 15.36 12.97 . 11~37 
l 70' 95.06 49:18 26.23 · IS.56 ¡4,72. 12.41. · 10.87 
E 80 9L1S 4 7.46 25.23 1 7.87 · 14J 6 11,92 10.43 
¡ 90 '89.3~. 46.43 24.71 • 17.45 13.82 · lÜJ 10.17 
!too SS.ll 45,58: l4;H. · 17.11 13.54 . 11.39. 9,95 

· · i¡50 . Sl.46 ·ü.s4 .. 22.56 1';88 12.54 · 10.s2 9.17 
'11wo 11.11 .41.os 21;76 15;30. 12.06 10;11 <s.so 
'•'300 77:18 39. 75" 21:02 ' 14. 76 11.62 9.73 : 8.46 
lsoo 15.24 1s:13 20.45 14.34 11.28 9.o .. s.io 
Tooo · n.61 · 37.87 19.98 14.oo 11 oo· 919 · 7 98 · 
jlooo . n.86 37.48 · 19.76 '13.84 · 1o'.s1 · 9:oa úa 
.;, 

•·'''• .:.\ .. ··•.· j ~{ ~: ~ 
:;: \ .· ' ~ •' .:J 

26.20 ' '22.22 .18.90 
24.09 .20.40 ' 17.32 
21;97 18.58 lS.74 
19.86, 16.76 14.16 
17.75· 14.93 12.SS 
14.65 12.26 10.27 
13.01 10.85 ' 9.05 
11.88 : 9.88 8.20 ' 
1 l.o9 9.20 .7.61 
10.SO · · 8.68 . 7.17 ., 
1 o.o3 .· . s:28 .. 6.82 
9;36 ' 7.70 6.31' 
8.93 7.33 5.99 
a.s6 .. . 1.01 s.11 . 

.9;33 u2 ·s;sc.· 
5;¡4 6:66' ' 5.40' 
7 .48 ' 6;08 4. 90 
7:16 S.80: 4.66 
6.81 ' : 5.55 ' 4;43 
6;64 ·. . s:36 4.26 
6;46 5.19 •U2 
'6.37 ·. 5,12 4.0S 

::,<j ,' 
. • r---,.-._,..1-.-. -2----.. -4--.-6---a--:-10--.. -1-2--1-6--.. -:: ~12-....,..,....3_2_· · · 

. • :.J ... 
1
1
1

:.·· . 3
3 
•• ~01 •• 97.48 .·. 1~·6847 ••. · 72~ , 1

9
00

1 
... ·•~oª. 1

6
z.s
5

.
9
4
2 

58.57 , so.19 · 44:60 •· 37.59 3Ú6 · . 2ús . 
~ D · ~ SJ. )8 45,54 4Q.Ú J4,Q4 ·, 28.82 24.45 

.\ 16' 2S9.50 151.32 . 8232 59.30 47;79 40.88 36:27 .30.50 25.17 21.82 
· 1 1s 2ss:26 .. 1301 ·. 13.24 52.68. 42.40 36;22 32.11 26.95 · 22.72 19.19 
. j 20 .· 221.01. 11u1 · 64,16 •6«06 37.oo . 31.s1. 21.9• 23.40 19,67 16:56 · . 

. '., 2S • 182.n. ·!IS;09 51.JO · 36.69 29:37 .. 2us. nos 1s.Js · 1s.37 11;u 
. , :; 30 160.97 SÜ4. '44.99 32.09 2S:64 21:76 19.17 . lS.93 13.26 11.04 

35 . 146.::S i'S.90 40.73 28.99 23.12 19.58 17,23 14;27 11.85 · .9.81 
40 ·. 136:22 . 70.62 37.82 25.88 21.40 .18.10, 15.90 13.lS .. 10.88 8.98 
45 . 1211.76. 66.70 .35,67 25.31 20.i! 17.01. 14:92 12.31 10.17 ·S.36 
SO 123.01 63.68 34.01 24,JO · 19.14 16.16 14.17. 11.67 9.61 7.89 
60 .. 114,7H ~9.36. 31.63 · 2:?.38 1.7.74 14.95 13.09 10"75 8.83 7:21 

109.69 . 56.68 .J0.16 21.31 16;87 14.20 12.42 10.18 8:34 6.79 
IOS.19 54:32 2S.86. W.36 16.10 13.54 11.83 9.68 7.91 6.42 
l02.SS 52'.93 28.10 19.81 . 15.65 13.15 11.48 9.38 7,66 6.20 
100:38 ·. 51.79 27.47 19.JS 15.28 12.83 11.20 9.14 7:45 6.02 
92.:63 47.71 25.24 17.73 13:96 11.70 lll.18 8.28 6.71 S.38 
88.98 45.79 '24.18 16.96 13.34 11.16 9.70 7.87 .. 6;36 5.08 
85.61 44.05 23:23 16;27 12.78 . 10.68 9.27 7.50 6.04 4.Í!O 
83.13 · 42.72 ::i:so 15.74 u.3s 10.31 8.94 u2 5.80 4.59 
Sl.03 41.62 :!1.89 15.30 11.99 10.00 !r.67 , 6.99, S.60 4.42 
S0.06 · 41.11 21.62 15.lo 11.83 . 9.86 8:54 6.88 S:Sl 4.34 
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·,, .. :, ,•.'•. 

• '• 18 Upptr 5.t;"'" ·1;oin1i· 

... ,: 2 4 6 8 10 12 16 2' ...... 32 
t 

súo 12 268.48 140,27 76.26 44;23 . 37.82 33.54 28)0. 23.83 20:30 '· 
14 248.09 12?.54 70.JS ·so.60 .40,73. 34,80 . J0.84 25.90 :.21.B:S ltl:57 .. 
16 227.70 118.RI 64:44 . 46;29 37.-23 '. 3\.78 28.14 23.60 . 19.88 16:8S 
18 207.31 108.09 SS.Sl ··U.99: 33.71 28.76 25;44 21.30 .tt91 . IS:l.2 
20 :186.92 '.97.36 S:?.61 37:69 .. 3Q.22 25.74 22.74 19.00 IS.93 13;39 
25 157.04 81.64 -~1.95 31.JS. 2S:09 21.31' 18.79 15.6). 13.04 lll.8S 
30 141.21 73.31 39.37 28.04:. 22;38 18.97 16.70 13.85 · 11.s 1 9.56 
35 130.29 67,51 36.21 25.74 20:si 17.36 IS.26 12:62 I0.46 865 
40 122.65 63,SS H.00 2·ÚJ 19.20 16.23 14.25. 11:76 9.n 8.01 . .. 45 116.90 60.52 32.33 21.92 18.21 15.38 ·13.49 11.12 9.17 7 .. 53 
50 112.40 58.16 31.03 21.98 17.44 14.72 : 12.89 . 10.61 8.74 7;16 
60 IOS.88 54:73 29.14 20.60 16.33 13. 75 ,.12._03 9.88 8,ll 6.62 
70 101;78 52.57 27.96 19.74' . 15.62 13.15 ll.49. M2 7.71 6:27 
80 98.14 50.66. .26.91 18,97 15ioo· 12.6Í 11.01 9.01 :. 7.36 5;97 ... 90 95.98 49.52 ' 26.28 1s.s2: '14:63 .12,29· 10.73 3;77 1.15 S,79 

100 94;19 48.58. 25.76 18.14 14.32 12.03 10.49 . 8.51 6.98 . 5.64 
150 . 87.76 45;20 .. 23.90 .16.79. 13.22 11.08 9.64 ·1.84 6.35 . 5.10 
200 .. 84.68 . 43.ss· 23:02 16;15 : 12.70 ·.10.63. ,. 9;24 7..SO. 6.06 . 4.84 
300 81.87 4Ül .: 2:tl0. : 15.55. .12,22 10.21 ·· .8.87 '7.18 5.19 4.60 
sea :79.71 40.97 2\.58 15.10 . 11.&S .9.89 • 3,53 6.94 5.58 4:42 . 

1,000·. . 77;90 40.02 21.06 14.72 11.54 9.63 ' 8.35 6.73 5.40 4,27 
2.00? 77.07 3.9:.S~ . 20.82 . 14.54 ll.'40 . 9;50 '8.24 6.64 .S.32 4'19 

. • 

, . 
'-. 1S . Upp<r _t'T'polnts 

1: 1 2 4 6 . 8 •.: ·, 22 32 
t 

109.61 63Si 48.i4 . ·. 34.15 12 : .386.24: 201.76. .7R.91 · 54.30 .. 40.46 28.99 
14 . 3SÍ:5 I IÍ!3.51 . ·99,59 71.62 . 57.61 49:22' 43:60 36.60' 30.86 : 25:14 
16 '316.77 : 165.26 .89.57 64.34 . 51.70 . 44.13 39:o7. 32.15 . 27.57 23:30 
18 282.03 147.01 19.SS . 51.06 45.so 39.04 34.53 .2s;90 · . 24.27 20.45 . 
20 247.29 .128.76 69.53 . 49.78 J'Í.89 33.96 30:00, . 25.04 20.98 . . 1}.61 . 
25 198.08 102.91 55.34 39.47 .31.53 26.76 23.58 19.60 '16:33 ' 13.60 
30 173;94 90.24 .48.39 ·, 34 .. 43 '· 27.45 23.25. 20,45 ·16.94 14.06' l!.65 . 
35 157.62 81.67 43. iO 31.03 24.69 20.88 18.33 15.15 12.53 10.34 

·40 146.51 75.84 . . 40.51 28)2 .22,81 . 19.27 16.90 13.93 tl.49 9.45 ~ 
'.45 138.25 71:51 38.14 27.00 21.42 . 18.07 15.83 . 1.3.03 10.72 . 8;79 \·.· 
50 . 131.90· 68.18 36.31 .·: 25.68 ·. 20;35 17:15 · . 15.01 12.33 10.13 8.28 7' 
60 122.78 . 63.40 33.70 23.78 18.82 15.83 · 13.84 11.33 ·. 9.ZS 7,SS 

.: 70 '.117;15 60.45 32:03 22.61 ¡7,g7 15.02 13.11 10.71 . 8.75 7.10 
80 1.12.17 57.84 30.66 21.58 17.03 14:30 12.47 10.18 .8.29 6.70 
90 109.25 56;31 . 29.82 20.97 16.54 13.88 . 12.10 9.86 8.02. 6.47 

100 106.85 SS.OS : 29.13 20.47 16.14 13:53. 1L'79 9.60 7.80 6:28. 
150 98.29 so;sG . t6:61 tS.70 14:70 . li29 10.68 8;67 7,00 S.59 
.200 94.26 48.44 25.st 17.86 14.02 11.71 10.17 8.23 6.62 . 5.27. 
300 90.59. 46.53 . 24.47 17.10 13.41 11.19 9.70 7.83 6.28 4.98 
SO-O . 87.80. 45.06 . 23.67 16.53 1:t!i4 ·10.78 9.34 7.53 6.02 4.75 

. 1,000 85.48 43:85 23.01 16.114 12.55 10.45 9.04 7.27 5.81 !:-!~ . 2,000 84.42 43.29 22. 70 U.83 12.38 10.30 8.91 7.16 s.n 
i 
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, . 
I • JJ . Upp.r 5'1. poloti ' 

. 'i r: 2 4 6 ·ª '·'º 12 16 22 .. 32 
:, 

.. '.ü 293.SO l 53.07 . 82.91 59.54 47.Sl 40.82 36.13 30.27 . 25.48 2Ú8 . 
j 14 27.·J.SS f4l.19 76.40 . 54.81: H.99. 3i;s2 33:19 27.77 23.35. 19.liS 
¡ 16 . 248.26 129 .. ~1 69.89 SÓ.08 :40.16· .· 34.22. 30.25 :.S.28 21.22 ·. 17.82 
: 18 :l.5.63 117.~ . 63:37 .45~35 36.33 30.92 2?:31 22.79 19.09 16.00 
'io :?03.01 105,56 56.86 '40.62 32'50 . 27.62 24.37 2.0.29 16.96 1.4.17 
'25 169 .. 86. · 5.S.16 47,32 

. 3l. 'º 26.88 22.79 .W.06. 16.64' 13.84 . 11.49 . 
'30. 152.30. . 78.95 . 4l28. 30.Q.t 23.92 20.24 17;79 14.71 .12:19. . 10.08 
; 35 140.20 ;1.59 38.EO · 27.52 21.87 18.48 16:22 1.3.38 l t:05. 9.11 
: 40 l3L71 68.IS 36.36 25~ 75: 20.44 17.25 . 15.12 12.45. 10.26 . 8.42 
c45 125.34 64.81 . 34.53 24.42 19.37 16;33 '1(30 ·11.1s . 9.66 t91.· 
:so 120.38 · .. ·62.:ZO 33.10 23.39 lS.52 15.60 13.6S 11.21. 9.19 7.51 
'60 113.1$ 58.41 . 31.01 21,SS: . 17.31 14.55 12.72 10.41 8.52 6.93 

70 108.62 56.03 . 29.72 20.94 16.54 ·13.90 . 12,13 . :· 9.91 8.09. 6.56 
80 J04.S9 53.91. 2a:s6 20:10 IS.86 13.31 11.61 9.47 . 7.71 6.23 

; 90 '10:t20 ,· S:Z.66. 27.87 19.60 15.46 12.96 11.3() ·. 9.21 7.49 6.~ 
·.1oa ./100,21,: St61 21.:io 19.19 15.12 12.67 . 11.04 8.99 7.30 5.88 
1$0 93.09 47.88 .·25.:6. 17.71 13.9l 11.64 : 10.12 8.21 .6'63 S.30 

. '200 99.71 .46.10 2.a.29 . 17.00 l3.3S lLIS . . 9.68 7.83 6.31 5,02 
• 'SOO ·86:60 44.47 23.39 16.Jf. 12.82 10.70 .9.28 . 7.49. 6.02 4.77 
~00 84.20 43.22 '22.71 .· l.S.86 12.42· 10.35 8:97 7.23 S.79. · 4.58 .··. 
000 82.20 42.17 . 22.13. 15.44 12.08 J0.06 .· 8.71 7.0\ 5.60 4.41 
poo 81.lB . 41.69 21.87 . IS.25 ll.93 9.!13 . 8.$9 6.91 5.S2 4.34 

:; 

\•",< 

··.·}.-: 
',· ;., ~ l .~ 11 Uppcr 14' ¡i<;tn11 !¡ 

¡ 

'.\, i: 1 .. l ' 6 .8 ·, 10 12· 16 22 32 

{ 1_:?.; 422.14 2:0.01 .:119.IS 85.49 63.66 58.S6 · SJ.83 .4Ml · .36.SI · . JÓ.77 
¡ 14. ·383.69 . ¡99;93 108.14 .. .77.52 62.21 53.03 : 46.90 39.25 32.96 . 27.74. 
¡ 16 '• .345.25 !79;78 97;12 . 69.55 SS.16 47;49 . 41.97 · 3S.08 · 29.42 24.71. 
¡ 19 306.81 159.64 86.Jl 61:59 •9.32' 41.96 37.05 30.91 25,87 21.68 
i 20 :63.36 139.49 . 75.10 SJ.62 42.87 . 36.42 32.12 26.74 22.32. 18.64 

: . . í 25. 213.94. 110:98 59.52 42.j5 33.76 ·:lB.60 25.16 . 20.85 17.32 14.36 
•. ' ) 30. 187.31. 97.04. Sl.90 36.84 29:31 24.78. 21.76 17.98 14.ss 12.28 

• 3S 169.31 , 67.61 46;76 33.13 26;30 22.lO 19.47 . 16.()4 13:23 10.88. 
¡ 41) . 157.01 61..20 43.26' 30.60 24.25 20.45 17.91 14.73 12.12 . 9.92 
'45 147.98 '76.44 40.66'. 28.72 22.75 19.16 16.76 13. 75 . 11;29 9.22 

.. ho l~0.98 · n.11 3>.66 i1.zs 21.53 lS.16 IS.81 13.00 10.65 8.67. 
i) 60 130.95 67.53 35.80 25'.22 19.91 16.73 ·14:60 11.93. 9.74 7.9.0 
: 7() 1:24.77. ,;4,:9 3H..; 23.9~ IS.S9 ·JS.8~ 13.82. 11.27 9.18 7.42 
; 80 119.29 .61.42 3?.4.8 2l8l 17.98 1S:o7 : 13.12 10.68 8.68 . 6.99 
! 90 ·. 116.08 . 59.74 31.S6 22.16 17.44 14.61 12.n 10.34 8.39 6.74 
:100 113.'·13 59,36 30 SI . 2ÚI 17.00 H.23 12.38 10.06 8.IS 6,S4 
BO 104:00 53.43 28.13 19.68 15.44. ·. 12.90 11.19 9.06 7.29 .S.81 

. . 1200 . 99.51 .SJ.11 '26.86 18.77 14.71 12.27 1063 8.SS 6.89 5:46 
.: . · .. j300 ·'95.56 . 49,01 25:12 17.94 14.04 11.70 IOJ3 . 8.16 .. 6,53 5J5 

.. '.St'il. '92.4.9 '47.41 2US. 17;31 13.H 11.26 9;74 7.8) 6.25 4.91 
: '.ooo 8'1.93 46.07. 24.12 16.79 13.11 10.90 9.42 7.56 6.02 02 
'ooo ·~¡(77 45.46 23.79 16.55 12.92 10.74;., 9.27 1.43· 5.91 4.6l 
' 

\, 
' \ ' 
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I · .. 
• ~ 20. . u¡ip~r si:. p<>in11 

. r( 1 2 4 : 6' .. 8 :10 12 16 22 '. 32 ' 
.t· 

12 3l9.69 166.41 89.85 .6Ü3 Sl.S6 ., 43.91 3Ú9 32.41 lfl7 Ú97 
14 29·(70 153.33 82.70 5Ü1, '47.:Í8 40.33 35.60 29.71 24.88 . z.o,99. 
16 ', 269~ 71 )40.24 ·. 15~6 '54.00 43.20 36.74 32.42 .27.02 · WS9 '· 19.110 
18 244;71 127.IS 68:41 48.83' 39.03 ·33.lS 29.23 24.32 20.lo ' 17.01 ·' 
20 '219.72 · 114:06' 61.26 Ü66 '34:85 '29.57 '26:04' 21.62. 18.0l ¡5;02 
25 183.11 94.89 .. · so.so '36.09' 28,73 24,32· '21.37 17.68 ,' 14:6s 12.IJ 
30 .16l.7S M.15 45:2L n.o9'. zs-50• . 2L54 1s:90 15.60 12.88,: . 10:61 
35 150.40 ' 77.77 41AS 29.34 '23:27 '19.6) 17.20 1Ú6 11.66 : .. · 9;57 
40: '141.07 72.88 •38:79 27.41 21.n 18.30: 16.01 p.15 JO.SI. 8.84 
4S IH:os 69.20 .. ·, '36.7.8 ·. 25.96 20.SS : 17,29 : 15:12 12.40 1M6.:. 8.29 
50 . .12!tS6. 66.JJ. 35.21 '24.83 19:63' .· 1.6.SI 14.42 ll:SJ 9.66 '' 7.86 
60 120;59 62.16· 32.94: 23.19' : 18.30.' ,15.37 .: l3.41 10.95 ·s:9J 7,24 
70 llS.60 59.55 '31.51 '22.16 .•17.47 14.65 ' . 12.71 10.42 s .. 4s. 6.85' ... 80 111;15 '57.22.;' 30.2$ •. 2L24 '16.73 14.02 ;. 12.:Íl ' 9.94 ,' 8.07 6.50 
90 103.52'. · 5H4 29.49 :20,10. 16.29. . 13.64 .. 11.81 9.65 1.83 6.29 '' 

lOO 106.33 ·54,70 28.IÍ7 :20;25 1sm. ; ·:13:33 11:6.0 '• 9.42 7.63 '.6.12· 
150 '98:49 · .·· so.iio '26.63 18:63 14:62 ' 12.21 ' 10.60. . 8.SS .· 6:91. '' 5.5 l 
200 94.76 .4S:64. .lS.S7. ·17.86« . 14.oo u.68 \10.13 '8.18 ··<::~:;·.· .. · $;il 
300 .91.34 46.85. 2U9. 17.16 13.43 ',· 11.19:. t~:· .. ·: 7.81' 4:94 ' 
500 ',88.70 '45;47. '.23.84' ,16-61·. 12 •. 99. 10.Sf ',7.52: ' .6.01 ·. 4.73 

.·1.000 .86.SO ' 44.32 '' 23;2t' '16.16; 12.63 ; '10.50 9;os ... ·. 7:29 ' :; 5.81 "4.56 .. 
2,000; 85.49 :~3:79 22.92. ' 15.95 ·1.2.4~ 

" 
10,35 •·.· 8.95 7.18 •. 5.72 4.48 

r. >· 1 2 

' 12 .· ,459.41 :239.10, 129.04' 92,34. .73.99 ' 6Ü7 ss:63 · 46.45 39;92: ,• 32.!Íl.· 
14 ·:417:11 .216.98' 111.00 ·, 83.65' 66:9s' 56:91 . so:30. 4¡,9i; . 3S;l2 29.S.4.· 
16 374.82 194.86.• 104.95 74.97 : 59.97 :, 50.91 ·44.97 37;46 .·31:31 '.!6.::S 
ti 332;52 172.74 ·. . 9291 ' .66:28·'.' 52:96 .44,97- . 39.64 •32.97, 21:s1 ~ '23.01 
20 290.22 150.62 80.86 57.60. 4S.96 • 38.97'' 34.31 .28.4B .23.70 J9.7S 
25 230.38 119;33 63.83 45:3l'' 36.0!' '30:49' 26;78 . 22.13 18.33' . 15;14. 
30, 201.1.4' ', 104.05« •ss.sf .. ~~'.~ 

'31,22; •26;35« ; 23.11· 19.04' 1S,7i . 12.92 
35 18L39 93.72 .49.90 27.96 23.57 20.63' 16.96 13.95' lL.,13 
40 '167.9S 86.70' ·46.08 ,, '32..53 2s.1s 2L67 18;95 · 1s:ss . 12.75. 10.41 
45 157,97 81A9 43.25 3Q.49 24;!0 )0;·27 ' 11:71' .14.so 11.86: ' 9.66 
.so U0.29 : 71.48 '4í.07 .. '28.92: ' 22.84 '·.· 19:19 16;75 ·.·13:1¡9,' !Llli . 9.os 
60 '139;29 71.74 ' 37.95. , 26.68 ' 21;03· 17.64 15.38 ' 12.54 10.21 s;2s 
70 132:51 68.20' 36.0) . lS'.29 '·'.19.92 '16.69 ' '.14;53 11.83" 9.60 7.74. 
80 126.SO • 65:06 ',34.33 24.<i7 <· 18;93 ·1s,ss . '13.78 u.20 9~07 7.28 i' 
9.0 122.99 63;22 33.33 23;35 18.36 1S.3S. 13,35 10.83 8;76· 7.02' 

100 120.09 .6t71 3251 lZ.76 17.88 14;95 .12.99' 10.SJ 8.50 .6.80 
ISO 109.78. 56.33 '29.59 ·20;66 16.19 13.50 11.71 ' 9.45 1.59 6.02 
lOO l~.93 53.80 '28.22 ·' 19.68 ·. IS.40 1282 11.10 '8.94 .7.16 S.66 
300 100.53 SI.SI 26.98 18.78 14.68 12.21 ' 10.56 ,8.49 6.77 S.33 
500 97.17· 49.75 26.03 18.10 14.13 11.7,$ 1G.l4 8;1J. 6;48 S.07 .. 

1,000 94.39 ' 48.30 25.24 17.54 13.67 .. 11.JS 9.80" 7.84 6.23 4.86' 
2,000 93.11 47.63 14:aa 17.28 13.46 ll.17 9.64 7.71 .U2 4,77 
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Apéndice e: Compa~acÍ.6n ~ntre diferentes 

(Obtenido de I'Co · 
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, Tobl~. In.. . c,,;;;p¡,,.¡,.,,,,: n/ '11ppmrim111im1.1. tii ""' Vpf,.,, I'qrr11f<tf:( 
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23 
33 
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·.· .. · .ca 
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43 ·, 

. ·43 

,, 

33 
43 

43 

Í'.ii11(.1 1if ·j•¡ wlié·i1 ¡>::. :! 

Fram .c~:1clé:cu. 
. (ll0Íl'lliii1: ·, 

· &:Órulii>s> 

'1s:SG 

IS.67 
14.62' 
14.10 
13:58 

33.05 
. 3J:f.J ·. 

44.32 : 

40:11 
<39.03 

J'r<im n¡1¡;róx •. 
' ~.d.f. 

'(rillaÍ) 

18.07 
15.Z7 

' 24.:iG. 
13.81 
13,33 

32.68 

3Ú9} 

' .. · .. 
40.23 

38.61 . 

·:4,¡, ·IG·· ·· 

f.~0~1. p, &: Pi·· . 

. cf'm~I & S.ian~n) 

·-

3.1,<í.I, '. ' ' 
31'.64 

'''"''' ·. <ji~)' 
' 18. 46 

15. S!I . 
' 14.59 

14 •. 09. 
13.59 ... · 

· · Cor;pariso11 of Approi:ii1i11iio~s llJ th~ Upp~r l'C"wiÚgc 
·.· ' ? Pol11tJ ~f TÍ wht;ii':<z; ' .·· ' , ·. 

From eirnct c.tl.f. 
, (Uot~llinr. 

& Grubll!) 

57 •. 87 
51.58 
4a:·s9 
55.38 

:!l. 41' 
19.87,' 

. 19 •. os 
' 18.'30 

.SS.~ 
50 .. 36 
47. l>t 

&t31 

...;.165-

•',' 

.. · ... IÚo~ P• &p, · Friini :ásyn\p. · 
. . ' . . . . ' . . ! . . • 

(Pillni & S~ni.~on), . 

0.72' 
39. 29 

48.59 

55.38 55.26 



" Fr0m op¡>rnx. · 

c.J.r. 
(rillai) 

3-l 
« 
54 
64 Z!.88 
74 22:61 

$l 22.4~ 
g.a 22.31 

lo.t zqs 
uc 2'.!.00 
164 2L76-

21. 6:?. 

-

T:ib1e_21i. 

,•.··.: .• i. 

. Cn111f'11ri1o'n ,;¡-,.;lf'f'rnxi111'1Íiom to the VPf>"r l'i-rcmlagc' . 

/'tii11l~ ''Í n ;,..,,m)<=3 ,¡,,.¡ 111;4. 
' ' .. 

~~~-~'~i~ts,, 

From fi;&,,~:> Fromrió)-mp. From 
.. 

·From·¡l,:&íl1 FromMymiJ: "-"~n>it. 
<riit1i& · (l'ilioi & .. '• KriCs c.d:f. ··· $Cf1CS 

·' S;un_<on) . (ltn) (liil!.~if _··· ;(lt~i 
,, 25. 31 

24.2~- -
23;59 .-

23.17 23.16 28.95 

22.92 22.85 )8.62 29.11. 

22.61 '22. 62 •-" 2Ú6 ·. i 28.74 

22. 44 22.:C.F 28.15 j8;46 28.46 

Z?.30 ti :iO :if ;'!13 28,23 2&23 
22:05 .2:?.()I) .. iii. 6t 27.00 27: l!9 
21. s.·) 21;52 27;'26 27~~5 ". '.2?;46 
21.66 2i: fió ' :?7· 00 Z7.i9 ,Z7.2l 

'" :ii;ro· ., -- '26. 22 -:' 

· Co11;pari1ora of~ppró;rirnati~/1s,t~ th~ Up;~_/>irüntai~ .. ... · 
r~;~úo¡ 7': u;;.;,,p:=a ~"d 111,;,i4 

Fio111)1 & ¡., Frómjsymp. F;,,in approíL. Froirl p, &p, 
· .{P;n;; e. ién~ • · 'c::d,I. · · ¡r;n;.¡ & 

(lto) · ·_.(Píl~Í) &m•on)> 

'71:76 53,71 ' 
68. 34 > 19.ú ' 

· 66.28' · 16.41 : 
&t91 7ús .. 

60.,14. 

58.13 

71;61. 

70;59 

_69.51 

GS.99 
\ 

'' 87;0-I 
si:49' 

•12.01 
c?l. 03 

6!1.50 

69;03 . 

serieá 
·: (lto) ) · 

· -BG.25 
sitio 
78.oJ 

. 76:01, 
1.:61. 
73,50·· 

72.67 

72.0l 
.71;02 

69,80 

69.rn 
. 66. 21 -·-,-------...... --

' "I~; .. ; ' 



. . 

'fablc.3:1. Cmnj•~r(!-11~~ ·~if ,.·lJ>./iro.citi1aiili1is lo 111·~ · L f/'''I" · .& tiu ~11ub~ 
J'oinis pin .¡t',11'11 p>=4 uiitf m~5 . 

. ' . ' . 
5•' .. roints :1% poliits 

" From n¡1prox. l'roni ~ 1 & ~1 Fron\ n•Y!'IP· From.•¡i¡110~ l"íon~.P• S:._~, .l'rom n~ybl¡. .. 
c.d.f •. (Pillaí& 1crlcs• éd.f.·. (i'itl~i & at:ri~ 

. (l'illoi) Siiri>.•lm) 
.. 

(h~) (Pilbi)· . .Soin•~nl (!to) 

35 37.9.i 39;21 .38.99 4G:b"!I. 49.46 4&82 
'• 

45 36.36. 37.:l'i 37.10 4t29 4G.!:!G 45. 9G 

55 35.28 36.01 35. 96 42. 9() 4~.38 . 4-l~4. 

65 •. 3'1. 72 .• 35.25 . 35.ro. 42.11 43.19 43.Íl 
·• . 34.29 a.1: 12 4¡;4s 75 '3·1 •. Glf.' ·43,35·. 42 .. 3() 

85 33.9S 34.211. 3-1.25 40.9G .1: 74 .41 •. 69 

95 33.67 33.95 . 33. 93 . 40.51 ·11.;,•tl' .. .. 3t2J 
100 33. 43 33. 7ó 33. 611 .. '40, l_!l .. ··40.&I 
125' 33.u 33.33: 33;30 39. 7ú ·. .. _.0;30 .. 

32. 74 
r:.·. 

165 3Z: S.l 32.82·•. 39.19 39,58 

205_· : 32. 45 32.55 3:f&4 38:85 .· .. · 39; 14 
3¡;41 ..,.. 

Co;11p<11~so11. uftlppruii111<11io11s l~ tM ~pper l'crct11tagc · · · . 
·.·. :- ::_·.· · .. ':·.··!_ .. · . . · ' 

Points o/ T: u-ht11 p=4 11n~ ri1.= 15 

Table 3b: · 

;·• 

... From'approx. Fro~ ,;,&}1 .From osymp .. .Fr~ín a11Í1ro~ Froín ··.·,~,l.& ... ;,~ :Pr\Ím osyrnp. 
c~J.r. . (Pil!oi& series c.d.f. (i'illai & series 

Samson~ (ho) (l'itloi) Samson) · .. · (Í10). 

.100.?0 ' 99.95 113._61 · uaro · 117.23. 
9s.09 93. 97 J07.42 U0 .. 6i 109:87 

5.5 • 88.&l• 91.0s 
.... -

loS:S3 105.'47 91 •. 74 ¡03;4(¡ . 

65' s9: :.is• 89.57 89.J~ 100. 75 )0:?.77. 102.ss 
. 75 87.90 88.'05 87. 71 99.68,. 100:53 .... lOÓ.48'•. .. 

8S i!G.19 86.96 llú. 6,~,,. ··98::!6 99,{)3 ga;93 
95 85.83 SS.OS ·1!5. 8:! . 97.00 97;76 '9d·.1. 

JOS .85.oo 1!5.37. 85.15 !15.91 9G:79 96. 75' 
.125 ·'11-1.23 &1;31 111:15 !J.1:9!1 95.JI 95.3.5 
165 s:i. 14 -t!J. l~I ll:l:li\I !l:J.1;:i !13. 51; 9:1..58 ----·--200· 11:!.:11 1J:l::i1 11:!.l:I 9:!.li.:l · !l~. 511 . !l'J,5.1 ... 7'J .. 08 &l. 3ll 

'"Clic... l\">Ull• . .-..:in lu Lí.: il• error~· 
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Apéndice. D: Bibliografía de 

·1~-' .. Capífolo II 

. ' .· .:' ': " ' 

a) SecCión ANOVA modelo 
. . . . . . .· . . . 

. craybiÚ . .(¡961)~ , 

Searlé, (1971). · 

·. . . .·; ·.·· '· ''..·: 

· Secci6ü · MANOV.\ • módelo 

· .. i) . l.ndersón c1?só»I·: ;5~ utiÜz~ .1~ estadÍstiéa• 

· · · °ejetnplo es en B':f.ol~ta~ 
:. . ·,·· :·· - ' . '• .. 

;cole & c~1;~ie (19~·6)~· 
.. ,~~lk~fy R (dt;\Roy)/ .· . 

<De111pster (196Jh · 

'El ~j~mplo,é~ cori ~clii:l.one~ ant~Ó,~mJiric.as •. •· 
.· . . 

~os~et (1957h Utiliza Ú estadí.stié~ R (cÍf: Royj •. El 

•, ejk111plo.es c(),n medicipnes ·antrop0inétricas; 
·' ._ .. ··. ·,' ,. :·. . .·.-

Gabr¡el (1%s b). útiliza lá ~stadhti~á·R (d~·RÓy) •. ·• 
~- '': -· ·. ; .. ' .... '. . . ' . ' : .. ' " 

E.l eje~ploiés en Biol~·ía~ . 1 

; . ·... ' ·: 

Mardia (1971). Utiliza la estadística V (de Pillai). El 
- . . . ; 

Biología. 
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vii) Morrison (1967). UtiUza la estadística R (de Roy). Los 

l)jemplos son en Biología, medicina, bioquímÍca y sociofo~ 

.. gía. . . : 
. . . . . 

: ,, ' .·. ·,. .· - . '.·.. : -

vÜi) Mudholkar> Davidson & Subbaiah (1974). UtiHzan las est:a ' 

dis~icae W (de Wilks), R (de Roy) y To2 (Lawley~Hotelli~)~ 
El ej~m~lo :es en psicología. 

. . . 
. . . . - -

ix). PiÜ~i & Samson (1959). Utilban la estadística Ü
0 

( : C T0
2 ; donde C es una co~stante y T0 2. ~s la estadíst!_ . 
. .· . - ,. - -;: ' .... ''· 

ca d.e Lawley-Hotelling). El ~j.~mplo es' .Í:ori ·. ~diciofüis 

antropométricas•~ .. 

· x) Prl)sS (1972). · UtiÚ~a las l!StadístÍ.cas W (de .Wilks), R 

.(deR~y) yT0 2 lÚejriAfpl~ es en 

Lingv!s tica. 

. . 

. xi) , Roy & Gnanadesikan (1957)~ .· . .Utiliza la. estadisti~a R· (dé 

Roy). El ~jemplo .es. con ~di~i~íies. arifrop~métficas •. 
.' -. ' - .. - . ', .· ' . ' ., 

Roy, G~anadesika~ & Srivastava (1971). Uti~iian las··~~~ 
··.··.·.··.· ·. ·· ... · · ... • ,• : 2 . · .. ··•·· ·· ... ·. 
tadísticas W (de Wilks), T0 · (de Lawley-Hotelling);. y R 

(de Roy). El' ejemplo es en Química. ,. '. ·. ' . '• 

xÜi) Shapiro & Wilk (1965). Utiliza la estadística w (de . 

. Wilks)~ LOs ej~111plos son uno en. química y otro utilizan;..' 
. . . . 

do' mediciónes· antropo~tric~~. 

xiv) Smith, Gnanadesik<ln & Hughes (1962), utilizan las es~adÍ!!_ 

ticas W (de Wilks), T0
2 (de uwley-Hotelli~) y R (de ~oy) •. 

El ejemplo es con mediciones antropomét'dcas. 
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2.- Cap.1tUló III. 

Sección sobre normalidad, 

Andrews, ·Gnanadesikan .& Wamer 
,.... ·- . . 

cnafvidesikan (l96s). 

Héaly (1975). 

(1959). El ejemplo es 
. ' ' . 

. tiopométd.cas. · 

I>r~ss (1972)~ Elejemplo es ~~ LingÜísticá. 

Roy, GMnadesikan & SI'i~a's~ava ci!ln)~ ' Ei ejemplo es 

Qu!mii::a, 

v). .Tiku,(1971), El ejemplo es con mediciones ant~o.pométrfoas• . 

.e~tad!stica'W •• de Wilks •. 

i) Anderson (1958). El ejemplo ·es en Biologíá• 

Ú). Cole.& Grizzle (1966). Ejemplo en Biología. 
' -. • .... '.' .. . 

iii) Dempster (1963). • Ejemplo con .mediciones antropométricas •. 
• •• ·- ., ' > 

iv) Mudholkar, Davidson & Subbliiah (1974). Ejemplo en Psicolo• .· . ' . ' . - ·.· .·. ' \• 
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v) Presa (1972), Ejemplo en Lingvist:i.ca. 

vi) Roy, Gnanad.esikan C. Srivastava (1971). Ejemplo en Quínú.ca. 

vii) shapiro &. Wil~s(l965). Los ejempio son uno en Q~ímica y 

otro co':1 inedic:i.ones antroponiét~icas ~ 

c) La estád!stiea R de Roy • 

. . . ~ - _ .' .- , . .... . . , - ' '. . " \ 

i) . Cote & Grizzl~ (1966). Ejemp.lo en Biolé>g!a. 

ii) · Foster (1957) ~ Eje~plo con medi~ion~s. antroponétdcas' •. 
., .-... ' ·.-' . . . 

iH) .Gabriel (1969. ). Ejemplo e~ Biología. 

iv) Morriso~ (1967.). ·· EJemplos en Biología', méélic:i.na; bioquím.!:. 

, .. ca··.Y sociolÓgía. 

v) Mudholl<ár» Diivids'on & SÍibbaiah 

l~gta: · 
;·_, ' . - . . . ·. . . 

. vÚ ·P~es~ (1972); Eje~plo en:LttÍgÜistica. 
' • _r •••• • •• • ., ,.' ,. 

Roy &. Gnaµadesikan (1957). Ejem~lo co~.~diciones antro-. . •' ' . :' . ·.·, .·. ' 

pométi:icas •. 

. ~iii) Roy, criaruidesikan & Srivastava (1971)~ Ejernpl~·~n química. 

d) La estadística v. de Pillai. 

Mardia (1971). Ejemplo en Biología~ 

4.'- Capítulo v .. 

. Mardia (197Ú. Robustes de V (Pillai)~. Ejempfo e~ Biol~'Ía. 
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Apéndice E: Bibliografía de programas para MANOVA (Modelo I). " 

1.- Blackith & Reyment (1971), .~ .. 

2.- Bock .(1963). 

· ·3,- Boc~·'(l965), 

· 4.- Clyde, ·crame~ &Sh~ri~ 

s.- Cooley & Lohries (1962) • 

. ·. 6,:.:. Hem:re'~le, 

7~- Jolayne ServiCe. 

8. - .. Neld~r (l!)G~). 

9.-. Olson (1973)~ 

10 •. • Press (1972):. 
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