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INTRODUCCION

El objetivo de esta tesis es exponer y discutir un método de estima-
cibn para los modelos 1ineales propuesto y desarrollado por Arthur E. Hoerl y
Robert W. Kennard (15) (16), método que ellos 1lamaron “"Ridge Regression” {tra

ducido en el presente trabajo como "M&todo H.K.").

La tesis estd estructuradaz en tal forma que pueda servir a personas-
que han llevado un curso de regresién como los que se imparten actualmente en -

la Facultad de Ciencias de 1a UNAM. En consecuencia se incluyen varias seccio

nes que facilitan la comprensidn de los principales aspectos de este trabajo.-
Tales secciones son las: 1,1, 1.3, 1.4 y 3.1. Frecuentemente se hace referen-

cia al apéndice A, en donde incluimos varios resultados de dlgebra linea1;

E1 capitulo I contiene resultados bastante conocidos y es de cardc--

ter eminentemente introductoric para la discusidn del capitulo HI.

En el capitulo Il presentamos Tos resultados expuestos originaimente
por Hoerl y Kennard ademds de las diversas publicaciones relacionadas con el -
método H.K.

E1 capftulo 11l se inicia con una breve introduccién a 1a inferencia

bayesiana a partir de la cual damos un enfoque bayesiana al métode H.K. En eg



te. capitulo criticamos dicho método.

Uno de los motivos que nos 1levé a desarrollar esta tesis fue la ana .
logfa que existe entre el método de marquardt para estimacion de pardmetros en
modelos no lineales y el método de Hoerl y Kennard. Una discusign del método-
de Marquardt aparece en (4). También nos interesd ampliar la discusidn del en

foque bayesiano del.método H.K.




CAPITULO TI.

1.1. 'La distribucifn normal multivariada

Se dice que las variables aleatorias xl,....,xp tienen una distribu-
‘cién normal p-variada si existen p variables aleatorias Zl’ cees Zp. indepen
dientes, distribuidas cada una segin una N{0,1) y si existen p constantes -~ -

Upsse-s bp Y una matriz Apx? = (aij)’ no singular, tales que

4

2t A 3
B I R : + :
*s 1 ) \% .

£ - : ' (1.1.1)
Para derivar la funcifn de densidad conjunté

' f (X ,...X)
oo (x') = 1 p
X' xl.....,xp

- % £sta serd 1a notacidn que se utilice. Las matrices

s aparecen con letras ma-.
- yiisculas, los vectores columna aparecen subrayados. - L RO



veamos que la funcidn de densidad conjunta de Zy500e

1 \" -
foo (2') = f (295...2) = ( ) e
Z 2.2, P Vir
p
i,
n -5 z2'z
=( 1 e 252
Vor
Recordemos que
. dz
fy (5_)=f_z_. {z') X

SRR dz'
" donde W es e] Jacobiano de la transformacidn.

: En este caso
o z=at -
st denotamos A™! =“(b1j)vtevi§ghvs que

.
J

=bij

v utodel 'dé‘tenninantve de A", por consiguiente

i seg ' Vo= AR

¢ 727 de donde
o vt gttt oy At

'y deA.3yA.2 en el apéndice A

s Zp es de la forma

2,,2,

2
z, p)

1
7 {27+

- YE'n consecuencia, el Jacobiano de 1a transformacién es el valor absa-

fl b (42 o - Hln -0 ot - w] ||
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Iﬁ= iv‘1| - ‘(A'_l)' lIA'] l =|A'1’2

Claramente V es una matriz simétrica positiva definida., Utilizando~

la nueva notacidn, la funcidn de densidad queda come

e ) - e z(x-u) v (x - w) (1.1.2)

En adelante, 12 notacién
XNy (s V) (1.1.3)

“significard que X tiene una funcidn de densidad dada por (1.1.2).

Es interesante analizar 1a definici6n de 1a normal p-variada. Cada-
elemento Xi del vector X es una combinaci6n 1ineal de Zl,...,Zp,de aqui que en

general, Xi y Xj no serdn independientes. Se puede verificar qde

ECOmy) (K pmg) ) ECOX )0 =)

L]

VIX)=E((X - w)(X - n)') : :
E((Xp-up)(xl-ul)L..E((Xp-np)(xp-up))

= (a'ij) =V,
por 1o que a la matriz V se le conoce como matriz de varianza-covarianza.

También se puede demostrar que

E(X) =

Algunos teoremas que nos serdn de utilidad son 1os siguientes {ex- -

iraido de referencias (28), (33) y (34)).

Tacrema 1:

St X n Np (u, V) ¥ B es una matriz mxp de rango m < p, entonces




BX ~ N_(By, BVB') (1.1.4)

En particular, si P es una matriz ortogonal pxp tal que PVP' = j,don
de A es la matriz de eigenvaiores de V, entonces '

PX Np {Py, A) (1.1.5)

En este caso las covarianzas son iguales a 0.

Teorema 2:
Si X es un vector aleatorio tal que
E(X) =3 V(X) =E ((X-p)X-np)')=V

y A es una matriz pxp, entonces

E(X' AX) =tr (AV) + ' Ay, (1.3.6).

"

En particular,si A =1

E(X X)=trVv+yu'

y de -A.6 ; ;
E(X'X) = i.l Ay tu e : o {1.1.7)
1= : ! -

donde Ajs i=1,...,p son los eigenvalores de V.-

En especial, nos interesard el teorema 2 cuando X A Nb (o V). Do

Teorema 3:

Si X~ up(,._', V) la varianza de X' A X estd dada por




Var (X'AX) = 2 tr (AV)?

Si A=1

+4u' AVAp (1.1.8).

Var (X'X) =2 tr V2 4 4yt Wy
y de A.8

(1.1.9)

n
~
M-
5
n
+
I
=
<
=

Var (X'X)

Las demostraciones de estas propiedades se pueden encontrar en las -

referencias dadas.

Pasemos a analizar la estructura geométrica de la normal multivaria-

da. Por simplicidad tomemos p=2 y una matriz de. varianza-covarianza

2

V= (“1 voA>

0 022
y vector de medias

"1

uo=
Y2

De (1.1.2) podemos ver que toda la informacitn acerca de la.localiza-

cibn de Ta distribucidn se encuentra en el exponente. La funcidn de densidad-

para el ejemplo estd dada por
1 0
1 -
) 1 -z1 (xpmups Xpmugd {02 1 % - ]
fxgs Xp) = —=—— e 0 5.2
X1X2 JZn 919 ; 2 Xy =y

Jqualando fx(ié’ X3) 4 una constante nos queda después de sencillas operacio
1 .

nes,

'12' (Xl"ul)z + '1—2‘ (xz - UZ)Z =C
0'1 . 02 .



que es la ecuaci6n de una elipse con centro en (“l’ u2) y con ejes paralelos.a
“las coordenadas. Dependiendo de el valor de 012 y 022, las elipses se verdn -
como a) y b) de la figura 1.1.A. Si introducimos covarianzas, las elipses no

sardn paralelas a las coordenadas, como se jlustra en la figura 1.1.Ac.

a X1 b Xy c 1

Figura 1.1.A. Elipsoides de concentracién: a) sin co-
: 2 2 : 2 2
varianza, 0," > 0,3 b) sin covarianza, 0" <07 -

¢) con covarianza.

A estas elipses se les jlama elipsoides de concentracidon en el caso-
bivariado e hiperelipsoides de concentracidn en el caso multivariado. Los ' --
ejes de las hiperelipsoides estdn en la direccién de los eigenvectores de la -
matriz V. - Para ver esto, recordemos que la distancia de p al hipere]ipsoide -

es midxima en la direccion del eje mayor. Entonces, si maximizamos

(x-uw) (X-p)
sujeto a

- vl (x-we=c

encontraremos el eje mayo} de la hiperelipsoide. Bastard con verificar que el
eje mayor estd en la direccién del eigenvector correspondiente al mayor eigen-
valor y que los demas ejes estan también en Ja direbciéﬁ de los eiéenvgétores-
restantes. La demostraci6n es bastante sencilla utilizando mu]tip]icaddres”de'

Lagrange (28). Sea




LX) = (- ) (K- ) - A - ) V(R - ) - o)

entances

dL{x) 1

k- w - v - W

Igualando a 0 11egamos a que )
(1- whix-w-=20 - (1.1.10)

o de manera equivalente

C(VeAD (K-w =0
que tiene soluciGn no trivial si |V - AII = 0, En consecuencia, el eje mayor
estd en la direccion de los eigenvectores de V. Para ver en direccién de cudl
eigenvector se encuentra el eje mayor, premultiplicamos {1.1.10) por (X - u)'-
con 1o que k

(X =)' (1-ah) (x-w

(X - w)' (X-w) - aX - V-

"

(X-n)' (X-w)-2=0
tenemos entonces que la distancia
(X - (X-u)=ac

es maxima si A es miximo. Facilmente se verifica que los demds ejes ‘también--

estan en direccion de eigenvectores y que las hiperelipsoides estin mis alarga
das en la direccidn de los ejes correspondientes a eigenvalbfes grandes, ‘es de
cir, los eigenvalores serdn factores de elongacidn de Tas elipses. En la figu )

ra 1.1.B podemos apreciar 1o anterior.
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Figura 1.1.B. P, y P, eigenvectores de V con sus co-
rrespondientes eigenvalores.

Por dltimo consideramos la caracterizacitn de la distribucién normal

Singu1ar dada por Anderson (Ver Searle (34), p, 67). Sea
Zn~ Np (0, 1)
Entonces se dice que
X=AL+y
se distribuye segdn una normal singular multivariada
X~ st(u, M) ‘ (;.1.11)

si AA' no es de rango completo sino de rango j. Veremos una aplicacién de es-

ta distribucidn en el capitulo 3.

En Tla préxima seccién veremos que varias propiedades del estimador -
de minimos cuadrados son propiedades que posee la normal multivariada. E1 anik
Tisis presentado acerca de la estructura geométrica de la normal mu1tivafiada-
servird para comprender mejor los efectos del problema de multicolinealidad --
que se presenta en la seccidn 1.4 y de los métodos de estimacidn sesgada, que—‘

se presentan en el capitulo 2.
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1.2. El1 modelo lineal; propiedades

Consideremos el modelo lineal

Vi = bXip * blxil +oo... + bp xip tey, i=l, ...; ni. S ‘(1;2;ii"
con 5
E (ei) = 0 para toda i
0 si i#3
Elesey) ={02 si i=j
que podemos expresar en forma matricial como
Y=Xb+e . ‘ ' (1.2.:2)'7'

donde

1=

es un vector n x 1
X es una matriz n x (p + 1) de constantes

b un vector (p + 1) x 1 de pardmetros desconocidos y
e un vector aleatorio n x 1 tal que E(e)=0, E{e e'} = °21n
acerca del cual se supone generalmente que ‘

e~ N (0, o 1) (1.2.3)

Es frecuente que )(].O = 1 para toda i, de tal manera que (1.2.1) que-

da de 1a forma

Yf = b0 + blxil + bz)(].2 +oo, + prip te, LRI TN | (1.2.4)

Decimos que el modelo Tineal es de rango completo si X es de rango -
completo, en otro caso diremos que es de rango incompleto. En este trabajo -
nos interesara el modelo de rango completo. A menos que se‘especifique 16 con
trario, nos referiremos a este modelo; si bien trataremos un problema en donde

la matriz X "dista boco" de ser singular.
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Algunos de los objetivos del andlisis del modelo lineal son:

s . . 2
1) Estimacién de los pardmetros desconocidos b y o
2) Probar hip6tesis acerca de los pardmetros.

3) Predecir valores de Y para alguna combinacidn de Xo”"’ Xp.

Son bastante conocidas las propiedades del estimador de minimos cua-

drados.
b=ootxy (1.2.5)
que es el que minimiza la suma de cuadrados residual (SCR)
SCR(b) = (Y - Xb)' (Y -%Xb) =¢'e {1.2.6)
‘asi-como las propiedades del estimador de o2:
2 (Y-Xb) (Y-Xb) (1.2.7)
P

Mencionamos & contipuacién algunas de estas propiedades (34):

1. Dentro de la clase de estimadores lineales insesgados de b, B es
el estimador de minima varianza. Por esta propiedad se dice que §.es el mejor

estimador 1ineal -insesgado (MELI) de b.
2. s2 es un estimador insesgado de 02

Bajo la suposicién de normalidad (1.2.3) tenemos ademds:

300 Baw (b, 20 h (1.2.8)

2
n - pls 2
b) _(_.;ZP_L N X (n=p+1)

4. Dy s® son independientes.
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5. B es el estimador de méxima verosimilitud.

~ Py > : . . s >
6. by 52 son -estimadores suficientes, completos, suficientes mini-

males, consistentes y eficientes.

7. De (1.1.8) tenemos que E(ﬁ'_ﬁ_) = crz tr ()(‘)()'1 +'b (1.2.9)

de donde

E(B - b)' (B - b)) = o tr (XX)7} (1.2.10)

8. De (1.1.8) tenemos que
var (8'8) = 2 o® tr 0X)7% 4 4 o2 (X0t
¥ como 3 -bn Np {0, 02 (X')Ohl) , entonces

Var {(B - b)'(B - b)) = 2% tr (X0 (1.2.11)

9. Si L es un vector (p+1) x 1 de constantes, L'D tiene minima va-

rianza en la clase de estimadores lineales insesgados de L'b, ademds

LB N (b, ofL ()L (1.2.12)

p

Podemos apreciar que el estimador de minimos cuadrados satisface va-
rios criterios de optimalidad {eficiencia, suficiencia minimal, mixima vergsi-
militud, minimos cuadrados) lo cual lo hace bastante atractivo, sin embargo no

temos que. varias propiedades dependen de la estructura de la matriz X'X.

Veremos en las proximas secciones que esta estructura es critica --
cuando se quiere una estimacidn precisa de b, cuando se quiere hacer una pre--
diccidn de Y en una regidn de interés o cuando se quieren probar hipotesis --
acerca de los elementos de b. Para analizar esta estructura presentamos en la
préxima seccién la matriz de correlacifn; en la seccidn que le sigue plantea--
- mos el problema de multicolinealidad y analizamos los efectos que tiene sobre-

las propiedades del estimador de minimos cuadrados.




<14 -

1.3, La matriz de correlacidn

Para encontrar el estimador de minimos cuadrados es necesario inver-

tir a la matriz X'X. Recordemos que

2
ZXw ZXmXi1 ..... Z'X,io x‘lp
1] 2
X'X Zx“}xn X . B
. 2
inoxip ......... ZXip (131)
o bien, si Xio =1para i = 1,...,n
n ZX“. inp .
2 V
Xy Ty
X'X = . ..
o T ‘T 2 (1.3.2)
ip ip

Pur varias razones es preferible utilizar 1a matriz de correlacidén -

en vez de X'X. Estas se mencionan a continuacidn:

1. La inversidn de X'X puede 1levar a errores de redondeo debido: -~
principaimente a que los niimeros que aparecen en los cdiculos son de d‘lferentev

-orden, o bien, porque X'X puede estar cerca de ser singular 'y hacer que el -- .

algoritmo de inversién sea ineficiente (6).

2. Al utilizar la matriz de correlacién tenemos una medida de la --.
asociacidén lineal de las variables independientes Xl"' .y Xp asi como de éstas

ittimas con 1a respuesta Y.

Esto aumenta la comprensidn de la estructura del espacio de parame--
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tros y también se aplica en diversos métodos utilizados en la seleccién de va-

riables.

E1 procedimiento para obtener la matriz de correlacidn consiste en ~ °

los siguientes pasos (6):

1. Centrar las observaciones

2. Estandarizar las observaciones.

Primer paso.

Sea el modelo

Y, = bo + b1 X11 ...t bp X1p te, i=1,...,n (1.3.3)

o n
- Xi 5
sea X = > -4 3= Lyeeuyp
-

-

Podemos expresar las observaciones .en términos de desviaciones con -

respecto a la media (centrar las observaciones):

Y; = by + by ¥y + by Xy +...+ bp xp + b1 (x,.I1 - Xi) +

bz()(i2 - X2) +""+bp(xip - Xp) + ey

+ .

- ' TR .
= bo + b1 Xqp * by Xip *eeint bp x, +e., i=1,...,n ‘(1.3,4) N

>

+....+b X

Yo
en donde bO bo + b1 1 » ¥p

En.notacidn matricial,

Y=1b'+X4 +e (1.3.5)
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donde 1 es un vector n x 1 de unos

X1q *1p by
Xoqg « = v« X b
X = 21 2p 4 -2
Xﬁl P xnp bp

n
Como ;E xij =0 para j=1,...,p tenemos que las ecuaciones normales -
1=1

de (1.3.5) son

n 0. ..... 0 b, ‘)_‘vi
2
LD R IRT 2 ITL TS B T E"jlYi (1.3.6)
6 Z:i. X X 2 5 xE Y
il%ipT © & %p p ipi

Por lo tanto, independientemente del valor que tomen bl’ b2""'bb’
el estimador de b,' s .

) va" =y (1.3.7)

y en consecuencia reducimos el problema a resolver el sistema de ecuaciones

2
i:?il e e e e .ijxilxip b1 53*§1Y1
2%y, ba 1. (1.3.8)
3 e 2 , :
Z:xilxip ...... Ry bp szipvi

0 bien




Segundo paso:
2 [ RY2
. Xeo - X,
sen YD ST z__u_n_;_’_
J 1 n i

y A una matriz diagonal p x p

Y
5 1
A= )
A .
5p
entonces. {1.3.5) es igual a
Y=1b + Blhee =1b' + g+ e (1.3.9)
con
u %12 ..., *1p
51 S, S
Xa Yee ... Xep
X=3A= 5y S2 5p
fﬁl fnZ ..... fﬂg
5 s, S
s1by By
B = A-I& = Szbz = 82
s'b B
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Luego,
2
x50 XYoL X Xi1%ip
512 5155 51 Sp
TXi%iz ZX2 L. :
X = S1%2 55 :
: e 2
SHTKD e 2 Xip
51 Sp : sz :
Ma: "1p
_ .- Lo Tap. (13200
.............. 21

donde rU. = correlacidn de Xi y XJ.. Todos los nimeros que aparecen en la ma-- .
triz X'X estan entre -1y 1. Esto evita los errores de redondeo mencionados -
anteriormente y permite tener una medida de la asociacidn 1ineal de las varia-

bles, como 1o es rij‘

Por otra parte, tomemos el lado derecho de 1a jgualdad (1.3.8)' y da-:

do que .
2N v = - (Y - T)

tenemos la iqualdad

Exgy Yy Zxﬂ (Y'i Y
Expg Y| [ Fr2-D (Laan)
Z Xip Y‘i inp (V]. -Y)
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- Estas ecuaciones son las que se obtienen si se supone el modelo

Y=Y-1y=Xa+e (1.3.12)

La notacidn {1.3.12) es solamente convencional (ver apéndice B) pues
to que el modelo correcto es (1.3.9). Utilizaremos la notacién (1.3.12) cuan-
do el interés primordial se centre en la estimacién de g y no tanto en la esti

: +
macién de bo .

1.4. E1 problema de mu]tico]inealidad

Hicimos notar en la seccidn 1.2 que varias de las propiedades del e5
"timador de minimos cuadrados dependen de X'X (de X'X en aquella secci6n). So-
bre X'X el lnico supuesto que hemos hecho es que sea de rango completo, es de-
cir, las columnas (o Tos renglones) son 1fnea1menteindependfentes y por 1o‘fag
to forman una base en el espacio p-dimensional. Esta base es ortogonal si --
X'X es una matriz diagonal y, dado que es una matriz de correlacibn, su deter-

minante vale 1. En caso que X'X no sea diagonal tenemos el resultado

0< |xx| <1 : (1.4.1)
al cual se 1Tega utilizando Ta desigualdad A.4. Si X'X es de rango incompleto
tenemos que |X'X i= 0. Entonces, un sintoma que indica que nos acercamos - a-
una matriz de rango incompleto es, que el determinante es cercano a 0. Sean -

A Agse e Ap los eigenvalores de X'X. De A.5 sabemos que

1] -
x| = 2y agen,
entonces otro sintoma de que nos hemos alejado bastante de la ortogonalidad, -

es el hecho que algunos eigenvalores son cercanos a 0.
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Estos 2 sintomas nos sirven para detectar 1a presencia del problema-
que los econometristas han 1lamado multicolinealidad. Una manera de definir -
el problema de muticolinealidad, como lo definen Farrar y Glauber (tomado de -
(43)), es en términos de desviaciones de la cortogonalidad. Por ejemplo, Fa- -
rrar y Glauber proponen 3 pruebas que "detectan la presenciay el patrén de mul
ticolinealidad" bajo la suposicidn de que los renglones de X prov{enen de una-
distribucion normal multivariada. Varias criticas se han hecho a Farrar y -
Glauber dado que una prueba es incorrecta (43) ademds de que la suposicion --
acerca de los renglones de X provenientes de una distribucién normal multivd--
riada es muy restrictiva (20) (31). E1 problema bdsico presente en el enfoque
de Farrar y Glauber es que se avocan a detectar y remediar los sintomas pero -
no necesariamente resuelven el problema de multicolineatidad. E1 defecto de -
su enfoque radica en su definicidn del problema de multicolinealidad. Siguien
do el enfoque de Johnston (19) y Silvey (36) presentamos las consecuencias de-

la multicolinealidad para de alli buscar la esencia del problema.

Recordando que
B (s o (107 ' (1.4.2)
vemos que 1a multicotinealidad o no ortogonalidad se refleja‘en la matriz de -
varianza-covarianza de § . Tomemos como ejemplo la siéuiente matriz de:corre-
lacidn:

12 13
X'X =

13 23 1
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E1 determinante
T 2 2 2
D= |X X| =1+2 r12 Y13 P23 - r12 - T3 -3
y la inversa es

2
1 -ry P1323 " T2 T12"23 " 13
2

COI R S RS ELr S ROV RN F12M13 " 23 (1.4.3)
r r’ -r riolya=r l-r 2
12°23 13 12713 723 12
Por ejemplo, si r12=.1 . r13=.8 s r23=.6,entonces ,D = .086

7.462  4.419  -8.605
(xx)" 1l = 4.419  4:186  -6.046 (1.4.8)
18.605  -6.046  11.512

De (1.4.2) y (1.4.3) vemos que una de las consecuencias ‘de la multi-
colinealidad es la estimacion imprecisa de los pardmetros reales . Compdrese-

de (1.4.4), var (By) = 11512 o
2

con la varianza de B, en un sistema ortogonal:
Var (83) =g

La diferencia es dramitica. Ademis éi Yy éj. i#j, estdn-en el ejem--

plo muy correlacionados, luego entonces, 1os errores que se cometan al estimar
estardn correlacionados. Esto 1o podemos ver mds claramente transformando- la

matriz (X'X)'1 en una matriz de correlacién C. En el ejemplo

SN | -.929
¢ = 792 1 PN U (1.4.5)
-2 -8 1 '

Si un elemento de ﬁ se encuentra alejado del valor real, debido a la
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estructura de la matriz de varianza-covarianza, otros elementos de 8 también -
se encontraran alejados del valor real. En el ejemplo tenemos que la correla-
cién de él y 62 es .792; si B, estd sobre_estimado, B, también tenderd a es--

tar sobreestimado. En este caso é3 tenderd a estar bajoestimado.

De 1o anterior podemos deducir que é puede estar muy alejado de 8; -

de hecho tenemos de (1.2.10) que

E((R - 8)' (F - 8) = o tr(x'x)" 1 (1.4.6)
y de A9 y A 6 resuita
o ()l = g - (1.4.7)

=
donde Ai’ i=1,...,p son los eigenvalores de X'X. Si algin A; es cercano a 0,
la esperanza (1.4.6) serd grande relativa a la esperanza cuando X'X es ortogo-
“nal, En el ejemplo E(( - g)' (& -8))~= 23.14002 . la podemos comparar con-
3 cz que es la esperanza que se obhtendrd en un sistema ortogonal. Por Gltimo,

de (1.2.11)
Var ({(B-B8)' (B-8) =2
y de A.8 resulta que

i p
2t tr(wx) = 2 3 L (1.4.8)

.
it

—

P

Resumiendo 1o anterior podemos decir que 1a multicolinealidad trae -

como consecuencia una falta de precisién en la estimacidn: los pardmetros esti
:madoﬁ pueden estar muy alejados de los parametros reales y ademds algunos o to
) dos los pardmetros estimados pueden estar muy correlacionados. Ademds “resul-
ta extremadamente dificil, si no imposible, desenmascarar las influencias re-

'1at1vas de Tas diferentes variables" (19)
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En la figura 1.4.A se ilustran graficamente algunas de estas conse--

cuencias

4 — & Y
— L4

a) b1 b) !

Figura 1.4.A. Intervalos de confianza para B, ¥ B, a
un]mismo nivel a para a) X ortogonal b) X n& ontGgg
nal.
Otra consecuencia de la multicolinealidad se presenta cuando se quie

re utilizar alguno de los métodos de seleccibn de variables,Marquardt {25) ano

ta que las condiciones presentes en la multicolinealidad "desestabilizan todos

1os' criterios que uno puede calcular a partir de la estimacidn por minimos cua -

drados, llevando a una seleccién de variables altamente inestable".

Por G1timo, Johnston (19) ve como una consecuencia de la multicoli-
nealidad que el afadir algunas observaciones adicionales al conjunto original
de datos produce algunas veces cambios sustanciales en los parametros estima--

dos originaimente.

Esta G1tima consecuencia nos da la clave para.encontrar la esencia -
del problema. Cuande X'X es no ortogonal, estamos trabajando. con menos informa-
cidn que cuando X'X es ortogonal. Vemos entonces que la esencia del pfoblema:_

es la falta de informacidn. Es por esto que disentimos delrenfoque dado, por-
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ejemplo, por Coxe (3), en donde trata al problema de multicolinealidad como un
problema numérico. Visto como un problema de falta de informacién, Silvey (36)
estudia como se afecta la precisidn de las estimaciones al aumentar n, el nime
ro de observaciones. Analizando 1a estructura del espacio de observaciones y-
viendo en qué direcciones la informacidn es escasa, propone incrementar la pre
cisién de las estimaciones el igiendo optimamente nuevos valores de las varia--
bles independientes. Sin embargo, este método no es aplicable cuando por algu
na razén no es posible elegir (o disefiar) los nuevos valores de las variables-
independientes. Ademis, el problema de multicolinealidad se presenta general-

-mente en estos €asos.

En el proximo capitulo veremos como Hoerl y -Kenmard buscan también -
incrementar la precisidon de las estimaciones, pero a diferencia de Silvey, que
se basa en el estimador de minimos cuadrados, ellos proponen otro tipo de esti

madores.
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CAPITULO 11

2.1. El error cuadrdtico medio y la condicidn de admisibilidad

Ante la imposibilidad de encontrar dentro de la clase de estimadores -
lineales insesgados de g un estimador con menor varianza que el estimador de -
minimos cuadrados y con las caracteristicas poco atractivas que este dltimo --
posee en problemas de multicolinealidad, entonces 1a proposicidn de buscar den
tro de otras clases de estimadores (por ejemplo estimadores lineales sesgados,
lineales con un sesgo fijo, no lineales, etc.}) alternativas para resolver es
te tipo de problemas, es bastante atractiva. Para poder comparar a § con - -
otros estimadores necesitamos un criterio méds general que el de minima varian
za. El1 criterio que mas se ha utilizado es el de minimo error cuadrdtico me--

dio (ECM). Este criterio se puede plantear como sigue (2):

Dada una clase de posibles candidatos a estimadores, encuentre aquel

‘estimador g* que minimice
ECM(B) = E((E- 8)' (B-8) (2.1.1)

Observemos que si tomamos la clase de estimadores 1ineales insesgados,el crite

rio de minimo ECM coincide con el de minima varianza.

$i.desarrollamos {2.1.1) 1legamos a que

ECME) = £ (B - EB)' (B - £(B)+ (E(@)-8) (ELD)-p)  (2.1.2)"
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E1 primer t&rmino del lado derecho de la igualdad corresponde a la -
varianza del estimador y el segundo es una medida del sesgo del mismo. (Aunque
estamos utilizando la notacién para el modelo lineal, podemos pensar en otro -
tipo de estimadores, {2.1.2) sigue siendo vdlido.) Surge.naturalmente 1a duda-
de si tiene sentido perder la propiedad de insesgamiento y tomar en cuenta es-

timadores sesgados. Veamos Ja figura 2.1.A.

Figura 2.1.A. f1 es la funcion de densidad del estima

dor insesgado y de minima varianza. f, es la funcidn-
de densidad de un estimador segado con“sesgo c. Es -
claro que preferimos en este caso al estimador con fun
cion de densidad f2.

Mayer y Willke (23) proponen la siguiente condicién de admisibilidad :

"Una clase E de estimadores es admisible de acuerdo al criterio de ECM, si pa-

ra cada problema existe p eE tal que

ECM(g) < ECM(B)" : (2;1.3)

Esta condicion de admisibilidad juega un papel importante envla pre-
sente tesis, ya que en parte justifica el uso de los estimadores de Hoer],y --
“kennard que se presentan en la siguiente seccidn, asi como otrbs que .se discu-

_ten en la seccibn 2.3.
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2.2. Los estimadores de Hoerl y Kennard

Dentro de la clase de estimadores lineales insesgados de g no es po-
sible encontrar otro estimador que sea superior al de minimos cuadrados de -- -~
acuerdo al criterio de ECM. Por lo tanto, la bisqueda de otro estimador que -
satisfaga la condicién de admisibilidad debe buscarse en otra clase de estima-
dores, por ejemplo,estimadores lineales sesgados. Hoerl y Kennard (15) (16) -
proponen una clase de estimadores lineales sesgados que satisfacen la condi- -
cidén de admisibilidad (2.1.3). Esta nueva alternativa para resolver el proble
ma de multicolinealidad ha despertado gran interés dado que en la prdctica ha-

dado buenos resultados. Ellos proponen una clase de estimadores de la forma

Bo= (ex+k)7hxey = Wy (2.2.1)

k¥ > 0, que de aqui en adelante 1lamaremos estimadores H.K.

Dado que X'X y kI son-matrices simétricas positivas definidas, Wy es
simétrica positiva definida. Cada elemento de 1a clase es una transformacion-

lineal de 8 debido a que
B = xx+ k07 e o)ty
()™t ex k) g s (s k™) g
=7, B (2.2.2)

"

De 1a definicion de Zk podemos ver que también es una matriz simétri.

ca positiva definida.

De (2.2.2) resulta que E(g,) = Z, 8 y por lo tanto ék gs un esti-

" mador lineal sesgado de 8. De (1.1.4) sabemos qué

~ _ »~ f _1 ' .
B = 7 B Nz 700007 7Y | L (2.2.3)
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En la discusidn acerca de estos estimadores utilizaremos las siguien

- tes propiedades de las matrices Zk y wk.

Propiedad 1
Zy =1 - ki (2.2.4)
Demostracidn
Si escribimos Zk en la forma

Z, = (XX + k1)t xox (2.2.5)

"1 obtenemos que

y premultiplicamos (2.2.5) por ”y
iz = ooxs ks kD™ xox s xex
Por otro lado, premultiplicando el lado derecho de (2.2.4) por Hk'l-
resulta que
wk‘l (1 - k wy) = (X'X + kI) {I - k Hk) =X'X+ kI - kI = X'X

por lo tanto, se cumple {(2.2.4).

Propiedad 2
Sean Aps Az....,xp los eigenvalores de X'X y denotemos por.Ai(wk) ¥

A (Zk), i=1...,p los eigenvalores de wk y Zk respectivamente. Entonces

- 1 .
N0 = A (2.2.6)
Py ; '
Yi(z,) = i (2.2.6")
(,\1 + k) L
'Qéﬁoﬁtracidn:

Tomemos la ecuaci6n caracteristica de Hk'l:.
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0 =W

L X'X+kI-§II=|X'X- (s - K)I

que es la ecuaci6n caracteristica de X'X. Por lo tanto se da la igualdad
Ai = 51 -k . i=1y...,p
de donde

S | :
xi(wk) " *ITTX i=1,...p

p
y entonces (2.2.6) queda demostrado. EI resul tado (2.2.6') se demuestra en ~-

forma- andloga.

Como primera aplicacion de estas propiedades tenemos e) siguiente -

teorema,

Teorema 1

B 'R <B'E (2.2.7)

~ A
1

y gk By es una funcidn decreciente en k.

Demostracidn

A g0

By

o>

' Zklzkg= EI (zk) §-

De A.8 sabemos que los eigenvalores de Zk2 son ( )? =6, < 1.

i
Ai+k i

Entonces tomando la descomposicién espectral de Zk2 {ver A.7)

2_ ' I ]
B s 6y Ry Ry 4 BoRy bt G2P
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donde 6max = m?x 61 y como & .. < 1 resulta que

B' by < BB

que es 1o que queriamos demostrar.

Vemos entonces que una de las propiedades de estos estimadores es -~

que se encuentran mis cerca del origen que el estimador de minimos cuadrados.

A continuacidn presentamos los teoremas que demuestran que los esti=

madores H.K. forman una clase admisible. Para elio, veamos que

ECM(

i

B) = E((5, - EE)) (B, - () + (E(R) - 8)' (ECR)) - 8)
= e{(E- 07708 -08) + (z,8-8) (7, 8-8)

o?trz, (X' 071z, gz, - 1)'(Z, - Ds (2.2.8)

i

Como Z =1 - ki y 2, (0t W,

tenemos que

ECM(3) = o2 5= o v K gt (XX + k)2
B = ot 2 o g B

11(k) + yo(k)

Teorema 2. yl(k) es una funcidn continua, monGtona decreciente en.k

Corolario 2.1 1'(d'Y1) 24° zp(l)
orolario . mm =) = -~ &0
SOTORANID £l oOF Tk &

Las demostraciones son triviales.

Teorema 3. y,(k) es una funcifn continua, monbtona creciente:
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Demostracidn

5ea A la matriz de eigenvalores de X'X y sea P wuna matriz ortogo--

nal tal que

JXK'X = P'AP y PX'XP' = A
(ver A.7.)
Si a=Pg 8 =P'a entonces

v, 0 =, g (n e k)P g = kBap(xx ¢ kD)E pra

De A9y A.8 resulta que
2

2 %
k) = k 2.2.9)
vy () il ¥ (2.

Como A, + k es mayor que O para toda i y toda k> 0, claramente es -
una funcidn continua. Notemos que 72(0) = 0 y que para k > 0 podemos escri--

bir a (2.2.9) como 2
- o,

P
(k) = —
k: ?:::1 1+ M2

A )
Para toda 1 y toda k>0, —'i( es una funcidn mondtona decreciente de -

[+ 31
donde —-;‘——2 es monGtona creciente.
(1+ FL) .

Por lo tanto yz(k) es mondtona creciente.

~ Corolario 3.1 ¥p(k) ~ 8'8 cuando k +

Corolario 3.2, Ti (dY2 Y =0
orolario 3.c. m—) =
LAASSR TR k—>0+ dk
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£l siguiente teorema demuestra que la clase de estimadores de Hoerl-

y Kennard es una clase admisible,

Teorema 4. Existe k > 0 tal que ECM(3,) < ECM(B)

Demostracidn:
dECHE)  dnlk) (k)
d g d
= - 258 ZE ___..1_ + 2k jf: (2.2.10)
i=1 (ag +k) i=1 (A +k)

De los corolarios 1.1 y 2.2

y d ECM(B, ‘) ) Ly
i\ e g

Ahora, si encontramos k > 0 tal que
d ECM(3,)
< 0
k .
para esos valores de k el ECM(8,) serd una funcidn mondtona decreciente. De - -

(2.2.10):

2
R é% M . 2 f; Aoy .0
=1 (Ai+k)3 k i1 (Ai+k)3
si'y solo si & A K Aiaiz
< 3’2 & 3
i=1 (A 4k} o i=1l  (a.+k)
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Por 1o tanto, si tomamos

k <

donde azmax = max (aiz) (2.2.11)
a max i

se satisface la condicidn de admisibilidad.

En la grdfica 2.2.A se ilustra este teorema.

A w ECM(B,)
A

= ,(0)
Ml
/) /,/ g
7
|1/
\/
AN
S~ <4£4V‘Y1(k)'

~—»

k

Grafica 2.2.A. Tomado de Hoerl y Kennard (15)

Este es el resultado fundamental que presentan Hoerl y Kennard, ya -
que nos garantiza la existencia de un valor de k con ECM menor que el de mini-~ -
mos’éuadrados. E1 problema que se presenta es que (2.2.11) depende fdnto'de/- .
g's como de 02 que son desconocidos. Hasta ahora no existe método para encon-

trar valores de k que nos garantice una reduccidn en ECM, a;pesar'de que se-
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ha hecho un esfuerzo considerable en esa direccién como veremos en la seccién-
(2.4).
Hoerl y Kennard propusieron un método al que nosotros 171amamos la --

traza de H.K. {ridge trace) y que presentamos a continuacian.

2.2.a). La_traza de H.K,
Sabemos que § minimiza la suma de cuadrados residual, SCR,
¢(B) = SCR (B) = (Y - XB)'(Y - XB)

Para cualquier vector B que estime a p, podemos escribir la SCR en -

términos de R de la siguiente manera

SCR {B) = (Y - XB)'(Y -XB) + (B - B)'X'X(B - &)

'“EQ ¢ (B*) + (B - 3)'X'X (B - 8) (2.2.12)

- Como la forma cuadrdtica

(B -B)'X'X (B - B) es siempre 2 0, al introducir un vector B que es-
time a g nos alejamos del optimo obtenido por el criterio de minimos cuadrados.
Los vectores B tales que (B - 8) X'X (B - §) = ¢ forman la superficie de un -
hiperel ipsoide centrado en §. Notemos que si la matriz X'X tiene algunos ei--
genvalores muy pequefios, nos podemos alejar del véctor de minimos cuadrados ,;
sin. un notable incremento en la suma de cuadrados residual. Estoc se i]ustfa -

en la grafica 2.2.8.
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A) 81 B) B1
Grafica 2.2.8. C y D producen el mismo incremento en-
1a suma de cuadrados residual en ambas figuras. En A
X'X es una matriz ortogonal. En B es una matriz no or
togonal. En B nos podemos alejar mis de & con el mis-
mo incremento de la SCR.

Hoerl y Kennard (15) anotan que el método de estimacién de minimos -

cuadrados "no refleja la sensibilidad de la solucidn al criterio de Obtimiza-h

Py

cidn".
Una caracterizacion de la clase de estimadores H.K. es ia siguiente:
pado (B - B)'X'X (B - 8) = ¢ (2.2.13)
existe un valor k tal que
B B - mgn B'B : (2.2.14)

Esto significa que, de todos los vectores que satisfacen_(2.2.13),'_fa_‘k es el -~

que tiene longitud minima. Podemos ver que (2.2.14) es cierta resolviendo

Min B'B
B
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sujeto a (B - B)'X'X (B - B) = ¢

Solucidn

Utilizando multiplicadores de Lagrange, sea el problema
Min F=8B+(F) (B-8) XXx(B-8) -c

donde %~es el multiplicador,

S- e ) (2000 8- 2008) - 0

de donde
B= (XX + k1) xy =

Ya que § es estimador miximo verosimil, puede verse que cualquier -
otro vector que estime a 8 decrementard Ta funcién de verosimilitud. Ahora --
bien, ipor qué escoger el vector que minimiza B'B? Hoerl y Kennard argumentan
que, si bien vectores con mayor longitud nos dan el mismo incremento en la SCR
0, equivalentemente, el mismo decremento en la funcién de verosimilitud, "no -
siempre tendrdn el mismo significado fisico. Estd implicada una restriccién -
en ‘los valores posibles de g, que no se hace exp1icita.en la formulacion de]r-

modelo 1ineal general".

Como veremos en el capitulo 3, en términos bayesianos, lo anterior -

equivale a introducir informacién a priori acerca de los pardmetros. La figu

Py

ra 2.2.C muestra el estimador By para diferentes valores de la constante ¢ da

da en (2.2.13).
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Figura 2.2.C. Los puntos R,S,T representan a los vec-
tores ék para diferentes valores de S=(§k-§)'X'X(§k7§)
A medida que c crece la longitud de By decrece.

En lugar de fijar ¢ y de alli seleccionar el valor de k, es preferi-
ble fijar k y a partir de esto ver cudl fue el incremento en la SCR. E} méto-
do de H.K. consiste en graficar los coeficientes de Ek y la SCR para diferen--
tes valores de k entre 0 y 1, tal como se ilustra en la figura 2.2.D. To-

“mada de un ejemplo de Hoerl y Kennard (16),
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Fiyura 2.2.D0. La traza de H.K, La escala que apare-
ce a la derecha corresponde a la SCR. Las 1ineas con
tinuas son los coeficientes de 8

L
Las recomendaciones que pueden 1levar a seleccionar un valor adecua-

do de k son las siguientes:

1. Estabilidad de los coeficientes de Ek' En 1a figura 2.2.D algu-
nos coeficientes cambian drdsticamente de valor para k entre 0 y..2. Hoerl
Y Kennard dicen que estos coeficientes no "retienen su poder predictive". - -

Véanse A y B en 1a misma figura.

2. Cambios en los signos de los coeficientes. Puede haber signos -
que no vayan de acuerdo con la naturaleza de los datos. Esto se verd con cla

ridad en el ejemplo en 2.2.b).

3. La SCR da una indicacién de cuanto se ha afectado el criterio de
optimizacién. Se busca que ésta no sea grande respecto a la SCR (B}, o bien,-
“grande relativa a 1o que seria una varianza razonable para el proceso gue ge-

nera los datos".




-39 -

4. "Los valores absolutos de los coeficientes no serdn grandes en -

relacidn a las variables en donde ellos representan tasas de cambio" (16)

2.2.b). Un ejemplo del método H.X.

Presentamos ahora un ejemplo que sirva para aclarar los puntos ante-
riores. Este ejemplo proviene de una simulacién que describimos en el apéndi-
ce C. Pretendemos que puede servir para una mejor comprensién del método de -
Hoerl y Kennard. Ademds, nos concentramos solamente en el problema de estima-

ci6n, que es una parte del analisis de un conjunto de datos.

Supongamos que tenemos el problema de estimacidn de pardmetros bajo-

la suposicion de que el modelo estda dado por:

Y=by+by X+ bzx2 + b3x3 +e {2.2.15)

Para obtener la matriz de correlacidn transformamos (2.2.15) en

Y=g Xyt BpXy * BaXg te (2.2.16)

La matriz de correlacién y su inversa son-

1 7686 -.3607 3.5786 -2.7496  1.2907
XX = 7684 1 0 (0 ief2.7896 3.1128 -.9918
-.3607 0 1 1.2907 -.9918 1.4656

_Los eigenvalores de X'X son

A= 1.8489 Ap =1 A3 = .1511

'El determinante de X'X es .2794. Vamos a suponér que conocemos de -



- 40 -

la "naturaleza del fendmeno" que By > 0 para i=1,...,3.

tn la tabla siguiente aparecen los estimadores para las unidades --
transformadas y para las unidades originales
k g B B b

ko By1 Byo B3

0 1.0594  -0.0669 0.4010 0.0461 2.9652 -0.2182 1.2282

.025 0.9623 0.0075 0.3570 0.0461 2.6934 0.0246 1.0935
.05 0.88381 0.0617 0.3231 0.0461 2.4857 0.2011 0.9894
0.75 0.8293 0.1023 U.2958 0.0461 2.3211 0.3337 0.9060
.1 0.7812 0.1335 0.2733 0.0461 2.1866 0.4355 0.8371
.2 0.6515 0.2055 0.2115 0.0461 1.8234 0.6703 0.6479
.3 0.5725 0.2363 0.1734 0.0461 1.6025 0.7709 0.5210
N 0.5175 0.2497 0.1468 0.0461 1.4483 0.8144 0.4496
.5 0.4758 0.2544 0.1270 0.0461 1.3317 0.8298 0.3389
.6 0.4425 0.2544 0.1115 0.0461 1,2387 0.8300 0.3417
.7 0.4150 0.2519 0.0991 0.0461 1.1616 0.8218 0.3037
.8 0.3916 0.2479 0.0890 0.0461 1.0962 0.8087 0.2724
.9 0.3714 0.2431 0.0804 0.0461 1.0394 0.7928 0.2463
1.0 0.3535 0.2378 0.0732 0.0461 0.9895 0.7756 0.2241

Tabla 2.2.E. En los dltimos cuatro renglones aparecen
los estimadores en las unidades originales.

Con ayuda para seleccionar el valor de k aparece la traza de H.K. en

la figura 2.2.F,
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Figura 2.2.F. La traza de H.K. Arriba, a la derecha-
-aparece graficado R, el coeficiente de correlacién mal
tiple asf como el cuadrado medio residual (CMR).

Siguiendo los lineamientos de Hoerl y Kennard el anilisis de la tra-

za de H.K. es el siguiente:

1. Los estimadores él‘ 32, 83 no son estables. -Un incremento pe--
quefio en el valor de k trae como consecuencia un cambio brusco en los valoress

de los estimadores.

2,  Dada 1a naturaleza del fendmeno, B, no tieﬁé sentido yaique es -
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menor que 0. ET incrementar el valor de k de 0 a 0.025 1leva a ékz a 0y en ade
lante se vuelve positivo. Comparemos 1o que pasa a ékzcon To que sucede a Ek]‘
Las variables 1 y 2 tienen un coeficiente de correlacidn simple de .7684. Por
otro lado, la covarianza de él Yy éz es proporcional a -2.7496. Esta covarian-
za negativa 1leva a que estos estimadores tiendan a estar muy alejados entre -
s7. Como consecuencia de esto,ﬁ2 es negativo y posiblemente él este sobreesti
mado. La covarianza neqativa de 62 y 33 contribuye también a que 62 sea nega-~

tivo y quizds subestimado.

3. DPada la covarianza positiva de @1 y BB y la negativa de ﬁz y éa

existe cierta tendencia a sobreestimar é3.

4. Entre k=0 y k=.1 ocurre un cambio brusco en el valor que toman-
los estimadores. En el intervalo (.2, .4) el sistema se estabiliza. Sin em-=
bargo, como el CMR crece considerablemente, es aconsejable elegir un valor de-
k del intervalo (.1, .2). En este intervalo los signos van de acuerdo con la-
naturaleza de los datos ya que todos son positivos. Ademds se reduce tanto la

sobreestimacién de ﬁkl como la subestimacisn de ékZ’

Para comparar los estimadores tomamos como criterios

(by* - b.)?
1) S = Z__J____J__,

- j=o 4

donde bj* es un estimador de bj (Tos bj son conocidos por tratarse de una 'sij

kmu]ac16n)_

>

f V &

= n

(S
~—
w

"
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donde yi* es un estimador de E(Yi)' Para k=.1'y k=.2 se presentan estos valo-

res comparados con el de minimos cuadrados.

Spr Sy R
Minimos Cuadrados .8216 1.1868 9339
Hoerl y Kennard (k=.1) .4684 .9107 .8421
Hoer] y Kennard (k=.2) .3378 .7965 .7859

Para estos 2 criterios los estimadores H.K. superan al estimador de-
minimos cuadrados a pesar de que el coeficiente de correlacidn miltiple dismi-
nuye. Conviene entonces utilizar los pardmetros estimados por el método H.K.-

que tos estimados por minimos cuadrados.

2.3. Otros métodos de estimacién sesgada

Como consecuencia de las publicaciones de Hoerl y Kennrad han apare-
cido una gran cantidad de articulos. Es nuestro interés pfesentar un panorama
general de 10 que se discute en ellos y para esto hemos intentado hacer una --
clasificaci6n de los mismos. La clasificacidn la hicimos de acuerdo al enfo--
que particular de cada articulo, esto es, algunos proponen estimadores con pro
piedades andlogas a los de Hoerl y Kennard, otros se orientan a la seleccidn-
adecuada de un valor de k, otros dan un enfoque bayesianc, etc. La clasifi-.
cacién hecha fue la siguiente {algunos articulos aparecen en mds de un érite—~‘

rio):

a) Propuesta de estimadores con propiedades ané]ogas a ék’ véanse -

las referencias (1), {(9), (10), (i1), (23), (24), (25), (26), (42).
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Mc Callum (26) presenta los métodos de estimacién por componentes principales-
que, si bien no aparecieron como consccuencia de los articulos de Hoerl y - -
Kennard, resulta conveniente incluirlos en esta seccidn para relacionarlos con

el método de Marquardt (24).

b) Biisqueda de una manera explicita o heuristica de obtener el valor

de k, véanse referencias (9), (13}, (27); {30).

c) Propuesta de criterios de estimacifn, véanse las referencias (11)

{23), (30), (39).

d) Un enfoque bayesiano de los estimadores sesgados, véanse las re-

ferencias (5), (8), (22), (37), (41).

En este capitulo presentaremos los aspectos que consideramos.mds im-
portantes o representativos de las investigaciones hechas hasta ahora de los -

primeros 3 incisos y en el siguiente capitulo presentaremos el inciso d).

Parte de la discusién 1a aplazamos hasta el capitulo 3.

2.3.a) Propuestas de estimadores sesgados con propiedades andlogas a @, .
) - —K

2.3.a.1. Estimadores H.K. generalizados y estimadores aniloaos

Una primera propuesta la hacen Hoerl y Kennard en su articulo origi-
nal (15), si bien no intentan una aplicacién del método. Una simulacibn en --
donde se ap]icé este método se encuentra en {9). Sea P una matriz ortogonal

tal que reduce a X'X a una matriz diaaonal; i.e.

P(X'X) P!
P'P = PP =

H
=

i
—
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donde A es la matriz diagonal de eigenvalores de X'X. Sea
W= XP

y a=P'g

Podemos escribir entonces al modelo

Y=X+e
_como S i
Y=XPPp+e =Wa+e O @Ay
de donde
WY = P'X'XP = A
Definimos entonces el estimador H.K. generalizado como
ar = )T wy (2.3.2)

donde K es una matriz diagonal con elementos ki’ i=1,...,p mayores o iguales a
cero, Se puede demostrar que esta clase de estimadores satisface - la condicién

de admisibilidad (2.1.3) i.e.J &* tal que

ECM(a*) = E(&* - )'(a* - o) < E((a - o)'(a@ - o))

con & = (WWlwy

Py

La demostracidon es muy parecida a la que se hizo para g, obteniendo,

después de un poco de &lgebra,

. '
ECM(a*) = 3 (fa; + a2k )/ (a; + ky)° (2.3.3)
=

Derivando a (2.3.3) con respecto a ki' i=1,...,p y bajo las restric-
ciones ki 2 0, i=1,...p se 1lega a que la condicién de admisibilidad se satis-

face si
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ki < ol .l = 1.0 (2.3.4)

Otra vez se presenta el problema de que se desconocen 02 ¥ a3 por 1o
tanto Hoerl y Kennard proponen un procedimiento iterativo para obtener valores

de k;. Utilizando la notacidn de Hermerle (13), el método que proponen es

i) 7 8GR G) P L (2.3.5)

donde. j indica la iteracién j-8sima. Se inicia el procedimiento con el esti

mador de minimos cuadrados, i.e.

= "2 2 A2,~2
ki(o) = /(Gi(o)*) = /Gi
La interacidn continia hasta que
(éf(J+l)).(éf(j+1)) * (éf(j))‘(éf(j)) (2.3.5%)

N

De (2.3.5) podemos ver que de hecho el método se basa en la estabili
dad de (g*'){3*). Hoerl y Kennard argumentan que yaque hay una tendencia a sobre
estimar a¢'a, al introducir kizo, la longitud del vector disminuye, §1endo la -
nueva longitud mds congruente con la realidad. Nosotros criticaremos en el ca
pitulo siguiente el uso de esta nocién de estabilidad, en particular argumenta
remos que el que {a*)'(a*) se haya estabilizado no garantiza que las particula

res k_i resulten en un estimador con menor ECM que el de minimos cuadrados.

Dentro del enfoque de Hoerl y Kennard es posible hacer ciertas modi-
ficacidnes al estimador H.K. generalizade. Por ejemplo, para no modificar tan
to & puéede resultar conveniente asignar un valor ki=0kpara aquellos coeficien-
tes cdyos correspondientes eigenvalores sean mayores que 1. Tomando en cuenta-

“ 2
que &i A N(“i’ —%-) tenemos que para A; >> 1 la V(ai) = %— serd pequefa com-
i i .
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parada con 02, 0 sea,ai se estima en una forma relativamente precisa. Esta --
idea de no modificar aquellos coeficientes &i que estén relativamente bien es-
timados es la que 1leva a Guilkey y Murphy (9) a proponer otro tipo de estima-
dores andlogos al estimador H.K. generalizado. Ellos definen que un eigenva--

lor es pequefio si

-C
Ay < 10 Mmax
CON Apay = MaX As y ¢ una constante arbitraria, tipicamente utilizan c=1,2,3.
i
Asi, si Ap R 10-¢ Amax S€ asigna k;=0. Resulta claro que estos métodos tam-

poho garantizan una reduccidn del ECM; 1o Gnico que garantiza (2.3.4) es que -
existe un estimador Eon menor ECM. Lo que si se puede verificar es que el ses
go introducido es menor que con el estimador H.K. generalizado. En un experi-
mento de simelacion que hacen Guilkey y Murphy reportan que tanto el estimador
H.K. generalizado como la modificacidn- propuesta dan mejores resultados que el
estimador de minimos cuadrados. El criterio que se utilizd para comparar este

estimador con el de minimos cuadrados fue la razdn

(8
(

lm
"
lm

=1 }v:u
|m) |m>

(B
K

l\'P
iz
lm
"z

donde B* = Pa*

La modificacion hecha produjo resultados 1igeramente superiores a --

Tas del estimador H.K. generalizado.

2.3.a.2. Estimadores de Marquardt

Otra clase importante de estimadores sesgados es la.propuesta por -
Marquardt (24). E1 propuso un método de est1mac1on utilizando inversas qenera

Tizadas 'y encontrd que esta c1ase.de estimadores tiene propiedades muy simila-
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res a las de los H.K. Como es sabido, se pueden utilizar inversas generaliza-
das en modelos lineales de rango incompleto. Ahora bien, cuando se tiene el -
problema de multicolinealidad, se trabaja con matrices que distan poco de ser-
singulares. Marquardt dice que los eigenvalores de X'X se pueden agrupar cua-
litativamente dentro de 3 clases: mayoraes que cero, ligeramente mayores que 0-
y precisamente 0. Argumenta que cuando X'X es casi singular, resulta natural-
tratar de invertirla utilizando inversas generalizadas. Cuando algunos eigen-
valores son pequefios, dice Marquardt, no existe un rango claramente asignable-
a la matriz. Marquardt generaliza el concepto de rango y permite que el rango
p sea una variable continua en 0 =p< p. Para aclarar lo anterior, supongamos
que X'X es de rango rsp, entonces si Alz....>xr y Eq, EQ,...Br son 1os eigen-
valores y eigenvectores correspondientes de X'X, de A.7:

r
e M (2.3.6)
1:
y de A.13
wnt =3 Lopp. ' :
a7 B (2.3.7)

es una inversa generalizada de X'X {ver. A.11). De hecho, se puede comprobar-

que (2.3.7) es la inversa generalizada de Moore-Penrose {ver A.12).

Sea p* la parte entera de p y Sea dp = p - p* Definimos

*
! + = .._1_ (S do ,
(X X)p Ji;:l Aj -E-JE-J )‘p*«{-]_ E. a*+1 Ep* +1 (2~3-8) |

y definimos 1a clase de estimadores de inversas generalizadas (o de Marquardt)

como:
st eyt ) ’ R
BY - ooy xy (2.3.9)
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E1 nombre de inversas generalizadas se debe a que si p fuera un ente
r¢ y X'X de rango p, (X'X)E seria una inversa generalizada de X'X. Algunos de

los teoremas que presenta Marquardt son los siguientes:

Teorema 1

Sea E; la solucién a las ecuaciones normales suponiendo que X'X es-

de rango r. ﬁ; minimiza
¢ (B) =(Y-XxB) (Y-XxB8)

dentro del espacio r-dimensional generado por los eigenvectores El’ 52""Er'"

La demostracién es inmediata usando la suposicién de que X'X es de rango r.

Teorema 2

|l§+|'2 = (8%)'(8") es una funcién creciente en o, continua en peda:
=p ~p’ v
- zos, Este teorema es andlogo a (2.2.7) donde (Ek')(gk) era una funcién decre-

ciente en k.

Teorema 3
O ;
“p es una transformacidn lineal de g y depende solo de X y p, i.e.
=78 (2.3.10)
- P~ .
(Andlogo a (2.2.2)
Corolario 3.1,
at 2 ' -1 1 .
gp " N(;pg, d Zp {(X*%) Zo ) {2.3.11)
y adends o Z, (xx)-1 z' = @ (xx?

{An&logo a (2.2.3)
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Teorema 4

El error cuadrdtico medio de g: es

CEOM(E]) = tr(VIE)) + 8'(Z, - 1)'(Z, - D

Corolario 4.1.
-

tr(V(ﬁz)) es una funcidén creciente en p.

(Andlogo al teorema 2, seccidn 2.2)

Corolario 4.2.

g‘(Zp - I)'(Zp- I})g es una funcidn mondtona decreciente en p.

(Andlogo a) teorema 3, seccidn 2.2)

Teorema 5.
Una condicidn suficiente para que se satisfaga la condicién de admi-
sibilidad (2.1.3) es que para alguna r < p. '
1.1 . ;
> Sy (e'n) (2.3.12)
e R _

{Andlogo al teorema 4, seccitn 2.2)
Las demostraciones de estos teoremas se pueden encontrar en (24).

Otra vez nos encontramos con el problema de que no conocemos f'g -y

o . Para ilustrar geomEtricamente estos resultados tomemos e1‘ejemp10 que uti

Viza Marquardt (24).

Sea A < 1.98, Ap = .02
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Vo_ yZ_ 2% [T
2 z 5V™2
B v B2\ v S W
2 2 2
1 1 I S U
) e 2 2 2
PP = PP, =
i 1 1 R U U N
2 2 ? 2
Asi,y si p o> 1 )
, 11 11
e T i o] 2 T2 .
L T 0 X'y
P ' 1 s U S U
7 2 ? 2

Cuando p = 2 tenemos ta solucidon de minimos cuadrados:
atn 5.3569
Br=8 =
- 1.7142

126 / 1 1 '

. 35 5 1.8213
i 396 5 3.9 2

1 .26

1 26 [ 1.8213
3706 5\/ SV

Notemos que P1 E? siguen siendo los mismos para diferentes valores

L

~ de p, mientras que con 8, se generan nuevos eigeﬁvectores para cada k. Del co

rolario 3.1. los elipsoides de concentracidn para una o dada, se ven como en -
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. la figura 2.3.A,
Boa
4.
LIy
3
Py
o | el
;] p= 1.2
p=.5 g=1.4
o 1 2 3 5 6 7 8 9 4
-1 A 1
e p=2
34

Figura 2.3.A. Elipsoides de concentracidn de @: para
p= .5 1, 1.2, L4y 2 a un mismo nivel « . En la
recta AC estdn todas las soluciones para P si 1g p 42.
En la recta OC estdn todas las soluciones para P si -
Osps 1.5i p s 1 tenemos elipsoides degeneradas, esto~
es, las soluciones estdn en un subespacio 1fneal (una
recta que pasa por el origen en este caso).

Los resultados para varios valores de son Jos siguientes:

b 6 8 () (8))
2 5.3569 ~1.7142 5.62
1.6 3.9427 ~.300 3.95
1.4 3.2356 .4071 3.26
1.2 2.5284 1.1142 2.76
1 1.8213 1.8213 2.58

.5 .9107 .9107 1.29
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Como veremos a continuacidn el métode de Marquardt es una generaliza

cion de los métodos de estimacifn sesgada que utilizan componentes principales.

2.3.a2.3. ([stimadores de Componentes Principales

Los métodos de estimacidn usando componentes principales son anterig
res a los otros métodes de estimaci6n sesgada, sin embargo, resulta pertinente

incluirios aqui para relacionarlos con el de Marquardt. Sea

[}

Y=Xg+e E

y sea
W= Xp

con  PP'=p'P =1,
' ' a=Pg - (2.3.13)

y P tal que X'X = PAP'

Se estima entonces el vector de pardmetros o por minimos cuadrados,

>

)Ly (2.3.14)
= rlyy ’

Como A es una matriz diagonal, la covarianza entre dos componentes -

del vector & es 0.

Existen varios métodos para obtener estimadores de g (26) (35). El-
primer método consiste en asignar un valor de 0 o aquellos coeficientes del --
vector é que corresponden a eigenvalores "peguefios". Para aclarar el signi-

ficado de "pequefios" recordemos que

é_ fu Np(g, 02[\-1)
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"~ 2 )
o bien, a; ~ N{ay, %—), i21,..4p (2.3.15)
i

Entonces, si Ai tiende a 0, la varianza de &i tenderd a =, Una vez

que se han sustituido por 0 a d coeficientes, O0sd<p, se tiene el estimador
ald) (2.3.16)
Yy se transforma a unidades originales mediante la formula

A(d) = pa(d) (2.3.17)
Un segundo método es probar las hipdtesis

ay = 0 i=1,...,p

que pueden hacerse ficilmente con una t de Student. Cuando no se rechace la
hipotesis para alguna i, se sustituye &1 por 0. Suponiendo que no se recha—-‘

zan d hipbtesis nos queda
a(d) (2.3.18)
donde d coeficientes, O<dsp son iguales a 0. Nb&tese que (2.3.16) y (2.3.18)

no tienen por qué ser los mismos, si bien es de esperarse que algunos coefi- -

‘cientes igualados a 0 coincidan. La transformacién a unidades originales es -

otra vez.

B(d)=p

12>

Vamos ahora a ver como se relaciona el primer método de componentes-

con el de Marquardt cuando o es un entero. Si ¢ es un entero

"

Mo
>

o

d

d

(x'x),

(2.3.19)
e
(x X)p =

P1o
<
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(2.3.19) equivale a tener
X'% = PAP!

y asignar un valor 0 a p - o = d elementos de Ja matriz Ao sea,

=
h
hel

Por otro lado,hacer O a d coeficientes @ equivale a

A a(d) = W'Y

y una inversa generalizada de 1\p es

1
— 0. ... .
M. .
- L
Ap 0 y .
* Q. 7
0 ’o. ’va 6

de donde se obtiene

1
=
£
<

u
-

a{d) = A~

" por-lo tante

+

B(d) i
-~

]

Pa(d) = P P'X'YL= (X'X) XY =
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Mc Callum (26) sugiere que es deseable hacer un coeficiente igual a 0 si y so-
1o si se reduce el ECM{B(d)). Podriamos agregar que es deseable hacer un coefi-
ciente igual a 0 si y solo si se cumple 1a condicidn de admisibilidad (2.1.3). |
" Debido a que (d) es equivalente a (o), p entero, vemos que una condicién su-
ficiente para el criterio (2.1.3) depende tanto de 02 y 8'8. Para el segundo-
método de estimacidon por componentes principales es de esperarse que se encuen
tre una condicidn semejante a (2.3.12). Las referencias acerca del desempefio-
que han tenido en la prdctica los estimadores de componentes principales son -

(3) y (26); para los estimadores de Marquardt se puede consultar (24} y (25).:

Otro método que podemos enmarcar dentro de los métodos de componen-~-

tes principales es el método de Gunst, Hebster y Mason (10),(42).

Ellos presentan un método muy ingenioso para decidir qué eigenvalo--
res eliminar tomando en cuenta también los eigenvectores correspondientes. Los
'résultados de las simulaciones son ventajosos a su método aunque si la longi--
tud de g se incrementa demasiado el método de minimos cuadrados 1lega a supe--

rar este método.

2.3.a.4. Estimadores contraidos.

Mayer y Willke (23) presentan varias clases de estimadores que satis
facen la condicion de admisibilidad y se caracterizan por un parametro c, - -

0 < e <1, tal que cada elemento de alguna de estas clases es de 1a forma

Bley=cx'x) I xy=¢ § (2.3.20)

Mayer y Willke los 1laman estimadores contraidos{Shrunken estimators)'y acel

factor de contraccion. Si ¢ es un nimero real fijo 10s 1laman estimadores -
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contrafdos deterministicos; si ¢ es funcién de §'8, ¢ = f{3'8), los Vlaman -

estimadores contraidos estocdstices. Presentan el siguiente:

Teorema
La clase de estimadores contraidos deterministicos es admisible.
Demostracidn
ECM(2(c)) = E((ch - E(cd))'(ck - E(cB)) + E{(c - B)'(c@ - 8))

ECME) + (1 - ) g'p
Pof' 1o tanto

ECM(A(c) < ECM (@)

se cumple si y solo si

(2.3.21)
Este teorema justifica parcialmente el uso de esta clase de estimado
res.

Puede resultar sorprendente que esta clase de estimadores con forma-

tan sencilla sea admisible {ver figufa 2.3.B).
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fo>

)€

Figura 2.3.B. ﬁk y B{c) para un mismo incremento en la
SCR, es decir (B -g)'X'X (B-g)= constante (Tomado de-
Mayer y Willke (23)).

Una pregunta surge naturalmente; ¢ es la condicién de admisibilidad
un criterio adecuado para escoger una clase de estimadores? Mis adelante tra

taremos de responderia.

Para atacar el problema de encontrar un valor de ¢ adecuado,Mayer-
y Willke proponen una clase de estimadores estocdsticos contraidos en donde ég
da miembro de la clase depende tanto de g'g como de un pardmetro & 2 0, es de- .
cir, proponen Cs tal que
e HEE 8 = o (B ¢ (1rekD T 0aD))
y (2.3.22)
8ley) =

{w >

%
La dnica propiedad conocida de esta clase de estimadores es que de -
todas las transformaciones 1ineales que dan un mismo incremento en la SCR exis
te una 6>0 tal que la varianza del estimador es minima, A la expresién (2.3,
22) se llegd pidiendo precisamente esta propiedad. Mayer y Willke proponen -

utilizar el criterio de estabilizaciGn propuesto por Hoerl y Kennard para esco
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ger un valor de 6, el cual no se puede utilizar en los estimadores contraidos-

deterministicos (Ndtese que ¢, no crece linealmente cong).

a8

Por G1timo,Mayer y Willke presentan los estimadores de James y Stein:

&(Cs) =c, g (2.3.23)
donde
2ynin -1
o= (1-est2i))

y sfevy - aent g

" con 0<¢sg2(p=-2)({n=-pt2) pz3

Sclove (23), (35) demostré que estos estimadores son superiores al -
de minimos cuadrados tomando como criterio el error cuadrdtico medio pondera-=-

do (ECMP) definido como

ECHP(B) = E((B - 8)' X'X(B -8)) :  (2.3.28)

o sea, demostrd que

ECMP (B(c,)) < ECWP(G)

y ademds demostrd que ECMP(é(cE)) es minimo si € = (p'z)/(n-p+2). EntOncem
a diferencia de los estimadores sesgados presentados hasta ahora, en esta cla-
se de estimadores sabemos exactamente cudles estimadores son superiores al de-

minimos cuadrados segin un criterio, en este caso el ECMP.

En la siguiente seccidn se presentan métodos de obtencién del.valor-
de k, con lo cual de hecho se estdn generando nuevos estimadores, si bien no -

difieren mucho de los presentados en esta seccidn.
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2.3.b) Obtencidn del valor de k

E1 obstdculo principal para encontrar un valor de k que nos garanti-
ce que el estimador seleccionado tiene menor ECM que los de minimbs cuadrados-

es que k depende tanto de 8 como de 02

que son desconocidos. Una parte de la-
investigacidn en torno a estos estimadores sesgados ha girade en torno a este-
problema (9}, (13), (27), (30). Inclusive autores que han trabajado con otros
estimadores sesgados se han preocupado porque la condici6én de admisibilidad de

pende de pardmetros desconocidos como es el caso de Marquardt (24) y de Mayer-

¥y Willke (23).

E1 trabajo de Mc Donald y Galarneau {(27) es un ejemplo tipico de la-
preocupacién por encontrar un valor adecuado de k. A lo que 1legan ellos es a
unas reglas empiricas que dan una gufa para la seleccitn de k. Un ejemplo de-

las regias que utilizan es la siguiente:

Sea

= i

Reqla. Escoja k tal que Ek’ ék = Q si0>0. Si QsO escoja k=k' don
de k' es un valor prefijado. Este valor de k' puede ser por ejemplo el selec-
cionado por la traza H.K. Ellos toman k=0 y k== que corresponderia a minimos-"
cuadrados el primero ¥ 0 en el segundo caso. Una justificacidn de estas re- -
glas es que Q esﬁima a g'B que es una cantidad positiva. Entonces tratamos --

que 8,' 3 también estime a g's igualdndola a Q.

Mc Donald y Galarneauconciuyen que en realidad no existe una regla -

para escoger un valor de k Gptima y suponen que sus reglas junto con la traza-
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H.K. pueden servir para hacer una seleccidn adecuada.

Guilkey y Murphy {9) hacen una modificacién del método H.K. generali

zado que ya expusimos en la seccidn 2.3.

La seleccidn de los valores de ki' tanto en su método como en el H.-

K. generalizado se basaba en la desigualdad (2.3.4)

K < —~
.2
1 u,l

A partir de los estimadores iniciales 3 ¥ &iz se iniciaba un proceso iterati
vo {2.3.5) hasta que (2.3.5') ocurre, o bien, hasta que

K.panx Kopo

i(3)” T+ (2.3.25) .
de acuerdo a la notacién (2.3.5). Hemmerle (13) encuentra condiciones bajo Tas

cuales existe

lin ax(i) =48

J~>m
y encuentra 1a forma de evaluar &i* exp]icitaménte. Supone con esto que los -

valores que &1 encuentra son “Gptimos"

Estos articulos ilustran el enfoque de las investigaciones. En. el -

G1timo capitulo haremos una critica de dichos articulos.

2.3.c) Criterios de estimacifn propuestos

Theobald (39) propuso como criterio de estimacién una generalizacifn

del ECM que es el ECM generalizado definido como

ECMG(B) = E((B - 8)}(B - B)*) (2.3.26)

[
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donde B es un estimador de g y demostrd que existe un estimador ék que supera-

a B de acuerdo a este criterio si

202
k <,——§_—.—§—‘—-— {2.3.27)

Ademis demostrd que si un estimador es superior a otro de acuerdo a (2.3.-

26) entonces también lo es de acuerdo al criterio
ECMp{B) = E((B - 8)'A(B ~ B) (2.3.28)

con A una matriz no negativa definida. En particular,si A=I tenemos el ECM y -
si A=X'X tenemos el ECMP que usamos em (2.3.24). En consecuencia, existe ék con

ECMP menor que 8.

Farebrother (11) exhibid el "estimador" de Theil

B =g X (xes't + o1 )y ~ (2.3.28')

que es el estimador con menor ECM dentro de la clase de estimadores lineales de
8. Farebrother reconoce que el qstimador no es operacional y después de demos-

trar que (2.3.28) es igual a

. X'y
BF = 8
o+ g'X'X8
propone como estimador
) B'X'Y . SN
B* =y — § (2.3.29)
s+ B'X'XB T

y sugieke que este Ultimo puede reemplazar al estimador que se obtenga utilizan
do el método subjetivo de Hoerl y Kennard, ya que R** es una aproximacién al es

timador con menor ECM.

Mayer y Willke (23) presentan también ejemplos en donde dentro de -
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Ccierta clase de estimadores se busca uno con propiedades dptimas, por ejemplo,-

minima varianza.

E1 problema que se presenta con este tipo de enfoque lo podemos ver -
en (2.3.27) y (2.3.289,

Los estimadores dependen de pardmetros desconocidos, exceptuando (2.-
3.23), en donde se exhibe un estimador con menor ECMP que B. Respecto a (2.3.-

29) se conocen muy pocas propiedades.
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CAPITULGO III

~ 3.1. Inferencia bayesiana.

La aplicacidon del teorema de Bayes a problemas de inferencia estadis-
tica ha sido y es adn muy discutida. Un punto que ﬁe discute es, que mientras-
.én la inferencia estadistica clédsica los pardmetros son desconocidos pero fijos,
en la inferencia bayesiana se supone que los pardmetros tienen uma distribucidn
probabilistica y que esta distribuci6n refleja el grado de conocimiento del in-
vestigador con respecto a los pardmetros, es decir, es una distribucién suhjeti
va. Dentro de la corriente bayesiana se argumenta que es bastante frecuente te
ner algln conocimiento a priori acerca de los pardmetros, o bien, que existe -
una ignorancia relativa y no absoluta de los mismos (2) (22). Este conocimien-
to a priori puede ayudar a mejorar las estimaciones, sobre todo en aquellos ca-.
sos en que las observaciones no nos dan suficiente informacién acerca -de los pa
rdmetros. La manera de incorporar al modelo el conocimiento a priori @ la igno
rancia relativa es introduciendo una distribucidn a priori para los pardmetros.
Esta es la parte crucial bajo discusidn, porque la distribucién a priori es sub
jetiva ya que depende del grado de conocimiento o ignorancia del investigéddr.-
Se teme que -la prior distorsione la informacion que nos dan las obserVaciones—
acerca de los parfmetros. Box y Tiao (2) tratan de mostrar en su 1ibro que uti
1izando distribuciones a priori adecuadas y escogiendo cuidadosamente la estruc

tura del modelo se puede Tlegar a un mejor conocimiento del mismo.
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Recordemos el teorema de Bayes. Sea A un evento y (Hi)i=1, N una par

ticion del espacio muestraln. El1 teorema de Bayes dice que
P(Hi) P(AlHj)

P(H.|A) = -
il P{A)

P(Hj) P(AiH].)

T (3.1.1)
2 PUH;) P(AHY)
i=1

En el caso continuo tenemos gue si X y Y son variables aleatorias,en-

tonces la funcidén de densidad de X dado Y=y estd dada por

(ayy L D ey [{

x|y ) ¥ ) (3.1.2)

donde

F(y) = j F(x,y)dx = r £y (00 ¥ 1x)0x

- ~ca

es un valor fijo. €1 andlogo multivariado de (3.1.2) es tomar vectores X y Yy
- encontrar la funcidn de densidad de X dado Y =y : '

=Y
f LY
i|l‘£‘X) = V) = ) (3.1.3)

en este caso

fy () = J flx, yldx = f fi {x) FUL {yix)dx
R R )

donde R es la region de integracion del vector X. También aquf fY (x),tiene un

valor fijo en la férmula (3.1.3),(3.1.2) y (3.1.3) son los equivalentes del -

teorema de Bayes en el caso continuo.

Pasemos a la aplicacion del teorema de Bayes a problemas de inferen--

cia. Sean
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|=<

un vector de n variables aleatorias y

o

8 un vector de p pardmetros, tomados como variables aleatorias.

De {3.1.3) tenemos que

(o) f (y|o)
8 Yo

f = = 1.
éﬁ&%)_ -———;iizy"" (3.1.4)

Notemos que fY(x) no depende de 8 y que la funcidn de densidad posterior -

f{e]y) depende de Y sélo a través de f(yle). Como y es fijo, f(yle) es fun--
AR lfﬁ Ifﬁ

cién de o, de hecho, es la funcién que Fisher 1lamd funcidon de verosimilitud. -
fu(g) ‘ representa el conocimiento a priori que tenemos de 8. A través de -
];- funcidn de verosimilitud modificamos el conocimiento a priori con la infor-
macign proveniente de los datos. En general, buscamos obtener mds informacidn-
a través de la funcién de verosimilitud de 1a que nos pueda proporcionar un cd-b;—
nocimiento a priori, en este sentido, buscamos que la verosimilitud domine a 1a

prior, 1o que se ilustra en la figura 3.1.A.

verosimilitud

Figura 3.1.A. Prior dominada por verosimilitud.
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Dado .que y es fijo, podemos escribir a (3.1.4) como

o fo v () = ¢ fy ()Lialy) (3.1.5)

dende ¢ es ura constante y L la funcidn de verosimilitud.

Para ilustrar la forma de obtener la funci6n de densidad posterior -
se presenta un ejemplo. Supongamos que tenemos Yl""’Yn variables aleatorias-
independientes distribuidas segtin una N(u, o ) con uzconocvda y queremos obte-
ner la funcidn de densidad posterior para u.

Si suponemos que a priori

o~ N(m, o?) : (3.1.6)

estamos asignando un mayor peso a un rango de valores cercanos a m.

La funcién de verosimilitud para este ejemplo estd dada por

n
( 1 )n e"z%é'( Zl (y'i '.N)Z)

L{ulo?, ¥) =

1 2 1 2
= (=" e " T2 Zyi e~z (m 'Z"Zy‘i)

: ) . VZr o 2u

y combindndola segdn (3.1.5) con la distribucidn a priori (3.1.6) obtenemos

: flulg?s ») = ¢ £l L (ld?, D)

-t i) - Ly md-azy)  (3.17)
201 20

‘k-indich proporcionalidad; hemos dejado unicamente los términes que - dependen -

de 1 ya que los demds son constantes. La idea ahora es ident1f1car Ta funcidn-
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la funcién de densidad posterior a partir de {3.1.7). Pero e} lado derecho en-

(3.1;7) rearreglando términos es igual a

(3.1.8)

Completando cuadrados en {3.1.8) 1legamos a que u se distribuye a posteriori se

gin una

1 n._ -

2" ZY

N — 8 S (3.1.9)
1 + n2 g2 o ]
Z 1

a a

1

En consecuencia, la media posterior es una ponderacidn de la media -

prior y el estimador mdximo verosimil con pesos inversamente proporcionales a -

. las varianzas.

E1 resultado es bastante interesante ya que a medida que aumentamos -~
el tamafio de muestra, el peso asignado a la verosimilitud serd mds grande. A la
larga el peso asignado a la prior serd despreciable. La media de la prior vie-

ne a ser una especie de "observacién hipotética® a la cual secuenciaimente 1e-

restamos valor conforme vamos teniendo mas informacién experimental. Las ob--

servaciones que hagamos tenderdn a que reafirmemos o restemos validez a nuestro
conocimiento a priori. En los cases en que las observaciones sean dinsuficien--

tes, .una distribucidn prior adecuada puede ser de mucha utilidad como veremos -
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en la seccidn 3.2.

Ahora veamos que sucede si quisiéramos representar con una distribu
cion a priori que el conocimiento previo acerca del pardmetro es nulo o practi-
camente nulo relativo a 1a informacidn proveniente de lTos datos. Entonces, --

(3.1.9) serfa aproximadamente una

2
N, ) (3.1.10)

debido a que 012 seria muy grande. De hecho, la media en (3.1.10) es el estima
dor de mixima verosimilitud, es decir, toda 1a informacidn proviene de las ob--
servaciones. Ahora, para formar la distribucién posterior (3.1.10) es necesa--
rio suponer una prior que asigne el mismo peso a todos los intervalos de la mis

ma longitud. Tal distribucién tendria funcidon de densidad
fp(u) = ¢ L TR SR (3.1.11)

o sea, uniforme en la recta, Pero (3.1.11) es una funcién de densidad impropia

£ lu) du = jl du

diverge para cuaiquier valor de ¢, Sin embargo, la funcifn de densidéd poste--

ya que

rior si es propia aunque la prior sea impropia. Como puede verse, el uso de es
te tipo de distribuciones no informativas puede generar bastante discusién que

preferimos omitir puesto que nos desviaria bastente del objetivo de esta tesis,

~Parauna discusidn al respecto se puede consultar (2), en donde se da un trata--

miento especial a las distribuciones a priori no informativas.

Una vez identificada 1a funcién de densidad posterior, las inferencias
acevca de 1bs'par6metros las podemos hacer utilizandd dicha funcidén. En algu--

" nos problemﬁs nos puede interesar tener un estimador de punto para ciertos pard’
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metros. Veamos de manera muy general como se pueden elegir dentro de este enfg

que estimadores.

3.1.a. Estimadores bayesianos

Asociado a Ta accidn de escoger un estimador § se define una funcién-
2(68, 0) que nos indica la pérdida incurrida por escoger 8 como estumador cuando
9 es el verdadero valor. La funcion (8, 0) es aleatoria ya que o es aleatorio.
E1 procedimiento mds utilizado para generar estimadores de punto es encontrar -
aquel §_que minimiza la esperanza de la funcidén de pérdida, o sea,
min £(2(§, 8)) = min f 2(8, @) fe gjl)dg
" R Y

8 8 2

(3.1.12)

Como ejemp]d de funcién de pérdida tomemos la conocida funcién de pér

dida cuadrdtica

E(§_l Q) = (9_ -

|

)'cle -

o>

)
con C gna matriz de constantes, positiva definida. Entonces, tenemos que
E(e(8, &) = E((a - 8)'Cle - &)
= E ((g - E(0))'C(s - E(_e_))) + (8 ~ E(0))'C(B - E(0)) (3.’1.1b3)

E1 segundo término de la expresidn anterior es el dnico que depende -
de § y dado que C es positiva definida Ta esperanza serd minima cuando 6 = E(8),
por lo tanto,la meédia posterior es e) estimador 6ptimo de acuerdo a (3.1.12) -
utilizando la funcidén de pérdida cuadrdtica. Veremos en la prfxima seccién como

el estimador H.K. corresponde a la media posterior dada una detarminada prior.-
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Recomendamos la lectura de Box y Tiao {{2), apéndice A.5.6.) para una discusidn

acerca del uso de estimadores de punto.

En las siguientes secciones veremos como el estimador H.K. y otros es
timadores sesgados correspanden a estimadores bayesianos utilizando distribucio

nes a priori y muy particulares.

.3.2. Justificacidn bayesiana de los_estimadores H.K.

Antes de proceder a la justificacidn bayesiana, veamos que sucederia-

si se aumentara el modelo
Y=Xg+e

de la siguiente marera

i~
>
m

. g+ e a2y

o
X"!
—
1

—

donde 0 es un vector pxl de ceros
e, es un vector pxl

I -es una matriz idéntica pxp

De (3.2.1) obtenemos las ecuaciones normales

(XX + kD) Bo= XY+ 10

de donde obtenemos el estimador H.K.:
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B, = (x'x + k1)L xry
_.k _—

De 3.2.1 resuita que ék es una ponderacidn de valores observados con
otros valores no observadoss; en otras palabras, al modelo le hemos incorporado-'
informacin adicional. De aqui surgen naturalmente varias preguntas: équé tipo
de informacidn estamos incorporando?; ¢refleja esta informacidn, un conoci--
miento que tenemos del fentmeno observado?; <{es adecuada esta informacion?y --
testamos solucionando reaimente el problema de multicolinealidad? Trataremos-

de contestar estas y otras preguntas en esta seccidn.

Empecemos viendo como podemos derjvar ék combinando la funcidn de ve

rosimilitud con una distribucién a priori adecuada. En el modelo 1ineal, la -

2

funcidn de verosimilitud, suponiendo ¢ conocida, estd dada por

2
2 L n V2% (g - X a)(y - %)
L oy ¥) = ([ —=— 3.2.3)
(8lefs 1) = (2" e (3.2.3)

"o

Ahora bien, podemos expresar L en té&rmino del estimador miximo vero

simil de g utilizando la igualdad

obteniendo
- Loty ey - 4B - (s B KK - B
L(QIOZ; ¥} = (__1_)" e 20 20
2u0 (3-2-4)

L. es funcidn de g8 solo a través del @ltimo factor de (3.2.4); los -

otros factores son constantes. Por 1o tanto

1 . ~ .
- - 8)'K'X(s - . .2.5
L(E‘cz, YVec e e {a - 8) . »(78 B} (3 )
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donde ¢ es una constante. (3.2.5) tiene la forma de una distribucién normal-

multivariada. De (3.1.4) tenemos que
1 PO R
- (8- B)'W'X(8 - B)
f (8lo, ¥) = f,(8) e 2° (3.2.6)

Blo,¥ =

donde = indica proporcionalidad.

De (3.2.6) vemos que la distribucién posterior va a ser una pondera--
cidon de la prior y 1a verosimilitud. Box y Tiao sugieren una prior impropia --

{no informativa)

fB(g) « constante

de tal manera que

- (s - B)xX (8 - B)
fo(glowy) = e’ |

Introduciendo una constante adecuada para que f %gjo;l) integre a 1
Bla,Y )
1legamos al resultado: ==
(s - B)X'X(p - B) (3.2.7)
26 .

iy 172
£(8)o, ¥) =_11le_ e
( VZx o)

Por 1o tanto B se distribuye a posteriori segin una Np(é, aZ(X‘X)'¥).
Vemos asi que con una prior no informativa, seguimus teniendo el -problema de-
no ortogonalidad. Esto es debido a que no hemos incorporado informacion adi--
cional al modelo que permita resolver el problema. Una posible solucidn es <-
tratar de introducir una distribucién a priori paré B, que quizds con un mini-
mo de informacién, logre mejorar sensiblemente nuestras estimaciones. Una dis

tribucibn tal puede ser,. por ejemplo

8~ N0, o?1) ' (3.2.8)
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Bajo esta suposicidn la funcidn de densidad posterior es

- 19-——-(>'-Xs) (y - xg)

(3.2.9)
£ (8o, ¥) « e 201 20

Ahora el problema consiste en identificar a (3.2.9); para ello nos-

fijamos en el exponente:

oo+ Ly 1 Ay
—ZBBt—H Y'Y -2 YKp+ 5 p'X'Ke
01 o g a
= 8 (—(1,2— XX+ olzl)g - Zﬁ g+ Y'Y (3.2.10)
o

E1 G1timo término de (3.2.10) no depende de ¢ y es fijo, por lo tan-

to, nos fijamos solamente en los primeros 2 términos y completamos cuadrados:
] » L} ]' )
8 (LEX'X * E%I)g- zl—zi'x_w lz(x 1) (lzx X + 3‘1‘2”"!" Y
] -1, 1 ___ ' _____ 1
(e—(xx+~1) xv)(xx+ 1)(8—(—2XX+ I)XY)

t - t |1 1 [ "1 I =
= {8 - (XX+-51-§1) xi)c-z(XX+;,—‘l’7l)(g- (XX+<;—1—2-1) x1y) =

Por lo tanto 1

- Q
f (glcz, y) = eT

Tiene 1a forma de 1a distribucién normal multivariada .

o2 -1 2 & -1
p (XX + T D7hwy, of (0 + S5 17 (3.2.11)
"1 %1 '

Si definimos
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tenemos que la media posterior es el estimador propuesto por Hoerl y Kennard. -
En este caso resulta que la prior es una distribucidén informativa y en consecuen
cia existe la necesidad de justificar el uso de esta distribucion a priori. Pa
ra ello necesitamos saber qué clase de informacién o conocimiento a priori esta
mos agregando al modelo y que nos puede llevar al uso de esta distribucidn a --
priori. Con la distribucidn (3.2.8) estamos suponiendo que los pardmetros se -
encdentran cercanos a 0. A medida que k es mds pequefo estamos dando menos con
fianza a la informaci6n a priori y mds a Ta proveniente de Tos datos. Ademds,-
estamos suponiendo misma media y varianza a todos los pardmetros, 1o cual ‘re-
fleja que nuestro conocimiento o ignorancia relativa es igual para todos los pa
rdmetros. Como hacen notar Lindley y Smith (22), para que sea razonable esta -
suposici6n “puede ser necesario cambiar Ta escala de Tas variables", por ejem--

plo, escribiendo el modelo de tal manera que X'X resulte en una matriz de corre

lacidn.

Por otro lado, al no introducir covarianzas en la distribucién a prio
ri estamos suponiendo que no conocemos ninguna relacidn que guarden los parime-
tros entre si, por ejemplo, podemos saber que si 8y es grande, también serd B4
[¢] sisz es grande, By serd pequefio. Este tipo de conocimiento previo se podria-

incorporar introduciendo covarianzas en la distribucidn a priori.

La distribucidn (3.2.8) en donde las variables tienen exactamente la-
misma distribucidn y son independientes entre si es un caso particular de.dis--

tribucidn a priori que Finetti (22) 1lamdé intercambiable.

Podemos apreciar que se trata de una clase muy especial de distribu--

cionzs a priori. Uno de los comentarios de Hoerl y Kennard podria justificar -
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el uso de esta distribucidn a priori en ciertas ocasionas:

"Cualquiera que haya abordado problemas no ortogonales reales ha ob--
servado coeficientes éi que son muy grandes en valor absoluto" {(15), E1 hecho-’
que para ellos sean los coeficientes"muy grandes en valor absoluto" estd eviden

ciando que tienen ya un cierto conocimiento del fendmeno.

Marquardt y Snee (25) también hacen este tipo de comentarios. Todos-
ellos han obtenido buenos resultados en la prdctica, 10 cual 1leva a pensar que-
esta clase de distribuciones a priori son adecuadas en determinados problemas. -
Ahora bien, Hoerl y Kennard obtuvieron buenos resultados dejando la derivacion-
bayesiana a nivel de mera interpretacidn., Por lo tanto, cabe hacer la pregunta:
iqué desventajas presenta el enfoque de Hoerl y Kennard al tratar de solucionar

el problema de multicolinealidad con respecto al enfoque bayesiano?

Aqui hay que insistir en la esencia del problema de multicolinealidad
que no es que X'X sea casi singular ni como detectar la multicolinealidad. sino

que es un problema de falta de informaci6n proveniente de los datos. E1 error-

que cometen Hoerl y Kennard es proponer una solucion bayesiana al problema de -
multicolinealidad y aferrarse a esquemas no bayesianos.. {Por qué creemos que -
esto es un error? Primero, porque el ECM no es un criterio operativo, es decin,
a pesar de que podemos encontrar clases de estimadores con miembros de la clase
con menor ECM que B, no podemos identificarlos debido a que las condiciones --
siempre dependen de pardmetros desconocidos. Segundo, porque al présentar la -
solucién bayesiana sdlo como una mera interpretacidn no analizan por ejemplo, -
e]_significado que tiene la traza H.K. ¢iQué significa, por ejemplo, que la tra

za se haya estabilizado? ¢Qué quiere decir que algunos coeficientes de B cam--



.77 -

bien bruscamente de valor al incrementar el valor de k, ¢ como dicen ellos, --

"que no retengan su poder predictivo"?

Por otra parte, el enfoque dado por ellos ha 1levado a varios investi
gadores a adoptar el método de la traza suponiendo la validez del mismo, olvidan
do la interpretacidn bayesiana. {ver por ejemplo Mayer y Willke (23)). Por --
otro lado vamos a argumentar que no es posible encontrar un valor 6ptimo de k y

que en todo caso un valer que asignamos a k no debe basarse en la estabilidad -

de la traza.

3.2.a. Critica del método de la traza H.K.

2
Empecemos por analizar el significado de k = ;97-. Es un cociente -
1 .
que lo podemos interpretar como la confianza que tenemos en la informacidn- con-

“tenida en la verosimilitud sobre la informacidn contenida en la prior.

A medida que 012 crece le damos mds peso a la informacidn proveniente
Qe‘los datos. Dada la no ortogonalidad de X'X y 1a ortogonalidad de 0121,,eh -
-algunas direcciones la .informacién a priori puede rapidamente dominar a Ta vero
simili;ud mientras que en otras tardard mds en dominarla, Entonces, si supone-
‘mos una d1§tribuci6n a priori para varios pardmetros, intercambiable, es decir,
coﬁ misma 1nf6rmac16n para todos los pardmetros, resulta que esta informaci6n -
u‘sgré més'relevante,para los parametros. peor estimados, dependiendo-de la orien-

‘tacion re]atiVavde los ejes de la funcidn de verosimilitud. (Figura 3.2.8).



verosimilitud
0 Q

A) ' o B)

Figura 3.2.B. Py Q son las medidas posteriores. Notemos como -Ta ~

informacidn a priori es mas relevante en A que en B. En la direccidn-
del eje mayor gl se tiene menos informacidn que en la direccidn :del

eje menor P,. En A) se tiene poca informacién de las observaciones-

acerca de By relativa a la que se tiene de By En B) se tiene poca-

informaci6n de B, relativa a 1a que se tiene de By Sin embargo se-
“modifica més El que B,.

En consecuencia un cambio brusco de valor de los coeficientes de 8
significa que l1a informacidn a priori ha sido relevante para esos coeficientes.
La distribucién a priori cobra importancia, porque si esta informacidn no es -
adecuada, en vez de remediar el problema lo podemos agravar. La distribucidn-
a priori de Hoerl y Kennard puede estar muy alejada de la realidad y bob 1o -~

tanto sesgar demasiado los resultados, inclusive antes de que la traza se haya-

estabilizado. Es indudable que en ciertos problemas puede ser una distribucién -
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a priori adecuada, los resultados obtenidos en la practica corroboran eéto, pe
ro no pensamos que el método de Hoerl y Kennard deba ser un procedimiento a -
ser utilizado siempre que se tenga €l probiema de multicolinealidad como proponen
ellos y Marquardt (24). Creemos que el problema debe enfocarse a conseguir -

mds informacidn e incorporarse ésta al modelo.

Por otro lado, équé significa que la traza se estabilice? Basicamen
te, que la informacidén a priori relevante ha sido incorporada al modelo y que-
el seguir incrementando nuestra confianza en la prior ya no nos reporta un cam
bio sensible en 1a informacidn ya incluida. Para nosotros la traza H.K. juega
entonces un doble papel: por un lado refleja la sensibilidad de E_a],conjunto-
particular de datos; por otro lado refieja el compromiso que se contrae al uti:
lizar esa distribucidén a priori. Si hay un cambio brusco al pasar de § 3 Bk -
debemos ser muy criticos con las supesiciones que justifican el uso de esta -~

distribucién a priori.

Creemos que con la argumentacidn anterior la biisqueda de un valor dp
timo de k basdndose en la nocidn de estabilidad de la tfaza pierde sentido, ya
que la estabilidad de la misma no nos garantiza que hayamos encontrado un esti
wador adecyado; dnicamente el andlisis de las suposiciones a priori puede dar
nos una relativa seguridad en el estimador resultante. Un ejemplo del pe]igrd
de no hacer un andlisis de las suposiciones a priori nos lo da Johnson (18). -
Johnson hace caso omiso de la interpretacién bayesiana del método de H.K, Efec

tida una pequefia simulacidon y da los siguientes datos:

1 .9
XX =

.9 l/
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Quiere estimar 2 parametros, 81 ¥ 8y €N donde el cociente el/ez=10.

Obtiene los siguientes resultados:

K ” -

Bk Bax Brk/Box

0 10 1 10
.1 7.745 2.975 2.51
.2 6.476 3.476 .1.86
5o 5.104 3.604 1.42
1.0 4.013 3.194 1.26

Concluye que "esto deberia dificilmente ser tomado como indicafivq -
de un acercamiento a la realidad". Sin embargo, aparte de 1a evidencia de que
el método en ocasiones no funciona, no aporta ninguna critica de por qué no -
sirve. Es evidente que la suposicifn de una prior intercambiable no es adecua
da. Lo que si evidencia el ejemplo es que el método de H.K. por si no resuel-
ve el problema de multicolinealidad sino 1o que ayudard a resolverio serd el -
andlisis de lo adecuado de las suposiciones a priori. Dado que las suposicio-
nes a priori implicitas en el método de Hoerl y Kennard responden a un conjun-
to de caracteristicas muy ?specificas, derivamos en la siguiente seccidn la --
distribucion a posteriori que se obtiene utilizando una priori mds general to-

mando como referencia a Lindley y Smith (22) y Zellner (45).

3.3. Justificacibn bayesiana>de otros_estimadores sesgados

En la seccidn pasada supusimos que g se distribufa a priori segln -

una Np(g, 0121). Vamos ahora a suponer que 8 se distribuye‘'a priori como
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Bty V) (3.3.1)

de donde en particular resulta la anterjor distribucién cuando y =0y V=0121.

Analogamente a (3.2.9) tenemos que

£(glo, ¥) T e Wi )
Blo, ¥)= e

- _12 {y - xs)'{y - x8) (3.3.2.)
e 20

y fijéndonos en el exponente para tratar de identificar a la distribucién pos-

terior

(8- v e - W + (Y - x8) Lo (v - xg)

a

= s (Fxx v hg -2 (S xy + v h)'s + (Términos que no dependen de )

o a

de donde completando cuadrados 1legamos a la expresidn

(8- (g xx+ v Ly s vl
a a

1., -1 1., ~1-1, 1, -1
(?xx+v )(g_-(;?—XX+V Y XY VT )

[+
Por lo tanto g se distribuye a posteriori como

Np((g ke + v (Fxy s v, (dxxevhl) (3.3.3)
o o a. o

con la distribucidn a priori (3.3.1), mds general que la propuesta por Hoerl y
'Kunnard, podemos identificar qué tipo de informacidn a priori es la Que sé ha-
‘incorperado-implicitamente en los estimadores sesgados que se han venido publi-

cardo. -Empecemos con el caso mds sencillo. Banerjee y Carr (1) propusieron -
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dentro del enfoque dado por H.K. el estimador

B = (xx+ K7L xy (3.3.8)

con K una matriz con elementos ki en la diagonal y 0 fuera de Ta diagonal. Fd

cilmente podemos comprobar que si suponemos a priori que

2
aq 0. SR 0

8~ N {0, o - ) (3.3.5)
: 2
0. .. .. .op

= obtenemos que la media posterior coincide con BK’ en donde

k‘.l =E—-_2- i=l,...,p.

En este caso resulta que la prior refleja que.el conocimiento a prio
ri que tenemos acerca de 1os pardmetros es que estdn cercanos a 0, difiriendo-
de 1a prior (3.2.8) en que l1a confianza en este conocimiento a priori es dife-

rente para cada pardmetro. Una generalizacidn directa de (3.3.4) que pronone-

mos es
~ . -1 ; X
y_gk (X'X + KY 7 (X'Y + Ku) (3.3.5)’ :
0 sea, suponer a priori que 2
o1 0....0
o .
E—""Np(%‘_: : T . )
0. el
p

En el caso de que p=0,{3.3.7) coincide con (3.3.6); si 012=022=...§p2'

(3.3.6) coincide con el estimador propuesto por Swindel (37) que ya utiliza un

" enfoque bayesiano.
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Tomemos ahora los estimadores de Mayer y Willke:
Ble) = c (x0T xy ‘ | {3.3.8)
Si suponemos que a priori
8 NO, o (x x)! ’ (3.3.9)
tenemos que Ta media posterior es
(- 3 XA q xxyt (—% = lig e —TNX X))‘1<7 x'_)

0,2 -1
s Ry
a

o2y’ -1 1
=5 (0X) 70 (=5 X'Y)
17+ a”

. o
de donde ¢ = ;I?-%—;7-y en consecuencia
Occ <1

Nosotros ponemos en duda que un conocimiento a priori pueda 1levar -
al uso de (3.3.9). Creemos que es mis factible utilizar cualquiera-de las dis

tribuciones a priori anteriores a ésta.
Recordemos ahora al estimador H.K. generalizado (2.3.2):

arsu+ k)T oy (3.3.10)

De (3.3.4) resulta evidente que la prior que da origen a este estima

dor es ) o 2

o .
an N (0, 5 ©(3.3.11)
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ya que el dnico cambio que ha habido es que ahora se trabaja con o = Pg, Dado
que los elementos de a son combinacjones lineales de Jos elementos de g supone
mos que puede existir en algunas ocasicnes algln conocimiento a priori que nos
1leve al uso de (3.3.11) o una generalizacién de 1a misma que seria suponer -
u # 0.. Hay que tomar muy en cuenta que al utilizar el método tal como lo plan
tean (9), (13) y (15) estamos incorporando informacién a priori en aquellas di
recciones donde menos informacién existe proveniente de los datos. Lo que - -
creemos que es interesante es analizar el significado de la prior en las unida
des originales; tomando en cuenta que Pa = B tenemos que
S22, .. ... .0

1
Pa =g~ N (0, PO T -, 2] P (3.3.12)
[o] "o

p

1o que significa que al suponer una prior para o con media 0, estamos suponien
“do una prior con media O para 8. La objeci6n que puede ponérsele a la prior-

(3.3.12) es que la matriz de varianza-covarianza depende de X.

Por Gltimo falta analizar el significado que tienen los estimadoresj
de Marquardt y de componentes principales. Para ello veamos como podemos in--
corporar informacin a priori no directamente de los pardmetros sino de algu--
nas combinaciones tineales de tos mismos. Supongamos que a priori no podemos-

afirmar que existen las restricciones lineales

r=Rg (3.3.13)

donde r es un vector constante jx1 y R una matriz jxp de constantes, jsp; pe-

ro relajando estas restricciones podemos suponer que

R ~ Nj (r, o 1) { R de rango_ j)
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o bien,

donde n Nj(Qs ;2 1)

RE=r +q ‘ (3.3.14)

Lo importante ahora es suponer que B es aleatorio, lo cual modifica-
el enfoque dado por Theii (38) y Ward (41) en donde toman & fijo pero I aleatg
rio. Entonces, bajo 1a suposicién de que B es aleatorio, nos interesa encon--
trarrsu distribucifn. Una manera de encontrarla es tomando una inversa genera
1izada de R y premultiplicando (3.3.14) por eila. Por conveniencia tomemos'co

mo inversa generalizada de R a

R~ = R'R) R

donde (R‘R)+ es la inversa generalizada de Moore-Penrose (ver A.12) de R;R.‘Eﬂ

tonces, de (3.3.14) tenemos que
8= RR R+ (R R 1

En consecuencia g se distribuye a priori segidp una normal- singular -

cver (1.1.11)
imyt o 2inipyvt o )
NSj((R R} R r» oy (R'R)" R'R (R'R)+) - {3:3.15)
De A.17 tenemos.que (3.3.15) es una
NS ((R'RY'R" 1, o, f(R'R)") ' - (3.3.16)
Basdndonos en (32) y (41) 1legamos a que 1a media posterior: es,

B s 05 R (Y (RR) (RURYRIRID)
: g
1
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2

= (X + - RR)TE (Y + (R'R)R) (3.3.17)
[+8
1

con 1o cual generalizamos el resultado de Ward en donde &1 supone a priori que

8N, (s o, %) (3.3.18)

con ¥ no singular.

Creemos que este resultado puede servir cuando se tiene algiin conoci
miento previo de pocas {j < p) combinaciones lineales.de g. Si el rango de R
es igual a p cubrimos el caso considerado por Ward y ademds hay mas congruen--

cia en la formulacidn que en Thef] (38), donde &1 supone que la informacién a

priori es
r=RB+n

con n aleatorio'perog fijo. Aquf suponemos que g es aleatorio y que dado qué-
tenemos conocimiento previo de combinaciones lineales de 8, indirectamente te-

nemos informacién acerca de B.

Veamos la relacidn que exjste de 1o anterior con el método de Mar- -

quardt. Sea gp el eigenvector correspondiente a Ap y supongamos que a priori

2
_E"] 8.~ N(O, ay ) (3.»3.1}8')
y de acuerdo con (3.3.17), la media posterior es

2
2 = ' [ 1 [
gg {(xX'x + = P PRI K'Y

Recordemos que

1 - t 13 -
X'X = APPyt ¥ AgPoPy" et ARR
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de donde
2
(x‘x+52— PP ) P.P

2
= APyt aEeR o '
Z 17151 225 4ot Oy + %) RP (3.3.19)

Ahora bien, dado que (3.3.19) es. de rahgo completo, podemos tomar su

inversa que es igual a-
Aoopp o lopp oy + — pp! (3.3.20)
X X, —2-2 o T

Fijémonos en

2 o2 '
“1 . 1 | S 1d 1
= 77— 5 =
012Ap+ 02 ( o;z + Tg—) P (1+ EEZE) )‘p
1
02 )
1 . PP
Tenemos que E—E—:TEEE_—- esta Jugagdo el papel de do en (2.3.8). Adg
. 1R
mis,
2 )
. 91 : ]
Tim —r = 0 : - {3.3.21)
2 o, " + &= '
0q +0 1 Rp

Esto quiere decir que si  dp es pequefia, corresponde a una prior que
estd. proveyendo mucha informacidn en la direccidn.del eigenvectorjfp.' Cuando-
ce alcanza el 1imite (3.3.21) resulta que (3.3.20) serfa una inversa generali--
zada si X'X fuera de rango p~1. Es claro que si ola_='0, (3.3.19)'n0‘tiene e

sentido. En este caso llegamos a la restriccidn:
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que también la podemos considerar como informacion a priori ya que una restric

cibén en realidad equivale a conocer algo mds acerca del fenbmeno estudiado.

Lo importante de la discusién anterior es que con estos métodos se -
estd suponiendo a priori una normal singular con media ¢ y en consecuencia son

de tomarse en cuenta las implicaciones que estas suposiciones tienen.
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CONCLUSIONES

1. EY problema de multicolinealidad debe enfocarse de acuerdo a como-
Yo han tratado Silvey {(36) y Jehnston (19), es decir, como un problema de- falta
de informacidn y como tal debe tratdrsele. Se deben descartar aguellos enfo--

ques que lo tratan como un problema numérico exclusivamente como lo hace por --

ejemplo Coxe (3).

2. Se ha insistido que las técnicas de seleccidn de variables sirven
para atacar el problema de multicolinealidad. Sin embafgo varias gentes han -
hecho notar las deficiencias de estas técnicas en presencia de 1a multicolinea

1idad y las consecuencias de as mismas (15), (25) (44).

3. Pensamos que la dnica manera razonable de resolver el problema de
multicolinealidad es consiguiendo mds informacidn, ya sea a partir de un conoci

miento previo del fendweno, o bien, obteniendo mis datos.

4, La condicidn de admisibilidad que tanto se ha utilizado para devi
var nuevas clases de estimadores no parece ser un criterio adecuado a utilizar-
con los estimadores sesgados puesto que para garantizar que se cumpla cdnkun -

particular estimador, es necesario conocer los pardmetros desconocidos.
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5. Con los criterios de estimacidn propuestos de la seccién 2.3.c.,
no se ha logrado resolver ningin problema pero quizds si crear algo de confu--

sidn.

6. Los mEtodos de estimacion sesga&a tienen implicitas ciertas supog
siéiones a priori y debe uno estar consciente de ellas pues si éstas estan muy
alejadas de 1a realidad, en vez de remediar el problema, &ste puede agravarse.
Por esto la justificacion bayesiana de estos estimadores no debe quedarse a ni

vel de mera interpretacién.

7. Una vez que se reconoce que cen estos métodos se estd introducien
do informacién a priori cabe hacerse la pregunta les esta distribucién a priori
adecuada? No comprendemos por qué Marquardt propone que el método de Hoerl y -
Kennard es un método a utilizarse siempre que se tenga e) problema de no ortogo
nalidad ya que estamos seguros que en muchos casos la distribucién a priori de-

ellos puede estar muy alejada de la realidad.

8. Los métodos de estimacidn H.K. generalizados estén incorporando-
informacidn precisamente en las direcciones en donde es mis imprecisa la esti-"

‘macidn, es decir, donde menos informacién se tiene.

9. Los métodos de Marquardt y de componentes principales estdn im--
plicando ciertas restricciones que a la vez implican una distribucién a priori

con media 0.
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10. Dada la interpretacidn bayesiana puede verse que la b§squeda -
del valor de k, 6 k'l' dptimo no tiene senﬁdo. CuaTqu{er.bﬁsqueda dentro -
de los marcos clésicos podemos augurar que ser& infructuosa., Lo que nos debe-
preocupar es saber la importancia de la prior y de Ta verosimilitud en la --

formacion de la posterior.
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APENDICE A

Presentamos en este apéndice algunos resultados de matrices. Las de-

mostraciones se encuentran en los siguientes libros:

Johnston (19), Rao {33) y Searle (34)
A.1. Sea C una matriz cuadrada, simStrica y no singular. Entonces

(¢t = (ch'

A.2. Sean C y D dos matrices cuadradas tales que el producto de -

ellas tiene sentido. Entonces

lc o] = {ei Jof

A.3. Sea C es una matriz cuadrada, no singular. Entonces

o) -

i

A4, Sea C = (cij) una matriz p x p positiva semidefinida.’ Entbg

v

Ie) < oy - Cop

Sea C = (Cij) una matriz p x p. Sean Ay > ...z Ap los eigenvalo-

res de Cy Py, ... Ep los eigenvectores correspondientes. Sea A.la matriz-

-de .eigenvectores. Entonces

A.5 fef=a2y ... .2
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A.6 t.C=

Si ademis  C es simétrica

A.7 La descomposicidén espectral de C es

C=PAP =3,PP "+ . . .+

]
1f1%1 o B By

a = ' =
y ademds I =P P PPy .. gpgp

A.8 C% = pn P'PA P'=Pal P';
por 1o tanto

2._op
tr C* = I A2
i# !

-Si € es simétrica y no singular

A.9. % e e % son los eigenvalores de ¢l y

1 p

‘1._ -1 |=_1_ ' 1 4
C"=Pa P XIE]E] +".-+1F;BPEP,

A.10 Sean C y D 2 matrices simétricas p x p, no singdlaresﬂ

Sean App 2g - o v s A

0 los eigenvalores de C y g], Ceeny

Ep los
eigenvectores correspondientesisean 295 Zpy eene np los eigenvhlores'

de Dy Qys +vvvns Qp los eigenvectores correspondientes,

ST Py =05 Pp =0y -0 . o, Pp = Qp
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entonces
- ] [}
CD =202y By Bt 4050 EZEZ ..
y ademds
b .
tr CD=2 RiArj
i=1

A.11, 1Inversas generalizadas.

Sea A una matriz cualquiera.

G es una inversa generalizada de A si

AGA=A.

G no es Unica generalmente.

A.12. [Inversa de Mogre-Penrose.

Sea A una matriz cualquiera.
+ ‘
A" es la inversa de Moore-Penrose

st y sdlo si

a) AA*A=a
b) Ataa* = A
e) (a*A) = Ata’
d) (AR") =aa’

+

Esta inversa generalizada es dnica.

.

)

]
p*p BoPp
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A. 13, Sea A una matriz n x m de rango r. Tomemos A'A y sean

Ays o A los eigenvalores distintos de 0 de A'A y Py,P,... P.

Tos eigenvectores correspondientes.

Entonces
_1_ Ll _1_ ] 3 '
* PiPy" + ot 5 PP es una inversa generalizada de A'A y

ademds coincide con la de Moore-Penrose.
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APENDICE B

Dado el modelo

{8.1)

descrito en (1.3.9), utilizando minimos cuadrados se 1lega a que el estimador-

‘bo' es igual a y independientemente del valor que tome _é_. Algunos tibros (por

ejemplo, Draper y Smith (6), Johnston (19)), interes&ndose sélo én el aspecto-

computacional, no hacen ninguna aclaracidon y restan de Y

proponiendo el modelo

_Y_:

o]

-1

<l
u

b4
=
T+
c

[
™|

E.=§.-

I -
donde ~ e =2.~:l—

‘Es claro que

E('ui) = E(e, - € =0 para i=1,...,n

Pero resulta que

(n-1) o2 si
n
E(u.l Uj) = : .
2 .
[} . si
“n

Por 10 tanto, resulta que no se cumple que

E(y u') = oI

el vector 1y , -

(8.2) .
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sino que

1 S B T
n n en
N SR 12 § : (8.3)
E(uw) = o § n .
n ]

Podria pensarse en considerar el modelo de Aitken, el cual permite -
que las observaciones estén correlacionadas. Pero tenemos q'ue una de 1as supo

siciones bdsicas es que el determinante {ver Rao (33}, p. 221).
| E{wp') | #£0

En este caso tenemos que la matriz (B.3) es de rango n-1 y por lo -~
tanto su determinante vale 0 {ver Rac (33), p. 67). Entonces, 1a notacién que

usemos

Y=Xg+e

es solamente convencional. Esto indica que el interés principal radica en gy
noen b . El modelo correcto debe ser B.1 y adoptamos esta convencién debido
a que el método de Hoerl y Kennard se aplica para 8. Existe confugion en 1i-- -
bros y articulos respecto a este punto ya que no se aclara dehidamente. En el
ejemplo que Hoerl y Kennard utilizan, tomado de Gorman y Toman (12), sélo re-—‘

mitiéndonos a esta fuente queda claro que existe un término constante.
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APENDICE C

Para 1levar a cabo la simulacidn se modificé el programa listado por-

Davis (46). Al tomar la decisidn de efectuar una simulacidn se tenfan en mente

dos objetivos,

1. Proveer de ejemplos para jlustrar el métodb H.K en esta tesis.

2. Comparar soluciones del método H.K. con soluciones bayesianas y ~

de minimos cuadrados.

Descripcidn de la simulacion

Basdndonos en el ejemplo dado por Marquardt (25) decidimos uti]izaf -

el mismo método.

Se generaron 30 conjuntos de datos para cada una_de 3 estructuras de

" 1a matriz de correlacién.

Cada conjunto de datos contenfa 8 observaciones generadas por el mode

lo
Yi=bg + by Xyt by Xpp + by Xygt ey | i=1...,8

en donde se asignaron valores para los pardmetros

by =0  by=by=by=1
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Los valores de e; se generaron usando el método polar y se tomé o =.9.

Les valores Xij se formaron a partir de los siguientes datos:

PoXn X X

1 a1 -1 -1

2 1 1 -1

3 -1 a4
g g R
5 -1 1
6 1 %
7 -1 1 1

8 1 -1 1
inj 0 0 0

Ficilmente se puede comprobar que 1as columnas son ortogonales. Esta
.
estructura correponde a 1o que Se conoce como un arreglo o disefio factorial 23

que aparece en la figura C.1,

i



(-1,1, -1} {11, -1

{-1,1,1)

(1,1,1)

,)‘ """""""""" (1."1)"1)

(-1-'1:1) {1y'1!1)
Figura C.1. Disefio factorial 23
La ortogonalidad del disefio se pierde modificando alguno ¢ varios de-

Tos puntos. Si modificamos las Gltimas cuatro observaciones de la siguiente ma
‘ nera:

i X1 Xi2 X3
5 ~1 1-2a -1

, 6 1 -(1-20) -1
7 -{1-2a) 1 _ 1
8 1-20 -1 1
0 < o <1

:
podemos verificarf®ficilmente que a correlacién entre X ¥ s Fip» €5
‘a/{l - a + uz) En 1a figura C.Z. aparece como se modifica el disefio con o =.2



- 101 -

Figura C.2:

Modificamos también los primeros 4 renglones como sigue

i Xi1 Xi2 Xia

1 -1 -1 - (1 - 2v)
2 1 (1 - 2v) oo
3 -1 - (1-27) 1
4 1 1 1-2v

logrando con esto que la correlacidn g S€d negativa. - Generamos datos para -

1os siguientes valores de a y vy:

Q

.75 .9




~ 102 ~

Las matrices de de correlacidn y sus respectivos eigenvalores son --

Tos siguientes:

1) «=.9
y= .3
1 .9397 -.1769
X'X = .9397 _ 1 0
~.1769 0] 1
Al = 1,9562 AZ =1 - v A3 =..0438
2) a=.9
y= .6
1 . 7684 -. 3607
XK = 7684 1 0
-.3607 0 1
Ay = 1.8489 Az =1 A3 = ,1511
3) a=.75
A y 6
1 .5598 ~.3818
X'X = .6598 1 0
-,3818 0 R
Ay = 1.7623 Ap = 1 Ay = .2377
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Seleccifn del valor de k

L.a seleccidn del valor de k utilizando el método H.K. resuTta'poco -
practico en una simulacifn por el tiempo necesario para analizar las graficas.

Resolvimos tomar una regla de decisidn para seleccionar el valor maximo de K

"aceptable”. Sea

R el coeficiente de correlacifn miltiple del estimador de minimos ~

cuadrados.
R' el coeficiente de correlacidn miltiple del estimador H.K.
CMR el cusdrado medio residual del estimador de minimos cuadrados.

CMR’ el cuadrado medio residual del estimador H.K.

Decimes que k es un valor aceptable si y sdlo si )

R-R' < .05 ' (c.1)
CMR - CMR' < .75 ' " {(c.2)

Estamos de acuerdo en que tanto .05 como .75 son valores arbitrarios,
sin embargo, de acuerdo a la naturaleza de los datos resuwltan razonables. Los-

valores de k que se analizaven fueron

k =.025, .05, .075, .1, .2, .3, .4, .5, .6, 7, .8, .9, 1.0
Para comparar Jos estimadores se utilizaron los siguienteskcriterios

e 4 (b,* - b )2
1) , Spr = 2 —J—-—i—a
, j=o0
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donde bj* es un estimador de bj

2) s * =

con Y * estimador de E(Y‘)

Parz los valores aceptables de k se comparaban los estimadores H.K.-
con el estimador de minimos cuadrados de acuerdo a cada uno de los criterios.-
Se conclufa que el método H.K. era superior al de minimos cuadrados de acuerdo

al criterio 1(6 2) si existia un valor aceptable de k tal que

SBk < SE
(6 S

Solucifn bayesiana

Tomamos el estimador propuesto por Swindel (37)
o By = ey k1) (XY + ko)
bajo l1a “suposicidn a priori" de que p estaba "cercano" a g (recuérdese due --

cuando se toma g se estd refiriendo a los pardmetros ya -transformados segin. --

{1.3.9). Debido a la estructura del programa, se supuso a priori que

35y, S
B N(Sy gg). oy 1) - (.C._3)

yaque el programa maneja los coeficientes de regresién estandarizados, es decir,

encuentra los estimadores
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i sy i
de k=-2% (.1, .2 | i
Tomamos 3 valores de = -5;2-(. » -2, .3) para cada matriz de co--

rrelacién (por lo tanto, 10 conjuntos con el mismo valor de k).

Dada la arbitrariedad de las zondictiones (C.1) y (C.2) se convino en
que se aplicarian también para los eitimadores bayesianos. Se compararon 10s-
estimadores bayesianos con los otros estimadores de acuerdo a los 2 criterios-

mencionados anteriormente,

Resul tados

En las tablas siguientes aparecen las comparaciones entre los 3 esti
madores de acuerdo al lugar en que quedaron (1 si fue el mejor, 2 el segundo, 3

el peor). Dentro de 1os cuadros aparace el niimero de veces en que quedaron en

cada lugar.

a) Comparacién de acuerdo al criterio 1

a = .9 i

¥ = .3 Estimador

Lugar MC © H.K. Bayes
1 2 6 22
2 5 20 , 5
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= .9
y = .6 Estimador
" Lugar Mc H.K. Bayes
1 3 2 25
2 5 22 3
3 22 6 2
a= .75
v = .6 Estimador
Lugar MC H.K. ‘Bayes
1 2 4 24
2 9 19 2
3 19 7 4
b) Comparacién de acuverdo al criterio 2
a= .9 L
y=.3 Estimador
Lugar S MC H.K. ‘Baybs
1 4 8 28
2 6 14 10
3 20 8 2
o=
y=.6 Estimador
Lugar MC H. K. Bayes
1 3 4 23
2 7 18 5
3 20 8
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a = .75 .

y = .6 Estimadores

Lugar MC H.K. Bayes
1 3 4 23
2 9 18 . 3
3 18 8 4

Los resultados dan una clara superioridad del estimador bayesiano sg
bre el de Hoerl y Kennard y a la vez de este sobre el de minimos cuadrados. La
superioridad del estimador H.K. sobre el de minimos cuadrados se puede expli--

car por el hecho de que la priori no se encuentra muy alejada de la realidad.

Otro hubiera sido el caso si se tomara, por ejemplo, b1=7 b2=-3,
b3=6. Pero l1a simulacién se trat6 de que entre el estimador H.K. y el de Ba--
yes,pudiera competir el primero en condiciones mas o menos aceptables. Com-

paracion entre el método H.K. y el estimador de Swindel.

Procedimos a comparar para un mismo yalor de k el estimador H.K. con

el estimador bayesiano obteniendo los siguientes resultados:

Estimador
K Bayes H.K.
.1 19 11
.2 22 8
.3 26 4

_ Lo anterior indica que al incrementar la confianza en la prior el-es
timador -bayesianc nos 1leva a mejores resultados que a 1os que nos Tleva el mé

todo de Hoerl y Kennard.
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Una G1tima comparacién que hicimos fue tomar R para el estimador ba-
yesiane, encontrar aproximadamente el mismo valor de R en los estimadores H.K.
y comparar el estimador seleccionado con el ‘bayesiano usando los criterios 1 y.

2, En todos los casos el estimador bayesiano .superd al de Hoerl y Kennard.

Conclusiones

Las conclusiones que se pueden obtener de esta pequefia simulacidn --
son 1imitadas. Sin embargo si da un indicativo de las ventajas que tiene el
dar un enfoque bayesiano a los estimadores H.K. Una vez comprendido el enfo--
que, si se desea utilizar una distribucién a priori, no necesariamente la dis-
tribucidn a priori que se supone en el método H,K. serd la que refleje mis ade
cuadamente el conocimiento previo, La simulacidn indica como un conocimiento-
previo sé]o un poco mds cercano a la realidad puede ser més efipiente que el -

método H.K. aplicado rutinariamente.
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