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I N T R o o u e e I o N 

El objetivo de esta tesis es exponer y discutir un método de estima

ción para los modelos lineales propuesto y desarrollado por Arthur E. Hoerl y 

Robert W. Kennard (15) (16), método que ellos llamaron "Ridge Regression" (tra 

ducido en el presente trabajo como "Método H.K. "). 

La tesis está estructurada en tal forma que pueda servir a personas

que han llevado un curso de regresión como los que se imparten actualmente en 

la Facultad de Ciencias de la UNAM. En consecuencia se incluyen varias secci.Q. 

nes que facilitan la comprensión de los principales aspectos de este trabajo.

Tales secciones son las: 1,1, 1.3, 1.4 y 3.1. Frecuentemente se hace referen

cia al apéndice A, en donde incluf11JJs varios resultados de álgebra lineal. 

El capítulo I contiene resultados bastante conocidos y es de carác-

ter eminentemente introductorio para la discusión del capítulo 1-1. 

En el capítulo II presentamos los resultados expuestos originalmente 

por Hoerl y Kennard además de las diversas publicaciones relacionadas con el -

método H.K. 

El capítulo III se inicia con una breve introducción a la inferencia 

tayesiana a partir de la cual damos un enfoque bayesiano al método H.K. En e! 
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te capítulo criticamos dicho método. 

Uno de los motivos que nos llev6 a desarrollar esta tesis fue la an! . 

logfa que existe entre el método de marquardt para estimaci6n de parámetros en 

modelos no lineales y el método de Hoerl y Kennard. Una discusi6n del método

de Marquardt aparece en (4). También nos interes6 ampliar la dlscusi6n del e!!_ 

foque bayesiano del: método H.K. 
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CAPITULO 

1.1. la distr1buci6n normal multivariada 

Se dice que las variables aleatorias x1, ..... XP tienen una distrt~u

ción normal p-variada si existen p variables aleatorias z1, .•. , lp• indepe!!. 

dientes, distribuidas cada una según una N(O,l) y si existen p constantes 

u1 •••. , up y una matriz Apxp = (aij)' no singular, tales que 

+ ll) 
o, en notaci6n matricial 

!=A!+!!..* 

Para derivar la funci6n de densidad conjunta 

f!' (x,) = f (xl' ••• xp) - x1, •.•. ,Xp 

(1.1.1) 

• Esta será la notaci6n que se utilice. Las matrices ap¡recen con letras ma-
yúsculas, los vectores col1111111 aparecen subrayados. ~ 
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veamos que la función de densidad conjunta de z1, ... , ZP es de la forma 

Recordemos que 

1 
e - 2 

(-vh)n 

f' (x') = f (z')I d ~·1 
~ - ~· - d ~· 

1 2 2 2 - 2 (zl + z2 + •.• zp ) 
e 

d ~· 
donde d !' es el Jacobiano de la transformación. 

En este caso 

!, "' A" 1 (! - µ) 

.(~t denota1111s A-l = (bij) te..-os que 

azi -:ax¡-= bij 

En consecuencia, el Jacobiano de la transformación es el valor abso

luto del detenninante de A-1. Por consiguiente 

Sea V = AA' 

de donde 

y·l = (AA')-1 = (A')-1 A-1 = (A-1)' A-1 

y de A.3 y A.2 en el apéndice A 
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Claramente V es una matriz simétrica positiva definida. Utilizando

la nueva notación, la función de densidad queda como 

f!' (x') = (~l~)n/2 ~1~ 
- 2~ {fVf 

- l (X - 11 
1 

) v- l (X - µ) e 2 - .c. - -
(1.1.2) 

En adelante, la notación 

(1.1.3) . 

significará que! tiene una función de densidad dada por (1.1.2). 

Es interesante analizar la definición de la nonnal p-variada. Cada

elemento Xi del vector! es una combinación lineal de z1, ••. ,ZP,de aqu~ que en 

general, Xi y Xj no serán independientes. Se puede verificar que 

V(~)=E( (! - 1!.H! - !!.) ') = 

por lo que a la matriz V se le conoce como matriz de varianza-covarianza. 

También se puede demostrar que 

E(!) = µ 

Algunos teoremas que nos serán de utilidad son los siguientes (ex- -

trafdo de referencias (28), (33) y (34)). 

Teorema 1: 

Sf ! ~ Np (J!.• V) y B es una matriz mxp de rango m ~ p, entonces 
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(1.1.4) 

En particular, si P es una matriz ortogonal pxp tal que PVP' = A,don. 

de A es la matriz de eigenvalores de V, entonces 

En este caso las covarianzas son iguales a O. 

Teorema 2: 

Si ! es un vector aleatorio tal que 

E(!) = .!!.• V(!) = E ( (! - J!.) (! - J!.)') = V 

y A es una matriz pxp, entonces 

y de A.6 

E(!' A !) = tr (AV) + !!.' A !!.· 

En particular,si A = I 

E(!' !) = tr V + !!.' !!. 

E(!'!) = l >.1 + !!.' .!!. 
i=l 

donde >.i. i = 1, ••• ,p son los eigenvalores de V. 

(1.1.5) 

(1.U) 

(1.1.7) 

En especial, nos interesara el teorema 2 cuando!~ NP (!!.•V). 

Teorema 3: 

Si ! ~ Np(.I!.• V) la varianza de!' A! está dada por 
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Var (f'A!) = 2 tr (AV) 2 + 4l!.' AVA J!. (1.1.8) 

Si A = I 

Var (!' ~_) 2 tr v2 + 4J!.' VJ!. 

y de A.8 
p 

~. 2 + 4µ 1 Var (!'!) 2 .L VJ!. 
i=l 1 -

(1.1.9) 

Las demostrar.iones de estas propiedades se pueden encontrar en las ~ 

referencias dadas. 

Pa~emos a anulizar la estructura geométrica de la normal multivaria

da. Por simplicidad tomemos p=2 y una matriz de varianza-covarianza 

V = ( ~12 ~22) 
y vector de medias 

De (l. l. 2) podemos ver que toda 1 a información acerca de la 1oca1 iza

ción de la distribución se encuentra en el exponente. La función de densidad

para el ejemplo está dada por 

Igualando f (xl' x2) a una constante nos queda después de sencillas operaci.Q. 
X¡X2 

nes, 
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que es la ecuación de una elipse con centro en (µ 1, µ2) y con ejes paralelos a 

las coordenadas. Dependiendo de el valor de o/ y 0 2
2, las elipses se verán -

como a) y b) de la fi9ura 1.1.A. Si introducimos covarianzas, las elipses no 

serán paralelas a las coordenadas, como se ilustra en la figura 1.1.Ac. 

a xl b xl c 
Figura 1.1.A. Elipsoides de concentración: a) sin co-

. 2 2 b) varianza, o1 > o2 ; i 
. 2 2 s n covar1anza, o1 < a2 

c) con covarianza. 

A estas elipses se les llama elipsoides de concentración en el caso

bivariado e hiperelipsoides de concentración en el caso multivariado. Los -

ejes de las hiperelipsoides están en la dirección de los eigenvectores de la -

matriz V. Para ver esto, recordemos que la distancia de.!!. al hiperelipsoide -

es máxima en la dirección del eje mayor. Entonces, si maximizamos 

(! - .!!.l' (! - .!!.) 

sujeto a 

encontraremos el eje mayor de la hiperelipsoide. Bastará con verificar que el 

eje mayor está en la dirección del eigenvector correspondiente al mayor eigen

val or y que los demás ejes están también en la dirección de los eigenvectores

restantes. La demostración es bastante sencilla utilizando multiplicadores de 

Lagrange (28). Sea 
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L(X) =(X- J!.)'(X- .!!..l - >.((X-.!!..)' v- 1 (X- J!..) - c) 

entonces 

Igualando a Q llegamos a que 

(I - AV- 1)(! - J!..) =O (1.1.10) 

o de manera equivalente 

(V - >.I) (X - !!.l = Q 

que tiene solución no trivial si lv - >-iJ = O. En consecuencia, el ·eje mayor 

está en la dirección de los eigenvectores de V. Para ver en dirección de cuál 

eigenvector se encuentra el eje mayor, premultiplicamos (1.1.10) por (X - J!.)'

con lo que 

(! - .!!.)' (I - >.V- 1) (X - µ) 

(!- .!!_)' (!- J!..) - A(!- J!..) 1 V-l(!- J!.) 

(! - .!!.l' (X - !!.l - >.c = o 
tenemos entonces que la distancia 

(! - J!.) 1 (! - J!.) = AC 

es máxima si >. es máximo. Fácilmente se verifica que los demás ejes también -

están en dirección de eigenvectores y que las hiperelipsoides están más alarg.!!_ 

das en la dirección de los ejes correspondientes a eigenvalores grandes, es d~ 

cir, los eigenvalores serán factores de elongación de las elipses. En la fig!!_ 

ra 1.1.B podemos apreciar lo anterior. 
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Figura 1.1.B. t 1 y t 2 eigenvectores de V con sus co
rrespondientes eigenvalores. 

Por último consideramos la caracterizaci6n de la distribuci6n normal 

singular dada por Anderson (Ver Searle (34), p, 67). Sea 

Z "' N (_O, !) - p 

Entonces se dice que 

X= A"!::_+!!. 

se distribuye según una normal singular multivariada 

X"' NSj(µ, AA') (1.1.11) 

si AA' no es de rango completo sino de rango j. Veremos una aplicaci6n de es

ta distribuci6n en el capítulo 3. 

En la pr6xima secci6n veremos que varias propiedades del estimador -

de mínimos cuadrados son propiedades que posee la normal multivariada. El an! 

lisis presentado acerca de la estructura geométrica de la normal multivariada

sP.rvirá para comprender mejor los efectos del problema de multicolinealidad -

que se presenta en la secci6n 1.4 y de los métodos de estimación sesgada, que

se presentan en el capítulo 2. 
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1.2. El modelo lineal; propiedades 

con 

Consideremos el modelo lineal 

E (ei) = O para toda i 

{
o si 

E(e.e.) = 2 1 J a si 

1 j 

= j 

que podemos expresar en forma matricial como 

donde 

y es un vector n x 1 

X es una matriz n x ( p + 1) de constantes 

!!_ un vector (p + 1) x 1 de parámetros desconocidos y 

(l. 2.1) 

(1.2.2) 

~un vector aleatorio n x 1 tal que E(~)=Q., E(~~·)= a2In 

acerca del cual se supone generalmente que 

(1.2.3) 

Es frecuente que x10 = 1 para toda i, de tal manera que (l.2.1) que

da de 1 a forma 

1, .. .,n (1.2.4) 

Decimos que el modelo lineal es de rango completo si X es de rango -

completo, en otro caso diremos que es de rango incompleto. En este trabajo -

nos interesará el modelo de rango completo. A menos que se especifique lo co~ 

trario, nos referiremos a este modelo; si bien trataremos un problema en donde 

la matriz X "dista poco" de ser singular. 
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Algunos de los objetivos del análisis del modelo lineal son: 

1) Estimación de los parámetros desconocidos Q. y a 
2 

2) Probar hipótesis acerca de los parámetros. 

3) Predecir valores de Y para alguna combinación de X
0

, •.• , XP. 

Son bastante conocidas las propiedades del estimador de mínimos cua-

drados. 

i = (X'JC)-l X'J_ ( 1.2. 5) 

que es el que minimiza la suma de cuadrados residual (SCR) 

SCR(Q.) = (y - X Q.)' (y - ~) = .f ~ 

así como las propiedades del estimador de a2: 

cx:-xQ.J' CY-XQ.l 

n - (p + 1) 

(l. 2. 6) 

(1.2.7) 

Mencionamos a continuación algunas de estas propiedades (34): 

l. Dentro de la clase de estimadores lineales insesgados de Q., '.Q. es 

el estimador de mínima varianza. Por esta propiedad se dice que B. es el mejor 

estimador lineal insesgado (MELI) de Q.. 

2. s2 es un estimador insesgado de o2 

Bajo la suposición de normalidad (1.2.3) tenemos además: 

3.aJ b "'N (b, a2(X'Xf 1) - p - (1.2.8) 

b) (n - p)s2 
x2 

2 "' (n-p+l) 
C] 

4. Q. y s2 son independientes. 



de donde 

- 13 -

5. li_es el estimador de máxima verosimilitud. 

6. li_y s2 son estimadores suficientes, completos, suficientes mini

males, consistentes y eficientes. 

7. De (1.1.6) tenemos que E(E_•fü = a2 tr (X'Xf 1 +~'k (1.2.9) 

E((Q_ - k)' (Q. - .Q.)) = a2 tr (X'X}-l (1.2.10) 

8. De (l. 1.8) tenemos que 

Var {p_'fü = 2 a 4 tr (X'X)-2 + 4 a2Q.1 (X'X)-lQ 

y como Q. - !!. "' Np (Q., a
2 (X'X)-1), entonces 

Var ( (li - !?_}' (Q. - Q)) = 2a 4 tr {X'X)-2 (1.2.11) 

9. Si !:. es un vector (p+l) x 1 de constantes, b.':Q. tiene mínima va

rianza en la clase de estimadores lineales insesgados de~'!!_, además 

L'b"' N (L'b, a2L1(X'Xf1L) -- p -- - -
(1.2.12) 

Podernos apreciar que el estimador de mínimos cuadrados satisface va

rios criterios de optimalidad (eficiencia, suficiencia minimal, máxima verosi

militud, mínimos cuadrados) lo cual lo hace bastante atractivo, sin embargo nQ_ 

ternos que varias propiedades dependen de la estructura de la matriz X'X. 

Veremos en las próximas secciones que esta estructura es crítica 

cuando se quiere una estimación precisa de .Q_, cuando se quiere hacer una pre-

dicción de Y en una región de interés o cuando se quieren probar hipótesis -

acerca de los elementos de~· Para analizar esta estructura presentamos en la 

próxima sección la matriz de correlación; en la sección que le sigue plantea-

mas el problema de multicolinealidad y analizamos los efectos que tiene sobre

las propiedades del estimador de mínimos cuadrados. 
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1.3. La matriz de correlación 

Para encontrar el estimador de mínimos cuadrados es necesario inver-

tira la matriz X'X. Recordemos que 

C' 
~xi o xi 1 

n,'. '') 
10 

X'X I:"X;~Xil I: xil 
2 

.rx .2 I:X;oXip ..... ip ( 1.3 .1) 

o bien, si X. = 1 10 para 1, ... ,n 

n EX;¡· .n,,) 
I:X; 1 :rx;1 

2 

X'X 

Ex¡P l:x. 2 
1p (1.3.2) 

Por varias razones es preferible utilizar la matriz de correlación -

en vez de X'X. Estas se mencionan a continuación: 

l. La inversión de X'X puede llevar a errores de redondeo debido -

principalmente a que los números que aparecen en los cálculos son de diferente 

orden, o bien, porque X'X puede estar cerca de ser singular y hacer que el 

algoritmo de inversión sea ineficiente (6). 

2. Al utilizar la matriz de correlación tenemos una medida de la --

usociación 1 ineal de las variables independientes x1 , •.• , XP así como de éstas 

últimas con la respuesta Y. 

Esto aumenta la comprensión de la estructura del espacio de paráme--
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tras y también se aplica en diversos métodos utilizados en la selección de va

riables. 

El procedimiento para obtener la matriz de correlación consiste en -

los siguientes pasos (6): 

l. Centrar las observaciones 

2. Estandarizar las observaciones. 

Primer paso. 

Sea el modelo 

1, .•. ,n (1.3.3) 

n 

Sea x. = ¿ 
J 

j 1, ... ,p 

i=l 

j 1, ... ,p 

Podemos expresar las observaciones en ténninos de desviaciones con -

respecto a la media (centrar las observaciones): 

Yi = b
0 

+ b1 x1 + b2 x2 + ... + bp xp + b1 (X¡ 1 - x1) + 

+ b2(Xi2 - XZl + .... +bp(Xip - XP) + ei 

En notaci6n matricial , 

Y=lb0 ' +X!+~ (l. 3. 5) 
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n 

x· 
nl 
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Como ?; x .. =O para j = 1, ... ,p tenemos que las ecuaciones normales -
i=l lJ 

de (1.3.5) son 

o .. b 1 

o 
2 

L~il · .l:xilxip bl (i 
Exilxip' 

.• o 1 
2 

.. ~xip bp 

el 

Por lo tanto, 

estimador de b
0

' 

'8 1 
o 

es 

independientemente del 

I:Yi 
n = Y 

~yi 

~xil Yi (1.3.6) 

x¡Pvi 

valor que tomen b1, b2' •.. ,bp' 

(1.3.7) 

y en consecuencia reducimos el problema a resolver el sistema de ecuaciones 

(1.3.8) 

o bien 

x·x ! = x·r. 
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Segundo paso: 

Sea s.=J:~xi/ 
J 1 n 

J...- (X .. - Xjl 2 
L. lJ 
i n 

(1.3.9) 

Slbl ª1 

.§.=A-1~= s2b2 ª2 

s·b 
p p ~p 
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. ¿ xilxip 

st.sr 

. ¿x. 2 
• • 1P 

-s-Z-· 
p 

r12·· ........... rlp 

r~P 

: 1 

(1.3.10) 

donde r
1
j = correlación de Xi y Xj. Todos los números que aparecen enlama-

triz X'X estan entre -1 y l. Esto evita los errores de redondeo mencionados -

anteriormente y permite tener una medida de la asociación lineal de las varia

bles, como lo es rij' 

Por otra parte, tomemos el lado derecho de la igualdad (1.3.8) y da-

do que 

tenemos la igualdad 

(

i:xil (Y; - :)) 

= I:,xi2 (Yi - Y) 

~X;p (Y; - V) 

(1.3.11) 
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Estas ecuaciones son las que se obtienen si se supone el modelo 

(I.3.12) 

La notación (1.3.12) es solamente convencional (ver apéndice B) pue~ 

to que el modelo correcto es (I.3.9). Utilizaremos la notación (1.3 •. 12) cuan

do el interés primordial se centre en la estimación de -ª.Y no tanto en la esti 

mación de b
0
'. 

1.4. El problema de multicol ineal idad 

Hicimos notar en la sección 1.2 que varias de las propiedades del e~ 

timador de mínimos cuadrados dependen de X'X (de X'X en aquella sección). So

bre X'X el único supuesto que hemos hecho es que sea de rango completo, es de

cir, las columnas (o los renglones) son lfnealmeríte independientes y por lo tan. 

to forman una base en el espacio p-dimensional. Esta base es ortogonal si -

X'X es una matriz diagonal y, dado que es una matriz de correlación, su deter

minante vale l. En caso que X'X no sea diagonal tenemos el resultado 

(1.4.1) 

al cual se llega utilizando la desigualdad A.4. Si X'X es de rango incompleto 

tenemos que lx•x 1 =O. Entonces, un síntoma que indica que nos acercamos a

una matriz de rango incompleto es, que el determinante es cercano a O. Sean -

A1, A2, ... AP los eigenvalores de X'X. De A.5 sabemos que 

lx·x 1 =Al A2"'Ap 

entonces otro síntoma de que nos hemos alejado bastante de la ortogonalidad, -

es el hecho que algunos eigenvalores son cercanos a O. 
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Estos 2 síntomas nos sirven para detectar la presencia del problema

~ue los econometristas han llamado multicolinealidad. Una manera de definir -

el problema de muticolinealidad, como lo definen Farrar y Glauber (tomado de -

(43)), es en términos de desviaciones de la ortogonalidad. Por ejemplo, Fa- -

rrar y Glauber proponen 3 pruebas que "detectan la presencia y el patrón de mul_ 

ti col in ea l i dad" bajo la su posición de que los renglones de X provienen de una

di s tribución normal multivariada. Varias criticas se han hecho a Farrar y 

Glauber dado que una prueba es incorrecta (43) además de que la suposición 

acerca de los renglones de X provenientes de una distribución normal multivá-

riadd es muy restrictiva (20) (31). El problema básico presente en el enfoque 

de Farrar y Gl auber es que se avocan a detectar y remediar los síntomas pero -

no necesariamente resuelven el problema de multicol inealidad. El defecto de -

su enfoque radica en su definición del problema de multicolineal idad. Sigui en. 

do el enfoque de Johnston (19) y Silvey (36) presentamos las consecuencias de

l a multicolinealidad para de allí buscar la esencia del problema. 

Recordando que 

i "' Np (§., a
2 (X' X r 1) (1.4.2) 

vemos que la multicolinealidad o no ortogonalidad se refleja en la matriz de -

varianza-covarianza de ~ . Tomemos como ejemplo la siguiente matriz de corre-

1 ación: 

X'X 
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El determinante 

y la inversa es 

e,,,' r13r23 - r12 
'12'23 - '") 

(X' X)-1= t 1-r13 
2 

r12r13 - r23 r13r23 - r12 (1.4 .3) 

2 
r12r23 - r13 r.12r13-r23 1-r12 

Por ejemplo, si r12=.1 • r13=.8 r23=.6,entonces D = .086 

( 

7.442 

_:::~: 
4.419 

4; 186 

-6.046 

-8.605) 
-6.046 

11. 512 

(1.4 .4) 

De (1.4.2) y (1.4.3) vemos que una de las consecuencias de la multi

col ineal idad es la estimación imprecisa de los parámetros reales . Compárese

de (1.4.4), var (a3) = 11.512 a2 con la varianza de a3 en un sistema ortogonal: 
• 2 Var (a3) = a 

La diferencia es dramática. Además si y aj' i¡!j, están en el ejem-

plo muy correlacionados, luego entonces, los errores que se cometan al estimar 

estarán correlacionados. Esto lo podemos ver más claramente transformando la 

matriz (X'X)-l en una matriz de correlación C. En el ejemplo 

e = 
( 

.792 

-.929 

.792 
- . 929) 
- .871 

1 

( 1.4.5) 

-.781 

Si un elemento de]. se encuentra alejado del valor real, debido a la 
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estructura de la matriz de varianza-covarianza, otros elementos de i también -

se encontrarán alejados del valor real. En el ejemplo tenemos que la correla

ción de a1 y 82 es .792; si a1 está sobre~estimado, 82 también tenderá a es-

tar sobreestimado. En este caso a3 tenderá a estar bajoestimado. 

De lo anterior podemos deducir que i puede estar muy alejado de ll.; -

de hecho tenemos de (1.2.10) que 

E((-ª.- l3)'(.@_- .[l_) = ,} tr(X'Xt 1 

y de A.9 y A 6 resulta 

/ tr(X'X)-l =a~ t 
i=l 

(1.4.6) 

( 1.4. 7) 

donde Ai' i = l, .•• ,p son los eigenvalores de X'X. Si algún l.i es cercano a O, 

la esperanza (1.4.6) será grande relativa a la esperanza cuando X'X es ortogo

nal. En el ejemplo E( (E_ - j¿_)' tfl. - .f1.)) = 23.140a2 la podemos comparar con-

3 o
2 que es la esperanza que se obtendrá en un sistema ortogonal. Por último; 

de (1.2.11) 

Var ( (~ - .!!.)' U. - .!!.) = 2o4 
tr(X'X)-

2 

y de A.8 resulta que 

4 ( )-2 4 ...e- 1 2o tr X'X = 2o ..:::_ 
i=l ~ 

1 
(l. 4.8) 

Resumiendo lo anterior podemos decir que la multicolinealidad trae~ 

c.omo consecuencia una falta de precisión en la estimación: los parámetros estj_ 

mados pueden estar muy alejados de los parámetros reales y además algunos o tQ. 

dos los parámetros estimados pueden estar muy correlacionados. Además "resul~ 

ta extremadamente difícil, si no imposible, desenmascarar las influencias re-

lativas de las diferentes variables" (19) 
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En la figura 1.4.A se ilustran gráficamente algunas de estas canse--

o 
a) 

Figura 1.4.A. 
un mismo nivel 
nal. 

Intervalos de confianza para a1 y a? a 
a para a) X ortogonal b) X no or.togQ_ 

Otra consecuencia de la multicol ineal idad se presenta cuando se qui~ 

re utilizar alguno de los métodos de selección ·de variables.Marquardt (25) an.Q. 

ta que las condiciones presentes en la multicolinealidad "desestabilizan todos 

los criterios que uno puede calcular a partir de la estimación por mínimos cu~ 

drados, llevando a una selección de variables altamente inestable". 

Por último, Johnston (19) ve como una consecuencia de la multicoli-

nealidad que el añadir algunas observaciones adicionales al conjunto original 

de datos produce algunas veces cambios sustanciales en los parámetros estima-

dos originalmente. 

Esta última consecuencia nos da la clave para encontrar la esencia -

del problema. Cuando X' X es ºno ortogonal, estamos trabajando con menos inform!!_ 

ción que cuando X'X es ortogonal. Vemos entonces que la esencia del problema

es la falta de infonnación. Es por esto que disentimos del enfoque dado, por-
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ejemplo, por Coxe (3), en donde trata al problema de multicolinealidad como un 

problema numérico. Visto como un problema de falta de infonnación, Silvey (36) 

estudia cómo se afecta la precisión de las estimaciones al aumentar n, el núm~ 

ro de observaciones. Analizando la estructura del espacio de observaciones y

viendo en qué direcciones la infonnación es escasa, propone incrementar la pr~ 

cisión de las estimaciones eligiendo optimamente nuevos valores de las varia-

bles independientes. Sin embargo, este método no es aplicable cuando por alg!!. 

na razón no es posible elegir (o diseñar) los nuevos valores de las variables

independientes. Además, el problema de multicolinealidad se presenta general

mente en estos casos. 

En el próximo capitulo veremos como Hoerl y ·Kennard buscan también -

incrementar la precisión de las estimaciones, pero a diferencia de Silvey, que 

se basa en el estimador de mínimos cuadrados, ellos proponen otro tipo de esti 

madores. 

., 
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C A P I T U L O I I 

2.1. El error cuadrático medio y la condición de admisibilidad 

Ante la imposibilidad de encontrar dentro de la clase de estimadores 

lineales insesgados de~ un estimador con menor varianza que el estimador de -

mínimos cuadrados y con las características poco atractivas que este último -

posee en problemas de multicolinealidad, entonces la proposición de buscar de!!. 

tro de otras clases de estimadores (por ejemplo estimadores lineales sesgados, 

lineales con un sesgo fijo, no lineales, etc.) alternativas para resolver e! 

te tipo de problemas, es bastante atractiva. Para poder comparar a! con - -

otros estimadores necesitarnos un criterio más general que el de mínima varia!!. 

za. El criterio que más se ha utilizado es el de mínimo error cuadrático me-

dio (ECM). Este criterio se puede plantear corno sigue (2): 

Dada una clase de posibles candidatos a estimadores, encuentre aquel 

estimador -ª.* que minimice 

ECM(i) = E (C~ - ~)' U. - ~)) (2.1.1) 

Observemos que si tomarnos la clase de estimadores lineales insesgados,el crit~ 

ria de mínimo ECM coincide con el de mínima varianza. 

Si desarrollarnos (2.1.1) llegamos a que 

ECM(~) = E ( (a - E(a)) 1 (1 - E(all) + (E(§.)-a) 1 (E{§.)-~ (2.1. 2) 
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El primer término del lado derecho de la igualdad corresponde a la -

varianza del estimador y el segundo es una medida del sesgo del mismo. (Aunque 

estarnos utilizando la notación para el modelo lineal, podernos pensar en otro -

tipo de estimadores, (2.1.2) sigue siendo válido.) Surge.naturalmente la duda

de si tiene sentido perder la propiedad de insesgarniento y tornar en cuenta es

timadores sesgados. Veamos la figura 2.1.A. 

Figura 2.1.A. f1 es la función de densidad del estirnE_ 
dor insesgado y de mínima varianza. f2 es la función
de densidad de un estimador se9ado con sesgo c. Es -
claro que preferimos en este caso al estimador con fun 
c i ón de densidad f 2 . -

Mayer y Willke (23) proponen la siguiente condición de admisibilidad: 

"Una clase E de estimadores es adrnisibl e de acuerdo al criterio de ECM, si pa

ra cada problema existe .Q cE tal que 

ECM(e) < EcMrn.l" (2. 1.3) 

Esta condición de admisibilidad juega un papel importante en la pre

sente tesis, ya que en parte justifica el uso de los·estimadores de Hoerl y -

~.ennard que se presentan en la siguiente sección, así corno o.tras que se discu

ten en la secci6n 2.3. 
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2.2. Los estimadores de Hoerl y Kennard 

Dentro de la clase de estimadores lineales insesgados de]_ no es po

sible encontrar otro estimador que sea superior al de mínimos cuadrados de -

acuerdo al criterio de ECM. Por lo tanto, la búsqueda de otro estimador que -

satisfaga la condici6n de admisibilidad debe buscarse en otra clase de estima

dores, por ejemplo,estimadores lineales sesgados. Hoerl y Kennard (15) (16) -

proponen una clase de estimadores 1 ineales sesgados que satisfacen la candi- -

ción de admisibilidad (2.1.3). Esta nueva alternativa para resolver el probl_g_ 

ma de multicolinealidad ha despertado gran interés dado que en la práctica ha

dado buenos resultados. Ellos proponen una clase de estimadores de la forma 

i = (X'X + kl)-l X'Y = W X'Y .!!J<. • - k - (2.2.1) 

k > O, que de aquí en adelante llamaremos estimadores H.K. 

Dado que X'X y kl son· matrices simétricas positivas definidas, Wk es 

simétrica positiva definida. Cada elemento de la clase es una transformaci6n

lineal de i debido a que 

~ = (X'X + kl)-l (X'X) (X'X)-l X'l 

((X'X)-l (X'X + kl))-l a = (l + k(X'X)-l)-l -ª. 
(2.2.2) 

De la definición de Zk podemos ver que también es una matriz simétr.i 

ca positiva definida. 

De (2.2.2) resulta que E(~) = Zk ~ y por lo tanto~ ~s un esti

mador lineal sesgado de]_. De (1.1.4) sabemos que 

(2.2.3) 
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En la discusión acerca de estos estimadores utilizaremos las siguie.!!. 

tes propiedades de las matrices zk y wk. 

Demostración 

Si escribimos Zk en la forma 

Z = (X'X + kl)-l X'X 
k 

y premultiµlicamos (2.2.5) por wk-l obtenemos que 

wk-l zk = (X'X + kl)(X'X + kl)-l X' X= X'X 

(2.2.4) 

(2.2.5) 

Por otro lado, premultiplicando el lado derecho de (2.2.4) por Wk-l_ 

resulta que 

por lo tanto, se cumple (2.2.4). 

Propiedad 2 

Sean 11, 12, ... ,lp los eigenvalores de X'X y denotemos por .li(Wk) y 

li (Zk)' = 1 •.. , p los eigenvalores de Wk y Zk respectivamente. Entoncesº 

>.i(Wk) 

li(Zk) = 

· f'enÍostrac16n: 

(>.i + k) 

Tomemos la ecuación característica de wk- 1: 

(2.2.6) 

(2.2.6') 



- 29 -

que es la ecuación característica de X'X. Por lo tanto se da la igualdad 

Ai = ~i - k i = 1, ... ,p 

de donde 

( ) l - 1 
Ai Wk = ¡¡-- - Ai + k i = 1, ... ,p 

y entonces (2.2.6) queda demostrado. 

forma análoga. 

El resultado (2.2.6') se demuestra en --

Como primera aplicación de estas propiedades tenemos el siguiente -

teorema, 

Teorema 1 

s · s d' a .!!!< -k - -

y~·~ es una función decreciente en k. 

Demostración 

B 'a =a' z 'Z B = a' (Z )2 B .!!!< .!!!< - k k- - k -

(2.2.7) 

2 Ai 2 · 
De A.8 sabemos que los eigenvalores de Zk son ( r:+i(") = ºi < l. , 

Entonces tomando la descomposición espectral de zk2 (ver A.7) 

zk2 = º1 E1 E1' + º2 f.2E2' + ... +o~' 

tenemos que 
... , 2.. ..., 1"' ... ,... . ..... ..., ... 

!!. zk !!. = 61 !!. f.1f.1 .@. + 62 .@.'~~ .@. + .. ,+ 6p.@. ~ s 6max .@. .!! 
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donde ómax = max ºi y como ºmax < 1 resulta que 

que es lo que queríamos demostrar. 

Vemos entonces que una de las propiedades de estos estimadores es --

que se encuentran más cerca del origen que el estimador de mínimos cuadrados. 

A continuación presentamos los teoremas que demuestran que los esti,. 

madores H.K. forman una clase admisible. Para ello, veamos que 

ECM(~) = E{(~k - E(fk))'(~ - E(~ll) + (E(.§_k) - !)' (E{B_k) - Jl.) 

=E((~- 1i)'Zk'Zk(Q_- !l) + (Zk 1- !)' (Zk !!_- J!) 

= n
2trZk' (X' X)-lzk + .13.' (Zk - !) '(Zk - l)f 

tenernos que 
2 p "i 

E CM ( 6 k ) = a .L .,-;-¡-¡;\']'k 
i=l \Ai+~,~ 

= Y¡(k) + y2(k) 

+ k2 !' (X'X + kl)- 2 l 

(2.2.8) 

Teorema 2. y 1{k) es una función continua, monótona decreciente en k. 

Corolario 2.1. 
p 1 
I: (~) 
i=l i 

Las demostraciones son triviales. 

Ieorema 3. y2(k) es una funci6n continua, monótona creciente. 
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Demostración 

Séa A la matriz de eigenvalores de X'X y sea P una matriz ortogo-

nal tal que 

. X'X = P'AP y PX'XP' =A 

(ver A.7.) 

Si B = P'~ entonces 

De A.9 y A.8 resulta que 

t (2.2.9) 
i=l 

Como >.i + k es mayor que O para toda i y toda k ;:: O, el aramente es -

una función continua. Notemos que y 2(o) = O y que para k > O podemos escri--

bir a (2.2.9) como 

Y2 (k) t 
1=1 

2 
__ Ci_i_ 

( 1 + >.~)2 

>-; 
Para toda 1 y toda k>O, k es una función monótona decreciente de -

donde Cii es monótona creciente. 
( l+ ~,2 

k 1 

Por lo tanto y2(k) es monótona creciente. 

Corolario 3.1. r 2(k) ~ f'f cuando k ~ m 

Corolario 3. 2. 
. dy2 

11m+(dk) = O 
k-+O 
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El siguiente teorema demuestra que la clase de estimadores de Hoerl

y Kennard es una clase admisible. 

~orema 4. Existe k > O tal que ECM(~k) < ECM(.@.) 

Demostración: 

dECM(~) dy 1 ( k) 
+ 

dy2(k) 

dk dk ---a;-

Ai"i 
2 

= - 20 2 t A· t ----1....,, + 2k 
(Ai+k) 3 i=l (Ai+W i=l 

(2.2.10) 

De los corolarios 1.1 y 2.2 

. (d ECM(~)~ 2 ~ l l1m+ d = - 2a (wl 
k~O k 1= 1 

.A.hora, si encontramos k > O tal que 

d ECM(~) 
d < o 
k 

para esos valores de k el ECM(I\) será una función monótona decreciente. De -

(2.2.10): 

si y solo si· 

que se cumple si 

k ª; 2 < 1 
2 
o 

para toda i. 
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Por 1 o tanto, si tomamos 
2 2 2 k < - 2-

0
- donde a max = max (a; ) 

a max i 
(2.2.11) 

se satisface la condición de admisibilidad. 

En la qráfica 2.2.A se ilustra este teorema. 

• 11" ECM(il ) -:!!< 

¡,, 
, './ 

y 

,/ ~ <r2 k) 
yl (O) ---

;:/ / 

/ 
;/V ,,, 

" / ,/' 
; 

1 .;"' V 1 / , .... 
\ / 
V 
/\ f'...__ 

I r--- ~yl(k 
·~---

k 

Gráfica 2.2.A. Tomado de Hoerl y Kennard (15) 

Este es el resultado fundamental que presentan Hoerl y Kennard, ya -

que nos garantiza la existencia de un valor de k con ECM menor que el de míni

mos cuadrados. El problema que se presenta es que (2.2.11) depende tanto de -

.!!.'.!!_como de a2 que son desconocidos. Hasta ahora no existe método· para encon

trar valores de k que nos garantice una reducción en ECM, a pesar de que se-
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ha hecho un esfuerzo considerable en esa dirección como veremos en la sección-

(2.4). 

Hoerl y Kenna rd propusieron un método al que nosotros 11 amamos 1 a -

traza de H.K. (ridge trace) y que presentamos a continuación. 

2.2.a). La traza de H.K. 

Sabemos que il. minimiza la suma de cuadrados residual, SCR, 

~(Q) = SCR (ª) = (Y - X!!)' (Y - X!!) 

Para cualquier vector!! que estime a Ji.• podemos escribir la SCR en -

términos de §.de la siguiente manera 

SCR (-ª.) = (l - X~)' (Y. -Xjj_) + (.!!_ - Q) 'X' X(~. - _§) 

min ~ (!!*) + (.!!_ - Q_)'X'X (!! - il.l 
!!* 

Como la forma cuadrática 

(2.2.12) 

(,!! -~)'X'X (.!!_ - il.l es siempre~ O, al introducir un vector!! que es

time a ~nos alejamos del óptimo obtenido por el criterio de mínimos cuadrados. 

Los vectores .!!_tales que (!! - il.J X' X (!! - il.J = c forman la superficie de un -

hiperel ipsoide centrado en a. Notemos que si la matriz X'X tiene algunos ei~

genvalores muy pequeños, nos podemos alejar del vector de mínimos cuadrados -

sin un notable incremento en la suma de cuadrados residual. Esto se ilustra -

•m la gráfica 2.2.B. 
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A) B) 
Gráfica 2.2.B. C y O producen el mismo incremento en
la suma de cuadrados residual en ambas figuras. En A 
X'X es una matriz ortogonal. En Bes una matriz no or 
togonal. En B nos podemos alejar más de~ con el mis
mo incremento de la SCR. 

Hoerl y Kennard (15) anotan que el método de estimación de mínimos.

cuadrados "no refleja la sensibilidad de la solución al criterio de optimiza-'-

ción". 

Una caracterización de la clase de estimadores H.K. es la siguiente: 

Dado C!!. - 1,) 'X' X (!! - -ª.l = c (2.2.13) 

existe un valor k tal que 

a ' ~ = min B'B 
~ .!l. --

(2.2.14) 

Esto significa que, de todos los vectores que satisfacen {2.2.13), ~es el 

que tiene longitud mfnima. Podemos ver que (2.2.14) es cierta resolviendo 

Min B'B 
!!. --
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sujeto a rn. - Q.)' X' X rn. - _i) = c 

Solución 

Utilizando multiplicadores de Lagrange, sea el problema 

MinF=J!'J!+ {f) {1?_-jj_)' X'X {j!-Q_)-c 

donde fz es el multiplicador 1 

_jf_= 2B + (lk) (2{X'X) )!- 2{X'XJi)= O d_I! -

de donde 

!!_= {X'X + kI¡- 1 X'Y = B - ~ 

Ya que jj_ es estimador máximo verosímil, puede verse que cualquier -

otro vector que estime a~ decrementará la función de verosimilitud. Ahora -

bien, lpor qué escoger el vector que minimiza_!!_'!!_? Hoerl y Kennard argumentan 

que, si bien vectores con mayor longitud nos dan el mismo incremento en la SCR 

o, equivalentemente, el mismo decremento en la función de verosimilitud, "no -

siempre tendrán el mismo significado físico. Está implicada una restricción -

en los valores posibles deª-• que no se hace explícita en la formulación del -

modelo lineal general". 

Como veremos en el capítulo 3, en términos bayesianos, lo anterior -

equivale a introducir información a priori acerca de los parámetros. La fig.!! 

ra 2.2.C muestra el estimador~ para diferentes valores de la constante c di!_ 

éa en (2.2.13). 
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Figura 2.2.C. Los puntos R,S,T representan a los vec
tores~ para diferentes valores de c=(~-!l'X'X(4-fü. 
A medida que c crece la longitud de ak decrece. 

En lugar de fijar c y de allí seleccionar el valor de k, es preferi

ble fijar k y a partir de esto ver cuál fue el incremento en la SCR. El méto

do de H.K. consiste en graficar los coeficientes de~ y la SCR para diferen-

tes valores de k entre O y 1, tal como se ilustra en la figura 2.2.D. To

mada de un ejemplo de Hoerl y Kennard (16). 
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Fiyura 2.2.D. La traza de H.K. La escala que apare
ce a la derecha corresponde a la SCR. Las líneas co!l 
tinuas son los coeficientes de~· 

Las recomendaciones que pueden llevar a seleccionar un valor adecua

do de k son las siguientes: 

l. Estabilidad de los coeficientes de~· En la figura 2.2.D algu

nos coeficientes cambian drásticamente de valor para k entre O y .2. Hoerl 

y Kennard dicen que estos coeficientes no "retienen su poder predictivo". 

Véanse A y B en la misma figura. 

2. Cambios en los signos de los coeficientes. Puede haber signos -

que no vayan de acuerdo con la naturáleza de los datos. Esto se verá con el!!_ 

ridad en el ejemplo en 2.2.b). 

3. La SCR da una indicación de cuanto se ha afectado el criterio de 

optimización. Se busca que ésta no sea grande respecto a la SCR rn.>, o bien,

''grande relativa a lo que sería una varianza razonable para el proceso que ge-

nera los datos". 
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4. "Los valores absolutos de los coeficientes no serán grandes en -

relación a las variables en donde ellos representan tasas de cambio" (16) 

2.2.b). Un ejemplo del método H.K. 

Presentamos ahora un ejemplo que sirva para aclarar los puntos ante

riores. Este ejemplo proviene de una simulación que describimos en el apéndi

ce C. Pretendemos que puede servir para una mejor comprensión del método de -

Hoerl y Kennard. Además, nos concentramos solamente en el problema de estima

ción, que es una parte del análisis de un conjunto de datos. 

Supongamos que tenemos el problema de estimación de parámetros bajo

la suposición de que el modelo está dado por: 

(2.2.15) 

Para obtener la matriz de correlación transformamos (2.2.15) en 

(2.2.16) 

La matriz de correlación y su inversa son 

(' .7684 ··':") ("''" -2.7496 '·"") X'X = .7684 (X'X)-l= -2.7496 3.1128 - . 9918 

- .3607 o l. 2907 -.9918 l. 4656 

Los eigenvalores de X'X son 

"1 = 1.8489 "2 = 1 >.3 = .1511 

El detenninante de X'X es .2794. Vamos a suponer que conocemos de -
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la "naturaleza del fenómeno" que Si > O para i=l, ... ,3. 

En la tabla siguiente aparecen los estimadores para las unidades 

transformadas y para las unidades originales 

ilkl ªk2 ªk3 1\o 6kl 6k2 6k3 

o l. 0594 -0.0669 0.4010 0.0461 2. 9652 -0.2182 l. 2282 

.025 0.9623 0.0075 0.3570 o. 0461 2. 6934 0.0246 l. 0935 

.05 0.8881 0.0617 0.3231 0.0461 2.4857 0.2011 0.989~ 

0.75 0.8293 0.1023 0.2%8 0.0461 2. 3211 0.3337 O.!l060 

.1 0.7812 o. 1335 0.2733 0.0461 2 .1866 0.4355 0.8371 

.2 0.6515 0.2055 o. 2115 0.0461 l. 8234 0.6703 0.6479 

. 3 0.5725 o. 2363 0.1734 0.0461 l. 6025 o. 7709 o. 5210 

.4 0.5175 0.2497 0.1468 0.0461 l. 4483 0.8144 0.4496 

.5 0.4758 0.2544 0.1270 0.0461 1.3317 0.8298 o. 3889 

.6 0.4425 0.2544 0.1115 0.0461 l. 2387 0.8300 o. 3417 

. 7 o. 4150 0.2519 0.0991 0.0461 1.1616 0.8218 0.3037 

.8 0.3916 0.2479 0.0890 0.0461 l. 0962 0.8087 0.2724 

.9 0.3714 0.2431 0.0804 0.0461 l. 0394 o. 7928 o. 2463 

1.0 o. 3535 0.2378 0.0732 0.0461 0.9895 o. 7756 0.2241 

Tabla 2.2.E. En los últimos cuatro renglones aparecen 
los estimadores en las unidades originales. 

Con ayuda para seleccionar el va lar de k aparece 1 a traza de H. K. en 

la figura 2.2.F. 
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li--+-~--4-----1-~. 2 

r.k 1 

--+------r-----+--~ Ak2 

.4 k .6 .8 1.0 

Figura 2.2.F. La traza de H.K. Arriba, a la derecha
·aparece graficado R, el coeficiente de correlación múl 
tiple asf como el cuadrado medio residual (CMR). 

Siguiendo los lineamientos de Hoerl y Kennard el análisis de la tra

za de H.K. es el siguiente: 

l. Los estimadores a1, 82, a3 no son estables. Un incremento pe-

queño en el valor de k trae como consecuencia un cambio brusco en los valores• 

de los estimadores. 

2. Dada la naturaleza del fenómeno, a2 no tie~e sentido ya que es -
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menor que O. El incrementar el valor de k de O a O. 025 11 eva a ílk2 a O y en ad~ 

l¡¡nte se vuelve positivo. Comparemos lo que pasa a ak2 con lo que sucede a flkl. 

Las variables 1 y 2 tienen un coeficiente de correlación simple de .7684. Por 

otro lado, la covarianza de 81 y a2 es proporcional a -2.7496. Esta covarian

za negativa lleva a que estos estimadores tiendan a estar muy alejados entre -

sí. Como consecuencia de esto,a2 es negativo y posiblemente a1 este sobreestj_ 

mado. La covarianza negativa de 12 y &3 contribuye tambifin a que i 2 sea nega

tivo y quizás subestimado. 

3. Dada la cnvarianzB po~itiva de 81 y fl 3 y la negativa de fl 2 y &3 
existe cierta tendencia a sobreestimar á3. 

4. Entre k=O y k=.1 ocurre un cambio brusco en el valor que toman

los estimadores. En el intervalo (.2, .4) el sistema se estabiliza. Sin em-

bargo, como el CMR crece considera~lemente, es aconsejable elegir un valor de

k del intervalo (.1, .2). En este intervalo los signos van de acuerdo con la

naturaleza de los datos ya que todos son positivos. Además se reduce tanto la 

sobreestimación de akl como la subestimación de ak2• 

Para comparar los estimadores tomamos como criterios 

1) 
4 (b.* - b.) 2 
L J J 
j=o 4 

donde b/ es un estimador de bj (los bj son conocidos por tratarse de una si-

mulaci6n). 

2) sy_* )ti Y/ - E(yi) 2 

n 
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donde yi* es un estimador de E(Yi). Para k=.l y k=.2 se presentan estos valo

res comparados con el de mínimos cuadrados. 

sb* sy* R 

Mínimos Cuadrados .8216 1.1868 .9339 

Hoerl y Kennard (k=.1) .4684 .9107 .8421 

Hoerl y Kennard (k=.2) .3378 .7965 .7859 

Para estos 2 criterios los estimadores H.K. superan al estimador de

mínimos cuadrados a pesar de que el coeficiente de correlación múltiple dismi

nuye. Conviene entonces utilizar los parámetros estimados por el método H.K.

que los estimados por mínimos cuadrados. 

2.3. Otros métodos de estimación sesgada 

Como consecuencia de las publicaciones de Hoerl y Kennrad han apare

cido una gran cantidad de artículos. Es nuestro interés presentar un panorama 

general de lo que se discute en ellos y para esto hemos intentado hacer una -

clasificación de los mismos. La clasificación la hicimos de acuerdo al enfo--

que particular de cada artículo, e5to es, algunos proponen estimadores con pr.Q. 

piedades análogas a los de Hoerl y Kennard, otros se orientan a la selección

adecuada de un valor de k, otros dan un enfoque bayesiano, etc. La clasi_fi

cación hecha fue la siguiente (algunos artículos aparecen en más de un crite--

ria): 

a) Propuesta de estimadores con propiedades análogas a ~· véanse -

las referencias (1), (9), (10), (11), (23), (24), (25), (26), (42). 
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Me Callum (26) presenta los métodos de estimación por componentes principales

que, si bien no aparecieron como consecuencia de los artículos de lloerl y - -

Kennard, resulta conveniente incluirlos en esta sección para relacionarlos con 

el método de Marquardt (24). 

b) Búsqueda de una manera explícita o heurística de obtener el valor 

de k, véanse referencias (9), (13), (27), (30). 

c) Propuesta de criterios de estimación, véanse las referencias (ll) 

(23), (30), (39). 

d) Un enfoque bayesiano de los estimadores sesgados, véanse las re

ferencias (5), (8), (22), (37), (41). 

En este capítulo presentaremos los aspectos que consideramos.más im

portantes o representativos de las investigaciones hechas hasta ahora de los -

primeros 3 incisos y en el siguiente capítulo presentaremos el inciso d). 

Parte de la discusión la aplazamos hasta el capítulo 3. 

2.3.a) Propuestas de estimadores sesqados con propiedades análogas a Gk. 

2.3.a.1. Estimadores H.K. generalizados y estimadores análoaos 

Una primera propuesta la hacen Hoerl y Kennard en su articulo origi

nal (15), si bien no intentan una aplicación del método. Una simulación en -

donde se aplica este método se encuentra en (9). Sea P una matriz ortogonal 

tal que reduce a X'X a una matriz dia~onal; i.e. 

y 
P(X'X) P' = A 

P'P = PP' = 1 
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donde A es la matriz diagonal de eiºenvalores de X'X. Sea 

W = XP 

y ~ = P'f 

Podemos escribir entonces al modelo 

l = Xf + ~ 

como 

l = X PP '!!. + ~ = W " + e (2.3.1) 

de donde 

W'W = P'X'XP =A 

Definimos entonces el estimador H.K. generalizado como 

Si* = (W'W + K)-l W'l'.. (2.3.2) 

donde K es una matriz diagonal con elementos ki' i=l, ... ,p mayores o iguales a 

cero. Se puede demostrar que esta clase de estimadores satisface la condición 

de admisibilidad (2.1. 3) i.e. 3 [!* tal que 

ECM(~*) = E(i* - !!_)' Cii.* - !!_) <E((~ - !!_)'(a - <>)) 

con 

La demostración es muy parecida a la que se hizo para ~ obteniendo, 

después de un poco de álgebra, 

" p 2 2 2 2 
ECM(~*) = L: (o >.i + "i k; )/(>.i + ki) 

i=l 
(2.3.3) 

Derivando a (2.3.3) con respecto a k1, i=l, ... ,p y bajo las restric

ciones ki ~O, i=l, ... p se llega a que la condición de admisibilidad se satis

face si 
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i = 1, .... p (2.3.4) 

Otra vez se presenta el problema de que se desconocen a2 y S!.; por lo 

tanto Hoerl y Kennard proponen un procedimiento iterativo para obtener valores 

de ki. Utilizando la notación de Hermerle (13), el método que proponen es 

k - ·2¡('* ¡2 ·-i(j) - <J ªi(j) , 1-1, ... ,p (2.3.5) 

donde indica la iteración j-ésima. Se inicia el procedimiento con el esti 

mador de mín irnos cuadrados, i. e. 

·2 (" *)2 .2 • 2 
ki(o) = u I ªi(o) n /ai 

La interación continúa hasta que 

(• )'('* ) ('* )'('*) 
!:!.*(j+l) !:!. (j+l) S!. (j) S!. (j) (2.3.5') 

De (2. 3. 5') podemos ver que de hecho el método se basa en la estabil j_ 

dad de (ª-*') (i*l. Hoerl y Kennard argumentan que ya que hay una tendencia a sobr~ 

estimar S!.'S!.• al introducir ki~o, la longitud del vector disminuye, siendo la -

nueva longitud más congruente con la realidad. Nosotros criticaremos en el c~ 

pítulo siguiente el uso de esta noción de estabilidad, en particular argument~ 

remos que el que(~*)'(~.*) se haya estabilizado no garantiza que las particul~ 

res ki resulten en un estimador con menor ECM que el de mínimos cuadrados. 

Dentro del enfoque de Hoerl y Kennard es posible hacer ciertas modi

ficaciones al estimador H.K. generalizado. Por ejemplo, para no modificar ta!!_ 

to;;_ puede resultar conveniente asignar un valor ki=O para aquellos coeficien

tes cuyos correspondientes eigenvalores sean mayores que l. Tomando en cuenta-
2 A 2 

que &
1
. "'N(a

1
., -º-) tenemos que para >.i » 1 la V(a.) = f- será pequeña com-

>.i 1 i 
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parada con o2, o sea,a. se estima en una forma relativamente precisa. Esta --
1 

idea de no modificar aquellos coeficientes ªi que estén relativamente bien es-

timados es la que lleva a Guilkey y Murphy (9) a proponer otro tipo de estima

dores análogos al estimador H.K. generalizado. Ellos definen que un eigenva~

lor es pequefio si 
-c 

'i < lO 'max 

con !. ax= max 1.. y c una constante arbitraria, típicamente utilizan c=l,2,3. 
m i 1 

Así, si l.i ~ io-c •max se asigna ki=O. Resulta claro que estos métodos tam-

poco garantizan una reducción del ECM; lo único que garantiza (2.3.4) es que -

existe un estimador con menor ECM. Lo que si se puede verificar es que el se~ 

go introducido es menor que con el estimador H.K, generalizado. En un experi

mento de simulación que hacen Guilkey y Murphy reportan que tanto el estimador 

H.K. generalizado como la modificación-propuesta dan mejores resultados que el 

estimador de mínimos cuadrados. El criterio que se utilizó para comparar este 

estimador con el de mínimos cuadrados fue la razón 

donde ~* = P~* 

(-ª.* - f) 1 (~* - Ji.) 

ti - f\.)'(i - .[\_) 

La modificación hecha produjo resultados ligeramente superiores a -

las del estimador H.K. generalizado. 

2.3.a.2. Estimadores de Marguardt 

Otra clase importante de estimadores sesgados es la propuesta por -

Marquardt (24). El propuso un método de estimación utilizando inversas gener-ª. 

lizadas y encontró que esta clase de estimadores tiene propiedades muy simila-
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res a las de los H.K. Como es sabido, se pueden utilizar inversas generaliza

das en modelos 1 ineales de rango incompleto. Ahora bien, cuando se tiene el -

problema de multicolinealidad, se trabaja con matrices que distan poco de ser

singulares. Marquardt dice que los eigenvalores de X'X se pueden agrupar cua-

litativamente dentro de 3 clases: mayores que cero, ligeramente mayores que O-

y precisamente O. Argumenta que cuando X' X es casi singular, resulta natur.al

tratar de invertirla utilizando inversas generalizadas. Cuando algunos eigen-

valores son pequeños, dice Marquardt, no existe un rango claramente asignable-

a la matriz. Marquardt generaliza el concepto de rango y permite que el rango 

p sea una variable continua en O< p < p. Para aclarar lo anterior, supongamos 

que X'X es de rango r~p. entonces si .1 1 ~ .... ~,\r y t 1• t 2 .... Er son los eigen

valores y eigenvectores correspondientes de X'X, de A.7: 

(2.3. 6) 

y de A.13 
r 

(X'X)+ = ¿::: L P.P.' (2 3 7) 
i=l ).i -l-l .. 

es una inversa generalizada de X'X (ver. A.11). De hecho, se puede comprobar

que (2.3.7) es la inversa generalizada de Moore-Penrose (ver A.12). 

Sea p* la parte entera de p y sea dp = p - n* Definimos 

.e.* 
(X'X)p+ = L 

j=l 
lpp•+.J!.e____p p 1 

,\j -j-j ,\P*+ l - n*+ 1 -p* + 1 
(2 .3.8) 

y definimos la clase de estimadores de inversas generalizadas (o de Marquardt) 

como: 
(X'X)~ X'Y. (2. 3.9) 
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El nombre de inversas generalizadas se debe a que si p fuera un ent_g_ 

re y X'X de rango p, (X'X)h sería una inversa generalizada de X'X. Algunos de 

los teoremas que presenta Marquardt son los siguientes: 

Teorema 

Sea §.t la solución a las ecuaciones normales suponiendo que X'X es

de rango r. ~ minimiza 

$ 'ª") = O'.. - X ª-l 
1 

(1 - X ª"' 
dentro del espacio r-dimensional generado por los eigenvectores r_1, r_2,. ··E.r·
La demostración es inmediata usando la suposición de que X'X es de rango r. 

Teorema 2 

lli;¡¡ 2 = (()' (~) es una función creciente en P, continua en peda~ 
zas. Este teorema es análogo a (2.2.7) donde (-ª-x')(~) era una función decre

ciente en k. 

Teorema 3 

•+ 
~ es una transformación lineal de iY depende solo de X y P, i.e. 

(2.3.10) 

(Análogo a (2.2.2) 

forolario 3.1. · 

5+ ~ N(Z a, a2z (X'X)-l Z ') 
--p .P- p p 

(2.3.11) 

y además o2 Z (X'X}-l Z' = o2 (X'X)+ 
p p p 

(Análogo a (2.2.3) 



Teorema 4 

- 50 -

El error cuadrático medio de e+ es 
--p 

· ECM(B+) = tr(V(B+)) + B' (Z - I) '(Z - I)a 
'-!) -p -p p -

Corolario 4.1. ... 
tr(V(a+)) es una función creciente en p. 

-p 

(Análogo al teorema 2, sección 2;2) 

Coral ario 4. 2. 

s'(Z - I)'(Z - I)s es una función monótona decreciente en p. 
- p p -

(Análogo al teorema 3, sección 2.2) 

Teorema 5. 

Una condición suficiente para que se satisfaga la condición de admi

sibilidad (2.1.3) es que para alguna r <p. 

t 
j=r+l 

L> 1 (a'tt) 
A 2 -j o 

(Análogo al teorema 4, sección 2.2) 

(2.3.12) 

Las demostraciones de estos teoremas se pueden encontrar en (24) . 

. Otra vez nos encontramos con el problema de que no conocemos~·~ y 

a2 . Para ilustrar geométricamente estos resultados tomemos el ejemplo que uti 

liza Marquardt (24). 

Sea A¡ = 1.98, A2 = .02 
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(
2561+) 

X'Y = - .!T 5 V T 

( 

1 1 ) ~ 1 2 -2- dp -2-

+- + +.o-+ 
a+ = [ 1 
-p l. 98 

( 

1 dP 26 fI 1 dp fT) 
= (3.96 + 'Jiili s v2-2- + (3.% + :ñifl 5v2 

1 dP 26 fl 1 dP fT 
(3.96 - 'Jiil) 5 v-r- + (3.96 - 'Jiil) 5 v~-2-

Cuando n = 2 tenemos la solución de mínimos cuadrados: 

·+ • a = a -2 - ( 
5.3569) 

- l. 7142 

x·r] 

~f121 + 1 
::> 1/2 3.96 

_g§, fT 1 
5 VT + 3.96 

5J+) 
5 f-f ( 

1.8213) 

1.8213 

Notemos que f1 y f 2 siguen siendo los mismos para diferentes valores 

de p, mientras que con~ se generan nuevos eigenvectores para cada k. Del C.Q. 

rolario 3.1. los elipsoides de concentración para una a dada, se ven como en -
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figura 2.3.A. 
li2 
4 

3 

2 

o 
-1 

-2 

-3 

!'.1.)' 

~ 

8 9 
"1 

Figura 2.3.A. Elipsoides de concentración de 3+ para 
-p 

p = .5, 1, 1.2, 1.4 y 2 a un mismo nivel a . En la 
recta AC están todas las soluciones para P si 1$ p s2. 
En la recta OC están todas las soluciones para P si -
Osps 1.Si p $ 1 tenemos elipsoides degeneradas, esto
es, las soluciones están en un subespacio lineal (una 
recta que pasa por el origen en este caso). 

Los resultados para varios valores de son los siguientes: 

p ¡it 
1 

t 
¡;2 (~)'(~) 

2 ~.3569 -1. 7142 5.62 

1.6 3.9427 -.300 3.95 

1.4 3.2356 .4071 3. 26 

1.2 2.5284 1.1142 2. 76 

1 1.8213 l. 8213 2.58 

.5 .9107 . g107 1.29 
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Como veremos a continuación el método de Marquardt es una generaliZ! 

ción de los métodos de estimación sesgada que utilizan componentes principales. 

2.3.a.3. Estimadores de Componentes Principales 

Los métodos de estimación usando componentes principales son anterig_ 

res a los otros métodos de estimación sesgada, sin embargo, resulta pertinente 

incluirlos aquí para relacionarlos con el de Marquardt. Sea 

1 X[l_ +e 

y sea 
W = XP 

con PP' = P'P = !, 

~= P'§. (2 .. 3.13) 

y P tal que X'X = PAP' 

Se estima entonces el vector de parámetros ~ por mínimos cuadrados, 

~ = (W'W)" 1 W'l 

A-1 W'Y. 

(2.3.14) 

Como A es una matriz diagonal, la covarianza entre dos componentes -

del vector ~ es O. 

Existen varios métodos para obtener estimadores de§. (26) (35). El

primer método consiste en asignar un valor de O o aquellos coeficientes del -

vector.~ que corresponden a eigenvalores "pequeños". Para aclarar el signi

ficado de "pequeños" recordemos que 
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(2.3.15) 

Entonces, si A· tiende a O, la varianza de a. tenderá a m, Una vez 
1 1 

que se han sustituido por O a d coeficientes, Osd<p, se tiene el estimador 

i(d) 

y se transforma a unidades originales mediante la fórmula 

!{d) = Pi(d) 

Un segundo método es probar las hipótesis 

«· = o 
1 

i = 1, ... ,p 

(2.3.16) 

(2.3.17) 

que pueden hacerse fácilmente con una t de Student. Cuando no se rechace la 

hipótesis para alguna i, se sustituye ªi por O. Suponiendo que no se recha-

zan d hipótesis nos queda 

ª'(d) (2.3.18) 

donde d coeficientes, O<d~p son iguales a O. Nótese que (2.3.16) y (2.3.18) 

no tienen por qué ser los mismos, si bien es de esperarse que algunos coefi- -

cientes igualados a O coincidan. La transformación a unidades originales es -

otra vez 

-ª.(d)=Pª-

Vamos ahora a ver como se relaciona el primer método de componentes

con el de Marquardt cuando P es un entero. Si P es un entero 

p 
(X'X) = L A. P. P.' 

p j=l J -J -J 

(X'X)+ = i:: 
p j=l 

1 p ,p. 1 
A. -J-J 

J 

(2.3.19) 
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(2.3.19) equivale a tener 

X'X = PAP' 

y asignar un valor O a p - p = d elementos de la matriz Ao sea, 

y 

¡\ = 

A = p 

·¡., 
P¡., 

Pt} 

Por otro lado,hacer O a d coeficientes ªi equivale a 

A ~(d) = W'.Y. 
p -

y una inversa generalizada de AP es 

l r- o .... 
1 . 

o . 1 
¡;; 

o 

o .. ·o . . ..... o 

de donde se obtiene 

-~(d) = A - W'Y =A - P'X'_Y 
p - p 

por lo tanto 

-a(d) = Pa(d) = PA - P'X'V = (X'X) +X'V =a+ 
- P - .P--,i 
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Me Callum (26) sugiere que es deseable hacer un coeficiente igual a O si y so

lo si se reduce el ECM(_ª-(d) ). Podríamos agregar que es deseable hacer un coefi

ciente igual a O si y solo si se cumple la condición de admisibilidad (2.1.3). 

Debido a que i(d) es equivalente a i(p), p entero, vemos que una condición su

ficiente para el criterio (2.1.3) depende tanto de a2 y-ª.'~· Para el segundo

método de estimación por componentes principales es de esperarse que se encue!!_ 

tre una condición semejante a (2.3.12). Las referencias acerca del desempeño

que han tenido en la práctica los estimadores de componentes principales son -

(3) y (26); para los estimadores de Marquardt se puede consultar (24) y (25)., 

Otro método que podemos enmarcar dentro de los métodos de componen-

tes principales es el método de Gunst, Webster y Mason (10), (42). 

Ellos presentan un método muy ingenioso para decidir qué eigenvalo-

res eliminar tomando en cuenta también los eigenvectores correspondientes. Los 

resultados de las simulaciones son ventajosos a su método aunque si la longi-

tud de-ª. se incrementa demasiado el método de mínimos cuadrados llega a supe-

rar este método. 

2. 3.a.4. Estimadores contraídos. 

Mayer y Willke (23) presentan varias clases de estimadores que sati~ 

facen la condición de admisibilidad y se caracterizan por un parámetro e, 

O~ e < 1, tal que cada elemento de alguna de estas clases es de la forma 

(2.3.20) 

Mayer y Willke los llaman estimadores contraídos(Shrunken estimators) y a c el 

factor de contracción. Si e es un número real fijo los llaman estimadores -
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contraídos determinístícos; sí e es función de A'Q., e= f(i'i), los llaman -

estimadores contraídos estocásticos. Presentan el siguiente: 

La clase de estimadores contraidos detenninísticos es admisible. 

Demostración 

ECM(E_(c)) = E((cl\.- E(cª-))'(c,i- E(cf}) + E((ci- §.)'(c§.- ~)) 

= c2 ECM(Q_} + (1 - c} 2 §.1§. 

Por lo tanto 

res. 

ECM(g_( c} < ECM (Q_) 

se cumple si y solo si 

c > 
ª-' 1?. - ECM(i} 

(!. §. + ECM(§_} 
(2.3.21) 

E~te teorema justifica parcialmente el uso de esta clase de estimad.Q_ 

Puede resultar sorprendente que esta clase de estimadores con forma

tan sencilla sea admisible (ver figura 2.3.B). 
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Figura 2.3.B. ~y ~(c) para un mismo incremento en la 
SCR, es decir (ª- -il 'X' X (.!1.-il= constante (Tomado de
Mayer y Willke {23)). 

Una pregunta surge naturalmente: les la condición de admisibilidad 

un criterio adecuado para escoger una clase de estimadores? Más adelante tr-ª. 

taremos de responderla. 

Para atacar el problema de encontrar un valor de c adecuado,Mayer

Y Willke proponen una clase de estimadores estocásticos contraídos en donde C-ª. 

?a miembro de la clase depende tanto de~·~ como de un parámetro ó ~ O, es de

cir, proponen c6 tal que 

c6 = f(~j_, ó) = ó(i'i + (1 + ó§.'i>-1 ó(!'Al2) 

y (2.3.22) 

La única propiedad conocida de esta clase de estimadores es que de -

todas las transformaciones 1 ineales que dan un mismo incremento en la SCR exi~ 

te una ó>O tal que la varianza del estimador es mínima. A la expresión (2.3. 

22) se llegó pidiendo precisamente esta propiedad. Mayer y Willke proponen -

utilizar el criterio de estabilización propuesto por Hoerl y Kennard para esCQ 
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ger un valor de ó, el cual no se puede utilizar en los estimadores contraídos

determinísticos (Nótese que c,
1 

no crece linealmente conó). 

Por último,Mayer y Willke presentan los estimadores de James y Stein: 

donde 

con 

ce = ( 1 - rs 2 (f.' .i:.) - l ) 

y s2 = f 'j_ - -ª.(X'X)-1 §_ 

O < 4 ~ 2(p - 2)/(n - p + 2) 

(2.3.23) 

p :: 3. 

Sclove (23), (35) demostró que estos estimadores son superiores al -

de mínimos cuadrados tomando como criterio el error cuadrático medio pondera--

do (ECMP) definido como 

ECMP(.!!) E((.!! - -ª.)'X' X(J! --ª.)) (2.3.24) 

o sea, demostró que 

ECMP (a(c )) < ECMP(e) - ~ -

.v además demostró que ECMP(il(c~)) es mínimo si f; = (p-2)/(n-p+2). Entonces, 

a diferencia de los estimadores sesgados presentados hasta ahora, en esta el a

se de estimadores sabemos exactamente cuáles estimadores son superiores al de

mínimos cuadrados según un criterio, en este caso el ECMP. 

En la siguiente sección se presentan métodos de obtención del valor

de k, con lo cual de hecho se están generando nuevos estimadores, si bien no -

difieren mucho de los presentados en esta sección. 



- 60 -

2.3.b) Obtención del valor de k 

El obstáculo principal para encontrar un valor de k que nos garanti

ce que el estimador seleccionado tiene menor ECM que los de minlmos cuadrados

es que k depende tanto de a como de o2 que son desconocidos. Una parte de la

investigación en torno a estos estimadores sesgados ha girado en torno a este

problema (9), (13), (27), (30). !ncl-usive autores que han trabajado con otros 

estimadores sesgados se han preocupado porque la condición de admlsibilidad d~ 

pende de parámetros desconocidos como es el caso de Marquardt (24) y de Mayer

Y lHllke (23). 

El trabajo de Me Donald y Galarneau (27) es un ejemplo típico de la-

preocupación por encontrar un valor adecuado de k. A lo que llegan ellos es a 

unas reglas empíricas que dan una guía para la selección de k. Un ejemplo de

las reglas que utilizan es la siguiente: 

Sea 
1 

~ 

..R!l.9J..!. Escoja k tal que~· ~ = Q si Q>O. Si QsO escoja k=k' do!!_ 

de k' es un valor prefijado. Este valor de k' puede ser por ejemplo el selec

cionado por la traza H.K. Ellos toman k=O y k=~ que correspondería a mínimos

cuadrados el primero y Q en el segundo caso. Una justificación de estas re- -

glas es que Q estima a i'l!. que es una cantidad positiva. Entonces tratamos -

que -4' ~también estime a i'-ª. igualándola a Q. 

Me Donald yGalarneauconcluyen que en realldad no existe una regla -

para escoger un valor de k óptima y suponen que sus reglas junto con la traza-
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H.K. pueden servir para hacer una selección adecuada. 

Guilkey y Murphy (9) hacen una modificación del método H.K. general.i 

zado que ya expusimos en la sección 2.3. 

La selección de los valores de ki' tanto en su método como en el H.

K. generalizado se basaba en la desigualdad (2.3.4} 

2 
k.< -''-2 

1 ª; 

A partir de los estimadores iniciales o2 y &; 2 se iniciaba un proceso iterat.i 

va (2.3.5) hasta que (2.3.5') ocurre, o bien, hdsta que 

(2.3.25) 

de acuerdo a la notación (2.3.5). Hemmerle (13) encuentra condiciones bajo ias 

cuales existe 

lim 
j-t-cn 

&.*(j) = & * 
1 

y encuentra la forma de evaluarª;* explícitamente. Supone con esto que los -

valores que él encuentra son "óptimos". 

Estos artículos ilustran el enfoque de las investigaciones. En el -

último capítulo haremos una crítica de dichos artículos. 

2.3.c) Criterios de estimación propuestos 

Theobald (39) propuso como criterio de estimación una generalización 

del ECM que es el ECM generalizado definido como 

ECMG(Jl.) = E( (.!l. - !) (!!, - Ji)') (2.3.26) 



- 62 -

donde !!. es un estimador de f y demostró que existe un estimador fk ~ue supera
ª i de acuerdo a este criterio si 

2a2 
k < . f.1!.. (2.3.27) 

Además demostró que si un estimador es superior a otro de acuerdo a (2.3.-

26) entonces también lo es de acuerdo al criterio 

(2.3.28) 

con A una matriz no negativa definida. En particular, si A=! tenemos el ECM y -

si A=X'X tenemos el ECMP que usamos en (2.3.24). En consecuencia, existe~~ con 

ECMP menor que §_. 

Farebrother (11) exhibió el "estimador" de Theil 

B* = B'B X' (X~B'X' + a21 )- 1 y - -- -- n - (2.3.28 1
) 

que es el estimador con menor ECM dentro de la clase de estimadores lineales de 

.!!.· Farebrother reconoce que el E1stimador no es operacional y después de demos

trar que (2.3.28? es igual a 

a'X'Y 
e* = - - .!!. 
- a2+i!_'X'X.!!, 

propone como estimador 

S'X'Y 
a** = ---F-;:.-=-- -ª-
- s + i'X'Xi 

(2.3.29) 

y sugiere que este último puede reemplazar al estimador que se obtenga utiliza.!!_ 

do el método subjetivo de lloerl y Y.ennard, ya que !** es una aproximación al e~ 

timador con menor ECt1. 

Mayer y Wi 11 ke ( 23) presentan también ejemplos en donde dentro de --
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cierta clase de estimadores se busca uno con propiedades óptimas, por ejemplo,

mínima varianza. 

El problema que se presenta con este tipo de enfoque lo podemos ver -

en (2.3.27) y (2.3.28,. 

Los estimadores dependen de parámetros desconocidos, exceptuando (2.-

3.23), en donde se exhibe un r!stimador con menor ECMP que 1· Respecto a (2.3.-

29) se conocen muy pocas propiedades. 
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C A P 1 T U L O 111 

3.1. Inferencia bayesiana. 

La aplicación del teorema de Bayes a problemas de inferencia estadís

tica ha sido y es a6n muy discutida. Un punto que se discute es, que mientras

en la inferencia estadística clásica los parámetros son desconocidos pero fijos, 

en la inferencia bayesiana se supone que los parámetros tienen una distribución 

probabilística y que esta distribución refleja el grado de conocimiento del in

vestigador con respecto a los parámetros, es decir, es una distribución suqjeti 

va. Dentro de la corriente bayesiana se argumenta que es bastante frecuente t~ 

ner algún conocimiento a priori acerca de los parámetros, o bien, que existe -

una ignorancia relativa y no absoluta de los mismos (2) (22). Este conocimien

to a priori puede ayudar a mejorar las estimaciones, sobre todo en aquellos ca

sos en que las observaciones no nos dan suficiente información acerca de los P! 

rámetros. La manera de incorporar al modelo el conocimiento a priori o la ign.Q_ 

rancia relativa es introduciendo una distribución a priori para los parámetros. 

Esta es la parte crucial bajo discusión, porque la distribución a priori es suQ. 

jetiva ya que depende del grado de conocimiento o ignorancia del investigador.

Se teme que ·la prior distorsione la información que nos dan las observaciones

acerca de los parámetros. Box y Tiao (2) tratan de mostrar en su libro que uti 

lizando distribuciones a priori adecuadas y escogiendo cuidadosamente la estruf_ 

tura del modelo se puede llegar a un mejor conocimiento del mismo. 
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Recordemos el teorema de Bayes. Sea A un evento y !Hi}i=l, N una par. 

tición del espacio muestrmn. El teorema de Bayes dice que 

P(f!.) P(AIH.) 
P(H.jA) = -1--~ 

1 P(A) 

P(IJ.) P(AjH .) 
N 

2:° P(H.) P(AjHi) 
i=l 1 

(3 .1.1) 

En el caso continuo tenemos que si X y Y son variables aleatorias,en-

tonces la función de densidad de X dado Y=y está dada por 

f (x,y) f (x) f yjx) 
f (x 1 y) __ XY _ X Y X 

XIY -~ - fy y (3.1.2) 

donde 

es un valor fijo. El análogo multivariado de (3.1.2) es tomar vectores f y 1.Y 

encontrar la función de densidad de ! dado 'i. = l : 

fx1l!5.lil 
ff,'i_ (.!5_,,l'.) fK (xJ fY.I! (:t.i!l 

= f(:O fy (,l'.) (3.1.3) 

en este caso 

fy (J'._) = t f(.!5_, i)d.!5_ = IR f! (.!5_) fY.IK Ctl.!5.)d~ 

donde R es la región de integración del vector f. También aquí fy Ctl tiene un 

l'alor fijo en la fónnula (3.1.3).(3.1.2) y (3.1.3) son los equivalentes del -

teorema de Bayes en el caso continuo. 

Pasemos a la aplicación del teorema de Bayes a problemas de inferen--

cia. Sean 
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Y. un vector de n variables aleatorias y 

Q. un vector de p parámetros, tomados como variables aleatorias. 

De (3.1.3) tenemos que 

(3. l. 4) 

Notemos que fl(y_) no depende de Q. y que la función de densidad posterior 

f(ei.l'.'.) depende de Y. sólo a través de f(.t!Q.). Como y_ es fijo, f(,t!Q.) es fun--
9JY. 1.1! YJo 

ción de e, de hecho, es la función que Fisher llamó función de verosimilitud. -

f
0

(Q.) representa el conocimiento a priori que tenemos de.!!.· A través de -

la función de verosimilitud modificamos el conocimiento a priori con la infor

mación proveniente de los datos. En general, buscamos obtener más información

ª través de la función de verosimilitud de la que nos pueda proporcionar un co

nocimiento a priori, en este sentido, buscamos que la verosimilitud domine a la 

prior, lo que se ilustra en la figura 3.1.A. 

prior 

Figura 3.1.A. Prior dominada por verosimilitud. 
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Dado que y_ es fijo, podemos escribir a (3.1.4) como 

(3.1.5) 

dende c es una constante y L la función de verosimilitud. 

Para ilustrar la forma de obtener la función de densidad posterior -
se presenta un ejemplo. Supongamos que tenemos v1, ... ,Yn variables aleatorias
independientes distribuidas según una N(µ, a

2) con a2conocida y queremos obte
ner la función de densidad posterior para µ. 

Si suponemos que a priori 

2 
µ "' N(m, o ) (3.1.6) 

estamos asignando un mayor peso a un rango de valores cercanos a m. 

La función de verosimilitud para este ejemplo está dada por 

- l 2 (n/ - 2µ¿y
1
.) 

e 211 

y combinándola según (3.1.5) con la distribución a priori (3.1.6) obtenemos 

tt e 

1 2 - - 2- (µ - 2mµ) 
201 

-:1z (n} - 2µI: .Yi) 
2o 

(3.1.7) 

e 

"indica proporcionalidad; hemos dejado únicamente los términos que dependen -

de µ ya que los demás son constantes. La idea ahora es identificar la función-
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la función de densidad posterior a partir de (3.1.7). Pero el lado derecho en

(3.1.7) rearreglando términos es igual a 

- 2 

e 

-+( _1 +-1) [l e . ---- µ1 2 2 2 2 
º1 -º- - 2 (J º1 

(3.1.8) n 
_1_ + _1_ = e 2 2 
º1 ..2_ 

n 

Completando cuadrados en (3.1.8) llegamos a que µ se distribuye a posteriori S!!_ 

gún una 

N 
( 

1 n -
- 7 m+-2 y 
º1~ (J 

1 n • 
~ +-2 
º1 (J 

_1 ! _!l_) 
(J 2 2 
1 (J 

(3.1.9) 

En consecuencia, la media posterior es una ponderación de la media -

prior y el estimador máximo verosímil con pesos inversamente proporcionales a -

las varianzas. 

E.l resultado es bastante interesante ya que a medida que aumentamos -

el tamaño de muestra, el peso asignado a la verosimilitud será más grande. A la 

larga el peso asignado a la prior será despreciable. La media de la prior vie

ne a ser una especie de "observación hipotética" a la cual secuencialmente le

restamos valor conforme vamos teniendo más información experimental. Las ob-

scrvaciones que hagamos tenderán a que reafirmemos o restemos validez a nuestro 

conocimiento a priori. En los casos en que las observaciones sean insuficien-

tes, una distribución prior adecuada puede ser de mucha utilidad como veremos -
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en la sección 3.2. 

Ahora veamos que sucede si quisiéramos representar con una distrib.!! 

ción a priori que el conocimiento previo acerca del parámetro es nulo o prácti

camente nulo relativo a la información proveniente de los datos. Entonces, -

(3.1.9) sería aproximadamente una 
2 

N(Y, ~) (3.1.10) 

debido a que a1
2 sería muy grande. De hecho, la media en (3.1.10) es el estim~ 

dor de máxima verosimilitud, es decir, toda la información proviene de las ób-

servaciones. Ahora, para formar la distribución posterior (3.1.10) es necesa-

rio suponer una prior que asigne el mismo peso a todos los intervalos de la mi~ 

ma longitud. Tal distribuci6n tendría función de densidad 

f (µ) = c 
µ 

-o> < µ < OJ ' (3.1.11) 

o sea, uniforme en la recta. Pero (3.1.11) es una funci6n de densidad impropia 

ya que 

diverge para cualquier valor de c. Sin embargo, la función de densidad poste-

rior sí es propia aunque la prior sea impropia. Como puede verse, el uso de e~ 

te tipo de distribuciones no informativas puede generar bastante discusión que 

preferimos omitir puesto que nos desviaría bastente del objetivo de esta tesis. 

Para una discusión al respecto se puede consultar (2), en donde se da un trata-

miento especial a las distribuciones a priori no informativas. 

Una vez identificada la función de densidad posterior, las inferencias 

acerca de los parámetros las podemos hacer util izand:J dicha función. En algu-• 

nos problemas nos puede interesar tener un estimador de punto para ciertos par! 
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metros. Veamos de manera muy general como se pueden elegir dentro de este enf2_ 

que estimadores. 

3.1.a. Estimadores bayesianos 

Asociado a la acción de escoger un estimador i se define una función

t(Q., Q.) que nos indica la pérdida incurrida por escoger!!. como estumador cuando 

a es el verdadero valor. La función t(.Q_, Q.) es aleatoria ya que!!. es aleatorio. 

El procedimiento más utilizado para generar estimadores de punto es encontrar -

aquel i que minimiza la esperanza de la función de pérdida, o sea, 

min E( i.(i, !!.l) "' min f 9,(_!, Q.) f \!!.IX.ld!!. 
i ! R !!. l 

(3.1.12) 

Como ejemplo de función de pérdida tomemos la conocida función de pé.r. 

dida cuadrática 

d§.., Q_) "'(!!.- Q.)'C(Q.- Q_) 

con Cuna matriz de constantes, positiva definida. Entonces, tenemos que 

E(l{Q., !!_)) = E({Q. - Q.)'C(Q. - _!)) 

E((!!. - E(Q.))'C(Q. - E(Q.ll) + (§._- E(Q.))'C(Q. - E(Q.)) (3.1.13) 

El segundo término de la expresión anterior es el único que depende -

de! y dado que C es positiva definida la esperanza será mínima cuando ! : E(Q.)1 

por lo tanto, la media posterior es el estimador óptimo de acuerdo a (3.1.12) -

utilizando la función de pérdida cuadrática. Veremos en la próxima sección como 

el estimador H.K. corresponde a la media posterior dada una deti~rminada prior.-
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Recomendamos la lectura de Box y Tiao ((2), apéndice A. 5.6.) para una discusión 

acerca del uso de estimadores de punto. 

En las siguientes secciones veremos como el estimador H.K. y otros e! 

timadores sesgados corresponden a estimadores bayesianos utilizando distribuci.Q. 

nes a priori y muy particulares. 

3.2. Justificación bayesiana de los estimadores H.K. 

Antes de proceder a la justificación bayesiana, veamos que sucederia

si se aumentara el modelo 

de la siguiente manera 

donde Q es un vector pxl de ceros 

~l es un vector pxl 

r es una matriz idéntica pxp 

De (3.2.1) obtenemos las ecuaciones normales 

(X'X + kl) ~ = X'y_+.J'k I Q 

de donde obtenemos el estimador H.K.: 

{3.2.1) 
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~ = (X'X + kl)-l X'l 

De 3.2.l resulta que~ es una ponderación de valores observados con 

otros valores no observados 1 en otras palabras, al modelo le hemos incorporado

información adicional. De aquí surgen naturalmente varias preguntas: lqué tipo 

de información estamos incorporando?; lrefleja esta información, un conocí--

miento que tenemos del fenómeno observado?; les adecuada esta información?\ -

lestamos solucionando realmente el problema de multicolinealidad? Trataremos

de contestar estas y otras preguntas en esta sección. 

Empecemos viendo como podemos derivar~ combinando la función de v~ 

rosimilitud con una distribución a priori adecuada. En el modelo lineal, la · 

función de verosimilitud, suponiendo a2 conocida, está dada por 

2 L (~.i a , 'j_) (-1-)n 
f2rr a 

-l/2o2 (j'._ - X B)' (:i_ - Xa) 
e - - (3.2.3) 

Ahora bien, podemos expresar L en término del estimador máximo ver.Q_ 

símil de !l. utilizando la igualdad 

(l- X!l_)'(.!'.. - X~) (l - X-ª)'(l • Xli_) + (í!_ - !l'X'X(! - -ª_¡ 

obteniendo 
--1r- (:t:_ - Xli_)' (t - X-ª) -

e 2o 
~ (~ -_i) 1 X'X{! - fü 
2<J 

(3.2.4) 

L es función de-ª' solo a través del último factor de (3.2.4); los -

otros factores son constantes. Por lo tanto 

- ~ (B - a)'X'X(a - a) 
L(~lcr2 , l) = c e 2° 

(3.2.5) 
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donde c es una constante. (3.2.5) tiene la forma de una distribución normal~ 

multivariada. De (3.1.4) tenemos que 

-:1r ( ª- - il' X' X ( B - §_) 
f (.f!.!cr, ~) a f_8 (~) e 2ª 

f!.la,.'!'._ 

donde a indica proporcionalidad. 

(3.2.6) 

De ( 3. 2. 6) vemos que la clistri bución posterior va a ser una pondera-

ción de la prior y la verosimilitud. Box y Tiao sugieren una prior impropia -

(no informativa) 

f í!.(.f!.) a constante 

de tal manera que 

-~ (J!.-fü'X'X (a - a) 
fí!.(.ª-la,~) a e 2 

Introduciendo una constante adecuada para que f (í!.lo,l_) integre a 
J!.io,.Y. 

llegamos al resultado: 

1x•x¡112 
( vb a)p 

--1 -2 (-ª. - §_)X'X(J!. - -ª.) 
e 2cr 

(3.2. 7) 

Por lo tanto í!. se distribuye a posteriori según una NP(a, a2(X'X)-1). 

Vemos así que con una prior no informativa, seguimos teniendo el ·problema de

no ortogonalidad. Esto es debido a que no hemos incorporado información adi-

cional al modelo que permita resolver el problema. Una posible solución es •

tratar de introducir una distribución a priori para §_, que quizás con un míni

mo de información, logre mejorar sensiblemente nuestras estimaciones. Una dis 

tribución tal puede ser, por ejemplo 

(3.2.8) 
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Bajo esta suposición la función de densidad posterior es 

- _1 _ - _ _!_(y - Xs)' (y - Xf!) 
2 2 2 2 - - - (3.2.9) 

f (~Jo, _!) " e 0 1 ° 

Ahora el problema consiste en identificar a (3.2.9); para ello nos

fijamos en el exponente: 

- 1- B'B +..l. Y'Y - 2-1- Y'X B + _!__ s'X'Xs 2-- 2-- 2--- 2- -
º1 o o o 

a' ( l X'X +o 21)s - 2-1-Y'XB + - 1- Y'Y -"- 2 1 - 2 - - 2 -- (3.2.10) 
º o o 

El último término de (3.2.10) no depende de~ y es fijo, por lo tan

to, nos fijamos solamente en los primeros 2 términos y completamos cuadrados: 

~·(1zx•x + /21)~- 2\r'x-ª- + 1z(X'Y.l'(1zx•x + b
1 
r)~x·r 

o 1 o o o o 

(-a - (Lx•x + - 1-ri- 1x•v) 1
(
1 x•x + - 1-l)(a - (l,,x•x + - 1-rr1x•v) 

2 º12 - z º12 - " º12 -o . o o 

(.@.. - (x'x + _¿n-1x•vi•L(x•x + ±n(a - (X'X +·_¿rr1x·vi = Q 
º12 - a2 º12 - º12 -

Por lo tanto 1 
2 - T Q 

f (~I º • l.l " e 

Tiene la forma de la distribución normal multivariada. 

Si definimos 
02 

k=-
2 

º1 

(3.2.11) 
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tenemos que la media posterior es el estimador propuesto por Hoerl y Kennard. -

En este caso resulta que la prior es una distribución informativa y en consecuqi 

cia existe la necesidad de justificar el uso de esta distribución a priori. P! 

ra ello necesitamos saber qué clase de información o conocimiento a priori est-ª. 

mas agregando al modelo y que nos puede llevar al uso de esta distribución a -

priori. Con la distribución (3.2.8) estamos suponiendo que los parámetros se -

encuentran cercanos a O. A medida que k es más pequeño estamos dando menos CO!!. 

fianza a la información a priori y más a la proveniente de los datos. Además.

estamos suponiendo misma media y varianza a todos los parámetros, lo cual ·re

fleja que nuestro conocimiento o ignorancia relativa es igual para todos los P! 

rámetros. Como hacen notar Lindley y Smith (22), para que sea razonable esta -

suposición "puede ser necesario cambiar la escala de las variables", por ejem-

plo, escribiendo el modelo de tal manera que X'X resulte en una matriz de corr~ 

]ación. 

Por otro lado, al no introducir covarianzas en la distribución a pri.Q. 

ri estamos suponiendo que no conocemos ninguna relación que guarden los paráme

tros entre si, por ejemplo, podemos saber que si a1 es grande, también será a3 
o sia2 es grande, a4 será pequeño. Este tipo de conocimiento previo se podría

incorporar introduciendo covarianzas en la distribución a priori. 

La distribución (3.2.8) en donde las variables tienen exactamente la

misma distribución y son independientes entre sí es un caso particular de. dis-

tribución a priori que Finetti (22) llamó intercambiable. 

Podemos apreciar que se trata de una clase muy especial de distribu-

cionos a priori. Uno de 1 os comentarios de lfoerl y Kennard podría justificar -
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el uso de esta distribución a priori en ciertas ocasiones: 

"Cualquiera que haya abordado problemas no ortogonales reales ha ob-

servado coeficientes ai que son muy grandes en valor absoluto" (15). El hecho-· 

que para ellos sean los coeficientes"muy grandes en valor absoluto" está evide,!l 

ciando que tienen ya un cierto conocimiento del fenómeno. 

Marquardt y Snee (25) también hacen este tipo de comentarios. Todos

ellos han obtenido buenos resultados en la práctica, lo cual lleva a pensar que

esta clase de distribuciones a priori son adecuadas en determinados problemas.

Ahora bien, Hoerl y Kennard obtuvieron buenos resultados dejando la derivación

bayesiana a nivel de mera interpretación. Por lo tanto, cabe hacer la pregunta: 

lqué desventajas presenta el enfoque de Hoerl y Kennard al tratar de solucionar 

el problema de multicolinealidad con respecto al enfoque bayesiano? 

Aquí hay que insistir en la esencia del problema de multicolinealidad 

que no es que X'X sea casi singular ni como detectar la multicolinealidad sino 

que es un problema de falta de información proveniente de los datos. El error

que cometen Hoerl y Kennard es proponer una solución bayesiana al problema de -

multicolinealidad y aferrarse a esquemas no bayesianos. lPor qué creemos que -

esto es un error? Primero, porque el ECM no es un criterio operativo, es deci~ 

a pesar de que podemos encontrar clases de estimadores con miembros de la clase 

con menor ECM que§_, no podemos identificarlos debido a que las condiciones -

siempre dependen de parámetros desconocidos. Segundo, porque al presentar la -

solución bayesiana sólo como una mera interpretación no analizan por ejemplo, -

el significado que tiene la traza H.K. lQué significa, por ejemplo, que la tr~ 

za se haya estabilizado? lQué quiere decir que algunos coeficientes de .~ cam--
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bien bruscamente de valor al incrementar el valor de k, o como dicen ellos, 

"que no retengan su poder predictivo"? 

Por otra parte, el enfoque dado por ellos ha llevado a varios invest.i 

gadores a adoptar el método de la traza suponiendo la validez del mismo, olvida.!! 

do la interpretación bayesiana. (ver por ejemplo Mayer y Willke (23)). Por -

otro lado vamos a argumentar que no es posible encontrar un valor óptimo de k y 

que en todo caso un valor que asignamos a k no debe basarse en la estabilidad -

de 1 a traza. 

3.2.a. Critica del método de la traza H.K. 

2 
Empecemos por analizar el significado de k = ~ª~ Es un cociente -

n12 

que lo podemos interpretar como Ja confianza que tenemos en la información. con-

tenida en la verosimilitud sobre la información contenida en la prior. 

A medida que a1
2 crece Je damos más peso a la información proveniente 

de los datos. Dada Ja no ortogonalidad de X'X y Ja ortogonalidad de a1
2r, en -

algunas direcciones la información a priori puede rápidamente dominar a la ver.Q. 

similitud mientras que en otras tardará más en dominarla. Entonces, si supone

mos una distribución a priori para varios parámetros, intercambiable, es decir, 

con misma información para todos los parámetros, resulta que esta información -

será más relevante para los parámetros peor estimados, dependiendo de la orien

tación relativa de Jos ejes de la función de verosimilitud. (Figura 3.2.B). 
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A) B) 

Figura 3.2.B. P y Q son las medidas posteriores. Notemos como·la -
información a priori es más relevante en A que en B. En la dirección
del eje mayor !:1 se tiene menos infonnación que en la dirección del 
eje menor f 2. En A) se tiene poca infonnaci6n de las observaciones
acerca de a1 relativa a la que se tiene de a2. En 8) se tiene poca
información de a2 relativa a la que se tiene de a1. Sin embargo se
modifica más a1 que 62. 

En consecuencia un cambio brusco de valor de los coeficientes de fr. 

significa que la información a priori ha sido relevante para esos coeficientes. 

La distribución a priori cobra importancia, porque si esta información no es -

adecuada, en vez de remediar el problema lo podemos agravar. La distribución

ª priori de floerl y Kennard puede estar muy alejada de la realidad y por lo -

tanto sesgar demasiado los resultados, inclusive antes de que la traza se haya

estabilizado. Es indudable que en ciertos problemas puede ser una distribución 
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a priori adecuada, los resultados obtenidos en la práctica corroboran esto, p~ 

ro no pensamos que el método de Hoerl y Kennard deba ser un procedimiento a -

ser utilizado siempre que se tengaelproblemademulticolinealidad como proponen 

ellos y Marquardt (24). Creemos que el problema debe enfocarse a conseguir -

más información e incorporarse ésta al modelo. 

Por otro lado, lqué significa que la traza se estabilice? Básicame.!!_ 

te, que la información a priori relevante ha sido incorporada al modelo y que

el seguir incrementando nuestra confianza en la prior ya no nos reporta un ca!'!_ 

bio sensible en la información ya incluida. Para nosotros la traza H.K. jue¡ia 

entonces un doble papel: por un lado refleja la sensibilidad de i al conjunto

particular de datos; por otro lado refleja el compromiso que se contrae al ut.i_ 

lizar esa distribución a priori. Si hay un cambio brusco al pasar de! a~ -

debemos ser muy críticos con las suposiciones que justifican el uso de esta --

distribución a priori. 

Creemos que con la argumentación anterior la búsqueda de un valor ÓE_ 

timo de k basándose en la noción de estabilidad de la traza pierde sentido, ya 

que la estabilidad de la misma no nos garantiza que hayamos encontrado un est.i_ 

mador adecuado; únicamente el análisis de las suposiciones a priori puede dar 

nos una relativa seguridad en el estimador resultante. Un ejemplo del peligro 

de no hacer un análisis de las suposiciones a priori nos lo da Johnson (18). -

Johnson hace caso omiso de la interpretación bayesiana del método de H.K. Efec 

túa una pequeña simulación y da los siguientes datos: 

X'X = ( 1 .9 \ 

.9 1 J 



- 80 -

Quiere estimar 2 parámetros, a1 Y s2, en donde el cociente s1;a2=10. 

Obtiene los siguientes resultados: 

k ª1k 82k illk;ª2k 

o 10 10 

.1 7.745 2.975 2.51 

.2 6.476 3.476 .1.86 

.5 5.104 3.604 1.42 

1.0 4.013 3.194 1.26 

Concluye que "esto debería difícilmente ser tomado como indicativo -

de un acercamiento a la realidad". Sin embargo, aparte de la evidencia de que 

el método en ocasiones no funciona, no aporta ninguna critica de por qué no -

sirve. Es evidente que la suposición de una prior intercambiable no es adecu! 

da. Lo que sí evidencia el ejemplo es que el método de H.K. por si no resuel

ve el problema de multicolinealidad sino lo que ayudará a resolverlo será el -

análisis de lo adecuado de las suposiciones a priori. Dado que las suposicio

nes a priori implícitas en el método de lloerl y Kennard responden a un conjun-

to de características muy ~specíficas, derivamos en la siguiente sección la -

distribución a posteriori que se obtiene utilizando una priori más general to

mando como referencia a Lindley y Smith (22) y Zellner (45). 

' 3.3. Justificación bayesiana de otros .estimadores sesgados 

En la SP.cción pasada supusimos que~ se distribuía a priori según -
2 una Np{Q, u1 1). Vamos ahora a suponer que~ se distribuye a priori como 
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G "' N ( µ , V) 
- p -

(3.3.1) 

2 de donde en particular resulta la anterior distribución cuando.!!..= QY V=a1 l. 

Análogamente a (3.2.9) tenemos que 

- ~ (y_ - X¡i)' (y_ - XQ.) 
e 2u 

(3.3.2.) 

y fijándonos en el exponente para tratar de identificar a la distribución pos-

terior 

(J!. - H.l'v- 1
(.!l. - !!..) + ¡y_ - XJ!.)' ~O'..- XJ!.) 

" 
J!.' ( ~ X' X + v-l)Ji - 2 (-t X'.Y. + v- 1i.:.)' .fi + {Términos que no dependen de fr.} 

'' a 

de donde completando cuadrados lle~amos a la expresión 

(.l!_ - í-} X'X + v- 1)- 1 ( i X'.Y. + v-\ll' 
a a 

(-i X'X + v- 1)(Q. - (-~ X'X + v- 1)- 1(-} X'.Y_ + v- 1 J.!.)) 
a a a 

Por lo tanto ii' se distribuye a posteriori como 

(3.3.3) 

Con la distribución a priori (3.3.1), más general que la propuesta por Hoerl y 

f;c11mrd, podemos identificar qué tipo de información a priori es la que se ha

incorporado implícitamente en los estimadores sesgádos que se han venido publ i

CJ~do. Empecemos con el caso más sencillo. Banerjee y Carr (1) propusieron -
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dentro del enfoque dado por H. K. el estimador 

a = (X'X + K( 1 X'Y 
~ - (3.3.4) 

con K una matriz con elementos ki en la diagonal y O fuera de la diagonal. F! 

cilmente podemos comprobar que si suponemos a priori que 

(

ª12 o .... º) 
.ª-"' Np(Q, f . . ) 

. 2 
o. 'ºp 

(3.3.5) 

obtenemos que la media posterior coincide con ~· en donde 

2 
- a 

ki - Oi2 i=l, ... ,p. 

En este caso resulta que la prior refleja que el conocimiento a pri.Q. 

ri que tenemos acerca de los parámetros es que están cercanos a O, difiriendo

de la prior (3.2.8) en que la confianza en este conocimiento a priori es dife

rente para cada parámetro. Una generalización directa de (3.3.4) que pronone-

mas es 

l'.. ~ = (X'X + K)-l (X'Y. + KJ!.) {3.3.6) 

o sea, suponer a priori que (
012 0 

'. '•''-' ¡ . º)) 
• 2 
a 

p 

{ ) d ( ) 2_ 2_ 2 En el caso de que l'..=Q, 3.3.7 coinci e con 3.3.6; si o1 -o2 - ... op 

(3.3.6) coincide con el estimador propuesto por Swindel (37) que .va ut11 iza un 

enfoque bayesiano. 
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Tomemos ahora los estimadores de Mayer y Willke: 

~(c) = c (X'X)-l x•y_ (3. 3.8) 

Si suponemos que a priori 

(3.3.9) 

tenemos que la media posterior es 

(.1. X'X + _j__ X'X)-l (.J. X'Y) = ((-1 + 1 }(X'X))- 1( l X'.Y) 
02 º¡2 02 - a2 ~ -¡ 
201? 

(!.! )(X'X) -l (--}X')'._) 
o12+o2 0 ~ 

2 
º1 de donde c = 2 2 y en consecuencia 

0 1 + o 

o~ c < 1 

Nosotros ponemos en duda que un conocimiento a priori pueda llevar -

al uso de (3.3.9). Creemos que es más factible utilizar cualquiera de las di~ 

tribuciones a priori anteriores a ésta. 

Recordemos ahora al estimador H.K. generalizado (2.3.2): 

&* = (W' H + K) -l ¡.¡' 'j_ (3.3.10) 

De (3.3.4) resulta evidente que la prior que da origen a este estilll.!!. 

dor es 

e 
1 o ..... . o) o . 

,, ·e N (O, • (3.3.11) - p - : 

o a 2 
p 
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ya que el único cambio que ha habido es que ahora se trabaja con !!. = P§_. Dado 

que los elementos de~ son combinaciones lineales de los elementos de 1!. supon~ 

mos que puede existir en algunas ocasiones algún conocimiento a priori que nos 

lleve al uso de (3.3.11) o una generalización de la misma que sería suponer -

.!!. ; Q_ •. Hay que tomar muy en cuenta que al utilizar el método tal como lo pla!!_ 

tean (9), (13) y (15) estamos incorporando información a priori en aquellas dj_ 

recciones donde menos información existe proveniente de los datos. Lo que - - -¡ 

creemos que es interesante es anal izar el s.ignificado de la prior en las unid-ª._ 

des originales; tomando en cuenta que P~ =!tenemos que 

. :) 
ªp 

p 1) (3.3.12) 

lo que significa que al suponer una prior para!!. con media Q_, estamos suponie!!. 

do una prior con media Q para.!!.· La objeción que puede ponérsele a la prior

(3.3.12) es que la matriz de varianza-covarianza depende de X. 

Por último falta anal izar el significado que tienen los estimadores

de Marquardt y de componentes principales. Para ello veamos como podemos in-

corporar información a priori no directam1mte de los parámetros sino de algu-

nas combinaciones lineales de los mismos. s·upongamos que a priori no podemos

afirmar que existen las restricciones lineales 

!'.. = R_¡i_ (3.3.13) 

donde!'.. es un vector constante jxl y R una matriz jxp de constantes, jsp, pe

ro relajando estas restricciones podemos suponer que 

( R de rango j) 



o bien, 

RJl. = !'.. + !l. 

donde !l. "' Nj (Q, ci12 I) 
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(3.3.14) 

Lo importante ahora es suponer que .!l. es aleatorio, lo cual modifica

el enfoque dado por Theil (38) y Ward (41) en donde toman~ fijo pero!:. aleat~ 

rio. Entonces, bajo la suposición de que .!l. es aleatorio, nos interesa encon-

trar su distribución. Una manera de encontrarla es tomando una inversa gener~ 

lizada de R y premultiplicando (3.3.14) por ella. Por conveniencia tomemos·c~ 

mo inversa generalizada de R a 

donde (R'R)+ es la inversa generalizada de Moore-Penrose (ver A.12) de R'R. E!!, 

tonces, de (3.3.14) tenemos que 

~ = (R'R)+ R'.r. + (R'R)+ R' .!J. 

En consecuencia ~se distribuye a priori segú,n una normal singular -

ver ( 1.1.11) 

(3.3.15) 

De A.17 tenemos.que (3.3.15) es una 

(3.3.16) 

Basándonos en (32) y (41) llegamos a que la media posterior es 

,[l_ r ~ (X' X + ª~ R' R )- l (X' Y. + ( R' R) ( R' R) + ( R' R) !:.) 
ª1 
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2 
(X'X + ~ R'R)-l (X'l + (R'R)r.l (3.3.17) 

"1 

con lo cual generalizamos el resultado de Ward en donde él supone a priori que . 

(3.3.18) 

con W no singular. 

Creemos que este resultado puede servir cuando se tiene algún conoci 

miento previo de pocas (j < p) contiinaciones 1 ineal es .de ii· Si el rango de R 

es igual a p cubrirnos el caso considerado por Ward y además hay mas congruen

cia en la formulación que en Theil {38), donde él supone que la información a 

priori es 

r.=R.fU.!l 

con !l. aleatorio'perojl_ fijo. Aquí suponemos que!!. es aleatorio y que dado que

tenemo~ conocimiento previo de combinaciones lineales de!!.• indirectamente te

nemos información acerca de !!.· 

Veamos la relación que existe de lo anterior con el método de Mar- -

quardt. Sea 11> el eigenvector correspondiente a 'P y supongamos que a priori 

(3. 3.18') 

y de acuerdo con (3.3.17), la media posterior es 

2 
a = (X'X + ~ P.,, P.,,') X'l 
-Q "1 t' t' 

Recordemos que 



de donde 

2 
(X'X+~ PP ') 

a 2 -p-p 
1 
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(3.3.19) 

Ahora bien, dado que (3.3.19) es de rango completo,. podemos tomar su 

inversa que es igual a 

Fijémonos en 

2 
"1 __ 2 ___ 2_ 

ªl >.p + a 

a 2 
1 

2 a2 ) 
ªl + ->.-

p 

2 

p p 1 

-p-p 

1 
>:; 

(3.3.~0) 

a 
Tenemos que 

2 
1 z- está jugando el papel de dp en (2.3;8). Ade 

o a 
1 + ¡;-

p 

más, 
2 

lim ª1 
a2 = o 2 2 º1 +-

ªI -+O >.p 

(3.3.21) 

Esto quiere decir que si dP es pequeña, corresponde a una prior que 

está proveyendo mucha información en la dirección del eigenvector Ep· Cuando

~e alcanza el límite (3.3.21) resulta que (3.3.20) sería una inversa generali

zada si X'X fuera de rango p-1. Es claro que si a/= O, (3.3.19) no tiene -

sentido. En este caso llegamos a la restricción: 



P ' a = o 
~ -
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que también la podemos considerar como información a priori ya que una restri~ 

ción en realidad equivale a conocer algo más acerca del fenómeno estudiado. 

Lo importante de la discusión anterior es que con estos métodos se -

está suponiendo a priori una normal singular con media Q_y en consecuencia son 

de tomarse en cuenta las implicaciones que estas suposiciones tienen. 
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CONCLUSIONES 

l. El problema de multicolinealidad debe enfocarse de acuerdo a como 

lo han tratado Silvey (36) y Johnston (19), es decir, como un problema de falta 

de información y como tal debe tratársele. Se deben descartar aquellos enfo-

ques que lo tratan como un problema numérico exclusivamente como lo hace por -

ejemplo Coxe (3). 

2. Se ha insistido que las técnicas de selección de variables sirven 

para atacar el problema de multicolinealidad. Sin embargo varias gentes han -

hecho notar las deficiencias de estas técnicas en presencia de la multicoline!. 

1 i dad y 1 as consecuencias de 1 as mismas ( 15). (25) ( 44). 

3. Pensamos que la única manera razonable de. resolver el problema de 

multicolinealidad es consiguiendo más información, ya sea a partir de un conoci 

miento previo del fenómeno, o bien, obteniendo más datos. 

4. La condición de admisibilidad que tanto se ha utilizado para deri 

var nuevas clases de estimadores no parece ser un criterio adecuado a utilizar

con los estimadores sesgados puesto que para garantizar que se cumpla con un -

¡iarti cul ar es timador, es necesario conocer los parámetros desconocidos. 
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5. Con los criterios de estimación propuestos de la sección 2.3.c., 

no se ha logrado resolver ningún problema pero quizás si crear algo de confu-

si6n. 

6. Los métodos de estimación sesgada tienen implícitas ciertas supQ_ 

siciones a priori y debe uno estar consciente de ellas pues si éstas estan muy 

alejadas de la realidad, en vez de remediar el problema, éste puede agravarse. 

Por esto la justificaci6n bayesiana de estos estimadores no debe quedarse a ni 

vel de mera interpretación. 

7. Una vez que se reconoce que con estos métodos se está introducie!l 

do información a priori cabe hacerse la pregunta les esta distribución a priori 

adecuada? No comprendemos por qué Marquardt propone que el método de Hoerl y -

Kennard es un método a utilizarse siempre que se tenga el problema de no ortogQ. 

nalidad ya que estamos seguros que en muchos casos la distribución a priori de

ellos puede estar muy alejada de la realidad. 

8. Los métodos de estimación H.K. generalizados están incorporando

información precisamente en las direcciones en donde es más imprecisa la esti-· 

.mación, es decir, donde menos información se tiene. 

9. Los métodos de Marquardt y de componentes principales están im-

plicando ciertas restricciones que a la vez implican una distribución a priori 

con media Q· 
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10. Dada la interpretación bayesiana puede verse que la búsqueda -

del valor de k, ó k1, óptimo no tiene sentido. Cualquier.búsqueda dentro -

de los marcos clásicos podemos augurar que será infructuosa. Lo que nos debe

preocupar es saber la importancia de la prior y de la verosimilitud en la -

formación de la posterior. 
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APENDICE A 

Presentamos en este apéndice algunos resultados de matrices. Las de

mostraciones se encuentran en los siguientes libros: 

Johnston (19), Rao (33) y Searle (34) 

A.1. Sea Cuna matriz cuadrada, simétrica y no singular. Entonces 

(C' ¡-1 = (C-1)' 

A.2. Sean C y D dos matrices cuadradas tales que el producto de --

ellas tiene sentido. Entonces 

le ol = ¡e¡ ¡o¡ 

A.3. Sea e es una matriz cuadrada, no singular. Entonces 

ic-11 
¡e¡ 

A.4. Sea e = (c1j) una matriz p X p positiva semi definida. Ento!!_ 

Sea C = (c;jl una matriz p x p. Sean A¡: ... : ~P los eigenvalo

res de C y ~l' . . . Ep los eigenvectores correspondientes. Sea A la matriz

de eigenvectores. Entonces 

A.5 
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A.6 
p 

t C = l: A' 
r i=l i 

Si además e es simétrica 

A.7 La descomposición espectral de Ces 

y además I P P' 

+ >. p p ' p -p -p 

~1~1 1 + • . ' + p p 1 

-p-p 

A.B C2 = PA P'PA P'=PAl P'¡ 

por lo tanto 

tr c2 = ~ A 
1
.2 

i"'l 

Si ~ es simétrica y no singular 

A.9. .!. ,' 
Al 

. · .. f son los eigenvalores de c-1 y 
p 

C-1 = PA -1 P' - 1 p p , + + l. p p ' 
- );°l -1-1 . • • . >.p -p-p 

A.10 Sean C y D 2 matrices simétricas p x p, no singulares. 

Sean Al' A2 ..•• , >.p los eigenvalores de C Y ~l' ••.. , ~p los 

eigenvectores correspondientes1sean t 1, i 2, •.•• tp los eigenvalores 

de D y g1, .••.• , Q p los eigenvectores correspondientes, 



entonces 

y además 

p 
tr e o = i: .e.; >.; 

i=l 
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A.11. Inversas generalizadas. 

Sea A una matriz cualquiera. 

G es una inversa generaljzada de A si 

A G A = A. 

G no es única generalmente. 

A.12. Inversa de Moore-Penrose. 

Sea A una matriz cualquiera. 

A+ es la inversa de Moore-Penrose 

si y sólo si 

a) A A+Á =A 

b) A+M+ = A+ 

e) (A+A)' = A+A 

d) (A A+)' ~ A A+ 

Esta inversa generalizada es única. 
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A. 13. Sea A una matriz n x m de rango r. Tomemos A'A y sean 

x1, ... xr los eigenvalores distintos de O de A'A.y ~ 1 .e2 ... Er 

los eigenvectores correspondientes. 

Entonces 

f P1P1' + ... + f ~r~r' es una inversa generalizada de A'A y 
' - - r 

además coincide con la de Moore-Penrose. 
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A P E N D I C E B 

Dado el modelo 

Y = 1 b ' + X 6 + e - - o - - (8.1) 

descrito en (1.3.9), utilizando mínimos cuadrados se llega a que el estimador

b0' es igual a y independientemente del valor que tome i. Algunos libros (por 

ejemplo, Draper y Smith (6), Johnston (19)), interesándose sólo en el aspecto

computacional, no hacen ninguna aclaración y restan de! el vector l y , -
proponiendo el modelo 

(B.2) 

donde 

Es claro que 

para i=l, ... ,n 

Pero resulta que 

{

-ÍE.:il 2 
n a 

- _¿_ 
n 

si i=j 

si i~j 

Por lo tanto, resulta que no se cumple que 

E(J!.. !!.') = ir 
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sino que 
- _1_ n.:l - _l_ 

n n n 

- _1_ 1tl (B.3) 
E(.!!. J!.') 2 n n a 

- _1_ n!l 
n n 

Podría pensarse en considerar el modelo de Aitken, el cual permite -

que las observaciones estén correlacionadas. Pero tenemos que una de las supg_ 

siciones básicas es que el detenninante {ver Rao.(33), p. 221). 

E(.!!. J!.') 1 I O 

En este caso tenemos que la matriz (B.3) es de rango n-1 y por lo -

tanto su determinante vale O (ver Rao (33), p. 67). Entonces, la notación que 

usemos 

l = X!!.+~ 

es solamente convencional. Esto indica que el interés principal radica en !!.Y 

no en b
0
'. El modelo correcto debe ser B.l y adoptamos esta convenci6n debido 

a que el método de Hoerl y Kennard se aplica para.!!.· Existe confusión en li-

bros y artículos respecto a este punto ya que no se aclara debidamente. En el 

ejemplo que Hoerl y Kennard utilizan, tomado de Gonnan y Toman (12), sólo re

mitiéndonos a esta fuente queda claro que existe un ténnino constante. 
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APENDICE C 

Para llevar a cabo la simulación se modificó el programa listado por

Davis (46). Al tomar la decisi6n de efectuar una simulación se tenfan en mente 

dos objetivos. 

l. Proveer de ejemplos para ilustrar el método H.K en esta tesis. 

2. Comparar soluciones del método H.K. con soluciones bayesianas y -

de mfnimos cuadrados. 

Descripción de la simulación 

Basándonos en el ejemplo dado por Marquardt (25) decidimos utilizar -

el mismo método. 

Se generaron 30 conjuntos de datos para cada una de 3 estructuras de 

la matriz de correlación. 

Cada conjunto de datos contenía 8 observaciones generadas por el mod~ 

lo 

en donde se asignaron valores para los parámetros 

b = o o 

1, ... , a 
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los valores de ei se generaron usando el método polar y se tomó a =.9. 

los valores Xij se formaron a partir de los siguientes datos: 

xil X;2 xi3 

-1 -1 -1 

2 -1 

3 -1 -1 

4 1 

5 -1 -1 

6 -1 ~1 

7 -1 

8 -1 

¿xij o o o 

Fácilmente se puede comprobar que las columnas son ortogonales. Esta . 
estructura correponde a lo que se conoce como un arreglo o diseño factorial 23 

que aparece en la figura C.l. 
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(-1, l, 1)1,¿... ___ ..-J-__ ~ 

1 
1 
1 

,,.,.,. 
,,.,."' 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1(-1,-1,-1) 

;,,,,,,P----- ------- (1,-1,-1} 

(-1,-1,1) (1,-1,l) 

Figura C.l. Diseño factorial 23 

La ortogonalidad del diseño se pierde modificando alguno o varios de

los puntos. Si modificamos las últimas cuatro observaciones de la siguiente m! 

· nera: 

xil xi2 xi3 

5 -1 l-2a -1 

6 -(l-2a) -1 

7 -(l-2a) 1 

8 1-2a -1 

o ~ a < 

" 
podemos verificar•fácilmente que 1¡¡ correlación entre ! 1 y~· r

12
, es 

·a/(l - a + a2}. En la figura C.2. aparece como se modifica el diseño con a =.2 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 .le __ _ 

,,,-- -

Figura C.2. 

Modificamos también los primeros 4 renglones como sigue 

xil xi2 xiJ 

-1 -1 - (1 - 2Y) 

2 ( 1 - 2Y) - 1 

3 -1 - (1 - 2Y) 

4 1 - 2Y 

logrando con esto que la correlación r23 sea negativa. Generamo's datos para 

los siguientes valores de a y y: 

.75 .9 

.3 X 

y 

.6 X X 
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Las matrices de de correlación y sus respectivos eigenvalores son --

los siguientes: 

1) a = .9 

y= .3 

.9397 __ ,n 
X'X = ( .9391 

-.1769 o 

>. 1 = l. 9562 >.2 = 1 ;i. 3 = .0438 

2) a = .9 

y = .6 

.7684 -.3:07) 
X'X = ( .7684 

-.3607 o 

>.¡ = 1.8489 J,2 ': 1 •3 = . 1511 

3) a = .75 

y .6 
.6598 -·:") .X' X = ( .6598 

-.3818 o 

· A¡ ·= l. 7623 J,2 = 1 ¡,3 = .2377 
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Selección del valor de k 

La selección del valor de k utilizando el método H.K. resulta poco -

práctico en una simulación por el tiempo necesario para analizar las gráficas. 

Resolvimos tomar una regla de decisión para seleccionar el valor máximo de k 

"aceptable". Sea 

y si 

R el coeficiente de correlación múltiple del estimador de mínimos -

cuadrados. 

R' el coeficiente dP. ~orrelación múltiple del estimador H.K. 

CMR el cuadrado medio residual del estimador de minimos cuadrados. 

CMR' el cuadrado medio residual del estimador H.K. 

Decimos que k es un valor aceptable si y sólo si 

R - R' :: .05 (C. l) 

CMR - CMR' ~ .75 (C.2) 

Estamos de acuerdo en que tanto .05 como .75 son valores arbitrarios, 

sin embargo, de acuerdo a la naturaleza de los datos resultan razonables. Los

valores de k que se analizaron fueron 

k = .025, .05, .075, .l •. 2, .3, .4, .5, .6, 7, .8, .9, 1.0 

Para comparar los estimadores se utilizaron los siguientes criterios 

1) s!!.* 
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donde b.* es un estimador de b. 
J J ,..---------

2) s * = 
1 

Y.*-E(Y.) 2 
l 1-

8 . 

con Yi* estimador de E(Y¡) 

Para los valores aceptables de k se comparaban los estimadores H.'K.

con el estimador de mínimos cuadrados de acuerdo a cada uno de los criterios.-

Se concluía que el método H.K. era superior al de mínimos cuadrados de acuerdo 

al criterio 1(6 2) si existía un valor aceptable de k tal que 

(6 

si 
s· J 1 

Soluci6n bayesiana 

Tomamos el estimador propuesto por Swindel (37) 

a = (X'X + ~I)-l (X'Y + k u) 
.!.!. .!::.J< - -

bajo la "suposición a priori" de que.!.!. estaba "cercano" a J?. (recuérdese que -

cuando se toma J?. se está refiriendo a los parámetros ya transformados según 

(1.3.9). Debido a la estructura del programa, se supuso a priori que 

(. 35) 2 
J?.~ N(sy :~~ , ªl !) (c.3) 

yaque el programa maneja los coeficientes de regresión estandarizados, es decir, 

encuentra los estimadores 
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a / s = ª - y -

y luego transforma a las unidades originales mediante la conocida fórmula 

. - l . 
b; - s ª¡ 

i 
a2 . 

Tomamos 3 valores de k =-----..- (.1, .2, .3) para cada matriz de co--
ª1"' 

rrelación (por lo tanto, 10 conjuntos con el mismo valor de k). 

Dada la arbitrariedad de las :ondi:iones (C.l) y (C.2) se convino en 

que se aplicarían también para los e·; timadores bayesianos. Se compararon l.os

estimadores bayesi~nos con los otros estimadores de acuerdo a los 2 criterios

mencionados anteriormente. 

Resultados 

En las tablas siguientes aparecen las comparaciones entre los 3 est.i. 

madores de acuerdo al lugar en que quedaron (1 si fue el mejor, 2 el segundo,3 

el peor). Dentro de los cuadros aparace el número de veces en que quedaron en 

cada lugar. 

a) Comparación de acuerdo al ·criterio 1 

a = .9 
y = .3 E s timador 
Lugar MC H.K. Bayes 

2 6 22 

2 5 20 5 

3 23 4 3 



- 106 -

ex ; ,9 

X ; .6 Estimador 
Lugar MC H. K. Bayes 

3 2 25 

2 5 22 3 

3 22 6 2 

ex ; .75 
J.._; .• 6 Estimador 
Lugar MC lf. K. ·aayes 

2 4 24 

2 9 19 2 

3 19 7 4 

b) Comparación de acuerdo al criterio 2 

ex ; .9 
y ; .3 Estimador 
Lugar MC H. K. Ba,Yt!s 

4 8 28 

·2 6 14 10 

3 20 8 2 

ex ; .9 
X ; .6 Estimador 
Lugar MC H. K. Bayes 

4 23 

2 7 18 5 

3 20 8 2 
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a= .75 

X = .6 Estimadores ¡ 

Lugar MC H.K. Bayes 

3 4 23 

2 9 18 3 

3 18 8 4 

Los resultados dan una clara superioridad del estimador bayesiano S.Q. 

bre el de Hoerl y Kennard y a la vez de este sobre el de mínimos cuadrados. La 

superiorid~rl del e~timador H.K. sobre el de mínimos cuadrados se puede expli-

car por el hecho de que la priori no se encuentra muy alejada de la realidad. 

Otro hubiera sido el caso si se tomara, por ejemplo, b1=7 b2=-3, 

b3=6. Pero la simulación se trató de que entre el estimador H.K. y el de Ba-

yes, pu di era competir el primero en condiciones mas o menos aceptab 1 es. Com

paración entre el método H.K. y el estimador de Swindel. 

Procedimos a comparar para un mismo yalor de k el estimador H. K. con 

el estimador bayesiano obteniendo los siguientes resultados: 

K 

.1 

.2 

• 3 

Bayes 

19 

22 

26 

Estimador 

H. K. 

11 

8 

4 

Lo anterior indica que al incrementar la confianza en la prior el ei 

timador bayesiano nos lleva a mejores resultados que a los que nos lleva el mf 

todo de Hoerl y Kennard. 
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Una última comparación que hicimos fue tomar R para el estimador ba

yesiano, encontrar aproximadamente el mismo valor de R en los estimadores H.K. 

y comparar el estimador seleccionado con el 'bayesiano usando los criterios 1 y. 

2. En todos los casos el estimador bayesiano.superó al de Hoerl y Kennard. 

Conclusiones 

Las conclusiones que se pueden obtener de esta pequeña simulación 

son limitadas. Sin embargo sí da un indicativo de las ventajas que tiene el 

dar un enfoque bayesiano a los estimadores H.K. Una vez comprendido el enfo-

que, si se desea utilizar una distribución a priori, no necesariame~te la dis

tribución a priori que se supone en el método H.K. será la que refleje más ad.!!, 

cuadamente el conocimiento previo. La simulación indica como un conocimiento

previo sólo un poco más cercano a la realidad puede ser más eficiente que el -

método H.K. aplicado rutinariamente. 
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