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NCJTAC: :1: CJN 

En el presente trabajo se tienen las siguientes convenciones1 

a> Los vectores se representan con letra mAs obscura, ejemplo• 

A 

b> Los vectores uni.tarios se··representan con las letr,•• mind•culaa 

i, J, kyr, ejemplo1 

A •·Ar 

e> La• llnllr'Qlas est6n "" electrón-volt. 

d>. ·Lila di'atancia• intei".i6nica5 es.tlil'.I' en anQ•trOlll'&. · 

o 



NCJTAC:: :1: ON 

En el presente trabajo se tienen las siguientes convanciones1 

· a> Loa vectores ae repreaentan con letra mili> obscura, eje111plo1 

A 

Los .vec~~et11 unitari~s se> repr~aentan eón las letras 111inóaculat11. 

i, · J, k v r, eJellipio1 

A • A,. :l .. + A.,. J + As k 

.·,:,.· 

liiatarlctas tnt~i6nic.as •.stilri en ª!'tÍ~~r:;~· . 
.n.,;o,~• .••t.6n'···~ el.:tf'.6~'..valt • 

. ;.; 

. :; ' 
.:;· 

o 

'<·:··>.· 
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:J: NTRODLIC:C: :J: ON 

El propósit_o de eete trabajo consiste en calcular la energ:l.a 

de polarización de un complejo en cristal.es de haloi;¡enuros 

alcalinos. El complejo consiste de una impureza divalente <Eu••> y 

una vacancia.negativa en configuración nn. 

El é!St.udio de coillpleJo•. formados por pares de vacancia• en 

. hal oi;¡ítnuros al c_aUnós · .fue i ni ciºado por Rei t.z y GamB1el e u.. FunÍi: y · 

Tassic:a:a eKt.IÍndier.on esta _teari.a, y Bassani y Fumic:s:o ·la_ aplicaron 

par primera vez a 'un c'a111pleJo 4or.;.ado par una iftlPureza dival_ent.li y 

una vacancia • TrabaJo• ••s reciente• _par h•a•aki y Wakabayasic•:o, 

. ·C. Ruiz l'lttJia. y u. Os_ei;¡uerac•:o han eKtendido este trabajo. 

,,_: 

Un ·:sólido. :··en equilibrio .c:ti_llnít i,an 
.~ '¡ 

Úp~_de iaP.r::f.ec~lone~. Se d.b~'.C~Sider~ a .SU vez un li•lte·a Í~· 
,":' - '.:· :'· ,' . .··' < .. · ' .. ·, 

idealizaciOn danci.Í .1~ d~ilidad ·.d• iniper4ecci~e• •• su·flci~t ... nte> 

baJa, de tal forma que - posible. considerar ,, •. · dicha• 

COlllO _entidad•• discreta• y con 

· ·iridi.'illdual bi~ -definida~ ~ Entmti:~. a cada :imperfeccÍ.6n se le pullde 

.. · .. ' -" -··: ~~~1;~~-~ una· .-t1r.d~ _:pr~11tc1~~~-·:_Ii:~..;~~~~~~~- d~. 1 ~.:~~;~en.e_. t: 'a d• 
' ,.·. 

· .. • ot.rati t..Perftic:C:1Cin~ir. d• t i;¡uai <, .:t .di 4tir_erlt• c1 a-. E'.;,< ii;iat:. ·~n.ti ilo~ 
el cristal' ideal .. itil cansid~ad~· é:OBIO una ~oh.\ci6n ·.~iida . for~da. 
por una 111atriz b••ica dentro de ·1·a ·cu•l las imperfecciones aparec9n.· 

en el papel de "part.icula•" de la mi••• 4orma en que los •tat11as de 

un i;¡as casi perfecto de baja densidad se consideran cD1110 particula• 

individuales con caracteristicaa individuales y pueden tratarse de 

manera que no dependan de la presencia de otros 6.tomos del .sistema. 

1 



l•lrllifucclil 

El limite en el cual las imperfecciones tienen una baja 

densidad corresponde a un casa est•ndar en situaciones fisicas.para 

la• cual•• se tiene. relativamente. un alto grado de simplicidad. 

Por ejemplo. un grupo de vacancia• puede Juntarse para formar una 

·.unidad\ en un cristal. Esta agrupación puede tratarse mAs 

·.;impl1tm'"'.lttli .al consic:Serarla como una sol~ entidad• esto ••• COlllO 

una burbuja o un hueco. y atrtbuy6ndole propiedadÍts individuales. 

Una iniperfección puntual ••aquella que· se localiza cerca de 

un puntó o Atomo de la estructura. Las imperfecciones puntuales son 

l.as vacancia•• las Atont0• intersticiales CAtOlllOs que no ocupan las 

'impurezas ' sustituta• e 

- -.,, .. - .. 

Las t.Perfeci::lon•• pueden . interai:tuar entrit. ella• 

t¡enerar iimperfei:cianu de un tipo diferenti.. 

Muchas propi_edades importantes de los sólidos se deben a las 

·i·..,;....':fecctcines~. '.La .conduct:tvtdad de alC)unO. •-tccinductorea. el .. 

. '~;i·~:;'"J~· · .;.üc-heti('cr:i iat~le~, .. \ 1 ~. ~ifLl~iÓn. ~!. ..•t~ :: iá .trav•s de 

tl6Udrá.~ ·hs ~P;c:1pt~ades : 9111C6n1i:as ; pl_~s1;1_cas d• l-~~--~~íi'd~ ile ·· 
debM en 1¡ran .111ed.tda li. la• .taiper:f'ec:ciones~ 

·La i111Perfecct6n m•• su1ple es una vacancia. está es, un ion o 

AtDMD faltante en la red cristalina. y se conoce como defecto de 

Schottky. Una vacancia •• indica frecuentemente en ilustraciones y 

ecuaciones quimicas por medio de un cuadrado CfiQura 1>. Be crea un 

defecto de Schottky cuando •• transfiere un Atómo desde el interior 

.. 2 
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hasta la superficie del cristal <figura l<b>>. En equilibrio 

termadin6mico, siempre hay presente un nOmero de vacancias debida a 

que la entropia aumenta por la presencia de desorden en la 

estructura. 

Otro t_ipD. de d.-fec:ta es el de Frenkel, en. el_ cu•l ,· un 6tatnD 

.. se desplaza dtitade 

intitrsticial <figura l <c> >. 

En la figura 1 aparece una repreaentación . bidi-.,sianal de 

eJemplas de· . defecto• · puntuales· y alguno• de las ca.pleJos que 

:ttirllian debido a· sus 'interaccione•. Cuando. ocurren· en criatales 

Lf--~les .t:Ddos ii"t:.t::I• de~_ectos .. u~ Ú•liado• por ias ci:lnstrlccl~-
it¡a1:ructur'ai ea i nh.rent¡;.s y por · ila n.Cesi dad · · de mantener:: la 

· n1tUtral1 dad .de carga en . el · Qrueao del "~r¡atal. L~ _ausltnci a -~~nta ·de · 

un ion poaitivo CCMID de uno negativo de sus respitct:lvas post"ciones 

en la red constituye un defecto de Schottky, figura l(b). Un 

defecto .de. Fr:-t1nkel, fi_Qura t<c>, 11.e fot:•a cuando un .. ion de la red 

· · ~.:~•-~íiiv•:;'~;~~~·i:;oaici6~;}_~~~•tl~f~1·~ :;._Ai.m~.t1p~a· •.•. ~.~ ~!l'~~~~tl :~ ... 
proch1c9" t*rll_liC:...,tlt~_·. Tami•n .e, pr~!-lcen defecto• puntuales por 

l'a. UÍtrOClÜcc'l6n de i111Pur ... za.~· <contalllif\A.Ci 6.,; 1111. el .cdatal 0 .. •· f iQ~~-. 
1 <d>. En loa C:asos m•• c090n111erite -tudiados slt. tien!I' una impur_eza 

divalente en un halagenuro alcalino. Una vacancia ea necesaria para 

cada ion divalent:e, para tener un cristal neutra. Entre la impureza 

y .la vacancia· hay una atracciOn coulombiana y a temperatura• 

suficientemente bajas pueden formar un par asociadoa un complejo, 

figura l<e>. Estos complejos modifican las propiedades de los 

3 
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cristales iOnicos y su estudio es necesario para la comprensión del 

movimiento iOnico. 
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FiQura ·.1.. R•prÍll•9ntaci6n d• defecto• puntual••. en una ·red 
bidi-nsional. El cuadrado repre•enta una vacancia·~ el· circu1·0 
repr-enta un ion en una posición inter•ticial, y m· rmpr-enta una 
i11Pureza divalente. <a> Red sin defectos1 <b> Defecto. de Bchottky1 
.<e>. Dwfecta de Frenkel 1 <dJ llllPureza di val ente. y Vacancia debida a 
la'. ausencia de. un ion': po•itivo1 <e> Complejos:. de impUreza 

.• :vá~~c~a:· en conf.it;1uraci0ne• nrj ... y nnn1 <f> Par de vacai:icia•~ · ·· 
": ... )~:~-~ ,"'.._• '••• - "•:,<-~':··•'•/<,"fo<•'<•;,,•,,,,-.,.,,,., .. • "•:>•.•A,•:,.•·''• '"'""'"-'•'°-•""""'"'" -·~~ .... ;.~..::--::;._,•• 

::..--.... ..-.. · . 

La for••ci.On ·de un :t1110. part.~.cula~ dÍt d~fecto r-~ui,_.~ de 

cierta ... cantidad de •nerQi• .ü •· . Áquellos 'd~fect09 qult !'.llq~ieran 

U -nor •er6n lo• q·u···pritdomiriar6n debido· a que· •1 nll-o. ·d9 

defectos depende del .factor de Boltz•ann, el cu61 contiene a 

u. Con•ideremos un cristal iónico de CDftlPO•ición A•B-. En ••t• 

cri•tal se. producir6n vacancia• de ion•• po.•itivo• debido a •altos 

suce•ivos de iones positivos, como aparece en l·a figura 2. 

4 
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_....+ superficie 
+ - .....,+ .+ 

+ - + -"'o + 
·+ 

+ 
+ + + 

. FiQUra: 2• El cuadrado repres•nta la vacancia. 

El r9tiutt:ádo i!quivatdr• a: to111ar. •l icn pcai.ftvo. 

del cristal y llevarlo h~sta la !superficie •. SupcngaftlDs. ah0ra ·qu• •• 

producen varias vacancias d• iones positivo• de ••ta 111anera, 

aii.•ntr.a• qu• la r•d de iones n•Qativos •• mantiene ·intacta. 

·Entonces, la superficie d•l cristal t•ndr6 un 1ncceso d• car111a 

p~st.ti;,~. -. 111ientrá~ qu.i el interiÍ:lr del cr.istal .tendr• un •xce .. o d• 

car111a·ne111aüva. Obviamente¡¡ iá ;dtf•reric~a .d.~ potenci¡al qu•· - crea 

s. ~~ndr• a la .farmacun de ln•s vacancias d9 ion•• positivos~ y 

favorecer• la .formación de vacancias de ionell· n9111ativos á bi•i:i la 

pen•traci6n d• impurezas positivas al interior d•l cristal. 

ConcluilllOs- qu• debido· a la.t•ndencia del cristal a ·..nteners• 

- eUcthC:u.nt. n.Utro, .un c..:~st~l .i6nico .cc:irit."'1dl'.'6 aproxi.tada.-nt•. 
,, ' . . • "' - • . " ... , .. -.. - i.; .. ,, •. ,.~'"":<"o>"· .•. , -

. •t .;¡ ~llio . "o .. ro Cie vaéanci ~- ~~ . i on.ill .Positi~i:i~ .que.:· is •.. ~li~f ~C..i ~~ 
ion•.•~ _l"le111ativos e d• ill1pur•za•~ A•f. que aunqu• la ·. ener:1111..a u• 

. ·-.'.:··.-. -·.-,·, ., 

requitrtda para formar_ úna ·vacancia d• icri positivo . f\a.,-_.11: · lllU:V 

difer•nte que la •n•rgla u- ·requ•rida para formar una vacancia d• 

ion ne111ativo <o la captura d• una impureza>, ••tos •v•ntos 

ocurrir6n en un número aproximadamente iQual en el. interior del 

cristal. V dicho numero estar• determinado por la suma de sus 

enerQl as de formación 

u u• + u- . 
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Consideremos la energia u•. Supongamos que un ion positivo es 

removido desde el. interior del crist.ál hasta el i"nfinito, mientras 

que_ la.distribución de_ carga en el cristal ae mantiene fija. Sea 

u•• la wnlÍrgia requerida para el paso anter.ior. Llevamos ahora el 

ion. ·d9sde :~1 infini t'o hasta 1 a. superficie del cristal·, con lo. cu•1. 

twrldreinÓs una ganancia de energia que Ua111arltlilos U•'"'.._· Si no: pa•llra. 

ninguna otra cosa, twndriamo• 

Sin· embllrQo, cuando re111ave111e1s un ion positiva, lo• ion•• vwcinos 

_resultan:af_ectados en e_l_ sentido de que reajustan sus posiciones d• 

:illl forma: que hay una ganancia de energia que. har~ que disminuy·a la 

.. ,:ti~.lr'gia U•. De acue_rd_o cpn la fi9ura 3,. 'notatÍlas:~.j_lt daÍl.dR e~:~.:.h·to.· .·· 

de vista de l~s alred~dores de la vaca~cia del. ic:in.paaitiva~ par:ece: 

ca111a si se hubiera af'adida una car9a negativa en ••e sitia' de ·1a 

red. 
+ + + 

! .. + -.... :-... ~ : .. ,· ~·~.,.-~ 

+ + 

Figur:a·3. El cuadrado representa la vacanci'a dÍÍJai:la" par ·•l ··ii::ln- :· 
positivo~ Las flecha• representan desplazamientos. 

En otras palabras, hay un eMcesa de carga negativa en la vecindad 

da la vacancia·del ion positivo faltante. Come consecuencia de le 

anterior, se da una polarización de los alrededores de la vacancia. 

Esta polarización' se debe, en primer lugar, a la formación de 

·dipolos inducidos. en .l.os iones vecinos <formación debida al campo 
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producido por el eKceso de carga negativa>, y en segundo lugar, al 

desplazamiento de dichos iones. La energia de polarización <que es 

precisamente la debida a la polarización de los iones vecinos al 

defecto> es la que nos da la ganancia de energia que hace que 

disminuya u•. En forma anAloga •Miste una energ:l.a de polarización 

que hace que disminuya u~. 

Alli,- -la enerQi• •d.t: polarización es una de las._cantid•d111•· 

importantes para el cAlculo de la enert;1ia en defectos cr,istalinos. :· 

En este trabajo, nosotros discutimos la enerQi• de polai:izaci6n de 

·un ca.plejo desde cero a cuarta arden. 

'El cAlculo.'d• enert;1:l.a• en cristal~iLiónicos ha r~ibido un 

.fi:.i.r:t.i·ii.Puisó .• ri 1Ó• ta1ú- airas. ti•tódoli caaio el de mintiíitzitci6n 

de. eri~taia a usando dinA•ic ... ~~ la red a.'~el m'tOda de ):esaa• han 
. . 

hecha su aparici 6n. Cada uno de estas mttÓdas da lut;1ar ·a una eanera· 

diferente de determinar la• desplaza•ientos _de la r9d en la 

v.Cindad del def ecta1 el cAlculo de .laa,energla9 _de 

"1~- de.Ptaza•ilti1t~::1111J ei introducida par Mott y Littletéirii:•:o • 
. ,, ... •.· ~ -~--"''·'··-~~/:1-~:· ~-·~;.;:,,;,-~_<~;·,,. ,_,, n, 

En cada Üna .la~ .¡ttadc!a: MnCi~adas, ~1. Í::~ist.ii - diV~dida' en 

una rqtón interi~; · ~eQión 1~ que est:& inmediatawiwnt~ racleánda al. 

defecto, y una rei;liÓ~ e><tériéir, - RÍIQi6n n;: que cQlllPrtmde e'i resta 

del cristal. 

UrÍ punto muy importante en este tipo de calculas es el tamaWo 

de la Regi6n 1. Para defectos de alta simetria, los cAlculos de 

7 



Boswarva y Simptson"' 7 "' ind'ican que la aproximación de b-iones da 

energías que raramente difieren en m6s del 3% (ó o.os eV> respecto 

a otras aproximaciones, y es razonable concluir que para la 

determinación de la energia de Schottky, la solución para b-iones 

es tan correcta como otras aproximaciones m6s complicadas. 

El co111Plejo impureza-vacancia es un defecto de baja simetría 

y es .. tnt:ereiaant.e el . .estud.i o de 1 a vari aci 6n. de l • enerQl • de 

polarización como una función del tamaWÓ de. la RttQ16n 1. 

Nase>t:ro• usaremos el m•todo de balance de fuerzasc&:o, aunque 

eri general, •tite es una aproximaci 6n del trata111tent.o m6• exacto del 

c61culo de las enerQi•• de. d1tfeé:tos por. •ini111izaci6n de la enerQl• 

total 'del crt~tal eón. resp9cto aloa ~eÍlfllai..;ti.nto• dit la• .. ton-. 

de la . ~~i6n l.~ .. · El . u•o de itst~ ..;;.i:acta . • se ju~tificá ya ~~~ 
· Si111P•onc•:o rwc:tent-ente co~,aró allÍbo•. Íl•todo9 para Ct~f:ectoa · ,d~/ 
BÍ:hottky en h•logenuros alcalino• y obtuvo re•ultado• •i•ilarea 

cuando •on_u~ados par6 .. tro• td•ntico• del cri•tal. Par la tanto, 

., .... ,: élis·::;razonabl•·ltspel"ar que el ••todo de ~alance de futlf'"zaa-pued& dar. 
"«"'>"",':'H",i .. 4·,. ,•·.,.,·_..."'° . •· • 

·_ ;"á10r:asºc~;;;t~s-:para' •1 c.l~uÍo·es•.:1~ ;_~~9~a el•. 
·'·,; 

c:CitftPlejo• itrí cri.si:ales de halo9enuro•. al_caÚnoa. 

uno ·de lo• trabajo• 1116• conocida• .. basada en iti de Mot.1: y 

Littleton es el de Rittner, Hunter et a1.c•o&o:o, y 

recientemente se tiene el de c. Rulz "8Jia y u. D•11Qu•r~"'·~ •n el 

cuAl estA ba•ado el nuestra, y del cu61 es una extensi6n. 
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Nuestro trabajo consiste de lo siguientes 

Capitulo 11 Desarrollo Teórico 

.Contiene lo• desar-rollos nece!larios para ia comprensión .del _ 

_ prClbl9ina. 

·. Capitul~ _21 Aproiciuci(!n :a Orden Cero 

S. --plica en qu• cana1ate la _aproxiillaC:16n··. 

-C61CUlO de la enerQia de 'polarizacl6n-~ Se plantean las· 

.11euaciane•' necesaria• para Clbten•r. resultadas nuin6ricos._ 

. Capitu1o·:s1 AproiciNcion•• a "ªvar Orden 

. se ~~~U:ca :.;r. /~~.-~consis~en :la~ apro>eilÍi•c{~·· de,pri•er:' or:d.,:; ; '-. ' .• 
-·.:·,, ·:." '·.· •l '" •· "•"•.::~·'-<·:~·'.·· ··~-,1·r>· 

... .., .·•dt!tl.arite. ··~--~:~.Pl•~t~•~ · ias, _ec·ú~CtDn.~ .. ··.qum p9r:~•·tei".i .pbttír1ir:.;1
::·:· :·. -·.. .. .. 

- .·,-1,. -

reaul.tada• nuift•rt.cós. 

Capit~lo-41 Lacalizaci6n de lo• Ion .. 

. ... .. S1Ldan 
. . 

.de!!ldl! la• caardenada• d• y •• identi-fic;m las. ion .. 

·/~r,fii..r~· -·'h~,.~~-;·,~~·r:t~~-~.;~1~~~:.rJ~i.·c.~~:~.~~: --~~:_?r:~~t1• --ia.;:·: 
•lMtr:ta dti 1'1Lp;_ici6n - de::~Oti,~i~nn re¡lp_ltc:to:d• ·la·:._ii~~~''q~'::;t;·· 

' p~-~~ par la i111pu.re~a y l:aa v~ca..,cia -.,~. _rjhíat.ntiir .ti n6iMira de ': 

.Cuacianes s1ÍIM.&1tan6H qullt d~M:I r' .. oiv9r:•~ .en ei 'C:•iC:l:i1a 'de la : 

'enerQia de polarización del cOftlPleJa para ordene• supliriare!á al 

ord9n cera. 

Capitula ~1 Resultados 

Contiene los resultados nuin6ricos de los c•lculos para el arden 

cero hasta el cuarto orden. 

9 



Capitulo 61 Conclusiones 

Se co111Paran los valores obtenidos para los diferentes órdenes 

de apr0Mi111aci 6n• 

Ap6ndi ce.· t: .. F6rt11Lil a de. L.orentz 

Se deduce· la f6rmt.l1a de Larerit.z~ 
,. .._ 

E:•i:a.· "" pr-o.;c.r~1ari.;. .1. · c~lllPº 
··.··>.-~-:·, -- ,. 

•l•ct.rico en un punto dentro d• un dl•l•ct.rico. 

· Ac»•ndlce 21· Valares de las Can•tant-

Cont.l.t1nlt las val.·ares d• las can•t.ant.- de .ló• .. halOQenuros 

,-~';.: :.··.·. 

~~- · ... · 
.
Acl.· . •ndtc~·-· :s v 4i_c6i:_i:_.u10 de. w,,;. ;¡' ~~1;.:.li,~; da ,w;c § .. v .1,;,~' 

,.:.:~ 

expÚcit....rit.e·alQun~.1::ª.1cu1oá it!K:~ips para·)~.·.· 
la obt.Mtci6n.de·.1a en1rQia dilt ·palarl'zact6n~ 

Ap•ndice _:51 Ecuaciones para Cu.rto Drden 
' ><' ••• 

.... ····;eantim!9:. ·l·a•· .Cuaciane•'.•l~lt6n••• ,, ·que. d~en rt..Glvll\'"se al 
,_, ·.' ~"-'.".'':.,_,:,_ '-'··~· ;.,_ .• :, ~--- ''« ' -

la. Wí~aia dtii po1:ar1za~16n_~al'.:· t=u.r.t,1:1.:~~?~:_·:_:;:~-~K: .. :·:x ... :, .. ~ ..... 
_·¡._ 

.. 

10 



l dftll'rDlll llllritD 

'DESARROLLO TEORXCO 

Como es sabido, existen dos tipos de defectos en cristales, 

los llamados tipo Frenkel y los defectos tipo Schottky • 

. Un defecto tipo Frenkel es.· aquel ,que se· crea cuando un ion 

deja .supasició.n propia y pasa• ocúpar'i.in· iu'oar interath:ial.·, 

Un dafectotipo Schottky !se forma.cuando un ion i:le cada ... i~ni; 

deja su posición propia ·y es desplazado hasta l• superfií::t.it del 

cristal•. 'ocupando una polllici ón ret;1ul ar. 

. intttrsti cial"' 

' ' 

¡,, - w,.. + jj¡_ 

y no una 13osición 

·donde, w... es el trabaja nec.•sal".iO para llevar un ion positivo fuera 

.··'.del;·:c;ristal,-·-:.w_ -ea<e1: trabajo n•éeaario Par• sac·ar del cristal un 

· ··-··- ,.,.,<·¡'.t;:·~~º~~iv~·· .;:· ._.._. · íl•-1•J·~9r ... i:~·-··~~--~ •. :~~--~~-¡~t~110• .Pc.t,~:s:i~E~~ 
·-·,1~~~-~,' --·~.--

Estos tipos de de.fectos fueron prapuest~s par: F~inlíceí: y 
. ·- ... -

Schottky respectivamente con el fin de explicar el fenó111eno de la 

conductividad electrolttica en salea polares sólidas. Frenkel 

propuso un mecanismo, posteriormente desarrollado par ~ost, ,que 

consiste en suponer que tanta las at;1ujeros dejadas par los iones 

como las mismos iones tienen una movilidad de la formas 

tconstantel X Cexp<- U/KTlJ 

11 



1 -..rolla tlltrlc• 

donde U es, en el caso de un ion en una posición intersticial, el 

trabajo necesario para 111Dverlo a medio camino hasta su siguiente 

posición metaestable. AdemAs estos autores también demostraron que 

el ndmero total de iones en la red que est6n en posicion .. 

intersticiales es proporcio~al a1. 

•><P <-: El'2KT> 

donde E es en gen.eral diferente para cada tipo d• ion de lo• cual•• 
. ' 

estAcánstruida la red. Aqu:I. •• -t• suponiendo, que' el cristal est6 

en .equilibrio t•r•ico a una t•111Per•tura T. La conductividad ser.•, 

sqdn Frenkel y Jost .• de la for ... 1 

·. . c.c:~.;.b~~ .. l X' C.•~p<-<El:Z +·.u~;/~~·~J·.· '. ,(,,.,.;:•' . 

. Schottky prop~~ un -cani _,. al tern~ .n •1 • cu~l .-> en Un: ~~i ~t:l 
9quilibrio tér•ico a temperatura T 9 el no..&ro de parn de vacancia• 

d•jad+.• por las ianes es proparcianal •.• 
,_ ... f 

Sch~~~ky. Entanc8s la conductividad.· se ct,9b~a al IMWi•iento de .loa 

puntos vacant•s d•la r•d á tr.av•• d•l cristal. para: ,lc:i.cual sera 

necesaria· una energ:l.a de activación • 

.. Schottky y Jost demostraran con base •n esti•aciones de las 

en1tr'g:l.as E, U y W que en los halogenuros alcalinos la conductividad. 

es principalmente de tipo Schottky. 

12 ·- ··.·-:-····-, ...... -



l áMITDllD tttrlco 

EL METODO DE MOTT Y LITTLETON 

Para explicar la constante diel~ctrica de una sustancia desde 

un punto de vista macroscópico, imaginemos un conducto~ de placas 

paralel•SJ si la región entre las placas est• vacta, la diferencia 

de potencial entre las placas es1 

llv•• • Ev•• d, (1 ~2> 

:-.._dandlt E_:._. ••• la'inagnitudd•l ca1npa9ntr• l••·Pl•c•t1Y·'d •• la 

de ••paraci ón· entre las placas. La capacitancia iser6, 

A D' 
. c ....... - ( 1.3) ...... 

····.:·-· 

.,.~ .. •• .t1 •riÍ& ·de cad•., una de las placas Y. e.. es l_ a · densicllad 

·.&i.aperfid&1de c:.a,._11•~ suponvil .. oil ·.ha,.:~ qu.t 1:1•~;.~~ la ·r:itQi,ón·.'•n·t:~; 
placas,.cciin. u~ll ll~staneia a1~'1ante, 

dif•r-enci• ·de .potencial -nor-

9rltÓÍ'ic~ se obiirv&r• una 

·qu• l• anter-10,.: y l• 

capacitancia C aumentar-A si9rlda canstante la car-ga •abr-e la• 

placas. s9 define entone~• la canst:ant:• diel•ctr-ic• 

.. ~-~ 

c ... -. 1 

'•flié:t:a de i_ntr-aducir- . la sustancia es la 

intensidad de campo, de un valar- E ... - •un. valar-•. E> entone••· 

E.,.._ d 
k .. u. !5) 

E d 

13 
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1 fftlrralla l*lu 

-> ( 1. b) 

La densidad superficial de carga efectiva cambio de 

E...,. •• E 

"= • ... - <1.7> 
41T 41T 

asi,,qu• la polariza,cion, é;.t.;rA dada por 
"' 

E..,~ E E 
p • fT - .•• - --- (k - 1) (1.9) 

41' 411 

',, Eri un medio polarizado por un campo E, el campo e-fectivo Et.: qulli 

<':pc)lariza, cada At.omo o, mÓltcula 

fia,':f6rf11Ulª 't111Í ~érit.z .+,,;.;,•111 A.P~~di~ít. 
j .. " - '·: ~ .. ,: :,,'_. 

,-.• ¡" 

3 

·: ·~4 ;¿ ·: ; ·i"·¡·~ t ~ i: ~:], '• . ' . ·' .·• . '·. >. ';,,., ·.··. '. t.: 
' <'·_:;::: 

-> - E~-
k + 2 

, Por otra ,pu-te, por definicion P - N ex Et.• donde N es 'el m1mero de 

Atomos por unidad de volumen y ex es la polarizabilidad de cada 

•tomo. En el caso de una red cristalina con distancia interionica'a 

·14, 
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1 llnarralla twlca 

y dos tipos de ion con polarizabi·lidades ex... y ex- se tiene1 Hay 4 

iones positivos y 4 iones ne ativos por celda unitaria, asi que, 

r 
1 ex .. + CX- k - 1 

p = l E& - E 
2 a'- 411' 

(1.12) 

[ oc.o. ,+ OC- r E& 

k'- 1 3 
~~->: ·-·-·-. - .. E& 
., .. 2 a• 411' k + 2 

k - 1, 41' ex ... + oc-
-~> 

k + 2 2 a• 

. ,.. .\ . . ·· .. ·:, .:·'''" 

.;~~~~s - dts~lnoutr ,ent •-la ccinstarife ; dia1.i~t~t~a 
e1Í,t6~tcos, y , ~a con tanta,· di~l'fc~d~~ k• j:iar;-á caftll:Íci•, .. - . . ·. 

ait~rn~nt~s de frecuencia gr nd• <IÍlayor que 1ou• Hz.a :•a, dai:tr, 

frecuencias dpttcas·y mayores> k. es el cuadrado del indice de 

, refracct,6n cerca del 1nfrarroj 

,,,\~~,;'~~~'¡a , dit .. aorn . d.i ,'. 1;. .,.raia::de Ia' ~9d.: · :e~;~ b!'~,~~~ítn\i il' 
"•"·- SUPOSt.C:1dn: ,d• _que ,1.a~ 

-, ~eo~f¡~as'v- positivos. si 
' . ·; 

est.c.S 'tonllÍa es 11sfltrica-nte. 

nUn ~ansút:utdos por0 tonn 

que. l ~ di.&tri buci~n- ~- caro• .en 

la:· fuerza entre· ,dos, de 
'• ' 

dicho• iones depender• , dnic mente de la distancia entre ellos. 

Consideremos la estructura del tipo NaCl. Sea R la menor distancia 

interidnica. Un ion dado de s dio est6 rodeado por1 6 iones c1- a 

una distancia R, 12 iones Na:-- a una· distancia R·-..r2, e iones c1- a 



l dnlrralla tnrlca 

una distancia R..r3, etc. La energia coulombiana de dicho ion de 

sodio en el campo de todos los demAs iones es, por lo tanto, 

w. = -
R [ ,: 12 

+ 
6 24 

+ 
..r4 ..r:s 

-... l 
-~·~da e. es la c.arga .en. ún ion· posit~va y -e es .la carga. •n .un'·ion· 

l'l~~áti va. Pu.~stó qu.f Í á· fuerza de CoúlailÍb decrece lente-rite c~n· .. la 

distan'cia, · .no •• suficient·e considerar· unás pocas capas de· iones 

alr•d•dor d•l ion central. El co•fici.nt• 

6 12 e 24 
+ + ... ' 

..r1. ..r2 . .,r3 

, ... ·· . _.';. ~.~.: 

'c'ri•tal ~.' Di!=hD 'ci,t.fi~iehtÍÍt •e d•naiBt:na· con•tánt• l:ilt t'illdttl!-Ínia/( 

.•• : un :nllm•ra". 
.'. . ., que de 

ill',llstructurade.tipo'Nac1se ti•nec= 1~7476.~ A~i. 

e e• 
R 

. cionda el •igna -'.1º• n~~ .~-~~ica c¡u• lA influ•ncta proHdia de .·la•. 

· ·1·· •'r.litií69·•· i an9~: .. ,t.Otire .. i.1:.<~t. an.: . en ": c'onat d,~aci.'.~~····· •• .•• ~" ..• ·n.~i~~.~f~~;,:: . 
''.~;rac,tivll. <Par:-'a llvitar ltl. calap•o' lti; la iÍis~tru~t~r& d•b~n ÍÍ>ei~Ú; . 

, ··: .. _::. ····;t·· ·. .,,·,····." 
:'fuer'.ztus repul§tva• entr•. lo• icine•'· EIÍtas·fuerzas r•pulilivás. ~~ 

'.h•c•ri notar :cuando ·l•• capas electr'ónié:as de lo• ion•• vlÍcinas 

cami•nzan a "tra•lape.rse. y crecen rApidamente a m•dida que 

disminuy• R. Born y Mayer hicieran la suposición de que la energia 

de repulsión entre dos iones podia expresarse como 

w<R> = A exp <-R/E). <i.. 1 l5) 

16 



1 !lnlrrall• tnrlta 

Asi, enfocando nuestra atención nuevamente en el ion particular de 

sodio que hemos venido tratando, podemos escribir la energia 

repulsiva de este ion debido a la presencia de todos los demAs 

iones de la siguiente forma, 

w~ 6 A expC-R/E) 

Dond.e escribimos 6 debido a que la energill repulsiva Cque:·es debida 

al :traslape> . es,:A . determinada prindpal111ente ·par los vecinos.m6s . 

.. •• ~~e~~~. <que son' 6> al ion en quest::i ón~. 

La i.nmrgia total en un ion debido • la presencia de todÓs los 

d_. •. _ entonces, 

e •• 
.f. 6 A expC-R/E) 

R~.· .· . . ·.· 
·w-. - .. -

.• ;E.4>oniendo · qLli( E!~to~ isas tt pes d~. 'fue~za que acába1110~ de di,~cl1ttr•• 
!Ión. los. 6"1cotl que d~~· t~•ar en .·c~~t~ •. ·y álv¡d6n~on~i ~-· . 
,•. ·' ' ; •' ' • •o• .- <,•·. 

'iti'ecto• dit' suplir:fici•• ienc·ontr&lllO• qu•· 'ia. 1tnmrQiA de. la r·ed de. un 

cristal con N iones positivos y N iones n1tgativos est6 dada par 

r · . .·. . .·. l 

'WCR) .. ~.~~t::~~C;:::~·:~:.·.~. ~IC~~-=~:~>"J.: :·;:·."' 
. déindlt . h..-;.~ . mul ti p 11 cada par 111 y na .;..;. 2N dllbido .·~ ·, quli' de otra . . ,_ .. ,_, 

·ünllra; l• enmrgia. entrii" par de icn~• ... hubiera contada dos viten~ 

Par.• qu1t •.1 cristal estit en equilibrio dltb•. tenerse que W<a> sea Un 

•inimo. Entonces, 

dR 

6 A 

E 
expC-R/E> ]· 

dW 

17 



1 WMrrDllD t.trlco 

[ :: L e eª 6 A 
o -> exp <-a/E) ( 1. 16> 

aª E 
• a 

La polarización del cristal bajo campos e11tAticos depende 

la polarización electrónica COllO del despl auuni ente . en 

y riegati vos . dÍtbi do al 

•e. puede 
. . . 

•ioúiénte manera para 

•Odia.· 

cristales con la estructur. a del clorur~ de 

La energía potenci.al por par de ·iones de •ic¡¡no opu••to .Y .ª 
··una ,distancia ·R .uno del .~tro •stA dada ·¡¡ar 

- ·.:·~·~: 

· .. R 

dÍlt.traslape. ~ponc¡¡am~~ que 

p9itivoll. se desplazan una distancia x hacia úri lado y l.o• ian-

no;ativc!!!I· !!!e de!!!plazan la iaisma distancia x, pero h,acia el lado 

.· ... ~~rrt:~~:¡j~;!;i~~:r;::,.~i:;z;::J-·~::~:~.::::~-i::~ .. ~:::~~ZZ~r:: . 
. ~ ·~ . 

.• '91;'vá1ar''d.t ;f nota-·qulÍt. :.cu~Cio' iatl ianils est6n. -cl•Ssllaii:~dDs;, cel 
< '· ·-- "' . • :. ' •. • . ~- . "·ir·· 

cainbio . .r, la enlÍtrQia de traslape por par de ion•• as.tarA. dado PCW:'. 
w~CR> w., CR> 

dan de lo!!!I subíndices 1 y 2 indican antes y despu•!i del 

d••plazamiento re!!!lpectivam•nte. Considerando interacción •olamente 

a primero• vecinos tenemo!!!I 

WL (R) .. 6 w<a> (1. 17> 

18 



1 llnwrollli htrlt• 

w 2 <R> w<a + 2x> + w<a - 2xl + 4 w<Ca'"' + 4><'"'lª"'"'> 

Desarrollamos en serie de Taylor alrededor de a1 

w<a + 2><> = w<a> + 2><w' <a> + 2><"'w" <a> + ••• 

. .. w<a - 2><) "'w<a> ....: 2xw• <a> + 2x"'w"<a> -· ••• 

";; .. ~·. 

w <a> +. 2><w' <a> .+ 2K•w" <a> + •.•• 

Entonces, tot11ando.t6rminoa hasta a.Qundo orden en x, tenemos 

wa<R>. . Mo.(R) BK:aw'· (A) I a + 4K2 W" <a> 
; -... ,· ,•' 

- ..•. ;...""._· .. ~..,,. '\-'l'>~c:.,., •• " ,. '·· ,,-,•."~ "•'.. "''· '' ,,,.; ,,. ,',,.,.,.. •· -. 

·. ';/ ?i>ed :vá~~ _c;c::in. rliapecto a )1" ' 
' l 
wo. <R> j 16xw• <a>'ª + 

<1.18) 

u .• 20> 

E•ta •• una fuerza de tipo Hooke para mantener ei equilibrio. Si f 

representa la constante de dicha fuerza, tenemos 

2f>< = 16xw• <a> /a + BKw"' <a> ( 1.22> 

19 
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1 dmrrollo tetrlco 

Por ser la fuerza por par de iones, entonces 

2f lbw' (a)/a + Bw"<a> (l. 23> 

es decir, 

f = Bw' <a>la + 4w"<a> (l.24) 

,La forma,, funcional de .. w, set;idn .Born;y l'lay•r es, 

'; ~ 

w<R) .. A'e>Cp(-R/Eh <«1.ún 

Asi, 

e><p <-.a/E> <1. 215> 

'i 

f • <- B<A/Ea) ·+ 4<AIE•> > 

V por lo tanto, 

, ", , ,:,.') .. 't''' ·~>·~~,4A<~ -~r-~.~:~ .. ,,~,:/E:il> •~P <o-a~.E > 
- , ·~:. ·<7 · .,;._~::\ ,..,, •.. - -"·· . .<:~. ,,.·,z) ~.,,.1':-:.:,·">.2~·- .,·~-·~\-~ 

candición d• ~u~ el,7 cdsÜl • .;t't en ·'equi{ibria¡, ' para· 
':·,:-.-"•· 

<1.-28> .· 

e>ep(~a/E) ... 
Asi, 

2 C: e• 4 A 
e>ep<-.a/E) u.2•n 

E 

20 
.-- .. ,·. 



l ~.-ralla l•irlca 

Por lo que 

2 e e=-
<l/E - 2/a) Ú.30) 

Como· ya hemos dicho, el campo en cada punto del cristal eat6 

dado por 

.4 
Eo. •'E+ 

3 
·,11 p 

d_ond• E elil el campo en el diel6ctrico y P la polarización. 

Para campos eatAtico•, la pol ar.i zaci ón depende · tanto· de 1 a 
. \' .. 

' 13olariza.ción electrónica coiftci del d••plazami1mto .de lo•. iona.•, por-

p • N <µ;,.: + ..,:;: ~· ex>. • k - 1 E 
4 11. 

U.31l 

· .. donde .V•. y .JJ- .en lo• nK:nnen.tcs dipolar•• ·inducido• en loa ion•• 

:<;.po•i:U,v,olJ .. y negativo• respectiva1W1:ttlt y ex es el ft1D1111tnto 'dipolar 

,. d~'.i do ·a1: d~:~~-~~~:l~~~o' . ~- ·~~ 1 ~;:''t~; •.. ·' Ádlr~6S.~ -~tia~•""'•' que· por 
. , . - -·· 

JJ+ • ex ... Eo.' 

J.1- • «- E~ 

y que exi•te una.~uerza restauradora de tipo Hooke.que m&ntiene el 

equilibrio, entonces 

21 

... ·;'. 
,_,_.,;,,,.,, ,,;,., . 

•'· 
.:", 



l tlftlrrDllD tririCD 

eEa f>< -> ex = e'"E I f <1.33> 

Asi, 

k - 1 
P • N ( <X+Ea + «-EL + e'"Ea /_f) E <1.34) 

4 11 

._Ent,aric.e~; 

k ·.;.. 1 
N <a ... + «- + e'"/f) E& E> (l. 3!5> 

.; 

·o._ acuerda .·can L.orentz,. 

N <a+ + «- + •'"lf > ---: <l. 3&> 
3 k + 2 

' .: . ., ,· ' 
--;.;-'.··<"?}~.':>l~n;c-, .. -->:::"":''.'"·"': r·":'"-". ,<_,:_, . .- ...... '._,,_; .. '. -. . . . . - ,. . . ' -·.. . ' ' ' " 

, '.:'\Pa,;a.: C&flll)C)'J. • .. · dti ·. aliaíJ. :ir~úliind~.'· •ai:a-nt:1t..:J~~t',;1tftiy•X. a~:.:1a:: . 
. · 

1

: i::pc,t.r:i.zaci~n )~· polarizaci'~n. ll1ectr6n¡c~~ .• - _d~1;;¿. 

k. '"'·1 -··· 
P • N <a+E& + Ol-E& > • . " .E <1.37> 

·, 411 

k. + 2 k. - 1 
N (OI+ .+ OI-> E. • E 

22 



l HHrnlll• t.Wlt• 

k.. 3 
N <a+ + a-> e <1.39> 

k .. + 2 4 1f 

Sustituimos en Cl.36) 

k - 1 k- - 1 -
<1.40)• 

k +.2 k.· + 2 

- : -

a par,tir ti• <1~30) '."y ú~.<Ío) junto can.los valares d• k .y .. k_ •• 

.1>u•d• calcular E, pero·~.; (:,i:lüen•n >val~ .. qu• dif:t;¡.r•n .n. un :ss 'Y. 

de ·las dwducidos a partir· de la cOftlPresibllidad <ver TABLA ·pag •. 36>. 

El desacuitrdo entr• la tworia y. los resultados •xp•rimentallts 

se ,debe· probablemente al: t•rmino 4wP/3 de la. f6rmula de Lorwntz. 

Asi\qu• llllXltúcamos la t.arta cama"•ic;iuw1 Se divldíit la pal"°izaci6n 
{ '., . ···.·· - .. ' : ·- .. 

.. · . ··:,.:.~ .. ::-_ 
dlil.: cri•'t•l.~·.wn da•. t•riiiiriaa' 

donde. P.. - la polarizacl6n debida a los dipolos inducidos 
. . , ' .. ,, •n las 

iones y Pa .. •• la polarización d•bido •1 da¡¡plaz.e.mienta :de los 

... Parque 

. -

--~_,:--: .. '; .. 
,_, ·, P;.;.;_':• .N..:. G!C;,¡.:~· E1._:. ~. ~- ex~· E .. ~.-~•-; .<·L .. + cx~-,E~/2a•: 

. :_ .. ~·.:.-:··:·.:_,,::: . 

ex+ par ,ünlt:ll~d 
,. : ' 

d•" volumen .. · y N- es •1-nllmero d• ion•• can palarizabilidad ex- par 

unidad de valumen. V •uponwmos que el ca11Pb wfectivo qu• polariza 

cada ion•• <T es un parAmetro cuya valor se.aJus'tar6>1 

4 1f 

E + <P.·+ TPi.> 
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l áurrDtlD lttrlca 

Asi, 

P.,.. ..... + .. _ rl 
2 •'"' 

·4 1T 

··- + .... J <1. 44> E+ 

l)•·p,nimos oc • <cli .. + oc-> 1.2. ll- "' ocia"' y IS • eª/fa'"';. entonces 

T E + 
4. 

(p- ·+ ] P. -"- 'l'P1.> 
3 

Par atra · P,arte, 

... E~ (1.'46) 

.. ;;.. &"'f._·~ ... ,,'.;:<: ·'•''·;·._,,:· 

f -~;·1. ):an~i.n12; de: la ;~•rza ~-.;~~~~- vt~t:~~--~t.~i~I'.~~~-· 

4. 

Par lo tanta, para P. ten•mas· 

4 1f 

Po = ll. E ~ U.49> 

24 



1 •Hll'rnlla .t .. rltD 

<1.50) 
1 - <411'/3) ti-

Y para P.,, 

4'1;.' 4 11' 
+ 't! P&: + :-r '¡¡ .p;;¡ '<1.51> 

B E + <4n/3)T B P. 
Pi 

.1 <4w.13>B 

P. en P., y viceversa yabtenlHllas 

' . ' 

' ' ' 

'f'& 
B E. <Í - 411'B.13> + <4wt3> TBB •. E 

<1.54> 
4wtl/3) <1 

,:.,_, '"· :· ;_'',._?~-\~-:;,., '"''"·. '-~·~~ ·'. •r:-~ ; .. ,,.;,• ..... :•";. . . ~.-C:,..,, ' •• ,;; 

; i..:atl Ít~pretiiisr\es corrnpandiiintiits para P •.. y P., ~~'~i~s partili' di._J.j¡l_ 

, po~a~ii~ci~nj:~t;.l··~./· la c~~l' ~sÚ foriliada· pÍr la ~-- d• P9 y .. p~,. 
'.· litrit.onc•s, resul t.a 

B. E <1 - 4wB/3) + <4w/3) TBB. E 
p 

<1 - 4wB/3) <1 - 411B.> - <4wTl3>•B~-

B E < 1 - 411'B.13l +. <4w/3) TBB. E 
+ 

25 
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l tlnlrrollo \16rlco 

E 

p .. E <1.56) 

S•QOn la definición, 
,-. 

.·-;·'.·.' 

k :'" 1 
p -

Entone••• . . 

k - 1 '·--·-··- ª"'"ª-<" - 1 > 13 +. <es + a->. 

e'· 

Exa111irtÍtmÓ• das· ca1Sos1 " • o y. "· · • 1 • 

si " 

.. -.. _ ............ _____ ..._ _____ ..,. ____ _ 
l '·""' :4'!r<CS: +·.;ISa>/:S .+ 

ex .. + at- 3 1 

"- 4 11 k. + 2 

26 



l ÜHl'l'DllD tltrltD. 

Asi, 

k- - 1 3 k. - 1 - 2 ---- B + +"' 
k.- 1 k- ·+ 2 '4 11 k. + 2 

4 11 k'!" - 1 4 11 4 1T k. 1 
1 - ---- fl + (1 

k. ·+ 2 3 3 k .. + 2 

'.·.·. 

<k. +. 2) <k.,¡ -u - 4wll <k. + 2> /3 + 411B <k.- - u /3 

811kJ + BwB + :Sk. '"" :5 + 411Bk. +· B11B 

k. +' 2 - k. +. ~ ;;_. 411Bk.13 - BwB/3 + 411C1k./3 

o·.• 

·.·"· 
k.;(41ra a•+. 3> ·+. 161rB ~· :s 

'k - .1 -.:----------.,..,....---,...,.------
3.~ 4w4 

411(1/3 

<k - 1) C3 - .4.wtU • k.<3 - 411) + 161111. - 3 

<k - k.) (3 - 4111S) - 12111S 

12 11(! 
k - k. -

27 
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<1.61) 

(1.63) 

n •. 66l · 
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1 RurrDll• \Witl 

k - ko • <1.bB> 
1 - 41111/3 

Si ahora tomamo~ T a l, 

k - 1 
,(l.69) 

k - l - U.70> 
l - 4w<ll + 11.> 13 

+ ~-> + 3 - 4w<IS + ~-> 

___ , __ : __ k_:'.':"_:1:._ ··4wC~ '+ 
: ... :·-·-· _-_:·:- ---~--------------

-.:.~;-"''í< .. -~2. "~'i'-' :s, 
',,, ~; 

' -, . ·-,, '' - ·- ~'.. 

', k :-: 1 . 4_ 'S 

k+2 :S-

D• acuerdo can las ecuacione• 

k - l 1 4 11, •• 
u .. 7l5> 

k + 2 ::S p ais 

2e:.,_ 



- . ' ~· 

1 9ufrlllD ttirl tD 

Les resultadas experimentales demuegtran que el valer 

absoluto de T' es pequeño comparado con la unidad, <ver pAQina 34 

para explicación fisica>. Esto significa que se puede escribir 

E~ ,. E e 1. 76l 

Otra manera de . comprobar la afirmación anterior se tiene al 

ccm~id11rar nuitva11tttnte que 1•, .. i=uerza qu• .111anti9n• a las. lOfl•• en -sus 

sit:to& d• la. rltd ·-crist:Alina •5 dlÍtl tfpo Hooke. 

SuponQamas un cristal an el cuAl las ian•s n•gati'vos •st4ln 

vi.brando •n una _dirección 111ientras qti• los positiva• vibran itn la 
,. ' ' -

direc:c16n opu•sta.; Sean sus iaasas •- y •• ,respectivali.ntit • 

. ~a·· d . la ·distancia et• ..P•ración c:Dr"r_•spandi •nt.• al equi 1 i brt. a, 

'" ;; ·;::~;',t_*-4M:••· j !.~~~,~~~ñ~~ a· d .. " ~~.:rit:ci ón .. _ 

· ¡ :'/" : .. · •_•····.~llr'z.a_,•,~W:~ "ll_,d~ por 
. .,, .. _. 

Y: 

·La• ecuaciones de movimiento para 111 ... y• m- slir6n1 

I< y • m- U- - 1( y - 111+ u ... (1. 78) 

De ellas obtenemos, 

29 



l ........... tHriltll 

·"'- m- U- • K y 111-

Rest.amas la primera de la segunda, 

A•!• 

·-·· .. - 111-" .+. ni. 

111 . <U+ - U-> • - .K V 

d•. 
· -'· · <u .. ·-· u-i tu .. 
est• ·· ·. dt,. ... 

d• mavlmiento del •l•t. .. • 

Sl ••t• cri•tál lo coloc•t11a• 9fl·un 

U.79> 

<1.BO> 

u •. e2> 

en el lnterlor del cri•t.•l > • · •1 d••Pl•z-lent.a "Y" d• lo• lonn 

••t.6 dado por 

rE 4 11' 
1 

KV• e + ~ P• ... 1 <1.85) 

l 3 J 

30 
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1 HlvrDlla t.trlca 

donde K es el equivalente al coeficiente d• restitución anterior f. 

T es la constante introducida con anterioridad y P•. es la 

polarización adicional debida al campo externo. 

Sabemos ademAs que 

pó 
; .. --

. k- - 1 
E 4w 

Entonces, 

" 
P".artíit;. 

... 

7.:¡~:.·[ .. l,. ~ .• ~.k-.•••.. -.. -....• -.• : .. -·.·.-;:.:-~~ ... l ... ··.:.'·.,, 
! . ·,.: ., ' ' -· ~-~: ~ -, 

.. 
- :.:: ' ··:·. :<.·.:; 

. Cl.88> 

pola~'i:Zllt.iuifadiit• d~ l.o• ·ión'es son ex .. y ex..; y 

P. • a .. + ª- [ 
2 ... 

E+ 
4 .. 

e 1. B9> 

Puesto que 

31 



1 llftln'Oll• tMrlCI 

6 •'"' k. - 1 

Entonces, 

'·6. •'"' 
_,._.-- ·:~~· --

41' 

Ol• + U- • 

k. ,;.., '1·. l 
.~-.-;· 
k.+·2 2•• 

Ahcr• hac..O•· P .. P. + Pi 

p 

···,. 

411 k. + 2 

r t·-···E·•_ . 4. ·"' +' 
3 

<P.+ •P.> l 

32 

-k~ ... 1 
'~~ 

k.;.. + 2 

k. 1 

k. + 2 

.k •. +·. 
'3 

k. - l 
+. p~ 

'-··: 



1 HuttDllD ll•lcD 

E <k. - l) k.. - l 
p u. 9!5) 

411' 3 

E <k .. ....; l) [. k.,. - 1 . l e• E 

[ l 

k. 
1 1 p + 'I" -·--- + +.,. .. 

4'Ír 3· Ka"' 3 

~. .. 

Pu••ta qu• 

k - 1 
p - E 

4 1' 

.[· > ... ,. 
·. 1 

. º';'{' • ~;:;: ~:. •• : ; .. [ ••. ,. ·-· ---.:-:-.-. _1 

·¡·;-

. ···4 .. k - k.; 

Ka'"' [ l + <k~ - l)'l"/3 l• 

·K = f''"' m 41'1ª 

33 



l llHvroll• tftr'lca 

.y 

N • a-:s 

Entonces tenemos ~inalmente, 

<L9B>. 

Dlt las' valer•• qu• sw obtienen e>1p'erttnent:ah1ente •• ob•erva ·que .. en .• 

Q.,,er.:1. ~ ••t:ll mil• cerca d• ·cero que de 1• unidad. ES:to nt:• de 

acuerdo con la deducción ant.ertar. De acuerdo con ttcit:t: y .Lit.tleton,. 

·e1 .h.•cho de que ~. no ••• iQual a lia unidad ditbe ••tar .. r•l•cianado 
. :· ' :· 

can. ltJ: hÍtcho. dit. que los .ion.!s se t.ra•lÍl~an. .En t.odO:•. est;oa 

cr\at:~i-~. ·loa ianes nqaUva• sCM'\ ·:.'.Ucho lnAa 'polarizabln que.1011:> 

pasitivo•a 1• c~nt:idad. k• ·•••debe prt~ct~a1atllfÍt:~ ~- i~~ tonÍt• 

neQat:ivos, y COlllO •st:o• no 111ue•t:ran un ·9ran trasl&p• •• razonable·: 

incluir. el .ttrm1no 4~13 en •1 c61culo de k ... 

: f>ea· C&lllPO•· dii ~U.a• ,-frtÍH;:tienci&S sol.a.-n.te contribuye a la 
>• •\'~ :. -.·, •• ·., •• ~~ 

· 1• •palari;~;:i6n:.--9•·•ct,rontca,, .·9 •. ,dectr, . 

P .. • + ·-l 
... J 

E 
k. - 1 

""' 

SupdnQase que tenemos dos carQa• qAe y q:ae en ~l vacio. El 

campo·que_praducen en un punto r.es 

34 
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l llftlrralla lltrlca 

q .. e q,. e 
E..., •• • ra.r + r:ar u. 100) 

R-ar2 

Donde Rt.r • Rt.r r1.r es el vector que va desde la carga q.. hasta el 

·: __ punte·. r <r.1.r e• el vectcr·unitarii:l11n direcciOn del vector R1.rl1 

Raf. • Rm;,. r,.r es el v•ctar. que va desde la c·arQ• Cla hasta-'•1 •i•nic 

punte r. 

En el interior de .. un diel•ct:rico de constante. k. - tiene ·_k. par E 

igual .a e.;, ••• L.a polarización del medie leJos de la• dos cargas es 

k •. - 1". .. •' 

P• ----·E• 
411' 

_...,.....,..,......_ iE • 
2-__ .... 

2 •"' l 
E• U.102) 

ex .. + ·oc- 411' 



1 ..... rDll• t.Wit• 

OC+ 2 a~ 

JI+ • ex- E = <l. l03a> 

OI- 2 •"" 
11.- - OI- E -· ---- U .103b> 

_Cll+ + G-

dé:'finimo• 

2 cd: 
U.104> 

ca .. :+ or-

:·. Valar.es de la constante E 
::.;:~cr1tita1: 

": ·:~~ ".,:·· ·;::::~ ·:~··;·.;.,:,;:.. ::·~.~J~·:-~;-1;:1:;.: 

,',Naf', ,' 
NaCl. 
Ndr'. 
Mal 
l<Cl 

. KBr 
l<l 
RbCl 
RbBr 
Rbl 

. 'r ·.~ :! __ .. 
. o.32• 

o.:s:s4 
0~384-' 
o.:s1• 
0.326 
0.3:51' 
0.3156 
0.340 
0.3:51 

u. tosa> 

TABLA 
que.apar•c• •n lamnerg:ia d• traslape. 

E.. <X 1~ .. e•> 
Pllr'.'.tir de· 

· ·.· > ·conit:ant• dt•i •ctr.i c::a 
::'"'~"':•·'.O'•·· 

'0~2. 
0~32' 
0~34' 
0~38 

'Ó.32 
0.33 
0.34 
0.33 
0.34 
0.33 

o.·20 
·'0~20'f,, 

0.19.: 
'0;;20 
0~21' ' 
0.20 
0.19 
0.22 
0.20 
0.18 

fabla tomada del trabajo de "ott y Littléton c•2 
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2 lf"llUClh IWftll CM'D 

APROXXMACXON A ORDEN CERO 

Polarización alrededor de dos cargas puntuales en una red con 

iones fijos. 

,Discutimos el · problet11a· de una red rigida, en la cllal los 

ion•• no ·.••:.·s>ue.den ·mover.- fuera de sus posicione•• 111edias, pero . 

. tienen polar".izabilidad••.OI+ y oc-. Si tenemo• dos carga• puntual•• 

q&• y q,.e.. entonces •• inducen dipolo• en todos los iones del 

Nuestro·problema ••encontrar la.energia w•, en lo• 

p\lntos 1 y 2 dónde est•n las carQ•• puntuales. 

21vac•ncia>, .diltbida a esos· dipolos. 

U1impureza y 

. , ~ ' -

La dificultad diltl.,rcibi ... ~.:· r,.¡di.ca 

dtpo:io en cualquier. ion il~ debe no sólo a .la• c;:arl:lil•. en 1. y ·2, sino 

ta!Rbi6n a todos loa d-••dipol.os. · 

Aproximación• orden cero. Este ••todo ..Pl•a el concepto.de 

. · .,: can•tant•~diel6ctrií::a para ca1cú1ar. •l ~to -dipo1'ar en cada ion, 
.- .. :":-·:~;;.;;.:, '-~:-.. ·>·-··-~,-,.:~~- ·' '. . .-·:· ' ' '" -·· ..... · - . ' . . .. . .· '" . ·. 
· ..•.. · .. Per.D:.·en' ···~1:·'~~1c;ilio'·~•")'''.itl\'":Qi~:d~ poiári;.i16rif.' :~:i.·•.c;:~ .. ·•.:i.a~ai' 

:-o•.1. 

':''.troatÍllSo c:DllÍD un arr.Q10 i:s1t dtpoloti tnd';&éi~oa en e.da at.tto ,dé la 
.. . -· ····· 

.. ·_red ·¡.n vez .de como un :continuo. En la· f.iQura ile<ve lfl COllPle.:fo 

.. ,AP&r 
+ . ' 
J. ...... 

0 
37 



2 111"Dlt11Cltl 1 Wffll CWD 

El momento dipolar resultante Pr en el r-ésimo ion es 

Pr = P1.r + P:ar 

p .. r •• debe ··al c•mpo efectivo. de la impureza di val ente y P2r al 

·. ca111po efectivo de la vacancia • Estas componentes •• tratan 

. . separada-nte ,para encontrar 'sús contribuciones a la• potencial•• 
- '. - > ' «'·. - .:- ' : ._ ,, ), _·. ,. _;_ 

1 .. y 1;. .en las pasic:fanes 1 v· 2 re•p.ectiva11111nte. 

El potencial l<Rl producida en R por un di pala puntual 

: •i 1:uada 1111 Rr ••t• dada por 

... -
'·caillá~ :.· .. 

:,,¡ 

an•loi;aamll'nte, 

p • <R - Rrl. 

"' 'E ·E 
r-a ..-& 

38 
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R·~ .. • 

.... ,. •· r:ar 

.· (2. l> 

<2 •. 4al 

(2. 4b) 



2 ••l•tl .. a •Hit uro 

r 1 

rLr 
j.12r C05'frf 

E j r-L R-.rª Rs.r2 

r·· .. L.r .:.;-] E 
r-a R:ar•·· 

o. acuitrdo con la .id•• de Hott y Littleton~•a d•~inillÍD•, 

. "~· ..... 
'.tJ~r .. • .. _.._.._ _ _... 

R~r""'. 
.:• 

J M ... •i •1 r-••illlO ion •• po•itivo 

.E 
r .... 

:& 
r 

l M.:.. .ai ·•l 

.<2. 7a> 



2 •etlMtl .. 1 •Hll CIH 

.... 

. . 
; , -. . . . ,. . .' 

La ~•rQiadepl>1iar1zac1ón d• §s. y 1:a ·~ 

·••.,•ª .... 
. :.{<.~ 

+ 

w .. -· rq_ ....... . l 2. 

. . , 
~ -. '. . . . , 

<w:.~ 
··.·_.,:, 

2 ·-l 

.:.:-:::. J l ' 

(2. 7b) 

<2.B> 

V hay que aWadir la enerQla debida al dipolo en la impureza 1. Si 

Ch ea la polarizabilidad' de la impureza y como E ... es la campa d• la 

40 



2 .,rmtucU1 a arffll cero 

vacancia scbre la impureza, 

e 
< Rt. - R2 > • ( i + j ) (2. 11) 

2:::.:'• a 2 

·_:-.. , 

Olll •• 
(2. 12) Ps • Olt. E.. y W,. • - p~.• E.•.-

4• .. 

La energi& •• -final.mente 

.,:.: ,' <. 
·w~. - w· .+ 



APROXXMACXONES A MAYOR ORDEN 

En nuestra aproximación a primer arden, tomamos cama 

incógnitas a los dipolos ~ en las primeros vecinos de la impureza y 

la vacancia, y suponemos que las ecuaciones <1.105> valen para 

toda• lo• demtl.'!> ion.ta._ 

9• toma en cuenta qu.t ··1 os 111.;,;,,.ntoa di pol are• de· 1 os ••i 5 

primeros vecinos de la vacancia . .ií•t•n ~u-Jeto•' a la in-flu.;,,c-ia de la 

i°tipur.tza divalente y •u• vecino•, lo• cual•• ••t•n d••p1azado• y 

vicever••· 

El ca1111>0 electrostlt.tico E,;.. en un punto r, Qenerad_o _par las. 

cL'írga..: eri. el' comp~eJ~. y los "-~i::ino• .H •er• 

• q .. • q,,. [ • qH 
iE~ - --~a.r + ---· .r2r + JE:• ( Rr - XH ) 

Ra. .. • R2r• H IRr - XHI .. 

. ···qw~ 
,..;..,,_., ..... -· ~---- .(, Rr ,,,.).R,.i 

''IRr R,.., ... cs. u , 
• - •••• < ;" ·~··::"''" 

11 impureza diva1ent• de. carta• • q.;. B• C:OfllPOrta ca.a una· carta• 

positiva,•• decir, q .. •l. 21 vacancia d•Jada·p~·union.posltivo~ 
carga • q ... Be comporta colllO una carQa neQativa, •• decir, q,,. • -1. 

r • ion r cuya po•ición es Rrl carQa • q,.. H • io~ H cuya posici6n 

sin de•plazar es R"' y al estar desplazado es XH • R.. + dt c&rQa • 

~H· La prima en la suma indica la omisión del caso r H. 

42 . ., 



Si tom•mos la impureza como origen de coordenadas, Rar • Rr, 

tenemos 

l
Í Rr-RH-d 

eqH .---
JRr - R.. - dj,. 

Er •. rr + r:zr + E• 

-.-,:;• 

R.0 ] Rr 
JRr RH,. 

'··-. '·[· '' ~Rr-':'~'"'<d 
f R,. ~.~<: .. 'el¡,• 

o'•_, 

_f'r 

R..- RH >• - 2C R¡. 

. •,·, 

IRr - .Rt..f?"• --, .... --• .-.-:-;-:-~-.--· T,..,. 2<~- -"Rt..L •' d · .. 

----------------- ·+ IR ...... ~.-

Entone••. d•••rrollando por el teor•m•· d•l binomio,· c_ans•rvando ·•6lo 

las t•r111inos lin••l•• •n d ten•lll09 Cd pequ•Wa comp•rada can Rr- R..> 

_:s_<_R_r_-_R_H_>_•_d_ ·l 
IRr - R"Jª 



cs. 3> qu•d• 

Rr-R..-d Rr 
+ <Rr - fto.. - d> -

"•ntltnt.itndo d•· nueva c':1enta.,s61o t•rminos lineale• •n .d, 

quna.,.· 

3 d•<Rr d 
<Rr - R..4> -

f Rr - RHI• fRr 

,.l ~ 

·e.-· 
••• + ~ • • ·- [ :;~"::. ""'" '''"· 

-·.·•¡Rf. 

(3.3) 

Nos t.nt:weH al campo· en i:so!i' dirl!!Ccion•s, . r,. y ~ ....... To';"~~i:i"~ la 

parte de Er en dt.rticct.-6n··¡..,. titn•mcs, 

E .. ,. • Es.- rr 

E&r • + E" 
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+ z• 
H 

+.E' [{ 

·.' .. :·,, ' : .. · . :.:.:. 
µ,.".:'Rr.c:'•·cR~:;.... R"•>CRI'."•'- Rr • RH> 

Rr ~;.. .lff.r :;._ ft;.j;. 

[

:Sa4 ( (Qrio4 -' PM> CPr - Glr'4> - GlrM CPI'.". +. P~ -
J'&M . 

· . a 7 CPrPH>ª'• CPr ·+ Pw - 2'1rw> .,. 
C3•B> 

e aq .. 
E ... ..-= 

a'"' Pr 



l ••l•tl- • ...,... .... 

+ 
. VL·H[ 3<QrH 

:E. --
H a:ll 

O._fini-

brH • 

Co•o Pu• 

<3.9> 

e a q .. 
·E ... .-• 

a:11.pr 

(3.10) 

•:~.q .. - c3 •. 12> · 

-.:; 

y E1r • E1r rr • entonce&, 

«1.r Es.r a J.lt.r .(3. 13) 
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JJ~r • CXs.r Et.r m l
r e a q .. 

Pr 

Definimos 

. y_· 

Entone•••· 

·.·• [:: :E • 
. . , "." ·-: ·~·· 

':· ·.· :: ' 

E' 
H ··- ··- j 

Olt.r 

··- ··-1 

(;5. 14> 

- :.~ 

--:·:,· 

,cu.nta la i:>-Oil1r::ion siiiÍttrica Cié alliÍÜria• iárl.. r•.pecto· 
... - . . . ' . .. ,,- .. 

d• la l:ln•a que pasa por, la impu.réza y la vacancia tlinitmos,· 

- un •i•t'•ma da infinitas •cuacionlliii. ccn infinita• 

incOQnitas. Si temamos lcs.N vecino• cercanos en forma individual y 

a lo• d•m•s como continuo, como en la apro>1imaciOn a orden cero,-

~enemos, 

:::.· 

.,·· 



3 "r11l11tlaan 1 uyar arillll 

.mi..H = C::5.1B> 
p,.. 

[ q, N brM l m1.r = '11.r E m,,.. E• brM - E M.. <:5.19) 
Pr H - • H H - N+1 p,.. 

: o· bien, 
.·,!" 

q .. brH 1 N 

:E ..... -. mar + :E ·m·~H :E. brH <3.20> 
Pr H - N+I. p,:.. br..t . ... - • H 

Ahora. t.Otll•lllQ• Er.en dirección ~2r 

E,.,.· •:'E,..,. 

Lo• do• dltimos sumandos corresponden al campa debido al dipolo en 

el ariQen <en la impureza 1> sobre el ion r. 
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Dende: 

e 
(i + j) <:S. 22> 

As:l. 0 

. ~ . 

E-:ar .• + :E 
. . 1-1 ..... 

·<3~23) .. 
·., . 

ex.; O E. b~~H 
as P2r H H 

donde 

. . . 

92rH <P~ .. +:p;_ - 2G,.rH> .·~. ~<P,.r• ~· GarH> <Pat4 

Rmr•. 
y cs. 2S) 

•• 

·!:, ' 

·- -2 .. -,. ff ··~ 

y E.ar "' E:zr .(- r2r > <:S.27> 
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3 .. railuclmn 1 uyir •• 

entonces, 

"•• -..... -··[-
D•fini mas 

e a q 2 

+:E 
H 

IJ•H • e_ a ...... 

... -·- [ p,.., z 
M 

:~· ":· ;; ' ·~/:.• 

y 

E "b:arH + 
H 

• IS:ar • 

' , .. ,,. 

a e ] -- ce .. O 
a" 

.... 

, 2: • b:a .. M 
M 

.,-· ce,. o 

(3.29> 

Cl:'.ste 
"';,"·,·, ....... 

•• un slstli~.-,,d~. 1.;,·.;1r.H.•• 'liCuaC:ian-' ··con. inf1¡,ú::.•~ 
• . ., . . . . • .• - . . . ' ·' -- o. ·.·' . _· ' ., .. ~, ».•,.·~· ' 

inc6Qnit••· .~Si ta.a~· l~;N v•cinci• cercani::i:.'•n:far•; indi_vidulll y 
a las. dHA• C::ama conti~ua; 
ten•mo•~ 

.--. . ·: ··.·::·' :«- ·.· '. 
éólllO en la apro>iim;li::i6n a orden·' c-:o, 

(3.30) 
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-· .... [ N 

E 
P:ar 

· o bi•no · 

brH 
E ..... - «a o -P:ar H N•a PH 

E• 
H 

1 --
brH 

..... N 
+ E 

H -

brH 
E 

H - N+& 

<3. 31) 

-,·~-. 

ln:aH. E brH <:s. 32> 
& H 

. . . . 

El •n6 ... ro·d•.Ílcú.ilcian•s dttp'ende d•l -~rden d• ápr~>t1111acUn d•~•~doa 
·la so:iud6n ••• •icíi~t •. r.,qu~rirt'a uii ~~~º t~H~i~o d~ ~u~c~Qr,t..'~ 

. . . .. . . . . . . --

i:ompl•JOS f or~do• por dos vacancia•~ Para' obten.,. la 

•nmr-gia'd•·polarización slt proced• co1110 •iou•• 

El lllDlllttnto dipolar Par, inducido en el ion·r, es •l qú.• provtitn• 
' . ~ . 

. ~~f ~~iilpo ltf~ti..;C, d• la·h1púritza localiz.adil lir:i ·el l:>'"~Q•n ~ IJDr los 

,.otros dipol~~~~·rid~c:i_t~OS :pa.::~:~lch.i J'~ú~~iiz¡áa' ' Y ::'Jiiá'r:':·mi· di.t,_f.dO••• af ... 

ca;~.corr~sp~df..;;t~ pr~ui:idC) por .la vacancia.; Étiit.:&• dos'..part.n.· 

son cpr:1111 .d.•nda• Hparád~~t•, 
" ... ' .. de tal manera 'quit' ·¡¡ es el 

potencial en .la posición. 1 y l:a ••.el potencial en íá po:.ici6,.;. 2~ 

La expresión ¡:iara e'l trabajo de polarización debido ·a 'la y ¡,;. es, 

W • - : [ e q ~ 11 a + e q,. ¡,. ] (3.33) 
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S •nlucla1H a aayar ..... 

donde 

lh 

'··.·3. 
"l.:.· .. ·-+·~ ,.. __ _ 

[

··. :.~ ...... :z ..... 
. ·--·-. 

R-~',;.•. 

IJ:ar CO!!l'l'r] 
Ra.r2 

<:5. 34a> 

A. •Íate trabajo hay que ail'adir el debido a. la impur:.eza, 

Si 1 ... ~ r~rtiisltnta la cantribÚCiÓn del r, .. t:a. d• 1• nd ••• ~116 

las v•cinos· cercana• al potenc·ial en . 1 y si mi 1 ar1119nt .. ·, ....... :· 

entone••• 
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4 l1t11l11dm " lu l•H 

LOCALXZACXON DE LOS 

Para efectuar los cálculos hemos colocado al complejo de la 

1.pur•za en el origen <0,0,01 

Vacanciá en (1'~ 1,Ó> 
~ .. - . . . . 

En la p6Qina 47, inmediatament.•. despu•s de la eculict"on. 

C3.16>, diJllllOS que algunas ion•• .tienen una paslción sim•t.rica 

r•spect.o de la linea que pasa por la i111pur•za y la vacancia. En. la· 

· :fiQura. de 1a:·p6Qlna S6. se puede observa~· que este •• •l· caso, po.r: 

' ~j.l!IPJ.o, p.ar:a las i?n~• q~':', .:. it.:un ·la posicidn 

<;,·o,-u. -- ,, , 

E~ta si•iltrla perftlltW asioi'iar· al. nion11mt.o ~ipolar ~e: ~~t.~• d~~ tÓne• 
;_::_-' 

·. ia inls•a variable'•.-; ... A•i, ai aprovechar la simetri•·. rlt.Piicto'de 
: ' . 

1• rl!!Ct.&. que .Pa.•a por la impureza .Y la vacancia. reducilllD•.'··. •1 

:·.n\\....,a :de ... _;.¡.art.ables y·e1 _nidmerci de· ecuaciones sl111Ult.Anea• que 

,, , 'd~tl.IOa- rtlilo1;_-.~ ••:•. En .. l'a •tsiN 'f.i!Jura ~e- la. p4Qi.!'ía_ -~~ aparecen 1 á• 

v.ar1·.t.1•· -~•111r1ada• • · U~)~i~~~~~~ ;~~n:c;•· -del' c:•19í.ía •. : "'•· 1 i•b 

COlllPl•t.a lt1t -v~rhbl~s ~~iorladas ~si..;.c:.; ~· i:~Únu~¡~~~ ' , 

Vecinos Variable 

Primeros 

........ 

53 

Ndmero 

1,0 

2 

2 

· coardí.neclas 

<0,0, 1) 
<o,o,-u 



Vecinos Variable N11mero 

mr.:s 2 

m.- • .- 2 

2 

18 

mr.• 2 

1 

4 

54 

Coordenadas 

<l,1,1> 
<l, 1,-1> 

<2, 1,0> 
c1 0 2,o> 

co,-1 0 0>. 
c-1.0;.o> 

< 1 0 ".'"1 0 0) 
<-1.1.0> 

;- .' ,, 

~ ·~'.: .::·.:,. 

\1;6.1> 
· "<1. 0 0~.,;.H 

<Ool'• 1> · 
(001,-..1 > 

<-1,0,1> 
<-1·;0,-1) .. 

..... '.(0.~1,1> 
(0¡.-1.-1>·· 

.,, . ~' "','.--: ··,: ;:''-~:,"·'-'··:·~ ~-

.• '<210,;0> . 
"(0,2,0) .• 

c2,2,o> 

c·2, 1, 1>· 
<2.1,-l>· 
<1,2,1> 
c1,2,-.1 > 

' . . . ~· . 



• IK1lluclae •• IH ·-

Vecino• Variable Número 

Terceros 12 

mr.a:s 4 

2 

.m,.. &• ,,. 

.4 

rn,. • ... 2 

Coordenadas 

<1,-1,1) 
<-1,1,1) 
<1,-1,-1> 
<-1, l,-1> 

<-1,-1, l> 
(-;1,-1,-1> 

···c2,2,u 
.. <2,2_,::-o 

<2,0, 1> 
·. <0,2, 1) 

<2, 0,-1) 
<0,2,-1> 

.co,0,2; 
<o.~.-:2>:. 

(~2.o,o> 
(0~-2,0) 

,-3, 1,0) .. 
C193ó0) 

::.<1,ló2>. 
,.<1, 1,:'-2> 

El :l.ndic• · r toma los valores 1 6 2 dep•ndienda de. si· s• t·;;, ... 
r•specto de la impureza o_de la vacancia. 



4 llCllhKl• llt lH llBIS 
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5 ,_ltllllDI 

RESULTADOS 

RESULTADOS A ORDEN CERO. 

La ecuación <2.10) quedas 

w ··2•"' [ 3.6094 M ... + 10.92915 "- ] cs. l) 

Ws .se obtiene a- partir· de la. ecuación. <2. 12>, . v· w• de la ecuación 
- . ',. . ... ·. ' - ;'__ . '., ·-- ... ,.., ._ 

<2.13>. Los, valár•• de la• :inlerg:l.as list6n itn el.ectrón-volts. 

LiCl 

NaCl 

KCl' 

RbCl 

~i~ 
NaBr 

KBr 

R_bBr 

•. L,,p_.» 

í;l~i 

.RbI 

LiF 

NaF 

KF 

RbF 

7.9071 

15.8383 

4.:s()40. 

3~9os2 
7.~6;~· 

- ... , 

6.:2688. 

4.6687' 

4.1984 

. 7~BÚ8 . 

6•2688 
'/' .. :·:·,'·>. 
15~0708 . 

4~~1~· 

7.43915 

4.3710 

3.o3oe 

2.7130 

157 

-Ws 

0.23151 

0.164S 
.. 

o.'10ss 

o.0997 

o.i,907 

o.1_300 

o.0872 

o.0744; 

o.1_266-· 

·w· 

7.6720 

15.6737 

4.1984 

· 3.81Bs'. 

7~78~' 
6.1389 

4.1581.4 

4.1240-, . 
7.74152 

'··: .. ~-­•·. ,,; ' ... -'.o:.~.,..::....·,, ., 
., . '6.f7,47~: 0.09 ... 1, 

o~o66• 
0.-~70 

0~6302 

o.3602 

0.2010 

0.1622 

15.<>c)4~'.: 
4~15249' 

6.8093. 

4.0108 

2.8890 

2.151508 



s ......... 

RESULTADOS A PRIHER ORDEN. 

• LiCl NaCl KCl RbCl LiBr NaBr KBr RbBr 

1,1 0.11~ 0.0963 0.0724 0.0646 o.13os 0.1000 o.08s2 0.0766 

.,1.2 0~1190 0.0968' 0.0731 0.0653 0.1312 0.1093 0~0859 0.0773 

_ 1,3 .0.0249 0.0221 0~0172 ci;;o:ts2 0.0252 0.0232 0.0193 0.0174 

,- 1,4· 0~02i6 0.0170 o.oú0 0~0100 0~0239 · .0~0191 0.014<> 0~0121 

.:-.1.s 0.11~ o.0963 0.0723 o.0645 0.1305 ó.1007 o.oes1 0.0764 

-~. 2,1. 0.0201 0.0193 o.01se 0.0141 0.0207 0.0205 0.017& 0.0163 

z.2 o. 1160 o.0950 0.0720 o.0645 0.12~ 0.1076 o.0848 0.0765 

.• 2.3 o~.1177. o.o9sa 0.0721 o.0643. o. 1299 o.1oe3 o.0849 0.0763 
_. 

}2,'I 0~11az.< 0.0960 0•0722 Oi.0643 0.1303 ().1~ 0.0849 

2,5 0~0269 0~0201 • 0~0134 O~Oll2 0.0290· ·0~0222 '0.0_157 

• LiI NaI l<'.I Rbl LiF NaF l<'.F RbF 

·- ·- ..... 0.14155 0.1249. 0~1020- 0.0928 0.0644 0.0433 0~0280 0.0237 
';- '· - ,. " '; 

":,,,~·-.:;::;•;1;;2-~ 0~14615-c 0•1257:• or102e.,:ó~oil:M; .• o.064ll,.o •. ~~ .. ~,..~- 0.0241 

1.3. 0.0249 0~0246 .. 0~0215 º~~1c:i9 0.0169 o.é>i:d e>.c:>o72 00:0059 

0.0271- 0.0226 0.0171 Ó~o~~ • 0~0112 _ 0.0071 _ o.~1 0.0032 

1.:s 0.1454· 0.1248 0.1019 o·.Ó926 o.0643 0.0432 0.02&0 o.0236 

2.1 0.0207 0~0220 0.0200 0.0187 0.0125 0.0096 0.0064 0•0053 

2,2 0.1443 0.1242 0.1010 o.0927 0.0611 0.0421 0.0270 0.0236 

2 0 3 0.1450 0.1245 0.1017 o.0925 0.0633 0.0428 o.027e 0.0235 

2.4 0.1453 0.1247 0.1018 0.0925 0.0638 0.0429 0.0278 0.0235 

2,5 o.0317 0.0256 0 .• 0109 0.0164 0.0163 0.0093 0.0050 0.0039 



5 r1111ltHol 

HA §. -§:a w w .... -Wz WT 

LiCl 5.3564 4.2660 4.8112 0.9607 0.2351 5.5368 

NaCl :S.990:5 :S.2063 3.598:5 0.9173 0.1645 4.3510 

KCl 2.6907 .2.1742 2.4:525 1.ooos 0.1055 3.3274 

RbCl 2.3062 1.8642 2.0852 1.0866 0.0897 3.0821 

LiBr 5.5141 4.3934 4.9537 0.9624 0.1807 5.7343 

NaBr 4.2389 '3.4036 3~0:213 0~9l74 ·o. 1:SOÓ 4.6087 

e l(8¡i- .3.0121·. 2.4:529 2.7225 o.9465 0.0872. .3.5817 

RbBr 2.6044 2.1057 2.:5550 1.0004 0.0744 3.2811 

Lil 5.6158 4.4721 5.0440 0."1439 0.1266 5.B6l:S 

Nal 4.484:4. :S.6000 4.0422 0.8571 0.0941 4.8052 

KI 3.3609 2.7110 :S.0359' 0.8870 0.0664_ 3.8565 

'; Rbl:. 2.9443 .2.378_2· ·2~_66l2 O.i9160 0.0570 .. ; :s •. 5203 . ~·.,.: .. ., ... .,,· .. 
. i..117 :s.7573 .. ' -2.9476 3;;3525 o.9820 o.6302 3~704:i 

Na F. 2.1990 1.7522 1•97:56 1.19ü) 
.. 

0.3602 .'2.8063 

l<F. 1.23:52 0.9904 1.1118 1 •. 4466 0.2018 2.3565 

RbF 0.9869 o.79:58 0.8904 1~5301' 0.1622 2.:r.583 

•:-«, ,,~·. f··· ~-" ._-,,. 

" \ . ' .. 
., 

.:.··-
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5 resultado• 

RESULTADOS A SEGUNDO ORDEN. 

m Li Cl NaCl l<Cl RbCl 

1,1 0.1186 0.0968 0.0730 0~0651 

1,2 0.1191 0.0981 0.0745 0.0668 

1,3 0.0249 0.0223 .0.0174 0.0153 

.1.4· 0.0216 0.0168 0.0115 0~0097 
I_. ". 

1j5' o. 1186 '· 0.0968 0.0729 º" 0651 

1,6 0.0003, 0.0039 0.0109 ·o.01so 

LiBr 

0.1306 

0.1314 

0.0253 

0.0239 

O.; 1306 

0.0002. 

NaBr l<Br RbBr 

0.1094 0.0860 0.0774 

o. 1107 0.0878 0.0793 

0.0236 0.0191 0.0178 

0.0190 0.0138 0~0119. 

0.1094: 0.0860 . o •. f.>773 

0.0027 o.Oo84 ···o~oi1i 

1 0 7 0.0003 0.0039 0.0109 o.01:so 0.0002 0.0027, o.ooe4 o.011e 

1.0 0.0003 0.0039 0.0111 o.01s2 0.0002 0.0028 o.008!5 0.0119 

1 0 9 0.0003 0;.0039 0.0109 0.0150 .0~0002 0.0027 o.0084 o~oue 

i,10 o.ooos :0.0054 0.-0114 :0.0143 .. ci.ooms o.oó47 .0.0104 0.0132. 

1 0 11 0.0001. 0.0012 O.C)C)29 0~0037 0.00~)1' o.00o9 ·0.0024 0~0031 
. '···· ... '•. .,,. ··'" 

'.1 012 O,;OOOl . o~Oo17 o •. 0041 o20C>S4. 0:0001 0~0013 :o~oOM 0•004!5 

2.1 0~02o2 .0~0196 ·· 0.0160 '0~0143. 0~0208 0~0209 .·.o.os~ -~~c)1~; : 
. ,: . . ; 

0.1090 o.o867 0~0794 

2.3 0.1170 _Q.0963 0.0727 0.0649 o.1:soo 0.1089 o.08S7 0.0772 

· 2,e o.Ooó3 

2;9 ·. 0.0001 

2,10 0.0003 

2,11 0.0003 

2,12 ó'.0003 

o.0966 o.o72e ;_: .. o.o6SO o.1:so4 0.1093· o.08S9 0.0773 

o.oo:se O~Olf.)B 

0.0017 0.0041 

0.0030 0.0100 

0.0038 0.0109 

o.·oo:s0 0.0109 

0.0054 0~0001 0 •. 0012 o.0033 o.0045 

0.0149 0.0002 0.0027 0.0003 0.0117 

0.0149 0.0002 0.0027 0 •. 0004 0.0117 

0.0149- 0.0002 0.0027 0.0084 ,-0.0117 
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5 rH41ltlllot 

m Li 1 Nal KI Rbl LiF NaF KF RbF 

1,1 0.1456 0.1255 0.1031 0.0939 0.0646 0.0437 0.0281 0.0235 

1,2 0.1467 0.1272 0.1052 0.0961 0.0646 0.0440 0.0286 0.0241 

1, 3 0.0249 0.0249 0.0221 0.0;205 0.0170 0.0117 0.0071 0.0058 

1. 4 0.0271 0.0225 0.0170 0.0148 0.0113 0.0071 0.0040 0.0032 

1,5 0.1455 0.1256 0.1031 0.0939 0.0645 0.0436' 0.0280 0.0235 

.. <• _1,6 o.óoo1. 0.0016 0-0056 0.0081 0.0011' 0.0112 ().0241 0 .• 0301 
.. 

.·-·:•.; 1;.7 0.00<>1 0.0016. ·o.;0056 · 0.0082 0.0011 0.0111 0•0240 0.0299 

.. 1,8 0.0001 0.0017 0.0057 0.0083 0.0011 0.0113 0.0245 0.0308 

1.9 0.0001 o.oot'6 0.0056 o.00Ei1 0.0011 0.0111 0.0240 0.0.300 

1.10 0.0004 0.0039 .0.0089' 0.0115 0.0010 0.0080 0.0147 0.0174 

1.11 0.0001 :0.0007 0~001e· 0.0024 ().0003 000026 o.00.50 0.0059 

1.12 o.\)<>01 0.0009 .. 0.0025 0.0034 º~~004 0~0038 •.o.'0075 0~0010 ·. .,, .. ;_. _._, '...';,_-: 

' i2.:1 
,·.,.,-· .. ><"-,., .. , .. 

0~0126 0~0099 
.. 

o.oosi .0•0208 . 0.0223 0.0206 o.·0193 . O.oo~.,¡ . 
··"· : :. . 

~.:J23.6. :0~144s o; 12S6 0•1Ó42 '0.0953 0~0613 ¡,,,·0426 "· 2;2 0~0280 

2,3 o~ 1451 o •. 12si · o.102e 0•0937 0.0635 0.0432 0.0279 0.0234 

2.4 0.1454 0.1254. 0.1030 o.0938 0.0640 ··0.0434 0.0279 0.0234 

2.s 0;,0317 0.0255 0.0187 0.0163 0.0164 0.0094 o.ooso o.oo~. 

·2;6 . o~ó004 
............. -.......... 

.. o.()0715 .. ,0.()141,•,.,o. oi'6B ··; ••i,'·•·c~;.;)~ ·.0~0038 ·º~~- ..C!·.e:>H.~. -~-000~ :.-<_ •• : '' ,.,;,".-·,~,., ···->.-.-.· - «"~'. •• ,, ~ .. - .. . . . . 

2_;7 OóÓO()l 0;0008 o.·0021 0-.0027• ·o~Ooó~· · 0 •. 0037 .. . 0 .• 007:5· 
.... 

Oó.~4 

2,8 c>.cx>o1 ().0017 o.oost. 0.008:2: 0.0010 o.otos 0 .• 0238 .. 0.0300 

·. 2 •. 9 0.0001 0.0009 0~0024 0.0034 0.0004 0.0039. 0.0077 0.0094 

2.10 0.0001 0.0016 0.0055 0.0081 0.0011 o.ono 0.0238 0.0298 

;z.11 0.0001 0.0016 0.0056 0.0081 0.0011 0.0111 0.0239 0.0298 

2,12 0.0001 0.0016 0.0056 0.0081 0.0011 0.0110 0.0239 0.0298 
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5 r-ltuas 

.. HA 11 .. -11 .. w w,_ -Ws WT 

LiCl 5.3532 4.2703 4.8117 0.9400 0.2351 5.5161 

NaCl 3.9547 3.2049 3.5798 o.7127 0.1645 4.1279 

KCl 2.6384 2.1032 2.3707 0.5549 0 .. 1055 2.0202 

. RbCl. 2.2545 1.7532 2.00:59 - 0.5201 0~0897 2.4343 

; ~- LiBr ' 5;511;5 4.3987 4.9~50 0.9461' 0.1907 5.7204 . ~\ 

NaBr 4.20&q 3.4227 3.8158 0.7591 0.1300 4.4449 

l<Br 2.91543 2.4082 2.6813 0.15893 0.0872 3.1833 

Rb&r 2. 5,405 2~0499 2.2952 0.15435 0.0744 2.7644 

·LU 15.6138 :4-4778 15.0.458 0.9242 0~1266 15.8534 

4.41584 3.6310·· 4.0447 ' .0.7536 0.0941 4.7042 ,. 

.·-'·-· : ' ' 

i<1 
... ' 

:i;.73:1..o ,, 3.0192' ·•.0.6272 0•0664 3.15BQO• 3,;307:4 
•' ,, 

'' 

Rbl' .2~B807. 2~3799 ... 2~63()3 ' 0~5772 0.0570. 3;.1505 
.,_ .. 

LiF 3.76415 2 • .'9364 3.3SOl5 0.8911 .. Ó.6362 3.6114 

NaF 2.2394 1.9957, 1.9175 0.5795 o •. 3602 2.1:568 

,kF i .. 33SO .. 0~6630 0~9990 o.4584' 0.2018 1.215154 
'' 

,\.".Ábl'. ... :' i~ 1224 ' 0;.3973 o.7598. ,o.~317'. 0.1622 .1.0294 •" 
" .'. 

•«: .,_ .,... -- - ·-·.··'!•>'-.~-i~c'•<""-"-• •do;:, '··~··· 
" ·: ~ . ~~ '~ . 

. ,::~, -
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sr ... ltMDI 

RESULTADOS A TERCER ORDEN. 

m LiCl NaCl KCl RbCl LiBr NaBr KBr RbBr 

l,l o. 119\5 0.0971 0.0731 0.06\52 0.1317 0.1099 0.0962 0.077\5 

l,2 .0.1202 0.098\5 0.0747 0.0669 0.1329 0.111\5 0.0891 0.0795 

1,3 0.02153· 0.0223 0.0174 0.01\54 0~02\57 0.0239 0.0197 0.0178 

l,4 0.0217 0.011!>9 o.óus 0.0097 0;024.1 0.0191 0.0130 .. 0.0119. 

1,s 0.1196 o.0971 0.0731 • 0~06\52 0.1319 0.1100. o~é:>e62 0~077\5 

1,6 . 0.0003 0.0040 .0.0111 .o. 01\52 0.0002 0.0029 0.0096 0 •. 0120 

1,7 0.0003 o. 0()40. 0.0111 o.01s2 0~0002 0.0029 0.0096 0.0121 

· 1,.8 0.0003 0.0040 0.0112 .· o.01s4 0.0002 0.0029 0.0087 0.0121' 

.1,_9 0.0003 ·0.0040 0.0111 o.01s2 0.0002 0.0029 0.0086 0.0120 

1,¡lci '.~.0006 .. 
.. ..,, 

º~.0114' o~oio4 o. 013,2:. O~OOS4. 0~0143 o.ooos 0~0047_ : . ~ ~.' .. • .. .. .. 
'·6~00:24 

. . 
; 1,.11 o •. oooi o. 0012.: .o. 0029.·. 0~0037 0;9001: 0•0Ó10 .:o~ 00:51 ·•• 

·;:,···. _,;.:,· 

. '!'.-·.;·, .. .. ,·,·,":;·-,, ; o .. <><x>1 1, 12· 0.0001 o.00,16 0.0041 0~00!54 0.0013 ·0~~33 0~004s·• ·.- .·:~ :.:;.~,.: 

1,13 0.02'i5S 0.0222 0.0168 ·0.0146 ·0.0261 0.0237 0;.0092. 0.0171 .. 
... ~,.· ; . 

1,14 0.02:56 0.0223 0.0169 0.0147 0.0263 .0.0239 0.0194 0.0172 

_t, lS• 0.0103 0.0()87 0.0062. • .. 0.00\53 .. O •. OJ~O 0.0094 0.0073 0.0064 

.. :.:i,1:i·::º~?21~i.· ·o~o~·?!!t .. o.0128¡.);o.oi12. _e)~-~~,; ,,()~Ó197 ·0~01~ 0~0133 .·. .. . .... , 
. .. ... 

o~o2Í2 
:·:,~_~y,,,.,.::·"·· f.' ,- ~' ~~~:~/,.:._:,. - .. ~ .... -;'!.>:,_, -· .. • , ••• p • ~ .. , 

··2,;1 0·~0207 . o.oí9.7 
.. 

0.0143 · . 0~0214· 0.0183 o~·o.167 
,"·,' 

:::.~~/< 0.0161 

2~:2 
'-··'." .. -,.; 

~~c,;;,97 .. •.· o~ 1172 o'~o-166 0.07~7 o~o661 . 0~1:501 .0.1097 c:>~6ü7o -'.:~' 

.. .. 

2,3 o.1187 o·.0966 · 0.0729· ··o.o6so .. 0 •. 1311 o •. 109\5 ... 0~08159 0.0773 

2,4 0.-1194 0.0969 o.oi:5o 0.06l5l 0.1319 0.1099 0.0861 0.0774 

2,s 0.0272 0.0200 0.0132 0.0111 0.0293 0.0223 O.Ol\56 0.0133 

2,6 o.ooos 0.00':52 0.0111 0.0140 0.0004 0.0046 0.0102 0.0129 . 

2,7 0.0001 0.001\5 0~0034 0.0043 0.0001 0 •. 0012 0.0028 0.0036 
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m LiCl NaCl KCl RbCl LiBr NaBr KBr RbBr 

2,e 0.0003 0.0039 0.0110 0.0151 0.0002 0.0020 o.ooe5 0.0119 

2,9 0.0001 0.0016 0.0041 0.0054 0.0001 0.0012·. 0.0033 0.0045 

2,10 0.0003 0.0039 0.0110 0.0151 0.0002 0.0020 0.0005 0.0120 

2, 11 0.0003 0•0040 0.0111 0.0152 0.0002 0.0029 0.0086 0.0120 

2,12.0~0003 0.0040 
.. 

~2¡, 13 o. 0210 o. 0170 

2,14 'o.0114 0.0093 

0.0111 ().0152 

O• 01.25, O~ ()l 10 
··-·· 

0.0066. 0.0056 

0.0002 0.0029 . o •. 0086 

0 .• 0235 0.0192,· 0.0147 
,-·}· ·:·'. 

0~0119 0.0100 0~0076 

0.0120 

0~0131 

0'~0066. 

2,15 o.p255 0.0222 0.0168 o.0146 0.0262 o.023e 0.0193 0.0172 

2,16, 0.0251 0.0219 0.0167 0~0145 0.0257 o.02:ss 0.0191 0.0170 

m . L.i I .N&I· . KI -~bl LiF : KF 
__ :,.·.· 

.. . 

1,1.0~1471 0~1262~ .. 0.1035· 0;0942 ·0•0651: 0.0437· ó.0281. 0.0235· 

1;2 0.1490 0.1284 0.1057 0.0966 0~06.ÍÍ8 0.0441 0~02á6 0.02~l 

1,3 0.0254 0.0250 0.0222 0.0206 0.0174· 0.0117 0.0071 o.oosa 

1,4 0.0272 O.Ó224. 0.0170 0.0149 0 .• 0117 0.0072 0.0041 0.0032 

1,5 0.1474 o. i264 0.·1036 0.0943 0•0651 .. 0.0437 
·.·. 0~0280 0.023!5 

c.• e• 

1,6. 0.0001 .··o~',óoía. ·o~oó:5$:\"(;~'()0e4' o~o012'· o~on:s•-~ 0~0242'· ··0.0303-· 
.. ''"' .. '.'.·<. . ·;::,' . 

·1~e· 0.0001· 0.0018 o.oos9 .o.ooa5 
·- - ...... . 

0.0001 0.0059 0.0005 

o'.oOÚ 

ci.()012 

0.0241>. O~.O:SOl• · .. 

0.0114 0~0246 0~0309 

0.0113 :oL~; .. ~ 0.0301 

1,10 0.0004 0.0039 0.0090 0.0115 0.0010 0.0081 0.0147 0.0174 

1,11 0.0001 0.0007 0.0010 0.0025 0.0003 ·0.0027 0.0051 0.0060 

1,12 0.0001 0.0009 0.0025 0.0034 0.0004 0.0038 o.o076 0 .• 0092 

·1, 13 0.0261 0.0253 0.0219 .0.0201 0.0172 0.0113 cí.0066 0.0052 
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5 nwlt1d0!i 

m LiX NaI KI RbI LiF NaF KF RbF 

1,14 0.0266 0.0256 0.0221 0.0202 0.0172 0.0113 0.0066 0.0052 

1,15 0.0116 0.0107 0.0096 0.0077 0.0059 0.0039 0.0023 0.0018 

1, 16 0.0279 0.0231 0.0181 0.0162 0.0116 0.0078. 0.0049 0.0041 

2.1 0.0214 0.0226 0.0208 0.0194 0~0131 0.0099 0•0064 0.0052 

;2,2 0.1466 0:1268 0.1047 0.0957 o .• 0615 o.0426 0.0200 0.0236 

:.2~:s .. o.1'466 º~.1~8 o.1o:s:s .. ~.0940 0.01>40 .0.0433 0.0279 0.0234 

2~4 0.1473 o. 1263 0.1035 0.0942 o~d64~ 0.043:5 0~0280 ~~o234 
2.,5 o.o:s20 0.0254 0.0180. 0.016:5 0 • .-0160 0.0094 o.ooiso 0.0030 

2,6 0.0004 o~oo.38 o.ooea 0.0113 0.0009 o.o076 0.0141 .0.0168 

2,i 0.0001 0.0000 0.0021 0.0020 0.0005 0.0037 o.0065 0.007.5. 
' -, ' ~ ' 

2,8 ó~()()o1 .. 0.0018 0.0059 .0.0084 o.~0011 

·.::;t°¡,~~ 0.0001 o· •. 0009 0•00,2S; :o.ÓO:S4 0.0004 

' 2~1Ó O•Oool 0~.®)8 0.0058. 0.0084 O.oOll 

2,¡11 0.0001 0•0018 0.0059 0.0085 0.0011 

0.0108 

0.0039 

0~01ú 

0.0112 

º" Ó2:S9 o. 0301,. 

o •. óo78 ./o~®94 

0~02ÁJO; 0·~~3ó0'( 
~ -,.·.-\ .. ~·- .'-_: ;: '_. 

0.0240 o~o3ocf. 

2,12 0.0001 0.0018 0.0059 0.0085 ó.0011 0.0112 0.0240 0.0300 

.2,13 0.0269. o.022b 0.0170 0.0160 o.01oe 0.0075 0.0049 0.0040 

... :·., ..•. <.;,;~~~~·0.0124. º·~~12 0.()()90:'.0.0079 0~0071 ~h0044 0.0025 0•0020 

·· 2.1~ 0~026;· ·e;:·~~~ 0~0~1 0.0202- ·.0~016•. 0.0112 • º•oOi.6 •.• o.:~;z.: 
·~~ ~2 ~.6:250 0.0251 Ó~0218 ·· 0.0200' .. 0~.0167 O~.OllÍ. O~ 0065 ol'ao~~-

-, ~-

HA 1~ -l:a w ... w.:. .,..w.,, .. ·. w;. 

LiCl 5.5818 4.4707 5.0263 o.5131 0.2351 5.3043 

NaCl 4.1134 3.3406 3.7270 o.4106 0.1645 3.97:S1 

. KCl 2.7411' 2.1883 . .2.4647 0.3521 0.1055 2.7113 
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:irtRltdos 

HA 1 .. -!12 w w._ -Ws WT 

RbCl 2.3405 1.8230 2.0818 0.3469 0.0897 2.3390 

LiBr 5.7496 4.6123 5. 1810 o.5160 0.1807 5.5163 

NaBr 4.3804 3.5717 3.9761 0.4306 0.1300 4.2767 

KBr 3.0700 2.5052 2.7876 0.3608 0.0872 3.0611 

RbBr 2.6383 2.1305 2.;3944 0~347'2 0.0744 2.6573 

.. 
:' '·,·' LiI 5 •. 8639 4~707.8 5.2858 o.50B9· o.i2b6 5•6681 

·NaI·· 4.;6417 3.7943 4¡,218.0 0.4214 0,;0941 4~s4s3 

KI 3.4383 2.8430. 3~ 1406 o.3704 0.0664 3.4446 

Rbl 2.9929 2.4740 2~7335 o.3521 0.0570 3.0286 

LiF 3.9405 3.0748 3~5077: 0.4947 0.6302 3.3722 

e N .. F. .:2~3~90 l. 6667 ~1.9978. o.3843 o.3602 .. 

Lia¡1. 

,. •, 

,' ,. 
o~-698!5'.: ·:1~03q9.,· o~3i.ii .. O~:ZQ1B. .i'.i991 . ····-, 

. ó~'!,13 ....• o .• 35.,1' 
--:.'·• 

:1.1584 0,;4241 .. 
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5 rlWltadn 

RESULTADOS A CUARTO ORDEN. 

m LiCl NaCl KCl RbCl LiBr NaBr KBr RbBr 

1,1 0.1195 0.0977 0.0739 0.0660 0.1318 0.1106 0.0871 0.0785 

1,2 0.1201 0.0993 0.0745 0.0667 0•1328 0.1112 0.0878 0.0792 

·1,3 o.o:zs3 0.0222 .0.0172 0.0152. . 0.0257 0~0236 0.0195 0.0176 

1·,4. 000217 0.0168 0.011:5 0.0097 0.0241 0.0191 0.0138 .• 0~0119 

1,5 0.1197 0.0977 0.0738 0.0660 0.1320 0.1106 0.0971 0.0785 

1,6 0.0003 0.0039 0.0110 0.0151 0.0002 0.0028 0.0005 0.0119 

: 1,7 0~.0003 0.()039 0.0110 0.0150 0.0002 0.0028 0.0085 0.0118 

1,0 O•Ooo3 0.0040 0.0111 o.0153i 0.0002 0.0029 0.0086 0.0120 

1;9 o.oOo3 .. : 0~.0039 ¡ :0.01 S:o. 0•0150 o~.0002 0.0028 0.0085 0.0118 .. 

>o.<>1<>3 6/0131 1, 10 o.()()()b 0.0054 º~.0114· 0,;0143 .·.0.0005 0~0047 . ' . 

o.00o1 ,' Q.0029 0.0001 ·•·0.00'10+ 
.4 •• :.·. 

.1.11 0.0012 0.0037 .. 0.0024 ·0•0031 

1,12 0•0001 0.0016 0.0041 0.0053 0.0001 · o·.0013 0.0033 0~0044 

1,13 o.o2S4 0.0220 0.0166 0.0144 0.0260 o.'0235 0.0189 0.0168 

<>•02S6 0.0221 0.0166 0.0144 0.0263 0.0236 0.;0190· 0.0168 
" ·-··1/,_;/~"-··'·~· .. : .. :- ,, .• 

·o~ooe~·: º~~3:. 
" 

0~01.Q3, ·o•.0062:,. .. 0.011,0 0•0094 0.0072· o.C>o63 
., ·,,:; 

.·,'·· ····-··"'·' ~:·;•: ,\,·.t·-:.~· .. '.: ' .. :~/,,._; .. + ~ -. .. .,,·..::.~ 
0~0219: 0~0174 0~~127; ó.0111 _9.0244 o~ oi96 ·0~0149 ·.0 •. 0132 

·¡,. 
" ;.·. '-'1.: ,;+,.,•-,.· 

1,17 0~0006 0.0054 0.0113 0.0141 0.0005 0.0047 0.0103' '0~0130 
.. ,_ 

"-' o.oos4 O.Ol41-, 0.0005 : 0 •. 0130 1,18 0.0006 ()~ 0113 o.oo.47.: 0.0103 

1,19 0.0001 0.0014 0.0030 0.0038 0.0001 0.0011 0•0026 0.0033 

1,20 0.0001. 0.0017 0.0042 0.0055 0.0001 0.0013 0.0034 0.0046 

.2, t 0.0207 0.0196 0.0159 0.0142 0.0214 0.0210 0.0181 0.0165 

2,2 0.1171 0.0964 0.0734 0.0659 0.1301 o. 1094 0.0867 0.0784 

2,3 0.1188 0.0972 0.0736 0.0658 0.1312 o. 1101 0.0869 0.0783 
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:1 rnul litios 

m LiCl NaCl KCl RbCl LiBr NaBr KBr RbBr 

2,4 0.1194 0.0975 0.0737 0.0659 0.1318 0.1105 0.0870 0.0784 

2,5 0.0272 0.0200 0.0132 0.0111 0.0293 0.0223 0.0156 0.0133 

2,6 0.0005 0.0052 0.0111 0.0140 0.0004 0.0045 0.0101 0.0120 

2,7 0.0001 0.0015 0.0034 0.0043 0.0001 0.0012 0.0020 0.0036 

2,,e _ 0.0003. 0.0030 ·._ 0.0109 o.01so 0.0002 0.0020 0.0004 0.0110 

'2;9 0.0001 0.0016 0~0041 o~oo:S4 0.0001 0.0012. 0.0033 0.0044 

2,10 0.0003 0.0039 0.0109 o.01so 0.0002 0.0020 0.0004 ·o.olla 

2,11 0.0003 0.0039 0.0110 0~01SO 0.0002 .0.0028 0.008!5 0.0118 

2,12 ,0.0003. ().0039 0.0110 o.01so 0.0002 0.0020 o.000s 0.0110 

2, 13 o_.0210 0.0169 0.0124 0.0109 0.0235 0.0191 o.0146 o.ci13o 

2~}~- 0~~25S 

0.0092 0.0065 o.OOS5 

0.0220 - o~'of65 : 0."0143 

0.0119 0.0100 

0.0262·0•0235 

0.0075 0.0066 

20 1~ o~'o:zSo º"0217'. - ;.o.016s o~'o143- _o.02s7 .;0.0233 o.01eEI 0.0167 

2,17 Ó.0001 0.0016 0.0041 O.OOS4 0.0001 0.0012 0~0033 0.0045 

2,1e 0.0001 o.001s 0.0032- 0.0040 0.0001 0.0012 0.0020 0.0035 

2~19 o.ooo~ 0.0054 0.0112_ 0.0140 o.ooos 0.0047 0.0103 0.0129 
!",, 

2,20 o.·oo06. o~oos4 0.0112 -0~0140 
' . ' "º•' / '':"''·':::~-- ·~·-:- ·: . ._, - 0.000!5 0.0047 

.· '·• 

'•:.. 

·m 'Lil Nal KI LiF NáF 

1,1 0 •. 1472 0.1269 0.1046 o.-0955 · o.0651 0.0439 0.0202 0.0237 

1,2 0.1489 0.1201 0.1053 ·0.0961 o.064B 0.0441 0.0206 0.0241 

1,3 0.0253 0.0249 0.0220 0.0203 0.0174 0.0117 0.0071 0.00!57 

1,4 0.0272 0.0224 o.·0170 0.0149 0.0117 0.0072 o.oo4o 0.0032 

1,5 0.1474 0.1270 0.1047 0.0955 0.0651 o.o43B 0.0202 0.0236 
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S rlHltlllos 

m Li I NaI KI RbI LiF NaF KF RbF 

1,6 0.0001 0.0010 0.0058 0.0083 0.0012 0.0113 0.0242 0.0302 

1,7 0.0001 0.0010 0.0058 0.0083 0.0012 0.0113 0.0240 0.0300 

~.0 0.0001 0.0010 0.00150 o.ooa4 0.0011 0.0113 0.0246 0.0300 

.1,9 0.000·1 0 .• 0010 .0.00150 o.ooe3 0.0012 0.0113 0.0241 0.0300 

,1;10 0~0004 0.0039 0~0089 .O~OÜS .. 0.0010 0.0001 0.;0147 0.0173 

'i; 1i o.0oo1 0.0007 0.0010 0.0024. 0~0003 0 •. 0027 o.oos1 o;,0060 

1,12 0.0001 0.0009 0.0024 0.0033 0.0004 0~0038 0.0076 0.0092 

1;i3. o~.0260 0.02150 o.021s 0.0197 0.0172 0.0113 0.0066 0.00152 

1,14 0~02615 0.02153 0.0216 0.0197 0.0172 0~0113 0.0066 0.00:52 

l, 115 0.0116 .. · 0.0106 · o.ooes 0.007.6 0.00159 0.0039 0~0023 o.ooíe 

ip6 o.~278 .. o.02;so ·. • 0~0179 • 0.01~~ 0.0116 o;;oo~~ 0.-~49 . 

i,17 0.0004 0.0039 · o:·ooe9 o~o1i4 

.. 1 0 10 0~·~()4 0.0039 o.0oB9 o.ó'u4 · o.oQio 0.0079 ·o.o.~.43 
1 0 19 0.0001 0.0009 0 .. 0021 0.0027 0.0003 0.0024 ·0.0047 0.00157 

1,20 º•0001 0.0009 0.00215 0.0034 0.0004 0.0038 ·©o.0079 0.0097 

· 2,1 · 0.,021.,. .0.0224. 0.02015. 0.0192 0.0131 0.009.9 0.0064 o.oos2 
.. 

,, .'.:2~2' ··~~1466 •. 0 •. 126,.,,.:.0;, 1043 .o.~()~3 .o.o6~15 :·~~º·'·~6 .• o~.º~<> .• ~·o~~ •.•. < 
2,3. o~i.467 O. l26S o. i.o44 o •. 0Cil53 0.0640 -O~o .. 34 0.0280 .0.02315 

2, 4. o~ l.474 o. 1269 .. o.i04.6 0,;.09154 0.0646 o.0436 . o. 0281 º·~ 023i5 .. 
2,15 ·0.0320 o.02es ·0.0109 0.0164 0.0168 o;,00915 ·o;,ooso 0.0039 

2,6 0.0003 0.0039 0.0000 0.0113 0.0009 0.0076 0.0141 0.0167 

2,7 0.0001 0.0009 0.0021 0.0027 0.00015 o~oo:s7 0.00615 0.00715 

2,0 0.0001 0.0010 o.oos7 0.0003 0.0011 0.0100 0.0230 o.o3oo 

2,9 0.0001 0.0009 0.0024 0.0033 0.0004 0.0039 0.0078 0.0094 

2,10 0.0001 0.0018 0.0058 0.0083 0.0011 0.0111 0.0239 0.0299 

69 



sr-it-. 

m Lil 

2,11 0.0001 

2,12 0.0001 

2,13. 0.0269 

2, 14 0.0124 

Nal 

0.0010 

o •. 02:zs. 

o. 0111 

KI Rbl 

0.00!58 0.0.083 

0.00!58 0.0083 

. 0.01.76 0~01!58 
. .. 

o.ooBB Oó007B 

LiF NaF KF RbF 

0.0011 0.0112 0.0240 0.0299 

0.0011 .0.0112 0.0240 0.0299 

0.0100 0.007!5 0.0048 Ó.0040 
._ 

0~00.71 ó.0044 . 0.;002!5. 0.0020 

2,1s 0.0264 o.o:zs2 0.0216 0.0197 0.0169 ó~o112 0.006!5 o.oos1· 

2, 16 0.02!58 

2, 17 0.0001 

2,10. 0.0001 

. 2~ 1.~ 0;0004 

2,20 ·0.0004 

Oó.0114 0~:~010 0.0079 .0~01¡1 
0~00'39 0.0009 ·o~C>11:5 o.001c!:· o.OÓ7'.B 0.0142 Oó0l67. 

HA 1~ -1 .. 

LiCl ... S.!5796 ~ •. ,6!8 
.·•·<1,~· ,.;,_,,, ,.,. 

4~·w.s2 .NaCl ·3·~'3346' 

KCl 2.7081: 
.. 
2. ÍSol .. 

Rtic1·· 2~3009 i~ái:sa 

LiBr .S.7478 4.6114 

NaBr 4.3649 3.S6SB 

KBr 3.0407 2.4972 

RbBr 2.6033 2.1219. 

Lil !5.8623 4.7068 

NaI 4.6290 3,7878 

KI 3.4139 .2.8345 

Rbl 2.963!5 2.46!54 

w 

S.0247 

.·,3-·7,149. 

2.4441' 

2~0!574 

S •. 1796 

3.96!54 

2.7690 

2.3626 

5.2846 

4.2084 

3.1241 

2~714!5 

70 

0.5117 

ó.~,,72;, 

0.3:099 

o.s1!5o 

0.4202 

0.3374 

0.3173 

o.5083 

0.4146 

0.3!534 

0.3300 

·:...·.:.··· 

-w,. 

0•23!51 5.301:5 

0.1645 ·. : 3.94715 
'• '··· '''": --,~{.' • • '>.v 

o~ 1os:i/ 2~ 661s ·· · 

.0.0897 . 2.277!5 

0.1807 5.5139 

0.1300 4.;2!5!56 

0.0872 3.0192 

0.0744 2.60!56 

0.1266 5.6663 

0.0941 4.5289 

0.0664 3 •. 4112 

0.05'TO ·· 2.987!5. 



,~· 

s rnultHcls 

HA lh -l::a w w._ -Wz w~ 

LiF 3.93b3 3.0740 3.5052 0.4887 o.6302 3.3637 

NaF 2.2984 1.6577 1. 9781 o.3443 o.3602 1.9621 

KF 1.3327 o.6807 1.0067 0.29b'15 0.2018 1.1013 

RbF 1.10 .. 5. 0 ... 026. o.753& o.2B73 0.1&22 . 0.878b 

:.:· 
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6candHl..,n 

C:CJNC::LLJS :J: CJNES 

Hemos calculado la energia de polarización de un complejo 

formado por una vacancia y una impureza divalente CEu-•> en 16 

halogenurcs alcalinos. Para los cálculos hemos considerado 

individu~lmente a los vecinos cercanos del complejo y hemos 

. supu•sto qu• el campo :en cada: dipolo que se :forma en cada idn. es el 

producido por la carga en el· comp.lejo~;. as:I. como ·-p:or el Calllf)O 

producido por los dem6s dipolos inducidos. Este procedimiento 

introducido por Ru:l.z '1ej:l.a y OseQu1H"ac•:1 <que le aplicaran a 

. prt-roa v.cinos> • fue· llevado a ordenes ':.ero, primero, 

tttr:c•ro y.cuarto, es decir, hasta_ cuartos' vecinos • 

. ~n: la tá~l.• de_'..1a p6gina. 74 
5
apar1teen .. 1~• resultados obtenfdas. ~e. 

enwQia total N,. ... el subindicÍÍ! r in~icá~~-1 '1r'C!eri al ci_u• p_ert•nlrcltri; 

yw;.,.• ea el ~~ior obt:enido en lti trabaje-de Rulz Mejl.a~ Dseguera; ... ' ., ,,. ..... ,. 

t1urrieta y Rubiocaa:1, en el cuAl se" sigue un :proc.tdimi.•nt.o· 

diferente para •ncontrar el resultado. La diferencia ·principal 

estriba "" .que en dicha· 'trabajo •• calcula .1 a enwrg:l.a de 

poiariiaci6J\' :~ ia .. va1;anct~. ~-,!!!,t.~~~~ que .en -t• · trat:iaJo ·· se 

··c;:alcula .;¡; p,:.~to·de.:i.· enerí;~a d1r•·paláriz.~ci6~ -~'.'(á:~fílP.i.i~'.~~-:+y·_·· 
. l •. vacancia. ·'La!s energ:l.as q_ue .aparecen ·:4111'1 ia· tabla dlt -ia-pAoi~a 

-t•n en év. 

Como se puede observar; a medida que aumen'ta el ·orden 

disminuye la energ:l.a. Los resultados a orden cuarto, WT•• . son, 

e>Cceptuando ·NaF, · KF y RbF, .mayores que los WT". Claramente hay 

importantes cambios en· la energía cuando vamo!I del orden cero al 
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primero. Por otra parte hay cambios importantes al ir de primero a 

cuarto orden para NaCl, KCl, RbCl, RbBr, RbI, NaF, KF y RbF. Sin 

embargo ya no hay cambios grandes en ninguno de los halogenuros 

alcalinos cuando vamos de segundo a cuarto orden. El defecto que 

•atamos considerando es de baja simetria. As:I., el resultado que 

h•lllO• obttHtido es importante'. debido a .que en m.uchos trabajos· s,e ha 

. '·<consid•~-d~ nece~aria' tomar. en 'ciuenta. una gran' :cantidad de, vecir10•, -. . . -, ~-, - .. _:,·,-· < ,_ 
-y 1m calllbta, nasotros-e~contram6s,qu~, 

' : .. -~.·-,,.~ .. . :· ' . ' .. : ;~-- -> .-· . 
al m•nos para el. c6lcu.la. de 

·1. eneros. dÍ. polar i z aci 6n .• · no.... n9Cesar i e' tomar. ':tantos • 
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Energia de Polarización desde Orden Cero hasta Cuarto Orden 

HA 

L.iCl 

NaCl 

KCl 

RbCl 

LiBr 
, ... .. .,.·.er 

·KBr 

NaF 

KF 

Rb.F 

7.6720 

\5.6737 

4. 1984 

3.818\5 

7~786b 

6~'1389 

4.5814 

4.1240 

7.74\52 

6.1747 

\5.0044 

4,.:5249 
:.,.. . . 
6.8093 

4.0108 

2.8890 

2 •. sso8 

S.\5368 \5.5161 \5.3043 

4.3510 4.1279 3.9731 

3.3274 2.e202 2.7113 

3.0821 2.4343 2.3390 

. \5 •. 7343 5. 7204 5. 5163 
.. 

4~6o87 .. 4.4.449 4.:2767 

3.5817 3.1833 3.0611 

3.2811 2.7644 2.6\573 

15.8613 5.8534 5.6681 

4.8()52 4.7042. 4.54\53 

:S.'es65 3.5000 3.4446 

·· 3 ~ s203 . 3~ 1~5o:5 · 3~ o2a.&; 
'~ ·~ 

3.7042 3~6114. 3.3722 

2.0063 2.1368 2.0219 

2.3\565 1.2~6 1.1991 

2.·2\583 1.0294.. 0.9BB2 

WT4 

5.3013 

3.9476 

2.6615 

2.277\5 

5.5139 

·.4~ 2\5\56 

3.0192 

.2.60\56 

\5~6663 

4.5299 

WT' 

4.3930 

3.0680 

2.2480 

2.oeso 

'4~.7430 

;5~3780 

2.4530 

2.2440 

5.2810 

3.8220 

3.4112 ·2~7000 
······ 

.•. 2~~87~ .·_:.·~·~!56~· 
· 3~ 3637 · ·. :s~ o~t58-
1. 9621 2~4000 

1. 10i3 2. 1060 

ó.B786 2.0000 

•• -,, ;,~¡,, .•/ :,-,, ·' ,, ~ .· : . . ' .• 

: .. ~ ::_-.n:~-·-· ••-"•1 v.1~- :··~¿¡~t.·11~-~il~. ·~:_ ''~1'··::~.t:~.--~~-~~. '."·d·~_;_:~~.::~·,_:~::·~J-,:~,:':. __ .o·aeaue~-~. .. ' ,-,· .. 
·:-,;:<' 

74· 

·,·.·· ... s .. -• 



Al Hr•la H lllr.ntz 

FORMULA DE LORENTZ 

Para conocer el campo eltctrico local, es decir, el campo 

eltctrico en un punto dentro del dieléctrico, utilizamos el mttodo 

•iguiente1 

Supongamos una esf'era de radio R con centre en.el punte en que 

e•ta..Os interesados. .Esta es:F.~ra es muy pequeWa comparada con las 
·".:·.· 

':~ilien•i~ea. • es.ii dieÜctricD, .· pero l.o suficient~mente grandie coma .. 

para contener un gran .ndmero de: mol6cul•• en su interior. 
<:- .··:· 
Entone-

,el campa local E~ estarA dada por las contribuciones sigui~tes, 

E..; es el campo externa apÚc~do0 
E.. es ··1 campo despolarizante 
.distribución superf'icial de carQa 
de la esf'era que imaginamos, 

. . 

<Al. 1') 

deÍ:iido a· la 
en la superf'icie 

E.e és él cailpo debida a la dhtribución !luperHci~~ 
:.r:!! •. :~~r.~'ªª en; la. supar:Uci•)'•: la esf'ara, 

, '/·'"•··-"v-'°"'-'r.;.;,..- ·. ·:. ; .;o,·.:, _ 

.. ~'. •• ~i campa: debida ~:·1~;. dl~;;,i~ .:¡y¡~·íl!''i;í:lrit• ·~·.1··~ 
·. ,.esf'era. 

, .. ,.· ,· .'. , :, ".·:"·" 

. ~Íamemos E. al campo e{fu~tri'cc dentro' del dieUctrtco~ 

donde .. es la distribución superf'icial de. carga que provoca el 
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11 Hr•h * Ur•tz 

campo eKterno. Adem6s tenemos que 

p .... <A1 .3> 

donde • .. es ·1a distribución superficial de carga producida por el 

campo eKterno en las paredes del dielfctrico y causante del campo 

d•spolarizanta¡¡ •• :d.ecir, 
/,'.. 

;., .. ·. 

1 
<A1.4> 

En al , Í:li•l •ctrico, • •1 vmtc:tor de dmsplaz,amiento D mantiene su 

normal continua, 

D ¡,.·E 

E. E + P <A1 .6> 

~ ... + 

E,. • E + E.. + .<A1 .B> 

Para calcular al campo EH• supongamos un anillo de 6reá 2wR•sen9 d9 

en la superficie de la esfera.. La densidad superficial de carga 

sólo depende del Angulo 9 y puesto que debemos considerar 

dnicamente la componente horizontal,. tenemos 
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1 

1 

Al flral1 lle lM'at1 

- P cose =- ir <AS .9) 

Par la tanto, la carga en el anilla serA p cose 2n R2 sene de y 

el campo producido por esta distribución en el centro de la esfera, 

y en dirección del campo aplicado E serA 

P cos•e. 2w R2·sime de . 
. dE.t = ·--------------'. R•: 

<At.10> 

Y el C&lllSJD ··¡., el centro, debido a toda la superi'icie esf6rica ser6, 

2'1J p <At.11> 

E,:,·•2'1JP 

-. 1 
e.• 2w 

. . ' . . 

',~~;~i~~~ :;,..,-;:-~::::.:~t;,::: t::-: ~~~.:-:~::::::•e~ , 
co-P~4~-~ · : 11;., • vv, . ,.. •. . falta> .tú o• can ·val ar ... ·cciruat~ntlí'. · 
~i.mtadcis itn la mftiim& direccicin• Las 'coordlíriadas t;¡:j,..:.:i valorn 

.ent..-os si t;;,111am0s cO!ll~ unidad ·de 111edida la dl.•tanéia interau1111ca 

del reticulo c.:lbico. La contribución de los dipolos al campo en le. 

direcc16n de x ••• 

[ .. 3 "'"ª - rL 2 3 ML YL 3 ML 'Z L l E,. • E + IJv + IJz <Al. 13> 
rL• rL• rL• 
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Al Hr•h •• Lon11tz 

Como las coordenadas recorren los mismos valores enteros positivos 

y negativos, en~ances los t~rmino• cruzados se anulan. Ast, 

Par la. tanto, 

E,. Vx [3 

:E :E .. .. 

E,; • o. An61 ~•m•nte, 

.E,.•O 

•• cera a~n para sustancia•.••or4as. 

7B 

E .. 

Ev • o y Eá -·- ·o , · 

<Al.14> 

CAi. !:U 



A2 nlarH •• lH c•stlnlH 

VALORES DE LAS CONSTANTES 

LiCl 

NaCl 

KCl 

RbCl 
·• 

LiBr 
.. 

NaBr 

KBr 

RbBr 

"LiI 

Na¡:,; 

KI 

RbI 

LiF 

NaF 

O<+ 

0.03 

0.41 

1.33 

i' .. 9B 

0.03 

0.41 

1 •. 33 

ló9B 

0.03 

0~_41 .. ~- ,·:· 
.. 

·1•33 

1~''le 

0.03 

0.41 

l.3~_ 

·_ ·.-.; l.:!1Ét 

"'-

2.96 

2.96 

2.96 

2.96 

4.16 

4.16 

4.16 

4.16 

6.43 

6.43. 

&.:..3 

6~43 

0.64 

0.64 

0.64 

.· Q~6 .. ~ ,.<. 

a 

2.:5700 

2.9100 

3.1490 

3 •. 2700 

2•74:50 

2.9BOS 

3.2930 

3.4270 

3.0000 

:5~2310 .. 
3.'5260 . 

3.6630 

2 •. 0096 

2.:'SlOO· 

-, 2.6700 

· 2.e200 
.•• ·,·-·:····':·-,;t •. , .. ~·---

.. -"';.,·:.. 

L• f..P.Jr~zíl d• eü""'•. t:1ilini ~a.•/1.ü····" 
,_., ... ,.·. 

•' 

,, .. ·. 
Lata valarilis de ·las.ac ~son Pi:lr' ·10-•4 · ém:S1·•1os de 

10- Clllo 
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k. 

2. 7:5 

2.2:1 

2.1.3 

2.19 

3.16' 

2.62 

2.33 

2~33 

3.eo' 

2.91' 

2~·6'9.> 
.. :- . 

. 2~63 

1.92. 

1.74 

1.S5-



as t&lul• • r.. 

C:ALC:::ULCJ DE w._ 

W... es la energia de los iones del resto de la red, es•dec:ir, 

no toma en cuenta a los vecinos cercanos. Asi en la aproximaci6n a 

arden cera, no toma en cuenta impureza ni vacancia; en la 

:·,apro1<i111aci6n· a ·pri-r Drdlt!l• no to~a en cuenta impur.eza ·ni vacancia 

:,ni, ;prt..ros' vÉtno~. J •n 'aproximación a segundo orditn 0 no toma 9n 

culmta. tltpureza ni vac~néi• ni primeros ni ••iiau°nd09<v•Ci;,o•1. 

E•t• .hecho S. ••lr•l• con un &$t~risco en lá suma. 

W... .•sta dada por 

11 ...... 

11 .... -

• 
E 
a 

• E 
• 

e 
--·< 
,2 

[ -"~· R.,.• 

·. JI•&. 

R1.t::"' 

,.JI•• p;L& -·'.':'·, .. _____ _ 
. R:iÍt~lí:, ''''.'Ra•'!" 

l .... •"'·• 
R1.a•. · R.:.• Raa"" 

[ - R:aa .... 

"'• ª"' e ":.:: :::· ] .+ 

<A3. i) 

(A3.3a> 

<A3.3b) 



A1 tüt•l• d1 ... 

[ • :E .. 
1 1 

+ l] <A'3. 4> 
2 Ra.a..,.. R:a1. ... Rs.t.• R~u._2 

R,.,.• +· R,. .. • - 2 
CO!i'I' .. (A3.S> 

.. 

• [ 1 1 2CDll'l't. l 2C E + .. P1. .. • P~u. 2 P1.1. P::u 
<A3.B> 
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U catc•l• dt 11.. 

Asi, 

VALORES DE 2C 

Todos ·lo•' .iones ·positivo• .•Kcepto impur.eza y vac.anci.• 

. •. 2C~,. - ':s·~ 6094 

TodaS lo• ionms negativo• 

Iones poli,itivos sin segundos vecinos. 

2C •• ·•·0.717B 

Iones nega:tivoa. áin prillil!ros. vecinos 

~ . .--_.~.;,, 

1~9'.,p_o•ft'ivo• sin •.•oundos ,ni cuaito• 
- -.', ...... 

2C ... - 0.15286 

Ion•• negativos •in priHr-os ni tercero• vecinos 

2C-oi •.0;.7044 . ,. . .. _, ·. . . 

<A3.9> 

.... ,::Pa~ia.,,.Cí¡¿l:iiin.,;C:~r"cf~e usan 2C.;...,. y 2C-al par"a primer. ord•n·, .2C:O:~ y' 2c.:.;,.: 
·,:. ;~,.!!'_ ·-.' •'.:-~1 ,..;,,_, --· ·i ' . -· ; -~-, ;' -

;.1;--~-P~~-~ .. gündO·;or-c1en, -2C.m.-·.y 2c~a-i- :Par·~,:t~~~---~~~~-,., ~~~·~_V/1·_~··,·~~~-¡--: ... ~: 
y .s) .. ra cu~~to ~~cf¡.,• 2ri~;.. y 2C-.O. · ,, 

Para calcular lo• valores, 'sil! tomaron ti:idas·i'as ion•• hastia. l!it'. c;apa. 

cien. 
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M c6lc•l• H 1, la y I• 

C::Al-C::l..Jl-0 DE W, 

W es la energla debida a les vecinos que se teman individualmente. 

En orden cero no hay. En primero, segundo, tercero y cuarto orden 

hay ~. 12, lb y 20 grupos de ~ecincs respectivamente, 

denotamos con una N en la suma. 

1 

7 

e 

9 

10 

li 

1 .. + 

:1 ... -. + 

. w:-

N 
E .. -.. 

N. 
:E 

. &-& .. 

R1.1. 

• 
• 

a..r:s. 
,, ,, 

:~.-~· .. 
a..r2 

a..r2 

a..r2 

a..r2 

2a 

a-.IB 

"e 
( 11 .... ....; 11 .. 

2 

[ ....... 
R1.1.• 

....... [ - ---
• e" 

.R·~··.,• 

~;. .. 
a..r:S 

a 

:Za 

... ..re 

a..r2 

a..rb 

a-.12 

a-.12 

83 
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....... COS'I'& ] R .... •, 

. .......... COS'I',& l ·+: 
R:a'.:iii 

co•'l'i. 

lJ'..r:S 

o 

1/2 

..r:s12 

1/-.12 

1 

le cual 

' . . . ' . 

.JA4~u . 

CA4.2> 



M tlltala lle 11, •• y •• 

i R ... R2t. CDtl"l't. 

12 a..fb a..r2 ..J3/2 

13 a..f3 a..J!5 3/..J1!5 

14 a..f3 3a 'e;/..J27 

15 3a a..r3 !5/.J27 

lb a..r!5 a.J3 3/.J1!5 

17. 2& a:.r6_ 2/.J6 

--
.,,..:: '., 

1á 2•' .:.rs:o ::s/_ .. iJ.ó; 

19. a.J10 2a . 3/.J10 



ECUACXONES PARA CUARTO ORDEN 

Las ecuaciones que resultan de <3.20l y <3.32l,con ar s a,./a'"', son1 

1 0.()291 M+ + 0.1220 M- = < 1/B- + 0.215 , mi.. t. + 1.0607 mi..::a 
+ 0.3220 ma..:s + 0.1:521 m .... + 1.0607 ma.• + 0.15443 ms..• 
+ 0.2722 ms. •..,, + 1.7431 ms..• + 1.7431 ms..• + 0.2147 ms..~o 
+. 0.0349 ma..·s.s. + 0.1839 m ... a:a + 0.6440 tn&. t.:S + 0.3220. ma.t.4 
+ .0.0468 .... ... + .0•2:502 ....... ~ .. -1.92159 ... -~· .. .,· + 0.2147 . ...... 
+ '0~0473 ~··· ·~ . .á; 

o; 1063 ms.·¡,,2~, . <AS. 1> 

L 0.1011 tt .. - o •. t61B "- ,;. 1.0607. llÍ~ • .: + <: 1/IS-. + · o~s:só3 > ma.:a 
+ o.4082 "'"•ª - 0.3394 m,. ..... +· 0;7903 111 ... 0. + o;B7115·m ... .; 

· +· 0.1644 m,. • .,. '+ 1.9SB:5 m,. •• + o_.8732 m.:~. - 1.8927 111,.. &o 
·- 0.0!506 111,..,.,. 0.2412 ll'li..í.:a + 0.6440 111,..,.,. + 0.23S7 "'ª•"'" 

0.23S7 111,.. ,.. 0.6384 •a.,.. + Oó2147 111a.·,..,. + º• 1814: llÍt. 0 .... 

0~1410 111,.. ,.. + ()'•0730 "'ª•'""º <Al5.2> 

113 :- 0.2137 M.O.: :- 0.2860·1't-. • :0~3220 lllt.~ a +. 0:4082 .... ~~ 
. + (:1·111.;:. +'();.~667 >-.•a.:a +0•\5477111,.~,,. +·o.3899Íll.:.e. 

+ :0;:2629 1111.~•· +:·:0.0706· m~'~:7 :+ -1.S9B9 :m.: •• +·o. 4040.·;·• .. ~•-
' ··:·+ o.4444· "'"• t.o .o. 7S73 m.:·~· .. ~ + 00 4Bo6 111,. 0 ,.,...· +. 0;.'1218. ma. ,. ... · 

0~4370m,.· ...... ~ .. o.7234· •.:;, ..... + 0.27i1· ..... ,..,. + 0.0978:·111-'·••. 
Oó 0131 111&: • .:.0 (). 1490 •t.• 9o . . . . . " . . . . . . . . CAl5o 3> 

1/\5 - 0.261S M+ - 0.2740 l't- • 0.11521 m .... ,. - 0.3394 m,. 0 ,. 
+ o. 7477· 111,. ~:a + < 1 /IS-"+ o. ;see9 > iit,. .... + o. 1_300 111,. •• 
+ .0.1547 ..... + 0.0420 m .. ;. ... · + o .. 43'!58 111 .... + 0.2149 .... . 
+·: 1 •. 0064. ••• "º .'+ 2.2474,m ..... ,. :"' 0.2769 111 ........ + o._0718 ...... ... 

:,,;.~.~=!=! :::::·,::.~::~:r·::::!::: 0.1104 ni,. ... :":~- º•~f!l' !"."•:"tA\5.,)·::·· 
,,· .. '-. ,·' - .. ,:. \;,_. '\~~··"' .. , .,... ., ···-:·.1·:-'·*··~•·;;. . ..::-·;;.;. -·. '"' ,,.;..._:·~~>, 

1. + O~OÍ.30 ¡..;,;. + C:Í•·t':ztn ...... - :1~~~7· -~~&'+ 0~7803)111&~- < .... ' 
+ 0_~23'!57 111&¡,,:s+.o_.1300:•~.4 + (-1/jS~;+ O.S303>'111•.llÍ .. . 
+ o. 87lS lllt.. • +· o. 7'Q7l •a • .,.. + O. 8732,- •&;.e·+ l.·~ 111,. ·• 

·+ 0.1814 ·-.-~··o·+ 0.0371· ....... ~ .. + o.·2126.111 ...... + 0.64'(1t0 .111 .. : ... ,.. 
+ o. 4092 ma ... ...: + o. 064S •a. &• + o. 2738' m,.. •• + (). 2147 m·,.. ,..,. .. 

1.8927 ma. ae· + o.OS\54 mi.'.,.,.; + 0.1109 111,..,..0 <A:5.5> 

1/2 + 0.0232 M+ + 0.1427 M- • O.S443 m ..... + o.87115 m,. 02 
+ 0.2629 ma.s + 0.1547 ma.4 + 0.97115 ma.• . 
+ < 1/B.o. :t- o.oBB4 > m ...... + ·o.1B7S m ... .,. + 1.1220 m .... 
+·1.1220 ina·.• + 0.3081111a.ao + 0.0379 m ....... + 0.2343.·m ..... .. 
+.- 1'.7741 .m ... ,.,,¡ + 0.2629 "'ª• ..... + 0.0634 m1 ... 19 + 0.34.11 m ... .:. 

+ 0.1925 ma. ,..,. + 0.3081 m ...... + 0.0442 m ... 1• + O.; 1148 ma.:ao <AS.~» 
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115 Kllld- ..... curl• 11'~ .. 

1/2 + 0.0020 M ... + 0.0977 M- = O.S443 m1..1. + 0.3289 m1..2 
+ 0.1411 mo..s + 0.0841 m ..... + 1.4142 mo..• + 0.3750 m ••• 
+ 1111. m ... .,. + 0.4763 m ••• + 1.7678 mo..• + 0.1163 mo..•o 
+ 0.0262 m•.•• + 0.1464 m1..•2 + 0.5258 mo..s.s + 1.6330 m ........ 
+ 0.0473 m ..... + 0.1954 mo..•• + 0.1925 m ..... .,. + o.sooo m•·•• 
+ 0.0430 m ...... + 0.0833 m1..20 CAS.,7) 

·· :··112 ·-.::Q.(t~.80-: i1~ .. ~. _0~_~6_1:s·: 11- ... o.~7:1S m .. -•. &-- +·· o."9793:·~ .. ~~. 
· +·o.9479 •••"' :+.0.2179.1111.~ ... + o.4366 .;. ••. + o'.5610 n. .. ~ •. 

+ 0.1191 •1..7 + < 1/11~· +·.0.74BS > in&,... t ·Ó.8369 .. ·in ..... : . 
+ 0.3462 111 ... 1.0 + 0.03.40 m ... •• + o.04S2 111 ...... ,.· ·+ · 1.1soo m ... t.s <• 
+ 0.2020 ·ms. 0 1. 4 .+ 0.0194 -mo..•• -·0.6978 m1. 0 •• +· 0.3081· 111 ... .;.,.. 

+ <>• 1544 111&. •• + o. 0186 m ... •• - o.· 1047 mo..,.... <AS. s> 

1/2 + 0~0131 "· + 0.1136 "- • 0.8715 ·mo.. 1. + o.4366 .mt.·.,. 
+, .o.'2020 111 .. ~;.- + 0.1074. m ...... + o.9.7.93 mo..• + O~S610 mo..• 

·+_0•4419 .• 111.:~_; +· 0.836'f. mt.~• + < 1111 ... + 0.74~ >>mo..•. 
+:.0~1544 .. :•&~ .. c..+ o,;0314 m~·~ ..... +·o.~1941·.·111·· ·•·+ .1.1s0o111 ..... ;,.. :.·· 
+"O• 9479: ·.111.:co.·1.• · + 0~·0553 mo. ~ &• .+ • o~·:zss3:•.n .. : •• + {0;;•3091 

" +· ()• 3462?m .. ;·..-, : + 0•.0489. m1.. &. + o·~)054 íii1.·~ ::iaO ... .. . . . ... 

114. - 0.2468 "· - o.2S03 "- • 0.2147· "'•· .. - 1.e927· ín ... ;. 
+. o.4444 ••·• + 1.0064 ....... + 0~1814 ni .... + o.3oe1····• 
+ o.ose1 .... .,; .+ o.692'5 ••·• + o.3087 111.L.. · 
+ < 11.s ... +.o.;Oh63>.•s.~.:o + 0.0894 m.:.· .... ·+ o.7440.m ..... ,. 

.· .+ o·~~~~lll·~· .... .., .0•0978 .. m ........ + O•.U'f3 ....... + 1.8993 .......... 
. : .:: .. ·+ ·o.·.1326 ·•••· .. .;. .:+~:0~097s.·:ma:·;;·1.•··--:o.:so14 ... 11 .. ;; ..... +.·0.1667 •··-· <AS. lo> ·;." "-";'.":;_~: ~::·:·~~·:t ~-. ;,· ·-~-: ... ~···--.:··: <'. ,_.- -._.~:····· ~---,._ -'-!·:· <~·,_:·:. ;~; .. ~~ i"<-·;: i"'· ,. :., :~ -. :.-. :.~~-.c.·-; .. ~;~~-:·,·-~:_:·'.; .. _,:_ '· - --. : -.- . --~ -~·~· , ..• ,... . -- . . . ' > .. :.-_.:_-; .:·!~ ':· :- ·~.; ·"-':- . .-J;<{°:·:~~·-~:~~ .. ,- .• '. 

".' lía - 0.2~~· "~·- o~247~>"-· .•. o.o69a.~ú'¡ ... o.1oik ....... .-
.. ···0.07.43 ... ;. + oo'07S9· •••• + 0~0262 ........ + o:;:s.:S61 :m •• iÍii . 

+ O.l:zs.t. •.:•"! +· 0.1768·'.·•a.· .. ;,. +··1-1.s;.; •&•··· +:r.:2247 mi~ .. a··.: .. · 
+ 0.146S -~. ~;,; + 0.04571111..; "" + .1.BB:s6 m .. ~ ~. + 0~3620 "'•· ... 

+ o.o6eo "'"··ª"' +. o.o4p ......... + o.632S ... ~ .... + .o~1s71' lli~.,;,º ·cAs•·u; .. 

1/6 - 0.2467 M+ - 0.2760 "- • 0.0920 "'•·• - 0.1206 m ... ,. 
· 0.37B6 ...... s +.1.1237 1111. .... + 0.1063 mo..• + 0.1171 "'•·• 

+ ·0.0366 m ...... + o.04S2 m .... + 0.1841 mo..• +· o.3720· m ... 1.0 
+ 0.3062 m•.•• + < 1111.·+ 0.6139 > m ..... ,. + _0.2339 m&.1.3 
+ 0.0644 mo. ...... + 0.2262 ·m ... •• + 1.1803 m •• •• + 0.1156 m•·· 1.7 
+ 0.0572 m .. ~ •• + o.1eoo m ... •• + 0.4.278 m1..20 <A5.12> 
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11:1 KllKiDIH , ... curto ..... 

1/3 + 0.0520 M. - o.3726 M- • 0.3220 m ..... + o.3220 m ..... 
+ 0.2403 m ..... + 0.1385 m ..... + 0.3220 m .... + o.8871 m .... 
+ 0.1315 m ... .,. + 1.1500 m .... + 1.1500 m1..• + o.2711 m1..1.o 
+ 0.0366 m•.•• + 0.2339 m .... ,,. + < 1/B- + 0.2884 > m ....... 
+ 0.2403 m ..... + 0.0631 m1..1.e + 0.4482 m•.•• + 0.2711 m ..... .,. 
+ 0.2711 m ..... + o.0539 m ...... + o.1291 m1..20 <A5.13> 

1(3 :4" 0.0231. M. O. 4393 1'1- ••O. 3220 1111.. 1. + 0.2357 m.1.. "'· 
+.o.;1210·111 .. "'+ 0~0718 ma..'4.+ Oó40B2.111 .. , •. +_0~2629'.m1.~• 
+• 0~8165 ·m.:.,. + Ó.4040 "'•·• +. _l-.8959 ....... -+ 0.097B .m •• 1.0 
+·:·0.0229·. 111 ...... · +· 0.1290 ·111·,..· ..... + -o •. 4806 ,111,..· ... :.. · .. 
+ · <. 1/B- + 0.1667 > m1. .... +. 0.041B mt.,; i.9 ·+ 0.17.31 1111..'.:• 

+ o. 2711 "'"• ..... + o •. 4444 m:1.. •• + o.0379 "m ... •• + o.osos ,m ... ...:. <AS.14> 

1/9 - o.2315 l'I. - o.4161 1'1- - o.0468 m ..... - o.0680 111 ...... 
- 0.4370 m .... + o'. t58l m .... + o.0645 "'•~• + o.0634 mi..~ 

· + 0.0237 m1. ..... + 0.0387'. m .... + 0.1106 m .... + o.1193 m;.. 1.0 
·,.:'o.~9'28 ma..&•.+0.4523 m.:.;.,. +0.1262. m ...... + ,0.04.18 mo. ..... 
. +: <: 1/jl.;.; .+· o.;1389)> •&~·• + o.~2. "'"'" 1.. + 0.0641 lil.: ....... 

. +· 0~0376 ·m .. -.o.. ··.+ ·0·,0~7~•;..:-..• '.+ o •.. 1~:s1 .m .. ~ .. ~· .... <.~~~-1s>·· 

·:.'; 

.;.. o. 2614 "'·· - ()~ 4003 "'-' - º" 1251 in..... o. 3t9:2 1111. ... 
+ 0.3617 ma..s + 0.47.74 .n,...4 + 0.1369·in··• +·0.1706 m'a. •• 
+ 0.0489 "'"·"" · - o. 6978 m,.. •• + 0.2553 ·mi.• +. 0.9496' tli,. •o 
+ o.0905 .... .: .. + 1.1803 ......... + .0.4482 m ..... + 0.0865 .m ....... 
+ 0.1426 m&o •• + < .1 /B- + o. 2!504 > mi..•• + o. 1487 ma.. ;..,. 
+ 0.0830 ma., ,.., + 0~0876 ma._. t.• + 0.2518 1111.,ao-' CAS.16> 

--~ '~!-"·,-,,. -.. - . -.";,,,...,, .. 
· 1:¡4c ..;. o~ 2780: l'I. ,.._ o. 7612 11'.:'.:• __;: 1 ~92s9 m;.; .. -t: ó. 2147: ini. ia . 

·; + 0.;2711 illt.~:s +: O'o.1104••,..·~ ... + 0<21;47 ••·• + ·0;:1925 '1111..•. 
·+ 0.0962 ms • .,. + 0.6163 •&••·+ 0.6163 nii.;;.;. + 0~'1326 ·ini.. •o·' 

.. + 0.0340 m •• .:;. + o. 2312 ..... ~ ¡,,. + o. 5423 "'• .... :+. ()~ 2711 m ........ 
+ 0.0641 "'•••• + o.2974 ... ~ ..... + < 1/B;.: + 0.0313'> ·m& ... .,. · · 
+ o. 1326 m ... •• + 0~0517 m;.. ;.. + o. 3136 m ... - tA5-. l 7> 

1 /4 - o. 3423 M. - O. 7942 1'1- • o. 2147 ma.. 1. + o. 1814 11\1.."' 
+ 0.0978 m1..s + 0.06415 m ..... - 1.8927 m .... + 0.3081 m1..• 
+ 0.2500 m ... .,. + o.3087 "'•·• + o.6925 m .... + 0.0975 m1..1.o 
+ 0.0206 m ... •• + 0.1145 m ... •2"+ o .• 5423 m •• '"' + 0.4444 m1. ..... 
+ 0.0376 m•.1.e + 0.1660 m1..•• + 0.1326 m ..... .,. 
+ < l/B. + 0.0663 > m1..t.• + 0.0356 m1..1.• + 0.0646 ms.20 CAS.tB> 

. -87 



1/10 - 0.34:56 M,. o.:5274 M- -0.0473 m ... a. - 0.1410 m1..2 

+ 0.0131 .... :s 1.4924 ma..4 + 0.0:5:54 m1..• + 0.0442 m ..... 
+ 0.021:5 ma.7 + (1.0371 ma..• + 0.0977 ma..• - 0.3014 m:a.a.o 
+ 0.3162 ma. as. + 0.3600 m .... s.2 + 0.1079 ma.., a:s + 0.0379 ma..,1.4 
+ o.40:57 ........ + o.17s1 m1. .... + 'o.0517 ms..,.a.7 + 0.0356 ma..,1.• 
+ ( ll(S,. + 0.0:530 ) ma..1.• + 0.0970 ms.· .. 20 <A:5. 19> 

1/6 .,..., 0~3099 M. - 0.;5974 :M:.:; • - 0.1063 tita. a + 0.0730 ma.. a 

,1 

0~41~'•& ••. + o~2i:S6,111& ... -+ 0~1_109 ........ + ,O~U'4B:m ... • 
+, o.,0417','•a .... - 0•2094'•••-• + 0~2107 111'.: •• + 0•1667 ma..•o, 
+ 0.0786' •,•• 1.a + 0.8:5:56 m1.. 1.a +' '0,.2:582 m •• ,,..,"+ o.osos m,.. ,.,. 
'+ o~ 1931 111,1. ..... + o. 5035 m.: .... +_ ,O. 3136 m •• ,..,; + _o. 0646 m1. .... 
+ 0.0970, •á¡, 1.• + < 11111+_- + 0.0260, > 111.,,.- <AS.20> 

' . . . . 
0.0291 M:.. + o. 1220 M- .,... 0.1361 ex,. • < 1/B- + 0•25 > ma. :s' 

,+ 1.0607',••'·• + 0•3220 ..... + o.1s21 .... ~ +,1.0607 ,.,.,., 
+ O;,S443 :••·'"º + 0>2722"111,. ... ,. +"1•,7431·111o1,. +,:1-:7431 • .-... ,. 
+.0.2147_ ..... ~ .. '+ 0.0349 .... .;:+0•1839:11i,. •• +,0~6440 111.a.1.•,<'' , 

0~3220'11iiiiha''+ 0~046B,,ina~i•»+"_0¡2S02 !fta~·¡:~,:...: 1,;92:59 m.;,~;aO:',, 
O. 2147' lllio~ :..• + 0~0473 111,.;,; a.~,, 0• 1063 111a • .,.,. . " . : <AS. 21> -

1 0.1011 PI. ~ 0.1618 M:_ -- 0.3~36 ex,. • 1.0607 ••·• 
+ < 11111- +-o.5303 > ...... +, o.4082 m. ... - '<>•3394 ,111,;, •• 
+,0.7BO:S -.. .... + 0.871S llla.1.0 +,,0.1644 ••.1.1. + 1.9SB:5 ••·• 
+ 0.8732 1112~ .. = :- 1'.8'127"ma.•' - ,O.o:506 m,. • .,. _, 0.2412 .a ••• ., 
+, o.6440, ... ~ ... + 0.2357· ....... .,. o.23!57, 111,.,, a4 .,... .o.~384 .. ;.,, .. ,.,:,, , ,, 

,0~2147~••~--:+ 0.1814 ~~·• ·.., -o~.~410 • .-~- ... +, 0~0730~··~ ª"'" «~•~>-
,: •• ,_'.-._,:..::.,:;·,-~:,; • .. ;f,;..~\· '<,'; ~··., ..,:.:~._. :.._.,< '. '.·<> ,.,-.,,~·,, ... ,.,,_:,,,,:. • ,,, •'":' • '·i ,'\,>",), '.:'• ···«:.• ; ,),., t"?"'i·:~·.'~.~• .'i~--~,c, 

'·-,.<::'. ·-· .. ~ 

0~:2137 '9.; - o.2&60 M.;., - o~4Qn, .;;. ~ o~~2~ ~~.; 
,o.4082 , .. ~. · ,.., <, 11111 ... ·,_+,o. 1667 .• -> : ••• • ,+ o. 5477: m::a.• 
0~31199 · ._ ...... + 0.2629 .... ~.,; + ci.ó~o6 111a.1.1& + 1.s9119'. ••·• -
o • .iJ040,:-..~ .... + o.4·444:-.,,; •• ·,'- o;-7573'111•~· +,::o.4806 • .-... :..: 

+ 0.1218 ·i1.2 ... ·• o.4370,•a ...... , + o.7234 ••· ... ·+· o.2711 11., ... c,Aº~. 2 .. ,, + o.o97B ._. ..... + 0.0131 '"'-·a.O - 0.1490 in:. ... .r, ~ .. 

1/l5 - o.261S M. - 0.2740 M- + 0.4743 ex,. • 0.1:521 ma.:s 
- 0.3394 ...... + 0.7477 m:a. • + (, 1111- + ,0.3BB9, > m,. •• 
+ 0.1300 m::a 0 4 '+ 0.1S47 m:a. 1.0 + 0.0420 m:a. ,., + 0.43l5B m2.• 

·+,,0.214B m:a.1.:a + 1.0064 m:a.• + 2.2474 m:a.• + ,0.2769 m:a~a• 
+ 0.0718 m:a. 1.• + o. 1:581 m,. ...... + O. 9:547 m:a. a::s + o. 1104 m,.·.' 2o 
+ 0.064:5 m:a. •• 1.4924 m,.. 1.• + o.2156 m,. ... .,. <A5.24> 
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1 + 0.0130 M. + 0.1292 M- - 0.0822 Cllr • 1.0607 ma.::s 
+ o.7803 m:a.:a + 0.2357 ma.L + o.1300.m:a.• 
+ < 116- + o.5303) m:a.4 + 0.8715 m:a.Lo + 0.7071 ma 0 L1. 
+ 0.8732 m:a.• + 1.9585 m2.L:a + .0.1814 ma.• + 0.0371 m ...... 
+ 0.2126 m:a.• + o.6440 m2 .... + o.4082 m ...... + 0.0645 m2.1.• 
+ o.2738'·m,. ..... + 0.2147. m2.:ao - 1.8927 m:a .... + 0.0554 m:a. L• 
+ o• 1109. m:a~ ó.7 (A5. 25> 

1/2 .+ 0.0232•11+. + 0.1427 ·""""· .. 0~0938 «r ·- o.54 .. 3 m,.... . .. 
+ o.871=5 h.•+ 0.2629·.·..,. ... + 0~1547''.m••• + o.87U5 m.a;. ·,. 
+. < 1!.B+ + 0.0884 > .m ... "º + o.1875 ·ni,.~~ .. + 1.1220 m.a~ •. 
+ l ~ 1220 m:a. "'" +·o. 3081 111,.. • + o. 0379 in,.;.,. + o. 2343 .111,.·, • 
+ 1~774'1 111,. ... .;. + 0.2629 "'ª·"• + o.0634 m,. .... +.o.3411 m:a.1.::s 

+ 0.1925 •:a.:ao + 0.3081 llÍ9,;a• + 0.0442 .m•.a• + 0•.1148 111,. •• .,. .. _CA5.26) 

1/2··+ .0.0020 ·11. + ;0.0~77 .11- 0.0442. Cllr ~· o •. 5443 m:a~:s 
· ·+:'o;3~ 111 .. ~,. + o~.1411 •:a.'iL + 0;.0841 111 .... + 1.41.42: m:a 0 4 
.. +. 0;;37So 'm•. ao· +: 11.a:.. ·:••~u + o. 47'.63 ill;. ••. + 1. 7678 m ....... . 
:.t:'o~·ú:63. lll::&~•:+•0.·0262c:-..;'7:.+ 0.1464'•···· + O.S~5B:llÍ9~··· 
· +.' 1~6330 ••. •• .+ 0~0473 lní:ii;,'i ... ·+. 0~·1954·: ma .• 1.::s':+ o.~ 19215 
.__, O•!SOÓO ..,.,.:. +_ o~o43t) ; ........ + o.()8~3 •t.~ .. .,. .· .. · . 

112 - o~0480 l'I. - o.0613 11- - 0.2210 Cllr • o.8715 m:a.s 
+ 0.9793 ..... + 0.9479 ....... + 0.2179 "'··· + 0.4366 ...... 
+ o. ::5610· ma. LO + o. 1191. ••· .... + < 1.16+ + o. 7495: > m:a. • , 

.+ o.8369 -·"• .+ 0•3462 ·••·• + 0.0340 ••·'7 + 0.0452 ...... 
··:::.+ ·1,;.lt5()Ó·,-·.,.,. + .. 0;.2o:ZO.,.tll:a.1.• + ·o.0194. tll•.a4.;... 0~6.978m:a •. ~oí · 

o. :soet:-.-..-.,.,. -t. o• 1S44. •l. •. .:. +.o. 0186·.:.¡¡;·¡;· -·o~ 1047, ........ '7. c1115. 28) 
!· . _,.;_ 'J' . : ·.' "···;·:~'"':'.""·'"·:'· ~-~( ••.•• ,. -~.~.l. •.:-,.:, . • ·.-·~ ... -.~ •. -·:r·~- ,~.;.-_.-.. ~~.'··--' .:'.' - . ,... . ·:;·· 

.. ,, __ .... ,..- ... , ._· .. ;;. 

+ ~.01~111. + o.i1~·~: o~~ ~~-. o.e71s ••~•> 
+ .. 0.4366 ....... + 0~2020 ·-~~ + 0~1074. in,. ... ·+. -0~9793 in •• ~ .. 

·.+ o.5610-ma.ao +· 0•.4419 . ._ ... ,.· +,.0.8369·."-•• ..... , ·.· _,. 
+ < ll.S+ + 0.74B5 > m:. ... ;,. + O."U544 .m .. ~·· + 0.0314 in8;.,. ·' 
+. o·. 1841 ••·• + 1. 1500 :-. .... + o.9479 in,.."ª·+ o_.0553 m:a ..... 
+ o.~53 ...... ,. + o.3001 "'-·•º + o.3462 ••• &.·+ 0.0489·•··"• 
+ O. 1054 m:a. "' CA5; 29>-

1/4 - 0.2468 M. - 0.2503 11- - 0.1250 Cllr • 0.2147 m2 • 3 
1.8927 m ..... + o.4444 m;,, • ., + L0064 ma.• + o.1814 m., .... 

+ o·.3001 m2.s.o + O~OSB1 ni2.L1. + 0.6925 m2.• + o.3087 m2 • ., 2 
+ < 116. + 0.0663 > m:a.• + 0.0884 m2 • 7 + 0.7440 m:a.• 
+ 0.5423 ma.•• + 0.0978 ma.1.e + 0.1193 m:a.1.4 + 1.8993 m:a.1.::s 

+.0.1;$26 m2.:ao + 0.0975 m:a.1.• - 0.3014 m:a.•• + 0.1667 m2 ... 7 <A5.30l 
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1/8 - 0.2371 "· - 0.2472 "- + o.3536 «r = 0.0698 m ..... 
0.1012 1112 ... + 0.0743 1112 .... +· 0.0759 m2.1.o + 0.0262 1112.•~ 

+ 0.1361 m .... + 0.1254 ma.•a + 0.1768 ma.• + 1/B+ ma .... 
+ 1._2247. m ..... + 0.1465 mio.•• + 0.0457 ma. •• + 1.8856 m:a ... .. 
+ 0.3620 .......... + o.068o·ma.20 + 0.0411 m ...... + 0.6325 m ..... . 
+ O. 1571 m20 .,,.. <AS. 31 > 

'::-, 

- '" -· - ; ' .. ·· 
116 o.2467 1'1 • .,.. 0•2760 ";.;, + o.o76S «r • o •. q920 111 ....... 

o. 1206 -· • - o. 3786 ••· s. , +. 1. 1.237 m,. •• · + O.• 1063 m... 4 
+ 0.1171 ••·"'º + 0.0366 m:a.1.1. + 0>0452 ...... + 0.1841 m2.1.2 

.+ 0.3720 ..,. .•• + 0.3062 ..... ~ ... + < 1/IS+ + 0.61.39 > ma.q 
·+ 0.2339 ....... +· 0.0644 ......... +. 0.2262 ......... + 1.1803 111,. ... .. 

+ o.1US6"••·•º + o.0572 111,. ..... + o.1eoo.111 ...... + o.4278 ..... .,.. <AS.32> 

1/3 + 0~~2<> ~~ ..,. o.3726 ""'" -. Ó.0657 ~r - 0.3220 ...... 
. ·•,+ ().;5220,llJOÍ~a ;+ 0.240~ ni••• + O. 138;5 lllOll.• + Oá3220 111204 
.+ o.8871'.~iRO.'~s.'o.'t 0~1315.'.m••••.+.t::usoo ••••.+ l.1500111,.~a.:á 

.·.·:·~.·~~!!" .. f95~:z:e~~.~~t~:·:.~.~~~~:~~:.~:..·cD,~~~iÍÍ.~ .... :·.····· >• 
+· o~4482i"••· .... + 0.,2711·, "'•••;.. ·+· ,0.2711 ·••·• .... + · 0 •. 0539. m..·.:.: . 
+.· 0.1~1.· iil,..; .,.,. . CAl5~ 33> 

1/3 + o .• 0231 "· - 0.4393 "- - 0.0353 «r - 0.3220 111 ..... 
. + Oá23S7 iii9.a + o. 1218 .,111,.·.·.: + 0~0718· -·• + o. 4082 m: ..... 

:C.· .. ·c ..... :::~,,(.:;.,,:,, ·+ 0.;'2629.·-••;...+·.o.e16S·••'*···,..+·0•4040 -.•+ 1 •. 8959 •••••. 

> >'' . ; ··;-:~~~~::\~;,~,:;~~-~~=~·~~: :·;:~:~~~ .. ~;.~+t~~i =~..:::;7¿'. " ;, .. ·. 
··· ·,. ' '. +·o.;2711'..,.~- + Q.4444 ~·~ ... +. 0;;037~· ... ·,. •. +. o.osos .. .-.:?.>.<fll!S.:S4> , ... ,;::;:.:, 

1/9 ..;. O~alS "• - 0.4161.·l'L .. + 0.136,1 «r • 0;.041,á ·.n..,. 
.0~0680· .... - o.4370 ....... + o.1sa1 ••··· + 0.0645 ....... ... 

+ 0.0634 ...... o+ 0.0237 ........ + 000387 ...... + 0.1106 111 .... .. 
+ 0.1193 "'•·• + o.9428 111;,. .... + o.4e23 111 ••• + 0.1262 ••• &. 
+ 0.0418 1112.1.• + < 1/B- + 0.1389 > 111 .... ,,. + 0.2852 111 .... ,. 

+ 0.0641 ••·•º + 0.0376 ••· •• + 0.4057 1112. •• + 0.1931· m ........ CA5.35> 

1/5 - 0.2614 "· - 0.4003 "- - 0.0609 «r - o.1251 m .... 
0.3192 m .... + 0.3617 111 ..... + 0.4774 m .... + 0•1369. m,. .... 

+ 0.1706 ma.1.0 + 0.0489 ma.•• - 0.6978 ma.• + 0.2553 ma.s.a 
+ 0.9496 1112.• + 0.0905 m ...... + 1.1803 ma.• + 0.4482 m2.•• 
.+ O.OB.65· 111,.,; •• + o. 1426 m ........ + < 1111- + o. 2504 > m ... •:s 

.+ o. 1487 in,;;.~~º + ·0;0030 ._.,..~. -+ o.0876 m,. .... -t: ()~ 2518 m:a ...... <A5. 3b> 



1/4 - 0.2780 "· - 0.7612 M- - 0.0481 ar ~ - 1.9259 m2 0 a 
+ 0.2147 m ••• + 0.2711 m2.a + 0.1104 m ••• + 0.2147 ma ... 
+ 0.19~ m•.ao + 0.0962 m2.a& + 0.6163 m2.• + 0.6163 m,. ... . 
+ 0.1326 m2 • ., + Cl.0340 m2 • 7 + 0.2312 m2 •• + O.S423 m,. ... . 
+ 0.2711 m2.a• + 0.0641 m ...... + 0.2974 m2.a3 
+ C 1/fS., + 0.0313 l m2 0 20 + 0.1326 mz.a• + O.OS17 m ..... 
+ 0.3136 m2 .... 7 (A5.37> 

Í/4'.:-- 0.3423 "·.;. o .•. 7942 M- .,.. 0 .• 0291 ·ocr •0.2147 m:a.a 
+ 0.1814 ..... ·+ .o~.097B m.I~ .. + Ó•064S ..... - 1~S'i27 .-..... 
+ 0~3081 "'""· t;o + o.:i2S00 ..... ~ .... + 0.3087 ••.:·-· 0.6'9251112~ .... 
+ 0.0975 ••·• + 0;;0206 m,..7' + -0.114S ma;.• + 0.!5423 fllia. t: •.• 
+ o.4444 mz.I.• + 0.0376 111,. ..... + o.1660 111 ...... + o.1::s26·m2 • .0o . 
+ .< 1/fS+ + O. 0663 l 111,. .... + ()• 0356 ma, a• + O. 0646 1112 0 &7' <AS. 38> 

1/10. - .0.34!56 "· ·- 0.!5274 "'- .+ 0.0699 oc,. -- 0.0473 111,. ... 
o. 1'410 ••· .. + o. 0131 111,. ... - 1. 4924 m•. • + o. 0!5!54 "'""• .. 

+: 0.04it2. ••· .. ..; + 0.0215 1112.&& .+ o .• 0371 111.,; •• + o.o'977 m:a.a• 
·--~.~ ·.~·:3014,- ••••:.:•. ~~,~1,6~ ~-.·~·.·~~ ·;·º· 3600 ••·.·~/~ :·o •. 1~79 >•:a •. ~•. 

+'' 0~_03-,9 -"'·~ ... +,o.4057 ...... .- +' 0.17!51 .111 •• • .... +·.o .•. o~H7 ,111 .... º - ., 
.·. + 0.03:56 ...-~ ... +·< .uts~','f'. o-.os3o. > •lo~_,..,.+ o,~o97~:-,•.¡¡~ .. 7'. <As.::s9> 

·_>:· .. ~:- •',,. _, ... < 

1/6 - o. 3099 "'·· - 0.!5974 ".;. '. ~-0361 ci,. - .,.. 0.1063: lb~,; -
+ o·.ono ••·• - ·0,4190 ....... + o.2us6. ••·• + o. 110.,, ••.· .. 
+ 0.1148·11la.&o + 0.0417 ... ~ .... - 0.20'94 ••~• + 0.2107 "'••&• 
+ o.1667 m2.• +.0.0786 ••• , + o.ess6·•··•.+ o.2!582 tita.... . ._,., o.-oaos •• ~ ... + o.19:s1 ....... + o.so:ss ....... + o.::s136 111 .... º 

""·:···· <•-· ···;+ O.OIÓ46 ~._ .. ·• + 0.0970:-,;&a + C llCl+_+:.0•0260 >:_ma,1.-:- <AS~"IO~" 
,. __ !) ': .. ~·-:."°'.Y·" . ~~,~~''.: .~; . -., .,,. .· ~ : 
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