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RESUMEN 

El comportamiento de aleaciones binarias y ternarias con 
diagramas de fases coherentes, de sistemas micelares con fases
tipo cristal líouido, de sistemas binarios con un componente -
maqn6tico, etc., puede comenzar a describirse en una primera a
proximaci6n por medio del modelo de Isinq espín-1 generalizado, 
cuando se analizan sus propiedades en una aproximaci6n de campo 
medio haciendo explícita la posibilidad de ordenamiento antife

rromagn~tico. 

El tratamiento desarrollado v los resultados obtenidos -

para el caso de una malla cúbica dividida en dos suhmallas eaui 
valentes perfectamente intercaladas, permiten realizar una des
cripci6n completa del diagrama de fases global nue caracteriza

ª este modelo. 
En este trabajo se presenta por primera vez el comporta

miento de las fases antif erromaqnéticas asociadas al modelo de
Ising esp!n-1 generalizado estudiado extensamente, en su versi6n 
ferromagnética, por Furman, nattagupta y Griffiths a finales de 
la década pasada. 

ABSTRACT 

The properties of coherent phase diagrams far binary and 

ternary alloys, micellar solutions with liotropic liquid crystal 

phases, binary systems with a magnetic component, etc., can he

gin to be described by a mean-field approximation to a srin-1 
Ising rnodel with a general nearest-neighbor interaction, when -

the possibility of antiferromagnetic order is made explicit, 

The treatment we develop and the obtained resulte far the 
special case of a cubic regular lattice divided in two perfectly 
interwove~ sublattices, allow to realize a complete description 
of the global phase diagram that characterizes this model. 

The generalized spin-1 Ising model was studied extensively, 
in its ferromagnetic version, by Furman, nattagupta and Griffiths 

at the end of the last decade. Here we preeent at first time the 
antiferromagnetic phase behavior associated to it. 
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I, IN'?RODUCCION 

En el inicio de los tiempos, 
" toda la Tierra ten!a un solo Gen 11 1 

lenquaje y unas mismas palabras ••• 11 
' 

pero era parte de su destino que el caos 
confundiera su habla, de modo que unos 
no comprendieron m4s el lenguaje 
de los otros. 

El ejecutor del castigo fue 
adn m&s cruel en sus designios, 
pues no conforme con confundir el lenguaje 
de los hombres, decidi6 multiplicar 
las palabras con las que se escribió 
alguna vez en la naturaleza, 

dejando solo para seguir 
las tenues huellas de sus pasos invisibles. 

Desde entonces, la büsqueda del hombre por cBmprenderse y 

comprender el mundo que lo rodea ha estado marcada por el eterno 

deseo nacido en la Babel bíblica, de reencontrarse con sus pro--

pias palabras, 

En este camino hemos aprendido a recrear a la naturaleza y 

hemos comenzado a recuperar su lengua original, descubriendo que 

la confusión primiqenia, aquel juego de dados, pareciera haber -

consistido en presentar la misma frase una infinidad de veces, 

el mismo fen6meno en idiomas multiplicados. 

La Ciencia se convirtió asi en la lingüista de la natural~ 

za, y son ya muchos los casos en los que ha identificado los di

versos idiomas en que se manifiesta un mismo fen6meno, generando 

tambi6n las reglas de traducci6n entre ellos. 

Esta posibilidad facilita enormemente el estudio del com-

portamiento de diversos sistemas f!sicos, pues basta con identi

ficar la frase que lo des~ribe, verificar si ha sido escrita en-
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otro idioma, y de ser as!, encontrar la traducci6n adecuada que 

nos permita describir su comportamiento en t6rminos del compor

tamiento del sistema o sistemas ~n4loqos. 

Esta forma de enfrentarse con el reto de describir a la -

naturaleza ha dado ya enormes frutos en diversos campos de la -

Flaica y de la Fisicoqqtmica, y encuentra uno de sus m4s claros 

exponentes en el 4rea de la mec4nica estad!stica, en el trata--

miento de sistemas tan diversos como aleaciones, mezclas homog~ 

neas de varios componentes, ferro y antiferromagnetos, microe--

mulsiones, cristales líquidos, polímeros, etc., tanto en el an!, 

lisis de las propiedades generales de sus fases homogéneas, co

mo en el estudio de su comportamiento superficial o interfacial. 

En este trabajo queremos presentar parte de la riqueza de 

un modelo para este tipo de sistemas que a pesar de su ~elativa 

simplicidad, p~rmite realizar estudi~s det.~llados sobre diagra

mas de fase, fen6meno cr!tico, propiedades superfiéiales, etc., 

y en el que est4 abierta la enorme posibilidad de elegir uno de 

los idiomas en los que describe a la naturaleza, estudiarlo en

detalle, para despu~s tan solo traducirlo a la forma particular 

en que se manifiesta en cada sistema. 

Para ello, comenzaremos estudiando las propiedades de un

conjunto de partículas colocadas en una malla regular en la que 

cada una de ellas tiene un momento magn~tico neto;~sociado, el

eual puede orientarse paralela o antiparalelamente al sentido -

de un campo magn~tico externo aplicado, y en el que las intera2 

cienes entre mol~culas son de corto alcance (primeros vecinos). 

Esta versi6n simplificada de las caracter!sticas esenciales de-
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de un magneto, conocida popularmente como modelo de Lenz-Isinq, 

y que ha permitido soluciones exactas en una y dos dimensiones

bajo condiciones especiales, y aproximadas en tres, ha llegado

ª convertirse en la teoría b4sica preferida en el estudio de -

procesos cooperativos pues ya sea el fen6meno critico en la tr~~ 

sici6n de fase gas-l!quido, el punto de curie en sistemas magn! 

tices, las transiciones orden-desorden en aleaciones binarias,

la segregaci6n de fases en mezclas ltquidas, los diagramas de -

fase característicos de microemulsiones y mezclas acuosas, etc., 

pueden todos describirse, en una muy buena primera aproximaci6n, 

por este modelo. 

Nuestro trabajo consistirá en esta primera parte en estu~ 

diar a fondo el comportamiento y características del sistema ~

maqnático, así como el lenguaje en el que se le describe, pre-

sentando en forma paralela sus implicaciones en el comportamie!!_ 

to de una aleaci6n binaria empacada en la que el fen6meno f!si

co esencial es el mismo, pero no el lenguaje en que se manif ies 

ta, 

Este estudio será realizado en el marco de una aproxima-

ci6n en campo medio que permite analizar las propiedades gener!_ 

les tanto de las fases homog~neas estables que resultan de la -

soluci6n del problema, como de los posibles estados ordenados -

que se manifiestan cuando la malla original es subdividida en -

un ntlmero arbitrario de submallas equivalentes. 

El modelo de Lenz:Ising puede generalizarse introduciendo 

un nuevo grado de libertad sobre la ocupaci6n de cada punto de

la red asociada, lo que permite extender sus aplicaciones y des 
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cribir, por ejemplo, la separaci6n de fases y ordenamiento supe~ 
3 4 flu!do en mezclas de He- He, los diaqramas de fase de mezclas--

ternarias empacadas (o binarias compresibles), la condensaci6n y 

solidificaci6n en flu!dos simples, la formaci6n y equilibrio en

tre fases tipo cristal l!quido para mezclas acuosas de moléculas 

bifuncionales, el comportamiento de microemulsiones de varios --

componentes, etc. 

El tratamiento de esta situación es análogo a la del caso

anterior y lo presentamos en el capítulo III junto con su solu-

ci6n en la aproximaci6n de campo medio, la cual fue desarrollada 

a finales de la d~cada de los setenta y permite generar una vi-

si6n global del comportamiento de las fases homog~neas asociadas 

a cualquier conjunto de los par4metros de interacci6n entre las

part!culas a una temperatura dada. 

Los diagramas de fase que se generan presentan una rique1a 

de comportamientos enorme y gran coincidencia con los de algunos 

sistemas reales. Sin embargo las soluciones obtenidas excluyen-

deliberadamente la posibilidad de formaci6n de estados ordenados, 

lo que limita nuestra capacidad para realizar una descripci6n y

comparaci6n completa. 

Por esta razón el objetivo central de este trabajo consis

te en desarrollar un tratamiento adecuado para esta versión gen! 

ralizada del modelo de Lenz-Ising, que permita encontrar los es

tados ordenados estables en el diagrama de fases global de los -

sistemas asociados al modelo, y completar con ello su descrip--

ci6n en la aproximación de campo medio. 

Para ello, en la filtima secc16n del capitulo III establee~ 
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remos la manera de determinar las zonas en las que es posible en, 

centrar estados ordenados estables y regiones de coexistencia de 

fases, a partir del &n&lisis de las regiones de estabilidad de -

las fases homogéneas. Posteriormente, en el cap!tulo IV, hare--

mos una descripción detallada de los resultados obtenidos en la

aproximaci6n que nos ocupa, cuando la malla que define al modelo 

es subdividida en dos submallas equivalentes perfectamente inter 

caladas. 

Para finalizar analizaremos las capacidades descriptivas y 

predictivas del modelo sobre el comportamiento de sistemas rea-

les, y discutiremos sus ventajas y limitaciones así como la pos! 

bilidad y conveniencia de extender el tratamiento a situaciones

más complejas. 

El trabajo desarrollado pretende con esto mostrar un pano

rama general de las posibilidades de un modelo y tratamiento me

c4nico estaO!st'icO tan mu~tifacliticO oomÓ la naturaleza que des ... 

cribe. 



6. 

II. EL MODELO DE LENZ-ISING 

IIa. El Objeto Modelo 

Esta historia comienza en 1920 en la Universidad de Hambu~ 

go con las ideas de Wilhelm Lenz sobre las propiedades caracte~

r!sticas de materiales ferromagnéticos, quien inspirado en los -

entonces j6venes princip4.os de la vieja teor!a cuántica sugiri6-

que los 4tomos en este tipo de sistemas debían ser libres para -

rotar alrededor de una posición fija en la malla del cristal, de 

forma que, en sus propias palabras(!): 

" En un tratamiento cuántico ciertos 
ángulos se distinguirán, y de entre 
ellos en cualquier caso O( =O y o(= iT', 
Si la energ1a potencial W para posi
ciones intermedias posee valores gran 
des, como podemos suponer tomando en= 
consideraci6n la estructura cristalina, 

· entonces estas posiciones serán ocupa
das raras veces,. y el magneto se en
contrar4 casi exclusivamente en las 
dos posiciones señaladas, y desde lue
go en promedio ocupar& cada una de ··· 
ellas en forma equivalente. " 

Lenz present6 a Ernest Ising, entonces su estudiante de -~ 

doctorado, el problema de construir el modelo teórico que tomára 

en cuenta estas consideraciones, con la esperanza de poder repr~ 

aúCir aaecuadamente la magnetización espont4nea a bajas tempera

tura·s que es propia de los sistemas ferromagnlSticos, 

Ising realizó la tarea desarrollando un objeto modelo en -

el que supon!a que el sistema físico en estudio pod!a represen-

tarse por un arreglo regular en el espacio de partículas en una

malla, cada una de las cuales tenía asociado un momento magn6ti-
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co con dos orientaciones posibles bien definidas, paralela y an

tiparalela al sentido de un campo magn~tico externo aplicado H. 

Equivalentemente podr!amos decir que en este tra~amiento -

se asigna una variable escalar, el esp!n CJ¡', con dos posibles V!, 

lores +1 (!) 6 -1 (¡),a cada uno de los puntós de la malla. 

Una confi9uraci6n de este sistema es 

un conjunto particular de valores para to

dos los espines. Si la red tiene N sitios 

definidos, existir~n 2N configuraciones di 

ferentes asociadas. 

El modelo incluye una aproximación 

adicional al suponer que las part!culas 

Fig. II,1 Configura 
ci6n t!pica para uni' 
malla cuadrada N=9. 

que lo conforman interactGan a trav~s de fuerzas de corto alcance, 

en particular, la energía de interacci6n depende unicamente de la 

configuración de los primeros vecinos de cada punto de la malla. 

De esta forma el par4metro de interacción o constante de acopla-

miento entre espines toma los valores + J, dependiendo de si las

mol~culas vecinas poseen espines iguales u opuestos, respectiva--

mente. 

Si J es positiva la energia potencial en el sistema favore

ce una configuraci6n en la que todas las mol~culas poseen la mis

ma orientación y por lo tanto el acoplamiento es ferromagn~tico,· 

En caso contrario, J <O, la interacci6n tiende a favorecer una -

confi9uraci6n con espines alternados o antiferromagndtica, 

Cualquiera que sea el caso, cada par de mol,culas vecinas-

contribuir4 a la energfa de interacci6n total con un t'rmino de -

la forma -J<r117j ( Cli,j ª±. 1) , y si adicionalmente suponemos que el --
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s~stema est4 sujeto a la acci6n de un campo magn€tico externo H, 

la enerq!a total para una confiquraci6n estar4 dada por 12l, 

~ 

- J L.<r.cri + ¡l.~ Z.rs¡ ... 12.11 
P.•· I L 

en la que )'--Momento magn~tico por partícula, 

con lo que el análisis queda reducido al problema matem4tico de-

encontrar una expresi6n analítica para la funci6n de partici6n-

conf iguracional del sistema, 

Zt1 = L EXP(-!!>é., • .) , lb"' 1/kT ... c2.21 
Co-f /- / 

donde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. 

A partir de ella pueden derivarse todas las funciones term~ 

dinámicas y en particular, d~terminar si el sistema es capaz de -

exhibir transiciones de fase. 

Podemos intentar avanzar en este sentido reescribiendo la ~ 

nerq!a potencial de interacci6n, y por tanto la funci6n de parti

ci6n, en t~rminos del ntlmero de mol~culas con cierto esptn y de-

los distintos tipos de pares en el sistema. 

Si defin~mos N
0 

como el namero de mol€culas con espín (J¡°=+l 

y N1 como el ntlmero de aquellas con (f¡ = -1, de forma que N
0
+ 1N1=N, 

el no.mero total de puntos en la malla1 y N00 , N11 y N01 como el-

nQmero de pares de primeros vecinos tipo ++, :~.y +- 6 -+, respe~ 
tivamente, la energía confiquracional estar& dada por i 

... (2.3) 
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Esta expresión puede simplificarse introduciendo un par de 

identidades asociadas a toda malla regular como la que subyace -

en este modelo(J), 

~N. = 2.N.o + N., 
1tJ. '° Z.N" + N .. • • • (2. 4) 

donde q es el nGmero de coordinaci6n de cual-
quier punto de la malla, 

a partir de las cuales es claro que el nGmero total de vecinos-

del conjunto de mol~culas con espín definido puede determinarse

contando el nGmero de pares de cada tipo. 

-

-

Fig. II.2 Se asocian a 
cada part!cula con tt¡' =-1 
q enlaces (qN1). 

Las igualdades anteriores pueden de
ducirse facilmente a partir de una -

conf iguraci6n cualquiera para una N 

dada, asociando q enlaces a cada pu~ 
to con cierto espín (+1 6 -1), de -

forma que cada par entre espines se
mejantes queda ligado por dos enla-
ces contra uno entre especies disti!!, 
tas. 

Tomando a N
0 

y N01 como variables independientes tenemos -

entonces : 

• • • (2. 5) 

y la funci6n de partici6n asociada 
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Donde gN(N0 ,N01 ) establece el nGmero de posibles configur~ 

ciones de N part!culas con una energía potencial Econf determin!_ 

da (N0 y No1 dadas). Entonces 

• • • (2. 1) 

y si definimos, • • • (2. B) 

••• (2.9) 

El modelo de Lenz-Ising puede ser reinterpretado en forma 

diferente y utilizado para estudiar fen6menos diversos tales ca 

mo la transici6n gas-líquido en fluidos simples, la transición-

de segregación y orden-desorden en aleaciones binarias empaca~

das ( 2), (J), los diagramas de fase característicos de microemul

siones y soluciones acuosas< 4- 9l, el comportamiento termodinámi 

ca de pol1meros{lO), etc. El camino a seguir es relativamente -

sencillo pues basta resolver uno de los problemas antes mencio-

nadas para conocer, con un ligero esfuerzo adicional, sus impl~ 

caciones en el comportamiento de todos los demás. 

Para ejemplificar esta situaci6n veamos como podemos est~ 

diar, a trav~s del mismo modelo, el caso de la mezcla binaria-

liquida o aleación sustitucional empacada. 

Ilb. Una Mezcla Binaria Empacada 

Centremos sobre cada punto de la malla 

subyacente en el modelo de Lenz-Ising una 

celda de volumen v
0 

de forma que ocupemos la 

totalidad del volumen, y a cada punto est~ -

• • 

• • 

• • 

• • 

Fiq. II.3 

• • 

• • 

• . 
• . 
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asociada una sola celda. (En el caso de mallas planas o cCib!cas-

las celdas ser4n cuadrados o cubos respectivamente, pero en gen!. 

ral corresponden a -la celda de Wigner-Sei tz de la malla conside

rada), 

Permitamos ahora que cada una de ellas pueda ser ocupada--

por una y solo una partícula bien del componente A (N
0

) o del B 

(N1), de forma que la energía del sistema para una configuraci6n 

determinada se escriba como : 

••• (2.10) 

con o(0 • 1 e<u ia o<o, como energías de interacci6n 
entre los pares correspondientes N00 ,N11 y N01 • 

c<tj >O, atracci6n) 

A trav~s de las identidades (2.4) y la relaci6n N
0

+N1=N, 

v4lidas en la malla, podemos reescribir la expresión anterior 

••• (2.11) 

La funci6n de partici6n gran can6nica 
~ - apropiada para 

un modelo de malla en el que todas las celdas se encuentran ocu 

padas es de la forma i 

donde 
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La funci6n gN(N
0

,N01 ) establece el conjunto de posibles -

configuraciones de N0 partículas de tipo A distribuidas en N ce!:·~ 

das de forma que existen N01 pares de especies distintas A-B: y 

zi= exp( fb}•) es la actividad termodinámica ~lidimensional) aso

ciada al potencial químico Í' de la especie i (i=O,l). 

Utilizando (2.11) tenemos 
~ 

f'?H"- -::"(z..1 T) -!ir--1°"..,. -,t.yi • .;.-14c .... -o1 .. >) e = ..__, n, ,Nv., = e Le i< 
.1 11.•o 

~,. 

f.~it-J.,N.,,) e-.a4<°'-+o<.,·ZO(.,)tl., ... 12.12¡ 

que puede reescribirse en términos de 

}_,,. efl>'f··t··'Y..1o1.-«..)) 
~ i¡,~ 

efM-= :=:: (% ,!W.T)=eiv.1~""f >-~ f ~JN.,N..)9'~·· 
y como 

expresi6n que salvo un factor inocuo {que solo depende del campo 

externo H y la temperatura T en el caso del magneto) es id€ntica 

a. la obtenida para la funci6n de partici6n can6nica del modelo -

de Lenz-Ising para sitemas magn€ticos (2.9)." 

Comparando las dos expresiones, (2.9) y (2.12), puede ver

se que las identificaciones 

MAGNETO SISTEMA BINARIO 

-(~ +'l*-;W) - ?\l. - 'lh_ o(., 

'-lJ -- (~ .. +o< .. -..t~.)= ce. 

-ZJW -- lJ.1·) - ~~ ( o< .. -11'..) 
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MAGNETO SISTEMA BINAllIO 

permiten una traducción precisa de los resultados de un modelo a 

otro. 

De forma general si podemos evaluar la suma 

• • • (2, 13) 

y el potencial termodinámico correspondiente fÍ= ln 'Á (en el l!

mite termodinámico adecuado), tendremos todas las propiedades de 

ambos modelos, y de cualquiera que quede descrito por una fun~--

ci6n de partici6n de la forma (2.13), 

En este punto el problema quedar!a resuelto si fueramos e~ 

paces de encontrar una expresión exacta para la función gN(N
0

,Nd1) 

en términos de sus variables independientes. 

En 1925 Ernest Ising public6 un breve trabajo en el que pr!!_ 

sentaba un cálculo exacto para la función de partición del modelo 

antes descrito en el caso especial de una malla unidimensional. 

Desgraciadamente su análisis mostraba que el modelo no exhibía -

transici6n de fase a un estado ferromagnético ordenado a ninguna

temperatura. El resultad'o obtenido puede ser entendido a través -

de un argumento cualitativo ' 

" Supongamos que analizamos un estado 
ordenado en el cual todos los espines 
estuvieran alineados en cierto senti
do tttttttt. 
Si en esta situación una fluctuaci6n 

térmica en el sistema invierte el es
p!n de las part!culas centrales, el ~ 
orden global será destruído, ya que-
no existirá nada que pueda impedir --



que los espines de alguno de 
los lados hagan lo mismo. En 
otras palabras, el estado or
denado es inestable a cualquier 
temperatura finita, porque la 
comunicaci6n entre dos partes 
cualquiera de la malla puede 
romperse f~cilmente por la sim
ple existencia de un defecto. " 

14. 

Ernest:~ Ising basado en esta argumentaci6n llevd sus con

clusiones más allá y dedujo que los resultados obtenidos ser!an 

los mismos en el caso de dos y tres dimensiones, y entonces, d!:_ 

silusionado, abandonó la F!sica. (En realidad, las razones de -

Ising para alejarse de la investigaci6n f!sica formal tuvieron

más que ver con la situaci6n hist6rica que le toc6 vivir que --

con un capricho personal). 

En estas condiciones el modelo qued6 abandonado durante-

casi 10 años como buen ejemplo de un problema con soluci6n exas 

ta en una dimens~6n pero sin capacidad predictiva .alguna. 

Alrededor de 1934, Bragg y Williams trabajando en la tea-

ría sobre transformaciones de orden-desorden en aleaciones bin~ 

rias empacadas, recuperaron el modelo de Ising y encontraron u-

na soluci6n aproximada al proponer que la energía de cada confi 

guraci6n de una partícula en la malla debía depender del grado

promedio de orden en el sistema, m&s que de la configuraci6n -

particular de sus vecinos. 

La aproximaci6n, llamada 11 Bragg-Williams 11 , es un claro e

jemplo de una forma particular de abordar ciertos problemas en

mecánica estadística, conocida de forma general con el nombre • 

de aproximaci6n en campo medio, y en este caso en especial exhi 
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be dos fenómenos importantes : el modelo es capaz de presentar -

una transici6n de fase, y los resultados son independientes de--

la dimensión del sistema. 

En 1936, R. Peierls logró establecer la equivalencia entre 

la teoría de Ising sobre magnetismo y la nueva teor!a sobre trans 

formaciones de orden-desorden en aleaciones, y a través de un -

simple argumento, aunque no rigurosamente, mostr6 que el modelo-

de Lenz-Ising en dos y tres dimensiones dcb!a exhibir magnetiza

ción espontánea a bajas temperaturas. 

La soluci6n en campo medio marcó así el inició de una eta-

111ª en la que la bGsqueda de soluciones exactas en más de una di-

mensión se convirtió en un problema mecánico estadístico central. 

Por ello, detengámonos y analicemos los principios y conclusio--

nes generales que permite generar esta primera aproximaci6n al -

caso que estudiamos. 

IIc. Aproximaci6n de Campo Medio o Campo Molecular 

Este método es una de las rutas más atiles y simples en el 

tratamiento de sistemas constituidos por un n11rnero determinado--

de partículas, entre las cuales existe cierto grado de interac-

ci6n. La idea central en la que se basa es intuitivamente simple(ll): 

11 Tomemos una part!cula representativa de 
aquellas que constituyen el sistema y su 
pongamos que la 1nteracc16n a la que está 
sujeta por la presencia de part!culas cer 
canas puede aproximarse por un campo de = 
interacci6n promedio nacido de un promedio 
estad!stico sobre todas las posibles con
figuraciones de sus vecinos. Hagamos en
tonces el tratamiento mecánico estad!stico 
de dicha pat!cula y calculemos el campo de 



interacci6n promedio que ejerce so
bre sus vecinos. Si todas las patt!
culas son equivalentes, el cálculo de 
be coincidir con el campo propuesto I' 
nicialmente. Este requisito de autocOn 
sistencia sirve como condición para li' 
resoluci6n del problema. 11 
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Existen varias formas de derivar los resultados a los que 

conduce esta aproximaci6n, pero una de ellas es particularmente 

útil pues puede generalizarse con relativa facilidad y aplicar

se al tratamiento de sistemas más complejos. En este trabajo pr~ 

sentamos las ideas básicas generales de esta teoría en una fer-

mulaci6n cercana a la desarrollada alrededor de 1934 por Bragg 

y Williams para abordar el problema de la transición orden-de-

sorden en aleaciones binarias, e iremos estableciendo en forma 

paralela los resultados que se obtienen tanto para el sistema -

magnático como en el caso originalmente estudiado, 

Cons·ideremos Un sistema constituido por N6 y Ni part!culas 

distinguibles tipo A (Cf'=+l) y B ( Cf' =-1), respectivamente, en!!_ 

quilibrio, a temperatura constante y con una extensi6n en el es~ 

pacio Nv
0 

(v
0

- Volomen asociado a cada punto de la malla subya-

cente en el modelo de Lenz-Ising), pande N= N
0
+ N1• 

Si el conjunto de partículas forman un mezcla ideal (sin-" 

interacci6n entre ellas), el ndmero de posibles configuraciones 

en una distribuci6n al azar sobre N puntos de la malla es< 12>1 

w .. (N)= NI 
tJ. 00 

• 1 1 (2,14) 

y en esta situac16n, la probabilidad de encontrar N00 , N11 y N01 



17. 

pares de part!culas tipo AA (++), BB (--),o AB (-+), respectiv~ 

mente, estar! dada por : 

~~z~)l~) ... (2.15) 

donde l/2qN es el n(imero total de 
pares de partículas en el sistema 

Estas expresiones establecen que no hay más orden a corto 

alcance en el sistema que el que proviene de la distribución al 

azar de las partículas. 

La aproximaci6n de campo medio para el caso que nos ocupa 

consiste en suponer que las relaciones (2.14) y (2.15) son v4li 

das aún cuando hay intaracci6n entre partículas, ignorando por

tante la correlaci6n entre átomos vecinos. 

En estas condiciones, la energía configuracional del sis

tema, (2;05) y (2.11), estar& dada por 

Sistema Maqn~tico 

Aleación Binaria 

é:~ .. 1/4~ -r,_~J)~ + -2~Jl\.11, ..4J + zt~N. 
é~ = 'V/~+i.-lof.)N,tl./N +1{<"-~.)N.-~~~o< .. 

e introduciendo las cantidades N1/N= q, , para la aleaci6n bin! 

ria, y m=(N0 -N1)/N, el espln por partlcula, para el sistema ma~ 

nAtico, se tiene ; 

é:.F ::: N(r""" -1J,t mª) 
l~ = tJ ( \<o<.-c(..)~ +~a:~~ - %.,°") 

Sistema Maqn6tico 

Aleaci6n Binaria 

Donde ce .. el..,+« .. - ~ 0/11 

( A m y ~' tambi~n se les denomina parámetros de orden del sis
tema pues una desviaci6n de los valores m•O en el primer caso y 

~Dl/2 en el segundo, para un estado de equilibrio estable, im 
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plica que el sistema ba comenzado a ordenarse.) 

La entropía 5 tiene una expresión 

Sistema Magn~tico 

Aleaci6n Binaria 

por lo que la energ!a libre de Hemholtz por part!cula F/N=(E-TS)/N 

= f para el sistema magn~tico resulta 

y el potencial gran can6nico por part!cula !)¡N=(E-TS-¡4N
0

-J,N1)/N 

= w, para la aleación binaria es 

rw::. ~!ti~.+ (ii~)'\n(1-e.l-·l"~~;-ffa-~~~O(·}-lv. ... (2,171 

donde )'q = f• j. -1 (oi'o-oloo) 

La tabla de equivalencias entre los dos modelos que estudia

mos, presentada anteriormente, permite transcribir perfectamente-

los potenciales termodin4micos asociados a cada uno de ellos (Por 

ejemplo, fe•;.-;. -; ro< .. -o1 .. ) puede identificarse con. }ii"·.t~) 
en el sistema magn~tico), de ahf que baste con analizar la infor

maci6n termodin4mica contenida en uno cualquiera para resolver ª!!!. 

bos problemas. 

Tomemos entonces la energ!a libre de Hemholtz para el ma9n!. 
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to y encontremos los estados de equilibrio determinados por la ~-

condici6n : ~~o . 

w.. :: '/, ¡,, ( 1 t!U - /b ,,J"1-jl~) "'º 
~fil .t (1-iii) 

, que implica que 

In e,•"'' 
( 1-m) 

= .l~(~Jni-;1.t) ••• (2.18) 

o, equivalentemente, 

••• (2.19) 

relaci6n que permite determinar los valores de m aue la satisfa--

cen para una temperatura dada. 

Analizando la funci6n de partici6n del sistema, (2. 7), pod!:_ 

mes ver que si intercambiamos cada parttcula con r =+1 por una -

con 4" =-1 y viaeversa, y, simult.ineamente, 
1

se reemplaza H por -H, 

la expresi6n queda inalterada. Esto es, como para cada configura-'.~' 

ci6n del sistema extste otra posible con todos los espines inver

tidos, Z y la energ!a libre de Hemholtz f, deben ser funciones s! 
métricas del campo H. Por lo tanto, si existe una traneici6n de -

fase a campo H diferente de cero, ~sta debe ocurrir para ±.H 

Sin embargo un an~lisis cuidadoso del potencial termodin4mico F a 

sociado a la funci6n de partici6n Z del .modelo de Lenz-Ising mue! 

traque para J)'O, caso ferromaqn~tico, aquel es analítico excepto 

en H=O(lJ), de forma que de haber transici6n de fase 'eta ocurri

rá en ausencia de campo externo. 

Siendo este el caso, regresando a la relaci6n (2.17), para 
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H=O se tiene i con 

A trav6s del análisis qr4fico pode

mos encontrar las soluciones posibles del 

problema a partir de la intersecci6n de--

las curvas 

n\.• -,;,~ )( 

' 
De la fiqura II. 

soluci6n mó =O (No=N1) 

a.ente y que, si J >O, 

tYl.·1(1~,.I)( µ i; 
4 es claro que la 

está siempre pre-

para 

, 
o 

Fiq. II.4 neterminaci6n 
de los posibles valores-
de m

0 
a varias temperaturas. 

comienzan a presentarse dos posibles soluciones tales que m~=-m~# O 

(No¡I Nl), 

H= O 

Fiq. II.S La Enerq!a 
Libre de Hemholtz en 
el modelo de Isinq. 

La. energ!a libre de Hemholtz F como 

func16n del par4metro de orden m a campo -

nulo exhibe un m!nimo absoluto para m0~o a 

T ) T
0

, y dos m!nimos locales en m~ y m~=-m~ 
(m~~O) a temperaturas inferiores, lo que -

indica que abajo del valor cr!tico T
0

, ll!!, 

mado temperatura de Curie, el sistema se -

encuentra en un~·ebttldo ferromaqn~tico est!. 

ble. 

Para J (O, acoplamiento antiferromagn6tico, m
0

=0 es soluci6n

dnica a toda temperatura, por lo que esta situac16n pa~ticular ser& 

analizada con detalle m4s adelante. 
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El comportamiento descrito se resume en la siguiente figu

ra (Fig. II.6) en la que se répresenta una superficie en el esp~ 

cio H-m-T, y sus proyecciones en cada plano< 14 >: 

T 

La Hagnetizaci6n del 
sistema está dada por 

H= - f{N0-N1)=- /'Nm 

ll 

m 

-1 o 1 
Fig. II.6 Superficie en el espacio H-m~T para el ferromagneto de 

Lenz-Ising. 

Los resultados obtenidos pueden traducirse con facilidad al 

lenguaje que utilizamos para la descripci6n de la mezcla o alea-

ci6n binaria 

"En.este caso, la condici6n de equi

librio de fases H=O implica que J.·}•• 
1/& ( al,1 -"'9) y por lo tanto el poten
cial qulmico de equilibrio es J.14 • 

¡.-¡. . .-41.c~ .. ·"-·' • -11.~ ··Vé"·•c..-t..f..) 
para el cual se tienen, si et )O O y -

la temperatura es inferior al valor-



cr!tico de transici6n T0= '1"'41'.• 
dos fases ~ •f> en equlibrio tales 
que f."d1•"'-lft j t-"•l•·"'•>l.t ,.,,.1-(.. 
siendo el sistema homog~neo ( f• ~ ~c.1/2) 
para temperaturas superiores. 

En estas condiciones, la transi
ci6n de maqnetizaci6n espontinea a un 
estado f erromagn~tico estable a bajas 
temperaturas, corresponde a una trans! 
ci6n de eeqreqaci6n de dos fases homo
g6neas en equilibrio en la aleaci6n bi 
naria. " 

22. 

De forma equivalente podemos representar el comportamiento 

de este sistema en un espacio f4·~·,...: ¡.. T)T T:T0 

.. ---- ---------
1/2 

Fig. II.7 Superficieii..·(•",- para la aleaci6n sustitucional binaria 
empacada (Segregaci6n de fases). 

En 1935, Hans Bethe mostr6 que la aproximaci6n de campo medio 
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pod!a mejorarse si se tomaban en cuenta los efectos de orden a -

corto alcance producidos por interacciones entre primeros veci-

nos, para lo que construyó una expresión aproximada para el fac-

tor gN(N0 ,N01 } de la funci6n de partici6n del sistema basado en

las posibles configuraciones de la primera capa de vecinos a uno 

central arbitrario(J). En el mismo año, E.A. Guggenheim trabaja~ 

do en una teor!a para soluciones líquidas desarrol16 un nuevo 

tratamiento estadístico llamado aproximación cuasiqu!mica, en el 

que el factor configuracional gN se construye contando configur!_ 

cienes de pares o grupos más grandes de átomos, suponiendo que--

estos pueden tratarse como entidades estadísticas independientes. 

E1 mismo Guggenheim logró demostrar que el m~todo de nethe y la-

aproximación cuasiquímica eran equivalentes y conduc!an, por ta!!. 

to, a los mismos resultados(lS-lG). 

Los siguientes trabaj~s sobre e~ modelo de Lenz-Isinq tra

taron de generar una soluci6n exacta para la malla bidimensional. 

El primer resultado cuantitativo exacto para este caso fue obte

nido por Krarners y Wannier en 1941 quienes lograron localizar la 

temperatura de transici6n utilizando argumentos de simetría so-

bre desarrollo~ en serie de la funci6n de partici6n(l2). 

En una reuni6n de la Academia de Ciencias de Nueva York C!::_ 

lebrada en 1940, Lars Onsager present6 la soluci6n exacta al pr2_ 

blema en dos dimensiones en ausencia de campo externo por medio 

de un mátodo similar al de Kramers y Wannier(J), (l 2). Sin embar-

go desde entonces y aunque el m~todo de Onsager ha sido utiliza

do en la soluci6n de problemas relacionados, el cálculo de la --
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función de partición bidimcn.sional en presencia de un campo mag, 

:nético externo es hoy día un problema sin resolver, y a 45 años 

'del anuncio de estos resultados, nadie ha sido capaz de hallar

·1a solución exacta en tres dimensiones bajo ningün caso. (En e! 

te punto no podemos dejar de mencionar que alrededor de 1950, -

Ryoichi Kikuchi desarrolló un nuevo método de aproximaci6n en -

el tratamiento de fenómenos cooperativos oue , a trav~s de la -

elección adecuada de variables,result6~el camino m~s directo p~ 

ra generar la solución exacta en una dimensión, y anroximadas r 

en dos y tres dimensione.a <17>). 

IId. El Antiferromagneto de Lenz-Ising 

El tratamiento de la versi6n antiferromagnética del modelo 

de Lcnz-Ising en la aproximación de campo medio{lB) puede reali

zarse a partir de la malla ordenada que define al modelo, divi-

diéndola en dos submallas perfectamente intercaladas tales que-

los 'primeros vecinos a un punto éualquiera de una de ellas pert2_ 

necen necesariamente a la otra submalla. 

Para este sistema los estados de 

equilibrio quedarán determinados por la 

condici6n de mlnimo sobre el potencial 

termodinámico que corresponda al modelo 

en estudio. (En estas condiciones, por 

ejemplo, si J <O es de esperar que a te!!l 

peratura cero el estado de menor energ!a Fig. 

sea aquel en que cada submalla es ocupada 

por un solo tipo de part!cula o esp!n) • 

X o X o 
o X o X 

X o X o 
o X o X 

II .B Malla regular 
subdividida en dos 
submallas equivalentes 
0-Submalla CI( 

x-submalla f' 

En este caso el nGmero de posibles configuraciones de N0 Y 
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N1 partfoulas 'del tipo A (Ó lr=+l) y B (Ó 11"=-l) 1 respectivamente, 

en N/2 puntos de la submalla o( y N/2 de la submalla (!J , es igual 

a 1 

con 

y por tanto la entrop!a S= KLn{W), es 

Sistema Magnético 5"'"' -11.tl ( ~ (1+m•)lo~l1•llf') • ~(1-wt<)\~~(1-m~) + 

:i ( l+"1~)l~~./1•m°l • ~ (1-m•)I., %_ (1-m•)] ... 12.201 

donde mf(,p. = (tJ."·~- tJ .... ~ )/tJ/.t 

Alcaci6n ~inaria 5"",,, - ~N~ [ e: In e." ... <·-~··) ,., (1-e.") 

... ~ti" e.~ .,. <1-e.•11"' (1-e.•) J ... 12.20• > 

P."'""' rJ;"i!o 
1\ ~/~ 

con 

y dado que en este caso para la aproximaci6n de campo medio de ti~ 

ne : 

entonces, 

Sistema Magnético CF .. (j H~ ~~J')~ .. 1JN., .¡. ~HÍI. 

C..= N&_(-~Jm"111~ ... ,~· (rn"+m•)) ... 12.21> 
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Aleaci6n Binaria é:..~.: ~<I'Noo .. ~~{.(,:-«.:.)No - ~~No(,~ 

c.= ~r-1cx:·(·~· ..... ~W..~0<.'.)(~: .. ~.~>- ~~:] ... (2.21') 

NOTA: Las variables primadas corresponden al caso antiferromagné 
tico. 

Así, para los casos estudiados el potencial termodin~mico 

correspondiente tiene una expresión : 

Sistema Magnético ~ff ~ ~(1H11•)11'1 Xlltn'I") + ~(1+1>1•llt1~(1t1!16)+ 

}11-m")l11~f1-M"l + ~(1-1>1~)l11;{(1-n1•)-~1J~'hi"' tfb¡1H
1Cn1"...,~) ... c2.22> 

Aleaci6n Binaria Z~w = e: 111 e·" + (:111 et+ (1-e."l l'l<•-4") .¡. 

con JI ' 
'<r. <'.o y 

, , , "' 
e( = .t. • .¡. "'· - 2.t;(,, 
j' _, ,· ("' -'') 
,..,~ I'· -}· -~ ~ .. -.... , 

En estas condiciones los estados de equilibrio para una tem 

peratura dada pueden obtenerse imponiendo las condiciones de mini 

mizaci6n adecuadas sobre los potenciales anteriores. Esto es J 

Sistema Magnético Aleaci6n Binaria 

de donde, 

Sistema Magn~tico 

Aleaci6n Binaria 
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Identidades que, adicionando en ambos lados el término ad!!_ 

cuado, pueden llevarse a i 

Sistema Magnético 

Aleaci6n Binaria 

En el caso ferromagn6tico estudiado anteriormente, J ) O y 

(( ) O, los estados de equilibrio están determinados por relacio

nes de la forma (ver (2.18)) 

Sistema Magnético 

••• (2.25) 

Aleaci6n Binaria c()O 

que podemos representar graf icamente a una temperatura dada 

' ' 

~··· ,·· .. § ', 
' ' 

o 
1 , , 

••• ,, 
' ' 

' 
' 

' ' ' 1 

' 
, 

' 
, 

' • 1 

T < T
0
-q< /4k 

1 . 
' ' 

(b) 

Fig. II.9 Estados de equlihrio a una temperatura determinada pa
ra el modelo de Lenz-Ising en sus versiones como ferromagne
to (a) y aleaci6n binaria segregante (b). 
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En ambos casos podernos encontrar un conjunto de valores pa

ra el campo magnético externo o potencial químico (nue de forma -

qeneral llamaremos campos<l9l), para los cuales tenernos tres pos! 

bles valores del parámetro de orden correspondiente. (Esta situa

ci6n se dá para campos comprendidos entre los valores para los -

cuales su primera derivada frente al parámetro de orden se anula) 

Regresando a las relaciones (2.24) y comparándolas con (2.15) 

' debe ser claro que bajo la transformación J' ... -J y c(....,-d., las ... ,;, 

identidades (2.24) tienen tres posibles pares de soluciones tales 
1111 ,. "" & 

que mjlm o fo;. ~ , para valores ·'' _, de los campos t'f' y ("/it dados por 

- f 1H'" -(-'f ~ - jb~ J' (;"'~ ... m~) = -f¡~\ + /b~J(m"·H'llf>) J'<o 
... (2.26) 

f>f~ ""f-'Íor - f~<!.'( ~d ... ~b) -::: !Á -t-1'~(( ( r:"'" e ... ) ci< o 
con /bf ~ y fb}t1t comprendidos entre los puntos señalados en la fi 

gura II.9, para cada temperatura. 

Esto es, podemos, partiendo de la informaci6n conocida para 

elc.caso'-t!err0«1agn~tico, estudiar en detalle el comportamiento del 

antiferromagneto pues la existencia de soluciones para las que m• 

; m~o e:r ~~ para este caso, está completamente determinada por 

la posibilidad de encontrar más de una solución para las relacio

nes (2.25) a cada temperatura. 

El conjunto de posibles soluciones a varias temperaturas p~ 

ra valores arbitrarios de J' y d.
1 

se representa gráficamente en -

la figura II.10 J en la que se ve que los estados asociados a los 

puntos extremos en la figura II.9 satisfacen la condici6n rt=tly 

~-e:. 
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•I • 

(a) (b) 

Fig. II.10 Estados ordenados estables a varias temperaturas pa 
ra el antifcrromagneto de Lenz-Ising (a} y la aleaci6n bin[ 
ria ordenada {b) 

Las relaciones de transformación (2.26) permiten estudiar

e! comportamiento de estos sistemas partiendo de la informaci6n

contcnida en las figuras II.6 y II.7 de la versión ferromagn~ti-

ca (J )0 yd.)O) : 

11• t•T>T 
il I e 
1 I I T<T 

/ / e 

T T 

m• 
r11· T 

~· ___... 

m" 
(a) (b) 

Fig. II.11 Comportamiento general en el espacio H1 -Jl-T oara el 
antiferromagneto de Lenz-Ising (a) .Y !/~- \"-T para la ale!!_ 
ci6n binaria que ordena (b~ 
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En esta situación las gráficas campo-temperatura estable--

cen el conjunto de pares de valores para los cuales, a una temp~ 

ratura determinada, el problema que estudiamos tiene soluci6n. 

La región sombreada corresponde a estados antiferromaqnéticos ! 

(ordenados en el caso de la aleación binaria) estables, y la ll 
nea punt~ada el conjunto de valores para los cuales 8e da la 

transición para-antiferromagneto (desorden-orden) a cada tempe

ratura. (Esta curva se gunera a partir del diagrama campo temp!:_ 

ratura correspondiente en el caso ferromagn6tico, bajo la tran~ 

formación (2. 26), y la condici6n m.c= m~ ~:= eo" , como correspo!!. 

de a los puntos extremos señalados en las figuras II,9 y II.10). 

La transición mencionada es de segundo orden y por lo ta~ 

to no va acompañada de separación de fases. A temperaturas inf~ 

rieres al valor crítico Te ( que depende del campo correspondie~ 

t.e' y tiene un valor rn4?Cimo T0= - qJ' /K en el antiferromagneto 

(temperatura de Neel) y Tc=-qd.1/4K en la aleaci6n binaria), una 

de las subrnallas contiene más de la mitad de un tipo de part1C:!:!, 

las y menos de la otra, y viceversa en la otra submalla. A medt 

da que la temperatura tiende a cero, uno de los posibles esta--

dos accesibles al sistema es aquel en el cual cada submalla es

ocupada por un solo tipo de part!culas (orden f¡, AB). 

Este mismo tratamiento puede aplicarse a un modelo de Lenz 

-Ising en ~l que la malla principal es dividida en 3,4,5, ••• ,n 

submallas, y en este caso puede demostrarse aue para una malla

cabica los estados ordenados tipo AB son los m4s estables a to

da temperatura, sobre posibles estados metaestables tipo A2e, 
. (lB) AB2 , A

3
B, Ae 3·t etc. 



Cuando la malla subyacente es 

cObica centrada en las caras (fcc) el 

tratamiento requiere de una subdivi~. 

si6n en cuatro submallas equivalentea 

tales que los primeros vecinos a un-

punto cualquiera de una de ellas, pe~ 

tenecen a las otras tres. En este ca-

so los Onicos estados posibles son a-

l º·' que los en los que, si \ es una me-

dída de la ocupación de la suhmalla i 

(i= o/ , /"' , '( ~ ~ ) , se tiene : 

e: = r! t ~; * i~ 
e0"' = e! .,¡. e.r "'" e.~ 
e·"= ~"' .. ~~ .¡. ~~ 

_,, 

,. 

~ 

,., . 
./' 

Pig. 
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_.,. • _.,. • _.,. 

• - • ,/ 
••• •M ,.,. 

• ~ ~·J 
,:. _.,. ,_ _, ,_ -- _.,. • / 

--_,., ,., u.r 
·~~ 7 

,., 
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II.12 ~alla fcc subdivi 
dida en 4 submallas -
o<-0 ·("·•' ¡1-0 • .l.-1!> 

A2DC, AB2C, ABC 2 

l\B 

Un análisis cuidadoso de las inceracciones entre primeros -

vecinos en este caso, permite establecer el potencial termodinám! 

co asociado al sistema. En el lenquaje de la aleaci6n binaria y en 

la aproximaci6n de campo medio este tiene la forma : 

(2. 27) 

Por lo que los estados de equilibrio estarán determinados-

por la condici6n ~ffi\'t -=O i= <i,r.,r ~ ¡, 
)f¡ I d 

.,,,. ly'\~ _ ~c<.'L ~: ... 12.2s1 
1 .. ~o" /-3 j¡I~ \' 

I - 1 

f-'f•t 
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de donde, 

(2. 29) f/~ + biil_p},,, ¡.,.,4 +~do; 
3 j \ 1 -¡. 1-:!> ~ 

Si en la relaci6n anterior hacemos la transforrnaci6n d..
1

= - cí 

(O:) 0) y pJ=?Jf', se tiene que : 

f p,, - f~ ó. l ~ = IV\~ 
J \" 1-~· 

y recordando las expresiones (2.25) para la situaci6n ~erromagné 

n6tica y el análisis subsiguiente, debe ser claro aue el problc-

ma que ahora estudiamos tendrá soluci6n ( ~º~ '=Í ~j si 

¡b~" (b}q 4- '~"?-r. j~rj..f>.~ ~ ~ 

fo::. '/'1..T pera y 

Esto es, en este caso, la informaci6n física contenida en 

la soluci6n de la versión ferromagnética a una temperatura dada, 

nos permite encontrar los estados ordenados estables para este-

sistema a una temperatura tees veces inferior. 

La transformaci6n señalada permite 

•• construir el diagrama ~- T que le corres 

pande a este sistema, resultado que se---

presenta en la figura II.13. En ella pod=. 

mas ver que todos los estados ordenados-

posibles (AB, A3B, AB3, etc.), se locali

zan en la misma regi6n de este espacio, jt 

lo que indica la posible existencia de e 

quilibrio de fases entre ellos. 

fa 
=-q/2.: 

Estados 

T 

T0 =-l/3 (qc<Í'4k) 

Fig. II.13 Regi6n de esta'o· 
bilidad de fases orde
nadas (malla fcc) 
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Las regiones de coexistencia y estabilidad de fases pueden 

determinarse evaluando el potencial gran can6nico por part!cula 

w = -Pv0 (P- Presi6n) para cada estado ordenado a una temperatu

ra y potencial qu!mico dado, de!· forma que nos sea posible local! 

zar aquellos estados para los que toma un valor m!nimo (estables) 

y las zonas en las que dos o mas de ellos tienen el mismo poten

cial gran can6nico asociado (Condici6n de equilibrio de fases). 

A Continuaci6n presentamos los resultados a los que conduce este 

tipo de análisis a varias teMperaturas (Fig. II.14), y el campar 

tamiento general cualitativo en un diagrama temperatura-composi

c16n (Fig. II.15) <1°> 

AB 
~· '1'2 

• '1'1 
. /! 

Fig. 

tA 
A3B J AB J AB3 

'1'1<'1'2<'1'3 

'1'3 

~ 

II.14 Se representa el comportamiento de la diferencia de po
tencial gran can6nico ~ entre los estados ordenados y el uni 
forme para cada potencial qu!mico~/~ a tres temperaturas dife 
rentes. Los punto· de coexistencia se señalan con flechas. -
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4kT/iC't Et·d11iqrama de fases gen!, 

rada aunque lejano al observado e~ 

perimentalmente para sistemas con

caracter!sticas semejantes a nues-

Fig, II.15 Diagrama de fa
ses en la aproximación 
de campo medio para un 
sistema binario (malla 
fcc). 

tro modelo (Por ejemplo la aleación 

cu-Au( 2ll¡, ha sido una pieza fun

damental en el estudio y generación 

de aproximaciones teóricas m~s 

:refinadas <22>' (2J). Para nosotros, 

es una simple ilustraci6n de como 

podemos extraer la informaci6o fí-

sica de las versiones antiferroma~ 

néticas del modelo de Lenz-Ising a partir de el conocimiento del 

comportamiento del sistema en la situación ferromagnática. 

El tratamiento que presentamos puede generalizarse para el . . 
caso de subdivisi6n de la malla principal en n submallas equiva

lentes. En estas condiciones, la informaci6n sobre las zonas don. 

de existen estados ordenados estables o metaestables a una cier-

ta temperatura, se extrae del comportamiento del ferromaqneto a 

una temperatura (n-1) veces superior, bajo la transformac16n ; 

• 
para d. ::. -C( 

((, :>o 
y 

j:d.,,,.; ...... 

¡J::. (fl-1)(' 
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rrr. GENERALIZACION DEL MODELO DF. LENZ-ISING 

IIIa. Modelo de Ising Espín (f = 1 Generalizado 

El modelo de Lenz-Ising puede generalizarse con relativa

facilidad para abordar el tratamiento de sistemas en los que a

cada punto de la malla asociada al modelo.se le asigna una va-

riable escalar a¡ que puede tomar diversos valores discretos. 

En nuestro caso resulta de particular inter~s el estudio de la

situaci6n en la que el esp!n Gl toma los valores O y ~ 1, que -

da lugar al denominado modelo de Ising con espín (f'=il, utiliza

do por primera vez por Blume< 24 > y Cape1<25 ) para estudiar sis

temas magnéticos, y por Blume, Emery y Griffiths <26 ) en el tra

tamiento de la separaci6n de fases y ordenamiento superfluído-

en mezclas de 3Hc-4He. Posteriormente el mismo modelo ha sido !!. 

plicado con éxito en el estudio de los diagramas de fases horno-

géneas en mezclas 

empacadas( 2?), en 

binarias compresibles y aleaciones ternarias-

la descripción 

ci6n y solidif icaci6n de flu!dos 

de los fen6menos de 

simples<2B-JO), etc. 

condensa--

La descripci6n de este modelo es an~loga a la del modelo

de Lenz-Ising (tambfán llamado esp!n l/2) salvo por la existen

cia de un valor adicional en la variable de esp!n, o, en la in

terpretaci6n de mezcla ternaria empacada, la presencia de un --

tercer componente. 

con el fin de ser consistentes con la presentaci6n de la

secci6n anterior y ganar posteriormente en la interpretaci6n f1 
sica de los resultados que generaremos, resulta conveniente de! 

cribir de nuevo en forma paralela las versiones del modelo como 
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sistema magnético y aleaci6n ternaria empacada (o binaria compre-

sible) • 

" Sea entonces N
0

, N1 y N2 el nGme

ro de part!culas de la especie A 
(l";=O), e (f¡=ll ye (G¡=-1), re! 

pectivamente, tal que N0+N1+N2~N, 
el nGmero de puntos en la malla. 11 

En esta situaci6n la energra para una conf iguraci6n determ!_ 

hadá del sistema puede calcularse a trav~s de la relaci6n : 

Donde o(¡j es la energta de interacci6n entre pares vecinos 

de partfculas tipo i y j (Nij) , (De nuevo "''i) O corresponde a in 

teracci6n atractiva entre mol6culas). 

En el caso magnético esta expresión puede reescribirse en-

términos del conjunto de interacciones de naturaleza dipolar ( ~,.Gi'dj ) 

y cuadrupolar ( Z..<S¡1rr¡') en el sistema, y de los par4metros de or 
"'j) 

den 

M=~ 
N 

L. a¡ OJ ,, t.i ..... N.i -N,, 
("~) 

~<1ta;'= t-J .. +N1i +N" 
(~) , 

y definimos la cantidad 

y Q,. z_.<J.,.' 
N 

ZGl-~.-~~ 
' 

donde 

<Oj>- primeros 
vecinos 

... (J,2) 
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Estas relaciones, junto con las identidades asociadas en 

este caso a la malla regular, 

~~ .. ZN .. + N., + t.J.. .. 
-:¡ N1 "' .Z.Ñu + Ñ.1 + N. L 
~NJ. = 2.N11 + N ... .¡. N.L 

••• (3.3) 

con q, el namero de primeros ve

cinos de cualquier punto de la red, 

permiten reescribir la expresi6n (3.1) como : 

éc.,.,f = - .e~ o(,,+ )4~u. ... o<.,. ... .J{C(.t -o( .. -o{ .. )~«t~l - ~<«.+r1.,.-z.of.)Y. 
L.cr.a¡ _ 11 (~,-o(,.-Z.ll'., +Zoi.i) .[ úr.'a¡ .a¡af)- •la (ot,.+ri..,-4'...)l- f¡• 
(ij) ,..,, «.1> /2. t • 

-~,{( o(,.-o(°')Z:o¡ - ~~°'-N 
• 

que en el magneto corresponde a 

Los primeros dos t~rminos del lado derecho describen inte

racciones de naturaleza cuadrupolar y dipolar, respectivame~te, 

mientras gue H es el campo magn~tico externo (paralelo a la di-

recci6n de orientaci6n de los espines fa±. 1, y se ha tomado JA=-1 

para el momento dipolo magn~tico por partlcula), y~ representa 

un t~rmino·de energía anisotr6pica asociado a cada part!cula. El 

factor e no se presenta qeneralmente en los sistemas magnAticos, 

pero se m~htiene en la expresi6n para generar la relacidn matem~ 

tica m4s general para la energ!a de interacci6n entre primeros -
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vecinos en una configuraci6n específica. 

Si tomamos como variables independientes en la descripci6n 

de este sistema al conjunto N11 , N22 , N12 , N1 y N2 , a partir de

(3.2) y (3.3), (3.4) resulta igual a 

t:~~ = - (J ... K+.Zc)N., - (J .. i<-zc)N..,, 
- ~ (r.J,-w,.) + b. (N,+N,) 

{~-J)N,z. 
• • • (3. 5) 

De forma que la funci6n de partic16n correspondiente ~(N~1")~ 
L ExP(-,l!>t:;: donde (!>=l/kT, puede escribirse como 1 
~ ~ ~ 

,,fF Q (·' -) _ Y" -f'(A-¡.\)t-1. 5" if->IA+ll)tJL., 
t:. ~ ·'ti l'iJ. 1 - ¡_ e.. L- " 

"' L ' f\11, 0 V,•o 

'4f. ~ ~ ~<J.V.•ultl.. ~.4(-.tc)~,i r-f~-J)tl,, 
¿_¿_¿_ qjtl,tl,,N.,rJ ... tl. .. tl.,)~ e e. ... <3.6) 
tS..o ll._•• ti..a• d 

;·eón gN(N,N1,N2,N11•N22•N12l• el fac
tor conf iguracional que establece el 
conjunto de configuraciones con una 

energía E~onf determinada. 

El modelo de Ising espín cr =l en su versi6n como aleaci6n 

ternaria empacada (o binaria compresible) puede estudiarse a pa~ 

tir de la relaci6n (3.1), reescribi~ndola en t~rminos del mismo 
conjunto de variables independientes que elegimos en el caso an
terior. 

Tenemos entonces que: 

J. 
é .. llf = - <o1. .. ~ o<..-~o1a.)N,, - (°'.+«zz-2.o<.,)Nu. 

-(~-o{.1-«•i•o<..)N.,. -i(o(.,-o{..)N.- ~(o(u-~N,_ (3.7) 

-~':f N«oo 
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y definiendo a.~ ~(o! .. +ri,i- ~« . .) 
b =Yi"'- +o( .. -.toe .. ) 
e=~( O(,,+ olu - lo/,,) 

se tiene 

CF = - ~bN. - ,<µ,t.!,~ - (a.+b-c )N,z. 

-~ (oi,,-i •• )~ - ~c~ .. -o<..)Nl - Yt~o< .. N 

... (3.8) 

(3. 9) 

La funci6n de partici6n adecuada para un modelo de malla 

empacada como el descrito, tiene la forma 

Y gN(N,Nl'N2 ,N1l'N22 ,N12 ) establece el 

conjunto de configuraciones con N1 y N2 
partículas del tipo e y e, respectivamen

te, distribuidas en N celdas de forma que 
existen N11 , N22 y N12 p~res de especies 

correspondientes. 1¡# e~ de nuevo repre

senta la actividdd termodin4mica (adimen

sional) asociada al potencial químico J.1 
de la especie i. 

Por lo tanto, de (3,9) 
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Esta relación puede llevarse a la expresi6n (3.6) a travás 

de las identificaciones Y 

Sistema Magn~tico Aleaci6n Ternaria 

-"F/tJ - "'Vv0 - ~ ~ oloo 

1-1 - X [e¡.-;.) - ~ (o(., - «-,)1 

_!J. ~ [ ~·~·. zt.)-~ (ol.,, + ~ .. ~ot.,)] 
Y1<J~(-2.c) o... 

~ (J+ ~ +Zc) 6 

2-J -- e 

!1.M, &::.~ 
~ :t Ñ 2.. ~=~ ·~·~·. ~·~·t~=· 

De forma que, como en el modelo de Lenz-Ising, basta con re-

solver el problema termodin4mico asociado a uno de los sistemas es 

tudiados, para resolver ambos problemas y cualquiera que esté des

crito por una funci6n de partici6n de la forma 

y su potencial termodin&mico correspondiente 

La basqueda de soluciones aproximadas para este modelo se i

nici6 a principios de la década de los setenta, y aunque se gener! 
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ron resultados parciales en la aproximaci6n de campo medio bajo

ciertas condiciones< 27 - 3o), no fue hasta 1977 aue o. Furman, S. 

Dattagupta y R.B. Griffiths(ll) presentaron la descripci6n del -

diagrama de fases global que, en la misma aproximaci6n, se obte

n!a para todos los posibles valores de los par~metros de intera~ 

ci6n entre partículas. 

Dado que el objetivo principal de este trabajo es presentar 

una descripci6n del diagrama de fases general incluyendo la posi

bilidad de ordenamiento antiferromagn€tico, resulta conveniente--

presentar el tratamiento en campo medio para el modelo de Ising -

espín cr =1 generalizado, y los resultados que se obtuvieron hace 

más de 10 años para la versi6n que denominaremos ferromagn~tica, 

IIIb. Solución en Campo Medio : Versión Ferromagn~tica 

Con el fin de facilitar la futura discusión de nuestros re-

sultados y por claridad en la presentación que haremos, tan solo

describiremos este tratamiento en el lenguaje de la aleaci6n ter

naria empacada (o binaria compresible), recordarldo que la Tabla 

III.1 permite realizar una traducción precisa de los resultados -

de este modelo para el estudio del comportamiento de sistemas ma~ 

n(!ficos. 

Si consideramos una mezcla ternaria de N
0

, N1 y N2 part!cu

las del tipo A, B y c, respectivamente, la entrop!a del sistema -

en la aproximación que nos interesa est4 dada por 

con 
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y la energía potencial de interacci6n E~onf puede escribirse e~ 

mo (ver (3.9)) : 

C,~ == -"1~[bz.~·o.r.1 + (o.tb-c)~.~· ... <«..-~..Je, 

+(<X .. - °'" )(. .¡. ~ °'º J 
en la que se establece que 

!k,,(!1.\1 
~~N w'} 

y se define N. 
~,. Ñ 

(3.11) 

En estas condiciones podemos escribir la densidad de poten

cial gran can6nico w=(F.~onf - TS -'f,N0 -J1N1-J1N2)/N como 

riw= ~l.,e .... ~ª\"e.+ (1-~-~·)\n{i-~-e.) -/'~(b~.i+o.¡.~ 

+ (o.+b-c)~e.J -~}~e· - f't~e.=-f->'?.lo 
... (3.12) 

l~ •1.1 N •
1.IY\N' -N· .... \~ ... - N.. e. , 

Donde hemos tomado 

y definido 

Las estados de equilibrio del sistema quedar4n entonces de

terminados por la minimizaci6n del potencial termodinámico anterior, 

dada por las condiciones 

Condici6n de estabilidad 
termodinSmica 



donde la primera conduce a las relaciones 

-~ f'r· = ln + --<~~bf, - M<a.~b-c)e, •-,.-,. 
fb f 1q = In 4- - zr~a. ~· -1i e e>.+b-e) f· 

·-~ -~. 
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• • • (3.13) 

Y la segunda permite determinar las regiones en el espacio ( (• 1 , .. ) 

donde se encuentran los estados de equilibrio estable. 

Como para cualquier proceso virtual que nos aleje de la po

sición de equilibrio estable, podemos escribir 

, la forma cuadrática asociada ser4 definida positiva si y solo si 

el Hessiano de ~w y su menor principal tambi~n lo son, es decir 

y ~.~o {J.14) 

. (t 1 oJq" ~ 
~~e., 

donde 

Este par de condiciones permiten delimitar la regi6n, en el 

espacio ( ~1 ,t._) , donde se localiza la zona espinada! para cual-

quier conjunto de valores de los par4metros a,b y·:9, a 'toda tem• 

peratura. De esta forma el problema de la determinaci6n de coexi! 

tencia de n fases estables en el sistema queda reducido a encon-

trar un conjunto de n pares de densidades ( e .. ~c.) 1 fuera de la Z2, 

na espinodal ( ~~,¡¡)O), que satisfacen las relaciones (J.13) (igual:. 
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dad de potenciales químicos) y poseen la misma densidad de poten. 

cial gran canónico (3.12) (estados a la misma presión), a una --

temperatura dada y para un conjunto de variables de campo a, b, 

.. Q. """ e, J1• · y .·¡J, determinado. 

Puesto que la multiplicaci6n de la relaci6n (3,12) por un 

factor positivo no tiene influencia en la coexistencia de fases, 

resulta conveniente adoptar una normalizaci6n particular. de los 

parámetros de interacción a,b y c. Esta es 

la.I +lbl+lcl=l ... (3.15) 

e introducir parte de la notación con la que describiremos el -

comportamiento de los diagramas de fasesi 

Aquellos puntos en los que dos fases en coexis~encia {A2) 

coalescen para formar un punto cr!tico se denotarán como B, y 

de forma similar, en los casos en que tres fases en coexisten

cia (A-3) den lugar a un punto cr1tico terminal en el que dos de 

las fases coalescen y coexisten con la tercera, aquel se denot! 

rá como BA. En los casos particulares en los que tres fases va

yan a una sola dando lugar a un punto tricr!tico este se repre

sentará con la letra c. Si se da el caso en aue dos de las cua

tro fases en coexistencia en un punto cuádruple (A4) coalescen 

en un punto cr!tico que coexiste con las dos fases restantes, -

este se denotará como BA 2: si el cuádruple desaparece dando lu

gar a dos puntos cr1ticos en coexistencia, como s2, en un punto 

tricr1tico terminal, CA, y si las cuatro fases coalescen simul-

taneamente en un tetracr!tico, este se representará por la le--

tra o. 
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En este trabajo, el comportamiento del diagrama de fases -

de un sistema caracterizado por un conjunto determinado de valo-

res de los parámetros de interacci6n a, b y e, se representará -

en el espacio de los campos f}? y p;: a una temperatura dada, se

ñalando sobre ~l las zonas de estabilidad de fases y los posibles 

estados en coexistencia. Esta representaci6n, diferente de la -

convencional (T,x) o (P,x) (x- composici6n), contiene la misma -

informaci6n física y nace directamente del formalismo que prese~ 

tamos, y de la forma que elegimos para abordar el problema. En -

estos diagramas las regiones de coexistencia de dos fases a tem

peratura fija se representan por una l!nea (igualdad de potenci~ 

les qu!micos), y las de tres fases por un punto (intersecci6n de 

tres líneas de coexistencia de dos fases) (ver Fig, III.1}. F.n .. 

esta misma rcpresentaci6n pueden delimitarse las zonas de estabi 

lidad de fases, determinadas por las 

condiciones (3.14}. Normalmente pre-

sentaremos los límites de la regi6n

espinodal en el espacio de campos 

<t}~·~f~), lo que nos permite, util! 

zando (J.13), delimitar las zonas de 

estabilidad de cada fase en el espa~ 

cio de densidades ( , .. f• ) • 

curva Es:e:inodal 

"'~ ",'' .' 
Coexisten
cia 2 fase!¡. , , . 

--1 .... 
1 

1 
....... -t -

1 
1 
1 
1 

, , 

' ' 
/ 

,' , 

Punto 
Triple 

Fig. III. 1 Diagrama de fases 

típico en el espaeio <fl.;tfJ 
Con el fin de tener una visi6n global del conjunto de siste

mas que es necesario analizar para generar una descripci6n comple
ta del comportamiento de este modelo, es muy conveniente utilizar
la representación gr4fica desarrollada por Furman, Dattagupta y -

Griffiths, para establecer las posibles combinaciones de los par4-



46. 

metros de interacci6n que definen al sistema, y las proyeccio-
nes sobre ellos de los hechos más sobresalientes de los diaqra-
mas de fases asociados. 

Para ello se elige una representac16n baric€ntrica sobre -

Un frfgngulo equilátero, con los pesos a, b y e en los vértices. 

Dos sistemas en los que estos par~metros tienen razones semejan

tes y los signos iguales, generan diagramas de fases id~nticos -

salvo por un factor de escala para la temperatura, Esto hace pa

sible establecer una regla de normalización como (3.15}, y pesar, 

en la representaci6n baricéntrica, cada v6rtice con la unidad. E! 

to lleva a un diagrama como el que se ilustra en la figura III.2, 

en el qua se presentan los ocho triángulos aue corresponden a la 

proyecc16n de los diferentes octantes que conf iquran el espacio

de energ!a de este modelo. 

-· 

Fig. III.2 

-b 

Rbc 

(CAJ. 
P,. p. ---

~, 

• • ' , 
(CA\.' 

Pr 

Proyecci6n del Diagrama de Fases Global sobre los 
ocho triSn9ulos de energ!a asociados al modelo. 
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Es posible demostrar con relativa facilidad Que cualauier-

permutación de los parámetros a, b y e, acompañada de la corres

pondiente permutación del conjunto de densidades ~,, e. y lo, d!:, 

ja invariante la energía libre del sistema, lo que facilita la -

descripci6n:del diagrama de fases global al reducir el nGmero de 

sistemas que deben ser analizados. 

En la figura III.2 tambi~h se muestran las proyecciones de 

algunos de loS hechos más sobresalientes del diagrama de fases-

en el espacio de cinco dimensiones Cfbª• fb• f'C•ff~•tifl aue es

tá asociado a este modcloa (81 conjunto de triángulos forman un

octacdro en el que uno de sus ejes de rotación pasa por el ccn-

tro del triángulo que denominaremos principal, a )O, b )O, e )O, 

y del triángulo llamado S, a<,0, b(O, c(O,) 

" Las l!neas sólidas que no delimitan lados de 
alg6n triángulo son proyecciones de líneas de 
puntos críticos (C). Tres de estas líneas al
intersectarse dan lugar a un punto tetracríti 
co (O), sin embargo, algunos de estos cruces= 
no son intersecciones a pesar de que en la pro 
yecci6n aparezcan como tales. -

Las líneas punteadas en el triángulo princit~ 
pal representan las fronteras de regiones don
de es posible encontrar coexistencia de cuatro 
fases. El círculo representado por una !!nea-
punteada en el tri4ngulo S y las lineas s6li-
das que delimitan cada tri~ngulo señalan pune
tos en los que ciertos hechos sobresalientcs
de los diagramas de fases solo se dan a tempe 
ratura cero. 11 

-

El grupo de líneas descritas dividen al conjunto de trián

gulos en cuarenta regiones bidimensionales, con la propiedad de 

que en cada una de ellas el diagrama de fases asociado es topol~ 

gicamente similar. Sin embargo cuando se utilizan las propieda-

des de simetría que mencionamos anteriormente, se encuentra que-
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1 
solo diez de ellas son cualitativamente distintas. (Las regiones 

con sub!ndice °', fb , c}1 , ~' , t" , y denotadas por el mismo sím~ 

lo P1 Q, R o s, están relacionadas entre s! por la permutación -

de !OS parámetros 8 t b Y C t Y 185 densidades t\ 1 e, Y fo t [CSpe~ 

tivamentel) 

El comportamiento detallado de estos sistemas ha sido cui

dadosamente analizado por Furman, oattagupta y Griffiths, por lo 

que aqu! solo presentaremos un descripción general de los facto

res más sobresalientes que distinguen a cada tipo de sistema. 

Triángulo a') O, b) o, e') O 

En la figura III.3 se presentan las 

zonas relevantes del triángulo principal 

y se señalan los sistemas para los que pr~ 

sentamos el diagrama de fases a diversas -

temperaturas. A partir de ellos es posible, 

por simetría, realizar una descripci6n co~ 

pleta de los diversos tipos de comporta~--

miento que se presentan en esta regi6n. 

p 

a 

e 

. ' 
\ ' P,·, 

Fig. III.3 TriSngulo 
principal y zona 
escudo. 

En nuestra descripcí6n presentaremos el diagrama de fases c2 

rrespondiente a cada sistema a cuatro temperaturas distintas y en-

el espacio de los campos r¡o¡.~.~~ , señalando sobre ~l las regiones

de estabilidad y coexistencia. 

En las regiones denotadas por P,,,,..'1-, de las cuales el siste

ma 1 es un ejemplo característico (ver Fig. III.4), encontramos 

tres regiones de coexistencia de dos fases (A2) que dan lugar a un 

punto triple (A3) que , presente desde temperatura cero, termina -



en un punto crítico terminal BA • 
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~, '~, ¿ ,;, 

1 ' •• ,:' 

----:-·' 
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ft a 8,4375 
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----- .... -.. ----- ------
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-----------.: 1 
' V • 
1 

\ 
A2 

¡3 a 3.375 

~;.··. 
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•• 

('j~ 
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•ff 

~1~ 

... • •• . 
' ' ' ' , ---------- ------ .. ' ' . 

'' ,' 1 
L2 ,',' 1 . ' ',' 

(3 a 4,8214 

~· 

A2 L 

·····\····----,-. 
-- ---------- ' ' 

V 
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•10 

••• 

/!'j'r' 

••• 

(3 = l. 6875 p¡i: 

Fig. III,4 Diagrama de fases. en el espacio (f!>."J.',fb.~) asociado al 
sistema definido por los par4metrod-a=6=0.4S, c=0.1. 
Se señalan las regiones de estabilidad de fases líqui 
das (L1 y L

2
) y vapor (V), -



50. 

Las curvas punteadas en la figura III.3, que configuran a-

proximadamente un hipocicloide, encierran una región comunmente

conocida como zona escudo, en la que los sistemas exhiben un pu~ 

to de coexistencia de cuatro fases que llamaremos tipo I. 

Un diagrama de fases característico de esta regi6n (Siste

ma 2) se presenta en la figura III.5, en la que se eligi6 el pun 

to central del tri4ngulo, que exhibe tres puntos tricr!ticos a -

la misma temperatura. En estos sistemas a temperaturas superio--

res a la del punto cuádruple es posible localizar tres regiones-

de coexistencia de tres fases. 

La zona escudo está delimitada por la proyecci6n de una hi 
persupcrficie de puntos DA2 , que se extienden desde estados tipo 

CA en las regiones simétricas (a=b, b=c y a=c). 

La posici6n de las cuatro fases en coexistencia para el -

sistema que estudiamos se señalan en 

la figura III.5' en el espacio de 

densidades ( e· 1 ~& ) , sobre la cual 

también se marcan los l!mites de la-

zona espinada! a la temperatura co

rrespondiente. (En el punto (AA2~ , 

por ejemplo, las fases 3 y 4 coales

cen mientras que en (CA)f , 1,2 y 4 

l 

Pa 
• 2 : .. . 

···!.J 

\,';·.,4 .... ·····. , .... 
3

• ·:.· \: 1 .... 
o'---'-----'~~ l 

o p, 
son quienes dan lugar a una sola fa- Fig. III.5' Densidades asocia 

das a 1.los estadas en coe-
se. ) xistencia en el punta cu~ 

druple del sistema 2. 

Los sistemas que se localizan sobre las l!neas que separan 

las regiones P• , P~ y Pr entre s!,dan lugar a diagramas de fases 
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· Fig;. III,5 Diagrama de fases en el espacio Cl'fa.",f'}'ti para el siste 
ma definido por los parámetr~s a=b~c• 1/3 (Zona Escudof. 
En este caso el cuádruple (A ) I se localiza en (b = 1. 3863 
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sim~tricos en los que los puntos triples, presentes desde tempe

ratura cero, terminan en un punto tricrítico c. (Sistema 3, Fig. 

III. 6) 

1 
!1 

~;:· ~~~·~~~~_.,.~ ..... ~"'*"-

1 __ .. __ , ______ ... 
1 
1 

1 
' I 

~3-----
',_ 1 A 

.1 
1 

f->." 3.375 

I 
I 

' I 

-·, 
·' 

1 -· &~--~~.~--1--+~--.-
I 

.' Lz 
1 
1 

-• A2 
_..__~>t+-_.__._-;1'-/f•~ 

1 

L2: 
1 
1 

------ ............ J .. . 

.......... -----~ 
V 

1 
1 
\---~:-
' AJ 
1 

/'= 2.25 

' , , , 
·L2 

_, r.J1,, 

, , 
_, 

fo= 1.125 

-· 

, , 

, , 

ff~ 

Fig. III.6 Diagrama de fases en el espacio (~ft..,A1_•) para el siste 
ma con parámetros de interacción a=b=b:2, c=D.6. (El eS 
tado de coexistencia de tres fases desaparece en un pu~ 
to tricr!tico C). 
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Estas lineas de puntos tricr!ticos est4n delimitadas por -

los puntos tricríticos terminales que delimitan a la zona escudo 

en sus secciones sim~tricas, y por un punto multícritico tipo o. 
Las líneas punteadas cercanas a los v~rtices del tri&ngulo 

principal señalan la presencia de una regi6n en la que el diagr~ 

ma de fases exhibe de nuevo coexistencia de cuatro fases (tipo II), 

pero en este caso los cuádruples persisten sobre un intervalo de 

temperatura finita, violando en principio la regla de las fases-

de Gibbs (Es posible demostrar introduciendo las condiciones de

simetría que definen esta regi6n que la violaci6n es solo apare~ 

te). La línea de cuádruples de estos sistemas, de los cuales el-

sistema 4 cuyo diagrama de fases se presenta en la figura III,7 

es representativo, comienza en un punto BA 2 a bajas temperaturas 

y est& limitado por un estado B~ a temperaturas superiores. 

Los estados en coexistencia en un P. i a=ba 0.1 ' e• o.e pu~to cu~druple como el mencionado se -

presentan en la figura III.7'. Al aurnen 

tar la temperatura los puntos l y 3 coa 

lescen en el mismo punto que 2 y 4 dan

do lugar a un punto crítico doble a2• 

Al dit~!hUit la temperatura, 3 y 4 coal 

escen en un punto BA 2• Variando el par~ 

i' 2 /3* 3,375 

' 

!' 4 

o " 3 1 ····-· ... { ......... ( ............. 1 
o R 11.· R2 1 

1 0.6185 2.75E-5 
metro e y la temperatura las cuatro fa- 2 2, 75E-5 o. 6185 

3 0,3380 l. 45E-3 
4 l,45E-3 0.3380 ses pueden hacerse una en el punto te-

tracr!tico o. 
Fiq. III. 7° Densidades aso-

ciadas a los estados en 
coexistenc~a en el punto 
cu~druple del sistema 4. 
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f:'= 8,4375 
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' L2 
I 

1 l 1 

' ,.2 ._.1 
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/?'• 3,375 
~;" 

/3=2,25 

Fig. III. 7 Diagrama de fases en el espacio ( ¡a'j1.!•,{'lpt) para un sis .. 
tema caracterizado por los paráme~ros a=b=O.l, c=0.8. 
(Solo se representa uno de los puntos cuádr~ples tipo tI) 

1 ¡ 
¡ 
l 
J ¡ 
l 
j 
~ ¡ 
j 
1 
~ 

1 



En la figura III.8 se muestra 

la porci6n de la secci6n simétrica

a-=b del diagrama de fases global·, -

en una proyecci6n sobre el plano -

c-T, y en ella queda resumida parte 

de la informaci6n relevante sobre -

los comportamientos descritos. 

T 

o 

SS. 

0.2 
Fig. III.8 Oiag~ama de fases 

en el plano c-T (secci6n 
sim~trica a=b) 

En las regiones adyacentes a la zona de coexistencia de cuatro 

fases (tipo II) (Ej., Sistema 5 en la figura III, 9), los sistemas ex 

hiben a bajas temperaturas un punto triple, presente desde T=O, lim! 

tado por un punto crítico terminal BA: y a temperaturas intermedias 

otra regi6n de coexistencia de tres. fases limitada a baja y alta -

temperatura por dos puntos críticos terminales BA. 

Este Gl~imo comportamiento desaparece para estados sobre las

l!neas curvas representadas cerca de los v~rtices del triángulo pri~ 

cipal, en los que la l!nea de coexistencia de tres fases desaparece 

en un punto tricr!tico e, y solo sobreviven los estados de coexisten 

cia de tres fases a bajas temperaturas, 

Triángulo a ')O, b )O, c(O 

En este tri&ngulo y sus correspon

dientes por las transformaciones de sim~ 

tr!a que hemos mencionado, existen bres-

zonas en las que los diagramas de fases-

asociados exhiben comportamientos cuali-

-e 
Fiq, III,10 Tri&nqulo 

a)O, b)O, c<O 
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·• _._~~~..._~>r----t~ffo' 

1 
1 
1. 

V 

¡'!>= 5.625 

__ _,; ... ··-+-?"'-'-----.... --¡t>j1:' 
I 
1 
1 

I ----------------
/' = 3.375 

Fig. III.9 Diagrama de fases para un sistema caracterizado por los 
par4metros a=0.09, b=0.06, c=0.85. El triple representa 
do en f.J= 3. 75 pertenece a una rama de coexistencia de= 
tres fases acotada por dos puntos cr!ticos terminales BA. 
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tativamente distintos. 

En la zona denominada 0# , de la cual hemos tomado el sis

tema 6 como representativo {Fig. III.11), el diagrama de fases -

solo muestra una región de coexistencia de dos fases (A2l que se 

extiende desde temperatura cero y termina en una l!nea de puntos 

cr!ticos e. 

Los diagramas ,asociados a las regiones del tipo (la)' (Qb~ l 

(Sistema 7, Fig. III,12) presentan un punto triple a temperaturas 

intermedias, limitado a temperaturas bajas y altas por dos puntos 

cr1ticos terminales BA, y, 

en la regi6n Oab(Oba' los sistemas (Ej., Sistema B, Fig.III. 

13), presentan diagramas de fases que nacen de la superposición de 

las l!neas de triples y puntos críticos terminales correspondien

tes a los diagramas de las regiones oa
1 

y ob
1 

, por lo que pueden 

exhibir dos puntos triples distinguibles a una misma temperatura. 

Triángulo a<.O, b(O, c)O 

En esta regi6n de la proyección del 

espacio de energ1a del modelo pueden dis

tinguir9e dos tipos de comportamientos. 

El asociado a los sistemas en las regio

nes tipo R~ (Sistema 9, Fig. III.15) que 

solo presentan una región de coexistencia 

de dos fases (A2) limitada a altas tempe- Fig. III.14 Tri4ngulo 
a <.O, b(O, e )O 

raturas por una l!nea de puntos cr!ticos B; y el correspondiente 

a las zonas tipo Rbol , Rªfl> (Sistema 10, Fig. III.16), en los que 

de nuevo hay posibilidad de encontrar una línea de puntos triples 

acotada por dos críticos terminales BA a alta y baja temperatura. 
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Fig. III.11 Diagrama de fases asociado al sistema con parámetros 
de interacci6n a=b= 1/3, e= -1/3. 



-·· 
·---- ---- ---- --..... , 

V 

---- ------ .. 

...... ... -- .. -- .......... 
' ·' 

' ' .L. : 

' 

1. 
1 
1 

·· 1, 

1 
. \'·1· 

1 
·I 

1. 
1 

• 1. 

·~ 1 
., 1 

-· 

' ' 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

• 

... 

-· 

!b'iÍ! /!'= l. 6875 ¡ 7 • 

-· 
' 

L 

' ' 
• 
1 

59. 

-· 
------- 1 

-- 1 

Fig. 

v-.... 1 .. _ . 

./ 
3 

~= 3.375 

III.12 Diagrama de fases 
asociado a un sistema carac 
terizado por los parAmetroR 
a~o.45, b•O.l, c•-o.,s . 

Las densidades que 
corresponden a las f aseS e~ 
coexistencia en el triple ~ue 
se repre~enta son 1 

Rl 

0.6560 
0.3883 
º· 8714 

ª2 

9.194E-4 
7.128E-6 
0,03718 

3.375 
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Fig. III.13 Diagrama de fases 
en el espacio (/'P.~• ~jJ.~) pa 
ra un sistema caracterizaéfo 
por los par,metros a=b=0.1, 
c=-0.8. En este caso existen 
dos estados de coexistencia 
de tres fases a una misma 
temperatura cuyas densidades, 
en el caso que se representa 
son 

• R' Rl 2 
R I> 

l 
R~ 

2 

0.8263 0,01701 
O. 3832 7, 92E-6 
0.6920 0.00205 

0.01701 
7.92E-6 
0.00205 

fb = J.375 

0.8263 
0,3832 
0,6920 
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Fig. III.15 Diagrama de fases caracter!stico de un sistema defini 
do por los parámetros a=b=-1/3, c=l/3. 
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III.16 Diagrama de fases 
en el espacio (/fil."•~A.ul P!!. 
ra un sistema caracteriza-
do por los parámetros a=~o;os, 
b=-0,9, c=0,05, El estado 
de coexistencia de tres fases 
que se ilustra tiene asocia
do el siguiente conjunto de 
densidades : 

0.4041 
0.5967 
0,9208 

R2 

0.5959 
0.4032 
0.0397 

fb= 6. 75 

1 
~ 



Triángulo a(,O,b(O,c(O 

En este tri4ngulo solo en las regiones 

cercanas a los v6rtices (S•~· s••• s~~ ), l! 
mitadas por el círculo punteado que se ilus
tra (Fig. IlI.17), es posible observar una -
región de dos fases en coexistencia acotada 

por una l!nea de puntos críticos B (Sistema 
11, Fig. III .18). Sobre la Hnea circular la -a 

temperatura m4xima de estos cr!ticos cae a -

63. 

-c 

-b 

T=O, y en la región S
0 

la energía libre es -
siempre convexa y no hay separaci6n de fases • 

Fig. III.17 Triángulo 
a(O,b<O,c<O 

• 
• .. 

' ' 
rr~ 

' ' -· ' ' ' ' ' 
' ' ' ' A2 ' ' 

• 
• 

f = 8.4375 /!' = 4.21875 

/!'P.~ 

Fig. III.18 Diagrama de fases correspondiente al sistema para el 
cual a=b=-0.1 y c=-0.8. 



64. 

La riqueza de comporta~ientos que exhibe el modelo de Ising 

esp!rip-0'=1 generalizado en la versión oue estudiamos, podría lle

varnos a realizar juicios exagerados sohre sus posibles aplicaci2_ 

nes en el tratamiento de sistemas reales. Por ello es conveniente 

señalar el tipo de f en6menos gue deben analizarse seriamente y ·~ 

cuales son completamente artificiales. 

Si consideramos,por~ejemplo, el comportamiento experimental 

de una mezcla ternaria, podríamos esperar que su diagrama de fa-

ses, o secciones del mismo, pudieran identificarse con los del m2. 

delo descrito, y aunque es claro que no se dará una estricta co-

rrcspondencia numérica, es posible aue la estructura general (re

giones de coexistencia, hipersuperficics cr1'..ticas, etc.) sea ade

cuada, 

De forma similar no podemos esperar que la secci6n en el e! 

pacio de cinco dimensiones del modelo apropiada para la descrip-

ci6n de un sistema real, corresponda exactamente a la ohtenida fi 

jando los parámetros a,b y e.que, en nuestro lenguaje, caracteri~ 

zan un sistema, Es posible que la descripción adecuada requiera -

de un ºpunto" m6vil en el espacio de energía del modelo, cuya po

sición dependa de la temperatura y los potenciales ou!micos del-

sistema en estudio. 

Muchos de los resultados que presentamos dependen en gran -

medida o de forma determinante de la posibilidad (artificial) de

generar sistemas completame_nte sim~tricos (como la existencia de

un punto \'·tetracr!tico o, o la conectividad de ciertas superfi--

cies criticas) y de que deliberadamente se excluy6 la posibilidad 

de ordenamiento antif erromagnético y por tanto, el modelo no pro-
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porciona información alguna sobre la presencia de fases ordenad~s, 

que siempre están presentes en los sistemas reales a temperatu--

ras suficientemente bajas. 

Este Gltimo punto resulta de gran interés para generar una 

visi6n completa de las posibilidades predictivas y descriptivas

del modelo que estudiamos. Por ello en la siguiente secci6n pre-

sentaremos el formalismo teórico necesario para generar los dia

gramas de fases generales asociados a esta versión del modelo de 

Ising, cuando se hace expl!cit~ la posibilidad de existencia de-

estados ordenados en todos los sistemas. Posteriormente describ!, 

remos los resultados a los aue el tratamiento conduce, y que son 

el punto de atenci6n central de este trabajo. 

IIIc. La Búsqueda de Estados Ordenados 

El estudio de las propiedades del modelo de Ising espín <r =1 

cuando el análisis se lleva a cabo dividiendo en dos submallas la 

red subyacente en su planteamiento original, y que denominaremos

versi6n antiferromagnefica, es la parte fundamental del trabajo -

que aqui desarrollamos. l~ 9osibilidad de generar estados ordena

dos para este sistema ha sido poco estudiada y más bien se ha re! 

tringido a·reinterpretaciones de la versión origina1< 29 > o a cál

culos en condiciones l!m.ite (Por ejemplo, temperatura nula <27>). 
En este trabajo mostraremos aue, por medio de un camino sim.f. 

lar al desarrollado para estudiar la transición de orden-desorden 

en el modelo de Lenz-Isinq que se presentó en el capítulo anterior, 

es posible realizar un análisis detallado del comportamiento de -

sistemas caracterizados por cualquier conjunto de parámetros de -
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interacción a, b y e, y que por tanto, podemos presentar la sol!!_ 

ci6n completa en el espacio de energ!a de este modelo. 

11 Consideremos de nuevo una mezcla ter
naria de N , N1 y N7 partículas del t!_ 
po A, B y e, r@speccivamente, distri-
buidas en N +N +N =N puntos de una ma
lla subdivi8id1 e~ dos submallas entre 
tejidas, tales que N/2 puntos pertene= 
cen a cada una de ellas, y los prime-
ros vecinos de cualquier part!cula en
una de ellas pertenecen necesariamente 
a la otra." 

0 X 0 X 

X O X 0 

o )( o )( 

xoxo 

Fig. III,19 Malla cuadrada subdividi
da en dos submallas 0(-0 y ~-x 
equivalentes. 

En estas condiciones, y en la aproximaci6n de camµo medio, 

la entrop!a del sistema estará dada por : 

con w - (t.Jh.)! 
- tJ;' \ tl~ ! ti;' \ )1 

ol,p.- Suhmallas 

y la energ!a potencial de interacci6n (3.9) puede escribirse co-

mo 1 

... (3.16) 
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, ¡, , 
donde p;: ' ,:.\ y q es el número de primeros vecinos, 

y hemos tomado 

( Las variable primadas corresponden a la versi6n antiferromagnética) 

en la que hemos hccl).o uso de la relación de Stirlin(l \i'\ft\!.Y \.lJnt-l.-~t 
y definido 

Como en las situaciones antes estudiadas, los estados de equ~ 

librio del sistema están determinados por las condiciones de mini

mizaci6n 

... (3.19) 

donde la primera conduce a las igualdades 
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y la segunda permite delimitar las regiones en el espacio ( ~,•, 

,t, ~ .. •, ,t) donde pueden encontrarse estados estables. 

Las relaciones (3.20} pueden reescribirse como 1 

,,, ..... '2.f~b'<r'. ~.~) + r~co:~b'-c')(e."•et) = \,,~ • .. 2f,i,;t•f'\<ó.•l,;<)et 
1 -!~t· 

.::. [., i-;" + tt'l~~.· .... fci,(¿+'tJ_¿)~t 
·-e.-~ ... (3. 21> ) 

rf.'. z~1 o:cr·e·")"' ¡G''l<d .. b'-c:) <e.-•ef)= ''\-~t~ ..... ~o.:,: ... f,<c.'+\1-G r. 
:: 11'1 _.eL + 2f-1d( +-f' Ccb·b'-c'l~,• 

i-e.·-~·" ~ 
que a través de la transfor.mnci~n 

~-{!> rX::.-O. b'=-b c\:-C 

t>t: + 1..~~16 (e.d+ ~.<·) + /.>''\(a! .. b'-c') cr .. e: ).,.i-',.~ 
.. • (3. 22) 

y 

f'f: + z~~o.'. (f~+~") ... /)1
'\ (o.'+\i!..¿) (e.~+~")"" fofa~ 

pueden llevarse a las ecuaciones (3.13), que determinan los cst~ 

dos uniformes de equilibrio en la versión ferromagn~tica. 

Las relaciones (3.21) darán lugar a estados ordenados cst! 

bles solo en el caso en aue existan soluciones tales gue ~¡-._; ~/' 

para fb' •f'f! ~~¡.~ dadas. Sin embargo la transformaci6n (3.22) 

nos indica que para un estado caracterizado por los parámetros a', 

b' ,y c' a una temperatura determinada, esto es posible si y solo 

si hay posibilidad de encontrar dos o m~s soluciones distintas -

para las ecuaciones (3.13) en un estado caracterizado por el con 

junto a=-a', b=-b' y c=-c', a la misma temperatura, 

En el estudio de la secci6n anterior presentamos los dia--

gramas de fases caracter!sticos de diversos sistemas en el espa-
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, 
' cio de campos ( /"Í'~ ·~~ ) , señalando sobre 

ellos las posibles regiones de coexisten

cia delimitadas por la zona espinodal de

cada fase. La superposici6n de las regio

nes de estabilidad de cada una de ellas -

/ 

' 

, 
' 

' 
' ' , 
/ 

' 
/ 

' •' 

da lugar a una zona en la que las relaci~ 

nes (3.13) pueden tener más de una solu-

ci6n (marcada, por ejemplaren la figura -
-- .. ¡ 

Estados 
Estable• 

III.20), 

La posibilidad de delimitar esta r~ 

gi6n en el espacio resulta sumamente dtil 

para caracterizar las posibles zonas en -

Fig. III.20 Se señalan las 
regiones de estabili
dad de 2 o más fases. 

las que los estados ordenados son estables. Es decir, el cálculo 

de la curva espinada! a una temperatura (ver (3.14)) para un sis 

tema descrito por los parámetros de interacci6n a=-a', b=-b' y 

c=-c•, permite, a través de las transformaciones (3.22), delimi-

tar las zonas en las que un sistema caracterizado por el conjun

to a•, b' y c' presenta estados ordenados estables a la misma --

tempera tura. 

Determinadas las zonas de estabilidad el c~lculo del dia--

grama de fases se facilita y queda reducido a la basqueda de a--

quellos estados uniformes y ordenados que a una temo~ratura y -

presión dadas, se caracterizan por tener los mismos potenciales

qu!micos ,:}: y rJp: . En nuestro caso este trabajo se puede rea

lizar determinando los conjuntos de densidades ( ti• 1 t·" ' f•" ' e.,. ) 
que a una cierta temperatura satisfacen las relaciones (3.20) p~ 

1 w' 1 - ' ra f f' Y (t> /' dadas, y poseen la misma densidad de potencial 
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qran can6nico ( iqualdad en la presi6n) • La estabilidad de los -

estados de equilibrio se verifica por el cálculo del Hessiano, y 

sus menores principales, de la funci6n (3.18), los cuales debeft

ser positivos definidos para cada estado termodinámico calculado. 

Este tratamiento puede qeneralizarse para abordar el estu

dio de las propiedades terrnodin,micas asociadas al modelo cuando 

la red principal es subdividida en n submallas tales que los pr! 

meros vecinos de un punto cualquiera de alguna de ellas pertene-

cen, necesariamente, a las (n-1) restantes. 

En esta situaci6n~puede demostrarse que las zonas de esta-

bilidad de las fases ordenadas a una cierta temperatura T', en -

un sistema caracterizado por los parámetros de 1nteracc16n a', b' 

y c 1 , están determinadas por la zona de superposición de las re-

giones de estabilidad de fases uniformes en un sistema descrito-

por el conjunto a•-a', b=-b', y c=-c', a una temperatura T=(n-l)T 1
1 

y bajo la transformación 

" 
~ ~.' ~ 2:- ~~'b Z. of 
I I (n.1) ,..,_,S 

" 

• 
+..l... ~ro:+b'-é)L~.· = fi~ 

('1-1) • ...,. ... 

• 
,.;;: + ...1:.-.> ~ ~ó. Z ~ I (•H , .. ,.. .. 

+ .:L~(o.'+l{.é)i. o,'-= f'_"iA'f 
('1-1) ,.-,. ... \' I 

• •• (2,23) 

con tJ =. 
1/~T' f ... (n-l)f-' 

Es decir 
" " 

('J,A'., !b?'! + ~~~b~ e,' + c;¡pc~i..c)? (t 
" ~ 

f ;.: = f ;.~ + ~'lf>°"? ~f + ~ t (o.+ b.c:) ~ ~·· 
••• (3.24) 

(Las fronteras de las regiones de estabilidad de estados ordenados 
se obtienen al establecer la condición de uniformidad , • .,. ef· .. ··r·"·~·~'= .... ,) 
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IV, RESULTADOS 

IVa. Panorama General 

A lo largo del desarrollo de este trabajo hemos presentado 

el formalismo y metodolog!a necesarios para abordar el problema

de la soluci6n del modelo de Lenz-Ising en su versión original Y 

generalizada, dentro del marco de una aproxirnaci6n en campo me-

dio, que permite generar una visión cualitativa muy amplia de la 

riqueza y posibilidades del modelo. 

En las últimas secciones del capítulo anterior describimos 

superficialmente el comportamiento del diagrama global de fases 

uniformes para el modelo de Ising qeneralizado (esp!n CS"=l), tr! 

bajo desarrollado por Furman, Dattaqupta y Griffiths a finales

de la década pasada(Jl), y presentamos una ruta original para-

estudiar las regiones de estabilidad de estados ordenados para -

cualquier sistema caracterizado por un conjunto determinado de-

parámetros de interacci6n a, by c, en todo el espacio defini-~ 

do por los campos ¡af: y rr~ a una tempera tura dada. 

En este cap!tulo presentaremos en forma detallada los re-

sultados que obtuvimos al estudiar el comportamiento de este úl~

timo modelo cuando la malla que lo define es subdividida en dos-

submallas perfectamente intercaladas, y aunque en particular se-

eli9i6 una malla cObica en la que el nGmero de coord1nac16n q es 

igual a seis, puede demostrarse que eligiendo un factor de esca

la adecuado para la temperatura, los resultados son v&lidos para 

cualquier malla regular en la que sea posible realizar una subdi 

visi6n como la señalada (los primeros vecinos a un punto cual---

quiera de una submalla pertenecen necesariamente a la otra). 



72. 

El lenguaje de nuestra descripci6n ser& semejante al utili 

zado en el capítulo anterior, que corresponde al original desa--

rrollado por Furman, Dattagupta y Griffiths para describir el -

diagrama de fases global para estados uniformes. Sin embargo es

conveniente introducir la notaci6n adicional que hemos elegido -

para caracterizar los nuevos tipos de comportaffiientos observados, 

asi como describir la representación y lenguaje que utilizaremos 

en la presentaci6n de los resultados. 

Para facilitar el manejo de la notaci6n a continuaci6n pr~ 

sentamos una tabla general para la caracterizaci6n de los esta--

dos estudiados 

Tabla 

A" - Coexis~encia de n fases uniformes 
B - Punto cr!tico entre dos fases uniformes 
BA - Punto crítico terminal entre fases uniformes 
BA2 - Punto crítico en coexistencia con dos fases uni-

formes 
D2 - Punto crítico doble entre fases uniformes 
e - Punto tricr!tico entre tres fases uniformes 
CA - Punto tricr!tico terminal entre fases uniformes 
D - Punto multicr!tico entre cuatro fases uniformes 
E" - Coexistencia de n fases ordenadas 

IVa F - Punto crítico entre dos fases ordenadas 
FE - Punto crítico terminal entre fases ordenadas 
AnEm - Coexistencia de n fases uniformes y m fases or~ 

denadas 
G Punto crítico entre una fase uniforme y una fase 

ordenada 
G2 - Punto critico doble 
GA Coexistencia de una 

entre fases ordenadas 
fase uniforme y un crítico G 

GE - Coexistencia de una fase ordenada y un crítico G 
A2G - Coexistencia de tres fases, dos uniformes y un -

critico tipo G 
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G2E - ·coexistencia de tres fases, una fase ordenada y 
• dos puntos cr!ticos tipo G 

BE - Coexistencia de una fase ordenada y un punto cr!ti 
co entre fases homogéneas 

GAE - Estado de coexistencia de tres fases, una fase u
niforme, una fase ordenada y un crítico tipo G 

H - Punto tr!critico entre dos fases uniformes y una -

ordenada 
I - Punto tricr!tico entre tres fases ordenadas 

El diagrama de fases global para este sistema de tres comp~ 

nentes!{O dos si no es empacado) está constituido por un conjunto 

de hipersuperficies en el espacio de los campos P' a, rb, pe, ff y 

' fb Ji , y por tanto para su representaci6n es conveniente elegir --

... ' - ' proyecciones en el espacio ( rt·' r-t~> cara cada conjunto de val2_ 

res de los parámetros de interacci6n a,b y c, analizando el com--

portamiento de cada sistema (a,b,c fijas) a diversas temperaturas. 

Los diagramas obtenidos tienen una 

forma general como la indicada en

la figura IV, l, en la que las l!--

neas s6lidas representan estados -

de coexistencia de dos fases (iguai 

dad de potenciales químicos), las

l!neas punteadas indican la presen 

cia de transiciones de segundo ar-

den (puntos criticas tipo G), y las 

diversas intersecciones entre las-

_, 
fl/ 

Zona de E -
tabilidad. de 
estados 

ordenados 
, , , 

, 
----:"-'._AE 

..A 
Gl\' 

, 

, , 
/ , 

, 

, , 

, 
,' , 

, , , 

lineas mencionadas dan lugar a com- Fig. 

portamientos como los descritos en-

IV.1 Representaci6n en 
el espacio ( ¡ojl." , fljl'._) 
de un diagrama de fa 
ses caracter!stico.-

la tabla IVa. 
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La informaci6n física contenida en estos diagramas puede-

traducirse con relativa facilidad a una representación en el es

pacio (P,x) a cada temperatura (P- Presi6n, x= e,/( e,•~.,) frac-

ci6n mol de la especie B), con lo que se qenera una visi6n más -

clara del comportamiento de cada sistema, y se facilita la comp~ 

ración de nuestros resultados con los de sistemas reales cuando-

el modelo se interpreta como una mezcla compresible de dos comp2_ · 

nentes. ('·Si consideramos que el modelo corresponde a una mezcla 

ternaria empacada tendríamos que elegir una representaci6n bari

cénttica sobre un triángulo eauilátero de composiciones x
0

, x1 y 

x2 , y presentar el comportamiento a cada temperatura) 

El comportamiento general puede de nuevo describirse sohre 

la proyección de los diferentes octantes del espacio de energ!a

de este modelo, en la representación triangular que se describió 

en la sección IIlb. 

De nuevo elegimos una normalizaci6n 

de los par~metros de interacción a, b y e, 
tal que 1a1 + lbl + lclcl, de forma que -
en los v~rtices de cada triángulo el v~-
lor absoluto del parámetro asociado cor-
rrcsponde a la unidad. 

e 

a b 

Fig. IV.2 Se representa 
un sistema caracteri 
zado por los paráme= 
tros a, b y c. 

En la Gltima sección del cap!tulo anterior demostramos que 

las regiones de estabilidad de los estados ordenados para un sis

tema caracterizado por el conjunto de parámetros de interacci6n-

a', b' y e' a una cierta temperatura T', pod!an determinarse ana-
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lizando el comportamiento de la zona espinodal de cada fase uní-

forme estable en un sistema caracterizado por los par~metros a, b 

y e, tal que a=-a', b=-b 1 , c=-c', !=-T', y 

con 

fr: =ti~ ... 'Af1b r~"+( .... ) +¡.~«~+b-c)Ce:+~.~) 
!'J:-:r-Pf +zfbio..<~:· ~) ... f~ c~~b-c)<r..-~·) 

_, -' 
('/1• ·~/1 - Potenciales químicos en el sistema definido 

por a', b' ye' 

('~~tjJf- Potenciales au!micos 
por a, b y c. 

en el sistema definido 

En estas condiciones toda la informaci6n sobre fases ordena-

das en un '..t.riángulo de energra dado (a,b,c), puede obtenerse anal:!_ 

zando el comportamiento de las fases uniformes estables en un triá!}_ 

gula definido por el inverso aditivo de los parámetros de interac-

ci6n que caracterizan al primero (-a, -b, -e). 

Esta característica hace oue dentro de cada tri&ngulo puedan 

distinguirse un mayor nGmero de zonas donde los diagramas de fase

son topol6gicamente distintos, y que aproximadamente nacen de la -

superposici6n de las regiones delimitadas en tri4ngulos opuestos 

llamaremos asi a los tri~ngulos relacionados por la transformación 

a __.... -a b - -b ) . 
La proyecci6n de aos hechos m4s destacados del diagrama de -

fases global sobre los ocho tri~ngulos de energía del modelo tiene 

entonces una apariencia como la que se ilustra en la figura IV.3 -

en la que es posible distinguir ochenta y cuatro regiones bidimen

sionales con la característica de que dentro de cada una de ellae

los diagramas de fases para cada sistema son similares (presencia 

de cierto tipo de coexistencia de fases, puntos críticos, etc.). 



Fig IV.3 

-b 

Proyecciones de las caracter!sticas sobresalientes del diagrama de 
fases global sobre los ocho triángulos de energía asociados al mo
delo de lsingV~l generalizado, 
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Las diferentes regiones en la figura IV.3 est'n denotadas-

por letras mayGsculas que señalan cuantos de los parámetros a, b 

y e asociados son positivos (P=3, 0.=2, R=l, y S=O), y los subtn

diccs han sido e}egidos para señalar aauellas regiones en las -

que los diagramas de fase est~n relacionados por alguna transfo~ 

maci6n de simetría ( o/ , ~ , 'j deben permutarse en la misma --

forma y simultá.neamente con a, b, e y ,,, ~' , ~· , respectiva-

mente). 

Cuando estas propiedades de simetría son tomadas en cuenta, 

el número de regí.enes topoldgicamente distintas aue es necesario 

describir para generar una visi6n completa del diagrama de fases 

se reduce a diecisiete, más el conjunto de sistemas localizados-

sobre algunas de las lineas principales que delimitan las zonas-

mencionadas 

" En la fiqura IV.3 las líneas s6lidas que 
no corresponden a lados de alqGn tri4ngu
lo representan proyecciones de líneas de
puntos tricríticos tipo· e, o tipo I en el 
caso del triángulo s y sus tres tri4ngu-
los R adyacentes, mientras aue las líneas 
de raya discontinua señalan puntos tricr! 
tices tipo H. -
Las l!ne~s punteadas en el triángulo ~-

principal P son fronteras de regiones en
las que es posible encont~ar coexistencia 
de cuatro fases uniformes; en los tri4ngu 
los tipo O delimitan zonas en las que loS 
sistemas presentan dos estados de equili
brio tipo A2E en un intervalo finito de -
temperaturas, y en el caso del tri4ngulo
s, junto con las !!neas s6lidas que defi
nen cada triángulo, representan puntos en 
los que ciertos hechos característicos de 
el diagrama de fases se presentan a tempe 
ratura cero. -

El conjunto de líneas raya-punto delimi
tan regiones donde es posible encontrar-
un equilibrio adicional tipo AE a temper~ 



turas intermedias, salvo en el caso de 
los triángulos Q en los que señalan un 
cambio en el comportamiento de las fa
ses ordenadas estables a altas tempera 
turas. Las regiones denotadas por lí-= 
neas de cruz en el triángulo S presen
tan un comportamiento característico -
que se describirá más adelante. 1

' 
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Las fronteras mencionadas aunque delimitan el conjunto t2_ 

tal de regiones en las que los diagramas de fase muestran cara~ 

ter!sticas distintas, no han sido determinadas con orecisi6n n~ 

mérica salvo en los casos que se señalarán a lo larqo de la si-

guiente presentaci6n. En ella trataremos de describir los fcn6-

menos observados y mostrar la continuidad entre comportamientos 

asociados a regiones adyacentes en el espacio de energía del me_ 

delo, por lo que resulta conveniente comenzar la descripci6n en 

el triángulo de energ!a S caracterizado por los par4metros a<. 0 1 

IVb. Triángulo S a< o, b (O, e< O 

En este triángulo es posible distinguir cuatro regiones en 

las que los diagramas de fases muestran comportamientos cuali y-

cuantitativamente distintos : 

En la regi6n central, los sistemas 

asociados a las zonas tipo S , S
0 

y 
o~ ~ 

están caracterizados por la presencia de 

un equilibrio de tres fases ordenadas E3 

que, presente desde temperatura cero, 

termina en un punto crítico terminal ti

po FE. Las tres regiones de coexistencia 

-n 

Fig. IV.4 Triángulo 
a(O, b(O, c(.O 
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de dos fases ordenadas cuya intersección configura una línea de 

triples en 
·' _, 

el espacio ( /6f'f"'' T) están limitadas a toda temp~ 

ratura por puntos críticos tipo F. 

Las zonas de estabilidad de fases ordenadas están defini-

das a cada temperatura por líneas de puntos críticos tipo G que 

marcan una regi6n de transici6n de segundo orden entre los est~ 

dos ordenados y los uniformes. El conjunto de líneas críticas r. 

definen una superficie que se extiende desde temperatura nula y 

engloba a la totalidad de los estados ordenados estables. 

Un diagrama de fases característico de esta región ae pr~ 

sen ta en las f !guras IV. 5 y IV, 5' (Sistema 1) , en las que se i

lustra el comportamiento descrito en el espacio <f>j'.'f~) a va

rias temperaturas (junto con un esquema cualitativo del compor

tamiento general de las principales regiones de coexistencia en 

el espacio ( r;:, tf, T)), asi como su representaci6n correspon

diente en un diagrama Presi6n-composici6n (P,x) (a los que nos

referiremos en la discusi6n del cap!tulo siguiente). En estas -

figuras las l!neas de raya discontinua delimitan las regiones -

de estabilidad de las fases ordenadas. 

r..os sistemas sobre las líneas s6lidas (Fig. IV.4) aue se

paran las regiones S
0

M, s
0
f' y s01 , presentan diagramas de fases 

sim~tricos en los que las !!neas de puntos crtticos F aue limi

tan desde temperatura cero la zona de coexistencia de dos fases 

ordenadas, se encuentran en un punto tricrttico tipo I a partir 

del cual la única transici6n de primer orden que se presenta en 

el sistema es una rama de coexistencia de dos fases tipo E2 ac2,_ 

tada a cada temperatura por dos puntos críticos F. 
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Unifotme 
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fb= l.6875 

Fiq. IV.5 

• 

-- 1 

' ' , .. 
' 
' 

1 

' 1 

' 
I , 

I 

Superficie 
E2 

Superficie de Coexisten
cia de fases ordenadas 

Diagrama de fases en el espacio ( fliJ.:,¡op~J para el siste 
ma definido por los par4metros a=b~-0.3 y c=-0.4. r~as = 
fases en coexistencia en el triple que se ilustra tienen 
asociadas el siguiente conjunto de densidades t 

" Rl R• 
2 n" l n" 2 

0.4999 0.4999 2.93E-4 2. 93E-4 
l. 59E-4 0.9757 0.5384 7, 37E-8 
0.9157 l. 59E-4 7.37E-8 º· 5384 
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Fig. IV,5' 

o 

(b= 1.6875,, 

1 
t 
t 

' ' 

,, 
' 

~= 1,2273 

Diagrama de fases en la representaci6n (P,X) con 
X= f1/(f,+~,) a varias t1!mperaturas, para el siste
ma definido por los parámetros a=b=~0.3 y c=-0.4. 
Se señalan las regiones de estabilidad de fases 
uniformes (U) y ordenadas (O). 
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Las proyecciones de puntos tricr!ticos tipo I sobre los -

triángulos de energía del modelo se extienden desde el punto cen 

tral del triángulo S, en el que las tres líneas de críticos F an 
tes descritas se intersectan sobre una de las ramas de la suoer-

ficie de cr!ticos G originando un punto multicr!tico en el que -

las tres fases ordenadas desaparecen dando lugar a una sola fase 

uniforme, hasta los puntos señalados con la letra M en los tri~n 

gules R adyacentes. 

A medida que nos desplazamos sobre el tri~ngulo de energ!a 

hacia la l!nea de puntos que delimita esta zona, el punto cr!ti

co terminal FE que señala el fin de la línea de coexistencia de-

tres fases aparece a menor temperatura hasta que, para sistemas

sobre la frontera, cae a temperatura cero. (Sobre los ejes de sl 

metr!a este comportamiento corres~onde a sistemas caracterizados 

por los parámetros (-1/2, -1/4, -1/4) para a, by e, respectiva-

mente, y sus permutaciones). 

Esta frontera marca el inicio de una regi6n en las zonas -

simétricas, que hemos señalado con líneas de cruces en la figura 

IV •. 4 y de las cuales el sistema 2 es representativo (figuras IV. 

6 y IV.6 1 ),en las que es posible encontrar una regi6n de equili

brio de dos fases, una ordenada y una uniforme (AR), limitada -

por una l!nea de puntos tipo GE que nace de su tntersecci6n con

la superficie de críticos G que define la zona de estabilidad de 

fases ordenadas~.Esta superficie de coexistencia de dos fases se 

prolonga m&s allá de los estados GE en una rama de equilibrio e~ 

tre dos fases ordenadas E2 limitada por una l!nea de puntos cr!

ticos tipo F, de forma que, para temperaturas suficientemente e-



83. 

~p.: 
, , -· , 

~n , 
I ; , 

" 
, 

I 
I I 

I -------- , 
o I o ' I / -------- E2 

; 
; 

•10 • ... , ... 
' ~p.: E2 

,_, --------- .. , 
, /'/'1"1 ' (\ \ , 

~ GE ' ' , 
' u 1 u ' 1 1 

G ' 1 

¡" ' ... . .. 
' 1 (-> = 3. 375 1 /&= 3.2143 ' 

1 

rat.~ -· , fb/.• I 

'º 
, I 

I 

G"",' 
, 

/ G 
'-.,' I 

o I , 
1 o , 

I -- ...... __ ... 
' 1 - -:.o- -- .... , 

I 1 
' /6f• 1 ' I , 1 

' , 
1 I ' / 1 \ / u 1 f , 

11 G 
' I ¡&;: " I 

11 u , ....... -- .. - , 
, 

•IO¡ 1 ,, 
(O= 1.6875 (O= 1,125 

Fiq. IV.6 Diagrama de fases en el espacio (/!~:,~~~) para el sist~ 
ma caracterizado por los pardmetros a=b=-0.2 y c=-0.6. 
Las fases cristalinas en coexistencia para f-f•=r)f.=-1.91 
a ¡.. = 3. 2143 tienen las densidades : 

R• 
l 

0,01717 
8,91E-4 

~; 
0.2479 
0.5573 

R"' 
l 

0.2479 
0.5573 

R"' 2 
0.01717 
8,91E-4 



.... ;:• _____ ..;•,..··-----.... 

.... 

fJP 

u 

G 

o 

, , 

/.J= 3.375 

------ --------
\ 
1 

' 1 

1-G 
1 

1 
1 
1 

o 

' 1 
1 
1. 
1 

' ' 1 
1 

. 1: 
.1 

· 1 
1 

·G-1 
1 
1 
1 
1 
1 1 ¡d=. l.6875 

84. 

o ... 1 
X 

·~· 
X 

u 

-------------- ---. .. o 

A , , 

f P 

~= 3.2143 

X • ••• X 

(!>= 1.125 

Fig, IV.6' Diagrama de fases en la representac16n (P,X) para el 
sistema definido por los parámetros de interacci6n 
a=b=-0.2 y c=-0.6 



85, 

levadas, la intersecci6n de un plano a temperatura constante con 

las superficies descritas, dar~ luqar a una sola l!nea de coexi~ 

tencia E2 acotada por dos puntos cr!ticos F. (En la figura IV.6 

se ilustra este comportamiento a varias temperaturas asi como la 

forma general de la reg16n de coexistencia. En la figura IV.6 1 
-

se representa el diagrama (P,x) que le corresponde al sistema ~

particular que estudiamos.) 

Es posible demostrar a través de un argumento de simetría-

que se detalla en el Ap6ndice A, oue este comportamiento es el -

an~logo antiferromagnético de el observado sobre las líneas de

puntos que señalan regiones de coexistencia de cuatro fases (ti

po II) en el triángulo principal, para estados simétricos en los 
.. q .... 

que /"f- =t/•. En esta interpretaci6n los puntos de coexistencia -
.. 1 _, 

tipo AE sobre la línea rf =tr• corresponden a los 

entre estados uniformes, y los estados E2, a los 

sentes en un intervalo finito de temperatura. 

puntos triples

cu.!druples pre-

Esta analog!a permite determinar las fronteras de las re--

9iones que aqui estudiamos, y que se encuentran delimitadas por

los puntos (-1/2,-1/4,-1/4) sobre los ejes de simetría del triá~ 

gula S, en los que el comportamiento descrito desaparece a temp~ 

ratura cero, y por los análogos de los puntos tetracr!ticos D en 

el triángulo principal, que aparecen para valores de los paráme

tros a, b y c de (-0.628,-0.128,-0.128) respectivamente, y sus -

correspondientes permutaciones, y que en este caso señalan la d~ 

saparici6n de la posibilidad de encontrar una sola rama continua 

de coexistencia E2 a altas temperaturas. 

En las regiones tipo S~i los diagramas de fases presentan-
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caracter!sticas semejantes al anterior salvo por el hecho de -, 
que la l!nea de puntos cr!ticos F que limitan la regi6n de coe-

xistencia de dos fases E2 se intersectan con la superficie cr!-

tica G de forma que a temperaturas elevadas solo sobrevive una-

rama de coexistencia tipo AF.. El sistema 3 es representativo de 

la regi6n y su diagrama de fases se presenta en las figuras IV. 

7 y IV.7', sobre las que también se señalan algunas caracter!s

ticas importantes de los estados en equilibrio. 

Al desplazarnos hacia las regiones S~t (Sistema 4, figuras 

IV.8 y IV.8 1
) aparecen dos superficies de equilibrio tipo AF. a-

dicionales, las cuales nacen a temperatura diferente de cero a-

partir de las superficies críticas G que las acotan. Al aumentar 

la temperatura, la intersección de las líneas de críticos F que 

limitan las ramas de equilibrio entre fases ordenadas E~ con e~ 

tas superf icics, da lugar a dos nuevas lineas de estados de e--

quilibrio GE (a diferentes temperaturas salvo en las regiones -

simétricas), de forma que los estados de coexistencia E2 auedan 

comprendidos entre superficies de equilibrio de una fase orden~ 

da y una homogénea. 

La desaparici6n de las regiones de estabilidad de fases ~ 

ordenadas y con ellas del equilibrio de fases E2 en el Qltimo -

de los críticos GF., da lugar a una sola regi6n de coexistencia

AE que desaparece en un punto crítico G al aumentar la tempera-

tura. 

(En todos estos s!stemas las transiciones de segundo orden 

tipo G sobreviven a altas temperaturas) 
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IVc. Triángulo a (o, b (o, e ) O 

Al desplazarnos sobre el espacio de 

energía del modelo hacia una región el la 

que alguno de los par&metros a,b o e se -

torna positivo, encontramos que en las re 

giones tipo R"r-' (y las relacionadas con !!. 

lla a través de transformaciones de sime-

tría), de las cuales el sistema 5 (figu-

ras IV.10 y IV.10 1 ) es representativo, el 

91. 

-b 

Fig. IV. 9 Triángulo 
a(O, b(O, c>O 

diagrama de fases es cualitativamente similar al descrito para -

las zonas s(.f; salvo por la presencia de una región de coexisten. 

cia de dos fases homogéneas A2 que en la intersección con la su-

perficie crítica G que limita la región de estabilidad de las fa 

ses ordenadas, da lugar a una l!nea de estados de coexistencia -

tipo GA de la cual nace la superficie de equilibrio entre una f~ 

se ordenada y una uniforme AE. La coexistencia de fases unifor-

mes anula la posibilidad de encontrar m~s de una zona de equili

brio adicional tipo AE a temperaturas intermedias, y en su lugar 

tenemos una línea de puntos triples A2E (dos uniformes y un arde 

nado), presente en un intervalo de temperaturas finito, que ter

mina en un estado GA a bajas temperaturas y en un BE a temperat~ 

ras superiores. (Este comportamiento desaparece para sistemas -

sobre la frontera entre el triángulo s y los tres tipo R adyace~ 

tes.) 

En las regiones tipo 

tingue del anterior por la 

R' el diagrama de fases solo se di! 
ª/O 

ausencia del equilibrio adicional ti-

po AE presente a temperaturas intermedias, 
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A2E 0.6888 0,09097 0.9998 l.52E-4 
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Los sistemas sobre las l!neas discontinuas en la figura -

IV.9 presentan puntos tricr!ticos tipo H nacidos de la fusi6n -

de los puntos GA y BE que acotan la línea de coexistencia de -

tres fases A2E de forma que en las regiones tipo R~~ y ~~ los

diagramas de fases son cualitativamente similares a los de las

zonas Ra y R~ , respectivamente, pero no exhiben la l!nea de 

(> "' coexistencia de tres fases (A2E) que caracteriza a estos Qlti--

mos. (El sistema 6 es representativo de las zonas tipo R~ , y -

su diagrama de fases se presenta en las figuras IV.11 y IV.11 1 ) 

En la regi6n simétrica de este triángulo (~ los relacion~ 

dos por simetr!a) encontramos que las !!neas de tricr!ticos ti

po I provenientes del triángulo S se prolongan hasta el punto M 

(-1/4,-1/4,1/2 para a , by e, y sus permutaciones en el tri4n

qulo R correspondiente) , por lo que sobre la !!nea s6lida de la 

figura IV.9 los sistemas presentan un equilibrio de tres fases

ordenadas E3 que desaparece en un punto tricr!tico tipo I (sis

tema 7, figuras IV.12 y IV.12'), 

En este caso la intersecci6n de la superficie de coexis-

tencia de dos fases uniformes A2 con la superficie cr!ttca G, -

da lugar a una l!nea de estados G2 a partir de la cual nace una 

de las regiones de equilibrio tipo E2 que configuran el triple. 

Esta regi6n sobrevive a altas temperaturas y termina en la in~

tersecci6n de la l!nea de cr!ticos F QUe la limita,con la l!nea 

cr!tica B que marca el fin de la re9i6n de coexistencia de los

estados uniformes, en el dltimo de los puntos de la rama G2• 

M4s allá del punto M, en la región sim~trica entre las z2 

nas tipo Rab y Rba (s'eñalada con l!neas discontinuas en la fig.!:!, 
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ra IV.9), existe la posibilidad de encontrar un equilibrio de

tres fases ordenadas a bajas temperaturas que, a partir de la-

1ntersecci6n de la l!nea de triples con la superficie cr!tica

G en un estado G2E, da lugar a un triple de naturaleza A2E que 

desaparece en un tricr!tico tipo H. (este punto nace de la in-

tersecci6n de dos líneas críticas tipo G que limitan la regi6n 

de coexistencia AE, y la línea crítica D). 

El punto señalado con la letra M en este tipo de triáng~ 

lo es un punto multicrítico en el que las líneas de críticos -

tipo F que limitan las regiones de coexistencia de dos fases -

ordenadas se interscctan, sobre la superficie crítica G, ·con -

la línea de puntos críticos B que acota la zona de coexisten-

cia de fases uniformes. La transformaci6n de simetría que se -

detalla en el Ap~ndice A permite establecer una corresponden-

cia directa entre este tipo de comportamiento y el observado-

en el punto central del triángulo S. 

En las regiones adyacentes (Rab y Rba)' las zonas de CO! 

xistencia se desplazan fuera de la región sim~trica lo que per 

mite que el estado de coexistencia de tres fases a bajas temp~ 

raturas sea de naturaleza AE 2, Esta línea de triples nace de -

la intersecci6n de dos superficies de coexistencia tipo AE (l! 

mitadas en un caso por una línea de estados GE de la cual nace 

una rama de equilibrio E2, y en el otro, por una l!nea r,A que

definen la intersecci6n de las superficies A2 y G), con unas~ 

perficie E2• 

Este estado de coexistencia desaparece en la intersecci6n 

de la línea de triples con la superficie crítica ~ (que delim! 

ta: la zona de estabilidad de fases ordenadas) en un estado <;AE 
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a partir del cual la rama de coexistencia triple es de naturaleza 

A2E hasta desaparecer en un punto GA a altas temperaturas. 

Este comportamiento tan complejo se ilustra en las figuras

IV .13 y IV.13 1 para el sistema B representativo de la regi6n. En

ellas observamos que este tipo de sistemas exhiben también los e

quilibrios adicionales tipo AE que presentes en un intervalo de -

temperatura finito, caracterizan a las zonas comprendidas entre -

los lados que limitan estos tri&ngulos y las l!neas raya-punto de 

la figura IV.9. (El comportamiento descrito desaparece a tempera

tura cero al cruzar las fronteras entre triangulas tipo R y 0) 

IVd. Triángulo a ) O, b ) O, e (,O 

Este tri~ngulo est~ caracterizado por 

la presencia de una regi6n adicional de e-• 

quilibrio entre dos fases homogéneas que re!. 

tringe la zona de estabilidad de fases orde

nadas. En ~l es posible distinguir seis re-

giones en las que los diagramas de fases ex

hiben caracter!sticas topol6gicas distintas. 
Fig, IV.14 Triángulo 

a)O,b)O,c• 

En las zonas tipo Ob)' encontramos a bajas temperatur.as una 

regi6n de coexistencia entre una fase·uniforme y una ordenada (AE) 

limitada por dos !!neas de puntos de equilibrio tipo GA a partir 

de las cuales nacen ramas de coexistencia entre dos fases homog~ 

neas A2• A una cierta temperatura, a partir de uno de los esta-

dos GA nace una l!nea de triples A2E que se extiende en un inte~ 

valo de temperatura finito hasta desaparecer en un punto BE (Es

te comportamiento es id~ntico al ya descrito para los estados de 

coexistencia de tres fases en las regiones tipo R~ y~~), 



• : 1 

fo= 4.8214 

• 
-· • _, 

1 tr -· fo= 1.6875 

• • 
Rl R2 

Triple 0.8411 2.29E-5 
4. 79E-ll 0.2293 

AE2 0,22056 0.7979 

A2E 
0.001191 0.5700 
0.6426 6,07E-4 
0,3270 0.6083 

101. 

AE 

-· _, 
f t· 

/.> = 2.25 

A temperaturas inferio
res a las ilustradas las ramas 
de coexistencia AE' desapare
cen. 

Fig. IV.13 Diagrama de fases 
para un sistema caracter~ 
zado por los parámetros 
a=-0.13, b=-0,07 y c=0.8. 
Se presentan las densida
des para los estados de -
coexistencia de tres fa-
ses aue presentamos : 

R~ 
1 

(Uniforme) 
0,002126 
l,lDF.~8 

(Uniforme) 
(Uniforme) 
8.82E-4 

11• 
2 

0.9874 
2,59E-3 

0.01409 



o o.• . ºv--- ---". 
• o 

o 

GA 

t= 4.8214 

o 

• u 

~= 1.6875 

• 

102. 

G 

'x 

u 

t= 2.25 

Fig. IV.13' Representación del 
diagrama de fases asocia~o 
al sistema definido por los 
par4metros 1 

a:a -0.13 
b= -0.01 
e= +o.so 

en el espacio preei6n-co1po 
sici6n (P,X). -



103, 

Un diagrama de fases caracter!stico de los sistemas que ~ 

corresponden a este tipo de regi6n (por ejemplo, el sistema 9)

se representa en las figuras IV.15 y IV.15 1 , en donde es claro

que las regiones de estabilidad de fases uniformes han crecido-

a expensas de las antes asociadas a estados ordenados. 

El comportamiento en las regiones tipo Qab resulta de la-

' superposici6n de los antes descritos para las zonas tipo Obf y 

' ºªf , por lo que en ellas es posible encontrar dos regiones de-

coexistencia de tres fases A2E a una temperatura dada, las cua-

les desaparecen en estados tipo BE a temperaturas distintas (sal 

va en la rcgi6n simétrica), dando lugar a una sola zona de cquf_ 

librio de dos fases tipo AE acotada por la superficie crítica G. 

(La región de coexistencia de tres fases tipo A2E se prolonga ha 

cia los triángulos R a trav~s de las zonas tipo Qab' pues en --

' ' las fronteras de las regiones Qb# y Qa~ que corresponden a la--

dos del triángulo este comportamiento desaparece a temperatura

cero.) 

Al. ·desplazarnos sobre el triángulo de energía hacia las

regiones denotadas como ob
1 

y ºª# (y las relacionadas con ellas 

por transformaciones de simetría), la región de estabilidad de-

fases ordenadas va disminuyendo su tamaño, y en estas zonas es-

tá solo limitada por la superficie cr!tica G y una regi6n de -

coexistencia tipo AE. El punto triple tipo A2E caracter!stico -

de las regiones anteriores aqui aparece como una coexistencia -

de tres fases uniformes A3 limitada a alta y baja temperatura -

·por puntos críticos BA. El sistema 10 ilustra este comportamie~ 

to a trav~s de su diagrama de fases que se presenta en las fig~ 

ras IV.16 y IV.16'. (Sobre la l!nea raya-punto que se dibuja -
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• • en la figura IV.14 y que separa las regiones tipo Qb,(Qa~ ) de-

las Qb/ (Qar ), la l!nea de coexistencia de tres fases resulta

tipo A2G.) 

En estas regiones, y las adyacentes tipo Qb« y Q~ que s~ 

lo se distinguen de aquellas por la ausencia de una regi6n de -

coexistencia de tres fases (las separa una l!nea de puntos tr!

cr!ticos Centre estados homog~neos), los estados ordenados re

sultan metaestables con respecto a los uniformes a temperaturas 

suficientemente elevadas. 

El diagrama de fases de los sistemas asociados a las re--

giones tipo ºr (Sistema 11, figuras IV.17 y IV.17') es similar

ª los descritos salvo por el hecho de que en esta zona no exis-

te la posibilidad de encontrar equilibrio de tres fases a ning~ 

na temperatura (las líneas de raya discontinua en la figura IV. 

14 son proyecciones de puntos tricr!.ticos tipo H), y se distin

gue de los correspondientes a las zonas Ocw (Off ) por presen-... 

tar estados ordenados siempre estables con respecto a los uni--
.. 1 .. , 

formes asociados .<tr· Yfl' dadas) a toda temperatura. 

En este tri~ngulo la transformaci6n de simetría que se d~ 

talla en el Ap~ndice A, permite distinguir una regi6n an~loga a 

la zona escudo en el triángulo principal, a la que hemos denot~ 
• do por QI y"est!I limitada en la zona simétrica por los puntos N 

(0.291, 0.291, -0,416) y O (0.235, 0.235, -0.523) para a, by e 

(y sus correspondientes permutaciones en los triángulos análo--

qos). 

Dentro de ella es posible encontrar sistemas que presentan 

dos regiones de coexistencia de tres fases tipo A2E en un inte~ 
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valo de temperatura finito, las cuales nacen de estados tipo GA 

a temperaturas bajas y desaparecen dando lugar a dos ramas inde

pendientes de coexistencia de fases tipo AE y A2 a temperaturas

superiores. Este comportamiento se ilustra en las figuras IV.18 

y IV.18' para el sistema 12 representativo de la regi6n, y en e

lla se presentan algunas de las caracter!sticas m~s sobresalien~ 

tes de los estados en coexistencia. 

El tratamiento que pres~ntamos en el Ap~ndice A permite e~ 

tablecer una analogía directa entre la zona sim~trica de la re-

gi6n escudo del triángulo principal y la correspondiente en la -

zona O)a, (Q~ -· , op. para estados que satisfacen la condición,,., 
_, 

= /"f. Esta forma de visualizar el problema indica claramente que 

el Gltimo de los triples A2E en esta regi6n es el análogo antif~ 

rromagnático de los cuádruples (tipo I) presente~ en el triángu

lo principal, y que las fronteras de la rcgi6n O' corresponden-
t 

a estados tipo GA (Punto N) análogos de los CA en el caso ferro-

magn~tico, y tipo BE (Punto O y las l!neas que actGan como fron

teras de la regi6n) correspondientes a los tipo BA2 en la zona -

escudo. 

IVe. Triángulo a> o, b >o, e) O 

Al desplazarnos hacia la regi6n 

en el espacio de energ!a en la que t!2_ 

dos los par4metros que definen un sis 

tema son positivos, las regiones de -

estabilidad de fases ordenadas reducen 

considerablemente su tamaño, y solo pe_ 

ra· sistemas cercanos a los vfirtices de ·Pig. IV .19 

el triángulo principal (regiones com~-

e 

Tri4ngulo 
a >O, b>O, c>O 
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prendidas fuera del círculo de puntos representado en la figura -

IV.19) es posible encontrar estados de equilibrio ordenados, que

resultan siempre metaestables o inestables en relaci6n a los est! 

dos uniformes presentes a la misma temperatura y potenciales qu!

micos. En consecuencia, el diagrama de fases global en esta regi6n 

excluye la posibilidad de equilibrios entre fa'ses uniformes y or

denadas, y su comportamiento general es tal y como se ha descrito 

en la secci6n IIb del capítulo anterior. 

De esta forma hemos presentado un panorama general del com

portamiento del diagrama de fases global que en la aproximaci6n -

de campo medio, está asociado al modelo de Ising espín cr=l gene

ralizado cuando se hace explícita la posibilidad de existencia de 

estados ordenados. Nos queda ahora la tarea de analizar los fenó

menos relevantes y las capacidades rlescriptivas y predictivas re~ 

les del trabajo realizado. Junto con ello ser& necesario estable

cer las conclusiones a las que nos permite llegar el an~lisis crf 

tico de los resultados, y las perspectivas de extensi6n y aplica

ci6n del formalismo y tratamiento que se ha desarrollado. 
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V, DISCUSION Y CONCLUSIONES 

La versatilidad del modelo que hemos estudiado a lo largo 

de este trabajo permite, como ya mencionamos, aplicarlo a situ~ 

cienes físicas diversas con tal de realizar una interpretación 

adecuada de las variables aue lo definen. Esto hace aue en el ~ 

n411sis de los resultados aue presentamos en el cap!tulo ante-

r.ior, sea necesario distinguir con cuidado los fen6menos ~ue -

son relevantes, y deben por tanto considerarse en detalle, de~ 

quellos aue son solo un artificio del modelo. 

La descripción de nuestros resultados intentó mostrar la

evoluci6n en el espacio de energía del modelo de las regiones -

de estabilidad y coexistencia de fases uniformes y ordenadas, -

desde la zona en la que estos últimos presentan una mayor ri~U! 

za de comportamientos (~riángulo S), hasta la reqi6n en la aue

solo las fases homogéneas resultan estables (Triángulo princi-

pal). Esta secuencia facilita el análisis de la conectividad de 

las superficies criticas y de coexistencia de fases, algunas de 

las cuales son determinantes de los comportamientos qenerales -

observados. 

Uno de los hechos sohresalientes en el diagrama de f.ases

qlobal que caracteriza a nuestro sistema, es la oresencia de u

na hipersuonrficie cr!ti1-:é G que delimita la mayor parte de la

regi6n de estabilidad de fases ordenadas, y marca la existencia 

de una transici6n de segundo orden entre éstas y los estados u

niformes. Este fen6meno estfi. intimamente relacionado con la sj.

metr!a cúbica de la malla elegida, y seguramente desaparecerá -
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en otras condiciones { malla cfibica centrada en las caras, por 

ejemplo). 

La posibilidad de encont~ar transiciones de segundo or-

den tipo s6lido-l!quido, tamhi~n denominadas de fusión crítica, 

en sistemas reales fue estudiada por L.n. r..andau (lJ) quien de-

mostr6·que la transición mencionada es siempre de primer orden 

salvo en puntos aislados. Esta situación nos lleva necesaria-

mente a examinar el grado de aplicabilidad del modelo en el e~ 

so estudiado, a la descripción del comportami.ento de mezclas -

binarias o ternarias reales. 

El proceso de fusión de una sustancia conlleva qeneral--

mente la desa9arici6n del orden en posición v orientación de -

las partículas que la constituyen. En sólidos monoat6micos si~ 

ples la transici6n está completamente determinada por la pérdi 

da del primero de ellos, y la transformaci6n es de primer or--

den a toda temperatura. Sin embargo, en cristales moleculares-

m&s complejos, y sobre todo a las presiones en las que el sis

tema está considerablemente empacado, el mecanismo del cambio

de fase es esencialmente orientacional, y la ~sibilidad de u

na transici6n de segundo orden no queda exclu!da. <29 ) 

La determinaci6n te6rica de diagramas de fases para ale! 

cienes binarias y ternarias es hoy d!a un problema completamen

te abierto, y en la mayor!a de los casos ha estado restringido

ª el c&lculo de equilibrio entre fases aue difieren tan solo en 

la distribución de los &tomos en los puntos de la red asociada<32- 37 l 

Las fases ordenadas aue resultan son superestructuras de la ma-

lla principal que caracteriza los estados desordenados, y deci-
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mos entonces aue son coherentes entre sí. 

Aunque la mayor!a de los sistemas reales exhiben transi

ciones de fase entre estados incoherentes (fuerte cambio de sj

metrÍa) / el conocimiento del comnortamiento de los diagramas de 

fases coherentes tiene ap~icaciones prActicas directas va que -

los primeros productos de rcac~cí6n para una transformación de -

fases que ocurre lejos del estado de equilibrio, tienden a ser

precipitados coherentes con estructuras cristalinas no necesa-

riamente similares a las aue encontramos en la situaci6n de e--

quilibrio. 

En estas condiciones la comparaci6n directa de nuestros-

resultados con los conocidos para sistemas reales debe realiza~ 

se tomando en cuenta las consideraciones anteriores, y sin olvi 

dar el hecho de que fueron obteniños en el marco de una aproxi

maci6n de campo medio, por lo que aunoue puede esperarse una de!!_ 

cripci6n topológica adecuada de algunas de las superficies cr!

ticas y de coexistencia principales, ser!a irreal esperar una es 

tricta correspondencia num~rica entre los diagramas de fases. 

Asf, un an4lisis cuidadoso de los diagramas.de fases exn~ 

rimentales para aleaciones binarias simples< 21 > muestra que al

qunas de sus secciones caracter!sticas presentan com1;>0rtamien~

tos semejantes a los aue se ilustran en los diagramas presidn

composic16n (P,X) del cap!tulo anterior (por ejemplo, eauili-

brios simples tipo AE o con características azeotr6picas(pre~

si6n m1nirna), estados de coexistencia de tres fases tipo A2E y 

AE2, etc.), aunque debe auedar claro aue el comportamiento qen~ 

ral real caracterizado por la presencia de puntos de fusi6n in-
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congruehtes (perictécticos) debido a la formación de comnuestos -

s6lidos entre los constituyentes básicos, o transiciones s6lido

s6lido entre fases con distintas simetrías y sin relación alquna, 

queda fuera de las posibilidades de descripci6n del modelo. 

Las aleaciones binarias del tipo CuZn, CuNi, AgAu, etc.,-

que presentan diagramas de fases simples forman parte del conjU!!_' 

to de sistemas a los que de forma cualitativa resultan aplica--

bles algunos de los resultados obtenidos, tomando en cuenta que-

las caracter!sticas comple;as de un sistema real muchas veces --

quedarán mejor descritas por un ounto m6vil en el espacio de e--

nerg!a de este modelo, que por un sistema definido por un conju~ 

to fijo de parámetros de interacción a, h y c. h ~esar de esto -

cabe señalar que ninguno de los sitemas asociados al modelo exh~ 

be un diagrama de fases con caracter!sticas semejantes al diagr! 

ma eutéctico simple coman en soluciones s6lidas. (Los sistemas

con un comportamiento cercano a este 6ltimo se localizan en las 

regiones tipo ~ab (y relacionadas por simetr!a) del diagrama gl~ 

bal, pero en ningan caso presentan un estado de coexistencia AE2 

en el cual la fase uniforme se localice a composiciones inter~e-

dias). 

Algunos de los fen6menos descritos en el cap!tulo anterior 

est4n estrechamente vinculados a '1as regiones sim~tricas del dia

griuti8 de fases global, siendo este el caso de los puntos rnulticr!, 

tices en la regi6n central del triángulo S y tipo ~ en los tres -

triángulos adyacentes, así como los tetracr1ticos O en el triáng~ 

lo principal. Este tipo de comportamientos resultan completamente 

artificiales en la descripci6n de sistemas reales como los menci~ 

nades, al igual que la presencia de lineas cr!ticas aue se extie~ 
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den hasta temperatura cero, que como dijimos resulta dependiente 

de la malla considerada. 

El modelo de Ising espín Cí=l generalizado puede ser rei~ 

terpretado con relativa facilidad en términos de un conjunto de-

mol~culas bifuncionales aue ocupan los enlaces de la red que lo-

define, y por medio de ello realizar el estudio de sus propieda

des en el lenguaje de un sistema micelar, para el que las partes 

simétricas del diagrama global son las ánicas relevantes. 

En este caso la solu-

ci6n micelar contiene dos P.! 

pecies distintas, AA y ab, 

una de las cuales (ah) prese~ 

ta interacciones intermolec~ 

lares que dependen de su po~ 

sici6n y orientación en la -

malla (la cual se ha subdiv~ 

dido en dos sobamallas equi-

valentes, x y o, perfectame~ 

te intercaladas. Fig. V.l). 

En esta interpretaci6n, 

de la cual se han generado ya 

diversas versiones<3e-4o), las 

A A 

:i 
Submalla 

b • • 
• 

Submalla X 

A A a b 

o • 

Sa-1 

:7'¡ .:-"I ·.:.. 01 
Fig. V.l Características b4sicas 

en la definici6n del modelo -
para la soluci6n micelar. 

fases ordenadas descritas en este trabajo corresponden a estados 

tipo cristal liquido (liotr6picos) nue difieren entre sl por la

orientaci6n de las mol~culas que los constituyen, y de hecho, se 

encuentran estados con características lamelares y tipo micelar-

en empaquetamiento cübico,, entre los cuales se presentan transi 

ciones de primer y segundo orden dependiendo de si el factor pri!l 
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cipal que los distingue es posicional u orientacional, respecti-

vamente. 

En forma similar, el modelo estudiado puede utilizarse en 

el análisis de las propiedades de sistemas binarios con un com~ 

riehté magnético, tales como el granate de DyAl, y las sales Per.1 2, 

Ni(N03) 2.2H2o, las cuales presentan transiciones de fase de pri

mer orden entre estados antiferromagnéticos y paramagnéticos (met~ 

magnetos) inducidas por un campo externo a bajas temperaturas, ~ 

cotadas por puntos críticos o tricr!ticos a temperaturas sunerio 

res. 

El an4lisis de las propiedades de estos sitcrnas se ha lle 

vado a cabo por medio de argumentos basados en teorías f.enomeno-

16gicas tipo Landau<4i-43 J, y el diagrama de fases asi generado 

exhibe características similares al que presentamos en la figura 

IV.5 de este trabajo. r.ste comportamiento está asociado a las re 

qiones tipo S0• ; s
0
f" y s

0
t de nuestro diagrama global (y l!neas 

de tricr!ticos tipo I). En este caso el análisis exiqe una disc~ 

si6n de la interpretaci6n de las variables ,,.:, ~J~ en tefminos

de los campos 11, A y c. 

El estudio de las versiones antiferromaqn~ticas del mod~ 

lo de Lenz-Ising supone siempre la subdivisi6n de la malla pri~ 

cipal escogida en n submallas equivalentes completamente arbi

trarias, lo que implica que los resultados son fuertemente de

pendientes de la elecci6n inicial. En el caso que presentamos

la malla subyacente es cGbica simple y la divisi6n en submallas 

está restringida a aquellas situaciones en las oue los prime-

ros vecinos a un punto cualouiera de una submalla dada , pert! 

necen necesariamente a las restantes. 
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Con el fin de analizar la validez general de los result~ 

dos obtenidos, estudiamos el comportamiento del modelo para u

na malla unidimensional sin subdividir, buscando los estados -

de equilibrio estable por minimizaci6n del potencial gran can2_ 

nico asociado a cada sistema en las condiciones estudiadas, pa~ 

tiendo de un estado inicial arbitrario y desarrollando un pro

ceso iterativo (siempre en la aproximac16n de campo medio). 

Los resultados obtenidos presentan un panorama general -

semejante al ya descrito, lo oue indica que los estados ordena 

dos tipo AB son los m~s estables sobre oosihles estados n2n, 

A3B, AB3, etc., en todo el espacio <¡¡a,fl'b•fAC•f'P:.•¡4;;.l de es 

te modelo (malla cGbica simple). 

La descripción que presentamos aunque da una idea general 

completa de los diversos tipos de comportamientos aue pueden r~ 

producirse a trav~s del modelo, excluy6 deliberadamente la de

finici6n precisa de las fronteras aue delimitan cada reqi6n en

el espacio de energ!a que lo caracteriza. Este trabajo ha resul 

tado hasta el momento algebraica y computacionalmente muy com-

plicado, por el nOmero de variables a considerar y la gran ex-

tensi6n de las hipersuperficies cr!ticas, A pesar de ello ha si 

do posible generar una visi6n global de las propiedades m4s im

portantes, y completar la descripci6n en campo medio de esta -

versión generalizada del modelo de Ising, desarrollando un tra

tamiento que marca claramente el camino a seguir para realizar

e! estudio detallado cuando la malla principal conveniente pre

senta propiedades de simetría diferentes a la aaui analizada. 
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De froma general, la posibilidad de conocer a fondo las -

propiedades del modelo de Isinq en cualquiera de sus versiones, 

resulta de suma utilidad si consideramos aue puede ser aplicado 
; 

al estudio de diversos sistemas físicos sin ninguna relación a-

parente. El trabajo desarrollado a pesar de las limitaciones in 

hercntes al propio modelo, a la aproximaci6n utilizada en su re 

soluci6n, y a la metodología desarrollada para abordarlo, da u

na idea bastante clara de las posibilidades descriptivas, y en-

algunos casos predictivas, de representaciones simples y senci-

llas de sistemas reales cuya complejidad ha dificultado su abar 

da je. 
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SUGERENCIAS PARA TRABAJO FUTU~O 

En esta secci6n presentamos alqunas sugerencias para el d!_ 

sarrollo de trabajos futuros que tomen como base el tratamiento y 

resultados generados en esta tesis : 

1) La descripci6n del diagrama de fases global que hemos present!!_ .j 

do aunque da una idea general de los diversos tipos de comoorta--

mientos que pueden reproducirse por medio del modelo, excluy6 de

liberadamente la definición num~rica precisa de las fronteras que 

delimitan cada reg!6n en el espacio de energía que lo~caracteriza~ 

Resultaría conveniente continuar el trabajo para definir cuantita

tivamente la extensión de las zonas donde los diagramas de fases 

son topologicamcnte similares, y proporcionar asi una descripción 

completa del diagrama global. 

2) El tratamiento y metodolog!a desarrollados permiten realizar con 

relativa facilidad el an~lisis del diaqrama de fases global cuando 

la malla principal tiene una simetr!a distinta a la aqu! estudiada. 

En particular ser!a interesante estudiar el caso de una red cübica 

centrada en las caras (fcc), en la que las propiedades observadas en 

el caso del modelo de Lenz-Ising original parecen indicar que las 

transiciones de segundo orden tipo r, pueden no estar presentes, y 

est4 abierta la posibilidad de encontrar equilibrio entre fases º!:. 

denadas tipo AB, A3B, AB3 , etc. 

3) Las posibilidades del modelo en la descripci6n del comportamiento 

de sistemas reales como aleaciones ternarias con diagramas de fases 

coherentes, sistemas binarios con un componente magn~tico, solucio

nes micelares con rnol~culas bifuncionales, etc., han si<lo poco ex-
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plotadas en la presentación de este trabajo. Falta realizar una 

investigación hibliogr4fica extensa para adquirir una visi6n el! 

ra de los alcances y limitaciones del modelo. 

4) El conocimiento del diagrama de fases global para este siste-

ma facilita el análisis de las propiedades de mojado de las fases 

involucradas en un estado cualquiera de equilibrio de fases. Re

sultaría interesante estudiar las características interfaciales del 

modelo en la que hemos denominado versión antiferromagnética. 

51 En un tratamiento como el que presentamos siempre aueda ahierta 

la posibilidad de reiniciar el trabajo utilizando un método de a~ 

proximaci6n mecánico estadístico más refinado. Ser!a de interés es 

tudiar el comportamiento de secciones bien definidas del espacio 

general de energía de este modelo en el marco de aproximaciones me 

jores, 
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APENDICE A 

En la aproximaci6n de cam~ medio para el modelo de Ising 

esprri .. r =l generalizado los estados de equilibrio estable est.1n 

determinados por las relaciories (3.13) : 

l'i~= lri_.k- ~~be._ ~~(~+b-c)f~ 
·-~~. 

f P.~ .. In _e.._ _z,!,11(),~ -M <~~b .e)(• 
·-~-&. 1 4 ~ 

que para un estado de coexistencia de dos fases o( Yf' caracter~ . . ,. ,. 
Z8dOS por 105 parCS de densidades ( 'Ir e,) Y ( ~I / (t) SatfSfacen 

la condici6n, 

16;,,.lti ..t.-:.-z·..k(.-Mío.+\i-c)e:~ lnt -1.f ~."- M<o.~b-c.) e: 
I• ~-~a f'l- ¡.,,.,, 

,, , (A, l) 

t}~J11 -t-.;-~~a.~;:.. f'~<o.~b-c)f~ = In :-f:¡ _ .z~~a.r-1'~ Co.~\...c:) ~·· •· r-ct 1·e· ·e. 
Con nd = n.··'" . ' 

1
__ _ 

/ 
.,.. , para ~w determinada por la expresi6n (J .12) • 

En la regi6n sim6trica del tri!ngulo principal definida por 

la condici6n a=b, algunos de los estados de equilibrio a lo largo 

de la l!nea de coexistencia ff:=fj/: satisfacen las relaciones 

(A. 2) 

y para etlos las ecuaciones (A.1) pueden reescribirse como 

fi""" l"-4.-;-t1f~b-c)P,~-~,b~t= In_,~. -f\<2b-c)f.~-211be.• 
I 1-~-~ \' 1·~ fa •.. (A.J) 

f'f:" In~ -('':\(7.lx) ~: - ~bP.''= In~_~~ úb-c)(:-2f.¡b( 
... ~-~· 1 1·r.·-et 
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Estas relaciones pueden llevarse a las expresiones (3.20) 

que definen los estados ordenados de equilibrio para un sistema 

caracterizado por los par4metros a'' b' y e', si y·.solo si se -

satisface que 
t=t ' 

... 1 -' -u ti·: f'f• : ff· 
~'o'. ~b-c 2.b,, a'..b'-c I 2.0: .Zb-c. ... (A. 4) 

lo cual implica necesariamente que a'=b 1=(2b-c)/2 y c'=-c, y por 

tanto para sistemas caracterizados por los par&metros a', b 1 , e', 

que satisfacen. las relaciones (A. 4), existen soluciones tales que 

las ocupaciones en la submalla O( ( f,",~:) y f>C f~·~) cumplen las 

condiciones (A.2). 

Como al imponer las condiciones de transformaci6n {A.2) y -

(A.4) sobre la expresión para la densidad de potencial gran can6-

nico (3.18) 

~w .. ~[ (lri~- .¡. ~·lri( .¡.(1-~,<1;.~.~)\.,(1-e."'-~:) ... ~t\l'l¡,,. ... e:l., ~,. 
~ ú-~.~-e:)I" (•-f.'-~)-~1 (2.Y~.·~.~. u~~.~ ... <~·i¿_¿)(r~·~·~.·))-~;: <e."•e!) 

-~}; (~."+ (:>] 
esta se transforma en la relaci6n {3.12) para el potencial 9ran-

can6nico por part!cula asociado a los estados uniformes del sis

tema definido por los par4metros a, by e, un estado de equilibrio 

de tres fases uniformes en este Gltimo, tales aue dos de ellas -

satisfacen las relaciones (A.2) y en la·.otra ~1":.(:, 1mplicar4 un 

estado de coexistencia de una fase ordenada y una homo96nea (AE) 

en el sistema caracterizado por a', b' y e•. De igual forma, un 

cuádruple tipo I dará lugar a un triple tipo A2E, y un estado de 
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2 coexistencia de cuatro fases tipo II, a un doble E entre fases 

ordenadas. 

Este análisis permite delimitar con precisi6n las fronte

ras de diversos tipos de comportamientos en las regiones sim~-

tricas de aquellos triángulos en los que los estados de equili

brio uniformes y ordenados pueden relacionarse a través de trans 

formaciones de simetr!a semejantes a la descrita. 
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