
~Í 
;¿~· 

Universidad Nacional Autónoma 
de México 

FACULTAD DE INGENIERIA 

RJBRGICIOS PARA ASIGNATURA INTRODUCCJON 

AL COMPORTAMIENTO llE LOS MATERIALES 

T E S 1 S 
Que para obtener el Título de 

INGENIERO CfVIL 

presenta 

ISMU~L DOAllIVGUEZ ALMARAZ 

Asesor: ING. HHCTOR SANGINfiS Gi\RCIA 

México, D. F. l 9 8 7 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



¡ N o ¡ C E 

Hoja No 

1.0 Introducción ------------------------------------------ 1 
1.1 contenido de 1a TésL:i ----------------:--:-:..,:..,~-:,-:-:-:-:·:-"".___ 1 

2.0 E1ásticidad unea1-------------------:f;..,fa~;~f'.;~S:~:..-:-:"".-- 3 

::: :::ª::~0

::e p:~:~:~-===~===========:~tté~j~;E~Si=52====== : 
2.3 Ley de Hooke Genera.Uzada ----------,_-~;:;_~~~,-2.:~-------- ? 

2.4 La f'unción de Airy --------------.;.-:.;;:..~~':_:.;;:_:~_;,;,;.; __ ;,;,______ 10 

2 • S Prob1emas R@Ruft). 1:9!1 ---------- ··---------,---·----ooi=:=soo_a_ 
2.6 Problemas Propuestos ----------------------------------

3.0 P1áaticidad -------------------------------------------

3.1 Generalidades -----------------------------------------

3.2 Tipos de materiales Frágiles y DÚcti1es ---------------

3•3 Poatu1ados f'undamentaies de la P1ásticidad ------------

3.4 MÓdeios anal~icos plásticos --------------------------

3.5 Leyes esf'uerzo def'ormación p1ástica -------------------

3=5~1 Re1:c!c...4oa Ino~Graentales ----------------------------

3.5.2 Relaciones Tota1es esf'uerzo def'ormación -------------

3.6 Resolución de Problemas e1~sto-pl.ásticos --------------

3.6.1 Mecanismos de Fal.la ----------------------------------

3.6.2 Criterio de Von Mises -------------------------------

3·6<3 C~lterio de Tresca ----------------------------------

3.6.4 Teor!a de Rankine -----------------------------------

3.6.5 Teor!a de Saint-Yenant -------------:..------,----------

3.6.6 Teoría de Bel.trami -------------------------..,.-•--:•:_ __ 

3·? Aná:l.isis y diseflo límite --------------------.;. _____ .;. __ _ 

J•?· 1 Teorema 1 -----------------------------:..:.. __ , ___ '." _____ _ 

13 

3? 

39 

39 

40 

40~ 
41 

42 

42 

46 

46 

4? 

48 

49 

49 

so 
so 
52 

52 



Hoja ~o 

3·72 Teorema 2 ------------------------------------------- 53 
3• 9 Selección de mecanismos de Fal'lu -----------.,.--------"". 54 

3.9 Problemas Resuel.tos ---------------------------.,.-;:..,.'.'".,.: .55 
3.10 Problemas Propuestos ---.-----------"--------~"":.;;.;;'.'"2•~~..;:;:..; · 7(!) 

. . ,. ' -"'i ~:;-:. :--. ' ~ -- ' . ' 

4.0 Conclusionel!I ._ -----------__________ _:.. _____ .,;:_.:.~~ ·..: ~·.;.·;;;:.-.:.;;_ .. 
71. 



1.0 INTROOUCCION 

La elaboración de esta Tésis hs sido con el objeto de que sirva 

de apoyo al alumno. asi como proporcionarle herramientas neceea 

rias tanto en teor!a como en la resolución de problemas prácti

cos que se plante~n en los Temas de Elásticidad lineal y PJ.ást~ 

cldad de Materiales..!. que :formun parte .. de la materia Introduc -

ción al comportamient~,=:-c;!e 'maté;.ialee. impartid:i. por la Facultad 

de Ingeniería para la carrera d~ !~ge~iero Civ11. con el :fin de 

alcanzar dicho objetivo, sin pretender profundizar demasiado 

por lo muy extenso de los temas, se expone un breve reeUD1en so

bre lo :fundamental de la parte teórica, enseguida se presenta -

una serle de ejercicios, explicados on :forma ordenada y a deta

lle para que el alumno logre entender con claridad la parte con 

ceptual y as! reafirme sus conocimientos en los problemas apli

cados de estos temas. 

1.1 CONTENIDO DE LA TCO•.. --•oii> 

Este trabajo consta de dos temas fundamentales. En el cap!tulo

dos trata sebre la Eláeticidad lineal tema que se inicia a par

tir de la Ley de Hooke generalizada 1~ cual expresa la relación 

lineal entre el esfuerzo y la deformación incluyendo cierto nú

mero de relaciones posibles entre estado de esfUerzo deforma -

ción. luego se describe el Metodo de Airy el cual propone una -

función esfuerzo solución del problema elástico en dos di•en -

alones obl!gandola a cumplir las ecuaci•nes de equilibrio elás

tico y las correopondientes de front~ra. posteriormente se pre

senta una serie de ejercicios resueltos y propuestos en una can 
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tidad suficiente para que sean una muestra representativa de los

diferentes tipos de problemas que se pueden presentar en el tema. 

En el capítulo tres trata sobre la Pl.ásticidad de los materia1esr 

Se inicia con los postul.ados fundamentales de la Pl.ásticidad para 

seguir con l.Bs leyes esf'uerso deformación plástica. en este caso

se propusierón dos diferentes tipos de relación que son1 Relacio

nes Incrementales y Relaciones Totales. luego se expone en forma

general las ecuaciones que resuelven problel!!!Ss cleetcpl.fsticos. -

enseguid~ ae expresan en forma resumida di~e~~ü~~~ mecanismos de

r;11"ií ~iástica1 Criterio de Von Mises. Teor!a de Rankino. Teor!a

de Saint Venant y Criterio de Tresca. Final.mente se presenta una

serie de ejercicios resueltos y propuestos para que el alumno rea 

firme sus conocimientos. 

Cabe hacer mención que para el desarrollo de la parte teórica de

esta Tésis se utilizó como referencia principal 109 apuntes de -

clase de los ingenieros1 Agustin Demeneghi Colina. Roberto Magane 

del Toro y Rector Sl'lnginée Garci•· 
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2.0 ELASTICIDAD· LINEAL 

INTRODUCCION. 

se dice que un cuerpo ea elástico lineal cuando cUJ11ple con l.as s¿ 

guientes condiciones, 

a} Es un cuerpo de~orm•ble idealmente. 

b) Las de~orm:cionea originadas por l.a aplicación de un sistema -

cualquiera de cargas que se incrementQn gradualmente, desapar~ 

cen al dejar de actuar éstas ta1"1'i~:: g.r•á.ua1111ente. 

e) !.::.6 ü~iormaciones que experimenta son directamente proporcio-

nales a los esfuerzos que las originan. 

Por los postulados anteriores se considera que l.& EJ.asticidad li

neal es parte de la Mécanica de los medios continuos que estudla

el CO!llportamiento de los sólidos cuyas propiedades son indepen -

dientes del tiempo y en el intervalo en que las defonaaciones pr~ 

ducidas en los medios continuos ecn recuperables al cesar el es -

~uerzo que las produce. 

Puede afirmarse que la mayoría de los materiales sólidos usados 

por el Ingeniero. como la mayor parte de los •etales, pl.!!stico. -

madera. hormigón o concreto y materiales cerámicos tien .. n un com

portamiento elástico lineal para niveles de es~uerzo.baJos• Sin -

embargo, cuando los niveles de esfuerzo aplicados son considera -

bles. el comportamiento del material deja de ser elástico lineal. 

no pudiéndose describir su comportamien·to a partir de la teoría -

de la elasticidad lineal. 
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2.1 LEY DE HOOKE 

La ley de Hooke expresa una relación lineal entre esfuerzos y dJ:l, 

formaciones. El factor de proporcionalidad entre esfuerzos y de

formaciones recibe el nombre de Módulo ElJÍstico o M6du1o de 

Yeung {E)o Matemltlcamente la ley de Hooke se puede escribir co-. 

mo1 a= E E ( 1.1 ) 

dondes 

a esfuerzo normal 

E deformación unitaria 

E Módulo de elasticidad del materiá1. 

Para un material elJÍstico BOllletido a un estado de esfuerzos uni

axia1, la. curva esfuerzo de1'o.rmación es una. linea recta con pen

diente igual al m&iu1o de elasticidad del material (Figo 1) 

E 
l Fig. 1 ) 

·El módulo de elasticidad depende de muchos 1'actores. siendo los

mas importantes el. tipo de material., temperatura y velocidad de

carga.. Dado que la de1'ormación unitaria es adiaensiona1 las unl:

dades del módulo de el.astlcidad son unidades de esfuerzo. 
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2.2 RELACION DE POISSON 

P•r experimentos e:f'ectuadoa se sabe que además de la de:f'ormación -

de 1os materia1es en 1a dirección de1 esfuerzo normal aplicado, se 

puede observar otra propiedad notable en todos los materiales sóli 

dos, a saber, que perpendicularmente al esfuerzo aplicado, ocurre

cierta expansión o contracción lateral (transversal), este :f'onlme

no se ilustra en la :f'lg. 2 e) y b)• Donde las de:f'ormaciones se~~~ 

exagerado• Para ••Yor ~ll!'!!'!:!~;! <iitd;o se puede expresar ae!, s.i se -

somete un cuerpo sólido a tensión axial, se contrae laterallft1D11te1-

por otra parte si se le comprime, el material se ensancha lateral-

mente. 

Inicial 

Final 

F 

Flg. 2 (a) 

e, j_ 
TT 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

F 

;-
Inicia! 

1 
1 
1 
.._Final 
1 

-t 

Flg.2 (b) 

La relación entre la deformación unitaria transversa1 ( et ) y la

de:torillació'n unitaria 1ongitudinal <1:1 ) con signo negativo, se con~ 

ce cOJOo ~elación de Poisson. 

donde, 

-V= _ll_ 
CI 

-.., = re1aclon de Poisson 

( 1.2 ) 

-.5-
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fJ deformación unitaria transversal. 

et • defol'JllaciÓn unitaria l.ongitudlnal. 

El. signo negativo que aparece en la expresión •bedece al hecho de 

que si el. esfuerzo normal aplicado es de tensión, la deformaclón

en la dirección del esfuerzo normal. sera positiva. mientras que -

l.a deformación transversal sera negativa ya que el material se -

contrae, por lo tanto, la relación de Pala.son será positiva, al -

el es.fuerzo normal apl.icado es de compresión, la deformaciln en '-~ 

la direcciln del est'uerzo normal. es de signo negativo, en tanto 

que la deformación transve~~~! e= púsi~iva, la relaéión de Pois-~ 

son definida de acuerdo con la expresión (1.2) siempre será posi

tiva~ 
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2.3 LEY DE HOOKE GENERALIZADA 

Ahora coneideraremoe la deformación e1ástica en tres dimensiones. -

El modelo que nos ocupará es ieotrÓpico ( identicae propiedades en

todas direcciones ·en un punto ) y homo¡z;eneo ( sin variaciones en .. -

las propiedades de un punto a otrc). 

Considerese un cuerpo sólido sometido a un estado de esfuerzo tri -

axial tal como se ilustra en la fig. 3 a) y b). P::.r~ calcular las -

deformaciones que se generan en ..,1 cue~po por efecto de loe esfuer

zos aplicados es necesario aplicar el principio de superposición, -

el cual establece que el esfuerz? a la deformación resultan~e en un 

cuerpo sometido a un sistema de fuerzas es la suma algebraica de 

los esfuerzos producidos por cada una de las fuerzas aplicadas en -

forma individual. Este principio tiene validez únicamente cuando 

existe una relación lineal entre esfUerzos y deformaciones. 

(a) Fig. 3 

Estado 

inicial finol 

( b) 

Tomando en cuenta lo anterior supongamos inicialmente que el cuerpo

esta sometido a un esfuerzo normal de tl!!nsión crx s por lo tanto, !'te -

trata de un estado de esfuerzo uniaxial, el cual produce alargamien

to• en la dirección del esfuerzo aplicado y acortamientos o contrae-
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ciones en las direcciones Y y Z flg. J-b) las deformaclónes en las 

direcciones x. Y y Z son respectivamente, 

Ex= CTx 
""E 

fy =- Vtx . ; (z = V Ex 

cuando se aplica el esfuerzo normal <Yy en forma individual se tie-

ne1 Ex=-Vey ~y= .Q'.L 
E 

Finalmente para <Yz se obtiene1 

~x=- Vez ty =- vEz 

fz =- vEy 

Cz = CTz 
E 

La de~ormación resultante en una dirección específica. es 1a suma-

algebraica ~~ ~~d~ woa ü~ ias deformaciones producidas en esa di -

rección por todos los esfuerzos aplicados en forma individual. As!. 

para la dirección X se tiene. ( Ex) T =.JI!_ - -V...Jl:L..--V(Jz 

l Ex >T= ~[~x--Vl Oy+crz>] 

Ana1ogamente. :para las dir~cciones 

( E y ) = + ~-V( crx+ O'"z >J 
l Ez ) =-t [crz-VlO'x+CTy~ 

E E E 

Y y Z se obtiene. 

( 1.3) 

( 1.4) 

(1.5) 

Las ecuacicnos {1.J). (1.4) y (1·5) se conocen como ley de Hooke -

generalizada. También adoptan el nombre de ecuaciones constituti -

vas para medios el.ásticos linel.es homogéneos e isótropos. El con -

cepto de homogeneidad implica que las propiedades mecánicas (Módu

lo de Young E y relación de Poisson) de los medios elástl~os, son

las mismas en cualquier punto de.L m"dt~~_i.entras que la isotrop!a

supone que la microestructura del materlal está constitu{da de el~ 

illemtos:orientades.:sleatoriamente, l.o cual elimina la existencia de 

direcciones preferenciales en propiedades mecánlcas. Si se quiere

expresar los esfuerzos en función de las deformaciones se tiene lo 

siguiente: 

-a-
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O'lt= 2 G Ex+ A.11 

Oz = 2 G Ez + A J1 

Donde, 

A • Constante de Lmé '"' ....,_ E 

(l. 6) 

( 1. 7) 

CI. 8) 

( l+v> C 1- 2J') E • Módulo de R!gidez del materiaL • 

Ji .. .Pri111er invaria.'lta del Tensor de def'ormacion'!'!! ,,,. fx+ cy+Ez 

En el C&A~ ~e ~UG se tenga un estado general de esfuerzos, ref'eri 

do a un sie~ema cartesiano las ecuaciones (1.6), (l.7) y (1.8) --

2(1+ I') 

pueden manejarse de la 111anera siguiente, 

ax= A(é'x+cy+ézl+2GEx 

Oy= A <Ex+Ey+ l'z}.f-2 Gty 

O'z=A(Ex+ éy+ Ez>+2Gfz 

? = GTxy 

~= GTxz 

( I. 9) 

(l. /O) 

Cl.I/) 

( I .12) 

( I ./3) 

C I. /4) 
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2.4 LA FUNCION DE AIRY' 

En 1862 George Bidell Airy, Astrónomo y matemático inglés, propone 

por primera vez una f'unción esfuerzo solución del problema e1ásti

co en dos dimensiones, ob1igándola a cump1ir las ecuaciones de 

equ11ibrio elástico y las correspondientes de frontera. 

Alry parte de las ecuaciones de equilibrio elástico correspondien

tes al estado bidimensional de esfuerzo para ~~o~~ne~ ::... función -

qua las verifica, como se describe a continuación. 

Puesto que el caso de esfuerzos planos (BidiMensional) se tiene --

que Oz = ?zx=lzy= o 

Ezx = [zy= O 

Para este caso las relaciones de Hooke se reducen a 

Ex =.J. ( Ox-V (jy) 
E 

Ey =.t-<oy -voxJ 

Ez:: <..!3 X y ) 
2G 

Y las ecuaciones de equilibrio a 

.sJJh. + ~=o 
V, IC e))'. 

~ + ..:a::uy =o 
uy ch 

u. 15) 

( 1.16) 

(1 .17) 

( 1 .18) 

( 1 .19) 

Ahora el fundamento del método consiste en suponer que existe una

fUnción potencial 0 que es la que se llama función de Airy ) la-

cua1 se define de tal manera que tenga las propiedades siguientes, 
2 

J 0 = CTx 

JfiZ = (jy 

J x2 

( 1.2 O) 

( 1.21) 
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- J~ = ?:xy 
JxJy 

(l. 22) 

Lo que i111p1ica que si se conoce 0 es posib1e •btener Ch• ay y 7:xy 

en 1as ecuaciones de equi1ibrio. estas se satisfacen. Esto imp1ica 

a su vez, que 1a función de Airy cumple con 1as condiciones de 

equilibrio. 

Por otra parte observando que 

( l. 23) 1 

Que es una .$cuación de compatibi1idad de deformaciones. la cual li

ga deformaciones lineales con angu:Laras. 

Ahora si en 1a ecuaciÓn (1·23) se remplazan los valores de Ex, Ey,y 

E 11 y dados por la 1ey de Hooke se tiene. 

{_/CTx 
\J y2 

E J 2 7:xy 
-G- Jx Jy 

Re1ación que 1iga los es:fuerzos normales con tangenciales. 

( l. 24) 

A su vez si en 1a ecuación (1.24) se remplazan los valores de las-

ecuaciones (1.20), (1·21) y (1.22) y considerando que,.S= 2(1+V) 
G 

se tionG 

V =o 

Simplificando se tiene 

Jx2Jy2 + 
J4 ri --=---=-- = o 
J y4 

( 1 .25) 

-11-



que en f'orma condensada pueCe-- escribirse como 

Ya que U'¡ =A + Á_ 
JxZ Jy2 

y V~V20J=~ 
Jx2 

que es igual a la ecuación !!·Z~). 

( 1.26) 

(1.27) 

ne la ecuación (1.26) se conc1uye que 1a ~uncl¡Ín de Airy ( 0 ) d~ 

be ser blharmónica, luego entonces de la solución de la ecuación

( 1.26} y de 1aa condiciones de frontera de que ee trate so obten-

dra 1a función y med!Qnte 1aa ecuaciones (1.20). (1.21) y {1.22) 

se obtendran a su vez 1aa funcíonea. 

O"x =Ox( x ,y J ()y: (Ty ( X t Y ) -ixy= (x, y¡ 

Con lo que se tendra determinado e1 estado de esfuerzos ~erQ éste 

caso bidimensional. 

Debe acl.ararse entonces que el problema e1ástico se ha convertido 

en la obtención de la solución de la ecuación dif'erencla1 biharro~ 

nica (1.25) o (1.26) mas las condiciones de frontera. 

-12-



2. 5 PROBLEMAS RESUELTOS 

Prob1ema 1 

Los aristas de un para1elepip•do recto rectangular tienen las si

guientes 1ongitudesr AM•2 eme. BM•t.6. , CM=2.8 cms. y sus caras

estan sometidas a la acción de las siguientes fuerzas, la cara BC 

a 6700 Kg. de tensión, la CA a 9 400 Kg. de compresión, la CD a -

7 .)00 Kg. de compresión. El módulo de elasticidad es E·2~106 - -

Wrem2 el de Poisaon, V ""º•.3• Hall.ar las de1'ormaciones principa ;;. 

lea a que esta sometido el cuerpo as! como la energ!A de da~orma

ción el.ástica. 

6700 

A 

X 

2 

Fig. 4 

Solución a 

se calculan 1os es1'uerzos para cada una de las ceras 4e1 para1el.a. 

pipGdOt e1 es1'uerzo en Ingenier!a se define como una tuerza por -

unidad de área de secciÓnl transversal, 

0'1 = _Ea__ = -9400 -9 400 =-1678.5 Kg/cm2 
A1 2.sx1.s 5.6 

0'2= -12- = -730Q - 730Q =- 2281.2 
Az 2X 1.6 3.2 

___fa_= 6 7QQ 6 700 = 1495.5 11 

t13 
A3 2.SXl.6 4.48 

-13-
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Una vez obtenidos los esfuerzos se procede a calcular 1as defortn!! 

ciones1 para encontrar las deformaciones principales utilizamos ~ 

1a 1ey de Hooke generalizada ecuaciones (l.J). (1.4) y (1.5) las

cua1es expresan las deformaciones en función de los esfuerzos --

princ ipa.Les • 

E1=_1_ f 1678.7-0.3 c22s1.2+ 1495.si\ = _ 7 2 13 x 10-5 
2XI06 'J · 

E2=__t_ (_ 2281.2-0.3(-1678.5+.1495.5~=-111.31 X I0-5 
2x10-6\' ') 

E3= 1 fr495.5 - 0.3{-1678.5- 2281.2 >'= 134.17 X 10-5 
2X 10-6 \.' ') 

La energ!a se define como la capacidad de realizar trabajos a su

vez el trabajo como el producto de una fuerza y la distancia rec~ 

rrida en la dirección de la mism&l. En nuestr• problema. los es 

fuerzos multiplicados por sus áreas respectivas dan fuerzas. y 

las deformaciones son distancias recorridas. El producto de estas 

dos cantidades es el trabajo interno realizado. Este trabajo se -

almacena en e1 cuerpo como energ!a de deformación elástica. Si -

nuestro paralelepipedo incicialmente esta libre de esfuerzo. la -

fuerza que actua finalmente va en aumento .Linealmente desde cero

hasta que alcanza su va!or total, Por lo tanto debemos considerar 

la fuerza media que actua en el paralelepipedo mientras ocurre la 

deformación. 

Uo=i- ( ~x Ex +cry Ey + O'zéz) 

Uo =t 5(-1.678.5)(-72.13)+0.51-2281.2)(-111.31)+(1495.5) (134.17~ 

Uo=j-ll.21 +2.53+2) = 2.87 l<g-cm/cm3 

-14-



Probl.ema 2 

Un cÚbo esta situado en el espacio. donde esta sujeto a una presi~ 

isotrÓpica de 20 Kg/cm2 • su volumen disminuye 1/105. Calcular la ~ 

1ación de 1aa deformaciones transversal. y longitudinal. sabiendo qui 

E•2Xl06 • 

Sol.uoiÓn1 

La rel.ación entre 1a deformación unitaria transversal. y 1a deforma· 

oión unitaria 1ongitudinal se conoce como relación de Poisson ...., 

Esta re1aoión es l.a que se va ha cal.cular. 

Ahora bien como ol. cubo esta sujeto a una presión iaotrÓpica esto -

:nea .ü-.üic .. que .iaa prop.tedades mecánicas son iguales en cualquier 

dirección por l.o tanto l.os esfuerzos principal.es val.en l.o mismo. 

cr, = 0'2 = 03= - 20 l<g/cm 2 

Las deformaciones que sufre el cubo por los esfuerzos provocaran 

cambio d~ vol.umen el cual. se puede cuantificar comos 

Ev = E 1 + E 2 t- E 3 = m5 

Tomando en cuenta l.a ley de Hooke. la deformación vol.umétriea se -

puede expresar comos 

Ev =t ( a,+0-2+~ - 2 V ( Oj+CT2 +oy 

Sustituyendo val.orea se tiene 

-2X I06=(-20-20-20)-2V (-20-20-20) ---;os 
despejando 

V= 40 = 1 
1203 
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Prob1ema J 

Un cÚbo se encuentra confinado en un hueco de paredes rígidas. sobre 

su cara libre se ejerce un esfuerzo norma1 constante 

Determine los esfuerzos normales que originan sobre 1es paredes del 

cúbo al E=2x10
6 

y V .. O.JO 

X 

z 

Sol.ución, 

Sabemos por la 1ey de Hooke que las def'ormaciones· son proporc.ione.-

les a los esf'uerzos por lo tanto en nuestro prob1ema podemos encon

trar 1a determación en la dirección de 

e .. =~E =--=""3;..-o~o- = '. 5 x 'o-4 
~ 2X!06 

Las d~1'ormaciones en las direcciones X y Y :::en, c1 = €2 =o 

puesto que el cúbo se encuentra confinado por paredes r!gidaz. 

Utilizando las expresiones (1.J), (1.4) y (1.5) de la ley de Hooke

e 1gua1ando las de.formaciones principales Ei= E¿: o se tiene lo si -

guiente. (Oj-lf(O'~ ~ = (CTr V(0'¡+<13) 

despejando 

<1¡ - V 112- V<;= <1¿- Va¡ - V CJ"a 

0'1 + V G1 = az+ V O'z 

o¡ ( I+ Y) = CTz ( 1 + Y 

O'¡= CTz 

De la expreai&n {1·.3) y tomando en cuenta que 

-16-



Sustl tuyendo 0'1 por 0"2 

entonces CT= Oj - v ( 0"1+0"3) CT = C11 - V o¡- V 0"3 

" ·. :- '~ 

CT'i=- VCJ3 
(1- V) 

CT = 0.3(-300) =-128.57· kg/cm2 
r-o.3 

Como sabemos que CTr • C1'2 por 1o tanto 

0"1= CT2=-128.57Kolcrn2 <:13=-300 Kg/cm2 



.. 

Probl.ema 4 

Para e1 estado de esfuerzo de la fig. el. módulo de e1asticidad 

E•2x10
6 Kg/cm2 y el. coeficiente de Poisson v zO.J determinar 1 

a) el vector esfuerzo normal (]' y sus cortantes asociados 7: para 

1oa planos cuyos cosenos directores son 1.os siguientes, 

plano 1 .,...., 60° r 
plano 2 - - 60º (8 •.'.30° r .. oº 

plano ' O(. IC oº (3 =JOº r .. 60º 

b} 1as deformaciones l.ineales principales E, , Ez y E3 

c} l.a deformao!Ón vo1u~etrica unitaria 

d} !~ e~e~g!a de áerormación el.ástica U 

z 

Flg. 6 

Solución 

De la f'igu:ra obtenemos el. Tensor esfuerzo que ea el. eigu1ente 1 

o o -400 

Para obtener 

T =(-a~O 2~0 ~) . 

el. vector esfuerzo basta multipl.icar e1 tensor es -

f'Uerzo por l.os cosenos directores del vector normal a 1a superfi 

cie• 

para el. pl.ano 1 el vector. unitario esta dado pora 
iJ: C0B «+ COB ~ + COS r 
ü = cos GOºi+ cos CPJ+ coa 30ºk 

-18-



s = 
o 

200 
o 

o ) .(0.5 ~ 
-~oo o.~66) 

(-4001-0j ~346.4k) 

Fara obtener la magnitud del vector esfuerzo es necesario el pro

ducto escalar del vector a por el vector unl'ta.rio ü 

O'=·C-400i-346.4k) · (0.51+ 0.866kl 

Como ya se sabe las componentes del."vector ost'lierzo son el vector

esfuerzo normal. (T y el vector es:f'uerzo cortante i . 
s =a+~ 

Por lo tanto para la d~~~~!~:c!Jü aei esruerzo cortante basta re& 

llzar una resta de vectores. 

't = (- 4001-346.4 k) - (r 500) 10.51 +0.8G6k))~:;: - 150 ¡- 8 6.6 k 

Su magnitud se obtiene de la siguiente manera. 

i= J.c1:rn>2+1as.s1
21 = 113.2 

Para el pl.ano 2 se procede de la misma manera que en el. plano 1 

s = !~ªºº 2:0 

ü = cos 60°1+ cos 30º j 

\(º o 
= - 4001+ 173.2k D= 0.5l+C.3G6j 

Analogamente el vector esfuerzo normal. se obtiene 

0-=-400i+l73.2j 

que multiplicado por su vector unitario da su magnitud 

O'= (- 400 i + 173 .2 j) - (0.51 +0.88Sj) •-200.0 t 50 · ;= - 150 KQ /e m2 

y haciendo nuevamente la resta de vectores se tiene 

'í = (-4001+173.2j)-(25) -43.3kl = 345.2j - 246.3k 

't =Jt 3 75 )~ ( 216. 5)2 
1 

Nuevamente para el pl.ano J se obtiene el vector unitario 

Üa 0.866J+0.5k 

Analogamente el vector esfuerzo normal. se obtiene 

~= 1731- 20011 
a= l 173.2 J-2ook) ·(O.SG6 J + o.5kl = 1so-100 = eo Ko/cm2 -19-

1 



obteniendo el vector esfuerzo cortante 

°'Z=l173.2j-200k)- (2!5J+43.3k) = 148.2j-243.3k 

a su vez ebteniendo su magnitud. 

'Z = 284.88 Ko/cm2 

b) Para encontrar las deformaciones principales las obtendremos por 

medio de la :J.~y de Hooke generalizada. 

Si=~ r-aoo-0.3(200-400)1 = -700 =-3.7X10-4 
2x1 o L ..'.J 2 x , 0 s 

E2=-1_r200-o.3c-eoo-4ooQ= 15so =2.ex10-4 
2x10GL 2x 106 ~. 

E3=--' -E400 -0.3(-800+200}]=-220 = l. 1X10-4 
2 xros 2 ~ !06 

e) La deformación volumétrica se puede expresar en función de 1as -

deformaciones principal.es como Ev = €1 + E2+(3 

E..,= ( 2.8-1.1-3.7 l 10-4 = -2X 10-4 

d) la energía de deformación elástica es la fuerza media que actua

mientras ocurre 1a deformación. es~a fuerza multiplicada por la di~ 

tanela es el trabajo que a su vez se a:J.macena como energía de defo~ 

mación interna recuperable tratandose de cuerpos elásticos. 

u= < 01E 1+QzE 2 +03E3> 

u = (-aoo)(-3.7l+<2c.0)(2.a>+<-400)(-1.10> = is.a 10-2 Ko /cm2 
2X 104 

-20-



Problema S 

Las de:formaciones principales en un punto en un sólido tienen la 

siguiente re1ación Er= t2= f3 /n 

En que relaci~n estan los es:fuerzos ? 

So1uc1Ón1 

Sabemos que 1a ley de Ho.oke generalizada nos da 1as de:formaciones 

principales en :función de los es:fuerzos principales de la alguien 

te manttra. E1= E2 

0'1- vaz... vo-3 = oz- "Oi.- v03 

0'1 ( -1 + V ) = CJ211 + V) 
Por 1o tanto o-,= 0'2 

Ana1ogamente se tienes 

Sus ti tuyeodo 0"1 en 0"2 puesto que cr, "' a 2 

a1 ( 1- V) - VCJ3=CJ3-20"z 
n 

0'1 n ( 1- '/ ) + 2 = 031 1 +Vn) 

deepe,jando a¡ tenemos 0"1 = 0-3 ( 1 + l/n. ) 

n-nv+2 

Por 1o tanto tenemos la relación de es:fuerzos siguientes 1 

a1= CT2 = ~e 1+ V'n) 

n - n 'f +2 

-21-



Probl.ema 6 

En un paral.el.epipedo como el mostrado en l.a figura l.as fuerzas que 

actuan estan uniformemente distribuidas con el. area. obtenga los -

esfuerzos y su cortante asociado en l.a superficie AA. BB. --

as! como las deformaciones Ex y fxy si1 

N=600 Kg 
P= 500 Kg 
e =60º 
a= 20 cm 
b = 40cm 
E= 2X!o6 
V'=0.3 

if7 A A' 

2/J :1.: ·~b! l. 
Flg. 7 a 

Desconponiendo 1.a fuerza P y N en sus compoentes obtendremos en el. 

diagrama de cuerpo l.ibre. 

F2 = Psen 30" 
~---""V p Ox 

Para encontrar el. esfuerzo Ox en l.a dirección;{X se util.iza l.a si -

guiente expresión. 

a = O'x+ O'"y -+ ~ CTycos2e 
2 -2-

0'y =..f3..: N cos 30° _ 
A3 ( 20)2 -

Donde 

+ t:xysen2e 

600(0.866) = 1. 3 Kg / cm 
400 

El esfuerzo cortante es. t:xy=§_= NHn30º = 600(0.5)= 0 .75 Kg/cm2 
A4 12012 400 

El. esfuerzo normal vale• O"'= ..EL= Peo a 30º = 500(0.866)- o. 541 I<"/ cm2 
Al 120)40 800 - • 

Sustituyendo l.oz val.ores en la expresión anterier y considerando 

que e .. 150 

-22-



y 

0.541 = <Tx+l.3+ O'x-l.3cos(300º)+0.75•en(300º) 
--2- --2-

1.082 = l.5<Tx- 0.65 

O'x 1.155 Kg/cm2 

Se puede comprobar el valor de 'Zxy utilizando JA siguiente expresiórlll 
e;=_ O'x- <íy= sen 2 e+ 'tltycos 29 

2 
dond .. .,.=_!Z_= !":::;;,;¡;(>; SOOl·O.S)=0.31 l<g/cm2 

• - A2 40(20) 800 
Por lo tanto sustit~yendo en la expresi~n anterior se tiene 

0.31 = _( 1.155-1 .3 )sen 300°+ 'txy cos 300° ; 'Zxy= O. 75 Kg I cm2 
2 

Debido a que nuestro problema esta en un estade de de:f'ormaci~ plana 

<T:z= 'Zzx= 'tzy =O 

Para este caso l..as relaciones de Hooke se reducen a 

éx:J..(<Tx- 'IO"y) 
E 

Por lo tanto sustituyendo 

t:-,. ! (i.i55-0.3(1.'3)) 
wA 2 x106 

La expresión que relaciona 

~ = 1 'Zxy 
"'lty2G 

valores pode~o~ eaicul.ar la de:f'ormación 

=-'- (0.765) = 3.e4x10-7 
2x106 

el módulo de elasticidad E con el módulo 

de rlgfdez al cortante G es la siguiente. 
- E 

G-2(1+y) 

de donde despejando y sustituyendo valores obtenemos el valor de ~~ 

G= 2 X 106 = O. 769XI06 
2( l. 3) 

Para ebtener l.a de:f'ormaeión Sxy se auati tuyen valorea en l.a e:xpre --

sión do la ley de Hooke. 

Eir,y = o 75 - 4 8 X 10-7 
2(0.769XI06) - • 



Problema 7 

En un punto ee conocen los tensores de:t'ormaeión y esfuerzo 

4.08 

o 
o 

Hallar el valor de E, 

Solución a 

y G. 

s 
o 

650 

o -50: ) 

Tanto el Tensor deformación esta compuesto por sus deformaciones 

principales como el tensor es:fuerz~ ~s"t:: ~vrmaóo por sus esfuer-

zos principales• 

La ley de Hooke relaciona las deformaciones con los esfuerzos d~ 

la siguiente manera1 t1=.+<a;- t1~+<y> 

Sustituyendo valores 4.08= l COOO- V (6:SO-!IOO)) 
T 

4.08E + 1:50 V = 900 (1) 

Análogamente para 1a de:t'ormación E2 = -1.. ( ""2- ~ ( CT1+ 1'.13) ) 
E 

2..39 E= 650 - 400 V 

2. 5 9 E+ 40 O \' = a 5 O ( 2) 

Resolviendo eimultánea~ente las eeuacionee (1) y (2) se obtiene 

4.0SE + 130 V= 900 

2.39E+ 400 V= 650 

MultiplicBl'ldo (1) por (-400} y (2) por (150) 

- l 632E- 60 000 V=- 360 000 

3SSE+60000 V= 97500 
- 1244E= -262 300 

despejando ·E= 2. llX 106 

Para obtener V sustituimos el valor de E en la ecuación (1) 

15 O V :: 9 00 - 8 61 V= 0.26 

El valor de G lo podemos obtener en función de E y ':V.! ae la si-

guiente expresión G = 2 fl+V) = 83.73 X 104 
-24-
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Prob1ema 8 

Una armadura formada por cinco varillas esta comprimida por lae 

:tuerzas p mostradas en la figura 8 las varil1aa tienen e1 mismo 

diimetro y son de lgual mAterial. Hallar el acortamiento de los -

puntos B y D •iende A el area de la sección. 
A 

p B p 

" Ffg. e 
La armadura de l.a figura sera analizada por el m6todo de los des-

pl.azamientos • 

Primero analizaremos el punto B para encontrar las fuerzas que ac

tuan en las barras AB y CB ent~nces por equilibrie en B· 

.A Fat 
(2~ a 

o 1 p 
x~~--J'--~~~~~ r 

e 

del triángulo rectángulo ABC se tiene. AC = J.0 z.._ 0 2 

·:::&Fx=O 

:EFy a O 

:E Fy= Fab ••n-- Fcbsen ... =O Fab = Fcb 

:E Fx= - P+ Fab cos .. + Fcb cos -=o 

- P+ 2 Fab COSD":Q 

Fab= P 
2cos...: 

cos"" =J21 
2 

.• .f21 a 

-25-
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Por lo tanto 

Fob = P 
nr 

Ahora Gien por equilibrio en A se tiene 
A 

l!l 
.:E Fy =o .'Foc - Fob cose =o 

T Foc = Fob cos 9 

Sustituyendg 1os valores de 

iie 'tiene -f i-üc =.,; ~ = P Foc = p 

Loa •••J>Lazam.len•oa de laa Jun•~ B y D ••ran :las ino6oni••• en •1 aná1is!s, 

Sabemos que e1 acortamiento de un~ barra está dado por 

y como 1ae áreas son 1as mismas 

A 

B p 

S = ( 2 Fa:,+ Foc) L 
- Ae: -

s = '·2w+~'..rztº 
Ae: 

Puesto que L=.f2'o. 

8 = 2 ·P a +'2' P a 
AE 

S = Po (2+"21) 
AE 

-26-



Prob11!>ma 9 

Una viga AB eeta colgada por sus extremos por dos barras de igua1 

longitud y diámetro a 1 y d2 respectivamente, cua1 es 1a reftación 

·r~~~:.~~l"[:", h•rl•••'"'· v j :\.X 

a b 

Para que 1a barra AB permanezca horizonta1 las deformaci~ne0 en -

J..::. !:::.:;:-:;:-;;. ecc.;-, a1:111ei;ro á 1 deberá ser igua1 a de:t'ormación en 1a ba

rra con diámetro d2 • 

Se analizarán 1as barras verticales para encontrar sus desp1aza -

mientes en un diagrama de cuerpo libre se tiEne. 

r 1 

p t . A. 
! 1 ··¡ a.c. b~ .• 

- -- -~.-

F1 + F2- p =:o 

Pa- F2C~+bl 

Sustituyendo (2) en (1) 

F1 = P- Po 
(o+b) 

Pa+Pb+Pa 
l a+ b) 

F2 =_E!!_ 
(a+b) 

F1 = Pb 
(o + b) 

para que 1a viga permanezca horizontal 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 

-27-



lil = Fz L 

'1T d~ E 

4 

despejando _!i_ = __fz_ 
d2 d2 

1 2 

Sustituyendo F 1 y F 2 por sus vaiores en 1as ecuaciones. ( 2) y C:3) se 

tiene 

~ 
( a+bl 

d~ 
Pb despejando 

d2 1 

b = n 

dZ d 2 
1 2 

Po 

(a+ b) 

d~ 
se elimina p 

P.or tanto -ª-- _b 

-28-



Problema 10 

Para-una roseta en DELTA se encontraron las deformaciones que se in

dican en 1a fig. 10 calculara el tensor de:t'ormación asi como el ten

sor es:t'uerzo sabiendo que v ao.3 y E=2x106 Ea a-2x10-4 éb •1x10-4 y 

Ec .;.1.5x10-4. 

So1uc1Óna 
Ea 

Flg. 10 

X 

La roseta es un conjunto de extensómetroe que miden 1as de:t'ormacio -

nea linea1es en di:t'erentes direcciones, 

E1 p~ob1ema consiste en encontrar el tensor de:t'ormación (E) a partir 

de 1os datos obtenidos en la roseta. 

Sabemos que para obtener lo. deformación linea1 en una dirección dada 

necesitamos el. tensor deformación y conocer o< que ee J.a dirección -

en que se presente l.a deformación linea1 por 1o tanto. 

Eo es 1a de:t'orl!l11.Ción lineal. en la dirección de.eje X o seato=Ex 

Eb es 1a deformación 1inea1 en la dirección ·a 60°0 sea Eb =el 60º 

Ec es la. deformación 1ineal. en la dirección a 120°·0 eeaEc= El 120° 

Por 1o que Ey y~Exy se pueden encontrar con un sistema de ecuacio -

nes a saber e- ~ 2 c.I = c.x cos GOº+ Ey sen2 GOº + f.xy sen 60?:os60º 

sustituyendo 

sumando (1) y 

El= Ex cos2 120º+éysen2 120º+éxysenl20'1:oal20º 
valores 

1x10-4 : 2X 10-4(0.25) + E1 ( 0.75) + Exy (0.866) (0.5) 
1x10-4 = 2x10- 4 t0.25)Eyt0.75)+Ex)(0-:86G) t-0.5) 

(2) . 

2.5X 10-4 =-1x10-4+Ey ( 1.5) 

( 1 ) 

( 2). 

-29-
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despejando E Y = 2.33XI0-4 

Sustituyendo €y en ( 1) obtenemos 

IX I0-4 = - 2X I0-4(0.25) + 2. 35X10-4(0. 75 )+Exy ;l0.866)( 0.5) 

Exy =-0.576X 10-4 

Por lo tanto+Exv =-0.2eex10-4 

Finalmente el Tensor deformación queda 

- 0.288 

2.33 

Para encontrar el tensor esfuerzo utilizaJ11oe 1.as relaciones eonst~ 

tutivas de un material elástico para el caso bidimensional en don

de los esfuerzos estan en función de las deformaciones. 

O"z 

J.. ( Ex + b ) + 2 G Ex 

X(tx+Ey)+2GEy 

A < fx+ éy l+2 G f.z 
Zxy =Géxy 

Donde A= V E 
( 1 - V) (l-2 V) 

Obteniendo 1as constantes 

y G ~ = _ __,,E,,__ __ 
2 ( 1 +V) 

elásticas se tienen 

·,. = 1.1sx106 G = 76.92x106 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6) 

Utilizando 1as ecuaciones (3), (4) y (5) se calculan los esfuerzos 

CTx = l.15X 10-E\- 2XI0-4 +2.33 XI0-4 ) + 2 ( 76.92X 10-4¡ (- 2XI0-4 )=-269.73Kg/cm 

O"y:l.15XI0-
6
(-2+2.33)XI0-4+2(76.92)(2.33)XI0-4 = 396.4 Kg/cm2 

0-z: l.15X10-"\-2+ 2.33 )XI0-4 = 37. 9 5 Kg/cm2 

?;xy =(76.92)(0.576) X 10-4 = 44-.3 Kg/cm2 

Por tanto el tensor esfuerzo queda como sigue 

s = (~6:_373 ';~·i.4 ~) 
o o 37.9 -30-



Prob:J.ema 11 

E1 cuadrado ABCD es 1a base de un prisma, 1a diagonal. BD experimen 

ta una deformación é.1 1a AC una deformación E2 • Encontrar el ten

sor deformación, el tensor esfuerzo, as! como la deformación de AB 

y la defOX'lllación angular del angulo ABC sabiendo que 
y 

A 
y G• 

X 
8 

Puesto que estamos en un problema de estado bidimensiona1 y como -

solo ocurren deformaciones en las direcciones de 1as diagonales 

é.x = E1 por lo tanto. 

El tensor deformación quedara 

E y = E2 fxy :=o 

de la siguiente manera .. (; o 
E2 

o ~) 
Para encontrar el. tensor es1"uerzo utiliaremos 1as si~uientes rela-

clones 
= >. ( f:x ty tz) + Ex Ox + + 2G 

Oy = >. (éx + Ey + fz) + 2G E:y 
Oz = >.<Ex + E.y + €..z) +2G E.z 

'l:xy = G Exy 

Por 10 tanto eJ. tensor esfuerzo queda de 1a siguiente manera 

<Tx = 1x106 <E1 + E.2+ O}f- E1 X 1 0 6 ·= (2é1+ f.2) 106 

ay = •xro
6

CE1 + é2+0)+é2X 106 = ( f.+2E.2> 106 

<Tz =XI 06( t 1 + E.2 +o ) = (E.¡ +- €.2) 106 

-Jl-



La deformación de AB es 1a de~ormación linea1 que se presenta en una 

dirección""" d~ 13~~ ?'lflra calcular 1a deformación se utiliza la si -

guiente expresi¿n~ f.I 

Sustituyendo valores se 
E 13 5° = E1 cos2 135°+ E2 

E135°= o.s E.1+ 0. 5 é:2 

f.x cos2-. + E:ysen...: +f.xy sen 0<. cos .... 

tiene 
sen 135º+ O ( sen 135") ( cos 135'? 

= + ( E1 + E2> 

Para determinar 1a deformación angular del angulo AB9 É&ABC se uti

liza 1a expresión siguientes 

Ee = ( f1<. + €y ) cos""" sen_, + ...L l::xy ( sen 2
"""- cos2<><-) 

se tiene que el engul.o ~ =45 ya que nos intorGsa conocer l.a def'ortng, 

~f ;~ ~~g~l!!~ ~-~ =u~~~ unv úc 1u~ ejes con respecto a 1.a horizonta1-

por lo tanto. E.e45º = (E¡ - l:2) coa 45°sen45º _L(O} <sen 2 4'!!P-cos2 45' 
2 

E&45º = é1 - f.2 
2 , 

Que nos representa l.a mitad de deformacion del angul.o recto que nos-

interesa conocer por lo que 

-.)2-



Prob1ema 12 

Ha11ar la re1ación necesaria entre las constantes. A y B si 

Es una :t'unción de Tensión de Airy. 

Airy propuso un método que consiste en suponer una función poten -

cial 0' 1a cual tiene las propiedades siguientes, 
-;:,ª 0 = Cíx ;:,?. 0 = (jy y _ ~ = 'Z xy 
i) y2 d xª ;)x c}y 

Se puede ver mediante esta~ expresiones que se ae conoce 

sib:J.e obtener crx , O'y y e; xy • Por otra parte la :t'unc.1 Ón 
.. ... :> 4. 

deba ser biharmonica o sea ~ + 2 ~ f3 + ~ . = o 
~-;¡r ;) x2 ~ yZ ;:) y~ 

Por ·10 tanto derivando a QJ comprobamos Ias condiciones del 

de Airy. 

Derivando a 0 con respecto a X 

_;:u!L = 2 A ">fv"S ( 1) 
;) X 
;i!_r/i_ = 2 AY 5 (2) 
~ 

Derivando a ~ con respecto a Y 
..d.a_ = 3 A xYz+ 5 BY~ (5) 
";) y 

.:stJ!. = GAX~Y+ 2oer ( 6) 
d y2 

-::r'p1 = sAx2 +soay 2 

d)'3 

:;,<t&0 = 120 ay··. 
~ y<f> 

Obteniendo la 2 ;;/·0 
-;,xa ~y2 

(9) 

de (2) se tiene 

Sustituyendo en 1& ecuación biharmónica 

O+ 2(12AY) + 1208Y 

24 AY +120BY=O 

Y(24A+l208) O 

A= - 5 B 

es po-

de Airy 

método 

(3) 

(4) 

(7) 

( 8) 

( 10) 

-JJ-



Problema 13 

En coordenadas polares (r,e} la función de !.tensión de Airy 0 =se 

se usa en la solución de un disco de radio o sometido a un mome~ 

to central M· 'Determinar las componentes de tensión y el valor de 

la constante B. 

La geometría de un cuerpo con frecuencia aconseja la conveniencia

de form~1ar los problemas elásticos bidimensionales en función de

coordenadas polares r y e entonces para las ecuaciones de trans --

formación x = .-case y = r sen e 

Tomando ahora la funcién de tensión de Airy como (r,O) las campo -

nentes de tensión estan dadas por~ 
a = 1 _.l.!L + 1 ;;20 
\rrl -r- <:>r ~ üB 

(J - :?OI 
(99) ~ 

CJ\re l = -grf;-~) 
Para nuestro problema la componente de tensión esta dada por 

por 1o tanto 1• compon~nte de tensión es 
cr '"" '0-- ~ \ I ... 

... -
Fig.12 

Para encontrar el valor de la constante·B. tomamos un elemento 

rencial ~\ ode 
O"\r&) 

Haciendo la suma de momentos alrededor 
:2'17 

[ a 
1 

a do x a 

del disco 

M 
0 -1 re 

M = <2
" cr d'do 

)a (re) 

M = 2-PB 

B = M 
2'if 

r2"" ),, __ e_ r~do 
O .rZ 
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Problema 14 

Probar que 0 = -3.E C XY-~...E.. Y2 
es una función de tensión de Airy 

4C 3C 4C 

y ha:LJ.ar 1as c0111ponentes de tensión en J.a región X> O, ·-C<Y<.C. 

Puesto que 1a f'Únción es una f'uncién de Airy ea bihar111~nica 

v:!0 = o 
o sea que 

aerivanóo .la runc1Ón C1I respecto a X se tiene ;;Je1 = i ( y ~ 
-sy 4 e 3 cz. 

derivando con respecto a Y 

~ = _ll' (-_gxn + 2P 
~2 4C ~ "4C 
-b..= .§.f 

.:> Y5 4C'5 

.'.>Q! = 2f.. (X- llv"l + p y 
cly 4C C;t"' ~ 

( 1 ) 

~ (2) 
~=O 
Ahora encontrando ~a segunda parcial con respecto a X y luego 1a -

segunda parcial. con respecto a Y se tiene 1 

... 
d0 =O (3) 
~y2 

De las ecuaciones (1). (2) y (J) se comprueba que l.R f'unclén es-

una función de Airy biharmÓnica. 

Ahora bien para encontrar las componentes de tensión 
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crx= o 

O"y= 3 FXY +~ 
z e .... 

7:xy: -3F(C-y) 
4C 

Eetas tensiones son 1ae da una viga~e~ yo1adizo sometida a una '..~ar

ga traneversal en su extremo F y'~uri~C:tei~s'i'é;n axia1 P co~o .sf9 mues 

tr~ on la ~igura 13. 

y 

p 
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2.6 PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- una barra de sección transversal circu1ar se carga con f'uerzas 

a tensi&i P•8 ton. (como se ve en l.a f'ig.14) la barra tiene 

una longitud L•.).O mts. y un d!-etro d•.)O... Esta hecha de 

.u.uaiiilo con um aÓdulo de Elasticidad !!:•2x106 Wc'i42 y un mÓdJl 

lo de t,>oisson V •1/J• Calcular el alargamiento G • 1a disminJl 

oión de d!ametro Ad y el lno!'emento do 70J-;an .b..V ~e la ba -

rra. 
p p 

Flg. 14 

2.- C.~ul.er lea t6i281on .. a.,. cr,, . 1!11 las def'orsacionea unJ:tarl.as 

en -ta• direcclon- sen Ex-0.001. €~ .. o .• oooe. el •Ódu:lo de-

Elas'f:lcidad B-2%10
6 

'lfl&/cwÍ2 'JI el mÓdul.o 11e Poleson V"-0 • .:J. 

3•- EJ. CÚbo de goma ABCD se introduce 1ib~!f;•• peró a!n ll~ 

en un 11elde de acero de 1:a1 -.nera que doe caras opuestas que

dan l.ibrca (f'ig. 15). El CÚbo esta sometido. en sa :parte supe-

rior • a la presi8n Po Calcul.ar 1a teneiéit @"... • las deí'ot'lllllcl-

nee E~ y Er la variación unitaria del volUlllerl• El mÓdulo de -

elasticidad de la gOll!a es E y el coericlente de Poisson. v .-

Prec!ndase del roce entre el cubo y las paredes. Considereae -

que el 
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4.- Un paralelepipedo recto rectangular de aristas a,b,c esta sol~ 

citado por tres es:t'uerzoa normales cr, , a._, cr3 paralelos respe.c, 

ti vamente a aada una de las aristas. Hal.lar la relación bajo -

la cual estas seis cantidades estan ligadas para que el Yolu -

men defi paralelepipedo permanezca constante. 

S·- Comprobar que la runción de Airy 

satis:t'ace la ecuación biharmónica ~$Zf =O y determinar el ten 

sor esfuerzo y el tensor derormación suponiendo un estado de

esruerzo plano. 
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3.0 PLASTICIDAD 

3.1 GENERALIDADES 

cuando a los materiales ee lee omete a un esfuerzo creciente de -

tensión o compresión experimentan derormaciones que en un princi

pio estan en e1 rango elástico. pero posteriormente se salen de -

el y crecen con mayor velocidad que los esfuerzoss ahora si ellos 

siguen creciendo. en el material comienzan a ~parecer grietas. -

h::.sta que r!nalmente este se ee!""!"e ::;:; .rr .. ccionea discontinuas. 

De io anterior se concluye que el concepto de ralla corresponde a 

la situación donde 1as derormaciones son p1~sticas y alc~nzan una 

cierta magnitud que se considera intolerable desde e1 punto de -

vi~ta de la funcionalidad de la estructura de la cual forma par -

te el r.aterial. 

En tanto que el concepto de ruptura corresponde a cuando el mate

rial se separa en partes aisladas y deja de ser un medio continuo 

Ahora bien los criterios de ~ella y ruptura se fijan mediante con. 

venciones de acuerdo al nivel. máximo de es~uerzos que el. ~aTerial 

debe de soportar. Este nivel se determina a f'in de qut• no se re.-

gistren deformaciones que rebasen ciertos límites, o de que no se 

propagen grietas e~iatentea. E~ general se tiene que dicho nivel

se estima a partir de una cierta función de los esfuerzos princi-

pal.es o sea ( 2.1) 

Se ve por tanto que para eetablecerlo es indispensable determinar 

el estado de esfuerzo existente en un problema dado. 

Existen diferentes criterios de ralla que se han establecido a 
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fin de evitar dise~ar en lo posible obras que sufran derormacicnee 

excesivas y dejen de ser funcionales. 

También en el caso de ruptura se han establecido criterios, en los 

que a partir de las caracter!sticas del tensor esfuerzo se elige -

en una relación en función de los esfuerzos principales, mediante

la cual se puede estimar si existe riesgo de ruptura del material

Y la consecuente falla de obra de la cual forma parte. 

3.2 TI POS DE MATERIALES FRA61LES Y OUCTBLIES 

Los ~~t~r!:1és pueden cl.asificaree como frágil y dúctil, de acuer

do con la magnitud de 1a deformación que sufren antes de romperse, 

entonces de acuerdd con lo anterior se puede decir que un material 

es frágil cuando se rompe sin sufrir mucha deformación. En tanto -

que es dúctil cuando se ro~pe después de experimentar grandes de -

formaciones. Entre los materiales frágiles se tienen por ejemplo -

el vidrio , la madera, el concreto, etc. entre las dúctiles estan

el acero, el plomo, suelos arcillosos, etc. Loe factcrva mws impo~ 

t~tva que influyen en la ductilidad o fragilidad se pueden consi

derar los siguientes, esfuerzos isotrÓpicos as! como los distorsi2 

nantes, velocidad de carga. temperatura, ~st:ructuración, heteroge

neidad, lmpureozaa y vacios. 

3.3 POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA PLASTICIDAD 

1.- La de~ormación p1áatica es causada, solamente por es~uerzos -

cortanteo. 

2.- Para un estado dado de esfuerzo, las deformaciones plásticas -
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principales son proporciona1es a los esruerzos princip¡¡les. 

4.- El volumen per111anece constante. 

5.- La derormación pláotica.es irreversibl~. 

3.4 MODELOS ANALOGICOS PLASTICOS 

En lo que sigue se presentan algunos de loe mÓdelos plásticos. 

Fig. 16 

a) Cuerpo rfgido-pl.áetieo perfecto 

p 

E. 
Ffg. 17 

b) Cuerpo.rÍgido-piástico con endurecimiento lineal a la derormacien 

ª·Ik·-•p 

Ffg. 18 

e) cuerpo elasto-pl.ástico perfecto. 

w 

Ffg. 19 

ª~~ 
----'~-----------· € 

d) Cuerpo elasto-plástico con endurecimiento lineal a la deformación 
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3.5 LEYES ESFUERZO DEFORlllACION Fi"LASTICA 

3.5.1 RELACIONES INCREMENTALES 

Estas surgen debide a que en lee materiales reales se obtienen cu~ 

vas estuerzo-defornacién no lineales. como se ve en la figura. 

Las cuales se deben a fluidificación de ciertas· porciones de mate

rial. dando como resultado relaciones esfuerzo-deformación-tiempo

que dependen de la historia y velocidad de carga. Todo esto condu

ce a que eates aateriales tengan ecuaciones constitutivas. para c~ 

ya solución incremental se requiere conocer las condiciones in!ci~ 

·1es1 y de esta ma.nera se tienen relaciones entre incrementos pequ~ 

ños de es:tuerzo y deformación que son lineales. pero cuya constan

te ~e proporcionalidad es tunción de 1a historia de carga. 

Un aspecto que debe destacarse es que la componente de deformación 

una parte es el.Ística y otra es plástice ( es decir permanente ) -

teniendose. dé= dE.e + d ép (2.2) 

Se han propuesto diferentes relaciones entre esfuerzos y deforma· -

clones para el r•ngo plástico, una de ellas la dada por I,evy y Mi

ses que se presenta como sigue 

e 2.3 > 

" 
Donde Sx, Sy, Etc. son el~~"ntoa de la componente distorsionante -

del teneor esfuerzo, u €x .·., d E.!! , etc. son los incrementos del-

-42-



tensor def'ormacicfo total. y d )\. es una constante de proporciona:Lldad, 

por tanto las relaciones anteriores se establecen entre los esfuerzos 

totales actuantes y los incrementos de def'ormación tota1 (en :La cual

se supone que la parte elástica es nula). donde 1a constante de pro -

porc1onalidad variará con el nivel de esfuerzos. 

Prandlt y Reuse generalizaron las relaciones para incluir la parte 

elástica y propusieron unas relaciones semejantes para la plástica 

que aona dEx P = d~~P= déz P = dExy "'"dé><'Z P:- dé qzP ( 2.4) 
Sx :f 5z l:>< :t ¡¡.i<z 4~l! 

Estas relaciones solo se ap:Llcan a 1~ parte plQstlca, en tanto que --

para la elástica se emplean J~~ ~~y~~ ~6 nooke. 

También pueden escribirse. de manera análoea. :Las re1aciones entre -

es!'uerzos principales e incrementos de def'ormación p:Lástica principa

les comn sigue, d€. 1 P::: dé,.-= dc.,,.P =- d).. (2.5) 
S1 S:r Ss 

y as! mismo que dE,P- dE.P = dEz- dE.,.P = dér P- dE,P (2 .6) 
s, Sa S.a - s.,,. Ss - s, 

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) implican. que les círculos de Mohr de --

los tenseres de es!'Uerzo total y de incremont~ de def'ormaclÓn p1áati

ca son semejantes o sea solo a.t'ectadoa por la co:lstsnte de propoJ:'élo:

ü:Udad '•dil. 
Ahora bien las ecuaciones "(2.4) pueden escribirse en función de los -

esf'uerzos totales de la manera slgulente. 
d Ex.P = 2. d).. l a-,., - 1. CQ'9 -t- o-z)) 

15 ~ 

dE!J P =- ~ d -;l ( cry - + ( Q'°x. + O-z)) 

d éz P .. 2. Ó .l ( <:rz - .1. { 0-x -t- O":s) ) 

déz:JP"" cJ l. 7: z!i 

déxs P"' el .l C: X.!S 

di!X p "" d~ ?:-zx 

Ya que 

( 2. 7) 
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Ana1ogamente s a = 2 C ~"° - ..t. e cr" + tr'Z) ) 
3 ~ 

Sz = .Á ( Q""z - L C <rx -t- CJ""g) ) 
:5 e 

( 2.8) 

Las ecuaciones (2.7) son las re1acionee buscadas, para encontrar la 

constante de proporcionalidad se empleará el criterio de fluencia -

de von Mises, que es el siguiente. 
(O-.. - O-.:s)2 + ( qg- <:fz )

1 + ( <:fz -<f,.) + 6 ·~><-l + b '&.!J;;/' ~' ~ ZX
2 = 2. CJS 

Se puede demostrar que la constante de proporcionalidad es dJ.= d. l'o P(2.s) 

donde d~P .. Doform .. ciÓn angular octa~drica 
C>o,+ 

Como se .sabe ( 2 .IO ) 

Siendo .:fz el segundo invariante de la componente distorcional del-

tensor esfuerzo. 

se def'ine esf'uerzo ef'ectivo o equivalente cr"cz. , e incremento de de

f'ormaci6n ef'ectivo o equivalentedéP, de la siguiente manera 

Q",z:W2'0c..f,,,. l3J;1 (2.11) 

d~P"' 12' d X P <2.12) 

Para el caao de una prueba uniaxial de tención en la direcciÓn X se 

tiene 

y 

esto ultimo debido a que 

dé.P = d€..x P 

dE.sP= dczP == -l dé.x P 

( 2.13) 

(2.14) 

Ahora ·bien considerando (2.9) y considerando (2.11) y (2.12) 

d).= d~P= dep/2 = :5 dEP 12.15¡ 
n"/.a-'<r... ..u!/$ qcz. z q;z, 

Además, tomando en cuenta el criterio de fluencia de Von Mises se -

tiene que el esfuerzo equivalente es igual a la función de fluencia 

luego para el momento en que se inicia la plastif'icación CT.i = CTo 

siendo oc; el esfuerzo de fluencia en una prueba uniaxial de tensión 

finalmente la cantidad de proporcionalidad queda. 
dA.=odE.P 

2.. CTO 
Se observa que dicha constante es función del incremento de deform~ 
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ción equivalen t ... dE p y de.L :parametro experimental. c::ro ( esruerzo de 

:fluencia)• asl que tomando en cuenta esto 1.as rel~ciones qued.an, 

dExP =-~ (O-x.--4_.(<T::i-r.<::rz)) 
<;«. 2. 

dl'.1 P =dé. P ( Ci.:! -+( CJ"'z + 
q-.,. 

dE.zP= <i§._E ( ere - :1 (ax.:+· 
!Tez :Z::-

d[x::iP~ ?f;.dEP G"x::i 
a-.. 

dé !rzP = :5 d. .E.P &sz 
2 O-e. 

d¿zicP= ~C::zx 
2 Ge. 

Debe observarse que est'as relaciones se aplican con a;, a ma ter la les 

con endurecimiento a la de:formación casos b) y d) de las :figuras --

17 y 19 y con ~ dados por materiales per:fectamente plásticos casos 

a) y c) :figuras 16 y 18. Las re.Laciones de ~ y dlP "'e conocen --

experimentalmente. 

Para incrementar la relaci¡Ín buscada debe observarse que el traba-

jo total realizado tiene una compon..,nte elástica y una p.Lástica. 0 -

( 2 .17) 

donde el trabajo plástico es 

dwP= SxdExP+ 5!JÓéYP+ SzdézP+ '{;x!dd Ex,,,P+ZxzdE.xz.P+ 6.!lz d E~z/f.?.18) 

y para es:fuerzos principal.es d wP = s,d E:,P+ s,dE2 P+ s.$ dE..,, P < 2.19) 

asi mismo, e1 trabajo p1ástico puede escribirse en :función de les -

es:fuerzos e incrementos de de:formación principales es decir 

dw·p = cr,.r:/éP (2.20) 

de donde 

( 2.21) 



1. 3. 5. Z RELACIONES TOTALES ESFUERZO - DEFORMACION 

Guarido toda5 las componentes del tensor e!'l:t"uerzo crecen proporcio

nalmente pueden utilizarse relaciones es:t"uerzo-de:t"ormación totales

que resultan de integrar directamente las ecuaciones (2.16) o sea -

E.x.P= EF> (<r"x -_!_(CJ~ + crz}) °"' 2 Sd P=Q ( <J°J:i - ..1,_( 1:r ... +- <r~)) 
~ 2 

E...:P: EP ( 'i:rz - .J. ( G""x + \GI}) 
q-.,_ :z .( 2.22) 

éx::JP =-2_ EP Z°x."1 
2 ~ 

€.:Jc.Pz: 3 é.P &~¿ 
T~ 

Ezx P"" 5 f5/J G':zx 
2. "'1"cz. 

As{ qt.e la deformación total plástica solo es :t"unc!Ón del estado ac-

tual de es:t"uorzos y es independiente de la trayectoria de es:t"uerzo

(historia de carga). 

De esta manera. conocido el tensor esfuerzo (es decir todas sus com 

ponentes ·q.,.., Cl'ª', etc.) se obtiene % de la ecuación (2.Íl) luego

~p se obti~ne dé la curva experimental durante una prueba de ten-

sión simple {uniaxial) y a su vez con las relaciones (2.22) se eva

luán las componentes de la deformación plástica totales. Es conve-

niente destacar que en muchos problemas prácticos puede considerar

se que la historia de carga es proporcional y por lo tanto las ecu~ 

clones (2.22) se utilizan con cierta frecuencia• 

3.6 RESOLUCION DE PROBLEMAS ELASTO-PLASTICOS 

Las situaciones en las que en un cuerpo existen deformaciones eiás-
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ticas y plásticas aproximadamentede.1. mismo orden bajo una carga se 

deno111inan problemas e.1.asto-p.1.ásticas. Un número de ejerrrlo,, "In 1-.,_ 

·les problemas bien conocidos tiene lugar en la teoría de viga1.;, ... .,. 

torsión de ejes y tubos de pared gruesa y esferas sometidad a pre

sión. En general, las ecuaciones que gobiernen a los problemas 

elastoplasticos son, 

a) ecuaciones de equilibrio 

b) ecuaciones de compatibilidad de deformaciones 

c) Relaciones esfuerzo-deformaciÓn(que dependeran de la teoría 

;,.;.: p.1.áatica empleada) 

d) Condiciones de contorno en el contorno pl.áatico cuando existan-

e) Condiciones de continuidad de esfuerzo-deformación en la inter

fase elasto-plástica 

3.6J MECANISMOS DE FALLA PLASTICA 

Tanto loa criterios de falla y loa de ruptura son unicam~nte apro

ximados, puesto que se basan en aplicaciones de la mecánica del m~ 

dio continuo, siendo que en este caso son muy determinantes las -

discontinuidades intrínsicae, heterogeneidades y anisotropÍa exis

tentes en el material para este nivel de esfuerzos, sin embargo, -

dichos criterios son de baatane uti.1.idad puesto que han demostrado 

dar una idea aceptab.1.e de .1.aa condiciones de fal.1.a o ruptura, lo -

cual se ha podido constatar experimentalmente. Por otra parte aon

el unico recurso del que actual.mente se.dispone para dicho fin. 

El 111as importante de estos puede considerarse que es el ocasionado 

por esfuerzos distorsionant"ªº 
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ticas y p1ásticas aproximadamentede1 mismo orden bajo una carga se 

deno111inan problemas elasto-plásticas. Un número de ejerrrlo,., "In -t--,

les problemas bien conocidos tiene lugar en la teor:i'.'a de vigau, ... _ 

toreión de ejes y tubos de pared gruesa y esferas sometidad a pre

sión. En genera1. 1as ecuaciones que gobiernan a 1os problemas 

elastoplaeticos son, 

a) ecuaciones de equilibrio 

b) ecuaciones de compatibilidad de deformaciones 

e) Relaciones esfuerzo-derormaciÓn(que dependeran de la teoría 

.... pláe i;ica empleada) 

d) Condiciones de contorno en el contorno plástico cuando existan-

e) Condiciones de continuidad de esfuerzo-deformación en la inter

fase el.asto-plástica 

3.&J MECANISMOS DE FALLA PLASTICA 

Tanto los criterios de falla y los de ruptura son unicam~nte apro

ximados, puesto que se basan en aplicaciones de la mecánica del m~ 

dio continuo, siendo que en este caso son muy determinantes las -

discontinuidades intrfnsicae, heterogeneidades y anisotropfa exis

tentes en el material para este nivel de esfuerzos, sin embargo, -

dichos criterios son de bastane utilidad puesto que han demostrado 

dar una idea aceptable de las condiciones de falla o ruptura, lo -

cual se ha podido constatar experimentalmente. Por otra parte aon

el unico recurso del que actualmente se dispone para dicho fin• 

El mas importante de estos puede considerarse que es el ocasionado 

por esfuerzos distorsionantes. 
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3.6.2 CRITERIO DE VON MISES 

Este criterio supone que 1a plastificación Únicamente se debe a la 

Energía de distorsión y que se presenta cuando dicha energía es 

igual a 1a que existe en una prueba de tensión simple. 

En esta teoría se usa e1 esfuerzo cortante octa:dral es e1 valor 

maximo que ocurre sobre el plano octaédra1.), por lo que 1a condi

ción de f1uencia en función de los esf'uerzos principales queda. 

Y para el caso biaxial queda 

(2.23) 

(2.24) 

Que es 1a ecuación de una elipse con eje focal a 45~ ya que para -

Cf,=\f2. entonces q; =O y tambien "1°2.=0 ver :f'ig. 21 

Fiq. 21 

Para tensión simp1e ( \l', O, o) , entonces· 7. 0 c/ se reduce a 

&ocf=E q- e 2. 25> 
3 

Para encontrar el valor del esfuerzo efectivo CJe igualamos las 

ecuaciones (2·23) y (2.25) Por lo tanto nos queda, 

<fa.= ....b_ ~ ( <;¡", - <í2.\
2

.,.. l <r"z.- '""' ¡"'-,-~ .. - ~. )'"' ' (2. 26) 
fl:1 

Para encontrar ~p se entra en el diagrama esfuerzo-deformación de-

la prueba de tensión •imple en el rango plástico con el valor de e~ 

fuerzo efectivo <r.r 

Cuando 1os ejes de referencia no son 1os principales, en estado ge

neral, el esfuerzo cortante octaedral esta dado por 

C::ocf = ~ ¡( 'i'J< -'l",,.}-+ l <:r~-q-,.)'-+ ( üz-<r,.)"-1- ,; ( Z. x./-.. C.~ z.2 + Z. i..- ) 1 . (2.27) 
. .ir . 
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entonces la ecuación (2.26) se modifica de la siguiente manera. 
__ q'cz. = :1. .Jr <J""x-"í.:i~'+ co-.., -<:r.,s" +(~a- «~'12- -ve t !';. x:i'- + 2ó.:t.,..,.-t z rx2. ,r ( 2 .28) 

;fll 
_3.6.3 CRITERIO DE TRESCA 

En este se considera que :La plastificación se presenta cuando al

canza el cortante máximo que se registra en la prueba de tensión 

simple. Esto implica que ocurre cuando se cumplen las seis condi

ciones siguientes, 
c:r,-.;¡-z ~ ± ..-,, 

Luego para el caso biaxial se tienea 

<:fi-'IT2 e IT0 j S, <;f1 .c..o !i lr:z. >o 

"ft" q'°o ; 51 l:ts~~."> o 

"f, ,.. q-., ; s; ,· 11", "> 'll"z "> o 

c;r,~ -"ira ;. S1 l:r,~ q-,._ ..:.o 
<Ji D -ti'.. ; s. \'S'"z-<. .... < Q 

Para tensión pura ( '\!", O 1 o) 

Flg. 22 

<:í"2 

(2.29) 

Para un estado general l'\ii,~.,'lü) Z\O\•"'= u;-13"3 (2.30) 
-r 

Para encontrar el esfuerzo efectivo se igualan las ecuaciones (2.29} 

y (2.JO} de donde se obtiene ( 2.3 l.) 

Analogamente, i;>ara det~n;¡inar&°p entramos en el diagrama esfuerzo~~ 

formación plástica para tenqiÓ~ pura • 

entonces . Ep=r ~ (2.32) 
Ep 

3.6.4 TEORIA DE RANKINE (mo'xlmo esfuerzo de tensión) 

como su nombre lo indica esta sel!ala que l.a falla se alcanza cuando 

uno de los esfuerzos principales alcanza la resistencia máxima en -
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tensión, por ejemplo para el caso bidimensional 

'"2 

_<ti_e_c.~+----+--+-"~º--- <l¡ 

q-'a • - c;;¡-0 I C. 

'!", • .. E~!"U&L-Zú 

Flg, 23 

donde 

principai de Tensi&n 

'\rz~Esfuerzo principa1 de compresión 

G".~Resistencia maxima a la tensión 

q-
01

cResistencia máxima a la compresión 

3.6.5 TEORIA DE SAINT-VENANT (o deformacl6n axial máxima) 

En esta se supone que la plastificación ocurre cuando una deformación 

principal iguala a la deformación máxima en tensión o compresión, o -

sea cuando E Í:, s 0-1 - V ( <r 2 + <:J3) = ::!: <:Jo 

entonces para el caso biaxial. ( cuando ~fa= o} 

E é 1"' IJ",- V 'ft = t <i"o ; pes.Tes. \ 'if1 J ~ l 'lft 1 
EE.-z•O-w-v<r,o::±"fo; pa.n). l<;r~l~\q,\ 

( 2.33) 

l 2.34) 

( 2.35) 

3.6.6 TEORIA DE BELTRAMI (o de la m&'xima energia de deformación) 

en esta se considera que la plastificación se presenta cuando la ene~ 

g!a total de deformaci6n iguala a l.a que existe en una prueba de ten

sión o compresión unidimensional, o sea 

-so-



U,.L ~o E.o -z 
(2.36) 

Y como por otra parte, en genera1 1a energía tota1 elástica esta da-

da por \.ls:~ (.~.~1-\'l"~E.-.+c;r3E.::r) (2.37} 

remplazando en 1a anterior expresión las deformaciones dadas por las 

expresiones de la ley de Hook:e se tiene 

U =-...L ( IT,2 -t c:rf + r:r.: - 2 ll l q-, <:l"t. + <;t"1<:f"-a + ~ .. ._.,)) 
ZE. 

reemplazando U por su valor 
q-, .. + <;( ...... + <:S"-l - '2 :V ( l;f,<:t" ... 1- ~ .. '4~ + <:¡"31'f",) ::. .;;¡-02. (2.39) 

que constituye l.a runción buscada de acuerdo con este criterio. 

ahora para e1 caso b1.d1meneionai l.I:.. t:tntc.i:~laL' s:;;pra:1én ~e redue!! e. 1 
~ ... -t- ~:- 2 l.? cr, Q°o. :::: <:ro (2.40) 

(" 

···, ,: 
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3.7 ANALISIS Y DISEÑO LIMITE 

Es conveniente observar que loa ·análisis límite permiten estimar la 

carga mlxima que en un cierto medio o estructura puede soportar. a1 

desarro1l.arae en él un mecanismo de falla. Esto implica que se pl11a 

tif'ique todo el medio. o bien que si existen posiciones sólidas 

(e1asticaa) éstas no ofrecen ninguna resistencia al. movimiento. mo

viéndose como inclusiones dentro de la f'ase f'luÍda del materia1. 

Es conveniente ref'l.exionar acerca d~ que las teorías rÍgide-pl.ásti-

cae (anál.isie límite) presuponP-n '!""' t""" 
do. en tanto que l.a teoría de elasticidad implica que el medln en -

ningún punto l.o ha hecho. Luego entonces estos dos tipos de uná11~

sis corresponden a condiciones extremas. y no son capaces deprede

cir el comportamiento cuando parte del. mat~rial se ha plasti~icado

únicamente. por l.o cual debe emplearse las teorías y métodos e1ás -

toplásticos. De 1a consideración anterior han surgido l.os teoremas-

1!mites que a continuación se verán. 

_ 3.r.1. TEOREMA 1 

Una carga se produce un campo de velocidades cinemát.icamente admisi. 

ble puede ser igual o mayor que l.a carga real que puede producir la 

fal.l.a. Esto constituye un Límite superior. 

Esta carga es la que se calcula con la teoría rígido-plástica (aná-

1isis límite)• La concl.ueión obtenida se debe a que l.a carga mene!~ 

nada presupone plastif'icación total en una región. sin considerar -

que el medio invo1ucrado puede moverse aunque no se haya plaatifl--
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cado una zona que facilita la formación de un mecanismo de :fa11a. 

3.7.2 TEOREMA 2 

Una carga que produce un campo de es:fuerzos estáticamente admisible 

será J&ua1 o menor que la carga que se necesita para ue se produzca 

des1izamlento por :flujo plástico. Esto ~s un 1!mite inferior. Esta

carga se obtiene de teoría de elasticidad considerando la carga 

máx11118. que se puede aplicar a un medio para que en ningún ·punto re

base J.a resist .. nr.!'!! e:!. cc:::-te ( .Lluencia}. Esta er.i un lÍmi te in:ferior, 

ya que ptieden existir zonas plastificadas en el'interior de la re -

gión sin que por ello ocurra un deslizamiento generalizado de algu

na porción del medio. 

De lo anterior se concluye que. los dnr: .l!:ni t:e<1 indican un ancho de 

banda dentro del cual se encuentra la verdadera carga P, que .,~ !"l•

cesi ta para que se inicie la :formación de un mecanismo de f"al La (en 

~•dio coñtinuo o sist:~ma estructural), que ser!a la carga Última. -

por lo e~~2. dicha carga Última que soporta-una obra es di:f!cil (si 

no imposible) de obtenerla con precisión, siendo solo posible aco -

· tarla entre dichos l!mi tes 

Por tanto el disefio límite ( o Último) de cualquier tipo de obra.

debe tomar en cuenta estas consideraciones, por lo cual se requierft 

de un análisis elástico y de uno r!gido-plástlco, para obtener in-

formación en este tipo de diseHo• 

Debe anotarse entonces que en este diselio lo ~leo que importa es -

acotar l.a carga Última, sin tomar en cuenta l.as condiciones de de-

rormaciónque experimenta en el rango donde parte de las de~ormacio-

1 -SJ-
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nes son elásticas y parte plásticas, para esto s{ sería necesario -

realizar análisis elastoplásticos como los mencionados anteriormen

te. 

3.8. SELECCION DE MECANISMOS DE FALLA 

En esta parte se hace notar que para que una estructura falle no 

basta ~e~ que ciert;s partes de ella se plastiriquen, ni es necesa

rio t~mpv~o que ae piaatirique todo, eino que basta que se derina -

una zona plastiricada capaz de engendrar ur' mecanismo d" rnrl'l, '""

diante el c~al ciertas porciones de ella son capaces ue experimen·

tar movimientos del cuerpo rfgido ( cinP.máticamentc admisible). 

Es claro que para una estructura dada pueden exiatir diferentes me

canismos de ralla, por lo que es necesario definirlos y determinar

c~al de ellos requiere una menor carga para ser engendrado. Esta s~ 

lección por tanto debe hacerse trazando diferentes superficies rte -

falla capaces de generar movimientos de cuerpo rígido. Por ejemplo, 

se tiene el método conocido para análisis de estabilidad de taludes, 

en el cual se supone un círculo de falla, mediante el cual una pos~ 

ción de él es capaz de moverse como cuerpo r!gido. En eeneral por -

tant9 ba~T.~rá con transformar una región hiperestática en isostáti

ca e:Uminand1> po1• ello restricciones al movimiento analizando ade -

más las fuerzas que intervienen en él, as{ como los ractores que se 

oponen a él ( recordar por ejemplo los aná.lisls de estabil.idad de -

taludes mencionados antes ). 
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?1.9 PROBLEMAS RESUELTOS 

Probl.ema 1 

Para un ~atado de tensión biaxial. con ~ determinar el. l.ugar geo-

métrico de las curvas de 1'luencia de :J.as condiciones de Mises y --

Tresca y compararlas en una representación en el espacio bidimensi.12 

nal de IJi/cre frente qs lve. • 

Solución a 

Para el criterio de Von Mises se usa o1 aaruerzo cortante octaedral 

Este valer ( ¡>;: ,,,f 

t~edral. Este plano se puede entrever al marcar longitudes iguales

aobre los ejes o; , cr2 , <:JS y pasar. un plano a traves de estos pun 

toa resultantes como ~e l.a f'ig. 24. 

~ ¡,. 

Fig.24 

El esfuerzo cortante octaedral está dado en términos de los esfuer-

zos principales por1 

C:~cf '=-4_ ~ { 'J",-<J'2.)
11 

-t- l 'J"~- <r..-1"+ ( IJ;r- 0";)2. 
3 

Para. una prueba de tensión simpledel esfuerzo octaedra1 esta dado -

en termines de los esfuerzos principal.ea por (q-,/ o, o 

Zocf=- J Cl:T,-Ol 2 +(0-o)~+-(o-q-,1z. 1 -::::. lf21 q-; 
T 

Para encontrar el. esfuerzo efectivo cr~ el cual s~ de~ine como el -

valor del esfuerzo con el que una tensión pura producirá el. mismo -

esfuerzo cortante máximo que aquel con el cual ocurre en el estado-

general. de esfuerzo. 
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Por lo tanto [Z1 '13°& ,,. .1. 
'S 'S 

2Q"'L = (<r¡-<¡",.)C +- l'IT-..- CJ'"3)"2+- l'3",,-V,\°1 

Como en nuestro prob1ema tenemos un estado de teneión biaxia1 

2. era. = t cr;- o)2 + (o - q-3 )
2 + ( q-3 _ i;;r,)-z. 

2 IJ""cz. = "1iz+ q-3.._ -t 13""3"' - '2. IJ;c;:\"3-t i;r,2 

q «- = q,2 + cr;l - q-:s <Ji 

Dividiendo entre CI°L 

i = &... ~- c:r. IJ"°;s 
\Cr~ J.. <::r «. 

Que es la ecuación de 1a 
i~J . 

E1ipse con sus ejes a 45 como se ve en :ta 

:t'igura 25 • 

Para el criterio de Tresca se usa e1 valor máximo de1 esfuerzo COL 

tante. Para encontrar el esfuerzo e:t'ectivo • puesto que 1as de -

:t'ormaciones plásticas son causadas por esfuerzos cortantes9 prime-

ro analizaremos e1 estado de tensión pura~ (!Jí,o,o) 

Para un estado genera1 de esfuerzo 
0

("1",,q-~,IT:r) 

Por 1o tanto para encontrar e1 es:t'uerzo efectivo 

Z::,..ax (./1..,sion '?artJ.)='Z' *'"'x ( ~slo.d.a 4vu.,,-a/J Q-cz. e--
entonces <Te= c;r.-q-3 dlividiendo entre G°L 

~ - G";r = ::!:. .1. 
<:ra: q-._ 

ecuación que da 1ugar a los segmentos AB y ED de 

c;:r, ... ::1:1 
7 
'\J":r ::. -:. .1. 
-¡¡: 

ecuación 

ecuación 

Fig. 

que nos da 1os 

que nos da 1os 

<f°:r/q-L 

"í1/r;r-._ 

2!5 

1a :t'igura 

segmentos 

segmentos 

25 

BC y EF 

DC y FA 
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Problema 2 

Determinar para e1 estado de esfuerzo 

Donde a y b son constantes, la condición 

criterios de Von Mises y Tresca. 

Solución a 

s = (~ 
b 
a 
o 

de plásticidad 

it 

;) 
segun los -

Debido a que los criterios de von Mises y Tresca se establecen en -

función de los esfuerzos principales, procederemos a determinarlos

resolviendo el determinante de los coeficientes. 

ta->. b o) = ~-:sa"A.ª+a•Ji.+a.5 - ~a.+b .. ~ 
: ª;>. ª~" 

'Resolviendo la ecuación se obtienen los siguientes esfuerzos princ~ 

pales. o; = a:-+ b q-3 -= a.- b 

Para la condición de Tresca (valor máximo del esfuerzo cortante). 

Para tens!áñ' pura e <:T' o , o ) • ?: n:i ª"" -= l;T <?. 
2. 

y para un estado g'.3neral de esfuerzo { Qi 1 .. 2. • Q'".) 

por tanto el esfuerso efectivo sera 

Sustituyendo los valores de los esfuerzos principales se tiene 

'<o:= {a.+bJ-(a.-b) 

Para la condici6n de Von Mises (máximo esfuerzo cortante octaedral) 

se obtiene para tensión pura (G",o,ol 

y para un es·tado general de esfuerzo se obti~ne ( IT, / <rz, q-3 ) 

6ocl= .L Jra;-<rzl 2 -t(0"2 -0'"3 l +0-5 -v.l't / 
~ 

Sustituyendo los valres de los esfuerzos principales se tiene 

c:r,. .re'-'- ha.+b-a~-;i+c o.-a.+b)2 -l Cra.-b1- to.+b\) 2 

3" 

Cl"a.::.fil.b 
(27 

'V~" V'37 b 
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Problema 3 

una probeta de acero du1ce, sometida a tensión triaxial (de modo que 

sea(~2.=Q""s ). esta en estado plástico, se el. límite de :fl.uencia ero 

de1 material es da 2196 Kg/cm2 y si el esfuerzo <::>1 =5000 Kg/cm2 en-

cuentrese 

SoluciÓn1 

Por el criterio de Von Mises y para esfuerzos principales sabemos -

que el. esfuerzo cortante octaedrico sera iguál al esfuerzo cortante-

de :fl.uencia. 
Q",, = 7!.oL4 = .1._ ./e c:r,-u-.. )'-+ (<;r.,_-1r:s~2 ; (<J3 -q-,)'> 

2 3 
~ Zod = 9 (Ja"' (1;;,-IT,)ª-'< <.....r .. -crs)2 + ~"l"3 -<:r,) .. 

Para tensión simpl.e ( Q"1 , O / O ) el. esfuerzo octaédrico será. 

?;oc/= 12' 'f"o 2 'f0
2 = 9 zJc.I 

3 
Sustituyendo (4) en (2) se tiene 

Y como condición del problema 

9 'J'0" = L <J,- <> ... )"" + <... '\r.,.- <I 1 )'" 

9"foº::. "1",::t-cz.q,liJ.,;, '1;:! +-'J.,_"-:z~<r .... ~q-,-a 

9 q; = '2. r:s;"- :!- c;r, q-., +' 2 <s._" 

9 q-,.2 = 2 <.. Qj2 - 2 Q", ...... -+ '<;S,,_ .. ) 

Reemplazando valores 

.!"do - c;¡-2 = ~ ,.. 21!16 
.]%7 

'if"-..-=- <:r"3 = 3'"!!- 8 K$ / t:oc.'" 



Probl.ema 4 

Determinar las properciones de l.os incrementos de de~ormación plás

tica para (a) tensión simple (v;,o,o) con <:r¡ =~o, (b) tensión --

biaxial con <:r, ,.-"f"o/3. '<;¡-~ e -<ro/3 y CJ3"' ~ ... ::\ = &!f>':"' "Z ... ? = o 

tante puro con ¿,..:i = "J", /~ 

Solución, (a) tensién simple 

(c} cor -

Prandl.t y Reusa general.izaron .lae rel.aciones ente ea~uerzos princi-

pales e incrementos rJe de~ormación plástica principal.es como sigue, 

dE, P = dE.-¿ P = d Es P- el~ 
--:S,- ---s;:- S:r 

S.= '1"".- "1""-

eie::do "T".n -= ~ - 'lí· + ""'f°.,._ + "1"""' 
:3 

por lo tanto S,= '11""1- "l'",+Vz+U-3' 

y para nuestro case "1"",= ~ .. 
l.uego 

AnalogalllJlete 

y 

Por lo ±&rito la 

; 

S2"' 'QO,-Q""..,= <;¡.._ - oq-;-\-<r-...+Q":s 
:?. 

•. orno 'l!j = q-0 S 2= _ ~ 
~ 

~:s - 'IX"",+">~ -\-~;s: 

relación buscada ea 

.sdE...~=-3 :z..s. 

3 
S:?=-~ \J., 

.la siguientes 

d t="Z. P = - "3" d E-:r f> = d :;l.. 
Sz. S:s 

Para el. oaeo (b) B•? tiene 

entonces 

.q;-=: ~/-13' .; v; =o _,; V3-=: - V-o/ .f3' 

S,-=: c;r,-'T-= qe¡.rso - "l .. /W+o+l- a-. /a>)= O-o/~ 

para "'>-.:= n - ~ (""l°•/W +o +(.-'11""0 /~))=o 

Y S:r=-'1"•/tr--!C<ro/t?+o-H-"t"e/fiT)) = -"'l""".,. (~ 
Por lo tanto l.a relación buscada '"ª dé., p = _ .J E.-:r p = J;i 

.1 ...L 
Para el caso (c) tene~cs cortante puro que estara representado por-

el. diagrama de Mohr aiguiente 1 
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F•.s- 26 

De1 diagrama se puede ver que tenemos los mismos valores del inciso 

(b). 

Analogamente la relación buscada sera 1 

d E:sP= d ~ 
J._ 

s~ =-'<;{""o /V:rr 
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Problema 5 

Determinar el incremento de Trabajo plásticn d W P y el incremento -

de deformación pllstica equiva1ente df~para el estado de tensión-

biaxial q¡ .- <::ro/.J3' • 'f";a "'q-., /.r;sr y '1"3 = 6><::1 • "Z.:Jl = ¡;Z!i<,. o 

Si la deformación plástica es controlada de forma que dE~ = e , une-

constante. 

Solución1 

PUesto que se trata de tensión biaxia1 se tiene e1 caso en qu!'. e1 -

diagrama de Mohr es el siguiente. t 
i 

Flg. 27 
__ Cii=-~/.r.r 

Ca1cu1ando los incrementos 

51 = cr,- <TW\. = -·"ía./J37 -_:!.._ 
3' 

·. -~ .. I~~,. .. 

de deformación plástica se tiene. 

(-'I'o/.t:? + ITo /W +o~ 

s,=--<;fo/(3"+ 1/.3 r;ro/'{3'-; "fo/lf3'= - <Jo/úJ' 

S 2'.r ll'.z-CfM= 'fo/J37-f (-Q'"o/1? +<r, /~ +<Tó /~+o) -:. 

Por lo tanto l.a relación entre incrementos de deformación es la si-

guiente. 
d E,P :: dE2P = d~J p = dA. 
~ -s;- s~ 

dE,P df;.f!. i dt,P=-dE2P 
-..-~1w v-. /f3' 

El incremento de trabajo pl.ástico esta dado por la sigutente 

ción para esfuerzos principales. 

dWP = 5, dé,P + S2 dE:ZP + s~d&P 
COTIO 

entonces 

dE,f= e 

dEzP =-e 

re la -

Sur;iti tuyendo los valores en la ecuación de incrementos de trabajo -

se tiene dwP~(-<ro/w)(c.) + (c;r-.,/,¡yr) (-c.)= -2c 1Jo/.J37 
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El incremento de deformación plástica equivalente dE/,¡ se calcula 

de la siguiente relaciÓn1 ~ 

dt:9 = [2 [ dt/- dt/J+(dEzp-dt:.:l'+(dt.~-dtNJ/.3 

Para nu$etro caso sustituyendo valoree de 

dé/= e d Ei =-e 

se tienei 
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Prob1elll8 6 

Una probeta de Aluminio, sometida a tensión uniaxial dio el alguien 

te diagrama ee:f'uerzo-de:f'ormación 
~ 

Fi9. 28 .ti~ 

~~...,,,,.....~~.,..~~~__.~~•E 

Calcular l..ae de:f'ormaciónes plásticas de un pequeHo elemento cúbico~ 

del mismo metal, usando e1 criterio de Von Mises, e1 cual esta aujA 

to a un estado de esfuerzo descrito mediante el .siguiente tensor. 

(doo 150 o zoo \ 
S= 

t ~: 'ºº ~ªº ) 4.00 "'"' para tensión pura '&0 ,¡ .=JE <J'"o • (1) 

para tensión triaxial ?Pac../ ;;,,4r f(r:r--<o~~'+<cr:i-«<Y'H<Jr-Vs)"+'< '&•S+ z;,:sf .. 2..,,.') 1 (:1) 

Igual.ando (1) y (2) ~VO:_L Jr..-.~:1)2-t (q-.!1-<rt>'-tfl;r~·ir;.)'Z-t ,('&~·l-t z:~liG.z,c .. ) 1 

3 -l2'~2-:--:=--=--n-...,-~-c:=--<....-,.-,.,=--,.,,-........,._,,....,, __ ~--,,~~_,. ... <To-=-: Je <r,.·<1".:N-t L<:r:i·'<l""zY' +~~-~ .. .)'1 -t- ~("Z•:J"°" z:;,:t~2 ~ t;r,..'1 1 

Sustituyendo valores 
o;.=.~ .¡,.._c""o'""oo--.:-o_o..,Y.::-+-:-(-,.,-o--"'.,-"-~.,..»""-+......,(.7.-~--9-,,-o'"'>z.-4-,..,...,,L-(.$-4-M"''-+-<-Z-o-,,-)"'•-+-c-4.-4-0-)2~J--I 

"' 
<:;;." ./~o"ºº + ltJdoo -¡. /IJOtJ<:J T' (f}OOdd + :!ll)o,Jo+ /GOQ~" 

<JO= _;__ J .;,J údtl + .f 7el:d aoo f = :U 440 /<4 /e-z 
2. 

Para encontrar JE,o se entra al diagrama es:t'uerzo-de:f'ormaci~ con e1 

valor 

en donde ép"" o.ooz .Ée.. =-~ ::: 1 )( 10-<. 
<T,z -:Z O.JO 

Luego p:lra encantar las derormacionea pl.ásticas se utilizan 1as e -

cuaciones (2.22) éxp =.t>uii'f: Bao--} (~oo-1700)]-=J • .sx1éi* 

'5.9P ::- .:! xlo" [' <.111J- k r eoa + v.ool 7 "'-1. s x10= 

ézP=.!kto'f:.7.11"-i c9,,o-f-t:.00>"1= o 
E x:jl'"' .iZ ( 11uo' > ( :?;t>oJ =- *· s 'X 1,f~ 

;2. 

é11;rP.::: s ( 1x1o<-) (200):. .3>'.fo-± 
2 -..:; -:{, 

E~xP::: ..;2_ (/xto (-404) = t;;x¡d 
2. 



Probl.ema 7 

Determinar l.a carga de Fluencia Po y l.a carga Úl.tima Pu, para l.a es 

tructura de l.a fig. 29 si l.a barra es rígida y los dos alambres ve~ 

tical.es son de material. e1astopl.ástico. As! mismo hál.lese la carga

admisibl.e, Pw (l.a w es de trabajo) de l.a estructura, utilizando un

factor de carga 1.a. Ambos al.ambres tienen la misma área. 

Sol.uciÓna 

A medida que l.a carga P aumenta gradualmente, las Fuerzas en l.os a

lambres aumentarán también y mientras los esfuerzos permanezcan por 

debajo del. esfuerzo de fl.uencia, l.as fuerzas se podran determinar -

por un análisis elástico. El al.mbre que esta a 1a derecha de l.a --

fig. 29 tendra una :fuerza mayor que el de l.a izquierda si sus areas 

transversales son igual.es, al.canzará el. esfuerzo de fl.uencia prime-

ro euandc F2 se: !gu:1 ; donde Au área de 1.a sección transver-

sal. y = esfuerzo de fl.uencia1 con un incremento adicional de ca~ 

ga p, l.a; fuerza en el al.ambre de l.a izquierda aumentará pero l.a -- e 

fuerza F2 permanecerá constante debido a que el alambre derecho se

ha vuel.to plástico. Finalmente él. alambre izquierdo l.legara a ser -

pl.ástico también y entonces la estructura no podra soportar ninguna 

carga adicional y l.os dos alambres continuaran al.argandose bajo un

un val.or constante (y máximo) de la carga. Tal. carga se llama carga 

Última Pu. 

Por equilibrio una ecuación que relaciona las fuerzas F1 y F2 de ~~e 

l.os alambres con la carga P se obtiene tomando momentos con respec-: 

to al extremo A de la barra 
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Í· t"' 
L \. 

~ 

r=1 
lp 

\.. 

F1 +F.,.,= P 

:€ M-..= O -F,L- F.:z('ZL)+3L. tP)=o 

3P = F1 + z F 2 

(J) 

(2) 

De la fig. de cuerpo lib~e se ve el.aro. que el alargamiento del a

lambre de la derecho siempre será el doble del alargamiento del de 

la ezquierda por consiguiente. en condiciones elásticas F2 =2F1 y -

se ve ademán que a medida que la carga P aumenta la fuerza F2 sera 

J.¡¡ pl:'imera en alcanzar el valor de fJ.uenciaV.A/2 en ese instante - 1 
.. 1 v~"J ')!" d~ :.!.:! !'uc¡-:¡;¡¡ &1 t. era igua.J. u "JO A/2 $í._ Y. eJ._va:lor .. cdrrea 

pendiente de 1a carga p, igual a la carga de fluencia Po por la --

ecuación ( 2) 3 Po-= '\fo ( A./z) + 2 ('2.) ( Q'"º A./z) 

Po= "JO b. + 2 'To A = S-"Jo A. 
--¡;;--- 3 G 

cuando ae alcanza la carga Última Pu, tanto F1 como F2 aeran igua-

les a 'GO A. aai que de la ecuación ( 2) se tiene 

3 Pt.1. = Clo A. ;- 2 \1""0 /!:.. 

ta carg• admisible Pw. se determina dividiendo la carga Última 

por e1 ~actor de carga. 

Pw= Pu. ~ªA. 
Fado,- dr. cc<,..{f<l .l. 8 S-

Se ve de este ejemplo que la determinación de la carga Última, Pu, 

para una estructura estáticamente indeterminada puede ser mucho -

más fácil que el efectuar un anáiisis elástico. 
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Probl.ema 8 

una viga rectangul.ar el.ástica y perfectamente pl.ástica se carga a -

flexión pura. usando la teoría sencil.la de l.as vigas, determinar -

los momentos extremos M para los que se extiende un núcleo elástico 

residual. de -a hasta +a como se indica en la fig. JO. 

Solución a 

Si una viga se carga más allá del l.Ímite de elasticidad y luego se

quita la carga. al.gunos esfuerzos permanecerán en la viga. Tales e~ 

fuerzos se conocen por esfuerzos residual.es o permanentes. 

Los esfuerzos estan en dirección Z perpendiculares a x. 
Primero se cal.culará el. esfuerzo en x, para la región el.ástica de -

l.a viga (-a -=- X < a) 

Tomando un el.emento difereocial. de viga se tiene. 

gr= x;L .. 
R 

La deformación unitaria se define ~ 
'-

Lo 
-¡r 

por l.o tanto si dividimos J.a ecuación ( 1) enti::·e L nos da 1 

como es l.a unidad la expresión nos queda 

por 1o tanto 

Donde R es el. radio de curvatur~ y E el módul.o de elasticidad. 

(1) 

En l.a región plástica el esfuerzo <J% es igual. al. esfuerzo de flu-

encia v-,. = ~!i 

Por lo tanto, el. momento resistente de la viga es 
Q ~ 

M= zJ ~ l-X)C.-xJ;i-)b+2J ~-xd-xh 
o R Q 
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Ahora podemos usar q-~=~ como condición de esfuerzo en 1a inte~ 

fase e1asto-p1ástica se obtiene• 

IV\= z__ ~ D. .... b + q-~ b c.2 - q-.3 b 0.-¿ 
'5 ""= "'"~ b l5<:. .. -~ ... ) 

3 
De aqu! se puede ver que para cuando a=c 

""'· = ~ '13"'!! b/s 

y para cuando a=O 
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Problema 9 

Un eje circular elástico y perfectamente plástico de radio e esta -

sometido en sus extremos a :tos pa·res de Torsión como se indica en -

la ~ig. J1· Determinar el par para e1.que dqude un núcleo elástico

interior de radio a 

Para e1 rango elástico como ya se vió en el problema R de la viga. 

si -a~ i!~ a. 

Donde K es la constante elástica 1Ímite del material 

sj 

para el rango plástico Z= K 

tomando momentos con respecto al centro dol eje 
-ª e 4 e 

T=j f<...L2"71r .... t/r+z.,.,,,f ~r2.Qr=2-nl<.r11.7 +7."'lr~r""] 
o o. q ~o Q. 

T= .4_-w k.Q"" ·f 2 7T /(.. c>r - ~ -rT 1< Q~ 
::z. 3. 3 

-r= _g,,_ 9r I< C'~ ..L..'7'1' K a:s = -2_ "7T k. ( ca- - ct3:/-§) 
3 e =s . 

Para el comienzo de la deformación plástica ae tiene a~c 

1i = Z."'11' K. e e"'- c 3 /4) = 2 7T I< ( 3 c'3) 
~ ~ -;a;-

T, = b__ «7r I< c-:s 
:2. 

Para un estado completamente plástico, cuando a=O 

"71" .z_ '"'71 K ( c3 - JL) 
3 ~ 

li = ~ ~ k. c 3 

Por lo -lanlo 
-éP-



Probl.ema 10 

Hal.l.ar el. momento de una viga cargada a f'lexícfn pura si el material 

se comporta con un endurecimiento lineal por deformación que obede

ce a la ecuación Post-elástica_ <;J"z = '\ror. + A ( E.)C - "re../E) 

La distribución de tensiones es como se indica en l.a figura 32 

r 
~ 1 1 

~ f F1s- 32. ¡: 
1 
"'"X Paro. \1t. T•~U" c.fas-l1ca. E-x=~ 

R. 
Donde R es el. radio de curvatura. 

Toda l.a mitad superior esta sometida a compresión con endurecimien

to lineal. en tanto que l.a interior esta toda bajo una tensión con -

endurec1minto lineal. 

Tomando momentos con respecto al. centro se tiene. 

M\= J"' t(")C) -rd:rb+'L SL'l"o+ A (2- - .Tu....) ~b d;;t; 
<> f.>- ¡, " R- E 

M=.2Eo!"'.b +5 21..Lv-.. {•-..A_);o<"+A:;>t'.~1 d)f: 
3'R.. ~ ~ R __. 

M. = 2 Ez-a;_ b + 2. b. [_ -.:r: ('- ~ ) (c.""- a::>) + A ( c;.-;.,_a"") 
tfs<ttr.!o ~ ... =.!;_g. 

Q.. 

M= zo.w.b v-... -+ be' V<( ,_..A}- Q 2 J:.q-~(•-A)+'Z.bc'$A.-~ 
3 E E ~~ 3R 

M = 2Q .... b q-.._ -f be"' o-~ ( r-..A_ )- a~ b~c.-t 0t~b '1"'c. A +'7. h. e-.. A - 2 ~3 1, 
1':. E ?>R 3R 

M.= bc"''íl"""~(•-.A...)-..L a 2 L "1t+a':lb'l4..A._+21,c_3'A. - :2a3'3 
E 3 E.. ~ 

M.= bc2 q-<!.(•-..A._)- h'i;: 3 '2."+k'i14'..3 R 2 A + 2 bc3 A -2~~3:p:z 
E ""3~'" CE"- E. ' :SCR 3E"" 

M= b cz v-. ( ·-~) = :z be""' A + h~R" L'>. - b r.._:r ~:e 
&: "3'P- Eª e_ E._ 

M.= be,~('-~)+ :z._;,t~A. + l:.-r,.3:R.'" <.. ~ -r) /E.._ 
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~10 PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- Probar q1;1e la condición de p"lásticidad de Von Mises se puede &Ji!. 

cribir en 1a 1'orma ("<1"",.-~)~+(ir-!i-v-"'f'"+(<r~-q-,.'ji-c.<<:"!{1-z:i;.z.~""');(;.\<.. 

2.- Un pequeflo elemento cúbico de metal, se sujeta a un estado de -

esfuerzo descrito mediante el siguiente tensor 

[ 

"20 1 5 
IS 10 
12 8. 

1"2 J 
-~o 

(a} Calcule el esfuerzo cortante octaedral usando la ecuación -

(2.27) 

(b) calcule los esfuerzos principales 'T, • "'il"""- y'lil"";,., y use la -

ecuación (2.23) para calcular el esfuerzo cortante octaedral. -

·~·,,' que debe ser igual al calculado en (a). 

3. - Siguiendo el procedimiento del Prcblema 4, determina!l'1·las rela

ciones que hay entre los incrementos de deformación plástica Pl!. 

r ra (a) tensión biaxiaJ. e;. =~ c'il""s (b} tensión-torsión con -

Cii= '<JS/7!. • ""?;,.~ .. T:rs./'2. 

4.- Determinese la capacidad plástica o ÚJ.tima a la flexión de una

viga de acero dulce de sección rectangular. Considérese que el

material es idealmente elastoplástico. 

5·- Una viga de sección transversal triangular de J.a fig. 33 está -

sometida a flexión pura. Determina~:la posición de1 eje neutro

( distancia b desde el vértice superior ) de 1a viga cuando es-

ta en c~dlcl~•• de ~dad coop1eta. 

E-l- bl lt <h;=S: l 
1 'l:h 1 
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,4.0 CONCLUSIONES 

Las def'ormació'nes e.l.ás:ticas consideradas en el segundo cap!tulo se 

caracterizan por una recuperación completa de las def'ormaciones, -

una vez que se retiran las cargas aplicadas. Además, las de:forma -

clones elásticas solo dependen de la magnitud del esf'uerzo y no de 

la historia de carga o deformaciones previas. Caalquier cambio de

forma como respuesta a un medio continuo a las cargas aplicadas, -

que no obedezca a las leyes constitutivas de 1a elasticidad clási

ca, se considera como una •"De:formaciÓn Inol:Ística··. En parti'.'cular-

les permanentes unicamente tienen lugar a intensidades de es:fuerzo 

por encima de un cierto valor conocido como .l.~mite e.l.ástico o es -

fuerzo de :fluencia• 

En :LO& Teor!a de la pl.iísticidad, la cuestión :fundamenta.!. para resoi 

ver problemas consiste en la :formulación matemática de las relaci~ 

nea esf'uerzo-def'ormación adecuadas para la descripción del f'enóme

no de las deformaciones plásticas, y en la adopción de un criterio 

de ~luenc!a apropiado para pFedecir el comienzo del comportamiento 

plástico. 

En problemas elasto-plásticos las def'ormaciones elásticas y plást~ 

cae son aproximadamente del mismo orden bajo una carga. Un gran -

número de ejemplos de tales problemas bien conocidos tiene lugar -

en la teor!a de vigas, torsión de ejes y ~gbos de pared gruesa y -

es:feras sometidas a presión. 
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