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.0 INTRODUCCION

La elaboracidn de esta Tesls ha sido con el objeto de gue sirva
de apoyo al alumno, asi como proporcionarle herramientas necesg
rias tanto en teorf{a como en la resolucidn de problemas pricti-
cos que se plantesn en los Temas de Eldsticidsd lineal y Pldsti
cldad de Materiales, que forman pa;teydémla materia Introduc ~-
cidn al comportnmientqgﬁe:mat;;iulaa- impartida por la Facultad
de Ingenleris para la carrera 4« Ingconisio Civil, con el fin de
alcanzar dicho objetivo, sin pretender profundizar demasiado ~-
por lo'nuy extenso de log temas, se expone un breve resumen go0-
bre lo fundamental de la parte tedrica, enseguida se presenta -

una gserie de ejerciciea, explicadoes en forma ordenada y = deta-
lle pars gue el alumno logre entender con claridad la parte con

ceptual y asi{ reafirme sus conocimientos en los problemas apli-

cados de estos temas.

1.1 CONTENIDO DE LA TESIS

Este y:abnjo congta de dos temas fundamentales, En el capftulo-~
dés trata sebre la Eldsticidad lineal tema que me inicia a par-
tir de la Ley de Hooke generalizada la cual expresa la rolaciKn
lineal entre el esfuerzo y la deformacidn incluyendo cierte mi-
zero de relaciones posibles entre estado de esfuerzo deforma --
cidn, luege se describe el Metodo de Airy el cual propone una -
funcidn eafuerzo solucidn dsl problema eldstice en dos dimen -~
siones obligandola a cumplir las ecuaclenes de equilibrio elas~
tico y las correspendientes de frontgra. posteriormente ge pre-

senta una seris de ejercicios resuelteos y propuestos en una capn
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tidad suficiente para gque sean una muestra raspresentativa de los~
diferentes tipos de problemas que se pueden presentar en el tema.
En el capf{tule tres trata sobre la Plidsticidad de los materiales;
Se inicia con loe postulados fundamentales de 1la Plisticidad para
geguir con las leyes esfuerzo deformacidn pldstica, en este caso-
se propusierédn dos diferentes tipos de relacidn gque son; Rslaclio~
nes Incrementales y Relaclenes Totales, luego se expone en forma-—
general las acuaciones que resuelven problemms slastepidstices, -

enseguida se expresan en forma resumida Aifercniics wmecanismos de-

Palla pimstica,; Criterio de Von Mises, Teorf{a de Rankine, Teorfa-
de Saint Venant y Criterio de Tresca. Finalmente se presenta una-

serie de eajercicios resuiéltos y propuestos para que el alumneo reg

firme sus conocimientos.
Cabe hacer mencidn que para el desarrollo de la parte tedrica de~-

esta Tésis se utilizd como referencia prinecipal los apuntes de ~-
clage de los ingenieros: Agustin Demeneghi Colina, Roberto Magana

del Tore y Hector Sanginée Garcia.

-2



2.0 ELASTICIDAD LINEAL

INTRODUCCION.

Se dice que un cuerpo es eldstico lineal cuando cumple con 1las si

guientes condiciones;
} Es un cuerpo deformable idealmente.

.ay
b) Las deformaciones originadas por la aplicacidn de un sistema -
cualquiera de cargas que se incrementan gradualmente, desapare

cen al dejar de actuar éstas tamhifn sradualmente.

deformaciones que experimenta son directamente proporcio~-

e) Las

nales a los esfuerzos que las originane.

Por los postulados anteriores se considera que la Elasticidad 1i-
neal es parte de la Méhanicﬁ de los medios continuos que sstudia-
el comportamiento de los sdlidos cuyas propiedades son indepen --
dientes del tiempo y en el intervale en gue las daformaciones prn
ducidas en los medios continuoé scn Fecuperables al cesar el eg -~
fusrzo que 1las produce.

Puede afirmarse que la mayorfa de los materiales sdlides usados ~

por el Ingeniero, como la mayor parte de los metales, plfsztico, ~

madera, hormigdn o concreio y materiales cerdmicos tienen un com-
portamiento eldstico lineal para niveles de asfuerzo bajes. Sin -
embargo, cuando los niveles de esfuerzo aplicados son congidera -
bles, el comportamientc del material deja de ser eldstico lineal,

no pudiéhdose describir su comportamiento a partir de la teorfa -

de la elasticidad lineal.




2.8 LEY DE HOOKE

La ley de Hooke expresa una relacidén lineal entre esfuarzos y dg
formaciones. El factor de proporcicnalidad entre esfuerzes y de-
formeciones recibe el nombre de Médulo Eldstico o Médulo de =~ -
Yeung (E). Matemf{ticamente 1a ley de Hooke se puede escribilr co-.
mos c=E € (1.1}
dondeg

o = esfuerzo normal

£ = deformacidén unitaria

E = MS8dulo de elasticidad del material.

Para un material eldstico sometido a un estado de esfuerrzos uni-
axisl, la curva esfuerzo deformacidn es una linea rectz con pen-

diente igual al mdduleo de elasticidad del material (Fig. 1)

VA\

:;ﬂ’
: (Fig. 1)
'iﬁl nddulo de elasticidad depende de muchos factores, sisndo los-
mas importantes el tipo de material, temperatura y velocidad de-
carga. Dado que la deformacidn unitaria es adimensionazl las uni-

' dades del médulo de elasticidad son unidades de esfuerzo.

T



2.2 RELACION DE POISSON

N

Pexr experimentos efectuados se sabe que ademdrs de la deformacidn ~
-de los materiales en la direccidn del esfusrzo normgl aplicado, se
puede observar otra propiedad notable en todos los materiales sdli
dos, & sabar, que psrpendicularmente al esfuerzo aplicado, ocurre;
cierta expansidn o contraccidn lateral (tranaversal), este fonéme-
no se flustra en la fig. 2 2) ¥ b). Donde las deformaciones sa han

exagerado. Para mayor elaridzad suto se puede expresar asf{; si se -

somete un cuerpo sdlido a tensidn axial, se contrae lateralmente;-

por otra parte si se le comprime, el materlal se ensancha lateral-
mente.

F &

THE

¢ Inicial .
L Final B .
Fig. 2 (a) o " Fig.2 (b) .
La relacidn entre la deformacidn unitaria tranaversal { £t ) y la-
deformacidn unitaria longitudinal (£) )} con signo negativo, se ceng
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ce como relacidn de Poisson.
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donde;

“Y = relacion de Poisson




€t = deformacidn unitaria transversal

€1 = deformacidn unitaria longitudinal

El signo negativo que aparece en 1la expresidn ebedece al hecho de
que gi el esfuerszo normal splicado es de tensidn, la daeformacidn-
en la diroccidn del eafuerzo normal sera positiva, mientras que -
la deformacidn tranaversal sera negativa ya que el material se --

-

contrae; por lo tanto, la relacidn de Polsson serd positiva; asi

el esfuerze normal aplicado es de compresidn, la deformacién en
la direccidn del esfuerrzo normal es de signo negativo, en tanto -
Gue la deformacién transvarmsl oC positiva, la relacidn de Pois .

son definida de acuerdo con 1la expresl6n (1.2) glempre sers posi~

tiva,

i
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2.3 LEY DE HOOKE GENERALIZADA

Ahors consideraremos la deformacidn eldstica en tres dimensiones. -
El modelo que nos ocupara es isotrdpice ( identicas propiedades en-
todas direcciones en un punto ) y homogeneo ( sin variaciones en =-
las propiedades de un punto a otrc).

Considerese un cuerpo sélido sometido & un estado de esfuerzo tri -~

axial tal como se ilustra en la fige. 3 &) y b). Para calilcular las -~

deformaciones que se generan en el cusrst por efecto de los esfuer-

zos aplicados es necesario aplicar el principio de superposicidn, -
el cual establece que el esfuerzo a la deformacidén resultante en un
cuerpo sometido a un sistema de fuerzas es la suma algebraica da --
los esfuerzos producidos por cada una de las fuerzas aplicadas en -
forma individual. Este principio tiene validez unicamente cuando =~
existe una relacidn lineal entre esfuerzos y deformaciocnes.

4

Y .
Yf]‘ 2% -
7]

, / o
. - ¥; i ] t y
—F— ¥z A
— [ U § K
. X [
- ! Estado <o g
Z/ . l - inicial T—"Tv” Estado final
{a) Fig. 3 {b)

Towmando en cuenta Lo anterior supongamos inicialmente que el cuerpo-
esta sometido @ un esfuerzo normal de tensidn ox; por lo tanto, ze -~

trata de un estado de esfuerzo uniaxial, el cual produce alargamien~

tos en la direccidn del esfuerzo aplicado y acortamientos o contrac-

|
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ciones en las direcciones Y y 2 fig. 3-b) las deformacidnes en las

direcciones X, Y ¥y Z son respectivamente;
€y =— VEx . s €z= VEx

€x = Ox B 0

Cuando ie aplica el esfuerzo normal Oy en forma individual se tie-
ne; Ex=—~VEy H Ey:&%_ 3 Ez=— vEy
Pinalmente para Oz se obtiene;

ex==v 2z B €y=—VEz H €z=0z
La deformacidn resultante en una direccidn especffica, es 1a suma-
algebrales de o232 una de ias deformaciones producidas en esa di -

reccidn por todos los esfuerzos aplicados en forma individual. Asf,

pera la direccidn X se tiene. (Ex) g = Ox— Oy <VOz
& & & {(1.3)

(Ex )T= IE[qx-V( O'y+0'z)]
Analogamente; para las direcciones Y y Z se obtiene.

(1.4)

(Ey)-L [o‘y—V(CTx-{-G'z)J ,
(1.5

(€2 )=aé.[§z-rv(ox+-oyi]

Ias ecuacicnes (i.3), (1.4) y (1.5) se conocen como ley de Hooke -~

generalizada. También adoptan el nombre de ecuaciones constituti

vas para medios eldsticos lineles homogéneos e isdtropos. EL con
cepto de homogeneidad implica que las propliedades mecdnicas (Mddu-
1o de Young E y relacidn de Poisaon) de los medios ela'stiéos. gon-
las mismas en cualquier punto del med{%g&q_ientras que la isotropfa-
supone que la microestructura del material esta constitufda de els
iemtcs :orientadeos:slestoriamente, lo cusl elimlna la existencia de
direcciones preferenciales en propledades mecdnicas. Si se quiere-

expresar los esfuerzos en funcidn de las deformaciones se tiene io

siguliente;
-8~




Ok=2G Exq ATt : . (1.6)
Oy=26.€y4 25 T (1.7
0z2=26 €2+ A 0 . : SRR : R (1.8)
Donde,

A = Constante de 1meg « E
. +pY (72 2y)
E = Mdduio ge Rigtdez dey material = —E

Ji = Primer invarsansg del Tengor de deformaciones - Ex+ Ey+ 6y

En el cana A Gué se tenga un egtado general de esfuerzos. referj
do & un sistema cartesiano lag ecuacionesg (1.6), (1.7) Y (1.8) w-
pueden manejarge de la manera aiguiente. B

cx=A(€x+Ey+€z)+ze€x (1:9)
Uy=A(Ex+£y+€z)+2 GEy ’ r : ; . (1.10)
Oz= A (Ex 4 &y + EzH-ZGEz " : E i ; i)
T=6Txy ' G . lraz)
Z=6Txz (1.13)
T=GTyz (1.14)

-9-



2.4 LA FUNCION DE AIRY

" En 1862 George Bidell Airy, Astrdnomo y matemdtico inglés, propone
por primera vez una funcion esfuerzo solucidn del problema eldsti-

co en dos dimensiones, obligdndola a cumplir las ecuaciones de

equilibrio cldstico y las correspondientes de frontera.
Alry parte de las ecuaciones de equilibrie eldstico correspondien-

tes &l csiado bidimensional de esfuerzo para vroponsr 1a funcidn -
‘gus iws verifica, como se describe a continuaeidn.

Puesto que el caso de esfuerzos planos (Bidimensional) se tiene -~
que 0z = Tzx=Tzy=0

Ezx=€zy=0

Para este caso las relaciones de Hooke se reducen a
(1.15)

U (1.a8)
(1.17)

Ex=_El:_( Ox~VJy)
Ey =_4_(0y ~VvOx)
€2= (4 zxy )
26
Y las ecusciones de equilibrio a
\ 4
~9y 4+ QL3y=0 RN

Ahora el fundamento del método censiste en supener que existe una-

(1.18)

funcidn potencial ® ( que es la gue se llama funeidn de Alry ) la-

cual se define de tal manera gue tenga las propiedades siguientes;

2
3?5: =0x (1.20)
=0y ) (i.21)
. -10~
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38 =xy (1.22)
Jxdy
Lo que implica que si se conoce @ es posible ebtener ox., Oy ¥ Zxy

en lag ecuaciones de equilibrie, estas se satisfacen. Esto impliea

a su vez, que la funcidn de Airy cumple con lag condiciones de --

aquilibrio.

Por otra parte observando gue

J £x+ ;2_§_~_>+ @s:‘ + Jsz) 20 6xy (1.23)
')yz JX yz k u—suy\d: ax 4 Jx Jy - o

Que es una‘ocuaci6h de compatibilidad de deformaciones, ia cual 1f-

g8 deformaciones lineales con angularese.
Ahora gl en 1& ecuacidn (1.23) ae remplaszan los valoras de €x, Ey.vy

Exy dados por la ley de Hooke se tiene.

Pox . _ 20y _~J%x E_ d%Txy (1.24)
dy2 . Jyz .)xz J x2 6 dx Qy

Relacidn que liga los esfuerzos normales con tangenciales.

A su vez si en la ecuacidn (1.24) se remplazan los valores de las--
ecuaciones (1.20), (1.21) y (1.22) y considerando que%§= 2(1+vVv)

se tiene

q q 4q q
AT e N L
y L X X Yy x 7y

Simplificando se tiene

e ¥ 2 d%9
et oA FEEE e
O 8eR
J%e 24 440 : (1.25)
+ =0 .
axs T Jx2ay & dy?

=11~
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que en forma condensada pusfle escribirse como

(1.26)

Viv2er=o
2 2
Ya que Vo = Qi +49
dx2 7 Jy2
2 2 2 2 2 2
vy vivier- 92 g, e 92 (J32g . J2¢
nz (x2 T )™ vz Coxe * 032
viviy) = 229 2_Jd%g d4g
) axs T dx2)y2 * Jy4 .27

que es igual a le ecumscidn (1.25].

De la ecuacidn (1.26) se concluye que 1la Tuncipfn de Alry ( & ) de
be ser biharmdnica, luego entonces de la solucidn de la ecuscidn-
{1+26) y de las condiciones de frontera de que se trate se obten-

dra la funcidn v nmediante las ecuzciones (1.20),

se obtendran & su vez las funciones.
Tx=0x{x,y] ; Oy=0ylx,y) ; Zay = (R, v}

Con lo que se tendra determinado el estado de esfuersos rarz este

caso bidimensional. v

. Debe aclararme entonces que el problema eldstico se ha convertido
en l1a obtencidn de la solucidn de la ecuacidn diferencial biharmd

nica (1.25) o (1.26) mas ias condiciones de frentera.

~12~
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2.5 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1
Los aristas de un paralelepipedo recto rectangular tienen las si-

guientes longitudes; AM=2 ems. BM=1.6. , CM=2.8 cms. y sus caras-
estan sometidas a ia accidn de las siguientes fuefzaa. la cara BC
& 6700 Kg. de tensidén, 1a CA a 9 400 Kg. de compresidn; ila CD a -
7 300 Kg. de compreaion. El mddulo de alastieidud es E-2x106 - -
Kgibm el de Polsson, ¥ =0.3. Hallar las deformaclones principa =

les a que esta sometido el cuerpo asi como la energfa de doforma-

cidn eldstica. 2Y
7300
v 8 6 700
f
]
i .
A 1 e
> 1 “—f———9400
!
JI- 2 N SN
e X

Solucidn;
Se calculan los esfuerzos para cads una de las caras del paralels
pipedoy el esfuerzo en Ingenierf{a se define como una fuerza por =~

unidad de srea de seccidnl transversal,

= P = _=9400 - =9400 -..1678.5 Kg/cm?2
A 2.8x1.6 5.6
& = =7300 = _rsog =— 2281.2 "
2X1.6
c P. . 6 700 6700 = 1495.5 "
3 A, 28X1.6 3.a8

-13~
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Una vez obtenidos los esfuerzos se procede a calcular las deforma
ciones; para encontrar las deformaciocnes principales utilizames =~
la ley de Hooke generalizadd ecuaciones (1.3), (1.4) y (1.5) las-

cuales expresan las deformzciones en funcidn de los esfuerzos —---

principales.

Er= . (— 1678.7—0.3 (2281.2+ 1495.5)) = —~72.13 X10-8

Ea=.__1 — 2281.2 -0.3(-1678.5 +'l495.59=—lll.31 X |o-‘5

€3 1t 1495.5 -~ 0.3(-1678.5—- 2281 ): x 10-8
3 X5 .2) I134.17%X 10

La energfa se define como la capacidad de realizar trabajo; a su-
ver el trabajo como el producto de una fuerza y la distanélq recg
rrida en la direccidn de la misma. En nuestre problema, los es --
fuerzos multiplicados por sus sdreas respectivas dan fuerszas, y —--
1as deformaciones son distancias recorridas. El producto de estas
dos cantidades es el trabajo interno realizado. Este trabajo se -
almacena eﬁ el cuerpo como energfé de deformacidn eldstica. Si --
. nuestro paralelepipedo inciciaimente esta libre de esfuerzo, la -
fuerza que actua finalmente va en aumento linealmente desde cero-
hasta que alcanza su valor total, Por lo tanto debemos considerar
la fuerza media que actua en el paralelepipedo mientras ocurre la

deformacién.
U°=_é.(qxsx+o'y8y+ 0xéz)

. Vo =E. 5(-1 .sra.s)(-7z.|a)+o.5(-azel.a)(-nu.sn)+(1495.5)(|34.|7ﬂ

Uo=_2I_(l.2I +2.534+2)=2.87 Kg—-cm/cm3

~14-



Problema 2
Un cibo esta situado en el espacio, donde esta sujeto a una presid
1sotr6p1ca de 20 Kg/bmz- Su volumen disminuye 1/&05. Calcular la r|
lacidn de las deformaciones transversal y longitudinal sabliendo qut
E=2x106.
' Solucidn:
La relacidn entre 1a deformacidn unitaria transversal y la deforma-
cidén unitaria longitudinal se conoce como relacidn de Poisson vV
Esta relacidn es 1la que se va ha calcular. ‘
Ahora bien como sl cubo esta sujeto a una presidn isotrdpica esto -
no8 1lndicm que ias propledades mécénlcas son iguales en cualquier -
direccidn por lo tanto los esfuerzos principales valen 1o mismo.

O)= O2= O3= — 20 Kg/cm?
Las deformaciones que sufre el cubo por Los esfuerzos provocaran un
cambic de volumen el cual se puede cuantificar como;

€= €1+ EatE3=7lss

Tomando en cuenta la ley de Hooke, la deformacién volumetrica se --
puede expresar Comojs

&y =JE_ (01+02+0y) — 2V (Oj+ 0+ 03)

Sustituyendo valeres se tiene

—2x10%(-20-20-20)-2V (-20-20-20)
105 -

despe jando

-15=~




Problema 3
Un ciibe se encuentra confinado en un hyeco de paredes rfgidas. sobre

su cara libre se ejerce un esfuerzo normal constante

Determine los esfuerzos normales gque originan sobre las paredes del

ciabo si E=:2x106 Yy Vv = 0.30

1
-

z 7 0'3=3OOKq/cm2

Solucidn,
Sabemos por 1la ley de Hooke que las deformaciones son proporciona--

les a los esfusrzos por lo tanto en nuestro problema podemes encon-
trar la defermacidn en 1a direccidn de

=93 =-___300 . .5 -4
£y 5 X166 1 X 10

Las deformaciones en las direcciones X y Y scng €3= £E2=0
puesto que al clbo se encuentra confinado por paredes rfgidaz.
Utilizando las expresiones (1.3}, (1.4) y (1.5) de la ley de Hooke-
e igualando las deformaciones principales &: Qfo se tiene lo si -~
guiente. (Oj-V{(O0g O = (Tp— v (0)+03)

¢ - VOa-VG= G- VO;- VO3

O+ ¥ O = G+ VO,

despe jando G {1+V)= Ca(l+V)

Oy= Oz
De 1a expresidn (1.3) y tomando en cuenta que o) =02

-16~




Sustituyendo O} por Oz

entoneces 0= 0~ v(0;4+03)

. 3 c
(1—v)
Como sabemos que O

g, =

O1= 02=~128. 57 Kg/em2

= g por lo tanto

;i O=0— vO= vOs o

= 0.3(=300) - _ 3857 ‘Kg/em?

1—0.3

=-.300 Kg/¢ﬁ2

-17=-



Problema &
Para el estado de esfuerzo de la fig. el mddulo de elastibidad -

E-2x106 Kg/t:m2 y el coeficiente de Poisson VvV =0.3 determinar,
a) el vector esfuerzo normal O y sus cortantes asociados 7 para
los planos cuyos cosenos directores son los siguientes,;
plano 1 <<= 60° (B =0° ¥ = 30°
plaQo 2 o= 60° (@ =30° I = 0°
plano 3 o= 0° @ =30° Ura= 60° N
b) lms deformaciones lineales principales§, £py £z o

"¢) la deformacidn volumetrica unitaria

d) 1a encrgfa de derormacion eldstica U

Fig.6 G
‘Solucién :
De la figura obtenemos el Tensor esfuerzo que es el sigulente,
~800 o o
T = o 200 o
o 0 -400

Para obtener el vector esfuerzo basta multiplicar el tensor es -

fuerzo por los cosenos directores del vector normal a la superfi

cle.
Para el plano 1 el vector unitario esta dado por:
U= c0s ot cos g+ cos I

U= cos 60°+ cos CPj+ cos 30°k
-18-




- 800 e} © .{/0.5
S = o 200 © o = (~400 ;-0 +346.9k)

Q o -400 0.866
Para obtener la magnitud del vector esfuerzo es necesario sl pro-
ducto escalar dsl vector & por el vector unitario T
O =(-400i—~346.4k) - (0.51+ 0.866k)
Como ya se sabe las componentes del -vector asfwerzo son el vector-

esfuerzo normal T y el vector esfuerzo cortante T .

Por lo tanto pare la dsterminzcidn del esfuerzo cortante basta rea

1izar una resta de vectores. Z= S5~
T =(-4001-346.4k) - [-500)10.5i+0.866k)],= ~ 150i-86.6k

Su magnitud se obtiene de la siguiente manera.

1
d(150% (86.6)2 = 173.2

FPara el planc 2 se procede de la misma manera que en el plano 1
U = cos 60°i4+cos30°j

-800 0 0]
S=1{o 0.866] = -400i+173.2k O= 0.51+0C.865]
-40

S
Analogadente 81 vector ssfuerzo normal se obtiene
T=-400i+173.2j
que multiplicado por su vector unitario da su magnitud
O=(-400i+173.2j)-(0S51+0BAEE) =-200.0 +50 =-150 Kg/cm?2
y haciendo nuevamente la resta de vectores sge tiene ‘
T = (-4001i+173.2))-(25] -43.3k) = 345.2) - 246.3
Z=J(375 )2+ (216.5)2"
Nuevamente para el plano 3 se obtiene el vector unitario
U2 0.866}+0.5k

Analogamente el vector esfuerzo normal se obtlene

S$=173}j- 200Kk
O ={173.2 j-200K-{0.866 ]+ 0.5k) = 150 — 00 =50 Kg/em2 -19-



obteniendo el vector esfuerzo cortante
T=1173.2j~200Kk) - {(25j+ 43.3k) = 148.2]-243.3k
a su vez ebteniendo su magnitud. .
T = 284.88 Kg/cm?2 -
b) Para enconffar las deformaciones principales las obtendremos por

medio de 1la 1l:ay de Hooke generalizada.

§ =1 Eeoo -0.3(200-4ooﬂ =_-700_ =-3.7X10"%
2x108 2x106 - :
o= Ezoo-o.s(-eoo-mm = 560 -2.8X10~-%
2 X106 2 X 10% 0
Y S E4oo-o.3(-soo+zooﬂ=—zzo = 1. 1x10-4
" Z X108 2 % 106

¢) la deformacidn volumétrica se puede expresar en funcidn de las -

deformaciones principales como E€v = £ 4 €24E€3

€u=(2.8-1.1-3.7)10-4 =_2x 10-%

d) 1la energf{a de deformacidn eldstica es la fuerza media que actua-
mientras ocurre la deformacidn, esta fuerza multiplicada por la dig
tancia es el trabajo que a su vez se almacens como energfa de defor

macidn interna recuperabls tratandose de cuerpos eldsticos.

U= (0&;+0282+03E3)

U = (~800)(~3.7)+(2C0)2.8)+(-400)(-1.10) = 19.8 10"2 Kg/cm?
2X10% ' :

-20-



Problema S
Las deformaciones principales en un punto en un sélido tienen 1la

siguiente relacién £;=&=£3 /n

En que relacién estan los esfuerzos ?

Solueidn,
Sabemos que la ley de Hooke generalizada nos da las deformaciones

principales en funcidn de los esfuerzos principales de la siguiep
te manera. € = &>
01~ V02>~ vO3= G- v0;- VO3
O-von = 02+ V32

Oi(-1+ V) = I+ V)
Por. lo tanto 0;= Oy

Analogamente se tiene: €2= Ex/n
02- VOj- VO3 =03~ VO~V O /n

Sustituyendo @, en () puesto que O, = Op
0;- VO‘, - VU?," ’Js-‘v‘b‘, - V(J",/n

O, (1-V)- VO=G-20p
=2

Gin(l=v¥)+2 = O3(1+vn)

despejando O; tenemos oy = 0g3(l+ vn)
n-ay+2

_Por lo tanto tenemos la relacidn de esfuerzos siguientes,

Oj= O2= Oz ( 1+ vn)
n=—ny +2

-21-~




Problema 6
En un pa‘ralelepipedo como el mostrado en la figura las fuerzas que

actuan estan uniformemente distribuidas con el area. obtenga los -

esfuersos y 8u cortante asociado en la superficie AA, BB, --
as{ como las deformaciones £x y fxy si,
. N
N=600Kg an [/ A A
P=500Kg — Y
9 =60°
a=20cm b
b = 40cm X
E=2x106 |
v=0.3 Fig. 7 a )

Desconponiendo 1la fuerza P y N en sus compoentes obtendremos en el
diagrama de cuerpo libre.

F1=Pcos30°

F2= Psen 30° Txy

'/ F3 Neos 307

E F4— Nun 30°

Para encontrar el esfuerzo Ox en la direccién;{x se utiliza la si -

guséhte expresidn.

O = Ox+ Oy + O Oycos26 + Txysen2e©
2

2
Donde Oy=_Fa -Nco3s30° _600(0.866) - 1
e = 1.3Kg/
Az (20)2 400 97em.
El esfuerzo cortante es. Zxy= Fq = _Nsen30° _ 600(0.5). ¢.75 2
120)2 400 - Kesem

. ; 4
El eafuerzo normal vale. 0= ;g Pcoa 30° . 500(0.866): 0.54! Kg/cm2
Sustituyendo loc valores en la expresidn anterier y considerando

que © = 150

-22-



0.541 = Ox+1.3 + Ox—1.3¢cos(300°)+0.758en({300°)
2 2

1.082=1.50x— 0.65

Ox = 1.155 Kg/ cm2

Se puede comprobar el valor de 7xy utilizandoe 1a siguiente expresi&.
22— 9= Oy _sen2@+ Txycos 20
2
(=3 P25n 30° 500(0.5)
d rAR—REIC Y = 0.3} 2

donde Az 20(20) 800 0.31 Kg/cm

Por lo tanto sustituyendo en la expresidn anterior se tiene

Zxy= 0.75 Kg/cm?

0.31= —(1.155-1.3)een 300°+ Txy cos 300° ;
3 ,
Debido a que nuestro problema esta en un estado de deformacidn plana

Oz= Tzx= Tzy=0
Para sste caso las relacicnes de Hooke se reducen a

Ex= 1 (Ox= v Oy) =1 Zxy i
€ E’"z‘c’s‘
Por lo tanto sustituyendo valeres podemss caicular la deformacidn --

£xa t L1153 —0.3(13)) =_! (0.765) . 3.84x10-7
FXioe 2x108 .
La expresidén gue relaciona ¢l mddulo de elasticidad E con el mddule
de rigfdez al cortante ¢ es la siguiente.

6 = 5yl
. EX{ETR]
de donde despejando y sustituyendo valores obtenemos el valor de G+

6=.2%X10%. o 769x10®

2{1.3)
Para sbtener la deformacidn €xy se sustituyen valores en 1a expre --

8idn de 1a ley de Hooke.

Exy z Q.75 = 4, -7
y 2({0.769X10%) 4.8xt0

~23-



Problema 7
‘En un punto se conocen los tensores deformacidn y esfuerzo

408 © 0O 200 o o
E = 0 259 0O s = o 650 )
[ 0 -460 ' o . o -500

Hallar el valor de E, y Ge.

Solucidn,
Tanto el Tensor deformacidn esta compuesto por sus deformaciones

principales como el tensor eafuerrzo =iz Toxrmado por sus esfuer-
P

zo8 principales.
La ley de Hooke relacicna las deformaciones con los esfuerzos de

la siguiente manera; £z ,_é_(o".. HEG+Q))
00~ ¥ (650-500) )

Sustituyendo valores 4.08 :_lE_
4.08E + 150 V = 9500 (1)

Andlogamente para la deformacidn £y =_L (02~ Vv (Oy+ O3))
2.89E= 650 - 405 v
2.839E+ 400 ¥ = 550 (2)
Resolviends simultdneamente las ecuaciones (1) y (2) ss obtiene
4.08E + 150V =900
2.89E+ 400V =630

Multiplicande (1) por (-400) y (2) por (150)
— I632E~60 000 v =- 360 000

388BE +60000 V = 97500
~ 1244E= ~262 500

despejando E= 2.11x10®
Para obtener v sustituimcs el valor de E en 1la ecuacién (1)
ISOV =9500~-861 Vv = 0.26

El valor de G lo podemos obtener en funcidn de E y A5 de la si-

=83.73 x 104

uiente expresidn 6 = £
& P 2 (1+V) .
-2l -~




Problema 8
Una armadura formada por cinco varillas esta cbmprimida por las -

fuerzas P mostradas en la figura 8 las varillas tienen el mismo -

digmetro y son de igual material. Hallar el acortamiento de los

puntos B y D siende A el area de la seccidn.

a
‘ > Fig. g . -
La armadura de la figura sera analizada por el método de los des-

plazamientos.
Primero analizaremos el punto B para encontrar las fuerzas que ac-

tuan en las barras AB y CB entci'neas por equilibrie en B.

del trisngulo rectsfngulo ABC se tiene. AC = a2t g2 _-Jz' a
‘EFx=0 '
EFy=0

EZFy= Fab sene— Fcbsenx==0 ; Fab=Fcb .
ZF Fx=~ P+ Fab cosa+ Fcbcosw=Q k

- P+ 2 Fob cosoc=0

Fab= __P
2cos oc

cos o =21

2

-25-




Por 1o tanto

v '_;Fqc,—'Fub cos @ =g
<L Fac = Fap ¢oq e
2
€08 B = ¥vm
Sustituyende 1os valores de Y de cos Se tiene
’-"'Gc:PV_?i: p Fac= p
z 2 4
Los despiazamientos de 1lag Junt
andligig,

8 =(2F=b+Foc)L
a2

5 (2P 4 pym,
.AE

Puesio que L =J31a.

'8 =a2p, +3p,
- AE

§ = Pa(2+vz,

AE

—




Problema 9
Una viga AZ emsta colgada per sus extremos por dos barras de 'igual

longitud y didmetro d1 y do respectivamente, cual es la reilacion

a/b‘ para gque la viza permanezca horizontal.

ﬁ\'@dl lp —-;-n(—dz Yn
X

B

. 5 +——p" —~

Para que la barra AB permaznezca horizontal las deformaciones en =~
1z tarra coin Gidmetro d; deberd ser igual a deformacidn en la ba-
rra con didmetro dp .

Se analizarsan las barras verticales para encontrar sus desplaza -

mientos en un diagrama de cuerpo libre se tiene.

R

Fj+ Fp— P
W o
Sustituyendo (2) en (1)

Fi=P-_Pa = Pa+Pb+Pa Fi=_Pb - . .7 (3)

(@a+B) (a+b) Ta +5)

para que la wvlga permanezea hori’zbnta‘],: $I'='sp

-27-



6= FL $= FoL

arde . 2
_ELE. _ m'dz E
4q : -

despejando __F = Fa
o d2 d2
R It -

tiene

Pb Pa

(a4+b) _ (a+b)
df d2

despejando _ Pb Pa se elimina P
d; d2

b - a

2 2

dl dz

-28=



Problema 10
Para-una roseta en DELTA se encontraron las deformaciones gque se in-
dican en la fig. 10 calcular; el tensor deformacidn asi como el ten-
sor esfuerzo sabiendo que v =0.3 y E=2x106 €a n-le()')+ XY -1x1o"“ y
€c =1.5x10"4. y

€c

b

€q

Solucién: - Fig. 10
1a roseta &s un conjunto de extensdmetros que miden las deformacio -
nes 115@3199 en diferentes direcciones,

El problema tonsiste en encontrar el tensor deformacidn (E) a partir
de los datos obtenidos en la roseta. '
Sabemoz que para obtener la deformacidn lineal en una direccidn dada
necegitamos el tensor deformacidn Yy conogcer o< gque es la direccié’n -
en que se presente la deformacidn lineal por lo tanto.

€o es la deformacidn lineal en la direccidn de eje X o seafa=Ex

€b es la deformacidn lineal en 1a direccidn a 60°0 sea £p = £f 60°

€c o8 1z deformmcidn lineal en la direccidn a 120%°0 mea€c:= € 120°
Por lo que ~Ey yzlE xy 8e pueden encontrar con un sistema de ecuacio .-

nes a sabe
r €1=€x cos? §0°+ €y sen2 60° + Exy sen 60tos60° (1)

€l = £x cos? 120°+ £y 5en2120° + Exy sen 120%05 120° (2)
sustituyendo valoreg a
IX10-"=2X10-(0.25) +£r (0.75) + Exy (0.866)(0.5)

1X10-%= 2X10-%(0.25)Ey (0.75) + Ex}0:866) (-0.5)
Sumando (1) y (2) ’

2.5%10-%=—1x10-%+E, (1.5) mE9T




= 2.33X10~-9
Sustituyendo €y en (1) obtenemos

despe jando Ey

Exy =-0.576x10-9

I1X10-%= ~ 2X10-4(0.25) + 2.33 X 10-4(0. 75)+Exy o: ees)(o '5)
xy =-0.288 X|0-
Por lo tantoTE 10

FPinalmente el Tensor deformacion queda

-2 -0.288 ¢
E =|-06.2.88 2.33 ©
o

[s)

8, O/
Para encontrar el tensor esfuerzo utilizamoe las relaciones consti

tutivas de un material eldstico para el caso bidimensional en don~
de los esfuerzos estan

en funcidn de las deformaciones.
Ox = A( Ex+Ey)+26 €x (3)
Oy = 2 (Ex+Efy)+26 &y (4)
Oz = A (Ex+ Eyl+2g £z
© Txy =6 Exy

Donde A=

v E

(5)
(&)

¥y G:= —E——___.
{1—v) {I-2V) 2{l+v)
Obteniendo las constantes eldsticas se tienen
A = 1.15 X106

G = 76.92X106
Utilizando las ecuaciones (3), (4) y (5) se calculan los csfusrzos

Ox=1.15X108~2x10-%+2 33X10-%)+ 2 (76.92x10-% (~ 2X10~% )=-265.73Ke/em
Oy=LI15XI0-8-2+2.33)X10-4 +2(76.92)(2.33)x 10~ % = 396.4 Kg/cm2
02=1.15X10-%-2+2.33)X10-4 = 37.95 Kg/cm2
ZTxy=(76.92)(0.576) x 10~ 44.3 Kg/em2

Por tanto el tensor esfuerzo queda como sigue

L269.73 44.3 0
s={ 44.3 3964 0O
o 0 379

~-30-




Problema 11
E1l cuadrado ABCD es la base de un prisma, la diagonal BD experimen
ta una deformacidn &) la AC una deformacidn €5« Encontrar el ten-

sor deformacidn, el tensor esfuerzo, asf{ como la deformacidn de AB

y la defermacidn angular del angulo ABC sabiendo que
Y

Yy G=

N

Puesto que estamos eh un problema de estado bidimensional y como -

solo ocurren deformaciones en las direcciones de las diagonales --

por lo tanto. Ex = £ €y = &, Exy=0
E1 tensor deformacidn gquedara de ia siguiente manera '
& o 0
E = o [P o]
o o )

Para encontrar el tensor esfuerzo utiliaremos las siguientes rela-

iones
¢ ° Ox =A(&x + Ey + £Ez) + 26 &x

Oy =Ar(€x + €& + €z)+ 26 &
Oz A({Ex + Ey + €£z) +26 £z
Txy = G Exy

Por lo tanto el tensor esfuerzo quede de la siguiente manera
Ox = IX10%E) + Ep+OM-& x 10% .= (2&+ E£5) 108
Oy =IxIOUE| + Ep+0)+€2x 105 =( g+ 2€p) 108
oz=x10%¢ + €, +0) = (€ + £,) 108
-31-~




La deformacidn de AB es la deformacidn lineasl que se presenta en una
direccidn =< dr 1377 wara calcular ls deformacidn se utiliza la si -
guiente expresidan- El = E£x co82 oc 4 Eyseno‘-l-Exy Sen o COS ot

Sustituyendo valores se tiene
€135° = € cos® 1357+ Ep sen I35°+ O( sen 135°) ( cos 1359
£i35°= 0.5 €+ 0.5 €2 = _.é_( €+ €3)

Para determinar la deformacidn angular del angulo ABC £eaac 8e uti-
liza la expresion siguiente:
€0 = ( Ex+ €y ) cos e seno¢ + | Exy { senZac- cosdet)
se tiene que el angulo =< =45 ya que nos interssa conocer la deformg
oldn angular que cufre undc dé ilos ejes con respecto a la horizontal-
por lo tanto. €045° = (§ - &) cos 45°sen45° L(O) (sen? 45-cos® 49)
&€e45° = €)- €2

Que nos representa la mitad de %eformcién del angulo recto que nos-
interesa conocer por 1o que v

Eeapc= 2 (§)-§&;)

€9amc = €)- &2

-32 -




Problema 12
Hallar 1a relacidn necesaria entre las constantes, 4 y B si

2= AXY% BYS Es una funcion de Tensidn de Airy.
Alry propuso un método que consiste en suponer una funcidn poten -~

cial @ 1a cual tiene las propledades siguientes:

D’z = Ox N 320=0'y y D% = Txy
oy I x2 Ox Iy

Se puede ver mediante estas expresiones que se se conoce es po-

sible obtener Qx ,Cy y Zxy . Por otra parte la funcidn de Alry

debe ser biharmdnica o sea ;) +2X0 4 D‘g .= 0

D% )
Por lo tanto derivande a © co..lpz-obamos .l‘?ae condiyciones del método

de Alry.
Derivando a @ con respecto a X
%z =2 AXY3 1) 2 = o (3)
x - =
g = 2AYS (2) 2% 4 -0 4
x2 - . D x* . .
Derivando a & con respecto a. Y )
_D_z. 3AXY%H sBY*  (5) "%ﬁ eAX’+60BY2 (7)
ys
_2’_01 =6AXY+20BY (6) S >*@ = 120 BY - (8)
3 y2 . : LT dys
Obténiendo 1a 22%@ ' de (2) se tiocne
Dx2 ;)yz , S : . e
—Di‘.’T = 6AY? (9) : %o = 12 AY .S (10)
2% dy Dx2Iy2 R

Sustituyende en la ecuacidn biharmdnica
O+ 2(12AY ) + 120B Y
24 AY +1i120BY =0

M Y(24 A+ 1208B) =

A=—-58 BT S
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Problema 13

En coordenadas polares (r,9) 1la funcidn de 'tensidn de Alry @ =Be

se usa en 1la solucidn de un disco de radio a sometido a un momep
40 central M. 'Determinar las componentes de tensidn y el valor de

la constante Be. )

La geometrfa de un cuerpo con frecuencia aconseja la conveniencia-
de formular los problemas eldsticos bidimemnsionales en.funcién de-
coordenadas polsres r y € entonces para las ecuaciones de trans --
formacidn X = rcos © Y=rsen©

Tomando ahora la funcién de tensidn de Airy como (r,0) las compo -

nentes de tensidén estan dadas por’

g .= _1 28+ _1 Yo
teed v Or r2 de
o

{e9) : oF
[+ = =9 5. 2
re) Ar(";— S0

Para nuestro problema la componente de tensidn esta dada por

T (o) +-Hi-38)

por lo tanto ia componente de tensidn es ’a(\,?
= ¢ 2 N
g = - A 8
o =R 31500 , ,
o-(re == By B ‘\ q
, Q. S f ~—
Fig.12

Para encontrar el valor de la constante B, tomamos un elemento difg

- Oire)

Haciendo la suma de momentos alrededor del disco

2w
= S- c(re)°d° X a

M= [}
e/ d 2m
M=j g ddo = 8 r¢2do
a (ro) o e
M= 2%B
B =_M
27
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Problema 14

= 3E (XY~ R e ., .
Probar que @ = -Z& i 336‘34‘: es una funcion de tensidn de Airy
vy hallar las componentes de tensién en la regidn X > 0, ~C<Y<C.

Puesto que la funcidn es una funcién de Airy es biharménica
ve=o0
O sSeA que IO + 200 + @ =0

!

Ax*  IxDyr Jy*

derivando la funcién @ respecto a X se tiene D@ =3 (Y =Y

-

y 4C 3Cc*

derivando con respecto a Y Jg - 3f (x_&p.‘_ Py
. Jdy ac < I

2 -
2)
=0 R
Ahora encontrando da segunda parcial con respecto a X.y luego 1la -
segunda parcial con respecto a Y se tiene; - ’
. .
90 oo (3)
:)X? ;Syz
De las ecuaciones (1), (2) y (3) se comprueba que la funcién es~
una funcidn de Airy biharmdnica.

Ahora bien para encontrar las componentes de tensidn

—35-



Ox= 0 f
COy=_3 FXY + P
2C <

Zxy= =3aF(C-y])
ac

Estas tensiones son las de una vig
g8 transversal en su extremo P ¥ una

trz en la figura 13.

ensidn axial P como

17

n vqiadiiﬁiaometidth*ﬁn
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2.6

le~

3.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Una barra de seccidn transversal circular se carga con fuerzas
a tensidn P=8 ton. (como se ve en la fig.14) la barra tiene --
una lengitud L=3.0 mts. ¥y un dfametro A=30mm. Esta hecha de --
Aluminio con um médulo de Elasticidad E=2x10° Xg/cm? y un méau
1o de Poisson V =1/3, Calcular el alargamiento §, 1la disminy

cidn de dfametro Ad y =l incremento do volwmen AV de 1e ba -
rra.
. P . .
-1 -
Fig. 14

Calculmr loz tcnaiones Gxy Oy , si las deformaciones unitarias

en estas direcciones son Ex=0.001, £3=0.0008, ol médule de--
6

Elasticidad R=2X10 Kg/cu® vy el médulo de Poisson V =0.3.

El céibo de goma ABCD se Introduce libremante, pero min holgura
en un melde de acero de tal manera que dos caras opuestas gue-
dan 1fbres (rig. i5). El cubo esta sometido, en su parte supe-
rior, a la presidén P. Calcular 1a tenciés % , ias deformacio-
nes €y y £r 1a variacidn unitaria del volumen. El mddulo de ~
elasticidad de la goma a3 E y el coeficiente de Poisson, V .-~
ﬁrecfndase del roce entre el cubo y las paredes. Considerese -
que el molde es absolutamente r{gido.

z L&;

S 3
c X

v -

Fig. 15 -37-
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4.- Un paralelepipedo recto rectangular de aristas a,b,c esta sel}l
citado por tres esfuerzos normales O, , o, , O; paralelos respeg
tivamente a cada una de las aristas. Hallar la relacidn bajo -
la cual estas seis cantidades estan ligadas para que el volu -

men defi paralelepipedo permanezca constante.

5.~ Comprobar que la funcidn de Airy F= 2XE+12 X R7-6 w2
gatisface la ecuacidn biharménica <f%6 =0 y determinar el tep

gor esfuerzo y el tensor deformacidn suponiendo un estado de-

esfuerzo plano.
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3.0 PLASTICIDAD

3.1 GENERALIDADES

Cuando & los materialesvse les omete a un eafuerzo creciente de -
tensidn o compresidn experimentan deformaciones que en un princi-
pio estan en el rango eldstico, pero posteriormente se gsalen de =~
el y crecen con mayor velocidad que los esfuerzos; ahora 8l ellos

en &l material comienzan a2 aparecer grietss,

-

giguen creciendo,
hzgta que rfinalmente egte se separs on fracciones discontinuas.

e 1o anterior se concluye gue el concepto de falla corresponde a
12 situacidn donde las deformaclones son pldsticas y aleanzan una
clerta magnitud que se conslidera intolerable desde el punto de -~
vista de la funcionalidad de 12 estructurs de l1a cual formz par =
te el waterial. '

En tanto que el concepto de ruptura corresponde a cuando el mate-
rial se separa\en partes aisladas y deja de ser un medis continuo
Ahora bien los criterios de falla y ruptura se f£ijan medlante cop
venciones de scuerdo al nivel mdximo de esfuerzos que el material
debe de sopértar- Este nivel se determina a fin de que nc se re--
gistren deformaciones que rebasen ciertos 1fmites, o de que no se
propagen grietas sxistentes. En general se tiene gue dicho nivel-
se estima a partir de una cierta funcidn de los esfuerzos princi-
pales o sea F (0, 0p,03) =0 (2.1}
Se ve por tanto que para establecerlc es indispensable determinar
‘el estado de esfuerzoe existente en un problema dado.

Existen diferentes criterios de falla que se han establecido a
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£in de evitar diseflar en lo posible obras que sufran deformaciones
excegsivas y dejen de ser funcionales.

Tambien en el caso de ruptura se han establecido criterios, en los
que a partir de las caracterfsticas del tensor esfuerzo se elige -
en una relacidn en funcidn de los esfuerzos principales, mediante-
la cual se puede estimar sl existe riesgo de ruptura del materiai-

Yy la consecuente falla de obra de la cual forma parte.

3.2 TIPOS DE MATERIALES FRAGILES ¥ DUCTILES

Los mmtarizlcs pueden clasificarse como frigil y ddbtil; de acuer-
‘do éon 1a magnitud de 1la deformacidn que sufren antes de romperse,
entonces de acuerdd con lo anterior se puede decir gue un material
es fragil cuando se rompe sin sufrir mucha deformacidn. En tanto -
que es ddctil cuando se rompe despues de experimentar grandes de -

formaciones. Entre los materiales frigiles se tienen por ejemplo -
el vidrio , la madera, el concreto, etc. entre las dictiles estan-
el acero, el plomo, suelos arcillosos, etc. Los factcrass mas impop
tantss que influyen en la ductilidad o fraglllidad se pueden consi-
derar los siguientes; esfuerzos isotréplcos as{ como los distorsio
nantes, velocidad de c=rga, temperatura, estructuracidn, heteroge-

neidad, impureszas y vacios.
3.3 POSTULADOS FUNDAMERNTALES DE LA PLASTICIDAD

1.~ La deformacidn pldstica es causada, solamente por esfuerzos --

cortantes.

2¢= Para un estado dado de esfuerzo, las deformaciones plasticas ~
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principales son proporcionales a los esfuerzos principales.

4,~ EL volumen permanece conatante.

5.~ La deformacidn pldotica.es irreversible.

3.4 MODELOS ANALOGICOS PLASTICOS

En lo que sigue se presentan algunos de les modelos plasticos.

'
o -
) l,,“! ,L——ﬂ P Fig. 16 LA o
- LE
a) Cuerpo rigido-pldstico perfecto ,
[+4 r E
I
R cas PTTrEEY r Celd P o
2 _E
. Fig. 17 '
b) Cuerpo'rfgido-pliético con endurecimiento lineal a la deformacien
TITIITI g(l ? P U"‘ j A. E € ’
Fig. 18 -
Lo

¢) cuerpe elasto-pldstico perfecto.

| S E,
l—————-\A.MMAM»\———J i €
Fig. 19 -

Ez

d) Cuerpe elasto-pldstico con endurecimiento lineal a 1a deformacidn

i
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3.5 LEYES ESFUERZO DEFORMACION PLASTICA
3.5.1 RELACIONES INCREMENTALES

Estas surgen debide a que en les materiales reales se obtienen cur
vas esfuerzo-deformacién no lineales, como se ve en la figura.
T

— €

|
Laé cuales se deben a fluidificacidn de clertas porciones de mate-
rial, dando como resultado relaciocnes esfuerzo-deformacidn-tiempo-
que dependen de la historia y velocidad de carga. Todo esto condu-~
ce & que estes materiales tengan ecuaciones constitutivas, para en
ya solucidn incremental se requiere conocer las condiciones inicia
‘les; y de esta manera se tienen relaciones entre incrementos pegque

fios de esfuerzo y deformacidn que son lineales, pero cuya constan-

[1d

s dé proporcionalidad es funcidn de la historia de carga.

Un aspecto que deba destacarse es gue la componiente de deformacidn
una parte es eldstica y otra es plastica ( es decir permanente ) -
teniendose. de ~de® + deF (2.2)

Se han prepuesto diferentes relaciones entre esfuerzos j deforma -

ciones para el rungo pliatico, una de ellas la dada por Levy y Mi-'

. Bes que se presenta como sigue

déx =dEy ~déc=dEny adExr =dEyx —dx ( 2.3)
Sx Sy Sz Txy Tx& Yz

Donde Sx, Sy, Etc. son elsrantoa de la componente distorsionante -

del tensor esfuerzo; dfx -, d€y » @tc. son los incrementos del-
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tensor deformacldén total y d A es una constante de proporcionalidad;

por tanto las relaciones anteriores se establecen entre los esfuerzos
totales actuantes y los incrementos de deformacidn total (en 1a cual-
se supone que la parte eldstica es nula), donde la constante de pro -
porcionalidad variard con el nivel de esfuerzos.

Prandlt y Reuss generalizaron las relaclones para inclulr la parte
eldstica y propusieron unas relaciones eemeJantes para la p].a'stica

que song dExP dE gP:a’&zP dExq,.dﬁsz déqu (2.4)

[T
Estas relaciones eolo se aplican a ln parte p_tfs tica; en tanto que

para la eldstica se emplean las l=ycs dé Hookes
También pueden escribirse, de manera andloga, las relacliones entre

esfuerzos principales e incrementos de deformacidén pldstica principa-

les como sigue; dE,P = a’EsP da (2.5)
y asi mismo que de,P- dé-P = dEz-dE;P - dE,P ds P (2.6)
—S'

Las ecuaciones (2. 5) v (2 6) impliear?. que 103 cfrculos de Mohr de --
los tenseres de esfuerzo total y de increments de deformacidn pldsti-
ca son semejantes o sea solo afectados por la constante de proporeio=
bAilidad “dA.

Ahora bien las ecuaciones (2.4) pueden escribirse en funcidn de los -~

esfuerzos totales de la manera siguiente.

dExP = a dA [O'x-.l (Og +0oz))
dEs P = _a-,da (crg-_.}:(crx-c-crz))
dEzP:-Zdl (Qgr - 2 (9% + Ty)) : (2.7)
dEzsP= d1 Tzy ' 
dExsP= 2 e x93
daxP = da T=x
Ya que T K
' Sx = Ox~ Om 2 Ox~ Tt T+ Tr = 20~ LT+ Tud
X = R 1
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Analogamente Sd =.%_( Ty - :",: ( O+ qz)\

Sr=2 (Tr- 1 (Tt ay)) (2.8)
Lag ecuaciones (2.7) son las relaciones buscadas; para encontrar la
constante de proporcionalidad se empleard el criterio de fluencia -

de Von Mises, que es el siguiente. . N
(Tn- Q)+ (Tg- Tz )+ (T2 ~Tu)+ € 2xd + 6 Zyz +6Zzx = 2Ts

#

Se puede demostrar que la constante de proporcionalidad es dd=d% Pi2.9)
. . Boct ’

donde Jd&P = Deformacidn angular octaédrica

Como Be sabe Toct = |2/ P (2.10)

Siendo J: el segundo invariante de la componente distercional del-

tensor esfuerzo.
Se define esfuerzo efectivo o equivalente Tz , e incremento de de-

formacién efectivo o equivalente dEP, de la siguiente manera

Je = Boct= (531 (2.1)
deEP=T2V d K P (2.12)
Para el caso de una prueba uniaxial de tencidn en la direccidn X se
tiene Ja = Ox
v der= déExP (2.13)
esto ultimo debido a que désP=dEzP=-LdExP (2.14)
Ahora bien considerando (2.9) y considerando (2.11) y (2.12)
dA=dlP-dEP/2 = =z dEP (2.15)
Z/3q NZ/5 Qe 2 2

Ademds, tomando en cuenta el criterio de fluencia de Von Mises se -
tiene que el esfuerzo equivalente es igual a la funcidn de fluencia
luego para el momento en que se inicia la plastificacidn. Gz= To
siendo Us; el esfuerzo de fluencia en una prueba uniaxial de tensidn

finalmente la cantidad de proporcionalidad queda.

di= 3 dEP
A
Se obsetva que dicha constante es funcidn del incremento de deforma
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cidn equivalente J€F y del parametro experimental Jo. (es!’uerzo de

fluencia), asl que tomando en cuenta esto las- relac1ones quedam
JExP = dEL (Tu- 4 (as+aa))
dEuP = d£P ( Gs -__.%_( T= +'G;Q)’
dEzP= g/__ﬁ((l‘a-:l(G”x-\-G‘

dExaP= %.__E_ﬁ x4

dE9zP = 3 dEP Zy=
2 Ue

FEzxF=BdEP & =x
2 Je S
Debe observarse que estas relaciones se aplican con Ug a materiaies

con endurecimiento a la deformacidn casos b) y d) de las figuras =--

~‘2>‘.l6)

17 ¥ 19 y con & dados por materiales perfectamente pldsticos casos
a) y e) figt,;ras 16 y 18. Las relaciones de Tz y JEP ue conocen --
experimentalmente.

Para incrementar la relacipn buscada debe obtservarse que el traba--

jo total realizado tiene una componente eldstica y una pldstica, o-

sea dwr=dwe+dwpP  (zam)

donde el trabajo pldstico es ‘
WP = SxdExP+ GudEuP + S=dExP+ xud ExuP+IxzdExz P+ T4z d £z Re18)

y para eafuerzos principales dwP=SdEP+S,d2P+S,dEzP (2.9)

231 mismo, el trabsjo pldstico puede escribirse an funcidn de lcg -~

esfuerzos e incrementos de deformacidn principsles es decir

dwp=cadéP ‘ (2.20)
de donde
o deP = dwP tz.21)
Ca : .
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3.5.2 RELACIONES TOTALES ESFUERZO- DEFORMACION

vCuando todas las componentes del tensor esfuerzo crecen proporcio-
nalmente pueden utilizarse relacliones esfuerzo—deformaciéh totales~
Gue resultan de integrar directamente las ecuaciones (2.16) o sea ~
ExP = EGP (¢x~1 (Ty + az)) :
£dP—EP { Qy—~ _;(cr“.crz\)
E=zP= EP (Qz~ _1( x+Qudd) . = : R
Ex:sp_(; £P Zxa . e e i 2eR)
Ege P = 56P cY=
EzxP= g;g;e, g zx

Z <%
Asf{ que la deformacidn total pldstica solo es funcidn del estado ac~
tual de egfuerzos y es independiente de la trayectoria ds esfuerzo-
(historia de carga).

De esta manera, conacido el tensor esfuerzo (es decir todas sus com

ponentes T, Ty, etc.) se obtiene Ce de la scuacidn (2:11) luego-

£p pe obtiens de la& curva experimental durante una prueba de ten--
sién simple (uniaxial) y a su ver con las ralaciones (2.22) se eva-
ludn las componentes de la deformacidn pldstica totales. Es conve--
niente destacar que en muchos problemas prdcticos puede considerar-
gse que la historia de carga es proporcional y por lo tanto las ecua

clones (2.22) se utilizan con cierta frecuencia.
3.6 RESOLUCION DE PROBLEMAS ELASTO-PLASTICOS

Las situaciones en 1as gue en un cuerpo existen deformaciones elds«
Iy



ticas y pldsticas aproximadamentedel mismo orden bajo una carga se
denominan problemas elasto-pldsticas. Un numero de ejernlon dn tn-
‘les problemas blilen conocidos tiene lugar en 1la teorf{a dc vigas, »-
torsidn de ejes y tubos de pared gruesa y esferas sometidad a pre-
sidn. En general, las ecuaciones que gobiernan a los problemas --1
elastoplasticos son;:

a) ecuaciones de equilibrio

b) ecuaciones de compatibilidad de deformaclones

¢) Relaciones esfuerzo-deformacidn(que dependeran de la teorfa =

pldstica empleada)

rels

d) Condiclones de contorno en el contorno pldestico cuando existan;":

e) Cohdiciones de continuidad de esfuerzo-deformacidn en la intpr; r 

fase elasto-pldstice

3.61 MECANISMOS DE FALLA PLASTICA

Tanto los eriterics de falla y los de ruptura son unicamente apro-
ximados, puesto que se basan en aplicaciones de la mecdnica del me
dio continuo, siendo que en este caso son muy determinantes las -
discontinuidades intrinsicas, heterogeneidades y anisotropia exis-
tentes en el material para este nivel de esfuerzos, sin embargo, ~
dichos criterios son de bastane utilidad puesteo que han demostrado
dar una idea aceptable de Llas condiciones de falla o ruptura, lo -
cual se ha podido constatar experimentalmente. Por otra parte sen-
el unico recurso del que actualmente se_dlspone para dicho fin.

El wmas importante de estos puede considerarse gue es el ocaslionado

por esfuerzos distorsicnantes.
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3.61 MECANISMOS DE FALLA PLASTICA
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dio continuo, sisndo que en este caso son muy determinantes tas -
discontinuidades intrinsicae, heterogeneidades y anisotropfa exis-
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36.2 CRITERIO DE VON MISES

Este criterio supone que la plastificacién dnicamente se debe a la
Energfa de distorsidn y que se presenta cuando dicha energfa es --
igual a 1la que existe en una prueba de tensidn simple.

Fn esta teorfa se usa el esfuerzoc cortante octaéﬁral ( ea el valor
maximo que ocurre sobre el plano octaédral.), por lo que la condi-

cidn de fluencie en funcidn de los esfuerzos principales queda.
Tocf =2V ¢ G- 92 )7 + (Tz- Qu)° + (T - G )2] (2.23)
>

Y para el caso biaxial gueda G- G+ T2 = T (2.24)
Que &3 la ecuacidén de una elipse con eje focal a 453 ya que para -

G,=Cz entonces §; =0 y tambien Wo=0 ver fige 21

‘

P
q,
T .
= >
~-Qq
Fig. 21
Para tensidn simple (<, 0,0) , entonces T,y se reduce a
z«.#:_?j T , (2.25)

Para encontrar el valor del esfuerzo efectivo Ja igualamos las

ecuaciones (2.23) y (2.25) Por lo tanto nos queda; .

To = ANTT-S2rr\oz- oo @s - 3% 7 (2.26)
NZ7

Para encontrar €°f sge entra en el diagrama esfuerzo-deformacidn de-

1a prueba de tensidn simple en el rango pldstico con el valor de eg
fuerzo efectivo Ja .
Cuando loes ejes de referencia no son los principales, en estado ge-

neral, el esfuerzo cortante octaedral esta dado por

Coct = _L - \//Tx ~Ta) + ( Ty~ T4 (Tz-T)e b ¢ | szz-f' Zy2®4 23, (2.27)
X
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entonces 1la ecuacion (2.26) se modifica de la siguiente manera.
Uz = Ll G Tt (U —Tad & (S2-Cxf +°C (ZXIL 4 Bae+ T ax2 ) (2.28)

FA
-3.6.3 CRITERIO DE TRESCA

En este se considera que la plastificacio'n se presenta cuando al-
canza el cortante midxime gque ge registra en la prueba de tensidn
simple. Este implica que ocurre cuando se cumplen las seis condi-

ciones siguientes;
-9 = * Jo

T3-Vx = T Vo
Iz~-T, = I
T ° Fig. 22
Luego para el caso biaxial ge tiene: <
- Uz = So 5 Sy TG >0 g q2 <0 _ﬂf“
Ti-v2 =T ;3 Sy Tiwo ¥ Ta2o Cn
TeTe ; S TG0 ST
-G PR
U= 3 &7 H> T >o0 S - Sz,
I=-To . S Gie Tz <O » Tz - T+,
Qe ~Te @ S T[Hew <o . -0, .
Para tensién pura (T, 0 ;0) Zwmax = T ‘ - (2.29)
2 -
Para un estado general (W, W Tz 2 wmax = Gi-Uz (2.30)

Para encontrar el esfuerzo efectivo ge igualan?a: ecuaclones (2.29)
y (2.30) de donde se obtiene Te = - Ty (2.31.)
Analogamente, para determinar £p entramos en el diagrama esfuerzo de
formacidn pla'stica> para tensidn pura.

entonces Ep = Ue (2.32)
Ep

3.6.4 TEORIA DE RANKINE (mdximo esfuerzo de tensidn)

como su nombre lo indica esta sefiala que 1la falla se alcanza cuando

uno de los esfuerzos brincip&les alcanza la resistencia mixima en -
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tensidn, por ejemplo para el caso bidimensional
o4

Toc <o <

Sk

Fig. 23

Tan-, donde

O, . Esfucrzo principal de Tensidn

Ty Esfuerzo principal de compresidn

GO,:Resistencia maxime a la tensidn

q;, ,c Resistencia maxima a la compresidn.

3.6.5 TEOGRIA DE SAINT-VENANT (o deformacién axial mdxima )

En esta se supone que 1z plastificacidn ocurre cuando una deformacidn
principal iguala a la deformacidn mdxima en tensién o compresidn, o -
sea cuande EE = o - Y (T4 Tx) =% Qo (2.33)
entonces para el caso biaxial ( cuando JI3=0)
EE=T~ v =T ; para (TI= T - {2.34)
Efar Oa- »T=x2Vg ; pava Tl = ( q, : (2.35)

3.6.6 TEORIA DE BELTRAMI (o de ia mu’ximu energia de deformacion )

en esta se considera que la plastificacidn se presenta cuando la ener
gfa total de defomacign iguala a la que existe en una prueba de ten-
8ién o compresidn unidimensional, o sea
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2 (2.36)
V=L Jo€o =_1 To
=z 2zg
Y como por otra parte, en general la energfa total eldstica esta da-

da por Uz_;a_(.memmeg-\-w,e,) (237)

remplazando en la antericr expresidn las deformaciones dadas por las

expresiones de la ley de Hooke se tiene
U=_2_1.F: (T2 4+ Q2 -2V (Tt TTa + T; 7)) {2.38)

reemplazando U por su vaelor 2 -
TEHTE X IF - 2V (0Tt SS9+ 502 = T (2.39)

que constituye la funcidn buscade de acuerdo con este criterio.

ahora para el caso bidimensionai ia anieérior exprexidn se reduc

TEr Ve~ 2V @\ T = S0 - . b (2.40)
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3.7 ANALISIS Y DISENO LIMITE

Es conveniente observar que los-anélisgs 1{mite permiten estimar la
carga mgxima que en un cierto medio o estructura puede soportar, al
desarrollarse en él1 un mecanismo de falla. Esto implica que se pilag
tifique teodo el medio, o bien que =i existen posliciones sélidas --
(elasticas) éstas no ofrecen ninguna resistencia al movimiento, mo~
viéndose como inclusiones dentro de 1a fame flufda del material.

Es conveniente reflexionar acerca de que las teorfas riside-pldsti-
cas (andlisis 1fmite) presuponen que todo a1 meadic 22 ho o
do, en tanto que 1la teorfa de elasticidad implica que el medin en -
ningun punto lo ha hecho. Luego ontonces estos dos tipos de undlis-
8is corresponden a condiciones extremas, y no son capaces de prede-
cir el comportamiento cuando parte del material se ha plastificado-
dnicamente, por lo cual debe emplearse las teorfas y métodos elds =
topldsticos. De la consideracidn anterior han surgido los teoremas-

1{mites que a continuacidén se veridn.

-3.7.1. TEOREMA 1

Una carga se produce un campo de velocidades cinamﬁt}camente admis}
ble puede mer igual o mayor gque la carga real que puede producir 1la
falla. Esto constituye un L{mite superior.

Esta carga es la que se calcula con la teorfa rfgido-pldstica (and-
1isis 1fmite). La conclusidn obtenida se debe a gue la carga mencig

nada presupone plastificacidn total en una regidn, sin considerar -

que el medio involucrado puede moverse aunque no se haya plastifi--
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cado una zona que facillita la formacidn de un mecanismo de falla.

3.7.2 TEORENMA 2

Una carga que produce un campo de esfuerzos estdticamente admisible
serd igual o menor gue la carga que se necesita para ue se produzca
deslizamiento por flujo pliético- Esto ez un 1{mite inferior. Esta-

carga se obtlene de teorfa de elasticidad considerando la carga -~

mixima que se puede aplicar a un medioc para gue en ningin punto re-

fiuencia). Esta en un 1fmite inferior

1<
0
[¢]
H

base l1la resistenci= o

ya que pdoden existir zonas plastificadas en el interior de la re -

gi6n sin que por ello ocurra un deslizamiento generalizado de algu-~

na porcidn del medioc.
De lo anterior se concluye que, los dos 1fmites indican un ancho de

banda dentro del cual se encuentra la verdadera carga P, gue 96 na-
cesita para que se inicie la formacidn de un mecanismo de falla (en
medio continuo o sistema estructural), que serfa la carga uyltima, =~

por lo cu=l, dichka carga ultima que soporta.una obra es difrfecil (si

no imposible) de obtenerla con precisidn, siendo solo posible aco -

" tarla entre dichos l1{mites

Por tanto el disefio 1f{mite ( o Ultimo) de cualquier tipo de obra.-

debe tomar en cuenta estas consideraciones, por Lo cual se requiers

de un aniiisis‘elistico y de. uno rigido-pldstico, para obtener in--
formacidn en este tipo de diseffo.

Debe anotarse entonces que en este diseffo lo lnico que importa es -
acotar 1la carga ultima, sin tomar en cuenta las condiciohes de de-

?ormaciéhque experimenta en el rango donde parte de laéfdefofmacio-




nes son eldsticas y parte pldsticas, para esto sf serfa necesario -
realizar andlisis elastopldsticos como los mencionados anteriormen-
te.

oy

3.8. SELECCION DE MECANISMO0S DE FALLA

En esta parte se hace notar que para que una estructura falle no
bagsta ¢cs que ciertas partes de ella se plastifiquen, ni es necesa-

ampGco Que se plastifique todo, sino que basta que se defina -

e
pied

b

una zona plastificada capaz de engendrar un mecanismo de falln, inn-
diante el cual ciertas porciones de ella son capaces de experimen: -
tar movimientos del cuerpo rfgido ( cinemdticamente admisitle ).

Es claro que para una estructura dada pueden existir diferentes me-
canigmos de falla, por lo que es necesario definirlos y determinar-
cual de ellos regquiere una menor carga para ser engendrado. Esta se
leccidén por tanto debe hacerse trazando diferentes superficies de -
falla capaces de generar movimientos de cuerpo rfgido. Por ejemplo,
se tiene el método conocido para andlisis de estabilidad de taludes,
en el cual se Bupone un ef{rculo de falla, mediante el cual una posi
cidén de €1 es capaz de moverse como cuerpo rigido. En general por -
tanto banrtard con transformar una regidn hiperestdtica en isostdti-
ca eliminando por ello restricciones al movimiento analizando ade -

mds las fuerzas que intervienen en €L, as{ como los factores que se

oponen a él1 ( recordar por ejemplo los andlisis de egtabilidad de -

taludes mencionados antes ).
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3.9 PROBLENMAS RESUELTOS

Problema 1 )
Para un estado de tensidn biaxial con determinar el lugar geo-

métrico de las curvas de fluencia de las condiciones de Mises y ---

Tresca y compararlas en una representacidn en el espacio bidimensip
nal de /g, frente Yz /G, »

Solucidn:

Para el criterio de Von Mises se usa ol esfuerzo cortante octaedral

Este valor ( Z,.7 ) ®2 2! valor maximo que ocurre sobrs el plano og

taedral. Este plano se puede entrever al marcar longitudes iguales-

sobre los ejes U , O, , U; y pasar un plano a traves de estos pun

tos resultantes como gse indica en la fig. 24.
T

El esfuerze cortante octéedral estd dado en términos de los esfuer-~

L3

zos principales por;
oot =L V(T - (- e+ (T - @)? !

Para una prueba de tensidn simpledel esfuerzo octaedral esta dado -

en terminos de los esfuerzos principales por (V-, 0, 0)
Toet = ¥ (T -0)2+ C0-0% + (0~ w)2! = §37 T

Para encontrar el esfuerzo efectivo T el cual se define como el -
valor del esfuerzo con el que una tensidn pura producird el mismo -
esfuerzo cortante midximo que aquel con el cual ocurre en el estado-

general de esfuerzo. Tlocd = Bedd
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Por lo tanto .['z“'svg, = .; VG -ay + (g - Tx)° + (93~ 932!
2Tz = (-Te ) + (Tz- )24+ (Ty-T,)3
Como ®n nuestro problema tenemos un estad.o ‘de tensidn biaxial
20z= (G-0)2+ (0- g2+ (Tx - TV
2Te= GF+07+ 0% — 2 Qa5+ @2

Te= T2+ TP - T T

Dividiendo entre Qe

2 2
1 = (O - 99U Sx
Qe T e

Que es la ecuacidn de 1la Elipse’ con sus ejes a 45 como se ve en 1a
frigura 25 .

Para el criterio de Tresca se usa el valor miaximo del esfuerzo cor
tante. Para encontrar el esfuerzo efectivo « puesto que las de -

formaciones pldsticas son causadas por esfuerzos cortantes, prime-

ro analizaremos el estado de tensidn pura. (q,‘,o,o) Gmax = cxz',_
Para un estado general de esfuerzo '(Q",Q'z.,q",) Z masc = S T3
Por lo tanto para encontrar el esfuerzo efectivo =
Zmax ( {entsion Furd )=T peax ( estado (nzura/j Ve - 9~ T
entonces Je¢= G-y dkvidiendo entre Ce ¢ *
G- == 41

. 172 Te
ecuacion que da lugar a los segmentos AB y ED de la figura 25

S;z__” =1 ecuacidn que nos da les segmentos BC y EF
_%:1=-'—“—"1- ecuacidn que nos da los segmentos DC y FA
G-I/Q'c.
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Probleme 2 "

Determinar para el estado de esfuerzo a b o)
s=1{b a o
o o a

Donde a y b son constantes, la condicidn de pldsticidad segun los -
criterios de Vvon Mises y Tresca.

Solucidn,

Debido a que los criterios de Von Mises y Tresca se establecen en -
funcidn de los esfuerzos principales, procedersmos a determinarlos-

resolviendo el determinante de los coeficlentes.

a-x b N vJ 2 2 2
b a-x o = NM-FaX+aA+a®- Ba+b A

o o a-A\
‘Resolvkendo la ecuacidn se obtienen los siguientes esfuerzos princi

pales. o= a+b Tz= a Uz = a-b

Para la condicidn de Tresca (valer mdximo del esfuerzo cortante).

Para tensfign pura (<, 0,0 ). T max = Sz _ »

¥ para un estado g3neral de esfuerzo (= ':.1_ Ty ) CMax:S—%ql_

por tanto el esfuerze efectivo sera Tz = T,— Iz

Sustituyendo loa valores _dé los eafuerzos principales se tiene
de= (axrb)-(a-b)

Para la condicidén de Vori Mises (mdximo esfuerzo cortante octaedral)

se obtiene para tensidn pura (<, 0,0) Toct = _lg, VLI P

Yy para un estado general de esfuerzo se obtiene (q,, g3, 9z}

sz:x? VOq-02)2 + (9,-0%) + x-S 7
Sustituyendo los valres de los esfuerzos principales se tiene
Tz V27 ._;; Wa+b-a¥+(a-a+b)2+ (ra-bi- (a+ 612
Te=1 Vo*+b +4£6" 7

z7
Uz = {<? b
z7
Ve= 57 b
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Problema 3

Una probetn de acero dulce, sometida a tensién triaxial (de modo que
sea(T.=Tx ), esta en estado pldstico, se el 1fmite de fluencia To
del material es da 2196 Kg/cm2 y si el esfuerzo T, =5000 Kg/cm2 en-
cuentregse Tz Yy GUx

Solucidn,

Por el criterio de Von Mises y para esfuerzos principales sabemos --
gque el esfuerzo cortante octaedrico sera igudal al esfuerzo cortante-

de fluencla.

Qo= Bocd = 4. VOO -0 4 (T2-Th & (-2 !
3
9Tocd’= 9o = (T~ T)** (Tz=Ts)® 4 (T3- TYH?

Para tensidn simple (Q, ,0 , 0 ) el esfuerzo octaddrico serd.
Bocd= 27 T ; 2QE= 9 z&{
Sustituyendeo (4) en (2) sestiene
9 G’ =TTt (T2-T5)7 % (Ty- G, )?
Y como condicién del problema Jg=Tx
20 = LT -T)® + (Ta-q, )
90,7 = TP~ 2T, Vet O? v U7 -2 WP T2
9qQ) = 2T £ QT +2 TF 7
I = 2 (- 2QqQ U+ TF)
I = 2 ([-@) 1 TG =
Reemplazando valores

3
S0~ Uy =-2. ~ 2/96
t 2 |’2l

=QAz = 348 Kg/au=

-58_



Problema 4

Determinar las properciones de los incrementos de deformacidn plds-
tica para (&) tensidn simple (9U7,0,9) con < = Yo , (b) tensidn --
biaxial con & = Vo/3, Wz =%z y TxxTry=sByzxTaz =0 (c) cor -
tante puro con &ry = /937

Soiucidn: (@) tensién simple

Prandlt y Reuss generalizaron las relaciones ente esfuerzos princi-

pales e incrementos ce defermacidn pldstica principales como sigue:

AdEP - dE, P - dE_r.P da

S, T8,
danda Se= - Ine
siendo U= Ui G+ + I
por le tanto S.= T §:+vz+<rz
Yy rara nuestro case Tp= Ta= 0 T, = T,
luego Sai= Ve -~ Su/z 3 S = 2 Y
Analogamnete . S2= Y -Um= O3 . T T2t (fxs

3
tomo =g S2= - \o
=

y Srz W-Tm = Uz G+ T v
=

-

= Ge gg:_.fa_ Te

ov

Le=17

‘l

G
Per lo tanto la reiacién buscada ez la siguiente,

z S, S Sx
Para el casoc (b) s> tiene

= NR/IZ . Urso ; Va=-—-w, /0=
entonces Si= W Tm=T/Ax —-Sa/tzrtor-m/iE'Y = g JIFT

para Se= 0 - L (Fe/iFT KD AT (FT)) =0
¥ Sz=-W/F - L [T/ +0 4T /iT)) = - W [T
Por lo tanto 1a relacidn buscada s dg, - dE;-P da

Pars el caso (c) tenemcs cortante puro que estara rﬂpresentado por-

el diagrama de Mohr siguiente,
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Del diamgrama se puede ver que tenemos los mismos valores del inciso S

»

(v). Sy= T /lst=z ; Sa=@ S3=_T°IE'"

Analogamente 1la relacidn buscada sera,

AE, P = desP- da
1 i
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Problema 5

Determinar el incremento de Trabajo pldstice de ¥y el incremento -
de deformacidn pldstica equivalente df:'; para el estado de tensidn-~
blaxial G =~ TNFT |, T =To /53 y Ty =Zxy = EY2 = TEx= O

Si 1la deformacién pldstica es controlada de forma que € = ¢ , una-
constante.

Solucidn:

Fuesto que se trata de tensidn biaxial se tiene el caso en que.el -
diagrama de Mohr ea el sigulente.

1

b G~ Tofg V5= o /57
Fig. 27 o

’
Se -

Calculande los incrementos de deformacidn pldstica se tiene.
S|=G"--q-w\=_-q'q_/..|3"-%_ (—G‘o/_‘—z—r+q‘° /3 +0)
S\1=-Qo /3 + I/3 Q'o/r-,v"—%. o /0FT = - o/ §F

S7c G-Tm= T/IF ~L (-T/F 4+ /T +@/TF+0) = o /o3
Por lo tanto la relacidn entre incrementos de deformacidn es la si-

guiente. :
dEP =d&:P = dE:P - da
5, Sa =T
dEP - _dsp ; dé,p=_-de. p

-/ /7
El incremento de trabajo pldstico esta dado por la siguiente rela =~

cidn para esfuerzos principales.

dWP = S dEP + Sz ds;P + SsdEzP
como d&£FP= ¢
antonces dEzP=-¢

Sustituyendo los valores en la ecuacidn de incrementos de trabajo -

se tiene dWP == SIFT)(C) + (T /7 (~C) = ~2¢ Ta /55
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El incremento de deformacidn pldstica equivalente GMQZ se calcula

de la siguiente relacidn,

7
ey = f2[ dE - dEP (e d eVl aEl- a €2 s

Para nugstro caso sustituyendo valores de

d& = ¢ d&S =-c

se tienes
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Problema 6
Una probeta de Aluminio, sometida a tensidn uniaxial dio el sigulen

5 Q4
te diagrama esfuerzo-~deformacion 8
2080+~~~
i
Fig. 28 13621 !
G iee > &

Calcular lae deformacidnes pldasticas de un pequefio elemente cubicos
del misme metal, usando el criterioc de Von Mimes, el cual esta sujg

to a un estado de esfuerzo descrito mediante el siguiente tensor.

/doo %00 205 \
5= zo2 c«oo %00 )
l 200 4.00 #00 )
Para teneidn pura Zof = {277 Ta . )

para tensidn triaxial Zocs rér v/[cr,c—wg)z(-(U'a-Vz)”ﬂcz-v:)"'-i-C(znj+ ZyF+ 22y (2)

Tgualando (1) ¥ (2) VEITi=t V(Tu-S)t (Fy-elt (Ve D)+ € (Feg' + 298 4 22d)
2z
Teo =_§, VT Tt 3 (@~ + (- % C(Zxa‘& ZAT & Sax )

Sustituyendo valores
Js = —52—- Y(800-400¥ + (600 ~702)7+ (700-500)° + CL (200V +(200) + (420571

o= =0 000 + 100400 ~+ 79000 + & (90009 + 400004 ys0 092 7

To- 2 Vé0000 + 1740 0001 = 20 000 Kg /csuz
Para encemtrar £0 8Se entra al diagrama esfuerzo-deformacidn con el

valor Qo= Ve

en donde Ep= 0.o02 Ep ~s.002 _ Lxro®
Ve Z ovo

Luego para encontar las deformaciones pldsticas se utilizan las e -~
cunciones (2.22) gyp = 1ks5° [ 800~4 (4004700 = 1.5 xs6%

EgP = 1x1% [ oo~ £ 1800 +700)] =~1.5 x/5*

EzP = 1x16¢ [Foo - __—25. Cgoo+ coosT = o

Exgb= z Cixd) (F00) = £. S ¥I5*

EyaP= ; ¢ 1xs5¢) (200) = zxi6 ®

=3 -
ExxPz 3 Uxt)(200) = gui5*
Z
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Problema 7

Determinar la carga de Fluencia Po y la carga dltima Pu, para la es
tructura de la fige. 29 81 1a barra es rigida y ios dos alambres ver
ticales son de material elastopldstico. As{ mismo hdllese la carga-
admisible, Pw (la w es de trabajo) de la estructura, utilizando un-

factor de ecarga 1.8. Ambos alambres tienen la misma drea.

78

L ¥z

A [)
i )
L. ). t

* -

]

Fig. 29
Solueidn,

A medida que la carga P aumenta gradualmente, las Fuerzas en los a-

lambres aumentardn también y mientras los esfuerzos permanezcan por

debajo del ssfuerzo de fluencia, las fuerzas se podran determinar -~

por un &ndlisis eldstico. El almbre que esta a la derecha de la ===

fig. 29 tendra una fuerza mayor gue el de la izquierda sl sus areas

transversales son iguales, alcanzard el esfuerzo de fluencia prime-

ro cuvende Fz sez iguzl & donde A= drea de la seccidn transver-

sal y = egfuerzo de fluencia; con un incremento adicional de car

ga P, la: fuerza en el alambre de la izquierda aumentard pero la =~:
fuerza F, permanecerd conatante debido a que el alambre derecho se-—

ha vuelto pldstico. Finalmente el alambre izquierdo llegara a ser -

pldstico también y entonces la estructura no podra soportar ninguna

carga adicional y los dos alambres continuaran alargandose bajo un-

un valor constante (y mdximo) de la carga. Tal carga se llama carga

dltima Pu.

Por equilibrio una ecuacidn quas relaciona las fuerzas F, v Fz de rou
los alambres con la carga P se obtiene tozando momentos con respec-—:
to al extremo A de la barra '
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1 -Z2Fy=0 Fi+Fz= P [€D)
L [

FEFMA=0 -FL-F202L+3L (P)=0o

p 3P = F), +2 Fx (2)

De la fig. de cuerpo libre se ve claro, que el alargamiento del a-
lambre de la derecho siempre serd el doble del alargamiento del de
la ezquierda por consiguiente, en condiciones eldsticas Fp=2F; y =
se ve ademds que a medida que la carga P aumenta la fuerza Fpo sera
la primera en 2lcanzar el valor de fluenciaWA/z eri ese instante -
al vAlor ds 12 Zucrza Ty sera iguai a RWA/2 i § el_valor cdrres -

pondiente de 1la carga P, igual a la carga de fluencia Po por la =--

ecuacidn (2) 5P =To(A/2) +2(2) (T A/2)
Po-_,Q‘D'A 4+ 2V A = 55 A

Cuando se alcanza la carga Jlti;Q Pu, t;gto F1 coﬁi Fp, seran igua-~
les 2 Us A asi que de la ecuacidn (2) se tiene

SPu= GoA +2T A © Pu=Toa
la carga admisible Pw, se determina dividiendo la carga Ultima -~

por &l factor de carga.
Pw-= Pu = No A
Faclor de. carga 1.85

Se ve de este ejemplo que la determinacidn de la carga dltima, Pu,

para una estructura estdticamente indeterminada puede ser mucho ~-

mis fdcil que el efectuar un andlisis eldstico.
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Problema 8

Una viga rectangular eldstica y perfectamente pldstica se carga a -

fiexidén pura, usando la teor{fa sencilla de las vigas, determinar --

los momentos extremos M para los que se extiende un nucleo eldstico

residual de ~-a hasta +a como se indica en la flig. 30.

(=] A T
M : -\, l L-‘*& Z J:-a *

Solucidn,

Si una viga se carga mas alld del 1{mite de elasticidad y luego se-

quita 1la carga, algunos esfuesrzos permanecerdn en la viga. Tales eg

fuerzos se conocen por egfuerzos residusles o permanentes.

Los esfuerzos estan en direccidn Z perpendiculares a X.

Primero se calculard el esfuerzo en X, para la regidn eldstica de -

la viga (-a <= X< &)

Tomando un elemento diferencial de viga se tiene.

= de- &
. ds = c = L
R l‘lEJo d
e

La deformacidn unitaria se define _§__

por lo tanto si dividimos 1a ecuacidn (1) entre L nos da: £ x
L . . . R
como !: es la unidad la expresion nos dueda E=%_
por lo tanto U= ECTx = Ex
=

Donde R es ¢l radio de curvatura y E el mddulo de elasticidad.

(1)

G

En la regidn pldstica el esfuerzoc Ux es igual al esfuerzo de flu-

encia Ux = Ty
Por lo tanto, el momento resistente de la viga es

a [
M= 2_!% (x)(wdr)L+2J;v3-zd-xb
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o <
M= 2 Ebx* ] +2uyb %x*]_ =2E&b+Tybt-wyba

Ahora podemos usar YWu=-Eo como condicidn de esfuerzo en la inter

fase elasto-pldstica se obtiene.
M=z Ty a*bh+Ty b — Ty b a2
M= Ty b (sc*~a?d
=

De aquf se puede ver gue para cuando a=c

y para cuando a=0

M=y be?
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Froblema 9
Un eje circular eldsticoc y perfectamente pldstico de radio C esta -

sometido en sus extremos a los pares de Torsidn como se indica en -

la fig. 31. Determinar el parvpara el. que dqude un nucleo eldstico-

interior de radio s

Para el rango elistico como ya se vid en el problema R de la viga.
3= K x &? -~a= r2 a
Donde K es la constante eldstica Li{mite del material
si A= ¥F=C
para el rango plastico z= K
tomando momentos con respecto &l centro dsl eje
~ < a <
T = kY 2<% 5% a = 4
4 r r d’r+z*ﬂf; kr2dr zwkr]o 42w r’]q
T=1 -w Ka® L 2 W K CF— 2 w1 K aS
p—4 '3"‘—' =
T 2.7 KT S 2 T q¥F
e & KaT= 2Tk (< a¥/a)
Para el comienzo de la deformacidn pidstica se tlene a=c
Ti= 2wk (<= c2/q) =27 K (35 c3)
E3 — &
73:;%?<r ~CE

Para un estado completamente pliatico. cuando a=0

i 2
n:%_q&c?

Por lo tards Toa=2 T, i
= ~-EP~




Problema 10

Hallar el_momento de una viga cargada a flexidn pura si el material
se comporta con un endurecimiento lineal por deformacidn que obede-—
ce a la ecuacidn Post-eldstica_ Ta-Te+ A CEx - /)

La distribucidn de tensiones es como se indica en la figura 32

———te

[ ad
E : Z} Y] Figq. 32
_4 c |
Ey ="

V> Fara la reqiefr elastica X

Donde R es el radio de curvatura.
Toda la mitad superior esta sometida a compresién con endurecimien-
to lineal en tanto que la interior esta toda bajo una tensidn con -
endureciminto lineal.

Tomando momentos con respecto al centro se tiene.

M= _f Ebd —xdx|>+7__§ LWD+A(h _g_)‘xbdk

M= 2r_=a=b + S 25[:&(!—&): +AxX*] dx

M= 1Ea‘l) -+ ZLEV'c (’_ A ) (Cs_aa) I A( > z)

ZR
Usowrdo Je =Ea
[~ 8

M= 2ahVe 4 4£c= ('—A}— azbtr'_(.-a. +2bc*A 247}
= =R TR
M= 2qa%h T2 +bc*o"c(r—_%)_albv-.Jfazbv-zAn LA A —2a3h
TR EX>Y
M= Lc? To_(l-LB~J_ orh Te + a?bVa A +2bcTA — 2434
& R
M= bczﬂ‘g(-—A3 bwp?, L, ez 4+ 2bcA bW
=& £ & L 32——;-
M= bczT.(u—A)—zbch+b‘I;_n’ — b W R®
E* & E*

M= b Ve (-8 Y. szf.’_i\ +bwTRT (A —') /E"
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3.10. PROBLEMAS PROPUESTOS

1.~ Probar que la condicidn de pldsticidad de Von Mises se puede eg

cribir en la forma (wx-9x)+ (Ty- T2+ (T -Gt Zryg+ 2yz el )=C e

2.~ Un pequeffio elemento cubico de metal, se sujeta a un estado de -

>

esfuerzo descrito mediante el siguiente tensor

’ 20 s 2
5 10 8
12 8 —30
(a) Calcule el esfuerzo cortante octasdral usando la ecuacién -
(2.27) ‘
(b) Calcule los esfuerzos principales ¥;, V= yUs; y use la --

ecuacién (2.23) para calcular el esfuerzo cortante octaedral, -

v:» que debe ser igual al calculado en (a).

3.~ Siguiendo el procedimiento del Prcblema 4, determinasilas rela-
ciones que hay entre los incrementos de deformacidn pldstica pa
r ra (a) tensidn biaxial % =Ty == (b) tensidn-torsidn con -

Gx= Vs/2 ,2xn = 95/2

4,- Determinese la capacidad pldstica o tltima 2 la flexidn de una-
viga de acero dulce de seccidn rectangular. Considérese que el-

material es idealmente elastopldstico.

S5e= Una viga de seccidn transversal triangular de la fig. 33 estd -
sometida a flexidn pura. Determinar.-la posicidén del eje neutro-
( distancia b desde el vértice superior ) de la viga cuando es-

= ta en condiciones de plasticidad completa.
L 4

b h

&3

o

Th
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4.0 CONCLUSIONES

Las deformacicdnes eldsticas consideradas en el segundo cap{tulo se
caracterizan por una recuperacidn completa de las deformaciones, -
una vez que se retiran las cargas aplicadas. Ademas, las deforma -
ciones eldsticas solo dependen de la magnitud del esfuerzo y no de
la historia de carga o deformaciones previas. Caalquier cambio de-
forma como respuesta a un medieo continuo a las cargas aplicadas, -
que no obedezca a las leyes constitutivag de la elasticidad cldsi-
ca, se considera como una *“Deformacidn Ineldstica™. En particular-
las deformacionas 3Iwrawrsr52Blss gque conducen a camblos dimensiona-
les psrmanentes unicamente tienen lugar a intensidades de esfuerzo
por encimz de un cierto valor conocido como 1limite eldstico o es -
fuerzo de fluencia.

En 1z Teorfa de la pidsticidad, la cuestidn fundamsntal para resol
ver problemas consiste en la formulacidn matemstica de las relacigp
nes esfuerzo-deformacidén adecuadas para la descripcidn del fendme-
no de las deformaciones pldaticas, y en la adopcidn de un criterio
de fluesncia aproplado para predecir el comienzo del comportamiento
pldstico.

En problemas elasto-pidsticos las deformaciones eldsticas y pldsti
cas son aproximadamente del mismo orden bajo una carga. Un gran --
nimero de ejemplos de tales problemas ﬁien conocidos tiene lugar -

en la teorfa de vigas, torsidn de ejes y tubos de pared gruesa Yy -

esferas sometidas a presidn.
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