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PROLOGO

Durante toda su historia el hombre ha mejorado su vida
continuamente gracias a la adquisicién de mejores herramien
tas. En efecto, el nivel tecnoldgico de una sociedad lo de
terminan los limites de sus riguezas, el logro de sus obje-
tivos sociales, la realizacién de sus aspiraciones... . El
punto central es que ninguna civilizacidn puede obtener sus
fines mds alld de las posibilidades de su tecnoloafa.

La situacidn de la economfa internacional obliga al
pafs a impulsar su industria, transformando las materias
primas gue cobtiene de sus recursos naturales. Esta es la
importancia de la exploracidn geofisica:s la mejor localiza
cidén y cuantificacidén de la riqueza natural, ceslabdén prima-
rio de la produccidén y Q¢ nuevas y mejeres posibilidades de
vida. La exploracidn geofisica se compone intringsecamente
de un ciclo bien definido: a) instrumentacidn, b) coleccidn
de datos, ¢) procesamiento de datos, d) interpretacidn;
partes, que indudablemente determinan por igual y en forma
dependendiente el buen éxito de una campana dec exploracién.
oy dfa, el empleo de las computadoras digitales permite el
desarrollo y superacidén de tdécnicas para el procesamiento
de dateos en geofisica. Este aspecto constituye el tema cen
tral del presente trabajo, que s¢ refiere en particular a
un tépico del andlisis lineal: las transformadas integra=-
les, destacando cntre ¢éstas a la transformada de Hankel co-
mo una herramienta gendrica para el procesamiento de datos
en geofisica. El andlisis lineal es, cuando se ve comO una
entidad, una de las creaciones mds profundas de la mente hu
mana, un poderoso método de andlisis y una herramienta de
relevancia fisica fundamental en la ciencia.



1. TRAMSFORMADAS INTEGRALES

1.1. LAS TRANSFORMADAS INTEGRALES Y SU RELACION CON LOS SIS

TEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES.

cominmente las transformaciones integrales se emplean
como herramientas matemdticas para comprender mejor y facili
tar la solucidn de problemas cn diferentes ramas de la cien-
cia.

Con objeto de tener una idea simple que permita in-
tuir el concepto de transformadas integrales, se consideran

ahora transformaciones de tipo bien conocido, como son:

Yy = 953%p Y 2% v 0Tt ¥y
Yoy = @53X; +* @4 X, + *tc + a, X

2 2171 2272 2n"'n 1.1.1
Ym = %m1*1 * An2¥2 toree F Tn®n

E]l sistema de ecuaciones (1.1.1}, se puede escribir u=-

tilizando la multiplicacidén de matrices:

Yy 41 ®12 " 21n *1
Y2 _ |®2pr %22 77 %2n *2
Y n1 Am2 oo %nn *n

%
y simbélicamente

Y = &%

donde los vectores X se fLransforman en los vectores ¥ pcr



medio de la matriz A&, lo que también se representa

. expresién que se pucde considerar como funcidn de los {ndi-
ces i1 ¥y j que la gobiernan.
Si ahora se denotan los valores involucrados en laecua

cién (1.1.2) como:

a.. = k(s

i3 i P S I w. = L{(t.); Y. = F(s,.) 1.1.3

siendo s, ¥ tj n = m valores discretos de las varia=-
bles continuas s y ¢t. Es decir sustituyendo (1.1.3) en

(1.1.2) se obtiene:

F(s

i 3

kK(s, , L yELE ) i =121,2,...,m

)
1 1 i 3 73

J
si k(si ,tj), f(tj) Y F(si) adguieren todos los
valores que les corresponden al variar t de manera conti-
nua entre 4os extremos a y b, e indicdndose con k(s,t)
una funcidn determinada y con f(t) a una funcidn no especf
fica, se obtiene la generalizacidn del sistema (l.l.2) que-
dando exprasade:
b
F(s) = I ki(s,t)yf(t) dt l.1.4
a
doﬁde k{s,t) se denomina el nicleo de la transformacidn in
tegral y representa una matriz de renglones y columnas eti-
quetados por los indices continuos s y t gque transforma

la funcidn f(t) en F(s). Fs decir, en un espacio de
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Hilbert se pueden elegir bases, dénde ciertos opceradores de
relevancia fisica, permiten considerar la transformacidn de
las coordenadas de un vector (funcidn) ante un cambio de ba-
se, De manera sucinta ésta es la esencia de las transforma=—
das integrales. Entre las mds utilizadas en el andlisis ma-—

temdtico y la fisica se encuentran:

(=<
F(s) = I £y et e transformada de Mellin 1.1.5
0
F(s) = [ f(t)cbsc at transformada de Laplace 1.1.6
F({s) = Z.J f(t)2 va dt transformada de fibel 1.1.7
st tl-¢(s/t)y“17°
_ " -i2nst e
F(s) = f(t)e dt transformada de Fourier 1.1.8
-0
o
F(s) = 2w I f(t)Jm(znst)t dt transformada de
o

Hankel 1.1.9

Aungue de hecho los tipos posibles de transformadas in

tegrales son ilimitadcs en la maltemdtica tedrica,
l.2. LA TRANSFORMADA DE FQOURIER,

La transformada de Fourier es una técnica bien conoci-
da para la solucidn de problemas en sistémas lineales, con-
siste fundamentalmente en descomponer o separar una seflal o |
forma de onda arbitraria en una suma de sinusoides de fre-
cqencias, amplitudes y fases variables. Permitiendo examinar
una relacidn particular desde puntos de vista diferentes, al
tener una funcidén y su transformada, es decir la representa-

cidn de la seffal en dos bases diferentes de su espacio vecto



rial. Matemdticamente, esta relacidn se establece como:

H(f) = I h(tye 327t g4 1.2.1
-_— .
y su transformada inversa, como:
= 2L f
h(t) = j H(H)el?™tE 4 1.2.2
- L)

simbdlicamente el par de transformadas se representa por la

notacidn
F
h{t) == H(f)
donde .
. k(f,t) = e-iant
v "
kK(t,f) = ciZﬂtf

son los respectivos nidcleos de transformacidn de las ecuacio
nes (l.2.1) v (1l.2.2) y que corresponden a la expresidn gene
ral (l.1.4) para las transformaciones integrales.

7 En general la transformada de Fourier es una cantidad

compleja:

H(f) = R(£) + iI(f) = |m(f)|eid (D)

donde R(f) e I(f) son respectivamente la parte real e i-

maginaria de la transformada de Fourier,

[H(£)] = VRZ(F) + 12(D) es el espectro de amplitud
’ de h{t),
8(f) = tq-lEI(f)/R(f)J es el dngulo de fase de la

transformada de Fourier
(La fig. l.1 ilustra estos
conceptos) .



hish = e
1 Bc-at; t >0
h(t) =
o t < O
; v
\\\\\\21__,___
-
in A}
N 7 : \\\“///////_— '
H(f) = B = Bu -1 2nfp
@+ i2nf al + (Zuf)? a2 + (2nf)?2
H(f) = B el tgTH(=2nE/a)
CIEEVEIIE
por tanto
R(F) = fa I(f) = -2nfR
a? + (2nf) 2 a? + (2n£)?
fH(E) | = T— B(f) = tq"['—z"—‘:]
VT ¥ (2TE) 2 a

Figura l.l. REPRESENTACIONES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER,
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con objeto de {nvestigar ol mecanisme de la transform&

da de Fourier y de tener una representacidn grdfica del mis-

mo, se escoge una funcidn alt) que sea real y par, con lo

qﬁe la ecuacidn (1.2.1) queda

H(E) = I h(t) cos (2=ft) a4k 1.2.3
sl se pzenan
j o i lef »
h(t) = rect (&) = ¢ ' ; jei = 'z
[ 1o bl < i
Su transformada de FPourier serd

H{f) = j rect (t) cos (27ft) dt = §£2;%3£l 1.2.4

an
A ey e A 1< T
g ers €3 ll(l)-zqr.‘;“:'_};
-0 el T
-
o 'g 1

Fiqura 1.2, TRANSFORMADA DFE FOURIFNR DFE LA FUNCION REAL Y

PAR rect (t).

La expresidn (1.2.4) puodé ser interpretada como siquos



para cualquier valor particular de f, el valor de G(f)
es exactamente igual al 4drea del producto rect (t) cos (2nft).

Por ejemplo, para f = fl B se tiene
Yy
H(fl) = I . rect (t) cos (2nflt) dt

mientras que para f = f2

VS

H(f,) = Ll/ rect (t) cos (2rf,t) at

e

y asf, para f = £y
£
H(fi) = [J rect (t) cos (Zﬂfit) at

donde f1 es cualquier ndmero real.

El integrando rect (t) cos (2nft) se puede conside-—
rar como una funcidn de dos variables y representar gri&fica-
mente como una superficie, donde la funcidn rectdngulo
h(t,f) = nh(t) = rect (t) actda como una envolvente y es mo-—
dulada por una funcidn coseno, como 1o ilustra la figura
(1.3).

Si se hacen cortes a esta superficie a lo largo de l1f-
neas perpendiculares al eje f, para cada fi ’ los perfi-
les generados serdn funciones cosenoidales cuya frecuencia
dependeri de la localizacién del corte, y su extensidn en la
direccidén t estard gobernada por la funcidén rectdngulo

h(t,f) = h(t) = rect (t). Entonces, paracualqguier frecuencia



Figura 1.3. ~REPRESENTACION DEL INTEGRANDO DE LA TRANSFORMADA

DE FOURIER DE h{t) = rect (t).

particular £, corresponde un corte determinado, donde, el
valor de G(f) eg el 4rea del pexfil asociado. Este punto
de vista estd ilustrado en la figura (l1.4), la cual muestra

varios perfiles de rect (t) cos (27nft) Yy su relacidén con

la transformada resultante H(F) = ESEE%ESL.

Figura 1l.4. REPRESENTACION GRAFICA DE LA TRANSFORMADA DE
FOQURIER DE h(t) = rect (t), UTILIZANDO EL CON

CEPTO DE CORTES PARAMETRICOS.

N



Si se considera la transformada inversa de Fourier de
la funcidn

9.

H(g) = 2€n_L15)

que es real y par,

se pueden in
vocar los argqumentos previamente usados y mostrar que:

h(t) =

también puede explicarse utilizando el concepto de cortes pa
ramétricos,

Figura 1l.5.

10

13

Figura 1.6.

SA DE FOURIER DE

“E 1 4
FIL CONCRPTO DE CORTES PARAMETRICOS

o
= ] gen_{18) cos (2mft) af

rect (t) l1.2.5a

como lo ilustran las figuras

(1.5) v (1l.6).

e e S g
w’*&ssnpighf’
225 o S d'\.‘

.v..m Q - c- ,
S RIS

2 “s o—
Lo l"

SASsTasEerS
‘o g’-:"-he‘
“0 ,s‘ 0‘0:'_-::.;.:@‘

.‘q:ﬂ:- RS o

ITNTEGRANDO DF. LA TRANSFORMADA
TINVERSA DR FOURIER

or H(f) = 280.L86)
d‘”
<
1 3,
’ o ’o,’*ozu k(('“"lz'(
55 °z,:¢° ‘°isi:l’;§:"n N '
CE h""eq % .
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\\\\i ﬂ 019 22, . = -.‘_‘“‘“‘ .,
. . 3
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.

REPRESENTACION GRAFICA DE LA TRANSFORMADA IMNVER=-

H(gy = Sen

(nf) UTILIZANDO
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De lo anterior se asume, respecto a la transformada de
Fourier, que algunas funciones de interés pueden ser expresa~
das analfticamente por varias férmulas matemdticas bien cono
cidas, sin embargo, en ocasiones es necesario el calculo de
la transformada de Fourier de funciones definidas udnicamente
por una adguisicidn de datos ex§erimenta1es, en este caso se
requiere de técnicas numéricas ascciadas a la computacidn di
gital. La naturaleza del oroblcons didla que esta funcidn
sea considerada como un segmento finito y muestreado de algu
na funcidn periddica y gque la longitud del segmento sea igual
al periodo de la funcién periddica.

En consecuencia la transformada de Fourier que resulta,
consiste de un conjunto de coeficientes del desarrollo en sg
rie de Fourier de la funcidn periddica, referidos frecuente-
mente como transformada discreta.

Debido a la capacidad limitada para el manejo de datos
en computadoras, ambos, el nimero de valores muestreados que
se van a procesar Y el nimero de coeficientes gue se calcu-
lan deben ser finitos.

~ En ocasiones no es posible obtener una buena aproxima-
cién de una funcidn periddica por medio de un nimero finito
de componentes de Fourier, y el efecto neto serd consecuen-
cia del truncamiento de la serie antes de gue sus términos
lleguen a ser insignificantes, provocando el fendmeno del rji
zamiento en la funcién transformada. Rizamiento que se sua-
viza con la utilizacidén de una adecuada ventana de corte., El1

efecto también puede ser visto como consecuencia de un muestreo
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inadecuado, 1o que provoca el "aliasing" y que puede ser mi-
nimizado con la seleccién conveniente del intervalo de mues=—

treo.

Cuando el ndmero de los valores muestreados a
25

ser pro-
%

cesados en una computadora es muy grande, el tiempo de cdmpu

to vy el costo, pueden ser también muy grandes si se emplean

métodos directos de cdlculo. Con objeto de reducir signifi=-
cativamente tanto el tiempo como el numero de cdlculos numé=—
ricos para evaluar la transformada de Fourier se han desarrg

llado una serie de algoritmos entre los gue destaca el cono-

cide como transformada rdpida de Fourier (FFT). Parailustrar

es5to se comparard el minero de cdlculos requeridos por los métodos
directos vy el algoritrmo de la transformada rdpide al procesar una

funcidén definida por N muestras equiespaciadas, la matriz de

Fourier estard representada por un arreqlo de orden N x N.

Los métodos directos de cdlculo requieren N?Z multiplicacio
nes compleidas y N(N = 1) sumas complejacs, mientras que el
algoritmo de la transformada rapida con N = QK, donde k

es un ndmero entero, requiere tdnicamente de kN/2 (figura

1,7) multiplicaciones complejas y de kN sumas complejas,
Si se asume que el tiempo de cdlculo es proporcional al nﬁmg
ryo de multiplicaciones complejas requeridas, se encuentra

que la reduccidn es significativa, incluso para valores mo=

destos de k. Por ejemplo, para PN = 1024 = 210, es decir

k = 10, se tiene gue la razdén entre la transformada directa

2
y la transformada rédpida estd dada por Tﬁ%777 = %? = 204.8



l2.

que representa una reduccidn de c4lculos de mds ' de 200 a 1

758
4/// FFT Asgoritm

€4 128 58 812 0N

Fiqura 1.7. COMPARACION DE LAS MULTIPLICACIONES REQUERIDAS
POR FEL CALCULQ DIRFCTO Y FIL ALCGORITHO DF LA

TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER FFT.

Este notable mejoramiento deriva del hecho de que el
algoritmo de la transformada rdpida de Fourier permite la
[actor;zacidn de una matriz de M x N en Kk matrices, tam-
bién de N x N, de tal manera gue cada una de estas matri-
ces factorizadas requieren de un ndmero minimo de multiplica
ciones y sumas complejas.

Fs preciso enfatizar que las diferencias entre las
transformadas de Fourier continuas y discretas surgen por

los requerimientos de truncamierto y mnestreo que demanda la

3

#
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transformada discreta.

Fn la prdctica es cohveniente,contar con el par de ex-
presiones para la transformada discreta que se puedan adap-
tar para su uso en las conputadores digitales, as{ que las

expresiones equivalentes a (1.2.1) y (1.2.2) son:

N-1 . ,
(.[NLT) = § aqume RN n 20,1, et 1.2.5
v N=1L ooy .l
aikr) = ) G|gpjetc BRI K = Q,1,....N=1 1.2.6
n=0 N

estas expresiones representan funciones periddicas tanto en
el dominio del tiempo como en el de la frecuencia, siendo
NT el perfiodo y N el nimero de muestras.

Como una extensidn de las ecuaciones (1.2.1) y (l1.2.2)
se pueden intuir facilmente las expresiones matemdticas para
el par de transformadas de Fourier en dos variables, gne por

definicidn se representan como:

F(u,v)

It

o w <
J I f(x'y)c-lzn(ux-+vy) dx dy l.s2.7

w o0 N
£(x,y) f f F(u,v)el2T XU *+yV) gy gy 1.2.8
+y simbSlicamente
FF
F(u,v) = f(x,y)
es de interés particular para las conclusiones de este traba
jo, contar con las expresiones para las transformadas discre

tas correspondientes a las ecuacicnes (1.2.7) y (l.2.8). Las
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transformadas discretas de Fourier en dos variables son una
clara generalizacidén del par de transformadas discretas en

una variable, ecuaciones (1.2.5) y (l1.2.6) y estdn definidas

por:
N-=1 M=} . km
Pl =L L rar,ameni2t R 5B
2=0 k=0
m = O,1,...,¢M=1 :
1.2.5
n=0,1,...,N-1
M=l M=1 on
1 m n i2ﬂ(%ﬁ* )
E(kT,2T) = = 1} )} E‘[__,._)e )
HN 2o meo MT * NT
k =0,1,...,M=1
l.2.10
£ = 0,1 ,e..,M-1
donde las funciones a transformar (sz) b an) represen-—

tan arreglos en dos dimensiones de orden M x N muestras, y
T es el intervalo de muestreo,

FEl par de transformadas-: (1.2,.9) y (1.2.10) pueden ser
calculadas utilizando la transformada discreta de Fourier en
una variable, ecuacidén (1.2.5) o (l.2.6) seqgin sea el caso.
Por ejemplc (1.2.9) puede calcularse como:

M=1

m nl _ m ~i2anL/N
F[ﬁ 'Wz"] = zzo E[MT"'T]G

i

m=0,1,...,M=1

l.2.11
n=0,1l,...,0-1
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donde:

m M-)-:'l
E'[-——- , 1'1‘] = £(kT,eT)C
HT k=0

=i2mmk/it

m=0,1,...,M-1
l1.2.12
£ = 0,1, ...,00"1

La ecuacidn (1.2.12) corresponde al cdlculo de latrang
formada discreta de Fourier en una variable para todos los
valores de £, es decir, cuando la transformada discreta in
terior o sumatoria en k, ecuacion (1.2.9), ha sido calcula
da, se efectda la sumatoria exterior, que corresponde nueva-
mente al éélculo de otra transformada discreta en una varia-—
ble.

Asumiendo gque M = N = Zk. donde k es un nminero en-—
tero, el cdlculo directo aplicando la férmula (1.2.9) requie
re N4 multiplicaciones complejas, aplicando sucesivamente
el algoritmo de la transformada rdpida de Fourier (FFT) ,
en el sentido de las ecuaciones (1.2.12) y (L.2.11), el nime
ro de multiplicaciones complejas es proporcional a
(2NK) (2N) = 4N°2 log, N. Por ejemplo, para :t = 1024 = 210,
es decir k = 10O, se tiene que la razdén entre la transforma

da directa y la transformada rdpida, estd dada por:

wl o2
Lo = B = 26214.4
anck 4k

lo que representa una reduccidn de cdlculos de mds de 26000

a 1.
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2. LA TRANSFORMADA DE HANKEL

2,1. LA TRANSFORMADA DE HANKEL Y SU RELACION CON LA TRANS-

FOPMADA DE FOQURIER FEN DOS VARIABLES.

La transformada de Hankel se puede establecer a partir
de su relacidn con la transformada de Fourier en dos varia-
bles, por 1o que resulta conveniente reescribir las ecuacio-
nes (1.2,7) y (1.2.8) gque definen a este par de transforma=-

das, es decir:

Flu,v) = I J Eix,yye 27X VY)Y gy Gge 10207
- J—m
R i2 +

£F{x,y) = J j F(u,v)e T XU +yv) du dv 1.2.8

- d—oo

a partir de (1.2.7) expresada en coordenadas polares

X = r cos 8 y = r sen 8 8 = tg—l(y/x) r = /XT +y2
2.1.1
W=pcozé v - psend & = tg L(v/u) e = Jar r vz
se tiene e
I £f(x,y) dx ay = I f(r cos 6, r sen 8) I-g—“i'—lz—l dr ae
i) D (X,0) :
Ia x )l cos O -rsen §
[} K . = r
a(r,8) sen 0 rcos 8

ux + vy = pr cos ¢ cOs 0 + pr sen ¢ sen 0 = pr cos (6 = o)
F(p cos ¢, p sen &) =

an (o . _ _
I } i2mpr cos (8 =)y gr g9 2.1.2

f(r cos 8, r sen 6)@
0 (o}
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Si se define la funcidn Bessel de orden n, J,(2),
- por medio del desarrollo en serie
1 ot @
c/zz(t /t) = E Jn(z)tn 2.1.3
n=—w<
(consultar el apéndice 1 para una explicacidn de la ecuacién

(2.1.3))

haciendo t = 1(!16

ez tiet? - 175e*®) = 7 g (z)1Peln?

ne—o
i@ -i6
eiz £ +2c _ “f It .netne
= n z)i

n==x

@

ciz cos 8 _ Z inb

J.(z)ile 2.1,4

N=am

sustituyendo (2.1l.4) en (2.1.2)

etiz-npr cos (6 ~¢) _ cf Jn(zﬁpr)ineiin(e ~-$)
n=-=m

F(p cos ¢, p sen ¢} =
2n o bt - -
L L f(r cos 6, r sen B)[ ¥ ian(znpr)e in(6 ¢):]r dr d¢
-
2.1.5

expresando

[
~
o]

=
5
¢
-
E
>

f(x,y) = f(r cos 0, r sen 8) = £(xr,0)

Y sustituyendo en (2.1.5), se tiene:
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F(p cos ¢, p sen ¢$) =

2n o o . «
J I I apmer™ 1 it 2nere i "9 ar ae
(%] 0 m=-= . n=-m

reordenando

F(p cos &, p sen ¢) =

@

@ o - N 27
J gm(r)r dr Z ian(va:)cln° L) Ci(m -n)é ae
o .

me—oo n=—w

cuando m = n
F(p cos ¢, p sen &) = J iMeime,, } g (T} I (27pr)T dr
m=—eo o}
2.1.7
de manera similar, a partir de (1.2.7) se obtiene:
m . 8 o
f(r cos 8, r sen 8) = ] ifet™a, f G, ()T (2nEp)p dp
ma=s ~oo &4
2.1.8

rd
{para seqguir el desarrollo de (1.2.8) a (2.1.8), consultar

el apéndice 2)

donde

o
G_(p} = 2= JO g {T) I (27pT) T AT 2.1.9

g (r)

m 2n L) Gm(p)Jm(ano)o dap 2,1.10

son definidas comO el par de transformadas de Hankel de or-
den m, 1lo gue verifica gue la transformada de Hankel esen

sf misma su recfproca, porque el micleo de transformacidn
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para la transformada directa y para la transformada inversa
es el mismo, l.as ecuaciones (2.1.7) v (2.1.8) muestran la
relacidén entre el par de transformadas de Fourier en dos va-

riables y las transformadas de Hankel de orden m.

2.2, CALCULO DE LA TRANSFORMADA DE HANKEL A PARTIR DE LA

TRANSFORMPEDA DE FOURIER EN UNA VARIABLE.

De las ecuaciones (2.1.7) ¥y (2.1.9) del apartado ante~

rior y de la igualdad

-+ +3im?7
LMo Q_lﬂ\ﬁ

se puede expresar de manera condensada la transformada de
Fourier en dos variables y coordenadas polares, como un desa
rrollo en serie de Fourier acorde a (2.1.6) como:

<

T,
F(u,v) = F(p cos &, p sen ¢) = F(p,0) = J Gm(o)eim(¢+ /2)

me==—co

2.2.2
donde los coeficientes de esta serie corresponden a las com-
ponentes radiales que a su vez son las respectivas transfor-
madas de Hankel de orden m.

Si en la ecuacidén (l.2.7), se hace v = 0O

F(u,0) = J [I E(x,y¥) d){] eTiZmux 4. 2.2.3

s -0

y se define
o
p{x) =~J f(x,y) dy 2.2.4

sustituyendo (2.1.6) en (2.2.4)
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o L=]
p(x) = I ~J gm(/x2 +y2) [cos m& + i sen m8l dy
m=-=w <=0
o]
pe(x) = ] -I g_(YEEFYE) T X + 1iv X dy
e M/RTTFYE MyRTF YT
2.2.5
donde

Tm (cos 8) = cos mb

Vm (cos 0) = sen mb

son los polinomios de Chebychev de tipo I y de tipo II modi-
ficado (ver apéndice 3).

La expresidn (2.2.4) puede ser interpretada de manera
similar a la (1.2.4) o (1.2.5) del agpartado 1.2, es decir,
el integrando f({x,y) puede ser representado grdficamente

por una superficie (figura 2.1). -

S
55 :'; ’z ISR
oy
4&%%;§§§;~&\&$ SNy
= SR, 3\
‘33553?§’¥$§§ A\

=

=k
7
AN

Figura 2.l. GRAFICA DEL INTEGRANDO DE P (x) =-j £(x,y) dy
-0

enn toem = o038 (8]
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Si esta superficie se corta a lo largo de l{neas per=-
pendiculares al eje x (figura 2,2), el perfil generado en
cualquier punto Xy tiene una 4rea igual al ;alor de p(xi)

en ese punto. .

t(x,v)

77 ” — e >
,,,/ 4// o

-

i
>. //

Figura 2,2, REPRESENTACION GRAFICA DE

-
pix) = I f(x,y) dy, UPILIZANDO EL CONCEPTO
-0

DE CORTES PARAMETRICOS.
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Sustituyendo (2.2.4) en (2.2.3) se tiene
@ _12
. F(u,0) = I P(x)e ™ gx = pu) 2.2.6
-
que es la transformada de Fourier en una variable de p(x).
De la consideracidn gque v = O y las ecuaciones

(2.1.1) de transformacidén entre coordenadas polares y rectan

gulares, se deduce:

Q
v=o=o¢={ Bu =90 #O0 2.2.7
L 2%
por tanto (2,1.7)
F{u,0) = § iM2« Jo 9, (r)J (2npryr ar 2.2.8
ms==—co

igualando (2.2.6) y (2.2.8), y tomando en cuenta (2.2.5), pa

ra m fija se obtiene:

imZH-LJ gm(r)Jm(anr)r dr = I p(x)e—iZnux dx 2.2.9
con
® x x
P (x) ='I g_(vx2 +y2) | T_[|e—————onr] + iV dy
T MERT Ty kT v yT
2,2.10

Puesto que:

a) gm(/577r§7) es una funcidn con simetria radial o
circular, sus cortes paralelos al eje y o al eje x son
~funciocnes con simetrfa par. La figura (2.3) muestra un ejem
plo de funcidn de simetrfa circular,

b) los cortes paralelos al eje y de la funcidén

T — ’ son funciones con simetrfa par, y
m vx2 +y2
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Figura 2.3. FUNCION DE SIMETRIA CIRCULAR g(r) = J, (/X7 F¥7)

<) los cortes paralelos al eje y de la funcidn

Vm X R son funciones con simetrfa impar,
VXT + yz

entonces la integral (2.2.10) queda expresada comoO:

L=-2
x
Pix) = 2 L) g (/%2 +yZ) T dy 2,.2,11
m T ¥X2 +y2
&

tomando en cuenta que los cortes paralelos al eje x de la
funcién T |—X son funcicnes con simetrfa par, cuando

R IR

m es un nimero par, y son funciones con simetrfa impar,

cuando *m es un nimero non, se deduce gque:

funcidn de simetrfa par; para m par

P(x) =
funcidn de simetrfa impar; para m non

reescribiendo (2.2.9)

-i2npx ax

—cn

L] =]
2n~£} 9, (r)Iq(2mpr)r dr = 1"m4j p(x)e
2,2.12

y de las propledades de simetrfa de la transformada de Fourier
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para funciones reales p(x)

F
P(x) =2 P(p)

real y par
imaginario e impar

real y par
real e impar

se concluye gque: i I p(xye~i2meX g5
-0

P(p), real y par;
m=0,4,8,..

P(p), real e impar;

= m=1,5,9,... - 2% ) 4pir)Sp(zmer)r dr  2.2.13

-P(p), real vy par;
m=2,6,10,...

=-P{p), real e impar;
m=3,7,11,...

-]

Las ecuac?ones (2.2.11) v (2.2.13) permiten el cdlculo
de la transformada de Hankel como transformada de Fourier en
una variable, '

Puesto que la transformada de Hankel es en sf misma su
inversa, el método descrito es v&lido para evaluar la trans-—
formada directa o inversa de Hankel.

Ccon objeto de ilustrar el desarrollo tedrico anterior,

se presentan los siguientes ejemplos analfiticos:

EJEMPLO 1

C&lculo analitico de la transformada de Hankel de orden

cero de la funcién
- 2 2
£(x,y) = e alx +¥") 2.2.14

puesto que rxr = ¥X?2 +y?
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f(x,y) = ¢ 2T = g(r)

es decir, se trata de una funcidn gue tiene simetrfa circu-

lar, entonces de las ecuaciones (2.2.13)
w O
2an) 9, (£)3In(2mpx)r ar = 1‘m-J p(xye i2mex g,
Y {(2.2.4)
-]
pP{x) = J £(x,y) dy
- X
se tiene:
pix) = rn e—a(xz +y2} &
4.

como la integral es sobre la variable y, se puede escribir

w
plxy = e‘““z-I e”aY? gy

-0

de tablas integrales se tiene:

-3
f e"% gz = /7 2.2.15
—~c
por tanto
pixy = S5 e 2.2.16
= e78Y? iiene la misma

es interesante hacer notar que g(r)
 eaw2
forma algebraica que p{x) = /g € aX?  excepto por un fac-

tor constante /T . En general, cuando f({x,y) = g(r), o-

curre ques

g({r) ® kp(x)

donde k es una constante,

Calculando la transformada de Fourier en una variable
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de pi(x), se tiene:
r ama et AES

.
P(o) = /T j @TAXT GTIZTOK 4 . o

s

2,2.17
completando cuadrados
o) = ST e TR r ematx+ 15T
= /i e = Im eTTALC AT
de la ecuacidn (2.2.15), y de 2z = Va(x 1'i‘:f,‘n):
dz = /a dx @ dx = 1//A dz
P(p) = 4 € 2.2.17a
© sea:
2n J: Ee""'] Jol2npr)r dr = uf4 € =R 2.2.18
simbSlicamente ,
. —:—‘: emars 2;2.19

y gréficamente como lo nuestra la fiqura (2.4).

Lo (%)“x ap(~ary Y MUY~ enp

-

Figura 2.4. GRAFICA DE LA TRANSFORMADA DFE HANKTL DI ORDEN

CRRO DF LA FUNCION q(r) = e 077,



27.

también se puede afirmar que:

_ n2{u? +v®) FF _ 2 2
hoel T @ emax? Ay 2.2.20

cuando f({x,y) = g{(r).
DEMOSTRACION:

F(u,v) =-J -J fix,y) e i2mux+vy) 4, 4y

(e v} Lambidin pucde sér expresada COms
una cascada de dos transformadas de Fourier en una variable,

(ver la figura 2.5), es decir:

]

-
F(u,y) I fix,y) @ 12MUX gy 2.2.21

—

F{u,v)

J F(u,y) e~ 12mVY gy 2.2.22

f(x,y) £{u,v)

Figura 2,5. 'DESARROLLO GRAF‘ICO. QUE MUESTRA LA TRANSFORMADA
DE FOURIER LN DOS VARIABLES COMO UNA CASCADA DE

. . TRANSFORMADAS DE FOURIER EN UNA VARIABLE.
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de (2.2.14) y (2.2.21), se tiene:

F(u,y)

~ay2 [ —ax?2 -
e-ay I erax? =iZ2mux g

« - ;s 2rux
- G-ay2<j e a(x2 + i S=2%)

dx 2,2,23
de manera similar a (2.2.17), se obtiene:
n2y? 2
F(u,y) = /74 € 3 eT®Y 2.2.24
aplicando la férmula (2.2.22)
- Z2u? o -
Flu,v) = /74 € a I @aY? pmiznvy 4, 2.2,25
-
resolviendo seqin (2.2.23), se obtiene:
L m2{u? + v2)
F(u,v) % 1/ @ a 2.2,26

lo gque demuestra (2.2,20)

_ T2:Cu? + v?) FF

Ta e a = e a(x*ryn)

EJEMPLO 2
C&dlcule analitico de la transformada de Hankel de or-

den cero de la funcidn

£(x,y) = e alx=xa)? + (¥ ~ye)?2 2.2.27
’

que es la misma expresidn (2.2.14) pero desplazada al nuevo

origen P({Xo ,Yo), (ver la figura 2.6).
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£ix,y)
A

Figura 2.6. GRAFICA DE LA FUNCION
—af(x =x9)2 + (y —yg)22

fix,y) =@
De la propiedad de la transformada de Fourier para el
desplazamiento en (X,¥) por valores constantes se tiene:

FF

" F(u,v) = fi{x,y)

entonces se verifica, que

Fu,v) e 32m{u%o +vyo) o g Y ~Yo)

Por tanto, del resultado (2.2.20) del ejemplo anterior,

resulta qgue:
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como 2(uz 2)
. - x u + v FF
ﬂ/ﬂ e a _: e—a(x2+y2)

entonces

_ m2(u? +v2) FF
Ya © a e~12m(uxg +vyo) == L-al(x = Xxg) % + (y —Yo)?]

donde
_r2(u? +v?)
[Fu,v)| = 1 e a
Bl ey = =T (ukg T VYY)

(ver la figura 2.7).
La transformada de Hankel de orden cero, estard dada
por:

-] o
21r—j g(rydo (2upr)r dr = f p(x) e t2TPX gy = p(p)
o e

con
p(x) =-I fi{x,y) dy
-

entonces:

p(x) = e-a(x=%e)? r’ ealY ~¥e)2 gy . s @malx ~xa)?

por lo gque su transformada de Fourier
= - - 2 =i2n
P (o) =/ﬁvf e (X " X0) 2 o PX g%
O

de
“ZEZ

- F )
Tha C a = C ax

y la propiedad de desplazamiento en x por una constante

F
F(p) == £(x)

F
Frp) e t2TPXe o £y —xq)
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6 (u,v)

Figura 2.7. Graficas de los espectros de amplitud y de fase

de  fix.y) = e~alix=x0)? + (y-yo)?]
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se tiene:

- :2p2
P(p) = w, € a e~12npxn
es decir
w2p2 Ho

/a e- a e—lZﬂDXg = c—ac(x ~%o)?2 + (y ~yo)2]
donde
. 1fp?
a

~12%pKe

Go(p) = W, € e

es la transformada de Hankel de orden cero de

- N

£(x,y) = @ obix —Re)7 ¥ {¥ ~yui73

2 2
lGo(P)l =T7Aa @ a
es el espectro de amplitud y corresponde a la transformada
- 2 2
de Hankel de orden cero de la funcidn f(x,y) = @ a(x? +y?)

ecuacidén (2.2,19) del ejemplo 1
9(p) = —2upx,g

aes el espectro de fase (ver figura 2.8 gque jilustra gréfica—
mente 1o anterior).

Al efectuar un desplazamiento hcrizontal de una
funcién f£(x,y) = g{(r) en (x,¥), se rompe la simetria cir
. cular tanto en el dominio del espacio como en el dominio del
nimero de onda, manifestdndose en este Yltimo como la trans-
formada de Hankel de la funcidn £(x,y) = g{r) sin despla-

zar acompafada de un espectro de fase 6(p).
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—~ 16, (o) |

— (e ¥

Figura 2.8. Grafica de los espectros de amplitud y fase de

la funcidn £(x,y) = el (x-xo) + (Y-Yo)zl'
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3. CALCULO WUMERICO DE LA TRANSFOPMADA DE HANKEL

3.1. DETALLES DEL CALCULO NUMERICO.

En el capitulo anterior se han mostrado los desarréllos
teSricos y algunos ejemplos analfticos gue fundamentan a las

expresiones:

.- ] o
27 I qm(r)am(Zupr)r dar = i ™ I p(x)e 12TPX 4, 3.1.1

=0

D(<,y) Oy 3.1.2

para el cdlculode las transformadas continuas de Hankel de or
den m de funciones en dos variables definidas analiticamen-
te por fdérmulas matemdticas. Ahora se continuard con este
andlicis de manera condvcente al cdlculo de la transformada
discreta de Hankel, lo que permitird efectuar los cdlculos nyu
méricos tanto para funciones aﬁalitlcas muestreadas como para
agquellas funciones definidas dnicarente por una adquisicidn
de datos experimentales, 10 gue en consecuencia requiere de
técnicas numéricas asociadas a la computacidén digital,

La ecuacidn (3.1.,1) muestra gque la transformada de Han-
kel de una funcidn continua g(r) es igual a 1™ yeces la
trasnformada de Fourier en una variable de una funcidn conti-
nua p(x),‘ definida por la ecuacidn (3.1.2).

Para el cédlculo de la transformada discreta de Hankel,
es decir, en el caso en que la funcidn a(r) es una funcidn

discreta 4g(kaAr), la expresidén matemdtica equivalente a la
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&
ecuacidn (3.1.1) es:
= em| L PR o4 -i2nnk /&
G (ndp) =1 av.  § p(raoe /M1y n=0,1,...,l-1 3.1.3
k=0
donde
aAp = ﬁ%; ; es el intervalo de muestreo en el dominio de la
transformada.
AX as el intervalc fde muestrec cn el dominio de la
funciln o Liausliuviwar.
n = N; el npimero de muestras en ambos dominios.
m ; el orden de la transformada de Hankel a calcular.

La aproximacidn numdérica para el cdlculo fe la integral

(3.1.2), se estabhlece a partir de la eccuacion (2.2.1)

= ]
Px) = 2 J g [/FT}?% | v
o W J /x2+yzj
por algidn método de intearacidn numérica. De manera objetiva
Yy como una buena aproximacidn, para el caso en gue. f(x,Y)

sea una funcidn de banda limitada, es decir:

F(a,v ‘_ii: E(x,y)

con F(u,v) = 0 para Ju! > u {v] > v

c [~

donde U, ¥ Vv, son las frecuencias de corte, se puede con-—

siderar la expresidn (3.1.2) como:

p(x) = [ Fls,y) dy = ay ¥ F(x,tsy)

j . Lrmmm
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donde y < L que escrita en términos de (2.2.1), queda co-

vc

mo:

- 2 . s kAX

P{kax) =2y ¥ q[./(kax)u(zay)z]'rm-————-——é:—-——- 3.1.4
=0 i (kaX)2+(24y)?

con

Ay < 1./vC
AX < 1 / 2ug

k = 0,1,...,N~1

donde A4X _5_1./211C es la regla de Nyquist que establece el
mdximo intervalo de muestreo para la funcidén px) de manera
que su transformada discreta de Fourier, expresidén (3.1.3),
resulte una buena aproximacidn.

Con objeto de realizar el cdlculo numérico de la trans-—
formada de Hankel, se disefid un programa para coOmputadora di-
gital en lengquaje Fortran, llamado Hankel, que emplea en nna‘
subrutina un algoritmo de transformada rdpida de Fourier (FFT)
de kase 2. De tal suerte que el programa Hankel se puede
considerar cémo un algoritmo de transformeda “"rdpida"™ de Han-
kel.

En general, la mayorfa de las funciones f(x,y) defini
das por alguna expresidn matemdtica o por algin conjunto de
datos muestreados, no son, por naturaleza, funciones de banda
limitada, lo que implica que el cdlculo de su transformada
discreta de Hénkel, ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4), resulte
afectada por los fendmeﬁos de "rizamiento y "alliasing", inhe-

rentes al cdlculo de la transformada discreta de Fourier,

ecuacidén (1.2.5).
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Una funcidén de truncamiento particulamente buena y que
se emplea en el programa Hankel, es la ventana de Hanning,

dada por la expresidn:

w(x) = % - —i— cos EZTZ—:; + r] 3.1.5

¥ cuyo espectro de amplitudes de Fourier esta dado por:

1 1 1 1
Wil = 3oy + EE)[u + m} + Q[u - m]] 3.1.6

donde Q{u) = sen iﬂﬁ%%&l

como se muestra en las grdficas de
la figura 3.1.

El programa Hankel puede subdividirse en tres subprogra
masz:

a) El programa principal Hankel.

b) Fl programa FORK del tipo subrutina.

c) LOs subprogramas HAN y HALN del tipo funcidn.

A continuacidn se describen en forma breve las principa
les componentes del programa Hankel y se muestra un esguema

del mismo en la figura 3.2,

* Programa Principal

Este corresponde a una seccidn fundamental del programa,
sus caracteristicas son de control y ejecucidédn, es decir, coor
dina los subprogramas, recopila los resultados y ejecuta ins-

trucciones de cdlculo y comunicacidn de datos. A grosso modo,
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1.0

AMPLITUDE

Figura 3.1l.

TIME

GRAFICAS DEL PAR DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

DE LA VENTANA DE HANNING.
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se pueden describir sus funciones como:
1) Lectura de datos.

En esta etapa tiene lugar lakadmisién de datos, tales

como :
N = ndimero de muestras en Xx.

K = ndmero de muestras en Y.

DELTAX = intervalo de muestreo en x.
DELTAY = intervalo de muestrec en y.
PP (J) = vector para los valores discretos o muestreados so-—

bre el eje x de la funcidén a transformar gl(r).

m = orden de la transformada de Hankel,

2) Célculo de p(x).

En este pericdo se gencra una funcidn de simetria ra-
dial g[/ETI§T] Yy si es conveniente se multiplica pcor su co-
rrespondiente ventana de Hanning, utilizando para ello los sub

programas de funcidn HAN y HANN.

3) Se reordena pi(x) como funcidén par o impar depen-
diendo del orden (m) de la transformada de Hankel que se de-

sea calcular.

4) Se forma el arreglo complejo (X(J)) a partir de la
pix) obtenida vy servird como argumento de entrada para la

subrutina FORK.

5) Obtencidén de la transformada de Fourier de p(x).
Se obtiene la transformada de Fourier del arreglo com=-

plejo CX(J) a travé€s del subprograma FORK que entrega como
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resultado o argumerito de salida el vector complejo CX(J) aho

ra con los valores transformados.

6) Se genera la transformada de Hankel a partir de los
valores CX({J) obtenidos, al multiplicarlos por 1 & -1
seqiin corresponda, dependiendo del valor de m (orden de la

transformada de Hankel gue se calcula).

7) Impresidn.

Esta es la dltima etapa del proarama nprincipal, v en
ella se imprimen los datos de entrada N, K, DELTAX, DEL-
TAY, PT(J} vy los resultados o valores calculados.

RADIOX = longitud © abscisa mayor sobre el eje x de la fun-
cién a transformar.
RADIOY = longitud o abscisa mayor sobre el eje y de la fun-
cién a transformar.
RADIOR = longitud o abscisa mayor de la transformada de Han-
kel calculada.
DELTRHO = intervalo de muestreo en el dominio de la transfor-
mada.
ABSX = valores de las abscisas sobre el eje x para las fun-
ciones FT(J) y P(kx).
ABSR = valores de las abscisas en el dominio de la funcidn
transformada é(nAp).

a(nAp) = valores discretos de la trgnsformada de Hankel,

* Funcidn HAN ¥y funcidn HANN

Los subp£0qramas de funcidén HAN y HANN calculan los va-
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lores correspondientes de la ventana de Hanning que multipli-
can a los valores discretos de la funcidén a transformar.
a(kAx) b4 G[/TEK;T?:TEZ;TT] con objeto de gque su espectro
de frecuencias discretas am(nAp) sea menos afectado por el

fenémeno de rizamiento.

* Subrutina FORK

El programa de subrutina FORK es un algoritmo de trans~
formada rdpida de Fourier de base 2, gue resulta ser una efi-
ciente técnica para el cdlculo numérico de las transformadas
discretas de Fourler, por 1o gque esta subrutina representa un

ciclo importante del programa Hankel.
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Datos de entradas
N, K, DELTAX, DELTAY, FT(J), M

Se genera la funcidn de simetrfa radial

g /xTy7),

si es necesario se multiplica por la ventanade Hanning

v se evalda la integracién numfrica paraobtener p{x)

l

Dobla e invierte la funcidn

{o€x) opara hacerls impar _ |

Dobla la funcidn p(x)

para _haceria par

Forma el arreglo complejo
ACX(X) = (0,p(x))
I

Forma el arreglo complejo

CX(X) = (p(x),0)
i

-1)

Se efectia la transformada de Fourier de

para lo cual se llama la subrutina FORK (N, CX, DELTAX,

p(x) 3 [CX(I)]

o

6142
1t L wD,1,2,...

Se mulEiplica el vector
trangformada de Fourier por
(~1) para obtener la trans
formada de Hankel deoréen m

G(I) = (~1)¢CX(X)))

4T
I=l1,2,...

o
4141

JE1 vector transformada de

Fourier es latransformada

de Hankel de orden m

G(I) = cX{(I)

3
M, N, K, DELTAX, DELTAY, RADIOX, RADIOY, RADICR,
DELTRHO, ABSX, FT(I), P(I), ABSR, G(I)

Figura 3.2.

DIAGRAMA DEL PROGAMA HANKEL.
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3.2. RESULTADOS OBTENIDOS.

Con objeto de ilustrar las bondades de convergencia
del programa Hankel, se comparan los valores exactos, obteni-
dos a partir de expresiones matemdticas de algunos pares de
transformadas de Hankel de orden cero, con los respectivos va
lores de las transformadas calculadas. Tambidn se muestran
las gradficas superpuestas de los valores exactos y ‘calculados,
asf como las grificas del error relativo en norciento de los

mismos, definido pors

G(XI) - FEX (I)
FEX (X}

ERROR (X} = x 100 3.2.1.

donde
¢ (I) = transformada de Hankel calculada.
FEX (I) = transformada de Hankel exacta.

ERROR (I) = exror relativo en porciento.

Las figuras 4.3.a. a 4.3.h. ilustran algunos pares de
transformadas de Hankel en donde se muestran las transforma-
das exactas y las calculadas por el algoritmo Hankel diseha-
do para este fin y cuyo diagrama de flujo simplificado se

muestra en la figura 3.2.
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4. APLICACIONES

4.1, INTRODUCCION.

A partir de una varijiedad de aplicaciones en l1los canpos
de la Optica, acidstica, electromagnetismo y fisica de las on
das se plantea la necesidad para el cdlculo numérico de la
transformada de Hankel. Su utilidad destaca actualmente en
Jas sionientes 4reas especificas:

Oceancagrafia, difraccidn y propagacién de ondas, inclu=
yendo el andlisis del modo laser, holograffa &ptica como ele
mento de diseno, procesamiento bidimensional de imAgenes,
biologfa molecular, tomograffa y sismologia.

En este capitulo se plantean de manera brave algunas a-
plicaciones a geoffsica sin ser exhaustivas, pues hacerlo e~

aquivaldrfa a investicaciones profundas que noO corresponden

al objetivo del presente trabajo.

4.2, APLICACION DE LA TRANSFORMADA DFE HANKFL A GRAVIMETRIA

Y MAGNETOMETRIA.

El propSsito de este apartado es mostrar céme la inver
sidén de datos gravimétriccos puede ser tratada utilizando el
teorema de la transformada de Hankel. El enfoque del proble
ma consiste en analizar el efecto del campo gravitacional de
cuerpos de formas qeométricas simples, en particular se ana=-
liza el de la esfera enterrada y el de la barra vertical en=-
terrada. CO6mo el cardcter de la anomalfa gravimétrica debi-

da a un cuerpo reqular estd determinada por la profundidad a
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la que se encuentra, densidad y forma de éste; el espectro
de frecuencia de su anomalfa proporcionard informacién res-—

pecto a estas mismas variables, como se muestra ensequida.

a) Esfera: El efecto gravimétrico debido a una esfera
de densidad homogénea o de capas concéntricas de densidad
parcialmente homcgéneas, equivale a considerar toda la masa
de la esfera concentrada en un punto y localizada en su cen-
tro., Por tanto, el efecto gravitacional para-la esfera (fi-

gura 4.1) de masa m  s0bire un gdntc 7 eon 193 swperficie

del terreno, a una distancia r de su centro, esti dado por:
. m
g9 =Y ¢z

donde vy es la constante de ta gravitacién universal.

A9, tn)

~

e

Q. g,(x) = anlo?+ 2} %

Figura 4.1, NOTACION PARA EL CALCULO DEL EFECTO GRAVITACIONAL

DEBIDO A UNA ESFERA ENTERRADA,

En prospeccién geofisica generalmente importa la componen

te vertical de la gravedad g, la cual queda expresada como:
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= = zZ = mz
9, g cos 86=g 2 Y ¥

St R es el radio de la esfera y

o su densidad (o

contraste de densidad), su masa andmala estard dada por:

m = 5 nRlc
Y
9z = 4i3:a =
y como r = (z*-m-_lz)l/2 = (Dz+qz)‘/z
9,(q) = de;sc = +qu)%ﬁ - = +qu)»$ 4.2.1
donde

o = y4uRlg

q = AT T YT

La expresidén (4.2.1) representa el efecto de la compo-
nente vertical de la gravedad en cada punto de la superficie

a 1o largo de un perfil que pase sobre el centro de la esfe-
ra enterrada.

A partir de la identidad

© =z z
L) (] Jo(qk)X da = 7;;—:—;;;;; 4.2.2
.
21 I e (2ngna A = 2uz
O

4.2.3
C(2mg)? + 2217
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(Gr8bner y Hofreiter, 1966, pig. 59-18b y Bracewell 1978,
pédg. 249). La ecuacidn (4.2.1) se puede expresar en forma

integral como:

-
g (@) = L aePAs_(arya ar a.2.4

Come 1a tyransfarmadn de Yoankel) oo on

sa (ver apéndice 2), es decir

h{q) Io H() T (ad)A da 4.2.5

H{x)

]

[LICIERTIERE 4.2.6
O

entonces, aplicando este teorema a (4.2.4), se obtiene:

[ Y -
GZy = L 9, (@I, (Aq)g dg = LTIR-9 7PA 4.2.7

donde A, es la frecuencia en ciclos por unidad de longitud.

Tomando logaritmos a la expresidén {4.2.7), queda:

) 3
en GZO(A) = zn[iﬂ;l—"] - DA 4.2.8

que representa la ecuacidén de una recta, con pendiente igual
a la profundidad D (con signo negativo) y su interseccidn

con el eje de ordenadas, relacionada con la densidad y tama-
‘no de la esfera. La figura (4.2) muestra la grdfica en esca

la semilogaritmica de la ecuacidn (4.2.7).



G (2) (km3/seg?)

107°%
g, q)
Interseccidn =
= Y 47R’0
3
1077 r = 3.76 x 1077
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R.%;E , 0=1. 5k}

<2
a) g (q) =abD?q?)” /*

a8
L T o

z -DA
Go(l) = ae

107 |
1o07te L
b)
10713 N - s PN i " s -
o s 10 Alkm™ 1)
Figura 4.2. a) gravedad vertical, gz(q), sobre una esfera, -

contra la distancia radial q.
b) transformada de Hankel de orden cerc de la
gravedad vertical de la esfera, co(x), contra

la frecuencia A, -
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b) Barra cilfndrica vertical: El efecto de la compo-
nente’ vertical de la gravedad en cada punto de la superficie
a 1o largo de un perfil que pase sobre el eje de una barra
vertical enterrada, con su extremO superior a una profundi-
dad D y de longitud "infinita", estd dado por la expresidn
{Nettleton 1976; Telford, Geldart, %?eriff y Keys 19786):

la notacidén correspon-—

5]

g9, = v

:l

de a la figura (4.3).

'q"p

Figura 4.3. La barra vertical enterrada con la notacién co-
rrespondiente a la expresidén para la componente vertical de
la gravedad.

donde, Y es la constante de la gravitacién universal, m

es la masa por unidad de longitud, la cual, para la "barra”
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de radio R, es
m = wR?g

siendo ¢ su densidad (0 contraste de densidad), con
r =/q2 + 22 y D = z,

Quedando finalmente expresada como:
2 2 'V
g9,(q) = a(q® + D*) 72 4.2.9

donde « = yuR%c.

A partir de la identidad

* h-1 —zl:[ _ I: -z 1
A e J_(gAa)r 4 = e J_(gA)dA = 4.2.10
L [ © Q /q: +z2
6
@<
ZNJ E'le'z“jao(znqn ar = cul 4.2.11
o

)
D2ngy? + 27 /2
(Gr8bnexr y Hofreitex, 1966, pdg. 59-18a y Bracewell 1978, pdqg,
1249).
La ecuacidén (4.2.9) se puede expresar en forma integral

cOomo :

) « -1_,-D
g, (q) = L E:A e ’on(q/\)x ax 4.2.12
y de acuerdo a (4.2.5) Yy (4.2.6) se tiene que:
_ =l -Dx _ %
Go(a) = ax 7@ = L) 9, (@)I,(xa)q dg 4.2.13

para facilitar la interpretacidn se considera la transformada
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asociada

= = -DA
HO(A) = AGO(A) = aC 4.2.14

la cual, graficada en una escala semilogar{tmica es una rec-
ta, con la pendiente iqual a -D (negativo de la profundi-
dad) y cuya interseccidn con el eje de ordenadas estd rela-
cionado con la masa. Tomando logaritmos a la expresidn

{4.2.14), lo anterior resulta claro;
Ln H_(A) = tn(ynR%*g) = DA 4.2.15

La figura 4.5 muestra la gréfica de la expresidn
(4.2,14) en escala semilogarftmica.

Los resutlados anteriores sc pueden extender para el ca
' s0 de una barra vertical finita, en donde Dl Yy 02 son
" las profundidades respectivas de los exitremos superior e in-

ferior de la barra (fig. 4.4), gz(q) esti dada por (Nettle

ton 1976; Telford, Celdart, Sheriff y Keys 1976):

g @) = g, (@) - g, (@) . 4.2.16

-1 1y @
9,(@) = ar(d} + a2~ - (@3 + 5" /) 4.2.17

Como la transformada de Hankel es un operador lineal se
tiene que:

si g (q) tienen como sus transformadas

(q)y ¥ g

) Z2

respectivas a Gol(l) vy GOZ(A), se establece que:



Figura 4.4. Modelo que muestra la notacién para la barra

vertical finita.
o
ZWL 9, (@) = 9, (@) J,(2nrqiq dq =

= 2nJO 9p, (NI, (272q)q dg - ZWL 9,, (DT (2mAq)q dg =

Gg, (A1) = Gy, (A} = Gy () 4.2.18

o2
y como

. =1_~-Dyx _ [T )
Gy, (A) = ar’ ¢ = [O 9., (DI (Aa)g dg 4.2,19
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_ =1,=Dzx_ [T
Gy, V) = arx""e = L) g, (DI Qg aq 4.2.20

se tiene:

1_.,-D,\

- - ~Dp2
GO(A) = ak "Le

-e 3 4.2,21

de manera similar a (4.2.14) se obtiene la transfcrmada4aso—

ciada

Ho) = L8721} - e P2hy 14.2.22

La interpretacidn puede llevarse a cabo en términos del
espectro de doble decaimiento radiactivo ({Sargent, B.W.;

Geiger, H. y Nuttall, I.rM,; Kaplan, 1955).

El andlisis anterior muestra gque la aplicacién del teo-
rema de la transformada de Hankel para la inversién de datos
gravimétricos, puede ser considerada como una herramienta ma
ﬁemética poderosa para la correcta derivacién de los pardme-
tros de cuerpos enterrados, Este andlisis se restringid a
la esfera y a la barra vertical, con el objeto de obtener so
lucio;es exactas para las transformadas de Hankel.

Como una extensidn de lo anterior se hace mencidén de la

inversidén de datos magnéticos:
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H, () {km?/seq?]

a9, ()
107¢ |
Interseccidn = «
1077 Fa = ymR?0c
= 1.751x10 7
A&Vﬂxaxobe«%V/ﬁfAp&%%&ﬁﬁvfoZA AN
|; o o= loIhin
i J '
107 | -
L
s i;—
10 3
a)

= -1 =D
Gy (2} al é

~10 P -
10 H (3) = AG,(A) = ae DA

b)

10_11 " . " A (km™ 1)

Figura 4.5. Grdfica en escala semilogarftmica de la trans-
formada de Hankel de orden cero del efecto de
gravedad debido a una barra cilfndrica vertical

enterrada,
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Considere el dipolo vertical enterrado (figura 4.6),
verticalmente magnetizado. Su efecto magnético estig dado

por (Telford, Geldart, Sheriff y Keys 1976, pdg. 157)

z + 2
2(q) =8 2 - 4.2,23
(z? + qz)I/} [z + &) + qzll/z }

con 8 = kzos

100 A

[ 23 ¢

ql/z

i
w

1
»
-
-]
-
N
w

e ———

v
z =D

v

SR R g

Da=z+2% &

Figura 4.6. Efecto maagnético debido al dipolo vertical.
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donde s es el &rea de la seccidn transversal, z2, ©s el

campo magnético terrestre y Kk  la susceptibilidad magnética
del dipolo. B

A partir de la identidad

=]

-Zh z

eT?ry _(axyx ax = 4.2.24
LJ ° (g? + 22)372-

{Gr8bner, Hofreiter 1966, pig. 59-18b).

Haciende oy =z 7y P, - = + ¢ la ecuacidén (4.2.23)

se puede escribir en su forma integral como:

2(q) = QUO G~D‘)‘Jo(qx)k an - Io e"DZ"JO(qx)x d)::l 4.2.25

utilizando la propiedad de linealidad de la transformada de

Hankel, gqueda

o S
z(q) = a[o [eDir _ c"Dﬂ"-,Jo(qx)x ax 4.2.26
S —

aplicando la transformada inversa

a(e—Dlh - C_DZA) = IO Z(Q)Jo(kq)q aq = Go()\) 4.2,27
donde o = % que es un caso similar al de gravimetrfa, ecua
cién (4.2.22) (Sargent, B.W.; Geiger, H. y Nuttall, I.M.;
Kaplan, 1955).

Otra aplicacidn a gravimetria y magnetometria correspon

de al disefio de operadores o filtros bidimensicnales., Para
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ilustrar esto se describe el siguiente ejemplo:

Continuacidén analftica: Este problema se conoce tam
bién como primer problema de contorno de la teori{a del poten
cial 0 problema de Dirichlet para el planc. La solucidn pue
de ser obtenida por el teorema de Green y expresarse como

{Chdvez Castellanos 1987):

9o (xey¥) = Gy (Xey,2) |y = ‘

w P 0)
h I I 91(5'\'1:
— de dn

2“ -0

—e C(x = ©)F + (y - m? + 21

4.2.28

que es una integral de convolucidén y por tanto se puede eg=

cribir como:

1 h
go{x,y) = |— w g, (x,y) 4.2.29
2rr [Zn (%% + y* + hz)’/2 1

siendo la funcidn de peso

s(r) = = —D— 4.2.30
27 (r? + h3H) 2

ki r

con r = /%2 + y2 entonces, la funcidén de transferencia pue
de obtenerse como la transformada de Hankel de orden cero de
la funcién de peso, esto es:

=2nhp

-3
g (p) = Z“L) s(r)Jo(Znor)r dr = € 4.2,31

asc

Para la continuacidén analftica ascendente los espectros
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%

del campo original Gl(p,o) y el ccntinuado Gz(o,¢), es~

tdn relacionados por:

G, (Prt) = S, . (PIG (P, &) = e 2" (p,0) 4.2.32

-1
cen p = Yuz + vz y & = tg {g) de manera que la continua

cién analftica descendente se expPresa como:

1 iy = 2nh
Gy (P,) = g——p57 Gy(p.3) = € DGZ(o.w 4.2.33
asc
es decir, la funcidn de transferencia descendente es la recf
proca de la funcién de transferencia de la continuacidén ana-

1ftica ascendente

1 _ CZﬂho

S (P) = &7 =
desc Sasc(P)

4.2.34

Las figuras (4,7) ¥y (4.8) muestran las vistasven pers-—
" pectiva de las funciones de transferencia tedricas de los

filtros de continuacidén ascendente v descendente,

4.3. APLICACIONES AL PROCESAMIENTO DE DATOS SISMICOS.

En 1971, Gerhard Miiller publicd un trabajo en la Zeits
chrift fiir geophysick titulado "Inversidn directa de las ob-
servaciones sismicas”. En este trabajo estudid la posibili-
dad de invertir las respuestas de reflexidn de un medio es-
tratificado debidas a una fuente puntual de energfa. La idea
bisica de Miiller fué "reducir" las grabaciones debidas a un
campo de ondas esféricas (fuente puntual), en un conjunto
equivalente de registros de ondas planas, las cuales, cuando

son combinadas adecuadamente, pueden aproximarse a los datos
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1 seng,
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0.’o‘o:¢:.‘.‘,o‘\.\.s':.
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Figura 4.7. VISTA EN PERSPECTIVA DE LA FUNCION DE TRANSFE-
RENCIA TEORICA PARA LA CONTINUACION ANALITICA
ASCENDENTE.



VISTA EN PERSPE
* RENCIA TEORICA
DESCENDENTE.

Figura 4.8.

60.

CTIVA DE LA FUNC.ION DE TRANSFE-
PARA LA CONTINUACION ANALITICA
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de campo observados, Para esto, Miiller presenta una solu-
cidn formal al problema de reduccidén en ondas planas y que

. se sintetiza en la expresidn:
u(f,r) = ZHL) R(f,kr)Jo(ankr)kr dkr 4.3.1

gue corresponde a una transformada de Hankel; donde
U(f,r) = transformada de Fourier de las ondas sismicas re-
flejadas (campo de ondas esfdricas) & transfoarmaidn
de Fourier del sismograma de onda esfdérica.
R(f,er = transformada de Fourier de la funcidn de réflecti—
vidad de onda plana &6 transformada de Fourier del
sismograma de onda plana.
k.. = nimerc de onda
f = frecuencia lineal

r = distancia de la fuente al detector.

Los resultados obtenidos por Miiller son de importancia
fundamental en sismoiogia, pues existen numerosas técnias
para el procesamiento en computadora digital de los datos de
ondas planas.

Muchos autores, apoyados en el trabajo de Miller han de
sarrollado una serie de aplicaciones, llamando a este proce-
s0 fundamental con diferentes ncmbres: transformada de api~
lamiento inclinado (Schultz y Claerbout 1978), transformada
T - p (Benoliel y demds 1987, Taltham y demds 1982), descom
posicidén en ondas planas (Wilson 1986, Treitel y demds 1982)

y transformada radon (Chapman 1981).



62,

Wilson (1986), propone un método para el cdlculo de
sismogramas s&ntéticos y para la descomposicién en ondas pla
nas de los sismogramas observados (Sismogramas de Campo).

Bisicamente es una extensidn del trabajo de Miiller, en
&1 considera un espacio determinado por la atmésfera (capa Q)
y el subsuelo, éste dltime compuestc de capas eldsticas hori-
zontales, individualmente homogdneas e isdétropas. Una fuen-—
te puntual de energfia y receptores, localizados en la inter-
fase capa O - capa 1 Yy sé6lo considera la componente verti-
cal del movimiento de las partfculas del medio. Designa 1la

velocidad de la onda P, en la i-&ésima c¢apa, por o, ,

i

la velocidad de la onda 5 por Bi y la densidad por Py -
La figura 4.9 muestra el esquema del modelo de tierra emplea

do para el cdlculo del sismograma sintdtico,

43 B8 [}
atmSsfera m/secq m/seg gr/cm?
fuente receptores 2,000 800 2
x AYAYAYS
40é m 2,000 800 . 2
2i0m - 2,100 1,050 2.3

2,000 800 2
—t 1

Figura 4.9. Esquema del modelo de tierra utiljzado en el

cdlculo del sismograma sintético.
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La expresidén (4.3.1) constituye la base de los cdlculos
para el sismograma sintético pdr el método de reflectividad
{Fuchs y Miiller 1971), donde

- 2
12wfe 4¢ 4.3.2

o
u(f,r) = L u{t,rye
siendo u(t,r) las ondas sismicas reflejadas (Sismograma
de fuente puntual) gque se observan a una separacién r y
tinmgs L Qe ia fuente-receptor. A la transformada inversa

de Hankel de la ecuacidn (4.3.1)
R(f,kr) = ZHL) U(f,r)JO(anrr)r ar 4.3.3

se le define como el proceso de descomposicidén en ondas pla-
nas. La funcidn de reflectividad R(f,kr) describe la in-
teraccidn de una onda plana con una tierra estratificada.
como kr = 2npf, donde p es el retraso o pardmctro de ra-—
yo de las ondas planas, la funcidn de reflectividad se puede

escribir como R(f,p), cuya transformada inversa de Fourier

[-+3
r(t,p) = L) R(E,pyet?TTE g¢ 4.3.4

donde
T =1t -~ pr es el tiempo de interseccidén y x(1,p)
es el sismograma de onda plana.
Las figuras 4.10 a 4.16 muestran los resultados obteni-

dos por Wilson (1986).
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Figura 4.10.

Sismograma sintético para el modelo de tierra

figura (4.9) debidc a una fuente lineal, gene-

rado por el programa comercial Solid, algorit-

mo disefado por la corporacidén de desarrollo

geofisico de la Universidad de Texas.
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OFFSEY

6 ® § PO O§Fofofofp o

Figura 4.1l. Sismograma sintético del modelo de tierra figu-
" ra (4.9) denerado por un métodc gue se fundamen

ta en el cdlculo numérico de la transformada de

Hankel,
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SLOWNESS {ra/am)

Figura 4.12. Seccidén 1 - p para ‘el modelo de tierra, figu
ra (4.9) generada a partir de la subrutina

RECOPS.
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Figura 4.13, Seccidn

o ma sintético figura

T

- P

obtenida a partir del sismogra

(4.10).



GR,

i : g i S T

Figura 4.14. Sismograma de una zona marina poco profunda
constituida por material cldstico del tercia-

rio, (Wilson 1986, tomado de Backus y Chen

1975).
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SLOWNESS {raremd

Tl

Figura 4.15. Seccidén de coeficientes de reflexidn 1 ~ p,
obtenida a partir del sismograma de campo figu

ra (4.14).
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. SLOWNESS o, frmaam

SLOWNESS (maneme

WG 00 300 400 8500 &bO YOG BOO 90 -

Figura 4.16.

s
|h n' )

Seccidén de reflectividad Tt ~ p obtenida del
sismograma de campo figqura (4.,14) por el méto-

de de apilamiento inclinado.
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Benoliel, Schneider y Shurtlef (1987) mencionan otras
aplicaciones al procesamiento de datos sfsmicos de lo que
llaman transformada T ~ p Yy que corresponde al proceso de-

finido por la ecuacidn (4.34), éstas son:

a) La transformada 1 - p como una herramierta para
atacar el ruidoc coherente, Esta técnica permite comparar el
filtro T ~ P con el filtro frecuencia-nimero de onda, gue
es el gque cominmente se utiliza. Lo anterior se ilustra en

la figqura 4,17.

ANy Pwemeter

(2] sete e
e - peyseeved

prosmred

Figura 4.17. Comparacién entre los filtros f ~ kr Y T ~ p.
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El filtrado T -p puede ser considerado como el f ~k,
(0 de velocidad) que varfa en el tiempo. Otra ventaja del
filtrado T - p es que el analista puede ver directamente
las reflexiones en un dominio temporal (es decir,  T) de ma

nera que el ruido coherente a amortiguar se puede escoger

més f4cilmente,

b) Supresidén de mdiltiples por deconvolucién en el espa-
cio Tt - p,

Puesto que los miltiples son axactamen+n nrriddicos on
el dominio 1 - p, para un subsuelo estratificado y para un
pardmetro de rayo particular (Alam y Austin 1981, Diebold y
Stoffa 198l), la deconvolucidn en el espacio 1 - p es més
efectiva. Comdnmente los miltiples dependen de un Angulo de
incidencia, Consecuentemente se pusden suprimir amortiguén-
dolos en el dominico 1 = p. Este procego es andlogo al fil-
trado de velog¢idad en el dominio f -~ kr.

Las figuras 4.18 a 4.20 ilustran estas aplicaciones.
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L1 1 ! i -

- - 4 ».od

==

“l.é'

i J!??HU‘Q
Bl
“N”

Figura 4.18.

a) Muestra el registro de una grabacidén marina
contaminada c¢én ruido coherente (N) debido
al cable de grabacién. b) El mismo registro
procesadoc con el filtro 1t - p. Note que el
ruido coherente (N) ha sido completamente

eliminado.
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TIME (3) m

Le

St O ]

2441220

Figura 4.19. Registro de una grabacién marina contaminada

por reverberaciones del fondo ocednico.
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Figura 4.20. Comparacidén entre los procesos de deconvolu-

cién practicados al registro de la figura

(4.19) a) convencional b) en el dominio

T = P.
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Las aplicaciones muestran que la transformada <t -~ p
puede ser utilizada como un filtro de echado. Otras aplica-
ciones del proceso 1t - P, incluyen: simulacién de arreglos,
andlisis de trayectorias (rayos), andlisis de velocidades en

el dominio T - p vy andlisis de la amplitud de offset.

4.4. APLICACION A LA PROSPECCION GROELECTRICA.

En el estudio del método de resistividad en prospec-—
cién geceldéctrica con corriente continua, se asume general-
mente, como modeln 22 Liciia un mealo horizontalmente estra-
tificado, parcialmente homogéneo, de extensidn Léteral inde-
finida y con el espesor de la capa mds profunda, infinito.
La figura 4.21 ilustra el esguema para el modelo de tierra.

El potencial para £l medio estratificado estd dado por

(Koefoed 1970):
g -
u(r) = i L) Tl(A)JO(Ar) ax 4.4.1

donde Tl(x) es la funcidén transformada de resistividades y

est4 dada por la férmula de recurrencia (Koefoed 1970):

T,,; + P3 tgh (Ahy)

T, = 4.4.2
i l.+Ti+l tgh (B
1
con
. T, = Pp 4.4.3

siendo Py ¥ hi la resistividad y espesor de la capa co-

rrespondiente (pardmetros del corte geoeléctrico).
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Py = = aire
z=0 F
1 Py
z=h
1 1
z=h,+h 2 P2 k
12 2
h ]
o 3 4 3
z=h, +h,+hy k3
Prm=1
hy, AI o m-1
m
fn-2 kn-2
h 24
- .o a n=1 n=-l _
z—h1+h2+ +hn_l kn*l =
- °n"Pn-1
hn on On+pn—l
Coeficien
. tes de
®{ iz reflexidn

Figura 4 .21, Modelo de tierra estratificada.

En la teorfa del sondeo eléctrico vertical, las expre-
siones para la funcidén de resistividad aparente estdn dadas

por (Koefoed 1970, Anguianoc y Amador 1985):
a) Dispositivo Wenner
w o«
pa(r) = 2a L) Tl(A)EJo(Xa) - JO(ZAa)J da 4.4.4
b) Dispositivo Schlumberger

5 2 (=
pS(r) =r L T, (AT (rA)A ax 4.4.5
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Patella (1980) propone para los sondeos dipolares, la
expresidn

c} Dispositivoé dipolares

D _ 2 [ .p
p (r) = ¢ L) T (A)Jl(rk)a ax 4.4.6
Y S
ATy (A
D _ S X 1
T, (W) = T7 (A} + = e—m— 4.4.7

la ecuacidén (4.4.7) sedefine como transformada de resistivi-

dad dipolar (consultar el apéndice 4) con:

a = 2, para el dispositivo radial

a = 3, para el dispositivo perpendicular, vy
3 c052 6 — 1
a = P para el dispositivo paralelo
cos” @ N

La figura 4.22 ilustra la geometrfa de los dispositivos

menclonados.
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Patella (1980), sugiere una aplicacidn préctica para la

interpretacidn cuantitativa de las funciones de resistividad

aparente dipolar,

(Consultar apéndice 4).

oD (x)
s = —npf D = (a+l)
Da(r) = qr [Da(r)r dr
(A}
D
D _ =ip (1)
hi’ Di Tn(l) = L [ o Jl(xr)r dr
(19)
X
S
adT_ (A}
D _ mS A n
TpAy = To) + 5 —3r—
(4.4.2), (18)
no
Ry« 9y

que expresada como diagrama de flujo es:

hi'pi

En general 10s problemas directo e inverso de la pros-

peccidén eléctrica con corriente continua y fuentes puntuales

éstarén relacionados con la transformada de Hankel, por lo

que resulta atractivo conocer mecanismos para su cdlculo nu-

mérico.
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CONCLUSIONES

Descritas en forma muy breve las conclusiones generales

que es posible establecer a partir del presente trabajo son

las siguientes:

1o~

La transformada de Hankel es una transformacidén lineal
utilizable con fines précticos gracias al empleco de con
putadoras digitalcs.

El cdlculo numérico de la transformada de Hankel a par-
tir de un algoritmo de transformada de Fourier permite

al ingeniero geoffisico reafirmar y ampliar su concepto

del andlisis espectral.

A partir de 1970 la transformada de Hankel deja de apa-
recer en la literatura de geoffisica como una férmula re
solutiva de interés puramente tedrico, gracias a técni-
cas como el método de filtros lineales digitales, E1

presente trabajo muestra otra alternativa indudablemen-
te prometedora,

El proceso de datos asf{ como la labor de interpretacién
cuantitativa en gecffsica es un arte gQue no puede redu-
cirse a una labor puramente mecdnica, realizable por
aplicacién automdtica de ciertos criterios 6 férmulas
matemdticas, sino que requiere necesariamente de la’
aportaci®dn de un ser inteligente. Es preciso por tanto
que el ingeniero geoffsico amplfe y profundice en forma
permanente su cultura profesional a fin de poder resol
ver exitosamente los problemas relacionados con la prosg
peccién geofisica.



APENDICE 1

FUNCIONES BESSEL

Las funciones Bessel fueron introducidas por érimera
vez en 1824, por el astrénomo alemdn Federico Bessel, en la
discusidén de un problema de astronomfa dindmica, el cual pug
de ser descrito como sigque: Si P  es un planeta y se estd
moviendo en una trayectoria elitpica cuyo foco S es el Sol
Y ©uyo centro y eje mayor scn C y AA' respectivamente

{ver la figura N2 1)

Figura N@ 1

El 4ngulo ASP es llamado la anomalfa verdadera del
planeta. Resulta que en los cdlculos astronémicos, la anoﬁg

1f{a verdadera no es un &ngulo muy conveniente para trabajar.



l.b.

- En su luqar"so utiliza la anomalfa media ¥y, que se define
como 2n veces la razén del drea del sector eliptico ASP
entre el &rea de la elipse. Otro &ngulo de significancia es
la anomalfa excéntrica u, del planeta, definida como el an
gulo ACQ, donde @ es el punto en el cual la ordenada a
través de P intersecta el cfrculo auxiliar de la elipse.
Siendo €  1a excentricidad de la elipse, la relacién entre

la anomalia media y la anomalia excéntrica, es:
¥ = u =€ sen p (1)

El problema establecido por Federico Bessel, fué el de
expresar la diferencia ¢ - y, cOmo una serie de senos de

miltiplos de la anomalfa media vy -

- y= ] C,sen (ry) (2)
=1

es decir, la determinacién de los coeficientes Cr'
Multiplicando ambos miembros de la ecuacidn (2) por

sen (ry) e integrando respectoc a vy de O a 7n:

m had T
I (u -~ v) sen (sy) dy = Zl..Cr I sen (ry) sen (sy) dy (3)
] r= 0

donde h

b
] sen (ry) sen (sy) 4y = % S
0

Una'integracién por partes muestra que:



n
] (u ~ ¥) sen (sy) dy =
1]

o
n

=1 0ty - W c}% (sv)37 + I {g% - 1] cos (sy) Ay (4)
-]

L]

de (2), cuando «y = {“
Y-u=0

de manera que la cantidad entre corchetes cuadrados en (4)

se hace O, obdreniénduse gues

n A1
I (u - y) sen {(svy) dy = T"_‘- [ cos (sy) du
] o

sustituyendo estos resultados en (3) y tomando en cuenta (1),

* se obtiene:

n
= 2 stu -
Cs = w5 jn cos [Cs(u e sen u)l du (5)

expresidén a partir de la cual TFederico Bessel, definid:

n
I (x) =% ! cos (x sen € - n8) de (6)
]

donde se hizo el cambio de variables n = s, X = s€ = n@E,

€ = pn de las ecuaciones (2), (5) ¥ (6) se sigue:

=
1
<
it
X
Y]

L J_(er) ESET;EIL . (7

con objeto de obtener una expresidn mis general de la defini

cién de funciones Bessel (6), ahora se puede mostrar que:



@

c‘/zx(t—‘/c) - 5

S

n
J X)e (8)

que es la definicidén de funciones Bessel empleada en el capf

tulo 2 y en el apéndice 2, haciendo ¢t = c"is

+i@ Fie
x[e -e ]
c

@

+ing
Yy I (xe
ne—c n
y teniendo en cuenta que:
ig —-16 -ig _ ,ie
c—-—.—.—.:z—s.:.-.'—.—=j_sene E——z——e——=—isene
por tanto se tiene dque:
1 8 v +ing
eiix sen = z J_(x)yeiin (9
n=E—o n

Si se multiplican ambos miembros de (9) por etime e

integrando respecto a 8 de © a 2% para m = n, se tie

ne:

_ 1 am Fimo,*ix sen © .
T X)) = =5 Io e e a6 :
27 <

I Xy = ’%_I e-i(md = x sen €) .

m 2T
: ER - :

I (X) = _:_1?[ el (m8 —x sen 6) .o

m 2

Q

por tanto



27 .
J c::.(mB - X sen B)d0 (10}

0

_ 1
Tnt = 7%
que es una definicidn muy Udtil para las funciones Bessel.

Desarrollando la expresidn (10} en términos de cosenos

¥ senos, se tiene:

i

FX11 :
Jm(x) ?% f ) cx(me X sen B)d0
o

[y r2m 1 “n
= 3% J cos (mB ~x sen 8)4d6 + 5% J sen {mf ~-x sen 0)deé
o L]
(11)
Y
_ 1 2w ~1(md ~x sen 9)
Jm(x) = 5% I (&4 ae

27 2
= 57 J cos (mb - x sen 8)4Q0 - f% I sen (mf —x sen 6)do
0 []

(12)

sSumando las ecuaciones (11) y (12) se obtiene:

1 27 1 2m
Jm(x) = 37 I cos (M8 —x sen@)doé = 55 J cos (xsenf —mB)d4e
] L]
(13)

que corresponde a la expresidn (6) définida por Federico Be-

ssel.

Por lo tanto se concluye que la ecuacidn (8) se puede

considerar como otra definicidn de las funciones Bessel.



APENDICE 2

LA TRANSFORMADA INVERSA DE HANKEL Y SU RELACION CON

LA TRANSFORMADA INVERSA DE FOQURIER EN DOS VARIABLES

A partir de la expresidén matemdtica gue define a la

transformada inversa de Fourier en dos variables:

F rar e - {m f°° — "?-!_-,:«f 2 wreet

J Fyu,v) 4 ¢ du gav
-
expresada en coordenadas polares, comoO:

f{r cos B8, r sen 8) =

- (27
L Io F(p cos ¢, p sen ¢) el2mpr cos (0 wp dé. dp

y considerando

eiz cos 8 _ ):

(consultar el apéndice 1)

f(r cos 6, r sen 8) =

w 27 .
IO IO F(p cos ¢, p sen ¢) ¥ ian(anp) ein(® _'“]o da¢ dp
n .

e
si se expresa
o

F(u,v) = F(p cos ¢, p sen ¢) = § G _(p) e

m=—o

im¢

como un desarrollo en serie de Fourier y se sustituye en la

expresién anterior, quedari:

f(r cos 6, r sen 8) = o~

<o 27 ™ . o N
L L I 6 (e eim® ¥ 1Py (2nrpy ein(@-®), 44 gp

m= oo n==—o



reordenando

f(r cos 8, r sen 68) =

£ o L3 n 27 .
I G (p)p ap I 1"3 (2nrp) &*n? j eltfm e 44
M= -0 n=—o O
cuand® m = n
@ ime w
f(r cos 6, r sen 8) = § ™ e'™ 24 L) Gm(a)Jm(Zﬁrp)p ap
M=o

expresidén gue relaciona a la transformada inversa de Fourier
en dus variables {{r ¢oOs 0, L sen 6) y ia transivrmada de

Hankel inversa de una funcidén radial

2% J G (PYIn(2nrp)p dp
(o]



APTUDICE 3

POLINOMIOS DE CHEBYCHEV

Las funciones especiales de la f{sica matemdtica como
los polinomios de Chebychev, las funciones Coseno, los poli-
nomios de Legendre y otros, resultan en la solucidén de algu-
nas ecuaciones diferenciales parciales (de segundo orden),
sujetas a satisfacer ciertas condiciocnes limites, entonces,
del andlisis de Sturm~Liuville se sabe que estas soluciones
Serén Oricgonalcs i su Lalédvield de delicicidn.  OGs funcio

nes g (x) y 9 (x) se dice que son ortogonales con respecg

n
to a una funcidén de peso w(x) en el intervalo [a, bl si

b
J w(x) g (X) g (x) dx = O
a

b 2
J w{x) Egm(x)l dx = c(m) # O
a

en general, ¢ depende de m., Si estas relaciones se cum~
plen para toda m, la familia de funciones (qk(x)} constji

tuye un éonjunto de funciones ortogonales respectos a w(x).
Las ecuacilones de Chebychev del tipo T
2. a° a 2
Tl =xT) ——% - x X s y =0
dax< - ax
y del tipo II
2, a® d
(L=-x%) =% - 3x 3L + m(m+2)y = O
ax

admiten a Tm(x) y um(x) (polinomios de Chebychev) como



sus soluciones respectivas.

Los polinomios de Chebychev se definen como:

a) Del tipo I

1

T (X) = cos [m cos™ © (x)1
si x = cos 0
Tm {cos 8) = cos md
y también como:
Cm/ 1 , . .
. = - L g m—zn
T () m/2 néo (-1) %Tjﬁrzjﬁ;§y (2x)

- [;]xm—z(l -x%) 4+ [?]xm-4(l -x%)2 - [g]xm—s(l ex?yFaen.
0 a partir de la definicidn, segdn la férmula de recurrencia
Tpep (¥) = 2XE_(X) — T, (X) con Ty(x) =1 y T j(x) = x

de la gue se obtienen las expresiones

To(x) = 1
Ty (%) = x
Tz(x) = 2x2 -1
Ty x) = 4x3 - 3x

P 2
Ty(x) = 8x? - 8x? + 1
Tg(x) = 16%> - 20x7 + Sx

6 _ 4s8x? + 18x% -~ 1

Ts(x) = 32x

T (%)



3.c.

las m rafces de Tm(x) son reales, oQcurren en el intexva-

lo -1, 13 y estdn dados por:
>

«; = cos [‘2i n *] . i=1,2,....m

¥y las correspondientes raices para Tm+l(x), por:

_ (25 + 1) 7
i T G°% TR 2

-
-

= 0,l,i..m

-

-1

~1
Figura 1. POLINOMIOS DECHEBYCHEV DEL TIPO I.

b) Del tipo II

sen [(m+ 1) cos™t (x) 1

sen [eos T (%)

um(x) =
sl x = cos &

u (cos 8) = sen [(m+ 1)631

m sen ¢
y también como:
C/z 1 i —an
U0 =Y eD? ey ol

{T]xm—l - [?]Xm-3(1 -x2) + [?]xm-s(l-x2)2 e



o por la férmule de recurrencia
um+l(x) = 2x um(x) - um"l(x) con uo(x) =1 vy ul(x) = 2x

que determina las expresiones:

uo(x) = 1

ul(x) = 2%

uz(x) = 4x2 -1

n3(x) = Bx3 - 4x

w00 = 1ex? - 12?41
uglx) = 323> - 32> + 6x

ug(x) = 64x® - gox? + 24x% - 1

um(x)

“

Usix)

Usix)

Now A

Uiix)

Figura. 2., POLINOMIOS DE CHEBYCHEV DEL TIPO IT um(x) .

c) Pel tipo II modificados

Vory (50 = YT=%T u ()

u
m



es decir:

VR {x) = sen I[m cos™t ()13
si x = cos 8
v (¢cos ®8) = sen mO
. m
también como:
Cm/2 ]

_ — _ya\ D (m=n)! m=2n _
v lxy = ®? nr)“:o L Frme=rmT (2% =
ST {[f;]xmfl o e PG 1 P PP }

o por la férmula de recurrencia

Vm+1(x) = 2% v

m(x) - vm_l(x) con vo(x) =0 |y vl(x) = /T =%x?

es decir:

vo(x) = 0
TV x) = il

vy (x) = 2x /T - %7

valx) = (4x? - 1) /I =7

vatn) = (8x® - 4x) VI - w7

vgx) = (16x" - 12x? + 1) YT -%2

ve(x) = (32x® - 32x? + 6x) -~ %z

— b

v
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Fiqura 3. GRAFICA DE LOS POLINOMIOS DE CHEBYCHEV DEL TIPO 1I
MODIFICADO.
ORTOGONALIDAD.

De la forma auto adjunta de las ecuaciones diferencia-

les de Chebychev se obtiene el factor de peso

1

wi(x) = T
/1T~ %7

para los polinomios de Chebychev del tipo I y del tipo II mo-

dificados y

w(x) = VI =%%



para los polinomics de Chebychev del tipo IT.

Las inteqgqrales de ortoqonélidad resultantes son:

o] m# n,
1 Yy
Ll Tol®) To(x) (1 -x*y" 2 dax = LY m=n # 0O,

m m=n =0

{ o] m A n,
rl RS\ A ,
vJ—l VL Voo (bmxt) T de l [7A oo on A0,
O m=n = Q
jl u_ (%) u_(x) (1 —xz)l/2 dx = %2 &
-y m n m,.n

Una forma simple y mds dtil para la evaluacién numéri-
ca de las functiones cos m% en el intervalo de O <06 <
lo proporcionan el conjunto de polinomios de Chebychev del ti
po I

Tm(x) = cosg mb, n=0,1,2,...

genexrados de las secuencias de las funciones coseno utilizan-

do la transformacidbn

8 = cos_l (x)
Claramente To(x) = cos (0) = 1.
Si m= 1, se puede escribir
T,(x) = cos & = cos teos™t (x)31 = %

para encontrar Tz(x), el polinomio de Chebychev de grado



3.h.

dos se aplica la identidad trigonométrica,

cos 206 = 2 c052 8 = 1 y se obtiene:
= -1 _ 2 -1 .
cos 28 = cos [2 cos (x)3 = 2 cos” [cos (x)} - 1
S
Tz(x) = 2x2 -1
En general, aplicando repetidamente la identidad trigo
nométrica

cos mf = 2 cos O cos (m - 1)6 - cos (m - 2)6

Se pueden calcular los polinomios de Chebychev del ti-

po I de orden m, oObteniéndose la férmula de recurrencia

Tm(x) = 22X Tm_l(x) - Tm_z(x)



APERDICE 4

RESISTIVIDAD APARENTE DIPOLAR

COMO TRANSFORMADA DE HANKEL

A partir de la expresidén (Alpin 1966, Patella 1974):

o (r) ,
a5 A

"
'
ain

se obtiene (Patella 1975, Das y Ghosh 1973, Patella y Schia-
vone 1976):

D r? (% .s
polr) = = Io T 0 fa - 133, (2 = Ard_ OirJa da 1

Patella, 1980 propone un desarrollo para expresar la e~

cuacién anterior como

p2¢r) = x? Jo TD ()3, (ra) A ax 2

para la cual siempre es posible encontrar un funcidn kérnel
Tg(x), a continuacidn se describe tal desarrollo matemdtico:

Expresando la ecuacién (1) en dos partes, como sigue:
D
palx) =

= E: ” TS(A)(Q -1YJ,(Axr)Ax dax - Ei ” ArTS(R)J (Ar)x 4ax 3
T o 1 1 a o 1 o



’

- 2 «
A(r) = [“ul] r2 JO TS (A3I) (Ar) A dA a
v
B(r) = ~(r¥/a) Io ATS (A} J(AT)A dA 5
entonces
D
oa(r) = A{(r) +B(r) 6

de (4) Yy (5) se obtiene:

=22 =-jo TZ (0T (A ax 7
y
_.B(r) _ ["h.S
. o 242) - L ETn(A)]JO(Ar)A ax 8

La aplicacidén del teorema de la transformada de Hankel,

que establece:

si G(r) =~L) g(k)Jp(kr)A ax 9
entonces

g{A) = L)G(r)Jn(Xr)r dr 10

da, para (7) y (8):
TS(A) = L U;_g_r]é_é’_gl]al(xr)r ar 11

s _ { [_. B(r
AT = L [u —;TL]JO()\I)I ar




tomando la derivada respecto a A\

y recordando que:

a -n Y tas 1)
== E( Jn(x)] = ~% Jn+1(X)
El resultado es:
s ar? (») ®  air
OO + A —Br— = fo a BAZL 3. (ary ar

ﬁntonées, de {11} se obtiene:

a~1}..5 - 1“’ Alr
[ o }Tn()\) = ———r—l— Jl()\l‘) dar
y de (14)

S
TL)
o

<
arS oy
n . Bi{r)
ax— T, Tt J) (ary dr

+

2>

sumando (15) y (16), se obtiene:

s y 4TS 0 * A(r) +B(r)
T2 + & —gg— = L} E}- T ] J, (Ar) dr

Considerando (6), Yy poniendo:

S
ar> (\)
D oS A n
Tpth)y = TaA) + 5 —gy—
se obtiene:
D
= pat : ,
D a
TL(M) J J, ar) dr

en ambos miembros de

4.c.

(12)

13

14

15

lé

17

18

19



aplicando el teorema de la transformada de Hankel (9) v (10)

a (12), se tiene:
D _ .2 [®.D
pa(r) = r L) Tn(A)Jltrx)A ax 20

que es igual a la expresidn (2), con lo que el teorema queda
demostrado.
Al nuevo kernel Ti(k) se le define "funcidén de trans-

formada de resistividad dipolar™.




10.

11.

12,

S.a.
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