
MEXI CO , D . F . 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

COLEGIO DE CIEN.CIAS Y HUMANIDADES 

UNIDAD ACADEMICA DE LOS CICLOS 

PROFESIONAL Y DE POSGRADO 

INSTITUTO DE INVESTIGACIONES 

EN MATº 'ATICAS APLICADAS Y 

~ SISTEMAS 

MAESTRIA EN CIENCIAS DE LA ,COMPUTACION 

EXPLORACION DE UNA FAMILIA DE 

METODOS DE UN PASO PARA LA 

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION 

DINAMICA DE EQUILIBRIO 

TESIS QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

MAESTRO EN CIENCIAS DE LA COMrUTACION 

PRESENTA 

BYRON PATRICIO GUERRERO V1LLAVICENCIO 

03ó63 
I 

/ -<:-¡. 

OCTUBRE DE 1983. 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



CAPITULO O. 

CAPITULO l. 

CAPITULO 2. 

INDICE 

Pág. 

INTRODUCCION •.•••••••••••••• · ••••••••••••••• 1 

DEFINICION DEL PROBLEMA •••••••••••••••••••• 4 

1.1 El Método del Elemento Fin~·to •· ••••••• •._ 5 

1.2 Las ecuaciones de e·qui1iJ:>río del- a"n! 

lisis Estructural...................... 9 

1.2.1 .Generalidades 

1.2.2 El Equilibrio Estático 

1.2.3 El Equilibrio Dinámico 

1.3.La Respuesta Dinámica de las Estruc-

turas •..•..•.•.•.•......• 

1.3.1 Generalidades 

1.3.2 Sistemas con un Grado de Libe~ 

t ad •••••••• 

1.3.3 Sistemas con .:.n Grados de Líber-

tnd 

1.4 El principio de superposición modal 

1.4.1 Superposición modal para siste-

9 

11 

19 

24 

24 

26 

30 

39 

mas sin amortiguamiento •.•••.••• 40 

1.4.2 Superposición modal para siste-

mas con amortiguamiento ••••.•••• 45 

1.4.3 Consideraciones prácticas acerca 

de la desco~posic~ón modal 

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE EQUILL 

BRIO DINAMICO 

2.1 Generalidades 

2.2 Funcionamiento de los métodos de inte--

49 

55 

55 

graci6n directa ••.•.•.•••.•.••••.•.••• 61 



CAPITULO 3. 

2.3 Estabilidad de los métodos de int~ 

grnción directa...................... 66 

2.4 Precisión de los métodos de inte--

grnci6n directa •••••••••••••...•••• ·•. 70 

2.li.l Decaimiento de la amplitud..... 71 

2.4.2 Elongación del período......... 73 

2.5 Algunos esquemas conocidos........... 76 

2. 5. 1 El mt!todo de diferencias -
centrales •..•..•••• ,, •......... 

2. 5. 2 El método de Houbol t ••••...•.•. 

2.5.3 El método de Wilson •••••.....••••• 

2. 5. 4 El método de Newmark •••••••••••••• 

2.6 Formulación de una familia de esque-

mas por el método de residuos pesa- -

7~ 

79 

81 

84 

dos ••••••••••••••••• , •••• , ••• ,,, ••••• ,.. 87 

UNA FAMILIA DE METODOS DE UN PASO PARA LA 

SOLUCION.NUMERICA.DE LA ECUACION -DINAMICA 

DE EQUILIBRIO ....... . 

3.1 Motivación .•••... 

94 

94 

3.2 Deducción del algoritmo básico .•.•.....• 96 . 
3.2.l M~todo directo para la resolu--

ci6n de 1a ecuación de segundo orden •... 96 

3.2.2 Método basado en la reducci6n a un 

sistema de ecuaciones de primer 

orden....... • • . . . . . . . . • . . • . . . • . . • • 99 

3.3 Opciones para las funciones de interpo--

1ación •.•. , .•....• ,..................... 103 

3,3.l E1 método generalizado de interpo

laci6n de Hermite •....••.....••..• 104 



CAPITULO .4. 

3.3.2 Determinación de pnrámetros pnrn -

las diferentes opciones de las fu~ 

ciones de interpolación ••.••..•.•. 106 

3.3.3 Algunas fórmulas para los coefi- -

cientes de interpolación ..•••..•.• 113 

3.4 Análisis teórico de estabilidad y pre- -

cisión ...•....•...•...................•.. 116 

3.4.1 Plantca.micntó general ••...•••...••• 116 

3.4.2 Implementación ••..••••••..•...•••• · 120 

3.4,3 Conclusiones y comentarios •.... ~ .. 128 

UN EJEMPLO DE APLICACION ......•.....•....••• 132 

4.1 El problema a resolver ....••........•.. 132 

4,2 Implementa~ión •••••••••••.•••.••..•••.• 135 

4.2.1 Consideraciones prácticas previas 

a. •lEl implementación •••..•••••..•• 135 

4.2.2 Diagrama de flujo .•.••.....•..... 139 

4.2.3 Descripción de rutinas del progr!!_ 

ma de prueba ........••.•.....••.. 140 

4,3 Análisis de resultados ................... 147 



l 

INTRODUCCION GENERAL 

El presente trnbajo tiene por objeto explorar una fa

milia de métodos aplicables a la resolución de la ecuación di

námica de equilibrio, en busca de descubrir esquemas de buenas 

caracterlsticas para el tratamiento de este problema. No se 

ha perseguido, realizar un nn5lisis riguroso de las técnicas 

utilizadas. Se trata, un cambio de descubrir un~problemn de 

ingeniería, desarrollar una idea de como resolverlo y hacer un 

estudio teórico y práctico de cunn eficiente rcsult6 Ser esa 

idea. 

La motivación fundamental al elegir el tema de esta -

tesis fue, justamente trabajar en un problema de ingenier{a -

(el autor de este trabajo es ingeniero civil) y aprender a ut.!_ 

lizar las técnicas del análisis numérico y, en particular, el

método del elemento finito, en relación a problemas pr~cticos

de esta área técnica. 

La dinámica estructural es un t6pico avanzado dentro

del campo de ingeniería, pues requiere de ciertos conocimien--

tos previos. Esto a obligado a dar al 1ector una 1arga intro-

ducción teórica, contenida en los dos primeros capítulos, con-

el fin de ubicar apropiadamente el problemn y proporcionar 

los conceptos b5sicos que se aplicaran después 

El capítulo 1 describe el problema que se va a tratar. 

Empieza dando- los lineamientos generales de las técnicas d'e -

discretización y del elemento final., se hace luego la deduc-

ci6n de la ecuación que representa el fenómeno que queremos e~ 

tudiar y se continúa explicando la forma de la solución que se· 

va a buscar. Concluye este capítulo con una exposición breve-

del principio de superposición modal que, a base de razonamie~ 



2 

tos teóricos permite extraer importantes conclusiones prácti-

cns y proporciona una comprensión mas profunda del problema. 

En el capítulo 2 se da los lineamientos generales que 

siguen todos los métodos numéricos que enf rentnn este problema 

y se explican las técnicas de análisis utilizadas para dctermi 

nar la eficacia de estos métodoR, Se hace luego una breve ex-

posici6n de algunos de los mGtodos mas conocidos y se concluye 

con un ejemplo en el que se realiza una formulación generaliz~ 

da cap¡iz de producir una familia de métodos de soluci5n. Dado 

que nuestro objetivo es también presentar una familia completa 

de esquemas basados en otra formulación, esta última sección 

nos permitir~ luego establecer comparaciones con la formula

ción que se har~ en el capítulo siguiente. 

El capítulo 3 contiene la exposición de los a1gorit-

mos básicos que caracterizan la familia de métodos que estudi~ 

mes; se describen, en seguida, las diferentes variantes que -

hemos considerado para esos algoritmos básicos, y que generan

la familia que vamos a explorar y se concluye el capítulo con

un análisis teórico de estabilidad y presición. 

El capítulo 4, por último, contiene un ejemplo prácti 

co de aplicación: describimos el problema elc~ido para nuestras 

pruebas y, a continuación, explicamos el programa que ejecuta

estas pruebas, mediante un diagrama de flujo y luego, explica~ 

do las rutinas que lo componen. Para terminar, se exponen los 

resultados obtenidos y se hace un an5lisis somero de los mis-

mes. 

No creemos que este trabajo sea suficiente para com--

pletar un estudio de este tipo. Aún qued<:> mucho por hacer y-

creemos, ·por el contrario que este puede ser el inicio de -

otras investigaciones posteriores. 
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l. DEFINICION DEL PROBLEMA 

1.1. EL METODO DEL ELEMENTO FINITO. 

En diversas ramas ticnicas suelen presentar~c proble-

mas prácticos de gran complejidad cuyo tratamiento global resul 

ta imposible. En tales casos, es necesario representar el fenó 

meno que se estudia mediante un modelo simplificado que permita 

plantear y resolver el problema ·en tirminos más sencillos. Con 

frecuencia, el modelo planteado se basa en procedimientos de -

descomposición que subdividen el caso global y lo reducen a un

conj unto de subproblemas que, al considerarlos en conjunto, pe~ 

miten obtener la solución. 

En ciertos casos_, existen criterios naturales de divi

sión que permiten_ obtener modelos en los que intervienen un nú

mero finito de componentes; tales problemas se clasifican como

discretos. En contraposición, algunos sistemas no pueden subdi 

vidirse de manera natural en un número finito de componentes; -

estos son los problemas continuos. 

El estudio de los problemas continuos puede hacerse ·m~ 

dian~e el uso de mitodos basados en el cilculo ln!lnitcsimal, 

pero para utilizarlos con fluidez se requiere de entrenamiento

y experiencia y, excepto en los casos más elementales, suelen 

resultar muy laboriosos; además, estos métodos no son genera

les, pues existeri problemas para los cuales no se conoce un PrE. 
cedimiento analítico de soluci6n. 

La difusión de los computadores y el desarrollo de té~ 

nicas·numéricas ha hecho factible el tratamiento de problemas re--

presentados por modelos muy complejos. Por esta razón los méto 
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dos númcricos han venido ·o constituir una alternativa práctica 

en la solución de los sistemas continuos, dada la escasa aplic~ 

bilidad de los métodos analíticos. El procédimicnto a seguir 

consiste en aproximar el problema continuo mediante un modelo 

discreto (Discretiznción), y aplicar técnicas numéricas para la 

solución. La precisión que se obtenga en los resultados puede.

ser tan buena como se quiera_, a condición de considerar un núm.!:_ 

ro suficiente de elementos. La laboriosidad del cálculo aumen

ta cuando crece este número, pero se puede llegar a un punto r~ 

zonable de equilibrio que permita obtener resultados satisfacto 

ríos tanto en costo como en precisión. 

En el presente trabajo, utilizaremos 1a técnica de dis 

cretización conocida como 11 Método de1 Elemento Finito''• que 

constituye una metodología general para el tratamiento de pro--

b1emas continuos de muy diferente tipo. Este método se desa~r~ 

110 inicia1mente sobre una base física.para analizar problemas

dc Mécánica Estructura1, pero su ap1icaci6n se extendió rápida-

mente a otras fireas· técnicas y científicas. A1 ana1izar sus --

caracter1sticas, se pudo probar que e~te método constituye la -

aplicación de conceptos matemáticos bien definidos y que los m~ 

de1os que consigue establecer no estan basados en consideracio

nes puramente físicas, como se creyó en un principio. 

En 1a actualidad, el Método del Elemento Finito ha si

do ampliamente aceptado. debido principa1mente a su generalidad 

y a sus atractivas propiedades numéricas. 

A1gunas de las ideas básicas del Método del Elemento -

Finito, son bastante antiguas, pero su conformación definitiva-· 

solamente se ha alcanzado en años recientes. Muchos ingeniero~ 

f!sicos y matemáticos han contribuido a desarro1larlo, tanto -

d~sde el punto de vista teórico, como de su aplicación práctica, 

pero su perfeccionamiento y difusión solo ha sido posible debí-
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do al uso generalizado del computador electrónico, único medio

práctico de efectuar los cálculos necesarios. 

En términos generales, el método consiste en dividir-

artificialmente el medio continuo en un cierto número finito de 

elementos, limitados cada uno de ellos por lineas o superficies 

imaginarias, e interconectados entre sí mediante un número dis

creto de puntos llamados nodos, situados en las fronteras entre 

ellos. 

Para resolver el problema, -se considera el s~stema ' com 

pleto como un ensamblaje de sus elementos, y se usan los mismos 

métodos aplicables a problemas discretos: se plantea un sistema 

de ecuaciones-en el que las incógnitas son los valores de una --

función dada, en cada uno de los nodos. Si se suponen conocidas 

estas incógnitas, se pueden encontrar los valores correspondie~-

tes a los demás puntos, mediante un conjunto de funciones de "i!!. 

terpolación 1 previamente establecidas. 

En cada elemento, las magnitudes correspondientes a 

un punto cualquiera, se expresan, exclusivamente, en términos -

de los valores de las incógnitas en los nodos pertenecientes a

ese elemento. 

Esta breve explicación, desde luego, no es suficiente

para dar una idea clara de este método. Quien se interese en -

estudiarlo de manera formal, deberá consultar algunos d~ los ·mu 

chos lib.ros y artículos que tratan sobre el tema. 

En el presente trabajo aplicaremos estos principios a

la solución de las ecuaciones de· equ~librio de din~~ica estruc 

tural. No intentaremos ahondar en las bases matemáticas del "m! 

todo ni tampoco trataremos de describir aplicaciones a otros 
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problemas. Un tratamiento sobre los aspectos te6ricos y matem! 

ticos puede hallarse en las referencias [1]; y (181; la aplica

ción a problemas especificas de ingeniería~ y en particular a 

la mecfinica estructural puede encontrarse en (2], [3] y [4) • 

• 
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l. 2. LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DEL ANALISIS ESTRUCTURAL 

1.2. l. Gcncrnlidndes. 

El análisis de una estruct.urn busca detel.".minar los es

fuerzos internos y las dc_formaciones que fista sufre, como res-

puesta a ciertos estímulos externos conocidos. (estímulos que

en general, consisten en-.fucrzas .:0 vaTinciones térmicas). La MC

cánicn y la Teoría de las Estruc·turas proporcionan las bases -

te6ricas y los métodos para plantear y resolver este problema;

en particular, existen procedimientos perfectamente definidos -

para tratar los problemas estructurales discretos. 

Nuestro objetivo en esta sección es emplear el método

de elementos finitos, para deducir ecuaciones de equilibrio que 

puedan aplicarse a problemas contínuos y que permitan resolver~. 

los siguiendo procedimientos similares a los usados para casos-

discretos. Concretamentei nos interesa deducir la.ecuaci6n di-

námica de equilibrio, a la que dedicaremos nuestra atención en

el presente trabajo. Comenzaremos con algunas consideraciones

de tipo general, para llegar después a fomular las ecuaciones -

de equilibrio. 

Cuando se enfrenta un problema estructural· de tipo dis 

creta, en los ·casos mis elementales, se obtiene la soluci6n 

aplicando las ecuaciones fundamentales de l.a estática para ha--

llar las acciones que inciden sobre cada elemento; luego, se 

analiza cada uno por separado y se determi~an sus esfuerzos in

ternos. En problemasmas generales, las ecuaciones fundamenta-

les de equilibrio son insuficientes en número para calcular las 

interacciones entre los elementos; en este caso, para llegar a

una solución se requiere obtener ecuaciones adicionales que ha-

• 
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gan que el problema se vuelva determinado. Estas ecuaciones se 

pueden deducir tomando en cuenta las deformaciones que ocurren, 

debido a las acciones externas. (como estas deformaciones de--

penden de las caracter!sticas físicas de la estructura, es dc-

cir, forma, dimcns_iones y material de que cst5 construida, es 

necesario disponer de estos datos para el cálculo). 

El estudio de las deformaciones de lp estructura viene 

a ser el método fundamental de análisis y la vía mediante la -

cual se o~tienen las ecuaciones que expresan el equilibrio del-· 

sistema. Existen diferentes planteamientos teóricos que esta--

blecen una .relación entre esfuerzos y deformaciones y que permi. 

ten deducir las ecuaciones que se necesiten, pero en estructu-

ras elásticas convencionales se suele usar la 11 Lcy de Hooke 11 p~ 

ra definir esta relación. (Esta ley afirma que esfuerzos y de

formaciones son proporcionales entre si y se considera válida -

para deformaciones pequeñas que no alteren las condiciones geo-

métricas del sistema). Dentro del presente trabajo se usará es 

ta 1 ey. 

El análisis de una estructura diScreta general tiene,

pues, como parte medular, el planteamiento y resolución de un 

sistema ~e ecuaciones simultáneas que tenga como incógnitas ~-

ciertas magnitudes apropiadas. Una de las alternativas consiste-

en.tomar·como incógnitas los desplazamientos de los puntos, expre-

sándalos como funciones lineales dé las fuerzas. El procedí- -

miento de solución que se deriva de este planteamiento es l.lam.! 

do "Método de los Desplazamientos". 

Al. analizar una estructura continua, las deformaciones 

debidas a las acciones externas provocan que todos sus puntos -

sufran •desplazamientos,por lo que el problema es contínuo. Como 

hemos v.isto, en este caso se requiere que, tanto la estructura

f!sica como los estimulas que recibe. sean representados de ma-

·• 
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nera simplificada por medio de modelos discretos para que sea -

factible una solución. 

Existen varios principios teóricos que pueden conducir 

al planteamiento de un sistema-de ecuaciones de equilibrio. 

Uno de ellos es el 11principio de desplazamientos virtuales" o -

"del trabajo virtual~1 , que toma en consideraci6n la!=i deformaci.2. 

ncs de la estructura y permite plantear un sistema en el que -~ 

las incógnitas son los desplazamientos. Expresado en palabras, 

este principio nos d~ce que ''si un sistema que esta .en equili~

brio bajo ln acción de un conjunto de fuerzas es sometido a un

grupo de d~splazamientos compatibles con las restricciones de -

la estructura, el trabajo toe.al realizado por las fuerzas será-

cero". Debe observarse que, en el caso .planteado, participan -:: 

tanto las fuerzas ~xternas que actuan sobre el sistema como los 

esfuerzos int.ernos. Tomando en cuenta ésto, el principio del 

t.rabajo virtual puede enunciarse diciendo que ' 1para cualquier 

conjunt.o de desplazamientos compatibles, el trabajo virtua1 in-

terno es igual al t.rabajo virtual externo total 10
• A continua--

_ci'ón, usaremos es.te fundamento teórico para deducir 1as ecuaci~ 

nes que nos permitan resolver el prob1ema que estudiamos, .apli

cando el método de los desplazamientos a un modelo discretizado 

de 1 sis tema. 

1.2.2. E1 Equilibrio Estatico. 

Considérese el. equilibrio de un cuerpo gen.eral de tres 

dimensiones. él actúan fuerzas rep ar ti--

das sobre su en cada --

Supondremos que sobre 

superficie f5 CxJ1,2.) 

fª ,, ... ,, ... , uno de sus puntos, y fuerzas 

fuerzas internas 

cOncentradas Fi . 
, apli-

cadas en puntos específicos del cuerpo. En estos tres tipos de 

fuerza suponemos incluidas todas las acciones y reacciones ex-~ 

ternas_ que, en el an~lisis estitico, suponemos que son constan-

tes. 
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Cada vector-fuerza aplicado en un punto tiene, en gen~ 

ral, tres componentes, en las direcciones de los ejes coordena~ 

dos: 

! /",, l ,. = ~~ J 
(.t.1) 

El vector de desplazamientos de un punto, medidos a. par 

tir de una conformación_~nicial sin cargas, lo denotaremos con-

11.· En el caso general, éi desplazamiento de cada punto tendrá

tres componentes: 

( 1. 2.) 

(El nGmer~ de componentes ~ue tiene el vector de des-

plazamiento de un sistema, se llama número de grados de liber--

~ de ese sistema. Aquí h·emos definido U. de manera que se co.!!_·: 

sideran tres grados de libertad por cada punto. En ciertos an!, 

lisis específicos, puede ser suficiente considerar un número m~ 

nor, pero esos son solamente 

estudiando. A veces hay que 

casos particulares del que estamos 

tomar en cuenta grados de libeTtad 

rotacionales, pero en e1 contexto de este trabajo no es necesa

rio hacerlo). 

~as deformaciones unitarias coTrespondientes al vector 

de desplazamientos JJ. se definen de la siguiente forma: 

donde 

(1.3) 

(1.4) 
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y (1. 5) 

Los esfuerzos correspondientes al vector de dcformaci~ 

nes E: son: 

( 1. ') 

Los vectores~ y~ pueden relacionarse, como ya hemos -:' 

dicho, mediante la ley de Hookc, que puede expresarse así:. 

(J.t) 

donde· IJ es la llamada 11matriz de flexibilidad" que contiene ~

los coeficientes de propoTcionalidad entre esfuerzos y deforma

ciones' y z 1 es un vector con los valores de los esfuerzos ini

ciales de la estructura (es decir, los que existían desde antes 

de la .aplicaci6n de f".,fªyF'l. Obsérvese que, de existir

l;' I • acciones térmicas 1 sus efectos estarán incluidos en (En -

este trabajo no conside'rarcm'os otros efectos debidos a temperatu

ra). 

El principio del trabajo virtual establece que: 

donde las integraciones se realizan sobre 

perficie S de1 cuerpo, respectivamente, y 

todos los puntos donde se aplican fuerzas 

(.l. 8) 

el volumen.V y la .su

la ·sumatoria incluye

concen tradas Fi . 

El lado izquierdo de la ecuación (l. 8) representa el -

trabajo virtual interno y es igual a los esfuerzos rea1es 'l: ac-

tuando a lo largo de las deformaciones virtuales E que 

ponden a 1os ·desp1azamientos virtuales que impongamos: 

corres--
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(1. 9) 

El trabajo externo estfi dado por el lado derecho de 
.¡ B i 

(1.8) y es igual a las fuerzas f , / y 'F actuando a lo largo de 

los desplazamientos virtuales ¡;¡, que en cada punto vienen da-

dos .por: 

u.] (1.10) 

La notaci&n Q5usada en (1.8) denota el subconjunto de

Ü correspondicnte a los puntos de la superficie, y Qidenota el-

vector de desplazamientos correspondiente 

se aplica la fuerza concentrada Fi. . 
al punto len donde 

La ecuaci5n (1.8) es muy general y expresa el equili-

brio del sistema para cualquier conjunto compatible de desplaz~ 

mi en tos. Si bien se ha considerado un caso general, en eres d_! 

mensiones, el planteamiento es válido en otros sistemas coorde-

nadas. Sin embargo, hay que observar que esta ecuaci6n se re--

fiere a un sistema elástico contínuo, por lo cual involucra un

número infinito de puntos, eAdR uno de ellos con un desplaza- -

miento desconocido. Para que sea posible una solución práctic~ 

es necesario discretizar el sistema, lo cual puede hacerse si-

guiendo la metodología descrita en la sección.anterior: consid~ 

raremos la estructura total como un ensamblaje de un número diE 

creta de elementos finitos, interconectados entre si mediante 

puntos nodalcs situados en sus fronteras; supondremos t.'ambién 

que la discretizaciOn se ha hecho de tal manera que todas las 

cargas concentradas incidan sobre alguno de los nod~s. 

Queremos plantear un siutema de ecuaciones que expre--
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sen c1 equilibrio del sistema y que tengan como incógnitas los

desplazamientos de los nodos. 

El vector de incógnitasUcn el caso general, será de 

longitud n siendo~ cp el número total de puntos nodnles, cada 

uno con tres grados de libertad, ya que los desplazamientos ti~ 

nen componentes en cada uno de los tres ejcs.coord~nndos. Los 

elementos del vector U están medidos en un sistema general de 

coordenadas válido para toda la estructura. Haremos: 

(1.11) 

Los desplazamientos y deformaciones unitarias de un 

punto P:(x,y,z,) los expresaremos en función de los desplazamie!!. 

tos de los nodos que pertenecen al elemento que contiene a P. 

Ademá-s, consider·ando este elemento individualmente, podemos es

tablecer en él un sistema local de coordenadas, por lo que es -

necesario determinar la relación entre los desplazamientos y 

las deformaciones de sus puntos, medidos en el sistema local y

los desplazamientos de los nodos de la estructura, referidos al 

sistema total. ixpresaremos estas r&laciones como: 

(m) u (x.,'¡f,2) ¡../{rn) 
= (x,'¡f, e.) U (J.12.) 

¡ni) {.,,,) (. ) 
€ (x, •;, e) ~ B x, 'if• 'C U· (1.13) 

donde el superíndice (m) significa perteneciente al elemento m. 

Hay 

H(m) y da por 

que observar que la transformación 

Bfm). . 1 involucra, en primer ugar, un 

lineal efectua

camb io de coor-

denadas, al pasar del sistema general, al particular y, ade~ás, 
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una interpolación para calcular las magnitudes en punto (x,y,z), 

en términos de los desplnzamicn tos nodalcs del elemento corres

pondiente. 

Las matrices /l(m)y 8fm)conticnen los coeficientes de -

transformación adecuados entre los vectores correspondientes. 

Debe notarse que, a pesar de que en el vectorUconstan todos 

los 

lar 

desplazamientos de los nodos de la estructura, 
,...; lni) , 

los vectores U y€, solo deben intervenir los 

para. calcu-

desplazamie.!!_ 

tos y deformaciones asociados a los nodos del clemento.m. Se--

gún las definiciones (1.2), (1.3) y (1.11), para que los cálcu-

1 1 · H""J a<"'! · . · os sean congruentes, ns matrices y deben ser d1mens10--

nes 3x3n y 6x3n, respectivamente, d0ndc n es el número total de 

nodos de 1a estructura. (3 cs. en este caso. el número de com

ponentes que tienen 1os despla~amicntos de cada punto; 6 es e1-

número de e1emcntos de1 vector de deformaciones de un runto.) -

Para conseguir lo que quere'mos • las columnas de f/fr,-o)yBtm. corres-

pondientes a los nodos que no pertenecen a '11, deben estar lle-

nas de ceros; de este modo se consigue, además, que todas las -

matrices tengan dimensiones uniformes lo cual permite operar --

~on ellas, de manera míis ficil. Más adelante se haríi evidente-

la necesidad de esta.uniformización. 

Ahora necesitamos particularizar la expresión dada en

(1. 7) de modo que se establezca la relación entre esfuerzos y 

deformaciones para los puntos de un elemento dado~. 

escribir: 

'( (»>) : }) ("') -€ ("') + C::- :r (m) 

Podemos 

(1.14) 

Podemos reescribir (1.8) como una suma de integracio-

nes sobre el volumen y el área de cada elemento: 
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(J.15) 

donde m""'l, 2, .... ,N; Al= número de elementos. Ahora, las inte

graciones se realizan sobre el volumen y la superficie de cada-

elemento finito. Si en (1.15) sustituimos los valores defini--

dos en (l.12), (l.13) y (1.14), obtenemos: 

or[¡;f.¡r ... 1 B(~)T}Jrml B 1m1 o'v1"''lv=ii~[~f11rm) H(m)ís(m)o'v""f + 

+ ¡¡r[[f.cmJ l-/•1"'¡í'""1ds""i)- tir [~fv,,,,)B""¡rl'rr"'~v'"''] +V1 f. (i.t6) 

Donde F es un vector general de todas las fuerzas ex--

ternas aplicadas en 1o~ nodos de la estructura. Nótese que de-

be existii:: congruencia entre F y l) pu es la i-ésima componente dc

F debe corresponder a un mismo nodo y actua:r en la misma dir"ec-

ci6n que la i--·~sima componente de U. 

Queremos obtener de (l.16) las ecuaciones de equili-·.

brio que nos permitan calcular los desplazamientos de los pun--

tos nodales. Puesto que (1.16) es válida para cualquier conju~ 

to de desplazamientos virtuales que sea compatible con las res

tricc1ones de la estructura, podemos sustituir sucesivamente en 

esta ecuaéiOn Ü7 ::;(1 o ... ···º o),· D'=- (o·J. ...... o o)'~· 
........ ¿¡r=(oo ........ io), Ür•[oo ......... o.L) ,-
obteniendo así un sis tema de ecuaciones lineal..es simultáneas en 

el que las incógnitas son los elementos del vector U de despla

zamientos nodales. Esta Última sustitución puede expresarse -~ 

más concisamente haciendo Ü7 =I CI es la matriz identidad), con 

lo cual el sistema de ecuaciones que se obtiene puede escribir

se en la forma: 
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f<..U=R (1.17:) 

donde 

(1.f 8) 

es la llamada matriz de rigidez del sistema. La ma-

triz K resulta ser simétrica, y sus elementos se agrupan en tor 

no a lo diagonal principal (lo que se c~noce como ''estructura -

en banda"). 

En el vector R se incluyen los efectos de las diferen-

tes 

das 

fuerzas que 

que actúan 

intervienen, es decir, de las fuerzas reparti--
8 

en todos los puntos de cada elemento, f cuyo -.-

efecto es 

R B : L Jv,..,,J ¡./ fm) T. f B(m) dv rm) 
m 

(J..19) 

de las fuerzas repartidas aplicadas en la superficie de cada 

el~mento, /.5 cuyo efecto es 

R s = ~ J5 '"') Hs fm) r 

de 1 f ... 1 ..,,.z os es uerzos 1n1c1a es,~ , ctiyo efecto es 

R 'J. B r~JT ..,.. xrmJ dv rmJ 
Z: .;;, vtM) U 

(1.21) 

y de las cargas concentradas 

Re= F (.t. 22) 

El vector Res, pues, la suma 

R = Ra +Rs -R.x +Re. (J.~3) 

Como ya dijimos, en las ecuaciones que se obtienen a1-

considerar el elemento ~, sólo intervienen las fuerzas y desp1~ 

zamientos correspondientes a los nodos de ese e1emento~ Igual-
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ocurre con todos los rcstantes 1 y, naturalmente, los puntos no-

dales no son siempre los mismo. Por esta razón, las sumatorias 

indicadas en (1.18) a (l. 21) no pueden ejecutarse sin uniformi

zar .. iintes las matrices, es decir, rcfercncinrins con respecto al 

conjunto global de fuerzas y desplazamientos, y agregar filas y 

columnas de ceros, en el número y la posición adecuados, para 

obten·er un sistema de ecuaciones de la forma (1.17). En la 

práctica se calculan }as matrices de cada elemento en forma ce~ 

pacta (sin agregar ceros) pero se ensamblan de tal manera que -

se obtengan matrices globales equivalentes. 

Un ·punto importante que hay que notar es que el siste

ma (1.17) ha sido obtenido luego de discrctizar el medio contí

nuo en el que ocurr~n l~s desplazamientos, o sea, la mnsa mate-

rial que constituye la estructura. Se trata, pues, de la dis:-:--

cretización de un dominio en el espacio. 

Hasta aquí hemos considerado que las fuerzas y despla

zamientos que intervienen son constantes; por ello, la ecuación 

(1.17) es una expresión de equilibrio estático. Si las fuerzas 

aplicadas son variables en el tiempo, los desplazamientos orig.! 

nades por ellas serán variables también, y el estudio del fenó

meno corresponde a la dinámica de estructuras. 

1.2.3. El Equilibrio Dinámico 

El problema dinámico tiene, entonces, como caracterís-

tica fundament~l, ser variable en el tiempo. D~do que acciones 

y efectos son camb~nntea, es natural que no exista una soluciSn 

instantánea única como en el caso estático, sino una sucesión -

de soluciones correspondientes a cada instante, durante el pe--

ríodo de estudio del fenómeno. Este es, obviamente, un proble-

ma continuo en el tiempo, para cuya resolución necesitaremos -

discretizar también la nueva dimensión introducida (es decir, -
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el. tiempo)• 

Por otra parte el análisis dinámico requiere tomar en

cuenta las velocidades y aceleraciones que intervienen en los 

de sp lnzamie n tos. En particular, se consideran las fuerzas de 

inercia y de amortiguamiento que oponen resistencia al movimic~ 

to y que actúan sobre cada punto de la estructura. 

Para hall.ar la ecuación que determina las condiciones

de equilibrio instantáneas para un valor t del tiempo, simple-

mente haremos intervenir en 1a ecuación (l. 17) estos factores -

adicionales. 

Podemos asumir que las aceleraciones de cada punto de~ 

elemento m, ü'"')(K,V,2), se expresan en funéi6n de las acel.era-.-

cienes de los nodos mediante interpolaciones iguales a 

das para los despl.azamientos. En este caso se tiene: 

•• 1mi ( Htm' .. 
U. x, '¡,<:): (X,'¡,<=)U 

las usa-

(IZ"I) 

Aquí, U es el vector de aceleraciones de los nodos, es decir e1 

vector de segundas derivadas de (j, con respecto al tiempo. 

Se f)uede hacer una suposición igual para las velocida

des, con 1o cual 

( 1.Z5) 

Úes el vector de velocidades de los nodos, es decir el vector

de primeras derivadas de U , con respecto al tiempo. 

E1 principio de D'Alembert establece que una masa en 

movimiento desarrolla una fuerza de inercia proporcional a su 

aceleración y de sentido contrario a ésta. Estas fuerzas ac-

túan sobre cada punto de la estructura, en forma repartida • 
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cicndo uso de este principio y de la rcl.ación (J. 24), podemos -

cxprcsar1as como: 

I E {m) = - /' (In) /1 (ni) ii 

donde /'-1 es la densidad de masa del el.cmento In • 

La disipaciOn de energía que ocurre durante e~ movi

miento se suele tomar en cuenta introduciendo las llamadas fue~ 

zas de amortiguamiento, que se asumen como proporcionales a las 

velocidades, actuando en cada punto de la estructura, ·en forma

repartida. Con esta suposición y ha-cie,ndo uso de la relación -

(1.25), expresaremos estas fuerzas como 

...,r.1 donde n es un parámetro que expresa las propiedades de amorti-

guamiento del elemento m. 

Incluyendo estas fuerzas dentro de las que actúan re-

partidas en cada punto, obtenemos una generalización de·Raque -.._ 
l.lamaremos Re cuya expresión es: 

(1.:zB) 

p e<m} 
Nacuralmente, en este caso, las fuerzas r no incluyen fue.!. 

zas de inercia ni de amortiguamienco. 

Podemos escribir 
A •• • 
R.e = ;<. 6 -Mu- CU 

don·de M es la llamada "matriz de masa 11 de la estructura, cuy~ -

ex.presión es 

{t. ao) 

{ 
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yCcs 1a "matriz de amortiguamiento" que viene dada por 
- •• • . 1 

L ( 11(..,¡ 1-1 ft--tl T ,.,c..,,,, dVl'"'I 
""" 1v'""' , e = (l.'3/) 

Hay que notar que M y C son también matrices simétri-

cas y de estructura en banda. 

C. En 

mo una 

En general, no se hace el cálculo directo de la matriz 

vez de ello, se suele deducir de manera experimental, 

combinación de las matrices de mrusa y rigidez. (En la 

sec·ciOn 1.4.2., hablaremos sobre 2 métodos de cálculo de C: las 

hipótesis de Ray_lt!Ígli y Je Caughcy). 

Sustituyendo (l. 29) en (l.17), obtenemos la expresii5n

de la ecuación dinámica de equilibrio, que viene dada por 

MiJ + CU ~ KU = k?. 

Esta es la ecuación de que nos ocuparemos en lo que sigue de e~ 

te trabajo. 

La expresión matricial (l.32) corresponde a un sistema 

d-e n ecuaciones diferenciales de 2ºorden, donde n es el número

total de grados de libertad de los nodos de la estructura. Las 

matrices M,C y K son de dimensión nxn y se consideran constan~~ 

tes en el contexto de este trabajo, mientras que u, ~iiyR son -

vectores de n elementos, dependi~ntes del ticcpo. Según una --

convención usual, las notaciones U y Ü significan, respeccivame!!, 

te primera y segunda derivada de U con respecto al tiempo. Como 

se ha visto ,M, C. y I< se determinan a través de un proceso de di~ 

cretizaciOn en el espacio, y ~ependen ademis de las caracteris

ticas fi ... sicas de la estructura. Los elemen°tos de U representan 

los desplazamientos de los nodos en un instante dado, y los el.!:_ 

mentas de~ son las fuerzas que ocasionan el fenómeno dinámico -

que se quiere analizar. 
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La deducción de la ecuación dinámica de equilibrio 

(1.32) que hemos desarrollado en esta sección, se fundamenta, 

obviamente, en conceptos de la teoría elástica de las cstructu-

ras que pueden no ser familiares al lector. De ser necesario,-

se podrá encontrar una explicación mas amplia del tema en tex-

tos especializados: las referencias [5.J y [6] son recomendables 

por su orientación hacia los m~todos matricialc~; la referencia 

[7] trata exclusivamente del análisis estructural dinámico (au.!!, 

que [6) también cubre este tema) • 

• 

' 
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l. 3. LA RESPUESTA DINAMICA DE LAS ESTRUCTURAS 

l. 3. 1 Generalidades. 

En la secci6n anterior, llegamos a deducir In ecua- -

ci6n dinámica de equilibrio. 

(i.az) 

cuyas condiciones iniciales Uo y Úo se suponen conocidas, al 

igual que tas matrices N, e y f( (constantes) y el vector R. y 

su ley de variaci6n en el tiempo, .(1.32) se puede clasificar 

como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde

la variable iil.dCpendiente es el tiempo, y las ecuaciones son de 

segundo orden, de tipo lineal, con coeficientes constantes. 

Nuestro inter€s radica en resolver esta ecuaci6n, esto es, de

terminar la ley de variaci6n del vector de desplazamientos u~ 

a irav~s del tiempo. 

Cu lindo se conoce la funci6n U= ll {t), se puede calcular 

una sucesi6n de valores, cada uno de los cuales representa la-

solución válida para un instante dado. Los métodos que usare-

moa para buscar estas soluciones consiten en técnicas numéri-

cas, basadas en algGn sistema de descretizaci6n ·en el tiempo.-· 

No se tratará, pues, de encontrar la expresi6n analítica 

U-=-u(t-), sino, directamente, una cierta sucesión de valores de U 

para un conjunto de valores discretos del;tiempo. 

Aunque hemos visto que las matrices M.,C -y K se deter

minan por medio de un proceso de ·discretizac(i6n en el espacio, 

no abordaremos aquí este problema, y consideraremos que estas-
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matrices son conocidas (pues habrán sido calculndns previamen-

te, mediante procedimientos ndccuados). Para nuestros objeti-

vos, suponemos tarribién que M~ C >"~kson constantes, debiendo re

cordarse, además, que son simétricas y de estructura en banda, 

propiedades que pueden ser aprovechadas para facilitar la rea~ 

lución del problema. 

En princi11io es factible resolver (1.32) mediante pr~ 

cedimientos analíticos, pero éstos pueden ser tan complejos -

que su utilidad práctica sea·nula; además, como se dijo antes, 

estos m~lo<los no son gcneralC~, y en ciertos casos, pueden fa-

llar. ·Por esta razón, son preferibles los métodos numéricos,-

y en particular, nos proponemos estudiar la solución de este 

sistema mediante el uso de 1a técnica de e1ementos finitos. 

Antes de emprender la f ormu1ación de la solución num§. 

rica, vamos a hacer una ligera descripCiOn de las respuestas 

de los sistemas dinámicos bajo diferentes condiciones• pues 

ello nos permitirá conocer 1a nat:uraleza de la so-lución que -.-

buscamos y nos dará una mejor comprensión del problema. Con -

este fin 9 en la presente sección. ~amos a examinar la solución 

de ciertos casos generales. debiendo aclarse que nuestro obje

tivo es comprender la estructura de estas soluciones y no dis

cutir los métodos analíticos que conducen a ellas, 
.. -·· 

La ecuación matricia1 (1.32). tal como la hemos plan

teado, representa las condiciones de equilibrio para un siste

ma dinámico con n grados de libertad; naturalmente. '17 puede 

ser igual a 1, con ~o cual se obtienen casos particulares que

han sido perfectamente estudiadosº y para los cuales existen mé 
' -

todos analíticos de solución bien conocidos. Vamos. ·pues, a 

examinar que forma tiene la .solución de esta ecuación cuando 

la dimensión del sistema es 1. para tener una idea de lo ·que 

ocurre en dimensiones mayo~es: 
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1. 3. 2. Sistemas con un grado de libertad. 

Si en (l .32) se hace e'= o .Y' R=O, ysl 11, e y I< son de

dimcnsioncs lxl, se obtiene la 1lamada ecuaci6n de ''vibraci6n

libre sin amortiguamicnto 11 cuya expresión es: 

mq_ +Ir.u= O ; m, k >O 

donde todos los elemen~os son escala'res. 

da por:. 

Su soluci5n viene d~ 

e i..., .. t e-iw .. t 
lC :: CJ + Cz 

o tarnb1f!11 (.1 . .3-?} 

tL = C:Z cos u.Jf:t .¡.. b 5rt:>J LÚo t 

donde uJo es la "frecuencia natural de vibracii5n 11 definida por 
• ~ b Wo ~m y las co~stantes C.J~ C.z, a ,y se determinan de acuerdo 

a las condiciories iniciales: Es importante observar que la --

función U. que satisface a (l .3J) es la combinación lineal de--,. 
dos exponenciales complejas, y es una funci6ñ oscilatoria de -

período T= ~71/wo y de amplitud S=- './a'll.+hz.
1

• :·(Siendo T el ''períE_ 

do natura1 de vibraci5n''). Además el movimiento descrito por-

esca función, no termina cuando el tiempo aumenta. lo cual es

una consecuencia de no haber considerado una fuerza de amorti

guamiento que, proporcionaría un medio de disipar la energías~ 

ministrada al sistema por el desplazamiento y velocidad origi

nales. 

Si queremos estudiar la vibración libre tomando en 

cuenta el amortiguamiento, la ecuación (escalar) que describe

el fenómeno es: 
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mii+ ctl+kli. =O; m,c,k;;rO 

y su solución.es, asimismo, una combinación lineal de funcio-

nes exponenciales complejas, de la forma 

(.(. = 
(""•+i-.i)t. 

e, e + 

• k . 
Bajo la condición G .. -4 tn<O, que usualmente se cumple-

en los sistemas mecánicos y estructurales, esta solución puede 

expresarse como: 

e"''t [a CLJs o<.• t + b s~"' "'• t J; cx1 < o (J.37) 

e : - a;;¡ 

asimiSmo C.t, Cz • a y b dependen de las condiciones iniciales. 

El movimiento representado por (1.36) también es ose~ 

latorio pero, en este caso, al aumentar t,.tU tiende a cero (de

bido al exponente negativoot::,1t), es decir que el movimiento se 

acaba cuando el tiempo aumenta. Este resultado era de espera~ 

se puesto que se está considerando la acción de las fuerzas de 

amortiguamiento. 

Aunque el movimiento no es verdaderamente periOdico,

se puede definir un cuasiperíodo ]d:. ;¿71/olz como el tiempo en-

tre los m5ximos sucesivos de la asci1aci6n. 

escribir: 

También se puede-



28 

(1.aa) 

Consideremos 'nhorn el fen6mcno de "vibración forzada 11
, 

que aparece cuando se toma en cuenta el efecto de cargas cxtc~ 

nas. La ecuaci6n: 

mli + cil: + ku-= r m, k ,,. o (.1..3 '1) 

cuyos coeficientes son escalares, representa este caso. (Si 

cFo, se llama "vibración forzada con amortiguamiento"). La 

soluci6n de tal ecuaci6n, según lo establece la teoría de las

ecuaciones lineales, se compone de la suma de la solución de 

la ecuaci6n homogAnica.«l.33) o (1.35) segGn que C sea igual 

o diferente que cero) mSs una solución particular debida al -

término de carga Y' que aparece en (1. 39). AsS:, pues, en es te

caso, la soluci6n viene dada por 

U: = U:c + UF 

donde U.e es la solución de laJ1omo.génea o sol.ución complem.ent·a

ria, que corresponde al segundo miembro de (1.34) o (1.36) se

gún el caso y "-res la solución pa't'ticular debida al término r . ... 
No se puede establecer de antemano la forma general de la sol~ 

ción particular U? pues esta depende, en cada caso específico, 

del término de carga y su ley de variación. 

Cuando en un Sistema sin amortiguamiento, incide una

acciOn externa r de tipo arm6nico, definida por una función p~ 

ri6dica del tiempo Y' ft) =-fo COS W t el movimiento Tesultante 

se puede expresar, en general, como la suma de dos movimientos 
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periódicos de frecuencias Woy W y amplittidcs diferentes. (En 

el caso Wo-..W aparece el fenómeno de resonancia, que consiste

en un aumento progresivo de la amplitud de las oscilaciones. 

Si un SistcmaS estructural entrara en resonancia, llegaría en

un momento dado, a ser incapaz de asimilar las grandes d~form~ 

cienes d~ la oscilaci~on y se destruir!n. Este es, pues, un -

cnso de inestabilidad que, desde luego, debe evitarse en la -

pr5ctica). 

En los casos en los que se considera el amortigunmie~ 

to, como ya hemos visto, la solución de la ecuación homogénea

·ue tiende a cero a medida que transcurre el tiempo, por lo que 

la solución (1. 40) Ll= ll.c + Up tiende al valor U.= t.l.p. En es

te caso, a la solución complementaria lle se le ll~ma también -
11 solución transitoria" y a Ur se le llama también· "solución ..:._ 

del estado estab1e". En términos generales, la solución tran

sitoria permite satisfacer las condiciones iniciales impuestas, 

pero como su valor tiende a cero por efecto del amortiguamien-

to, la so1ución general tiende a estabilizarse en U=Up es te-

valor viene a ser la respuesta del sistema a la fuerza exter-

na::r . 

Hasta aquí, hemos enfocado el fen6meno de la vibra- -

ción dinámica de sistemas con un grado de libertad, represent~ 

dos por ecuaciones escalares de la forma (1.33), (l.35) y -

(1.39) y hemos examinado brevemente sus soluciones. (Ei lec-

ter interesado en coriocer mayores detalles sobre este tema pu~ 

de consultar cualquier texto que trate sobre Dinámica de Es- -

tructura, por ejemplo la referencia [7], o sobre Ecuaciones D~ 

ferenciales y sus Aplicaciones, por ójemplo la referenci·a_{B)_.

A continuación,·. vamos a tratar de generalizar estos conceptos

para sistemas de dimensión n-;.J. cuya representación matemáti

ca son las mismas· ecuaciones anteriores pero con coeficientes

matricial.es. 
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1.3.3. Sistemas con n grados de libertad. 

Una primera enseñanza que se obtiene de la discusiOn

antcrior, es que las soluciones de 1as ecuaciones diniimicns de 

equilib-rio, para sistemas con un grado de libertad, todas tie

nen como parte fundamental unn combinaci5n lineal de funciones 

exponenciales del tipo eiwt que representan la respuesta bási

ca consistente en un movimiento oscilante; cuando existen con

diciones de carga o de amortiguamiento en el sistema, esta re~ 

puesta se modifica. Esta conformaci511 de las soluciones se --

justifica plenamente en la teoría de las ecuaciones diferenci~ 

les lineales, y se puede demostrar también que esta caracterí~ 

tica se mantiene para problemas dinámicos con n grados de li-

bert.ad ("n7J.), donde el fen5meno se representa ··mediante sis te-

mas de ecuaciones diferenciales. No intentaremos probar aquí-

estas afirmaciones, que son materia para textos especializa

dos; sin embargo, aGn. sin probarla habremos de reconocer que 

es razonable la suposición de que la soluci6n del caso general 

(n~l) debe tener una estructura análoga a la del caso particu

lar (n=~). La generalización de estos resultados para siste

mas de dimensié5n n >i (que se puede encontrar en las mismas re

ferencias [7] y [s] ya mencionadas), se apoya en ciertos prin

cipios del Algebra Lineal. En general, la teoría de las Ecua

ciones Diferenciales Lineales Simultáneas, se halla estrecha-

mente relacionada con los conceptos de valores y vectores pro-

píos, que suponemos conocido para el lector. (De ser necesa--

río deberá consultarse algún texto·sobre Algebra Lineal Aplic~ 

da. Dos de las referencias ma~·-conocidas sobre el tema son --

[9] y [10]). 

Analicemos la ecuación matricial para vibración· i·ibre 

sin amor~iguamiento de un sistema con n grados de ~ibertad - -

( 71 :::> 1 ) . 
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MÜ+kU=O 

cuya so1uci6n genera1 supondremos de la forma 

donde t/J es un vector de coeficientes de orden n. 

Si este valor de U es una soluci6n, la sustitución de 

(1.42) en (1.41) debe producir una identidad. 

obtiene: 

(-w•M+l<)<P =O 

Sustituyendo se 

(1.43) 

El problema puede plantearse en términos mas familia

re si (l .43) se escribe 

Hr/>=J..ef> (.1.44-) 

con A:: W~ y H.-. /'1-1.K.. Est:a ecuación nos dice que, para que 

exista una solución U-:J: o se requiere que 

(J. 45) 

La ecuaci6n (1.45) puede interpretarse en términos muy 

precisos: es la ecuación característica de ·in matriz Jl=-M-1k, y 

A y tj son, respectivamente, valores y vectores propios del-/. 
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flucsto que 1ns matrices M, !< y H son d_c orden n.n 1 1a 

expresión (1.45) constituye una ecuación de grado n para la i~ 

cOgnita ;\ esto implicn que es- posible calcular n valores 

para .:\. En el contexto de los problemas estructurales, -· 

usualmente M y J<. son matrices positivas definidas, y en tal C!!,_ 

so, las raíces de (l,45) ).j, j:1
1 
••• n son todas reales y posi

t~vas; en el presente trabajo consideraremos solamente los ca

sos en los que se cumple esta hip6tesis. Conocidos los vale-

res .). se pueden hallar los valores de W :± 'l{'Xque son las -

llamadas 11 frecuencias naturales del sistcma 11
; evidentemente se 

pueden calcular 217 valores de W Llamamos ulj a la raíz cua

drada positiva de AJ , es dec·ir w; = + V>.i' debiendo notarse -

que 1os va1ores Wj _, j:..1 1 ••• Y) son reales y positivos de acuerdo 

con nuestra hipótesis. 

A cada uno de los valores A¡lc corresponde un vector

de coeficientes ~j que se puede determinar a partir de (1;44) ;

los vectores ~- ·-' n son llamados ''modos naturales de vi-'t'J'1 J"-~, ... 

braci6n del sistema''. Estos vectores pueden estar multiplica-. 

dos por una constante de proporcionalidad, por lo ·que, para -

evitar ambiguedades, se suele normalizarlos, haciéndoles cum-

plir: 

(1"1·6) 

Dejaremos establecidas de una vez las propiedades de

ortogonalidad de los modos naturales de vibración, que se ex-

presan por 

: : } itj (l. 41) 
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(En la sccciGn 1.4.1, 

(1.47), al considcrnr 

complcmcntnremos las ecuaciones 

el caso </J,¡7 k9l para {:j). 

Lo anterior se suele expresar diciendo que los vecto

res <Pj son M-ortogonales y K-ortogonalcs respectivamente. 

La demostraci6n de esta propiedad es simple: puesto -

que la ecuación (1.43) es válida para cualquier.modo de vibra

ción, podemos escribir: 

y tambil!n 

Dado que tanto M como I< son simétricas 

</J{ /1~j=;l111/>tY t/>[1<!J; = </JJl<tJ¿; por lo tanto, 

do la prÍ.mera ecuación p~r t/J¡T y la segunda ·por 

do las dos, se obtiene: 

( 1.4< a). 

~e cumple que

premultipÍica.!!. 
,¡, T . 
'l'i. , y res tan-

(1.4"Y e) 

y si UJ¡:fuJi, la ortogonalidad de la matriz rl queda probada. 

A partir de ~ste resultado, si premultiplic8mos -

(1.47 a) por t/J{, queda probada la condici6n de ortogonalidad

para /( 

Si uJi:::Wj para algún par de valores¿ yj entonces, -

los vectores característicos no son Gnicos, pero siempre pue-

den ser elegidos de forma que cumplan con las condiciones -

(l.47). 

Más .adelante (en la sección 1.4.l} necesitaremos hacer 
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uso"de cs~a importante propiedad. 

Habíamos supuesto que la soluci6n de la ecuación 

(1.41) era de la forma. U= </Je 1&A.J! y hemos llegado a dcterminar

que esto es cierto, siempre que se cumpla la condición (1.44)

sicndo CJJ = ± v¡7. Hemos visto tambiGn que existen ~n funciones 

expo~encial.es de estn forma que satisfacen (1.41), Ln teoría-

de las ecuaciones diferenciales lineales nos enseña que la so-_ 

lución general de esta ecuación será una combinación lineal de 

las soluciones elementales, por lo que escribimos. 

(l..48) 

Dado que los exponentes lwjt son imaginarios puios,-

el movimiento expresado por (1.48) es una combinación lineal -

de oscilaciones puras que se puede expresar como 

u (l-} = ( Q, "'-" t.J, t • b, ,.;~ w, l j ,;., ~ __ .. , ( Q" ~ '"• t- + b • ..,.., :.•.f)\d'~ 

(Í.49 ). 

Las constantes Cj 1 dj,, a¡ y bj , como siempre, se 

calculan de acuerdo a las condiciones iniciales impuestas. Si 

estas condiciones iniciales son <J(o)-= Uo y Ú (o): ilo de -

(1.49) se obtiene. 

(l.so) 

(J-5 i) 

Resolviendo estOs sistemas se determinan las constan-
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tes a¡, bj, j=J, .... n 
soluci6n de (1.41). 

con lo que se "concluye el cllculo de la 

Un resultado general que resume nuestra discusión es

quela solución de (1.ltl) que qued6 dc-finida en (l.48) y (l.49) 

es unn combinacién lineal de funciones oscilantes, cada una de 

las cuales se determina a partir de un valor y un vector pro--

pie de H: t1"' I< por lo que el proceso analítico de rcsolu--

ci6n de esta ecuaci6n tiene como parte medular·la determina- -

ci6n de los valores y vectores propios de H . Sin embargo el-

cftlculo de los valores y vectores propios de una matriz es un

problcma complejo que, casi siempre, requiere ser tratado me-

diante métodos numéricos y computacionales; en efecto se han 

diseñado algoritmos muy eficientes que realizan este cálculo 

y en todos los centros de cómputo se dispone de rutinas de bi

blioteca que sirven para ello. 

Si ahora consideramos 1a ecuaci6n de vibraci6n libre

amortiguada para un sistema con n grados de 1ibertad (?1:<".1 ) 

. 
MU + CU .¡. !<U = o 

oupondremos también que tiene una solución de la forma 

U: Ve-rt 

La condici6n para que este valor sea soluci6n dj.(1·:52) 

la obtenemos sustituyendo en la ecuación el valor de nuestra -

supuesta solución, Se obtiene 
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(1.s4) 

donde°"" Y 'I/ , en general serán complejos. 

La determinación de oc y V de (1.54) es un problema m~ 

cho mas complejo que el que se tiene que resolver en el caso -

sin amortiguamiento (i.e.> ccuaci6n (1.44)); por· esta raz6n no 

es usual emprender la resoluci6n de (1.52) por este procedi- -

miento. Los valores y _vectores propios involucrados en la ecu 

ción (1.54) tienen, mas que nada, importancia te6rica para en-

tender el comportamiento del fen6meno que estudiamos. En este 

caso siempre ~on preferibles los métodos numéricos basado~ en

técnicas de discretizaci6n, de las cuales nos ocuparemos mas -

adelante. 

Es obvio suponer que la solución de (1.52) serñ una 

combinación lineal de funciones oscilantes con un factor de de 

caimiento que hace que e1 movimiento tienda a desaparecer cua~ 

do el tiempo aumenta (es decir, una combinacii5n l:ineal· de. _té¿: 

minos del tipo de (l .37)). En este caso, como en e1 ante-

rior, desempeñan un pupe1 fundamental los valores y vectores 

propios que se determinan de (1.54) para estab1ecer 1a solu

ción general. 

Nos quedaría por examinar solamente el caso de vibra

ciones forzadas para sistemas con n grados de libertad (Y1'71) t 

representadas por una ecuación de1 tipo de (1.32); sin embar-

go, no hay mucho que decir pues, por analogía con los casos a~ 

teriores, debemos suponer que 1a forma de 1a so1ución sera si

mi1ar a 1a que quedó establecida para sistemas con un grado de 

libertad (es decir para 71-;j). 
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Si aceptamos esta suposición, el vector de dcsplaza-

mientos vendrá calculado como la suma de una solución comple-

ment.aria, más una solución particular, es decir U: Uc.+ U?,--
siendo todos los vectores de longitud n Podemos considerar-

que la solución de una ecuación matricial del tipo (1 .32) es -

una combinación lineal de las soluciones de n ecuaciones esca-

lares del tipo (l .39). Esta afirmación puede justificarse pl~ 

namcntc y, en la próxima sección, hablaremos de este tema con-

más detalle. La interpretación de las soluciones complcmen~a-

ria y particular, para este caso, es la misma que para siste-

mas con un grado de libertad. 

De todo lo dicho, podemos concluir que las estructu--

ras afectadas por una excitación dinámica, oscilan. Esta ose!_ 

laci6n tiende a desaparecer cuando hay amortiguamiento y, con

el tiempo, la solución tiende a estabilizarse en los valores -

que corresponden a la respuesta del sistema a la carga~~. Los 

sistemas con un grado de libertad tienen soluciones de una 

cierta forma elemental, mientras que las soluciones de los si~ 

temas dinámicos con n grados de libertad son combinaciones li-

neales den soluciones de esa forma elemental. Cada una de ·e.=_ 

tas componentes es función de un "par característico 11 , (es de

cir un valor y un vec%or p~opio) de una matriz calculada a p•~ 

tir de los coeficientes M, C 3 '<. 

Con esto concluimos nuestra discusión sobre las res-

puestas que dan los sistemas estructurales a diversas condic~~ 

nes de excitación. El lector interesado en profundizar sobre-

estos temas, puede consultar las referencias [7) y 

cionadas,_u otros textos similares. 

[B]ya men-

La próxima sección estará dedicada a estudiar el -

"principio de superposición modal" que nos.·.permitir.ii formali-

zar algunas de las suposiciones que se han hecho en la presen-

te sección al respecto de considerar que un sistema con n gr!_ 
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dos de libertad, es en ciertn medida, una superposición de va

rios sistemas elementales con un grado de libertad. 

• 
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1.4 EL PRINCIPIO DE SUPERPOSlClON MODAL 

En 1u sección nnterior comenzamos examinando las res

puestas dinámicas de los sistemas con un grado de libertad, y

establecimos para ellas unn formn básica, consistente en fun-~. 

cienes exponenciales complejas, q'!le rcpresc_ntan un movimiento

oscilante.con o sin amortiguamiento. Al generalizar nuestro -

estudio a sistemas con n grados de libertad, hemos supuesto -

que las respuestas de estos sistemas generales son combinació

nes lineales de soluciones elementales de la misma forma bási

ca que corresponde a los sistemas can· un grado de libertad. 

Esto parece significar que una ecuaci6n matricial del tipo -

(l.32) es susceptible de desacoplarse y generar n ecuaciones 

escalares de 1a forma (1.39). Si esto fuera cierto. querría 

decir que un sistema general con ~ grados de libertad se com-

porta como una superposición den sistemas elementales de un -

grado de libertad. 

Esta suposición es cierta y, justamente, en esta sec -

ción estudiaremos el procedimiento que permite co~seguir esta

descomposición, así como su significado físico y 1as condicio-

nes bajo 1a~ cunles es posible realizarla. Estos conceptos --

son de imponderable importancia en el presente trabajo, pues -· 

nos permitirán obtener una concepción teórica completa del fe

nómeno que estudiamos, y además, nos darán 1as bases para cieE 

tos métodos de resolución. Es evidente que es mas sencillo --

resolver n ecuaciones de 1º. orden antes que una ecuación con

matriceºs-coeficicntes de dimensión )1.n, pero no es esta la ún_! 

ca ventaj~, como veremos después. Esta transformación del si~ 

tema de ecuaciones tiene aplicación práctica no solo para la -

resolución analítica sino ·tambián dentro de las t~cnicas num~

ricas de so1uc~ón que constituyen nuestro objetivo básico. 
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1.4.1 Superposici~n Modal para Sistemas sin Amortiguamiento. 

Volvamos ahora a considerar ln ecuación (1.41) que r~ 

presenta el fenómeno de vibración libre sin amortiguamiento de 

un sistema con n grados de libertad: 

t1U
0 

+ KU =o (1.41) 

la solución general de esta ecuaci6n, que quedó establecida en 

(1.48) y (1.49) .• puede expresarse también como 

... 
U (t) = r_ (a¡ cos uJ;.f + b¡ s121! w¡ t) t/J; 

J=I 
(t.55) 

Cada uno de los términos de la sumatoria es también -

una solución, pues al sustituir su valor 

(}j (t) = (a; e.os ui¡ é + b¡ s12'1f w¡ i J e/>¡ 

en (1.41), se obtiene 

k tfj = w/' t1 t/J¡ 
y como sabemos, existen)'} pares característicos (w, 2 ,, t),), fvJ~¿Jrf,.) 
.......... \ .. ·.·cw:;-sf1.,,>_ capaces d~ satisfacer (1.57). Recorde

mos de (1.46) y (1.47), que 1os vectores t.icncn l:i propiedad 

$¿. t'=J 
(1.sB) 

s_,. ~· ./ j 

y hagamos 

(t.59) 

Si definimos una matriz~cuyas solumnas son los vectE. 
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res r/J;y una matriz diagono1 n~ que almacena los valores ,.i¡,z. en 

su diagonal, tendremos 

) 

n' = r ~,. (i.60) 

' i 
l 

entonces, ln ecuaci6n (1.57) puede también expresarse así: 

Por (1.58) sabemos que 

(ji.,. 11 ~ = I (1.62) 

poT 1o tanto, premultipl.icando ambos miembros de (1.61) por g,r 
se obtiene: 

rf> T .k i/> : Q.2 

Las ecuaciones (1.62) ·y (l.63) nos muestran ~ue la 

transformación 6('2:)-=/i'~ 4> ap1icada a las matrices M y J<. da

por resultado una matriz diagonal. lo que significa que la 

ecuación mntrici.al (-1.41) puede desacoplarse en "7 ecuaciones C.2,. 

calares del tipo (l.33). 

A fin de lograr esta descomposición, vamos a definir

un nuevo sistema de referencia para medir··los dcsplaiamientos

de la estructura. haciendo 

U(t) = <Ji X (d (1.64) 

donde el vector x(t) es dependie,;te de1 tiempo y de 1ongitud n 
A las componentes del vector)( 1es daremos e1 nombre de udespl.!!_ 



42 

zamicntos generalizados" de 1n estructura. 

Parn que exista una relación única entre 1os vectores 

U y)(en (1.64), se requiere que ln matriz <J> sea de ran.go com

pleto, es decir que sus colum";ªª <f'¡ sean independientes. Esto 

ocurre de hecho si los frecuenfias w¿-son todas diferentes, e~ 

mo es el caso usual en estructuras; pero si existiera un par -

de frecuencias del mismo valor, los vectores </Ji. no son únicos, 

y siempre se puede escoger un conjunto independiente. 

Los conceptos anteriores nos permiten encontrar un 

sistema de ecuaciones dcsacoploda9"; para un sistema dinámico 

general sin amortiguamiento, cuya ecuación de e·quilibrio es --

!'/ (/{t) + k u (é) = ¡<.(é:) (1.65) 

Sustituyendo (1.64) en (1.65) y premultiplicando am -

bos miembros de la ecuación por efJ7 , se obtiene: 

(J.66) 

es decir 

X (t) +D.'x (t} = qir R.{é) 

Las condiciones iniciales para (1.67) se pueden cale~ 

lar si en la relación (1.64) premultiplicamos ambos miembros 

porrf>7 11 con lo cual se obtiene, en virtud de (1.62). 

k"o = é/> 7 11 Uo 
"ka = fP' f1 Ua 

(¡.68) 

La ecuaci6n (1.67) en realidad es un conjunto de ecua 

cienes escalares cuya solución es ·inmediata. Estas son 
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:x.¡ (é} + w/ .:r.¡ (t} = ri (t} , (1.6~) 

donde (J.?o) 

La presente discusi6n es vá1ida para sistemas que no

toman en cuenta el amortiguamiento, tanto en vibraciones foza

das como libreH, pues este Gltimo es un caso particular con --

R(é)=o En ambos, se ha logrado descomponer la ecuación ma-

tricial (1.65) en un sistema de erunciones de~acopladas, defi

nido por (1.69) y (1. 70). En la ecuación original (1.65), ·el

conjunto den ecuaciones diferenciales simultáneas, se mante-

nía ac·oplado por los términos no diagonales de las matrices de 

masa y rigidez; al diagonolizar estas matrices, el proceso que 

hemos descrito reduce el sistema a un conjunto de~ ecuaciones 

independientes. La respuesta· dinfimica puede obtenerse resol--

viendo sepaTadamente cada una de las ecuaciones (1.69) para h~ 

llar los desplazamientos generalizados X y, superponiendo es-

tos resultados parciales mediante (1.64), para obtener la res-

puesta U en las coordenadas origina1es. 

llama "método de superposición modal 11
• 

Este procedimiento se 

Además de haber establecido los 1ineamientos para es

te método, nuestra discusión nos permite extraer importantes -

conc1usiones: 

En primer lugar, la ecuación (1.64) puede escribirse-

también: 

u (t) (1.?1) 

y esta igualdad ex.presa que la solución U(é) del. sistema gene-



ral, es una combinación lineal de lns soluciones elmentales ..t'i, 

cada unn de las cuales proviene de unn ecuación escalar de la -

forma (1.69). Nótese que la hipótesis (1.71) no es arbitraria~ 

sino que tuvo que adoptnrsc con el fin de conseguir la diagona

lización de las matrices-coeficientes de la ecuaci6n (1.65). 

(Si en esta ecuaci6n el término de cargas R(é)=o, las soluci..2_ 

ncs x¡son de ·1a forma (1.34), Por lo que (1.71) reproduce exact!!_ 

me-ntc la soluci6n dada en (l .48) y (l .49), 

Los vectores f/J¡ ,,.1 J: .J •••• n , que hemos llamado modos n!!_' 

curales de vibración. pueden interpretarse como patrones bási-

cos de deformación de la estructu¡.a, que sirven como una base -

vectorial para expresar ~ualquier ~esplaznmiento; los modos de

vibraci6n tienen la ventaja adicional de ser independientes, d~ 

bido a las propiedades de ortoganalidad definidas en (1.58). 

Además, se puede utilizar un ··subconjunto de ellos para descri-

·bir aproximadamente una cierta res~uesta dinámica; en general,

es posible conseguir un valor de u(t) aceptablemente aproximado 

si en (1.71) se consideran solamente algunos términos en vez de 

los 7' tota1es. Sobre esto· volveremos a hablar -mas adelante. 

La descomposición de (1.65) en ei sistema (1.69) de··-

muestra la suposici6n ·de que un sistema general conn grados de

liber~ad puede considerarse como 1a !;upcrposici6n den sistemas-

elementales con un grado .de libertad. En efecto, cada una de -

las ecuaciones (1.69), consti-tuye una ecuación independiente -

que representa ·un modo particular de vibración de la estructura. 

Si bien 1a soluci6n ·del sistema de ecuaciones (1.69) 

puede ser sencilla, la determinación de los pares característi

cos (W¿i,t/Ji), que conducen al sistema desacoplado-es, en .gen~ 

ral, un problema complejo. ·sin embargo, la posibilidad de tra

bajar con un subconjunto de los modos de vibraci6n para obtener 

valores aproximados de la respuesta dinámica, hace que .el es- -
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ral. es una combinaci6n lineal de las soluciones clmentalcs .:Ci 

cada una de las cuales proviene de una ccuaci6n escalar de la 

forma (1.69). N6tesc que la hip6tesis (1.71) no es arbitraria·. 

sino que tuvo que ndoptarse con el fin de conseguir la diagona

lizac ión de las matrices-coeficientes de la ecuación (1.65). 

(Si en esta ecuación el término de cargas ,12(é)=O • las soluci~ 
nes .t:",,·son de la forma (1.34), por lo que (1.71) reproduce cxact!!_ 

mc-nte la solución dada en (1.48) y (1.49). 

Lot> vectores r/Jj,1 j:J .... n, que hemos ].1.amado modos n!!_· 

curales de vibración, pueden. interpretarse como patrones bási-

cos de deformación de la estructu~, que sirven como una base -

vectorial para expresar cualquier 'desplazamiento; 1os modos de

vibración tienen la ventaja adicional de ser independientes, d~ 

bido a las propiedades de ortogana1idad definidas en (1.58). 

Además, se puede utilizar un ·subconjunto de ellos para descri-

bir aproximadamente una cierta respuesta dinámica; en general.

es posible conseguir un valor de U(t) aceptablemente aproximado 

si en (1.71) se consideran solamente al&unos términos en vez de 

los 7' tota1es. Sobre esto· volveremos a hablar mas adelante. 

La descomposición·de (1.65) en e1 sistema (1.69) de··-

muestra la suposici6n -de que un sistema general con'n grados de

libertad puede considerarse como 101 supcrpo:::ic:i6n de 77 sistemas-

elementales con un grado .de libertad. En efecto, cada una de -

las ecuaciones (1.69). constituye una ecuación independiente -

que representa ·un modo particular de vibraci6n de la estructura. 

Si bien 1a soluci6n ·del sistema de ecuaciones (1.69) ~ 

puede ser sencilla, la determinación de los pares característi

cos (w¿~) t/;i) , que conducen al sistema desacoplado. es, en .gen!:_ 

ral, un problema complejo. ·s~n embargo. la posibil~dad de tra

bajar con un subconjunto de los modos de vibración para obtener 

valores aproximados de la respuesta dinámica, hace que .el es- -



45 

fuerzo de cáculo requerido se puedo reducir drásticnmcnte. En 

la priíctica, nunca es necesario considerar la totalidad de .·los 

modos de vibración, por lo que s61o se calculan algunos de los 

pares característicos y, en consecuencia, sólo se plantean al

gunas de las ecuaciones desacopladas, las que sean suficientes 

para conseguir unn aproximnci6n adecuada. Los criterios que -

permiten decidir cunles de lo¿ modos hay que conscrvnr, y ct1n

les desechar, los trataremos mas adelante. 

l. 4. 2 Supcrposici6n Modal para Sistemas con Amortiguamiento. 

Ahora debemos investigar .,lo .que ocurre cuando se tra

ta de descomponer una ecuaci6n que contenga un término de amor 

tiguamicnto tal como 

/'1Ü (él+ CÚ(é) + fC U (t) =R(t) (.1.nJ 

Reemplazando en esta e·cuación el valor de U dado en (1.64) y 

premultiplicando por tj 7 , queda 

(1.r3) 

Sabemos que las matrices t/'M ~y tf>r!C ,P son diagonales,, 

según (1.62) y (1.63), lo cual fue suficiente para conseguir -

lA deRcomposici.ón de (1.65)¡ per<n, en este cAso, nArlR nos gH-

rantiza que <P_TC q, __ se-:1 _ diagon_al, por lo que no se puede asegu-

rar el mismo result.ado para (l .73). Es evidente que, para c'o!!. 

seguir nuestros fines, debemos buscar que C sea de tal: natura

leza que los vectores c:pj sean e-ortogonales. Si. supone

mos que se cumple 

s.: •• .:/. j -----------a:~"l-J 

entonces<J'lrcef> es diagona~ .. y la ecuación (1.73) se reduce a71-

ecuaciones escalares de la forma 
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donde 

modo j 
s; es 

y 
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(J. .'15) 

un parámetro de nmortiguamiento válido para 

los demás elementos se definen igual que en 

el. -

las-

1 ecuaciones 
l_ 

(1 .69) y (1.70). 

Hoy que establecer ha.jo que condiciones se cumplen las· 

relaciones de (1.74), pues estas constituyen la clave para co~ 

seguir 1a descomposición de (1.72). 

La matriz de masa f1de1 sistema se calcula, como he 

mos visto, ensamblando 1ns matrices de masa de cada elemento , 
finito; un procedimiento similar se sigue para· obtener lama-

triz de rigidez K • Sin embargo, la matriz de amortiguamicntoC 

no se suele calcular en esta forma, pu~s la determinación del

parámetro ]'('<"'>que aparece en (1.27) no es simple. Por esta 

razón, se recurre a otros métodos para obtener una expresión 

de e que modele adecuadnme~te la disipación de energía durante 

la vibración. 

Las relaciones (1.74) implican que e1 efecto de amor

tiguamiento se define mediante un conjunto de parámetros de -

proporcionalidad s;.) j=.l ····n, cada uno de los cuales es. válido-

para -un modo particular de vibración. El amortiguamiento to--

tal en la estructura, será la suma de los efectos parciales en 

cada modo. Es 

vp.lores de los 

usual que se determinen experimentalmente los -

pará~etros S; a fin de obtener una aproximación-

realista del comportamiento de la estructura en relación al -

amortiguamiento; para ello, existen pro~edimientos estableci-

.dos cuya descripción no estf dentro de los objetivos d~ este -

trabajo. 

Si queremos hallar la respuesta dinámica de un siste

ma con amortiguamiento por el método de superposición modal, y 
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si conocemos los pnr5metros ~j • no hace falta calcular eXplí

citamcn te la mntriz de nmortiguamiento e se pueden calcular

los pares (w;2., </>;)a partir de M y K.. y se pueden plantear di-

rectamente las ecuaciones desacopladas (1.75). 

En ocasiones• se conoce de antemano un. subconjunto de 

valores de Si, j= J..1··· 11 j f' .::..n •• En tal- caso se puede calcular 

una matrizC, ajustando ciertas combinaciones deHy I< de modo

que los vectores 4>; sigan siendo C-ortogonalcs, y se manten-

gan los valores S; conocidos, 

El método d_e Raylcigh cutQ,ple con estos requerimientos, 

pla~tcando una matriz de nmorti~uamiento e t de la forma: 

C=o.::11-f/K (.1.:¡¡;) 

Evidentemente; en este caso los ~ectores ti>; son e -DE_ 

togonales, debido a que e es una comb1nación 1ineal de dos ma-

trices que tienen la misma propiedad. Los coeficientes°"- y¡B-
se ca1culan de forma que se ajusten a dos valores conocidos -

del parámetro de amortiguamiento, ~' y 5z ; las ecuaciones a -

resolver son: 

.. 
• r -1 

QJ,· e v-ii 

de donde se obtienen cX y~ 

(.1.r'i-) 

Tambi'n puede· usarse la forma de Rayleigh para calcu

lar una Ul8tTiz e -que se ajuste aproximadamente a mas de dos V!!_ 

1 res de ~ • 

Es necesaTio entender el significado que tiene, en e~ 

te caso, e1 coeficiente de amortiguamiento S; y sus relaciones-
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con los demás parámetros del problema. Definida la matriz C -
mediante (1.76), y reemplnznndo este valor en (1.74), obtene--· 

mos la siguiente relación; 

_,_ 
;?kf 

(i·rB) 

Si en esta ecuaci6n se.hnce;?=o (yoe..:;Lo) entonces 

el amortiguamiento es inversamente proporcional a la fr~cuen-

cin de vibración; si O<=o(y fJ:téo) entonces· el amortiguamien-

to es directamente proporcional a la frecuencia. En el primc_r 

caso, los modos de vibraci6n 11 altos 11 son poco amortiguados, y-

en el segundo caso, ocurre los collotrario. En los sistemas es-

.tructurales generales, no ocurre riinguna de estas situaciones-

extr~mas, aunqu~ el coeficiente_,.6' suele 

por 'lo que las vibraciones de frecuencia 

<lamente. Esto concuerda con el fen6meno 

tener mayor influencia, 

alta decaen mas rápi

f ísico real, como se-

ha comprobado mediante métodos experimentales. 

Cuando se conocen varios valores Si.# l =.I,, ·-··· p se pu~ 

de usar también el método de Caughey. que permite calcular una 

matriz e con las~características que r~querimos. Se define-

donde los coeficientes '$i.> j-=J., .. ·· 1' se determinan mediante 

las p ecuaciones simultáneas 

'r :: ,J :::,,• T o!, ¿,_l.· ... (J.80) 

Debe notar Se que la ecuación (1. 76) de Rnyleigh es 

un caso particular de (1.79) con f'=.2 

El método de Caughey permite mayor flexibilidad. pues 

se pueden asignar valores arbitrarios a tantos parámetros de -

amortiguamiento 5¿ como se quieran, pero es menos usado, pues-



requiere de c5lculos m5s com~lcjos. 

usar la hipótesis de Rayleigh. 

En general~ es suficiente 

Los métodos anterioreo. nos enseñan a construir matr~ 

ces de amortiguamiento que permitan el uso de la superposici6n 

modal al resolver (l.72), Sin embargo. las hipótesis que se -

han hecho pueden resultar inapropiadas en ciertos casos parti

culares y entonces la descomposición de la ecuación matricial

es imposible y la única opci6n práctica para la resolución• son 

los métodos numéricos de integración directa. de los que habl~ 

remos en la segunda parte de este·trabajo. 

l. 4. 3 Consideraciones prácticas acerca de la descomposición 

modal. 

En los p5rrafos anteriores hemos descrito brevementc

el método de descomposición modal y la interpretación física -

que proporciona de los sistemas estructurales y sus respuestas 

dinámicas: cualquier vibración de un sistema con 17 grados de l,! 

bertad se puede expresar como una combinación lineal de los ?1 
modos naturales de vibración que posee. Vamos a puntualizar -

ahora la característica mas importante de la superposición mo-· 

dal: debido a que no todos los~ modos de vibración tienen 

igual influencia en la respuesta fina1. en la mayor parte de 

los casos prácticos, se pueda reducir drásticamente la dimen-

sión. del problema, al conservar para el análisis sólo aque- -

llos modos que más contribuyan al efecto total, y ·desechar los 

demás; además. se~fin la precisión que se requiera obtener. se

puede incluir un número mayor o menor-de componentes para el -

cálculo. 

Frecuentemente, la parte esencial de la respuesta di

námica, esta asociada con unos pocos modos de vibración, co

rrespondientes a las frecuencias mas bajas; la influencia de 
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cada modo tiende a decrecer para las frecuencias mas altas. 

Por e11o, nl calcular los desplazamientos mediante la sumaca-

ria (l.71), esta puede truncarse cuando se haya obtenido un 

grado suficiente de precisión. 

Por otra parte, los métodos de discretización usados -

para idealizar un sistema estructural, tienden a ser menos ca~ 

fiables al determ~nar los modos de vibración mas altos y hemos 

visto también que el coeficiente de amortiguamiento es mayor -

para lns frecuencias altas; todo esto justifica el criterio de 

desechar los términos mas avanzados de la sumatoria en (1.71). -Bajo determinadas condiciones iniciales o cuando lns

cargns son de cierta forma particular, puede suceder que algu

no o algunos modos de vibración tengan una participación insiA 

nificante en la respuesta final. Examinemos un caso extremo: 

Supongamos que tene~os que hallar la respuesta dinám! 

ca de un sistema ~uyas condiciones de equilibrio vienen dadas-

por la ecuación (1. 72). 

t Ú0 -=. O (con ello, Xo:.o 

R(t)~"1 </" f (f) siendo 

transformar (1.72) en un 

Sean las condiciones inicia.les cJo = o 

y X 0 : o). Si la carga aplicada es -

/ {f-) una función arbitraria de t .. al

sistema de ecuaciones desacopladas de 

la forma (1.75), se obtiene: 

.; ::::: J, --- 'Y] 

y el término de carga es cero para todos los modos de vibración 

excepto para el i-€simo. L&s ecuaciones (1.81) para las cuales 

J"' ¡ representan una vibración libre¡ sin 

nes iniciales impuestas, (desplazamiento y 

embargo las condici~ 

velocidad inicial --

nulos) hacen que 1a participación de estos modos de vibración -

en la respuesta total, sea .nula. Dicho d~ otra manera, la for-

ma particular de la carga ha anulado completamente 1a particip~ 
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.ci6n de todos los modos, excepto uno. 

Es poco probnblc que en 1a práctica, ocurran las con

diciones del ejemplo anterior, pero un efecto de ese tipo pue

de anular o reducir ln participación de alguno de los modos de 

vibración. Si se sabe de antemano que ln carga que incide en-

el sistema es ortogonal (o se ·aproxima a serlo) a algunos de -

ios modos de vibración, sabemos que ~seos pueden excluirse del 

análisis ya que su participación es insignificante. 

Por otra 

armónica, digamos 

pnrte cuando el t&rmino de carga es de forma 

R(I:.}::: Fe co.swt,si la frecuencia de la carga uJ , 
es un valor cercano a una frecuencia natural del sistema «Ae 
sabremos que el ·.f·-ésimo modo de vibración tendrá una importa!!_ 

te· participación en la respuesta total. Esto se debe al ef ec-

to de resonancia, ya mencionado, que se produce cuando la fre

cuencia de la carga coincide con la frecuencia de vibraci6n --·· 

del sistema. En la práctica. es poco probable que el sistema-

entre en resonancia, debido a las fuerzas de amortiguamiento y 

a 1a participación de otros modos de vibración· pero, de hecho, 

una carga ñrmónica produce·una excitación mayor a los modos de 

vibración cuya frecuencia se aproxima a la de la carga. 

En ocasiones. se trata de analizar la respuesta del -

sistema a cierta frecuencia pArticular (o a cierto rango de -

frecuencias); en ese caso, la elección de los modos de vibra-

ción a conservar y a desechar, se hará tomando en cuenta las -

consideraciones anteriores: se conservarán 1os modos cuya fre

cuencia mas se aproxime (o caigan dentro) del rango que se ~· -

qui.ere estudiar. 

Naturalmente, al prescindir de algunas de las compo~

nentes, se está provocando un error en la determinaci6n de la

respuesta total, el mismo que debe mantenerse dentro de los lf 
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que ei caso requiera. Una medida del error mites de tolerancia 

i; <P> (é) que ocurre en ln respuesta nl considerar p modos de -

vibraci6n, /'¿"' vendrá dada por: 

l/X?(é-1 (1. El 2) 

f/.RUJJ/,, 

donde ur es la respuesta calculada por superposici6n modal 

cuando se han considerado P modos de ~ibración. Si se ha con-

seguido una solución suficientemente aproximada de (l.72), el -

va1or de sr se mnntendr:i pequeño para todo .;_,nlor de t en caso 

contrario, habrá que considerar utr-número mayor de componentes

para el c&lculo de ln respuesta. 

Con esto concluimos nuestra breve descripción de1 mét~ 

do de superposición modal, ~ue nos permite conformar ~na idea 

mas cabal del funcionamiento de los sistemas estructurales, y 

al mismo tiempo, nos proporciona un método de resoluci6n de 1a

ecuaci6n general de equilibrio para sistemas dinámicos dada en-

(l.72). Un tratamiento· mas amplio de este principio se puede -

hallar ·en las referencias [2], [3] y [7]. La segunda parte de-

este trabajo estará dedicada a estudiar los métodos númericos -

de solución de (1.72), que constituyen nuestro interés primor--

dial. Hay que aclarar que los métodos numéricos de integración 

dire~ca no a~ contraponen con el de superposición modal; antes-

bien pueden complementarse. Es perfectamente posible reducir -

una ecuación matricial general a un sistema desacoplado, elimi

nar algunos modos de poca influencia en la respuesta total y r~ 

solver el sistema reducido mediant~ métodos numéricos de inte--

gTación. Ta~bién puede usarse la integración numérica desde el 

comienzo y tTabajar con el sistema dinámico original. 

Solamente las características propias del sistema y la 

efectividad numérica de uno u otro método en un caso particular, 
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pueden determinar el procedimiento a "seguir. Hay que tomar 

en cuenta también, que no se.trata de un enfrentamiento entre 

una técnica analítica y una numérica, pues la dcterminaci6n de-, . 
los pares característicos (..Ul, r.6l.) que constituyen la base de -

la descomposici6n modal, se hace generalmente, mediante técni-

cas numéricas que constituyen.el único método práctico de ~á1c~ 

lo. No trataremos sobre estas técnicas en el presente trabajo, 

pero el lector interesado puede encontrarlas en los textos de 

anál.isis 'numérico o en la referencia [3],. Caps. 10, 11 y 12. 



CAPITULO 2 

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION 

DE EQUILIBRIO DINAMICO 

' 
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2. SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO 

2. l. GENERALIDADES 

El primer capítulo de este trabajo estuvo dedicado a -

describir el problema del equilibrio din5mico de las estructu-

ras; nhora vamos a estudiar las tGcnicas de integraci6n numéri

ca que nos permitirán reso1ver este problema. 

Como ya hemos dicho, solo en casos muy restringidos se 

pueden resolver.las ecuaciones de equilibrio por métodos analí

ticos; en general, es preferible usar técnicas de integración -

numérica. Inclusive al resolver sistemas desacoplados de la 

forma (1.75), usualmente la solución analítica es laboriosa, 

pero aún si no lo fuera, existen razones para usar los métodos

numéricos: Hay que recordar que la transformación de la ecua

ción general (1.72) al sistema desacoplado (1.75) se hace me

diante técnicas numéricas, ·con el auxilio ·de una computadora -

electrónica; sí, de todas formas, tenemos que usar la computad~ 

ra en esta primera parte, es razonable usarla también en la re~ 

solución de las ecuaciones, tomando en cuenta además, que exis

ten métodos numéricos perfectamente probados y confiables para

este efecto. 

La ecuaci6n (l.72) que representa el caso general de -

equilibrio dinámico que hemos estudiado, es un sistema de ecua

ciones diferenciales lineales de segundo orden y, en principio, 

cualquier método standard de solución puede emplearse. Sin 

embargo, existen métodos mas apropiados que otros, pues las ma

trices-coeficientes /1 e y k tienen ciertas características -

particulares que pueden ser aprovechadas para una solución mas-

eficiente del sistema. Existen muchos procedimientos diseñados 
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cspccinlmente para el caso que tratamos, pero la descrip~ión 

detnlladn de ~os mismos rebasn los objetivos de este trnbnjo. 

(EL lector interesado en estos t6picos deberá consulcar un tex

to escandard sobre Dinámica Estructural, por ejemplo, la refe--

rencia {7]. Nosotros dedicaremos nuestra atención a una clase-

particular de métodos, basados en las técnicas de elementos fi

nitos. 

Las técnicas de solución que estudiamos se basan en 

los mismos conceptos de discrctiznción que mencionamos en la 

·sección 1.1. Ahora e1 dominio a discretizar es el intervalo de 

tiempo durante el cual nos interesa conocer la respuesta dinám~ 

ca de ln estructura. 

Los métodos de discretización en el espacio que dan lu 

gar a la determinación de las mntrices r1 1 e y k' no los discu

tirem~s aquí y consideraremos que nuestro problema comienza con 

una ecuación ya planteada de la forma (1.72); sin embargo, hay

que notar que estas matrices tienen características yentajosas

para 1a resolución numérica, pues usualmente tienen estructura-

de banda y son simétricas. Existen muchas posibilidades para 

el cálculo de t11 e y le. • pero se debe observar que, mientras 

mas refinados sean los métodos usados, mas complicadas resulta

r§n estRs mntrices, lo cual implica mayor dificultad en la res~ 

lución. 

Se ha desarrollado un gran esfuerzo de investigación -

para encontrar técnicas óptimas que permitan tratar adecuadame~ 

te los sistemas resultantes, a menudo complejos y de gran dime~ 

sión. La elección de un algoritmo eficiente de solución es, 

pues, indispensable para culminar ·exitosamente el cálculo de la 

respuesta dinámica de la estruc·tura y para que el costo del pr~ 

cedimiento sea razonable. 
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En ln dcducci6n de la ccuacióñ (1.72) se asumieron 

ciertas hip6tesis de comportamiento de la estructura las mismas 

que, de hecho, estamos aceptando en nuestro estudio; fistas son: 

n) elnsticidad lineal, segfin lo afirma la ley de Hookc. Se --

supone una relación lineal entre esfuerzos y deformaciones. 

b) amortiguamiento proporcional a la velocidad. 

e) fuerzas de inercia proporcionales a la aceleración es decir 

aceptación del principio de D'Alcmbcrt. 

Además, en nuestro caso específico, hemos impuesto las 

condiciones adicionales siguientes, que se justifican dentro de 

las aplicaciones a las estructuras que nos interesan: 

d) cargas independientes del movimiento, esto es, definidas 

por una función que depende directamente del tiempo. 

e) características materiales y geométricas constantes. es ---

decir. l'1 e y k constantes. 

Dentro de estas restricciones, aplicaremos los princi

pios básicos del método de elementos finitos para deducir los -

esquemás de integración numérica. 

Nuestro problema es del tipo de valores iniciales: co

nocidas las condiciones U (t,,J, Ü(f:..,) en el punto f:c • tratare--

mos de encontrar los valores de la 

en un intervalo V= [i-"u~ l;.,•T] 
función U(t), que nos intere

sa, Es conocido 

mino de carga "R{k) y su ley de variación en el 

liza un proceso de cálculo por recurrencin: se 

lar de la función U(~) en un subintervalo .sD.:. , 

también, 

tiempo. 

determina 

a partir 

el té.E, 

Se re!!_ 

el va-

de las-

condiciones iniciales en to luego, en un subintervalo ©, usa!!_ 

do como condiciones iniciales los ~alares U(é,) 1 Ü(i:-1) calculados 
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en el paso nntc_rior; luego en un intervalo !ll2 usando como con

diciones iniciales u(l:::.J, u ( é~) " etc 1 hasta cubrir el intervalo 

total 0. 

Para utilizar estos métodos de soluci6n por recurren -

cia, es necesario discretizar el intervalo !V=: (to, C.,+Tl Para --

ello, definimos un conjunto de valores{&,·} de la variable t, 

donde 

(I!.l) 

Aunque no es imprescindible ~ue el dominio discretiza

do. tenga espaciamiento uniforme entre sus elementos, el conjun

to-definido en (2.1) cumple con la condici6n i1+1-tl.-h para tE._ 

do ya que esto simplifica los cálculos. El parámetro h llama 

do tambi~n Longitud "de paso, debe ser elegido con cuidado, se-

gún las características particulares del problema y el método -

usado para resolverlo, pues su valor tiene influencia en la es-

tabilidad y precisión del proceSo de integración. 

trataremos este tema con detalle. 

Más adelante 

Los puntos t; serán los nodos de nuestro problema, y 

cada elemertto finito será un intervalo [t;,~i+J 

h Nos proponemos determinar los valores de 

de longitud 

U{ft)es decir,-

los valores de los desplazamientos, para cada valor del conjun

to /f-; j definido en (2.1). 

' Los valores de Ulé)para t </ lt•} se definen mediante fu~ 
ciones que interpolan los valores de U(f•)0 Existe una infini

dad de posibilidades de realizar esta interpolación, y de la -.

elección particular que se haga, dependerfi tambiin el grado de

precisión, estabilidad y costo del procedimiento de solución. 

Los m~todos que vamos ·a estudiar, son llamados ''de in-
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tegración directa 11
, debido a que trabajan con las matricesi"'l, 

e y k originales. sin t.ransíormarlas (en contraposición con el

método de superposición modal que se basa en la diagonaliznción 

de estas matrices). Hny que recalcar que, a diferencia de los-

métodos analíticos, los métodos de integración directa no bus--

can satisfacer.la ecuación ·de equilibrio para todo Se tr!!_ 

ta de satisfacerla de manera aproximada, en cada intervalo, de-

acuerdo con un critcr~o preestablecido. (Por ejemplo, el crit~ 

río de ''residuos pesados''. Ver sección 2.6). 

Al comparar estos métodos con los de superposición mo

dal, una de las ventajas de la integraci6n dir'ecta, radica en·

que su implementación en una computadora es mucho mas sencilla; 

además, con pequefias modificaciones, las misma~ técnicas de in

tegración directa pueden extenderse para ser aplicadas a una -

gran variedad de problemas. 1o que constituye también una carac 

terística atractiva. 

Los algoritmos que ·describiremos, calculan los valores 

de 1a solución U{f)en· un Punto dado t1a.;J. suponiendo conocidas~ 

las soluciones en los puntos· anteriores, "to .. t, ....... tJe.. (En -

ciertos esquemas, se suponen conocidas, además, sus derivadas 

en esos puntos). Si los valores de U ft1.: + 1) se calculan a par

tir- de U (t".) (y tal vez de una derivada Ú(tk.)) el método se -

llama de un solo pa~o; los m~todos de r~sns mG1tiples determi-

nan U (t1:.+ 1) a partir de U(f,1i), U(t1t-•) ,
1 

etc (y tal vez, de algu--

nas derivadas como ilrt11.J, il{t1t,~1) Según el nGmero de interva--

los (ti .. ti+-'} involucrados en el cálculo, los métodos se llaman 

''de un paso'', ''de dos pasos''• etc. 

Existen varios caminos para establecer esquemas recu--

rrentes de integración: mediante e1 m~todo de ~'residuos pesa--

dos'' o por discretizaci6n en el tiempo de principios variaciona 

l~s, co~ muchas var±antes dentro de cada m~todo. Al tratar el-
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siStema de ecuaciones del problema específico que estudiamos, 

también se pueden distinguir dos enfoques diferentes: conside-

rar la ecuaci6n de equilibrio (1.72) como un sistema den-ecua

cioncs diferenciales de segundo orden. o transformarla en un -

sistema de .Z-n ecuncioncs de primer orden. 

La discusión en detalle de todas estas posibilidades.-

rebasa los objetivos del presente trabajo. Nosotros nos limi_t!.. 

remos a estudiar algunas generalidades sobre estos métodos y -

luego describiremos brevemente al~unos ~e los esquemas mas cono 

cidos. (El lector que se interese puede profundizar sobre es--

tos temas, en las referencias I 2], [ 3] y [ 11). 
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2.2 FUNCIONAMIENTO DE LOS METODOS DE INTEGRACION DIRECTA 

En primer lugar vamos a tratar de esclarecer la estru~ 

tura de los métodos de soluci6n que estamos por considerar. He

mos visto que una ecuación general del tipo (1.72). mediante la 

superposición modal, se descompone en un sistema den ecuacio--

nes desacopladas. La integración de uno u otro sistema es equ~ 

valente, por lo que, para este estudio, basta con considerar la 

solución de una de las ecuaciones de la forma (1.75) suponiendo 

que son conocidas las respuestas en los instantes i,.;> t, ::- fa+h,•· 
••• , fl. =-ti;.+¡ h y que necesitamos calcular la solución en el si--

guiente punto del dominio discretizado ti~s = ti+h Podemos 

definir un método recursivo general mediante la relación. 

(2.2) 

..... 
donde X¡._, y son vectores cuyos elementos son valores de 

desplazamientos~ velocidades. etc. que intervienen en el pro-

ceso recursivo de cálculo (la naturaleza de los ~lementos de es 

tos vectores. es variable según el m~todo de que se trate); 

es el valor de la carga r en el instante ti+vh (\.>ta_!! 

bi€n es variable según el m€todo). A es una·· matriz que ejecuta

la transformación lineal apropiad~ segGn el m~todo particular 

de integración y L es un operador que actGa sobre lo¿ valores 

de las cargas (es un vector). Todos los elementos que inter-

vienen en esta ecuación dependen d~l m€todo·-particular de inte

gración de que se trate. 

vector 

La expresión (2.2) se puede utilizar para calcular un

de solución en el. instante l.;+ .fh/; aplicándola recursi-

vamente. se obtiene: 
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R. (X . .¡. A ,,_, L ,.. . 
1 l ~ V 

.¡.. ¡:¡ .(. -2 L 

(Z. i3) 

f 1-/l. rt--<-.=! ... v T Lr;,.. 1_1 "v. 

Esta relación expresa el funcionamiento de un método-

dado de integración directa. Analizando (2.3) se pue.den dete.E_ 

minar las caractcrística6 de precisión y estabilidad del esqu~ 

ma correspondiente, en fu~ción de ln matr.iz /t y el vector L de 

ese método particular y de la longitud de paso h 

Un tratamiento mas formal sobre los temas de estabil~ 

dad y precisión de los métodos del tipo (2. 2) puede encontrar-

se, por ejemplo en la referencia 

referencia (13, caps. 4 y 6]. 

12. cnps. 4 y 10] o en la 

El costo de la solución depende obviamente, del núme

ro f de ... etapas del cálculo, que es inversamente proporcional a 

la longitud de paso h , dado que, para cubrir un intervalo 

de longitud T se requieren .f:.. L pasos. 
;, 

A1 conocer las características de un método dado> po

dremos decidir el valor de h a utilizar.considerando, por un ~ 

·1ado. el grado de precisi6n que se requiere y e1 costo del pr.2_ 

ceso. Un vnlnr mas pcquefio de h generalmente dar« mas pre

cisi6n pero el cálculo requerirá mas tiempo de máquina y será-

mas costoso; valores grandes de 

pero también la precisión. 

h pueden disminuir el costo 

En algunos métodos existe unºlímite superior para h 
pues para valores mayores a ese límite, el proceso se vuelve 

inestable; por· filtimo algunos esquemas son siempre inestables-

por lo que no tienen utilidad práctica. Como se ve la elec- -

ción del valor de h es crucial para obtener un comportamiento 

óptimo del método de integración que se haya escogido. A con-
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tinunci6n vamos a hablar mas en detalle de los conceptos de 

estabilidad y precisi6n de los esqucmns de integraci6n dirCcca, 

a partir del análisis de las expresiones (2.2) y (2.3), con el 

fin de tener criterios que nos orienten al momento de selecci~ 

nar el valor de n 

Sabemos que la soluci6n de una ecuación de la forma 

(1.75) es una función oscilante cuya longitud de puríodo l~am~ 

remos T . Si queremos determinar los valores de la rcspuesta

del sistema durante un período completo de oscilación> debemos 

dividir T en un número··suf iciente .f Je intervalos de longitud-

h tales que T= R h Al decir "número suficiente" se deja 

libertad para escoger el número (, de acuerdo a un criterio -

subjetivo, por lo que cabe pre~untar que ocurriría si nucstra

elección de f (y de h ) en realidad no es adecuada para -

obtener una buena representación de la respuesta a un modo pa~ 

ticular de vibración. 

Para contestar a esta pregunta, primero observamos 

que, al considerar un sistema estructural con ngrados de libe~ 

dad y obtener un sistema desacoplado como (1.75), a cada uno -

de los modos de vibración le corresponde una frecuencia Wl 

diferente; por convención se asume que O< W¡ ~ vJ~~ .•..•. ~u!11'. D,!. 

do que 7; == ::?71/ .... •.: donde Ti. es el período correspondiente al

i-ésimo modo natural de vibraci6n, se cumple que Ti'=="T.::?::: .... >-:"Tn 

Al utilizar un método de integración .directa de la ~

forma (2.2) para resolver un sistema como (1.75), la longitud-

de paso h es la misma para todas las ecuaciones. Supongamos -

que se ha elegido un v
0

alor de h suficientemente pequeño para-

obtener una buena representación de la respuesta al j-ésimo 

modo de vibración; como los períodos r(· .. l <. j son mayores 

que Ti entonces se obtendrá también una buena representa- -

ción para todos los modos de vibración anteriores. Sin embar-
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ge para las ecuaciones con i '7J" es posible que las respuestas -

que se obtengan, carezcan de significado. Lhs figuras la.y 1.b 

ilustran lo que ocurre cuando se calcula una representación -

discretizada de una funci6n oscilante con una longitud de paso 

"apro.piada" (í/12) y una 11 inapropiada" (5T/12) 

llay que recordar que las frecuencias mas bajas se ca! 

colan con una mayor aproximaci6n mientras que las altas pueden 

estar tan poco ajustadas a su valor real que tomarlas en cuen

ta dentro del cálculo puede considerarse como una verdadera -

fuente de perturbación, por lo cual, con frecuencia se presci~ 

de de su efecto para calcular la respuesta total. 

Vemos, p"ues, que nuestra elección de h debe ser tal 

que sea apropiada para 1os r primeros modos naturales de vibr~ 

ción f' < n , siendo/' el mayor índice de los modos de vibración 

que hayamos decidido incluir en un análisis por superposición

modal. Un valor aconsejable de h podrá ser por ejemplo Tr/10 

Si se tomaran en cuenta todos los modos de vibración, 

debería clcgi_rse un h- r,.,¡,o ; al considerarse solamente los 

/' ~rimeros y elegir un h~ Tp/¡o se obtiene una imp"ortante 

disminución en el número de etapas de cálculo (y en el costo 

de la solución) pues el valor del cociente Tr /T-n 
tañ alto como 100 o 1000 en muchos casas prácticas. 

puede ser 

·•Aún cuando no se haya realizado la descomposición-

modal, de todas maneras, el efecto que hemos descrita permane

ce presente en el cálculo de la solución, y puede tomarse una

longitud de paso estimada para aproximar adecuadamente un núm~ 

ro suficiente de componentes, digamos las f' de período más -

grande. 

los n- f' 
Sin embargo, esto significa perder el control sobre 

modos de vibración de período··mas bajo y naturalmen-

te, esto solo debe hacerse cuando estamos seguros de que las -

perturbaciones debidas a los modos mal apro,ximados sean pequeñas. 
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En ]a práctica cada esquema de integración tiene ca 

rncterísticas propias respecto a la propagación de pcrturbaci~ 

nes en el proceso de cálculo; estas características definen la 

estabilidad del esquema. 

' 

F1G. J .á_.-

F}?hOXl"1R Ct0"1 ,q U;./R 

O!Sr:.14nr:.10N eoN /,- L 
/~. 

!'--~--~-----·-- _. ___ ...., ______ , _______ _ 
->-h-+
! 
+---------·---·- T 

'FIG. J./,,-

n?.t;fo_,,.,,,C4ow A 

_..,__ 05CJL..l/e.JCHt! l!OIY 

' ' - ' 
' h 1-- ' 

T 

, ' 

--"-<,.--...--~.L'---~ 
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2. 3. ESTABILIDAD DE LOS METODOS DE INTEGRACION DIRECTA. 

Se dice que un csqucmn es estnble si cualquier error

en los desplazamientos, velocidades o aceleraciones que apare~ 

en en el instante t no se amplifica al pasnr al instante - -

t+h en el proceso d<: intcgraci6n •. Dentro de estos "errores" 

estiiil. incluidos los de redondeo y de cualquier otro tipo y, en

particular, los valores que aparecen por la influencia de los

modos de vibrnci6nmal aproximndos o las condiciones iniciales

de los modos eliminad~s del análisis. 

Supongamos que la respuesta calculada para una ccua-

ci6n del tipo (l.75) en el instante t viene dada por un va-

lar aproximado Ki y que el valor exacto de esa respuesta es --

~ (f:i) Evidentemente el error en .)t y en _.a: en el instance-

t será 

¿'.',.X¡ = J< (t¡) - )(¡ 

Ó.i¡ =,; (tl)-i¿ 

Para investigar la estabilidad de un método de inte-

graci6n del tipo (2.2), debemos detcrm~nar como ~~ propagan a

las etapas sucesivas de cálculo, los errores Llx~· y d-X:. comá!!. 

dolos como condiciones iniciales y sin considerar cargas ni -

amortiguamiento; esto es, hay que analizar la ecuación siguie!!. 

ce: 

' 

Esta ecuaci6n es la misma {2. 3) con y-.~cj?-= o y con co!!. 
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Existen m~todos de integración que son incondicional

mente estables; esto quiere decir que el vector ó.Xt no crece -

al propagarse a las etapas posteriores de cálculo, sea cual -

sea el valor de la longitud de paso),. Se dice que un esquema 

es condicionalmente estable si lo anterior se cumple para val~ 

res de;, menores a un cierto límite; usualmente se defi'ne el 

llamado ''límite de estabilidad'' como el m5ximo valor del co

ciente h/· para el cual el mt!todo se mantiene estable. 

Evidentemente, la clave del problema está en los val,S!_ 

res característicos de la matriz fi Definiremos el radio es 

pectral jJ (11) de esta matriz como 

j? (R) = máx / oi) ¡::. J., ~I • • • • 

donde '('¡ son los valores característicos de IJ 
será estab1e si só1o si 

Un esquema ..:. 

/ (ll) "' J (2.e) 

,f 
pues, en ese caso, f/ se mantiene acotado cuando .;f-o..o. Ade-

más, fJ~o si ../'(ll)<.1 y mientras mas pequeño sea .,.P{A) mas-

rápida es 1a vonvergencia. Esto se desprende de 1a relación -

(2. 6) . 

Para determinar 1as condiciones de estabilidad de un

método dado, basta con plantear, para este método, la ecuación 

(2. 6) y hacer cump1ir con e1 radio espectral de fJ , la desi- -

gualdad (2.8); esto proporcionará una rela¿iOn, en ·función de-

h/T que representará la condición necesaria y suficiente de 
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estnbilidnd para este método. 

Podernos darnos una mejor idea del significado de estas 

condiciones de estabilidad. estudiando ln solución <le un pro-

blcma de vibración libre en un sistema con un grado de liber-

tad que consiste en una ecuaci6n desacoplada ·de la forma (1.3" 

y sus correspondientes condici?ncs iniciales. 

Sea: 

x + w• x =o 

(2.9) 

con 

X (o)= Xo y ,i (o) = o 

La solución exacta es 

.,, f = :·· (...:3···~·t . ..D-t~i-) 
X (e = X'c, r!.c.TS l,,) : o;;; .,.. .;. 

(z.¡o} 

la cual puede también escribirse 

. ..., 
donde C, :z C,i = ~ > cjl, = e• y r./,):z 

equivalencias, (2.11) es capaz de 

c
0

a (2 .10). Obsérvese que l.j), ~ ':L1z 
conjugados, por lo cual /.P.J=/tfz/· 

(Z.it) 

S6lo con estas - -

reproducir la funci
0

Ón arm6ni, 

son dos numeras complejos --
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Evidentemente, para que el problema sea estable, debe 

cumplirse que 

/ 'f', J = / 'f', / ~ I '2 '<~ / o5 i (2.12) 

La·discusi6n antc~ior ·nos sugiere una interpretaci6n

para los dos mayores valores característicos ~' Y J~ de la ma

triz A son aproximaciones de 'f)1 .Y' t¡.}2 ; por ello se deduce que 

el método representado en (2.2) dará una buena aproximación de 

la soluci6n exacta si los valores característicos ~'y !'z de -

la matriz A 
cia que nos 

son complejos y conjugados en 

interesa como lo son ~' Y ~z . 

el rango de 

Si fJ tiene 

frecuen-

mas de -

dos valores característicos, los siguientes (2'°3~ v~ ...... ) no son 

significativos para la aproximaci6n de la solución (2.10). 

El análisis que hemos hecho no contempla el efecto 

del amortiguamiento físico; esto es, se supone ~=o, Si 5 >O, 
se generaría un efecto favorable desde el punto de vista de 1a 

estabilidad pero, en general, va1ore~ pequefios de g no ocasio

nan cambios drásticos en e1' comportamiento de los esquemas de

integración. 

Sin embargo 1as consideraciones de estabilidad no son 

suficientes para definir la bondad de un método de integra

ción; es necesario investigar también el grado de precisión 

que es posible obtener con un esquema determinado para un va-

lar dado de J, 
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2.4. PRECISION DE LOS METODOS DE INTEGRACION DIRECTA 

Aparte de todas las consideraciones ya hechas acerca 

de la influencia de la longitud de paso sobre la estabilidad,

la selección del valor de~ debe hacerse tomando en cue11ta el

efccto que este tiene sobre la precisión¡ por esta razón vamos 

a establecer criterios mas rigurosos que aclaren la relación -

entre estas variables. 

No es posible describir un método general para anali

zar la precisión de los diferentes mEtodos de integración, ya

que cada uno de ellos tiene características propias; además, 

las condiciones iniciales y de carga de un problema particular, 

pueden tener gran influencia sobre el grado de precisión que 

se obtenga, en cada caso. Se puede realizar un an&lisis ex- .-

haustivo para un m~todo dado, pero no .es ese nuestro objetivo; 

en vez de ello, tratamos de entender la naturaleza de los err~ 

res que aparecen en el cálculo y su relación con la longitud -

de paso. 

Consideremos otra vez el problema de valores inicia-

les (2.9), cuya soluci6n c~ncta qucd6 expresada en (2.10): 

(2°10) 

La soluci5n anterior es una función armónica, que pu~ 

de definirse por la longitud T de1 período y la amp1itud de o~ 

cilaci6n ~ Al resolver la ecuaci6n (2.9) por alguno de los 

métodos de integraci6n directa, debe obtenerse una representa

ción discretizada aproximada de la solución exacta (2.10). Po

demos darnos una idea de las discrepancias que ocurren, midie~ 



71 

do las diferencias rin la amplitud y el período de la soluci6n

exacta y la aproximada. 

2.4.1. Decaimiento de ln Amplitud. 

Las oscilaciones de la solución exacta (2.10) natura! 

mente son todns de isual amplitud. Vamos n llamar t~ la nbsCL 

sa correspondiente a la amplitud máxima dk de una oscilación: 

('l·13) 

Vamos a suponer que el conjunta de valores discretos 

-{ fi/ se ha definido de forma tal que ttr1 - ft.-= h y h,,(= T 
En ese caso, la amplitud de la siguiente oscilación será: 

(2.1"1-} 

y obviamente 

(:/.IS) 

• Llamaremos ~ 4.+.t al valor aproximado de :J .t+-i ca-~cul!!_ 

do mediante un método de integración direct~, tomando como va-

lor inicial ¡j..-1: :.d 1:. Se tiene: 

;¡; = .>:,, 

., ~ ". e';._#/:. k#( 

( 2.16) 
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Se puede hacer uso de la relación (2 .3) y escribir 

(:U?) 

,._ "' 
donde 1os vectores X 1!-IR y Xk estSn conformados de acuerdo al 

método q<ue se trate, para permitirnos calcular >!k+.f a partir 

del valor inicial Xe 

Naturalmente en la ecuacion (2.17) la relación entre-
~ ~ . ~ 
Xb~L y x~ depende exclusivamente de la matriz A o, mas can-

cretamente, de sus valores característicos. Dejamos establee~ 

da ya, en (2.B), la condición de estabilidad de un esquema de

integración: C.Pt/:/] s 1 ) , por lo cual, si el esquema es esta

ble, es evidente que la amplitud ;¡:+.t será menor ·o igual a yA 

La diferencia ¿/Jz-1<' - fj~+.R es llamada "decaimiento -

de la amplitud" de la solución discretizada de (2 .9), y su va

lor puede ser calculado solamente mediante aplicaci6n directa

de los métodos de integración a un problema tipo cuya solución 

se conozca, .. y comparando los vil.lores aproximados con los exac

tos. Sin embargo, podemos tener una idea mas o menos clara de 
A -'\. 

la transformación lineal de Xr. a. Xk+e si examinamos el módulo 

de los valores característicos de la matriz R· 

Se pueden obtener funciones que expresan los valores-

característicos en función del cociente h/T . En general, pa-

ra muchos esquemas conocidos, el módulo de los valores caract~ 

rísticos ¡ .Yi 1 es próximo a uno cuando h /T es pequeño, mi en-

tras que, cuando este cociente es grande, los valores/ f¿/ 

descienden; esto ocasiona que, en un mismo problema, el decai

miento de amplitud sea mayor para los modos de vibración de -

período pequeño, cuyo efecto, por esta razón, tiende a desapa-

recer.·r~pidamente. Sin embargo, existen esquemas que no intr~ 
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ducen dccllimicnto· en la amplitud. 

algunos casos específicos. 

2. 4. 2. Elongaci6n del Período. 

Mas adelante consideraremos-

Para estudiar este fenómeno, vamos también a analizar 

el problema de ·valores iniciales (2.9), cuya soluci6n, como ya 

vimos, es la función armónica ,:¡t(l:J: )l!'º(e,.,,,.,f-+ e-t""'t) con···un -:>. . 

período uniforme T • Esta solución se puede escribir en la 

forma descrita en (2.11) 

'>( {l) 
.. "t;-

Y'. ' (Z.11) = e, "P, ,. 
"2 2 

donde C,:: C2 = ~ \'-: 2 = e ,·w y '1'2 = e-'w 

Supongamos que el método numérico que utilizamos pro-

porciona para e1 problema (2. 9) 1a solución 
• 

aproximada: 

>e "<t·J "• = e, 'C.• .,. "'• (.:t.18) e,, ?(a. 

siendo 

-" e i's ..... e-,·s (.:?. 19) 
'C· = '.( 2 = J 

Aquí B es una aproximación de la frecuencia exacta W 
~ ..... 

y, desde luego, )(1 y X:. son aproximaciones a 'f'J 'Y ~-l • Sin -

embargO, 1os métodos que estudiamos, trabajan sobre un dominio 

discretizado. Para e1 prob1ema (2.9) que consideramos, e~te -

dominio es {tjJ.=.-/tj/tj =jh; j= o, .L,, ••••••••• } ; entonces; po
demos escribir 
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j j 
.XJ = e, =(. + e:, '(· (2.20) 

donde . "• e lel, 
....... _,·s1, 

l(, = .:\'.• : y X• = :(2 = e (2. 21) 

y se· cumple tambi&n que (2.22) 

La expresión (2.20) resume e1 procedimiento de cálcu

lo de los valores Xi . Obviamente, la condici6n de es tabili_:

dad es: 

(.:a.23) 

Las condiciones de estabilidad para un m~todo num~ri

co dado, se pueden determinar haciendo cumplir la desigualdad

(2.8). Para el caso del problema (2.9)~.J'r111=X1 = elelJ de -

donde podemos calcular el ángulo e que es la pseudo frecuen-

cia de ·loi solución numérica. Puesto que eigJ,= co.s8'1"-'.Stt18hse -
tiene: 

{}: ' ¡, 
te-,·. r· :¡...., ( {·> J 

Re ( )(•) J· (2.24 >. 

Conocido el ángulo 8 , el error de periodicidad o - -

''e1ongaci6n del periodo'' puede calcularse con la siguiente fó~ 

mula: 
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.a.T T.--
2..r !!:.!!: T = = B w l<J 

T T = - • E!: B 
(Z~:lS) 

w 

ser posit!_ 

vo o negativo. según los casos; sin embargo, hay que observar 

que la pseudo-fi:
0

ecuencia lJ "es igual a cero para valores de)(, 

con parte imagina.ria igu8.l a cero y, en ese caso. (2.25) daría

un valor infinito para la elongación del período. Esto se ex-

plica por el hecho de que un valor real de X' haría que la sol~ 

ci6n (2. 20) se transforme en una exponencial pura, incapaz de -

reproducir las oscilaciones de ·1a solución que buscamos. 

El valor de la elongación del período puede 

Con esto, concluimos nuestra discusión sobre aspectos

generales de los métodos de integración directa. 
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2.5. ALGUNOS ESQUEMAS CONOCIDOS 

Como hemos visto, existe un infinito nGmero de posibi

lidades para la formulación de un esquema de integración, y por 

diferentes caminos; en muchos casos se puede llegar a resulta--

dos iguales por rutas diferentes. No pre tendemos hacer un re~-

cuento exhaustivo de todas estas posibilidades y únicamente tr~ 

taremos de describir de manera breve algunos de los esquemas 

más conocidos; este será el objetivo de la presente sección. 

2.5.1. Método de Diferencias Centrales. 

Este método se basa en la aproximación por diferencias 

finitas centrales de las velocidades y ace~eraciones en función 

de los desplazamientos. Estas aproximaciones son: 

U· 
' = ::t. {u/ .. , - 2U/ .¡.. u«.-.. J 

U#· " 
t 

'21;" {-u,._, + u.-,,1 J 

y e1 error que se comete con estas fórmulas 

a h~ 

(.t. 26) 

(;z.2?) 

es proporcional --

Haciendo cump1ir 1as condicione~ de equi1ibrio en e1 -

instante t¿ se tiene: 

R• 
' 

y reemplazando aquí los valores dados en (2.26) y (2.27) de 1a

primera y segunda derivadas, queda: 
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'(;. + 2~ ) U,•,, 

La ecuación (2.29) representa un sistema de n ecuacio-

nes lineales donde las inc6gnitas son los componentesdil vector 

ciílculo sea posible, se necesita conocer t.J.¡ + 1 Para que el 

los desplazamientos t.ll .Y Oi~.J • Esto signi~ica que, para comen-

zar se requiere un procedimiento especial de arranque, pues las 

condiciones iniciales dadas son Uo y Oc y el al.goritmo requiere -

Uo y U-.1.. 

lar Üa 
La ecuación (2.28) valuada en t.,;_o nos permite :calcu-=-

calculado este valor, se puede encontrar/)., con la si--

guiente fórmula: 

U " u. , u.' • ¡.,~ •• 
- 1 o - n o r 2 Ua (2.a o) 

Con este valor. se completan los datos necesarios para 

arrancar con el procedimiento recursivo descrito en (2.29). 

Para analizar las caractérísticas-de este método~ pod~ 

mos estudiar la solución de una ecuación de equilibrio de la -

fiorma (l. 75)· en el instante -(;,. 

(J?. 3J) 

y reemplazando en esto ecuación las aproximaciones descritas en 

(2.26) y (2.27), se obtiene 

)('. . . Y' • • (.<. 32) 
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o, con notación matricial 

[ :·:,l ~ A [ ;.:, J 

donde 
. R ~ [ 

J 

- J- &wl,l 
J, -.;~h. 

o 

Para analizar la estabilidad de este sistema, debemos

calcular los valores característicos de la matriz ~ , suponien

do que ~=o • El problema de valores característicos a resol-

ver es entonces: 

(2.3S) 

y los valores de A son las raíces de la siguiente ecuación cara~ 

terística 

por 10~1tanto 
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y la iteración será estable si ":/ Solo si f}..f :f. J _ 

117 "f!Jf 
ú1oi.J11ifCA 

Como se puede comprobar,la condición de estabilidad se 

cumple solo para valores de /, mcnot:cs que un valor crítico h<,.: 

T .,,. 
por io.que el esquema es condicionalmente estable. 

2.5.2. El Método de Houbolt. 

(;;/.3B) 

Establezcamos las siguientes aproximaciones por dife-

rencias finitas: 

U;., = U,·,,, {o.) 
-..... 

U¡ h Ú¿_, 
.l. :r ... 

-..!..J,'Üº· +o(h4 ) (b) = '-1;., - .. 2 J., U~·.,., .. 6 ,,,, 

U• = Ut.,,., - :zh ú. + :2 /, :r ü~.,,., - 4 J.,., ü: . .,., +o(J,4) (e) 
. t-- I ••• 3 

Ut'.::z = l.I,•.¡.. I - 3t, u. 
'" 

# ~ 1-,2ü~·~, !J_ ): ... 
.2- J.-, U,'""' + o(¡.,-•) (d,/ 

.·:_.-:-

Multiplicando (a) por ·1, (b) por -5 (e) por 4 y (d) -

por -1, y : sumando, se obtiene: 

(e) 

de donde 

, 
h2 ( :z. U,·., - s-u¡ + 4 u,_, - u,-..,, J + o(J,2

) 

De modo semejante, multiplicando (a) por l, (b) por 
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18, (e) por -9 y (d) por 2, y sumando, se obtiene: 

. JB U,· 

de donde: 

=-'-[u u.-., - 1au, + qu;., -2u,._ 2 ]+o(h') 
{,/, 

(/J 

El método de Houbolt se basa en las aproximaciones da

das por (2.39) y (2.40). 

El error que se comete al usar estas aproximaciones, 

es proporcional a h:1. (En realidad (2. 40) tiene un término de-

error de orden 3 pero prevalece el orden más bajo de (2.39)). 

Vamos a considerar la ecuaci6n de equilibrio en el in~ 

tantct¡_+Ji a éi+s: 

(2. 41) 

Sustituyendo (2.39) y (2.40) en esta ecuación se obti,,!; 

ne: 

···(3-M "J,2 

de donde se puede calcular los valo-res de U¡~, siempre que sean 

conocidos los val.ores de u,., u,._, ~ u,._~ En' este método, -

igual que en el de diferencias centrales, se requiere un proce

dimiento especial de arranque antes de poder ap1icar la fórmu-, 
1a (2.42). 

Se puede rea1izar para e1 método de Houbolt, un aná1i

~is de estabilidad semejante al que realizamos en la sección - -

2.5. l., para el método de diferencias centrales. El resultado-
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es que este esquema de Houbolt es incondicionalmente estable, 

es decir, no existe un limite para el valor de la longitud de -

paso h . 

Para poner este método en la forma (2.2), 

mos la ecuación: 

Considere--

(2.43) 

y haciendo uso de las aproximaciones (2.39) y (2.40), se llega

ª establecer: 

[ 
::."] = A ¡ ;,:~,] + L.-.-,. 
X¡_, 'X.l-2 

(2.44) 

donde: 

R= ' o o 

o 1 o 

( ltl:::lrlt + )-' 
(2.45) 

/3= !.!.Ji 
+ ' 

7'(: ~ 
3wl, ) 

. "'"' con 

L = [ !J. o 0]T 

2.5.3. El Método B de Wilson. 

El m'étodo 6 de Wilson se basa en la hipótesis de que la 
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aceleración es lineal en el intervalo- [t-,-,é,-+9'1] donde 9?::1.-

Sea~ una variable que expresa el incremento en el tiempo, tal -

entonces se asume que: 

U =U 1>(•• •• ) 
,·-1-'b' ,· .,. S U1·~ 9 - U¡ (!2.46) 

donde Ü¡,¡._Ti yÜ,·.,,9 quieren decir los valores calculados de la acc-

le ración en los instantes i-,-<1-l;J, y t.-.,.Bh. 

notación en las líneas siguientes. 

Integrando (2.46), s~. obtiene: 

Seguiremos usando esta -

U<--c -=U,·~ u:. -r;.h -1 ;;!:~ ( u; . .,,s - ü,_.) (:z."{'I} 

y 

- u·) ' . 
(2.46) 

A partir de (2.47) y (2,48), haciendo b=B, se obtie--

ne: 

.. • ¿¡. €!!. ( .. ~/;-) 
(2.49) 

. ' l(,·.,,o = r 2 U/,,.9 -' 

. ! 
B'h' ( .. (.2.S-0) 

U,·..-e ~ ~-,,. U.· e1, .. ~ U/~e + 2. u:.; • 

(:>.s2) 

En este m~todo, se considera la ecuaci6n de equilibrio 

en el instan te q,,.eJ.,, es decir; 



donde: R. • )'-' ' . 

(2.52), 

Reemplazando en (2.53) los valores dados en (2.51) y 

se obtiene: 

( ::;. , 3 e) u: + /GH , 2 e) J. + (2,.,, cB4)z¡. + 
E)/.,. e ( i;>4 t ~ • 2 ( 

( ) 
(2.s4) + 8 R¡,,. - R¡ 

y esta ecuaci6n nos permite calcular 

instante tl +Gh , a partir de U¿, Ut. y 

los desplazamientos en el-

N6tesc .que este es -

un esquema de un solo paso, pues se consideran como valores ini 

ciales los desplazamientos, velocidades y aceleraciones del no

do inmediato anterior. 

En realidad, necesitamos conocer lo~ desplazamientos y 

sus derivados en el instantefi+J,y hasta ahora, solo se conocen 

los desplazamientoS ent¡+eh; reemplazando (2.51) en (2.46) y-

haciendo 

lar Üi+I.. 
, se obtiene la siguiente ecuación que permite cale~ 

Ü¡+('-;)ü.·· 

y haciendo EJ:.J en (2.49) y (2.50) se obienen: las siguientes -

r'órmulas que permiten calcular ü,.,., y tJ«-1-1 

.. 
- u/.,., = Üt .!L ( .. 

+ 2 Ut"'' .,_ Ü¡) (2.S"oG) 

u~..,, = U¡ ~ 1, Ú· + 
J, z (u/.,., ... .zV;) ( 2.s:¡) 

' y 
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Paro poner este método en la forma (2. 2), vamos a con

siderar la ecuación 

(2. SS) 

Usando las aproximaciones propias del método y rcempl~ 

zándolas en (2.58), se obtiene: 

[ ~'-J [ ~.J :<'.H -=. // + '- ,,._ (2.s-9) ••g 
X,r, ', 

donde 

/JE. 1 f(-fJO-;zN) ~. (-/J) J - - - - :>t() 
3 e 

R= h(1- L - /lfi-
0 

- 2ili) 
28 6 .2. 

,_ ~-N 
;z . ~ f lfz) 

h~(L- L - ~ - ?Sg_) 
2 68 lB 6 h{t-!lf- ~) J- ¡,¡_ 

6 

con .º2 + 6 

y L -= [ 
._¿__ T 
6w• J 

Al realizar un análisis de estabilidad se puede encon

c.rar que el método es :..~ncondicionalmente estable _s_iempre 
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9'-'< G'i!'-J.3~ (Se acostubra usar B •1.4). 

2.5.4. El M'ét;odo de Ncwmnrk. 

E1 esquema de integración de Newmark se basa también -

en la hipótesis de 1a aceleración lineal. 

tes aproximaciones: 

Se usan las siguien-

(2.61) 

(:2. 6:2) 

donde d, y S,,, son parámetros que se pueden modificar para optim.!, 

zar la precisión y estabilidad. (Dos sel~cciones muy generali

zadas son '5,~!, di:_!. y á,:~, Óz•.J; ; estos últimos valores son -. z ~ ~ -
los propuestos originalmente por Newmark, y proporcionan un mé-

todo incondicionalmente estable). 

Para formular el algoritmo.de c~lculo, consideráremos

la ecuación de equilibrio en el 'instante é/rJ., 

(2-63). 

ne (2.61) y (2.62) se pueden.obtener ecuaciones para -. . . u,.,., y U,•.,., en función de u,..,., las que se reemp1azan en (2.63)-

para darnos la siguiente fórmula recursiva: 

(::i.64). 
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Para establecer una re1ación de la forma (2.2) para e~ 

te esquema, aplicamos las aproximaciones propias del método a -

la ecuación: 

(2.65) 

se obtiene: 

+ L ¡-. 
H• 

donde 

-(t-J.)fJ-2(J-J,)7< ~ (-/3 - 2 7'1). :.(-/3) 

R=- h(J-J,-(f-J,)J,p-2(1·J,)J,7". 

(1- J.13 ). 

- --.·---

con + J~ )
·/ 

) 

y L = ( ¡;;f¡;z 

Los métodos de Newmark y 8 de Wilson son semejantes 

entre si, pue ambos se fundamentan en la hipótesis de que la 

aceleración varía linealmente en el intervalo [t::,t-;+h] 

c~.6~ >. 
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Del análisis de estabilidad de (2.66), se puede deter

minar que este esquema es incondicionalmence estable si J,~fr. y

d:i ~ !:t ( J, r f ).::. Un análisis de precisión revela que los va~ 
lores J,: ~ ; J.,:: 4. proporcionan nl esquema las mejor.es cara.s, 

ter!sticas pues, en este caso, no CJCiste decaimiento de ampli-

tud .. 

Con esto concluimos la descripción de alguno~ de 1os -

m'étodos de -· integración más usua1es para el problema que est~ 

di amos. 
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FORMULACION DE UNA FAMILIA DE ESQUEMAS POR EL METODO DE -

"RESIDUOS PESADOS 11
• 

Vamos ahora a considerar una formulaci6n mfis general, 

como un ejemp1o de los procedimientos que se utilizan para ge

nerar esquemas de aproximación, del tipo de elementos finitos. 

El criterio básico que vamos a seguir es el de ''residuos pesa-

dos". 

Suponemos que la funci6n lJ:=U(t-J, t €.(l:c.,t'o-f lh] se apro

xima mediante la expresión 

l 
v~D= I N¡ u:. 

l•o 

es una función de interpo-

lación ("que supondTemos polinomial) y que se ajusta a l.os val.,2. 

res U¡ (Para que e1 problema de interpolación esté bien

plonteado, las funciones bases N¿ deben ser linealmente inde

pendientes). 

Cuando reemplazamos la función aproximada .en la ecua-

ción que queremos satisfacer, se genera un residuo ~ 

en genera1, será diferente de cero: 

~ = MiJ +- cÚ + 1<U- ~ -·. 

que,-

E1 criterio de aproximación por residuos pesados est~ 

b1ece ·que 

l t.•th 
~·A<it t. J 

o, cambiando 1a variable 

ft X A "" .l., w,·(1'1U" t!U .. -<U-'R)ds ~o 

(2.~o) 
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con 

Aquí. la funci6n Wj es una íunci6n de "peso" tal que -

haga cumplir (2.70) y (2.71). Existen diferentes criterios 

para escoger esta función; los mns conocidos son: 

a) Colocaci6n en. un punto: se hace W_¡=.Í(X-Xj) donde J es la 

función ''delta de Dirac 11
, que se define por 

. (º 
J (x- >tj} = \.oc 

y J.,P ,J(x-x;Jcht = {~ 

es decir = {
!(ox;) l,a /(><IJ(><->t;Jck 

El método de co~ocación en un punto. obliga a que el

residuo se haga cero en el punto de colocaci6n Xj 

b) Colocación en un subdominio: dado un subdominio .!2]C~ se-

hace 

~= {"' 
con ello, resulta 

!. w, .n. J /(>t)d-.c = l.n.. 
. , /(>t:)~ .. 

La colocación en un subdominio, obliga a que la inte

gral del residuo se haga cero en el subdominio especificado. 
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e) Criterio de Galcrkin: con este mfitodo, se escogen las (·un

ciones de pea o iguales a las funciones base: Wj = NJ• 

Para ilustrar c1 método de residuos pesados, vamos a

utilizar un valor <=3, con lo cual vamos a generar una familia 

de esquemas de~ puntos; ésto significa que vamos a aproximar

lo función mediante un polinomio cúbico: Ú{S)=?3 (S) y 

Ú(o)::UQ, Ú(~J=.U¡ 1 Ü(::z):U
21 

Ü(3J=l/3 , y las funciones base pa

ra determinar e1 polinomio de interpolnci6n vienen dadas por: 

"" = .L ( -s-1 ){-s - :z)(s-3) .. 
N, = 

, s ( 5- 2)(5-3) :; (2.:¡3). 

N, = -.L s (5-1)(5-3) 
2 

N, = .!... 5(5-1){5-2) 
G 

Para reemplazar ~a funci6n aproximante en (2.71), re

querimos la primera y segunda derivada de las funciones base:N¿: 

=. - "~ [ 3 s 2 
- 12 s + 1,) 

.. , 
(s-2> No "'º = - 1,2 

N, = I (31< 2
- 'º s ~ c.J ~ = 2.. (35-sJ. -;:¡; J,• (2.'1'1' 1 

1(, = I (3s 2 
- Bs ~ 3) N, = -..L (3 s - 4) -2h 1,2 

Ñ, = t;; (35 2
- (. s +.:z] N, = 

_,_ 
(s-1) J,2 
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IEs usual establecer para las cargas una función apro

iximante de ln misma forma que para los desplazamientos, de mo

do que haremos 

donde 

"K;: R(l:0 + lh} .. 

Reemplazando en (2.71) las magnitudes 
-:) -:'- "' 
U 1 U I U y 

el valor de l , y aproximando la función de carga 

se obtiene: 

según (2.75), 

+ [;;. r: Wj (4- 3 s )d s - ~ f
0

\ .. ~,. f (3 5•- ª s+ 3)ds - "'J:~~ fr (s'-4g•,:n;,)d§]u .... 

+ ..s.. f_ 3 w.- ..!... (3s•- 'º~ •<.)d s + 1<f3 
Wj ~ (s'-s5•,., s).Jglu, + h o J !2 o >J 

[
!:!. Í

3
w.(2-s)d!f. - ...S.f.'w.L(35"-1as+11)ds-

+ h2 le J h o J ' 
l<[,3 ~- ~ (s'-6 5•,,,g.,;)ol~«.-, 

' 

[5: Wj ¡. (:s'-·3 :s•,,, i;.).Js] ;e,+ [s:wj f ( s'- 4s•+ 3 s)ds J R_. -

- ( s:W,-· ~ (s'-ss;•+ 6 <;)cls J R, + [J
0

' W; ¡ (s'-6 s•+ JI 5- G )dslR0 : o 
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Aquí, la función d·c peso Wj no ha sido definida toda

v!a, pero podemos hacer una simplificación en (2.76), a fin de-

evitar la realización de 

Vamos a llamar 

tantas integraciones 

S' w· s'ds 
o J 

ot. = --'-------
f.' ~· ds 
o 

s: w,- ?;ª d& 
/3 - r W;ds . 

... . --º . 
Jo3 W,· S dg 

y = 

y entonces, dividiendo (2.76) 

fo-. w,· ds 

para J;, 3 
WJ dg 

[~(Y·J)• ~ (~/3-Y•~ )+1<(t«-ft3'; rJ]u., + 

que involucran a-

, queda: 

+ [ z, (- 3 Y+ 4) + ~ (- ff /3 + 4 Y- ~ ) + k! (- f o1 + 2/J - ; y)] u,,. + 

+ [~ (3Y-s)+ ~ (-f¡;-sY+3)+1<(fo<-f/3+3Y)]u, + 
·'··' 

+ [ :. (- y+ ·>J + ~ (- f /3 + ~ Y· ':) + "'(· f "'+ f.l • ',; Y +t)] Uo -

_ (~ o1- ~ ~---; y)R3 + ( ~ Pl-:Z/3~ ~ Y)R~ -

-e~ °' - : (.l + 3 Y) R, + (fo< - (.l • ~ Y - J J R 0 =o .
1 

(:2.'?8) 



Con ese.o, ya no es necesario conocer c:xplícit.amente ln función:... 

de peso w· J sino solamente 0/
1
{3 y Y. Combinando dif erent.es vale 

res de estos parámetros, se pueden generar una infinidad de -

esquemas de int.egración que nos permiten calcular el valor del 

vector U3 , si son conocidos U0 1 
lJ, 

Es fácil comprobar que con los valores Dl::.<':¡1 /3=<1 :i Y=~ 

ln ecuación (2.78) reproduce el esquema de integración de ltou-

bolt, dado antes en (2.42). Se puede constatar también que --

las funciones de peso usadas para obtener este esquema provie

nen de una co1ocación en el punto 5:=3. 

Con rX= ::i..+46>+ 3Bz.+B" I p= i + ~0-1¡;1:. y= J+6J 

(2.78) reproduce e1 esquema de integración de Wilson, aunque 

con una forma diferente a (2.54). Haciendo ()=I 

las anteriores, esto es, con o! =-10
1 

fJ ':" ~
reproduce el esquema de Newmnrk (con J,:: t 
que en una forma diferente a la de (2.64). 

y 

en las f6rm~ 

)( = .2. , se 

) aun-

Hemos visto, pues, que la formu1ación por residuos p~ 

sados ha generado una familia muy amplia de esquema de inte

gración, que contiene como casos particulares algunos de los 

ya conocidos. Dada la generalidad de la formulación, se pue--

den seguir explorando sus posibilidades y descubrir combinac~~ 

nes eficient~s de los parámetros, que proporcionen esquemas de 

b~enas características. 



CAPITULO 3 

UNA FAMILIA DE METODOS DE UN PASO 

PARA LA ·SOLUCION NUMERICA DE LA -

ECUACION DINAMICA DE EQUILIBRIO 
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3.- UNA FAMILIA DE METODOS DE UN PASO PARA LA SOLUCION NUMERI

CA DE LA ECUACION DINAMICA DE EQUILIBRIO. 

3. l.- MOTIVACION. 

En el capítulo anterior estudiamos los principios bás~ 

cosque se nplican_para la resolución num~ricn de la ecuación 

din5mica de equilibrio y examinamos brevemente algunos de los -

métodos mas conocidos para este efecto. En el presente traba--

jo, queremos explorar les posibilidades de una familia de méto

dos, basados en una formulación diferente, cuyas ideas fundame~ 

tales se han tomado de las referencias (111) y (15). 

Se hn visto que, para analizar la respuesta dinámica 

de una escructu~a, es deseable usar un método que permita una 

longitud de paso grande, 

etapas de cálculo y, por 

pues con ello disminuye el número de 
I 

consiguiente, disminuye el costo del 

proceso; sin embargo, pue~to que el error introducido en cada 

paso de integración, es proporcional a una cierta potencia de 

h, e1 uso de longitudes de paso grandes disminuye también 1a 

precisión en 1a respuesta final. Por estas razones, es aconse-

jable usar un método incondicionalmente estab1e y que introduz

ca errores lo mas pequeños que sea posible, especialmente al -

analizar fenómenos dinámicos en intervalos proloneados. La bú~ 

queda de esquemas con mejores características justifica enton-

ces, la exploraci6n de nuevas rutas de formulación. 

Casi nunca se pueden obtener ventajas en un sentido 

sin que resulten desventajas en otro y, en este caso, probable

mente los esquemas propuestos pued~n requerir de un cierto tra

bajo adicional de programación, pero si bien los algoritmos tie 

nen esca desventaja poseen, en cambio,una gran flexibilidad 

pues se pueden usar diferentes variantes para las funciones de-

interpolación dentro del mismo esquema básico. La posibilidad-
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de experimentar dif crentes formas de interpolación mediante el

cambio de unos pocos coeficientes hace posible, pues, adaptar 

el m~todo n lns necesidades particulares de una gran variedad 

de situaciones, permitiendo elegir para un caso dado, la 6p~ima 

entre todas las opciones. 

adicional de programaci6n. 

Esto, tal vez, justifica el trabajo-

Como hemos visto, los métodos de más de un paso requi~ 

ren de procedimientos especiales de arranque, hasta completar -

la informaci6n suficiente que permita continuar adelante con el 

algoritmo ~ormal de cálculo. La ín~ilia de m6todos que cstudi~ 

remos es de un s61o paso, lo cual~evita el uso de procedimien-

tos' especiales de iniciación, y tambi~n proporciona una pequefia 

simplificación en la programación. 

El problema que estudiamos consiste, como hemos visto, 

en la resolución de un sistema de ecuaciones de 2° orden. Ba--

s5ndonos en la misma idea fundamental, podemos const~uir esque

mas con dos orientaciones diferentes: los que resuelven la ecu~ 

ción reduciéndola a un sistema de ecuaciones de primer.orden, 

y los que la resuelven directamente, como ecuación de segundo ºE 
den. Examinaremos las dos posibilidades. 

En lo que sigue de la presente sección, explicaremos -

la formulación del m€todo, consideraremos las dif~r~ntes posib~ 

lidades para las funciones de interpolación y analizaremos las

propiedades de estabilidad y precisión de las diferentes combi

naciones. 
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3.2.- DEDUCCION DEL ALGORIMO BASICO. 

3.2.1. M~todo Directo para la Resolución de la Ecuación de 2ª-

0rdcn. 

Partiremos de la ecuación de equilibrio din5mico para

un sistema con h grados de libertad: 

MÜ(.f-) ,_ CÜ(éc} ;.1<U(/c) = R(é) 

donde Jit1, C y N son matrices_, constantes y Ü, Ú
1 

U y R. son ve.!:. 

Cores de longitud n dependientes del tiempo. Vamos a integrar-

(3.1) sobre el intervalo [t;
1
t] ; con lo que se obtiene: 

MU(t)- l'-1U (é;),. cuUJ- c.u{é;) rt<h;~ U(éJ.U = Í~:'" R(é) ctf 

(3 . .<!J 

en particular, en el intervalo de integración 

(3.2) se transforma en: 

(t;, t¡,.] 

• ( (;-¡., J. t; .. 
MU(I:¡.,)- MU(é¡) ,_ cu(I:;.,)- CU{(;-;) '""J, U(t)cU = R(éc)df: 

~,. ~; 

(3.3) 

Integrando nuevamente (3. 2) sobre un intervalo (t;
1 
é] 
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MU(/:)- t-tu(t;)- M{t-~¡)v(~¡J,cf' U(l:).M - cU-t:;)U(t¡) + 
t; 

-Jf ,p(t-7'!(s)ds~o 
t,· Jf.; 

(3.4). 

y si el interva1o de integraci6n es (~, t~,] , (3.4) queda: 

Mu(&¡.,)= 1'-tu(t;} ~ 1'1hUU;)- e rt·~·u(tJ.P.,. chu(t;}
J1:,-

!< (t;-dt ftu(s)ds .,_ .f.t;,dr (tR(s)ds. 
lt; J1:,· ~/ Jf; 

' 

Vamos a definir las siguientes aproximaciones: 

;;_ 
f;,, . 

u(1:¡Pz ot,U¡ 
/:; 

(3.S ). 

(3.'I J. 

y para 1as cargas suponemos la misma forma de interpolaci6n 1 

con lo cual.: 

(3.6) 
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y 

• ::::::: /3.1 R,- ,. /32 Á?/.,., .,,_ /3~ R/ ,_ fi4 R/,..1 ("!>. 'I) 

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones (3.3) 

y (3.5) y 

u (t;.,) 

reemplaznndo tnmbién los valores de u(t;), u (t;,,J, u(t;) 

;; 
se obtiene 

[ 

M+C.ot2 '""'/32. 

C +Ncl2 

la 

por sus aproximaciones Uc'/ 1.11~,, 

siguiente expresión recurrente: 

U; I U;,., 

(3.;o) 

donde I es la matriz identidad de orden~.; La ecuación (3.10) 

define un método de cálculo de un sólo paso para el problema --

que estudiamos. Por el momento, no están definidos con preci--

sión los coeficientes fll,·,Pc'=o
1
L---·4. ; pero en la proxima sec-·.

ción hablaremos en detalle de su determinación. Existen muchas 

variantes posibles para las funciones de interpolación, y cada

una de ellas proporciona diferentes valores para ot¡ ;¡ p¡ ; sin

cmbargo, el algoritmo es básicamente el mismo; de ahí su flexi

bilidad. 
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3~2.2. M~codo basado en la reducci6n o un sistema de ecuacio-

ncs de primer orden. 

Empezaremos considerando lo.·_misma ecuación de equilio

brio dinámico, (3. 1): 

MÜ(t) + cu(i=) + M!U(t): R(t). (3. ¡). 

Esta ecuaci6n puede ser escrita como un sistema de pri 

mer orden, haciendo V=~ • En ese coso, se cien~: 

Ü(t) = V(é). (3.11) 

MV(t)' cv(t) i-A:'u(é)=Rfé). (3.1:>). 

Integrando sobre el intervalo [t,·, t]. 

U(é)-u(?;)= f,~ V(t)cU. 

. . " .. 

En particular integrando sobre 

tema queda: 
[ t;~ !::; ""' J 

(3.13). 

, el sis-

f
t;,. 

U(t;.,)- U(é¡) = V(é)c/.I. (3.1S) 
• 1:.-
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Definimos las aproximaciones: 

f
t;., 

Vtf·) d.I = f3, V,· 
t: 

(3.11) 

y para el término de cargas· usaremos una interpolación igual a

la que se us6 para los desplazamientos en (3.17)": 

Necesitamos reemplazar los valores de ¡) ;J V de las -

ecuaciones (3.17) y (3.18) y podemos encontrar las equivalen

cias a partir de (3.11) y (3.12); se tiene: 

Ü(<:-) ~ V(l-1. ~.Zo) 

V(t:J..,. l'r' (RCl-J- cv(l-J- uu(l-J) (-s."-') 

reemplazando estos valores queda: 

. (3.2'2) 

Reemplazando los valores de (3.19) ~ (J.22) y (3.23) en 

las ecuaciones (3.15) y (J.16) y usando las aproximaciones U1.~

lugar de los valores exactos U(&¡), U· V:• V· ,.,.,, ,, ·~J 

U(t;.,), Vf.0 , V( b¡,,). 

, en 

: Be obtiene: 
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/J,H- 13, e ][ u;] 

rt-13,c ,13,c,..r'c- e1,1< V¡ r 

:. ,][:::} [:.:: .. , .. , :,J [::] 
~.24). 

donde I es 1a matriz identidad de orden )? •• -

La ecuación (3.24) define un método de un paso parar~ 

solver (3". l) donde los coeficientes t>I¡' y /Jr" dependen del mé

todo de interpolación. empleado. Hay que observar que algunos -

de los términos contienen el factor n·' que, en general, es 

una matriz llena, pues proviene de la inversi6n de la matriz de 

masa. Sin embargo, hay formas de eludir este inconveniente, e~ 

mo veremos mas adelante. 

(Observemos por lo pronto, que si c-=o , se anulan to-

dos los tér~inos que contienen en cuyo caso ya no es nece-

sario calcular esta inversa) . 

Tanto en (3 .. 10) como en (3.24), se han establecido es

quemas de integración de un só1o paso para resolver 1a ecuación 
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dinSmicn de equilibrio. En ambos casos podemos expresar el es-

quema como 

~ = Ao U,· -1- L, "R¡._, + Lo 1<¡ 

donde las equivalencias se -establecen comparando (3.25) con 

(3.-10) y (3.24), respectivamente. Las matrices R,,~P,L, y

Lo han dejado de ser simétricas y han perdido la estructura en 

banda, aunque menticncn todavía su condición de tener muchos 

elementos diferentes de cero. Cuando hablemos, en el pr6ximo e~ 

pítulo, de la implementación del m€todo veremos la forma de mo

dificar las matrices, para facilitar la solución numérica. 

Como hemos visto, los m€todos descritos pueden ser muy

flexibles debido a las diferentes posibilidades que ·existen pa

ra establecer las funciones de interpolación, mediante las cua

les se pueden calcular las aproximaciones definidas en (3.6) y

(3.7) para el m~todo directo de 2ºorden y en (3.17) y (3.18) p~ 

ra el ~étodo de reducción a sistema de ler~ orden. La siguien-

te sec¿i6n est~ dedicada a estudiar las opciones de interpola-

ci6n y a determinar el procedimiento para calcular los· coefi-i-

cientes o<,· y /Jt , lr 1,2,3,4, que dependen de estas funciones. 
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3 .3.- OPCIONES PARA LAS FUNCIONES Df. INTERPOLACION 

En la sccci6n ant.crior, en las ecuacíoncs (3.6), (3.7), 

(3.17) y (3.18) dejamos definida la forma general de ciertas e~ 

presiones aproximadas que intervienen en el cálculo de los des

plazamientos y velocidades en los procesos de integración des--

critos en (3.10) y (3.24). Para encontrar los valores de estas_ 

expresiones, es necesario tener una función aproximada que re-

presente la lay de varinci6n de los desplazamientos en un inte~ 

vnlo dado. Precisemos mejor los conceptos: 

Dado un intervalo J::(t-,·, t;,. h J queremos conocer la-

ley de variación de los desplazamientos, U(1:)
1 

é-e-:J. Bajo 

ciertas condiciones se puede hallar una función u~(I:)~ l:e. :J que

se aproxime n lJ(~ si se conocen a1gunos de 1os va1ores aproxi

mados u.--:::u(é;),u¡1,-=::u(é;~t,). ú,·~ú(t¡), ú¡,,=Ü.(~.-~t,). : - -
U'*(tJ ser5 una funci6n de interpo1aci6n cuyo va1or, o e1 de su 

!ºderivada, sea igua1, en 1os puntos correspondientes, a los V,!!. 

lores que sean conocidos de entre ':'•', U¡~, 1 Üt' o tJ,·..,,. 

for otra parte qu~remos evaluar las expresiones de - -

(3.6); (3.7),· (3.17) y (3.18) que son de la forma: 

(3. 26) 

cuyos parámetros y,· 
1 

i;. J1 ·--·4. queüan determinados de acuerdo -

a la forma de interpolaci6n y n los valores conocidos de la fu~ 

ción u~{I:) y su lºderivada c.n 

puede verse, en (3.6), (3.17) 

(3. 7l, ;¡¡ = f''" .uf, .. u(s)ds. 
i:; ~; 

los instantes é; y 1:,#,.,· 

y (3 .1s), ;e= J,''·' u(tJ P 
t; 

Según -

y en --

Para que sea posible el cá1cu1o de z , es necesario su 



Poner que la función inte-rpolante u4'-(l:J 't E (1::, é/+l,J es de+ 

una forma preestablecida, digamos polinomial o una combinación-

de funciones armónicas, o exponenciales u otras. El proceso de 

cálculo de Y'l
1 

t': 'i---4. en realidad comprende dos partes: la 

determinación de la función incerpolnnte l.1.,(1:). y el cálculo de-

la ~ntegral correspondiente y los coef icicntes ~ . Ambas eta-

pas pueden realizarse de manera sistemática mediante el método

gencrnlizado de interpolación de Hcrmite, el mismo que pasamos

ª e~plicar a continuación. 

3.3.1.- Método Generalizado de Interpolación de Hermite. 

Sean k , .f y..,, números enteros positivos. 

Definimos una matriz E:~(e,~) i'':::: O,L, --·e j J"=-0,J, ...... 'lo/ 

donde los elementos €/j pueden tomar los valores O ó 1 únicame!!._ 

te, y se cumple que 2...li e,-_¡.-=.k.; la matriz E recibe el nombre de 

matriz de incidencia. 

Sea F un espacio dado de funciones R...-R. , con una base 

\ 1<{ éJ =-<'=o, 1, Supondremos también que .'J= cumple con-

la condición de invarianza a la 

para cada función f. €.1=' sobre un 

3 real existe otra función !1 E 1= 

tal que /(él =:¡{é-+;J) 

traslación, que significa que -

dominio [to, 1:0 +T1 y pa-ra cada 

sobre un dominio (tol.:f, ~0 +r.,3J 
para todn /: E (&0 , t

0 
.,._r) Y 

viceversa. (Debe notarse que las funciones po1inomiales, tri~~ 

nométricas y, exponenciales, satisfacen la condición de invaria~ 

za a la traslación) . 

La matriz de incidencia E y el espacio de funciones ¡:: 

definen un problema de interpolación de Herm.ite. Se trata de 

encontrar una función f E 1= tal que, sobre un intervalo 

(l.,é.~ rJ 
cretizados 

en el que se ha definido un conjunto de valores dis 

li::;"' to'il,/c'=o,t,--- .( ¡ .th=rJ. se cumpla: 
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para todo ( l 1 j) tal que e,'J: ¡ 
~erivada de orden j 

Aquí el supcríndice flJ indica. 

Los valores s<iJ( é;) son conocidos y la matriz de in 

cidencin E contiene la información de los índices l y j corres

pondientes a los datos de que se dispone. 

En algunos casos, el problema de interpolación que he

mos descrito no tiene solución única; sin embargo, esto no ocu

rre cuando el espacio de funciones r es del tipo exponencial o

polinomial y si la matriz E es de tal naturaleza que exista por 

l.o nienos un valor e;-j:fO, en la primera columna y si siempre --

Esto tambi~n es cierto para un espacio de fun--

cienes trigonométricaS tal como '1= 'E. { eos"'1f-, ~ wt}. 
la longitud del~intervalo, T , sea menor que o/~ . 

siempre que 

(Una just:i-

ficación de es.tas afirmaciones se puede encontrar en las refe--

rencias (20) 

9) • 

sección 2.2.a y, más ampliamente, en ( 21] cap. 

Debido a la invarianza a la traslación, las funciones

FE."F· tienen una representación 

,,_, 
1 C~, > = I < ~. ,_ 'h > = !: e; 1; < 1 h > 

1•• 
(3.26). 

por 1o cual, 1as condiciones (3.27) permiten escribir 

HC -=. S (3. 2~ j 

------ ----:-------



106 

donde c-:(ca, e.,, ·-·,ck·•) 
mntriz de orden· k>tk. 

es un vector de 

fi1as son cuyas 

coeficientes; fl es una -

e (~11 u1,1, 1.tJJc1h1, 
(j) J . --fk., (1'h) para todo U,J) ta1es que €/j =I 

( '· jJ. 

y S es un vector-

con los valores conocidos con tales que e.1 : 1. 

(Hay que cuidar que la fila n-ésima de H y el. n-úsimo elemento de 

s, correspondan a un mismo par ( l,J•). 

Pueéto que 

entonces ¡ (/;) ( d. r -• C.; f; t- ta): H 5 (3.31) 

donde 

La función ¡(/:) es una función int:crpol.ante válida pa-·

ra el subintervalo [t
01 

t. 0 .f l4] cuyos parámetros se determinan 

de forma que se cumplan las condiciones expresadas en (3.27), 

de tal manera que se pueda encontrar el val.ar aproximado de una -

función sil:.) en un punto t. E ( b:,1 l:0 ./- ih], conocidos los valores -

de 5 o sus derivadas en al.gunos puntos l:/ = é 0 .,_¡4, 

Hasta aquí, hemos exp1icado el. mecanismo del. método gen~ 

ralizado de interpolación de Hermite (explicación tomada de la r~ 

f eren cía [16] ; a continuación 

lizaremos l.as diíercnt~s orciones 

con la base de este Método, an~ 

de interpolación y cstudiare~os 

el procedimiento de eval.uación de los paró.metros ot: ;J /lt, l:: 1, --,4. 
para cada una de estas opciones. 

3.3.2.- Determinación de parámetros para las diferentes opcio

nes de las funciones de interpo1ación. 

Dejamos-:establ.ecida en (3.26) la forma general. del.as -

expresiones integra1es que intervienen en los algoritmos (3.10) 

y (3.24); estudiaremos ahora ].os criterios que se pueden seguir 

para determinar estas expresiones. 
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~¡ yjl,· .1 

0 .. 11) Y 

i-=J •• , .4 que aparecen en las 

(3.18} dependen de la forma 

e2! 

particular que se hnya asumido para la !unción de interpolnci6n 

U.i;,{-t); si es conocida cstn funci6n, se pueden evaluar estos P.!!. 

rámctros y, por consiguiente, quedan calculadas las integrales.

Por esta razón, vamos a abordar primero la cuestión de la cons

trucci6n de ln función interpolan te u+t' (t) 

Hemos visto que un problema de interpolación por el mE 
todo generalizado de Hermite queda definido mediante la matriz

de incidencia E. y el espacio de funciones f , generado por una -

base ff< (i;), i= o, L, ····k-.} 

El caso mas común es el de interpolnci6n polinomial, 

en el cual ¡,J,· (.t)}- f 1,, t;> t.:i> ..•••.• , t b·' J se p~ede tam

bién usar una base que inc1uya funciones trigonométricas o exp~ 

nenciales, pe.ro, por ahora, nos 1i.mitaremos al estudio de la Í!!,. 

terpolación polinomial, y pospondremos la consideración de los

otros casos. 

Nuestra funci6n aproximante u+-(t), t6[ti.ti~h]ser5, en -

este caso, un polinomio Y~~ (~) de grado ;::rt- - J que queda de-

terminado por su valor y sus derivadas sucesivas hasta de orden 

('-1 en t-:: t¿ y por su Valor y sus derivados sucesivas hasta de -

orden t;¡-1 en t=fit-h., {f.J9'7o). Dada la forma de la expresión 

(3.26), p y q no pueden exceder de 2, por lo que el grado de -

U*(t)no puede exceder de 3. 

Y11 UJ, 
UoÚ 

Asi, pues, podemos calcular polinomios aproximantes 

y;2 (t).J 'f21 (t) y Y.zz(t) si disponemos de los valores de-

en los lugares adecuados. El método generalizado de lleL 

mite permite resolver el problema de manera directa, como se -

puede ver en el siguien~e ejemplo. 
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EJEMPLO 3 .1 

Determina~ la ecuaci5n de un polinomio de interpolaci6n 

en el intervalo [ti, ti+h) , siendo conocidos los valores -

O;_ , Ui +1 ,y Úl.¡...1 

Se traca de una interpolación X.e (el polinomio es de 2 D 

grado). 

(Siendo 

deberán 

La matriz de incidencia es: 

() ,,, •"'. 
conocidos u• 0 (ti+ Oh), U"' 0'(~i+JJ.) y U (éi -1-J.J,) 
ser iguales a 1 los elementos (o,o), (.1, o),,y (.t,.i) 

Puesto que 

(a) 

(b) 

requerimos una base de tres funciones que, para interpolación p~ 

linómica, es: 

¡; ( t) = ( l 

Es concicido s = (u, 

y a partir de (a) y (e) , 

La inversa H ... 1 
es: 

y d = ( ¡ 

, t , t>) 

ul.,., • T 
U¡~,) 

.¡ 

determinamos 

o 

J, 

1 

/:-/:¡ 

~] 
'JT tt-t¡} 

(e) 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 
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por lo cual 

{t-t,fJ 1-~ 
1,1¡,, 

o 

-~ ][ ~: .. ] = 
!/¡, Ü,·,, 

= [1 -- 2 ( t-t;) ' (t. t; J'l U¡ 
h ¡,2 , 

, [::z(t-t:l_ (t-t,f]u. ·[-'t-t·)+!t--1-,.¡'l,;. 
h t,z '"'' 1..1 • h J . .,, 

Como se puede ver en el ejemplo (3.1), el método gene

ralizado de llermitc permite calcular f5cilmente la función de -

interpolación u~(t); sin embargo, lo que realmente nos interesa 

evaluar son los valores definidos en las ecuaciones (3 .6), - -

(3 .7), (3.17) y (3.18), cosa que puede hacerse con el mismo mé

todo, como ilustraremos en el ejemplo siguiente: 

EJEMPLO 3. 2. 

Evaluar la expresi6n (3.7), conocidos los valores Ui 
Uc+1 , Ú;..,..,. 

ii<#-1 é 

trata de determinar el valor de ;? =1 dt}, U(s)d.s 
-t1 f;_ 

Se 

mediante la aproximación 2:::::: ¡B, u¡ + f.t U:r1 + Ff Ú:.+1 

Se supone, desde luego,.que fl.1:.0 

te " 
Nótese que si llamamos ~ (i:)= ( dtl U(s) ds, 

J.¡.; t.· 

entonces .á {t)=J'uts)ds; ii{t): U{t) ,Y 2·(t): U(f) 
ti 

y podemos- realizar 1a int.erpo1ación, aproximando U(f¿J~ {/¿, 

{}(ti+i)= Uitl y Ü(tl+i)-.: Uc.+1 , Y suponiendo también conocidos -

(h) 
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los valores ~ {fi): o y a {U) = o 

La matriz de incidencia es 

E= ( J 
' o 

J 

o 
J 

J 

y como k-:.5) toma.mes 1as siguientes funciones bases.: 

' 
/;(t)= l' t t2 é' t~] 

El vector s es: 

-s = (o o U.· 
' 

. )T u .. ~, U¡"", 

y la matriz H, calculada de acuerdo a (a) y (e) es; 

(a) 

(b) 

(e) 
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Tenem·os que calcular Z (/i¡.t) ~ 2 (h,.h) 
el vector d será: 

para el10 1 

d= ( 1:,-,., - (;e' (t;,, - t¡ )' (t;,. - t;)3 u .... ,n·¡ 
con 

d=[ J h h' 

lo cual 

( r•,.. f < . 
;t t;,.) = J, & u(s) ds z 

i; - f; 

y entonces 13, = J,> 
4 

; /3" = !!_> 
. 4 J 

Obsérvese que ¡3• •/J ... 
producto del vector d, por la 

de H , respectivamente. 

(f) 

h' h4 ]T 

(g) 

~3 =o J /3., (h) 

se determinan realizando el 

tercera, cuarta y quinta columna-

Como se ve, siguiendo este procedimiento, se pueden -

calcular los parámetros r¿ de 1a ecuación (3. 26)' en forma más-· 

o menos sencilla y siatemática; naturalmente, el método es esp~ 

cialmente adecuado para calcular los coeficientes con ayuda del 

computador.. 

En realidad, estos coeficientes se pueden calcular an~ 

líticamente, aunque el proceso es algo laborioso.; tambi~n pue-

den usarse otros m~todos numéricos diferentes del que hemos ex-

p1icado aquí. De todas maneras cualquiera que sea 1a forma de-

cá1cu1o, una vez conocidos 1os 

se pueden aplicar de inmediato 

y (3.24). 

parámetros ot.t" y p¿, ("=. J, 

los métodos descritos en 

..• 'f > 

(3.10)-
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Cuando se usa el método basado en la reducción a un 
• sistema de primer orden, las interpolaciones usadas para U y p~ 

ra V no tienen que ser necesariamente iguales; ni siquiera hace 

falta que tengan ninguna relación entre c.llas, de modo que, por

ej cmplo, podría aproximarse U con un polinomio Y,1 y V con un po

linomio Y2; o cualquier otra combinación. (Veremos después, al 

analizar la estabilidad, que algunas de estas combinaciones no

son aconsejables). 

Hasta aquí, hemos considerado solamente la ,interpola-

ción polinomial; sin embargo, con el mismo procedimiento, se -

puede calcular una función de interpolación de tipo trigonomé=

trico o exponencial; simplemente, las bases fé. cambian de forma. 

Para interpolación con funciones trigonométicns se puede usar 

una base como 

t o 1 

f;{f:j=. ( J e=19t] . (3.32) 

(Si se requieren menos funciones, se prescinde de t¿, 
·en ese orden) 

En la base definida en (3.32), se pueden, ademis, in--

cl~ir par~metros libres, para mejorar la interpolación. 

pica .la base 

Es tí-

/¡{(;) = ( J t .. ._t J (3 • 3 4) 

cuyas características analizaremos con mis detalle en la sec- -

ción 3 .4 • 
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Cuando se usa el método basado en la reducción a un 
• sistema de primer orden, las interpolaciones usadas para U y P!.. 

ra V no tienen que Rcr necesnrinmcntc iguales; ni siquiera hace 

falta que tengan ninguna relación entre ellas, de modo que, por

cjcmplo, podría aproximarse U con un polinomio Y,1 y V con un po

linomio Y21 o cualquier otra combinación. (Veremos después, al 

analizar la escabilidad, que algunas de estas combinaciones no

son aconsejables). 

Hasta aquí, hemos considerado solamente la interpola-

ción polinomial; sin embargo, con el mismo procedimiento, se -

puede cnlc~lar una funci5n de interpolación de tipo trigonom&~

trico o exponencial; simplemente, las bases ft cambian de forma.· 

Para interpo1aci6n con funciones trigonométicas se pue~e usar.

una base como 

to 1 

¡;{l:l _ ( J (3 .3 2) 

(Si se requieren menos funciones, s~ prescinde de t¿. 
en es e orden) 

En 1a base definida en (3.32), se pueden, adem¡s, in--

clu.ir parámetros 1ibres. para mejorar 1a interpolación. 

pica 1a base 

Es tí-

/;(t) t t• _,e.es/;_ J (3 .34) 

cuyas características analizaremos con más detalle en 1a sec- -

ción 3.4. 
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Ln aproximaci6n por funciones polinomiales es, por su

sencillez, la más usada, por lo que siempre es interesante con

siderarla; por otra parte, la naturaleza oscilatoria del fcn6m~ 

no que estudiamos, hace especialmente apropiada la interpola- -

ción por funciones trigonométricas. Por esta raz6n, centrare--

mos nuestra atención en estas dos opciones. 

Aunque es perfectamente posible usar l.os métodos que. he

mos descrito para establecer funciones de interpolación con una 

base de funciones exponenciales, no consideraremos esta varian

te en el presente trabajo. 

3.3.3. Algunas f6rmulas para los coeficientes de interpola- -

cii5n. 

En las ecuaciones (3 .10) y (3 .24) quedaron establ.eci-

das las f6rmulas generales que describen la familia de métodos

que estudiamos. En ést.as, int:ervienen los parámetros c("¡_.fJi.• 

i:.l~-··,4, cuya determinación hemos explicado en la secci6n ante-

rior, haciendo uso del mEtodo generaiizado de Hermite. Usando-

este procedimiento, se pueden calcul.ar numéricamente estos coe

ficientes de interpolación. 

Sin embargo, el lector puede encontrar útil disponer. -

de f6rmul.as deducidas anal.S:ticamente que permitan c:ilcular ta--

les coeficientes para algunos casos comunes. Para este fin, 

· inclúimas·.1a tabla 3 .1 que resume· .. al.gunos resultados: 
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3.4. ANALISIS TEORICO DE ESTABILIDAD Y PRECISION. 

3.4.1. Planteamiento General. 

En las secciones 2.3 y 2.4 dejamos establecidos los 

procedimientos que se utilizan, en general, para examinar las

caractcrísticas de estabilidad y precisión de los métodos de -

integración directa. En la presente sección, aplicaremos es--· 

tas t€cnicas a la'.:familia de m~todos materia del presente tra

bajo. 

La ecuación 2.6 resume la investigación que quCremos-

realizar: 

....... 
donde t!lXi 
la etapa i 

es una perturbación de la solución, que 
,-'."'-. . 

tlt. l cálculo y AXi-tL es la propagación de 

(2.t) 

aparece en 

esta pertur-

bación, J. etapas 

trizA juegan un 

después. Aquí, los valores propios de la ma--

papel 

condición.fundamental 

decisivo; en efecto,· (2.8) 

de estabilidad: 

P(nJ '' -

resume la --

("'·ª> 
Nosotros restringiremos nuestro análisis a una ecua-

ción escn1ar desacoplada, partiendo de ~ue, por descomposición 

modal. cualquier sistema puede ponerse en esa forma; además, 

se pued~ prescindir. para este estudio de la posible influen-

cia de amortiguamiento y cargas externas que, como ya hemos -

visto, son Solo factores modificatorios del movimiento oscila

torio básico; en resumen. nuestro estudio se basará en el aná

lisis de una ecuación de la forma (1.33). con los valores de -

m:::J y k::i.1}
2

• Tenemos. pues: 
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Los métodos descritos por las ecuaciones (3.10) y (3. 

24) se pueden expresar de la siguiente forma: 

donde !-/,y Ha son matrices de orden 2x2 cuyos valores vienen da-
. ...-... 

dos en las mismas ecuaciones (3. 10) y (3.24) y los vectores U;"°' ..-. 
y llicontienen valores de los desplazamientos y sus derivadas-

en los instantes que denotan los subíndices. 

Las ''matrices'' de masa, rigidez y amortiguamiento que 

intervienen en el cálculo de H1 y He• en este caso, son los va 

lores escalares J1=.J .¡ K=Wz y C=o. 

Premultiplicando ambos miembros de (3.36) por ~,~'se 

puede poner esta ecuaci5n en una forma similar a la de (2.6) 

con A=. µ,-'/.le Debemos estudiar los valores propios de esta 

matriz para nuestro análisis de estabilidad, pero ésto puede -

hacerse de manera más directa. resolviendo: 

Evidentemente. la condición de estabilidad~es, como -

qued6 establecido en (2.23) 

(3.38) 

donde-1"1 es el mayor de los valores propios que son solución de 

(3.37). 

A continuación, vamos a determinar la forma que ad- -
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quiere la ecuación (3.37) pnra los dos enfoques fundamentnles

que hemos establecido, esto es, para el método directo, que -

trata el problema como ecuación de 2o. orden y para el método

que lo resuelve reduci6ndolo a un sistema de }er. orden: 

a) Para el mátodo directo. 

Haciendo M= 1., k=W':.,. C=o y con todos los términos de -

carga iguales a cero, la ecuación (3.10), queda as1: 

h-:•.ss)( ~~') 
J-Wo<;s) U, 

(3.3 9) 

y reemplazando los valores correspondientes en (3.27), se ob-

t iene: 

I,- w•13, - )( (w'JJ..,)) 
' -o 

J-4J'o<.3 - ::l((Hw'<X..,) ( 
._. __ -

lo cual genera una ecuación de 2o. grado en~ que se puede re

solver para valores dados de uJ, '7 y ae ·los parámetros de inter

polación o<.¿ y ¡S¡ > l=J, ..•. -1- • Si suponemos conocidos estos va

lores, se puede poner el. radio espectral ~."len función del pro

ducto Wh, como se puede comprobar, haciendo uso de las fórmu-

l.as de la tabla· (3.1). 
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b) Para el método de reducción a sistema de ler. orden. 

Bajo las mismns condiciones impuestas en el literal 

a), se obtiene la siguiente expresión, a partir de (3.24): 

con lo cua1, (3. 37) adquiere 1a siguiente forma: 

/3, +.)(. Pz. ) 
-o 

""""'•- ·x,,.CH o<~w•J ,_ 

(3. 4<) . 

Reemplazando los val.ores -de OC; y~¿ , i = i, ... ·. t:/. 

(que se pueden·determinnr con ayuda de la tabla 3.1), en la -

ecuación anterior, se obtiene una expresión de 2o. grado en~. 

q.ue nos va a permitir c~lcular el radio espectral {'Men funci~n 

del producto e.V J, • 

Las expresiones (3.40) y (3.24), sirven también, para 

establecer los valores esperados del decaimiento de amplitud ~ 

en función de wJ, 

Por Gltimo, segGn lo explicado en 2.4-.2. las ecuacio

nes (2.24) y (2.25) permiten calcular los valores de la eloUg~ 
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ción del período. Estas f6rmulas pueden aplicarse directamen-

te al caso que estudinmos, pero es importante recordar que es

te cálculo s6lo tiene sentido cuando las raíces~ de (3.41) y -

(3.43) tienen una pnrtc imaginaria diferente de cero, pues d@

otro modo, la ecuación (2.25), implicaría una división por ce

ro (elongación de período infinita). Desde el punto de vistn

del análisis del error de periodicidad, estamos interesados, 

pues, sol.amente en aquellos rangos de valores de w h que produ~ 

can raíces)( con parte imaginaria. Si un esquema de integra""° :

ción produce valores reales de ~en un cierto rango de valores-

• 

W h , debemos esperar una mal; a aproximación de los modos de.

vibración que caigan dentro de una mala aproximación de los m~ 

dos de vibraci6n que caigan dentro de ese rango. 

3.4.2. Implementación. 

El análisis teórico de estabilidad y precisión de la-

familia de métodos de que trata este trabajo se realizó media~ 

te un programa de computador. Este programa, tiene por objeto 

calcular los valores numéricos del radio espectral y el error

de periodi~id~d, según lo explicado en la sección anterior, p~ 

ralos diferentes métodos que se pueden generar; estos Valores 

se utilizaron para producir una salida gráfica. Los gráficos-

obcenidos ~e incluyen como parte del presente trabajo. 

En las figuras presentadas, los números junto a las -

curVas ~ndican el tipo de interpolación usado; así, un esquema 

1-2 significa una función interpolante para el intervalo~¡Jh+~ 
ajustada al valor de la función en el extremo t¿ y, al valor -

de la función y su primera derivada en ti~1 • 

En las curvas que representan el radio espectral, se

ha interrumpido la graf ica cuando los valores de la función e~ 

ceden de ·1:~2 o cuando la abscisa Wh excede de 100. Hemos hecho 

notar la bifu~cación que ocurren en los mGtlulos de las raíces-
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en aquellos zonas en donde la ecuación correspóndiente tiene -

raíces renles (pues el módulo de lns dos raíces es, en,genernl, 

diferente). Cuando las raíces son complejas, las dos tienen 

el mismo módulo- pues son conj"ugadas, y en ese caso, la curvn 

tiene una ordenada única para el valor correspondiente de 

En las gr5ficas del error de pcriodici~ad, las orden~ 

das corresponden al valor absoluto de esta función, pero se in 

dica expresamente las zonas donde las ordenadas son negativas; 

las curvas se han cortado cuando el error de periodicidad exc~ 

de de 0.24 o al llegar a· un punto en el que las raíces de 

(3.40) o (3.42) se vuelven reales, en cuyo ·caso deja de tener

sentido esta magnitud. 

En los métodos ·de reducción a sistema de primer orden. 

las curvas se han designado mediante dos pares de números, 

que representan, el primero, el tipo de interpolación para 

y. el segundo, el tipo de interpolación para 

Las gráficas correspondientes a esquemas que· Usan in

terpolación trigonométrica .han si_do obtenidas con· una base de, 
forma simil~r a la de· (3.34), haciendo el parámetro libre 

igual a l. 
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3.4.3.- Conclusiones y Comentarios. 

Las gr5ficns 3.1 a 3.11 nos permiten dnrnos una idea-

del comportamiento de los métodos que estudiamos. Incluimos 

los figuras 3.12 y 3.13 correspondientes al esquema t9 de Wil-

son con fines de comparación. Vamos a resumir aquí algunos 

hechos que se deducen de la observación de estas figuras: 

Es evidente que los dos planteamientos, el de resolu

ción directa de la ecuación de segundo orden y el de ~educción 

a sistema de primer orden tienen características radicalmente

difercntes pues las curvas correspondientes a un caso u otro -

son muy distintas. 

Las opciones de interpolación polinomial y trigonomé

trica, no producen cambios sensibles en las formas de las cur

vas. Compárese, por ejemplo, la curva de la figura 3.4, co- -

rrespondiente a interpolación polinomial 1-2 y la curva de la

figura 3.7 que representa un caso de interpolación trigonomé-

trica 1-2: las dos son prácticamente iguales en su forma, aun

que existen pequéñas diferencias en los valores,los cuales, ·e~ 

mo veremos, pueden ser suficientes para dar a una y otra opción 

características muy diferentes. 

Al analizar los m~todos que resub1ven la ecuación de

segündo orden de manera directa, .se observa· una característica 

interesante: en todos los esquemas se presentan zonas en las 

que las raíces se vuelven ~eales j distintas, lo ~ue se refle-

ja en las bifurcaciones de las curvas correspondientes. Esta-

es Una mala propiedad que se presenta en todos los casos, ex~

cepto en el esquema 2-1 con interpolación trigonométrica. 

Prácticamente todos los métodos directos resultan ser 

condicionalmente estables, con excepción del esqu~ma 1-2 con -

interpolación polinomial que es estable para todo ~alor de wh 
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Este puede considerarse como Un buen método, pues aparte de su 

estabilidad, amortigua el efecto de una buena zona de frecuen-

cias altas. Sin embargo habría que vigilar lns zonns donde 

hay bifurcación, pues en esos rangos, se supone una mala apro

ximación de ln periodicidad. 

El esquema 1-2 con in~erpolación trigonométrica. al -

que corresponde unn de las curvas de la figura 3.7. en reali-

dad es un mal método, pues aunque el grrifico no lo revela a --

primera vista, es inestable. Las ordenRdns de la curva en el-

intervalo ~IEW~~~, son superiores a l. aunque muy próximas a

este valor. Este hecho se ha señalado expresamente en la gra

ficn correspondiente. 

La opción de resolver el problema reduciéndolo a un 

sistema de primer orden genera varios métodos de excelentes 

caracterist~cas, como puede verse en las figuras 3,5 y 3,6. 

Usando interpolación polinomial, los esquemas 1-1, 1-1; 2-2, 

2-2 y 1-2, 1-2, resultan ser condicionalmente estables y el 

radio espectral corresponde .s~empre al módulo de dos raíces 

complejas conjugadas. 

mente estable. 

Sólo el esquema 2-1, 2-1 es condiciona~ 

El esquema 1-2. 1-2 en pnrtic~lar, ~uestrn cuy buena~ 

condiciones: aparte de las ya mencionadas, agrega un amortigu~ 

miento bastante acentuado de las frecuencias altas. Sin emba~ 

go, al usar interpolación trigonomitrica, este es~uema se vue~ 

ve inestable. 

En resumen~ podemos concluir que los esquemas que se

basan en la reducción a un sistema de ecuaciories de primer or

den combinados con la interpolación p~linomial, producen magnf 

fices, mientras que la solución directa como ecuación de 2o.o~ 

.den, da lugar a esquemas de características inferiores. La 'i~ 

terpolación trigonométrica, en general, no ha proporcionado r~ 
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sultados muy buenos, pues tiende a producir in~stabilidad, 

Es oportuno recordar aquí que los caquemns que efec-

túan la reducción a sistema de primer orden, requieren en los

casos generales, de la inversión de la matriz M • problema -

complejo que debe eludirse. Esta es una característica desa--

fortunada de estos métodos, que contrasta con ~as excelentes -

propiedades numéricas que hemos descrito. 



CAPITULO 4 

UN EJEMPLO DE APLICACION 
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4. UN EJEMPLO DE APLICACION 

4.1 EL PROBLEMA A RESOLVER 

Aunque el presente trabajo est& orientado, b~sicamcn

te1 hacia el an5lisis estruct11ral, no es muy sencillo encon

trar un problema práctico de esta área con solución conocida 

y de características adecUadas para una experimentación como 

la que vamos a emprender. 

Se ha elegido, por esta razón, un problema que genera 

sistemas de ecuación~s del mismo tipo; estudiaremos la solu- -

ción de la ecuación. 

Cr ~s'<i" •~ 

O<..~<.t. 
(4. J J 

¿<(o,f-)=O u.(.t,t:J~o t>o 

"'(><,o)= f(><J (4. 3) 

Esta ecuaci6n es la ''ecuacióri lineal de onda'', y re-

presenta los desplazamientos de una ~uerda vib~ante, de pro~i~ 

dades uniformes, fija en ambos extremos. Las expresiones' (4. 2) 

son condiciones de frontera para el do~inio espAcinl, mien

t-ras que (4.3) son condiciones iniciales pa-ra el p-roblema de 

evolución en el tiempo. 

Un estudio detall.ado de la ecuación (~.l) se puede -

encont-ra-r en la refe-rencia {4] • capít~lo 10, a la cual -remití-

mos al lecto-r interesado. Nosotros vamos a esbozar. a grandes 

-rasgos, la t-ransformación de· (4 .1) a -un sistema del tipo que 

hemos considerado a lo largo del presente .t-rabajo. 
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El procedimiento a seguir es el de discretizaci6n ·pa~ 

cial. o scmidiscrctizaci6n: puesto que l;i. función U depende de 

la cordenada X y del valor del tiempo t 

tizar el dominio espacial O~ X ..C.¿ de tal 

queremos discr~ 

forma que el pro--

blema se reduzca a un sistema de cc~aciones diferenciales ord! 

narins dependientes del tiempo. 

siguiente forma: 

Esto se puede conseguir de la 

Elegimos un coñjunt o de !"unciones bases que dependan

de X • digamos b,(x),, J.,.()(J
1 
--·_b.w(~), tales que podamos estable 

cer para u(~~ una aproximaci6n de la forma 

,,, 
u.(;,e, t)- u "(x, t)" 2:: U.-(t) b¡ (><) 

l:a.1 
(4.4) 

donde N es el número de nodos que se haya establecido en el -

intervalo [x,-, X,•_., ] • Las funciones 6,· tienen soporte local en-

este intervalo; esto quiere decir que si ~J· es la abscisa co-

rrespondiente al nodo j , b./(.:;eJ):J pero 6/ (:llj)=ocon <";:!J' ; ade--

miís b,·(::ie¡•opara x/(:.it,~Je,·,,1· Además, estas funciones deben ·cum

plir las condiciones de frontera (4.2), es decir que b/(o)-=6:(e}-:O. 

Tomemos una-:f.unC.ión b¡(xJ y realicemos la integral: 

I b¡('f) (4.S J. 

Se puede también escribir: 

1.t a• [ a ] I' J 
0 

6,(x) Jt~ 04-" 6..r,,j ";; 
0

- b/(xJ 

pero, por las condiciones de frontera y por e1 soporte local -

de las funciones bases, e1 termino entre corchetes, se anula.

Por lo tanto; 
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/, ~ . °"" r ¡,. (><> o • (4. 7) 

Planteando N ecunciones iguales a (4.7), una para ca

da punto nodal, y reemplazando las derivadas de~ por los val~ 

res que se obtienen n partir de la aproximación dndn en (4.4), 

se llega a 

MU r NU =o (,,;. B) 

donde A'= ( k:; J 

Siendo 1'5.9) 

y 
(4_10) 

Hemos visto, pues, que discretizando el dominio espa

cial con funciones bases que dependen solamente de X, se hn~-

obtenido el sistema de ecuaciones (4.8) que es del tipo que --

hemos estudiado. Por lo tanto, para .efectos del presente tra-

bajo, ~amos a generar sistemas de la forma· (4.8) a partir de -

(4.1) mediante el proceso de semidiscretización que hemos ex--

plicado. Aplicaremos luego, sobre el sistema generado los mé-

todos descritos en el capítulo ~nterior. 

La solución que buscamos consiste en los valores de -

los desplazamientos correspondientes a puntos dados de 1a cuer 

da, en instantes preestablecidos dentro del período de evolu-

ción que nos interesa. 
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4.2 IMPLEMENTACION 

4. 2 .1 . Consideraciones pr5cticas previne n la imp1ementnci6n. 

Difícilmente podría rcnliznrsc ttna implcmentnci6n ge

neral de ln familia de métodos que hc_mos estudiado. 

Conocido un problema que se vn n resolver, este tiene 

siempre alguna propiedad particular que f acilitn o dificulta 

-la solu ci6n. El problema descrito en la secci6n anterior no 

tiene terminas de carga ni de amortiguamiento, lo que hace que 

sea apropiado para estos primeros experimentos con nuestros mé 

todos, pues la soluci6n analítica es convenci·do, y de forma 

más o menos sencilla. 

Siendo C=.o, esta característica particular, nos evi 

te el problema de calcular la inversa de M, que aparece en los 

esquemas de reducción e. sistema de ler. orden. (ver_ecuéición -

3. 24). 

(Sin embargo, si C fuera diferente de cero, recuérdese 
-· -~---

que por siif>.erposición modal se puerle J_nRrar diaRonalizar las ma--

.:.trices /11, C y /.t, en cuyo caso, la inversión de Mes inmediata. 

Desde luego que la diagonalización es muy costosa, pero hay -

que recordar las' otras ventajas que se derivan de la su-perpos!_ 

ci6n modal. Si no se desea usa.r este procedimiento, tod<J.i.r.Ía --

se pueden emplear con ventaja estos métodos, a costa de intro-

¿ucir un error adicional de discretización: se puede calcular 

la matriz de masa en forma 11 condensada", lo cual nos daría una 

matriz diagonal desde el comienzo. 

ción 2.4 .2 y ( 3) sección 3 .2.3) 

Ver referencias (2) sec-
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En las ecuaciones (3 .1 O} y (3 .2li) las matrices de 

coeficientes son en realidad matrices particionadns en cuatro-

submatrices cuadradas, con estructura de banda. Para obtener-

una forma mñs mnnejablc de esta matriz, se pueden combinar las 

cuatro componentes 1 int:ercnlnndo filas y columnas, de tal man~ 

ra que se obtiene una sola matriz 'bandada de orden 2.N W';lN. 

Aclaremos lo dicho, con el siguiente ejemplo: 

El sistema 

ol., o o p .. o o "'' b, 

;] 
o °'» "' o p,, o "'· b, 

(: = o o . O(ll o o Pn ,,, 
= b, 

Y,, o o J .. o o it· c., 

o Y,. o o Jv o :/> e, 
o o Y,, o o Jll !fJ e, ' 

(4. //). 

se puede manejar mejor si lo reescribimos en .la siguiente far-

ma equivalente: 

ol,. ¡3 .. "' o o o "'· b, 

/!,. J •. o o o o ll• e:, 

o o o<,. p,, o o ~. b, 
~ 

o o ..... J,. o o il• e, 
o o o o 0(33 13,, x, b, 
o o o o ~33 .;,, ;/3 e, 

(4,12) 

En algunos textos se llama 11 casi diagonal por bloques" 

a la forma que ha adquirido la matriz de coefícientes; esta es, 

~de hecho, una matriz~bandada con la cual.se puede operar hacíe~ 

uso de muchos algoritsmos b.i:en conocidos. Hay que dejar acla--
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rndo, sin embargo, que nunque los componentes R,B,G,;¡'JJ sean si 

métricas, la matriz combinada ha perdido esta propiednd. En -

la implementación, const-ruircmos la matriz de coeíicientcs dc-

1a forma explicada para obtener la íorroa "casi dia¡;onnl por -

bloques 11
• 

Otro hecho adicional n consid-erar en la implementación 

es que, debido a que la dimensión de las matrices y vectores -

que intervienten en calcules depende del número de nodos e in

tervalos_ en que se hn divid:i:do el dominio cspncia-1, y el grado 

de las funciones base de interpolación, es conveniente asignar 

dinámicamente la memori"n, paTa un uso mas eficiente de la mis

ma y, ademas, para facilitar la ampliación de la capacidad del 

programa para problemas mas grandes y complejos. La idea es -

crear un arreglo muy gTande y, dentro de 61, ~r:asignnndo 1oc~ 

lidndes a los diferentes vectores y matr~ces que interv~enen -

en los cnlculos. 

4. 2. 2. OJ:ganización del Froi;rania. 

Se ha desnJ:rollado un pro&rama, escribo en FORTRAN, 

que permite ejecutar los métodos que hemos estudiado, aplican

dolos al problema descrito en: la sección 4 .1. La pres·ente s·e.i;:,.· 

ción esta dedicada a explicar en rasgos generales la estructu-· 

ra de este programa. 

de este trabajo). 

(El iistAdo~se incluye como suple.tnento-

Como hemos visto nuestro problema tiene dos fases '-~"':'-

bien definidas: La semidiscretización en el espacio y la sol~ 

ción iterativa a lo laJ:go del tiempo. El proceso iterativo --

consi.ste, bás·icamente en 1a solución de un sistema de ecuacio

nes lineales donde la ~acriz ·de coeficientes va ~·~er! casi d~~ 

gonal por bloques; esta fase es la que requiere la mayor pro-

porci6n del cómputo de todo el prog;rama, por 10 que es· neces·a-



138 

rio emplear uno rutina de alta eficiencia, que minimice los r~ 

qucrimicntos de espacio de memoria y tiempo de procesamiento. -

Decidimos incorporar a nuestro programa la rutina SLVBLK, dis~ 

ñada para resolver sistemas de ecuaciones lineales de la forma 

casi diagonal por bloques. Esta ruti~a, escrita en FORTRAN, 

reside en las bibl.iotccas de análisis numérico que se han .im:-~ 

ple.mentado en el computador BURROUGUS 7800 de ln UNAM. Una 

descripción dctallnda del uso y las características de esta r~ 

tina se pueden cncontrnr en la" referencia r 1 9J. 

Las rutinas que realizan el proceso de semidiscret1z~ 

ci6n en el espacio, se han inspiradu en la: referencia [22] 

todas las demás, son originales, escritas por el autor·-de este 

trabajo. Solamente en la rutina COEF que calcula los coefi-.~-

cientes de interpolación para la discretización en e1 tiempo -

se ha incluido como aux±liar un módu1o tomado de la referencia 

[17) , que invierte matrices. 

Se ha considerado necesario dar la posibilidad de in

terpolación lineal, cuadrática y cúbica en la discretización 

espacial, mi'cntras que en el tiempo se pueden utilizar todas 

las variantes que hemos escrito·: métodos directos o métodos 

de reducción a sistema de pr:b:oer orden; interpolación p01inó-

mial o trigonométrica; interpolaciones 1~1. 1-2, 2-1 y 2-2 y -

en el caso de reducción a sistemas de primer orden, cualquier 

combinación de estas opoiones. TamhiGn ~e adoite el uso de un 

parámetro 1ibre en la interpolación trigonométrica. 
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4.2.2 Diagrama de Flujo 

Se hn desarrollado un programa en FORTRAN que permite 

ejecutar los métodos que estamos analizando sobre el problema-

descrito en ln sección anterior. A continunción presentamos 

un diagrama de flujo de este programa. El listndo del progra-

ma fuente, está incluido como suplemento de este tr~bnjo: 

1.Eerv~~ z¡c i1>4ro: 
~R )ISC'°CTl24Cl°"I 

EW eL e~?RCIO 

- RSIGJll.tlCION 

·. fUIJRMIC/1 
.)E HE__,o.ru,q 

( /~ PAl:'TE} 

St.JBl'tlT1"1/:1 R~~~IJ)( 

~l>F!Rr"ln.., M ,q¡>l:/6~S 

RVX14.1Al:'ZS p,q,.-.,o "-~ 

SO "-UC/DA/ 

.Q$1Gf\/4C.H:>A.1 
/Jh•.IJqMleA 

btt M.C,..,O~IA 

(2.~ P4RTE ). 

SUB~r.lrN•,//:l HRSTIF 

C.O#'J:TRUcr::.1g.,,,J br LA$ 

H/:17RIC"S b-r MASA 

Y RIGlbCZ.. 

?G V/ 701'0 .-

LECTr..llll; /)C b.l/TOS 

1'"11U/ ~ISC/;l.li"TIZRCl.::u-../ 

F.,_, LL TllMPO 

sva11urn•"A ccurF: 
CALCULO ~ coc,,c1r1V
~s pe 1NTCRP01.ACIOIV 

(1JISC. E.V "'<L TnE:MPO) 

SVORUTUi'4 MZTO/JO 

cc,,,,!ír~uec.1o..v ~,e: ~ 

'1~.,..,q1;::,, G~NtlCRflL bL 

C;QZ~/CIANTZ$ 

5U!Jl:'VTIAl4 C8L~J 

l'llET>R~R Ltl¡ MRTlt1!1! 

1'E CCJ€/:,c;~NTES P,1¡q,t:¡ 

LR l=RC.70~'!LRt!IOI>/ 

!:.t.J/;Jló'VT,,'tl,l:i ~eaLOl4: 

.Sor FRCn::JRIJ:4 LR ~

TRnt DT co~~1r::.1c1<1r~!t 

J..'CTU'!/1 DE ~,qros 

LAS 

1r..:-RRC10NES 

:St.18hvro.t¡ff 11\fCO>J/J 

6L',.,C,?¿-,C1PN C,.C LOS 

io'.l!!Cro.q63 ¿1 COA1/¡l

e10,.,,¡rs ,,.,,,~'9LCS' 

C/CL..D e.o.,¡ 

Te"'• T'F1N, I>( 

SUG~vT1A/,q Tl>,J{)EP 

CALCULO be<. VGCTO~ 
!:~ .-,c~_,,,.,.C':; '"'!o' -

P~N(U~NT.E"S 

suatió!t.1T'"""' CBLO<< 
'PNCP,q,¡r,q •L VE"CT"O;? 

/JF T•~-1NC:JS ,,,,,¡(>EPE'N
l>'~""'TES ~,q so<.vCJ.:Mt 

.f.'G'$04VC,.,OJV óCL SIS

TEMR l>E E'C:.U/:11!.IOM 

!!:C1"3,,et.1TIN#9 éRHO~ 

t.01-1P¡¡~.qC.,o;,/ COAJ .SO• 
LUCIO"'' l)(RC.T.19 Y 
eALCUl.O ./:J.EI ~Al'/Oif" 
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4.2.3 Descripción de Rutinns del Programa de Pruebas. 

A continunción describimos rapidnmcntc los módulos que 

componen el programn: 

Programa Principal: 

El programa principal lee los datos del problema y re~ 

liza la asignación dinámica de memoria a los vectores y matri--

ces que aparecen en el cálculo. 

nas en el orden apropiado. 

Además, llama a las demás rut~ 

Los datos que hay que proporcionar a este programa ---

son: 

a) Datos para Discretización en el Espacio: 

NI ~ número de intervalos en que se va a dividir el d~ 

minio espacial (XI, X'1'). 

XI abscisa inicial para el dominio espacial. 

XF abscisa final para el dominio espacial. 

IG grado de las funciones base. Los valqres ad~isi-· 

bles son 1, 2, o 3 (para funciones base 1inea1es, 

cuadráticcs y cúbicas, respectivamente). 

C e va1or de 1a constante C que aparece en 1a ecuación 

" • 1 

NIMP = número de puntos en 1os que se pide imprimix 1os 

resu1tndos. Estos 

distribuidos en el 

~untos estarán· uniformemente 

inter~a1o (><t, ><t=) • 
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b) Dntos para Discretización en ei Tiempo: 

KLAVE m clave que designa el método a utilizar: si 

H -

Pl -

Ql -

Kl -

. l'Hil = 

KLAVE 1. se usará el método de reducción a 

sistema de primer orden; si KLAVE = 2 se usar5-

cl método directo de solución a la ecuación de

scgundo orden. 

longitud de paso para discrctización en el tiem 

po. 

parámetro que indica la forma de interpolación-

a usar para la función U. Puede tener valor 1-

o 2. Pl = l significa que es conocido el valor 

de la función en el extremo izquierdo del ínter 

valo. Pl = 2 significa que son conocidas la --

función y su primera derivada en el extremo iz

quierdo. 

similar a Pl, para el extremo derecho del int·er 

·vale. 

parámetro que indica el tipo de interpolación a 

realizar: Kl - 1 significa interpolación polinp_ 

mial y Kl.= 2 significa interpolación trigonom!_ 

trica. 

valor del parámetro libre de la interpolación 

trigonométrica. Coriesponde al valor de~ para 

las funciones e.ose/>~ , sin <fi"1J·. Este valo'r se

ignora en la interpolación polinomial. 

P2, Q2, K2 y PHI2 = iguales, respectivamente a Pl, Ql, Kl y 

PHil. Se leen solamente en los métodos de re--

ducción a sistema de primer orden, y se refie--
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ren a 1a interpolación de ln función V • U. E~ 

tos valores no se requieren en los métodos di-

rectos de 2o. orden. 

e) Datos pnra las ltcrncioncs: 

TFIN = 

DTIMP ª 

valor final de t,,cn el que concluyen las itera

ciones. 

intervalo de tiempo que separa entre si dos pu~ 

tos de impresión. Debe ser un múltiplo exacto

de la longitud de paso. 

Dentro del programa principal se definen las· siguien

tes variables que Se u-san dCspués como parámetros para las de-. 

más rutinas: 

NP ª 

NPX2 "" 

ISAB = 

NDIM = 

número de puntos que se definen en el dominio -

especial, de acuerdo al número de intervalos y

al grado de las funciones base. 

NP multiplicado por 2. Corresponde al· orden 

del sistema total de ecuaciones. 

scmiancho de banda de las matrices de masa y ri 

gidez. 

nGmero total de elementos almacenados de las ~a 

trices de masa y rigidez (se almacena por diag~ 

nales). Es.igual al número de puntos:mu1tipli

cado por el semiancho de banda. 

NBLOKS - ·número de bloques que poseen las matrices de ma 

sa y rigidez. 
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AdcIDñs. el programa principal asigna memoria a varios 

arreglos y matrices, creando los siguientes apuntadores: 

IMASS • 

ISTIF 

índice que señala nl primer elemento de la ma-

triz de masa. 

índice que señala al primer elemento de la ma-

triz de rigidez. 

IINTS, ICOLI, ICOLF,IFILI •índices que señalan el comienzo de 

varios arreglos auxil.inre s requeridos por SL\'BLK 

IBLOKS índice que apunta al primer elemento de la ma-

triz de coeficientes del 'Sistema general de --

ecuaciones. 

IB índice· que apunta al comienzo del vector de té~ 

minos independientes. 

IPVT indice que apunta al comienzo de un vector que

almacena los elementos pivotales usados en la 

factorización de la matriz de coeficie~tes. 

IX índice que apunta a1 comienzo del vector de in

c6gni_tas. 

ISER = índice que apunta al comienzo de un vector de -

trabajo, usado por SLVBLK. 

Subrutina "ARRAUX. 

Este m6du1o genera los arreglos y va1ores au~il~a~es

que describen la estructura .de bloques de la matriz de coefi-

siences. Estos arreglos proporcionan la informaci5ri qu~ re~ -

quiere la rutina SLVBLK para la so1uci6n del sistema de e~ua--
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ciones. Los vectores calculados por esta rutina son: COLI. 

COLF. FILI. que tienen unn longitud NBLl. Son las secuencías

de columna inicial, columna final y fila inicial de cada uno -

de los bloques. Se calcula también el arreglo INTS de 4xNBLl-

a base de los anteriores. Se determina adem§s el va1or de las 

variables enteras LIPVT, LBLK, NULT, 

gitud de ciertos vectores requeridos 

Subrutina MASTIF: 

LSCR que expresan la lon

por SLVBLK. 

Este es un programa que calcula las matrices de masa

y rigidez del problema que se resuelve. El orden de estas ma

trices es NP x ISAB; el nombre de los arreglos es KSTIF y 1'1ASS. 

MASTIF llama también a la función FINT que es una ru

tina que evalúa la integral de una función por cuadraturas de

Gauss. A su vez, FINT se apoyn en la función UIJ que propor

ciona·. las f6rmulas de las funciones base para la discretiza-

ción en el espacio. 

Subrutina COEF: 

Esta rutina determina el valor de los coeficientes de 

interpolación para la discretización en el tiempo, de acuerdo

al tipo de aproxiraaci6n elegido. Estos coeficientes se almdc~ 

nan en el arreglo C de dimensiones 2 x 4. (C es un nombre lo

cal; en varios m6dulos, este arreglo se llama CINT). 

COEF llama también a ciertas rutinas auxiliares como

FUINT, que genera las funciones base adecuadas para la interp~ 

lación elegida. Se ha incluido en este m6dulo la ~ubrutina -

INVHM y sus auxiliares SUBST y FACTOR, las cuales sirven para

invertir matrices; estas rutinas han sido tomadas de la·•refe-

rencía [17] 
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Subrutinn METODO; 

Este es un programa que calcula la matriz de coefi

cientes del sistema general de ecuaciones. Estn se almacena 

de una forma especial, según lo requerido por SLVBLK. El nom

bre del vector de coeficientes es ARRAY. 

Subrutina T1NDEP: 

Muy parecida n la anterior, esta rutina genera el vec 

tor de términos independientes del sistema general de ecuacio-

nes. El nombre de este vector es B. Este módulo utiliza como 

datos las incógnitas calculadas en el paso anterior (o las co~ 

dicíones iniciales, al arrancar). 

Subrutina -1NCOND: 

Al arrancar, llena un vector con las condiciones ini

ciales del problema particular; este vector es de dimensiones-

2 x NP y su nombre es A. 

Subrutina ERROR: 

Calcula las normas de error correspondientes a· un in~ 

tante preestab1ecido, comparando la solución proporcionada por 

el método con la solución anal1ticn exacta. 

lítica es proporcionada por la rutina FEX. 

Esta so1uClón ana 

La salida de esta rutina se imprime· directamente. 

Consiste de los valores exactos y aproximados de las incógni-

tas y la diferencia entre ellos, indicando además la abscisa 

correspondiente y el valor de T. Imprime• además, el máximO 

error detectado y la abscisa en la que ocurrió, así como el -

error cuadrático total (ver ecuación 4.15). 
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Paquete SLVBLK: 

Realiza la resolución de un sistema de ecuaciones li

neales cuya matriz de coef icicntes es casi diagonal por blo- -

que s. El método empleado es una variante de la eliminación --

gnussiann~ adaptadn para aprovechar la estructura de la matriz 

de coeficientes. 

En nuestro programa, este paquete ha sido roto en va--

rias rutinas que se.llaman oportunamente. Estas son: 

CBLOKI 

FCBLOK 

CBLOK2 

SBBLOK 

que prepara la matriz de coef icicntes para su fac 

torización. 

que ejecuta la factorización. 

que prepara el vector de términos independientes

para la resolución. 

que resuelve el sistema. 

Remitimos al lector interesado a la referencia [19] 

piginas 36 y siguientes para una explicación más amplia· de ·es

te paquete. 
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4.3 ANALISIS DE RESULTADOS 

Se nplicaron los métodos n un problema ejemplo: se -

resolvió la ecuación 

l ()() 

u.(o,tl 

u r~. º 1 = 

o . 
) 

Li{JO,l)=O 

. 1Tr 
~ ~-· --

5 ) 
Ü (>r,ol :o 

La solución analítica exacta es: 

La norma L 2 del error se define por: 

2.: 
.-.. I 

. ) .,., 
e .. -

( 4. 11 ) 

(4.121 

(4 .13) 

(4.141 

(4. 15) 

donde ~ es el nGmero de puntos que se toman en el intervalo -

(o. 
1 

10.J para comparar la solución exacta Ur: con el valor apr~ 

ximado UQ, • El error ~ se define as~: 

€: ":::lt'..(f" (Y.,·) - Uc.. \>..',·/! (4.IG,) 

A fin de averiguar las condiciones de los aiferentes-

métodos en la práctica 9 hemos calculado la norma L2 del error -

en el instante t-: I para los diferentes métodos, con diferente 

longitud de paso y con diferentes funciones base. A continua

ción se muestran algunas de estas tab1as, correspondientes a -

los casos más interesantes. 
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ERROR L 2 EN T = l 

ESQUEMA l-2, 1-2 (INTERPOLACION POLINOMIAL) 

SE USO UNA MALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACIO 

BASE ler GRADO 2o. GRADO 3er GRADO 

0.2 0.254595 X 10- 2 0.113195-x 10-2 
0.113446 X 

o. 1 0.358260 1 ci- 2 -3 
0.129903 X 0.127385:'X'. 10 X 

0.05 0.367865 X 1 0-2 0.127980" 10-4 
0.153147 X 

0.025 0.369280 X 10- 2 0. 785042 X 10-b 0.173730 X 

ERROR L, EN T - 1 

ESQUEMA 2-2, 2-2 (INTERPOLACION POLINOMIAL) 

SE uso UNA HALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACIO 

BASE ler GRADO 2o. GRADO 3er GRADO 

10- 2 

1 o-3 

10-4 

10-S 

0.2 0.361277 X 10-2 0.788370xl0~ 0.673428 X . 10-4 

o. 1 0.368918 X 10-2 0.301515 X 10-S 0.283942 X 10-s 

o.os 0.369399 X 10- 2 0.287244X10-S 0.253487 X 10-s 

0.025 o. 369499 X 10-2 0.252965 X 10-S 0.170526 X .10- 6 
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ERROR Lz EN T ~ l 

ESQUEMA 1-2, • (INTERPOLACION POLINOMIAL) 

SE USO UNA MALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACIO 

BASE: lcr GRADO 2o, GRADO 3cr GRADO 

0.2 0.262554 X 10- 2 0.105748 X 10-2 0.112861 X 

o. 1- 0.356578 X 10- 2 0.!21+836 X 1 o-3 o. 146115 X 

o.os 0.367856 X 1 0- 2 0.129723 X 1 o-4 0.178433 X 

o. 025 0.369236 X 10-2 0.725128 X 10 - 5 0.102188 X 

ERROR L 2 EN T ~ l 

ESQUEMA 2-1 = (INTERPOLACION POLINOMIAL) 

SE USO UNA MALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACIO 

BASE: ler GRADO 2o. GRADO 3er GRADO 

o.2 0.460108 X 10-2 0.263577 X 10+1 0.241818 X 

o .1 0.381295 X 10-2 0.880793 X 10-l 0.903712 X 

o.os 0.370941 X 10-2 0.458360 X 10+1 0.452562 X 

0.025 0.369622 X 10- 2 0.127411 X 1 o-5 0.142215 V 

1 o - 2 

10-3 

10-4 

1 o-5 

10 +l 

10-l 

lO+l 

10-5 
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Las tablas nnteríorcs presentan los valores de la no~ 

ma Lz del error en difurentcs cnsos. Se usó siempre una malla 

de 32 intervalos en el espncio. Los resultados numéricos obt~ 

nidos revelan nlgunos hccltos interesantes pero, en definitiva, 

concuerdan con nuestro análisis teórico de estabilidnd y prcc! 

sión. 

La primera observación que se puede hacer es que, al

usar una discretización lineal en el espacio, prácticamente t~ 

dos los métodos ·mantienen sus normas de error sin cambio apre-

ciable, pese a la disminuciGn de la longitud de pnso. Esto re 

vela la dominancia del error de discrctización en el espacio:

al usar interpolacion lineal en el espacio se generan crrores

que no pueden ser contrarrestados por un refinamiento en la ma 

lla de discretización en el tiempo. 

En algunos cnsos, la discretización lineal en el es·p~ 

cio produce oscilaciones ca~ticas en los valores del error. 

Si examinamos la tabla correspondiente al esquema 1-2, 

1-2 con interpolación polinomial que habíamos considerado exc~ 

lente, veremos que nuestras deducciones fueron ciertas: la e.o~ 

binación de este esquema con la interpolación cuadrática en el 

espacio, presenta una disminución del error realmente drástic~· 

con factores de disminucl~n qu~ van dc5dc nproximndAmente- 9 

hasta más de 16. Sin embargo, al usar interpolación cúbica en 

el espacio no se logra•reducir más el error, pues en ese caso

pasa a dominar el orden mñ.s bajo de la discretización en el tie~ 

po. (Por otra parte, con elementos cúbicos en el espacio, ya-

·deben existir efectos del error de ~edondeo pues en ese caso -

el sistema de ecuaciones es de orden 190 x 190). 

Una enseñanza que se puede extraer de lo dicho es que 

no es conveniente usar diferentes órdenes de aproximación en -
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el tiempo y el espacio pues, en ese caso, prevalece el mas ba

jo y no se puede contrnrrestnr con el refinamiento en la otra

dimcnsión. 

Otro esquema de excelente comportamiento resulta scr

cl 2-2, 2-2 con interpolación lineal, combinado con la discre

tizaci6n c~bica en el espacio, reduce mucho las normas de 

error. Sin embargo, el orden de reducción es comparnble al del 

esquema 1-2, 1-2 que mencionamos, pero el 2-2, 2-2 es mucho -

más costoso. 

Conforme se podía esperar de los resultados del aná--

1isis teórico, también resulta muy aceptable el esquema 1-2, 

con interpolación polinomial. Su desempeño es comparable al 

de 1-2, 1-2 que vimos antes. 

El esquema 2-1, con interpolación polinomial que se -

reveló como malo en el análisis teórico, se confirma así, mos

trando un comportamiento caótico en la tabla correspondiente. · 

Con este breve análisis, damos por terminada esta ex

ploración preliminar de esta familia de métodos. Hemos visto

que hay en ella esquemas buenos y malos, pero ya sabemos hacia 

donde hay que dirigir la atención. Como hemos dicho, el tr~ba 

jo no esta terminado; todo lo contrario, apenas comienza y es

peramos que otros prosigan con esta investigación que dejamos

inconclusa. 
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... 
~~aRk~~c~o~gV/TODOI FORTRAN, 1443 RECORDS, SAVED 
•oajECT FILE PRESENT, SAVED 
L 

C* 
C* 
C* 
e* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

Este pros:rarha eJec•Jta los metodos C1Ue hemos estudiado .. 
Se hace la aPticaciori a la solucion de la ecuaeion de onda 

FILE 6 <HAXRECSIZE=22> 
DIHENSION A(10000l•CINT<2,4) 
C* 

100'000 
100100 
100200 
100300 
100400 
10</500 
100600 
100700 
100800 
100900 
101.000 
101100 
101200 
101300 
101400 
101500 
101600 
101700 * 
101750 * 
101800 
101900 
101950 
102000 
102100 
102200 
102300 
102400 
102:500 
102600 
102700 
102800 
102900 
103000 C*-

( 

C* 

103100 C* 
103200 
103300 * 

·· 103400 e* 
103450 C* 
103500 
103600 
103700 
io3eoo 
103900 
103950 
104000 C* 
104.1oo:c* 

55 

65 

IJRITEC6,55) 
FORHATC//' DATOS PARA DISCRETIZACION EN EL ESPACIO:'/) 
WRITEC6,65> 
FORHATC' No. DE INTERVALOS• ABSCISA INICIAL• ABSCISA FINAL•'• 

• GRADO DE LAS FUNCIONES BASE• VALOR DE e y No. DE PUNTOS'• 
' A JHPRIMIR'll 

REA0(5./>NirX11XF,rG~c,NIMP 
NP=NI*IG-1 
NPX2=NP*2 
ISAB=IGtl 
NDIH=NP*1SAB 
IHASS=l · 
ISTIF•NDIH+l 
Nf!LOKS=NI 
IF<IG.EO.llNBLOKS=NI-2 
IINTS=ISTIF+NDIH 
!COLI=IINTS+CNf!LOKS+1>*4 
ICOLF=ICOLI+Nf!LOKS+l 
IFTLI•ICDLF+N~LOKS+l. 

CALL ARRAUX(IG•Nl>NBLOKS+l•A<ICOLI>•A<ICOLF>•A<IFILI>• 
AIIINTSl•LIPVT,Lf!LK•NULT•LSCR> 

If!LDKS=IFILI+NBLOKS+l 
IB=IBLOKS+LBLK 
IPVT=IIHLIPVT 
IX=IPVT+LIPVT 
ISCR=IX+NPX2 
IULT=ISCR+LSCR-1 



... 
GE"l:_.PGViTODO 
•W~RKFILE PGV/TODO: FORTRAN. 
•OBJECT FILE PRESENT, SAVED 

1443 RECORDS, SAVED 
L . 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
c* 

Este Prosrama eJecuta los metodos aue hemos estudia"do. 
Se hace la aPlicacion a la solucion de la ecuacion de onda 

FILE 6 <HAXRECSIZE=22l 
DIHENSION A(10000l•ClNT<2•4l 
C* 

100"000 
100100 
100200 
100300 
100400 
lOQ.500 
100600 
100700 
100800 
100900 
101000 
101100 
101200 
101300 
101400 
101500 
101600 
101700 * 
101750 * 
101800 
101900 
101950 
102000 
102100 
102200 
102300 
102400 
102500 
102600 
102700 
102800 

c* 

55 

65 

102900 
103000 C*· 
103100 C* 
103200 
103300 * 
103400 C* 
103450 e* 
103500 
103600 
103700 
i03800 
103900 
103950 
104000 c* 
104100.C* 

WRITE<6,55l 
FORHAT(//' DATOS PARA DISCRETIZACION EN EL ESPACIO!'/) 
WRITE<6,65l 
FORHAT<' No. DE INTERVALOS, ABSCISA INICIAL, ABSCISA FINAL•'• 

' GRADO DE LAS FUNCIONES BASE. VALOR DE c y No. DE PUNTOS'• 
' A IMPRIMIR'/) 

READ<5,/)NJ.xr,xF.rG.c,NIMP 
NP=N1*IG-1 
NPX2=NP*2 
ISAB=IG+l 
NDIH=NP*ISAB 
IHASS=l 
ISTIF=NDIH+l 
NBLOKS=NI 
IF<IG.EO.llNBLOKS=NI-2 
IINTS=ISTIF+NDIH 
ICOLI=IINTS+<NBLOKS+1>*4 
ICOLF=ICOLI+NBLOKS+l 
IFILI=ICOLF+NFLOKS+l. 

CALL ARRAUX<IG•NI•NBLOKS+l•A<ICOLil•A<ICOLFl,A<IFILil• 
A(IINTSl,LIPVT,LBLK,NULT,LSCR) 

I BLOKS= I FIL I +NBLOKS+l 
IB=IBLOKS+LFLK 
IPVT=IB+LIPVT 
IX=IPVT+LIPVT 
ISCR=IX+NPX2 
IULT=ISCR+LSCR-1 



--··-- - . 
104200 
104300 
104400 145 
104500 
104600 C* 
104700 C* 
104600 150 
104900 C* 
105000 C* 
106300 
106400 615 
106500 
106600 625 
106700 * 
106600 * 
106900 
107000 
107100 
107200 635 
107300 
107400 C* 
107500 C* 
107600 700 
107700 C* 
107600 C* 
108400 C* 
108500 C* 
108600 
108700 * 
108800 C* 
108900 C* 
109600 
109700 
109600 C* 
109900 C* 
110000 
110100 C* 
110200 C* 
110300 
110400 635 
110500 
110600 C* 
110700 C* 
110600 900 
110900 915 
110950 * 
111000 C* 
111100 C* 
111200 
111250 
11.t 300 C* 

IF<IULT.LE.10000lGO TO 150 
WRITE(6o145lIULT 
FORMATU/3X,' A ES MUY PE!lUENO; LONGITUD NECESARIA:' o!6/l 
STOP 

WRITE<6•61Sl 
FORMATU/' DATOS PARA DISCRETIZACION EN EL TIEMPO!'/) 
WRITE(6,625) 
FORMAT<' CLAVE DEL HETODO• LONGITUD DE PASO, Pl Y (ll '• 

.' (f'ARAHETROS DE INTERPOLACION), TIPO DE INTERPOLACION' • 
' Y PARAHETRO LIBRE'/) 

READ(5,/)KLAVE,H,P1,0t,K1,PHI1 
IF<KLAVE.E!l.2)GO TO 700 
WRITE<6o635) 
FORMAT(' DATOS PARA 2a. INTERPOLACION EN EL TIEMPO!'/) 
READC5,/>P2,G2•K2,PHI2 

CALL METODOCK'LAVE,CINT,NBLOKS+1,LBLK,NP,JSAB•A<ICOLI), 
A<ICOLF>•A<IFILil•A<IBLOKSl•A<IMASSJ,A<ISTIFll 

CALL CBLOKl!NBLOKS,NULToA!IINTS>•A<IBLOKSll 
CALL FCBLOK< A ( IBLOKS l •A< I INTS) • NBLOKS •A< IF'VT> •A ( ISCR) •!FLAG) 

IF<IFLAG.E!l.O)GO TO 900 

WRITE<6.835l 
FORMAT(//' LA MATRIZ DE COEFICIENTES ES SINGULAR'/) 
STOP 

WRITE!6o915l 
FORMAT(///' COMIENZAN LAS ITERACIONES. DAR T FINAL E INTERVALO', 

• PARA IMPRESION'/) 

READ(5,/lTFINoDTIMP 
NWR;=DTIHF'/H 



· in4oo e* 
111500 
112300 C* 
112400 C* 

CALL INCOND<NP•A<IX>.xr.xF> 

113100 IWR=O 
113200 DO 1000 T=H•TFIN,H 
113250 CALL TINDEPCKLAVErCINT,.NBLOKS+1,NP,NPX21ISAB,A(ICOLI), 
113260 * AIICOLFJ,AIIFILIJ,AIIBl,AIIMASSJ,AIISTIFJ.,~IIXJ,HI 
113300 CALL CBLOK21NPX2,NBLOKS•NULT,AIIINTSl•AIIBll 
113400 CALL SBBLOKIAIIBLOKSJ,AIIINTSl•NBLOKS,AIIPVTl•AIIBJ, 
113500 * AIIXll 
113509 C* 
113510 C* 
113520 I WR= I WR+1 
113540 IFIIWR.LT.NWRIGO TO 1000 
113545 WRITEl6•9701T 
113548 970 FORMATI///' T= '•Fl0,60/I 
113550 CALL ERRORIACIXJ.NI.xI.XF.NIMP.rG.NP.TI 
113570 IWR=O 
113600 C* 
113650 C* 
113700~C* WRITEC6,953)T 
113750 C*953 FORHATC////' T=',Fl0.6//' VALORES DE U:'/I 
113800 C* WRITE(6,975>CACIX+I>,I=O,NF'X2-1r2) 
114000 C* WRITEC6,9651 
114100 C*965 FORHATC//' VALORES DE dU/dt:'/I 
1.14200 C* IJRITEC61975>CA.CIX+I>rI=1rNPX2-112) 
114250 C*975 FDRMATC8F12~6) 
114300 C* 
114350 C* 
114600 1000 CONTINUE 

,. 114650 C* 
114700 C* 
114750 1100 STOP 
114800 END 

, 11·5000 C* 
115100 C* 
115200 C* 
115300 C* 
115400 C* Esta rutina construye los arre~los auxiliares Para 
115500 C* resolver el sistema de ecuaciones mediante el uso del· Pa-
115600 C* ouete SLVBLK~ 
115700 C* 
115800 C* 
115900 SUBROUTINE ARRAUXCIG,NioNBLloCOLI•COLF,FILI,INTS,LIPVT,LBLK•NULT .. 
116000 * LSCRI 
116100 INTEGER COLICNBLll•COLFCNBL1J,FILICNBLll•lNTSC4,NBL11•FlLIX•FAC 
116300 C* 
116400 C* 
116500 C:tc 
11-6550. . NBLOKS=NBLl-1 



116600 
116700 
116800 
116900 
116950 
117000 
117100 
117200 
117300 
117350 
117400 50 
117500 
117700 
118100 70 
118200 
118300 
118350 
118400 
118500 
118550 
119400 
119600 
119700 
119800 120 
119900 
120000 
120400 
120500 
120550 
120560 C:* 
120570 C* 
120600 
120700 
120800 
120900 
121000 
121100 
121200 
121300 
121400 
121500 
121600 
121700 
121800 
121900 
12'2000 
122100 
122200 C* 
122300 C* 
t22400 e* 
122500 C* 

180 

IBL=1 
C:DLI< 1 >=1 
FÍLI<1>=1 
FILIX=2*IG+1 
FILI<2>=FILIX 
C:DLFC1>=IG*4 
INC:=1 
FAC=2 
IF<IG.EQ.1)G0 TO 50 
IBL=IBL+1 
DO 100 !=2,NI 

IF <I.NE.NI-llGD TO 70 
INC:=O 
C:DLI(IBL>=<I-1>*IG*2-1 
C:DLF(IBLl=C:OLI<IBL>+C2*IG+INC:>*FAC:-1 
FILI<IBL+l>=FILIX+2*IG 
FILIX=FILI<IBL+l>+<INC:-1>*2 
FAC:=INC:+l 
IBL=IBL+1 
IF<IBL.GT.NBLDKS>GO TO 120 

C:ONTINUE 

C:DLI(IBL>=FILICIBL> 
C:DLF<IBL>=FILI!IBL) 
NULT=O 
LIPVT=O 
LSC:R=O 
INTS(l.1)=1 

DO 200 I=!,NBLOKS 
INTS<2•I>=FILI<I+1>-COLI<I> 
LIPVT=LIPVT+INTS<2,I> 
IF<INTS<2•I>.GT.LSC:R>L5C:R=INTS<2,I> 
INT5(3,I)~C:OLF<I>-C:OLI<I>+1 
INTS<4•l>=C:OLI<I+1>-C:OLI(I> 
NULT=NULT+<FILI<I+1>-FILI<I>>*INTSC3,I) 
IFCI.EG.NBLOKS)GO TO 180 
INT5<1•I+1>=INT5(1,I>+INTS<2•I>*INT5C3,I> 
GO. TO 200 
LBLK=INTS(1,I>+INTS(2,I)*INT5(3,I)-1 

C:DNTINUE 

RETURN 
END 



.. 
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122600 C* 
122700 C* 
122800 C* 
122900 C* 
123000 C* 
123100 C* 
123200 C* 

Est.a rutina constru~e las mat.rices de masa Y ri.sride::: Para 
los metodos de un paso aue estudiamos. 

123300 C* 
123400 C* 
123500 SUBROUTINE HASTIFCXI1XF,NI,IG,NP,ISAB1KSTIF1HASS1C) 
123600 REAL KSTIF,HASS 
123700 DIHENSION KSTIF(NP,ISAfl>•HASS(NP•ISARJ,IND(4) 
123800 C* 
123900 C* 
124000 
124100 
124200 
124300 
124400 
124500 
124600 
124700 
124800 
124900 
125000 
125100 
125200 
125300 
125400 
125500 
125600 
125700 
125900 
125900 
126000 
126100 
126200 
126300 
126400 
126500 
126600 
126700 
126800 
126900 
127000 
127100 
127200 
127300 
127400 
127500 
127600 

* 

* 

e* 
e* 
C* 

F=l ,/C**2 
P=l. 
DO 100 N=1,NP 

DO 100 H=t.ISAR 
KSTIF(N,HJ=O. 
HASS(N•H>=O. 

CONTINUE 

fl=(XF-XIJ/NI 
DO 500 N=l•NI 

Xl=XIHN-ll*fl 
X2=X1+H 
IND(1)=(N-1l*IG 
DO 150 H=2.IG+1 

IND(H)=IND(H-lJ+l 
150 CDNTINUE 

200 
300 
500 

IHIN=l 
IHAX=IG+l 
IFCN.Eíl.1JIHIN=2 
IFCN.Eíl.NIJIHAX=IHAX-1 
DO 300 I=IHIN•IHAX 

II=IND( I > 
DO 200 J=THTN•I 

JJ=ISAR-ItJ 
KSTIF( II ,JJJ=KSTIF( I I, JJ) + 

FINTCIG,x1,x2,p,1,J,1> 
HASS(II•JJJ=HASSCII•JJJ+ 

FINTCIG1x1,x2,F,1,J,O> 
CONTINUE 

CONTINUE 
CONTINUE 
RETURN 
ENC1 

• 



C* 
C* 
DOUBLE PRECISION FUNCTION FINT(GRAD01X1rX2rFrI,JrID> 

127700 
127800 
127900 
128000 
128100 
128200 
128300 
128400 
128500 
128600 
128700 
128800 
128900 
129000 
129100 

INTEGER GRADO 
DOUBLE PRECISION 
C* 

POINT<4)1WEIGHT(4),XCrH 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
e* 

129200 
129300 C* 
129400 C* 
129500 
129600 C* 
129700 C* 

Esta funcion Proporciona el valor de la integral de la 
funcion UIJ (si ID=O> o de su derivada <si ID=!). La 
run~ion UIJ se elige de ac•Jerdo a los Pararnetros I 
o J aue esPecifican el nodo correspondiente. Se usa 
una cuadratura de Gaussr con un numero adecuado de 
Puntos segun el srado de la funcion. 

IXG=GRADO-ID 7. Si se trata de derivada, 
X el grado disrninu"=le' en· uno. 

129800 10 POINH 1 l=O. 
WEIGHT<1l=2. 
GO TO 98 

129900 
130000 
130100 C* 

·130200 C* 
130300 20 POINT C 2 >=O. 577350269189626!10 

WEIGHT<2>=1. 130400 
130500 
130600 C* 
130700 C* 

GO TO 90 

130800 30 POINT<2)=0. 
POINT(3l=0.774596669241483DO 
WEIGHT(2l=0,8888888888888889DO. 
WEIGHT(3)=0.5555555555555556DO 
GO TO 90 

130900 
131000 
131100 
131200 
131300 C* 
131400 C* 
131500 40 POINT(3J=0.339981043584856DO 

POINT(4l=0.861136311594053DO 
WEIGHT(3l=0.652145154862546DO 
WEIGHTC4>=0.347854845137454DO 

131600 
131700 
131800 
131900 C* 
132000 C* 
132100 
132200 
132300 
132400 
132500 C* 
.132600 C* 
1~?700 

90 LIM=<IXG+ll/2 
DO 95 N=l, LIH 
POINT<Nl=-POINT(IXG+2-Nl 

95 WEIGHT<Nl=WEIGHT(IXG+2-Nl 

9R FTNT=O. 



132800·--··· 
132900 
133000 

'133100 
133200 * 
133300 
133400 
133500 
133600 

100 

·133700 
133800 
133900 
134000 
134100 
134200 
134300 
134400 
134500 
134600 
134700 
134800 
134900 
135000 
135100 
13~:{200 
135300 
135400 
135500 
135600 
135700 
135800 
135900 
136000 
136100 

'136200 
''136300 
136400 
136500 
136600 
136700 
136800 
136900 
137000 
137100 

C* 
e* 
C* 
C* 
e* 
C* 
DOUBLE 
DOUBLE 
C* 
e* 

C* 
1000 

C* 
1100 

e* 
1110 

1120 

1210 

1220 

H=x2-x·1 
DO 100 N=l•IXG+l 

XC=POINT<N> 
FINT=FINT+WEIGHT<N>*F*UIJ<GRADO.r.rD.H.XC>* 

UIJ<GRADO,J,ID,H,XC> 
CONTINUE 
FINT=FINT*<X2-X1>/2. 

RETURN 
END 

PRECISION FUNCTION UIJ<IG,J,ID•H•R> 
PRECISION H,R 

IDP=ID+l 

GO TO <1000,2000,3000>,IG 

GO TO (1100,1200>,IDP 

GO TO <1110,1120),J 

UIJ=0.5*<1.-R> 
RETURN 
UIJ=0.5*<1.+R> 
RETURN 

UIJ=-1,/H 
RETURN 
UIJ=l./H 
RETURN 

137200 2000 GO TO (2100,2200>,IDP 
137300 e* 
137400 2100 GO TO C2110,2120,2130),J 
137500 C* 
137600 2110 UIJ=-0·5*R*<1.-Rl 
137700 RETURN 

J37..8.0.0'"-2.120 .. _UJJ= .. 1 • -::R**.2 

• 



137900 
138000 
138100 
138200 
138300 
138400 
138500 
138600 
138700 
138800 
138900 
139000 
139100 
139200 
139300 
139400 
139500 
139600 
139700 
139800 
139900 
140000 
140100 
140200 
140300 
140400 
140500 
140600 
140700 
140800 
140900 
141000 
141100 
1"41200 
141300 
141400 
141500 
141600 
141700 
141800 
141900 
142000 
142100 
142"200 
142300 
142400 
142500 
i426ÓO 
142700 
J.42800 

2130 

C* 
C* 

2200 
C* 

2210 

2220 

2230 

C* 
C* 

3000 
C* 

3100 
C* 

3110 

3120 

3130 

3140 

3220 

3230 

3240 

1.42900 C:tc 

RETURN 
UIJ=O.S*R*<l.+Rl 
RETURN 

GO TO <2210,222012230),J 

UIJ=(2,*R-1,)/H 
RETURN 
UIJ=-4.*R/H 
RETURN 
UIJ=(2,*R+1. )/H 
RETURN 

GO TO 13100,3200),JDP 

GO TO C3110131201313013140),J 

UIJ=l1.-R)*(9,*R**2-1.)/16, 
RETURN 
UIJ=9·*<R**2-1.)*(3,*R-1,)/16. 
RETURN 
UIJ=9•*<1.-R**2>*(3.*R+1,)/16. 
RETURN 
UIJ=<1.+R>*<9,*R**2-1.J/16. 
RETURN 

GO TO <321013220,323013240),J 

UIJ=C-27.*R**2+1B.*R+1.)/C8.*H> 
RETURN 
UIJ=9.*C9.*R**2-2.*R-3.)/CS.*H> 
RETURN 
UIJ=9.*<-9,*R**2-2.*R+3.)/(B.*H> 
RE-TURN 
UIJ=l27.*R**2+1B.*R-1.l/IB•*H) 
RETURN 
END 

--

Rutina de Calculo de los Coet'icientes de 
InterPolacion por el Hetodo de Hermite-Birkhoff'. 



··143000 e* 
143100 SUBROUTINE COEF<KLAVE.P1.a1,K1,pH11,p2,a2,K2,pHz2,HrC) 
143200 INTEGER p,o,p1,01,p2,a2,E 
143300 DIMENSION cc2,4),EC2,4>,HMC36),HMINVC36),fILAC6),DC6),INDPARC4) 
143400 C* 
143500 C* 
143600 CALL INITCCC) 
143700 C* 

Z Se inieiali=a C 

?. 
?. 
?. 

143800 IF<KLAVE.LT.1.0R.KLAVE,GT.21GO TO 1000 
143900 IF<P.t,LT.1.0R.Pl.GT.2)G0 TO 1000 
144000 IF<01.LT.1.0R.Ol.GT.2)G0 TO 1000 
144100 IF<Kl.LT.1.0R.K1.GT.21GO TO 1000 
144200 IF<KLAVE.E0.2>GO TO 20 
144300 IF<P2.LT.1.0R.P2.GT.21GO TO 
144400 IF<02.LT.1.0R.02.GT.21GO TO 
14450~ IFCK2.LT.t.OR.K2.GT.2>GO TO 
144600 C* 

X. Cheoue-o de datos 
?. 

144700 C:l< 
144800 
144900 
145000 
145100 

·· 145200 
145300 
145400 
145500 
145600 
145700 
145800 
145900 
146000 
146100 
146200 
146300 
146400 
146500 
146600 
146700 
146800 
146900 
147000 
147100 
147200 
147300 
147400 
147500 
147600 
147700 
147800 
147900 

20 P=Pl 
O=Cll 
PHI=PHI1 
K=Kl 
KVEZ=l 
CALL !NITE<E> 

M=3 
KORD=P+O+l 
IF(P.GT.l>E<l•ll=l 
IFCQ.GT.t>E<2•1>=1 
E<1•2>==1 
EC2,2>==1 
E<1•3l=l 

1000 
1000 
1000 

?. 
?. 
?. 

~ Se inicíaliza E 

?. 
?. 
;. 
?. 
?. 
?. 
?. 
?. 

Se calcula la matriz 
de incidencia E. 

E<1•4l=l ~ Se usa. solo en el metoda de 2o. orden 
X Para calcular la doble intesral. 

INDPARC11=1 , 
INDPAR<2>=3*E<1o1) 
TNDPARC3)::::2 
INDPARC4)~4*E<2•1) 

N=l 
DO 100 I=l •L 7. 
DO 100 J=O.•M-1 7. 
IFCE(!,M-Jl.EO.OlGO TO 100 7. 
CALL FUINTCK.r-1,J,KORD,H·PHirFILA) % 
CALL ENSAMB.<HHoFILA,N,KORD> 7. 
~ITTl ;. 

IndPar es una lista 
'Ordenada de los indices 
de los Paramet.ros a1..se in 
tervienar1 en el calc'-llo. 

Se forma la mat.riz HM 



" 

150 

180 

C* 
C* 

C* 
C* 

500 

C:l: 

148100 
148200 
148300 
148400 
148500 
148600 
148700 
148800 
148900 
149000 
149100 
149200 
149300 
149400 
149500 
149600 
149700 
149800 
149900 
150000 
150100 
150200 
150300 
150400 
150500 
150600 
150700 
150800 
150900 
151000 
151100 
151200 
151300 
151400 
151500 
151600 
151700 
151800 
151900 
152000 
152100 
152200 
152300 
152400 

C* 
1000 
2000 

C* 
C* 

1200 

152500 C* 
152600 C* 
152700 C* 
152800 C* 
152900 C* 
153000 C* 
153100 C* 

CALL FUINTCK,1,o,KORD,HrPHI1D> 
KORSCl=KORD*KORD 
CALL INVHM!KORD,KORSCl,HH•HMINV> 

Z Calculo de D. 

~ Inversion de HH: 

INICOL=KORD-P-Cl+l 7. 
INI=<KORD-P-Cl>*KORD 7. 
N=l 7. 
DO 200 I=INICQL,KORD % 

'KONT=INDPAR<N> 7. 
N=N+l Z Cal culo de par~metros 
IF<KONT.ECl.OlGO TO 150 7. 
DO 180 J=l•KORD 7. 

e ( KVEZ 'KONT> =e ( KVEZ. KONTl +HMINV ( INI+J) *II ( J) 
CONTINUE 7. 
INI=INI+KORD 7. 

CONTINUE 7. 

IF<KVEZ.GT, l)GO TO 1200 
KVEZ=2 

IF<KLAVE.ECl.llGO TO 500 
H=M+l 
KORD=KORll+l 
GO TO 80 

P=P2 
Cl=Cl2 
PHI=f'HI2 
K=K2 
GO TO 50 

WRITE<6,2000l 
FDRMAT < ' ERROR EN LOS DATOS' l 

RETURN 
ENn 

Subru·~inas Auxiliares. 

7. 
7. 

7. 
7. 
7. 
7. 

7. 
7. 
7. 
7. 
7. 

Control Para hacer 
dos Pasadas. 

Inicializacion Para 2a. 
Pasada~ (2o. orden) 

Inicializacion Para 2a. 
pasada.(ler. orden) 



153200 Cll<-
153300 SUBROUTINE INITECE) 

DIMENSION EC2r4) 
INTEGER E 

153400 
153500 
153600 
153700 
153800 
153900 
154000 
154100 
154200 
154300 
154400 
154500 
154600 
154700 
154800 
154900 
155000 
155100 
155200 
155300 
155400 
155500 
155600 
155700 
155800 
155900 
156000 
156100 
156200 
156300 
156400 
156500 
156600 
156700 
156800 
156900 
157000 
157100 
157200 
157300 
157400 
157500 
157600 
157700 C:tc 
157800 C:t< 

100 
Cll< 

Cll< 
Cll< 
Cll< 
Cll< 
Cll< 

DO 100 I=lr2 
DO 100 J=1•4 
ECI rJ>=O 

RETURN 
END 

SUBROUTINE INITCCC> 
DIHENSION cc2,4¡ 

Cll< 

C* 
Cll< 
Cll< 
C* 
C* 

DO 100 I=l ,2 
DO 100 J=1•4 

100 ccr,J>=o. 

RETURN 
END 

SUBROUTINE ENSAHBCHH,FILA•N,KORD> 
DIHENSIDN HHC36),F!LAC6) 
C* 
C* 
C* La Presente srJbrutina g1Jarda en los !usares adecuados los ele-
C* mentes de una rila de la matriz HH, aue estan contenidos en el 
C* arreSlo FILA. 
Cll< 
C* 

100 
C* 

157900 C* 
158000 C:t< 
158100 C:t< 

INDICE=N 
DO 100 I=1,KORD 

HHCINDICE>=FILAC!) 
INDTCE=INDICE+KORD 

CONTINUE. 

RETURN. 
END 

1.SB20D SUBROUTINE.FUINTCK1IrJ,KORD,Hrf'HirVEC) 



158300 
158400 
158500 
158600 
158700 
158800 
158900 
159000 
159100 
-159200 
159300 
159400 
159500 
159600 
159700 
159800 
159900 
160000 
160100 
160200 
160300 
160400 
160500 
160600 
16()700 
160800 
160900 
161000 
161100 
161200 
161300 
161400 
161500 
161600 
161700 
161800 
161900 
162000 
162100 
162200 
162300 
162400 
162500 
162600 
164700 
162800 
162900 
163000 
163100 
163200 

DIHENSION VECC6l 
e* 
e* 
C* La Present.e ru-t.ina Proporciona los valores de las f•Jnciones 
C* de interPolacion reoueridas, sesun el caso. Las devuelve 
C* dentro del arreSlo VEC. 
C* 
C* 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

50 

1000 
C* 
C* 

1100 

1105 
1110 
1120 
1130 
1140 
1150 
1160 

1205 
1210 
1220 
1230 
1240 
1250 

AI=I 
T=AI*H 
ARG=PH1*T 
DO 50 N=l ,6 

VECCN>=O. 
CONTINUE 

r. 
Z Inicializacion de VEC. 
r. 

IFCK.GT.2>GO TO 2000 % Los valores admisibles de K 
% son K=lr Para interPolacion 
% polinomica ~ K=2r para inter-
Z polacion Lrisonometrica. 

IFCK.EO.llGO TO 1105 
VECCKORDl=COSCARGl 
VEC<KORD-ll=SIN<ARGl 
GO T0(1130.1140,11so,1160>·7-KORD 
GO T0~1110r1120r1130r1140)r7-KORD 
VECC6>=T**5 
VECC5l=T**4 
VECC4l=T**3 
VECC3l=T**2 
VEC(2)=T 
VECC 1>=1. 
GO TO 9000 

IF(K,E0.1>GO TO 1205 
VEC C KORD l =-PH.I *SIN C ARG > 
VECCKORD-l>=PHI*COSCARGl 
GO TOC1230r1240r1250r9000>r7-KORD 
GO TOC1210r1220r1230r1240)r7-KORD 
VEC<6>=5.*T**4 
VEC<5>=4.*T'4<*3 
VECC4>=3.*T**2 
VECC3l=2.*T 
VECC2}=1. 
GO TO ·9000 

r. 
r. 
r. 
r. 
r. 
• Funciones de ·tnterPo
X lacion sin derivar. 
r. 
r. 

. r. 
r. 
r. 

r. 
7. 
r. 
r. 
r. 
r. 1as. derivadas de las ~un 
r. cienes de interPolacion 
r. 
r. 
7. 
r. 

1 "'~~ºº r.:t 



-163400 
163500 
163600 
163700 
163800 
163900 
164000 
164100 
164200 
164300 
164400 
164500 
164600 
164700 
164800 
164900 
165000 
165100 
165200 
165300 
165400 
165500 
165600 C* 

.165700 C* 

C* 
1300 

1305 
1310 
1320 
1330 
1340 

1405 
1410 
1420 
1430 

IFCK.EO.llGO TO 1305 
VECCKORD>=-PHI**2*COS<ARG> 
VECCKORD-ll=-PHI**2*SIN<ARG> 
GO TO C1330r1340r9000>,7-KORD 
GO TO C1310r1320r1330J,7-KORD 
VECC6l=20.*T**3 
VECC5J=12.*T**2 
VECC4l=6.*T 
VECC3l=2. 
GO TO 9000 

IF<K.EO.llGO TO 1405 
VECCKORDl=PHI**3*SINCARGl 
VEC<KORD-ll=-PHI**3*COS(ARGl 
GO T0<1430,9000l•7-KORD 
GO T0<1410,1420l•7-KORD 
VECC6>=60.*T**2 
VECC5l=24.*T 
VEC C 4 l =6 • 
GO TO 9000 

2as. derivadas de las f'un 
cienes de interPolacion 

3as. derivadas de las fun 
cienes de interPolacion 

2000 
2050 

165800 
165900 
166000 
166100 
166200 
166300 
166400 
166500 
166600 
166700 
166800 
166900 
167000 
167100 
167200 
167300 
167400 
167500 
167600 
167700 
167800 C* 
167900 
168000 C* 
160100 e• 
168200 

WRITEC6r20SO>K 
FORMATC' LA OPCION 
'PLEMENTADA' l 

DE INTERPOLACION No.',I2,' NO HA SIDO IH', 

* C* 
C* 

9000 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

RETURN 
END 

SUBROUTINE INVHMCKORD,KORSO,HM,HMINVl 
DIMENSION HM<KORSOl ,HMINVCKORSO) ,BC6> .IPIVOT<6l 
C* 
C* 
C* 
e* 
C* 

:~ 168300 50 
J.68400 _C*·--·-

Esta subrutina invierte matrices. 

CALL FACTOR C HM, KORD, B, IPIVOT •!FLAG l 

IFCIFLAG.EO.OlGO TO 500 

DO 50 I=lrKORD 
B<Il=O, 

Se f'actoriza HM 

IFLAG=O sisnif'ica 
matriz sinsular. 

. l 
1 

' 



e* 
e* 
e* 
e* 
e* 

70 

H<EG=l 7. 
DO 70 I=l •l\ORII 7. 
B< I )=.l. /. Calculo 
CALL SUBSTCHM.IPIVor.a.KORfl.HMINVCIBEGJJ 
BCIJ=O.' 7. 
IBEG=IBEG+KORII 7. 
RETURN 

WRITEC6,510J 
FORHAT C '1 LA 
RETURN 
END 

MATRIZ ES SINGULAR') 

160500 e* 
168600 
168700 
168800 
168900 
169000 
169100 
169200 
169300 
169400 
169500 
169600 
169700 
169800 
169900 
170000 
170100 
170200 
170300 
170400 
170500 
170600 

SUBROUTJNE SUBSTCW,JPIVOT•B•N•Xl 
DIMENSJON BCNJ,WCN,NJ,XCNJ,JPIVOTCNJ 
e* 
e* 

de la inversa 

: 170700 
170800 
170900 
171000 
171100 
171200 
17l300 
171400 
171500 
171600 
171.700 
17i000 
171900 

e* 
e* 
e* 
C* 

Esta rutina realiza la sustitucion de los valores conocidos 
en la matriz ractorizada. 

. 172000 
172100 
172200 
172300 
172400 
172500 C* 
172600 C* 
172700 
172800 
172900 
173000 

14 

15 

.. 173100 19 
173200 20 
·173300 e* 

· 173400 e* 
173500 

JP=IPJVOTC l J 
XCl>=BCIPJ 

DO 1s·r=2,N 
SUM=O. 
DO 14 J=l .J-1 

SUM=WCJ,Jl*XCJJ+SUM 
IP=IPIVOT C I J 
XCIJ=RCIPJ-SUM 

XCNJ=XCNJ/WCN,Nl 

[10 20 IX=11N-l. 
I=N-IX 
SUM=O, 
no 19 J=r+1,N 

SUH=WCI,Jl*XCJJ+pUM 
XCJJ=IXIJJ-SUMJ/WCJ,rJ 

RETURN 



C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

END 

SUBROUTINE FACTORCWoNoDoIPIVOToIFLAG) 
DIHENSION IPIVOT<N>oDCNl•WCNoN> 

173600 
173700 
173800 
173900 
174000 
174100 
174,200 
174300 
!74400 
174500 
174600 
174700 
174800 
174900 
175000 
175100 
175200 
175300 
175400 
175500 
175600 
175700 
175800 
175900 
176000 
176100 
176200 
176300 
176400 C* 
176500 C* 
176600 C* 
176700 C* 
176800 C* 
176900 
177000 C* 
177100 C* 
177200 
177300 
177400 
177500 
177600 
177700 
177800 
177900 
178000 C* 
178100 C* 
178200 
178300 
178400 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

5 

B 
9 

13 

178500 14 
· ... 1Z86QO. C* .. 

Esta rt..1ti,-,a rea.li::::a la -factori:zacion de HM. 

IFLAG=1 

DO 9 I=t.N ;¿ 
IPIVOTCI>=I ;¿ 
ROWHAX=O, % 
DO 5 J=!oN 7. 

ROWHAX=AHAX1<ROWHAXoABSCWCioJ))) 
CDNTINUE ?. Inicializa~ion de IPIVOT 
IF<ROWHAX.NE.OlGO TO B 7. ~D. 
IFLAG=O 7. 
ROWMAX=1. 7. 
GO TO 30 7. 
DCI>=ROWMAX 7. 

CONTINUE 7. 

la -faetoriz~cion. 

COLHAX=ARS<WCKoKll/DCKl 
ISTAR=K 
DO 13 I=K+l oN 

AWIKOD=ABSCWIIoKll/DIIl 
IFCAWIKOD.LE.COLHAXlGO TO 

COLHAX=AWIKOD 
ISTAR=I 

CONTINUE 

IFCCOLHAX.NE.OlGO 
IFLAG=O 
GO TO 16 

IF<ISTAR.LE.KlGO TO 16 

7. 
7. 
7. 
/. 

13 ;¿ 
/. 
7. 
;: 

flet.erminacion de· la 'fila 
Pivotal.(Fila ISTAR>. 



. 

178700 
178800 
178900 
179000 
179100 
179200 
179300 
179400 
179500 
179600 
179700 
179800 
179900 
180000 
180100 
180200 
180300 
180400 
180500 
180600 
180700 
180800 
180900 
181000 
181100 
·181200 
181300 
181400 
181500 
181600 
181700 
181800 
181900 
182000 
182100 
182200 
182300 
132400 
182500 
182600 
182700 
182800 
182900 
183000 
183100 
183200 
183300 
183400 
183500 
183600 
1837.00 

e* 
C* 
C* 
e* 
C:l< 
C* 
C* 
e* 
e* 
C* 
e* 
e* 
e* 

15 

16 

19 
20 

IFLAG=-IFLAG 7. 
7. 
7. 
7. 

I=IPIVOTC ISTAR> 
IPIVOTCISTARl=IPIVOT<Kl 
IPIVOTCKl=I 
TEMP=DCISTARl 
[ICISTARl=DCK> 

z Hasa K la fila Pivote, 
X int.ercambiandola con 

D<K>=TEMP r. la 'fila escogida ISTAR 
DO 15 J=t,N 

TEMP=W < ISTAR, J l 
WCISTAR•Jl=WCK,Jl 
W<K•J>=TEMP 

7. 
7. 
7. 
7. 

DO 19 I=K+l•N 7. 
W<I•K>=W<I,K)/W(KrK) 7. 
RATIO=W<I•K) Z 
DO ·19 J=K+1,N 7. 

WCirJ)=WCirJ)-RATIO*W<KrJ) 
CONTINUE 7. 

CONTINUE 
IF<W<N•N>.EQ,OlIFLAG=O 

Elimine XCK> de las 
'filas K+l, • •• rN 

30 RETURN 
END 

·Esta rutina constru~e la matriz seneral de coeficien-
tes de las incosnitas Para la familia de metodos aue estudia
mos. Esta rutina no es de uso Senera1; se Aa disenado esPeci'fi-. 
camente para el eJemPlo numerico de la ecuacion de onda. 

SUBROUTINE METODOCKLAVErCrNBLKlrLBLKrNPrISABrCOLirCDLFrFILirARRAYr * MASS,KSTIFl 
DIMENSION CC2r4),Q(5)rCOLICNBLK1>rCOLFCNBLK1>rFILICNBLK1)r * ARRAYCLBLK>•MASSCNP,ISABJ,KSTIFCNP•ISAB) 
REAL MASS•KSTIF 
INTEGER CDLI,COLF•FILI 
C* 



-183-800 
183900 
184000 
184100 
184200 
184300 
184400 
184500 
184600 
184700 
184800 
184900 
185000 
185100 
185200 
185300 
185400 
185500 

. 185600 

.185700 
185800 
185900 
186000 
186100 
186200 
186300 
186400 
186500 
186600 
186700 
186800 
186900 
187000 
187100 
187200 * 
187300 
187400 
187500 
187600 
187700 
187800 
187900 
188000 * 
188100 
108200 * 
100300 
188400 
188500 
188600 
188700 

- 1888.00 --

250 

1200 

1300 
1400 
1500 

IFCKLAVE.E0.1)GO TO 300 
IF<KLAVE.E0.2>GO TO 400 
WRITEC6r250)KLAVE 
FORMAT<' CLAVE INCORRECTA: 
RETURN 

OC1)=CC2r4) 
OC2>=CC1r2) 
OC3>=-CC2r2> 
0(4)=0. 
0<5>=CC1r4) 
GO TO 1000 

QC1>=CC2r2) 
OC2>=CC1r2) 
0(3)=0 • 
0(4)=CC2r4) 
OC5>=CC1r4) 

INDICE=! 

'r!2) 

DO 1500 K=1•NBLK1-1 
INICOL=(COLICK>+1)/2 
INIFIL=<FILI<K>+1)/2 
LIMCOL=<COLF<K>-COLI<K>+1)/2 
LIMFIL=<FILI<K+1>-FILICK))/2 
DO 1400 J=O•LIMCOL-1 

JBEG=INICOL+J 
DO 1200 I=OrLIMFIL-1 

IBEG=INIFIL+I 
CALL TRAN(IBEG,JBEG,INEW,JNEW,ISAB) 
ARRAYCINDICE>=MASS<INEW,JNEW>+0<1>* 

KSTIF<INEW,JNEW) 
ARRAYCINDICE+1)=0(2>*KSTIF<INEW,JNEW) 
INDICE=INDICE+2 

CONTINUE 
DO 1300 I=O,LIMFIL-1 

IBEG=INIFIL+I 
CALL TRANCIDEG,JBEG,INEW•JNEW,ISAB> 
ARRAY<INDICE>=0<3>*MASSCINEW,JNEW>+ 

OC4>*KSTIF<INEW,JNEW> 
ARRA Y< IN[•ICE+1 >=MASS < INEW, JNEWHO C 5) * 

KSTIF<INEW•JNEW> 
INDICE=INDICE+2 

CONTINUE 
CONTINUE 

CONTINUE 
RETURN 

- -·-- --ENn __ 



188900 C* 
189000 C* 
189100 C* 
189200 C* 
189300 C* 
189400 SUBROUTINE TRAN(J,J,JNEW,JNEW,JSABl 
189500 
189600 
189700 
189800 
189900 
190000 
190100 
190200 
190300 
190400 
190420 
190440 
190460 
190480 
190490 
190500 
190600 
190700 
190800 
190900 
191000 
191100 
191200 
191300 
191400 
191500 
191600 
191700 
191800 
191900 
192000 
192100 
192200 
192300 
19~400 
192500 
192600 
192700 
192800 
192900 
193000 
193100 
193200 
193300 
193400 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

INEW=I 
JNEW=J 
IF<INEW.GE.JNEWJGO TO 100 
KTEMP=INEW 
INEW=JNEW 
JNEW=KTEMF' 

100 JNEW=ISAB-INEW+JNEW 
IF<JNEW.GT.OlGO TO 200 
INEW=1 % Truco: si nos salimos de los li-
JNEtJ=t % mites del arre!:llo' TRAN da una 

% direccion ~icticia aue correspon-
% de a un elemento de valor cero. 

200 RETURN 
END 

SUBROUTINE TINDEPCKLAVErC1NBLKl1NP1NPX2rISABrCOLI1COLF1FILir9r * MASSrKSTIFrU1H) 
DIMENSION OC5)1CC2r4)rCOLICNBLK1),C0LFCNBLK!)rFILICNBLK1)r * B C NPX2) rMASS ( Nf' r ISAB), KSTIF ( NP, ISAB> ,u ( NPX2> 
JNTEGER COLJ,COLF,FILI 
REAL HASS' KSTIF 
C* 
C* 
C* 

55 

IF<KLAVE.EO.llGO TO 100 
IFCKLnVE.E0.2)60 TO ?00 

WRITEC5r55)KLAVE 
FORMAT<' CLAVE INCORRECTA! 
RETURN 

OC1>=-CC213) 
OC2>=-CC.1r1) 
OC3)= CC.211) 
0<4>= O· 
IJC5>=-CC1r3) 

, , 12) 



.. 

,. 

193500 
193600 
193700 
193800 
193900 
194000 
194100 
194200 
194300 
194400 
194500 
194600 
194700 
194800 
195000 
195050 
195060 
195100 

~ 1 \>5200 
195300 
195400 
195500 
195600 
195700 
195800 
195900 
196000 * 
196100 
196200 
196300 
196400 
196500 
196600 
196700 
196800 
196900 
197000 
197100 
197150 
197200 
197300 
197400 
197500 
197600 C* 
197700 C* 
197800 C* 
197900 C* 
198000 C* 
198100 C* 
190200 e* 
128300_C*. 

GO TO 3ÓO. 

lH1>=-CC2'1> 
0<2>=-C<lr1> 
CIC3>= H 
0(4>=-CC2r3> 
CIC5)=-CC1•3> 

IBL=l 
INICOL=CCOLICIBL>+1)/2 
LIHCOL=COLFCIBL)/2 
DO 500 I=lrNP 

IX=I*2-1 
BCIX>=O. 
BCIX+l>=O. 
IF<IX.LT.FILICIBL+l>lGO TO 350 
IBL=IBL+t 
INICOL=CCOLICIBLl+1)/2 
LIHCOL=COLFCIBL)/2 

DO 400 J=INICOL,LIHCOL 
CALL TRAN(!rJrINEWrJNEWrISAB> 
BCIX>=BCIX>+CHASS<INEW,JNEW>+CIC1>*KSTIFCINEW,JNEW>>* 

U(2*J-1 > 
BCIXl=B<IX>+<HASSCINEW,JNEWl*C1<3>+KSTIF<INEW,JNEW>* 

CIC4>l*U<2*J> 
,coNTINUE 

DO 450 J=INICOL,LIHCOL 
CALL TRANCirJrINEWrJNEWrISAB) 
BCIX+1>=BCIX+1>+KSTIFCINEW,JNEW>*CIC2>*UC2*J-1) 
BCIX+l>=BCIX+l>+<HASS<INEW,JNEW>+CIC5>*KSTIFCINEW•JNEW>> 

CONTINUE 
CONTINUE 

RETURN 
ENII 

*U<2*.J> 

Esta rutina ProPorciona los valores iniciales de U s de 
____ dU/.dt.. Para. un eroblema._Particular_ de._ P.r:.ue.ba. __ La ec•.iac_ion 



C* de U inicial es IJ(;:,Q)=2 * sin< 3.14159*~:/5 
C* cien de dU/dt inicial es dU/dt(x,O>=O. 
C* 
C* 
SUBROUTINE INCOND<NP1A1XI,XF) 
DIMENSION AC2,NP> 
C* 
C* 

H=<XF-Xl)/(NP+l> 
X=O. 
DO 500 I=l•NP 

X=X+H 
A(1,!)=2.*SINC3.1415926*X/5,) 
AC21Il=O. 

500 CONTINUE 
RETURN 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

END 

) ~ la ecr.Ja-198400 
198500 
198600 
198700 
198800 
198900 
199000 
199100 
199200 
199300 
199400 
199500 
199600 
199700 
199800 
199900 
200000 
200100 
200200 
200300 
200400 
200500 
200600 
200700 
200800 
200900 
201000 
201100 
201200 
201300 
201400 
201500 
201600 
201700 
201800 
201850 
201900 
202000 
202100 
202200 
202300 
202400 
202500 
202600 C* 
202700 C* 
202800 

C* La si~uiente subrutina calcula las ma~nitudes de error 

202e:so 
202900 
203000 
203100 
203200 

C* en relacion con la solucion exacta. 
C* 
C* 
C* 
SUFROUTINE ERRORCU1NirXIrXF,NIMPrIGrNPrT) 
DIHENSION UXC4),UC2,NP) 
DOUBLE.PRECISION HE,R 
C* 
C* 

E=O. 
E2=0. 
NHAX=l 
HE=<XF-Xl)/FLOATCNI) 
HIHP=CXF-XIl/FLOATCNIHP-1) 

DO 100 N=lrNIMP 
UA=O. 
XIHP=XI+<N-l>IHIHP 
DO 10 M=1 rNI 

X1=XI+<H-1 );<HE 
IF<Xl.LE.XIHP)GO TO 10 



-. .20:33'00 
203400 
203500 
203600 
203700 
203800 
203900 
204000 
204100 
204200 
204300 
204400 
204500 
204600 
204700 
204800 
204900 
205000 
205100 
205200 
205300 
205400 
205500 
205600 
205700 
205800 
205900 
206000 
206100 
206200 
206300 
206400 
206500 
206550 
206560 
206600 
206700 
206800 
206900 
207000 
207100 
207200 
207300 
207400 
207500 
207600 
207700 
207800 
207900 
208000 

10 

20 

25 

30 

40 

50 

60 

1100 

* 100 

1200 

* C* 
C* 

C* 
C:lc 

C* 
C* 
C* 

II=M-1 
GD TO 20 

CONTINUE 
II=NI 
X1=XI+<II-1 l*HE 
X2=X1+HE 
INI=1 
IFI=IG+1 
IND= ( .II-1) *IG 
IF<IND.GE.1>GO TO 25 
UX<1l=O, 
INI=2 
GO TO 30 
IF<IND+IG.LE.NPlGO TO 30 
UX< IG+l >=O, 
IFI=IG-1 
DO 40 I=INI,IFI 

UX<I>=U(1,IND-1+Il 
CONTINUE 
R=<2*XIMP-X1-X2l/HE 
DO 50 J=1,IG+1 

UA=UA+UX(J)*UIJCIG,J,01HE1R) 
CONTINUE 
UE=FEX(XIHP, T> 
ER=UE-UA 
IF<ABSCER>.LE,ElGO TO 60 
E=ABS<ER> 
NHAX=N 
E2::::E2+ER**2 
WRITEC6,1100>XIMP,LJE,UA,ER 
FORMATC' XIMP=',E!2.6,3X,'UEX='1E12.6,3X,'UAP=',E12.6, 

3X,'ERROR=',El2.6) 
CONTINUE 
E2=SQRT<E2/NIHP> 
XHAX=XI+<NMAX-1l*HIHP 
WRITE(6,1200)E,XMAX,E2 
FORMAT(//' ERROR MAXIMO=',E12.6,2X,'EN X=',E12.6// 

'EL ERROR L2 ES=',El2.6) 

RETURN 
END 

FUNCTION FEX(X,Tl 
C* 
e* 

. -208.1..00 ___ ·------ P.=3. l415926*X/5 • 



208200 
208300 
208400 
208500 
208600 
208700 
208800 
210000 
210100 
210200 
210300 
210400 
210500 
210600 
210700 
210800 
210900 
211000 
211100 
211200 
211300 
211400 
211500 
211600 
211700 
211800 
211900 
212000 
212100 
212200 
212300 
212400 
212500 
212600 
212700 
212800 
212900 
213000 
213100 
213200 
213300 
213400 
213500 
213600 
213700 
213800 
213900 
214000 

• 2.14100 
214200 
21-4300 

e* 
C* 

RETURN 
END 

$RESET FREE 
SUBROUTINE FCBLOK CBLOKSo INTEGSo NBLOKS• IPIVOTo SCRTCHo IFLAG) 
REAL BLOKSC1)o SCRTCHC1l 
INTEGER INTEGSC4oNBLOKS)o NBLOKSo IPIVOTCt), IFLAG 

c-----------------------------------------------------------------------
c THIS IS THE JANUARY 230 1978 VERSION OF AIJD, A PACKAGE FOR THE 
C SOLUTION OF ALHOST BLOCK DIAGONAL LINEAR SYSTEMS A*X • B. 
e 
C WRITTEN BY c. DEBOOR AND R. WEISSo AND HODIFIED AT 
C LAWRENCE LlVERHORE LABORATORY BY J. A. DYER AND A. C, HINDHARSH. 
c 
C REFERENCE •• CARL DEBOOR AND RICHARD WEISS• SOLVEBLOK •• A PACKAGE 
C FOR SOLVING ALHOST BLOCK DIAGONAL LINEAR SYSTEHSo WITH APPLICATIONS 
C TO SPLINE APPROXIHATION AND THE NUMERICAL SOLUTION OF ORDINARY 
C DIFFERENTIAL EílUATIONSo MRC TECHNICAL SUHHARY REPORTo 
C UNIVERSITY OF WISCONSINo HADISDNo WISc,, MARCH 1976. 
c 
C TO USE THIS PACKAGE, CALL FCBLOK TO FACTOR THE MATRIX Ao AND THEN 
C CALL SBBLOK FDR EACH RIGHT-HAND SIDE VECTOR B TO SOLVE THE SYSTEH. 
C FACTRBo SHIFTBo SUBFOR• AND SUBBAK ARE AUXILIARY SUBROUTINES CALLED 
C BY THE PACKAGE, NOT BY THE USER. 
e 
C THE ELEMENTS OF THE N BY N HATRIX A ARE ASSUHED TO OCCUR IN 
C NBLOKS BLOCKS ALONG THE HAIN DIAGONAL, AND STORED IN THE ARRAY BLOKS. 
C THE BLOCK STRUCTURE OF A IS CDHMUNICATED IN THE ARRAY INTEGSo 
C IN TERHS OF THE FOLLOWING NOTATION •• 
C FOR K • 1,2,, •• ,NBLOKS, BLOCK K CONSISTS OF THE ELEMENTS ACioJ) OF A 
C IN ROWS.ECK) THROUGH E<K+1> - 1 AND IN COLUMNS ALPHACKJ THROUGH 
C BETA<KJ. THAT !So THE INDICES IN BLOCK K SATISFY 
C E<K> .LE. I ,LT. E<K+1l AND ALPHACK) .LE. J .LE. BETACKJ. 

·C HOWEVER• THE STORAGE FOR BLOCK K rN THE ARRAY BLOKS IS EXTENDED 
C UPWARD TO INCLUDE ROWS f\LPHACK> THRnlJGH E<K> - 1 ALSO. 
C THUS THE EXTENDED BLOCK K COVERS ROWS ALPHACK) THRDUGH E<K+1l - 1, 
C HERE E AND ALPHA ARE INCREASING SEOUENCES AND BETA IS A 
C NONDECREASING SEOUENCEo WITH THE CONSTRAINTS 
C EC1) • ALPHAC1> = lo ECNBLOKS+1l = ALPHA<NBLOKS+1l = N + 1• 
C BETACNBLOKS) = N• ALPHACK) .LE. ECKlo ECK+ll .LE, BETA<Kl + 1. 
e 
C THE CALLING SEOUENCES OF FCBLOK AND SBBLOK ARE AS FOLLOWS •• 
e 
e 
e 
e 
e 

CALL FCBLOK <BLOKSo INTEGSo 
IF CIFLAG .NE. O> <<STOP OR 
CALL SBBLOK CBLOKSo INTEGSo 

MBl.OKS • 
PERFORH 
NBLOl(S, 

TF•IVOT· SCRTCH, 
DIAGNOSTICS) > 
IPIVOTo Bo X> 

IFLAG> 



-- . - - " 

214400 
214500 
214600 
214700 
214800 
214900 
215000 
215100 
215200 
215300 
215400 
215500 
215600 
215700 
.215800 
215900 
216000 
216100 
216200 
216300 
216400 
216500 
216600 
216700 
216800 
216900 
217000 
217100 
217200 
217300 
217400 
217500 
217600 
217700 
217800 
217900 
218000 
218100 
218200 
:::!18300 
218400 
218500 
219600 
218700 
218800 
218900 
219000 
219100 
219200 
219300 

: .;- - 21-9.4.00_ 

C THE ARGIJMENTS IN THE ABOVE CALL SEQUENCES ARE DESCRIBED AS FOLLOWS • • 
c 
c NBLOKS = THE NIJMBER OF BLOCKS IN THE MATRIX A. 
C INTEGS = A 4 BY NBLOKS INTEGER ARRAY CONTAINING BLOCK 
C STRIJCTURE INFORMATION AS FOLLOIJS,, 
C INTEGS(l,K) = INDEX<K> = 1 + SUM(J = 1 TO K-l>NROW<J>*NCOL<J) 
C = STARTING LOCATION OF BLOCK K <EXTENDED) IN BLOKS. 
C INTEGS(2,K> NROW<K> = E<K+ll - ALPHA<K> 
C NUMBER OF ROWS IN BLOCK K (EXTENDED>. 
C INTEGS(3,KI = NCOL(KI = BETA<KI + 1 - ALPHA<K> 
C NUMBER OF COLUMNS IN BLOCK K. 
C INTEGS<4,KI = LAST<K> = ALPHA<K+1> - ALPHA(K) 
C = NIJMBER OF ROWS ON WHICH ELIMINATION OPERATIONS 
C ARE DONE IN BLOCK K, 
C BLOKS = A ONE DIMINSIONAL REAL ARRAY CONTAING ELEMENTS 
C OF A ON INPUT TO FCBLOK• AND ELEMENTS OF 
C AN LU FACTORIZATION OF A ON OUTPUT FROM FCBLOK. 
C ON INPUT TO FCBLOK, BLOKS IS TO CONTAIN THE 
C NONZERO ELEMENTS OF A BY BLOCKS. THE ELEMENTS IN BLOCK K 
C ARE STORED IN LOCATIONS INOEX<KI THROUGH INDEX<Klll - 1 
C IN BLOKS. <INDEX<NBLOKS+ll IS DEFINED BY THE FORMULA 
C ABOVE, BUT IS NOT STOREO IN INTEGS.I EACH BLOCK IS STORED 
C IN COLUMNWISE OROER, ANO FOR K .GT, 1 • THE POSITIONS IN 
C BLOCK K OF BLOKS CORRESPONOING TO ROWS ALPHA<KI THROUGH 
C E<KI - 1 OF A CAN BE LOADED ARBITRARILY• OR NOT AT ALL. 
C <THESE ELEMENTS ARE STO RED IN BLOCK K - 1 OF BLOKS,) 
C NOTE THAT FCBLOK MODIFIES THE BLOKS ARRAY. 
C IPIVOT AN INTEGER ARRAY USED FOR WORKING STORAGE FOR PIVOT 
C INFORMATION, OF LENGTH SUM<K = 1 TO NBLOKS>NROW<K), 
C SCRTCH = A REAL ARRA Y OF WORKING STORAGE ( FCBLOK ONL YJ OF 
C LENGTH MAX(OVER K>NROW(K), 
C !FLAG = AN INTEGER FLAG <FCBLOK ONLY> WITH THE FOLLOWING VALUES •• 
C = O IF NO TROUBLE OCCURRED. 
c 
c. 
c 
e 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

B 

X 

= K IF A WAS FOUNO TO BE SINGULAR IN PROCESSING BLOCK K· 
A REAL ARRAY (SBBLOK ONLY) CONTAINING THE RIGHT-HAND 
SIOE VECTOR IN BLOCK FORM• WITH THE EXTENDED BLOCK SIZES. 
THE LENGTH OF BIS SUM<K = 1 TO NBLOKS>NROW(K), 
DEFINE INDEXB<K> = 1 + SUM<J = 1 TO K-1>NROW(J), 
THEN VECTOR COMPONENTS E<K> THROUGH E<K+l> - 1 ARE STOREO 
TN LOCATIONS INDEXB<K> + E<K> - ALPHA<K> THROUGH 
INDEXB<K+1> - 1 IN THE ARRAY B. LOCATINS INDEXB<K> 
THROUGH INOEXB<K> + E(KI - ALPHA(K) - 1 CAN BE FILLED 
ARBITRARILY. 
A REAL ARRAY (SBBLOK DNLYI OF LENGTH N CONTAINING THE 
SOLUTION VECTOR ON OUTPUT. 

C FOR THE CALL TO FCBLOK• THE INPUT ARGUMENTS ARE BLOKS, INTEGSo ANO 
C NBLOKS, AND THE OUTPUT ARGUMENTS ARE BLOKS• IPIVOT• ANO !FLAG. 
C IFLAG MUST BE TESTED ON RETURN FROM FCBLDK• AND SBBLOK MUST NOT 
C BE CALLED IF !FLAG IS NOT O, 

.C -FOR- THE .CALL. _TO. SBBLDK , __ T_HE INF·UT ARGUMENTS ARE BLOKS, INTEGS, 



219500 
219600 
219700 
219800 
219900 

C NBLOKSo IPIVOTo AND B• AND THE OUTPUT ARGUMENT IS X. 
C THE CONTENTS OF BLOKS AND IPIVOT MIJST NOT BE füSTURBED 
C BETWEEN A CALL TO FCBLOK AND ANY SUBSEOUENT CALLS TO SBBLOK FOR 
C THE SAME MATRIX. 
c----------------------------------------------------------------------

1 NTEGER INDEXB, INDEXN, Ir INDEXr NROW~ NCOLr LAST 

IFLAG = O 
e 
C LOOP DN Io 

INDEXE< 
INDEXN 
I = 1 

220000 
220100 c 
220200 
:?20300 
220400 
220500 
220600 
220700 
220800 
220900 
221000 
221100 
221200 
221300 
221400 
221500 
221600 
221700 
221800 
221900 
222000 
222100 
222200 
222300 
222400 
222500 
222600 
222700 
222800 
222900 
223000 
223100 
223200 
223300 
223400 
223SOO 
223600 
223700 
223800 
223900 
224000 e 
224100 e 

OVER 
= 1 

THE BLOCKS OF THE MATRIX. 

= INTEGS<l.t> 

224200 
224300 
224400 
224500 

10 INDEX = INIJEXN 
NROW = INTEGSC2rI) 
NCDL = INTEGSC3oil 
LAST = INTEGSC4oil 

C FACTOR THE I-TH BLOCK, 
CALL FACTRE<CBLDKSCINDEXloIPIVOTCINDEXBloSCRTCHoNROW,NCOL• 

1 LASToIFLAG> 
IF CIFLAG ,NE. O> GO TO 30 
IF <I .Ea. NBLOKS> RETURN 

C IF NDT DONEo SHIFT NDNPIVDTAL RDWS TO NEXT BLOCK. 

20 

c 

I = I + 1 
INDEXN = INTEG5(1,I> 
IF (LAST .Ea. NRDW .DR. LAST .Ea. NCOL) GO TO 20 
CALL SHIFTE<<BLOKS<INDEXloNRDW,NCOLoLAST, 

1 BLOK5CINDEXN>•INTEGSC2,I>•INTEGS<3,I>> 
INDEXE< = INDEXB + NROW 
GO TO 10 

C ERROR RETURN, MATRIX IS SINGULAR. 
30 IFLAG = I 

RETURN 
END 
SUBROUTINE FACTRB IWo IPIVDT• Do N• NCOL, LASTo IFLAG> 
REAL W<NoNCOL), D<N> 
INTEGER IPIVOT<N>o N, NCOLo LAST, IFLAG 

e----------------------------------------------------------------------· 
C FACTRB IS CALLED BY FCBLOK AND DOES FACTORIZATION OPERATIONS 
C ON A STNGLE BLOCK OF THE MATRIX. 
C RETURNS IFLAG = K IF TOO SMALL A PI'.'DT l•IAR FOiJND AT STAGE K, 
c--------------------------------------------------------------------- -· 

REAL RDWMAXo COLMAX• AWIKQV, T 
INTEGER Ir J, Kr IPKr KP1r IPr JJ 

INITIALIZE IPIUOT AND LOAD ROW NORMS IN D. 
DO 10 I = 1rN 

IPIVDT< I) = I 
ROWMAX = o, 
no 5 .J = 1 'NCOL 



224600 5 ROWNAX ANAXlCROWMAX• ABSCWCI,J))) 
224700 IF CROWMAX .Ea. 0.) GO TO 90 
224800 D<I> = ROWHAX 
224900 10 CONTINUE 
225000 C GAUSS ELININATION WITH SCALED PARTIAL PIVOTING. LOOP OVER K. 
225100 K ~ 1 
225200 20 IPK = IPIVOT<K> 
225300 IF (K .EQ. N> GO TO 80 
225400 J = K 
225500 KPl = K + 1 
225600 COLMAX = ABSCW<IPK,K))/DCIPK> 
225700 C FIND PIVOT LOCATION IN COLUNN K. 
225800 DO 30 I = KP1,N 
225900 IP = IPIVOTCI) 
226000 AWIKOV = ABS<W<IP,Kll/DCIP) 
226100 IF CAWIKOV .LE. COLMAX) GO TO 30 
226-200 COLMAX = AWIKOV 
226300 J = I 
226400 30 CONTINUE 
226500 C INTERCHANGE ROWS K AND J <THE PIVOT ROW>. 
226600 DO 40 JJ = l1NCOL 
226700 T = tJ(.J,JJ) 
226800 WCJ,JJ) = WCK,JJ> 
226900 WCK,JJ> = T 
227000 40 CONTINUE 
227100 IPIVOT<KJ = J 
227200 T = DCK) 
227300 D<K> = D<Jl 
227400 DCJ> = T 
227500 C TEST FOR TOO SMALL A PIVOT. 
227600 IF <ABS<W<K•K>>+DCKI .LE. D<K>> GO TO 90 
227700 C STORE MULTIPLIERS CL ELEMENTSI. 
227800 T = 1./WCK,K> 
227900 DO 50 I = K'Pl, N 
228000 50 wcr.K> = WcI,K>*T 
228100 C APPLY MULTIPLIERS CGET U ELEMENTS>. 
228"200 DO 70 J = Kf'l, NCOL 
228300 T = WCK,J) 
228400 DO 60 I = KP11N 
228500 60 WClrJ) = -WCI1K)*T + WCI,J) 
228600 70 CONTINUE 
228700 K = KP1 
228800 IF <K .LE. LAST) GO TO 20 
228900 RETURN 
229000 80 IF CABSCWCK,N>>+DCKJ .GT, D<K>> RETURN 
229100 C ERROR RETURN •• SMALL PIVOT. 
229-200 90 IFLAG = K 
229300 RETURN 
229400 END 
229500 SUBROUTINE SHIFTB CAI, NROWI, NCOLI1 LAST1 AI11 NROWI.11 NCOLI1) 

. 2296QO REAL_ Al< NROWI ,NCOLI) 1 AI1 C NROW!1_, NCOLI1) __ 



INTEGER NROWI• NCOLI, LAST• NROWll• NCOLI1 
c----------------------------------------------------------------------

229700 
229800 
229900 
230000 
230100 
230200 
230300 
230400 c 

c SHIFTB IS CALLEO BY FCBLOK AND SHIFTS PROCESSED ELEHENTS 
C FROH NONPIVOTAL ROWS OF ONE BLOCK OF THE HATRIX TO THE UPPER 
C PART OF THE NEXT BLOCK. 
c----------------------------------------------------------------------

1 NTEGER HHAX, JHAX• J, H, JHAXPl 

230500 
230600 
230700 
230800 
230900 
:?31000 
231100 
231200 
231300 
231400 
231500 
231600 
231700 
231800. 
231900 
232000 
232100 
232200 
232300 
232400 
232500 
232600 
232700 
232800 
232900 
233000 
233100 
233200 
233300 
233400 
233500 
233600 
23~700 

233800 

HHAX = NROWI - Lt'\ST 
JHAX = NCOLI - LAST 
DO 20 J ::: 1rJHAX 

DO 10 H = 1,HHAX 
10 AilCH•Jl = AICLAST+H,LAST+Jl 
20 CONTINUE 

TF CJHAX .EQ. NCOLill RETURN 
JHAXPl = JHAX + 1 
DO 40 J = JHAXPl,NCOLil 

DO 30 H = 1,HHAX 
30 AI1CH,Jl = O. 
40 CONTINUE 

RETURN 
END 
SUBROUTINE SBE<LOK <E<LOKS, INTEGS, NBLOKS, IPIVOT• B• Xl 
REAL E<LOKS < 1 l , B ( 1 l, XC 1) 
INTEGER INTEGS(4,NBLDKS>, NBLOKS• IPIVOT<1> 

e----------------------------------------------------------------------' 
C SBBLOK SOLVES AN ALHOST BLOCK DIAGONAL LINEAR SYSTEH i 
C A * X = B FOR WHICH THE HATRIX A HAS E<EEN FACTORED BY FCBLOK • . Í 
C SEE FCBLOK FOR A DESCRIPTION OF THE ARGUHENTS. 
c CON THE CALL TO SBE<LOK• E<LOKS CONTAINS THE FACTORIZATioN. NOT 
C THE INPUT HATRIX ELEHENTS.l 
e 
C DO NOT CALL SE<E<LOK IF FCBLOK RETURNED IFLAG .GT· O. 

c----------------------------------------------------------------------
c 
C DO 

INTEGER INDEXBr INDEXXr Ir INDEXr NROWr LASTr NBPlr J 

FORWARD SUBSTITUTIONS BY HAKING CALLS TO SUBFOR. 
INDEXE< = 1 
INDEXX = 1 

. 233900 
234000 
234100 
234200 
234300 
234400 10 
234500.C 

1 

DO 10 I = l•NE<LOKS 
INDEX = JNTEGS ( 1 ;í > 
NROW = INTEGSC2,tl 
LAST = INTEGS(4,Il 
CALL SUBFORCE<LOKS<INDEXl,IPIVOTCINDEXBl.NROW,LAST,BCINDEXB>• 

XCINDEXX>l 
INDEXE< = INDEXE< + NROW 
INDEXX = INDEXX + LAST 
CONTINUE 

234600 C DO BACKWARD SUBSTITUTlONS BY HAl<ING CALLS TO SUBBAK. 
2;-;{4.700 NRP1 ::: NflLnt<s + .1 



. 

·' 

20 

DO 20 J = l1NBLOKS 
I = NBP1 - J 
INDEX = INTEGSC1,IJ 
NROW = INTEGSC2•Il 
LAST = INTEGSC~·Il 
INDEXB = INDEXB - NROW 
INDEXX = INDEXX - LAST 
CALL SUBBAKCBLOKSCINDEX>•NROW,INTEGSC3•I>•LAST,XCINDEXXJJ 
CONTINUE 

RETURN 
END 
SUBROUTINE SUBFOR CA• IPIVOT, NROW• LAST• B• XJ 

. ' 

234800 
234900 
235000 
235100 
235200 
235300 
235400 
235500 
235600 
235700 
235800 
235900 
236000 
236100 
236200 
236300 
236400 
236500 

REAL A<NROWr1>r B<1)1 XCNROW> 
INTEGER IPIVOTCNROWJ, NROW• LAST 

c----------------------------------------------------------------------: ' 
C SUBFOR IS CALLED BY SBBLOK AND PERFORMS THE FORWARD . . . : ! 
C SUBSTITUTION OPERATIONS FOR A SINGLE BLOCK OF THE HATRIX. . ¡¡ 
c-----;~~~-;;-~~~------------------------------------------------7~--~4! 

.236600 
236700 INTEGER Kr Hr JHAXr J, NROWLr LASTPl -~ 

236soo e· 
236900 
237000 
237100 
237200 
237300 
237400 
237500 
237600 
237700 
237800 
237900 
238000 
238100 
238200 
238300 
238400 
238500 
238600 
238700 
238800 
238900 
239000 
239100 

10 

20 

30 

40 
90 

DO 10 K = 1,LAST 
M = IPIVOTCKJ 
T = BCMJ 
BCHJ = BCKJ 
BCKJ = T 
CONTINUE 

XC1) = BCl> 
IF CNROW .Ea. 1 J GO TO 90 
DO 30 K = 2rNROW 

JHAX = AHINOCK-1,LASTJ 
SUH = o. 
DO 20 J = l•JHAX 

SUM =.SUH + ACK•Jl*XCJJ 
XCKJ = BCKJ - SUH 
CONTINUE 

NROWL = NROW - LAST 
IF CNROWL .EO. OJ GO TO 90 
LASTP1 = LAST + 1 
DO 40 J( ~ LASTP11NROW 

BCNROWL+KJ = XCKJ 
RETURN 
END 
SUBROUTINE SUBBAK CA• NROW, NCOL, LAST, XJ 

239200 REAL ACNROW,NCOLJ,XCNROWJ 
239300 INTEGER NROW, NCOL• LAST 

j 
¡ ., 

i 
·) 

.! 

239400 c--------------------------------:--------------------------------------1 
239500 C SUBBAK IS.CALLED BY SBBLOK AND PERFORHS THE BACKWARD 
239600 C SUBSTITUTION OPERATIONS FOR A SINGLE BLOCK OF THE HATRIX. 
239700 c----------------------------------------------------------------------0 

-239B.00.. ___ _EEAL_SUM_______ _ _ __ -· _ __ _ .. ____ ·- ---·-'·- ·--· _ . 



·239900 
240000 c 
240100 
240200 10 
240300 
240400 
240500 
240600 20 
240700 30 
240800 
240900 
241000 
241100 
241200 
241300 
241400 
241500 c 
241600 e 
241700 c 
241000 e 
241900 
242000 
242100 
242200 
242300 
242400 
242500 
242600 10 
242700 
242800 
2429.00 
243000 
243100 20 

'243200 
243300 

.243400 30 
243500 40 
243600 50 
243700 
243800 
243900 C* 
244000 C* 
244100 C* 
244200 C* 
244300 
244400 

INTEGER K• KPl, J 

K = LAST 
KPl = K+l 
IFCK,EO.NCOL)GO TO 30 
SUH = O. 
DO 20 J = KPl,NCOL 

SUH = SUH +- A<K,J>*XCJ) 
XCK) = <XCK> - SUH>/ACK•K> 
IF CK .Ea. 1> RETURN 
K = K·- 1 
GO TO 10 
END 
SUBROUTINE CBLOKl<NBLOKS•NULT,INTS,BLOKS> 
INTEGER NBLOKS,NULT,INTSC4•NBLOKS) 
REAL BLOKS<l> 

INTERCALA LOS ESPACIOS NECESARIOS PARA TENER CADA BLOQUE 
Y EL VECTOR DERECHO EN LA FORHA EXTENDIDA. 

INTEGER I,J,K,M,NBLANK,NPRIH 
NPRIM = INTSC2,1)*INTSC3;1) 
DO 50 K = 2 • NBLOKS 

NBLANK = INTS<2•K-1> - INTSC41f(-1) 
IF<NBLANK.GT.0) GO TO 10 
NPRIH = NPRIH + <INTS<2•K>-NBLANK)*INTS<3•K) 
GO TO 50 
DO 40 H=l 1INTSC31K) 

DO 20 I = 1, NULT-NPRIH 
J = NUL T -. I + 1 
BLOKSCJ+NBLANK) = BLOKSCJ) 
BLOKSCJ) = O.O 

CONTINUE 
NULT = NULT + NBLANK 
NPRIH = NPRIH + NBLANK + <INTS<2•K>-NBLANK) 
CONTINUE 
CONTINUE 

CONTINUE 
RETURN 
END 

SUBROUTINE CBLOK2CN1NBLOKS1NULT1INTS1B) 
INTEGER N•NBLOKS,NULT,INTS<4•NBLOKS> 
REAL BC 1> '244500 

. 244600 
244700 

c------------------------------~--------------------------

. 244800 
_..244900 

NPRIH = INTS(2,1) 
NULT = N 
DO 90 K=2 , NBLOKS 



24.sooO 
245100. 
245200 
245300 
245400 60 
245500 
245600 
245700 
245800 70 
245900 
,246000 
246100 80 

. 246200 90 
246300. 
246400 
246500 C:* 
246600 C:* 
246700 C* 

·246800 C:* 
246900 C:* 

• . BYE(' · '• 

NBLANK = INTS<2•K-1l - INT5(4,K-1J 
IF<NBLANK.GT.OJ GO TO 60 
NPRIH = NPRIM + INTS<2•Kl-NBLANK 
GO TO 80 
DO 70 I=l, NULT - NPRIH 

J = NULT - I + 1 
B< J+NBLANKJ = B(JJ 
B(JJ =O.O 

C:ONTINUE 
NUL T = NUL T + NBLANI< 
NPRIH = NPRIH + NBLANK + INTS<2•Kl-NBLANK 
C:DNTINUE 

C:ONTINUE 
RETURN 
END 


	Portada
	Índice
	Introducción General
	Capítulo 1. Definición del Problema
	Capítulo 2. Solución Numérica de la Eduación de Equilibrio Dinámico
	Capítulo 3. Una Familia de Métodos de un Paso para la Solución Numérica de la Educación Dinámica de Equilibrio
	Capítulo 4. Un Ejemplo de Aplicación
	Referencias Bibliográficas



