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INTRODUCCION GENERAL

El presente trabajo tiene por objeto explorar una fa-
milia de métodos aplicables a la resolucidn de la ecuacidn di-
nimica de equilibrio, en busca de descubrir esquemas de buenas
caracteristicas para el tratamicento de este problema. No se -
ha perseguido, realizar un anilisis riguroso de las técnicas -
utilizadas. Se trata, un cambio de descubrir un.problema de -
ingenieria, desarroliar una idea de como resolverlo y hacer un

estudio teBrico y prictico de cusn eficiente resultd ser esa —--=
idea.

La motivacidn fundamental al elegir el tema de esta -
tesis fue, justamente trabajar en un problema de ingenieria --
(el autor de este trabajo es ingeniero civil) y aprender a uti
lizar las té&cnicas del an3ilisis numérico y, en particular, el-
método del elemento finito, en relacidn a problemas practicos-—
de esta drea t&enica.

La dinamica estructural es un tdpico avanzado dentro-
del campo de ingenieria, pues requiere de ciertos conocimien—-—

tos previos. Esto a obligado a dar al lector una larga intro-

con-—
el fin de wubicar apropiadamente ¢l problema ¥y proporcionar --

duccidn tedrica, contenida en los dos primeros capficules,

los conceptos b&sicos que se aplicaran despugs .

El capitule 1 describe el problema que se va a tratar.
Empieza dando- los lineamientos generales de las tEcnicas de --—
discrertizacién y del elemento final., se hace luego la deduc-—-
cidn de la ecuacidn gue representa el fendmene que queremos es
tudiar y se contintda explicando la forma de la solucidén que se-
va a buscar. Concluye este capitulo con una exposiciﬁn-hreve—

del principio de superposicién modal que, a base de razomamien



tos tedricos permite extraer importantes conclusiones pricti--

cas y proporc¢ionan una comprensidn mas profunda del problema.

En el capftulo 2 se da los lincamientos generales. que
siguen todos los métodos numéricos que enfrentan este problema
y se explican las t@cnicas de anilisis utilizadas para determi
nar la eficacia de estos métodes., Se hace luepgo uha breve ex-
posicién de algunos de los métodos mas conocidos y se Eoncluye
con un ejemplo en el que se realiza una [ormulaciﬁn-generalizg
da capaz de producir upa familia de métedos de solucidn. Dado
que nuestro objetivo es también presentar una familia completa
de esquemas basados en otra fermylacidn, esta dltima seccidn -
nos permitird lvego establecer comparaciones con la formula- -

- r . s
¢idén que se hara en el capftulo siguiente.

El capitulo 3 contiene la exposicidn de les algorit-
mos bisicos que caracterizan la familia de mé&todos que estudia
mos; se describen, en seguida, las diferentes variantes que =-
hemos considerado para esos.algoritmos bisicos, ¥y que generan-
la familia que vamos a explorar y se concluye el capfitulo con-

un andlisis tedrico de estabilidad y presicidn.

El capitulo 4, por Gltimo, contiene un ejemplo pricti
co de aplicacidn: describimos el problema elegido para nuestras
pruebas y, a continuacidn, exXplicamos el programa que sjecuta-
estas pruebas, mediante un diagrama de flujo y luego, explican
do las rutinas que lo componen. Para terminar, Se exponen. los
resultados obtenidos y se hace un anilisis somero de los mis-—-
mos . .

No creemos que este trabajo sea suficiente para com--—
Plectar un escudio de este tipo. AlGn queds mucho por hacer y-
creemos, par ¢l contrario que este puede ser el inicio de - -

otras invesctigaciones posteriores.



Es oportuno consignar aquil nuestro agradecimiento a -
las personas que han contribuido a 1a realizacidn de esta te-~-—
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lar, al Pirector de este trabajo, Dr. Jean Pierre Hennart -~ -
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CAPITULO I
DEFINICION DEL PROBLEMA



1. DEFINICION DEL PROBLEMA

1.1. EL METODO DEL ELEMENTO FINITO.

En diversas ramag técnicas suelen presentarse proble--
mas prﬁcéicos de gran complejidad cuyo tratamiento global resul
ta imposible. En tales casos, es necesaric representar el fend
mena que se estudia mediante un modelo simplificado que permita
plantear vy resolver el problema en términos més sencillos. Con
frecuencia, el modelo planteado se basa en procédimientos de --
descomposicidn que subdividen 21 caso global y lo reducen a un-
conjunto de subproblemas que, al considerarlos en conjunto, pei
miten obtener la solucidn.

En ciertos casos, existen criterios naturales de divi-
si6n que permiten obtener modelos en los que intervienen un ni-
mero ﬁ;nito de componentes; tales problemas se clasifican como-
discretos. En contraposiciﬁn, alguncs sistemas no pueden subdi
vidirse de manera natural en un numero finito de componentes' -

estos son los problemas con:inuos.

El estudio de los problemas continuos puede hacerse ‘me
diante el uso de métodos basados en el edlcuio infinitesimal, -
pero para utilizarlos con fluidez se requiere de entrenamiento-
y experiencia y, excepto en los casos mids elementales, suelen -
resultar muy laboriosos; ademids, estecs métodos no son genera- -
les, pues axiateg'problemas para los cuales no sSe conoce umn pro
cedimientoe analitico de solucidn.

Ls difusidn de los computadores y el desarrollo de téc
nicas numéricas ha hecho factible el tratamiento de problemas re--

presentados por modelos muy complejos. Por esta razdn los méto




dos nimericos han venido a constituir una alternativa prictica
en la sclucidn de los sistemas continuos, dada la escasa aplica
bilidad de los métodos analXricos. El procedimiento a éeguir -
consiste en aproximar el problema centinuo mediante un modelo -
discreto (Discretizacidn), y apliear té&cenicas numéricas para 1la
sclucidn. La precisidn que sec obtenga en los resultados puede-
ser tan buena come se quiera, a condicién de considerar un niime
ro suficiente de elementos. La laboriesidad del cidlculo aumen-
ta cuando crece aste niimeroc, pero se puede llegar a un punto ra
zonable de equilibrio que permita obtener resultados satisfacto
rios tanto en costo come en precisidn.
. '

En el presente trabajo, utilizaremos la técnica de dis
cretizacidn conocida como "M@todo del Elemento Finito", que -
constituye una metodologia general para el tratamiento de pro--
blemas continuos de muy diferente tipe, Este método se desarro
1l]lo inicialmente sobre una base fIsica para analizar problemas-
de Mécdnica Estructural, pero su aplicacidn se extendid riapida-
mente a otras areas técnicas y cientificas. Al analizar sus --—
carac:eris:ica#, se pﬁdo prabar gque este método constituye la -
aplicacién de conceptos matematicos bien definidos ¥ que los mo
delos qué consigue establecer no estan basados en consideracio-

nes puramente fisicas, como se creyd en un principio.

En la actualidad, el Métode del Elementq Findito ha si-
do ampliamente aceptado, debido principalmente a su generalidad

¥ a sus atractivas propledades numéricas.

Algunas de las ldeas bdsicas del Método del Elemento -
Finito, son bastante antiguas, pero su conformacidn definitiGa-'
solamente se ha alcanzado en afios recientes. Muchos ingenieros,
ffsicos y matemidticos han contribuido a desarrollarlo, tanto —-—
désde el punto de vista tedrico, como de su aplicacidn priactica,

pero su perfeccionamiento y difusidn solo ha sido posible debi-



do al usoc generalizado del computador celectrénico, Gnico medio-

prictico de efectuar los cidlculos necesarios.

En términos generales, el método consiste en dividir-
artificialmente el medio continuc en un cilerto niimero finito de
elementos, limitados cada uno de ellos por lIneas o superficies
imaginarias, e interconectados entre si mediante un nimero dis-
creto de puntes llamades nodos, Fituados en las fronteras entre
ellos,

Para resoiver el problema,  se considera el sistema cog‘
pleto como un ensamblaje de sus élementos, y se usan lcs mismos
métodos aplicables a problemas discretos: se plantea un sistema
de ecuaciones en el que las dincognitas son los valores de una --
funcidn dada, en cada uno de los nodos. Si se suponen concocidas
estas incégnitas, se pueden encontrar les valores correspondien—-—
-tes a los demids puntos, mediante un conjunto de funciones de . 'in

terpolacién, previamente establecidas.

En cada elemento, las magnitudes correspondientes a —-—
un punte cualquiera, se expresan, exclusivamente, en t&€rminos -
de los valores de las jncdgnitas en los nodos pertenecientes a-

ese elemento.

Esta breve explicacidn, desde luego, no es suficiente-
para dar una idea clara de este método. Quien se interese en -
estudiarlo de manera formal, deberj consultar algunos de los mu

chos libreos y articulos que tratan sobre el tema.

En el presente trabajo aplicaremos estos principioes a-
la solucién de las ecuaciones de-. equilibrio de dindmica estruc
tural, No intentaremos ahondar en las bases matemfdticas del mé

todo ni tawmpoco trataremos de describir aplicaciones a otros ==



problemas. Un tratamiento sobre los aspectos tedricos y matemi

ticos puede hallarse en las referencias [1]; y [18}; la aplica-

cidn a problemas especificos de ingenlerfa, y en particular a -

la meciinica estructural puede encontrarse en [2],

(31 vy [4).



1;2. LAS ECUACIONES DE EQUILIBR1O DPEL ANALISIS ESTRUCTURAL

1.2.1. Generalidades,

E1l andlisis de una estructura busca determinar los es-—
fuerzos internos y las deformaciones que &sta sufre, comp res--—
puesta a ciertos estimulos externos conocidos. (estimulos que-—
en pgeneral, consisten en.fuerzas o variaciones térmicas). La Me-
cinica & la Teoria de las Estructuras proporcionan las bases —-—
teoricas & los métodos para plantear y resolver este problemaj;-
en particular, existen procedimientos perfectamente definides -

para tratar los problemas estructurales discretos.

Nuestro objetivo en esta seccidn es emplear el método-
de elementos finitos, para deducir ecuaciones de equilibrio que
puedan aplicarse a problemas continuos ¥ que permitan resolver-—.
los siguiendo procedimientos similares a los usados para casoSsS-
discretos, Concretamente, nos interesa deducir la .ecuaecipn di-
namica de equilibrio, a la que dedicaremos nuestra atencidn en-
el presente trabajo. Comenzaremos con algunas consideraciones-

de tipo general, para llegar despu&s a fomular las ecuaciones -
de equilibrie.

Cuando se enfrenta un problema estructural de tipe dis
creto, en los casos mas elementales, se obtiene la Solucidn — -
aplicando las ecuaciones fundamentales de la est@dtica para ha--
l1lar las aceiones que inciden sobre cada elemento; luego, se —-
analiza cada uno por separado y se determiqan sus esfuerzos in-
tertos. En problemasmas generales, las ecuaciones fundamenta--—
les de equilibrio son insuficientes en nilmero para calcular las
interaccicones entre los elementos; en este caso, para llegar a-

una solucidn se requiere pbtener ecuaciones adieionales que ha-
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gan que el problema se vuelva determinado. Estas ecuaciones se
pueden deducir tomando en cuenta las deformaciones que ocurren,
debido a las acciones externas. (como estas deformaciones de-—-
penden de las caracterfsticas fisicas de la estructura, es de---
cir, forma, dimensiones y material de que esti construida, es5 -

necesario disponer de estos datos para el cfilculo).

El estudic de las deformaciones de la estructura viene
a ser el método fundamental de andlisis y la via mediante la --
cual se obtienen las ecuaciones que expresan el equilibrioe dgl—'
sistema. Existen difercntes planteamientos tedricos que esta-—-
blecen una relacibn entre esfuerzos y deformaciones y que permi
ten deducir las ecuaciones que se necesiten, pero en estructu-—-
ras elasticas convencionales se suele usar la "Ley de Hooke" pa
ra definir esta relacidn, (Esta ley afirma que esfuerzos y de-
formaciones son proporcionales entre si y se censidera valida -~
para deformaciones pequefias que no alteren las condiciones geo-
métricas del sistema). Dentro del presente trabajo se usard es
ta ley.

El andlisis de una estructura discreta general tiene,-
pues, como parte medular, el planteamiento y resolucidn de un -
sistema de ecugciones simult@neas que tenga como incBgnitvas ==
cierfas‘ﬁagniCudes apropiadas. Una de las alternativas consiste-
en.tomarcomo incdgnitas los desplazamientos de los puntos, expre-
sandolos como funciones lineales de las fuerzas. El procedi- =
miento de solucidn que se deriva de este planteamiento es llama

do "M&todo de los Desplazamientos",

Al analizar una estructura continua, las deformaciones

debidas a las acciones externas provocan gue tedos sus puntos -

sufran ‘desplazamientos,por lo que el problema es continuc. Como
hemos visto, en este caseo se requiere que, tanto la estructura-

fisica come los estimulos que recibe, sean representados de ma-
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nera simplificada por medic de modelos discretos para que sca -
factible una soplucidn.

Existen wvarios principios tedricos que pueden conducir
al plantcamiento de un sistema.de ecuaciones de equilibrio. -
Une de ellos es el "principio de desplazamientos virtuales'" o -
"del trabajo virtual", que toma en consideracifn las deformacip
nes de la estructura y permite plantear un sistema en el que ==
las inchgnitas son los desplazamientos. Expresado en palabras,
este principio nos d@ce que "si un sistema que esta en equiliso
brioc bajo la aceci®n de un conjunto de fuerzas es sometido a un-
grupo de desplazamientos compatibles con las restricciones de -~
la estructura, el trabajo toral realizado por las fuerzas sera-
cera"™, Debe cbservarse que, en el caso .planteado, participan =
tanto las fuerzas externas que actuan sobre el sistema como los
esfuerzos internos. Tomando en cuenta este, el principio del -
trabajo virtual puede enunciarse diciendo que "para cualguier -
conjunto de desplazamientos compatibles, el trabajo virtual din-
terno es igual al trabajo virtual externo total”™., A continua--
cidn, usaremos este fundamento tebrico para deducir las ecuacio
nes que Nos permitan resolver el problema que estudiamos, .apli~
cando el métode de los desplazamienteos a un modelo discgretizado
del sistema.

1.2.2. E1 Equilibrio Estetico.

Considérese el equilibrio de un cuerpe general de tres
dimensiones. Supondremos que sobre &1 actiian fuerzas reparti--
das sobre su superficie fs(x-y,l) » fuerzas internas en cada --
uno de sus puntos, f‘(x,b‘,z) y fuerzas concentradas F‘, apli-
cadas en puntos especificos del cucrpo, En estos tres tipos de
.Euerza suponemos incluidas todas las acciones y reacciones ex-=

ternas_ que, en el andlisis estdtico, suponemos que sOon constan-
tes,
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_Cada vector-fuerza aplicado en un punto tiene, en gene
ral, tres componentes, en 1las direcciones de los ejes coordena=

dos:
fx fx o F
AR LN A Vol B AE] B
i £3 F

(1.1)

NeaSpor, X

El vector de desplozamientos de un punto, medidos a. par
tir de una conformaci®n inicial sin cargas, 1o denotaremos con-
W En el caso general, el desplazamiento de cada punto tendrd-

tres componences:

Ux .
u=|uy (.[.2)
A

(E1l niimero de componentes que tiene el vector de des—-

plazamiente de un sistema, se llama niimero de grados de liber--—

tad de ese sistema. Aquil hemos definido M de manera que se con-
"sideran tres grados de libertad por cada punto, En ciertos ani
lisis especificos, puede ser suyficiente considerar un nimero me
nor, pero esos son solamente casos particulares del que estamos
estudiando. A veces hay gqueé tomar en cuenta grados de libertad
;o:hciunales, peroc en el contexto de este trabajo no es mecesa-

rio hacerlo).

Las deformaciones unitarias correspondientes al vector

de desplazamientos i se definen de la siguiente forma:

€. [exx €yy €22 ey Y ¥xa] (13)

donde evrzg—“:‘,—”— (14)
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Y Yo o 2uy 4 Sdw : " | (1.5)
dw  dv

Los c¢sfuerzos correspondientes al vector de deformacio
nes € son:

Zr= Ifxx Tyy Caa Txy Tyz 'Cx?:] ' (i-‘)

Los veccoresey T pucden relacionarse, como ya hemos -

dicho, mediante la ley de Hooke, que puede cxpresarse asi:.
I
T=De+T | (1%)

donde-J) es la llamada "matriz de flexibilidad" que contiene =-.
los coeficientes de proporcionalidad entre esfuerzos y deforma-
ciones, ¥y Z'Ies un vector con los valores de los esfuerzos ini-
ciales de la estructura (es decir, los que existian desde antes
de la aplicaci®n de f’.,‘ {‘_a y F'3. oObsérvese que, de existir-
acciones t&rmicas, sSus efectos estarin incluidos en CI. (En -

este trabajo no consideraremos o0tros efectos debidos a temperatu-
ra).

El principio del trabajo virtual establece que:

Leredv =f @V p e sfarpdes Ll F (L8)

donde las integraciones se realizan sobre el volumen'V y la .su-
perficie § del cuerpo, respectivamente, ¥y la-.sumatoria incluye-

todos los puntos donde se aplican fuerzas concentradas F" .

E1l lado izquierdo de la ecuacidn (l.8) representa el -

trabajo virtual interno y es igual a los esfuerzos reales € ac-
-

tuando a lo largo de las deformacienes virtuales € que corres-—-

ponden a los desplazamientos virtuales que impongamos:
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€T=[€u éW ézz J—’-xy 3_’3?. fxa] (J.?)

El trabajo externo estd dado por el lado dereche de —-—

: 5 3
{1.8) ¥ es igual a las fuerzas f ,fa y # actuando a lo largo de
los desplazamientos virtuales C?? que en cada punto vienen da--

dos por:

&T :[}2; ay. UE] (L”ﬂ

La notacidn M’usada en (1.8) denota el subecanjunte de-—
Gcorrespondiente a los puntos de la superficie, ¥y a‘denotu el-
vector de desplazamientos correspondienﬁe al punto { en donde -.

se aplica la fuerza concentrada F' .

La ecuacibn (1.8) es muy general y expresa el equili--
brio del sistema para cualquier conjunto compatible de desplaza
mientos. Si bien se ha considerado un caso general, en tres di
mensiones, el planteamiento es valido en otros sistemas coorde-
nados, Sin embargo, hay que observar que esta ecuacidn se Te--
fiere a un sistema eldstico gontinuo, por lo cual involucra un-
niimero infinito de puntos, cada uno de el1los con un desplaza- -
miento desconocido. Para gque sea posible una solucidn practica,
es necesario discretizar el sistema, lo cual puede hacerse si--
guiendo la metodologia descrita en la sececifn.anterior: conside
raremos la estructura total como un ensamblaje de un nimero dis
creto de elementos finitos, interconectados entre si mediante -
puntos nodales situados en sSus fronteras; supondremos también -
que la discretizaci®n se ha hecho de tal manera fque todas las -

cargas concentradas incidan sobre alguno de los nodos.

Queremos plantear un sistema de ecuaciones que expre—-—
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sen ¢l equilibrio del sistema y que tengan cowmo incdgnitas los-
desplazamientos de los nodos.

El vector de incHgnitas{len el caso general, serd de -
longitud 7 siendo-?:P el nfimero total de puntos nodales, cada -
uno con tres grados de libertad, ya que los desplazamientos tig
nen componentes en cada uno de los tres ejes_coordeénados, Los -
elementos del vector {/ estiin medides en un sistema general de -

coordenadas valido para toda l1a estructura. Haremos:

U'= [ux, :),, Uz, Usxa Uyy Uy oo..,. Usp Ugp ‘*’*r] (1.12)

‘ Los desplazamientos y deformaciones unitarias de un --
punto P(x,y,z,) los expresaremos en funcidn de los desplazamien
tos de los nodos que pertenecen al elemento que contiene a P. -
Ademas, considerando este elemento individusglmente, podemos es-
tablecer en &1 un sistema local de coordemadas, por lo que es -
necesario determinar la relaci®dn entre los desplazamientos y --
las deformaciones de sus puntos, medidos en el sistema local y-
los desplazémientos de los nodos de la estructﬁra, referidos al

Bistema total. Expresaremos estas rélaciones como:
() H(MJ ' (I 12)
u (x':gaa) = (’Cay:i‘-)u *

'617") (x, 2 a') - B(-m} (Jt, y: 2) - (1'!'3)

donde el superindice ﬁn) gignifica perteneciente 2l elementoMm,

Hay que observar que la transformacidn lineal efectua-
d f{mﬂ fr) . . .
a por y 8 /involucra, en primer lugar, un cambio de coor-—

denadas, al pasar del sistema general, al particular y, adegﬁs,
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una interpolacidn para calcular las magnitudes en punto (x,y,z),
en términos de los desplazamientos nodales del elemento corres-—

pondiente.

Las matrices /-/M)y Bm’contienen los coeficientes de - -
transformacion adecuados entre los vectores ceorrespondientes. -
Debe notarse gue, a pesar de que en el vector {/constan todos -
los desplazamientos de los nodos de la estructura, para calcu--~

lar los vectores L{("dy €(m)

s8lo deben intervenir los desplazamien
tos y deformaciones asociados & los nodoes del elemento.m. Se—-—
gin las definiciones (1.2), (1.3) y (1.11), para que 10; cialcu-
los sean congruentes, las matrices H"dy Bmﬂdeben ser dimensio—--
‘nes 3x3n y 6x3n, re5péctivamente, donde n es el niimero total de
nodos de la estructura. (3 es, en este caso, el nimeroc de com-
penentes que tienen los desplaiamientos de cada punto}; 6 es el-
nimero de elementos del vector de deformaciones de un punto.)} -
Para consepguir lo que queremos, las columnas de}ﬁﬂyap”corres——
pondientes a los nodos que no pertenécen a m, deben estar lle—-—
nas de ceros; de este modo se consigue, ademds, que todas las -
matrices tengan dimensiones uniformes lo cual permite operar --
con ellas, de manera mwis f&cil. Mis adelante se hard evidente-—

la necesidad de esta.uwniformizacidn.

Ahora necesitamos particularizar la expresidn dada en-
(1.7) de modo que se establezeca la relacidn entre esfuerzos y =
deformaciones para los puntos de un elemento dado m. Podemos -

escribir: . . .

rf"‘”] - ‘D{'m} _é-('»r) > z-I(‘mJ (1.14)

Podemos reescribir (1.8) como una suma de integracio--

‘nes sobre el volumen y el Area de cada elemento:
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—-m)r rm ™m ™, m, m,
vam, T TH T [ AP Ty @R AR (L18)

donde =1, 2,....,,/; A/ = niimero de eclementos. Ahora, las inte-
graciones se realizan sobre ¢l volumen ¥ la superficie de cada-
elemento finito. §&i en (1.15) sustituimos los valores defini--

dos en (1.12), (1.13) y (1l,14), obtenemos:

U-T['gfv(m) B(...)T ) rm)a/lf'(w](j 17 [va{m H’”’Jfa{m)dvhrﬂ +
4 JT[....Z.['"”’) Hs(”);,stwdsnv) _ (;r[g‘rvm)gmﬁznmyvmj +[]TE. ﬁ.lé)

Donde F es un vector general de todas las fuerzas ex—-
ternas aplicadas en losg nodos de la estructura. Nétese que de-
be existir congruencia entreF y{/ pues la i-&sima componente de-

F debe corresponder a un mismo nodo Yy actuar en la misma direc-—-

¢iBn qQue la i— &sima componente del/.

Queremos obtener de (1, 16) las ecuaciones de equili-- -
brio que nos permitan calecular los desplzazamientos de los pun—-—
tos nodales. Puesto que (l1.16) es vi@lida para cualquier conjun
to de desplazamientos virtuales que sea compatible con las res-—
-tricciones de la estructura, podemos sustituir sucesivamente en
esta ecuaéian.57l=[] O......0 0) (O g .. .0 0)
ciin . FT=(00........10) " "T [oo........ 0l),
obteniendo asi un sistema de ecuaciones lineales simultineas en
el qQue las incﬁgnitas son los elementos del vector {J de despian
zamientos nodales. Esta {iltima sustitucidn puede expresarse -z
mds concisamente haciendo &T':I (I es la matriz identidad), con
lo cual el sistema de ecuaciones que se obtiene puede escribir-

se en la forma:
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KU=R (LIE)
donde

K= gf:mﬂ B("')TD‘”” B(”’)dvm) (1.18)

es la llamada matriz de rigidez del sistema. La ma- -
triz K resulta ser sim@étrica, y sus clcmenbtos se agrupan en tor
no a lo diagonal principal (lo que se conoce como "estructura -

en banda"),.

En el vector R se incluyen los efectos de las diferen-—

tes fuerzas gue intervienen, es decir, de las fuerzas reparti--
- B

das que actiian en todos los puntos de cada elemento, F cuyo —-

efecto es

Ro = & fyems H ™7 g2 v (1.13)

de las fuerzas repartidas aplicadas en la superficie de cada ~=

elemento, #*, cuyo efecto es

Rs =& fyom HE™T 2™ 5™ (1.20)
de los esfuerzos iniciales, %, ciyo efecto es .

R %fvrm) 8T ™oy ™ . (r2)
y de las cargas concentradas . . -
Re=F ' (t.22)

El vector R es, pues, la suma
R=Rs+Rs-Rr+Re (1.23)

Come ya dijimos, en las ecuaciones que se obtienen al-
considerar el elemento wm, s8lo intervienen las fuerzas y despla

zamientos correspondientes a los nodos de ese elemento, Igual-
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occurre con todes los restantES, ¥, naturalmente, los puntos no-
dales. no son siempre los misme. Por esta razén, las sumatofias
indicadas en (1.18) & {l1.21) no pueden ejecutarse sin uniformi-
zar.antes las matrices, es decir, referenciarias con respecto al
conjunto global de fuerzas y desplazamientos, y agregar filas y
columnas de ceros, en el nilmero y la pesicidn adecuados, para =
obtener un sistema de ecuaciones de la forma (1.17). En la = -
Préactica se calculan las matrices de cada elemento en forma com
pacta (sin apregar ceros) pero se ensamblan de tal manera que -

se obtengan matrices globales equivalentes.

Un ‘punto importante que hay que notar es que el siste-
ma (1.17) ha sido obtenido luego de discretizar el medio conti-
nuo en el que.ocurrcn los desplazamientos, o sea, la masa mate-
rial que constituye la estructura. Se trata, pues, de la dis=-

cretizacidn de un dominio en el espacie.

Hasta aqul hemos considerado gque las fuerzas ¥ despla-
zamientos que intervienen son constantes; por ello, la ecuaci®dn
(1.17) es una expresidn de equilibrio estdtico. Si las fuer=zas
aplicadas son variables en el tiempo, los desplazamiéntos origi
nados por ellas seran variables tambi€n, y el estudio del fen®-

meno corresponde a la dinfAmica de estructuras,
1.2,3, El Equilibrio Dindmico

El problema din@mico tiene, entonces, como caracteris-
tica fundamenthl, ser variable en el tiempe. Dado que acciones
y efectos son cambiantes, €S natural que no exista una solucidn
instantédnea {inica como en el caso estitico, sino una sucesi@n -
de Boluciones correspondientes a cada instante, durante el pe--
riodo de estudio del fendmeno. Este es, obviamente, un proble-
ma continuo en el tiempo, para cuya resolucidn necesitaremos -—-

discretizar tambhién l1la nueva dimensidn introducida (es decir, -
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el tiempo). : ' .

Por otra parte el anAlisis dinidmico requiere tomar en-
cuenta las velocidades y aceleracienes que intervienen en los -
desplaozamientos. En particular, se consideran las fuerzas de -
inercia y de amortiguamiento que oponen resistencia al movimien
to y que actian sobre ecada punto de 1la estructura,

) Para hallar la ecuacidn que determina 1as condicionesg-
de equilibrio instantdneas para un valeor t del tiempo, simple——

mente haremos intervenir en la ecuacidn {1.17) estos factores -
adicionales.

. Podemos asumir que las aceleraciones de cada punto del
elementa m,cxhwﬁay,a) , S5e expresan en funcidn de las acelera--—
ciones de 1los nodos mediante interpolaciones iguales a las usa-

das para los desplazamientos. En este caso se tiene:

& ™ (x g, &) = Hm(x,g,z)v (1.24)

Aqui, {/ es el vector de aceleraciones de los nodos, es decir el

vector de segundas derivadas de ¢/, con respecto al tiempo.

Se puede hacer una suposieidn igual para las velocida-
des, con lo cual

a™ (x, g,2) = H™ x, g, 2) U (1.25)

L/es el vector de velocidades de los nodos, es decir el vector-

de primeras derivadas de {/ , con Tespecto al tiempo.

El principio de D'Alembert establece que una masa en -
movimiente desarrolla una fuerza de inercia proporcional a su -
aceleraci®n y de sentido contrario a €sta. Estas fuerzas ac— -

tian sobre cada punto de la estructura, en forma repartida. - Ha
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ciendo uso de este principio y de la relacion (1.24), podemos -

expresarlas comoe:

F:("-"J - /;(”U ”0?1) (;,’ {1.2‘)

r
donde f.’es la densidad de masa del elemento mm .

La disipacidn de energiaz que ocurre durante el movi-' -
miento Se suele tomar en cuenta introdu.ciendo las llamadas fuer
zas de amortiguamiente, que se asuymen como proporcionales a las
velocidades, actuando en cada punto de la-estructura, ‘en forma-
repartida. Con esta suposicidn y haciendo uso de la relacidn -

(1.25), expresaremos estas fuerzas como

7ﬂﬂnz'w,):: -7{(”)/‘/("’)(/‘ (,_2;',_)

wm, - . .
donde K ’es yn parametroc que expresa las preopicdades de amorti-

guamiento del elemento m.

Incluyendo estas fuerzas dentro de las que actiuan re--
partidas en cada punto, obtenemos una genervalizacidn deRaque -

-4
llamaremos Aa cuya expresidn es:

F ™, o) L) ; ", tw) *j -
Bo S o 4 (22 P R G )l (28]

a(m} .
Naturalmente, en este caso, las fuerzas ’P no incluyen fuex

zas de inercia ni de amortiguamiento.

A - - -
- Ng)
Podemos escribir Re~= Ra ~-Mu-cd [ )
donde M es la llamada "mactriz de masa" de la estructura, cuya -

expresidn es

(m) )Tt
1= ZE [ o PTHTT O oy (1. 30)
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yCes la "matriz de amortiguamicnto” gue viene dada por

. . |
c = Zg w{mlemlTHf-n) dvlml {4.21)
Yy v i} . . ) b '

Hay que notar que M y € son también matrices simétri--
cas ¥ de estructura en banda,

; En general, no sc hace el cilecule directe de la matriz
c. En vez de ello, se suele deducir de manera cxperimental, co
mo una combinacidn de las matrices de masa y rigidez. (En la --
geccidn 1,4.2, hablaremos sobre 2 métodos de cilculo de C: las

hipdtesis de Rayleigh y de Caughey).

Sustituyendo (1.2%) en (1.17), obtenemos la expresidn-
de la ecuacién din&mica de equilibrio, que wviene dada por

.

MU 4 CU ¢+ KU = R - {res2)
Esta es la ecuacidn de que nos ocuparemos en lo que sigue de es
te trabajo.

La expresidn matrieial (1.32) corresponde a un sistema
de n ecuaciones diferenciales de 2®°orden, donde n es el niimero-
total de grades de libertad de los nodos de la estructura. Las
matrices M,C ¥y K son de dimensidn nxn y se consideran constan=-
tes en el contexto de este trabajo, mientras que ¢/ ¢, ¢yH son -
vectores de & elementos, dependientes del tiempo. Segiin una ——
convencidn usual, las notacicnes ¢y & significan, respectivamen
te primera y segunda derivada de ¢ con respecto al tiempo. Como
se ha visto,M,Cy K se determinan a través de un proceso de dig
cretizacidn en el espacio, y -dependen ademis de las caracteris-—
ticas ff}icas de la estructura, Los elementos de U representan
los desplazamientos de los nodos en un instante dado, y los ele
mentos deR son las fuerzase gue ocasionan el fendmeno dinAmico -

que sSe quiere analizar.
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La deduccidn de la ecuancidn dinAmica dé equilibrio - -
(1.32) que hemos desarrollado en esta seccidn, se fundamenta, -
obviamenté, en conceptos de la teoria elascica de las estructu-
ras que pueden no ser familiares al leector. De ser necesario,=-
se podr3 encontrar una explicacidn mas amplia del tema en tex-=
tos especializados: 1as referencias [5] y [6] son recomendables
per su orientacitn hacia los mE&todos matriciales; la referencia
[7) trata exclusivamente del andlisis estructural dindmieco (aun

que {6] tambitn cubrec este tema).
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1.3. LA RESPUESTA DINAMICA DE LAS ESTRUCTURAS
1.3.1 Generalidades.

En la seccidn anterior, llegamos a deducir la ecua- -
cidén dindmica de equilibrie. '
MU+ O+ RU = R (1.32)

cuyas condiciones iniciales Yy Uo se suponen conocidas, al -
igual que las matrices /M, C _yK (constantes) v el vector 2 y -
su ley de variacidn en el tiempo, (1,32) se puede clasificar -
como un gistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde-
la variable independiente es el tiempo, ¥y las ecuaciones son de
segundo orden,:de tipo lineal, cbn coeficientes constantes. -
Nuestro interé&s radica en resolver esta ecuacidn, esto es, de—
terminar la ley de variacién del wvector de desplazamientes {/,

a través del tiempo. N

Cuando se conoce la funcién ¢=&¢({t), se puede calcular
una sucesidn de valores, cada uno de los cuales rTepresenta la-
solueidn valida para un instante dado. Los métodos que usare—
mos para buscar estas soluciones consiten en té@cnicas numéri—-
cas, basadas en alglin sistema de descretizacidn en el tiempo.-
No se tratarfi, pues, de encontrar la expresifn analitica
u=u(&), sine, directamente, una cierta sucesidn de valores de U

para un conjunto de valores discretos del:tiempo.
Aungue hemos vistec que las matrices PLCly K se deter-

minan por medio de un proceso de ‘discretizaclidn en el espacio,

no abordaremos aqui este problema, y consideraremcs que estas-
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matrices san conocidas {(pues habrin sido calculadas previamen-
te, mediante procedimientos adecuados). Para nuestros cbjeti-
vos, suponemos también que M, C }-Kson constantes, debiendo re-
cordarse, adem3s, que son sim@tricas y de estructura en banda,
propiedades que pueden ser aprovechadas para facilitar la resgo
lucidn del problema. w

En principio es factible resolver (1.32) mediante pro
cedimientes analiticos, pero &stos pueden ser tan complejos =--
que su utilidad prictica sea 'nula; ademis, como se dijo antes,
estos méLodos no son gcncralds, ¥ en ciertos casos, pueden fa-
llar. 'Por esta razdn, son preferibles los métodos numéricos,-
¥ en particular, nos proponemos estudiar la solucibn de este -

sistema mediante el uso de la técnjca de elementos finitos.

Antes de emprender la formulacidn de la solucién numg
rica, vamos a hacer una ligera descripeidn de las respuestas -
de los sistemas dinimicos bajo diferentes condiciones, pues - -
ello nos permitird conocer la naturaleza de la solucidén que -—-
buscamos y nos dari una mejor comprensidn del problema. Con -
este fin, en la présanne seccidn, wamos a examinar la solueidn
de ciertos casos generales, debiendo aclarse que nuestro obje-
tivo es comprender la estructura de estas soluciones y no dis-

cutir los métodoes analiticos que conducen a ellas,

La ecuacién matricial (1.32), tal como la hemos plan-
teado, representa las condiciones de equilibrio para un siste-
ma dindmico con N7 grados de libertad; naturalmente, 77 puede -
ser igual a 1, con lo cual se oﬁtienen casos particulares que-
han sido perfectamente estudiados’y para los cuales existen mé
todos analiticos de solucidén bdien conocidos.\ Vamos, ‘pues, a -
examinar que forma tiene la .solucidn de esta ecuacidn cuando -
la dimensién del sistema es 1, para tener una idea dé lo ‘que -

ocurre en dimensiones mayoTes:
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1,3.2. Sistemas con un grado de libertad,

§i en (1.32) se hace C<0y R=0, ysi M,C y X son de-
dimensiones 1xl, se obtiene la l1lamada ecuacidn de "vibracidn-

libre sin amortiguamiento” cuya expresidn es:
mi + hu=0 ;: m k>0 T (t.33)

donde todos los elementos son escalares. Su spolucidn viene da
da porxr:

iw e-iw.t

7 N TN + €2

e tambien (£.34)

U= Q cos wet + b sen Wt

donde We es la "frecuencia natural de vibracidn® definida por
Wa‘=—,‘:—';- y las constantes Ci,cz , @ v+ % se determinan de acuerdo -
a las condiciones iniciales. Es importante observar que la —-
funecidn & que satisface a (1,33) es la ccmbgnaciﬁn lineal de-
dos exponenciales complejas, y es una funcifn oscilatoria de -
periodo T='”94U° vy de amplitud S= Vva're*' | i (Siendo T el "perio
do natural de vibraci®n"). Adem3s el movimiento descrito por-
esta funcidn, no termina cuando el tiempo aumenta, lo cual es-
una consecﬁencia de no haber considerado una fuerza de amorti-
guamiento que proporcionaria un medio de digipar la energia su

ministrada al sistema por el desplazamiente y velocidad origi-

-—

nales.

Si queremos estudiar la vibracién libre tomando en
cuenta el amortiguamiento, 1a ecuacidn (escalar) que describe-—

el fendmeno es:
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mi+ca+khd <0 ; m, c, k>0 (1.35)

¥ su so0lucidn, es, asimisme, una combinacidén lineal de funcio--

nes exponenciales complejas, de la forma

(s #+{~2z) ¢

P [
& = € € cg @iy : (1.36)

2 .

Bajo la condici&n Cr—4kM<0, que usvalmente se cumple-
en los gsistemas mecinicos y egtructurales, esta solucidn puede
eXxpresarse COmoO:

“=e""t[a cos xatl + bsenﬂfzf]; ™ < 0 (1.37)

\f4'km- 2 c?
donde “J:——‘:TT' ¥y o<z :—.——-2_’7,_2——- -0 (b(?:d.)oa-‘;—p,—‘)

asimismo Ce,C2,Qa ¥ b dependen de las condiciones iniciales.

El movimiento representade por (1,36) tambi&n es osci
latorio pero, en este caSo, al aumentar €,/ tiende a cero (de-
bido al exponente negativo®,;€), es decir que el movimianto s5c

acaba cuando el tiempe aumenta. Este resultado era de esperar

se puesto que se estd considerando la accibn de las fuerzas de
amortiguamiento.

Aunque el movimiento no es verdaderamente periddico,-
se puede definir un cuasiperiodo Td= ZW/ng como el tiempo en-

tre los miximos sucesivos de la ascilacidn. Tambi&n se puede-
escribir:
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Ta= T i--‘-f;r)'/z (1.38)

Consideremos ahora el fendmeno de "vibracidén forzada',

que aparece cuando se toma en cuenta el efecto de cargas exter
nas. La ecuvacibn:

mi +cl +ku=y ; m L>0 ; CcZo (+.39)

cuyos coeficientes son escalares, representa este caso. (si -

c#0, se llama "vibracidn forzada con amortiguamisnte™). La
solucidn de tal ecuacidn,

segiin 1o esteblece la teoria de las~
ecuaciones lineales, se compone de la suma de la solucidén de -
la ecuacifn homogénica ((1.33) o (1,35) segiin que € sea igual -
o diferente que cero} miAs una solucidn particular debida al --
té€rmino de carga ¥ que aparece en (1.39}. Asf%,

caso, la solucidn viene dada por

pues, en este-
U= e + p (1-40)

donde ¢ es la solucidn de la homogé&nea o solucidn complementa—
ria, gque corresponde al segundo miembro de (1.34j o (1,36) se-
giin el caso y Hpes la solucidn particular debida al t&rminor.
No se puede establecer de antemano la forma general de 1ia solz
cifn particular ¢p pues esta depende, en cada caso especifico,
del t&rmino de carga y su ley de variacidn. .

Cuando en un Sistema sin amortiguamiento, incide una-

accifn externa y de tipo armfnico, definida por una funcién pe

riddica del tiempo 1~(t)=’; cos Wi » ¢l movimiento Tesultante

se puede expresar, en general, como la suma de dos movimientos
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periSdicos de frecuencias Wy W y amplitudes diferentes. (En
el cqsotUosiU aparece el fendmeno de resonancia, que consiste-
en un aumento progresivo de la amplicud de las oscilaciones. -
S8i un Sistemas estructural entrara en resonancia, llegaria en-
un momento dado, a ser incapaz de asimilar las grandes deforma
ciones de la oscilaci“on y se destruiria. Este es, pues, un -
caspo de inestabilidad que, desde luego, depc evitarse en la —-
prictica). .

En los casos en lo8 que se considera el amortipuamien
to, como ya hemos viste, la sclucidn de la ecuacidn homog&nea-
‘e tiende a cero a medida que transcurre el tiempoe, por lo que
la solucidn (1.40) ¢=tc+Up tiende al valeor Us«p. En es—
te caso, a la solucitn complementaria &ec s8¢ le llama también -
"solueidn transitoria™ y a WUp se le llama tambifn "solucidn —--
del estado estable'. En t&rminos generales, la solucidn tran-—
sitoria permite satisfacer las condiciones iniciales impuestas
pero como Su valor tiende a cero por efecto del amortiguamien-—
to, la solucidn general tiende a estabilizarse en U=Up ; este-
valor viene a ser la respuesta del sistema a la fuerza exter——
na:f .

Hasta aqui, hemos enfocado el fenbmeno de la vibra- -
cién dindmica de sistemas con un grado de libertad, representa
dos por ecuaciones escalares de la forma (1.33), (1.35) vy - -
(1.39) vy hemos examinado brevemente sus scluciones. (El lec--
tor interesado en conocer mayores detalles sobre este tema pue
de comsultar cualquier texto gque trate sobre Dinamica de Es— -
tructura, por ejemplo la referencia [71, o sobre Ecuaciones bi
ferenciales y sus Aplicaciones, por éjemplo la referenciaJBJ:—
A continuacién,. vamos a tratar de generalizar estos conceptos-
para sistemas de dimensidn > , cuya representacidn matemiti-
ca son las mismas’ ecuaciones anteriores pero con coeficientes-—

matriciales.




1.3.3, Sistemas con n grados de libertad.

Una primera ensefianza que se obtiene de la discusidn-
anterior, es que las seluciones de las ecuvaciones dinfimicas de
equilibrio, para sistemas con un grado de libertad, tedas tie-
nen como parte fundamental una combinacidn lineal de funciones
exponenciales del tipo eiwf que representan la respuesta basi-
ca consistente en un meovimiento oscilante; cuando existen con-
diciones de carga o de amortiguamiento en el sistema, esta res
puesta se modifica. Esta conformacidn de las scluciones se —-
justifica plenamente en la teorfia de las ecuaciones diferencia
les lineales, y se puede demostrar tambi&n que esta caracterisg
tica se mantiene para problemas dinfimicos con % grados de 1li--
bertad (m>+), donde el fenomeno se representa -mediante siste-
mas de ecuaciones diferenciales. No intentaremos probar aqui-
estas afirmaciones, que son materia para textos especializa- -
dos; sin embargo, aln sin probarla habremos de reconocer que -
es razonable la suposicidn de que la solucifn del casoc general
(n>£{) debe tener una estructura andloga a la del caso particu-
lar (»=4). La generalizacidn de estos resultados para siste-~
mas de dimensidn mn>{L{ {(que se puede encontrar en las mismas re-
ferencias [7] v [8] ya mencionadas), se apoya en ciertos prin-
cipios del Algebra Lineal. En genefal, la teorfa de las Ecua-
ciones Diferenciales Lineales Simulctdneas, se halla estrecha--
mente relacionada con los conceptos de valores y vectores pro-
plos, gque suponemos conocido para el lector. {(De ser necesa-—--
rio deberi comsultarse algiin texto sobre Alhebra Lineal Aplica

da. Dos de las referencias mas ' tonocidas sobre el tema son --

[9] v LodH.

Analicemos la ecuacidn matricial para vibracidn libre
sin amortiguamiento de un sistema con h grados de libertad - -

(n={).
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MU+KkU=0 {1-41)

cuya solucidn general supondremos de la forma
fwt
U = ¢ e (1.42)

donde ¢aes un vector de coeficientes de orden n.

Si este valor de U/ es una solucién, la sustitucidn de
(1.42) en (1.41) debe producir una identidad. Sustituyendo se
obtiene:

(-w*M+K) ¢ =0 (1-43)

El problema puede plantearse en t&€rminos mas familia-

Tte s8i (1.43) se escribe

Heé=A¢ | (1.44)

conl:—' wi v H.= M-‘K . Esta ecuacidn nos dice gque, para que

exista una solucifin {/# 0 se requiere que
: /H—l:/%o (4. 45)

La ecuacidn (1.45) puede interpretarse en t&rminos muy

precisos: es la ecuacidn caracteristica de la matriz H=Mk, ¥

Ay ¢ son, respectivamente, valores y vectores propios deH.
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Puesto que las matrices M, K y H don de orden MW, 1la
expresion (1.45) constituye una ecuncidn de grado n para la in
cognita A $ esto implica fque es posible calecular » valores -
para A . En el contexto de los problemas estructurales, = -~
usualmente ﬁ?yf(son matrices positivas definidas, y en tal ca
so, las raices de (1,45) )j, F=si{,.--» son todas realés ¥y posi-
tivas; en el presente trabajo consideraremos solamente los ca-
sos en los que se cumple csata hipotesis. Conocidos los valo--—-
res A , se pueden hallar los wvalores de W=4=% \quue son las -
liamadns "frecuencias naturales del sistema"; evidentemente se
pueden calcular 2% valores de W , Llamamos MU a la raiz cua-
dréda positiva de A, , es decir wlf =4 Aj » debiendo notarse -
que los valores wj , 7={,...7) son reales y positivos de acuerdo

con nuestra hipdtesis,

.
]

A cada uno de. los valores ljle corresponde un vector-
de coeficientes¢j que se puede determinar a partir de (l:i44);-
los vectores ¢j,‘f=1r”n son lliamados "modos naturales de vi--
bracifn del sistema'". Estos vectores pueden estar multiplica-
dos por una constante de proporcionalidad, por lo -Qque, para --—

evitar ambiguedades, se guele normalizarlos, haci&ndoles cum--
plir: ' -

¢;7 Mé; = (+46)

Dejaremos establecidas de una wvez las propiedades de-
ortogonalidad de los modos naturales de vibracidn, que se ex——
presan por . i

o; M @i
@' K i

n
Q

it (1.43)

i
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(En la seceiln l1.4,1, complementaremes las ecuaciounes
{1.46) y (1.47), al considerar el caso ¢J‘dei para f=F ).

Lo anterior se suecle expresar diciendo que los vecto-

res ("b_,' son M-eorteogonales y K-ortogonales respectivamente.

La demostracidn de esta propiedad es simple: puesto -
que la ecuacidn [(1.43) es valida para cualquier.modo de vibra-
cidn, podemos escribir:

aJ'.QM cA-

= Py T (147 a)

y también WM P;

i

Khs . (1. 438)

Dado que tanto M como K son simEtricas ,5e cumple que-

T .
¢ M¢j=_¢;!‘1¢:,y @l k9g; = ¢ kK@i i vor lo tanto, premultiplican
de la primera ecuacidn por 45;'7 ¥y la segunda por ¢57, Yy ‘restan—

do las dos, se obtienec:
.(u‘_-‘-’_ zuf) fTMp; =0 (.!.:4? c)

y si wifFwyi, la ortogonalidad de la matriz M queda probada.

A partir de este resultado, si premultiplicawos - -

(1.47 a}) por ¢J-T, queda preobada 1a condicidn de ortogonalidad-
para K . :

$i wi=w; para algfin par de valores ¢ y 5 , entonces, -

los vectores caracteristicos no son Gnicos, pero siempre pue——
den ser elegidos de forma que cumplan con las condiciones - -

(1.47).

.

Mis adelante (en la seceidn 1,4,1) necesitaremos hacer
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. usc 'de esta importante propiecdad.

Habfamos supuesto que la scolucidn de la ecuacidn - -
{1.41) era de la forma (= ¢eiw:‘ vy hemos llegado a determinar-
fque esto es cierto, siempre que se¢ cumpla la condiecidn (l.44)-
siendo w:iﬁ. Hemos wvisto tambi&én que existen 2y funciones
exponenciales de esta forma que satisfacen (1.41)., La teoria-
de las ecuaciones diferenciales lineales nos ensefna que la so— _
Jucidn general de esta ecuacidn serd una combinacién lineal de

- las scluciones eclementales, por lo que escribimos.

Ult) = (e, @™t ucl, e ) ¢ . . + (cne™fud, ) d, (1.48)

Dade que los éexponentes E&gf son imaginarios purtos,-
el movimiente expresado por (1.48) es una combinacidn lineal -

de oscilaciones puras que se puede expresar como

Ule) = (a, cos et s b, simwd e v ..+ (Qn cos ton b+ b, sen by

. ' ' o (1.49) -

Las constantes Cj, aG_‘ a; vy b7 , como siempre, se —-—
caleculan de acuerdo a las condiciones iniciales impuestas. Si
estas condiciones iniciales son {/fg)J= Lo ¥ Ljﬁazl}o
(1.49) se obtiene,

, de - -

) UpTa,+....+a,d, (1.50)
; Ug = bt e, vnv i+ b0, (-51)

Resolviendo estos sistemas se determinan las constan-
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tes Q;, bj ,'fzj,“..n con lo que se concluye el cilculo de la
solucidn de (l.41).

Un resultado general que resume nuestra discusidn es-
que la solucidn de (1.41) que quedd definida en (1.48) y (1.49)
es una conbinacifn lineal de funciones oscilantes, cada una de
las cuales se determina a partir de un valor ¥ un vector pro--
pio de H=mM"t MK , por lo que el proceso analitico de resolu--
cifn de ests ecuacidn tiene come parte medular la determina- -
cifn de los valeores y vectores propios de H . 'sin embargo el-
ciilculo de los valores y vectores propios de una matriz es un=-
.problema complejo que, casi siempre, requiere ser tratado me--
diante mEtodos numEricos y computacionales; en efecto se han -
discfiado algoritmos muy eficientes gque realizan este cHleculo -
v en todos los centros de cdmpute se dispone de rutinas de bi-

blioteca que sirven para ello. *

S§i ahora consideramos la ecuacidn de vibraci®n libre-

amortiguada para un sSistema can ¥ grados de libertad (#17d1)

-y »
MU + CU v+ KU = O (+.52)
gupondremos tambi&n que tiene una solucidn de la forma

v= ve™ (+-s3)

La condicifn para que este valor sea solucifin dé .(1152)
la obtenemos sustituyendo en la escuacién el valor de nuestra -

supuesta solucidn. Se obtiene
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]|
0

(N’M + o C +H)V - (t.54)

dcnde""‘y\, » en general serin complejos.

La determinacidn de o y ¥ de (1.54) es un problema mu
cho mas complejo que el que se tiene que resolver en el caso -
sin amortiguamiento {i.e., ccuacién (1.44)); por esta razdn no
es usual emprender la resolucidn de (1,52) por este procedi- -
miento. Los valores y vectores pfopios involucrados en la ecu
cidn (1.54) tienen, mas que nadﬁ, importancia teBrica para en-—
tender 2l comportamiento del fenfmeno que estudiamos. En este
caso siempre son preferibles los méEtodos numéricos basados en-

t€cnicas de digeretizacidn, de las cuales nes ocuparemos mas -
adelante,

Es obvic suponer que la solucidn de (1.52) seri una —-
combinacidn lineal de funciones oscilantes con un factor de de
caimiento que hace gque el movimiento tienda a desaparecer cuan
do el tiempo aumenta (es decir, una combinaci@n lineal de. té&r
minos del tipo de (1.37)). En este caso, como &n el ante-— -
rior, desempefian un papel fundamental los valores y wvectores -

propios que se determinan de (1.54) para establecer la solu- -
cidn general,

Nos quedaria por examinar solamente el caso de vibra-
ciones forzadas para sistemas con ¥} grados de libertad (M>d),
representadas por una ecuacidn del tipo de (1.32); sin embar--
go, no hay mucho que decir pues, por analogia con los casos an
teriores, debemos supener que la forma de la solucidn serid si-

milar a la que quedd establecida para sistemas con un grado de
libertad (es deecir para n=i).
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Si aceptamos esta suposicidn, el vector de desplaza--
mientos vendrd calculade como la suma de una solucidén comple-—=
mentaria, mis una solucidn particular, es decir /= (Jc-féﬁb.——
siendo todos los vectores de longitud ?? . Podemos considerar-
que la solucién de una ecuacidn matricial del tipeo (1.32) es -
una combinacidn lineal de las solucicnes de »? ecuaciones esca-
lares del tipo (1.39). Esta afirmacidn puedc justificarse ple
namente y, en la prdxima secci&n, hablaremos de este téma con-
mas detalle. La interpretacidn de las soluciones complementa-
ria y particular, para este caso, e€s la misma que para siste--

mas con un gradoe de libertad.

De todo lo dicho, podemos concluir que las estructﬁ—~
ras afectadas por una excitacidn dinfimica, oseilan. Esta osci
lacidn tiende & desaparecer cuandoe hay amortiguamiento y, con-
el tiempo, la solucidn tiende a estabilizarse en les valores -
que corresponden a la respuesta del sistema a la carga XK., Los
sistemas con un grado de libertad tienen soluciones de una - -
cierta forma elemental, mientras que las gsoluciones de los sis
temas dinf@micos con n grados de libertad son combinaciones li-
neales de n soluciones de esa forma elemental. Cada una de es
tas componentes es funecidn de un “par caracterfstico”", {(es de-
cir un valor y un vector propio) de una matriz calculada a par

tir de los coeficientes M, C 4 K.

Con esto concluimos nuestra discusidn sobre las res-—-
puestas que dan los sistemas estructurales a diversas condicig
nes de excitacidn. E1 lector interesado en profundizar sobre-
estos temas, puede consultar las referencias [7] y [8}ya men-
cionadas, u otros textos similares,

La préxima seccidn estard dedicada a estudiar el - -
"principio de Buperposici®n modal'" que nos.permitird formali--
zar algunas de las suposiciones gue se han hechoe en la presen-—

te seccidn al respecto de considerar que un sistema con W gra
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dos de libertad, es en cierta medida, una superposicidén de va-

rios sistemas elementales con un grado de libercad.
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1.4 EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION MODAL

En la seccidn anterior comenzamos examinande las res-—
puestas dinimicas de los sistemas con un grado de libercvad, y-
establecimos para ellas una forwma biasica, consistente en fun-~-
ciones exponencilales compleias, que representan un movimiento-
oscilante.con o sin'nmortiguamientn. Al generalizar nuestro -
estudio 2 sistemas con n grados de libertad, hemos supuesto --—
que las respuestas de estos sistemas generales son combinacid-
nes lineales de soluciones elementales de la misma forma bdEsi-
€a que corrcsponde a los sistemas con un grado de libertad. -
Esto parece significar que una ecuacidn matricial del tipo ~ -
(1.32) es susceptible de desacoplarse y generar ¥} ecuaciones -
escalares de la forma (1.,39). 831 esto fuera cierto, querrfia -
decir que un sistema general con )] grados de libertad se com-—-—
porta como una superposicidon de # sistemas elementales de un -
grado de libertad,.

Esta suposicidn es cierta ¥, justamente, en esta sec -
cidn estudiaremos el procedimiento que permite copseguif esta-
'descomposiciﬁn; asI como su significado fisieco y las condicio-
nes bajoe las cunles es posible realizarla. Estos conceptos —-—
son de imponderable importancia em el presente trabajo, pues -
nos permitirdn obtener una concepcidn tedrica complera del fe-
némeno que estudiamos, y ademds, nos darin las bases para ciler
tos métodos de rTesolucidn. Es evidente gque es mas sencillo —-
resolver » ecuaciones de 1°. orden antes que una ecuacién con-
matrices—-coeficientes de dimensién M«#, pero no es esta la idni
ca ventaja, como veremos después, Esta transformacién del sis
tema de ecuaciones tiene aplicacidn prdectica no solo para la -
resolucidén analitica sino ‘tambi&n dentro de las técnicas numé-

ricas de solueién que constituyen nuestro objetivo bésico.
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1.4.1 Superposicidn Modal para Sistemas sin Amortiguamiento.

Volvamos ahora a considerar la ecuacidén (1.41) que re
presenta el fendmeno de vibraclién libre sin amortiguamiento de

un sistema con y) grados de libertad:
MU + kU =0 (1.41)

la solucidn general de esta ecuacidn, que quedd establecida en

(1.48) y (1.49}, puede cxpresarse tambilén como
)
U(f)=jZ_!(aj cos wit + by semw; t) B 11.55)

Cada uno de los té€rmines de la sumatoria es también -

una solucidn, pues al sustituir su valor

(/J-(t]=(qu5wjt+éjse»Wffjdj (1.56)

en (1.41), se obtiene
E-4
k ¢?' = a)r' ﬁ? ¢’-’ 05;)

y como sabemos, existen 7 pares caracteristicos {uw,?, ¢,), {uJ:'Jd.)
..--...-,.y.‘.'(w,'”. ¢p,) capaces de satisfacer (1.57). Recorde-
mos de (1.46} y (1.47), que los vectores tiecnen lz propiedad

o~ [y -
ﬂ 4 & «t=4 (1-58)

¢¢'- /V] ‘ZJ'J‘ = .
o e Sy

y ha-gamos

O< et e’ gouna. = 5»'-3' : (.1.59)

51 definimos una matrizécuyas solumnas son los vecto
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z z
res ?fy una matriz diagonal £2 que almacena los valores /¢ en

su diagonal, tendremos

@=(¢ d:...9.]; 0 " (1-60)

ww

=

TN

- o T S oL

entonces, la ecuacidn (1.57) puede tambilén expresarse asi:

K d=QMP (4.61)

Por.(l.SB)vsabemos que
SMP =1  (eed)

por le tanto, premultiplicando ambos miembros de (1.61) por @T

se obtiene:

b7 K 4-5 - of (1.63)

Las'ecuaciones (1,62) 'y (1.63) nos muestran que la -
transformacién 3(3)"&13 é aplicada a las matrices M y ) , da-
por resultado una matvriz diagonal, lo que significa gque la - -
ecuacidn matricial (1.41) puede desacoplarse en ” ecuaciones es

calares adel tipo (1,33},

A fin de lograr esta descomposicidn, vames a definir-
un nueve sistema de referencia para medirlos desplazamientos-—

de la estructura, haciendo
U = ¢ x(® (164)

dende el vector x(f) es dependieﬁte del tiempe y de longitud ?

A las componentes del vector X les daremos el mombre de "despla
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zamientos generalizados'de la estructura.

Para que exista una relacidn Gnica entre los vectores
 yXen (1.64), se tequiere que 1a matriz@ seca de rango com-
pleto, es decir que sus columqus qb;sean independientes. Esto
ocurre de hecho si las frecuencias /| son todas diferentes, cp
mo es el caso usual en estructuras; pero si existiera un par -
de frecuencias del mismo valor, los vectores ¢£ no son dGnicos,

vy siempre se puede escoger un conjunto independiente.

Los conceptos anteriores nos permiten encontrar un -
sistema de ecuaciones desacopladass para un sistema dindmico - -

general sin amortiguamiento, cuya ecuacidén de equilibrio es --
MOl + KUE = R(E) (1-65)

Sustituyendo (1.64) en (1.65) y premultiplicando am -

bos miembros de la ecuacién por @T, se obtiene:
GTMIK W P RExW=FTR ()

es decir

X () +Q3x () = TR (¢) (+-6%)

Las condicilones inilciales para (1.,67) se pueden calcu
lar si en la relacidén (1.64) premultiplicamoes ambos miembroes -
per ﬁ"ﬁ con lo cual se obtiene, en virtud de (1.62).

_ . Yo = Q?T/V'Ub
320 = gﬁ'ﬁqck, C}éﬂ)

La ecuacidn (1.67) en realidad es un conjunto de ecus

ciones escalares cuya solucién es ‘inmediata. Estas son
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5;',. (e) +wix;(t)=05 (¢}, F=42..» (1.63)

donde
(= G;7 R () (4.70)
La presente discusidn es vAlida para sistemas que no-
toman en cucnta el amertiguamiento, tanto en vibraciones foza-
das como libres, pues este Gltimo es un caseo particular con --
R({t)=©O . En ambos, se ha lograde descomponer la ecuacidn ma-—
tricial (1.65) en un sistema de eeuaciones desacopladas, defi-~
nido por (1.69) v (1.70). En la ecuacidn original (1.65), el-
conjunto de ¥ ecuaciones diferenciales simultfineas, se mante—--—
nIia acoplado pbr los t&rminos no diagonales de las matrices de
masa y vigidez; al diagonalizar estas matrices, el proceso gue
hemos descrito reduce el sistema a un conjunto de » eccuaciones
independientes, La respuesta dindmica puede obtenerse resol--
viendo separadamente cada una de las ecuaciones {(1.69) para ha
liar los desplazamientos generalizados X y, superponiendo es--
tos resultados parciales mediante (1.64}, para obtener la res-
puesta ¢ en las coordenadas originales. Este procedimiento se

l}ama "método de superposicién modal'',
Ademds de haber establecido los linecamientos paré es—

te m&todo, nuestra discusidén nos permite extraer importantes -

conclusiones:

En primer lugar, la ecuacidn (1.64) puede escribirse-
también: )

u(t) = é ‘5}52 Xy (&) = P Xe 1 Paka +“"+¢”x". @)

¥y esta igualdad expresa que la sclucidn CJ[E) del.sistema gene-
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ral, es una combinacidén lineal de las solucicnes elmentales Xy,
cada una de las cuales proviene de una ecuacidn escalart de la -~
forma (1.69). Nétese que la hip&tesis {(1.71) no es arbitraria.,
sino que tuvo que adoptarse con el fin de conseguir la diagonn;
lizacidn de las matrices—coeficientes de la ecuacidn (1,.65)., --
(Si en esta ecuacién el término de cargas L2¢¢}=0, 1as solucio
nes x; son de la forma (1.34), por lo que (1.71) reproduce exacta
mente la spluciﬁn dada en (1.48) v (1.49). .

Los vectores ¢j) j:).”.77. que hemos llamado modos na’
turales de vibracidn, pueden. interpretarse como patrones bdsi--
cos de deformacién de la estructuga, que sirven como una base -
vectorial para expresar cualquier Hesplaznmiento; los modos de-
vibracién tienen la ventaja adicional de ser independientes, de
bido a las propiedades de orteoganalidad definidas en (1.58). e
Ademfés, se puede utdlizar un ‘subcoenjunteo de ellos para descri--
‘bir aproximadamente una cierta respuesta dindmica; en general,-
es posible consegulr un valor de CIGJ aceptablemente aproximado
si en (1,71) se consideran solamente algunos términos en vez de

los 7 totales, Scobre esto volveremos a hablar .mas adelante.

La descompesicldon de (1.65) en el sistema (1.69) de  —-:
muestra la suposicidn de.que un sistema general con? grados de-
libertad puede considerarse como la superposicién de sistemas-—
elementales con un grado de 1ibertad. En efecto, cada una de -
las ecuaciones {1,69), constituye una ecuacién independiente --

que representa un modo particular de vibracidn de 1la estructura.

Si bien la solucidn ‘del sistema de ecuaciones (1.69) -
puede sSer sencilla, la determinacidn de los parcs caracteristij
cos (u);‘z, #¢) . que conducen al sistema desacoplado.es, en -geng
ral, un problema complejo. ‘Sin embafgn. la posibilidad de tra-
bajar con un subconjunto de los modos de vibracién para obtener

valores aproximados de la respuesta dindmica, hace que .el es- -
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ral, es una combinacidn lineal de las soluciones elmentales .t/ .
cada una de las cuales proviene de una ecuacidn escalar de la -
forma (1.69). Nétese que la hipStesis (1.71) no es arbitraria.,
sino que tuvo que adoptarse con el fin de conseguir la diagena-
lizacidn de las matrices-coeficientes de la ecuancion (1.65). -—-
(51 en esta ecuacidn el términeo de cargas L2{t)=0 , 1las solucio
nes x; son de la forma (1.34), ﬁor lo que €1.71) rcproduge exacta

mente la solucidn dada en (1,48) vy (1.,49),

Los vectores ¢j) j:Jn..n » que hemos llawado modos na-
turales de vibracidn, pueﬂen.interprctarse como patrones bdsi--
cos de deformacidn de la estructuga, que sirven como una base -
vectorial para expresar cualquicr'de5p1azamiento; los modos de-
vibracién tienen la ventaja adicional de ser independientes, de
bido a las propiedades de ortoganalidad definidas en (1.58). -
Ademds, se puede utilizar un -subconjunto de ellos para descri--
biy aproximadamente una cierta respuesta dinfmica; en general,-
es poslble conseguir un valor de C/(E)accptablemente aproximado
51 en (1.71) se consideran solamente algunos términos en vez de

los 7 totales. Sobre esto volveremos a hablar mas adelante.

La descomposicidn de (1,65) en el sistema (1.69) de —-:
muestra la suposicién de-querun sistema general con? grados de-—
libertad puede considerarse como la superposicién demsistemas—
elementales con un grado .de libertad, En efecteo, cada una de =
las ecuaciones (1.69), constituye una ecuacidén independiente —--—

gque representa un modo particular de vibracidn de la estructura.

S1 bien la solucién ‘del sistema de ecuaciones {(1.69) —
puede ser sencilla, 1la determinacién de los pares carac:eristij
cos (wi', @c) . que conducen al sistema desacoplado-es, en .geng
ral, un problema complejo. 'Sin embafgc. la posibilidad de tra-—
bajar econ un subeconjunto de los modes de wvibracién para obtener

valores aproximados de la respuesta dindmica, hace gue .el es—- -
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fuerzo de cdculo requerido se pueds reducir dristicamente. En
1la prdctica, nunca es necesario considerar la totalidad de .los
modos de vibracidnm, por lo que s8lo se calculan algunos de los
pares caracteristicos y, en consecuencia, s58lo se plantean al-
gunas de las ecuwaclones desacopladas, las que sean suficdentes
para consegulr una aproximacién adecuada. Los criterios que =

permiten decidir cuales de los medos hay que conservar, y cua-

les desechar, log trataoremeos mas adelante.

1.4.2 Superposicidn Maedal para Sistemas con Amortiguamiento.

Ahora debemos investigar'lo que acurre cuandec se tra-—
ta de descomponer una ecuacidn gue contenga un término de amor

tiguamiento tal como

MU (€) + COR) + v (E) =R(E) (2.32)

Reemplazando en esta ecuacidn el valor de Udado en (1.64) y - —.

premultiplicando por ¢T s+ queda

P+ FTCDX(E)+ P RExX(E)=F RE (D)

Sabemos que las matrices ¢7M¢y @rké son diagonales,
segin (1.62) y (1.63), lo cual fue suficiente para consegulir -

la descomposicién de (1.65); perc, en este caso, mada nos ga—--—

. mos que se cumple *

rantiza que@fcé_s_g'a__diagon_al. por lo que no se puetje asegu-—-
rar el misme resultado para (1.73). Eé evidente qrt;erzr,w;.;ira é'og-
seguir nuestros fines, debemos buscar que C sea de tal natura-
leza que los v-ectores qu sean C-ortogonales. Si.supone-

i
. o s :-35._}.

peds = T @)

entoncesé‘té es diagonal, y la ecuacidn (1.73) se reduce a®-—

ecuaciones escalares de la forma
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(e 20 By (&) e w xp(8h =y (8) G2 (1.75)

i donde 'gj es un parfimetro de amortiguamiento vilido para el -
mode # . , y los demids clemcntos se definen igual que en las-~-

ecuaciones (1.69) v (1.70).

Hay que establecer bafo que condicicones se cumplen las:
_rqlaciones de (1.74), pues estué constituyen la clave para con

segulr la descomposicidn de (1.72).

La matriz de masa Mdel sistema se calcula, como he -
mos visto, ensamblando las matrices de masa de cada elemento -
finito; un procedimiente similar se sigue para obtener la ma--
triz de rigidez K . Sin embarge, la matriz de ﬁmortiguamientéc
no se suele calcular en esta forma, pu&s la determinacién del-
parimetro Jf(m)que aparece en (1,27) no es simple. Por esta -
razdén, se recurre a otros métodos para obtener una expresidn -
de C que meodele adecuadamente la disipacién de energia durante
la vibracién.

Las velaciones (1.74) implican que el efecto de amor~-
tiguamiento se define mediante un conjunto de pardmetros de --
proporcionalidad §£,j=.£---~n, cada uno de los cuales es vdlido-
para -un modo particular de vibracidn. El amortiguamiento to--
tal en la estructura, serd la suma de los efectos parciales en
cada modo. Es usual que se determinen experimentalmente los -
valores de los pardmetros £; a fin de obtener una aproximacién-
realista del comportamiento de la estructura en relacidén al --
amortiguamiente; para elleo, existen procedimientos estableci--
dos cuya descripeidn no estd dentre de los objetivos de este -~

trabajo.

£4 queremos hallar la respuesta dindmica de un siste-

ma con amortiguamientc por el método de superposicidn modal, ¥y
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8i conocemos los parfimetres '§j , no hace falta calcular expli-
citamente la matriz de amortiguamiento C ; se pueden calcular-
los pares (u)j-:’, ¢_;) a partir de M y K y se pueden plantear di--
rectamente las ecuaciones desacopladas (1.75).

En ocasiones, se conoce de antemano un subeconjunto de
valores de 57 , = LM pan . En tal caso se puede calcular
una matrizC » ajustando ciertas combinaciones deMy K de modo-
que los vectores {t‘;‘ sigan siendo C-ortogonales, Yy se manten-—-
gan los valoeres &; conocidos,

El mé@todo de Rayleigh cumpgple con estos requerimientos,
planteando una matriz de amortiguamiento C , de la forma:

C=ex<M+p K (+-76)

Evidentemente;, en este caso los vectores ¢j son C-or
togonales, debido a gque € es una combinacidén lineal de dos ma-
trices que tienen la misma propiedad. Los coeficientes O& y,g—
se calculan de forma que se ajusten a dos valores conocidos —--
‘del pardmetro de amortiguamiento, ¥, ¥ gz ; las ecuaciones a -

resolver son:

3

) é-’”c & - G (e s+ pR) &b = ols ped = 2o By 42 @-77)

de donde se obtienencx yﬂ
También puede usarse la forma de Rayleigh para calcu-

iar una matriz £ que se ajuste aproximadamente a mas de dos va
lres de ; .

Es necesario entender &)l significado gque tiene, en es

te caso, el coeficiente de amortiguamiento E,‘y sus rTelaciones-—
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con los demis paridmectros del problema. Definida la matriz C -
mediante (1.76), y reemplazande este valor en (1.74), obtene---

mos la siguiente relacidn;

4 -
B s gy BN ARG < L (e B (1-78)

$4 en esta ecuacidn s-e'hace/gm'-’ (}""?’-O) entonces -

el amortiguamiento es inversamente proporcionmal a la frecuen--

cia de vibracidn; sl x=o(y ﬂ#o) , entonces el amortiguamien-

to es directamente proporcional a la frecuencia. En el primer

caso, los modas de vibracisdn "altos" son poce amortiguados, y-—
en el segundo ¢aso, ocurre los contrario. En los sistemas es- .
,ﬁructurales generales, nec ocurre ninguna de estas gituaciones-
extremas, aunque el coeficiente/f suele tener mayor influencia,
por lo que las Qihraciones de frecuencia alta decaen mas rdpi-
damente. Esto concuerda con el fendmeno fisico real, como se-

ha comprobado mediante métodos experimentales.

Cuando se conocen varios valores gta i=d,..... 2 Se pug
de usar tamblén el método de Caughey, que permite calcular una

matriz € ,.con las-caracteristicas que requerimos. Se define-
(a4 . - 7
c=MZT o; (MK&] (+73)
J‘BD

donde los coeficlentes 5},-f=1“..up se determinan mediante -

las p ecuaciones simultineas

. P Ly A3 o
E. = ..é. f—"-,-‘. v o, al v g uﬂ-“ R - FRIPR ) Jig=d,.p (1-80)
f P, Lt . .

Debe notarée que la ecuacidn (1.76) de Rayleigh es -

un caso particular de (1.79) con /D:Z .

El métodoe de Caughey permite mayor flexibilidad, pues
ge pueden aéignar valores arbitrarios a tantos pardmnetros de -

amortiguamiento 5{ como Se quieran, pero es mencos usado, pues=—
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1
requiere de cf&lculos mis complejos. En gpeneral, es suficiente

usar la hipdtesis de Rayledigh.

Los m&todes anteriores, nos ensefian a4 construir matri
ceg de amortiguamiente que permitan el uso de la superposicidn
modal al reseclver (1.72). Sin embargo, las hipétesis que se — -
han hecho pueden resultar inap;opiadas en clertos casos parti-
.culares y entonces la descomposicidn de la ecuacidén matricial-
es imposible y la iinica opcién prdctica para la resolucién, son
los métodos numéricos de integracidn directa, de los que habla
‘remos en la segunda parte de este trabajo. .

\ -
1.4.3 Consideracicnes précticas acerca de la descomposicion —-

modal.

En los pédrrafos anteriores hemos descrito brevemente-
el métode de descomposicidn modal y la interpretacidn fisica -
que proporcioma de los sistemas estructurales y sus respuestas
dindmicas: cualquier vibracidn de un sistema con#»n grados de 13
bertad se puede expresar como una combinacidn lineal de los 77
modos naturales de §ibrac16n que posee. Vamos a puntualizar -
ahora la caracterfstica mas importante de la superposicidn mo--
dal: debido a que no todos los  modos de vibracién tienen - =
igual influenecia en la respuesta final, en la mayor parte de -
los casos précticos, se puede reducir dristicamente la dimen--
sién del problema, al conservar para el andlisis sdleo aque- -
llos modos que més contribuyan al efecteo total, y -desechar 1los
dem&s; ademids, segin la precisidn gque se reguiera obtener, se-
puede inecluir un nidmero mayor o menor .de componentes para el -~

cialculo.
Frecuentemente, 1la parte esencial de la respuesta di-

nimica, esta asoeciada con.unos pocos modos de vibraeidén, co- -

rrespondientes a las frecuencias mas bajas; la influencia de -
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cada modo tiende a8 decrecer para las frecuencias mas altas. =
Por ello, al calcular los desplazamientos mediante la sumato-~-
ria (1.71), esta puede truncarse cuando se haya obtenido un --

grado suficlente de precisidn.

Por otra parte, los métodos de digcretizacidén usados -
para didealizar un sistema estéuctural, tienden a ser menas con
fiables al determinar los medos de ﬁibraci&n mas altos y hemos
visto también que el coeficiente de amortiguamiento es mayor -
para las frecuencians altas; todo este justifica el criterio de
desechar los t&€rminos mas nvanzados de la sumatoria en (1.71).

. -

Bajoc determinadas condiciones iniciales o cuando las-
cargas son de cierta forma particular, puede suceder que algu-
no o algunos modos de vibracidn tengan una participacién insig

nificante en la respuesta final. Examinemos un caso extremo:

Supongamos que teneﬁos.que hallar la respuesta dindmi
ca de un sistema cuyas condicilones de equilibrio vienen dadas-
por la ecuacidn (1.72). Sean las condiciones iniciales o= O
7 dozo(con ello, Xoz=o ¥y )&o=o ). Si la carga aplicada es -
R({.)=p1¢5:* (¢t} » siendo f(#) una funcifn arbitraria de€ ., al-
transformar (1.72) en un sistema de ecuaciones desacopladas de

la forma (1.75), se obtiene:

S (e v 2ey By ok () e wf (= @TMG S raem . 18

y el término de carga es cero para todos los modos de vibracidn
excepto para el i~8simo. Las ecuaciones {1.81) para las cuales
J+{ representan una vibracidn libre; sin embargo las condicig
neg iniciales impuestas, {(desplazamiento vy velocidad inicial --
nuelos) hacen que la participacidn de estos modos de vibracidon -
en la respuesta total, sea mula. Dicho de otra manera, la for-

ma particular de la carga ha anulado completamente la participa
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.cidn de todos los modes, excepto uno.

Es poco probable que en la priictiea, ocurran las con-
diciones del ejemplo anterior, pero un efecto de ese tipo pue-
de anular o reducir la participacién de alguno de les medos de
vibracidn. §Si se sabe de antemano que la carga que incide en-
el sistema es ortogonal (o se Bproxima a serlo) a algunos de -
1los modos de vibracidn, sabemos que #stos pueden excluirse del

an&flisis va gque su participacién es insignifiecante.

Por otra parte cuando el té&rmino de cargan es de forma
armdnica, digamos R(é): Fe CﬂSw’f;s:L ':l.a frecuencia de la carga w
es un valor cercano a una frecuencia natural del sistema e ,
sabremos que el f-&simo modo de Qibraciﬁn tendrd una importan
te participacidn en la respuesta total. Esto se debe al efec-
to de resonancia, ya mencionado, que se produce cuando la fre-
cuencia de la carga coincide con la frecuencia de vibracidn --~
del sistema. En 1a prdectica, es poco probable que el sistecma-
entre en resonancia, debido a las fuerzas de amortiguamiento y
a la participacién de otros modos de vibracidn. pero, de hecho,
una carga érmﬁniéa produce ‘una excltacidn mayer a los modos de

vibracién cuya frecuencia se aproxima a la de la carga.

En ocasiones, se trata de analizar la respuesta del -
sistema a clexrta frecuencia particular (o a cierto rango de --
£recuencias); en ese caso, la eleccidén de los modos de vibra--
clén a conservar y a desechar, se hard tomando en cuenta las -
consideraciones anteriores: se conserQarén los modos cuya fre-
cuencia mas se aproxime (o calgan dentro) del rango que se ~ -

quiere estudlar.

Naturalmente, al prescindir de algunas de las compo--
nentes, se estd provocando un error en la determinacidén de la-

respuesta total, el mismo que debe mantenerse dentro de los 1%
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mites de tolerancia que el caso requiera, Una medida del error
%‘P)fé] gue pcurre en la respuesta al considerar »# modos de -
vibracidn, Fer vendrid dada por:

I RE - (MO8 O fe'U"&J]]/g (1.82)
.=,

e ey =

donde 7 es 1a respuesta calculada por superposicidn modal -
cuando se han considerado F# modos de ;ibtacién. Si se ha con-
seguido una solucidn suficientemente aproximada de (1.72), el -
valor de E” se mantendrsd pequeiic para todo valor de £ ; en caso
contrario, habrdi que considerar ur nimerec mayor de componentes-—

para el cflculo de la respuesta,.

Con esto concluimos nuesfra breve descripcidn del méto
do de superposicidn modal, que nos permite conformar una idea -
mas cabal del funcionamiento de los sistemas estructurales, y -
al mismo tiempo, nos proporciona un mEtodo de resolucién de la-
ecuacidn general de equilidbrioc para sistemas dinﬁmicos dada en-
(L.72). ©Un tratamiento mas amplioc de este principioc se puede -
hallar ‘en las referencias [2], {3] ¥ [7]. La segunda parte de-
este trabajo estard dedicada a estudiar los métodos nfimericos -
de solucién de (1.72), que constituyen nuestro interés primor--
dial. Hay que aclarar que los mEtodos numérices de integracidn
directa no se contraponen con el de superposicién modal; antes-
bien pueden complementarse, Es perfectamente posible reducir -
una ecuacidn matricial general a un sistema desaccplado, elimi-
nar algunos modos de poca influencia en la respuesta total y re
solver el sistema reducido mediance métodos numér;cos de inte--
gracidn. También puede usarse la integracidn numérica desde el

comienzo ¥y trabajar con el sistema dindmico original.

Solamente las caracteristicas propias del sistema ¥y la

efectividad numérica de uno u otro méEtodeo en un caso particulsar,
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pueden determinar el procedimiento a seguir, Hay que tomar -
en cuenta tambi&n, que neo se . trata de un enfrentamiento entre -
una té&cnilca analftica y una numérica, pues la determinacién de-
los pares caracteristicos (Mﬁx;dt)que constituyen la base de -
la descomposicidn mqﬂal, se hace geperalmente, mediance técni--
cas numéricas que constituyan.elhﬁnico método prictico de cfleu
lo. No trataremos sobre estas téecnicas en el presente trabajo,
pero el lector interesade puede encontrarlas en los textos de -

anfilisis numérico o en 1a referencia [3], Caps. 10, 11 y 12.



CAPITULO 2
SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION
DE EQUILIBRIC DINAMICO
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»

2. SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO

2.1. GENERALIDADES

El primer capfitulo de este trabajo estuvo dedicado a -
describir el problema del equilibrioc dindmico de las estructu--—
ras; onhora vamos a estudiar las té&cnicas de integracidén numérdi-

ca que nos permitirdn resolver este problema.

Cémo ya hemos dicho, solo en casos muy restringidos se
pueden tesolQer.las ecuaciones de equilibrio por métodos anali-
ticos; en general, es preferible usar técnicas de integracidn =~
numérica. Inclusive al resolver sistemas desacoplados de la --
forma (1.75), usualmente la solucidén analitieca es laboriosa, -—-
pero adn si ne lo fuera, e#isten razones para usar los métodos-—
numéricos: Hay que rvecordar que la transformacidn de la ecua- -
cién general (1.72) al sistema desacoplado (1.75) se hace me-- -
diante té&cnicas numéricas, con el auxilio de una computadora --
electrdnica; si, de todas formas, tenemos que usar la computado
ra en esta primera parte, e€s razonable usarla también en la re-
solucién de las ecuaciones, tomando en cuventa ademds, que exis-—
ten métodos numéricos perfectamente probados ¥y confiables para-

este efecto.

La ecuacidn (1.72) que representa el caso general de -
equilibrio dini&mico que hemos estudiado, es un sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales de segundo orden y, en principio,
cualquier método standard de solucidn puede eﬁplearse. Sin - -
embargo, existen mé&todos mas apropiadoes que otros, pues las ma-
trices-coeficientes M , C y K tienen cilertas caracteristicas -
particulares gque pueden ser aprovechadas para una soluﬁiGn mag-

eficlente del sistema. Existen muchos procedimientos disefiados
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especinlmente para el caso que tratamos, pero la descripcidn -
detallada de los mismos rebasa los objetivos de este trabajo. -
(ELlL lector dinteresado en estos tépicos deberd consultar un tex-
to estandard sobre Dindmica Estructural,‘por ejemplo, la refe--
rencia [7]. Nosotros dedicaremos nuestra atencldn a una clase-
particular de métcdos, basados en las técnicas de clementos fi-

nitos.

Las té€cnicas de solucidén que estudiamos se basan en --
loe miemos conceptos de discretizacidn que mencionamos en la -
‘seceidn 1.1. Ahora el dominio a discretizar és el intervalo de
tiempo durante el cual nos interesa conocer la respuesta dindmi

ca de la estructura.

Los métodos de discretizacién en el espacioc que dan 1lu
gar a la determinacidn de las matrices M. C yl?, no los discu-
tiremos aqui y consideraremos que nuestro problema comienza con
una ecuacidn ya pianteada de la forma (1.72); sin embargo, hay-
que notar que estas matrices tienen caracteristicas ventajosas-
para la resolucidén numérica, pues usualmente tienen estructura-
de banda y son simétricas. Existen muchas posibilidades para -
el célculo-deff, € y Kk . perc se debe observar que, mientras -—
mas refinados sean los métodos usados, mas complicadas resulta-
Té&n estas matrices, lo cual implica mayor dificultad en la reso

lucidn.

Se ha desarrollado un gran esfuerze de inﬁestigaci6n -
para encontrar tdcnicas Sptimas que permitan tratar adecuadamen
te los sistemas resultantes, a menudo complejos y de gran dimen
sifn. La eleccién de un algoritmo eficiente de solucidn es, --
pues, indispensable para culminar exitosamente el cilculo de la
respuesta dindmica de la estructura y para que el costo del pro

cedimiento sea razonable,

,'f
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En la deduceién de 1la ecuacidn (1.72) se asumileron -
ciertas hip&tesis de compertamiento de la estructura las mismas

gque, de hecho, estames aceptando en nuestro estudlio; &stas son:

a) elasticidad lineal, segin lo afirma la ley de Hooke. Se ~-

supone una relacidén lineal entre esfuerzos y deformaciones.

b) amortiguamiento proporcional a la wvelocidad.

c) fuerzas de inercia proporcionales a la aceleracidn es decir

aceptacidn del principio de D'Alcmbert.

Ademds, en nuestro caso.especifico, hemos i1mpuesto las -
condiciones adicionales siguientes, que se justifican dentro de

las aplicaciones a las estructuras qgue nos interesan:

d)} cargas independientes de) movimiento, esto es, defindidas —-

por una funcidén que depende directamente del tiempo.

e) caracteristicas materiales y geom&tricas constantes, es ——-

decdr, +~7 , € y Kk , constantes,

Dentrto de estas restricclones, aplicéremos los princi-
pios biAsicos del mé&todo de elementos finitos para deducir les -

esquemnds de integracidn numérica,.

Nuestro problema es del tipo de valores iniciales: co-
nocidas las condiciones U (¥e), O(fd en el punto fe , tratare--—
mos de encontrar los valores de la funcién U@, que nes intere-—
sa, en un intervale ©= (&, é.+7] Es conocido tambi&n, el té&r
mino de carga ®(é) ¥y su ley de variacifn en el tiempo. Se rea
liza un proceso de cdlcule por recurrencia: se determina el va-
lor de la funcidon ¢{¢) en un subintervalo £. , a partir de las-
condiciones iniciales en 4= ; luego, en un subintervalo ¥, usan

do como condiciones iniciales los valores U(b),dlh) calculados
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en el paso anterior; luego en un intervalo D2 usando como cone

diciones iniciales U(ézhejsz), etec, hasta cubrir el intervalao
toetal D. .

Para utilizar estos métodos de s0lueidn por recurren -
cia, es necesario discretizar el intervaleo @ = (hbfu+f]Para —-———

elleo, definimos un conjunto de valores {ﬁ} de la variable £, -
donde '

f€:5= {é/é;:~£,.,+4‘l:,.:‘:o,.f’...€; £4 = r} (2.1)

Aunque no es5 imprescindible que el dominio discretiza-
do tenga cspaciamiento uniforme entre sus elementos, el conjun-—
to-definide en (2.1) cumple con la condicién tigs -Té=h para to
do ¥a gue esto simplifica los cdlculos. El parémetro h llama
do también Longitud'dé paso, debe ser elegido con cuidado, se—-—

gin las caracteristicas particulares del problema ¥ el m&todo -
usado para resolverlo, pues su valor ctiene influencia en la es-
tabilidad ¥y precisidn del proceso de integracién. MAs adelante

trataremos este tema con detalle.

Losg puntas‘t{ serin los nodos de nuestro problema, y -

cada elemeﬁto-finito serd un intervale [¢€/,ti++¢ ] de longitud -

/1 . Nos proponemos determinar los valores de UV (fi)es decir,-

los valores de los desplazamientos, para cada valor del conjun-
to %} definido en (2.1).

Los valores de U{t)para ¢ & {ti}se de\finen mediante fun
ciones que interpolan los valores de ¢(*¥i), . Existe una infindi-
dad de posibhilidades de realizar esta interpolaéiﬁn, y de la ——
eleccién particular que se haga, dependerd también el grado de-

precision, estabilidad vy costo del procedimiento de solucidn.

Los mEtodos que vamos ‘a estudiar, son llamados "de in-
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tegracidn directa", debido a que trabajan con las matrices”?, -
C yKoriginales, sin transformarlas (en contraposicidn con el-
método de superposicidn modal que se basa en la diagenalizacidn
de estas matrices). Hay que recalcar que, a diferencia de los-
m&todos analiticos, los métodos de integracidn directa no bus--
can satisfacer.la ecuacidn ‘de equilibrio para todo » 8e tra
ta de satisfacerla de manera aproximada, en cada intervalo, de-
acuerdo con un criterio preestablecido. (Por ejemplo, el crite

rio de "residuos pesados". Ver seccifn 2.6).

Al compardr estos métodos con los de superposicidn mo-
dal, una de las ventajas de la integracién dirhcta, radica en "+~
que su implementacidn en una computadora es mucho mas sepncillag
ademis, con pequefias modificaciones, las mismas técnicas de in-
tegracidn directa pueden extenderse para ser aplicadas a una --
gran ﬁariedad de problemas, lo gque constituye tambié&n una carac

teristica atractiva.

Los algoritmos que describiremos, calculan los wvalores
de la solucidn ¢/f#)en un punto dado €4,y , suponiendo conocidas-
las soluciones en los puntos-antexrlores, TCeo, ¢,,..... . (En - -
clerrtos esgquemas, se suponen conocidas, adem@is, sus derivadas -
en escs puntos). Si los valores de ¢/{(te+ 1) se calculan a par-
tir - de U {f:) (y tal Gez de una deriﬁada t)(ék)) el método se =~
llama d& un solo pﬁéo; los ﬁétédos dé'panns miiltiples determi--
nan ¢’(f#+0 a partir de ¢/(f), Uﬂ@q),,etc (y tal vez, de algu--

nas derivadas como ()(é“,()({*_,) . Segiin el niimero de interva—--—

1os[éi,tf+1] involucrados en el cdiculo, los métodos se llaman

“"de un paso', "de dos pasos", etc.

Existen varilos caminos para establecer esquemas recu--—
rrentes de integracidn: mediante el método de “"residuos pesa-~—
dos" o por discretizacidn en el tiempo de principios varilaciona

les, con muchas variantes dentro de cada método. Al tratar el-
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} sistema de ecuaciones del problema especifico que estudiamos, -

también se pueden distinguir dos enfoques diferentes: conside—-
rar la ecuacidn de equilibriec (1.72) ceomo un sistema de 77 -ecua-
! ciones diferenclales de segundo orden, o transformarla en un --

slstema de £% ecuaciones de primer orden.

La discusién en detalle de todas estas posibilidades,-
rebasa los objetivos del presente trabajo. Nosotros mos limita
remos & estudiar algunas generalidades sobre.estos métodos y —-—
luego desctibireﬁos brevemente algunos de los esquemas mas COng
eidos, {El lector que se Interese puvede profundizar sobre es--

tos temas, en las referencias [2}, [3] ¥ (11].
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2.2 FUNCIONAMIENTO DE LOS METODOS DE INTEGRACION DIRECTA

En primer lugar vamos a tratar de esclarecer la estruc
tura de los métodos de solucifén que estamos por coeonsiderar. He-
mog visto gue una ecuaciédn general del tipo (1.72}, mediante 1la
superposicidn modal, se descompone en un sistema de #? ecuacio--
nes desacopladas. La integracidn de uno u otro sistema es equi
valente, por lo gque, para esteé estudio, basta con considerar la
solucidn de una de las ecuaciones de la forma (1.75) suponiendo
que son conocidas las respuestas en los instantes €u, tr=tfo#h,..
iyl =tu+h ¥y que necesitamos calcular la solueién en el si--
guliente punto del domindio discretizado ¢tisc = ¥ +h . Podemos ~--

definir un método recursivo general mediante la relacidn.
A A .
Xist =AXi+Lr.,, (2.2)

donde 5?;;, ¥ ,ii son vectores cuyos elementos son valores de
desplazamientos[ ﬁelocidades, etc. que intervienen en el pro-
ceso recursivo de cdlculo (la naturaleza de los elementos de es
tos vectores, es variable segin el método de que se trate); -—-
Yerp es el valor de 1la carga ¥ en el instante ¢+ v 4 (v tam
bién es variable segiin el mEtodo), A es una  matriz que ejecuta-
la transformacidn lineal apropiada segiin el m&todo particular -
de integracidn y L es un operador que actia sobre los valores -
de las cargas (es un vector). Todos los elementos que jinter- -
vienen en esta ecuacidn dependen del m&todeo particular de inte-
gracidn de que se trate,
-

La expresidn (2.2) se puede utilizar para calcular un-

vector de solucién en el instante {;+.(hi; aplicindola recursi-

vamente, se obtiene:
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fz‘_{ﬁ“- 'lf‘qu‘-li e, " ﬁ(‘JL PV S )
. (2.3)

* L LAY R Y 7 LP-'P.(—I#U.

3
LT
.
“~
H
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Esta relacién expresa el funciconamiento de un método-
dado de integracidn direcéa. Analizando (2.3) se pueden deter
minar las caracteristicas de precisifn y estabilidad del esque
ma correspondiente, en funecién de la matriz f y el vector L de

ese método particular y de la longitud de paso A

Un tratamiento mas formal sobre los temas de estabili
dad ¥y precisidn de los m&todos del tipo (2.2) puede encontrar-
se, por ejemplo en la referencia [ 12, caps. 4 y 10] o en la -

referencia [13, caps. 4 y 6].

El coste de la scluecidn depende obviamente, del niime-
ro f de ~etapas del ecidlculo, que es Inversamente preporcional a
la longitud de paso b s dade que, para cubrir un intervalo -~

de longitud 7 se requieren §#= T pasos.
A

Al conocer las caracteristicas de un m&todo dado, po-
dremos decidir el valor de h a utilizar,considefando, por un =
lado, el grado de precisidn que se requiere y el costo del pro
ceso. Un Qalor mas pequehce de Hho. generalmente dard mas pre-
cisién pero el cidleuleo requerirs mas tiempo de miquina y serd-
mas costoso; valores grandes de A pueden disminuir el costo

pero también la precisidn.

En algunos mEtodos existe un'ilimite superior para h -
pues para valores mayores a ese limite, el proceso se vuelve -
inesatable; por Gltime algunos esquemas son siempre inestables-
por 1o que no tienen utilidad pr&ctica. .Como se ve la elec- -
cién del valor de A es crucial para obtener un comportamiento

Sptimo del método de integracidn que se haya escogido. A con-
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"tinuacidn vamos a hablar mas en detalle de los conceptos de -
estabilidad y precisidn de los esquemas de integracién directa,
a partir del aniilisis de las expresiones (2.2) ¥ (2.3), con el
fin de tener criterios que nos orienten al momento de seleccio
nar el valor de A .

Sabemaos que la solucidn de una eccuacildn de la forma -

(1.75) es una funcidén oscilante cuya leongitud de periodo llama
remos 7 . Si queremos determinar los wvaleres de la respuesta-
del sistema durante un perfiodo completo de oscilacién, debemes
dividir T en un ndmero-suficiente -f de intervalos de longitud-
h ., tales que 7=#FAh . Al decir "niimero suficiente" se deja
libertad para escoger el nﬁmerof’, de acuerdo a un g¢riterio --
subjetivo, por lo que cabe preguntar que ocurrirfa si nuestra-
eleccién de £ {(y de A ) en realidad no es adecuada para -
obtener una buena representacién de la respuesta a un modo par

ticular de wvibracidn.

Para contestar a esta pregunta, primeroc observamos --
que, al counsiderar un sistema estructural con ¥grados de liber
dad v obtener un sistema desacoplade come (1.75), a cada uno -
de los modos de vibracidn le corresponde una frecuencia w/{ -—-=-

diferente; por convencidn se asume que O< Wy Wrs.,, | . gu). Da

do que T¢ = ®7/uy donde 7( es el perfode correspondiente al-
i-8simo mode natural de vibracién, se cumple que 71T T2F.- .= Fn

Al utilizar un métode de integracidén directa de la ~-
forma {(2.2) para resolver un sistema como (1.75), la longitud-
de paso 4 es la misma para todas las ecuaciones, Supongamos -
que se ha elegido un valor de # suficientemente pequefio para-
obtener una buena representacidn de la respuesta al j-ésimo -~
modo de §ibrac16n; como los periodos 7¢. € < F son mayores =-—-
que 7, , entonces se obtendri tambi&n una buena representa- -

cidn para todes los modos de vibracidn anteriores. 5in embar~
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go para las ecuaciones eon ( ¥7 es posible que las respuestas -
que se obtengan, carczcan de significade. Las fipguras la.y 1.b
ilustran lo que ocurre cuande se calcula una representacidn --
discretizada de una funcidn oscilante c¢on una lonpitud de paso
"apropiada"™ (7T //2) ¥ una "inapropiada” (57'/!2)

Hay que recordar gue las frecuencias mas bajas se cal
cglap con una mayor aproximacidn mientras que las altas pueden
estar tan poco ajustadas a su valor real gque tomarlas en cuen-
ta dentro del cdlculoc puede considerarse comoc una verdadera --
fuente de perturbacién, por lo cual, con frecuencia se prescin

de de su efecto para calcular la TesSpuesta total,

Vemos, pues, que nuestra eleccidn de h debe ser tral
que sea aproplada para los p primeros modos naturales de vibra
cién p<7n , siendo P el mayor Indice de los modos de vibracién
que hayamos decidido incluir en un anilisis por superposicidn-

modal. Un valor aconsejable de h podrd ser poxr ejemplo 7p/io

5i se tomaran en cuenta todes los modos de vibracign,
deberia elegirse un A~ Tn//o ; al considerarse solamente los -
/ primeros y elegir un ha,fplgo , Se obtliene una importante -
disminucidn en el nimero de etapas de cileculo (y en el costo -
de la solucién) pues el valor del cociente Tpe/7» puede ser

tan alto como 100 o 1000 en muchos casos préicticos.

] “Alln  cuando no se haya realizado la descomposicién-
modal, de todas maneras, el efecto que hemos descrito permahe—
ce presente en el cdlculo de la soluciédn, y puede tomarse una-
longirud de paso estimada para aproximar adecuadamente un nime
ro suficiente de componentes, digamos las f de periodo mds - -
grande. $Sin embarge, esto significa perder el control sobre -~
los n-p modos de vibracidén de perfodo-mas bajoe ¥y naturalmen-—
te, esto solo debe hacerse cuando estamos seguros de que las -

perturbaciones debidas a los modos mal aproximados sean pequedias.
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En la prdctica cada esquema de integracidn ticne eca -
racteristicas propias respecto a la propagacién de perturbacio

"nes en el proceso de cdlculo; estas caracteristicas definen la
estabilidad del esquema.

. Fio. l.a .~
APRpririn Lios A i

>

Oserencron o J:a-a

%
N\

e, 4.6,
Flpeonsmacion R UNA

OScrancron Cown f!—-%

T SU SO, W
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2.3. ESTABILIDAD DE LOS METODOS DE INTEGRACION DIRECTA.

Se dice que un csquema es estable si cualquier error-
en los desplazamientos, velocidades o aceleraciones que aparez
ca en el insctante ¢ , no se zmplifica al pasar al instante - -

t+h en el procese de integracidn. .Dentro de estos "erroras"
estan. incluidos los de redondes y de cualquier otre tipo ¥y, en-
particular, los valores que aparecen por la influencia de los-
modos de vibracidnmal aproximados o ias condiciones iniciplesg-

de los medos eliminados del anfilisis,

Supongamos gque la respuesta calculada para una ecua--
cién del tipo (1.75) en el instante ¥ , viene dada por un va——
lor aproximado ¥ y que el wvalor exacto de esa respuesta es --—
2 (fl) ., Evidentemente el error en ¥ y en £ en el instante-

t sers

A x;
A ¥

i

¥ (ti) - Xi (=-4)
g ()= £i (2:2)

|

Para investigar la estabiljdad de un mEtodo de inte--—
gracién del tipo (2.2), debemos determinar como s& propagan a-
las etapas sucesivas de cilculo, los errores Ax: y:ﬂfé s LOmMAN
dolos como condiciones iniciales y sin considerar cargas ni —-—

amortiguamiento; esto es, hay que analizar la ecuacidn siguien
te:

A/.}?iu = H'( Z{/}(f /‘?'é)

Esta ecuacidn es la misma (2.3) con r=cjﬁ=t3y con con
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e
diciones iniciales ZLX;.

Existen m&todos de integracidn que son ineondicional-

. . o
mente estables; esto quiere decir que el vector AX{ no crece -

al propagarse a las etapas posteriores de cilceculo, Bea cual --
sea el wvalor de la longitud de pasoh . Se dice que un esquema

es condicionalmente estable si lo anterior se¢ cumple para valo

res de /) menores a un cierto limite; usvalmente se define el -
llamado "l1imite de estabilidad" como el mixime valor del co- -

ciente h/- para el cual el mitodo se mantiene estable.

Evidentemente, la clave del problema estd en los valg

res caracteristicos de la matriz H . Definiremos el radio es

pectral /9(;;) , de esta matriz como
Fa) = mde [¥:) (= 4,3, (2.3)

donde J{ son los valores caracteristicos de A . un esquema -

serf estable si sdlo si

S r) = 4 ' (2.5)'

pues, en ese caso, ﬁ? ‘se mantiene acotado cuando'fL-ba. Ade-
mis, 9{-—0 si f(ﬁ) <41 y mientras mas pequefio sea _P(A) , mas-
ripida es la vonvergencia. Esto se desprende de la relaciBn -
(2.6).

Par£ determinar las condiciones de estabilidad de un-
método dado, basta con plantear, para este método, la ecuacidn
(2.6) y hacer cumplir con el radio espectral de @ , la desi- -
gualdad (2.8); esto proporcionard una relaéidn, en -funeidn de-

h/T » que representari la condicifn necesaria y suficiente de
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eastabvilidad para este métoda, ’

Podemos darnos una
condiciones de estabilidad,

blema de vibracifn libre en

mejor idea del significado de estas
estudfando la sclucién de un pro--

un sistema con un grado de liber--

tad que consiste en una ecuacidn desacoplada -de la forma (1.33)

y sus correspondientes condiciones iniciales.

Sea:
j:' +wE =o
S (2.9)
con
X (o) = ko y X({o)=o )
La solucidn exscta es
X(.é’ = e cers tot - % (t";“‘f"‘ e-l‘u.‘(') ' (2{0)
la cual puede tambi&n escribirse
wxlél= &, c;.-," + Coy p_p:' (2.”)

donde Ci=Ca=d , ¥i=e'™ y i€,

(2,11} es capaz de reproducir 1la funciﬁn armBni

S&8lo con estas - -

equivalencias,
ca (2.10). Obsérvese que ¥ vy @2
conjugados, por lo cual fu.]=[¢sf.

sen dos numeros complejcos
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Evidcntemehte, Fara que el problema sea estable, debe

cumplirse que

VRNV RN ANy (212)

La'discusién anterior nos sugiere una inrterprecacion-
para los dos mayores valores caracteristicos ¥ ¥ ¥a2 de la ma-
triz £ : son aproximaciones de ¢4 ¥ @ﬁ ; por elle se deduce que
el mEtodo representade en (2,2} darid una buena aproximacidn de
la solucifn exacta si los valores caracteristicos ¥y ¥z de -
ia matriz A son complejos y conjugados en el rango de frecuen-
cia que nos interesa como lo son @55’?& . 5i & ciene mas de -
dos valores caracteristicos, lo& siguientes {(¥3,¥¢......) no son

significativos para 1la aproximacidn de la solueciBn (2.10).

El anilisis que hemos heche no contempla el efecto -
del amortiguamiento fisico; esto es, se supone =0, 5i% >0,
se generarfa un efecto favorable desde el punto de vista de la
estabilidad pero, en general, valores pequefios de £ no ocasio-

"nan cambios dridsticos en el comportamiento de los esquemas de-

integracién.

Sin embargeo las consideraciones de estabilidad no son
suficientes para definir 1a bondad de un méBtodo de integra- -
cidn; es necesario investigar también el grado de precisidn -
que es posible obtener con un esquema determinado para um va--
lor dado de 4 . '
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2.4, PRECISION DE LOS METODOS DE INTEGRACION DIRECTA

Aparte de todas las consideracienes ya hechas -~acerca
de la influencia de la longitud de paso sobre la estabilidad,-~
1a selececifn del valor de A debe hacerse tomando en cuenta el-
efecto que este tiene sobre la preecisidn; por esta razdén vames
a establecer criterios mas rigurosos que aclaren 1la relacidn -

entre estas variables.

Ro es posible describir un método general para anali-
zar la precisién de los diferentes métodes de integracidn, ya-
que cada unc de ellos tiene caracterfisticas propias; ademis, -
las condiciones iniciales y de carga de un problema particular,
pueden tener gran influencia sScobre el grado de precisidn que =~
se obtenga, en cada caso. Se puede realizar umn anilisis ex- -
haustive para un mwé&todo dado, pero no .es &se nuestro objetivo;
en vez de ello, tratamos de entender la naturaleza de los errgo
res que aparecen en el cilculo ¥ su relacidn con la longitud -

de paso.

Consideremos otra vez el problema de valores inicia--
les (2.9), cuya solucidn exncta guedd expresada en (2.10):

x(é') - XO e .'u‘g.‘! - _‘.;_Q (‘e,‘wz'-', e-(‘-ﬂr') (?.IO}

La solucifn anterior es una funcidn armBuica, que pug
de definirse por la longitud T del periode y la amplitud de os
cilacidn Y . Al resolver la ecuaci%n {(2.9) por alguno de los
métodos de integracidn directa, debe obtenerse una representa-

cidn disecretizada aproximada de la solucifén exacta (2.10). Po-

demos darnos una idea de las discrepancias que ocurren, midien
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do las diferencias en la amplitud y el periodo de in- solucién-

-exacta ¥y la aproximada.
2.4,1. Decaimiento de la Amplitud.

Las oscilaciones de la solucidn exacta (2.10), natural
mente son todas de igual amplitud. Vames .a llamar ¢ 1la absci

sa correspondiente a la amplitud mixima #k de una oscilacidn:

Jy,-‘. o féy) (2-/3)

4

Vamos a suponer que el conjuntoc de valores discretos -
{lfif se ha definido de forma tal que ¥ipr- tc = A b4 =T . -

En ese caso, la amplitud de la siguiente oscilacifdn sera:

Fase T 3w Ch) = x(e, ) (2-/2)

¥y obviamente

Fe = Tnut l (2.75)

&

Llamaremos y A+£ al valor aproximado de y*fl calcula
do mediante un mEtodo de intepracidn directa, tomande como va-
lor inieial 0!{"('=f£: . Se tiene:.

a4

(2.7¢)

¥

§r= Xe
Arat > Xpoy
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Se puede hacer uso de la relacidén (2.3} y escribir

£ A

‘-X‘\-k-f-( = Iq X& (2'1?)

A A
donde los vectores X 442 ¥ Xk estdn conformados de acuerdo al -
método gue se trate, para permitirnos calcular Xgs£ a partir -

del valor inicial ¥, .

Naturalmente en la ecuacidn (2.17) la relacidn entre-
§¥+£ b4 ;u depende exclusivamente de la matriz Qgch mas con-
cretamente, de s@s valores caracteristicos. Dejamos estableci
da ya, en (2.8), la condicidn de estabilidad de un esquema de-
integracidn: (PRl =L Y}, por lo cual, si el esquema es esta-

-
ble, es evidente que la amplitud 5/:+1 serd menor o igual a yé

La diferencia yzwc‘- 3”;.}1 es llamada "decaimiento -
de la amplitud"” de la solucidn discretizada de (2.9), y su va-
lor puede ser calculado scolamente mediante aplicacidn directa-
de los m8todos de integracién a un problema tipo cuya solucibn -
se conozca,y comparande los valores aproximados con los exac-
tos. Sin embargo, podemos :ener unu idea mas o menos clara de
la transformacidn lineal de X;- a X,Q.,b( 81 examinamos el mddulo
de los valores caracterfsticos de la matriz 4.

) .

Se pueden obtener funciones que expresan los valores-
caracteristicos en funcidn del cociente h/& . En general, pa-
ra muchos esquemas conocidos, el m&dulo de los valores caracte
risticos j}t/- es préximo a uno cuando A /7 es pequefio, mien-
tras que, cuande este cociente es grande, los valores [/ §¢f --
descienden; esto ccasiona que, en un mismo problema, el decai-—
miento de amplitud sea mayor para los wmodos de vibracidn de --
periodo peguenio, cuyo efecto, por esta razdn, tiende a desapa-—

recer.rapidamente., Sin embargo, existen esquemas que no intreo
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ducen decaimiento- en la amplitud. Mas adelante conBideraremos-—

algunos casos especificos.
2.4.2, Elongacidn del Periodo.

Para estudiar este fenfmeno, vamos también a analizar
el problema de 'valores iniciales (2.9), euya solucidén, como ya
vimos, es la funcién arménica 2x(&)= ’%‘(e‘.“"_"f- e-""’*) con-un -
periodo uniforme T . Esta sSolucidn se puede escribir en la --

forma descrita en (2.11)

S T )
donde - Xo Car hew
C=€Cz=3F wee y W,z e

Supongamos que el mEtodo numé&rico que utilizamos pro-
porciona para el problema (2.9) 1la soluciag aproximada:

-~

e Tee) = & X+ & 5\(2 - _ (2.48)

siendo

(¥4

;(\: = € ; Qz = e ' . (2-19)

Aquf & es una aproximacidn de la frecuencia exacta W/

- e
¥y, desde luego, X: ¥y X2 son aproximaciones a Wi ¥ Vﬁ. §in -
embargd, los m&todos que estudiamos, trabajan sobre un dominio
discretizado. Para el problema (2.,9) que consideramos, este —
dominio es {fjjz)’ff/tj ~_—j/; HY L= T }. ; entonces; po-

demos escribir
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o=yt el (2.20)
donde X " S(‘:v = e %4 ¥y Xz = ?;' = e-‘-g" (2.2.!)
¥y se’ cumple tambi&n que [}b/ = [}3/- (2.22)

La expresidn (2.20) resume el procedimiento de e¢dlcu-
lo de los valores Xg . Obviamente, la condicién de estabili-~
dad es:

AX ) =) x=] = [e* )< s (2.23)

Las condiciones de estabilidad para un método numéri-
coe dado, se pueden determinar haciendo cumplir la desigualdad-
(2.8). ©Para el caso del problecma (2.9),/’(4):,{, - e de -
donde podemos calcular el dngulo @ que es la pseudo frecuen-—-
cia de 1a solucidn numérica. Puesto que eioh_: cg_sahg'ﬂ'nahse -
tiene:

g____l_ta".f[j’*ﬂ(x:)
A

Re (%) (z.24)

Conocide el dngulo & , el error de periodicidad ¢ - -
“"elongacifn del periodo" puede calcularse con la siguiente £5r
mula:



2
AT TY_ 1 = - 2w -
& = _9 w L o, (z.25)
T = -
2 &
s

El valor de la elongacifn del periodo puede ser positi
vo © negativo, segiin los casos; sin embargo, hay que cbservar -
que la psgudo—ffecuencia @ ‘ez igual a cero para valores de X -
con parte imaginaria igual a cero y, en ese caso, (2,25) darfa-
un valor infinito para la elongacidn del periocdo. Esto se ex~-
plica por el hecho de que un valor real de X, harfia que la solu
cifn (2.20) se transforme en una exponencial pura, incapaz de =-

reproducir las oscilaciones de la solucidn que buscamos.

Con esto, concluimos nuestra discusidn sobre aspectos-

generales de los mEtodos de integracidn directa.
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2,5. ALGUNOS ESQUEMAS CONOCIDOS

Como hemos visto, existe un infiniteo niimero de posibi-
ligades para la formulacidn de un esquema de integracidn, y por
.diferentes caminos; en muchos casos se¢ puede llegar a resulta--—
dos diguales por rutas diferentes, No pretendemos hacer un re--
cuento exhaustivo de todas estas posibilidades y {inicamente tra
taremos de describir de manera breve algunes de los esquemas -——

mis conocidos; este serd el objetivo de la presente seccidn.
2.5.1. Método de Diferencias Centrales,
Este meétodo se basa en la aproximacidn por diferencias

finitas centrales de las velocidades y aceleraciones en funcién

de los desplazZamientos. Estas aproximaciones son:

e = ,,—'z (., - 2u; * e, ] (2.26)
O s (v, v, ] - (2. 2%)

y el error que se comete con estas formulas es proporcional --

a h;.

Haciendo cumplir las condiciones de equilibrio en el -

instante ¢; , se tiene:

[4

MU; + CU; + RU; = R (2-28)

¥ reemplazando aqui los valores dados en (Z2.26) y (2,27) de la-

primera ¥y segunda derivadas, queda:
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e Y. - _( _ﬂ) ._(ﬂ__c_). .
(62 +2ﬁ;)u‘“ = Re = (%= Tx ) - (47 T 2g )Y (2:29)

La ecuacidn (2.29) representa un sistem2 de n ecuacio-
nes lineales donde las incbgnitas son los componentes dél wvector
iet - Para que el calculo sea posible, se necesita conocer
los desplazamientos (/¢ y{/i-4J ., Esto significa que, para comen-
zar se requiere un procedimiento espeecial de arranque, pues las
condiciones iniciales dadas son Uey ocy el algoritmo requiere -

o Yy U-x -

La ecuacidn (2.28) valuada en {=0 nos permite ‘:calcu=--
lar /o ; calculado este valor, se puede encontrarllscon la si--
guiente formula:

U_,:Ua—hdo+§&' o (2.30)

o .

Con este valor, se completan los datos necesarios para
arrancar con el procedimiento recursivo descrito en (2.29).

Para analizar las caract@risticas de este m&todo, pode
mos estudiar la solucidn de una ecuacidn de equilibrie de 1la --
forma (1.75) eun el instante i : ) -

X, w2 Fwx; ~wix, = r; (2.31)
¥ reemplazando en esta ecuacifn las aproximaciones descritas en
(2.26) vy (2.27), se obtiene
2-w?h? (- Bwh L2

¥eo- X, *
{¢ Buh ¢ Bwh T i gah

».

i

ry (2.32)



78

o, con notacidn matriecial

- - ¥ )
fes [y ) 2* 33
= A + L ( )
x; x;_,
2"_"":‘% . 4= Beh L2
i+ B '
donde A= & 14 Bwh, ' 5’ L= 1+ EBwh (-?-34)
o ) o

o

Para analizar la estabilidad de este sistema, debemos-—
calcular los valores caracteristicos de la matriz A , suponien-
do que 5=o0 ., El problema de valores caracteristicos a resol--

ver €5 entonces:

“lvo=dv | (2.29)
i o . .

2 - w¥h?

y los valores de X son las raices de la siguiente ecuacidn carac

teristica

. (z-w2hz_2)(- 1) t1 =0 (2-3€)

por loatanto

A: 2 edThHR + g:-wléz)" i . (2.'3?)
2 P d _
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_ Jabw Mf 8 ﬂ7 ﬂrg
79 bﬂh_[ylfcd

¥y la iteracidn serf es:uble si y solo si

s -on fera NPNE-FE

Como se puede comprobar,la condici®n de estabilidad se
cumple so0olo para valores de b menores que un valor critico A, :

he 2 = T  (2.38)
2 =z

por 1o que el esquema es condicionalmente estable.
2.5.2, ELl M&trodo de Houbolt,

Establezcamos las siguientes aproximaciones por dife-—-
rencias finitas:

l/,"“ = Uy, . : (Cl._) '
U = Uy = AU, v R AU, - L8R, so(a4) (B)
‘U‘--’ = U“*‘ 2/‘3 Lllo" -« 243 U‘-“ - _;1 ’1 L.}:", +O(‘J4) {e)

Uoez'= Uy = 3h2,, « 2 WU~ TH U, o(+%) (o

Multiplicando (a) por 1

"por -1, ¥ :sumandc, se obtiene:

{b)} por -5 (e} por 4 y (d

-Sl/ * 4&/

Py

-l T =28, ¥ “’2(:”;'4: + O(I’4) (e)
de donde

£/:°¢: = )’_‘; ( Z(J;"_, - S'U" LY, - ‘4;2] + O(Az) ‘ (2'39)

De modo semejante, multiplicando (a2) por 1 {(b) por --
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18, (c) por -9 ¥ (d) por 2, y sumando, se obtiene:

HBU; = PUp, + RUpy = 1 Uy, - 6, s 04 )
de donde: !
T, = G_i’_ [u s, - 18U; + 9, - 20;._2]1:0(43) (2-40)

El meétodo de Houbolt se basa en las aproximaciones da-
das por (2.39) y (2.40).

El error que se comete &l usar estas aproximaciones, -
es proporcional a A3, (En realidad (2,.40) tiene un térmimo de-

error de orden 3 pero prevalece el orden més bajo de (2,39)).

Vamos a considerar la ecuacidn de equilibrio en el ins
tanteti+h = Eivg

- _—

. MJ‘-" + CU- r ., = Ry, ) (2‘41)

& rs

P S ST

Sustituyendo {(2,39) ¥y (2.40) en esta eéuaciﬁn se aobtie

nes: ]
. - _ S .
'ZEM * 6; C + ) Uy, = R, ( M"'_ C)U *E C)U.'f‘.: +
+ Mg C)Ua -2, . (=.42)

de donde se puede calcular los valores de L, siempre que sean -
conocidos los valores de Lﬁ’tﬁq Y Yia - En este método, - -
jigual que en el de diferencias centrales, se requiere un proce-
d1m1ento especlal de arranque antes de poder aplicar la f6rmu--
la (2.42).

Se puede realizar para el método de Houbolt, un an&li-
sis. de estabilidad semejante al que realizamos en la seccifn - -

2.5,1., para el método de diferencias centrales. El1 resultado-
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es que este esqguema de Houbolt es incendicionalmente estable, -
es decir, no existe un limite para el valor de la longitud de -

paso h .

Para poner este método en la forma (2.2), Cons_;idere-—

mos la ecuacidn:

L . -
- w 1
X, +2 me"*{ 4. A x‘.“_-_-.‘ Cier, ) (2.43)

’

¥y haciendo uso de las aproximaciones (2.39) y (2.40), se llega-
8 establecer:

(2.44)

2% | 1
donde: SE L ex -(—513-; +37() —é—'+'3— _

wsz.;': 2h w2h?
o i o
‘_2 ) . . T (2.45)
con pB= (Z;?/_,': * —_-5_344-6 +1) ; 'k’:.zjﬁf— B

2.5.3. El Método & de Wilsonm.

El método H de Wilson ge basa en la hipdtesis de que la
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aceleracidn es lineal en el intervale Ef':', i';*ﬁ"i] donde 82 !.-
Sea ® una variable que expresa el incremento en el tiempo, tal -

‘que 0£T< O ; entonccs se asume ques

e .o

Uipg = Up ¢ _g_ (c';..“9 -47) (. «6)

donde Y5z ¥ quieren decir los valores calculados de la ace-

lerzacidn en los instantes &+5hy &'¢68h, Seguiremos usando esta -

notacidn en las lineas siguientes,

Integrando (2.46), se obtiene:
d' - C)' t-. g?éz e e
cMieg ¢ L ;4 * _-—_296. (U"'O - U‘.) i (2.4-'1')

Y . .e
Upyg =i+ 084 +.4. 8562, @ ’43( - & )
2 £84, Uiss
A partir de (2.47) y (2.48), haciendo &=6 , se obtie-—-—

(z-<8)

Py e =) .. (2.49)

i q{-fﬂ - Q" L —Z-IL t+9 - y‘ ) .

e ) ‘

! _y . PAANES TN (2.50)
‘4'.‘5 = Ly r U Bh - ra (U(.fa + 2 U-'-') ¢

y de aquic:se puede despejar Yive g Urio

e - ‘ - - o‘o B
o= g (o= )~ £ - 20 (zes1)
y U . 3 - s .
. U“o‘ = o (U;,.g “¢;) =28 - %é_f/g' (=-52)

En este mGtodo, se considera la ecuacidn de equilibrio
en el instante &¢64, as decir;



donde: Rig =R *‘9(&

f"r -;?f-)
Reemplazando en (2.53) los valores dados en (2,51) y -.
(2. 52) se obtiene:

&7 &t . -s
(9242 M zf *‘()Uv‘a =(__gz.,;t + 'gzc—') {J,+(-9é;;—z +2C U‘-.,a.(zm*_——cfe)u‘. + P,' +

'.r'-‘. L . . + & (‘?t'u_ - J?c') (2'54)

y esta ecuacibn nos permite calcular los desplazamientos en el-
instante £ +84 , a partir de ¢, U,. y U(_ . Nétese que este es -
un esguema de un solo paso, puas se consideran como valores ini
ciales los desplazamientos, velocidades y aceleraciones del no-

do inmediate anterior,.

En realidad, necesitamos conocer 105_ desplazawmientos vy
sus derivados en el ins:antef(ﬂ.y hasta aho_ra,_s:ﬂo se copnocen -
los desplazamientos en & +85h ; Teemplazando (2.51) en (2.46) y-
haciendo , Be cobtiene la siguiente ecuacidn que permite calcu

lar 0':'-;-1 .
U .6 . o
. Ur-r, = 3/'2 ‘-*9 -._ (_j‘v) - 5% U‘. " (j- ..g.-)u. (2.55-)

v haciendo @=fen (2,49) y (2.50) se obienen: las siguientes —--
férmulas que permiten caleular iy, v Uiy

- d(lft = C)‘. +£- (&;"' +£;‘.)- | -(2.5-6)
Upsy = i v by + 22 (G, +28:) . - (2s7)
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siderar la ecuaci®On

.. . 2 _
x«'fa +2Ew Xose * o Xiwp = Fiea

Para poner este métode en la forma (2.2), vamos a con-—

(=.58)

Usando las aproximaciones propias del método y Teempla

zdndolas en (2,.58), se obtiene:

xf-vf ‘- ‘ .
3'6;‘” = A :;" + £ L. (2‘59)
Xitws xr) ’
donde - - -1
2 - ] i '
1= B L - xg +(re-2x) - (-8)
ae |sl-smeg-e)  gex £lg)
4 _ 4 _ peR M
W(Z-ig-he %) #-%-%) & |

}(2.46)'

—=g2 - _
A2 A
- 2 T
L = [ wh® 2402k P ]

Al Tealizar un an@lisis de estabilidad se puede encon-

trar que el método es Zincondicionalmente estable siempre
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gute &= {.37 {(Se acostubra usar & -i.&).

2.5.4. El Método de Newmark.

El esquema de integracion de Newmark sc basa también -
en la hipbresis de la aceleracidn lineal. Se usan las siguien-—

tes aproximaciones:

Ue, <O v (Ce-8)0r+ 8500, Tl (2.64)
L, =U,-+(.};l;.+ ((-—-‘;2)0 +¢§ ‘N'Jl_’n (2.62)

donde &, v 2 sen parfmetros que se pueden modificar para optimi
zar la precisidn y estabilidad. (Dos selecciones muy generali-
zadas son J,=i'-,<5==zi- yéf*ii;52‘7:,- ; estos Gltimos valores sSgon -
los propuestos originalmente por Newmark, y proporcionan un mé-

todo incondicionalmente estable).

Para formular el algoritmo. de cdlcule, consideraremos-—

la ecuacifn de equilibrio en el 'instante &p+h

pchkfl * C:Léyr A = Ry (2“‘;3)

f!! L

Ne (2.61) v (2.62) se pueden obtener ecuacicnes para -

L2 YUJM en funcidn de ¢, , las que se reemplazan en (2.63)-

para darnos la siguijente formula re.c_ursiva:

M cd, ) (M cS.) M C(J, d2)
T vt e jl,y,, = —— —— *
(M* $ah IV W AR b v

ml-242) C’?(Jr“?éz))&"o -,
52:52 2d2

(2.04)
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Para establecer una relaciBdn de la forma (2.2) para es

te esquema, aplicamos las aproximaciones propias del método a -

la ecuacidn:
(2.65)

. . z .
o, t2ERX;,, FHWTX,, =P,

se obtiene:

X, : x, :
- . ;

X = A x; + L Fre, ' (2 -68 )

X, x.

donge
(4 -8)p- 208w -f,—(-ﬁ-z.*’.). Z.’_z("ﬁ;' W
Aa=\knl1-4.- (24-.52)4.,9-2(:-.5,)4,&1 :-'/s.s,- 28, % 'T'(_,;J,)

- L";[?I-";;'G -ts,),s,p.-z’(z-éf){nv_!ﬁ -‘fl({'.t;zﬁ.“_z—ézwi (—'-5=‘ﬂ‘)}.? |
T - oo (2.67)
con A ¢ %’i—é **‘*)-' ; =22
»es Ll & 22T )

Los métodos de Newmark vy & de Wilson son semejantes —-—

entre si, pue ambos sSe fundamentan en la hipdtesis de que la --

aceleracidn varia linealmente en el intervalo [ﬂ}t?+h]
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Del anfilisis de estabilidad de (2.66), sc puede deter-

minar que este esquema o5 incondicionalmente estable sid,z4 y-
i 2.
Ja?:‘;(él*;) .
lores {,=4 3 J::f% proporcionan al esquema las mejores carac

teristicas pues, eun este casSo, no existe decaimiento de ampli--
tud. -

Un anilisis de precisitn revela gque los va=

Con esto concluimos la descripcidn de algunos de los —
métodos de

integracidn mas usuales para el problema que estu
diamos.
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*2.6 FORMULACION DE UNA FAMILIA DE ESQUEMAS POR EL METODO DE
"RESIDUOS PESADOS".

VYamos ahora a considerar una fermulacidn miAs peneral,
como un ejemplo de los procedimientos que se utilizan para ge-
nerar esquemas de aproximacidn, del tipo de elementos finitos.
El critcerio b&sico que vamos a sScéguir es el de "residuos pesa-
dos",

Suponemos que la funcién U=u(é), et b+ ¢4] se apro-
xima mediante la expresidn

’ .
Ui = z N U (2.68)
1o

. . -
donde = U(&;du'b), {z0,1,..-€ y U es una funcidn de interpo-

lacidn (que supondremos polinomial) y que se ajusta a los valp
res & . (Para que el problema de interpolacidn esté bien-
planteado, las funciones bases N/ deben ser linealmente inde-
pendientes).

Cuando reemplazamos la funcidn aproximada .en la ecua-
cién que queremos satisfacer, se genera un residue A , que, —

en general, serd diferente de cero:

A=MU+cD+rT-R" (2.69)

El criterio de aproximacidn por residuos pesados esta
blece que '

b th e+ th N A- A
./: ’ WA dt = f wi(MU +cU v kG-R)at = 0 (2.50)
. - e

o, cambiando 1la variable

’ LR) o ~
j; w_,-(ML?+ el e xd-R)AE =0 (=.91)
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con E = & - & (2'?2)
h

Aquf, l1la funeién W, es una funcidn de "peso”™ tal gue =~
haga cumplir (2.70)} v (2.71}. Existen diferentes criterios --

para escoger esta funcidn; los mas conocildos sonm: .

a)vColocacién en_un_punteo: se hace ug==£(x—xy) donde ¢ es 1a

funcidn "delta de_Dirac", que se define por

. o x;!:r-j
S(x-x;) = { .
: ooy

E AR

P 50 ol xpE s
X=X )cx =
Y . j; J( 5/ O 2er oo cose
A Ax) s Xs x5
es decir -/;A/(x)fo-xj)dqg = o - -

El método de colocacidén enm un punto, obliga a que el-

residuo se haga cero en el pﬁnto de colocacién X,

b) Colocacifn en un subdominic: dado un subdominie I};CS? se-

hace : U o
i am .!2_,-

w = {
O tn oo cato.

con elleo, resulta -

fa W ACe)cbe = [, ot

La ecolocaecidn en un subdominio, obliga a gque la inte-

gral del residuo se haga cero en el subdominio especificado.
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c) Criterio de Galerkin: con este m&todo, se escogen las fun-

ciones de pese iguales a las funcilones base: hg==AU

Para ilustrar el método de residuos pesados, vamos a-
utilizar un valeor £=3, con le cual vamos a generar una familia
de esquemas de 4 puntos; €sto significa que vamos a aproximar-
1la funcién mediante un pelinomio cibico: Z)(§}=73(§) y )
D(OJ='U¢, ) D(‘)=‘U[' 3(2)=U; ; 0(3):(/3_ » ¥ las funciones base pa-

ra determinar el polinomio de interpolacién vienen dadas por:

K= - £ (B-1)(5-2)(5-3)

N, o= 4 B(E-2)(E-3) ®33)
N, =-4 B(B-1)(E-3)
My = £ 5 (%-1)(E-2)

Para reemplazar Ya funecddn aproximante en (2.71), re~-

querimos la primera vy segunda‘derivada de las funciones base:ﬂ‘:

s j'- —_2 i ~ :—_L .—.

Na =-G—h[35 I..Ef!t] ~o ;1=<-§ 2)

v = A 2 _ "V I -

N, = g5 [387- 103 ¢+ 6] N = gz (35-5) @re) .
f},_ - [38"- 8% «3] A, ='-;"—,-(3§-4)

Ny = 4 (38%-6E5+2] N, o= 2 (B-1)
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lEs usual establecer para las cargas una funcién apro-
tiximante de 1a misma forma que para los desplazamientos, de mo-
do que haremos

(=2.75)

donde
= R(toft.'/i)_'

.

Reemplazando

K
en (2.71) las magnitudes
el valor de £

-
g,0,u y
, ¥ aproximando la funcidn de carga segiin (2.75),
se obtiene:
< 4 a - 3 i 3 2
(5-1)dE + 5 w;-;(ag—cg+z)d§+xj; W (57°-3% +2§)a/_=;lu+

- 3 ) . .‘
wi(4-38)d5- S [Tu; L(3xe 3§+3)d§ ”f 5 5(5’-4.5_’+73§)=’£]U;

(3§ s)dg + &

-"—f:' -;’(32&2-105 +4)d§+ f(f

+(5-5% +eg)d§]U4

\-l

3 W 3_ 2 _ -:
%(2-1‘:)45-—:—]‘ (35—:2§+u)d§—kL (5> -6 E»4E é)ds]q .

. 3 - .
wi & (P 35%28)0E] R+ [ 4 (3~ 457 38)05]=

. 3 o
[5ou/,.-§-(§’—5'§’+ e-g)dg]a,+ [_fo ug-‘f—(g’—egﬂug—e)dﬂzc = o

(276 )
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Aqui, la funcién de pesc W, no ha sido definida toda-

via, pero podemos hacer una simplificacidn en (2.76),

a fin de-
evitar la realizacidn de tagntas integraciones que invelucran a-—

Wy . Vamos a llamar J‘aw, E3SE
o = 2 !
_f: W o E.
| r w: =2
po= —— (2.77)
T 3
[
ceeate
% IR X
= 3
) ‘[; w;o'g.

T vy entonces, dividiendo (2.76) para. faghf;dl_-: , queda:

[%(Y‘-‘)‘f—(%ﬂ-‘h—;—%k(éd—%ﬁv%'r)]ua +
- [%(—31&%_);~,f—(..22(3+4y—.%)+g(—‘.:’2_d+2ﬁ-ziy)]uz+
e [-2—"; (3r-5)« S(2p-sve3)en(Fa-5p+3r)]u« .
* [%(—r+2)¢§-(—%/g+zy-%)¢u(;—é—-eq;p-_;_f}*!ﬂ{_j; _. 
L (Fe-tae iRy (Fnm2e 2r) R -

-(%af--}ﬁv*zr)a*(éd-ﬁ*-;—‘ -1\, =0

o, (278 )
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Con esto, ya no cS necesario conocer explficitamente la funcidn-
de peso W, sino solamente o/, 3 vy ¥ . Combinando diferentes valo
Tes de estos parimecros, se puéden generar una infinidad de -
esquemas de integracidn que nes permiten calcular el valor del
vector 44 , si son conocidos ¢ , Y oy U2

Es f£dcil comprobax que con les valores o=237, B9 4 ¥=3
1a ecuacidn (2.78_) reproduce el esquema de integracidn de Hou-
bolt, dadeo antes en (2.42). Se puede constatar tambiZn que ~--
las funciones de peso usadas para obtecner este esquema provie-—

nen de una colocacidén en el punto E=3.

Con o=a+40+368%+07%, p=Ereo+p® 5y ¥ =148
(2.78) reproduce el esquema de integracidén de Wilson, aunque -—
con una forma diferente a {2.54). Baciendo @&=1¢ en las fﬁrmg
las anteriores, esto es, con o =10, ﬁr-’—%_-_ ¥ y=2 , Se
reproduce el esquema de Newmark (con ,5,:‘3 , 82 % A ) aun-

que en una forma diferente a la de (2.64).

Hemos visto, pues, que la formulacidn por Tesidues pe
sados ha generado uma familia muy amplia de esquema de inte- -
gracidn, que contiene come caseos particulares algunos de los -
va conocidos. Dada la generalidad de la formulacidn, se pue--—
den seguir explorando'sus posibilidades y descubrir combinacio
nes eficientes de los parfimetros, que proporcionen esquemas de
buenas caracteristicas.



CAPITULO 3

UNA FAMILIA DE METODOS DE UN PASO
PARA LA SOLUCION NUMERICA DE LA -
ECUACION DINAMICA DE EQUILIRBRIO
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3.- UNA FAMILIA DE METODOS DE UN PASO PARA LA SOLUCION NUMERI-
CA DE LA ECUACION DINAMICA DE EQUILIBRIO.

3.1,~- MOTIVACION.

En el capftulo anterior estudiamos los principios basi
cos que se uplican_para la resoluecidn numérica de la ecvacidn -
dinimica de equilibric ¥ examinamos brevemente algunos de los -
métodos mas conocidos pars este efecto. En el presente traba--
jo, queremos explorar las posibilidades de una familia de méto-
dos, basados en una formulacidn diferente, cuyas ideas fundamen

"tales se han tomado de las referencias (l14) y (15).

Se ha visto que, para analizar la respuesta dindmica -
de una estructura, es deseable usar un m&todo que permita una =~
longitud de paso grande, pues con ellofdisminuye el nimere de -
etapas de c¢filculo y, por consiguiente, disminuye el costo del -
pPraoceso; sin embargo, puesto que el error introducido en cada -
paso de integracidn, es proporcional a una cierta potencia de -
h, €1 uso de longitudes de pasp grandes disminuye tambi&n la -
precisidén en la respuesta final, Por estas tazones, s aconse-
jable usar un método incondicionalmente estable y que introduz-
ca errores lo mas pequefios que sea posible, especialmente al --
analizar fendmwenos dindmicos en intervalos prolongados. La biis
queda ae esquemas con mejores caracterfsticas justifica enton--
ces, la exploracidn de nuevas rutas de formulacidén.

Casi nunca se pueden obtener ventajas en un sentido --
sin que resulten desventajas en otreoc ¥, en este caso, probable-
mente lo0s esgquemas propuestos pueden requérir de un cierteo tra-
bajo adicional de programacidn, pero si bien los algoritmos tie
nen esta desventaja poseen, en cambio,una gran flexibilidad - -
pues se pueden usar diferentes variantes para las funciones de-

interpolacifn dentro del mismo esquema basico. La posibilidad-
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de experimentar diferentes formas de interpolacidn mediante el-
cambio de unos pocos coeficientes hace posible, pues, adaptar -~
el m&todo a 1las necesidades particulares de una gran variedad -
"de situaciones, permitiendo elegir para un caso dada, la 6pfima
_entre todas las opciones. Esto, tal vez, Jjustifica el trabajo-
adicional de programacidn.

Como hemos visto, los m&todos de mis de un paso requig
ren de¢ procedimientos especiales de arranque, hasta complecar -
1la informacifn suficiente que permita continuar adelante con el
algoritmo normal de cilculo. Lo familia de métodos que estudia
remos es de un s&lo‘paso,‘lo cual:.evita el uso de procedimien~-—
tos’ especiales de inieciacifn, y tambi&n proporciona una pegquefia

simplificacidn en la programacidn.

El problema que estudiamos consiste, como hemos visto,
en la resolucién de un sistema de ecuaciones de 2° orden. Ba--
sindonos en la misma idea fundamental, podemos construir esgue-
mas con dos orientaciones diferentes: los que rTesuelven la ecua
cibon reduciéndola a un sistema de ecuaciones de primer .orden, -
Y los que la resuelven directamente, como ecuacidn de segundo ox

den. Examinaremos las dos posibilidades.

En lo que sigue de la presente secgidin, explicaremos -
la formulacidn del mé&tode, consideraremos las diferentes posibi
lidades para las funciones de interpolacidn y analizaremos las-
propiedades de estabilidad y precisidn de las diferentes combi-

naciones.
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‘3.2.— DEDUCCION DEL ALGORIMO BASICO.

3.2.1. MEftodo Directo para la Resolucidn de la Ecuacidn de 2°-

Orden.

Partiremos de la ecuacidn de equilibric dinidmico para-

un sistema con , grados de libertad:

MU(LE) » eO(E)wrU(E) = R(E) (3.1}

s » o + B
donde 7, € y X son matrices constantes y &/, 4, U y R son ver

tores de longitud 7 dependientes del tiempo. Vamos a integrar-—

(3.1) sobre el intervalo ffflé] ; con lo que se obtiene:

& -t
MU(E) - U (&) + culé) - cu(d—;)*'f-‘ft._ U(&) ot = L R(&) ot

(3-2)

en particular, en el intervalo de integracidn ft;, éhqj s -

{(3.2) se transforma en:

. . [ Liee
PMU(E, )= mU (&) - cu (e, )- cu(ss) r "‘fé Lé) ol =f R(&) A
(3 &

]

(3.3)

Integrando nuevamente (3.2) sobre un intervalo [t}&] :
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' . ¢
MUlE) - ru (L) - M- 0D °fé- UlE)olt = ClE-k)u(t;:)+
| ¢ ' ¢ ¢
M — =
* _fé'_ dfﬁ c-/(s-) s f‘. LF g R(s)dls=0

(3.-;?).

¥y si el intervalo de intcegracidn es [ﬂ’éa,] , (3.4) queda:

N (-l"l
mull,)=mMull) e MuEOE) - cf () olt + Chu(E) -
e

. [ & [ &
—wf [ Cutssas+f at [ Rerds.
& & & & )

(3.5}
Vamos a defindir las siguientes aproximaciones:
, .
’ ) - - .
'C_ U[é)df‘ﬂ"- o, L + oly Lpy, + oy Uy ¢ oy Uegs» (3'6).
’ d'l‘\'-i ¢ - . ‘y
f ot U(s)ds = Pt falle,, + B3 U + By 25 (3"? )
& &;

v para las cargas suponemos la misma forma de interpolaci&n, --

con lo cual:

& ' . :
L‘IHE(&)#Q’J o, 'T\.,;' + oly 2‘-‘, + o(a, J?r' s d‘ El‘a—z (3.5)

L]
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&Erer ¢ - .
: dl‘-/ &{(s)ds = f2, Re v La®u, By R} Ry Ry, (>9)
&

“-.

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones (3.3)
y (3.5) y reemplazando tambi&n los valores de U(#J'U(éhck,d(éd
J & (f:‘,-r) . por sus aproximaciones U“/ Yius, U'," g,

se obtiene la siguiente expresidn recurrente:

M+ Col, +&082 c Dr'_.;, * MR, &, M- Cot, # Ch-RAB, Mh- Coly-Kf35
C + Ao, Y ., C~ o, | Mooty
[ 1
BT LeZ Eie, Az A7 ad
. . " ) (3.70)
oa I By z R.f‘ff c_,l 7 oy 7 R;
donde ¥ es 1la matriz identidad de orden . : La ecuacidn (3.10)

define un método de ciAlculo de un s&leo paso para el problema -
que estudiamos. Por el momente, no estin definidos con preci--—
sifn los coeficientes o, 8= Le--4 ; pero en l1a proxima sec—"—
cidn hablaremos en detalle de su determinacidn. Existen muchas
variantes posibles para las funciones de'inﬁerpolacian, y cada-
una de ellas proporciona diferentes valores para TR < P sin-
embargo, el alpgoritmo es bisicamente el mismo; de ahf su flexi-
bilidad.
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3,2,2, MEtode basado en la reduceidn a un sistemn de ecuacio--

nes de primer orden,

Lmpezaremos considerando la.misma ecuacidn de equilio-

brio dindmico, (3.1):

MJ(&) cu(t)+ rRu(E) = E’(é), . (z.7)

Esta ecuacidén puede ser escrira como un sistema de pri

mer orden, haciendo v=d . En ese caso, se tiene:
Ot} = v(e) (3.4¢)

--'Ml?(é),t ev(élinwult)=ReL) (3-12}.

Integrando sobre el intervalo L&, &7

¢ : '
U)-u(é:) = j; V(&) f. _ (3.13)

: ‘ . . 9
Mv(E)- rmv(&)+ c ¢ Vit)att + K| w(t)elt = [ RUEYar  B1%)
. & . . & é._.

En particular integrando sobre (ég bﬁuj , el sis-

tema queda:

Eive
Uttn)- 0 (&) = [T ute ar @.s5)

v Eires ) d-‘;' 2 Eive ’
MV“‘:‘..J-MV&?)"CL v(&)dfuzf u(g-)df:/ Ryt (3.76)
; g é
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Definimos las aproximaciones:

w o

) ./;. U(é}o&" = X, el U, ? Wyl f C/",, (3“,7)
E¢ur L .

j;. V((‘Jd-" -_— /3, l/;- + /32 1/‘-*’ “53 ‘o:. *-ﬁd \/"*’ ) (3-'18)'

¥ para el t&rmino de cargas-usaremos una interpolacidm igual a-

la que se usd para los desplazamientos en (3.17):

éf‘fc“ . i "
R{E) tF 7= o, Ry o+ oy 2:‘;: oy ?;' +rol, Ry, .- (3"’9)'

L4 ——

Necesicamos reemplazar los valores de C}; V de ias - =
ecuaciones (3.17) v (3.18) y podemos encontrar las equivalen- -

cias a partir de (3.11) y (3.12); se tiene:!

. UlE) = VIE) ‘ _ &.z0)
vie) = 117" [Re&)-cvie)- sw(éﬂ (.2¢)

reemplazando estos valores queda: ‘
'/é-.&#t:/(d')ob‘ = 0"; Uy » oy U;‘m +ety Ve + 0ty Vo, : (3-?2j

o é{‘dl‘ oy ) . . A
e ap e pVe s BV # oo M R e eve] e L
+ [34 r! [Rr'w -y, - C ‘/t"+lj

Reemplazando los valores de (3.19), (3.22) y (3.23) en
las ecuaciones (3.15) y (3.16) y usando las aproximaciones L&;—
& ; - -

LQH, V?’ Vies , @n lugar de los valores exactos (é}l -

Uln), VE&Y Vi)

Be obtiene:
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M:‘ﬁ-‘f“ —ﬂgﬁ!ﬂ¢c (2

e Cr e r ot MefiaC-BaCr'c ca wf| Ve,

MefByk B M- B C. _ v

BCM K-, M- CByCMTIC- oy R Ve

s z = 2., £, rg O' R

. _, , .
',34' crr + Q’: I 0(4 I Pr‘.ﬁ; —/.",CM"# d‘ i Q’JI R"

G-24),

donde 7 es la matriz identidad de orden ¥...

La ecuacidn (3.2ﬁj define un método de un paso para re
solver (3.1) donde los coeficientes o} y /3 dependen del mé-
todo de interpolaci6n'empleado. Hay que observar que algunos -—
de los t&rminos contienen el factor 7' que, €n general, es -~
una matriz llena, pues proviene de la inversién de la matriz de
masa. Sin embargo, hay formas de eludir este inconveniente, cg

mo veremos mas adelante.

(Observemos per lo pronto, que si €€ | se anulan to-
dos los términos que contienen ~~', en cuyo casc ya no €5 nece-

sario calcular esta inversa),

Tanto en {(3.10) como en (3.24), se han estagblecido es-

quemas de integracifn de un sélo paso para resolver la ecuacién
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i

dinfimicen de equilibrie. En ambos casos podemos expresar el es-

quema como

AT, 2P.U + L, Ry, + LR (3.25)

-

donde las equivalencias se establecen comparando {(3.25) con
(3.10) y (3.24), respectivamente. Las matrices A, Ao L, y-

Lo han dejado de ser sim#tricas y han perdido la estructura
banda,

en
aunque mentienen todavia su condicidn de tener muchos
elementos diferentes de cero.

pitule,

Cuando hablemos, en cl prdéximo ca
de la implementacidn del wmé&todo veremos la forma de mo-

dificar las macrices, para facilitar la solucidn numérica.

Como hemos visto, los m&todos descritos pueden ser muy-—
flexibles debido a las diferentes posibilidades que "existen pa-—
ra establecer las funcionmes de interpolacidn, mediante las cua-

les se pueden calcular las aproximaciones definidas en {(3.6) y-

{3.7) para el mf€todo directo de 2°corden y en (3.17) y (3.18) pa

"ra e) método de reduccidn a sistema de ler, orden. La siguien-

te seccifn estd dedicada a estudiar las opciones de interpola--
cidn vy a determinar el procedimientoe para ealcular los coefi-:i-

cientes & y Af , fr1,2,3,4¢ que dependen de estas funciomes.
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3.3.— OPCIONES PARA LAS FUNCIONES DE INTERPOLACION

En la seccifn anterior, en las ecuaciones (3.6), (3.7),
(3.17) v (3.18) dejames definida la forma general de ciertas ex
presiones aproximadas que intervienen en el cilcule de los des-
Plazamientos y velocidades en los procesos de integracidn des--
critos en (3.10) y (3.24). Para encontrar los valeores de estas
expresiones, ¢g necesarie tener una funcidn aproximada que re--—
presente la lay de variaociBn de los desplazamientos en un intexr

valo dade. Precisemeos mejor los conceptos:

Dado un intervaloe J={4&, &, 4] , queremos conocer la-
ley de variacidén de los desplazamientos, U(&L &6;7. Bajo - -
ciertas condiciones se puede hallar una funcidn U*(é),d—ej que-
se aproxime a ¢/(& si se conocen algunos de los valores aproxi-
madeos Up U(d‘;),u;“-’:y(é;fl—;)_ , Ul ds), Jt-‘,,':a'-(:(-,-4l,l ;- -
U*(¢] serda una funcibn de interpolacidn cuyo valor, o el de su
l1°derivada, sea igual, en los puntos correspondientes, a los va
lores que sean conocido‘s de entre U, U,',,, e o g -

Por Dtralparte queremos evaluar las expresiones de - -
(3.6}; (3.7), (3.17) y (3.18) gue son de la forma:

=Y, Ui ¢ Uy, + Y5 v Ya e, (z.2¢)
cuyos parimetros ¢ ; =4 .-cv4. gquedan determlnados de acuerdo -

a la forma de interpolacifn y a los valores conocidos de la fun
cign U*(¢) ¥ su l°derivada en los instantes & y &, . Segin -
puede verse, en (3.6), (3.17) y (3.18), =E= fé"'u(&)gﬁ‘ v en —-
€3.7), f“'"auj' Uisyds. .

Para que sea posible el cdlculo de ¥ , es necesario su
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poner que la funcidn interpolante &/ *(&) , ée(&,’) Ertdh] es de+
una forma preestablecida, digamos polinomial o una combinacidn-
de funciones arménicas, o exponenciales u otras. El proceso de
cilculo de J’.‘, LEX R4 en realidad comprende dos partes: la -
determinacidn de 1la funcién incerpolante ¢/ *(& y el cdlculo de-
la integral correspondiente y los coeficientes Y¢ . Ambas eta-
pas pueden realizarse de manera sistemitica mediante el m&todo-—
gencralizadeo de interpolacidn de Hermite, el mismo que pasamos-

a explicar a continuacidn.

3.3.1.~ MEtrodo Generalizado de Interpolacidn de Hermite.
Sean A , £ ¥ m, nimeros enterocs positivos.

hY .
Definimos una matriz £ =(€y) , = o4, ... é; JRG L oy
donde los elementos €y pueden tomar los valores 0 &6 1 dnicamen

te, ¥y se cumple que X,; e =k ; la matriz £ recibe el nombre de
matriz de incidencia.

Sea ¥ un espacio dado de funciones AR~R. , con una base
{fil(&) =204, «-.h-2] . Supondremos tambi&n que -F cumple con-

la condicién de invarianza a la traslacidn, que significa que -

para cada funcidn £f€F sobre un dominio Céo, 60 *+77] y para cada
¥ real existe otra funcién g€ F sobre un dominie [4‘.,!3, é,,+r¢JJ
tal que J(& =g(éry) para toda ¢ €(&, &,+7]Y

viceversa. (Debe notarse que las funciones polinomiales, trigo
nométricas y, exponenciales, satisfacen la condicidn de invarian
za a la traslacidn).

La matriz de incidencia £ y el espacio de funciones ~
definen un problema de dinterpolacidén de Hermite. Se trata de -
encontrar una funeidn FEF  tal que, sobre un intervalo
[&,,‘éo,.f rj » en el que se ha definido un conjunto de valores dis
cretizados {l:; = tafflr/ (=0, --- 4 ; Lh= 7] se cumpla:
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- (’.)({-‘-) - S(;‘}“_‘_) (3.27)

+

para todo (/{,i) tal que S =1 . Aqui el superindice 3 indica
derivada de orden / .

LT . . .
Los wvalores Sf“' (éz) son conocidos y la matriz de in
cidencia £ contiene la informaci&n de los indices ¢ yJ corres-—

pondientes a los datos de que se dispone,

En algunos casosS, el problema de interpolaci@n que he-
mos descrito no tiene solucidn Gnica; 2in embargo, esto no ocu-
rre cuando el espacic de funciones ¥ es del tipo expomencial o-
‘polinomial y si la matriz £ es de tal naturaleza que exista por
io menos un valor €70 en. la primera columna y si siempre --

e,_,-s S EY . Esto tambifn es cierto para un espacic de fun--
ciones trigonomltricas tal como F= {aaudf', sewwé} siempre que
la loAngitud deliintervalo, 7 , Bea menor -que o . (Una justi-
ficacifn de estas afirmaciones se puede encontrar en las refe—-

rencias (20] » Sececidn 2.2,a y, mAds ampliamente, en [21] » Cap.
2) .

Debido a la invarianza a la traslacidn, las funciones-
feFr tienen una representacidn
L2

F&)= flearihy= T c; {; (¢h) ) (3.28)

J3a

por lo cual, las condiciones (3.27) permiten escribir

HCe = 5 (3.29)
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donde C=(Co, C.,.._-’Ck_,) es un vector de coeficientes; # es una -
matriz de orden kwxk , cuyas filas son {(JJ,(H;)) {,UJ(('I:JI
- ;:{,(r;,;j para todo {(/,5J) ctales que € ;=1

con los valores conocidos S/(4p)

P . B R ]

vy S5 es un vector-
con {,5) tales que Cy=t
(Hay que cuidar que 1la fila n-&sima de 7 y el n-&simo clemento de
S, correspondan a un mismo par (/. }

Puesto que e C= "5 (3.39)
_'.' - Ay -
entances ,1(4[—) < z c; Li (¢-80)= LTH's (3.3!}
. J:ﬂ

7

donde F=(foleted, pole-to), oo, fun (£-t0)

La funcidn /(& es una funcidn interpolante vidlida pa--

ra el subintervalo fta, to*€4h] cuyos parametros se determinan --

de forma que se cumplan las condiciones expresadas en (3.27), --
de tel manera que se pugda encontrar el valor aproximado de una -
funcidn 3({& en un punto £ & [éof &+ €h], conocidos los valores —-

de § o sus derivadas en algunos puntos Eps &+ 14

Hasta aqui, hemos explicado el mecanismo del mé&todo gene
ralizado de interpolacifn de Hermite (explicacidn tomada de la re
ferencia ['163 ; a continuacidn con la base de este método, ana
lizaremos las diferentes opciomes de interpolacidn y estudiaremos

- - - - = - 'l-
el procedimiento de evaluacidn de los parametros o, g Re, €51, -, 4

para cada una de estas opciones.

3.3.2.~- Determinacidn de parfimetros para las diferentes opcio- -

nes de las funciones de interpolacidn.

Dejamos :establecida en (3.26) la forma general de las
expresiones integrales que intervienen en los algoritmes (3.10)

vy {(3.24); estudiaremes ahora los criterios que se pueden seguir
para determinar estas expresiones.
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Los parrametros o} y/g._', {={....4 que aparecen en las ex
presiones {3..6), .(3.7), (3.17) ¥y (3.18) dependen de la forma --
particular que se haya asumido para la funcidnm de interpolacidn
U*}_’-ﬁ-); si es conocida esta funcidn, se pueden evaluar estos pa
Timetros y, por consipguiente,quedan calculadas las integrales.-
Por esta razdn, vamos a abordar primerc la cuestidn de la cons-
truccidn de 1la funcidn interpolante U*(f) .

Hemos visto que un problema de interpolacidn por el mé
todo generalizado de Hermite queda definido mediante la matriz-

de incidencia £ y el espacio de funciones £, generado por una -
base f{-; (L), i=o, L_....k-,}

El caso mas comiin es el de interpolacién polinomial, -
en el cual f;‘-(t)}zf!,f,tz,.......,fb”} ; 5e puvede tam- -
bi&n usar una base que incluya funciones trigonomé@tricas o expo
nenciales, pero, por ahora, nos limitaremos al estudio de 1la in

terpolacidn polinomial, y pospondremos la consideracidn de los-—
otros casos.

Nuestra funcién aproximante U*(t},térﬁ.ﬁ*h}seri, en -
este caso, un polinomie )’p; (t) , de gradog*?“l que queda de-
terminado p‘or su valor y sus derivadas sucegivas hasta de orden
;i en t=1ti¢ v por su valor y sus derivados sucesivas hasta de -
orden ?-1 en f‘=z’1‘+h.‘ (}3‘,? 70) . Dada 1a forma de la expresidn

(3.26), p v q no pueden exceder de 2, por lo que el grado de —-
U*(t)no puede exceder de 3.

Asi, pues, podemos calcular polinomios aproximantes -—-
)/” (f:)) y}z (¢, )/2, ({-) y y;z(é‘) si disponemos de los valores de-
/o) en los lugares adecuados. ELl mEtodo generalizado da Her
mite permite resclver el problema de manera directa, como se --

puede ver en el siguiente ejemplo.
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* EJEMPLO 3.1

Determinar la ecuscidn de un polinomic de interpolacidn
en el intervalo [{;E , fi—f—h:’ ) siendo conocidos los valores - ~-

Ui , Ui+t v O.'c',u

Se trata de una interpolacidn )/,4 (el polinomio es de 2°
grado) .

La matriz de incidencia es: : 1 =] .
' : E = (a)
N S )

(siendo conocidos U™ (¢i+0h), U""oj((£+_1},)yu.a,(££4:_zh)

deberin ser iguales a 1 los elementos {e.,2), (4,0}, ¥y (L£.4)

Puesto que & = Z“ €, =3 (b}

requerimos una base de tres funciones que, para interpolacidn Po

ilinémica, es:

#ile) = (4, b, 82 @
Es conoeido §= (Ut' Uies U."ujr ) (d)

y a partir de (a) ¥ {(c), determinamos

r o o .
M= 2 A A2 : (e)
o ] 24
La inversa H‘,es:
- i o o
WY 2
T Y )
Y o= [ E-ty (6]

(8)
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por lo cual

J [#] o &
va(&)z (¢ eer (- [-% Y -t (| .| =
’/Aa '_I/i): %7 C;:'";

[ 2_(6_6,_) (¢-¢:) 1 u; ,[i‘i%‘J-&L)i} ‘,,4[-(5-“,&_] ,_,:

A2 . A

Como se puede ver en el ejemple (3.1), el método gene-
ralizado de Hermite permite calcular fAcilmente la funcidn de -
interpolacidn Uf(i'); sin embargo, lo que realmente nos interesa
evaluar son los valores definidos en las ecuaciones (3.6), - -
(3.7), (3.17) v (3.18), cosa que puede hacerse con el mismo mé&-

todo, come ilustraremos en el ejemplo siguience:
EJEMPLO 3.2.

Evaluar la expresifn (3.7), conocidos los valores {/¢
Ut + oy Ucf—.{ .
tis
Se trata de determinar el valor de 2 = f dl‘f UG ds
wmediante la aproximacidn 2 :'_'ﬁ,u" .}./3_‘, Uigy -f-/é, U:,-,

Se supoﬁe, desde luego,-que ﬁ3=0
t t
NStese que si lldmamos x'i‘.(f):l;_ dtj; U(s)ds, -
. r 1

entonces é ({-):l_r(j(s)a’s; .Etli'): U(é) v é-(f)':: (:'(f’)

y podemos realizar la interpolacién, aproximando ¢/(#i}= /¢ )

U(ﬁﬁ): Cise ¥ L}(t"iﬁ) __.U“:+1 » ¥ suponiendo tambi&n conocidos -

Ch)
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los valores R (ti)=0 y 2 (¢i) = O

La matriz de incidencia es

4 Fi Fi == ]
£ =
* [O o 1 1] (a)

¥y coma ;é-o) tomamos las siguientes funciones bases:

rey= {4 & ¢o FE ¢+ (b)
El v~ector S es:

T
-§ = (o °o Ui U, l-7:+.] (e)

¥y 1la mat‘.rizH, calculada de acuerdo a {(a) y {(e) es:

. . .
i o B - < o T o
o ol o 1} o ‘
: (d)
M= o o - O o
o o 2 &b 2h®
o o o 5 244
. _" . -
y su inversa H
' 1 o . o o . o
e, ' o o o
M= o o 1 o o
o o -ifsh Y51, - (e)
o o

Veasr - %21.’ Yk
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Tenewos que ealcular 2 (dipe) =~ 2 (ft,n) ; para ella, - .
el vector d seri:

G.’ = [ 1 !'t'n Tf-" (6“" - é‘.)z . (ﬁ'r'n - é:')a (é' - é})‘ ]

(f)
A=l 4 b2 bt 7
ceon lo cual |
R . 42
z(¢,,) = J;; d{f& visrds = dTHYS = L e By, - B0, @)
y entonces 'ﬁ,-_-_f}_’ 3 "ﬂ;___ﬁ_ﬂj By=0 /34=_§ ;' | (h)

Obsérvese que/e.,ig4 v S se determinan realizando el
¥
producto del vector d, por la tercera, cuarta ¥y quinta columna-

del{, respectivamente,

Como se vé, siguiendo este procedimiento, se pueden --
calcular los parimetros a’,; de la ecuacidn (3.26), en forma mas-
0o menos sencilla y siatemitica; naturalmente, el m&todo es espe
cialmente adecuado para calcular los coeficientes con ayuda del

computador.

En realidad, eBtos coeficientes se pueden calcular ang
lfticamente, aunque el proceso es algo laborioso; tambi&n pue--
den usarse otros métodos numéricos diferentes del que hemos ex-
plicado aqui. De todas maneras cualquiera que sea la forma de-
cilculo, una vez conocidos los parém;:tros = &) y/e.: s (=1, .,
‘se pueden aplicar de inmediato 1o0s métodos descritos en (3.10)-
y (3.24).
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Cuando B¢ usa el método basado en la reduccibn a uhn
sistema de primer ordén, las interpolaciones usadas para ( ¥y pa
ra V no tienen que ser necesariamente iguales; ni siquiera hace
falta que tengan ninguna relacidn entre ellas, de mode que, por-
ejemplo, podria aproximarse {/ con un polinomio )’u ¥ V con un po-
linomio yba o cualquier otra combinacidn. (Veremos despuéds, al

analizar la estabilidad, que algunas de estas combinaciones no-

son aconsejables).

. Hasta aquf, hemos considerado soclamente la‘interpola~—
cifn polincomial; sin embargo, con el mismo procedimiento, se =—-
puede calcular una funecidn de interpolacidn de tipo trigonom&@=--
trico o exponencial; simplemente, las basesfz cambian de forma.’
Para interpolacidn con funciones trigonomé&ticas se puede usarj~

una base como

jiuey= (1 ¢ st cas @E7 . (3.32)

. . . . <
{8i se requieren menos funciones, se prescinde de €%,

to 1 s -en ese orden)

En la bage definida en (3.32), se pueden, ademds, in--

c¢luir pardmetros libres, para mejorar la interpolacidn. Es ti-

pica la base

[+ & 62 semd seast ] _ (3.34)

_ relé)

i

cuyas caracterfsticas anmalizaremos con mids detalle en la sec— ~

cidn 3.4.



Cuando se usa el mé&todo basado en la reduccidn a un -
sistem2 de primer ordén, las interpolaciones usadas para {(J ¥y Pa
raV no tienen que ser necesariamente igualesg: ni siquiera hace
falta que tengan ninguna relacidn entre ellas, de modo que, por-—
ejemplo, podria aproximaxse ¢/ con un polinomio )/M ¥ V con un po-—
linomio Y22 o cualquier otra combinacidn. (Veremos despué&s, al
analizar la estabilidad, que algunas de estas combinaciones no-

son aconsejables}.

) Hasta aquf, hemos considerade solamente la interpola--
¢idn polinomial; sin embargo, con el mismo procedimiencto, se —--—
puéde calcular una funcidn de interpolacidn-de tipo trigonomie-
trico o exponencial; simplemente, las basesfi cambian de forma.
Para interpelacifn con funciones trigonom&ticas se pucde usar;—

una base como

CERE. ¢ Sem BF sG] - (3.32)

. . . . 2
{(Si se requieren menos funciones, se prescinde de ¢,

to d , en ese orden)

En la base definida en (3.32), se pueden, ademds, in—--
clu'ir pardmetros libres, para mejorar la interpolacidn. Es ti-

pica la base

gee)=[1 & #? semt _eost] _(3.34)

cuyas caracterfsticas analizaremos con miAs detalle en la sec- -

cidn 3.4.
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La aproximacifén por funciones polinomiales es, por su-

sencillez, la mis usada, por lo que siempre e¢s interesante con-

siderarla; por otra parte, la naturaleza oscilatoria del fenﬁmg

ne que estudiamos, hace especialmente apropiada la interpola- -

¢idén por funciones trigonométricas., Por esta razln, centrare--

mos nuescra atencidn en estas dos opciones.

Aunque es5 perfectamente posible usar los wétodos que he-
mos descrito para establecer funciones de interpolacidén con una

base de funciones exponenciales, no consideraremos estz varian-
te en el presente trabajo.

3.3.3. Algunas £6rmulas para los coeficientes de interpola-— =-—

.-
. eloN.

En las ecuaciones (3.10) ¥y (3.24} quedaron estableci--

das las f8rmulas generales que describen la familia de m&rodos-

que estudiamos. En éstas, intervienen los parﬁmetrosbq,/gi. -

iz4,-.,9, cuya determinacidn hemos explicado en la seccifn ante- =~
rior, haciendo uso del métode generalizado de Hermite.
este procedimiento,

Usando-
se pueden calcular numéricamente estos coe-
ficientes de interpolacifn.

Sin embargo, el lector puede encontrar dtil disponer -

de fdrmulas deducidas analiticamente que permitan calecular ta--
les coeficientes para algunos casos comunes.

Para este fin, -—-
*incldimos.la tabla 3.1

que resume . .algunos resultados:
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TABLA 3.1

FORMULAS PARA CALCULAR LOS VALORES

Cive
f dle)dt 22 @,Xp # 8,5 X, + Ry

- & Xi ra,q %,
£, ¢ ‘
-’;'. -y j:i X(5)ols = Qg X; # Qaa X;,, ? Qz;’?; v QuXs,,
e _ c1) INTERPOLA C1oN pou,va,f}L.‘ -
TiPO b J=
Rt ! 2 3 3
y“ ay ‘:/2 "/2 Q =}
Qss 4/ he o o
Vi |t :/3 s 2 s
Qi Zi "a. o - 12
‘/2‘ Q. 2,’/3 . 6/3 l’:/é o
QaJ 75 h%a G/ o
. e, ; "’/2 "/2 “’71.2 - - 1’2/12
Y22 Qo 7hL 3h3/L b b
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3.4. ANALISIS TEORICO DE ESTABILIDAD Y PRECISION.
3.4.1, Planteamiente Genceral.

En las secciones 2.3 y 2.4 dejamos establecideos los -
procedimientos que se utilizan, en general, para examinar las-
caracteristicas de estabilidad y precisidn de 1os métodos de -
integracién directa. En la presente seccidn, aplicaremos es---
tas técnicas a lafamilia de métodos materia del presente tra-—

bajo.

La ecuacidn 2.6 resume la investigacidn que queremos-—

realizar:

D~ ‘
Axne = RS AX; (2.¢)

N
donde AXi es una perturbacién de la solucisn, que aparece en ==

la etapadl del cdlculo y AXHZ es 1a.propagnc16n de esta pertur-—
,baciﬁn,.zetapas despu&s. Aquil, los valores propios de la ma--—
triz#f juegan un papel decisive; en efecto, (2.8) resume la -

condlcidn fundamental de estabilidad:

PRI (2.9)

Nosotros restringiremésr nuestro andlisis a una ecua—-

cidon escalar desacoplada, partiendo de que, por descomposicién
moaal. cualquier sistema puede ponerse en esa forma; ademﬁé, -
se puede prescindir, para este estudio de la posible influen--
cla de émoétiguamienco ¥ cargas externas que, comp ya hemos --
visto, son scolo factores modificatorios del movimiento oscila~-
torio basico; en resumen, nuestro estudio se basard en el ani-
lisis de una ecuacidn de la forma (1.33), con los Qalores de -

2
m=1 y R=a'", Tenemos, pues:
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;z#‘dzt( To (3,35)_

Los métodos deseritos por las ecuaciones (3.10) y (3.

24) se pueden expresar de la siguiente forma:

P

— Hf at‘ol = Ho &\:‘ (3.36)

donde Hry Hcson matrices de orden 2x2 cuyos valores Qienen da-

dos en las mismas ecuaciones (3.10) y (3.24) y los vectores iy
- .

y i contienen valores de los desplazamientos y sus derivadas-

en los Instantes que denotan los subindices.

Las "matrices" de masa, rigidez y amortiguamiento que
intervienen en el c3lculo de H yHC, en este caso, son los va

lores escalares A=t ; zwly C=o.

Premultiplicando ambos miembros de (3.36) por H, ‘se -
puede poner esta ecuacidn en una forma similar a la de (2.6) -
con A= A, '/Me . Debemos estudiar los valores propiaos de esta
matriz para nuestrp analisis de estabilidad, pero é&sto puede -

hacerse de manera mads directa, resclviendo:
et (Mo~ XA )20 (3.37)

Evidentemente, la condicidén de estabilidad.es, como -

quedd establecido en (2.23)

Y] 50 : ; (3.38)

dondqu es el mayar de los valores propios que son solucién de

(3.37).

A continuacidn, vamos a determinar la forma que ad- -
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quiere la ecuacién (3.37) para los dos enfoques fundamentales-

que hemos establecideo, esto es, para el método directo, que —-

trata el problema como ccuacidn de 20. orden y para el método-

que lo rtesuelve reducifndole a un sistema de ler. orden:

a) Pars el método directo.

Haciendo M:{,K:u}",(_':o ¥ con toedos los té€rminos de —--
carga iguales a cero, 1a ecuacidn (3.10), gqueda asfi:

1+ w3y wiBy oy, 1-wip, h-wipsif Vs

f1

N L] 2 - : ‘)‘
w?o, {070ty v, -« 4-WXy ‘

(3.39)

v :eemplazéndo los valores correspondientes en (3.27), se ob-~-
tiene:

1-wpB, - )((" +wiBs) 4 w3y - X {w2By)

-

- w o - X (wiaz) 1= %oty = X (1¢w=aty)
ot a- (’3. 40)
lo cual genera una ecuacidn de 20, grado en X que se puede re-—

solver para wvalores dados deu},hy de ‘los pardmetros de inter-—

polacidén ; yﬁi y (a0 .. 4 . 5i suponemos conocidos estos va-—
lores, se puede poner el radio espectral x.ven funcidn del pro-

ductowh, como se puede comprobar, haciendo uso de las fdrmu--
las de la tabla (3.1).



b) Para ¢l método de reduccidn a sistema de ler. orden.

Bajo las mismas condiciones impuestas en el literal

a), se obtiene la siguiente expresidn, a partir de (3.24):

irBew? - ' s i- B wW* Ly
ﬁ: (l _ /:3 ' R 7 f (.3_‘_}’)
. -, ? -y ve

oy .H-u:‘w* der

con lo eual, (3.37) adquiere la siguiente forma:

1= pyw= X (4+f¢ @) B +.X Pe.
ot

(- g% X (14 tqe?)

- %, w7 - X («2007)
(3.92) .

{
Reemplazando los valores -de &X; yﬂé s €

(gue se pueden determinar con ayuda de la tabla 3.1),
ecuacidn anterior, se obtiene una expresidn de 2o. grado en){,

que nos va a permitir cdlcular el radio espectral.{nen funcidn

N SVUUTD” S

en la --

del preoducto w i .

. Las expresiones (3.40) y (3.24), sirven también, para

establecer los valores esperados del decaimiento de amplitud -

en funcidn de wh .

Por Gltimo, seglin lo explicado en 2.4.2. las ecuacio-

nes (2.24) y (2.25) permiten calcular los valores de la elonga
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cilon del periodo. Estas férmulas pueden aplicarse directamen-

te al caso que estudiamos, pero e¢8 importante Tecerdar que es-
te cdlculeo s6lo tiene sentido cuando las raicesx de (3.41) y -
{3.43) tienen una parte imaginardia diferente de cero, pues de-
otre modoe, la ecuacidn (2.25), implicarfa una divisidén por ce-
ro (elongacidén de periodo infinita). Desde el punto de vista-
del analisis del error de perlodicidad, estamos interesados, -
pites, sclamente en aquellos ranges de valares de wh que produz
can raIces,Kcon parte imaginaria., S1i un esquema de integra- -
cién produce valores reales de Xen un cierte rango de valores—

be » debemos esperar una mala aproximacidén de los modos de-—
vibracién que caigan dentro de una mala aproximacidn de los mo

dos de vibracidn que caigan dentro de ese rango.

3.4.2. Twplementacidn,.

El anilisis tedrico de estabilidad y precisidn de la-
familia de métodos de qﬁe trata este trabajo se realizd wmediap
te un prograﬁa de computador. Este programa, tiemne por objeto
calcular los valores numéricos del radio espectral y el error-
de periodicidad, segiin lo explicado en 1la seccidn anterior, pa
ra los diferentes métodos gque se pueden generarg estos Qalores
se utilizaron'para producir una salida gridfica. Los grﬁficos—

obtenlidos st incluyen como parte del presente trabajo.

En las figuras presentadas, los nimeres junto a las -
cur%as indican el tipo de interpolacidn usado; asi, un esquema
1-2 significa una funcidn interpciante para el interval{)ﬁi,h+a
ajustada al valor de la funcidén en el extremo € y, al valor -

de la funcidn y su primera derivada en ¢ir/ . ’

En las curvas que representan el radio espectral, se-—-
ha interrumpide la grafica cuande los valores de la funcidn ex
ceden de 1:2 o cuando la abscisa wh excede de 100. Hemos hecho

notar la bifurcacidn que ocurren en los wmidulos de las raices-
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en aquellas zonas en donde la ecuacidn correspondiente tiene -
raices reales (pues el mddulo de las dos rafces es, en.general,
diferente), Cuando las rafces son complejans, las dos tiecnen =
el mismo m&éduleo- pues son conjupadas, y en ese caso, la curva -~

tiene una ordenada Gnica para el valor correspondiente de .

En las grificas del error de periodicidad, las ordena
das corresponden al valor absolute de esta funcidn, pero se in
dica expresamente las zonas donde las ordenadas son negativas;
las curvas se han cortado cuando el error de pericdicidad exce
de de 0.24 o al liegar a2 un punto en el que las raices de - =--
(3.40) o (3.42) se vuelven reales, en cuyo caso deja de tener-

sentido esta magnitud.

- En los métodos de reduccidn a sistema de primer orden,
las curvas se han designado mediante dos pares de nimeros, - -
gque representan, el primero, el tipo de interpolacidn para

¥, el segundo, el tipo de interpolacidn para .

Las graficas correspondientes a esquemas gue usan in~
terpolacién trigonométrica han sido obtenidas con una base de-

: . - ’
forma similar a la de (3.34), haciendo el pardmetro libre

igual a 1.
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3.4.3.~ Conclusiones y Comentarios.

Las grdficas 3.1 a 3.11 nos permiten darnos una idea-
del comportamiento de los méEtedos que estudiamos. Incluimos -
las figuras 3.12 y 3.13 correspondientes al esguema & de Wil-
son con fines de comparacidn. Vamos a resumir aqui algunos -«
hechos que se deducen de la observacidn de estas figuras:

Es evidente que los dos planteamientos, el de resolu-
cidn directa de la ecuacidn de segundo orden y ¢l de reduccidn
8 sistema de primer orden tienen caracteristicas radicalmente-
diferentes pues las curvas corresponaientes 84 un caso u otro -
son muy distintas.

Las opciones de interpolacién polinomial y trigonomé&-
trica, no producen camblios sensibles en las formas de las cur-
vas. Comparese, por ejemplo, la curva de 1la figura 3.4, co- -
rrespondiente a2 interpolacidn polinomial 1-2 y la curﬁa de la-
figura 3.7 que representa un caso de interpolacidn trigonomé—--—
trica 1-2: las dos son pricticamente iguales en su forma, aﬁn—
gue existen pequéﬁas diferencias en los §alores,los cuales, ‘co
mo Qeremos, pueden ser suficientes para dar a4 una y otra opecidn
caracteristicas muy diferentes. .

Al analizar los métodos que resuelven ia ecuacién de-
segundo corden de manera directa, .se obserGa'una caracteristica
interesante: en todos los esquemas Se presentan zonas en las -
gue las raices se Guelven reales vy distintas, lo gue se refle~
ja en las bifurcaciones de las curvas correspondientes. Esta-
es una mala propiedad que se presenta en tedos los c¢casos, eX=-

cepto en el esquema 2-1 con Interpolacidn trigonométrica.

Pricticamente todos los m&todos directos resultan ser

condicionalmente estables, con excepcidn del esquema 1-2 con -

interpolacidn polinomial que es estable para todo Galur de wh



Este puede considerarse como un buen método, pues aparte de su
estabilidad, amortigua ¢l efecto de unz2 buena zona de frecuen-
cias altas. Sin embargo habrfa que vigilar las zonas donde -—-
hay bifurcacidn, pues en esos rangos, Se supone una mala apro-

ximaecidn de la periodicidad.

EXl esquema 1-2 con interpolacidn trigonomé&trica, al -
que correspende una de las curvas de la figura 3.7, en reali--
dad es un mal método, pues aunque el gréfico no lo revela a —-
primera vista, es inestable., Las ordenadas de 1lg curva e¢n el-
intervalo mlﬁcdﬁ:l, son superiores a 1, aunque muy préximas a-
este valor, Este hecho se ha senfialado expresamente en la gra-

fiea correspondiente.

La opcidén de resolver el proBlema reduciéndolo a un -
sistema de primer orden genera varios métodos de excelentes -
caracteristicas, como pwede verse en las figuras 3,5 y 3,6. -
Usando interpolacién polinomial, les esquemas 1-1, 1-1; 2-2, =
2-2 v 1-2, 1-2, resultan ser condicicenalmente estables y el --
radioc espectral corresponde .siempre al mddulo de dos rafces --
complejas conjugadas. 56lo el esquema 2-]1, 2-1 es condicicnal

mente estable.

El esquema 1-2, 1-2 en parcicular, muestra nuy bucnas
condiclones: aparte de las ya mencionadas, agrega un amortigua
miento bastante acentuado de las frecuencias altas. 5Sin embar
go, al usar interpolacidn triponomé&trica, este esquema se vuel
ve inestable,

~ En resumen, podemos concluir que los csquemas que se-—
basan en la reduceidén a un sistema de ecuaciones de primer or-
den combinados con la interpolacién polinomial, producen magné
ficos, mientras que la BSolucidn directa como ecuacion de 20.0>
-den, da lugar a esguemas de céracteristicas inferiores. La in

terpolacidn trigoncmétrica, en general, no ha proporcionado re
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sultados muy buenos, pues tiende a producir inestabilidad,

Es oportuno receordar aqui que los esquemas que efec--
tdan la reduceion a sistema de¢ primer orden, requieren en los-
casos generales, de la inversidn de la matriz A , problema -
complejo que debe eludirse. Esta es una caracteristica desa--
fortunada de estos métodos, que contrasta con'las excelentes -~

propiedades numéricas que hemos descrito.



UN

CAPITULO 4

EJEMPLO DE APLICACION



132

4, UN EJEMPLO DE APLICACION

4.1 EL PROBLEMA A RESOLVER

‘Aunque el presente trabajo estd orientado, bidsicamen-
te, hacia el andlisis estructural, no es muy sencillo encon- -
trar un problema pricticeo de esta drea con solucién conocida -
¥y de caracteristicas adecuadas para una experimcntaciﬁn como -

1a que vamos a emprender.

Se ha elegido, por esta razdn, un problema que genera
sistemas de ecuacidnes del misme tipo; estudiaremos la solu- -

cidn de la ecuacidn.

22 3% £ r ComEtEal
2 2L = 2 & -4
3 x? 2t°F o<l (4-4)
.u(o,é-}=o u((’t)zo Evo (‘4'2)
e (%, 0) = f(5) et (x,o)=9(>f} -3)

Esta ecuacidn es la "ecuacidn lineal de onda", y re—--
presentallos desplazﬁmiehtos de una cuerda vibrante, de propié
dades uniformes, fija en ambos extremos. Llas expresiones (4.2)
son condiciones de frontera para cl dominiec espacial, mien- -
‘tras que (4.3) son condiciones dniciales para el problema de -

evolucidn en el tiempo,

" Un. estudio detaliade de 1a ecuacidn (4.1) se puede -
encontrar en la referencia (4], capituloe 10; a la cual remiti-
mos al lector interesado. Nosotros vamos a csbozar, a grandes
rasgos, la transformacidn de (4.1) a un sistema del tipo que -

hemos consideradec a le largo del presente trabajo.
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El procedimiento a seguir es el de discretizacidn par
cial o semidiscretizacifn: puesteo que la funecldn &« depende de
la cordenada > , y del valor del tiempo ¢ » queremos discre
tizar el dominio espacial O£ < & de tal forma que el pro--
blema se reduzca a un sistema de ecuacicnes diferenciales ordi
narias dependientes del tiempo. Esto se puede conseguilr de la
sigulente forma:

Elegimos un conjunto de funciones bases gque dependan-
de »® , digamos &,(x), A,(.\e)’ ..-.'_6,.,(:?}, tales que podamos estable

cer para «(* &) una aproximacidn de la forma

4
wfe, &) U N(x,¢) = E; (&) B () (. 4)
donde A es el niimere de nodos que se haya establecido en el -
intervalo [Xx X/, ]. Las funciones b tienen soporte local en-
este intervalo; esto quiere decir que 81 X/ es la abscisa co--
rrespondiente al nodo J , &;(X;)=4 pero & (X;J:ocon ¢#/ ; ade--
mis A,-(y;-aparu :rf'[x,;x,",']. Ademids, estas funciones deben cum-—

plir las condiciones de frontera (4.2), es declt que b-{o)=é (¢)=0.

Tomemos una’funéildén &H&7(») ¥ realicemos la integral:

(s-mé’“ aéf-fe-( 23 ot (a.5 )
o SE? = L T

Se puede tambi&n escribir:

£ 4
i - veaj 22( - 2 .
~£ 6, (x) _AT”’— ok = [6: €£9] a:}o fé‘.’(xj 2% ox  @-€)

pero, por las condiciones de frontera y por el soporte local -
de las funciones bases, el termino entre corchetes, sSe anula,-

Por lo tanto;
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< z £
fa b, (s) a,_z:( e +'£ 6;(::) S o = O («£.7)

D

Planteandoe A ecuaciones iguales a (4.7), una para ca~
da punto nedal, y rcemplazando las derivadas de w« poer los valpo
res que se obrienen a partir de la aproximacdidn dada en (4.4),

se llega a i ..

M(.J‘ - N = o (4{. 8)
donde 7= (my) g A= (&)
-Yc"f;
siendo ™y J; bio(x) b, (x) olr @.2)
) xl.l“l R
y by = f 6l (%) &) () o @.10)

s

Hemos visto, pues, gque discretizando el dominio espé—
cial econ funciones bases que dependen solamente de X, se han-—-
obtenido el sistema de ecuaciones (4.8) que es del tipo que —--—
hemos estudiado. Por 1o tanto, para efectos del presente tra-—
bajo, vamos a generar sistemas de la forma (4.8) a partir de -
(4.1) mediante el proceso de semidiseretizacidn que hemos ex—-—
plicade. Aplicaremos lﬁego, sobre el sistema generado los mé-

todos descritos en el capitule anterior,

La solucidn que buscamos consiste en los wvalores de -
los desplazamientos correspondientes a punteos dados de la cuer
da, en instantes preestablecidos dentro del periodo de evolu—-~

cldn que nos interesa.
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4.2 IMPLEMENTACIOR
4.2.1. Consideraciones pricticas previas a la implementacidn,

NDiffeilmente podrfa realizarse una implementacidn pe—

neral de la familia de mé@todes que hemos estudiado.

Conocido un preblema gque se va a rescolver, cste tiene
siempre alguna propiedad particular que facilita o dificulta -
la solucifn. E1 proehlema descrito en la seccidén antéerior no -
tiene terminos de carga ni de amortiguamiento, lo que hace gue
sea apropiado para estos primeros experimentos con NUeStTos mE
todos, pues la solucidén analitica es convencido, y de forma --

mis ¢ menos sencilla.

8iendo C=0 , esta caracteristica particular, nos evi

te el problema de calcular la inversa de M, que aparece en los

esquemas de reduccién @ sistema de ler. orden. (ver :ecuacidn -
L
3.24).

(Sin embargo, si C fuera diferente de cero, recuerdese

"que por superposicifn modal se puede lograr diaqonalizar 1as ma-—
strices M, € y &, en cuyo case, la inversidn de M es J.nmedlat:a.
Desde luego que la diagomalizacidn es muy costesa, perc hay —--
que recordar las otras ventajas que se derivaﬁ de 1la 5ﬁperposi
cién modal. Si no se desea usar cste procedimiento, todavia -—-
se pueden emplear con ventaja estos métodos, a costa de intro-
ducir un error adicional de discretizacién: se puede caleular
la matriz de masa en forma "condensada", lo cual nos daria una
matriz diagonal desde el comienzo. Ver referencias [2] , Sec-

cibn 2.4.2 y (3) , seceidn 3.2.3)
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con estructura de banda.

una forma mis manejable de esta matriz,

cuatro componentes,

(3.10} ¥y (3.24) las matrices de -
coeficientes son en reaslidad matrices particionadas en cuatro-
submatrices cuadradas,

Para obtener-
se pueden combinar las

intercalando filas y columnas, de tal mane

ra que se obtiene una sola matriz bandada de orden 22/ %24,

Aclaremos lo dicho, con el siguicente ejemplo:

El sistema

d!l
A B

6 D o

se puede manejar mejor

ma equivalente:

dl!

&
o
o
o
o

=] <

oz, o
o . ®a3
[} o
Yaz (=)
o, Ty

si lo

3n o
&4 o
c o2z
o AP
o a3
(=) o

o] *,
o x5
333 Ay
o g
o gb
da3 3
! 4

&,
L
b;
[
Cs

L 3

(a.11),

reescribimos en .la siguiente for-

B2z
é22

0 000

X33

o -| [ x, )
o P
o x,
=] g}
B3y X3
é;;J { 73

&,
C,
b,

L

(4.12)

En alguneos textos se llama "casi diagonal por bloques™

a la forma que ha adquirido la matriz de coeficientes; esta es,

vde hecho, una macrizrbandada con la cual se puede operar hacien
uso de muchos algoritsmos bien conocidos.

Hay que dejar acla-—-
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rado, sin embargo, que aunque las componentes A,B,GyD sean si
wétricas, la matriz combinada ha perdide esta propiedad. En -

la implementacidn, construiremos la matriz de coeficientes de-

la forma explicada para obtener la ferma "casi diagoenal por
bloques".

Octro hecho adicional a considerar en la implementacidn
es que, debido a que la dimensifn de las matrieces y vectores -
que intervienten en calcules depende del niimero de noedos e in-
tervalos en que se ha dividide el deminio espacial, y el grado
de las funciones base de interpolacién, es conveniente asignar
dinimicamente la memoria, para un usco mas eficiente de la mis-
ma y, ademas, para facilitar la ampliacidn de la capacidad del
programa para ptoblemas mas grandes y complejos. La didea es -
crear un arreglo muy grande y, dentro de €1, ir-asignando loca

lidades a los diferentes vectores y matrices que intervienen -
en los calculos.

4.2.2. Organizacidn del Programa.

Se ha desarrollado un programa, escrito en FORTRAN, -
que permite ejecutar los mEtodos que hemos estudiado, ablican—
dolos al problema descrite enlla sececifn 4.1. La presente sec:
cidn esta dedicada a explicar en rasgos generales la estructu-’

ra de este programa. (C1l listado~se incluye como suplemento-
de este trabajo).

Como hemos visto nuestro problema tiene dos fases ===
bien definidas: la semidiscretizacidn en el espacio y la solu
cifin iterativa a le largo del tiempo. ELl proceso iterativo ~-—
consiste, bdsicamente en la Sclucidn de wn sistema de ecuacio-
nes lineales donde la matriz ‘de coeficientes wva a' ser:casi dia
gonal por bloques; esta fase es la que requiere la mayor pro--—

porcién del cémputo de todo el programa, por lo que es necesa-
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rio emplear una rutina de alta eficiencia, que minimice los re
querimientos de espacio de memoria y tiempo de procesamiento.-
Decidimos incorporar a nuestro programa la rvutina SLVBLK, dise
nada para resolver sistemas de ecuaciones lineales de la forma
casi diagonal por bleques. Esen rvutina, escrita en FORTRAN, -~
reside en las bibliotecas de anAlisis numérice que se han .im-=
plementado en cl computador BURROUGHS 7800 de la UNAM. Una --
desperipecifn detallada del uso y las caracteristicas de esta ru

tina se pueden cncontrar en la- referencia [19).

Las rutinas que realizan el procesc de semidiscretiza

cidn en el espacio, se han inspirado en la referencia f22] H

todas las demis, son originmles, escritas por el autor de este
trabajo. Solamente en la rutina COEF que calcula los coefi=-=-
cientes de interpolacidn para la discretizacidn en el tiempo -
se ha incluido como auxiliar un médule tomado de la referencia

[17} , que invierte matrices.

Se ha considerado necesario dar la posibilidad de iﬁ—
terpolacién lineal, cuadritica y cidbica en la discrecrizacidn -
espacial, mientras gque en el tiempo se bueden utilizar todas -
las variantes qué hemos escrito: métodos directos o métodos -
de reduccifn a sistema de primer orden; interpolacidn polind-
mial o trigonométrica; dinterpolaciones 1-1, 1-2, 2-1 y 2-2 y =~
en el caso de reduccidn a sistemas de primer orden, cualquier
combinacifn de estas opeiones. Tambhién se adpite el uso de un

pardmertro libre en la interpolacidn trigonométrica.
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Se ha desarrollado un programa en FORTRAN gue permite

ejecutar los métodos que estamos analizando sobre el problema-

descrito en la seceiodn

un diagrama de fiujo de este programa.

anterjor.

A continuncidn presentamos -

El listado del progra-

ma fuente, estd incluido como suplemento de este trabajo:

Diocpnrs  re Fiuvre pee

Progrsria

PeV/ 7000~

1ecruns bE paros
PRRA MSCOETIZACION
EN £t ESPRCIS

P
S RSIGNQCION
FheNRrtICH

FOAE MEAtS iR
fra PRASTE}

\

h |
SUBDUTING ARRAUX
CRFrocIrnyg M RPDEGLOS

RUXILsRELE PEDPR L&
SeLoeloN

. ¥
ALIGaRCIoN
L T L
DE AMIEMORD
(22 Poarrr)

SUBIITING  pRETIE

CONITRUCCIDN OE LAS

HOTRICES bt MASH
Y RiGrpEZ.

LECTURE DE HRATOS

raRR FISCRETIZHCION
Ear g TIEAMPO

LPETURR DE pATODS
FREE  LAS
IrERRCIONES

SUSRUT I COXF]

caccwen o€ CorFresea-

L DE ITERDPOLRICION
(DI5C. £X £L TrEMPo)

SUBHUTING INEONS
GENESIG Lo LE LOS
rPECTORLS LE COMNBI-
CIONEE ImresrRLES,

. /SU‘?‘?UT’N‘? METELO
ConrsTRuveerasn bE oA

CRIErSrANTES

- MATRIZS GENERAL az_/

X
/. Creco coss

ToTH, fFrH’ ~

cALCuer dEL vECTOL
rE TERerNDT  INAF -
PaENDIEA TES

SCERUT NG Tin os.b/

SeqluTia/qd CBLOKY

PREPAREG LA AMATRIE
bE COEFro/&NTES PRARG
LA FRCToakI2RErON

S5UBRUTIVEG CRLoxZ
PREPHAM He VECTOR

DE TERAIADE SN DEPEN-

HrEATES PARG £ OLL Cron,

L/ GRuUTrwsl FLBLOA
S& FACTORIZH LA MA-
T2 OF COEXICIENTES

SURBRPUTrve SERLOL
BETQEUCrOar SEL S5
TEFA pE ECLIBLION.

BB T IS ERROR
COMPARACIoN £OM SO-
L CIDA EXNBCTR Y
CALEULD BF' ERROP

it a  tnm e e
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4.2.3 Descripciﬁn'de Rutings del Programa de Pruebas.

A continuacidn describimos rapidamente los mddulos que
componen el programa:

Programa Principal:

El programa principal lee los datos del problema y rea
liza la asignacidn dinfimica de meworia a los vectores y matri--—

ces gque aparecen cn el cdlculo, Ademfs, 1llama a las demis ruti
nas en el orden apropiado.

Los datos que hay gque proporcionar a este profirama ——-—
son:

a) Datos para Discretizacidn en el Espacio:

NI = ndmerc de intervalos en que se va a dividir el dg
minio espacial [ %I, x¥].

XI = abseisa inicial para el dominice espacial.

XF = abscisa final para el dominio espacial.

IG = grade de las funciones base. ©Los valeores admisi-
bles son 1, 2, o 3 (para funciones base lineales,
cuadriticas y cibicas, respectivamente).

C = wvalor de la constante C que aparece en la ecuacildn
4.1

NIMP = niimero de puntos en los que se plde imprimir les
resultados. Estos puntos estaran uniformemente -
distribuidos en el intervalo [X!,xF},
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b) Datos para Discretizacidén en el Tiempo:

KLAVE = clave que designa el método a utilizar: si - - -
KLAVE = 1, se usarf el método de reduccidn a --
sistema de primer qrdcn; 514 KLAVE = 2 se usari-
el método directo de solucidn a la ecuacidn de-

segundo orden.

H = 1longitud de paso para discretizacidn en el tiem
Po.

Pl = parfimetro que indica la forma de interpolacidn-—
a usar para la funcidén U, Puede tenexr wvalor 1-
o 2. Pl = 1 significa cque es conocido el wvalor

de la funcidn en el extremo izquierdo del intex

valo, Pl = 2 significa que son conocidas la -~
funcidn vy su primera derivada en el extremo lz-—
gquierdo.

Ql = similar a Pl, para el extremo dereche del inter
"valo.

Kl = paridmetrc que indica el tipo de interpolacidén a
realizar: Kl = 1 significa interpolacién poling

mial v Kl = 2 significa dinterpolacisdn trigoﬁumé
trica.

. PBETI1 = +wvalor del par@metro libre de la interpolacién -
trigonométrica. Corresponde al wvalor de ¢ para
las funciones U‘-‘dqﬁ‘d , 8in q5-u~. Este valor se-—

ignora en la interpolacidén polinomial.

P2, Q2, K2 y PHI2 = iguales, respectivamente a P1l, Ql, Kl y ——
PHIL. Se leen solamente en los métodos de re-——

duceidn a sistema de primer orden, ¥y se refie-—
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ren a la interpolacién de ia funcidn V = U. Es
tos valores no se requieren en los métodos di--
rectos de 2o. orden.

las Iteraciones:

valor final de ¢,.en el gque concluyen las itera-

cliones.

intervalo de tiempo que separa entre si dos pun
tos de impresidn., Debe ser un miGltiplo exacto-—
de la longitud de paso.

Dentro del programa principal se definen las siguien-

tes variables que se usan despuds como pardmetros para las de~.

mas rutinas:

NP

NPX2

TSAB

_NDIM

NBLOKS

nimero de puntos que se definen en el dominilo -
especial, de acuerdo al nfimero de 1lutervalos y-

al grado de las funciones base.

NP multipliicado por 2., Corresponde al-orden -—-
del sistema total de ecuaciones.
semiancho de banda de las matrices de masa y ri
glidez.

nimero total de elementos almacenados de las ma
trices de masa y rigidez (se almacena por diago
nales)., Es.igual al niimero de puntos multipli-

cado por el semiancho de banda.

‘niimero de bloques gue poseen las matrices de ma

sa y rigide=z.
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Ademds, el programa principal asigna memoria a varios

arreglos y matrices, creando los sipuilentes apuntadores:

IMASS indice que sefiala a3l primer elemento de 12 ma--

triz de masa.

ISTIF = indice que sefiala al primer elemento de la ma--

triz de rigide=z.
IINTS, ICOLI, ICOLF, IFILI = Indices que sefialan el comienzo de

varics arreglos auxiliares requeridos por SLVBLK

IBLOKS = 1iIndice que apunta al primer elemente de la ma--

triz de coeficientes del ~sistema general de -—--=
ecuaciones.

I3 = d1Indice que apunta al comienzo del vector de té&r

minos independientes.

IPYVT = 3Indice gue apunta al comienzo de un vector que-
, almacena los elementos pivotales usados en la -

factorizacidn de la matriz de doeficiep;es.

I¥ = 1iIndice que apunta al comienzo del wvecrtor de in-

cégnitas,

ISER

indice que apunta al comienzo de un vector de =
trabajo, usado por SLVBLK.

Subrutina "ARRAUX.

Este mdodulo genera los arreglos y valores auxiliares—
que describen la estructura .de bloques de la matriz de coefi--
sientes, Estos arreglos proporcionan 1la informacidn que re- —

gquiere la rutina SLVBLX para la solucidén del sistema de ecua--
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ciones. Los vectores'caiculados por esta rutina son: COﬁI. -
COLF, FILI, que tienen una longitud NBLI. Son las secuencias-
de columna indicial, columna final y fila indicdial de cada uno -
de los bloques. Se calcula también el arreglo INTS de 4xHNBLI1-
a base de los anteriores. Se determina ademds el valor de las
variables enteras LIPVT, LBLK, NULT, LSCR gque expresan la lon~
gltud de clertos vectores requeridos por SLVBLK.

Subrutina MASTIF:

Este es un pregrama que caleula las matrices de masa-
y vigidez del probleha gue se resuelve. El orden de estas ma-
trices es NP x ISAB; el nombre de leos arreglos es KSTIF y MASS.

MASTIF llama tambié&n a la funcibdn FINT que es una rtu-
tina gque evalia la integral de una funecidn por cuvadraturas de;
Gauss, A su vez, FINT se apoya en la funcién UIJ que propor-—
cicona. las férmulas de las funciones base para la discretiza--

cidn en el espacio.

Subrutina COEF:

Esta rutina determina el valor de los coeficientes de
interpolacidén para la discretizacién en el tiempo, de acuerdo-
al tipo de aproximacidn elegido. Estos coeficlentes sc almace

‘nan en el arreglo C de dimensiones 2 x 4, (C es un nombre lo-

cal; en varios mddulos, este arreglo se llama CINT).

COEF llama tambi&n a ciertas rutinas auxiliares como-
FUINT, gque genera las funciones base adecuadas.para la interppo
lacidén elegida. 5e hea incluido en este mdduleo la subrutina --
INVHM v sus auxiliares SUBST y FACTOR, las cuales sir#en para-—
inﬁerCir matrices; estas rutinas han sido tomadas de lasrefe--—
rencia [17]).
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Subrutina METODO:

Este es un programa que calcula la matriz de coefi- -~

cientes del sistema general de ecuaciones. Estn se almacena -

de una forma especial, segin lo requerido por SLVBLK.
bre del vector de coeficientes es ARRAY.

E1l nom-

Subrutina TINDEP:

Muy parecida a la anterlor, esta rutina genera el vec
tor de términos independientes del sistema general de ecuacio-

nes, El nombre de este vector es B. Este mddulo utiliza como

datos las incdgnitas calculadas en el paso anterior (o las con
diciones iniciales, al arvancar).

Subrutina INCOND:

Al arrancar, llena un vector con las condiciones ini-

ciales del problema particular; este vector es de dimensiones-

2 x NP v su nombre es A.

‘Subrutina ERROR:

Calcula las normas de error correspondientes a un ins
tante preestablecido, comparando la solucidn proporcionada

pox
el método con la solucidn analitica exacta.

Esta solucldn ama
lirica es proporcionada por la rutina FEXK,

La salida de esta rutina se imprime- directamente. -~--—
Consiste.de los valores exactos ¥y aproximados de las incogni-~—
tas y la diferencia entre ellos, indicando ademis la abseisa

correspondiente y el valor de T. Imprime, ademnis,

el maximo -
error detectado y la abscisa en la que ccurrid, asi como el —-

error cuadridtico total (ver ecuacidn 4,15).
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Paquete SLVBLK:

Realiza la resolucidén de un sistema de ecuaclones 1i-
neales cuya matriz de coeficientes es casi diagonél por ble- -~
ques. El método empleado es una variante de la eliminacién —-
gaussiana, adaptada para aprovechar la estructura de la matriz
de coeficientes.

En nuestro programa, este paquete ha sido roto en fa——

rias rutinas que se.llaman oportunamente. Estas san:

CBLOK1 que prepara la matriz de coeficientes para su fac

torizacidn.
FCBLOK que ejecuta la factordizaciodn.

CBLOK2 que prepara el vector de t&€rminos independientes-

para la resolucién,

SBBLOK. gue resuelve el sistema.

Remitimos al lector interesado a la referencia [19] -
pidginas 36 y siguientes para una explicacidn mis amplia de es-

te paquete.
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4.3 ANALISIS DE RESULTADOS

Se gplicaron los métodos a un problema ejemplo: se ~-—

resclvid la ecuacidn

2Tt iz 2w A1
100 5o Tr Ve { J
ufe, el =0 ; c (10,62 =0 {g.42)
wuly otz 2 séee TX + 2iMoizo (£.13)

La solucidn analitica exacta es:

(,l()(‘f): e (:’-E_-"—(- - :’.é)d Elon-s (rt:'" ,n-_‘,g[) (:.!.l-’f’

La norma Ls del error se define por:

Y2 ;

R A f e’ e
L:" ( F e * . (4 J

donde &' es el nimeroc de puntos que se toman en el intervale --
[a_’:o.] para comparar la solucidn exacta . con el valor apro
ximado &, . El1 error € se define asi:

2y zlee, (o200 - e, { X0} (4.1¢)

A fin de averiguar las condiciones de los diferentes-
métodos en la prictica, hemos calculado la norma 4;del error -
en el instante £=i para los diferentes métodos, con diferente
longitud de paso y con diferentes funcionés base. A continua-
cién se muestran algunas de estas tablas, correspondiéntes a —

los casos mas interesantes.
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ERROR L, EN T = )
ESQUEMA }-2, 1-2 (INTERPOLACION POLINOMIAL)
SE USO UNA MALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACIO

FS5. BASE ler GRADO 20. GRADO 3er GRADO
h = 0.2 0.254595 x 102 0.113195-% 1072 0.113446 x 1072
h = 0.1 0.358260 x 10”2 0.127385:x 10> 0.129903 x 10>
h = 0.05 0.3678657:\: 1072 0.127980 x 10" 0.153147 x 104
h = 0.025 0.369280 x 10°° 0.785042 x 1070 0.173730 % 10°°
ERROR L, EN T = 1
ESQUEMA 2-2, 2-2 (INTERPOLACION POLINOMIAL)
SE USO UNA MALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACIO
FS5. BASE ler GRADO 2o0. GRADO Jer GRADO
ho= 0.2 0.361277 x 102 0.788370x 10" 0.673428 x 10°%
h o= 0.1 0.368918 x 10~2 ° 0.301515 x 107" 0.283942 x 1077
h = 0.05 0.369399 x 102 0.287244 x 107> 0.253487 x 10°°
- 2 5 -6

0.025 0.369499 x 10" 0.252965 x 10 0.170526 x 10
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ERROR Ly EN T = |
(INTERPOLACION TOLINOMIAL)
SE USO UNA MALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACILO

ESQUEMA 1-2, =

g ¥ oon

FS. BASE: ler GRADO 20. GRADO 3er GRADO
h=o0.2 0.262554 % 102 0.105748 x 1072 0.112861 x 1072
h = 0.1~ 0.356578 x 10 2 0.124836 x 1073 0.146115 x 10°°
h = 0.05 0.367856 x 1072 0.129723 % 10~% 0.178433 x 1074
h = D.025 0.369236 x 1072 0.725128 x 107° 0.102188 x 107>

ERROR L, EN T = 1
ESQUEMA 2-1 = (INTERPOLACION POLINOMIAL)
SE USO UNA MALLA DE 32 INTERVALOS EN EL ESPACILO

S. BASE: ler GRADO 20. GRADO 3er GRADO
= 0.2 0.460108 % 102 0.263577 % 10t1 0.241818 x 10!
= 0.1 0.381295 x 10”2 0.880793 x 107} 0.903712 x 107}
= 0.05 0.370941 x 10™2 0.458360 x 10! 0.452562 x 10*!
= 0.025 0.369622 x 10 2 0.127411 x 1072 5

0.142215 ' 10~
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Las tablas anteriores presentan los valores de 1z nor
ma L; del error en diferentes casos. Se usd sicmpre una malla
de 32 intervales en ¢l espucfo. Los resultados numéricos obte
nides revelan algunos hechos interesantes pero, en definitiva,

concuerdan ¢on nuestro anfilisis tedrico de estabilidad y preci

s51i0n.

La primera cobservacion gue se puede hacer es que, al-
usar una discretizacién lineal en el espacio, practicamente to
dos los métodos 'mantienen sus normas de error sin cambio apre-
ciable, pese a la disminucidn de la longitud de paso. Esto reg
vela la dominancia del error de discretizacidn en el espacio:-
al usar interpclacion lineal en el espacioc se generan errores-
que no pueden ser contrarrestados por un refinamiento en la ma

lla de discretizacidn en el tiempo.

En algunos casos, la discretizacién lineal en el espa
cio produce oscilaciones cadticas en los valores del error.

Si examinamos l1a tabla correspondiente al esquema 1-2,
1-2 con interpolacidn pelinomial que habiamos considerado exce
lente, veremos que nuestTas deducciones fueron ciertas: la com
binacidn de este esquema con la interpolacién cuadrédtica en el
espaclc, presenta una dismpinucién del error realmence driastica,
con factores de disminucidn que van desde aproximadamente & -—
hastse mias de 16. Sin embargo, al usar interpolacidn cdbica en
el espacic no se lograreducir mds el error, pues €n ese caso-
pasa a dominar el orden mis bajo de la discratizacidn eneltiem
po. (Por otra parte, con elementos ciibicos en el espacio, ya-
deben existir efectos del error de redondeo pues en ese caso -

el sistema de ecuacilones es de orden 190 x 190).

Una ensefianza que se puede extraer de lo dicho es que

no es conveniente usar diferentes drdenes de aproximacidén en -



151

el tiempo y el espacio pues, en cse caso, prevalece el mas ba-~
jJo v no se puede contrarrestar con el refinamiento en la otra-

dimensidn.

Otro esquema de excelente comportamicento resulta ser~
el 2-2, 2-2 con interpolacidn }ineal, combinado con Ja discre-
tizacién cubica en el espaclo, reduce mucho las normas de -- -~
error. Sin embarpgo, el orden de reduceidin es comparable al del
esquema -2, 1-2 que mencionamos, pero el 2-2, 2-2 es mucho -~

mas costoso.

Conforme se podia esperar de los resultados del and--
lisis tedrico, también resulta muy aceptable el esgquema 1-2, -
con interpolacidn polinomial. Su desempeiio es comparable al -

de 1-2, 1-2 que vimos antes.

El esquema 2-1, con interpolacién polinomial que se -
reveld como malo en el anidlisis tedrico, se confirma asf{, mos-

trando un comportamienta cadtico en la tabla correspondiente. .

Con este breve anidlisis, damos por terminada esta ex-—
ploxracidn preliminar de esta familia de métodos. Hemos visto-
que hay en ella esquemas buenos y malos, pero ya sabemos hacia
donde hay que dirigir 1a atenecidn. Como hemos diche, el traba
jo no esta terminado; todo lo contrarie, apenas comienza ¥y és—
.peramoé que otros prosigan con esta inﬁestigaciaﬁ que dejamos-

inconclusa.
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GET_FGU/TDDNO
FUORKFILE PGU/TODD: FORTRAN, 1443 RECORDS, SAVED
$DRJECT FILE PRESENT, SAVED
L -
104000 Cx
100100 Cx
100200 Cx

100300 C* T
1004900 Cx Este srodrama edecuts lovs metodos aue hemos estudiado.

100500 Cx Se hsce la arlicacion a 13 solucion de la ecuacion de onda

100500 Ck

100700 Cx

100800 Cx {
100%00 FILE & (MAXRECSIZE=22) ‘
101000 DIMENSION A(10000)CINT(2,4)

101100 Cx
101200 Cx

101300 WRITE(6,55)

101400 S5 FORMAT(//° DATOS PARA DISCRETIZACION EN EL ESPACIO:®/)

101500 WRITEC6765) . :
101800 &5 FORMAT( No. DE INTERVALOS, ARSCISA INICIAL, ABSCISA FINAL- -,
101700 X . GRADD DE LAS FUNCIONES BASE, VALOR DE C ¥ No. DE PUNTOS?»
101750 % > A INPRIMIR‘/) : o
101800 REAR(S»/INI ¢ XTI+ XFs IGCoNINF

101900 NP=NI®IG-1

101950 . NPX2=NFP¥2

102000 ISAR=IGH1

102100 NDIM=NFXISAR ‘

102200 IHASS=1

102300 ISTIF=NDIN+I ‘

102400 NELDKS=NI : )

102500 IF(IG.EQ, 1 )NBLOKS=NI~2 .

102600 IINTS=ISTIF+NDIM

102700 ICOLI=IINTS+(NRLOKS+1 ) %43

102800 ICOLF=ICOLI+NRLOKS+1

102900 IFTLI=ICOLF+NBLOKS+1. - :

103000 CX- :

103100 Cx

103200 CALL ARRAUX(IG»NI»NELDKS+1»A(ICOLIYsACICOLF)»ACIFILI)
103300 X ACIINTS) yLIPUTSLELK s NULT»LSCRY

103400 €%

103450 Cx

103500 IBLOKS=IFILI+NBLOKSH1

103500 IR=IRLOKS+LBLK

103700 IPYT=IEH_IFPVT

103800 IX=IPVUT+LIFVUT .

103900 ISCR=IX+NPX2

103950 TULT=ISCR+L.3CR~1

104000 Cx !

104100 .CX -
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GET_FPGV/TODD

BUORKFILE PGU/TODD: FORTRANr 1443 RECORDSs, SAVED
$0BJECT FILE PRESENTs SAVED
L -

100000
100100
100200
100300
100400
100500
1004600
100700
100800
100900
101000
101100
101200
101300
101400
101500
101600
101700
101750
101800
101900
101950
102000
102100
102200
102300
102400
102%00
1024600
102700
102800
102900
103000
103100
103200
.103300
103400
103450
103500
103400
103700
103800
103500
103950
104000

104100 .

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
FILE

Este prodrams edecuta los metodos aue hemos estudisdo.

Se hace 1a arlicacion a3 13 =solucion de la ecuacion de andsa

& (MAXRECSIZE=22)

DIMENSIDN AC10000)+EINT(2,4)

Cx
Cx

S5
&3

x
X

Cx-
Cx

Cx
Cx

Cx
Cx

WRITE(S,55)

FORMAT(//‘ DATOS PARA DNISCRETIZACION EN EL ESPACIO:‘/)
WRITE(6565) :
FORMAT(’ No. DE INTERVALOS, ARSCISA INICIAL, ABSGCISA FINAL» ‘s
‘ GRADD DE LAS FUNCIONES BASEs VALOR DE C Y No. DE PUNTOS,
‘A INFRIMIR’/) : :
READ(Ss/INIrXIsXFyIG»CsNIMF
NP=NIXIG-1
NFX2=NPX2
ISAB=IG+1
NDIM=NFXISAB '
IMASS=1 :
ISTIF=NIIM+1
NELDKS=NT R
IF(IG.EQ.1)NBLOKS=NI-2 .
TINTS=ISTIF+NDIHM
TCOLI=IINTS+(NELOKS+1)%4
ICOLF=ICOLI+NBLDKS+1
IFILI=ICOLFENBLOKS+1. --

CALL ARRAUX(IG»NIsNELDOKS+1,A(ICOLI) sALTCOLFY sACIFILI) »
A(TINTS) s LIFPVT»LBLK NULT s LSECR)

IBLOKS=IFILI+NRLOKS+1
IE=IHL.OKS+LBLK
IPVT=IB+LIFVT
IX=IFVT+LIPVT
ISCR=IX+NFX2
IULT=ISCR+LSCR-1



104200
104300
104400
104500
104600
104700
104800
104900
105000
106300
106400
106500
104400
104700
106800
104900
107000
107100
107200
107300
107400
107500
107600
107700
107800
108400
108500
108400
108700
108800
108900
109400
109700
109800
109900
110000
110100
110200
110300
110400
110500
110400
110700
110800
110900
110950
111000
- 111100
111200
111250
111300

145
Cx
Cx

1350

Cx

4635
Cx

700
Cx
C*

Cx
Cx

Cx
Cx

C*x
Cx

Cx
Cx

835
Cx

P00
?15

Cx
Cx

Cx

IF(IULT.LE,10000)G0 TO 150

WRITE(4r145)TULT

FORMAT(//3%:* A ES MUY PEQUEND: LONGITUD NECESARIAY’sI16/)
STOF ’

CALL. MASTIF(XI»XF+sNIIG+NFPrISAR-A{ISTIF)»A(IMASS) L)

WRITE(S:6135)
FORMAT(//* DATOS FARA DISCRETIZACION EN EL TIEMFPO!'/)
WRITE(6r425)
FORMAT(* CLAVE DEL HMETOIO:. LONGITUD DE PASOr PI1 Y Q1 "+
S (FARAMETROS DE INTERFOLACION)r, TIFO DE INTERFOLACION:»
‘Y PARAMETRO LIBRE'/)
REATI{S» /)KLAVE»H,P1:01,K1,PHT1
IF(KLAVE .EQ.2)GD TO 700 . : H
WRITE(S>A35) ’ ;
FORMAT(’ DATOS PARA 2a. INTERFOLACION EN EL TIEMPD: /) :
READ(S»/2F2,Q2sK2»FPHIZ ;

CALL COEF(KLAVEsF1Q1yK1+PHIL1P25yQ2sK2-PHIZ»HyCINT)

CALL METODO(KLAVE »CINT»NELOKS+1sLBRLKsNFrISARsA{ICOLI)»
ACICOLF) »ACIFILI) »A(IRLOKS) +A(IMASS) +ACISTIF)D

CALL CRLOK1{(NBLOKS NULT,A(IINTS) A(IBLOKS)) ]
CALL FCRLOK(A(IBLOKS)»A(IINTS)»NBLOKS»A(IFVT)»A(ISCR)»IFLAG)

IF({IFLAG.ER.0)GO TO 900

WRITE(46,835)
FORMAT{(//” LA MATRIZ DE COEFILIENTES ES SINGULAR’/)
STOF

WRITE(S6»?15) .
FORMAT(///7* COMIENZAN LAS ITERALCIONES. DAR T FINAL £ INTERVALO’
* PARA IMPRESION’/) .

READ(Sy/)TFINsGTIHF -
NWR=DTIHF/H



111400

111500
112300
112400
113100
113200
113250
113240
113300
113400
1135060
113509
113510
113520
113540

© 113345

113548

T 113550

~

113570
113500
113450

113700 .

113750
113800
114000
114100
114200
114250
114300
114350
114500
114450
114700
114750
114800
115000
115100
115200
115300
115400
1155060
1154600
115700
115800
115900
114000
1146100
116300
116400
114500

1145350,

[ 3
CALL INCOND(NPrACIX) XY XF)
Cx
Cx
TWR=0
ng 1000 T=H:TFINsH ' .
CALL TINDEF(KLAVE,CINT»NBRLOKS+1»NPrNPX2sISAR,A(ICOLI)»
X ACICOLF) yACIFILI) rAC(TIR) s A(THASS) »ACISTIF )+ A{IX) s H)
CALL CPRLOKZ2(NFXZsNBLOKSNULT»A(IINTS)»AC(IR))
CALLL SERLOK(A(IRLOKS) rA{IINTS) s NHLOKSrA(IFPUTYrA(IR),
b : ACIX)) .
Cx
Cx
IWR=IWR+1
IF(IWR.LT.NWRIGO TO 1000
WRITEC(H,92702T
70 FORMAT(///7% T= *+F10,46+/)
CALL ERROR(ACIX) s NIsXIrXFsNIHF» IGNF»T)
IWR=0 \
Cx . '
Cx .
Cx WRITE(&+253)T
CX953 FORMAT(///777 T=',F10.4//7' VALORES DE U: /)
Cx WRITE(&»P7S)(ACIX+I) »I=0sNFX2=1,2)
CxX WRITE(46,9260)
CXP45 FORMAT(//’ VALORES DE dU/dt:* /)
Cx WRITE(A,»P75)(A(IX+I) rI=1sNPX2~1:2)
Cx975 FORMAT(BF12.6)
Cxk
Cx
1000 CONTINUE
Cx .
Cx -
1100 STOP
END
Cx '
Cx
CX
CxX . )
Cx Esta rutina construve los arredlos auxiliares epara
Cx resolver el sistema de ecuaciones mediante el uso del r3-
Cx auete SLVEBELK.
Cx
Cx ’ ]
SUBROUTINE ARRAUX(IGsNINBL2 yCOLIsCOLF»FILI»INTS/LIFVTsLEBLKyNULT
X LSCR)
INTEGER COLI{NEBLI)»COLF(NBLI1),FILI(NEL1Y»INTS(A/NEL1) FILIXsFAC
Cx
Cx
Cx

e .. NELOKS=NBRL1-1



116600

IBL=1

116700 COLIC1)=1
116800 FILIC1)=1
116900 FILIX=2XIG+1
116950 . FILIC(2)=FILIX
117000 COLF(1)=IG*4
117100 INC=1
117200 . Fac=2
117300 IF(IG.ER.1)6D TO 50
117350 IBL=TBL+1
117400 SO0 DO 100 I=2,NT
117500 IF (I.NE.NI~1)G0D TO 70
117700 ) INC=0
118100 70 COLICIBL)=(I-1)KIGK2~1
118200 COLF(IBLY=COLTCTHL ) +(2KIG+INC)XFAC—1
118300 FILICIBL+1)=FILIX+2%I0
118350 FILEX=FILICIBL+1)+(INC—1)%k2
118400 FAC=INC+1
118500 IBL=IBL+1
118550 IF(IBL.BT.NBLOKS)GO TD 120
119400 100 CONTINUE ,
119600 G :
119700 Cx
119800 120 COLIC(IBL)=FILICIEL)
119900 COLF(IRL)=FILI(IRL)
120000 NULT=0
120400 LIPVUT=0
120500 LSCR=0
120550 INTS(1s1)=1
120560 Cx
120570 Cx
120600 D0 200 I=1,NBLOKS
120700 INTS(2,I)=FILIC(I+1)~COLICI?
120800 LIPUT=LIPVUTHINTS(2,1)
120900 IF(INTS(2,1),BT,LSCRILSCR=INTS(2, 1)
121000 INTS(3,I)SCOLFC(I)—-COLICI) +1
121100 * INTS(4,I)=COLI(I+1)~COLI(T)
121200 NULT=NULT+(FILI(I+1)-FTILICI)IXKINTS(3,I)
121300 IF(I.EQ.NRLOKS)GO TO 180
121400 INTS(1sX+1)=INTSC(1s 1) +INTS(2, I)KINTS(3,1)
121500 GO. T0 200
1214600 180 LELK=INTS(1, 1) +INTS(2, IIKINTS(3,T)—1
121700 200 ECONTINUE
121800 Cx
121900 Cx
122000 RETURN
122100 ' END
122200 Cx
122300 Cx

122400 Cx*
122500 Cx



N R A N ]
122600

. 127500

122700 Cx

122800 Cx

122900 Cx

123000 Cx Esta rutina construue las matrices de masa v ridgidez rara
123100 Cx 105 metodos de un Faso aue estudiamos.
123200 Cx

123300 Cx

123400 Cx

123500 SUBROUTINE MASTIF(XIsXFsNIrIG»NFrISARsKSTIF»MASS,0)
123500 REAL KSTIF MASS

123700 NIMENSION KSTIF(NFs;ISAR) sMASS(NP»ISAR) > INDI(4)
123800 Cx

123900 Cx

124000 F=1.,/Ck%x2

124100 F=1.

124200 00 100 N=slsNP

124300 o 100 M=1:I5AR

124400 KETIF(NsMI=0.

124500 MASS(NMI=0,

124400 100 CONTINUE

124700 Cx

124800 Cx

124900 H=(XF-=XI}Y/NI

125000 o S00 N=1,NI

125100 X1=XI+({N—1)%H

125200 X2=X1+H

125300 INDCLY=(N-1)XIG

125400 00 150 M=2,IG+1

125500 INOCH)=INLO(M-1)+1

1254600 150 CONTINUE

125700 IMIN=1

125800 IMAX=IG+1

125900 IF(N.EQ.1)IMIN=2

1246000 IFCN.EQ.NI)IMAX=TMAX-1

1246100 Dn 300 I=IMIN»IMAX

1246200 II=INECI)

126300 Do 200 J=TMTN-T

1258400 - ) JI=ISAR-I+d

1248500 KSTIF(IIrJJ)=KSTIF(II!JJJ+'
126400 X% FINT(IGr X1sX2eFPsTIpdsl)
. 1246700 HASS(ITI s JJI=MASS(IT»Jd)+
124800 X% FINT{IGeX1vX2sF T dr0Q)
1246900 200 CONTINUE

127000 300 CONTINUE

127100 500 CONTINUE

127200 RETURN

127300 END

127400 Cx

127500 Cx

C¥.



127700
127800
127900
128000
128100
128200
128300
128400
128500
1284600
128700
128800
128900
1292000
129100
129200
129300
129400
129500
129400
129700
129800
129900
130000
1130100
7130200
130300
130400
130500
130400
130700
130800
130900
131000
131100
131200
131300
131400
131500
131400
131700
131800
131900
132000
132100
132200
132300
132400
132500
1324600
132700

Cx
Cx
DOUBLE PRECISION FUNCTION FINT(GRADOsX1rX2,Fs>IrJrI0)

INTEGER GRADOD
DOUBRLE PRECISION FOINT(4)»WEIGHT(4)XCrH

Cx
Cx
Cx Est3 funcion Pprororciona el valor de la intearal de la
Cx funcion UIJ (si ID=0) o de su derivada (si IN=1}. La
Cx founcion JIJ se elidge de acuerda a los parametros T
Cx o J aque esrecifican el mnodo corresrondiente. Se wusa
£X una cuadratura de Gausss con un numerc sadecusdo de
Cx Puntos sedun &l drado de 13 funcion.
Cx
Cx

IXG=GRANO-ID % S8i se tratz de derivadas
Cx b4 el drado disminuge' en uUno.
Cx

60 TOD (10s20s30+40)» IXG+)1
Cx
Cx

10 FRINT(1)=0.

WEIGHT{(1)=2,

G TO 98
Cx
Cx

20 FOINT(2}=0.57735024918%424110

WEIGHT(2)=1,

G2 TO 90
Cx -
C¥ -

30 POINT(2)=0.

POINT(31=0.7745946492414B3010 -
WEIGHT(2)=0,8888868883888838%0L0 .
WEIGHT{(3)=0,355555555535535410
GD TO %0

Cx

Cx *

40 POINT(3)=0.339928104358485610
FOINT(4)=0.8461134631152405300
WEIGHT(3=0.45214515484254460D0
WEIGHT(4)=0.34785484513745400

Cx
(.4

90 LIM=(IXG+1>/2
DD 25 N=1,LIM
FOINT(N)=~FOINT(IXG+2-N)

25 WEIGHT(N)=WEIGBHT(IXG+2~N) : : i

Cx ‘ S
Cx : :

PR FTNT=0.



132800
132900
133000
133100
133200
133300
133400
133500
133600
"133700
133800
133900
134000
134100
"134200
134300
134400
134500
134400
134700
134800
134900
135000
135100
135200
135300
135400
135500
1354600
135700
135800
135900
1346000
134100
T136200
134300
1346400
1346500
134400
134700
1346800
134900
137000
137100
137200
137300
137400
137500
137400
137700

100

Cx
Cx

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
DOUBLE
DOUBLE

Cx

Cx
2000

Cx
2100

Cx
2110

“H=x2-x1

D0 100 N=1,IXG+1
XE=POINT(N)
FINT=FINTHWEIGHT (N)XFXUIJ(GRADND» I, INsHsyXC)H %
UTJ(GRADO»Jr ID HXC)
CONTINUE
FINT=FINTX{X2-X1>/2.

RETURN
END

FPRECISION FUNCTION UIJ{IG»JsIDsHsR)
PRECISION H+R

IDF=ID+1

GO TD (1000,20005,3000) 5IG
GO TG ¢1100,1200),I0F

60 TD (1110,1120),4
UIJ=0.5%(1.-R)

RETURN

UTJ=0.5%(1.+R)

RETURN

G0 TO (1210,1220)s.
UIJ=—1./H

RETURN

UIJ=1./H

RETURN

GO TO (2100,2200)sIDF

GO TO (2110,2120,2130)sJ

UIJ=—0.,35%R%(1.-R)
RETURN

137800 2120, _UId=_1.,=-R¥xk2



[

137900
138000
138100
138200
138300
138400
138500
138400
138700
138800
138900
139000
139100
139200
139300
139400
139500
1394600
139700
139800
139900
140000
140100
140200
140300
140400
140500
140600
140700
140800
140900
141000
141100
141200
1413200
141400
141500
141600
141700
141800
141900
142000
142100
142200
142300
142400
142500
142600
142700
142800
142900

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
CxX
Ck.
Cx
Cx
39 4

" RETURN

UTJ=0.5kR¥{1.+R)
RETURN

GO TO (22106,2220+2230) »d
UTJ=(2.%R-1.)/H

RETURN

UILJ=—4.%R/H

RETURN

UIt=(2.¥R+1.>/H

RETURN

GO TOD (3100,3200),IDF

GO TO (3110,3120,3130+3140),J

UIJ=(1.—R)¥X(9.XR%X%¥2-1.)/14.

RETURN

UIJ=9 . X(R¥%2~1,.)¥(3.¥R-1,)/16. -
RETURN - »
UIJ=P k(1 .~RXX2)X(I.KR+1,)/16., ’
RETURN

UTJ=(1.+RIK{(P . kR¥%k2-1.>/16.

RETURN

GD TO (3210,3220,3230-3240)rJ

UIJ=(-27 . XR¥¥2+18.%R+1.,2/(8.%H>
RETURN
UIJ=9.X{( 2. kR¥%2-3,%kR-3.)/(8.%H)
RETURN
UIJ=2.%(—F . XxR¥x%x2-2.%R+3.)/(B.%H}
RETURN

UIJ=({27 . XR¥%2+18.%R—-1.)/7(8.%H)
RETURN -

END

Rutina de Calculo de los Coeficientes de
Interrolacion ror el Hetodo de Hermite-Rirkhoff. -



143000 T
143100 SUBROUTINE COEF (KLAVE»F1,01rK1sPHI1:P2,Q2:K2rFHTIZ s Hs D)

143200 INTEGER Ps0sP1>Q1+P2sQ2,E

143300 DIMENSION C(2y4)rE(D 2,83 yHH(36) s HHINV(35) s FILACS) s {6 y INDFARCA Y
143400 Cx%

143500 Cx

143400 CALL INITCIE) % Se imicializa C
143700 Cx

143800 IF(KLAVE.LT.1.0R.KLAVE.GT.2)G0 TO 1000
143200 IF(P1,LT7.1.0rR.F1.6T.23G0 TO 1000

144000 IF(O1.LT.1.0R.Q1.8T.2)60 TO 1000

144100 IF(K1.LT.21.0R.K1.GT.2)G3 TO 1000

144200 IF(KLAVE.ER.2)GQ TO 20

144300 IF(P2.LT.1.0R.F2.6T.23G60 TO 1000

144400 IF(A2,LT.1.DR.Q2.GT.2360 TD 1000

; 144500 IF(K2.LT.1.0R.K2.6T,2)G0 TO 1000

Cheaueo de datos

DO RN R RN R

1444600 Cx
144700 Cx
144800 20 P=Fy
144900 =01
145000 FHI=PHI1
145100 K=K1
145200 RVEZ=1
145300 S50 CALL INITE/(E) % Se iniciali=za E
145400 Cx
145500 L=2- 4
1454600 M=3 4
145700 KORL=F+Q+1 “
145800 IF(P.GT.1%E(1,1)=1 r4
: 143900 IF(Q.GT+1)E{2s2)=1 % Se ealcula 13 matriz
: 144000 EC122)=1 % de ineidencia E.
. 1446100 E(2:2)=1 b4
. 144200 E{1+3)=1 “
144300 E{1r4q)=1 % Se uss solo en el metodo de 20. order
1446400 Cx . % ea3ra calcular la doble inte=mral.
145500 Cx
144400 INDFARC(1 ) =1 . K4
i 144700 INOFAR(2)=3XE(Lv1) % Indrar es una lista
: 1446800 TNDFAR(3 )= = ordenada de los indices
. 1446900 INDFAR(4I=4XE(2,1) b4 de los rarametros aue in
147000 Cx Y4 terviener an 81 caleulo. .
147100 Cx ) '
147200 Cx
147300 80 N=1
147400 D0 100 I=1.,L “
147500 0O 100 J=0sM~1 4
1474600 IF(ECIvM-U).ER.0XGD TD 100 %
1472700 CALL FUINT(K»>I- lrJvKDRD,H:PHIrFTLA) Z 8e farms la matriz HM
147800 CALL ENSAHB(HH:FILQ;N:ADRB) ”
147900 N=N+1 4
~LAANO0. 1Q0_. e CANTTINGS . o B S U 4 -




et e

148100 Cx
148200 Cx

148300
148400
148500
148400
148700
148800
148900
149000
149100
149200
149300
149400
149500
149400
149700
149800
145900

150000
150100
150200
150300
150400
150500
150600
150700
150800
150900
151000
151100
151200
151300
151400
151500
151600
151700
151800
151900
152000
152100
152200
152300
152400
152500

152500
152700
152800
152900
153000

153100

%
Cx

150

Cx
Cx
500

-

Cx
1000
2000

Cx

Cx
1200

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
C¥
C¥

- by v - - s -

CALL FUINT(Ks1,0sKORD>H,PHIsI) Z ELalculo de D.
KORSQ=KORD*KDRD
CALL INVHM(KORD,KDRGO s HM» HMINV)

h

Inversion de HM.

INICOL=KORD-F-Q+1
INI=(KORD-P—Q)XKORD
N=1
00 200 I=INICOL.XKORD
. *KONT=INDFAR(N)
N=N+1
IF(KONT.EQ.0)GD0 TD 150
10 180 J=1,KORD
C(KVEZ KONTI=C(KVEZy KONT ) +HM
CONTINUE
INI=INTI+KORD
CONTINUE

Calculo de rarametros

NUCINI+ Y %RDCD)

L N DRI N RN NN N

IF(KVEZ.GT.1)G0 TO 1200

Control rara hacer
KVEZ=2

dos pasadas.

b

IF(KLAVE.EQ.1>G0 TO 500

z
M=M+1 p4 Inicializacion rarz 2a.
KORD=KDORI++1 y4 rasada, (20. orden)
GO TDO 80 A
P=pF2 4
=02 u .
FHI=FHIZ # Imicializacion para 2a.
K=K2 4 rasada.{ler. order)
b4

Gad TO so

WRITE(Sr2000)
FORMAT(’ ERROR EN LDS DATODS’)

RETURN
ENII

Subrutbtinas Auxiliares.



153200
153300
153400
153500
153400
153700
153800
1539200
154000
154100
154200
1354300
154400
154500
1544600
154700
154800
154900
155000
155100
155200
155300
155400
155500
155400
155700
155800
155900
156000
156100
136200
1546300
156400
1546500
156800
1546700
156800
156900
157000
157100
157200
157300
157400
157500
1574600
137700
157800
157900
158000
158100
. 158200

ok

SURRDUTINE INITEC(E)

DIMENSION EC(2r4)

INTEGER E
ng 100 I1=1,2
g 100 J=1,4

100 E(IsJ)=0 i .

Cx t
RETURN ' '
END

C#

Cx

Cx

Cx

Cx

SURROUTINE INITC(C)

DIMENSION C(2-4)
Do 100 I=1-.2
B0 100 J=1-4

100 C(Trd¥=0.

Cx
RETURN
END

Cx

Cx

Cx

C*

Cx

SUEBRDUTINE ENSAMEB(HM,FILArN-KORD)

DIMENSTION HM(38)FILAC(S)

C¥ La presente subrutinsg guards en los ludares adecuados los ele-
Cx mentos de una fila de 13 matriz HMr que estan contenidos en el
Cx arreglo FILA.

INDICE=N
D0 100 I=1,KORID
HM(INDICE)=FILA(I)
INDTCE=TNOICE+KORD
100 CONTINUE,
Cx
RETURN. .
END
(% 4
Cx
C¥%
Cx
Cx
SUERROUTINE. FUINT(Ks Iy Sy KORDyHs FHI» VELD)



158300
158400
158500
158400
158700
158800
158900
159000
159100
159200
159300
159400
159500
1524600
159700
159800
159900
‘140000
1460100
150200
140300
160400
1460500
140600
160700
140800
160900
141000
161100
1461200
161300
161400
161500
1461600
1461700
141800
1461900
162000
162100
162200
162300
1562400
142500
1625600
162700
1562800
162900
163000
163100
163200
1A33Z00

DIMENSION VEGC(&)

Cx
Cx

Ckx Lz epresente rutina prororciona
de interrolacion reaueridas:
dentro del arredlo VEC.

Cx
Cx
Cx
Cx

50
Cx
Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx
1000

Cx

Cx
1100

1105

it10
1120
1130
1140
1150
1140

Cx¥

i200

1205
1210
122

1230
1240
1250

[

Al=1

T=AT%H

ARG=FPHIXT

N0 50 N=1+6
VEC(N)=0.

CONTINUE

IF(K.GT.2)GO TO 2000

NN NN

GO TO(1100+1200,1300-,1400)3,J+1

IF(K.EQ.1)G0 TO 1105
VEC{KORDI)=CDS(ARG)
VEC(KORD—-1)=SIN(ARG)

GO TO(1130,1140-1150,11403»7-KORD
GO TO¢(1110-212051130,1140)»7-KORD
VEC (6)=T%*kS

VEC(S)Y=T¥x%4

VEC(4)Y=T%x%3

VEC(3)=TXk¥2

VEC(2)=T

VEC(1>=1.

GO TO 92000

IF(K,EQ.1}¥6G0 TG 1205

VEC(KORD) =—FHIXSIN(ARG)
VEC{KORI-1)=FHIXCOS(ARG)

GO TO(1230,1240s1250,9000) » 7-KORD
GO TO(12105,1220,1230,12403»7—-KORD

WEC(4)=5,XTx%a

VEC(S)=4.%Tkx3
VEC(4)=T.XTk%x2
VEC(3)=2,%T
VEC(2)=1.

GO TO 2000

NRMNNMNMNEINNNNR

NMONMNMMMNMMNNN

los vzlores de las funciones
sedun el caso. Las devuelve

Imicializacion de VEC.

Los valores admisibles de K
sOon N=1,
#0linomica ¥ K=2y pars inter-
rolacioan

rara interrolacion i

tridonometrica,

Funeiones de Interro—
lacion sin derivar.

ias. derivadas de las fun
ciones de interpolacion



. 143400 Cx
: 163500 1300 IF(K.EQ.1)G0 TD 1305

14634600 VEC(KORD)=—FHIXX2%COS{ARG)
163700 VEC(KORD-1)=-FHIX¥2XSIN(ARG)
1463800 GO TQ (1330,1340,7000) »7-KORID!

163900 1305 GO TO (1310,1320r1330),7-KORD
154000 1310 VEC(SH)=20 . XT¥*3

1464100 1320 VEC(S)=12. XTxx2

144200 1330 VEC(A4)=46.%T

164300 134¢ VEC(3)=2,

2as. derivadas de las fun
ciones de interrolacion

BN AMNNNNNN

164400 GO TO 9000
1464500 Cx*

P 164600 Cx

., 184700 1400 IF(K.EQ.1)GD TO 1405

i 1464800 VEC(KORIN=FHIX*3X5IN(ARG)

P 164900 VEC{(KORLD=1)=—FHI**3%COS (ARG}
1465000 GO TO(1430,%000) 7-KORD

¢ 169100 1405 GO TO(1410,1420)7—-KORD
i 1485200 1410 VEC(S))=40.XKTkx2
i 1485300 1420 VEC(S)=24.%T
1. 1485400 1430 VEC(4)=4,
145500 GO TO 9000
145600 Cx
185700 Cx
145800 2000 WRITE(6¢2Q050)K
145900 2050 FORMAT(’ ILA DFCION DE INTERFOLACION No., sI2y* NO HA SING IM‘»
1468000 % ‘FLEMENTADA’
1656100 Cx
1446200 Cx
1646300 2000 RETURN
145400 END
1468500 Cx
- 166400 Cx
1 164700 Cx%
: 1464800 Cx%
1446900 Cx - :
1467000 SUBRROUTINE INVHM(KORD: KORSQrHM» HHINV?
167100 DRIMENSION HM(KORSQ) rHMINV(KORSQ) +E(&) » IFIVOT(S}
157200 Cxk .. -
167300 Cx ’
1467400 Cx Esta subrutina invierte matrices.
147300 Cx
1467400 Cx
167700 CALL FACTOR(HM»KORDsBs IFIVOTr IFLAG) % BSe fTactoriza HM
147800 Cx
1467900 IF(IFLAG.EQ.0)GO TO 500 % IFLAG=0 sidgpifica
148000 Cx 4 matriz sindgylar.
168100 Cx
. 148200 DO 50 I=1sKORD
iy 168300 S50 BL(IN=0,
148400 ‘

33s. derivadas de las fun
ciones de interrpolacian

MR NNNNNNR



148500

148400
1468700
148800
168900
169000
169100
169200
169300
169400
169500
1469600

169700
149800
169900
170000

170100

- 170200

170300
170400
170500
170400
1170700
170800
170900
171000
171100
171200
171300
171400
171500
171400
171700
171800
171900
172000
172100
172200
172300
172400
172500
172600
172700
172800
172900
173000
"173100
173200
1733200
173400

C*

70

Cx

Ca
o900
210

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx

IREG=1

DO 70 I=1¢KORD

B(I)=1.

CALL SURST(HH» IFIVOT»EsKORDsHMINV(IE
R{(I)=0. .
IBEG=IRBREG+KORD

RETURN

WRITE(&¢510)

FORMAT( "1 LA HMATRTIZ ES SINGULAR’)
RETURN

END

SURROUTINE SUEST(WrsIFIVOTs»EsN,X)
DIMENSION B{N) sW{(NsN)X{(NI)yIFPIVOT(N)

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx

Cx
Cx

14

Cx
Cx

Cx
Cx

1%
20
Cx
Cx

173500 -

Esta rutina resliza la sustitucion de

en la matriz factorizads.

IFP=IFIVOT(1)
XC(1)=E(IF)

RO 15 I=2+N
SuM=0.
np 14 J=1,I-1

) SUH=W (I s JIkX(JI+SUM
IFP=IFIVOT(I)
XCI)=B(IF)-5UN

X{NI=X(MI)/ZW (N N)

L0 20 IX=1,N-1"
I=N-IX
SUM=0.,
no 19 J=It1sN
SUM=W{T» ) kX {JI+5UM
X{I)=AX{IX-SUMI/H(I-I)

RETURN

4

7z

7% Caleulo de la inversa
EG)

4
r4

los vslores conncidos



. 173600 ' END
= 173700 Cx
’ 173800 Cx
173900 Cx
174000 Cx
174100 Cx
174200 SUBROUTINE FACTOR(WsNs+DOis IPIVOT rTFLAG)
174300 DIMENSIDN IPIVOT(NI sD(NIsWINN)

t74400 Cx .

174500 Cx

174400 Cx . Esta rutina realiza la factorizacion He HM.

174700 Cx , :

174800 Ck o

174900 IFLAG=1 '
: 175000 Cx* :
W 175100 Cx !
: 175200 DD % I=1sN z ¢

175300 IPIVOT(I)=1 FA :

175400 ROWMAX=0, =

175500 . DO 5 d=1isN %

173400 ‘ ROWMAX=AMAX 1 (ROWMAX » ABSCW (I ) ) ) : i

175700 5 CONTINUE - 4 Imicializacion de IFPIVOT |

175800 IF(ROWHAX .NE,.0XGD TG B % v I3, H

175900 IFLAG=0 4

1786000 ROWMAX=1, %=

174100 GO TO 30 N 4

1745200 8 I(I)=ROWMAX s

174630G 2 CONTINUE 4

175400 Cx%

176500 Cx : i

175500 Cx A continuacions la factorizacion. ' ;

176700 Cx
: 174800 Cx :
T 1746900 BD 20 K=1,N-1

177000 Cx

177100 Cx

177200 COLMAX=ABS{W{KsK)Y/D(K) 4

177300 ISTAR=K 7%

177400 OD 13 I=K+1sN V4

177500 AWIKOD=ARS(W{I+K))/DLI) Z TDeterminagcion de 1a fila

177600 IF{AIKOD.LE.COLMAXIGD TO 13 % Frivotal.{Fila ISTAR).

177700 CGt . HAX=AWIKOD %2

177800 ISTAR=T 7

177900 i3 CONT INUE K4

178000 Cx% .

178100 Cx

178200 IF(COLMAX.NE.0)GO TO 14

178300 IFLAG=0

17BA00 GO TO 134

178500 14 IF(ISTAR.LE,K)}GO TO 14
128400 Ck _ _ . oL



178700

178800
178900
179000
179100
179200
179300
179400
179500
179600
179700
179800
179900
180000
180100
180200
_180300
180400
180500
180600
180700
180800
180500
181000
181100
181200
181300
181400
181500
181600
181700
181800
181900
182000
182100
182200
182300
182400
182500
182600
182700
182800
182900
183000
183100
183200
183300
183400
183500
1834600
183700

Cx

Cx
Cx

Cxk

15

146

19
20

30

IFLAG=-IFLAG
I=IFIVOT(ISTAR)
IFIVOT(ISTARI=IFPIVOT(K)
IFIVOT(K)=I
TEMP=D(ISTAR)
D{ISTAR)I=D{K)
N(KI=TEHP
00 15 J=1.N
TEMP=W(ISTAR» D>
W(ISTAR» J)=WI{K>y.J?
WK » J)=TENF

Do 19 I=K+1!N
WCIKI=WTSKY/ZWIKPKD
RATIO=WIT «K)

D019 J=K+1sN z

WCIr D)=W(I»J)-RATIOXW(K,J}

4

MINN

CONTINUE
CONTINUE
IF(W(NYN) .EQ,0)IFLAG=0

RETURN
END

NN NNNNNNN N

Haga K la fila rivoter
intercambiandola con
la fila escodgida ISTAR

Elimine X{(K) de las
filas K+ls.esosN

‘Esta rutina construve 13 matriz general de coeficien—
tes de 13s incodgnitas rara la familis de metodos que estudia-
mos. Esta rutina no es de uso deneral: se ha disenado esrecifi-.
camente para el edemrle numerico de la ecuacion de onda.

SUEBROUTINE METODD(KLAVE»CyNELK1,LBLK:NF:ISARsCOLIyCOLF»FILI-ARRAY »

X

MASSKSTIF)

ODIMENSION C(25,4),Q(3)»COLI(NRBLKLI) sCOLF(NRLK1) yFILI(NRLKL1) s
ARRAY (LRLK) »yMASS(NF» ISAR) r KSTIF(NFr ISAR)

REAL MHASSsKSTIF
INTEGER COLI(COLF,FILI

*

Cx
Cx
Cx
Ck
Cx
Ck




.183800
183900
184000
184100 250
184200
184300 Cx*
184400 Cx
184500 300
184400
184700
184800
184900
185000
185100 Cx
185200 Cx
185300 400
185400
185500
185600
. 183700

185800 Cx
185900 Cx
186000 1000
186100
184200
186300
186400
186500
184500
186700
184800
186900
187000
187100
187200 X
187300
187400
187500 1200
187600
187700
187800
187900
188000 %
188100
188200 X
188300
188400 1300
188500 1400
188600 1500
188700

-188800 _ _ _.___ _ENL .

IF(KLAVE.EQ.13G0 TO 300
IF(KLAVE.EQ,»2)GO TD 400
URITE(S»250)KLAVE

FORHMAT(’ CLAVE INCORRECTA: *,I2)
RETURN

Q(1)=C(2r4)
Q(2»=C(1ir2)
Q(3)=-C(2,22
Q(S)Y=C{1L-4)
GD TO 1000

QCir=C(2+2)
QE2)=C(1,2)
Qc3>=0.

QC4)Y=C(2s4)
Q(o=Ci1:4)

INDICE=1
00 1500 K=1sNELK1-1
INICOL=(COLI(K)+1)/2
INIFIL=(FILICK)+13/2
LIMCOL=(COLF(K)=COLI(K)+1)/2
LIMFIL=(FILI(K+1)=-FILICK))/2
00 1400 J=0sLIMCOL-1
JEEG=INICOL+J
00 1200 I=0,LIMFIL-1
IBEG=INIFIL+I
CALL TRAN(IEEGs.JREG, INEW» INEW,ISAR)
ARRAY ( INDICE)=MASS ( INEW» JNEW) +0(1) %
KSTIF¢INEWy JNEW) .
ARRAY (INDICE+1)=0Q(2)XKSTIF(INEWs JNEW)
*  INDIGE=INDICE+2
CONTINUE
00 1300 I=OsLIMFIL-1
IBEG=INIFIL+I
CALL TRAN(IBEG»JHEG;INEM: INFUW»ISAR)
ARRAY(INDICE)=0(3) ¥MASS( INEW » JNEW) +
R(AYKKSTIF( INEW, JNEW)
ARRAY CINDICE+1)=MASS(INEW, INEW)+Q(5) %
KSTIF(INEWr JNEW)
INDICE=INNICE+42
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
RETURN



188900
189000
189100
189200
189300
. 189400
189500
189500
189700
189800
189900
190000
190100
190200
190300
190400
190420
1904340
190460
190480
190490
190500
190600
190700
190800
190900
191000
191100
191200
191300
191400
191500
191600
191700
191800
191900
192000
192100
192200
192300
192400
192500
192600
192700
192800
192900
193000
193100
193200
193300
193400

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx

SUBROUTINE TRAN(I!J:INEU;JNEU;ISA§3

Cx
Cx
Cx

100

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx

SURRDUTINE TINDEF(KLAVEsCryNBLLK1sNFyNFX2,ISARs COLTsCOLF»FILI SR,

¥

DIMENSION Q(5)sC(2,4),COLI(NBLK1) yCOLF(NBLK1) +FILT(NRBLK1)»
BONFX2) s MASS (NFy ISAR) s KSTIF(NF» ISAR) s U(NPX2)

%

INEW=I

JNEUW=U

IF({INEW.GE,INEW)GDO TO 100
KTEHMP=INEW

INEUW=JNEW

JNEW=KTEMF
JNEW=ISAR-INEW+ INEW
IF(INEW.GT.0)GO TDO 200

INEW=1 4

JNEW=1 z
7%
4

RETURN

END

MASS,KSTIFUsH)

INTEGER COLI,COLF,FILI
REAL MASSsKSTIF

Cx
cx
cx

Ccx

ot
55

cx

Cx
100

IF(KLAVE.EQ.1)G0 70 100
IF(KLAVE.EQ.2)G0 TD 200

WRITE(S,SSIKLAVE
FORMAT(* CLAVE INCORRECTA: “,I2)
RETURN

TQC1)=-C(2:3)

QC2y=-Cl1s1)
Q(3)= C(2s1)
Q4= 0.

B(I)=-C{1s32)

Truco! si mMos salimos de los li-—
mites del arreglors
direccion ficticia aue correspon—
de a8 un elemento de valor cero.

TRAN da una



"193500

193400 Cx
193700 Cx
193800 200
193900
194000
194100
194200
194300 Cx
194400 Cx
194500 300
194600
194700
194800
195000
195050
195060
195100
~ 195200
195300
195400
195500 Cx
195500 Cx
195700 350
195800
195900
196000 *
196100
196200 *
196300 400
196400 Cx
196500 Cx
1946400
196700
196800
196900
197000 X
197100 450
197150 500
197200 ©X%
197300 Cx
197400
197500
197600 Cx
197700 Cx
197800 Cxk
197900 Cx
198000 Cx
198100 Cx
198200 Cx
198300 _Cx._.

GO TO 3060

Q(1)==-C(2-1)
QA(2)=—-CC1+1)
Q¢{3)= H

Q{4)==C(2-3)
QESI=—C(C1r3>

IRL=1
INICOL=(COLICIRLI+1)/2
LIMCOL=COLF(IEL)/2
O S00 I=1,NF
IX=I%2-1
R(IX)=0.
B(IX+13)=0.
IF(IX.LT.FILICIBL+1})G0 TO 350
TIRL=TIRL +1
INICOL=(COLI{IEL)Y+1)/2
LIMCOL=COLF(IRL>/2

DO 400 J=INICOL,LIMCOL
CALL TRAN(IsJ»INEW> INEW,ISAR)
B(IX)=R{IX)+(MASSC(INEW, INEWI+R(1)XRKKSTIF(INEW » INEW) )%
ui2xJ—1>3
BOIX)=ROIXIH(MASS(INEW s INEW)XQ(3)+KSTIF (INEW JNEW Y X
QA YRUC2XT)
ICUNTINUE

[0 450 J=INICOL,L.IHMCOL
CALL TRAN(I,JsINEW: JNEW,ISAR)
BOIX+1)=B(IX+1)4RKSTIF{INEWs JINEWIXQ(2) XU (2%J~-1)
BOIX+1)=R(IX+1)+(MASSC(INEW» JNEWI+Q(SIKKSTIF ( TNEW s JINEW) }
XU(R%J)
CONTINUE
CONTINUE

RETURN
ENII

Esta ruatina prororciona los valores imicisles de U w de
—-du/dt. Fara. un rroblema _rarticular de. erueba. Lz ecuscion

.



198400
198500
198400
198700
198800
198900
199000
199100
199200
199300
199400
199500
199400
199700
199800
199900
200000
200100
200200
200300
200400
200500
200400
200700
200800
200900
201000
201100
201200
201300
201400
201500
2015600
201700
201800
201850
2019200
202000
202100
202200
202300
202400
202500
202600
202700
202800
202850
202900
. 203000
203100
203200

Cx de U imnicial es Uy Q)=2 %X sin( 3.1415%9%x/5 ) v la ecua-
C*x cion de dU/dt inicial es dU/dt{:»0)=0.

Cx

Cx

SURROUTINE TNCOND{(NFrAsXIXF)

DIMENSION A(2,NF)

Cx
Cx
H=(XF-XI1)/(NF+1)
%=0,
DO 500 I=1,NF
X=X+H .
ACLyI)=2.%SIN(3.141539246%X/5.)
Aty I13=0.
500 CONTINUE
RETURN
END
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
(2} 4
Cx La siguiente subrutinz czlculs las magnitudes de error
Cx en relacion con la solucion ex3acta.
Cx
Cx
Cx

SUBROUTINE ERROR(UsNIsXIrXFyNIMFsIG-sNFP+T)
DIMENSION UX{(4)»U(2yNF)
DOURLE FRECISION HEsR

C*x
C¥
E=0.
E2=0.,
NHAX=1
HE=(XF-XI)/FLOAT{(NI)
HIMP=(XF-XI)/FLOAT(NIMF-1)
Cx
Ck

00 100 N=1:NIMF
Ua=0.
XIMP=XT+(N—-1)XHIHF
00 10 M=1,NI
X1=XI+(HM—1)kHE
IF{X1.LE.XIHF)GOD 7O 10




" 203300
203400
203500
203600
203700
203800
203900
204000
204100
204200
204300

204400

204500
204600
204700
204800
204900
205000
205100
205200
205300
205400
205500
205400
205700
205800
205900
206000
2046100
206200
206300
206400
2046500
206550
2065460
206400
2046700
204800
206900
207000
207100
207200
207300
207400
. 207500
2074600
207700
207800
207900
208000

II=M-1
GO YO 20
10 CONTINUE
II=NI
20 X1=XI+(II-1)%HE
X2=X14HE : " .
INI=1 .
IFI=IG+1
IND=(II-1)*IG
IFC(IND.GE.1)30 TO 25
UX¢13)=0,. '
INI=2
GO TO 30
29 IFCINDSIG.LE.NF)GD TO 30
UX(IG+1)=0.
IFI=IG-1
30 00 40 I=INI,IFI
UXCIX=UC1y IND=14+1)
40 CONTINUE
R=(2XXIMP-X1-X2) /HE
ng S0 Jd=1,IG6+1
UA=UA+UX (D XUIJ(IGr Jr Oy HEPR)
S0 CONTINUE
UE=FEX(XIMF»T)
ER=UE-UA
IF(ARS(ER).LE.E)GO TO 40
E=ARS(ER)
NMHAX=N
&0 E2=E2+ERKX2
WRITE(&y1100)XIMPsUEsUASER
1100 FORMAT(? XIMF=‘sE12.86:3Xs "UEX="E12.6:3Xs 'UAP="sE12.6"
* 3Xr "ERROR=":E12.6)
100 CONTINUE
E2=8QRT(E2/NIMF)
AHAX=XT+ (NMAX—1 ) ¥HIMF
WRITE(&451200)ErXHAXED
1200 FORMAT(//° ERROR MAXIMD='»E12.46,2X:'EN X='sE12.4//
X * EL. ERRDOR L2 ES=‘+E12.48)
Cx -
Cx
RETURN
END
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
FUNCTION FEX(X:T)
Cx
Cx

L -2QBI100_ P=3,1413928kX/S5.




208200 FEX=SIN(P—-2kT)+SIN(P+2%T)

214100
214200
214300

IF (IFLAG .NE. 0) ((STOF OR PERFORM RIAGNOSTICS))
CALL SBELOK (BLDKS» INTEGS: NRLDIKS: IFIVOT, By X)

208300 Cx
208400 Cx
208500 RETURN
208600 END
208700 Cx .
208800 Cx -
210000 $RESET FREE
210100 SUBROUTINE FCBLOK (BLOKS» INTEGSr» NRLOKS: IFIVOT, SCRTCHr IFLAG)
210200 REAL EBLOKS(1)» SCRTLCH(1)
210300 INTEGER INTEGS(4,NEBLOKS)» NBLOKS» IPIVDT(1), IFLAG .
21000 Do o s o e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e o e e o i e
210500 C THIS IS THE JANUARY 23, 1978 VERSION OF ARDy A FACKAGE FOR THE
2104600 € SOLUTION OF ALMOST BLOCK RIAGONAL LINEAR SYSTEMS Aa%X = RH.
210700 C
210800 C WRITTEN BY C. DEROOR ANDI! R, WEISSy AND MODIFIED AT
210900 C LAWRENCE LIVERMORE LARORATORY EBY J. A, DYER AND A. C, HINDMARSH.
211000 C -
211100 C REFERENCE.. CARL DBERDOR AND RICHARD WEISS: SOLVEELOK.. A FACKAGE
211200 C FOR SOLVING ALMOST BLOCK DIAGONAL LINEAR SYSTEMS» WITH AFFLICATIONS
211300 C TO SFLINE AFFROXIMATIDN AND THE NUMERICAL SOLUTION OF ORDBINARY
211400 C DIFFERENTIAL EQUATIONS, MRC TECHNICAL SUMHARY REFDRT»
211500 C UNIVERSITY OF WISCONSIN» MADISON:, WISC.» MARCH 1276,
211600 C
211700 C TO USE THIS PACKAGE, CALL FCELOK TGO FACTOR THE MATRIX Ar ANLD THEN
211800 C CALL SBRELOK FOR EACH RIGHT-HANL SIDE VECTDOR B TOD SOLVE THE SYSTEM.
211900 C FACTRE, SHIFTE, SUBFORs, AND SUBBAK ARE aAUXILIARY SUEBRDUTINES CALLED
212000 € EY THE FACKAGE, NOT RY THE USER. ) :
212100 C
212200 C THE ELEMENTS OF THE N RY N MATRIX A ARE ASSUMEDR TO OCCUR IN
212300 C NRELOKS HLOCKS ALONG THE MAIN DIAGONAL > AND STORED' IN THE ARRAY RLOKS.
212400 C THE ERLOCK STRUCTURE OF A IS COMMUNICATED IM THE ARRAY INTEGS:
212500 C IN TERMS OF THE FOLLOWING NOTATION.,
2124600 C FOR K = 1+25.,.NELOKSs BLOCK K CONSISTS OF THE ELEMENTS A(IsJ) OF A
212700 C IN ROWS.E(K) THROUGH E(K+1) - 1 AND IN CDLUMNS ALPHA(K) THROUGH
212800 C BETA(K). THAT ISr THE INDICES IN BLOCK K SATISFY
212900 C E(K> LLE. I .LT. EC(K+1> AND ALFHAC(K) .LE. J +LE. BETA(K).
213000 -C HOWEVERs THE STORAGE FOR BHLOCK K IN THE ARRAY ELOKS IS EXTENDETI:
213100 C UPWARD TO INCLUDE ROWS ALPHA(K) THROUGH E(K) — 1 ALSD.
213200 € THUS THE EXTENDED BLOCK K COVERS ROWS ALPHA(K) THROUGH E(K+1) - L.
213300 C HERE E AND AlLLFHA ARE INCREASING SEQUENCES AND BETA IS A
213400 C NONDECREASING SEQUENCE: WITH THE CONSTRAINTS
21.3500 € EC1) = ALFHA(1) = 1, E(NBLOKS+1) = ALFHA(NELDKS+1) = N + 1»
213500 € BETA(NELOKS) = Ns ALFHA(K) JLE. E(RYy E{(K+1) .LE. BETA(K) + 1.
213700 C :
213800 C THE CALLING SEQUENCES OF FCELOK AND SBELOR ARE AS FOLLDWS..
213900 C ) :
214000 C Catl. FCBLOK (EBLOKS, INTEGSr MNHLOKS: TFIVOT. SCRTCHr IFLAG)

C

c

cC



214400 C THE ARGUMENTS IN THE AROVE CALL SEQUENCES ARE DNESCRIEEDR AS FOLLDWS..
214500 C

214600 C NHLOKS = THE NUMBER OF BLOCKS 1IN THE HATRIX A.
214700 C INTEGS = A 4 BY NRLOKS INTEGER ARRAY CONTAINING ELOCK

214800 C STRUGCTURE INFORMATION AS FOLLOWS..

214900 C INTEGS(1,K) = INDEX(K) = 1 + SUM(J = 1 TO K-=1)NROWCJ)IXNCOL (D)
215000 C = STARTING LDCATION OF BLOCK K (EXTENDED) IN BLOKS.
215100 C INTEGS(2,K) = NROW(K) = E(K+1) - ALFHA(K)D

215200 € = NUMHBER OF RODWS IN RBLOCK K (EXTENDEDI).

215300 ¢ INTEGS(3,K) = NCOL(K) = BETA(K) + 1 - ALFHA(K)

215400 C = NUMBER OF COLUMNS IN ELOCK K.

215500 © INTEGS(4,K) = LAST(K) = ALFHA(K+1) — ALPHA(K)

215600 C = NUMBER OF ROWS ON WHICH ELIMINATION OFERATIONS
215700 C ARE DONE IN BLOCK K.

215800 C BLOKS = A ONE DIMINSIONAL REAL ARRAY CONTAING ELEMENTS

215900 C OF A ON INFUT TO FCBLOK» AND ELEHENTS OF

216000 C AN LU FACTORIZATION OF A ON DUTFUT FROM FCRLOK.

216100 C . ON INFUT TD FCELOK, ERLOKS IS TO CONTAIN THE :
218200 C NONZERD ELEMENTS OF A RY BLOCKS. THE ELEMENTS IN EBLOCK K i
214300 C ARE STORED IN LOCATIONS INBEX(K) THROUGH INDEX(KHF1) - 1 .
2146400 C IN BLOKS. CINDEX(NELEKS+1)> IS DEFINED RY THE FORMULA
216500 C AHOVE, BUT IS NDT STOREDI' IN INTEGS.> EACH BLOCK IS STORED
216600 C IN COLUMNWISE ORDER: AND FOR K .GT. 1r THE FOSITIONS IN
2186700 C BLOCK K 0OF ELOKS CORRESFONDING TO ROWS ALFHA(K) THROUGH
216800 C E(K) - 1 OF A CAN BE LDADED AREITRARILY» OR NOT AT ALL.
216200 C ({THESE ELEMENTS ARE STOREDI IN BLOCK K — 1 OF ELOKS.)
217000 C NOTE THAT FCRLOK MODIFIES THE EBRLOKS ARRAY.

217100 £ IPIVOT = AN INTEGER ARRAY USELD FDR WORKING STORAGE FOR PIVOT
217200 C INFORMATION, OF LENGTH SUM(K = 1 TD NBLOKS)NROW(K).
217300 © SCRTCH = A REAL ARRAY OF WORKING STORAGE (FCBLOK ONLY) OF

217400 C LENGTH MAX(OVER K)INROW(K).

217500 C IFLAG = AN INTEGER FLAG (FCELOK ONLY) WITH THE FODLLOWING VALUES..
217400 C = 0 IF ND TROUELE DCLCURRED.

217700 C = K IF A WAS FDUNI! TO BE SINGULAR IN FROCESSING BLOCK K.
2178B00C C. B = A REAL ARRAY ({(SBELOK ONLY) CONTAINING THE RIGHT-HAND
217900 C SIDE VECTOR IN EBLOCK FDRM» WITH THE EXTENDED BLOCK SIZES.
218000 C THE LENGTH OF B IS SUM(K = 1 TO NBLOKSXNROW(K?},

218100 C DEFINE INDEXE(K)Y = 1 4+ SUM(J = 1 TO K-1)NROW(.J).

218200 C THEN VECTOR COMFONENTS E(K?> THROUGH E(K+1i) - 1 ARE STOREL
218300 C TN LOCATIDNS INDEXR(K) + E(K) — ALFHA(K) THROUGH

218400 C INDEXE(K+1) — 1 IN THE ARRAY B. LOCATINE INDEXE(R)
218500 C THROUGH INDEXE(K) + E{(K) — ALFHA(K) - 1 CAN BE FILLEL
218400 C ARBITRARILY .

218700 C X = A REAL ARRAY (SEBBELOK ONLY) OF LENGTH N CONTAINING THE
218800 C SOLUTION VECTOR ON OUTRUT.

218900 €

219000 €C FOR THE CALL TR FCELOK. THE INFUT ARGUMENTS ARE ELOKSy INTEGS: AND
219100 € NELOKS, AND THE OUTFUT ARGUMENTS ARE BLOKS, IFIVOTs AND IFLAG.

219200 €C IFLAG MUST EE TESTED OGN RETURN FROM FCBLOKr AND SEHBLOK MUST NOT
219300 C BE CALLED IF IFLAG IS NOT 0.

‘-_ -~ 212400 C_FOR_THE .CALL. TQ SEBRLOK, . THE INFUT.ARGUMENTS ARE ELOKS, INTEGS,

T

v



219500
2194600
219700
2192800
219900
220000
220100
220200
220300
220400
220500
2204600
220700
220800
220900
221000
221100
221200
221300
221400
221500
221400
221700
221800
221900
222000

2292100

222200
222300
222400
222500
222600
222700
222800
222900
223000
223100
223200
223300
223400
2233060
2234600
223700
223800
223900
224000
224100
224200
224300
224400
224500

ocoooa’

oo o

c

c

c
c

a0

‘NBLOKS, IFIVOTy AND By AND THE DUTFUT ARGUMENT IS X.

.

THE CONTENTS OF EBLOKS AND IFIVOT MUST NOT HE DISTURHBED

BRETWEEN A CALL TO FCELOK AND ANY SURSEQUENT CatLS TD SEBELOK FOR
THE SAME MATRIX.

INTEGER INDEXR» INDEXNs I» INDEXr» NROWr, NCOL» LAST
IFLAG = ©

LODP ON Ir OVER THE BLOCKS OF THE MATRIX.
INDEXR = 1
INDEXN = INTEGS{(1s1)
I=1

10 INDEX = INDEXN

NRDBW = INTEGS(2,1I)
NCOL = INTEGS(3-I)
LAST = INTEGS(4-I)

FACTOR THE I-TH RLOCK.
CALL FACTRE(ELOKS(INDEX)IFIVOT (INDEXE) ¢y SCRTCHyNROWyNCOL »
i LAST» IFLAG) .
IF (IFLAG .NE. ©0) GO TO 30
IF (I .EQ. NBLOKS) RETURN
IF NOT DONEs SHIFT NONFIVOTAL ROWS TO NEXT EBLOCK.
I =141 .
INDEXN = INTEGS{1,I)
IF (LAST .ER. NROW ..DOR. LAST .ER. NCOL> GO TO 20
CALL SHIFTEH(ELOKS(INDIEX)s NROW,NCOL»LAST»
BELOKS{INDEXN) y INTEGS(2rI) » INTEGS(3s1))

1
20 INDEXE = INDEXE + NRQW

GO T0 10

ERROR RETURN., HMHATRIX IS SINGULAR.

30 IFLAG = I

RETURN

END -

SUBROUTINE FACTRB (Ws IFIVOT, Dy N» NCOLs LAST» IFLAG)
REAL W{N,NCOL), INN) .

INTEGER IFIVOT(N)r, Ns NCOLs LAST» IFLAG

FACTRE IS CALLED RBY FCERLOK AND DDES FACTORIZATION OFERATIONS
ON & SINGLE RLOCK DOF THE MATRIX.

RETURNS IFLAG = K IF TO® SHALL A PIVDT WAS FOUND AT STAGE K.

REAL ROWHMAXr COLMAX» AWIKOV., T
INTEGER I+ Jr Kr IFKy KF1ls IF» JJ

INITIALIZE IFIVOT aND LOAD ROW NORMS IN I,
: O 10 I = 1N

IFIVOTC(I) = 1

ROWMAX = 0.

no s J = 1sNCOL



224600
224700
224800
224900
225000
225100
275200
225300
225400
225500
225600
225700
225800
225900
224000
226100
224200
2246300
2246400
224500
224400
224700
224800
224900
227000
227100
237200
227300
227400
227500
2274600
227700
227800
227900
228000
228100
229200
228300
228400

- 228500

228400
228700
228800
228900
229000
229100
229200
229300
2292400
229500

229400 .

"5 7 ROWMAX = AMAX1(ROWMAXs AES(W(IrJ)))
IF (ROWMAX .EQ. 0.) GO TO 90
DCI) = ROWMAX

10 CONTTNUE
C GAUSS ELIMINATION WITH SCALED FARTIAL FIVOTING.
LT K=

20 IFK = IFIVOT(K)
IF (K .EQ. N) GO TD 80 .
J =K
KF1 = K 4+ 1
COLMAX = ARS(W(IFKsK))/D(IFK)
C FINDI' PIVOT LOCATION IN COLUMN K.
DO 30 I = KP1sN
IFr = IFPIVOT(I)
AWIKOV = ARS(W{IF,K))/D{(IP)
IF (AWIKOV .LE. COLMAX) GD TO 30
COLMAX = AWIKOY
J =1
30 CONTINUE
C INTERCHANGE ROWS K AND J (THE FIVOT ROW).
00 40 JJ4 = 1,NCDL
T = Wt dd)
WlTrdd) = WCKyJD
W{K,JdY =T
40 CONTINUE
IFIVOT(K) = J
T = (KD
D{KY = Do
D¢dy = T
C TEST FOR TDO SMALL a PIVOT.
IF (ARS{WI(K K} )4+I(K) .LE, D(K)}? GD TD 90
C STORE MULTIFLIERS (L ELEMENTS).
T = 1./WK:K) ’
ng 50 I = KF1sM
30 W(TyK) = W(I-RKIRT
C APPFLY MULTIPLIERS (GET U ELEMENTS.
Do 70 J = KF1,NCOL

T = WK,
D0 60 I = KP1sN
40 WCIsd) = —W(I,RIKT + W(Isd)
70 CONT INUE
K = KFi
IF (K .LE. LAST) GO TO 20
RETURN

80 IF (ABRSOW(K NI I+D(KY .GT. DC(K)>) RETURN
C ERROR RETURM.. SMALL PIVOT.
?0 IFLAG = K
RETURN
END .
SURRDUTINE SHIFTER (AIr NROWIs NCOLI: LAST»
- .—-~ REAL_AI(NROWIYNCOLI)r AI1{NRDWI1,NCOLI1)

LOOF OVER K.

AILl, NROWIL, NCODLI1)

LR U NG TR Y PSSP

.
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Nar

229700
229800
229900
230000
230100
230200
230300
230400
230500
2305800
230700
230800
230900
231000
231100
231200
231300
231400
231500
2314600
231700

231800

231900

L 232000

232100
232200
232300
232400
232500
232400
232700
232800
232900
233000
233100
233200
233300
233400
233500
233400
233700
233800

. 233FQ0

234000
234100
234200
234300

234400
234500

234400

ARA700

INTEGER NROWI» NCOLI, LAST, NROWI1, NCOLIZ

C T ——— S —
C SHIFTE IS CALLED BY FCRLOK AND SHIFTS PROCESSED ELEMENTS
C FROM NONPIVOTAL ROWS OF ONE BLDCK OF THE MATRIX TO THE UPFER
g PART OF THE NEXT BLOCK.
INTEGER MMAX: JHAXs J» Mr JHMAXF1
c A
MMAX = NROWI - LAST
JHMAX = NGCOLI - LAST
N0 20 J = 1,JMAX
DO 10 M = 1,HMAX
10 AT1(Mrd) = ATCLASTHMsLASTHI)
20 CONTINUE
TF (JMAX .EQ@, NCOLI1) RETURN
JMAXFL = JMAX + 1
DO 40 J = JMAXP1,NCOLI1
00 30 M = 1,MMAX .
30 AILlHyJ) = O,
40 CONTINUE
RETURN
ENDI
SUHRCUTINE SEELOK (BLOKS: INTEGSs NELOKSs; IFIVOT: Br X)
REAL BLOKS(13, B(1)r X(1) '
INTEGER INTEGS(4,NBLOKS), NBLOKS, IPIVOT(1)
c e e e e e et e e e e e e e e e e e e e :
C SHELOK SOLUES AN ALMOST BLOCK GIAGONAL LINEAR SYSTEM i
CAX%XX=H FOR WHICH THE MATRIX A HAS BEEN FACTORED' BY FCBLOK. -
C SEE FCELOK FOR A DESCRIPTION OF THE ARGUMENTS. i
C (ON THE CALL TO SBELOKr BLDKS CONTAINS THE FACTORIZATION, NOT ;
C THE INFUT MATRIX ELEMENTS.) ‘
. .
C DO NOT CALL SBELDK IFf FCRLOK RETURNED IFLAG .GT. 0.
C ______________________________________________________ — -
" INTEGER INDEXE, INDEXXs Is INDEX, NROWs LAST, NEFLs .J
o . ,
C D0 FERWARD SUBSTITUTIONS BY MAKING CALLS TO SURFODR.
INDEXE = 1
INDEXX = 1
D0 10 I = 1,NBLOKS
INDEY, = INTEGS(1,D)
NRDU = INTEGS(Z,» 1)
LAST = INTEGS(4rI)
CALL SUBFOR(BLDKS(INDEX),IFIVDT (INDEXE) »NROWsLAST s B¢ INDEXE) »
1 X (INDEXX))
INDEXE = INDEXE + NROW
INDEXX = INDEXX + LAST
10 CONTINUE : :
C i
c

[0 BACKWARD SURSTITUTIONS EY MAKING CALLS TO SUREBAK.
NRF1 = NRLOKS + .1



234800 DD 20 J = 1,NBLOKS

234900 I = NEF1 - J
235000 INDEX = INTEGS(1i,I)
235100 NROW = INTEGS(Z2:I)
235200 LAST = INTEGS(4rI)
235300 INDEXRE = INDEXE ~ NROW ;
235400 INDEXX = INDEXX — LAST
235500 CALL SUEBAK ( BLOKS(INDEX) rNROW, INTEGS(3sI2sLAST » X{ INDEXX) )
235600 20 CONTINUE
‘ 235700 RETURN
; 335800 END
i 235900 SUERROUTINE SUEBFDR (As IPIVOTs NROWs LASTs Es XD
i 235000 REAL AC(NROWs1)r B(1)s X(NROW) .
i 236100 INTEGER IFTVOT(NROW)s NROW, LAST : P
: BBER00 L mm e e e e e e e i e ——

234300 C SURFOR IS CALLED RY SEELOK AND FERFORMS THE FORWARD . 7
236400 C SURSTITUTION OPERATIONS FOR A SINGLE BLOCK OF THE MATRIX.

2348500 C e - —— - e,
234400 REAL Ts SUM SRS
235700 INTEGER Kr Ms JMAXr, Jr NRDWL, LASTP1 '3
234800 C ’ N
236900 DD 10 K = 1:,LAST i
237000 M = IPIVOTCK) -
237100 T = B(M) -f
237200 B(H) = R(K) :
237300 B(K) = T .
237400 10 CONTINUE i
237500 X€1) = E(1? g
237400 IF (NROW ,E@. 1) GO TO 90 :
237700 0o 30 K = 2,NROW

237800 JHAX = AMINO(K—1,LAST) {
237900 sSUM = 0. o . . !
238000 D0 20 J = 1sJHAX ) - : .
238100 20 SUH =.5UM. + A(KsJ)XX(D) B :
238200 X(KY = B(K)> - SUM

238300 30 CONTINUE

238400 NROWL = NROW — LAST . : i
238500 IF (NROUL .EQ. 0> GO TO 90 . N '
238400 LASTF1 = LAST + 1 . : :
238700 DO 40 K = LASTP1,NROW . . i
238800 40 BONROWLHFK) = X(K) :
238900 90 RETURM :
239000 END

239100, *  SUBRDUTINE SUBRAK (As NROWs NCOLs LASTs XD !
239200 REAL A(NROW, NCOL) » X (NROW)

239300 INTEGER NROWr NCOLr LAST oo
239400 C——————— ———— - |

' 239500 € SURRAK IS CALLED BY SRELDK AND PERFORMS THE BACKWARD
: 239600 C SUBSTITUTION OPERATIONS FOR A SINGLE ELOCK OF THE MATRIX.
BFFP700 Lo = m = o e e e e -

239800 REAL_SUM_..____.___ _ . ... ' :

e T T



. 239900
240000
240100
240200
240300
240400
240500
240400
240700
240800
240900
241000
241100
241200
241300
241400
241500
12414600
241700
241800
241900
242000
242100
242200
242300
242400
242500
2424500
242700
242800
242900
243000
243100
243200
243300
. 243400
243500
243400
243700
243800
243900
244000
244100
244200
244300
244400
244500
. 244500
1244700
244800
~244900

10

20
30

aaaa

10

30
40
50

INTEGER Ks KF1, J

K = LAST

KP1 = K+1
IF(K.,EQ.NCOL)GD TO 30
SUH = O.

- 0O 20 4 = KP1rNCOL

SUM = SUM + A(KrJIRX{U)
X(K) = (X(K) — SUMI/AKK)
IF (K .EQ+. 1) RETURN

K =K-—-1
GO TO 10
END

SUBROUTINE CRLOK1(NBLOKS,NULT,INTS,BLOKS)
INTEGER NELOKS,NULT,INTS(4sNBLOKS)
REAL BLOKS(1)

INTERCALA LOS ESFACIOS NECESARIOS PARA TENER CADA EBELOQUE
Y EL VECTOR DERECHO EN LA FORMA EXTENDIDA.

INTEGER IsJ»KsMsNRLANKsNFPRIH
NPRIM = INTS{(2,1)XINTS(3,1)
DO 50 K = 2 » NELOKS
NBLANK = INTS(2,K-1) — INTS(4,iK=1)
IF(NBLANK.GT.0? GO TO 10
NPRIM = NPRIM + (INTS(2,K)-NELANK)XINTS(IsK)
GO TO 50
DO 40 M=1 ,INTS(3,K)
00 20 I = 1, NULT-NFRIM
J = NULT — I + 1
BLOKS (J+NBLANK) = BLOKS(J)
BLOKS(.) = 0.0 -
CONT INUE
NULT = NULT + NELANK -
NFRIM = NPRIM + NBLANK + (INTS{2,K)-NELANK)
. CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
RETURN
END -

SUBRCUTINE CELOK2(NsNBLOKS»NULT:INTSsE)
INTEGER NsNEBLOKS»NULT» INTS(4sNELOKS)

REAL E(1)
NFRIM = INTS(2,1)

NULT = N

R0 90 K=2 » NELOKS



.

245000

245100

245200
2453300
245400
245500
245800
245700
245800
245900
246000
2456100
- 246200

2446300 -

2446400
246500
246600
244700
244800
245900
E

' BYE:

-

Cx
Cx
Cx
(o 4
Cx

40

70

80O
?0

- NELANK = INTS(2+K-1) - INTS{4sK-1)

IF(NBLANK.GT.0> GO TO 40

NFRIH = NPFRIM + INTS(Z2,K)-=NBLANK

GO TD 80

DO 70 I=1r NULT - NFRIM
4 =HNULT - 1 + 1
B{J+NBLANKY = B{(J)
R{JY = 0.0

CONTINUE

NULT = NULT + NRLANK

NFRIM = NPRIM + NELANK + INTS(Z2s,K)-NBLANK

CONTINUE

CONT INUE _ . ' -
RETURN - R ,
END
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