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1. INTRODUCCION
1.1  Antecedentes

El presente trabajo se ubica dentro del proyecto en desarrollo desde ha
ce varios afios, de. la planta solar del Instituto de Ingenieria, UNAM, y
mis especificamente dentro del disefio del sistema de control para la

misma.
Se tienen como antecedentes directos:

a) Un modelo para un tﬁbo absorbedor de u; colector solar de tipo ca-
nal parabdlico como los instalados en la planta solar, (1). Este mode-
lo, formulado a partir de hipdtesis poco restrictivas, consta de dos
ecuaciones diferenciales parciales de 2° orden, no lineales y de tipo

parabdlico acopladas, de la forma:



a - ot . : S
e (632) = 1, % (£2) + g (e52)
X

EEL (t,z) = Sz x, (t,2) + £ (t,z)

donde x) es la temperatura del aceite que se cglienta en el absorbedor

Y X» es la temperatura de las paredes del mismo; Tz y Sz son operadores
diferenciales de 2° orden en la variable espacial 2; g(t,z) y £(t,z)
contienen a las entradas del sistema como son flujo de aceite, radiacidn
solar y temperatura ambiente. Se supone conocida la temperatura de en-—

trada del aceite al absorbedor y se fijanunas condiciones a la frontera.

b) Una familia de modelos, basada en el modelo mencionado y estructu-
rada en el espiritu de la teorla de simplificacidn de modelos (3), que

se obtiene al imponer al modelo base un conjunto de simplificaciones que

se describird en el siguiente capitulo.

En (2) se propone ademis, un enfoque para resolver las ecuaciones dife-

renciales de los modelos obtenidos, a partir de las ecuaciones integra=-

les correspondientes, aunque no se obtienen ahi los resultados numéri-

cos.

En el capitulo 2 se describe esta familia de modelos y se presenta la so
L}

lucidn numérica de los modelos linealizados asi como un andlisis breve

de los resultados.



1.2 Definicidn del probfema

El propdsito central del presente trabajo es hacer un andlisis de sensi-
tividad del tubo absorbedor utilizando modelos mencionados en la seccidn

anterior.

Dicho andlisis consiste esencialmente en estudiar los efectos que produ-
P s ,os : A
cen variaciones paramétricas en la respuesta del sistema. Los principa-

les objetivos y aplicaciones de tal estudio son:

a) Jerarquizar la importancia relativa de los parametros del sistema

sobre su funcionamiento, lo que podria orientar el estudio del mismo en

su disefic u operacidn.

b) Considerar en el modelo final, aquel que se usari para fines de con,
trol, las variaciones de aquellos pardmetros que fuese necesario para

evitar que el modelo se aleje de la realidad en forma significativa.

c¢) Buscar mayor precisidn en la medicifn y/o estimacién de aquellos pa

rametros que asi lo requieran.

d) TFijar limites de variacidn o tolerancias permisibles en los pa-

-
rametros.

Intuitivamente una forma simple de hacer un anilisis de sensitividad con,
siste en resolver el modelo del sistema repetidamente con distintos valo
res de un parametro, manteniendo los otros en un valor fijo. Como se

puede imaginar ficilmente este método es impractico y lo es cada vez mis

al aumentar el ndmero de pardmetros sujetos a variacifn.



A la fecha se han desarrollado diversos métodos para efectuar el analisis
de sensitividad, aplicables segiin el tipo de modelo disponible para el
sistema existiendo una mayor cantidad de resultados cuando el modelo del

sistema es de parimetros concentrados (4).

Los métodos requieren, en general, del desarrollo de un nuevo modelo,
que llamaremos modelo de sensitividad y cuyas variables dependientes son

los coeficientes de sensitividad definidos como:

@
»

IP"

i=1,2,..., i=1,2,...,

o2
[5%4

donde x; som 1a§ variables que caracterizan la dinfAmica del sistema (es-
tados, salida) y kj son los pardmetros del mismo, que se suponen constan-
tes. Dicho modelo de sensitividad tiene la misma estructura matemitica
que el modelo original aunque no necesariamente es del mismo orden y su
solucidn conjuntamente com la solucién del modelo original con los para-
metros en su valor mominal nos darid la evolucién en el tiempo de los coe-

ficientes de sensitividad.

Cuando el modelo consiste de ecuaciones diferenciales parciales, pueden
existir, ademfs de parimetros constantes, pardmetros que sean funcidn de
las variables independientes y el concepto de coeficiente de sensitivi-

dad debe ampliarse.

En (5) se utiliza el concepto de derivada funcional para definir los coe
ficientes de sensitividad en sistemas descritos por ecuaciones diferen~

ciales parciales, y es tal que el cambio en las variables de interés



[ X; (t,z) como resultado de perturbaciones en los pafﬁmetros § kj(z)

y & kj(t) estd dado por

8 xi(t,z)
§ xi(t,z) = J E—EETEY—— [ kj(o) do

§ xi(t,z)
[ xi(t,z) = J——G—kﬂj(r [ kj(T) dt

s xi(t,z) S xi(t,z)
S k. y .
kJ(o) 8 kJ(T)

respectivamente y son las derivadas funciona

les. ‘
Puesto que nuestra familia de modelos consta de ecuaciones diferencia-
les pgrciales y se tienen pardmetros en funcidn de las variables indepen-
dientes, se utilizard esta definicion de los coeficientes de sensitivi-
dad aunque se presentard y justificard en el capitule 3 para los estados
del sistema utiiizando t&cnicas de andlisis funcional y se verd que esta
definicidn es equivalente a la derivada fuerte o de.Frechet de los esta-
dos. En este mismo capitulo 3 se describir@n los pardmetros del modelo y

se desarrollarin los modelos de sensitividad.

En el capitulo 4 se presenta la solucidn de estos modelos utilizando para
ello el enfoque y las t&cnicas sugeridas en (2) y finalmente en el capi;g
lo 5 se dan las conclusines y planteamientos para trabajos futuros en es-—

ta Area.



2. FAMILIA DE MODELOS

2.1 Estwetiuracién

Esta familia estd estructurada a partir del modelo S, dado por (Apé&ndi-
ce A); (£ >0, 0<z<1)
32

L3 x x|
3t Pe 357 u(t) iz (51 X + 52 Xo (2.1)

3 v 32 y
5?_22.= FZ —§;§2-+ AXp - U Xy - Y Xg +aq(t) + B wlt) +

+y oo - )" (2.2)

con las condiciones a la frontera:

% (£,0) =v(t) ; E(,1)=0- ' (2.3)



B, L o o B
,ﬁ%(n,o)=o ‘j'aEZ (t,1) =0 , (2.4)

y se suponen conocidas las condiciones iniciales.

Por diversas razones, relacionadas con la simulacidn y el control de
los absorbedores, resulta de interds aplicar una o mds de las sipuien-

tes simplificaciones+

S1.~- Despreciar la dependencia de ﬁi (coeficiente de conveccién) de
la temperatura y la velocidad del aceite.

S2.- Despreciar la condﬁccién axial tanto en el tubo como en el acei-
te, @sto equivale a tomar P, = « en el modelo.

§3.~ Linealizar el t&rmino de radiacidn (Esto conduce a modelos bi-

lineales).

s

§5.- Linealizar las ecuaciones en torno de un estado estacionario.

Cada ocasién que se aplique al modelo S, alguna de estas simplificacio-
nes quedard planteado un nuevo modelo. Asi la primera generacidn de mo

delos consta de 4 elementos y se puede representar como

(sl, s2, S3, S4) : : (2.5)

La segunda generacién, resultante de aplicar 2 de las simplificaciones,

se le puede representar como

1t En la referencia (2), donde se estructura esta familia se considera
una simplificacién mds que consiste en discretizar en la variable
z, pero &sto no serd considerado aqui.



s1sl, = s1s2, s1s3, ~ Sis4
s2s1, 5252, S283, 5284
$3s1, $3s2, 383,  $3s4
§451, S4S2, 5453,  S4S4

que resultaria en 16 modelos; sin cmbargo, fdcilmente se puede obser-

var que

a) Sisi = Si
b) SiSj = SjSi, para i, j <3
c) S4S1 no esta definido

d) S3 esta contenida en S4

e) S§4S82 = S284

por lo que, la segunda generacifn queda representada por cinco elemen-

tos
(sl1s2, s1s3, Sls4, §283,  5284) (2.6)

Utilizando las mismas consideraciones, los modelos de la tercera gene-

racion quedan representadﬁs por
(518283, 5152S4) 2.7)

Quedando todos los posibles modelos, para este conjunto de simplifica-

ciones, contenidos en (2.5) a (2.7).

. . . -
Un analisis mds detallado. de estas generaciones de modelos se encuentra

en (2).

Puesto que el propSsito central de este trabajo es el hacer andlisis de

sensitividad, se tomardn para tal efecto s6lo los modelos S1S4 y S1§284,



que requieren de tener la solucidn en un estado estnéionario de los mo-
delés Sl y S}SZ respcctivamenté, y son los modelos que se detallaran y
resolverin en las siguientes secciones. Y puesto que en la citada re-
ferencia no se obtienen soluciones numéricas, al final del capitulo se
hard un andlisis, aunque no exahustivo, de los resultados numéricos de
estos modelos lineales con la idea de, en trabajos futuros, seguir esta

linea de investigacidn.

2.2 Solucidén del modelo S1S2S4

Este es, como se habrd apreciado, el modelo que reune todas las simpli-

ficaciones propuestas, puesto que la S3 estd implicita en S4.

Consid@rese primero la simplificacidn Sl, &sto es, supbngase que hj tie
ne un valor fijo, con &sto 6, y 6, en la éc (2.1) serdn constantes.
Aplicando la simplificacidn §2, haciendo P, = =, desaparecerdn. los teér

minos de segundo orden con lo que se tendri el modelo S1S52:

S182:
—-La: = - U(t) -——Lg:: - 61 X) + 62 x; (2°8)

y
%%2 =XAxX); -uX~Y x; + a q{t) + Bw(t)+‘y(w(t) —A) (2.9)

con la condicidn a la frontera

%y (t,0) = v(t)

Lo, s s . :
Sean ahora las funciones x)(z), x3(z) una solucitn del modelo en un es-
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tado estacionario del sistema para las entradas constantes -
ule) = u¥ ;5 ov(e) =v® ;5 oqe) =q® 5 w(e) =B
Yy pertﬁrbense estas entradas con
u(e) = u® #du(t); v(ed= v® +dv(t); qt)= ¢ +dq(e); w(t) =+ + dv(t)
sean ademds

= '_S-- j =
£j(t,2) = xj(t,Z) xj(z) 3 i=14L2

las correspondientes desviaciones de los estados del estado estaciona-
rio., Linealizando segiin técnicas usuales (6), que es en lo que consis-

te la simplificacidn S4, se obtiene el modelo.

§152S4: N
—g'E—L = - US %':‘]' - 61 E'l <+ 62 52 - Q(Z) du(t) (2-10)
Eaang - n_(2) 2 +ada(t) + B_ du(t) 2.11)

con la condicidn a la frontera

g1 (£,0) = dv(t) (2.12)
donde
dx3 ‘ g 3 s 3
p(z) = s u @) =u+byGE) 8 =8+ 4y (- 4) (2.13)

y con las condiciones iniciales



n
Ej(O.Z) =0 ; j=12 (2.14)

considerando que el sistema estd inicialmente en estado estacionario.

Como se podrd notar, se han eliminado algunas de las condiciones a la
frontera y &sto es porque, por un lado, si se conservan, tendriamos un
problema sobreespecificado y porque estas condiciones eliminadas s3lo
surgen al considerar la conduccidn axial, que es eliminada por la simpli

ficacidn S2.

Para obtener la solucidn de este modelo se define el siguiente cambio de

variable
£y (t,2) = ¢ (t,z) + dv(r) (2.15)

suponiendo que dv(t) es diferenciable, se }lega al siguiente problema de

valores iniciales y condiciones homogé€neas a la frontera.

%-t-= - u® 28 54 4858, —o(2)dult) ~6; dv(e) - (&) (£)  (2.16)

13

r il ur(z)Ez + A é+ A Avlt) + a dq(t) + Br dw(t) (2.17)
$(0,2) = ~ dv(o); ¢(t,0) =0 (2.18)
£, (0,2) =0 (2.19)

La ecuacidn (2.17) es una ecuacidn diferencial sdlo respecto al tiempo

por lo que su solucidn estard dada por
t -u_(t-t)

£s(t,2) = J e T (A¢ +x dV(TS + adq(t) +Br dw(r)) dt (2.20)
o



Puesto que ahora se tiene un problema de valores iniciales, vamos a

reescribir la ec (2.16) como sigue

%‘tﬁ = A¢+ 8, £y + g(E,2) (2.21)

$(0,2) = $5(z) = - dv(0)

donde A es un operador diferencial dado por

Ad(t,z) = - %ﬁ‘z’- -8, 4; o(t,0) =0 (2.22)
ademis
gt,z) = — p(z) du(t) ~ &; dv(t) - (dv)' (&) (2.23)

La solucidn a esta ecuacidn es de la forma

. . 5 ‘
$(t,z) T(C)¢O(Z) + J T(t—T)[stz(T,z) + g(r,z)} dt (2.24)

[e]

donde T(t) es un semigrupo fuertemente continuo (7).

Para determinar este semigrupo, consideremos el problema homogéneo

e o614 s s =0, s =0 (2.25)

aplicando la transformada de Laplace respecto al tiempo

s (s.2) = 9o = - u® 2 (s,0) - 61 4 (5,2
donde a(s,z) =1L (¢(t,z)]

rearreglando t&rminos, tenemos la siguiente ecuacidn diferencial sélo en

en la variable z

. lé.m”."_



a8 AR ITC RRE E0

cuya solucidn es

) Lo - o .
$(s,z) = F e ¢°(o)do (2.27)
o _ .

Como estamos considerando el problema homog@neo dado por (2.25), la

ecuacidn (2.24) queda reducida a
$(t,2) = T(t) ¢, (2) (2.28)
aplicando a esta expresién la definicidn de la transformada de Laplace (7)

&(s,z) = j e-St p(t,z)dt = [ e'-St T(t:)¢o (z)dt (2.29)
o [¢] '

igualando las ecuaciones (2.27) y (2.29) -

z - %l (z-0)

J e %t T(6)4 ()t = | e —i—s%(c)do(z.m)
[s] 0

definiendo ¢ = z - u° t, con lo que do = - us dr y sutituyendo en (2.30)

z[uS
¢°(z—ust)dt =I e
)

e“(5+51)t -st e"'61t

Jme'St T(t)¢ dt = -

I $ (z-uSt)dt
o z/us e

por lo que T(t) queda definido por

T(t) ¢,(2) - e~S1t ¢0(z-u5t) ;i 2zt >0 (2.31)

¢} H z-u"t < 0
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Aplicando esta definicidn al 2° miembro de (2.24) y sustituyendo ade

mis la expresibn (2.20) para £,(t,z):

. T -y _(£)(t-n)
T(t-1)8y £2(t,2) = H(E)S e““t“)f e T (et +

]

+Avin) + £(n)) dn (2.32)

donde £(t) = adq(L) + Br.dw(t)

z;=z—-us(t—~c)

ademds
T(t-t)g(t,z) = H(z—us(t—r)]e_é(t_T)[—p[z—us(t—r))du(r) - §1dv(t) -~
- (dv)' (r)] : (2.33)

Finalmente

T(t) ¢°(z) = - H{z-uSt) e_61t dv (o) (2.34)
Siendo H(t) la funcidn de Hesviside definida por

H(t) = 1 ;t>0

0 ;t<0

Sustituyendo (2.32) a (2.34) en (2.24)

- ~ ¢t =u_(0) (e-n)
$(t,z) = - H(z-u®t) e ot dv(o) + & [ e (A¢(n11§) +
o]

t
+ Av(n) +£(n))dndr +J e D (Lo (ydule) -6 dvlr) - (@v)' (1))dr (2.35)

ts



donde
t, = (] ;i ot <zfuf (2.36)
t - ;Es- H t > z/us
r =2 - uS(t-1)
Utilizando (2.15) para obtener Zi(t,z) tenemos:
t gt )
g1(t,2z) -dv(t) = 6 )\I I R(t-1,7 -n,z)sl(n,z—us(t-r)]dn dt +
t:s [}
t T .
+ § J I K{t-t, T-n,2) (u dq(n) + Br dw(n)) dn dt -
ts [}
b _s(t-1) s £ -s(e-1)
- J e p(z—u (t-r))du(r)dr -5 J e dv(t)dt -
t t
s s
t —G(t-‘r). -6t
- J e (dv) ' (t)dt - H(z-uSt) e dv(o) (2.37)
ts .
donde se puede evaluar la siguiente integral por partes:
E e =6(e-t_) o s(e-
J e s(t T)(dv)'(r)dT = dv(t) - e s dv(ts)+ 6[ e §(t 1-)dv('r)dr
t . . €
§ s (2.38)
y, utilizando (2.36):
-8 (-t ) - &z
e dv(ts) = e Y dv(t-z/uS) ; t > z/uS (2.39)
e~6t dv (o) H

t < z/uS



s e

el nueleo - K{(t,o,z) estid dado por

_' - (z-u®t) o
K(t,0,z) = e 6t e [ (2.40)

Sustituyendo (2.38) y (2.39) en (2.37) resulta finalmente que £;(t,z) sa
tisface la siguiente ecuacidn integral de tipo Volterra de segunda éspe-

cie (8):

t T
£1(t,2) —GAI J K(t—r,r—n,z)gl(n,z—us(c—r)) dn dv =

t [o]
5
~§2/us b s(t-1)
= H(u®t-2)e Y dv(t-z/u®) -J e T p(z-v® (e-1))du(t)dr +
tS
t T
+ 8 J J K(e-t,t-n,2) (@ dq(n) + 8_ dw(n)) dn dr (2.41)

t 0
s

y £2(t,z) queda dada por la transformada integral (2.20) donde sustitui-

mos la expresidn (2.15):

ga(t,2) = AJ e Ey{t,z)dt + (u dg(t) +

]

t —ur(z)(c—r) Jt —ur(z)(t~r)
e .
o
+ B dw(r)) df (2.42)

2.3 Sofucifn del modefo S1S4

Seglin la nomenclatura usada, al aplicar al modelo base (2.1) a (2.4) las

simplificaciones Sl y S4 se obtiene el modelo:

S1S4:

32 ¢ 2k ! :
soa - 5o- = 61 61+ 82 6y - 0(2) du(t) » 77(2.44)



36, _ v e N ' S R
—5?1 = F;-—EETZ + )& - ur(z) Ex +a dq(t) + gf dw(t) Lo T(2.§§)_7

Con las condiciones a la frontera

E1(,0 = dav(e) 5 SEI(E,1) =0 ©(2.46)
P2 gm0 3 EE2(p=0 (2:47)

y las condiciones iniciales nulas:

§;C0,2) = 0 ;. i=1,2 (2.48)

Siendo Ei(i=l,2) igual que en la seccidn anterior, las desviaciones de
los estados de un valor estacionario para entradas constantes. Los coe-
ficientes p(z), pr(z) y Br quedan definidos igual que para el modelo

S18284 por la ecuacién (2.11).

Igual que en el caso anterior se da una formulacifn integral de este mo-
delo. Para &sto se obtienen funciones de Green para los operadores dife
renciales de cada una de las dos ecuaciones (2.44) — (2.45) a partir de
una expansidn de los estados en té&rminos de las funciones caracteristi-

cas de dichos operadores, (12).
Por conveniencia se define el siguiente cambio de variable
Ey(t,2) = ¢(t,z) + dv(t) (2.49)

Con el que la ec (2.44) queda (asumiendo derivabilidad de dv(t))

2
B L0 B 54+ 8g8 - p(2)du(e)=8 dv(E)~(av)' (£) (2.50)
e



Con las condiciones a la frontera homogéneas:

$(t,0) =0 5 %% (£,1) =0 (2.51)

y la éondicién inicial:
#(0,2) = d5(2) = = dv(o) (2.52)

Los operadores diferenciales en la variable espacial z quedan definidos

como sigue.

Para la ecuacidn (2.50) y considerando (2.51)

1 %y sy
T, ¥ b, ae2 Loy (2.53)

con dominio dado por

.

D(T,) ={ y tyv, 9,y €12 (0,1) 3y =0, y'(1)=0 ;
¥, y' absolutamente continuas }
Para la ecuacién (2.45) y considerando (2.47)
v 3%y
Rz w =3 522 (2.54)
e

Con dominio dado por
D(R,) = { w o5 o', wel2{o,1) ;') =0, w(l)=0;  (2.55)

w, w' absolutamente continuas
Definiendo, ademis,las funciones

g(t,z) = 8 £ (t,2) - p(z) du(t) - sdv(e) - (av)' (t) (2.56)



E(e) = = u_(2) Ep(e,2) + ) E1(6,2) +ada(e) + B_ du(e) (2.57)

Podemos reescribir el modelo. S1S4 como sigue

36 _
2 oar b4+ g(2) L@
3Ep :

22 = Ry + £(t,2) : (2.59)

con las condiciones iniciales

¢0,2) = ¢ 5 £3(0,2) =0 (2.60)

El problema de valores y funciones caracteristicas para estas ecuaciones
es el problema de encontrar todas las funciones wk(z) y bk(z) que satis-

facen, respectivamente, a las siguientes ecuaciones diferenciales.

T, ¥ (2) =u ¥ (2) (2.61)

Rz ¢k(z) = Ak ¢k(z) (2.62)

Siendo LI Ak los correspondientes valores caracteristicos.

Por lo que respecta al operador Rz , Se trata de un operador autoadjunto

y la solucién de (2.62) es:

2 42
Ak:-‘)" k s k=1,2,.... (2.63) *
P .
e .
¢k(z) = ¢; cos (7nkz) s k=1,2,.... (2.64)

donde ¢} = V2 Thace ortonormales estas funciones.
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Para el operador Tz , la solucidn de (2.61) es

M =-p - -8 0 FO (2.65)

¢k(2) = c5 &7 sen (8k z) 8y #0 (2.66)
donde g
tan 0, = - ; e‘:S . sas Pe; (2.67)
e
El operador adjunto a T, estd dado por
?:y=ig—:§+u5%--cy (2.68)

+
D(TL) = | yivay',y' e 12(0,1)5y(c,00=0 , uSy(e, D)+ P—‘—gl(c,l)=o} (2.69)
y,y' absolutamente continuas e °F

b4
Para este operador las funciones caracteristicas son

+ -
W@ =ce 3% sen (6,2 ; 8 #0 (2.70)

donde a y 8, estdn dados por (2.67) y cp se determipa para protonorma-

k

lizar las funciones caracteristicas

+
e s vt v

y es -1/2

1
cp =V 2 [1 + TGE sen zekJ (2.71)

Ahora, con el conocimiento de las funciones caracteristicas y puesto

que son conjuntos completos (10, cap 4); ésto es, forman una base para



L2 (0,1), se puede hacer una expansidn de los estados_ en: términos de

estas funciones

$e,2) = I o () 9 (2)

£2(8,2) = %, 8, () 0 (2)

donde hay que determinar los coeficientes uk(t) y Bk(t).

(2.72)

(2.73)

Para los términos independientes del modelo, usando el teorema de

Riesz-Fischer (9). Se puede hacer la siguiente expansién
g(t,2) = I, 8, $,(2)

f(t,z) = (z)

k 1 k k

donde los coeficientes estan dados por

1
By =¢ Wk(z), g(t,z) > = Jowk(u)g(t a)do

£, =< Qk(_z)’ £(t,2) >

Sustituyendo (2.72) a (2.75) en (2.61) y (2.62) obtenenmos

@ duk(t) - -
gt %@ = ke () W @)k g ¥ (2)
o 48 (0 . .
W T3 %D Tk BD) A )+ £ e ()

reacomodando té&rminos ‘

(2.74)

(2.75)

(2.76)

2.7

(2.78)

(2.79)



o da®
k§1 wk(z) { BP T ak(t) - By } =0 (2.80)
- d.Bk(t)
kgl @k(z) { " “k Bk(t) - Ek} =0 (2.81)

y dada la independencia lineal de las ¢k , se requiere que se cumpla

d ak(t)
-3 " Y uk(t) = gk(z) ;s k=1,2,... (2.82)
d ak(:)'
Tt - Ak Bk(t) = fk(t) ;s k=12,... (2.83)
con las condiciones iniciales dadas por
a @) =<yt e > (2.84)
k k ' o
Bk(O) =<0, £2(0,2) > =0 (2.85)
La solucidn de (2.82) y (2.83) es de la forma
Mt t o (e-1) '
ak(t) = e a, (o) + J e g (t) dt ; k =1,2,.. (2.86)
k o k
£ A (t-1) ot
B, (©) =J ok £ .00 dt 5 k= 1,2, (2.87-)
- Jo

Substituyendo (2.86) y (2.87) en (2.72) y (2.73) respectivamente

” ukt 1.+ © t uk(t—r) 1 +
o(t,2)= I, {e ka(o)\bo do } y (2)+ kgl{Le L .
(2.88)

o [t lk(t—r) 1
Ea(t,2) = kgl{ J e J ¢k(o) f(t,0) do dt } ¢k(z) (2.89)

,éé.“..._

¢k(c)g(r,o)dodt}wk(z)
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cambiando el orden de integral y sumatoria

1 . ukt + tel uk(t—r) +
<t>(t.z)=*-J'o kgl e wk(c) 'Jlk(z)dv(o)do +LL WIe Wk(o)wk(z)g(nﬂ)dddT
(2.90)
el o A (E-T) . ‘ '
Ey(t,2) = I I kEI e ¢k(o)¢k(z)f(r,c)dc dt (2.91)
0’0

donde los términos involucrados en las sumatorias, se pueden definir co-
mo las funciones de Green; &sto es

o u bt
G (t,2,0) = I, e © 4p(o) v, (2) (2.92)

!

o Mt
F (t,z,q0) = kgl e ¢k(o) @k(z) (2.93)

Con lo éue finalmente, y utilizando (2.49), (2.56) y (2.57):

tl trl
El(t,z)=5J I G(t~1,z,0)E, (1,0)dodT —J J G(t~t,z,0)p(g)du(r)do dr -~
o’o 0’0
trl 1 '
- J I G(t-1,2z,0){8dv(7)+(dv)' (t)}dodr -J G(t,z,0)dv(o)do +do(t) (2.94)
o’o , )

trl trl
Ea(t,z)= —J J F(c-r,z,o)ur(c)ez(r,c)dadr +AJ J F(t-t1,2,0)E; (r,0)do dt +
o’o o’o

trl
+ J;IOF(t—T,z,u) {a dq(T) + Br dw(r)} do dt (2.95)

Son la formulacifn integral del modele S1S4, que consiste en un sistema

de dos ecuaciones integrales de 2a. especie de tipo Fredholm-Volterra.
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2.4 Andlisdls de nesultados

En este capitulo se comparan cualitativa y cuantitativamente los mode-

linealizados del absorbedor descritos en las secciones anteriores.

Tal comparacidn permite explicar c¢Omo se pasa de un modelo descrito por
ecuaciones parab8licas cuando se considera difusidn axial (modelo S1S4)
a un modelo descrito por ecuaciones hiperbdlicas al eliminar tal t&rmino

de difusidn (simplificacidn S2).

En las secciones anteriores se llevd a los dos modelos a una formulacidn
en ecuaciones integrales tanteo en la variable tiempo (t) como en la va-
riable distancia (z). Para obtener la solucidn numé@rica de estas ecua-
ciones se aplicé la transformada de Laplace en el tiempo para tener ecua-
ciones integrales sdlo respecto a z, y una vez resueltas, se antitransfor-

man numéricamente.

2.4.1 Modelo S15254

Este modelo estd dado por las ecuaciones (2.8) a (2.10) y las expresiones
que se utilizan para la solucidn numé@rica, aplicando la transformada de

Laplace son: ‘ .

(81+s) (8y+s) .
. - s %, z -8 (z-0) 1 " .
Ey(s,2)=e av(s)+| e 5(6282(s,0)-p (o)du(s))do (2.96)

o

o dq(s) + 8, dw(s)
s + ur(Z)

Ez(s,z) =m£1(s,z) -+ (2.97)
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donde podemos sustituir la 2a. ecuacifn en la la. para tener la siguiente

ecuacidn integral para El(s,z):

F(s,0) (2.98)

z
€1(s,2) - ﬁ%[ f(s,z,0)€1(s,0)do
. Q

donde .
i(sr2) =L {g(e,2)) 5 i=1,2
(8y+s)
K(s,z,0) = p_— "r(a) (2.99)
. - Lﬁﬁggl-z 1 z - Séﬁgél(z—o)
F(s,z)= e dv(s) ~ ;g'{ [ p(a) e do}du(s) +
)
z -~
+ %} { J K(s,z,a)do } {a dq(s) + B, dw(s) (2.100)
)

\

Queda definida la solucidn, en té&rminos de la transformada de Laplace,
por las ecuacioﬁes (2.97) y (2.98). Para la solucidn de este modelo se
desarrolld una subrutina en Fortran para resolver ecﬁaciones integrales
de tipo Volterra de la 2a. especie aproximando la integral segin las foér-
mulas de integracidn de Newton-Cotes (13); para la transformada inversa
de Laplace se utilizd el algoritmo descrito en (14) y todo el programa se
implantd en uéa computadora Burroughs B-7800 usando precisidn simple (en

el apéndice B se presenta un listadoc de las subrutinas).

La solucidn nominal sobre lo que se linealiza se fijd de acuerdo con con-
diciones de operacidn especificadas en (1) con los siguientes valores de

las entradas
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¢® = 165.335
WP = 20

us ; 1

v = 210

que permiten obtener el aceite con una temperatura de aproximadamente
250°C a 1a salida del absorbedor. Esta solucidn en estado estable

(fig 1) se obtuvo resolviendo el modelo S1S52 (ecs 2.5 a 2.7) anulando
las derivadas respecto al tiempo y para las entradas constantes dadas

utilizando para ello el método de Newton, (5).

300 : ’
299 | SR A N N L
o I
[ - ...‘L..A.*.-.«_l | ! —-5_‘”‘_....;..,..‘—-4‘ BT e i
208§ i | | o | : ,
270 | L Temp. tubo-
208 b :

250 4

230 - Temp.fluido
220 | |
210 4 ( : e e
i | i
208 e + + -+
2.0 8.2 8.4 2.0 2.8 1.8

FIG 1. SOLUCION EN ESTADO ESTABLE PARA EL MODELO S1S2S4



Para analizar el comportamiento de este modelo se aplicaron entradas es-

caldn, por separado, con los siguientes valores:

dq(t) = 16.5335 u_l(c)
dw(t) = 21 u_l(t)
du(t) = 0.1 u_l(cj

dv(e) = 2.0 u_(£)

donde u_l(t) es el escaldn unitario.

Las griaficas de las temperaturas del tubo y el fluido en 10 puntos del
absorbedor equidistantes entre si, se muestran en las figs 2 a 9 y de

estos resultados se puede decir lo siguiente.

- En (1) se resuelve el modelo del absorbedor utilizando aproximaciones
de diferencias finitas y se hacen algu;os anélisis bdsicos que no ten
dria caso repetir aqui, sdlo cabe mencionar que las diferencias entre
la soluciég en estado estacionario obtenidas aqui y alld difieren en
lo esperado teniendo en cuenta que aqui se toma como constante el coe

ficiente de conveccidn entre tubo y fluido hi (simplificacidn Sl).

- A reserva de hacer una comparacidn m3s detallada de los m&todos numé-
ricos para la solucidn a partir de las ecuaciones integrales o de las
ecuaciones diferenciales; la experiencia personal, después de utilizax
ambas estrategias en ei mismo modelo (aproximaciones en diferencias
finitas en (1) y métodos de integracidn numérica aqui), es que resul-
te mis sencillo, y rdpido, resolver las ecuaciones integrales. Esta

ventaja aunada al conocimiento que se adquiere de la naturaleza matemd
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Fig 2.2 Respuesta del modelo S1S2S4 para un escaldn en la ra-
diacién solar. Temperatura de fluido.

&2

z 3.0

Fig 2.3 Respuesta del modelo S152S4 para un escalén en la radiacién
solar. Temmeratura del titho.



=

" ~l
z ’ 3.0

Fig 2.4 Respuesta del medelo 515254 para un escaldn en lz temperatu-
ra de entrada. Temperatura del fluido.

3.0
Fig 2.5 Respuesta del modelo £152S4 para un escaldn en la temperatu-
' ra de entrada. Temperatura del tubo.
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Fig 2.6 Re
Temperatura del flu1do.

|

L

3.0

spuesta del modelo S15254 p1ra un escalén en el flu;o.

£2

J
N

N~

\\\\‘~—___~
I~

SN\

N VA t
\_

N

3.0

Fig. 2.7 Respuesta del modelo S1S254 para un escalén en el flujo.

T

emperatura del tubo.



0.378 - f'_:

Fig 2.8 Respuesta del modelo S15284 para un escalén en la temperatu-
ra ambiente. Temperatura del fluido.

E2

0.378 - /’_—

4t

sz 3.0
Fig 2.9 Respuesta del modelo S15254 para un escaldn en la tempeiatu-
ra ambiente. Temperatura del tubo.
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tica del modelo al pasar las ecuaciones diferenciales a la formulacidn

integral justifican el utilizar esta estrategia de solucidn.

- En las figs 4 y S se aprecian oscilaciones en los instantes iniciales;
estas son producto de errores numéricos del algoritmo de inversidn de
transformadas de Laplace usado. A continuacifn se muestra una grafica

(fig 10) con la antitransformada de:

1 -
O -

con b = 1 que representa un retraso en el tiempo de b unidades y que di
una forma aproximada de las curvas de temperatura en las figs 4 y 5; la

funeidn en el tiempo es:

0 H 0<t<b

y en la gr3fica se aprecian las imprecisiones del algoritmo. Sin embargo
este algoritmo tiene la ventaja de requerir la evaluacidn de la funcidn
en s en pocos puntos (10 en todos los resultados presentados) y los erro-
res pueden llegar a ser menores del 0.1%Z (14) cuando la funcién en el

tiempo no tiene valores muy cercanos a cero.



(%2
7

1.49 .,..m..-."i,....‘.,..m. SO y -y i..m_,..,-. ;,‘-mw LI RETTE
; : .

1.29

1.80 ¢~

8.8 ¢ -

.60 4

Fig 2.10 Antitransfomnada de F(s)=(} - ok} ™
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' 2.4.2  Modelo S1S4

Este es el modelo dado por (2.44) a (2.48) que incluye la defusidn axial

de calor.

Para obtener la solucidn num@rica de este modelo, se utilizé tambi&n

aqul la transformada de Laplace:

1 1
£1(s,2)= {1+(s+61)f G(s,z,0)do} éﬁ(s)+ J G(s,z,0) p(0) di(s) do -
0 )
l ~
- 8 j G(s,z,0) Ey(s,o) do (2.101)
o - .

) 1 1
a(e,0) = [ F(0,2,0) 1, @) L2000 - 3 [ Fsuz,0)1(6,0) do -
[+] . (o]

1
- J F(s,z,0) R(s) do (2.102)
. o .
donde R(s) = a dg(s) + Br dw(s), G(s,z,0) y F(s,z,0) son las transforma-
das de Laplace de las funciones de Green asociadas a los operadores dife-

renciales (2.53) y (2.54) respectivamente.

En la seccidn 2.3 se obtuvieron expresiones para estas funciones de Green

a partir de expansidn de los estados en funciones caracteristicas; dichas

expresiones son, después de aplicar la transformada de Laplace:

e U(0) ¥ (@)

F(s,z,0) = kél —
k



EENMOENO!
F(s,z,0) = §, ———r——0
rEs k5L T s - A

Sustituyendo las expresiones para las funciones y valores caracteristi-

cos
2 _a(z-0)
cs e sen (G, z) sen (G, ¢)
G(s,z,0) = T k S
R k=1 G2 P, (uS)?
r
w o2
F(s,z,0) = k1 et cos(k "zg cos (519)
s - (- = 72 k2 )
P
donde
P 28
a=-2 H ten 8, = -~ k
2 ? k Pe us

Dada la magnitud del nidmero de Peclet (Pe¥32x106) el evaluar estas se-
_ries es algo sumamente imprActico dado que la convergencia es lenta y
los errores de redondeo son diffciles de estimar o controlar. Para de-
terminar, al menos cualitativamente, la forma en que el modelo con difu-
sifn se acerca al modelo sin difusidn al aumentar el nGmero de Peclet,
se utilizd otra forma de obtener las funcioneés de Green, como expresio-
nes cerradas a partir de soluciones linealmente independientes del pro-

blema homogéneo (11). Estas funciones son:

a) o<z

P [e—(a—b)c _ e—(a+b)c][(a+b) REEDICE

e

(a_b>e(a+b)(z—1)]

ab ((a-b) e -(a-b) )



cos h(az)

tan b @) " sen h(az):

F)s,z',ov) = - % cés h (uc)[

b) o> 2z

e, [e(a+b)z _ e(a-b)z] [(a+b)e—(a+b)c o (a-b) (a_b)e-(a-—b)ce—(a+b)]
G(s,z, ) =
ab ((a-b) e~ @Y _ (qip) o (37D) )
¥)s,z,0) = ~ % cos h (az) [% ~ sen h (az)]
donde
P uS P P s
a=§ ;b=—§ /(us)2+4£_5_1_;_5)_;a=/’ ev

e

Alin con estas expresiones, la evaluacidn numérica sigue siendo imprsctit.:o.
Desarrollando las expresiones y dadas las magnitudes relativas de los t&r-
minos, se mostrard como se simplifican para llegar al modelo sin difusidn
cuando 1""a + =, -

Analicemos primero la funcién-'G(s,z,0) considerando que; si Pe + o

a >« H b+ o
%".: f(us)2+4(_511’_"_'_5_)_-; .2_bi_,us
P .
e e . e
P 2 (5773)
(a¥b) = -2 (u® + S w2+ 4 Crte) 5 (ab) » = .
e .
_ 2 (8 +8) - (51+s)
(a-b) = . 3 (a-b) + - =l

/ FEDN
uS {1 +/1+4 ——l————ée(uzgz]



a) -9 <z

P {(a+b)e—(a—b) e(a—b)(z-o)_e(a~b)ze—(a+b)c]__(a_b)e—(a+b)

G(s,z,0)=

.37

-{a+b)

2b ((a—b) e - (a+b) e_(a_b))

[e(a+b)z c-(a-b)o_e(a+b)(z—c)]}

2 ((a-b)e” O (atpye™ (37D )

dadas las consideraciones anteriores:

(a+b) e-(a-b) _ 1 > =1
-(a+b) ~-(a-b) ~ (a-b) -2a
(a-b)e ~-(atb)e m’y— e Tl
(a-b) e~ (8¥D) ) 1 o
(a—b)e_(a+b)—(a+b)e_(a_b) 1 - %ﬁé%%—eZb
¥y, en el caso del segundo de estos coeficientes:
1 (atb)z -(a-b) (a+b) (z~0)
| _ {a¥b) 7 & e -e ]
"~ (a-b)

La mayor magnitud de este t&rmino es cuando z =g =1 ¢

—gmy o (<01
1 (a-b)

que claramente tiende a cero al crecer Pe , por tanto:

G(S,Z,O) -+ G?(S,Z,U) = - —1—

us -

e-(a—b)z e~(a+b)o ]
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y, puesto que (atb) » = ' si P, el segundo término se, anula para
g >0y se llega a:

5+
T RS o
G? {s,z,0) = ~ el

(2.103)

P_{(atb) e'(a'b){e(a+b)(z"°) _ gla-b)z -~(atb)o ] _
- G(s,z,0) = -2

~(at+b)

ab ((a—b) e - (a+b) e_(a—b) ]

~(atp) [ (a+b)z -(a-bo _ (a-b)(z-0) ]
-(a+b) -(a-b) )

- {a-b) e
2b ((a—b) e

- (atb) e

Utilizando los mismos argumentos que para ¢ < z, se llega a:

' G(s,z,0) +G(s,2,0) = - ;%.[e(a+b)$z—o)_e(a—b)z e~(a+b)° ] (2.104)

donde los dos términos se anulan para ¢ > z, por tanto
x =
G5 (s,z,0) =0 ; o>z

Sustituyendo las expresiones simplificadas (2.103) y (2.104) de G(s,z,0)

en (2.4.6) se tiene:

Z Zz
E1(s,z) = {1+(s+d1)I 6¥(s,z,0)do }dV(s)+ J 6¥(s,z,0)p (c)du(s)do -
o ]

Z
- & J 6} ¢s,z,0) Ey(s,0) do
[



donde, si se efectua la integral del primer t@rmino del lado derecho de
la igualdad, se llega a la ecuacién (2.4.1) que expresa la solucidn del

modelo sin difusidn.

Para el caso particular del absorbedor, estas expresiones simplificadas
. PN -7 . - .

de G(s,z,0) son vilidas para la-z[ > 10 * ; es decir, los té&rminos que

se eliminan sdlo tienen valores significativos en ese rango de valores

de la variable de integracidn g.

Por lo que respecta a la funcidén F(s,z,0) se tiene que

1 1
J F(s,2,0) do = ~ 5
0

ademds, si P *® a>= y la tan h(a) = 1 y:

_a [ea(d-—z)+ e-afo+z)] .
s ’
F(s,z,0) =F%(s,z,0) = . (2.105)

e [;a(z-c)+ e—a(z+a)} ;) 622
L)

mis ain:

. 0 ; o Fz
F (s,z,0) =

u - y -
-5 ; 0=z

y F* tiene todas las caracteristicas de una funcidn impulso, como se pue *

de apreciar en la fig 11 donde se grafica

f(o) = - s F*(s,z,a)

para z = 0.5 y valores de a de 5, 10 y 20; F* dada por (2.105).
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A partir de 8sto, si sustituimos la expresidn

F* (s,z,0) = ~ é 6 (o-2)

Siendo §(g~z) un impulso unitario aplicado en g = z; en la ecuacidn
(2.4.7) es ficil llegar a la ecuacidn (2.4.2) que cxpresa la solucién

del modelo sin difusidn.

Como ya se dijo antes, una comparacidn mds detallada, sobre todo numé-
rica, de los modelos con y sin difusidn para el caso particular del ab-

sorbedor es imprictica.

El desarrollo de esta seccidn justifica, por un lado, la eliminacidn de
la difusidn en el modelo del absorbedor para efectos practicos y, por
otro lado, presenta una forma alternativa de analizar modelos matemiti~
cos dad;s por ecuaciones diferenciales pafciales ante simplificaciones

como la analizada.

Como comentarioc final sdlo queda el dejar la inquietud de que con una fa
milia de modelos distinta (o esta misma, con distintos valores) podria
obtenerse una mayor riqueza en las comparaciones planteadas, sobre todo

en el aspecto numérico.



S

20.0

18.9 -
10.0
14.0 -
12,0 4+

10.0 -

Fig 2,11 Gréfica de £(o)=-sF*(s,z,0) para z=0.5



3. ANALISIS DE SENSITIVIDAD
3.1  Definiciones . o

En realidad el concepto de andalisis de sensitividad es simple yilo defi
nimos como "el estudio de los efectos que producen variaciones parané-

tricas en la respuesta del sistema” y la informacidn de la sensitividad
de un sistema estd contenidg en los coeficientes de sensitividad defini

dos como la siguiente derivada

Tk H i=1,2,..., n 3 j=1,2,..., m

donde las ug son las variables que describen la dindmica del sistema o
aquellas que sean funcidn de los parametros kj y sobre las que se desee

conocer los efectos de variaciones mencionadas.



De aqul se desprende que un anilisis como &éste debe estar ligado a un
propdsito de disefio predeterminado donde se definirdn o se determinardn

las variables ui.

Pero la simplicidad del concepto no implica necesariamente simplicidad
en el andlisis mismo, y es que la complejidad en la obtencidn de los
coeficientes de sensitividad es la misma o mayor que la de la solucidn

del modelo del sistema y &@sto depende de la estructura del modelo,

Cuando el modelo del sistema es de pardmetros concentrados hay una va-
riedad amplia de definiciones para los coeficientes de sensitividad y
formas asociadas para su obtencifn de las que la referencia (4) es una

buena recopilacidn con una amplia bibliografia.

Sin emﬁargo, para el caso de modelos de pardmetros distribuidos sdlo se
encontrd un trabajo (S) que utiliza un modelo de este tipo para el desa
rrollo del modelo de sensitividad y contempla el caso de pardmetros que
son funcidn de las variables independientes sin hacer simplificaciones
antes de hacer el anilisis. En este capitulo se presentan estas ideas
justificdndolas usando conceptos de andlisis funcional y se aplican al

modelo 51S254 del absorbedor’ usando las técnicas de solucidn presenta-

das en el capitulo 2.

Se parte de la formulacidn integral del modelo:

t
El(t)z) - J

T(t;r){A Eo(T,2) + g1(1,2)} d1 = dv(t) - T(t)dv(o) (3.1)
0 .

t Dados los resultados obtenidos en el capitulo 2 se considera ya sdlo
este modelo para el andlisis de sensitividad.



oot =u (t-7)
£a(t,2) = J e © { X g1(x,2) + g2 (r,2)} drt (3.2)
[+]

se define como coeficiente de sensitividad de los estados g @ la deri-
vada de Frechet, si existe, denotada:

§ g,

i
6_.k_j— (t,2) (3.3

para determinar estas derivadas a partir de las ecuaciones del nmodelo

definimos los espacios:

K = R ; si kj no es funcidn de t o 2z
L,(0,1) ; si kj es funcidn de z
L>(0,2) ; si k., es funcidn de t

3

X = {(1,E2): &1, £2 € Ly ((0,%) x (0,1))}
y expresaremoé las ecuaciones (3.1) y (3.2) como
G (k,g) : XKxX » R

tal que

G (ki) = 0

consta de 2 elementos, uno para cada una de las ecuaciones (3.1) y

(3.2). Definimos también la regidn:

Q ={ke | k-k]cr,fe-E]< r}



donde k y E denotan valores nominales.

Haciendo uso del teorema sobre funciones implicitas (16, pag 294) la
diferencial de Frechet de £ respecto a k en k satisface la ecuacidn:
2 o®,D| s£@®= - | = e, D sk (3.4)
LT ’ 3k ’
donde los argumentos k y £ denotan evaluacifn en los valores nomina-

les; siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

) G(k,8) = 0

LL) 5%- G(k,t) existe en cada (k,&) e Qr y es continua
LiL)  G(k,E) es continua en a

4v) N 3%- 6(k,E))™ ! existe en (R+>x)

v) 3%-G(k,£) existe en 2y es continua en k,5)

Una vez asegurado el cumplimiengo de estas condiciones podemos‘hablar de
la ecuacidn (3.4) como modelo de sensitividad, tiene la misma estructura
que el modelo del sistema con diferencia s8lo en los té&rminos no homogé&-
neos, y su solucidn nos dard los coeficientes de sensitividad (3.3), pe-
ro dado que 6k puede ser funcidn de alguna de las variables independien~
tes y las derivadas parciales indicadas en (3.4) son operadores, no siem
pre serd posible despejar simplemente y resolver directamente para la de

rivada, lo que obliga a considerar por separado los dos casos:

a) cuando k no es funcidn de t o de z

b) cuando k es funcidn de t o de 2z

asl T

.
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En (a) se considera a aquellos parimetros que en el desarrollo del mode-
lo se suponen constantes y que estidn sujetos a variaciones, en general,
por imprecisidn en el cdlculo o medicidn, tolerancias de fabricacidn, en

vejecimiento lento (comparado con las constantes de tiempo del sistema).

En (b) se incluye a aquellos pardmetros que en el desarrollo del modelo
aparecen como funcidn explicita de alguna de las variables independien-—

tes.
En el caso (a) es valido expresar el modelo de sensitividad como:
3 ahiByl 88 8y = - | 2 g E
[ - G( ,5)] ok k) = [ 3K G(k.E)] (3.5)

y resolverlo directamente para la derivada.

En el caso (b) no es vdlido despejar de esta manera y es necesario bus-
car formas alternativas, bien sea para obtener la derivada misma o algu-

na caracterizacidn de ella como seria a través del teorema de Frechet-

Riesz (9, pag 142) usando el producto interno:
§g; = <Dy, 8k> ) (3.6)

que es la forma propuesta en (5), donde denominan a Df como la derivada

funcional, y que consiste en lo siguiente.

A partir de la ecuacidn (3.4) se aplica el producto interno con funcio-

nes arbitrarias P(t,z):



AT

3 T T 3 = =
< Ec(kle) SEy > = < - 'a_EG(kna) Sk, ¢ >

reescribiendo esta ccuacidn usando el operador adjunto:
3 == 3
< §¢g, [Ec(k’g)] g > =< - ﬁ‘c(kpg) &k, Y >

y a través de la eleccidn adecuada de condiciones terminales y a la
frontera para el problema adjunto, tratar de llegar a expresiones como

la (3.6) e identificar por analogia la derivada funcional.

Aunque este método puede resultar atractivo y de facil aplicacidn, tiene
el inconveniente de ser demasiado costoso, ya que el fijar condiciones
terminales al problema adjunto implica la necesidad de resolverlo para
cada instante de tiempo y cada punto en z y salvo que se tengan expresio

nes expiicitas para la solucidn, puede resultar prohibitivo.

En la siguiente seccidn se desarrollari el modelo de sensitividad para
el absorbedor y posteriormente se hard una descripcidn breve de los pari

metros del mismo.
3.2  Hodelo de sensitividad

Se parte de las ecuaciones (3.1) y (3.2), a las que aplicando la trans-

formada de Laplace llegamos a las ecuaciones (2.97) y (2.98) que trans-

cribimos:

Z
£ (s,2) - £Q§l J K(s,2,0)&;(s,0) do = F(s,z) 3.7

u =]



o dq + Br dw

Ea(s,z) = £i(s,2) + (3.8)

A
8 + ur(Z) s+ (z)

donde K(s,z,0) y F(s,z) estin dadas por (2.99) y (2.100).

Expresando este modelo como:

z
Gl(kyg) = 51(5.2) - AZSA J K(S,Z,U)El(s,c‘) do - F(s,z) = 0
u 0
o dq + B_ dw
Ca(k,E) = Ep(s,z) - 2=1(5.2) r ™,

s +u_(2) s+ u (2)

podemos aplicar directamente el teorema sobre funciones implicitas ya
que se satisfacen todas las condiciones enumeradas en la seccidn ante-—

rior (Apéndice C) siendo las expresiones siguientes:

. . z -
[ —E-Gl(ﬁ,g)} 8E = 8&;(s,2) - I K(s,2,0) §&,(s,0) do
Q

13

2GR, D] 6k = 685(s,2) - —2— 5£1(s,2)

ag 2t =0kl -y u_(2) ils.z
ademis:

2 @D er=- [ 3¢ z 8§k do - <& &k

Kk 1 »E . - . 3k S,Z,U) EI(S,U) g - 9k

dq + B_ dw

I I I D W B (2T

[TE Gz(k,g)]ﬁk =" 3% [5+Ur(z)] EI(S,Z) §k - 3K s © Ut(z) ] Sk

escribiendo estos t@rminos como la ecuacidn (3.4) tenemos el modelo de

sensitividad para el absorbedor.



5 Z Z K = 3F
£ (s,z2) - K(s,z,0)8¢;(s,0)do = Th (s,z,0)E,(s,0)8k do +§E~6k (3.9)
. o] o
’ dq + B dw
A _ ) 3 (27T R
R T A 1 [swr(z)J‘l(S”‘)“‘* 3K {‘ETJ;E_]““

(3.10)

donde (*) indica evaluacidn con valores nominales de los pariimetros.

Estas dos ecuaciones junto con las (3.7) y (3.8) nos dan los coeficientes

de sensitividad en el dominio de la transformada de Laplace.
3.3 Descrudpeibn de Los pardmetros

Los pardmetros que aparecen en las ecuaciones (3.7) y (3.8) (A, Br’ ete)
son agrupamientos de los par@metros b3sicos del sistema que resultan al
desarréllar el modelo base (Apéndice A) y dado que no tienen significa-
cidn fisica relevante, no tendria mucho valor hacer andlisis de sensiti-

vidad respecto a ellos.

.

A continuacidn se describen brevemente los parimetros bdsicos del absor-

bedor y respecto de los cuales se plantean modelos de sensitividad.
3.3.1 Pardmetros de.la superficie selectiva

Al tubo absorbedor se le cubre con una superficie selectiva que es la -
que determina el comportamiento del absorbedor en la transferencia de
calor por radiacidn, del sol al tubo y del tubo al ambiente, mediante 2

pardmetros, absortancia y emitancia,
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Tanto la absortancia como la emitancia dependen de la distribucidn en
longitud de onda de la radiacidn y esta distribucidn depende de la tempe
ratura del cuerpo emisor, y es esta caracteristica lo que le puede dar
selectividad a una superficie’ . 5i consideramos que el 987 de la radia
cidn solar estd distribuida con longitud de onda menor de 3.0 um y que
sélo el 17 de la radiacidn de un cuerpo negro a‘250°C ocurre a longitu-
des de onda menores de 3.0 ym seria deseable tener una superficie con
la caracteristica ideal mostrada en la figura 3.1 ya que de la ley de

Kirchoff (18) se sabe que
=1l-a, =1-c¢

Py A by

donde el subindice denota una longitud de onda dada.

w AP
o
9]
=
(3]
0 1.0~ - — —— =g
8 T T Ty IR IR T
—
LA
[
[-4
L PRI LY
3.0 _A(um]

Longitud de onda

FIG 3.1 Caracteristica ideal de una superficie selectiva

+ En aplicaciones solares con temperaturas de trabajo menores, las pérdi
das por radiacidn no son tan relevantes para buscar superficies selec-
tivas cercanas al ideal.



Un material que se acerca a esta caracteristica, y que es el usado en
los colectores descritos, es el cromo negro que tiene una caracteristica

como la mostrada en la figura 3.2 (18).
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FIG 3.2 Reflectancia vs. longitud de onda para cromo negro

Los valores nominales utilizados y que son en realidad un promedio so-~

bre el rango de espectro adecuado son:

e« = 0.87

- e = 0.09

Como se puede apreciar en la figura estos pardmetros sufren variacio-
nes con el envejecimiento del material lo que depende en general, de la

calidad del depositado de la superficie.



3.3.2 Coeficientes de conveccidn

Estos determinan la transferencia de calor por conveccidn del tubo al
fluido (hi) y del tubo al medio ambiente (ho) ; describiremos primero

el h, .
i

Este coeficiente depende, adeﬁés de las propiedades de los materiales,

de la temperatura y régimen de flujo del fluido, asi como de la rugosi-
dad de la superficie y de la geometria de los elementos que intervienen.
Las expresiones que se encuentran en la literatura para estimar este coe
ficiente se obtienen, en géneral, mediante correlaciones de grupos adi- _
mensionales con experimentos realizados en laboratorio llegando a tener,
en el mejor de los casos, desviaciones de t 40% entre el valor predicho
por la expresién usada y el valor real. Ademids de esta incertidumbre, la
variacidén mis importante de este coeficienge es con el régimen de flujo
(en (19) se hace un.anilisis breve de estas variaciones, de donde se to-
mé la figura 3.3) siendo tal que se introduce un elemento (intensifica-

dor de calor) para asegurar que se tiene un régimen de flujo turbulento

independientemente de la temperatura del fluido y del flujo misico.

En este trabajo se hace la simplificacidn mixima sobre este coeficiente
al aproximarlo por un valor constante que es un valor intermedio de las
variaciones predichas por la expresidn (3.11) para las temperaturas del

fluido nominales a la entrada y salida del absorbedor

=
(]

0.8
70 + 0.018 n T (3.11)

h, = 400

donde: m - flujo; T; - temperatura del fluido
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Para el coeficiente de conveccidn exterior (ho) se utiliza una expre-
sidn empirica que relaciona este coeficiente con la velocidad del viento
obtenida, al igual que hi , mediante correlaciones de datos experimenta-
les con grupos adimensionales. En este trabajo se considera constante

la velocidad del viento en 5 m/seg con lo que se obtiene
h = 4.9 +3.267 V = 21.35 (3.12)
3.3.3 Propiedades del aceite

En forma explicita sSlo intervienen la densidad y el calor especifico.
Para estos pardmetros, el fabricante proporciona las siguientes expresio

nes con validez para temperaturas entre 37.7°C y 260°C:

-2
883.7 - 62.97-x 10 T - (3.13)

L]

B!

c) = 0.4322 + 8.678 x 107" T, (3.14)

donde T; es la temperatura del aceite. Se utilizaron los siguientes va=-

lores, que son el valor medio en el rango de validez:

783 kg/m?

Py

¢y = 0.571 keal/kg°C

3.3.4 Propiedades del absorbedor

Al igual que para el fluido, sBlo aparecen explicitamente la densidad y

el calor especifico tomados de la literatura (18) para el cobre:

py = 8795 kg/m3

c; = 0.1 kcal/kg®C



3.3.5 Geometria del colector

Aparecen en forma explicita tres pardmetros de la geometria del colec-
tor: didmetros interior y exterior del absorbedor y apertura del espejo

con los siguientes valores nominales:

¢i = 0.0255 m
¢° = 0.0286 m
a =2.5m

3.3.6 Entradas

Afin cuando estrictamente no se les puede llamar par@metros, es posible
tratarlos en la misma manera y hacer anilisis de sensitividad respecto
a ellos ya que siempre estaran sujetos a variaciones por imprecisioées
en medicidn y factores como el clima y conocer la sensibilidad del sis-

tema respecto a las entradas puede dar informacidn ftil.

a) Radiacidn solar. En la figura 3.4 se muéstran dos curvas de la ra-

diacidn solar para un dia soleado y un dia nublado que dan una clara idea
de las variaciones que se pueden esperar. El valor usado para la solu-
cidn estacionaria en torno a la que se linealiza fue estimado como prome

dio esperado en la zona donde esti instalada la planta solar.

b) Temperatura ambiente.

Se tomd un valor arbitrario de 20°C para la solucidn estacionaria que tra
ta de estar cerca del promedio esperado durante las horas que podria

operar la planta en un dia.
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FIG 3.4 Radiacidn Solar Total.

c) Flujo de aceite.

Se le considera la variable de control y su valor nominal fue estimado,pa

ra obtener aproximadamente 250°C a la salida del colector, como 250 kg/hr.

d) Temperatura de entrada.

Se supone un valor nominal de 210°C y estd sujeto a variaciones dadas por
la dinfmica de otros elementos de la planta y de la forma de operacidn

de la misma.

Estos son los pardmetros para los que se resuelve, o por lo menos se plan
tea un modelo de sensitividad. No estdn agotadas las posibilidades, pero

en este trabajo s6lo se desea dejar planteado un método para hacer andli-



sis de sensitividad formalmente y los resultados numéricos obtenidos pa-
ra el absorbedor deben verse mids bien como un ejemplo y una gula para

uso posterior en el disefio.



4. SOLUCTION DEL MODELQ DE SENSITIVIDAD

Como se menciond en la seccidn 3.1, la solgcian del modelo depende de
qué clase de pardmetro se est& analizando, para el caso de pardmetros
que no son funcidén de las variables independientes se resuelve en la
misma forma que e} modelo del sistema, como se describird en la siguien
te seccidn con lo que se obtuvieron resultados para los pardmetros men-
cionados en las secciones 3.3.1 a la 3.3.5 utilizando los valores de

las entradas que se usaron en el capitulo 2. .

Para el caso de pard@metros funcidn de alguna de las variables indepen-
dientes, como son las entradas, se da el planteamiento de la solucidn se
gin el método propuesto en (5) pero no se obtuvieron resultados numéri-
cos debido al alto tiempo de procesador que seria necesario y aunque se
tratd de llegar a obtener una forma de solucidn mds eficiente para este ca

so, debido a limitaciones de tiempo nc se logrd un resultado positivo.



4.1  Planteaniento de La scfucibn .

Para parimetros que no son funcidn de las variables independientes y a
partir de (3.7) a (3.10) se siguen los siguientes pasos para cada pard-

metro: . ;

a) Dada la transformada de Laplace de las entradas, resolver la ecua-
cidn integral (3.7) y evaluar la expresién (3.8) con los valores

nominales de los parametros.

b) Resolver la ecuacidn integral (3.9) usando la informacidn obtenida
en (a) y evaluando, cuando sea necesario, con los valores nominales

de los pardmetros.

c) Evaluar la ecuacidn (3.10) usando los resultados de (a) y (b).

d) Antitransformar numéricamente los resultados de (b) y (c).

Para pardmetros que son funcidn de alpguna de las variables independientes
el método propuesto en (5) sigue los siguientes pasos para cada paridme-
tro con la diferencia, respecto al caso anterior que obtiene el modelo
de sensitividad de la formulacidn en ecuaciones diferenciales del modelo
del sistema. Este se puede obtener también con el teorema sobre funcio-
nes implicitas descrito en el capitulo anterior tras verificar el cumpli-

.

miento de las condiciones dadas.

a) Aplicar el producto interno con funciones arbitrarias a las ecuacio

nes del modelo de sensitividad.



b) Determinar el operador adjunto del modelo de sensitividad.

c) Fijar las condiciones a la frontera y condiciones terminales para
el problema adjunto que permitan obtener expresiones del tipo de la

(3.6) e identificar por analogia la derivada funcional.

d) Resolver, analitica o num&ricamente, el modelo del sistema y el pro

blema adjunto con valores nominales de los parametros.

e) Evaluar las expresiones obtenidas en (c¢) para la derivada funcional.
4.2  Andlisds de nesultados

Puesto que se aplicaron las entradas por separado y los valores elegidos
son mis bien arbitrarios, se hard una comparacidn de los resultados para
cada entrada. En las tablas 4.1 y 4.2 se dan los valores miximos que al-
canzan los coeficientes de sensitividad para cada entrada, indicidndose
con una T si @ste vdlor midximo.ocurre como un transitorio y llega a un es
tado estacionario de magnitud menor y con una E si el valor midximo ocurre

en el estado estacionario.
4.2.1 Radiacidn solar

En las figuras (4.1) a (4.10) se muestran los resultados obtenidos para

esta entrada, de donde se puede decir lo siguiente:

- La respuesta del absorbedor es mucho mis sensible a variaciones en

la absortancia que de la emitancia de la superficie selectiva.



La sensibilidad respecto al coeficiente de conveccidn exterior es

mayor que respecto del coeficiente de conveccidn interior.

Para este {ltimo, el coeficiente de sensitividad del fluido presen-
ta un transitorio y tiende a regresar a cero y la magnitud maxima

es de las mds bajas comparada con el resto de los pardmetros.

La sensibilidad respecto a la densidad del aceite tiene poca signi-
ficacidn, los valores mdximos, de magnitud pequefia, ocurren en tran

sitorios de corta duracidn y se atenuan al paso por el absorbedor.

La sensibilidad respecto a la densidad del tubo es la de menor mag-
nitud y su valor maximo ocurre cuando la temperatura del tubo estd
aproximadamente en un 72% del valor final regresando a cero en el

estado estacionario.

Los coeficientes de sensitividad respecto al calor especifico tanto
del tubo como del fluido son los que alcanzaron la magnitud mayor en
tre todos los parimetros, perc dada la magnitud de estos parametros
y el tipo de variaciones esperadas, no iﬁplica situaciones criticas.
Cabe destacar la forma que tiene el coeficiente para el calor especi
fico del fluido (fig 4.7) en el estado estacionario que muestra una
variacidn a lo largo del absorbedor que puede ser importante en la

determinacidn de una longitud dptima,

El resultado obtenido para la apertura del espejo da una magnitud
que puede ser importante para el disefio de los espejos, aunque debe
recordarse que aqui no se consideran afin el efecto de imperfeccio-

nes en el espejo y el efecto’ del envolvente.
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- AlGn cuande el coeficiente para el flujo nominal presenta una magni-
tud baja (comparada con otros pardmetros) ésta debe tomarse en cuen
ta al analizar el resto de las condiciones nominales del punto de
operacidn, que no se hizo aqui por no aparecer explicitamente en el

modelo linealizado.

Todas estas observaciones tienen validez para el punto nominal seleccio-

nado y no necesariamente serd vilida para otro cualquiera que se elija.
4.2,2 Temperatura ambiente

En las figuras (4.11) a (4.17) se muestran los resultados de donde se pue

de decir lo siguiente:

- Para el coeficiente de conveccidn exterior (ho) hay un cambio de sig
no en el coeficiente de sensitividad respecto del obtenido con un es

caldn en la radiacidn disminuyendo la magnitud mdxima alcanzada.

- Para el restoc de los pardmetros se conserva el comportamiento comen-—
tado para la radiacidn solar disminuyendo sdlo las magnitudes mdxi-

mas alcanzadas.
4.2.3 Flujo de aceite

Los resultados para esta entrada se muestran en las figuras (4.18) a

(4.24).

- La sensibilidad de la temperatura del fluido respecto del coeficien-

te de conveccidn interior présenta un transitorio mis rdpido que en
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los casos anteriores y para la temperatura del tubo se presenta el
valor miximo en un transitorio, manteniéndose el signo respecto

del obtenido en 4.2.2 .

- Para el coeficiente de conveccidn exterior se presSenta una varia-
cidn mds pronunciada a lo largo del absorbedor en el estado esta-

cionario manteniéndose el signo respecto del obtenido en 4.2.2 .

- Para el resto de los par@metros se presenta un cambio de signo res-

pecto del obtenido en 4.2,2 ,

- El coeficiente de sensitividad respecto del calor especifico del
fluido llega a un miximo cuando la temperatura del fluido est@&
aproximadamente en 75% de su valor final regresando a un valor final

cercano a cero.

- El coeficiente de sensitividad respecto al flujo nominal presenta
variaciones menores a 'lo largo del absorbedor en el estado estaciona

rio respecto.de los dos casos anteriores.

4.2,4 Temperatura de entrada

Los resultados se muestran en las figuras (4.25) a (4.31).

- En este caso todas las curvas, excepto la de ho, tienden a regresar

a cero en el estado estacionario.

- Todos los coeficientes, excepto el de flujo nominal, cambian signo

respecto del obtenido en 4,2.3.



- Las magnitudes mdximas alcanzadas son las mayores entre las 4 entra-

das.

En muchos de los resultados se observan algunas pequeiias oscilaciones
producto, como se muestra en el capitulo 2, de imprecisiones de la rutina

de antitransformacidn usada.
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TABLA 4.1 Magnitud mixima de los coeficientes de sensitividad de
la temperatura del fluido a la salida del absorbedor

entrada

pardmetro dQ dv du dv
) 20.2 E 0.828 E ~1.5714 T 14.91 T .
cy - 18.18 T " - 0.75711 T 6.714 T - 61.5T
a 7.93 E - - -
a . 2.75 E - — -
€ - 0.1265E . - - -
h, - 0.0413 E 0.0115 E 0.0133 E - 0.125 E
ms - 0.0257 E - 0.001'E 0.0892 E 0.0981 T
Py - - 0.0052 T - 1.17x100° T  1.6x107>T - 0.0125 T
h, 0.002 T - 0.83x10° T  0.6x10° T - 0.0063 T
02 - 2.06x107*T - 0.83x107° T  0.76x107'T - 0.7x107°T

TABLA 4.2 Magnitud mixima de los coeficientes de sensitividad de
. la temperatura del tubo a la salida del absorbedor

pard@metro gnerada dq dw du dv
ez 2443 T | -l1.002T 9.955 T -76.87 T
. 18.76 E £ 0.7781 E -1.368 T 13.0 T
a 10.66 E - — —
a : 3.7E - -— -
€ -0.21E - — —
b, - 0.063 E 0.0152 E 0.022 E - 0.16 E
ms - 0.0245 E -0.94x10"> E  0.085 E 0.0807 T
o1 - 0.004 T -0.7x107> T  0.0014T . - 0.0105°T
h, - 0.0043 E  -0.2x10T°E  -0.001 T 0.0056 T
P2 - 0.27x107° 7 -0.11x107'T  0.11x1070 T - 0.87x107° T
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3. CONCLUSIONES

Este trabajo preseﬁta resultados analitico§ en las dos partes de que
consta, primero en el terrenc de la comparéciﬁn de modelos sujetos a dis
tintas simplificaciones y posteriormente en el anilisis de sensitividad
de sistemas de parametros distriﬂuidos, sin llegar a.la experimentacidn

fisica, l1a que se realizard en trabajos posteriores.

Este capitulo consta de 3 secciones; en la primera se dan algunas con-
clusiones relativas a los 2 primeros capitulos y en las otras 2 seccio-
nes restantes se presentan conclusiones sobre el anilisis de sensitivi-

dad en lo general y particulares para el caso del absorbedor solar.
5.1  Cemparacién de modelos

1. El pasar un modelo de ecuaciones diferenciales a una formulacidn



5.2

en ecuaciones integrales permite analizar la validez de ciertas sim
plificaciones ademds de ganar en el conocimiento de la estructura

del modelo.

En general, las ecuaciones integrales presentan mejor comportamien—

to en la solucidn numérica que las ccuaciones diferenciales.

La comparacidn total, y mas detallada, de toda la familia de mode-
los descrita, queda por hacerse siendo recomendable buscar otro
juego de valcres para los pardmetros que den un niinero de Peclet de

menor magnitud.

En este trabajo y los trabajos previos, sdlo se ha utilizado un qu
go de condiciones a la frontera que dificilmente se tendran en la
realidad. En trabajos futuros &ste debe ser un punto que debe to-
marse en cuenta con wmis detalle, ya qu estas condiciones juegan un
papel importante en la solucidn del modelo y las hipfStesis hechas

sobre este punto pueden ser'demasiado restrictivas.
Andlisis de sensitividad

El an3lisis de sensitividad siendo una herramienta en el disefio se-~

T3 mids Gtil cuanto mds completo sea el modelo del sistema de que se

parta.

En este trabajo se presenta un método para obtener modelos de semsi
tividad de sistemas de parfmetros distribuidos y una forma de solu-
cidn de los .mismos dependiendo del tipo de pardmetro que se esté@

analizando distinguiendo dos casos: pardmetros que no son funcién
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de las variables independicntes y se suponen como constantes en el
desarrollo del modelo y parimetros que son una funcidn explicita
de las variables independientes y asi se expresan en el desarrollo

del modelo.

Esta clasificacidn de los pardmetros se hace eﬁlfunciﬁn de que cada
uno dé ellos requiere una forma de solucidn del modelo de sensiti-~
vidad distinta, salvo que se hagan simplificaciones adicionales al
fijar los pardmetros variables en un valor de la variable indepen-

diente y hacer el andlisis para distintos valores.

Para los pardmetros del primer tipo se da una forma de solucidn que
es descrita en la seccifn 4.1 y se obtienen resultados numéricos

para el modelo del absorbedor.

Para los pardmetros del segundo tipo se describe el mdtodo propues—
to en (5) que, aunque de fdcil aplicacidn, resulta ser demasiado
costoso sieﬁdo recomendable continuar los esfuerzos por encontrar
formas alternativas de solucifn para este caso.v Esto es importante
porque la riqueza de los resultados que se obtengan seri mayor cuan

to menos simplificaciones se hagan.

Los resultados numéricos obtenidos para el absorbedor sdlo son un

ejemplo del método propuesto. Para una mayor riqueza de resultados
se hace necesariﬁ, a partir de lo obtenido aqui y la experienciavde
los disefiadores, planear experimentos fisicos o numéricos para cada

pardmetro que se estime necesario analizar.

Aunque sdlo se hace el andlisis de sensitividad para los estados del
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éistema, nada impide aplicar los mismos conceptos y método a las va-
riables de inter&s que se definan, en el diseiic del sistema, en el
desarrollo del control del sistema, en su operacidn, etc, como pue-
den ser eficiencias, indices de optimizacidn (performance index),

salidas del sistema que no sean estados, etc.

Para sistemas no lineales se puede aplicar este método siendo nece~
sario que en el desarrollo del modelo de sensitividad se asegure el
cumplimiento de las condiciones del teorema sobre funciones implici-

tas dadas en el capitulo 3.

Para sistemas no linecales y afin para lineales existe la posibilidad.
de utilizar un enfoque estadistico para hacer anilisis de sensitivi-

dad asociando distribuciones de probabilidad a los pardmetros (20).

Absorbedor solan

En las tablas 4.1 v 4.2 se enlistan los pardmetros segiin su importan
cia dados los resultados obtenidos.

Los resultados obtenidos nos dan la sensibilidad del absorbedor a
variaciones en los par&metros alrededor-del valor nominal dado y son

vdlidos s6lo para ese punto nominal.

-

En la eleccidn del aceite debe buscarse principalmente que tenga al-
to calor especifico igualmente que al elegir el material del tubo
absorbedor, sin importar la densidad que tengan, siempre que conser-

ven sus caracteristicas a las temperaturas de operacidn dadas.
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En el andlisis detallado que se haga sobre un parimetro debe consi-
derarse su relacidn con el resto de los parmetros y si variaciones

en uno implican variaciones en otros.

En la eleccidn de la superficie selectiva debe buscarse aquella que
de mayor absortancia y la mantenga a lo largo del tiempo lo mds po-

sible aiin cuando esto implique aumentar la emitancia.

Para estas condiciones nominales es m3s importante la estimacidn del

coeficiente de convececidn exterior que el interior.

Si el valor de la apertura del espejo se incrementa por vencimiento
de su estructura, este defecto en la concentracidn se puede ver com-

pensado por la sensitividad positiva de las temperaturas.

Para obtener la sensibilidad del sistema respecto del punto de opera
cidn habrd que dejar en el modelo explicitamente como pardmetros las
entradas nominales que no aparecen y aplicar el m&todo en la misma

forma.

Siendo el flujo de aceite la variable de control, conocer la sensi-
bilidad del sistema respecto del mismo permitiri estimar el esfuerzo

de control necesario para llevarlo al punto deseado.
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APENDICE A. OBTENCION DEL MODELO BASE.

En trabajos precedentes (1) -(2), se ha descrito con detalle el colector
y como se llega al modelo base de que se parte en este trabajo y aqui s
lo se hari un resumen de tal desarrollo por completez.

El colector solar de tipo canal parabdlico consta de: (figura A.2)

a) Un espejo de tipo canal parabdlico con un elemento seguidor del sol

incorporado.

b) -+ Un tubo metdlico absorbedor cuyo eje longitudinal coincide con el
eje focal del espejo.
¢) Un tubo envolvente de vidrio, cuyo eje longitudinal coincide con el

v

del tubo absorbedor.

Por el interior del absorbedor circula aceite, el cual recoge el calor de

la radiacidn solar.

Para llegar a las ecuaciones diferenciales parciales que se utilizan como
modelo del colector se utilizan las siguientes hipdtesis (formuladas y

agrupadas como’ en (2)):

Hipdtesdis fundamentales

Hl El sistema opera en forma deterministica

H2 Se conserva la materia y la energia
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Hipbtesdis estructunaled

H3 El espejo tiene seccidn transversal uniforme y parabdlica; el tubo
absorbedor tiene secciones circulares concéntricas, centradas en el

foco de la pafibola.

H4 La Qnica fuente t@rmica es el sol, cuya radiacifn llega bajo la for

ma de rayos paralelos al eje de la pardbola.
-HS La radiacidn solar incide sobre él absorbedor de manera uniforme,
H6 El tubo envolvente no.almacena energia.
H7 Los extremos del absorbedor se encuentran t&€rmicamente aislados.

H8 Las Qnicas pérdidas de energia se dan por conveccidn y radiacidn al

medio ambiente, cuya temperatura no varia por ello.
Hipbtesdis operativas

H9 El fluido es incompresible y no hay caida de presidn.

HI0 No hay gradientes radiales ni de temperatura, ni de velocidad.

Hipdiesdis consiitutivas

.

H1l El calor se transmite al fluido por conveccibn a trav@s de una pelicu
la y dentro del tubo se transfiere por conduccidn y arrastre convec-

tivo.

Hl12 La conveccidn a través de una pelicula es lineal en la diferencia de

temperatura. El coeficiente de proporcionalidad depende de la velo-



H13

HLl4

H15

H16

H17

108"
cidad y la temperatura del fluido segln una ley conocida,

La conduccidn de calor sigue la ley de Fourier,

La entalpia de una porcién de fluido es proporcional a la masa de

la misma y su temperatura absoluta.

Con la posible excepcién del coeficiente de pelicula hacia el inte-~
rior del tubo, los cceficientes de transporte, densidades, calores
especificos y dimensiones geométricas son constante y de valor co-

nocido.

La radiacidn sigue la ley de Stefan-Boltzmann.

La temperatura de cielo difiere de la ambiente en una cantidad posi

tiva conocida.

Hipbtesis de accesibilidad

H18

H19

H20

Tanto el gasto en masa como la temperatura de entrada al absorbedor

se pueden manipular a voluntad®,

La intensidad de radiacidn solar, asi como la temperatura ambiente,

.varian en el tiempo de una manera conocida, pero no alterable a vo=-

luntad.

Se mide la temperatura del tubo en un niimero finito de puntos a lo

largo del colector

+ Dentro de limites impuestos por el equipo auxiliar, como las bombas de
circulacidn. En la practica manejar a voluntad, la temperatura de emtra
da resulta mds dificil que regular el gasto en masa, por lo que sSlo es
te Gltimo serd empleado -como variable de control.



'HZI'ko'hay pérdidas de calor en la corriente que sale del absorbedor y

su temperatura se alcanza ya desde el interior del mismo.

Hipbtesis de negularidad

H22 Las temperaturas del tubo y fluido son dos veces continuamente ‘di-

ferenciables.

H23 Las funciones de entradas son continuas; hi es lipschitziana.

Tomando en cuenta estas hipdtesis y denotando con subindice 1 a la sec-
c¢idn que ocupa el fluido y con subindice 2 a la que ocupa el tubo absorbe
dor. Sean T;, Tp: (0,*) x (0,£) - R funciones tales que Ti(t,z) repre-
senta la temperatura absoluta en la seccidn i, z unidades a partir de la

entrada y t instantes de tiempo despuds de iniciada la operacidn.

Las hipStesis H2, H13 a H15 y 121 permiten plantearvrepresentaciones para
la tasa de acumulacidén de energia y al transporte por arrastre convectivo
y por conduccidn. Tomando en cuenta ademi3s las hipStesis estructurales,
las operativas y el resto de las hipdtesis coéstitutivas junto con H18 y

H19, resulta entonces que T; y Tp satisfacen las condiciones:

aT 3%t . T .
plcmﬂl = kA, T - 8(ec g+ P, by (Ty,m(t)) (T2 - T)) (aA.1)

) :
p2C2 A 32 = kphy £ — v (1), 8(®)) (T - Ty) - 2 B (T, - T (D) -

-oer (13 - (1, () - ')+« aqe) (A.2)



110 -

donde para j'= 1,2 y t >0

p. densidad
J
C. calor especifico
3 : del material de la seccifn j
kj conductividad térmica
Aj drea de la seccidn transversal
Pi/Po periﬁetro interno/externo del tubo absorbedor
a apertura del espejo
a absortencia del tubo
[ emitancia del tubo
[} constante de Stefan-Boltzmann
A . correccidn empirica para la temperatura de cielo
o gasto en masa del aceite
Ta temperatﬁra ambiente
Q radiacidn solar por unidad de &rea b
h0 coeficiente exterior de pelicula
hi coeficiente interior de pelicula

Para determinar las condiciones a la frontera, se hace uso de H18, H2,

H13, H21l y H7:

Ty(5,0) = T_(8) g—z’il (t,8) =0 (A.3)
aT . . T2 - '
a—zl (£,0) = 0 ; 5 (c,2) =0 (A.4).

y dadas las condiciones iniciales, basta que To, Ta, my Q sean continuas

y que hi sea lipschitziana (H22) para garantizar la exiSCenéia y unicidad



de la solucidn del modelo.

Para simplificar las ecuaciones se hace un escalamiento de las variables

para llegar a modelos adimensionales. En este trabajo se hace:

T t -
t P R z z
T,
xj=5-_l s i=1,2
h]

donde Tt tiene dimensiones de tiempo, ¢ de longitud y ej de temperatura

absoluta.

Estas substituciones transforman (A.1) a (A.4) en:

aﬁ . 9%x 3%
E-L='L1 Tz% - u(t) E‘L - 51(X1,u(t)) ?{1 + 8o (xl,u(;))xz

’ 25,
g‘c( =K aa,z‘z + A (%, u(®) % - ulxy, u®)) x - v x3 + Bw(t) +

+y {wiey - A)" + o q(t)

donde se han suprimido las barras en t y z para simplificar la notacidn,

y donde

R, = —=1> ; j=1,2 (A.5)
h} ijJ-c

3
=0TE Py ez : 6
Y p2 C2 A (A.6)

~IBhpl,_ &
p2C2 Az i A 3 (A.7)

N
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y « son constantes conocidas, en tanto que

1 _W(rt)
t) = ——t .
u(e) = = (A.8)
T (tt)
a a 1Q(ztt)
w(t) = ——— t) =~ A.9
W) = a(e) = 20T (A.9)
Finalmente
TR 8
8§ = 16, = 8 A.10
' onGiay 2 Tep (4.10)
TR 8
= ——— = 4 —2
p2Czh; ¥ g 8 A
Por otra parte, las condiciones a la frontera se transforman en
_ 9X
x1(£,0) = v(t) o (£,8/5) = 0
3%y o oy o ax _
—?-az (£,0) = 0 ——J—az (t,2/g) =0
donde
v(t) = TolTt) g:t) (A.11)

S8i fijamos £ =& y 8; = 0; = Tr siendo Tr una temperatura de referen-

cia; y fijando t igual al tiempo de residencia del aceite en el absorbe-
dor:
£

u
r

T =

donde u, es un valor nominal de velocidad, el modelc S0 resultante tiene



S K .

la forma:

2
9%y 1 23%%y _ Xy _
SE ——Pe 322 u(t) 0z § %X, + 6 xo (A.12)

. 52 .
%%Z = —%—-—3§§-+ AX) =~y X -y x2 +aq(t)+ B w(t)+
e
y
+y {u() - ) (A.13)
donde &, A y u son funciones conocidas de x; y u

- v o= X Gy 1
v }, G2 P2 (A.18)

y P, es el niimero de Peelet dado por

pl Cl ﬂur

- Pe = _—_E;——_——_ N (A.15)

Las condiciones a la frontera se transforman en

x1(t,0) = v(t) %—L (£,1) =0 {A.16)
i’ziz (£,0) = 0 2—’2‘1 (t,1) = 0 (A.17)

- 3
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