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ABSTRACTO 

En est~ trabajo sedescri~e, con sentido '~~t~tico, una 

técnica de óptiinizacion relativa a .la prograniacion de redes de 

flujo aplicable. a re.des con funciones de e.os to n~ lineales sepa­

rables, Adem1is se proporcionan los algoritmos detallados y pro•­

gramas pará: ¿·~~p.uÍ:adora ·que imp1ementan los procedimientos de -

resoiuc'ión, los correspondientes manuales de usuario y ejemplos 

.represen~at:Ívos resueltos con los programas. 

El Capítulo 1 define los conceptos b1isicos sobre modelos 

de redes, la notación consistente empleada, cierta terminología 

necesaria y el modelo matemático del cual se deducen algunos re­

sultados teóricos importantes sobre la teoría de la programación 

Lineal. 

En el Capítulo 2 se consideran redes de flujo con costo -

mínimo eu las que el costo del flujo en sus arcos es una función 

convexa. El método de resolución empleado consiste en una aprox~ 

mación por segmentación implícita, en la cual, el flujo en los -

arcos es cambiado iterativamente en una cantidad preestablecida. 

El Capítulo 3 estudia el problema de redes de flujo con -

costo mínimo cuando el costo del flujo en los arcos es una fun-­

c:i.ón cóncava, la cual se idealiza corno una función de costo con 

cargo fijo. El algoritmo de resolución que se describe es un pr~ 

cedimiento de ramificación y acotamiento ("branch and bound"). -

En ambos capítulos, 2 y 3, se han reservado las dos Gltirnas sec­

ciones para describir la organización y formato de datos requer~ 

dos por los programas y resolver algunos ejemplos sencillos fun­

damentalmente con el deseo de ilustrar eficazmente el uso de los 

programas. 



1 

Adema& se :i,ncluyen d.oEi avci:i.\lfces.e.xte:.n;os .. e. tinportantes., 

en los cl!al.és. se··oJ:xéceÚ·dé:;;c~':LpÚon ele los algoritmos de c~m­
putadora para fos~·~de~~ó.~?<l~~·~;~ci~·s, T~'.1.~s algoritmos se pre.sen-­

tan. en éuatro nivef~5;.ci~ :ahst~a~~Ú~; un riguroso diagrama de 1 -

flujo (Ía. fórma cléf·at~i~a~~ de flujo es particularmente compac­

ta y· facili,ta l!l\e;{~i~:) éo~prension), una descripción verbal 

(clara y concisa) parai~l~, un ejemplo con ilustraciones, y una 

codificación del l.enguaj e FORTRAN IV la cual se presenta en la -

última sección de cada apéndice. 

Los temas y capítulos se han escrito de tal manera que 

ellos sean independientes, tanto como sea posible, de otros te-­

mas y capítulos. Esto se ha hecho con el ánimo de darle flexibi­

lidad al reporte y .facilitar la lectura. Creo que el nivel de 

discusión permitirá un estudio adecuado a aquellos que deseen 

aprender la técnica y los trucos para utilizarla y cambien a 

aquellos que deseen estudiar los algoritmos rigurosamente. 

Finalmente, creo importante mencionar que la mayor parte 

del material de este trabajo, incluyendo los algoritmos, se ad­

quiri6 de la referencia l. 
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CJ\P ITULO. I 

CONCEPTOS Y RESULTADOS 

1.1 MODELOS DE REDES DE FLUJO 

Como se ilustra en la Figura 1.1, una red es una colee--

ción de nodos y arcos. Esta representación es útil para mode--

lar o formular una gran variedad de situaciones físicas y con-­

ceptuales. Por ejemplo, sistemas de carreteras para el trifico 

de vehículos a menudo son formulados como modelos de redes. En 

éstos, los nodos representan a los centros de tráfico y los ar-

cos son las vías que unen pares de centros. En forma similar,-

sistemas de ferrocarriles, sistemas de aerolíneas y, en gener~L 

todos los problemas de planeación del transporte se pueden re--

presentar apropiadamente como redes. Otras situaciones, tales-

como sistemas de inventarios, sistemas de producción - distribu­

ción, sistemas de comunicación, sistemas de ríos y sistemas de­

tubería, han sido representadas como redes. A los modelos de -

tales situaciones se les llama modelo6 de nede6 de 6lujo. 

Figura 1.1 

Red 



flujo e:e c:::s~:::a:: ::::~: 8 e::r:e:~:r:: :~~!:.e.; trso~}!~;:to: 
es selecci.onar flujos en los arcos que Óptiui:léen ril.gu~a medlda­

de efectividad. Para ilustrar esto, sup~rigá ~ue la ~red de la -

Figura 1, 2 define .un modelo de redes cie):iujo.' Cad~ ~~co en la 

red lleva un flujo dirigido segt'Ín-:'l~ f).'tc~ri;y'fiene tres parám!:_ 

tras asignados.: una cot~_ Ínfer{oi; ;qGe>:J~-i~tintí~ima cantidad -­

que puede flúir eri el arco; una c,;t:a"!~~ll~iiC>i:>que es la máxima 

cantidad de flujo qué puede llE;ivar el rii?c<>; ; ~n costo para ca­

da, unidad de flujo que pase a través .. del arco. 

{O) 

{31 

Definición de términos 
(flujo externo fijo] 

(flujo, cota inferior, 
cota superior, costo) 

Figura 1,2 

Red de Flujo con Solución 

Si el parámetro de cota inferior no está presente en el­

arco se asume que su cota inferior es cero y si está presente,y 

por alguna raz6n su debe reducir a cero, no hay problema, en la 

secci6n 1.5 se proporciona una transformación sencilla para re­

mover cotas inferiores, 

Con cada nodo se asocia un parftmetro que representa la -

cantidad de flujo que entra o ~ale de l~ red por el nodo, A es 

te parámetro se le llama flujo externo. Un flujo externo posi-

tivo indica que el flujo entra a la red y el nodo en cuestión,­

se dice que es de 11 dep6sito". Un flujo externo negativo indica 

que el flujo sale de la red siendo el nodo de "demanda". Si el 

flujo externo es igual a cero, no hay recursos disponibles ni -

demandados en el nodo, en este caso, se dice que el nodo es de­

" transbordo" (o intermedio). En cualquier caso, hay conserva;..-
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ción del. flujo, es decir,• el Úujo ••. é¡~.e'..~r/b~a á u_n~ rici·c1.ó po~r, 
ar.cos más el flujo externó debe< s.;i igt!al a:Í. flufo que. ~a.1e; 

Clah~~n~e, los fl~j~s, ~¡é¡ los a~~os. s.on las variables de 

de~:L~i6~'k:d'ei;J?roblem~ ele ~p~:l.mgáció!l, el cual, consfáte~n -.·. 

seie<:~f()~~a~ .fl;.¡jos en los arcos que satisfaciendo las .. C:o!ldü:l.o,­

nes r~~t}Í'~ti~~s.establecidas, minimicen .el costo totaldcl flu 

jo; ElYl~ctor. podiía véríficar que los flujos mo.strados 

Úgur'a,:Í~:i.son .6~Úm0s para los parámetro~ dados, 

en la-

l. 2 .. RELACION ENTRE LOS PROBLEMAS DE PROGRAMACION DE REDES DE 

FLUJO. 

El problema de optimizar alguna función objetivo sujeta­

ª restricciones es denomínado ptr.ogtr.amael6n mate.mdtlea. Debido­

ª que todos los problemas considera<log aqu! se definen como una 

red q'ue lleva flujo, se usa el. término ptr.og!Lamae.lón de. tr.e.de.1.> de. 

ó.tu.j o • En la Figura 1.2· se ilustra un ejemplo especifico de un pr~ 

blema de flujo a costo mínimo, lineal y sin ganancias. Se dice 

que el :flujo es sin ganancia cuando el flujo se conserva al pa­

sar a través del arco y, con ganancia, cuando el flujo se incre 

menta o disminuye por algGn factor al pasar por el arco. A di-

cho factor se le llama ganancia. Ahora bien, en la Figura 1.3-

se muestra la relación entre los diferentes problemas de prog~~ 

maci6n de redes de flujo. El punto central de esta figura es -

él problema de flujo a costo mínimo, lineal y sin ganancia. A­

la izquierda se listan los problemas menos generales en el sen-

ti<lo de que son especializaciones del problema central. Los --

problemas listados a la derecha son más generales o bien, los -

problemas básicos son un caso particular <le éstos. También se-

muestra el problema general <le programación lineal para indicar 

su relación con los problemas de programación de redes. Se han 

identificado algoritmos que resuelven cada uno de los problemas 

de la Figura 1.3, encontrándose que los algoritmos para los --

problemas menos generales son más eficientes, en tiempo de pro­

ceso y espacio (memoria), que para los problemas más generales. 

Resulta que los algoritmos definidos para los problemas m&s ge­

nerales pueden resolver los problemas en su forma menos genera~ 



PROBLEHA DE 
{LUJO Hf,X rno 

PP.OBLEMA DE LA 
RUTA MAS CORTA 

-·---------Problemas M~nos Gcner.Jlos 

Problemus M.ís Generales 

Figura 1.3 

------ ....... 
/ PROBL[MA DE · \ 

PROGR/111.ACION 1 
LlllEAL I ..._ __ ..;.. ____ ,,,,,,. 

rRüBLEM,, DE íl~UJO 
r. Cl')SIO l\H:IMO r.ori 

COSTOS co:;VEXOS 

Relaci6n entre los Problemas de Programaci6n de Redes de Flujo 

sin embargo, el inverso rara vez es cierto. 

l. 3 PARANETROS. DE J:IOLGUR.A EN NODOS 

4 

Ahora se incluyen dos parámetros adicionales en los nodos: 

el flujo externo de holgura y el costo unitario del mismo, Ade 

más del flujo externo fijo, es posible definir una cantidad 

máxima de flujo adicional que puede entrar (si es positiva) o -

salir (si es negativa) del nodo: el flujo externo ele holgura. 

Si esto es permitido. se debe pagar un 'costo por cada unidad de-

ese flujo ele holgura. Por ejemplo, en la Figura 1.4 al menos -

dos unidades el.e flujo entran a la red en el nodo 1. Si el cos-

to estl en pesos, ha~ta dos unidades más pueden entrar en ese -

nodo a un costo de $1 por unidad de flujo. Una unidad de flujo 

debe salir del nodo 2 y hasta 2 unidades de flujo a un costo de 

menos $2 por unidad (un costo negativo equivale a un beneficio) 



puedeneritrar •. La interpretai!ión ¡rnra los n~dos 3. y 4. es simi-

lar• 

[flujo 
flujo 
costo 

Figura l. 4 

Red con Parámetros de Holgura en Nodos 

1.4 NOTACION EN REDES 

1.4.1. Estructura 

La estructura de un modelo de redes está definida por n~ 

dos y arcos. Un nodo i es un elemento de la lista de nodos - ·-

Ñ=[l,2,. •. ,i,. .. ,n], y un arco queda definido por un par orden2_ 

do de nodos (i,j) o como un elemento k de la lista <le arcos - -

M= [ 1 , 2, ••• , k, ••• , m] , El arco k o k(i,j) se origina en el nodo-

i, nodo origen, y termina en el nodo j, nodo terminal o <lestin~ 

Para definir todas las conexiones presentes en la red, se iden­

tifican las listas origen y destino 

O [01•º2••··•ºm] 

donde ºk y tk son los nodos origen y destino, respectivamente, del 

arco k. La colecci6n de nodos y arcos es una red dirigida (o 

simplemente red) y se identifica por D=[N,M], donde los valores 



de ~ y m y ios conjuntos o y T. son' s'~.fr~ien"t~~ ·~;¡~~('ci~{{i'ti~ 
dos . los arcos de la red.. . ...... · ; ... · :.:e ,,_;: < 2<>: .. 

q "' •·. '.~ •• :: :;~:.:· ': ~ 1; a 1!J! ·~¡Z~ítlf !f ~~~¡'.i t;; :~~f:: It~f ct; '~: 
do i;_MTi=;¡1<itk~iJ. 

1.4.2. Flujo y Costo 

Flujo 

El flujo en el arco usualmente representa alguna canti-­

dad física tal como el flujo de un fluído, flujo de personas, -

artículos, materiales o flujo de dinero, Una característica -­

principal del flujo en la red es que se conserva en cada nodo, 

Costo 

Un costo se asocia con ~l flujo en el arco. El costo en 

el arco es una funci6n del flujo, hk(fk). Nuestro objetivo se­

ri minimizar el costo de la red, el cual, es la suma de los cos 

tos de· todos los arcos. 

H(f) 

Se identifican tres clases de funciones de costo: lineal,. con--

vexa, y c6ncava. La funci6n de costo lineal es 

donde hk es el parimetro de arco que proporciona el costo por -

unidad de flujo. En consecuencia, el costo lineal de la red es 

Las Figuras l.Sa y l,5b muestran varias funciones de costo con­

vexas y c6ncavns"rcpresentativas. 



,, lf1 hlfl 

(a) 

Costos no Lin~~fes Repres~mtativos 
(a) Costos Convexos. (b) CCJsto~ c()~cavos 

1.4.3. Representaci6n Gráfica Del Modelo De Redeé, 

7 

En la representaci6n gráfica los nodos se simbolizan por 

círculos con el índice de nodo adentro, Los nodos se enumeran-

consecutivamente comenzando con el ndmero uno y sus parimetros-

se muestran adyacentes a él entre paréntesis cuadrados. Un ar-

ca se dibuja comi un segmento de línea dirigido que conecta sus 

nodos origen y terminal, y tanto su índice como sus parámetros­

se muestran adyace~tes al arco, estos filtimos, entre parlntesis. 

Los arcos también se enumeran consecutivamente, sin embargo, en 

este caso el lector deberá conocer la manera de efectuar.la enu 

meraci6n implementada en los algoritmos de resoluci6n que se 

describen en los capítulos que siguen. Para.identificar los p~· 

rámetros, en cada representaci6n gráfica se proporciona la defi 

nici6n de los mismos. En la Figura l.6a se ilustra una red con 

los parfimctros de nodo y arco. 
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Figura l. 6 

Representación de los Flujos Externos de Holgura 

(a) Con Par&metros de Nodo (b) Con un Nodo de Holgura 

Una representaci6n alternativa de los flujos de holgura­

usa arcos en sustituci6n de los pnr5metros_ de holgura de los no 

dos. En esta representnci6n, se crea un nodo de holgura que no 

requiere conservaci6n de flujo y se le designa con la enumera--

ci6n mfis alta en la red, es decir, scrfi el nodo n. Para un flu 

jo de holgura fsi positivo (negativo), se construye un arco des 

de (hacia) el noclo de holgura hacia (L!cscle) el nocla i. La cnpaciclacl del ar 

8 



co ,es. ib~iiY ~i cósto es :~s:I.· El algoritmo del Apé~dice:J\ usa precismnen­

te esta representació1{;' la; cuál e:~·'cireada p~r '.él mismo :ariforittito. ' 

. <'°. ·;>\ .... ·.• .. L <'o 

Conservación 

. 'ull.•J:~!lj()f~~l:i~):e fÚ;.Cf1 ,fi.~···f~)) es aquel que sati~ 
face ia .ccinsei:váción de flujo·~ en tocios los nodos excluyendo al­

nado. de holgura. ; De• acte~do··C~~ la definición de nodo y arcos­

de holgur/~od~s, ~·~J'f1~'.f()~.~ri<1a red, excepto los flujos exteE_ 

nos fijb~ eri lc(s; ·Il_°bdos'~•'esfán~ e:n arcos. Por consiguiente, la -

é.onservac:l.¿~~··<l~: ;~.zt.~z,t:}~n;··r;:;~~.:tºªº ·implica: 

flujo to tal -~ki {i(f~~¡ª~~¡:'.~.gci;?~fluj o total que entra 
. ,•: ... ,~1J:~~>°"-''t:.:~:_:rc~:-.>{~~¡~4;;: X'+.> 

,. ",::,~-·~ __ ¿> !.'..";-~~_:::J.J~--~:t.i.>; ' . 
. -. :. ~--~ --'~: .- ---·::.~ /---~:-~;_:-.:-~ ~-~-~:-~;:.':t"':- ;.,~:~~ ,~~?t~ ""~;-. 

Matemáticamente,'j:•~;:'ff~\!{i.cc:l,ón de la conservación 

ecuación de KirC:~~'.{~ -~~f{ ~n nodo i cualquiera es 

flujo ex­

terho ·fijo 

en el nodo. 

de flujo o -

- ¿ f 
ke:HT k 

i 
} 

si bi>O el nodo i es de depósito 

si bi=O el nodo i es de transbordo 

si bi<O el nodo i es de demanda 

Para la red de la Figura l.6a las restricciones de conservación 

de flujo son 

nodo 

l fl + f 2 f7 3 

2 -fl + f3 + f4 -f6 o 

3 -f 2 - f3 + f5 + fs = o 

4 - f4 - f5 =-5 

Observe que las columnas que no representan arcos de holgura -­

( l, 2, 3, 4 y 5) tienen exactamente dos elemontos diferentes de cero, 

Si la columna representa al arco k(i,j), aparece un coeficiente 

+len la fila i y un -1 en la fila j. Distintamente, los arcos 

de holgura solo tienen un elemento diferente de cero debido a -



que la restricción de conscrvació.11 de. flujoº no se . escribe par.~: 

~1 n~d() de holgura. A 1 a mil t riz de . lose ~oeff~ientes as~c iad~ s :_ 
• < '<: ,, 

con. las ecuacione.s de conservación· de flujo ~e ie.denomina' ína--
.ttr..lz de ;ln.c.i.dene;la no do~ -atr.co6; . s:I. e~l:a:sk d~nota por A ·Y por-:: 

.\>, elvector columna de los Hufo~.~x~~~no~'fÍ.jos, las ec~ac:l.~-
nes de .conservación de flujo s·e puederi e,scribÍ.r l!latridalménte-

como Af=b. 

1~5 TRANSFORMACIONES DE PARAMETROS UTILES. 

1.5.1. Transformación De Capacidades Mínimas A Cero. 

En algunas ocasiones puede ser conveniente o necesario -

transformar un problema de redes de flujo con cotas inferiores -

diferentes de cero a un problema equivalente con Gk=O pata ~ --

k=l,2, ... ,m. Esta transformación permite eliminar la capacidad 

mínima de la lista de parámetros en los arcos, lo cual, puede -

significar un chorro importante de memoria principal en el com­

putador cuando se resuelven redes con gran cantidad de arcos. -

Para lograrla se procede a cambiar 

l. _gk por cero [ b¡ l [ bj l 

0 kk' ck, hk) ;G) 2. ck por c' ck-Gk k 

3. fk por f' k f -c k -k 

4. b. por bi bi-sk [b¡·!<kl 
(O,ck-,k ,hk) [b/'kl l. 

5. bj por b. bj+,.9k 8 ) G) 
J f k0~k 

El procedimiento se aplica arco por arco para todos aquellos 

con skfO. Cada transformaci6n usa los parámetros actualizados­

como resultado de la anterior. 

1.5.2. Transformaci6n De Los Par§metros De Nodo 

Los parámetros de nodos pueden convertirse fácilmente en 

parámetros de arco rccmplazon<lo el nodo en cucsti6n por dos no-
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dos y un 

Conversión de Nodo a Arco 

1.5.3. Transformaci6~ de un Arco No Dirigido, 

Un arco no dirigido (i;j) con capacidad mínima igual a -

cero y capacidad máxima cij se puede manejar reemplazándolo por 

un par de arcos opuestos (i,j) y (j, i), ambos con capacidad mí­

nima igual a cero y capacidad máxima igual a cij 

(O,c) 

(_......) ____ TI) 
(O,c) 

Figura l. 8 

Transformación de un Arco no Dirigido 

Otra manera de manejar este caso es asignando una direc~ 

ci6n arbitraria a la línea y tratarla como un arco con ~k=-c y-

Luego, si el flujo en el arco es positivo, este va en la di 

recci6n supuesta; mientras que si el flujo es negativo, fluye-

en la direcci6n contraria a la supuesta con el signo cambiado,-

es decir, positivo. Por supuesto, lo anterior procede si el al 

goritmo de resoluci6n usado permite flujos negativos. 

1.6 MODELO MATEMATICO 

La.representoci6n gráfica junto con los parámetros de no 

do y arco son suficientes para definir un modelo de redes de 

flujo. Las características del nodo de holgura, la funci6n ob­

jetivo y el concepto familiar de la conservaci6n del flujo es­

t6n implícitos en lo <lefinici6n. 



·.'~,':.:o ::, '~ ::(·: 

Ahora se dés~ribe 1~ representación mat~~áE~-G iSG ~;de .. 
lo, en in cuai)·s~ especifican explícitámente.;f~dd~ i'as é:ata'dte 

rísticas dél müimo; - La - representación gráfica s¿~~~t~ .para ¡:..­
presentárlos .é¿je~pios, mientras que la matc~ál:{¿ 'és>'.Í.mporta~­
te para d.educir los resultados teóricos 'nece:s'a:'fios empleados en 

el algoritmo dé' resolución. En términos de los parámetros y va 

riables ya 'definidas, el problema de redes de flujo con costo -

mínimo lineal se .p.uede expresar como un problema de programa- -

ción lineal.(PPI;), 

m 

(o equivalentemente Max. L "'"hkfl) 
k=l e 

_bi i=l, ... ,n-1 

k=l, ••• ,m 

donde n es el nodo de holgura. 

En notación matricial el modelo anterior es 

Nin. hf 

s.a. Af b 

f ~ o 

f ::i c 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Llegados a este punto,se puede ya resumir algunos resul­

tados teóricos importantes sobre la teoría de la programación -

lineal. Estos son bien conocidos y se presentan aquí sin prue-

ba; el lector puede encontrar una justificación rigurosa de - -

ellos en la numerosa bibliografía existente al respecto, 

Considere la partición de la matriz A de manera que -

A•[B,R]. Cualquier matriz D formada por n-1 columnas linealmen­

te independientes de A es denominada una base y las variables -

correspondientes a estas son las vm~iahlcs biísicas, las cuales se-



repr.esentiln con 

cas asociadas 

PPL se pueden .e 

y resolviendo ~ilra 

... ,' 

-c_/-

COlljUnto d.e. variables no báfii 
¡-

·del\-

(5) 

(6) 

Para encontrar una solución b:ás.ica, primero se asigna a cada va-

riable no básica el valoi d~ cer6 (cota inferior) o ck (cota su 

perior); luego se usa la ei~ilción (6) para obtenerla, 

El dual del PPL es 

Min 

rri libre i•l, ••. ,n-1 

ok<:O . 

En notaci6n matricial 

Hin. 

sa. 

11.b .+ o e 

rrA + éi I ;;; -h 

TI libré 

o ;;; o 

k 1, 2,, •. ,m 

i o (k), j=t(k) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Las condiciones necesarias y suficientes, denominadas de 
Kuhn y Tuke~, para qua las variables del PPL correspondan a la­

solución 6ptima, han sido especializadas para el problema de re 

des de flujo con costo mínimo en los siguientes tres teoremas. 

TEOREMA 1 

Dada una solución f = [f 8 ,fR]t al problema primal y una-



2. 

3. 

Si [7T,o) es 6ptima. deliproblema dual, entonces, --

ºk = max. [0,7Tj-rri-hk]. 

'Supuesto el Teorema 2 la optimalidad del problema se pu~ 

de presentar como sigue, 

TEORENA 3, 

Dada una soluci6n f para el problema primal y una solu-­

ci6n parcial rr para el problema dual, las soluciones son 6pti-­

mas para sus respectivos problema si y solo si se satisfacen -­

las siguientes condiciones: 

l. factibilidad primal. 

2. 6k = Max[O,rrj-rri-hk] (factibilidad dual restringida) 

3. Holgura complementnria. Para cada a~co k(i,j) 

(a) rr. -1r. hk para Ü<fk<Ck 
J l. 

(b) fk o para rrj-rri>hk 

(c) f 
k ck para 1rj-rri<hk 

Como una ayuda visual la tercera condici6n se ilustra 

en un d.i.a.g1ia111a de. ho.f.9Wut c.0111ple.me.n:ta.1t.la para el arco k(i,j). 
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--º Figurá l.9 

Diagrcim~ de Hoi~ui~\complementatia 

1.7 TERMINOLOGIA SOBRE REDES 

Antes de seguir adelante con la exposición de este traba 

jo es preciso introducir ciertos términos sobre la teoría de re 

des. Además se pretende unificar términos, pues, es común encon-­

trar en la literatura al respecto diferentes definiciones para­

el mismo término. 

1.7.1. Gr&fica, Multigráfica y Gráfica Dirigida. 

Una gr&fica, denotada por G=[N,M], consisie de un conju~ 

to finito de nodos N y un conjunto M formado por pares desorde­

nados de nodos de N. Cada elemento de M es una línea o arista y 

se representa por (i;j) donde i y j son elementos de N. Una -

vuelta ("loop") se forma con una línea que une a un nodo consi­

go mismo. En una ~ráfica no se permiten vueltas ni líneas múlti 

ples, es deci~ dos o más líneas que unen al mismo par de nodos.­

En cambio, en una multigráfica sí se permiten líneas múltiples 

pero no vueltas. Finalmente, una gráfica es dirigida si todas 

sus líneas son arcos o pares ordenados de nodos (i,j) 

gura 1.10 se ilustran ejemplos de estos términos. 

1.7.2, Cadena y Circuito. 

En la Fi 

Una cadena del nodo i
1 

al nodo ir en G, es una sucesión de nodos y -

arcos distintos, i 1 , k
1

, i 2 , k2 , ... , kr-l' ir' donde ks es el arco (is,is+l) 

o la línea (is; is+l) con su orientación seleccionada de is a is+l' la cual­

se trata como el arco (is,is+l) para s=l, ... ,r-1. De esta manera, cada arco 

en la cadena tiene la misma dirección. un· circuito es una cadena con dos o-

más arcos de i
1 

a 1
1

. Ver Figura 1.11. 
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(b) 

(e) 

(el) 

Figu1:n 1. 10 

Ejcmp~os de (a) Vuelta ("Loop") (b) Gráfica 

(e) Jlultigrúfica (el) Gráfica Dirigida 



,;:(. ('\ . .•. VCI! 
!•I 

. . 

lbl 

. 
. 

ffi 
··~····.·::·.· 

. 

ldl 
(el 

Figura 1.11 

. 

. 

Craficas Dirigidas (a) Cadena (b) Trayectoria 
(c) Circuito (d) Ciclo 

1.7.3. Trayectorias y Ciclos, 
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Si en la definici6n de cadena se permite que cada arco -

tenga la forma (is,is+l) o bien (is+l'is) para s=l, ... ,r-1, se­

obtiene una trayectoria del nodo i 1 al nodo ir. Una trayecto-­

ria de i
1 

a i
1 

que contiene al menos dos arcos es un ciclo y se 

dice que contiene a i
1

. Ver Figura 1.11. De las definiciones­

anteriores se deduce que toda cadena es una trayectoria y que -

todo circuito es un ciclo, pero no recíprocamente. 

Grifica Conectada. 

G es una gr5fica conectada si existe una trayectoria en-

tre cada par de nodos. En caso contrario G es desconectada, 

1.7.4. Red y Subred Dirigidas 

Una red dirigida es una multigr5fica dirigida D=[N,M] o-
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y 

conectada y sin ciclos, mientras 

y sin ciclos. Un árbol dirigido -

nodo en NT' 

una subred que define una trayectoria única en-­

específico, llamado nodo raíz, y cualquier otro­

Una subred de expansi6n de D es una subred con - -

Ns=N, por consiguiente, un árbol de expansi6n (o generador) de D 

Un bosque de expansión de D es una subred de expa~ 

sión dirigida, desconectada y sin ciclos. 

Características de los árboles. 

l. El número de arcos en un árbol es n-1 donde n es el número -

d.e nodos. 

2. En un árbol de expansión dirigido solo el nodo raíz no es -­

terminal de algún arco. 

3. Cualquier número de arcos se pueden originar en u~ nodo del­

árbol dirigido. 

4. Entre cualesquier par de nodos hay una única trayectoria. 

5. Las n-1 columnas de la matriz A, que forman la base para el­

problema de flujo a costo mínimo, corresponden a los arcos -

en MT de un árbol de expansi6n . 

6. Los arcos que no se incluyen en MT reciben el nombre de aris 

tas. Si una ~rista es agregada a un &rbol, se forma un único 

ciclo y la red resultante ya no es un árbol. 

7. Si existe una trayectoria dirigida o cadena del nodo i al nodo j enton -

ces, el nodo i precede al j y el nodo j sucede al i, Si mi-

litarmente, el arco k precede al arco k- 1 si existe una tra-­

yectoria dirigida que los contiene y k aparece primero. 

La Figura 1.12 ilustra cuatro árboles obtenidos de la Fi 

gur.a l.6b, En (b) se tiene un árbol de expansi6o y (e) y (<l) -



(c) 
raiz 

NT 

M 
T 

5 
{ 5 } 

<f> 

(a) 

3 
{3,'4} 

= {5} 

(c) 

raiz 
NT 

M 
T 

(d) 

5 
{1,2,S} 

Figura 1.12 
Ejemplos de Redes Arboles 

(d) 

tomadas juntas constituyen un bosque de expansi6n. 

Apuntador hacia atrás, 
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Un árbol dirigido puede definirse mediante los apuntado-

res hacia atrás de los nodos que lo forman. El apuntador hacia-

atrás de un nodo ·i cualquiera es el índice del único arco que -'­

termina en el nodo i. Dada la característica 2., solo el nodo­

raíz del árbol no tiene apuntador hacia atrás y esto se indica -

asignándole el valor cero. A continuaci6n se propdrcionan los-

apuntadores hacia atrás del árbol de la Figura l.12b 

Nodo 1 

Apuntador hacia atrás 7 

1.7.6. Red Circulatoria 

2 3 l¡ 5 

2 5 o 

.Una red es circulatoria si no contiene flujos externos,-

es decir, si todos sus nodos son de transbordo. Conviene esta-

blecer que cualquier red con flujos externos puede convertirse -



en una red circulatoria equiv.alente •. Esto .se logra agregando -, 

dos nodos: un nodo foente s=n+l y un nodo' 'sum.idero t=n+2,y ·ar-. ...: 

cos artificiales para representar los flujos externós fiJds ·y -

de holgura. El nodos se conecta con.cada n.odo de, depósito, 

mientras que cada nodo de demanda .se canee ta eón el· nodo t, Fi­

nalmente se genera un "arco de' retorno"~ de.l n~do t al. s. Debi­

do a que el algoritmo del Apéndice ~hace uso de eita red rnode-

lo, se ha reservado el apartado'B,l.l para d~sarrollar comple-

tamente di6ha conversión y'la maner• como el algoritmo enumera -

los arcos, 

1.8 REDES EXPANDIDA Y MARGINAL 

1. 8. 1 Red Expandida 

Llegados a este punto, es claro que los modelos de redes 

considerados aquí se basan en gr&ficas dirigidas. Es convenien­

te, desde el punto de vista de obtener soluciones Óptimas a los 

problemas de redes de flujo, definir una red expandida, la cual 

se obtiene directamente de la red original. 

Primero es necesario definir la existencia de un arco re 

flejado, -k, para kEM tal que el arco -k conecta los mismos no­

dos que k (arco hacia adelante) pero tiene di;ección opuesta. 

o (- k) 

t (- k) 

t (k) 

o (k) 

La red expandida, DE=[N,NE), tiene el mismo conjunto de nodos -

que D y su conjunto de arcos contiene, adem&s de los arcos de D, 

todos los arcos .reflejados; esto es, si M= [1,2, ... N entonces -

}1¡,=[l,2, ... ,m,-1,-2,. .. ,-m]. La Figura 1.13 muestra una red di­

rigida y su red expandida asociada. 

Nótese que si la red original es conectada, entonces 

existe una 'trayectoria dirigida entre cada par de nodos en la -

red expandida. Es claro que el arco reflejado de un arco refle-

jado es su asocia.do nrco hac:i.a .::ic.lc"lnnte. 

Para una rc<l sin g311uncia, 

co 11acia adela11tc k, entonces 

flcjado -k. 

-h 
k 

si hk es el costo para el ar­

es el costo para el arco re--



(iJ) 

11'1 

Figura 1.13 

Ejemplo de Red Expandida (a) Red Dirigida 

(b) Red Expandida Asociada 

1.8.2 Red Marginal 
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La red marginal, D* (N,H*] tiene el mismo conjunto de 

* nodos que D y DE. El conjunto de arcos de D consiste de un sub 

conjunto de ME que incluye solo arcos admisibles. Un arco hacia 

adelante es admisible si el flujo no ha alcanzado su capacidad; 

esto es, si es posible incrementar el flujo en la red original. 

Un arco reflejado es admisible si el flujo en el correspondien­

te arco hacia adelante no es igual a cero (cota inferior); esto 

es, si es posible disminuir el flujo en el arco asociado de la 

red original. 

La definición usual de la 6tt11c..lón de adm.U,.lb.U.úla.d que -

indica la admisibliclad ele los arcos de la red expandida es 



lb) 

Figura 1. 14 
Ejemplo de Red Marginal (a) Red con Flujos Asignados 

(b) Red l!arginal Correspondiente 

{ si k > o y f < ck 
Ad (k) 1 k arco admisible 

si k < o y !k > o 

{ si k > o y fk z ck 
Ad (k) o arco inadmisible 

si k < o y !k :: o 

La Figura l.14b mue'? tra la red marginal asociada con la 

l. 14a ·COll\0 resultado de aplicar la anterior función de 

bilidad. 

1 
1 

! 

. 22 -

Figura 

admisi-
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REDE.S DE FLUJO>CON COSTOS CONVEXOS 

•, '·'. '/·~ ·, • 'e· •;,. :· • «' 

En este capítu.lo se corisidera el caso en que el costo de 

flujo en el arco es una funci6n convexa del flujo. En muchos -

casos, por no tener la herramienta adecuada, se ignoran los co~ 

tos convexos y se modelan como costos lineales, obteniéndose r~ 

sultados significativamente diferentes de aquellos que s~ obte~ 

drían al considerarse los costos convexos. Entonces, la ·ini:ro-

ducci6n de este tipo de costos permite obtener soluciones exac­

tas y nos abre el campo de aplicaci6n, pudiéndose ahora resol-­

ver otra clase de problemas prficticos. Adem5s se proporciona un 

procedimiento de soluci6n cuya eficiencia relativa con otros 

procedimientos se incrementa conforme aumenta el n6mero de ar­

cos con costo convexo. 

2. l. FUNCIONES DE COSTO CONVEXAS 

Se recuerda que en el capítulo previo no se permitía que 

el flujo tomar5 valores negativos. En este capítulo si se per-

mite que el flujo tome valores negativos, por tanto, la nueva -

condici6n de fnctibilidad es 

donde gk puede ser negativo. La direcci6n de lps arcos siempre 

se indica con una flecha aunque s6lo sea como referencia. Así, 

si fk(i,j)>O, el flujo va del nodo i al nodo j; mientras que si 

fk(i,j)<O, el flujo va del nodo j al nodo i con signo positivo. 

En .la Figura 2.1 se rnuesti:an tres funciones convexas di­

ferentes, en donde h(f) representa la funci6n de costo del arco. 



S]) 
-2 -¡ o 1 --, . 

lbl 

,~ 
h 1/1•-4{+2f' 

-2 

_:~-1 
le) 

Figura 2.1 

Ejemplos de Funciones de Costo Convexas 
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Una funci6n es convexa si nl trazar una línea recta entre dos -

puntos de la funci6n, dicha linea queda comprendida en la fun-­

ci6n o por encima de la funci6n como se ilustra en la FigurR 

2. 2. Natem.'.íticamente, esto se puede escribí r como sigue 



_ _figura 2. 2 

Una Funci6n Convexa 

h(f) es convexa si y solo y si 

ih(v) + (1-A)h(w) ~ f(Av + (l-i)w) 

para todo A, O~A~l 
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( 1 ) 

donde v y w son valores de flujo tal que w>v. Esta definición-

es muy Gti1 visualmente, sin embargo, raramente es usada en la-

determinación analítica de convexidad. La función convexa que-

aquí se considera debe ser continua. No es necesario que h(f)-

sea diferenciable en cada punto, pero deber& tener la primera -

derivada [h'(f)] bien definida en todos los puntos de un ndmero 

finito de puntos. Bajo estas condiciones, una definición alter 

nativa de convexidad dice que la derivada de h debe ser monóto­

na creciente cuando f crece, esto es 

h(f) es convexa si y solo si es continua y 

h'(w)~h'(v) para todo w>v en que está 

definida la primera derivada 

(2) 

Esta definición no neceoita que h' sea continua pero, si sucede 

que h' es continua y definida en todos los puntos, es posible -

usar la segunda derivada corno prueba de convexidad. 



h(f) es convexa si y--solo si h" (f):i::O 

todo f c¡ue tiene definida la segur¡da 

EJEMPLO: 

Puesto• qli~>h\~efc'r_&pl.e!¡:ii:e 

indican >c_6\i:V:~:iidrid: 

2.2 REDES DE FLUJO CON FLUJO FISICO 

La mayoría de las disciplinas de la Ingeniería tratan con 

problemas que envuelven flujo de alguna cantidad física en una­

red. En electricidad se considera el flujo de corriente elle--

tri ca por ::ables. En el anfilisis de tuberías se trata con el --

flujo de fluídos en tubos. 

el flujo de calor a través 

En sistemas térmicos se trata con -

de conductos. 

r~ra cada sistema físico de estos se han derivado técni­

cas compútacionales que resuelven el problema de redes de flujo. 

Por otra parte, hay una equivalencia entre esas técnicas y la -

técnica de soluci6n para _los problemas de programaci6n de redes 

de flujo· En particular, cada uno de los problemas mencionados­

se puede representar y resolver como un problema de redes de 

flujo con costos convexos en los arcos. Por tanto, se podrin re 

solver con la t6cnica que se describe mis ddclante. 

Para ilustrar la equivalencia, considere el problema de­

encontrar las corFientes en una red de corriente directa, CD. 

Es importante mencionar que no es posible usar esta técnica en­

redes que contengan inductancia o capa~itancin y corrientes al­

ternas. Los problemas de flujo en tuberías y flujo de calor -­

son anfilogos al problema de la red CD. 

Considere el ejemplo de la Figura 2.3 donde se supone -­

que las resistenciaa Hon lineales (el caso no lineal se consid~ 

ra después). Un ·resi~tor R tiene la característica de que si -

la corriente I pasa a través de 61, entonces aparece un voltaje 
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V entre sus· i:et"ininales:~. tal que 

'. _··-<~<·.~·~,;, -.:,·.--''--'"· 
Las caÜt:ld~de$:);y; 1·;.·R se' miden en voltios, amperes y ohmios, -

respe-~t:Í.v~inente'. .\;~ :b¿}tería mostrada proporciona un voltaje 

coÜsta'ti.t~:~n\:rl~ii~ t~~mi1lales, o sea, es independiente de la 

coi~¡ekÍ:~ 'qi~ Ú á.traviesa. 

E 
batería 

v, 

¡;es.is tores'. · 

V
2 "R1 

t'·l 
R' 5 

v, ~ v, -:-
1. 1, 

Figura 2.3 

v, 

n, t ,, 

v, 

Una Red Resistiva de Corriente Directa (CD) 

Esta red se resuelve para las corrientes en los resist~-

res y los voltajes en los nodos, La soluci6n se puede obtener-

haciendo uso de las Leyes De Kirchoff, 

l. Las sumas de las corrientes que entran y salen <le un nodo de 

ben ser iguales. 

vaci6n de flujo. 

Esta condici6n es equivalente a la conser-

2. El voltaje presente en cada resistor debe ser igual a la di-

ferencia de potencial entre los nodos que terminan el resis­

tor. 

En el diagrama de la Figura 2.3 Vi t"epresenta el poten-­

cial en el nodo i y Ik representa la corriente en el resistor -

k. Las direcciones asignadas a las corrientes son arbitrarias-

y se usan Gnicamente para referencia. Note que cada Ik puede -

ser positiva o negativa y no est& acotada en magnitud. 
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Para el :problemá ejemplo, las Leyes .de .Kirchoff se cscri 

ben como 

o 

Estas ecuaciones son similares a las ecuaciones de conservaci6n 

de flujo para el problema de programaci6n de redes, Una. de es-

tas ecuaciones es redundante. Ahora se escribe la Ley de Kir--

~hoff para los voltajes. 

- V 1 + V 6 1 -E 

vl - v2 IlRl 

v2 - V 5 I2R2 

Vz - V3 I3R3 

v3 V4 I4R4 

V4 VS ISRS 

vs - v6 I6R6 

Puesto que todos los potenciales aparecen como diferencias en -

estas ecuaciones· se puede, arbitrariamente, hacer cero uno de -

los potenciales; digamos v6. Entonces se tienen 7 corrientes -

y 5 voltajes como inc6gnitas y 12 ecuaciones lineales. Este --

problema de resolver un conjunto de ecuaciones lineales defini­

das por un circuito cl6ctrico CD es bien conocido y se puede r~ 

solver usando el procedimiento estandar para resolver ecuacio-­

nes lineales. 



EJEMPLO- -

Sea' E=lO, R
1 
=l, R 2 =3, 

junto de ·_ecuaciones 

-- -29-

Resolviendo el co_!!-

y no es­

resol ver ecuaciones lineales. 

Estds casos, en que los resistores no lineales se representan -

p~i ufta relaci6n no lineal entre el voltaje y la corriente, son 

mis difíciles de resolver; pero esto se puede hacer con éxi 

to disponiendo de las técnicas modificadas de Newton-Raphson. 

Seguidamente se describe un método alternativo pnra re-­

solver las corrientes ele una red CD, el cual representa el pro­

blem·a como un problema de redes con costo mínimo convexo. El m.§. 

tocio hace uso del concepto c.on.te.H.i.do de un elemento resistivo. -

El contenido de un elemento resistivo de dos terminales en un -

circuito eléctrico CD, depende de las características de su vol 

taje. 

Considere un elQmento k como el de la Figura 2.4, en el­

que arbitrariamente se ha establecido una direcci6n positiva p~ 

rala corriente Ik que va del nodo i al nodo j. Cuando la co-­

rriente va del nodo j al i toma un vnlor negativo. El voltaje 

en el elemento se define como una función de Ik y se escribe 

A esta función vk(I) se le llama vol.taje. canacte.nl6.tica. La -­

forma de la misma depende de la clase particular del elemento -

bajo consideración. Varios elementos se listan en el Cuadro --

2. l. Note que el voltaje característico puede tener diferentes 

definiciones segfin ln corriente sea positiva o negativa. 



. . . 

Cuadr.o 2. 1 VOLTAJE CARJ\CTERISTICO PARA 

;VARIO§ EL"EMENTOS 

Voltaje característico 

Diodo 

E 

Batería o-Jlif-o 
->-

¡ 
R.k 

Resistot no lineal o--../1/11--<i -I 

¡;;.o ~(/) • lli, 
1< O •lll • /R 2 _ 

1;;.o •lll • n1• 
/<O o(/)• R(-11> 

Figura 2. l~ 

Un Elemento Resistivo 
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El contenido de un elemento para una corriente Ik se de­

fine como el área· debajo del voltaje característico entre O y -

Ik. Esta se muestra en la Figura 2.5a 

11. 

0 
v(I) dI (4) 

Si ~a corriente es negativa, el contenido del elemento es el -­

&rea indicada en la ~igura 2.5b y la f6rmula -adecuada es 

( 5) 

J\l apli_car las fórmu~as (4) y (5) debe tenerse cuidado con v(I), 

pues~o que su forma puede depender del signo de la corriente. -

En el Cuadro 2.2 se listan las funciones contenido para los ele 

mentas considerados en el Cuadro 2;1 



(•) 

lb) 

Figura 2.5 

El Contenido de un Elemento (a) para corriente 

positiva (b) para corriente negativa 

Cuadro 2. 2 FUNCION CONTENIDO PARA LOS ELEMENTOS DEL CUADRO 2. 1 

Elemento Funció'n Contenido 

Resistor lineal G(I) I 2R/2 

Diodo BO G(I) I 2R1 /2 

I<O G(I) r2R 2 /2 

Batería G(I) - El 

Resistor no J,ineal I~O G(I) nk+1; (k+l) 

I<O G(I) R(-1) k+l¡ ( k+l) 
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donde. M es el conj 

do [Referencia 5.] 

1 es de b en s a t is fa c e.r 

una red eléctrica es 

cua 

en cada nodo) <le­

la funci6n cante-

nido de la red. Para·· ilustrar esto, .considere la batería sim--
: ··, 

ple y el resistor li~~al d~ la Figura 2.6. 

contenidos de los elementos son 

2!2 
R 

y por consiguiente el contenido de la red es 

2 
Gred = -10IB+2IR 

La conservaci6n de flujo requiere que 

Del Cuadro 2.2 los-

(7) 

Sustituyendo ( 7) en ( 6) e igualando la derivada con cero se ob­

tiene el punto estacionario. 

dGred 
dI 

-1 O +l1 I o o I = 2.5 ·amperes 

Esta es la corriente que fluye en el circuito de la Figura 2.6. 

Figura 2.6 

Ejemplo de Red El6ctrica 

32 
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Cuando la función v(I) es monótona creciente, cómo tocios 

los casos del Cuadro 2.1, la función contenido definida en lá ~-

ecuación (1) es una función convexa. En consecuencia, una ied~ 

eléctrica que solo contiene elementos de este tipo debe tener -

una funció~ contenido- convexa.' Esto garantiza que ún punto es-

tacionario _tambiln sea un mínimo global. De esta manera, con- -

cluiinos que-- él pro_cedimiénto para encontrar el flujo a costo -

míni~~--e~'f~él~~ con funcfon~s de _costo conv·exo en los arcos tam 
·:::··.':;;.:··.-..:.·:,·_· <· :. :,; ·. . . . ': . 

biéri se::p~-~~r~ '\lsar para encontrar el contenido mínimo de los --

por .tanto; resolver problemas de redes de flujo físi-

El enfoque de la programación de redes de flujo puede -­

ser muy práctico para resolver redes de flujo físicas. La in--

fo~mación que debe proporcionar el analista es simple. Sólo se 

requiere la descripción de la red física y los par6metros de 

sus componentes; no es necesario definir las ecuaciones de Kir­

choff. Es cierto que los comp?nentes no lineales se manejan 

con más dificultad que los lineales, pero la diferencia no es -

importante. Las limitaciones en los diodos y corrientes se mo-

delan fácilmente con los pnr6metros de capacidad mínima y mlxi-

ma de los-arcos. Las fuentes de corriente y los sumideros son-

modelados como flujos externos en los nodos. Finalmente, el -~ 

flujo en el arco se relaciona con la corriente y el potencial -

de nodo (rri) con el voltaje en el nodo. 

Un problema análogo es el de determinar el flujo de 

fluído en una red d~ tubos. En este caso, fk es la razón de --

flujo en el tubo"k y wi es la altura en el nodo i, La pérdida­

de altura en el tubo k(i,j) es dada por la fórmula de llazen-\'li­

llians 

donde K es una constante que depende de la longitud, ancho y mE_ 

terial del tubo y x es un exponente aue tomn los valoree 1.85 o 

2.0 dependiendo de la aproximación usada. 

tenido del tubo k es 

En este caso, el con 
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para f<:O 

para .f 

' ;·;," - ' 

Este contenido individua_l. se cohvierte eri ~n• ~¡frJ:i.ri6 de .. la ftin­

ción objetivo. en la •pr~gramac:ión .. de ]:e~fÚl ié t'idj~·- coh costo --
··''_e'; ·' ·--~~~·.: (¡''.' .. ·.: ~.·.·~·'.".-<~ 

conve·xo. ,.> 

Para ~:Í.~t~llÍ.~·~ {~iftÍ!~l~~;·i¿, r.&:sistencfr termal a lá trans 

ferenCi.~>cl~'.c~·1;1/·a: ti~~é~ :d~u~ ¿·~i~;c, ~ólicÍ~ es' 
·>;j:~---~:>: ··, .;.:~~"· 

L.~· ~ .. ;~\ R =. L/KA 

donde L es la lÚgi~u¡ de la trayectoria de transmisión de ca--

lor, A es el irea di~a sección transversal, y K es el coefi- -

ciente de conductividad termal. En este caso, fk corresponde a 

la razón de flujo de calor (en unidades de calor por unidad de­

tiempo) y ni representa la temperatura en grados del cuerpo i. 

2.3 FUNCIONES DE COSTO QUE DEPENDEN DE VARIABLES ALEATORIAS 

Todos los prcblemas considerados previamente son determi 

nisticos; esto es, no consideran directamente variables aleato­

rias. En esta secci6n se presentan ciertos problemas pricticos 

que involucran riesgo y que poseen equivalentes detcrministicos 

que tienen funcionbs de costo convexas. 

Considere un arco con funci6n de costo h(f,x) que depen­

de del flujo y de al~una variable aleatoria (v.a.)x. Si x tiene 

una funci6n densidad de probabilidad g(x), el costo esperado en 

funci6n de flujo es 

ÍÍ(f) = E h (f ,x) J"' h(f,x)g(x)dx 
-«> 

Una condici6n suf.icicmte para asegurar la convexidad de 

ÍÍ(f) es que su primer~ derivada sea continua y su segunda deri­

vada sea positiva en todos los puntos; esto es 



;¡ 

Puesto q.u.e, g(x) .ifa una. fonción, densidad y ea posit.i..va.·en lodos 

los puntos, la 'co~:t1Íci6n d~ convexidad se satisface si h(f,x) 

es un~. f¿~¿fo~ convexa de f ·pal:'a todos los Valores de X donde 
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g (x) ~~ est.~:ict~!Tlente positiva. Una con.dición suficiente más ge­

neral I'ló ¡~·~hiere que la segunda derivada éxista en tod<:ls lós 

puntós, ~6io reqúi~re que la de·rivada parci3:fde h con respecto 

a f sea una f~ncÍ6n monótona crecierite d~ f'para todo x. 

EJE}lPLO 

Considere un arco cuyo flujo representa el número de trabajadores 

disponibles en 

bajo requerido 

un 

en 

almacén-: 

términos 

Sea x una v. a, que representa el tra 

del número de trabajadores y D(x-f) 2-

una penalización considerada debido a la diferencia entre· el nú­

mero de trabajadores disponibles y requeridos. Si g(x) es.una 

función densidad de probabilidad con media u y variancia a 2
, el 

valor esperado del costo en el arco k es 

ii. (f) f oo 2 loo 2 
-<» D(x-f) g(x)dx = _

00 
n[x-u-(f-u)] g(x)dx 

D [ J_: (x-u)
2 

g(x)dx -2(f-u) J_: (x-u)g(x)dx + (f-u)
2 

J_:g(x)dxj 

n[a2 + (f-u)
2

] 

Esta función incluye un termino constante que depende de la vari 

ancia y una función cuadrática del flujo que es convexa. Note 

que la función de costo esperado no depende de la forma de la 

función densidad. 

Otra forma que ·frecuentemente aparece en la práctica es 

h(f ,x) = h
1
(f,x) si x.:; f 

h
2
(f,x) si x > f 

(9) 

El costo esperado requiere que la integral se divida en dos par­

tes 

h(f) = :fwh 1 (f,x)g(x)dx + ('' h
2 

(f,x)g(x)dx (lo) 

Suponiend~ que fa primera y segunda derivadas existen en todos 

los puntos' se, nene que 

d
2
h(f) = ¡1 a2h¡ g(x)dx + j"' a 2hz 

<lf 2 -o> {)f 2 f ;ET 
g(x)dx + g(f)[~-;Jh2] 

élf élf x=f 



Puesto 

ra que 

l. 

2. ah
1 
/af 

EJEMPLO 

Considere 
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un flujo a cierto 

arco para satisfacer una d~manda x. Si el fluj~ proporcionado es 

mayor que la demanda no se inc~rre eh ningfin costo pero, si el -

flujo es menor que la misma, se incurre en una penalizrici6n de -

D(x-f). La cantidad positiva D es un castigo por cada unidad de 

demanda no satisfecha. De esta manera 

h(f,x) ~ 

{ ~ (x-f) 

si X ~ f 

si X 2: f 

o h
2

(f,x) D (x- f) 

o 
a11 2 

=-D 
af 

a2
h 

__ 2 o o 
3f2. 

Note que h 
1 

y h
2 

son convexas (lineales) para· tocio x. La condi­

ción (2) también se satisface puesto que O > -D; por tanto, esta 

función es convexa. La función de costo esperado es 

h(f) = 1"' 
1 

D(x-f)g(x)clx 

Suponga que la v.a. tiene una función clensiclad uniforme 

g(x) 

Claramente 

¡:¡ (f) 

si Ü .~ X :5 J 

en otro caso 

~3 D(x-f)dx O~ f ~ 3 

3 

¡ 

·' 
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Evaluando la segunda d.erivada .(~D > O) se obtiene que la funcÜon ... .·.· 3 

es conv.exa. ·· 

2.4 APROXIMACION POR SEGMENTACION LINEAL 

Una manera de resolver el problema convexo separable es­

haciendo una aproximación por segmentación lineal en la función 

de costo convexa de cada arco. Para cada segmento se define -­

u,na variable nueva, .... es decir, un arco con una fun.ción de costo­

lineal y se resuelve el problema lineal resultante, Esto se -­

ilustra en el ejemplo de la Figura 2.8 en donde la función de­

costo original es 

h (f) -2 ;;:¡ f :-; 2 



-2 

!•) 

lb) 

Figura 2,8 

Aproximaci6n por Segmentaci6n Lineal para una Funci6n Convexa 

Esta funci6n puede ser aproximada dividiendo el rango de 

f en cuatro segmentos de longitud uno cada uno, y definiendo 

las nuevas variables f
1

, f 2 , f
3 

y f
4 

para representar los seg-­

mentas. La funci6n de costo aproximada es 

h (f) 
p 

Observe que·esta funci6n es apropiada solo si se agrega la con­

dlci6n de que las variables se incrementen en orden, esto es 

38 
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costo mínimo, o qu~ ddmo h(f) es convexa h 1 ~h 2 ch 3 <h 4 . De­

esta manera, siempre es 6ptimo incrementar f
1 

hasta su máximo -

antes de que f 2 se incremente desde cero. Similarmente f 2 se -

incrementa hasta su máximo antes de que f
3 

cambie desde cero, -

e te. Como el objetivo es minimizar costos, si dos arcos son p~ 

ralelos el que tenga costo más bajo se usa y satura primero. 

Para el caso en que h(f) es c6ncava h
1

>h
2

>h
3

>h
4

, y las -

condiciones anteriores no se satisfacen automáticamente. Esto-

con lleva una significativa dificultad en el cálculo y se consi 

dera en el próximo capítulo. 

La estructura de la red para nuestro ejemplo, aparece en 

la Figura 2.8b. Observe que un simple arco se ha sustituido 

por cuatro arcos y ~ue se han agregado flujos externos en los 

nodos como resultado del proceso de conversión de capacidades 

mínimas a cero. 

Se recuerda de la sección 1.5 que el cambio en los flu-­

jos externos de los nodos que definen un arco son 

El t6rmino constante en h 
p 

h (s) ) se ha eliminado. Esto no 

afecta los flujos óptimos en la estructura de la Figura 2.8b, -

pero si afecta el costo total de la solución ~ptima. La venta­

ja de esta transformación es que el problema se puede resolver-

con la t6cnica disponible para arcos con costo lineal. La des-

ventaja es que el problema se expande en el número de arcos 

por un factor i¡:ual a·l número de segmentos usados en la aproxi­

mación. 



capacidad 

costo (pendiente): h1 

ª1 - ª1-1 

h(a
1
)-h(a

1
_

1
) 

ª1-ª1-1 

l=l, .. ,. , P· 

La Figura 2.9 recoge otro caso de aproximaci6n por seg-­

menta~i6n lineal de una fuuci6n convexa. 

la(/) 

'"1 "1 :.:-::-=--111 1 

"• 
L-----' ,,, ,,, f 

fa) 

Figura 2.9 

Otro Ejemplo de Aproximaci6u por Segmentaci6n 

Lineal para una Fuuci6n Convexa· 

,· 
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- > AP.ROXI}iAcroN ,·POR'\ sEaMEN1¡.Ac'rÓN ·:t}rPLrl'.}r.T.A 

. El.método ·ae ln ~~c~i6~ arite~l~i.úe~~·JbtdésventaJas \­

principales; '· . •· )T''''..;.J<. '.·· 
1. Lá expansión de la red eón la expan.f!i6~.:a·~o(iada 

de ciilcuio y espacio (memO:Í!ia del ~01~pJ~~d·ó~),: 
2. La inexactitud de la solución inherente e~ l~ a'p~oximación. . . 

En esta sección se des'c!ribe un procedimiento que cubre -

ambas limitaciones. El mismo no es tan eficiente (tiempo de -­

cálculo) como los procedimientos que se disponen para resolver­

el problema de flujo a costo mínimo con costos lineales; sin em 

bargo, esto se puede justificar arguyendo que se está resolvien 

do un problema más difícil. 

Como ejemplo considere i~ Figura 2.10 en la que cada ar­

co tiene una función de costo cu·adrática y desde luego convexa 

Antes de comenzar el procedimiento de segmentación impl! 

cita es necesario d;~finir un flujo factible F que satisfaga la'-

conservación de flujo en cada nodo. Defina una cantidad de flu 

jo A. El procedimiento consiste esencialmente en efectuar cam-

bios de flujo en mdltiplos de A de manera que el flujo resulta~ 

te tenga un costo menor. Para efectuar el cambio de flujo se -

construye una red de costo marginal que describe los efectos --

producidos al cambiar el flujo por la cantidad A. Esta red mar 

ginal incluye un arco hacia adelante y otro reflejado por cada­

arco en la red original y los costos en ella se definen como si 

gue 

Para arcos hacia adelante 

R 

hk(fk+A) - hk(fk) 

/~ 
(8) 

si f +ó>c 
k k 



l'ara arcos 

donde 

Elcosto en el 

1 

i 
(9) 

l 

costo u~itario cau~ado al incrementar~e fk pcir 6, mientras que­

el costo en el arco reflejado es el ca~6io en el ·costo unitario 

debido a un decremento en fk por la cantidad 6. Puesto que - -

hk(f) es una funci6n convexa. 

Por consiguiente,de las definiciones (8) y (9) 

l•' 
Cuando el cambio de flujo en un arco pudiera violar su capaci--

dad mfixima o mínima, se asigna a hk o ~k un valor muy grande. 

Esto se hace precisamente para prevenir el cambio de flujo en -

el arco. 

(3) (-3) 

Figura 2.10 

Red Ejemplo con Funciones de Costo Cua<lr&ticas 
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La qgura 2. 11 a mues t r <

2
ª .. u

1 
__ 
0
n.ª_·y-a1s,ai~nF•-. ªi•_ cg····-u~_ró_n8._ ••• _ •. -_,_ •. •_ .. d

2
·····-e •...•.. 

1
;f

1
, ••.• b].:~1jo~ Jnici~~. 

les para la. red de la Figura niuést¡¡a la-
correspóndiente red de costo marginal para ~,,,J.{. En.f~ :úl'.ti~a. - ·· 

solo .se han dibujado los arcos q~e no t:ieÜ~n-'~:Sigri~ap:'~~·.~~·stb­
R_. Por.ejemplo f(l)+b= 3+1>c 1 , luego,.K1 i=~-} eLarco,:i.nb/se -

dibuja. Lo mismo para h 3 y h 4 • · .... _.• . .e-. ·e .. ··· . 

Un Ciclo de arcos en la red marg'in~l '.i~;Üca un. ciclo. en. 

la red original sobre bl cual, es po~{bl;cambiar el flujo sin-

afect~r los flujos externos de ~odo. Si la red marginal prese~ 

ta algún ciclo con cosco total negativo y se cambian los flujos 

de los arcos que forman el ciclo, se lograrfi una disminución en 

el costo. Por tanto, si no hay ciclos negativos, la ~olución -

con el flujo actual es óptima para el valor actual de 4. Si --
existe un ciclo negativo, entonces se puede obtener una solu- -

ción menos costosa cambiando el flujo en el ciclo. 

Volviendo al ejemplo, en la Figura 9.llb se detecta el -

ciclo Me= {-1, 2 -3}con un costo total -25 +l -2 = -26. Cam-­

biando el flujo en este ciclo en 1 unidad se obtiene la nueva so 

lución de la Figura 2.llc y su correspondiente red marginal, Fi 

gura 2.lld. Esta red marginal tiene un ciclo negativo, 

Me = {-1,3,-3}, con costo -15+3+2=-10 y al cambiar el flujo en~ 

este ciclo se obtienen las Figuras 2.lle y 2.llf, La Figura 

2.llf no tiene ciclos negativos; por tanto, los flujos de la Fi 

gura 2.lle son óptimos para A=l. 

Cuando se encuentra la solución óptimo para un 4 dado se 

procede a determinar si A es suficientemente pequefto. Esto es-

tfi relacionado con la exactitud deseada en la solución, pues 

puede hacerse tan pequefto como se quiera. Si se desea una solu 

ción entera, el óptimo se obtiene cuando .~=l. Para obtener un cmn­

bio de flujo menor, se divide el actual 4 por 2, se vuelve a -­

calcular los costos de los arcos en la red marginal y se conti­

núa el pro~eso de buscar ciclos negativos. 

En la Figura 2.llg se presenta la red marginal para a=.5 

obtenida con los flujoa de la Figura 2.llc. Como no tiene ci--

clos negativos tales flujos tnmb16n son óptimos para este valor. 

Similarmente ac obtiene la Figura 2.llh para 6=0.25 y de nuevo-



l•l lbl 

(e) (a') 

(e) (IJ 

(g) 

Figura 2.11 

Ejemplo de Aplicnci6n de la Aproximoci6n 

por Segmentaci6n Implícita 

4 l1 



se observa que no presentá ciclos negativos. 

jos de la Figura 2.lle vuel~en a s~r 6ptimos, 
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Por tanto .los f~u 
\-

Este procedimiento se ha implementado en el algoritmo ~e 

nominado CONVEX, el cual se de•cribe, al igual que todás las 

subrutinas necesarias para su ejecución, con .un diag,rama' ele. flu 

jo eri el Ap6ndice A. Así mismo, se, proporciona ahí el algorit-

mo global NTCNVX (y su corresponclieriÚi c'?dificación FORTRAN IV) 

que lee los datos ·para el modelo 'de red;· llama a CONVEX e im-­

prime los resultados • 

. Antes se mcncion6 que para usar el algoritmo se debe tri-

ner a mano un flujo factible inicial. Además ele este requisito 

es necesario proporcionar un árbol ele expansión a través del apu!.!_ 

tador hacia atr&s de los nodos (en la sccci6n 1.7.5 se di6 el 

concepto de apuntador ha¿ia atr&s). 

Dado que las funciones convexas pueden ser diferentes en 

cada arco de una red y particulares ele cada problema, se hace -

necesario que el analista o usuario proporcione dos algoritmos­

(subrutinas en FOR{~AN IV): uno que calcule los costos de la~­

red marginal conforme a las definiciones (8) y (9) y otro que -

calcule cada t6rmino de la funci6n objetivo. 



2,6 ORGANIZACION Y FORMATO DE DATOS PARA EL PROCRAHA NTCNVX 

Cuando el analista haya formulado su problema de optimi­

zaci6n ~orno un modelo de redes, es decir, ha-enumerado los no-­

dds cdnse~utivamente y determinado los parlmetros de nodo y ar-

cos; puede proceder a codificar los datos, En el Cuadro 2.3 se 

describe totalmente la orgoniz~ci6n y formato de los datos nece 

sarios para hacer uso del programa NTCNVX. 

Cuadro 2, 3 CODIFICACIO~ DE. DATOS .PARA EL PROGRAMA NTCNVX 

TARJETA COLUMNA FORMATO VARIABLE DESCRIPCION 
TIPO 

1 1- S is N NGmero de nodos en la red­

sín considerar el nodo de-

2 

3 

DATOS DE NODO 

1- s IS 

6.,-lS Fl0,0 

16-2S Flb.O 

26-3S FlO.O 

I 

BF 

BS 

es 

holgura. 

NGmero asignado al nodo 

Flujo externo fijo del no­

do I 

Cota superior del flujo de 

holgura en el nodo I 

Costo unitario del flujo -

de holgura en el nodo I 

COMENTARIO : Se utilizan una tarjeta de este tipo por­

cada nodo de la red. Para terminar la lectura de los -

par5metros de nodo se agrega una tarjeta en blanco al­

final. 

DATOS DE ARCO 

· 1- s IS I Nodo origen del arco. 

6-10 IS J Nodo terminal del arco. 

11-20 FlO.O LOWER Cota inferior del arco. 

21-30 Fl0.0 UPPER Cota cupcrior de del arco. 

31-40 FlO.O COST Costo unitario del arco o-
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Cuadro 2.3 (pag. 2/11) 

TARJETA COLUMNA FORMATO VARIABLE DESCRIPCION 
TIPO 

4 

5 

.ra 

1 
término constantc(Ínulti--

pl:i.cado.r) d~ la fÚ,~éión J_ 

por -

lec tu 

eta en hlan 

en el arco 

en el arco 2 

·Flujo inicial en el arco 8 

Útilizan tantas tarjetas de este tipo­

a~ias para especificar el flujo en cada 

red. La condici6n sobre el flujo factible -

inicial Fes que satisfaga la conservaci6n del flujo -

en cada nodo. F se debe determinar para la red equiva­

lente que usa un nodo y arcos de holgura para represe~ 

tar los ~lujos externos de holgura en la red original. 

Dada la anterior manera de codificar los flujos facti­

bles iniciales, se hace necesario que el analista co-­

nozca el m€todo implementado en el programa para cnum~ 

rar los arcos. Tal m6todo es conceptualmente mciy sen-

cillo y se explica en la Sección A.1.1. 

ARBOL DE EXPANSION DIRIGIDO 

1- 5 IS PB ( 1) Apuntador hacia a tri'is de:L-

nodo 1 en el árbol de ex--

pansi6n. 

6- 10 IS PB(2) Apuntador hacia atrás del-



Cuadro 2. 3 (pag. 3/ 4) 

TARJETA COLUMNA FORMATO VA~IABLE DESCRIPCION 

6 

7 

7 6-80 IS 

nodo 2 en el árbo( de ex,-.'.. 

pansión, 

PB (16) Apuntador. hacfa.~t·;j¡~\~e1.­
··nodo'16 en .. e.l iÍ~bol de e~­

'Ltari~idn. , .. ···. 

: . ·.s·e ··utÚÚ~-~- ta;itas\arje tas de este tipo-

de holgura· 'e)1<~'!so:<le ~~r utilizado. 

1-. SN 

6- 15 DELMIN 

i 6- 25 DELMAX 

OPCIONES DE REPORTES 

1 Il ISOLUC 

Nodo raíz del árbol de ex-

pansión mencionado antes. 

Cambio de flujo mínimo pe_E. 

mitido (t'min) · 
Cambio de f .lujo máximo pe_E. 

mitido (/J. ) . 
max 

Si ISOLUC iO no se ejecut~ 

ningún cálculo. Se imprime 

la representación de la -­

red, los flujos factibles­

iniciales y los apuntado-­

res hacia atrás, Esto per­

mite al analista chequear­

los datos y confirmar que­

el flujo inicial correspo~ 

da con el arco. Si ISOLUC 

=O, t~mbifin se imprimen -­

los datos. 

2 I2 IPRINT O : Se imprime la solución 

óptima para coda valor 

de A. 
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TARJETA COLUMNA . FORMATO VARIABLE e DESCRIPCtON\ 
TIPJl. 

•,•·,e:-·-,, . . :;, :"'-·---·-·::. __ --· 

Ade~ií-~ ,s~'im¡)rinie ca4a 

sol~c:Í.<5n fricúble como 

-re~üÚadÓ de un ~ambio 
de 'flujo en la red, -­

los ¿óstos marginale~­

correspondientes y los 

arcos ~el ciclo negat~ 

va si este existe. 

1 Ademis se imprime la 

soluci6n 6ptima para -

cada valor de ll . 

.. Cuadro 2.3 (pag. l1/4) 

NOTAS .- - · ;., 

l. El valor de las variables enterás,(iioú1ÁTc{i) ;debe ajus~arse 
a la derecha en, el campo dsÍgnado.'. _ ·->: 

t•' . . ·. : .... _·, ._-._' ·. 

Ejemplo. Si la variable N tiene formato- is- y Jebe asumir ·e1 -

valor 15 se codifica 15 

2. El valor de las variables reales (FORMATO F) se puede colocar 

en cualquier posici6n adentro del campo asignado. Si no se ca 

difica el punto, y puesto que todos los formatos incluidos 

tienen la forma FYY.0, el valor debe ajustarse a la derecha. 

Ejemplos. Si el formato es F8.0 entonces 15.2 se puede codif! 

car como 15.2 15. 2 

dificar como 75. 7 5. 
, ... ' ----~~.:.~ ; 75 se puede 

75 , ... ' 
ca 



2.7. APLICACIONlS RESUELTAS CON EL PROGRAMA NTCNVX 

Eri ~sti i~cci6n se presentan algunos ejemplos de red~s de­

flujo co~ ~osto convexo y se resuelven con el programa NTCNVX. -

Con e.sto ·se .pretende fundamentalmente que el analista se familiarice 

con<el·uso 'del programa, que como se •werá , es fácil. En' cada aplica­

ción .se proporciona la descripción del problema, la red modelo -

para resolverlo, la red transformada construida por el programa, 

la codificación FORTRAN IV de las subrutinls HFUN y GOSTOF¡ la -

codificación de los datos y los resultados de la corrida. 

2.7.1 Aplicación 1 

En la secci6n 2.5 se resolvió a mano la red ejemplo de la 

Figura 2.10; ahora se resuleve usando .el programa. En este caso, 

al no haber ningGn flujo externo de holgura, el nodo de holgura­

queda desconectado y, en consecuencia, la red transformada queda 

igual a la original. En el siguiente cuadro se da la codificaci6n 

de los datos y en las paginas que siguen los resultados de la CQ 

rrida segGn la opción de reportes IPRINT = 2. Las subrutinas HFUN 

y GOSTOF para este problema se proporcionan en la sección 2.8. 



HOJA N• --;.<V'--'1'----
PP.OGRAlJA llTC NVX CODIFICACION DE DATOS PARA EL PROBLEMA DE LA. SECCION 2, 7. 1 

PRQGRAUAQOR :l.!2.5 Parro 

~ 'L I, 'º " " " 'º " •O " 'º " " " " ,, 
11 ¡ \4! ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
! 1 i 111 131.11 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 
1 ! : l2i 1 .oi .1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 . 1 1 1 1 1 
11 i :31 1 ioi.\ 1 1 1 l#tttil 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 
i 1 1 !.+! l-!3'!.I 1 L 1 1 i 1 1 1 T1=-i::: ---- 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 i 1 1 ~4-1-l-1 1 1 1 1 1 _LJ_L _. J _ __ _ t1 _I JI 1 1 1 1 _L 1 1 . 1 1 1 1 1 1 
i 1 1 !:<! ¡ ! i !_1! i-¡;,. 1 ! 1 . l 1 l:z'.,_i_L_Jj_i lJiL_,_+L~ l 1 L 1 lTíl 1 1 1 1 T 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 ! 
1:1;21 1:i31¡-!1UJJlwi111.1111i!1l:21.1 1 lT11 1 1 1 1 11 ITITTl il 
111iili1 i i.:il i~+Hfl l 1 131.IJ_ 1 1151.1 1 1 1 L 1 1 1 ~ 1 1 1 11 

l...W_l_LW-W-+3LL-llJJ_ 1 1 1 ~1., 11_i_UFL'rL iTfjJ;L~ _ _µ_ 1 1 _L _L 1 l 1 + 1 . 1 1 
nTTT31. 1 1 1 1 1 1 !~l.1 1 1 1 1 s. 1 1 1 1 íll,31_,j__u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1#.I 1 1 

: 1 ! : 1 1 : ! 1 1 1 iTI 1 ~I 1 1 ! 1 1 1.JJ...LlIL_ _L-,-1 _L_ i 1 L 1 1 1 1 LL! 1 1 . 1 
. i :3 1

.: ! 1 1 1 1 1 l 1 o! • ! 1 , t : , 1 i 1 I .1 1 ilTl 1 1 81 .1 1 1 1 /[ 1 , 1 1 1 1 i 1 1 1 .1 i 1 1 1 i 1 
1 1 i i ol 1 1 1 l 11 ! UliJ ! .l:±L.: 1 1 1 i 1 "r¡ 1 1 1 1 1 1 J_ 1 1 1_~1 1 1 1 ! 1 1 1 
! 1 1 111 1 1.!2ls1 11 1 í llí.1 1 rn l_L 1 1 1 ! 1 1 lT 1 TI _LT T 1 1 1 1 ', 1 JI_ 

d2! 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 lll ..LL_,_.l_L _, __ ,_I 1 1 1 1 ¡- 1 1 1 1 
11!1¡1 111 11 J 11TIT11 1 11 11 1 1 1 1 11 1 1 1 

¡ 1 i ! i l ' 1 : i ! ! 1 ! .1 1 iTII 1 J l_LL 1 1 i 1 1 1 1 l L ! 1 1 1 1 i _LLI 1 1 ! ' 1 
1l!i\l1!1i1lililllll1 íl1

1 1 1 1i:l LH- 1' 1 1 11 1 1 11 1 
! 1!1 i ! 1l1 11111 l t 1 1 1 1 1- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
111111 \11 .1 111 1 1 t t 1 ~ 1 1 1 1 1 
! 11 1 i 1 1 1 1 i 1 i ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ¡ 1 1 1 1 
! ! ¡ ! ¡ ¡ i 1 : 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 ! ! 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 ¡ 1 1 1 ! ¡¡ 
! 1 1 1 1 1 J 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1' 1 1 i 1 1 1 1 1 i 1 1 



RED ··oE fLUJo:coN "C05TO CONVEXO _________ . ____ ,;_ __ ..;...:.' ___________ _ 

REPRE:sriuT~)CI~N; 

NUMERO. DÉ _NÓDÓS -;, 

NODO FLUJO EXTERt/0 FIJO 
l 

1 
2 
J 
4 
5 

ARCO 
K 

1 
2 
3 
4 
5 

B<I> 

3,00 
o.oo 
o.oo 

-3.00 
o.oo 

N.ORIGEN 
O<K> 

1 
1 
2 
2 
3 

N.TERHINAL 
T<IO 

2 
J 
J 
4 
1 

NODO RAIZ DEL ARDOL" lllICIAL 

OPCIONES DE REPORTES ISOLUC O 

Vf'-ILOR DEL Cl\HitIO DE FLUJO 1.00 

ITERACIDN 

COTA ·INF, 
CL(K) 

-3.00 
-2.00 
-1.00 
-2.00 
-5.00 

COTA SUP, 
C<Kl 

3,00 
2.00 
1.00 
2.00 
5.00 

CAMDIO DE FLUJO 11HIIMO 
Cl\NEtIO DE FLUJO H1\'.t. ~iHI 

If'RUH = 2 

/\TRAS 

COSTO FLUJO FACTIBLE 
H<K> f(Kl 

5,00 3,00 
1.00 o.oo 
2.00 1.00 
o.oo 2.00 
3,00 1.00 

0.250 
1.000 

FLUJO 
FOO 

COSTO HARGIN(.lL POR H/Cí~El1Etl- cosrn Nf'lRGJNt\L :·· ,; DECREtlEU-. 

3.00 
o.oo 
J.00 
2.00 
1.00 

ARCO DEL CICLO 
K O -K 

-1 
-J 

TO DE FLUJO EN EL nRCO K TU DE FLUJ() Ell ' /. nRCO -K 

9999.00 
t .oo 

9999.00 
9'}?9.00 

9.00 

FLUJO DESrUES [IEL CMID IO 
F<IO 

2.00 
o.oo 
1.00 

-2!:i ·'-~' 
1.c·J 

o.oo 
-3.00 

52 
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SOLUCIOtl Fl\CTH<LE. L CM1ltIQ.•[1>; FLUJO.• 1 .. 0000 ) 
-----------------:-----~---...:----:----i-.¿;...:-'...:;.:._;....;..-_-;.--..;. ___ ;..;... __ ' 

1 
2 
3 
4 
5 

··o:oo· .. · •. ·. 
5,00··.;:•· 

ifgg( .> 
l\RCO 

K 
11.0RiGEN 

' .-'· -.':> : '': ~ ' ! . '; 

N'; nmHINnL ( 

1 
2 
3 
4 
5 

ITERACION 

O(KI 

2 

1 
1 
2 
2 
3 

.T.<K> ... \• 

2 
3 
3 
·4 
4 

·: ... ·~ 
·· . .;;:¡· 

•. 2 •.. 
, ·s· -- .. º 

<. ,:· ·.-

c~i~ lNF, 
CL<K> 

~:i.oo 
··-2.00 

-1.00 
-2.00 
-5.00 

COTA SUP, 
C<K> 

3.00 
2.00 
1.00 
2.00 
5.00 

COSTO 
'IHKl 

s.oo 
1.00 
2.00 
o.oo 
3.00 

FLUJO 
F<K> 

2.00 
1.00 
o. 00 
2.00 
1. 00 

COSTO TOTAL DEL FLUJO 

ARCO FLUJO COSTO MARGINAL POR INCREMEN­
TO !IE FLUJO EN EL ARCO K 

COSTO MflR!iINAL POI~ [tECREMEN-
K F<K> 

1 2.00 
2 1.00 
3 o.oo 
4 2.00 
5 1.00 

ARCO DEL CICLO 
K O -K· 

-1 
-3 

2 

25.00 
3,00 
2.00 

9999. ºº 
9.00 

FLUJO DESPUES DEL CAHDIO 
F<K> 

1.00 
-1 .oo 
2.00 

TU DE FLUJO EN EL l\RCO -K 

-.\5.00 
-1.00 

2.00 
o.oo 

-3.00 

SOLUCION FACTJ!•LE < CAHDIO DE FLU.10 ~ 1.0000 ) 

NODO PDTF.tlCrnL 
I PI< I l 

o.oo 
2 199?0,00 
3 9999 .oo 
•1 1000!1.00 
5 o.oo 

ARCO ti.ORIGEN 
K O<K> 

2 
3 2 
4 2 
5 3 

APUUTf'1[1fJR HACIA l\TRftS 
f'IH I> 

o 
-3 

2 
5 
o 

N, TERl\HlftL COTA INF. 
T<K> CL<K> 

2 -3,00 
3 -2.00 
3 -i.oo 
4 -2.00 
4 -5.00 

COTA sur. 
C<K> 

3.00 
2.00 
1.00 
2.00 
5.00 

COSTO 
ll<K> 

s.oo 
1.00 
2.00 
o.oo 
3.00 

FLUJO 
F<K> 

1.00 
2;00 

-1.00 
2.00 
1. 00 

COSTO ltlT/\L !IEL FLUJO 
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COSTO DEL FLUJO 

- t· 

20.00 
1.00 
o.oo 
o.oo 
3.00 

24.00 

COSTO DEL FLUJO 

s.oo 
4.00 
2.00 

º'ºº 3,00 

14,00 



NODO POTEllCillL l\PUNrn~oR 111\Cl/I llTR/IS 
I PHI> F'D<I) 

1 o.oo o 
2 '15.00 1 
3 13.00 3 
4 ·22.00· 5 
5 º'ºº o 

ARCO N.OFUGEU N, TERHINl\L COTI\ ltlF, COTA SUP, 
1( 0(1() T<Kl CL<KI C<K> 

1 1 .2_· -3.00 3.00 
2 1 3 -2.00 2.00 
3 2 3 -1.00 1.00 
4 ·2 4 -2.00 2.00 
5 3 4 -'5.00 s.oo 

VALOR DEL Cl\HD IO DE FLUJO O• 50 

SOLUCION OPTIHll f'f\RI\ EL V>\LOR DEL CAMBIO DE FLUJO o,50 

LA HISHA OUE PARfl EL CAMBIO DE FLUJO 1,00 

Vl'\LOR [tEL Cflli(( I O DE FLUJO O• 2:5 

SOLUC!ON OPT!Mfl PlllM F.L VALOR DEL C/IMDIO DE FLUJO 

Lfl MI5f1A OUE Pñí<fl EL Cl\MD~O DE F'LUJO 0.50 
PT.::1,5 10::1.t 

COSTO 
H<K> 

s,oo 
1.00 
2.00 
o.oo 
3,00 

FLUJO 
F(I() 

1.00 
2.00 

-1.00 
2.00 
1.00 

COSTO TOTAL DEL FLUJO 

1 L_ Tiempo consumido en lectura e impresión 

~ Tiempo de proceso 

COSTO DEL FLUJO 

s.oo 
4,00 
2.00 
o.oo 
·3,00 

14.00 



2.7.2 Aplicación 2 

La pérdida 

de 

es 
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Aquí lli se interpreta como la. alturá .. en el nodo :i: y fk es. el fl~ 

jo en el tubo. La Figura 2.12a muestra una red de tubos con los­

valores de uk adyacentes y los flujos que entran y salen de la -

red. Se desea determinar la solución para los flujos en los tubos 

y las alturas en los nodos (uniones) si la altura en el nodo 3-

debe ser <le 45 metros. La cota superior de cada tubo es de 2 m3 / 

seg. 

Para fijar la altura (variable dual) en un ~odo cualquiera s, 

se agrega a la red un nodo n' = n+l y un arco artificial (n',s)­

con función de costo lineal y par5mctro de costo (u) igual a la 

altura deseada. El nodo adicional tendrá como pari.ímetros [b ,bs,hs] 

~ [O,R,O], donde R es un número grande. Esto se ilustra en la 

Figura 2.12b. Obsérvese que los parámetros del nodo adicional 

equivalen a un arco en la red transformada con origen en el nodo 

de holgura y destino en el artificial y de parámetros Cs,c,h) 

(O,R,O). 

Ahora bien, si el árbol de expansión inicial <le la red transfor 

mada tiene raíz en el nodo de holgura, entonces, de la condición 

3 del Teorema 3 del capítulo 1 y refcrenciando a la Figura 2.12c 

se tiene que 

n -7 
para 

y puesto que rr
7
=h

8
=o, rr

6
=o. Por la misma condición 



• 5 mes 

(20) 
2 mes .5 mes 

-0()\ 
(bi,bsi'hs 1 

o o (uk) 
~ ~ 

• 25 mes 
(75) 

(b) 

2. - ......... 

N 
(~,e,hl 

.25 ~- I¡ 
(, {O,R,Ol____J:;\ 

8-~ 

(e) 

1 

I 1. 25 nodo de hol9ura j 

Figura 2.12 
(a) Red Física (b) Red Modelo para Fijal.· en 45 m la Altura 
del nodo 3. Las Direcciones se han Asignado Arbitrariamen­
te (c) Red Transformada ( con nodo y un arco de holgura ) 
Creada por el Programa con Enumeraci6n Creciente por nodo 

Origen 
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' 1 
i 

obj eti-

\ 

Por consiguiente, las subrutinas HFUN y COSTOF deben incluir es­

ta ffomula para t~dos los arcos exceptuando el arco 7 que tiene­

una funci6n de costo li~eal. Tales subrutinas se·muestran en la­

Figura 2. 14. En la Figura 2. 1{~: ilustran el &rbol de expansi~n 
inicial apropiado y la soluci6n factible inicial para la red 

transformada. Seguidamente se proporciona la codificaci6n de 

los datos y los resultados de la corrida 

llmax = O· 4 con la opci6n de reportes IPRINT 

2 

• 25 

- -
\ .. • 

~- -

;:;:; 
.....: 

4 

"' 1 

(1. 5) 

(. 25) 

(n) 

-6 

(b) 

;:;:; 
~ 

1. 25 

Figura 3.13 

llmin = O.OS y 

l. 

(f kl 

(O) 

(a) Solución Factible Inicial (b) Arbol de 
Expanei6n con Raíz ~n el Nodo 7 



10 
20 7. 
30 
40 r. 
50 r. 
60 r. 
70 r. 
00 r. 
90 r. 
100 r. 
110 7. 
120 7. 
130 r. 
140 7. 
150 7. 
160 
170 
180 
190 r. 
:!00 
210 
220 
230 r. 
240 
250 
260 ~ 
270 
280 
290 
300 r. 
310 
320 
330 
340 X 
350 
360 
370 ;. 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
'170 r. 
480 
490 i. 
500 7. 
510 ;.: 
520 i. 
530 % 
540 r. 
5~10 :>.: 
560 7. 
570 7. 
500 r. 
590 ;. 
600 i. 
6.10 
620 
6:10 
6~0 r. 
6:;o 
61.0 r. 
b70 
6110 

SU[<ROUTINE HFUIH Krflf'l.US, l!Hlll r DELF) 

COHHON /L/Hll00)/0/Fl1001/K/Cl100l/N/CLll00l 

*********************''********************•*************** 
* * * CDUIFICnCION FORTRnN IV DEL nLGORITHO IWUN * 
* ~ 
1 PROPOSITO : * 
* cnLClJLl\R LOS COSTOS HM•G IllALES EN LOS ARCOS * * HACIA nDELnNTE y Rt.FLEJl\l<OS ~·Afrn EL F'ROllLEHA DE LA SEC;_*. 
1 CION 2,7,2 , I 

* * ************'*********************************'************ 
IF (( F CIO +rll:LF> , LE, C 110 l GD TO 10 
fff'LUS = 9'J'J9; 
GO TO 2 

10 IFI K ,Nf·:, 7 )GO TO 1 
IWLUS H<Kl 
GO TO 2 

1 HF'LUS 

* 
HIKl/2,852/DELFl(nDS(FIKl+DELFlll2o052 

- nDSIFCKllSS2,B52) 

:! IF 1 CF<KI - DELFl ,GE, CLltOl GO TO 30 
fltUN = 9999, 
GO TO 999 

:JO IF< K ,rn,:, 7 IGD TO 3 
flHHf = -fHKl 
GO TO 999 

3 HHill = HIKl/2,fl52/DELFl<nBS<FllO-DELFl**2,852 * - ADS(f",.101**2.852) 

999 COMT HIUE 
RE'IUf'N 
ENO 

SUBRUUTINE COSTOFl.KrCOSTOK l 

COMHON /L~f(1001/D/F<100l/K/Cl100l/N/CL(100l 

*******'*************************************************** 
* * • CODIFicncroM FORTRnN IV DEL nLGORITHO COSTOF * 
* * 1 PROPOSITO : • 
1 G•ILCUL1<R EL TERl1HIO DE Ln FUllCillN OllJEfIVO * 
1 CORf~F.Sí-'Ulll•H:llTl' nt. nlil;o I\ f"tlRn EL f'IWI:LEl1A DE SECCION * 
* 2,7,2 * 
* . * ***********'**'**'**'***''******'*ª************************ 
IF< K.Nf.,7 IUO TO 1 
CIJ~>TIJK .!llK>:iF<K) 
f\EfUf\N 

CllSTOK 

1<nu1rn 
FND 

Figura Z.14 
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·cuadro 2. 5 
HOJA NO _.:::_Y_,/ __ _ 

PP.OGR!LU )/TC )/V X CODIFICACION DE DATOS PARA EL PROBLEMA DE LA SECCION 2. 7. 2 

PROGR•.,•oon IJ?o PorrQ 

~ ' /, /, ·o " " " 'º " '° '' 'º " " " 'º ,J 
1 lbl i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 il 1 bi .1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
! 121 i io! .I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ¡ 1 1 . !_, 1 . 1 . 

T1Tl;~1.1-?1"' 1 1 íll 1 l 1 1 1 1i1 1 1 l l 1 1 1 1 1 l 1 l l 1 11 I 11 1 i 
1 1 1 '.! '-'o'. l2 1s1 1 1 , 1 1 jil 1 1 1 llT 1 1 1 1 1 1 ! I ¡ 1 ITTl 1 1 

lU_l_Ls' 1-:o:.!M; IJITil111 ! 1 I , 1 1 l-1. .L 1 1 IJ 1 ~ 1 111' 1 
lliJ 1;;rtfoTTill ITiJJ1J_1 11l1 io¡-1.L l __ i~:~- 1 .-~,--1 -1 1 1 Tri 1 1 1 1¡!1 1 1 

! 1 ¡I 1 1 1· ! ! 1 i !í! ¡ 1 t 1 1 ITT 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 , 1 t 1 1 1 1 llTil 1 1 t 1 ! 1 1 1 l 
i 11i 11i '_! l__i;~~l.i_I 1lfill;i,IJ.J11 o::::;;o'..l_l_ 1 1 I __ , __ LJJ__IL_:_I_ 1 1 1 ! 1.J1 1 11 ! 1 

1 1 , "' 1 n "· 1-1,~j ! ~ c-F hl. I , ITll '''º' ·''TL , LIJ. r;- , , ITJ..11 , 1 , r 1 1 1 
1 1 1 ;-<t 1 1 t i3J 1-1~1. 1 1 1 __ 03fTi1Tr[L.t~:oC11t~ HL-·-~ JJ_LJJ_1_[ 1 t 1 1 [F+mLL 1 1 1 
! ! 121 1 1 1 1s1l-=b1. UllliffiTITT LLiJ!ol.lLf 1 r 1 l_LLlLl .L H 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 .U 1 ~- 1 
1 1 1 1.,,: t : 1 '.01 PJ1.1 1 1 ~ GL LL11G-[L_ l] 1 1 · 1 !1t1 r--¡¡j_ 1 illTf 1 1 LLJ t 1 1 n~11. 
! : 1 :31 i i 1 '~1--r-121.1 1 1 11 1 121. 1 _j_J_¡ 11:01.LLR i 1 1 1 1 íT ! 1 i 1 IJJ.j_ 1 1 nllTiTITT : 

...J 1 1 1~: 1 1 1 131 t-:.z. 1 1 1 l 1 1 12\.11 1 1T-~1,1,14:iJ 1 -: 1 1 1 1 1 l 1 lf1Tl1 1 t 1 t ¡--¡¡ t 1 . ..!..... i!lJl ! t 1 ! 1 ! t i t 1 
1 

1 1 1 · t 1 rrt LLJJ_,_,_,_LJ_ -1-1- ...L 1 1 1 ITiT . 1 1 1 1 1 1 1 
l11.!s1 11!11110!. 511111 1 ! • .2lsl l_~.ilsi 1 o.:i§:l_+-_,_,_LQJ_,_j-<lsLWJ_Jj_q. 1 1 lo!. 1 
1 l-111 1 1 1 111 I ' ¡ 111 ! 1.1-IGI J 1 1.;1 1 ts1 1 1 ilo1 1+Hn 1 . 1 1 1 ! t 1 t 1 1 1 1 1 1 1 l 
! 1 ¡ hi~~ 1 i 1 1 1.\.:.\1\T 1 1 l 1 1 : 1 ! 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

a::; 1 1 1 1 1 i 1 1 1 t , 1 1 t 1 1 1 TU . .L 1 1 1 1 1 n 1 ¡ 1 1 1 1 

1 11111111 ! .1111 1 1 11 T 1 1 1 1 ,I 1 1 11 1 1 1 1 1 
1 1 1 11 1 l 1 1 1 11 1 1 1 1"· 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 111 1 l 1 1 1 11 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 
1 1 1 1 ¡ 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 11 

\Jl 
\O 
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REPRE,5ENTACIO,tl DE LI\ 1ú:n úwinFORHAM >. 

NUHER.0 DE ARCOS a 

NODO FLUJO EXTERNO FIJO POTENCIAL Itl!ClftL. i\PiJirÍADOR HACIA /\TRAS 
I D< l> PI<Il 

1 2.00 o.oo 
2 º'ºº o,oo 
3 -1.25 o.oo 
4 -0.25 o.oo 
s -o.so o.oo 
6 o.oo o,oo 
7 o.oo o.oo 

ARCO ti.ORIGEN No TERMINAL COTA INF, COTA sup. 
K O(K) T<K> CL<Kl C<Kl 

1 1 2 -2.00 2,00 
2 1 4 -2.00 2.00 
3 2 3 -2.00 2.00 
4 2 5 -2.00 2.00 
s 3 5 -2.00 2 .oo 
6 4 3 -2.00 2.00 
7 6 3 -2.00 :.?,00 
e 7 6 o.oo 3,00 

llODO f<AIZ DEL ARDOL IUICIAL CAMBIO DE FLUJO 
~ ... 'CAMBIO DE FLUJO 

OPCIONES DE REPORTES ISOLUC = o IPllINT • 1 

SOLUCION OPTIMA PARA EL VALOR DEL CAMBIO DE FLUJO 0•40 

NODO POTENCIAL l'IF'utHf-10UR HliCtA ATRllS 
I PICI> PD(I) 

0.63 -2 
2 33,35 1 
3 115,00 7 
4 27.02 -6 
5 40.06 4 
6 º"ºº a 
7 o.oo o 

f\RCO ti.ORIGEN N. TERHHIAL COTA ltlF, COTli SUP, 
K O<K> T<K> CL<K> C<Kl 

2 -2.00 2.00 
2 4 -2.00 2.00 
3 2 3 -2.00 2.00 
4 2 5 -z.oo 2.00 
5 3 5 -2.00 2.00 
6 4 3 -2.00 2.00 
~ 6 3 -2.00 2.00 
o 7 6 o,oo 3,00 

PD<Il 

·-2 
1 
7 

-6 
4 
e 
o 

COSTO 
fl<Kl 

20.00 
50,00 
50.00 
10.00 
10.00 
75.00 
45.00 
o.oo 

H!tl!HO 
t1t1XIHO 

COSTO 
ll<Kl 

20.00 
so.oo 
50.00 
10.00 
70.00 
75.00 
45.QO 
o.oo 

FLUJO FACTIDLE INICIAL 

o.oso 
0.400 

F<K> 

1.50 
o.so 
1,25 
0.25 
o.2s 
0,25 
o.oo 
o.oo 

FLUJO 
F<Kl 

1. to 
0.90 
0,45 
0.65 

-0,15 
0,1>5 
o.oo 
o.oo 

COSTO DEL FLUJO 

9.zo 
12.99 
1.00 
1. 03 
0.11 
7,70 
o.oo 
o,oo 

conTO TOTAL DEL fLUJO 32.u2 



. 0.20 _____ ..:_~_..;_· ___ ._..;;.;·..:.------~--------·;_ ________ ':-:..----·----..:.--- .. -
'imao· POTF.llCIAL 

I PI( 1) 

1 5.42 -1 
·2 JJ,51 -4 

J -.. :'45,00 7 
4 .34.04 -6 
5 39.40 3 
6 o.oo B 
7. o.oo o 

ARCO N.ORIGEN N,TERNINAL" 
K O(K) TCIO 

¡ .• ,. 

1 1 2 ,::.2;00 
2 1 4 ~2t00 

2.00 
2.00 

3 2 J -2.00 2.00 
4 2 s. -2.00 2.00 
s 3 5· .:..2.:00 2.00 
6 4 3 . -2,00 2,00 
7 6 J -2.00 2.00 
B 7 6 o.oo J.oo 

SOLUCION OPTIMA PARA EL VALOR [•EL CAHDIO DE FLUJO 0.10 

NODO POTENCIAL APUNT•1DOR HACIA A TRAS 
I PHI l PBC!l 

0.87 -1 
2 31.11 -3 
3 45.00 7 
4 30.25 2 
5 37.73 4 
6 o.oo 8 
7 o.oo o 

Af~CO N.ORIGEll N. TERM I N1il COTA INF, COTA sup. 
K OCKl TCKJ CLCK) cero 

1 2 -2.00 2.00 
2 1 4 -2.00 2.00 
3 2 3 -2.00 2.00 
4 2 5 -2.00 2.00 
s 3 5 -2.00 2.00 
6 4 3 -2.00 2.00 
7 6 3 -2.00 2.00 
ll 7 6 o.oo J.00 

COSTO 
fHKl 

20.00 
so.oo 
50100 
10.00 
70.00 
75.00 
45,00 

o.oo 

COSTO TOTAL 

COSTO 
HCK> 

20.00 
50.00 
so.oo 
10.00 
70.00 
75.00 
45.00 

o.oo 

DEL 

FLUJO 
FCK) 

1.30 
0.70 
0,45 
0.85 

-0.35 
0.45 
o.oo 
o.oo 

FLUJO 

FLUJO 
F<Kl 

1.30 
o. 70 
o,ss 
0.75 

-0.25 
o. 45 

º•ºº o.oo 

COSTO TOTAL DCL FLUJO 
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COSTO DEL FLUJO 

14.02 
6.34 
1.ao 
2.:21 
1.23 
2.70 
o.oo 
o.oo 

29.09 

COSTO DEL FLUJO" 

!.4.02 
6.J4 
3.19 
1.54 
0.47 
2.70 
o.oo 
o.oo 

29.06 



','· 

SOLUC!llll OPTINn PnRn EL Vl\l.OR DEL CnMfJltl !IE FLUJO o.o~ 

NODO POTEllCIAL 
I PHI> 

1 0,97 
2 32.34 
3 45.00 
4 20.54 
s 30.~9 
6 o.oo 
7 o.oo 

ARCO ti.ORIGEN 
K O(K) 

1 
2 1 
3 ·2 
4 2 
5 3 
6 4 
7 6 
B 7 

lif'UtlTfl[LOR llnCll\ AIRn9 
PD<l) 

-1 
-4 

7 
2 
5 
B 
o 

N. TERH!NAL COTI\ JllF, 
T<K>. CL<K> 

2 -2.00 
4 -:?.OO 
3 -2.00 
5 -2.00 
s -2.00 
3 -2.00 
3 -2.00 
6 o.oo 

corr. :1up. 
C<K> 

2.00 
2.00 
2.00 
2.00 
2.00 
2.00 
2.00 
3.00 

COSTO 
tl<K> 

20.00 
so.oo 
50.00 
10.00 
70.00 
75,00 
45.00 
o.oo 

FLU.10 
F<K> 

¡,30 
0.10 
o.so 
o.so 

-0,30 
0,45 
o.oo 
o.oo 

COSTO TOTAL DEL FLUJO 
PT=1·9 IO=l,O 

2 - -
(1. 3) 

5 - -- .s 

(_. 115) • 25 -<- - l¡ , __ __;._ ___ __, 

6 

(O) 
~-0_,, ___ (j) 

l.?~ 

Figura 2.15 
Red con el Flujo Optimo. N6tese que se ha Cambiado 

la Direcci6n y Signo del Flujo del arco 5(3,5) 
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COSTO DEL FLUJO 

14.82 
6,34 
2,43 
~.06 
0,79 
2,70 
o.oo 
o.oo 

20.93 
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Una .compañia tiene cua;t.ro plantas de potencia ubicadas en 
:_· -_ 

los. sitios':•A',B',C.y D<·a 1oclargo de un río. Actualemnte las ·plan-

tas. se. ~rrfrÍan éori el .agua del rl'.o. Cada planta desecha suficie~ 

te calor •. c,o'mo: para incrementar la temperatura del agua en 10º. 

El gobierno ~esea,c~h~i~lar l~ ·cantidad de calor descargad~ en -

el. r.ío po~· la's ~tu:rtro·plantas".de manera que en ningún punto la 

temperatura del agua. exceda 60º. En su fuente, es decir aguas 

arriba de la plahia A, la temperatura es de 50º. El río, por sí 

mismo, proporciona un enfriamiento con a1ua helada de 3°de A a B, 

Sºde B a C, 4° de C a D, y 2º de. C a la desembocadura. La tempe­

ratura del agua nunca baja de 50°. Otras alternativas para enfriar 

las plantas tienen un costo por grado de enfriamiento como ée 

muestra adelante, en donde Xi es la cantidad de enfriamiento (en 

grados) no proporcionado por el río. 

Planta 

A 

B 

e 

D 

Costo del enfriamiento 

10X
2 
A 

Las Figuras 2.16a y 2.16b muestran, respectivamente, la 

red modelo para este problema y la red transformada creada por 

el programa con enumeraci6n creciente por nodo origen. En este -

caso el flujo representa la temperatura en grados del agua o la 

cantidad de enfriamiento proporcionado por las otras nlterP.ativas. 

Los nodos 2, 4, 6 y 8 representnn a las plantas A,B,C y D, res-­

pectivamente. El arco (2, 10) representa la alternativa de enfría 

miento en la planta A no proporcionado por el río. Este nrco ti~ 

ne una funci6n de costo cuadrática y como cota superior un núme­

ro grande, R=lOO. La interpretación de los arcos (l., 11), (6, 12) 



Agl:as arriba 

( bi J 

(!;k,ck,hk) 

{b) 

(O, ·100,0 J 

10 

{a) 

10 

Figura 2.16 

[0,-100,0 J 

Planta O 

(0, 100,0) 

(0, 100,0) 

(bl,bsl'hsi l 

{~k,ck,hk) 

Deset:'lbocadura 

[0,-100,0 J 

13 

121-~~~~~~~~~~ 

16 

(O, 1 ca. O) 

15 

(a) Red Modelo que Representa al Problema (b) Red, con Nodo y Arcos de Holgura, Gene~ 
rada por el Programa. La enumeraci6n es Creciente po~ nodo Origen 

(sólo se muestran los parámetros de los arcos de holgura) 
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y (8,J3) es si111.ilar,. Los arcós. (4,ll) y (6,12) tienen función de 

costo lineary·e:i (8,13) éuadrática; Los nodos l,3,5,i-y9son­

artificiales y :i::epresent.in el enfriamientO que por sí mismo pro.­

porciona el río. La solucíi5n de este modelo índiéará la cantfdád 

de enfriamiento en las plantas a costó mínimo. 

La Figura 2. 17 muestra la sofuci6n factible inicial en la -

red transfór~ada y el árbol de exphnsion ~propiado de la misma. 

En la Figura 2.18 se presentan las subrutinas HFUN y COSTOF apr~ 

piadas para este problema y dcspu&s, en el Cuadro 2.6, la codifi 

caci~n de los datos. Observe que 6min ~ 1 y 6max = 4, y puesto -

que el cambio de flujo .para la siguiente reioluéion es la mitad 

del anterior, la soluci6n optima para cada 6 será entera. 



(O) 

15 

12 

11~ 
ó 

(b) 11 

Figura 2.16 
(a) Solución Factible Inicial (b) Arbol de Expansión Enraizado en el Nodo 1 



10 
20 :>:: 
30 
40 :>:: 
50 :r. 
60 :>:: 
70 :>:: 
80 " 90 ;,: 
100 :>:: 
110 i: 
120 r. 
130 " 140 r. 
150 " 
160 
170 
180 
190 ;( 

200 
210 
220 
230 X 
240 
250 i:: 
260 
270 
280 
290 7. 
300 
310 
320 
330 r. 
340 
350 r. 
360 
370 
380 
390 
•100 
410 
420 
430 
440 
450 r. 
460 
470 :r. 
480 :r. 
490 :r. 
500 :r. 
510 r. 
5:.10 r. 
530 /. 
!)40 l. 
550 l. 
560 r. 
570 :r. 
500 :r. 
590 
600 
610 
620 r. 
630 
6•1Ó r. 
650 
660 

5UDfWUTINE HFUtH K, llPLUS, IHUNr DELF) 

COMHON /L/11( 100)/0/F( lOOl/K/C:( 100)/N/CL< 100) 

*******************************'****'********************** * . . * * CODIFICl\CION FOIHRlill IV LIEL 1iLGORITl10 HFUN * 
* * * PROPOSITU 1 1 

1 ClilCULl\R LOS COSTOS Ml\G!Nl\LES EN LOS ARCOS * 
1 lfl\CIA l\llELl\NTE Y f<l:FLEJl\[IQS ~·l\f<I\ EL ~'IWIJLEMI\ DE LA * 
1 SECCION 2,7,3 , * 
* * ****************************'***'************************** 
IF ((F(K> tDELF> ,LE, C(K)) GO TO 10 
HPLLIS = 9999, . 
GO 10 2 

10 IF< <K.Eíl,3> ,OR, <K,E0.12> )00 TO 1 
llF'LUS = IHK> 
GU TO 2 

HPLUS= < H<K > 1 <F ( K) +DELF )*'1<2-H< K >•F-(10 **2J/DÉLF 
'; ,,," 

2 IF < <F<K> - DELF> .GE, CL(K>CGO TO 30. 
HMIN = ?999, c.c·,cc.. 
GO TO 999 ·· ~ '~;. ' / _ -

30 IF ( (K .EO. 3). OR. <K. E0.12>. cio~:,:to ':{' 
HMIN = -lf(K) . 
GO TO 999 

999 CONTINUE 
f'ETURtl· 
END 

SUBROUTINE COSTOF( KrCOSTOK ) 

COMHON /l/11<100 > /O/F ( 100 )/l\/C ( 100 > /N/Cl ( 100) 

***********************************************i*********** 
* * * COllIFICnCION FORTRnN IV DEL nLGORITHO COSTOF * 
* * * PROPOSITO : * * cnLCULAR EL TERMINO DE Ln FUNCIUN OBJETIVO * * CllRRE~PUllf.llE/l n: ¡)L nf<CO K f'1Wn EL F'flUDLE11n [I[ LA SEC- * 
1 CIUN 2,7,3 * 
* * ********************************'**'***************~******* 
!F( (K,EU.:J> ,QR, (K,EU,12> lGO TO l 
COSTIJI\ lf(l\llf(K) 
f'El'Ul\N 

COSTOK 

RETURN 
END 

fl<Kl:J<F<K>**2 

Figura 2. 18 

.. ' 



Cuadro 2.6 
HOJA W~ _Vg,_l _,...., __ _ 

CODIFICACION DE DATOS PARA EL PROBLEMA DE LA SECCION 2. 7. 3 
PROCRAIJAOOP. 

Ins_. Porro 

" ,J ..1 
LJjJJJ31 i ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i i 1 ! 
WJ.J.!.G~q:.1 , ! ! l ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J 1 1 1 _Ll_I 1 1 l 1 . i ! 1 1 
L!J_l_qi : : 'c.' .1 1 1 i 1 1 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 __ 1 i '-H-
1 ¡ i 1 iJLJ::l..31.I 1 1 1 1 1 1 H 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 l 1 11 ITT1 1 
WJI---'-.,..., .;.-,._-+-!+: :1_q_,_i_1 1 1 1 1 1 _I __ µ 1 1 1 w- ]..J....==- 1 1 1 1 1 1 1 JI 1 ¡ 1 , 1 1 
¡_j__11~~:~~,LJJJ_I 1111r_¡J1. ~__l_i..-¡-w.+1 .. L 1__[.¡_1 __ , , gr : '

1
: i 1 i.,_J_J__JJ..J_l_LW-

1 ! : ¡ '·:-~~-.::.·: 1 1 1 \_l_L! 1 1 :tT¡rT¡ 1 1 1 . L 1 1 -- ~11 l 11 r 1 l,_t_ -1T 1 TI 1 l 1 TITI 1 1 ¡U1-lJ ! 1 ¡ .LLL 
1 . ' : l~L'.:~.: T11T1 r 1 111'

1 

, , 1 ~1 11 lfü1 1 i Tu 1 , 1 r 1 1n- r 1 . 1 8. 1 1 , 11 1 1TTT1 
~º.l-l0'.U..lW_l_1JT __ lL,...+ rT 1 TT-, ~-' 1 1 ~ ,_- 1 1 1 1 

: 1 i !q1 1-·~1. I 1 r-rn:__E¡_¡,iol.1 1 1 -;[ II l+tl . 1 ¡r 1 t 1 ! 1 TI LJ_ 1 1 1 
r ! 1,·-o¡-:--¡~~-ll..0u~.º'·1 1 G-Uc!:li--1 1_~ =ff 1 , 111 1 . 1 LJ_HTITTT 1 T1 1 1 
1 . 11,_11 ! l_o'..:.U_UJll:L.'.:º-~W-+--1.- 1 1 1 1.iJUITT 1fL_ 1 1 r l_l_.!... __ L 1 1 r1 1 T 1 1 11 1ffi! 1 1 

~-3.! 1 o'.: 1 1!i1 1-i110·0!.¡ 111 mll lcl:_ 1 1 1 .J... 1 1 r 1 1 1 1 i 1 1 ! l 1 1 ¡ i 
lTfl 3 1iÍo1

• 1 1 1 1 ! 1 1-!1~'0!.:L_, • _ol. __ LJJ__ ~ 1 1 1 1 1 1 1. 1 1 1 1 l 1 1 1 1 
111 ¡ 1 11111 11111 1n1 r1i::-_¡__ T _L_)_ .• 11 1 1 1 1 µ_* 1 1: 1 ++1 11 1 1 11 1 1 

LJ_J.J . .WW-W~Us'.q;.J 1 i 1 1 l?.lqf.tj_- . 1 1 lJo[. 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 i 
rl-WJ~I 1 1 1 !3:_1:~~_.]_1_1 J_l_!_L[~;j_ll_[ 1 1T!Tjol. 1 1 1 1 rr 1 1 1 1 ! 1 l 1 1 1 1 1 
l iii!.2lli1'o'l'o.;.l1i·lil11i.º!.1'...i-!1 IWHlfül 1 1 1 1 1 1 !I TTTI i1l1 11 . 

. , '111 ''I' 11¡¡ .¡--f-"-1-TI111 1 1 1 ·1 l~~-1 , , :'.ff....!~9-'·' 1 1 1 .JJ±.!'.";:..l.. 1 , io1. 1 1 1 1 1 1 '1 
11 \ l4i rTll..s.JLciJITlll 1 lblol.1 ¡ 1 9.]· ' 1 1 1 1 1 1 1 111 

¡._JjJ1_-t_I j j f J! í l j lo!.! 1 1 J 1l1 o~Di. j l l / ,!)1. 1 1 1 1 / 1 1 1 1 j 1 1 J , . 

1 1 1 lsi 1 1 1 !&1 1~0!.1 1 1 : 1 1 l¡,:o .1 1 1 iol .1 1 1 1 rr 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
lll161illi;¡!s'o1.11 111lbia.11I 1 ol.11 1 1 1 1 11 1 1 ill 1 
1 i 1 1 •i 1 i 1 il.<1 1 lol .1 1 1 1 111 oi o . 1 1 1 .< o . 1 1 1 1 1 t 1 t t t 



FROGR.UU NTCllVX 
Cuadro 2.6 

P•oG••u•ooR In3. ?qrro 

H ' ! .. ' 'O " " " ,, " •O ., 'º " 'º " ,, " •.· 
ilThJ 1 1 1 lg; lslol. 1 1 l 1 l{,!o. 1 1 o. 1 1 1 t t ! 1 1 1 1 t 1 1 

1 1 1 lsl 1 1~1 s!Ql.:_LJ[ffil 1 CTo. 1 1 o .. 1 1 1 1 1 1 1 1 / 1 1 1 
1 1 1 1,c:! !1 131 loi. 1 1 o o. 1 1 1 s. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l .L ! 1 1 1 1 1 
! ! 1 1 1 ¡ 1 1 1 1--UlJ.. 1 1 l 1 1 .1 1 1--' _J_ _ - J 1 1 . 1 1 1 ¡ 1 ! 1 u l_l 1 IJJJ 1 i 1 . 1 1 

'.-"-'f:'.t 1 1 l.: 1 1 1c.:01 .! 1 1 ! !_W_~º~1 ' 1 s:~l. I_~ .... . 1- ó º ,I 1 1 /·r!.uJfOJ]?s.fJIJTn 1 :{,'Q..1 11 1 1 
, '.::""'-' 1: 1, 1L1s;¡,1 .. 11T 11uf¡,io1.1, 1 '¡'k.m--e-JT~órºLf 1 1 1~ rn-111,Lfl iTíí!TTs1.u ¡_µ_¡__ 
1 1,,1.1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 , 11 1 _ri ¡ 1 1 1 r 1 1 1 11T1i1T r i 1 1 , 1m11...i_1 1 
1 1 1 101 . · 1 111 . 1 1~1 !41 1 51 ,,,]11 a1·t 1[QU_1 111 131 b1 91 1 mU 11J31 llTITTrl 1JI 
llli1/i1i.l!1l!!l114'. ___ 11ll!l1' 1 _llJJl_LLi 1 LLU 1 1 1~1_11ITIJ1ll iTIJI 

º ,, : , 1 ! 1 1 1 ·, 1 , 1 1 1 111 1 1 11 , _LU_uilUT 1 1 1 1 r1 n _j__ 1 LL~ ·f+ffif' 1 1 1 1 1 1 : 1 1 
; i 1 1 i i 1 í 1 i 1 l 1 1 1 1 1 1 í 17 1 í 1 iiTT1 1 1 1 1 1 "*- _1 1Ti 1 1 · ! 1 1 1 1 1 i 1 1 
1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1

, 1 1 l.Jlj_I 1 1 1 1 1 1 1 _!_¡_¡_ 1 1 1 Ll 1 ! 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 Ul=i- ! 1 J 1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1 ·, 1 1 1 1 
1 1 , 1 1 , , 1 1 , 1 , 11 , , , 1 , : LclJJ_:-m--_u 1 • 1rr. 11 1++·--HJJ_!J_j_ 1 l_I , \ 1 , 11 , J_! .W-t-
1 ! l 1 1 l l i 1 1 l ! 1 ¡ 1 i l l 1 l_j_C¡:r 1 1 1 i 1 1 1 1 s· 1 11 L#ti 1 11 1 ! LUJ 1 1 1 i r. 1 ri l J_ 
:1111 1111111 111 1gJJ1 1 1 1 11_r Jll#mT\11l1J_LJJJ 111 l 
i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 ITi#i 1 1 1 _L l , 1 1 1 1 1 1 1 ! . l 
1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 11T! i 1 1 1 , 1 r 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

11111 111111 111 11 1 1 ! 1 T 1 1 1 11 1111 11 1 
_11 i 1 1 ! 1: ! 1 1 1 l 1 1 1 11 ! 1 11 1 1 1 1 . 1 1 i 1 l 1 11 1 1 1 l rn 11 · 111 1 , 1 11 111 1 11 1 1 1 11 11 1 1 11 11 r 1 1 , 1 

1 1 11 1 1 11 1 1 1 1 1 l 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 11 11 1 1 1 
11 11 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 111 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 11 1 1 
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kEll · fl[ FLU.JO' cou CO!>TO ·cotlVcXO 

NUHERO DE úoncis a' _1_4 NUMERO DE nRCOS ·= 17 

.-" 

NOC•O ·FLUJO EXTERNO FIJO POTENCIAL 'IllICIAL APUIHADOR llAC!n flTRAs 
I D(l) PI<l) .PD<I) 

1 50.00 o.oo o 
2 10.00 o.oo 1 
3 -3.00 o,oo 2 
4 10.00 o.oo 4 
5 -5.00 o.oo 5 
6 10.00 o.oo 7 
7 -4t00 o,oo a 
a 10.00 o.oo 10 
9 -2.00 o,oo 11 

10 o.oo o.oo ;¡ 
11 o,oo o.oo 6 
12 o,oo o.oo 9 
13 o.oo u.oo 12 
14 o.oo o,oo 13 

ARCO U ,ORIGEN NoTERHINAL COTA INF • COTA SUP. COSTO FLUJO FACTIBLE INICIAL 
K O<K> T<IO CL<Kl C<Kl fl(K) F<Kl 

1 · 1 2 50,00 60.00 o.oo so.oo 
2 2 3 50.00 60.00 o.oo 60.00 
3 2 10 o.oo 100.00 10.00 o.oo 
4 ;¡ 4 50,00 60,00 o.oo 57.00 
5 4 5 50.00 60.00 o.oo 60.00 
6 4 11 " .• o,oo 100.00 15.00 7.00 
7 5 6 .. 50.00 60,00 o.oo ss.oo 
o 6 7 50.00 60.00 o.oo ó0,00 
9 6 12 o.oo 100.00 20.00 5,00 

10 7 8 50,00 60.00 o.oo 56.00 
11 a 9 '50.00 60.00 o.oo 60.00 
12 8 13 o.oo 100.00 1s.oo 6.00 
13 9 14 o.oo 60,00 o.oo 60.00 
14 10 14 o.oo 100.00 o.oo o.oo 
15 11 14 o.oo 100,00 o,oo 7,00 
16 12 14 o.oo 100,00 o.oo 5, 00 
17 13 14 o.oo 100.00 o.oo 6.00 

NODO RM Z DEL ARBOL INICIAL CMtBIO [•E FLUJO tl!NHIO 1.000 
C/\llDIO DE FLUJO H1"\XIMO 4,000 

or·GIONES DE REPORTES ISOLUC :'! O IPRINT = 1 



--:--.--.:.-~~:..~.:.~----;..-----:·"----~------.------~7-·---:.---::----~-..: __ ".'.'_. __ 

tlODO APUIHMIOR lllÍCII\- l\TRl\9 
I PU< I) 

1 o.oo o 
2 o.oo 1 
3 25.00 -4 
4 25100 -6 
5 25100 5 
6 20.00 -9 
7 20.00 B 
B 20.00 10 
9 40.00 -13 

10 40.00 3 
11 40.00 -15 
12 40.00 -ló 
13 1110.00 12 
14 49,00 14 

Aí<CO ti.ORIGEN N. TERM!Nf\L COTA INF, COTA SLIP .• 
K O(K) T(K) CL<K> C<K> 

1 2 50.00 60.00 
2 2 3 50.00 60,00 
3 10 o.oo 100. 00 
4 3 4 50.00 ó0,00 
5 4 5 so.oo 60,00 
ó 4 11 o.oo 100.00 
7 5 6 50.00 60.00 
B 6 7 so.oo 60,00 
9 6 12 o.oo 100. 00 

10 7 o 50.00 60,00 
11 B 9 so.oo 60.00 
12 B 13 o.oo 100 1 00 
13 9 14 o.oo 60,00 
14 10 14 o.oo 100.00 
15 11 1·1 o.oo 100.00 
16 12 14 o.oo 100.00 
17 13 14 o.oo 100.00 

COSTO 
H<K> 

o.oo 
o.oo 

10.00 
o.oo 
o.oo 

15.00 
o.oo 
o.oo 

20.00 
o.oo 
o.oo 

15.00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

FLUJO 
F<K> 

50,00 
60.00 
o.oo 

57.00 
S6.00 
11.00 
51.00 
56.00 
s.oo 

52.00 
60.00 
2.00 

60.00 
o.oo 

11.00 
s.oo 
2.00 

COSTO TOTAL DEL FLUJO 
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COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

165,00 
o.oo 
o.oo 

100.00 
o.oo 
o.oo 

60,00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

325 .oo 



Sf)LUC!Ut( OP'íIHI\, f:'~lll\_ CL Vl\LOll [tEL Cnl1U10 lt~ FLUJO 2o00 -------------------------------------------.----------------.· 
NUDO riÚÉíic!flL i\Putffl\DO!l lll\CII\ /\TRAS 

1 PI<II PD<Il 

·o.oo ·o 
2' . º'ºº. 1 
3 '.s:oo -4 
4. · s.oo. -ó 
5 5,oo 5 

·ó· . o.oo. -9 
7 o.oo B 
a. º•ºº. 10 
9 20.00 -13 

io · •· :?o·,oo' ·3 
11 20.00 ·-15 
12 ·20.00 -ló 
13 30.00 12. 
14 20.00 14 

ARCO N,ORIGEN U, TERNINl\L COTA INF, COTI\ SUP, 
K O(K) T<K> CLCK> . CCK) 

1 1 2 so.oo 60.00 
2 2 3 50.00 60.00 
3, 2 10 o.oo 100.00 
4 3 4 so.oo 60.00 
5 4 5 so.oo 60.00 
ó 4 11 o.oo 100.00 
7 5 6 so.oo 60.00 
8 ó 7 ::;o.oo 60.00 
9 6 12 o.oo 100.00 

10 7 8 50.00 60.00 
11 8 9 50.00 60.00 
12 a 13 o.oo 100.00 
13 9 14 o.oo 60.00 
14 10 14 o.oo 100.00 
15 11 14 o.oo 100.00 
16 12 14 o.oo 100.00 
17 13 14 o.oo 100.00 

COSTO 
IHK> 

o.oo 
o.oo 

10.00 
o.oo 
o.oo 

15.00 
o.oo 
o.oo 

20.00 
o.oo 
o.oo 

15 .oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

FLUJO 
F<K> 

so.oo 
60.00 
o.oo 

'57.00 
56.00 
11.00 
'51.00 
54 .oo 
7.00 

so.oo 
60.00 
o.oo 

60,00 
o.oo 

11.00 
7.00 
o.oo 

COSTO TOTAL DEL FLUJO 
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COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

165.00 
o.oo 
o.oo 

140.00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

305 .oo 
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SOLUCIÓN o'prrnk~n"A'EL'VALUR:I•EL CAHDIO DE FLUJO '1.00· _______ ... __________ :..._~-:--..:.'""...:..-..:.-.-.;.--:-·..;. _________ _;_ ... :....;. ________ _ 

NODO POTEllCinL IÍPUllT.IH•OR lll\Cll\ ATRAll. 
l pl(I) PD!ll 

1 o.oo o 
2' 'o.oo 1 
3 º'ºº 2 
4 o.oo 4 
5 o.oo 5 
6 -s.oo ~9 
7 -5.00 o 
e -s,oo 10 
9 1St00 -13 

10 15.00 -14 
11 15.00 6 
12 15.00 -16 
13 15.00 -17 
14 15.00 15 

ARCO U.ORIGEN N, TERMINAL COTA INf, COTA sup. COSTO 
K O<K> I!Kl CL<Kl C!Kl 11(1() 

1 2 50.00 60.00 o.oo 
2 2 3 so.oo 60.00 o.oo 
3 2 10 o.oo 100.00 10.00 
4 3 4 50.00 60.00 o.oo 
5 4 5 50.00 60.00 o.oo 
6 4 1l o.oo 100.00 1~.00 
7 5 6 50.00 60.00 o.oo 
B 6 7 so.oo 60.00 o.oo 
9 ó 12 o.oo 100.00 20.00 

10 ·7 B so.oo 60.00 o.oo 
11 B 9 so.oo 60.00 o.oo 
12 e 13 o.oo 100.00 15.00 
13 9 14 o.oo 60.00 o.oo 
14 10 14 o.oo 100.00 o.oo 
15 11 14 o.oo 100.00 o.oo 
ló 12 1'f" o.oo 100.00 o.oo 
17 13 14 o.oo 100.00 o.oo 

COSTO TOTAL 
PT~1,9 10~1.1 

FLUJO 
F<K> 

so.oo 
59.00 

1.00 
56.00 
5:;.00 
11. 00 
~o.oo 

55,QO 
5.00 

51.00 
ó0.00 

1.00 
óo.oo 

1.00 
11.00 
5.00 
1.00 

DEL FLUJO 
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COSTO O.EL FLUJO 

o.oo 
o.oo 

10.00 
o.oo 
o.oo 

165,00 
o.oo 

º•ºº 100.00 
o.oo 
o.oo 

1s.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

290,00 
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Figura 2.19 
Red con el Flujo Optimo 
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CAPITULO 3 

REDES DE J:lLUJO .CoN_COSTOS CONCAVOS 

En el capítúlo previo se co~sÍ.deró el problema de recles­

de flujo cuando el costo- eri .los arco~ es ·una función convexa o­

lineal del flujo en el arco. Tal problema se trató como una 

simple variante del caso lineal~ y~aunqu~ el procedimiento ele -

solución no es tan eficiente como para caso lineal, es posible­

resolver problemas de r-edes con varios miles de arcos. Desafor 

tunadamente el problema de redes con costos cóncavos no se re--

suelve con tanta facilidad. En este caso, la presencia de poco 

menos de 100 arcos con función de costo cóncava puede resultar­

en un inaceptable costo computacional para lograr la solución -

óptima o una cercana a istn. La razón de este resultado es que 

para el problema lineal y el problema convexo, un mínimo local­

también es un mínimo global, y por consiguiente, las pruebas -­

que indi¿an el mínimo local son suficientes para indicar el mí-

nimo global. En cambio, para el problema cóncavo pueden exis-~ 

tir muchos mínimos locales, lo cual hace necesario clesarro11-,}:-- .. 
algGn procedimiento que busque sobre todos estos mínimos para -

encontrar el mínimo global. 

ble problema computacional. 

Tal bósquecla representa un formid~ 

Todos los algoritmos que resuelven 

el problema cóncavo conllevan un costo cbmputacional acotado só 

lo por funciones exponenciales, esto es, el esfuerzo computaci~ 

nal tiene la forma Kmc, donde m es el uGmero de arcos con fun-
c 

ciones de costo cóncavas y K es alguna constante. 

En este capítulo se de~cribe un algoritmo ele enumeración 

implícita adaptado ele aquellos usados para resolver los proble­

mas ele programación entera binaria. El costo computacional de -

este algoritmo, que tiene por denominación ~enérico "branch ancl 

bouncl", es una función de 2mc. Ciertamente ésta no es una cota 

deseable, sin embargo, se pueden resolver pequeños pero, impor--



tantes y práctic()S mo·ci.;;1()s·.de redes con co·sto _cóncavo.en los 
':::: ·'.·: .- ., . '·~-<_:_":~ : 

"<:/ ' .. --. 

3.1 

; ·, - .~ _: ;;~}}/f ;~;. 
APLICÁCIONES 

.. . t:~::{a: ifi·g1u'ra\3i l:~se ltluest•ra una· función 
-1.:· ~·, _,_,_ .::_ 

cóncava. 

1 
··1 

1 

Cuando 

se trllza·i:tna úrii:ia .rectil .entre cualesquiera dos puntos de una -

f~ncióri'i!6h2~\;a', •es ta qued~ enteramente en la función o dcbajo­

de <Úla; .. si ía: f~ricÍón és ,continu~. y diferenciable la concavi­

dad se· v'~r.ifica :cúando la segunda derivada es negativa en los -

puntos factibies, 

o 
·v 

--~----
--~----b 

a 

Figura 3.1 

Una Función Cóncava 

f 

casos. 

En las Figuras 3.2a y 3.2b se ilustran dos importantes 

La primera refleja economías de escala, es decir, el --

costo unitario de producción disminuye cuando ~umenta la canti-

dad producid:i. Esta figura podría representar el costo de com-

pra de alguna materia primn en la que hay descuentos para· cant! 

dades grandes. También podría representar el costo de construc 

ción <le una edificación en donde el flujo es ~l tamaiio del mis­

mo. A menudo los costos de construcción presentan economías de 

este tipo. La segunda figura ilustra una función de costo más-

idealizada con costo cero para un flujo cero. Cuando el flujo-

es mnyo-i: que cero se 'incurre en un costo fijo hF además del --

costo lineal por unidad <le Flujo, h • 
V 

Esta curva podría repre-

sentar el costo d~ construcción y operación de un medio de 



tif'lri~'.porte ;< . Un. Uuj ci. igual• a .céró :i.hcli.ca Cj:~e Ta vía 

t¡:uy~\' E~ ~l costo f:ijo .se inc1uye7~' los d~r~cho~ de v.ía, él.,...-' 

cC>st¡, de Úseñb y otr.cis ~éást6~ ih'<le~~ddienEes del tamaño. Los­

cC>stoj{.qy;e a<ipencl,en c!eiLniañ6se ·z.épresenta:n.por la pordón li 

rieal• ·c1e · l•a. c:u.rva. 
'·'. . .. , 
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.• La cur_;a ele• la Figura apropiada para represe!! 

tar el costo' ele reaprovisionamiento .cle''un inventario. 

casó, el flujo es l~ .c~nticlacl ele producto ordenado. 

En este-· 

El costo -

fijó es e1 costo q~e significa h~cer el pedido; mientras que el 

cost~ va~iible es el costo unitario del ~roducto, 

h(f) h(f) 

o 

Figura 3.2 

h (f) 

(b) 

pora f=O 

+ h/ para f>O · 

Ejemplos de Funcion6s de Costo Cóncavas 
(a) Economías de Escala (b) Cargo Fijo 

En este capítulo se consideran explícitamente solo cur--

vas de costo como la que aparece en la Figura 3.2b. Esto no --

significa que se descarten de consicleraci6n curvas como la dada 

en la Figura 3.2a. Sucede que es posible representar tales cur 

vas mediante el uso de arcos mfiltiples y aproximación por seg--

mentación lineal, lo cual, se ilustra en la Figura 3.3. En el-

ejemplo se requieren tres arcos para proporcionar la aproxima--

ción a la curva. Si solo se inéiuyeran <l8s arcos, el modelo 

permitiría flujos con costo en la linea punteada, Por ejemplo, 

f
1
=0, f

2
=c

1
/2 es una solución factible, sin embargo, tal solu-­

ci6n nunca estar6 presente en una solución óptima puesto que ~­

existe otro flujo factible con costo menor, f
1

=c
1

/2 y r
2

=0. Ob-
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serve ~ue el mddelo por segmentaci6n permite una cap•cidad to-­

tal de. c 1.¡.c¿ mientras que la capacidad del arco original es c 2 ~ 

Para evitár·e~t·a.:posib.ilidad, se agrega un tercer arco'cOn cap~. 
cidad ci.· en serie ,con la segmentación. 

h(I) 

f 

Figura 3. 3 
.. \: 

Aproximación por Segmentación Lineal para una Función Cóncava 

Ahora, considere la función de costo 

Esta función tiene un cargo fijo y una funci6n de costo convexa 

asociada con el flujo. En la Figura 3.4 se ilustra la corres--

pendiente aproximación por segmentación lineal. Se recuerda que 

en la Sección 2.4 se describió el procedimiento general para -

aproximar funcion~s convexas por segmentación lineaL 



h(f) 

Figura 3. 4 

(hf ,h ,e ) . 
l .V¡ l 

Aproximación por Segmentación Lineal para una Función Convexa 
con Cargo fijo 

¡, 
La figura J.S ilustra el bien conocido problema de la 

ttb.i.c.ac..i.61t de. plan.ta.6. Este problema se refiere a la construc-­

ción de las plantas industriales de una entidad que comerciali­

za un producto en una región donde todavía no tiene ninguna in~ 

talación. Conociendo la demanda de este artículo procedente de 

cada ciudad de esta regi6n, es necesario determinar el namero 

de plantas de producción que habrían de construirse, así como -

su ubicaciGn y tamaRo, mininlizantlo: 

-los costos de producción y 

-los costos de transporte desde cada ubicación a los de~6si--

tos de los clientes. 

En ln Figura 3~5, los nodos de la derecha representan a­

loe clientes y su flujo externo, que es negativo, representa 

precisamente la demanda de los mismos. Los arcos que terminan-

en estos nodos representan los medios de transporte con costo~ 

lineal y capacidad restringida. Los arcos que se originan en -

79 

el nodo fuente representan los sitios potenciales para las pla~ 

tas industriales o edificaciones. I.os vc1lores de hF y hv en es 
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Figura 3.5 

Red de Flujo para el Problema de la Ubicaci6n de Plantas 

te caso, son los costo~ fijos y los costos vari~bles de cons- -

trucción y operación de cada sitio. La capacidad en el arco es 

el tamafio miximo propuesto de la planta. Un algoritmo de flu-

jo a costo mínimo podría seleccionar los sitios donde constru{r 

y los tama5os de las plantas de manera que el costo total sea -

mínimo. También se podrían incluir en el modelo arcos de trans 

porte con cargo fijo para considerar el costo de crear el medio 

de transporte, 

Problemas de diseao de redes físicas en los que es nece­

sario seleccionar los arcos que deben incluirse en la red, pue-

den describirse usando arcos con costo cóncavo. Tales proble--

mas podrían surgir en el diseao de redes de transporte y redes­

de tubos. 

Los modelos para el control de la producción, en los cu~ 

les el flujo representa la cantidad producida, son mis exactos-

si se modelan con costos cóncavos. En este caso los costos de-

establecer la producción o reordenar inventarios se modelan con 

cargo fijo. 
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3. 3 ENUMERACION EXHAUSTIVA 

·En el protedimiento de enumeraci6n exhaustiva se aiocih­
·' l.a variable xi con el i-ésimo arco cóncavo. se· dice que el· 

1 i-ésim_o·arco está "cerrado", y no se permite flujo en él, si 
' ' 

x.=O~ Si x.=1, entonces el i-ésimo arco está abiert(), es.cl~'cir, 
.l. ' .. ·· l. 

se perniite un flujo entre O y ck' donde k ;;; ké(i): :El foEict6r X 

es de 
1 :h:::m::i!:~, d:~~~~~a=m~!~ varia bies• X ~~{p.2e~d~ ;esc5ib~r-

e1 problema ele. costo cóncavo coti'ío ún. ·;~obl~~a de :p~ograrií~ct6n .:. 
entera. binaria; co,•t)i; '',e}·>· ..... . 

/~ :'.h;{(~i)\~~;: l ·il; 
:i_;;l .o; ) k= 1 

(1) 

llk ··11J/i) .para k = kc (i) 

s. a. Af b 

o s fws e k para k E: M 

f s xi ck para i 1' ... ' m y k kc(i) k c 

xi 0,1 par11 i 1' .. . ,me 

Las restricciones que no contienen las variables X repr~ 

sentan la conservaci6n de flujo y acotamiento del problema de -

redes original. Las restricciones fk S xick para arcos cónca--

vos fuerzan al flujo variable fk a ser cero cuando xi=O .Y esta 

bleccn la cota superior cuando xi=l. 

Una técnica de soluci6r, para este problema es unaenumera-

ci6n exhaustiva de todas las posibles realiz~ciones de X. Una-

realización o soluci6n particular al problema se logra asignan-

do un 1 o O a cada x .. 
l. 

Si se enumeran todas las posibles asig-

naciorles y se evalGa cada una, se obtiene la soluci6n 6ptima es 

cogiendo la que tenga el valor m5s peque5o. Sin embargo, el nG 

mero de asignaciones posibles es de zmc y éste es muy grande 
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aun ~~ra valores moderados de ~c' ,.·: >·'· . ·:·~· :>· 
El pro ces.o de etúimeraci'ón exhaustiva es- _conceptualn1eüt~-

fiicil de adquirir. - Para un probleOla de tres vitriable_s hay 2 3 ~8 
posibles soluciones que se ob tienéri listando todos _los ¡:i¿~iblbs 

ndmeros binarios de trei dígitos: 

En el algoritmo para computador este proceso de enumera­

ci6n se ejecuta construyendo un lrbol binario como se ilustra -

en la Figura 3.6 donde los círculos se denominan vértices y los 

segmentos de líne~.ramas. Cada vértice representa un conjunto-

de realizaciones del vector X. El único vértice al nivel O re-

presenta el conjunto de todas las realizaciones (8 en el ejem--

ple) . Los vértices del nivel 1 se forman haciendo una decisión 

binaria en una de las variables de X (x
1 

en la ilustración). La 

rama de la izquierda representa todas las soluciones con x 1=1. 

Esto se representa por el símbolo 1 en el vértice 9. La rama -

de la derecha representa todas las soluciones con x
1

=0. El -

símbolo I en el vértice 2 representa esta decisi6n. Ramifican-

do en el vértice 9 sobre la variable x 2 se obtienen los vérti--

ces 13 y 10. El vértice 13 representa todas las realizaciones-

con x
1

=1 y x
2

=1. De esta manera, el proceso de ramificación -­

continúa hasta generar todos los vértices dei último nivel en -

el 5.rbol, los cuales, representan las ocho soluciones indiviclun 

les del problema. 

Cada vértice -del 5rbol se puede identificar por una se-­

cuenc i~ de números que indican los decisiones binarios hechas 
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pnra alc~nzor ~~~6rtice. 

tan las variables fijadas. 

L6s iGmeros ~ri lci se~Ueucia repres~~ 

Si en· la sec ucncia aparec·e un i in 

dica .que la vari.ablc xi ha sido fijada con valor 1; mientras 

que si apa~eée un I indic~ que xi fue fijad~ con vAlor O, Las­

variables libres, es deci~, las qu~no tienen asignado un valor 

no aparecén en la secuencia. Poi ejem~l~. el vért~ce 6 de la~ 

Figura 3. 5 puede ser referenciadG> por 'la secuencia l2, indican­

do que x 1=0, x 2 =1 y x 3 libre. 

Nivel 

2 

3 

4 

(1,1,1) (1,1,0I {1;0, IJ 11,0,0) {0, 1, 1) {0, 1,01 10,0, 1) 10. 0,0) 

Figura 3.6 

Arbol Binario con Variables Fijadas en Orden Natural 

Al proceso de crear dos nuevos v6rtices a partir de otro 

se le llama la separaci6n. Si una secuencia {s
1

} identifica un 

vértice del firbol al nivel 1, entonces a los dos v6rtices nue--

vos se les asigna las secuencias {s
1

, iJ y {s
1

, I}. Es claro -

que este proceso separa el conjunto de soluciones definidas por 

{s
1

} en dos subconjuntos mutuamente ex~lusivos que juntos com-­

prenden el conjunto definido por s
1

. 

No hay necesidad de explorar las variables en orden numé 

rico o que el orden sea el mismo para todas las ramas del 5rbol, 

La Figura 3.7 ilustra una posible alternutiva. 

El algoritmo para computadora exploro los v6rtices sin -

guardar explícitamente el 5rbol en la memoria. Para hacerlo de 

esta ~i1ncrn, se necesita una not¿1c~6n que <lcscribn la trayecto-
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ria (todas las trayectorias se origiÍÚin.cn el.vértice O) del.'-

.en.el proceso: dinámico' de enumeración.· Esto se logr.a-
• 1 

usando.· el símbolo subraya junto con ··la 'notación ele secuencia J -
Si el símbolo ! aparece en lÓ seC.ue~cia ~~dica que xi ='l y quej -

la rania alternativa donde xi=O ya h·ii. sido explorada. El sírnbo-. 

lo I indica que xi =O y que la rama aiternati~a para xi=l ya. ha 

sido explorada. Para explorar el Íírbo1 de la Figura 3.7 en el:.. 

orden definido por. lo's número.s de fos'vértices se necésitarían­

las siguientes seóúeri~ia~:~ . 

vértice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . 12 13 14 15 

secuencia o 3 32 321 32l 32 321 32Í 3 31 312 312 31 312 312° 

Las notaciones de secuencia y subraya permite que el ár-

bol se investigue en cualquier orden con la disposición de que­

una trayectoria sea extendida a su nivel más alto antes de ex-­

plorar otra. A este procedimiento se le llama IZ.a~tl!.eo ha~la 

a..tl!.á.6 ("back crack") debido a que la trayectoria se extiende 

lo más lejos posible y l~ego el proceso rastrea el último vérti 

ce que tiene una ~arna sin explorar. El algoritmo que seguida--

11 

2 
(1,1,1) (1, 1,0). (l,O, 1) (1, 0,0) (O, 1, 1) 10, º· 11 10, 1, 0) (0, º· º' 

Figura 3.7 

Un Arbol Binario can Variables Fijadas en Orden Arbitrario 

mente ·se presenta permite explorar el árbol de esta manera, 
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1. INrciú. ·d~¡enz~r con una secuen--

c:l.á vacía. Hacer ZB:=;,, y XB:=O 

todas las variables libres. 

con 

2.SEPARACION. Si no hay variables li 

bres, ir al paso 3. En caso contra 

río, escoger una variable libre i 

y determinar qu§ valor se le puede 

asignar. Si se le asigna el valor 

1, agregar i a la secuencia. Si se 

le asigna un O agregar I a la se-­

cuencia. Repetir el paso 2. 

3.EVALUACION. Todas las variables X­

est5n fijas y se encuentra la solu 

ci6n mediante el llamado de la sub 

rutina KILTER. Determinar el v:·lor 

de la función objetivo Z para X; -

ir al paso l¡. 

4.REEMPLAZO. Si Z es menor que ZB r~ 

emplazar ZB por Z (ZB:=Z) y XB por 

X (XB:=X). Ir al paso 5. 

5. RASTRE ATRAS, Ir de derecha a iz--

quierda en la secuencia y borrar -

todos los símbolos subrayados has­

ta encontrar un símbolo no subray~ 

do; subrayarlo y cambiar el estado 

del símbolo (i se convierte en I,­
í se convierte i). Ir al paso 2. -

Si todos los símbolos en la secuen 
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ci:a están subrayado-s,: termiüai:.-; la 

enum0i:<1ción se ha_n c~mple i:acio. :i,.a 

solución óptima es XB .con valc>J; ZB. 
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-·· -····· ,._ ·'.o.,<.3; _·_-_, _'. . . . 

Este algori.tmo usa XB para'. gu~~da¡; -~'.:111 .;~ejor}~l~ción a~ 

:~ª~u~~~::u::;::i::1 ::~:n ~: ::j:~, ~~~~-~a~t:~H~-k~-}~1J1~f:~ :: = 
conserva hasta encontrar otdi ll(~j-~i:'~: h~'J~;~,d¿;~1Ja.'iidi::1.:tnio termi 

- ','-'..;;;._·:..'.- '. __ ·, :;-::"~- ' 

na ZB es la solución óp~ima~ 

3. 4. ENUMERACION 
- . - - ·-·- -· 

El algoritmo de enumeración exhaustiva no es práctico en 

la mayoría de los casos, ya que el número de posibles solucio-­

nes .es muy grande_afin para problemas relativamente peque5os 

(cerca de 1,000 para mc=lO; 1,000,000 para mc=20). Por es ta ra 

z6n sería muy conveniente contar con un procedimiento (prueba)­

que permita "sondear" algunos vértices del .:írbol sin enumerar 

los. Sondear un Oertice es descartarlo sin previa evaluación -

en la exploración de una solución. Debido a que los vfirtices -

sondeados son en cierto sentido ~numerados sin ser generados, 

se llama a este proceso C-Htl/11C'-ftllC.-l61! -tmp.E-tc.-L-tct. 

En esta secci6n se considera una prueba de sondeo que --

usa una cota inferior sobre la función objetivo. Suponga que -

se dispone <le una solución factible x
8 

con valor z
8

• El v6rti­

ce s
1 

representa algGn conjunto de soluciones factibles que pu~ 

<len ser enumeradas e identificadas asignando valores a las va--

riables libres en cada combinación posible. Por algGn método -

se obtiene una cota inferior ZLB (solución con variables conti­

nuas en el vértice s
1

) sobre todas las soluciones de este con-­

junto. Si· sucede que 

entonces todas las soluciones en el conjunto pueden ser juzgadas no óptimas 

o al menos no mejores que la >rnlución que se tiene a mano. Por tanto, todos 

los vértices clel árbol que s1gtll'n al vértlce bajo cons-Ldernción pueden ser 
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cnun1crndos implícltmncnte. Por otrn parte, si ZLU < ZB 

los vértices no pueden ser cnumcrndos implícitaoicnte.-

Ahora bieJ:!, la eficiencia de esta prueba depende ele _cios: cosas: 
L La calidad de la cota inferior_, "":-• 

2. La - sensibilidad del valor de·_ 1a ft1-nC:ipn- ó~j,et:i.vo 
las-variables de decisión e.n :X.:' -~ -<· :,:>: ·-.-. '----

a --

~ ;',· ·,, "'~;- .··/'.~~;_:>.•_;·.~::'.;'.:~ 
-.··~J> ·_.;, "C:"· ,~'~;~/ :.~•,·:::~.' 

La c~lidád de la cota_ inf.~rio,r ria'l~·~i~-~,~~~ ,,, es relati 

va a la diÚcult~cl computáció!\al-- T~--~~;i;~~i~-~~f;éf;-,~#:'muC:ho~ pro--

blemas, una cota inferior '1pobre" 5e,''T>U:ede''Ó1J'l:ti11er con facili-­

dad; mientras que una ''buena" 2-61:~· i'!if:~~:i'oí: 'solo con considera-

ble esfuerzo computacinnal. 

La sensibilid~d del valor de la función objetivo a cam-­

bios en los valores de las variables de decisión es una caracte 

rística del problema que se resuelve. Aquellos problemas para-

los cuales el valor óptimo de Z es significativamente menor que 

otros valores con otras variables de decisión, tendr5n un aumen 

to en 1-a eficacia de 1 a prueba de acota mi en to . Si hay muchas -

soluciones con valores de Z cercanos, la prueba no ser§ tan efi 

caz. 

L~s procedimientos de enumeración implícita permiten al­

analista resolver problemas prácticos, pero no tienen la capac! 

dad para resolver problemas de cientos de variables que sí "'•C­

elen resolver los algoritmos para redes con costos lineales o --

convexos. Esta es la razón de la gran diferencia entre la difi 

cultad de resolver problemas de redes de flujo con costos c6nca 

vos y con costos lineales o convexos. 

Ahora se fortalece la prueba de eliminación de v!rtices­

mcdiantc el uso de un par5metro que especifica el porcentaje de 

desviación permitido con respecto al óptimo. Si PER representa 

tal porcentaje, entonces la prueba de sondeo es: 

Si ZL!l ?. z PER izBI entonces descartar el vértice bajo - 100 JI 
consideración. 

El uso de esta prueba puede descartar (o desviarse cierna-
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siado de} la solucf6ri.~pt:lmri· .. -Sin en\bai·go, se sabe que la solu­

ci6n rés\lltarité.est.-i déntro ·ae_un.porcentaje, l'ER, de la óptima. 

Esto .a Iliériúdo es un <Í!ompiomiso útil para obtener una "buena" s~ 
1 uci_ón' con· un: co s t_o c·omp'u tb.cional ac ep t ah le, aunque no se a riec~ 

sarianié-nté :la óptTma, Uria posible estrategia es resolver el _.:.. 

problema con· valor.es de P_ER su.cesivamente menores hasta que se­

aseguie l~ soluci6n óptima (PER = O) o se acabe el presupu~sto­

para las corridas en la computadora. 

3.5 DETERMINACION DE UNA COTA INFERIOR 

En un paso intermedio del proceso de enumeración, cier -

tas de las variables de decisión X se hacen igual a 1 y ciertas 

igual a O; el resto de las variables son libres. Por convenie~ 

cia se define W+ como ol conjunto de variables fijadas en 1, W 

como el conjunto de variables fijadas en O, y wº como el conju~ 

to de variables libres. Siguiendo esta notación, el modelo ma-

temático del problema en su paso intermedio tiene la forma 

m 

Nin. + L hF(i)xi + ¿ hkfk 

iswº k=l 

para k i=l, ... ,mc 

s.a Af = b 

para i E: wº ' k 

para i s W ' k 

o' 1 para i E: wº 

(2) 

( 2 • 1) 

(2.2) 

( 2. 3) 

(2.5) 

Note que en los arcos cerrados el flujo se fuerza a ser­

ccro, y que la suma de los cargos fijos para los arcos abiertos 

aparece como un tfirmino constante en la función objetivo. 



La cuestión sería ahora obten_er una cota inferior ¡Jaia - _ 

todas las _soluci<Jnes asociadás ._con W
0

• Pa:ra fogrurl~,}~i.1nero.::. 
se elimina la_ con_dición de que xi sea reicmrlnz~:por 

O .:ix
1

:> 1 para ie:W
0 

,-,_,_ .. 

Al nuevo ;1'.oblema que resulta de reemplazar'(I.~) ·por g,~) se­

le llama ia iLe..tajac..tqn. del problema (2) d.eb¡d6 a\qu~ la candi,--

ción de. integralidad ha sido_ "relajada". Puesto que ·1a región fa~ 

tible ~e ha extendido con la rrilajación; el valor de la función 

objeti~d d~l problema relajado debe ser una cota inferior d~ la 

solución deJ. problema entero_._ 

Ahora, note que. en la sqlución óptima siempre se tendrl-

que_ - f-- -

xi = ~k - ~p~~;:i· ie:Wº , k = kc (i) 
•k 

Esto- es cierto debido a-que el coeficiente para xi es positivo­

en l~ función objetivo y~xi solo aparece en la restricción sim-

ple que limita a fk, 

la relación xi=fk/ck. 

puede expresarse como 

h = k 

Por tanto se puede reemplazar x
1 

usa11J0 -

De esta manera, el coeficiente para fk -

+ h 
V 

Usando este resultado, se obtiene la formulación matemltica del 

problema relajado. 

donde 

s. n. 

ZLB = Min. 

Af = b 

h = 
k 

O:"ifk&ck 

fk = o 

L hF(i) 
ie:W+ 

h (i) 
V 

+ 
m 

I:::: hkfk (3) 
k=l 

para k=kc (i) ,_ + 
ie:Wi 

paru kcM 

para kr:kc (i), ie:W~ 
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Este es un-[Jroblema de 'redes <le flujo con costos linea"-­

les qu~ sé ~U~d~ resol~er con el algoritmo SIHPLEX o el algorii 

mo dec d~svA~cio~es, el cual se presenta en el Apéndice B. 

•En ·.iá Figüra 3. 8 se recoge esquemáticamente la relacion­

entre· el costo linealizado para fk en la relajación" y lá fun­

ción de costo cóncavo a la cua~ reemplaza. La funci6n de costó 

lineal· es exacta solo___g_n los puntos extremos, fk=O y ·fk=ck; - -

mi~ntras que en los demás puntos, la función lineal es una sub­

estimación de la función cóncava. Esto es una justificación -­

adicional al hecho de que la solución del problema relajado prE_ 

porciona una cota inferior a la solución del problema original­

de programación entera mixta. 

Figura 3.8 

Subestimación Lineal para un Arco 
con Función de Costo Cóncava 

El algoritmo que se describe verbalmente en la sección -

que sigue, usa una forma ligeramente diferente del problema-

relajado (3), en la cual se reemplaza la 'restricci6n 



por 
hk = R .{· . . 

,· .. para k = kc(i), 
O :ií fk. :ií ck. 

donde R es 'un .número pÓs:i.tivo muy grand 
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Con: un ·costo muy grande en los. a cos. cerrados, el flujo­

en estos será.• d:i.stintó ·de cero solo si tal flujo es necesario -

para forzar la solución factible. Entonces, el algoritmo debe­

chequear los flujos en los arcos C:err ado s.. Si se detecta algu-
. ·. '.·. 

no m'ayor que cero, se "enciende'' ·un.• indicador de no factibili--

dad y se sondea (descar~a) el v~rtica. Este procedimiento tie­

ne la ventaja de que durante el proce•b de enumeraci6n s6lo se­

cambian los costos en los arcos,.el conjunto de restricciones -

nunca es cambiado. 

Obtenida la soluci6n 6~ti~a él .Problema relajádo es pos! 

ble redondearla hacia una soluci6n factible del problema origi-

nal. Esto se logra haciendo 

X. 
l. 

o 

si 

si 
{para ie:Wº y k=k (i) . e 

Es claro que las váriables fijadas ya tienen un valor de l o O. 

La solución redondeada se representa por XR y el correspondien­

te valor objetivo por ZR, donde 

me m 
ZR 2= hF(i)xi + 2= hkfk 

i= l k=l 
y 

hk = hv ( i) para k = kc(i) 

Cuando la solución redondeada es mejor que la mejor solu 

ci6n actual (ZR<ZB), ésta se reemplaza por la redondeada. 

3.6 ALGORITMO DE ENUMERACION IMPLICITA 

En la presente secci6n se recoRen las líneas generales -

del algoritmo de enumeración implícita. En este algoritmo se -

desarrollan tres vectores para rastrear la cnun1craci6n de varia 



_,__ ' 

bles en el.:úrboL'. Ya se §stablecio la notaci6n en lil. 
ahora' se d~~itl~ '1a es t~uC:tu~~-dé. el~~º~ p~i~ maneJ~~íri. 

. . ' . ~ .. 
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p Défirie {;r. ~ciC:uencia de variables en ei .árbol. P(L)=J·Í:~d.ica 

w 

' '• .. ·.- .. ,• .. , --· 

que• lii'v~riab·l~ J. se considera en el .nivel L. 

Se .usa pará rastreár ··ios valores asignados a las. variables.., 

fijadas. 

W(i) > o si X. se fija en 
]. 

w (i) o si x. es libre 
]. 

w ( i) < o si xi se fija en o 

De esta manera, W reemplaza a los conjuntos W+, W , y wº -­
usados previamente. El valor numérico de W(i) es el nivel­

de fijación de la variable. 

U Contiene la información de las variables subrayadas. Si 

U(L)=l, el corrcspondiente'elemento en P(L) se subraya. 

Si V(L)=O, no se subraya 

Ejemplo: Para el vértice 11 de la FJ.gura 3. 7 se tiene 

Secuencia p w u 
.3 I 2 3 1 2 -2 -3 -1 o o 



ALGORITMO ENUMER 
PROl'OSITO: Controlar las_operaéiones 

del. p:i::ocedimierito d_e ~nUri1¿r~~:i.iJn • im;:.. 
. :., '' ....... :,.· . . 

plícita. que rdsuelve ei ~tohle~1a.· de,. 

redes de flujo. a ~~s,tc) 11\rni.Il\ó .. co_n 

cargo fijó?-

, ., .. 

1. INICI_AR. 
"., 

·aprox_imaciOnes-

-lineales iniciales para todas los-

arcos con carg~ fijo. Inicializar­

en cero el indicador de nivel 

(L=O) y los vectores de secuencia­

P, de valores asignados a las va-­

riables W y el de variables subra­

yadas u. 
2.SONDEO. Resolver el problema rela­

jado (es decir, con las aproxima-­

clones lineal.es) asociado con el 

v~rtice del 5rbol de soluciones. 

Si el valor objetivo del probl.ema­

relaj ado, Z (cota inferior nl con­

junto de soluciones del nodo), ~s­

mayor o igual a la mejor soluci6n­

actual, ZB-PER>l-\ZB\ /100, ir al pa­

so 4. Por el contrario, es decir,­

si Z es menor que la mejor solu- -

ci6n actual encontrar la soluci6n-

redondeada xa y su valor objetivo­

asociado ZR. Si ZR es mayor o 

igual que ZB, ir al paso 3. Si es-

menor, actualizar ln mejor solu- -

ci6n actual haciendo ZB=ZR. Si ZR 

es igual a Z, no se po<lr& obtener­

una mejora; ir al paso 11. En caso­

contrarlo, lr al paso 3. 

9/1-



3.SEl'ARACION. Encontrar la vái:iablé'."" 

libre a separar (J}. Si no hay.iiiE_ 

guna separabl.e, ir al>.paso 4. En -:­

caso contrario, a~anz~.r·.~l .siúie~ 
te nivel .en el arhol (L=L+·1). :Agr.!::_ 

gar la vari.able a ia seéÜer\{i.·~ ;.. ~;.; 
[P (L) '=J)]: Ha~e/ i!ero.l~i ~~hr·;i~a::..;. 
para es te nivel [U(L),O,ó]; AÍii,gba'r;;. 

a la variable su valar {CÍ) ó 'i•)l~~~eh_: 
el' nivel y regresar al· paso,, 2·~: 

4.RASTREAATRAS. Si la subraia para -

el nivel es igual a O, encontrar 

la variable J [J=P(L)] del nivel, -­

asignar un 1 a la ~ubraya de este­

nivel [U (L) =l], encontrar el .nuevo 

valor para Je ir al paso 5, Si la 

subraya es 1, subir un nivel en el 

árbol [L=L-1]. Si se encuentra el­

nivel O, es dcci.r, si el nuevo va­

lor ele L es O, terminar; se ha com 

pletaclo el proceso. Si no se en- -

cuentra el nivel O, repetir el pr~ 

ceso 4. 

5.CANBIO. Liberar todas las varia- -

bles fijadas en un nivel igual o -

mayor que L. Asignar a la variable 

J el valor determinado en el paso-

4. Regresar al paso 2. 
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Este algoritmo y todas. las subrutinas necesarias para su 

ejecución se describen con diagramas de flujo en el Ap6ndice B. 

Asf mismo se proporciona ohí el algoritmo global NTCNCV que lee 

los datcis para la red y llama a ENUMER 
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EJEMPLO NUMERICO - - -· 

Para ilustrar el uso de{"algoí:itmo ENl!MER; considere ~a-
red de la Figu.ra J'/9 .·• A~t~~ ;¡~_·· a~iicár EÑíhiER ·-~-~ dcb{ ·h~~~r i

1

0·~·· 
siguiente: •. /;! i. ; •.• , e: ;;,''\');·:. ..; 

l. ~::: rl:~ ::~:~ 0 ¿::rf:i~J~*~1~!:¿~?~,fo~~:'tl{·~tt.~t·:·:~1~iii)¡~--- y 
... , · :;:.:-: . .. ~:.-::·<"-~~.- _:;~-7:~:. ~:,-:;:·,,_, :e:>:;~·:;;"·· <::s::~---_: ;.·>t?,::~,>-- .. : -

2. F~:~:a l::l~~tos corresporidiehtL·'~;;{g§•;á~:º()~¡·~~onl!=~go fijo -

y lo.s .parámctr.os PER y BIG. El (í1i::l.n10 repre~~nta el número-
-- ..... ··- _:. ,,, 

"muy grande" que se ha mcncion_ada··antes. 

3. Leer los flujos de un~ soluci6n faciible que s~tisfaga la 

conservaci6n de flujo en cada nodo. Tal solu~ión debe cncon 

trarse previamente, En la Figura 3 .10 'se proporciona una so 

lución factible para el ejemplo. 

4. Aisgnar a ZB un valor muy grande (BIG) ;· 

Como puede observarse en la Figura 3.9 , hay cuatro ar--

cos que tienen cargo fijo. Estos se identifican en la red sns-

tituyendo su paráriietro de costo por un guión. 

«,.h,¡ 
[/.¡, b,¡,h,¡J 

10 

Arco con 
cargo fijo 

1 
2 
3 
4 

PER 1 

BIG 999 

Figura 3.9 

hf h 
V 

25 4 
15 6 
20 4 
25 3 

Red Ejemplo con Cuatro Arcos con Cargo Fijo 
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3,10 

Red Circulatori~ Equi;~l~~te con la Soltici6n Factible Inicial 

Despué~ del llamado de ENUMER se inicializan en cero el­

indicador de nivel,· P, W y U y se resuelve el problema de la Fi 

gura 3.10. En este problema todas las variables son libreB y -

los costos en los arcos de la red con cargo fijo (11, 5, ó y ¡) cJn 

las aproximaci6n lineales. 

i k = kc(i) h' h
1

(i)/ck + h ( i) 
k V 

1 4 7.125 25/8 + 4 

2 5 7.500 15 /10 + 6 

3 6 6.857 20/7 + 4 

4 7 7.166 95/6 + 3 

La soluci6n a este problema relajado es 

F o [J0,5,5,0,7,3,0,3,0,0,0,7,0,2,10] z 
o 

o 
= Z LB= 115.05 

y la so.lución redondeada resultante XR = [0,1,1,0], ZR=l31 se­

convierte en la primera mejor soluci6n actual, esto es, XR=l31= 

ZD. Note que ZR es mayor que el objetivo relajado. 
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Seguidamente se ejecuta:l¿ fase de SEPARACION. En ésta,­

no s61o sd dec{d~ cuál de las cuatro variables acttialmente li-­

bres se fija, t_ambién se decide la direcci6n de la ramificación, 

es decir, el valor que asume .la variable,. El métod.o usado. en 1~. -

separaci6n se basa en la máxima diferencia ~ntre. los'.costos.có~ 
cavos y lineulizad~s. En el vé.rti'ce. O. Tas dlfer~ncias entre es 

tos e,ostos son , < .'.·;_._.• .. ·._ •. :J.••.·•.\ \0< ; .'· 
- - - - ....,-_ - -~· ~-:·,,,, '. ' 

1 
-... :.~~_:,,i·~~;¿_·':.{.>'~f,· .! --~ ',. ' - - • . .. -· 'º ; ·;.::gipii~A ·fa§K)~!;BY,a,;; .;: > ;-.· .. 

·;· ·' .... '·• .4 :s~• ('.~';,"·i>~~;~;.T·~~:'f·'.~s-~f~.~~~ºÓ,! * ·i(>;• 
... -1·1. 4_35 :{2'& ::;i-~·:l-:tt~_j--:- ~:': 6)-EfS--1~- * .. 3 

o· :;~d~·:·;(°l~)\··!;/ a:·. 
6 

2 

+ 3 

4 7 

Es claro que la separación se hace sobre x
3 

pues la dif~ 

rencia mayor se obtiene para el arco 6 que es el arco asociado-

a la'variable 3 en la red. Como el flujo en el arco 6[F(6)=3) 

es menor que la mitad de su capacidad [c(6)=7), se cierra este 

arco, es decir, se fija en cero. Esta decisión se muestrn -

en la Figura 3.11, la cual ilustra el árbol de enumeración im-­

plícita. La secuencia y los vec•~res P, W, y U desarrollados ~ 

por el algoritmo para cada vértice se resumen el el Cuadro 3.1. 

X" 115.05 
ZR.=13l=Zll 
XB • {0, 1, 1,0J 

7.. 129 

Fig11rn 3.11 

z. 121.50 
z~ =- 12'.1 .. zn 

2 z. 130.60 

Arbol de ll:11nificaci6n y Acotamiento para la red tle la Figura 3. 9 



CUADRO j;1, VECTORES DESARROLLADOS POR EL AL':"_ 

GORITMO DE 

Vértice _Secuencia ;p u 
i 

1 o Q o o o o 

2 3 o o o o 

3 3 I o o o o 

4 3 1 o 1 o o 

5 3 1 2 o o o 

6 3 1 z o 1 1 o 

7 3 1 o o o 

8 3 2 1 o o o 

9 3 2 1 o 1 o o 

La solución al problema relajado del vértice 2 es menor­

que la mejor solu~.6n actual (Z 2= 115.86<ZB-ZB*PER/100=ZA=l2~). 

por lo tanto el proceso de enumeración implícita conduce al --

vértice 3. Como z
3

=139 es mayor que ZA se sondea el vértice, -

lo cual se indica con una línea debajo del vértice 3. 

Puesto que en la secuencia correspondiente al vértice 3 

no hay ningdn elemento subrayado el procedimiento se dirige al-

vértice L¡. El proceso de enumeración contindn y se evalóan ex-

plícitamente 9 v~rtices de los 31 posibles en el árbol de enume 

ración completa. Despu6s de esto, se obtiene que la solución -

óptima es XB =[O, 1, 1, O), :oB=l29 y corresponde al vér.tice 7. 

Los flujos óptimos se proporcionan en la Figura 3.12, donde los 

arcos cerrados 4 y 7 no se dibujan, 
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Figura 3.12 

Soluci6n Opti~a 'para la Red de la Figura 3. 9 

/ 



3. 7 ORCANIZACION .Y FORHA'fO DE IJATOS PARA EL PllllGRA!-lA NTCNCV 

'cuah'd~ ·e.1' unhlista·haya formuhldo su problema de optimi.C. 

znci6n ··tomo >u~ :m.od.elo'.de r'edes, es decir, ha enumerado los no-­

dos éÓnsecutivamente y determinado los parámetros de nodo y ar­

co, ·~~e'cle'p~o·ceder aéodificar los datos, En el Cuadro 3.2 se -

descr:ÚH~ i:o1:aimént:e. la organiziic:i.6n y formato de los datos nece 

saÚc:ls p~ra ,há~er uso del programa NTCNV. 

Cuadro 3.2 CODIFICACION DE.DATOS PARA EL PROGRAMA NTCNCV 

TARJETA COLUMNA FORMATO .VARiÁBLE' DESCRIPCION 
TIPO 

1 

2 

3 

1- s IS 

DATOS DÉ NODO. 

1- s IS I 

6-lS FlO.O BF 

16-2S FlO ,O BS 

26-3S FlO. O es 

Número de nodos en la red­

sin considerar el nodo de-

holgura. 

Número asignado al nodo, 

Flujo externo fijo del no-

do I. 

Cota superior del flujo de 

holgura en el nodo I. 

Costo unitario del flujo -
de holgura en el nodo I, 

COMENTARIO : Se utilizan una tarjeta de este tipo por­

cada nodo de la red. Para terminar la lectura de los -

parámetros de nodo se agrega una tarjeta en blanco al­

final. 

1- s IS I Nodo origen del arco. 

6-10 IS J Nodo terminal del arco. 

11-20 FlO.O LOWER Cota infe·rior del arca. 

21-30 FlO.O Ul'PER Cota superior del arco. 

31-liO :no .o COST Costo un:Ltar:l.o del arco o-

Cuadro J.2 (pag. 1/ 4) 
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Cuadro 3.2 (pag. 2/4) 

TARJETA COLUMNA FORMATO VARIABLE DESCRIPCION 
TIPO 

5 

5 

tdrmino constante (mulii-~ 

plicador) de la (unci6n --

convexa. 

COMENTARIO : ~e:utiliza una tarjet' de este tipo por -

cada arco de la red~ Para indicar el final de la lect~ 

ra de los datos de arcos se igr~~a una tarjeta en blan 

co al final. 

FLUJO FACTirii~,1NICIAL 

1;:,10 FlO.O F(l}· 

FlO;O F(2) 

71.-,80 FlO .O F( 8) 

~lujo inicial en el arco 1 

Flujo inicial en el arco 2 

Flujo inicial en el arco 8 

COMENTARIO. : Se utilizan tantas tarjetas de este tipo­

como sea~ necesarias para especificar el flujo incial­

. en cada arco de la red. La condici6n sobre el flujo 

factible inicial F es que satisfaga la conservaci6n de 

flujo en cada nodo. F se debe determinar para la red-

circulatoria equivalente. En la secci6n B.1.1 se des-­

cribe el simple procedimiento para convertir una red -

en red circulatoria. Así mismo, se describe ahí la ma-

nera como se enumeran sus arcos. 

PARANETROS ASOCIADOS CON EL PROBLEMA CONCAVO 

1-10 FlO. O 

11-20 Fl0.0 

2 l-25 FS,0 

EPS 

BIG 

PER 

NGmero pequeiio usado para-

comparar con cero. 

ejemplo, O. 001. 

Por --

NGmero grande usado para -

comparar con infinito ( 00 ). 

Porcentaje de dceviaci6n -

permitido con respecto al­

valor objetivo 6ptimo. 



.TARJETA. 
TIPO 

6 

7 
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C~u<lro J,2 (pag. 3/~) 

•DESCRIPCION 

valor qbj eti~o 6ptfmoi. 

·Ind.iée dei.rirco'~hia ~ed'­
. circula to r~a: e'qúK'larentª· 

6-15 

16-25 ·,:.~.i~•~.··· · .. : .... :.~f ~~t~r~Ii·!~~n~;}::·~··º . 
.. :·•··· ....• ::·· ~ .. J•'·· i()''j 

CONENTAltIO utf'i_~z~·:~f~/éri:r.iE!t~· <l:~·}~te tipo por -

ca<la arco.de··.1a: iedJ~·~?,-·~·~.a'ig(i;~i:;i!j"<;,:;,·.1 es el índice o-

::::::J!f~~i~~~Wf~t~~li~~f~~;::::::::::::::: :::"= 
senfes;~·~}c,i;,/t~.~\~Kif~.~~·\Úréf indicar el final <le la lec 
tura de est~o,s'·pa'i:'ámetros se ·agrega una. tarjeta en blan 
co ~l .Ei~~j}J~i'' .;~: · ....... ·. ,, 

' . ':,·' -· -·':..' -·- ;,>;-~·. :: •' '::~~ ;::: 
.;;:·-.·:.>;\':' 

I 

2 Il 

ISOLUC Si ISOLUC iO no se ejecuta 

ningún cálculo. Se imprime 

la representación de la -­

red circulatoria y los fl~ 

jos factibles iniciales. 

Esto permite al analista -

chequear los datos y con-­

firmar que el flujo ini- -

cial corresponda con el a~ 

co y que el índice del ar­

co con cargo fijo en la 

re<l oririinal corresponda -

con su asocii1<lo en la red-

circulatoria. Si ISOLUC=O 

tambidn se imprimen los da 

tos. 

IPRINT O : se imprime la soluci6n 
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- t:uadro J.2 (pag. 11/lf) 

TARJETA éoLUMNA FORNAT.O VARI·AnLE DESCRIPCION 
TIPO 

NOTAS 

óptima, 

además .sé imprime la . -' 

··~0·11.1ció~ c1~{'.problema­
relaj'aclá' en cada vérti 

.• ~~:a~aJ,t~i:~t~~{~n· redon 

. ::'·:« :':::~; ;,-:· . . 
. ,, ,o-. 

l. El valor de las variables enteras (FORMATQ,'<l)~-:~1ebe. aju.starse 

a la derecha en el campo asignado. 

Ejemplo. Si la variable N tiene formato 

valor 15 se codifica 15 

asumir el -

2. El valor de las variables reales (FORMATO F) se puede colocar 

en cualquier posici6n adentro del campo asignado. Si no se co 

difica el punto, y puesto que todos los formatos incluidos 

tienen la forma FYY.O, el valor debe ajustarse a la derecha. 

Ejemplos. Si el formato es F8.0 entonces 15.2 se puede codifi 

car como 15.2 15.2 , ... , 15.2 -------- 7 5 se puede co-

dif icar como 7 5. 7 5. 7 5 -------- ' -------- , ... ' --------
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3. 8 APLicl\crÓNES RESUELTAS CON El. PROGRAMA NTCNCV 

E.n es te apartado se presentan algunos ej eínplos de redes de 

flujo con co~to. cóncavo y se resuelven haciendo uso del programa 

NTCNCV. '.con' esto se pretende fundamentalmente que el u·suario, se 

familiarice con el uso del programa. Por otra parte , se hace un inte.!!,, 

to para introducir al analist~ en la formulación d~ problemas d~ 

optimización como problemas de redes. En cada aplicación ·se· pro'.'.' 

porciona la descripción del problema; la· red modelo parA re.sol..,..., 
:: . ~.-·, 

verlo, la red circulatoria creada 

3.8 .. 1 .Aplicación 1 

En. la sección 3. 6 de un ejemplo-

nGmero '(ver Figura 3;9) y red circulatoria equ! 

valen te. a la original, el árb.ol d.e ramificación y acotamiento­

correspondiente y los vectores.P,W y U asociados con cada vfirti-

2e. El mi~mo ejemplo se resuelve aquí con el programa NTCNVC sol! 

citindo~e el reporte opcional dado por IPRINT = 1, precisamente 

para obtener los flujos óptimos de cada problema relajado y los 

vectores mencionados que lo identifican. 

El cuadro 3.3 recoge la codificación de los datos y en la 

Figura 3.10 aparece la red circulatoria construida por el progrE_ 

ma en la que no se especifican los parfimetros de los tres arcos­

adicionnles, los cuales, se dan a continuación. 

Arco Indice Cota inferior Cota superior Costo 

( 7 ' 1) o N o 
( 5' 8) 2 5 5 o 
( 6' 8) 3 5 5 o 

La enumeración de los arcos artificiales es secuencial comenzan-

do en l y se efectua <le acuerdo con el orden (es arbitrario) en 

que se codifiquen los ,dpto.s_d~ nodo. Por ejemplo, si los datos -

del nodo 5 se hubieran._c'o.dificado primero que los del nodo 1, el 

arco (5,8) tendría el· .ín.dice· 1 en la red circulatoria. Similar-­

mente se enumeran los a·rcos· originales, pero obviamente comcnza.!!, 



Cuadro 3. 3 
HOJA H'2 

/ 
Jú 

CODIFICACION DE DATOS PARA EL PROBLEMA DE LA SECCJON 3.8.1 

1 1 1 lb! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 ! 1 l 11 1 1T1 1 1 1 1 1 1 l!o!ol.1 1 1 1 lo. 1 1 il 1 1 1 1 1 11 1 1

1 

¡ ! 1 1 1 U 1 1 l 1 1 1 11 1 1 ! 11 
1 1 i !21 

/ 1 1 1 1 1 1 1 \_LJ_~i 1 1 1 l ¡ 1 1 1 1 ;-¡- 1 1 1 j 1 1 1 I L¡iu_u_1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 
,J_J_J__:s; l_LU 1 1 ! 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 j_ 1 1 1 _ JJ_j_ ,_ l_L ___ 1 1 1 1 1. 1 1 1 1 1 1 1_1.J. 1 r! 1 1 1 1 ! \ ! ! 1 

: 1 1 l41l 1 1 11T1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 u 1. 1 n 1 _ j_J 1 1_1_ 1 1+Lt 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
11 ! !s! !-1sl.j 1 11111 il-t--1!lJ1 r1 1 r-+-+J_Jl~·J_H- 1 LJ_ 1 ITI. 1 1n :J_j_1 1l_I!1: l 11!1i1 11 I 
j 1 1 ,b, !-i5i.: Lll_L)_L_J l_L!Tll 1 1 ; ¡_u __ u_LL -1 I.1 Tu 1 1 --·' _u 1 1 R_Jj_j 1 1 T FlTl 1 1 , 1 1 1 1 1 1 

1 ' 1 1 : 1 : 1 1 11 1_ ¡ 1 u_1_n11TI11 .Ti 1 1 1 1 1 111 _ffi$1 1 1l'R 1 1 H :Ti 1 1IT 1 1 u 1 11+81 1 1 ·J 1 , 1 ; : 1 1 1 1 : 
: : : i 11 1 : 1 :2: ;º:~1 , 1 1 íl111a.~1.1 ' 1 1 1 !91,__1 Ll 1_ , __ L ~- _j_JJJ±BH 1_~t1J]l ___ JJJJJ1-1 1 1 1 1 1 

; 1 11_Llil_~_,_, :0,.1 fllllTITllo:-:1 l]:J:::fo. ilTI 1 1 : 1 1 llTl 1 1 LJJT 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 
1 ! 31_J_LLJJJª~;_LLL 11117 . 1 lJ.J_Jií~--¡-rrl 1 1 1 J..Lj_JJ_ 1 1 1 1 1 i 1:::rr1nT+-¡___LJ_J ! 1 1 ! 1 

1 ~~ ! 1 1 1.§L!~LUJ 1 1 1 lb_. 1 1 1 t_LJ_o~. _ ill JJ_JJ 1 1 1l.WJ__ 1j_u 1 1 1 __ u 1 fliTTI: 1 1 1 1 ¡ 1 ! 1 1 1 
!TfT11_1 _! :_1_:3~ _ _.! l 1 i l 1 l 1 1 :~ 1 .!4_! _I L_j_J1_::_!:l.[I' 1: l 1 1 _· __ l _1 _I !+++-11 1i: 1 iJ_! 1 i 11i1)1111 1!ll_l1 1 11 l 
1·1' :z;__;_;_L:s! __ c_.1. i l ¡ 1l1: 1+'.'..W-~_LJ. !1?.F.·j_Ll· tlif 1111l1 1l1_11 11 q_L\ IJ_ij_U_LLJ_i 11 l H+l 
rn ¡ 131 ! 1 1 ·~uQ!_J_LJj_LJ_I 1 l ltJI .11 1 1 1-1~ .!. TI..J 1 1 .LL 1 1 1 ! 1 i ! _IJJj_L.ll 1 1 n1T1 -
¡1¡1131111:-r1:0~.lí-lfTTflrJ~1 1ie._ l_¡_LJ 1 u 111 LU-[111 1·r11111 111 

¡ ¡ ~:1L!j_L~L_jo'-:-:r111 1 1 r l:u-_! 1 l 1 [-.Ll1~L,I ll1LL_,_l I l_uj UJ+R 1 ij_Jlil-L ll .[ 1 1 1 : ' 1 1 1 1 
• 1 1 is. 1: 1 ::, !o:.t 11

1

111i1Ii:J..!...:lli111 1-!1:.1 lTIJ 11 1Tnj__¡J_JJJ 1 Ti!¡ j 1¡T11 1 ITi 111 ¡ 1111 
: : : 16' 1 1 ''°' :a·.! ¡ 1 1 1 1 1 / 1.,1.11 T!Tfi=!.1 .1 1 1 1 1 i 1Jtttiffi1 1 1· 1 T 1 1 11 1 1 l 1 ! 1 1 11 1 
1 1 1 1 : 1 1 1 1:1 ¡ 1 1 1 1 1 1 1 n-;-rrrfll 1 1 1 1 m 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
lt!o'..I 1 1 1 1 l_Llsl.I 1 1 l 1 sl.l 1 1 1 01. l 1 1 1. 1 11 3. 1 1 1 o!. 1 1 1 1 1 l.3!.1 1 1 1 1 
lloi.illll!1/o;.j/1 /¡ o)./¡ 111. ¡ ¡o. 1 11!2.lll !11,0.11 1111111 :il 

o!.io'o!oi1llll1'ii'J!q'.!1 11 11.11 111 11 1 1 1 1 1111 11 11 ll1ill 11!1 
illl.i:ll!l112!s--:Ti 1 11 41.11 11 -·:1 1 1 1 111 11 11 111111 1111 



Cuadro 3 _3 
HOJA N9 
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do con eL:L,ildice c¡ue, s.igue al tiJ.ti,mo at·co ar .. tifi.ci:nl,; .. El'nrc::ó 

re torno tiene,. elj~dice mfi~ aÍ to en la \ad, Ld~ ~e;'iilt~clds: de i1a 

corrida ·Se·present.an seguidamente, 
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í<CPf<EGEllTAÍ:ION -OE LA RED CIRCULATORIA 
- - . ~ - - ' - . - -

tÍUMERD_ ~~(tmoo~·~·~ -N~tl~RO llÉ ~~¿~~-~ -·ª 
15 -

'---· ;._ :•· • • ; ~ .-r-oi 

LOS FLUJOS, iixfrRNOS. y EL ~:oTENCin'G fo¡~~~C[l~ CAP~ ~OD~ _ES' 
-·:,:">' ·2 ··.'1 

ARCO 

" 
2 
3 
4 
5 
6 

-7 
o 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

tt,'ORIGEt! 
'-0<10 

', 7" 
' 5 ,·' 
'6 
-1, 
1 

-3 
3 
1 
2 
3 
3 
4 
5 
6 
B 

OPCIOUES DE REPORTES 

NiTH~~t!~< ~dgt~~F¡~} 
.... "1 :-:- _:_,-:-. -;~, ,:_:'.·.::~-:;:·:> ó 

-- .• __ -·····'·aª-•-•_·-.-_ •. _(,• " - - 5s , - -.. : : ' ' ·.'.-/·~·': -

:'_ ,2' ' o 
·4- o 

5•·--- -·o 
6 ,,- o 

' :f'" o 
'•s-· o 

-2 - o 
•4 o 
6 o 

-6_ o 
5 o 
7 o 

lSOLUC = O 

DfiT05 ftSOCif\DOS Cot' EL Pí\ODLE~l(1 CONCf\VO 

ltlllICE llEL f'lRCll Et' 
Lii í\Ell OIUGltU1L 

l 

1 
2 
3 
4 

ItWICE nEL ARCO EN 
Ltl RED Clf.:1:Ul.1HORIA 

I' l\CC !) 

5 
6 
7 

VtiLOR P1ifUt COHPt'\íMR CON CERO o. 00010 

99999, 

-,' --~ ·:,,_'-, ·; :' ·'; :: .. - ,-

'"'-~~~~~~Uf'• 

100 
5 
5 
a 

10 
7 
6 
-9 
4 
a 
2 
7 
2 
2 

175 

IPR!t!T = 1 

CARGO FIJO 

HF<I) 

25.00 
1~, JO 
:r?o,oo 
25.00 

PUHCEIHAJE' DE [1ESVIiiCIUN CGH f\ESr·c:cro AL VALOR OF'TitlO 1,0 

o;oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
o.oo 
0100 
6100 
6100 
9,00 
o.oo 
4.00. 

-1.00 
-2.00 
o.oo 

COSTO LINEl'\L 

HV<I) 

4.00 
6.oo 
4.00 
3,00 

109 

FLUJO FACTIBLE INICIAL 
F<~> 

10 
5 
5 
o 
7 
3 
o 
3 
o 
o 
o 
7 
o 
2 

10 

APROXIMC!OH LillEAL PARA 
EL f·¡;;QVLE!~A i':ELA.Jf\DO 

ll<Kl 

7.125 
'l.:500 
ó.8:57 
7.16~ 
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Í'l\ll[ll.í.1111 HELAJ/\00 1:11 •L w:1<nc~: --------------------- ... -------------
p 

o o o o 

w 
o o o :o 

u 
o -o o o 

X 

º·ººº o.ooo 0.700 0,429 

llODO PUTENCI/\L /\PUtlTnDOR H/\CI/\ /\TRAS 
l PI<I> 

1 1 
2 B 
3 7 
4 B 
5 13 
6 12 
7 1 
B 1 

ARCO ti.ORIGEN 
K o<K> 

1 7 í. 
2 5 B 
3 6 

--
B 

4 1 2 
5 1 "4 
6 3, 5, 
7 3 6-
B 1 -3 
9 2 -'5 

10 3 2 
11 3 4 
12 4 6 
13 5 6 
14 6 5 
15 a 7 

HEJOR SlJLUC WN nCTIJtK = za 

Zt"l :: ZD - F'ER/ 100 * IZDI 

!30LLIC! OU I>:Cf:Otltll::(IDA 
Xll 

o' 1 o 

cos ro íOTt"1L DEL n.U.JO ZH # 

PB(Il 

-e 
4 
B 
5 
o -
o 

-1 
-15 

COT/\ _:Itlf_, 
-cl;cKf' . 

.-
: o 

,, ~; '5 
-.. ,,-5 

º"'--o -- :-_-_:o 
·:o. 
- o 
'-o 

'O 
o· -- . 
o 
o 
o 
o 

99'199.00 

90'l9?,01 

'cOTA_ SUP, 
· C(K) 

100 
5 
5 
B 

10 
7 
6 
9 
4 
B 
2 
7 
2 
2 

175 

COSTO 
tl(Kl 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
7, 13 
7,50 
6.116 
7.17 
6.oo 
6.00 
9.00 
o.oo 
"'·ºº -1.00 

-2.00 
o.oo 

FLUJO 
HKl 

10 
5 
5 
o 
7 
3 
o 
3 
o 
o 
o 
7 
o 
2 

10 

COSTO TOTAL DEL FLUJO 

COSTO [•CL FLUJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
º·ºº 52.50 

20.57 
o.oo 

!U.ºº o.oo 
o.oo 
o.oo 

20.00 
o.oo 

--1. 00 
o.oo 

11s .01 



r~1wnLE11i\ f{tl.fiJft[IU LN CL VCllTICf: ::? ---- _.,. -----------------------------
p 

3 o o o 

w 
o o -1 O_ 

u 
o o o o 

X 
0.375 0;700 o.ooo o.ooo 

NODO 'roTEtlCIAL- APUNTl\CIOR llACin ATRAS 
I PICU. 

1 1-· 
2 e 
3 7 
4 e 
5 '14 
6 13 
7 1 
8 1 

ARCO U.ORIGEN ti, TERMHIAL 
K O<Kl T<Kl 

1 7 1 
2 5 a 
3 6 e 

'4 l 2 
5 l 4 
6 3' 5 
7 3 6 
e 1 3 
9 2 5 

10 3 2 
11 3 4 
12 4 6' 
13 5 6 
1·1 6 5 
15 iJ 7 

tiEJOR SOi. UC l 01~ f\C lUAL = Zll ::i: 

ZA = ZD - PEl\'/100 * /ZD/ 

SOLUCl(]tl Ji:EDOi'lilEr"lDl'l 
XR 

l o o 

COSTO TOTiiL DEL FLIJ.JO .:i ZR 

PD<Il 

-e 
4 
o 
5 
9 

13 
-1 

-15 

COTA ltlF, 
CLCKl 

o 
5 
5 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

131.00 

129.69 

136.00 

COTA sur. 
c<Kl 

100 
5 
5 
e 

10 
7 
6 
9 
4 
o 
2 
7 
2 
2 

175 

COSTO 
-HCK> 

o,oo 
o,oo 
o.oo 
7.13 
7,50 

99999 .oo 
7.17 
6,00 
6,00 
?.oo 
a.oo 
4.oo 

-1.00 
-2.00 
o.oo 

FLUJO 
F<K> 

10 
5 
5 
3 
7 
o 
o 
o 
3 
o 
o 
7 
o 
2 

10 

COSTO TOTf\L D[L FLUJO 

11 l 

COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 

21.39 
52.50 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

18,00 
o.oo 
o.oo 

20. 00 
o.oo 

-4,00 
o.oo 

us.oa 
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. 3. 1' o o .. 

o o 'o . o 

X 
o.ooo 0.700 o.ooo o.ooo 

f/0[10 POTEtlCrnL APUfffA[•OR HACIA ATRAS 
I PI<Il PfüI) 

1 1 -e 
2 1ó 10 
3 7 8 
4 8 5 
5 22 9 
ó 14 7 
7 l -1 
a 1 -15 

ARCO N.ORIOEN N. TF.f\llitlf'lL COTA IllF, COTA SUP. COfffO FLUJO COSTO DEI. FLUJO 
K 0<1'() T<I<> CL<K> c<Kl H<K> F<IO 

1 7 l o 100 o.oo 10 o.oo 
2 5 o 5 5 o.oo 5 o.oo 
3 ó 8 5 5 o.oo 5 o.oo 
4 1 2 o o 99999,00 o o.oo 
5 1 4 o 10 7.50 7 52.SO 
ó 3 5 o 7 97')99.00 o o.oo 
7 3 ó o ó 7,17 o o.oo 
o 1 3 o 9 6.oo 3 18.00 
9 2 5 o 4 6.oo 3 10.00 

10 3 2 o 8 9.oo 3 27.00 

l. 
11 3 4 o a.oo o o.oo 
12 4 6 o 4.00 7 20.00 
13 5 ó o 2 -1.00 o o.oo 
14 6 5 o 2 -2.00 2 -·l.00 
15 o 7 o 175 o.oo 10 o.oo 

COSTO TOTAL DEL FLUJO 13 17.50 

t1EJOR GOLLJCION (lCTUAL = ZD 131 •ºº 
ZA = Zll - PER/100 •I /ZD/ 129.69 



f'l<OBLEM. REL~JMlíl·. EN EL vrnncc -----·-----------.-------------------
p 

2 o -1 o 

u 
o o o 

X 
1.000 0.600 o.ooo o.ooo 

NODO f'OTENCIAL OPUIHADOR 11/lCI/l OTRAS 
l PI< l> 

1 12 
2 16 
3 10 
4 19 
5 24 
6 23 
7 12 
a 12 

ARCO ti.ORIGEN N. TERll!NAL 
K O<K> T<K> 

1 7 1 
2 5 e 
3 .6 11 
4 1 2 
5 1 4 
6 3 5 
7 3 6 
o 1 3 
9 2 ::rt .... 

10 3 2 
11 3 4 
12 4 6 
13 5 6 
l•I 6 5 
15 11 7 

MEJOR GOLUCIQU flCfUl'\L = zn :1 

ZA = ZD - PEr</ 100 '~ IZO/ 

SOLUC!ON REDúrWEADA 
XR 

1 o o 

COSTO TOTAL DEL FLUJO = ZR 

PB<l> 

-5 
10-
e 

-12 
9 

13 
-1 

-15 

COT/l INF, 
CL<K) 

o 
5 
5 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

131.00 

129.69 

135.00 

COTA sup. 
C<Kl 

100 
5 
5 
o 

10 
7 
6 
9 
4 
e 
2 
7 
2 
2 

175 

COSTO 
IHIO 

o.oo 
º•ºº o.oo 
·1.00 
7,50 

999?9.00 
7, 17 
6,00 
6.00 
?,OO 
o.oo 
4 •ºº 

-1.00 
-2.00 
o.oo 

FLUJO 
F<Kl 

10 
5 
5 
4 
6 
o 
o 
o 
4 
o 
o 
6 
1 
2 

10 

COSTO TOif"1L OEL FLUJO 

·· ··1r3 

COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 

16.00 
45.00 
o.oo 
fl.OQ 
o.oo 

2•lo00 
o.oo 
o.oo 

24000 
-1.00 
-·1100 
o.oo 

129.00 



------------------------~--~':" _______ _ 
p 

2· 3 

u 
2 3 :-1 

u 
o o 

X 
1.000 -1. ººº o.ooo o.ooo. 

NODO ~OTEllCif\L f\f'UtlTf\[IOR Hl\Clf\ l\TRl\S 
I PI< Il PD<ll 

13 .-5 
2 . 17 10 
3 19 o 
4 19 -12 
5 24 -13 
6 23 12 
7 13 -1 
8 13 -15 

flRCO N, Of<IGEtl N • TEí<HltlAL COTA INF, 
K O<K> T<K> CL<K> 

1 7 1 o 
2 5 8 5 
3 6 B 5 
4 1 2, o 
5 1 4 o 
6 3 5 o 
7 3 6 o 
B 1 3 o 
9 2 5 o 

10 3 2 o 
11 3 4 o 
12 4 6 o 
13 5 6 o 
14 6 5 o 
15 B 7 o 

MEJOR SOLLIC !ON flCTUñL = zn r;: 131.00 

ZA = ZB - PE11/ 100 * /ZB/ 129169 

cor11 sur. 
c<K> 

100 
5 
5 
B 

10 
7 
6 
9 
4 
B 
2 
7 
2 
2 

175 

COSTO 
ll<K> 

º•ºº o.oo 
o.oo 
4.00 
6,00 

99999, 00 
7.17 
6 .vo 
6,00 
?,OO 
n.oo 
•l ,00 

-1.00 
-2.00 
o.oo 

FLUJO 
F<K> 

10 
5 
5 
4 
6 
o 
o 
o. 
4 
o 
o 
6 
1 
2 

10 

COSTO TOT1\L DEL FLUJO 

1111 

COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
º•ºº o.oo 

1.~.00 
3(J100 
o.oo 
o.oo 
o. 00 

2·1· 00 
o.oo 
o. 00 

2•1.00 
-l. 00 
-·l. 00 
o. 00 

135. 00 



. . 
Pf<ODLí.M riÚAJMo:._EtLE~;\IERTlCE . 6 

p 
3 

11 

u 
o o 

X 
1.000 o.ooo o.ooo l 1000 

NODO POTEUCIAL APUNTADOR llriCill llTRAS 
I PI< I > PB<I> 

1 13 -5 
2 17 4 
3 19 B 
4 22 -12 
5 27 -13 
6 26 7 
7 13 -1 
B 13 -15 

ARCO H.ORIGEH ti. TEl<H INAL COTA ·rnF •.. 
K O(K) TCKl CL<Kl 

1 7 1 o 
2 5 B 5 
3 6 B 5 
4 1 2 o 
5 1 4 o 
6 3 5 o 
7 3 6 o 
a 1 3 o 
9 2 5 o 

10 3 2 o 
' 11 3 4 o 

12 4 6 o 
13 5 6 o 
14 6 5 o 
15 B 7 o 

MEJOR SOl.UCION l'tCTUt1L = ZD 131.00 

ZA = ZB_ - PER/100 * /ZB/ 1:?9.69 

COTA SUP. 
C<Kl 

100 
5 
5. 
B 

10 
7 
6 
9 
4 
8 
2 
7 

2 
175 

COSTO 
·1100 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
4100 

99999 .oo 
?99?'1.00 

7.17 
6.~o 
6,oo 

''·ºº u.oo 
4.00 

-1.00 
-2.00 
o.oo 

FLUJO 
F<K> 

10 
5 
5 
4 
o 
o 
6 
6 
4 
o 
o 
o 
1 
2 

10 

COSTO TOTAL DEL Fl.lJJO 

l l 5 

COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
o.oo 

º·''º 16.00 
o.oo 
o.oo 

43.00 
36.00 
z.1.00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

-1.00 
-4 .oo 
o.oo 

139.00 



PROf<LEM í<l:LAJAnW EN EL VE!lTlCE · 7 · ------------ _"."" _____ ------------:----

3 o o o 

w 
o o o 

u 
o o o 

X 
o.ooo o .• soo 1.000 o.o·oo 

NODO POTENCIAL APUNTADOR 111\C!A /\TRAS 
I PI<!) Plf<I> 

1 17 
2 24 
3 ·23 
4 25 
5 27 
ó 29 
7 17 
a 17 

ARCO ti.ORIGEN COTA INF; 
K O(kl 

1 7 1 
2 5 a 
3 ó 8 
4 1 2 
5 ! .4 
ó 3 5 
7 3 6 
o l 3 
9 .2 5 

10 3 2 
11 3 4· 
12 4 6 

·13 5 ó 
14 ó 5 
15 H 7 

H!CJOR SULUC!Otl llCTUllL = ZD 

ZA = ZB - PER/100 * IZDI 

SOLUC!ot~ RE[IOIWEf\Iln 
XR 

o o 

COSTO TOTAL DEL FLUJO = ZR = 

·. CL(Kl 

o 
5 
5 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

131.00 

12?.00 

COl'". SUP.1 COSTO FLUJO cosro DEL FLUJO 
C<K>. IHIO F<K> 

100 o.oo 10 o.ºº 
5 o.oo s o.oo 
5 o.oo 5 o.oo 
o 7,¡3 o o.oo 

10 7.50 5 37.50 
7 4,00 5 20.00 
4 7.17 o o.oo 
9 6100 5 30.00 
4 6,00 o o.oo 
ll 9,00 o o. 00 
2 o.oo o o.oo 
7 .¡,Qi) s 20.00 
2 -1.00 2 -2.00 
2 -2 ,oo 2 -4.00 

175 o.oo 10 o.oo 

COSTO TOT1\L flEL FLUJO 121.::;o 



f'RODLEl1A RCLÍl,JAllO Ell:·EL ·VEr<TICE O 
--------------------------:--~-------

p 
3 2 

11 
o 2. 

u 
.1 o 

X 
o.ooo 1t000 1·•000 o.ooo 

tlODO POTENCIAL APUtlJADOR HACIA ATRAS 
I PHI> PB<.ll 

1 19 -5 
2 26 -9 
3 25 a· 
4 25 -12 
5 29 -13 
6 29 12 
7 19 ~1 
o 19 ~15 

ARCO N.OR!OEN N, TERtfillAL COTA· INF. 
K O<Kl T<KJ' CUKl 

1 7 1- o 
2 5 8 5 
3 6 ª' 5 
•I 1 2 o 
5 1 4 o 
6 3 5 o 
7 3 ó o 
8 1 ~v o 
9 2 o 

10 3 2 o 
11 3 4 o 
12 4 ó o 
13 5 ó o 
14 6 5 o 
15 o 7 o 

t!EJOR SOLUCION ACTUAL =i ZB 129.00 

ZA • ZD - PEf</100 * /ZD/ 127.71 

COTA SIJP, 
C<K> 

100 
s 
s 
a 

10 
7 
6 
9 
4 
o 
2 
7 
2 
2 

175 

COSTO 
IHKl 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
7.13 
6.oo 
•l.00 
7.l7 
&.oo 
6.00 
9,00 
o.oo 
•1.00 

-1 .ov 
-2.00 
o.oo 

FLUJO 
f(I\) 

10 
5 
5 
o 
s 
s 
o 

o 
o 
o 
s 
2 
2 

10 

COSTO TO fAL !!EL FLUJO 

117 

COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
º•ºº o.oo 
o.oo 

30.00 
20.00 
o~oo 

30,00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

20.00 
-2.00 
-4.00 
o.oo 

129.00 



------'.'"'-:----------------------"":----
p 

J 2 o o 

o -2 o 

u 
o o 

X 
0.1:?5 o.ooo 1.000 o.soo 

~IODO POTEtlCIAL APUNTADOR llACII\ /\TRl\S 
I PI< I > Pil<n 

1 19 -5 
2 26 4 
J 20 -6 
4 31 -12 
5 32 9 
6 35 7 
7 19 ; -1 
e 19 -15 

ARCO H1 ORIGEN N, TERMINAL COTA INF • 
K O<K> T<IO CL<Kf.' 

1 7 1 o 
2 5 8 5 
:; 6 a 5 
4 1 2 o 
5 1 4 o 
6 3 5 o 
7 3 6 o 
e 1 3 o 
9 2 5 o 

10 3 2 o 
11 3 4 o 
12 4 6 o 
13 5 6 o 
14 ó 5 o 
15 a 7 o 

tiEJOR SOLUCiotl ACTUflL = ZD ::r 

Zt'\ ;: ZB - f•ER/ 100 :t: /ZD/ 

corA sur, 
C<K> 

100 
5 
5 
8 

10 
7 
6 
9 
4 
e 
2 
7 
2 
2 

175 

COSTO 
H<K> 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
7,13 

99999,00 
•J,00 
7.t7 
1,.00 
6,00 
9,00 
u.oo 
4,00 

-1.00 
-2.00 
o.oo 

FLUJO 
F<IO 

10 
5 
5 
1 
o 
6 
3 
9 
1 
o 
o 
o 
2 
o 

10 

COSTO TOrnL DEL FLUJO 

Tni·· 

COS ro DEL FLUJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 
7 .13 
o.oo 

2.J,00 
~1.~0 

54.00 
6.00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

-2.00 
o 100 
1).00 

130,63 



GOLUC lllll OPT 11111 ---------------
xo 

o ·o 

NODO POTEtlCI/\L /\PUNT/\llClR 11/\CI/\ llTRl'IS 
I -.PICII PD<I> 

1 25 -a 
2 32 -9 
3 31 -6 
4 31 5 

---5-- 35 14 
6 35 12 
7 25 -1 
a . 25 -15 

ARCO N.ORIÍlEN N-.TERHIN/\L COTA INFo 
K 0(1() ·T<KI CL<K> 

7 1 O· 
2 5 o 5 
3 ó B 5 
4 1 2 o 
5 1 4 o 
6 3 5 o 
7 3 6 o 
B 1 3 o 
9 2 5 o 

10 3 2 o 
11 _3 4 o 
12 4 6 o 
13 5 6 o 
14 ó 5 o 
15 a 7 o· 

NUHERO flE PROBLEMAS RELAJADOS RESUELTOS ·::r 9. 

COTA sur. 
C<K> 

100 
5 
5 
B 

10 
7 
6 
? 
4 
B 
2 
7 
2 
2· 

175 

COSTO FLUJO 
fl<K> FCK) 

o.oo 10 
o.oo 5 
o.oo 5 

99999.00 o 
6,00 5 
4,00 5 

99999.00 o 
6.00 s 
6.00 o 
9.00 o 
s.oo o 
4.00 5 

-1.00 2 
-2.00 2 
o.oo 10 

COSTO TOrAL J1EL FLUJO 

119 

COSTO DEL FLUJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 

. o.oo 
30.00 
20.00 

º'ºº 30.00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

20.00 
-2.00 
-4.00 
o.oo 

129. 00 



3.8,2 ~pli~aci6n 2 
; 

Una coínpañia .Pr.oducesillas-ydisponc· lle cuatro plmüas{ 

o-

El costo. de producci6n por ~illa y los niveles mínimos y m&ximos 

de prod~cci6n mensual en cada planta se aan a continuaci6n. 

Planta 

2 

3 

4 

Cargo Új o 

5000 

o 
o 
o~ 

Costo ($/silla) 

250 

350 

150 

200 

Prod. Mínima 

o 

400 

500 

250 

Prod. M1ixima 

700 

750 

1200 

.7.00 

1 costo de arranc~r o establecer la 

! 

Cada_ silla requiere de 1 O kilos de madera y existen dos -

proveedores, A y B, que pueden surtir cualquier cantidad de mad~ 

ra. A cambio, la co~pafiia garantiza comprar al menos 8000 kilos 

de madera por mes a cada proveedor. El costo de la madera es de­

$11/Kg para el prov~edor A y $8.5/Kg para el B. Los costos de en 

vío de madera de cada proveedor a las plantas (en $/Kg) se resu-

roen a continuaci6n. 

Proveedor 

A 

B 

11 

22 

2 

22 

33 

3 

·44 

22 

4 

33 

33 

Adern&s del costo de envfo por silla, el proveedor A demanda una­

cantidad fija de $1500 para poder surtir madera ·a la planta 1. 

Las sillas se v·cndcn en cuatro ciuc1ades.(C1,C2,C3 y C4) y 

los costos de transporte (h ) 
V 

en pesos por silla entre las plan-



121 

Ciudad .l 
Planta HF h 

V 

1 10000 

2 

Demanda máxima 

V 1000 1000 1500 

2 '750 300 ''ºº 
3 1000 800 1300 

4 900 700 1200 

Se desea establecer el plan de compra de madera, así como la pr~ 

ducci6n y distribuci6n de sillas en cada planta de manera que se 

minimice el costo total. 

La red modelo para este problema se muestra en la Figura 

3.13a. Puesto que sólo existe un tipo de flujo, todos los flujos 

se pueden expresar en kilos de madera o en sillas. Arbitrnriamen 

te se ha decidido expresar el flujo en t6rminos de sillas, ento~ 

ces, tambi6n los costos relativos a la ~adera y limitaciones en­

los flujos se expresan en t6rminos de si.llns equivalentes en ln­

Figura 2. lJa. R denota un número m11y f',rande y se usa corno cota -

superior en los arcos que no tienen limitaciGn en el flujo. 

Claramente, el flujo en el arco (5,9) representar& la 

producción en la planta J, y Ja cantidad de sillas enviadas ele -

la planta 4 a ln Ciudad 3 estar& representada por el flujo en el 

a1·co (10, 13). l,os nodos l y 2 representan a los proveedores A y 



t. 

Arco con hF h 
C.1(1)0 f ljo V 

(1,J) 1500. 11, 

(3, 7) 5000. 250. 

(7, 11) 10000. 25~ 
!-1000,-500,-10,co J 

(7, 14) 10000. JO. 
(9, 12) 6000. so. 

(10, 13) 4000. so. 

(a) 

1,1 

. F:i.gurn 3. lJ 
(a) .Red ModeLo que Representa nl Problema (b) Red Circulatorio 

Erluivnlentc Cteacla pi)r el Progra1na 



f. 

12 3 

B, respectivnrilení:é, Así, los arcos que unen ios nod~s o 2 eón 

los nodos 3,4,5 y 6 i·epresentnn el transporte de .. los proveedores 

hacia las ]llalitas. Similnrmente, los arcos (3, 7), (4,8), (5,9) y 

(6,10) representan las cuatro plantas y losarcosq_ue unen los -

nodos 7 a lOo;con. los nodos 11 a ll1 rcpresentaI] .ál transporte de 

las planta~. hacia las ciudades.· 

Note··como se ha us.ado el_parámel:r'o¡de_flujo externo fijo 

para incorporar en el modelo ·1a restrié.c':ii{n:dc éompt·a mínima en­

los nodos 1 y 2 y demanda mínima en lO{·~o·d·~~Tn,iz, 13 y ll1. El 

máximo flujo de holgura en estos ;GltÍ1Íi6s'•;;,_·c;a·os· es la diferencia 

entre la demanda máxima y mínima de {;'~:i~d.;~d. El signo negativo 

est& presente en los costos de los flujos de holgura para trans­

formar un beneficio en un costo. 

En la Figura 3.13b se muestra la red circulatoria equiv~ 

lente que construye el programa NTCNCV. Note que como hay 12 flu 

jos externos de nodo el programa genera 12 arcos artificiales y 

los enumera en orden secuencial; por tanto, el arco de la red 

original cuyos datos se codifiquen primero tendrá el índice 13, 

en la red circulatoria, el arco cuyos datos se codifiquen segui­

damente tendrá el Índice 14, etc. La enumeración de los arcos de 

la Figura 3.14 corresponde a la codifi~aci6n de datos del Cuadro 

3. 3. Obse1:ve en este cuadro que la corrida se hará para un por-­

centaje de desviación con respecto al 6ptimo (PER) de 1 y que se 

solicita el reporte IPRINT=O. 



(1000) 

21 

(1100) 

22 

(800) 

2) 

(700) 

(2900) 

111 

Figura 3.14 
Soluci6n Factible Inicial 

Procedimiento pára. Encontrar una Soluci6n Factible .Inicial. 

124 

Cuando no e~~~e~~sario satisfacer las restricciones de a­

cotamiento en ÍÓs· flujos; se. puede proceder como sigue para obts_ 

ner un flujo que satisfaga la conservaci6n del mismo en cada no­

do. 

l. Defina un árbol de expansión básico arbitrario 

2. Asigne, a cada arco no básico, un fl~jo igual a su cotu infe­

rior o supet·ior 

3. Asigne un flujo a los arcos básicos, procediendo <le las tcrmi 

nales del árbol hacia la rniz, para satisfacer la conserva- -

ci6n <le flujo en lo~ nodos. 

La solución fnct·i.ble <le la Figura J. ll1 se obtuvo siguicn.clo los -

puntos nntcriores. El á~bol de expansión seleccionado se ilustra 

ct111 trazo ~irueno. 



Cuadro 3. 4 

CODIFICACIO!'I DE DATOS PARA EL PROBLEMA DE LA· SECC!Oli 3. 8, 2 
HOJA NO ---'/.,__/_,.3'----

PROGAAUJ.OOR J/79. ?orro 



?2)·3RA>lA NTCNCV 

' l: ., 
' 

Cuadro 3. 4 HOJA N9 ~,._/=3 __ _ 

PROGRAl.IAOOR Ins. Perro 

¡..... 

N 
O'\ 



Cuadro 3. 4 
HOJ.I ~· -!,,_/'.~3,__ __ 

PRQGRAUAQOR .Za7. j=>q1:__c.a __ 

..... 
N 
..... 



RED DE f'LUJll cui~ cúrni tclNc(IV~. 
. . 

. RErr<csrnrl\CIOll ,DE Ln. RED crÍicui.l\TORIA 

''.-_::_:_.: 
NUMERO DE NODOS t6 ·.. ' NUMERO. DE. Mco's• ~ 41 _. -; ~-> .. ::"-.·.·_.:,·_-,_-·;."·e 

LOS FLUJO~ EX~E~N~S 'YEL i>or~i1cl~i. INICinL DE Cl\DI\ NODO ES 

l\RCO 
K 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
o 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
20 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
30 
39 
40 
•11 

11.0RIGEN. 
OCIO 

1:5 
15: 
15 
15 
11 
11 
12 
12 
13 
13 
14 
14 

1 
1 
1 
1 
2 

2 
2. 
3 
4 
5 
6 
7 
7 
7 
7 
o 
8 
a 
o 
9 
9 
9 
9 

10 
10 
10 
10 
16 

orcrmms DE REPORTES 

- .< ~: ·' " .-. :' 
11, TERHil/l\L . 

·TOO.·· 

1 
1 
2 
2 

16 
16 
16 
16 
16 
16 
16 
16 

3 
4 
5 
6 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
11 
12 
13 
14 
11 
12 
13 
14 
11 
12 
13 
1·1 
15 

-·-:.· 

c·a'rl\ JNF, 
CL!Kl 

uoo 
o 

800 
o 

1000 
o 

300 
o 

000 
o 

700 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

400 
500 
250 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

150LUC ~ O 

lliHOS flfiOC.tODO~ CON EL PfWULCtllt CONCIWO 

uw1c;1-: nr:L 1rncn EN 
LI\ m:u ORiliHU\l 

l 

3 
4 
:5 
.1 

HlllIGC ncL l'll~CD [N 
L.tl 1a;11 i;11i°1:11c,,1cmtn 

K KC( Il 

13 
21 
;!5 
21) 
34 
39 

VliLOf\ f'lií\i' CW'Wfll\ftR CON CfHO 0.00100 

COTA SLIP, 
C<Kl 

000 
2000 
uoo 

:!000 
1000 

!iOO 
300 
100 
llOO 
500 
700 
500 

2000 
2000 
2000 
2000 
2000 
2000 
2000 
2000 

700 
750 
1~00 

700 
:!OOO 
~?000 

2000 
2000 
2000 
2000 
2000 
2000 
:!000 
2000 
2000 
;!OOO 
2000 
2000 
2000 
2000 

61350 

IPRINT ~ O 

Cf'lfWO F[JO 

llF< l) 

l~j00.00 

!1000. ºº 
10000.00 
10000.00 
6000.00 
•100 1J,()Q 

o. 

CO!llO 
11<10 

o.oo 
110.00 

o.oo 
05.00 
o.oo 

-1000.00 
o.oo 

-i'~0.00 

o.oo 
-1000 1 ºº 

o.oo 
-900 .oo 

º•ºº 22.00 
44,00 
3.l.00 
22.00 
33.00 
22.00 
33, 00 
o.oo 

350.00 
l!jQ,00 
200. 00 

o.oo 
SQ.00 

100.00 
o.oo 

1~;0. 00 
300,00 
3~0. 00 
150.00 
150,00 

o.oo 
2~0. 00 
150. 00 
400.00 
100.00 

o.oo 
:?Oo. oo 

o.oo 

COSl'O lINEfll 

llV< I l 

11.00 
2~0. 00 
~5.00 
Jo.oo 
~jO o 00 
so.oo 

f'lll~Cl:N f/),JE 111 t1l.:;Vtf1Cillt/ CWI td:m·cc ro fil. V1)l.f!H OPT 1/lO 11 o 
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FLUJO Fo1CTIDLE JNICJ~L 
F<IO 

800 
100 
000 
:::!00 
500 

o 
100 
300 
::JOO 

o 
500 

o 
500 
•100 

o 
o 
o 
o 

500 

~ºº 500 
400 
::;oo 
500 

~ºº o 
o 
o 
o 

400 
o 
o 
o 
o 

500 
o 
o 
o 
o 

500 
1?00 

l'iF'HOXI /11'\CI Otl L I t11::1'L PflRft 
EL f'íWl.lLCt1Ji J.;E.Ll'IJflllO 

ll<Kl 

J 1,i'SO 
:¿:~7, 1•13 

;10.000 
;53.000 
!d.000 

~~!. ººº 



50L1Jc rn11 orn111\ · 

XD 
1 

NODO l\PUNTftDClíl llM;IA l\TRl\!l 
¡ l~D< I) 

1 424 -13 
2 413 4 
3 435 17 
4 4•16 10 
5 435 19 
ó ·M6 20 
7 1220 -27 
o 1103 -29 
9 1103 -33 

10 1278 -39 
11 1253 25 
12 1153 34 
13 1320 27 
14 1253 32. 
15 328 41 
ló 320 10 

f\RCO tl .ORIGEN N, TERllHIAL COTI\ lllFo 
K O<Kl T<Kl CL<Kl 

1 15 1 800 
2 15 1 o 
3 15 2 800 
4 15 2 o 
5 11 16 1000 
6 11. 16 o 
7. 12 16 300 
o .12 16 .. - o 
9 13 16 800 

10 13 16 o 
11 1·1 16 700 
12 1•1 16· o 
13 1 3 o 
l•I 1 4 o 
15 1 5 o 
16 1 6 o 
17 3 o 
10 .2 4 o 
19 5" o 
20 Ó, o 
21 3 7 o 
22 4 a 400 
23 5 9 ~ºº 
~!4 6 10 250 
;!!i 7 11 o 
26 7 12 o 
27 7 13 o 
20 7 14 o 
29 a 11 o 
30 o 12 o 
31 o 13 o 
32 o 1·1 o 
33 9 11 o 
Jol 9 12 o 
35 9 13 o 
36 9 14 o 
37 10 11 .o 
.Jll 10 12 o 
3') 10 13 o 
40 10 14 o 
-11 16 l!i 

tlUflLHCI ll[:.; PHU11LUU~S l\ELAJl'ÚlOS f..:l:fi!Jt:LTOS. a 7 

COTA sup. COSTO 
C<Kl !l<K> 

800 o.oo 
2000 110.00 

800 o.oo 
2000 es.oo 
1000 o.oo 

500 -1000.00 
300 o.oo 
100 -750. ºº 
000 o.oo 
500 -1000.00 
700 o.oo 
500 -900. 00 

2000 11.00 
2000 ~?2.00 

2000 4·1.00 
2000 33.00 
2000 :!2.00 
:::!000 33.00 
2000 ~!2. 00 
2000 :.u.oo 

700 2~0. 00 
ni O J~jQ. 00 

1200 1 ~;o .oo 
700 ::?00,00 

2000 2s.oo 
2000 50.00 

~ººº 100.00 
:'000 'f'}')'J 1199. 00 

~ººº . 150 .oo 
2000 300. 00 

~ººº 3'.;0,00 
2000 150. 00 
2000 1 ~¡o .oo 
2000 ~o.oo 
:~ovo :~50' óo 
2000 1~0.00 

~ººº 400 .oo 
2000 100.00 
2000 :.i0,01J 
2000 ~oo. oo 

61350 o.oo 

CU[;íO fOl~L 

FLUJO 
F<IO 

800 
o 

900 
1750 
1000 

tiOO 
300 
·O 

GOO 
~o 

700 
o 

400 
•100 

o 
o 

300 
JSO 

1200 
700 
700 
750 

120t) 
700 
550 

o 
1:.10 

o 
100 

o 
o 

6!:i0 
8~0 
300 

o 
~o 

o 
o 

700 
o 

3350 

ft[L FLUJO 

l29 

COSTO DEL f'LIJJO 

o.oo 
o.oo 
o.oo 

l•l87::i0o00 
o.oo 

-500000. ºº 
o.oo 
o.oo 
º•ºº 

-50000000 
o.oo 
o.oo 

4400.00 
usoo.oo 

o.oo 
o.oo 

6600. 00 
:tJ:>!iO.oo 
:7b·IOO,QO 

:?''ºº·ºº 11. JOoOO 
:!t,:2500. 00 
lDOOOo.oo 
t '10000,QO 
13/~lO.OO 

o.oo 
1~)000. ºº 

o.oo 
1'.,jQQO,QO 

o.oo 
o.oo 

'77!ioo.oo 
1~1~00.00 
1~000.00 

o.oo 
7~i00. 00 

o.oo 
o.oo 

:5~)()00. 00 

º'ºº 
º'ºº 

/'O~'U~SO. 00 
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/\PENDlCH A·. 

ALGORITMO DE RE.SOLUCION PJ\RJ\ REDES .DE FLUJO CON COSTOS CONVEXOS 

A.l ALGORITMOS PARA MANIPULAR REDES 

A.l.Í. Representación De Redes 

La .representaci6n de una red es el conjunto de constan-­

tes, listas, y matrices usadas para representar la es­

tructura de la red y sus par&metros en un algoritmo para compu­

tadora. La representación que se use es particularmente impor­

tante con relaci6n al costo del tiempo y al costo del espacio -

(memoria en el computador). El costo del tiempo es el tiempo 

consumido por un algoritmo en el computador digital para lograr 

su cometido. Este tiempo se puede describir en t~rmino del 

tiempo de c&lculo (tiempo procesador) o del ndmero de operacio­

nes necesitadas pura ejecutar todas las partes del procedimien­

to. El costo del espacio, medido en "palabras" de computador,-

se asocia con la cantidad de espacio (se supone de acceso di--

recto) rec1ucrido p~1rn representar ln informació11 necesaria para 

la ejecuci6n del algoritmo. Tiempo y espacio generalmente son -

variables complementarias en el diseílo de procedimientos parn -

computador. Usunln1cnte tina disn1inuci6n en uno es acompa~ada --

por un it~crcmento en el otra. La cat)ti<lnd, tlc1npo o espacio, 

mfis importante nl cliseílnr un algoritmo depende del total de re-
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cursos disponibles. J,os cliseñ;:iclores de los algoritmos que se, -

describen··aquí, '11on concedido m5s importancia al espac.io q~e ~1 
tiempo por considerar que el último generalmente está menos rr~ 

tringiclo .que .el primero. En consecuencia, la capacidad de esos 

algoritm~s está limitada por requisitos de espacio. 

Ahora bien, la represcntaci6n que se usa es una represe~ 

taci6n orientacla a arcos. En ~sta, el costo de identificar los­

nodos origen y terminal de un arco dado es pequeiio y como se ve 

rá esto se hace frecuentemente. La .representaci6n orientada a 

arcos más simples es la lista de arcos. Ejemplos de Listas de-

Para un índice de arco k, los -

nodos origen y terminal son si~pleme~te los k-~simos elementos-

(celdas) en O y T, réspectivamente. Similarmente, los paráme--

tros de arco. se representan en list.as tales como f = [ fk] y 

e = [ ck]. El costo del espacio de esta representaci6n es 

(p + 2)m palabras, donde, p es el número de parámetros por arco 

y m es el número de arcos. La Figura A.l muestra la represent~ 

ci6n de listas de ;reo para la red ejemplo: 

Arco (k) 1 2 3 4 5 6 7 

ok 2 5 1 1 3 2 5 

tk 4 2 3 2 4 3 1 

fk 2 1 3 1 3 o 1 

ck 2 1 3 3 5 1 2 

hk -1 -1 1 5 3 2 

~ 
ir .. '•· "•1 

,,, ,..~.,, 
lb;I 

,. ,,. /. '1¡ 

Ñ [-!jJ 

..-· 6 

8 

' 
V' "' <,. 

'{'.l• () 

,.' 
3 

Figura A. l 

Ejemplo dé Representación por l,i:;tas de Arco 
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Pará ser consistentes en. la enumercic:l.ón de los arcos d.e­

' la .red es necesa·rio seguir algún método que la haga ordenada,! -

El métocl.o que. uti.liza el algoritmo se conoce como e11¡w1e1t,1e.i.Ó\t-

en el cual, el primer arco enumera 

do que se· origina en el nodo i, es aquel que tiene nodo terminal 

más pequeño; En la Figura A.2 se ilustra la enumeración resul-

- tarite al aplicar este método, y en la Figura A.3 se presentan 

las listas de arco de la Figura A.l. cuando la enumeraci6n es 

creciente por nodo origen. 

;: 

Figu.:a A.2 

En~meración c·recie_nte por Nodo Origen 

Arco (k) 2 3 4 5 6 7 

ºk 
2 2 3 5 5 

t 
k 

2 3 3 4 4 L 2 

.E 
k 

3 o 2 3 1 

"k 3 3 2 5 2 1 

hk 5 2 -1 3 -1 



Ffgllra A.3 

l.is.tas .de Úco d~ ia Figura A. t 
Ordenad~s 'por' N,odo or:igen Creciente 

A. l ;2. Presenta~ión de t~s Algoritmos 
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Todos los alg·a ri tm·a s se presentan en dos ni ve les de a b s-

tracción: verbal y en diagrama de flujo. Cada nivel tiene cier 

tas ventajas que ayudan a cubrir las desventajas del otro. El­

proccdimiento en su declaraci6n verbal es muy fficil <le adquiri~ 

sin embargo, las transferencias lógicas no son claras y se des­

precia completamente la relación entre la estructura de datos y 

el procedimiento computacional. El diagrnma <le flujo es la re-

presentación grfifica del algorit~~. es decir, es un esquema vi~ 

sual que da los pasos del algoritmo y tnnilii6n el flujo de con--

trol entre los diferentes pasos. Por otra porte, ilustro la re 

laci6n entre la estructura de datos y el proc8dimicnto. 

El formato del dingrama de flujo presentado aquí corres­

ponde con la programaci6n estructurada, es m5s compacto y mfis -

fdcil de leer y comprender que el formato tra<licionnl. Dnda la 

diEerencia entre nuestro .formato y el trndicional, se hace necc 

sario dar algunas explicaciones sobre el prlmcro. 

Una subrutina es un progrnmn completo e independiente 

que se identifico por un nombre d~ntro de un rcct~ngulo con los 

bordes redonJcodus (Gvnlo) como ,;.í.guc: 

( NOMI~ 



Cuando dste símbol¿ ~paret~ afuera de una caja (rectángulo), ul 
' 

diagráma de fluJo que le sigue define la lógica de la sí1brutl'.ria. 

Cuando el s1mbolo aparece adentro de la caja, los pasos de la -
i 

subrutina se ejecutan como parte del programa principal u otra-

subr.utina. Esto equivale a la declaración "CALL" del le.nguaje-

FORTRAN. 

e NOMBRE 

La proposición de asignación 

Esto s:l.griÚica• qué 

asignad o ··a<·la · \1a.riab l.e. 

. La 

la fOrma 

y 

) 

donde el símbolu R representa una relación lógica. 

.:. 

y tiene-

Si la rcla-

ción A<R>B es cierta, se ejecutan las proposiciones de la caja­

que estd debajo de Y, mientras que si es falsa, se ejecutan las 

proposiciones de la caja que esti debajo <le N. 

1,a proposición "GO TO" aparece como 

NOMBRE o __,,_NOMBRE 

En cualquier caso, el control se transfiere a la caja etiqueta­

da con :·lOHBRE; en ella, ln etiqueta se coloc:i en la esquina su­

perior izquierda. 

La proposición "DO" del FORTRAN se representa como 

// 
JI 

FOR ,',"1 UNTU N=i 

proposiciones J 
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Las [>rDp()Sicio~EJ:s de la· caja intcrioi· s~:ejecutan para cada va­

lor entero de )a variable I, la cual se incrementa- desde su va­

lor in:Í.cial',(uno ~n cste·c~so) hasta su valor máximo en incre-­

merltos de \,Lo~ pares de diagonales. i11dican el ámbito del "DO". 

A. 1. 3. Lectura y Alm.'.lcenamie n t'D De -La Red. 

E; ~sta sección se presentán 16s -algorítmos READ y ORIGS. 

Estos se 1itilizan para leer,_- g~a'rcl<lr y ordenar la informa'c:Í.ón 

para representar la estr~ct~i:~·a;1~~~d y sus p~rlm~tros. 

ALGORITMO READ 
PROPOSITO: Lee,r y guardar :108.dató's'-

. ;.:_; _:·~-- -:~_:' -· 
correspondientes a nodos·y• ár-i:ós P~-

ra el 

costo 

problema de red~s ide;<:fitijo con 

mínimo. 

l.INITIAL. Se inicializa ~L nú~ero 

de arcos M:-=0. Se l'eé- el .número de 

nodos N, se crea un nodo a·rti-fi- -

cial SLACK:=N+l y se hacen cero to 

dos los flujos externos, B:=O. 

2.NODE. Leer el conjunto de dato~ co 

rrcspondientes al nodo I. Tales da 

tos son: el flujo externo fijo BF, 

la cota superior BS y el costo CS­

del flujo externo de holgura. Si -

el conjunto de datos está en blan­

co (I=O), ir al paso 3. En caso 

contrario, se almacena el flujo fi 

jo. Si el flujo de holgura es ce­

ro, repetir el paso 2. Por el con­

trario,. se crea un arco artificial 

y sus parfimctros se guard~n- ~ri una 

lista ordcnoda por nodo oii~6~ ~ie 

ciente. 

3.ARC. Leer el conjunto de datos co-

-- : INITIAC -- -T_º-------~ 
M ; .. O. l\EAO /l,SLACI{ .• .'l • l,rl :• N t l. B:•Q 

NOOE 
l"ll-;:F.A::,::D'-"1,C:OBf:,,.·:oOS,_,,C:::_S ___________ _ 

l•O 

l'ª:.::'''"-1:~.,.:"c..'------------

" 1-'-->.--------------
-~5>0 -----~ 

]Q·,.;S~l:~~~ J;•I 
f.vSLACK 
Lowrn ,.u 
UPPEll :•BS 
r.osr .•r.S 

1.!tFEft ~ -B'.i 
CC~T .•es ,______ -·---·----



rrespondientes ril a1:co (i,j), Ta-­

les datos so_n: la cota .inferior -­

(LOWER), lri cota superior (UPPER)­

y·-el costo .por unidad de flujo - -

(COST): Si el conjunto de dato~ e~ 

ti en blanco (I=O), regresar. Por~ 

el ¿o_ntrai:io; se crea un arco arti 

ficial.'.y·'su's parámetros se. guardan 

~ri i{ifac~ ~~deuada por no.do ori-­

g~n_ .. cr~{i~nte. 
:.:· ·.; -~: .· .-:~~,.~:-~-:· :_:_-.<. ··\-:·:·.:-: 

ALGORifMOOIÜGs· 

PküPl:íiáci:i daptar. el con:Jüntó de da­

to--~-- -···ci:O~;r~'-~~,6~:d'i.'~-ri-~-'.-~'~;-.: ~-: .. -uri--· ---arco.- con- -

fortC:i6n, de c~sto convexa y lo -almac;:_ 

na en ~ria lista· ord.enada con enumera 

ci6n cre¿iente por nodo origen, 

l.INITIAL. Si es la primera vez que­

el algoritmo es llamado, se asigna 

al apuntador P
0 

de todos los nodos 

el valor l. En caso contrario ir -

al paso 2. 

2.MOVE. Incrementa el nGmero de ar--

cos en l. Incrementa el apuntador-

p 
o 

de todos los nodos mayores que-

I en l. Hueve todos los orcos so--

bre la nueva entrada a un índice -

mayor en la lista. 

3.ARC. Inserta un arco en la Gltima­

posici6n asignada al nodo I. 
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e Oíl!G5U,J,LOl'JER,Ui>?ER,COSTI _) 

ltllTIAL --~c=-
~-----¡¡:o---··~-- N 

NPLUSl:•N+l ~ 

-;; :~11\\':•• ll m ~.-~SI-====-=-=· 

~:.;:, ~> _,.;:, <oNC~-==:--~ 
~;-~~l=F_oti•H·~M -==--=-=~- _.!! 
ForL•nlU~~f.2_ _______ _ 

// K : .. M-L 
// O tK • 0 ·-O!K) 
/.1 T (K t \1 :• TIK) 
,:1 C!.!K t 1) ~CLOC) 
// C lr< t 11 .•C(KI 
!! 11 ~K + 11 , .. lliKJ 

A~~~-====r=~~~-~-=--~--~-
~!r~t~ll~ ;¡'~.-.! J, CLln 'LO.'i!:A . j 
cu:¡:• ur·.:irn. Htr<i .•r.osr 
---~-~---------

RETU111l • 

--- -----------
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A.1.4. Representaci6n De Arboles 

si estableci6, en la secci6n 1.7,que los arcos de una s~ 

luci6n .bisica para el problema de redes de flujo forman un ir--

bol generador. Para ser consistentes, este irbol siempre se re 

presenta como un árbol dirigido. Puesto que el olgoritmo usa -

una base, es importante que la estructura de datos usada para -

representar el firbol base permita recorrerlo y manipularlo fá--

cilmente. llay varias operaciones que deben ejecutarse en ei ir 

b ol y s o n 1 a s s i g u i e n t e s : 

l. Encontrar los nodos del subarbol con raíz (cnreizado) 

en algGn nodo i. 

2. Eliminar (borrar) un arco. 

3. A~adir un arco, 

Ahora se presenta un ejemplo ilustrativo de la represen-

taci6n de 5rboles. Considere la red de expanui6n de la Figura-

A.6 , en la cual solo se dibujnn lo:; arcos hacin o.delante. En­

ln Fiourn A.7 su· muestran dos firboles <le cxpnns16n dirigidos -

de esta rc>d. El nodo reiz de ca<ln ~rbol aparece abajo en la f! 

gura y se dice que l:i<:ne nltnrn O. l.os nrcos q11e se originan -



Figura A.6 

Red Ejemplo 

-JJ9 

en el nodo raíz salen hacia arriba y sus nodos terminales se CE 
locan a la misma altura o Línea horizontal. Estos tiene altura-

1. Los arcos que se originan en nodos con altura 1 tambi6n se -

dirigen hacia arriba y terminan en nodos con altura 2. Este --

proceso continda hasta alcanzar una altura en que no se origina ,.-
ningún ?-reo. 

Puesto que el firbol es una subred de la red de expansi6n, 

puede incluir arcos hacia adel·ante y reflejados. 

arcos se escuge de manera que se asegure una 

da del nodo raíz a cualquier otro nodo en el 

La dirección de los 

trayectoria:dirie! 

árbol. 

Un árbol DT = [NT, MT] puede describirse completamente -

empleando cualquiera de los m6todos (Tres Etiquetas, Recorrido-

en Preorden, Recorrido en 

existen pa~a el mnncjo de 

Inordcn, tlaco r1·ic\o en Post orden) que 

estructuras de &rbnl. De nuevo, por -

consideraciones de espacio, los <lisc~aclores de· los a].gnritnios s~ 

1.eccionaron el 111.:itotlo de <<-t.11 lo.6 e..t.Lqtu.>.:tlth>> que es muy conocido 

y usn<lo 11orn reprcue11tar 5rboles. 

Ert ln rcprcseQtaci6n ~o Tres Etlc¡uetaG, a cada nodo se -

le nsigno.n tres etiquetas que son suficientes pwrn rcfcrcncinr-

.1 o en .!.a r<>d. 'J' .·1 J e n e t i e¡ u e t a s ~o n ] ;1 s ~; i g u :í. e n t es : 
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l. Apuntador hacia ntr5s,, P~(i) · ·: es ei ún.ico 

e1 nodo i. c. 
--,-·.·-· -

2. Apuntador hacia adelante, PF:(i): es el n()do más 

que es terminal de un· arco que­

se origúa en el nodo i. 

J. Apuntador derecho, P (i) .. R •. es el nodo que está inmediat.a-­

mente a la derecha del nodo .i ,.. 

en la misma altura. 

yg_ l 2 J 4: 5 6 7 8 9 10 11 --1----: -- --· ---- -
' 11 22 6 -8 3 -12 9 4 19 -21 17 o ------
F 4 7 5 9 o o o 10 8 o l 

R o o 6 rr± o o o 3 o o ,_ 
~- 1 4 3 _2_G_ 4 J 5 . o 

- ·-

nodo 1 2 3 4 5 6 7 8 ') 10 11 
------ -·-·-l--·1---1---1----+---+--l-----+---l 

Pn 2J G 2 3 18 7 10 lJ 14 20 O 
-------- - --1--+---+---t---!1----1----- -

Pp 3 O 6 O 7 9 O 5 10 o 

rn tº 1 __? __ ~ -º-e--~L -º- -º-1--ª--1 ____ ._º_~---º--+ 
P0 1 3 2 2 5 3 6 4 4 5 O 
-· -

(.1) 

Figura A.7 

lijemp.lo de iirbolos de Expansión de la Fig11rn A.6 
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En la HguraA.'7 i:e,~r~~¡~í~t~~iéÍ~_~c- apµnta-

dot"cs asociada con cada· á1.·bo((r'c 'exÍi~'11sioii: cs. la' ~lt~ra-
.. \.)~-~:~<~:'.:;;::~_·;:::)=>>:. -'.:. ; -; . > ·" 

ún. árbol Üetie lá cal:actc,rí~tica de que cátla nodo es ter 

minal de a lo más un .·arco, Sin.embargo de cada nodo puede ori'-

ginat"se má-s de u~ arco·: Por ~tanto; la asignación de apuütado-­

t"eS hacia ati~s ~ef-~n DT dado es Gnica; mientt"as que la asigna­

ción de apuntadot"es hac-ia adelante y det"ec.hos no es neccsinia-­

mente Gtiica, 

Constt"ucci6n de :un.'Subát".bol con_ Raíz en un Nodo Dado. 

C~D.od·i~i:is,las c•aracterísticas de un á•bol, es inmC?diato -

dedU:ci~ ~~e ha~;~~ ÜnÜ:o ~Ubá:rbolcon raíz en uno de los nodos­

del at"bol. El algoritmo .ROOT encuentra el subárbol con raíz cn­

un nodo dado. 



ALGORITMO ROOT 

PROPOSlTO: Encontrar la lista ele ar"' 

cos (LISA) y ln lista de nodos. (LISN) 

que están en el subárbol (árbol) di­

rigido enraizado en el ncido ~ROOT. 

La secuencia de nodos (arcos) .en !a­

lis ta, corresponde a un recorrido -­

PREORDEN. Si los apuntadores detec-­

tan un ciclo se bace ~YC = .1. 

l ;INITIAL,· Se<hace ll:=IROOT y guarda 

en LlSNª)' ... 

2. FORWARD. Si eYnodci •lJ: tiene su --

ap~~fodo;. ha~i~.· d¿i_¡ril:e~_~lj,s·~·in tó :.. 

de cero,· ir al ;a~ci 4. De; otra ma­

nera, si ei no.do II no ·es igual a­

IRO OT, ·ir a:i paso 3. El s.úbáÍ.'bol 
' -- ,--· _, .. __ 

consiste de un sol~ nod¿, IROOT; 

regresar. 

3.RIGHT. Si el nodo II no tiene apu~ 

tador ·hacia la deracha; deberá ha­

cerse un rastreo hacia atrás; ir -

al paso S. De otra manera ir al p~ 

so 4. 

4.ADDLIST. Guarde arco y nodo encon­

trados en la dltima bdsq~e<lo. Si -

el nodo II ~s igual n IROOT existe 

un ciclo que regresa n 1ROOT, rc-­

grcsnr. Por el contrario, ir nl paso 2. 

S.ATRAS. Rastreo hacia atrás del no­

do II usando el apuntador hncla -­

ntrás. SJ. el n\levo notlo 11 es dis­

tinto de IROOT, ir al poso 3. De -

otra manera regresar. 

·1t;2· 

E
"'"'" -----,,~;;:~¡--------~· 

----- --------------·-----
--------- JJ•O ---·~----- N 

--=--~~----T _ _::_.: . .:'~~~~-------

Para :i.lusl:rar cómo trabaja ROOT conslclc:rc el árbol de la 
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. . 
fi[lura A. 7a y el nodo":raíz- 4, .. El'procc<l.imiento- busca_;de.;lze¡uic:;:_ 

da a derecha todas las' trayector:lds qlle ;se o:riginan·.cn ci"uodo_.: 

raíz. Se comienza con la traye_c·toria niás a la j_zq-~1ierda traz.án-
. . ' . 

dala mediante los apuntadores haciaadelant.e'. ~s~a primera bG~ 

queda descubre los arcos (-2.1, 19; l 7) y los nodos (4, 9, 8, --

10) . Completada esta trayectoria, es decir cuando se encuentra 

un nodo sin apuntador hacia adelante, se encuentra el ~odo con­

apuntador derecho distinto de cero que esti. mis lejos de la - -

raíz y se traza la trayecto ria que se origina EÚl' éi. Esto agr~ 

galos arcos (-8, -12) y los, nodos. 

y al terminar 

. . 
Elim~nación dE! .un Arco de la Base 

La elimináci6n de un arco de la base usando las tres eti 

que tas se ·logra mediante la modif icacl6n <le la representación -

de apuntadores de árbol. 

KL (iL, jL) aparece: 

Existen dos formas en que un arco - -

l. Como un arco que "apunta adelante", es clec:ir, 

2. o como un arco que "apunta hacia la derecha 11
, es clecir, cxis 

te un nodo s tal que P8 (JL) = KL Y PR(s) = jL 

En la figura A.7a, los arcos -21 y -8 son arcos que apuntan -

hacia adelante y hacia la· derecha, respectivamente. 

En cualquier caso, el nodo j se convierte en la ra!z ele 
L 

un subárbol cuaudo el arco K es eliminado del firbol originnl.-
L ,· 

Por tanto, dospu6s que se completa la climinaci6n, el nodo jL -

no debe tener apuntador hacia atriís ni derecho. l'ara act11nli-­

zur las tres etiquctns en el árbol oriíllnnl se hace el siguien­

te cambio, scgfin sen el caso: 



2. l'R(s) = PRUI.) 

Luego simplemente 1'11 (jL) "' O Y · FR(jl) "' O 

En el caso 2, para identificm:. i,il -nodo s (tal que PR(s)=(jL), so ejecuta una 

simple búsqueda en ·1os apuntadores Í.\erechc:>? de los nod.os comenzando en el no 

do l'F(iL). 

La figura A;8 muestra la eliminación de dos arcos de ln Figura 

A. 7. a, Observar que la eliminación de un arco de un árbol produce dos sÚbá.::_ 

boles con todas sus propiedades. Las operaciones anteriores necesarias para 

el:Lminar un arco se ejecutan en la siguiente subrutina, DELTRE. 

nodo 1 2 -
l'a 22 6 

Pp 4 7 

P11 o o 
PD 1 4 

nodo 1 2 

P, 22 6 -
P, 4 7 

Pn o o 
PD 1 3 

3 4 5 6 7 3 9 IO 11 
1--f----

,_ ---
-s 

5 

6 

3 

3 4 

o 3 
-· 

5 9 

o o 
2 2 

~ 
. 

. 
7 

c;p __ º· __ -_ cD 

3 -12 

3 o 
o 2 

2 4 

5 6 

-12 9 

o o 
2 o 
5 3 

Figúra A.8 

9 4 19 o 17 o 
·-'--- --,_ 

o o 10 8 o 1 

o o o o o o 
·------

3 5 4 3 5 o --

-
7 8 9 10 11 

- -------- ---
4 19 -21 17 o --o 10 8 o 1 

o o ó o o 
-----------

6 4 3 5 o 

(b) 

Ejemplos de El:tminaéicinos 'ae Arcos de la Figura A. 7;i (:1) Eli­

m:tnnci.6n del Arco -21(4,9) (b) E1imlnnci5n del Ar~o -8(4,3) 



ALGORIT~!O DULTRE 

PROPOSITO: Qultnr.u~ arco del firbol­

y actualizar su i:epres,entaéión en tér­

minos de los apuntádores de. tFeS 

quetas ¡ 

paso 

2. 

Agregan~o un Arco a 

FOHWAílO _ c--;;r:::=> _i_ -- ·rt~ ______ .,6_ 
•OH\CI lE ~TI KLI 1 

~ H"-0 Jt ~ 01-KEI 

--- --------
PíitEl .. O N 

8'CK ¡~ PIHJ>I •Pfl"I J 
PFHEI .•JE 

Pll!JO :"KE 

OtPTH 

,__ ___ rn_AOJ_,.r_OnEI_~'.°.''.'_" 1~ 
c~~sN.lc.CY~---=:J· 

----------
fOAI ... ¡ t,,lC•t 

1--'----'-º-'"-'"-"_n :_w i'~l~~O:\DJ 
RCi'lflN 

----------

Un bosque ~onsiste;di~~os o m5s 5rbnlcs dirigidos. Cuan­

do un arco KH(iE, jE) se á~ade ~l bosque, tal ~ue iE est~ en un 

drbol y jE es la raíz de otro, existen dos modificaciones en la 

representaci6n de'npuntadtires. 

l. Si PF(iE) 

adelante. 

O entone.es·P (i ) 
F .E 

2. Si PF(iE) = s ent~ncé~ 

añade por la izqui(!r.da_ 

p (j ) 
;R. E 

La primera d.ist:ingne dos cosas: 

jE, es decir, se añade hncia-

e.s decir, se 

..•... ·.>{:e; .,}>·; / ... ,., P~{jE) = KE 

Esta·'e~ pÓ~'fble ~(JcÚ~lo n que el nodo jE es rníz de un ár 

bol y, póft-d~t~·t·~'ti(~l!~Út11:ti~'.oJ:.' hacia atrás es c<:.r<) antr:.s de la -

opcrac:Í:,ón: ,Í.a\f:L~~\;<;{.c) niuestra el i'irhol que ~'e obtiene al -

agregdJ~ ei~rc¿ ~S(~lf,3) al_bosque de la Flr,urn A.B.b. 



.· ---- --

' ' 

No fué. ~ecesurio uctualiz<lr '1a<altui·.:1 de los nouo,; de 

los subfirboles ~es~ltant~s ul eli~in~r .un u~co del árbol, Hay­

dos razones para este hecho. Primero, los subárbolea resultan­

tes :t.i·enen poco uso. en los algoritmos que se describen miís tar­

de; scgu~dó, la profundidad .relativa de los nodos se conserva. 

Cuando se agrega un arco al bosque de árboles, si es ne­

cesario aciualizar los apuntadores del subirbol (con raíz en 

jE) que es unido al otro árbol. Una ~ez que se actualiza la re 

presentaci6n de tres ~tiquetas, es ficil obtener la lista de no 

dos en ~al sub&rbol, mediante el llamado de ROOT con el nodo jE­

como raíz~ Puesto que la altura relativ~ de los nodos del sub­

irbol no ha camb.iado, s61o es necesario ajustar la altura. por -

una cantidad PDADJ en todos los nodos del subárbol. Claramente, 

la altura actualizada de·l· j E:
0

debe ser una. unidad mayor que - --

Matemfiticamenta esia e~presi6n es 

PD (J~). 
lo cual implica >' :' -· •. . : . 

PDAD.J·. = ;Pef( ~fu>._::,0;: ;D (~·~), + i•··· 

Agregando PDAD.J ·a la aifti~d:¡é ::;Í~sr~tdos deÍ subárbol, se com-­

p leta la operaci6n~'de a~r~~ar·u~ .. ~~cb y esta se describe en '­

el algoritmo ADDTRE. 

Figura i\. 9 
Agregación del arco -3(4,3) 
al Bosque de la Figura A.Bb 

2 3 4 5 6 7 9 
----·--- ----- ---· 

6 -8 -12 9 19 -21 

o o o 10 8 
--- -··--- ----

o 9 o 2 o o o 6 
--- -- ------ --·- ----

2 4 3 -- - --

10 11 

17 o 
o l 

o o 
o 



ALGORITMO J\DDTRE 
PROPOSITO: Agregar.el arco KE(iE,jE) 

a un bosque. Los nodos iE_y·jE debe 

rán estar en diferentes.árboles.y el 

nodo jE deb,e-rií ser raíz de 'un árbol. 

'· ;'::~:;tj•rn,?~!~i'.•.;.•i:.• •. • .. • .• iEi·····.·~.··.····· ... ·~;d::u::~:::= 
hacia .ad~la.n'te<<le e·s e.ero., ir :... 

. aI·.,~a~·¿,:::~·;~'.:?t:~ :;;..~; <.:~:~:=~:.~.·-· ·,,:.· ~·~··.~ .:.--;¿~·: 
2 

• :·~·.~:~ 1:~;:!itri~¡ª}ái:~;?::·ª~:· ~ ª:~: . 
- apuntador, hacra' adeij1n:~~ ,;~,.e,;,~É el~ 

valor. de j~, · . 

3 .DEPTH. Actualizar. 18. aitlu·~~ d~ lós · 

el nodo jE. 

~. 

lli7 

~~r.,~-3. ; 
.!:_q~t!!L._ .. _. ___ l_. ___ ~i 
y KL "•O ri 

• IL:"O(KL! ---r·--~,-· ·~-
JL:•l[KLI JL .~O!·KLt 

---------· ·---------
y H(1t.)•JL 11 

- ,:;-;;;:;;::-;:;;1;;:;----t ~ .,,,,L, -
···:-OE'.L(TE ---m~11r 

~----------­

!!!_G•_OT_______ ·----

y rfULl"JL ª¡ 
PRll}APílfJL} --~~ 

~>-OELETE --UtGllT ------
POIJL)i•O • l 
PRULl:"O 

1-----R<TUR~-----

Creaci6n de lo~ Apuntadores de Tres Etiquetas del Arbnl Inicial. 

Una vez que se ha leído o se tenga un árbol inicial a -­

través de sus apuntadores hacia atr5s, es posible construir su­

r e presentación en términos de los a p 11 n ta,¡ o r e.s de t res et i que tas, 

Esto se logra con el algoritmo TRUfNT. 
Después de iniciar en cero los apuntadores rF, PR y P

0
,­

TREINT simplemente hace un llamado de ADDTRU para cadn ar~o en-
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ALGORITMO TREINT 
PROPOSITO: Construir la representa~ 

ci6n de apuntadores de tres etiqu~~ 

tas p::ira un árbol, teniendo· ·corioei::.·· 

miento 

atrás. 

en cero. 

2. Llama a ADDTRE .. para .cada apunta-­

dor hac.ia atrá.s (.arco). Regresa. 

14 íl 

--·---~~') ·------·~ 
~~~~fit·~~~'.~:~~;~-----~~~~ 
!/ [~ ~'"'"."''"':> ¿¡; ~--º-~,:;:-. .:;;..-.:-_____________ L 

RtTUR~ 

----------------

A.1.5. Cambio De Flujo En Un Ciclo (Trayectoria) 

El paso S. del algoritmo CONVEX considera el cambio de -

flujo en un ciclo o trayectoria de la red original, El ciclo -

se describe por un conjunto de índices de arcos positivos y ne-

gativos. Por ejemplo, un ciclo en la Figura A.10 se describe --

por el conjunto de arcos Me= {l, 3, -2}, Cambiar el flujo cu­

esta secuencia de arcos por una cnnti<lnd 6 corresponde a incre­

mentar el flujo en los arcos con índice positivo y decrementar-

el flujo en los arcos con índice negativo. De esta manera, si-

fk es el flujo antes del cambio y f~ el flujo despu~s del cam-­

hio, se tiene que 

f 1 

k 

f 1 

-k 

f + !:i 
k 

para k e: N 
c 

y k > o 

para k e: Me y k < O 

Esta operación se ejecuta en el algoritmo l'LOC!IG 
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Figura A;lO 
Ejemplo de Cambio de Flüjo en un Ciclo (a) Flujos antes del 

Cambio (b) Flujos después del Cambio en el ciclo, ~.c=(l,3,-2), 
por la Cantidad 6=1. 

1\LGORITMO FLOCHG 

PROPOSITO: Cambiar loo flujos en un-

ciclo (LISA). En general puede ser-

una trayectoria. 

Para cada arco en el ciclo; si k>O,­

incremcnta el flujo en el ateo k por 

MF. Si k<O, disminuye el flujo en -

el arco -k por HF. 

---~===·"·~¡:~~ ---
,,,, ..• ,, .. c. ~ // K--:;¡:~~--'-.:~====~~~-=--===---

1/ V K>O N YE~§;X_i~l:.•·<ci-==2"'·-, ¡;:-;,.,,_,,_ 

H(!Uílfl 

-----·----- ----------
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A.2. ALGORITNO NTCNVX 

NTCNVX es el nombre del nlgoritmo global que resuelve e\l 

ptoblcma de redes de flujo con cost~ mínimo convexo. Est~-cons - T 
tituído por un programa principal y 13 subrutinas, las ·_cu·ales -

se relacionan segGn se ilustra en la Figura A.11. Todas las --

lecturas, la impresi6n de la representaci6n de ia red,de la so­

luci6n factible inicial, del irbol de expansi6n y de la solu-­

ci6n 6ptima se efectGan en el programa principal. La principal 

herramienta de este algoritmo es la subrutina CONVEX. En ésta-

se implementa el procedimiento de aproximnci6n p¿r segmentnci6~ 

implícita del Capítulo 2. 

!'iTC~VX 

CON.Vf:X 

e------r-:-- --r--·--1 -
("'."'=:;) c?f3 e~"'"' J ~,;, J 

r~E~-------~¡ 
(~)·-@_._.es;T!~~0 0:n_~~J 

--_ ·:;~:ur~.A.~l 
Rclnci6n entre el -Alr,6r-it~c>:•c1obri1 ,y lns Subrutinas tleccsarias 

para Resolver •Rc<lú's •d_e. Flujo con Cosl:o Mínimo Convexo 



ALGORITMO NTCNVX 
PROPOS~TO: Contr~lar lis ~peraciones 

·,: ·.·. 

del procedimiento que re~úelvé ~l . . .· 
problema de redes de .Élújo •a:c?sto 

mínimo con función de c:~iit~ ha~vexu­
en los arcos;· 

' ' - ., ·,::_,/" 

1. LECTURA. I.eei y .i~~'.~a~~ l.~s dat'os­

coirespo~dientes:a:~~dcif.;; arcos -

c reand~;al. ·~Ys\U~ fi~~·bd, ~ª• •repre-­

sentación que usi uii ri6ció d~ holg~ 
ra y irco~ de holgu~~ ~n stistitu--

ción de los flujos (!xternos ele hol, 

gura. Leer los flujos .factibles -­

iniciales par~ la representación 

de red creada antes, así como el -

apuntador hacia atrás ele cada nodo 

de un 6rbol ele expansión ele dicha-, .. 
red .. Por último, leei: el nodo raíz 

(SN) de este 5rbol, el cambio de -

flujo mínimo (DELMIN) y m&ximo - -

(DELHAX) p'"rmitido, y las variables 

que conti:olan las opciones de re--

portes, ISOLUC Y Il'RINT. Si ISOLOC 

es distinto de cero no se detcrmi-

na la solución. IPR1NT puede asu-­

mii: los valores O (solo se impi:ime 

la solución óptima parn cada valor 

de A) y 1 (se imprime arlcmfis ca<la­

soluci6n factible como resultado -

de un cambio de flujo en la red, -

los costos marginales corrcspon- -

dicnte.s y los arcos. que foi:man un­

ciclo can costo total negativo si 

éste existe . Inicializar en cero 

los potenciales de nodo. 
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2. IMPRIMA. Imprimir el número de -no-e.­

dos, el nGmcro ~a orcos, los datos 

de codo nodo [flujo externo Il(I),­

potencinl inicial PI(I)] y arcó -­

[nodo_ 'origen O (K), nodo teríninnl -

T(K), capacidad mínima CL(k), cnp~ 

ciclad m&xima C(k), costo lineal o­

término constante de l~ funci6n 

convexa ll(K), flujo fact-ible ini..,­

ciol (Fk)], el apuntador hacia - -­

atris <le cada nodo y lris opciones 

de impresi6n. 

3.SOLUCION. Encontrar la solución ÓR 
tima para cada valor dé ó usando -

la subrutina CONVEX. imprimir la -

soluci6n 6ptima para el valor más­

pequeño <le ó, Terminar, 

-. 1.52 -



ALGORITMO CONVEX 

PROPOSITO: Encontrar el, flujo .a cos,... 

to mínimo cuando· el cost~ en lbs Br­
.cos es una función. convexa del flujo 

en el arco. Las funciones convexas-

se definen en la subrutina HFUN. Se­

parte con un flujo factible inicial­

en el vector F y un árbol de expan-­

sión (generador) inicial. 

l.INITIAL. La cantidad de flujo toma 

su máximo valor. (l\=DELF: =DELMAX). 

2.COST. Determine los costos margin~ 

les para un incremento y decremen­

to de flujo en cada arco. Determi­

ne las variables duales TI (PI) co­

rrespondientes. 

3.CYCLE. Encuentre un ciclo con cos­

to negativo en la red marginal. Si 

no hay alguno, termine con la solu­

ción óptima para el incremento ac­

tual; ir al paso 7. Si se encuen-­

tra un ciclo negativo ir al paso ~ 

4.PATH. Encuentre los arcos en el ci 

clo usando los apuntadores hacia -

atrás. 

5.FLOW. Cambie el flujo en el ciclo­

por la cantidad l\. Vuelva a calcu­

lar los costos marginales en los -

arcos cuyo flujo fue cambiado, es­

to es, en los arcos del ciclo .. 

6.DUAL. Reformar el árbol que exis-­

tía antes de que se formara el ci­

clo. (KL proviene de PSHRTN) En­

cuentre el conjunto de nodos en el 
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( CONVUtt'iN~~ 
INITIAL • 1 'e· DEt.F.·~~:.ll_ -·-->=] 
COST 

""•LISNft.• 11.K:•LISA(LI ---·------------
// y K>O N 

11 .. ,.,~---·-----E;;;-;~KI 
11 PlfJJl ·•P1wJ •HP/oq PUJJI •PUltl. li\~l·o(J 
----~-- -~ ---·----

¡ CYCLE : ~~.~.-~~~r~~~~~~~~~",.- ~ 



drbol erirai~ado ~ri j ~ ~uelvn a 

calcular los v~Íor.~s de 1r pnra 

esos nodos. Reiirise al paso 3. 

7.DELCHG. Haga qúe el nuevo valor de 

6 sea"lri mitad del actual. Si el -

nuevo valor es menor que el mínimo 

deseado, termine. Por el contrari~ 

regrese al paso 2. 

ALGORITMO HfoUN 
PROPOSiTO: Calcúlar lo~ costos marg! 

nales en los arto• haci~ adé1ri~t~ y 

reflejado parri un cambio énéi fluj6 

de DELF. 

El usuario debe proporcionar ÜFUN. 

El caso mostrado en el diagrama ady~ 

cente calcula los costos para una -­

funct6n cuadc&tica ~on término cons­

tante u~, esto es, hk(fk)=uk*f~. 

UPLUS es el costo marginal para el -

arco hacia adelante K. 

H!HN es el costo mnrginal para el -
arco reflejado -K. 

FLOW es el flujo en el arco K. 

DELF es el c.'.lmbio de flujo permití-

do en el arco. 

15 

l!fU/'tlX:,HPLUS,tlMJr;.NlF} 

---------------~ 



ALGORITMO PSHRTM 
PROPOSITO: Encontrar un :ciclo, négnti:_ 

vo an l~ red mnrginnl. Comenzand6 ~­

con un árbol básico factible y con~ 

potenciales en los nodos que v'iolan­

las con<l.i~iones de fa~tibilidad del~ 

dual para algunos arcos no básicos,­

este algoritmo modifica, iterativa-­

mente, el árbol b&sico y los poten-­

~iales en los nodos para óbtaner una 

soluc16n 6ptima. Si sa ancueritra un 

ciclo negativo se regresa cyc =l. 

l.SELECT. Encontrar un a~co ~o b&si­

c o K E( i , j ) p n r a e 1 cu a 1 ir :Í. + h K·E <ir j. 

Si no existe tal arco, termi:nar .. ;. 

la soluci6n es 6ptima. En ri~~o~on" 
trarip defina 

dE: =n i+hKE-n j' 

2.PIVOT. Sea KL(i' ,j) 

que termina en el nodo 

este arco del árbol básico •. Aña.dir 

KE al árbol básico. 

3.DUAL. Encontrar los nodos en el ár 

bol con raíz en el nodo j. Si se -

encuentra un ciclo negativo en es­

te paso (CYC=l), regresar; los flu 

jos actuales no son 6ptimos. En ca 

so contrario, sume dE a los potcn-­

cinles de todos los nodos en el 

conjunto y regresar el paso l. 

--1-5 5 

flHUnll 



J\LG01unio SMNSPM 

PROPOSITO: Encontrar el arco admisi­

ble (no bfiiico) que tenga el valor­

mfis negativo ~e D:=ui+hk-uj. 

Esto es-equivalente al criterio de 

entrada ~~ual en el algoritmo 

SIMPLEX. 

l.Sean DEL:=9999 y KE:=O 

2.Para cada arco k(i,j) calcülar 

D:=ui+hk-uj. Si D=O, tomar el si~~ 

guiente arco. Si DcO, el arco K es 

admisible, y si D<DEL,_ hacer,KE:=K 

y DEL=D. Si D>O, el arco-_:;K es ad­

misible, y si."·-DcDEL, hacer KE:=K 

~ DEL:=~D. Tomar ~l siguiente arco. 

3.Si KE>O, hacer i:=o(KE) y j:=t(KE). 

Si KE<O, hacer i:=t(-KE) y j :o(-KE), 
t·' 

;·. 
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MINUS 

~i~l.riiil - -~- --- ~ 
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OCL···o. ~e • ··K -----·-------
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A. 3 COll I FICA<n'óN, '.f OR'l'KAN l V JlEL P llOGRMli\ NTCNV X 

100 7. 
200 '.7. 
300 7. 
400 r. 
500 7. 
600 7. 
700 r. 
000 r. 
900 r. 
1000 r. 
1100 r. 
1200 r. 
1300 r. 
1400 7. 
1500 7. 
1600 7. 
1700 7. 
1800 r. 
1900 7. 
2000 r. 
2100 7. 
22o·o' 7. 
2300 7. 
2'100 7. 
2500 7. 
2600 7. 
:!700 7. 
2800 7. 
2900 ~;; 

3000 7. 
3100 '/. 
3200 7. 
3300 ¡.; 
34<)0 7. 
3500 l. 
3600 7. 
3700 7. 
3!l00 7. 
3900 7. 
4000 7. 
4100 7. 
•l:?OO 7. 
4300 7. 
'1'100 '· 
4500 ... 
·1600 '· 
11700 7. 
4000 7. 
4900 :-! 
5000 7. 
:)100 7. 
!5:!00 /. 
~JOO 7. 
5•100 /. 
J!:iOO 7. 
5.100 ;~ 

5700 '· SGOO í.: 
!J900 
6000 
6100 
6~00 
6JOO 
.'.>•100 
ó~íOO 7. 
(J/11JO 
6;'()() 

61100 
/1

1/00 

PROGRAMA PRINCIPn~ NTCNVX 

*******'***'*t******************'***'****'***************** 
* * * E&Tn'ES Ln CODIFJCnCION FORTRAN DEL ALGORITMO : * 
* * * lt.~'l<*·l*****:t.IUlllU*!l: * 

1 1 NTGNVX * * 
1 •UH:i!HU************ * 
* * * COMO SE PRESENTO EN EL nPENDICE n <SECCION n.21 DE LA * 
* * * ** TESIS ** * 
* * '* REnLIZnDn POR EL ING. MnRIO PARRA UGALDE PARn ODTE- * * NET.: CL üli!\DO DE M1IESHW EN * 
* * * HlVESTIG!\CION DE OPEIMCIONES * 
* * * DIVISION [IE ESTUDIOS DE POSGRnoo FACULTnD DE INGENIERin * * < [1,E.P.F.I, ) * 
* * * UN1 1JERSJL11)0 NAC!Otl!\L AIJTDNDM11 DE llEXIco' ( u.11.l'l.11. 1 * * AGOSTO DE 1 '11l2 * 
* * * * 

PRorosno : :~ 

NTCHVX BE DISENO PnRn IMPLEMENTAR EL METODO [I[ • APRD- • 
-XHloiCIOH l·'Of¡ SEGi'l!oilTl'\CI!ltl !MF'LICIT1) ' DE L!\ Si:CCION 

S 2.5 OUE RESIJELVE EL PRODLEMA DE REDES DE FLUJO CON * * * COSTO 111/HMIJ DOH!tE LOS 1"flCOS F'UElt<:l1 TEHER IJIJ,) FUl1CION 
:> 'DE COSTO LltlEnL U CONVEXA , 
1 COSTO CONVEXA, 

* * :i: 
:~ 

:K 
:~ 

* .¡~ 

LAS SUDRUTINAS QUE COMPRENDE ESTE PROGRl'\MA SON : 

REnD , OR!OS , TREINT ' TREIHT • ADDTRE , DELTRE 
RCJOT • CIJtil.'EX. HFUt1 • PSllr' "11 ' SMNSF'li ' FLIJCllG 
CNVUUT Y CDSTOF , 

EL MloiL!ST!\ (IJSUM\!01 DEBE PíWPOí•CION11R 

* * * 

* * * * :~ 1. LA RED ' 1 

* LJNn SílLUC!ON FnCTIDLE INICIAL ' * 
* * ,, 

3. UN (1f·:t:UL llE E.'i'.f'('li IC I OM ( f0I! ºf\OP .I ''°' Díl ~¡ I ES tlECESf1I~ ro) * 
:~ 

* * 

DE l.1'\ Fd.::ll Th'lifJ~ií"lll~Otd.r1i (CU!~ 1111 MODO r11: IHlLGUí..:tl) , * 
•l, L{J~) ¡'¡¡ ·uu f1il'IUI'\('."~:) l lt1C ( 1":\ úll-\r'1S l.1U. (d\[IUL [I[ CXF'M~sron, * 
J. [L L:Mll<IO [1('; FLU.10 MHI mu y lltiXHIO ' * 
6, L1l ~)tJ[if::UrtNA * llFUi~ ;~ (ü'l\lH'!1iDt1 F't-1r.:r1 C("ILCUU'll\ tos * 

COSTO~; tl1if\UJ~MLLS DE LOS r1í..:COS tll1Cit1 1iJ1ELMITE Y !~E- * 
Fl.EJADCJS ' Y * 

7. U"\ ~j\Jl¡J\IJfIMí'I ~~ r:nsrnr .;: f
01FRUPlttfl{\ f.'(d::ri C1'1LCULf1íl' * 

* * * 

CM•11 lLfWINO !ll: U1 f'Ul/Clllrl IJ!tJLT!Vü [llJf,· ~;[ illllldlZ~.i¡ 

* * 
COMllrJN 

·:< 
CllJIMntl 
C/i;l!lllt/ 
f:tltltllltl 
l!Htt\OH 

/1'1/ü ( 1 :!o> /[1/T ( 1 :!O> /C/f'll ( 1:!Ol/11/f'F < 1 ~!O> /F/F'f~ C l 20 )/G/iüN 
/l\/t: <!:'O> /L/11 ( l::o) /M/lt ( 120 > / J/f'O ( 1;!O1 
/11/l'.l.( l:'0)/0/FC l~O)/f''/f'l ( 1<01 
/Z/[ t·tH:(h Ef'POS 
/(1/1'!1 ( l~l)I 
1w:r'1J1n1Il'll!NT 

rir;l!"P~'ill.lt/ 1.[~;íH1~l)),Li!~!I< t;!O) 
unu:11~ 1·1·,r·111CYCr1'tn 
J 111 l 1;1·!.: lh r r f ·11,¡·r ,¡·¡,:, r·o 
1ti11.l:U.: !iC, ~;¡.,, 1)1~, ~;n, l 1'l r V 
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7000 :;: 
7100 r. 
7200 r. 
7300 7. 

;~gg ;; 
7600 
7700 :;: 
7000 
7'700 :;: 
BOOO 7. 
BlOO 7. 
8200 
8300 
8•100 :;: 
fl'.;oo :r. 
8600 7. 
0700 7. 
8000 
0900 
9000 7. 
9.100 r. 
9200 k 
9300 
9•100 7. 
9500 
9600 
9'/00 l. 
9800 
9900 
10000 /. 
10100 
10200 
10300 7. 
10100 7. 
1 O~iOO f. 
10600 
10700 l. 
10000 
10'/00 
1.\000 
11.100 7. 
11200 
11300 '• 
11'\00 
11~;00 
1160() 
11700 7. 
l lfJOO 
11900 7. 
1 :~ooo 
12!00 
1;~~00 
12:ioo 
12100 
12~i00 l. 
1 ~1 (¡00 

1~/00 

1:•uoo 
1 ~n;oo 
13()00 /. 
1:1 tOO 
L'200 
IJ:lOO 

u::crur~n 

EP11Ell 
E~·Pos 

-.000001 
• 000001 

LECTURA DEL FLUJO FftCTIDLE EN cnDA nRCO DE Ln R~ TRnNSFURHADA 

REnu 111tFtKl1K=l1Hl 
11 FURMftT 18F10,0) 

LECTURI\ LIEL l\í-'UIHl\flOR HACIA ATRMl DE CADA tl0[1U DE UN 
ARDOL UE EXPnNSION DE LI\ RED TRANSFORMADA 

READ 371 IPDl!l1I=l•N> 
37 FURrulT 12014) 

CREACIUN DE LA REPREBENTACION DE APUNTADORES D~ TR~S ETIQUETAS 

Cl\LL íREI11TIN) 

DO 'l l =l•N 
9 f''l(J) = o. 

liEAD 10.s11.ncLMJN1[1ELHAX 
10 FOl~~IAf C1Sr2F10,0) 

REnD 12, ISOLUC,IPRINT 
,12 FUfü\A!t2Il) 

Ii1F'r·:ESION 

FUf<M(lT( 11\ 1 • 3 ( /) • 1ox1 • RED [IE FLU.JD Clltl COSTO CDll'J(:xo' 1 ¡, 1 ox. 
:~J0('-'),3(/), tOXr'f\EF·r-;:1:::-st:tJr1~c1on !.tE L;i RElt "11~tli"l~-iFOl\Mí"IDA'1 
:!<J(/)110X1'UUl\E.i~U [IE tJOLIUS:: •,¡4,1ox, 'NU~\l:í\{J DE {1F;C(J~);:: '1l 11r/) 

2 FllR1l1HI ~l/),!OX,'tlO!lfJ',.1X•'FLU.JO [XlT.l\MD FIJ0'.-1X,'f"ílTENl:I1ll'1 
:-¡:' Hl!ClliL'•·\)~,'1'd'UtHtdlQf\ llf1Cii"1 t1ft\f1:)'1 ;,1~Xr'I',1:~x,'D(!)'p 

... 17X1'F'l(l)'11BXr 'l-'l.l(!)' r// (!"JX1l'lr~X,Ftl.2,11:<1Ft 1.2,1UXrIS> 

PR111T 3, CK10CI01lti\),CL(l;),C(t\)oil<Kl,F(I01 ,,~1'11 l 

3 FU!~1if'lT(4(/), lOXJ ·~·1!\CO' 1•lX1'tl.Uf\1GEtl'1 11x, 't1.TEFtlH1(1L'1~jx, 'COff\ INF' * •, · ,:-:;x,·curA !..;tJi:·. '16X1 'CU!~flJ' ,4x, 'FLUJu l·()crrvLc HIIGI1il'1/r 
:): .12X1'l\'1IX1 
t ·u< t\ > • , 1?>:,, T < t< >,, 11x, · cL < r.·) ·, ?x,, r: < ~ >,, 11x, 'IJ< t\', , 11x, 'F < 1<>' ,¡ 1, * <ux, I~116:<1 l~i,fJX1 l~1~5X1Fl! .::!1~x,;--1 t .:¿,.1X1F11.21·lX1Fl1 .2) ) 

nn 11 r .i, !;111 r1t·u1111. uEu1rix 
flJ!.:f\1'\1(3(/),1():<~'//tlllU li:rliZ l1CL i''lf\LIOI. HUC!AL '1I•lrlOXr 

:l"C1lllLiiU t1C FLUJO llillltlO -~ 'd"/,3,¡,:;~!X1 'CMll<IO Dl FLIJ.JD MroXlliO = ' 
*'F?.3> 

f'ldUT ~¡, 1snt11r:, (f'l~IHT 
~ rr11,·t11i r < ~' / > , t ux .• • 1wc 1 ONES 111~ r.:EPURTES 
* 'H'l<lMT " '1.ll ) 

IGDLUC '1!!1lOX1 
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14000 
14'700 r. 
15000 
15100 
1:5::!00 
15300 r. 
15400 f. 
15!JOO 7. 
15600 r. 
1:;700 7. 
1:;000 r. 
15900 f. 
16000 ;( 
16100 r. 
16200 f. 
16300 r. 
11.400 7. 
1/,500 r. 
16600 . 
16700 
16000 r. 
16900 
17000 
1 '1100 
17200 
17300 
¡7,100 r. 
1?500 r. 
17600 7. 
!'7700 
17ll00 
17'(()0 r. 
18000 
lll!OO 
1l!200 
!O:íOO 
18400 
1G~OO 
18600 
18'700 
181100 
10900 r. 
1 '/000 
19100 
19200 
1 '1300 
J 'l'100 
.t?:;oo r. 
1 'l6()0 
1'1700 7. 
191]00 
1 '1?00 7. 
20000 r. 
:!0100 f. 
20:-~oo 

::!0300 
:.:?0400 f. 
~O:ioo 
:>0600 7. 
~'07()0 

::!OUOO i 
20900 
21001) 7. 
:!.ll 00 
21:~00 
21:~00 

~·1400 
:.?1SOO 
::?1600 
217{)0 
2ln00 
:> J 'JO() 

CU/lllON/11/1.1 ( J 20 l/G/M1tl/JJ/T<120 l 
lff/EULH Slf\CKrT 
f;Elll LOWER 

'***********'***********'***************'****************** 
* * * f·fWF'OSITO : 1 
1 LEER Y f\LHf\CENf\R LOS Df\TOS CORRESPONDIENTES 1 * 10 NODOS Y M~CUS f'f\Rf\ EL PROE•LEH.f\ DE f~E[IES DE FLUJO CON * 
1 COSTO Mil/ltlO CDllVEXO , * 
* . * ***************'***********************'******************* 

Itl!Cli\R 

READ 4rN 
A f"OP:Mi\T (IS> 

11=0 
SL11r:1..::~N+ 1 
il"tH1 
DO 5 1=1 rN . 

5 ne r ):.::O 

~/0[10 

., RE~D 6,I,DF1DS1CS 
6 Füfmf\T <I5r3F!O.Ql 

IF < !. EO, O> GD TO 3 
f.« I >~BF 
lF ( r.L<S<DS> .u~ .. 0001> GO TO 2 
1F ( [<!i .!iT, O,) GO ro 7 
J:;;Sl.1-"lCK 
1.m1rn~o 

UPf'Ef~:.:--I\S 

co:JT.::CS 
GO TO 8 

7 J=I 
J .cGL1\CK 
L.otJEl\~"o 

UF·PEJ~:..":BS 

CllSf=CS 

8 Cf\LL Oi<IllS< lrJrLOlJ[RrUPPERrCDSTl 

GO TO 2 

nr~co 

3 RCAD 9,¡,J,LOLJERrUPPERrCDST 
9 FUR~\T 12(~,Jf!O,Ol 

IF(!,[íl,Ol RETURN 

Cf\LL ORIGS(I,JrLOWERrUPPERrCOSTl 

GO TO 3 

END 
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22000 
22100 r. 
2:!::?00 
2::!300 
22'100 
22500 
22600 
2:!700 
2~000 

2::?900 7. 
23000 r. 
:?3100 '1. 
~3200 ., 
23;100 r. 
23•100 7. 
23:;00 7. 
23600 ?. 
23700 7. 
;!3000 7. 
:'3900 (. 
24000 7. 
24100 7. 
'.2·1~00 /. 
2·1.100 7. 
24400 r. 
24500 
::?·1600 
2•1700 7. 
2•1000 

;~5000 

2:5100 
25200 ~ 
2:5300 7. 
23•100 l. 
25;:;00 
25600 
25700 l. 
25000 
2:".iriOO % 
2ó000 
26100 
2éi200 
26300 7. 
2,S•lOO 
26:500 7. 
26600 
26700 
26fJOO 
26?00 
2/000 
27100 
2i':!OO 
27:100 l. 
27•100 
2i'JOO 
~7.'iOO 

:~7700 r. 
27000 % 
27'/00 l. 
:!IJOOO 
2UtOO /. 
:.!0200 
20300 /. 
:•u.100 
20~JOO 
20.'JÜÜ 

211700 

·suuROUTINE CONVEX CGN1l~LHIN1DELMnXl 
• -; •• ' .~- .. ,- .. ,~ ' '. - '< •• 

CIJHllON /Z/CPNEi;, Er'PllS/O/F < l :!Ol /Mil C 120) /D/.T,( l20l /P/PI ( 120) 
COIHIOll /C/f'lt ( 120l/!J/ll111/W[l/flELF / JWÍ/llPC 120 )/JtJÚIJlfr120) . 
CQMHUN /JWJIKL1KE .. . ... 
ClJIHHlll /l<Ef'llllT IJF·r<IllT 
DIHl.rl!JIL1tl L1~lf)(1~0)1LISU<l20) 
11/TEGEf¡ PI< 1~¡11,ll1 T, CYC 
LUG IC/'\L t!ISM/'\ 

. . 
:i * * * * * * * * t ***:t.:;,,******************************************* 
* * t PIWf'OSITO : * * ENCUNTRnR EL FLUJO n COSTO MINIHO CUANDO EL * 
t COSTO rn LUS Al<COS ES UW1 roNCIDN l.IllE/'\L o CllNVEX/'\ (IEL * * íLUJO EN EL ARCO. Lns FUNCIONES CllNVEXnS·SE UE~INEN EN. * L(l Sl/I<l<Uí!ll,) llFUN SE f'AraE [<E UN FLUJO F1ICTIDLE * 
* INICI/'\L EN EL VECTUR F Y UN ARBOL DE EXF'ANSION INI - * 
* CI/'\L, * 

·* * **'************************************************'******* 

HIITI/'\L 

r<EL.F = I<f.LMAX 
ITER(lC = O 

IFC IPRIIH.E0.2 lf'RINT :20; .DELF 

:?O FORMnT<1H114<1ldOX1'V/'\LDR'DEL C/'\MBIO DE FLUJO '1FB.21h * !OX134( '-' l l 

COST 

\:! COl!TH/UE 
[10 1 K = 11M 

CALL /IFUl/07 (K r fWLUS rflMIN, DELF) 

· /IPCK> = IWLUS 
flll<Kl = llMHI 
Cü1HIMUE 

C1\LL f<DDT (Sll1LIS(1>lISN.rc.cYC> 

DO :! l. = 1 rIC 
J.J = LI SIH L+1) 
l\=LHrnCL> 
IF < K .LJ, 0) GO TO 3 
It = OCKl 
rr<JJ) = PICII) HPIK) 
GO ro ::? 

3 rr = rc-K> 
PICJJI = Pl<!Il + flHC-Kl 

" CUNTINUE 

CYCLE 

CYC = O 

C(1U; i"SllRTM ( en:' J) 

!F < CYC ,LE. 0) 00 TO ..\ 
MISUt"~ :.--~ .Ff)LSE. 
JJ = J 

re 
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wooo 7. 
20')\)0 7. 
29000 7. 
29100 
29:.!00 
~~? 300 
29·100 
29:i00 
2 1J600 
29700 
2'7800 /. 
29900 
30000 7. 
30100 /. 
30200 7. 
30300 
30400 /. 
30500 
30600 
30700 
3()000 
30900 
31()00 
31100 7. 
31200 
31300 /. 
31400 
31500 
31600 
31700 
:l1800 /. 
31900 
;i2000 /. 
32100 
32200 
3:~300 
32400 /. 
32!.iOO Z 
32600 /.: 
32700 
3~!800 /. 
32900 
:l3000 /. 
3;5100 
:13200 /. 
33300 
:l!.·100 
J3:'500 
33,SOO 
:U700 
3;;ooo 
33900 
3'1000 7. 
:14100 
3•1:'00 
3·J:l00 
:1•1'100 /. 

:5..:lbOO % 

PATll 

6 K = PIHJJ) 
LISACIC> = K 
IF C K ,GT, 0) JJ = O<K> 
IF C K ,LT, Ol JJ ~ TC-Kl 
IF e JJ •Ea. J) GO TO 5 
IC = IC t 1 
GO .TO 6 

5 CONTINUE 

FLOW 

ITERAC = ITERACt1 

IFC IPRIHT.E0.2 l PRINT 21• ITERAC• <KrFCK>rHPCK>oHHCKlo K=lrMl 
21 fQf(MA 1 ( 1 (/) .1ox.' ITEf(ACIDN ',¡3, 2 (/). 1ox. '(\f,CO'. 7Xr 'FLUJO' .ax. * 'COSTU MARGINAL POR IHCREMEN-'o3Xo'COSTO MnRGINAL POR'. * ' DECREl1En-' , 1, 1 :!X, / K' , 9X, 'Fe K > ' , ?X, ' ro DE FLUJO EN cL 1iRCO K' * o6Xo'TU DE FLUJO EN EL ARCO -K'• 21/)r * C8Xr!5r~X,F11.2,1qx,F11.2,~ox,F11.2> ) 

CALL FLOCHG (LISA' IC, DELFl 

DO 7 L=irIC 
K = LlS>)(L) 
IF C K .GJ, 0) GO TO O 
K=-K 

8 CALL HFUN0711\ ollF'LUS, lltiIN, DELF l 

llF"<tO = IJPLUS 
Hll <10 = HllHI 

7 CONTIIJIJE 

DUf\L 

PBCJ) = KL 

CALL rnEHlTCNl 

cnLL ROOT <JoLISnrLISNoICoCYCl 

[1fl '7 L"1.IC 
J.J = LI3NCL+1l 
l\ ::: LIS(1(l.) 
IF C ~ .LJ, Ol GO TO 10 
II ~ LICKl 
f'!CJ.Jl "l'I<IIl + IWCKl 
GO TO 'J 

10 II " T<-10 
F"JCJ.Jl = l'!Clll + llllC-Kl 

9 CIJIJ!lWJE 

IFI If'll.lfff,IHc.2 >GO TO 2 

3 ·1700 f'IH llT 22, DEIS 
34(100 .,., FUf'(ij,)T( 2(1) .1ox. 'SOl.llCIUN FflCTIDLE ( t.:MII.l{Q DE FLUJO 
3.;yoo * / >', ¡, 1ox,51c'-'> > 

3:.;;~00 /. 
;i:.;300 

ct.LL Ctl'JOUT 

00 TO 2 

'rF!0,4r 
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3:;.¡00 .r. 
3~~00 7. 
35,rno x 
3!i700 
35800 " 
3:;900 
36000 
:16100 
36200 
:i6300 7. 
36400 
36SOO Z 
36600 
36700 7. 
361300 
36?00 7. 
37000 
37100 
37:>00 
37JOO 7. 
37400 
:17500 
37600 i. 
37100 
37000 i. 
37900 
30000 
313100 
38200 i. 
38300 
:l8•100 
30:JOO 
38600 
30700. 
30800 
30900 
39000 

[IELCHG 

COllTllfüE 

IF< IFºIUllT,LE,0 ) GO TO 14 
f'ld tlf 23 t DELF 

23 FrlRMl\f<lll1r3(/)r10Xr'.SOLUCION OPTIMA PAr(AEL V!\LOR [iEL CAMBIO LlE' 
* FLUJO 'rF0.2r /rlOX158C~-~)') 

IF( MISMA )00 TO 11 

C1~LL CNVOUT 

GO TO 14 

11 DELFA = 2,*0ELF 
Fºf<lllT 15r [IELFA 

l:J FDf<tltH(2(/ldOXr'L!\ MISMA QUE PARA EL CAMBIO DE 'rLUJO 'iFB,2 ) 

14 [IELF = DELF/2, 
1F < DELF , LT, liEL11Hl l GO TO 'J99 

IF( IPRit/T.ECl.2lPRINT 20, DF.LF 

ITERl\C = O 
11ISMri = ,Tf\UE. 
ou TO 12 

999 CONT fl!UE 
r'r: rUim 
END 



3?100 
3Y200 r. 
3'/300 
39400 
39::;00 
3'1600 
39700 r. 
39000 )! 
39'100 )! 
•10000 )! 

40100 r. 
40200 7. 
40300 7. 
40400 7. 
40::i00 7. 
·10600 7. 
40700 7. 
40800 7. 
40900 7. 
41000 r. 
41100 r. 
41200 7. 
•11300 7. 
•ll•lOO 
41500 7. 
41600 
41700 7. 
4 UJOO 1. 
41900 r. 
42000 
42100 
·1~!200 7. 
4;?300 
42400 7. 
42500° 
42600 7. 
'12700 7. 
42800 7. 
42900 
43000 r. 
43100 
4~l200 7. 
4;1300 
43400 
43300 
43600 
4:1700 
4:rn00 r. 
4:1?00 
•1•1000 
•14100 
•14200 
44:100 
•14400 
·H~OO 
•HbOO 
4'-/0() 
44000 

SIH<JmlJTillE l·"SllRTtl<CYCrJ) 

COMMON /C/PO<l201/P/PI<1201/U/M1~/Z/EPHEU,EPPOS 
t;Ul111llll /.JLIJ/KL d\E . 
J.1lllEll!ilUll Ll!)1i< 120) 1LISIH120) 
IN fEül:H f'll, CYG 

·~·······~********'*'**********'*****'1*••****'************ 
* * . 
1 PROP03ITO : ;¡: * ENCOtlTfiM< Ull CICLO NEli(JTIVO EN Ln l~En tlnRGI * 
1 N(JL, CfJMEll7.1iNJ1U t:llll 1111 (Ji)liOL l•oi!;J t:rl FAC f ll<l.E Y Cotl PO- * 
:;< lEtlCiroLES UI LOS 1/0I.10!i lH.JE VlllLMl UoG CntHllC!IHIES DEL * 
>: f'(1t;Tlll!Llll!1ll J11.'.L llUliL f'Alrn !ILllllt/US r.J<CllS tlll i\t)S!COS• * * Ef;TE nLG(J[<I Jt\U MIJJIH'JC(11 ITEl<M !W1t·IEO:llf[, EL !i!,[11JL !1A- :l< * S!CO Y LOS f"'llTE!jCJt\LES f'(1í;(J IJl:TUlEI< UNI\ SOLUC:ifJN OPTI- * * HA. SI SE EtlCIJENTf<A Ull C:ICLO NEG1)T!VU SE REGl~C:S!I CYC=l * 
* * ********'***********************************************'** 

SELECT 

20 CALL SHNSPHII1J1KE,DEL) 

IF (JDS<DEL> .LT.EPPOS> GO TO 40 

PIVOT 

t(L=PD <.J) 
!FIKL.EO.O)GO TO 100 

C!\LL ·DELTfi'E<KL) 

cnLL AllDTRE<l<E> 

DU(JL 

C!ILL RDOT<J1LISA1LISN1IC,CYCl 

!FI CYC.NE.O >UD TO 40 

[10 30 L~1.rCt1 
lI"L!Stl(L) 
P!C!l)=Pil!IltDEL 

;¡o CllllT !llLIE 
GIJ l O 20 

loo c·1c = 1 
f'l!CJ) " KE 

•lO Cllll r JtlUE 
1;1:rur<11 
Et/O 
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44900 
·15000 7. 
4!:i100 
45200 
·15300 
45•100 7. 
45,iOO l. 
4:5600 7. 
·1:;700 r. 
45800 r. 
45900 r. 
46000 7. 
46100 l. 
46200 7. 
46300 r. 
•16•100 l. 
•16500 7. 
'11S600 
•16700 
46000 7. 
·16900 7. 
47000 7. 
4l100 
47200 
47300 
•17•100 
47500 
4 71500 
47700 
47000 
47900 
40000 
48100 r. 
•10200 7. 
48.300 % 
48•100 
-48500 
•18600 
48700 
l\f)l]OO 
•IO'JOO 7. 
49000 l. 
•19100 l. 
•19200 
49300 
•lS'•lOO 
'l'J:JOO 
•1>'600 
•l'J/00 r. 
4'lfl00 
111)f)Q0 

50000 
50100 

~º~ºº 
!JOJOO 
!\0•100 
50!JOO 
!;OMO 
:;0100 

"ºººº ::.0900 

/. 

SUDROUílNE SHNSPH(J,J,KE•DELl 

COMl11HI /A/[}< 120 J /f</ r ( 120 l /G/rl dl/L/11( 120> /P/f'I C 120) 
C!JH11!1N /Z/LU/Cü, H'f'DS/ JlJl/111'' ( 120 J /.JW2/IUH 120 l 
IfllEGC:íi D•T 

*'******'*~**'***'''*'****'************'***'*************** 
* * 1 PRUPOS ITD : * 
1 Et1CllNTí,1iR EL ARCO M<MISil<LE C NO DriSICO l * 
* OUE TENGn EL VALO~ 11ns NEGATIVO DE * 
:r D = PC<I>Hl<~;>-PI<JJ, ESTO ES EllUI'JnLENTE AL CIHTERIO :X * !<[ rnmnM USU1\I_ Ell f.L nLGOíi!HIO SIMPLEX ( COEF!CIEN- * * TES DE COSTO 1;(J)-Z<JJ ) * 
* * *********'****************'*'*******************'********'' 
DE:L=9999 
KE=O 

TEST 

DO 20 l\=1 di 
I=O<Kl 
J=TCKl 
D--F'! ( I HHr·oo -PI.< J) 

IF ( nuS(U) .LT. EPPOS) GO TO 20 
IF ( D .GE, Q,) GO TO 1 
IF (D .GE. DEL J GO TO 20 
l<EL=D 
l\E=K 
GO TO 20 

MHIUS 

D = PI<Il - 'l~l(K) - PICJl 
IF(-0,GE,DELlGO TO 20 
l<EL=-D 
KE=-K 

20 COllTINUE 

FINISH 

so 

40 
5•· ., 

IF<KE,Eíl,O>GO TO 55 
IFIKE,GT,OlGO TO 50 
1= [(-¡([) 
J=O(-KE) 
GO TO •10 

.l=OCKEl 

.J=TCKEJ 
CONT.!NUE 
!F <DEL .13T, Q,) DEL 

flnURN 
lo]/D 

o • 
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51000 
::;1100 r. 
51200 
::; i:ioo r. 
51400 r. 
51500 r. 
51600 ¡; 
51700 7. 
51800 7. 
5.1900 7. 
52000 ~ 

52100 7. 
52200 7. 
5:?JOO i 
52 1100 X 
52500 ~ 
52600 7. 
5::?700 
5:1000 
52900 
53000 7. 
5:HOO 
53200 
53300 
53400 
5:3500 /. 
53600 
53700 7. 
::;3aoo 
53900 
5•\000 
54100 
54:!00 
5•\300 
54AOO 
54500 
5A600 
~j.J700 7. 
5.JfJOO 
54900 7. 
55000 ;.:: 
55100 % 
55200 % 
55300 % 
~J5•100 7. 
!J5500 ~/ 

!i5600 /. 
!)5700 /. 
~i5íl00 7. 
5'.5900 
56000 7. 
56100 
56~00 
56300 
56400 
~6500 
5.SbOO 
!:jlJ/00 
56000 

::;ur•1rnuT rnE: 11ruu < K .11Pu1s. HM rn • LlELF > 

COt!MOtJ /L/IJ C 120 l /ü/F < 120 l /K/C( 120) /N/CL< 120) 

********•it•••••••••t••****'*'***'***'**'***************••• 
* * 1 PRDPOSITO : * * Cl\LCULl'\R LOS CUS JO~; HMW lt1(1LES F.rl LOS l'\J~COS * * Hf\CI1i (\[1ELMHE Y í<EfLEJ1\LIO f'1il~I'\ Ulf C(1ML•IO llC FLUJO (IE * 
I [IE\_J: , * * EL ANAL!STI\ DFOE PROrORCiílNnk ESTA SLJDRUíINn. LI\ auE • 
1 SE f'f"ESEllrft n CONT!IJLJAC llHI Có1LClJLA LOS COSTOS FMúi UNI\ :J 
* FWICIUll cun11u.r JC(\ CON ·¡ El'll!NO CotlSTAIH<: HCK). ES DE - * 
# cm. JI = Jl(KHF<KlU2 • * 
* * ****'*********************'************'**************'**** 
IF «F<K> HELFl .LE. C<K» GO TO 1 
JIPLIJS = 9999, 
GO TO 2 

HPLUS= < H C K l * < F < Kl +CIELF >**:?-JI CK lSF < K l **2l /IIELF 
2 IF < <FIK> - llELfl .GE. CL(Kll GO TO 3 

111\Ill = 9'799, 
GO Tll 9_,9 

3 llMI N~ < H < K > * < F< K >-DELFl**2-H<Kl :t.F < IÜ**2)/DELF 

999 COIHlllUE 
RE IURM 
DlD 

CUMMDH /L/Hl100l/0/Fl100l/K/CC100l/M/CLC100) 

***************'**********t*******************************' 
* * * --r,or-·osno : * 
1 C1iLCULAR EL TEí<1111:0 DE L1i FlltlC!OI~ ODJETIVO :j: * CORRESPOH[lllHf~ nL l\RCO K Pnkn UNA RE[I EN Lt'\ QUE TODOS * * sus ilf(C.OS Tll:11EiJ UNA FUllC!Oól n¡: t:osro CU1iDí-:1iTIC1i • * 
* * *************t*'l********''*'**'**'*********'*t************ 

í(ETUJ1N 
END 
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- 56900 
57000 :r. 
57100 
57200 
57300 
S/•100 
57500 7. 
57600 :r. 
57100 7. 
57000 :r. 
57900 :r. 
50000 :r. 
50100 7. 
50200 7. 
50300 7. 
~13'100 :i:: 
5íl~i00 7. 
5U600 
513700 :r. 
50!l00 r. 
5llfJ00 ¡,: 
59000 
~9100 

5?200 
s?:-soo 7. 
5'7400 l. 
59500 /. 
~J9600 

59700 
59000 
59900 
60000 
60100 
60200 /. 
60300 
60•100 
60500 
60600 
60700 
60000 
60900 
61000 /. 
1.1100 /. 
61200 /. 
f1 l ~~ºº 
61•100 
61 :.rno 
61600 
61700 
61800 
61'10() :r. 
62000 
62100 
6~~200 
62~~00 

62400 
62~)00 

6'.!.6()0 
62700 

9UBRUUTINE ORIGS II1J1LOWER0UPPER1COST> 

CUlllllJN /l\/ll < 120>/Ll/T<120l/,J/F"OI120) /l;/C ( 120) /tl/CLI 120) 
Cll/H\IJN /1./111120) /M/U 11 :!O )/G/tt dl/O/F ( 120) 
ItlTEUER l·'U •O, r 
f¡f::c)l. LOIJER 

******SIStSliM**************************ISllSllSl****ISSlll 
* • * Pí<OPOSITO : * 
• CAPfl\R LOS nnros CUHRESrONDIENTES (\ UN nRCO * * COI~ FUllC flJrl lit t:miTO CIJlll!l:Xll Y LO~ ALMl\CGlf\ EN Utll\ * 
:1 Ll Sl 11 lll<llElltol•I\ COll EtlUMEl<o~CIUtl Cí<El;IENTE l'OR NOliO ora- * 
$ GEN , * 
* * **~******************r**'****'*************~**'************ 
llf'LUSl=tHl 

Hi°Hllll. 

JFC M.NE,O )GO TO 10 
DU 5 11 ~ loNPLUSl 

5 r-·oc II l = 1 

MOVE 

1 o 11 = M + 1 
Jl'l.USI = 1 + 1 
no 1~ II = !PLUSloNPLUSl 

15 f·'l)( l Il = f'O C t l ) -~ 1 
Jr( PUCHU.or.n )GO TO 25 

.Ml-'01 ·= ti - POC I+ll 1· 1 

l•O 20 L=1.tlPIJ1 
K=tl-L 
OCl\HJ·"O<K> 
Tl~:!-ll=T<K> 
CLC 1' /-1 J=CLIKl 
CCKttl=CCKl 

20 l/CK·/·l>=H<K> 

AHC 

2:5 K=F'OC 1+1 l -1 
IJ(t() = I 
TCKl=J 
CL. < t: > = LOIJER 
CC O.) '" Uf'F"ER 
11<10 = CUST 

m:TUrm 
EML\ 
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62BOO 
6:??00. r. 
630()0 
63100 
63200 
63:!00 
ó:l400 r. 
63!.iOO X 
63600 ;. 
.S3700 7. 
63000 ;. 
63900 r. 
6•\000 ;: 
64100 7. 
64200 ;. 
64300 ;. 
64400 
6·1500 r. 
64ó00 
64700 
64000 r. 
64'100 
65000 
65100 
65200 
65300 ;. 
65400 
6!J~OO /. 

SUDíWUTHIE FLOCllGCLISf\r lC.tff) 

.CDllMOIJ /Ulr< l;?Ol/G/Hdl 
r.ut111or1 /llCl'Of( r; ll'IHNT 
[!( llE!IS I UN LI Sf\ ( 120) 
llEf\L HF 

*******•*******'*************''**************************** 
* * * FTWF'OSITO : 1 * CriHllif\R LOS FLUJOS EN UN.CICLO O TRl'\YECTO - * 
* Rif\ < LISf\ l , * 
* * **************************************'******************** 
IFC IPRINT.E0,2l.?RINT 1 

1 FDíiltf\T(2(/) .iox. 'ARCO DEL CICLO', 12X.'FLUJO DESf'UES DEL, CAMBIO', * /114Xr'K O -K't27X1'F(K)', /) 

DO 100 L=lrlC 
r:=LISA(Ll 
IF ( K .ar. o ) GO ro 90 
F C-K > =F C-1() ··MF 

Ir< IPRINr.E0,21 PRINr 21 K1F(-K) 

6~600 2 FORHnr<14X1I6120X1Fllo2) 
65700 00 TO 100 
6'.i800 7. 
.S5900 ?O CONTJNUE 
66000 FIKJ=FIKJtMF 
66100 (. 
66200 IFC IPRINT,E0.2 ) PRINr 21 K1F<K> 
66300 ;. 
66400 100 CUNTINUE 
66~00 ;. 
66~00 RETURN 
66700 EtJD 
66800 
6,~'100 

67000 
67100 
67~?00 
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67300 
ó7400 :r. 
67500 
67600 
67700 
67000 
67'100 
68000 
60100 
60200 
611300 
60400 
68500 
68600 
60700 
68000 
60']00 
69000 
69100 
b'l~OO 

6'1300 
69400 
69300 
69600 
69700 
69800 
6'1'700 
70000 
70100 
70:?00 
7o:ioo 
70•100 
70500 
70600 
70'/00 
70000 
70'700 :r. 
71000 
71100 
'J1200 :r. 
71300 
71400 
71~;00 :r. 
/1600 
71700 
/1000 
7HOO 
7'.?000 
7'!100 
7~!200 

72300 

li 
7. 
X 
7. 
r. 
:r. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 

l. 

% 

l. 

7. 

7. 

101 

103 

106 

SUI•fiOUT HIE CNVOUT " 

Cot1Mlltl /li/11' N/f'/f'I ( 120) li".IC < 1 ;!O) ll.111< l20) /tl/CL< 120) 
CUtl!IOM /IJ/r ( l:!O) /C/f'II( 120 l /(\/0 ( 120 )/l)/T ( 120) 
INTJ:GER O• T, PO 

********•**'****•******3*'**************'****************'* 
* * if. FTWf'OS !TO : * * IHPfnMrn Utl(\ SOL.UCION ( Ff\CTIBLE u OPTlHt' ),:j: 
;: Etl ESTA SLJ[lfiUTINt1 SE 11!\CE EL LLt)M!\ltll ltE LI\ SlJ[lfWTINI\ )je 

• COSTUF • L(\ CUl\L UEBE SER PHOPURC!ONnDf\ POR EL nNnLIS- * * Tn , . * 
* * **''*****************'*****************************'**'''*' 

PR!NT 101• <I,PI(!l1PO(Il1 I=11N l 

FORMf\Tl2(/)plOX,'NOD0'15X.'POTENCIAL',5X.'nF~NTnDOR Hncrn l\TRAS'• * ¡, 12x,'1',l]X,'f'ICI)',15x,'PBCI)',2(/)r(8X1I5,2XtF11.211SX115) ) 

PRINT 103 
FIJllH1YT (//. lOX. 'ARCO', 4X. 'N. ORIGEN t. ·lX. 'N. TEfiM!tlnL' .sx, 'cor., INF •• 

* .sx. ·coTn SUP.'06X•'COST0'1BX•'FLUJ0•,4x,•cosro DEL FLUJO'•;, * l:!X, 'K' r7Xt '0(1\)' t t/Xr 'T (t0 / r9Xr 'CLCK) 'r 9X t 'C<t\l' '!OX P 'H(K) '19X.r * 'F(l') I, / ) 
COSTO'f = O, 
DU 110 K~l,11 

Cf\LL COS07FIK1COSTOK) 

PRHIT .\061 KoO(J\l •T<Kl 1CUKl rCllO rMllO ,FllO 1COSTOI< 
Ft 1i\'d1~T <OX, !~1i.1X115, B:<, IS 13XrF11. 212XrF11,2, 3X 1Fi l 1:2r 2XrF11. 2r2Xr * Fi:-.J. ;! > 

COSTOT = COSTOTtCOSTOK 
110 COll'fHlUE 

PRIHT .\O?o COSTOT 
107 Füf<iltl'f( 1(/),7.\X• 'COSTO TOT1iL DEL FLUJO '1F15,2 > 

f<ETUfHI 
EllD 
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72400 
-72~00 )! 

72600 
72700 
7:'800 
72'f00 Y. 
73000 )! 

73100 Y. 
73200 7. 
73300 7. 
73400 Y. 
73500 r. 
7~3b00 /. 
73700 7. 
7J800 r. 
n?OO 7. 
74000 7. 
7•1100 r. 
7·1::!00 r. 
74300 7. 
74400 1. 
7·1500 
74600 
74700 
74000 
7 4'/00 
75000 
7510() 
7S200 
75100 
75400 
75500 
'15600 
i'5/·oo 
7'.:;800 
75'/00 
76000 
76100 
76200 
76300 
76400 
76500 
/6500 
7!1700 
761100 
7 .. '>'700 
77000 
77100 
7/:-!00 
77300 
77400 
71~0() 

'77600 
/J700 
7 71JOO 
7/900 
7UOOO 
lll100 
70:'00 
7B300 
70400 
'?U~·JOO 

7(1/,00 
70/00 
71Hl00 
711900 
79000 
IY100 
79200 
7?~100 

r. 
7. 
7. 

7. 
1. 
7. 

X 

l. 
r. 
r. 

1. 
/. 
7. 

1. 

7. 

r. 

90 

:;o 

10 

17() 

-- -------=---'-• -----=--=---,=-

~iU[<[(ÜlJ íINE [(0DT ( rnuor ,¡_ ISl'lt LI!ill> IC, CYCl 

CUHHUN /ll/ílll201/D/T(1201/C/PP(120l/D/rF<120)/F/PR(120l 
urnu1:;wr1 Lrn••< 1:!ol ,usr1<120> 
INTLGEH U1TrPDrPFrPRrCYC 

**U Ut.U·:t* nnnHi;: UUHH .• **** UH************U******* 
* ~ * · PROf'O~ITO : $ * EtlCílNrnAr, LI\ LISTI\ DE MiCOS (L!Sll) y LA LIS * 
:;: TI\ DE tllll!OS <LIStll ClUE E'.lTó1ll U-1 [L SUMl~l<UL (l\RDOL> 1 * li1"!13!DO CllN rrn1z Et-1 EL Nll[IU rnoor • * 
1 LI\ SECU[NC!ll flE NUDUS ( nRCUS 1 EH LI\ LISTll CORRCSPON- a * ,, UN 1c1.-cmm ![10 • 1-'REOIU•EN • Etl EL l\í<l<OL. SI LOS l\PUN- * * l 1)[<Ul<ES flETECTl\tl UN CICLO 1 SE Hl1CE CYC=i , Ji< 

* * *''*************'****************'***'****i*****'********** 

INITil\L 

II=IROOT 
IC=O 
u sr1< 11 ~ rnoor 
CYC=ú 

FOillJl'lRD 

JJ=í-'F ( I I> 
!F<J.J,ECl.OlGO 

itDDLST 

IC-=IC+1 

TO 

Llói1i(!Cl=PL«JJ) 
Ll~ill< ICI 1 >=J,J 
I I=J.J 

10 

JF<Il.Eíl.!RUDTIGD. TO so 
GO 10 ~'º 

!F( 1 r. rn. moor > GD TO 40 

RIGHT 

.J.J=F'í< < I I > 
IF<JJ,[ll, o ) GD TO 110 
Gtl ·¡u 20 

!<l\CK 

110 K=Pfll!I) 
JF ( K, G í ,Q)GO TO 150 
l.l='I <-Kl 
00 TO 160 

150 II=O<IO 
160 r.otlT!NllE 

t F< ¡¡ . u1. rnnon ou TO 40 
Gli TU !10 

00 C'iC=l 

40 Cf.JHTitlUE 
td:rura1 
Eflll 
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79400 
79500 r. 
7'1600 
79700 
nooo r. 
7'/'100 r. 
00000 r. 
00100 r. 
BO~OO r. 
oo:ioo 7. 
00•100 7. 

ºº~ºº r. 
ºº"ºº r. 
00700 r. 
00800 
80900 r. 
01000 r. 
81100 7. 
81::'00 
0130() 
01400 
81500 7. 
O!óOO 
01700 
81800 
81900 
82000 
82100 7. 
u~~rno 

02300 7. 
82400 /. 
02500 7. 
f);~f,()Q, 

u:~7oo 

82800 
82'100 :.: 
D3000 % 
03100 7. 
83'.~00 

IJ3300 
83400 
133500 /. 
03600 
0:17()0 
U3UOO ., 
83'/00 
ll·lOOIJ 
0'1100 
fJ1l200 
fl•1300 
ll·1'100 
0•1500 

10 

:20 

30 

40 

SU[<r;OÜTINE CIEL THF. <KL> 

CUMMON /A/0(120)/B/TC120)/C/PDC120J/[1/PFC12Dl/F/PR<l201/U/MrN 
INTEGEf\ U r T d'll r F'F r f'fl 

*********************'**'.'****'**********************'**** 
* * 1 PRllPO!HTO : 1 * OUI rAR UN AíiCO [l[L AR[<UL y ncrunLIZAR su * * RErRESENfAGJON EN TERMINUS UE LOS nPUNTA[IORES DE * * ' TtlES Ef!OUEfAS ' , 1 

* * ''~****'****'***************************.************'**'** 
If( KL,LE.O IGO TO 20 

rnrrnAíw 

!L=O <KLJ 
.JL=T CKLI 
GO TO 30 

IL=TC-f(LI 
JL=O <-~L) 
lf ( r·r< JU .N~. JLI GO TO •10 
PF < I LI =f-·r' C JLI 
GO TO 80 

L=PF < ILI 

RIGHT 

:JO C()/IT HllJE 
IF<PRILl.HE,JLI GO TO 90 
F'li < L) =Pf¡ C JL 1 

DELETE 

LlO Pfl( JLl=O 
fTi( JLl=O 
GO TO 60 

90 L=f'F~ ( L 1 
00 TO 50 

60 HETlmN 
EtlD 
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04600 
ll.\700 7. 
84000 
U4'700 
U:JOOO 
8'.JIOO 
O~i:.!00 ~ 
O~J300 i. 
IJ5'100 i. 
05500 :Y. 
O::;óOO :r. 
05700 .. , 
H5000 7. 
85900 i. 
86000 ;( 
86100 :Y. 
86200 :r. 
06300 i. 
86400 l. 
o.~::;oo 

86600 
86700 
D.'tüOO 
06900 i. 
87000 
87100 
87200 
87300 
1)7400 r. 
87500 (. 
011.00 i. 
B7700 
137800 
87900 r. 
80000 % 
88100 f. 
Otl200 
00300 f. 
ü0•100 
80500 f. 
80600 
Bll700 
OBBOO 7. 
00'100 
fl9000 
IJ9100 
0'7~~00 

G'7:!00 
l)'/400 
ll9500 
8''600 

SUDRUUTINC nDDTRE<kEI 

co1111m1 /i1/0 ( 120) /[</T ( 120) /c/f'B ( 120) /[1/f'FU:!O) /F/PR ( 120) 
cm1111111 ;n;~·t•< l:?OJ/G/11,11 
11r1iEWillltl L u:n<t;'o> .t.1~a1<1201 
HllL!ill.; ¡¡, r,t''l1,f·f,f·¡~.¡·¡1,f·D1,DJ 

****'****''******'**'*J******************'*'************•** 
* * 1 PROPU~ITO 1 
• nGREGnR EL nRCO KEIIE•JE) n UN DOSOUE • * * LOS NOlHJS H: Y JE l>Er•r:f<till ESTr.í< f.tl l<IFEf<ENTES t~RUOLES 1 
* y EL tlUl•O JE l<El<t:Rn LlEf( f<nil DE UN l'IRDOL • ~. 

* 'I) 

***********l*********S****'*******'***llll*************SSll 

FOf~WnRO 

IFCKE) 1'5rl5,20 
15 lE=T<-KEl 

JE=IJ<-KEl 
GO TO :10 

:!O IE=Q(¡..:E> 
JE~T<l<El 

30 lf"(f'F<IE),CQ,0) GO TO 40 
F'l~<JE) = PF(IEl 

BnCI< 

10 PFUE) JE 
F·!J( JE l !<;E 

DEPTll 

f'DnDJ = PD<IEI - PD<jE~ t 1 

CALL RDDT (JE,LISn,LISN,!CrCYCI 

DO 50 I = 1t!Cf1 
f'il(L!Stl<ll) = F'D<LISNI!)) + F'DADJ 

50 cmlTINIJE 
f<E rtll<N 
ErlD 
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- -~--· =-e -

1.1?700 
11'11100 7. 
U'l'/00 
'10000 
\10100 
'10:!00 
90300 r. 
'10·\00 r. 
'10~00 7. 
'10600 r. 
?0700 r. 
'10000 7. 
?0?00 7. 
'11000 r. 
91100 r. 
?1200 r. 
91300 
9 t-100 
9!SOO 
91600. 
91700 
? rnoo r. 
91\100 
C/:_!QQQ 

92100 7. 
9~~:?00 
172300 i. 
92400 
92500 ¡: 
92.SOO 
\12(00 
?2000 
'/2900 
'13000 

!iUf•IWlJT!llE HiE!llí<ll) 

Cillltlutl /,'¡/Q( l "º l /1.1/T (!;:o l /C/PIJ ( t:!O) /[1/t'F ( 120 )/F /PR<120) 
l:iJl\lllJI/ /11/f'[I( 1::0) 
ltllll.llSllJ// L.1!;,)(100) .t.ISll< 100) 
rnri.:uu; o. r.i·t1.i·r.i"r(,po 

uutut.n:; i:t.t n n.1; t•t"'****'·:~·t 1u:t::1<.t:n.i:*:t.i::n=~:1:ti:.t·t•u·t:.ti:i::I: 

* * * PROPOSITO : * * TENIUJfr(] Cotmcrncr::nrn DE LOS (IF'IJNffll)llllES * 
.¡: 11,·,r.1 (1 (1 [i;1iS. Cflll'.; mu¡" L1i f;ErtilcSENTl\C!ON llE APUNT1'1DO- * * í<ES l•f. ' TRES ET !LllJL::TMl • , * 
* * 
•ttlttf**'***•****'1'******'**~****ª*****'******'***'****'* 
Dll 130 I l ,/·I 
f'F(I) =O 
fT;<I> =O 
f'[I( ! ) = Q 

00 CIJll r ltlUE 

DO 10 I =111! 
IF <P!tCil ,Ea, Ol GO TO 10 

cnLL nDDTREIPBIIl) 

10 CONTHIUE 

l~ETURH 
EllD 

172-
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A)'ENDICE B 

ALGORITMO DE RESOLUCION Pi\RJ\ REDES DE FLUJO CON COSTOS CONCAVOS 

B. 1 AL GORITHO DE DESVIACIONES PARA RESOLVER REDES DE FLUJO CC'N -

COSTOS LINEALE.'3. 

En este secci6n se presenta un mitodo para resolver problemas de 

redes de flujo con costo minimo, al cual se le conoce en espaüol 

como algoritmo de "desviaciones", debido a que el proceso dismi­

nuye las desviacioncH que existen entre un flujo actual dado y -

el flujo 6ptimo. 

Este algoritmo no requiere factibilidad :Í.nicial primal ni dual, 

consec11cntemente, es un algoritmo primal-dual qttc puede comenz::ir 

con 11na soluciGn que solo debe satisfacer la conservaci6n de flu 

jo. Esto proporciona flexibilidad parn comenzar la soluci6n en 

contraste con los ólgoritmos primnl o Jual. 

Es po;;:i.blc usar un 1irbol base para hacer m:Ís eficiente el al­

goritn10. Esta idea He sigue en el algoritmo prcc;cntado aquí. 

B. l. 1 Red No,\elo 

La rcrl 1noclel6 c1ue u~n el nlgo1:itn10 de <lcf~vincioncs es una 

red circular, eo decir, todoo los flujos externos de nodo se de­

hcn 1:eprcs0ntnr poi; at·cos. En la figur;1 B . .ln se presenta nna red 
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e o ri sus par ú ni et l: os de ar e o y nodo y en 1 a f 1. gura B . lb sé m ü es t r a 

la red circulatoria ~quivalcnte. 

!O, 1, -1) 

10. -2, 11 
. (a) 

(/J¡, b.¡JI 1il 
k,1:,/1,t) 

1-5,0.01 

_____ 1n,_;~~. 0)----------------·--
lol 

Figura B.l 

Ejemplo de ,Rcid Modelo para el A.l.goeitmo de Jle,;viacioncs 
(a) Red· Original (h) Red Circul.ntoria Ec¡ui.v:11cntc 
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La xcd circulatoria se obtiene definiendo un nodo fucnt~, no­

do 5,_. y. un.no.do_ sumidero, nodo 6. Todos los flujos externos posi:_ 

tivos de un nodo i generan un arco <l~l. nodo fuente al nodo i. Pa 

ra_ el flujo externo fijo, lns capacidades m1uima y máxima del ar 

co ~e~erado. son iguales al valor del flujo fijo y el costo igual 

a cero~ Para la holgura del flfijo, la capacidad m1nima es cero y 

la capacidad máxima es igual a la cota del flujo de holgura. El 

costo del arco se iguala al costo del ~lujo de holgura. De mane­

ra similar, los flujos externos negativos se. representan con ar­

cos que terminan en el nod~ sumidero. 

Por último, se genera un "arco de retorno" del nodo sumidero 

al fuente con capacidid inferior cero, capacidad máxima muy gra~ 

de, y costo cero. La finalidad de este arco es proporcionar la -

conservaci6n de flujo en los nodos fuente y sumidero. Puesto que 

se ha eliminado el flujo externo en la red, la cantidad de flujo 

que sale del nodo fuente debe ser igual a la que entra al nodo 

sumidero y la misma que pasa a trav6s del arco de retorno. 

La subrutina READOK le& los datos de la red tal como se dcs-­

cribi6 en la secci6n 3.7 y convierte la red original al formato 

descrito arriba. Note que se generan tantos arcos artificiales -

como flujos externos haya en la red. PuC!sto que la impk<:;cntación 

clfisica del algoritmo Je <lesvinci.nes no contempla una C!numcra--

ción ordenada de los arcos, no se requiere la subrutina ORIG~ 



ALGOllITMO>REl\DOK 

PROPOSITO; Leer y grinrdnr los <lotos co 

rrcspon<lien.te.s o nodos y arcos de lo -

red y Creai: .la representncion (red Ci!_ 

cu.lar) .que usa el Algoritmo de Desvia­

ciones (OUT-OF-KILTER i\LGORITH}O. 

l.INIT1AL. Se inicializa el número de 

arcos en ·cero, M:=O. Se lee el núme­

ro de nodos (N) y se definen los nodos 

fuente (SOURCE) y sumidero (SINK). 

2.NODO. Leer el conjunto de d~tos co-­

rrespondientei al nodo I. Tales da-­

tos son: el flujo externo fijo-BF, 

la cota superior del f:lujo externo -

de holgura BS, y el costo CS ·para el 

flujo externo de holgura. Si el con­

junto. de datos esta en blanco (I=O); 

ir al paso 3. Si el flujo fijo es e~ 

ro, ir a paso 2a·. 

Por el.contrario determine el signo 

del flujo, Si es positivo, genere un 

arco del nodo fuente al riada I con -

capnc:i.dades mínima y máxi.ma iguales 

a BF y costo igual a cero. Si es ne­

gativo, genere un arco del nodo I al 

nodo sumidero con .los mismos parfime­

t ros del caso positivp, 

Za.Si el flujo de holgura es cero, rep~ 

tir el paso 2 ... Por el ~ontrario, de­

termine su signo. Si es positivo, g~ 

ncrc un arco del nodo fuente el nodo 

I, con capacid~cl minima cero, capac! 

dad miíxi~:'.l ig1.1:il nl;iITujo d.e holgura 

y costo igual al costó del flujo de­

~10.lgurn. s:i:.'.e~· n~~n~t·i:~6-~_ genere un -
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arco del nodo dl nodo numiJer~ con­

los mismos pat~metros del caso P?S! 

tivo. Repetir el paso 2. 

3.ARC. Leer el conjunto de ~atas co-­

rrcsponclientes al arco (I, J). Tales 

datos son: capacidad ln:Lnima (LOWEl<), 

capacidad m&xima (UPPER), i el cos­

to por unidad dq flujo (COST). Si -

el conju~to de datos esti en blanco 

(I=O), se ha c~mpletado la lectura~ 

de datos; crear el arco de ret.orno­

(un arco del nodo sumidero al fuen­

te) e ir al paso 4. En casd contra­

rio, incrementar el número de ·arcos 
< 

en uno y guardar l~ iriformaci6~ del 

arco. Repetir el paso 3, 

4.BZERO. Hacer ~ero tód~s los flujos~ 

externos fijos [B(I)i=Ó), i.os poten 
t ... ·. . ,.._: . ..-

ciales de nodo (PI(~):~O), y tddos~ 
4' 

los flujos [F(K) :=O). Re,gresar. 

¡77 
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n.1.2 Nud.iio':1.tc.Pror(~.:11n¡icilin Line:il 

Süpucs{on ·1:.a.dos·ll113 flujos c~tcrnos igual u c~cro y que se 

dCbc sat.in.hlC.cr Ía ·co;i.~cr.vación del Uuj o cm cndn notlo, 1:a f 0 r­

mula~i6~--cle' llt'.svincionbs comomoclelo de pr.·ogramnción Lineal ti~ 
ne la f~r.r.lh. siguicnte: 

m 

Min; L hk Tk·. 
k'= l . . 

s. a. ¿ f:k L:: f 
k o i 1,. .. , n 

kio:m. keNO. 
]. ]. 

fk > Ek k 1, .... ,m 

fk < ck k 1, ... ,m 

Se recuerda de la secci6n 1.6 que una de las restricciones de -

const'r.vación de f1.ujo es reduritrinte. Note que en la formulación 

anterior no se restringen los signos de ~k o ck' sin embargo se 

suponctr5 q~e O < ~k 5 ck. 

Par a : o n;; 11 la ·r e 1 d u a 1 d '~ es t: e HP L se as ocia 

ci6n Je conservación d~l flujo para el nodo i, 

:r. 
]. 

wk 

con la rc:;tri,f_ 

con la r estd.c 

ci6n fk? ~k (la cual se maneja como -fk ~ -~k para el propósi­

to de tomar el dual), y 5k con la restricción fk ~ck. Entonces, 

el dual de la formulaci6n del algoritmo da desviaciones est5 da 

do por: 

m 

¿ ~\. Ek 
k=l 

ll. 
J. 

{<\ > 

,5k > 

Libt:e ir.N 

o k~H 

o k. r. l·l 
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Pues to que una de 1.1s -.rcsfrfcciones de-i prim<ll--'asoéitl·das. con- JI 

es n~dundantc, también una. de- las ~ariablcis.dÜale; ll'es i·~dun-

de_-.optimalidad se d~ri,,atf~~n i~:..:i .s imi.lar 

al Capítulo l. Por corivenieriCüi se d'eú~~ ' 

dante. 

Las condiciones 

Dada una soluci6n F al problema primal y uria soluci6n dual pa~ 

cial !!; entonces, se tiene que las dos soluciones son optimas -

para sus respectivos problemas si se dan las siguientes condi­

ciones. 

l. Friétibilidad primal. 

(a) Coriservaci6n.del flujo en 

(b) fk > .C:1¿ _para todo are.o k 

(e) fk' < ck'. para to.do arco -k: 

2. Factibilidad Dual~R~~triitgi~a 

3. Holgura 

(a) dk 

(b) fk 

(e) fk 

Nax:Jo,dk} 

Nax: {O,-,dk} 

complentaria 

o p a'ra o < 

Ek para dk 

ck para dk 

fk < ck 

> o 

< o 

cada nodo 

Antes se menciono que el algoritmo de desviaciones requiere 

un flujo inicial que satisfaga la conJ~cLpon l(a), pero no ne­

cesariamente la con<licion l(b) o l(c). Los potenciales de nodo 

(variables cluales TI) iniciales son ar\JiLr;irios, de rnanera que la 

contlicion 3 difícilmente se s:.itü;face. L" con<lición 2 no se 

usa en el algoritmo pero es muy Gtil para el an~l isis de sena! 

hil:Ldad poster.i.o.r a la oh timalid;1<l, e1 <:11.-1 L, no sr' cstud-ia aquí. 

El algoritmo procede vnrinncto los fJujos y los potenciales 

en foi:111a tal que todon Jus arcos ,;e mu,,van hacia 1.;1,1 condic:io-
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nes • 1 (b) , Y. J,Se garant:L;.,l ~i1a 
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,. 
nu-

- ; ~ .. : -- -- . _.. ,~ ' - ---

mero finito de iteraciones si exis.tn'u~.~ s6Tu~i6~'f.'ti~tibl~.·s:i. 

no hay· solución fnctible, e1 

situación. 

B. 1. J Estad os :con.i:ol:mab les ( "KIL'rER STÁTES 11
) 

Una vez que se hayan definito los poten~iales pata cada 

nodo i (ni) y los flujos para cada arco k.(i,j), es posible de­

terminar el valor de dk para cada arco. En el Cuadro B.i se <l~ 

finen los posibles estados en que un arco se puede encontrar. 

Note que un arco es conforlllable (sin desviación) si'.:¡¿·:;: fk::: ck 

y las condiciones <le 6ptimali<lad J. se satisfacen. Si el arco 

no satisface las condicione~ de optimalidad se dice que est5 -

en un estado no conformable .(con desviación) . En la l"igura ll. 2 

se vuelve a resumir estos estados eonformables, pero ahora cs-­

quem5ticamcnte para facilitar ~u compretisión. Conforme se cam­

bia el flujo en el arco este se mueve, hacia arriba o hacia -­

abajo, sobre una columna específica dependiendo de que f aume!!. 

te o disminuya. Conforme se cambian los n del arco (o equiva-­

len temente <lk)' el a~co se mueve h~cia la izquierda o hacia la 

derecha .a lo largo de un renglón. 

Cuatlro B. 1 ESTJ\DOS CONFORMABLES 

Estado d f ¿Conforrnnble? ¿Pocqué? 

Cl d > o f : si satiGfac.c 3(b) 

13 d. o 
= 

< - f < e si s.:ltisface 3(;:i) 

p d .< o f. e si sntisfnce J(c) 

C! l ci Y· o f .< : no vio 1 a l(h),J(b) 

13 l d o (' < ·e· no vio ln l (b) 

P1 d < o f < e no viola Je e) 

ª2 <l ·> o f c·· no viola 3 (b) 

132 d ,-- o f> e no viola 1 e e) 

p2 d <.'· o f > c no viol11 l(c),J(c) 

--------·-----------------·------·----·-----
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,-':,::'.:, 

Cada c·cldt1·.:·:·d·e·~.··1,a· .. B;·zn cor.responde ª· tina_ sµbrcgión .µar):i. 

r _:·-r 
.S~: -n---

o 

(h) 

F.igura B. 2 

Rcprc.scntaclón <le los ristados Conform:ihl"o ("Kiltcr Statcs") 
(a) Pictórlca (b) Br~fica 



cómo ·ejeníplo, ·considere la:oi.soluciones factibles Je la r'igu-, 

ra B.3 •. E1~ cada solución adcri\as ele. los parámetros se indica el 

estado en que se encuentra el arco. El lec.ter. puede ,;,erificar -

cada estado facilmente. La sotuci6n ele ·1.a ·Figura B •. 3a no púede 

ser optima· debidÓ a' que los arcos 3 (c\3 = -11; f 3 = O ;;,> p
1

) y '--

8 (de = 2, fa = 2 =; a 2) so; nb é:o1~formables. La solµCi6n ele la 

Figur.a 

bles. 

'-------------~(~3·~º~·~.)0,0) ·--'-~------~~·~-' 

v 
p '\.• 
''" {'\.-· -'J 

9 

(o) 

,._, 
·o ~ .. , 
> '•?! 

n.o. 100.0¡ ll -------------·-.. --~-~------------·---
\b) 

Figura B.J 

Dos Soluciones pura una l!ed Ejemplo 
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Ahorn se describe una serie. de procedimientos que produ~ir&n 

el Óptimo o una indicación .de no factibilidad. El ali;oritmo f~TS!_ 

bal es KILTER y tiene tres ·portes principnles: 

l. Encontrar .un ·arco no conformable. 

2. Cambiar 1os flujos en la red (manteniendo constantes los po­

tenciales) para mover al arco a un estado conformable. 

3. Si el cambio de flujo no tiene exi to, se mantienen constan-­

tes los flujos y se cambian los potenciales de nodo para ha­

cer conformable el arco o permitir. mis cambio de flujo. 
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J\LGOR ITl·IO KI LTER 

PROPOSITO: Da<lo uh flujo inicial que 

s~tisfac~ la conservación de flujo' y -

potenciales arbitrarios en los no<los: 

este algoritmo modifico los flujos y -

potenciales en los nodos hasta obtener 

una solución óptimo. Si no hay solu--­

C.ión fact·iblé, se ¡;egresa INFEAS l. 

l. INITIAL. A,s~gnéir a k
0 

el valor 1 y -

a los indicadci.res de solución óptima 

(FIN) y Üo .. IacÚbiÜdad un cero. 

2.FIND. Determine si.el arco k es COE_ 
o 

formable ... s1··no 0 regresar lOs nodos-

origen (i
0

) y terminal (j 
0

) de k
0

, -

la dire~ción del cambio de flujo (CH 

1 so es un incremento, CH= -1 sí­

es dismunición), y lo cantidad de 

flujo a cambiar nGccsaria para hacer 

el arc't:i k
0 

L'.onformable; ir al poso 3. 

Si k
0 

es conformablc, encontrar un -

arco no cor•ormable y regresar lo ÍE_ 

formación mencionada. Si todos .los -

arcos son conforrnables (FIN=l), re-­

gresar con la solución óptima. 

3.FLOW. }~nteniendo ~onstantes los po­

tenciales de nodo, tratar de cambiar 

los flujos en la red paro mover al -

arco k hacia un ~stado conforrnnble. 
o 

Si esto es posible (INF=O) regresar 

al paso 2. Si es iinposib le (INF= l), 

ir nl paso 4. · 

11.POTENT. Hanteniend.o constantes los -

flujos, tratnr <le c;1mbinr los poten­

cinles en J.0~ 0 11odos. p~ro mover al a~ 

co k hacia un. estado ·co.nforiuab1e ·. -
() 

184 



o permitir mfis camb_ios- de· flujó. Si se_ 

cnmb ian -- los pot~ridafos Y el arco k
0 

se convierte cn_·coi-iformilblC, regresar 

al paso 2. l'o~ ~l ~ontrario, regresar -

al paso 3. -_SLno- se puede cambiar los 

potenciaie.s;':no hay solución f:.l.ctible 

al problema Ú flujo original (INFEAS 

= l}. Regresar. 

B.1.4 Cafubio de Flujo 

18 .5 

Primero se estudia un procedimiento que intenta mover a un 

arco de un estado no conformable hacia otro conEormable, cam--

biando los flujos en la red mientras se mantienen constantes los 

potenciales de nodo. El algoritmo de Desviaciones supone que hay 

conservación de flujo en cada nodo. Si la solución inicial sati~ 

face esta condición también lo harán las soluciones subsiguientes 

debido a que el flujo siempre se cambia en un ciclo. 

Pór ejemplo, considere el ciclo M 
c 

(-3, -6, -4} de la Figu-

ra B,3a. Un cambio de flujo de una unidad en este ciclo produce 

los nuevos flujos f
3 

= l, f
4 

= 2 y f
6
= O, mientras que los demis 

flujos siguen igual. Verifique que esta nueva soluci6n satiRface 

la conservación de flujo. 

Para efecto de identificar un ciclo en el cual se pueda cam-­

biar el flujo se tienen en cuenta las dos regla·s que siguen. Es-­

tas reglas aseguran la convergencia finita del nlgoritn10. 

(a) El cambio de flujo no hace que un arco conformable se convie.E_ 

ta en uno no conformable. 

(b) El cambio de flujo no hace que un arco se desvíe mis. 

Para ejemplificar el filtimo caso, no es deseable incrementar el 

flujo en un nrco con 

más. 

f >c 
k k 

puesto que el arco se <lesviarfi aGn -

Las re~las anteriores conducen n los ca~bios de flujo especi­

ficados en el Cundro D.2, los cuales se verifican f&cilmente 

usando como -referencia la Figura B.2. Obsérvese que solo los cs­

dos a y p no permiten cnn~io. En el estado B,el cnmbio de flujo 

puede ser positivo o negativo dependiendo del flujo en el arco. 



-E1· cú·a~\};·Q- :-if~·.2_,~.co'úcl.i..iCu-: '¿_i:. ~·ú·-ri -utfcv.:i funcÍ.ón -.tle ndmi.1;:lbili­

<lad que espec'Ú:ú'J~;:C~iii~d~ 't{n arco se puede inc.luir en un ci.clo­

sobre el q9e se c1';1;Úhfá el :flujo. 
-~··,,~//;f ··'.. ' >· ·_<·:;~::· .. ~;-~ '.:· 

CÚird1·(?:~;: .. i; .·,'cJ\r-1BiOS 'DE FLUJO PERMITIDOS EN ARCOS 

f3 

p 

f31 
p 

f3 z, 

pz 

;: '.•/Ce' , ·i' Cambio ele Flu 
·.,dfi!. <.:i/f:'.>,jo Permitido 

c1 , > · o·.,.·... Y; ·:;;, !?> 
d';,;,O. , 

<f > 

ci;<·Q;:, f' . 
i:Í '> ,¡~'.::'f < 

.. <-- -º~·~> ;- ,, • 

e( = ;6~ ,;~,'J;S,<0 ;! · 

ninguno 

incremento 

ninguno 

incremento 

incremento 

d(<' O;:~:,-,·{.; <.~e:';• incremento 
•:.::.:> ;·:;:·,:". 

J:':>'Cio 7'' 't<:i ·c. decre1nento 

;a,;;,;·~, ''',::f ~·e decremento 

l'<~O :· f '> e de.cremento 

* d = Tii ~ wj ~~k para el arco k(i,j) 

Náxima Can ti- Nuevo 
dnd de Cambio Estado 

o CL. 

c-f f3 

f-c f3 

o p 

c-f CL 

c-f f3 

c-f p 

f-c CL 

f-c f3 

f-c p 

Un arco hacia adelante k es admisible si es posible incremen-­

tar su flujo 

o 

Ad(k) = 1 si 

en otro caso. 

Un arco refleJado' ·'-k es admisible si es posible disminuir su 

flujo 

{

f k 

l si d 
k 

;:: o 

o 

y 

o en otro caso. 
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Hsta nueva funci6~ de admislbilidnd se implemcnt~ en l~furi~i6~ 

(iipo FO~TRA~) AD6KA. 

FUNCION J\DOKA 

PROPOSI~O;~rie~~r~ina~ la admisibili­

dad de un ai:co para el Algoritmo de­

Desvi_aciories. 

Si el flujo es menor que la capa­

cidad mínima, el arco hacia adelante 

k es admisible. Si el flujo es mayor 

que la capacidad, el arco reflejado­

-k es admisible. Si ninguna de las -

condiciones anteriores se cumple, 

calcular el valor de dk para el are~ 

Para un arco hacia adelante k si 

dkSO y fk<ck el arco es admisible. 

Por el contrario, no es admisible. 

Para u~· arco reflejado -k, si dk::CO y 

fk>gk' el arco es admisible. Por el­

contrario, ~o es admisible. 

Para encontrar un ciclo sobre el que· cambiar& el flujo -

se debe encontrar un arco con desviaci6n. El procedimiento im-

pl<>mentado en el algoritmo FIND comienza con el arco l y sigue 

arco por arco (en orden creciente) hasta encontrar un arco con-

desfinci6n o chequ~ar todos, Si no se encuentra un arco con --

clcsviución, los flnJos actuales son 6ptimos, 
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Ar.(:01(.[TMO FIND 

PROPOSI'.l'O: Encontrar ~11 ar.'c·o ·~··-na 
o 

formable (con desvi~ci~ri), éu nodo 

origen 'i
0

, y su nadó ter~iinál j
0

; La 

dirección clel cambio de 'fl~j o - se in­

dica por CH•· (~l '¡)~~ª focr.driie~to<, ,-1 

para decrement.8>. Lá. caÜt:l.<la;1 c1e nu 
'. ::, ' . :. -' ~ ,_·· .-•. ,_:_.'. '. ::'. . - , '.. ' '. e 

jo a circ'ular pa;a <J.ÚC k6;.sca conf6r 

mable es DF; 

l.TESTFIN. D~ter•ine si todos ios ar 

cos han sido chequeados. Si es así, 

regrese con FIN=l. Si no, encuen-­

tre los nodos origen y terminal -­

del siguiente arco y calcule dk, 

Si dk>O, ir al paso 2. Si dk=O, ir 

al paso3. Si dk<O, ir al paso 11, 

2 .ALPHA. El arco está en el estado a. 

Si fk=Sk• el arco es conformable;­

ír al paso l. Si fk<s_k' el arco es 

tií en el estado a
1 

Sí fk>Gk el ar 

co está en a 2 . Indicar el cambiJ -

de flujo apropiado de acuerdo al -

estado encontrado y regresar. 

3.BETA. El arco está en el estado B. 

Si fk~Gk el arco está en B1. Si fk>ck cl­

areo está en B2 . Indicar el cumbia de flu 

jo apropiado y regresar. En c3Go contra-­

río, el urco es conEormablc; ir al poso L 

4.RHO. El arco está en el estado p 

Si fk=ck el arco es conformoblc. 

Ir al paso 1. S:l fk <ck el arco es­

tií en r 1 . Si [k>ck el a1:co está en 

Pz· Indicar el camb:lo de flujo 

apropi:1<lo y regresar. 

l88 

--'P-f¡•.:~·t 

----------~ 
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Una vez que,.,s.,e,(descrubt•c un aréo k (i ,j ) no conforma--
:··:"·.~·- .· ·.'. - ·-:.--- .· ::_ - . .,-, . o u o 

ble lo primero que sc•foten'.ta.cs camb;Lar ,los flujos en la red(-
-· . -

para conver:tirfo e.ú a'l:éo éonformable, Esto se hace en el algo-

ritmo Fl.OW. · si'~{ fli.ijo se ha. de incrementar por una cantidad-
.. ·_'': ..... ,:, . 

DF; se·'deb.~'.tratar de pasar el flujo DF del nodo j
0 
al\ a tra 

vl!s de 1~. r~d usando solo• arcos admisibles, Si esto es posible, 

el arco l~(, •Se p~e'cle convertir en conformable sin producb:. la ;:"'" ·, 

de•viacf~n d~ otros o aumentarla. La pr l ncip al herramie1i ta de',-

FLOW es él algoritmo MAXFLO, en el cual se ejecutan toda~ ia.s .'.. 

éiperacibries necesarias para encontrar trayecto~'ras'::cl~ aid''a's 'ad-

misibles y circular flujos, 

ALGORITMO PLOW 

PROPOSITO: Cambiar los flujos en la­

red de manera que el flujo en el ar­

co k 0 (i 0 ,j 0 ) pueda incrementarse o -

~isminulrse, y a la vez mantener la 

conservaci6n ele fltjo en cada nodo. 

Si el flujo se ha de incrementar­

en el arco 1 0 por una cantidad DF, 

el algoritmo llama a ~IAXFLO para in­

tentar pasar el flujo DF del nodo j
0 

al i a trnv~s de la red usando solo 
o 

arcos admisibles, Si el flujo m~ximo 

que se puede pasar V es menor que DF 

se indica haciendo INF:=l en MAXFLO. 

Se incrementa el flujo en el 

por V, 

ai:co k 
o 

Si el flttjo se ha <le disminu:Lr en 

el arco k
0 
po~ DF, se llama NAXFLO -

para intentar pasar el flujo DF del-

nodo io al jo a trnvds de red u Bando 

solo arcos adnd.slbles, Si el flujo-

flO'n ~K0.10.JO,CH,Of.llffl 

. f'EIUl\N 

--------------~ 
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m1iximo que se p~edc p~sar V~•·menbr 

que IJF, se indica\hacie'na<Ji1NF¡,,,_(;­

Se disminuye el il"~j'o en el a~co k
0 _;_ :·;~,=: .. ·_,-:-> 

por v. >t>' 
.,···, 

'·<:-· 
. ··- ~~ 

ALGORITMO !v!AXFLO 

PROPOSI'J'b: ~d'~grnl:i.na la red que con-. ' ~ -

sis te de af~o'sadtnisibles para ia 
cual s~obt.iene un flujo dado (DF) -

del nodo fuente (SN) al nodo sumide­

ro (TN). Si no se puede obtenece'l -
• ' <. -

flujo. dado se proporciona el flujo'·-

m1iximo (V) de ST a TN. Es te··proc·edi-"', 

( MAXFLO ISN, Tfl, VR, V, INFJ ) 

- IN1TIAL 1 
V:• o. lflN .~o. INF , .. O. IF :• 1 1 

PATH 1 

ff'ATH ILF,Sll, TN,UFJ 

IC:~ O, U:,. TN 1 INF:•1 

--ARCLST ¡ 
miento supone que se tiene <le' aii.1:·~~1!. ~A_nc_LS_r _____________ ~ 

no un flujo factible inicial. 

1. INITIAL. Inicializar el flujo en .­

cero, V:=O . 

2.PATH. Encuentra'·una trayectoria 

del .. ;oda SN a TN que consiste de -

arcos admisibles, es decir, arcos 

hacia adelante con flujo menor que 

su capacidad, o arcos reflejados -

con flujo mnyo.r que su cota infe--

rior sobre su correspondiente arco 

hacia adelante. Si no se encuentra 

ninguna trayectoria se termina con 

el flujo mfiximo flujo de SN a TN. 

En cnso contrnrio ir al paso 3. 

3.ARCLST. Forma lo lista de arcos de 

la trayectoria Je SN a TN usando -

los apuntadores hacia atrfis. 

4.FLOW. Encuentra el flujo mfiximo 

(DE~) que puede sbr enviado a tra­

vfis de la trayectoria. Si DEL exce 

de n VR-V, incrementa el flujo en 

K:"F6(1Jl, IC:41Ct 1 
USA(iCI :'" K 

-----·-----------
K>O 

IJ: .. 000 IJ.•Tt-K) 

-FLO\'J -Af1CL5T 
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' -

VR-V y-te'r-mim:i, J'.or el conti;ario_, i_n.,­

cremcnta __ elLlujo e_n la. i:rayeétoiia y 

regresa al• paso i. 

\,' 

. -·· 

l 'J l 

La 'r'¡:ip_c:i';ai- dJbrllt:¡dr 'de MAXFLO es FP¡\TH3 la cual es 

usada pu.í:a;.e~cont:faJ:_ ~na trayectoria de solo ái:cos adniisibles -

del i~CÍc!CÍ; sii(n·C>~~:t. Esta subrutina usa una técnica de -­

etiquet:ac'Í.ón: par~ éncontrar la trayectoria deseáda y no depende 

de uri o~Jen':~e~1~ec!fico en. la numeración de los aí:cos. 

que si el fl\ljo en el arco (i
0

, j
0

) se va a incrementar 

y t 

Si el flujo en el arco (i
0

, j
0
.) se va a-disminuir 

y t = jo 

ALGORITMO FPATH3 

PROPOSIÍO: Encontrar una trayectoria 

empleando un procedimiento de etiqu~ 

taci6n. Las etiquetas se indican en­

la lista de nodos S. 

l.INITIAL. Inicializar en cero todas 

las etiquetas excepto ln del nodo-

s, S(SN):=l. 

2.LABEL. Ir a trnv~s <le todos loe ar 

cos de ln red. Si se encuentra un-

arco k(i,j) admisible tal que el -

nodo i cst& ctir111etn<lo pero e:L no­

do j no, etiquetar el nodo j. Asi& 

nar ;il apuntnd.or hacia ,,triís del -

nodo j el arco k. 

Observe-



,. 
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Si cl1/r~O rcflej:d~ 2r(:1,i) es a~! 
misible f<~inocloj~'s\5 ·~tiq~1et~­

····~~ pe/o·· pO .. él•riócJO i) ~tiqu~tar el•·. 
·····.··.~~:<lo:'.:/. i\.~ign~1¿ ~]..~¡)u1lb1dor •,hacia·. 

a:tr5s.•ctciJ.·~ócl~·:¡.ei:aféiCÍ -:.k. 

3.TEST. Si el ~odÓ tha sid~etique­
thdc:i,. c~tonces ·se ·ha. encontrado -­

u11él trayectoria, la cual se puecle­

tra~ar. coti apu~tadores hacia atrds, 

S{ el nodo t no ha sido etiquetado 

~e~o algdn nodo se etiquet6 en el­

p~so 2, repetir el paso 2. Si el -

nodo t no ha sido etiquetado y ni~ 

gdn nodo fue etiquetado en el paso 

2, no hay trayectoria de arcos ad­

misibles ele s a t. Los nodos eti-­

quetados son todos aquellos que -­

pueden ser alcanzados desde el no­

do s a través dd"arcos admisibles, 

Ahor~ se proporciona el algoritmo 
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MFLO que determina-

el mfiximo cambio de flujo en la trayectoria determinada en -- -

FPATH3. Este algoritmo hace uso de los resultados del Cuadro --

8.2 para obtener el m&ximo cambio de flujo en cada arco de la -

trayectoria. 

Cuando FP1\Tff3 no encuentra una l:rayectoria, significa -­

que se ha encontrado el mfiximo flujo eirculable entre lo¿ nodos 

s y t y q11c este fiujo no es Buficie1tte pnr.:i conducir a k 0 a un 

estnrlo confc1rmnble. El conjunto ele nodos et:Lr¡uctados [s(I)=l]-

juega un importante papel en la parte que sigue del algoritmo. 
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i\LGORITMOMFLO 
PROPOSITO: Determinó~~l ~dximó cam­

biO de flujo posibli: en.Ja trayecto­

ria encontrÓ.dá. e:n !:i>J\TH3; 

. . . 

i. INITi:Ai ;. As igriar .ar 
inicial u~ ntÍ~~~o ''.~ill~·~c y á.l índi 

ce de a~có~-el ·~lll~r·c~rd. 

2.TESTFIN. Ir á t~avis de"lri Íista -

de arcos LISA. 

termine su estado ~onformable e ir 
' . . 

al paso asociado del lo~riritmo, 

3.ALPHA. clk>O, Si fk&~k• clefe·óni11e 

si MF>gk-fk. Si es así,,hacer - -­

MF:=gk-fk. Si fk>gk' dete:i.'mirie si­

MF>fk-S.k· Si es .así, hacei MF=fk-S.~ 

Ir al paso 2. 

4. BETA. dk=O. Si fk>ck, determine si 

MF>fk-S.k· Si es así, hacer MF:= 

fk-~k' e ir al paso 2. Si fk&ck' 

determine si fk <gk. Si es así, de­

termine si HF>ck-fk. Si es así;, h~ 

cer MF:=ck-fk e ir al paso 2. Si -

ck~fk~S.k' ir al paso S. 

5.DIRECT. Si el arco es hacia adelan 

te, determine si MF>c -f · k k 
Si es ...: 

así, hacer. MF: =ck-fk e ir al paso-

2. Si el ar.ca es reflejado, deter­

mine si l!F>fk-gk. Si es así, hacer 

MF:=fk-ck e ir nl paso 2. 

6.RHO. clk<O, Si l\Sck, c\etei:mine si­

MF>ck-f~, Si es así, hacer MF:= 

fk-ck e ir. al puso 2. 

19 3 

~~~11~,\.1C.IM:~~~0 

l~z'"c-~~~·~~~-~·-.. -- .. -~- .::~==i 

~=-,,.,;:;;;:;;;-==--
_;:~~~!~:L=tE" ·-~~~I - CUKI 

¡,;J F!KI MF •f1\l-CltKI · 

-- ------
--~HSTFIN 
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B.1.5 ~amblo De P~tenci~l 

Cuando la cantidad de flujn camb~ada por FLOW no es sufi 

ciente para conducir al arco k
0 

(1
0 

,j
0

) a un estado cot1formable, 

se procede a cambiar los potenciales de nodo de manera que el: ar­

co k
0 

se convierta en conformable o se produzcan mis arcos admis~ 

bléi. Al fallar FLOW se identifican dos conjuntos de nodds: N1 
es el conjunto de nodos etiquetados en la búsqueda de .un ciclo~y, N

2
. 

es .el conjuntd de nodos no etiquetados. Esta informaci6n la 

proporciona el algoritmo MAXFLO por medio de la. lista S, en donde 

si S (I) 1 

si S (I) 2 

Debe su~eder 4ue s pertenezca a N1 y t a N2 . Se recuerda que -

si el flujo se incrementa en el arco k
0

, entonces 

Alternativamente, si el flujo se disminuye en k
0

, 

La Figuro B.4 ilustra esquemiticamente el coso en 

se incrementa en el ar.ca k
0

• 

s= jo 

s=i 
o 

y t=i
0
.­

y t=jo.-

que el flujo-

Al fallar FLON se conocen ciertas características en los 

arcos que se originan en N
1 

y terminan en N
2 

o, viceversa. Si -

se ol'."igina en N
1 

y termino en N
2

, se sabe que 

el arco no puede estar en un estado conformahle que permitier.a­

un incremento de flujo pues, po el contrario, k 1 serio admis! 

ble y, por tanto, jl etiquetado y miembro de N
1

. Con esto en -

mente y referenciando al Cuadro 8,2 o Figura 8.2 se obtiene que 

el arco k
1 

debe estar en uno de los estados listados en el Cua­

dro 8.3. Observe en este cuadro que si el flujo es menor que la 

cota superior del arco entonces es posible hocer a k
1 

admisible 

Incrementando u. o, equivalentemente, disminuyendo d. 
J 

Si el arco k2 (i
2
,j

2
) se origina en n

2 
y termina en N1 , 

ne sabe que el arco no puede estar en un estado conformahle que 

permitiera una diaminuci6n de flujo pues, por el contrario, -k 2 
Hería admisible y i 2 etiquetado, Así, k.

2 
debe estar. en uno de-

lou estados del Cuadro B.4. Para los estados de este cuadro si 

el flujo excede la cota inferior del arco entonces es posible -

hnr..:er al arco k 2 admisible mediante el incremento de ni' lo - -

cual incrementa d. 
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Para cambiar los potenciales de nodo se agrega la canti­

dad 6p a todos los potenciales de los nodos en N
2

. La cantidad 

6 se escoge de tal manera que el arco k
0 

se haga conformable 0 
¡.• ' ... 

al menos un arco, coii10 k
1 

o k 2 , se convierta en admisible, Acle-

m5s, no :~e permiten cambios que conduzcan un arco de un estado-

conformable a otra no conformable, Los casos en que es posible 

cambiar los r::itenciales ele nodo para conducir a k
0 

a un estado­

conformable se presenten en el Cuadro B.5, Si el flujo en k
0

-

no estfi en el rengo [s, c] no hay cambio posible que haga a k
0

-

conformable. 6p se escoge como el menor de ios valores necesa­

rios para hacer conformable a k 0 o convertir un arco en admisi-

ble. La violaci6n de esta regla permite que un arco se mueva -

de un estado conformable a otro no conEormable, 

El algoritmo POTENT determina el valor de 6 y lo agrega 
p 

a los potenciales de los nodos en N
2

. Si no hay manera de con-

ducir a k
0 

a un estado conformnblc o crear otro arco admisible, 

no hay solución al problcoma de flujo n costo mínlmo, 
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Cuadro B.3. POSrBLES ESTADOS DEL ARCO k(i,j) CUANDO :i.E:N 1 y jeN
2 

Estado 

a 

p 

ªz 

.d 

d 

d 

•d 

el* 

·;f ·~;; c. 

<0 ··:f '.=. c 

>.':O-"'' ·¡;,: '.•< --'f < c 
:,:;-.:.'(:.: 
·····•···· f<:,c 

d=Clº'":f >.c 

'd .. -<;O··y}f >c. 
,·:e~: ·.'.~;,::_;:,:'.,· .~ >~: .. '•;'" 

- · .. ; ·>·~ <·· ,;·· 

t:. p 

t:. p 

e_n 7r.i para Nuevo 
Admisible Estado 

el a 
p 

p 

d a 
ª2• 13 2 o P2 

p 2· 

p 
2 

Cuadro B.4 POSIBLES ESTADOS DEL ARCO k(i,j) CUANDO icN2 y jcN1 

Incremento en nj p at·a Nuevo 
Estado d* f Hacer -k Admisible Estado 

a d >· o f = c a 

(3 el o f !: a 

p d < o f = c t:. 
p 

-d a 
ª1 d > o f < !: ·~ ª1 

(3 l el o f < s ª1 

Pi d < o f :> !:. p l' f31 o ª1 

~ < f < c t:. -d f31 p 

*el 7r. - 7r. + hk l. J 

Cuadro B. 5 CMIBIOS DE POTENCIAL PARA CONDUCIR AL ARCO k0 A UN 
ESTADO CONFORMJ\BLE 

Es ta<lo 

d o f 

ll 1 d - o f 

p l d < o f 

s 
ª2 d > o ¡;: 

f 

!l2 el o f 

P2 d < o f 

~ .. 

f o 

< 

< 

< 

& 

< 

< 

> 
> 

!; 

s 
!: 
f 

f 

c 

e 

e 

< e 

s e 

Cambio Requerido 

Incrementar n
1 

por -d 

Incrementar nj por <l 
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ALGORITMO POTENT 
PROPOSITO: Determinar el val~r. 'del -

incremento ~n .los poten~iales de i~s 
nod.os que per te!lecen a N 2 , para con-

<lucir 

niable 

admisible'~llo d~!lo~.>a-~cos que se 

odgi~a.en. ~l:'~'.~'.eí:Ü~a en Nz o, vi-
, , ·' , ·.::-e:_ -~.: . 

ceversa; ~i>Y>: ... <" 

i ·. r~rTr:Z.n~t1'J~_hL ¡1E·c~m~io . ae ro-

te1l¿ia1''puéd~j~~ei i!6'úC>iniabl~·. el arco­

k • Si es asÍ, ~sigilar a 6, el valor -
o . p 

correspondiente y h·acer ,kE: =k
0

• Si 

no, asigne a 6 un valor grande 
p 

hacer kE:=O. 

y 

2.DUAL. Ir a través de la lista de -

arcos. Para cada arco determine -

el arco tiene un nodo terminal en-

N 
1 

y otro en N
2

. Si es así, deter­

mine el cambio de potencial que p~ 

dría hacer admisible al arco. Si est\; -

camb:Lo es menor que 1\ p, ;:ic tualice '\ y -

kE. Cuando todos los nrcos se han con­

siderado, ir al paso 3. 

3.CHANGE. Si k
0 

no se puede hacer -­

conformable y nincfin arco se puede 

hacer admisible mediante un cambio 

de potencial (KE=O), indic¡uc no -­

factibilidad (INFEAS:=l) y regrese. 

Si se ha determinado un cambio de­

potencial, incrementar por 6 los-
p 

potenciales de los nodos en N2 y -

regresar. 

197 

RElURN 
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B.~ ALGORITMO NTtNCV 

NTCJÍICV .es el 'nombre: del algoritmo global que resuelve el 

problema de rcde.s .de fluJo con costo mí·n.imo cóncavo. Está cons­

tituído por un ~rograma principal y 17 subrutinas, las cuales -

se relaciona~ segGn se ilustra en la Figura Il,5. Todas las lec­

turas, la imp~esión de la representación de la red, de la solu­

ción factible inicial y de la solución óptima se efectdan en el 

programa principal. La principal herramie~ta de NTCNCV es la -

subrutina ENUMER. En esta se implementa el procedimiento de en~ 

merac{ón implícita del Capítulo 3. Además de la subrutina -

READOK que le• la información para const~uir la representación­

de la red, se requiere la subrutina READCC que le• los dados p~ 

ra el problema cóncavo. 

G_C c.,L•) 1 ~ R~~ ( Kll.TER ) 

e~·· <.·· [ c~b· { :noUND ) (sEI~iJ 

Figura B.5 

Reloclón entre el Algoritmo Globol y los Subrutinns Necesorios 
pnra Resolver Redes de Flujo con Costo Mínimo Cóncavo 



ALGORITMO NTCNCV 
PROPOSITO: Controlur las operuciones 

del procedimiento que resuelve el -­

pioblema ~e redes de flujo con costo 

mínimo con funci6n de costo c6ncava~ 

(cargo fijo) en los arcos, 

l.LECTURA. Leer y guardur los datos­

correspondientes n nodos y arcos -

creando al mismo tiempo la repre-­

sentaci6n (red circulatorfu) que usa -

el Algoritmo de Desviaciones. Leer 

los flujos factibles iniciales y -

los par5metros asociados con el -­

problema de flujo n costo mínimo -

c6ncavo. Por dltimo, leer el va--

lor de las variables que controlan 

las opciones de impresión, ISOLUC­

y IPRINT. Si ISOLUC es distinto de 
.-

cero no se determina la soluci6n.-

IPRINT puede asumir los valores O 

(sólo se iLprime la solución ópti­

ma) y 1 (se imprime ademfts la solu 

ción del proble~a relajado en cada 

v'rtice y la solución redondeada -

asociada) , Iniciuiizar en cero los 

potenciales de nodo, PI. (El va--

lor inicial de los potenciales es­

arbitrario). 

2.INPRESION. Imprimir el ndmero de -

nodos, el ndmcro de arcos y los d~ 

tos transformados de cada nodo - -

[fluj 0 externo fijo B(I), poten- -

ciul inicial PI(I)) y arco [nodo -

origen O (k), nodo tc1:111innl T(k), -

cotu inferior CL(k), cota supcrioi 
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C(k), costo unitario o lineal H(k), 

flujo factibi~ iriicial F(k)). 

3.SOLUCION. Si ISOLUC es distinto de 

cero, no se .determina la soluci6n; 

termi.n.ar. Por el contrario llamat·"- ,,_. 

a ENUME~phra enc6ntrat la sol~-~ 

ci6n 6ptima XB, es deci~ se deter-

mina que arcos con cargo fijo ten-

drán flujo mayor que cero (arco 

abierto) en la soluci6n 6ptima. 

Si XB(I)=l, significa que el arco­

k:=KC(I) con cargo fijo estará 

abierto en la soluci6n 6ptima; en­

tonces se asigna a su costo varia­

ble el valor correspondiente 

[H(K): =HV (I)], Por el contrario -

XB(I)=O y el arco K:=KC(I) deberá-

tener flujo cero en la soluci6n 6~ 

tima. Para gnrant\iz~r esto, se - -

asignÍ un costo muy grande a su -­

costo variable [H(k) :=BIGl. 

Llamar a K~LTER para recuperar la 

soluci6n 6ptima. Esto es necesario 

debido a que ENUMER no guarda los­

flujos ni los potenciales 6ptimos, 

Imprimir los datos de cada arco y­

su flujo 6ptimo. 

3.0BJETIVO. Calcular el valor de la-

funci6n objetivo. Para cada arco -

con cargo fijo: si ~l arco está -­

abierto, se agrega su cargo fijo a 

la funci6n objetivo. Por dltimo, -

agregar el costo lineal de todos -

los ar~os a la funct6n objetivo. -

Terminar. 
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ALGORITMO. IÜiADGC 
PROPOS1TO: 

1. 

EPS: 

BIG: ndmero ~raride usado para com-

parar con °'· 
PER: porcentaje de desviación permJ: 

tido con respecto al valor óptimo. 

2.Leer los parámetros de los arcos -

con cargo fijo (costo cóncavo). 

KC es el índice del arco en la -

red circular creada por el a! 

goritmo READOK. Se recuerda -

que en ese algoritmo se gene­

ran tantos arcos artificiales 

(excluyendo el arco de retor­

no) como flujos externos fi-­

jos o flujos externos de hol­

gura haya en la red. Al pri-­

mer arco artificial generado­

se le asigna el índice 1, al­

segundo el índice 2, etc, Pa­

ra esto los nodos se conside-

ran en orden creciente comen-

zendo con el nodo l. 

HF cargo fijo con el arco, 

llV cosco o cargo variable asocia 

do con el arco. 

Este poso se repite hasta encon~.­

trar un "blanco", Regresar. 

l 
~---" 

->- R(llO 

~-----



ALGORITMO·. ENUMER 

PROPOSITO: Controlar las operaciones 

~el procridi~iento de cnumeraci6n im­

plícita que resuelve el problema de­

re<les de flujo con cost~ mínimo c6n­

cavo (cargo fijo). 

l.INITIAL; Inicializa~e~~ero el in 

dicador de nivel y loi've~tores de 

secuencia P, de valores ásignados­

a las variables W, y el de variables­

subrayadas U. LLamar a SETUP para­

crear las aproximaciones lineales­

en todos los arcos con cargo fijo. 

2.FATHOM. Usando el algoritmo de des 

viaciones (KILTER) resolver el pr~ 

blema relajado (es decir, con 

aproximaciones lineales) asociado-
•" 

con el v6rticc del &rbol de solu--

ciones. Si el valor de la funci6n­

objetivo del pr¿blemn relajado, Z, 

es mayor o igual a la mejor solu-­

ci6n actual, ZB-PER*lznl/100, ir -

al paso 4. Si l~ cota inferior es­

mcnor que la mejor solución actual, 

encontrar la solución redondeada y 

su valor objetivo asociado ZR. Si­

ZR es mayor o igual que ZB, ir al­

paso 3. Si es menor, actualizar ln 

mejor solucón actual haciendo 

ZB:•ZR. Si el objetivo rcdondcado­

es igual al objetivo relajado, no­

se podr& obtener una mejora; ir al 

paso 4. En coso contrario, ir al -

paso 3. 
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3.SEl'ARATE. Encontrar ln vaÍ:i<fbJe 

libre a separar med'imite •. e1.l1::ima­

do a SEPR/\T. Si no hay tal ·varia-­

b 1 e ' ir a 1 paso lf • si' ha y va r i ab 1 e 

separable·, avanzar al :s.ig&ien.te n.:!c 

vel en el árbol. Agr~ghr 1~ ~aria 

ble a la secuenciil •. nilcer·cero la­

subraya para el núevd n·ivel. Asig­

nar a la variable su valor al ni-­

ve l avanzado y regresar al paso 2, 

4.BACKTRACK. Si la subraya para el -

nivel es igual a O, encontrar la -

variable J[J=P(L)] del nivel, asi~ 

nar un 1 a la subraya de este ni-­

vel, encontrar el nuevo valor para J, 

ir .al paso 5. Si la subraya es - -

igual a 1, subir un nivel en el ár 

bol [L:=L-1]. Si se encuentra el-

nivel O, esto es, si el nuevo va-­

lar de L es igual a O, terminar; 

se ha completado el proceso. Si no 

se encuentra el nivel O, repetii -

el paso 4. 

5.CHANGE, Liberar todas las varia- -

bles fijadas en un nivel igual o -

mayor que L. Asignar a la variable 

J el valor determinado en el paso 

4. Regresar al paso 2. 

La secuencin en el ~rbol se define m~diante el apuntador 

P el cual tiene un valor para cada nivel. Por. ejemplo, P(L)=I 

indica que la variable J sA considera en el nivel L. El vector 

W se usa para rastrear los valorea aRignados a las variables fi 

judas, El vector U contiene la informaci6n de las variables 

subrayadas. Si U(L)=l, el correspondiente elemento en P(L) se~ 



subraya -en .la .secuencia; Si U(L)=O no se subraya;· ·r!'.stos vec.to 

res ya se .explTcáron· ampliamente en la sección :.J.6,,, 

O'tras 'var_iables usa.das son 

. ·. -

z 
X 

vilor~de 'la funci6n ~bjetivo para _el' proble~á relajado. 

icpres~nta la solución al probfoma·r0lajad~~ Las variables 

libres ~ueden ser fracciones. 

ZB valor de la f;;nción objetivo correspÓ~~iénte a la mejor so 

luci6ri actual. . << .· <: • 
,,.d~tor binario que r.epi·esenta la mejor solución actual. XB 

ZR 

XR 

J 

XJ 

vaior,de la función objetivo p~ra la ~oluci~n. redondeada. 

vectol': binario que representa l~ so1ti~_i.ón redondeada. 

variable separable. 

el valor de J, O· o l. 

ALGORITMO SETUP 

PROPOSIT~: Crear las aproxi~aciones­

lineales iniciales _para el problema~ 

relajado y hacer todas las variables 

libres. 

ALGOJUH!O SET 

PROPOSITO: Fijar la variable J con -

el valor XJ el nivel L. Encontrar el 

arco k asociado con la vc:tr.:lable J, S l XJ=l, 

hacer el costo lineal del arco k igual ul -

costo vuriuhlc de J. Asigne a wi1) el valor 

L. l.Csto indic'1 que la v:iriable J se ha fij~ 

do en en el nivel l.. S.i XJ=ll, hacer el 

costo lineal <lc.l arco k Lgu.:il a un valor 

gn1mle. J\s:Lgnar a H(-.1) el valor -L. Esto­

indica que la varL1llle J r;e ha fi.lado en' O 

en el nivel L. 

Gg? 
FOAL.•1toMC ~ 

11 1t .~ ~cn .. 1 

~ ::ll::::~f!L\/C!Kl•llVILI --
AETUW/ 

e SETCJ,)(I,~ 
-==i:::::: 

~CUI 

llrTUPll 



ALGOlllTMQ RELAX > ·· 
~ . 

PRO PO SITO :cRésolver el proble!ná rel~. 

j ado ~·. Calcüla .los valores de .x y el 7 

valbr d~1a fun~i6n objetivo z; para 

el problema relajado. 

l.SOLVE. Encuentre la soluci6n 6pti­

ma al problema relajado usando el 

algoritmo de desviaciones (OUT-OF­

KILTER) . El algoritmo co~ienza con 

la soluci6n obtenida en la itera--

ción anterior. 

2.FINDX. Para cada variable X(J), en 

cuentre el correspondiente arco en 

la red original. Si la variable es 

libre, calcule el valor fraccional 

de X(J). Si la variable J está f i­

ja en.·1 hacer X(J)=l y agregar el­

cargo fijo a la funci6n objetivo.­

Si la variable J está fija en O y 

el arco· correspondiente tiene un -

flujo distinto de cero, indique la 

no factibilidad asignando a Z un -

valor grande y regrese. Si la va-­

riable J está fija en O y el arco­

correspondiente tiene flujo cero -

hacer X(J)=O. 

3.LINEAR. Agregar a Z el costo li- -

neal de todos los flujos y regre--

sar. 

'---------, 

// XUl·•fllOICit..I 

11 

11 

11 

//lz: .. z1FfKl"HO<I 

/. 
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I

XUl:•I ~ f!KJ•O ./,'; 

/:•ZtllFW 1 XUJ.•O lz: .. orr, 
RCTUAN 

1 

RETUAN 



ALGbRIT~!O ROUND 

PROPOSITO: Redo'ndcar a .números ente~ . . . . - . . 

(ó ó i) ·las variables fracc.iona~ 

e:iri X parÜ ~btcner XRi y' cal6ular. 

el valor. cle ZR co~respond.:f.euté~ 

ros 

les 

l.Asignar a ZR el valor _de Z. 

2.Para cada variable X(J): 

Si J está fija, hacer XR(J):=X(J), 

Si J es libre y X(J) es igual a O, 

hacer XR(J):=O. 

Si J es libre pero X(J) es distin­

to de O, hacer XR(J) :=l e incremen 

tar la función objetivo por la di­

ferencia entre el costo cóncavo y 

la aproximación lineal subestimada 

del arco correspondiente a J. 

R~gresar, 

ALGORITi\10 SEPRAT 

PROPOSITO: Dvia una solución relaja­

do X, encontrar la variable libre J­

que proporciona la· mayor diferencia­

entre el costo cóncavo y el costo li 

nealizado. Esta es la variable sepa­

rable. Tambi6n determina la direc- -

ción de la ramificación (XJ=O ó 1). 

l.Haga DIFM:=O y J:=O; 

2.Para cada variable hacer lo si­

guiente: 

Si la variable está fija, tomar la 

siguiente variable, 

Si la variable es cero (X(l)<EPS), 

Zll;•Z 

11 'I\. 
11 'I\. 
;1 xnw.•o 

11 

OIFM.•0.J:•O 

Fott.•110!.!C 

//~ 
11!~ 
// K.•KCILI 

\\!Jl•O 

XlJl<.EPS /-{. 

K.• llC\Jl 

XRUl;•I 

ZR•Z/l•ltffJl 

+!llV!Jl-lltll.ll'ílKI 

( SEPRt.T/X,J,X;I 

Wlll•O 

Xtll>{l'S 

11 O!f.•Hfll)•llV!ll'flKI 

11 -HOWllKI 

11 !el~-------~--_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-,..--:;;:;=. .. ¡ 
11 Olft.l:•Dlf 

1/ J•L 

''I~ llUl<l12 

1 
RElUHN 
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tonÍar la si[fu.~entc vdriablc. En ca· 

so contr:aiio, dalcular la dÚcrcn­

cia· ~~ttt·1a~ furici6n c-0n costo c6n 

cavo ~ihe:1 'ú~ad~ para la rClaja-:-
c i'c5 -~·: .. ···;-~~.'; - '._ ::·· . :: 

Si. cs.br 'd.Üere~c:i:á ~smayor•,que'·el 
valor··pr~v:Í.amente .deterTI!f'[{~d() :( __ 

-. ,-, <:. '".·,, :, ' 

(DIFM), X(J) es la variable separ!!_ 

ble. 

Si X(J) es menor que ~. se ramifi­

ca primero en la direcci6n O. Por­

cl contrario, en la direcci6n l. -

Tomar la siguiente variable a me-­

nos que esta sea la dltima. 

ALGORITMO RESET 
PROPOSITO: Hacer libres todas las v~ 

riables fijadas al nivel L o mayor. 

Para cada variable J: 

Si J está fijada en 1 6 O ul ni~~l 

L o muyor, es decir, si el valor ab 

soluto de W(J) es mayor que L, ha­

cer la variable libre asignando a­

U (K) el valor de la aproximaci6n -

lineal de la funci6n c6ncava y ha­

ciendo W(J): ~o. 
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11;3 .CODlFlCAClON .FOR'l'ilAN IV DbL PROGRAMA N'fCNCV 

10 r. 
20, r. 
30 r. 
40 
50 
60 
70 
BO 
.90 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
2•10 
2~0 

260 
270 
280 
2'10 
300 
310 
320 
330 
340 
350 
3.SO 
370 
300 
3?0 
400 
410 
4~0 
•130 
•140 
4~)0 

460 
470 
•100 
490 
500 
510 
5:!0 
530 
!HO 
550 
~/JO 
~;70 

!j(JQ 

590 
600 
610 
620 
63(} 

r. 
7. 
r. 
r. 
r. 
r. 
r. 
:r. 
:r. 
r. 
r. 
r. 
r. 
i! 
r. 
Y. 
7. 
r. 
Y. 
7. 
r. 
:r. 
:r. 
Y. 
r. 
r. ., 
7. 
z 
7. ., 
r. 
r. 
r. ., 
7. 
r. 
% 
7. 
r. 
r. ., 
7. 
:r. 
:r. 
7. 
r. 
7. 
r. 

PR00Rllt11l PRINCIPAL t/TCNCV 

COMMOtl /ll/Ol!OOl/D/Tl100l/O/M11I 
Clltlrllltl /CJ/F'll( 100)/f'/f'! ( 100) 
CllllMUll /K/C C lOO) /l./11C100) /M/ll 1100) /M/CL ( 100)/0/FC 100)· 
CUlltl(lt/ /CNCV/H'!:i. Ulü, F'EI/, 11C/Z l/llFC \ 00) /Z2/llVI 100)/Z:S/KC ( 100) 
CllMlllJtl /Z•l/f'C 100 l, W C 100 l , u C \00 l/l!j/7.D 
CUMt1llM /f;Ef'Old / l l'l<I 11r/Z6/ll'JEf(l.l1 !NFEllS 

!J!Mt:ll!:i !011 L1!:i(IC100 l, L!Sll C 100), Xl<I 100) 
It/IE:liF.R W, Xl.l • 
1111 EG[i{ CYC,AO 
INICIJCR o.r,po,c.o,cL.F1PI 
It/"IEllEr; SC1SK•VR.st1.r11,v 

******'**********************'***************************** 
* * 1 ESlA ES LA CODIFICACION FORTRllM IV DEL ALGORITMO : 1 

* * * ***'****************** * * 1 t/TCllCV 1 :t< 

* ********************'* * 
* * S COMO SE PRESENTO EN EL llPENDJCE B (9ECCION D,2) DE LA 1 

* * * UI TESIS *** 1 

* * * f(E(lLJZA!lll POR EL It/G, thW.lO ~·10Rf<(\ UGALDE Pt'lRll ODTF.- * * tH:.R EL GJrnDo DI' 11M:ST1<0 EM ;¡: 

* * * INVESTIOnCION DE OPERnCIONES * 
~ * 1 DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO FACULTAD DE INGENIERill 1 * ( ll,E,l'.f,I, ) :fC 
1 • 
* UNIVERGIDAD NncruNnL nuTONOMn DF. MEXICO ( U.N.A·H·> • * {\GUSTO DE 1982 * 
* * 1 PROf'OSITO : 1 * NTCNCV SE DISf:lllJ F't•Rt) HIPLEllEtHAR EL 11ETO- 1 
:~ f<íJ DE 'EtlllMUrnCION JtlF'L tC.!TA' ctE LA SECCIDli 3,5 OUE ;le * RESUELVE EL PNOULEl\n DE REUES DE ~LUJO CON GUSTO MI- 1 * MU DOl-l[IE LOS r.m;os PUEDEN TENEI< Ui·lrt FUtlCIUN [tE COSTO * 
1 GLHICtW>) ( CM<GD FI.JU ) , 1 

* * * L.nS SUBl<Ur !NnS OUE CDMF'l~ENDE ESTE F'fWllRAt11l SOi/ * 
* * * * S EL !\Nt'lLISTA <USUM;IO) DE[IE f.·IWF"llf<CIUtl1\R :1: 

* * S t. Lll RED ' * * 2, 1.Hl•i GOLIJC!llN FACTH<LE WICiflL ' *' * 3, UN Vnl.OR ~¡~n COMPnR COM CER!l <POR EJEMPLO 0.001 ), * * J. Ull w.um f'(¡I"' Cfl11hWool< Cllll HIFHl!TO ' * 
:~ ::;. EL f"'Uf<CEllT•\.JE !t[ i"tr::;v¡,¡r;¡[li/ Cllll l~G;r.-ECTIJ !\L IJPTillO• * * 6. LOS f"1)R1i~l[ fl\l.l!; ltL f:1ill(1 ,·i1~t~O Cut' co:i ro CIJNCAV01 ES * * [t[J; rn. EL .[l/ll lf:I~ Clll<l<E~l·"IJflft [ UI 1 E Ell Ln l<Efl crncuLn- "' 
* nm1n. EL cnRUO FIJO y EL CUSID LINEnL o ·vnRI!\ULE' * * 7. Lt•S or·c IllNES [ti: HEl'lll(IES • * 
* * * * **'*'***************•*'*'~*******''*~'**'*******'********** 
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640 7. 
650 7. l.ECTllRA 
660 7.· 
670 CAL~ REl\DDK 
600 7. . . . -

E:ll CMl1Y ARCO DE tA R\ Cif•ClJÚ,TORIA -ft')O -7. -:: LEC'fURA DEL FLUJO FACTIBLE 
700_~7. 

j;g 11 ~~~~r.i 1 ;á~1~'.~~=lrMl / > 
;~g ~ LECTURA DE LOS [/(lTQS ASOCHIDOS coil EL PllO~.~~tt~ CONCl\VD 
750 7.. 
760 c~LI.'. í•_EAI•CC 
770 7. 
700 7. 
7'10 7. 

ªºº 010 
020 7. 
o:.io r. 
0•10 7. . 
tl50 
060 7. 
U?O 
nao 
s•;o 
900 7. 
'110 
9-20 
930 
940 7. 
950 
960 r. 
'170 
9130 
'l?O 
1000 
1010 
1020 7. 
1030 
10•10 
1050 
.I0.'>0 
1070 
1000 
10•;0 
1100 

7. 

7. 

\ 110 
.l l:!O 
J L:lO 
11•10 
1 L~;o 
lL~O 
l 170 
1 lUO 
1 l '10 
J:!oO 
1:210 

7. 
z 
7. 

7. 

LECTURA DE LAS OPCIONES.DE 

REt'lD 12r l!llll.UCr IPRHIT 
12 Fllklll\T<2Il l 

H1F'Rf.!JION 

Pí'111T lr llrM 

FDRfll\TC1111•3(/lr10Xr 'RED DE FLUJO t:ON COSTO CONC!WO'r/r10X1 
•30('-')rJ(/)r lOXr'REPRESCNrncroN DE LA RED CIRCULATORIA'1 
*3Ult!OXr'MUMEl<D l•E rrnuos = '11'lr10Xr'NUtlEldl r1E r.r,cos = 'r14l 

PRINT 2 
:! Forrnr.r ( 2 ( /) .1ox, 'LOS FLUJOS EXTEflllOS y EL F'OTEtlCil\L Ill!Cil\L' * ' DE CADA NODO ES Q,' ) 

F'f'11lf 3r <KrO<l(lr'f<K>rCL<IOrC(Klrll<IOrF<K>r K=lrM) 

3 Fffül1AT ( 2 (/) • lOX' 'nr;co'. •lX. '¡¡. Oí•IfjEM'. 4X. 'N. TERIUNtiL', 3X, , CClTti HIF, * '. ',5x, 'COTrl SUF'. ',¿x, 'COSTO' 14X1 'FLUJO FrlCTlBLE INICltiL' ,¡¡, 
:t. .l2X1 'K' 1?X1 
• ,f;: 'LJCK)'1?X1'T(K)'1?Xr'CLCK>'19X1'C(l\)'1llX1'H<K'>'111X1'f"(K)'1 /, * CUX1IS16X1lS1UXrlS13X1Ill12X1lll1~XrF11.214X1111) ) 

Pí<JNT :;, I'.iOLIJCr!PIUllT 
5 F-Ol\Mti'f(2(/)rlOXr'OF't;rortES DE RH'Gr<fES 

:; 'If·r;Illf = 'dl ) 

IFC I Slll.UC, NE, O STOP 

flll 13 I - l•N 
13 F'l ( .( > -- o 

lD .. !<IG 

!iUl.Ut:ION 

CtiLL EMUMEH<XB> 

[10 15 I = .\,MC 
1\ ~ KC (.[) 
11(1\) - [110 
!F ( XB( I) .Nl~, 0) HCK> llV<I l 

15 cmn rnuE 

ISOLUC = •,11,1ox. 
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1220 7. 
1230 r. 
12•\0 r. 
12~0 
1260 7. 
1270 r. 
1200 r. 
12?0 
1300 7. 
l:J.10 
1320 
13~0 
1:!•10 7. 
1350 
1360 
1370 
1JOO f. 
13'10 
1400 
1410 r. 
1•120 
1•130 r. 
14•10 
1450 r. 
1460 
1470 7. 
1400 
1490 
1t;OO r. 
1510 
1520 
1530 7. 
1540 
1550 
1560 
1'\70 
i5SO 
1590 
1600 

RECUPl:f;f\ClON DE LOS HclJJOS OP.TIMOS 

Cf\LL KILTC::ll (lNFEf\S) 

Cf\LCUl.0 [!El. Vf\LOR [tE Lf\ F. O[tJETIVO PARIÍ Lf\. SlJLUCIOU OPT lMfl 

Z=O, 

DO 16 I ~ 1 r11C 
IF IXDlll ,NE, 0) Z 

16 CONTlilUE 

[10 17 K = 1 r H 
Z = ZtF<KI 1 H<K> 

17 COtlT ll!UE 

f'RHIT 21 
21 FlJí;M(tT( 1tl1r3C/lr10Xr'SOLUCION OPTitlA'rlr10Xd5('-') 

~RINT 22r 1 XDlllrla11 MC ) 

"~ FllRM1\TI 21/lr10Xr'XD'r 1C/lr <10Xr2513)) 

rnrnr 20,z 
20 FDlltlt~T< H/J.71Xr 'COSTO TOTf\L DEL FLUJO 'rF1,5 • .2 

PRHIT 23, NVERTI 
23 FORMf\T< 2(/lolOXo'NUHERO DE PROBLEMAS RELAJADOS RESUELTOS ='114) 

¡. 

STOP 
END 
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1610 
1620 
1630 
1640 
1650 
1660 
1670 
1600 
1690 
1700 
1710 
1720 
1730 
1740 
1750 
1760 
1770 
1700 
1790 
1000 
1010 
1820 
1030 
1840 
1850 
1060 
HJ70 
1000 
1090 
1900 
1910 
1920 
1930 
1940 
1950 
1960 
1970 
1980 

,'. 1990 
2000 
2010 
2020 
2030 
20•10 
:?050 
2060 
2070 
2000 
2090 
2100 
2110 
21::?0 
2130 
2140 
::?150 
2160 
2170 
2100 
2190 
2200 
2210 
22:?0 
2230 
2240 

7. 

r. 
r. 
7. 
7. 
7. 
r. 
7. 
r. 
r. 
r. 
r. 

7. 

r. 

r. 

5UBIWUTlllE REl\DOI< 

CotlllUll /(\/0 ( 100) /[C/T ( 100 )/11/CL( 100)/K/C ( 100) iUll ( 1oo);om1 N 
' /11/[c( 100) -

COM!lllll 11·'/P.! < 100)/ll/F( 100) 
111 íClJEI~ O 1T,CL1C•Cl/H1 SUl/RCE, SHIK, f'I •F 
r;Er1L u1wrn · 

**'*****•**'****''''*****'*'*******'******•**************** 
* * * moros na : * 
:t: LEER Y o"1Llll\CEIU1R LOS fll\TOS CQflí;ESPOllD !ENTES * * A tlO!•llS y (\f;1;us CliEAlll<U· fil tl!SMU TIEtlf'lh UI i<[F'li:ESEll- * * T(1Cllll·I ( í<Cl• crncuU1TUf'1(1 ) llUE f<f:lllJICfiE EL (1LGllRI n10 * * DE [1t:s•1rr1C!ONES ( ·uur-OF-l(ILTER ALGUf'1THl1' ) • * 
• * 
************'*'*******'************'*********************** 
M=O 
CUM = O 

REllD 11 N 
FORMllT< 15) 

SOURCE =N+I 
s Hll\ = tlt2 
N=IH2 

7. NODE 
7. 

7. 

r. 

52 READ 8rlrDF1BSrCS 
O FORMAT <J5,JF10,0) 

IF <I .Ea. 0) GO TO 51 
IF <r<F ,[Q, O.> 00 TO 4 
ll=Htl 
lF ( BF , LT, O,> GO TO 3 
O CH> = SOIJRCE 
TCM> = l 
t:l.CM > = DF 
C<M> = DF 
00 TO 2 

3 O<tl) = I 
T<M> = litNK 
CL<l1l = -[<F 
1:<11> = -DF 

2 11(/l) = o 
CIJM = CUM -f C<Ml 

4 IF e DS .Ea. O,) GO TO 52 
11 =Mfl 
IF ( [<S ,LT, 0.) 00 TO 5 
11< 11) = SO URCE 
TClll = l 
e <1ll = r•s 
GO TO 6 

:; U<M) = l 
T<Ml = SINK 
C <11> =· ··f<S 

6 11cn> = es 
cu tll = o 
Cl/M = CIJM + C(tl) 
GO TO 52 

" 

Hl 



2250 r. 
2260 7. f\RC 
2270 7. 
2200 ~1 CONTINUE 
2290 H= Mtl 
2300 r. 
2310 RCnD ?olrJoLOWERrUPPERrCOST 
2320 9 FORMnT C2I5o3F10,0) 
2330 7. 
2340 00 TO 7 IF ( l .NE. 0) 
~350 
2360 
2370 
2380 
2390 
21100 
2410 
2·l~O 

2430 
2440 
~450 
2460 
2•170 
2400 
2490 
2500 
2510 
25:.!0 
2530 
2540 
2550 
2560 
~!570 
2500 
2.)')0 
2600 
2610 
2620 
26:10 
2640 
2650 
2660 

7. 

7. 
7. 
7. 

i. 

/. 

O<Ml -- 5INI\ 
TCMl -- SOURCE 
CLCt\l = o 
CCtll -· CUM 
\lttll = o 
00 TO ?<J9 

7 Q(t\) = l 
TCMl = J 
CLCMl -- LOWER 
CCMl - LIF'f'ER 
ll<M> = COST 
CUM -- CUM tCCMl 
GO Tll 51 

ozrno 

999 CONTltlUE 
[10 55 r = lrN 
PHil = o 

55 !J(l) = o 

no 5,} K = l1M 
56 F<K> - o 

RETURM \r 
END ,_ 
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2670 
2600 
26?0 
2700 
2710 
2720 
:u:.io 
27'10 
2750 
2760 
2T70 
2700 
2i'f}0 
2800 
2010 
2820 
2030 
2040 
.2U50 
2060 
2070 
2fl80 
2890 
2900 
2?10 
29::?0 
2930 
2940 
2950 
;~960 

2970 
2?80 
2 1790 
3000 

" 
3010 
3020 
3030 

:r. 

SUDROUTINE REl\DCC 

COMllUll · ;cNCV/EP!l, llIG rPER rl1C/Z1/HF: < 100l/Z2/llV < ÍOOl/7.Úl\C( 100) 

*******'~****·***:t*********1<*s:~;¡::~:H:i:************************* 
* * * r·rwr-osno * * LEER LOS Pi\Rfll1Ernos (ISOC I MlfJS COll EL PRO- * * ULEMI\ f;EDES tifo FLUJO Cllll CU!HO l!!N ltlO CotlCl\VO , * 
* * 11***'****'***'****'*****'***'***ª'*'**ª******************* 

INITIAL 

REnD lrEPS1DIG1PER 
FOWlti f C:2F 10, O, F5, O l 

tlC = 1 

7. HEl\If 
7. 

2 l<E(l[1 •lrKC<MCl rHF<t!Cl rllV<HCl 
•1 FORMfiT < ISr2F10,0) 

!F < KC < MC l , EO, O l 00 TO 3 
tlC = llC + 1 
GO TO 2 

3 MC = tlC-1 
RETIJRN 
EMD 

{. 
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3040 
3050 r. 
3060 
3070. 
3080 
3090 7. 
3100 
3110 
3120 7. 
3130 7. 
3140 7. 
3150 7. 
3160.7. 
3170 7. 
3100 7. 
:1190 7. 
3:!00 7. 
3:!10 " 
3220 7. 
3230 7. 
32•10 X 
3250 :Y. 
3260 
3270 
3280 
3290 
3300 
3:110 
:1320 7. 
3330 
3340 7. 
:1350 
3360 r. 
3370 
3380 
3390 
3400 
3·110 
3420 
3·130 7. 
3•1'10 
3•150 
3460 
;¡470 
3480 7. 
34?0 
3500 7. 
35.lO 7. 
3tj20 X 
3::;:10 
3~-i·lO 

3:5~0 r. 
351)0 
3570 l. 
3!.HJO 
3590 r. 
3b00 
3610 7. 
3620 
3630 
36•10 
3650 Y. 

SUUROUTINE ENUHER CXDI 

. crmnmi /CNCV/EPS' l• !G' rEr<' llC/7.VP e 100) 'l·IC 100) .u e 100)/ZS/ZD 
CUllMIJN /Zl/llFC 100)/ZUflV< 100)/Z3/KCC100l/L/tl(100J 

··ca1111ou /f<EP01'1'/ H'!<!Hl /L6/llV[f(f ¡, HIFEAS 

[IIMLllS10tl XD< 100) •X< 100) ,XIH 100) 
INTEUER xa,xR.r.w.u.xJ 

***********'*'********************************************* 
* * * PROPOSITO : 1 * CONTROLAR LA6 OPERACIONES DEL PROCEDINfEll- 1 
1 TO DE ENlltll:l~AC!lll/ HIF'LlCITA OUE í<e>lll:LVf: EL f'IWDLEflf) * * DE REllES l!E FLUJO CUll COSTO Mltlll10 CllUCAVO ( CAflGU * 
* F !JO ) , * 
* * **·~r:i*****'~*:r.:~*****·*******'l**********************·~'l*:r****** 

· INITinl. 

L=O 
DIJ 290 I =11MC 
P< I>=O 
W<I) =O 
U<.t>~o 

290 cmlíINUE 

CAl.L SETUPCMCJ 

PRilff 41 (I,KC<IlrllFCilrll'JCilrflC KCCI> 17 I=l1MC) 

4 FURMAT( 3(//),!0X•'Dnros ASOCIADOS CON EL PRODLEMA COUCAV0'.3(/)1 * iox •• Ill[IICE [1EL !1flCO EW ··1X·. IIHllCE f.!EL AflCO Et/' ,5x, 'CARGO FIJO', * ~;x. 'COSTO l.llH'(,L •• 5Xr. APrmx111ncro11 L!llE1iL PARA •• /. 
:¡: J:!X• 'LA fif:fl OfdGHl{\L',:SX• 'L1i flED CH<CIJli'oTORIA'>36X•'EL PROBLEMA' 
:¡: ,' l~EL1'\.H1DO', /rl 1JX1'I'117X1'K == KC<I>',12Xr'HF<I>'d1Xr'HV.(!)'r * 1DX1 'll!Kl' ,2(/), <17Xrl3•20X•I3,9X,F11.2>:.iX•F11,2d1XrF11,3) J 

PRINT 61Ers.DID.PER 
6 FiHUl•1T( 2(/)1JOX.'V1il.Oí~ f'{1RA CDtWAR1<R CON CERO '•Flo.s.11.1ox. * 'Vi'1L1Jfl F'1iF:n CIJllf'!1fli'1ll CON !1/Frtl!TO , .Flo.0.2<1> .iox, * 'F'ORCLNfnJE DE DESVInCIUll COI-/ RESPECTO nL VALOR OF~JHO '1F5,1 

NVERTI = O 

F()TllOll 

53 CllllT.!NUF. 
NVERTI = NVERTitl 

Cf\LL RELAX CZ1XJ 

ZA ~ ZB - PER * ADS<ZBJ/100 

Ir( IPRINT,Eíl,O ) GO·TO 111 

F'llHIT 110. z¡1,zA 
118 Flll<l11HC .t (/JJOX• 'M!'.,IOR SDl.lJC:rDN ACTUAi. = ZD * iox,•zn. ZD ~ P~R/100. IZO/ 

'1F1~i.2r2.(/), 

'1F15.~) 
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( .. 

3660 
3670 " 
:161JO 
36?0.7. 
3700 
3710 7. 
3720. 
3730 7.. 
:1740 
3150 
3760 
3770 
37ll0 
3790 
:rnoo 
3810 
3U:?O 
3030 
3040 
3850 
3060 
3870 
3800 

7. 

:r. 

7. 

111 COllTillUE 

IF CZ. ,GE~ Zl\l CJO .to !JI 

cnLL ROÜND <ZrXrZRrXR> 

'IFC 1PRINT.Eo.o )00 TO 10 

PfOllT 119r ( Xl~Cll.I=lrHC'J " . , •.·Y· · ..•.. · , . 
119 Flll~Hf1T C 1</>,1 OX r 'SOLUCION REDOtlDEADf\ ";·'l.(/ Ir 10X r 'XR' r * /r (10Xr:::!513) l • 

.. rrn11T 120, ZR · · 
120 FOl<tll\T< 1 (/), IOXr 'COSTO TOTf\L. DEC F.LUJO' 'zR 'rF15.2 

10 CIJllTINUE 

IF <ZR ,GE, ZOl UO TO 52 
ZB = ZR 
DO 1 I = 1 r HC 
XD<I> = XR(J) 
IF ( ZR ,EU, Zl GO TO 51 

3090 
3?00 

7. SEPARATE 
7. 

39.10 
3?20 
3'730 
3940 

. 3?50 
3960 
3970 
3980 
3990 
•1000 
4010 
4020 
•1030 
•10•10 
4050 
4060 
•1070 
4000 
•1090 
4100 
4110 
4120 
4l30 
4140 
•11~)0 

•1160 
•1170 
4HJO 
•1190 
·l~?OO 

•1210 
4220 
42;30 
4240 
·1250 
42b0 
4270 
4WO 
42YO 
4300 
.1;110 
43~~0 
43:10 
4340 

7. 

7. 
7. 
7. 

7. 

7. 
:r. 
7. 

:r. 

:r. 

:r. 

52 CtlNTINUE 

cnLL SEPRl\T C XrJrXJl 

IF ( J .EU, Ol GO TO 51 
L = LH 
UCL> = O 
P(L) = J 

CALL SET< J r XJ r L> 

GO TO 53 

Dl\CKTRACK 

51 CIJllTINUE 

54 

IF ( U(Ll .Eíl. 0) 00 TO 54 
P<L> = o 
IJ(L) = O 
L= L-1 
IF ( L .Eíl, Ol GO TO 999 
00 TO 51 

J = p(L) 

U<L.l = 1 
XJ = 1 
IF ( WCJ> .oT. 0) XJ o 

CHMIGE 

CALl. RES ET (L) 

CALL SET J1XJrLl 

GO TO 53 

9?9 COIJTHIUE 
f¡ETURN 
EtlD 
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4350 
4360 
4~'70 
•1300 
4390 7. 
4400 7. 
4410 7. 
4•120 r. 
4•130 r. 
4•140 r. 
44::i0 r. 
4460 r. 
4•170 7. 
•1400 7. 
4490 
4500 
•1510 
4520 
4530 
4540 
4!550 
•1560 
4570 
4500 
•1590 
4600 
4610 
·1620 
•1630 
4640 
4650 /. 
4660 /. 
4670 /. 
•1680 r. 
•1690 /.· 
4700 r. 
•1710 i. 
•1720 f. 
•1730 r. 
4740 
4750 
4760 
•1770 
•1700 
4790 f. 
4800 
•1810 
4820 
4030 
•\040 
4850 
4060 
•1070 
4800 
4890 

&UnRDUTINE SETUPCMCl· 
C111111llll /Z3/f,C< ( oo > /7.1/llFe100l/Z2/llV < 100 l/Z•l/F'( iOOl, ti< 100 >,u< 100) 
Clll\11011 /L/11( 100)/K/C( 100) . 
ltlTEGf.li lh C 

lll*ISlll*l************l*******l*SllJlllSl********llSll**** 
* * • Prwr-·os no : . * * CRF.AR LAS nrROXIMACIONES LINEALES INICII\- * 
1 LES f'M<A EL f'f'Ol.<LEMA fil,LAJnDO Y tli'lCl:T< TllMS LI\ V1\IUi'l- * 
* BLES LIBRES , * 
* * ***********************'*************************t********* 
DO 1 L = 1 rMC 
K = KC<Ll 
llCK> = HFILl/CCK> + HVILl 
Wlll = O 
CIJllTUIUE 
f<ETURtl 
l::ND 

SUDROUTINE SET C J,XJ1L) 
CDl\llOtl /l./H 1100 l /Z2/HV C 100l/Z•l/P1100 l, W ( 100l,U<100) 
CUllMOtl /CNCIJ/Ef'S, C<IG, PEI~, llC/Z3/KC< 100) 
IllTEGER Wr XJ 

*************'*************************************'******* 
* * 1 F'fWPOS !TO 1 
1 FIJAR U1 VARI1\r<LE J Cotl EL Vf\LOR XJ AL NI- :J< 
1 VEL L , 1 

* * *************'********************************************* 
I\~ KC<J> 
IF ( XJ ,NE. 1) GO TO 51 
llCKl = tllJ(J) 
tHJ> "L 
GO TO 999 " 

51 llCK) ~ [110 
W<Jl ~ -L 

999 COllTINUE 
f<ETUfm 
END 
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4900 
•)'} 10 :r. 
·1920 
4930 
4940 
4950 
4960 
4970 7. 
•1'100 7. 
•1990 7. 
5000 :r. 
5010 .:r. 
5020 7. 
5030 7. 
5040 :r. 
5050 Y. 
5060 :r. 
5070 :r. 
5000 7. 
5090 :r. 
5100 
5110 7. 

5UDROUTINE RELAX <Z1XI 

CUHtlOfl /Z3/1'C< 100 l /O/F < t 00) 11\IC < 100 l IZ t/l IF< 100 l /L/11 ( 100) 
CUi1110il /CNt:V/Ef·~¡, lll G, P[f(, llC/U/I\' NI l•l/P( 100), 11 ( 100) 1U(100) 
COllllOll /f(E.f·'Ol(T 111''1~ IMT /Z6/NtJE1n 1' 1NFEA5 . 
DlllCllSIUll XC100) 
!NTEGER P1M1U1F1C 

ª******************************''******'****'**********'*** 
* * * f'ROF'OS no : * * RESOLVEf; EL f'í;Or<LEMA RELA.J1)[tO MEDil\llTE EL * 
:t. M.Grmrno [t[ [l[SVrncrnm:s. C(\l.CUl.I\ L(1!i VAR.ll\DLES EN EL * 
S VECTOR X Y EL VALOR DE LA FUllCIOH UDJET!UOr Z , * 
* * **'************'*'**********************************'*****' 

SOLVE 

Cl\LL l<IL TER< HIFEASl 

5120 IF< INFEl\S.Ea.o )GO TO 61 
5130 7. 
5140 Z = DIG 
51:50 r. 
5160 IF< IPRillT,Eü,O lGO TO 61 
5170 r. 
5180 PRillT 62r NVERTI· 
5190 62 FUf'111H< 111114<11, lOXr 'EL PROULEMA RELl\J(l[IQ EN EL VERTICE 'rI3r 
5200 * ' IW TIENE SOLUCION ,'11(/l,JOX1'LOS VECTORES p, W1 U PARA EL'1 
5210 * 'VERTICE SON:' ) 
5~!20 Y. 
!J230 
5240 
5250 
5260 /. 
5270 
::i280 
5290 
5300 r. 
5310 
53~~0 r. 
5330 
53·10 r. 
53SO 
5360 7. 
5370 7. 
5380 :r. 
5390 
5400 
5410 
5420 
:H30 
54-10 
5,150 7. 
5•)60 
5'170 
5•100 
5490 
5500 Y. 

Pl\HIT 113r 
f•f; !llI 11 •l • 
rnrnr 115, 

PRINT 66 

P<IlrI=l1MC 
l·l<I l rl=.t,MC 
lJ(IlrI=1rMC 

66 FOl<ll,)J( 2(/), 1ox. 'ESTf\DO FHlt~L DEL Pí<OCESO DE SOLUCIOtl l\L', 
S ' DEfERMINfiRSE LA NO FACTIBILIDAD' 1 

CM.L OKAOUT 

RETURN 

61 CONTillUE 

FINDX 

Z =O, 
DO 1 J = 1 rMC 

ºK = KCCJ) 
IF ( LICJ) .NE. 0) GO TO 51 
XCJ) = FLOATCF<Kll/FLOAT<C<K>I 
GO TO 1 

51 IF < Ll<Jl ,LT, 0) GO TO 5;¡ 
XCJ) = 1, 
Z = ZHIF(J) 
GO fO 1 

5510 53 IF ( FCKl ,Ea, 0) GO TO 54 
5520 Z = DIG 
5530 /. 

2.LL 



5:.i40 
5550 7.. 

. 5560 
5570 
5500 
5590 
5600 
5610 7. 
5620 
5630 
5640 
5650 7. 
5660 
5670 
5600 7. 
5690 
5700 
5710 7. 
:J720 z 
5730 7. 
5740 
5750 
5760 7. 
5770 7. 
57BO 
5790 r. 
51JOO 
5010 
5820 
::i030 7. 
5940 
5050 
5860 
5870 
5880 

IF( Ir'RIIH.Ell.O >GO TO 6"/ 

Pfn NT 73, llVEln [ , J "', F (1() 
73 Flll<f'IM< 11111•1<1) .io:<, 'EL F'IW[<LEl1f) f<ELl'\JMIO EN EL VEf\íICE '.I3i *' NO 11[1/E [>OLllCIIJl/'d(/lr!OX•'Lf) V1il;[(1ltLE X('d31'l F.ST1i' * • FIJMtl\ EN O Y t:L FLUJO EN EL lif<CU CUf<l~tSPONDIEtnF. ES [IJSTINTO' r 

;j: ' DE O , F <' .r;I' l = ', 19 l 

Pf<l NT 113, 
rr-:11n 114, 
l'RltH 115• 

P< !) .I=lrHC 
U<Ii.l=lrllC 
U<!), 1=1 rHC 

67 ClltlTINUE 
l<ETURll 

54 X(J) = O, 
1 curnrnuE 

LltlEAR 

DO 2 K = l .ti 
2 Z = Z t F<K>*HCIO 

lF< IPRillT.EO,O lGO TO 999 

PRINT 1121 NVERTl 
112 rormr1TClHl13(/)t10X.'PRODLEMA f,:ELl'\Jf)[IO Etl EL. VERTICE 'rI3r/I * 10X135('-') > 

113 
11•1 
115 

PRIHf 113• < PC!l1I=l1MC ) 
PRitlT 114• ( lJC!l.I=1rllC l 
Pf<HIT 1151 < U<.tld=l1MC ) 
FfJl<tl(lf( 1(/) .iox. 'P' ,;, (lOX.2014) 
ro1~11r1T< 1<11.1ox,•w,;, c1ox120I•ll 
FORlhYI( lC/ldOX1'U'1/1 <l0Xr2014) ~i090 

::;900 7. 
5910 Pf<HIT 116• C

1
XCI>.I=l•HC > 

5920 11,'! Furrn1iT< 1(/l•lOX•'X',/, (!OX120F6.3) 
5930 7. 
5940 Cf)LL OKflOU! 

PRHIT 117rZ 
5950 7. 
5960 
5970 
5980 

117 FORt..1T< 1 (/),71X1 'COSTO TOTAl. [1EL FLUJO ',f15,2 ) 
Z~; 

5'l90 
6000 7. 
6010 
6020 
6030 
60•10 
6050 
6060 
6070 

9'79 COllT INUE 

RETURN 
EtlD 
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.~ 

6000 
6090 X 
6100. 
6110 
6120 
6130 
61•10 X 
61~i0 7. 
bl60 7. 
6170 7. 
6100 7. 
6190 7. 
6:!00 :r. 
6210 :r. 
6~20 

6230 
6240 
6250 
6260 
6270 
6200 
6290 
6300 
6310 
6320 
63:50 
6340 
6350 
6360 
6370 
6300 
6390 
6400 
6410 
6420 
l,.)30 
64•10 
6450 

7. 
:r. 

:r. 

r. 

5U[1fWUTHIE íWUllI• (Z,X1ZR1XRl 

COHHON /Z4/PllOOl•Wl10011Ul100l/Z3/KC1100l/Z1/HFl100l/Z2/HVl100) 
Clll\Mtltl /CNC•J/El'S, Ulü 1 f•fcf< • llC/O/F ( 100) (L/ll< 100). 
Dil\t:WillHI XllOOl1XRl100l . 
INIEGIOR XR114•F 

***************•****************~***********'************** 
* * * PROPOSITO : * * REDONDEnR n HUMEROS ENTEROS ( o o 1 ) LAS * * Vf\f(lnI1L1:s Ft<>.CC!Oth~LES EN X PnRA OllTENt:R Xll1 y cnL- * 
• CULnR EL vnLOR DEL ZR CORRESPONDIENTE • * 
* * ******'*******************************'***************'*'** 
ZR Z 

[10 J = 11MC 
IF ~J(J) .NE, 0) 00 TO 51 
IF 1 XIJ) .LT, EF'Sl GO TO 52 
K = KCIJ) 
XRIJ) = l 
m = Zí(fHFIJ) tlllVIJl-HIKl l*F<Kl 
GO TO 1 

51 Xt<IJ> XIJ) 
Gil TO 

52 XRIJl O 
COUT IlfüE 
HETURN 
EllO 
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6•160 
6·170 

-¡,.100 
6;190. 
6500 
6510 
6520 
6530 
6540 
6550 
6560 
6~;70 

6500 
6590 
6600 
6610 
6620 
6630 
66•10 
6650 
6660 
6670 
6680 
6690 
6700 
6710 
6720 
6730 
67qo 
6750 
6760 
6770 
6780 
6790 
6000 
6010 
6820 
6830 

' .. 68qo 
6850 
6060 
6fl"l0 
6880 
6890 
6900 
6910 
6920 
6?30 
69•10 
6950 
6960 
6970 
6980 
6')90 
7000 
7010 
7020 
7030 
70•\0 
7050 
7060 
7070 
7080 
70'10 
7100 
7110 
7120 

?. 

?. 

SUDíWIJTINE !3ErlMT <X .• JrXJ> 

COMMlJll ;zq¡p ( 100), ~JC 100) 1 U ( 100 )/Z3/KCÜOÓ )/Z2/HV(-.lOOl/Z1/llFC 100) * - /l/11(100)/IJ/FClOO) - - -- ---- -- - -

- CIJMMOtl /Cl/CV/c:J'S, IIJG1 PEll •MC 
111111:1rnrm1 x< 100> · 
1t1 n:urn ~J, XJ, F 

****************************'****************************** 
* "' 1 Pf<OPOSITO 1 * 
1 DAD!\ UN1) SOLUCION íiELAJADA X r ENCONTRAR LA llC 
1 VMiri~LE Lll<íi[ J CllJE F'fWFOíiC!OllA LA MAYO!( [t!FERENCIA :ti: 
t EHIRE LOS COSTOS COllCAVO Y llNEALIZADO, TAHDIEN DETER- 1 
1 Hllln LA DIR~CCIOll DE LA RAMIFICACION < XJ•O O 1 ) , * 
* * ****************'********''******************************** 
DIFM = O 
J=O 
DO 1 1.=lrHC 
IF CWCU .NE. Ol GO TO 1 
IF ( X(LI .LE, EPS> GO TO 
K = KC<L> 
DIF = llf"<L> +HV<U•F<Kl-ll<KllF(K) 
rr ( DIF .LE. DIFM> GO TO 1 
DIFM = DIF 
J = L 
XJ = 1 
IF < X<JI .LT. ,5) XJ O 

CONTINUE 
RETURU 
END 

SUBRDUTINE RESET (L) 

COMMOll /Z4/P ( 1001rWC100 > r U<lOOl /Z3/KCC 1001/L/H(100)/Zl/llF<lOOl 
1 /Z2/HV<100l/K/C(100) 

COHMON /CllCV/EF"S,DIGrF"ER1flC 
IIHEGER WrC 

?. *********************************************************** 
?. * . • 
?. * rr.opos no * 
?. 1 llACER LIDl~ES TODAS LAS VARIABLES FIJADAS AL 1 
?. 1 llIVEL L O M1iYOf~ , 1 

/. * * 
z *************************************************'********* 
?. 

DO 1 J = ! 1MC 
IF ( I1iDSW<Jl 1 .LT, LI GO TO 1 
K = KC(J) 
fl(I() " llF<Jl/C(K) + HV(J) 
W<J> = O 
C(]flTHlllE 
l~ETllí<N 
END 
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7130 
7140 
11:;0 
7160 
7170 
7100 
7190 
7200 
7210 
72;!0 
7:!30 
72·10 
7:!rí0 
7260 
7270 
7200 
7290 
7300 
7310 
73:!0 
7330 
73•\0 
73:;0 
7360 
7370 
7380 
7390 
7400 
7410 
7-120 
7430 
7·140 
7450 
7460 
7470 
7&100 
7490 
7500 

! . 7510 
7520 
7530 
7540 
7550 
7560 
7570 
7580 
7590 
7600 
7610 

su11ROUT ItlE K Il.TER ( INFEl\S) 

IN íEGER F 111 r Cll r DF 
7. 
z ******'********'******************************************* 
7. * * 
Z * f'ROPO!HTO : :1: 
7. * [l(,[10 UN FLUJO HIIC1!\L aUE S!1TISF!\CE LI\ CON- S 
Z 1 SERV!ICJOtl DE FLUJO Etl t;(ll1r1 llOllfJ '( POTr.tlCIM.ES !\kll.lTlrn- * 
Z * RIDS [N ESTOS : t\[Jl11FIC(lf~ LllS íLIJJO!; Y LO~ í'OTEl1C1ALES :je 
7. :t: ft.~ST!I Ol<TEtHO:f> L11 S01.UC10tl OF'Til\fl, SI NO Hi'\Y SULUCIDN :je 

r. * Ff\CTil<LEr SE REGm:sA IHFE!IS=1 • * 
r. * * 
r. **********'**********************************************'* r. 
z 
i. ltllTit'\l. 
z 

KO = 1 
FIN = o 
INFEl\S O 

., FINO 

Ci'\LL FINDCKOr!OrJOrCHrDFrF!tl) 
r. 

IF FIN .Ea, 11 RETURN 
r. 
r. Fl.OW 
r. 

2 Cf\LL FLOW <KOr IOrJOrCflr DF r INF> 

IF < INF , NE, 1J GO TO 1 
z 
7. F'OTENT 
1. 

CALL POTENT CKO .IOr JO r Cllr KE, lNFEMil 

IF < INFE!IS .Ea. 1> RETU~N 
IF < KE ,EU, KOl GO TO 1 
GO TO 2 

RETURN 
END 
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7620 
7630 
76'10 
7650 
7660 
7670 
7680 
7690 
7700 
7710 
7720 
7730 
7740 
7750 
7760 
7770 
7700 
7790 
7000 
7810 
71320 
7830 
7040 
7850 
7!l60 
7870 
7080 
7890 
7900 
7910 
7920 
7930 
7940 
7950 

,. 7960 
7'170 
7•1ao 
7990 
uooo 
8010 
0020 
8030 
8040 
1!050 
0060 
0070 
8080 
8090 
0100 
8110 
8120 
O.t30 
8140 
0150 
0160 
ll170 
0180 
0190 
9200 
8210 
íl:?20 
0230 

SU[l!WUlHIE FitlD <KO.I01J01Cll1DF1FIN) 
r. 

COHHOH /n/O(l00)/[l/fl100)/P/Pll1001/L~IC100l/O/Fl1001/N/CLC100). * /0/H,H/K/C(l00) 
IIHEGE!' o •. T. p 1.r .cL' e 1 [l,[lf ,Clt.F.HI 

z 
Y. :t * U****:t:t.t.:i<H:t***·t** :t;!: tH:n:J<*****·H**H*******'t*U******** 
;. * * Z 1 PROP091TO : S 
7. * EMCOtlTR1\I~ Utl nt<CO KO HO COtlFORMl\DLE CCON S 
z * DESVIl\CIONJ1 su 110[10 ORlG~N ID y su Huno TERHINnL JO, * 
Y. * l.n r1rnf:Cclllll [l[f_ C(1fil:IO L1E FLUJO SE Ill[llCn por, Cll <+1 * 
7. * F'1\R1\ 111cr,r.m:11ni. -1 p,·,r,.1 [1ECRl':tlC/ITll). Ln Cf)tlfl[l¡)O DE * /. * FLUJO ,·, crncULAí' (f'l\SioRI F'nf>n UUE KO SE1) CONfOl¡t\M<LE * 
/. * ES DF • 1 
r. * * 
r. * :t **** * *** :i: n.n ** **** ** **** * ***** ********'~********·u******* 
/. 

7. 
f. TESTFitl 
/. 

z 

10 CotlTHIUE 
lF ( K .ar. MI GO TO 998 
I = O<K> 
J=T<K> 
D=PIIII -PI<JltHIKl 
lF 1 ll ,Gr. 01 GO TO 51 
IF 1 D .EU, 01 GO TO 52 
GO TO 54 

7. ALPlll\ 
z 

51 COllT INUE 
IF <F<K> .Ea. CLCK>> GO 
IF <F <KI • oc;. CL(K)) GO 
Cll = 1 

~-DF = CL<Kl - F<Kl 
GO TO 53 

/. 
30 Gil = -1 

DF = f(KI ;: CLCKl 
GO TO 53 

r. 
20 K = K+1 

GO TO 10 
z 
7. I<ETA 
r. 

52 CONTINUE 
IF ( f(/0 ,LT, CU t\'I 1 GO 
IF ( F<KI .LE. CIKll GO 
Cll = -1 
[lf = FIK> - CIKI 
GO TO 53 

r. 
50 K=K+l 

GO TO 10 
r. 

40 Cll =1 
DF = CLllO - FIK) 
GO TO 53 

TO 20 
TO 30 

TO 40 
TO ::iO 
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0240 7. 
0250 7. mto 
0:?60 7. 
8270 5 .. 1 COllTINUF. ' 0280 IF < F <10 .c:o. C(fO ¡ GO T0:.60 {. ,. 
0290 IF ( F<IO ,LT, C<KI 1 00 .fo 70 ! 
0300 CH = -1 
0310 DF = F<Kl - C<IO 
0320 Gl) TO 53 
0330 Y. 
0340 60 K=K+1 
0350 GO TO 10 
8360 Y. 
0370 70 Cll = 1 
0380 rw - C(Kl-F<Kl 
8390 Y. 
0400 Y. FIN!Sll 
8410 7. 
8420 53 COIHHlUF. 
0430 1\0 = K 
84•10 IO=I 
0450 JO = J 
8460 GU TO 999 
IJ470 Y. 
8480 991J Fill=l 
8490 999 COllT INUE 
8500 í<ETURN 
IJ5.t0 END 
8520 
8530 
8540 
8550 
8560 .. 
~ 

~. 



O:.i70 
B'.;uo 
O:.i90 
0600 
0610 
8620 
0630 
0640 
0650 
0660 
0670 
l1600 
06'70 
8700 
8710 
8720 
8730 
07•10 
D7:.i0 
8760 
8770 
0780 
8790 
UBOO 
13010 
8820 
Otl30 
13840 
8850 
8860 
8870 
[10130 
llB90 
0900 
13?10 
ll920 
8930 
!l?40 

'-1 .. 0?50 

SIJLIROU f IllE fl.IJW < KO, I O• Jll •CH 1 DF' HIF) 

Clll\11DN /ll/ F < 1 00) 
l 111 CGER Sii; íll •Cit. V 1 F, C1F 

7. 
z **ª***'*******'*t~******'**''****'**'*'*******t***********' 
z * * Z * rHUPUSITO : * 
z * cnHDIAR LOS FLUJOS EN Ln RED PE HnNERn OUE * 
7. * EL Fl.UJO EN EL 1~RCO KO< !Or JU) f·UE[1(\ !llCl~r.HEllTl\l~SE O * 
z * DISllJNU!RSEr y n nL VEZ MANTENER LI\ CONSERVAC!DN DE * 
z * FLUJO EN cnon NODO • * 
z * * 
7. ***~!ttrtsrr•*****************************~*****~********** 
z 

7. 

1F < Cll ,GT, 0) GO TO 10 
511=10 
Tll=JO 
GO TO 20 

10 SN =JO 
rn~ro 

20 CALL 1\liXFLO<SNrTNr[lfrVrillF) 

DF = DF -V 
!F C CH .GT ,OJ GO TO 30 
F<KO> = FCKOl - V 
IJO TO '799 

30 FCKO) = F<KO) t V 
9'l? COlll'IllUE 

l<ETURU 
Etm 

': 

-< -
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fl96Ó 
0'170 r. 
B'/00 
0'190 
9000 
'}010 
90~!0 r. 
9030 f. 
9040 f. 
9050 f. 
9060 f. 
9070 f. 
9000 f. 
90'10 f. 
9100 7. 
9110 7. 
9120 7. 
9130 7. 
'}140 7. 
'1150 7. 
9160 7. 
9170 
9100 
9190 
9200 
9210 
t7220 7. 
9230 
9240 
'7250 
9260 
9270 
9280 
9290 
9300 
9310 
9320 
9330 
9340 
9350 
9360 
9370 
9300 
9390 
9400 
9410 
9420 
9430 
9•140 
9450 
'1460 
9470 
9480 
9490 
9500 
9510 
9520 
9530 
95•10 
9550 
9560 
9570 
9500 
95'10 7. 
9600 
9610 
96'20 
9630 
9640 
9650 
9660 
9670 

i. 

i. 
i. 
i. 

7. 

7. 
7. 
7. 

7. 

5U[lf,OUTI NE: f'll fCllT ( KO, ID r JO, Cll; KE 1 INFEf\S) 

CIJMllDll/~J[l/S(100l ...... ··. · .·· . 
COlll\llll /O/F ( 100) /N/CL< 100) /P /PI ( 100 l ;t;;c ( 100) /O/M 1N/L/H(100) · 
COMMUN /f\IU<lOOl/D/J(lOOl . . - . 
INTEUEf> Cllr S1F iCL .r1, c.01r. [l, DP 

***********'**********************'*************i********** 
* * :t: F·f>DPDS ITO : * * [IEJEl~MillflR EL VALOR DEL INCf<EMEllTO EN LOS * 
* POTENCinLES U[ LOS NODOS DUE PERTENECEN n N2• PnRA * * COIHIUCIR AL {\f<CU ~:u n UN ESTf\[lfJ COllFURHf\[ILE ( SIN DE!l- * 
1 U!ACION 1 O CONVERTIR f\UMlSlDLE UNO DE LOS ARCOS UUE S 
1 SE ORIG!N!l Etl Nl Y TC:l<M!Nf1 EN N2 O• IJICEUERSI\ , I 

* * *'**'***********************'****************************** 
HIITIAL 

IF <Cll .LT. 01 GO TO 10 
IF ( F<KO) ,GE, CL(KOl) GO TO 20 

40 [¡p = 9999 
KE = O 
GO TO 30 

20 DP = -CP!(IOI - Pl(JOI + ll(KOll 
t(E = KO 
GO TO 30 

10 IF F<KO> .LE. CCKOll GO TO 49 
DP PI (!O) - PI<JO) HHKOl · 
KE KO 

DUAL 

30· CONTitlUE 
DO 50 K = ltM 
I = O(KJ 
J= T<K> 
IF ( S(l) .EO, 0) GO TO 60 
IF ( SCJ> ,NE, 0) GO TO 50 
IF ( F<IO .GE. CCKll GO TO 50 
[I = PI<ll-PI<Jltll<Kl 
GO TO 90 

60 IF ( S(J) .ca. 0) GO TO 50 
IF ( F <tO .LE, CLCKl) GO TO 50 
D= PI(J) - PI(ll - 11<10 

90 IF ( D ,GE. DP ) GO TO 50 
ItP = D 
KF. = K 

50 CONTINUE 

CHMlGE 

IF KE ,EO, Ol GO TO 70 

DO 00 I = 1,N 
IF C S<I> .ED, 01 PI<Il 

BO COtlTINUE 
· flETUfUI 

70 INFEflS 
RETURtl 
END 

PHI) ·~ DP 
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,. 

9600 
9690 7. 
9700 
9710 
9720 
9730 
9740 
9750 :r. 
9760 :r. 
9770 7. 
9700 7. 
9790 7. 
9000 7. 
9010 7. 
9020 7. 
9030 7. 
9U40 7. 
9850 r. 
9060 7. 
9870 7. 
9880 r. 
90?0 /. 
9900 r. 
9910 
9920 
9930 
9'140 
9950 /. 
9960 /. 
9970 7. 
9'100 
9990 r. 
10000 
10010 
10020 
1<'030 
100•10 
10050 
10060 
10070 
10080 
10090 
10100 
10110 
10120 
10130 
10140 
10150 
10160 
10170 
10180 
10190 

:r. 

:r. 
:r. 
:r. 

:r. 

su-r•rwuT 1 tu: 11!\XFLO e mr, rn, DF, v, 1 NF > 

COMMON /!\/0(100)/D/TC100)/C/PD<1001/F/PRC1001/G/H1N -* /K/C ( 100 > /L/11<100 )/fl/[I( 100) 
* /11/CL< 100)_/ü/F < 100 > /[l/f'F ( 100) /f'/PI< 100) 

DIHCllS ID!/ L!!ll\ ( 100 > 1Ll mlC 100 > 
INTEGER u,r.PD• c,o,cL1F1PI 1SN1TN1DEL1V1DF1DWES 

*******'*************************************************** 
* * 1 PROPOSITO : 1 
1 [IETERtlIN!\ l.!\ RED COtl SOLO !\íiCOS ftDHISIDLES * * f'(\f;(\ LA ClJllL sr: Dl•TI ENE Utl FLUJO MDO ([11") DEL NODO * * ruun E ( SN) r1L 1/0[10 Slltl![JEJ<O ( Ttl>. 51 NO SE F'lJ[[tE O!)- * 
t TENER T!\L FLUJO, SE PROPORCIONll EL l"LUJO H!\XIMO (U) DE * 
1 SI/ !\ TN , ESTE PROCEDCMIEtlfO SUPOllE QUE SE TIENE !\ M!\- 1 
1 MO UN FLUJO Fl1CTHILE Ill!CIAL , * 
* * ***'************************************************'****** 

INITIAL 

V=O 
IFitl=O 
INF=O 
IF=l 

PATfl 

7 CALL FPllTH<Stl1TN1NP> 

IF. ( NP ,Ea, 01 GO TO 
HlF = 1 
GO TO 3 

IC = o v IJ = TN 
•'· LSTARC 

9 K=PD<IJ) 
IC = IC + 1 
LIS,. (!C) = K 
IF <K .LT. 0) GO TO 6 
IJ = 0(1<) 

10 IF ( IJ ,E\), SH ) G(J 

GO TO 9 

6 JJ = TC-K> 
GO TO 10 

B CONTINUE 

TO o 
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10200 ?. 
10210 ?. 
10220 r. 
10:?30 
10240 r. 
10250 
10260 
10270 
10280 
10290 r. 
10300 
10310 r. 
10320 
10330 
10340 ?. 
10350 
10360 
10370 
10380 
10390 
10400 
10410 
10420 

FlOIJ 

Cl\Ll. HFLOCUSl\1 re, i:•EL) 

C•WES = [IEL + V - [IF 
IF C DEL + V ~LT: ~Fl GO TO 4 
DEL=DF-V 
!FIN =1 

4 Cl\LL FLOCllG(L!Sl\1 í:c,ná.) 
V = V + DEL 
IF < !FIN .Ea, Ol GO TO 7 

:1 CONTitlUE 
RETIJRtl 
EtlD 
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10430 
104•10 
10450 
10460 
10470 
10400 
10·190 
10500 
10510 
10520 
10530 
10~40 

10~50 
10560 
10570 
10500 
10590 
10600 
106.10 
106;~0 

10630 
106•10 
10650 
10660 
10670 
10600 
10690 
10700 
10710 
10720 
10730 
107•10 
10750 
10760 
10770 
10780 
10790 

' 10800 
10010 
10020 
10030 
10840 
10050 
10060 
10070 
10880 
10890 
10?00 
10?10 
10920 
10?30 
10940 
10950 
10960 
10970 
10?00 
10990 
11000 
11010 

7. 

SUBROUTI NE FP1Hll C S~!. ni 1 NP) 

CotlMOtl /IJ[l/5( 100) . . • . .. . . . 
COlllilJN /cVllC 100l/D/TC100>/C/PD(l00)/0/lfrN 
lllTlcOF.r; o.r.r1D1S1f'I•1SN1Ttl . 

z *'********~************************************************ 
7. * . * 
Z 1 PROF'OSITO : * 
Z 1 ENCOWIRftR UNA TRftYECTORIA DE SOLO ftRCOS AD- S 
Z 1 MMISILILES EMPLEAtWO UN PROCEL1Il1IEtlTO DE ETIOUl:TACION, * 
7. * LAS EílílUEIA9 SE INDICAN EN LA LISTA DE NODOS S , * 
z * * 
z *************************************'***********'********* z 
Z I/IITIAL 
7. 

z 

DO 10 I =11N 
10S<Il=O 

.S(SN> = 1 

Z LAI\EL 
z 

:r. 

40 CONTINUE 
LAD = O 
DO 20 K = 11M 
I=O<K> 
J= T<Kl 
IF C SCI> ,GT, O) GO TO 30 
IF C SCJl .EO. O> GO TO 20 
lF ( ADC-Kl ,EQ, 0) GO TO 20 
se I > = 1 
PD < I l =-K 
Lí>B = ·1 
GO TO 20 

30 IF .(S(J) .or. 0) GO TO 20 
IF < í>D<Kl .EO, 0) GO TO 20 
SCJ) = 1 
PBCJl = K 
L1'D = 1 

20 CONTINUE 

7. TESf 
z 

IF < SCTNl ,EQ, 1> GO TO 991l 
IF C LAD ,EO, ll 00 TO 40 
NF' = 1 
GO TO 999 

99B NP = O 
999 CONT It!UE 

F~ETURN 
END 
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11020 
11030 7. 
11040 
11050 
11060 
11070 r. 
11000 7. 
110'70 7. 
11100 7. 
11110 7. 
11120 z 
11130 7. 
11 l•lO 7. 
111:;0 r. 
11160 
11170 
11HJO 
11190 
11200 ;.: 
11;~10 

11220 
11230 x 
11240 
11250. 
11260 
11270 
11200 
11~~90 
11300 7. 
11310 
11320 
11330 
11340 
11350 
11360 
11370 7. 
11380 
11390 
11400 
11 •110 
l 1'120 
11430 
11440 

111 ítGEí~ FUHCT ION f\D (!() 

COllMON /O/f' ( 100) /N/CL ( 100)/K/C( 100) /l'l/OÚ00)/11/T< .loo )/P/PI úoo>-
* /L/11< lOOl 

ItlTEGER r.c1..c.o,r.o.r1 

***************~*********************************'********* 
* * 1 PROP051TO : * 
1 DETERMINAR LA f\DMISIDILIDf\D DE UH ARCO Pf\- 1 
1 RA EL Al.GOR!fMO DE DESVIACIONES , 1 

* * **'********'*********************************************** 
AD = 1 
IF< K ,LT. Ol GO TO 1 
IF < F<K> ,GE, CL<K)) GO TO 2 
GO TO 999 

1 IF ( F<-K> .GT. C<-Kl) GO TO 999 
GO TO 4 

2 I=O(K) 
J= T<Kl 
D = PI<Il t H<Kl -PI(J) 
IF ( D .ar. 0) GO TO 5 
IF ( F<K> .GE, C<Kll 00 TO 5 
GO TO 999 

4 I = 0(-K) 
J = T<-K> 
D= PI<I> t H<-Kl - PI(J) 
IF < D ,LT, Ol GO TO 5 
IF < F<-Kl .GT. CL<-Kl ) GO TO 999 

5 AD ~ O 

99·9 RETURN 
EMD 



11450 -
11460 :>: 
11"470 
11480 
11490 
11500 
11510 7. 

' ' ' ' ' ---~-2-30~- -

115;!0 
11530 
11540 

:r. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
f. 
7. 
7. 
7. 
7. 

7. 

COHHOfl /1\/0( 100 )/ll/T< 100) /P/PI ( foo) /L/llClOO l/N/CL( 100 )/K/C( 100) * /0/F<100) ' . .---- -

DIHENUION LlSl\(100) 
INTEU~R 01T1PI1CL1C1F1D 

*******************************·~*************************** * * * PROPOSITO 1 * * , DETERMINl\R EL Hl\XIMll CMIDID Df. FLUJO POSI- * * EH LI\ Jr<l\YECTORit"1 EtlCONIRl\DI\ EN f:L l\LGORIHIO FPATll3 , * 
* * *********************************************************** 

INITil\L 

MF = 9999 
ILC = O 
L=O 
KL=O 

TESTFIN 

30 COIHINUE 
L=Ltl 
IF <L ,UJ, IC) GO TO 999 
KK = LISl\(Ll 
IF < KK ,GJ, Ol K=KK 
IF < KK ,LT, O> K = -KK 
I=O<Kl 
J=T<Kl 
D=PI<Il-PI<J>+H<Kl 
IF ( D ,GJ. 0) GO TO 51 
IF < D .EQ, O> GO. TO 52 
GO TO 53 

115~0 

11560 
11570 
11580 
11590 
11600 
11610 
11620 
11630 
116•10 
11650 
11660 
11670 7. 
11600 7. 
116'}0 7. 
11700 
11710 
11720 
11730 
11740 
11750 
11760 
11770 
11700 
11790 
11800 
11810 
11820 
11830 
118•10 

7. ALPHA 
7. 

7. 

51 COllT HIUE 
IF ( F<K> .LE, CL<K> l GO TO 10 

40 IF < MF ,GJ, <F<K> -CL<K>ll MF =F<K)-CL<Kl 
_GO TO 30 

10 IF <HF .GJ, <CL<K> -F<K>>> MF=CL<Kl-F(K) 
GO TO 30 

7. DETA 
7. 

1 lB~;o 
11060 
11870 
11880 
11890 7. 
11900 
11910 
11920 
11930 
11940 
11950 
11960 
11970 
11980 
11990 
12000 7. 
12010 7. 
12020 1. 
12030 
12040 
12050 

52 CONTINUE 
IF CF<K> ,QJ, C<Kl) GO TO •10 
IF ( F<K> .GE, CL(I\) l GO TO 50 

60 IF CMF .GT. CC<K>-FCKlll' MF = C(Kl­
GO TO 30 

DIRECT 

50 CIJNTINUE 
IF <KK .GJ, Ol GO TO 60 
GO TO 40 

F<K> 

··-..: 



12060 7. 
12070 7. 
12000 7. 
12090 
12100 
12110 
1:!120 
12130 :>! 
121'10 
12150 
12160 
12170 
12100 
12190 
12200 
12210 
12220 
12230 7. 
12:?40 
122~0 
12260 
12270 /. 
12280 4 
12290 7. 
12300 7. 
12310 r. 
12320 7. 
12330 7. 
12340 :r. 
12350 7. 
12360 
12370 
12380 
12390 
12400 
12410 :r. 
12420 
12430 
12440 7. 
12450 
12460 
12470 
12480 
12490 
12500 

í<llO 

53 COllTTNUE 
IF < F<IO .LE. COO> 00 TO 60·-., - ·· 
IF ( MF .ar. <F<IO -C<K> )) .MF=F<K> -C<K> 
00 TO 30 

999 CONT ItlUE . 
RETURN 
EllD 

SUBROUTINE FLOCHGILISA1IC1DEL> 

COMl1011 /0/F ( l 00) 
D!MENS!O~ LISA<100) 
IN fEGER F 

*********************************************************** 
* * 1 F'ROF'OS ITO : * 
1 CAMBIAR LOS FLUJOS EN UNA TRAYECTORIA * 
1 1 LIS•' > , >I: 

* * **************************************************'******** 
[10 100 L=l1IC 
K=LISACL> 
IF ( K .or. o ) GO TO 98 
FC-K>=FC-Kl-DEL 
GO TO "100 

90 F<K> = F<K>tDEL 
100 CDNTINUE 

RETURN 
END 
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12510 
1;!520 r. 
12530 
12540 
12550 
12560 7. 
12570 7. 
12500 7. 
1~?590 ;r. 
12600 7. 
12610 7. 
1:!620 7. 
12630 r. 
12640 
1:;u,50 7. 
12660 
12670 
12680 ;r. 
1;!690 
12700 
.12710 
12720 
12730 
12740 
12750 
12760 
12770 
12700 ,. 12790 
.~2000 
12810 
12020 
121330 
12840 
12050 
12860 
12870 
12080 

101 

suriROÜTINE OKftOUT 

COMMUU /G/MdUf·'/f'I < 100) /K/C ( 100) /L/fl< 100l/N/CL<100)/U/F(1001 
CUMMDM /C/PD(100J/n/0(100)/D/T(100) 
INTEUER o.r,pu,cL1C1F1PI 

**************'*********'*******'************************** 
* * * F'fdlF'OS no : * 
1 IMPí~IMIR UNA SOLUCION OPTIMA , :t: 

* * ****************i***************'****'*****'*************** 
PRIMT 101. <r.PI<Il1PB<Il1 r~1.N ) 

FORMAT<2(/Jo10Xo 'NOD0'15X1 'PDTENCIAL'15Xo 'Af'UN'fADDR ff(IClf\ ATRAS'1 * /, 12X1'l'18X1 'PICI) 'rlSX1'F'B(l)' r2(/), (OX1I5r2XrI11115XrI5) ) 

F'RINT 103 
103 FORHATC2(/)o10X1'ARC0'•4X•'N,ORIGEN'14X1'N,JERMINAL'15X1'COTA INF' * ',',~X, 'COTA SUP.'16Xr'COS.íU'r8Xr'FLUJ0'16Xr'COSTO DEL FLUJO'r /r * !2X1'K 1

, 7Xr 'O<K>', 9X, / TCK>', 9X, 'CL(I\")', ?Xr 'C<tO' '10Xr 'H(K)' r9Xr * 'F(l\)'1 I) 

DO .110 K:l 1M 
COSTO!\ = F<K>•H<K> 
F'RINT 1061 K,O(KJ,T<K>•CL<K>,C<K>rH<K>•FCK>,COSTOK 

106 FOf~MAT(8X1!516XrI5,8X1I513X1I11r2Xrl1113X1Fll1212X1I1112X1 * F15.2 ) 
110 comrnuE 

RETIJRN 
END 

232 
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