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isóbaras a 1: 

isocromáticns: 

D E F I N [ e 1 n N E s 

Lu~ar gcomPtril'o de puntns que ticoún el mismo valor de 

esfuerzo norn<1l 0'1 

Lug.1r gr>nmf'triro dP puntt1S q11t.• til~ncn 1._~l IJlismo v;ilor de 

C!~f11c!rz11 nor•1r:i;1\ 1i-

Lugar gcomLotrico de puntcHi c¡ue til'nen c.•l mismo valor de 

csf1JC•rZP de 1•flrtc m1i:.:imo. Se obtil~nen fotooliistícamcn-

tP con un po l ;1 r h;cnpio t' i rt:u l <1 r. 

isostiltic-ns 1,2: línl•ns tnng••ntcH l'll rcid11 punto a 1:1 dirccc-it"in de lon e!!_ 

f11l!rzns princ·ip<1l1•s l,2 

campo Oficuro: 

campo claro: 

!ic obti(•fln con un polariscopio circ11lar (en el que el 

pnJ.'lrÍ0:;1dnr y 1.•J ;1nalízl1dor, :l9Í C(lfílCJ lou cjc~1 L y P 

de los ~¡1,. están cruzados). El orden de lQ.s isocromli­

tic11s obtcnid;1s f!S: O, 1, 2, J, cte. 

Se obtiene ron un polariscopio circular en el que el 

polarizatlor y el analizador cstlin paralelos. El orden 

<le tas iSocromáticas obtenidas es: o.5, i.s. 2.s, 3.5 

cte. 



USO DE COEFICIENTE DE INFLUENCiil Pilílil DETERMINilíl 

CARGAS hPLICADAS A CUERPOS PLANOS 

RESUMEN 

SUMMAílY 

INTRODUCCION 

DEFINICIONES 

1. EL PIHNCIPIO DE SllPERPOSICION DE ISOCROMATIC,\S Y EL COEFI 

CIEN1'E Dr. INf'LUENCIA 

2, COEFICIEN1'E llE INFLUENCIA DE LAS ISOCROMJ\TIC,\S EN EL DIS­

CO CARGADO EN LAS EX~'REMIDADES DE UNil CUERDA 

3' EJEMPLOS 

3.1. l F'ormilndo triángulo equillitcro 

),1.2 Formando triíingulo isÓr>eclcA 

3.2 Disco con treR plintos de contncto Cl1nJ~~qt1iera 

3.3 DiBco con cuatro puntos <le contacto 

3.4 Disco con cinco puntos de contacto 

3.5 Sistema de Discos 

4. CASOS PARTICULARES 

5 • EL USO DE LAS ECUi\CIOOES DE llERIZ 

6. EL COEFICIENTE DE INFLUENCIA DEL SNILLO 

7. CONCLUSION 

RECONOCIMIENTO 

REFERENCiilS 
:·.-, 



S umm:l !:X 

Tl1c µrin1~i1llP uf st1p1•rp0Hiti~n of i~ncllr11muti1: r1rJ1!fH ~r~ llR 

WP} 1 ns the roncc>pt of thc rotiffi("'iC'ntR of inf111cn~(' of the!-.!í.! 

frin~cH prcsontrd. Tl1e proposcd mcthnd is npplicd to thc clctcL 

minntion 11[ tllP forrcN tnki11g place at tl1c poiots of coolnct 

bt:"'t'Wí'en clisks lond1~d in thPir plnnc, t1RinA MichPl 1 cqu;1tionH 

and n numcricol mctl1od. ·r11•• mPtl1od cnuld be g1•nurnlizcd to 

othf'r bodies Joaded in the pl~nc, and whl'!n no theorctical solu­

tion is nvniloble thc problcm could be solved complctcly in nn 

cxpcrimcntul wny. Thc npplication prcscnted in tl1is pnper deals 

with discret, or granular mcdin. 



!NTHOOUCC!ON 

1.n mccáni{'a de suelos y de rocaR consider;J u mcnutlo los medios de que tra-

ta como disC'ontln11ou o gr.1nul.1r1>H. Sint(•r,1<1R d1• c"fcrns o de discos eopta-

narrs. pueden usarse como r"•clf'lns para ronot·cr, en primera aproximación,la 

distribución de esfuerzos. F.sta ;1 su v1.•z puede> obtcnerAc fotoe>lfÍRticnméntc. 

Pnrn el anúlisis de este sistema se propone aquí un método híbrido que 

simplifica,en muchos casos, la dcccrminnción de las fucrzag aplicadas en los 

puntos de contacto. 

(1) (2) (3) (4) . 
R. Mnrsnl , J. Alberro y M. M~ndoza han contr1buído con varios 

trabajos teóricos y dí.> lnborntnrio nl cstuditi de cate tt!mn. Uno de los fi­

nes perseguidos en csaA investir,'1ciones es ln dcterminaci6n de la distrib.!:!, 

ción de esfuerzos en cada uno de lC'IS discos del sistcmn de discos cargados, 

.lo que permite ln determinación de los cargoR nplicndas a cada disco, en 

los puntos ~e contacto con otros discos. Una r.ontribución a la simulación 
( 5) 

del medio granular usando csfcrns puede encontrarse en 

En la fig 1 se muestran los isocromúticns correspondientes n un conjunto de 

discos. Puede observarse que ln distribución de esfuerzos en los contar.tos 

entre discos es complicnda. Y odemlís que como el tnm11ño y el orden de lrR 

discoR son arbitrarios, la posición de los puntos de contacto entre discos 
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tnmbién es nrbitrnrin. También (•s difícil conocer df' nnt"in:1nn l'l nÍlmC>ro 

de puntos de contnl'to de C"nda diRco. Si AC' puclic>rn dC'tr>rmionr ln intf'O!-IÍ­

dnd y ln dirc•cción rh~ cncla unn de lnR ct1rJv1s a tas q 11 .-• cnrln disc-o P!it1Í so­

metido C!l anc:llinis del conjunto dtJ los di~H~os scrín f<lctibh··. 

Es posibll! determin;1r las cargas ;1plicn·l,1B a lo.s dis1'nB 11s•1n1h) J.1s cc·uo1cio­

nes de llcrtz y midicudo 1~1 .111c:ho de 111 .supcrficil.~ d<! ct,nL.ictn. o 1.1 p1)si­

C'iÓn del m/iximo v.•1f11erz11 cort.1nt1'. ''el v:1lDr do• l•Stt_• ¡.,•;f111•r;:(', t·tc. i'1~ro 

este método ticnf• limit;iciones, y una dt.• las tnÍJs imp11rr;inl1•.:; t·!· l.1 neccsi­

d.1d dt> gr.1n rP.•;olución c•n los registros fotogriific:os. Fn nt11:tll'8 casos el 

mérodo dcscrito ílfJUÍ V¡¡ a d11r rt>fiultndos m;í!l pr.,cisns. lh•sult..-idos dí! 1111 PB-

tudio en que se utilizlln lns ecuaciones <lü llt.:rtz se pnhl ie:1 por scpnrado. 

El método que su va a presentar pnra la dccerminaciún de J ni-; '~ar~~ns en 109 

puntos de c:tintncto 1•ntru muchos di!1co::t cnrgndoA unos por otros rc(]ui,~rc: 

1) El ~onocimicnto del esfuerzo de corte mfíximo Tmfix en los puntos riel cam­

pn del cuurpo (en cstu caso un disco circulor). c:uando corg;is unitnriaR He 

aplican 11 puntos arhitrnrios ck~ 101:1 hordcs. Esto rel<1clón en ln que se vil 

n definir como coeficiente de influencia. gn el cuso específico del dis­

co circular esta relación se conoce tcóricnmcntc, gracins a las ecuncionca 

de Michcll (Í>). En el caso general de cuerpos de otras configuraciones esta 

relación podr!n obtenerse ,experimentalmente si no existe solución teórica. 

2) Un cnsnyo fotoclástico en el cuerpo cargndo, y la determinación de t ~ mnx 
en un número suficiente de puntos del campo pnra determinar las cargas cuya 

magnitud y dirr.cció'n se dcscn conocer. En general el número de puntos a 

analizar es dos veces el ncimcro de carF,ns n determinar. 

Por conveniencia se van a llamar franjas isocromúticas, o simplemente isocrE, 

máticas, el lugar de puntos que exhiben el mismo valor de 

se los 

t .-: , sen que 
ffidX 

hayan obtenido m_!! boyan sido determinados fotocl5sticamente, sen que 

tcmúticnmcntc, Tsoclinas son las franjas que dan In di rccción de los pln-

nos sobre los cuales actClnn los esfuerzos principales. Se van o llamar is§. 

bar as nl lugar de puntos que exhiben el mismo valor de es fuerzo nomal a. 
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1. l'R!NCll'IO DE SUPERPOSlCION DE ISOC!\O~L\TICAS Y EL COEFICIENTE DE IN­

FLUENCIA. 

La ley básica de la fotoclnsticidod puede escribirse como sigue(]): 

(1-1) 

donde 

n1• n2, n
3 

= valor del orden de isocromáticas en los planos de T2 y
1 

t 3 , T'.5 y T 1, T 1 y t 2 respectivamente 

A = longitud de onda de la luz utilizada 

e ~ coeficiente fotoclñstico 

t = longitud del pano de 1~ luz en el modelo 

a. = es fuerzas principales, i = 1, 2, 3 
L 

1. =esfuerzo de corte máximo i m 1, 2, 3 
L • max 

Estas ecuaciones tnni>ién pueden escribirse en la forma siguiente: 



don<lc 

\T. 
i -max 

A = ·- n. 
2ct L 
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= ..L 
t 

(l-2) 

( 1-3) 

que ea el v:1lor de unn fronj.1 en término de csfue.r;i:os y es una constante 

que depende del material del modelo, y es indcpcndicntc· · 1 ~ la longitud 

del paso de la luz en el 1n.1Jclo. Sun unidaJe;1 :•on psi-i11/fr,1nj11 o lbs/in 

franja, o en unidades de1 Histcm.::1 métrico kg/cm-franja. 

El esfuerzo de corte múximo actúa sobre un plano particular que.en general, 

es diferente para cada put1to del campo clÚBtico 1 y que en cadn punto de-

pende de las condicioncri de borde. 

obtener ut1ando l n franjn isoclina. 

La dirección <le C9tC plano se puede 

En ~cncrnl ln suporposición de T .. 
rnnx 

requiere qul~ los esfuerzos actúen sobre el mi6mo plano. 

La ccuació.n ( 1-2) aplicada :i problcmaB planos se convierte en: 

f 
rmáx = -t- n 

donde e es el espesor del modelo. 

( 1-4) 

En las fórmulas anteriores, se ve que hny relaciones lineales entre el O.!. 

den de los franjas isocronúiticas y los esfuerzos principales o los esfuer. 

zos de corte máximos. Pero.en general, no existen relaciones lineales 

entre los esfuerzos de corte múximos y lall cargas aplicadas, puesto que 

paro unn carga i, tenemos 

2 " . Yi 
( 

2T • ) 2 l + xyi 
0 xi - 0yi 

( 1-5) 

Entonccs
1
para que bnjo varias cargas simultáneas el esfuerzo de corte má­

ximo seo. 

1 ,,. = Í:'f ..- .; 
max mox ... 

(1-6) 

es necesario que 

(1-7) 
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Lo que significa que en un punto es necesario que los plnnoa principales 

sean los mismoA para los esfuerzos producidos por todas las cargas que se 

desean superponer. 

Entonces, de ncucrLlll a lo antcriur se puc.dt.' expresar el principio de t>U­

pcrposición de isocrom5tic.3S como sigue. 

Si la carga que ~l! .iplica es t:icnor que el límite elástico dul mntcri.:11 y 

siempre que lo.s planos .sobre lo!; que nctGnn los es fuerzas de corte m.1xi­

mos corrc:>pondicntc~ n C!Hl~l 1.:;1rgns scun lon mismos, o aproximadumcntc, los 

mismos, pt1rn todas las cargas que se adicionan, el orden de franjas en 

los puntos del modelo equivale a ln surn.1 de loa órdenes de franjas de ca­

d11 una de las cargas aplicadas, .l.e. el orden de frnnjn en un punto gené­

rico es: 

n .• 
>J 

(1-B) 

donde 

n. "' orden de franja 
i 

en el punto i 

n .. "" orden de fr.:injn en el punto i, producido por ln cargn F. sOl.!!. 
•J J 

mente. 

Así, (1-8) presenta cl.1'rnmentc el principio de superposición del orden de 

isocromáticas, Se verá más adelante que aunque es poco común que esfuer­

zos de corte máximos actúen en los mismos planos pnrn diferentes condici.2 

nes de borde, en el caso particular que se va a estudiar no sólo ésto 

ocurre sino que el problema se simplifica también porque uno de los esfue.r 

zas principales es cero en el caso de la placa semi-infinita, y constante 

en el caso del disco, Entonces las isocromáticas son también isóbaras de 

o. 

Cuando la carga 

en el punto i. 

F. es unitaria, F. a l, llamaremos 
J J 

Entonces (1-8) se escribe: 

n 
ni ~j~l gij Fj 

g •• al orden de franja 
>J 

(1-9) 

En esta fórmula a gij se le llama coeficiente de influencia de las isocr~ 
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m5ticas. 1-:stá rel.1cionado con las propiedades fotocl;Ísticas del modelo y 

con la posición relativa del punto i respl'Cto a la cnrga. 

Usando el concepto de coeficientes de influcncin de isocromi'iticas, la de­

terminución de cargas aplicadas sobre la frontera del problt!ma plano se 

convierte en la solución de lu ecuación integral (Fig 2): 

ni • ! w (Q)g(i,</)d•(ij) (1-10) 

donde 

g(i,Q) es el orden de franja en el punto i producido por una car-

gn unitaria aplicada en la posición Q de la frontera 

w(Q) es la cnrga nplicudo en la frontcrn 

n. es 

' 
el orden de frnnja en el punto i 

La ce unción (l-10) es llnn ecuación integral lineal. El coeficiente de i.!! 

fluencia g(i,Q) es contínuo. 

Lo detcrroinución de la carca en la superficie de contacto entre los discos 

es fácil usando la ecuación (1-10) 1 porque los esfuerzos en los puntos de 

contacto entre los discos pueden ser reemplnzndos por su fuerza resultnntc. 

SegGn el principio de Saint Venant, este procedimiento sólo tendrá influe.!! 

cio en los zonas vecinas de los puntos de contacto. 

Las consideraciones nnteriores se van a aplicar al caso del disco (Fig 3). 

Cada una de las fuerzas aplicadas al borde se descompone siguiendo las di­

recciones de las cuerdas que conectan los puntos de aplicación de las car­

gas. El disco queda pues cargado por pares de fuerzas aplicadas en los C.!_ 

tremidadcs de los cuerdas. En la Figl, el disco tiene cuatro puntos de 

contacto. Los cargos se descomponen en 6 pares de fuerzas. Entonces, el 

orden de isoc.romñtica en un punto i en el disco debe ser: 

6 
n. .. i: gij F. {l- l l) 
' ja) J 

Siempre que los planos sobre los cuales los esfuerzos de corte m.íximo ac­

túan sean nproximndamcnte los mismos. 
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Gcnc.rnlmcntc si el disco tiene r puntos de l~ontncto, las fuerzas nplicadns 

se descomponen en S pares de fuct·zas 

s r(r - 1) 
2 

Por lo tanto la ecl1ación gcncrnl es: 

s 
ni j~l gij Fj 

(1-12) 

(1-13) 

Las ecuaciones rcprcscntndas por ( 1-13) son lincalcH, n. queda determinado 
i 

por el experimento misrn(l, g .. se calcula teóricamente como se indica en el 
'J 

an5lisie que sigue. 

De acuerdo n lns restricciones cstipulndns m.'.is arribo, será conveniente 

elegir como puntos i puntos en los cu;:ilcs Tmáx actúa nproximndamcntc en el 

mismo plano bajo lns cargas consideradas. Si éste no fuera el, caso, el ~ 

todo requiere lu dctcnninnción de las direcciones de los esfuerzos princi­

pales, lo que lo hace manos prlictico. 



( 

2. COEl'ICIENTE DE INFLUENCIA DE !.AS ISOCHOMATICAS EN EL DISCO CARGADO EN 

LAS EXTREMIDADES DE UNA CUEllDA 

Para determinar los esfuerzos que actúan en plintos <lci un disco sometido a 

dos fuerzas opuestas en la dirección de una cuerda., se pueden usar lns 

ecuaciones de Michcll (6 ) que pueden obtenerse considerando el problema de 

semi-infinita sometidn n una carga concentrada 

Los esfuerzos (Fig 4) están dados por: 

2F . -
Tit 

COB 0¡ 
r2 

donde t es el espesor de la placa. 

~ o 

(2-1) 

~o 

Si el punto i está en la posición de la placa que corresponde a la circun­

ferencia del disco los esfuerzos normales y cortnntcs con respecto nl pla­

no tangencial a la circunferencia son (6): 

cr • _ lf l-=c,,_os""-_0,_t _,s"e"n'-2 __ 0~1 + cos 02 Rcn2 
R nt r¡ rz 

01 l 
(2-2) 
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2F [ coa 01 
1 • ---RT ar 

cos 02 sen 02 cos 02 sen 01 cos 01 1 
r 1 r 2 

Dado que 

r 1 =- D sen º2 r2 = D sen 0¡ 

la ce (2-2) se convierte en 

2F (0¡ + 0z) (2-3) "R = --- sen 
11Dt 

Como en cualquier punto de la circunferencia scn(0¡ + 0 2) e~ constante, ªR 

es un esfuerzo normal n la circunferencia, y uniforme n lo largo de todo 

el borde del disco. Entonces agrcg3ndo estos esfuerzos uniformes para que 

el borde del <lisco se.-\ libre, obencmos los csíucrzoo en cualquier punto 

del disco. 

o = - 2F cos 01 +A º0 = o 1 0 =o r¡ 
nt r¡ 1 r¡ 1 

(2-4) 

IJ 
2F cos 02 

+A IJ = o = o = 1 
rz lit rz 02 r202 

donde 

2F 
A = nDt sen e 01 + e2¡ (2-5) 

Es importante observar que ln dirección de ln cuerdo es una dirección pri.!l 

cipal de esfuerzo. En coordenadas polares locales, donde r es la distan­

cia del punto considerando al punto de contacto de la fuerza con el disco 

y 0 es el ángulo quacl rodio que pasa por el punto considerado hoce con 

la dirección de l.rt fuerza, los ecuaciones de Michcll se expresan así. 

2F cos ·--nt r 

o 

= IJ¡ - ª2 - ...!... 
2 'J(t 

0 

cos 0 
r 

(2-6) 
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Esto quiere decir: 1) que lar. isostñticas son líneas rndi.1.lcn y circunfc­

rcncinlcs, como se mucstrn en la Fig 5 1 y 2)quc el esfuerzo normal u
0

, 

que tiene la dirección de la tangente a la circunferencia y que es cr
1

, es 

ccr~ en todo punto del campo, 

L.:ts isocrom..'iticas corresponJicntü!:i al Ca!:iO en que la ...:.1rg.:i es pc1:pcndicu­

lar a la t;:1ngcntc en el punto de contncto, se mucstrnn un la J."ig 6. Son 

todas circunferencias tnngcntcs ul punto de cont¿1cto, y C1."n centros situ2_ 

dos sobre la línea de acción de la cnrga. En la Fig 6 también se mucs­

trnn las isocromiític<Hl correspondientcR al cos,, de la carg.i inclinada re~ 

pecto a la· tangente. St! expresan por las mismas ces (2-6) siempre que se 

torne la dirección de la fuerza como origen de los ángulos. Hcsulta cnto.!!_ 

ces que 1) lns isostiiticas de la Fig 5, se nplicnn a cargna que t(~ng.'ln 

cualquier dirección; 2) las isocrom.:}ticns para cargas con cunlquier dirc;:_ 

ción, son tnmbién isóbaras, o lugares de punto en los cunlcs o
2 

es cons­

tante y 3) es ponibJc sulll.lr nritméticnmcntc los esfuerzos correspondien­

tes -a vnrin5 cargas de diferentes direcciones, aplicadas al mismo punto 

del borde. Esto último se muestra grúficamentc en la Fig. 7. 

Esta idea, puede ser aplicad¿¡ al caso del disco. Estonccs, es convenien­

te convertir ln ec (2-4), uRnndo el sistema de coordenadas x, y de la Fig 

4. 

cr = 
X 

a = y 

T 
xy 

·2F 
nt 

2F 
nt 

l cos ª1 
rl 

sen2 
º1 

l cos o 1 2 
01 tos 

rl 

+ cos 02 2 G' +A sen 
r2 2 

(2-7) 

+ cos 02 2 
º2 1 +A coa 

r2 

De acuerdo con ln ec (2-7) se puede deducir la expresión que dn el csfue;: 

za de corte. máximo en cualquier punto: 

,2 , =[_!'._]2 [cos2 01 + cos 2 02 + 2cos 0¡ coa 02 cos2 (0! +Q 2) l 
max nt l 2 2 r

1 
r 2 r 1 r 2 

Sustituyendo la ec (1-4) en la ce (2-6) 1 y si F "" 1 entonces el cocficic!!, 

te de influencia en el punto i es: 



cos 2 02 
2 

r2 
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2cos O¡ cos@ 2 cosz(Ol + Oz) 

r¡ r2 
(2-9) 

Llamando D al diámetro del disco, d ., ln lon1iitud de la cuerda correspon­

diente a la fuerza Fj y ndcmús 

e = t 
(2-10) 

D m:::-
rl 

y considerando 

r 1 cos + r 2 cos 2 = d 
(2-11) 

r 1 sen 1 - r 2 sen 2 a O 

Se obtienen las siguientes ecuaciones que permiten calcular el coeficien­

te de influencia: 

donde 

k .. 
1J J 21'm - l 

= m 1 + ([14 - 2)2 

r---------·--·- -······ .. 
2(sen2 Oz) º"' 2 (01 +O;) 

sen2 o1 

para O < e1 < 90° 

e -1 (•in 01 
~2 • tan lm - cos 

(2-12) 

(2-13) 

(2-14) 

(2-15) 

(2-16) 

·En estas fórmulas se ve que gij es funci6n de las constantes D y f del mE., 

delo, y de las locnlizncioncs relativas ce, m, ª1> entre el punto i y la 

carga Fj. Conociendo los parámetros f. 11 m, e1 se pueden determinar los V.:'.! 

lores de kij usando tablas, como la tabla 1, que ha sido preparada pata 

m si 10. 
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TABLA l. VALO!ms DEL COEFICIENTE DE 

PUNTOS SITUADOS EN m u 10, 

o'0,t 0.1,0 0.55 0.60 o. 70 

o 13.333 12.222 12.000 11. 667 

5 13.221 12.140 11. 923 11.598 

10 12.889 11. 897 11. 696 11. 393 

15 12.353 11. 500 1 !. J21, 11. 056 

20 11. 637 10. 962 10.818 10. 597 

25 10.771 10.298 10.193 10.0~6 

30 9.786 9.527 9 .lo62 9.356 

35 8.717 8.669 8. 61.S 8.600 

40 7.595 7.743 7.760 7. 775 
1,5 6.448 6. 710 6.823 ú.893 

50 5.300 5.767 5.853 5.975 

55 1., ¡ 7¡ 4.752 lo.864 5.029 

60 3.077 3.738 3.871 1,.070 

65 2.028 2.738 2.886 3.110 

70 1.032 l. 763 l. 919 ·2.159 

75 o. 0911 0.820 0.979 l.225 

80 0.782 0.084 0.012 0.317 

85 1.598 o. 9115 o. 796 0.560 

90 2.353 1.760 l. 622 1.400 

j 

lNl'l.Uf::lCIA kij, PAR/\ 

Y PAIU\ \'i\l~lOS Al~GULOS O¡ 

0.80 0.85 1.00 

11.1129 11. 333 11.111 

11. 365 11.272 11. 054 

11.175 11.087 10.883 

10.863 I0.7G4 10.601 

10.435 10.369 10. 2111 

9.902 9.851 9,729 

9.273 9.238 9. 151, 

8.561 8.543 s. 499 

7.779 7. 778 7. 771, 

6.939 6.956 6. 990 

6.057 6.088 6.158 

5.143 5.188 5.290 

4. 211 lo.266 4. 396 

3. 271 3.335 3 .1186 

2.333 2.1104 2.570 

1.407 1.1,s1 1.657 

o.sao 0.576 o. 755 

0.381 0.307 0.129 

l. 231 1.160 

f.= d/D 

m = D/r¡ 



J. EJEMPI,05 

Para determinar el valor de un número S de componentes de lns. ca.rgns aplic,! 

dn& n un disco, solamente se necesita según la ce (1-12), escocer un número 

S de puntos, en el cnmpo Ge lns isocromi'itic.·u;, cuyas direcciones principa­

les no :Vari.nñ o vnrinñ poco en lns cargas n considerar y determinar pa­

ra cndn un~·dc esos puntos lns coordenadas y el valor de franja. Sin cmba!., 

go, n fin de facilitar el cálculo, y teniendo en cuenta tanto el campo de 

nplicnción de las ecuaciones usadas, como la cant~dad de la respuesta, es 

conveniente escoger los puntan sobre las líneas de aplicnciOn de lns fuer­

zas, y a unn diatnncin D/10 de los puntos de contacto. Es decir qua m sea 

10 en (2-10). 

T.os puntos 1, 2,,., cte. l1nn sido locnliznllo!.> en ln Fig 8 siguiendo este 

criterio. Las siuuicntcs rcglns facilitan ln interprctnciún: 1) en cada 

cucrdn sólo nctCínn un pnr do fucrzn:l opucHtns, y en ln dirección de la 

cuerda; 2) en cnda cuerda uc fijan dos puntos a los que se asigna el mismo 

nt'1mero que se nsicna a la componente de la fuerza que actún en ln direc­

ción de la cuerda. Si el orden de íraoja no en nuficicntcmcntc elevado y 

si es posible obacrvar el modclo en el polariscopio, sería posible aumentar 
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la precisión usando un métod'o de compcn~aciún en el punto seleccionado. El 

coeficiente de influencia en un punto es al resultado do S\1m.ir la influen­

cia de una cargn particuln.r sobre los 2 puntos que tienen el mismo número. 

El vo.lor de frnnja del material se dctcrmin3 usando el disco cnrc:ido diame­

tralmente, (Fig 9). En el centro del disco, usando ln ce (2-8) para 

ri "" r2 :: D/2, 01"'02 "" O, resulta: 

T , 2 • [ F l 16 
max lit DT 

T • rnax 
4 
D 

De acuerdo con (1-4), tenemos 

por lo tanto, el valor de franja es: 

4 F 
f os íiDl1 

e 

donde n 
e 

ce el orden de la isocromñticn en el centro del disco. 
11 llomalitc11 como material para el modelo, 

f = 7.82 kg/cm-frnnja 

3.1 Disco con tres puntos de contacto simétricos 

3.1.1 Formando tri1innulo C?qui15tcro 

(3-1) 

(3-2) 

Utilizando 

(3-3) 

Las longitudes de las tres cuerdas en cuyas extremidades se aplican lns fue!. 

zas, son iguales (Fig 10). Siguiendo la ce. ( 1-13) las ccuac iones regulares 

non: 



y por ln ce (2-12): 

-15-

n¡ • Sll F¡ + S12F2 + g¡3F3 

n2 • s21 r, + s22 F2 + &23 }"3 

n3 "" &31 F¡ + S32 F2 + C.33 F3 

k .• • g .. nllf 
1J 1J 

la ecuación (3-4) se puede cficribir en formn de matriz: 

Las fucr?.<lG non entonces: 

-1 
{ Fl • n D f (k) ( n } 

(3-4) 

(3-5) . 

(3-6) 

Parn dctcrminar li1s componc~ntcs { F} de lac cnrgns qua nctÚ.1.n sohrc. un disco' 

so pu(?den utili:o:élr l:is ces (3-5) y (3-6) como fórmulas ccncralce. Si ne c2_ 

noce { n) por un experimento de fotocl11sticidad, y la matriz <le coc[icicn­

tce de influencia { k}, entonces es [ácil resolver lno ecuaciones lincnlcs 

pncn encontrar { F}. 

Cuando logramos ln matriz' lk), hay c¡uc considerar lns condiciones requeridas 

por el principio de superposición de isocromáticns. Con el criterio .'.ln­

tcrior si dcsprccinnd8 ·in influencio de lns fucri.1s .ilejndas del punto con­

siderado, por ejemplo la influcncin de ln fucrzn F3 sobre los puntos A1 y 

Az, y de la fUcrza F1, sobre los puntos B2 y Il3, ctc •• los planos principa­

les en los puntos considcrndos son los mismos, pnra las cnrgns que se cona.! 

deran. 

Cuando el dí seo t icnc tres puntos de contacto similtricos, 

O.B~& Q = 0.86& • Los coeficientes 

de ncucrdo con ~-t.. 

k •. se obtienen 
iJ 

de ln tnbln 1 • Cada coeficiente depende de tres pnrnmctros m, l, O • lle-

mas fijado m = 10. Sólo qucdnn dos p.1rilmctros: l, O. 
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runto l : Componente l l¡ ª 0.866 O¡ - o k11 a 2 X 11. 305 

Componente 2 '-2 • O.B66 O¡ = 60° k12 a l X 4.283 

Componente 3 f.3 0.866 O¡ 60° k13 1 X 4.283 

Y parn lov puntos 2 y 3: 

k21 4.283 k23 . 1,. 283 k22 . 22. 61 

k31 o 4.283 k32 . 11. 283 k33 . 22.61 

Por lo tanto ln matriz del cocíiciC!ntc de influencio es: 

(k) = ( 

22. 61 1,. 283 1,. 283 

] 
4. 283 22.61 4.283 

4. 283 4.283 22.61 

1.a inversa de k es; 

[ '"'"" -O. 0071+96 -O. 007h96 

l -1 
(k) a -0.007'J96 0.04707 -o. 007496 

-O. 007496 -0.007'.96 o.º'' 707 

-¡ 
Sustituycnl:(k) en (3-6); 

[ º·º"" -0.007496 -0.007496 

J 1 ::t (F) = no ·r -0.007496 o. 04707 -0.007496 (3-7) 

-0.0071,96 -0.007496 º·º'•707 ) n3\ 

Dado que ln matriz (k) clcpc!ndc sÓlnmentc de las coordenadas de los puntos de 

contncto en el di.seo, la ce. (3-7) puede unnrsc como la fórmula eencrnl pnra 

cualquier dii;co con tres puntos de contacto simétricu9. 

Los resultados de los '~xpcrimentos y del cálculo se prcscnt.nn en ln tabla 2, 

donde P es cnrcn vertical 

calculnda con las mcd idas 

nplicndn en punto A (Fig 10), y P 
ca 

de { n} obtenidas con varios niveles 

es la carga . 
:! (.·, .. ~,·,.;,,,1,r~. 

dcw carca,..·rardy. 
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l.o solución p.:1ra un disco coit D = 9.8 e~ y ! ... 7.82 obtcnidn pnrn {F) y p.1ra 

P es lu sir,uicnte. 
en 

F¡ ' 1t.33 - 1.80 - 1.80 

1 

n¡ 

F2 ~· - 1.80 -11. 33 - 1.80 n2 (3-8) 

F3 - 1. so - l. 80 11. 33 n3 

y 

Pea • (F¡ + F2) coa 30° 

Otro c.jcmplo 1cn el cunl los valoren de n luin sido to.'11ndos por interpolación 

entre las franjas de la fotografío, (Fig 11), se muestran en la Fig 12 • 

Los pnrilmclros r.on 

D = 6.0 cm l¡ • .l'.2 • 0.924 l¡. 0.707 

Usando de. nuevo la tabla 1 se pueden obtener los clcml!ntos de la matriz (k): 

en el punto 1: 

en el punto 2: 

en el punto 3: 

Componente 1 : k11 

Componente 2: k12 

Componente 3 : k13 

k21 • k12 • 6. 977 

k 31 ~i.9,,g k 32 

. 2 X 11. 22 

• 6. 977 

• 2.634 

k22 • k11 

• 2.949 

Usando la foto, se encuentra: 

n 1 • 4.05 + 2.65 • 6,70 

"2 • '"ºº + 2.75. 6.75 

n 3 • 1.35 + 1.25 • 2.60 

Sustituyendo los datos antcriorcu en ce. (3-5) 

• 22.44 k2l • 2.634 

k¡¡ • 23.32 
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[ " " 
6.977 

""' ] r F¡ 1 
6.977 25. 44 2.634 

l ;: J 
= n D f 

2.949 2.949 2 3 ,32 

Los rcsultndos son: 

{ F¡¡ 
r o. 2220 l 
1 

o. 2252 F2r ..a u D f l o.os521J F3 

Dando .'.l los parámetros los valores: D 6.0 cm f • 7.82 

f F¡ l { 
32.72 

} F2 > ~ 33.20 kg 

F3 l 0.11. 

T.n cnrga vertical calculada pura el purito de contacto A es: 

P • (F¡ + F2) cos 22.5° • 60.90 kg 
ca 

Ln carga aplicada fué:. P "" 63.24 kg, entonces 

p - p . 
en 

p - - 3. 79 ¡! 

( 6, 70\ 

16. 75 i 
2.60. 

De acuerdo con los resultados anteriores se pueden determinar lns cnrgns ºº!. 
males ·Y tnng,cncinlcs en cada punto de contacto: 

Punto de contacto Cnrgn norrn.,l Carga tanBcncial 
(kg) (kg) 

A 60.90 o. 18 

B 35.98 6. 71 

e 36.43 6.95 
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J, 2 Disc1L_c;:on trc:3 pun~os d~ contucto .:irbitrarios 

Ln gconctrín. y ln5 propie:da<lcc del disco observado (Fig lJ) son: 

D • 10.00 cm f "' 7. 82 kg/cm-frnnjn 

!.os punte¿¡ di! nplicé'!cióit c!c 1~5 ca?.·~nG cstiin a las sir,uicntcs distancias 

el uno ~el otrc: 

.\C• 9.00 cr.: y BC • 9.6 cm 

La cargn P aplicnd3 en A es vc.rtic.nl. 

rnri\ oLtcncr lar. cocficicnt.:?s k .. , cc· .. (2-13) a (2-15), hay que calcular 
1J 

prcvinmcntc el parii~cLr·i .l: 

All l (J. (j 
0.66 . --·--!U.O 

AC .f. 9.0 • 0.90 "---!O.O 

llC J'. • 0.96 

El valor de los ángulos O. cstil Jodo en la Fig 13 • Los valort:!s de n en cs­
i 

te caso han sido obtenidos por compensación (n1Gtodo de Tardy), visualmente· 

en el polariscopio. 

Dcsprecía~rlo ln inflllencia d!'l las fuerzas que actúan i;obrc puntes alejados, 

los coeficientes de infl.ucnci:i, son: 

ku a 2 :< 11.67 

k21 = 2.158 

!:¡¡ = 3.10 

k¡2 • 2.1102 

k22 • 2 " l!.33 

k32 r 7 • 77 

k¡¡ a 3.50 

k2J u 7. 77 

k¡3 " 2 " l! .11 

~~1stitu~·cn<lo en ln ec. (3-5) calculando la :inversa <le la matriz (1:) y usandn 

.) loo dates <lcl diJ.::o se obtient:n l11s ci:a.tpottt'1'lt.l!~ <le lus fucrc:as: 
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- 0,61.0 

12.41 

- 11.247 

- 1.481 1 
- 4.247 

12.80 

Pnrn vcrif icar se pucJe usar: 

P ~ F1 cos 25.8° + F2 cos 48.7° 
ca 

Los rci:ultados oc dnn en la tabla 3 • 

Los puntoS de contacto estiin situados en posiciones simGtricns respecto a 

la dirección de aplicación de las cnrgns. Lns ir.ocromñticas son tnmbién, 

nproxim.:ldamcnte ,simétricas (Fig 1 f1). En consccucncin en necesario solomcn­

tc resolver tres fuurins. Los dutos pnrn el cñlculo están dndos en In Fig 

IS: 

o = JO.OS cm f - 7 .82 

l¡ = O.SS 

o.9 + o.9S + o.1s +o.as 
- 0.91 n¡ .= l¡ 

!.SS + l. 6 + l. 6 + l. 65 = 1.60 n2 = 4 

l. 70 + l. 7S + !.7S + 1.75 = 1.74 n3 7 4 

Consultnndo la tabla 1, los coeficientes de influencia son: 

k¡¡ = 12.222 

3.738 

l. 76 

k12 = 4.396 

k 22 = 11.111 

k32 = 9.154 

k13 - 1.16 

ki3 - 9.238 

k33 = 11.333 

Su~tituycndo estos datos en la cc.(3-5) se obtiene: 

·'i 



TABLA 2. CALCULO DE LAS CARGAS APLICADAS A UN DISCO, CON 
TRES PUNTOS DE COllT/.CTO SIMETRICOS, DESPRECIANDO 
LA CARGA ALEJADA 

Ex crimento Cálculo Error rcln tivo 
No. de orden P(ks) n¡ n2 n3 F¡ 1'2 F3 p (P-P ) P (7.) 
de carga en en 

2 28.85 J. 85 2.08 l. 11, 15.16 18.18 5.84 28.87 + 0.000 

3 43.35 2.96 2. 75 2.07 211.86 22.10 13. 17 40.69 - 6.14 

4 57.85 3.76 lt.15 2.37 30.86 35.98 12.61 57 .88 + o.ooo 
5 72.35 4.63 5.05 3.13 31 .n 43.25 8.04 70.13 - 3.07 

6 86.84 6.00 6.05 3.99 49.90 50.56 23.52 87.00 + 0.001 

1 

"' ... 
TABLA 3. CALCULO DE !.AS CARGAS APLICADAS A UN DISCO, 1 

SOPORTADO EN TRES PUNTOS ARllITRARIOS 

Experimento Cálculo Error relativo 

No. de orden p (kg) n¡ n2 n¡ F¡ F2 F3 p (P-P ) /P (%) 
de car a en en 

72.35 5.31 5.62 5.23 46.17 44,1,3 36.13 70.89 - 2.0 
.. 

. -.-';.· .. i: 
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112.222 4. 396 l. 16 F 1 0,91 

1 
3,738 11.lll 9.238 r., ~ jT l>f 1.60 

1 
J. 76 9. 15 4 11.333 r, l. 74 

r¡ 0.05671> 11.,01 

F . ;¡Df 0.01389 • 3. f¡J 1: r. 

F O.l33ú 32.99 

en el cxpcri1acnto la carga vertical sobre los pencos A y n es: 

P .. 71.18 kg. Según el cálculo el valor dü dicha ,carga. rcault.1: 

la diferencia et;: 
ji - l> . e ;i 

p u + l . o 7. 

De acuerdo con los resultados anteriores se pueden determinar. 

las cargas normales y tnngcnci~les en cn<la punto de contacto 

Punto de contacto 

A y e 

B y D 

Carca normal 

39.05 

39.05 

Corsa tanucncinl 

( kg) 

+ 4. 36 

- 4. 36 

Otro ejemplo del disco con cuatro puntos de contacto (ángulo 

central 120°) sc presenta en la Fig 16; los datos P.orn. el cál 

culo aparccc11 en ln Fig 17. 



-23-

D • 6.0 cm, f . 7.82 

l. B + l. 7 5 + l • 7 5 + l . 7 5 
1 • 7 5 n1 • 1, • 

2.65 + 2. 2 + 2.25 + 2.4~ 2. 36 n2 . 4 
. 

2. 1 o + 2. 1 o + l. 7 o + l. 70 
1.90 '" . 4 

. 

Los puntos de contacto en este cnao tienen la misma posici5n 

relativa que en la Fig ll1 y la í.latriz fk} depende solamente de: 

las posiciones relativas de los puntos de contacto. Por lo tnn 

to, la matriz {k} es: 

12.222 

{ ¡,} • 3. 738 

1 • 7 6 

4. 396 

11.111 

9. 54 

1. 16 1 

9.238 

11. 33 3 

Con los datos que su muestrnn en la Fig 17, las' fuerzas F¡, P2 

y f3 resultan: 

12. os 

F • 24.35 kg 

F 3. 19 

Ln cnrgn vertical nplicndn fué P • 47,654 kg y ln cnlculndn 

con la cxprcsiGn siguiente: 
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P • 2(F1+ F2 cos 60º) • 48.45 kr, 
en 

En consccucncia,cl error 

p - p e., 
p 

e~: 

+ 2. IX 

Las cargas normales y tangcnci~lcs en cada punto de contacto 

se presentan en ln tabla sig\ticnte: 

Punto de contacto 

B 

y 

y 

e 

D 

Carga normal 

(kg) 

3 3. 14 

33.14 

r.argn tnnr,cncinl 

(k ~) 

+ 8. ª'• 
- 8 ,84 
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3.4 Oisco con cin·co p·untos de contacto (un eje de simctr!,1) 

Iia distribucidn de isocromAticas es aproxi1na<l~munte simGtrica 

y el namore de f11crzn~ a determinar es ~olo !ns que cst5n nti-

meradas en ln rig 18 

Los parámetros r,~ométricos son: 

2. f./2 :;in 3G" 11= ______ ¡¡ _____ = 0.588 

1 _ 2. Il/2 sin 72° ~ 0 . 9 ~ 1 2 - D 

13= 0.951; 1, = 0.951; ls = 0.508; lG : 0.588 

1- Se van a us.Jr las cr.:s ( 2-9) y ( 2-12) para calcular algunos 

kij porque los valores dados en la tabla 1 son para OJ menores 

que 90° Para kts = ksJ = ksG = kas, los parámetros 

non: 

1 = 0.6¡ m = 1.6; 01 = 8.74° y 02 = 108° 

con lo que resulta: 

k1s =ks1 =kse= kc5 = 5.09IJ 

Los otros cocficicnte5 de influencia se pueden obtener de la 

tabla 1. 

21i .10 0.3G2 o. 36 2 2.205 5. 9911 o 
1k1 = 8."60 22.37 o 0.362 8.460 1. 419 

B, t1GO o 11.185 0.3G2 1.41U o 
l. 419 8.362 8.362 22.37 1.419 8.468. 

5. 894 0.362 2. 205 10.567 2'• • 00 5.894 

o 2.205 o 8. 36 2 5. 094 12.05 
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2- La matriz de {n} se obtiene de lao isocromdticas y del es 

quema de cAlculo que se muestra en las Fie~ 19 ~ ~1. 

r (7. º + o. a + 1 . o 6. o) r 
7 • '' 

+ 
1 1 

1 {ni =2 ( 5. 7 + 0,9 + 3.15 t 1.10) 
1 

5 .1~ 2 5 

' 
( 8 • 5 + 9. 5) = 9.00 

(9.0 + 3.0 + l¡. 6 5 t 9. o) B,64 

( 7. 7 5 + 5. 7 + G, O t 2. 6 5) 11. 05 

( 2. 2 5 + 2. o) 2.12éJ 

3- Usando la ecuaci5n que da l~s fucrzaD: 

[kj {r} = ~Df {n) 

se obtienen lila sein componentes slguientcs: 

f¡ -O. 129196 

F2 o. 150270 

r, o. 855580 
= nDf 

. r, o. Ol!f020 

lr, o. 3G560 ·; 

r, -O. 039747 

4- Las careas normales y tangenciales en los puntos de contac 

to son por lo tanto: 
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Punto de Con ta.e to Cnrga, Notiual Cn rgn TangcncinJ 

A o.1311 nDf o 
B -o .143 TTD ~ 
si o .957 nDf o .143 n!J( 
e o .370 nOf 
ci o. Jt.8 Df -0.370 11Df 

3.5 Sistema <le DiscoR 

Para demostrar la aplicnción de este• método Be cligirú como ejemplo el Jis­

co mostrado en fig 1, obtenida n:cdiantc un c.ns.:iyo (otocl:isti.co. l.a verifi­

cación comprcn<lcrJ a los disc.os numerado:; 1-12 pero en lugar de comparar 

con la carga nplicuda se usar:i el uquilihrio del Bistcmn para <lemo~;trar la 

efcctivido.d de este mcrtodo híhrí<ln 

El esquema para el ctilculo de las fuerzas en los discos 1-12, está dado en 

la Fig 20, y loa resultados se prci::cntnn a continuación: 

2 3 4 

2

1 . 1 3.294 

2.962 l.285 0.117 

11.348 1.1112 1.161 3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11· 

l 
1.718 0.120 0.201 

4.709 1.123 1.434 

! 0.649 0.911 . -.0136 1.476 

10.171 4.141 0.519 1.013 

10.0144 1.576 0.967 0.519 

!t.613 0.704 1.888 -.024 

0.745 2.089 0.906 0.472 

0.358 3.872 -.0168 -.365 

5 G 7 

d .873 - .0736 

1.1125 0.964 

Z,078 -1.198 l.103 

0.972 0.190 Z.990 

Z.401 0.9Jf, 

2.198 0.789 

8 9 

0.765 0.736 

0.800 0.248 

LO 

o. 777 

-.01~6 

Con los resultados anteriores verificnrcmos el equilibrio de los puntos de 

contacto y de todo el conjunto de discos. 

1. Fuerzas en los puntos ele contacto 

Si los resultados son correctos, las fuerznS en los puntos de. contacto de­

ben esta en equilibrio. 
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En la tubla que sigue los ~Ín¡bQlQ& dcnotnn~ 

C .. <= punto de contacto entre el <li5co i y j lJ 

F~i)= Jirf!cción de la fuerza resultante. Se eligió la fuerza 

k del disco i como la dirección normativo 

F. 0 fuerza resultante del disco j n lo largo de la dircccion F(i) 
J k 

c .. 
l 

¡•< !) 
1 

F(2) 
l 

F(2) 
2 

F(3) 
2 

F(/1) 
1 

F(5) 
1 

F(G) 
11 

F(7) 
6 

F(9) 
8 

F(lO) 
6 

F(lO) 
6 

F(9) 
s 

3 .294 

3.647 

1.221 

2.050 

l. 797 

5.51 

2.090 

4.12 

2.434 

3.860 

3.529 

2.151 

F. 

2.9215 

3.373 

1 .1102 

1.641 

1.545 

5. 71 

1.918 

4.37 

2.173 

3.75 

3.467 

2.849 

AF . . ::z:}'.-F. 
1 1 

0.3725 

0.274 

-o .181 

0.409 

0.252 

-o .200 

o .172 

-0.250 

-O .261 

0.11 

0.062 

-0.698 

Con los resultados anteriores se puede estimar el error relativo (e) mediri.!l 

te los valore da ·rij y Fi o Fj mostrados en la tabla anterior. El valor 

de e resulta 



e = 
6 f' .. 

___u_ -
6 f. 

l 
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0.270 nf 
2,975 TI[ 

2, Equilibrio del sistema Je discos 

Se considera el equilibrio c..lcl todo el sistema, utiliznndo lns condicionen 

i:x = o, ~Y - o , l:M = o. 
o 

Se eligió el sistema de coordenadas 7., y ':I el centro de momentos O Fig 20, 

Los c!'.ilculon se presentan e.n la tabla •1ncxa con la fiiguicntc notación: 

F i:::; Fut~rza .i en el disco i 
ij 

a .. "" ángulo ele ln fuerza F .. con respecto nl eje X 
lJ lJ 

A .. i:::; distancia de ]n fucrz.:s F .. al punto fijo O 
lJ 1J 

De acuerdo con los resultados anteriores tnnto el cquilibiro de los pun­

tos de contacto como el equilibrio de todo el siRtcma revelan errores 

u¡ircciobles. Estos errores pueden deberse n las siguientes causas: 

i) error al sistcmn, it?. error del orden de frnnjn de cndn isocromúticn 

ii) error al apreciar lo localización de los punto9 de contacto entre 

diocos. La posición dC!l punto de contacto afecta a la determinación 

del orden de franja y el coeficiente de influencia 

iii) a.pro:timación de algunos coeficientes de in fluencia en ln matriz k 

iv) error en las mediciones geométricas 
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Fij V&lor C\i/ ') /\ .. 
'l 

X y Mo 

F l. l 3.294 188 -11.5 -3.262 -0.458 -37.88 

F2. l 2.962 143 - 6.2 -2.366 1. 783 -18. 36 

F2.3 o. 117 19 7 - 5.8 -o .112 -0.034 - 0.679 

F3.2 1.142 161 - 2.6 -LOSO 0.372 - 2.97 

F3.3 1.161 121 o -o. 598 0.995 o 

F4. l l. 718 75 4.85 0.445 l.659 8.332 

F4.3 0.201 130 3.80 -o .129 o, 151, o. 764 

F5. l 4.709 77 8, 70 l.059 '"588 40.968 

F5.2 l.123 32 7,8 0,953 0,595 8.759 

F 11.3 0.906 10 13.7 0.892 0.157 12 ,412 

Fll.6 2.401 321 3.2 1.866 -l.511 7 .683 

F ll .4 0.916 287 - 5.5 0.268 -0,876 - 5.038 

Fl2.2 3.872 273 - 5.8 0.203 -3.866 -22.458 

Fl2.6 2.198 304 4.0 -1. 229 -l.822 8, 792 

Fl2.5 -0.65 236 -12. 7 0.204 +o.303 4.636 

Fl2.4 0.789 266 - 5,3 -0.055 -o. 788 -4.182 

E -o. 4 73 +l.251 +o. 779 

E X • EF .. 
1J 

cos a ..... 0.473 
1J 

nf 

EY=EFij sin ªij •+l.251 nf 

E M0 • EFij Aij • + 0.779 nf 
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4. CASOS PARTICULARES 

Hay cicrtoS casos especiales de distribución de fuerzas sobre el borde <le. 

un disco circular para los cuales las ccuncioncG de Michcll se expresan en 

fonna sencilla, y no es necesario entonces. para determinar lns c:ir&ns en 

esos casos seguir el procedimiento c~plicado más arriba de calcular los coc 

ficicntcs de influencia. Lne cargns quedan detcrminadns dircctnmcntc usan­

do el valor de frnnja en un punto sclcccionndo dc.l campo del disco. Eotos 

cnsos y Jns ecuaciones a usar han sido tnbulndoa. 

La ecuación general (2-9), cuando r1 "' r2, 01 = 02 , se convierte en: 

k • I 2 m•coB' e I 1 + cos 4 o 

donde 

m = D/r 

y la carca aplicadn dnda por 

nDf 
P~--k-n 
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(4-1) 

(4-2) 



' 

1 
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Casos particulares de aplicación de las ecuaciones de Michell 

y 
p 

8 C A o 
X 

y p 

1 
1 

8 e A 
D 

a o X 

y p 

e 
D 

1 a 1 a X 

Coeficientes de influencia en 
puntos particulares k¡ 

ke • 4.0 

k -~ A- d 

2../2d 
ke = - 0-./t+cas 4 Be 

2../2eos 90 
k8 • .J' 2 2./1 + cas 4 B8 lt ¡6 o /D 

tan Be 
20 tan B8 

=~ =-
d d 

4 0 2 ./Zeos e0 
kA= k8 =-¡¡- + '111' 2./1 +cos 4 B8 ltl60~D 

4../2d 
ke=-0-./1+cos4 Be 

tan Be • 
2
: 

B Ao tan 8 = d 

Fórmula para las cargas 
n 1 = orden de isocromólico 

v DI 
p= --ni 

k i 

=A, B, C 

,,. DI 
p= 

k1 
n¡ 

=A, B, C 

'IT DI 
p= 

k¡ n¡ 

= A, B, C 



5. USO DE LAS ECUJIC IONES DR HERTZ 

Hertz sentó Lns bnses de la teoría que permite determinar el estado cliis­

tico en J.n uupcrficic de contacto de dos cuerpos cargados el uno contra 

el otro. t.os dos cuerpos pueden tener cualquier forma y las conaideraci~ 

ncs teóricas obtenidas pueden aplicarse al caso general en el que los 

puntos de contacto son separados tnl que cada uno de ellos tiene cu campo 

de isocromáticas respectivamente. 

Un resumen de tcorí.a de Hertz, su desarrollo por H. Ponisky y su aplica­

ción para el uso de coeficiente de influencia son las siguientes scccio-

nes. 

5.1 Solución al problema de contacto entre cilindros bajo lo aplicación 

de tracción normal. 

Según Hertz, la tracción normal tiene la distribución sobre el plano de­

mostrado en la fig 21. 

-33-
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2F' j a2 
P ,.. nai. - X 

2 
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lxJ<n;y•O 

fucrzn total de compresión normal en espesor unitario 

2a "' el ancho de contacto 

Cuando se usa el sistcm.:i r.lc coordenadas con- focales 

X s:: c'l cosh .!;; C05 n 

y ~ n si~l e sin n 

¡;·~+in 

i • .¡::¡ 

en este caso, la solución de los esfuerzos en el dominio y.?:, O son 

o ~ 2F' 
r[~.-r;_.-21; 

X nn sinh t; 

2F' 
rl 

1 - ~ e-e; 
(! n . --

y TI ll sinh ¡; 

(S-1) 

(S-2) 

(S-3) 

(S-3) 

Cuando se aplica ln tracción tangencial, consideramos la tracción tangen­

cial la mistna distribución· que parn la tracción normal 

donde T' es 

Sen 

entonces ln 

!xi < a, y • O 

ln tracción total, en c5pesor unitarios. 

ce 

µ T' 
""F 

(4) se convierte en 

t • 2 u F' I 2 2 
~ .¡n - X 

nn2 

(S-4) 

(S-5) 

(5-6) 

bajo la aplicación de la tracción tangencial solnmente,los esfuerzos en 

el cuerpo y ~O son los siguientes: 
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ll!E._ - ¡; -r; 
a = [ 2R(c ) + :L I ~i~11;;>l " na n 

\ 2lJF 1 y_ e-l;. 
a = I ~inl;;> (5- 7) 

y na a 

2 p F' [r(c-r;)- _ _y_ -¡; 

TKY = R(~JJ nu n s1nhZ: 

5. 2 Esfuerzos m5ximofi tangenciales 

De acul!rdo con 1<1s soluciones •111teriores, C!I\ el cnso general ,bajo la npli 

cnción de ln tracción normnl y tnnt~cncinl ,los esfuerzos son 

2F 1 t: a • - [2µ1\(c-') + l x nu 

2F' -i: 
T •- (µI(e ') +R 

'X'/ fül 

Se usa ln fórmula 

( !'. + p y_) 
(n .n 

HJ.nh 

+ 1 

J 

T mnx J
·----a - a 
( '" y )2 + 2 

2 T 
'X'f 

(5-6) 

'coah r; 

(5-9) 

pnrn ser sustituida en lns ces (5-8) y (5-9) con la cual se puede obtener 

(!'. - ll y_) e -r, - e -r; cosh i; 
<-ª"----""ª~--.----)] sinh l; 

-2¡; 
~-~ - e + 

+ 12 ( n 2 
sinh z; 

-2" x-re·+1 
- e -<ª 2 ) sinh 

(5-10) 
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puesto que 

r; = ¡; + in 

.,±r; = .,±F. (cos n ± i sin n) 

entonces 

(5-11) 

c 2 r; = c2¡; (cos 2 n + i sin 2 i¡ ) 

por lo tnnto 

+ 12 (e- r;) = c-2f; cos 2n - e-21; sin2~ = c- 21; cos 2n 

(5-12) 

~-r; -(c-2'- + 1)/2 
n 

sinh l; 

e"' - µ 1.¡c- r;_.- r;cosh r; 
n n 

sinh ¡; 

?x -!; ¡; 
(-=--(e +e )cos 

n 

(c2¡; cos 2n -1) + 

n) - i(c¡;- c-E;)sin n 

i c2¡; sin 2n 

(5-13) 

2(~ -µ1.) - (c-1;..cF;)cosn-i(o¡; - c-~sin n 
n n 

(e 2¡; cos 2n - 1) + i c 2¡; sin 2q 

Usnndo estos ecuaciones se obtiene la pnrtc rcnl y ln imaginaria de .las 

expresiones anteriores, 

c:!!c-r; - l c.-2r; + ll 
a 2 

1 ( sinh r; ) º 

-c 2•- (c-E;+c¡;) cosn) • 2'sin 2n-(c2¡;cos 2n-1)(c¡;-e_¡; )sinn 
a 

(~ -
R( n 

~)c-r;- c-r;cosh 
n 

sinh i; 

(5-14) 

¡; 
) = 

(5-15) 

(e2¡; cos 2n-l) [ 2(1! - ~) - (e-¡;- e¡; ) cos qj-e2E;sin 2n sin n(e¡; - e-¡; ) 
n n 
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(1' - rll e -z; - c-z;cosh ¡; 
R ( a a ) 

sinh r; (5-15) 

Utilizando las ces (5-12) - (5-15). La ce (5-10) se convierte en uMfun­

ción de ~. n y µ , es decir, 

(5-16) 

Pero usando la ce (5-2), tenetoos los relaciones entre las coordenadas 

x, y y .t. n 

. h r ru sin -..• - a 

r:z::-
cosh ~= 4-T-

a 

x~2 cos Tlª - --
ª a 2+u 

(5-17) 

(5-18) 

Con esta transformación,los esfuerzos cortantes máximos pueden ser expre­

sados por las coordenadas x, y y u. 

5.3 El coeficiente de influencia de Franjas lsocromáticns 

Si se sustituye ln ce (5-19) en 

T =_[_k 
max nat 

(5-19) 

(5-20) 
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donde tes espesor del cilindro, F'=F/t, Fes cargn normal en el punto 

de contacto, y k es un coeficicnto a.dimensional y 1tepc·nde 

ción del puntt1 considerado, so obt:iene que 

' -r; -e - e 
a 

sinh 

(~ - pY. )c-r: - c.- r,cosh i; 
R(-º a ---) 

sinh (; 

-2r, 
+ 1 

2 
) 

r; 

-2t 
µ l'. )c-r;- e -r; cuL<h r; J;,-r;_ e '+ \lz 

o -) + 1z(_a ____ 2 __ ) }-

sinh r; sinh l; 

ln J.ocalizE_ 

(5-21) 

Cuando se usa el método de la fotoelnsticidad para estudiar el problema 

de contacto lo .más importantes es la definición de las cargas normales 

y tangenciales, En el caso del problcm.:i plano es factiblt;! el uso del má­

todo de coeficientes de inílucncin, ya que las frnnj ns isocrómaticas tie­

nen la relación siguiente 

f 
"'max = t 11 

Al igual las ecs (5-20) y (5-22), encontramos la carga 

F • 

5.4 Aplicación del coeficiente de influencia. k 

(5-22) 

(5-23) 

De acuerdo con la ce (5-23) n y k Son dependiente de la posición del pun-

to considerado, por lo tanto hay que olegir varios puntos para determinar 

F. Sin cmbargo,en la práctica, considerando los órdenes de franja más a! 

tos y la influencia <la ln singulnri<lad en el punto de contacto más peque-

ño ae escogen los puntos que están en círculo que tiene el radio 2n.. Hntorr 

ces un punto tf que queda en el círculo 1 su coeficiente de influencia ti~ 

ne la regalción, r~ig 22 

(5; 21,) 
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bajo cierto valor de u, k sblamcnte es la función de a. 

Por supuesto que: 

2 
y 

el parámetro de cálculo resulta 

1 2 2 2 / 2 2 22 22 
u = 2 { (x + y - a ) + , (x + y - a ) +'fa y ) 

= 1.5(1.0 + J l + l. 7778 sin2 a)a2 

(5.25) 

(5.26) 

Si se utili7.'1 la computndora se pueden obtener los valores de k mostrados 

en la tabla 4. 

5.5 Ejemplo de aplicación 

En la práctica, se cncuentrnn los siguientes problemas 

El coeficiente u no es conocido. u es diferente del coeficiente de frie 

ción del material del modelo • 

• Dificultad en la medición del ancho de contacto. Entre ellos, el mús 

importantes es el de cómo definir el valor de u. 

En general u y el patrón de franjas isocromáticns presenta alguna de las 

siguientes características: 

l. Cuando u = O el patróndc franjas tiene un eje simétrico (eje Y en la 

fig 21). 

2. Cuando u 1 0 1 se puede definir apr6ximodemente con el uso de la Fig 

23. Primero se encuentra un punto Mcr que está en el círculo conside­

rado y se obtiene el orden de franja máxima. El punto M determina cr 
un valor de a 

cr 
con el cunl al usar la curva 

nnr u npr6ximadamcntc 

en la Fig 23 a de termi-
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Ejemplo. En 1<1 figura 24 se prescntn el patrón de franjas elásticn. La 

Fig 25 es uu esquema que permite obtener la infonnacióu ncccr.aria, !.os da­

tos son lou s iguicntes 

Points 2a " 
o µ a 

(cm) cr 

1 L.,._~ -í 60° 70° 100º 110' 

-
A l. 30 56' 0.25 3.5 3.45 3.25 3.15 3.0 2. 75 

B l. 40 90' o.o 3.5 3.110 3.25 3.20 3.20 3.20 

e 1.6 60' 0.25 3.6 3.50 3.45 3.25 3. 20 3.15 

o l. 40 90' o.o 4. 75 5.25 5.25 5.30 5.20 4.75 

Si se usa la ac (5.23) y la tabln 4 se obtiene los rcsultndos siguientes: 

" 60° 1 70º 80º 90° 100' 110º EF/N 

n 3.50 3.45 3.25 3.15 3.0 2.75 

A k 0.4386 0.4265 0.4096 0.3881 0,3606 o. 3248 5.298 

1 F 5.187 ' 5.258 5.157 5.276 5.408 0.503 

i 

1 

n 3.5 3.40 3.25 3.20 3.20 3.20 

B k o. 3641 0.3912 0.4090 0.4190 0.4223 0.4190 

F 6. 720 6.084 5.562 5.346 5.304 5.346 5. 728 

n 3.6 3.50 3.45 3.25 3.20 3.15 

e k 0.4314 0.4275 0.4165 0.11007 0.3387 0.3488 6. 721 

F 6.676 1 6. 549 1 6.627 6.489 6.76 
1 

7.2248 
! 

i ' ' 

1 

1\ 4.75 5.25 
1 

5.25 5.30 5.20 1 4.75 

o k o. 361.l 0.3912 ' 0.4090 0.4190 0.4223 ! 0.4190 
' 

1 

F 9 .132 1 9.394 8.885 8.854 8.619 1 7.935 8.819 
! i 

! 
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En codn punto los fuerzas notrnal y tangencial son 

F 

T 

A 

s. 298 

l. 324 

B 

s. 728 

o.o 

e 
6. 721 

l. 344 

D 

B.819 

o.o 

Usando los resultado se verifica el equilibrio del disco 

EH= nfR (l.344 - 1.324) = O.I02f 

Con el patrón de la Fig2.5,se obtiene que: 

EX=0.7 nf 

¡;y = 0.3 'ITf 

Si el modelo es del mismo tañano que el de la foto, y el material del mo­

delo es poliuretano con un vnlor de f = O. 062 Kg/cm-franja entonces los 

errores resultantes son: 

EX• 0,7 nf • 0.14 kg 

¡;y. -0.3 'ITf. 0.06 kg 

EM = 0.02 'ITf = 0.02 kg-cm (siendo D = 11.0 cm) 

Oe acuerdo con aste cjmcplo se ve que el uso del coeficiente de influencia 

(De Hertz) para definir las cargas normales y tangenciales en el Punto de 

contacto es válido, ya que su exactitud se encuentra de límites ingenic­

rilmente aceptables. 
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Tabla 4 Valores de coeficientes de influencia k 

K µ u 

' \ - ~ : ' o;· \ 

,·.·. .¡: 
.. ,, '-\· '':J 

K 

C•. o:~:o -1 
(•.1'1~-·/. 
(1. ~:4'1':-. 
1:1. :::·;:-·4 .~; 
{¡ ~.?.-_. l 
(·,: :~;.: .. ;_: 1 
(1. ti i"1/¡ ') 
1·). 'IUU•I 
1:·. ·11 !1 •l 
\_I, •11 ( .-·•. 
(1. •lO:l•l.'I 

c~n~ 
(1. 17·.-_;'} 
(,, 1 ~-::•·: 
e·. u:::o,-1 
O:•. 1 n7·.· 
r~¡, 1 ~, ;·· · 
¡·, '(' - -, 

µ 
n --·n· t(¡ o: :.:1)(1!) 
o. ::;ui"J(> 
(¡. :;'.()l)1) 
(1, ·::_:(~(!() 

u. :::p(¡fl 
11, ::1 ')(¡(~ 
(J •. ::0(1(1 
(¡. -~·:(t!)O 
1), :":(Jt)I) 
(1, :-;(J(•(I 

1) •. ~:( !C)(J 
o. ~:(); )() 
t), :·:t)(H_I 
(J, ':;:1 11_tC> 

o. :~:uoo 
o. :::uoo 
(t. 7:()0(1 
(). ·-:(!(J(I 

1;i, j¡~~~H 1 
(), ....• o(l(I 

!'>. :)'5u0 
(l. -,~-·(!1) 

ll. ·_:::~::1)(l 
11. ·· ·-~n11 
1i.:·<;:,,-_¡1¡ 
(1, . :···,(q) 

¡'; .. : ·~ ' l ' ( 1 

1 ,,,. 
N 
1 



6. COEFICIENTE DE INFLUENCIA DEL ARILLO 

Para un arillo cargado diamentralmcn te en el borde exterior, los pun~tos 

que quedan en la circunferencia interior solo tienen los esfuerzos tange!!. 

ciales Y~ por lo tanto, el plano tangencial del borde interior es un plano 

principal. En este caso es posible encontrar el coeficiente de influencia 

para los puntos de borde interior. 

Se considera un arillo con espesor unitario bajo la carga diametral F 

(Fig 26) tomando (r,O) como las coordenadas polares,y $(r,0), la funci6n 

de esfuerzos en el problema de esfuerzos planos, los esfuerzos se pueden 

expresar como 

a 
r 

1 
m - 1t...,. .Lft.. 

r ar T2 ao 2 

-ª=.L ªe m 2 ar 

a 
Tr8 a-ar- (.!. !P.) 

r ao 

(6-1) 

Para encontrar la solución se expresan la condiciones en frontera como si­

gue: 
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ª• 
o = - + E An Cos (nO) 

r 2 n=-1 

a =o 
r 

para r...,r o 

pnrn r=r i 

Da acuerdo con la teoría de series de Fouricr, las constantes son: 

-TI 

a Cos (nO) d8 
r 

(6-2) 

(6-3) 

Bajo ln aplicación de carga concentr.ada diametral, sa debe satisfacer 

8 

ro ) ard9 =o _:!!.<0<0 
2- -

-0.5TT 

(6-4) 
0 

r. ) a d0 = F o < o < .!!. 
r -2 

-o.sn 

Si se elige la función de esfuerzos 

ri r. 2 
+ C (-) 0 + D (...!.)n- } na cos(n0) 

n r n r n (6-5) 

• 
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y se sustituye la ce (6-5) en las ces (6-1), utilizando las condiciones 

(6-2) - (6-4) se pueden expresar las constantes de la ce (6-5) como si­

gue: 

1 
A, A ---

2(1-p') 

P' 
Bo .,. -

1 - p' 

l 1-pm 1-p 2n-2 

A (-.-- ) 
n 2R n + 1 n n 

pª 1 2n 2n-2 -p 1-P 
e = -- ( - --+ p' ) 
n 2R n + l n 

(6-6) 

n 

pª 1-p'ª l-P2n+2 
D ---p' + ) 
n 2R 1 n n -n 

' 

donde 

Lo más interesante para nuestro problema es el esfuerzo u0 • Con las ecua­

ciones (6-6), (6-5), (6-1) se obtiene 

Fk 
(6-7) 

.·'. ... 
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donde 2 ~ 

k = -- + 2p-i i: ( P pn + Q ) cos (nO) 
l - p2 no:i2 1 4 ••• n n 

(6-8) 

(n+l) e + n (n-1) (n-l.) D 
n n 

Con ente resultado, es obvio que k depende d~ la localización del punto 

en el borde interior y la relación p del arillo. Aquí, k es coeficiente 

de influencia que cst5 demostrado en la tabla 5. 

Si se utiliza la teoría de fotoclasticidad, para el problema del arillo, 

también obtenemos una fórmula. general: 

[ k ) { F } = 2nr, f { n } (6-9) 

dondo L k l es la matriz do coeficientes de influencia; f es valor de ma-

terial del modelo; { n } os vector de valor de orden de franjas isocromlit.! 

cas en el bordo interior do arillo.Fig 27. Utilizando la ec (6-9) so pue-

de encontrar la solución de cargas { F }, 

En la, práctica loa puntos de contacto no están siempre distribuidos en los 

extremos de un diámetro, por ejemplo 1 si solo tenemos tres puntos de coritas_ 

to. En este caso, se puede usar el método de superposición, como se mues­

tra en la Fig 28. El caso A se obtiene por la diferencia de los cosos B y 

c. En un punto j el coeficiente tiene la relación 

(6-10) 

Sin embargo, 

·.;: 
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e (O) ª 
A (O+n) kji k .. 
J1 

por lo tanto 

k~. (O) ~ 
A (O) A (O+n) k .. + k .• 

J1 J1 J1 
(6-11) 

Considerando la e.e (6-8) tenemos 

A (6) a k~. (O+n) kji J1 
(6-12) 

Entonces 

(6-13) 

Esta relación significa que para calcular el caso A se puede usar el coc.-
1 B ficientc de influencia del caso B: para 2 kji' Solo se calcula un punto 

i que quede en la línea de la fuerza j aplicada y el orden de franjas iso­

cromáticas { n }A correspondiente los puntos interiores de cada punto de 

contacto. 

Cuando existen fuerzas tangenciales en los puntos de contacto, el problema 

parece ser muy complicado coUVJ para lograr la solución exacta. ·teóricamc_!!. 

te el camino hacia la solución de este problema es encontrar la solución 

para un arillo cargado por dós cargas 

Fig 29· 

a lo largo de cualquier cuerda. 

Ejemplo, Se usa un arillo con diillnetro interno Di a 10, 16cm y diámetro e~ 

terno D0 • 16.96cm. Material del modelo f • 7 .82kg/cm-franja. Cargado en 

tres puntos de contacto que se muestra en la Fig 30 y la Fig 31. 

Considerando el problema como simétrico, es necesario calcular solo las 

cargas P
1

, P
2

• Los ·coeficientes de influencia son (Di/D.•0.6) 



ó 

kll = 23.4375 

{ n} = t 3.7, 2.5] T 

l 
23.4375 

3,2 766 

3.27661 { P1} 

23.4375 p2 

{ 

P 1 ~ { 0.1458 l 
"'". n:Dof f 

p2 0,08628 
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{ 

J. 11 

o 7tDof 2.5 r 

k22 o 23.4375 

l. Pl1 ~ 0,1458} { 63.70 r 
• '1f K 16,96 X 8.2 o Kg 

p2 0.08628 37.696 

En la prueba P = 63.76 Kg ~ P1 

" 

'" . . '. 
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Tabla 5 Los coeficientes de influencia paru arillo 

~ ~~ti., 
et K 

o. Jt)Q!) .-to.11to 0:1,806 0.0~11 +10. 1;11;> 
0.4000 0.11115 .. 1.'111n 
o.4000 o.¿1,1q .. :).00Clf! 
o .11000 o.5'1'11 +T.b~tlO 
0.111100 º· '''5º~ .~.07~0 
o.4000 o • .J-?),., t 11 1 ,, e; 1 
0.4000 o.:, to-') ·~:lt7!J 
0.4000 º·y1111 0.0970 
n.4000 o. ~ 'j 1¡ ,_ l900 
0.4000 º· J/27 :.,.5?'-.1 
0.11000 o. ) i 11 ,, q.1·,03 
0.11000 1 o :1 /> l.'ib75 
o.4000 1:1ii~i ll"l.T7A1¡ 
0 0 4000 t.:!~l' l'.01,41 
0 0 4000 l • .) í) ·i tl P.b4~7 
0.4000 t.51ul 11.01 H 
0.4oOO 1.·~q3•; l l.?.P11 
o.4000 1 • .J 1o1l 11.?lhó 
0 0 'iOOO 11.üOOO H 'i. l 111 
n.5000 o.oq¡ s 1'111.~410 

º·'ººº 0.1145 tlll.OloO 
O.'ioOU o.:!" 1 ~ •P,l?.QI¡ 
o.sooo o.H•Jl +lO.o51q 
O.'iOOO O.tlS&i .q.T;,07 
0,5000 11,o?.lb tl,,?.?.?.3 
o.5000 O• "J 1 01 t3,41311 
0,5000 O.ó~dl +0,,Q205 
o.sooo o. 11\511 ~.óól,5 
o.sooo U, H27 8.4171 
o.5000 o. 15 11:) 10.440<¡ 
o.5000 1 .JO/? 1?.1~?0 
0,5000 l .154 'i l ~.1091 
o.5000 l.~~17 15.óT'ill 
o.sooo 1 • .lo~ o l~.50~1 
0,5000 1,,5=1¡)~ l&,.118'12 

º·'ººº 1 • ~ 1\.) =) 1 ~, H ~9 
0.5U00 1.:.1oq l~.9353 

º·~ººº º·'ººº 1'2~.Q S7'1 
o.~ono o,oq/! +2~.03ao 
o.~ooo O.lT45 +:?1.R:S';b 
o.&ooo o.2~1q +P.A7Aíl 
o,&ooo o,sa•n +17,22~1 
0,&000 O. 4 Sb ~ +ll,'lllQI 
0,&000 O, :i2H tl0,l5hll 
O,óOOU o.:) 1 ()~ +<;,%01 
o.&ooo o.; Qd 1 •l ,4817 
n.&ono º· ,~~lj ~.12UA 

º·"ººº 0.3727 ll.lq'io 
O.óOOJ O,J5qQ 111.51 ~I 
0,&00~ 1.u•1~ lt,.q51,9 

º·"ºº l,ll'15 1·1 2'il5 
o.&ooo 1,2211 2~: 5<?07 
o.&ono 1. so.,o ¿3,5<;~H 

º·~ºº% 1 • .!% 1 2l.R84b 

º·"ºº I, •H5 24. 1307 
o.&OOD 1.J70 1l i-;!'~.20"S':.i 
o.TODO º·ªººº +•ll ,Q070 
O,TOOO O,Oi/ l +;11,2107 
o.Tono 0,11'15 +50,1a12 
o.Tono 0,2&1.q +oS'1.7h72 
o.Tooo 0,Jllql t31,IB<;2 
0.1000 o.~ sos •2í,53&ó 
0.1000 'J.J~.ít, +1q,<1nq 
o.Tono 0,>101 +11,15~0 
0,7000 n.:.qdl tll,03&8 
o.Tono 0./q'JIJ l, ·121 2 
0.1000 º· ;T¿T 11\ 11 CJS 
0.1000 o. "'j lJ .. 21:2952 
0,7000 1,0'1/2 27,1!70R 
o.Tono l,15a5 .ll, 117&6 
O.Tono l. ~2 l 7 H • .!íl'i'J 
O.ToOJ 1. 50 'º 3A Aíllh 
0.1000 1, Hú l 3q:7q¡7 
0, 71)00 1 • 'B .l'i 40.1670 
0.1000 l •• 1~· 40 ;»:l ~fl -----



7, CONCLUSION 

Se ha presentado un método híbrido para detcTin.inar la intensidad y direc­

ción de múltiples cargas que actúan sobre al borde de un cuerpo plano y en 

su plano. El método se basa el} el principio de superposición del orden 

de franjas isocromáticas y utiliza coeficientes do influencia para aplica­

ciones en dos tipos de problemas: el problema de Flamant y el problema de 

borde libre en que los planos sobre los cuales actúnn los esfuerzos de co_t 

te máximos que se superponen, tengan aproximadamente la misma orientación. 

El método presentado es matemático y experimental y requiere que los valo"".'. 

res fotoelásticos sean obtenidos con suficiente precisión. 

La aplicación del método a varios casos muestra que es suficientemente pr!_ 

ciso para la soluci6n de gran namcro de problemas. 
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· tcm·l <le <liscos Fig.1 I:;ocramati¡;as en un .sis ' . 



w(OJ 

• l. 

Fig. 2 CUERPO PLANO SOMETIDO A CARGA -CUALQUIERA 
EN El. BORDE. i ES UN PUNTO GENERICO EN -
EL CUAL J;A I SOCl\OMA TI CA V AL E ni 

Fig 3. Disco cargado en el borde con cuatro fuerzas 
concentradas. Los fuerzas se descomponen en 
~eis pares en la dirección de cuerdos 

/ 



· Fig 5. 

Fig 4. 

y 

'~ ~ -----" 

·:-·; 

' . Coordenadas polares de .un punta genenco 
en el borde de 1 disco cargado en las 
e~lremidades de una cuerda 

( Óngulo (} o conlor o partir 
do lo dirección de lo fuerzo) 

rr0 = rr1 =O 

_ = cr. = _ 2rf cos 9 
~, 2 -,-

v,- ªi F cos 8 
"C'IMX-:: 2 =-¡:- -,-

' . 1sostoticas: 
(poro cargo F0 ó F~0 l 

Placa semi-infinita sometida a una fuerza concentrada en el 
borde. Las isos1Ó1icas son radios y circunferencias concén1ricas 
para cualquier dirección de la carga 



Fig G. 

lsocromáticas e isóbaras 
u

1 
(paro cargo F0 ) 

u
9 

=u1 =O 

CT : - = _ !f. cos B 
r ""2 T -r-

lsocromÓticos e lsÓbcras 
u, (poro carga F30 ) 

<T6 =u1 =O_ 

v, ~ tr2 =- 2: cosr 9 

Placa semi- infinito sometido o uno fuerzo concen1rodo en 
lll bQrde : o} perpendicular al borde ; b} haciendo 30° con 
ff;l ri.o.imol. al borde. lsocromáticas e isóbaras u1 son las 
mist11as en. los dos casos referidos o la dirección de Jo 
tn~ga romo e¡e , . 

,. •. 
::·. 



Fig 7. 

lsocromóticos ~ ·jsÓbcros tTr 
(sumos de cargos F 0 y F~0 l 

L' ¡ 

Placa semi- infinila some1ida a uno fuerzo resul1ante concentrada 
en el borde. El esfuerzo u2 cctuo sobre el mismo :pleno :para 
las dos componentes que µueden sumarse olgebroicamente 

~···· 



Fig 8. 

.·. 

Codo cuerdo esto sometido o dos fuerzas opuestos 
aplicados en sus extremidades, en lo dirección de 

. fa cuerdo. El valor de isocromáticas debe ser de­
terminado en tontos pares de puntos como e - cuerdos 

.. 

, . 

' '. 
' 

• 
' 
; 

' ~ 
¡ 

1 
' 

. 
' • 
' 

.; 



1 =0,64cm 
D= 10.05 cm 
2b= 0.67 cm 
Z 1 = 0.25 cm 
f = 7.655 
F= 11.962 

2R=10cm 

/ 
,1 

E seo lo 1: 0.536 

o 1.86 4.Scm 
'-''--'--'--'--' 

f,¡¡ 9 
Características elásticas de un disco circular sometido a carga diametral 
par dos placas planas , rfgidas. ( lsocromáticas de campo claro) 



l=B.75 cm 

d 

m= 10 

0=9.8 cm 

\=~;m=+ 

Fig 10, Disco cargado en tres puntos equidistantes del borde · 



,, : ·~ ·r ----...... ~ ..... 

p¡11. Disco sometido a una carga vertical y dos inclinadas a 30º. lsocro­
mát icas 



A 

1, 2, 3 : Puntos elegidos 

( ) : Orden de isocromÓticos 
en los puntos elegidos 

F~ 12. Esquema para determinar las fuerzas aplicadas al disco con tres · 
puntos de contacto (con distribución de. tridngulo Isósceles) 



o= 10 cm 

1 = ~ m= 10 

F ig 13 • Disco cargado en tres puntos arbitrarios del borde 



t 71.161 kg O= 10.05 cm 

----5.5/mox 
'-----2.5 

1 =0.60 cm 

-¡:;~ 1/¡.. Jsocromáficos en un disco cargado simé1rlcomente en 4 puntos 



Fig 15. 

1 (0,9~ l 1 1 (0.9~) 

(1.7~)3 3(1.70) 

2 

3 3 

Esquema de cálculo para determinar las cuatro cargas 
aplicadas al borde· de un disco a 30° de la vertical 



Fr~ 16. lsocro ~tica· 11n di"·~o sometido u ·t carga~ 



(l.70)1 

' 

3 

2 (2.25) 

3 

1, 2, 3 Puntos elegidos 

( ) : Ordon de lsocrom6ticos en 
los puntos elegidos 

111.el 

' 

1(1,75) 

(2.1013 

F.:g, l 7 Esquema para determinar Jos cuatro cargas aplicados 
al borde de un disco 

I' 



F\g. IS 
Esquema de cálculo poro determinar los cargos aplicados o un disco . 
con 5 puntos de contacto · · 



llísco 



,., 
. •i. 

Fig~ZO Esquema de un conjunto de discos(segun fig.1) 



Fi.g,21 

¡~ 
! ,---..._ ...... 

/,,,,,,,. '-x 
I ~'\ 

I \ 

Fig,22 





o 1 
...... 1 



. :.: 

F 9 l.!-
1 -i: 
I 

J 
ftg.27 

Fig.26 

l B) 
ce) 

Fig.28 l.Al=(Jl}-(Cl. 
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ESTA TESIS lf O DEBE 
SWB DE LA BlilLIDTECA 

]'ig.29 



Fig,30 Un arillo con tres puntos de contacto 
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