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Summary

The principle of superposition of isnchromatic avd,

s oare as
well as the concept of the coefficicnts of influence of thewe
fringes presented. The proposed mecthad is npplied to the decer
mination of the Lorces taking place at the points of contact
between disks Ioaded 1o their plane, wsing Michell equations

and a numerical mechod. The method could be generalized to

other bodies toaded in the plane, and when no theoretical solu-
tion is available the problem could be solved completely in an
experimental way. The application presented in this paper deals

with discret, or granular media.



INTRODUCCTON

tro-

considera o mouudo los medios de qu

La mecdnica de suclos y de rocas
o de discos copla=

6 do esfers

ta cowa disconcinvos o graanlares. Sisre

nares, pucden usarse comn rndclng para conocer,en primera aproximacién,la
distribucién de esfuerzos. Esta a su vez pucde obtenerne fotoelfaticamente.
Para el andlisis de este sistama so propanc aqui un métado hibvido que

sinplifica,en muchos casos,la determinacidn de 1o fuerzas aplicadas en los

puntos de contacto.

R Marsal D diperro®™ y 0. Hendoza ™) han contribufdo con varios
trabajos tedricos y de laboratoric al estudio de este temn. Uno de los fi=
i s 1a do la distriby

nes an esas
cidn de esfuerzos en cada wno de los discos del sistema de discos cargados,
1o que peraite la deterninacién de las carpan aplicadas a cada disco, en

los puntes de contacte con otros disces. Una comcribucién a la simulaciSn

del medio granular usando esferas pucde encontrarse en (),
En la Fig 1 se muestran las isocromfiticns correspondientes a un conjunto de
Puede observarse que la distribucidn de esfucrzos en los contactos

discos.,
¥ ademAs que como el tamafio y el orden de les

cntre discos cs conplicada.
diseos son arbitrarios, la posicidn de los puntos de contacto entre discos



(temano ol ndmere

Tambifn cs difleil conocer de

tanbifn es arbicraria.
$i e pudiers dotnrminar la intens:

de puntos de contacto de cada disco.

dad y 1a direceidn de eada una de las cargas a las que cadn disco estd so-

metido ¢l andlinis del conjunto de los discos sorfa factible.

Es posible determins aplicatas a los discos wsando fas covacion

nes de Hertz y midiendo el aucho de 1o superticie de contacto, o la posi-
vero

wafuerza cortante, o ol valor do este

eiby del wixin
La necesin

iones, y una de las wis impurrantos
¥ mochos casos el

este método tiene limi
dad de gran resolueidn cn lop repistros fotogrificos,
5 precisos.

Ressultados e un es

wtrodo doserito aqui va a dar resultados w
tudio en que se utilizan las ecuaclones de fiertz se publica por scparado.

idn de lns cargas e los

£l mftado que %o va a presentar para la decermin
puntos de contacta encre muchos discos cnrgados wnos por otros reqwicre
1) €l conocimiento del vsfuerzo de corte nixing T o on Los puntes del can-
o del cuerpo (on este caso wn disco cirenlar), cvando car

Esta relacl6n es 1a que se va
fico del dis-

wnjarias we

aplican a puntos arbitravios de los bordes.

de influcneia. En el cuso

a definir com coeficionc
co cireular eata relacidn se conoce tedricamente, gracias a las ccuaciones
de Miche121!® | el caso goneral de cucrpos de otras configuracionea esta
volacitn podria obtencrse experimentalmence 6i no existe solucisn terica.
2) Un easayo fotocldstico en ol cucrpo cargado, y la determinacién de T o
en un nlnevo suficiente de pantos del canpo para determinar las cargas cuyn
magnitud y direceidn so desca conocer. En genersl el nmero de puntos a

nalizar os dos veces ol nfmero de cargas a detcrminar.

Por conveniencia se van a llamar franjas isocromiticas, o simplemente isncro

miticas, el lugar de puntos que exhiben ol mismo valor de T ., sea que

hayan sido determinados fotoelisticamente, sea que sc los hayan obtenido mg
franjas que dan la direceidn do los pla-

Teoclinas son las
Se van o Llamar is§.

temfiticamente.
nos sobre los cuales actfian los esfuerzos principales.

baras al lugar de puntos que exhiben el mismo valor de esfuerzo nomal 0.
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L. PRINCLPIO DE SUPERPOSICION DE ISOCROMATLCAS Y EL COEFICIENTE DE Ti-
FLUENGEA.

),

La ley bdsica de la fotoelascicidad puede cacribirse como sigue

-1y

donde
)4 By, 0y = valor del orden de isocroniricas ea los planos de T, ¥
Ty Ty ¥ Ty Ty ¥ T, respectivamente
A = longitud de onda de la luz utilizada
¢ = coeficiente fotootdstico
t = longitud dol paso de 13 Juz en el modelo
o, = esfucrzos principales, 1= 1, 2, 3
T, = esfuerzo de corte miximo i = 1, 2, 3
*nix

Estas ecuaciones tambifn pueden escribirse en la forma siguiente:



Vo e 1-2)
mix
donde
-1
que eas el valor de una franja en tdrmino de esfuerzos ¥y es una constante

que depende del macerial del modelo, y es independiente v la longitud
o 1bs/in

del paso de la luz en el modelo. Sus unidades non psi-in/fean

franja, o cn wnidades dof wistema mitrico ku/co-franja.

EL esfucto de corte mixivo actda sobre un plano particular que.en geacral,
es difercnte para cada punto del campo clurico, y aue en cada punto de-
pende de las condiciones de borde. La direceidn de esce plano se puede

genoral 1n superposieidn de 7,

obtener usando 1a franja isoclina. fa x

requiere que los cufuerzos actfen sobre el misno plano.

Lu ecuaeidn (1-2) aplicada a problemus planos se convierte en:

[ -
€ o (-4)

i
donde © ¢s ot espesor del modelo.

En las f6raulas anteriores, se ve que hay relaciones lineales entre el or
den de los franjas isocromdticas y los esfuerzos principales o los esfuer
208 de corte miximos. Pero en general, no existen relaciones lineales
entre los esfuerzos de corte miximos y las cargns aplicadas, puesto que
para una catga i, tenomos

)

Trax 1 Y

o, -

FTTRL N 73
i Y i

2t 2
( R (1=5)
'yt
Entonces, para que bajo varias cargas simultdncas cl esfuerzo de corte mi-

xino sea

s * S 7 (1-6)

=T =0 w-n




Lo que significa que en un punto es necesario que los planos principales
sean log misnos para los

fucrzos producides por todas las cargas que se
desean superponer.

Entonces, de acusrdo a lo anterior s

e pusde expresar el principio do wu-
perposicitn de isocromiticns covo sigue.

$i la carga que se aplica es menor que el Linite elfstico del material y

siempre que los planus sebre los que actGan los esfuerzos de corte wixi-
mos coreespondientes a

cargas sean los miswos, o aproximadumente los
miswos, para todas las cargas que se adicionan, ol orden de franjas en

los puntos del modelo equivale a o swe de los Grdenes de franjos de ca-
da una de las carg;

vico es:

aplicadas, <.t. el orden de franjn en wn punto gend~

i3 (1-8)

donde

; = orden de franja en el punco i

;5 @ orden de franjn cn el punto i, producido por la carga Fy a6la

mente

Asf, (1-8) presenta clframente el principio de superposicidn del orden de
isocronfticas. Se verd mis adelante que aunque cs poco comln que cafuer~
zos de corte miximos actlien en los mismos planos para diferentes condicio
nes de borde, en el caso particular que se va a eatudiar no s6lo &sto
ocurre sino que el problena se simplifica tabifn porque uno de los esfuer
zos principales es cero en el casa de la placa semi-infinita, y constante
en el cago del disco.

Entonces las isocromfticas son también isSbaras de
°.

Cusndo la earga F es unitaria, F; < 1, Llamaremos g;; al oxden de franja
en el punto i. Entonces (1-8) se eacriba: .

N
= 8

(1-9)

En cota f6rmula o g se le llama coeficiante de dnfluencia de las isocry
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i foteeldsticas del modelo y

miticas. Estd relacionado con las
con la posiciSn relariva del punto i respecto a la curga.

Usando el concepto de coeficientes de influencia de isocromiticas, la de-
terminacidn de cargas aplicadas sobre la frontera del problems plano se

convierte en 1a solucidn de la ecuacidn integral (Fig 2):

=L gl wdxw (i-30)

donde
ar-

a en el punto i producido por una

4(1,Q  es el orden de fra
ko unitaria aplicada e la posicidn Q de la frontera

W@ es la carga aplicada on la froncera
n es el orden de franja en el punto i
La ccuacidn (1-10) es wna cevacidn intepral lincal. El coeficiente de in

fluencia (1,Q) es contfnuo.

La determinacidn de la carga en la superficie de contacto entre los discos
s [dcil usando La ccuacidn (1-10), porque los esfucrzos en los puntos de

contacto eatra los discos pueden scr recmplozados por su fuerza resultante.
Segin el principio do Saint Venant, este procedinicato sélo tended influen

cia en las zonas vecinas de los puntos de contacto.

Las congideraciones anteriores se van a aplicar al caso del disco (Fig 3).
Cada una de las fuerzas aplicadas al borde se descompone siguiendo las di-
recciones de las cuerdas que conectan los puntos de aplicacién de las car-
EL disco queda pues cargado por pares do fucrzas aplicadas on los ex

gas.
En la Figd, el disco tiane cuatro puntos de

tremidades de las cuerdas.

Las cargas se deacomponen en 6 pares de [uerzas. Entonces, el

contacto,
orden de isocromdtica en un punto i en el disco debe ser:
6
n = g -1
Pogm B

Siempre que los planos sobre los cuales los esfuerzos de corte miximo ac-

t6an sean aproximadamente 1os mismos.



o tiene r puntos de contacco, las fuerzas aplicadas

Generaluento si el d:
se descomponen en 5 pares do fuerzas
12

(1-13)

por (1-13) pon lineales. n; quoda decorminado

Los ccuaciones representad:

por el experimento mismo. g . se calcula teSricomente como se indica en el

andlisis que sige.

De acuerdo a las restricciones estipuladas nfs arribu, serd conveniente
clegir como puntos i puntos en los cuales T, actia aproximadamente en cl
nismo plano bajo las cargas consideradas. $i dste no fuora ol, caso, el ng
todo requicre la doteminacidn de las direcciones de los esfuerzos prinei-

pales, lo que lo hace menos préctico.



2. COEFICIENTE DE INFLUENCIA DE LAS TSOCROMATICAS EN EL DISCO CAKGADO EN

LAS EXTRENIDADES DE UNA CUERDA

Para determinar los esfuerzos que actdian eu puntos de un disco sometido &
dos fuerzas opuestas en la dirccciSn de una cuerda, se pueden usar las
ecunciones de Miche1l®® que pucden obtenerse considerando el problema de
semi~infinita sometida a una carga concentrada

Los esfuerzos (Fig 4) estdn dados por:

(2-1)
o 2F cos 01

TR R
donde ¢ es el espesor de La placa.

Si el punto i eatd en la posicifn de la placa que corresponde a la circun-
forencia del disco los csfucrzos normales y cortantes con respecto al pla-
no tangencial a la circunferencia son ®:

o w- 2P [ cos O sen?2 O, cos 92 sen2 Of ]
R e 31 T

@-2)



o 28[eon ® con @ sen 0 _ cos Op sen Oy cos Oy

RT ar T T 1
Dado que

£y = D sen 0, . vy = Dsen 0y

1a ec (2-2) se convierte en

Gp e sen (@) + 0y) @3

Como en cualquier punto do la circunferencia sen(@) + 0,) es constante, Uy
es un csfuerzo normal a la circunferencia, y uniforme a lo largo de todo
el borde del disco. Entonces agregando cstos csfuerzos uniformes para que

el borde del disco sea libre, obencmos los csfuerzos en cualquier punto

del disco.
¥ cos O 3 =
LU T =0
t (2-4)
2F cos % . .
o, -- By, b Tre, 0
donde
2r
A (G @5

Es importante observar que la direccidn de la cucrds es una direccidn prin
cipnl de esfuerzo. En coordenadas polares locales, donde r es la distan-
cia del punto considerando al punto de contacto de la fuerza con cl diseo
¥ 0 es el dngulo queel radio que pasa por el punto considevado hace con

1a direccin de la fuerza, las ccuaciones de Michell se expresan asf.

05 =0, =0
2F cos_@
A
(2-6)
To T2 7 0
o .9=9 _ F cos®

‘nix 7 e 3
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son 1facas radiales y cireunfe-

Esto quicre docirs 1) que las isostdtiea:
renciales, como se muestra en la Fig 5, y 2)que el cufuerzo normal Ug,
que tiene la direceidn de la tangente o la circunferencia y que o5 0y, as

cero en todo punto del campo,

Las isocromiticas correspondientos al caso en que la varga es perpendicu-
lar a la tangenta cn el punto do contacto, s muestran en la Fig 6. Son

todas circunferencias tangentes al punto de

atacto, y con ventros situa
dos sobre la 17nea de accidn de la cargn. En la Fig 6 camhifn so mucs-
tron las isocromiticas correspondicntes sl cas- de la carga inclinada res

pecea a la tangente. S¢ expresan por las misimas es (2-6) sicmpre que se

tone 1a direceidn de 1a fuerza como origen de los dngulos. Kesulta eaton
ces qus 1) las isostdticas de la Fig 5, se aplican a cargas que tengan
cualquicr direceidn; 2) las isocromiticas para cargas con cualquier dirac
cidn, son tanbin isGharas, o lugares de punto cn los cuales 0, os cons~
tonte y 3) es posiblo sumar oritnéticamente los esfucrzos correspondicn-
tes a varias cargas de diferentes direcciones, aplicadas al mismo punte

del borde. Esto Gleim se mestra prificarente en la Fig. 7,

Esta idea, pucde ser aplicada al caso del disco. Estonces, es convenien-
te convertir la ec (2-4), usando el sistema de coordenadas %, y de la Fig
4

, 0
+ 82 o2 g \ + A
T, 2

-7}

cos_ B2

F 2
o . 2 [ell g2 02 car? 0,] wa
T 2

L2 [l:asz 8 sen 01 _ cos® 02 sen 021
S T

De acuerdo con la ec (2-7) ac puede deducir la expresifn que da el esfuer

70 de corte miximo en cualquier punto:

. con2 (01 +Hz)]

2 n[_*_]z cos? 81, cos® 02 | 2cos @1 cos 82
ofx" |7 2 7

Sustituyendo la ec (1-4) en la ec (2-B), ¥ si F = I entonces el cocficien

te de influencin ca el puato i es:
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Y sz 9 cos? % 2008 01 cos @2 cos2(0L * O2) (29
By T 2 ] 29
1 2 1 "2

Llamando D al difmetro del disco, d a la longitud de la cuerda correspon-

diente a 1a fuersa Fy y adends

e-4
(2010)
»
w-2
1
y considerando
ry cos | + 1, coy =d
L (-11)
Ty sea | - scnz"O

So obticnen las siguientes ecuaciones que permiten calcular el cocficien~

te de influenciat

1
5= e R (2-12)
donde
2m - 1
bgenflt FESdn  parat =0, -0 @A
P o = (2-14)
13 * TH@EI? para 6 =80
00 rmen2 021
. sen2 02y sen? ca6 2 (61 +02) -
gy = cos0y j"'(mz s 23 B‘) Can2 01 403 (2-15)
para 0 < ﬂl < 90°
(2-16)

~1pgin 01
& = [0 no‘s“sll

In estas fdrmulas se v .que §;; es funcién de las constantes Dy € del mo
delo, y du las localizaciones relativas (L, m, §;) entre el punto iy la
carga Fj. Conoeiendo los parfeetros £, #, 6 se pueden deterninar los-va
lores de k;; usando tablos, como la tabla 1, que ha sido proparada pata

m= 10,



~12~

TABLA 1. VALONFS DEL CORPICIENTE DY INFLURNCIA k., PARA
PUNTOS SITUADOS EN m = 10, Y PARA VAR

ARGULOS 0y

0,40 0.55 0.60 0.70 0.85 1.00
0 13.333 12,222 12.000  11.667 16335 1an
5 13220 12,140 11923 11.59% 11,272 11,084
10 12,889 11.897 11,696  11.303 1,087 10.883

15 12353 11,500 11326 11.056 10,784 10.601

20 11,637 10.962 10,818 10.597 10,369 10.24

25 10771 10,298 10.193  10.0%6 9.851  9.729

30 9.786  9.527  9.462  9.356 9238 9.154

s 8717 B.669  B.645  B.600 8543 8.499

40 7505 43 7.260 7775 7778 2.7

45 6.448  6.770  6.823  6.595 6.956 6,99

50 5300 5.767  5.85)  5.975 6,088 6,158

55 4a7TL 4752 866 5.029 5188 5.290

60 3.077 3738 3.871 £266 4,39

65 2.028  2.738  2.886 3935 3.486

70 1032 1763 1.919 2406 2,570

75 0.09  0.820  0.979 1481 1.657

80 0.762  0.084  0.072 0.576  0.755

85 1,598 0,945  0.796 0307 0.129

90 2353 1760 1,622 1.400 1160 -

£-am

5 s Dty




3. EIEMPLOS

Para determinar el valor de un nfimero § de componentes de las cargas aplica -
das a un disco, solamente se necesita segln la cc (1-12), escoger un ndmere
S de puntos, en cl campo de las isocromiticas, cuyas dirccciones principa-

les mo poco cn lao cargas a considerar y deterninar pa-

© varian
ta cada uno de tsos puntos las coordenadas y ol valor de franja. Sin embar
5o, a fin do facilitar ol cileulo, y teniendo cn cuenta tanto cl campa do
splicacidn de las ccuacioncs usadas, como la cantidad de la respucstd, os
conveniente escoper los puntos sobre las 1fncas de aplicacidn de las fuce-
228, ¥ a wna distancia D/10 de los puntos de contacto. Ez docir quo m sea
10 en (2-10).
Los puntes 1, 2,... cte. han sido localizados en la Fig 8 siguiendo cate
criterfo. Las siguientes reglas facilitan 1a interprotacidn: 1) en cada

cuerda 5310 actlun un par de fuerzas opucstas, y en la direccidn de la
cuerda; 2) en eada cuerda ue fijan dos puntos a los que se acigna el mismo
aGmero que se asigna a la componente de 1a fuerza que actfa en la diree-
cibn do la cverda. §i el orden de franja no es suficientemente elevado y
o1 oo posible obscrvar ol modelo en el polariscopio, sexia posible aumentar
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1a precisisn usando un método de 5 i

en el punto £l

coeficiente de influencia en un punto cs el r

Ltado do sumar la influcn-
cia de una carga particular sobre los 2 puntos que ticnen el misno nfnero.

FL valor de franja del material se deternina usando el disco cargado diame~
tralmente, (Fig 9), En el centro del disco, usando la cc (2-8) para

Ty = r2 = D/2, 0y =0z = 0, resultas

o2 [-E) 18
wix | TE 7

P
3 nt D

i (3-1)
De acuerdo con (1-4), tenemos
P4 . L
TS
por lo teuto, cl valor de franja cs:
£ %FT«; (3-2)

donde n_ es el orden de la isocromftiea en ¢l centro dol disco. Utilizando
"llomalite" como material para el modelo.

£ = 7.82 kg/en-lranja (-3)

3.1 Digco con tres puntos de contacto sind!

3.1.1 Formando triingulo equilitero

Las longitudes de loa tres cucrdas en cuyas cxtrenidades se aplican lag fuer
228, son igeales (Fig 10). Siguiendo

1a ec-(1-13) los ccuaciones repulares
son:
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m =gy b gizF2 + ety
nz = s T g2z +en¥s (3-4)
ng = g3 FL+enF2 +enFs

¥ por 1a cc (2-12):

1a ccuacibn (3-4) se pucde caeribir en forma de matriz:

W) {F} =uDdf(n} a-5)

las fuerzas gon entonces:

(Freanf@™ (n} 3-6)

Paca determinar las componcntes { ¥} de las

cargas que actfian sobre un diseo’
a puaden utili:

ir Jas ces (3-5) y (3-6) como férmulas generales.

Siae cg
noce { n) por un experimento de fotoclasticidad, y 1a matriz de coeficien-~

tos de influencia [k}, cntonces es (dcil resolver lag ecuaciones linenles
paca encontrar (¥,

Guanda logranos la matriz (i), ay que las 1

por el principio de superposicién de isacromticas,

Con el criterio an-
teror si despreciands 1a {nfluencia de las fuerzas alejadas del punto con-

derado, por cjemplo la influencia de 1a fucrza Fy sobre los puntos Ay ¥
M, y de 1a fuerza Ty, sobre los puntos By y By, etc..los planos principa-
leo en los puntog considerados son los mismos, para las cargas que se consi
deran.

Cuando el disco tione tres puntos de contacto simftricos, de ncuerdo con 2e.
(-10) £y = £5 = £, = 2:88
do 1o tabla 1.

i 0.866 . lLos coeficientes kAj se obtienen
Cada coeficicnte depende de tres parametres m, £, 0.

o=
mos fijado m = 10 .

810 quedan dos pardmetros: £, 0.



Puato 1: Componente 1 1 £y = 0,866 0y = O By w2 % 11,305

Componente 2 1 {p = 0.866 0 = 60°  kyp = 1x 4.283
Componente 3 * L3 = 0.B66 ) = 60° k)3 = 1 x 4.283
Y para lop puntos 2 y 3
ka1 = 4263 Koy = 4.283 Kzp = 22,61
k3 = 4.283 k3 = 4.283 ka3 = 22.61
For lo tanto 1a matriz del coeficicnte de influencia es: N
2. 61 4.283  4.283
() = | 4.283 2261 4,283
4.283 4283 22,61
1a foversa de K es;
0.04707 -0.007496 ~0.007/96
{x) = [ -0.007596 0.04707  -0.007496
-0.007496  -0.007496  0.04707
-1
sustituyent:(k)  on (3-6):
0.04707  -0.007496 -0.007496 ;1\‘
{F) =T -0.007496 0.04707  -0.007496 |/ np
-0.007436  -0.007496  0.06707 || ns

(-7

Dado que 1a matriz (k) depende sélamente de 1as coordenadas de los puntos de

contacta en el disco, la ec.(3-7) puede usarse como la férmula general para

cualquicr disco con Lres puntos de contacto simftricus.

Los resultados de los oxperimentos y del cdleulo se presentan en la tabla 2,

donde P es carga vertieal aplicada en punto A (Fig 10), y P
i

s 1a carga

caleulada con las medidas de [n} obtenidas con vorios niveles de carga, Tardy,
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1o solucifn para ws disco coin D = 9.8 cr y { = 7.B2 obtenidn para {F) y para

L .33 - Lso ~1.80) ' m
LTy o= | - 180 -lL33 ~ 1.80 Q-8
Fy -1.80 - 1.80 133 3

otro ejemplojen 1 cunl los valores de n han sido tomados por interpolacidn
entre las franjas de la fotograffa, (Fig 113, se muestran en la Fig 12 .
Los pardmetros son

D=6.0ca £y =8 = 0926 £y = 0.707

Usando de nucvo la tabla 1 se pueden obtener los elementos de la matriz {K):

en el punto 1: Conponente 1: kyy = 2 x 11.22
Conponente 21 kyp = 6.977
Conponente 31 kj3 = 2.634

cn ol punto 2: kg = kyz = 6.977  kgp = kyp = 22.40 kg3 = 2.634
en el punto 3: k3 =299 kap = 2.949 kg3 = 23.32

Usando 1a fota, se encuentra:

ny = 4.05 +2.65 = 6,70 *

n, = 4,00 +2.75 = 6.75
ng = 1,35 4 1.25 = 2.60

Sustituyendo los datos anteriores en ec.(3-5)
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22,44 7 6.977 2.634: I F1}
6.977  25.44 2.634 2
2,949 2.949 2332 3 Y

Loz resultados son:

n [ 0.2220 §
Fpp  =mwDE § 0.2252 }
v;[ 1 0.05521.

Pando a los parfmctros las valores: D = 6.0 co £ = 7.82

"l | 32.72
Faf = 13220 kg
F3 8.14

La carga vertical calculada pura el pusito de contacto A est

P, = (Fy o+ F2) cos 22.3° = 60.90 kg

La cacga splicada fub: P = 63.24 kg, entonces

- - 379F

De acucrdo con los se pueden
males -y tongencinles en cada punto de contacto:

laa cargas nor.

Punto de contacto Carga normal Carga tangencial
(ke) {kg)
A 60.90
B 35.98

c 36.43
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3.2 Disce con tres puntos de contacte arbitrarios

1a geometria v las propicdades del disco observado (Fig 13) son:

D =10.00 cm 5 £ = 7,82 kglem-franja

s puntes de aplica

{82 do las cavgas estdn a las sipuicates distancias
el uno el otre:

Abe 6.6 cm,  ACT 9.00 ez y BC = 9.6 cm
La carga P aplicada ea A es vertical.

Para obtener los coaficientes kj » ec:.(2-13) a (2-15), hay que calcular
provianente ol pariinoLra £

6.6

At Le g s 0.66
¢ pe20 .

ac: Tog~ = 090

BC: L= 0.9

El valor de los dngulos 0 ostd dado on la Fig 13 . Los valores de n en os-
te caso han sido obtenidos por compensacisn (nitodo de Tardy), visvalmentc
on el polariscopio.

Dospreciando 1n influencia de las fuerzas que actfan gobre puntes alejados,

los coeficientes de influencis, sont

Ky = 2x 11,67 kyz = 2,402 %3 = 3.50
Iy = 2,158 k22 = 2 % 11.33 kg = 7.77
k3 = 3.10 ki * 7.77 kgp " 2 % 1011
en la ee, (3-5) 1a inversa de la matriz (k) y usande

loc datos del dlsio se obticnen lns ceuponentes de las fuerzas:



~20-

® 10.83¢ - 0,640 18] \
Faf o= |- 0.586 12,01 -2 | 4y
P3| - 1.307 - 4267 12.80 Lm ]

Para verificar se puede usar:

Fo = Ty 003 25.8° + Fy cos 48.7°

108 rerultados se dan en 1a tubla 3.

uatro puntos de contacto

Los puntes de contacto estin situados en posiciones simftricas respecto a

la direccifn de aplicacidn do las cargas. Las isocromiticas son tambidn,

.sintericas (Fig 14). En ia e necesario solamen-
te resolver tres fuerzas. Los datos para el cileulo entén dados en la Fig
15: .
D =10.05cn £ =7.82
&4 = 0.55 L = 1.0 I3 = 0.867
o QIE005 405005 g
np - MBELEYLESLE g
nge HIOELISELISHIIS g
Consultando 1a tabla 1, los 4o infl son:
Ky = 12,222 kyp = 4.396 kiz = 1.16
Ky e 3738 kg = 11011 Kp3 = 9.238
kg = 1.76 kay = 9.154 kyy = 11,323

Sugtituyendo estos datos en 1a cc.(3-5) se obtiene:



TABLA 2.

. CALCULO DE LAS CARGAS APLICADAS A UN DISCO, CON
TRES PUNTOS DE CONTACTO SIMETRICOS, DESTRECIANDO
LA CARGA ALEJADA

Cilenlo Error _relative
To. de orden  P(kg) [ n2  n3  Fp T2 T3 ? ®-P_37° (%)
de carga ca ca
2 28.85 1,85 2,08 1.14 15.16 18.18  5.84 28.87 + 0,000
3 4335 2,96 275 2.07 2486 22.10 13,17 40.69 - 6.4
4 57.85 3,76 405 2.37 30,86 3598 12.61 57.88 + 0,000
5 72.35  4.63 5,05 3.13 37.73 43.25  8.04 70,13 - 3.0
6 86.84 6.0  6.05 3.99 49.90 50.56 23.52 87.00 + 0,008
TABLA 3. CALCULO DE LAS CARGAS APLICADAS A UN DISCO,
SOPORTADO EN TRES PUNTOS ARBITRARIOS
Experinento Cileulo Error relativo

No. de nrden P (kg) oy n My T Y2 Fa P (®-r )P (2)

He o e en

7235 5.31 5.62 5.23 46,17 46,43 36.13  70.89 - 2.0

-1z~




-22-

{12,222 4.396 116 ’r, 0.91
3.738  11.111 9.238 vo| =spr | 1,60
! 1.76 9.154  11.333 I F3 ‘1,7&
la,osﬁn La.01
= abf 1 0.01389] = | 3.43

0.1336 32.99

en el experimento la carga vertical sobre los puntos Ay B es;
P = 71.18 kg Segdu ol eileulo el valor de dicha earga reaulea:
l’c’_.ul}'z + 2Fz cos 30° = 71,91 kg
p-r
la diferenca es: ——p—28 w4 107

De aecuerdo con los resultados anteriores se pueden determinar
las cargas normales y tangenciales en cada punto de contacto
Punto de contacts

Carga normal  Carga tangencial

(kg) {kg)
A y < 39.05 + 4.36
By b 39.05 - 4.36

Otro ejemplo del disco con cuatro puntos de contacto (dngule

central 120°) se presenta en la Fig 16; los datos para el cAl

culo aparcecen en la Fig 17.
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D e 6.0 cm, £ = 7,82

1.8 + 1.75 + 1,75
E e

= 1.75

2.65 # 2.2 + 2,25 + 2,45
ny w DS X B2k 205 0 2o00

= 2.36

wy e B0 B0 1T0 0170, g

Los puntes de contacto ew este case tiemen la misma posicidn
relativa que en la Fig 14 y la matriz (k) depende solamente de

las posiciones relativas de los puntos de contacto. Por Lo tap

to, la matriz {k} es:

12.222 4,396 116 |
()} = 3.738 1.t 9.238
1.76 9. 54 11.333

Con los datos que s¢ muestran en la Fig 17, las fuerzas Fy, Fa

y Fi resultan:

¥ 12.05
¥l o= 24.35| ke
F 3.19

La carga vercical aplicada fué P = 47,654 kg y la calculada

con la cxpresién siguientc:
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P, = 2(Fi+ Fz cos 60°) = 48.45 kg

En comsccuencia,el error o

Las cargas normales y tangenciales en cada punto de contacto

se presentan ¢n la tabla siguiente:

Punto de contacto  Carga normal carga tangencial
() (kg)
A y ¢ 33.14 + 8.84

B y ] 33,14 - 8.84
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Disco con cimco_puntos de contacto (un cje de gimetrfa)

3.

La distribucién de lsocromdticas es aproximadamente sisGtrica
y el nGmerc de fuerzas a determinar i solo las que estdn nu-
meradas en la Iig 16

Los pardmetros geomitrices son:

0.5889

; Porque loa valores dades en la tabla 1 Son para 0y menores

= =kse = kes, los pardmetros

age Para kis = k&3
= 108°

mo= 1.65 0y = 8.7u% y 05 =

con lo que resulta:

kys=kgy
sc pueden obtener de la

Los otros cocFicientes de influencia

tabla 1.
28.10  8.362° 8.362  2.205 5.894 0

Ix] =] s.nes 22.37 ) 8,362 8,468 1.419
8,468 0 11.185 8.362 1.419 O
1.419 8.362 8,362 22.37  1.419 0.468

10,567 24.00  5.894

5.80% 8.362 2.205
8.362  5.89% 12,05

0 2.208 °
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La matriz de {n} sc obtiene de las isocromiticas y del es

quoma de cilculo que se muestra en las Iigs 10 v

21,
fe7.0 + 0.8+ 1.0 +6.0) [ 7 )
b [ v o sas s a0 s.nzs)
a5 4 9.5) = | 000
(9.0 + 3.0 + 0.65 + 9.0) 8.0
(7.75 + 5.7 + 6.0 + 2.65) f11.05
(2.25 + 2.0} [ 2123
i

3~ Usando la ecuacién que da las fuerzas:

{k] {F} = wpf {n}

sa obticnen las seis componentes sigulente

iy -0. 129196
Fa 0. 150270
£ 0. 65580

= nDE

Fu 0. o1t028
%r; 0. 365687
{r‘ -0. 039747

4~ Las cargas normales y tangenciales om los puntos de dontac
to son por lo tanto:
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Puaro de Contacto Carga Normal Carga Tangencial
A 0.13%  wdf [
B -0.143 e
B 0957 wf 0.143 Dt
c 0.370 wf
' 0.8 Df -0.370 ot

tema_de

Para demostrar la aplicacidn de este aftodo sie eligicd como cjemplo el dis-

o mostrado en fig 1, obtenida sediante wn wnsayo fotoeldstico. La verifi-

cacidn comprenderd a los discos numerados 1-12 pero en lugar de c

mparax
con 1a carga aplicada se wsacd el equilibriv del wistema para demostrar la

efectividad de este nitodo hinride

£l esquema pars el cileulo de las fuerzas en los discos 1-12, estd dado en

la Fig 20, y los resultados se presentan a

1.285 0.117

162 1,61

0.120 0.201

1123 143

0.911 °-.0136 1.476 06.873 -.0736

4,141 0.519 1013 L.425 D.964

1,576 0.967 0.519 2,078 -1.198 1.103 0.765 0.736 0.777
0.704 1.888 -.024 0.972 0.190 2.990 0.800 0.248 =-.0156
2,089 0.306 0.472 2.401 0.916

3.872 -.0168 -.365 2,198 0.78)

Con los 1 ificarenos el equilibrio de los puntos de

contacto y de todo el conjunto de discos.
. Fuerzas cn les puntos de contacto

si los resultados son correctos, las fucrzas en los puntos da contacto de~

ben esta en equilibrio.
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En la tabla que sigue los sfmboles denotom:
C;j = punto de contacto entre ol disco iy §
P Siraecidn de 1 g ‘
W= direccitn de la fuersa resultante. Se oligdd la fuerza

k del disco i como la direcciGn nomativa

go de la direccion B

Fj = fuerza resultante del diseo § o lo L e

<., ¥ ¥ 3 AF, =¥~

i i i 3 R

< w1 1296 2.9215 0.3725

1.9 i E g :

: @

S ¥ 3647 337 0.27
D 1221 L0z -0.181
LS 2050 L6l 0.409
R

[ ¥ 1197 Lses 0.252
® 5

o5 B 5.51 5.71 -0.200
0 2.000 1918 0.172
0 a2 6ar -0.250
= 243 2073 -0.261
(10}

G R 3.860  3.75 o
{10)

[T 3.520  3.467 0.062
(9) -

LR 2151 2,849 0.698

Con los resultados anteriorcs se puede estinar el error relativo (e) medidn

te los valore de Fy5 ¥ Fj 0 Tfj mostrados en la tabla anterior. EL valor
de e resulta
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2, Equi}fbrio del sistema da discos

considera al equilibrio del todo el sistema, utilizande las condieionen

=0, IY=0, IN =0,
S¢ eliglé el sistena de coordenadas 7, y ¥ el centro de momentos O Fig 20,
Los cilculos se presenton cn 1a tabla anexa con la siguicate notacidn

Foo= Fuerza §en el disco §

con respecto al

s = de za T
ugj = dagelo de la fuerza ¥y
Ay« distancia de 1a fuorza F, al punto fijo 0
15 i

e acucrdo con 1os resultados anteriores tanto el equilibiro de los pun-
tos de contacto como el equilibrio de todo ¢l sistema revelan errores

apreclubles, Estos errorcs pueden deberse a las siguientes causas:

ocromitica

i) error al sistema, ie. crvor del orden de franjn de cada

ii) error al apreciar la localizacién de los puntos de contacto entre
discos, La posieidn del punto de contacto afecta a la deterninacién
del orden de franja y el coeficicote de influencia

4ii) aproximacisn de algunos coeficientes de influencia en la matviz k

iv) crror en las mediciones geondtricas
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I M= DEgg Agg = +0.779

Fij Valor lllj(') Ai]' Ay
FI-I 3.294 188 -11,5 -3.262 -0.458 -37.88
FZ.l 2,962 143 - 6.2 ~2.366 1.783  -1B.36
FZAJ 0.117 197 - 5.8 ~0.112 -0.034 - 0.679
5'3.2 1,142 161 - 2.6 ~1.080 0,372 - 2,97
PLJ 1.161 121 o ~0.598 0,995 0
Fk.l 1.718 75 4.85 0.445 1.659 8.332
.thj 0.201 130 3.80 -0.129 0.154 0.764
FS.l 4.709 77 8.70 1.059 4,588 40,968
FS.Z 1,123 32 7.8 0,953 0,595 B.759%

0.906 10 137 0.892 0.157  12.412

2.401 321 3.2 1.866 =-1.511 7.683
Fii, 0016 287 - 55  0.268 -0.876 - 5.038
F“‘z 3.872 273 - 5.8 0.203 -3.866 =-22.458
Flg 2198 304 a0 .22 -lm22  8.792
Flos <0.65 236 127 0.204 +0.303  4.636
Fip 0789 266 =53 -0.055 -0.788  -4.182
3 0473 41251  40.779
DX e BEf con 0gg w0473 af
¥ s BEy min oy eHL2SL

T



4. CASOS PARTICULARES

llay ciertos casus especiales de distribucidn de fuerzas sobre el borde de
un disco circular para los cuales las ceuaciones de Michell se exprosan en
forma sencilla, y no es necesario entonces, para determinar las cargas en
csos casos noguir el procadinicnto ckplicado mis arriba de caleular los cos
ficientes de influencia, Las cargas quedan determinadan directamente usan~
do el valer de franja cn un punto seleccionado del campo del disco. Estos

casos y las ccunciones a usar han sido tobulados.
La ccuacidn general (2-9), cuando £y = rz, 0y = 02, se convierte en:

k= /Znicos?8 /1 +cos 40 -1y

donde . ’
m=Dfr | (h=2)

y 1a carga aplicada dada por

pwt2E n (4-3)

—31-
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Casos particulares de aplicacidn de las ecuaciones de Michell

Coeficientes
puntos parti

de influencia_en
culores k;

Férmulo para los corgos
nj=orden de isocromdtica

fon B = =5

s
a
Ea]
nz‘f“ ¥cos 46c P
2 /Fros by )
Kp® F==z=gv/1Fc0s 4, ifA,B,C
B8 o0’ e
20 4o
tan B, = 5=, mneB ]
2./Zcosg,
40 o
kpt kgt F + ==t/ T 05 4
AR T Mieoi? 8,
pe TR,
¥
LAV TN i
i=A,B,C
tan 8 = 22
40




USO DE LAS ECUACIONES DF. UERTZ

Hertz sentd las bases de la teorfa que permite determinar ol estado elds-
tico en 1a wuperficic de contacto de dos cuerpos cargados ol uno contra
el otro. Los dos cuerpos pucden tener cualquier forma y las consideracio
nes tebricas obtenidas pucden aplicarse al caso general en el que las
puntos de contacto son separados tal que cada uno de ellos tiene ou campo
de isocromiticas respectivanente.

Un resumen de teoria de Hertz, su desarrolle por Hi. Ponisky y su aplica-
cign para el uso de icate de son las sigui seccio-
nes.

5.1 Solucidn al problema do contacto_entre cilindros bajo la
de craccidn normal.

Segln Hertz, la traccidn normal tienc la distribucidn sebra el plano de-
mostrado en la fig 21.

-33-
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a? - Ixj< iy =0 (s-1)

donde ¥' = fuerza total de campresidn normal en cspesor unitario

2a = el ancho de contacto
Cuando se usa el sistema de coordenadas con. focales

%= cosh & cos n
¥ = a sioh £ sin 0 -2)
cag+in

e cste caso,la solucién de los csfuerzos ca el dominio y > O son

-2t

o, =
(5-3)
o, - E ]
y "
. - - cosh g)
2
Gy 2 —d——J 5-3)

Cuando se aplica la traccidn tangencial, consideramos la tracciSn tangen~
cial la misma distribucifn’que para la traccidn normal
ea 2 fa? i <a, y=0 (5-4)
@

donde T' es la traccién total, en cspesor unitarios.

Sea
. (5-5)
entonces la ec (4) se convierte en
= 22E (5-6)
na

bajo la aplicacidn de la traceidn tangencial solamente,los csfuerzos en

el cucrpo y > 0 son los siguientes:
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-c
Sl

(5-7)

205 miximos tangenciales

soluciones auteriores, en el easo general,bajo la apli

De ucuerdo con
cacién de la traceién normal y tangencial,los esfuerzos son

By
2F -G a
O, (e + 1 pT— 1)
fra D ot
%y FICTa— (5-8)
E_ Yy e 4
) (F-ue -ae “cosh T
o 2EC =3 a T
Ty 2 [HHETT) R G Bih T !
Se usa la fGrmula )
0, 5
Tpax = e 2 (5-9)
N xy
para ser sustituida en las ccs (5-8) y (5-9) con la cual se puede obtoner
X Tl P
M 21 o2, L, 20,70 -G a
T ™ A P [RT + P+ ) 1 e )
-z
E-pd o
_¢ i .
) R ) s-10)
2T PRt
Fl * Rl

sinh §
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puesto que
L= E+in

c . Lo
ot = ot (cosnx 1sinm

entonces
PR cosn + itef = o ysinn
(5-11)
26w o (cos 20+ i sin 20)
por 1o tato
ety +12 @ ¢ = cas?n - a7 sindy = 2 cos 20
(5-12)

475 @4y - @ of yeos m - 16 - @ Fratnn

sinh ¢ (e* cos 20 =1y + i 0?5 sin 21

(5-13)

E-ude b Cuosh ¢ 28 —ud) - @ hoheosn-ite - ¢ Heinn

sink (@25 cos 2n - 1) + i %6 sin 29

Usando estas ecuaciones se obticne la parte real y la imaginaria de.los

expresiones anteriores,

Eet - L 20

(an 3 (e + l))
T

16

=@ e e®) cosn) o2 sin 2 (02 con 2ne1) (eF

(e%cosn2g-1)2 + (Psinan )2 (5-14)

- e 5 o Ceosh €
2 e TR
sinh ¢
(5-15)
£_ .6,

(% con 201 [ 2 = 1) - (75 oF ) cos nFe?Fain 2n ain nte

(e%cos 1% + (% sin 2
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& - e - ¢Feosh ¢

R ([-2 (5-15)

sinh ©

(e%cas 20 - 1) € - uD-(c 7% + oFcoan)-e2uin 20 sin n(e® - &7

(e%con 20 - D? + % sin 20)°

Utilizando las ecs (5-12) - (5-15). La ec (5-10) se convierte en um fun~

cidn de € nyyp, es decir,

Toax ° Tmax® B oM ) (5-16)

Pero usando la ec (5-2), tenemos las relaciones entre las coordenadss

% yy Eon

sinh £= =2
2
cosh g J-ETHL
o
(5-17)
3
x | a
cos e X
3V %y
sin = %o
I
(5-18)

donde we SxtyP-a’s Jodeoah bt
Con esta transformacién,los esfuerzos cortantes miximos pueden ser expre-

sados por las coordenadas %, ¥ y u.

L SRR (5-19)
5.3 EL coeficiente do i ia de Franjas
Si sc sustituye la ec (5-19) en .
(5-20)
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donde € es espesor del ecilindro, F'=F/t,

es carga norml en el punto
de contacto, y k es un coeficiento adinensional y depende

la localiza
cidn del punte considerado, se obtieno que

ﬂ-i &2 L
- 2 -2 =5, a 7
k= 2{ue "%cos 21 + 2[e” casn I(- Frrras-asas]
e G-t - oo g
e Painy R e (5-21)

wEye b ¢

sinh g sinh ¢

Cuando se usa cl método de la fotoelasticidad para estudiar el problema
de contacto lo s {mportantes cs la definicidn do las cargas mormales
y tangenciales. En el casa del problema plano es factible cl uso del mé-
todo de coeficientes de influencia, ya que las franjas isocrématicas tle-
nen la relacién siguiente

- L "
Toar " B (5-22)
AL igual las ecs (5-20) y (5-22), encontramos la carga
F= maf g (5-23)
5.4 i ign_del i de influencia k

De acuerdo con la ec (5-23) n y k son dependiente de la posicidn del pun~
to considerado, por lo tanto hay que elegir varios puntos para determinar
F. Sin embargo,en la pricticn, considerando los Srdenes de franja mds al
tos 3 la influencia de la singuloridad en el punto de contacto mis peque-
fo e cscogen los puntos que estdn cn cfrculo que tiene el radio 2a. Enton

ces un punto !t que queda en el cfreulo, su coeficiente de influencia tis

ne la regaleidn, Fig 22

oy = Ky (o) (5:24)
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bajo cierto valor de u, k sdlamente es la funcidn de o

Por supuesto que:
Ly e n? (5.29)
el parimetro de cilculo resulta
E R R N RN
j 7778 il o2
= 15010 + {1 + 1.7778 sin® wa (5.26)

$i sc utilizn la computadora ge pueden obtener los valores de k mostrados

cn la tabla 4.
5.5 Ejemplo de aplicacién
En la prctica, se encuentran los siguleates problemas

. El coeficiente u no es conocido. u es diferente del coeficlente de frig
idn del material del madelo.

. Dificultad en la medicidn del ancho de contacto. Entre cllos, el mds
importantes es el de cémo definir el valor de u,

En general uy el patrdn de franjas isocromiticas presenta alguna de las

siguientes caracterfatica

1. Cuando u = 0 ol patrdnde franas tiene un ejo sinftrico (eje ¥ on la
£ig 21).

2, Cuando u# 0, se puede definir apréximademente con el uso de la Pig
23. Prinero se encuentra un punto M . que estd en el cfrculo conside-
rado y se obtienc el ovden de franja mixina. E punto M__ derermina
un valor de ﬂc( con el cual al usar la curva en la Fig 23 a determi-

nar u apréxinadamente
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Efemplo. En la Elgura 24 se presenta cl patrén de franjas clistica. La
Fig 25 os un esquema que permite obtener la informaeidn necesaria, los da-

tos son los sipuientes

Points| 2a | & ® — @

s | e . S
o 6° | 70° ‘ 80° 90° 100° | 110°
A w0 | see | 025 las | s \ 3.25 | 3.5 | 30 | 275
3 [veo| 90 | 0.0 |35 | 340 | 325 | 320 | 320 3.20

c 1.6 60° 0.25 [3.6 | 3.50 | 3.45 | 3.25 | 3.20] 3.5
D 140 | 90° 0.0 [4.75 | 5.25 | 5.25 | 5.30 | 5.20| 4.75

54 se usa la ec (5.23) y la tabla 4 sc obtienc los resultades aiguientes:

a | 60° ‘ 0 80° 90 00 110° PN
’ n 350 |35 3.25 215 2.0 275
A1k | 0.4386 | 0.4265 | 0.4096 | 0.3881| 0,3606 | 0.328 | 5.298
L p | saer 1sase | sas? | sr6 | 5608 | o.503
i
a | 3.5 3.40 3.25 3.20 3.20 3.20
B!k | 0.3641 | 0.3912 | 0.4090 [ 0.4190| 0.4223 | 0.4190
Fle720 608 | sse2 | os.o46 ] 5006 | s34 | 5,728
n | 36 3.50 3.45 3,25 3.20 3,15
¢ | k| 04314 ! 04275 | 0.4165 | o0.4007| 0.3387 | 0,388 | 6.721
¥ | 667 | 6560 | 6.627 | 6.um9 | 676 7.2248
L
o ars |sas ) sas 5.30 5.20 45
p{ x| 03661 ! 0.3912 i 0.4090 | 0.4190] 0.4223 | 0.4190
Plooam oo mess | sase| 861 §o7.935 | 8.1
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En cada punto las fuerzas normal y tangencial son

3 B ¢ T
¥ 5.298  5.728  6.721 B.819
T L322 0.0 1,364 0.0

Usando los resultado se verifica el equilibrio del disco

IM = MER (1344 - 1.324) = 0.02f

Con el patrdn de la Fig?3,se obtione que:

X = 0.7 ©f
¥ = 0,3 nf

51 el modelo es del mismo tafiano que cl de la foto, y ol materiol del mo-
delo es poliuretano con un valor de f = 0,062 Kp/cm-Eranja cntonces los
errores resultantes son:

IX = 0.7 WEm0.14 kg '
IY = -0.3 7f = 0.06 kg
£ = 0.02 7f = 0.02 kg-cm  (siendo D = 11.0 cm)

De acuerdo con oste ejumeplo se ve que el uso del coeficiente de influencia
(De Hertz) para definir las cargas normales y tangenciles en el punto de
contacto es vilido, ya que nu exactitud se encuentra de 1fmites ingenie-
rilmente aceptables,



Tabla 4

Valorcs de cocficientes de influencia k *

v

o2 1000

a.0501 7
G iaz




6. COEFICIENTE DE INFLUENCIA DEL ARILLO

Para un arillo cargado diamentraloenta en el borde exterior, los punctos

que quedan en la circunferencia interior solo tienca los eafuerzos tangen
clales y,por lo tanto,el plano tangencial del borde interior es un plano

principal, En este caso es posible encontrar el coeficiente de influencia
para los puntos de borde interior.

Se considera un arillo con cspesor unitario bajo la carga diametral F
{Fig 26) tomando (r,0) como las coordenadas polares,y $(r,0), la funcifn
de esfuerzos en cl problema de csfuerzos planos, los esfuerzos se pueden
expresar como
o k3,1 2%
TOT oo vt

:
S

(6-1)
ar?

e B L 2
L e ol

Para encontrar la soluci6n se expresan la condiciones en frontera como si-
gue: '

43—
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o =+ T Ancos(nd)  para rer,

2
a =0 para t=r . (6-2)
T =0 para rero,r;

De acuerds con la teorfa de serics de Fourior, las constantes son:
n
1
A= S a do

-

a -lg 5, Coa(n0)do (6-3)

e

Bajo La aplicacifn de carga concentrada diametrsl, se debe satisfacer

I3
:
“S 0,48 = 0 -fsese
0.5
(6-4)
0
:
T 0cocd
=0,5m

Si o elige la funcidn de esfuerzos

¢=wifa

2 £y a, b4 I, n42 n
+nan®) go e kA (W@™ &

Tiyn Fin-2
+ 6, + 0 (DY na costnt) (6-5)
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y ge sustituye la ec (6-5) en las ces (6-1), utilizando las condiciones
(6-2) - (6-4) sc pueden cxpresar los constantes de la ec (6-3) como si-
guet

Y —

201-0%)

(6-6)

donde
R (0™ - 02" (1-ph)?

Lo ufis interesante para nuestro problema es ol esfuerzo @y. - Con las ecus-~
clones (6-6), (6-5), (6-1) se obtiene )

gy & — i 6-7y
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donde

+207° 1 (P o"+Q ) cos (ud)
1-p [N )

Fy wnlatl) (2) p* A+ nP(eel) B 6-8)

=n? (@1} G, + n(n-1) (n-3) D

Con este resultado, s obvic que k depende de La localizacién del punto
en el borde interior y la relacidn p del arillo, Aquf, k es cocficiente
de influencia que estd demostrado em la tabla 5.

i s uriliza la teorfa do fotoelasticidad, para el prablema del arillo,
tachidn obtenenos una frmula fenerals

Ck3I{rle=2mfin} (6-9)

donde ( k 3 es La matriz de cocficientes de influencia; £ ea valor de ma-
terdal dol modelo; { n } es vector de valor de orden de franjas isocromiti
cas en el borde interior de arillo,Fig 27. Utilizando la ec (6-9) se pue—
de encontrar la solucién do cargas { F }.
En ls,préctica los puntos de contacto no estdn siempre distribuidos en los
extrenos de un didnotro, por cjemplo,si solo tenumos tres puatos de cortac
to. En este caso, se puede usar cl mftodo de superposicién, como s mues-.
tra en la Fig 28, E1 caso A se obtiene por la diferencia de los casos B y
C. En un punto j el cocficiente tiene la relacidn

(6-10)

Sin embargo,
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c A
Wy @ =iy @m
por lo tanto
A

B A
By @ = @ vy o (6-11)

Considerando la ec (6-8) tenemos

A A

Kjp (8 = ki (64 (6-12)
Entonces.

A LB

DAEORE 31 (6-13)

Esta relneifn significa que para caleulor ol caso A se puede usar ol coe-
Ficiento do influencia del caso B¢ para 3 K}, Solo sc calcula wn punto

i que quede en 1a linea de la fuerza j aplicada y ol orden de franjas iso-

teas {n ), jente loa puntos i
contacto.

de cada punto de

Cuando existen fucrzas tangenciales en los puntos de contacto, el problema
pavece ser muy complicado como para lograr la solucidn exacta, “TeSricamen
te ol camio hacia la solucifn de este problema es encontrar la solucifn
para wn arillo cargada por dds cargen a 1o largo de cualquier cuerda.
Fig 29.

Ejemplo. Sc usa un arillo con difisetro intemo D, = 10.16cm y difinetro ex
terno D, = 16.96cm. Material del modelo f = 7.82kg/cm-franja. Cargado en
tres puntos de contacto que se muestra en la Fig 30 y la Fig 31.

Considerando el problema como simétrico, es necesario caleular golo las
cargas Py, P,. Los caeficientes de influencia son (D/0o0.6)
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kyp = 23375 Ky = 32766 Ky =k, kgy = 23,4375

{n)={37,25)"

23.4375 3.2766 | (P
3.2766 23.4375 {

J =)

2
N 0.1458
= WD
P, 0.08628

(B 0.1458 63.70
{ } = rx 16.96 x 8.2 { } - { } g
P,

'y 0,08628 37,696

En la prueba P = 63.76 Kg = P
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Tabla 5 Los coeficientes de influencia para arillo
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7. CONCLUSION

Se ha prosentado un witodo hibrido para detorminar la intensidad y direc-
cidn de nltiples cargas que actfian sobre el borde de un cuerpo plano y cn
ou plans. EL ndtodo se basn ey o principio do superposicidn del. orden
Gticas y utiliza da influencia para aplica-

de franjas i
ciones en dos tipos de problemas: cl problema de Flamant y cl problema de
borde libre en que los planos sobre los cuales actfan los esfuerzos de cor
te mixims que se tengan i 1a misma

E1 wétodo cs matentico y i y requiete que los valo-

res fotoeldaticos sean obtenidos con suficiente precisifn.

Lo aplicacién del método a varios casos mucstra que ea suficientemente pre

ciso para la solueién do gran nlmero de problemas.
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Fig.2 CUERI‘O PLANO SO\H‘TIDU A C»\RGA\ -CUALQU]ERI\
GEi

EN -

BORD!
BL CUAL LA Isoclw\mm:/\ vAL\: n1

Fig 3. Disco cargado en el borde con cuatro fuerzas
© concentradas. L.as fuerzas se descomponen en
seis pores en la direccion de cuerdas



F‘Iu 4. Coordenados polares de.un punto genérico
en e borde del disco cargado en las
exiremidades de una cuerda

(dngulo 8 a contar @ parlr
do la direccidn do 1a fuerza)

Isostdticas ¢
{para corga Fy & F,

- Fig 5. Ploco semi—infinita sometido o uno fuerza concentrada en- el
borde. Los isostdticas son radios y circunferencias concéniricas
pore cualquier direccion de la carga



lsocrométicos e lsdbaras -
o, (paro cogo Fy) .
=a=0
2F e 8
v

)

Isocromdticas e lsdbaras
& (pora sarge Fyg)

0p=0y =0

o= o=

Fig 6. Ploca semi-infinita sometida o unc fuerza concentrada en
ot borde : a) perpendicular @) berde ; b) haciendo 30° con
o _rormal af borde. Isocramdticas e isdbaras o, son lds
mismas en los dos cases referidas o fo direccion de la
carga como  eje f



Isocromdticos @ isSburas o
(sumos do corgos Fy ¥ Fug)

Fig 7. Ploca semi-infinita sometide o uno fuerzo Tesultonte concenirada
en el borde. El esfuerzo o, octun sobre el mismo pleno para
las dos componentes que vueden sumorse nlgebroicomente



Fig 8. Cada cuerda esta sometida a dos fuerzas opuestas
aplicadas en sus extremidades, en la direccion de
-la cuerda. EI valor de isocromdficas debe ser de-—
terminado en tanfos pares de puntos como( ~ cuerdas



142,362 kg

Escalo 110536
qles a8em

Fig9
Caracteristicas eldsticas de un disco circular sometido a carga diametral
por dos placas planas , rigidas. (Isocromdticas de campo claro)



D=9.8 cm

Fig 10. Disco cargado en tres puntos equidistantes del borde




Figit- Disco sometido a uno carga vertical y dos inclinadas a 30°, isocro-
méticas



1,2,3 ¢ Puntos elegidos

()2 Orden de isocromdticas
en los puntos elagidos

F{g I2. Esquema para determinar las fuerzgs aplicados al disco con tres
puntos de contacto (con distribucidn de. tridngulo isdsceles)



0=10cm

128 m=10

Fig 13. Disco corgodo en tres punfos arbitrarios del borde



5.2/max

~—————5,5/mox
2.5

4.9/max
w——5.3/mox

Fig i4.)s0cromdticas en un disco cargado simétricamente en 4 puntos



1(0.05) i 110.9%)

B
IR 2.0 8312 3(L70)
2 2
60°
3 3
.78)3 201.60) (1651251341750
F_G D __F

1o.95) 7 110.85)
[ ' I\F,
2 2
' 3 s

Fig 15. Esquema de cdiculo para determinar las cuatro cOrgas
aplicadas o borde" de un disco a 30° de la vertical



Fig 6. Isocro- ‘tica un di==o sometido « «+ cargas



B 301,701

(1.70)3 A
2(2.45) (2.45)2]

BESH

tsh
5 3
[ 3(2.10} 3 (2,103 DN
Y £,
1 il
1,2,3 ¢ Puntos elegidos
( ): Ordon de isocrométicas en
tos puntos elegidos
Pig.17

Esquema’ para determinar las cuatro corgas oplicados
al borde de un ms co



Fig.18
Esquema de cdlculo para determinar las cargas aplicados @ un disco
con S puntos de contacto :



Fip.19 Disco con cinco puntr




fimte Fijo

Fig.20 Esquema de un conjunte de discos(segun fig.1)



Fig.21

Fig.22
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Fig.30 Un arillo con tres puntos de contacto
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