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1.~ Introduccidn

En las (ltimas décadas {1},{2},{3}, * los fenémenos que occu
rren en la zona cercana al punto critico de sustancias puras 'y
de mezclas, han atraido considerablemente la atencidn de inves-
tigadores en todo el mundo. A pesar de que el comportamiento -
critico de las sustancias fue descubierto desde 1869, por T. -
Andrews {4}, el interés en este fenbdmeno peculiar mantiene acti
vos varios Institutes de Investigacidén en diferentes lugares -
del planeta. Algunas de las caracteristicas cualitativas en la
zona critica son actualmente del dominio de la té&cnica, otras,

sir embargo, permanecen en un misterio total, lo gue hace al te

ma sumamente interesante para considerarlo como campo de inves-

tigaciones fructiferas. Asi se mantiene el atractivo eterno -

de la termodinZnica; siempre nueva y siempre vieja.

Entre los diferentes objetivos de la termodindmica, uno de
ellos es, sin lugar a dudas, la obtencidén de ecuaciones de esta
do consistentes con resultados experimentales scbre todo en ~=-

aquellos fluidos gque tienen importantes aplicaciones técnicas.

* Indica referencias al final del trabajo.



Para fluidos de baja_densid&d'béjoﬁédﬁdiciohés‘presupuestas

interdccidn molecular, es posible  obtener modelos con ayuda
d2 la mecanica culntico-estadistica, gue permiten establecer ex
presiones cuya validez bien puede. alcanzar hasta presiones rela

tivamente altas en la esfera de los gases reales.

Para gases cuya densidad es alta o sustancias en la zona de
dos fases (liquido-gas), los desarrollos tedricos se vuelven su
mamente complicados y sdlo aplicable a modelos moleculares muy
simplificados. En la ingenieria es muy importante contar con -
informacidn termodindmica confiable que cubra de ser posible to
do el intervalo de estados fluidos; liquido, gaseoso o ambos.

No es ninguna novedad el hecho de que las entalpias de cam-
bios de fase por abajo de la zeona critica encuentran amplias -

aplicaciones en la técnica para produccidén de energia, etc.

Por lo general en el establecimiento de ecuaciones empiri--

cas, deben satisfacerse tres puntos bisicos generales:

1.~ En el caso limite de densidades muy pequefias, el comporta =~

misnto del gas ideal debe reproducirse.

2.- A menudo el punto c¢ritico sirve como base de la ecuacién y,
si esta es de la fcrma p=p{p, T), las derivadas la. y 2a.,
pueden suponerse conocidas (Bplap)cr , (sz/apz)cr , siem--

pre que se suponga comportamiento analitico.

3.- Consistencia con las leyes de la termodinamica.

El punto critico tiene ademds un significado de especial im
portancia, ya que en la superficie de estados representa la tran
sicidén  entre el campo hetercgéneo de dos fases y el homogéneo -
de una fase; en esta zona algunas propiedades termodinimicas al

canzan valores extremos.

Con el estado actual de avance de las computadoras digitales

electrénicas, el manejar una ecuacidn empirica de estado gue con



tenga cincuenta'o_més’L“rmlnos, no'representavnin@ﬁh'brcblema
vy sl

por el contrario ventajaa en l;frpduaciﬁq;de—tiempos wuy

coetosos de: exp:rlnenta01on, va que los coefidientes . se pueden-

adecuar, datos experimentales de tal Edrmd~ﬁue'el intervalo dé

;valide ¢de la ecuac‘on empirica abarque practlcamente todo el -

espe»cro ‘de est“aob fluides,

Nd'obstante que las ecuaciones empiricas reproducen firlmen
te el punto critico, asi como la primera y segunda derivadas,en
su vecindad inmediata muestran una desviacidn considerable en
relacidn a mediciones experimentales, con lo cual su rango de -
validez se reduce, lo gue es sorprendente puesto que el punto
critico sirve como punto de partida y proporciona mas informa--
¢idén con sus derivadas gue cualguier otro punto. Asi gue es de
suponerse gue en dichas ecuaciones empiricas de estado, la for-
mulacidn matemdtica con su informacidn fisica bdsica no sea su-
ficiente par poder describir sotisfactoriamente el compertamien

to verdadero de las propiedades de estado en el punto critico.

Por tanto un mejor conocimiento fisico de la regidn critica
es, por una parte, de interés practico para la elaboracidn de
ecuaciones emplricas y por otra, muy importante para la compren
5ién de las teorias moleculares de la condensacién, los estados
fluidos y los cambics de fase. El interé&s siempre creciente gue
desde hace mis de 110 afics se manifiesta, estriba en la continua
blisqueda de respuestas a las preguntas cldsicas respecto a la =

existencia de fases diferentes o estados de la meteria.

Pueden enumerarse entre otras las sigulentes razones funda-

mentales:

1) Cuando una sustancia se aproxima al punto critico, los va-
lores de algunas de sus propiedades tienden a valores ex-
tremos, ® O cero. Aguil es com@n el término de "divergen--

cia eritica™.

ii) Las reflexiones tedfricas cue recibieron un fuerte impulso



cuéndGMChéaée£:{5} en 1944 determind la soluci&n exacta -
del modeio bidimansional de’ Ising, lbqranﬁo aclarar, en
Qformarteériﬁa tambidn, las sinqularidades de lcs puntos
-crifiéos{.xA ralz de esta solucidr sz llega a la conclu --
 516n‘gue7la‘eCu3ci5n de estado no puede sey analitica. en
, :

este punto,

1ii) Muchos canbios de fase en el punto critico de sistemas fi-

. sicos basicamente distintos, por ejemplo fluidos puros, fe
rromagnetismo, ferroelectricidad, aleaciones binarias, mez
clas binarias de fluideos, la transformacidn del Helio mues
tran un sorprendente comportamiento similar, de tal forma
que puede establecerse un comportamiento universal o "uni-

versalidad" de los fenfmenos criticos.

El orden anterior es independiente de su impcrtancia,la "uni
versalidad podria ser la caracteristica was importante del com-
porﬁamiento critico. En la literatura, ls mayor cantidad de pu
blicaciones sobre el tema versa preclsamente sobre transforma--
ciones ferromagrnéticas; la razin de ellc es que los modelos de__
sistemas disponibles son casi todos de naturaleza magnética, co
moe el modelo de Ising o el de Heisenberyg, ademds de gue el cam-
po magnético puzde controlarse mids ficilmente qgue la densidad o
la presidn en un sistema liquide - gas, debido al crecimiento
ilimitado de la compresibilidad que induce efectos gravitorios
de impertancia, y juega un papel dificil de controlar y evitar.

En un sdlido, la naturaleza regular de la malla facilita el

tratamiento matematico.

En el capitulo ¢ se propone selecvcionar la funcidn de -
Helmholtz como potencial termocdin@mico adecuado para la descrip
cién de todos les estados fluidos y en combinacidn con el apén-
dice, donde se presentan las bases de la teoria estadistica de
la estimacidn, se indican los lineamientos necesarios para el -

establecimiento de ecuaciones paramétricas que describan con =~



préeci ;‘En suf1c1ente el. potenCLal 0 func10n de helmhol Z con in

ffinid ‘de aplxcaclnnes pOSlbleS.l~¢‘

Ea parte experimental dnl preéénte‘traﬁqjo describe un méto
dc Sptico para detzrminar la denéiddd'déi'diéxido'de carbono -
(COZ), asi como algunas caracteristicas de relajacién, hacia -

.quilibrio termedindnmics, provocadas por peguefias perturbaciones,
térmicas o mecinicas, causadas a voluntad con objeteo de observar
el fendwmeno. Finalmente se hace una descripcidn detallada tanto
del arreglo experimental como de los resultados de la investiga-

cidn y se presenta un sumario de las conclusiones relevantes de
este trabajo.



2, Descripcidn fenomencldgica de cambics de fase.

2.1 FPluidos

En termodinimica de equilibrio, a menudo dencminada '"termos
tatica", el estado de un sistema puede describirse mediante pro
pliedades macroscdpicas de estadce (X, Y, Z) entre las cuales -
existe una relacidnr furcional de ellas a través de la ecuacidn
de estado o ley ceroc f7:, de la forma F(X, Y, 2)= O, que repre-
senta una superficie de estado en un espacio tridimensional.

Para un fluido las propiedades de estado pueden ser bien -~
(p,v,%) & (P,p,T). Al variar una propiedad de estado, el siste-

‘ma bajo obsarvacidn presenta tambifn una variacién, regida esta
iltima por la ecuacidn 4o estado correspondiente. Para ciertos
valores de las propiedzdes de estado, estas variaciones se pre-
sentan en forma discontinua, tal como ocurre en las transforma;
ciones de fase, donde una fase se caracteriza como una parte hg
mogénea v {inica del sistema. Este comportaniento de’la materia
puede visualizarse mis fdcilmente, si se proyecta la superficie:
F(P,p,T)=0 sobre los planos (p, T} y (P,p}), dando lugar, para -~

el caso de un fluide, =z la fig. 2.1.



cwwa de presdln |
de vapor :

\
\cwwa_ de subfimacibn

Y

Fig. 2.1 Diagrama esguemdtico de estado pa-
ra un fluido puro en las proyeccio
nes (»,T) v P,p), P.c. es el punto

critico, y P.T. es el punto triple.

En la proyeccidn (P, T) se distinguen tres regiones separa-
das correspondientes a las tres fases de la matexia, sbdlida, 1£
guida y gaseosa. Es elemental que el eguilibrio termodinf@mico
de estado entre las fases se presenta siempre a lo largo de una

trayectoria determinada experimentalmente:

Fase liguida

Curva de presidn de vapor
Fase gaseosa

Fase solida

P Curva de fusidn
Fase liquida

Fase solida

Curva de sublimacidn
Fase gaseonsa



Cada ﬂuntGT aslas cux ‘ - eprdséhta3un-eétaio~e;»
21 sual dos fas ir, con la excepcidn’
- gel pvnto trlpld, fascs surgan en estado de

'°qu1L1br10 sxmultaneamu"*

En esLe traoa]o uo P hara menc1on a la "4a. fase!, denomi-
nada asl por algunos au;ores, correSpondlenLe e estados tales
en gue-debido al nlvel muy elevado de energlia en las particulas
‘del gas se presenta el fendmenc de la disociacidn i8nica o plas
ma {8}, en que el gas se convierte en ur gas de particulas li--
bres con carga eléctrica {(iones). Para los fines de este traba
jo no tiene sentido hablar de la "fisica de los plaswmas", ya -
que involucran energlas {(temperaturas) nuy superiores a las gue
se manejan en problemas de ingenieria, exceptuando la tecnolo -

glia subyacente a la fusidn nuclear

Volviendo a la descripcién fenomenoldgica del comportamien-
to de la materia, el cambio de una fase a otra se encuentra ba-

jo tres distintas desnominaciones con el mismo significado:

Conversidn de fase
Camnbio de fase

Transformacidén de fase

La termodindmica establece gue una transformacidn de fase
se caracteriza mediznte la igualdad de las propiedades intensi-
vas de estado P y T en las dos fases, o bien en las tres fases
si se trata del punto triple.

Si se elige el rotencial de Gibbs.
dg= - sdT + vdp (2.1)

Si T vy p permanecen zonstantes en la transformacifn de fase

entonces dg = G +»g _ = ¢ i etc., es decir el potencial de Gibbs

Cr by

de las fases debke ser icual,
La curva de presidrn de vapor termina en un punto denominado

critico, cuyas coorienzdas son la presidn critica P la densi=



cas es 9051b1e entonces, trén;—
:ormar un & ‘J7”;f”"4’ ”111qu1da mediante ‘variacio
nes auecuadas de estado 51n “que para ello sea necesarlo recorrer
la trayectorla dlscontlnua de los llmxtes de] fase. (véase la par

te asciurada de la fqg. 2,1)

Desde el punto de vista exclusivamente fenomenoldgico no ~
hay ninguna diferencia fundamental entye la fase liquida y la
gaseosa, lo que condujo a afirmar en forma primitiva la conti~--
nuidad de las fases liquida y gaseosa. Para la cuxrva de fusidn
(solidificacidn), no ha podido encontrarse hasta ahora ningin
punto terminal, lo que ha conducido generalmente al acuerdo (no
escrito) de gue no existe ninglin punto critico para los cambios

de fase sdlido-liquido y sélido-gas. {9}

Wo fué sino hasta hace un poco mis de 110 afios, cuando -

Andrews {4} en 1869 descubrid el punto critico del CO,, que se

hizo del conocimiento piiblico el hecho gue la curva de presidn

de vapor termina en el punto critico. Hasta entonces, gaseés nor

males como O N '

H
20 T2 2!
c¢uakles", puesto que mediante la aplicacidn de presiones extre-

He, etc., eran considerados como "no 1li.

mas, aun superiores a los 3000 bars, no se observaba ninguna 1i
cuefaccidn. Bhora parece ldgico pensar gue estos intentos de
licuar gases se llevabanrn a cabo a temperaturas ambientales, lo
que imposibilita su transformacidn a la fase liquida, vya que la
temperatura critica de ellos se encuentra por debajo de la tem-

peratura ambiental.

La proyeccidn de la supexrficie de estado en el plano (P,p)
muestra que las densidades de las fases liquidas y gaseosa se
aproximan a medida que aumenta la temperatura y en el punto cri
tico se vuelven iguales. De aqui pueden distinguirse dos cla-

ses de transformaciones de fase:

1} Aguellas en las ¢gue se presenta un cambio abrupto y bien

e

[



distinguibles; sbli=
do-1iguido, sb 4 ‘superficie dé

astado muestya

2) Las diferenciaslentré sanyéTdiétihguibles, lo

que ocurre a partir del punto eritico.

La transformacidn de fase en la zora critica es meramente
un punto terminal correspendiente a las transformaciones del
ler., tipo. HM3s allad del punto critico existe sdlo una fase ho-
mogénea en equilibrio. Esta diferencia es bésicamente el conte

nido fisico de la caracterizacidn mAs Fformal de Ehrenfest {10}.

De acuerdo con lo anterior, una transformacidn de fase de
orden 1, se presenta cuando en el punto de conversidn la deri-
vada enésima del potancial termodinimico para ambas fases difie

re:

n ~h n_ /aT")
(3 g‘/oT )p+ (2 g, 0

} ) ) ) (2.2)
(87g /307 )4 (37g /7 2p7),

En tanto cue las devivadas de orden inferior son iguales.
97 Yy 92 representan el potencial de Gibbs de las fases 1 y 2
respectivamente.

El esquema de Ehrenfest se adapta a la transformacion de fa

se de ler. orden. A lo larg

o]

de la curva de presidn de vapor,

el potencial de Gibbs para el 1liguido es igual al del gas g'=g".

Sin embargo las derivadas primera y superiores son diferen-

tes:

(3g'/3T) = s' 5 (3a"/3T) = s’ + s dst
(ag'/op), = v' 5 (3g'/ap), = v'' > v g v



gundas der;vacas dlvergen.

*i{@fg/?}f)' ;‘(?5/37);:;,°p;*'*

W’

(a%g/ap?). (3y/9p) e > =

(2.4)
La divergencia de las 2as. derivadas trae como consecuéncia
gue no se obedezca la descripcién de Ehrenfest en el punto cxi-
tico. En general, sé dice que una transformacidn de fase es de
ler., orden si una o mi&s de las primeras derivadas de los poten-
ciales termodindmicos son inestables. Si las primeras derivadas
permanecen fijas, pero las segundas son inconsistentes o diver-
gen entonces se dice que se tiene una transformacidn de fase de

20.orden o superior.

Para fluidos er la cercania de su zona critica, el comporta
miento puede resumirse en tres grupos de propiedades, segiin la
clasificacidn hecha por Ulrich Grigull {11}, basada en el com--

portamiento del agua en fase liquida y gaseosa:
lexr. Grupo:

La funcidn de estado no tiene ningln valor extremal en el -
punto critico; pertenecen & este grupo las propiedades v, u, h,

s, £, g vy las derivadas

§ =(aT

Coeficiente Joule-Thomson: h ( /Bp)h ;

!

Coeficiente de tensidn - ‘
isentrépica: Bs (1/n)(3p/0T)
Coeficiente de tensidn sz(llp)(BDIBT)V

isocdrica:

.
§
i




Presidn interna: - :
| n%=(3u/3v)f'
20, Grupo:
La funcidn -~ © (diverge) en el punto critice

Calor especifico a -~ ¢={92q/T2Y =
oresidn constante: P (2%9/ ')p (ES(BT)

o

Coeficiente de estran- . §,= ‘ah P !
zulacidn térmica t (on/ p)t

Kt=(l/v)(av/ap)

Compresibilidad isotérmica: t
Coeficiente de expansidn ap=(1/v)(3v/3T)f
isobirica: P
k =c /c
. - P .. p' v
Relaciodon de caleres espacificos: ,
. c - C. i
Diferencia de calores especificos - D Vi

3Jer. Grupo:

La funcidn tiene un valor extremo e¢n el punto critico que -

no necesariamente debe ser cero o infinite:

Calor especifico a vol «cte: CV='T(32f/5T2)V=(35/BT)V=(3U/3T)V

Compresibilidad isentrépica: K5='(1/V)(BV/BD)S

Coeficiente de expansidn a ={1/v){av/3T
isentrdpica: E (1/v)(av/ )S

velosi onic at= vi(ap/3s) =
elocidad del sonidoe: Voian/os < V/aS
Ixponente i trépico: -
xponente isentraopico v= -(V/p)(Bp/?V)S- aZ/pV

El comportamiento singular ¢e las propiedades del 20. grupo
se comprueba en forna tebrica y experimental. S5i se supone com
1

portamiento clédsico (analitico) en la regidn critica, tedrica--



H‘dlvaLgenc‘a estrlba en3
'%ar ecuac;ones clastcaa “de
es uauo e el punto "rltlco?féé£A§§e;izgdas‘por (Bp/av)TC§0,
(Bp/BV)TC~(d p/av? )Tc =057 i

tamiento formal de tarmodlnamlca c1a51ca, por ejemplo {7} 8 {12}.

1de'dbs'«ervarse en cualquier-tra

El comportamiento del 3er grupe es objeto de fuertes discu-
siones desde el dascubrimiento del estado critico, debido a que
estas propiedades son decisivas para la comprensidn del signifi
cado fisico de las transformaciones de fase, para la comparacidn
con teorias microscdpicas y para la seleccidn de enunciados em-~

plricoes adecuados en la fermulacidén de ecuaciones de estado.

Todos estos factores han influido para que la investigacidn
fisica dedique considerables esfuerzos a la solucidén de estas -
cuestiones. Mientras gue las teorias cli@sicas {por ejemplo -=
Van der Waals) sdlo predicen valores extremos de estas propieda
des, actualmente los investigadores se inclinan por aceptar que
¢,» K,y a, "divergen débilmente" {13}, de donde se infiere -
(ver grupo3) que a vy Y tienden a cero al aproximarse a la re -~
gidn critica. Esto también se comprueba experimentalmente, pe-
ro CU Yy & son propiedad medibles,

2.2 El parimetro de orden.

Aun cuando se trata de un concepto derivado de las teorias
de campos moleculares, aplicable no s8lo a fluidos, resulta sex
una idea fundamental que ayuda a elucidar la comprensidén del --
comportamiento cercano a un punto critico. Introducido por vez
primera por Landauw {14}, ha sido adoptado para describir el fe-
nérmeno eritico. L.P. Kadanoff et al {15} tabulan el parimetro
de orden para distintos sistemas fisicos y tiene las propiedades

siguientes:
a) Puede anularse por encima del punto critico pero debe ser

distinto de cero en la regidn inmediata inferior a Tc

U

=2

P



b) Puede tender a- cero conti

Avamente“por <kavlizquierda.len

‘alguncs fexwtod: "por abaje™) i ‘cuando T.7 T, Esta con
 icondiciln asegura que la transicidn’no sed de primer or-

den.

¢} Por debajo de la transicidn de fase, no estd totalmente
determinado por condiciones externas, pero. puede tomar -
dos o mi3s valores distintos, bajo condiciones fisicamen-
te idénticas. Para un liguide F-p_ es el pardmetro y --
puede tomar 2 valores distintos, positivo para la fase

liquida v negativo para la fase gaseosa.

'En general el parametro de orden pusde expresarse come fun-

cipn del "alejamiento" de la temperatura critica
q
¢N(TC-T)'=TB (2.5)

El exponente B toma para todos los sistema2s un valor casi

universal {16}
0,34 < 8 < 0.36

Con esto el parametro de orden para un f£luido es igqual a la
djferencia de densidades ( p'- pc) que a la vez es proporcional

ajla diferenciz dada por (2.5):
4 =p'op =TT = <P (2.86)

(2.6) describe la curva de coexistencia en el lade liquido.

Aun cuando 2ste trabajo se limita el estudio del comporta--
miento de fluidos de un componente, cabe hacer notar que la uni
versalidad puecde aplicarse a sistemas tales como ferromagnetas,
rnodelo de Heisenberg, autiferromagnetos, modelo de Ising, supra
tonduccidn, super fluidos, ferroeléctricos, separacidn de fases,

leaciones binavias, etc. {15}




Para casoa reales no puede sabers= a p&&ohm que varxables
son-las.nmis aducuadqn_n ra lu aLscr~pc10n del comportamlento -
}c i:ico, en genesral la selecc1on qe ‘basa- en con51deracxones 2m-
‘plrlc ‘de simetria, lo que en l .£aso: de -los fluidos ha condu-
'c1ao a la adopcidn de la dlferenc1a de densidades, a menudo adi
men51onallzada, debido 2 que muestra en general wuna mejor sime-
tria con respecto & la isocora critica. Una justificacidn naés
amplia de seleccidn de Ap como pardmetro de orden puede consul-

tarse en el excelente trabajo de Vicentini-Missoni et af,{17}.

2.2.1 Ferromagnetos

Sin pretender hacer una descripcidn completa de la descri--
cidén de fendmenos criticos en ferromagnetos, conviene hacer no-
tar gque estos Gltimos guardan'una sorprendente similaridad con
los fluidos. En cualgquier texto formal de terquinémica, por
ejenplo {7} & {18} pueden encontrarse las relaciones termodini-
micas que describen adccuadamente el comportamiento termodinémi
co de ferromagnetos. Para este caso son adecuadas como varia--
bles independientes la temperatura T, la magnetizacidn Moy el -
campo magnético § . Los potenciales termodindmicos que se apli
can en este caso, son en forma aniloga a los fluidos la energia

libre de Helmholtz y la entalpia libre o potencial de Gibbs:

F=F(T,@) (2.7)

0 bien:

G=
&(T, i ) * (2.8)

Puesto que los cambios de vollmen son muy pequefios en fexro
magn2tos, por lo general pueden despreciarse de la misma manera
que se despfecia la magnetizacidn en los fluidos, salvo en aque

llcs casos en que se alcance un estado de alta znergia donde se




presente la separacidn i0nica de’la materia o-plasma:

"Para-la inpensa maysrfa de Yas. aplicecicnesiingenieriles eg,

ssin embarge,: perfectamente wilido despreciar ‘la magnetizacifn en
fluidos. T

Las. siguientes eéuacipnés'bés

ciones anteriores y formanipz

de termodindmica clisica,”

La entropia: o BREY
S - QF/T), 5 S=-(ee/aT)y

- S ~ _ ' (2.9}

El campo nagnético

Ho= GF/AM = (au/am), o 2ao

La magnetizacidn
- M= (36/aH), = (aH/3H) ¢ C(2.11)
De tal manera gue las relaciones termodindmicas conocidas

pueden derivarse facilmente si se adopta la siguiente analogia

{12}

v " ..E(
P A ﬂ

Los calores especificos a presidn y volumen constante tie--

en asi sus andlogos a magnetizacidn constante C y a campo cons

M



'C')'
i1

M

;T (és/aT) ;:(BJIBT)M‘E.Tri(aéF/sz)M

(2.12)

m-
1"

Cy

~

‘f'(as/'aT)H '-(aH/aT)a§= - T(aza/aTz)H .

_En lugar de las compresibilidades isotérmica e isentrdpica

aparecen las susceptibilidades isoté&rmica e isentrdpica:
P

Xy = (B@/QE)T = - (aZG/agz)T
(2.13)
Xg = (3M/aH)s = - (0%H/3H?)s

. Andlogo a los fluidos se tiene una superficie tridimiensio-

nal de estados, gque puede provectarse en los planos (H, T), (ané

logo al (T,p) y (H, M) (anZlogo al (p,p). El punto critico en -
sistemas ferromagnéticos se denomina "punto de Curie" en honor a

su descubridor, Pierre Curie.

Una comparacidn esquemitica de los diagramas correspondien-
tes puede consultarse en la referencia {9}, en tanto que los -as
pectos tedricos guedan perfectamente cubiertos en las referen--

cias {12} y {18} .

El par@8metrec de orden para el caso de los ferromagnetos, -
puede entonces describirse en forma anZloga al caso de los flui

dos:

= B ' .
o= M m(TC—T) 7 (2.14)
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al Jde les £lUidcs <17

2.2.2. Otros Sistemas

2.2.2;1'Aleadiones‘? e

En ciertas aleacioneg'piﬁéfias°y @ézcias Eundidas se alcan-
za una temperatura criticawfé'uédr7a5ajo‘dé la cual se separan
los componentes y existe la Llamada "discontinuidad de mezcla"”
{mixture gap ), en ia cual no puede haber aleacién. Por encima
de esta temperatura el cristal A, B puede aparecer en cualguier
concentracidn. En este caso la curva de separacidn viene a ju-

gar el papel de la curva de saturacidn =n los fluidos.

curva de -
separacidn

] o 13 -
discontinuidad

S
e A+ Y
A ¥ Y vy, B

a) [ az

Fig. 2.2 Mezcla binaria ideal de fluidos o de

e}
oy

zleaclones binarias de dos componentes
r
L

w
Gt

[43]

vara ura coencentracidn dada vy, se vuelven iguales las con

c
centraciones de ambas fases, lc gue se logre cuanndo la mezcla

alcanza la températura critiza ¢ v ol paradmetro de orden sc
15 o 1



En tanto que para la mezcla binaria 'de metales liguidos

Ga/Hg se determind 0.335 {21}

2.2.2.2 Transicidn oxden-desorden: Latdn B

Este caso se refiere a la probabilidad de ocupacidn en la -
estructura cdbica del latdén, formado por 50% de Cu y 50 Zn; por
debajo de la temperatura critica Tc se tiene un sistema altamen
te ordenado y por encima de la misma el sistema ya no conserva
el orden anterior. Para este caso el parimetro de orden se de-

fine en relacidn a las probabilidades del cobre y del Zinc Pou’

P
Zn

_ Peu- P
P

8
¢ ~(Te -T)

cut Pzn (2.16)"

Con mediciones de rayos X (Roentgen) Nielsen y Dietrich
{22} dectsrminaron B=0.3C5 donde se sigue verificando aproximada
mente el comportamiento "quasi universal" de los fendmenos cer-

canss al punto critico.



T e & - S : IR
2 fage. (P, Ty :del He  Sse muestra esquematica--

-'Eiyﬁiag;‘

mente 9nllafiy

;‘ccztespcﬁde‘a una representacidn fuera -de

escala’yzarael He cdonde puede apreciarse, & diferencia-dez la -

H»P:_

cristal

super liquido

0 T T T

Fig. 2.3 Diagrama de fase del He4 {fuera de escala) mostrando el caracter
ucerrado”" del super liquido o : Vinea de presidn de vapor
A : 1inea lambda {22}

fase liquida o gaseosa, la "fasz superfluida" s& encuentra to--
tzlmente rodeada por lineas de transicidn. EI fendmeno sin em-
bargo muestra una sorprendente similitud con los gue ocurrxen en
. . : : 4
otros sistemas, incluso en la misma zona critica del He ; el pa
- . .
rametrc de orden seria en este caso

B
otz M-

~

(2.17)

g
pA - (T )\'T )



donde p_ es la densidad del super fluido £=2/3= 0.666, es de-
cir . £ =28 v de nuevo puede verificarse el comportamiénts uni-
ve:de {22}. La tabla'2.1“que'se muestra a continuacidn, con
tiene un resumen de algunos ejemplos de transformaciones de fa
" se con descripcidn de los pardmetros de crden respectivos, se-

gun Binder {23} .

o




Tabla 2.1 Ejemplo de transformaciones de fase (23)

e hda e ba s o P Y PP

. . Sistema

Variable locatl Pardmetro de orden
CFluldo - Denstdad p (1) bp
© 7" Mezcla binaria AB " Concentracifn Cq {r) ~ Diferencia de concentraciones Ac de las fases

B rica y B pobre,

Diferencia de concentraciones Ac de 1a latti-
- oo ce o estructura finferior

~ Rleacién binaria

- Ferroeléctricos o+ Momento del dipalo eléctrico

3 Polarizacitn Ps
Anti~Ferroeléctricas o p_(r '
" unfaxiales I (esponténeo) Egl:rizacwn de lattice o inferfor Ps estruc-
- Ferromagnéticos ~ Momento del dipo'lb mignetice Magnetizacibn Ms

" htiferro magnéticos v n, (r) {espontfneo) Magnetizacibn de lattice o inferior Ms estruc
~ Unfaxiales o= tura :
' - ferromagnéticos Momento del dipole magnético

2?:;22""""9“&1“" S ¥y (r) ={u,{rhm r)] (espontineo) Magnetizacion Ms

He (Mxs, Mys) _ )
Magnetizacidn de lattice o estructura infe---

- rlor Ms
e __vier'r'gmagnéticos y B ““Momento del dipole magnétice )
“Antiferromagnéticos AR .
isotrépicos T B .;("'H“x ([)oll'y(f)..pz(?_‘)] (esponténeo) Magnetizacidn

[45= (Mxs, Mys, Mzs)

Magnetizacin de 1a lattice o estructura fn~ -
ferior,

: .Cristales de moléculas : :Tensor del momento cuadripo
: . - lar Tensor del.grado de orfentacifn.




3. Ecuaciones de estado en el punto critico

3.1 La ecuacidn de estado de van der Waals

El primer intentd de formular una ecuacidn de estado con -
una descripcidn cualitativamente correcta de un punto critico
fue llevada a cabo con &€xito por van der Waals en 1873, cuando
presentd su famosa disertacidn doctoral en la Universidad de -

~Leiden {24}. La ecuacidn de Van der Waals se considera actual-
mente como integrante de un grupo muy grande de ecuaciones de -
estado que se denominan clisicas, o de teoria del campo medic .,
cuya caracteristica comlin es que suponen una dependencia anali-
tica de la energia libre de Helmholtz, a la vez que el punto

critico se caracteriza por las condiciones (8p/3U]T = wzpfauz)T =0

@p/v’l, #0125, ¢ ¢
c

Por encima de la temperatura critica, la presidn es una fun
cidn mondtona decreciente del volumen, de tal manera gque la com
presibilidad isoté@rmica k== (1 /v) (av/ap)t, es positiva y fini-
ta. En el punto critico hay un punto de inflexidn con pendien-
te horizontal en la isoterma critica, razdn por la cual la com-
presibilidad diverge. Las isotermas por debajo de la temperatu
ra critica exhiben un minime y un miximo locales, gue forman una
gaza en la cual (Bp/av)t>0, es decir, la presidn se incrementa
con el volumen, violando la condicibén de estabilidad mecinica
{26},

.
’



TEL: LAivide andde g% éméiiSLéntea oue son nnca .

nicarmes ciénideréreas' guule ‘ae Ma.lel,

-

JLG Lecnplaza la a21 siibe :lti;ﬁ nor ura llnea rec _paralola al
=Je de los voluwnn ,'asegu* Ughe-l; tnx ="atura, preslon y po-
ugngxaltqulmlco o; l;s;ios faéeé‘COéxist ntes sea 1gual j se ba:
éé‘éﬁ”élfhecho que las var1ac10nes c1c1lcas de La’ entropla Y la

’ eﬁcrqia intcorna Lcnec1f+cas debnn ser nulas.

La aportacidn esenc1al de van,der Waals, fue partir de la

ecuacidn de estado del gas perfecto :'
pv = RT. SRS "':" ' (3.1)

Esta ecuacidn se obtiene de la teoria mds sencilla, pues la
suposicién basica implica que las particulas del gas no tienen
volumen propio y que las fuerzas de interaccidn entre ellas son
despreciables, wvan der Waals les asignd, sin embargo, una inte
raccidn atractiva dZbil representada por un término de presidn
L’L/\J2 y ademds supuso que las particulas ocupan un cierto volu-
men representado por una constante b de tal forma gue en la =--

ecuacibn (3,1)se afecta a la presidn p y al volumen V:

{p +a/v?) (v-b) = mrT (3.2)

En el punto critice se impcne a la Fc. (3.2) la constricciédn
de un punto de inflexidn, cue implica gue la primera y la segun

da derivada se anulen.

oY tanto, una caracteristica fundamantal de esta ecuacidn
de estado es que los valores de las derivadas la. y 2a. sean co
nocidos en el punte critico a lc large de2 la isoterma critica
{27} ademds, la 3a. derivadas por razones de estabilidad, debe -

ser negativa:

1t
[}

(sp/ov) = (5%p/v? )
TCF Tcr

(23p/av? )y <0
cr




Las condiciones que presentan las ecuaciones (3.3), son ca-
racteristicas de un grupo d& ecuaciones llamadas clésicas. A
menudo las Ecs. (3.3) se denominan tambi&n condiciones de “con-
tacto de tres puntos"‘{QB}. Otra caracteristica comlin de las
ecuaciocnes clidsicas es que presuponen una dependencia analitica
de la ecuacidn de estado. El punto de inflexidén de la ecuacidn

de van der Waals se localiza en pc, v y Tc , con los siguien-

c)
tes. valores que se determinan mediante el uso de las condicio--

nes (3.3):
Pe = af27b* 5 v = 3b RT, = 8a/27b (3.4)
Los valores dados por las Ecs. {3.4} , pueden emplearse pa-
ra adimensionalizar las variables contenidas en la Eec. (3.2),

de la forma siguiente:
= . . * = . * _
P =P/, 5V Ve s TR =TT, , (3.5)

sustituyendo las Ecs. (3.4) y (3.5), en la ecuacidn de Van

der Waals (3.2), se obtiene la forma reducida de la misma {7}.

(P* + 3/v*2) (3y* -1) = gT* (3.6)

La Ec. (3.6) no presenta ningldn par@metro gue esté& relacio
nado con alguna sustancia en particular; se dice entonces que
obedece el principio de estacdos correspondientes y sirve por
tanto para describir el comportamiento de fluidos de van der

Waals en la vecindad del punto critico.

Sin sambarge en fiuidos reales, las interacciones dé&biles no



comporta mente correcto.

‘3.1.1 Los exponentes criticos vy surcilculo a partir de la ecua-

cibén de van der Waals.

©3.1.2 Teorila simplificada de los exponentes criticos.

El estudio de los fendmenos critices se ha concentrado en
los Gltimos afos, en 1lc¢s llamades “expeornentes criticos, gue des
criben 2l comportamientc de las variables termodindmicas a lo
largo de ciertas trayectorias y tienen un wvalor "universal" re-
lativamente constante. En esencia no dependexn de la naturaleza
fisica de las interaccioness molsculares o del alcance de las
fuerzas de interaccidn gue determinan las fluctuaciones. Asl ,
son casi iguales para sistemas totalmerte distintos, aunqgue se
trate por ejemplo de liguidos, ferromagnetos u ciras transforma
ciones de fase {29} ,{3c:

Los exponentes criticos describen el ¢ tamiento de una
funcidn termodindmica general f(x), a lo largo de una trayecto-
ria prefijada de antemano en la vecindad del punto critico, don
de "x" puede ser por ejemploe y={T—Tc)/Tf. Lz funcidn f(x) debe

ser positiva y cuando "x" ticnd: a cero, tener la forma

f(x) = x *fo(x) para x- 0 (3.7)

En general fo(w®) tora un valor constante cuando x=0, como -

se indica mds adclsnrce, on cuyc caso el exponente critico se de



(3.8)

, _fg(k) no toma un valor cons--

“tante cuando x=0 sgféhél an'més adelante. Es obvio gue la ecua
cidn (3.8),'nofsigniff _ bropiedad texmodindmica sea -
simplemente propg;éiéh A x fl A continuacidn se describen tres

casos principales,'dgtermlpédds'ﬁor la forma de la funcidn f£g(x):

i) Caso més ‘simple: £(x) es una funcién de potencias cuando

f (x)=A, donde A es una constante:
o

X
f(x) = Ax (3.9)

ii) Cuando x+ O, fo(x) es una funcidn analitica del tipo:

fo(x) = A (1 + ax+a X2+ .00

- 2,
Asi: f(x) = Ax (1+alx+azx+ ves)

(3.10)
En algunos casos, ecuaciones del tipo (3.10) reproducen el
coméortamiento de estados, afin en zonas alejadas del punto cri-
tico. si se da el caso de las formas de las Ecs. (3.9) & (3.10f,
los exponentes y los coeficientes A, a], etc.,, pueden detérminag

se de datos numéricos.

iii) si ¢ (x) no es analitica en el punto x=0, entonces la
o
determinacibén de los primeros términos asintdticos se vuelve mds
complicada. £ (%) puede ser, por ejemplo, del tipo:
[

fo(x) = A(L +a x* + ...), O<pu<l (3.11)



ermodindmica en’el purnto:

Elcase

}%:O?impl{c

‘una divergen

Si z es entero positivo y ademds par, entonces f£(x) es ana-
l3tica en x = 0. Si z es impar, la derivada j—-&sima, BJf(x)/axj,
diverge cuando j< z, rero si z<0 , f(x) diverge también para

x =0,

No puede decidirse por medic de argumentos termodindmicos,
cual funcidén es la mds adecuada para representar una propiedad

termodinamica determinada.
Sin embargo, siemprs gue se trate €2 un sittema simple de

una componente, la consistenciz termodirdmica permite determinar

el comportamientc <e un

]

propielad una vez que se ha encontradoc

el de las otras dos.

3.1.2 Los principales exponentes B,8,v,u.

Se definen, de acuverdo a los lineamientos expresados en la
seccién 3.1.2, anterior, los simbolos v las variables correspon
"dierntes, que fueron adoptados uniformemeate, por acuerdo inter-

nacional ay washinoten,p.C. E.C.2., en 1965 {31}. TLas definicio
n

nes correspondiente: se¢ expressn a continuacid
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: o o T = I TIB L o (3.14)

La Ec. (3.14) es 1i‘aéfinibi6n del exponente 8, que descri-
be la curva de coexistencia. La prima indica el valor de ¢ co-
rrespondiente a liquido saturado en tanto gue la doble prima ("),
corresponde a los valores de vapor saturado. En la cercania del
punto crifico, es decir para valores pequefios de {TI, la curva
de coexistercia es simétrica, es decir ¢*=-¢",

&} !
I

¢'- 0" =28 |tf" +f(r) (3.15)

La isoterma critica (T= 0) describe mediante el exponente §

vy la ecuacién:

S.t0(e) . (3.18)

p
= ——=— =D signo (¢)-]o

La dependencia de la temperatura qgue la compresibilidad -
isotérmica muestra a lo largo de la isocora critica ( p=pc) y -

para T>Tc, estd dada por:

k= (1/p.) (3p/3p) (pc=T)=(1/p°) (3¢/9m) (¢=O,T)=I‘:rY1; '(T)

Se pueden definir dos expresiones para la compresibilidad a
temperaturas subcriticas T<TC, una paré el lado liquido y otra

para el gaseoso
K =Tt - fo{x) (3.18)

el h .
k=TT - fo(T) {3.19)

(3.17)'.

-

i

,‘g%w



“En la vecindad del punto:critico y's yis oy
Finalmente el comportamientc-del’'calor-especifico se carac-

teriza por el exponente O

¢, = At fo(t) {3.20)

‘ La Ec (3.20) tambi&n puede particularizarse para tres casos
diferentes, uno en el campo homogéneo, es decir, para T>Tc y dos
para T< Tc que correspcnden a los calores especificos de la fa
se liquida y de la fase gaseosa. En obvio de espacio no se ano
tan las ecuaciones correspondientes, ELl exponente 0 es pequeno;
en general 0 <a<0,15. Si = O, puede presentarse una forma lo-

garitmica del tipo de la Ec. (3.12).

3.1.4 CAlculo de exponentes para un fluido de van der Waals.

Para calcular los exponsntes, conviene tomar como punto de
partida, la forma reducida de la ecuacidén de van der Waals (3.8),

sustituvendo en ella las variables &,TyT, dadas por las Ecs (3.14
al 16): -

o= (p-p Mo 5 T = (T-T N7, 5 v=(e- o Mo,

gue son equlivalentes a:

* = = - . = = - - -
/v VoV = plo, = 1 1 T T/T, =t +1; p*= p/p, =7+ 1 (3.31)

La sustitucidn de las expresiones (3.21} en la Ec. (3.6) -

conduce a:

{7+ 24306 +1)%){3/{¢ + 1)-1} =B(t + 1) co(3.22)
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x'Dé”laigcuaciéh“{3;i3);fséffiéﬁéiﬁé inmediato la isoterma . -

critica), es. decir ‘para. 1= 0:

Cw o= (3/2)6%( 1 4 072 4028 + ... (3.24)

“Para valores muy pequefios de ¢, sdlo cuenta el primer t&xrmi
no de la serie y asi se tiene, al comparar con la definicién =~

(3.16), el exponente § = 3.

Para la compresibilidad isotérmica a lo largo de la isocora

critica ¢ = 0, se tiene:

ke = (3¢/Bn)(¢=0ﬂ) = 1/(aﬁ/a¢)(¢)=0ﬂ) = (1/6)1 = (1/@|Tl“1}. (3.25)

Haciendo una comparacidn similar, se tiene que Y = 1

Finalmente la curva de coexistencia (o saturacidn), se oh--
tiene para valores subcriticos de temperatura, es decir T< 0 ¥y
puesto que a lo largoe de dicha curva las presiones son iguales,
tanto para la fase liguida comec para la gaseosa, simplemente s5e
hace T =%' =7" y se supone que las densidades de saturacidn cer .
ca del punto critico son simétricas una con respecto arla otra
(¢' =-$"). Mo se presenta aqui el cdlculo pero es facil com-
probar que:

o' = -9Y = ﬂTluz
(3.26}

De acuerdo con la ecuacidn (3.26), la curva de coexistencia

es parabdlica con f = 1/2.
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c..= 00

&

v =1
B=1/2
a =10

Los valores anteriores se conocen como cldsicos y correspon

den a un fluido de van der Waals. A fin de comparar se tabulan

" a continuacidn los valores experimentales aproximados, los cld-
sicos y los del modelo de Ising menciorados en la seccidn 3.4

de este trabaijo

Tabla 3.1 comparacidn de valores de exponentes criticos, segin

diversas fuentes

Exponente R 8

Valor Clédsico {37} 0.5 3.0 1.0 0.0
Experimental {9}  0.34 - 0.36 4.0 - 4.6 1.1 - 1.26 0.0 -0.15
Ising o celosia 1/8 15 7/4 O{logqg)
{bidimensional) {14}

Ising o celosia V6,312 NS nNO1.25 % 0.08-0.12

{Tridimensional) {338}




3.2 Desarrollo. en éerie-de‘Taylor alrededor del.puntofcfitido}"

) Partien do dn 1a SupcSLCLOH correspondlente a'las teor;as
clisicas o_éel campo me: 10,’°e ccnsxdera que,la

tade p = p (p,T) -p (u T) es analltlca en; eI

llarse en serie de Taylo:, alrededor de dlChO punto

(Vo) H2B)_ (1-7c) +

+ _}__[(ﬁ[}»)c (v-v )® * avaT)c (v-v.) (T-Tc) + g;g ) (T—-Tc)z] P

(3.27)

La mayoria de las ecuaciones de estado propuestas hasta -
ahora, permiten un desarrollo de este tipo. Aquil cabe hacer no
tar que normalmente se tienen dos cascs; lo. el contacto de tres
puntos, descrito en la seccidn anterior por las ecuaciones (3.3)

¥ 20. el contacto de cinco puntos caracterizado por

(3p/av), = (32p/avz)C = ('a’p/av3)C = (3%/v") = 0
(2%p/ov?) < 0 (3.28)

Las condiciones (3,28) repr2sentan una ecuacidn de estado
ern la gue no sdlo las dos primeras derivadas, sino también la
tercera y la cuarta se anulan por razones de estabilidad gue por
vez primera propuso R. Plank {33}, en la década de los 1930, aun

cuando en {30} se menciona a Verschaffelt (1899).

Si en el desarrolleo (3.27) se utilizan valovres reducidos
(adimensionales) de las propiedades de estado, ecuaciones (3.14

al 16), se tiene la siquiente expresidn:

o

-,



= ( a_m'mﬂ/é"rmpn)c ;

(3.30)

bonde m=0,1,2..., es el orden de la derivada con respecto a

Ty n=0,1,2.. es el drden de la deriveda con respecto a §.

En la ecuacidén (3.29) si se usa la condicién de contacteo de-

tres puntos :

g =1 =0 m >0;
01 62 03
Pare la isoterma critica (1=0), {(3.29) resulta en :
(0 1 7 e tow Yy oL L .
-4 T o3 ¢ T oui (3.31)

Es dscir, 6=3 para 1<0, la curva de coexistencia implica - -
¢'=-¢" y zdemis debe cumplirse 7(71,¢') = w(t,¢"), sustituyendo
en (3.23) y efectuando las operaciones algebraicas, gue no se -

muestrzn en obvio de espacic, s& tiene

¢'='ﬁ" = (Grll/ﬁoa)l/z . |T|1/2
(3.32)

Ce {3.32) se tiene RB=1/2, e la misma manera se puede desa--



rrollar una expresidn para la compresibilidad isot&rmica

K=-(1/v) (Bv/ap)T =(1/p) (Bp/’c)p)T K es fdcil de adimensionali-

‘zar, multiplicando por la presidn critica y a lo large de la =

isocora critica, caracterizada por $=0, se tiene :

1
Pc K U;_ = ‘_1_ l'rl..

] T4 (3.33)
T
Y a lo largo de la curva de coexistencia, donde ¢ =¢°'
' -1
Pk= 00 QPR S
am FAUEEY (3.34)

De las dos Ultimas expresiones se obtiene el valor del expo
nente yY=1, es decir con la expansidn en serie de Taylor los ex-
ponentes criticos adquieren los mismos valores gue se deducen
de la ecuacidén de estado de van der Waals. En este trabajo se
renuncia al cdlculo de los exponentes con el desarrollo en se=--
rie de Taylor bajo el contacto de 5 puntos, sin embargo, se re-
produce el valor de los mismos gque se obtiene bajo este trata--
miento

a=0; B=1/4 vY =1 H &=5 (3.35)

‘Las desigualdades de Rushbrooke {34} y Griffith {35} entre.
exponentés criticos, se convierten en igualdades si se sustitu~
yen los valores obtenidos en ambos cascs {contanto de tres y -

cinco puntos), es decir

o42fFy > 2 + o 28+ y= 2
a48(146)> 2 + o+ B(1+8)=2
y > B( &+1) +  y=p(s+1)



La ecuac1on v1rlal sé o tiene partlr de apllcar metodo;

de la mﬂcanlca estadlstlca a qases reales, esto lnpllca que se
llegu‘fé un re&ultadc basado en un modelo de interaccidn molecu
‘lgri;gﬁara gases reales hastc pres*ones moderadamenta altas €l
'désarroilo virial produce una ecuacidn de estado de exactitud
razonakle, es guizds uno de los mids importantes logros de la tex

modinimica estadistica.

La base fundamental de este desarrollo es que cada molécula
se mueve aleatoriamente en un campo potencial, de tal manera =~
qﬁe se producen interacciones entre 2, 3, 4 o mids moléculas en
gue su estructura interna es irrelevante. La probabilidad de
encontrar en cierto lugar una molécula en un cierteo tiempo es pro
porcional al nlmero de particulas en el volumen V, es decir N/V,
la densidad de particulas. La probabilidad "P" de encontrar en
este lugar no una, sinc 2 particulas es, de acuerdo a las leyes
de la probabilidad:

- N N N
Pi=—— 5 Pp=———  P=PyP, = |-
Loy 2 v te vy (3.37)

El conjuntc de dos o mds particulas se comporta diferente

que el de una sola, la prokabilidad de encontrar j en el mismo
Nj

lugar, es entonces P = — .
vJ

il
El efecto de interaccidn de tales grupos cocasiona entonces

-

tdrminos de correccidn a la ecuacidn de estado, de donde la -

e

ecuacién virial toma la forma

N m(n) B
p =kT- — + I — . ‘
y v J (3.38)



3
3

ciones :¢omplicadas de
tura.. ~Desarrcllande (3.38):

Los coeficientes B

‘lascoryideracidn de interaccio

nes ‘entre varizs particulas pue ogtrarse que .también se ¢b

S tienmen los expcnentes clisicoyw

Esta visidn super rimplificada’de la ecuacidn virial puede
por supuesto desarrxcllarse con mé&todos de termodinimica estadis
tica suponiendo algun potencial, por ejemplo el de Lennard-Jones

6/12 para moléculas esféricas, con.lo que puecden calcularse el

2% y 3er. coeficientes viriales. Los detalles de cdlculo se omi

ten en este trabajo, sin embarqgo, pueden consultarse por ejemn--
plo en {36}

3.4 El gas de celosia (Lattice gas)

Este modelo tedrico, en forma anidloga al anterior, no corres

ponde en realidad a una.descripcién fenomenolégica de los cam--
bios de fase; sin embargo, reproduce los principales exponentes
criticos B = 0.31,y =1.25,0 0.08-0.12 {37} con valores gue se

apegan sorprendcentementsz a los obtenidos experimentalmente, da-
dos en la seccidn 3.1.4, aun inclusiwve dentro del rango de in--

certidumbre propio de las medicicnes experimentales.

El principio de la era moderna en la teoria de las transi--
ciones de fase, lo sitfian- muchos autores {15} , {18} , {38})etc.
en 1944 cuando Cnsager resolvid exactamente el modelo bidimen--
sional de Ising para un ferromagneto y encontrd gue para este

modelo la energia libre no es analitica en el punto critico.

En este modz2lo se asocia con cada punto de la celosia ~
("lattice") una variable ¢i que sblo puede tener dos valores + 1

(espin hacia arriba) o - ! (espin hacia abajo). El Hamiltoniano

de este sistema parz unz configuraciér dada de los espines {eles:

H, = ~J.L. 8§ H

1 £ sz - 5S¢ (3.39)

o

la tempera

o
i
ao

g



po magnetlco h.

‘Elfﬁoaélofd= Ising EH‘lSOf

de hna celosia, en el cual el numer

el nspac10 es 1.6 0 y correspoﬂﬂe a la nvesenc1a [} auseﬂc*u de

'una partlcula c molecula del gas para cadauespac1c de la celosia,

donde- puede definirse un potencial:’

« para =0
®(g)=¢-€. para 1 = no (separacifn del vecino préximo) (3.40)
0 para cualquier otra situacidn

Onsager pudo calcular exactamente la funcién de particidn
para el caso bidimensional Z = Lexp (-H/ka), donde la suma es

sobre todas lag configuraciones posibles de los espines (SL)'

De la misma mancere, para el modelo de celosia, la suma se -
hace sobre tcdas las distribuciones posibles de las particulas
er. la celosia, e las cuales en forma similar e obtiene la --
ecuacién de estado. E1 gas ée celosia no corresponde obviamen-
te a ningln sisteme verdaderc de la naturaleza y hasta ahora no

ha sido posible la seclucién exacta del modelo tridimensional.

Sin embargo en la {iltima década los avances de la computa--
cidn electrdnica han permitido una solucidn aproximada de este
mas bien burdo modelo, gue no chztante esto, ccincide razonable
mente con valorzs experimenteles (ver‘por ejemplo, la tabla 3.1

antericr).



!
!
.

4. El potencial de Helmholt:z

4.1 Introduccidn

Los datos experimentales serian de escasa aplicacidn si no
puede darseles un uso adicional que garantice la continuidad de
aplicacién de los mismos. Un uso posibkble de los mismos seria
por supuesto el producir vna mejcra en algura o varias de las
distintas ecuaciones de estado propuestas por varios autores,al

gunas de ellas incluse discutidas en el capitulo 3,

No puede afirmarse que exista una ecuacidn gue describa sa-
tisfactoriamente todo el espectro de estados fluidos. La mayo-

ria de estas ecuaciones tienen éxito parcial dentro de intexva-

los especificados, bien sea cerca del prunto critico ( ecuaciones

de escala), en la zona d2 comportamiento ideal, etc.

Esta parte del trabajo tiene como cbjetivo proponer una me—
todologla gue permita el uso directo de valores experimentales
de medicidn, cualesquiera que sea su naturaleza, ya sea en la
regidn critica ¢ lejos &2 la misma, para obtener ecuaciones de

estado en funcifn de pari&metros obtenidos experimentalmente, que



pu&da::.

“Las ?fopiedades ternodinZmicas que se publican en forma gré
fica o tabular se generan normalmente mediante ecuaciones empi-
ricas que se adaptan mediante parametros adecuados para reprodu
cir tan fielmente como sea posible, la informacidn experimental
disponible. Su limite de validez se ve asi extendido por el uso

y/o abuso de constahtes 0 parametros.

La termodindmica establece que el estado intensivo de una
sustancia simple comprezible homogénea queda univocamente deter
rminado por dos proriedades intensivas e independientes de esta-

do.

Existe una funcidn de estado (ley cero), tal gue todas las
caracteristicas termodinfAmicas relevantes <del fluido pueden des
cribirse mediante dicha Ffunczidn [7}.

Ademds de la ley cero, los potencisles termedindmicos proveen
una excelente herramientz de apovo para describir el comportamieg
to de sustancizs ccrnpresibles. En la termodinimica de equilibrio,
{a menudo denominaca termostatica), una de las funcicnes mas ade
cuadas para describir totalmente el estado dwr una sustancia es

la energia libre espzcifica o funeidén de Helmholtz:

f=u-~-Ts = f(T,v) = f(T,n) (4.1)

Este es el potencial termodinfmico que mejor se adapta para




: : B RN R TIE T P
descrlb’r totalmente los estados dh una sus*ancia. -Su‘bondad

astrlba en 1 nECho q" 1e ghne1d1 1nformac1on termodl—r

nemlca nasta en 1 kacn de-dJs fases comprend;da entrc 1as dos

ramaS‘ﬂe 1a—curva de cccx

tenc1a, ademas de que s carac* rLStl
c¢a de alcanzar un valor nlnlmc para foco estadc de équllbth,

la hace especialmente adecuada para estudios de relajacidén.

Sin embargo, la energia libié'eépeCEfiéa no es una magnitud
susceptible de medicidn directé, pexro "1 y‘"p" si lo son y lo
que es mas importante, la entropia y todas las propiedades ter-
modin&micas principales de estado, pueden expresarse en funcidn
de "f" y sus derivadas como funciones de "T" y "v" (6 de "T" vy

l|p") .

A fin de ahorrar espacio se adopta la siguiente nomenclatura
para facilitar la descripcidn de propiedades en funcidn de "f£°

y sus derivadas:

fro= (3F/aT) 5 f, = (3F/W)ps = (F7F/0TRy), ete. (a.2)

Haciendo uso de (4.2), de las definiciones termodinfimicas vy
efectuando lss operacicnes pertinentes, se puecde elaborar la ta
bla 4.1, que muestra diferentes propiedades termodinimicas ex-

presadas en funcidn de "f" y sus derivadas:

Ademds de permitir el cf8lculo de las propiedades indicadas
en la tabla 4.1, la energia libre especifica debe tener un valor
minimo para cada estadc de squilibrio, lo gue hace a esta fun-

cidn especialmente atractiva para estudiosde relajacidn.

4.3 Aplicacifdn directa de informacibn experimental.

Puesto que no es posible contar con una expresidn explicita
de 4§, ruede escogerse una ecuacidn modelo implicita en la cual
4§ dependa de una serie de pardmetros que pueden obtenerse de la

informacidn disporible experimental {34, 40} , tal que:

f(T,v) = £(T,p) = «T,v,2) = “P(T,pgé) (4.3)



Tabla 4.1 ®epresentacidn de propledades
de. estado en funcidn de 1z ener

" ¢ia libre especifica f{.v sus de

fivgdas
Propiedad de estado .~ relaciéncon f
Presion p - fv
Entropia especifica s - fT
Energia interna especifica u f -'TfT
Entalpia especifica
h=u+py f - Tfp - vf,

Calor especifico a presidn
constante cp

2
- T(fTT h fTv/fvv)

1/2
. — - 2
Vel. del sonido a = v ~(ap/av)s v(fvv fTv/fTT)

Coeficiente Joule-Thomson de es-

trangulamiento o, = (aT/ap)h (v + TfTv/f vv)/cp

Calor especifico a vol. cte., ¢y, "TfTT

La expresidn (4.3) es una representacidn paramdtrica ¥, de

ufF", dorde a es un vector de parimetros que s¢ deternminan direc

tamente mediante aplicacidn d= ragresidn lineal o no-lineal y
de métodos estadisticos a los valores experimentalmente determi

nadcs.

'

{:

Se ha hecho un intento para obtener una expresidn funcional

explicita de £ en {41}, utilizando para wllo la ecuacidn de es-

hy

tado adoptada por la TUTAC {42}, ,rasada en el excelente trabajo



de Chapela 'y Rowlinson {43};,;Qﬁgfen”eseﬁdii‘bohsiste en dos
partes und‘analiﬁica,’gara zdnas'Vittuélméntéffaléjadas" del
“punto critico y otra pafamétficaré dé etuvaciones de escala nor
males, por supuesto no analiticas en elzbunto critice. Dentro
de la formulacidn de la IUPAC, s=2 contzmpla una funcidn "switch",
que elimina alternativarente 1la pdrte no analitica o 1la analiti

ca, dependiendo si se aleja o se aproxima a la zona critica.

El nlmerc de constantes que intervienen y el manejo compli-
cado de leyes de potencias, cuando se aproxima la zona critica,
hacen dificil la manipulacidn algebraica, lo gue por supuesto,
no representa ningura dificultad si se cuenta con una computado

ra digital para procesar la informacidn.

La tabla 4.1 de la seccidn anterior, da una idea aproximada
de lo gque puede lograrse con la funcién de Helmholtz. A conti=-
nuacidn se detallan algunas caracteristicas adicionales de la
misma, antes de establecer la forma de utilizar los valores de
medicibn. Por ejemplc, las condiciones de equilibrio de fase

exigen que el potencial dz Gibbs sea igual para ambas fases:
g' (T,p) = g"(T,p) (4.4)

(4.4) puede expresarse en funcidn de §, debido a la inter-
relacidn entre ambos potenciales (4= g-pv}, gue conduce a:
f(T,v') - F(Tyv") = p (T) (v" - AD I (4.5)
donde una "prima" significa propiedades de estado de liquido en
ebullicidn vy la "biprima" del vapor saturado, a su vez Pg(TH,
indica la presidén de saturacidn correspondiente, que en la zona
de dos fases solo es funcidn de la temperatuvra, ésta, a su vez,
de la tabla 4.1 puede expresarse Como:
PAT) = = £, (Tov') = -f (T, v")

S (4.6)



La ecuacidn: (4.3) para T.=:constants canduce al famosc cri-

texic de Maxwell::

Pyl Clelmy

“UEn-canto gus-ilascuacidn (4 describe las cendiciones aso

ciadas: -

P T = P(T, Y 2P (T, vy
8 ; S e (4.8)
Las ecuaciones (4.5) y (4.7), conocida la energia likre "f"

para cada temperatura de ebullicién T, permiten calcular las ~--

tres propiedades de saturacién Pé, v v u". Lo mismo podria de
cirse de las ecuaciones (4.7) y (4.8), siempre gue se conozZca
la ecuacidn térmica de estado p=p (T, v], lo cual diffcilmente

ocurrxe.

Todas las propiedades de la zona de dos fases se pueden cal
cular mediante la energia libre o sus derivadas, por ejemplo la

entalpiz de evaporozidrn.

he = T(s_ - sf) = T(ft(T, vy - ft(T, v )

fg g (4.9)

Finalmente, si se aceptan las teoriss clésicas o del campo
medio, pueden mencicnarse gue =1 estado critico, caracterizado
per un punto de inflexidrn en la isoterma critica, con tangente

horizental (ver seccidn 3.1), gueda descrito por las ecuaciones:

fVV (T, v) = 0, fouy (T, v) =0 (4.10)

L.a solugidn del sistema (4.10) conduce a la obtencidn de las

_ propiedades de esztade Tch Y lcﬂ . La presion crltlga Pcf sur

4

ge a la vez de la relacién



Lamentablemente, la termodiﬁémicé‘maciﬁséépfcéfsslo brbducé
una afirmacién de existencia, para‘1a'eéuaﬁién‘fundaméntal“‘: -
§ = 4(T, v ‘y no da ninguna indicacién respecto a su forma ex-
plicita u operativa, lo que obliga a intentar obtener una expre

-

sidn empirica a partir ¢e valores directos de medicién.

De las reflexiones anteriores, puede concluirse que debe de
sarrollarse un proceso que permita la aplicacién directa de va-
lores de medicidn de propiedades termodindmicas cualesquiera,
gque de acuerdo con la ecuacidn {(4.3) permitan establecer una --
funcidn modelo, dependiente de una serie de paradmetros resumidos
en el vector "a" de dicha expresidn. La adaptacidén de estos pa-
rametros a la funcidn modelo conduce 2 menudo a relaciones no-1i
neales y a la aplicacidn de una sura "de errores al cuadrado qgue

debe hacerse minima para la solucidn éptima.

El método de minimes cuadrados es una parte de la teoria es
tadistica de la estimacidn y fué desarrollado desde 1809 por -
K.F. Gauss. En {44} se hace mencifn a los trabajos originales
de Gauss y un desarrollo simplificado de esta teoria se presen-
ta en el apéndice, donde a la vez se hacen ver algunas dificul-
tades que surgen en el manejo de informacidén experimental, sobre

todo cuando no se cuenta c¢on ecuaciones explicitas de estado.

4.4 Ecuaciones modelo

En el apéndice se exiibe con claridad la dificultad de con-
tar con pre-correlaciones para cada propiedad de estado "zi" en
forma explicita, gque a la vez permitan establecer una relacidn
con la ecuacidn modelo (4.3). Inspeccionando la tabla 4.1, s6-

lo se encuamntran correlaciornes lineales de "p"™, “"u" y "Cv" :

S

PRI



{4.12)
(4.13)
(4.14)

Con ‘excepcidn de (4.12),
mics de'estado, (ley cero {75, "un y‘"cv“ raranente se miden,

sobre’ todo ‘"u" que no es_suscéptihle de medicidn directa,

La versatilidad de (4.12) debido a su dependencia lineal de
la ecuacidn modelec ¥ a la facilidad relativa de medicidn de "p",
la hacen sumamente atractiva para gue se apoyen en ella la mayo
ria de trabajos publicados hasta la fecha sobre correlaciones
de propiedades termodinimicas basadas en mediciones de "p", "“T"

v LRV

Si por el contrario se desea emplear mediciones de "¢ _" co-
me funcidn de ({T,p), las ecuaciones modelo no sélo pierden su -
car&cter lineal, sino gue ademids no es posible su uso en forma
explicita, ya que en lugar de la dapendencia buscada de -
cp = [ (T,P,a), la tabla 4.1, en combinaciédn con la ecuacidn

{4.3), produce las ecuaciones:

v
¢, —T[WTT(T,V, a) -y (1w, 6 )] (4.15)

Youlls vaal]

p==~¥ (T, v,a)

v (4.186)

Estas ecuaciones son une representacidn paramétrica de C1

con V como variable principal. La sclucifn de {(4£.16) en funcién



de U/‘pbrflb géneral—ncJesgpbélbLe+

“(4.16) no pueden reducirse a una‘e

“El cardcter  implici

tra tawbién en las provi

tieren las ei-
guientes expresiones par: ién ps'y los vold
menes de liquido enfabhi ,ug“y Ug respec-

tivamente:

p = [w(r, vea ) 4.17)
PA- -¥, (T, Ves @ } I (4.18)
P=¥ (T,v,a)

4 v 9 - (4.19)

Las ecuaciones (4.17 al 19) no permiten un desacoplamien
to matemdtico a pesar de gue una solucién numérica produce valg
res consistentes para cada tempsratura de saturacidén T, de las
propiedades de saturacidn, PA’ Ué, Ug. Lo que procede es tratar

{(4.17) como independiente y sustituir los valores de vé,ug N pb,

con lo cual se obtiere una ecuacidn que no estd necesariamente
acoplada con (4.18) y (4.19), esto se ha hecho en otros trabajos
para generar informacidn de estado,.por ejemple {45},

De la misma manera se tratan las ecuaciones {4.18) y -
{4.19), de tal manera que pierden asi su cardcter original y se

vuelven sdlo casos especiales de la ecuacidn (4.12).

Se puede continuar el desarreollo de la tabla 4.1, para
todas las propiedades listadas en ella, lo gue nc se hace en -
obvio de espacio, basta el casc como ejemplo de la entalpia es~-
pecifica /i, para el campo homogéneo. No se preveen mayores di

ficvltades, usande la expresidn de la tabla:




ST amrnmn i s TR ‘\r" smarmaig

‘La'2cuacifén’modelocorre
L

“a);seria’para la ent

'Qué:§l7idtf0du¢ix (T v a) conduce a:

‘Euncidnimodelo f=' U

Jah|

)  _;§‘ 3_ 7' R T Y :
%a. q‘a; T(?Ta WT\J“’UCL .\"w ‘ (4.20)
AL L L L
T,P, aJ'
En el desarxollo anterior, ndétese que h = h(T,p)} no es fun-

cidn de (T,U), como presupone la funcidn modelo, esto puede re-
solverse mediante una transformacidn de variables, del cilculo-

de varias variables {48}

(3p/aa.)
_ LT,V
(32, /00 )y Paa (a2 foa )y 4 - {oz, /v, 3PV (4.21)

L

{4.27) ha sido empleada para obtener el resultado de la ex-
presidn (4.20). Hediante este procedimiento pueden obtznerse -
ecuacicnes para el campo de dos fases, por ejemile, para la en-
talpia Jde evaporacidn, el desarrcllo no se muestra, perc partien
do de la ecuacidén (4.9), desarrollando, introduciendo (4.3) y -

hacienis las transformaciones de (4.21), se obtiene finalmente:

fal . =
=T ¥ a(T v,,a) \’Ta_(Ts"g’E‘) ¥ (4.22)
Elvs v .
LT,a 3 [BVQ] |
v
) - v (T, Vg )
r ATV 8) aaﬁ Tul 9 P
T,a.
)a‘J v

Con este resultade se concluye
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“puesto gue no*sercuenta con uk nimero.lo suficientemente

giéh@e(de;ddtcé‘eipéfimﬁhtalas aue peimiﬁ?n pioba; esta teoria,
gque por otra parte répxesentaria un enfoque-diférente al de es-— ,
te trabajo, no se procede a intentar su verificaci&n. La discu ;
sid6n tedrica se presenta en el apéndice y puede tomarse comc -—
punto de partida para abordar este problema. TLa posible utili-
dad del mismo seria de importancia capital, pues se lograria re

ducir los costos elevados asociados a toda experimentacidn. :




5. Mediciones Experimentales

5.1 Introduccidn.

La descripcidn fenomenoldgica de los cambios de fase del
capitulo 2, asil como la breve introduccidn a algunas ecuacio -
nes de estado utilizables para la descripcidén de los fendmenos
fisicos gque ocurren en la vecindad del puntoc critico en el ca-
pitulo 3, han dejade al menos clara la dificultad que existe
para obtener expresiones gue reprocduzcan con cierta exactitud
el comportamiento de las sustancias rezles. Uo obstante que
en el capitule 3 no se han discutido algunos conceptos moder -
nos, tales como fluctuaciones y correlacidn, ecuaciones de es-
cala, representaciones paramftricas, grupo de renormalizacidn,
etc,, puede afirmarse gue recurren, al final de cuentas a sub-
sanar limitaciones mediante informacidn obtenida experimental-

mente.

Lo antericr ne significa, kajo ningln punto de vista, que
deba prescindirse de los wmodelos tedricos. Por el contrario,
la investigacidn tedrica debe continuar y apovarse en datos
experimentales, toda vez que al obtenar un modelo con exactitud

razcnable, puede ahorrar los excesivos costes de experimenta -
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.mas adelante y observacxon de fenomenoq de relajaCLon hacia
ECulllbrlO de algunas propledades, se llevd a cabo con didxido
‘f,de:ca;bono, debido fundamentalmente a sus caracteristicas

- - .
criticas

5
T,, ® 31.060 + 0,05°C, P=(73.8 +0.021)%"° Pa

L

gque lo hacen sumamente atractivo para ensayos sin un gasto
elevado en equipos y aislamiento, lo gue no ocurre en ensayos
a bajas temperaturas, donde se requieren equipos sofisticados
de refrigeracidn de alta invexrsidn y elevados costos de mante-~
nimiento, o bien en ensayos a altas temperaturas, donde el 502
sumo de potencia, se vuelve también considerable. Para ambos
extrenos del espectrc, sdlo el aislamiento representa dificul-
tades técnicas considerables. Por ejemplo si se desea experi-
mentar con el punto critico d=l agua

(Tch=374'14uc' Pch = 220.9 x 105 Pa), simplemente las venta -
nas de cristal de la ci&mara de pruebas tendrian que tenex un
espesor mayor y construirse de zafiro para poder soportar las
condiciones de la zona critica, ademi@s de las dificultades -
para encontrar liquidos con temperaturas de ebullicidn alta.
Los bafios a T=cfe., producidos por los termostatos liquides,
tendrian gque hacerse con varios pasos, utilizando en el dltimo
de ellos como fluido de trabajo muy probablemente un metal
liquido, por ejemplo el cesic, que tiens un punto de fusidn
conveniente 28.4°C en tanto gue su punto de ebullicidn esta
muy por encima de la temperatura critica del H,0 (678.4°C)
-{47}. Esto di una idea de las dificultades gqgue implica la ex=-
perimentacidn con altas temperaturas. A bajas temperaturas

las dificultades no son menores, éntre otras, encontrar fluidos

g7

S



ve el e

cerntra

2 ' trafia; na"dé'la§'su5ﬁé£,
cias mis investigadas desde 1869, cuando Andrews {4} ', descubrid
el‘punfc‘critico.‘ ' ' k

Este trabajo no es cbviamente la excepcidn, sobre todo por-
que se llevd a cabo en un laboratorio facilitado gentilmente por

la Universidad Té&cnica de Munich, que ademds absorbid los gastos

de la experimentacidn.

Dentro de las innumerables dificultades experimentales que
se encuentran al estudiar los fenlmenos criticos, cuatro efec--
tes sor de singular importancia debido a las dificultades que -

introducen, a saber:

a) Efecto de compresibilidad y la fuerza de
gravedad terrestre

b} Perturbaciones del eqguilibrio termodindmico

¢) Tiempos muy largos ¢z relajacidn hacia ecuilibrio
termodinimico

d) Influencia de impurezas en las muestras de ensayos.

5.1.1 La compresibilidad isotérmica y la densidad.

La divergencia que la compresibilidad isotérmica KT,presen—

ta en el punto critico:

21
K= v " (BV/DP)T = - %"(BP/BP)T (5.1

-

provoca gradientes de densidaéd en las cdmayas de experimentacidn

gue dificultan ern gran medida alcanzar el equilibrio, pues se

sresentan fluctuaciones severas que no La sido posible explicar

¥y cuantificar cabalmente, lo cus ha llevado a algunos autores a
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La relajacifn de la densidad puede observarse mediante va-
riaciones mecinicas (compresién o expansidn), o bien mediante
cambios en la temperatura. ¥l efecto cualitativo es esencial-

mente el mismo para anbecs casos, como se reporta en la referen-
cia {50} .

La figura 5.2 muestra las constantes de tiempo de relajacidn
de densidaé¢ para (0, considerando un comportamiento exponencial,
para dos diferentes cargas hidrostfticas: =z = C y z = - 5 X 10_?m,
ya que en el punto critico el *luido sufre el "colapso" ocasio-

nado por su prepio pesc.

5.2
para 220 (o/p.) - (plog)q = 0.073 exp(-t/8.3 h) -2

N -3 - e} = 7 - o A :
Para z= - 5 X 10 "m: (p/pc) (u/pc)eq G.07 exp(~-t/9.7 h) (5.3}

A manera de comparacidn, considerande una camara cilindrica
de 28 X 10-3m de difmetro, con una diferencia de temperatura
T - Tc = 25 mK para (¢, daria wun tiempo de relajacidn aproxima
do de 6 = 80 fi,

5.1.2 Perturbacion2s necvuaias,

<0,

En general un siscura termedindmico es estable si (Bp/Bu)T
o bien (3p/3p)T >0 v es inestable si (3p/5U]T »0. 8 (Bplap)T <0,
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estable y la inestable. En”cémhiqéjdé;?Stédorhacia 1a zona de
una fase, aumenta la estabilidad, en tanto que si el cambio es
hacia la zona de dos fases, el estadoc se vuelve de inmediato -
inestable y aparece la separacidn de fases. Esto trae como con
secuencia que perturkaciones minimas en la temperatura o la pre
sidén, muestren efectos considerables, se presenta inclusive el
fendmeno de ebullicidn espontinea sin la diferencia necesaria

de temperatura, debido a gque en el puntco critico desaparece la
zona metaestable. También pequefas variaciones de presidn condu
cen de inmediato a la desaparacidn delperfil de densidad, con
tiempos de espera de varias horas hasta gue se establece de nue
vo el eguilibrio. BEn cuante al tiempo de relajacidn, se hace

una breve descripcidn en la seccidn 5.1.3 de este trabajo.

5.1.3 El tiempo de relajacidn hacia ewuilibrio.

5.1.3.1 Concepto de relajacidn.

Es la aproximacidn en el tiempo d2 una propiedad fisica (o
campo) hacia un valor de equilibrio, a partir de un valor de

desequilibrio en un cierto tiempo inicial,

5.1.3.2 Descripcidn cuantitativa.

Al hacer una descripcidn cuantitativa del fendmeno, general

mente se recurre a métodos grificos, experimentales o analiticos,

Para definir el tiempo 'de relajacién ©, conviene recurrir a
la Fig. 5.4, dende el tiempc de relajacidn estd definido en fun

cién de la interseccién de la pendiente al origen con el eje

S
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Fig.54 Delinicién det tlempo de retajacion (constants da
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del tiempo.. Otras definicion
cidn"* mavor o menocr del -walor.d

.ral:

Para el caso particular de un comportamiento expones ia

se vuelve la constante de tiempo del sistema: el  f:"ff ‘;'
: : S RELRY

P = {Po - ppg) etp (-t/6) + pyg

(P - Peg)/(Po - Pog) = /e = 037 vt =0

5.7.3.3 Relajacidén de la temperatura, difusividad térmica.

A fin de analizar cowo se comporta la temperatura conviene

revisar el comportamiento de la difusividad térmica.
4 e (5.6)
?CP i

Ay ¢ divergen en el punto critico siguiendo aproximadamente:
P
waKme ¥ seglin Anisimov {3} , de acuerdo a 1las expresiones si-

guientes, a lo largo de la isocora critica (p=pc)

x| T-Te I—v
5.7
Te ( )
A diverge ligeramente con Vv = 0,6 en cuanto a Cp ain no se ha

demostrado plenamente gue diverge con Y sin embargo presenta una’

divergencia mucho mas fuerte cue A:

n,
“p

- -
_____,TTZC | (5.8)

Aguil & es un exponente cuyc valor no se¢ sabe con -exactitud,.

para fines de esta comparacién, se toma £ aproximadamente igual .
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Bara  p = 1

k5.9)

Los valores deldlos exponéntés. criticos anteriores se resumen

a continuacién. {377

(experiméntal)= 0.6 {inseguro
(tedrico) = 2/3

1.2

1

(experimental)

< <. < <

(tedrico, por ejemplo del modelo de Ising para un ferro-

magneto) = 1,25

De lo anterior se tiene que el exponente ¥ tiene un valor

aproximado de 0.6:

\l’} =Y=- v = 0.6 (5.10)

De mediciores directas realizadas con técnicas de dispersidn
lumirosa, (laser) {51}, se tienen los siguientes valores de :
a) Para temperaturas supercriticas a lo largo de la isocora
critica,

= p M
PP p =073 (T>T.)

b) Para temperaturas subcriticas a lo largo de la curva de

coexistencia.

(T<Tc) :

h=d
n

0.66 pPara vapor saturado

RS
£}

0.72 para liquido saturadc
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Cuando T-*Tc se tiene4en£onbé5'que @ (difusividad térmica),
tiende a cexro y el tiémpd de ‘relajacidn es proporcional al-
reciproco de la difusividad térmica, es decir :

4! (5.11)

T--TC
—~—

c

@ ~ a-ln

® diverge : ;

0+mv

En la tabla 4.1 se resumen algunos valores del exponente ¥

obtenidos a partir de mediciones directas de @

Tabla 5.1 Mediciones directas de 0

i ]
Autor (es) Sustancia Exponente U ¢Explicable mediante
T<Td T>Tc conduccidn de calor?
" Brown, Meyer {52} H 3 0.67 si
pahl, Mcldover {53} Hg 0.97 no

Lipa, Edwars .
Buckingham {54} co 0.6%6 . sl

straub {49} co 0.36 0.54 no

En general O(homogéneo) < @(heterogénec), donde homogéneo se

refiere a una snla fase v hetercgéneo a la zona de dos fases.

Adem&s en la zona de una fase, el tiempo de relajacidn debi-

rie

N



do a‘ conduccibnie ‘or-que ‘el tiempo directamente medi-

d°;~eic§nd :

ue’en la zona subcritica, los auto

‘res 'defiere

Dahl, Moldover { 53}

Lipa et ef, Brown, Meyer
£21 {549
Straub {49}

Como ejemplo de comparacidn griafica consultar las figuras
5.5 y 5.6

5.1.3.4 Efectos debidos a conveccidn.

EL fendmeno de transferencia de caloxr, se presenta también
en la cercania del punto critico, a pesar gque se trate de evi--

tar el fendmeno de la conveccidn.

Una inspeccidn sencilla del niimexro de Grashof, principal pa
rametro que interviene en el cdlcule de coeficientes de transfe
rencia de calor debidos a conveccién, revela otra de las posi--
bles causas de los tiempos extremadamente prolongados que toman
los fendmenos de relajacidn hacia equilibrio alrededor del punto

critico:

go 23
hoa Gt = —2 e o AT
v? (5.12)

donde ¢ es el coeficierntz de expansién isobirica:
P

= l b T - .]_'. . ‘ . ‘
o, * V(uv/aT)p 5+ (20/8T) (5.13)

Aun cuando se tengan longitudes caracteristicas "£", muy pe
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cuando el sistema se aproxima.a supunto critico,:lo que a su

vez ocasiona que el ndmero de Grashof, tambidn se incremente sin

-

limite, esto naturalmente pro?oca la presencia de fuertes ccrrieg
tes convectivas, que activan de manera considerable la transfe-~-
rencia de calor en las muestras de ensayo, acarreando como conse
cuencia principal una seria obstaculizacidn en el establecimien
to del equilibrio de temperatura. Este efecto es sin embargo
cuantitativamente menor gque el debido a conduccidn, o en todo ca
so a la difusividad térmica (ver Seccibdn 5.1.3.3 anterior), o

sea 0 < @cond‘

5.1.4 Impurezas,

A menudo no es posible determinar con exactitud los datos
criticos, ni ain cuando se cuenta con equipo experimental sofis
ticado. En la mayoria de los casos estos datos se obtienen sd-
lo mediante extrapolacidn con ayuda de una ecuacidn de estado,
bien sea ésta de tipo clésico o no analitica y si los datos cri
ticos no pueden determinarse consistentemente, seridn de poca
utilidad, incluso para proceder con investigaciones exhaustivas

del comzortamiento critico.

Independientemente de la inexactitud en las mediciones, las

impurezas pueder influir considerablemente en los datos criticos.

Aun las sustancias que se consiguen con "pureza de investi-

gacidn", no pueden garantizarse 100 % puras.

En la 1i£eratura no se encuentra informacidén cuantitativa de
los efectos reales que ocasionan las impurezas en las sustancias
cerca de su zona critica, el comportamiente general no se altera,
pues a final de cuentas se trata de una mezcla con cantidades muy
pequeras de los otros componentes, sin embargo, algunos valoxes’

puedenr tener una influencia considerable,
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5.2.1 P.ureza de 'la muestra

En el laboratorio de termodin&mica de la Universidad Téc-
nica de Munich, Repiliblica Federal Alemana donde se llevaron a
cabo los ensayos correspondientes, se utilizé diéxido de car-
bono con grado de "pureza de investigacidn". (Forschungsreinheit)
obtenido de la empresa Buse Sohn, Rudolf, Gmbh, con el certi-

ficado de garantia siguiente :

9.99%
CO2 9

Gases residuales 40ppm

Analisis de gases residuales:

N2 97% aprox.
O2 3% aprox.
Ax trazas

Contenido miximo de agua i1 mg/Nm3de co,

La pureza anterior puede considerarse satisfactoria para £i -
nes de investigacidn., La eliminacidn de las impurezas asocia
das es practicamente imposible, ademds que la cimara de ensa-
yos puede ser un factor adicional de contaminacidn, no 6bsta2
te que normalmente se somete a un bafio de limpieza mediante

ondas ultrasdnicas durante 24 horas y posteriormente a un se=-

cado térmico al vacio‘a 120°C durante 48 horas antes de pro-

R

0

g



ceder a . su montaje.

Los empaques;’las ventanas ée vidrio y los termopares
bafiades por la muestra de gas fuercn sometidos al mismo trata
miante gque la cimara de ehsayos v durante 21 inevitable con -
tacto manual con las partes se utilizaron guantes esteriliza-
dos al vacio procurando un manejo minimo de las mismas, a fin
de evitar que residuos de grasa manual contaminaran las par -

tes de la cidmara a presidon en contacto con la muestra.

5.2.2 Calibracién de termopares

Dos juegos de termoelementos consistentes uno de ellos
éde unidn Mag?anin Konstantan 0.1 ¢ vy el otro de NiCr-Konstantant
de 0.2 x 10 m. fueron cuidadosamente calibrados, usando como
temperatura de referencia, la de fusidén de agua bidestilada
(273.15 X) v empleando para ello el arregloc mostrado en la -
fig. 5.7, que consiste fundamentalmente en dos termostatos 1£
quidos, que mantienen constante la temperatura, sin embargo,
dentro de limites normales de= incertidumbre. El primer termos
tato tiene como funcién proporcionar agua de enfriamiento a
temperatura constante para el segundo termostato o de calibra
cidn, gue consta esencialmente de un depdsito de agua bidesti
lada serpentin de enfriamiento, resistencia eléctrica, bomka

de circulacidn y termdmetro de control (Kontaktthermometer).

La funcidn del termostate liquido, es mantener constan-
te la temperatura y esto se logra mediante la adicidn {con la
resistencia) o la elimiracidr (con el serpentin de enfriamien

to) de energia calorifica,

Con el fin de atenuar crroraes de medicién, la calibra -
cidn sa llevd a cabo en los limites dGtiles para experimentos
con CO, (Tcr ~ 31.1°C+ 0.05°C), por Lo gue las curvas de calibra-
cidn sdlo cubren el intervale 28°C<T<«23°C, (ver fig. 5.8),adg

mis en obvio de tienpo dade que la calibracidn consume mucho
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creciente.

Los termémetros de calibracién, garantizados por la -
"physikalische Technische Bundesanstalt" (Oficina Federal fi-
sico T&cnica), entidad equivalente a la "National Bureau of
Standards" de los Estados Unidos, tenian graduaciones con es-
cala de hasta 0.01°C, gque permitian una estimacidn de aproxi-
madamente 0,002°C, en la lectura, sin embargo, su exactitud
absoluta era de solo + 0.01°C. Los valores de medicidn se
reproducen con un pelinomio de 2¢. grado, con lo que se obtie
ne una curva fija con una dispersidn mixima de + 0.004°C,
Puesto que el circuito de compensacidn, consistente de un
puente de Wheatstone equipado con un elemento VWeston normal,
permitia hacer mediciones del orden de 1077 V(10_”mv), corres
pondiente a aproximadamente 0.001°C, podria considerarse una
exactitud relativa ern las mediclones de temperatura, conside-
rando todas las fuentes de error de + 0.002°C, sobre todo para
detectar diferencias de temperatura. No debe olvidarse, sin
embargo, que la exactitud absoluta se limita a + 0.01°C. Pa-
ra disminuir errores de apreciacifn visual se utilizaba un te

lescopio de lectura.

Durante el proceso de calibracidn los termopares se in-
troducen en la maza ¢z cobre (ver fig., 5.7) que garantiza una

P P
rapida transmisid

¥

» del calor, en aqujeros perforados en la mnis

ma, lo que limita los fendmenos des conveccidn, puesto que la

masa Ge CUl y los termorares se encuentran todos sumergidos en
un bafo de aceite de pavafina (; = 877 kq/m3), para garanti

ac
zar una alta capacidad térmica v limitar las fluctuaciones de

temperatura una vez gue se alecanza el equilibrio térmico del
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dbhﬁé: - TLj"= Temperatura en °C
u = Potencial eléctrico generado

en la unidn del termopar, mV

5.2.3 Arreglo E&xperimental

La cémara de pruebas consiste de un cilindro de acero
inoxidable (norma D I N X 10 CrNiTi 189 )- con dos ventanas
paralelas de wvidrio (Norma EIi5 BK §I/639 Kron-Glass) y un

prisma del mismo material, cuyo indice de refraccidn es

n=1.51661{53}, ver figuras 5.9 y 5.10. A través de las venta
nas da vidrioc, del medio fluido (CO2 liq + gas) se hace pasar
una luz mcnocromf@tica producida por una lémpara de sodio. El

haz lumincse de la luz amarilla del sodio se dirige de tal for
ma que se logra la perpendicularidad a las superficies de las

ventanas de vidrio y a la vez paraleleo a la superficie terres

tre.

El cilindro de acero inaoxidakle es la parte interna de-
un cilindre mé&s grande de Ci, que permite una transferencia
ripicda de calor debido & su alta conductividad térmica y a la
vez cusnta son ranurag a trav8s de las cuales se hace circu =
lar agua tidestilada con temperatura controlada por el 2o.

termostato o bafio a T=cte.
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a cémava cuenta co dos conaxlones“e tubo:cap*lar, una. para,

L]enm

" evacvav'y la otla conectada a unra prense de mercurio

vnara pequen camblos de volumer en la cé&mara. Cuenta ademas

con un aglta or, locallaaao en =1 centro de ia micsma gue tiene
.por ob]ebo Dlodu ir pequernas perturbﬁuiones mecinicas alrededor
de los’ estados de equlllbrlo er la cAwara. Un anillo de acero
inoxidable formado por dos ylacas paralelas se utiliza para in-
troducii en la muestra de'gas, los termopares de medicidn, en
tanto gue otros dos termoelementos se utilizan para wedir la
temperatura exterior de la cémara de ensayos y dg esta manerxa

asegurar el equilibrio térmico.

Con el fin de contar con un buen selleo hermético, se tienen
dos cubiertas adicionales cada una con su ventana de vidrio y
ademds con conexiones para entrada y salida de agua proveniente
del 22 termostato liquido, 1o gue limita aun mis las pérdidas

por efectos de conveccidn.

5.2.4 Sellado de la camara.

Para asegurarse gue la clmara era lo suficientemente hermé-
tica se condujeron pruebas durante un perZodo de mids de 72 horas,
primero en vacic con P= 1 Pa M 10—2 Torrx y posteriomente a una

=
presién de 60 X 10”7 Pa  sin pérdidas detectables de vacio o pre-

sz .
s10n respectivamente,

El sello entre el circuito de aceite y el de mercurio (ambos
fluidos no miscipbles) se lleva a cabe mediante una valvula de
aguja, con objeto de asegurar que la linea de separacidn entre
ellos se encontrabda sienmpre en urn punto f£ijo. Esto es de suma
importancia para las correcciones de presidn, debido a las dife
rencias de nivel entre el aceite, el mercurio v la cimara, so=--
bre todo el segundo, pues lmm. de erxor en la dezeccién de la
columna significa ya una diferencia de presidn de 1.33X102 Pa

gaquivalente a 1 Torr aproximadsmente.,
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5.2.5 Aislamiento y control de temperatura, = =
Los experimentos eran fuertemente - depend1entes de a exactl
tud de la temperatura, puesto gue esta era la propledad de esta

do mds facil de variar.

El control de temperatura se logrd mediante dos termostatos
liquidos (bafios de T=cte), el primero de ellos se¢ usaba para -
eliminar fluctuaciones en la temperatura del agua de la red mu-
nicipal de suministro, que se usaba como medio de enfriamiento
Yy proaucir asi el flujo a temperatura constante para el serpen-
tin de enfriamiento del 2% termostato. Tanto el 1% como el 2% -

termostato {principal) usaban agua bidestilada para producir el

bafic a T=cte de tal manera gue la temperatura del agua de enfria

miento para el termostato principal se manteniaz entre 2°C y 3°C

por debajo de la temperatura deseada de la muestra de co, -

El propdsito del termostato principal era por tanto mantenex
una temperatura constante a un valor prefijado de antemano con

la ayuda de un termdmetro de contacto (1 vuelta = 0.05°C).

Finalmente, el agua bidestilada se alimentaba a la cimara

mediante mangueras de hule. Ambos termostatos, asi como las man

gueras de interconexidn, alimentacién y la camara misma se aisla

ron con espuma de poliuretano, fibra de vidrio y hule-espuma.

El aislamiento en si no era urn problema serio debido a que
la temperatura critica del co,, s6lo es ligeramente mayor que la
£

temperatura ambiental del laboratorio.

5.2.6 Llenado y evacuado.

s

e



iRQCCan, ,2.T]; la cnmdré s¢
evacud cuntro_vec_s, la nrlmeravpdrhjéliﬁindi‘hire{
’kPoéteriormenﬁé se llend con Co, Pu 2C‘yt€e'éVacﬂ6'tres ﬁeces
‘més, cada periodo’de évacuaci’ .se-llhvaba a cabe durante 24 ho
'ras, aespues de los cuales se- eFecLuaron varlas ned1c10ne= del
lndlce de refraccidn ~del vac10, eén los cuales.ao obtuvo el ‘valor
easperado de nv= 1.0, Dgspués de esto la cémara se llend por

cuarta vez con CO2 puro.

Después de una serie de.ensayos preliminares se encontrd gue
enfriando la cAmara hasta .aproximadamente 15°C y llenarla con
CO2 se lograba un equilibrio de fases con un poco mas de la mi-
tad del volumen de la camara lleno con CO2 liquido y un poco me
nos de la mitad del volumen con CO2 gasaoso,

Bajo cstas condiciones el punto e¢ritico podia alcanzarse ca

si sin variaciones de volumen,

5.2,7 Medicidn de temperatura.

Se utilizaron cuatro termoelementos cuya calibracifn y carag
teristicas fueron ampliamente descritas en la seceidn 5.2.2, los
termopares 3 y 4 se usaron para las mediciones en el interior de
la cAmara en tanto gue los Nos. 1y 2, en la superficie exterior
de la camara, sélo se utilizaban come medio de verificar gue to-

do el sistema se encontraba un equilibrio.

Las mediciones de potencial eléctrico se hicieroen con el
auxilic de un circuito de compensacidn de alta precisidn, gue
rermitia la deteccidn de diferencias da potencial del orden de

10 7y

5.2.8 Medicidn de presidn.




£l equipe para med;ciénlde preéién conéisté de una pren-
sa da Hg conectada a la cédmara-a trayés.dc ﬁnvtpbAFCapiiar de
acero indxidable. Pers poder determinar -con buena exaétiﬁud,
cla diferencia de niveles, la supefficie'de mércurio debia man
tenerse siempre a un nivel visible en la céwmara. EL detector
de'presi6n consistente de galgas extensomé@tricas con resisten
cia variable producia una variacién en un potencial alimen
tado por un aparatce de alta constante de tensidn eléctrica.
Esto implica finalmente la conversidn de una sefial mecinica a
una eléctrica, que se alimenta a un milivéltmetro de alta pre
cisidn., La determinacidn final de la presién se obtiene me -
diante la reproduccidn de la sefial eléctrica por medio de una
prensa hidratlica de calibracidn de mandmetros una vez que se

aislaba el ciruito ée la camara {56}.

El procedimiento 2n el calibrador de mandOmetros permite-
la reproduccidn d2 szfales de presidn con una exactitud de

+ 150 Pa {57},

th

.2.9 Medicidn de densidad.

La base fundamental de la experimentacién es utilizar un
métode optico para hacer mediciones directas de la densidad

aprovechando la fdrmula desarrollada perx Lorentz-Lorenz:

? .
n~ -1, :
e Re,T) (5.15)
n2 +2 P
M ‘: masa moleculayr de la sustancia
: densidad
R : refraccién

n : indicc de refraccidn

I




‘En-(5.14) puede ‘introduzirse ¢l concepto de refraccidn es=

pecifica:

o (s.18)

T fim

=r{p, 7) (5.17)

Lé refraccidn especifica 4 muestra realménte una dependen-
cia débil de (T,p). Michels y Hammers {58}, midieron R para
CO2 a distintas temperaturas, desde 25°C hasta 100°C y encon--
trafon una variacidn despreciable en R de apenas 6.(-38-10_3 a
6.5310_3 m3/mol. Por esta razbn, la variacidn de 4 puede con
siderarse despreciable en el estrecho margen que implica la ex
perimentacidn alrededor del punto criticoe. Es decir, sin error
apreciable y considerande la incertidumbre experimental, X pue
de considerarse {42}, con el siguiente valor:

r = (0.149 % 0.0007)x 10 ° m3/kg {5.18)

La razdon de seleccionar el método de medicidn del Indice de
refraccidn se debe a que, en opinidn de algunos autores como
Vukalovich y Altunin {59}, este método es el mds adecuado para
determinar la temperatura critica, gue es un poco menor gue
aquella en la cual el menisco aparece o desaparece. Cerca del
punto critico el estaklecimiento del euuilibric té&rmico, depen
de fuertemente de la distribucidén de densidad, que a su vez de
pende de la temveratura y la altura de la cémara, es decir
p= p(T,Z), debido & la compresibilidad isot@rmica que diverge

cuando la sustancia se aproxima al punte critico.

Dentre de la cémara y adherido a una de las ventanas de vi



dIlD se coloco un prisma- trapezomdal con-2 anqulo de‘45‘ se~

7_gun 1n£ormac10n pronor'lonada uor nl fabrlcante.' Con objeto'
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La luz de una limpara de sodio se hace pasar a través de
un colimador-condensador que tiene la caracteristica de produ-
cir un haz de rayods paralelos (en lugar de dispexrsos).

El haz paralelo pasa entonces por una ranura vertical de
0.1 X 10—3 m de ancho, 10 gque produce una linea vertical de
0.1 mm de espesor. La razdn de usar una fuente de luz monocro
mdtica es evidentemente el evitar la descomposicién de la luz
en sus colores espectrales, de tal manera que la refxaccién la
minosa s6lo desvia una linea vertical, que puede usarse para
medir primero angulos de refraccidn y posteriormente el indice

de refraccidn para uso en la ecuacidn (5.15)

No se reproduce la geometria del paso del haz luminoso a

través de la cimara de pruebas, gue puede sin embargo, visuali

zarse en la Fig. 5.10. La fdrmula para determinar el Indice

de refraccidn es un poco complicada y se encuentra en el traba

jo de Do Uvong-Hampl {61}, que puede simplificarse mediante un
ajuste cuidadoso del haz de avto-colimacidn del telescopic de

lectura a la siguiente expresidn:

-1 n
npsen (w - sen _a sen y)

n

n = p (5.19)

Co2
sen w

:determlnado-m

b
I
;

Figpmie 1



Donde:
:“F = indice de reﬁ?égéi&n dél‘piisma
w = angulo del J ER
1"é;§ngﬁlbf edidoéentre eI»ajuste de cero y el haz dég

24}( ]TVQ—;‘*(VPW' TO)/ (Tm'Po) (5.20)
Dondes .

?o= 101325 Pa (760 mm Hg)

T = 273,15 Kg
[o]

P,y T, se determinabancada vez que se llevaba a cabo una

medicidn por un termémetro del cuarto de pruebas y un bardme-

tro de alta precisidn con registrador de 24 horas.

5.3 Los experimentoes

Las mediciones se hicieron entre 22.,7°C., y el punto criti

co. La cimara se llend en un principio con CO, a una tempera-

2
tura de 14°C, y después del primer periodo de calentamiento,se-
observaron 15 relajaciones a equilibrio despué€s des cada nuevo

ajuste de temperatura.

La estabilidad de la temperatura, se vigilaba con un regis
trador temperatura - ﬁiempo {T,t), con el cual se podrian detec
tar con facilidad diferencias del Brden de 0.003°C, mediante
el usc de la escala de 3 pv(imicrovolts). La presidn se verif£
caba con ayuda de un transductcr de presién y un milivdlimetro

conectado a un registrador Voltaje-tiempo v (p,t).



CEL

tos muy.‘pequefios de temperatura, desde 0.2°C; en”la zona "ale= .

‘jgﬁé",:hasta Q{OS"Q en 'la. zona “cercaha", puestbique'ei:ﬁfdce-'
50 6éb§ 6b5e#Varsé cuidadosamente para evitar la salida del
campb aé'dbsifases,'lo(que puede ocurxir fdcilmente en un ca-
"Yentamiento  'a U = cfe, pasando a la zona homogénea sin pasar
"por la critica, La c@mara disponia de un dispositivo para va-
xiar a voluntad el vollimen de ensayo, de tal forma que siempre
era posible mantenerse a "distancia" razonable de la isocora

critica.

Las mediciones se hacian hasta que se alcanzaba el equili-
brio, lo que normalmente reguerfa de 2 a 4 horas de tiempo de
espera, después de cada nuevo ajuste de temperatura. Sin em--
bargo, estos intervalos crecfan considerablemente a medida que
se aproximaban las condiciones criticas. A partir de 28°C, el
v@stago de la vilvula para el agitador mecinico funcionaba co-
mo una superficie extendida para transferencia de calor, con
el medio ambiente de 21°C, lo gue hacla sumamente diffcil el
alcanzar el equilibrio. Para vencer esta dificultad, se recu-
rrié a una solucidn muy simple y por demds rudimentaria, la
v&lvula se calentd por la parte superior con ayuda de una lim-
para incandescente de 60 W ensayando diversos alejamientos,has
ta que se encantrd un distanciamiento adecuado que>permitia el

restablecimiente de eguilibric.

A fin de determinaxr las dos ramas de la curva de coexisten

cia, se hicieron mediciones con log dog dngulos del. prisma,
asl que las indicaciones en las figuras 5,11, 5.13 y 5.14 que

(14

mencionan "angulo izquierdo" o

"z

Angulc derecho", se refieren

respectivaments a los &ngulos.

o 45°03%' 37.2766" "izgquierdo®

44°58" 5.1383" ‘“derecho"

U

i

o

‘acercamiento-al punto-critico se hizo mediante incremen




La denominacién "xzqulerda' y se”refiere a la
! posicidn relativa del telescoplo de” 1ectura con respecto a 1a

cimara experimental,

5.4 Presentacifn de resultados

Las figuras 5,11 a 5,14, inclusive muestran los resultados
de esta experimentacidn y su comparacidn con otros estudios

llevados a cabo en el mismo campo por otros autores {49, 62,63}.

La fig., 5.11 es una grifica de temperatura v4. indice de
refraccidn, gque de acuerdo con la expresidn (5.16), debe ser
cualitativamente similar a una curva (T,pl & (T,v], salvo por
un factor de escala, como lo demuestran las figuras 5.13 y 5.14,
gue presentan la curva de coexistencia en el plano (T,p) y (p,p),
respectivamente, en tanto que la figura 5.12, muestra la curva
de presidn de vapor. Los valores criticos obtenidos de este es

tudio son:

T = 31,109°C * 0,0045°C
cr
P =(74.2 t 0.0215)10° Pa
cr N
3 3
P, = (0.469 * 0,003) X 10 kg/m
n
cxr = 1.109 * 0,0003

Los valores anteriores son ligeramente mayores que los gque
aparecen en la literatura, sobre todo la presidn critica, pues
to que el valor de la densidad es relativamente correcto, den=-
tro de la exactitud que permite la experimentacidn. La discrg.
pancia es posible gue se deba a cualgquiera de los siguientes

factores o al conjunto de los mismos.

a) Impureza en la muestra gde CO2
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b)‘Fa‘ta de llmpleza absaluta en la cdmara
’d}”In 1uenc1a de  la- sustanCLA adhESlva del prisma .a

la ventdna du'vxdrlo.

d)'Frro*es normales- ae med1¢10n

e) lnﬁ actitud del cquxpo aLx11¢ar.

Como ya se menciond en la‘secéiénr5Q1.4,3no'se encuentran
en la literatura mediciones concretas del efecto de impurezas

en las muestras de ensayo.

Una impureza provocada artificialmente por Straub {49} en
una muestra de Nzo (oxido nitroso), consistente en la "contami

nacidn" por 1.1% en Vol. de H20 produjo un incremento en la
presidon critica de 2 bars en tantc gque la temperatura critica
sufrid un incremento de 0,2°C, esto tal vez expligue parcialmen
te la ligera inconsistencia con los valores de la literatura,to
da vez gque distintos experimentos muestran siempre distintos

resultados,

La teoria probabilistica del erxor elimina virtualmente la
posibilidad de obtener resultados iguales para experimentos

distintos {63},

5.5 Perturbaciones Mecanicas

El agitador manual acoplado a un vdstago de valvula de agu
ja, tenia como propdsito el introducir pequefias perturbaciones

mecadnicas alrededor de estados de equilibrio en la muestra.

Sin embargo, la energia introducida al sistema de esta for
ma no era presumiblementete suficiente para causar un desequi-
librio. E1l {inico efecto detectable fue la desaparicidn de 1la
linea producida por el haz paralelo de la luz monocromatica
del sodio, pecxr el tiempo minimo de 3 a 5 segundos, seguido de
su reaparicidn exactamente en el mismo puntc después de la agi

tacidén, Una posible explicacidén de este hecho se debe a una
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d= energia mecénica,
Debidec a esto, no

fue p051ble obcener nlnguna medlclon utll “por lo que agui ca-

be nacev notar aue serla donVE»L ﬁte 1levar a cabo experimen--

tos adzcmonale con un agxtador dCClonadO por un motor eléctri
co. o cualguier otra fuente de energila mecinica, en la cual el
suministre de potencia pueda medirse con precisidn, ya gue la

potencia manual no es ficilmente medible,.

5.6 Observacidn de la relajacidn hacia equilibrio de la densi-

'teorias”dé

dad en la transicidn a la regidn supercritica

Partiendo de la vecindad inmediata del punto critice, se

ajustaron 2 diferentes temperaturas en dos experimentos distig

tos. Las figuras 5.15 y 5.16, muestran el comportamiento obte

nido para dos desecuilibrios preseleccionados, en el primer ca

so de T-Tc= 0,74°C y en el 2% caso T - Te = 0.2°C, donde se
aprecia un comportamiento gue podria catalogarse de hiperbdli-
co si ze considera como eje de simetria el valor de densidad
hacia el cual tienden en el tiempo ambas ramas d2 las medicio-
nes de densidad (es decir, densidades de la fase liguida y la

fase gaseosal).

El tiempo hasta alcanzax una separacidn de la densidad co-
min, fue en el primer casc el doble del segundo, de donde se
infiere que ¢l tiempo para el establecimiento del equilibrio,

al aproximarse al punto critico aumenta exponencialmente.

Las medicicnes, seglin la diferencia de temperatura selec-
cionada tomaron un tiempo de 5 y 2.5 horas respectivamente, en
taﬁto gue los registradores de temperatura y presidn, mostra-
ban que tan solc a 1€ wminutus estas variables habian alcanzado

su equilibrio,
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5,7 Consideracidn deé erroras. ..

Los errore;~én Las medlcxones se dntermlnavon cemo - sigue

'1a) La exactltud en el CLrCultO com ensadcr parA madlc ones
\: de temperatuvh era de¥ 0.2 °'uV, que correspnndsz a una di
'?zerenCLa de temperatura de #0.030i5°C.
b) la apreciacidn en el micrbécopio de lectura del espectro-
" gonidmetro era de & 12" para los angulos de refraccidn,
gue aunado al error en la refraccifn especifica -—-

r=(0.}.4910.0007))\’10—3 mj/kg) implica una incertidumbre

en la medicidn de densidad de iO.OOBXlO3 kg/ m3

¢} En la presidn se tiene una variascidn de *1 $V en la re-
produccidn de la sefial por el calibrador de mandmetros.
Errores en la cerreccidn de la presidn no surgen debido
a que las diferencias éde nivel no varian.
El circuiﬁo Hg-aceite se separaba, se limpiaba y se dre
naba antes de cada wmedicidn. De cualquier forma debe
contarse con una diferencia de presiones en el interva-
lo de trakajo de * 2100 Pa

d) Errores debides a impurezas no se pudieron determinar
ccn el equipo disponible, probablemente sean la causa
del desplazamiento del punto critice en comparacidn con

valores dados en la literatura.

5.8 Conclusiones de las mediciones experimentales

No obstante las dificultades inherentes a los ensayos expe
rimentales gue ya han sido mencionadas a lo largo de este capi
tulo, fué posible loygrar resultados satisfac-orios. Las medi-
ciones coinciden razonablements con leox: valores que se obser--
van en la literatura (ver figuras 5.11 a2 14), sobre todo en la
fase gaseosa. La leve discrepancia que se obserxva en la fase

liguida con reszpectc a Qlverscs valores reportades en la lite-



ratura

{42, 49, '62,' etc }

de la incer tlddnb‘ 3sfb1d

c1u51ones,g nerales pueden Lesumlrse a contlnuac1on~

1.~

[%s]

fEljiﬁtéQto.ﬁe‘obsorvar v describir fendmenos de ralaja

cifn hacia egquilibrio en la cercania de la regidn cri-

Ttica tuVo_éxito en el aspecto cuantitativo de las pro-

pleda&es mis comunmente medidas, es decir (p,p,T).
El desplazamiento casi exponencial y con tendencia asin

tdética hacia valores de equilibrio se observa en las

. gréficas correspondientes.

El tiempo gue el sistema regquiere para alcanzar eqguili
brio aumenta exponencialmente a medida gue se aproxima

la regidn de comportamiento critico de la sustancia.

La densidad es una propiedad decisiva en la relajacién
de sustancias puras hacia equilibrio en la vecindad de
la regidn critica. Esto se concluye de la observacién
de los experimentos de relajacidn en gque tanto la pre-
sién como la temperatura alcanzan rapidamente sus valo
rcs de eguilibrio, mientras que la densidad tarda ho--
ras y aiin dias en alcanzar su valor de equilibrin, de-
pendiendo este tiempo inversamente de su cercania rela

tiva al punto critico.

El método &ptico consistente en medir la refraccidn de
la luz es el mas adecuado para mediciones en la regién
critica, pues la perturbacidn ocasionada en la medicién
de densidad es tan pequefia que puede despreciarse sin
error. Estrictamente, la perturbacidén se limitaria a
fendmenos cuinticos de interaccidén de fotones, totalmen
te despreciable para mediciones de propiedades macros-

cépicas como an 21 presente_trabajo.

antc la experimentacidn correspondiente a este traba-
Tank A e entaci

jo, come la teoria actual disponible en la literatura,



-ralQLu analltlc

co;ncxden en el,

du _S tads o un

f‘u:do en la cexcanx Ael puhto CrlulCO no :es de O E

sto mellca que ld enaxgl 1Lb:e v

,sLs propiedades derxvacas no sean “susceptibles deo-dese

rlollarse en serle de’ Taylor,:en contr posicidn a la

teoria cla51ca.

El uso directo de valores de medicidn para la elabora-
cifn de ecuaciones de cstado adolece generalmente del
defecto de considerar la ecuacién analitica en el pun-
to critico. La reproduccidn de valores con aproxima--
¢ién suficiente epn la regidn cxitica se ve asi lipitada,
pues se parte de una suposicibn en principio falsa.

Es de esperarse entonces que en tanto no existan méto-

‘dos de c&lculo adecuados, deberd seguirse recurriendo

a mediciones experimentales.

En el uso del potencial de Helmholtz descrito en el pre
sente trabajo, también puede considerarse un comporta--
miento basado en la tecria del campo medio (clasica)
para el punto critice, gue de acuerdo con la conclusidn
6., se adaptaria incorrectamente a mediciones experi--~

mentales. Sin emba

una aproximacidn adecuada en todo el espectro de estados

fluidos, eliminando dezde luego la regidn critica.

Las dificultades esbozadas en las conclusiones 6. y 7.,
pueden subsanarse mediante una solucidn "hibrida", es
decir, una ecuacidén de estado compuesta de dos partes,
una con comportamiento clisico para regiones "alejadas"
del punto c¢ritico y la otra de comportamiento no arali
tico con ecuaciones "de escala". El cambic de una a
otra, puede hacerse con una "funcidn switch" como se
describe en la seccién 4.2, Cabe hacer notar, sin em-
bargo, yue estc es s5dlo una reflexidn de este trakajo,

gque no se lleva a la pridctica, perc gue eventualmente

rgc, para €l uso de la técnica, daria
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puede conducir d una investigacidiitebrica; seglin-los..

lincamientos de la-teoria estadistica de'la’estimacién

que se describen en el apéndice:

El método de determinacidn de parimetros’ descrito en el

apéndice, es en realidad ajeno a la terncdinfmica vy las

dexrivadas parciales BCi/Bai'no corresponden a ninguna

fundamentacidn bidsica. Su caridcter ©s mas bien numéri
. . P .

co, con aplicaciones en la técnica para reproduccidn

de caracteristicas y propiedades de estado.

La solucidn propuesta no es excluyente ni definitiva,
el paso siguiente es encontrar un desarrollo completo
de la ecuaciodon de estado, para aplicaciones o usos fu-

turos de los datos experimentales,

S A




A. Apéndice

A.1 Introduccidn

El método propuesto en el capituloc 4 de este trabajo ze-
gquiere, como ya s¢ menciond al final del mismo, el auxilio de
la teoria de los minimos cuadrados, que a final de cuentas re
presenta un método que forma parte de la teoria estadistica -
de la estimacidn, originalmente desarrollada por Gauss en 1809
cuyos trabajos originales no fueron cveonsultados, pero si una

. . .. 1
reproduccidon de los mismos gue se aencuentran eén la referencia

{44},

Puesto que en obvio de tiempo se renuncia a desarrollar el
métode complete v a prokar lz benevelencia del mismo, se consi
dera pertinente hacer hincapid en que la teoria estadistica de
la estimacidn, forma parte de la téenica dal andlisis multiva
riado{65} y como tal, no se nraven dificultades extraordina -
rias en el desarrolln de una ecuacidn modelo tal como la (4.3)

que se describe en el capitule correspondiente,

Si bisn tantc en el capitulo 4 como en esta introduccidn

i
las

cenjeturas parcan la posibilidad de un desavrollo formal

de una ecuacidn modelo en forma paramétrica, en este apéndice
g 2nbo Loe



~la pOSlDllLdau de una rormulacxon rlgurosa del metodo de Gauss,
que pJedP ULl1lAanC para’eventualmente a‘canzar el objetlv'
de- es ablac er, una ecuacidn, empirica sa tlsiactorla dé la enex=

.gla llbre o func;on de Helmholtz._ ’ R o o B

A.2 Mediciones - : ‘ . S -

Las reflexiones siguientes sorn validas para cualquier mo
delo, incluso no-lineal, cuyos errores de aproximacidn se con

sideran a padoid, tan pequeiios, gque pueden despreciarse{66}.

Para la estimacidn dptima de los parametros a; puede dis
ponerse de valores de medicidn de distintas propiedades termo
dindimicas de un fluido. En la regidén de estado homogéneq ,
cada medicién debe producir una terna de valores de propieda- -
des de estado inter-relacionadas, es decir (cp, T, vl, h

(Cp, T,ph,  le,, Tyvl, ete. o

Si se trata de propiedades de saturacidn, entonces las
mediciones representan pares de valores, por ejemplo (pé,T},

(v, T], (hﬁg’T)' etc, :

Finalmente, las madiciones de los dates criticos no tie- 0
nen ningun "grado de libertad", pues son en realidad valores i
constantes en el comportamiento de la materia. Sin embargo, 7
siguiendo este criterio, se tendria un valor fnico, por lo ge
neral el de la temperatura critica. No obstante, siempre se

tienen tres valores por lo menos en toda medicibn experimen -

T

tal de sustancias compresibles. Es decir, al menos (p,v,T],

lo que se hace a manerz de comprobacidn, puesto gue no puede

presuponerse en la realidad una correlacidn determinada de . v

las propiedades termodindmicas. La discusidn anterior se re-

sy

fiere en realidad al nlimerc de variables independientes de ca

éda regidn de las mencicnadas anteriocrmentea.



Ly m TESIS M0 BE
CBE WA witiECH

Pata,ld.regién homogénea, una de las tres proviedades pue -

de catalncar“é "omo de uendlhrt~ Zj, gn tants gque a las otras

dos puede lgﬁirseles ?l :aracte: ae 1ndepend1°ntes, obede -

01en00 a i'el'*ri::ipio' ='lafley'cer0 f?},fes decir se consi™

deran x.' Y, con este caracuelf

De acuerdo coan la expre51on'(4;3), debe 1'ntentarse‘que
las variables inde pendlmnteq‘ iempre sean (T,v) o en su caso
(T,p). En el caso de propiedades de saturacidn s8lc se tiene
una variable independiente XL v en el punto critico ne hay

ninguna propiedad independiente.

Los errores gue inevitablemente se encuentran asociados a
las mediciones, se distinguen a continuacidn de los valores

verdaderos % .,y .,2., mediante el uso de mayiisculas (X.,¥Y.,Z.),
,JL’ '(', JL,

El resultado de la j-&sima médicién correspondiente a las
propiedades de estado (xi' g{, j{,)se designa con (Xij’ yif,
Zif)' de tal forma que a cada medicidn se le asocia el error :

T
~g AT AT g T Ry (A.1)

donde & es un vector de exrroxres para cada medicidn j.

-

De acuexdn con la suposicidn inicial de esta seccidn, en
el sentide que los errores de aproximacidn de la funcidn modi
lo son despreciablemente pequerios, el vector de errores £ pue
de entonces interpretarse como desviacidn entre las medicio =
nes vy los valores de la funcidédn modele. Esta suposicidn fun-
damental permites acowplar las madiciones a las propiedades del

modelo, es dacir el vector huscado de pardmetros . La fun -

4]
in

cidn modelo ¥ Jebe por tanto establecer correlaciones entre

X, Y0 2;p, ¥ a de la forma :

o0 x ., a) =0 : (r.2)

£ g Yigr T4y



A.3 La teorfa’estadistica de la estimacidn

“Para‘la estimacidn de pardmctros se propone-uséf'gl méﬁg‘
"da'deiﬁékiméléimilitud o de semejanza méxima,‘ya_cdﬁécido por
:Géﬁééfy]dééérrollado e invesﬁiqado intewnsamenté‘por R.A. Fisher
:-é_éfiﬂcipiOS‘dE siglo, como se reconoce én la liieratura rela
 7di§ﬁada con la estadistica,kpordejemplo,{44}.1 La probabilidad
que las propiedades xl,...,;x"" nen: :

’,L)
Ay, t

“tomen un,valor determinado
se define ecomo & .0

n*

g(t|e) = g(tl,._,.,thlel,;.;,en‘)' ‘
S . {n.3)

(A.3) esta definida para el caso de variables discretas, si es
tas son continuas {.3) representa entonces la densidad de pro

babilidad para que el sistema de propiedades (xl""’xn)’ tome
el conjunte de valores (tl,...,tn). En la teoria de los mini-
mos cuadrados,g(i[@) representa un producto de la funcidn del

erroxr de Gauss

g(t]0) = (olzn) /%) Meexpt- 1 £ LB 2. 0)

donde los "valorxes verdaderos"EL, son funciones dadas de 0.
Fisher sustituyd en (A.4), los valores observados xi, en lugax
de los tiy la denomind funcidn de s.imififud. hAguellos valores
de los pardmetros @ gque hacen mixima la funcidn de similitud,
se denominan valores mds plawscibles. EL método de mdxima similitud
consiste por tante en utilizar el valor mids plausible ©. La similitud no
se debe confundir con la probabilidad. Si bien es cierto que se define co-
mo probabilidad o densidad de probabilidad, no se refieren é&stas a los pa
rémetros desconocidos, sino a las propiedades observadas. A los parimetros
no puede en absoluto asignirseles una densidad de probabilidad, puesto que

no son de naturaleza aleatoria.

Con esta introduccidn simplificada puede procederse a de-

linear una estrategia vrara determinar el vector de parametros

e

oy

L]

g

.
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a, tal‘manerakque 1a‘prﬁbabilidad‘de'dbtéﬁérwéb coﬁjﬁnﬁo,

de datos de maedicidn con §d vector de error

e sea'maxlna.

La estimacién de naxlma Slm11ltuu de

‘ex1ge que la funclon

de similitud -

L= Blglx.y.2) O (A.3)
sea maxima con las condiciones asociadas de la ecuacidbn (R.2)
¢(§:£,g,g)=0. En (A.5) p es la densidad de probabilidad que

aparezca el vector de errcres €. Para definir esta densidad
se recurre a las hipdtesis de simplificacidén siguientes, que

en muchos casos son lo suficientemente aproximadas

a) Los componentes de g son independientes estadisticamen
te.
b} Los componentes de ¢ tienen una distribucidén normal

con valor medio nulo v varianzas conocidas Ui

Bajo estas hipdtesis, la funcidn de similitud es :

L = Cexp(- gTM-lﬁ)

(A.6) |
i
En (A.6), C es una constante gue no interesa y V es la
matriz de varianza-covarianza, gque debide a la independencia
estadistica de los errores, es una matriz cuyos {nicos miembros
distintos de cero se alojan en la aiagonal principal y son ‘las
varianzas V = g2 , gue se suponen conocidas. Para que L sea

nn n
maxima se requieregue :

(A.7) .

sea minima, donde (A£.7) es una forma cuadritica positiva defi
: ] s - s

nida, que aparece como argumento de la funcidn exponencial
(a.6). Puesto gue no aparecen productos mezclados de errores

de medicidn, S es una suma ponderada de erreres al cuadrado;

gque tambifn puede expresarse como :



En: (A.8) el subindice 4 marca las'mediciones hechas sobre

‘el punto j del total 1 de puhtos,disbdhibles;

Los valores verdaderos de (A.8), X Yoo zi, de las pro-
piedades termodinamicas de estado 10 son independientes entre
sI. Cada punto de medicidn produce al menos una condicidn
asociada de la forma (A.2). El uso de multiplicadores de.
Lagrange para minimar S conduce a un sistema muy grande de
ecuaciones dificil de manejar. ©Puede optarse por no seguir
ese camino, sinc postular gue existe una ecuacidn modelo para
cada propiedad de estado ZL , tal que reproduce la relacién
entre las variables independientes y el vector de parametros
& en forma explicita

Z»(: = C(XA,)'L,Q-) (A.9)

Con (A.92) puede eliminarse en {(A.8) el verdadero valor
desconocido de Zi’ de tal manera gque la minimacién de la suma
S, puede hacerse sdlo con respecto a dos variables independien

tes. La contribucidn de un punto, segiin (A.8) seria entonces:
24 2 2
(X = %)*/ol + (¥ - ¥)*fay + (Z - tlx.y,0))?*/0} (A.10)
Los subindices £,fse han eliminado en (A.10), por simpli

cidad. Para gue la contribucidn sea minima, las derivadas con

respecto a X e ¢ deben ser nulas, lo que conduce a :

1
o

(l/ci)(x - %)+ (W)L - clx,y,2))(az/ox) (A.11)

f
o

(/2 - y) + (1/a2)(Z - &lx.y,a))(35/3y)
Y (r.12)

. {;ﬂ;~;



ademds, desarrellando (5,20} en serie de Taylor

c{X,Vaa) = 2(x,y.a) +

Qs
I

by

X.

(X —fx) +-g—;;,—(Y = y) o+ e A
Con.-'las ecuaciones (A.T1'al.ﬁ. 13), pﬁeden eliminarse en
(A.10) los valores verdaderos desconocidos de las variables
independienﬁes. €n (A.13) se interrumpe el desarrollo de
Taylor después de los términos lineales bajo la suposicidn
que los errores de medicidn (X-X) y (¥-y) son lo suficiente -
mente pequefios para poder despreciar t&rminos de orden supe -
rior. EIl resultado de la sustitucidn conduce entonces a la -

contribucidn de un punto de medicidn como

rz - Z,(X,Y,aﬂ ?

o7 * (ar/ax)"oy + (ac/ay)ia}

Por tanto la suma de errores al cuadrado S, en su primer

paso de minimaciZn se reduce a :

s=p W)L - (x Y a)) (e
L4 4 4y L& 4
donde
2= (o2, + [ac/ax.)%2, sy a2
ULj (024 + (Sg/ax&) Ol *(3§/OJL) Uyé)f (3.15)

Por medio de este proceso siempre resulta un error apa -
rente de medicidn, al comparar el valor gue produce el modelo
en funcidn de los valores medios X,¥ vy no con los valores ver
daderos desconocidos X, . De aqui que en el dencominador de -
(A.14) aparezcan las tres varianzas de los errores de medicién
de acuerdo con la ley de propagacidn del error de Gauss {44},
En (A.14) se observa afin una depnendencia de pardmetros gue
exige la minimacidn da la misra con respecto a ai,_mediante un

sequndo paso de la eszimacidr de maxima similitud,



"A. 47 La ‘sumadeerrores alwcuadrado’

‘. La.minimacidn de S, se facilita considerablemente, si en .-

el cdlculo de’ las varianzas sé.-de‘la ecuacidn (A.15}, se con

‘sideran las derivadas (32!3x£¥ ‘(aggag&) indépendientes del
vector a . -Las varianzas se manejan entonces como constantes

en el proceso. Esta simplificdcidn se justifica, debido a -

la incertidumbre con la cual se conocen las varianzas

2 2 2

g5, . ac . o4 ..
X4’ yir ¥ %z

necesitar pre-correlaciones %C = Eé(xé' UL)’ que permitan de-~

Aqui surge sin embargo la dificultad de

terminar las derivadas que reguiere la ecuacidn {A.15). Esto
puede subsanarse haciendo uso de toda la informacidn disponi-
ble en la termodindmica, ecuaciones empiricas, de escala, de
presidn de vapor pé = CA(T)’ etc., lo que pucde conducir a ob
tener una funcidn modele ¥ (ec.(4.3) , alin no definitiva que
pﬁeda a su vez usarse de nuevo en procesos iterativos para
mejorar el valor de los factores de ponderacidn (reciprocos

de las varianzas).

La suma puede representarse matricialmente
S(a) = [2 - 2(a) 17y [2 - a(a)] (A.16)

El gradiente de S con respecto a & , debe anularse para

el valor minimo de la suma

grad 5(a) = - 2[9(@)] Y[z - 4(a)] = 0 (A.17)

Donde J(a} es la matriz jacobiana de las funciones mode-

lo L; con respecto a los pardmetros @ cuyos elementos son

J.. .3
PR 'Q‘(X-'I Yo ‘})
ap LU (r.18)

La dependencia del lado derecho de £, resulta de la oxde

racién de los pares . al Indice £.

i
;
3
'



La ecuacidn (&, 7) contle' Emanog'como el n“ne

YO gue se'tnnga de parametro como e»uac‘ones s

normales, que pueden ser: llnea " ;hgales, segun la de—’

-pendencia que exista-en las‘ '10nes moqé!o_ti de los parame

CEYQS @,
L

Como solucidn puede emple rse el metodo de Newton {67],

]

gue. consiste en partir d° una,uol c¢idn: 1n1c1al aproximada a{
las ecuaciones no lineales- se sus_L uyen entonces por un poli

nomio de Taylor de primer qrado<:v :
rad S(a ) + H{a )ha =0
gra (“Y) ~(~‘{) Z (A.19)

Donde Hes la matriz Hessiana de la suma de errores al
cuadrado que surgs de la diferenciacidn del gradiente de S, con
respecto al vector & , con los elementos :

= 2
H,_ =2 S/aaaaa

ol B (h.20)

En cada paso se obtiene un vector mejorado aY+faY+AgY y
se establece asi un proceso iterativa.

Si se hace la derivacidn (A.14) segln (A.20), se obtienen

los elementos de la matriz Hessiana :

(s>

z ..t
&

g o 3“6

(

Q)

- 1
HaB 22127?
LF

-2z Z(Z - C)§—7r+—
i Ry 0% (n.21)
para una aproximacibén lo suficientemente buena del vectorx
de pari&metros 4 , es de esperarse que el primer término de
(Ar.21), sea mucho mayor gue el 2c¢., lo que permite eliminarxlo
de la ecuacidén. Esta simplificacidn se debe a K.F. Gauss vy

v

entonces (A.19) tema la forma de

L : Ty .
> grad S(g‘g‘_,) b [J(g\{) RN (*\.‘)]'Ag‘r =0 (B.22)




No-se continfa con las beculia;i&adés de la solucidn-de
ecuqéioﬁés ﬁdViiﬂéalés} pér séliffde los objetivos de este -
frtiabajd, 1a referencia {39} dé_ﬁﬁa_excélénﬁe descripcidn del
‘procasd. En el capitulo 4 se diséutC'brévemente, la funcidn
de la tabla 4.1 y de la ecuacién mddelo {4.3), la forma de
proceder a la obtencidn de expresiones para las principales

variables termodindmicas de estado.
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