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l.- Introdu=cién 

En las Últi~as décadas {1},{2},{3}, * los fenómenos que oc~ 

rren en la zona cercana al punto crítico de sustancias puras y 

de mezclas, han atraído considerablemente la atención de inves-

tigadores en todo el mundo. A pesar de que el comportamiento -

crítico de las sustancias fue descubierto desde 1869, por T. 

Andrews {4}, el inter~s en este fen6rneno peculi~r mantiene act~ 

vos varios Institutos de Investigación en diferentes lugares ~ 

del planeta. Algunas de las características cualitativas en la 

zona crítica son actualmente del dominio de la técnica, otras, 

sin embargo, permanecen en un misterio total, lo que hace al t~ 

ma sumamente interesante para considerarlo como campo de inves-

tigaciones fructíferas. Así se mantiene el atractivo eterno -

de la termodinámica; siempre nueva y siempre vieja. 

Entre los diferentes objetivos de la termodinámica, uno de 

ellos es, sin lugar a dudas, la obtención de ecuaciones de esta 

do consistentes con resultados experimentales sobre todo en -~ 

aquellos fluidos que tienen importantes aplicaciones técnicas. 

* Indica referencias al final del trabajo. 
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Para fluidos de baja densidad bajo condiciones presupuestas 

e~ interacci6n molecular, es posible obtener modelos con ayuda 

de la mecánica cuántico-estadística, que permiten establecer e~ 

presiones cuya validez bien pue~e alcanzar hasta presionas rela 

tivamente altas en la esfera de los gases reales. 

Para gases cuya densidad es alta o sustancias en la zona de 

dos fases (líquido-gas), los desarrollos te6ricos se vuelven su 

mamente complicados y s6lo aplicable a modelns moleculares muy 

simplificados. En la ingeniería es muy importante contar con -

informaci6n termodinámica confiable que cubra de ser posible t~ 

do el intervalo de estados fluidos; líquido, gaseoso o ambos. 

No es ninguna novedad el hecho de que las entalpías de cam­

bios de fase por abajo de la zona crítica encuentran amplias 

aplicaciones en la técnica para producci6n de energía, etc. 

Por lo general en el establecimiento de ecuaciones empíri-­

cas, deben satisfacerse tres puntos básicos generales: 

l.- En el caso límite de densidades muy pequeñas, el comporta -

miento del gas ideal debe reproducirse. 

2.- A menudo el punto crítico sirve como base de la ecuaci6n y, 

si esta es de la fcrma p=_;o(p, T), las derivadas la. y 2a., 

pueden suponerse conocidas (dp/;Jp) , (() 2 p/3p 2
) siem--

cr cr 
pre que se suponga comportamiento analítico. 

3.- Consistencia con las leyes de la termodinámica. 

El punto crítico tiene además un significado de especial im 

po~tancia, ya que en la superficie de estados representa la tra~ 

sici6n entre el campo heterogéneo de dos fases y el homogéneo 

de una fase; en esta zona algunas propiedades termodinfimicas al 

canzan valores extremos. 

Con el estado actual de avance de las computadoras digitales 

electr6nicas, el manejar una ecuaci6n empírica de estado que con 
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tenga cincuenta o más tér.minos, no representa ningún prcbl'2rna. 

y s! por el contrario ventajas en la reducci6n de tiempos muy 

costosos de-.experiraentaci6n, ya que los coefi~ie11tes se pueden 

adecuar a.datos experimentales de tal formi que el intervalo de 

validez de la e~uaci6n empírica abarque pricticarnente todo el -

espact~o de estados fluidos. 

No obstante que las ecuacio~es empíricas reproducen fi~lmc~ 

te el punto crítico, así como la primera y segunda derivadas,en 

su vecindad inmediata muestran una desviaci6n considerable en 

relaci6n a mediciones experimentales, con lo cual su rango de -

validez se reduce, lo que es sorprendente puesto que el punto 

crítico sirve como punto de partida y proporciona mis informa--

ci6n con sus derivadas que cualquier otro punto. Así que es de 

suponerse que en dichas ecuaciones empíricas de estado, la for­

mulación matemática con su información física básica no sea su-

ficiente par poder describir satisfactoriamente el cornportamie~ 

to verdadero de las propiedades de estado en el punto crítico. 

Por tanto un mejor conocimiento físico de la regi6n crítica 

es, por una parte, de inter~s prSctico para la claboraci6n de 

eccaciones emp!ricas y por otra, muy i~portante para la compren 

si6n de las teorías moleculares de la condensaci6n, los estados 

fluidos y los cambios de fase. El interfis siempre creciente que 

desde hace más de 110 años se manifiesta, estriba en la continua 

búsqueda de respuestas a las preguntas clisicas respecto a la -

existencia de fases diferentes o estados de la materia. 

Pueden enumerarse entre otras las siguientes razones funda­

mentales: 

i) Cuando una sustancia se aproxima al punto crítico, los va­

lores de algunas de sus propiedades tienden a valores ex-

tremas, ~ 6 cero. Aquí es común el tfirrnino de "divergen--

cla crítica". 

ii) Las reflexiones te6ricas que recibieron un fuerte impulso 
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ct:a:ldo Cnsager {5} en 19,44 det-erminó la solución r;x.1cta. 

dgl modelo bidiree~sional de Ising, loqran~n ~clarar, en 

forma te6ri.ca tambi¡n, las singula~i~ades de :es puntos 

críticos. A raíz de esta soluciér: 5é llec;a ~ la cor.clu 

si6n 9ue la ecuaci5n de estado no puede sur analítica en 

' este punto. 

iii) Muchos cambios de fase en el punto crítico de sistemas fí­

sicos bisicamente ¿istintos, por ejemplo fluidos puros, fe 

rromagnetismo, ferroelectricidad, aleaciones binarias, me~ 

clas binarias de fluidos, la transformaci6n del Helio mues 

tran un sorprendente comportamiento similar, de tal forma 

que puede establecerse un comportamiento universal o "uni­

versalidad" de los fen6monos críticos. 

El orden anterior es independiente de su impurtancia,la "u11l 

versalidad podría ser la característica más importante del com-

por~amiento critico. En la literatura, la mayor cantidad de P!:!_ 

blicaciones sobre el tema versd precisamente sobre transforma-­

cienes ferromugnéticus; la razén de ello es que los modelos de_ 

sistemas disponibles son casi todos de naturaleza magnStica, c~ 

%0 el modelo de Ising o el de lieisenbe~g, aden&s de que el cam­

po rnagn¡tico puede controlarse más fScilrnente que la densidad o 

la presi6n en un sistema líquido - gas, debido al crecimiento 

ilimitado de la compresibilidad que induce efectos gravitorios 

de importancia, y juega un papel difícil de controlar y evitar. 

En un s6lido, la naturaleza regular de la malla facilita el 

tratamiento matemático. 

En el capitulo 4 se p1:orone sele~cionar la funci6n de 

Helmholtz como potencial termcdin&mico adecuado para la descri~ 

ci6n de todos los estados fluidos y en combinaci6n con el ap¡n­

dice, donde se presentan las bases de la teoría estadística de 

la estimnci6n, se indican los lineamientos necesarios para el -

establecimiento de ecuacio~es pararn€tricas que describan con 
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pre~is~6n suficiente el potencial o funci6n?~e Helmho.ltz con in 

finida~ ~e aplicaciones posibles. 

La parta experlmental dnl present~ trabajo describe un rn&t~ 

do 6ptico para detorrninar la densidad del dióxido de carbono 

(co
2
l, así corno algun<1s características de relajación, hacia 

quilibrio termodin&cic::, provocadas por pequefias perturbaciones, 

t~rmicas o mec&nicas, causadas a voluntad con objeto de observar 

el fenómeno~ Finalmente se hace una descripción detallada tanto 

del arreglo experimental como de los resultados de la investiga­

ción y se presenta un sumario de las conclusiones relivantes de 

este trabajo. 
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2. Descripci6n fenomenol6qica de cambios de fase. 

2.1 Fluídos 

En termodin5mica de equilibrio, a menudo denominada "termos 

t&tica 11
, el estado de un sistema puede describirse mediante pr~ 

piedades macroscópicas de estadc (X, Y, Z) entre las cuales 

existe una relaci6~ f~~cional ¿e ellas a trav~s de la ecuaci6n 

de estado o ley cero r - • 
: I; I de la forma F(X, Y, Z)= O, que repre-

senta una superficie de estado en un espacio tridimensional. 

Para un fluído las propiedades de estado pueden ser bien 

(p,v,'l') ó íP,p,T). Al variar una propiedad de estado, el siste­

ma bajo obs~rvaci6n presenta tambi~n una variaci6n, regida esta 

Gltima por la ecuaci6n ~a estado correspondiente. Para ciertos 

valores de las propiedaces de estado, estas variaciones se pre-

sentan en forn1a discontinua, tal como ocurre en las transforma-

ciones de fase, donde una fase se caracteriza cerno una parte h~ 

mogénea y única del sistema. Este com~crtamientc de la materia 

puede visualizarse mSs ~Scilmunte, si se proyecta la superficie 

F(P,p,T)=O sol.Jre los planos (p, T) y (P,p), dando lugar, para -

el caso de un fluido, :. la fig. 2.1. 
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{:
cuJLva. de p1¡_e.-0ú!n 

-.. de vapalt 

\cut,va. de. -OttbUmac.-i.6n 

T 

Fig. 2.1 Diagrama esquemático de estado pa­

ra un fluido puro en las proyecci~ 

nes (P,T) y P,p), P.c. es el punto 

crítico, y P.T. es el punto triple. 

En la proyección (P, T) se distinguen tres regiones separa­

das correspondientes a las tres fases de la materia, sólida, li 

quida y gaseosa. Es elemental que el equilibrio termodinámico 

de estado entre las fases se presenta siempre a lo largo de una 

trayectoria determinada experimentalmente: 

Fase líquida 
Curva de presión de Fase gaseosa vapor 

Fase sólida Curva de fusión 
Fase líquida 

Fase sólida } Curva de sublimación 
Fase gaseas~ 
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Cadn puntó-,~~ L.1 s c).:·!.·•Ja. s-... ~n ~-6 l;' i~r:-e s ·i".eprc se nta un· e's tailo r:: ~-

~J l cual dos fils.é:S ~.Ls-tir:<:¿)s pu.-8d_~tt1 .. c-oe-Xi"Sl.ir, Con ln ex.cepclfJn 

del punt6 trivl~, e~ el ~ual las tre~ fases surgen en estado de 

equilibrio simultin~am~~:~, 

En .~ste· ~iabajo .no se. har& menci6n a la ''4a. fase'', deno~i­

nada BsÍ por algunos au~ores, correspondiente a estados tales 

en que debido al nivel ~uy elevado de energia en las partículas 

del gas se presenta el fenómeno de la disociación iónica o pla~ 

rna {B}, en que el gas se convie~te en un gas de partículas li--

bres con carga eléctrica (iones). Para los fines de este traba 

jo no tiene sentido hablar de la "física de los plasmas", ya 

que involucran energías (temperaturas) muy superiores a las que 

se manejan en problemas de ingeniería, exceptuando la tecnolo -

gía subyacente a la fusión nuclear. 

Volviendo a la descripci6n fenomenol6gica del comportamien­

to de la materia, el canbio de una fase d otra se encuentra ba-

jo tres distintas denominaciones con el mismo significado: 

Conversi6n de fase 

Cambio de fase 

Transformación de f358 

La termodinámica es~ablece que una transformaci6n de fase 

se caracteriza mediante la igualdad de las propiedades intensi­

vas de estado P y T en las dos fases, o bien en las tres fases 

si se trata del punto triple. 

Si se elige el pote~cial de Gibbs. 

dg= - sdT + VC? ( 2. l) 

Si T y p perma~ecen =onstantes en la transformaci6n de fase 

entonces dg = e -tg f = s .... etc., es decir el potencial de Gibbs 

de las fases debe ser i9ual. 

La curva de presi6n de vapor termina en un punto denominado 

critico, cuyas coordon~das so~ ld presi6n crítica pe' la densi-
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dad crí~icn p = l/v y la t.entpe.ratura· crítica· -T-. 
e e .-:- _ _ ._ :_·_-,., · e 

Para temperatura~ s~perciíticas es posfble entonces, trans­

foi:mar ur. gas continuarn~nte- a la· fkse. líquida mediante variacio 

nes adecuadas de estado sin que para ello sea necesario recorrer 

la trayectoria discontinua de los límites de fase (vSase la pa~ 

te asciurada de la fg. 2,1) 

Desde el punto de vista exclusivamente fenomenológico no 

hay ninguna diferencia fundamental entre la fase líquida y la 

gaseosa, lo que condujo a afirmar en forma primitiva la conti-­

nuidad de las fases líquida y gaseosa. Para la curva de fusión 

(solidificación), no ha podido encontrarse hasta ahora ningún 

punto terminal, lo que ha conducido generalmente al acuerdo (no 

escrito) de que no existe ningún punto crítico para los cambios 

de fase sólido-líquido y sólido-gas. {9} 

No fu6 sino hasta hace un poco m&s de 110 a~os, cuando 

Andrews {4} en 1869 descubrió el punto crítico del co
2

, que se 

hizo del conocimiento público el hecho que la curva de presión 

de vapor termina en el punto crítico. Hasta entonces, gases nor 

males como o 2 , N2 , 11
2

, He, etc., eran considerados como "no li 

cuables", puesto que mediante la aplicación de presiones extre­

mas, aun superiores a los 3000 bars, no se observaba ninguna l~ 

cuefacción. Ahora parece lógico pensar que estos intentos de 

licuar gases se llevaban a cabo a temperaturas ambientales, lo 

que imposibilita su transformación a la fase líquida, ya que la 

temperatura crítica de ellos se encuentra por debajo de la tem­

peratura ambiental. 

La proyección de la superficie de estado en el plano (P,p) 

muestra que las densidades de las fases líquidas y gaseosa se 

aproximan a medida que aumenta la temperatura y en el punto crf 

tico se vuelven iguales. De aquí pueden distinguirse dos cla-

ses ~e transformaciones de fase: 

1) Aquellas en l~s que se presenta un cambio abrupto y bien ~ 
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defÍni<lO. L¿"ts -~,:¡.sc-s" son--c-].ararne.nté di:_s_.t:;.i_nguib~es~ sóli-

do-líqui¿o, .s6·1i.tlo:-.gf:i:S,_,_ __ ~_±:q~{~,b~-·gcts y···1a_--supe'r.ficie . .:iU 

estado tr:'..1ést.ra. ~t.:na íncon-~i-stenc'{a. 

. . 
2) Las diferencias entre fas~~ no ~on ya distinguibles, lo 

que ocurre a partir del punto critico. 

La transformación de fase en la zar.a crítica es meramente 

un punto terminal correspondiente a las transformaciones del 

ler. tipo. Mis alli del punto critico existe s6lo una fase ho-

mog&nea en equilibrio. Esta diferencia es bisicamente el cante 

nido físico de la caracterizaci6n mis formal de Ehrenfest {lo}. 

De acuerdo con lo anterior, una transformaci6n de fase de 

orden n, se presenta cuando en el punto de conversi6n la deri­

vada en&sima del potencigl termodinimico para ambas fases difie 

re: 

( 2. 2) 

En tanto qua las derivadas de orden inferior son iguales. 

representan el potencial de Gibbs d( las fases l y 2 

respectivamente. 

El esquema de Ehrenfest se adapta a la transformación de f~ 

se de ler. orden. A lo largo de la curva de presión de vapor, 

el potencial de Gibbs para el liquido es igual al del gas g'sg 11
• 

Sin embargo las derivadas primera y superiores son diferen-

tes: 

s ( 8q' '/ oT) . . p s" -> s' .J. s" 

v' v" -• v' + v" 
(2. 3) 



eyapora~i6n;:f~s-i6~-~--s~~limac~6n corresponden 

a transformacio~esde· f~~~ ele '1ú. oúlc.n. 

En el punto crítico; las· prime-ras derivadas adquieren el -

mismo ~ala~: ~ 1 = v'' ~V 
c 

gundas derivadas divergen·; 

La divergencia de las 2as. 

,sé ·, sin emb~.rgo, las se 

( 2. 4) 

derivadas trae como consecuencia 

que no se obedezca la descripción de Ehrenfest en el punto crí-

tico. En general 1 se dice que una transformación de fase es de 

ler. orden si una o más de las primeras derivadas de los poten-

ciales termodinámicos son inestables. si las primeras derivadas 

permanecen fijas, psro las segundas son inconsistentes o diver­

gen entonces se dice que se tiene una transformación de fase de 

2o. orden o superior. 

Para fluidos en la cercanía de su zona crítica, el comport~ 

miento puede resumirse en tres grupos de propiedades, según la 

clasificación hecha por Ulrich Grigull {11}, basada en el com-­

portamiento del agua en fase líquida y gaseosa: 

ler. Grupo: 

La función de estado no tiene ningún valor extremal en el -

punto crítico¡ pertenecen ~ este grupo las propiedades v, u, h, 

s, f, g y las derivadas: 

Coeficiente Joule-Thomson: 

Coeficiente de tensión 
iscntrópica: 

Coeficiente de tensión 
isocórica: 



Presión interna: 

n.=(au/'lv) .. 
1 • 

2o. Grupo: 

La función (di•:8rge) en el punto crítico 

Calor específico a 
?resión constante: 

·:oeficiente de estran­
:-:ulación térmica 

Co~presibilidad isot€rmica: 

Coeficiente de expansión 
isobárica: 

ót=( ah/ap)~ 

Kt=(l/v)(élv/élp)t 

Relación de calores específicos: 

ªp = ( 1 /V ) ( a V / a T ) p' 

k = cp/cv 

e - e : 
Diferencia de calores específicos P v; 

3er. Grupo: 

La función tiene un valor extremo en el punto crítico que -

~o necesariamente debe ser cero o infinito: 

calor específico a vol cte: cv=-T(3 2 f/aT 2 )v=(as/aT)v=(au/aT)v 

Compresibilidad isentróroica: K5=-(l/v)(av/élp) 5 

Coeficiente de expansión 
isentrópica: 

Velocidad del sonidc: 

Exponente isentrópico: y= -(v/p)(ap/~v) = a 2 /pv s 

El comportamiento singu!ar ¿e las propiedades del 2o. grupo 

se comprueba en forca teórica y experimental. Si se supone co~ 

portamiento clásico (analítico) en la región crítica, teórica--



mente ~¡;;· coinprueb~ qúl:i i·a c~us.i de la -divergencia estriba en 

las .su~-~-S-·.fCi,Ori~;~-'·~;,b.á:s~-c .. a·s'--~~~npu:c,.s~a~ a lac _ecuaciones clásicas de 

estado en e.l punto crítico,· ca.r·acterizadas por (ClJp/élvJ)Tc <0,. 

que puede observarse ~11 cualquier tra 

tamiento formal de termodin¡mica cl¡sica, por ejemplo {7) ó {12}. 

El comportamiento del 3er grupo es objeto de fuertes discu­

siones desde el debcubrimiento del estado crítico, debido a que 

estas propiedades son decisivas para la comprensión del signif ~ 

cado físico de las transformaciones de fase, para la comparación 

con teorías microscópicas y para la selección de enunciados em­

píricos adecuados en la formulación de ecuaciones de estado. 

Todos estos factores han influido para que la investigación 

física dedique considerables esfuerzos a la solución de estas -

cuestiones. Mientras que las teorías cl5sicas (por ejemplo 

Van der Waals) sólo predicen valores extremos de estas propied~ 

des, actualmente los investigadores se inclinan por aceptar que 

cu' K
6 

y a 6 "divergen d&bilmente" {13}, de donde se infiere 

(ver grupo3) que a y y tienden a cero al aproximarse a la re 

gión crítica. Esto también se comprueba experimentalmente, pe-

ro cu y a son propiedades medibles. 

2.2 El par¡metro de orden. 

Aun cuando se trata de un concepto derivado de las teorías 

de campos moleculares, aplicable no sólo a fluidos, resulta ser 

una idea fundamental que ayuda a elucidar la comprensión del -­

comportamiento cercano a un punto crítico. Introducido por vez 

primera por Landau {14}, ha sido adoptado para describir el fe- ~ 

nómeno crítico. L.P. Kadanoff et al {15} tabulan el parámetro 

de orden para distintos sistemas físicos y tiene las propiedades 

siguientes: 

a) Puedo anularse por encima del punto critico pero debe ser 

distinto de cero en la región inmediata inferior a T 
c 
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b} Puede te;1der d. cero continuamente ·por -1-u :izquierda _(en 

algynos· ::e~~tos: 11 p<J1·· aba.je:''); Ct;J.ndo T 

condiciG~ aaegura que la transici6n no 

den. 

+ T Esta con 
e 

sea de primer or-

cl Por debajo de la transición de fase, no está totalmente 

determinado por condi~iones externas, pe~o puede tornar -

dos o más valores distintos, bajo condicio~es físicamen­

te idénticas. Para un líquido ~-pe es el parámetro y -­

puede tomar 2 valores distintos, positivo para la fase 

líquida y negativo para la fase gaseosa. 

En general el parámetro de orden puede expresarse corno fun­

ci >n del 1'alejamiento 11 de la temperatura crítica 

(2. 5) 

El exponente S toma para todos los sistemao, un valor casi 

u iversal {16}: 

o.34 < a < o. 3 6 

Con esto el parSrnetro de orden para un fluido es igual a la 

d .. ferencia de densidades 1 p'- ce} que a la vez es proporcional 

a la diferencio. dada por (2. 5): 

k =p'-p =(T -T)B 
~, e e (2. 6) 

(2.6) describe la curva de coexistencia en el lado líquido. 

Aun cuando este trabajo se limita el estudio del comporta-­

n iento de fluidos de un componente, cabe hacer notar que la un~ 

\·ersalidad puede aplicarse a sistemas tales como ferromagnatos, 

riodelo de Heisenberg, at:tiferror:iagnetos, modelo de Ising, supr~ 

·onducción, super fluidos, ferroeléctricos, sepa·.ración de fases, 

leacione~ bina~ias, etc. {15} 



~ara casos reales n6 puede saberse ft pnionl qu& variables 

son las más adecuadas para la descripci6n del comportamiento 

cr!~ico, en general la selecci6n se basa en consideraciones em­

plricas de simetría, lo que en e~ caso de los flu~dos ha condu­

cido a la adopción de la diferencia de densidades, a menudo ad! 

mensionalizada, debido ª que muestra en general una mejor sime­

tr.~a con respec~o a la isocora crltica. Una justificación más 

amplia de selecci6n de Ap como parámetro de orden puede consul­

tarse en el excelente trabajo de Vicentini-Missoni et al.{17}. 

2:2.1 Ferromagnetos 

Sin pretender hacer una descripción completa de la descri-­

ci6n de fen6menos crlticos en ferromagnetos, conviene hacer no­

tar que estos Gltimos guardan una sorprendente similaridad con 

los fluidos. En cualquier texto formal de termodinámica, por 

ejemplo {7} ó {18} pueden encontrarse las relaciones termodiná­

micas que describen adecuadamente el comportamiento termodinám! 

co de ferromagnetos. Para este caso son adecuadas como varia--

bles independientes la temperatura T, la magnetización~ y el -

campo magn&tico H Los potenciales termodinámicos que se apl! 

can en este caso, son en forma análoga a los fluidos la energía 

libre de Helmholtz y la entalpía libre o potencial de Gibbs: 

F F(T, M 
(2. 'Z) 

o bien: 

G= G(T, ~ ) 
(2. 8) 

Puesto que los cambios de volGmen son muy pequefios en ferro 

magnetos, por lo general pueden despreciarse de la misma manera 

que se desptecia la magnetización en los fluidos, salvo en aqu~ 

llcs casos en que se alcance un estado de alta energía donde se 
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presente la se~ara=~·)n l~nica de la ·m~teria o plasma. 

Para la in~crisa say::r!a d~ !as -aplicacicn~? .ingenieril~s es, 

sin ~mba~go, ps:f~ctament~· v&lido de-spreciar __ la __ ~~gnetizaci6~ tn 

:"lt:.idos. 

Las siguient:.es esuaciones b~-!=i·~_c-~s ·:·r.\::.sult\,¡.., C.t:: lat> siror.;lific~ 
::iones anteriores y forman parta.·Je."c:a.si ·cualquier tei<to formal 

de termodinámica clásica, p~r.~:ie~~J.o {7} ó {1s} 

La entropía: 

(2. 9) 

El campo magnético 

(2 .10) 

La magnetización 

- M (2 .11) 

De tal manera que las relaciones termodinámicas conocidas 

pueden derivarse fácilmente si se adopta la siguiente analogía 

{ 12} : 

V o, - M 

p "' H 

Los calores esfecíf icos a fresión y volumen constante tie-­

nen así sus an&logos a magnetizaci6n constante CM y a campo cons 

t~r'.te c!I 
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CM T (as/élT)M 

(2.12) 

En lugar de las compresibilidades isotérmica e isentrópica 

aparecen las susceptibilidades isotérmica e isentrópica: 

(2.13) 

l-··' 

Análogo a los fluidos se tiene una superficie tridimiensio- 1 

nal de estados, que puede proyectarse en los planos t~, T), Can! 

logo al (T,p) y (ll, M) (análogo al (p,p). El punto crítico en -

sistemas ferromagnéticos se denomina "punto de Curie" en honor a 

su descubridor, Pierre Curie. 

Una comparación esquemática de los diagramas correspondien­

tes puede consultarse en la referencia {9}, en tanto que los a~ 

pectos teóricos quedan perfectamente cubiertos en las referen-­

cias {12} y {18} 

El parámetro de orden para el caso de los ferromagnetos, 

puede entonces describirse en forma análoga al caso de los flui 

dos: 

( 2. 1,4) 

¡. 

, .. 
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2.2.2. Otros Sister.\<'<s 

En ciertas aleaciones binaria~ y mezclas fundidas se alcan­

za una temperatura crítica T
0 

por abajo de la cual se separan 

los componentes y existe la llamada "discontinuidad de mezcla" 

(mixture gap ) , en :!.a -:::•Jal no puede haber aleación. Por encima 

de esta temperatura el cristal A, B puede aparecer en cualquier 

concentración. En este caso la curva de separación viene a ju-

gar el papel de la curva de saturación an los fluidos. 

T 

T 
c 

A 

discon~inuidad 

curva de 
separación 

y 

Fig. 2.2 Mezcla binaria ideal de fluidos o de 

•leacio~es binarias de dos componentes 

;~, ~. {9} 

Para u~a concentraci6n dada ye , se vuelven iguales las ca~ 

centraciones de ambas ~ases, le que se logrd cuan<lc> la mezcla 

alcanza la temperatura =ritica ~e y el par,metro de orden se 



d;;:':ine en este_ c:aso _é_o;u_o-·Jg.._ dif"~renciá _de concentración dR un 

conpo~ante eri las fá~d~Y-
··'/ .. -

~=y ~-Y.----·-~--.-- J~c-fI}'s:­
a1 ái 

(2.15) 

?ara algunas nÍ~;cús--d~:~{~Üas. o:rgáhÍ.cos los valores del -

exponente en c2.12i iie eri~U~ntidn~Í1 el inte_ryalo {20}: 

0.329 < B < 0;339 

En tanto que para la mezcla binaria:. de metales líquidos 

G /H se determinó 0.335 {21} 
a g 

2.2.2.2 Transición orden-desorden: Latón B 

Este caso se refiere a la probabilidad de ocupación en la -

estructura cúbica del latón, formado por 50% de Cu y 50 Zn; por 

debajo de la temperatura crítica T se tiene un sistema altamen 
c 

te ordenado y por encima de la misma el sistema ya no conserva 

el orden anterior. Para este caso el parámetro de orden se de-

fine en relación a las probabilidades del cobre y del Zinc Pcu' 

p 
zn 

B 
(Tc.-T) 

(2. 16') 

Con ~ediciones de rayos X (Roentgen) Nielsen y Dietrich 

{22} decerminaron B=0.3C5 donde se sigue verificando aproximad~ 

raente el comportamiento "quasi universal" de los fenómenos cer­

:ar.cs al punto crítico. 
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2. 2. 2. 3. 

se mubst~a csqu~matica--

mtlncc ·)·n la fiy 2.3; cntrespo~de a una represe~taci6n fuera de 

conde puede :lf.J~eciarse, a Cifcrencia ¿~ ln -

p 

cristal 

o 

Fig. 2.3 Diagrama de fase del He4 (fuera de escala) mostrando el carácter 

"cerrado" del super liquido a linea de presi6n de vapor 
A linea lambda {22} 

fase J Íquida o gaseo.sii, la 11 íase surerfluida" sG encucr.tra to--

talmente rodeada por líneas da transición. El fenómeno sin em-

bargo muestra una sorpr~nde~ta ~inilitud con los que ocurren en 
4 

otros sistemas, incluso en la misma zona crítica del He ; el p~ 

r~ffietrc de orden sería en este caso 

(2 .1 7) 



- 21 -

donde ps es la densidad del su~er fluido ~=2/J= 0.666, es de-

cir ~ a2a y de n~evo puede verificarse el comportamiento uni­

versal {22}. La tabla 2.1 que se muestra a continuaci6n, con 

tiene un resumen de algunos ejemplos de transformaciones de fa 

se con descripción de los parámetros de orden respectivos, se­

gun Binder {23} 

'· 



'i 
·-·-~----

Sistema 

'huido 

Mezcla binaria AB 

A1.~acl6n' binaria 

. · Fcrrocléctricos 
Anti-Ferroel éctri cns 

'unlaxiales 

FcrromagnHicos 
Antifcrro magn6ticos 
Unlaxiales 

Ferromagn6ticos 
... Antiferromagnétiw; 

· planos 

. FerromagnHicos y 
· Antlferromagnético; 

: .: .. isotr6p1cos. 
1•·· ' 

·'!·.Cristales de moléculas 

·-('. 

'.¡'I, 

Tabla 2.1 Ejemplo de transformaciones de fase (23) 

Variable loca 1 

Densidad p (~) 

Concentrac16n c8 (!l 

Momento del dipalo eHctrlco 
Pz (~) 

Momento del dipolo m~gnetico 
µz (~). 

Momento del dipolo magnético 

11P (~) • 111x(~l.11y(rt1 

Momento del di polo magnHlco 

Par~metro de orden 

lip 

Diferencia de concentraciones 61; de las fases 
B rica y B pobre, 
Diferencia de concentraciones 61; de la lattt­
ce o estructura Inferior 

Polarizacl6n P5 
(esponUneo) Polarizacl6n de lattlce o 1nfertor Ps estruc­

tura 

Magnetlzac16n Ms 
(csponUneo) Magnet1zaci6n de lattice o Inferior Hs estru_s 

tura 

(espontfoeo) Magnetlzacl6n Ms 
M • (Mxs, Mys) 
Magnet1zacl6n de lattice o estructura 1nfe··· 
rlor Ms · 

µ (rl;11 (r),11" (r), µ (r~ (esponUneo) Magnetlzac16n 
• . - x • Y • · z • . ~s • (Mxs, Mys, Mzs) 

.Tensor del momento cuadrip~ 
.lar 

j : ••• 

Magnetlzacl6n de la 1att1ce o estructura in­
ferior, 

Tensor del grado de orlentacl6n. 



3. Ecuaciones de estad6 en el punto crítico 

3.1 La ecuación de estado de van der Waals 

El primer intentó de formular una ecuación de estado con 

una descripción cualitativamente correcta de un punto crítico 

fue llevada a cabo con éxito por van der Waals en 1873, cuando 

presen.tó su famosa disertación doctoral en la Universidad de 

r Leiden {24}. La ecuación de Van der Waals se considera actual­

mente como integrante de un grupo muy grande de ecuaciones de -

estado que se denominan clásicas, o de teoría del campo medio , 

cuya característica común es que suponen una dependencia analí­

tica de la energía libre de Helmholtz, a la vez que el punto 

crítico se caracteriza por las condiciones (Clp/Clv)T = (Cl 2p/Cl.v 2 ly = O¡ 
c. c. 

Por encima de la temperatura crítica, la presión es una fun 

ción monótona decreciente del volumen, de tal manera que la com 

presibilidad isotérmica K=- ( 1/v) (av/ap)t, es positiva y fini­

ta. En el punto crítico hay un punto de inflexión con pendien­

te horizontal en la isoterma crítica, razón por la cual la com­

presibilidad diverge. Las isotermas por debajo de la temperat~ 

ra crítica exhiben un mínimo y un máximo locales, que forman una 

gaza en la cual (ap/av)t>O, es decir, la presión se incrementa 

con el volumen, violando la condición de estabilidad mecánica 

{26}. 
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El sist.em.;-_ s.6. div i·dc ·.:~. <los fastJs Cc:·~-ii-se-en-tes- q~c -·san mec·á 

nic~ne~t~-¡éstabl~s. ~-t~ ·~c-n~trucci6~ de ár~as iguales de _Maxw~ll, 

que r~ornplaz~· l~·-g·aza·s~bcc!tic~ por una· linea recta paralcl~ al 

eje de· los volGmene3, ásegura qu8 la te~~eratura·, presi6n y po­

t~nci¡1- químico de las ~os fases ~oexistentes sea igual y se ba 

sa en el hecho q..:e las variaciones cíclicas de la entropía y la 

energía interna esfecíficas deben ser nulas. 

La aportación esencial de van der" Waals,: fue partir de la 

ecuación de estado del gas perfe~to : 

pv = RT. (3. 1) 

Esta ecuación se obtiene de la teoría más sencilla, pues la 

suposición básica implica que las partículas del gas no tienen 

volumen propio y que las fuerzas de interacción entre ellas son 

despreciables, van der Waals les asignó, sin embargo, una int~ 

r~cción atractiva d§bil representada por un t&rmino de presión 

a/v 2 y además supuso qce las partículas ocupan un cierto volu-

men representado por una constante b de tal forna que en la 

ecuaci6n (3 .1 }se afecta a la priS-sión p y al vo:!..t:.rr.en V: 

(p + a/v 2
) (v-b) = RT ( 3. 2) 

En el punto crítico se impcne a la ?:c. (3. 2) la constricción 

de un punto de inflexión, que i~plica ~ue la primera y la segu~ 

da derivada se anulen. 

Por tanto, una característica funda~ental de esta ecuaci6n 

de estado es que los valores de las derivadas la. y 2a. sean c~ 

nacidos en el punto crí~ico a le largo ~e la isoterma crítica 

{27} además, la 3a. de~:vada Fr:i!- ruzon'2s de estabilidad, debe -

ser negativa: 
o 

( .3. 3) 



Las condiciones que presentan las ecuaciones (3.3), son ca­

racterísticas de un grupo de ecuaciones llamadas cllsicas. A 

menudo las Ecs. (3.3) se denoniiniln también condiciones de "con-

tacto de tres puntos" {28}. Otra característica común de las 

ecuaciones cllsicas es que presuponen una dependencia analítica 

de la ecuación de estado. El punto de inflexión de la ecuación 

de van der Waals se localiza en Pe.• ve.' y Te. , con los siguien­

tes valores que se determinan mediante el uso de las condicio--

nes (3.3): 

a/27b 2 3b 8a/27b (3. 4) 

Los valores dados por las Ecs. {3.4} , pueden emplearse pa­

ra adimensionalizar las variables contenidas en la Ec. (3.2), 

de la forma siguiente: 

p v* V/V ; T* = T/T e c. 
(3. 5) 

Sustituyendo las Ecs. (3.4) y (3.5), en la ecuación de Van 

der Waals (3.2), se obtiene la forma reducida de la misma {7}. 

(P* + 3/v*2
) (3v* -1) ST* (3. 6 i 

La Ec. (3.6) no presenta ningún parlmetro que este relaci~ 

nado con alguna sustancia en particular; se dice entonces que 

obedece el principio de estados correspondientes y sirve por 

tanto para describir el comportamiento de fluidos de van dei 

Waals en la vecindad del punto crítico. 

Sin embargo en fluidos reales, las interacciones debiles no 

,,._ 
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so:i d(.:: .largo ·alcar::ce Co,m9. pensó V~n d.f?r ~·~azil~·:' ESta· es la ra--

20:: pcr lu .cual las tecr·Ías ClásicdS o· c,.~:~:·~~.-~1::n-~d·:L~ fallii.n 

para representar el ~omportimie:t~c ~bsetv:~d~~~:c-,;i;c,a cel punto 

e r ¡tic o-~· : No --·9·b._S t~-~-t~:; s j _ .bie_~:-;":e:·$.:'.:c·.L'.~~::~'ft o"_,·;;~-~·é_:.:_·~¿;~-~ ec uac.ión ( 3 . 6) 

no repr6du~i fie1ment~· lo qüé.oC:irir~'Eíri.l.'a:zbn'ii'~ríÚca, sí por 

lo rr.eno,s rei;resAnta .un =orr.po~t~~i~nt'.b~··~~l~/ti~:i~~~erite correcto. 

3.1.1 Los exponentes críticos y su ctl2ulo a partir de la ecua­

ci6n de Van der Waals. 

3.1. 2 Teoría simplificada de los exponentes críticos. 

El estudio de los fen6menos críticos se ha concentrado en 

los Gltimos afias, en los llamados 11 expo~entes críticos, que de~ 

criben al comportamiento de las variables termodin&micas a lo 

largo de ciertas trayectorias y tienen un valor 11 universal 1
' ro-

lativamente constante. En esen=ia no d2pen~e~ de la naturaleza 

física de las interacciones moleculares o del alcance de las 

fuerzas de interacciót~ q 1..:e determinan las flucti.:aciones. Así , 

son casi iguales para sistemas totalmen~e distintos, aunque se 

trate por ejemplo de líquidos, ferromagnetos ~ otras transforma 

e iones de fase {29} , {3C;. 

Los exponentes críticos describen El comportamiento de una 

func!6n ternodin&mica general f(x), a lo largo de una trayecto­

ria prefijada de antemano en la vecindad ~e! pu~to crítico, do~ 

de '1 x 11 puede ser por ejemplo x=(T-Tc)/~c· La función f(x) debe 

ser positiva y cuando 11
.:-:'' ti::::r..d.; a cero, te!'.er la forma 

f(x) X •fo (X) ( 3. 7) 

En general fo(x) tora un valor constar.te cuando x=O, como -

se indic:i má:.; aC:e:.l2:1t.: 1:-:, '.:!1 CT:yc· caso el expor,eP.te crítico se de 
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fine como valor limite: 

:e.- -- ·- ·'- - ; - ~, -. --

1 im P:Of.Cx)./ in ( x) J 
x..O . (3. 8) 

tan te cuando x-0 se 'ahaii~~ri'·lnás adelante. 
' ·· .... ___, ';·,_ ·,:·.'··_·'.: 

Es obvio que la ecua 

ción (3.8), no significa> que t:Íha ~ropiedad termodinámica sea 

simplemente proporcional 
;>.. 

a X • A continuación se describen tres 

casos principales, deternii.nados por la forma de la función fo (x): 

i) Caso más simple: f (xl. es una función de potencias cuando 

f (x)=A, donde A es una constante: 
o 

f(x) = A x ].. ( 3. 9) 

ii) Cuando x+ o, f
0

(x) es una función analítica del tipo: 

fo(x) = A (1 + a x +a x2 + •.• ). 
1 2 

Así: f(x) =Ax (1 +ax+ a x 2+ .•• ) 
1 2 (3.10) 

En algunos casos, ecuaciones del tipo (3.10) reproducen el 

comportamiento de estados, aún en zonas alejadas del punto crí-

tico. Si se da el caso de las formas de las Ecs. (3.9) ó (3.10)·, 

los exponentes y los coeficientes A, 

se de datos numéricos. 

a ' 1 
etc., pueden determinar 

iii) Si f (x) no es analítica en el punto x=O, entonces la 
o 

determinación de los primeros términos asintóticos se vuelve más 

complicada. f (x) puede ser, por ejemplo, del tipo: 
o 

fo(x) A(l +axµ+ •.• ), O<µ<l ( 3. 1 1 ) 
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Si ~ < G, ento~:es la propiedad tirrnodin&mica en el punto 

:·~~.~-. 

nificadcs m6ltipl;s~ 
rítmica.:_ 

f(x) 

El caso ~= O implica si~ 

( 3. 1 2) 

·O: 

Si z es entero positivo y además par, entonces f (x) es ana-

15'.tica en x =O. Si z es impar, la derivada j-ésima, (l'jf(xl/axj, 

diverge cuando j< z. 

X +Q. 

Pero si z<O , f(x) diverge también para 

No puede decidirse por medio de argumentos termodin&micos, 

cual funci6n es la ~ás ad~cuadn para representar una propiedad 

termodinSmica deterriinaóa. 

Sin embargo, siem51re que se trat~ ~~ un sistena simple de 

una componente, la consistencia termodinámica permite determinar 

el comportamiento ¿¿ ~na prorie~ad una vez que se ha encontrado 

el d.e las otras dos. 

3.1.3 Los prin~ipales exponentes $,o,y,~. 

Se definen, de acuerdo a los lineamientos expresados en la 

secci6n 3. 1.2, anterior, los símbolos y las variables correspo~ 

dientes, que fueron adoptados uniforme~ente, por acuerdo inter­

nacional en WRshinatnn,r.c. E.C.A. en 1965 {31}. Las tlefinicio 

nes correspondiente~ s~ ex~1·esan a continuaci6n: 
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cj>' -
P•- P T- e 

- 1 T 113 ( 3 .14) 
---"- 'V 

La Ec. (3.14) es la definición del exponente 13, que descri­

be la curva de coexistencia. La prima indica el valor de cj> co­

rrespondiente a líquido saturado en tanto que la doble prima("), 

corresponde a los valores de vapor saturado. En la cercanía del 

punto crítico, es decir para valores pequeños de ,[11, la curva 

de coexistencia es 3im~trica, es decir ~·~-~ 11 , 

cj>, _ cj>" (3 .15) 

La isoterma crítica (T= 0) describe mediante el exponente a 

y la ecuación: 

P - Pe 
n:= ---- D signo (cj>)·jcplª·fo(cp) (3 .16) 

La dependencia de la temperatura que la compresibilidad 

isot&rmica muestra a lo largo <le la isocora crítica ( p=pc) y -

para T>Tc' está dada por: 

K T " (l/pc) (ílp/(Jp) (pe' T)=( l/pc) (8cj>/íln) (cj>=Q,T) =rTyf (T) 
o 

(3 .17) 

Se pueden definir dos expresiones para la compresibilidad a 

temperaturas subcrf~icas T<Tc' una para el lado líquido y otra 

para el gaseoso 

K =r 11 •·f'Y
1 . fo (T) ( 3 .18) 

11 

K =f"··ry . fo (T) ( 3. 19) 

l... 

f---

' i -
' ¡,.,, 
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En la vecindad del punto crítico Y'= Y"= y 

Finalmente el cornportámiento del calor específico se carac­

teriza por el exponente B 

( 3. 20) 

La Ec (3.20) tarnbi§n puede particularizarse para tres casos 

diferentes, uno en el campo homog&neo, es decir, para T>Tc y dos 

para T< Te que corresponden a los calores específicos de la fa 

se líquida y de la fase gaseosa. En obvio de espacio no se an~ 

tan las ecuaciones correspondientes. El exponente B es pequefio; 

en general O <a<0.15. Si((; o, puede presentarse una forma lo-

garítmica del tipo de la Ec. (3.12). 

3.1 .4 c&lculo de exponentes para un fluido de van der Waals. 

Para calcular los exponentes, cortviene tomar como punta de 

partida, la forma reducida de la ecuación de van der Waals (3.6), 

sustituyendo en ella las variables ~,TyTI, dadas por las Eci (3.14 

al 16): 

<j>= (p-p )/p e e T 

que son equivalentes a: 

l/v* = vc/v = p/pc ~<!> + 1; T* =T/Tc =T + l; p* p/pc = ;r + 1 ( 3. 21) 

La sustitución de las expresiones (3. 21) en la Ec. (3.6) 

conduce a: 

{ TI + 1+3(t +1) 2 }·{3/(4 + 1)-1} =8(T + 1) ( 3. 2 2) 
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Efectu'>ndo 

TT, se tiene::. 

1! ( 3. 23) 

;' ''. '·. .' ; 

De la"e'cuaci6n {·3.23) ,· .. s.e tiene de inmediato la isoterma 

ciític•, ~s decir par• t= O: 

ÍI 
( 3. 24) 

Para valores muy pequeños de <fl, sólo cuenta el primer térmi 

no de la serie y así se tiene, al comparar con la definición 

(3.16), el exponente o= 3. 

Para la compresibilidad isotérmica a lo largo de la isocora 

crítica <P =O, se tiene: 

(1/6)1: 

Haciendo una comparación similar, se tiene que y = 1 

Finalmente la curva de coexistencia (o saturación), se ob-­

tiene para valores subcríticos de temperatura, es decir t< O y 

puesto que a lo largo de dicha curva las presiones son iguales, 

tanto para la fase líquida como para la gaseosa, simplemente se 

hace TI =TI' =TI" y se supone que las densidades de saturación cer 

ca del punto crítico son simétricas una con respecto a la otra 

(</!' = - :ji"). No se presenta aquí el cálculo pero es fácil com-

probar que: 

4>' -<P" 
(3. 26) 

De acuerdo con la ecuación (3. 26), la curva de c()existencia 

es parabólica con a = 1/2. 

.-
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El exp·-one_n:t·é· dEi:" .·va:ff:·_-tle'r··:t~i~:a·i··~·> .:tomu:: el«·''ª 

lor de e.ero a. ló ::go d~ ;l~;·i~6dC;:.a ~:rffiba [3'2'}; ú•,Óaícul~ 
d.e' a .no se inciuye, .. _s,·~·~-.~~b=f9o)i~r·e·~·en:~u1;a:~is.~ontinuidad 
que se .manifiesta como una:. con:stante . .'a· .. valore·s· .·s.ubcr.iticos.' 

GR, (1: < O), en tant~> ~u'~ a va lo~~~ '~·uperc·r'ític~; (:r ·~ O) 
• .:/'; :-• .'--.'~" ~r ,"'• ';~ \ . • • <.;' '.:" .:~:;,' 

c O • .• , . ·.· • : • ; ; i. '. '; / V :. ·:·· .. ,, . "' ~~"·: : » .. _·::_ ~-· {· . . 

Resumiendo se hari.ob{~náo;lo:·i:·i~~ei(:~·~;_~Ú1:icos de la 

ecuación de estado propuesta p~;,;~n ~·~·~·· l~~~W: . 
o 3 

y 1 

B 1/2 
a O 

. .. 

Los valores anteriores se conocen como clásicos y correspo~ 

den a un fluido de van der Waals. A fin de conparar se tabulan 

a continuación los valores experimentales aproximados, los cla­

sicos y los del modelo ~e Ising mencionados en la sección 3.4 

de este trabajo 

Tabla 3.1 comparación de valores de ex~onentffi críticos, segGn 

diversas :f;uentes 

Exponente 

Valor Clásico {37} 

Experimental {9} 

Ising o celosía 

(bidimensional) {1.:I 

Ising o celosía 

(Tridimensional) {3SI 

y a 

0.5 3.0 l.0 o.o 
0.34 - 0.36 4.0 - 4.6 1.1 - 1.26 o.o -0.15 

1/8 15 7 /4 O(log) 

'\, c. 31 2 '\, 5 ~ 1.25 ~ 0.08-0.12 
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3.2 Desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto crítico. 

Partiendo de la suposición correspondiente a las teo.rÍ.~s. •· 

e lá sic as o de 1 campo me.He, se ce ns idera que la. eci:ia'c'ió~'d.é e s.c­
ta<lo p = p (p,TJ =p (v,fl .es analítica en el~unt6';1'éfi:{ibci'(ta!!:_ 
bién la energía libre de Helmholtz) .y por ta~td ~~{Je' ~~sií.tio--

. ·. ' ·~: 

llarse en serie de Taylor, alrededor de dicho··p.u.n.to. 

(T-Tc)2] + • ··; 

( 3. 27) 

La mayoría de las ecuaciones de estado propuestas hasta 

ahora, permiten un desarrollo de este tipo. Aquí cabe hacer no 

tar que normalmente se tienen dos casos; lo. el contacto de tres 

puntos, descrito en la sección anterior por las ecuaciones (3.3) 

y 2o. el contacto de cinco puntos caracterizado por : 

(él3¡;/av3)c 

(asp;avs)c< O 

o 

( 3. 28) 

Las condiciones (3.28) repr~sentan una ecuación de estado 

en la que no sólo las dos primeras derivadas, sino también la 

tercera y la cuarta se anulan por razones de estabilidad que por 

vez primera propuso R. Plank {33}, en la década de los 1930, aun 

cuando en {30} se menciona a Verbchaffelt (1899). 

Si en el desarrollo (3. 27) se utilizan valores reducidos 

(adimensionales) de las propiedades de estado, ecuaciones (3 .14 

al 16), se tiene la siguiente expresión: 

.-

' . ' .. 
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T. 1 · + 11 <j¡ . + 1 [ TI. <f¡
2

.+. 2. T <ji<+ 11 
1 o o 1 2T . n . . 1 1 . .z o 

+~t1rll34'+3\¡~z:;+31121q,1' +¡¡io'3l + ... 
. ,- -'~ :: ~ .· 

( 3. 2 9) 

En (3. 29) con objet~;. de.abrev:i.ár se ha empleado la siguien -

te nome~.clatura 

(3. 3 O) 

Don<le m=0,1,2 ... , es el orden de la derivada con respecto a 

T y n=0,1,2 .. es el órdep de la derivada con resp~cto a +. 

En le ecuación (3.29) si se usa la condición de contacto de-

tres p 1.1ntos : 

1J 7f o 
o 1 o 2 

7f > o 
Ol 

Para la isoterma critica {1=0) (3. 29) resulta en 

;;(0,<P) = 1 
3! 

1T 
03 

c¡,3 + 1 1T 1 ~ + . • •• 
4! º" (3. 31) 

Es C:cir, 0=3 pa~a r<O, la curva de coexistenCia implica - -

9'=-i•" y ademé.s debe cumplirse 7(1,<;'J = n(T,,P"), sustituyendo 

en (3. 2 3) y efectuando las oper3.ciones alg~b!"nicas, que no se -

rnuest~~n en obvio Ce espacio, s~ tiene 

di'=-·p" (fr;- /11 )l/2 • li:Jlh 
l l o l 

( 3. 32) 

De {3.32) se tiene .B=1/2, Ce la misma rnan.c:ra se puede desa--



- 33 -

rrollar una expresión para la compresibilidad isotérmica 

K=-(1/v) (ov/op)T =(1/p) (ap¡ap)T K es fácil de adimensionali­

zar, multiplicando por la presión crítica y a lo largo de la 

isocora crítica, caracterizada por ~=O, se tiene 

w-t 1 1 
pe K 1-rl · 

'!Tu (3. 33) 

Y a lo largo de la curva de coexistencia, donde ~ =~' 

p el'= (-!-} = 
_1_ 1 't ¡-1 
2'!T 11 (3. 34) 

De las dos Últimas expresiones se obtiene el valor del exp~ 

nente y=1 , es decir con la expansión en serie de Taylor los ex­

ponentes críticos adquieren los mismos valores que se deducen 

de la ecuación de estado de van der waals. En este trabajo se 

renun~ia al c&lculo de los exponentes con el desarrollo en se-­

rie de Taylor bajo el contacto de 5 puntos, sin embargo, se re­

produce el valor de los mismos que se obtiene bajo este trata-­

miento 

Cl = o 13 = 1/4 ;y = 1 o=5 (3. 35) 

-Las desigualdades de Rushbrooke ·.{34} y Griffith · {35} entre. 

exponentes críticos, se convierten en igualdades si se sustitu­

yen los valores obtenidos en ambos casos (contc.:"to de tres y 

cinco puntos), es decir : 

Cl +213+y ~ 2 + a +213+ y= 2 

n +13(1+0)~ 2 + a + S(l+éi)=2 

y ~ 13( éi+l) ..¡. y=13(ó+l) 
(3. 36) 



3. 3 D.;;s;.trolto virial 

La ec'üaciÓn vi~iÚ se ODtiene a partir de aplicar métodos 

de· la rneéárlica estadística a gases reales¡ esto implica que se 

llegue a un re~ultado basado en un modelci de interacción malee~ 

la::. Para gases reales hasta presiones moderadamente altas el 

desarrollo virial produce una ecuación de estado de exactitud 

razonable, es quizás uno de los más importantes logros de la ter 

modinárnica estadística. 

La base fundamental de este desarrollo es que cada molécula 

se raueve aleatoriamente en un campo potencial, de tal manera 

que se producen interacciones entre 2, 3, 4 o más moléculas en 

que su estructura interna es irrelevante. La probabilidad de 

encontrar en cierto lugar una molécula en un cierto tiempo es pr~ 

porcional al nGmero de partículas en el volumen V, es decir N/V, 
la densidad de partículas. La probabilidad "P" de encontrar en 

este lugar no una, sino 2 partículas es, de acuerdo a las leyes 

de la probabilidad: 

p = 
1 

N 

V 
_N_ 

V r~r (3. 3 7) 

El conjunte de dos o más partículas se comporta diferente 

que el de una sola, la 

lugar, es entonces P 

?robabilidad de encontrar j en el mismo 

~;j 
vj 

El efecto de interacción de tales grupos ocasiona entonces 

térrainos de corrección a la ecuación de estado, de donde la 

ecuacion virial toma la forma 

P =kT-[ N v + 
m 
E 

j= 2 
( 3. 38) 
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Los coeficientes Bj son de la temper~ 

tura. Desarrcllando (3.38) bajo-la-Cons.ideración .de interaccio r 

nes entre Vilri'15 pa,·tíc..:lás puede :c1em_.;str.:arse que también se ob 

tienen los expcnentcs cl&sico~·. 

Esta visi6n supe= zi~plificada d~ la ecuaci611 virial puede 

por supuesto desarrollarse con m&todos de ter.:modin¡mica estadí~ 

tica suponiendo algun potencial, por ejemplo el de Lennard-Jones 

6/12 para moléculas esféricas, con lo que pueden calcularse el 

2~ y 3er. coeficientes viriales. Los detalles de cálculo se ami 

ten en este trabajo, sin embargo, pueden consultarse por ejem-­

ple· en {36} 

3.4 El gas de celosía (Lattice gas) 

Este modelo teórico, en forma análoga al anterior, no corre~ 

pende en realidad a una.descripción fenomenológica de los cam-­

bios de fase; sin embargo, reproduce los principales exponentes 

críticos a:: 0.31,y :<1.25,a 0.08-.0.12 {37} con valores que se 

apegan sorprendanle~enta a los obtenidos experimentalmente, da­

dos en la sección 3.1.4, aun inclusi?e dentro del rango de in-­

certidumbre propio de las mediciones experimentales. 

El principio de la era moderna en la teoría de las transi--

cienes de fase, lo sitúan- muchos autores {15} , {16} {38}, e te. , 

en 1944 cuando Onsager resolvió exactamente el modelo bidimen-­

sional de Ising para un ferromagneto y encontró que para este 

modelo la energía libre ~ es analítica en el punto crítico. 

En este modelo se asocia con cada punto de la celosía 

("lattice") una variable ~i que sólo puede tener dos valores + 1 

(espín hacia arriba) o - l (espín hacia abajo). El Hamiltoniano 

de este sistema para una configuraci6n dada de los espines {6}es: 

( 3. 39) 

,_, 

• __ J 



La i'rine!:c- '3.\lma, qu·e- i·epresenta .. ta ··i·rlt-er~:c9.ión·::e¡.ú:"i.e:16s ·e.s 

pit:E!s, [;e ·lleva ·á ca-b~- só.i'O ·.<ú1··t·!~--~-,--~1-o-~--:\'_e:d_.i·~;6·i.·:::,l~i··9·i~:_-i~·b:.s·/_y:, Ll-.'.·~e-
-···· ' · .... 

gunda suma refresenta la int~r¿=cl6n ai~1o~~e1~Ln~scc6n~e1·6am-
_· ··_.:' ~~-:· ~; ,'; :(·.: -"~_::; '''· ··;·. :o. ' 

po magnético ~· , . · .. ·-; ·:_- .. ::, ~ "; _. '; ' ,- --... _. : '" 

-- -'--e'" , -.•. /./:~:-~:;:~,'.{_'.·~·:,~~·:'.':/:,.:·; 
' - • -~:.:·_,"!,.o ;·,~,-

Is i ng e~ is(,mé.r't:o :·co.ií 1elici6'éi~io<si~pl.Íficado -. -;_~ El modelo de 

de una celosía, en el cuiil el númerc:í. asociaá.b:'.2'ó~··:cad.i lugar en 

el espacio es 
. . ' ' . . 

una partícula o molécula del gas par·a cada•. espacio de la celosía, 

donde puede definirse un poten=ial: 

~(~)=f_:º ::~: ~=~ ~. (separación del vecino próximo) 
~O para cualquier otra situación 

( 3. 40) 

Onsager pudo calcular exactamente la funci6n de partici6n 

para el caso bidimensional z = í:e.xp (-~/l<:bT), donde la suma es 

sobre todas las con!igurnciones posibles de los espines (s¿I. 

De la nisma man~ra, para el modelo de celosia, la suma se -

hace sobre tedas las distribuciones posibles de las partículas 

e~ la celosía, de las cuales e~ forma similar S8 obtiene la 

ecuaci6n de estado. El gas do ~elosia no corresponde obviamen­

te a ningGn sisteroa verda~ero de la naturaleza y hasta ahora no 

ha sido posible la soluci6n exacta del modelo tridimensional. 

Sin embargo en la Gltima dé=ada los avances de la computa-­

ci6n electr6nica han permitido una soluci6n aproximada de este 

m&s bien burdo modelo, que no cbstante esto, ccincide razonable 

mente con valor~s ex2erimentales (ver.por ejemplo, la tabla 3.1 

antericr). 



¡ -

4. El potencial de Helmholtz 

4. 1 Introducción 

Los datos experimentales serían de escasa aplicación si no 

puede dirseles un uso adicional que garantice la continuidad de 

aplicación de los mismos. Un uso posible de los mismos sería 

por supuesto el producir ~na mejora en alguca o varias de las 

distintas ecuaciones de estado propuestas por varios autores,a~ 

gunas de ellas incluso discutidas en el capítulo 3. 

No puede afirmarse que exista una ecuación que describa sa-

tisfactoriamente todo el espectro de estados fluidos. La mayo-

ría de estas ecuaciones tienen &xito parcial dentro de interva­

los especificados, bie1: sea cerca del runto crítico ( ecuaciones 

de escala), en la zona de comportamiento ideal, etc. 

Esta parte del trabaja tiene como cbjetivo proponer una me­

todología qua permita el uso directo de valores experimentalaa 

da medici6n, cualesquiera que sea su naturaleza, ya sea en la 

regi6n cr!tica o lejos Je la :nisxa, rnr~ obter1cr ecuaciones de 

estado en funci6n de par~netro~ o})tetlidos experimentalmente, que 
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.:_:.ut.:c1ar:. ut-ikizar.se- e¿_·-,i~ técniC 
..... <-''• ... · __ .·· .. •' ·. - ' - . . . - . ' . . . . 

lo c1Ja·1 se-~hai~. hecesa~-io se~~ e·.cc·ionai: un ¡;o):'.µ n~ __ i·.~_l ... :_t~ r~ '?·~1 ~ ~ár.li:-

co que p er~·{ta--. e S·~:~ b-1·e~·er -~n~ r~·l~=ic i.5n .funcinna 1 adecuada. 

La selecció·n de un potenciaÍ, 1mple~ndó r.iétoáos de la. teo­

ría esta<lísti._9_a:;ci.,;1q. ~¿timáción que se analizan en el apéndice, 

es elobj
1

eti~~? -f~hd.<;lme~tal de esta parte del .trabajo. 

:' . ' .. ~ ·\ _:~· ·- ~ ;_· . . ··:· .- . 

4. 2 Pr~.c~s.ami.·ento de la. información experimental 

Las propiedades termodinimicas que se publican en forma gr! 

fica o tabular se generan normalmente mediante ecuaciones empí­

ricas que se adaptan mediante par&metros adecuados para reprod~ 

cir tan fielmente como sea posible, la información experimental 

disponible. Su límite de validez se ve así extendido por el uso 

y/o abuso de constantes o parimetros. 

La terrnodin§mica establece que el estado intensivo de una 

sustancia simple cocpresible horrogénea queda unívocamente deter 

minado por dos propiedades intensivas e independientes de esta­

do. 

Existe una función de estado {ley cero}, tal que todas las 

características termodin5micas relevantes del fluido pueden des 

cribirse mediante dicha f~n~i6n (7}. 

Ademis de la ley cero, los potenciales termcdin&micos proveen 

una excelente herramien~a de apoyo para describir el comportamie~ 

to de sustanci3s ccDpresibles. En la terrnodin&mica de equilibrio, 

(a menudo denominada termostática), unu de las funciones más ade 

cuadas para describir totalQente el esta~o de una sustancia es 

la energía libre especi~i~a o funci6n de Helmholtz: 

f u - Ts f (T, V) f (T ,P) (4 .1) 

Este es el potencial te1·ffio~infimico que mejor se adapta para 



- 39 -

describir totalment~ l~s e~tado~ de una 
'í.: 

s1Jstnnciéi. su bondad 

estriba en el hech6 que bs posible generar informaci6n ter~6di­

námiC·a hasta en 1.-:i z·an,1 dec· aOs fases c.ompre·na).da antrc las dos 

ramas de la cu.rva de .coc>:i'stencia, adE!más· de q'uc su característi 

ca de alcan~~r un valor m!ni~c para todo estadc ~e equilibrio, 

la hace especialmente adecuada para estudios de relajaci6n. 

Sin embargo, la energía libre específica no es una magnitud 

susceptible de medici6n directa, pero ''T'' y 11 p 1
' si lo son y lo 

que es mas importante, la entropía y todas las propiedades ter­

modinámicas principales de estado, pueden expresarse en función 

de 11 f 11 y sus derivadas como ft:nciones de 11 T 11 y 11 v 11 (Ó de 11 T 11 y 

"P" l. 

A fin de ahorrar espacio se adopta la siguiente nomenclatura 

para facilitar la descripción ·de propiedades en función de "f" 

y sus derivadas: 

Haciendo uso de (4.2), de las definiciones termodinámicas y 

efectuando l;s operaciones pertinentes, se puede elaborar la t~ 

bla 4.1, que muestra diferentes propiedades termodinámicas ex­

presadas en funci6n de 11 f 1
' y sus derivadas: 

Además de permitir el cálculo de las proriedades indicadas 

en la tabla 4 .1, la energía libre específica debe tener un valor 

mínimo para cada estado de equilibrio, lo que hace a esta fun- _ 

ci6n especialmente atractiva para estudiosde relajación. 

4.3 ;,plicación directa de información experiment.al. 

Puesto que no es posible contar con una expresión explícita 

de d, ruede escogerse una ecuaci6n modelo implícita en la cual 

6 dependa de una serie de parámetros ~uo pueden obtenerse de la 

información dispor:ibl" ":<¡,e:cimental {34, 40} , tal que: 

f(T,v) = f(T,p) = y(T,v,~) = 1v(T ,p.~) (4.3) 
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Tabla 4. 1 Rcpres•.::nt.Jc iór~ :-:e r-ro¡1iedzCt-~S 

de estado en funci6~ de la an&r 

gía libre específica 6 y sus de 

Propiedad de estado 

Presión p 

Entropía específica s 

Energía interna específica u 

Entalpía específica 
h = u + pv 

Calor específico a presión 
constante cp 

Vel. del sonido a = v -(ap/av)s 

Coeficiente Joule-Thomson de es­
trangulamiento ªh = (aT/ap)h 

Calor específico a vol. cte., cv 

relación con f 

- f 
V 

- fT 

f - TfT 

- T(fn - fr/fvvl 

1/2 
v(fvv- fr/fnl 

-(v + TfTv/f vv)/cp 

-Tfn 

La expresi6n (4.3) es una representaci6n param~trica '· de 

11 f 1
', docde ~ es un vector de par~metros que se det~r1~inan dire~ 

tamente mediante aplicaci6n d~ ragresi6n lineal o no-lineal y 

de m€todos estadísticos a los valores experimentalmente determi 

nades. 

Se ha l1echo un intento para obtener una exprcsi6n funcional 

explícita de f en {41}, utiliza~¿º parit ~llo lct ecuaci6n de es­

tado adortada por la rur~c (42},~asada en el excelente trabajo 
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de Cha.;1ela y Rowlir.son \43} ·1 que en esencia consiste en dos 

partes una analítica, fara zonas virtualmente "alejadas" del 

punto crítico y otra paramétrica o de ecuaciot1cs de escala nor 

"' males, por supuesto no analíticas en el punto crítico. Dentro 

de la formulaci6n de la TUPAC, se contempla una funci6n ''switch'', 

que elimina alternativa~ente la parte no analítica o la analíti 

ca, dependiendo si se aleja o se aproxima a la zona crítica. 

El nGmero de constantes que intervienen y el manejo compli­

cado de leyes de potencias, cuando se aproxima la zona crítica, 

hacen difícil la manipulación algebraica, lo que por supuesto, 

no representa ninguna dificultad si se cuenta con una computad~ 

ra digital para procesar la información. 

La tabla 4.1 de la sección anterior, da una idea aproximada 

de lo que puede lograrse con la función de Helmholt~. A conti-

nuación se detallan algunas características adicionales de la 

misma, antes de establecer la forma de utilizar los valores de 

medición. Por ejemplo, las condiciones de equilibrio de fase 

exigen que el potencial de Gibbs sea igual para ambas fases: 

g' (T, p) g" (T ,p) (4. 4) 

(4.4) puede expresarse en función de 61 debido a la inter­

relación entre ambos potenciales 16= g-pu), que conduce a: 

f(T,v') - f(T,v") p
5 

(T) (v" -v') (4. 5) 

donde una "prima" significa pr.opied;:;des de estado de líquido en 

ebullición y la "biprim:!" del vapor saturado, a su vez P5 · (T) 1 

indica la presión de saturación cor.respondiente, que en la zona 

de dos fases solo es función de la temperatura, ésta, a su vez, 

de la tabla 4.1 puede expresarse como: 

P {T) = - f (T v' \ = -f (T v") 
S V ' ' V ' (4. 6) 



La ecuación (4.5) para T 

terio de Maxwell: 

constant0 cand,1~~ al faniosc cri-

V~· 

P.~ ( T) w:: ( v "- v ' } - j P (l, v ) d V 
(<\. 7) 

En t~nto qu~ -la ec\1ací6n 

ciadas: 

v' 

(4 .. 6) d~~~~il:>elas condiciones aso 

p (T) 
6 

P(T, v'} - P (T, V") 
( <\. 8) 

Las ecuaciones (4.5) y (4. i), conocida la er.erg.Ía lil:re "f" 

para cada temperatura de ebullición T, permiten calcular las 

tres propiedades de saturación P
6

, u' y u". Lo mismo podría de 

cirse de las ecuaciones (4. 7) y ( 4. B), siempre que se conozca 

la ecuación térmica de estado p=p (T, u), lo cual difícilmente 

ocurre. 

Todas las propiedades de la zona de doa foses se pueden ca! 

cular mediante la energia libr~ o sus derivadas, por ejemplo la 

entalpfa de evaporo:i6n. 

( 4. 9) 

Finalmente, si se aceptan las teorí0s clásicas 6 del campo 

medio, pueden mencionarse que el estado critico, caYacterizado 

por un punto de inflexi6n en la isoterma crítica, con tangente 

horizo::-.tal (ve1· sección 3.1), queda descrito por las ecuaciones: 

f (T, v) 
vv 

o, fvvv (T, v) =O (4.10) 

La solución del sistemA (4.10) conduce a la obtención de las 

propi er2c;de s de e;= t;,<.lo T et. y La presi6n crítica Pcr sur 

ge ~ la vez de la rPlílci6n 
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-fv (Ter. v ·. , · cr 
(4 .ll) 

Lamentablemente, la ter~odin&mica macroscópica sólo produce 

una afirmaci6n de existencia, para la ecuación fundamental 

Ú " 6 (T, V) y no da ninguna indicaci6n respecto a su forma ex-

plícita u operativa, lo que obliga a intentar obtener una expr~ 

sión empírica a partir de valores directos de medición. 

De las reflexiones anteriores, puede concluirse que debe de 

sarrollarse un proceso que permita la aplicación directa de va­

lores de medici6n de propiedades termodin&micas cualesquiera, 

que de acuerdo con la ecuaci6n (4.3) permitan establecer una -­

función modelo, dependiente de una serie de par&metros resumidos 

en el vector "2" de dicha expresión. La adaptación de estos pa-

r&rnetros a la función modelo conduce a men~do a relaciones no-li 

neales y a la aplicación de una suma de errores al cuadrado que 

debe hacerse mínima para la solución Óptima. 

El método de mínimos cuadrados es una parte de la teoría es 

tadística de la estirnaci6n y fue desarrollado desde 1809 por 

K.F. Gauss. En {44} se hace m~nción a los trabajos originales 

de Gauss y un desarrollo simplificado de esta teoría se presen­

ta en el apéndice, donde a la vez se hacen ver algunas dificul­

tades que surgen en el manejo de información experimental, sobre 

todo cuando no se cuenta con e~uaciones explícitas de estado. 

4.4 Ecuaciones modelo 

En el apéndice se ex~ibe con claridad la dificultad de con-

tar con pre-correlaciones para cada propiedad de estado ºz." en 
1 

forma explícita, que a la vez permitan establecer una relación 

con la ecuación modelo (4. 3). 

lo se encuantran correlaciones 

Inspeccionando la tabla 4.1, só-

lineales de 11 p'', uu" Y "C " 
V 

,., 



p p ( T, v) ,:::y ( T; v, a) 
V ' . . -

u u(T,v) 'i'(T,v,~) Tfr(l,v,~) 

cv = cv(l,v)=-J~TT(T;v,~) 

( 4. 12) 

( 4. 13) 

( 4. 14) 

Con excepci6n de (4.12) 1 qtie es en realidad la ecuaci6n t&c 

mica de estado, (ley cero {7}), "u" y "cv 11 raranente se miden, 

sobre todo "u" que no es susceptible de medici6n directa. 

La versatilidad de (4 .12) debido a su c1epEndencia lineal de 

la ecuaci6n modelo y a la facilida1 relativa de m8dici5n de 11 p'1
, 

la hacen surnarnentE atractiva para que se apoyen en ella la rnay~ 

ría de trabajos publicados hast2 la fecha sobre correlaciones 

de propiedades termodin~micas basadas en mediciones de 1'p 1
', ''T'' 

y "v". 

Si por el contrario se desea emplear mediciones de "cp" co­

roo función de (T ,p}, las ecuaciones modelo no sé la pierden su -

car&cter lineal, sino que adem&s no es posible su uso en forma 

explícita, ya que en lugar de la di!Fende~cia buscada de 

cp = ~ (T,P,a), la tabla 4. 1, en combinaci6n con la ecuaci6n 

!4.3), produce lu.s ecuaciones: 

e = 
p 

-T['!'n(T,v, ~l.- '!1Tv (T, v,Cl ll 
'f VV ( T, V, a. ) j 

(4. 15) 

p - '!'V (T, V, Cl (4. 1 6) 

Estas ecuaciones son una representaci6n param6trica dE C 
p 

con V corno variable pri&cipal. La sclucinn de (4.16) en función 
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de v, por lo general no es. posible, a.e tal manera que 

(<!. 16) no 

El cv.r5cter 

tra ta~bi~n en las 

haciendo uso de la~ 

guientes expresiones 

menes de líquido en 

tivamente: 

p¿, = [ 'l'{T, V f 1: ) ;. 

ph = -'l'v {T, vf' ': ) 

ph = - 'l'V (T' V g' ~) 

y 

4. 1 y 

si-

y volú 

V respec-g 

(4. 17) 

(4 .18) 

(4 .19) 

Las ecuaciones (4.17 al 19) no permiten un desacoplamie~ 

to matemático a pesar de que una soluci6n num,rica produce valo 

res consistentes para cada temperatura ae· saturoci6n T, de las 

propiedades de saturaci6n, P
4

, v~, vg. Lo que procede es tratar 

(4.17) como independiente y sustituir los valores de v 6,v y P¿,• 
. g 

con lo cual se obtiene una ecuaci6n que no está necesariamente 

acoplada con (4 .18) y (~ .19), esto se ha hecho en otros trabajos 

para generar información de estado,. por ejemplo ~45}. 

De la misma manera se tratan las ecuaciones (4.18) y 

(4.19), de tal manera que pierden así su carácter original y se 

vuelven s6lo casos especiales de la ecuación (4 .12). 

Se puede continuar el desarrollo de la tabla 4.1, para 

todas las propiedades listadas en ella, lo que no se hace en 

obvio de espacio, baste el case como ejemplo de la entalpía es-

pecífica h, para el campo homog,neo. No se preveen mayores di 

ficultades, usando la expresión de la tabla: 



La acuac16n modelQ corrbs~o~~i~nt~, (~e¡se ~l apgndice) 

Z = ~ (X • , !f . , íl.) , Ser Í a p a i a la. en t•a l p·Í a 
.{. .{. -

h h(T ,p,~) 

Qu• al Íntroducir l~ fun~i~n modelo f= •(T,u,a.)¡conduce a: 

[a!;) = ~a.~ 
T,p,a.j 

~ ~ ~-¡) 
Tv va.. vv 

.{. 
( 4. 2 O) 

En el desarrollo anterior, n6tese que h = h(T,p) no es fun-

ci6n de (T,v), como presupone la funci6n modelo, esto puede re­

solverse mediante una transformaci6n de variables, del cálculo­

de var~as variables {46} : 

(;z./8a..)T = (az./aa..)r - (az./av)r· 
,¡_ ,¡_ ,p,a. .t ,¡_ ,v,a.. ,¡_ a. 

j j .{. 

{ap/da.. lr .{. ,v 
(ap/av)r ,a . 

.{. 

(4. 21) 

(4. 21) ha sido empleada para obtener el resultado de la ex­

presió:c (•l. 20). t·'.ediante este proceclir:iiento pueden obtenerse -

ecuaci=nes para el campo de dos fases, por ejemrlo, para la en­

talpía ie evaporación, el desarrollo :10 se muestra, pero parti~n 

do de la ecuación (4.9), desarrollando, introduciendo (4.3) y -

hacieni::> las transformaciones ::le (4.21), se obtiene finalmente: 

(4. 22) 

con es~e resultado se concluy0 ;ue, tanto en la regi6n hornog~nea 
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-- - - --. . . 

cor.10 en la de dos ~as.e!; 1 •. puéde r~pre.seritarsé ec·ua--
. . . 

ciór. ele la f·orrna z. = i;(x., y., a), ta1:co1rio.se desárrolla en 
l. . l. l. ' 

el apéndice. 

puesto que no se cuenta con un nGmero lo suficientemente 

grande de datoS eXperi.meI-.tal;~s q·~;t:~ rernitan prob~r esta teoría, 

que por otra parte representaría un enfoque diferente al de es-

te trabajo, no se procede a intentar su verificación. La discu 

sión teórica se presenta en el apéndice y puede tomarse come --

punto de partida para abordar este problema. La posible utili-

dad del mismo sería de importancia capital, pues se lograría re 

ducir los costos elevados asociados a toda experimentación. 
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5. Mediciones Experimentales 

5.1 Introducción. 

La descripción fenomenológica de los cambios de fase del 

capitulo 2, así como la breve introducción a algunas ecuacio 

nes de estado utilizables para la desc~ipción de los fenómenos 

físicos que ocurren en la vecindad del punto critico en el ca­

pitulo 3, han dejado al menos clara la dificultad que existe 

para obtener expresiones que reproduzcan con cierta exactitud 

el comportamiento de las sustancias r8ales. !lo obstante que 

en el capítulo 3 no se ha~ discutldo algunos conceptos moder -

nos, tales como fluctuaciones y correlaci6n, ecuaciones de es­

cala, representaciones param~tricas, grupo de renormalizaci6n, 

etc., puede afirmarse que recurren, al final de cuentas a sub­

sanar limitaciones mediante información obtenida experimental­

mente. 

Lo anterior ne significa, bajo ni~gGn punto de vista, que 

deba prescindirs~ d~ los 

la investiuación teóric~ 

modelos teóricos. Por el contrario, 

debe continuar y apoyarse en datos 

exucrimontales, toda vez que al obtene~ un modelo con exactitud 

razcnable, pueda ahorrar lou excesivos costos <le experimenta -
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ción-;directa, -con sU.s seri.as. c.iifiéultades .·inherentes, que im -

piden a. menudo ·~llegar .a ·resultados safisfactorios. 

La parte expe7imental de este trabajo consistente en medi­

e ión exper;:im.ental de la densidad con un método ópt ice de ser i to 

mis ad~l~nt~ y observación de fenómenos de relajación hacia 

equilibrio de algúnas propiedades, se llevó n cabo con dióxido 

de carbono, debido fundamentalmente a sus características 

críticas 

Tete.= 31.060 ~ o.os 0 c, 

que lo hacen sumamente atractivo para ensayos sin un gasto 

elevado en equipos y aislamiento, lo que no ocurre en ensayos 

a bajas temperaturas, donde se requieren equipos sofisticados 

de refrigeración de alta inversión y elevados costos de mante­

nimiento, o bien en ensayos a altas temperaturas, donde el con 

sumo de potencia, se vuelve también considerable. Para ambos 

extrenos del espectro, sólo el aislamiento representa dificul-

tades técnicas considerables. Por ejemplo si se desea experi-

mentar con el punto crítico d~J agua 

(í ,=374.14ºC, P = 220. 9 x 10 5 Pal, simplemente las venta -e-. etc. 
nas de cristal de la cámara de pruebas tendrían que tener un 

espesor mayor y construirse de zafiro para poder soportar las 

condiciones de la zona crítica, además de las dificultades 

para encontrar líquidos con temperaturas de ebullición alta. 

Los baftos a Í•ete., producidos ~ar los termostatos líquidos, 

tendrían que hacerse con varios pasos, utilizando en el último 

de ellos corno fluido de trabajo muy probablemente un metal 

líquido, por ejemplo el cesio, que tiene un punto de fusión 

conveniente 28.4°C en tanto que su punto de ebullición está 

muy por encima de la temperatura critica del H
2
o (678.4ºC) 

{47}. Esto dá una idea de las dificultades que implica la ex-

perimentación con altas temperaturas. A bajas temperaturas 

----.o_ot""""'.·-

las dificultades no son menores, entre otras, encontrar fluidos 
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se debido .a. p_aj·i\s· t.:-}~~P.~.i:~:~'túl:~-~ ;;· .. tr.'ri-risfé_renci·~. ~dE:r.· .. ca.~.·-~·!'..·d~l r;,c­

iic ambi<ü1te a rd nL1~st~a, ~islamiento', eb: 

No es entonces ch.,· e:-:tt·añar c¡ue el co
2 

.sea 'í.rn~ ·d·e las sustan 

cias más i,nvestigac\as desde 1869, ·~uando Ahdrews {4} , descubrió 

el punte crttico. 

Este trabajo no es obviamente la excepción, sobre todo por­

que se llevó a cabo en un laboratorio facilitado gentilmente por 

la Universidad Técnica de Munich, que además absorhió los gastos 

de la experimentación. 

Dentro de las innumerables dificultades experimentales que 

se encuentran al estudiar los fenómenos criticas, cuatro efec-­

tos soc de singular importancia debido a las dificultades que -

introducen, a saber: 

a) Efecto de co~presibilidad y la fuerza de 

gravedad terrestre 

b) Perturbaciones del equilibrio termodinámico 

e) Tiempos muy largGs ae rclajaci6n hacia equilibrio 

termodinámico 

d) Influencia de impurezas an las muestras de ensayos. 

5.1.1 La compresibilidad isotérmica y la densidad. 

La divergencia que la compresibilidad isotérmica KT,presen­

ta en el punto crítico: 

- 1 1 
KT - v · (av/élp)T = - P. (ap/ap)T (5. 1) 

provoca gradientes d8 <l~nsidae e~ las c§maras de experimentaci6n 

que dificultan e~ gran medida alcanzar el equilibrio, pues se 

!,""~r~.sentc.n fluctuaciones =ie,1er.:ls '.Jl!a no La sidei ¡.o::;ii>le explicar 

y cuantificar cabalmente, lo qu~ h¿\ llev~td~ a algunos autores a 
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sugerir e~:p1~rir;,i:nt1...1s :~_t:. el .:~sv~~c.:_io c;.:ter·~or, ·b-:i.jo la ausenc.ia 

del _caepo gxtP:i:a.c:..<J'.1.Lil t:e.rrest:re, o al menos, con efectos c¿r.;i-

vita.r::icnales mír:irnos {4S} , en un laho~atoric orbit~l. 

Straub ha. reportado en 

hacia equilibrio de perfiles de densiüac po.ra '.¿i::,?¡:e.~te~:siista!l_ 

cias¡ una de ellas llevada a cabo con /,' 2 0 ,mezclado', i::on.l.11. de 

H
2
o, se reproduce en la figura 5~1. 

La relajaci6n de la densidad puede obser~arse .mediante va­

riaciones mecánicas (compresión o expansión), o bien mediante 

cambios en la temperatu~a. El efecto cualitativo es esencial-

mente el mismo para ambos casos, como se reporta en la referen-

cia {50} 

La figura 5.2 muestra las constantes de tiempo de relajación 

de densidad para C02 1 considerando un comporta~iento exponencial, 

para dos diferentes cargas hidrost&ticas: ~ - C y z = - 5 X l0-
3

m, 

ya que en el punto crítico el fluido sufre el "colapso" ocasio-

nado por su prcpio pese. 

para z O: 0,073 exp(-t/8,3 h) 
( 5. 2) 

A manera de comparaci6n, considera~do una cgmara cilíndrica 

de 28 X l0-
3

m de di&metro, con una diferencia de temperatura 

T - Te • 25 mK ~ora C0 2 darla un tiempo de relajaci6n aproxim~ 

do de G "' 8 O ft. 

5 .1. 2 Perturbacion-a.s per.¿•.ie:'.a.s. 

En general 'ln sist .. "rra termcdiEámico es estable si (óp/av)T<O, 

o bion (3p/3~·lr >C y e:s inente1c~e si (a:;/;vJT »C 6 (ap/~p)T <Ü, 
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es decir;- el punto _crí-tlco constituye i!n sí.~ ~i. límite. ent~e el 

estado establ~ .ú,;r/og€nec de ul1a fase; el i~~st~bi~--~·n ~¡ z6n~ de 

dos fases y el metaest.abie entre ambo~, ;oin'6 s~· ;;~·'cistra en ia f.!_ 

<JUr?.· 5. 3 ' . '·/.: -·>··-)~·:)-:·~·-:.·-:~::· 

El puhto crítico ·repi~s~nta ~~ionce$. una 

estable y la inestable. En cambio~ d~ ~stado hacia la zona de 

una fase, aumenta la estabilidad, en tanto que si el cambio es 

hacia la zona de dos fosas, el estado se vuelve de inmediato 

inestable y aparece la separación de fases. Esto trae como co~ 

secuencia que perturbaciones mínimas en la temperatura o la pr~ 

sión, muestren efectos considerables, se presenta inclusive el 

fenómeno de ebullición espontSnea sin la diferencia necesaria 

de temperatura, debido a que en el punto crítico desaparece la 

zona metaestable. Tambi~n pequeHas variaciones de presión cond~ 

cen de inmediato a la desaparación delperfil de densidad, con 

tiempos de espera de varias horas hasta q~e se establece de nue 

vo el equilibrio. En cuanto al tiempo de relajación, se hace 

una breve descripción en la sección 5.1.3 de este trabajo. 

5.1. 3 El tiempo de relajación hacia eo_uilibrio. 

5.1.3.1 Concepto de rel3jación. 

Es la aproximación en el tiempo de una propiedad física (o 

campo) hacia un valor de equilibrio, a partir de un valor de 

desequilibrio en un cierto tiempo inicial. 

5.1.3.2 Descripción cuantitativa. 

Al hacer una descripci6n cuantitati~a del fenómeno, genera~ 

mente se recurre a m&todos <Jr&ficos, experimentales o analíticos. 

Para definir el tiempo ºde relajación 0, conviene recurrir a 

la Fig. 5.4, dende el tiempo de rclajaci6n est& definido en fun 

ci6n de la intersccci6n de la Fendie~te al oriqen con el eje 
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del tiempo. Otras de.f. ir.ic.ion~s p\ieden referirse a una·. "separa'-

ral: 

0 0 (.tJ 

Para el caso particular de tin comportamiento expone:~ci~l :-0-
se vuelve la constante de tiempo del sistema: 

p = (po - Peq) exp (-t/0) + Peq 
( 5. 5) 

(p - P )/(Po - p ) = l/e = 0,37 eq eq ----+ t = 0 

5.1.3.3 Relajaci6n de la temperatura, difusividad tfirmica. 

A fin de analizar como se comporta la temperatura conviene 

revisar el comportamiento de la difusividad térmica. 

(5. 6) 

~ y c divergen en el punto crítico siguiendo aproximadamente: 
p 

c ~K ~t-y segGn Anisimov {3} , de acuerdo a las expresiones si­
p p 

guientes, a lo largo de la isocora crítica (p=pc) 

T-Tc ¡-v 
T (5. 7) 

~diverge ligeramente con v = 0.6 en cuanto a e a6n no se ha 
p 

demostrado plenamente que diverge con y sin embargo presenta una 

divergencia mucho mas fuerte que ~: 

c~1~1-E P Te (5.8) 

Aquí E es un exponente cuyo valor no se sabe con -exactitud, 

para fines de esta comparaci6n, se toma E aproximadamente igual 

·-\ 

-¡ 



a y : 

Pd.r,1 F et.e se tiene: 

'V .?;_ 

l 
T - Te, 

a 'V 
cp ~··.· . e . >:\~)e 1 ~ 

( 5. 9) 

Los valores de los expbri~nte~ críticos anteriores se resumen 

a continuaci6n {3~} 

V (experimental)"' 0.6 (inseguro 

V (te6rico) 2/3 

y (experimental)= 1.2 

y (te6rico, por ejemplo del modelo de Ising para un ferro-

magneto) e:: 1. 25 

De lo anterior se tiene que el exponente i)i tiene un valor 

aproximado de 0.6: 

l!J =y- \) = o. 6 (5 .10) 

De medicio~2s direct~s realizadas con técnicas de dispersión 

luminosa, (laser) {51}, se tienen los siguientes valores de i)i: 

a) Para temperaturas supercríticas a lo largo de la isocora 

crítica. 

p 

b) Para temperaturas subcríticas a lo largo de la curva de 

coexistencia. 

(T<T ) : 
e 

i)i 0.66 Para vapor saturado 

~ 0.72 para líquido saturado 



Cuando T+T 
c 
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1/ O. G6 para·. vapor.saturado 

•;: 0.72 para líq-uido·saturado 

se tiene en~on~e~ que ~ (difusividad térmica) , 

tienda a cero y el tiempo de relajación es proporc~onal al-

recíproco de la difusividad térmica, es decir : 

(5. 11) 

0 diverge 

0 +"' 

En la tabla 4.1 se resumen algunos valores del exponente~ 

obtenidos a partir de mediciones directas de 0 

Autor (es) 

Tabla 5,1 Mediciones directas de 0 

Sustancia Exponente ~ 

T>T 
c. 

lExplicable mediante 

conducción de calor? 

Brown, Meyer {5 2} H 3 0.67 sí e 

Dahl, Moldover {5 3} H 0,97 no e 

Lipa, Edwars 
Buckingham {54} co

2 
o. 66 sí 

straub . {49} coz 0.36 o. 54 no 

En general 0 (homogéneo) < 0 (heterogéneo), donde homogéneo se 

refiere a una sola !ase y heterogéneo a la zona de dos fases. 

Además en la zona de una fasé, el tiempo de relajación debi-

--

r·-

1 
l 
¡,.,, 

1' -
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do a condudc~6n es m~cho mayo~ que el tie~po directamente medi-
' ·._. ,;.:- ·,·: ' 

do; 0 cond>>0 'med',,· ey;:fapto c1t1e en la, zona subcrítica, los auto 

res defieren co~s~derablemente. 

t 
Dahl, Moldover { 5 3} 

a cond 
lipa d o_f, Elrown, Meyer 

·ª med p2}{54} 

> Straub {49} 

Como ejemplo de comparación gráfica consultar las figuras 

5.5 y 5.6 

5.1.3.4 Efectos debidos a convección. 

El fenómeno de transferencia de calor, se presenta también 

en la cercanía del punto crítico, a pesar que se trate de evi-­

tar el fenómeno de la convección. 

Una inspección sencilla del número de Grashof, principal p~ 

rámetro que interviene en el cálculo de coeficientes de transfe 

rencia de calor debidos a convección, revela otra de las posi-­

bles causas de los tiempos extremadamente prolongados que toman 

los fenómenos de relajación hacia equilibrio alrededor del punto 

crítico: 

ga l!,3 
p • l.IT 

donde a es el coeficiente de expansión isobárica: 
p 

l(av/aT) 
V p 

1 - - • (ap/aT) p p 

( 5 .12) 

(5 .13) 

Aun cuando se tenga11 lonyitudes características 11 ! 11
, muy p~ 
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quer.as e diferencias (t:.Tl, despreciables. de temperatura, el coe 

ficiente de ex~ansi6~ isob&rica ~ p 
.. oo 1 . ·es decir, di~erge 

cuando el sistema se aproxima a su punto crítico, lo que a su 

vez ocasiona que el n6mero de Grashof, tambi&n se incremente sin 

límite, esto naturalmente provoca la presencia de fuertes corrien 

tes convectivas, que activan de manera considerable la transfe-­

rencia de calor en las muestras de ensayo, acarreando como cons~ 

cuencia principal una seria obstaculización en el establecimien 

to del equilibrio de temperatura. Este efecto es sin embargo 

cuantitativamente menor que el debido a conducción, o en todo ca 

so a la difusividad t&rmica (•1er sección 5 .1. 3. 3 anterior), o 

sea 0 < 0cond" 

5.1.4 Impurezas. 

A menudo no es posible determinar con exactitud los datos 

críticos, ni a6n cuando se cuenta con equipo experimental sofi~ 

ticado. En la mayoría de los casos estos datos se obtienen só-

lo mediante extrapolación con ayuda de una ecuación de estado, 

bien sea €sta de tipo cl&sico o no analítica y si los datos crí 

ticos no pueden determinarse consistentemente, ser&n de poca 

utilidad, incluso para proceder con investigaciones exhaustivas 

del com~ortamiento crítico. 

Independientemente de la inexactitud en las mediciones, las 

impurezas pueder. influir considerablemente en los datos críticos. 

Aun las sustancias que se consiguen con "pureza de investi­

gación", no pued~n garantizarse 100 % puras. 

En la literatura no se encuentra información cuantitativa de 

los efectos reales que ocasionan las impurezas en las sustancias 

cerca de su zona critica, el comportamiento ge~~ral no se altera, 

pues a final de cuentas se trata de una mezcla con cantidades muy 

pequeftas de los otros componentes, sin embargo, algunos valores 

pueden cener una influencia considerable. 



+0,255 X 

+0.410 X 

. . . :<.~~.·-~·; · .. ;.;>: :' '. . 
.. · ' 

5. 2 Arreglo experimental para co 2 

5. 2. 1 ~ureza de la muestra 

>,-.·· 

la, seguncl.á serie;. d~ donde 
···.•· 

En el laboratorio de termodinámica de la Universidad Téc­

nica de Munich, RepGblica Federal Alemana donde se llevaron a 

cabo los ensayos correspondientes, se utilizó dióxido de car­

bono con grado de "pureza de investigación". (Forschungsreinheit) 

obtenido de la empresa Buse Sohn, Rudolf, Gmbh, con el certi­

ficado de garantía siguiente 

co
2 

Gases residuales 40ppm 

Análisis de gases residuales: 

99.99% 

97% aprox. 

3% aprox. 

trazas 

Contenido máximo de agua 11 mg/Nm 3de C0 2 

La pureza anterior puede considerarse satisfactoria para fi -

nes de investigación. La eliminación de las impurezas asoci~ 

-. 
,, 

das es prácticamente imposible, además que la cámara de ensa- ~' 

yos puede ser un factor adicional de contaminación, no obsta~ 

te que normalmente se somete a un baño de limpieza mediante 

ondas ultrasónicas durante 24 horas y posteriormenti a un se­

cado térmico al vacío a 120ºC durante 48 horas antes de pro-

1 
"~ 

f -, 
¡ 1 

""' 
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ceder a su montaje. 

Les empaques, Ias ventanas de vidrio y los termopares 

baRaaos por la muestra de gas fueron sometidos al mismo trata 

miento que la cámara de ensayos y durante el inevitable con -

tacto manual con las partes se utilizaron guantes esteriliza­

dos al vacío procurando un manejo ~ínimo de las mismas, a fin 

de evitar que residuos de grasa manual contaminaran las par -

tes de la cámara a presión en contacto con la muestra. 

5.2.2 Calibración de termopares 

Dos juegos de termoelementos consistentes uno de ellos 

de unión Magnanin Konstantan 0.1 O y el otro de NiCr-Konstantant 
3 

de 0.2 x 10 m. fueron cuidadosamente calibrados, usando como 

temperatura de referencia, la de fusión de agua bidestilada 

(273.15 K) y empleando para ello el arreglo mostrado en la 

fig. 5.7, que consiste fundamentalmente en dos termostatos lf 

quidos, que mantienen constante la temperatura, sin embargo, 

dentro de límites normales de incertidumbre. El primer termo~ 

tato tiene como función proporcionar agua de enfriamiento a 

temperatura constante Fara el segundo termostato o de calibra 

ción, que consta esencialmente de un depósito de agua bidesti 

lada serpentín de enfriamiento, resistencia eléctrica, bomba 

de circulación y termómetro de control (Kontakttherrnorneter). 

La función del termostato líquido, es mantener constan­

te la temperatura y esto se logra mediante la adición (con la 

resistencia) o la eliminación (con el serpentín de enfriamien 

to) de energía calorífica. 

Con el fin de otenuar errores de medición, la calibra -

ción se llevó a cabo en los límites útiles para experimentos 

con co~ lT :;; 31.1 ºC+ 0.05ºC), por lo que las curvas de calibra­
cr 

ción sólo cub~:en el intervalo 2HºC<T<33°C, (ver fig. 5 .8) ,ad!:_ 

mSs en obvio de tie1npo dado GUe la calibraci6n consume mucho 



Termostato pre--alemperador. 
Termostato de calibración. 
Recipiente de vidrio con doble 
pared. 
Termómetro calibrado por PTB 
( Physikalische Technische 
Bundesanstalf). 
Termómetro de contacto para 
variar temperatura. 

6 Calentador de resistencia 
eléctrica. 

7 Termopares 
B Bomba de circulación para el 

recipiente de doble pared. 
9 Agitador mecanico. 

10 Masa de cobre. 
11 Aislamiento. 

3 

.s 
11 ' .. 

sal. 

FIG.5.7 ARREGLO EXPERIMENTAL PARA CALIBRACION 
DE TERMOPARES 



-GO-

ti~mpo_ y es~uerza. l(S ·1ncren1Gntos de temperatura se hicie -

ron cada O.s~c y entre 3QºC y 32°C, de tal· forma que por lo 

menos vei11te ~untos se midieron para este fin, cbn cibjeto de 

dismi~uir problemas de hist€resis se hizo una serie de medi 

clones con te~peratura ascendente y otra con temperatura _de -

creciente. 

Los term6metros de calibraci6n, garantizados por la 

"Physikalische Technische Bundesanstalt" (Oficina Federal Fi­

sico T&cnica), entidad equivalente a la "National Bureau of 

Standards" de los Estados Unidos, tenían graduaciones con es­

cala de hasta 0.01ºC, que permitían una estimaci6n de aproxi­

madamente 0.002ºC, en la lectura, sin embargo, su exactitud 

absoluta era de solo+ 0.01ºC. Los valores de medici6n se 

reproducen con un polinomio de 2o. grado, con lo que se obtie 

ne una curva fija con una disrersi6n m&xima de + 0.004ºC. 

Puesto que el circuito de compensaci6n, consistente de un 

puente de Wheatstone equipado con un elemento Weston normal, 

permitía hacer mediciones del orden de 10- 7 V(1D- 4mv), corres 

pendiente a aproxi~ada3ente O.C01°C, podria considerarse una 

exactitud relativa en las mediciones de temperatura, conside­

rando todas las fuentes de error de + 0.002°C, sobre todo para 

detectar diferencias Ce temperatura. No debe olvidarse, sin 

embargo, que la exacticud absoluta se limita a+ 0.01°C. Pa­

ra disminuir errores ¿e apreciaci6n visual se \ttilizaba un te 

lescopio de lectura. 

Durante el procaso de ~alibraci6n los termopares se in­

troducen en la masa e·= •:obre (ver fig. 5.7) que garantiza una 

rápida transmisiór. del calor, en agujeros perforados en la mi_s 

ma, lo que limita los ~en6menos de convecci6n, puesto que la 

masa de Cu y los terrno;:ares se encuentran tod0s sumergidos en 

un baño de aceite d'" ¡:a~af inn. (; ac = Sí7 kg/m 3 ), ti<1ra g.>ranti 

zar una alta capacida6 t~rmica y li~itar las fluctuaciones de 

temperatura unR vez q~¿ se alcanz& 81 equilibrio t~rmico del 



T 
[ ºCl 

·. .. 
T1 y Tz 

. · . ..... : 
.. 

/ ,/ 
IC, / 

. ' : . V . 

I . I·' 
Y. ?• . · .. "'· ;~·;<·· ;I 

·• ·:,: ... 1<'< ' ,/ l/T3 y T 
. 

I• l.< 4 .. 

33,5 

33 

/ / 

1/ 1/ 
32,5 

/ ;' 

V 1/ 
32 

31 / 17 
31,5 

I / 
/ ~p/ 

30,5 

si 
,r/v 

1/ r.i" 

J / 
,V)' 1/ 

7 1/ 
/ 

/. 

29,5 

29 

28,5 

28 

27,5 
1,15 . 1)75 1,20 1,225 1,25 1,275 1,30 1,325 1,35 l,375 1,40 ;,.., 
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sis ter:·. a. El ti8mpo de e,spera entre cada ajuste de. tempe_r_atu_-

ra o;;.:ila!:a .ent:-c 3. y 5 h<?rils Y.· pa:r~ observar '.el: equilibr'io 

se ccr.taloa con Un registra-dór voltaje-tiempó (V ,t:r, que perro.!:_ 
. '· .·· 

tia saber el memento en que.podlan efectuarse la~ mridiciones. 
,- ' 

Las ecuaciones :e .. mpíricas de calibración para los .dos 

pares de termo·e1e·ll\entos' 'resultaron ser 

donde: T .. 
-<.j 

1 ; 29948+23. 269 u 

2.2098 +22.1666 u 

Temperatura en ºC 

U Potencial eléctrico generado 
en la unión del termopar, mV 

5.2.3 Arreglo experimental 

(5 .14) 

La c&mara de pruebas consiste de un cilindro de acero 

inoxidable (norma D I N X 10 CrNiTi 189 )- con dos ventanas 

paralelas de vidrio (Norma [)I¡; BK SI/639 Kron-Glass) y un 

prisna del mismo material, cu~·o Índice de refracci6n es 

n=1.51661{55}, ver figur¿is 5.9 y 5.10. A través de las venta 

nas de vidrie, del medio fluido (C0
2 

liq + gas) se hace pasar 

una luz mcnocrom&tica producida por una l&mpara de sodio. El 

haz l~mincso de la luz amarilla del sodio se dirige de tal for 

rna que se logra la perpendicularidad a las superficies de las 

ventanas de vidrio y a la vez paralelo a la superficie terres 

tre. 

El cilindro de acero in~xidable es la parte interna de­

un cilindio m&s grande de Cu, que permite una transferencia 

r&pida de calor debido a su alta conductividad t6rrnica y a la 

vez cuent~ con ranuras a trav~s de las cuales se hace circu -

lar as~a ti<lestila~a con temperatura controlada por el 20. 

termostato o baño a T=cte. 
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La c~mara cuenta. con des ciorie~iones de tubo ·capilar, una para 

lle~~'-·Y. evacu~r y la otra conectada a una prensd de mercuri0 

vara ·peq~efi~s c~mbi~s de volumen en la c&mara. cue11ta adere~s 

con uri._ag~~a~or loc~lizado en el centro d~ la misma que tiene 

por o~jefo .~ioduci~ peqce~as p2rt~rbu<:iones me~¡nicas al~ededor 

de los estados de equilibrio en la c&mara. Un anillo de acero 

inoxidabie formado por dos placas paralelas se utiliza para in­

troducir en la mcestra de gas, los termopares de medici6n, ¿n 

tanto que otros dos termoelementos se utilizan para medir la 

temperatura exterior de la c&mara de ensayos y de esta manera 

asegurar el equilibrio térmico. 

Con el fin de contar con un buen sello hermético, se tienen 

dos cubiertas adicionales cada una con su ventana de vidrio y 

adem&s con conexiones para entrada y salida de agua proveniente 

del 2ª termostato l{quido, lo que limita aun m&s las pérdidas 

por efectos de convecci6n. 

5.2.4 Sellado de la c&mara. 

Para asegurarse que la c&mara era lo suficientemente hermé­

tica se condujeron pruebas durante un pGr!odo de m¡s de 72 horas, 

primero en vacíe con P~ Pa ~ 10-
2 

Torr y posteriomente a una 

presión de 60 X io
5 

Pa 

si6n respectivanente. 

sin perdidas detectables de vacío o pre-

El sello entre el circuito de aceite y el de mercurio (ambos 

fluidos no miscibles) se lleva a cabo mediante una v6lvula de 

aguja, con objeto de asegurar que la línea de separación entre 

ellos se encontrebd si&mpre en u~ punto fijo. Esto es de suma 

importa~cia para las correcciones de presi6n, debido a las dife 

rencias de nivel entre el aceite, el mercurio y la c&mara, so-­

bre todo el segundo, pues lmm. je error en la detección de la 

columna significa ya una diferencia de presión de l.33Xl0
2 

Pa 

euuivalente a 1 Torr a¡1roxi1nadamente. 
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Se escogió el m'eicuri»Q, dcbido-.~:a-~- su~: -~xc~:l-e.f\'t-é-s-:_c-~·r~ac,t_e.r'í-~S"t._!. 

cas t:í.sicas: ~racti~amente inc'ompr'ésibie a·las te1~p~raturas d~ 
experimentación ( 28 <T <3 3 ~ ~l , neutral qufrnicamen te' e in~ isc ible 

con co
2

. 

5.2.5 Aislamiento y control de temperatura. 

Los experimentos eran fuertemente dependientes ~e la exacti 

tud de la temperatura, puesto que esta er~ la propiedad de esta 

do más fácil de variar. 

El control de temperatura se logró mediante dos termostatos 

líquidos (baños de T=cte) 1 el primero de ellos se usaba para 

eliminar fluctuaciones en la temperatura del agua de la red mu­

nicipal de suministro, que se usaba como medio de enfriamiento 

y pro~ucir así el flujo a temperatura constante para el serpen-

tín de enfriamiento del 2ª termostato. Tanto el lª como el 2ª · 

termostato (principal) usaban a~ua bidestilada para producir el 

baño a T=cte de tal manera que la temperatura del agua de enfría 

miento par.a el termostato principal se mantenÍ3 entre 2ºC y 3°C 

por debajo de la temperatura deseada de la muestra de co
2 

El propósito del termostato principal era por tanto mantener 

una temperatura constante a un valor prefijado de antemano con 

la ayuda de un termómetro de contacto (1 vuelta = 0.05°C). 

Finalmente, el agua bidestilada se alimentaba a la cámara 

mediante mangueras de hule. Ambos termostatos, así como las ma~ 

gueras de interconexión, alimentación y la cámara misma se aisl~ 

ron con espuma de poliuretano, fibra de vidrio y hule-espuma. 

El aislamiento en sí no era un problema serio debido a que 

la temperatura crítica del co
2 

sólo es ligeramente mayor que la 

temperatura ambiental del laboratorio. 

5.2.6 Llenado y eva:uado. 

_!_ 

.... 
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A fin de por-lci-~m~nó~ ~al~á~.i~~--~a -pu~eza de la sustancia g~ 

rnntizada por el provéed6r (Vtir sécci6n 5.2.1\, la cámara so 

evacu6 cuatro veces, ·1a primera parn eli~i11~r aire. 

Posteriormente se llen6 con co 2 puro y se evacu6 tres veces 

m6s, cada período de evacuaci6n se Lirivaba a cabo durante 24 ho 

ras, despu&s de los cuales se efectuaron varias mediciones del 

índice de refracción del vacío, en los cuales se obtuvo el valor 

esperado de ºvª 1.0. D~spu&s de esto la cámara se llenó por 

cuarta vez con co 2 puro. 

Despu&s de una serie de ensayos preliminares se encontró que 

enfriando la cámara hasta .aproximadamente 15°C y llenarla con 

co 2 se lograba un equilibrio de fases con un poco más de la wi­

tad del volumen de la cámara lleno con co 2 líquido y un poco me 

nos de la mitad del volumen con co 2 gaseoso. 

Bajo estas condiciones el punto crítico podía alcanzarse ca 

si sin variaciones de volumen. 

5.2.7 Medición de temperatura. 

Se utilizaron cuatro termoelementos cuya calibración y cara~ 

ter!sticas fueron ampliamente descritas en la sección 5.2~2, los 

termopares y 4 se usaron para las mediciones en el interior de 

la cfi1nara en tanto que los Nos. 1 y 2, en la superficie exterior 

de la cámara, s6lo se utilizaban como medio de verificar que to­

do el sisterr.a se encontraba un equilibrio. 

Las medicio~es de potencial eléctrico se hicieron con el 

auxilio de un circuito de compensación de alta precisión, que 

permitía la detecci6n de diferencias de potencial del orden de 

1D- 7V. 

5.2.8 Medici6n de presi6n. 
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El equipe p~!~a r1edici6n de presi6n consiste de una pren­

sa da Hg conectada a la cámara a trav~s de un tubo capi1.ar de 

acero inoxidable. Pera poder determinar con buena exactitud, 

la diferencia de niveles, la superficie de mercurio debía ma~ 

tenerse siempre a un nivel visible en la c&mara. El detector 

de presión consistent~ de galgas extensométricas con resisten 

cia variable producía una variaci6n en un potencial a limen 

tado por un aparato de alta constante de tensi6n elfictrica. 

Esto implica finalmente la conversi6n de una se6al mec&nica a 

una eléctrica, que se alimenta a un miliv6ltmetro de alta pr~ 

cisión. La determinaci6n final de la presi6n se obtiene me -

<liante la reproducci6n de la seftal eléctrica por medio de una 

prensa hidra~lica de calibraci6n de man6metros una vez que se 

aislaba el ciruito de la c&mara {56}. 

El procedimiento en el calibrador de manómetros permite­

la reproducción de se~ales de presión con una exactitud de 

+ 150 Pa (57}. 

5.2.9 Medición de densidad. 

La base fundamental de la experimentación es utilizar un 

método optico para hacer mediciones directas de la densidad 

aprovechando la fórmula desarrollada por Lorentz-Lorenz: 

i_:_J_ 
n2 + 2 

!i. = R(p,T ) 
p 

M masa molecular de la sustancia 

p densidad 

R refracción 

n indice de refracci6n 

_ .. __ . ___ .. -·--··- ·-·-···· -- ... - - - .. - .. -· 

( 5. 1 5) 
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En (5.14) puede introdu·cic50 ol cc-11ci;pto de refracción es­

pecífica: 

r= 

2 
~ 

n
2 + 2 

R 

¡.¡ 

1 
p 

r (p, T) 

( 5 .16) 

(5 .1 7) 

La refracción específica h muestra realmente una dependen­

cia dlbil de (f,p). Michels y Hammers {58}, midieron R para 

co
2

. a distintas temperaturas, desde 25ºC hasta lOOºC y encon-­

traron una variación despreciable en R de apenas 6.68•10- 3 a 

6. 5/10-
3 

m
3 
/mol. Por esta razón, la variación de h puede con 

siderarse despreciable en el estrecho margen que implica la e~ 

perimentación alrededor del punto crítico. Es decir, sin error 

apreciable y considerando la incertidurrbre experimental, h pu~ 

de considerarse {49}, con el siguiente valor: 

r = (0.149 ± 0,0007)X 10- 3 m3
/kg ( 5 .18) 

La razón de seleccionar el mltodo de medición del índice de 

refracción se debe a que, en opinión de algunos autores como 

Vukalovich y Altunin {59}, este mitodo es el m&s adecuado para 

determinar la temperatura crítica, que es un poco menor que 

aquella en la cual el menisco aparece o desapar~ce. Cerca del 

punto crítico el establecimiento del e~uilibric tirmico, depe~ 

de fuertemente de la distribución de densidad, que a su vez de 

pende de la temFeraturn y la altura de la c&mara, es decir 

p= p (T, Z), debido a la compresibilidad isotirmica que diverge 

cu..:iHdo la sustancia se aproxima al punto crítico. 

Dentro d8 la c&n~ara y adherido a una de las ventanas de vi 
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drio se colee& un prisma trapezoid~l con 2 angtilos de 45° se-

gGn informaci6n proporcionada ~or el fabricante. Con ·objeto 

de v~rificar•estos dates se procedi6 a llcivar a cabo una seiie 
. -

de mediciones con un espectro-goni6met.ro, habi.endO. determinafio 

con tod<i cuidado -~ valores de los á.ngulos del prisma que .re­

sultarcin ser {60}: 

Ct· 
l 

a 
2 

45°03 1 37. 3766" 

44°58' 5.1383" 

La luz de una lámpara de sodio se hace pasar a través de 

un colimador-condensador que tiene la característica de produ­

cir un haz de rayos paralelos (en lugar de dispersos). 

El haz paralelo pasa entonces por una ranura vertical de 

0.1 X 10- 3 
m de ancho, lo que produce una línea vertical de 

0.1 mm de espesor. La raz6n de usar una fuente de luz monocro 

mática es evidentemente el evitar la descomposici6n de la luz 

en sus colores espectrales, de tal manera que la refracción lu 

minosa s6lo desvía una línea vertical, que puede usarse para 

medir primero angules de refracci6n y posteriormente el Índice 

de refracci6n para uso en la ecuación (5.15) 

No se reproduce la geometría del paso del haz luminoso a 

través de la cámara de pruebas, que puede sin embargo, visual~ 

zarse en la Fig. 5,10. La fórmula para determinar el Índice 

de refracci6n es un poco complicada y se encuentra en el traba 

jo de Do Uvong-Hampl {61}, que puede simplificarse mediante un 

ajuste cuidadoso del haz de auto-colimación del telescopio de 

lectura a la siguiente expresión: 

n sen (w - sen- 1 na 
p 

sen w 

n 
p 

sen y) 

( 5. 19) 

¡,,\ 

t 

í .. 



Donde: 

Donde: 
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n indice de ref~acci~n del prisma 
p 

w ingulo del ~~isna 

"( ingulo medido<entre el ajuste de cero y el haz des 

n 
a 

viadÓ 

i'.nc1~¿~J;ie,;,~:~;MbC:'~i6n del 

m~~~ci6n i,:á.,e;;aCÍrerd.o a la 
. ·:.::· ... ' .. 

_.·,:r:. 

P
0
= 101325 Pa (760 mm Hg) 

T 
0 

= 2 7 3 , 15 Kg 

aire, calculado para cada 

f6rmula siguiente 

(5 .40) 

P
00 

y T
00 

se determinabancada vez que se llevaba a cabo una 

medici6n por un term6metro del cuarto de pruebas y un· bar6me­

tro de alta precisi6n con registrador de 24 horas. 

5.3 Los experimentos 

Las mediciones se hicieron entre 22.7°C., y el punto crít! 

co. La cimara se llen6 en un principio con co
2 

a una tempera­

tura de 14ºC, y despu€s del primer período de calentamiento,se 

observaron 15 relajaciones a equilibrio despu&s de cada nuevo 

ajuste de temperatura. 

La estabilidad de la temperatura, se vigilaba con un regi~ 

trador temperatura - tjernpo (T,t), con el cual se podrían dete~ 

tar con facilidad diferencias del 6rden de 0.003ºC, mediante 

el use de la escala de 3 µV(rnicrovolts). La presi6n se verif! 

caba con ayuda de un transductcr de pres!6n y un miliv6ltmetro 

conectado a un registr~dor Voltaje-tiempo ~ (p,t). 
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El-~cercarniento al punto-crítico se hizo_ mediante increme~ 

to;; muy pequeñ.os de temperatura, desde o.·2°c, en·· 1a zona "ale­

ja¿a•, hasta o.os•c en la zona "cercana", puesto que el proce­

so debe ob~erva~se cuidadosamente para evitar la salida del 

campo de dos fases, lo que puede ocurrir fácilmente en un ca­

lentamiento a V = cte, pasando a la zona homog&nea sin pasar 

por lp. crítica, La cámara disponía de un dispositivo para va-

riar a voluntad el volúmen de ensayo, de tal forma que siempre 

era posible mantenerse a "distancia" razonable de la isocora 

crítica. 

Las mediciones se hacían hasta que se alcanzaba el equili­

brio, lo que normalmente requería de 2 a 4 horas de tiempo de 

espera, despu&s de cada nuevo ajuste de temperatura. Sin em--

bargo, estos intervalos crecían considerablemente a medida que 

se aproximaban las condiciones críticas. A partir de 28°C, el 

vistago de la válvula para el agitador mecánico funcionaba co­

mo una superficie extendida para transferencia de calor, con 

el medio ambiente de 21ºC, lo que hacía sumamente difícil el 

alcanzar el equilibrio. Para vencer esta dificultad, se recu-

rrió a una solución muy simple y por demás rudimentaria, la 

vilvula se calentó por la parte superior con ayuda de una lám­

para incandescente de 60 W ensayando diversos alejarnientos,ha~ 

ta que se encontró un distanciamiento adecuado que permitía el 

restablecimiento de equilibrio. 

A fin de determinar las dos ramas de la curva de coexisten 

cia, se hicieron mediciones con los dos ángulos de~ prisma, 

así que las indicaciones en las figuras 5.11, 5.13 y 5.14 que 

mencionan "ángulo izquierdo" o "ángulo derecho", se refieren 

respectivamente a los 5ngulos. 

CL 45°03' 

44°58' 

37.2766" "izquierdo" 

5.1383" "derecho" 



La denominación "izquÍ.erda'. 11 , ):'. "derecha'.'., se. refiere a la 

posición relativa del telescop~o ~e lec~u~a co~ respecto a la 

cámara experimental, 

5.4 Presentación de resultados 

Las figuras 5,11 a 5,14, inclusive muestran los resultados 

de esta experimentación y su comparación con otros estudios 

llevados a cabo en el mismo campo por otros autores {49, 62,63}. 

La fig. 5.11 es una gráfica de temperatura v~. indice de 

refracción, que de acuerdo con la expresión (5.16), debe ser 

cualitativamente similar a una curva (T,p} 6 (T,v}, salvo por 

un factor de escala, corno lo demuestran las figuras 5.13 y 5.14, 

que presentan la curva de c¿existencia en el plano CT,p) y Cp,p), 
respectivamente, en tanto que la figura 5.12, muestra la curva 

de presión de vapor. 

tudio son: 

Los valores críticos obtenidos de este es 

T = 31,l09°C ± 0,0045°C 
cr 

P =(74.2 ± 0.0215)•10 5 Pa 
cr 

ncr 1.109 ± 0,0003 

Los valores anteriores son ligeramente mayores que los que 

aparecen en la literatura, sobre todo la presión crítica, pue~ 

to que el valor de la densidad es relativamente correcto, den-

tro de la exactitud que permite la experimentación. La discre 

pancia es posible que se deba a cualquiera de los siguientes 

factores o al conjunto de los mismos. 

al Impureza en la muestra de co
2 
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b) Falta de limpieza ~bsoluta en la c¡mara 

c) Influencia de la su~taricia adhesiva del prisma a 

la ventana de vidrio. 

d) Errores normales de medi~ión 

e) Inexactitud del equipo auxiliar. 

Como ya se mencion5 en la sección 5.1.4, no se encuentran 

en la literatura mediciones concretas del efecto de impurezas 

en las muestras de ensayo. 

Una impureza provocada artificialnente por Straub {49} en 

una muestra de N
2

o (oxido nitroso), consistente en la "contami 

nación" por 1.1% en Vol. de H2o produjo un incremento en la 

presión crítica de 2 bars en tanto que la temperatura crítica 

sufri6 un incremento de 0.2ºC, esto tal vez explique parcialme~ 

te la ligera inconsistencia con los valores de la literatura,t~ 

da vez que distintos experimentos muestran siempre distintos 

resultados. 

La teoría probabilística del error elimina virtualmente la 

posibilidad ae obtener resultados iguales para experimentos 

distintos {63}. 

5.5 Perturbaciones Mec¡nicas 

El agitador manual acoplado a un v¡stago de válvula de ag~ 

ja, tenía como propósito el introducir pequeñas perturbaciones 

mecánicas alrededor de estados de equilibrio en la muestra. 

Sin embargo, la energía introducida al sistema de esta far 

rna no era presurniblementete suficiente para causar un desequi-

librio. El Gnico efecto detectable fue l~ desaparición de la 

línea producida por el haz paralelo de la luz monocrom¡tica 

del sodio, por el tiempo mínimo de 3 a 5 segundos, seguido de 

su reaparición exactamente en el mismo punto despu6s tle la agi 

taci6n. Una posible explicación de este hecho se debe a una 
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"anomalía débil" .. de Ta visco.sidad; ·qüe·preéll.'c~n las teorías de 

escala {64}, i~:i q·.ie· fi~.i~á<i.ta.':-·'.·1a><3 .. éi'f~~5-~·--.:·,a:~ :energí~ mecánir:~, 
' ·- ... .., 

más aún tratándose ele un ·agitador' manual. Debidc a esto, no 

fue posible obtener ninguna ni~dibió~ útil, por lo que aqul ca­

be hacer notar. que sería ¿onve~i~nte llevar a cabo experimen-­

tos adicionales con un agitador accionado por un motor eléctri 

ca o cualquier otra fuente de energía mecSnica, en la cual el 

suministro de potencia pueda medirse con precisión, ya que la 

potencia manual no es fácilmente medible. 

5.6 Observación de la relajación hacia equilibrio de la densi­

dad en la transición a la región supercrítica 

Partiendo de la vecindad inmediata del punto crítico, se 

ajustaron 2 diferentes temperaturas en dos experimentos disti~ 

tos. Las figuras 5.15 y 5.16, muestran el comportamiento obt~ 

nido para dos desequilibrios preseleccionados, en el primer e~ 

so de T-T~= 0.14°C y en el 22 caso T - T~ = O.ZºC, donde se 

aprecia un comportamiento que podría catalogarse de hiperbóli­

co si se considera como eje de simetría el valor de densidad 

hacia el cual tienden en el tiempo ambas ramas de las medicio­

nes de densidad (es decir, densidades de la fase líquida y la 

fase gaseosa). 

El tiempo hasta alcanzar una separación de la densidad co­

mún, fue en el primer caso el doble del segundo, de donde se 

infiere que el tierapo para el establecimiento del equilibrio, 

al aproximarse al punto crítico aumenta exponencialmente. 

Las medicicnes, segGn la diferencia de temperatura selec­

cionada tomaron un tiempo de 5 y 2.5 horas respectivamente, en 

tanto sue los registradores de temperatura y presi6n, mostra­

ban que tan solo a lC minutos estas variables habían alcanzado 

su equilibrio. 
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5.7 Consideracfón d~ errores 

Los errq~~s- en las mediciones se determinaron como sigue: 

a) La ~x~ttlt~d ~n el circuito compensador pars mediciones 

de temperatura ~ra de± 0.2 pV~ que correspnnde a una di 

ferencia de temperatura de ±0.0C45ºC. 

b) La apreciación en el microscopio de lectura del espectro­

goni6metro era de ± 12" para los 5ngulos de refracci6n, 

que aunado al error en la refracci6n específica 

r=(0.149±0.0007)Xl0- 3 m3/kg) implica una incertidumbre 

e~ la medici6n de densidad de ±0.003Xl0
3 

kg/ m
3 

c) En la presión se tiene una variación de ±1 µV en la re­

pro~ucci6n de la sefial por el calibrador de manómetros. 

Errores en la correcci6n de la presión no surgen debido 

a que las diferencias de nivel no varían. 

El circuito Hg-aceite se separaba, se limpiaba y se dre 

naba antes de cada medición. De cualquier forma debe 

contarse con una diferencia de presiones en el interva­

lo de trabajo de ± 2100 Pa 

d) Errores debidos a impurezas no se pudi~ron determinar 

ccn el equipo disponible, probablemente sean la causa 

del desplazamiento del punto crí~ico en comparación con 

valores dados en la literatura. 

5.8 Conclusiones de las mediciones experimentales 

No obstante las dificultades inherentes a los ensayos exp~ 

rimentales que ya han sido mencionadas a lo largo de este capi 

tulo, fu~ posible lograr resultados satisfac~or~os. Las medi-

cienes coinciden razonablc~ente con laE valores que se obser-­

van en la literatura (,'~ 1 - f:igu~~Ds 5 .11 a 14), sobre todo en la 

fase gaseosa. La leve discrepancia que se observa en la fase 

liquida con resvect(. ~ ~iverscs valores reportados en la lite-



ratura {42,. 49, G2, etc .. }, p_uode aún conside1;arsc como parte 

de la incet"tidnmbre· s\ih.yc..1C~nt~ a ~oda :e.xperiment.aci~n.. Las con 

clusior.es generales ·_.pueden resu:nirse a continuación: 

l.- El i~tento de observar y describir fen6menos de relaj~ 

ci6n hacia equilibrio en la cercan!a de la regi6n crí­

tica tuvo &xito en el aspecto cuantitativo de las pro­

piedades más comunmente medidas, es decir (p,p,T). 

El desplazamiento casi exponencial y con tendencia asin 

tótica hacia valores de equilibrio se observa en las 

gráficas correspondientes. 

2.- El tiempo que el sistema requiere para alcanzar equill 

brio aumenta exponencialmente a medida que se aproxima 

la regi6n de comportamiento crítico de la sustancia. 

3.- La densidad es una propiedad decisiva en la relajaci6n 

de sustancias puras hacia equilibrio en la vecindad de 

la regi6n crítica. Esto se concluye de la observación 

de los experimentos de relajaci6n en que tanto la pre­

si6n como la temperatura alcanzan r5pidamente sus vale 

res de equilibrio, mientras que la densidad tarda ha-­

ras y aún d!as en alcanzar su valor de equilibrio, de­

pendiendo este tiempo inversamente de su cercanía rela 

tiva al punto critico. 

4.- El m&todo 6ptico consistente en medir la refracci6n de 

la luz es el más adecuado para mediciones en la región 

crítica, pues la perturbación ocasionada en la medici6n 

de densidad es tan peq~efia que puede despreciarse sin 

error. Estrjctamente, la perturbación se limitaría a 

fenómenos cuánticos de interacción de fotones, totalmen 

te despreciable para mediciones de propiedades macros­

cópicas como en el presente trabajo. 

5.- 'rantc lu e;._pcrimentación correspondient8 a este traba­

jo, cc1r.1C• l? teoría actual disponible en la literatura, 



coinciden en ~i hech~ que la ecuaci6n de e•tado ¿s ~n 

flttido en la cer.c.áiiía .'del P.un.to crítico no es de ~r_,~-.:. 1.l-

raleza analítica. Esto implica ~u~ la energía libre y 

sus propiedades deriva¿as no sean susceptibles c]o:; desa 

rrollarse en serie de Taylor, en contraposici6n a !a 

teoría clásica. 

6.- El uso directo de valores de medici6n para la elabora­

ción de ecuaciones de estado adolece generalmente del 

defecto de considerar la ecuación analítica en el pun-

to crítico. La reproJucción de valores con aproxima--

ción suficiente en la región crítica se ve así limitada, 

pues se parte de una suposición en principio falsa. 

Es de esperarse entonces que en tanto no existan méto­

dos de cálculo adecuados, deberá seguirse recurriendo 

a mediciones experime~tales. 

7.- En el uso del potencial de Helmholtz descrito en el pr~ 

sente trabajo, tambi&n puede considerarse un comporta-­

miento basado en la teoría del campo ~edio (clásica) 

para el punto crítico, que de acuerdo con la conclusión 

6., se adaptaría incorrectamente a mediciones experi--

mentales. Sin embargo, para el uso de la t&cnica, daría 

una aproximaci6n adecuada en todo el espectro de estados 

fluidos, eliminando desde luego la región crítica. 

8.- Las dificultades esbozadas en las conclusiones 6, y 7,, 

pueden subsanarse mediante una solución "híbrida", es 

decir, una ecuación de estado compuesta de dos partes, 

una con comportamiento cl&sico para regiones 11 alejadas 11 

del punto crítico y la otra de comportamiento no anali 

tico con ecuaciones 11 de escala 11
• El cambio de una a 

otra, puede hacerse con una ''funci6n switch 11 corno se 

describe en la secci6n 4.2. Cabe hacer notar, sin ern-

bar 130, que esto es s6lo una reflexi6n de este trab~jo, 

que no se lleva a la pr&ctica, pero que eventualmente 
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puede conducir a una investigaciói:\;'teóricá, ·según los 

lineamientos de la_ teoría -estadÍ:stica. tle la estimnción 

que se describen en el ap&ndice. 

9.- El rnfitodo de determinación de par&rnetros descrito en el 

apéndice, es en realidad ajeno a la ternodin&rnlca y las 

derivadas parciales a Z::i/<l C\ no corn>sponden a ninguna 

fundamentación b¡sica. su oar&cter es m&s bien numfiri 

ca, con aplicaciones en la técnica parn reproducción 

de características y propiedades de estado. 

10.- La solución propuesta no es excluyente ni definitiva, 

el paso siguiente es encontrar un desarrollo completo 

de la ecuación de estado, para aplicaciones o usos fu­

turos de los datos experimentales. 

-r--

¡.._., 

1 ... 

\ 
l.. 
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A. Apéndice 

A.1 Introducción 

El mitodo propuesto en el capítulo 4 de este trabajo re­

quiere, como ya so moncionó al final del mismo, el auxilio de 

la teoría de los DÍnirr.os cuadrados, que a final de cuentas re 

presenta un método que forma parte de la teoría estadística -

de la estimación, originalmente desarrollada por Gauss on 1809 

cuyos trabajos originales no fueron consultados, pero sí una 

reproducci6n de los rnisrnos q~e se encuentran en la referencia 

{ 4 4}. 

Puesto que en obvio da tiempo se renuncia a desarrollar el 

método corr.pleto y a probar la benevolencia del mismo, se consi 

dera pertin9nte hacerhincapié en que la teoría estadística de 

la estimación, forma parte de la técnica dal análisis multiva 

riado{65} y como tal, no se preven dificultades extraordina -

rias en el desarroll0 de una ecuación modelo tal como la (4.3) 

que se describe en el capítclo correspondiente. 

Si bien tanto en el capítulo 4 como en esta introducción 

las ccnjeturas marcan la posibilidad de un desarrollo forrr1al 

de una ecuaci6n modelo en f<Jrma param~trica, en este ap~ndice 

.,de -VJ6oW-
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la posibilidad de una formulación rigurosa del método de Gauss, 

que puede utilizarse para eventualmente alcanzar el objetivo 

de establecer rina ecuaci6n empírica satisfactoria d~ la ener-

g{a libre o funci6n de Helmholtz. ~ 

A.2 Mediciones 

Las reflexiones siguientes son válidas para cualquier m~ 

delo, incluso no-lineal, cuyos errores de aproximación se co~ 

sideran a phlo~l, tan pequeftos, que pueden despreciarse{66}. 

Para la estimación Óptima de los par&metros al puede di~ 

ponerse de valores de medición de distintas propiedades term~ 

dinlmicas de un fluido. En la región de estado homogéne~ , 

cada medición debe producir una terna de valores de propieda-

des de estado inter-relacionadas, es decir (C.p' T, V l, 
(c.p' T,pl, (e.V, T,vl, etc. 

Si se trata de propiedades de saturación, entonces las 

mediciones representan pares de valores, por ejemplo (ph,T}, 

(v,T), (11
69

,Tl, etc. 

Finalmente, las mediciones de los dates criticas no tie~ 

nen ningun "grado de libertad", pues son en realidad valores 

constantes en el comportamiento de la materia. Sin embargo, 

siguiendo este criterio, se tendrla un valor único, por lo g~ 

neral el de la temperatura critica. No obstante, siempre se 

tienen tres valores por lo menos en toda medición experimen -

tal de sustancias compresibles. Es decir, al menos (p,v,T), 

lo que se hace a manera de comprobación, puesto que no puede 

presuponerse en la realidad una correlación determinada de 

las propiedades termodinámicas. La discusión anterior se re­

fiere en realidad al número de variables independientes de ca 

da región de las mencionadas anteriormente. 

¡,., 



ra1·a la !..·egió:i. homogénu¿t, una de .las tre::. tJrn;i:i..edt!des p~e 

de catalogarse canto dependie~te z¡, en tdntc qye a las otras 

d:os pue:ae asign¿írseles el ::-arricter de, ~ndependfentes, obede -

ciendo a~{ el ?ri~~ipio de la ley cero [7}, es decir se consi 

dera.n X., 
,(.. 

con este car&ctir. 

De acuerdo con la expresión (4.3), debe intentarse que 

las variables independientes siempre sean (T,v) o en su caso 

(T, P 1. En el caso de propiedades de saturaci6n s6lo se tiene 

una variable independiente X.i.. y en eL punto crítico no hay 

ninguna propiedad independiente. 

Los errores que inevitablemente se encuentran asociados a 

las mediciones, se distinguen a continuaci6n de los valores 

verdaderos 

El resultado de la j-ésima medición correspondiente a las 

propiedades de estado (X,¿, IJ,¿, j,¿, )se designa con (X.lj' Yi..j, 

Z .. ), de tal forma que a cada medición se le asocia el error 
.<.j 

X .. - X .. , Y .. 
.(..j .(..j .(..j 

T 
lj.. z .. - z .. ) 

.(..j .tj .(..j 

donde E es un vector de errores para cada medición j. 

(A. 1) 

De acuerd~ con la s\1posici6n inicial de esta secci6n, en 

el sentido que los errores de aproximaci6n de la función mod~ 

lo son despreciablernente peque~os, el vector de errores 8 pu~ 

de entonces intarpretarse como 1lesviaci6n entre las medicio -

nes y los valores de la funci6~ modelo. Esta suposici6n fun-

damcntal permite aco1,1a~ las mediciones a las propiedades del 

modelo, as decir el vector tuscado de par&metros a. La fun -

ción modelo ~ ~ebc por tanto establecer correlaciones entre 

X •. ' .tj 
~1 et dt: la forma 

" ( x. .. , y .. , -;1·· a) 
.(.. .tj .tj ~ 

o (A. 2) 
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A,3 La teoria estadistica de la estimación 

Para la estimación de parámetros sa propone usar el méto 

do de máxima ~irnilitud o de semejanza máxima, ya conocido por 

Ga.uss ·y desarrollado e investigado inte·:nsamente por R.A. Fisher 

a.prin~ipios de siglo, como se reconoce en la literatura rela 

~ionada con la estadística, por ejemplo {44}. La probabilidad 

que las propiedades X1 1 •••• ,xn, tomeri un valor determinado 

.:t1, ..... ,:tn, se define como: 

(A. 3) 

(A.3) está definida para el ~aso de variables discretas, si e~ 

tas son continuas ~.3) representa entonces la densidad de pr~ 

habilidad para que el sistema de propiedades (x 1 , ••• ,x ), tome n 
el conjunto de valores (.:t¡ 1 ••• , .:t

11
). En la teoría de los míni-

mos cuadrados,g<.:t!eJ representa un producto de la función del 

error de Gauss : 

(A. 4) 

donde los "valores verdaderos"~,¿• son funciones dadas de 0. 

Fisher sustituyó en (A.4), los valores observados X,¿, en lugar 

de los :t,¿Y la denominó 6ttnc.i6n de. .6.üi1ili.:tud. Aquellos valores 

de los parámetros 0 que hacen máxima la función de similitud, 

se denominan va10Jle.,s 111cfo plcui.,s.lbte..&. Et método de. mcíx.ima. .6.úniU:tud 

consiste por tanto en utilizar el valor más plausible 0. La similitud no 

se debe confundir con la probabilidad. Si bien es cierto que se define co­

mo probabilidad o densidad de probabilidad, no se refieren éstas a los p~ 

rfunetros desconocidos, sino a las propiedades observadas. A los parámetros 

no puede en absoluto asignárseles una densidad de probabilidad, puesto que 

no son d~ naturaleza aleatoria. 

Con esta introducción simplificada puede procederse a de­

linear una estrategia para determinar el vector de parámetros 
l ... 

' 1 
1 
\, 
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a, de tal macera que la probabilidad de.o~tener el conjun~o 

de d..it.os de rr1~dición con su y~·ctor'.·.···ci~.\._:e·-r:tC»{·~··s .. --§. sea···máxima. 

La esr..i~ación de máxima slm-ilitud· ·_de U-·, exig.e que -·la .·función ·. '. .. .... 

de si:nilitud : 

L (A. 5) 

sea mixima con las condiciones asociadas de la ecuaci6n (A.2} 

En (1\,5) p es la densidad de probabilidad que 

aparezca el vector de errores §. Para definir esta densidad 

se recurre a las hip6tesis de simplificaci6n siguientes, que 

en muchos casos son lo suficientemente aproximadas : 

a} Los componentes de ¡;son independientes estadísticamen 

te. 

b) Los componentes de E tienen una distribuci6n normal 

conocidas a~ 
.(, 

con valor medio nulo y varianzas 

Bajo estas hip6tesis, la funci6n de similitud es 

( 1 T -1 ) L = C•exp - 2 f ~ i:; (A. 6) 

En (A.6), C es una constante que no interesa y ~ es la 

matriz de varianza-covarianza, que debido a la independencia 

estadística de los errores, es una matriz cuyos únicos miembros 

distintos de cero se alojan en la diagonal principal y son las 

varianzas V = o 2 que se suponen conocidas. nn nn' Para que L sea 

máxima se requiere que : 

s (A. 7) 

sea nínima, dondio (l,, 7) es una forma cuadritica positiva def.!_ 

nida, que aparece como argumento de la f~nci6n exponencial 

(A.6). Puesto que no aparecer~ producl:os mezcL1dos de errores 

de me1ici6n, S es una .suma ponderada de errores al cuadrado, 

que también puede expresarse corno 
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lt [i . . J 
j·~ · {(X.- x .)/cr .)~ + ((Y.~y.)/rr·· . . y + .. ··(.(z··.·"' z .. )/cr .. )~ 

-1 .i. . .t u J . .t .<. .Y~· J ···• . . -<- .{. .. · u J {A.8) 

. . 

En {A,8) el iubtndice L marca lai mediciones hechas sobre 

el punto j del total 11 de puntos disponibles. 

Los valores vercladeros de (A.8), x.l' IJ.¿ 1 z.l' de las pro­

piedades termodinámicas de estaclo 110 son independientes entre 

st. Cada punto de medición produce al menos una condición 

asociada de la forma (A.2). El uso de multiplicadores de. 

Lagrange para minimar S conduce a un sistema muy grande de 

ecuaciones dificil de manejar. Puede optarse por no seguir 

ese camino, sino postular que existe una ecuación modelo para 

cada propiedad de estado z.l , tal que reproduce la relación 

entre las variables independientes y el vector de parámetros 

a en forma explícita : 

z. = ¡;(x .,y .,a) 
.(. .(. .(. - (A.9) 

Con (A.9) puede eliminarse en (A.S) el verdadero valor 

desconocido de Z¿, de tal manera que la minimación de la suma 

S, puede hacerse sólo con respecto a dos variables independi~ 

tes. La contribución de un punto, según (A.8) serta entonces: 

(X - x) 2 /a~ + (Y - y) 4 /cr~ + (Z - ¡;(x,y,~)) 2/cr~ (A.1 O) 

Los sub!ndices l,jse han eliminado en (A.10), por simpl! 

ciclad. Para que la contribución sea m!nima, las derivadas con 

respecto a X e lj deben ser nulas, lo que conduce a : 

(l/G~ )(X x) + (l/a~) (Z ¡;(x,y.~))(ar,/ax) o (A.11) 

(1/cr~)(Y - y) + (1/cr~)(Z - r,(x,y,~))(ar,/ay) o 
(A. 12) 

.-í 

Lv 

\ .... 
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ñ.ctomás, dt°'!S..:1rrollando ( 5. 20) en serie de Taylor 

, - ai; 
\;(X,Y,a) = c;(x,y,~) +~~(X - x) +ay (Y - y)+ ... (h. 1 3) 

Con las ecuacior.es (A. 11· al A. 13), pueden eliminar3c en 

(A.1 O) los valores verdaderos desconocidos de las variabl~3 

independientes. En (i'..13) se interrumpe el desarrollo de 

Taylor despu§s de los t&rminos lineales bajo la suposici6n 

que los errores ce mecici6n (X-xl y (l'-y) son lo suficiente -

mente pequefios para peder despreciar t&rminos de orden supe -

rior. El resultado de la sustituci6n conduce entonces a la 

contribución de un punto de medición como : 

[z - ¡;{X, Y ,a)]2 

Por tanto la suma de errores al cuadrado S, en su primer 

paso de minirnaci6n se reduce a 

donde 

s 

a~. 
.<.j 

rfJ./cr 2
)· [z 

j .i.j .i.j 
- r; (X 'y ,g,))2 

,¿ .[j .i.j 

(a:; + ( a~/dx . ¡ zª2 . + ( ai:;/af!. ¡ 2ª2 . ¡ . 
~·" .(. )(.{. .{. f/·l j 

(A. 14) 

(A. 1 5) 

Por medio de este proceso si·e.-npre resulta un error apa -

rente de medición, al comparar el valor que produce el modelo 

en función de los valores medios X,Y y no con los valores ver 

daderos desconocidos X,lj • De aquí que en el denominador de -

(A.14) aparezcan las tres varianzas de los errores de medici6n 

de acuerdo con la ley de propagación del error de Gau66 {44}. 

En (A.14} se observa aGn un~ depender1cia de par&rnetros que 

exige la mini~aci6n ¿a la rnis~a con respecto a ª¿' mediante un 

segu11do p~so de 1~ es~im~ci6~ de mSxi~a similitud. 



- 84 -

A.4 ta suma de erro~es .al cuadrado. 

La minimación de S, se fa¿ilitri. considerablemente, si en 

el cálculo de las varianzas u • de la ecuación (r,. 15), se CO!;_ .lj 
sideriln las derivadas ('Hjax,¿ l (a~JªY.c:,l inde¡;.endientes del 

vector a . Las varianzas se manej3n entonces como constantes 

en el proceso. Esta simplificaci6n se justifica, debido a 

la incertidumbre con la cual se conocen las varianzas 

cr 2X.l, a 2y.l, y cr 2z.¿. Aquí surge sin embargo la dificultad de 

necesitar pre-correlaciones z. = i;;. (x., lj .) , que permitan de- , .... 
.{, ;(. .{, .{, 

terminar las derivadas que requiere la ecuación (A.15). Esto 

puede subsanarse haciendo uso de toda la información disponi­

ble en la termodinámica, ecuaciones empíricas, de escala, de 

presión de vapor p
6 

= i;;
6 

(T), etc., lo que puede conducir a ob 

tener una función modelo l)i (ec.(4.3)·, aún no definitiva que 

pueda a su vez usarse de nuevo en procesos iterativos para 

mejorar el valor de los factores de ponderación (recíprocos 

de las varian:as). 

La suma puede representarse matricialmcnte 

S(¡;¡) (A.16) 

El gradiente de S con respecto a a , debe anularse para 

el valor mínimo de la suma 

lo 1'.¿ 

(A. 17) 

Donde J(a) es la matriz jacobiana de las funciones mode­

con respecto a los par<lmetros a. cuyos elementos son : 
~. 

Jú = L .r;.(X .. , Y .. , a) 
3afi .t .LJ ·LJ -

(J\. 1 B) 

La dspendencia del lado derecho de l, resulta de la arde 

aación de los pares .lj al índice l. 

,. 
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tenga de parámetros Lt". y. ·-s·ci'-·-~on-'~-_;.;e~,- cfohi.J? ~-cu·ac-~on~s 
;_ . 

que pueden ser lineales o no linenles; según la. de:. 
~ . . ' 

pendencia que exista en las funcionriscmod~lo ~. de los par&m~ 
: ,(, 

tres a. .. . (.. ":.·> . 

Como solución pt:ede en1plea.rse.elmétodo de Newton {67}, 

que consiste en partir de una splu~ión inicial aproximada a 
· ...... : . -"( 

las ecuaciones no lineales se ~usti~~~en entonces por un pol! 

nomio de Taylor de primer grado : 

o (A. 19) 

Donde Hes la matriz Ressiana de la suma de errores al 

cuadrado que surge de la diferEnciación del gradiente de S, con 

respecto al vector a , con los elementos : 

(A. 20) 

En cada paso se obtiene un vector mejorado ~y+l=~y +tiq,y y 

se establece así un proceso iterativo. 

Si se hace la derivación (A.14) según (A.20), se obtienen 

los elementos de la matriz Ressiana 

(A. 21) 

Para una aproximación lo suficientemente buena del vector 

de pur&metros <!: , es de esperarse que el primer término de 

(l\. 21), sea mucho mayor que el 2o., lo que ¡;.ermite eliminarlo 

de la ecuación. Esta simplificación se debe a K.F. Gauaa y 

entor.ces (A.19) toria la foi:r.1:1 de : 

o (A. 22) 
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No se continGa con las peculiari~a<les de la soluci6n de 

ecuaciones no lineales, por salir de los objetivos de este -

trabajo, la referenc{a {39} d& u~a excelente descripci6n del 

proceso. En el capít~lo 4 se discute breveMente, la funci6n 

de la tabla 4.1 y de la ecuaci6n modelo (4.3), la forma de 

proceder a la obtenci6n de ~xprcsiones para las principales 

variables terffiodinámicas de estado. 
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